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D. ESTEBAN TERRADAS 
zugeeignet. 

Vtrehrter Freund! Nehmen Sie dieses Bueh - das in so enger Be
ziehung steht zu meinem in erster Linie dureh Sie veranlajlten Aufenthalt 
in Barcelona im Miin vorigen Jahres - von mir entgegen als ein Zeiehen 
der Dankbarkeit, herzlieher Sympathie und Mehster Aehtung for Ihre Person, 
zugleieh aber auch als ein Zeiehen der Bewunderung for das aufoauende 
Werk, das Sie mit Ihren Arbeitsgifiihrten zusammen im Dienste der Teehnik, 
der Wissensehaft und des Unterrichts in Katalonien erriehte! haben! Niemals 
und nirgendwo, will mir seheinen, habe ieh so harmoniseh wie dort mit
einander verwaehsen gefunden guten, ja begeisterten Willen, klaren Blick 
for das Erforderliehe und Erreichbare, nitehterne Arbeitsenergie. Ein be
fruehtender Strom vielseitiger, kriiftiger und zu freier Selbstiindigkeit jort
sehreitender Bildung hat sieh von Ihrer Tiitigkeit aus auf die Mensehen 
und Dinge Ihrer Umgebung ergossen. Moge der Blute eine reiehe Ernie 
folgen! 



Vorrede. 

Dies Buchlein enthalt fast wortlich die Vorlesungen, welche ich im 
Friihjahr 1922 auf Einladung des Consell de Pedagogia der Mancomunitat 
de Catalunya im Institut d'Estudis Catalans, Barcelona, und dann in der 
Universidad Central zu Madrid auf Einladung ihrer Facultad de Ciencias 
gehalten habe - dort in franzosischer, hier groJ3tenteils in kastilischer 
Sprache. Von dem erstgenannten Institut werden sie im Rahmen der 
bekannten Col'lecci6 de Cursos de F!sica i Matematica auf katalonisch 
herausgegeben. War es nur personliche Entlastung fUr mich, der miihsam 
und unfrei unter dem Druck eines fremden Idioms dahinkeucht, wenn ich 
dem Drang nachgab, sie nun auch, ins geliebte Deutsch ruckubersetzt, 
zu veroffentlichen? Ich denke mir diese kleine Monographie in erster 
Linie als eine Erganzung des Buches &Raum, Zeit, Materie«( (s. Aufl., 
Julius Springer 1923). Die tiefere, der Gruppentheorie sich bedienende 
Auffassung des Raumproblems ist dort nur kurz gestreift worden, weil 
Physik und Relativitatstheorie mit ihren unmittelbaren Erfordemissen die 
Szene beherrschten; das wird hier nachgeholt. Eine knappe Rekapitulation 
des schon dort gegebenen Aufbaus der Infinitesimalgeometrie (in der 2. 

und 3. Vorlesung) war unvermeidlich; vielleicht ist es diesem oder jenem 
Leser angenehm, hier das rein Geometrische, losgelOst yom Tensorkalkiil, 
beisammen zu haben. Ausftihrliche mathematische Erganzungen wurden 
den Vorlesungen in einem Anhang neu hinzugefUgt, der fast ebensoviel 
Raum einnimmt wie diese selbst. Die Zusatze enthalten insbesondere 
eine die Grundzuge entwickelnde EinfUhrung in die Integrabilitatstheorie 
der totalen Differentialgleichungen, LIES Theorie der kontinuierlichen 
Transformationsgruppen und in die Elementarteilertheorie; damit hoffe 
ich den deutschen Studierenden einen nutzlichen Dienst zu erweisen. 
Fur die Aufnahme eines vollstandigen Beweises jenes gruppentheoretischen 
Hauptsatzes, auf welch en die Analyse des Raumproblems hinausftihrt, 
entschied ich mich erst, nachdem es mir gelungen war, den ersten Be
weis (Mathematische Zeitschrift I2, S. 114) weitgehend zu vereinfachen. 
Unter dem Einflusse dieses neuen Beweises hat auch die 8. Vorlesung 
eine durchgreifende Umanderung erfahren mussen. 

Es drangt mich, auch an dieser Stelle den einladenden Behorden 
und allen Freunden in Madrid und Barcelona ffir die au6erordentlich 
gastfreundliche Aufnahme in ihrem Lande zu danken. Moge sich der 
Austausch der Gedanken und Kulturguter zwischen dem deutschen Geist 
und Spanien, dessen Regsamkeit auf allen Gebieten der Wissenschaft 
und Kunst neu erwacht ist, immer fruchtbarer gestalten! 

Zurich, im April 1923. H. Weyl. 
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Erste Vorlesung. 

An der Wirklichkeit unterscheiden wir mit KANT den qualitativen 
Inhalt von seiner Form, der raumlich-zeitlichen Ausbreitung, welche erst 
ein Verschiedenerlei von Qualitativem ermoglicht. Ein Karper kann, ohne 
seine inhaltliche Beschaffenheit zu andern, indem er genau so bleibt, wie 
er war, statt hier auch an einem beliebigen anderen Ort im Raum sich 
befinden. 1m extensiven Medium der AuBenwelt (wozu wir auBer dem 
Raum auch die Zeit rechnen) ist es auf solche Weise maglich, daB Dinge 
individuell verschieden sind, die ihrem Wesen, ihrer Beschaffenheit nach 
einander gleich sind. Damit ist die Idee der Kongruenz gegeben: Zwei 
Raumstiicke @S, @S' sind kongruent, wenn derselbe materielle Gehalt, 
welcher @S erfiillt, ohne in irgendeiner seiner sinnlich erlebbaren Be
schaffenheiten ein anderer zu werden, ebensogut das Raumstiick @S' er
fiillen kann. In den Beziehungen der Kongruenz gibt sich eine gewisse 
Struktur des Raumes kund, die metrische Struktur, welche nach ge
wahnlicher Auffassung dem Raume ein fiir allemal fest zukommt, unab
hiingig davon, was flir materielle Geschehnisse in ihm sich abspielen. 
Wir haben somit dreierlei zu unterscheiden: I. den Raum, oder all
gemeiner, mit Hinzunahme der Zeit, das extensive Medium der AufJen
welt, 2. dessen metrische Struktur, 3. seine materielle Erfollung mit einem 
von Stelle zu Stelle veranderlichen Quale. Das philosophische Raum
problem besteht zunachst darin, die Unterscheidung und das gegenseitige 
Verhaltnis dieser drei Momente an der Wirklichkeit, ihre Rolle beim Auf
bau der Wirklichkeit richtig zu erfassen. So ist es z. B. eine Streitfrage, 
ob tatsachlich, wie KANT will, das raumliche Nebeneinander eine auf 
nichts anderes zuriickflihrbare, in ihrem ratselhaften Wesen einfach hin
zunehmende Form der Anschauung ist, oder ob diese dem qualitativen 
Inhalt gegeniibergestellte Form nur ein Fetisch ist, der genauerer psycho
logischer Analyse nicht standhalt j ob es richtig ist, von einem einzigen 
Anschauungsraum zu reden oder von verschiedenen Sinnesraumen (Tast
raum, Sehraum) j u. dergl. We iter hande1t es sich in der Philo sophie 
darum, die metaphysische Herkunft und Bedeutung des Raumes zu ver
stehen j steckt man sich das Ziel so hoch, wie es der Metaphysiker, der 

Weyl, Raumproblem. 
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ungeduldigste unter den Wissenschaftlern, gerne tut, so mochte man am 
liebsten die Notwendigkeit des Raumes und seiner Eigenart aus der Idee 
der im BewuBtsein gegebenen Wirklichkeit heraus begreifen. Ein besonderes 
erkenntnistheoretisches Problem gibt sorlann die Natur der geometrischen 
Erkenntnis, ihre scheinbare oder wirkliche Aprioritat dem philosophischen 
Denken auf. Wie kommt es, daB den Satzen der Geometrie eine so groBe 
Uberzeugungsgewalt innewohnt, selbst flir denjenigen, der keine oder nur 
ganz unzulangliche Experimente iiber ihre Richtigkeit angestellt h:J.t? Von 
diesem Problem nimmt bekanntlich KANTS »Kritik der reinen Vernunft« 
ihren Ausgang. 

Fiir den Mathematiker handelt es sich darum, das quantitativ Er
faBbare, die im Wesen des Raumes und der raumlichen Struktur griindenden 
Relationen, soweit sie mit den Denkmitteln der Logik, Al'ithmetik und Ana
lysis erfaBt werden konnen, und ihre mit diesen Hilfsmitteln ausdriickbaren 
gesetzmaBigen Zusammenhange aufzudeeken; ferner die einfachsten Postu
late zu ermitteln, aus denen sich die Notwendigkeit der so zustande ge
kommenen Raumtheorie durch logiseh-arithmetische Schliisse ergibt. Die 
Resultate solcher Analyse darf der Philosoph nicht beiseite sehieben. Ieh 
wenigstens bin fest davon iiberzeugt, daB auf diesem Felde mathematische 
Einfachheit und metaphysische Urspriinglichkeit in enger Verbindung mit
einander stehen. 

Vom Wesen des Raumes bleibt dem Mathematiker bei seiner Ab
straktion nur die eine Wahrheit in Handen: daB er ein dreidimen
sionales Kontinuum ist. Halt man sieh an das die Zeit mit umfassende 
vollstandige extensive Medium, so erhoht sich die Dimensionszahl auf vier. 
Die groBen ansehauliehen und begrifflichen Schwierigkeiten, welche dieser 
Formulierung noeh anhaften, lassen wir beiseite. 1st es doeh ohnehin 
meine Absicht, in den gegenwartigen Vorlesungen nur von der mathe
matischen Analyse der Raumstruktul' zu spreehen, die eine wesentlich 
reich ere Ausbeute liefert. 

Die Aufgabe wurde bekanntlich zuerst in vollstandiger Weise von 
den Grieehen gelOst. Kein Lehrgebaude war je so gut fundiert und an 
keines ist so lange und mit so selbstverstandlicher Sicherheit geglaubt 
worden, wie an das System del' Euklidischen Geometl'ie. Auch wir stellen 
uns hier zunaehst auf den Standpunkt, daB in ihm die Wahrheit iiber 
die Raumstruktur enthalten ist. Es zeigte sieh, daB die Raumstruktur 
nach ihrer quantitativ erfaBbaren Seite hin etwas vollkommen Rationales 
ist. Anders als etwa bei einem wirklichen Einzelding, wo wir immer 
von neuem aus der Ansehauung schopfen miissen, um immer neue, nur 
in. deskriptiven Begriffen vagen Umfangs beschreibbare Merkmale an den 
Tag zu heben, laBt sieh die Raumstruktur mit Hilfe weniger exakter Be
griffe und in wenigen Aussagen, den Axiomen, erscbOpfend kennzeichnen, 
derart, daB jede wahre geometrische Aussage sich als eine Folge der 
Axiome ergibt. 



Elementare Axiomatik. 3 

Ieh sehildere zunaehst kurz die elementare Richtung der axiomatischen 
Wissenschajt vom Raum, wie sie dureh die »Elemente« des EUKLID und 
(um ein ebenbiirtiges modernes Beispiel zu nennen) die » Grundlagen der 
Geometrie« von HILBERT reprasentiert wird. Hier wird nieht der eigent
liehe Fundamentalbegriff der Geometrie, die Gruppe der kongruenten Ab
bildungen, analysiert, sondern man halt sieh an gewisse abgeleitete, aber 
dem gegenstandliehen Denken naherstehende Begriffe, als da sind: gerade 
Linie, Inzidenz von Punkt und Gerade, u. dergl. Eine befriedigende sy
stematisehe Ordnung ist in diesen Aufbau meines Eraehtens erst ge
kommen dureh die Ausbildung der projektiven Vorstellungen und die 
independente Begriindung der projektiven Geometrie,welche wir v. STAUDT 
und KLEIN verdanken. 

Am leiehtesten la13t sieh eine Ubersieht gewinnen, wenn man die 
Verwendung der analytisehen Methode, des »Zahlenraumes«, nieht ver
sehmaht. Erlautern wir dies naher an der vierdimensionalen Welt, von 
welcher wir annehmen, daB sie mit der ihr dureh die spezielle Relativitats
theorie zugesehriebenen Struktur ausgestattet sei. Das ist die der EUKLID
sehen Raumgeometrie entspreehende MINKowsKIsehe Weltgeometrie. Sie 
bietet uns - gegeniiber dem EUKLIDisehen dreidimensionalen Raum -
den Vorteil, da13 die von einem Punkt ausstrahlenden Linienelemente 
von der Lange 0 einen reellen Kegel bilden. Die Grundbegriffe, welche 
am zweekmaBigsten zum axiomatisehen Aufbau der MINKOWSKIsehen Geo
metrie verwendet werden, sind autler den, noeh keine Strukturmomente 
enthaltenden Begriffen des Punktes und des stetigen Zusammen
hanges der Punkte die folgenden beiden: I. die gerade Linie, 
2. das Nullelement. Unter einem Element verstehe ieh hier einen 
Punkt mit einer von ihm ausgehenden Riehtung. Die Nullelemente sind 
die langenlosen Elemente. Sie geben in der Welt die Riehtung eines 
sich fortpflanzenden Lichtsignals an. Die geraden Linien - wenigstens 
diejenigen mit zeitartiger Riehtung - werden in der Welt gegeben dureh 
die Bewegungen isolierter Massenpunkte, die unter keiner Krafteeinwirkung 
stehen. 1m »CARTESIsehen Bildraum«, d. i. im Kontinuum der reellen 
Zahlquadrupel Xo Xl X2 Xa verstehen wir unter gerader Linie jenes ein
dimensionale Kontinuum von Punkten, das sieh ergibt, wenn man die 
Koordinaten Xi als lineare Funktionen eines Parameters ansetzt, unter 
Nullelement eine Riehtung dxo: dXl : dX2 : dXa, fUr welche 

dx~ - (dx~ + dx~ + dx:) = o. 

[Als Zwisehenbemerkung fUge ieh hinzu: 1st das Nullelement auf diese 
Weise festgelegt, so driiekt sieh das Senkreehtstehen zweier Riehtungen 
tlxo : tlXl : tlX2 : dXa und oxo: OXI : OX2 : OXa im CARTEsIsehen Bildraum be
kanntlieh durch die bilineare Gleiehung aus: 

dxo oXo - (dXl OXI + tlX2 OX2 + dXa OXa) = o. 

1m FaIle des EUKLIDisehen Raumes, wo die Nullelemente nieht reell sind, 
1* 



-----------
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wird man sich statt auf den Begriff des Nullelements auf diesen kom
plizierteren (weil von zwei Linienelementen handelnden) Begriff des Senk
rechtstehens stiitzen miissen, Analytisch ist ja der eine dem anderen im 
gleichen Sinne aquivalent wie quadratische Form und symmetrische Bi
linearformJ. Nachdem dies vorausgeschickt ist, konnen wir, zur MIN
KOWSKIschen Geornetrie zuriickkehrend, die geometrische Struktur der Welt 
vollstandig durch die folgende Aussage charakterisieren: Es lassen sich in 
ihr vier solche Koordinaten Xo Xl X2 Xa einfuhren, sie liijJt sich so auf einen 
Cartesischm Bildraum stetig abbildetl, daft dabei I. jede gerade Linie in 
eine gerade Linie, 2. jedes Nullelement in tin Nullelement ubergeht. Diese 
Aussage bleibt giiltig, auch wenn wir sie nur auf ein begrenztes Welt
stiick ® beziehen. Wissen wir, dal3 dessen Gerade und Nullelernente 
die genannten Bedingungen erfiillen, so besitzt ® notwendig die EUKLIDisch
MINKOWsKIsche Struktur. Durch die erste Bedingung allein ist die Welt 
als ein vierdimensionaler projektiver Raum (im Sinne der elementaren 
projektiven Geometrie) charakterisiert. Denn die einzigen stetigen Ab
bildungen des CARTEsIschen Raumes auf sich seIber, welche gerade Linien 
in gerade Linien iiberfiihren, sind die projektiven, d. h. diejenigen Ab
bildungen, die sich bei Benutzung homogener Koordinaten als homogene 
lineare Transforrnationen darstellen. Dieser Fundamentalsatz der pro
jektiven Geornetrie ist auch dann noch giiltig, wenn es sich nicht urn die 
Abbildung des ganzen Raumes auf sich seIber handelt, sondern urn die 
Abbildung eines Raumstiicks auf ein Raurnstiick. Sein Beweis beruht 
auf der Mobiusschen Netzkonstruktion, die ich hier kurz beschreiben will*). 

Zu einem CARTEsIschen Koordinatensystem (xy) in der Ebene (urn 
zeichnen zu konnen, halte ich mich an den zweidirnensionalen statt den 
vierdimensionalen Fall) gehort ein quadratischer Raster; bestehend aus 
den Geraden 

X = ganze Zahl 
und den Geraden 

y = ganze Zahl. 

Wir tragen aul3erdem als Hilfslinien die Diagonalen 

X + y = ganze Zahl 

in die Zeichnung ein. Durch projektive Verallgemeinerung erhalten wir 
daraus den daneben gezeichneten )}projektiven Raster«. Einander ent
sprechende Punkte und Geraden sind durch gleiche Buchstaben bezeichnet; 
die gestrichelte Gerade ist das Analogon der unendlichfernen. Man sieht 
nun ohne wei teres, wie aus der schraffierten viereckigen Zelle, welche 
dem Einheitsquadrat entspricht, allein vermoge der Operation des Ver
bindens zweier Punkte durch eine gerade Linie der ganze projektive Raster 
erzeugt werden kann. Man kann die verschiedenen Geraden, nachdem 
die »unendlich ferne« durch Verbindung von X und Y und auf ihr der 

*) MOBIUS, Der baryzentrisehe Caieul (Leipzig 1827, oder Werke, Ed. J) Kap. 6 u. 7. 



Fundamentalsatz der projektiven Geometrie. 5 

»Diagonalpunkt« D als Schnitt mit der Diagonale d1 = Ex.E~ gefunden 
ist, in der folgenden Reihenfolge konstruieren: 

d2 , X2Y2; d3 , X3Y3; d4 , X4Y4; ••• 

Auch ist es durch dieselbe Operation ohne weiteres moglich, den Raster 

Abb. I. Abb.2. 

z. B. im Verhaltnis 3: I zu unterteilen, d. i. dasjenige Netz zu bilden, 

dessen Gitterpunkte die Koordinaten (;, ;) haben (m und n ganze 

Zahlen). Die Konstruktion der zu diesem feineren Raster gehOrigen Ein
beitszelle ist in den Abb. 3 und 4 angegeben: durch Verbindung von 0 

,p 
I 

(13) I 

I / I 
I 
I 

/ : 
I 

I / 
: / 

Ey 
VQ E (31) 

if: -----p --
~.::;:? ~.:::--- ---

0 Ex 
Abb·3· Abb·4· 

mit den Gitterpunkten (3, I) und (I, 3) des ursprunglichen Rasters findet 
man die Punkte P und Q. An Stelle des N enners 3 kann natiirlich 
jede andere ganze Zabl treten. Vnd so erhalte ich schlieJillich durch 
die Netzkonstruktion aus den Elementen des projektiven Koordinaten
systems, namlich dem Grunddreieck OXYund dem Einheitspunkt E jeden 
beliebigen Punkt, der in diesem. System rationales Koordinatenverhaltnis 
besitzt. 



6 Erste V orlesung. 

Daraus ergibt sich der Satz: Geht bei einer Abbildung eines Raum
stucks 6 auf ein Raumstuck 6' jede Gerade in eine Gerade liber, so 
geht jeder Punkt, des sen Koordinatenverhiiltnis Xl: X2 : Xa rational ist, 
dabei in einen Punkt mit dem gleichen Koordinatenverbiiltnis liber, vor
ausgesetzt natiirlich, daB ich in 6 und 6' projektive Koordinatensysteme 
o XY IE, 0' X' Y' I E' benutze, die durch die Abbildung auseinander 
hervorgehen. 1st die Abbildung stetig, so faUt die Beschrankung auf 
rationale Koordinaten fort, und damit ist der Fundamentalsatz bewiesen. 
Diese Betrachtung zeigt auch, daB ein Raumstuck projektiven Charakters, 
d. h. ein solches, das sich stetig und geradentreu auf ein Stuck des 
Zahlenraumes abbilden laBt, in eindeutig bestimmter Weise ideell zum 
vollen geschlossenen projektiven Raum erweitert werden kann. 

Nachdem so erkannt ist, daB durch den Begriff der Geraden die 
Gruppe aller stetigen Abbildungen eingeengt wird zu der Gruppe der 
projektiven, gilt es jetzt weiter, durch den zweiten, den Begriff des Null
elements aus der Gruppe der projektiven Abbildungen die Gruppe der 
ahnlichen Abbildungen auszuscheiden. In der Tat sind die von den ver
schiedenen Punkten ausstrahlenden Kegel der Nullgeraden die von diesen 
Punkten aus gewonnenen Projektionen eines und desselben in der drei
dimensionalen unendlich fernen Ebene gelegenen zweidimensionalen Kegel
schnitts. Die Nullelemente legen also die unendlich ferne Ebene und in 
ihr den »absoluten Kegelschnitt« fest. Die Festlegung der unendlich 
fernen Ebene bedeutet den Abstieg vom projektiven zum afftnen, die 
Festlegung des absoluten Kegelschnitts in ihr den Abstieg vom afftnen 
zum metrischen Standpunkt. 

Will man sich von der Verwendung des Zahlenraumes und der in 
ihm analytisch definierten Geraden befreien, so hat man zunachst die 
Aufgabe, die geometrischen Eigenschaften von geraden Linien und ihre 
Lagebeziehungen so vollstandig zu beschreiben, daB daraus die Abbild
barkeit des Systems der Geraden auf die Geraden des CARTEsIschen Bild
raumes hervorgeht. Das Analoge muB dann fUr die Nullelemente ver
mage deren geometrischer Eigenscbaften und Beziehungen zu den Geraden 
geleistet werden. Dabei wird man mit KLEIN fordern durfen, daB auch 
hier nur Aussagen zur Verwendung kommen, welche sich auf tin begrenztes Wet/
stUck beziehen. Vom Standpunkt der Erkenntnis aus, welche die Beziehung 
zur Wirklichkeit niemals aus den Augen verlieren darf, ist diese Forderung 
offen bar sehr naturlich und berechtigt. In rein logischer Hinsicht muB man 
freilich zugeben, daB damit eine erhebliche EinbuBe an Einfachbeit und Be
stimmtheit der Axiome verbunden ist. Ihre Formulierung wird viel schwer
falliger als in solchen Axiomensystemen wie dem EUKLIDischen, welche 
handeln von dem Raum in seiner ganzen unendlichen Ausdehnung, be
haftet mit den Zusammenhangsverhaltnissen des vollstandigen Zahlenraumes. 

Urn einen Begriff von diesen Schwierigkeiten zu geben, wollen wir 
der KLEINschen Forderung die Aussage der EUKLIDischen Geometrie an-



Geometrie im begrenzten Gebiet. 7 

pass en : daB zwei verschiedene Punkte eine und nur eine Gerade be
stimmen, der sie beide angehOren. Vorweg bemerke ich, daB bei EUKLID 
die gerade Linie in dem Sinne eine Punktmenge ist, daB von jedem Punkt 
schlechthin feststeht, ob er der geraden Linie angehOrt oder nicht. -
Filr ein begrenztes Raumstilck liegen in jenem EUKLIDischen Axiom die 
folgenden Tatsachen: Zu jedem Punkte Po gehort eine »kleinere« und 
eine sie umfassende »groBere« Umgebung u und U. 
Je zwei Punkte P und Q in u bestimmen ein Ge
radmstuck g; aIle auf ihm zwischen P und Q ge
legenen Punkte gehoren U an; filr jeden Punkt von 
U steht es fest, ob er dem Geradenstuck g angehort 
oder nicht. gist einzig in seiner Art; jedes die 
Punkte P und Q enthaltende Geradenstuck g', des sen 
zwischen P und Q gelegene Punkte U angehCiren, 
stimmt namlich mit g uberein in dem Sinne, daB 
innerhalb U jeder Punkt von g ein Punkt von g' 
ist und umgekehrt. Zwei Geradenstucke g und g* 
bilden unmittelbare Fortsetzungen voneinander, wenn 

Abb·5· 

es einen Punkt Po gibt von der Beschaffenheit, daB in der kleineren Um
gebung u von Po zwei Punkte P und Q angetroffen werden, die beide 
den Stilcken g und g* angehoren, wahrend alle Punkte auf g sowohl 
als g*, welche zwischen P und Q liegen, in der groBeren Umgebung U 
von Po liegen. Fur ein Geradenstuck gelten jene Axiome des »Zwischen«, 
die dasselbe als ein einziges zusammenMngendes Linienstilck charak
terlSleren. SchlieBlich wird noch eine Aussage des Inhalts hinzutreten 
mussen, daB, wenn P und Q beliebig nahe an Po heranrucken, aIle Punkte 
auf g zwischen P und Q in einer beliebig kleinen Umgebung von Po 
liegen*). 

Die stetigen Abbildungen des CARTEslschen Raumes, welche jedes 
Nullelement in ein Nullelement uberfiihren, lassen sich analytisch eben so 
leicht charakterisieren wie die projektive Gruppe; es sind das die von 
MOBIUS entdeckten »Kugelverwandtschaften« (Anhang I). Wir konnen 
deshalb auch so vorgehen: Das Nullelement dient uns zunachst dazu, 
aus allen stetigen Abbildungen die MOBIusschen Kugelverwandtschaften 
auszuscheiden, und erst, nachdem dies geschehen, steigen wir durch den 
Begriff der geraden Linie von da aus zu den ahnlichen Abbildungen 
herab. Doch liegt, wie es scheint, eine nach diesem Schema verlaufende 
durchgefilhrte geometrische Axiomatik bisher in der Literatur nicht vor. 
Die Moglichkeit des einen und des anderen Verfahrens beruht, wie wir 
zusammenfassend feststellen, auf zwei Grundgedanken: 

*) In der Literatur hat man sich damit begniigt, die Geometrie im begrenzten 
Raumstiick in dem Sinne durchzufiihren, dall> sie sich bezieht auf einen festen, konvex 
begrenzten Ausschnitt des Raums. Vgl. z. B. WHITEHEAD, The Axioms of Descriptive 
Geometry, Cambridge Tracts N0.5 (Cambridge University Press). 



---------- ,-----------

8 Zweite Vorlesung. 
============================================= 

I. Die Gruppe der alznlichen Abbildungen ist der Durchschnitt der 
projektiven Gruppe und der Gruppe der Mobiusschen Kugelverwandtschaften. 

2. Die erste liiJit sich durch den Begriff der geraden Linie, die zweite 
durclz den Begriff des j\Fullelementes kennzeichnen. 

Verzichtet man auf die KLEINSche Forderung, versteht also unter Ab
bildung auf den Zahlenraum eine umkehrbar eindeutige stetige Abbildung 
der ganzen unendlichen Welt auf den vollstandigen Zahlenraum, so ist 
durch die erste Bedingung allein, daB jede Gerade in eine Gerade uber
gehen solI, die Welt nicht bloB als projektiver, sondern als affiner Raum 
festgelegt. Denn die einzigen projektiven Abbildungen, welche endlich 
entfernte Punkte in endlich entfernte, unendlich ferne Punkte in unendlich 
ferne uberftihren, sind die affinen. Andererseits sind die einzigen Kugel
verwandtschaften, welche alle im Endlichen gelegenen Punkte im End
lichen lassen, die ahnlichen Abbildungen. Darum kann man, wenn man 
mit der ganzen unendlichen Welt operiert, die MINKOWSKISche Geo
metrie vollstandig auf den einen Begriff des Nullelements aufbauen; die 
gerade Linie wird entbehrlich. Das ist vor einigen Jahren in einem 
allerdings sehr umstandlichen und kunstlichen Axiomensystem von dem 
englischen Mathematiker ROBB durchgeftihrt worden. rch verweise auf 
sein in der Cambridge University Press erschienenes Buch » Theory of 
Time and Space« und auf die kurzere, ebendort erschienene Darstellung 
» The absolute Relations of Time and Space «. 

Es war mir hier nur darum zu tun, in einer fluchtig hingeworfenen 
Skizze die Grundrichtung der elementaren Axiomatik zu schildern. Grund
licher und ausftihrlicher wollen wir uns jetzt mit einer anderen Art der 
Betrachtung des Raumproblems beschaftigen, die uns viel tiefer zu seinen 
ursprunglichen Quellen hinabfuhren wird; das ist die injinitesimalgeo
metrische Richtung, welche durch RIEMANN eroffnet wurde in seinem 
beruhmten Habilitationsvortrag » Uber die Hypothesen, welche der Geo
metrie zugrunde liegen«. 

Zweite Vorlesung. 

Wie die moderne Physik den Zusammenhang der Naturerscheinungen 
aus N ah e w irk un g en, Bindungen zwischen den physikalischen Zustanden 
in unendlich benachbarten Weltpunkten verstehen will, so solI hier auch die 
Struktur des Raumes durch solche Aussagen charakterisiert werden, die 
jeweils einen Punkt nur mit den Punkten seiner unendlich kleinen Um
gebung in Verbindung setzen. Die Aussagen sollen sich nicht wie bei 
KLEIN nur auf ein begrenztes, sie solI en sich sogar nur auf ein un
endlich kleines Raumstiick beziehen. Das Grundbeispiel einer solchen 
infinitesimalen Analyse ist die Kennzeichnung einer konstanten Funktion 
(einer Funktion, die an je zwei Stellen den gleichen Wert :lllnimmt) durch 
das Verschwinden ihrer Ableitung. 
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RIEMANN geht aus von der Grundtatsache der gewohnlichen Geometrie, 
daB sich je zwei Strecken ihrer Lange nach messend miteinander ver
gleichen lassen und daB fUr die Streckenlange der PvTHAGOREische Lehr
satz gilt. Durch die infinitesimale Wen dung gehen aus ihr die beiden 
Axiome der RIEMANNSchen Geometrie hervor: I. Nach Wahl einer Liingen
einheit (die ein- fUr allemal vorgenommen sei) kommt jedem unendlich kleinen 
Linienelement, das von irgendeinem festen Punkt P nach einem zu P un
endlich benachbarten Punkte P' hinfiihrt, eine bestimmte Majizahl ds als 
seine Lange zu. 2. Fur die von einem Punk! ausstrahlenden Linienelemente 
ist ds2 in seiner Abhangigkeit vom Linienelement eine positiv-dejinite qua
dratische Form. 

Wir beziehen den Raum, den wir in abstrakter Allgemeinheit als einen 
n-dimensionalen annehmen, auf beliebige Koordinaten Xi, d. h. wir denken 
uns die vorliegende n-dimensionale kontinuierliche Mannigfaltigkeit irgend
wie stetig so auf das Kontinuum der moglichen Wertsysteme Xl X2." 

Xn von n reellen Variablen bezogen, daJil verschiedenen Punkten der 
Mannigfaltigkeit immer verschiedene Wertsysteme entsprechen. Fiihrt ein 
Linienelement von dem Punkte P mit den Koordinaten Xi zu dem Punkt P' 
mit den Koordinaten Xi + dXi' so heiBen dXi die Komponenten des 
Linienelementes in dem zugrunde gelegten Koordinatensystem. Bei dem 
Ubergang zu einem ::mderen Koordinatensystem xi, wie er durch Trans
formationsformeln 

( * * *) Xi = Pi Xl X2 ••• Xn , (i=I,2, .. ,n) 
vermittelt wird, erfahren die Komponenten der von einem Punkt P aus
strahlenden Linienelemente eine homogene lineare Transformation 

n 

(I) dx· = Vai dx*· 
I ~ k k' 

k=1 

die a~ sind dabei iibrigens die Werte der Ableitungen ~ P: an der Stelle P. 
uXk 

Es beruht ja die Leistungsfahigkeit des in der Differentialrechnung, der 
Nahewirkungsphysik und der RIEMANNSchen Geometrie zum Durchbruch 
kommenden Prinzips: die Welt nach Form und Inhalt aus ihrem Ver
halten im Unendlichkleinen zu verstehen, eben darauf, daB aIle Probleme 
durch den Ruckgang aufs Unendlichkleine linearisiert werden. 

Die Voraussetzungen der RIEMANNSchen Geometrie driicken sich ver
moge des Koordinatensystems Xi in einer Formel aus: 

ds2 = :2 gikdxidxk, 
i, k 

auf deren rechter Seite eine positiv - definite quadratische Form der 
Komponenten dXi des variablen, von P ausstrahlenden Linienelements steht. 
Die Koeffizienten gik = gki dieser gegeniiber Koordinatentransformation 
invarianten metrischen FWldamentalform werden im allgemeinen von Stelle 
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zu Stelle verschiedene Werte haben; doch sollen sie (im Kontinuum 
versteht sich das eigentlich von selbst) stetige Funktionen des Ortes sein. 
Sie beschreiben im Koordinatensystem Xi das .metrisc1ze Feld. Die Haupt
gesetze, nach denen die Fundamentalform die MajJzahlen aller geometri
schen GrojJen in dem RIEMANNSchen Raum festlegt, sind die folgenden: 
I. 1st g die Determinante det gik, so ist die GroBe irgendeines Raum
stiickes gleich dem Integral 

(3) S Vi dXl dX2 ... dxn , 

zu erstrecken iiber dasjenige Gebiet im Zahlenraum der Variablen xi, 
welches dem Raumstiick entspricht. 2. Bedeutet Q(do) die der quadra
tischen Fundamentalform entsprechende symmetrische Bilinearform zweier 
an derselben Stelle befindlicher Linienelemente d und 0: 

Q(do) = 2gikdxiOXk, 
ik 

so ist der von ihnen gebildete Winkel 0 zu berechnen aus 

cosO = Q(do) 
-V Q(dd). Q(oo) 

3. Eine in dem n-dimensionalen Raum Rn liegende m-dimensionale, auf 
Koordinaten Ul U2 ... Um bezogene Mannigfaltigkeit Rm (1 <:::: m < n) ist 
gegeben durch eine Parameterdarstellung: 

Xi = X;(UI U2 ... Um) (i = 1,2, ••• n), 
welche jedem Punkte (u) von Rm seine Stelle (x) im Raume Rn zuweist. 
Aus der metrischen Fundamentalform des Raumes Rn entsteht durch 
Einsetzen der Differentiale 

ox- ox- ox-
dXi -'-~ dUl + --;:-~- dU2 + .... ,,-' dUm 

UUl UU2 uUm 

die metrische Fundamentalform von Rm. Rm ist damit seIber zu einem 
m-dimensionalen RIEMANNschen Raum geworden; und die Berechnung 
der GroBe eines beliebigen Stiickes von Rm geschieht nach der auf Rm 
iibertragenen Formel (3). So kann die Lange von Liniensttlcken, der 
Inhalt von Flachenstiicken usw. ermittelt werden. 

Die RIEMANNSchen Annahmen kommen offenbar darauf hinaus, daB 
in der unmittelbaren Umgebung jedes Punktes im Unendlichkleinen die 
EUKLIDische Geometrie giiltig sein soIl. Wahrend man in der EUKLID
schen Geometrie fast immer so verfuhr, daB man auf Grund des metri
schen Feldes ein ausgezeichnetes, das Cartesische Koordinatensystem ein
fiihrte, in welchem die gik bestimmte numerische Werte haben, namlich 

{
I (i = k) 

gik = 0 (i =!= k), 

ist man in der allgemeinen RIEMANNSchen Geometrie gezwungen, das 
Koordinatensystem frei zu lassen und die metrische Struktur des Raumes 
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durch das Tensorfeld der GroJ3en gik darzusteIlen, die nun explicite in 
aIle Formeln der Geometrie und Physik eingehen. Das hat den groJ3en 
Vorzug, daJ3 sich dieser tragende Untergrund aller geometrischen und 
physikalischen GroJ3enbestimmung den Blicken nicht entzieht. 

Der Aufbau der RIEMANNschen Infinitesimalgeometrie hat in den 
letzten Jahren sehr an Einfachheit und Anschaulichkeit gewonnen durch 
den von LEVI-CIVITA entdeckten Begriff der inftnitesimalen Parallelver
schiebung eines Vektors*). LEVI-CIVlTA fiihrte ihn auf Grund der Annahme 
ein, daJ3 der RIEMANNsche Raum R in einen hoherdimensionalen EUKLlD
schen E eingebettet sei; einen R tangierenden Vektor f im Punkte P 
von R verschiebe ich parallel in E nach einem zu P unendlich be
nachbarten Punkt P' von R, spalte diesen verschobenen Vektor f' in 
eine tangentielle und eine (unendlich kleine) normale KOII).ponente, ft 
und f~, und erklare: Der in R liegende Vektor ft entstehe aus f durch 
infinitesimale Parallelverschiebung in R. Es steIlt sich heraus, daJ3 dieser 
ProzeJ3 von der Art der Einbettung unabhangig und nur durch das 
metrische Feld von R bestimmt ist. Die naturgemaJ3e independente 
Erklarung dieses Begriffs ist von mir gegeben worden; in welcher Weise, 
muJ3 ich jetzt genauer schildern. 

Der die Mannigfaltigkeit im Punkte P tangierende Vektorraum oder 
Vektorkorper ist als ein n-dimensionaler ebener, mit einem Zentrum 0 
versehener Raum zu erklaren, in welch em die unendlich kleine Umgebung 
von 0 durch eine (im Unendlichkleinen selbstverstandlich lineare) Be
ziehung zur Deckung gebracht ist mit der unmittelbaren Umgebung von P; 
dabei decken sich 0 und P. Man kann auch sagen, daJ3 dieser tan
gierende Vektorraum durch eine VergroJ3erung in unendlich groJ3em Ver
baltnis aus der infinitesimalen Umgebung des Punktes P hervorgeht. Ein 
Vektor in P ist demnach relativ zu einem Koordinatensystem Xi charak
terisiert durch n Zahlen §i, seine Komponenten, die bei Ubergang zu 
einem anderen Koordinatensystem sich genau so transformieren - siehe 
die Gleichungen (I) - wie die Komponenten eines Linienelements in P; 
die Linienelemente sind die unendlich klein en Vektoren in P. Denn wir 
bekommen ein eindeutig bestimmtes zugehoriges lineares Koordinaten
system mit dem Anfangspunkte 0 im tangierenden Vektorraum durch die 
Forderung, daJ3 in unmittelbarer Nachbarschaft von P bzw. 0 die rela
tiven Koordinaten dXi in bezug auf das Zentrum iibereinstimmen flir 
sich deckende Punkte. Da es Konvention geworden ist, die Komponenten 
der Vektoren durch obere Indizes zu bezeichnen, schreibe ich im fol
genden meistens (dxy statt dXi. 

Durch Parallelverschiebung eines Vektors f in P nach dem unendlich 
benachbarten Punkte P' entsteht derjenige Vektor -,:.' in P', welcher die 

*) LEVI-CIVITA, Nozione di parallelismo in una varieta qualunque ... , Rend. del 
Cire. Mat. di Palermo, t.42 (1917); vgl. aueh HESSENBERG, Vektorielle Begriindung 
der Diiferentialgeometrie, Math. Ann. Bd. 78 (1917). 
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gleichen Komjonenten besitzt wie ~ in P. Diese Definition charakterisiert 
die Parallelverschiebung als eine »Ungeanderte« Verptlanzung der Vektoren. 
Sie ist aber abhiingig vom Koordinatensystem: Jedem Koordinatensystem Xi 
entspricht auf die geschilderte Weise ein moglicher Begriff der Parallel
verschiebung, ein mogliches System von Parallelverschiebungen des Vektor
korjers nach allen zu P unendlich benachbarten Punkten. In einem ein 
flir allemal fest gewahlten Koordinatensystem Xi driickt sich ein solches 
mogliche System von Parallelverschiebungen folgendermaJ3en aus: Geht aus 
dem Vektor ~ mit den Komponenten gi im Punkte P = (Xi) durch Parallel
verschiebung nach dem unendlich benachbarten Punkte P' = (Xi + dXi) 
der Vektor ~' in P' mit den Komponenten gi + dgi hervor, so hangen 
erstens die Anderungen der Komponenten dgi linear von dem ver
schobenen Vektor selbst ab 

(4) dg i = - ~d?,~.gr, 

zweitens die dabei auftretenden Koeffizienten d?,~ ihrerseits wieder linear 
von den Komponenten (dxy der vorgenommenen Verschiebung 

(5) d?,~ = ~ T!s (dx)s, 

und es erflillen drittens die von Vektor und vorgenommener Verschie-
bung unabhangigen GroJ3en Ti 

rs' welche den ganzen ProzeJ3 festlegen, 
die Symmetriebedingungen 

(6) Ti =Ti. sr rs 

Den Beweis dafiir, der durch sehr einfache Rechnungen bewerkstelligt 
werden kann, iibergehe ich hier *). Aus ihm geht zugleich hervor, daJ3 
die GroJ3en T weiteren Bedingungen nicht unterworfen sind: Sind T!. 
irgendwelche, den Symmetriebedingungen (6) geniigende Zahlen und 
definieren wir durch die Gleichungen (4), (5) den Transport des Vektor
korpers in P nach allen zu P unendlich benachbarten Punkten, so ist 
das ein mogliches System infinitesimaler Parallelverschiebungen; d. h. es 
gibt ein Koordinatensystem, in welchem bei dem so definierten Trans
port die Komponenten der Vektoren keine Anderung erleiden. 

1st nun eine Mannigfaltigkeit von Natur so beschaffen, daJ3 an jeder 
Stelle Punter den »moglichen« Begriffen von Parallelverschiebung ein 
einziger als der allein »wirkliche« ausgezeichnet ist, so sagen wir, es sei 
die Mannigfaltigkeit mit einem afJinen Zusammenhang ausgestattet. (Mit 
gutem Grund, da die Dbertragung eines Vektors durch Parallelverschiebung 
von einer Stelle zu einer anderen der Grundbegriff der affinen Geometrie 
ist.) Die GroJ3en T!s' welche an jeder Stelle die wirkliche infinitesimale 
Parallelverschiebung der Vektoren festlegen, heiJ3en die Komponenten des 

*) Ich verweise dieserhalb auf mein Buch: Raum, Zeit, Materie, 5. Aufl., Berlin, 
Julius Springer 1923, S. II3. 
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affinen Zusammenhangs. Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems 
kann man bewirken, daB sie an einer beliebig vorgegebenen Stelle ver
schwinden j darin gibt sich kund, daB der affine Zusammenhang der 
Mannigfaltigkeit an jeder Stelle von del' gleichen Natur ist. Hingegen 
ist es im allgemeinen nicht moglich, ein ausgedehntes Gebiet G des 
Raumes auf solche Koordinaten zu beziehen, daB in ganz G die Kom
ponenten r Null werden. 

Die wirkliche vierdimensionale Welt ist Beispiel einer affin zusammen
hangenden Mannigfaltigkeit. Es ist namlich unbezweifelbare Tatsache, 
daB ein Korper, der in bestimmter Weltrichtung losgelassen wird, eine 
eindeutig bestimmte natiirliche Bewegung vollfiihrt, aus der er nur durch 
auBere Krafte herausgeworfen werden kann; und zwar geschieht das 
offenbar vermoge einer von Stelle zu Stelle infinitesimal wirksamen Be
harrungstendenz, welche die Weltrichtung r des Korpers im beliebigen 
Punkte P )parallel mit sich« nach demjenigen zu P unendlich benach
bart en Punkte P' transportiert, welcher in der Richtung t von P aus 
liegt. Wirken auBere Krafte auf den Korper, so bestimmt sich seine 
Bewegung durch den Kampf zweier Momente, der Beharrungstendenz 
und der Kraft. Die Beharrungstendenz ist eine Art zwangsweise Fiih
rung, welche die Welt vermoge ihrer Struktur auf jeden Korper ausiibt. 
Mit EINSTEIN nehmen wir an, daB das )Fiihrungsfeld « nicht bloB die 
info Parallelverschiebung von Richtungen in sich seIber, sondern auch 
der Vektoren im Punkte P nach allen zu P unendlich benachbarten Punkten 
bestimmtj diese durch gute Griinde zu stiitzende Annahme bedeutet offen
bar, daB wir der Welt von Hause aus einen affinen Zusammenhang zu
schreiben. 

Von dieser Abschweifung in die wirkliche Welt kehre ich zur ab
strakten RIEMANNSchen Geometrie zuriick. Und behaupte, daB ein 
Riemannscher Raum gleichfalls von Hause a,us, zufolge seiner Metrik, mit 
einem bestimmten afJinen Zusammenhang ausgestattet ist. Unter den mog
lichen Systemen von Parallelverschiebungen des VektorkOrpers in P nach den 
Punkten der unmittelbaren Nachbarschaft von P gibt es niimlich ein einziges, 
bei welchem aile Vektoren ihre Liinge bewahren. Es solI also 

sein, wenn d die mit der Parallelverschiebung verbundene unendlich 
kleine Anderung einer GroBe anzeigt. Wir ersparen uns fortan das Hin
schreiben von Summenzeichen j es versteht sich immer von selbst, daB 
iiber einen Index, der in einem Formelglied doppelt auf tritt, zu sum
mieren ist. Das Herunterziehen des Index i an einem System von 
Zahlen ai (die neben i vielleicht noch andere Indizes tragen) wird 
definiert durch die Gleichungen 

ai = 2gij ai, 
j 
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der umgekehrte ProzeJ3 des Hinaufziehens eines Index durch die dazu 
inversen Gleichungen 

a i = 2jjaj. 

j 

Setzen wir beim Herunterziehen des Index i an den die gesuchte Parallel
verschiebung charakterisierenden GroJ3en 

dri = rir(dx)' 
das i vor die iibrigen Indizes, so erhalt man aus der identisch in den 
;i zu erfiillenden Forderung (7) sofort die Beziehungen 

oder 
~g,·k 

(8) Ii,kr + rk,ir = ~. 
UXr 

Daraus folgt, in Anbetracht des Umstandes, daB die r in ihren beiden 
hinteren Indizes symmetrisch sind, 

(9) ( .. r/ -) r,. - ~ (~gir + ~gi. _ ~grs) . 
~g'J rs - l,rs - :> :> :> 

2 uXs uXr uXi 

Die r werden in der RIEMANNschen Geometrie gewohnlich als ClUU
STOFFELsche Drei-Indizes-Symbole bezeichnet; sie haben hier samt den 
CHRISTOFFELschen Formeln (9) eine einfache begriffliche Deutung erfahren. 

Dritte Vorlesung. 
In einer affin zusammenhangenden Mannigfaltigkeit kann man einen 

Vektor l< im Punkte P durch Parallelverschiebung nicht nur nach einem 
unendlich benachbarten, sondem auch nach einem beliebig entfemten 
Punkte P transportieren, namlich langs eines P mit P verbindenden 
Weges, auf dem l< von Punkt zu Punkt durch infinitesimale Parallel
verschiebung iibertragen wird. Lassen wir aber den gleichen Ver
schiebungsprozeJ3 sich langs eines anderen P mit P verbindenden Weges 
vollziehen, so sind wir keineswegs sicher, daB wir in P mit dem Vektor 
in gleicher Endlage ankommen wie auf dem ersten Wege: Die Vektor
iibertragung ist im allgemeinen yom Wege abhangig oder, wie man zu 
sagen ptlegt, nicht integrabe!. Nimmt ein sich in der Mannigfaltigkeit 
bewegender Punkt seinen Vektorkorper sr so mit, daB derselbe in jedem 
Augenblick eine info Parallelverschiebung erfahrt, so wollen wir sr mit 
Herm SCHOUTEN als KompaBkorper bezeichnen. Der KompaJ3korper 
kehrt also im allgemeinen, nachdem er einen geschlossenen Weg be
schrieben hat, nicht wieder in seine Ausgangslage zuriick. 

An dieser Stelle drangt sich uns eine Inkonsequenz auf, die in der 
RIEMANNSchen Geometrie von ihrer EUKLIDischen Vergangenheit her noch 
stecken geblieben ist. In der RIEMANNschen Geometrie lassen sich 
Vektoren nur infinitesimal verpflanzen; ihre Ubertragung nach einer endlich 
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entfemten Stelle ist abhangig vom Wege, langs dessen die Dbertragung 
vollzogen wird; ein direkter Femvergleich der Vektoren ist nicht moglich. 
1m Gegensatz dazu war es aber eine der Grundannahmen RIEMANNS, 
daB an den Langen der Vektoren oder den »Strecken«, wie wir sagen 
wollen, ein soIcher direkter Fernvergleich vollziehbar sei. In einer 
Geometrie, die reine Infinitesimalgeometrie sein will, ist offenbar eine 
derartige Voraussetzung nicht zulassig. ..An ihre Stelle muE die allge
meinere treten, daB sich auch eine Strecke von einem Punkte Pnur 
nach einem unendlich benachbarten Punkte P' kongruent ubertragen laBt. 
Und wir werden darauf gefaBt sein mussen, daB die kongruente Ver
pflanzung einer Strecke langs eines Weges, der zwei endlich entfemte 
Punkte miteinander verbindet, sich als abhangig vom Wege erweist. 

Mit dieser yom Vortragenden herruhrenden Erweiterung der RIEMANN
schen Geometrie verbinden wir die andere, daB wir die metrische Funda
mentalform gik (dx)i (dx)k nicht mehr als positiv-definit voraussetzen. In 
der Tat ist die metrische Fundamentalform der vierdimensionalen Welt 
nicht definit, sondern vom Tragheitsindex I, d. h. sie hat bei geeigneter 
Annahme des Koordinatensystems in dem gerade betrachteten Punkte 
die Gestalt 

mit einem Minuszeichen. Wenn demnach auch die metrische Fundamental
form nicht definit zu seinbraucht, so darf sie doch niemals ausarten, 
d. h. die Determinante der gik muB ::j= 0 sein. Anschaulicher und un
abhiingig yom Koordinatensystem konnen wir diese unerlaBliche Forderung 
so aussprechen: Zwei Linienelemente d und 0, fUr welche das skalare 
Produkt, d. i. die zu unserer quadratischen Form gehorige symmetrische 
Bilinearform verschwindet, 

~ giddx/(ox)k = 0, 

ik 

heiBen senkrecht aufeinander; aul3er 0 darf es kein Linienelement in P 
geben, auf weIchem aIle Linienelemente in P senkrecht stehen. Die 
metrische Fundamentalform wird allerorten den gleichen Tragheitsindex 
besitzen; das folgt schon aus der Stetigkeit der gik zusammen mit der 
Tatsache, dal3 ihre Determinante nirgendwo verschwindet. Infolgedessen 
la6t sich an jeder Stelle der Mannigfaltigkeit die metrische Fundamental
form durch eine geeignete zu dieser Stelle gehorige lineare Transforma
tion der Koordinaten oder der Differentiale dXi in eine und dieselbe 
Normalform verwandeln; die Natur der Metrik ist iiberall die gleiche. 
Um nicht mit imaginaren GroBen operieren zu miissen und auch, um 
nicht die Quadratwurzel als eine iiberfliissige Irrationalitat einzufUhren, 
benutzen wir fortan nicht ds, sondern tls2, die metrische Fundamental
form seIber, als Mal3zahl des Linienelements. Nach diesen Vorberei
tungen konnen wir die Struktur des allgemeinen metrischen Raumes 
folgendermaBen beschreiben. 
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I. Metrik im Punkte P. J eder Vektor 1; in P bestimmt eine Strecke j 
es gibt eine nicht-ausgeartete quadratische Form 1;2, derart, daB zwei 
Vektoren 1; und ~ dann und nur dann die gleiche Strecke bestimmen, 
wenn 1;2 = ~2 ist. Der Tragheitsindex dieser Form ist tiberall der gleiche. 
Durch ihre Bedeutung ist die quadratische Form 1;2 nur bis auf einen Pro
portionalitatsfaktor bestimmt. Indem man ihn festlegt, wird die Mannig
faltigkeit im Punkte P geeicht. Die Zahl 1;2 nennen wir alsdann die 
MaBzahl I der durch 1; bestimmten Strecke. Ersetzen wir die Eichung 
durch eine andere, so geht die neue MaEzahl 1 aus der alten 1 durch 
Multiplikation mit einem von der Strecke unabhangigen konstanten Faktor 
A =f 0 hervor: l" = AI. Wie also die Charakterisierung eines Vektors 
in P durch ein System von Zahlen (seine Komponenten) von einem 
Koordinatensystem abhangt, so ist die Festlegung einer Strecke durch 
eine Zahl von der Eichung abhangigj und wie die Komponenten eines 
Vektors beim Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem eine lineare 
homogene Transformation erleiden, so auch die MaJ3zahl einer willktir
lichen Strecke beim f) Umeichen «. 

2. Metrischer Zusammenhang des Punktes P mit seiner Umgebung. Jede 
Strecke in P laBt sich nach jede~ zu P unendlich benachbarten Punkte 
durch f)kongruente Verpfianzung« tibertragen. Die einzige Forderung, 
welche an diesen Begriff zu stellen ist - sie ist ganz analog der Be
dingung, welcher die Parallelverschiebung der Vektoren zu gentigen 
hatte -, ist die folgende: Die Umgebung von P laEt sich so eichen, 
daB die MaJ3zahl einer jeden Strecke in P durch kongruente Verpfianzung 
nach den Punkten seiner unendlich kleinen Umgebung keine Anderung 
erfahrt. Danach ist die Natur des metrischen Zusammenhangs von P 
mit den Punkten seiner Umgebung an allen Stellen P die gleiche. Eichen 
wir die Umgebung von P ein flir allemal in bestimmter Weise, so drtickt 
sich die Anderung der MaBzahl 1 einer Strecke in P bei kongruenter 
Verpfianzung durch eine Gleichung aus 

dl = -I· dp, 

wo dp von der verpfianzten Strecke unabhangig ist, hingegen linear 
»>->-

von der vorgenommenen Verschiebung des Anfangspunktes PP' = (dx;) 

abhangt: dp = p;(dx)i. 

Die GraBen Pi unterliegen keiner Einschrankung*). 
Urn die metrische Struktur unserer Mannigfaltigkeit zahlenmaBig an

geben zu kannen, bedtirfen wir also nicht bloB eines Koordinatensystems, 
sondern auBerdem muE die Mannigfaltigkeit an jeder Stelle geeicht 
werden. Re1ativ zu einem derartigen Bezugssystem (= Koordinaten
system + Eichung) aber drtickt sich die Metrik aus in einer quadrati
schen und einer linearen Fundamentalform 

*) Vgl. dazu .Raum, Zeit, Materiec 5. Aufl., S. 123. 



Der metrische Raum. 

Beide verbalten sicb invariant bei Ubergang zu einem neuen Koordinaten
system; bei Abanderung der Eicbung nimmt die erste einen Faktor A. 
an, der eine beliebige stetige, durchweg positive oder durcbweg negative 

O fi k · . d' . . d . h dA. rts un tlOn 1st, Ie zweite vermm ert SIC um T' 
Nicht bloJ3 fUr einen RIElVIANNscben, sondem aucb fUr einen metri

schen Raum allgemeiner Natur gilt der Fundamentalsatz der Inftnitesimal
geometrie, daB durch die metrische Struktur der affine' Zusammenhang 
eindeutig bestimmt ist auf Grund der Forderung, daJ3 bei der info Parallel
verscbiebung der Vektoren in P nacb irgendeinem unendlich benach
barten Punkt P' die durch jene Vektoren bestimmten Strecken eine 
kongruente Verpflanzung erleiden sollen. In den friiber angeschriebenen 
CHRISTOFFELschen Formeln (9), welche den affinen Zusammenhang durch 
die Metrik ausdriicken, hat man nur 

~~k ~~k 
-~- zu ersetzen durch Drgik = -~-+gikcpr' 
uXr uXr 

Hingegen ist es, wenn die quadratische Fundamentalform indefinit 
ist, nicht wabr, daB jeder in unsem n-dimensionalen Raum eingebettete 
Raum von geringerer Dimensionszahl wiederum ein metrischer Raum ist, 
da die auf ibn iibertragene quadratische Fundamentalform stellenweise 
oder gar iiberall ausarten kann. Ebenso wenig laSt sich, wenn die 
Liingeniibertragung nicht integrabel ist, ein ausgedebntes Stiick unseres 
Raumes als ein Quantum messen durcb das Volumintegral 

f vg dXtdX2 •.• dXn • 

Beide Griinde macben die Ausbildung einer mit den MaJ3groSen von 
Linien-, Flachen- und Raumstiicken operierenden MaJ3geometrie in einem 
allgemeinen metrischen Raume unmoglicb. Aber fUr diese Preisgabe der 
MaJ3geometrie gewinnen wir, wie uns EINSTEIN gezeigt hat, die Feld
physik. Aus dem metrischen Fe1d der vierdimensionalen Welt entspringen 
neben der Tragheit auch die beiden urspriinglichen Feldkrafte, welche 
in der Natur vorkommen: die Schwerkraft und die elektromagnetische. 
An Stelle des Volumens tritt die in einem Weltstiick vorbandene Wir
~ngsgrOjle. Es ist die Grundfrage der Feldpbysik, welcbe nur an Hand 
pbysikaliscber Erfabrungen entschieden werden kann: welche der mog
lichen Integralinvarianten in der Natur als WirkungsgroJ3e fuugiert; aus 
ibr leiten sicb alle Gesetze ab, an welche die moglichen Feldzustande 
in der Natur gebunden sind. 

Es ist zweckmaJ3ig, die affine Infinitesimalgeometrie selbstandig neben 
der metrischen zu bebandeln. Der ganze Tensorkalkiil z. B. basiert 
allein auf dem affinen Grundbegriff der info Parallelverscbiebung; die Metrik 
kommt dafUr gar nicbt in Frage. Ebenso ist der wicbtige Begriff der 
geraden oder geodiitischen Linie nur durcb den affinen Zusammenhang 

Weyl, Raumproblem. 2 
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bedingt. Wann ist ein,e Linie gerade? Wenn die Taflgentenrichtltng im 
variablen Kurvenpunkte P, der auf der Linie entlang gleitet, in jedem 
Augenblick eine inj Parallelverschiebung erfiihrt. Es kommt fiir die ge
rude Linie also nur auf die Verschiebung der Richtungen, nicht der 
vollen Vektoren an, und auch nicht auf die Verschiebung einer Rich
tung t im Punkt P nach einem beliebigen, sondern nur nach einem 
solchen unendlich benachbarten Punkt P', der in der Richtung t von P 
aus liegt. Dieser ProzeB der Richtungsverschiebung in sich ist daher, 
wie wir sagen, wollen, charakteristisch fur die projektive Beschaffenheit 
einer affin zusammenhangenden Mannigfaltigkeit; bei einer virtuellen Ab-' 
anderung ihres affinen Zusammenhangs wird die projektive Beschaffenheit 
nicht angetastet, wenn jener Vorgang allerorten der gleiche bleibt. Be
zeichnen wir die Komponenten des affinen Zusammenhangs unserer 
Mannigfaltigkeit mit r:s ' die Zuwachse, welche diese GraBen bei der 
gedachten Veranderung des affinen Zusammenhangs erfahren, mit [r:s] , 
so erhalt sich also die projekti ve Beschaffenheit, wenn immer 

[T;s] gr gs proportional zu gi 
ist. Eine einfache algebraische Uberlegung zeigt (Anhang 2), daB das 
fiir aIle Vektoren gi dann und nur dann der Fall ist, wenn die Gro8en [r] 
durch ein System von n Zahlen 'l/J sich so ausdriicken lassen: 

(10 ) Oi = {I (i = k) 
k 0 (i :f: k) 

Wie der projektive Standpunkt durch Abstraktion aus dem affinen 
hervorgeht, so der konforme aus dem metrischen. Charakteristisch fUr 
di~ konforme Beschaffenheit eines metrischen Raumes ist die Gleichung 

gik(dx)i(dx)k = 0 

oder der Kegel der Nullrichtungen. Da wir im metrischen Raum iiber 
die Eichung frei verfiigen konnen, diirfen wir auch sagen, daB durch 
die konforme Beschaffenheit die quadratische FundamentaIform festgelegt 
ist, wahrend die lineare frei bleibt; jede virtuelle Anderung des metri
schen Feldes, bei welcher die konforme Beschaffenheit unangetastet 
bleibt, konnen wir dadurch bewerkstelligen, daB wir bei ungeandeiter 
quadrati scher Fundamentalform die lineare be1iebig modifizieren. Erfahren 
bei einem solchen Prozess die Koeffizienten der linearen Fundamental
form die Zuwachse epi, so andern sich die Komponenten r des affinen 
Zusammenhangs um die Betrage 

(II) i I (~i.l ') [rrs] = -;- Ur cps + as cpr - grs cpl • 

Die in der ersten Vorlesung durchgefiihrte Betrachtung beruhte -.
wenn wir uns der eben entwickelten Terminologie bedienen - darauf, 
dal3 das metrischeFeld eindeutig bestimmt ist durch die projektive und 



Projektive und konforme Beschaffenheit. 

konforme Beschaffenheit der Mannigfaltigkeit. Das gilt aber nicht bloJ3 
in der EUKLIDischen, sondern auch in der jetzt zur Behandlung stehen
den allgemeinen Infinitesimal-Geometrie. Zum Beweise erscheint es hier 
zweckmliJiHg, das Nullelement vor der geraden Linie rangieren zu lassen. 
Bleibt bei einer virtuellen Abanderung des metrischen Feldes die kon
forme Beschaffenheit erhalten, so gilt eine Gleichung (I I). Soll da.bei 
auch die projektive Beschaffenheit unangetastet bleiben, so muJ3 auSerdem 

[r;s] §r §s proportional zu §i 

sein. Die linke Seite hat hier zufolge (II) den Wert 

§i(prgf) - ~pi(grs§r§s), 
2 

also kommt pi . (grs§r §S) proportional zu §i. 

Nehmen wir fUr §i zwei voneinander unabhiingige Vektoren in P, deren 
MaJ3zahl ::j:: 0 ist, so folgt daraus, daB der Vektor mit den Kompo
nenten pi zu beiden proportional sein muS; daher pi = 0 • 1st es 
uns in der wirklichen Welt also moglich, die Wirkungsausbreitung, ins
besondere die Lichtausbreitung zu verfolgen, und vermogen wir auJ3erdem 
die Bewegung freier Massenpunkte, weIche dem Fuhrungsfelde folgen, 
als soIche zu erkennen und zu beobachten, so konnen wir daraus allein, 
ohne Zuhilfenahme von Uhren und starren MaSstiiben, das metrische 
Feld ablesen. 

Damit habe ich Ihnen in kurzen Zugen den Aufbau der Infinitesimal
geometrie geschildert. Wenn es sich da auch urn Dinge handelt, die 
heute wohlbekannt sind und die ich in iihnlicher Form schon sonst, so 
namentlich in meinem Buche »Raum, Zeit, Materie«( dargestellt habe, 
so mu13te ich das alles doch hier noch einmal auseinandersetzen, urn 
die weitere Analyse des Raumproblems daran anschliellen zu konnen. 
Von jetzt ab zielen unsere Gedanken wieder unmittelbar auf das Problem, 
das uns in diesen Vorlesungen beschiiftigen sollte: die Struktur des 
Raumes aus den tiefsten der mathematischen Analyse zuganglichen Grun
den begreiflich zu machen. Ich erinnere Sie daran, daB wir uns bis 
auf wei teres die Ansicht zu eigen gemacht haben, die Euklidische Geo
metrie enthalte die Wahrheit uber die Raumstruktur. Demnach werden 
wir uns jetzt zuniichst fragen: wie liijlt sich unter den allgemeinen metri
schen Riiumen der Euklidische kennzeichnen durch invariante Altssagen 
rein injinitesimalen Gejriiges, welche nicht an tin sjezielles Koordinatensystem 
gebunden sind? Wesentlich einfacher, aber im Prinzip auf die gleiche 
Weise laSt sich die Frage beantworten: wie kann man unter den metri
schen Riiumen die Riemannschen kennzeichnen, ohne von einer besonderen 
Eichung Gebrauch zu machen? Mit ihr wollen wir deshalb beginnen. 

Ein metrischer Raum ist offenbar RIEMANNisch, wenn eine Streclte, 
die auf einem beliebigen geschlossenen Wege so herumgefUhrt wird, daB 

2* 



20 Dritte Vorlesung. 

sie in jedem Augenblick ihrer Bewegung eine kongruente Verpflanzung 
erfahrt, stets zu ihrem Ausgangswert zuriickkehrt. Denn dann kann man 
die Ma13einheit von einer Stelle 0 nach allen Stellen des Raumes trans
portieren in einervom verbindenden Wege unabhangigen Weise. Ver
wenden wir iiberall im Raume diese Normaleichung, deren MaBstabe 
durch das zentrale Eichamt in 0 geliefert werden, so verschwindet die 
lineare Fundamentalform d p identisch. In eine geschlossene Kurve C 
konnen wir eine von ihr berandete zweidimensionale Flache einspannen, 
welche analytisch durch eine Parameterdarstellung 

Xi = Xi (u v) (i= 1,2, ... , n) 
gegeben sein wird; sie wird durch die Koordinatenlinien u = con st. und 
v = con st. in unendlich kleine Parallelogram me zerlegt. Die Anderung, 
we1che eine Strecke beim Umfahren der ganzen Flache erleidet, setzt 
sich additiv zusammen aus den unendlichkleinen Anderungen, we1che 
sich beim Umfahren dieser Flachenelemente an ihr vollziehen; ist sie 
fUr die samtlichen Flachenelemente = 0, so kommt die Strecke, langs C 
kongruel1t sich fortpflanzend, am Ausgangspunkt ebenso groB wieder an, 
wie sie abgefahren ist. 

Ein unendlich kleines Flachenelement, wie wir es hier zu betrachten 
haben, wird von zwei Linienelementen d und 0, die von demselben 
Punkte P = (00) ausgehen, dadurch erzeugt, daB d an 0 entlang ge
schoben wird [aus der Lage (00) ~ (01) in die Lage (10) ~ (II)] oder 
o an d entlang. Die Variationen von d bzw. 0 wahrend dieses Prozesses 
sind nur an die Bedingung gebunden, daB aufbeide Arten dasselbe Flachen
element d (] iiberstrichen wird. 

(dX)ik = (dX)i (ox)k - (dX)k(OX)i 
sind die Komponenten von d (] . Eine Strecke mit der Ma13zahl 1= 100 in 

GffO) (11) 

cJ' L16 

P 
(00) d (Qf) 

Abb.6. 

(00) werde durch kongruente Verpflanzung nach dem 
Punkte (0 I) iiberfUhrt: 101 ; der Unterschied 101 -100 ist 

(12) dl=-ldp. 

Auch wahrend der Verschiebung von d an 0 entlang 
bleibe die Strecke im Endpunkt von d bestandig an 
die Strecke im Anfangspunkt von d durch die Be

dingung gebunden, daB die erste aus der zweiten durch kongruente Ver
pfianzung langs d hervorgeht. Dann bleibt die Gleichung (12) wahrend 
des Verschiebungsprozesses erhalten, und der Zuwachs, we1chen dl durch 
ihn erfahrt, berechnet sich aus 

odl= - ol.dp -I·odp. 

Weiter setzen wir voraus, da13 die Strecke im Anfangspunkt von d von 
der Verschiebung 0 ungeandert mitgenommen wird, so da13 in unserer 
Gleichung 0 I durch - lop zu ersetzen ist: 

odl= topdp -1.Odp. 
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Nach Ausfiihrung der Verschiebung 0 haben wir i~ Punkte (10) diejenige 
Strecke 110 , die aus 100 durch kongruente Verpflanzung liings 0 entsteht, 
im Punkte (I I) die Strecke Ill, die aus 100 durch kongruente Verpflanzung 
auf dem gebrochenen Wege (00) _ (10) _ (II) hervorgeht. Es ist 

odl= III -110 -101 + 100 • 
Vertauschen wir die Rolle von d und 0, so erhalten wir in (I I) die
jenige Strecke 1~1' weIche aus 100 durch kongruente Ubertragung auf 
dem Wege (00) _ (0 I) _ ( I I) entsteht, und es gilt analog 

dol = 1~1 - IO! - 110 + 100 
= Idcpocp -I.docp. 

Wir subtrahieren und schreiben d zur Abkiirzung flir do - od: 
1~1 -Ill = dl= -ldcp. 

Das ist nun offenbar die Anderung, welche die MaSzahl unserer Strecke 
beim Umfahren des Flachenelements in dem durch die Pfeile in der Figur 
angedeuteten Sinne erleidet. Fiir d cp aber finden wir, die Gleichung 

dOXi - OdXi = 0 

beriicksichtigend, weIche bedeutet, daB die verschobenen Linienelemente 
(10) _ (II) und (01) _ (II) im gleichen Punkte (II) enden: 

(13) dcp = ./ik(dx)i(ox)k = }./ik(dx)ik; 
darin ist 

(14) 

Die Anderung d I hiingt also erstens linear ab von der Strecke I: 

dl= -ldcp, 
sie hiingt zweitens linear ab von dem umfahrenen Flachenelement, Gl. (13); 
die Linearform d cp endlich, welche das Verhalten einer Strecke beim 
Umfahren aIler Flachenelemente im Punkte P bestimmt, der »Strecken
wirbel« in P, berechnet sich aus dem metrischen Felde nach der Glei
chung (14). Das identische Verschwinden des Streckenwirbels ist die not
wendige 1tnd hinreichende inJinitesimale Bedingung dafiir, dajJ ein metrischer 
Raum Riemannisch ist. 

Liegt uns nur daran, dies Ergebnis zu erzielen, so konnen wir rein 
analytisch folgendermaSen verfahren. 1st es moglich, eine beliebige 
Strecke 10 im Anfangspunkte 0 nach allen Punkten des Raumes durch 
kongruente Verpflanzung unabhangig vom Wege zu iibertragen, so er
halten wir ein Streckenfeld I, das identisch der totalen Differential-
gleichung ~ I 

dl= -Idcp oder -= -ICPi 
~Xi 

geniigt. Die 1ntegrabilitatsbedingungen flir diese totale Differentialgleichung 
aber lauten 
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sind sie erfiillt, so haben, wie in der Analysis allgemein gezeigt wird, 
die Differentialgleichungen eiile und nur eine Losung, welche sich im 
Anfangspunkt 0 auf einen beliebig vorgegebenen Wert 10 reduziert. Ich 
hiitte wohl Lust, Ihnen an Hand dieses einfachen Beispiels zu zeigen, 
wie sich rein analytisch am leichtesten die Existenz der Losungen von 
totalen Differentialgleichungen einsehen laBt, welche ihre Integrabilitats
bedingungen erfiillen; aber ich fiirchte, die uns zur Verfligung stehende 
Zeit reicht nicht dazu aus (Anhang 3)' 

Vierte Vorlesung. 
Wir wenden uns zurUck zur Frage nach der injinitesimalen Charak

terisierung des Euklidischen Raumes, die sich jetzt in ganz analoger Weise 
erledigen laBt. 1m EUKLIDischen Raum ist die Vektoriibertragung un
abhangig vom Wege. Die Anderung, we1che in einer affin zusammen
hlingenden Mannigfaltigkeit der KompaBkorper erfahrt, wenn er eine ge
schlossene Bahn beschreibt, laBt sich zusammensetzen aus denjenigen 
Anderungen, we1che er beim Umfahren unendlich kleiner Flachenelemente 
erleidet. Der Zuwachs (,,1 s·), um we1chen sich dabei ein beliebiger zum 
KompaBkorper gehOriger Vektor (Si) andert, hiingt erstens linear ab von 
dem Vektor seIber: . . k 

dg' = - d(J)k·S , 

und zweitens linear von dem umfahrenen Flachenelement mit den Kom
ponenten (dx)ik: 

"1 ,,,,; 1 vi (,,1 )afJ 'Uk = i""k, afl x' (F~,fla = - F~,afl)· 
Die Matrix der d(])~ werden wir demnach als den Vektorwirbel der 
Mannigfaltigkeit bezeichnen dUrfen; der Ausdruck seiner Komponenten 
durch die Komponenten des affinen Zusammenhangs lautet*): 

i (~r~~ ~r~a) (i r i r ) 
Fk, afl = ~x~ - ~xfl + rra r kfl - rrfl r ka • 

Sie geniigen, wie daraus sogleich hervorgeht, der Bedingung der l>Zy
klischen Symmetrie« in den drei unteren Indizes: 

F~,afl +F~,flk+F;,ka = o. 

1m RIEMANNSchen Raum ist die Lange der Vektoren integrabel; deshalb 
ist dort der Vektor dS I senkrecht zu Si: 

(Si .dSi) = - d(J)ik· SiSk = 0 

(wieder schreibe ich den von oben heruntergezogenen Index i vor den 
iibrigen). 1m R.IEMANNschen Raum ist also die Matrix d(J)ik schief
symmetrisch, oder die GroBen Fik, afl sind nicht blol'i schiefsymmetrisch 
in dem Indexpaar a{J, sondern auch in dem Indexpaar ike 

*) Die Rechnung, die iibrigens genau so verIauft wie die Berechnung von .d I, 
findet man durchgefdhrt in • Raum:, Zeit, Materiec, S. 119 u, 120. 
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Eine affin zusammenhangende Mannigfaltigkeit, in welcher der Kom
paBkorper nach Zuriicklegung eines geschlossenen Weges immer wieder 
in seine Ausgangslage zuriickkehrt, solI eben genannt werden. 1m ebenen 
Raum hat der Begriff der Gleichheit von Vektoren unabhangig vom Ort 
einen klaren Sinn. Wir fan den : die notwendige ttnd hinreichende Be
dingung for Ebenheit bestekt in dem identischen Verschwinden des Vektor
wirbels. Auch rein analytisch kann man das leicht beweisen. La13t sich 
ein Vektor (§ ~ vom Anfangspunkt 0 nach allen Stellen des Raumes 
durch Parallelverschiebung unabhangig vom Wege iibertragen, so entsteht 
ein Vektorfeld, das identisch den Gleichungen geniigt: 

~gi _ _ ri;' 
~Xk - kr' 

In F~, ex (1 = 0 haben wir die Integrabilitatsbedingungen fiir dieses System 
von Differentialgleichungen vor uns; sie garantieren dafiir, daB die Diffe
rentialgleichungen eine und nur eine Losung §i besitzen mit beliebig 
vorgegebenen Anfangswerten im Punkte O. 

Nunmehr folgt der zweite Schritt. Ein ebener Raum ist notwendig 
EUKLIDisch in der folgenden Bedeutung: er lal3t sich auf ein & lineares ~ 
Koordinatensystem YlY2 •. . Yn beziehen, in welchem die Komponenten 
des affinen Zusammenhangs identisch verschwinden. Zwei gleiche Vektoren 
an irgend zwei Stellen sind in diesem KoO:rdinatensystem dadurch charak
terisiert, da13 sie gleiche Komponenten besitzen. Je zwei lineare Ko
ordinatensysteme gehen auseinander durch lineare Transformation hervor. -
Die Konstruktion der linearen Koordinaten beruht darauf, daB wir mit 
dem ebenen Raum als Ganzes eine infinitesimale Translation vornehmen 
konnen, d. i. eine Deformation, bei welcher jeder Punkt eine Verschiebung 
erfahrt, die allerorten durch den gleichen unendlich kleinen Vektor dar
gestellt Wild. Durch integrale Iteration der infinitesimal en erhalt man 
die endlichen Translationen des Gesamtraums und damit den Fundamental-
begriff der EUKLIDischen Affingeometrie: 

...... »>+ 

AB ist = A'B', 
wenn dieselbe Translation, welche den Punkt A in B iiberflihrt, A' nach B' 
bringt. Mit seiner Hilfe konnen wir die affinen Koordinaten in bekannter 
Weise definieren. In der Sprache der Analysis lautet diese Uberlegung 
folgendermaBen. Dasjenige Vektorfeld el, das im gesuchten linearen 
Koordinatensystem YIY2 .. 'Yn an jeder Stelle die Komponenten 

(o!, o~, ... , o~) = (I, 0, 0, ... , 0) 

besitzt, hat in dem zunachst benutzten beliebigen Koordinatensystem Xi 

die Komponenten 
... , 

Es muB daher 
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(16) 
sein, worin 

ei = (g~), g~), ... , g(~») fiir i= 1,2, ... , n 

n unabhangige Vektorfelder sind, welche den Gleichungen (IS) geniigen. 
Wahlen wir dafUr etwa diejenigen, welche an der Stelle xk = xZ die 
Komponenten g(~) = Oik besitzen, so haben die Gleichungen ( 16) eine und nur 
eine Losung Xk (Yl Y2 •• • Yn), die sich im Nullpunkt der y-Koordinaten 
auf die Werte xZ reduziert; denn die 1ntegrabilitatsbedingungen flir das 
System der Gleichungen (16) sind, wie eine leichte Rechnung lehrt, er
fiiIlt zufolge der Symmetrie der r. Die besondere Auswahl der n un
abhangigen Vektorfelder durch die Anfangsbedingungen hat zur Folge, 
daB die zwischen den x und yvermittelnden Transformationsformeln im 
Nullpunkt, bis auf die linearen Glieder genau, so lauten: 

Xk - xZ =Yk + ... 
Endlich der dritte und letzte Schritt: 1st unser ebener Raum metrischer 

Natur, so folgt aus der 1ntegrabilitat der Vektoriibertragung selbstver
standlich die 1ntegrabilitat der Streckeniibertragung. Darum ist der me
trische Raum notwendig ein RIEMANNScher, und wir konnen die Normal
eichtmg einfiihren, in welcher die lineare Fundamentalform verschwindet. 
AuBerdem verwenden wir das eben konstruierte lineare Koordinatensystem, 
das wir jetzt mit x statt mit y bezeichnen. Da in ihm die Komponenten 
des affinen Zusammenhangs iiberall Null sind, verschwinden gemaJ3 den 
Gleichungen (8), welche die Metrik mit dem affinen Zusammenhang ver
binden, alle Ableitungen der gik, und darum sind die gik Konstante. 
Ein ebener metrischer Raum ist demnach EUKLIDisch in dem Sinne, 
daB in ihm Eichung und Koordinatensystem sich so wahlen lassen, daB 
die lineare Fundamentalform verschwindet und die quadratische konstante 
Koeffizienten bekommt. Die Bedingttng: Vektorwirbel = 0, ist notwendig 
und hinreichend fur die so verstandene Euklidizitiit. Die Frage nach der 
infinitesimal en Charakterisierung des EUKLIDischen Raumes ist dam it er
ledigt (Anhang 4). 

1hre Beantwortung bildet aber flir uns nur die Vorbereitung flir eine 
allgemeinere Frage, mit der wir dem Raumproblem abermals einen wesent
lichen Schritt naherriicken. Es liegt in der Natur des Raumes als Form 
der Erscheinungen, daB er homogen ist; im Orte als solchem liegen keine 
inneren Unterschiede der raumlichen Dinge begriindet. 1st die metrische 
Struktur fest mit dem Raume verbunden und nicht abhangig von seiner 
materiellen Erfiillung, so muB deshalb die metrische Struktur der Forderung 
der Homogenitat geniigen. Es entsteht somit die Frage: Weicht metrischen 
Riiume sind metrisch homogen? ]eder von Ihnen wird fiihlen, daB wir 
damitauf den Kernpunkt des Raumproblems loszielen. Vielleicht, konnte 
man zunachst meinen, ist der EUKLIDische Raum der einzige homogene. 
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Das ist aber gewiB nicht richtig; die n - dimensionale Kugel im (n + 1)
dimensionalen EUKLIDischen Raum ist ja auch eine metrisch homogene 
RIEMANNsche Mannigfaltigkeit. Den Begriff der Kugel formuliere ich, 
um den Fall der negativen Kriimmung sogleich mit zu umfassen, folgender
maBen: es sei 

(xx) = x~ + x: + ... + x: 

die quadratische Einheitsform, (xy) die zugehOrige symmetrische Bilinear
form, l eine Konstante, so ist das durch die Gleichung 

x~ + l· (xx) = I 

im (n + I)-dimensionalen EUKLIDischen Raum mit der (unter Umstiinden 
nicht positiv-definiten) metrischen Fundamentalform 

dx2 

-t+(dx, dx) 

definierte Gebilde die Kugel von der Kriimmung l. 1st l > 0, so 

braucht man nur an Stelle von Xo die Koordinate x~ = Yf zu benutzenJ 

um auf die gewohnliche ErkHirung zu kommen, namlich die Gleichung 

x'02 + (xx) = ~ 
und die Fundamentalform 

dX~2 + (dx, dx). 

Driickt man Xo durch die iibrigen Koordinaten aus: 

Xo dxo = -lex, dx); 

so erhalt man als metrische Fundamentalform der l- Kugel: 

l(x,dx)2 
ds2 =(dx, dx)+--~( ). 

1- A xx 

Hierin liegt also die eigentliche selbstandige Erklarung des Begriffs; wie 
man sieht, erfordert sie nicht die Unterscheidung der Falle l ~ o. Die 
Koordinaten sind auf denjenigen Spielraum zu beschranken, in welchem 
1 - l (x x) > 0 ist. Die Homogenitat der l- Kugel gibt sich in den 
folgenden Tatsachen kund: Die linearen orthogonalen Transformationen 
der Koordinaten Xl X2 ... xn liefem diejenigen kongruenten Abbildungen 
der Kugel auf sich seIber, bei welcher der Nullpunkt 0 fest bleibt, die 
Drehungen um den Nullpunkt. AuBerdem aber ist es moglich, die Kugel 
kongruent so auf sich seIber abzubilden, daB dabei der Nullpunkt in 
einen beliebigen Punkt iibergeht. Durch Drehung des Koordinatensystems 
um 0 konnen wir erreichen, daB dieser Punkt die Koordinaten 

(xo = ao), Xl = aI, X2 = Xa = ... = Xn = 0 

hat; dann wird eine derartige Bewegung durch die Formeln geliefert: 
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I x~ = aoxo - Aa l Xl' 

X~ = ao Xl + a l Xo , 

xi =Xi (i= 2,3, ... , n). 
1m Fall A = 0 haben wir die EUKLIDische, im FaIle A> 0 die spbarische, 
im Fall A < 0 die BOLYAI-LoBATSCHEWSKYSche Geometrie. 

Wir werden zeigen: Die Kugeln sind die einzigen homogenen metrischm 
Riiume. Was ist damit filr das Raumproblem gewonnen? Es zerlegt sich 
fiir uns in drei Teile: 

1. Frage nach dem inneren Grund filr die Struktur des allgemeinen 
metrischen (oder des RIEMANNschen) Raumes. 

II. Durch die Forderung der Homogenitlit, die im Wesen des Raumes 
liegt, werden aus den metrischen Riiumen die Kugeln ausgeschieden. 

III. Durch we1che einfachen Merkmale ist unter den »Kugeln« die 
»Ebene«, die Kugel von der Kriimmung A = 0, der EUKLIDische Fall 
ausgezeichnet? Oder muJ3 man etwa mit der Moglichkeit rechnen, d:ll3 
der wirkliche Raum nicht ein EUKLIDischer, sondern ein Kugelraum ist, 
dessen Kriimmung A von 0 abweicht? - Von dies en drei Teilen wird der 
mittlere, II, durch unseren Satz erledigt j er reduziert das Raumproblem 
auf I und die Beantwortung der Frage III, die elementaren Charakter tragt. 

Durch die allgemeinen Postulate der Infinitesimalgeometrie ist bereits 
dafUr Sorge getragen, daJ3 die Natur der Metrik, des metrischen und des 
ajJinen Zusammenhangs an jeder Stelle des Raumes die gleiche ist. Fordern 
wir, daJ3 in einem Punkte aIle Richtungen gleichwertig sind, so muJ3 die 
quadratische Fundamentalform ds2 definit sein, denn sonst besteht Un
gleichartigkeit zwischen den beiden Klassen von Richtungen, fUr welche 
ds2 positiv bzw. negativ ist (den raum- und den zeitartigen Richtungen, 
wie sie in der vierdimensionalen Welt genannt werden). 

Sollen ferner aIle zweidimenszonalen Fliichenelemente an einer Stelle 
gleichwertig sein, so mu13 der Streckenwirbel verschwinden. Denn sonst 
wurden sich alle Strecken beim Umfahren eines gewissen Fliichenelements 
vergro13ern, beim Umfahren des entgegengesetzten Fllichenelements (oder, 
wie man meistens sagt, desselben Fllichenelements im umgekehrten Sinne) 
verkleinern, und darin ist eine Ungleichwertigkeit dieser beiden Fllichen
elemente enthalten. Also haben wir es gewiJ3 mit einem Riemannschen 
Raum zu tun, des sen metrische Fundamentalform positiv-definit ist. Weiter 
drucken wir aus: Das Gesetz, nach welchem sich aus dem Fliichenelement 
d (J die Drehung bestimmt, die der KompajlkOrper erjahren hat, nachdem 
sein Zentrum um d (J herumgefohrt ist, solI unabhiingig sein V01l Lage und 
Orientierung des Fliichenelements. Das geschieht durch die eine will
kurliche Konstante A enthaltenden Gleichungen 

(17) F~,afJ = A(O!gkl~ - 0l~gka), 
die somit charakteristisch sind fUr ein metrisches Feld von gleichformigem 
Wirbel. Zum Beweise fassen wir lediglich die unendlich kleine Drehung 
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ins Auge, die der KompaBkorper beim Vmfahren des Flachenelements d a 
in der Ebene dieses Elements seiber erlitten hat; wir bestimmen also nur 
die Anderung d~ eines in der Ebene dieses Elementes gelegenen Vektors ~, 
und abstrahieren weiter, indem wir d~ spalten in eine in da gelegene 
und eine zu da normale Komponente: dt~ + dn~' von der letzteren. 
Es entsteht ~ + dt~ aus ~ durch eine infinitesimale Drehung in der Ebene 
von d a. Ihr unendlich kleiner Drehwinkel heiJ3e d w, wobei der Sinn, 
in welchem das Flachenelement umfabren wird, als der positive gilt; 
d a bezeichnet die absolute GroJ3e des umfahrenen Flachenelements mit 
den Komponenten (dx)ik. Dann erhalt man durch Obersetzung der 
geschildeiten Konstruktion in Formeln (Anhang 5) ffir die Drehung pro 

Flacheneinheit ~: einen Bruch, in dessen Zahler und Nenner je eine 

quadratische Form des Flachenelements steht; und zwar im Zahler die 
) Wirbel-Form« i Fik, a~ (dx)ik (dx)a~, 

im Nenner das Quadrat der GroJ3e des Flachenelementes 

(da)2 = Hgiagk~ -gi(Jgka)(dxYk(dx)a(J. 

1m Falle homogener Wirbelverteilung muJ3 dieser Quotient, den RIEMANN 
als Krommung bezeichnete, eine von Ort und Orientierung des Flachen
e1ementes unabhangige Konstante ), sein, d. h. die quadratische Form 
der (dx)ik mit den Koeffizienten 

(18) Fik,a(J - ),(giagk(J -gi(Jgka) 

muJ3 verschwinden. Nun lehrt aber eine einfache algebraische Rechnung, 
daJ3 eine quadratische Form der Gro.l3en 

(dxyk = (dxy (ox)k - (dx)k (OX)i 

nur dann identisch in den Variablen (dxy, (ox)i verschwinden kann, 
wenn alle ihre Koeffizienten Null sind; vorausgesetzt, da./3 diese Koeffi
zienten jik, all so normiert sind, da./3 sie nicht bloJ3 schiefsymmetrisch 
sind in dem Indexpaar i k und dem Indexpaar ex p, sondern auBerdem 
der Bedingung der zyklischen Symmetrie 

jik,afJ + jia,(Jk + fi(J,ka = 0 

geniigen. Da das alles hier zutrifft, verschwinden die Ausdriicke (18) 
und gelten die Gleichungen (17). Vnd weil umgekehrt aus ihnen die 
Homogenitat des Vektorwirbels folgt, erkennen wir nachtraglich,da.13 diese 
Forderung damit voll ausgenutzt ist, obschon im Beweise nur der in der 
Ebene des umfahrenen Flachenelementes selbst gelegene Teil des Wirbels 
verwendet wurde. Die Gleichungen (17) besagen namlich, da.13 d~ aus ~ 
nnd dem Flachenelement d a nach folgender geometrischer Konstruktion 
gefunden wird: Man projiziert ~ senkrecht herunter auf die Ebene des 
Flachenelementes und dreht die Projektion in dieser Ebeneum 900 
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in demselben Sinne, in welchem das FHichenelement umfahren wird; 

LI! ist das A-fache des so entstandenen Vektors. 
Lla 

Jetzt kommt die Hauptsache: der Nachweis, daB die Kugel von der 
Kriimmung A der einzige RIEMANNSche Raum ist, fUr den die Gleichungen ( 17 ) 
bestehen. Um zu einem naturgemaBen Beweise dieses Satzes gefUhrt zu 
werden, bedenken wir, daS die A-Kugel sich projektiv-treu auf einen 
EUKLIDischen Raum abbilden laRt (flir die gewohnliche Kugel besorgt 
das ja die Projektion vom Zentrum aus). Wir werden demnach zunachst 
zu beweisen such en, daB ein RIEMANNScher Raum von homogenem Wirbel 
notwendig die projektive Bescbaffenbeit des EUKLIDiscben bat. Nebmen 
wir mit dem affinen Zusammenbang unseres Raumes eine solcbe virtuelle 
Anderung [r/sJ vor, welcbe die projektive Bescbaffenbeit unangetastet 
laBt, so gelten, wie wir in einer friiberen Vorlesung saben, Gleicbungen 
von der Form 

- [r/sJ = o~ 1/Js + o~ 1/Jr. 

Berecbllen wir die damit verbundene Anderung der Wirbelkomponenten, 
so finden wir, wenn 

gesetzt wird: 
ITt (~ l/lj r) Tjk = ~Xk - r jk 1/Jr + 1/Jj 1/Jk 

[FiafJ] = O~ (Pail - lJ!,;ja) + (O~ PkfJ - O~~ Pka). 

Durcb jene Anderung wird also der Vektorwirbel zu Null gemacht, wenn 
wir die 1/Jj so wiihlen, daB sie den Differentialgleichungen 

(20) P jk + Agjk = 0 

geniigen. Deren Integrabilitatsbedingungen sind aber, wie man nach
rechnen muB, zufolge der Beziehungen (I7) erflillt; und darum laSt 
sicb in der Tat eine einzige Losung ermitteln, deren Komponenten 1/Ji 
im beliebig angenommenen Nullpunkt verscbwinden. Darauf bestimmen 
wir die linearen Koordinaten, in welcben die Komponenten des abge
anderten affinen Zusammenbanges identisch Null sind; wir bezeicbnen 
sie mit Xj. Sie lassen sich derart wablen, daS sie seIber im Nullpunkt 
verscbwinden und daselbst 

(21) gik dXj dXk die CARTEsIsche Gestalt (dx, dx) 

annimmt. Mit diesen Koordinaten Xj kehren wir jetzt zum ungeanderten 
affinen Zusammenhang zuriick, flir dessen Komponenten wir nach (19) 
die Werte find en 

Infolgedessen wird 
~gjk 
~xr (= r i, kr + r k, ir) = gir 1/Jk + gkr 1/Ji + 2gik 1/J" 

und die Gleichungen (20) lauten 
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Fassen wir (22), (23) als Bestimmungsgleichungen filr die Unbekannten 'l/Ji 
und gik auf, so konnen sie offenbar nur eine einzige Losung besitzen, 
we1che im Nullpunkt den Anfangsbedingungen 'l/Ji = 0 und (21) genfigt. 
Das aber ist, wie wir wissen, die Kugel von der Krfimmung J,. Damit 
ist das Problem, unter den metrischen Raumen die homogenen ausfindig 
zu machen, vollstandig gelOst. (Anhang 6.) Die homogenen Ma13bestim
mungen, deren nach unserem Ergebnis der gewohnliche projektive Raum 
fahig ist, sind bekanntlich zuerst von CAYLEY angegeben worden; ihr 
Zusammenhang mit der nichteuklidischen Geometrie wurde von KLEIN 
aufgedeckt. 

FUnfte Vorlesung. 
Wir hatten das Raumproblem in drei Teile· zerlegt : 
1. Begrfindung der allgemeinen metrischen oder RIEMANNSchen Infini

tesimalgeometrie ; 
II. durch die Forderung der Homogenitat werden daraus die Kugel

raume ausgeschieden; 
III. Frage: Durch welche Eigenschaften grundsatzlicher Natur ist unter 

den Kugeln diejenige von der Kriimmung J, = 0 ausgezeichnet? 
Nachdem wir jetzt II. bewiesen haben, wenden wir uns der unter 

I. gestellten Aufgabe zu. Von zwei Annahmen ging die RIEMANNSche 
Geometrie aus: a) Me13barkeit der Linienelemente, b) Giiltigkeit des 
PYTHAGORAS im Unendlichkleinen. RIEMANN selbst streift die Moglich
keit, das ds als die 4. Wurzel aus einem homogenen Polynom 4. Ord
nung der Differentiale anzusetzen mit Koeffizienten, we1che im allgemeinen 
von Stelle zu Stelle veranderlich sind, oder als die 6. Wurzel aus einer 
ganzen rationalen Form 6. Grades, usf. Er motiviert die Beschrankung 
auf den PYTHAGOREischen Fall b) bei1aufig in folgender Weise: Versteht 
man unter einem Kreis um den Punkt a den geometrischen art aller 
Punkte, we1che auf kiirzesten Linien gemessen einen festen Abstand 
von a besitzen, so nehme man an, da13 die Schar der Kreise um a 
durch eine analytische Gleichung F(XI X2 ••• xn) = const. gegeben sei. 
Dann muJ3 die TAYLOR-Entwicklung von Fum den Punkt a herum mit 
den quadratischen Gliedern beginnen, die zusammen eine quadratische 
Form ausmachen werden, welche bestandig ::> 0 ist. Verschwindet sie 
nicht, sondern gilt in allen Richtungen das Zeichen > 0, so kommen 
wir auf das PYTHAGOREische ds. Auf diese Begrfindung, we1che die 
hoheren Falle als Ausartungen erscheinen laRt, wird man kaum allzu 
viel Wert legen durfen. Obrigens, scheint mir, sind auch die von RIE
MANN zum V ~rgleich her:mgezogenen hoheren Falle nach einem allzu 
formalen Prinzip konstruiert. Man wird doch wohl verlangen miissen, 
daB die Natur der Metrik an jeder Stelle des Raumes die gleiche ist; 



Ftinfte Vorlesung. 

d. h. man wird fordern, daB, wenn an einer beliebigen Raumstelle P 
das ds durch einen Ausdruck jp (dXl, dX2, ... , .dxn) gegeben ist, wo jp 
eine homogene (aber keineswegs notwendig rationale) Funktion I. Ord
nung seiner Argumente ist, die den verschiedenen Stellen P zugehorigen 
Funktionen jp alle einer einzigen Klasse (I) angehOren in dem Sinne, 
daB sie aIle aus einer solchen Funktion j durch homogene lineare Trans
formation der Argumente hervorgehen; denn an den Differentialen dx; 
auBert sich ja der Ubergang zu einem beliebigen anderen Koordinaten
system als willkiirliche lineare Transformation. 1m PVTHAGOREischen Falle 
ist diese Forderung erfiillt, weil jede positiv-definite quadratische Form 
durch lineare Transformation aus der Einheitsform gewonnen werden kann. 
Jeder soIchen Klasse (I) homogener Funktionen entspricht eine Raum
klasse mit bestimmt gearteter Metrik; unter diesen Raumklassen ist die 
PVTHAGOREisch-RIEMANNSche, we1che der Annahme 

f2 = (gl)2 + (g2)2 + ... + (gn)2 

entspricht, eine einzige; und es gilt diese Klasse durch innere einfache 
Eigenschaften aus allen anderen herauszuheben. 

Dies ist zuerst HELMHOLTZ auf die befriedigendste Weise gelungen *). 
Seine Begriindung bedarf nicht einmal der Annahme a) von der MeBbarkeit 
der Linienelemente; sie bedient sich vielmehr allein des wahren Grund
begriffs der Geometrie, des Begriffs der kongruenten Abbildung, und 
charakterisiert die Raumstruktur allein und vollstandig durch ihre Homo
genitat. HELMHOLTZ fordert, kurz gesagt, vom Raum die volle Homo
genitat des EUKLIDischen; er verlangt, daB ein starrer Korper in ihm 
diejenige jreie Beweglichkeit besitzt, welche ihm im Euklidischen Raume zu
kommt. Solange man auf dem Standpunkt der EUKLIDischen Geometrie 
steht, ist eine vollkommenere Losung des Raumproblems nicht denkbar. 
Die Formulierungen und Beweise von HELMHOLTZ erfordern im einzelnen 
eine strengere Fassung, die SOPHUS LIE mit Hilfe der von ihm aus
gebildeten gruppentheoretischen Begriffe vornahm **). Von LIE riihrt 
auch die Verallgemeinerung auf den Fall einer beliebigen Dimensions
zahl n her; HELMHOLTZ hatte sich, der Wirklichkeit zugewendet, auf 
n = 3 beschrankt. Die beste Fassung der HELMHOLTzschen Homo
genitatsforderung flir den n-dimensionalen Raum scheint mir die fOlgende 
zu sein: Die Gruppe der kongruenten Abbildungen ist imstande, einen be
liebigen Punkt in einen beliebigen Punkt iiberzujuhren, aufierdem bei jest
gehaltenem Punkt eine beliebige Linienrichtung in diesem Punkte in eine 
beliebige Linienrichtung daselbst, bei jestgehaltenem Punkt und Linienrichtung 

*) Uber die Tatsachen, welche der Geometrie zugrunde lie gen. Nachr. d. Ges. 
d. Wissensch. zu Gottingen 1868, oder Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. 2, Leip
zig 1883, S. 618. 

**) Leipziger Ber. 1886, S.337ff.; 1890, S.284-321 und S.355-418. Seine 
Untersuchungen sind zusammenfassend dargestellt in LIE-ENGEL, Theorie der Trans
formationsgruppen, Leipzig 1893, Bd. 3, Abt. V, S. 393-543. 
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eine beliebige durch sie hindurchgehende Fliichenrichtung in cine beliebige 
andere ebensolche Fliichenrichtung, und so jort bis hinab zu den (n - 1)
dimensional en Richtungselemmten. Ist abel' ein Punkt, cine hindurchgehende 
Linienrichtung, cine durch sie hindurchgehende Fliichenrichtullg usj. bis hinab 
zu einem (n - I)-dimensionalen Richtungselement gegeben, so gibt es aujJer 
del' Identitiit keine kongruente Abbildung, welche dieses System inzidenter 
Elemente jestliijJt. Behauptet wird: Die einzigen Riiume von del' geschil
derten Art sind die Riemannschen Kugelriiume; die einzigen Gruppen del' 
geschilderten Art sind die, welche aus den siimtlichen kongruenten Abbil
dungen cines Kugelraums bestehen. Mit diesem Satz stehen wir nun endlich 
jm Zentrum des Raumproblems seIber. Fur seine genaue Fassung ist 
noch zu bemerken, daB wir die Richtungselemente der verschiedenen 
Stufen stets mit einem bestimmten Richtungssinn ausgestattet denken. 
Ferner beachte man wohl, daB die Gleichartigkeit der Richtungselemente 
aIler Stufen bis zur (n - I )ten nur zutrifft, wenn die zugrunde liegende 
metrische Fundamentalform definit isti die indefiniten FaIle (MINKOWSKI
sche Geometrie) werden von der HELMHOLTzschen Formulierung nicht 
mit erfa/ilt. 

Zum Beweise kommt es offenbar darauf an, einzusehen, da/il not
wen dig ein metrischer Raum im PvTHAGOREischen Sinne vorliegt. Was 
heililt das? Die linearen Transformationen, welche die von einem 
Punkte P ausgehenden Linienelemente unter der Einwirkung aIler. kon
gruenten Abbildungen mit dem Fixpunkte P erfahren, bilden die Drehungs
gruppe des Vektorkorpers in Pi wir miissen zeigen, dalil diese Drehungen 
des Vektorkorpers eine gewisse positiv-definite quadratische Form 
gik (dxy (dx)k invariant lassen. Was wissen wir aber nach den HELMHOLTZ
schen Voraussetzungen von den Drehungen? Kurz gesagt: da/3 sie dem 
Vektorkorper freie Beweglichkeit um sein Zentrum verleihen. Es handelt 
sich demnachum den Beweis des folgenden Theorems: 

Tn. Im n-dimensionalen Vektorraum mit den Koordinaten Xi liege eine 
Gruppe homogener linearer Transjormationen VOl', welche dem Vektorkorper 
jreie Beweglichkeit um sein Zentrum 0 verleiht. D. h. es sei mit Hilfe 
einer zu der Gruppe gehorigen Transformation moglich, ein beliebiges 
System inzidenter Richtungselemente von der I ten bis zur (n - I)ten Stufe 
in 0 in ein beliebiges anderes derartiges System iiberzufiihrenj hingegen 
sei die Identitat die einzige Operation der Gruppe, welche ein solches 
System von Richtungselementen festlaBt. Dann existiert notwendig eine 
positiv-deftnite quadratische Form 

(24) I gikxi Xk, 
ik 

welche bei allen Tl'ansjornzationen del' Gruppe ungeiindert bleibt. 
Durch geeignete Wahl der Koordinaten konnen wir bewirken, daB 

die quadratische Form (24) die Einheitsform ist. Die homogenen linearen 
Transformationen, welche die Einheitsform ungeandert lassen, zerfaIlen 
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bekanntlich in zwei Klassen: die positiven von der Determinante + I, 

die negativen von der Determinante - I; die positiven bilden flir sich 
eine Gruppe, die Gruppe der Euklidischen Drehungen. Unser Theorem 
HUH sich dahin prazisieren, daB die Gruppe, we1che den im Satze an
gegebenen Voraussetzungen geniigt, sich dnrch homogene lineare Trans
formation der Koordinaten in die volle EUKLIDische Drehungsgruppe 
iiberflihren la£t. Zwei Gruppen Ii nearer Abbildungen, we1che seIber durch 
eine lineare Transformation ineinander iibergeflihrt werden konnen, nennen 
wir von der gleichen Art; sie unterscheiden sich voneinander nur durch 
die » Orientierung «, durch die Wahl des Koordinatensystems. Es gibt 
also nur eine einzige Art von Gruppen linearer Abbildungen des n-dimen
sionalen Vektorraums, we1che die HELMHoLTzsche Forderung der freien 
Beweglichkeit erfiillen. Wir konnen hinzufiigen, da£ die invariante qua
dratische Form (24) durch die Gruppe seIber bis auf einen willkiirlichen 
konstanten positiven Proportionalitatsfaktor c bestimmt ist; oder, was 
dasselbe besagt: eine quadratische Form, we1che bei allen EUKLIDischen 
Drehungen ungeandert bleibt, hat notwendig die Gestalt 

c(xi + x; + ... + x~). 
Das brauche ich wohl nicht ausdriicklich zu beweisen. 

1st die Giiltigkeit des Theorems Tn gesichert, so konnen wir weiter 
so schlie£en. Wir wahlen in dem Raum, der dem HELMHoLTzschen 
Postulat geniigt, einen willkiirlichen Anfangspunkt O. In ihm bestimmen 
wir vermoge des Satzes Tn die quadratische Differentialform gik (dxy (dxl, 
welche ungeandert bleibt bei allen kongruenten Abbildungen mit dem 
Fixpunkt O. Zwei Linienelemente in 0 sind dann und nur dann ein
ander kongruent, wenn flir sie diese Differentialform den gleichen Wert 
besitzt; unser Raum ist also in 0 mit einer positiv - definiten Metrik 
ausgestattet. Wir eichen den Raum in 0, indem wir den zur Verfiigung 
bleibenden Faktor in der metrischen Fundamentalform festlegen. Was 
so in 0 geschehen ist, konnen wir ebenso gut an jeder anderen Stelle P 
des Raumes vornehmen; viel bequemer aber ist es, vermoge irgend
einer derjenigen kongruenten Abbildungen des Raumes, welche 0 in P 
iiberflihren, die metrische Fundamentalform von 0 nach P zu verpflanzen. 
Damit erhalten wir dann zugleich eine einheitliche Eichung der ganzen 
Mannigfaltigkeit von 0 aus und erkennen, daB wir es mit einem Rie
mannschen Raume zu tun haben, dessen Metrik auf einer positiv-definiten 
quadratischen Differentialform beruht. Zwei Linienelemente an derselben 
oder an verschiedenen Stellen sind kongruent, sie konnen durch eine 
kOllgruente Abbildung dann und nur dann ineinallder iibergeflihrt werden, 
wenn flir sie die so determinierte metrische Fundamentalform den gleichen 
Wert besitzt. Hier greifen jetzt unsere Untersuchungen iiber den RIE
MANNschen Raum ein: da wir vermoge kongruenter Abbildung jeden 
Punkt in jeden andern iiberflihren konnen, ferner auch imstande sind, 
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jedes zweidimensionale Richtungselement in P in jedes andere zu ver

wandeln, mul3 der frliher betrachtete Quotient ~; zwischen Drehwinkel d (rJ 

des KompaJ3korpers in der Ebene des umfahrenen Flachenelements d a 
und der GroJ3e dieses Flachenelements unabhiingig sein von Ort und Orien
tierung des Flachenelements. Daraus foIgt aber, wie wir sahen, daJ3 der 
RIEMANNsche Raum eine Kugel ist. 1m FaIle der Dimensionszahl n = 2 

ist dieser SchluJ3 unverandert giiltig, obwohl hier die beiden einzigen 
Richtungselemente 2. Stufe in einem Punkte (sie sind entgegengesetzt 
gleich) nicht durch Drehung ineinander verwandelt werden kannen; da 

aber d (~ von dem Richtungssinn des Elementes d a gar nicht abhangt, 
da 

ist das irrelevant. (Anhang 7.) 
Unsere Untersuchung der RIEMANNschen Geometrie setzt uns also 

in den Stand, das HELMHOLTzsche Problem, welches zunachst ein solches 
tiber beliebige kontinuierliche Transformationsgruppen ist, zuriickzuflihren 
auf das Theorem Tn, das nur von Gruppen linearer Transformationen 
handelt; das ist offenbar ein bedeutender Schritt zur Lasung. Der Satz 
Tn mage hier auf dem von S. LIE angegebenen Wege bewiesen werden. 
Dazu bediirfen wir einiger Grundbegriffe aus der LIEschen Theorie der 
kontinuierlichm Transjormationsgruppen, die flir aUes Folgende fundamental 
sind *). Ich erlautere sie zunachst an der EUKLIDischen Drehungsgruppe. 

Wie kannen wir die Art der Beweglichkeit eines im EUKLIDischen 
Raum urn einen festen Punkt 0 drehbaren Karpers beschreiben? Er 
vermag 00 3 verschiedene Lagen anzunehmen. Jede Lage entspringt aus 
der Anfangsiage vermage einer Transformation des Raumes; die 00 3 

» Dreh-Transformationen « bilden eine Gruppe. Ein den Raum erflillendes 
substantielles Medium bewegt sich als ein starrer Karper urn 0, wenn 
die Lage aIler Punkte in jedem Augenblick durch eine Dreh-Transfor
mation aus der Anfangslage hervorgeht. Das ist eine Beschreibung der 
Beweglichkeit des starren Karpers durch die Gruppe der Dreh-Trans
formation en, bei welcher die Lage in jedem Augenblick mit der Anfangs
lage verglichen wird unter Uberspringung der zwischenliegenden Zu
stande. Viel anschaulicher, natlirlicher und zudem rein infinitesimal ist 
die Auffassung der kontinuierlichen Bewegung ais einer solchen, bei 
welcher die Lage des Karpers von Augenblick zu Augenblick durch 
eine infinitesimale Dreh-Transformation verandert wird, als eine integrale 
Aneinanderreihung infinitesimaler Dreh-Transjormationen. Verwenden wir 
CARTESlsche Koordinaten mit 0 ais Anfangspunkt, so wird eine info 
Dreh-Transformation dargestellt durch eine Gleichung 

dXi = 2 VikXk 

k 

*) Vgl. das schon ohen zitierte grof),e Werk von LIE und ENGEL, Theorie der 
Transformationsgruppen (3 Bande). 

We y I, Raumpro blem. 3 
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mit konstanten inf. Koeffizienten Vik, die so1che Werte besitzen miissen, 
daB identisch in Xi 

ist, d. h. 

oder die Matrix der Vik muB schiefsymmetrisch sein. Urn den anfecht
baren Begriff des Unendlichkleinen zu vermeiden, ersetzen wir die inf. 
Drehung durch ihr Geschwindigkeitsfeld ui • Eine kontinuierliche Be
wegung des starren Korpers urn 0 ist also dadurch charakterisiert, daB sein 
Geschwindigkeitsfeld ui in jedem Augenblick sich durch eine Formel darstellt 

( 25) ui = ::EVikXk 
k 

mit schiefsymmetrischen, vom Orte unabhangigen Koeffizienten Vik. Die 
Gesamtheit dieser Geschwindigkeitsfelder bezeichnen wir als die injini
tesimale Euklidische Drehungsgruppe. Die Ersetzung der endlichen Gruppe 
durch die infinitesimale - das ist wieder der »Riickgang aufs Unendlich
kleine «! - ist einer der Hauptgedanken der LIEschen Theorie. Die 
Geschwindigkeitsfe1der (25) der starren Bewegungen bilden eine lineare 

S h . d' . I R n(n -_I) Dl·mensl·onen. c ar von 3, 1m n- ImenslOna en aum von 
2 

Bezeichnen wir das durch 

ur = 0 flir r =F i, k 

definierte Feld mit S(ik) (i of: k), so bilden offenbar die samtlichen S(ik)< 

mit i < k eine Basis der info Drehungsgruppe; denn deren allgemeines 
Geschwindigkeitsfeld setzt sich linear aus den S(ik) mit konstanten Ko
effizienten zusammen: ::E VikS(ikj. Ubrigens ist S(ki) = - S(ik). 

i<k 
Ubertragen wir die Idee der infinitesimal en Operation auf eine be-

liebige Transformationsgruppe! Eine Transformation des n-dimensionalen 
Zahlenraumes wird gegeben durch Gleichungen von der Form 

xi = Pi(XIX2 ••• xn) (i = I, 2 •.. , n). 
Liegt eine kontinuierliche r-parametrige Mannigfaltigkeit so1cher Trans
formationen vor, so werden die Funktionen Pi auBer von den Punkt
koordinaten Xi noch von r Parametern tl t2 ••• tr abhangen. Wir setzen 
voraus, daB sie eine Gruppe bilden. Dann kommt unter ihnen die 
Identitat vor, und wir diirfen annehmen, sie ergebe sich flir die Para
meterwerte tl = t2 = ... = tr = o. Wir fingieren ein den Raum er
ftillendes substantielIes Medium, das alIer und nur solcher Bewegungen 
fahig ist, bei welch en in jedem Augenblick die Lage alIer Punkte aus der 
Anfangslage durch eine Transformation unserer Gruppe hervorgeht; dieses 
Medium besitzt dann r Freiheitsgrade. Einfacher und anschaulicher 
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konnen wir aber die moglichen Bewegungen dieses Mediums als integrale 
Aneinanderreihung solcher info Deformationen beschreiben, wie sie durch 
die info Operationen unserer Gruppe bewirkt werden. Die info Opera
tionen erbalt man, wenn man den ti unendlich wenig von 0 abweichende 
Werte dli erteilt; die zugehOrige info Deformation ist gegeben durch 

dXi = (~~i) d/l + (~:i) dl2 + ... + (~~i) dl,. 

Die Einklammerung bedeutet, daB die Differentialquotienten flir II = 
12 = ... = I, = 0 zu nehmen sind. Das Geschwindigkeitsfeld ui hat dem
nach fiir die moglichen Bewegungen unseres Mediums stets die Form 

. ('?J p i) ('?J p i) ('?J Pi) u' = 1t; al + ~ a2 + ... + ?Ji; a" 

wo aI, a2, ..• , a, vom .Orte unabhangige Konstante sind. Die Ge
schwindigkeitsfelder von dieser Form bilden offenbar eine r-dimensionale 
lineare Schar g; sie bezeichnen wir als die inftnitesimale Bewegungsgruppe 
des Mediums. Als die Anderung einer beliebigen Ortsfunktion f bei 
einer derartigen info Bewegung d bezeichnen wir mit LIE den Ausdruck 

~ ~ ~ df= -. UI+-·U2+ ... +-. un, 
'?J~ '?J~ '?J~ 

Danach ist dXi = ui , und die Gleichungen 

dX2 = u2 , ••• , dx,j = un 

dienen uns zur Darstellung der infinitesimalen Operation. Die lineare 
Schar 9 der Geschwindigkeitsfelder muB einer gewissen Inlegrabililiits
bedingung geniigen, in der sich die Gruppeneigenschaft ausspricht; wir 
finden sie, indem wir ausdriicken, daJ3 mit zwei unendlich wenig von 
der Identitat abweichenden Transformationen S und T der Gruppe auch 
der »Kommutator« S-IT-IST zur Gruppe gehort; und bekommen: 
Mit zwei zu 9 gehOrigen Geschwindigkeitsfeldern dXi = ui , OXi = vi 
muB immer auch das Feld 

'?Ju· '?Jvi 
OdXi - dOXi = [uV]i = _, . vk - - • uk 

'?JXk '?JXk 

in 9 auftreten. In der Tat: sei dXi = Xi( 0 I) - Xi( 00) die durch die 
Operation S bewirkte unendlichkleine Verriickung des Punktes P = (00). 
Durch T gehe dieses Linienelement (vgL Abb. 6 auf S. 20) iiber in 
Xi( II) - Xi( 10); die korrespondierende Anderung von dx ist gegeben 

durch OdXi = Xi(II) - Xi(IO) - Xi(OI) - Xi(OO). 

Geht umgekehrt das Linienelement OXi = Xi(IO) - Xi(OO) durch die 
Operation S iiber in xl~~) - Xi(OI), so haben wir auI3erdem 

dOXi = Xi(I~) - Xi(OI) - Xi(IO) + Xi(OO). 
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Die Transformation S-l T-l S T (von links nach rechts zu lesen!) ist es, 
we1che den Punkt (iI) in (II) iiberfiihrt; die durch sie bewirkte infini
tesimale Verschiebung hat also die Komponenten 

Xt(II) - Xt(II) = OdXt - dOXt. -
Die Operation 

we1che aus zwei Vektorfeldern u, vein drittes w entstehen laSt, besitzt 
offenbar invarianten Charakter, ist unabhangig vom Koordinatensystem. 
(Anhang 8.) 

Insbesondere sind die ) Zusammensetzungsformeln « 
EUKLIDische Drehungsgruppe - da [uu] immer = 0 ist 
enthalten in den beiden Aussagen: 

fUr die inf. 
- vollstandig 

I) wenn I, 2, 3 drei verschiedene Indizes sind, ist [S(12\ S(23)] = S(13); 
2) wenn 1,2,3,4 vier verschiedene Indizes sind, ist [S(12), S(34)] = o. 

Ich verifiziere die erste Formel: 

dXl = X2 OXI = 0 

dx~ = -Xl OX2 = X3 
dX3 = 0 OX3 = - X2 
dXt = 0 OX! = 0 I 

OdXl = OX2 = Xa 

OdX2 = - OXl = 0 

OdX3 = 0 

odxt = 0 

(i = 4, ... , 1Z). 

dOX2 = dX3 = 0 

dOX3 == - dX2 = Xl 

dOXt = 0 

Indem man subtrahiert und zur Abkiirzung od - do mit d bezeichnet, 
bekommt man 

(i=4, ... , n), 

d. i. die Operation S(13). - Die Bestatigung der zweiten Formel ist 
noch einfacher. 

Sechste Vorlesung. 
Mit dem Gedanken der infinitesimalen Gruppe wenden wir uns zu 

dem Satze Tn zuriick, des sen Beweis uns aufgegeben ist. Fassen wir 
an den von 0 ausstrahlenden Vektoren unseres n-dimensionalen Vektor
karpers nur die Richtungen ins Auge, so verwandelt er sich in den 
(n - I )-dimensionalen Richtungskorper, der Gesamtheit der von 0 aus
gehenden Strahlen. Der Richtungskarper ist ein (n - I )-dimensionaler 
projektiver Raum, als dessen )Punkte« die Strahlen figurieren. Urn der 
bequemeren Ausdrucksweise bezeichnen wir einen Punkt als Richtungs
element oter Stufe. Beziehen wir unseren Satz Tn nur auf die Rich
tungen der Vektoren, so verwandelt er sich in die folgende, weniger 
inhaltreiche Aussage: 

T~_l . Besitzt der Richtungskorper in 0 /reie Beweglichkeit in dem 
frUher auseinandergesetzten Sinne, so wird die Gruppe seiner Bewegungen 
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erzeugt durch die Euklidischen Drehungen um 0; oder, was genau das
selbe besagt: 

T~_1 • Es sei im gewohnlichen (n - I )-dimensionalm projektiven 
Raum mit den homogen projektiven Koordinaten Xl : Xl! : ••• : XII eine Gruppe 
projektiver Transformationen gegeben, welche, als Bewegungsgruppe des 
Raumes aufgejajJt, diesem freie Beweglichkeit verleih!; d. h. es soIl moglich 
sein, ein beliebiges System inzidenter Richtungselemente der 0 ten bis 
(n - 2 )ten Stufe in ein beliebiges anderes derartiges System zu iiber
fiihren, wahrend die Identitat die einzige Operation der Gruppe ist, 
welche ein solches System von Richtungselementen festla13t. Dann 
stimmt diese Gruppe bei geeigneter Wahl der projektiven Koordina!en iiberein 
mit der Gruppe aller projektiven Transjormationen, weiche die quadratische 
Gleichung 

invariant lassen. 
Es ist aber auch umgekehrt leicht moglich, aus dem die homogenen 

Variablen betreffenden Satz T~_1 den die inhomogenen Variabeln be
treffenden inhaltreicheren Satz Tn wieder herzuleiten. Offenbar geht aus 
T~_1 hervor, dal3 unter den Voraussetzungen des Satzes Til bei geeig
neter Wahl der linearen Koordinaten jede info Operation der Gruppe @, 

von welcher in Tn die Rede ist, die Gestalt besitzt: 

dx; = ;:E VikXk + aXi , 
k 

wo die Vik schiefsymmetrisch sind. (Zu der info Drehung, welche durch 
das erste Glied rechts dargestellt wird, tritt eventuell eine Dilatation 
yom Zentrum aus hinzu; das besagt der Zusatzterm aXi.) So korre
spondiere der info Drehung S(ik) die Operation S(ik) in @. Nun ist aber 
offenbar, wenn I 2 3 drei verschiedene Indizes sind, 

[S(12) , S(2S)] = [S(12) , S(23)] = S(13). 

Es tritt also S(13) in @ auf, und damit ist der gewiinschte Beweis er
bracht, sofern die Dimeasionszahl n >- 3 ist. Dann kann man namlich 
zu irgend zwei voneinander verschiedenen Indizes I, 3 stets einen dritten 
2 finden, der weder = I noch = 3 ist. 

1m FaIle n = 2 laJ3t sich Til aus T~_1 nicht durch Betrachtung der 
infinitesimalen Operation en erschlieE!en. Rier folgt vielmehr aus T~_1 
nur, daJ3 bei Einfiihrung geeigneter linearer Koordinaten die einpara
metrige Gruppe @, . von welcher in Til die Rede ist, aus der info 

Operation dXI + idx2 = 2 n:ia (Xl + i X2) 

entspringt und daher so gebaut sein muJ3: 

Xl + iX2 = e21tiat(XI + iX2) • 

i ist die imaginare Einheit ~, t der aIle reellen Werte durchlaufende 
Parameter der Gruppe, a eine komplexe Zahl. Die Ebene dilatiert sich 
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gleichzeitig, wahrend sie rotiertj jeder Punkt beschreibt eine logarith
mische Spirale. Damit durch diese Transformation eine Richtung in aile 
Richtungen ubergefiihrt werden kann, darf der Realteil von ex. nicht ver
schwinden, Ulid wir konnen ibn daher = I annebmen: ex = I - ai . 
J edesmal, wenn die Ebene eine volle Drehung vollendet hat, d. i. fiir 
die ganzzahligen Werte' von t, erhalten wir eine reine Dilatation. Die 
sukzessiven Dilatationsverhaltnisse sind 

••• , e-4na , r 2na , . I, e2na , e4na , ••• 

Sofern durch den Wortlaut von Tn die Existenz derartiger Dilatationen 
ausgeschlossen ist, folgt jetzt, daB a = 0 sein muB, und wir kommen 
auf die reine Drehungsgruppe j die Loxodromen werden zu Kreisen. 
Aber man sieht: der Widerspruch gegen die Forderung von Tn, dal3 
aul3er der Identitat keine Transformation vorhanden sein 5011, welche • aIle Richtungen festlal3t, ereignet sich bei keiner der infinitesimalen Ope-
rationen der Gruppe, sondern erst, nachdem der Drehwinkel bis zum 
Vollwinkel angewachsen ist. 

Wir konnen jetzt durch einen InduktionsschluB zurn Ziele kommen, 
wenn es uns gelingt, auf Grund von Tn den auf den n-dimensionalen 
projektiven Raum bezuglichen Satz T~ zu erschlieJ3en j nach dem Ketten
schema Ti -+ T 2 -+ T2 -+ T s -+ Ta . .. Diese Kette muB dann schliel3lich 
noch in der Giiltigkeit von Ti verankert werden. Um aber aus Tn auf 
T~ zu schlieJ3en, steht uns derselbe Grundgedanke zur Verfiigung, mit 
Hilfe dessen wir aus Tn auf den Kugelcharakter eines n-dimensionalen 
Raumes schlossen, der dem HELMHOLTzschen Postulate der freien Be
weglichkeit genugt. Handelt es sich doch auch im Satz T~ urn eine 
Gruppe ®n von Transformationen eines n-dimensionalen Raumes, welche 
ihm freie Beweglichkeit verleiht. Nur wissen wir jetzt von vornherein, 
daJ3 wir es mit einem gewohnlichen projektiven Raum zu tun haben 
und die Gruppe ®n aus projektiven Transformationen besteht. Der zu 
libertragende Grundgedanke aber, von dem ich spreche, ist der folgende: 
Wir wahlen einen beliebigen Punkt 0 des Raumes als Anfangspunktj an 
dem Vektorkorper in 0 rufen die Operationen der Gruppe ®n mit dem 
Fixpunkt 0 eine Gruppe gn von linearen Transformationen hervor. Da 
sie dem Vektorkorper freie Beweglichkeit erteilt, konnen wir auf gn den 
Satz Tn anwenden, konnen also schlie/3en, da/3 (evtl. nach geeigneter 
linearer Transformation der Koordinaten) gn aus den EUKLIDischen 
Drehungen des Vektorkorpers um 0 besteht. Auf Grund dieser Tat
sache mussen wir versuchen, von der nunmehr bekannten Gruppe gn aus 
die ganze projektive Gruppe ®n aufzubauen. Dazu benutzen wir natiir
lich wiederum ihre infinitesimalen Operationen. 

Wir 'Verwenden im projektiven Raum inhomogene Koordinaten Xl X2 ••• X n , 

die in unserm Nullpunkt 0 verschwinden. Wie sieht denn tiberhaupt eine 
unendlich wenig von der Identitat abweichende projektive Abbildung in 
diesen Koordinaten aus? Offenbar folgenderma/3en: 
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Xi + c(~ aikxk + bi) 

xi = ____ k--== __ 
I -- c~ akxk 

k 

39 

wo aik, bi , ai feste Zahlen 
Die Glieder erster Ordnung 

sind und c eine infinitesimale 
in c ergeben die inf. Operation 

Konstante. 

( 26) 
wo 

dXi = bi + 2 aikxk + Xi (a X) , 
k 

~aiXi=(ax) 

gesetzt ist. Man beachte das letzte Glied von quadratischem Charakter! 
Die drei Summanden llnterscheiden wir im folgenden immer als 1" 2., 
3. Glied. Fur eine den Punkt 0 festlassende inf. projektive Abbildung 
fehlt das I. Glied, die Serie bi • An dem Vektorkorper in 0 induziert sie 
die lineare Abbildung 

welche sich aus ihr durch Fortstreichen des 3. Gliedes ergibt. 
Wir fassen also jetzt von unserer info projektiven Gruppe @n, welche 

dem n-dimensionalen projektiven Raum freie Beweglichkeit verleiht, die 
Untergruppe @~O) derjenigen Operationen ins Auge, welche 0 fest lassen, 
und die info Gruppe Bn linearer Transformationen, welche sie am Vektor
korper in 0 induziert. ]eder Operation von Bn 

dXi= ~aikxk 
k 

entspricht eine und nur eine Operation von ru(O) 
I!!1n , 

besitzt 
dXi= ~ aikxk + xi(ax). 

k 

welche die Gestalt 

Nach dem Satze Tn, dessen Gultigkeit wir voraussetzen, ist Bn die info 
EUKLIDische Drehungsgruppe, fUr welche die fruher erkHirten Operation en 
S(ik) eine Basis bilden. 

S(12): dXl = X2, dX2 = - Xl, dXi = 0 fUr i =1= I, 2. 

Der Operation S(ik) in Bn korrespondiere S(ik) in @~O); die Koeffizienten 
a, des 3. Gliedes in S(ik) mogen genauer mit a;ik) bezeichnet werden. 
Wir bilden mit drei verschiedenen Indizes i k I: 

[S(ik) , S(kl)]. 

Da das 2. Glied dieser Operation = Still ist und sie in der Gruppe 

auf tritt, mull [S(ik) , S"(kl)] = S(il) 

sein. Berechnet man auf Grund dieser Gleichung insbesondere den i ten 

und den k ten der n Koeffizienten a;il) , so findet man (Anhang g) 
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(il) (kl) 
I. ai = ak ; 

(il) (i k). (k I) oder (i k) (il) + (k I) 
2. ak = - al - ai - al = ak ai' 

Nach 2. ist alik) symmetriseh von den beiden Indizes ik abhangig; da 
es andererseits, wie die ganze Operation S(ik) , sehiejsymmetriseh von ihnen 
abhangt, ist alik) = 0: die a mit drei verschiedenen Indizes verschwinden. 
Aus I. aber ergibt sich, daB 

(il) 
ai =el 

von i unabhangig ist. Beide Behauptungen 'sind auch richtig im Falle 
1Z = 2, wo nur zwei verschiedene Indizes auftreten. Also lautet das 
3. Glied in S(ik) folgendermaBen: 

dx, = ... + x, (ekxi - eixk)' 

Jetzt erkennt man sogleich, daB die samtlichen Operationen S(ik) die 
Ebene (ex) - I = 0 In sich iiberfUbren; machen wir sie durch die Sub
stitution 

, Xi 
x·-----
,- I - (ex) 

zur unendlich fernen Ebene, so verwandelt sich S(ik) in S(ik) , und es 
ist @~O) = 9n. 

Nachdem wir so aIle Operationen von @n gefunden haben, die 0 
fest lassen, kommen zweitens diejenigen info Transformationen von @n 

an die Reihe, welche den Punkt 0 in die Punkte der unmittelbaren 
Nachbarschaft von 0 iiberfUhren. Sie haben die Gestalt (26); und zwar 
existieren in @n info Operationen, fiir welche die das I. Glied bildenden 
1Z Zahlen bi beliebig vorgegebene Werte haben. Darin kommt die For
derung zum Ausdruck, daB es durcb @n moglich sein soIl, 0 nach allen 
Punkten urn 0 herum zu verlagern. Da wir, ohne das I. Glied zu ver
andern, jede info Drehung urn 0 hinzufligen konnen, gibt es zu vor
gegebenen bi eine und nur eine info Operation in @n, flir we1che das 
2. Glied den Symmetriebedingungen aik = aki geniigt; denn zu einer 
Matrix (aik) kann ich auf eine einzige Weise eine schiefsymmetrische so 
hinzuaddieren, daB die Summe eine symmetrische Matrix wird. Die so 
normierte unter den Operationen von @n, fUr we1che b" = list,· wahrend 
aIle iibrigen b verschwinden, werde mit E('u) bezeichne~, ibre Koeffizienten 
im 2. und 3. Gliede mit a!''k) , bzw. a~u). Die Operationen E(i), S(i k) 

bilden die Basis der inf.Gruppe @n. Die zusammengesetzte Operation 
[E(l) , S(12)] stimmt im I. Glied mit E(2) iiberein; da das 2. Glied auch 
der Symmetriebedingung aki = aik geniigt und die ganze Operation zu 
@n gebort, mu6 
(27) [E(l) , S(12)J = E(2) 

sein. Diese Gleichung (in der natiirlich I und 2 fiir irgend zwei ver
schiedene Indizes stehen) schlachten wir jetzt aus. Berechnet man nach 
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ihr zunachst die im 3. Glied von E(2) auftretende Linearform (ax), so 
erhiilt man dafUr: 

Also fehlen aIle Koeffizienten a au.f3er dem I ten und 2 ten in E(2). Wenn 
n :> 3, spielt aber in E(2) der Index I keine andere Rolle als die ubrigen 
von 2 verschiedenen Indizes. Darum mu.f3 auch noch der I te Koeffizient 
verschwinden, d. i. 

a~1) = 0 fUr zwei verschiedene Indizes I, 2. 

Au.f3erdem zeigt der erhaltene Ausdruck, da.f3 der Koeffizient a~2) = ai1) 

ist. Setzen wir die vom Index unabhangige Zahl ap = c, so lautet das 
3. Glied in E(i) also folgendermaBen: 

dxr =··· + CX,Xj. 

Berechnet man femer nach derselben Gleichung (27) das 2. Glied 
von E(2) , die Matrix am, so sieht man, daB in ihr aUe Glieder fehlen, 
auSer denjenigen, welche in der I ten oder 2 ten SpaIte oder Zeile stehen. 
1m FaIl n :> 3 folgt daraus, da wiederum I unter den von 2 verschie
denen Indizes in E(2) keine Ausnahmerolle spielt, da.f3 uberhaupt aIle al2~ 
v erschwinden , we1che nicht in der 2 ten Zeile oder Spalte stehen: 

(28) al~= 0, wenn i =F 2 und k =F 2. 

Ersetzt man 2 durch I, so hat man die Gleichungen: 

aW = 0, wenn i =F lund k =F list; 

von a(l) bleiben nur die I te Zeile und I te Kolonne stehen. In (28) ist 
insbesondere enthaIten, da.f3 ai?, der Koeffizient im Kreuzungspunkt der 
I ten Zeile und Spalte von a(2) verschwindet. Fur ih~ liefert unsere 
Gleichung den Wert 

(2) (1) 
au = - 2a12; 

darum ist 
ai~ = a~l = o. 

Das gilt fUr aIle Indizes 2 =F I. Infolgedessen behalten wir in a(l) jetzt 
nur noch den einen Koeffizienten au ubrig. 1m Felde 22 von a(2) aber 
bekommt man, immer aus derselben Gleichung (27): 

a~~ = 2aW. 
Darum verschwindet auch a~l, oder, wenn wir wieder 2 durch I er
setzen, der letzte noch stehen gebliebene Koeffizient in a(l): 

(1) 
au = o. 

Damit ist ganz a(l) verschwunden, und wir bekommen fUr E(i) die Formel: 

E(j) {dXj = I + cxr.~ 
dxr = CXrXj fur r =F i. 

Die Konstante C ist vom Index i unabhangig. 
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Xi 
Fiihrt man homogene Koordinaten ein, indem man an Stelle von 

Xo 
Xi schreibt, so erhiilt man die folgenden Ausdriicke: 

(i,k=I,z, ... ,n; r=o,I,z, ... ,"n). 

1st c = 0, so lassen alle Operationen die unendlich ferne Ebene Xo = 0 

fest; ist c < 0, bleibt die reelle Flache 2. Ordnung 

x~ + c (x~ + x~ + ... + X;) = 0 

invariant. Beide Falle sind ausgeschlossen, da die Forderung, dal3 jeder 
Punkt in jeden durch @in solI iibergefiihrt werden konnen, flir den ganzen 
geschlossenen projektiven Raum gilt. Es mu13 demnach c> 0 sein, und 

nach der Einfiihrung von ~o~ an Stelle von Xo erweist sich @in als 

Gruppe aller linearen Transformationen der homogenen Variablen 

Xo : Xl : ••. : Xn , 

welche die Gleichung 
X~ + x~ + ... X; = 0 

invariant lassen: Det' Beweis von T~ is! auf Grund von Tn erbracht. 

die 

Die letzten Oberlegungen galten nur, wenn n:::> 3 war. 1m FaIle 
n = 2 mul3 man, urn zu den gleichen Resultaten zu gelangen, aul3er den 
Zusammensetzungsformeln 

[E(1) , S(12)] = E(2) , 

noch die Operation [E(1) , E(2)] zu Hilfe nehmen, welche den Nullpunkt 
fest laBt und daher eine inf. EUKLIDische Drehung sein muB. Die Rechnung 
verlauft etwas anders, doch brauchen wir den Kreis der infinitesimalen 
Operationen nicht zu verlassen. 

Die Kette der Induktionsschliisse, welche wir zum Beweise unseres 
Satzes Tn konstruiert hatten, muB endlich an ihrem Anfang, in der Giiltig
keit von T~ verankert werden. T~ lautet: Eine Gruppe projektiver Trans
formation en der eindimensionalen reellen projektiven Geraden sei so 
geartet, daB sie jeden Punkt der Geraden in jeden Punkt iiberzufiihren 
imstande ist, aber keine Operation aul3er der Identitat auftritt, welche 
einen Punkt fest laBt; eine solche, offen bar einparamelrige Gruppe be
steht notwendig, geeignete Wahl der homogenen Koordinaten Xo : Xl vor
ausgesetzt, aus denjenigen projektiven Abbildungen, welche die Gleichung 

x~ +xi = 0 

invariant lassen. Das ist aber ganz leicht einzusehen. Verwenden wir 

die inhomogene Koordinate Xl = x, so lautet der Ausdruck flir eine 
Xo 



Die moglichen Raumtypen nach HELMHOLTZ. 43 

info projektive Abbildung der Geraden so: 

dx = a + b x + C x 2 • 

Diese lath den nulldimensionalen Kegelschnitt, das durch die Gleichung 

a+ bx+ cx2 = 0 

definierte Punktepaar, fest. Dieser Gleichung darf deshalb kein reeller 
Punkt geniigen. Darum ist die Form 

ax~ + bxo Xl + cx~ 
definit, und durch geeignete Wahl der Koordinaten kann der invarianten 
Gleichung die gewiinschte Gestalt erteilt werden. 

Der etwas langwierige, aber in seinem Aufbau durchsichtige Beweis 
von Tn ist beendet und damit das Raumproblem im HELMHOLTZ-LIEschen 
Sinne erledigt. Durch die richtig interpretierte Forderung der Homogeneitat 
allein laldi sidl die Kugelgeomeirie begriinden; der Wert A der Kugel
kriimmung bleibt dabei unbestimmt. -

Zum Schlu3 ware noch ein Wort iiber den Teil III zu sagen: Wie 
kann man unter den drei wesentlich verschiedenClZ Kugelraumen A = + I, 

- I, 0 den Euklidischen von der Krummung A = 0 kennzeichnen? Es 
ist das jedenfalls nur durch Bedingungen moglich, die einen viel weniger 
prinzipiellen Charakter tragen als die HELMHOLTzschen Homogeneitats
Postulate. Ais die nachstliegende und iiberzeugendste Kennzeichnung 
bietet sich die Aussage dar, da3 keine absolute Liillgeneinheit existieren 
soli. Immerhin wiirde eine etwas tiefer eindringende gruppentheoretische 
Analyse dieser Forderung zeigen, da3 sie gar nicht von so zwingender 
Einfachheit ist, wie es auf den erst en Blick den Anschein hat (An
hang IO). Unter diesen Umstanden wird man fast mit Notwendigkeit 
dazu gedrangt, sich zu fragen, ob der wirkliche Raum am Ende gar 
kein EUKLIDischer ist, sondern ein Kugelraum von nicht verschwindender 
Kriimmung A; als Form der Erscheinungen zu dienen, ist jedenfalls ein 
derartiger Raum zufolge seiner metrischen Homogeneitat ebenso geeignet 
wie der EUKLIDische. Mit diesem Fragezeichen wenden wir uns von 
der mathematischen Analyse wiederum der Wirklichkeit zu. 

Siebente Vorlesung. 
Vom Standpunkt der Erfahrung aus muB man die Tatsache aner

kennen, daB sich in der Wirklichkeit wahrend vieler Jahrhunderte die 
Richtigkeit der EUKLIDischen Geometrie immer von neuem bestatigt hat, 
sich sogar mit einer viel gro3eren Genauigkeit bestatigt hat, als sie den
jenigen zur Verfiigung stand, welche das Gebaude dieser Geometrie er
richteten. Dennoch ist heute der Glaube an ihre strenge Giiltigkeit 
zerbrochen durch EINSTEINS allgemeine Relativitatstheorie, mit Griinden, 
welche mir vollig zwingend erscheinen. Die Natur la3t sich nicht unter 
das starre Schema einer fest dem Raume innewohnenden EUKLIDisch-
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metrischen Struktur beugen, sie erweist sich wieder einmal als freier, 
beweglicher und lebendiger denn der menschliche Geist, der sich so gem 
in der Endgiiltigkeit starrer Dogmen beruhigt. Wohl treibt uns dabei 
eine iiber die Wirklichkeit hinausweisende Sehnsucht nach dem Absoluten, 
aber es ist unser Fluch, daB wir mit ihr so oft, statt uns iiber die Wirklich
keit zu erheben, weit hinter ihr zuriickbleiben. - Nach EINSTEIN ist die 
metrische Struktur der Welt nicht homogen. Wie ist das mtiglich, da 
doch Raum und Zeit Formen der Erscheinungen sind? Allein dadurch, 
daB die metrische Struktur nicht apriori fest gegeben ist, sondern ein Zu
standsfeld von physikalisc!ur Realitiit, das in kausaler Abhangigkeit steht 
vom Zustand der Materie. Das Wirkliche zieht in den Raum nicht ein 
wie in eine rechtwinklig-gleichformige Mietskaserne, an welcher all sein 
wechselvolles Kraftespiel spurlos voriibergeht, sondern wie die Schnecke 
baut und gestaltet die Materie selbst sich dies ihr Haus. Ein Ktirper, 
der unter dem EinfiuB eines Kraftfeldes eine Gleichgewichtsfigur an
genommen hat, wird seine Gestalt verandern miissen, wenn er bei fest
gehaltenem Kraftfeld an eine anders beschaffene Stelle des Feldes ge
schoben wird. Wird aber das Kraftfeld von dem Ktirper seIber erzeugt, 
so wird er es bei seiner Ortsveranderung mitnehmen, und das bestehende 
Gleichgewicht von Ktirper + Kraftfeld wird sich erhalten. Ein bieg
sames Blech, das genau auf ein Stiick einer krummen Flache paBt, wird 
sich im allgemeinen auf der Flache nicht so bewegen lassen, daB es 
sich ihr bestandig anschmiegt; aber seine freie Beweglichkeit ist ihm 
zuriickgegeben, sobald die krumme Flache nicht festgehalten wird, sondern 
von dem Blech mitgenommen werden kann. Genau so ist die freie Be
weglichkeit der Ktirper im metrischen Felde gesichert trotz seiner 1n
homogeneitat, wenn das metrische Feld von der Materie erzeugt wird 
und mit ihr sich verandert. EINSTEIN wurde zu der neuen Auffassung 
gedrangt, urn dem Prinzip von der Relativitat der Bewegung genugen und 
die Gleich/uit von trager und schwerer Masse erklaren zu ktinnen. Seine 
Grundannahme ist die, daB die Gravitation nicht eine Kraft ist, welche 
die Ktirper aus der ihnen durch das Fiihrungsfeld vorgezeichneten Bahn 
ablenkt, sondern, mit der Tragheit unltislich verbunden, im Fiihrungs
felde enthalten ist; nur vom Standpunkte eines in bestimmtem Bewegungs
zustande begriffenen Bezugsktirpers aus, von einem bestimmten Koordi
natensystem aus trennt sich die Einheit des Fiihrungsfeldes in die beiden 
Bestandteile Tragheit und Gravitation. Da wir aber wissen, daB die 
Gravitation von der Materie abhangt, hat diese Annahme die Konsequenz, 
daE das Fiihrungsfeld und damit auch die das Fiihrungsfeld fundierende 
metrische Struktur der Welt in kausale Abhangigkeit gerat von der Materie. 

Aber auch EINSTEIN halt daran fest, daB die metrische Struktur der 
Welt iiberall von derjenigen Art ist, wie sie unsere allgemeine metrische 
1nfinitesimalgeometrie voraussetzte. DaE etwas an der Struktur des ex
tensiven Mediums der AuEenwelt apriori ist, wird also nicht schlechthin 
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geleugnet, nur die Grenze zwischen dem apriori und aposteriori wird an 
eine andere Stelle gesetzt. In der Tat ist auch in der allgemeinen 
metrischen Infinitesimalgeometrie die Natur des metrischen Feldes, die 
Natur der Metrik im Punkte P und des metrischen Zusammenhanges 
von P mit den Punkten seiner unmittelbaren Umgebung an jeder Stelle P 
die gleiche; sie ist wesentlich eine und darum absolut bestimmt, nicht 
teilhabend an der unaufhebbaren Vagheit dessen, was eine verander
liche Stelle in einer kontinuierlichen Skala einnimmt; in ihr spricht sich 
das apriorische Wesen der raum - zeitlichen Struktur aus. Aposteriori 
hingegen, d. h. an sich zufallig und kontinuierlicher Veranderungen fahig, 
in der Natur abhangig von der materiellen Erfiillung, darum auch rational 
niemals vollig exakt erfa£bar, sondern immer nur naherungsweise und 
unter Zuhilfenahme unmittelbarer anschaulicher Hinweise auf die Wirk
lichkeit - a posteriori ist' die gegenseitige Orientierung der Metriken 
in den verschiedenen Punkten. Der Raum der alten EUKLIDischen Geo
metrie ist zu vergleichen einem Kristall, der aus lauter gleichen unver
anderlichen Atomen in der regelma£igen und starren, unveranderlichen 
Anordnung eines Gitters aufgebaut ist; der Raum der neuen RIEMANN
EINSTEINSchen Geometrie einer Flussigkeit, die aus denselben unter
einander gleichen unveranderlichen Atomen besteht, aber in einer be
weglichen, gegenuber einwirkenden Kraften nachgiebigen Lagerung und 
Orientierung. 

Es ist klar, daB von diesem neuen Standpunkte aus sich das Raum
problem ganz anders formulieren mu£; ruht doch seine Losung durch 
HELMHOLTZ gerade auf dem Grundprinzip der alten Theorie, der me
trischen Homogenitat. Mussen wir darum sagen, daB die Arbeit von 
EUKLID bis HELMHOLTZ vergeblich war? Keineswegs. Sache des Mathe
matikers ist es nicht, uber Wirklichkeiten zu Gericht zu sitzen, sondern 
aus der Wirklichkeit entsprungene Probleme zu Ende zu denken und die 
dazu benotigten Hilfsmittel bereit zu stellen. Und nur dadurch, daB man 
eine Theorie mit allem Ernst und alIer Konsequenz zu Ende denkt, 
wachst sie iiber sich selbst hinaus. Dieser Proze£ vollzog sich an unserem 
Problem in dem divinatorischen Geiste RIEMANNS. Nachdem in das neue 
Haus der Wahrheit alles Wertvolle hinubergerettet ist, was das alte be
herbergte, konnen wir yom ihm aus es gleichmutig mit ansehen, wenn 
die alte Wohnung zerbrockelt. Dieser Proze£ wird niemals stillestehen; 
seien wir des sen gewi£, daB auch die neue Burg den Geist nicht auf 
ewig beherbergen wird. Die Wahrheit ist etwas Lebendiges. Das be
deutet nicht Skepsis; an der besonderen Ausgestaltung, die Wahrheit 
und Recht in diesem Augenblick sler menschlichen Kultur angenommen 
haben, mussen wir mit aHem Ernste arbeiten und uns mit aHem Ernste 
an sie binden. Aber gerade dadurch wird das Leben des Geistes diese 
Gestalt stetig in neue Gestalten verwandeln; die alte mag dann als eine 
leere Schale in den Museen aufbewahrt werden. Niemals aber wird es 
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ge1ingen, die Wahrheit endgliltig in die Form eines toten Seins, eines 
wie rationalen und wohlgeordneten auch immer, zu begraben. 

So wollen wir denn jetzt unser Teil dazu beitragen, die RIEMANN
EINSTEINSche Theorie liber Zeit und Raum zu Ende zu denken! Offen
bar kann es sich bei der Losung des Raumproblems von diesem Stand
punkte aus nicht mehr darum handeln, das metrische Feld in seiner 
zujalligen, von der Materie abhangigen quantitativen Ausgestaltung rational 
zu begreifen, sondern allein die tine unveranderliche PVTHAGOREische 
Natur dieser Metrik, in der sich das apriorische Wesen des Raumes 
ausspricht. Das gibt einen ganz neuen Typus von Axiomatik; sie hat 
nicht mehr den mit einem bestimmten metrischen Felde ausgestatteten 
Raum zum Objekt, durch dessen metrische Struktur z. B. festgelegt ist, 
was gerade ist und was krumm. Eine Aussage wie die folgende: Ein 
Punkt und eine Richtung in ihm bestimmen eine gerade Linie, hat in 
ihr keinen Platz; denn die gerade Linie ist ja gar nicht bestimmt, sie 
ist bald diese bald jene, je nach der quantitativen Ausgestaltung des 
metrischen Feldes. An die Stelle der von HELMHOLTZ geforderten 
Homogenitat des metrischen Feldes ist die Moglichkeit getreten, im 
Rahmen der jeststehenden Natur der Metrik das metrische Fe!d beliebigen 
virtuellen Veranderungen zu unterwoien. Dadurch, da£ wir diese Moglich
keit statuieren, ist nun freilich iiber die Natur der Metrik noch nichts 
ausgesagt. Ziehen wir zur Verdeutlichung einen Vergleich heran! Uber 
das Wesen der Verfassung eines Staates ist damit nichts ausgemacht, 
da£ ich statui ere : Die Staatsverfassung ist flir aIle Staatsangehorigen 
bindendes Gesetz; aber innerhalb des von ihr gelassenen Spielraums 
kommt jedem Biirger volle individuelle Freiheit zu. Es muB erst eine 
positive Forderung hinzutreten, etwa die folgende: Wie die Biirger diese 
ihre Freiheit auch ausnutzen mogen, es liegt im Wesen unserer Ver
fassung, daB das Wohl des Ganzen stets in ausreichendem MaBe garantiert 
ist. Jetzt kann man dariiber nachdenken, wie eine Verfassung beschaffen 
sein muB, damit sie dieser Forderung genugt, und ob es vielleicht nur 
eine einzige Verfassung gibt, welche sie erfiilIt. - Das bindende Staats
gesetz im Reiche des Raumes ist die Natur der Metrik, die Freiheit der 
Burger ist die Moglichkeit der verschiedenen gegenseitigen Orientierung 
der Metriken in den verschiedenen Punkten des Raumes; und was ist 
das » Wohl des Ganzen«? Wenn man sich den Aufbau der Infinitesimal
geometrie vor Augen halt und auch die Anwendung, die sie in der 
allgemeinen Relativitatstheorie auf die Wirklichkeit findet, so springt 
einem als die entscheidende Tatsache, welche die ganze Entwicklung 
moglich macht, mit unentrinnbarer Eindeutigkeit diese entgegen: daB 
durch das metrische Feld der affine Zusammenhang bestimmt ist; darauf, 
scheint es also, beruht im Reiche von Raum und Zeit das » Wohl des 
Ganzen «. So komme ich zu folgendem Prinzip: Welclle quantitative Aus
gestaltllng auch i1llmer im Rallmen der Natur der Metrik das metrische 
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Feld gejunden haben mag, stets determiniert das metrische Feld eindeutig 
den afJinen Zusammenhang. Wenn wir zeigen konnen, da6 die in der 
wirklichen Welt herrschende Natur der Metrik (die durch eine nicht-aus
geartete quadratische Differentialform gekennzeichnete PYTHAGOREische) 
die einzige ist, we1che diesem Prinzip Geniige lei stet, so haben wir wohl 
ein Recht zu der Behauptung, daB wir von dem neuen Gesichtspunkt 
aus, der ein den Kraften der Materie gegeniiber nachgiebiges metrisches 
Feld annimmt, das Raumproblem befriedigend und vollstandig gelOst haben. 
Dieses neue, von dem HELMHOLTZ - LIEschen grundverschiedene Raum
problem wurde von mir in der 4. Auflage des Buches: Raum, Zeit, Materie 
formuliert i seine Losung im bejahenden Sinne ist mir erst vor etwa einem 
Jahre gelungen. Der mathematisch prazisen Fassung sind einige allgemeine 
Begriffsbestimmungen vorauszuschicken. 

I. Begriff der Metrik. Die Metrik hangt am Begriffe der Kongruenz, 
der jedoch rein infinitesimal gefal3t werden mu13. Sollen wir also die 
Metrik der Mannigfaltigkeit an der beliebigen Stelle Po und den metrischen 
Zusammenhang dieses Punktes mit den Punkten seiner Umgebung voll
standig beschreiben, so miissen wir angeben, welche unter den linearen 
Abbildungen des VektorkOrpers in Po auf sich stlber und welche seiner 
linearen Abbildungen auf die Vektorkorper in den zu Po unendlich benach
barten Punkten P »kongruente« Abbildungen sind. Betrachten wir zunachst 
die Drehungen, d. s. die kongruenten Abbildungen des Vektorkorpers im 
Punkte Po auf sich seIber. Von ihnen setzen wir selbstverstandlich voraus, 
daB sie eine Gruppe bilden. Aber noch eine weitere Forderung tritt 
hinzu, die wir natiirlicherweise an jede Drehung stellen miissen. Wir 
konnen im Punkte Po, ohne von einer Ma13bestimmung der Mannigfaltig
keit Gebrauch zu machen, die n-dimensionalen Vektor-Parallelepipede 
ihrer Gro13e nach miteinander vergleichen. Das Volumen des von den 
n Vektoren Qi mit den Komponenten a: a: .... a~ aufgespannten Parallele
pipeds wird bekanntlich dargestellt durch die Determinante der a~i diese 
Volumina sind vom Koordinatensystem unabhangig bis auf eine mit dem 
Koordinatensystem sich verandernde gemeinsame Ma13einheit. Da nun 
die Drehung eine Abbildung des Vektorkorpers sein solI, die alle objektiv 
fa13baren Merkmale desselben ungeandert la13t, mul3 sie eine volumtreue 
Abbildung sein. 

Wird die Gruppeneigenschaft auch auf den metrischen Zusammenhang 
ausgedehnt, d. i. I. auf die kongruenten Verpflanzungen des Vektorkorpers 
in Po nach einem bestimmten zu Po unendlich benachbarten Punkte P 
und 2. auf seine kongruenten Verpflanzungen nach den verschiedenen in 
der unmittelbaren Nachbarschaft von Po gelegenen Punkten, so flie13en 
aus ihr weiter folgende Tatsachen: 

I. Alle kongruenten Verpflanzungen von Po nach P entstehen aus 
einer von ihnen, A, durch Hinzufugung einer willklirlichen Drehung in Po, 
und die Gruppe @ der Drehungen in P entspringt aus der Drehungs-
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gruppe ®o in Po durch »Transformation(~ mittels einer solchen kongruenten 
Verpflanzung A: ® = A-1 ®o A. Denn betrachten wir den zum Zentrum Po 
gehorigen Vektorkorper in zwei zueinander kongruenten Lagen, so werden 
diese offenbar durch die kongruente Verpflanzung A in zwei kongruente 
Lagen des Vektorkorpers in P ubergehen. Aus dem metrischen Zu
sammenhang ergibt sich also, daB die Drehungsgruppe in P sich von der 
in Po nur durch die Orientierung unterscheidet. Und wenn wir stetig 
vom Punkte Po zu einem beliebigen Punkt der Mannigfaltigkeit uber
gehen, so erkennen wir daraus weiter, daB die Drehungsgruppen in allen 
Punkten der Mannigjaltigkeit von der gleichen Art sind. - Das ist die 
ein- flir allemal feste Natur der Metrik. 

2. Durch Hintereinanderausflihrung einer inftnitesimalen kongruenten 
Verpflanzung des Vektorkorpers durch die Verschiebung dXi [d. h. vom 
Punkte Po = (xn nach der Stelle P = (X~ + dx)] und einer zweiten 
solchen Verpflanzung durch die Verschiebung OXi kommt eine durch die 
resultierende Verschiebung dXi + OXi bewirkte infinitesimale kongruente 
Verpflanzung zustande. - Eine kongruente Verpflanzung ist infinitesimal, 
wenn die Anderungen d;i der Komponenten ;i eines beliebigen Vektors 
von der gleichen GroBenordnung unendlichklein sind wie die Kom
ponenten dXi der vorgenommenen Verschiebung des Zentrums. 1st also 

d;i = - c'A~l;k 
eine beliebige infinitesimale kongruente Verpflanzung in Richtung der 
ersten Koordinatenachse, nach dem Punkte (x~ + c, x~, ... , x~), und 
haben die Grollen A12, ... , Aln eine analoge Bedeutung flir die zte 

bis nte Koordinatenachse (c ist eine infinitesimale Konstante), so liefert 
die Formel 

(29) 
ein »System inJinitesimaler kongruenter VerPJlanzungen(~ nach den samt
lichen Punkten P = (x~ + dXi) der Umgebung von Po' 

II. Der Begriff der inftnitesimalen Parallelverschiebung ist schon fruher 
auseinandergesetzt worden. Es entspricht jedem Koordinatensystem, das 
die Umgebung von Po bedeckt, ein moglicher Begriff der Parallelver
schiebung des Vektorkorpers in Po nach den Punkten der unendlich
kleinen Umgebung von Po: Transport der Vektoren ohne Anderung der 
Komponenten. In einem bestimmten ein- fur allemal fest gewahlten 
Koordinatensystem druckt sich ein solches System moglicher Parallel
verschiebungen des Vektorkorpers in Po = (xn nach den samtlichen 

Punkten P = (x~ + dXi) der Umgebung von Po durch eine Formel aus 

(30) d;i = - rt ;k(dx)' 
mit Koeffizienten, we1che der Symmetriebedingung 

(3 I) 
genugen. 
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Das Bisherige erscheint mir als eine bloJ3e Begriffsanalyse, Explikation 
dessen, was in den Begriffen Metrik, metrischer Zusammenhang und 
Parallelverschiebung als solchen liegt. rch komme jetzt zum synthetischen 
Teil im KANTischen Sinne. Da gilt es, das friiher angedeutete Postulat 
prazis zu formulieren, das die fUr die wirkliche Welt charakteristische Art 
der Drehungsgruppe festlegen 5011. Zunachst die in ihm garantierte Frei
heit! Die freie Deformierbarkeit des metrischen Feldes ist in solchem 
MaJ3e vorhanden, daJ3 bei gegebener Drehungsgruppe in Po der metrische 
Zusammenhang dieses Punktes mit den Punkten seiner Umgebung sich 
immer noch so gestalten kann, daJ3 die Gleichung 

d§i = - A~r §k(dx), 

mit beliebig vorgegebenen Koejftzienten A~r ein System infinitesimaler kon
gruenter Verpflanzungen des Vektorkorpers in Po darstellt. Zweitens der 
positive Teil des Postulats: Wie dieser metrische Zusammenhang von Po 
mit den Punkten seiner Umgebung sich auch gestaltet haben moge, immer 
gibt es unter den moglichen Systemen von Parallelverschiebungen des 
Vektorkorpers in Po ein einziges, welches zugleich ein System infini
tesimaler kongruenter Verpflanzungen ist; der metrische Zusammenhang 
bestimmt eindeutig den affinen. 

Das nunmehr klar ausgesprochene Postulat haben wir in die Formel
sprache der Mathematik zu iibersetzen. Bei gegebenem metrischen Zusammen
hang erhalt man aus einer kongruenten Verpflanzung des Vektorkorpers 
von Po nach P die allgemeinste, wenn man eine willkiirliche Drehung 
urn Po hinzufligt. Darum erhalt man aus einem System infinitesimaler 
kongruenter Verpflanzungen (29) von Po nach allen Punkten seiner un
mittelbaren Umgebung ein beliebiges andere derartige System, wenn man 
zu jeder Verpflanzung eine willkiirliche, von der Verschiebung Po P = (dXi) 
abhangige Drehung um Po hinzufiigt; nur muJ3 die hinzugefUgte Drehung 
natiirlich linear von der Verschiebung abhangen. Sie muS also dar
gestellt werden durch eine Formel 

in der ftir jedes r 
(3 2 ) 

d§i = - A~r §k (dx)', 

das Geschwindigkeitsfeld einer Drehung des Vektorkorpers in Po ist. 
Die Forderung besagt, daS unter allen diesen System en infinitesimaler 
kongruenter Verpflanzungen ein einziges sich findet, welches zugleich ein 
mogliches System von Parallelverschiebungen ist. D. h. die n infini
tesimalen Drehungen (32) lasse~ sich auf eine und nur eine Weise so 
wahlen, daB die GroJ3en 

r:s = A~s + A~s 
den Symmetriebedingungen r;r = r;s geniigen. Und zwar soIl eine 
soIche Bestimmung der A moglich sein, weIche Werte auch die A haben 

Weyl, Raumproblem. 4 
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mogen. Dasselbe will ich noch einmal ausdriicken, indem ich mich der 
folgenden Bezeichnungsweise bediene: unter A~s verstehe' ich jedes be
liebige System von n3 Zahlen, unter r:s ein beliebiges solches, das der 
Symmetriebedingung r1r = r:s geniigt, unter A~s endIich ein System von 
irgend n Matrizen A:1 , A~2' ... , A~n' welche in der aus (32) ersicht
lichen Weise inftnitesimale Drehungen in Po darstellen. Hat der Vektor
korper zufolge der Drehungsgruppe NFreiheitsgrade, so bilden die Zahlen
systeme (A:.) offenbar eine lineare Mannigfaltigkeit von nN Dimensionen, 
wlihrend die Systeme (A~.) und (r:.) je eine !ineare Mannigfaltigkeit 

b n (n + I). . b' d . I T. j von n3 , zw. n· DImenslOnen II en. "VIr ver angten: Jeues 
2 

System A laj/t side auf cine und nul' ez'ne Weise als Differenz eines 
Systems r und eines Systems A darstellen: 

A~. = r:s - A~ •. 
Nach der Theorie der !inearen Mannigfaltigkeiten lal3t sich diese Aus
sage durch die folgenden beiden ersetzen: 

a) Die Dimensionszahl der A-Mannigfaltigkeit ist gleich der Summe 
der Dimensionszahlen der r- und der A-Mannigfaltigkeit; oder 

n3 =n.n(n+I)+nN, N=n(n-I). 
2 2 

b) Die Differenz eines Systems r und eines Systems A kann nur 
dann verschwinden, wenn beide einzeln verschwinden. Oder: ein 
System A~. kann nur dann gleich einem System r:. sein, d. h'. der 
Symmetriebedingung A!r = A~. geniigen, wenn es aus lauter Nullen be
steht. Oder: n Matrizen A(1) , A(2) , ... , A(n) , welche infinitesimale 
Drehungen darstellen, konnen der Bedingung, daB die kte Spalte von A(i) 

gleich der i ten Spalte von A(k) ist, (fiir alle i, k = I, 2, ••. , n) nicht 
geniigen, ohne alle zu verschwinden. Damit haben wir unsere Postulate 
in zwei Bedingungen von klarem mathematischen Wortlaut verwandelt, 
welche nul' noch VOlt del' inftnitesimalen Drehungsgruppe handeln. 

Das Geschwindigkeitsfeld ui einer info Drehung oder allgemeiner einer 
info !inearen Deformation des Vektorkorpers 

ui = a~gk 

ist gekennzeichnet durch die Matrix A = (a~). Eine N-parametrige info 
Gruppe 9 solcher Operationen erscheint als eine N-dimensionale lineare 
Schar von Matrizen 

'),' A' + ')," A" + ... '+ '), (N) A(N) 

(die A sind die Basis-Matrizen, die'), die Schar-Parameter, welche alle 
Werte durchlaufen konnen), und zwar als eine lineare Schar von be
sonderer Art: mit zwei Matrizen A, B mul3 namlich immer auch 

[AB] = AB-BA 
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in der Schar auftreten. Um unsere Forderung b) in einer yom Koor
dinatensystem unabhlingigen Weise zu formulieren, fiihren wir noch den 
folgenden Begriff ein: ein Gesetz 

ui = a~s gr 1]s (a!r = a~s), 
das je zwei Punkten g, 1] des Vektorkorpers in bilinearer symmetrischer 
Weise einen Vektor u zuordnet, heiJ3e eine symmetrische Doppeimatrix 
der info Gruppe g, wenn fiir jeden festen Punkt 1] diese Formel das Ge
schwindigkeitsfeld u(g) einer in g enthaltenen Operation darstellt. Damit 
sprechen sich die ermittelten Eigenschaften der info Drehungsgruppe g 
so aus: 

b) es geMrt zu g keine andere symmetrische Doppeimatrix als 0; 
a) die Dimensionszahl N ist die Mchste, welche mit der Eigenschajt b) 

vertraglich ist, namlich 
N = n(n - I) . 

. 2 

Die Tatsache aber, daJ3 jede Drehung volumtreu sein rouJ3, driickt sich 
darin aus, daJ3 die Spur ~ a: der eine info Drehung darstellenden 

i 

Matrix a~ verschwinden muJ3. Wir fiigen also noch hinzu: 
c) die Spur einer jeden Matrix von gist 0; 

und stellen die Behauptung auf: Eine inj. Gruppe linearer Abbildungen 
des Vektorkorpers, welche den drei Bedingungen a), b), c) genitgt, besteht 
notwendig aus den samtlichen inf. linearen Transjormationen, weiche eine 
gewisse nicht-ausgeartete quadratische Form in sich ubetjUhren. 

Ich widme die letzte Vorlesungsstunde einer Skizzierung der Ge
danken, auf denen der Beweis dieses Satzes beruht. 

Achte Vorlesung. 
Wenn uns der Beweis des am SchluJ3 der vorigen Stunde aus

gesprochenen gruppentheoretischen Satzes, dessen Inhalt ich sogleich 
noch einmal wiederholen werde, gelingt, so haben wir das neue Raum
problem gelOst. Denn damit werden wir erkannt haben: determiniert 
das im Rahmen der Natur der Metrik frei veranderliche roetrische Feld 
den affinen Zusammenhang eindeutig, so gehort zu dem in einer quan
titativ bestimmten Ausgestaltung vorliegenden metrischen Felde an jeder 
Stelle eine nicht-ausgeartete quadratische Differentialform gik (dx)i (dX)k, 
deren Koeffizienten gik noch einen willkiirlichen gemeinsamen Pro
portionalitatsfaktor enthalten. Dber ihn an jeder Stelle verfligen, heiJ3t 
die Mannigfaltigkeit eichen. Es bleibt noch festzustellen, daJ3, nachdem 
dies geschehen, der metrische Zusammenhang in der friiher ausfiihrlich 
beschriebenen Weise durch eine lineare Differentialform gekennzeichnet 
werden kann. In der Tat: da bei info Parallelverschiebung 

[dgi = - dr~' gk, dr~ = r£r (dx)'] 
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kongruente Vektoren kongruent bleiben, muB identisch in den §i eine 
Formel von der Gestalt gelten 

d(gik §i §k) = - (gik §i §k). dp, 

wo das Zeichen d auf der linken Seite den Zuwachs bei Ausfiihrung der 
Parallelverschiebung bedeutet und dp vom Vektor § unabhangig ist; oder 

- dgik + (gir dr~ + gkr drD = gik dp. 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daB dp von der Verschiebung (dXi) 
linear abhangt: d p = Pi (d x)i. - Der Tragheitsindex der quadratischen 
Fundamentalform ist durch die Natur der Metrik festgelegt. Im Rahmen 
der Bedingung, dajJ jene Form niemals ausarten darf und den vorgeschrie
benen Tragheitsindex besitzen 11luj3, sind aber die Koefjizienten gik und Pi 
frei veranderlich und bestimmen den quantitativen Verlauf des metnschen 
Fe/des vollstandig. Wir landen also in der Tat bei jener »PYTHAGOREI
schen« Infinitesimalgeometrie, deren Grundlagen ich in der dritten Vor
lesung dargestellt habe. 1m Gegensatz zu der HELMHOLTzschen ist unsere 
Charakterisierung brauchbar flir aile Werte des Tragheitsindex. 

Nun zu der gruppentheoretischen Aufgabe, die uns durch das Raum
problem gestellt wurde! Es wird von uns gefordert: AIle linearen 
Schartn 9 von Matrizen 

;.,' A' + ;.," A" + ... + ).,(N) A(N) 

(A', A", ... sind die festen Basis-Matrizen, ;"', ;:', ... die Schar
Parameter) zu bestimmen m£l denjolgenden Eigenschaften: 

I) mit je zwei Matrizen A, B gehort auch [A B] = A B - BAder 
Schar an; 

2) die Spur jeder Matrix ist = 0 ; 

3) die Dimensionszahl N der Schar ist 
n(n - I) 

= ; 
2 

4) es lassen sich ket'ne n Matrizen AI, A2 , ... , An (»symmetrische 
Doppe/matrix «) in der Schar ausjindig machen, fur welche allgemein die 
kte Spalte von Ai gleich der iten Spalte von Ak ist (i, k = I, 2, ••. , n), 
aujJer Al = A2 = .. . = An = 0 • 

Die Schar 9Q derjenigen linearen inf. Transformationen, welche eine 
nicht-ausgeartete quadratische Form Q invariant lassen, besitzt, wie man 
sofort nachrechnet, diese Eigenschaften (Anhang II); wir behaupten, 
daB es andere derartige info Gruppen nicht gibt. Es existieren demnach 
genau so viel wesentlich verschiedene Scharen 9 der gewtinschten Art, 
die sich nicht bloB durch die Wahl des Koordinatensystems von
einander unterscheiden, als es wesentlich verschiedene nicht-ausgeartete 
quadratische Formen gibt. Als nicht wesentlich verschieden haben dabei 
zwei solche Formen zu gelten, welche sich vermoge linearer Trans
formation der Variablen und vermoge Multiplikation der Form mit 
einer von 0 verschiedenen Konstanten ineinander verwandeln lassen. 
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La13t man nur lineare Transformation der Variablen zu, so existieren 
aber genau n + I Klassen quadratischer Formen, entsprechend den mog
lichen Werten des Tragheitsindex i = 0, I, ••• , n; ist es aucherlaubt, 
die Form mit einer negativen Konstanten zu multiplizieren, so fallen 
die Klassen vom Tragheitsindex i und n - i zusammen. Die Anzahl, 

von der wir sprechen, ist demnach =.!!.-- + I, wenn n gerade, 
. 2 

= n + I , wenn n ungerade. - Slitze, deren Inhalt derartige Fall-
2 

unterscheidungen einschlieJ3t, wie sie hier als Unterschiede des Trligheits
index auftreten, pflegen schwer beweisbar zu sein. 1m gegenwlirtigen 
Fall haben wir aber ein einfaches Mittel, uns uber jene Unterschiede 
hinwegzusetzen. Wir bemerken nlimlich, daJ3 unser Problem rein alge
braischen Charakter trligt, und deshalb ist es angemessen, es aus dem 
Gebiet der reellen ins umfassendere Gebiet der komplexen Zahlen zu ver
pflanzen. Hier fallen die Unterschiede des Trligheitsindex dahin; eine 
nicht-ausgeartete quadratische Form mit beliebigen komplexen Koeffi
zienten lliJ3t sich immer durch eine (naturlich im allgemeinen auch 
komplexe) lineare Transformation auf die Normalform (glya + (g2)2 + 
... + (gn)2 bringen. Wir nehmen also jetzt an, daB unsere Schar g 
aus komplexen Matrizen besteht, und behaupten: die oben aufgezlihlten 
Eigenschaften haben zur Folge, daJ3 g durch lineare Transformation aus 
einer a priori bekannten Schar go hervorgeht, nlimlich der Schar aUer 
schiefsymmetrischen Matrizen (d. i. der info EUKLIDischen Drehungsgruppe). 

Fur die niederste Dimensionszahl n = 2 lli13t sich unser Theorem 
durch direkte Rechnung sofort bestlitigen. In diesem Fall haben wir 
eine einparametrige Schar g (N = I); sie besteht aus den Multipla einer 
von Null verschiedenen Matrix 

Setzen wir 

so ist nach Voraussetzung 2): 
gl2 =g2l • 

Die Rechnung lehrt, daJ3 die quadratische Form 

(33) 2 gik~gk 
ik 

invariant ist gegenuber der durch A dargestellten infinitesimalen Opera
tion; es ist nlimlich identisch in gI, g2: 

wenn 
~ gikgkdgi = 0 , 

ik 
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eingesetzt wird. Endlich bedeutet die Voraussetzung 4), daB in irgend 
zwei Multipla von A: 

und 

die 2. Spalte von 
einstimmen kann, 
Gleichungen 

r2 A mit der I. Spalte von - r1 A nur dann iiber
wenn r1 und r2 beide verschwinden; oder daB die 

allr1 + a12r2 = ° , 
a21r1 + a22r2 = ° 

keine andere Losung haben als r1 = 0, r2 = ° ; oder daB die Deter
minante der Matrix A nicht verschwindeti oder daB die quadratische 
Form (33) nicht ausgeartet ist. 

Fiir die beliebige Dimensionszahl n ist der Beweis einigermaBen ver
wickelt und HiBt sich nicht wie beim HELMHOLTZ-LIEschen Raumproblem 
von ein paar einfachen Grundgedanken aus iibersehen. Dennoch hoffe 
ich, in der kurzen noch zur Verfiigung stehenden Zeit Ihnen einen ge
wissen Einblick in die Methode geben zu konnen, ohne den Beweis 
seiber explizite durchzufUhren. Die in ihren Konsequenzen zunachst 
undurchsichtige Voraussetzung 4) ist es, um deren Nutzbarmachung wir 
uns offenbar vor aHem zu kiimmern habeni es muB versucht werden, aus 
ihr einfachere, leichter zu handhabende Eigenschaften der gegebenen in
finitesimalen Gruppe g herauszuwickeln. Rier ist eine erste derartige 
Folgerung: 

1. Eine Grltppenmatrix, in der aIle Spalten, bis auf eine, mit Nullen 
besetzt sind, ist itberhaupt = 0. 

Sei namlich A eine solche Matrix, in welcher aIle Spalten bis auf 
die erste verschwinden; dann ist die folgende Reihe von n Matrizen 

A,o,o, ... ,o 

offenbar eine symmetrische Doppelmatrix, und darum nach Forderung 4): 
A = 0. - Um die Aussage von der Beziehung auf ein spezieBes Ko
ordinatensystem zu befreien, iiberlegen wir, daB das Verschwinden aBer 
Spalten einer Matrix A = (a~) aul3er der ersten dies bedeutet: fUr jeden 
Vektor 1; = (;1, ;2, ... , ;n), welcher der Gleichung ;1 = ° geniigt, 
ist der durch A aus ihm erzeugte Vektor 

u=d1;=A1; (ui=d;i=2a~§k) 
k 

gleich Null. §1 = ° ist die Gleichung einer (n - I)-dimensionalen 
Vektorebene. Wir konnen also sagen: 

1. In der in! Gruppe existiert keine Operation (aujler der Identitiit) , 
welche aIle Punkte einer durch das Zentrum gehenden (n - I )-dimensio
nalen Ebene festliijJt. 

Daraus ergibt sich nun auch so fort, daB 
(1*) keine Gruppenmatrix aujJer ° existiert, in welcher aIle Zeilen bis 

auf eine einzige verschwinden. 
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1st namlich ai, as, ... , an die eine vorhandene Zeile der Gruppen
matrix A, so wiirde die durch A dargestellte info Operation die Ebene 

alg1+ a2g2 + ... + angn = 0 

Punkt fUr Punkt ungeandert lassen. - Direkt kann man das Prinzip 1* so 
einsehen: die Reihe 

ist eine symmetrische Doppelmatrix, und daher aiA = 0, d. h. 

aiak = 0, folglich al = 0, ai = O. 

Fast ebenso einfach erkennt man eine andere Eigenschaft unserer 
inf. Gruppe. Ich fasse im aUgemeinen Matrixschema irgend zwei Felder 
ins. Auge, we1che in derselben Zeile liegen, z. B. das I. und .2. Feld 
der hten Zeile; und behaupte: es ist ausgeschlossen, dajJ diese beiden Felder 
identisch leer, d. i. in allen Gruppenmatrizen mit liner Null besetzt sind. 
Beweis indirekt: Eine Serie von n Gruppenmatrizen 

AI, A2 , ••• , An 

ist eine symmetrische Doppelmatrix, wenn allgemein die kte Spalte von 
Ai gleich der tien Spalte von Ak ist. Da nun aber in jeder Gruppen
matrix das hte Feld der I. und 2. Spalte mit einer Null besetzt ist, so 
faUt von den n linearen Bedingungen, welche fordero, daB die 2. Spalte 
der Gruppenmatrix Al mit der r. Spalte der Gruppenmatrix As iiberein
stimmt, Numero h fort als identisch erfUUt. Die Parameter der n Matrizen 
Ai haben also nicht mehr () 

n n - I 
N=n·----'--·-------'-

2 

homogenen linearen Bedingungen zu geniigen, sondero nur noch N - I . 

Die Anzahl der zur VerfUgung stehenden Parameter ist aber nach wie 
vor n . N = N. Da N - I lineare homogene Gleichungen fUr N Un
bekannte stets eine von 0 verschiedene Losung besitzen, wiirden wir 
also, wenn in allen Gruppenmatrizen V = (v~) die beiden Elemente 
v~, v~ = 0 waren, eine nicht-verschwindende symmetrische Doppelmatrix 
konstruieren konnen - entgegen der Voraussetzung 4). 

Auch hier ist die Aussage unabhangig vom Koordinatensystem zu ,.. 
formulieren. Es sei OP =.).1 ein von 0 verschiedener Vektor; eine 
(n - r)-dimensionale Ebene E durch 0 nenne ich konjugiert zu .).1 (oder ...... 
konjugiert zu der Richtung 0 P), wenn fUr aIle zu 9 gehOrigen info Ope-
ration en V die Geschwindigkeit u (= V.).1) des Punktes P der Ebene E 
angehort; wenn also der Punkt P bei allen diesen Operationen sich in 
der durch P hindurchgehenden Parallelebene zu E bewegt. 1st 9 die info 
EUKLIDische Drehungsgruppe 90' so gibt es zu jeder Richtung .).1 eine 
konjugierte Ebene, namlich die Ebene senkrecht zU.).1. Doch fallen die 
zu zwei unabhangigen Richtungen (zu zwei linear unabhangigen Vektoren) 
gehOrigen konjugierten Ebenen niemals zusammen. Diese letzte Eigen-
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schaft nun ist es, we1che wir eben aus der Voraussetzung 4) fiir die 
Gruppe 9 hergeleitet haben: 

II. Zwei voneinander unabhangige Richtungen haben niemals eine ge
meinsame konjugierte Ebene. 

In der Tat bedeutet das Verschwinden von v~ und v~ in allen Gruppen
matrizen V = (v~) nichts anderes, als daB die Ebene §h = 0 zu den 
beiden voneinander unabhiingigen Vektoren 

el =(1,0,0, ... ,0) und e2 =(0, 1,0, ... ,0) 

konjugiert ist. Genau so beweist man, daB die willkiirliche Ebene 

al §l + a2 §2 + ... + an §n = 0 

nicht zugleich zu el und e2 konjugiert sein kann j d. h. daB die beiden 
ersten Spalten aller Gruppenmatrizen V nicht derselben homogenen 
linearen Gleichung 

Iaiv~=o, 
i 

geniigen konnen, ohne daB die festen Koeffizienten ai aIle verschwinden. -
Wie gesagt, ist es mir unmoglich, den Beweis des Haupttheorems 

vollstiindig vorzutragen j immerhin werde ich soviel zeigen konnen: Wenn 
die info Gruppe g, die nach Voraussetzung die vorhin aufgeziihlten Eigen
schaften I) bis 4) besitzt, eine der Basismatrizen S(12) von 90 enthiilt, so 
stimmt sie (bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems) mit 90 iiberein. 
Dadurch wird das Problem darauf reduziert, die Existenz der einen Ope
ration S(12) in 9 nachzuweisen j das ist gewiB eine Vereinfachung. - Es 

ist mir bequemer, die Matrix ~ S(12) (i = V - I) durch die Substitution 
z 

1 0 

0-1 

J= 
0 

0 

0 

auf die nebenstehende FormJ zu bringen. 
Jist eine Hauptmatrix; das will sagen, 

da6 alle Felder au6erhalb der Haupt
diagonale mit Nullen besetzt sind. Sei 
allgemeiner A eine in 9 vorkommende 
Hauptmatrixj die in ihrer Hauptdiagonale 
stehenden Elemente mogen mit 

aI, a2, ... , an 

bezeichnet sein. Aus einer willkiirlichen 
Matrix V = (vD entsteht durch Zusammensetzung mit A die Matrix 
V' = [A V] mit den Elementen (ai - ak)v~. Fiir das Feld (ik) des 
Matrizenschemas, in welchem sich i te Zeile und kte Kolonne kreuzen, 
fungiert bei der Zusammensetzung mit A also die Zabl ai":"'- ak als Mlllti
plikator. Um die Gruppeneigenschaft I) auszunutzen, ist zu unter-
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such en, was wir aus einer Matrix V gewinnen konnen, wenn wir sie 
wiederholt mit A zusammensetzen: 

V, V' = [A V] , V" = [A V'] , 

und beliebige lineare Kombinationen von V, V', V", ... bilden. Das 
iiberblicken wir, wenn wir die Felder des Matrizenscbemas in )Liindeu 
zusammenfassen nach dem Grundsatz, daB zwei Felder dann und nur 
dann dem gleichen Lande zufallen, wenn ihre beiden Multiplikatoren 
numerisch einander gleich sind. Bei der Zusammensetzung mit A multi
plizieren sich aIle v~, welche in den Feldern eines Landes stehen, mit 
dem gleichen Multiplikator A., sie erleiden aIle das gleiche Geschick; 
sie sind daher unlosbar miteinander verbunden. 1m Gegensatz dazu sind 
aber die verscbiedenen Lander ganz unabhangig voneinander. Das will 
sagen: Ich kann durch lineare Kombination von V mit seinen »Deri
vierten« V', V", ... eine solche Matrix bilden, welche in den Elementen 
eines Landes mit V iibereinstimmt, wahrend sie in den Feldern aller 
iibrigen Lander nur Nullen aufweist. Gehort V zu g, so auch die Ab
leitungen von V und ihre linearen Kombinationen. Die aufgestellte Be
hauptung lehrt also, daB mit V auch die einzelnen durch die Lander
einteilung aus V hervorgehenden Bruchstiicke (deren Summe = V ist) 
fiir sich in der Gruppe 9 existieren. Wir sagen kurz: 

III. In der allgemeinen Gruppenmatrix sind die einzelnen (dunk cine 
zur Gruppe gehOrige Haup/matrix A erzeug/en) Lander voneinandet unab
hal1gig. 

In der Tat entsteht die lineare Kombination 

W = Co V + Cl V' + C2 V" + ... + Cm v(m) 

dadurch aus V, daB die Elemente der Matrix V, welche im Lande mit 
dem Multiplikator A. liegen, den Faktor 

Co + CIA + C2A2 + ... + CmAm 
bekommen. Wir haben die Koeffizienten C also nur so zu bestimmen, 
daB das Polynom 

cp(x) = Co + CIX + C2X2 + ... + cmxm 
fUr alle Multiplikatoren verschwindet auSer fUr einen, A, fUr den Argu
mentwert x = A aber den Wert I annimmt. Dies kann man bekanntlich 
auf eine und nur auf eine Weise erreichen, wenn man den Grad m 
um I kleiner wablt als die Anzahl der untereinander numerisch ver
schiedenen Multiplikatoren aj - ak, welche mit 

A., A.', A.", ••. , A.(m) 
bezeichnet sein mogen. Das Polynom, welches fUr die m Argumente 
x = A.', A.", ••• , A.(m) verschwindet, an der Stelle x = A. aber den Wert I 

annimmt, ist dann gegeben durch die Form.el 

(x - A.') (x - A.") ..• (x - A.(m» 
cp (x) = (A. _ A.') (A. - A.") ... (A. - A.(m») • 



Achte Vorlesung. 

Das Prinzip III soIl auf die nach unserer zusatzlichen Hypothese in g 
vorkommende Hauptmatrix I Anwendung tinden. Die mit J verkniipfte 
Landereinteilung des Matrixschemas samt den zugehOrigen Multiplikatoren 

0 2 

-2 0 

-I I 

I 

-I 

0 

ist der nebenstehenden Abbildung zu ent
nehmen. Von den 5 vorhandenen Landern: 
0, + I, - I, + 2, - 2 bestehen die letzten 
beiden nur aus je einem Feld. Diese Klein
heit hat ihre Unbewohnbarkeit zur Folge. Eine 
zum Lande + 2 gehOrige Matrix, d. h. eine 
in der Gruppe vorkommende Matrix, in der 
alle Felder mit Nullen besetzt sind auJ3er den 
Feldern des Landes + 2, muJ3 namlich nach 
dem Prinzip I iiberhaupt = 0 sein. Das Ana

loge gilt flir das Land - 2. Infolgedessen stehen in der (von N Para
metern abhangigen) allgemeinen Gruppenmatrix V = (x{) die beiden 
Felder (12) und (21) leer: v~ = 0 und v~ = o. 

Wegen des Verschwindens von v~ kann nach dem Prinzip II zwischen 
den iibrigen Elementen der erst en Zeile von V, insbesondere zwischen 
v!, v!, ... , v! keine homogene lineare Relation mit konstanten Ko
effizienten bestehen j denn ware eine soIche vorhanden, etwa 

r3V! + r4v! + ... + rnv! = 0, 

so ware die Ebene ;1 = 0 gemeinsame konjugierte Ebene zu den beiden 
Vektoren 

(0, 1,0,0, ... ,0) und (0,0, r3., r4, ... , rn). 
Der zum Lande + I gehorige Bruchteil der allgemeinen Gruppenmatrix 

(35) A+= as 

a 4 

an 

aller zum Lande + I 

Gleichungen 

as a4, ... an 

liefert uns daher Gruppenmatrizen 
von der Form (35), in welcher die 
GroJ3en as a4 • •• an aller Werte 
fahig sind. (Die nicht ausgefiillten 
Felder sind mit Nullen zu be
setzen.) Mit der Zeile der ai ver
schwindet aber nach dem Prinzip I 
auch die Spalte der ai • Wir konnen 
also as a4 ••• an als die unabhan
gigen Parameter der linearen Schar 

gehorigen Matrizen benutzen und haben dann die 

n 

a i = 2 gikak (i= 3,4, ... , n) 
k=3 

mit konstanten Koeftizienten gik. Da nach 1* die a i nicht 0 werden 
konnen, ohne daJ3 auch alle ai verschwinden, ist die Determinante der 
gik von 0 verschieden. Bilden wir aus zwei zum Lande + I gehOrigen 
Matrizen A+ und A+ das Produkt A+ A+, so bekommen wir eine Matrix, 
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in der samtliche Felder mit Ausnahme des einen Feldes (I2) mit Nullen 
besetzt sind; im Felde (12) aber steht die GroBe 

n 

~ a;7ii = ~ gik aiak = Q(aa). 
i=3 ik 

Die Bilinearform Q mit den Koeffizienten gik ist demnach eine Invariante 
gegeniiber linearen Transformationen der Koordinaten ;3;4 ... ;n. In der 
Gruppe g tritt die zum Lande + 2 gehOrige Matrix 

[A+ A+] = A+::1+ -::1+ A+ 

auf; sie muB folglich verschwinden, d. h. es ist 

Q(aa) - Q(7i a) = 0, 

oder die Bilinearjorm Q ist symmetrisch. Durch geeignete lineare Trans
formation der Koordinaten ;3 bis ;n konnen wir die zugehorige nicht 
ausgeartete quadratische Form Q(aa) auf die Normalform bringen 

Q(aa) = a: + a! + ... + a~. 
Dann nehmen die Relationen (36) die einfache Gestalt an: 

Damit ist der Anteil des Landes + I an der allgemeinen Gruppenmatrix 
vollstandig bestimmt, und wir haben gewonnen Spiel. 

Eine zum Lande 0 gehOrige Matrix hat die Form (38). Setzen wir 

o 

o 

(3 8) v= VS3 .,. VSn 

VnS ... Vnn 

sie mit A+, Gl. (35), zusammen, 
so lehrt die Rechnung, daB wir 
eine zum Lande + I gehorige 
Matrix A+ bekommen mit den 
folgenden Elementen: 

n 

ai = :2 Vkiak - Vnai, 

k""S 
n 

a i = V22 ai - ~ Vik ak . 
k=3 

Anwendung der allgemein giiltigen Gleichung (37) auf A+ liefert daher 

~ (Vik + Vki) ak = (Vll + V22) ai' 
k 

Da das flir beliebige Werte der ai gelten muB, ist 

Vik + Vki = (Vn + V22) Oik 

[Oik= I oder 0, je nachdem i=k oder i =l= k; i, k= 3,4, ... , n]. 

Wir setzen noch 

Vll + V22 = 2 v, Vn = v + ~, V22 = V - ~. 
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Was endlich die zum Lande - I gehOrigen Matrizen A- anbetrifft, 
so erhillt man durch ihre zweimalige Zusammensetzung mit der zum 

A-= {:J3 
fl4 

fl3 fl4 ... {:In 
Lande + I gehOrigen Gruppenmatrix 
A+ = H, we1che den Werten a3 = I; 
a4 = ... = an = 0 entspricht, eine zum 
Lande + I gehOrige Matrix [H[HA-]], 
deren Zeile aus den Zahlen 

fl3 - 2 fl3, fl4' ••• , fin, 
deren Spalte aus den Zahlen 

fin {:J3 - 2 fls, fl4, ••. , (:In 
besteht. Da Zeile und Spalte nach 

(37) iibereinstimmen miissen, ergibt sich auch fiir das Land - I: 

(39) (33 = fl3, fI4 = fl4' ... , fin = fin. 
Aile Ergebnisse sind zusammengefallt in dem folgenden Schema· fiir 

die allgemeine Gruppenmatrix, in welch em der Teil * schiefsymmetrisch 
ist.(E bedeutet die Einheitsmatrix). Die noch gar nicht herangezogene 

~ 0 a3 a4 ... an 
o-(! fl3 fl4 ... fin 

{Ja aa +vE 
fJ4 a4 

* 
fin an 

Voraussetzung 2) der verschwindenden Spur lehrt, daB die Dilatation vE 
wegfiillt: v = o. Nunmehr enthiilt unser Schema gerade die geforderte 
Paraineterzahl; und es zeigt sich, dall 9 die Gruppe derjenigen inftni
tesimalen linearen Transjormationen ist, welche die quadratische Form 

_ 2;1;1l + {(ga)1l + ... + (;n)ll} 
invariant lassen. Der Beweis ist beendet. 

Machen wir die Koordinatentransformation (34) wieder rlickgiingig, 
so geht die invariante quadratische Form natiirlich in die Einheitsform 

(gl)1l + (gll)1l + ... + (gnya 
iiber. Bei dieser Variablenwahl erkennt man leicht, dall die Voraus
setzung der verschwindenden Spur ganz entbehrt werden kann. Denn 
mit J und den zu den Liindern + I und - I gehOrigen Matrizen sind wir 
im Besitz der Operationen 

S (1i) S(21} (. ) , t=I,2,3, .. ·,n. 
Fiir i, k = 3, 4, ... , 1Z ist aber - vgl. den SchluJ3 der fiinften Vor
lesung -
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S(ik) = [S(i1), S(1k)]. 

Infolgedessen liegen alle Gruppenmatrizen von go in g. -
Nachdem mir eines guten Tages diese Gedankenkombination ein

gefallen war - sie hat sich nachtraglich, wie das zu gehen pflegt, noch 
wesentlich vereinfacht -, zweifelte ich nicht mehr daran, daB durch 
Verfolgung des eingeschlagenen Weges der vollstandige Beweis des gruppen
theoretischen Satzes gelingen wiirde. Der weitere Weg erwies sich freilich 
noch als recht dornenvoll. Sachlich war namlich durch die bisherigen 
Uberlegungen nicht allzu viel gewonnen; es ist fast ebenso schwer, von 
der einen Operation S(12) der inf. EUKLIDischen Drehungsgruppe einzu
sehen, daB sie notwendig in g auftritt, wie von allen zusammen. Me
thodisch war jedoch sehr viel erreicht; denn der vOllstandige Beweis 
benutzt die gleichen Hilfsmittel und Gedanken, die nur noch wesentlich 
komplizierter miteinander verzahnt werden miissen. Wie sich dabei heraus
stellt, bleibt unser Theorem in drei und mehr Dimensionen selbst dann 
ri~htig, wenn die Eigenschaft 2), daB die Spur aller Gruppenmatrizen 
verschwindet, die Volumtreue nicht mit postuliert wird. Nur im FaIle 
der Dimensionszahl n = 2 ist sie unentbehrlich (Anhang 12). 

Wahrend beim HELMHOLTzschen Raumproblem der Wertder Krummung 
unentschieden blieb, findet hier auBer der Dimensionszahl 4 nur der Um
stand noch keine Erklarung, daB die metrische Fundamentalform der 
wirklichen Welt gerade den Tragheitsindex I besitzt. Uber den inneren 
Grund flir die Dimensionszahl 4 und den Tragheitsindex I habe ich wohl 
Vermutungen, kann aber etwas Endgiiltiges nicht dariiber aussagen. 

Ich bin am Ende meiner Ausfiihrungen angelangt. Wahrend fast aIle 
tieferen mathematischen Theorien - wie z. B. die wunderbare Theorie 
der algebraischen Zahlkorper - innerhalb der groBen philosophischen 
Zusammenhange der Erkenntnis nicht viel zu bedeuten haben und auf 
der anderen Seite das, was die Mathematik beisteuern kann zur Be
leuchtung allgemeiner Erkenntnisprobleme, meist der Oberflache der Ma
thematik entstammt, haben wir hier den seltenen Fall, daB ein flir alle 
Wirklichkeitserkenntnis grundlegendes Problem, wie es das Raumproblem 
ist, zu tief eindringenden mathematischen Fragestellungen AniaB gibt. 
Hoffentlich ist es mir gelungen, Ihnen davon einen Eindruck zu ver
mitteln; dann ware es kein Ungliick, wenn Ihnen bei der gedrangten 
Fassung der Vortrage, zu welcher die kurze Zeit zwang, dieses oder jenes 
Detail entgangen ware. 



Zusatze. 
(Die Formeln sind in jedem .Anhang« durehnumeriert; Formelverweise beziehen sieh, 
wenn niehts anderes bemerkt ist, auf den gleichen Anhang; Formeln des Haupttextes 

werden mit einem der Formelnummer vorangesteIIten H zitiert.) 

Anhang I. (Zu Seite 7.) Schreibt man 

(xx) = x~ - (x~ + x; + xD, 
so wird eine »Kugel « in der MINKOWsKlschen Welt allgemein dargestellt 
durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den homogenen »hexa
spharischen Koordinaten « Ui, welche durch die Proportion 

Uo : ttl : U2 : Us : U4 : Us = Xo : Xl : X2 : Xs : ~(xx) : 1 

definiert sind. Die »Ebenen« zahlen dabei mit zu den Kugeln. Diese 
Koordinaten sind nicht unabhiingig voneinander, sondern genUgen der 
quadratischen Identitat 

(1) Q(u) - lt~ + zt~ + u; + u; + 2U41{S = o. 

SolI wirklich jedes Verhaltnis von sechs reellen Zahlen Ui, welche dieser 
Gleichung geniigen, ohne aIle zu verschwinden, einen Punkt darsteIlen, 
so mUss en den eigentlichen Punkten noch uneigentliche, unendlichferne 
Punkte hinzugeftigt werden mit den "hexaspharischen Koordinaten 

we1cbe der Gleichung 
- U~ + zt~ + u; + u~ = 0 

genUgen; sie bilden die »unendlichferne Kugel« Us = o. [1st (xx) wie 
in der gewohnlichen EUKLIDischen Geometrie definit, so bekommt der 
MOBIussche Kugelraum nur den einzigen unendlichfernen Punkt 

0:0:0:0:1:0; 

im indefiniten Fall ist es damit aber anders bestelIt. Das Unendlichferne 
ist natiirlich hier von ganz anderer Art als in der projektiven Geometrie.] 
Jede homo gene lineare Transformation der Ui, welche die Gleichung (I) in 
sich iibetjiihrt, liefert cine Mobiussche Kugelverwandtschaft. In der Tat 
wird durch sie eine punktweise Abbildung des CARTEslschen Raumes auf 
sich seIber definiert, welche Kugeln in Kugeln verwandelt. Den Beweis 
dafiir, daB die so definierten MOBIusschen Kugelverwandtschaften die 
einzigen Abbildungen sind, welche die Nullelemente invariant lassen, 



MOBIUssche Kugelverwandtschaften. 

werden wir in Anhang 6 mit den Methoden der InfinitesimaIgeometrie 
erbringen *). 

Hernach brauchen wir die Tatsache, da/3 die iihnlichen Abbildungen 
die einzigen Momusschen Kugelverwandschaften sind, weIche die un
endlichferne Kugel in sich iiberflihren. Eine soIche Abbildung, durch 
weIche der willkiirliche Punkt mit den hexaspharischen Koordinaten Ui 

tibergeht in den Punkt u;, sei gegeben durch die Gleichungen 
5 

u;= 2a~)Uk' 
k=O 

Da flir U 5 = 0 auch U~ verschwinden solI, mu13 die letzte Zeile der 
Matrix A = (a~») so aussehen: 

( (5) (5) (5) (5) (5) (5)) ( ) 
ao , a1 , a2 , as , a4 ,as = 0, 0, 0, 0, 0·, a ; 

den in A noch enthaltenen unbestimmten Proportionalitatsfaktor festlegend, 
kann man a = I setzen. Verstehen wir unter Q(uv) die zur quadratischen 
Form Q(u) gehorige symmetrische Bilinearform zweier Variablenreihen u, v: 

(2) Q(uv) = (- UoVo + UIVI + U2V2 + uaVa) + (U4VS + USV4) 

und verwenden Q auch als Zeichen flir die symmetrische Matrix ihrer 
Koeffizienten, so wird die Invarianz der Gleichung Q(u) = 0 gegentiber 
der Transformation A im Matrizenkalktil dadurch ausgedrtickt, daB 

A Q A proportional zu Q 

ist. A bedeutet die durch Vertauschung der Zeilen und Kolonnen aus A 
entstehende )transponierte« Matrix. Q hat die Eigenschaft, zu sich selbst 
invers zu sein, d. h. durch Zusammensetzung von Q mit sich seIber, 
Q Q, entsteht die Einheitsmatrix. Deshalb folgt durch Zusammensetzung 
mit QA aus (3): 

A Q A Q A proportional zu A, 

oder da die Determinante von A nicht verschwindet, durch Forthebung 
des erst en Faktors A: 

Q A Q A proportional zur Einheitsmatrix. 

Fligt man endlich vorne den Faktor Q him:u, so kommt: 

(4) A Q A proportional zu Q. 

Nennen wir Q(uv) das )Kugelprodukt« von U und v, so besagt (3), 
daB die aus den Kugelprodukten Q(aiak) der Spalten ak von A gebildete 
Matrix zu Q proportional ist, (4) hingegen, da/3 die aus den Kugel
produkten Q (a(i) a(k») der Zeilen a(i) von A bestehende Matrix zu Q pro
portional ist. Die letzte Tatsache lehrt insbesondere, daB 

Q(a(i)a(5») = 0 oder a~) = 0 ist flir i = 0, I, 2, 3. 

*) Dieser Satz stammt von LIOUVILLE: Note VI im Anhang zu G. MONGE, Appli
cation de l'analyse it la geometrie (1850), S. 609. 



Anhang 2 und 3. 

Die Matrix A hat also die nebenstehende Gestalt. In dem Ausdruck 
Q(uv), Formel (2), flir die Kugelprodukte der 
ersten vier Spalten ak (k = 0, I, 2, 3) fallen 
die letzten beiden Glieder 

o 

2 

3 

5 
* 
0 

o 

[A] 

* * * 
0 0 0 

2 3 

invariant HHlt. 
transformation: 

0 

0 

0 

0 

* 
0 

4 

* 
* 
* 
* 

* 
I 

5 

(U4V5 + U5 V4) 

fort, weil das letzte Element jeder dieser 
Spalten verschwindet. Infolgedessen ist das 
in dem Schema mit [A] bezeichnete Teil
quadrat die Matrix einer linearen Trans
formation der vier Variablen Uo Ul U2 Us, 

welche die Gleichung 

- u~ + U~ + U: + 11; = 0 

Wir kommen daher in der Tat auf eine Ahnlichkeits-
3 

xi = :s af) Xk + a~) (i= 0, I, 2,3). 
k=O 

Anhang 2. (Zu Seite 18.) 1m systematischen Gang unserer Unter
suchung wird fast nur davon Gebrauch gemacht, daB die Gleichungen H (10) 
die gewiinschte Proportionalitat zur Folge haben; in der Tat ergeben sie 

[r:s] gr gs = 2 gi (l/-'r (). 
Etwas mehr Uberlegung erfordert der Beweis der Umkehrung. Die dabei 
vorauszusetzende Proportionalitat druckt sich in den Gleichungen aus: 

gk . [r!s] gr gs _ gi . [r:s] gr gs = 0 

oder (0: [T/s] - 01 [Tf's]) gr gs gt = o. 

Bringt man die Koeffizienten der auf der linken Seite stehenden kubischen 
Form in eine solche Gestalt, daB sie symmetrisch sind in den drei In
dizes rs t, so mussen sie einzeln verschwinden: 

» Verjungen « wir in bezug auf k und t, d. h. setzen 
summieren darauf uber den Index k, so erhalten wir 

Setzen wir also 
(n + I) [r:s] - 0: [rskk] - 0; [r:k] = o. 

[r~k] = (n + I) l/-'r, 
so bekommen wir die gewunschten Gleichungen H ( 10) . 

Anhang 3. (Zu Seite 22.) Die ganze von uns durchgeflihrte Be
trachtung laBt an Strenge nichts zu wiinschen iibrig j man kann sich sehr 
leicht von der Verwendung der unendlichkleinen GroBen befreien. Man 
hat zu diesem Zweck nur unser Flachenelement aufzufassen als zugehorig 
zu einer endlich ausgedehnten Flache, welche durch eine Parameter
darstellung Xi = Xi (s t) gegeben ist. Der Punkt P entspreche den Para-
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meterwerten s = 0, 1 = 0 j das Linienelement d winl beschrieben, wenn 
1 konstant = 0 gehalten wird und s von 0 ab wlichst, das Linien
element 0, wenn s konstant = 0 gehalten wird und 1 von 0 ab wlichst. 
Durch kongruente Verpflanzung der in P gegebenen Strecke 10 llings der 
Koordinatenlinie s = 0 erhalten wir ein Streckenfeld 1(0, I) llings dieser 
Linie, das der Gleichung geniigt: 

dt (dXi) dl= -I· Pi dl (s == 0). 

Durch den Punkt (0, (0) lliuft eine Koordinatenlinie t = to j verpflanzen 
wir an ihr entlang vom Anfangspunkt (0, to) aus die Strecke 1(0, to) 
kongruent, so erhalten wir, indem fUr to aIle moglichen 1-Werte ein
treten konnen, ein Streckenfeld t(s, t) auf unserer Flliche, das identisch 
in s und t der Gleichung geniigt 

dt = _ I. (pi dXi). 
ds . ds 

Vnter Vertauschung der Rolle von s und t erhalten Wlr ein analoges 
Streckenfeld I' (Sl), das identisch der Beziehung geniigt 

dl' '( dXi) Tt = - l . Pi d t . 

Sowohl auf der Linie s = 0 wie der Linie 1 = 0 stimmt I mit I' iiber
ein. Es bandelt sich um die Bestimmung von LI I = I' - I fur kleine 
s und I. Da LI I(s, I) identisch in t fiir s = 0 und identisch in s fiir 
1 = 0 verschwindet, ist 

s t 

LlI rr~:s(~t') dtds, lim LIt = (~2(dl)) . J J . u U 5=0 S • t ~ s ~ t 0 
00 ~o 

Die Berechnung dieses zweiten Differentialquotienten verlauft nun genau 

wie im Text, wobei immer d durch ~, 0 durch :t zu ersetzen ist: 

~ (d/) = _ dl. (pi dXi) -I. ~ (pi dXi). 
dt ds, dt ds dt ds 

. h' . dl d h I (dXi) N h d Fiir s = 0 1St lerm dt zu ersetzen urc - . Pi Tt. ac er 

Subtraktion kommt also fUr s = 0, t = 0 : 

~:~~:) = -/{:s (Pk d~k) - ~ (pi ~i)} = -1.Llp. 

Nun ist aber d ( dXk) ~Pk dXidxk d2xi 
ds PkTt = ~Xi ds Tt + Pi dsdl' 

Subtraktion liefert daher, wei! der gemischte Differentialquotient ~;;t 
Weyl, Raumproblem. 5 
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unabhangig ist von der Reihenfolge der beiden Differentiationen: 

dfJ = (~CPk _ ~CPi) dXi dXk. 
rp ~Xi ~Xk ds dt 

Das Schicksal einer Strecke bei kongruenter Verpflanzung Hings ge
schlossener Wege laI3t sich analytisch bequemer liberblicken. - aIle Aus
sagen erscheinen namlich in dem bekannten STOKEsschen Satz der Vektor
analysis zusammengefaJilt -, wenn wir die Gleichung 

dl= -Idcp in der Form schreiben: dlg/= - dcp. 

lch habe hier aber absichtlich dies en Weg nicht eingeschlagen, damit 
der Gedankengang sich hernach ungeandert auf die ParaIlelverschiebung 
von Vektoren iibertragen laJilt. 

Der allgemeine Satz liber die Losung totaler Differentialgleichungen, 
zu dessen Beweis uns diese Betrachtungen zugleich den Weg zeigen, 
handelt von einem System (= (11, 12 , ••• , 1m) unbekannter Funktionen 
mehrerer Variablen Xl X2 ... Xn, we1che den Gleichungen zu genligen 
haben: 
(I) 

ill 
~=Wi(X; l) 
uXi 

(z'= 1,2, ... , n). 

J edes Wi ist ein gegebenes System von 'In Funktionen der unabhiingigen 
Variablen Xl X2 ... Xn; 11, 12, ... , 1m. Sie seien stetig in allen Variablen 
und mogen auJilerdem in bezug auf die Variablen I der sog. LIPSCHITZ
schen Bedingung geniigen 

i Wi(X; l') - W;(x; () I <:::: Const.lt' - (I; 
I (' - (I bedeutet dabei I/~ - 11 I + i I~ - 12 I + ... + II;" - 1m I. 1st 
nur eine Variable X vorhanden, so hat dieses System von Gleichungen 

d( 
dx = W(x; () 

eine und nur eine Losung (, we1che sich flir X = 0 auf einen vor
gegebenen Anfangswert (= (0 reduziert. Die bequemste Methode zu 
ihrer Konstruktion wird durch das Verfahren der sukzessiven Approximation 
geliefert [vgl. etwa PICARD, Traite d'analyse (2. Aufl., Paris 1905), Bd. 2, 
S. 340J .. Diese Tatsache setzen wir als bekannt voraus; es handelt sich 
flir uns darum, sie von einer unabhangigen Variablen X auf den Fall 
einer beliebigen Anzahl n von unabhangigen Variablen zu libertragen. 

Wir setzen zunachst X2 = ... = Xn = 0 und erhalten ein eindeutig 
bestimmtes Funktionensystem l = ((Xl 00 ... 0) aus der Differential-
gleichung d( 

-d~ = WI (Xl 0 " . 0; () 
Xl 

zusammen mit der Anfangsbedingung: l = (0 flir Xl = o. Darauf nehmen 
wir ein festes Xl, lassen X2 variieren, wahrend Xa bis Xn noch = 0 
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bleiben; wir erhalten eine uod nur eine Losung {(Xl Xs 0 ••• 0) der 
Gleichung d{ 

d- = iJ2 (Xl X2 0 ... 0; (), 
X2 

we1che sich flir X2 = 0 auf das schon ermittelte {(Xl 0 0 ••• 0) reduziert. 
Indem wir SO fortfahren, erhalten wir schlieBlich ein einziges System 
t = {(XIX2 ••• x n), welches der iten dervorgelegten Gleichungen (I) iden
tisch in Xl X2 ••• Xj geniigt, wenn man die folgenden Variablen Xj + 1, ••• , 

Xn = 0 setzt (i = I, 2, ... , n), im Anfangspunkt sich aber auf (o reduziert. 
Die Unitat der Losung ist damit bereits gewahrleistet. Es bleibt noch die 
Frage, unter we1chen Bedingungen das er~ittelte • den Gleichungen (I) 
identisch in allen Variablen geniigt. 

Einfach laBt sich die Frage nur beantworten, wenn die iJj stetig 
dij'erentiierbare Funktionen ihrer samtlichen n + m Argumente sind. Fiir 
eine LOsung I der Gleichungen (I) erhlilt man dann, wenn man die lte 
Gleichung nach Xk differentiiert, 

il2{ iliJj iliJj il{ 
ilxkilxj = ilXk + 1( ilXk 

(das zweite Glied rechts bedeutet natfulich die Summe 

iliJj.~ + iliJi .~ + ... + iliJj. illm). 
illl ilXk ill2 ilXk illm ilXk 

Ersetzt man rechts ;£ nach den Gleichungen (I) durch iJk und beachtet, 
UXk 

daB das Resultat von der Reihenfolge der beiden Differentiationen nach Xj 

und Xk unabhlingig sein muJ3, so findet man 

(J;k) [iJj, iJk] - (~!~ - ~!:) + (~~j. iJk - ilil~k. iJj) = o· 

Das sind die »Integrabilitiitsbedingungen«, welche identisch in den n + m 
unabhangigen Variablen X und ( erflillt sein miissen, wenn unsere 
Gleichungen Losungen besitzen sollen, welche an irgendeiner vorgegebenen 
Stelle X in beliebig vorgegebene Werte • iibergehen. Sie sind aber flir 
die Losbarkeit in diesem Sinne nicht bloB notwendig, sondern auch hin
reichend. Denn unter der Voraussetzung, daB die Integrabilitatsbedin
gungen erfiillt sind, konnen wir zeigen, daB das oben ermitteIte System ( 
den Gleichunge~ (I) identisch in allen Variablen X geniigt. 

Betrachten wir zu diesem Zweck die Ftmktionen 

und setzen zunachst aIle Variablen = 0 auBer Xl und X2. Dann ver
schwindet nach Konstruktion (2 identisch, wahrend wir von It nur wissen, 
daB es 0 ist, wenn auch noch das Argument Xs verschwindet. Es ist aber 

5* 
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~ _ ~ = _ ~ill _ ~ill~ + ~ill! + ~il2~ 
~Xl! ~XI ~X2 ~(~X2 ~XI ~(~XI 

= - [ill il2] + (~il2 h - ~ill (2) . H H 
Wegen der Integrabilitatsbedingung ./l'I. ist daher 

~(I ~(2 _ ~il2 ( ~ill ( 
~X2 - ~XI - 1T I - 1T 2' 

Setzen wir auch hier aIle Variablen auJ3er XI Xl! gleich Null, so kommt 

dh = ~ill! h. 
aX2 ~( 

Bei festem XI ist das eine homogene lineare Differentialgleichung fUr die 
Funktion (I von X2; da (I fUr Xl! = 0 verschwindet, liefert der Unitats
satz: (I = 0 identisch in X2 bei beliebigem XI. Auf die gleiche Weise liefert 
die Integrabilitatsbedingung '/13, in der wir nur die Variablen XI X2 Xa 

beibehalten, wahrend die iibrigen = 0 zu setzen sind: daJ3 die Funktion 
(I (XI X2 Xa 0 ... 0) von Xa bei festen, aber beliebigen XI X2 der linearen 
Differentialgleichung geniigt: 

d(1 = ~il3. (I' 
dxa ~( 

Da diese Funktion (I nach dem schon erlangten Resultat fUr Xa = 0 

verschwindet, ist sie nach dem Unitatssatz iiberhaupt = o. So fort
fahrend, konnen wir mit· Hilfe der Integrabilitatsbedingungen '/12, ./13, ... , 
ltn in der Gleichung h = 0 sukzessive alle zunachst auf den Wert 0 

festgelegten Argumente XI X2 Xa ••• xn variabel machen. Ebenso erhalten 
wir mit Hilfe der Integrabilitatsbedingungen '/23, •.. , lsn die Gleichung 
(2 = 0 identisch in allen Variablen; usw. 

Aus dem Beweise geht hervor, daJ3 die lntegrabilitiitsbedingung 
./ik (x; () (i < k) nur for die x-Argumente von der Form (XI Xl! ... Xk 0 ... 0) 

ausgtnutzt wird. Das ist eine sehr wichtige Bemerkung, von der spater 
Gebrauch gemacht werden solI. 

Anhang 4. (Zu Seite 24.) Aus der Konstruktion des linearen 
Kootdinatensystems seIber geht hervor, daJ3 es bis auf eine lineare Trans
formation eindeutig bestimmt ist. Die einzigen Abbildungen des affin
EUKLIDischen Raumes auf sich seIber, bei welch en sein affiner Zusam~en
hang ungeandert bleibt, - bei weIchen also zwei Vektoren in unendlich 
benachbarten Punkten, von denen der eine aus dem anderen durch infini
tesimale Parallelverschiebung hervorgeht, wieder in zwei derartige Vek
toren iibergehen, - sind demnach diejenigen, welche sich in einem linearen 
Koordinatensystem durch lineare Transformationsformeln ausdriicken. 

In einem metrisch-EUKLIDischen Raum verwenden wir als )Dormales 
Bezugssystem« ein soIches, in weIchem die quadratische Fundamental
form die Gestalt besitzt 
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ds2 = Eq(dx) = - dx~ - ... - dx: + dX:+l + ... + dx! 
(q der Triigheitsindex) 

und die lineare dcp verschwindet. Aus unserer Konstruktion geht hervor, 
daB der Ubergang zwischen irgend zwei normalen Bezugssystemen da
durch zustande kommt, daB auf die Variablen Xi eine lineare Trans
formation ausgeiibt wird, welche die »Einheitsform Vom Triigheitsindex q« 
Eq(x) in ein konstantes Multiplum ~ ihrer selbst verwandelt, und daB 
gleichzeitig die Einheit fiir die Ma8zahlen der Strecken im konstanten 
Verhiiltnis I: '" geiindert wird. Die einzigen Abbildungen des metrisch
EUKLIDischen Raumes also, bei welchen dessen metrisches Feld sich 
erhiilt (iihnliche Abbildtmgen) , driicken sich in einem normalen Bezugs
system. durch eine Transformation von der geschilderten Art aus. 

Anhang 5. (Zu Seite 27.) Zum Beweise benutzen wir in der Um
gebung der zu untersuchenden Stelle P Koordinaten Xi. die in P ver
schwinden, und fUr welche ds2 im Punkte P die CARTEsische Gestalt 
(dx, dx) besitzt. Das zu umfahrende Fliichenelement da liege in der 
~Ebene(~ der Koordinaten Xl X2, d. h. es werde aufgespannt von zwei 
Linienelementen 

d: dXI, dX2, 0, "', 0 und 0: OXI OXs, 0, •.. , 0, 

deren 3. bis nte Komponente verschwinden. Ebenso verschwinden alle 
Komponenten des zu untersuchenden Vektors ~ = (§\ §s, 0, ••. , 0) 
auBer den beiden ersten. 1st 

... , 
so ist die »tangentiale« Komponente: 

dt~ = (d§l, d§s, 0, ... , 0). 
Wir haben die Gleichungen 

dgi = - Fk: UfJ (dx)'" (ox)fJ t, 
wo aIle Indizes nur die Werte I und 2 durchlaufen; oder 

d§i = - Ftt2 t(dxI oX2 - dxs ox l ). 

Es ist aber F~,12 = F ik,12 auch schiefsymmetrisch im Indexpaar ik; 
setzen wir F t2,12 (dXI oX2 - dX2 OXI ) = £I w, 
so lauten unsere Gleichungen 

dg l = - dw.§2, 

und diese Formeln bedeuten eine Drehung um den unendlich kleinen 
Winkel £I w. Ais positive Drehung ist dabei diejenige gerechnet, welche 
in unserer Ebene die Richtung der positiven xi-Achse in die Richtung 
der positiven xs-Acbse durch einen Winkel von 90° iiberfiihrt. Stimmt 
dieser Drehungssinn mit dem Umlaufssinn von d a iiberein, so ist 

dXIOX2 - dX20Xl 
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positiv und gibt die absolute Gro/3e des Flachenelements an; wir haben 
also dCrJ _ F12,12 (dxl OXIl - dXIl OXl ? 

da - (d'xlox!! - dXg OXl)2 

Hier stimmen aber Zahler und Nenner flir die getrofi"ene besondere Wahl 
des Koordinatensystems iiberein mit den Ausdriicken, welche im Haupt
text angegeben worden sind. Es bleibt nur noch zu zeigen, da/3 jene 
Ausdriicke invariant sind gegeniiber Koordinatentransformation, und das 
sieht man so ein: Invariante Bedeutung hat jedenfalls die Operation 

(doxi = - Fta{J(oxt(dx)"(oxt, 
nach welcher aus den beiden Linienelementen d und 0 ein neues do 
entsteht; das skalare Produkt desselben mit d ist die Zahlerform: 

(dx)i(dox)i = - flik,afJ (dx)i (ox)k (dx)a (ox)fJ. 
Die N ennerform lautet 

(da)2 = (giagkfJ -gi{Jgka)(dx)i(ox)k(dx)a(ox)~ 

= (gi"dxidxa)·(gk{J0XkOxfJ) - (gi{JdxiOXfJ)·(gkaOXkdx,,) 
= (dt/).(oo) - (dO)2, 

worin (do) das skalare Produkt der Linienelemente d und 0 bedeutet. -
Wenige Zeilen spater gebrauchen wir den Satz, da/3 eine Quadri

linearform 

we1che den dort angegebenen Symmetriebedingungen geniigt, identisch 
verschwindet, wenn die aus ihr hervorgehende biquadratische Form f(S'1] S'1]) 
Null ist. Die Symmetriebedingungen laufen" darauf hinaus, da/3 f schief
symmetrisch ist in den beiden Variablenreihen Sl SIl, eben so in den beiden 
Variablenreihen Sa S4 und au/3erdem 

(I) I(sl SIl Sa S4) + f(Sl Sa S4 S2) + I(§l S4 S2 ss) = 0 
ist. Daraus folgt 

Man bezeichne namlich die linke Seite von (I) einen Augenblick mit 
(I; 2 3 4) und bilde die Kombination 

(I; 234)+(2; 143)-(3; 4 12)-(4; 3 21 ). 

Wegen des Umstandes, da/3 f ungeandert bleibt, wenn man gleiehzeitig 
die ersten beiden Argumente miteinander vertauscht und die letzten beiden, 
reduziert sie sieh, wie man durch explizites Hinschreiben der 12 Glieder 
nachpriifen moge, auf den Ausdruck 

Die Summe 
(2) 

2 {J(SI SIl Sa S4) - I(ss S4 Sl SIl)} . 
f(§1 §2 §a §4) + f(§1 §4 §3 §2) 

ist daher nicht nur symmetrisch in §Il S4, sondern auch in Sl Sa; das er
kennt man, wenn man den ersten Summanden durch den gleichwertigen 
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I(ga g4 gl g2) ersetzt. Nun weiB man aber, daB eine symmetrische Bilinear
form Q(gl g2) verschwindet, wenn die aus ihr entstehende quadratische 
Form Q(gg) Null ist. Deshalb ergibt sich aus l(g'Y]gy) = 0 das Ver
schwinden von (2) oder die Gleichung 

I(gl g4 g2 ga) = I(gl g2 ga g4). 
Das heiSt aber: I andert sich nicht bei zyklischer Vertauschung der 
letzten drei Argumente. Infolgedessen stimmen die drei Glieder in (I) 
miteinander iiberein, und jene Gleichung liefert schlieBlich 

3/(g1 g2 ga g4) = o. 
Anhang 6. (Zu Seite 29.) Dieser Beweis ist durch eine Reihe von 

Zusiitzen zu erganzen. 
I. Die A-Kugel mit der auf S. 25 angegebenen metrischen Funda

mentalform wird projektiv-treu auf einen EUKLIDischen Raum abgebildet, 
wenn wir aus den a. a. O. verwendeten Koordinaten Xi die Gro.6en 

Xi 2 1 ( ) Yi = ~ [xo = I - " XX ] 
o 

bilden und als CARTEsische Koordinaten im EUKLIDischen Bildraum deuten. 
Wir iiberlassen es dem Leser, die Umrechnung vorzunehmen; ihr Re
sultat ist das folgende: 

A(Y, dy)2 (I) ds2 = (dy, dy) 
1+ A (yy) {I + A (yy)l 2 

Die zugehorigen Komponenten des affinen Zusammenhanges r;s sind von 

der Gestalt o~ l/ls + o~ l/lr mit 
AYi 

l/li = - 1+ A (yy) 

In den Gleichungen H(22), (23) sind diese Koordinaten Yi wieder mit Xi 
bezeichnet; die Lasung jener Gleichungen lautet also 

gik = 1+ A(XX)

AXi 

- l/li = I + A(xx) 

AXiXk . 
{I + l(xx)l2 ' 

{
I (i = k) 

Oik = 0 (i =1= k)' 

Nachtraglich ist es ein Leichtes, sich durch Einsetzen davon zu iiber
zeugen. 

2. Um die Integrabilitatsbedingungen der Gleichungen H (20) zu 
bilden, differentiiere man die linke Seite Dik dieser Gleichung nach Xl' 

Man kann sich die Rechnung etwas vereinfachen, wenn man an der zu 
untersuchenden Stelle ein geodatisches Koordinatensystem benutzt, in 
welch em die r lok::tl verschwinden. Dann erhalt man 
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Man hat darin fUr ~~'l/Jk , _:'l/Ji die aus den Gleichungen H(20) sich er-
UXI UXI 

gebenden Ausdriicke einzusetzen und darauf die Differenz 

~Dik ~Dil 
~- ~Xk 

zu bilden. Bei jener Substitution bekommt man, unter Fortlassung aller 
Terme, die symmetrisch in k und I sind: 

~r!k 
- -~-'l/Jr - ).,gil'I/Jk, 

UXI 

und somit lauten die Integrabilitatsbedingungen: 

F[kl'I/Jr + ).,(gik'I/JI - gil'I/Jk) = o. 

Die Gleichungen H (17) besagen nichts anderes, als daB dieselben iden
tisch in x und 'I/J erfiilIt sind. 

3. Ein Raum ist projekfiv-eben, hat die projektive Beschaffenheit des 
EUKLIDischen Raumes, wenn sich in ihm Koordinaten Xi einflihren lassen 
von folgender Art: bei Parallelverschiebung einer beliebigen Richtung t 
im beliebigen Punkte Po nach demjenigen zu Po unendlich benach
barten Punkte P, der in der Richtung t von Po aus liegt, andert 
sich das Verhiiltnis der Komponenten dieser Richtung nicht. Die betr. 
Koordinaten heiBen (inhomogene) projektive Koordinaten. In unseren 
Uberlegungen ist ein infinitesimalgeometrischer Beweis des schon in der 
1. Vorlesung ausgesprochenen »Fundamenfalsafzes der projektiven Geometrie« 
enthalten, welcher besagt, daB die Transformationsformeln zwischen irgend 
zwei Systemen projektiver Koordinaten Xi, x7 von der Gestalt sind 

aiO+ ~aikxZ 
(3) Xi = k 

ao + ~akxZ 
k 

Die emzlgen Abbildungen des projektiv-ebenen Raumes auf sich seIber, 
bei we1chen seine projektive Beschaffenheit sich erhiilt, sind diejenigen, 
welche in einem projektiven Koordinatensystem sich durch derartige 
Gleichungen ausdriicken (der Punkt xf geht durch die Abbildung iiber in 
den Punkt Xi)' Sie nehmen eine einfachere Form an, wenn man statt 
der inhomogenen die homogenen projektiven Koordinaten dadurch ein-

fUhrt, daB man Xi ersetzt durch Xi. Die Giiltigkeit des Fundamental-
Xo 

satzes setzt iibrigens n :> 2 voraus, die niederste Dimensionszahl n = I 

muJ3 ausgeschlossen werden. Der Beweis verlauft hier, wenn wir ihn 
gleich mit allen rechnerischen Details durchfiihren, folgendermaBen. 

Wir gehen aus von einem projektiven Koordinatensystem x7 und 
machen unsern Raum zu einem EUKLIDisch-affinen durch die Festsetzung, 
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daB zwei Vektoren, welche im Koordinatensystem xt gleiche Kom
ponenten besitzen, durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen. 
1st dann XI irgendein projektives Koordinatensystem, so miissen in ihm 
die Komponenten des affinen Zusammenhanges unseres affinen Raumes 
die Gestalt besitzen 

Die Bedingung verschwindenden Vektorwirbels aber liefert fiir die 1/Ji die 
Differentialgleichungen 

(4) 

In der Tat: bezeichnen wir die linke Seite dieser Gleichung mit lJfik , 

so sind die Wirbelkomponenten 

d~(tF"fl- tFfl,,) + (8" tFkfl - ~ tFka) = 0 • 

Durch Verjiingung nach i und k folgt daraus 

(n + I)(tF"fl- tFfl,,) = 0; 

nachdem wir das erste Glied d~(tF"fl - tFfl,,) gestrichen haben, weiter 
durch Verjiingung nach i und a: 

(n - I)tFk,iJ = o. 

So ergibt sich fiir n:> 2 un sere Behauptung. 
Die Werte von 1/Ji im Anfangspunkt (in dessen Umgebung das Ko

ordinatensystem Xi definiert ist) mogen')'i heiBen; der Anfangspunkt 
seIber sei durch Xi = 0 gegeben. Die Gleichungen (4) haben nur eine 
einzige Losung 1/Ji mit den Anfangswerten ,),i, und die projektiven Trans
formationen von der Gestalt (3) sind allgemein genug, um sich diese 
Losung zu verschaffen. Das ist der springende Punkt des Beweises. Fiir 
das durch X~ xt = ---='=---

I - ~l'kXk 
k 

eingefiihrte Koordinatensystem .xi ergibt sich nlimlich 

Es ist also I'i 1/Ji = 
I - ~')'kXk 

k 

(man iiberzeuge sich durch Einsetzen davon, daB die Gleichungen (4) 
erfiillt sind), und infolgedessen ist das durch die Transformationsformeln 

definierte Koordinatensystem ein affin-lineares unseres affinen Raums. 
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Ein solches geht aber, wie wir wissen, aus xi durch eine lineare Trans
formation hervor; so kommt schlieliUich 

:E aikxk 
xf - ai = ,---'k'------:= __ 

1- :ErkXk 
k 

4. Auf die gleiche Art kann man beweisen, da.6 fUr n:> 3 die 
Mobiusschen Kugelverwandtschajten die einzigen konjormen Abbildungen des 
Euklidischen Raumes sind. Wir verwenden im EUKLIDischen Raum ein 
normales Bezugssystem, in welchem 

ds2 =gikdxidxk = Eq(dx) = - dx~ - ... - dx~ + dX:+1 + ... + dx~ 
ist und die lineare Fundamentalform dp verschwindet. Bei konformer 
Abbildung verwandelt sich dieses ds'l. in '),. Eq(dx), wo '), eine gewisse, 
nirgendwo verschwindende stetige Ortsfunktion ist. Durch Vmeichen im 
Verhliltnis I: '), bekommt man also 

Setzt man ~Pi I I 
(])ik = ~- - - PiPk + - gik(prpr), 

uXk 2 4 

so liefert eine kurze Rechnung fUr die Wirbelkomponenten die Ausdriicke: 

2P/k, ail = gik((])(1a - tDa(1) + (giil (])ka - gja(])kil - gk(1 (])ia + gka tDiiJ) . 

Sie miissen im EUKLIDischen Raum aIle verschwinden. Durch Verjiingung 
nach i und k (d. h. dadurch, da.6 man zunachst den Index i nach oben 
zieht, darauf i = k setzt und nachi summiert) erhalt man 

n((])iJa - (])aiJ) = 0; 

durch Verj iingung nach i und a dar auf, wenn tD; = (]) gesetzt wird: 

(5) (n - 2)tDkiJ + gkiltD = 0 • 

Abermalige Verjiingung nach k und fJ ergibt 

2(n-I)tD=o, (])=o. 

Vnd darauf liefert (5): (])kil = 0 • 

Die FaIle n = lund n = 2 sind dilbei ausgeschlossen. Wir bekommen 
so fUr Pi die Differentialgleichungen 

~Pi I I (6) ~--PiPk+-gik((p,pr)=o. 
uXk 2 4 

Die Pi mogen im Anfangspunkte die Werte ai besitzen. Der springende 
Punkt ist nun wieder der, daB die Gleichungen (6) nur eine einzige 
Losung mit den Anfangswerten ai haben, und daB die MOBIusschen 
Kugelverwandtschaften allgemein genug sind, um diese Losung herzu
stellen. Gehen wir namlich yom normalen Koordinatensystem xi durch 
die folgende Kugelverwandtschaft 
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* xi+aiE(x) 
X· - q 

I - I + 2 (arXr) + (arar)Eq(x) 
zu neuen Koordinaten Xi tiber, so ergibt sich 

Eq(dx*) = A. . Eq(dx) mit A. = _1_ , 
u2 
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wenn der Nenner in (7) mit u bezeichnet wird. Folglich erhalt man ffir 
dieses Koordinatensystem die Ausdrticke 

I ai + (arar)Xi 
--Pi= . 

4 u 

(Xi bedeutet hier ~ gikXk. Als Anfangswerte der Pi erscheinen nicht 
k 

die Zahlen ai, sondern - 4ai; aber das kommt ja auf das gleiche hinaus. 
Man bestatige durch Einsetzen die Gleichungen (6), in den en der jetzigen 
Bezeichnung gemaB Xi an Stelle von Xi zu schreiben ist!) 

Anhang 7. (Zu Seite 33.) Nachdem erkannt ist, daB es sich um 
eine A.-Kugel han~elt, bleibt noch zu beweisen, daB die gegebene Gruppe 
der kongruenten Abbildungen, weIche den HELMHOLTzschen Forderungen 
gentigt, identisch ist mit der auf S. 25, 26 geschilderten Gruppe. Zu diesem 
Zweck hat man zu zeigen, daB die dort angegebenen Abbildungen die 
einzigen sind, weIche die A.-Kugel kongruent, d. h. unter Erhaltung des 
metrischen Feldes auf sich seIber abbilden. Dazu gentigt es offenbar 
einzusehen, daB die linearen orthogonalen Transformationen der Xi die 
einzigen, den Nullpunkt jestlassenden kongruenten Abbildungen der Kugel 
sind. Es sei also (Xi) __ (xi) eine Abbildung, weIche die analytische 
Gestalt der metrischen Fundamentalform ungeandert laBt und den Null
punkt (Xi = 0) in den Nullpunkt tiberflihrt. Dann sind sowohl die GroBen 

Yi = Xi [x~ = I - A. (xx)] wie Y; = X; [x'02 = I - A. (x' X')] 
Xo Xo 

projektive .. Koordinaten auf unserer Kugel, die ja ein projektiv-ebener 
Raum ist. 1nfolgedessen entspringt (nach Anhang 6) y; durch lineare 
Transformation aus 

I - ~)lkYk 
k 

1m gegenwartigen Fall sind aber die )Ii, die Anfangswerte der 1/Ji, = 0 

- nach Formel (2), Anhang 6, oder weil das eine wie das andere 
Koordinatensystem ein geodiitisches ist flir den Koordinatenursprung. 
Also gilt 

und da im Nullpunkt (dy', dy') = (dy, dy) 

sein soll, sind aik die Koeffizienten einer orthogonalen Transformation. 
Kehren wir zu den Koordinaten Xi zuriick, so haben wir die Beziehungen 
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xi = ,&, ::f: aikxk (i= 1,2, ••. , n), X~ = '&Xo' 
k 

Der Proportionalitatsfaktor '& bestimmt sich aus der Gleichung 

zusammen mit 
1 = x~ + A (x' X') = ,&2 {X~ + A(XX)} 

1 = x~ + A(xx) : 

,&2 = 1 und darum '& = I, da im Nullpunkt Xo wie x~ den Wert + 1 

und nicht - 1 besitzen sollen. 

Anhang 8. (Zu Seite 36.) Dafiir, daft r voneinander linear unab
hiingige, durch ihre Geschwindigkeitsfelder charakten'sierte Operationen eine 
r-parametrige Gruppe erzeugen, sind die Lieschen Integrabildiitsbedingungen 
nich! nur notwendig, sondern auch hinreichend. Dieses flir die Theorie 
der kontinuierlichen Gruppen offen bar fundamentale Theorem ergibt sich 
aus dem in Anhang 3 bewiesenen allgemeinen Satz liber die Losung 
totaler Differentialgleichungen, welche ihren Integrabilitatsbedingungen 
genligen *). 

Beginnen wir mit dem Fall einer einparametrigen Gruppe (r = I), 
welche aus der infinitesimalen Operation mit dem Geschwindigkeitsfeld 

entspringen soIl! Die von einem Parameter s abhangige allgemeine 
Operation der Gruppe 

(I) Xi=Pi(X~X~ ... x~; s) (i=l, 2, "', n), 
vermoge deren der willklirliche Punkt (x?) in den Punkt (Xi) libergeht, 
ist so zu bestimmen, daB, wenn der Parameter s einen unendlich kleinen 
Zuwachs ds erfahrt, jeder Punkt (xD die Verrlickung 

(2) dXi=Ui(XIX2 ..• xn)ds 

erleidet. Rier konnte rechts an Stelle von ds auch ein anderer, vom 
Punkte (Xi) unabhangiger unendlich kleiner Proportionalitatsfaktor stehen, 
der zu ds in einem beliebig vorzugebenden Verhaltnis A = A(s) steht. 
Indem wir uns fUr die hier getroffene Wahl entscheiden, normieren wir 
den Parameter s, und zwar offen bar in solcher Weise, daB der Zustand s, 
in welch en unser bewegliches Medium durch die Operation (I) liber
geflihrt ist, bei Hinzufligung der infinitesimalen Verrlickung dXi = {3 • ui(x) 
({3 ein info konstanter Faktor) libergeht in den Zustand s + {3 • Bei der 
fortgesetzten Wiederholung dieser info Operation wachst der Parameter 
also jedesmal urn {3 j mit anderen Worten: er ist so normiert, daB er 
sich der Zusammensetzung der Gruppenoperationen gegenliber additiv 
verhalt. Urn das analytisch zu verifizieren, haben wir offenbar zunachst 
die Transformationsfunktionen Pi mit Hilfe der Differentialgleichungen (2) 
oder 

*) Aui1er der Darstellung bei LIE-ENGEL vgl. namentlich F. SCHUR, Zur Theorie 
der endlichen Transformationsgruppen, Math. Annalen 38 (1891), S. 263. 
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(i = I, 2, ,.., n) 

zu bestimmen; sie haben, wie wir wissen, eine einzige Lasung Xi = Pi(XO; s) 
mit den willkiirlichen Anfangswerten Xi = x? Die Zusammensetzungs
gleichung 
(4) Pi {p(XO ; so); s) = Pi(XO; So + s) 
ist damit garantiert fiir unendlich kleines s, und daraus folgt sie a11-
gemein. Denn die linke Seite von (4) sowohl wie die rechte Seite 
geniigen, mit Xi bezeichnet, den Gleichungen (3); da sie auBerdem fUr 
s = 0 zusammenfallen, sind sie (nach dem Unitatssatz fiir Differential
gleichungen) iiberhaupt identisch. Eine einparametrige Cruppe ist dem
nach slets kommutativ, und wir konnen den Parameter s so normieren, daj3 
sich for s = 0 die Identitiit ergibt und die Zusammensetzung der Opera
tionen s und s' zur Operation s + s' jithrt. Ais Beispiel sei an die ein
parametrige Gruppe der EUKLIDischen Drehungen in der zweidimensio
nalen Ebene erinnert; der additive Parameter ist hier der Drehwinkel. 

Wir gehen zu einer zwez'parametrigen Gruppe iiber, die aus den beiden 
infinitesimalen Operation en mit den Geschwindigkeitsfeldern ui(X) , vi(x) 
erzeugt werden solI. Durch Iteration der inf. Operation ui, analytisch durch 
Integration der Gleichungen (3) unter den Anfangsbedingungen: Xi = X? fiir 
s= 0, erhalten wir die von einem Parameter s abhiingigeOperation( I). Unser 
durch Iteration des inf. Prozesses u i bereits in den Zustand s deformiertes 
bewegliches Medium lassen wir jetzt diejenige kontinuierliche Bewegung 
erleiden, welche durch bestandige Wiederholung des zweiten inf. Pro
zesses v erzeugt wird. Der in einem gewissen Augenblick t erreichte 
Zustand wird dabei, wenn wir den Parameter t wieder nach dem gleichen 
Prinzip wie vorhin normieren, durch Funktionen Pi gegeben sein 

(5) 
die identisch in (s und) t den Gleichungen geniigen 

(6) dXi '( ) dt = VI Xl X2 ••• X" 

und sich fUr t = 0 auf die vorhin bestimmten Werte Pi(X~ x~ ... x~; s) 
reduzieren. Durch Integration der Gleichungen (3) berechnen wir die 
Funktionen (I) und darauf durch Integration von (6) die Funktionen (5) 
eindeutig. Die erhaltenen Transformationsfunktionen (5) erfUllen die Diffe
rentialgleichungen (6) identisch in s und t, die Differentialgleichungen (3) 
hingegen nur identisch in s fUr t = 0 • Um sich zu iiberzeugen, daB 
eine Gruppe vorliegt, muB bewiesen werden, daB der Zustand (s, t) des 
Mediums in den Zustand (s + ds, t + dt) iibergeht durch eine info Ver
riickung, welche linear aus den Geschwindigkeitsfeldern ui und Vi kom
biniert ist. Fiir den Ubergang (s, t) __ (s, t + dt) ist diese Verriickung 

nach (6) gegeben durch dXi = vi(x)dl. 
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Es gilt also, den Beweis noch zu fiihren fiir den Ubergang 

Ut : (s, t) __ (s + ds, t). 

Wir miissen dazu aus den Funktionen (5) die Ableitungen '?lisi bilden 

und in ihnen mit Hilfe von (5) die GroBen x~ x~ ••. x~ durch XIX2 ... Xn 
ausdriicken. Das ist moglichj denn die Gleichungen (5) lassen sich in 
der Tat, solange wenigstens s und t noch binreichend klein sind, ein
deutig nach den xf auflosen. In diesem Sinne setzen wir 

bPi -'( ) ~ = u' Xl X2 ... Xn; S 1 

und baben zu zeigen, da.6 iti eine line are Kombination . von ui und vi ist 
mit Koeffizienten A, [t, die unabhlingig sind von den Koordinaten xi: 

Da wir aber wissen, wie der Zustand (s, I) in (s, 1 + dl) iibergeht, 
konnen wir die info Verriickung Ut +dt aus Ut berechnen: 

b (bPi) (biti) bPk biti 
~ 1s- = bXk x=rp(xOj st) • Tt + Tt 

= ~ (bPi) = bvi(p(xO; sl» = (bVi) bPk . 
bs bl bs bXk x=rp(X'j sf) bs 

Subtraktion liefert b iti (b iti b Vi _), -+ -'Vk __ -'Uk =0 
bl ()Xk ()Xk 

identisch in Xl X2 ..• Xn; S I, oder 

(8) biti _ ]' 
Tt+[uv'=O. 

Fiir 1 = 0, wissen wir, ist iii = ui [Gleichung (3)]; die eben gewonnene 
Beziehung laBt erkennen, daB, wenn sich iti fiir einen Parameterwert 1 

in der Gestalt (7) ausdriicken laBt, das Gleiche auch fiir den Parameter
wert 1 + dl gilt; vorausgesetzt, da.6 das Geschwindigkeitsfeld [uv} linear 
aus ui und Vi 'zusammengesetzt ist. Diese Voraussetzung ist ja aber 
nichts anderes als die LIE'sche Integrabilitatsbedingung. 1st sie erfiillt 
und setzen wir - [uvJi = a . ui + b • vi, 

wo a und b zwei numerische Konstante sind, so liefert der Ansatz (7) 
fiir die unbekannten Koeffizienten A und !t, die noch von s und 1 ab
bangen durfen, nach (8) die Differentialgleichungen 

dA d!t 
- = aA , -- = b A • 
dl dt 

Diese haben eine Losung mit den Anfangswerten A = I, !t = 0 fiir 

1 = 0 (namIich A = eat, !t =.bt . E(al) , 
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ex - I 
wo unter E(x) die auch bei x = 0 regular-analytische Funktion 
verstanden ist). x 

Definieren wir umgekehrt A und f-t durch diese Gleichungen, so muLl 

iti = Aui + f-tvi 

seinj denn linke und reebte Seite geniigen beide derselben Differential
gleiebung (8) und stimmen fiir t = 0 untereinander, namlich mit ui 

iiberein. Fiir den Ubergang des beweglieben Mediums aus dem Zu
stand (s t) in einen beliebigen unendlich benachbarten (s + ds, t + dt) 
bekommen wir durch Zusammensetzung unserer Resultate: 

dXi = (Aui + f-tvi)ds + vidt. 
Diejenige info Verriickung 

(9) dXj = ui(x) • os + vi(x) . ot, 

welche den Ubergang (s t) __ (s + ds, t + dt) bewirkt, berechnet sich 
demnach aus der Formel 

(10 ) os = A(t)ds , Of = f-t(t)ds + dt. 

Wir sind damit imstande, eine beliebige Operation (s, t) der Gruppe, 
Gleichung (5), zusammenzusetzen mit einer beliebigen infinitesimalen (9)j 
sie fiihrt zu der Operation (s + ds, t + dt), wo ds und dt mit Hilfe 
der Gleichungen (10) aus os und 0 t zu bestimmen sind. Eine aber
malige Integration wiirde uns die endliche Operation liefem, welche irgend 
zwei endlich voneinander entfemte Zustande (SO, to) und (s, t) des Me
diums ineinander iiberfiihrt. Wir wollen diese letzte Integration aber 
erst in der allgemeinen Theorie der r-parametrigen Gruppe ausfiihren, 
der wir uns jetzt zuwenden. 

Die obigen Uberlegungen lassen sich miihelos von 2 auf 3 und mehr 
Parameter iibertragen. Man erkennt aber nachtraglich, dal3 sich der 
Beweis geschickter anordnen la1H (wenn dadurch die Gedankenfolge viel
leiebt auch einen wenigernatiirlichen Charakter erhlilt). Gegeben r 
voneinander linear unabhlingige Gesebwindigkeitsfelder 

( II ) v~ (x) , v~ (x) , ... , v~( x) 

von solcher Art, da8 sich das Klammerprodukt [Vavp] irgend zweier von 
ihnen linear aus ihnen selbst zusammensetzen lal3t: 

r 

(12) [Vavr]i=~c~pv~ (a,{J=I,2, •.. ,rj i=I,2, ... ,n). 
.. r=l 

Die c~p sind von den Koordinaten unabhangige Konstante. Wir haben 
die Aufgabe, die Funktionen 

so zu bestimmen, daB sie sich fUrS! = S2 = ... = s, = 0 auf x? redu
zieren und identisch in X O und s Gleichungen von der Form geniigen 
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dXi _ i ( • ) _ VH() i ( ) (is - ua x, S = ... "'a S Vr.x , 
a r=1 

in denen die 1 nur von den S abhangen, im iibrigen aber 
Einschrankungen unterliegen. Die Integrabilitatsbedingungen 
Gleichungen lauten 

oder, wenn man die Ausdriicke fUr u einsetzt: 

v()l~ ()l~) i () v,e,eT i_ ... bS-bS vr x + "''''a''':1[V~Va] - 0, 
r ~ a ~Ii 

oder endlich, indem man [v~ va]i nach (12) durch 

:2C~aV~(X) 
ersetzt: r 
( ) ( )l~ ()l~) V r l~ leT _ 
15 Jrx~: ()s,,-~+ ... Cl!aafl-O' 

'" !IV 

keinen 
dieser 

Man kann sich hierin erstens auf diejenigen /afl beschranken, in denen 
der Index {J> a ist, und es geniigt zweitens, ein solches Jafl jeweils 
nur fiir die Argumente von der Form (Sl S2 '" sfl 0 ... 0) zu postulieren 
(siehe die Schlu13bemerkung von Anhang 3). Eine'spezieUe Losung der 
so beschrankten Gleichungen Ja fl erhalten wir, wenn wir die Parameter 
S durch die Forderungen normieren: 

I. das System la = (l~, l~, ... , l~) hangt nur ab von den Argu
menten Sa + 1, ••• , Sn nicht von Sl SI! '" Sa; 

2. flir St = S2 = . " = Sr = 0 reduziert sich das System aller A~ 
auf die Einheitsmatrix. 
Jene Gleichungen lauten dann: 

() dl~ V r 'I! 
16 /afl: dS + ... c~fl"'a = 0, 

giiltig f1ir die Argumente 

,8 I! (Sa + 1, ... , Sf!, 0, ... ,0) und die Indizes 
{J = a + I, •.. , r. 

Sie bestimmen, bei festem a, wenn man der Reihe nach (J = a + I, ... , r 
setzt und von 

l~(o, 0, ... , 0) = o~ 

ausgeht, sukzessive die Funktionssysteme 

la(Sa+1' 0, 0, ... , 0); ... ; la(Sa+1' ... , sfl' 0, •.. , 0); . 

Aa(Sa+h ..• , sr), 

. . , 

indem ein Parameter nach dem andern variabel gemacht wild. Damit 
gewinnen wir das folgende Resultat: 

Bestimmen wir die Funktionen Xi = 'Pi(Xo; s) mit Hilfe der Gleichungen 
dx· . 

(x7) -d I =v~(x), giiltigfordieArgumente (SlSlI",Sa 0 •.• 0) undalle 
Sa . 

Indzzes a = I, 2, ••. , r, 



Hauptsatz der LIEschen Theorie. 8r 

zusammeiZ mit den Anjangsbedingungen Xi = x~ fiir St = S2 = ... = sr = 0, 

so ufo/len sic, wenn die Funktionen Ar(S) so konstruiert werden, wie oben 
angegeben, identisch in allen Argumenten s die Beziehungen 

dXi V'Y() i( ) tiS = ~ "'a S Vy X • 
a y=1 

Unser Ziel ist erreicht: diejenige infinitesimale, aus den gegebenen 
Geschwindigkeitsfeldern Va linear zu kombinierende Verriickung 

(18) dXi = viI (x). OSI + v~(x), OS2 + ... + v~(x), oSr, 
we1che den Zustand (StS2 ••. sr) des beweglichen Mediums in den un
endlich benachbarten Zustand (St+ dSt, S2 + ds2, .•. , Sr + dsr) iiber
fiihrt, berechnet sich aus den linearen Gleichungen 

r 

(19) OSy = 2A~(s)dSa' 
«=1 

Um daraus die Operation zu konstruieren, we1che irgend zwei endlich 
entfernte Zustande des Mediums 

(s~s~ ••• s~) und (SIS2 ..• sr) 
ineinander iiberfiihrt, verfahren wir so. Die Parameter der gesuchten 
Operation mogen mit Sa = 1/1a(so; s) bezeichnet sein; dabei denken wir 
tins s~ fest und die Sa variabel. Durch die Operation SO gehe der will
kiirliche Punkt XO in Ox iiber. Dann sollen die Beziehungen gelten 

(20) (h(xO; s) = Cj!i(OX; $) {= xd. 
Die Relationen (19) sagen aus, daB zu diesem Ende S und s mitein
ander so variieren miissen, daB bestandig die Gleichungen bestehen: 

(21) A~(s)dsa = Ar(s)dsa {= OSy} 
oder 
(22) 

Haben wir umgekehrt die 1/1 so bestimmt, daB das der Fall ist und tpa 
sich flir S = SO auf 0 reduziert, so bestehen die Gleichungen (20). Denn 
linke und rechte Seite derselben fallen alsdann zusammen fiir S = so, 
und es gelten fiir die Variation beider bei einer infinitesimalen Anderung 
der Parameter s die Gleichungen (18) oder 

dx· . 
-d • = U~(XIX2 ... xn; St S2 ... sr) • 

Sa 
Um die Differentialgleichungen fiir die Unbekannten tpa explizite hin

schreiben zu konnen, miissen wir die zur Matrix A~(S) inverse !1-~(s) ein
fiihren: 
(23) 

Ihre Integration unter den Anfangsbedingungen tpa === 0 flir S = SO liefert 
die 1/1a und damit die endlichen Zusammensetzungsformeln unserer Gruppe. 

Weyl, Raumproblem. 6 
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Aus der Bestimmung der A. muB hervorgehen, daB die Integrabilitats
bedingungen der Gleichungen (23) erfiillt sind. Davon iiberzeugt man 
sich am bequemsten, wenn man die Differentialgleichungen in der Form (2 I) 
belaBt. Die Integrabilitatsbedingungen driicken dann folgendes aus: Sind 
dsa, d'sa irgend zwei infinitesimale Anderungen der Parameter Sa, zu 
denen nach Gl. (2 I) Zuwachse asa, d'sa und GroBen oSa, 0' Sa gehOren, 
SO andert sich die schiefsymmetrische Bilinearform 

Llsy = (~A.Hs) _ ~A.r(s)) dsad's{t' 
~sa ~s{t 

nicht, wenn man S durch s ersetzt. Das ist aber zufolge der Rela
tionen (15) in der Tat richtig j denn sie liefern den einfachen Ausdruck 

Llsy = ~ c~flOsaO's{t. 
a(J 

Die LI Sy sind iibrigens nichts anderes als die Parameter der aus den 
beiden infinitesimal en Operationen dXi, d' Xi mit den Parametern os und 
o's - vgl. Formel (18) - zusammengesetzten info Operation 

LlXi = (d'd - dd')Xi. 

Damit ist nun auch rechnerisch der Zusammerihang zwischen der 
endlichen und der infinitesimalen Gruppe vollstandig hergestellt. Unsere 
Normierung der Parameter hat zur Folge, wie die Integration der 
Gleichungen (16), (23) nach der Methode der sukzessiven Approxi
mationen lehrt, daB die Funktionen A.~(s), 1/-I«(so; s) analytisch von den 
Gruppenparametern s, bzw. von SO und s abhlingen. Bei den A. handelt 
es sich sogar um Funktionen von ganz elementarem (Exponential)-Cha
rakter, da die bestimmenden Differentialgleichungen konstante Koeffizienten 
besitzen. 

Der Vollstandigkeit halber seien noch einige Bemerkungen hinzu
gefiigt iiber die Konstitution einer infinitesimalen Gruppe, ihre Zusam
mensetzung, we1che durch das System der Zahlen C~fI bestimmt ist. 
Diese sind schiefsymmetrisch in den Indizes a und fJ: 

Cy - c y 
,8« - - afl' 

geniigen aber auJ3erdem noch gewissen einschneidenden Relationen, 
we1che aus der Identitat 

[Va [V{tVyJJ + [VfI[VyVaJJ + [Vy[VaV{tJ] = 0 

entspringen j sie lauten 

e 
Als Basis der r-dimensionalen linearen Schar von Geschwindigkeits-
feldern, we1che die Operationen unserer r-parametrigen info Gruppe dar
stell en, kann man irgend r voneinander linear unabhlingige unter diesen 
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Geschwindigkeitsfeldern wahlen. Das System der Zusammensetzungs
zablen c~~ hangt von der Wahl der Basis abj es geht in ein »aquiva
lentes« System iiber, wenn man die zunachst angenommene Basis durch 
eine andere ersetzt. Die Aufstellung aller moglichen Zusammensetzungs
typen, d. h. aller moglichen nichtaquivalenten Systeme von Zahlen c~~, 
welche den Relationen (24) und (25) geniigen, ist offenbar ein rein 
algebraisches Problem, das der Theorie der hOheren komplexen Zahlen 
angehOrt. 

Die durch das Zusammensetzungsschema vollstandig beschriebene 
»abstrakte Gruppe« entsteht, wenn wir von der Natur der Geschwindig
keitsfelder, ihrem quantitativen Verlauf abstrahieren; sie gelten uns jetzt 
lediglich als Elemente, mit denen man gewisse Operationen ausfiihren 
kann: namlich die Addition, die Multiplikation mit einer Zahl und die 
Zusammensetzung. Die ersten beiden Operationen geniigen den gewohn
lichen Axiomen der Vektorrechnung (vgl. etwa Raum, Zeit, Materie § 2); 
unsere Elemente bilden demgemaIil eine r-dimensionale lineare Mannig
faltigkeit. Die letzte, die Zusammensetzung, ist eine Art von Multi
plikation j denn sie geniigt dem distributiven Gesetz sowohl in bezug 
auf den zweiten ~)Faktor«: 

[u, v + w] = [uv] + [uw]; [u, AV] = A[UV] (A eine Zahl) 

wie in bezug auf den ersten. An Stelle des fUr die gewohnliche Multi
plikation geltenden kommutativen und assoziativen Gesetzes 

(vu) = (uv)j (u(vw» = «(uv)w) 

treten hier aber die Gesetze ein: 

[vu] = - [uv]j [u[vw]] + [v[wu]] + [w[uv]] = o. 

Durch diese Betrachtungsweise trennt man zwei grundverschiedene Probleme 
voneinander: I. die Aufstellung der abstrakten Gruppen *) und 2.' die 
Realisierung einer gegebenen abstrakten Gruppe durch quantitativ be
stimmte infinitesimale Operation en (insbesondere z. B. durch lineare Opera
tionen, deren Geschwindigkeitskomponenten u i lineare homogene Funk
tionen der Koordinaten Xl Xl! ••• Xn sind). 

Anhang 9. (Zu Seite 39.) Wir geben hier genauer die im Haupt
text nur angedeuteten Rechnungen an, welche die in der 6. Vorlesung 
gezogenen gruppentbeoretischen Schliisse stiitzen. 

I. (Seite 39.) Um die Zusammensetzung einer Operation 

s: dx; = 2aikxk + xi(ax) 

mit einer gleich gebauten k 

S': OXi = 2d;kXk + xi(a'x) 
zu bestimmen, bilden wir 

*i Dies Problem ist eingehend behandelt worden von KILLING (Math. Annalen 
31, 33, 34, 36, 1888-1890) nnd E. CARTAN (These, Paris, Nony, 1894). 

6* 
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OdXi = :2airOXr + OXi(ax) + Xi(aOx) 
r 

= (~aira~kXk + ~airXr(a'x)) + (~a;rxr(ax) + Xi(aX)(a'x)) 

+ (Xi~ara~kXk + x;(ax)(a'x)), 

Durch Vertauschung von d und 0 geht von den sechs Termen auf der 
rechten Seite der 2. in den 3. tiber und umgekehrt; der 4. und 6. aber 
sind symmetrisch in d und O. Durch nachfolgende Subtraktion erhalt 
man also fiir [SS'] oder OdXi - dOXi eine info Transformation von der 
gleichen Bauart wie S; an Stelle der Koeffizienten aik, ak aber treten 

(I) 

-(12) ~(23) Wendet man das insbesondere an auf S und S ,so sieht man zu-
nachst aus (I), daf3 [5(12), :S(23)] = :S(13) sein muf3, und darauf liefert (2) 
insbesondere fUr k = I: ~ a(13) = CX(23) 

I 2 , 
und fUr k = 2: 

cx~13) = _ CX~12) _ CX~23) oder _ CX~12) = CX~3) + CX~3). 
2. (Seite 40.) Es sei E: 

dXi = b; + :2aikXk + Xi(CXX), 
auf3erdem S(12): k 

OXI = X2, OX2 = - Xl, OXi = 0 (fUr i =l= I, 2). 

Man berechnet 

OdXi . aikoxk + OXi(CXX) + Xi(CX, ax) 

~ a"x, - a"x, + l~:+ ax) + x,(., x, - a, x,). 

Die drei Zeilen in der geschweiften Klammer 
nach auf die Werte i = I, 2 und aIle tibrigen. 
folge kommt 

beziehen sich der Reihe 
In umgekehrter Reihen-

dOX2 = - dXl = - bl - a1kxk - xI(ax), 

doXi = 0 (filr i =l= I, 2). 

Subtraktion liefert filr [E, S(12)]: _ b2 _ a2k xk 

ddx, - dox, ~ (a"x, - a"x,) + x,(a,x, - a,x,) + 1+:' + a",x+ 

Diese Formel laf3t sofort erkennen: daf3 [g1), S(12)] = E(2) ist, daB in 

der symmetrischen Matrix a~r der so gewonnenen Operation E(2) nur die 
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ersten beiden Zeilen und Kolonnen vorkommen, und dal3 von den Ko
effizienten a~2) aIle verschwinden auSer d.en ersten beiden: 

ai2) = - a~l), a~) = a~). 

AuBerdem lesen wir die Gleichungen ab 

ai2l = - an - a~ll, a~2~ = a~11 + an . 
3. (Seite 42.) Der Fall n = 2. Hier lautet nach der Formel 

[E(l), S(12)] = E(2) die Matrix a}~ so: 

11- (a~~ + a~lD, +(a~ll- a~~) II 
+ (a~11 - a~n + (ail~ + a~D I • 

Daraus geht hervor, daB nicht bloB, wie sich nach unserer Normierung 
von selbst versteht, an = a~21 ist, sondern auch ai2l + a~~ = o. Dber
tragen wir das auf die Matrix am, so hat diese also die Gestalt 

II a, b II wahrend die Matrix II a}~ II = 11- 2b, 2a II ist. 
b, - a , 1 2a, 2b 

Daraus ergibt sich nun nach der Formel 

[E(2), S(21)] = E(l) 

wiederum fUr die Matrix II a}r II - das Resultat kann aus dem vorigen 
durch Vertauschung der Indizes lund 2 abgelesen werden -: 

Die Gleichung 

zeigt aber, daB a und b beide = 0 sind. Demnach haben wir 

E : E : 
(1) dXI = I + XI(aXI + (1X2) \ (2) OXI = XI(aX2 - (1XI) 

dX2 = XZ(aXI + (1X2) OX2 = I + X2(aX2 - (1XI)' 

Daraus berechnen wir [E(l), E(2)] und :linden 

OdXI - dOXI = 3(1XI - aX2, 

OdX2 - dOX2 = aXI + 3(1X2. 

Das ist eine inf. Transformation, welche den Nullpunkt 
muB also eine EUKLIDische Drehung, darum (1 = 0 sein. 
noch c an Stelle von a, so sind wir bei den fruher fUr 
leiteten Resultaten angelangt. 

fest laBt; sie 
Schreiben wir 
n::> 3 abge-

Anhang ro. (Zu Seite 43.) Der eigentliche Sinn dieser Forderung 
ist der, daB es so etwas geben soIl wie Gestalt eines Korpers unab
hiingig von seiner GroBe, d. h. daB es zu einer Figur ahnliche gibt, 
welche ihr nicht kongruent oder spiegelbildlich gleich sind. Was hat 
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man aber unter ahnlichen Figuren zu verstehen, was ist eine ahnliche 
Abbildung des HELMHOLTzschen Raumes? Die metrische Natur des 
HELMHOLTzschen Raumes ist gegeben durch die Gruppe der kongruenten 
Abbildungen. Zwei Koordinatensysteme x, x' sind gleichberechtigt, wenn 
der analytische Ausdruck dieser Gruppe in dem einen und dem andern 
Koordinatensystem der gleiche ist. Ordnet man jedem Punkte P den
jenigen Punkt P' zu, der im System x' dieselben Koordinatenwerte be
sitzt wie P im Koordinatensystem x, so erhalt man eine ahnliehe Ab
bildung. Das ist derallgemeine Begriff der Ahnlichkeit; ahnliche Figuren 
sind also solche, die in allen ihren metrischen Eigenschaften iiberein
stimmen. Benutzen wir ein System von Normalkoordinaten Xi, in bezug 
auf welches die metrische Fundamentalform des HELMHOLTzschen Raumes 
die auf S. 25 angegebene Gestalt besitzt, so stellt eine Transformation 
der Xi offenbar dann und nur dann eine ahnliche Abbildung dar, wenn 
durch sie jene Form in ein konstantes Multiplum der gleichen Form 
iibergeht. Da aIle Punkte gleichberechtigt sind, geniigt es, diejenigen 
ahnlichen Abbildungen zu bestimmen, welche den Punkt 0 fest lassen. 
Die gleiche Uberlegung wie in Anhang 7 lehrt, daB eine solche sich 
in den Koordinaten Xi notwendig durch eine homogene lineare Trans
formation ausdriickt, welche die quadratische Einheitsform in ein Multi
plum der Einheitsform iiberfiihrt. Zu den orthogonalen Transformationen 
kommt also moglicherweise l10ch die Dilatation Xi = exi hinzu. Sie 
fiihrt aber die metrische Fundamentalform der A-Kugel nur dann in das 
e2-fache dieser Form iiber, wenn Ae2 = A ist.. Fiir A =F ° existieren 
demnach keine andern ahnlichen Abbildungen als die kongruenten und 
die spiegelbildlich kongruenten; nur im EUKLIDischen FaIle l = ° be
steht die Moglichkeit, geometrische Figuren in einem beliebigen Verhaltnis 
zu dilatieren. 

Anhang II. (Zu Seite 52.) 1. DaB die durch eine Matrix v~ dar
gestellte infinitesimale lineare Abbildung des Vektorkorpers 

d§i = v~§k 
die nicht-ausgeartete quadratische Form Q mit den symmetrischen 
Koeffizienten gik invariant laBt, driickt sich in der Gleichtmg aus: 

d(gik§i§k) = 2§id§i = 2Vik§i§k = 0, oder 

(I) Vik+Vki=O. 

vik ist dabei durch Herunterziehen des Index i aus v~ entstanden: 
; 

Vik = gijVk' 

Aus (I) erkennt man sofort, daB die Parameterzahl der Gruppe 9Q gleich 
n(n-I) . 
--- 1st. Die Spur i ik 

2 Vi = g Vki 

ergibt sich darum = 0, weil die GroBen gik symmetrisch, die GroBen Vki 

nach (I) schiefsymmetrisch sind in dem Indexpaar ik. Eine zu 9Q ge-
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hOrige symmetrische Doppelmatrix besteht aus n, den Gleiehungen (I) 
geniigenden Matrizen V!,1; vt 2; ••• ; vt RJ fur we1che 

vtr = V~,k' also aueh Vik,r = Vir,k 

ist. Addiert man die drei· Gleichungen 

+ Vik,r+Vki,r= 0, 

Vkr,i + Vrk,i = 0, 

+ Vri,k + Vir,k = 0, 

mit den davor gesetzten Vorzeiehen versehen, so ergibt sich unter Be
rueksiehtigung der Symmetrie von Vik,r in den beiden hinteren Indizes: 

2Vik,r = 0. 

Es ist das die gleiehe Reehnung, mit Hilfe deren wir in der 2. Vor
lesung naeh CHRISTOFFEL aus H (8) eindeutig die GroBen r bestimmten. 

2. Einige Zeilen spliter verpflanzen· wir unser Problem aus dem reellen 
ins komplexe Gebiet. Haben wir das entspreehende Theorem im kom
plexen Gebiete bewiesen, sobleibt hemaeh noeh wieder die Ruekkehr 
ins reelle zu vollziehen. Das komplexe Theorem lehrt, daB zu einer 
komplexen Gruppe 9 eine komplexe quadratisehe Form Q gehOrt; urn 
jene Ruekkehr zu bewerkstelligen, mussen wir zeigen, daB Q reell an
genommen werden kann, wenn 9 reell ist. Spalten wir aber die Koeffi
zienten von Q in ihre Real- und Imaginlirteile: Q = Ql + i Q2, so 
lassen die infinitesimalen Transformationen von g, weil sie reell sind, 
sowohl Ql wie Qs einzeln invariant. Daraus folgt, da die invariant 
bleibende quadratisehe Form bis auf einen Proportionalitlitsfaktor dureh 
die infinitesimale Gruppe 9 eindeutig bestimmt ist: 

Ql = (IQ, Qs = (2Q. 

Die beiden Konstanten Cl und C2 erflillen die Gleiehung Cl + iC2 = I. 

Darum ist wenigstens eine von ihnen =f 0, und wir sehen, daB sieh Q, 
durch Herausheben eines geeigneten von ° versehiedenen konstanten 
Faktors Cl oder Cs, in eine reelle Form (Ql oder Q2) verwandelt. 

Der Beweis daftir, daB Q dureh gQ bis auf einen konstanten Faktor 
eindeutig bestimmt ist, lliBt sieh, ohne den Kreis der infinitesimalen 
Operationen zu verlassen, leieht so erbringen. Sei Q mit den Koeffi
zienten "iik eine quadratische Form, die invariant bleibt bei den info 
Transformationen der Gruppe gQ. Bezieht sieh das Herauf- und Herunter
ziehen von Indizes auf die Form Q, so druekt sieh dies dureh die Glei
chungen aus: 

(2) gF Vrk + g{ Vri = 0, 

die fUr jede sehiefsymmetrisehe Matrix Vik gliltig sein mussen. Nimmt 
man zunliehst i = k: 

[nieht liber i summieren!], 
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so foIgt damus, da die n Zahlen Vii, V2i, ••• , Vni beliebig gewahlt werden 
konnen bis auf vii, welches = ° ist, dal3 gF = ° sein mul3 flir r =1= i. 
Die Matrix gik besteht also nur aus der Hauptdiagonale, deren Elemente 
wir mit CI, C2, ••• , Cn bezeichnen. (2) lautet jetzt 

CiVik+CkVki=O oder (Ci-Ck)Vik=O; 

[weder iiber i noch iiber k summieren!] 

und daher kommt Ci = Ck flir i =1= k. Infolgedessen ist Ci = C vom Index 
unabhangig und gf gleich C mal der Einheitsmatrix, g';k gleich C mal gik' 

Anhang 12. (Zu Seite 61.) Ein erster Beweis wurde von mir in der 
Mathematischen Zeitschrift Bd. 12, 1922, S. 114 publiziert. Ich habe 
ihn in der seit Abhaltung der Vorlesungen in Barcelona und Madrid ver
flossenen Zeit ganz wesentlich vereinfachen konnen und gebe ihn hier 
in seiner neuen Gestalt. Ein ganz anderer Beweis ist von E. CARTAN 
angegeben worden (Comptes rendus Paris 175, 1922, S.82); er stlitzt 
sich auf die umfassenden und tiefgehenden alteren Untersuchungen von 
CARTAN zur Theorie der kontinuierlichen Gruppen, in denen es ihm ge
lungen war, das Problem der Aufstellung aller abstrakten Gruppen (vgl. 
den Schlu/3 von Anhang 8) und ihrer Realisierung durch info lineare 
Operationen weitgehend zu lOsen *). Er braucht jetzt unter den damals 
von ihm aufgestellten Gruppen nur diejenigen herauszusuchen, welche 
me in en Forderungen geniigen. 1m Gegensatz zu dem CARTANschen Be
weis nimmt der meinige nicht den Umweg liber die Untersuchung der 
Konstitution abstrakter Gruppen. Er stiitzt sich auf die klassische, von 
WEIERSTRASS herrlihrende Theorie der einzelnen linearen Abbildung. Urn 
eine gewisse Analogie hervortreten zu lassen, die spater zur Sprache 
kommt, sollen Vektoren mit kleinen lateinischen, die Abbildungen oder 
Matrizen mit grol3en lateinischen, Zahlen aber mit griechischen Buch
staben bezeichnet werden. 

Theorie der einzelnen Matrix. 
Ein lineares Abbildungsgesetz A, das jedem Vektor x einen Vektor 

dx = xA zuordnet, stellt sich in einem Koordinatensystem, das aus den 
n unabhiingigen Vektoren el e2 ••• en besteht, in der Form dar: 

dei = ::f: Ciki ek 

k 

und kann durch die Matrix A der Zahlen Ciik reprasentiert werden. Geht 
der Vektor mit den Komponenten gi 

x = giCI + g2C2 + '" + gncn 
durch die Abbildung liber in den Vektor mit den Komponenten d~i, 
so ist 

*) AuJ1er der oben zitierten These von CARTAN kommen namentlich seine .Ar
beiten: Ann. Ec. Norm., 3e ser., 26 (1909); Bull. Soc. math. 41 (1913) und Journal de 
Math., 6e ser., 10 (1914) in Frage. 
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d§i = ~ aik§k. 
k 

Die Aufgabe ist, durch geeignete Wahl des Koordinatensystems der Ko
effizientenmatrix (aik) eine moglichst einfache Gestalt zu geben. Man 
sucht zu diesem Zweck zunachst einen Vektor x auf, dessen Bild dx 
ein Multiplum von x ist: 

dx = wx. 
Das liefert die Gleichungen 

w§i = 2 aik §k oder symbolisch: x(wE - A) = 0, 

k 

wenn E die Einheitsmatrix bedeutet. Damit diese linearen homogenen 
Gleichungen fUr die Komponenten §i eine von 0 verschiedene Losung 
besitzen, ist notwendig und hinreichend, daJ3 die Determinante 

det (w E - A) = 0 

wird. Die linke Seite dieser charakteristischen Gleichung cp (w) ist ein 
Polynom nten Grades der Variablen w; ihre W urzeln heiBen die Eigen
werle von A. Nicht bloJ3 die Werte dieser Wurzeln, sondern auch ihre 
Vielfachheit haben eine von der Wahl des Koordinatensystems unab
hiingige Bedeutung: das Polynom cp (w) ist invariant mit der Abbildung A 
verknupft. Das werde zunachst mit Hilfe der Matrizenrechn1Jng erwiesen. 

Gehen wir durch die Transformation 

T: ei = ~ 7:ki ek, symbolisch: (e) = (e) T 
k 

zu emem neuen Koordinatensystem ei tiber, so gilt 

(de) = (de)T= (e)AT= (e)T-1AT. 

Die Matrix A, we1che im neuen Koordinatensystem 
bildung darstellt, lautet also 

unsere lineare Ab-

Darum ist A = T-1AT. 

TA=AT, T(wE- A)= (wE - A)T, 

und der Multiplikationssatz fUr Determinanten liefert: 

det T· det (wE - A) = det (wE - A). det T. 

Hebt man beiderseits den von 0 verschiedenen Faktor det T fort, so 
kommt, wie behauptet, 

det ([rJ E - A) = det (w E - A) . 

1st ~p eine p - dimensionale line are Mannigfaltigkeit von Vektoren, 
die etwa von den p unabhiingigen Vektoren e1 e2 ... ep aufgespannt wird, 
so solI eine Vektorgleichung wie 

x =y (e1 e2 ... ep) oder x =y (mod ~p) 

bedeuten, daB der Vektor x - y sich aus e1 e2 ••• ep linear zusammen
setzt oder der Mannigfaltigkeit @p angehOrt. Betrachten wir zwei Vektoren 
als gleich, wenn sie mod ~p einander gleich sind, so verwandelt sich der 



Anhang 12. 

n - dimensionale Vektorraum ffin in einen (n - 1) - dimensionalen ffi n - p 
»durch Projektion nach &p«. 1st &p invariant gegenliber der Abbildung A, 
d. h. ist das Bild dx eines jeden zu &p gehOrigen Vektors x in &p ge
legen, so flihrt A je zwei Vektoren, welche mod &p einander gleich sind, 
wiederum in zwei miteinander mod &p libereinstimmende Vektoren tiber. 
Es definiert nns A also eine bestimmte Abbildnng des Projektions
raumes ffi n- p auf sich seIber, und au13erdem natlirlich eine Abbildung 
der invariant en Mannigfaltigkeit &p auf sich. In Komponenten stellt sich 
das so dar. Erganzen wir el e2 ... ep durch Hinzufiigung von q = n - 1 
weiteren V ektoren e~ e: ... e: zu einem vollstandigen Koordinatensystem 
von ffin, so kann man e~ e: ... e~ als ein Koordinatensystem im ffi n - p 
verwenden, da jeder Vektor x sich mod &p als eine Kombination von 
ihnen darste11en la13t: 

1st &p invariant, so hat in dem Koordinatensystem el, ... , ep, ei, ... , e~ 
die Matrix A die folgende Gestalt: 

* .... * 

*" .... * 

"aTl .... aiq 

(Der Stern, *, dient uns hier wie immer zur Kennzeichnung von Zahlen 
im Matrixschema, welche nicht benannt zu werden brauchen; leere Felder 
solI man sich stets durch eine 0 ausgeflillt denken.) Die Abbildung A 
von &p ist dann gegeben durch die Gleichungen 

p 

dei=2akiek [i=l, 2, ... ,IJ, 
k=l 

die Abbildung A des Projektionsraumes ffin- p durch: 
q 

(I) de; = 2 at,jet, (mod el e2 ... ep) [j= I, 2, ... , qJ. 
h=l 

Bedeutet rpn (w) das zur Abbildung A gehOrige charakteristische Polynom 
von ffin, rpp (w) dasjenige von &p, rp:( w) das zur Abbildung (I) von ffiq 
gehorige charakteristische Polyoom, so geht aus dem hingeschriebenen 
Matrixschema von A oder vielmehr dem von wE - A ohoe wei teres 
hervor, da13 
(2) rpn ((cJ) = rpp (w ) . rp: (w) 
ist. 
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Es seien @:l I @:II I ••• mehrere unabbiingige lineare Vektormannig
faltigkeiten in mn I die zusammen ganz mn aufspannen (die Indizes dienen 
jetzt nur zur Unterscheidung der Mannigfaltigkeiten, nicht zur Kenn
zeichnung ihrer Dimensionszahl); d. h. jeder Vektor x lasse sich auf eine 
und nur eine Weise als eine Summe von Vektoren darstellen 

(3) 
so da13 Xl ZU @:l gehort I Xs ZU @:2 I .,. Die Summe der Dimensions
zahlen rl I rs I •• , von @:l I @:s I ••• ist dann = n; wlihlt man rl un
abhangige Vektoren in @:ll darauf rll unabbiingige Vektoren in @:s usf., 
so bilden alle diese zusammen ein Koordinatensystem fUr mn • Sind 
die Mannigfaltigkeiten @:l, @:2 I ••• invariant gegeniiber der Abbildung A, 
so zerflillt die Matrix A bei Verwendung des erwahnten Koordinaten
systems in lauter Quadrate je von der Seitenlange rl, r2, ... , die sich 
langs der Hauptdiagonale aneinanderreihen, wlihrend alle iibrigen Felder 
leer sind. Bezeicbnen also CPI (w), cps (w) I ••• die cbarakteristischen 
Polynome der durch A bewirkten Abbildungen von @:l in sieh, von @:2 

in sieh, .. , I so ist das charakteristische Polynom cp ( ell) der Abbildung A 
von mn gleicb ihrem Produkt: 

cp(w) = CPI(W)' cps (w) ... 
Statt von den Mannigfaltigkeiten @:l I @:2 I ••• auszugehen und aus den 
ihnen entnommenen Vektoren Xl I X2 I ••• den allgemeinsten Vektor X 
von mn zusammenzusetzen, kann man aucb umgekehrt von dem will
kiirlichen Vektor X ausgehen und ihn in seine Bestandteile Xl I X2 I '" 

zerlegen. Eine (limare) Zerlegung ist zu beschreiben als ein Gesetz, das 
in linearer Weise jedem Vektor X eine bestimmte Anzahl von Vektoren 
Xl I XII I ••• so zuordnet, daB die Gleichung (3) besteht. Die Linearitat 
driickt sich in den Formeln aus: 

(x + Y)l = Xl + YI, (AX)1 = Axl 

(ebenso fUr den zweiten und die anderen Bestandteile). Es ist eine 
Zerlegung in unabhiingige Teile I wenn folgendes gilt: 1st xii) der erste 
Bestandteil irgendeines Vektors X(i) I X~2) der zweite Bestandteil ein~s 

Vektors X(2) I ••• I so existiert auch ein einziger Vektor X I des sen erster 
Bestandteil Xi = xii) ist, dessen zweiter Bestandteil x 2 = x~2) ist usf. 
Die Zerlegung ist invariant gegeniiber der Abbildung A I wenn 

gilt. 
d(XI) = (dX)1 I d(xlI) = (dx)s I 

Endlich verabreden wir nocb eine bequeme 
bildung A kann iteriert werden; wir erhalten so 

dx = xA , d(dx) = (X A) A oder 
1st 

Symbolik. 

ein Polynom der Variablen w, soschreiben wir fUr 

Die Ab-
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yox + yldx + Y2d2X + ... + Ymdmx 

in gekiirzter Form j(d)x. j(d) ist also wie d das Symbol flir eine lineare 
Abbildung. 

Nach dies en Vorbereitungen konnen wir die Konstruktion der Normal
form von A wieder aufnehmen. Es sei a ein rfacher Eigenwert, eine 
r fache Wurzel des charakteristischen Polynoms P (w). Es existiert dann 
zunachst ein Vektor el =!= 0, flir welchen 

del = a· el 
ist; d. h. die eindimensionale Mannigfaltigkeit der Multipla von el ist 
invariant gegeniiber A. 1st Pi (w) das charakteristische Polynom des 
durch Projektion nach el entstehenden Projektionsraumes lRn- 1 , so gilt 

nach (2 ): P (w) = (w - a) . Pi (w). 
1st r:> 2, so ist also a auch noch eine Wurzel von Pi (w), und infolge
dessen existiert ein Vektor e2, welcher =!= ° ist (mod el), d. h. der von 
el unabhangig ist, und flir welchen die Gleichung gilt 

de2 = a· e2 (mod e1). 

1st r sogar :> 3, so findet man, auf die gleiche Weise fortfahrend, einen 
von el, e2 unabhangigen Vektor ea, flir welchen 

dea = a· (a (mod el, e2) 
ist; usw. Wir erhalten so r voneinander unabhangige Vektoren el, e2, •.. , er 
und damit eine r- dimensionale lineare, zum Eigenwert a gehorige Mannig
faltigkeit @. Sie ist invariant gegeniiber der Abbildung A, und flir jeden 
zu @ gehOrigen Vektor x gilt offenbar die Gleichung 

(d-a)'x=o. 
Die rreihige Matrix der Abbildung A von @ in sich hat, wenn wir 
el e2 ... er als Koordinatensystem in @ benutzen, »rekursive« Gestalt: 
die Felder links von der Hauptdiagonale sind mit Nullen besetzt. Die 
Felder in der Hanptdiagonale sind aIle durch dieselbe Zahl a ausgefliIlt; 
das charakteristische Polynom der Abbildung von @ lantet also ein
fach (w - a),. 

Zerlegen wir P (w) in die Potenzen .der verschiedenen Linearfaktoren 

(4) pew) = (w - al)'" (w - a2)" "', 

so erhalten wir durch diese Konstruktion zugehorige invariante Vektor
mannigfaltigkeiten @I, @2, ... von rl, bzw. r2, ... Dimensionen. 1hre 
charakteristischen Polynome sind die Faktoren von P (w) : 

(5) (w - al)'l, (ClI - a2)'z, .... 

Die zu @I, bzw. @2, .•. gehorigen Vektoren Xl, X2, geniigen den 
1dentitaten (d - al)'lxl = 0, (d - U2)'2X2 = 0, •••• 

Wir haben noch zn beweisen, daB die Mannigfaltigkeiten @I, @2' .•• 

voneinander unabhangig sind; d. h. daJ3 eine Summe von Vektoren 
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Xl + X2 + "', in welcher der erste Summand Xl zu (;\;1 gehort, der 
zweite X2 zu (;\;2 usf., nur verschwinden kann, wenn die einzelnen Sum
manden verschwinden. Dann folgt, weil die Summe der Dimensions
zahlen rl + r2 + ... gleich n ist, daB jeder Vektor sich auf eine und 
nur eine Weise als eine Summe solcher zu (;\;1, (;\;2, •.. gehOriger Vek
toren darstellen laBt; wir haben eine Zerspaltung in unabhangige in
variante Bestandteile, welche der Zerfallung (4) der charakteristischen 
Gleichung parallel lauft. 

Entsprechend der Faktorenzerfallung (4) nehmen wir die Partialbruch
zerlegung vor: 

gl, g2, ... sind Polynome bzw. yom Maximalgrad rl - I, r2 - I, ... 

Setzen wir 

flew) = gl(W)' ( p(w)) , 
w - al rl 

... , 

so ist demnach 
(6) ji(W) + f2(w) + ... = I. 

Da .f2 (W), fa (W), alle den Faktor (w - al)'l enthalten, ist olIenbar 

ju (d) Xl = 0 filr fl = 2, 3, .... 

Wegen (6) ist infolgedessen noch 

ji(d)XI = Xl. 

Wir haben demnach allgemein 

/I,(d)x, = { 0 
X, 

(ft =F v) 
(ft = v)' 

Besteht nun eine Relation 
Xl + X2 + ... = 0, 

so ergibt sich durch Anwendung der Operation fled) 
nach (7): 

Xl = 0 ; analog X2 = 0 , ••.• 

auf diese Gleichung 

Das ist das ge~iinschte Ergebnis. Wir konnen diese Methode auch dazu 
verwenden, um fiir den willkiirlichen Vektor X die Zerlegung in Sum
man den Xl, X2, ••• , welche bzw. ZU (;\;1, (;\;2, ... gehoren, 

(8) X = Xl + X2 + ... 
auszufilhren. Denn indem man wiederum auf diese Gleichung die Ope
ration ji(d) anwendet, bekommt man sofort 

(9) xI=ji(d)x; eben so x2=f2(d)x, .... 

Es ist bemerkenswert, daB wir die Teilvektoren Xl, X2, ••• aus X durch 
Iteration der Abbildung A und lineare Kombination gewinnen konnen. 
Endlich zeigt diese Uberlegung noch, daB wir die Mannigfaltigkeit (;\;1 

unabhangig von ihrer Konstruktion dadurch charakterisieren konnen, daB 
die zu ihr gehorigen Vektoren X der Gleichung 
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(d - al)1'JX = 0 

geniigen. Denn flir einen Vektor x, welcher diese Gleichung befriedigt, gilt 

J;,(d)x = 0 (p = 2, 3, ... ) und daher Ji(d)x = x. 
Nehmen wir also unsere Zerlegung (8) vor und wenden auf linke und 
rechte Seite die Operation Ji (d) an, so kommt x = Xl. Die gewonnenen 
Ergebnisse fassen wir zusammen in dem folgenden grundlegenden 

Theorem. Der Zerjallung des charakteristischen Polynoms pew) in 
die Potenzen seiner verschiedenen Linearfaktoren 

((u - al)", (w - a2)'z, '" 

entspricht eine additive lineare Zerlegung des willkiirlichen Vektors x in 
ebensoviele unabhangige, gegeniiber der Abbildung A invariante Bestandteile: 

X=Xl +X2+ "', 

welche den Gleichungen geniigen 

Xl durchlauft, wenn X frei variiert, eine rl-dimensionale invariante Mannig
faltigkeit Q;l, deren charakteristisches Polynom der korrespondierende Faktor 
(w - al)" ist; Analoges gilt for Q;2, .... 

Da pew) die samtlichen Faktoren (5) enthalt, folgt aus (10) flir jeden 
Vektor x die Gleichung 
(II) p(d)x = o. 

Man kann diese Tatsache auch rein formal, ganz unabhangig von der 
eben entwickelten Theorie, leicht einsehen. Wir konnten dann, ohne 
wie hier in rekursiver Weise aus linearen Gleichungen mit verschwindender 
Determinante die Vektoren el, e2, •.. zu konstruieren, die gewiinschte 
Zerlegung direkt durch (9) deftnieren. Es ist klar, daJ3 es sich dabei urn 
ein lineares Zerlegungsgesetz handelt. AuJ3erdem folgt aus (I I) sofort 

(d - al)"xl = 0, (d - a2)'zx2 = 0, .... 

Die Unabhangigkeit der Bestandteile ergibt sich nun, wenn wir mit den 
gleichen Bezeichnungen wie bei der Erklarung dieses Begriffs auf S. 9 I 
den Vektor bilden 

dann ist in der Tat, da 

h(d)xr) = xii), fi(d)x~2) = 0, 

gilt : 
Ji(d)x = xii); ebenso f2(d) X = X~2), .... 

Die Invarianz gegeniiber A: (dX)1 = d(Xl) , ... folgt unmittelbar aus der 
Definition. Was man auf diesem Wege aber nicbt ohne weiteres er
kennt, ist die Tatsache, daJ3 Xl eine 1'1 - dimension ale Mannigfaltigkeit 
durchlauft, deren charakteristische Gleichung genau der Faktor (w - al)" 
von p((u) ist. 



Theorie der einzelnen Matrix (Elementarteiler). 95 

Eine von der vorherigen Kenntnis der charakteristischen Gleichung 
und der in ihr vorkommenden Multiplizitiiten unabhiingige Kennzeich
nung der Mannigfaltigkeiten ~l, ~2, ••• gewinnt man, wenn man in 
( 10) den Exponenten rl, bzw. r2, ... durch n ersetzt. 

Zusatz: Ist a nicht Wurzel des Po/ynoms p( w), so gibt es keinen 
Vektor x aujler 0, welcher del' Gleichung 

(d - a)nx = 0 

genugt; ist jedoch a = al eine rl-jache Wurzel, so bilden die ihr genugenden 
Vektoren x die zu dieser Wurzel gehorige rl - dimensionale Mannigjaltig
keit ~l' 

Der Beweis verliiuft etwa so. 1st erstens a keine Wurzel von p (w), 
so sind (w - a)n und pew) zueinander prime Polynome, und wir konnen 
zwei Polynome g(cu) und g"'(cu) finden derart, daB die Summe von 

j(w) = g(w). pew) und j*(w) = g*(w). (w - a)n 

gleich I wird. Wegen (II) und der Voraussetzung gilt 

j(tl)x = 0, j*(tl)x = o. 

Durch Addition ergibt sich daraus x = o. - Handelt es sich zweitens 

urn die Wurzel a = ai, so ist (w - al)n prim zu ( p( cL) , und wir 
w - al'l 

konnen wiederum zwei Polynome g(w), g*(w) socfinden, daB die Summe 
von 

j(w) = g(w). pew) und j*(w) = g*(w). (w - al)n 
(w - al)'l 

gleich I wird. Dann kommt infolge der Voraussetzung 

x = j(tl)x + f*(d)x = j(tl)x, 
und durch Anwendung der Operation j(d) auf die Zerlegung (8): 

Andererseits ist auch j(d)x = j(d)XI' 
Xl = j(d) Xl + j*(d)XI = j(tl)XI' 

und so ergibt sich die Behauptung x = Xl • 

Bevor wir die Konstruktion der N ormalform von A zu Ende ftlhren, 
schieben wir hier mit Riicksicht auf die Theorie der infinitesimalen Gruppen 
die foJgenden Betrachtungen ein. Die Zusammensetzung einer willkiirlichen 
Matrix X mit A, we1che zu 

DX=[AX] 
fiihrt, ist eine mit der n - dimensionalen Abbildung d verkniipfte !ineare 
Abbildung D im n2 - dim~nsionalen Gebiet der Mannigfaltigkeit aller 
Matrizen. Es ist wichtig, den Zusammenhang zwischen diesen beiden 
linearen Abbildungen genauer zu durchschauen. Man kommt zu folgendem 
Resultat: Die samtlichen Eigenwerte A der Abbildung D werden gewonnen, 
aile in ihrer richtigen Multiplizitat, wenn man in der Formel 

A =a' - a 
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a und a' unabhiingig voneinande1' die siimtfichen n Eigenwe1'te von d du1'cll
lau/en liij3t. (Insbesondere ist A = 0 ein mindestens n-facher Eigenwert 
von D.) Das charakteristische Polynom ([)(w) von D kann also aus rp((rJ) 
rational berechnet werden: ([)( w) = 0 ist die zu der Gleichung rp( w) = 0 

gehorige Differenzengleichung. Es werde hier (anders als im Haupttext) 
n 2 = N gesetzt. Sind die unter den Differenzen (12) iiberhaupt auf
tretenden verschiedenen Zahlen A', A", .,. und ergibt sich dabei A' 
genau R'mal, }," aber R"mal, usf., so ist 

([)( (rJ) = ((rJ - A')R' ((rJ - A")R" .... 

Das Koordinatensystem sei so gewahlt, daB die erst en 1'1 Koordinaten
vektoren zu Q;1 gehoren, die nachsten 1'2 zu Q;2 usw. Dieser Zerlegung 
der Reihe e1, e2 ••• en in einzelne Abschnitte von der Lange 1'u ent
spricht eine Zerlegung der willkiirlichen Matrix X in einzelne rechteckige 
Parzellen x,tV von der GroBe 1'1" X 1'r' In der Matrix A sind insbesondere 
nur die quadratischen ) Hauptparzellen « besetzt, die sich langs der Haupt
diagonale aneinanderreihen, A,u,tt = A,u, wahrend die N ebenparzellen 
AI"'(f.1 * v) leer sind. Die Zerlegung 

X=~X:ttV 

ist eine line are Zerlegung der Matrix X in unabhiingige Bestandteile, 
welche gegeniiber der Abbildung D invariant ist. Es entsteht z. B. aus 
einer Matrix X12 , die leer ist auBer in der Parzelle (I, 2), wiederum 
eine derartige Matrix, namlich 

Setzt man 
(Xl - (X2 = A, 

so ist demnach 

Iteriert man den ProzeJ3 D - A. irgendeine Anzahl von Malen, so er
gibt sich flir (D - A)m X12 eine Summe von Termen der Gestalt 

(p+ q=m). 
Da nun 

gilt, ist danach klar, daJ3 
(D - A)mX12 = 0 

wird, sobald der Exponent m > 1'1 + 1'2 - I geworden ist. 
]ede Parzelle X ttV gehort zu einem bestimmten A = au - av • Alle 

Parzellen, denen dasselbe A korrespondiert, fassen wir zu 'einem )Land« 
zusammen mit dem Multiplikator A (vgl. den Haupttext). GehOrt die 
Parzelle Xl2 zum Lande A und ist die Anzahl der Felder, aus denen 
das Land A besteht, = R, so ist offenbar 

(1'1 - I) (1'2 - I) > 0 , darum 1'1 + 1'2 - I <:: 1'11'2 <:: R . 

Bei der Zerlegung nach Landern 
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ist also X=X'+X"+ ... 

(13) (D - A')R' X' = 0, (D - J.")R" X" = 0, 

Die lineare Mannigfaltigkeit der Matrizen X' hat R' Dimensionen, die
jenige der X" ist R" - dimensional, usw. In den Beziehungen (13) 
konnen wir a fortiori die Exponenten R', R", ... durch N ersetzen. 
Aus dem allen geht mit Rucksicht auf das Haupttheorem und seinen Zu
satz die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung hervor, und wir sehen, 
daB die Einteilung in Lander fUr die Abbildung D jene Zerlegung dar
stellt, deren Moglichkeit allgemein in unserm Haupttheorem ausgesprochen 

1 
wurde. Machen wir die Partialbruchzerlegung von fD( crJ)' so erhalten 

wir eine zu (6) analoge Forme! 

und es ist dann 
1 = F'(crJ) + F"(w) + 

X' = E'(D)X, X" = F"(D)X, 

1st A eine Matrix, die zu einer infinitesimalen Gruppe 9 gehort, so 
folgt daraus, daa die Bestandteile X', X", ... der willkurlichen Gruppen
matrix X gleichfalls in der Gruppe auftreten. Das ist die »Unabhiingig
keit der Lander«, we1che wir im Haupttext nur fUr den Fall aufgestellt 
hatten, daB A eine Hauptmatrix ist. -

Die Aufgabe, die Matrix A auf eine Normalform zu bringen, ist durch 
das Bisherige vollstandig gelOst, wenn die samtlichen Wurzeln der cha
rakteristischen Gleichung voneinander verschieden sind. Die Normalform 
ist dann eine Hauptmatrix, in deren Diagonale die Eigenwerte stehen; 
und es bleibt nichts zu wunschen ubrig, weil diese Normalform eindeutig 
durch die invarianten Charaktere der Abbildung A bestimmt ist. Kommen 
mehrfache Wurzeln vor, so konnen wir der Matrix A eine solche Gestalt 
geben, daB sich langs der Hauptdiagonale Quadrate AI, A 2 , ••• an
einanderreihen, d~ren GroRe durch die Multiplizitaten der Wurzeln ge
geben ist, wahrend alle ubrigen Felder leer sind. In den einzelnen 
Quadraten At. A2 .•. konnen wir noch dafUr sorgen, daB links von 
der Hauptdiagonale Nullen auftreten, die Hauptdiagonale aber jeweils 
von dem zugehorigen Eigenwert besetzt ist. In dies em Fall sind wir 
offenbar noch nicht am Ziel. Aber wir haben das Problem auf den Fall 
zuruckgefiihrt (z. B. AI)' wo die charakteristische Gleichung nur eine 
einzige Wurzel a besitzt; ersetzen wir die Operation d dUTCh d - a, 
so konnen wir noch erreichen, daa a = 0 ist. Dann haben wir es nur 
noch mit einer Nullmatrix zu tun - wir nennen sie wieder A und die 
Dimensionszahl n -, deren charakteristische Gleichung so lautet: wn = o. 
Eine derartige )Null-Abbildung« d ist auch dadurch gekennzeichnet, daa 
ihre n-malige Iteration jeden Vektor in 0 uberfUhrt: dn x = o. Hier 
kann man we iter folgendermaBen vorgehen. 

WeyI, Raumproblem. 7 
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Es sei 1 der niedrigste Exponent, ftir den dl x = 0 ist identisch in x. 
Wir bezeichnen mit ~o, ~1' ••• , ~1-1' ~l die lineare Mannigfaltigkeit 
aller Vektoren x, ftir welche bzw. die Gleichungen gelten: 

d1x=o; tfl-1x=o; ... , dx=o; x=o. 

~o ist der gesamte Vektorraum, ~l besteht nur aus dem Vektor o. ~1 

ist in ~o, ~ in ~1 enthalten· usf. Die Mannigfaltigkeiten sind in variant 
gegeniiber der Abbildung A; es gilt sogar scharfer: gehOrt x Zu &0 odel" 
&1 oder &2 ••• , so liegt sein Bild dx bzw. in &1, &2, &3, ••• Es 
bezeichne 1"0 die Zahl der Dimensionen yon &0 relativ zu &1, d. h. die 
Anzahl der mod. &1 voneinander linear unabhiingigen Vektoren in ~o, 
ebenso 1"1 die Dimensionszahl von ~l relativ zu ~2, ••• endlich 1"/-1 

die Dimensionszahl von ~I-l (relativ zu ~z). Dann ist 

1"0 + 1"1 + ... + 1"1-1 = n , 1"0 >- I • 

Wir wablen 1"0 Vektoren (eo) in ~o, welche mod. @1 voneinander linear 
unabhiingig sind. Ibre Bilder deo = e~ liegen in ~1 und sind linear 
unabbangig mod. ~2; denn da~ eine lineare Kombination dx der deo 
gleich Null ist mod. &2, besagt ja, daB 

d l- 2(dx) = 0 oder d l- 1x = 0 , 

d. h. daB x = 0 ist mod. @1' Daraus geht hervor, daS 1"1 >- 1"0 sein 
muB. Wir ftigen zu den 1'0 Vektoren e~ weitere St = 1"1 - 1"0 Vektoren 
von &1 so hinzu, daB aBe 1"1 Vektoren zusammen linear unabhangig 
sind mod .. &2; wir nenneq diese Reibe von Vektoren (e1). So fort
fahrend erkennen wir, daB 

1"0 -<: 1"1 -<: 1"2 -<: ..• -<: 1"1-1 

ist und erhalten ein System von n Vektoren e1, e2, ... , en mit fol
genden Eigenschaften: 

die ersten 1"0 dieser Vektoren - Serie (eo) - liegen in ~o und 
sind linear unabbangig mod. ~1; 

die darauf folgenden 1"1 - Serie (el) - liegen in ~1 undsind 
linear unabbangig mod. ~2; 

die letzten 1"1_1 - Serie (el_l) - liegen in ~1-1 und sind linear 
unabhangig voneinander. 

Daraus geht hervor, daB aIle n Vektoren voneinander linear unabhiingig 
sind und also ein Koordinatensystem fiir den ganzen Vektorraum bilden. 
Au6erdem gilt: 

die Bilder der 1"0 Vektoren (eo) gehOren zur Serie (e1); 
die Bilder der 1"1 Vektoren, welcbe die Serie (e1) konstituieren, 

gebOren zur Serie (e2); 

die Bilder der 1"1_1 Vektoren, welche die Serie (el_1) konstituieren, 
sind Null. 
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1st z. B. 1 = 3; Yo = 2, Yl = 3, 1'2 = 5, so sieht die Io-reihige Null
matrix bei Verwendung des eben konstruierten normalen Koordinaten
systems so aus, wie die nebenstehende Abbildung zeigt. In den schraffierten 
Quadraten von der Seitenllinge 1'0 = 2, Yl = 3 
steht je eine 2- bzw. 3-reihige Einheitsmatrix; 
alle iibrigen Felder sind mit Nullen besetzt. Wir 
sind offenbar am Ziel, da die gewonnene Normal
form durch invariante Charaktere der Abbildung A, 
namlich die Anzahlen 1'0, 1'1, ••• , YI-l, eindeutig 5 
bestimmt ist. 

Oft gewahrt eine andere Anordnung (uweite Abb.7. 

Anordnung<l) der n Grundvektoren ei unseres Ko-
ordinatensystems ein iibersichtlicheres Bild. Wir beginnen mit einem 
Vektor e der Serie (eo); seine sukzessiven Bilder 

e, de, dlle, .•• , dl-le (die ist = 0) 

bilden eine Kette von 1 Vektoren, die unter den ei vorkommen. Von der
artigen I-gliedrigen Ketten, welche in der ersten Serie (eo) beginnen, 
existieren 1'0 = so. Weiterhin sind Yl - 1'0 = Sl Ketten von der Glieder
zahl 1:- I vorhanden, welche in (el) beginnen, S2 = Y2 - Yl in (ell) be
ginnende (/- 2 )-gliedrige Ketten usf. In dieser Weise lassen wir die 
einzelnen Ketten aufeinanderfolgen; die Vektoren jeder Kette spannen 
eine Mannigfaltigkeit auf, welche gegeniiber der Abbildung A invariant 

o 0 o 0 

I 0 o 0 

S= o I o 0 

o 0 .... I 0 

ist. Die Mfltrix fUr die Transformation 
einer solchen Mannigfaltigkeit hat die Ge
stalt S: nur die erste, auf die Haupt
diagonale nach links hin folgende Diago
nale ist mit Einsen besetzt. In derder 
zweiten AnQrdnung entsprechenden Nor
malform von A reihen sich derartige S, 

deren Zeilenzahl zwischen 1 und I variiert, langs der Hauptdiagonale an
einander. Die Gesamtzahl der Ketten ist S = YI-l. Der Rang der 
Matrix, d. i. die Dimensionszahl der Mannigfaltigkeit, welche dx bei frei 
variablem x durchlauft, oder die Anzahl der linear unabhlingigen nnter 
den Spalten von A, ist gleich n - s. 

Entsprechend der Zerlegnng der Reihe der n Einheitsvektoren el ell ••• en 
in S Ketten erhalten wir eine Einteilung der willkiirlichen Matrix X in 
Sll Parzellen 

(ft, V=I, 2, ... , s):X=~x."v. 

Dieeinzelnen Parzellen sind gegeniiber der Abbildung D: 

invariant. 
3. Zeilen, 

DX=[AX] 

Haben wir z. B. eine Parzelle Xu von 4 Spalten und 
so denken wir uns, um die Wirkung der Operation D auf sie 

7* 
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in einfacher Weise schildem zu konnen, ihr Schema zu einem vollen 
Quadranten erganzt und die dadurch neu eingefiihrten Felder (0 in der 
Abbildung) mit Nullen besetzt. Der ProzeJ3 besteht dann darin, daJ3 von 

Abb.8. 

jeder in einer der gestrichelten Diagonalen stehen
den Zahlenreihe die Diffenzenreihe zu bilden ist 
und in die nach links hin nachstfolgende Diagonale 
des Schemas hineinriickt. Von den 6 = (4 + 3) - I 

DiagonaIen, die in X nicht leer sind, wird so durch 
die Iteration des Prozesses D eine nach der andem 
entleert; man iibersieht hier sehr schon, da1\ nacb 
6 - maliger Wiederholung die ganze Parzelle zu 0 

geworden ist. 
Unter den durch Iteration der )Ableitung« D 

aus X hervorgehenden Matrizen ist die erste, we1che identisch verschwindet, 
offenbar die (2/- I)te: 

D21-IX= O. 

Nullmatrizen sind die Ableitungen von der Iten an; denn bedient man 
sich der ersten Anordnung, so sieht man, da8 in Dl X und den folgenden 
Ableitungen nur noch Felder besetzt sind, we1che auf der linken Seite 
der Hauptdiagonale liegen. Diese Bemerkung wird uns hemach von 
Nutzen sein. Wir erganzen sie durch die folgende. 1st A eine be
liebige Matrix (nicht speziell eine Nullmatrix), so gehOrt zu A nach dem 
Obigen eine Landereinteilung der willkiirlichen Matrix X; A liege in 
seiner Normalform vor, d. h. zerfalle in die den verschiedenen Eigen
werten entsprechenden, sich langs der Hauptdiagonale aneinanderreihen
den Quadrate AI, AI, •.. Wir unterscheiden das Hauptland mit dem 
Muitiplikator 0 und die .zu den Multiplikatoren A. =1= 0 gehorigen Neben
lander. Ich bebaupte, da8 die zu einem Nebeniand gehorigen Matrizen 
(welche aul3erhalb des betr. Landes leer sind) stets Nullmatrizen sind. 
In der Tat kann man die Eigenwerte nach dem Prinzip anordnen, da1\ 
von zwei verschiedenen Eigenwerten aI, all derjenige mit dem kleineren 
Realteil dem andern voraufgeht; bei zwei verschiedenen Eigenwerten 
mit gieichem Realteil solI aber der kieinere Imaginarteil iiber den Vor
rang entscheiden. Bei dieser Anordnung liegen alle Felder des Matrix
schemas von X, die zu einem und demselben N ebenlande gehoren, auf 
derselben Seite der Hauptdiagonale. 

Beweis des gruppentheoretischen Hauptsatzes. 

Da der zweidimensionale Fall im Haupttext erledigt wurde, konnen 
wir fortan die Dimensionszahl n::> 3 annehmen. Die Konstruktion einer 
den Forderungen ~), 3), 4), Seite 52, geniigenden infinitesimalen Gruppe 9 
linearer Abbildungen wird sich in zwei Schritten vollziehen. Wir haben 
uns zunachst eine solche Ausgangsmatrix zu verschaffen, wie wir sie in 
der 8. Vorlesung hypothetisch zugrunde geIegt hatten (J); darauf haben 
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wir in lihnlicher Weise wie dort von diesem Ausgangspunkt aus die 
ganze Gruppe aufzubauen. Der erste Teil, 

Konstruktion der Ausgangsmatrix, 
wird erledigt durch den Hilfssatz: 

Im Vektorraum von n:> 3 Dimensionen sei cine inf. Matrixgruppe 9 
gegeben; sie sei von solcher Art [Voraussetzung A], dajJ niemals zwei von
einander linear unabhiingige Vektoren eine gemeinsame konjugierte Ebene 
(in bezug auf die Gruppe g) besitzcn. Dann existiert in 9 notwendig eine 
Nul/matrix vom Range -<::::: 2. 

Wir beginnen die Konstruktion mit einer beliebigen Matrix H der 
Gruppe; sie liege in der Normalform vor, d. h. zerfalle in lauter Quadrate 
von der Seitenllinge rl, r2, ..• , welche den verschiedenen Eigenwerten 
al, a2, ... von H entsprechen und sich llings der Hauptdiagonale an
einanderreihen. Das Schema der willkiirlichen Gruppenmatrix X zerfallt 
in bezug auf H in verschiedene Lander. Der zu einem Lande ), ge
hOrige Ausschnitt, d. i. diejenige Matrix, welche in dies em Lande mit X 
iibereinstimmt, in allen iibrigen Feldern aber mit Nullen besetzt ist, ge
hOrt gleichfalls zur Gruppe. Es sind zwei Fane moglich: 

I) entweder sind in der willkiirlichen Gruppenmatrix X alle Neben
lander (), =1= 0) leer; 

2) oder der zu einem gewissen Nebenland gehorige Ausschnitt von X 
verschwindet nicht identisch. 
1m 2. Fall liefert uns dieses Nebenland eine zur Gruppe gehorige 
nicht-verschwindende Nullmatrix. Der I. Fall aber kann zufolge der 
Voraussetzung A nur eintreten, wenn Heinen einzigen n-fachen Eigen
wert ex besitzt, wenn also gar keine Einteilung in mehrere Lander ein
tritt. In der Tat, waren zwei verschiedene Wurzeln al, a2 vorhanden, 
so wiirden, wenn aIle Nebenlander von X leer sind, in den rl ersten 
Zeilen von X die n - rl letzten Felder leer stehen, in den r2 darauf 
folgenden Zeilen wiirden n - r2 Felder leer stehen. Eine dieser An
zahlen n - rl, n - r2 ist aber :> 2, da 

(n - rl) + (n - r2) :> 2n - n = n :> 3 

ist; und dieses Leerstehen von 2 in der gleichen Zeile befindlichen 
Feldern der willkiirlichen Gruppenmatrix X ist ja durch die Voraus
setzung A ausgeschlossen (vgl. S. 55). Hatten wir die Gruppenmatrix H, 
von weIcher wir ausgingen, insbesondere so gewahlt, daB ihre Spur ver
schwindet, so ist also H im Faile I) seIber eine Nullmatrix. Eine nicht
verschwindende Matrix H, deren Spur verschwindet, wiirde nur dann 
in 9 nicht vorzukommen brauchen, wenn 9 einparametrig ware; das ist 
aber flir n :> 3 offenbar durch die Voraussetzung A ausgeschlossen (sie 
erfordert, daB die Gruppe mindestens n - I Parameter besitzt). Damit 
ist gezeigt: Es existiert in gunter allen Umstiinden eine nicht-verschwin
dende Nul/matrix; sie wahlen wir jetzt als Ausgangsmatrix H. Die Lander-
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einteilung in bezug auf H liefert dann keine Reduktion mehr, und wir 
miissen, um weiter zu kommen, zu der feineren ) Zerlegung in Ketten « 
iibergehen. Ubrigens lag uns von vornherein durchaus nichts daran, 
gerade eine Nullmatrix als Ausgangspunkt zu bekommen; eine Haupt
matrix ware wahrscheinlich viel bequemer zu handhaben. Aber die Kon
struktion fiihrt uns zwangsweise dazu. Die Nullmatrizen kamen uns so
wieso bestandig in die Quere; daher ist es am· besten, um unnotige 
Fallunterscheidungen zu vermeiden, direkt von einer solchen auszugehen. 

Die Nullmatrix H bringen wir auf die Normalform, welche aus der 
Zerfallung der Reihe der n Grundvektoren in Ketten resultiert, und ver
wenden die gleichen Bezeichnungen wie oben flir die Einzelmatrix A. 
Befolgen wir die zweite Anordnung, so besteht H aus Quadraten von der 
Gestalt S (14), die sich langs der Hauptdiagonale aneinanderreihen. Die 
Konstruktion geht nach dem gleichen Schemaweiter: Wir bilden die 
sukzessi ven ) Ableitllngen « 

X' = [HX], X" = [HX], .... 

1st .-01') eine Ableitung, welche (identisch in der willkiirlichen Gruppen
matrix X) eine Nullmatrix ist und mehr Spalten leer stehen hat als H 
(von geringerem Range ist alsH), so sind zwei FaIle moglich. Ent
weder ist .-01') identisch Null oder nicht. 1m 2. Fall )ist Reduktion mog
lich «: indem wir iiber X geeignet verfugen, gewinnen wir in X(I') eine 
nicht-verschwindende Nullmatrix von geringerem Range als H, und mit 
ihr als neuer Ausgangsmatrix wiederholen wir die gleiche Konstruktion 
wie mit H. Nach endlichmaliger - hochstens (n - I )maliger - Wieder
holung der Redllktion mussen wir zu einer Nullmatrix H gelangen, flir 
welche Reduktion unmoglich ist. Wir werden zeigen, daji dann H 
hochstens den Rang 2 besitzen kann. 

Der Einteilung in Ketten entsprechend, zerfallt das Matrixschema X 
in rechteckige Parzellen, deren Seitenlange zwischen I und I variiert. 
Zur Bequemlichkeit werde noch 1- I = h gesetzt. Die hochste Ablei
tung, welche moglicherweise nicht verschwindet, ist die (2hr: X(2h). In 
ihr sind nur die linken unteren Ecken der Parzellen von der GroEe I X I 
besetzt; und zwar besteht der Ubergang von X zu X(2h) darin, daE in 
jeder solchen Parzelle die in der rechten oberen Ecke stehende Zahl a 
unter Mllitiplikation mit dem Binomialfaktor 

(_ I)h(2hL!_ 
h! It! 

III die gegeniiberstehende Ecke geworfen, alle ubrigen Felder aber ent
leert werden. X(2h) ist eine Nullmatrix hochstens vom Range yo. 1st 
h> I, so muE daher, da Reduktion unmoglich sein soIl, X(2h) identisch 
verschwinden. Das hat aber zur Folge, daE in der willkiirlichen Gruppen
matrix X die rechten oberen Ecken der Parzellen von der GroEe I X I 
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leerstehen. Insbesondere sind ro Stellen in der ersten Zeile von X mit 
Nullen besetzt. Die Voraussetzung A verlangt daher, daB ro = list, 
daB nur ez'ne Kette von der Lange 1 vorkommt. 1m FaIle h = 1 ist 
vielleicht die erste Anordnung iibersichtlicher. Wir haben die Bilder von 

* * 
x H X" 

X, H und X" nebeneinander gestellt. In dem schraffierten Quadrat 
von H steht die Einheitsmatrix Eo von ro Zeilen und Spalten; das am 
selben Ort im Schema befindliche schraffierte Quadrat von X" ist mit der 
gleichen ro reihigen Zahlmatrix Ao ausgefiillt, das im Schema von X das 
schraffierte Quadrat besetzt halt (nur der Faktor - 2 ist hinzugetreten). 
Dieses Ao muB ein Multiplum der Einheitsmatrix Eo sein. Denn wahlen 
wir die Zahl a als eine Wurzel der charakteristischen Gleichung 

det(Ao - aEo) = 0, 

so ist X" - aH eine Nullmatrix von geringerem als roten Range; da 
Reduktion unmoglich sein soil, muB sie identisch verschwinden, d. h. 
Ao = aEo sein. Infolgedessen ist nun auch in dem Schema der will
kiirlichen Gruppenmatrix X das schraffierte Quadrat mit einem Multiplum 
der Einheitsmatrix Eo besetzt. Die Voraussetzung A HiBt daher nur die 
FaIle ro = 1 oder 2 zU; ware ro ::> 3, so fan den sich in der erst en 
Zeile von X mindestens 2 (allgemein ro - I) Stellen mit N ullen aus
gefiillt. Aus der Ableitung X(2h) konnten wir demnach schlieBen (immer 
unter der Voraussetzung operierend, daB Reduktion unmoglich ist): 

wenn h = 1 ist, muB ro = I oder 2 sein (und der Rang 
von H ist = I, bzw. 2); 

wenn h > I ist, gilt notwendig ro = I. 

1m ersten Fall ist das Ziel des Hilfssatzes schon erreicht, wir haben uns 
nur noch mit dem zweiten zu befassen. 

In ihm verschwindet X(2h) identisch flir die Gruppenmatrix X, und 
wir steigen daher zu der vorhergehenden Ableitung X(2h -1) herab. In 
Anbetracht des Umstandes, daB in der einen Parzelle II von X, we1che 
von der GroBe 1 X 1 ist, die rechte obere Ecke leer steht, ist in X(2 h - 1) 

nur die linke untere Ecke dieser Parzelle besetzt; auBerdem sind in X (2 h - 1) 

moglicherweise noch die linken· unteren Ecken der Parzellen von der 
GroBe 1 X (I - I) oder (I - I) X I besetzt. X(2h -1) ist demnach eine 
Nullmatrix hOchstens vom Range ri. Da Reduktion unmoglich ist, muB 
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auch sie noch verschwinden. Daraus folgt aber fUr X, daB es die rechte 
obere Ecke nicht bloB in der Parzelle II leer stehen hat, sondern auch 
in den Parzellen von der GroBe I X (I - I) und (I - I) X I. In der 
ersten Zeile von X befindet sich also an rl Stellen eine Null. Die 
Voraussetzung (A) verlangt, daB nicht bloB r o, sondern auch noch rl = I 
ist, daB also nur eine I-gliedrige, aber kei1ze (I - I )-gliedrige Kette 
auftritt. 

Wir miissen daher noch einen Schritt weiter zuriickgehen, zu X(2h-2). 

1m Quadrate II hat X(2h - 2) zwei Diagonalen besetzt, wie es die Figur 

* a 0 

* * b 
1 

a' 

* b' * * * 
X(2h-2) x 

andeutet; auBerdem sind noch die linken unteren Ecken etwa vor
kommender Parzellen von der GroBe 1 X (I - 2) oder (I - 2) X 1 mog
licherweise nicht leer. Es ist also die (21z - 2)te Ableitung eine Null
matrix vom Range <::: I + r2. 1st h nicht = 2, sondern ::> 3, so muB, 
da Reduktion unmoglich sein 5011, auch X(2 h - 2) noch verschwinden. 
Da aber die Parzelle II von X(2h - 2) aus der daneben abgebildeten 
Parzelle II von X so hervorgeht, daB (bis auf einen gemeinsamen, nur 
von h abhangigen Binomialfaktor) 

a' = ha - (h - I )b, b' = - (lz - I)a + hb 

ist, folgt daraus das Verschwinden von a und b. In der ersten Zeile 
von X wiirden also zwei Felder, das (/- I)te und tte, mit 0 besetzt 
sein - im Gegensatz zu der Voraussetzung A. Daraus geht hervor, daB 
die Moglichkeit /t ::> 3 auszuschlietlen ist; und wir haben erkannt, dati, 
wenn Reduktion unmoglich sein soIl, fiir H nur einer der drei folgenden 
FaIle vorliegen kann: 

0) 1 = 2; ro = I, rl = n - I; Rang = I. 

I) 1 = 2; ro -= 2, rl = n - 2; Rang = 2. 

II) 1 = 3; ro = I, rl = I, r2 = n - 2; Rang = 2. 

Es sind das gerade die drei Falle, we1che einem Rang <::: 2 entsprechen. 
Weiterhin legen wir die Forderungen 3) und 4) des Haupttextes (S. 52) 

zugrunde; die Forderung 2), daB die Spur aller Gruppenmatrizen ver
schwinden solI, wollen wir hingegen erst an letzter Stelle in die Kon
struktion einfiihren. Aus den Forderungen 3) und 4) ergibt sich neben 
der Voraussetzung A, wie wir sahen, noch die weitere 
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B: Es gibt keine nicht-verschwindende Operation der inj. Gmppe, welche 
cine Ebene Punkt for Punkt jest Iii/it. Sie schlieBt das Auftreten von 
Matrizen des Ranges lund damit den Fall 0) aus. Es bleiben uns nur 
die Falle I) und II) zu diskutieren. Statt einer einzigen bestimmten 
Ausgangsmatrix wie in den Uberlegungen des Haupttextes, haben wir hier 
mit zwei Moglichkeiten zu rechnen. 

Aufbau der Gmppe: Fall (II). 
Um Raum zu sparen, schreiben wir von einer Matrix nur einen recht

eckigen Ausschnitt hin, falls alle nicht zu ihm gehorigen Felder mit Nullen 
besetzt sind. Am Rande sind dann die Zeilen- und Kolonnennummern 
vermerkt, denen dieser Ausschnitt entspricht; die Randnumerierung kann 
unterbleiben, wenn die Nummern von I ab in ununterbrochener Reihen
folge laufen. 

1m FaIle (II) liefert uns die Ausgangsmatrix Heine dreigliedrige Kette 

(der Pfeil ist das Zeichen fiir die durch H bewirkte Abbildung); alle 
iibrigen sind eingliedrig: 

e4 -? 0, ••• , en -? o. 

Bei der gewahlten Numerierung, die sich als zweckmaBig erweisen wird, 
haben wir das nebenstehende Koeffizientenschema 

o 0 I von H. Die mit Hilfe von H gebildete vierte 
H = 0 0 0 und dritte Ableitung der willkiirlichen Gruppenmatrix 

o loA = (((ik), die wir schon oben verwendeten, liefern 
die Beziehungen 

(15) ((21 = 0; ((31 = ((23 (= ex). 
Wir steigen jetzt zur zweiten und ersten Ableitung herab. Die schon ge
wonnenen Gleichungen (15) beriicksichtigend, finden wir flir A" die Formel: 

0 * 
0 0 

0 -(( 

(16) A" = 
((41 

((ni 

-(( ((24 

0 

0 

... ((2n 

(An der Stelle * steht 
die Zahl 

((22 - 2((33 + ((11') 

Wenn flir eine Gruppenmatrix A' die Gleichungen bestehen 

(17) 
ist in A" + exH aIlein die zweite Spalte besetzt. Nach B muB diese 
dann auch verschwinden, d. h. es wird 
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au = a51 = ... = an1 = 0 

und aaa - all = ass - aaa (= h). 

Fur ein so1ches A lautet die erste Ableitung A': 

a, a32 - a1S, h aS4 ... aS n 
0, -a, 0 

0, h, 0 

A'= 
- a43 

- anS 

Da in der zweiten Zeile der willkurlichen Gruppenmatrix A das Element 
aSI verschwindet, sind die ubrigen in dieser Zeile stehenden Elemente 
nach Voraussetzung (A) voneinander linear unabhangig. Infolgedessen 
existiert eine Gruppenmatrix A, filr we1che die Gleichungen (17) be
stehen, hingegen a = a23 =l= 0, etwa = I ist. Die zugehorige Matrix 
A' - hH liefert nach (18) eine Abbildung 0, die sich so schreiben lliJ3t: 

1 
0 (I = el , 0 ea = 0 , 

oe2 = flel - e2 + (fl4 e4 + ... + fln en) , 
oe4 = a4el, •.• , oen = anel. 

Fuhren wir ein neues Koordinatensystem ein durch die Gleichungen 
- -el = (1 , e3 = e3 , 
(2 = es + fl' el - ((34 e4 + ... + (3n en) , 
- -e4 = e4 - a4 el, ••. , en = en - an e1 , 

SO stellt sich H immer noch in der gleichen Weise dar: 
- -
(4 - 0, ••• , en _ 0 j 

aber an Stelle von (I 9) bekommen wir: 

Oe1 = e1 , Oe3 = 0 , 

oes = (- (2 + (3e1 + fl'(1) + {i'e1 - (fl4 a4 + ... + flnan) e1, 
0(4 = 0, ••• , oen = 0 • 

Bestimmt man fl' gemliJ3 der Gleichung 

so haben wir (im 

Do 
J-

o - I 

textes - a priori 

2(3' + (3 = a4fl4 + ... + anfln' 
neuen Koordinatensystem) auJ3er der Matrix H noch 
die Matrix J, von der wir im H,aupttext unsem Aus
gang nahmen, und konnen uns jetzt einfach auf die 
damaligen Ausfiihrungen berufen. Bei der Lander
einteilung nach J gilt fiir eine zum Lande + I ge
hOrige Gruppenmatrix A+ - Formel (35) des Haupt-

(wegen des Vorhandenseins von H): wenn 
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a4 = a5 = ... = an = 0 

ist, wird a4 = a5 = ... = an = 0 • 

In den Formeln 
(i, k = 3,4, ... , tt) 

ist darum gSS = I, g4S = ... = gnS = 0 ; 

und es bedarf nur noch der Transformation der Koordinaten g4 ... gn, 
um die Gleichungen ai = ai zu erzielen. Auch damals hatten wir H 
und den Ubergang von A zu A" benutzt, um ftir eine zum Lande - I 

gehOrige Matrix - vgl. jetzt den Ausdruck (16) - die analogen Glei
chungen fli = (3i' (39) im Haupttext, festzustellen. Die Voraussetzung 
verschwindender Spur wird erst beim allerletzten Schritt herangezogen 
(oder kann sogar ganz entbehrt werden). 

Aufbau der Gruppe im Falle (I). 
Fall (I) ist etwas komplizierter, und man muJ3 ein weiteres SchluJ3-

prinzip heranziehen, um zum Ziel zu kommen. Die Parameterzahl der 

Gruppe tt (n . ~ werde jetzt mit N bezeichnet. Betrachten wir etwa 
2 

diejenigen Matrizen unserer info Gruppe g, in denen die ersten beiden 
Zeilen und die ersten beiden Spalten leer sind; sie bilden eine Unter
gruppe g(2) der gegebenen Gruppe. Jede ihrer Matrizen A' entsteht aus 
einer m = (n - 2) reihigen Matrix A durch Hinzuftigung eines Doppel
randes von Nullen. In der m - dimensionalen Gruppe der A darf es 
offenbar keine symmetrische Doppelmatrix auJ3er 0 geben; denn ware 

A a, A4 , ••• , An 
eine soIche, so ware offenbar 

0, 0, A;, A:, ... , A~ 
eine symmetrische Doppelmatrix der urspriinglichen Gruppe g. Die Unter-

. m(m - I) 
gruppe g(2) kann daher hochstens Parameter enthalten, d. S. 

2 

mindestens (tt - I) + (tt - 2) Parameter weniger als die totale Gruppe g. 
Die Zahl 2 war nur als Beispiel gewahlt. Allgemein gilt: Die Forderuttg 
des Verschwittdem der ersten r Zeilett uttd Kolottnen in der allgemeinen 
Gruppenmatrix von 9 involviert mindestens 

(n - I) + (n - 2) + ... + (n - r) 
unabhiingige lineare Bedingungen fur die N Parameter 

Die Abbildung H liefert im Falle (I) zwei zwei
gliedrige Ketten 

der Gruppe. -
2 

el -+ ea -+ 0 , e2 --+ e4 -+ 0 

und sonst lauter eingliedrige 
H= Do S 

e5 -+ 0, •.• , en -+ 0 • 

Die mit Hilfe von .H gebildete Ableitung A" 
matrix A = (ai k) lehrt, daB der Ausschnitt 

014 

det allgemeinen Gruppen-
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(20) ein MuItiplum II aO a
O II 

der zweireihigen Einheitsmatrix sein mut'l. (Diese Obedegung wurde schon 
oben fUr eine beliebige Anzahl Yo von zweigliedrigen Ketten benutzt. 
Bezeichnet namlich - urn sie fur Yo = 2 zu wiederholen - A2 einen 
Augenblick die auf der linken Seite stehende zweireihige Matrix, E2 die 
zweireihige Einheitsmatrix und bestimmt man a als Wurzel der charak
teristischen Gleichung 

so ist 

-~A" - aH= 

2 

eine Matrix hOchstens vom Range I und daher nach B gleich Null; 
d. h. A2 = aE2.) In Anbetracht dieser Tatsache lautet A': 

a 0 

0 a 

* * -a 0 - a15 ... - aln 

(2I) A' = * * 0 -a - a25 ... -a2n 

a53 a54 

an3 an4 

1m gesternten Quadrat steht die Differenz der beiden auf der Haupt
diagonale liegenden Quadrate von A: 

II ::: ::: II-II ::: ::: II· 
a kann nicht identisch verschwinden, denn sonst wurden in der ersten 
(sowohl wie in der zweiten) Zeile der willkiirlichen Gruppenmatrix zwei 
N ullen stehen (an dritter und vierter Stelle). Zu einem A, fUr welches 
a = I, erhalten wir ein A'; die durch dasselbe bewirkte Abbildung a 
sieht so aus: 

oe1 = e1 + (Aea + W4) + (aofo + ... + an en), 
0(2 = e2 + (vea + (! (4) + (f3o e5 + ... + f3n en), 
oea = - ea, 0(4 = - e4, 
0(5=a~ea+f3~e4' ... , oen=a~ea+f3~(4' 

Wir fuhren als neue Grondvektoren ein: 



Beweis des gruppentheoretischen Hauptsatzes. 

&1 = C1 + (A.' C3 + fl' (4) + (aoco + ... + ancn), 
ell = ell + (v' ca + ~'(4) + ({lo Co + ... + (In Cn), 
ca = Ca , c4 = c4 ' 

eo =co+a~c3+{l~C4' ... , e,.=Cn+a~Ca+{l~C4· 
Indem wir iiber die Zahlen A', [l', v', ~' nach den Gleichungen verfiigen 

2 A.' - A. = a 0 a~ + ... + an a~ , 
2 [1-' - fl = a 0 {J'o + ... + an ~ , 
2 v' - V = {:J 6 a~ + ... + fln a~, 
2~' - ~ = {J 0 {:J'o + .. , + {In ~ , 

bekommen wir dann 

oe1 = e1 \ oea = - t31 _ _ 
~ __ ~_ _ OCo=o, •.. ,oen=o 
ue ll = ClI UC4 = - C4, 

oder die Matrix 
1 0 0 1 

J*= 
-I 0 

0 -I 

Haber hat sich nicht gelindertj die Abbildung H stellt sich nach wie 
vor dar durch die Formeln: 

el~e3--+-o; e2-->-e4~o; ea -7-'o, •.. , en~o. 

Die zu J* gehOrige Landereinteilung sieht genau so aus wie im Falle (II) j 
wir geben die Tabelle der Multiplikatoren. Nur sind an die Stelle ein-

2 

3 
4, 

1 2 3 4, 

0 2 

-2 0 

-I 1 

1 

-I 

0 

facher Spalten und Zeilen Spalten- bzw. Zeilenpaare getreten. Das ist 
iiberhaupt die charakteristische Komplikation dieses Falles gegeniiber dem 
zuerst behandelten. 

Wir studieren die einzelnen Lander. Zum Lande - 2 gehOrt die 
Matrix Hi aber es gibt zu ihm keine anderen Matrizen, - [8]0 1 als die Multipla von H (nach dem gleichen Schlu/3, 

H = 0 1 2 durch welchen wir (20) bewiesen). Eine Gruppen
matrix A, deren a = 1 ist, liefert als ihren dem 

S 4, Lande + 2 angehOrigen Bestandteil H, und nach (20) 
treten in diesem Lande nur die Multipla von H auf. Aus dem zum 
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Lande - 2 geMrigen Bestandteil der Matrix A' erschlieBen wir, daB sich 
die beiden in der Hauptdiagonale aufeinanderfolgenden Quadrate 

und II ::: ::: II 
um ein Multiplum der Einheits

matrix unterscheiden. 

Das ist eine Aussage liber das Land o. Die Matrizen. des Landes + I 

as ... an 
flo ... {In 

-ao ... -an 

A+= , A-= 
-flo ... -{In 

flo aO flo aO 

{In an (In an 

haben die Gestalt A+. Aus einer solchen erhalt man durch Ableitung 
[HA+] nach (21) die zum Lande - I geMrige Matrix A-. Um
gekehrt gewinnt man A+ aus A- durch Zusammensetzung mit H zu
rlick: - A+ = [H A-]. So besteht eine eineindeutige Korrespondenz 
zwischen den Matrizen der beiden Lander -+- I. 

Von den Matrizen A- des Landes - I haben wir, immer analog 
zum Falle (II) operierend, zweierlei zu zeigen: 

a) mit den Zeilen ai, {li verschwinden auch die Kolonnen ai, (li j 

b) die 2 (n - 4) GroJ3en ai, (li sind voneinander linear unabhiingig und 
konnen daher als Parameter der linearen Schar aller A- benutzt werden. 

a) In einer Matrix A-, in welcher die beiden Zeilen ai und {ll ver
schwinden, konnen nach der Voraussetzung B die beiden Spalten ai, {li 
nicht zueinander proportional sein, ohne daJ3 A- = 0 wird. Wenn wir 
daher 

als neue Koordinatenvektoren e6, eo einftihren, bekommt ein solches A

[]
05 

H*= 
o I 6 

1 2 

die Gestalt H* (ohne daB die Matrizen H und J* sich 
verandert hatten). In der gleichen Weise, wie aus dem 
Auftreten von H auf (20) geschlossen wurde. hat dieses 
H* zur Folge, daJ3 

sein muJ3. In der allgemeinen Gruppenmatrix wlirden dann aber in der ersten 
Zeile die Elemente au, a16 identisch verschwinden, was unmoglich ist. 

b) Nach der im Falle (II) angewendeten Methode konnen wir hier 
nur schlieBen, daB die n - 4 GroJ3en ai unteteinandet linear unabhangig 
sindund ebenso die n - 4 GroJ3en {li' Um die Unabhangigkeit der ai 
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und (Ji insgesamt 7:U beweisen, ziehen wir das am Anfang erorterte neue 
Schlu/3prinzip heran, und zwar fiir r = 4. Nach dem unter a) Bewiesenen 
geniigen die Bedingungen 

um das Land - I zu entleeren. Die Anzahl m der linearunabhangigen 
unter den Matrizen A- ist daher <::: 2 (n - 4). Die Anzahl der linear 
unabhangigen unter den zum Lande + I gehorigen Matrizen A+ ist 
wegen der eineindeutigen Korrespondenz die gleiche, m. Zur Entleerung 
der Lander + 2 und - 2 ist je cine Bedingung erforderlich. Durch 
die vier Gleichungen 

II ::: ::: II = /I: : II 
bewirken wir ferner die Entleerung dieses Quadrats auf der Haupt
diagonale, und darauf geniigt nach (22) cine weitere Bedingung, um auch 
das Quadrat 

II et33 et3411 
et43 et44 

zum Verschwinden zu bringen. Das sind nun im ganzen hochstens 

2m+2+4+ I =2m+7 
unabhangige Bedingungen. Es mu/3 daher 

2m+ 7 >-(n- I)+(n- 2)+(n- 3)+(n- 4)=4n- 10 

sein, >- >-2m=4n-I7, m=2n-8. 
Damit ist gezeigt, da/3 m = 2 (n - 4) ist, d. h. da/3 das Zeilenpaar in 
A- (und in A+) aus lauter voneinander unabhangigen Gro/3en besteht. 

Jetzt lauft der Beweis wie von seIber zu Ende. Auf Grund von a} 
nnd b) sind in der linearen Schar A- die Kolonnengro/3en ai, {Ji uni
verselle line are Funktionen der ZeilengroBen ai, {Ji' welche als un
abhangige Parameter der linearen Schar fungieren konnen: 

ai = 2 gikak + 2 g!k {Jk, {Ji = 2 h!ketk + 2 hik{Jk. 
k k k k 

Aus zwei zum Lande - I gehorigen Matrizen A-, A- bilden wir 

A-A-=-
2ai/'Ji, 2aiai s 

2 {Ji{Ji, 2 {Ji ai 4 

2 

Da8 die zum Lande - :2 gehOrige Gruppenmatrix 

[A-A-] = A-A- - A-A

ein Multiplum von H ist, besagt offen bar: 

:2 ajai , :2 (Jifii, :2 (ai{ii + ai~) 
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sind symmetrische Bilinearformen der beiden Variablenreihen ai, {Ji und 
a;, tii; d. h. es ist 

gki = gik, g~k = 0; hki = hik, h!k = 0; gik + hik = o. 

Infolgedessen zerfiillt das Land - I in zwei voneinander unabhangige 
Teile, deren einer (- I)' aus der dritten Zeile und zweiten Spalte, deren 
anderer (- I)" aus der vierten Zeile und ersten Spalte besteht. 1m 
ersten Bestandteil kann nach B die Spalte nicht verschwinden, ohne daB 
auch die einzige Zeile Null wird; d. h. die quadratische Form von 
n - 4 Variablen mit den Koeffizienten gik ist nicht-ausgeartet, und wir 
konnen durch eine Transformation der Grundvektoren eo bis en erreichen, 
daB sie die Einheitsform ist. Dann bekommen wir 

ai = ai, {Ji = - {Ji' 
Endlich erhalten wir durch Zusammensetzung einer zum Lande 0 

gehOrigen Matrix mit einer willkiirlichen, zur Landeshiilfte (- I)' ge
horigen Matrix wie friiher die Beziehungen 
(23) aik + aki = (a22 + a33)Oik (i, k = 5, ... , 1Z). 
Aus (22) entnehmen wir die Gleichung 

a33 - an = a",,,, - a22 oder a22 + a33 = all + a"'4 . 
Setzen wir also a22 + a33 = 2 r, so bekommen wir an + a",,,, = 2 r 
und aus (23): ail = r fUr i= 5, ... , n. Daher ist die Spur der Gruppen
matrix A gleich nr. An letzter Stelle benutzen wir die Voraussetzung 
der verschwindenden Spur: r = 0, und bekommen dann, indem wir alle 
Resultate zusammenfassen, das untenstehende Schema der willkiirlichen 

(! A A' 0 ro ... rn 
f-t (1 0 A' - 05 ... - On 

,tt 
, 

0 -(1 A -a6 ... -an 
0 f t ' ft -(! {J5 ... {In 

{Jo a5 05 ro 

* 
{In an On rn 

Gruppenmatrix A. (Der durch einen * angedeutete Ausschnitt ist schief
symmetrisch.) Es enthiilt gerade die richtige Anzahl von Parametern; 
diese sind also alle voneinander unabhiingig. Die Gruppe besteht aus allen 
infinitesimalen linearen Transformationen, welche' die quadratische Form 

_ 2 W §'" - §2 §3) + {(§5)2 + ... + (§n)2} 
invariant lassen. 

Auch hier kann man wie im Falle (II) die Voraussetzung der ver
schwindenden Spur durch eine geringe Modifikation des letzten Beweis
schrittes ganz entbehrlich machen; wir gehen darauf aber nicht mehr ein. 



Literatur. 
a) Zur Philosophie des Raumes (,,"orlesung I): 

STUMPF, C.: Uber den psychologischen Urspmng der RanmvorsteIlnng, Leipzig 1873. 
POINCARE, H.: Wissenschaft nnd Hypothese (deutsche Ansgabe von F. und E. LINDE

MANN), 2. Anfl., Leipzig 1906. - Derselbe: Der Wert derWissenschaft (deutsch 
von E. WEBER), Leipzig 1910. 

CARNAP, R.: Der Raum. Ein Beitrag zur Wissenschaftslehre. Kantstudien, Ergilnzungs
hefte, Nr. 56, 1922 (mit ausfiihrlichen Literaturangaben). 

BECKER, 0.: Beitrilge zur philnomenologischen Begriindung der Geometrie und ihrer 
physikalischen Anwendungen. HUSSERLS Jahrbuch flir Philosophie Bd.6, 1923. 

b) Zur elementaren Axiomatik (Vorlesung I): 

KLEIN, F.: Uber die sogenannte nicht-EuKLIDische Geometrie. Uber die geometrische 
Definition der Projektivitilt auf den Gmndgebilden erster Stufe. Math. Annalen 
1871,4; 1873,6; 1874,7; 1880, 17; 189°,37. 

DARBOUX, G.: Sur Ie th~oreme fondamental de la g~ometrie projective, Math. An-
nalen 1880, 17. 

PASCH, M.: VorlesuDgen iiber neuere Geometrie, Leipzig 1882. 
HILBERT, D.: Gmndlagen der Geometrie, Leipzig, mehrere Auflagen seit 1899. 
SCHUR, F.: Uber die Grundlagen der Geometrie, Math. Annalen 19°1,55. 
WHITEHEAD, A. N.: The axioms of projective geometry, Cambridge 1906. 

c) Zur lnjinitesimalgeometrie und dem Hell1lholtz-Lieschen Raumproblem 
(Vorlesungen 2-6): 

RIE.MANN, B.: Uber die Hypothesen, die der Geometrie zugrunde liegen, 1854, Werke 
2. Aufl., Leipzig 1892, S. 172. Neu herausgegeben von H. WEYL (3. Aufl., 
Berlin 1923). 

HILBERT, D.: Uber die Grundlagen der Geometrie, Math. Annalen 1902,56; als An
hang abgedruckt in dem Buche .Grundlagen der Geometriec von der 2. Auf
lage ab (1903). 

POINCARE, H.: Bull. Soc. math. de France 1887, IS, S.203. Dazu die im Text an
gefdhrten Arbeiten von HELMHOLTZ und Lm. Die wichtigste Literatur iiber 
die Infinitesimalgeometrie des Raumes findet sich zusammengestellt in >Raum, 
Zeit, Materiec. 

d) Zu Lies Theorie der kontinuierlichen Transforlllationsgruppen (VorIesung 5 und 
Anhnng 8), aliller dem im Text zitierten Hauptwerk: 

Lm, S.: Vorlesungen iiber kontinuierliche Gruppen, herallsgegeben von G. SCHEFFERS, 
Leipzig 1893. 

KLEIN, F.: Einleitung in die hOhere Geometrie, nutogr. VorIes., Gottingen-Leipzig 1893. 

Um den Vergleich mit der Darstellung in den Lmschen Biichem zu erleichtem, 
sei folgendes zum Anhang 8 hinzugefiigt (die Formelnummem beziehen sich auf diesen 
Anhang). Als ersten Fundamentalsatz bezeichnet LIE die Tatsache, daJ) die Xi Glei
chungen von der Form (14) geniigen miissen mit Koeffizienten A~ (s), deren Determi
nante =1= ° ist ffir s = 0. Die .Umkehrungc dieses ersten Fundamentalsatzes be
weisen wir auf der zweiten Halfte von S. 81. Der zweite Fundamentalsatz, welcher 
auf der nilchsthoheren Differentiationsstufe steht, ist die Notwendigkeit der Be-

WeyI, Raumproblem. 8 



114 Literatur. 

dingungen (IZ) - welche ubrigens rechnerisch aus der dritten Formel auf S. 80 
folgen, wenn man darin die s = ° setzt. Die Umkehrung dieses Fundamentalsatzes 
wird von uns auf S. 80-81 bewiesen. Der dritte Fundamentalsatz besagt, daj), die 
Zahlen cr~ den Gleichungen (Z4), (25) genugen mussen. Daj), unter diesen Umstanden 
stets r parametrige Gruppen mit den Zusammensetzungszahlen cr,~ existieren, daj), also 
jede abstrakte Gruppe sich realisieren laJ],t (Umkehrung des dritten Fundamentalsatzes), 
erkennt man am einfachsten so: Die von uns bestimmten "r erfiillen infolge der Re
lationen (24), (25), welche die Integrabilitatsbedingungen des Systems (IS) sind, iden
tisch in s die Gleichungen (IS). Infolgedessen sind die Integrabilitatsbedingungen 
fiir (23) erfiillt. Vergleicht man (Z3) mit (14), so erkennt man, daj), darum die r Ge
schwindigkeitsfelder 

(y= I, "', r) 

im r-dimensionalen Raum mit den Koordinaten s1 •.. sr eine info Gruppe mit den 
Zusammensetzungszahlen c~~ bilden. Die Formeln, welche dies ausdrucken, 

[Il a Il~l =..E C~~lly' 
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voneinander linear unabhangig, wei! Il~ = o~ fiir s = ° ist. 

e) Zur Elementarteilertheorie (Anhang 12): 

SMITH, H. I. ST.: ColI. math. papers I, S.39I. 
WEIERSTRASS, K.: Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen, Monatsber. 

d. Ber!. Akad. 1868, mit Veranderungen abgedruckt in Ges. Werke 2, S. 19. 
FROBENIUS, G.: Journal f. Mathem. 1879,86, S. 146; 1880,88, S. 96; Sitzungsber. d. 

Berl. Akad. 1894, S. 31. 
KRONECKER, L.: Vorlesungen iiber Determinanten, bearbeitet von HENSEL, Leipzig 19°3. 
MUTH, P.: Theorie und Anwendung der Elementarteiler, Leipzig 1899. 
VgI. ferner die Darstellung in C. JORDAN, Cours d'analyse,. Bd. 3, 2. Aufl., S.I73, 

Paris 1896. 
BOCHER, M.: Einfiihrung in die hahere Algebra (deutsch von H. BECK), Kap. 20, 

Leipzig 1910. 
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