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D. ESTEBAN TERRADAS

zugeeignet.

Verehrter Freund! Nekmen Sie dieses Buch — das in so enger Be-
2tchung steht zu meinem in erster Linie durch Sie veranlafiten Aufenthalt
in Barcelona im Mérs vorigen Jakres — won mir enlgegen als ein Zeichen
der Dankbarkeit, herslicher Sympathie und hichster Achtung fiir Thre Person,
zugleich aber auch als ein Zeichen der Bewunderung fir das aufbavende
Werk, das Sie mit Thren Arbeitsgefihrten susammen im Dienste der Technik,
der Wissenschaft und des Unterrvichts in Katalonien errichtet haben! Niemals
und nirgendwo, will mir scheinen, habe ick so harmonisch wie dort mit-
einander verwachsen gefunden guten, ja begeisterten Willen, klaren Blick
fiir das Erforderliche und Erreichbare, niichterne Arbeitsencrgie. Ein be-
Sruchtender Strom wvielseitiger, kriftiger und zu freier Selbstindigkeit jfort-
schreitender Bildung hat sich von Ihrer Tétigkeit aus auf die Menschen
und Dinge IThrer Umgebung ergossen. Mdige der Bliite ¢ine reiche Ernte

Jolgen!



Vorrede.

Dies Biichlein enthdlt fast wortlich die Vorlesungen, welche ich im
Frithjahr 1922 auf Einladung des Consell de Pedagogia der Mancomunitat
de Catalunya im Institut d’Estudis Catalans, Barcelona, und dann in der
Universidad Central zu Madrid auf Einladung ihrer Facultad de Ciencias
gehalten habe — dort in franzésischer, hier groBtenteils in kastilischer
Sprache. Von dem erstgenannten Institut werden sie im Rahmen der
bekannten Col-leccio de Cursos de Fisica i Matematica auf katalonisch
herausgegeben. War es nur personliche Entlastung fiir mich, der miihsam
und unfrei unter dem Druck eines fremden Idioms dahinkeucht, wenn ich
dem Drang nachgab, sie nun auch, ins geliebte Deutsch riickiibersetzt,
zu verdffentlichen? Ich denke mir diese kleine Monographie in erster
Linie als eine Erginzung des Buches »Raum, Zeit, Materie¢ (5. Aufl,,
Julius Springer 1923). Die tiefere, der Gruppentheorie sich bedienende
Auffassung des Raumproblems ist dort nur kurz gestreift worden, weil
Physik und Relativititstheorie mit ihren unmittelbaren Erfordernissen die
Szene beherrschten; das wird hier nachgeholt. Eine knappe Rekapitulation
des schon dort gegebenen Aufbaus der Infinitesimalgeometrie (in der 2.
und 3. Vorlesung) war unvermeidlich; vielleicht ist es diesem oder jenem
Leser angenehm, hier das rein Geometrische, losgelost vom Tensorkalkiil,
beisammen zu haben. Ausfijhrliche mathematische Ergiinzungen wurden
den Vorlesungen in einem Anhang neu hinzugefiigt, der fast ebensoviel
Raum einnimmt wie diese selbst. Die Zusitze enthalten insbesondere
eine die Grundziige entwickelnde Einfiihrung in die Integrabilititstheorie
der totalen Differentialgleichungen, Lies Theorie der kontinuierlichen
Transformationsgruppen und in die Elementarteilertheorie; damit hoffe
ich den deutschen Studierenden einen niitzlichen Dienst zu erweisen.
Fiir die Aufnahme eines vollstindigen Beweises jenes gruppentheoretischen
Hauptsatzes, auf welchen die Analyse des Raumproblems hinausfiihrt,
entschied ich mich erst, nachdem es mir gelungen war, den ersten Be-
weis (Mathematische Zeitschrift 12, S. 114) weitgehend zu vereinfachen.
Unter dem Einflusse dieses neuen Beweises hat auch die 8. Vorlesung
eine durchgreifende Uminderung erfahren miissen.

Es dringt mich, auch an dieser Stelle den einladenden Behorden
und allen Freunden in Madrid und Barcelona fiir die auBerordentlich
gastfreundliche Aufnahme in ihrem Lande zu danken. Moge sich der
Austausch der Gedanken und Kulturgiiter zwischen dem deutschen Geist
und Spanien, dessen Regsamkeit auf allen Gebieten der Wissenschaft
und Kunst neu erwacht ist, immer fruchtbarer gestalten!

Ziirich, im April 1923. H. Weyl.
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Erste Vorlesung.

An der Wirklichkeit unterscheiden wir mit KaNT den gwualitativen
Inkalt von seiner Form, der riumlich-zeitlichen Ausbreitung, welche erst
ein Verschiedenerlei von Qualitativem ermoglicht. Ein Kérper kann, ohne
seine inhaltliche Beschaffenheit zu #ndern, indem er genau so bleibt, wie
er war, statt hier auch an einem beliebigen anderen Ort im Raum sich
befinden. Im extensiven Medium der AuBenwelt (wozu wir auBer dem
Raum auch die Zeit rechnen) ist es auf solche Weise moglich, da8 Dinge
individuell verschieden sind, die ihrem Wesen, ihrer Beschaffenheit nach
einander gleich sind. Damit ist die Idee der Kongruenz gegeben: Zwei
Raumstiicke &, € sind kongruent, wenn derselbe materielle Gehalr,
welcher & erfiillt, ohne in irgendeiner seiner sinnlich erlebbaren Be-
schaffenheiten ein anderer zu werden, ebensogut das Raumstiick & er-
fillen kann, In den Beziehungen der Kongruenz gibt sich eine gewisse
Struktur des Raumes kund, die metrische Struktur, welche nach ge-
wohnlicher Auffassung dem Raume ein fiir allemal fest zukommt, unab-
hingig davonm, was fiir materielle Geschehnisse in ihm sich abspielen.
Wir haben somit dreierlei zu unterscheiden: 1. den Raum, oder all-
gemeiner, mit Hinzunahme der Zeit, das extensive Medium der Aufen-
welt, 2. dessen metrische Struktur, 3. seine materielle Erfitllung mit einem
von Stelle zu Stelle verinderlichen Quale. Das philosophische Raum-
problem besteht zunzichst darin, die Unterscheidung und das gegenseitige
Verhiltnis dieser drei Momente an der Wirklichkeit, ihre Rolle beim Auf-
bau der Wirklichkeit richtig zu erfassen. So ist es z. B. eine Streitfrage,
ob tatsichlich, wie KanT will, das riumliche Nebeneinander eine auf
nichts anderes zuriickfiihrbare, in ihrem ritselhaften Wesen einfach hin-
zunehmende Form der Anschauung ist, oder ob diese dem qualitativen
Inbalt gegeniibergestellte Form nur ein Fetisch ist, der genauerer psycho-
logischer Analyse nicht standhilt; ob es richtig ist, von einem einzigen
Anschauungsraum zu reden oder von verschiedenen Sinnesriumen (Tast-
raum, Sehraum); u. dergl. Weiter handelt es sich in der Philosophie
darum, die metaphysische Herkunft und Bedeutung des Raumes zu ver-
stehen; steckt man sich das Ziel so hoch, wie es der Metaphysiker, der

Weyl, Raumproblem. 1



2 o T Erste Vorlesung.

ungeduldigste unter den Wissenschaftlern, gerne tut, so mochte man am
liebsten die Notwendigkeit des Raumes und seiner Eigenart aus der Idee
der im BewuBtsein gegebenen Wirklichkeit heraus begreifen. Ein besonderes
erkenntnistheoretisches Problem gibt sodann die Natur der geometrischen
Erkenntnis, ihre scheinbare oder wirkliche Aprioritit dem philosophischen
Denken auf. Wie kommt es, daB den Sitzen der Geometrie eine so grofie
Uberzeugungsgewalt innewohnt, selbst fiir denjenigen, der keine oder nur
ganz unzulingliche Experimente iiber ihre Richtigkeit angestellt hat? Von
diesem Problem nimmt bekanntlich Kants »Kritik der reinen Vernunft¢
ihren Ausgang. ;

Fir den Mathematiker handelt es sich darum, das quantitativ Er-
faBbare, die im Wesen des Raumes und der rdumlichen Struktur griindenden
Relationen, soweit sie mit den Denkmitteln der Zogik, Arithmetik und Ana-
Jysis erfaBt werden konnen, und ihre mit diesen Hilfsmitteln ausdriickbaren
gesetzmiBigen Zusammenhinge aufzudecken; ferner die einfachsten Postu-
late zu ermitteln, aus denen sich die Notwendigkeit der so zustande ge-
kommenen Raumtheorie durch logisch-arithmetische Schliisse ergibt. Die
Resultate solcher Analyse darf der Philosoph nicht beiseite schieben. Ich
wenigstens bin fest davon iiberzeugt, da8 auf diesem Felde mathematische
Einfachheit und metaphysische Urspriinglichkeit in enger Verbindung mit-
einander stehen.

Vom Wesen des Rawmes bleibt dem Mathematiker bei seiner Ab-
straktion nur die eine Wahrheit in Hinden: daB er ein dreidimen-
sionales Kontinuum ist. Hilt man sich an das die Zeit mit umfassende
vollstindige extensive Medium, so erhsht sich die Dimensionszahl auf vier.
Die groBen anschaulichen und begrifflichen Schwierigkeiten, welche dieser
Formulierung noch anhaften, lassen wir beiseite. Ist es doch ohnehin
meine Absicht, in den gegenwirtigen Vorlesungen nur von der mathe-
matischen Analyse der Rawmstruktur zu sprechen, die eine wesentlich
reichere Ausbeute liefert.

Die Aufgabe wurde bekanntlich zuerst in vollstdndiger Weise von
den Griechen gelost. Kein Lehrgebdude war je so gut fundiert und an
keines ist so lange und mit so selbstverstindlicher Sicherheit geglaubt
worden, wie an das System der Euklidischen Geometrie. Auch wir stellen
uns hier zundchst auf den Standpunkt, daB in ihm die Wahrheit iiber
die Raumstruktur enthalten ist. Es zeigte sich, daB die Raumstruktur
nach ihrer quantitativ erfaBbaren Seite hin etwas vollkommen Rationales
ist. Anders als etwa bei einem wirklichen Einzelding, wo wir immer
von neuem aus der Anschauung schépfen miissen, um immer neue, nur
in deskriptiven Begriffen vagen Umfangs beschreibbare Merkmale an den
Tag zu heben, lifit sich die Raumstruktur mit Hilfe weniger exakter Be-
griffe und in wenigen Aussagen, den Axiomen, erschopfend kennzeichnen,
derart, daB jede wahre geometrische Aussage sich als eine Folge der
Axiome ergibt.



Elementare Axiomatik. ) ) 3

Ich schildere zunichst kurz die elementare Kichtung der axiomatischen
Wissenschajt vom Raum, wie sie durch die »Elemente¢« des Euxiip und
(um ein ebenbiirtiges modernes Beispiel zu nennen) die »Grundlagen der
Geometrie« von HILBERT reprisentiert wird. Hier wird nicht der eigent-
liche Fundamentalbegriff der Geometrie, die Gruppe der kongruenten Ab-
bildungen, analysiert, sondern man hilt sich an gewisse abgeleitete, aber
dem gegenstéindlichen Denken niherstehende Begriffe, als da sind: gerade
Linie, Inzidenz von Punkt und Gerade, u. dergl. Eine befriedigende sy-
stematische Ordnung ist in diesen Aufbau meines Erachtens erst ge-
kommen durch die Ausbildung der projektiven Vorstellungen und die
independente Begriindung der projektiven Geometrie, welche wir v. STAUDT
und KrriN verdanken.

Am leichtesten 148t sich eine Ubersicht gewinnen, wenn man die
Verwendung der analytischen Methode, des »Zahlenraumes¢, nicht ver-
schm#ht, Erliutern wir dies ndher an der wierdimensionalen Welt, von
welcher wir annehmen, daB sie mit der ihr durch die spezielle Relativitits-
theorie zugeschriebenen Struktur ausgestattet sei. Das ist die der EukLID-
schen Raumgeometrie entsprechende Minkowskische Weltgeometrie. Sie
bietet uns — gegeniiber dem Eukripischen dreidimensionalen Raum —
den Vorteil, daB die von einem Punkt ausstrahlenden Linienelemente
von der Linge o einen reellen Kegel bilden. Die Grundbegriffe, welche
am zweckmiBigsten zum axiomatischen Aufbau der Minkowskischen Geo-
metrie verwendet werden, sind auBer den, noch keine Strukturmomente
enthaltenden Begriffen des Punktes und des stetigen Zusammen-
hanges der Punkte die folgenden beiden: 1. die gerade Linie,
2. das Nullelement. Unter einem Element verstehe ich hier einen
Punkt mit einer von ihm ausgehenden Richtung, Die Nullelemente sind
die lingenlosen Elemente. Sie geben in der Welt die Richtung eines
sich fortpflanzenden Lichtsignals an. Die geraden Linien — wenigstens
diejenigen mit zeitartiger Richtung — werden in der Welt gegeben durch
die Bewegungen isolierter Massenpunkte, die unter keiner Krifteeinwirkung
stehen. Im »CarTesischen Bildraum«, d.i. im Kontinuum der reellen
Zahlquadrupel xo xy xp %3 verstehen wir unter gerader Linie jenes ein-
dimensionale Kontinuum von Punkten, das sich ergibt, wenn man die
Koordinaten x; als lineare Funktionen eines Parameters ansetzt, unter
Nullelement eine Richtung 4z, :dxy:dxs:dxs, fir welche

dx? — (dx% + dx} -+ dxj) = o.
[Als Zwischenbemerkung fiige ich hinzu: Ist das Nullelement auf diese
Weise festgelegt, so driickt sich das Senkrechtstehen zweier Richtungen
dxo:dxy:dxs s dxs und 0x: 0x1: Oxe : s im CaRTESISchen Bildraum be-
kanntlich durch die bilineare Gleichung aus:
dxo 0xg — (dxy Oxy + dxp %2 - dxs 0x5) = 0.

Im Falle des Euktpischen Raumes, wo die Nullelemente nicht reell sind,
*



4 A ' Erste Vorlesung.

wird man sich statt auf den Begriff des Nullelements auf diesen kom-
plizierteren (weil von zwei Linienelementen handelnden) Begriff des Senk-
rechtstehens stiitzen miissen. Analytisch ist ja der eine dem anderen im
gleichen Sinne iquivalent wie quadratische Form und symmetrische Bi-
linearform]. Nachdem dies vorausgeschickt ist, kénnen wir, zur Min-
KowsKischen Geometrie zuriickkehrend, die geometrische Struktur der Welt
vollstindig durch die folgende Aussage charakterisieren: Zs lassen sick in
ikr vier solche Koordinaten xoxy x2 x3 einfiihren, sie lifit sich so auf einen
Cartesischen Bildraum stetig abbilden, daff dabei I. jede gerade Linie in
eine gerade Linie, 2. jedes Nullelement in ein Nullelement iibergeht, Diese
Aussage bleibt giiltig, auch wenn wir sie nur auf ein begrenztes Welt-
stick © beziehen. Wissen wir, daB dessen Gerade und Nullelemente
die genannten Bedingungen erfiillen, so besitzt & notwendig die EukLIDisch~
Minkowskische Struktur. Durch die erste Bedingung allein ist die Welt
als ein vierdimensionaler projektiver Roum (im Sinne der elementaren
projektiven Geometrie) charakterisiert. Denn die einzigen stetigen Ab-
bildungen des CarTesischen Raumes auf sich selber, welche gerade Linien
in gerade Linien iiberfiihren, sind die projektiven, d. h. diejenigen Ab-
bildungen, die sich bei Benutzung homogener Koordinaten als homogene
lineare Transformationen darstellen. Dieser Fundamentalsatz der pro-
jektiven Geometrie ist auch dann noch giiltig, wenn es sich nicht um die
Abbildung des ganzen Raumes auf sich selber handelt, sondern um die
Abbildung eines Raumstiicks auf ein Raumstiick. Sein Beweis beruht
auf der Mobiusschen Netzkonstruktion, die ich hier kurz beschreiben will¥).

Zu einem Cartrsischen Koordinatensystem (xy) in der Ebene (um
zeichnen zu konnen, halte ich mich an den zweidimensionalen statt den
vierdimensionalen Fall) gehért ein quadratischer Raster; bestehend aus

den Gerad
en reraden x = ganze Zahl

und den Geraden  — ganze Zahl,

Wir tragen auBerdem als Hilfslinien die Diagonalen
x - y = ganze Zahl

in die Zeichnung ein. Durch projektive Verallgemeinerung erhalten wir
daraus den daneben gezeichneten sprojektiven Raster«. Einander ent-
sprechende Punkte und Geraden sind durch gleiche Buchstaben bezeichnet;
die gestrichelte Gerade ist das Analogon der unendlichfernen. Man sieht
nun ohne weiteres, wie aus der schraffierten viereckigen Zelle, welche
dem Einheitsquadrat entspricht, allein vermdge der Operation des Ver-
bindens zweier Punkte durch eine gerade Linie der ganze projektive Raster
erzeugt werden kann. Man kann die verschiedenen Geraden, nachdem
die »unendlich ferne¢ durch Verbindung von X und V und auf ihr der

*) MoB1Us, Der baryzentrische Caleiil (Leipzig 1827, oder Werke, Bd. I) Kap. 6 u. 7.



Fundamentalsatz der projektiven Geometrie. g

yDiagonalpunkt« D als Schnitt mit der Diagonale 4, = £, %, gefunden
ist, in der folgenden Reihenfolge konstruieren:

dz, X3 V23 ll’a, X33, 074, Xa)a;
Auch ist es durch dieselbe Operation ohne weiteres moglich, den Raster

Fo R Y, KZ] Y

4 ExNg, \d: d,
Abb. 1.

z. B. im Verhiltnis 3:1 zu unterteilen, d.i. dasjenige Netz zu bilden,
dessen Gitterpunkte die Koordinaten (ﬁ, l) haben (m und 7 ganze
3 3

Zahlen). Die Konstruktion der zu diesem feineren Raster gehérigen Ein-
beitszelle ist in den Abb, 3 und 4 angegeben: durch Verbindung von O

(13)

/
/
£ J/Q £ (37)
g r L
/i D B
0' Ex
Abb. 3.

mit den Gitterpunkten (3, 1) und (1, 3) des urspriinglichen Rasters findet
man die Punkte 2 und Q. An Stelle des Nenners 3 kann natiirlich
jede andere ganze Zahl treten. Und so erhalte ich schlieflich durch
die Netzkonstruktion aus den Elementen des projektiven Koordinaten-
systems, nimlich dem Grunddreieck O XY und dem Einheitspunkt £ jeden
beliebigen Punkt, der in diesem.System rationales Koordinatenverhiltnis

besitzt.
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Daraus ergibt sich der Satz: Geht bei einer Abbildung eines Raum-
stiicks & auf ein Raumstiick & jede Gerade in eine Gerade iiber, so
geht jeder Punkt, dessen Koordinatenverhiltnis xy:xp:x3 rational ist,
dabei in einen Punkt mit dem gleichen Koordinatenverhéltnis iiber, vor-
ausgesetzt natiirlich, da8 ich in & und &' projektive Koordinatensysteme
OXY|E, OX'Y'|E' benutze, die durch die Abbildung auseinander
hervorgehen. Ist die Abbildung stetig, so fillt die Beschrinkung auf
rationale Koordinaten fort, und damit ist der Fundamentalsatz bewiesen.
Diese Betrachtung zeigt auch, daB ein Raumstiick projektiven Charakters,
d. h. ein solches, das sich stetig und geradentreu auf ein Stiick des
Zahlenraumes abbilden 14B8t, in eindeutig bestimmter Weise ideell zum
vollen geschlossenen projektiven Raum erweitert werden kann.

Nachdem so erkannt ist, daB durch den Begriff der Geraden die
Gruppe aller stetigen Abbildungen eingeengt wird zu der Gruppe der
projektiven, gilt es jetzt weiter, durch den zweiten, den Begriff des Null-
elements aus der Gruppe der projektiven Abbildungen die Gruppe der
dhnlichen Abbildungen auszuscheiden. In der Tat sind die von den ver-
schiedenen Punkten ausstrahlenden Kegel der Nullgeraden die von diesen
Punkten aus gewonnenen Projektionen eines und desselben in der drei-
dimensionalen unendlich fernen Ebene gelegenen zweidimensionalen Kegel-
schnitts. Die Nullelemente legen also die unendlich ferne Ebene und in
ihr den »absoluten Kegelschnitt« fest. Die Festlegung der unendlich
fernen Ebene bedeutet den Abstieg vom projektiven zum affinen, die
Festlegung des absoluten Kegelschnitts in ihr den Abstieg vom affinen
zum metrischen Standpunkt.

Will man sich von der Verwendung des Zahlenraumes und der in
ihm analytisch definierten Geraden befreien, so hat man zunichst die
Aufgabe, die geometrischen Eigenschaften von geraden Linien und ihre
Lagebeziehungen so vollstindig zu beschreiben, da8 daraus die Abbild-
barkeit des Systems der Geraden auf die Geraden des CarTesischen Bild-
raumes hervorgeht. Das Analoge muB dann fiir die Nullelemente ver-
moge deren geometrischer Eigenschaften und Beziehungen zu den Geraden
geleistet werden. Dabel wird man mit KLeN fordern diirfen, daB auch
hier nur Aussagen zur Verwendung kommen, welche sich auf ein begrenstes Welt-
stiick beziehen. Vom Standpunkt der Zrkenntnis aus, welche die Beziehung
zur Wirklichkeit niemals aus den Augen verlieren darf, ist diese Forderung
offenbar sehr natiirlich und berechtigt. In zein Jogischer Hinsicht mufi man
freilich zugeben, daB damit eine erhebliche EinbuBe an Einfachheit und Be-
stimmtheit der Axiome verbunden ist. Ihre Formulierung wird viel schwer-
filliger als in solchen Axiomensystemen wie dem EuxkLipischen, welche
handeln von dem Raum in seiner ganzen unendlichen Ausdehnung, be-
haftet mit den Zusammenhangsverhiltnissen des vollstindigen Zahlenraumes.

Um einen Begriff von diesen Schwierigkeiten zu geben, wollen wir
der Krrinschen Forderung die Aussage der EukLipischen Geometrie an-



Geometrie im begrenzten Gebiet. 7

passen: daB zwei verschiedene Punkte eine und nur eine Gerade be-
stimmen, der sie beide angehoren. Vorweg bemerke ich, daB bei EvkLip
die gerade Linie in dem Sinne eine Punktmenge ist, daB von jedern Punkt
schlechthin feststeht, ob er der geraden Linie angehért oder nicht., —
Fiir ein begrenztes Raumstiick liegen in jenem Euxripischen Axiom die
folgenden Tatsachen: Zu jedem Punkte 7, gehort eine »kleinere« und
eine sie umfassende »gréBere« Umgebung u und 11.
Je zwei Punkte 72 und Q in u bestimmen ein Ge-
radenstiick g; alle auf ihm zwischen 7 und Q ge-
legenen Punkte gehoren 11 an; fiir jeden Punkt von

U steht es fest, ob er dem Geradenstiick g angehort

oder nicht. g ist einzig in seiner Art; jedes die p
Punkte 7 und Q enthaltende Geradenstiick ¢’, dessen B
zwischen 2 und @ gelegene Punkte 1l angehéren, ) "
stimmt nimlich mit ¢ iberein in dem Sinne, daf8 %7
innerhalb 1l jeder Punkt von ¢ ein Punkt von ¢’

ist und umgekehrt, Zwei Geradenstiicke ¢ und g* Abb. 5.

bilden wnmittelbare Fortsetzungen voneinander, wenn
es einen Punkt 7, gibt von der Beschaffenheit, daB in der kleineren Um-
gebung u von /7, zwei Punkte 7 und Q angetroffen werden, die beide
den Stiicken g und g* angehoren, wihrend alle Punkte auf g sowohl
als g*, welche zwischen 27 und @ liegen, in der groSeren Umgebung 11
von £, liegen. Fiir ein Geradenstiick gelten jene Axiome des » Zwischen«,
die dasselbe als ein einziges zusammenhingendes Linienstiick charak-
terisieren, SchlieBlich wird noch eine Aussage des Inhalts hinzutreten
miissen, daB, wenn 2 und Q beliebig nahe an 7, heranriicken, alle Punkte
auf g zwischen 2 und @ in einer beliebig kleinen Umgebung von 75,
liegen*).

Die stetigen Abbildungen des CartTesischen Raumes, welche jedes
Nullelement in ein Nullelement iiberfilhren, lassen sich analytisch ebenso
leicht charakterisieren wie die projektive Gruppe; es sind das die von
Mosius entdeckten »Kugelverwandtschaften« (Anhang 1). Wir konnen
deshalb auch so vorgehen: Das Nullelement dient uns zunichst dazu,
aus allen stetigen Abbildungen die MoBrusschen Kugelverwandtschaften
auszuscheiden, und erst, nachdem dies geschehen, steigen wir durch den
Begriff der geraden Linie von da aus zu den #hnlichen Abbildungen
herab. Doch liegt, wie es scheint, eine nach diesem Schema verlaufende
durchgefiihrte geometrische Axiomatik bisher in der Literatur nicht vor.
Die Moglichkeit des einen und des anderen Verfahrens beruht, wie wir
zusammenfassend feststellen, auf zwei Grundgedanken:

*) In der Literatur hat man sich damit begniigt, die Geometrie im begrenzten
Raumstiick in dem Sinne durchzufithren, dal sie sich bezieht auf einen festen, konvex
begrenzten Ausschnitt des Raums. Vgl. z. B. WHITEHEAD, The Axioms of Descriptive
Geometry, Cambridge Tracts No. 5 (Cambridge University Press).
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I. Die Grupgpe der ihnlichen Abbildungen ist der Durchschnitt der
projektiven Gruppe und der Gruppe der Mibiusschen Kugelverwandischaften.

2. Die erste lipt sich durch den Begriff der geraden Linie, die zweite
durch den. Begriff des Nullelementes kennzeichnen.

Verzichtet man auf die KreiNsche Forderung, versteht also unter Ab-
bildung auf den Zahlenraum eine umkehrbar eindeutige stetige Abbildung
der ganzen unendlichen Welt auf den vollstindigen Zahlenraum, so ist
durch die erste Bedingung allein, daB jede Gerade in eine Gerade iiber-
gehen soll, die Welt nicht bloB als projektiver, sondern als affiner Raum
festgelegt. Denn die einzigen projektiven Abbildungen, welche endlich
entfernte Punkte in endlich entfernte, unendlich ferne Punkte in unendlich
ferne iberfilhren, sind die affinen. Andererseits sind die einzigen Kugel-
verwandtschaften, welche alle im Endlichen gelegenen Punkte im End-
lichen lassen, die #hnlichen Abbildungen. Darum kann man, wenn man
mit der ganzen unendlichen Welt operiert, die Minkowskische Geo-
metrie vollstindig auf den ezzen Begriff des Nullelements aufbauen; die
gerade Linie wird entbehrlich. Das ist vor einigen Jahren in einem
allerdings sehr umstindlichen und kiinstlichen Axiomensystem von dem
englischen Mathematiker RoBB durchgefithrt worden. Ich verweise auf
sein in der Cambridge University Press erschienenes Buch »Theory of
Time and Space« und auf die kiirzere, ebendort erschienene Darstellung
» The absolute Relations of Time and Space«.

Es war mir hier nur darum zu tun, in einer flichtig hingeworfenen
Skizze die Grundrichtung der elementaren Axiomatik zu schildern. Griind-
licher und ausfiihrlicher wollen wir uns jetzt mit einer anderen Art der
Betrachtung des Raumproblems beschiftigen, die uns viel tiefer zu seinen
urspriinglichen Quellen hinabfihren wird; das ist die infinitesimalgeo-
metrische Richtung, welche durch Riemann eréfinet wurde in seinem
beriihmten Habilitationsvortrag »Uber die Hypothesen, welche der Geo-
metrie zugrunde liegen«.

Zweite Vorlesung.

Wie die moderne Physik den Zusammenhang der Naturerscheinungen
aus Nahewirkungen, Bindungen zwischen den physikalischen Zustinden
in unendlich benachbarten Weltpunkten verstehen will, so soll hier auch die
Struktur des Raumes durch solche Aussagen charakterisiert werden, die
jeweils einen Punkt nur mit den Punkten seiner unendlich kleinen Um-
gebung in Verbindung setzen. Die Aussagen sollen sich nicht wie bei
Kirny nur auf ein begrenztes, sie sollen sich sogar nur auf ein un-
endlich kleines Raumstiick beziehen. Das Grundbeispiel einer solchen
infinitesimalen Analyse ist die Kennzeichnung einer konstanten Funktion
(einer Funktion, die an je zwei Stellen den gleichen Wert annimmt) durch
das Verschwinden ihrer Ableitung.



Grundlagen der RIEMANNschen Geometrie. 9

RIEMANN geht aus von der Grundtatsache der gewohnlichen Geometrie,
daB sich je zwei Strecken ihrer Linge nach messend miteinander ver-
gleichen lassen und da8 fiir die Streckenlidnge der Pyruacorkische Lehr-
satz gilt. Durch die infinitesimale Wendung gehen aus ihr die beiden
Axiome der Riemannschen Geometrie hervor: 1. Nack Wahkl einer Langen-
einkeit (die ein- fiir allemal vorgenommen sei) zommt jedem unendlich kleinen
Linienelement, das von irgendeinem festen Punkt P nach einem su P un-
endlich benachbarten Punkte P’ lhinfithrt, eine bestimmte Mapzakl ds als
setne Linge zu. 2. Fiir die von einem Punkt ausstrahlenden Linienelemente
ist ds? in seiner Abhingigheit vom Linienelement eine positiv-definite qua-
dratische Form.

Wir beziehen den Raum, den wir in abstrakter Allgemeinheit als einen
n-dimensionalen annehmen, auf beliebige Koordinaten x;, d. h. wir denken
uns die vorliegende #-dimensionale kontinuierliche Mannigfaltigkeit irgend-
wie stetig so auf das Kontinuum der méglichen Wertsysteme x; x5 ...
x, von 7z reellen Variablen bezogen, daB verschiedenen Punkten der
Mannigfaltigkeit immer verschiedene Wertsysteme entsprechen. Fiihrt ein
Linienelement von dem Punkte 7 mit den Koordinaten x; zu dem Punkt 7’
mit den Koordinaten x; -}~ dx;, so heifen Jx; die Komponenten des
Linienelementes in dem zugrunde gelegten Koordinatensystem. Bei dem
Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem x}, wie er durch Trans-
formationsformeln

* K t :
2= @i(xTx}. .. xF), (f=1,2,..,7)
vermittelt wird, erfahren die Komponenten der von einem Punkt /2 aus-
strahlenden Linienelemente eine homogene lineare Transformation

(1) dx; zza;;dx;:;

F=1
die ¢ sind dabei iibrigens die Werte der Ableitungen 3 (/: an der Stelle 7.
X
k

Es beruht ja die Leistungsfihigkeit des in der Differentialrechnung, der
Nahewirkungsphysik und der RieEmanxschen Geometrie zum Durchbruch
kommenden Prinzips: die Welt nach Form und Inhalt aus ihrem Ver-
halten im Unendlichkleinen zu verstehen, eben darauf, daB alle FProbleme
durch den Riickgang aufs Unendlichkleine linearisiert werden.

Die Voraussetzungen der RiemMannschen Geometrie driicken sich ver-
moge des Koordinatensystems x; in einer Formel aus:

(2) ds? :Zgik dx;dzxy,

ik
auf deren rechter Seite eine positiv-definite quadratische Form der
Komponenten dx; des variablen, von 2 ausstrahlenden Linienelements steht.
Die Koeffizienten g, = g;; dieser gegeniiber Koordinatentransformation
invarianten metrischen Fundamentalform werden im allgemeinen von Stelle
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zu Stelle verschiedene Werte haben; doch sollen sie (im Kontinuum
versteht sich das eigentlich von selbst) sse#ge Funktionen des Ortes sein.
Sie beschreiben im Koordinatensystem x; das metrische Feld. Die Haupt-
gesetze, nach denen die Fundamentalform die Mafzalkien aller geometri-
schen Grifern in dem Riemannschen Raum festlegt, sind die folgenden:
1. Ist g die Determinante der g, so ist die GroBe irgendeines Raum-
stiickes gleich dem Integral

(3) f]/ga’xl dxs .. .dx,,

zu erstrecken fiber dasjenige Gebiet im Zahlenraum der Variablen x,
welches dem Raumstiick entspricht. 2. Bedeutet Q(40) die der quadra-
tischen Fundamentalform entsprechende symmetrische Bilinearform zweier
an derselben Stelle befindlicher Linienelemente & und J:

Qdd) = Degir dx; Oy,
ik
so ist der von ihnen gebildete Winkel § zu berechnen aus
Q@)
V Q(dd)- Q(d9)
3. Eine in dem 7z-dimensionalen Raum &, liegende -dimensionale, auf

Koordinaten # #;... u, bezogene Mannigfaltigkeit &, (1 = m < 7) ist
gegeben durch eine Parameterdarstellung:

cosf

2 = x;(uy vz . .. tty) ¢=1,2,...7),
welche jedem Punkte (%) von R, seine Stelle (x) im Raume &, zuweist.

Aus der metrischen Fundamentalform des Raumes #, entsteht durch
Einsetzen der Differentiale

0x; i
a’ug—{—....%a’um
allg bum

die metrische Fundamentalform von X&,. /&, ist damit selber zu einem
m-dimensionalen RIEMANNschen Raum geworden; und die Berechnung
der GroBe eines beliebigen Stiickes von R, geschieht nach der auf &,
iibertragenen Formel (3). So kann die Linge von Linienstiicken, der
Inhalt von Flichenstiicken usw. ermittelt werden.

Die RiemanNschen Annahmen kommen offenbar darauf hinaus, da8
in der unmittelbaren Umgebung jedes Punktes im Unendlichkleinen die
Euxkripische Geometrie giiltig sein soll, Wéihrend man in der Eukrip-
schen Geometrie fast immer so verfuhr, daB man auf Grund des metri-
schen Feldes ein ausgezeichnetes, das Carfesische Koordinatensystem ein-
fihrte, in welchem die g;; bestimmte numerische Werte haben, nimlich

{ 1 (i =#)

ik = .

o (¢F &)

ist man in der allgemeinen Riemannschen Geometrie gezwungen, das
Koordinatensystem frei zu lassen und die metrische Struktur des Raumes

dx; X

dug -

dx,- =

bul
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durch das Tensorfeld der GroBen gy, darzustellen, die nun explicite in
alle Formeln der Geometrie und Physik eingehen. Das hat den gro8en
Vorzug, daB sich dieser tragende Untergrund aller geometrischen und
physikalischen GroBenbestimmung den Blicken nicht entzieht.

Der Aufbau der Riemannschen Infinitesimalgeometrie hat in den
letzten Jahren sehr an Einfachheit und Anschaulichkeit gewonnen durch
den von Levi-Civita entdeckten Begriff der infinitesimalen Parallelver-
schiebung eines Vektors®). Levi-CiviTa fithrte ihn auf Grund der Annahme
ein, daB der RiemanNsche Raum R in einen héherdimensionalen EukLip-
schen E eingebettet sei; einen R tangierenden Vektor ; im Punkte 7
von R verschiebe ich parallel in E nach einem zu 2 unendlich be-
nachbarten Punkt 7’ von R, spalte diesen verschobenen Vektor i’ in
eine tangentielle und eine (unendlich kleine) normale Komponente, g
und g7, und erklire: Der in R liegende Vektor y} entstehe aus r durch
infinitesimale Parallelverschicbung in B. Es stellt sich heraus, daB dieser
ProzeB von der Art der Einbettung unabhingig und nur durch das
metrische Feld von R bestimmt ist. Die naturgemiBe independente
Erkldrung dieses Begriffs ist von mir gegeben worden; in welcher Weise,
muB ich jetzt genauer schildern.

Der die Mannigfaltigkeit im Punkte 2 tangierende Vektorraum oder
Vektorkorper ist als ein z-dimensionaler ebener, mit einem Zentrum O
versehener Raum zu erkldren, in welchem die unendlich kleine Umgebung
von O durch eine (im Unendlichkleinen selbstverstindlich lineare) Be-
ziehung zur Deckung gebracht ist mit der unmittelbaren Umgebung von 2;
dabei decken sich O und 2 Man kann auch sagen, daB dieser tan-
gierende Vektorraum durch eine VergréB8erung in unendlich groBem Ver-
hiltnis aus der infinitesimalen Umgebung des Punktes 2 hervorgeht. Ein
Vektor in 2 ist demnach relativ zu einem Koordinatensystem x; charak-
terisiert durch » Zahlen &, seine Komponenten, die bei Ubergang zu
einem anderen Koordinatensystem sich genau so transformieren — siehe
die Gleichungen (1) — wie die Komponenten eines Linienelements in 2;
die Linienelemente sind die unendlich kleinen Vektoren in 2. Denn wir
bekommen ein eindeutig bestimmtes zugehoriges lineares Koordinaten-
system mit dem Anfangspunkte O im tangierenden Vektorraum durch die
Forderung, daB in unmittelbarer Nachbarschaft von 2 bzw. O die rela-
tiven Koordinaten Jdx; in bezug auf das Zentrum i{ibereinstimmen fiir
sich deckende Punkte. Da es Konvention geworden ist, die Komponenten
der Vektoren durch obere Indizes zu bezeichnen, schreibe ich im fol-
genden meistens (dx)' statt du;.

Durch Parallelverschiebung eines Vektors ¢ in 2 nach dem unendlich
benachbarten Punkte 2’ entsteht derjenige Vektor i’ in 7', welcher die

*) LEvI-C1viTA, Nozione di parallelismo in una variety qualunque..., Rend. del
Circ, Mat. di Palermo, t. 42 (191%); vgl. auch HESSENBERG, Vektorielle Begriindung
der Differentialgeometrie, Math. Ann. Bd. 78 (191%).
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gleicken Komponenten besitzt wie ¢ in £.  Diese Definition charakterisiert
die Parallelverschiebung als eine »ungeiinderte « Verpflanzung der Vektoren.
Sie ist aber abhingig vom Koordinatensystem: Jedem Koordinatensystem x;
entspricht auf die geschilderte Weise ein mdglicher Begriff der Parallel-
verschiebung, ein mdigliches System wvon Parallelverschicbungen des Vektor-
korpers nack allen zu P unendlich benachbarten Punkten. In einem ein
fir allemal fest gewdhlten Koordinatensystem x; driickt sich ein solches
mogliche System von Parallelverschiebungen folgendermafen aus: Geht aus
dem Vektor ¢ mit den Komponenten & im Punkte 7 — (x;) durch Parallel-
verschiebung nach dem unendlich benachbarten Punkte P’ = (x; + dx;)
der Vektor ¢’ in 7’ mit den Komponenten & - Z§¢ hervor, so hiingen
erstens die Anderungen der Komponenten #& linear von dem ver-
schobenen Vektor selbst ab

(4) ag = — dy- &,

zweitens die dabei auftretenden Koeffizienten 7}, ibrerseits wieder linear
von den Komponenten (dx)! der vorgenommenen Verschiebung

(s) dy = D Ti (dxy,

und es erfilllen drittens die von Vektor und vorgenommener Verschie-
bung unabhingigen GroBen I'Y, welche den ganzen ProzeB festlegen,
die Symmetriebedingungen

(6) I''=T'.

Den Beweis dafiir, der durch sehr einfache Rechnungen bewerkstelligt
werden kann, iibergehe ich hier*). Aus ihm geht zugleich hervor, daB
die GroBen I' weiteren Bedingungen nicht unterworfen sind: Sind I}
irgendwelche, den Symmetriebedingungen (6) geniigende Zahlen und
definieren wir durch die Gleichungen (4), (5) den Transport des Vektor-
korpers in 2 nach allen zu .~ unendlich benachbarten Punkten, so ist
das ein mogliches System infinitesimaler Parallelverschiebungen; d. h. es
gibt ein Koordinatensystem, in welchem bei dem so definierten Trans-
port die Komponenten der Vektoren keine Anderung erleiden.

Ist nun eine Mannigfaltigkeit von Natur so beschaffen, daB an jeder
Stelle 7 unter den »moglichen« Begriffen von Parallelverschiebung ein
einziger als der allein wwirkliche« ausgezeichnet ist, so sagen wir, es sei
die Mannigfaltigkeit mit einem affinen Zusammenhang ausgestattet, (Mit
gutem Grund, da die Ubertragung eines Vektors durch Parallelverschiebung
von einer Stelle zu einer anderen der Grundbegriff der affinen Geometrie
ist.) Die GroBen I'!, welche an jeder Stelle die wirkliche infinitesimale
Parallelverschiebung der Vektoren festlegen, heiBen die Komponenten des

*) Ich verweise dieserhalb auf mein Buch: Raum, Zeit, Materie, 5. Aufl., Berlin,
Julius Springer 1923, S. 113.
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affinen Zusammenhangs. Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems
kann man bewirken, daB sie an einer beliebig vorgegebenen Stelle ver-
schwinden; darin gibt sich kund, daB der affine Zusammenhang der
Mannigfaltigkeit an jeder Stelle von der gleichen Natur ist, Hingegen
ist es im allgemeinen nicht méglich, ein ausgedehntes Gebiet G des
Raumes auf solche Koordinaten zu beziehen, daf in ganz G die Kom-
ponenten I' Null werden.

Die wirkliche vierdimensionale Welt ist Beispiel einer affin zusammen-
hingenden Mannigfaltigkeit. Es ist ndmlich unbezweifelbare Tatsache,
da8 ein Korper, der in bestimmter Weltrichtung losgelassen wird, eine
eindeutig bestimmte natiirliche Bewegung vollfiihrt, aus der er nur durch
juBere Kriifte herausgeworfen werden kann; und zwar geschieht das
offenbar vermoge einer von Stelle zu Stelle infinitesimal wirksamen Be-
harrungstendenz, welche die Weltrichtung v des Korpers im beliebigen
Punkte P »parallel mit sich« nach demjenigen zu A unendlich benach-
barten Punkte 2’ transportiert, welcher in der Richtung t von 2 aus
liegt. Wirken #uBere Krifte auf den Korper, so bestimmt sich seine
Bewegung durch den Kampf zweier Momente, der Beharrungstendenz
und der Kraft. Die Beharrungstendenz ist eine Art zwangsweise Fiih-
rung, welche die Welt vermdge ihrer Struktur auf jeden Korper ausiibt.
Mit EnsTEIN nehmen wir an, daBl das »Fihrungsfeld¢ nicht bloB die
inf. Parallelverschiebung von Richtungen in sich selber, sondern auch
der Vektoren im Punkte P nach allen zu P unendlich benachbarten Punkten
bestimmt; diese durch gute Griinde zu stiitzende Annahme bedeutet offen-
bar, daB wir der Welt von Hause aus einen affinen Zusammenhang zu-
schreiben.

Von dieser Abschweifung in die wirkliche Welt kehre ich zur ab-
strakten RieManNschen Geometrie zuriick. Und behaupte, daB e
Riemannscher Raum gleichfalls von Hause aus, zufolge seiner Metrik, mit
cinem bestimmien affinen Zusammenhang ausgestattet ist. Unter den mig-
lichen Systemen von Parallelverschicbungen des Veklorkirpers in P nach den
Punkten der unmittelbaren Nachbarschaft von P gibt es namlich ein einziges,
bei welchem alle Vektoren ihre Linge bewakren. Es soll also

(1) d(gi§'§¥) = o

sein, wenn & die mit der Parallelverschiebung verbundene unendlich
kleine Anderung einer GroBe anzeigt. Wir ersparen uns fortan das Hin-
schreiben von Summenzeichen; es versteht sich immer von selbst, daB
iiber einen Index, der in einem Formelglied doppelt auftritt, zu sum-
mieren ist. Das Herunterzichen des Index 7 an einem System von

Zahlen of (die neben : vielleicht noch andere Indizes tragen) wird
definiert durch die Gleichungen

di=2gij”j>
i
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der umgekehrte ProzeB des Hinaufziehens eines Index durch die dazu
inversen Gleichungen .
a = S o”ii a;.
J

Setzen wir beim Herunterziehen des Index 7 an den die gesuchte Parallel-
verschiebung charakterisierenden Gro8en
dyi = I, (dx)

das Z vor die iibrigen Indizes, so erhdlt man aus der identisch in den
& zu erfilllenden Forderung (7) sofort die Beziehungen
dy; wy o == dg
oder Vi = Ay dgir

0gik
8 . L == .
(8) Iier 4 Thyir >,

Daraus folgt, in Anbetracht des Umstandes, daB die I” in ihren beiden
hinteren Indizes symmetrisch sind,
R Y I 0&ir 0gis - 0grs .
©) (6 Th =) e = - (F 4 2 - 26
Die I" werden in der RiemanxnNschen Geometrie gew¢hnlich als CHRI-

storFreLsche Drei-Indizes-Symbole bezeichnet; sie haben hier samt den
CuristorreLschen Formeln (9) eine einfache begriffliche Deutung erfahren,

Dritte Vorlesung.

In einer affin zusammenhingenden Mannigfaltigkeit kann man einen
Vektor ¢ im Punkte 2 durch Parallelverschiebung nicht nur nach einem
unendlich benachbarten, sondern auch nach einem beliebig entfernten
Punkte 2 transportieren, nimlich lings eines 2 mit 7 verbindenden
Weges, auf dem ¢ von Punkt zu Punkt durch infinitesimale Parallel-
verschiebung iibertragen wird. Lassen wir aber den gleichen Ver-
schiebungsprozeB sich lings eines anderen .2 mit 2 verbindenden Weges
vollziehen, so sind wir keineswegs sicher, daB wir in 2 mit dem Vektor
in gleicher Endlage ankommen wie auf dem ersten Wege: Die Vektor-
iibertragung ist im allgemeinen vom Wege abhingig oder, wie man zu
sagen pflegt, nicht integrabel. Nimmt ein sich in der Mannigfaltigkeit
bewegender Punkt seinen Vektorkérper & so mit, daB derselbe in jedem
Augenblick eine inf. Parallelverschiebung erfshrt, so wollen wir & mit
Herrn ScrouTEN als KompaBkorper bezeichnen. Der KompaBkorper
kehrt also im allgemeinen, nachdem er einen geschlossenen Weg be-
schrieben hat, nicht wieder in seine Ausgangslage zuriick.

An dieser Stelle dridngt sich uns eine Inkonsequenz auf, die in der
Riemannschen Geometrie von ihrer Eukripischen Vergangenheit her noch
stecken geblieben ist. In der Riemannschen Geometrie lassen sich
Vektoren nur infinitesimal verpflanzen; ihre Ubertragung nach einer endlich
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entfernten Stelle ist abhingig vom Wege, lings dessen die Ubertragung
vollzogen wird; ein direkter Fernvergleich der Vektoren ist nicht moglich.
Im Gegensatz dazu war es aber eine der Grundannahmen RIEMANNS,
daB an den Lingen der Vektoren oder den »Strecken¢, wie wir sagen
wollen, ein solcher direkter Fernvergleich vollziehbar sei. In einer
Geometrie, die reine Infinitesimalgeometrie sein will, ist offenbar eine
derartige Voraussetzung nicht zuldssig. .An ihre Stelle muB die allge-
meinere treten, daB sich auch eine Strecke von einem Punkte 7 nur
nach einem wnendlich benackbarten Punkte P’ kongruent ibertragen 148t.
Und wir werden darauf gefaBt sein miissen, daB die kongruente Ver-
pflanzung einer Strecke lings eines Weges, der zwei endlich entfernte
Punkte miteinander verbindet, sich als abhingig vom Wege erweist.
Mit dieser vom Vortragenden herriihrenden Erweiterung der RiIEMANN-
schen Geometrie verbinden wir die andere, daB wir die metrische Funda-
mentalform g;x (dx)' (dx)¢ nicht mehr als positiv-definit voraussetzen. In
der Tat ist die metrische Fundamentalform der vierdimensionalen Welt
nicht definit, sondern vom Trigheitsindex 1, d. h. sie hat bei geeigneter
Annahme des Koordinatensystems in dem gerade betrachteten Punkte
die Gestalt (d52 4 da® + dx?) — dx?
mit eznem Minuszeichen. Wenn demnach auch die metrische Fundamental-
form nicht definit zu sein braucht, so darf sie doch niemals ausarten,
d. h. die Determinante der gy mu8 == o sein. Anschaulicher und un-
abhingig vom Koordinatensystem kdpnen wir diese unerldBliche Forderung
so aussprechen: Zwei Linienelemente & und J, fir welche das skalare
Produkt, d.i. die zu unserer quadratischen Form gehérige symmetrische
Bilinearform verschwindet,

Zk' g (dx) (02 = o,

heiBen senkrecht aufeinander; auBler o darf es kein Linienelement in 7
geben, auf welchem alle Linienelemente in 2 senkrecht stehen. Die
metrische Fundamentalform wird allerorten den gleichen Trigheitsindex
besitzen; das folgt schon aus der Stetigkeit der gy, zusammen mit der
Tatsache, daB ihre Determinante nirgendwo verschwindet. Infolgedessen
148t sich an jeder Stelle der Mannigfaltigkeit die metrische Fundamental-
form durch eine geeignete zu dieser Stelle gehorige lineare Transforma-
tion der Koordinaten oder der Differentiale &x; in eine und dieselbe
Normalform verwandeln; die Natur der Metrik ist iiberall die gleiche,
Um nicht mit imagindren GroSen operieren zu miissen und auch, um
nicht die Quadratwurzel als eine iiberfliissige Irrationalitit einzufiihren,
benutzen wir fortan nicht s, sondern Js2, die metrische Fundamental-
form selber, als Mafizahl des Linienelements. Nach diesen Vorberei-
tungen kénnen wir die Struktur des allgemeinen metrischen Raumes
folgendermaBen beschreiben.
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1. Metrike im Punkte P, Jeder Vektor ¢ in 2 bestimmt eine Strecke,
es gibt eine nicht-ausgeartete quadratische Form g2, derart, daB zwei
Vektoren ¢ und 1) dann und nur dann die gleiche Strecke bestimmen,
wenn r2 = Y2 ist. Der Triigheitsindex dieser Form ist iiberall der gleiche.
Durch ihre Bedeutung ist die quadratische Form g2 nur bis auf einen Pro-
portionalititsfaktor bestimmt. Indem man ihn festlegt, wird die Mannig-
faltigkeit im Punkte /2 geeicht. Die Zahl r? nennen wir alsdann die
MaBzahl / der durch r bestimmten Strecke. Ersetzen wir die Eichung
durch eine andere, so geht die neue MaBzahl / aus der alten / durch
Multiplikation mit einem von der Strecke unabhingigen konstanten Faktor
A 3= o hervor: /= A/. Wie also die Charakterisierung eines Vektors
in 7 durch ein System von Zahlen (seine Komponenten) von einem
Koordinatensystem abhingt, so ist die Festlegung einer Strecke durch
eine Zahl von der Eichung abhiingig; und wie die Komponenten eines
Vektors beim Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem eine lineare
homogene Transformation erleiden, so auch die MaBzahl einer willkiir~
lichen Strecke beim »Umeichenq.

2. Metrischer Zusammenhang des Punkies P mit seiner Umgebung, Jede
Strecke in 2 148t sich nach jedem zu 2 unendlich benachbarten Punkte
durch »kongruente Verpflanzung {ibertragen. Die einzige Forderung,

welche an diesen Begriff zu stellen ist — sie ist ganz analog der Be-
dingung, welcher die Parallelverschiebung der Vektoren zu geniigen
hatte —, ist die folgende: Die Umgebung von 2 liBt sich so eichen,

daB die MaBzahl einer jeden Strecke in 2 durch kongruente Verpflanzung
nach den Punkten seiner unendlich kleinen Umgebung keine Anderung
erfihrt. Danach ist die Natur des metrischen Zusammenhangs von 2
mit den Punkten seiner Umgebung an allen Stellen 2 die gleiche, Eichen
wir die Umgebung von 2 ein fiir allemal in bestimmter Weise, so driickt
sich die Anderung der MaBzahl / einer Strecke in 2 bei kongruenter
Verpflanzung durch eine Gleichung aus

dl=— 1 dgp,
wo d¢g von der verpflanzten Strecke unabhingig ist, hingegen linear

von der vorgenommenen Verschiebung des Anfangspunktes PP — (dx;)

abhﬁngt: d(P — (Pt(dx)l .

Die GroBen ¢; unterliegen keiner Einschrinkung*).

Um die metrische Struktur unserer Mannigfaltigkeit zablenmiBig an-
geben zu konnen, bediirfen wir also nicht blo8 eines Koordinatensystems,
sondern auBerdem muB die Mannigfaltigkeit an jeder Stelle geeicht
werden. Relativ zu einem derartigen Bezugssystem (= Koordinaten-
system - Eichung) aber driickt sich die Metrik aus in einer quadrati-
schen und einer linearen Fundamentalform

*) Vgl. dazu >Raum, Zeit, Materie< 5. Aufl,, S. 123.
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gu(dx)(dxft,  qu(dx).
Beide verhalten sich invariant bei Ubergang zu einem neuen Koordinaten-
system; bei Abinderung der Eichung nimmt die erste einen Faktor 1
an, der eine beliebige stetige, durchweg positive oder durchweg negative
di
T .

Nicht blo8 fiir einen Riemannschen, sondern auch fiir einen metri-
schen Raum allgemeiner Natur gilt der Fundamentalsatz der Infinitesimal-
geometrie, daB durch die metrische Struktur der affine- Zusammenhang
eindeutig bestimmt ist auf Grund der Forderung, daB bei der inf. Parallel-
verschiebung der Vektoren in 7 nach irgendeinem unendlich benach-
barten Punkt 72’ die durch jene Vektoren bestimmten Strecken eine
kongruente Verpflanzung erleiden sollen. In den frither angeschriebenen
CurisTorreLschen Formeln (9), welche den affinen Zusammenhang durch
die Metrik ausdriicken, hat man nur

0gik
0x,

Hingegen ist es, wenn die quadratische Fundamentalform indefinit
ist, nicht wahr, daB jeder in unsern z»-dimensionalen Raum eingebettete
Raum von geringerer Dimensionszahl wiederum ein metrischer Raum ist,
da die auf ibn iibertragene quadratische Fundamentalform stellenweise
oder gar iiberall ausarten kann. Ebenso wenig 148t sich, wenn die
Léngeniibertragung nicht integrabel ist, ein ausgedehntes Stiick unseres
Raumes als ein Quantum messen durch das Volumintegral

fV;dxla’xz e dxp .

Beide Griinde machen die Ausbildung einer mit den MaBgré8en von
Linien-, Flichen- und Raumstiicken operierenden MaBgeometrie in einem
allgemeinen metrischen Raume unmdéglich, Aber fiir diese Preisgabe der
MaBgeometrie gewinnen wir, wie uns EINSTEIN gezeigt hat, die Feld-
physik. Aus dem metrischen Feld der vierdimensionalen Welt entspringen
neben der Trigheit auch die beiden urspriinglichen Feldkrifte, welche
in der Natur vorkommen: die Schwerkraft und die elektromagnetische.
An Stelle des Volumens tritt die in einem Weltstiick vorhandene Wir-
Fungsgroffe. Es ist die Grundfrage der Feldphysik, welche nur an Hand
physikalischer Erfahrungen entschieden werden kann: welche der még-
lichen Integralinvarianten in der Natur als WirkungsgréBe fungiert; aus
ihr leiten sich alle Gesetze ab, an welche die moglichen Feldzustinde
in der Natur gebunden sind.

Es ist zweckmiBig, die affine Infinitesimalgeometrie selbstindig neben
der metrischen zu behandeln, Der ganze Tensorkalkiil z. B. basiert
allein auf dem affinen Grundbegriff der inf. Parallelverschiebung; die Metrik
kommt dafiir gar nicht in Frage. Ebenso ist der wichtige Begriff der
geraden oder geoditischen Linie nur durch den affinen Zusammenhang

Ortsfunktion ist, die zweite vermindert sich um

do;
zu ersetzen durch D, gy — b_‘(’:‘} + g pr -
.

Weyl, Raumproblem, 2
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bedingt. Wann ist eine Linie gerade? Wenn die Tangentenrichtung im
variablen Kurvempunkie F, der auf der Linic entlang gleitet, in jedem
Augenblick eine inf. FParallelverschiebung erfifri. Es kommt fiir die ge-
rade Linie also nur auf die Verschiebung der Ric/itungen, nicht der
vollen Vektoren an, und auch nicht auf die Verschiebung einer Rich-
tung v im Punkt 7 nach einem beliebigen, sondern nur nach einem
solchen unendlich benachbarten Punkt 7', der in der Richtung t von 2
aus liegt. Dieser ProzeB der Richtungsverschiebung in sich ist daher,
wie wir sagen wollen, charakteristisch fiir die projektive Beschaffenheit
einer affin zusammenhingenden Mannigfaltigkeit; bei einer virtuellen Ab-
inderung ihres affinen Zusammenhangs wird die projektive Beschaffenheit
nicht angetastet, wenn jener Vorgang allerorten der gleiche bleibt. Be-
zeichnen wir die Komponenten des affinen Zusammenhangs unserer
Mannigfaltigkeit mit I, die Zuwichse, welche diese GroBen bei der
gedachten Verdnderung des affinen Zusammenhangs erfabren, mit [I'\],
so erhdlt sich also die projektive Beschaffenheit, wenn immer

[} & & proportional zu &

ist. Eine einfache algebraische Uberlegung zeigt (Anhang 2), daB das
fir alle Vektoren & dann und nur dann der Fall ist, wenn die GroBen [I]
durch ein System von 7 Zahlen ¢ sich so ausdriicken lassen:

(10) (] = s+ s G = ;g + 2

Wie der projektive Standpunkt durch Abstraktion aus dem affinen
hervorgeht, so der Zonforme aus dem metrischen. Charakteristisch fiir
die konforme Beschaffenheit eines metrischen Raumes ist die Gleiciung

g (dx)(dxff = o

oder der Kegel der Nullrichtungen. Da wir im metrischen Raum iiber
die Eichung frei verfiigen konnen, diirfen wir auch sagen, daB durch
die konforme Beschaffenheit die quadratische Fundamentalform festgelegt
ist, wihrend die lineare frei bleibt; jede virtuelle Anderung des metri-
schen Feldes, bei welcher die konforme Beschaffenheit unangetastet
bleibt, kénnen wir dadurch bewerkstelligen, daf wir bei ungeinderter
quadratischer Fundamentalform die lineare beliebig modifizieren. Erfahren
bei einem solchen Prozess die Koeffizienten der linearen Fundamental-
form die Zuwichse ¢;, so dndern sich die Komponenten I" des affinen
Zusammenhangs um die Betrige

(1) L = — & o+ g — gn 9) -

Die in der ersten Vorlesung durchgefithrte Betrachtung beruhte —
wenn wir uns der eben entwickelten Terminologie bedienen — darauf,
daB das metrische Feld eindeutig bestimmt ist durch die projektive und
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konforme Beschaffenheit der Mannigfaltigkeit. Das gilt aber nicht blo8
in der Eukiipischen, sondern auch in der jetzt zur Behandlung stehen-
den allgemeinen Infinitesimal- Geometrie. Zum Beweise erscheint es hier
zweckmiBig, das Nullelement vor der geraden Linie rangieren zu lassen.
Bleibt bei einer virtuellen Abidnderung des metrischen Feldes die kon-
forme Beschaffenheit erhalten, so gilt eine Gleichung (11). Soll dabei
auch die projektive Beschaffenheit unangetastet bleiben, so muf auBerdem

[I%]&7& proportional zu &
sein. Die linke Seite hat hier zufolge (1) den Wert

E(prg) — — ¢ (el E),

also kommt ¢ - (457§%) proportional zu &,

Nehmen wir fiir § zwel voneinander unabhingige Vektoren in 2, deren
MaBzahl &= o ist, so folgt daraus, daB der Vektor mit den Kompo-
nenten ¢ zu beiden proportional sein muB; daher @' ==o. Ist es
uns in der wirklichen Welt also moglich, die Wirkungsausbreitung, ins-
besondere die Lichtausbreitung zu verfolgen, und vermégen wir auBerdem
die Bewegung freier Massenpunkte, welche dem Fiihrungsfelde folgen,
als solche zu erkennen und zu beobachten, so konnen wir daraus allein,
ohne Zuhilfenahme von Uhren und starren MaBstiben, das metrische
Feld ablesen. ‘

Damit habe ich Ihnen in kurzen Ziigen den Aufbau der Infinitesimal-
geometrie geschildert. Wenn es sich da auch um Dinge handelt, die
heute wohlbekannt sind und die ich in &hnlicher Form schon sonst, so
namentlich in meinem Buche »Raum, Zeit, Materie« dargestellt habe,
so muBte ich das alles doch hier noch einmal auseinandersetzen, um
die weitere Analyse des Raumproblems daran anschlieBen zu koénnen.
Von jetzt ab zielen unsere Gedanken wieder unmittelbar auf das Problem,
das uns in diesen Vorlesungen beschiftigen sollte: die Struktur des
Raumes aus den tiefsten der mathematischen Analyse zuginglichen Griin-
den begreiflich zu machen. Ich erinnere Sie daran, da wir uns bis
auf weiteres die Ansicht zu eigen gemacht haben, die Zwklidische Geo-
metrie enthalte die Wahrheit iiber die Raumstruktur. Demnach werden
wir uns jetzt zunidchst fragen: wie lift sich unter den allgemeinen metri-
schen Riumen der Euklidische kennzeichnen durch invariante Aussagen
rein infinitesimalen Gepriiges, welche nicht an ein spezielles Koordinatensystem
gebunden sind?  Wesentlich einfacher, aber im Prinzip auf die gleiche
Weise 148t sich die Frage beantworten: wie kann man unter den metri-
schen Riumen die Riemannschen kennzeicknen, okne won einer besonderen
Eichung Gebrauck zu macken? Mit ihr wollen wir deshalb beginnen.

Ein metrischer Raum ist offenbar Riemanwisch, wenn eine Strecke,
die auf einem beliebigen geschlossenen Wege so herumgefiihrt wird, daB

2%
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sie in jedem Augenblick ihrer Bewegung eine kongruente Verpflanzung
erfahrt, stets zu ihrem Ausgangswert zuriickkehrt., Denn dann kann man
die MaBeinheit von einer Stelle O nach allen Stellen des Raumes trans-
portieren in einer vom verbindenden Wege unabhingigen Weise. Ver-
wenden wir iiberall im Raume diese Normaleichung, deren MaBstibe
durch das zentrale Eichamt in O geliefert werden, so verschwindet die
lineare Fundamentalform J¢ identisch. In eine geschlossene Kurve C
kénnen wir eine von ihr berandete zweidimensionale Fliche einspannen,
welche analytisch durch eine Parameterdarstellung
x; = x;(uv) (f=1,2,...,n)

gegeben sein wird; sie wird durch die Koordinatenlinien # = const. und
v = const. in unendlich kleine Parallelogramme zerlegt. Die Anderung,
welche eine Strecke beim Umfabhren der ganzen Fliche erleidet, setzt
sich additiv zusammen aus den unendlichkleinen Anderungen, welche
sich beim Umfahren dieser Flichenelemente an ihr vollziehen; ist sie
fiir die sidmtlichen Flichenelemente — o, so kommt die Strecke, lings C
kongruent sich fortpflanzend, am Ausgangspunkt ebenso grof wieder an,
wie sie abgefahren ist.

Ein unendlich kleines Flichenelement, wie wir es hier zu betrachten
haben, wird von zwei Linienelementen 4 und J, die von demselben
Punkte 7= (0oo) ausgehen, dadurch erzeugt, da & an J entlang ge-
schoben wird [aus der Lage (0o)— (or) in die Lage (10)~>(11)] oder
0 an J entlang. Die Variationen von 4 bzw. § wihrend dieses Prozesses
sind nur an die Bedingung gebunden, daB auf beide Arten dasselbe Flichen-
element Ao iberstrichen wird.

(4 2)* = (dx) (0x)* — (dx)*(dx)¢
sind die Komponenten von /¢. Eine Strecke mit der MaBzahl /= /,, in
(00) werde durch kongruente Verpflanzung nach dem
Punkte (o1) tiberfiihrt : /o1 ; der Unterschied /y; — Jo ist

g (12) dl= —1ldg.

170) 77)

Auch wihrend der Verschiebung von 2 an § entlang
bleibe die Strecke im Endpunkt von & bestindig an
die Strecke im Anfangspunkt von & durch die Be-
dingung gebunden, daB die erste aus der zweiten durch kongruente Ver-
pflanzung lings 4 hervorgeht. Dann bleibt die Gleichung (x2) wihrend
des Verschiebungsprozesses erhalten, und der Zuwachs, welchen 7/ durch
ihn erfihrt, berechnet sich aus

0dl=—0l-dp — [-0deg.
Weiter setzen wir voraus, daB die Strecke im Anfangspunkt von < von

der Verschiebung J ungeindert mitgenommen wird, so daB in unserer
Gleichung 07 durch — /d¢p zu ersetzen ist:

0dl=10pdp — I-ddg.

P
(00) a ()
Abb. 6.



Streckenwirbel. 21

Nach Ausfithrung der Verschiebung § haben wir im Punkte (10) diejenige

Strecke 4o, die aus /o durch kongruente Verpflanzung lings J entsteht,

im Punkte (11) die Strecke 43, die aus /o durch kongruente Verpflanzung

auf dem gebrochenen Wege (00) — (10) — (11) hervorgeht. Es ist
0dl= hy — ho — lnn -+ Zo0 .

Vertauschen wir die Rolle von 4 und §, so erhalten wir in (11) die-

jenige Strecke /;,, welche aus /,, durch kongruente Ubertragung auf

1
dem Wege (00)— (o1)— (11) entsteht, und es gilt analog

d0l=11, — Iy — I+ 450
=ldgpdp — 1-ddgp.

Wir subtrahieren und schreiben 4 zur Abkiirzung fir 40 — dd:

by — by =dl=—1[dp.
Das ist nun offenbar die Anderung, welche die MaBzahl unserer Strecke
beim Umfahren des Flichenelements in dem durch die Pfeile in der Figur
angedeuteten Sinne erleidet. Fiir 4/ ¢ aber finden wir, die Gleichung

ddx; — 0dx; = o

beriicksichtigend, welche bedeutet, daB die verschobenen Linienelemente
(10)— (11) und (o1)~>(11) im gleichen Punkte (11) enden:

(13) A ¢ = fir(dx)1(0x)% = § fir (4 x)'¥;
darin ist 3 29

- 0P 09i
(14) Jiw= dv; | O

Die Anderung /7 hingt also erstens linear ab von der Strecke /:
A= —1id¢p,

sie hingt zweitens linear ab von dem umfahrenen Flichenelement, Gl. (13);
die Linearform #¢ endlich, welche das Verhalten einer Strecke beim
Umfahren aller Flichenelemente im Punkte 2 bestimmt, der »Strecken-
wirbel¢ in 2, berechnet sich aus dem metrischen Felde nach der Glei-
chung (14). Das identische Verschwinden des Streckemwirbels ist die not-
wendige und hinreichende infinitesimale Bedingung dafiir, daff ein metrischer
Raum Riemanniscl ist.

Liegt uns nur daran, dies Ergebnis zu erzielen, so kdnnen wir rein
analytisch folgendermaBen verfahren. Ist es moglich, eine beliebige
Strecke /, im Anfangspunkte O nach allen Punkten des Raumes durch
kongruente Verpflanzung unabhingig vom Wege zu iibertragen, so er-
halten wir ein S#reckenfeld I, das identisch der totalen Differential-

gleichung Y
dZ:—ld(p oder a—xl:'—“l(pl
geniigt, Die Integrabilitédtsbedingungen fiir diese totale Differentialgleichung

aber lauten dpe Vi
ﬂk: bx,- —EZO;
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sind sie erfiillt, so haben, wie in der Analysis allgemein gezeigt wird,
die Differentialgleichungen eine und nur eine Losung, welche sich im
Anfangspunkt O auf einen beliebig vorgegebenen Wert /, reduziert. Ich
hitte wohl Lust, Thnen an Hand dieses einfachen Beispiels zu zeigen,
wie sich rein analytisch am leichtesten die Existenz der Losungen von
totalen Differentialgleichungen einsehen lifit, welche ihre Integrabilitits-
bedingungen erfilllen; aber ich fiirchte, die uns zur Verfiigung stehende
Zeit reicht nicht dazu aus (Anhang 3).

Vierte Vorlesung.

Wir wenden uns zurlick zur Frage nach der nfinitesimalen Charak-
terisierung des Euklidischen Raumes, die sich jetzt in ganz analoger Weise
erledigen 148t. Im Eukripischen Raum ist die Vektoriibertragung un-
abhingig vom Wege. Die Anderung, welche in einer affin zusammen-
hingenden Mannigfaltigkeit der KompaBkorper erfihrt, wenn er eine ge-
schlossene Bahn beschreibt, 148t sich zusammensetzen aus denjenigen
Anderungen, welche er beim Umfahren unendlich kleiner Flichenelemente
erleidet. Der Zuwachs (#§%), um welchen sich dabei ein beliebiger zum
KompaBkorper gehoriger Vektor (§7) dndert, hingt erstens linear ab von
dem Vektor selber: . .

dgt:—dmlé‘gk’
und zweitens linear von dem umfahrenen Flichenelement mit den Kom-
ponenten (A x)*: ; . B . .
J(Dk“:%ﬁkl,aﬁ(dx)a' (Fkl,ﬂa:’—Flz,a[’S’)-
Die Matrix der J(ch werden wir demnach als den Vekforwirbel der
Mannigfaltigkeit bezeichnen diirfen; der Ausdruck seiner Komponenten
durch die Komponenten des affinen Zusammenhangs lautet*):

i i
Wiy k) | (1f, iy — Iy IL).

vx. | dms

i
Fk,aﬁ:(

Sie geniigen, wie daraus sogleich hervorgeht, der Bedingung der »zy-
klischen Symmetrie¢ in den drei unteren Indizes:

—Fli,aﬂ + Fcl;,ﬂk —l—ﬁ}’;,ka =o0.
Im Riemannschen Raum ist die Ldnge der Vektoren integrabel; deshalb
ist dort der Vektor #§! senkrecht zu &!:
§AdE) = — AWy -§'5F =0
(wieder schreibe ich den von oben heruntergezogenen Index i vor den
iibrigen). Im Riemannschen Raum ist also die. Matrix 4@, schief-

symmetrisch, oder die Groen Fj; . sind nicht bloB schiefsymmetrisch
in dem Indexpaar o3, sondern auch in dem Indexpaar .

*) Die Rechnung, die iibrigens genau so verliuft wie die Berechnung von 47,
findet man durchgefithrt in »Raum, Zeit, Materie¢, S. 119 u. 120.



Wann ist der Raum EuKLIDisch? 23

Eine affin zusammenhingende Mannigfaltigkeit, in welcher der Kom-
paBkorper nach Zuriicklegung eines geschlossenen Weges immer wieder
in seine Ausgangslage zuriickkehrt, soll eben genannt werden. Im ebenen
Raum hat der Begriff der Gleichheit von Vektoren unabhingig vom Ort
einen klaren Sinn., Wir fanden: die nofwendige und hinreichende DBe-
dingung fur Ebenheit besteht in dem identischen Verschwinden des Vektor-
wirbels. Auch rein analytisch kann man das leicht beweisen. LBt sich
ein Vektor (§9) vom Anfangspunkt O nach allen Stellen des Raumes
durch Parallelverschiebung unabhingig vom Wege iibertragen, so entsteht
ein Vektorfeld, das identisch den Gleichungen geniigt:

(15)

In Fki,aﬁ == o haben wir die Integrabilititsbedingungen fiir dieses System
von Differentialgleichungen vor uns; sie garantieren dafiir, daB die Diffe-
rentialgleichungen eine und nur eine Losung &! besitzen mit beliebig
vorgegebenen Anfangswerten im Punkte O.

Nunmebr folgt der zweite Schritt. Ein ebener Raum ist notwendig
Eukrmisch in der folgenden Bedeutung: er 148t sich auf ein »lineares¢
Koordinatensystem y; 32 ...y, beziehen, in welchem die Komponenten
des affinen Zusammenhangs identisch verschwinden. Zwei gleiche Vektoren
an irgend zwei Stellen sind in diesem Koordinatensystem dadurch charak-
terisiert, daff sie gleiche Komponenten besitzen. Je zwei lineare Ko-
ordinatensysteme gehen auseinander durch lineare Transformation hervor. —
Die Konstruktion der linearen Koordinaten beruht darauf, daf wir mit
dem ebenen Raum als Ganzes eine infinitesimale Translation vornehmen
konnen, d. i. eine Deformation, bei welcher jeder Punkt eine Verschiebung
erfihrt, die allerorten durch den gleichen unendlich kleinen Vektor dar-
gestellt wird. Durch integrale Iteration der infinitesimalen erhdlt man
die endlichen Translationen des Gesamtraums und damit den Fundamental-
begriff der EukLipischen Affingeometrie:

bs.l .
S i .1
= — L&
Xk

AP ist — A»;z',
wenn dieselbe Translation, welche den Punkt 4 in B iiberfiihrt, 4’ nach &’
bringt, Mit seiner Hilfe kénnen wir die affinen Koordinaten in bekannter
Weise definieren. In der Sprache der Analysis lautet diese Uberlegung
folgendermaBen. Dasjenige Vektorfeld e;, das im gesuchten linearen
Koordinatensystem y; y2 ...y, an jeder Stelle die Komponenten

(01, 0%,...,0)=(1,0,0,...,0)

besitzt, hat in dem zunichst benutzten beliebigen Koordinatensystem: x;
die Komponenten
P bxl b.X'2 bx,,
0 Tt T 01 )
Es muB daher
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bx k
(I 6) Tyl? = §(i) (x1 X2 v x,,)
sein, worin !
1 2 . .
ei:(g(i), §(i)) ceey g(r;)) fiir 2=1,2,..0, 72

7 unabhingige Vektorfelder sind, welche den Gleichungen (15) geniigen.
Wihlen wir dafiir etwa diejenigen, welche an der Stelle x, — x} die
Komponenten §(’f) = 07 besitzen, so haben die Gleichungen (16) eine und nur
eine Losung xi (y1 92 ...,), die sich im Nullpunkt der y-Koordinaten
auf die Werte xf reduziert; denn die Integrabilititsbedingungen fiir das
System der Gleichungen (16) sind, wie eine leichte Rechnung lehrt, er-
fillt zufolge der Symmetrie der I. Die besondere Auswahl der » un-
abhingigen Vektorfelder durch die Anfangsbedingungen hat zur Folge,
daB die zwischen den x und y vermittelnden Transformationsformeln im
Nullpunkt, bis auf die linearen Glieder genau, so lauten:

X — Xk =Y+ ..

Endlich der dritte und letzte Schritt: Ist unser ebener Raum metrischer
Natur, so folgt aus der Integrabilitit der Vektoriibertragung selbstver-
standlich die Integrabilitit der Streckeniibertragung. Darum ist der me-
trische Raum notwendig ein Riemannscher, und wir kénnen die Normal-
eichung einfiihren, in welcher die lineare Fundamentalform verschwindet,
AuBerdem verwenden wir das eben konstruierte lineare Koordinatensystem,
das wir jetzt mit x statt mit y bezeichnen. Da in ihm die Komponenten
des affinen Zusammenhangs iiberall Null sind, verschwinden gemiB den
Gleichungen (8), welche die Metrik mit dem affinen Zusammenhang ver-
binden, alle Ableitungen der g;;, und darum sind die g;; Konstante.
Ein ebener metrischer Raum ist demnach Eukiipisch in dem Sinne,
daB in ihm Eichung und Koordinatensystem sich so wihlen lassen, daf
die lineare Fundamentalform verschwindet und die quadratische konstante
Koeffizienten bekommt. Die Bedingung: Vektorwirbel = o, ist notwendig
und hinreichend fir die so verstandene FEuklidizitit. Die Frage nach der
infinitesimalen Charakterisierung des Eukripischen Raumes ist damit er-
ledigt (Anhang 4).

Ihre Beantwortung bildet aber fiir uns nur die Vorbereitung fiir eine
allgemeinere Frage, mit der wir dem Raumproblem abermals einen wesent-
lichen Schritt niherriicken. Es liegt in der Natur des Raumes als Form
der Erscheinungen, daB er Zomogen ist; im Orte als solchem liegen keine
inneren Unterschiede der rdumlichen Dinge begriindet. Ist die metrische
Struktur fest mit dem Raume verbunden und nicht abhingig von seiner
materiellen Erfiillung, so muB deshalb die metrische Struktur der Forderung
der Homogenitit geniigen. Es entsteht somit die Frage: Welche metrischen
Riume sind metrisch homogen? Jeder von lhnen wird fithlen, daB wir
damit auf den Kernpunkt des Raumproblems loszielen, Vielleicht, konnte
man zundchst meinen, ist der Eukripische Raum der einzige homogene.
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Das ist aber gewiB nicht richtig; die 7~ dimensionale Kugel im (- 1)-
dimensionalen Eukripischen Raum ist ja auch eine metrisch homogene
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Den Begriff der Kugel formuliere ich,
um den Fall der negativen Kriimmung sogleich mit zu umfassen, folgender-

mafen: es sel

die quadratische Einheitsform, (xy) die zugehérige symmetrische Bilinear-
form, A eine Konstante, so ist das durch die Gleichung

22 A (rx) =1

im (z 4 1)-dimensionalen Euxripischen Raum mit der (unter Umstinden
nicht positiv-definiten) metrischen Fundamentalform

o 4 (ax, ax)
definierte Gebilde die Kugel von der Kriimmung 4. Ist 4>>o0, so
braucht man nur an Stelle von x, die Koordinate x; = % zu benutzen,
um auf die gewdhnliche Erklirung zu kommen, ndmlich die Gleichung

I
x4 (xx) = 'R
und die Fundamentalform
dx} 4 (dx, dx).

Driickt man x, durch die iibrigen Koordinaten aus:

A2 (x, dx)?
xydxy = — A(x,dx); dxi= - _E },u(ocix)’
so erhdlt man als metrische Fundamentalform der 4-Kugel:
Ax, dx)?
ds? = (a'x, (Zx) + :I(x?)'

Hierin liegt also die eigentliche selbstindige Erklirung des Begriffs; wie
man sieht, erfordert sie nicht die Unterscheidung der Fille l% o. Die
Koordinaten sind auf denjenigen Spielraum zu beschrinken, in welchem
1 — A(xx) > o ist. Die Homogenitit der A-Kugel gibt sich in den
folgenden Tatsachen kund: Die linearen orthogonalen Transformationen
der Koordinaten xy xs ...x, liefern diejenigen kongruenten Abbildungen
der Kugel auf sich selber, bei welcher der Nullpunkt O fest bleibt, die
Drehungen um den Nullpunkt. AuBerdem aber ist es moglich, die Kugel
kongruent so auf sich selber abzubilden, daB dabei der Nullpunkt in
einen beliebigen Punkt iibergeht. Durch Drehung des Koordinatensystems
um O konnen wir erreichen, da8 dieser Punkt die Koordinaten

(xo:do), X1 — a1, Xg=— X3 == ... Xp =0

hat; dann wird eine derartige Bewegung durch die Formeln geliefert:
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0= g%, — ha, %y,

1= %+ a %,

t=x (F=2,3,...,n).

Im Fall 2 = o haben wir die EukLipische, im Falle 2 > o die sphérische,
im Fall 4 <o die Borvar- LoBATSCHEWSKYsche Geometrie,

Wir werden zeigen: Die Kugeln sind die ¢inzigen homogenen metrischen
Riume. Was ist damit fiir das Raumproblem gewonnen? Es zerlegt sich
fir uns in drei Teile:

I. Frage nach dem inneren Grund fiir die Struktur des allgemeinen
metrischen (oder des RiEmannschen) Raumes.

II. Durch die Forderung der Homogenitit, die im Wesen des Raumes
liegt, werden aus den metrischen Riumen die Kugeln ausgeschieden.

III. Durch welche einfachen Merkmale ist unter den »Kugeln« die
»Ebene«, die Kugel von der Krimmung A = o, der Euxripische Fall
ausgezeichnet? Oder muB man etwa mit der Moglichkeit rechnen, daB
der wirkliche Raum nicht ein EuxLipischer, sondern ein Kugelraum ist,
dessen Kriimmung 4 von o abweicht? — Von diesen drei Teilen wird der
mittlere, II, durch unseren Satz erledigt; er reduziert das Raumproblem
auf I und die Beantwortung der Frage III, die elementaren Charakter trigt.

Durch die allgemeinen Postulate der Infinitesimalgeometrie ist bereits
daftir Sorge getragen, daB die Natur der Metrik, des metrischen und des
affinen Zusammenkangs an jeder Stelle des Raumes die gleiche ist. Fordern
wir, daB in einem Punkte alle Richtungen gleichwertig sind, so muB die
quadratische Fundamentalform 452 definit sein, denn sonst besteht Un-
gleichartigkeit zwischen den beiden Klassen von Richtungen, fiir welche
ds? positiv bzw. negativ ist (den raum- und den zeitartigen Richtungen,
wie sie in der vierdimensionalen Welt genannt werden).

Sollen ferner alle zweidimensionalen Flichenelemente an ceiner Stelle
gleickwertig sein, so muB der Streckenwirbel verschwinden. Denn sonst
wiirden sich alle Strecken beim Umfahren eines gewissen Flichenelements
vergroBern, beim Umfahren des entgegengesetzten Flichenelements (oder,
wie man meistens sagt, desselben Flichenelements im umgekehrten Sinne)
verkleinern, und darin ist eine Ungleichwertigkeit dieser beiden Flichen-
elemente enthalten. Also haben wir es gewi8 mit einem Reemannschen
Rawm zu tun, dessen metrische Fundamentalform positiv-definit ist. Weiter
driicken wir aus: Das Gesetz, nack welchem sick aus dem Flichenelement
Ao die Drehung bestimmt, die der Kompafkorper erfahren hat, nackdem
sein Zentrum um Ao herumgefiihrt ist, soll unabhingig sein von Lage und
Orientiecrung des Flichenelements. Das geschieht durch die eine will-
kiirliche Konstante A enthaltenden Gleichungen

(z7) F/f,a,@ =1 (&ié’kﬁ — 6§gka))
die somit charakteristisch sind fiir ein metrisches Feld von gleichformigem
Wirbel. Zum Beweise fassen wir lediglich die unendlich kleine Drehung

R,

X
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ins Auge, die der KompaBkorper beim Umfahren des Flichenelements /¢
in der Ebene dieses Elements selber erlitten hat; wir bestimmen also nur
die Anderung A eines in der Ebene dieses Elementes gelegenen Vektors ¢,
und abstrahieren weiter, indem wir A spalten in eine in /o gelegene
und eine zu /¢ normale Komponente: ;1 - A,¢, von der letzteren.
Es entsteht ¢ - 4#;r aus ¢ durch eine infinitesimale Drehung in der Ebene
von A¢. Ihr unendlich kleiner Drehwinkel heie 7w, wobei der Sinn,
in welchem das Flichenelement umfahren wird, als der positive gilt;
Ao bezeichnet die absolute GroBe des umfahrenen Flichenelements mit
den Komponenten (4x). Dann erhilt man durch Ubersetzung der
geschilderten Konstruktion in Formeln (Anhang 5) fiir die Drehung pro

Flicheneinheit gg einen Bruch, in dessen Zihler und Nenner je eine
quadratische Form des Flichenelements steht; und zwar im Zghler die
» Wirbel-Form« .
P (42 (),

im Nenner das Quadrat der GréSe des Flichenelementes

(o) = & (§1a 8k — &ip §ue) (A5)* (A x)F.
Im Falle homogener Wirbelverteilung muB dieser Quotient, den RIEMANN
als Krimmung bezeichnete, eine von Ort und Orientierung des Flichen-

elementes unabhingige Konstante 4 sein, d. h. die quadratische Form
der (4x)* mit den Koeffizienten

(z8) Firyep — A(8ic 8k8 — &1 8k )
muB verschwinden. Nun lehrt aber eine einfache algebraische Rechnung,
daB eine quadratische Form der GroBen

(4 x)* = (dx) (0x)k — (dx)t (Ix)
nur dann identisch in den Variablen (dx), (dx)' verschwinden kann,
wenn alle ihre Koeffizienten Null sind; vorausgesetzt, daB diese Koeffi-
zienten fi .p SO normiert sind, daB sie nicht bloB schiefsymmetrisch

sind in dem Indexpaar /% und dem Indexpaar « (3, sondern auBerdem
der Bedingung der zyklischen Symmetrie

Jik a8 T fia, gk + fig ke = ©
geniigen. Da das alles hier zutrifft, verschwinden die Ausdriicke (18)
und gelten die Gleichungen (17). Und weil umgekehrt aus ihnen die
Homogenitit des Vektorwirbels folgt, erkennen wir nachtriglich, daB diese
Forderung damit voll ausgenutzt ist, obschon im Beweise nur der in der
Ebene des umfahrenen Flichenelementes selbst gelegene Teil des Wirbels
verwendet wurde. Die Gleichungen (17) besagen nimlich, daB 47 aus
und dem Flichenelement /¢ nach folgender geometrischer Konstruktion
gefunden wird: Man projiziert § senkrecht herunter auf die Ebene des
Flichenelementes und dreht die Projektion in dieser Ebene um 9o0°
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in demselben Sinne, in welchem das Flichenelement umfahren wird;
;g ist das A-fache des so entstandenen Vektors.

Jetzt kommt die Hauptsache: der Nachweis, da8 die Kugel von der
Kriimmung A der einzige RieMannsche Raum ist, fiir den die Gleichungen (17)
bestehen. Um zu einem naturgemiBen Beweise dieses Satzes gefiibrt zu
werden, bedenken wir, da die A-Kugel sich projektiv-treu auf einen
Eukripischen Raum abbilden 148t (fiir die gewohnliche Kugel besorgt
das ja die Projektion vom Zentrum aus). Wir werden demnach zundchst
zu beweisen suchen, daB ein RiEmanNscher Raum von homogenem Wirbel
notwendig die projektive Beschaffenheit des Eukripischen hat. Nehmen
wir mit dem affinen Zusammenhang unseres Raumes eine solche virtuelle
Anderung [T, ,is] vor, welche die projektive Beschaffenheit unangetastet
148t, so gelten, wie wir in einer frilheren Vorlesung sahen, Gleichungen
von der Form

(x9) — [T/] = & s+ s r-
Berechnen wir die damit verbundene Anderung der Wirbelkomponenten,
so finden wir, wenn

P = (%ﬁ — I wr) + Wi Y
gesetzt wird: “k

[Frag]l = Ok (Fus — Fso) + (0 Prp — 0% Wrd)-

Durch jene Anderung wird also der Vektorwirbel zu Null gemacht, wenn
wir die 1/; so wihlen, daB sie den Differentialgleichungen

(20) Fix + Agixk = o

geniigen. Deren Integrabilititsbedingungen sind aber, wie man nach-
rechnen muB, zufolge der Beziehungen (17) erfilllt; und darum Ligt
sich in der Tat eine einzige Losung ermitteln, deren Komponenten 1
im beliebig angenommenen Nullpunkt verschwinden. Darauf bestimmen
wir die linearen Koordinaten, in welchen die Komponenten des abge-
dnderten affinen Zusammenhanges identisch Null sind; wir bezeichnen
sie mit x;. Sie lassen sich derart wihlen, daB sie selber im Nullpunkt
verschwinden und daselbst

(21) gik x; dx; die CarTesische Gestalt (dx, dx)

annimmt. Mit diesen Koordinaten x; kehren wir jetzt zum ungeéinderten
affinen Zusammenhang zuriick, fiir dessen Komponenten wir nach (19)

die Werte finden i y 5
Infolgedessen wird rs = Or YWs —+ 05 Yr.

0g;
(22) bx,k (= Lynr + Ty ir) = Gir Wi + &kr Wi + 281 Yrs

und die Gleichungen (20) lauten
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(23) hbl/!z — Yi Y+ Agip = o+
Xk

Fassen wir (22), (23) als Bestimmungsgleichungen fiir die Unbekannten 1,
und g;; auf, so kénnen sie offenbar nur eine einzige Ldsung besitzen,
welche im Nullpunkt den Anfangsbedingungen 1f; = o und (21) geniigt.
Das aber ist, wie wir wissen, die Kugel von der Kriimmung A. Damit
ist das Problem, unter den metrischen Riumen die homogenen ausfindig
zu machen, vollstindig gelost. (Anhang 6.) Die homogenen MaBbestim-
mungen, deren nach unserem Ergebnis der gewohnliche projektive Raum
fahig ist, sind bekanntlich zuerst von CAYLEY angegeben worden; ihr
Zusammenhang mit der nichteuklidischen Geometrie wurde von Kieix

aufgedeckt.

Fiinfte Vorlesung.

Wir hatten das Raumproblem in drei Teile-zerlegt:

I. Begriindung der allgemeinen metrischen oder RreMaxnschen Infini-
tesimalgeometrie;

II. durch die Forderung der Homogenitit werden daraus die Kugel-
rdume ausgeschieden;

III. Frage: Durch welche Eigenschaften grundsitzlicher Natur ist unter
den Kugeln diejenige von der Kriimmung A = o ausgezeichnet?

Nachdem wir jetzt II. bewiesen haben, wenden wir uns der unter
1. gestellten Aufgabe zu. Von zwei Annahmen ging die Riemannsche
Geometrie aus: a) MeBbarkeit der Linienelemente, b) Giiltigkeit des
PyrHAGORAS im Unendlichkleinen. RIEMANN selbst streift die Méglich-
keit, das ds als die 4. Wurzel aus einem homogenen Polynom 4. Ord-
nung der Differentiale anzusetzen mit Koeffizienten, welche im allgemeinen
von Stelle zu Stelle verinderlich sind, oder als die 6. Wurzel aus einer
ganzen rationalen Form 6. Grades, usf. Er motiviert die Beschrinkung
auf den PvTHAGOREischen Fall b) beiliufig in folgender Weise: Versteht
man unter einem Kreis um den Punkt O den geometrischen Ort aller
Punkte, welche auf kiirzesten Linien gemessen einen festen Abstand
von O besitzen, so nehme man an, daB die Schar der Kreise um O
durch eine analytische Gleichung #(x3 x2 ... x,) = const. gegeben sei.
Dann muB die TavrLor-Entwicklung von # um den Punkt O herum mit
den quadratischen Gliedern beginnen, die zusammen eine quadratische
Form ausmachen werden, welche bestindig = o ist. Verschwindet sie
nicht, sondern gilt in allen Richtungen das Zeichen >> o, so kommen
wir auf das PyTHAGOREische d&s. Auf diese Begriindung, welche die
hoheren Fille als Ausartungen erscheinen l4B8t, wird man kaum allzu
viel Wert legen diirfen. Ubrigens, scheint mir, sind auch die von Rie-
MANN zum Vergleich herangezogenen hoheren Fille nach einem allzu
formalen Prinzip konstruiert. Man wird doch wohl verlangen miissen,
daf die Natur der Metrik an jeder Stelle des Raumes die gleiche ist;
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d. h. man wird fordern, daB, wenn an einer beliebigen Raumstelle 7
das s durch einen Ausdruck fp(dxi, dxs,..., dx,) gegeben ist, wo fp
eine homogene (aber keineswegs notwendig rationale) Funktion 1. Ord-
nung seiner Argumente ist, die den verschiedenen Stellen 7 zugehérigen
Funktionen fp alle einer einzigen Klasse (f) angehéren in dem Sinne,
daB sie alle aus einer solchen Funktion # durch homogene lineare Trans-
formation der Argumente hervorgehen; denn an den Differentialen dx;
duBert sich ja der Ubergang zu einem beliebigen anderen Koordinaten-
system als willkiirliche lineare Transformation. Im PyTHAGOREischen Falle
ist diese Forderung erfiillt, weil jede positiv-definite quadratische Form
durch lineare Transformation aus der Einheitsform gewonnen werden kann.
Jeder solchen Klasse (f) homogener Funktionen entspricht eine Raum-
klasse mit bestimmt gearteter Metrik; unter diesen Raumklassen ist die
PyruAcOREisch-RiEMaNNsche, welche der Annahme
Sr= G G G

entspricht, eine einzige; und es gilt diese Klasse durch innere einfache
Eigenschaften aus allen anderen herauszuheben.

Dies ist zuerst HeLmMuOLTZ auf die befriedigendste Weise gelungen™*).
Seine Begriindung bedarf nicht einmal der Annahme a) von der MeBbarkeit
der Linienelemente; sie bedient sich vielmehr allein des wahren Grund-
begriffs der Geometrie, des Begriffs der kongruenten Abbildung, und
charakterisiert die Raumstruktur allein und vollstindig durch ihre Homo-
genitit, HeLMHOLTZ fordert, kurz gesagt, vom Raum die volle Homo-
genitit des Eukuipischen; er verlangt, daB e starrer Korper in ihm
diejenige freie Beweglichkeit besitst, welche ihm im Euklidischen Raume zu-
kommt. Solange man auf dem Standpunkt der EukLipischen Geometrie
steht, ist eine vollkommenere Losung des Raumproblems nicht denkbar.
Die Formulierungen und Beweise von HELMHOLTZ erfordern im einzelnen
eine strengere Fassung, die Soprus Lie mit Hilfe der von ihm aus-
gebildeten gruppentheoretischen Begriffe vornahm**). Von Lie riihrt
auch die Verallgemeinerung auf den Fall einer beliebigen Dimensions-
zahl 7 her; HELMHOLTz hatte sich, der Wirklichkeit zugewendet, auf
n = 3 beschrinkt. Die beste Fassung der HeiLmrOLTZSchen Homo-
genititsforderung fiir den 7-dimensionalen Raum scheint mir die folgende
zu sein: Die Gruppe der kongruenten Abbildungen ist imstande, cinen be-
liebigen Punkt in ecinen belicbigen Punkt iiberzufiihiren, auferdem bei fest-
gehaltenem Punkt ceine beliebige Linienvichtung in diesem Punkte in eine
belichige Linienrichtung daselbst, bei festgehaltenem Punki und Linienvichtung

*) Uber die Tatsachen, welche der Geometrie zugrunde liegen. Nachr. d. Ges.
d. Wissensch. zu Gottingen 1868, oder Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. 2, Leip-
zig 1883, S. 618.

**) Leipziger Ber. 1886, S. 337ff.; 1890, S. 284—321 und S. 355—418. Seine
Untersuchungen sind zusammenfassend dargestellt in LiE-ENGEL, Theorie der Trans-
formationsgruppen, Leipzig 1893, Bd. 3, Abt. V, S. 393—543.
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eine  beliehige durch sie hindurchgchende Flichenrvichtung in eine beliebige
andere ebensolche Flichenrichtung, und so fort bis hinab zu den (n — 1)-
dimensionalen Richtungselementen. Ist aber ein Punkt, eine hindurchgehende
Linienrichtung, eine durch sie hindurchgehende Flichenrichtung usf. bis hinab
zu einem (n — 1)-dimensionalen Richtungselement gegeben, so gibt es aufier
der Identitit keine kongruente Abbildung, welche dieses System inzidenter
Elemente festlift. Behauptet wird: Die einzigen Riume von der geschil-
derten Art sind die Riemannschen Kugelriume; die einzigen Gruppen der
geschilderten Art sind die, welche aus den simtlichen kongruenten Abbil-
dungen eines Kugelraums bestehien. Mit diesem Satz stehen wir nun endlich
im Zentrum des Raumproblems selber. Fiir seine genaue Fassung ist
noch zu bemerken, daB wir die Richtungselemente der verschiedenen
Stufen stets mit einem bestimmten Richtungssinn ausgestattet denken.
Ferner beachte man wohl, daB die Gleichartigkeit der Richtungselemente
aller Stufen bis zur (z — 1)!*® nur zutrifft, wenn die zugrunde liegende
metrische Fundamentalform definit ist; die indefiniten Félle (MINKOWSKI~
sche Geometrie) werden von der HeLMHOLTzschen Formulierung nicht
mit erfafit.

Zum Beweise kommt es offenbar darauf an, einzusehen, daB not-
wendig ein metrischer Raum im PvTHAGOREischen Sinne vorliegt, Was
heiBt das? Die linearen Transformationen, welche die von einem
Punkte /2 ausgehenden Linienelemente unter der Einwirkung aller kon-
gruenten Abbildungen mit dem Fixpunkte 2 erfahren, bilden die Dredungs-
gruppe des Vektorkirpers in P; wir milssen zeigen, daBl diese Drehungen
des Vektorkorpers eine gewisse positiv-definite quadratische Form
&ir (dx) (dx)F invariant lassen. Was wissen wir aber nach den HELMHOLTZ-
schen Voraussetzungen von den Drehungen? Kurz gesagt: daB sie dem
Vektorkorper freie Beweglichkeit um sein Zentrum verleihen. Es handelt
sich demnach um den Beweis des folgenden Theorems:

T,. JIm n-dimensionalen Vektorraum mit den Koordinaten x; liege eine
Gruppe homogener linearer Transformationen wvor, welche dem Vektorkirper
freie Beweglichkeit um sein Zentrum O wverletht. D, h. es sei mit Hilfe
einer zu der Gruppe gehorigen Transformation moglich, ein beliebiges
System inzidenter Richtungselemente von der 1te" bis zur (» — 1)!e" Stufe
in O in ein beliebiges anderes derartiges System tiberzufiihren; hingegen
sei die Identitdt die einzige Operation der Gruppe, welche ein solches
System von Richtungselementen festliBt, Dann existiert notwendig ecine
positiv-definite quadratische Form

(24) Zgik x; X,
ik

welche bei allen Transformationen der Gruppe ungedindert bleibt.

Durch geeignete Wahl der Koordinaten konnen wir bewirken, da8
die quadratische Form (24) die Einheitsform ist. Die homogenen linearen
Transformationen, welche die Einheitsform ungeindert lassen, zerfallen
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bekanntlich in zwei Klassen: die positiven von der Determinante - 1,
die negativen von der Determinante — 1; die positiven bilden fiir sich
eine Gruppe, die Gruppe der Euklidischen Drehungen. Unser Theorem
148t sich dahin prizisieren, daB die Gruppe, welche den im -Satze an-
gegebenen Voraussetzungen geniigt, sich durch homogene lineare Trans-
formation der Koordinaten in die volle Eukuipische Drehungsgruppe
iiberfithren 1d48t. Zwei Gruppen linearer Abbildungen, welche selber durch
eine lineare Transformation ineinander iibergefiihrt werden konnen, nennen
wir von der gleichen Art; sie unterscheiden sich voneinander nur durch
die »Orientierung¢, durch die Wahl des Koordinatensystems. Es gibt
also nur eine einzige Art von Gruppen linearer Abbildungen des #-dimen-
sionalen Vektorraums, welche die HeELMHOLTZSche Forderung der freien
Beweglichkeit erfiillen. Wir kénnen hinzufiigen, daB die invariante qua-
dratische Form (24) durch die Gruppe selber bis auf einen willkiirlichen
konstanten positiven Proportionalititsfaktor ¢ bestimmt ist; oder, was
dasselbe besagt: eine quadratische Form, welche bei allen EukLipischen
Drehungen ungeindert bleibt, hat notwendig die Gestalt

Das brauche ich wohl nicht ausdriicklich zu beweisen.

Ist die Giiltigkeit des Theorems T, gesichert, so kénnen wir weiter
so schlieBen. Wir wihlen in dem Raum, der dem HreLMHOLTZschen
Postulat geniigt, einen willkiirlichen Anfangspunkt O. In ihm bestimmen
wir vermoge des Satzes T, die quadratische Differentialform g;;, (dx)* (dx)¥,
welche ungeindert bleibt bei allen kongruenten Abbildungen mit dem
Fixpunkt O. Zwei Linienelemente in O sind dann und nur dann ein-
ander kongruent, wenn fiir sie diese Differentialform den gleichen Wert
besitzt; unser Raum ist also in O mit einer positiv-definiten Metrik
ausgestattet. Wir eichen den Raum in O, indem wir den zur Verfigung
bleibenden Faktor in der metrischen Fundamentalform festlegen. Was
so in O geschehen ist, kdnnen wir ebenso gut an jeder anderen Stelle 2
des Raumes vornehmen; viel bequemer aber ist es, vermdge irgend-
einer derjenigen kongruenten Abbildungen des Raumes, welche O in 27
iiberfiihren, die metrische Fundamentalform von O nach 2 zu verpflanzen.
Damit erhalten wir dann zugleich eine einheitliche Eichung der ganzen
Mannigfaltigkeit von O aus und erkennen, daB wir es mit einem Ric-
mannschen Raume zu tun haben, dessen Metrik auf einer positiv-definiten
quadratischen Differentialform beruht. Zwei Linienelemente an derselben
oder an verschiedenen Stellen sind kongruent, sie konnen durch eine
kongruente Abbildung dann und nur dann ineinander iibergefiihrt werden,
wenn fiir sie die so determinierte metrische Fundamentalform den gleichen
Wert besitzt. Hier greifen jetzt unsere Untersuchungen iiber den Ri-
mannschen Raum ein: da wir vermdge kongruenter Abbildung jeden
Punkt in jeden andern iberfihren kdnnen, ferner auch imstande sind,
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jedes zweidimensionale Richtungselement in 7 in jedes andere zu ver-
. Ao . .
wandeln, mu8 der frither betrachtete Quotient o zwischen Drehwinkel 7 ¢

des KompaBkorpers in der Ebene des umfahrenen Flichenelements Ao
und der GroBe dieses Flichenelements unabhingig sein von Ort und Orien-
tierung des Flichenelements. Daraus folgt aber, wie wir sahen, daB der
Riemannsche Raum eine Kuge/ ist. Im Falle der Dimensionszahl » — 2
ist dieser SchluB unverindert giiltig, obwohl hier die beiden einzigen
Richtungselemente 2. Stufe in einem Punkte (sie sind entgegengesetst
gleich) nicht durch Drehung ineinander verwandelt werden kénnen; da

Ao . . .
aber P von dem Richtungssinn des Elementes /¢ gar nicht abhingt,
o

ist das irrelevant. (Anhang 7.)

Unsere Untersuchung der Riemannschen Geometrie setzt uns also
in den Stand, das HELMHOLTzsche Problem, welches zunéichst ein solches
iiber deliebige kontinuierliche Transformationsgruppen ist, zuriickzufiihren
auf das Theorem T,, das nur von Gruppen /Xnearer Transformationen
handelt; das ist offenbar ein bedeutender Schritt zur Losung. Der Satz
T, moége hier auf dem von S. LIE angegebenen Wege bewiesen werden.
Dazu bediirfen wir einiger Grundbegriffe aus der Lieschen Z%eorie der
kontimuierlichen Transformationsgruppen, die fiir alles Folgende fundamental
sind*), Ich erliutere sie zunichst an der EukLripischen Drehungsgruppe.

Wie konnen wir die Art der Beweglichkeit eines im Eukuipischen
Raum um einen festen Punkt O drehbaren Korpers beschreiben? Er
vermag oo? verschiedene Lagen anzunehmen. Jede Lage entspringt aus
der Anfangslage vermdge einer Transformation des Raumes; die oo3
» Dreh-Transformationen« bilden eine Gruppe. Ein den Raum erfiillendes
substantielles Medium bewegt sich als ein starrer Korper um O, wenn
die Lage aller Punkte in jedem Augenblick durch eine Dreh-Transfor-
mation aus der Anfangslage hervorgeht. Das ist eine Beschreibung der
Beweglichkeit des starren Korpers durch die Gruppe der Dreh-Trans-
formationen, bei welcher die Lage in jedem Augenblick mit der Anfangs-
lage verglichen wird unter Uberspringung der zwischenliegenden Zu-
stinde., Viel anschaulicher, natiirlicher und zudem rein infinitesimal ist
die Auffassung der kontinuierlichen Bewegung als einer solchen, bei
welcher die Lage des Korpers von Augenblick zu Augenblick durch
eine infinitesimale Dreh-Transformation verindert wird, als eine znfegrale
Aneinanderreibung infinitesimaler Drehi~Transformationen. Verwenden wir
Cartesische Koordinaten mit O als Anfangspunkt, so wird eine inf.
Dreh-Transformation dargestellt durch eine Gleichung

ll’x,' == E Vi Xk
k

*) Vgl. das schon oben zitierte groBe Werk von Lie und ExcEL, Theorie der
Transformationsgruppen (3 Béinde).

Weyl, Raumproblem., 3
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mit konstanten inf. Koeffizienten zy,, die solche Werte besitzen miissen,

daB identisch in x;
%d (inz) = Zx,-d’xi =0

i i
-Y —_ .
Z, UjpXiXg == 03
ik

oder die Matrix der v mufl schiefsymmetrisch sein, Um den anfecht-
baren Begriff des Unendlichkleinen zu vermeiden, ersetzen wir die inf,
Drehung durch ihr Geschwindigkeitsfeld #!, Eine kontinuierliche Be-
wegung des starren Korpers um O ist also dadurch charakterisiert, daB sein
Geschwindigkeitsfeld #/ in jedem Augenblick sich durch eine Formel darstellt

(25) W= Zzzikxk
%

mit schiefsymmetrischen, vom Orte unabhingigen Koeffizienten zy. Die
Gesamtheit dieser Geschwindigkeitsfelder bezeichnen wir als die infini-
tesimale Buklidische Drehungsgruppe. Die Ersetzung der endlichen Gruppe
durch die infinitesimale — das ist wieder der »Riickgang aufs Unendlich-
kleine¢! — ist einer der Hauptgedanken der Lizschen Theorie. Die
Geschwindigkeitsfelder (25) der starren Bewegungen bilden eine lineare

n(n —3)

ist, d. h.

Schar von 3, im 7-dimensionalen Raum von Dimensionen.

Bezeichnen wir das durch
U=y, wk=— x, w=o firr i £

definierte Feld mit S (; &= 2), so bilden offenbar die simtlichen Sk}
mit /< £ eine Basis der inf. Drehungsgruppe; denn deren allgemeines
Geschwindigkeitsfeld setzt sich linear aus den .SU® mit konstanten Ko-
effizienten zusammen: 2””" S Ubrigens ist S*) — — SGA),
i<k

Ubertragen wir die Idee der infinitesimalen Operation auf eine be-
liebige Transformationsgruppe! Eine Transformation des 7-dimensionalen
Zahlenraumes wird gegeben durch Gleichungen von der Form

X = @i(x1x2 o+ .. %) C=1,2..., 7).

Liegt eine kontinuierliche -parametrige Mannigfaltigkeit solcher Trans-
formationen vor, so werden die Funktionen ¢; auBer von den Punkt-
koordinaten x; noch von » Parametern # # ... #. abhingen. Wir setzen
voraus, daB sie eine Gruppe bilden. Dann kommt unter ihnen die
Identitdt vor, und wir diirfen annehmen, sie ergebe sich fiir die Para-
meterwerte 4 = £, = ... = £, — o. Wir fingieren ein den Raum er-
fillendes substantielles Medium, das aller und nur solcher Bewegungen
fahig ist, bei welchen in jedem Augenblick die Lage aller Punkte aus der
Anfangslage durch eine Transformation unserer Gruppe hervorgeht; dieses
Medium besitzt dann » Freiheitsgrade. Einfacher und anschaulicher




Grundbegriffe der Litschen Theorie. 35

kénnen wir aber die mdglichen Bewegungen dieses Mediums als integrale
Aneinanderreihung solcher inf. Deformationen beschreiben, wie sie durch
die inf. Operationen unserer Gruppe bewirkt werden. Die inf. Opera-
tionen erhilt man, wenn man den # unendlich wenig von o abweichende
Werte d#; erteilt; die zugehdrige inf. Deformation ist gegeben durch

a(p, b(pl a(/)z
dx; = [=) dt ~7-) d g Ly dt, .
% (bz‘l) 1+(62‘2) > —+ +(bz‘,) r
Die Einklammerung bedeutet, da8 die Differentialquotienten fiir # ==
ty == ... = t, = o zu nehmen sind. Das Geschwindigkeitsfeld #! hat dem-
nach fiir die moglichen Bewegungen unseres Mediums stets die Form

Ll 0 0
u = (btl)al+ (btz)a2+...+(b_tr)a,,

wo a1, @z, ..., @, vom Orte unabhingige Konstante sind. Die Ge-
schwindigkeitsfelder von dieser Form bilden offenbar eine 7-dimensionale
lineare Schar g; sie bezeichnen wir als die infinitesimale Bewegungsgruppe
des Mediums. Als die Anderung einer beliebigen Ortsfunktion f bei
einer derartigen inf. Bewegung & bezeichnen wir mit Lie den Ausdruck
of of of
df = L gt - L g2 L g,
2 bx1u+bx2u+ +bxnu
Danach ist dx; = #/, und die Gleichungen

dxy = u', dxg = 0%, ..., dx; = ut

dienen uns zur Darstellung der infinitesimalen Operation. Die lineare
Schar g der Geschwindigkeitsfelder muB einer gewissen Jntegrabilitits-
bedingung geniigen, in der sich die Gruppeneigenschaft ausspricht; wir
finden sie, indem wir ausdriicken, daB mit zwei unendlich wenig von
der Identitit abweichenden Transformationen .S und 7' der Gruppe auch
der »Kommutator¢ S—1Z7—1SZ7 zur Gruppe gehort; und bekommen:
Mit zwei zu g gehérigen Geschwindigkeitsfeldern dux; = o, dx; = o
muB immer auch das Feld

0dx; — dox; = [uv] = %zi c ok — gz
3 &

. uk

in g auftreten. In der Tat: sei dx; = x;(01) — x;(c0) die durch die
Operation .S bewirkte unendlichkleine Verriickung des Punktes 7= (co).
Durch 7 gehe dieses Linienelement (vgl. Abb. 6 auf S. zo) iiber in
x;(11) — x;(10); die korrespondierende Anderung von dx ist gegeben

durch 0dx; = x;(x1) — x;(10) — x;(01) — x;(00) .
Geht umgekehrt das Linienelement dx; == x;(10) — x;(00) durch die
Operation S iiber in x;(11) — x;(01), so haben wir auBerdem

ddx; = x;(11) — x;(01) — x5(x0) - x(00) .
3*
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Die Transformation S—*7—1S7" (von links nach rechts zu lesen!) ist es,
welche den Punkt (11) in (11) dberfihrt; die durch sie bewirkte infini-
tesimale Verschiebung hat also die Komponenten

x(11) — x,(;) = 0dx; — ddx; . —

Die Operation dad doi

w = vk — — W = [wo)
bxk 6xk [ ]’

welche aus zwei Vektorfeldern #, v ein drittes 2 entstehen 1i8t, besitzt
offenbar invarianten Charakter, ist unabhingig vom Koordinatensystem.
(Anhang 8.)

Insbesondere sind die »Zusammensetzungsformeln¢ fiir die inf,
Euxripische Drehungsgruppe — da [##] immer = o ist — vollstindig
enthalten in den beiden Aussagen:

1) wenn 1, 2, 3 drei verschiedene Indizes sind, ist [s®) SO — 519,

2) wenn 1, 2, 3, 4 vier verschiedene Indizes sind, ist [S(lz), S(M)] ==
Ich verifiziere die erste Formel:

dxy = %5 |0xy = o 0dx, = O0xs = x4 ddxy = o
dxy = — x1|0xs = %3 | 0dxs = — 0xy = o0 | d0xe =dxs =0
dxs = o Oxy =— —xz*‘ ddx; = o d0xy == — dxe — %,
dx; = o |0x; = o ‘ 0dx; = o ddx; = o

G=14y ..., ).

Indem man subtrahiert und zur Abkirzung 04 — 4J mit 4 bezeichnet,
bekommt man

dxlzx;;, 4.9(32:0, dx;:,:-—'xl, Jxl-:o (234’ ceey 71),

d. i. die Operation N

noch einfacher.

— Die Bestitigung der zweiten Formel ist

Sechste Vorlesung.

Mit dem Gedanken der infinitesimalen Gruppe wenden wir uns zu
dem Satze T, zuriick, dessen Beweis uns aufgegeben ist.. Fassen wir
an den von O ausstrahlenden Vektoren unseres »-dimensionalen Vektor-
korpers nur die Ricktungen ins Auge, so verwandelt er sich in den
(7 — 1)-dimensionalen Ricitungskirper, der Gesamtheit der von O aus-
gehenden Strahlen. Der Richtungskdrper ist ein (z — 1)-dimensionaler
projektiver Raum, als dessen »Punkte« die Strahlen figurieren. Um der
bequemeren Ausdrucksweise bezeichnen wir einen Punkt als Richtungs-
element ofer Stufe. Beziehen wir unseren Satz T, nur auf die Rich-
tungen der Vektoren, so verwandelt er sich in die folgende, weniger
inhaltreiche Aussage:

Th_1. DBesitzt der Richiungskirper in O freie Beweglichkeit in dem
Jrither auseinandergesetzten Sinne, so wird die Gruppe seiner Bewegungen
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erzeugt durch die Euklidischen Drehungen uwm O; oder, was genau das-
selbe besagt: »

n—1. ZBs sei im gewihnlichen (n — 1)-dimensionalen projektiven
Rawum mit den homogen projektiven Koordinaten x1:xg: ... : %, eine Gruppe
projektiver Transformationen gegeben, welche, als Bewegungsgruppe des
Raumes aufgefafit, diesem freie Beweglichkeit verleshit; d. h, es soll moglich
sein, ein beliebiges System inzidenter Richtungselemente der o'e? bis
(n — 2)tn Stufe in ein beliebiges anderes derartiges System zu iiber-
fihren, wihrend die Identitit die einzige Operation der Gruppe ist,
welche ein solches System von Richtungselementen festliBt. Darnrn
stimmt diese Gruppe bei geeigneter Wakl der projektiven Koordinaten iiberein
mit der Gruppe aller projektiven Transformationen, welche die quadratische
.Glew/’tung 224 x4 -0 Fan=o
invariant lassen.

Es ist aber auch umgekehrt leicht mdoglich, aus dem die homogenen
Variablen betreffenden Satz T)__; den die inhomogenen Variabeln be-
treffenden inhaltreicheren Satz T, wieder herzuleiten. Offenbar geht aus
T, —1 hervor, daB unter den Voraussetzungen des Satzes T, bei geeig-
neter Wahl der linearen Koordinaten jede inf. Operation der Gruppe &,
von welcher in T, die Rede ist, die Gestalt besitzt:

dx; = 2 Vir Xk + axi,
k

wo die 7;;, schiefsymmetrisch sind. (Zu der inf. Drehung, welche durch
das erste Glied rechts dargestellt wird, tritt eventuell eine Dilatation
vom Zentrum aus hinzu; das besagt der Zusatzterm ex;.) So korre-
spondiere der inf. Drehung S¢® die Operation S¢® in . Nun ist aber
offenbar, wenn 1 2 3 drei verschiedene Indizes sind,

[SU ) SEH] — [0, SEI] = S,

Es tritt also SU% in @& auf, und damit ist der gewiinschte Beweis er-
bracht, sofern die Dimersionszahl » = 3 ist. Dann kann man nimlich
zu irgend zwei voneinander verschiedenen Indizes 1, 3 stets einen dritten
2 finden, der weder — 1 noch = 3 ist.

Im Falle # =— 2 ldBt sich T, aus T, __; nicht durch Betrachtung der
infinitesimalen Operationen erschlieRen. Hier folgt vielmehr aus T;_4
nur, daB bei Einfiihrung geeigneter linearer Koordinaten die einpara-
metrige Gruppe &, von welcher in T, die Rede ist, aus der inf.

Operation dxy — idxy = 2ovic (xy + ixs)
entspringt und daher so gebaut sein muS8:
Xy - dxh == it (x| ixp).

i ist die imigindre Einheit V — 1, # der alle reellen Werte durchlaufende
Parameter der Gruppe, « eine komplexe Zahl, Die Ebene dilatiert sich
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gleichzeitig, wihrend sie rotiert; jeder Punkt beschreibt eine logarith-
mische Spirale. Damit durch diese Transformation ezze Richtung in alle
Richtungen iibergefithrt werden kann, darf der Realteil von « nicht ver-
schwinden, und wir konnen ihn daher — 1 annehmen: ¢ =1 — ai.
Jedesmal, wenn die Ebene eine volle Drehung vollendet hat, d.i. fiir
die ganzzahligen Werte von #, erhalten wir eine reine Dilatation. Die
sukzessiven Dilatationsverhiltnisse sind

—4dna —27a . 2ra dma
y € y € y I, € y € y

Sofern durch den Wortlaut von T, die Existenz derartiger Dilatationen
ausgeschlossen ist, folgt jetzt, daB ¢ — o sein muB, und wir kommen
auf die reine Drehungsgruppe; die Loxodromen werden zu Kreisen.
Aber man sieht: der Widerspruch gegen die Forderung von T,, daB
auBler der Iden.titéit keine Transformation vorhanden sein soll, welche
alle Richtungen festliBt, ereignet sich bei keiner der infinitesimalen Ope-
rationen der Gruppe, sondern etst, nachdem der Drehwinkel bis zum
Vollwinkel angewachsen ist.

Wir konnen jetzt durch einen Induktionsschluf zum Ziele kommen,
wenn es uns gelingt, auf Grund von T, den auf den #~-dimensionalen
projektiven Raum beziiglichen Satz T zu erschlieBen; nach dem Ketten-
schema Tj — Ty — T — T3 — T5 ... Diese Kette muB dann schlieBlich
noch in der Giiltigkeit von T} verankert werden. Um aber aus T, auf
T zu schlieBen, steht uns derselbe Grundgedanke zur Verfiigung, mit
Hilfe dessen wir aus T, auf den Kugelcharakter eines z-dimensionalen
Raumes schiossen, der dem HermuOLTZschen Postulate der freien Be-
weglichkeit geniigt. Handelt es sich doch auch im Satz T, um eine
Gruppe &, von Transformationen eines z-dimensionalen Raumes, welche
ihm freie Beweglichkeit verleiht. Nur wissen wir jetzt von vornherein,
daB wir es mit einem gewdhnlichen projektiven Raum zu tun haben
und die Gruppe &, aus projektiven Transformationen besteht. Der zu
iibertragende Grundgedanke aber, von dem ich spreche, ist der folgende:
Wir wihlen einen beliebigen Punkt O des Raumes als Anfangspunkt; an
dem Vektorkérper in O rufen die Operationen der Gruppe &, mit dem
Fixpunkt O eine Gruppe g, von linearen Transformationen hervor. Da
sie dem Vektorkorper freie Beweglichkeit erteilt, konnen wir auf g, den
Satz T, anwenden, konnen also schliefen, daf (evtl. nach geeigneter
linearer Transformation der Koordinaten) g, aus den KEuxkLipischen
Drehungen des Vektorkdrpers um O besteht. Auf Grund dieser Tat-
sache miissen wir versuchen, von der nunmehr bekannten Gruppe g, aus
die ganze projektive Gruppe @, aufzubauen. Dazu benutzen wir natiir-
lich wiederum ihre infinitesimalen Operationen.

Wir verwenden im projektiven Raum inkomogene Koordinaten xy x2 ... %y,
die in unserm Nullpunkt O verschwinden. Wie sieht denn {iberhaupt eine
unendlich wenig von der Identitit abweichende projektive Abbildung in
diesen Koordinaten aus? Offenbar folgendermafen:
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x; - 8(2 @i X+ b;)
k

?
I— & E O Xy,
k

WO ay, b;, «; feste Zahlen sind und & eine infinitesimale Konstante.
Die Glieder erster Ordnung in & ergeben die inf. Operation

(26) dox;=b; —{—2 agxy -+ xi(ax),
wo k
Zaix,- = (o)

gesetzt ist. Man beachte das letzte Glied von quadratischem Charakter!
Die drei Summanden unterscheiden wir im folgenden immer als 1., 2.,
3. Glied. Fiir eine den Punkt O festlassende inf. projektive Abbildung
fehlt das 1. Glied, die Serie ;. An dem Vektorkérper in O induziert sie

die li Abbild
ie lineare ildung oy — Zﬂikxk,
k

welche sich aus ihr durch Fortstreichen des 3. Gliedes ergibt.

Wir fassen also jetzt von unserer inf. projektiven Gruppe ®,, welche
dem 7-dimensionalen projektiven Raum freie Beweglichkeit verleiht, die
Untergruppe & derjenigen Operationen ins Auge, welche O fest lassen,
und die inf. Gruppe g, linearer Transformationen, welche sie am Vektor-
korper in O induziert. Jeder Operation von g,

dx;= ) iy %
T
(0)

entspricht eine und nur eine Operation von &,”, welche die Gestalt
besitzt 27
a’x,-: Qi Xy + xi(ax).
k

Nach dem Satze T,, dessen Giiltigkeit wir voraussetzen, ist g, die inf.
EukLipische Drehungsgruppe, fiir welche die frither erklirten Operationen
S eine Basis bilden.

S(m):a’x1=x2, dxg = — x1, dx;=o0 fir 731, 2.
Der Operation S%® in g. korrespondiere S in @f,o); die Koeffizienten

o, des 3. Gliedes in S“® mogen genauer mit ™ bezeichnet werden.
Wir bilden mit drei verschiedenen Indizes 7%/:

SGR) Skl
[S(l )’ S( )]_
Da das 2. Glied dieser Operation = S“? ist und sie in der Gruppe
auftritt, muB [§(ik) §(kl)] — 3—(,'1)
’

sein. Berechnet man auf Grund dieser Gleichung insbesondere den sten

und den Ate® der » Koeffizienten a,(“), so findet man (Anhang g)
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. o — o

2. agl) = — aﬁik) — afkl) oder — af“‘) = a,(c”) -+ agkl) .
Nach 2. ist i symmetrisch von den beiden Indizes 74 abhingig; da
es andererseits, wie die ganze Operation S ¢ k), schiefsymmetrisch von ihnen
abhingt, ist o™ — o: die ¢ mit drei verschiedenen Indizes verschwinden.
Aus 1. aber ergibt sich, da8

V= (%)
von 7 unabhingig ist. Beide Behauptungen sind auch richtig im Falle
n==12, wo nur zwei verschiedene Indizes auftreten. Also lautet das
3. Glied in Sk folgendermaBen :

dxp= -+ = x,(co2; — €1 %)

Jetzt erkennt man sogleich, daB die simtlichen Operationen SR die
Ebene (¢x) — 1 == o in sich iiberfibren; machen wir sie durch die Sub-

stitution x

A= @
zur unendlich fernen Ebene, so verwandelt sich S in S(ik), und es
ist 30 = Gn-

Nachdem wir so alle Operationen von &, gefunden haben, die O
fest lassen, kommen zweitens diejenigen inf. Transformationen von &,
an die Reihe, welche den Punkt O in die Punkte der unmittelbaren
Nachbarschaft von O iberfiihren. Sie haben die Gestalt (26); und zwar
existieren in &, inf, Operationen, fiir welche die das 1. Glied bildenden
n Zahlen &; beliebig vorgegebene Werte haben. Darin kommt die For-
derung zum Ausdruck, daB es durch &, méglich sein soll, O nach allen
Punkten um O herum zu verlagern. Da wir, ohne das 1. Glied zu ver-
indern, jede inf. Drehung um O hinzufiigen koénnen, gibt es zu vor-
gegebenen ¢; eine und nur eine inf. Operation in &,, fir welche das
2. Glied den Symmetriebedingungen a;; = a;; geniigt; denn zu einer
Matrix (2;x) kann ich auf eine einzige Weise eine schiefsymmetrische so
hinzuaddieren, daB die Summe eine symmetrische Matrix wird. Die so
normierte unter den Operationen von &,, fir welche 4, = 1 ist,” wihrend
alle iibrigen 4 verschwinden, werde mit £ bezeichnet, ihre Koeffizienten
im 2. und 3. Gliede mit 4%y, bzw. «’. Die Operationen £®, %
bilden die Basis der inf. Gruppe &,. Die zusammengesetzte Operation
[£9, 5% stimmt im 1. Glied mit Z® tiberein; da das z. Glied auch

4

der Symmetriebedingung ay; = a;; geniigt und die ganze Operation zu
®, gehort, muB
(27) [E(i), 5(12)] :E(‘-’)

sein, Diese Gleichung (in der natiirlich r und 2z fiir irgend zwei ver-
schiedene Indizes stehen) schlachten wir jetzt aus. Berechnet man nach
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ihr zundichst die im 3. Glied von Z® auftretende Linearform (ax), so

erhidlt man dafiir: o 1)
01 Xg — O  Xq.

Also fehlen alle Koeffizienten a auBer dem 1t¢® und 2t0 in £®, Wenn
n = 3, spielt aber in E® der Index 1 keine andere Rolle als die iibrigen
von 2 verschiedenen Indizes, Darum muB auch noch der rt¢ Koeffizient
verschwinden, d. i.

1 " . . .
o) =o fir zwei verschiedene Indizes 1, z.

AuBerdem zeigt der erhaltene Ausdruck, daB der Koeffizient af) = aﬁi)
ist. Setzen wir die vom Index unabhingige Zahl o) = ¢, so lautet das

3. Glied in EY also folgendermaBen:
dxp= -+ cx, ;.
Berechnet man ferner nach derselben Gleichung (27) das 2. Glied
von E® die Matrix ), so sieht man, daB in ihr alle Glieder fehlen,

aufler denjenigen, welche in der 1'® oder 2'® Spalte oder Zeile stehen.
Im Fall » = 3 folgt daraus, da wiederum 1 unter den von 2 verschie-

denen Indizes in E® keine Ausnahmerolle spielt, daB tiberhaupt alle )
verschwinden, welche nicht in der 2t® Zeile oder Spalte stehen:

(28) af}=o, wenn i 2 und Z = 2.
Ersetzt man 2 durch 1, so hat man die Gleichungen:
aﬁ,):o, wenn 73 1 und £ 1 ist;
von a(® bleiben nur die 1™ Zeile und 1'¢ Kolonne stehen. In (28) ist
insbesondere enthalten, da8 aﬁ), der Koeffizient im Kreuzungspunkt der

1t® Zeile und Spalte von &® verschwindet, Fiir ihn liefert unsere

Gleichung den Wert @ .
ayf = — 2@49;

1) 1)
aq2 = a1 = O.

darum ist

Das gilt fiir alle Indizes 2z &= 1. Infolgedessen behalten wir in a® jetzt
nur noch den einen Koeffizienten a@y; iibrig. Im Felde 22 von &® aber
bekommt man, immer aus derselben Gleichung (27):

2 «
agm) = 2012) .

. 2 . .
Darum verschwindet auch agg), oder, wenn wir wieder 2 durch 1 er-

setzen, der letzte noch stehen gebliebene Koeffizient in a(®:

aﬁ) =o0.

@ verschwunden, und wir bekommen fiir EY die Formel:

20 {a’xiz 1 - exf,

dxy= cxpx; fiir 73 4.

Damit ist ganz @

Die Konstante ¢ ist vom Index 7 unabhingig.
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. . . X
Fiihrt man homogene Koordinaten ein, indem man —- an Stelle von

x
0
x; schreibt, so erhdlt man die folgenden Ausdriicke:
dx; = x, dx; =x,
S(ik) a’xk —_ — X H E(l) dxo = — (X
dx,=o fiir r3ik dx,=o0 fir »=o0,:
(i k=1,2,...,n; r=0,1,2,...,2).

Ist ¢ = o, so lassen alle Operationen die unendlich ferne Ebene z, = o
fest; ist ¢ < o, bleibt die reelle Fliche 2. Ordnung

2o e(xixi 4o Faf)=o0
invariant. Beide Fille sind ausgeschlossen, da die Forderung, daB jeder

Punkt in jeden durch &, soll iibergefiihrt werden konnen, fiir den ganzen
geschlossenen projektiven Raum gilt, Es muB demnach ¢>> o sein, und

nach der Einfihrung von — °. an Stelle von x, erweist sich ®, als die
¢

Gruppe aller linearen Transformationen der homogenen Variablen

Ko X1 ... Xy,

x4 cxf=o0

invariant lassen: Der Beweis von T, ist auf Grund von T, erbracht.
Die letzten Uberlegungen galten nur, wenn #>>3 war, Im Falle

n =2 muf} man, um zu den gleichen Resultaten zu gelangen, auBer den

Zusammensetzungsformeln

[E(l), S(12)] :E(2), [E(2)’ 5(21)] :E(i)

noch die Operation [E(i), E(g)] zu Hilfe nehmen, welche den Nullpunkt
fest 148t und daher eine inf, EUkripische Drehung sein muB. Die Rechnung
verlduft etwas anders, doch brauchen wir den Kreis der infinitesimalen
Operationen nicht zu verlassen.

Die Kette der Induktionsschliisse, welche wir zum Beweise unseres
Satzes T, konstruiert hatten, muB endlich an ihrem Anfang, in der Giiltig-
keit von T’ verankert werden. T’ lautet: Eine Gruppe projektiver Trans-
formationen der eindimensionalen reellen projektiven Geraden sei so
geartet, daB sie jeden Punkt der Geraden in jeden Punkt iiberzufilhren
imstande ist, aber keine Operation auBler der Identitit auftritt, welche
einen Punkt fest 14Bt; eine solche, offenbar einparametrige Gruppe be-
steht notwendig, geeignete Wahl der homogenen Koordinaten x, : x; vor-
ausgesetzt, aus denjenigen projektiven Abbildungen, welche die Gleichung

welche die Gleichung

2 2 _
Xy x; =0
invariant lassen. Das ist aber ganz leicht einzusehen. Verwenden wir

die inhomogene Koordinate —5=x, so lautet der Ausdruck fiir eine
Xo
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inf, projektive Abbildung der Geraden so:
dx = a -+ bx + cx?,
Diese 148t den nulldimensionalen Kegelschnitt, das durch die Gleichung

a+t+bx+cx?=o0
definierte Punktepaar, fest. Dieser Gleichung darf deshalb kein reeller
Punkt geniigen. Darum ist die Form

axy 4 bxyx, + cx?
definit, und durch geeignete Wahl der Koordinaten kann der invarianten
Gleichung die gewiinschte Gestalt erteilt werden.

Der etwas langwierige, aber in seinem Aufbau durchsichtige Beweis
von T, ist beendet und damit das Raumproblem im Her.mHOLTZ-LiEschen
Sinne erledigt. Durch die richtig interpretierte Forderung der Homogeneitit
allein Gt sich die Kugelgeometrie begriinden; der Wert ) der Kugel-
kriimmung bleibt dabe: unbestimmt. —

Zum SchluB wire noch ein Wort iiber den Teil III zu sagen: Wie
kann man unter den drei wesentlich verschiedenen Kugelydumen h = - 1,
— 1, 0 den Euklidischen wvon der Krismmung ) = o kennzeichnen? Es
ist das jedenfalls nur durch Bedingungen moglich, die einen viel weniger
prinzipiellen Charakter tragen als die HeLMmoLTzschen Homogeneitits-
Postulate. Als die nichstliegende und iiberzeugendste Kennzeichnung
bietet sich die Aussage dar, daB ‘eme absolute Langeneinheit existieren
soll. Immerhin wiirde eine etwas tiefer eindringende gruppentheoretische
Analyse dieser Forderung zeigen, daB sie gar nicht von so zwingender
Einfachheit ist, wie es auf den ersten Blick den Anschein hat (An-
hang 10). Unter diesen Umstinden wird man fast mit Notwendigkeit
dazu gedringt, sich zu fragen, ob der wirkliche Raum am Ende gar
kein EukLipischer ist, sondern ein Kugelraum von nicht verschwindender
Krimmung 4; als Form der Erscheinungen zu dienen, ist jedenfalls ein
derartiger Raum zufolge seiner metrischen Homogeneitit ebenso geeignet
wie der Eukripische. Mit diesem Fragezeichen wenden wir uns von
der mathematischen Analyse wiederum der Wirklichkeit zu.

Siebente Vorlesung.

Vom Standpunkt der Erfahrung aus muB man die Tatsache aner-
kennen, daB sich in der Wirklichkeit wihrend vieler Jahrhunderte die
Richtigkeit der EukLipischen Geometrie immer von neuem bestitigt hat,
sich sogar mit einer viel groBeren Genauigkeit bestitigt hat, als sie den-
jenigen zur Verfiigung stand, welche das Gebiude dieser Geometrie er-
richteten. Dennoch ist heute der Glaube an ihre strenge Giiltigkeit
zerbrochen durch EINSTEINs allgemeine Relativititstheorie, mit Griinden,
welche mir vollig zwingend erscheinen. Die Natur 148t sich nicht unter
das starre Schema einer fest dem Raume innewohnenden Euxripisch-
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metrischen Struktur beugen, sie erweist sich wieder einmal als freier,
beweglicher und lebendiger denn der menschliche Geist, der sich so gern
in der Endgiiltigkeit starrer Dogmen beruhigt. Wohl treibt uns dabei
eine iiber die Wirklichkeit hinausweisende Sehnsucht nach dem Absoluten,
aber es ist unser Fluch, daf wir mit ihr so oft, statt uns tiber die Wirklich-
keit zu erheben, weit hinter ihr zuriickbleiben. — Nach EINSTEIN ist die
metrische Struktur der Welt nicht homogen. Wie ist das moglich, da
doch Raum und Zeit Formen der Erscheinungen sind? Allein dadurch,
daB die metrische Strukiur nicht apriori fest gegeben ist, sondern ein Zu~
standsfeld von physikalischer Realitit, das in kausaler Abhingigkert steht
vom Zustand der Materie. Das Wirkliche zieht in den Raum nicht ein
wie in eine rechtwinklig-gleichférmige Mietskaserne, an welcher all sein
wechselvolles Kriftespiel spurlos voriibergeht, sondern wie die Schnecke
baut und gestaltet die Materie selbst sich dies ibr Haus. Ein Kéorper,
der unter dem EinfluB eines Kraftfeldes eine Gleichgewichtsfigur an-
genommen hat, wird seine Gestalt verindern miissen, wenn er bei fest-
gehaltenem Kraftfeld an eine anders beschaffene Stelle des Feldes ge-
schoben wird, Wird aber das Kraftfeld von dem Kérper selber erzeugt,
so wird er es bei seiner Ortsverinderung mitnehmen, und das bestehende
Gleichgewicht von Korper - Kraftfeld wird sich erhalten. Ein bieg-
sames Blech, das genau auf ein Stiick einer krummen Fliche paBit, wird
sich im allgemeinen auf der Fliche nicht so bewegen lassen, daB es
sich ihr bestindig anschmiegt; aber seine freie Beweglichkeit ist ihm
zuriickgegeben, sobald die krumme Fliche nicht festgehalten wird, sondern
von dem Blech mitgenommen werden kann. Genau so ist die freie Be-
weglichkeit der Korper im metrischen Felde gesichert trotz seiner In-
homogeneitit, wenn das metrische Feld von der Materie erzeugt wird
und mit ijhr sich verindert. EINSTEIN wurde zu der neuen Auffassung
gedringt, um dem ZPrinzip von der Relativitit der Bewegung gemiigen und
die Gleichheit von triger und schwerer Masse erkliren zu konnen. Seine
Grundannahme ist die, daB die Gravitation nicht eine Kraf? ist, welche
die Korper aus der ihnen durch das Fiihrungsfeld vorgezeichneten Bahn
ablenkt, sondern, mit der Triigheit unloslich verbunden, im Fiihrungs-
felde enthalten ist; nur vom Standpunkte eines in bestimmtem Bewegungs-
zustande begriffenen Bezugskorpers aus, von einem bestimmten Koordi-
natensystem aus trennt sich die Einheit des Fithrungsfeldes in die beiden
Bestandteile Trigheit und Gravitation. Da wir aber wissen, daB die
Gravitation von der Materie abhingt, hat diese Annahme die Konsequenz,
daB das Fihrungsfeld und damit auch die das Fiihrungsfeld fundierende
metrische Struktur der Welt in kausale Abhingigkeit gerit von der Materie.

Aber auch EinsTEIN hilt daran fest, daB die metrische Struktur der
Welt iiberall von derjenigen Art ist, wie sie unsere allgemeine metrische
Infinitesimalgeometrie voraussetzte. DaB etwas an der Struktur des ex-
tensiven Mediums der AuBenwelt apriori ist, wird also nicht schlechthin
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geleugnet, nur die Grenze zwischen dem apriori und aposteriori wird an
eine andere Stelle gesetzt. In der Tat ist auch in der allgemeinen
metrischen Infinitesimalgeometrie die Natur des metrischen Feldes, die
Natur der Metrik im Punkte P und des metrischen Zusammenhanges
von Z mit den Punkten seiner unmittelbaren Umgebung an jeder Stelle P
die gleiche; sie ist wesentlich ¢z¢ und darum absolut bestimmt, nicht
teilhabend an der unaufhebbaren Vagheit dessen, was eine verinder-
liche Stelle in einer kontinuierlichen Skala einnimmt; in ihr spricht sich
das apriorische Wesen der raum-zeitlichen Struktur aus. Aposteriori
hingegen, d. h. an sich zufillig und kontinuierlicher Verinderungen fihig,
in der Natur abhingig von der materiellen Erfiillung, darum auch rational
niemals vollig exakt erfaBbar, sondern immer nur niherungsweise und
unter Zuhilfenahme unmittelbarer anschaulicher Hinweise auf die Wirk-
lichkeit — a posteriori ist die gegenseitige Orientierung der Metriken
in den verschiedenen Punkten. Der Raum der alten Eukripischen Geo-
metrie ist zu vergleichen einem Kristall, der aus lauter gleichen unver-
inderlichen Atomen in der regelmiBigen und starren, unverinderlichen
Anordnung eines Gitters aufgebaut ist; der Raum der neuen RieMANN-
EixsTEINschen Geometrie einer Fliissigkeit, die aus denselben unter-
einander gleichen unverinderlichen Atomen besteht, aber in einer be-
weglichen, gegeniiber einwirkenden Kriften nachgiebigen Lagerung und
Orientierung.

Es ist klar, daB von diesem neuen Standpunkte aus sich das Raum-
problem ganz anders formulieren muB; rubt doch seine Losung durch
HermuoLTz gerade auf dem Grundprinzip der alten Theorie, der me-
trischen Homogenitit. Miissen wir darum sagen, daB die Arbeit von
Eukrip bis HELMHOLTZ vergeblich war? Keineswegs. Sache des Mathe-
matikers ist es nicht, iiber Wirklichkeiten zu Gericht zu sitzen, sondern
aus der Wirklichkeit entsprungene Probleme zx Ende zu denken und die
dazu benétigten Hilfsmittel bereit zu stellen. Und nur dadurch, daB man
eine Theorie mit allem Ernst und aller Konsequenz zu Ende denkt,
wichst sie iiber sich selbst hinaus. Dieser Proze8 vollzog sich an unserem
Problem in dem divinatorischen Geiste Riemanns. Nachdem in das neue
Haus der Wahrheit alles Wertvolle hiniibergerettet ist, was das alte be-
herbergte, kénnen wir vom ihm aus es gleichmiitig mit ansehen, wenn
die alte Wohnung zerbrockelt. Dieser ProzeB wird niemals stillestehen;
seien wir dessen gewiB, daB auch die neue Burg den Geist nicht auf
ewig beherbergen wird. Die Wahrheit ist etwas Lebendiges. Das be-
deutet nicht Skepsis; an der besonderen Ausgestaltung, die Wahrheit
und Recht in diesem Augenblick der menschlichen Kultur angenommen
haben, miissen wir mit allem Ernste arbeiten und uns mit allem Ernste
an sie binden. Aber gerade dadurch wird das Leben des Geistes diese
Gestalt stetig in neue Gestalten verwandeln; die alte mag dann als eine
leere Schale in den Museen aufbewahrt werden. Niemals aber wird es
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gelingen, die Wahrheit endgiiltig in die Form eines toten Seins, eines
wie rationalen und wohlgeordneten auch immer, zu begraben.

So wollen wir denn jetzt unser Teil dazu beitragen, die RiEmann-
EnsTEINsche Theorie iiber Zeit und Raum zu Ende zu denken! Offen-
bar kann es sich bei der Losung des Raumproblems von diesem Stand-
punkte aus nicht mehr darum handeln, das metrische Feld in seiner
sufiilligen, von der Materie abhingigen guantitativen Ausgestaltung rational
zu begreifen, sondern allein die eize unverinderliche PvrHAGOREische
Natur dieser Metrik, in der sich das apriorische Wesen des Raumes
ausspricht. Das gibt einen ganz neuen Typus von Axiomatik; sie hat
nicht mehr den mit einem Jestimmren metrischen Felde ausgestatteten
Raum zum Objekt, durch dessen metrische Struktur z. B. festgelegt ist,
was gerade ist und was 4rwmm. Eine Aussage wie die folgende: Ein
Punkt und eine Richtung in ihm bestimmen eine gerade Linie, hat in
ihr keinen Platz; denn die gerade Linie ist ja gar nicht bestimmt, sie
ist bald diese bald jene, je nach der quantitativen Ausgestaltung des
metrischen Feldes. An die Stelle der von HrimuoLTz geforderten
Homogenitit des metrischen Feldes ist die Moglichkeit getreten, zm
Rakmen der feststehenden Natur der Metrik das metrische Feld belichigen
virtuellen Verdnderungen su unterwerfen. Dadurch, da8 wir diese Moglich-
keit statuieren, ist nun freilich dber die Natur der Metrik noch nichts
ausgesagt. Ziehen wir zur Verdeutlichung einen Vergleich heran! Uber
das Wesen der Verfassung eines Staates ist damit nichts ausgemacht,
daB ich statuiere: Die Staatsverfassung ist fiir alle Staatsangehérigen
bindendes Gesetz; aber innerhalb des von ihr gelassenen Spielraums
kommt jedem Biirger volle individuelle Freiheit zu. Es muB erst eine
positive Forderung hinzutreten, etwa die folgende: Wie die Biirger diese
ihre Freiheit auch ausnutzen mégen, es liegt im Wesen unserer Ver-
fassung, daB das Wohl des Ganzen stets in ausreichendem MaBe garantiert
ist. Jetzt kann man dariiber nachdenken, wie eine Verfassung beschaffen
sein muB, damit sie dieser Forderung geniigt, und ob es vielleicht nur
eine einzige Verfassung gibt, welche sie erfiillt. — Das bindende Staats-
gesetz im Reiche des Raumes ist die Natur der Metrik, die Freiheit der
Biirger ist die Moglichkeit der verschiedenen gegenseitigen Orientierung
der Metriken in den verschiedenen Punkten des Raumes; und was ist
das »Wohl des Ganzen¢? Wenn man sich den Aufbau der Infinitesimal-
geometrie vor Augen hilt und auch die Anwendung, die sie in der
allgemeinen Relativititstheorie auf die Wirklichkeit findet, so springt
einem als die entscheidende Tatsache, welche die ganze Entwicklung
moglich macht, mit unentrinnbarer Eindeutigkeit diese -entgegen: daB
durch das metrische Feld der affine Zusammenhang bestimmt ist; darauf,
scheint es also, beruht im Reiche von Raum und Zeit das »Wohl des
Ganzen¢. So komme ich zu folgendem Prinzip: Welche quantitative Aus-
gestaltung auch immer im Rahmen der Natur der Metrik das metrische
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Feld gefunden haben mag, stets determiniert das metrische Feld eindeutig
den affinen Zusammenkang. Wenn wir zeigen konnen, daf die in der
wirklichen Welt herrschende Natur der Metrik (die durch eine nicht-aus-
geartete quadratische Differentialform gekennzeichnete PyTHAGOREische)
die einzige ist, welche diesem Prinzip Geniige leistet, so haben wir wohl
ein Recht zu der Behauptung, daB wir von dem neuen Gesichtspunkt
aus, der ein den Kriften der Materie gegeniiber nachgiebiges metrisches
Feld annimmt, das Raumproblem befriedigend und vollstindig gelost haben.
Dieses neue, von dem HrermuOLTZ-Lirschen grundverschiedene Raum-
problem wurde von mir in der 4. Auflage des Buches: Raum, Zeit, Materie
formuliert; seine Losung im bejahenden Sinne ist mir erst vor etwa einem
Jabre gelungen. Der mathematisch prizisen Fassung sind einige allgemeine
Begriffsbestimmungen vorauszuschicken.

1. Begriff der Metrik. Die Metrik hingt am Begriffe der Kongruenz,
der jedoch rein infinitesimal gefaBt werden muB. Sollen wir also die
Metrik der Mannigfaltigkeit an der beliebigen Stelle #, und den metrischen
Zusammenhang dieses Punktes mit den Punkten seiner Umgebung voll-
stindig beschreiben, so miissen wir angeben, welche unter den linearen
Abbildungen des Vektorkirpers in Py auf sick selber und welche seiner
linearen Abbildungen auf die Vektorkorper in den zu Py unendlich benack-
barten Punkten P »kongruente« Abbildungen sind. Betrachten wir zunichst
die Drehungen, d. s. die kongruenten Abbildungen des Vektorkorpers im
Punkte /£ auf sich selber. Von ihnen setzen wir selbstverstindlich voraus,
daB sie eine Gruppe bilden. Aber noch eine weitere Forderung tritt
hinzu, die wir natiirlicherweise an jede Drehung stellen miissen. Wir
konnen im Punkte 75, ohne von einer MaBbestimmung der Mannigfaltig-
keit Gebrauch zu machen, die z-dimensionalen Vektor-Parallelepipede
ihrer Gré8e nach miteinander vergleichen. Das Volumen des von den
n Vektoren a; mit den Komponenten @} a? .. .. a" aufgespannten Parallele-
pipeds wird bekanntlich dargestellt durch die Determinante der o%; diese
Volumina sind vom Koordinatensystem unabhingig bis auf eine mit dem
Koordinatensystem sich verindernde gemeinsame MaBeinheit. Da nun
die Drehung eine Abbildung des Vektorkorpers sein soll, die alle objektiv
faBbaren Merkmale desselben ungeindert 14Bt, muB sie eine wvolumtreue
Abbildung sein.

Wird die Gruppeneigenschaft auch auf den metrischen Zusammenhang
ausgedehnt, d.i. 1. auf die kongruenten Verpflanzungen des Vektorkérpers
in £, nach einem b&estimmten zu F, unendlich benachbarten Punkte /2
und 2. auf seine kongruenten Verpflanzungen nach den versciiedenern in
der unmittelbaren Nachbarschaft von /, gelegenen Punkten, so flieBen
aus ibr weiter folgende Tatsachen:

1. Alle kongruenten Verpflanzungen von /£, nach 7 entstchen aus
einer von ihnen, A4, durch Hinzufiigung einer willkiitlichen Drehung in /%,
und die Gruppe & der Drehungen in 7 entspringt aus der Drehungs-
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gruppe ® in Fy durch »Transformation« mittels einer solchen kongruenten
Verpflanzung 4: & = At @0 A. Denn betrachten wir den zum Zentrum 7,
gehorigen Vektorkorper in zwei zueinander kongruenten Lagen, so werden
diese offenbar durch die kongruente Verpflanzung 4 in zwei kongruente
Lagen des Vektorkérpers in 2 iibergehen. Aus dem metrischen Zu-
sammenhang ergibt sich also, daB die Drehungsgruppe in 2 sich von der
in £, nur durch die Orientierung unterscheidet. Und wenn wir stetig
vom Punkte %, zu einem beliebigen Punkt der Mannigfaltigkeit iiber-
gehen, so erkennen wir daraus weiter, daB die Drehungsgruppen in allen
Punkten der Mannigfaltigkeit von der gleichen Art sind. — Das ist die
ein- fiir allemal feste Natur der Metrik.

2. Durch Hintereinanderausfilhrung einer snfinitesimalen kongruenten
Verpflanzung des Vektorkérpers durch die Verschiebung 4x; [d. h. vom
Punkte F) = (x7) nach der Stelle 2 = (x? - dx)] und einer zweiten
solchen Verpflanzung durch die Verschiebung dx; kommt eine durch die
resultierende Verschiebung #x; | dx; bewirkte infinitesimale kongruente
Verpflanzung zustande. — Eine kongruente Verpflanzung ist infinitesimal,
wenn die Anderungen 4% der Komponenten & eines beliebigen Vektors
von der gleichen GroB8enordnung unendlichklein sind wie die Kom-
ponenten AZx; der vorgenommenen Verschiebung des Zentrums. Ist also

A& = — - A, &
eine beliebige infinitesimale kongruente Verpflanzung in Richtung der
ersten Koordinatenachse, nach dem Punkte (x7 ¢, #3, ..., x7), und
haben die GréBen .4ys, ..., 4}, eine analoge Bedeutung fiir die z2te

bis 7'® Koordinatenachse (¢ ist eine infinitesimale Konstante), so liefert
die Formel

(29) d§l = — A §* (dx)

ein »System infinitesimaler kongruenter Verpflanzungen« nach den simt-
lichen Punkten 7 — (x{ - dx;) der Umgebung von 2,.

IL. Der Begriff der infinitesimalen Parallelverschichung ist schon frither
auseinandergesetzt worden. Es entspricht jedem Koordinatensystem, das
die Umgebung von /7, bedeckt, ein miglhicker Begriff der Parallelver-
schiebung des Vektorkorpers in 7, nach den Punkten der unendlich-
kleinen Umgebung von A,: Transport der Vektoren ohne Anderung der
Komponenten. In einem bestimmten ein- fiir allemal fest gewihlten
Koordinatensystem driickt sich ein solches System méglicher Parallel-

verschiebungen des Vektorkdrpers in 7y = (x7) nach den simtlichen
Punkten P = (x) +- dx;) der Umgebung von 2, durch eine Formel aus
(30) dE = — Iy, &k (dx)

mit Koeffizienten, welche der Symmetriebedingung

(31) I,,=T,

geniigen,
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Das Bisherige erscheint mir als eine blo8e Begriffsanalyse, Explikation
dessen, was in den Begriffen Metrik, metrischer Zusammenhang und
Parallelverschiebung als solchen liegt. Ich komme jetzt zum synthetischen
Zeil im Kantischen Sinne. Da gilt es, das frilher angedeutete Postulat
prazis zu formulieren, das die fiir die wirkliche Welt charakteristische Art
der Drehungsgruppe festlegen soll. Zunichst die in ihm garantierte Frei-
heit! Die freie Deformierbarkeit des metrischen Feldes ist in solchem
MaBe vorhanden, da8 bei gegebener Drehungsgruppe in 7, der metrische
Zusammenhang dieses Punktes mit den Punkten seiner Umgebung sich
immer noch so gestalten kann, da8 die Gleichung

5 — — A, (dxy

mit beliebig vorgegebenen Koceffizienten A, ein System infinitesimaler kon-
gruenter Verpflanzungen des Vektorkorpers in £, darstellt, Zweitens der
positive Teil des Postulats: Wie dieser metrische Zusammenhang von 5,
mit den Punkten seiner Umgebung sich auch gestaltet haben mége, immer
gibt es unter den méglichen Systemen von Parallelverschiebungen des
Vektorkorpers in A, ein einziges, welches zugleich ein System infini-
tesimaler kongruenter Verpflanzungen ist; der metrische Zusammenhang
bestimmt eindeutig den affinen.

Das nunmehr klar ausgesprochene Postulat haben wir in die Formel-
sprache der Mathematik zu {ibersetzen. Be: gegebenem metrischen Zusammen-
hang erhilt man aus einer kongruenten Verpflanzung des Vektorkérpers
von 7, nach P die allgemeinste, wenn man eine willkiirliche Drehung
um 7, hinzufiigt. Darum erhidlt man aus emem System infinitesimaler
kongruenter Verpflanzungen (29) von 7, nach allen Punkten seiner un-
mittelbaren Umgebung ein beliebiges andere derartige System, wenn man
zu jeder Verpflanzung eine willkiirliche, von der Verschiebung 2, 2 = (dx;)
abhingige Drehung um 7, hinzufiigt; nur muf die binzugefiigte Drehung
natiirlich linear von der Verschiebung abhingen. Sie muf also dar-
gestellt werden durch eine Formel

. . dEi — 4. ik r

in der fiir jedes » 5 Air $(d5)

(32) W = A;cr gk

das Geschwindigkeitsfeld einer Drehung des Vektorkdrpers in /A ist.
Die Forderung besagt, daB unter allen diesen Systemen infinitesimaler
kongruenter Verpflanzungen ein einziges sich findet, welches zugleich ein
mogliches System von Parallelverschiebungen ist. D. h. die # infini-
tesimalen Drehungen (32) lassen sich auf eine und nur eine Weise so
wihlen, daf die GroB8en ; ; ;
I'is= Ars + Ars

den Symmetriebedingungen I, = i geniigen. Und zwar soll eine

solche Bestimmung der .4 méglich sein, welche Werte auch die -7 haben
Weyl, Raumproblem. 4
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mogen, Dasselbe will ich noch einmal ausdriicken, indem ich mich der
folgenden Bezeichnungsweise bediene: unter AL, verstehe "ich jedes be-
liebige System von z® Zahlen, unter I i ein beliebiges solches, das der
Symmetriebedingung I si,:——- fs geniigt, unter A, endlich ein System von
irgend ~ Matrizen Ay, A:-g, ver, Aty, welche in der aus (32) ersicht-
lichen Weise infinitesimale Drehungen in F, darstellen, Hat der Vektor-
korper zufolge der Drehungsgruppe AV Freiheitsgrade, so bilden die Zahlen-
systeme (Aﬁs) offenbar eine lineare Mannigfaltigkeit von »/V Dimensionen,
wihrend die Systeme (A',s) und (T ,ls) je eine lineare Mannigfaltigkeit
n(n— 1)
2

von 73, bzw. 7. Dimensionen bilden. Wir verlangten: Jedes

System A lft sich auf eine und nur eine Weise als Differenz eines
Systems I' und eines Systems A darstellen:
Aisz I‘ris'_A;.'s-

Nach der Theorie der linearen Mannigfaltigkeiten 148t sich diese Aus-
sage durch die folgenden beiden ersetzen:

a) Die Dimensionszahl der .7-Mannigfaltigkeit ist gleich der Summe
der Dimensionszahlen der I'- und dér _.4-Mannigfaltigkeit; oder

w0ty 1)
2 2

b) Die Differenz eines Systems I" und eines Systems .4 kann nur
dann verschwinden, wenn beide einzeln verschwinden. Oder: ein
System .4, kann nur dann gleich einem System I, sein, d. h. der
Symmetriebedingung 4, = .4, geniigen, wenn es aus lauter Nullen be-
steht. Oder: 7~ Matrizen Ay, A, ..., 4, welche infinitesimale
Drehungen darstellen, kénnen der Bedingung, daB die 4'¢ Spalte von A,
gleich der zten Spalte von A ist, (fir alle 7, 2= 1, 2, ..., #) nicht
geniigen, ohne alle zu verschwinden. Damit haben wir unsere Postulate
in zwei Bedingungen von klarem mathematischen Wortlaut verwandelt,
welche nur nock von der infinitesimalen Drelungsgruppe handein.

Das Geschwindigkeitsfeld #! einer inf. Drehung oder allgemeiner einer
inf. linearen Deformation des Vektorkorpers

v a
ist gekennzeichnet durch die Matrix 4 = (afc). Eine /V-parametrige inf.
Gruppe g solcher Operationen erscheint als eine /V-dimensionale lineare
Schar von Matrizen _ i S ) W)
/“IAI_I_/“HAI/_!__.'._*_Z’ A

(die 4 sind die Basis-Matrizen, die 4 die Schar-Parameter, welche alle

Werte durchlaufen konnen), und zwar als eine lineare Schar von be-
sonderer Art: mit zwel Matrizen 4, B muB nimlich immer auch

[4B] = AB — BA
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2

in' der Schar auftreten. Um unsere Forderung b) in einer vom Koor-
dinatensystem unabhingigen Weise zu formulieren, filhren wir noch den
folgenden Begriff ein: ein Gesetz
= af‘s §r ns (ﬂ:‘r = a:‘s)y

das je zwei Punkten &, 7 des Vektorkorpers in bilinearer symmetrischer
Weise einen Vektor » zuordnet, heiBe eine symmetrische Doppelmatrix
der inf. Gruppe g, wenn fiir jeden festen Punkt % diese Formel das Ge-
schwindigkeitsfeld #(&) einer in g enthaltenen Operation darstellt. Damit
sprechen sich die ermittelten Eigenschaften der inf. Drehungsgruppe g
SO aus: :

b) es gehivrt zu g keine andere symmetrische Doppelmatrix als o;

a) die Dimensionszahl N ist die hiochste, welche mit der Eigenschaft b)
vertraglich ist, nimbich

N n(n — 1) .
.2
Die Tatsache aber, daB jede Drehung volumtreu sein muB, driickt sich
darin aus, daB die Spur Zaf_ der eine inf. Drehung darstellenden
z

Matrix a verschwinden muB. Wir fiigen also noch hinzu:

c) die Spur ciner jeden Matrix won § ist o;
und stellen die Bebhauptung auf: Zine inf. Gruppe lincarer Abbildungen
des Vektorkorpers, welche den drei Bedingungen a), b), c) genmiigt, besteht
notwendig aus den simtlichen inf. lineaven Transformationen, welche eine
gewisse nicht-ausgeartete quadratische Form in sich iiberfiihren,

Ich widme die letzte Vorlesungsstunde einer Skizzierung der Ge-
danken, auf denen der Beweis dieses Satzes beruht.

Achte Vorlesung.

Wenn uns der Beweis des am SchluB der vorigen Stunde aus-
gesprochenen gruppentheoretischen Satzes, dessen Inhalt ich sogleich
noch einmal wiederholen werde, gelingt, so haben wir das neue Raum-
problem gelést. Denn damit werden wir erkannt haben: determiniert
das im Rahmen der Natur der Metrik frei verinderliche metrische Feld
den affinen Zusammenhang eindeutig, so gehért zu dem in einer quan-
titativ bestimmten Ausgestaltung vorliegenden metrischen Felde an jeder
Stelle eine nicht-ausgeartete quadratische Differentialform gy (dx) (dx),
deren Koeffizienten g;; noch einen willkiirlichen gemeinsamen Pro-
portionalitdtsfaktor enthalten. Uber ihn an jeder Stelle verfiigen, heiBt
die Mannigfaltigkeit eichen. Es bleibt noch festzustellen, daB, nachdem
dies geschehen, der metrische Zusammenhang in der frither ausfilhrlich
beschriebenen Weise durch eine lineare Differentialform gekennzeichnet
werden kann. In der Tat: da bei inf. Parallelverschiebung

[@8 = — dji-&,  djh= Li,(dx)]
4
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kongruente Vektoren kongruent bleiben, muf identisch in den & eine
Formel von der Gestalt gelten

d(gin§ &) = — (g §' &) - dy,
wo das Zeichen 4 auf der linken Seite den Zuwachs bei Ausfithrung der
Parallelverschiebung bedeutet und d¢ vom Vektor § unabhingig ist; oder

— dgi + (gir Byk + gur 47) = gk dep.

Aus dieser Gleichung geht hervor, daB d¢ von der Verschiebung (dx;)
linear abhingt: dg = ¢;(dx). — Der Trigheitsindex der quadratischen
Fundamentalform ist durch die Natur der Metrik festgelegt. Jm Ralhmen
der Bedingung, daf jene Form niemals ausarten darf und den worgeschrie-
benen Trigheitsindex besitzen muf, sind aber die Koeffizienten g und
Jrei verinderlich und bestimmen den quantitativen Verlauf des metrischen
Feldes vollstindig. Wir landen also in der Tat bei jener » PYTHAGOREI-
schen« Infinitesimalgeometrie, deren Grundlagen ich in der dritten Vor-
lesung dargestellt habe. Im Gegensatz zu der HELMHOLTZschen ist unsere
Charakterisierung brauchbar fiir a/z Werte des Trigheitsindex.

Nun zu der gruppentheoretischen Aufgabe, die uns durch das Raum-
problem gestellt wurde! Es wird von uns gefordert: Ale linearen
Scharen § von Matrizen

NA A A A 4

(4, 4”7, ... sind die festen Basis-Matrizen, A', 2"/, ... die Schar-
Parameter) su bestimmen mit den Jolgenden Eigenschaften:

1) mit je swei Matrizen A, B gehirt auch [AB]|= AB — BA der
Schar an;

2) die Spur jeder Matrix ist = o;

3) die Dimensionszahl N der Schar ist = iz—(”_*I);
2
4) es lassen sich keine n Matrizen Ay, As, ..., A, (vsymmetrische
Doppelmatrixg) in der Schar ausfindig machen, fir welche allgemein die
e Spalte von A; gleich der 3™ Spalte von Ay ist (i, k=1, 2, ..., n),

aufper Ay =Ay = ... = A,—o.

Die Schar g, derjenigen linearen inf. Transformationen, welche eine
nicht-ausgeartete quadratische Form @ invariant lassen, besitzt, wie man
sofort nachrechnet, diese Eigenschaften (Anhang 1r); wir behaupten,
daB es andere derartige inf. Gruppen nicht gibt. Es existieren demnach
genau so viel wesentlich verschiedene Scharen g der gewiinschten Art,
die sich nicht blo8 durch die Wabhl des Koordinatensystems von-
einander unterscheiden, als es wesentlich verschiedene nicht-ausgeartete
quadratische Formen gibt. Als nicht wesentlich verschieden haben dabei
zwei solche Formen zu gelten, welche sich vermége linearer Trans-
formation der Variablen und vermdge Multiplikation der Form mit
einer von o verschiedenen Konstanten ineinander verwandeln lassen.
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L4B8t man nur lineare Transformation der Variablen zu, so existieren
aber genau 7 - 1 Klassen quadratischer Formen, entsprechend den még-
lichen Werten des Trigheitsindex /=0, 1, ..., 2; ist es auch erlaubt,
die Form mit einer negativen Konstanten zu multiplizieren, so fallen
die Klassen vom Trigheitsindex 7/ und 7» — 7 zusammen. Die Anzahl

. . ”
von der wir sprechen, ist demmnach = — -1, wenn # gerade,
2

__72—{—1

, wenn 7 ungerade. — Sitze, deren Inhalt derartige Fall-

unterscheidungen einschlieBt, wie sie hier als Unterschiede des Trigheits-
index auftreten, pflegen schwer beweisbar zu sein. Im gegenwirtigen
Fall haben wir aber ein einfaches Mittel, uns iber jene Unterschiede
hinwegzusetzen. Wir bemerken nidmlich, daB unser Problem rein alge-
braischen Charakter trigt, und deshalb ist es angemessen, es aus dem
Gebiet der reellen ins umfassendere Gebiet der komplexen Zahlen zu ver-
pflanzen, Hier fallen die Unterschiede des Trigheitsindex dahin; eine
nicht-ausgeartete quadratische Form mit beliebigen komplexen Koeffi-
zienten 148t sich immer durch eine (nmatiirlich im allgemeinen auch
komplexe) lineare Transformation auf die Normalform (£1)2 - (52)2
-+« - (§")? bringen. Wir nehmen also jetzt an, daB unsere Schar g
aus komplexen Matrizen besteht, und behaupten: die oben aufgezihlten
Eigenschaften haben zur Folge, daB g durch lineare Transformation aus
einer a priori bekannten Schar g, hervorgeht, nimlich der Schar aller
schiefsymmetrischen Matrizen (d. i. der inf. EukLipischen Drehungsgruppe).

Fir die niederste Dimensionszahl n = 2 148t sich unser Theorem
durch direkte Rechnung sofort bestitigen. In diesem Fall haben wir
eine einparametrige Schar g (V= 1); sie besteht aus den Multipla einer
von Null verschiedenen Matrix

Y ‘ @11 Q12
= |
Setzen wir l| @21 @22
11 = — a21, S12 =— — da2; &e1 = @11, So2 = a12,
so ist nach Voraussetzung z):
g1z == £o1 .

Die Rechnung lehrt, daB die quadratische Form
(33) D eubitr

ik

invariant ist gegeniiber der durch 4 dargestellten infinitesimalen Opera-
tion; es ist ndmlich identisch in &%, &2:

S gudkd = o,
wenn ik

A8 = a;1 8" + ;282



54 Achte Vorlesung.

eingesetzt wird. Endlich bedeutet die Voraussetzung 4), daB in irgend
zwei Multipla von A4: yed wd —pd
die 2. Spalte von .4 mit der 1. Spalte von — 4 nur dann {iber-
einstimmen kann, wenn % und y, beide verschwinden; oder daB die
Gleichungen a4 @y — o,
@211 —+ @22y = O

keine andere Losung haben als 43 == o0, 3 = o; oder daB die Deter-
minante der Matrix A nicht verschwindet; oder da die quadratische
Form (33) nicht ausgeartet ist.

Fiir die deliebige Dimensionszakl n ist der Beweis einigermaBen ver-
wickelt und 148t sich nicht wie beim HeELMuOLTZ-LiEschen Raumproblem
von ein paar einfachen Grundgedanken aus ibersehen. Dennoch hoffe
ich, in der kurzen noch zur Verfiigung stehenden Zeit Ihnen einen ge-
wissen Einblick in die Methode geben zu konnen, ohne den Beweis
selber explizite durchzufiibren. Die in ihren Konsequenzen zunichst
undurchsichtige Voraussetzung 4) ist es, um deren Nutzbarmachung wir
uns offenbar vor allem zu kiimmern haben; es muB versucht werden, aus
ihr einfachere, leichter zu handhabende Eigenschaften der gegebenen in-
finitesimalen Gruppe g herauszuwickeln. Hier ist eine erste derartige
Folgerung:

1. Eine Gruppenmatriz, in der alle Spalten, bis auf cine, mit Nullen
beselat sind, ist iiberhaupt = o.

Sei nimlich 4 eine solche Matrix, in welcher alle Spalten bis auf
die erste verschwinden; dann ist die folgende Reihe von » Matrizen

A, o, 0, ..., 0
offenbar eine symmetrische Doppelmatrix, und darum nach Forderung 4):
A=o0. — Um die Aussage von der Beziehung auf ein spezielles Ko-
ordinatensystem zu befreien, iiberlegen wir, daB das Verschwinden aller
Spalten einer Matrix 4 = (a};) auBer der ersten dies bedeutet: fiir jeden
Vektor ¢ = (&, &, ..., §"), welcher der Gleichung &' = o geniigt,
ist der durch 4 aus ihm erzeugte Vektor

N=dp=Ay (#=4dE= Za}'cé‘k)
k

gleich Null. £'=— o ist die Gleichung einer (z — 1)-dimensionalen
Vektorebene., Wir konnen also sagen:

L. In der inf. Gruppe existiert keine Operation (aufier der ldentitit),
welche alle Punkte ciner durch das Zentrum gehenden (n — 1)-dimensio-
nalen Ebene festlift.

Daraus ergibt sich nun auch sofort, daB

(I*) keine Gruppemmatrix aufer o existiert, in welcher alle Zeilen bis
auf eine einzige verschwinden.
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Ist nimlich @1, @2, ..., @, die eine vorhandene Zeile der Gruppen-
matrix 4, so wiirde die durch 4 dargestellte inf. Operation die Ebene

af f a4 ad=o
Punkt fiir Punkt ungeiindert lassen. — Direkt kann man das Prinzip I* so
einsehen: die Reihe A, wd, ..., and
ist eine symmetrische Doppelmatrix, und daher ¢;4 — o, d. h.
aja, =— o, folglich af =o0, a=o0.

Fast ebenso einfach erkennt man eine andere Eigenschaft unserer
inf. Gruppe. Ich fasse im allgemeinen Matrixschema irgend zwei Felder
ins. Auge, welche in derselben Zeile liegen, z. B. das 1. und 2. Feld
der #ten Zeile; und behaupte: es is¢ awusgeschlossen, daf diese beiden Felder
identisch leer, d. i. in allen Gruppenmatrizen mit einer Null besetst sind.
Beweis indirekt: Eine Serie von 7z Gruppenmatrizen

Al, Az, . ey An

ist eine symmetrische Doppelmatrix, wenn allgemein die 4t¢ Spalte von
A; gleich der sten Spalte von A ist. Da nun aber in jeder Gruppen-
matrix das 4% Feld der 1. und 2. Spalte mit einer Null besetzt ist, so
fillt von den z linearen Bedingungen, welche fordern, daf} die 2. Spalte
der Gruppenmatrix 4; mit der 1. Spalte der Gruppenmatrix 4, iiberein-
stimmt, Numero /% fort als identisch erfiillt. Die Parameter der » Matrizen
A; haben also nicht mehr
n(n— 1)
N=»n+ — 7
homogenen linearen Bedingungen zu geniigen, sondern nur noch IV — 1.
Die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Parameter ist aber nach wie
vor - N = N. Da NN — 1 lineare homogene Gleichungen fiir [V Un-
bekannte stets eine von o verschiedene Losung besitzen, wiirden wir
also, wenn in allen Gruppenmatrizen V —_—(v;c) die beiden Elemente
2%, oh — o wiren, eine nicht-verschwindende symmetrische Doppelmatrix
konstruieren kénnen — entgegen der Voraussetzung 4).
Auch hier ist die Aussage unabhingig vom Koordinatensystem zu

P>
formulieren. Es sei O = p ein von o verschiedener Vektor; eine
(n — 1)-dimensionale Ebene E durch O nenne ich konjugiert zu p (oder

konjugiert zu der Richtung 57’) , wenn fiir alle zu g gehorigen inf. Ope-
rationen ¥ die Geschwindigkeit u (== Vp) des Punktes 7 der Ebene E
angehort; wenn also der Punkt 2 bei allen diesen Operationen sich in
der durch .2 hindurchgehenden Parallelebene zu E bewegt. Ist g die inf.
EuxLipische Drehungsgruppe g,, so gibt es zu jeder Richtung p eine
konjugierte Ebene, nimlich die Ebene senkrecht zu p. Doch fallen die
zu zwei unabhingigen Richtungen (zu zwei linear unabhingigen Vektoren)
gehorigen konjugierten Ebenen niemals zusammen. Diese letzte Eigen-
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schaft nun ist es, welche wir eben aus der Voraussetzung 4) fiir die
Gruppe g hergeleitet haben:

II. Zwei voneinander unabhingige Ricktungen haben niemals cine ge-
meinsame konjugierte Ebene.

In der Tat bedeutet das Verschwinden von #* und 2? in allen Gruppen-
matrizen 7 =(v}c) nichts anderes, als daB die Ebene &*"=o0 zu den
beiden voneinander unabhingigen Vektoren

e1=1(1,0,0, ..., 0) und ¢z=(0,1,0, ..., 0)
konjugiert ist. Genau so beweist man, daB die willkiirliche Ebene

@ a8t gt =o0
nicht zugleich zu ¢; und e, konjugiert sein kann; d. h. daB die beiden
ersten Spalten aller Gruppenmatrizen 77 nicht derselben homogenen

linearen Gleichung _ )
Ea,-v'l=o, Eaiv’zzo
i i

geniigen konnen, chne daB die festen Koeffizienten ¢; alle verschwinden. —

Wie gesagt, ist es mir unmdglich, den Beweis des Haupttheorems
vollstindig vorzutragen; immerhin werde ich soviel zeigen kénnen: Wenn
die inf. Gruppe g, die nach Voraussetzung die vorhin aufgezihlten Eigen-
schaften 1) bis 4) besitzt, ezze der Basismatrizen S(2 von g, enthilt, so
stimmt sie (bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems) mit g, iberein.
Dadurch wird das Problem darauf reduziert, die Existenz der einen Ope-
ration SU? in g nachzuweisen; das ist gewiB eine Vereinfachung. — Es

ist mir bequemer, die Matrix 2 sa (=V — 1) durch die Substitution
z

1 p2 ! ;2
(34) SRR S T
V2 V2

auf die nebenstehende Form / zu bringen,
o J ist eine Hauptmatrix; das will sagen,
o —1I daB alle Felder auBerhalb der Haupt-
diagonale mit Nullen besetzt sind. Sei
J = allgemeiner 4 eine in g vorkommende
Hauptmatrix; die in ihrer Hauptdiagonale
stehenden Elemente mdgen mit

Upr,y Oz, ...y Oy

bezeichnet sein. Aus einer willkiirlichen
Matrix V= (2}) entsteht durch Zusammensetzung mit 4 die Matrix
V'=[AV] mit den Elementen (¢; — a)z. Fiir das Feld (i%) des
Matrizenschemas, in welchem sich 7t¢ Zeile und %% Kolonne kreuzen,
fungiert bei der Zusammensetzung mit 4 also die Zahl «; — ¢, als Multi-
plikator. Um die Gruppeneigenschaft 1) auszunutzen, ist zu unter-
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suchen, was wir aus einer Matrix 7 gewinnen konnen, wenn wir sie
wiederholt mit 4 zusammensetzen:
v, Vi=[4V], V'=[4V],

und beliebige lineare Kombinationen von 7, V', V"' ... bilden. Das
iiberblicken wir, wenn wir die Felder des Matrizenschemas in »Linder
zusammenfassen nach dem Grundsatz, daB zwei Felder dann und nur
dann dem gleichen Lande zufallen, wenn ihre beiden Multiplikatoren
numerisch einander gleich sind. Bei der Zusammensetzung mit 4 multi-
plizieren sich alle 71};, welche in den Feldern éimes Landes stehen, mit
dem gleichen Multiplikator A, sie erleiden alle das gleiche Geschick;
sie sind daher unlgsbar miteinander verbunden. Im Gegensatz dazu sind
aber die verschiedenen Linder ganz unabhingig voneinander. Das will
sagen: Ich kann durch lineare Kombination von 7 mit seinen »Deri-
vierten¢ V', V"', ... eine solche Matrix bilden, welche in den Elementen
eines Landes mit V' iibereinstimmt, wihrend sie in den Feldern aller
iibrigen Linder nur Nullen aufweist. Gehort V7 zu g, so auch die Ab-
leitungen von V und ihre linearen Kombinationen. Die aufgestellte Be-
hauptung lehrt also, daB mit 7 auch die einzelnen durch die Linder-
einteilung aus 7 hervorgehenden Bruchstiicke (deren Summe = V ist)
fir sich in der Gruppe g existieren. Wir sagen kurz:

1II. 7n der allgemeinen Gruppenmatrix sind die einzelnen (durck eine
zur Gruppe gehiorige Hauptmatrix A erseugten) Linder voneinander unab-
hangig.

In der Tat entsteht die lineare Kombination

W=cVaV eV 4 ... -cp¥Vm
dadurch aus 7, daB die Elemente der Matrix 7, welche im Lande mit
dem Multiplikator A4 liegen, den Faktor

o+ LA - cA2 4 oo gy dm
bekommen. Wir haben die Koeffizienten ¢ also nur so zu bestimmen,
daB das Polynom
Ppx)=rco + ax 4 x4 - - - -+ pa™

fir alle Multiplikatoren verschwindet auBer fiir einen, 4, fir den Argu-
mentwert x — A aber den Wert 1 annimmt. Dies kann man bekanntlich
auf eine und nur auf eine Weise erreichen, wenn man den Grad
um 1 kleiner wihit als die Anzahl der unterecinander numerisch ver-
schiedenen Multiplikatoren ¢; — ¢, welche mit

Y S R 1)
bezeichnet sein mogen. Das Polynom, welches fiir die » Argumente
x=A, A, ..., ™ verschwindet, an der Stelle x =— 1 aber den Wert 1

annimmt, ist dann gegeben durch die Formel
=) =A") e (x— Am)
P (x) = = W)(h— ") (h— Am)’
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Das Prinzip III soll auf die nach unserer zusitzlichen Hypothese in g
vorkommende Hauptmatrix / Anwendung finden. Die mit / verkniipfte
Lindereinteilung des Matrixschemas samt den zugehérigen Multiplikatoren
ist der nebenstehenden Abbildung zu ent-
o| 2 I nehmen. Von den 5 vorhandenen Lindern:
o, + 1, — 1, -+ 2, — 2 bestehen die letzten
beiden nur aus je einem Feld. Diese Klein-
heit hat ihre Unbewohnbarkeit zur Folge. Eine
zum Lande - 2 gehorige Matrix, d. h. eine
— 1| 1 o in der Gruppe vorkommende Matrix, in der
alle Felder mit Nullen besetzt sind auBer den
Feldern des Landes - 2, mu8 nimlich nach
dem Prinzip I iiberhaupt = o sein. Das Ana-
loge gilt fiir das Land — 2. Infolgedessen stehen in der (von /V Para-
metern abhingigen) allgemeinen Gruppenmatrix / = (i) die beiden
Felder (12) und (21) leer: v} =o und 2 =o.

Wegen des Verschwindens von 2} kann nach dem Prinzip II zwischen
den iibrigen Elementen der ersten Zeile von /, insbesondere zwischen
v}, v3, ..., 77 keine homogene lineare Relation mit konstanten Ko-
effizienten bestehen; denn wire eine solche vorhanden, etwa

rostrtog 4+ yrem=o,
so wire die Ebene &§! — o gemeinsame konjugierte Ebene zu den beiden
Vektoren

— 2 [e] — I

(0,1,0,0,...,0) und (o, 0,y 7%, ..., 9.
Der zum Lande -}- 1 gehorige Bruchteil der allgemeinen Gruppenmatrix
liefert uns daher Gruppenmatrizen
O3 O .o- Oy von der Form (35), in welcher die
GroBen o3 o4 ... o, aller Werte
fiabig sind. (Die nicht ausgefiillten

pres od Felder sind mit Nullen zu be-

(35) - ot setzen.) Mit der Zeile der o; ver-
schwindet aber nach dem Prinzip I

auch die Spalte der ¢!, Wir kénnen

or also o3 oy ... o, als die unabhin-

gigen Parameter der linearen Schar
aller zum Lande - 1 gehérigen Matrizen benutzen und haben dann die
Gleichungen

n
(36) a":Zg”‘ak (t=13,4,...,7)
k=3

mit konstanten Koeffizienten gi¥. Da nach I* die ¢! nicht o werden
kénnen, ohne da8 auch alle ¢; verschwinden, ist die Determinante der
gi® yon o verschieden. Bilden wir aus zwei zum Lande - 1 gehorigen
Matrizen 4+ und A+ das Produkt 4+ A+, so bekommen wir eine Matrix,
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in der sdmtliche Felder mit Ausnahme des einen Feldes (r2) mit Nullen
besetzt sind; im Felde (12) aber steht die GroBe

Zaiﬁi =2g""¢xlﬁk = Q(x'a).
i=3 ik
Die Bilinearform @ mit den Koeffizienten gi* ist demnach eine Invariante
gegeniiber linearen Transformationen der Koordinaten §3§%...&, In der
Gruppe g tritt die zum Lande - 2 gehorige Matrix
[A+ A+] = A+ A+ — A+ 4+
auf; sie muB folglich verschwinden, d. h. es ist
(@) — Q@e) = o,
oder die Bilincarform Q ist symmetrisch. Durch geeignete lineare Trans-
formation der Koordinaten &3 bis & kénnen wir die zugehérige nichs
ausgeartete quadratische Form Q(w«) auf die Normalform bringen
Qua)=uaj +af + -+ +a2.
Dann nehmen die Relationen (36) die einfache Gestalt an:
(37) od=q;.
Damit ist der Anteil des Landes - 1 an der allgemeinen Gruppenmatrix
vollstindig bestimmt, und wir haben gewonnen Spiel.

Eine zum Lande o geh¢rige Matrix hat die Form (38). Setzen wir
sie mit 4+, Gl (35), zusammen,

7, © so lehrt die Rechnung, daB wir
o v eine zum Lande -~ 1 gehorige
22 Matrix 4+ bekommen mit den
(38) V= Usz ... gy folgenden Elementen:

n
.......... = E' Ui O — V1104,
.......... k=3

n
ol = Ta2 (O —Zﬂikak B
k=3
Anwendung der allgemein giiltigen Gleichung (37) auf A+ liefert daher
Z(Wik -+ z/ki) o = (7/11 -+ 7122) ;.

k
Da das fiir beliebige Werte der «; gelten muB, ist

Uik -+ Uk = (7/11 + 7/22) 6ik

[0;xr =1 oder o, je nachdem /=% oder /3= %; ¢, 4=3,4,..., n].

Wir setzen noch

'Z/11+Z/22=2'Z/, 7}11=Z/+Q, 2/22_—’7}'—9'
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Was endlich die zum Lande — 1 gehérigen Matrizen A4~ anbetrifft,
so erhdlt man durch ijhre zweimalige Zusammensetzung mit der zum
Lande + 1 gehorigen Gruppenmatrix

Bs Pa ... Pn| A+ = H, welche den Werten o3 = 1;
«y = -+ = {, = o entspricht, eine zum
Lande -}~ 1 gehorige Matrix [Z[HA-]],
g —| deren Zeile aus den Zahlen
,34 53'—21831 184)"'! ﬂn’
deren Spalte aus den Zahlen
ﬂr} . 163—2)83).34)"'7{7”‘

besteht. Da Zeile und Spalte nach
(37) tibereinstimmen miissen, ergibt sich auch fiir das Land — 1:

(39) 3=ﬁ37ﬂ4:ﬂ4)-":ﬁn=ﬂﬂ'

Alle Ergebnisse sind zusammengefaBit in dem folgenden Schema fiir
die allgemeine Gruppenmatrix, in welchem der Teil % schiefsymmetrisch
ist.(£ bedeutet die Einheitsmatrix). Die noch gar nicht herangezogene

Q (o] O3 Og ... Oy

o—¢ | Bs ... fa

Bs s +oE
,54 Oy

oo *

f%n Oy

Voraussetzung 2) der verschwindenden Spur lehrt, daB die Dilatation v £
wegfillt: ¥ == o. Nunmehr enthilt unser Schema gerade die geforderte
Parameterzahl; und es zeigt sich, daB g die Gruppe derjenigen infini-
tesimalen linearen Transformationen ist, welche die quadratische Form

— 288+ {52+ -+ (§77)
invariant lassen. Der Beweis ist beendet.

Machen wir die Koordinatentransformation (34) wieder riickgingig,
so geht die invariante quadratische Form natiirlich in die Einheitsform
() + @ + o + @
iiber. Bei dieser Variablenwahl erkennt man leicht, daB die Voraus-
setzung der verschwindenden Spur ganz entbehrt werden kann. Denn
mit / und den zu den Lindern - 1 und — 1 gehorigen Matrizen sind wir
im Besitz der Operationen . .
st g (f=1,2,3,...,7).
Fir 7, £=3,4,...,n ist aber — vgl. den SchluB der fiinften Vor-

lesung —
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S(ik) — [S(“), S(ik)J .
Infolgedessen liegen alle Gruppenmatrizen von g, in g. —

Nachdem mir eines guten Tages diese Gedankenkombination ein-
gefallen war — sie hat sich nachtriglich, wie das zu gehen pflegt, noch
wesentlich vereinfacht —, zweifelte ich nicht mehr daran, daB durch
Verfolgung des eingeschlagenen Weges der vollstindige Beweis des gruppen-
theoretischen Satzes gelingen wiirde. Der weitere Weg erwies sich freilich
noch als recht dornenvoll. Sacklick war nimlich durch die bisherigen
Uberlegungen nicht allzu viel gewonnen; es ist fast ebenso schwer, von
der einen Operation S der inf. Evkvipischen Drehungsgruppe einzu-
sehen, daB sie notwendig in g auftritt, wie von allen zusammen. Me-
thodisch war jedoch sehr viel erreicht; denn der vollstindige Beweis
benutzt die gleichen Hilfsmittel und Gedanken, die nur noch wesentlich
komplizierter miteinander verzahnt werden miissen. Wie sich dabei heraus-
stellt, bleibt unser Theorem sz drei und mekhr Dimensionen selbst dann
riéhtig, wenn die Eigenschaft 2), daB die Spur aller Gruppenmatrizen
verschwindet, die Volumireue nicht mit postuliert wird. Nur im Falle
der Dimensionszahl # = 2 ist sie unentbehrlich (Anhang r2).

Wihrend beim HeELMHOLTZSchen Raumproblem der Wert der Kriimmung
unentschieden blieb, findet hier auBer der Dimensionszakl 4 nur der Um-
stand noch keine Erklirung, daB die metrische Fundamentalform der
wirklichen Welt gerade den Zrdgheitsindex 1 besitzt. Uber den inneren
Grund fiir die Dimensionszahl 4 und den Trigheitsindex 1 habe ich wohl
Vermutungen, kann aber etwas Endgiiltiges nicht dariiber aussagen.

Ich bin am Ende meiner Ausfilhrungen angelangt. Wihrend fast alle
tieferen mathematischen Theorien — wie z. B. die wunderbare Theorie
der algebraischen Zahlkorper — innerhalb der groBen philosophischen
Zusammenhinge der Erkenntnis nicht viel zu bedeuten haben und auf
der anderen Seite das, was die Mathematik beisteuern kann zur Be-
leuchtung allgemeiner Erkenntnisprobleme, meist der Oberfliche der Ma-
thematik entstammt, haben wir hier den seltenen Fall, daB ein fiir alle
Wirklichkeitserkenntnis grundlegendes Problem, wie es das Raumproblem
ist, zu tief eindringenden mathematischen Fragestellungen AnlaB gibt.
Hoffentlich ist es mir gelungen, Ihnen davon einen Eindruck zu ver-
mitteln; dann wire es kein Ungliick, wenn Ihnen bei der gedringten
Fassung der Vortrige, zu welcher die kurze Zeit zwang, dieses oder jenes
Detail entgangen wire.



Zusitze.

(Die Formeln sind in jedem »Anhang« durchnumeriert; Formelverweise beziehen sich,
wenn nichts anderes bemerkt ist, auf den g/eickern Anhang; Formeln des Haupttextes
werden mit einem der Formelnummer vorangestellten /A zitiert.)

Anhang 1. (Zu Seite 7.) Schreibt man
(wx) = 2 — (2] +- 2} + #3),

so wird eine »Kugel« in der MiNkowskischen Welt allgemein dargestellt
durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den homogenen »hexa-
sphirischen Koordinaten« #;, welche durch die Proportion

Uo tUytUp Uy iUy U5 ==Xg:X1iXe i Ns:L(ax): X
definiert sind. Die »Ebenen¢ zihlen dabei mit zu den Kugeln. Diese
Koordinaten sind nicht unabhingig voneinander, sondern geniigen der
quadratischen Identit4t
(1) Q)= — u} + 1} + ul 4w + 2usus = o.
Soll wirklich jedes Verhiltnis von sechs reellen Zahlen #;, welche dieser
Gleichung geniigen, ohne alle zu verschwinden, einen Punkt darstellen,

so miissen den eigentlichen Punkten noch uneigentliche, unendlichferne
Punkte hinzugefligt werden mit den hexasphirischen Koordinaten

Upg P Uy LU U3 ULt O,
2 2 2 2
—u0+u1—[—u2—[—u3:o
geniigen; sie bilden die »unendlichferne Kugele ws = o. [Ist (xx) wie

in der gewohnlichen Eukripischen Geometrie definit, so bekommt der
Mosiussche Kugelraum nur den einzigen unendlichfernen Punkt

welche der Gleichung

0:0:0:0:1:0;
im indefiniten Fall ist es damit aber anders bestellt. Das Unendlichferne
ist natiirlich hier von ganz anderer Art als in der projektiven Geometrie.]
Jede homogene lineare Transformation der u;, welche die Gleichung (x) in
sich dberfikrt, liefert eine Mobiussche Kugelverwandischaft. In der Tat
wird durch sie eine punktweise Abbildung des CarTesischen Raumes auf
sich selber definiert, welche Kugeln in Kugeln verwandelt. Den Beweis
dafiir, daB die so definierten MoBIUsschen Kugelverwandtschaften die
einzigen Abbildungen sind, welche die Nullelemente invariant lassen,
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werden wir in Anhang 6 mit den Methoden der Infinitesimalgeometrie
erbringen*). —

Hernach brauchen wir die Tatsache, daB die &Anlicken Abbildungen
die einzigen Mozrusschen Kugelverwandschaften sind, welche die un-
endlichferne Kugel in sich iiberfihren. Eine solche Abbildung, durch
welche der willkiirliche Punkt mit den hexasphirischen Koordinaten z;
iibergeht in den Punkt ], sei gegeben durch die Gleichungen

5 e
= E .
k=0

Da fiir #; = o auch #, verschwinden soll, muB die letste Zeile der
Matrix 4 = (ag)) so aussehen:

5) 5 5 5 5 5
(af)), a(l)y Clg), Otg;), 0‘2)) ag)) :(O) o, 0, 0, O, Ot);

den in 4 noch enthaltenen unbestimmten Proportionalititsfaktor festlegend,
kann man ¢ = 1 setzen. Verstehen wir unter £2(»7) die zur quadratischen
Form £ (u) gehorige symmetrische Bilinearform zweier Variablenreihen #, z:

(2)  L(wv) = (— uovo ++ mvy -+ 402 + w303) + (#av5 - u574)

und verwenden £ auch als Zeichen fiir die symmetrische Matrix ihrer
Koeffizienten, so wird die Invarianz der Gleichung £ (») = o gegeniiber
der Transformation 4 im Matrizenkalkiil dadurch ausgedriickt, daB

(3) A 924 proportional zu £

ist. .4 bedeutet die durch Vertauschung der Zeilen und Kolonnen aus 4
entstehende »transponierte« Matrix. £2 hat die Eigenschaft, zu sich selbst
invers zu sein, d. h. durch Zusammensetzung von £ mit sich selber,
00, entsteht die Einheitsmatrix. Deshalb folgt durch Zusammensetzung

mit 24 aus (3): AQ A9 A4 proportional zu A,

oder da die Determinante von .4 nicht verschwindet, durch Forthebung
des ersten Faktors .4:

D.AR.4 proportional zur Einheitsmatrix.
Figt man endlich vorne den Faktor {2 hinzu, so kommt:

(4) A Q.4 proportional zu £.

Nennen wir Q(«v) das »Kugelprodukt« von z und v, so besagt (3),
daB die aus den Kugelprodukten (c; ) der Spalten ) von .4 gebildete
Matrix zu £ proportional ist, (4) hingegen, daB die aus den Kugel-
produkten 2(a® ¢®) der Zeilen o von .4 bestehende Matrix zu £ pro-
portional ist. Die letzte Tatsache lehrt insbesondere, da8

QeDe®)=o0 oder o) =0 istfir /=o0, 1, 2, 3.

*) Dieser Satz stammt von LIouviLLE: Note VI im Anhang zu G. MONGE, Appli-
cation de 'analyse & la géométrie (1850), S. 609.
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Die Matrix .4 hat also die nebenstehende Gestalt. In dem Ausdruck
2(uv), Formel (2), fiir die Kugelprodukte der
ersten vier Spalten ¢; (4= o, 1, 2, 3) fallen
die letzten beiden Glieder
(u47)5 + Up U4)
fort, weil das letzte Element jeder dieser
Spalten verschwindet. Infolgedessen ist das
in dem Schema mit [.4] bezeichnete Teil-
quadrat die Matrix einer linearen Trans-
5/]o o o o o formation der vier Variablen wp #; #p us,
welche die Gleichung
—uy +ul - ul+ul=o0

invariant 148t. Wir kommen daher in der Tat auf eine Ahnlichkeits-
transformation:

[4]

@ W = o
O O O ©
* Ok ¥ *

3
X = z;al(cl)xk"{_a(ﬁl) (i=°71;2:3)-
k=0

Ankang 2. (Zu Seite 18.) Im systematischen Gang unserer Unter-
suchung wird fast nur davon Gebrauch gemacht, da8 die Gleichungen Z (10)
die gewiinschte Proportionalitit zur Folge haben; in der Tat ergeben sie

[Tr]E78" =28 ().
Etwas mehr Uberlegung erfordert der Beweis der Umkehrung. Die dabei
vorauszusetzende Proportionalitit driickt sich in den Gleichungen aus:

EIM)EE — & [I§§ =o
(OF ] — I EE° 8 = .
Bringt man die Koeffizienten der auf der linken Seite stehenden kubischen

Form in eine solche Gestalt, daB sie symmetrisch sind in den drei In-
dizes »s#, so miissen sie einzeln verschwinden:

(O[] — 6/ [T7]) ~+ (67 (T3] — & (1541 + (6 (18] — &J[L7]) = o
»Verjiingen¢ wir in bezug auf 2 und #, d. h. setzen wir #=— 4 und
summieren darauf tiber den Index %, so erhalten wir

(n =+ 1) [[/s] — O/ [T%5] — Si[Ifil = o.
Setzen wir also [rk]= (4 1)y,

so bekommen wir die gewiinschten Gleichungen A (10).

oder

Anhang 3. (Zu Seite 22.) Die ganze von uns durchgefiihrte Be-
trachtung 148t an Strenge nichts zu wiinschen iibrig; man kann sich sehr
leicht von der Verwendung der unendlichkleinen GréBen befreien. Man
hat zu diesem Zweck nur unser Flichenelement aufzufassen als zugehorig
zu einer endlich ausgedehnten Fliche, welche durch eine Parameter-
darstellung x; = x;(s7) gegeben ist. Der Punkt 2 entspreche den Para-
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meterwerten s = o, #=o; das Linienelement 4 wird beschrieben, wenn
¢ konstant — o gehalten wird und s von o ab wichst, das Linien-
element J, wenn s konstant = o gehalten wird und # von o ab wichst,
Durch kongruente Verpflanzung der in 2 gegebenen Strecke /, lings der
Koordinatenlinie s = o erhalten wir ein Streckenfeld /(o, #) Iings dieser
Linie, das der Gleichung geniigt:

al dx,
E‘:_Z'((Piﬁ) (s =o).

Durch den Punkt (o, %) lduft eine Koordinatenlinie #== #; verpflanzen
wir an ihr entlang vom Anfangspunkt (o, %) aus die Strecke /(o, %)
kongruent, so erhalten wir, indem fiir 4 alle méglichen #-Werte ein-
treten konnen, ein Streckenfeld /(s, #) auf unserer Fliche, das identisch
in s und ¢ der Gleichung geniigt

as = T\Was)
Unter Vertauschung der Rolle von s und ¢ erhalten wir ein analoges
Streckenfeld /’(s#), das identisch der Beziehung geniigt

ar’ s J dxi
ar = U\ )

Sowohl auf der Linie s = o wie der Linie /== o stimmt / mit /" iiber-
ein, Es handelt sich um die Bestimmung von /= /' — / fiir kleine
sund #. Da A/(s,?) identisch in ¢ fir s = o und identisch in s fiir
# == o verschwindet, ist

2
Al = 6(41) ards, tm Tl (XU
s=0 S % 0s0¢ Jo
t=0

Die Berechnung dleses zweiten Diﬁ'erentialquotienten verlduft nun genau

wie im Text, wobei immer o durch , 0 durch dd zu ersetzen ist:
w\@) = \vs) i a\ey)

. . . dl dx;
Fiir s = o ist hierin T zu ersetzen durch — /- ((pi —(;%) . Nach der

Subtraktion kommt also fir s —o0, f=o0:

32(40) d| dm\ d| dx
Y; —”Z{;;(WW)”E(‘P“E) =44y
Nun ist aber d dx; a(Pk dox; dxy d2
ZE((/’" it~ x ds dt " Vidsar’

jon li : . . . L 42z
Subtraktion liefert daher, weil der gemischte Differentialquotient ———dsz;

Weyl, Raumproblem, 5
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unabhingig ist von der Reihenfolge der beiden Differentiationen:

(bq)k bgo,\)dxl a’xk

dx dxg) ds dt

Das Schicksal einer Strecke bei kongruenter Verpflanzung lings ge-
schlossener Wege ‘148t sich analytisch bequemer iiberblicken — alle Aus-
sagen erscheinen nimlich in dem bekannten STokEsschen Satz der Vektor-
analysis zusammengefaBt —, wenn wir die Gleichung

dl= —1ldp in der Form schreiben: dlg/= — d¢.

Ich habe hier aber absichtlich diesen Weg nicht eingeschlagen, damit
der Gedankengang sich hernach ungeindert auf die Parallelverschiebung
von Vektoren iibertragen 1iBt.

Der aligemeine Satz iiber die Ldsung totaler Differentialgleichungen,
zu dessen Beweis uns diese Betrachtungen zugleich den Weg zeigen,
handelt von einem System (= (4, %, ..., /») unbekannter Funktionen
mehrerer Variablen xy x»...x,, welche den Gleichungen zu geniigen
haben:

ol .
(1) S;:%,(x, 1§ ((=1,2,..., 7).
Jedes @; ist ein gegebenes System von # Funktionen der unabhingigen
Variablen xy %2 ...%,; A, %, ..., Jn. Sie seien stetig in allen Variablen

und moégen auBerdem in bezug auf die Variablen / der sog. LipscmiTz-
schen Bedingung geniigen

| @i (x5 U) — &i(x; | = Const. [{' — L3
| ¢ — {| bedeutet dabei [/ — 7, |4 |4 — |+ - 4 |ln — ln|. Ist
nur eine Variable x vorhanden, so hat dieses System von Gleichungen

dl
E:%@Q 0)

eine und nur eine Lésung [, welche sich fiir x = o auf einen vor-
gegebenen Anfangswert [ ==Y, reduziert. Die bequemste Methode zu
ihrer Konstruktion wird durch das Verfahren der sukzessiven Approximation
geliefert [vgl. etwa Picarp, Traité d’analyse (2. Aufl., Paris 1905), Bd. 2,
S. 340]. Diese Tatsache setzen wir als bekannt voraus; es handelt sich
fir uns darum, sie von ¢izer unabhingigen Variablen x auf den Fall
einer beliebigen Anzahl ~» von unabhingigen Variablen zu iibertragen.

Wir setzen zunichst v — ... = x, = o und erhalten ein eindeutig
bestimmtes Funktionensystem { = [(x300...0) aus der Differential-
gleichung a1

Zx—lz%l(xlo...o; 0

zusammen mit der Anfangsbedingung: [ = I, fiir x; = o. Darauf nehmen
wir ein festes x;, lassen x, variieren, wihrend x; bis x, noch = o
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bleiben; wir erhalten eine und nur eine Loésung I(x;x:0 ...0) der
Gleichung X

—— =Fe(x1220...0; ),

[Z.’X?g

welche sich fiir x; = o auf das schon ermittelte {(x;00...0) reduziert.
Indem wir so fortfahren, erhalten wir schlieBlich ein einziges System
[ = (%122 ...x,), welches der zte" der vorgelegten Gleichungen (1) iden-
tisch in x1xp ... x; geniigt, wenn man die folgenden Variablen x; .4, ...,
%y = o setzt ({ = 1, 2, ..., #), im Anfangspunkt sich aber auf , reduziert.
Die Unitit der Losung ist damit bereits gewihrleistet. Es bleibt noch die
Frage, unter welchen Bedingungen das ermittelte [ den Gleichungen (1)
identisch in aeller Variablen geniigt.

Einfach 14Bt sich die Frage nur beantworten, wenn die &; stetig
differentiierbare Funktionen ihrer simtlichen 7 +- 7 Argumente sind. Fiir
eine Losung I der Gleichungen (1) erhilt man dann, wenn man die ste
Gleichung nach x; differentiiert,

O _0F 0t
dapdx; 0y ol dxy

(das zweite Glied rechts bedeutet natiirlich die Summe

3F: 34 | O % a%,- 3l
Oh dxp | Ok SE*L T, In ax,,)

Ersetzt man rechts Fb:— nach den Gleichungen (1) durch @ und beachtet,
k

daB das Resultat von der Reihenfolge der beiden Differentiationen nach x;
und x; unabhingig sein muB, so findet man

;0 0 0

(Ji) & &l = (g—% — —b%) + (T%[l e — gk %i) =
Das sind die » ntegrabilititsbedingungens, welche identisch in den » 1+ m
unabhingigen Variablen x und [ erfiillt sein miissen, wenn unsere
Gleichungen Losungen besitzen sollen, welche an irgendeiner vorgegebenen
Stelle x in beliebig vorgegebene Werte [ iibergeben. Sie sind aber fiir
die Losbarkeit in diesem Sinne nicht blo8 notwendig, sondern auch hin-
reichend. Denn unter der Voraussetzung, daB die Integrabilitdtsbedin-
gungen erfiillt sind, konnen wir zeigen, daB das oben ermittelte System [
den Gleichungen (1) identisch in allen Variablen x geniigt.

Betrachten wir zu diesem Zweck die Funktionen

aI — i ) = L,

und setzen zunichst alle Variablen = o auBler x; und x,. Dann ver-
schwindet nach Konstruktion [ identisch, wéhrend wir von [, nur wissen,
daB es o ist, wenn auch noch das Argument x, verschwindet. Es ist aber

5*

(e]
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Y PR A 0F  OF A 3Fe | 0Fe Ol

dxe dxr s ol dxe | Oy ol dxy

=—[%1%2]+(% 1—% 2)'

Wegen der Integrabilititsbedingung /32 ist daher
oy ol o0& o1
— b—l_ ll - Ny ‘2 °

dxp  dwy 2
Setzen wir auch hier alle Variablen auBler x; x» gleich Null, so kommt
0
P e

Bei festem x; ist das eine homogene lineare Differentialgleichung fiir die
Funktion {; von xp; da [y fiir x = o verschwindet, liefert der Unitiits-
satz: l; = o identisch in xq bei beliebigem x1. Auf die gleiche Weise liefert
die Integrabilititsbedingung /13, in der wir nur die Variablen xy xp x5
beibehalten, wihrend die iibrigen = o zu setzen sind: daf die Funktion
L(xyxexs50... o) von x3 bei festen, aber beliebigen x; x» der linearen
Differentialgleichung geniigt:

dly  Fs y

dxs ol Y
Da diese Funktion {; nach dem schon erlangten Resultat fir x;3 == o
verschwindet, ist sie nach dem Unititssatz iiberhaupt =— o. So fort-

fahrend, kénnen wir mit- Hilfe der Integrabilititsbedingungen /is, /i3, ...,
Jin in der Gleichung {; = o sukzessive alle zunichst auf den Wert o
festgelegten Argumente x; xp x3 ..., variabel machen. Ebenso erhalten
wir mit Hilfe der Integrabilititsbedingungen /fes, ..., Jo, die Gleichung
{2 =— o identisch in allen Variablen; usw.

Aus dem Beweise geht hervor, daB drie Integrabilititsbedingung
Jin (23 V) (G < &) mur fiir die x-Argumente von der Form (x1 %2 ... %, 0...0)
ausgenutst wird. Das ist eine sehr wichtige Bemerkung, von der spiter
Gebrauch gemacht werden soll.

Anhang 4. (Zu Seite 24.) Aus der Konstruktion des linearen
Kootdinatensystems selber geht hervor, daB es dis auf eine lincare Trans-
Jormation eindeutiy bestimmit ist. Die einzigen Abbildungen des affin-
Eukrmischen Raumes auf sich selber, bei welchen sein affiner Zusammen-
hang ungeidndert bleibt, — bei welchen also zwei Vektoren in unendlich
benachbarten Punkten, von denen der eine aus dem anderen durch infini-
tesimale Parallelverschiebung hervorgeht, wieder in zwei derartige Vek-
toren iibergehen, — sind demnach diejenigen, welche sich in einem linearen
Koordinatensystem durch Zzeare Transformationsformeln ausdriicken.

In einem metrisch-Euxripischen Raum verwenden wir als »normales
Bezugssystem¢« ein solches, in welchem die quadratische Fundamental-
form die Gestalt besitzt
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ds® = Ey(dx) = — dx} — -+ —dx] +dxl g+ - + dx?
(¢ der Trigheitsindex)

und die lineare d¢ verschwindet. Aus unserer Konstruktion geht hervor,
daB der Ubergang zwischen irgend zwei normalen Bezugssystemen da-
durch zustande kommt, daB auf die Variablen x; eine lineare Trans-
formation ausgeiibt wird, welche die »Einheitsform vom Triigheitsindex g«
E,(x) in ein konstantes Multiplum A ihrer selbst verwandelt, und daB
gleichzeitig die Einheit fir die MaBzahlen der Strecken im konstanten
Verhiltnis 1 : 4 gedndert wird. Die einzigen Abbildungen des metrisch-
Evukripischen Raumes also, bei welchen dessen metrisches Feld sich
erhilt (Ghnliche Abbildungen), driicken sich in einem normalen Bezugs-
system durch eine Transformation von der geschilderten Art aus.

Anhang 5. (Zu Seite 27.) Zum Beweise benutzen wir in der Um-
gebung der zu untersuchenden Stelle # Koordinaten x; die in 2 ver-
schwinden, und fiir welche 452 im Punkte 7 die Cartrsische Gestalt
(dx, dx) besitzt. Das zu umfahrende Flichenelement #¢ liege in der
»Ebene« der Koordinaten x; x», d. h. es werde aufgespannt von zwei
Linienelementen

d: dxy, dxsy 0, ..., o und J: dx; Oxp, o, ..., O,
deren 3. bis #** Komponente verschwinden. Ebenso verschwinden alle
Komponenten des zu untersuchenden Vektors r = (&, &2, o, ..., o)
auBler den beiden ersten. Ist
Jg:(dély ng, LR 45"),

so ist die »tangentiale« Komponente:
dix = (4§, 48, o, ..., o).
Wir haben die Gleichungen
AE = — F .5 (dx)* (0x)" &,
wo alle Indizes nur die Werte 1 und 2 durchlaufen; oder
AE = — F} 1 (dx, 0x, — dx, 0x,).
Es ist aber F/i,m = Fi} 12 auch schiefsymmetrisch im Indexpaar i%;
setzen wir Fio 10 (dx, 0%, — dx, 0x,) = Aw,
so lauten unsere Gleichungen
A8 = — 40w -8, I8 =dv -8,
und diese Formeln bedeuten eine Drehung um den unendlich kleinen
Winkel 4w. Als positive Drehung ist dabei diejenige gerechnet, welche
in unserer Ebene die Richtung der positiven x;-Achse in die Richtung

der positiven xz-Achse durch einen Winkel von go© iiberfithrt. Stimmt
dieser Drehungssinn mit dem Umlaufssinn von A¢ iiberein, so ist

dx1 6962 — ﬂ].'x'g 696‘1
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positiv und gibt die absolute GroBe des Flichenelements an; wir haben
also Ado  Fip13(dx, 0x, — dx,0x,)°

do  (dx,0x, — dx,0x,)?
Hier stimmen aber Zihler und Nenner fiir die getroffene besondere Wahl
des Koordinatensystems iiberein mit den Ausdriicken, welche im Haupt-
text angegeben worden sind. Es bleibt nur noch zu zeigen, daB jene

Ausdriicke invariant sind gegeniiber Koordinatentransformation, und das
sieht man so ein: Invariante Bedeutung hat jedenfalls die Operation

(40x) = — F} o5 (02) (dx)* (),

nach welcher aus den beiden Linienelementen # und 0 ein neues 4§
entsteht; das skalare Produkt desselben mit 2 ist die Zihlerform:

(dx)i(d0x); = — Fyp ap(dx) (0x)F (dx)* (dx).
Die Nennerform lautet
(40)* = (ia 8k — &ip 8ka) (dx) (9x)F (d) (dx)”
= (Giad%;d%a) (k3 0% Ox3) — (813 @x;0%x3) + (ko Ok d%4)
= (@d)-(99) — (dd)?,
worin (4d) das skalare Produkt der Linienelemente & und J bedeutet. —
Wenige Zeilen spiter gebrauchen wir den Satz, daB eine Quadri-

finearform S(E 85 5) = fun up §L B 858,

welche den dort angegebenen Symmetriebedingungen geniigt, identisch
verschwindet, wenn die aus ihr hervorgehende biquadratische Form #(§n&7)
Null ist. Die Symmetriebedingungen laufen darauf hinaus, daB f schief-
symmetrisch ist in den beiden Variablenreihen & &;, ebenso in den beiden
Variablenreihen &;&, und auBerdem

(1) FE&EsEa) + f(E1 8 Eabe) + f(E15abads) = o
ist. Daraus folgt FE1Eabsbs) = F(Eabal &)

Man bezeichne n#mlich die linke Seite von (1) einen Augenblick mit
(1; 234) und bilde die Kombination

(1; 234)+ (25 143) —(3; 412) — (4; 321).
Wegen des Umstandes, daB / ungeindert bleibt, wenn man gleichzeitig
die ersten beiden Argumente miteinander vertauscht und die letzten beiden,
reduziert sie sich, wie man durch explizites Hinschreiben der 12 Glieder
nachpriifen moge, auf den Ausdruck

Die Summe 2{f(51888) — (56051 b))
(2) F182838) + (515453 5)

ist daher nicht nur symmetrisch in & &, sondern auch in & &,; das er-
kennt man, wenn man den ersten Summanden durch den gleichwertigen
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F(8s8451 &,) ersetzt. Nun weil man aber, daB eine symmetrische Bilinear-
form Q(&1 &) verschwindet, wenn die aus ihr entstehende quadratische
Form @(§%) Null ist. Deshalb ergibt sich aus f(§n&n) = o das Ver-
schwinden von (2) oder die Gleichung

J(818285:85) = f(518253 8a).
Das heiit aber: f dndert sich nicht bei zyklischer Vertauschung der
letzten drei Argumente. Infolgedessen stimmen die drei Glieder in (1)
miteinander iiberein, und jene Gleichung liefert schlieBlich

3/(515:5:81) = o.

Anhang 6. (Zu Seite 29.) Dieser Beweis ist durch eine Reihe von
Zusitzen zu erginzen,

1. Die A-Kugel mit der auf S. 25 angegebenen metrischen Funda-
mentalform wird projektiv-treu auf einen Euxripischen Raum abgebildet,
wenn wir aus den a. a. O. verwendeten Koordinaten x; die GréBen

yi= il x5 = 1 — A(xx)]
%o

bilden und als CarTEsische Koordinaten im Eukripischen Bildraum deuten.
Wir iberlassen es dem Leser, die Umrechnung vorzunehmen; ihr Re-
sultat ist das folgende:

(I) ds? — (a'y, dy) l(y, d)’)z
r+A(w) A0
Die zugehdrigen Komponenten des affinen Zusammenhanges I, ’s sind von
der Gestalt (ﬁws + ¢ W, mit
l}/i

LR IEY)
In den Gleichungen Z (22), (23) sind diese Koordinaten y; wieder mit x;
bezeichnet; die Loésung jener Gleichungen lautet also

ik = dik . Z,xixk . 6 (z = k)
tk 14 A(xx)  {r+A(xx)2’ oz &)
(2) A
B TE

Nachtriglich ist es ein Leichtes, sich durch Einsetzen davon zu iiber-
zeugen,

2. Um die Integrabilititsbedingungen der Gleichungen A (20) zu
bilden, differentiiere man die linke Seite D;, dieser Gleichung nach x;.
Man kann sich die Rechnung etwas vereinfachen, wenn man an der zu
untersuchenden Stelle ein geoditisches Koordmatensystem benutzt, in
welchem die I lokal verschwinden. Dann erhilt man

3Dy Oy a bz,uk

hlp,
dx;  dxpdx wr+¢’

+ ey
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Man hat darin fiir :wk , —abﬂ die aus den Gleichungen A (20) sich er-
X X1
gebenden Ausdriicke einzusetzen und darauf die Differenz
0Dy, 0Dy
bxl bxk

zu bilden. Bei jener Substitution bekommt man, unter Fortlassung aller
Terme, die symmetrisch in £ und / sind:

o7,
— bx,k Wy — Agun,

und somit lauten die Integrabilitdtsbedingungen:

Fii, + Mg — gayx) = o.
Die Gleichungen / (17) besagen nichts anderes, als daB dieselben iden-
tisch in x und 1 erfiillt sind.

3. Ein Raum ist projektiv-eben, hat die projektive Beschaffenheit des
Eukripischen Raumes, wenn sich in ihm Koordinaten x; einfithren lassen
von folgender Art: bei Parallelverschiebung einer beliebigen Richtung t
im beliebigen Punkte /£, nach demjenigen zu /7 unendlich benach-
barten Punkte /7, der in der Richtung tr von /7, aus liegt, #ndert
sich das Verhiltnis der Komponenten dieser Richtung nicht. Die betr.
Koordinaten heiBen (inhomogene) projektive Koordinaten. In unseren
Uberlegungen ist ein infinitesimalgeometrischer Beweis des schon in der
1. Vorlesung ausgesprochenen » Fundamentalsatzes der projektiven Geometries
enthalten, welcher besagt, daB die Transformationsformeln zwischen irgend
zwei Systemen projektiver Koordinaten x;, xF von der Gestalt sind

%
@io —+ Zdikxk
. S
*
@ + Zakxk
&

Die einzigen Abbildungen des projektiv-ebenen Raumes auf sich selber,
bei welchen seine projektive Beschaffenheit sich erhilt, sind diejenigen,
welche in einem projektiven Koordinatensystem sich durch derartige
Gleichungen ausdriicken (der Punkt x geht durch die Abbildung iiber in
den Punkt x;). Sie nehmen eine einfachere Form an, wenn man statt
der inhomogenen die homogenen projektiven Koordinaten dadurch ein-

(3) X =

filhrt, daf man «x; ersetzt durch i Die Giiltigkeit des Fundamental-
Xo

satzes setzt iibrigens #» == 2 voraus, die niederste Dimensionszahl z = 1
muB ausgeschlossen werden. Der Beweis verliuft hier, wenn wir ihn
gleich mit allen rechnerischen Details durchfithren, folgendermaBen.
Wir gehen aus von einem projektiven Koordinatensystem xf und
machen unsern Raum zu einem Evkvripisch-affinen durch die Festsetzung,
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daB zwei Vektoren, welche im Koordinatensystem x} gleiche Kom-
ponenten besitzen, durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen.
Ist dann x; irgendein projektives Koordinatensystem, so miissen in ihm
die Komponenten des affinen Zusammenhanges unseres affinen Raumes

die Gestalt besitzen i — S+ S,
Die Bedingung verschwindenden Vektorwirbels aber liefert fiir die v; die
Differentialgleichungen

oY,
(4) 3y — YiYp = o0-

In der Tat: bezeichnen wir die linke Seite dieser Gleichung mit ¥,
so sind die Wirbelkomponenten

0(Pup — Pse) + (0. Pig — 05 P) = 0.
Durch Verjiingung nach ¢ und % folgt daraus
(74 1)(Pep — Fpo) = 0
nachdem wir das erste Glied 5,’-‘(’1’,4;— ¥;.) gestrichen haben, weiter
durch Verjiingung nach 7 und «:
(n— 1)¥z=o.
So ergibt sich fir » == 2 unsere Behauptung.

Die Werte von 1y; im Anfangspunkt (in dessen Umgebung das Ko-
ordinatensystem x; definiert ist) mogen y; heiBen; der Anfangspunkt
selber sei durch x; = o gegeben. Die Gleichungen (4) haben nur eine
einzige Losung v; mit den Anfangswerten ;, und die projektiven Trans-

formationen von der Gestalt (3) sind aligemein genug, um sich diese
Losung zu verschaffen. Das ist der springende Punkt des Beweises. Fiir

das durch ,
'
I— 2, VEXk

k

eingefiilhrte Koordinatensystem x| ergibt sich nimlich

Vi

T
k

7
Y= .
T — 2 k%

Es ist also

Y ¢ B
W I— Zkak
k

(man iberzeuge sich durch Einsetzen davon, daB die Gleichungen (4)
erfilllt sind), und infolgedessen ist das durch die Transformationsformeln

Xi
I— Z, YeXEk
k

definierte Koordinatensystem ein affin-lineares unseres affinen Raums.

xF —
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Ein solches geht aber, wie wir wissen, aus x durch eine lineare Trans-
formation hervor; so kommt schlie8lich

2 @ik Xk
- _ kK .
I— Z, VeXk
k

4. Auf die gleiche Art kann man beweisen, daB fir » = 3 die
Mobiusschen Kugelverwandtschaften die einzigen konformen Abbildungen des

Euklidischen Raumes sind, Wir verwenden im Euxkiipischen Raum ein
normales Bezugssystem, in welchem

ds* = ggdx;doay = Ey(dx) = — dx — -+ - — dxg+dxgy+ - - 4 dxj;
ist und die lineare Fundamentalform J¢g verschwindet. Bei konformer
Abbildung verwandelt sich dieses 4s® in A-Z,(dx), wo A eine gewisse,
nirgendwo verschwindende stetige Ortsfunktion ist. Durch Umeichen im
Verhiltnis 1:1 bekommt man also

x?—di

djz —__—Eq((z’x), d(p :(Pidxi:d_ll -

Setzt man a(‘i I I
D = a_P — — @i + — Lu(prp™)
X 4

2

so liefert eine kurze Rechnung fiir die Wirbelkomponenten die Ausdriicke:

2Fi, op = &it(Pgoe — Do) 1+ is Pre — iaPrs — &k Pia + gha Dip) -
Sie miissen im EukLripischen Raum alle verschwinden. Durch Verjingung
nach 7 und % (d. h. dadurch, daB man zunichst den Index 7 nach oben
zieht, darauf /= % setzt und nach / summiert) erhdlt man

#(@se — Bus) =0
durch Verjiingung nach ¢ und « darauf, wenn D=0 gesetzt wird:
(5) (n— 2)Dip+ gup @ =o .
Abermalige Verjiingung nach 4 und S ergibt

2(n—~1)0=0, @=o0,

Und darauf liefert (3): Qps=o

Die Fille =1 und »= 2 sind dabei ausgeschlossen. Wir bekommen
so fiir ¢; die Differentialgleichungen

0p; I I
(6) gf—; — 5 Pt gulprgl) =o.

Die ¢; mégen im Anfangspunkte die Werte ¢; besitzen, Der springende
Punkt ist nun wieder der, daB die Gleichungen (6) nur eine einzige
Losung mit den Anfangswerten ¢; haben, und daB die Mésrusschen
Kugelverwandtschaften allgemein genug sind, um diese Losung herzu-
stellen. Gehen wir nimlich vom normalen Koordinatensystem xf durch
die folgende Kugelverwandtschaft ;
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F x4 o Ey(x)
(1) CTT 1 2(aa) + (arah) Eg(x)

zu neuen Koordinaten x! iiber, so ergibt sich

Ey(dx*) =) - Ey(ds) mit A = —

)
u2

wenn der Nenner in (7) mit # bezeichnet wird. Folglich erhdlt man fiir
dieses Koordinatensystem die Ausdriicke
_ gt @d)w
4 u

(%: bedeutet hier 2 gikx* . Als Anfangswerte der ; erscheinen nicht
k

die Zahlen «;, sondern — 4¢;; aber das kommt ja auf das gleiche hinaus.
Man bestitige durch Einsetzen die Gleichungen (6), in denen der jetzigen
Bezeichnung gemiB x' an Stelle von x; zu schreiben ist!)

Anhang 7. (Zu Seite 33.) Nachdem erkannt ist, daB es sich um
eine A-Kugel handelt, bleibt noch zu beweisen, daB die gegebene Gruppe
der kongruenten Abbildungen, welche den HerLmuOLTZSchen Forderungen
geniigt, identisch ist mit der auf S. 235, 26 geschilderten Gruppe. Zu diesem
Zweck hat man zu zeigen, daB die dort angegebenen Abbildungen die
einzigen sind, welche die A-Kugel kongruent, d. h. unter Erhaltung des
metrischen Feldes auf sich selber abbilden. Dazu geniigt es offenbar
einzusehen, daB die linearen orthogonalen Transformationen der x; die
einzigen, den Nullpunkt festlassenden kongruenten Abbildungen der Kugel
sind. Es sei also (x;) — (x}) eine Abbildung, welche die analytische
Gestalt der metrischen Fundamentalform ungeidndert 148t und den Null-
punkt (x; = o) in den Nullpunkt iiberfiihrt. Dann sind sowohl die Gré8en

Y= il xf =1 — Axx)] wie yj= if- [#7 =1 — A(x"x")]
Xo xo

projektive. Koordinaten auf unserer Kugel, die ja ein projektiv-ebener
Raum ist. Infolgedessen entspringt (nach Anhang 6) y; durch lineare

Transformation aus i
I— 2 VeVk
k

Im gegenwirtigen Fall sind aber die y;, die Anfangswerte der y;, = o
— nach Formel (2), Anhang 6, oder weil das eine wie das andere
Koordinatensystem ein geoditisches ist fir den Koordinatenursprung.

Also gilt
g Vi szikylm
k
und da im Nullpunkt @&, d&) = (dy, dy)
3 -—_ )

sein soll, sind g;;, die Koeffizienten einer orthogonalen Transformation.
Kehren wir zu den Koordinaten x; zuriick, so haben wir die Beziehungen
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’ " . e
Xj=1- Edikik (f=1,2,...,n), x,=1x,.
k

Der Proportionalititsfaktor = bestimmt sich aus der Gleichung
1 =2+ A(x'x") = 7® {& + A(xx)}
=2 A(xx):

t® =1 und darum 7z = 1, da im Nullpunkt x, wie x), den Wert - 1
und nicht — 1 besitzen sollen.

zusammen mit

Anhang 8. (Zu Seite 36.) Dafiir, daf r voneinander lincar unab-
hingige, durch ihre Geschwindigheitsfelder charakiterisierte Operationen eine
r-parametrige Gruppe e