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Vorwort. 

Der Inhalt dieses Buches geht auf Vorlesungen zurück, die ich seit 
einer Reihe von Jahren über das Gebiet der Versicherungsmathematik an 
der Universität und an der Technischen Hochschule in Wien gehalten 
habe. Hinsichtlich der Abgrenzung des in dieser Veröffentlichung behan­
delten Stoffes ist folgendes zu bemerken: Die genannten Vorlesungen sind 
in der Regel durch je vier Wochenstunden im Winter- und Sommer­
semester gehalten worden. Hierzu kamen je zwei Übungsstunden für beide 
Semester und überdies fallweise auch Spezialvorlesungen über einzelne 
Gebiete der Versicherungsmathematik und Versicherungstechnik, nament­
lich über die Theorie des Risikos und über Gewinntheorie. Das Gebiet der 
mathematischen Statistik der Personenversicherung wurde unter Rück­
sicht auf die Interessen der Sozialversicherung meist jedes zweite Jahr in 
einer zweistündigen Vorlesung durch zwei Semester behandelt. 

Gegenüber diesem recht umfassenden Programm ist in diesen hiermit 
veröffentlichten Vorlesungen nur die Mathematik der Lebensversicherung 
behandelt worden. Die einschlägigen Kapitel der Wahrscheinlichkeits­
theorie und der mathematischen Statistik sind hier nicht aufgenommen. 
Auch das weite Gebiet der ganz in der Praxis wurzelnden Versicherungs­
technik in engerem Sinne, welches ich in meinen "Prinzipien der Lebens­
versicherungstechnik" (Berlin 1923, 1925) behandelt habe, wurde hier 
nicht weiter berücksichtigt. Damit ist zum Unterschiede von bekannten 
Darstellungen (CZUBER, BROGGI, LANDRE, GALBRUN, STEFFENSEN u. a.) 
eine Beschränkung des Stoffes gegeben, wie sie vielleicht der Neubear­
beitung des zweiten Teiles des englischen Textbooks durch E. F. SPUR­
GEON am nächsten kommt, zumindest soweit dies den üblichen synthe­
tischen Aufbau der Versicherungsmathematik betrifft. Ich habe aber 
geglaubt, hier die Zins theorie, allerdings nur in jenem Umfange, wie er 
sich für die Lebensversicherungsmathematik als notwendig erweist, mit 
aufnehmen zu sollen, weil die deutsche Literatur dieses Spezialgebietes 
hier dem Bedarf der Versicherungsmathematik noch nicht ganz angepaßt 
erschein t und die Belastung des Umfanges dieser Vorlesungen hierdurch 
nur ganz geringfügig war. Soweit die elementare Versicherungsrechnung 
und die erwähnten synthetisch aufbauenden Kapitel der Versicherungs­
mathematik in Betracht kommen, wurde natürlich im großen ganzen an 
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den bewährten Linien der zahlreich vorliegenden Lehrbücher und Kom­
pendien festgehalten. Ich habe mich aber dabei stets bemüht, das metho­
disch Wichtige gehörig zu unterstreichen, ohne hierbei die Bedürfnisse der 
Praxis, die es doch stets mit dem speziellen Fall zu tun bekommt, aus dem 
Auge zu verlieren. Letzteres insbesondere dann, wenn die üblichen Ver­
fahren aus den Formeln noch nicht die letzten Reste dort herausgeholt zu 
haben schienen, wo oft eine geringfügige Umformung ins Gewicht fallende 
Arbeitsersparnis . bedeutet. 

Weit mehr aber, als dies in früheren Veröffentlichungen geschehen 
ist, habe ich auf die einheitliche Entwicklung der Versicherungsmathe­
matik mit Hilfe der Funktionalgleichungen der Prämienreserve Bedacht 
genommen. Es scheint mir hier von größter Bedeutung, daß auf diesem 
Wege die Versicherungsmathematik gänzlich des Charakters einer bloßen 
Formelsammlung entkleidet wird und daß das auf diesem Wege gegebene 
analytische Verfahren den gedanklichen Apparat der Versicherungsmathe­
matik beherrscht. Das mathematische Bild der Gewinn- und Verlust­
rechnung, wie es durch die genannten Funktionalgleichungen vermittelt 
wird, soll hierbei nicht nur die dauernde Zusammenfassung des Ganzen in 
dem Sinne gewährleisten, als sich ihm alle Einzelfälle mühelos einordnen 
lassen, sondern auch stets der Ausdruck dafür sein, daß wir es mit einer der 
Praxis dienenden Disziplin zu tun haben. Darüber noch hinausgehend, 
habe ich mich aber bemüht, neben dem Bild des Gewinn- und Verlust­
kontos in seinen zahlreichen Verwandlungen auch den risikotheoretischen 
Gesichtspunkt, soweit er ganz durch versicherungsmathematische Über­
legungen gegeben ist, voll zur Geltung zu bringen. Damit ist auch schon 
gesagt, daß ich Abschweifungen in das Gebiet der höheren Risikotheorie 
vermieden habe. Es hat sich gezeigt, daß risikotheoretische Probleme zu 
wiederholten Malen ganz in den Gedankenkreis elementarer versicherungs­
mathematischer Betrachtung zurückgebracht werden konnten. Der Ge­
winn für die eigentliche Versicherungsmathematik ist dann immer sehr 
erheblich. Ich darf hoffen, auch mit diesen Vorlesungen hierzu etwas bei­
getragen zu haben. 

Es lag nicht in meiner Absicht, diesem Buch auch die Theorie der 
Invaliditätsversicherung, soweit diese für die Lebensversicherung von 
Wichtigkeit ist, anzuschließen, da eine Darstellung dieses Gegenstandes 
im Abschnitt V des zweiten Bandes meiner "Prinzipien" vorliegt. 

Entsprechend dem Charakter dieser akademischen Vorlesungen habe 
ich für den behandelten Stoff in Betracht kommende Literatur an Lehr­
büchern und Kompendien in einem Verzeichnis am Schlusse zusammen­
gestellt, ohne hierbei auch nur im entferntesten einige Vollständigkeit zu 
erstreben. Für die überaus große Zahl der den Gegenstand betreffenden 
Spezialabhandlungen muß ich auf die zur Verfügung stehenden Literatur­
behelfe verweisen. 



Vorwort. V 

Sehr erwünscht wäre es mir gewesen, entsprechend dem durch Übungen 
ergänzten Vorlesungsprogramm auch die einzelnen Kapitel dieses Buches 
durch der Praxis entnommene Beispiele ergänzen und näher erläutern zu 
können. Ich mußte jedoch hiervon Abstand nehmen, um den Umfang des 
Buches nicht über das gesteckte Ausmaß zu vergrößern. 

Herrn R. ]ANICEK bin ich für die Hilfe bei der Korrektur sehr ver· 
pflichtet. Dem Verlag ]ulius Springer habe ich wiederholt für alles 
bewiesene Entgegenkommen zu danken. 

Wien-Ober St. Veit, im Februar 1939. 
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Einleitung. 
Die Mathematik der Lebensversicherung soll alle Begriffe und Me­

thoden zur systematischen Entwicklung und Darstellung bringen, welche 
für den Aufbau und die Führung einer Lebensversicherungsgesellschaft 
im Hinblick auf die mit Hilfe der Mathematik zu erledigenden Fragen 
von Interesse sein können. In diesem Umfange wäre aber das Programm 
weit über den Rahmen dieser Vorlesungen hinaus abgegrenzt. Dies aus 
zwei Gründen. Es kann nicht Aufgabe einer systematischen Darstellung 
sein, in der Erfassung der zahllosen, gerade auf diesem Gebiet immer 
wieder in anderer Form gestellten Einzelfragen ein vernünftiges Maß zu 
überschreiten, wenn nur im allgemeinen das prinzipiell Wichtige erfaßt 
und behandelt wird. Es scheint aber auch nicht vertretbar, hier An­
gelegenheiten zur Sprache zu bringen, die zwar durchaus versicherungs­
mathematischer Art sind, aber entweder durch die da und dort gegebene -
meist durch die Gesetzgebung bedingte - verschiedene Art ihrer Be­
handlung oder aber sonst nach Inhalt und Umfang in eine systematische 
Erörterung des prinzipiell Wichtigen nicht unterzubringen sind. 

Damit ist schon zum Ausdruck gebracht, daß die eigentlichen Fragen 
der Lebensversicherungstechnik in diesen Vorlesungen nicht zur Sprache 
gelangen werden. Es mag sein, daß hier die Grenze zwischen Lebens­
versicherungsmathematik und Lebensversicherungstechnik keinesfalls so 
scharf gezogen werden kann, daß eine saubere Trennung der Begriffe 
möglich erscheint. Bei einer durchaus der Praxis dienenden Disziplin 
wäre dies auch keinesfalls anzustreben. Es darf aber gesagt werden, daß 
die Aufgaben der eigentlichen Versicherungstechnik bei weitem nicht jene 
einheitliche Behandlung nach ein für allemal richtig und zweckmäßig er­
kannten Methoden erkennen lassen, wie dies bei den Problemen der eigent­
lichen Versicherungsmathematik der Fall ist. Und es kann weiter gesagt 
werden, daß zahlreiche Fragen der Versicherungstechnik - wir nennen 
in diesem Zusammenhang z. B. die Methode der ausreichenden Prämien 
und der ausreichenden Deckungskapitale - nach einer langen Reihe von 
Jahren, in denen ihre Beantwortung umstritten war, aus dem Gebiet der 
Versicherungstechnik in das der Versicherungsmathematik übernommen 
worden sind, weil die übereinstimmende Anerkennung der Richtigkeit der 
zu ihrer Beantwortung notwendigen prinzipiellen Voraussetzungen lll­

zwischen erfolgt ist. 
Berger, Lebensversicherung. 
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Damit ist keinesfalls behauptet, daß alle versicherungstechnischen 
Fragen in ihrer Behandlung freier und weniger zwingend in den Ant­
worten gegeben werden können als Angelegenheiten, die ganz streng 
nach den mathematischen Gesetzen zu erledigen sind. Wohl aber gibt 
es in der Versicherungstechnik eine ganze Reihe von Prinzipien, deren 
Geltung vor Beantwortung einer Frage ausdrücklich stipuliert werden 
muß. Über die Geltung derselben kann aber meist nur nach Zweckmäßig­
keitsgründen, also im Hinblick auf die Erfordernisse der Praxis ent­
schieden werden. Das ist anders im Bereich der Versicherungsmathematik. 
Hier ist es stets nur ein Prinzip, nach welchem alle Betrachtungen ein­
gestellt werden, das Prinzip von der Gleichheit von Leistung und Gegen­
leistung. 

Mit dieser Feststellung ist aber auch das Gebiet der Versicherungs­
mathematik genau umschrieben. Wir werden hier alle Fragestellungen 
einzuordnen haben, welche sich allein unter Heranziehung des genannten 
Prinzips, welches auch Prinzip der Äquivalenz benannt wird, erledigen 
lassen. Dies sei noch etwas näher ausgeführt. Im Grunde kann jeder 
Lebensversicherungsvertrag auf ein über eine gewisse Zeit erstrecktes 
Spielsystem zurückgeführt werden, wobei die Bedingung erfüllt sein muß, 
daß dieses Spielsystem gerecht ist, d. h. daß die bei diesem vorliegende, 
über die ganze Spieldauer erstreckte Gewinnerwartung des Versicherers 
gleich ist der über dieselbe Zeit erstreckten Gewinnerwartung des Ver­
sicherten. Ist das Spiel nur über die Zeiteinheit erstreckt oder wird von 
dem Einfluß des Kapitalzinses auf die Bewertung der voranssichtlichen 
Gewinne und Verluste ganz abgesehen, dann kommen die Betrachtungen 
der Versicherungsmathematik ganz auf rein wahrscheinlichkeitstheore­
tische Untersuchungen zurück. Das Äquivalenzprinzip stammt also ganz 
aus Überlegungen, die der Wahrscheinlichkeitstheorie eigen sind, und be­
herrscht, wie schon angeführt, den ganzen Apparat der Versicherungs­
mathematik. Damit ist auch eine vollständig geschlossene Theorie der­
selben und aUe jene Resultate zu erhalten, die auf die Annahme der 
Geltung dieses Prinzips für jeden beliebigen Zeitmoment hinauskommen. 

Man weiß aber, daß diese Annahme in der Praxis nicht stichhält. 
Denn aus der Wahrscheinlichkeitstheorie geht hervor, daß das Äquivalenz­
prinzip nur bedingt, d. h. nur unter der Voraussetzung eines großen Ver­
sicherungsbestandes gelten wird und daß daher Abweichungen, je nach 
der Größe des Bestandes und seiner speziellen Zusammensetzung mit 
größerer oder geringerer W ahrscheinlichkei t zu erwarten sein werden. 
Man weiß aber weiter, daß nicht zu verlangen sein wird, daß die den Be­
rechnungen zugrunde zu legenden Annahmen, als welche für uns der Zins, 
die Sterblichkeit und die Verwaltungskosten in Betracht zu kommen 
haben, auch bei aller Sorgfalt ihrer Herstellung über einen längeren 
Zeitraum - und nur solche kommen für Lebensversicherungen in Be-
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tracht - als unveränderlich angenommen werden können und daß man 
daher auch neben den zufälligen mit systematischen Abweichungen von 
der Erwartung zu rechnen haben wird. Die Berücksichtigung dieser Ab­
weichungen findet zunächst im Äquivalenzprinzip keinen Platz. Hier 
müssen andere systematische Maßnahmen aushelfen, aus welchen in der 
Lebensversicherungstechnik die Behandlung des Gewinnproblems ent­
standen ist. 

Daneben können aber auch andere, die Lebensversicherung be­
treffende Fragen ein Abgehen vom Äquivalenzprinzip dann erzwingen, 
wenn ihre Behandlung im Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie nicht 
zweckmäßig oder nicht möglich erscheint. Dies ist z. B. der Fall bei der 
Bemessung der Abfindungswerte an die Versicherten bei vorzeitiger 
Lösung des Versicherungsvertrages. Nach dem derzeitigen Stande der 
Angelegenheit und den heutigen statistischen Hilfsmitteln ist man hier 
von einer Bearbeitung dieser Frage unter Zugrundelegung des Äquivalenz­
prinzips noch recht weit entfernt. Auch hier wird daher die Versicherungs­
technik unter Heranziehung anderer Prinzipe ihren eigenen Weg zu gehen 
haben. Und so ist es auch vielfach bei anderen Fragen. 

Daß übrigens das Äquivalenzprinzip durchaus nicht eine starre Regel 
bedeutet und daher der Rahmen der Versicherungsmathematik selbst 
eine entsprechende Änderung erfahren kann, wenn die Geltung des Prin­
zips erweitert wird, ist deutlich zutage getreten, als die Frage der Be­
handlung der Verwaltungskosten der Lebensversicherung nach einer 
Lösung verlangte. Wir haben gesehen, daß die Gleichheit von Leistung 
und Gegenleistung im Rahmen eines Versicherungsvertrages als regulieren­
des Prinzip für die Höhe der beiderseitigen Zahlungen bewährt ist und 
das Fundament für dieses Verfahren auf dem Gebiete der Wahrscheinlich­
keitstheorie verankert ist. Es bleibt aber noch die Frage zu entscheiden, 
was unter den beiderseitigen Leistungen verstanden sein soll. Sind hier 
die Kosten der Verwaltung, die der Versicherer zu bestreiten hat, und die 
Teile der Prämienleistung, die der Versicherte zur Deckung dieser Ver­
waltungskosten beizutragen hat, dem Äquivalenzprinzip unterzuordnen 
oder nicht? Es wurde schon gesagt, daß diese Frage heute zugunsten 
einer Erweiterung des Äquivalenzprinzips entschieden ist, zumindest so­
weit das Gebiet des Deutschen Reiches, der skandinavischen und einiger 
anderer Staaten in Betracht kommt. Die weit reichenden Folgerungen 
materieller Art aus dieser Erweiterung des Prinzips stehen in diesem Buche 
nicht zur Erörterung. Es läßt sich übrigens leicht zeigen, daß bei voller 
Allgemeinheit der Problemstellung die genannte Erweiterung des Prin­
zips nicht auch eine besondere Abänderung der mathematischen Er­
ledigung der einschlägigen Fragen bedingt. 

Damit scheint also der Kreis der in diesen Vorlesungen zu behandeln­
den Fragen genügend abgegrenzt. Eine besondere Frage betrifft aber 

1* 
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noch die Art ihrer Behandlung. Wir werden sehen, daß in der Versiche­
rungsmathematik verschiedene, scheinbar gänzlich voneinander abliegende 
Problemstellungen zu denselben Resultaten führen und daß es stets eine 
Erweiterung der Erkenntnis bedeutet, dieselbe Frage von verschiedenem 
Standpunkt aus und auch mit verschiedenen mathematischen Hilfs­
mitteln zu behandeln. Dies gilt nicht nur von den einzuschlagenden Me­
thoden, sondern der so zu erzielende Gewinn besteht auch vielfach in 
einer Verschärfung der angewendeten Begriffe. Besonders reizvoll aber 
ist es, da und dort die Möglichkeit zu sehen, auch bei relativ verwickelteren 
Problemen die Lösung ganz unmittelbar als richtig zu erkennen. Hier 
liegen die Antworten oft näher als bei analogen Fragen der Wahrschein­
lichkeitstheorie. Der Grund hierfür liegt aber wieder in dem Umstande, 
daß in der Versicherungsmathematik häufig mit an sich komplizierteren, 
aber ständig gebrauchten und daher vollständig klar gewordenen Begriffs­
bildungen operiert wird, die eine Antwort oft da unmittelbar zu geben 
gestatten, wo die mathematische Analyse, sofern sie diese Begriffe nicht 
benutzt, stets erst nach einem Umweg zum Ziele gelangt. Es ist hier 
insbesondere der Begriff der Prämienreserve und des versicherungs­
mathematischen Risikos, welchen immer wieder neue und anschauliche 
Bedeutungen abzugewinnen sind. 

Hierin liegt auch der Grund, warum die Behandlung von Fragen der 
Versicherungsmathematik von möglichst verschiedenem Standpunkt aus 
immer nützlich ist und warum gerade die Theorie des versicherungs­
mathematischen Risikos in einem solchen Rahmen zur Erweiterung der 
Erkenntnisse und Verschärfung der Begriffe durchaus nicht zu ent­
behren ist. 

Gegenüber der oft nicht unbeschwerlichen Wanderung durch alle 
Einzelfragen der Versicherungsmathematik ist es recht bemerkenswert, 
daß sich hier der ganze, zur Darstellung zu gelangende Gegenstand aus 
einer ganz geringen Anzahl von grundlegenden Betrachtungen ergibt. 
Damit hängt es dann auch zusammen, daß die Behandlung der Probleme 
in größtmöglicher Allgemeinheit hier sehr großen Gewinn verspricht, wie 
dies besonders aus der Theorie der einschlägigen Funktionalgleichungen 
der Versicherungsmathematik zu erkennen ist. Aber auch diese Funk­
tionalgleichung ist stets anschaulich. Immer ist sie das Bild eines Ge­
winn- und Verlustkontos und daher ihr Inhalt stets klar zu übersehen. 

Das ist anders überall dort, wo das Bestreben nach einer möglichsten 
Ökonomie der numerischen Berechnung - ein bei dem großen Ziffern­
verbrauch der Versicherungsrechnung sehr zu berücksichtigender Um­
stand - die einzuschlagende Methode zu beherrschen hat. Es darf aber 
gesagt werden, daß dann auch durch eine solche, der numerischen Rech­
nung dienende Umformung der mathematischen Formeln die unmittel­
bare Einsicht in die Richtigkeit derselben fast immer verlorengeht, und 
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dies schon in relativ sehr einfachen Fällen. Dies ist namentlich immer 
dort der Fall, wo als numerische Hilfswerte für die Rechnung die so­
genannten diskontierten Zahlen verwendet werden. Sie sind vielfach 
ein ganz unentbehrliches Hilfsmittel, stets aber dann zur Darstellung 
von Versicherungswerten ungeeignet, wenn mehr auf das Verstehen der 
Formeln und den Zusammenhang zwischen denselben als auf bequeme 
numerische Rechnung Gewicht zu legen ist. 

Berücksichtigt man endlich, daß das Bestreben, die versicherungs­
mathematischen Formeln als Bilder einer Gewinn- und Verlustrechnung 
zu deuten - sie werden hierbei als Differential- und Differenzengleichun­
gen bzw. Rekursionsformeln oder als Integral- und Summengleichungen 
auftreten -, mit den an sich ganz gleichwertigen Ansätzen im Sinne der 
Theorie des mathematischen durchschnittlichen Risikos nicht ganz kon­
form ist, so wird man nicht überrascht sein, für die mathematischen Aus­
drücke einer Theorie der Lebensversicherung eine Vielfältigkeit zu er­
halten, die im Hinblick auf praktische Gründe, je nachdem es sich um 
Einzelrechnung oder um tabellarische Rechnungen für viele Positionen 
handelt, noch außerordentlich vermehrt werden kann. 

Damit hängt es auch zusammen, wenn im folgenden dieselbe Frage 
immer wieder aufs neue und unter einem anderen Gesichtswinkel be­
handelt wird und wenn die Anwendung elementarer Methoden und die 
Anwendung der höheren Analysis nicht immer so getrennt verläuft, wie 
es im Sinne eines systematischen Aufbaues des Ganzen ermöglicht 
werden könnte. 

Das Prinzip der gleichbleibenden Überschüsse, wie es die deutsche Ver­
sicherungstechnik seit seiner Begründung durch GEORG HÖCKNER be­
einflußt hat und heute auch beherrscht, erscheint im Rahmen dieser Vor­
lesungen bei Ausschaltung der Gewinntheorie dem Prinzip der Äquivalenz 
in seiner erweiterten Gestalt, d. h. unter Einbeziehung der Verwaltungs­
kosten als dritter Rechnungsgrundlage neben der Sterblichkeit und dem 
Zins völlig eingeordnet. Die Notwendigkeit eines besonderen Hinweises 
war daher an keiner Stelle gegeben. 

1. Zinstheorie. 
§ I. Allgemeines. 

Wir nehmen es als gegebene Tatsache, daß ein Kapital im Zusammen­
hange mit seinen im Wirtschaftsleben zu erfüllenden Funktionen Zins 
produziert. Für das Studium der Zusammenhänge zwischen Kapital und 
dem im Laufe der Zeit produzierten Zins soll ersteres für einen be­
stimmten Zeitpunkt stets als Einheit angenommen werden, und es soll 
immer gelten, daß der Zins um so höher ist, je höher das Kapital ist, 
das ihn erzeugt. 
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Der totale, von einem Kapital in einer bestimmten Zeit produzierte 
Zins wird offenbar von der Höhe des Kapitals, von der für die Verzinsung 
in Betracht kommenden Zeit und von einer Festsetzung der Höhe der 
Zinsvergütung für die Einheit des Kapitals in der Einheit der Zeit ab­
hängen. Man nennt diesen auf die Einheit des Kapitals in der Zeiteinheit 
entfallenden Zinsbetrag die Zinsrate oder den Zinssatz. Für die Vergütung 
des Zinses soll stets angenommen sein, daß diese am Ende der Zeitinter­
valle erfolgt, welche für die aufeinanderfolgenden Zinszahlungen verein­
bart sind. Man spricht dann von einer ganzjährig, halbjährig, viertel­
jährig usw. im nachhinein oder dekursiv erfolgenden Verzinsung. Weiter 
soll stets angenommen sein, daß am Ende dieser Intervalle, an den Zins­
terminen, der entfallende Zins sofort wieder dem auf Zins angelegten 
Kapital zugeschlagen wird, so daß weiter stets das Kapital und der er­
zielte Zins veranlagt bleiben. Man spricht dann von zusammengesetztem 
oder Zinseszins. Die Zinsrate soll stets für die Einheit des Kapitals gelten 
im Unterschiede zu ihrer Festsetzung als Prozentsatz, demnach bezogen 
auf roo Einheiten des Kapitals. 

Wenn die Zahlung der Zinsen am Ende der Jahre erfolgt, so ist die 
tatsächliche Zinsrate mit der sogenannten nominellen Zinsrate identisch. 
Dies ist anders, wenn für eine bestimmte nominelle Zinsrate die Zahlung 
der Zinsen in unterjährigen Zahlungen, also etwa halbjährig, festgesetzt 
ist. In diesem Falle wird ja schon nach einem halben Jahre der der halben 
nominellen Rate entsprechende Zins dem Kapital zugeschlagen und samt 
diesem für das weitere Halbjahr veranlagt, so daß der erzielte effektive 
Zins jetzt höher ist, als die nominelle Rate angibt. Im Hinblick auf die 
Möglichkeit der Zinszahlung in unterjährigen Raten ist daher stets streng 
zwischen nominellem und effektivem Zins zu unterscheiden. 

Für die Zinsrechnung sind die folgenden internationalen Bezeichnungen 
in Anwendung: 

P Barwert oder gegenwärtiger Wert eines Kapitals. 
SEndwert eines Kapitals. 
n Anzahl der ganzen Jahre. 
i Rate des effektiven Zinses. 
i Rate des nominellen Zinses. 
v Gegenwärtiger Wert der nach einem Jahre fälligen Einheit. 
d Diskont für die Einheit für ein Jahr. Effektive Diskontrate. 
/) Zinsintensität. 

§ 2. Endwert und Barwert. 

Nachdem i der effektive Zinssatz für ein Jahr ist, wächst die Summe r 
in einem Jahr auf den Betrag r + i und die Summe P auf den Betrag 
P (r + i). Daher wächst die Summe r nach zwei Jahren auf den Betrag 
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(1 + i)2 und nach n Jahren auf den Betrag (1 + W. Zwischen Endwert 
und Barwert besteht sonach die Relation 

aus welcher 
S = P (1 + i)", 

S 
P= (I+i)'" 

logS-logP 
n = ---7-10=---g---;(-I --;-+-'~7.-")-, 

. ( S)" ~= P -1 

folgen. Nachdem 1 + i der Endwert von 1 nach einem Jahre und 1 der 
Barwert der nach einem Jahre fälligen Summe 1 + i ist, ergibt sich der 
Barwert des nach einem Jahre fälligen Betrages 1 mit 

I 

V = I+i· (5) 

Und nachdem (1 + i)" der Endwert von 1 nach n Jahren und 1 der 
Barwert der nach n Jahren fälligen Summe (1 + i)" ist, ergibt sich der 
Barwert des nach n Jahren fälligen Kapitals 1 mit v", und es gilt für den 
Endwert S und den Barwert P auch die Relation 

P = Sv". (6) 

Jeder nominellen Zinsrate entspricht bei mteljähriger Zahlung des 
Zinses eine effektive Zinsrate. Ist die nominelle Rate i, dann wächst das 
Kapital 1 nach dem ersten Jahres-mtel auf den Betrag 1 + ilm, nach 
dem zweiten Jahres-mtel auf den Betrag (1 + ilm)2 und nach dem letzten 
Jahres-mtel auf den Betrag (1 + i/m)m. Der durch die Einheit des Kapitals 
bei mteljähriger Verzinsung in einem Jahre produzierte Zins ist daher 

i= (1+ ~t -1, (7) 

und hieraus ergibt sich weiter 

i= m{(l + i): -I}, (8) 

und 

m log ( 1 + ~) = log (1 + i). (9) 

Aus je zwei der drei Größen i, i, m ist daher stets die dritte zu er­
halten. Sind also von den Größen effektive Zinsrate, nominelle Zinsrate 
und Art der unterjährigen Zahlung zwei gegeben, so ist die dritte stets 
mitbestimmt. Verfügen wir über m im Sinne von m _ 00, so bezeichnet man 
in diesem speziellen Falle die nominelle Zinsrate i mit ~, und wir erhalten 

m~~{(1+~t-l}=e6-1=i. (10) 
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Hieraus ist zu ersehen, daß die effektive Zinsrate, die einer gegebenen nomi­
nellen Zinsrate entspricht, mit wachsendem m zunimmt, und zwar vom Be­
trage i bis zum Betrage i. Aus Relation (ro) aber folgt für die Zinsintensität 

fJ = 10 (1 + i) = 10glO (! + i) , (n) 
g. 0,{342945 

wenn unter Zinsin tensitä t die nominelle Zinsrate für m ->- 00 verstanden wird. 
Anderseits nimmt der Ausdruck (8) für die nominelle Zinsrate für m->-oo von 
ibis auflog. (1+ i) ab. Denn als Grenzwert des Ausdrucks (8) wirdfürm->-oo 
der Wert log. (1 + i) erhalten. Als Grenzwert der nominellen Zinsrate folgt 
demnach auch auf diesem Wege der Ausdruck (II) für die Zinsintensität. 

Es folgt also, daß für einen vorgegebenen Fall der Zins durch die 
effektive Zinsrate i, durch die nominelle Zinsrate i unter Rücksicht auf 
ein bestimmtes m oder endlich durch die Zinsintensität fJ bestimmt sein 
kann. Die drei Größen aber sind durch die Relation 

1 + i = (1 + ~ r = eh (12) 
miteinander verbunden. 

In den nachfolgenden beiden Tabellen sind die Werte der effektiven 
Zinsraten bei halbjähriger, vierteljähriger, monatlicher und kontinuier­
licher Zuschreibung des Zinses einer Anzahl von nominellen Zinsraten 
gegenübergestellt und umgekehrt. 

Nominelle 
Zinsrate m=2 

0, 025 0,025156 
0,°3 0,°3°225 
0,°35 0,035306 
0,°4 0,°4°4°0 
0,°45 0,045506 
0,°5 0,050625 
0,°55 0,055756 
0,06 0,060900 

Effektive /. Zinsrate m=2 

0, 025 0,024846 
0,°3 0,029778 
0,°35 0,034699 
0,°4 0,039608 
0,°45 0,°445°5 
0,°5 0,°4939° 
0,°55 0,054264 
0,06 0,059126 

Tabelle I. 

Effektive Zinsrate 

m=4 m=I:2 

0,025236 0,025288 

0,°3°339 0,030416 
0,035462 0,035567 
0,040604 0,°4°742 
0,045765 0,°4594° 
0,°5°945 0,05 II62 
0,056145 0,056406 
0,061 364 0,061678 

Tabelle 2. 

Nominelle Zinsrate 

m=4 m= 12 

0,024769 0,024718 
0,029668 0,029595 
0,°3455° 0,034451 
0,°39414 0,039285 
0,044260 0,°44°98 
0,049089 0,048889 
0,°539°1 0,053660 
0,058695 0,0584II 

m=oo 

0,025315 
0,°3°455 
0,035620 
0,0408 II 
0,046028 
0,°51271 
0,056541 
0,061837 

m=!XI 

0,024693 
0,029559 
0,°344°1 
0,°39221 
0,°44°17 
0,048790 

0,°53541 
0,058269 
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Aus den angestellten Betrachtungen ergibt sich, daß sich für den 
Endwert 5 eines durch n Jahre auf Zins angelegten Kapitals P 

ergibt, je nachdem ganzjährige, mteljährige oder kontinuierliche Ver­
zinsung zugrunde gelegt wird, vorausgesetzt, daß die einmal angenommene 
Zinsrate für die ganze Dauer der Verzinsung unveränderlich gilt. 

In Formel (13) ist n als ganzzahlig vorausgesetzt. Die Ausdehnung 
der Gültigkeit der Formel auf eine Dauer, die nicht einer ganzen Anzahl 
von Jahren, oder bei unterjähriger Verzinsung nicht einer ganzen Zahl 
von Jahres-m teIn entspricht, ist nur im Wege einer ausdrücklichen Fest­
setzung über die Bedeutung des einem Jahresbruchteil entsprechenden 
Zinses möglich. Wenn die nominelle Zinsrate j bei mteljähriger Zahlung 
des Zinses gegeben ist und die Verzinsungsdauer einer ganzen Anzahl 
von Jahres-mteln entspricht, dann ist in dem Ausdruck für den End­
wert des Kapitals 

p( i )mn+t P .)n +~ 1+- = (1+~ m m 

t eine ganze Zahl. Hierbei ist der in dem Jahresbruchteil tjm erzielte 
Zins durch 

t 

(I + i)m-1 

gegeben. Die Formel ist in diesem Falle vollständig korrekt. Sie legt 
nahe, für einen beliebigen Jahresbruchteil 1jp den hierauf zu verrechnen­
den Zins mit 

(I + i) P -I 

festzusetzen. Unter dieser Festsetzung ist dann in der Tat die Formel (13) 
ganz allgemein, d. h. für jeden Wert von n gültig. Für eine beliebige 
Verzinsungsperiode n ist demnach der totale Zins unter der gemachten 
Festsetzung durch 

S-P=P[(1+i)n-1]=p[(1+ ~rn-1] =P[en6-1] (14) 

gegeben. Man muß sich aber immer dessen bewußt bleiben, daß bei 
allgemeinem n von der Voraussetzung einer bestimmten ganzjährigen 
oder unterjährigen Verzinsung für den letzten in Betracht kommenden 
Jahresbruchteil im allgemeinen abgegangen werden muß, wenn Formel (14) 
gelten soll. 

In ganz analoger Weise, wie man für eine bestimmte Zeitperiode unter 
Zugrundelegung einer effektiven jährlichen Zinsrate, einer nominellen 
Zinsrate bei unterjähriger Zahlung oder der Zinsintensität durch Hinzu-
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fügung des produzierten Zinses zum Anfangswert eines Kapitals zu 
seinem Endwert gelangt, kann man durch Abzug des Diskonts von einem 
zu einem späteren Termin fälligen Betrag zu seinem Barwert oder dis­
kontierten Wert gelangen. Auch hier wird man bei ganzjähriger Dis­
kontierung von einer ellektiven Diskontrate, bei m teljähriger Diskon­
tierung von einer nominellen Diskontrate und bei kontinuierlicher Dis­
kontierung von einer Diskontintensität zu sprechen haben. 

Ist die nominelle Diskontrate bei m teljähriger Verrechnung des Dis­
konts I, dann ist der gegenwärtige Wert einer nach 11m Jahr fälligen 
Summe I durch I - 11m gegeben. Die nach einem Jahre fällige Summe I 
hat dann den Gegenwartswert (I - Ilm)m. Der totale Diskont für ein 
Jahr ist demnach bei mteljähriger Diskontierung und einer nominellen 
Diskontrate I 

1-(1- ~t. 
Wird die effektive Diskontrate mit d bezeichnet, so erhält man die Be­
ziehungen 

d= 1-(1- ~ t, I-d = (1- ~ t, l=m{I- (I-d)~ }. (I5) 

Zwischen den nominellen und effektiven Diskontraten bestehen dann im 
Hinblick auf eine bestimmte Art der mteljährigen Verrechnung des Dis­
konts ganz analoge numerische Verhältnisse wie zwischen den bezüg­
lichen Zinsraten. 

Bei wachsendem m nimmt die einer gegebenen effektiven Diskontrate 
entsprechende nominelle Rate zu. Für m ->- 00 erhält man 

lim m {I - (I -d) ~} = -loge(I-d) = cl. (16) 
m-+oo 

Sei dann S' der Endwert, P' der Barwert einer Summe und S' - P' 
die als Diskont zu bezeichnende Differenz der beiden. Für vorgegebene 
Werte von d, I und cl erhält man dann auf Grund von Betrachtungen, 
die den bei der Verzinsung angestellten ganz analog sind, die ohne weiteres 
verständlichen Formeln 

P'= S' (I _d)n = S' (1- ~ t n = S' e- nß', (17) 

woraus sich wieder 

S'-P'=S'[I-(I-d)n]=s' [1-(1- ~tn] =S'(I-e- nß') (18) 

ergibt. 
Es liegt aber in der Definition der beiden Prozesse der Verzinsung und 

der Diskontierung, daß für einen Endwert S, der aus einem Anfangswert P 
durch Verzinsung entstanden ist, umgekehrt durch Diskontierung wieder 



Endwert und Barwert. I I 

der Wert P resultiert. Wir erhalten sonach durch Vergleich der Rela­
tionen (13) und (17) unter Identifizierung von P mit P' und 5 mit 5' 

(I + i) = (I + ~ t = ed= (I-d)-r = (I-~-tm = ed'. (19) 

Im übrigen ergibt sich die Theorie des Diskonts aus der Theorie der 
Verzinsung unmittelbar aus der Annahme, daß der Gegenwartswert einer 
Summe für einen bestimmten Zinssatz berechnet wieder denselben Betrag 
ergeben muß, wenn er zum gleichen Zinssatz veranlagt wird. Aus dieser 
Forderung ergibt sich für die Diskontrate unmittelbar 

I 
I-d=-+. =v, 

I ~ 

wenn der Abzinsungsfaktor I/I + i mit v bezeichnet wird. Der Faktor 
I + i wird dementsprechend Aufzinsungsfaktor benannt. Unter Dis­
kontieren zu einer bestimmten Zinsrate versteht man daher die Auf­
findung des Barwertes einer Summe zu der dieser Zinsrate entsprechenden 
Diskontrate. Aus den Relationen (19) ergeben sich für korrespondierende 
Raten von Zins und Eskompt die Relationen 

i-d=id} 
I-I = 11 m 

15 = 15' 

(20) 

Es ist demnach insbesondere zu vermerken, daß die einem bestimmten 
effektiven Zinssatz entsprechende Zins- und Diskontintensität einander 
gleich sind. Dieses Resultat ist anschaulich unmittelbar einzusehen, wenn 
man so überlegt: Wenn eine Summe P unter dem Einfluß des Zinses in 
einem mtel Jahr auf 5 anwächst, so erhalten wir die nominelle Zinsrate 
für ein Jahr durch den Ausdruck m. (5-P)/P, während sich die nominelle 
Diskontrate durch m. (5-P)/5 darstellt. Geht aber m ---... 00, so gilt 5 ---... P. 
Die beiden Ausdrücke für die nominelle Zins- und Diskontrate werden 
dann gleich und entsprechen in diesem Grenzfall der Zins- bzw. Diskont­
intensität. Zu bemerken ist noch, daß zufolge der Definition von v der 
Gegenwartswert einer nach n Jahren fälligen Summe 5 entweder 5 (I + i)-ß 
oder 5. vß geschrieben werden kann. Aus der Relation 

I_d=_I_. 
I +~ 

folgt dann 
i 

d= I+i' 

Der reziproke Wert von v wird allgemein als Aufzinsungsfaktor für ein 
Jahr mit r bezeichnet. Für die Größen i, d, I, I, v und 15 aber gelten eine 
Reihe von Relationen, welche im folgenden angeführt sind: 
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I 
=--1 

v 
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02 03 
d = 1-e- c5 = () - , + ,- ... 

2, 3, 
I , 

= 1---, = I-V = Vl 
I + ~ 

_ i _' '2 '3 
-I+i- Z- Z + Z -'" 

= I - 1-- = 1---- + --'----~-----'-( f )m m - I f2 (m - I) (m - 2) _f3 _ 
m m 2! m 2 3! 

= I _ (I + L)-m = i _ m + I ~ + (m + I) (m + 2) ~ _ ••• 
m m 2! m 2 3! 

() = loge (I + i) = log(=-t~ = i-~ + ~- ... 
log e 2 3 

d 2 d3 
=-loge(I-d) =d+-+-+ ... 

2 3 

= m loge I + -.L = i __ ,_ + _, - - ... ( 
, ) '2 '3 

m 2m 3m2 

= -mIOge(I-~)=I+L+ L+ ... m 2m 3m2 
= -loge V 

, ( ~) I 02 I 03 
1 = m em-I = CJ + -- + --- + ... 

m 2! m 2 3! 

_ [( + ')mI 
] _' m-I i 2 + (m-I)(2m-I) i 8 -m I Z -I -2----

m 2! m 2 3! 

=mb-df:-I]=d+ m+I~+ (m+I)(2m+I) da + ... 
m 2! m 2 31 

= m [( 1- ~ r 1_ I] = 1 + ~ f2 + ~2 13 + ... 
( 

" ) I ö2 I 03 

1 = m I-e- m = CJ- mZl + m 2 31-'" 

_ [ (+ ')-mI
]_, m+I i 2 + (m+I)(2m+I) i 3 -m 1- I 2 -Z----

m 2! m 2 3! 

[ ( + i)- I] , I '2 I '3 
= m I - I m = 1-m 1 + m2 1 - ... 

= m [I-(I-d):] = d+ m-I ~+ (m-I)(2m-I) ~+ ... 
m 2! m2 3! 

(ZI) 
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-b 152 153 
v=e =1-15+,-,+ ... 

2. 3. 

= (I + i)-1 = I-i + i 2-i3 + ... 
=1-d 

= (I + L)-m = 1- . + m + I r.... _ (m + I) (m + 2) L + ... 
m 1 m 2! m 2 3! 

_ ( f )m _ t + m-I 12 (m-I) (m-2) 13 
- 1-- -1- ---- -+ J m m 2! m 2 3!'" 

13 

(ZI) 

Durch Addition der beiden ersten unter (ZI) für 15 gegebenen Reihen 
erhält man 

Z~ = (i + d) _~(i2~d2) + ~ (i3 + d3 ) - ••• 
2 3 

und in erster Annäherung 

ein Ausdruck, der für Werte von i unter 0,07 bis auf vier Dezimalen 
genau ist. 

Zur Kenntnis zusammengehörender Werte von i, v, d und ~ ist 
folgende Tabelle nützlich: 

Tabelle 3· 

" d b 

0 ,o2 0,98°392 0,019608 0,019803 
0,025 0,975610 0,02439° 0,024693 
0,°3 0,97°874 0,029126 0,029559 
0,°35 0,966184 0,033816 0,°344°1 
0,°4 0,961 538 0,°38462 0,°39221 
0,°45 0,956938 0,043062 0,°44°17 
0,°5 0,952381 0,047619 0,048790 
0,°55 0,947867 0,°52133 0,°53541 
0,06 0,943396 0,056604 0,058269 

In den bisherigen Betrachtungen war der Zinssatz für die ganze Zins­
periode stets unveränderlich angenommen. Unter der Voraussetzung 
kontinuierlicher Verzinsung ergibt sich für den Endwert eines Kapitals 5 
ein sehr einfacher Ausdruck auch unter der Annahme, daß die Zins­
intensität für eine erste Zinsperiode den konstanten Wert ~l> für eine 
zweite den Wert r'l2' •.. , für eine kte den Wert r'lk besitzt. Sind diese 
Zinsperioden durch nl> n2, ••• , nk gegeben, so ist für ein Anfangskapital P 
am Ende der ersten, zweiten, "', kten Zinsperiode das bezügliche End­
kapital 

51 = Pen,b" 52 = 51en,b. = Pen,b,+na6" 

5 = 5 k = 5k_1enkbk = Pen,b,+na b2+'" +nk6k. 
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Setzt man daher 

I 
~ = n (nI ~l + n 2 ~2 + ... + n k ~k)' n = n1 + n 2 + ... + nk> 

so erhält man 
(22} 

Es entspricht sonach dem Endwert ein Kapital, welches aus dem Anfangs­
wert mit einer für die ganze Dauer n gleichbleibenden Zinsintensität er­
mittelt wurde, die sich als arithmetisches Mittel der für die einzelnen 
Zinsperioden geltenden Intensitäten ~l> ~2' •• " ~k unter Benutzung der 
nl> n 2, •• " n k als Gewichte ergibt. Ist aber die Zinsintensität ~t als von 
der Zeit t abhängig angenommen, dann ergibt sich als arithmetisches 
Mittel 

n 
J Otd t n 

~ = _0 _ = ~ \ ~tdt, 
n n J 
J dt ° 
° 

und man erhält als Endwert des Kapitals 
t n 

\ ~tdt \ ~tdt 
5 t = Peo und 5 = Peo (23) 

Hierbei muß ~t als integrabel vorausgesetzt sein. Als Auf- und Ab­
zinsungsfaktoren kommen daher in diesem allgemeinen Falle die Größen 

n n 
\ ~tdt - \ ~tdt 

eO bzw. e ° 
in Betracht. 

§ 3. Eine andere Auffassung des Zins problems. 

Zu einer mehr an physikalische Betrachtungen angelehnten Dar­
stellung des Verzinsungsvorganges gelangt man, wenn man von folgenden 
Überlegungen ausgeht: Es sei eine durch die Zahl y gegebene Menge vor­
handen, welche sich mit der Zeit t vermehrt oder auch vermindert. Die 
Geschwindigkeit, mit der diese Vermehrung oder Verminderung vor sich 
geht, sei aber stets proportional der jeweils vorhandenen Menge y. Dann 
gilt für die Geschwindigkeit y' ein Gesetz der Form 

y' = iXy, 

wobei der Faktor iX positiv oder negativ ist, je nachdem es sich um eine 
Vermehrung oder Verminderung handelt. y selbst ist aber dann durch 
die Exponentialfunktion 

y = ce"t 
gegeben. 



Eine andere Auffassung des Zinsproblems. 

Handelt es sich im speziellen um ein Kapital, welches unter dem Einfluß 
des Zinses einer Vermehrung oder auch Verminderung ausgesetzt ist, und 
ist der Wert des Kapitals für einen Zeitpunkt t mit j(t) bezeichnet, so gilt 

f' (t) = j (t) . !5t , (25) 
nachdem die Geschwindigkeit der Kapitalsänderung stets durch die Höhe 
des Kapitals und durch die Intensität der Zinswirkung bestimmt ist. 
Aus (25) aber folgt 

und damit 

und 

d 
dt loge j (t) = !5t 

t 

loge j (t) = I !5t d t 
o 

t 
I dt dt 

j (t) = eO (26) 

Die Größe !5t kann hierbei als in positivem oder negativem Sinne wirkend 
angenommen werden. Wir haben hier den vollständigen Anschluß an 
Betrachtungen, wie sie auch beim Studium des Zerfalles von Radium 
oder bei Bestimmung des barometrischen Luftdruckes in seiner Abhängig­
keit von der Höhe über dem Erdboden, bei der Abkühlung eines Körpers 
in einem umgebenden Medium niedrigerer Temperatur oder bei gewissen 
chemischen und elektrischen Prozessen zur Ermittlung des zugrunde 
liegenden Naturgesetzes anzustellen sind. Ganz ähnliche Betrachtungen 
werden auch später für das Studium des Verlaufes der Sterblichkeit mit 
zunehmendem Alter anzustellen sein. Betrachtet man dann die durch (26) 
definierte Größe als den allgemeinen Aufzinsungs- bzw. Abzinsungsfaktor, 
so sind für die spezielle Annahme der Konstanz der Zinsintensität über 
das ganze Zeitintervall ohne weiteres die im § 2 gewonnenen Resultate zu 
erhalten. Die Relation (26) aber drückt aus, daß, wenn die Zinsintensität 
für einen beliebigen Zeitpunkt t durch die integrierbare Funktion !5 t aus­
gedrückt werden kann, die Einheit unter dem Einfluß der Verzinsung in 
der Zeit t auf den Ausdruck (26) anwächst. Und umgekehrt ist für ein 
negatives !5 t durch (26) der Barwert der zum Zeitpunkt t fälligen Summe 1 

gegeben. 
Aus der Relation (1 + i)n =.2 erhält man zur Bestimmung der Zeit, 

welche für die Verdopplung eines Kapitals unter der Wirkung des effek­
tiven Zinssatzes i nötig ist, den Ausdruck 

loge 2 ) 
n = loge (I + i) , (27 

der unter Rücksicht auf log. 2 = 0,693146 und die Reihenentwicklung 
'2 '3 

1 ( ') . ~ ~ og. r+z =z--+-- ... 
2 3 
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als angenäherten Wert von n 
0,69 

n=~-
i 

ergibt. Genauer ist der Ausdruck 

1 I 1 ( i i 2 ) 
=-;- I+--~+ .. , 

1 2 12 log. (I + i) 

und daher wegen 
1 ~I(+i) 

log. (I + i) = i I 2 
auch 

n = ~ 0,693I46 + 0,346573 oder n = ~ 0,693 + 0,347. 
1 1 

§ 4. Der mittlere Zahlungstermin. 

(28) 

Es seien die Summen 51> 52"'" 5 k am Ende der durch nl> n2, ••• , nk 

gegebenen Termine fällig, und es sei für eine gegebene effektive Zinsrate i 
der Termin gesucht, zu weIchem die gesamte zu zahlende Summe auf 
einmal erlegt werden kann. Dann gilt 

(51 + 52 + ... + 5k) vn = 51 vn, + 52 vn" + ... + 5k Vnk 

und 
_ log (51 + 52 + ... + Sk) -log (SI vn, + 52 vn" + ... + Sk vnk) (29) 

n - log (I + i) • 

Zu einer Annäherung von n gelangt man, wenn der Ausdruck (29) 

I 5 e-ntd + 5 e-n"d + ... + Ske- nkd n - - -log 1 _~ __ a,-;;----:--,-----c~--,=---__ 
- J' 51 + Sa + ... + Sk 

1 SI(I-nl J+: nI2J2- .. . )+Sa(l-naJ+ : na2J2- ... )+ ... 
=--log.-~----------~~=---'~-~----J 51 + 52 + ... + Sk 

geschrieben wird. Man erhält hieraus 

n=- ~ log. [I-(~: <5- E;~S. ~2 + ... )] 

= ~ [(E;: <5- E;~S . ~2 + ... )+ : (E;: <5- E;~S . ~2 + .. . Y+ ... ] 
= E~_i.[En2S _(En~)2] 

ES 2 ES ES + ... 
und sonach als erste Annäherung 

und als bessere Näherung 

_ EnS 
n=ES 

n = En~_i. [En2 S __ (~~)2] 
ES 2 ES ES' 

(3°) 

(3I ) 
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Allerdings ist auch der exakte Wert (29) für die numerische Rechnung 
durchaus geeignet. Die Näherung (30) gibt stets zu große Werte für n, 
wobei der Schuldner begünstigt erscheint. Denn nachdem das arithme­
tische Mittel einer Reihe von positiven Größen immer größer ist als das 
geometrische Mittel aus denselben Größen, so gilt 

n, 8, + ... S, + ... -+ nk Sk 
5 1 vn , + 52 v'" + ... + 5k Vnk 8 +S + S~->v " ... + k 

51 + 52 + : .. + 5k 
oder 

(51 vn , + 5 2 vn, + ... + 5 k vnk) > 
ntS,+n,S, + ... +nkSk 

> (51 + 52 + ... + 5k ) V S1+S,+ .•. +Sk (32) 

Aus dieser Ungleichung aber folgt, daß die Summe der Barwerte der 
Beträge 5v 52' .. " 5 k größer ist als der zum Termin 

ii = (n1 51 + n 25 2 + ... + n k 5 k ) : (51 + 52 + ... + 5 k ) 

berechnete Barwert der Summe der Beträge 5v 52"'" 5 k • Die Größe ii 
ist daher größer als die Größe n. Man nennt n den mittleren Zahlungs­
termin der an den Terminen nv n2, •• " n k fälligen Beträge 5v 52' .. " 5 k' 

§ 5. Die Zeitrente. 
Unter einer Rente versteht man eine Folge von Zahlungen, die am 

Anfang oder am Ende einer aufeinanderfolgenden Reihe von Zeitinter­
vallen gleicher Größe geleistet werden. Sind diese Zahlungen unbedingt 
zu leisten, bestimmt sich ihr Wert demnach nur unter Rücksicht auf den 
Zins, so spricht man von einer Zeitrente. Die einzelnen Zahlungen heißen 
Rentenbeträge. Erfolgen die Zahlungen am Anfang der Zeitintervalle, so 
heißt die Rente vorschüssig, wenn sie am Ende der Zeitintervalle erfolgen, 
nachschüssig zahlbar. Erfolgt die erste Zahlung erst nach Ablauf eines 
bestimmten Zeitraumes, so heißt die Rente aufgeschoben, sonst unmittelbar. 
Die Zahlungen selbst können für ganzjährige, halbjährige, vierteljährige, 
monatliche oder sonstwie bestimmte gleiche Zeitintervalle oder aber von 
Moment zu Moment - kontinuierlich - erfolgen. Erfolgt die Zahlung 
über eine zeitlich unbegrenzte Dauer, so spricht man von einer ewigen 
Rente. Unter Barwert einer Zeitrente versteht man die Summe der Bar­
werte aller Rentenzahlungen für den Anfang des ersten Zeitintervalls, 
unter Endwert einer Zeitrente die Summe der Endwerte aller Renten­
zahlungen für das Ende des letzten Zeitintervalls der Dauer der Rente. 

Man bezeichnet die Endwerte der nachschüssigen Renten mit s, die 
Barwerte mit a. Die Dauer n wird durch einen Index ril zum Ausdruck 
gebracht und die Art der unterjährigen Zahlung der Rente für ptel­
jährige Termine durch den Index (P). Die vorschüssige Rente wird mit 
a bezeichnet, welches also stets von dem a als Bezeichnung für die nach­
schüssige Rente zu unterscheiden ist. Die kontinuierlich zahlbare Rente 

Berger, Lebensversicherung. 
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wird durch einen - angezeigt. Hiernach sind die folgenden Bezeich­
nungen und Begriffe festgelegt: 

(p) - (p) 
sn], sn]' sn], an], an]' än]' ~. 

Eine um m Jahre aufgeschobene Rente wird mit 

mian] und ml~ 

bezeichnet. Die ewige Rente erhält statt des Index n] den Index 00. 

Aus den gewählten Bezeichnungen ergibt sich ohne weiteres die 
Richtigkeit der Relationen: 

an] = I + an-li' 

a<1>.)=~+a~ 
nl p n-~I' 

mjan] = an+mj-a;n:, 

a", = an] + nja",. 

Um den Endwert einer bei einer effektiven Zinsrate von i in ptel­
jährigen Intervallen am Ende derselben zahlbaren Zeitrente für n Jahre 
vom Betrage I pro Jahr, d. h. I/m pro Intervall zu ermitteln, bestimmt 
man den Endwert der einzelnen Rentenzahlungen für das Ende der 
Dauer n. Die einzelnen Zahlungen haben dann den Endwert 

I 2 
I n-- I n--p (I + i) P, P (I + i) P, 

und der Endwert der Rente ist sonach 

s~:= ; [(I + it-~ + (I + it-~ + ... + I] 

I .. -, p' 

(I + i)n - I 

P [(I + i)~ - 11 
(I + i)n - I 

i 
Zur Bestimmung des Barwertes dieser Rente aber ist offenbar anzusetzen 

(p) I [ ~ -=- ] ~ I - vn 
an] = p v P + v P + ... + vn = V p. ( ~) 

P 1-V P 

i 

Die beiden Resultate können aber auch durch folgende Überlegung er­
halten werden: Ein Kapital I wirft für das Ende jedes Jahres-ptels an 

Zins den Betrag tI + i) P - I ab und für ein Jahr den Betrag 

p [(I + i) ~ - I] , wobei dieserp teljährig zahlbar ist. Der ganze vom Kapital 
in n Jahren abgeworfene Zins ist aber (I + i)n-I. Es muß daher gelten 

s~). p b + i)~ - I] = (I + i)n - I 
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und daher 
(p) (I + i)n - I s- = ---'----';----
nl i 

Anderseits ist der Barwert des vom Kapital I in n Jahren bei ptel­
jähriger Zinszahlung abgeworfenen Zinses gleich dem Barwert einer 

pteljährig zahlbaren Rente auf die Beträge p [(I + i)~ - I] und daher 

a~). p [(I + i) ~ - I] = I - vn, 

woraus 
(p) 1- vn 

an] = --i-· 

Aus dem erhaltenen Barwert (34) der durch n Jahre in pteljährigen 
Raten von je IfP zahlbaren temporären Rente ergibt sich der Barwert 
der ewigen Rente mit I/i. Nachdem aber der Barwert der durch n Jahre 
aufgeschobenen, in gleicher Weise zahlbaren ewigen Rente vn • I/i ist, 
ergibt sich der Barwert der durch n Jahre zahlbaren temporären Rente mit 

a"!l) = a(P)- vn . a(~) 
n 00 00 

_I n 1_I-vn 
- -;--v . -;- - --.-. 

1 1 1 

Wir haben bisher stets angenommen, daß die Rentenzahlung für eine 
ganze Anzahl von aufeinanderfolgenden gleichen Intervallen gedacht ist, 
daß also np eine ganze Zahl darstellt. Um sich von dieser Beschränkung 
freizumachen, wird in der Regel die formale Gültigkeit der Formeln (33) 
und (34) auch für eine nicht ganze Anzahl von Intervallen angenommen. Die 
Dauer der Rentenzahlungwäre dann mitn+ Ifmp anzunehmen, wenn Ifmp 
den m ten Bruchteil des Intervalls IfP bedeutet. Formel (34) ergibt dann 

I I 
n+-- n+--

(p) I _ V mp I _ vn vn _ v mp 
~=~~.-=~-.-+ . n+_I_1 1 1 1 

mp 
I 

I --

(p) n+-- (l+i)mp - 1 =a-+v mp 
nl i 

(35) 

Hieraus folgt aber, daß die restliche Zahlung am Ende des letzten Inter­
valls der Größe Ifmp durch 

(I + i) p - I 

definiert wird und daher zur Rentenzahlung im Betrage von IfP im 
selben Verhältnis steht, wie der für das Intervall Ifmp erzielte Zins zum 
Zins für das Intervall IfP. Unter dieser Voraussetzung sind demnach 
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die Formeln (34) und, wie man genau so überlegt, auch (33) für jedes 
ganze und gebrochene n gültig. In der Praxis wird aber in der Regel 
die Höhe der letzten Zahlung mit I/mp angenommen, so daß sich als 
Barwert der Rente 

I 
(p) I n+-a-+-.v mp 
nj mp 

ergibt. 
Die Betrachtung der beiden Formeln (33) und (34) ergibt übrigens, 

daß der Zähler dem totalen Betrag des Zinses bzw. des Diskonts für die 
ganze Dauer n entspricht, während der Nenner durch die nominelle Zins­
rate unter der Annahme pteljähriger Zahlung der Rentenbeträge im Be­
trage von I/P bestimmt ist. Hiernach ist der Endwert einer unmittel­
baren Zeitrente von I pro Jahr unter einer effektiven Zinsrate von i 
gleich dem totalen Zins für die Dauer n dividiert durch die entsprechende 
nominelle Zinsrate, wobei der Zins unterjährig zu denselben Terminen 
zu vergüten ist, zu denen die Rentenzahlungen erfolgen. Und ganz 
Analoges gilt für den Barwert, wenn nur im Zähler statt des totalen 
Zinses der totale Diskont für die Dauer n eingesetzt wird. 

Aus den Formeln (33) und (34) erhält man durch Verfügung über p 
die entsprechenden Werte bei jeder Art der Zahlung der Rente ent­
sprechend einem effektiven Zinssatz von i. Ist aber statt dieses die 
nominelle Zinsrate im Hinblick auf mteljährige Verzinsung gegeben, so 
hat man eben i durch die entsprechenden Werte dieser nominellen Rate 
auszudrücken. Es ergeben sich so ohne weiteres die drei Formelgruppen : 

Rente zahlbar Endwert Barwert 

p teljährig 
(p) (I + i)n - 1 (p) 1 _vn 

sn) = j 
a-=---

n j j 

I/Ijährig 
(I + i)n - 1 I_vn 

sn) = an) = --i-

kontinuierlich 
(I + i)n - 1 

än) = 
I_vn 

sn) = 
log. (I + i) loge (I + i) 

pteljährig 
( j tn ( j rmn 

(p) 
r+ m -I 

(p) 
1- I+ m (36) 

Sn) = 

p[(I+!);-r] 
an) = 

p[(I+~);-I] 

IjIjährig 
( j tn ( j rmn I+ m -I r- I+ m 

sn) = 

(I+!t- I 
an) = 

(I + ~t-I 

mteljährig 
( j t n ( j rmn 1+-- -r (m) 1- 1 +m (m) m 

S- = --------- an) = nj j 
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Rente zahlbar Endwert Barwert 

( i t n ( i rmn 

kontinuierlich 
1+-;;- -I 

än] = 
1- 1+-;;-

Sn] = 
mlog. (I + ~) mlog. (I + ~) 

p teljährig 
(p) en6_ I (p) l_e- n6 

(36) sn] = --;,-~- an] = 
p(ei-I) pCP-I) 

1j1jährig 
en6 _ I I _e- n6 

Sn] = i-I an] = i-I 

kontinuierlich 
en6 _ I 

än] = 
I _e- n6 

Sn] = 6 6 

Erfolgt aber die Rentenzahlung zu den gleichen Zeitpunkten wie die 
Verzinsung, dann ist aus der Formel 

(m) 
an] = 

I I_(I+~rnm 
m i 

m 

I 

= -;;-anm \ 

sofort zu entnehmen, daß die Rente, berechnet bei mteljähriger Ver­
zinsung zur nominellen Rate j und m teljähriger Zahlung, gleich ist der 
Rente vom Betrage 1jm, berechnet zum effektiven Zinssatz jjm, jedoch 
für nm Jahre. Damit hängt es aber zusammen, daß eine Tafel, welche 
die End- und Barwerte der Zeitrenten für verschiedene Zinsfüße zu ent­
nehmen gestattet, auch bei mteljähriger Verzinsung brauchbar bleibt, 
wenn nur auch die Zahlung der Zeitrente in mteljährigen Raten erfolgt. 

Nachdem aber der Wert einer in mteljährigen Raten vom Betrage 
1jm zahlbaren Nachhineinrente gleichwertig ist mit dem Betrag einer 
ganzjährig zahlbaren Nachhineinrente auf die Beträge s~), so folgt auch 
die Richtigkeit der Relationen 

(m) (m) (m) (m) 
an] = si! . an]' sn] = sI] . sn] 

und aus ihnen wegen 

auch 

(m) 
sI] 

(I + i) - I 

i 

(m) i 

i 

i 

sn] = 7 s;;:, 

§ 6. Die kontinuierliche Rente. 

Wenn in dem Ausdruck für die pteljährig zahlbare Rente p _ 00 

wird, erhält man den Ausdruck für die kontinuierlich zahlbare Rente. 
In diesem Falle wird aus dem Ausdruck 
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unter Vollziehung des Grenzüberganges wegen 

wofür auch 

( ~) I 152 I 153 

P eP-I = l5+-p '+-P2'+ ... , 
2. 3. 

1- e-dn 
än] = 15 

I - (I + mi )-mn 
I _vn 

än] =--15- = 15 

zu schreiben ist, wenn unter 

l5 = log. (I + i) bzw. l5 = m log. (I + !) 
verstanden wird. 

(39) 

Als Integralausdruck erhält man für die kontinuierliche, temporäre 
Rente 

n n 

ä1ij= ~e-dt dt= e- d; 1= I_;-dn 

o o 

und für die gleiche, aber m Jahre aufgeschobene Rente 

Die Beziehung zwischen der kontinuierlichen und der mteljährig 
zahlbaren Zeitrente erhält man am einfachsten unter Benutzung der 
EULER-MACLAURINschen Formel 

n 

~ (uo + u1/m + ... + un) = \ u",dx + 
m J 

o 

+ _I_[UO + unJ--I-d(u",')o- (u",')nJ + _I_[(U","')o- (u","')nJ - ... , 
2m 12m 720 

welche unter Erreichung genügender Genauigkeit beim zweiten Glied ab­
gebrochen wird. Man erhält dann für u'" = v'" und unter Berück­
sichtigung von log. v =-l5 

_ (m) + 1 ( n) 15 ( n) an I = a-I -- I-V ---2 I-V 
n 2m 12m 

und für m = I 

_ 1 ( n) 15 ( n) ailj = a1ij +"2 I-V -12 I-V . 



Renten auf veränderliche Beträge. 

Aus (42) und (43) aber ergibt sich 
(m) m-I 15 (m2-I) llnl = anr + 2""in (I - V") - 12 m 2 (I - V"). (44) 

Wird hier das letzte Glied vernachlässigt, so erhält man 

(m) m-I " a- = an I + -- (I - V ) "I 2m ' 

wobei der konstante Faktor des letzten Gliedes für m = 2, 4, 12, 00, bzw. 
die Werte 0,25, 0,375, 0.458, 0,5 annimmt. 

In Analogie zu Formel (37) erhält man aus 

die Relation 

§ 7. Renten auf veränderliche Beträge. 

Wenn die aufeinanderfolgenden Rentenbeträge durch eine geome­
trische Reihe definiert werden, dann erhält man für den Barwert dieser 
Zeitrente der Dauer n 

kv + krv2 + kr2 v3 + ... + kr"-lv" = ) 
I-r"v" I-r"v" =kv =k---. I-rv I+i-r 

Der Barwert der ewigen Rente ist unter gleichen Voraussetzungen 
k 

I +i-r 

und wird unendlich groß, wenn r :> I + i. 
Ist r < I + i, und wird rv = v' gesetzt, so kann der Ausdruck (47) 

k I_V'" k 
-V' = -a~ 
l' I -V' l' "I' 

., 1+ i 
t =---1 

l' 

geschrieben werden. Ist aber r > I + i, und wird rv = I + i" gesetzt, 
so wird aus (47) 

I - (I + i")" "." r 
kv ( + ''') = kVs-l , t = -+--;-- I. 

1- I Z " I Z 

In beiden Fällen ist demnach der Ausdruck für die geometrisch steigende 
Rente zum Zinssatz i in einen Wert einer gleichbleibenden Zeitrente, 
jedoch berechnet zu einem anderen Zinssatz i' bzw. i" übergeführt. Das 
kann bei Benutzung von Zifferntabellen für die letztgenannten Barwerte 
die numerische Berechnung sehr erleichtern. Natürlich ist das Verfahren 
nur brauchbar, wenn die Größe r um Bruchteile größer oder kleiner als I 

ist. In dem Falle r = I + i erhält man den Rentenwert nkjr. Ist aber 
r > I + i, so wird i' negativ, so daß der Barwert der einzelnen auf-
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einanderfolgenden Zahlungen eine steigende Reihe bildet. In beiden 
Fällen ist natürlich der Barwert einer ewigen Rente unendlich groß. 

Für eine Zeitrente, deren Rentenbeträge in arithmetischer Reihe zu­
oder abnehmen, sei der Barwert 

a = vp + v2 (P + q) + v3 (P + z q) + ... + v" [P + (n - I) q] 
und daher auch 

av = v2 p + v3 (P + q) + ... + v"[P + (n-z) q] + v"+1[P + (n-I) q]. 
Durch Subtraktion ergibt sich 

iva = vp + v2 q + v3 q + ... + v"q-v"+1 [P + (n- I) q], 
= pv (I - v") + qvanj-nqv"+l 

und hieraus 

Für unendlich wachsendes n wird der Barwert der temporären Rente 
I/i und der Ausdruck 

nv" = r 
r +.+ n-I '2+ (n-r) (n-2) '3+ n 2 -2-!-2 ---3-!--2 ... 

wird o. Es ergibt sich sonach aus (48) für den Barwert der ewigen Rente, 
beginnend mit dem Betrag p und jährlich um den Betrag q steigend, 

p q 
i + i2' (49) 

Als spezielle Fälle ergeben sich aus (48) und (49) für p = I und q = I 

_ _ aUl- nv" aUl- nv" 
(Ia)nl = anl + --. - = ~-.--

2 2 

und 

I rr 
( a)", = --;- + ~, 

2 2 

wobei für die vom Anfangsbetrage I um die Differenz I arithmetisch 
steigende Rente die Bezeichnung (Ia)nj gebraucht ist. 

Man sieht weiter unmittelbar, daß der Barwert einer im vorhinein 
zahlbaren Zeitrente, deren Beträge den aufeinanderfolgenden Binomial­
koeffizienten gleichkommen, durch 

(I + v)" 
gegeben ist. Der Barwert einer ewigen, im nachhinein zahlbaren Zeit­
rente auf die Beträge 

ist aber offenbar 

r (r + I) r, --2--
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Zur Ableitung des Wertes (48) kann man auch das folgende Verfahren 
einschlagen. Es ist 

an] = e- d + e- 2d + ... + e-nd 

und hieraus durch Differentiation nach () 

da-- d;1 = e-d + 2e-2~ + ... + ne-n~. 
Nachdem aber 

so ist auch 

dan] 
-([T" 

an] = 

Anderseits ist der gesuchte Wert 

a = v p + v2 P + ... + v" P + v2 q + 2 v3 q + ... + (n - I) v" q, 
= pan] + vq[v + 2V2+ •.. + (n-I)v"-l], 
_ _ dan_II 
- panl-vq d{j 

und demnach auch 
I _V"-l (n- I) v" 

a = pan] + q '2 - q , , z ~ 

a--nv" 
=pan]+q nl , 

z 
wie oben. 

Einen Fall, der sehr viele Spezialfälle enthält, bekommt man da­
durch, daß man den allgemeinen Rentenbetrag einer ganzen, rationalen 
Funktion 

(50) 

gleichsetzt, wobei für die aufeinanderfolgenden n Rentenbeträge 
t = I, 2, •• " n zu setzen ist. Der Barwert dieser Rente ist dann durch 

n 
Ie-~t(co + c1t + c2 t2 + ... + cktk ) 

gegeben. Zwecks Berechnung dieses Barwertes ist nur zu beachten, daß 
die aufeinanderfolgenden Ableitungen der Zeitrente durch 

da-_(j;1 = e-~ + 2 e- 2d + ... + n e-"~, 

d 2 a-
d{j~1 =e-~+22e-2d+ ... +n2e-nd, 

d3 a-
- d{j~1 = e-b + 23e- 2d + ... +n3e-nd, 
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gegeben sind, so daß diese unter Rücksicht auf ihr Vorzeichen den Bar­
werten der Zeitrenten auf die Beträge I, 2, 3, .. " n; 12, 22, 32, •• " n2 ; 

1 3, 2 3, 33, ••• , n3 usw. entsprechen. Sind demnach die Ableitungen der 
Zeitrente nach b bekannt, so sind damit auch die Barwerte der ange­
führten Renten mitbestimmt. Man erhält aber diese Ableitungen leicht 
aus folgendem, durch fortlaufende Differentiation nach b erhaltenen 
Schema: 

(e6 - I) an] = 1- e-no, 
da-

(e"-I) d;1 + eoan]=ne-no, 

d 2 a- d a-
(e"-I)-~+ 2eo_n_1 + eIJ a-I=_n2e-no d <5 2 d<5 n , 

d3 a- d2 a- d a-
(e"_I) __ nl+ 3e"--~+ 3eo-n-1 + e"a-I = n 3 e-no 

d <53 d <5 2 d<5 n , 

Hieraus aber erhält man für die m te Ableitung in symbolischer Schreibweise 

............................................ , 
so daß die Ableitungen schrittweise aus den jeweils bereits bekannten 
Werten ermittelt werden können. Für den gesuchten Barwert der Zeit­
rente aber erhält man den Ausdruck 

_ d an] d2 an] dk aiil 
cOanl-CI~ + C2~ - ... + (-I)k ckdok· (53) 

Wenn man berücksichtigt, daß der Ausdruck nmvn ~ 0 geht, wenn 
n ~ 00, so sind in das Verfahren die ewigen Renten auf die durch die 
Polynome (50) definierten Größen mit einbegriffen. 

Zu einfacheren Entwicklungen aber gelangt man, wenn das obige 
Verfahren für die kontinuierlichen Renten auf die durch die Polynome 
definierten Beträge in Anwendung gebracht wird. Der Barwert einer 
solchen Rente ist dann durch 

n 

~ e- 6t (co + clt + c2t2 + ... + Cktk) dt (54) 
o 
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gegeben. Durch Anwendung der Formel für die partielle Integration 
erhält man aber 

n n n 
~tme-6tdt=- tme(j-6t I + ; ~tm-Ie-6tdt, 
o 0 0 

n 

= ~ [m~tm-Ie-6tdt-nme-6nl 
o 

Bezeichnet man daher die nach tm steigende kontinuierliche Rente mit 
(m) 

( I ä)nr, so gilt für diese die Rekursionsformel 
(m) I (m-I) 

(lä)nr = b [m (lä)nr- nme-6n ). (55) 

Damit ist aber die Möglichkeit der Berechnung von (54) ohne weiteres 
gegeben. Für n ~ 00 aber ergibt sich aus der Rekursionsformel (55) 

(m) 1 

(j ä)"" = ;~ (56) 

als Barwert der ewigen, kontinuierlich zahlbaren Rente auf die durch tm 
definierten Beträge und damit auch der Barwert für jede in der Form 

00 

}e-6t(cO+Clt+C2t2+ .•. +cktk)dt 
o 

darstellbare Rente. 

§ 8. Das reine Sparkapital. 

Ein Sparkapital, das nach Ablauf von n Jahren in der Höhe I be­
zahlt werden soll, kann entweder durch Zahlung einer Barsumme in ent­
sprechender Höhe oder durch laufende, über die Dauer n verteilte Zahlun­
gen sichergestellt werden. In letzterem Falle können die aufeinander­
folgenden Zahlungen z. B. zu Beginn von gleichen, die Dauer n er­
füllenden Zeitintervallen erfolgen. Bei Gleichheit dieser Intervalle also 
etwa ganzjährig oder unterjährig durch Zahlungen untereinander gleicher 
Beträge. Für alle hier in Betracht kommenden Begriffsbildungen besteht 
eine weitreichende Analogie zu denen in der eigentlichen Kapitalver­
sicherung vorkommenden, wenn sie auch bei der letzteren unter wesent­
lich allgemeineren Voraussetzungen erhalten werden. Es sei daher zum 
Abschluß dieses Abschnitts über die Zinstheorie das auf spätere Be­
trachtungen Bezügliche kurz zusammengestellt, zumal sich alles aus dem 
bisher Gesagten ohne weiteres ergibt. 

Die einmalige Barzahlung für eine nach n Jahren fällige Summe I 

sei unter Zugrundelegung eines Zinssatzes i mit Anr bezeichnet. Erfolgen 
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die Zahlungen aber zu Beginn der aufeinanderfolgenden gleichen Zeit­
intervalle in gleich hohen Beträgen, so seien diese bei ganzjähriger 
Zahlung mit Pn]' bei mteljähriger Zahlung mit p~) bezeichnet. Wir 
nennen diese Zahlungen die Einmalprämie bzw. die laufenden Prämien 
für die Sparsumme I. Es ist dann offenbar 

An] (I + W' = I, 

(57} 
Und weiter 

Pn] [(I + i)" + (I + i)"-l + ... + (I + i)] = I, 

woraus sich 
1 

Pn]=---
5n +11 - I 

ergibt. Nachdem aber der Barwert der laufenden Prämien auch durch 

Pn] . an] = An] 
gegeben ist, erhält man auch 

vn 
Pn] = -. (59) anl 

Der Barwert der durch n Jahre aus der Einheit fließenden ganz­
jährigen Zinsen ist an] . i oder auch an] . d, wenn an Stelle von i am Ende 
der Jahre d am Anfang der Jahre vergütet wird. Hieraus folgt 

I = an] (d + Pn]) 
und damit 

I 1 
Pn]=---d= d. (60} 

an] 1 + an _ I 1 

In der Tat gelten für den Ausdruck (58) auch die folgenden Umformungen 
1 

5n + 11 -1 (I + i) 5til (I + i) an] 

= ~ = I-i atil = _1 __ d. 
an] a~ an] 

Unter der Annahme m teljähriger Zahlung der Prämie aber erhält man 

p~)= 1 V"/ nl .2... (I + i)n + 5~) _.2... = a~) 
m. n m (61) 

= (~) -m(1 - v~). 
an] . 

Für den Grenzfall m -+ 00, also für kontinuierliche Zahlung der Prämien 
ergäbe sich 

(62) 
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Nach einer früher gemachten Bemerkung läßt sich aber die unter­
jährig zahlbare Zeitrente als ganzjährig zahlbare Zeitrente auffassen, bei 
welcher bei Vorhineinzahlung zu Beginn der ganzj ährigen Intervalle der 
Barwert der ein Jahr betreffenden un terj ährigen Zahlungen in Betracht 
kommt. Es ist daher 

(m) (m) 
an] = an] . all ' 

während man durch den direkten Ansatz 

(m) _ I ( ~ + m-I) I 
all-rn I+V + ... v m =rn I -v 

d 
m 

erhält. Der für den Beginn des Jahres berechnete Zinsen verlust bei 
m teljähriger Zahlung ist aber durch 

~ p~m) [(I-V~) + (I-V~) + ... +(I-V m;;:I)] = P~)(I - a~») 
gegeben, so daß sich 

p~) = P- + P5'!!!)(I - a~») 
nl nl nl 11 

ergibt. Demnach im Hinblick auf (63) 

(m) Pn] _ . 
Pn] = (m) = Pnl ( . ) . 

all d I+~ 
m 

Für kontinuierliche Zahlung aber ergibt sich aus (64) 
- b 
Pn] = Pn]a:' (65) 

Bei Betrachtung des Prozesses der Kapitalansammlung im Wege der 
Zahlung von Prämien und unter Rücksicht auf die Wirkung des Zinses 
ergibt sich eine für alles Folgende sehr wichtige Größe, die wir Prämien­
reserve, Deckungskapital oder Deckungsrücklage nennen. 

Sie entspricht für einen innerhalb der Dauer t liegenden Zeitpunkt -
t sei ganzzahlig angenommen - einfach den vom Beginn bis zu diesem 
Zeitpunkt aufgezinsten vereinnahmten Prämien. Für diese Größe ist 
aber auch noch eine andere Auffassung naheliegend. Denn offenbar muß 
der Betrag dieser Prämienreserve zum Zeitpunkt t im Verein mit dem Bar­
wert der noch für die Dauer n-t zu zahlenden Prämien gerade hinreichen, 
um den am Termin n zur Auszahlung gelangenden Betrag I sicher-
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zustellen. Man nennt die erstere Auffassung die retrospektive, die zweite 
die prospektive Definition der Prämienreserve. Wird diese mit tV1I1 
bezeichnet, so erhält man im ersten Falle 

_ _ _ __ _ St + I I - I _ stj 
tVnl- Pnl(St+II- I ) - -----. 

sn+ll- 1 Sill 
Im zweiten aber ergibt sich 

t Vill = vn - t - Pill an-tl' 
Weil aber 

vn- t = I-ian_tl = I-dan-tl 
und daher 

tViIl = I - (Pill + d) an-tl, 
so erhält man wegen 

auch 
_ an_tl 

tVnl = I---. 
aill 

Aus der letzteren Formel aber ergibt sich 
n-t an_tl aill-an_tl v atj stj 

I---= = =-, 
a1l1 aill a1l1 s1I1 

(66) 

(68) 

womit die Identität der beiden Darstellungen der Prämienreserve nach­
gewiesen ist. 

Bei Vorliegen unterjähriger Prämienzahlung sind genau analog ge­
baute Formeln zu erhalten. Nicht ohne weiteres zu übersehen ist aber 
die Tatsache, daß für m teljährige Zahlung und ganzjährige Zahlung der 
Prämien die Prämienreserven nach einer ganzen Anzahl von Jahren 
einander gleich sind. Dies folgt jedoch sogleich aus der Rechnung 

I 

V~) = p~) ( + ')m ~) t nl nl I t Stl 

Aus den Formeln 

I 

( . m (m) 1+ t) Stj 
I 

( I + i)m s,!!,) nl 

I P- S-nl = (I + i)n-l + (I + i)n-2 + ... + I nl = (I+ i) Sill' 

(69) 

folgt ohne weiteres, daß eine Verminderung der Zinsrate eine Erhöhung 
der Prämien bewirkt. Für die Prämienreserve ist die Abhängigkeit vom 
Zinssatz nicht so leicht einzusehen. Wenn man aber von der Darstellung 

1 Vill = (I + i) Pill = ~ (70 ) 
snl 
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Gebrauch macht, so folgt 
a--· a-- a-- a--

r-tVill=~=~'~' .... __ n-J.L 
aill aill an_li an- t+ II 

= (r-lVnj)(r-lVn-II)'" (r-lVn-t+II) 

Aus (70) folgt aber sogleich, daß eine Abnahme der Zinsrate eine Zu­
nahme der Prämienreserve nach einem Jahre bewirkt. Die Produkt­
darstellung für das Komplement der Prämienreserve läßt dann erkennen, 
daß die Prämienreserve bei abnehmendem Zinssatz zunimmt. 

Für kontinuierliche Prämienzahlung und Verzinsung gelten die Re­
lationen 

- - t5 - 1 

Pn[. än[ = e- ßn, Pn[ = Pill d ' Pill = -==- -~, Pn[. Sn[ = r. 
anl 

Für die prospektive Prämienreserve erhält man 

t Vn[ = vn-t-PiI( ä n- t I = r - (Pn[ + ~) ii n-t I = r _ ä:-=-t I } 
nl 

-_ -__ -d (n-t) -_ -_ n -_ 
an I - an -t I e (/ t I a t I v S tl 

aill äill = äill vt sill 

und für die retrospektive Prämienreserve 

- i t - 1 Str 
t Vill = Pill t5 = -. (72) 

sill 
Die Gleichheit der beiden folgt auch aus der Definition der retrospektiven 
Prämienreserve 

t 

t Vill = Pill j ed (t-s) ds 
o 

im Verein mit der für t = n geltenden Relation 
n 

r = Pill) ed(n-s) ds. 
o 

Denn aus beiden folgt nacn Multiplikation der zweiten mit vn - t und Sub­
traktion 

n e-dt_e-dn 

vn- t _ tVill = Pill edt ) e- d8 ds = Pnj edt --"t5-- = Pn[ä n- t I 
t 

t Vn[ = vn- t - Pn[ ä n- t I' 

II. Sterblichkeitstheorie. 
§ 9. Allgemeines. 

Die Bewertung von Zahlungen, die zu verschiedenen Zeitpunkten er­
folgen, wird im Rahmen der Zins theorie unter Berücksichtigung einer 
einzigen Rechnungsgrundlage, des Zinses, vollzogen. In der Lebens-
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versicherungsmathematik stehen aber alle Bewertungen von fälligen Be­
trägen noch unter dem Einfluß einer zweiten Rechnungsgrundlage, indem 
hier alle Zahlungen auch von der Bedingung des Erlebens eines bestimmten 
Termins oder von dem Ableben innerhalb einer bestimmten Zeitspanne 
abhängig erscheinen. Es ist also hier neben dem Zins als erster Rechnungs­
grundlage auch die Sterblichkeit als zweite Rechnungsgrundlage zu berück­
sichtigen. 

Um die letztere der formelmäßigen und numerischen Berechnung zu­
gänglich zu machen, ist es zweckmäßig, gewisse Maßzahlen der Sterblich­
keit zu benutzen, welche in verschiedenster Art Verwendung finden. Sie 
sind aber alle auf ein einziges Fundamentalmaß zurückzuführen, welches 
wir als Erlebenswahrscheinlichkeit bezeichnen. Wenn eine Person, 
welcher wir das Alter x zuschreiben, mit (x) bezeichnet wird, so de­
finieren wir dieses Maß wie folgt: 

Für alle positiven Werte x, y, für welche x :S: y ~ w ist, wird die 
Wahrscheinlichkeit, daß (x) das Alter y erlebt, durch eine Zahl P(x,y) 
gemfssen, die von x und y abhängt. 

Hierbei bedeutet wein Grenzalter, von dem man aus der Erfahrung 
weiß, daß es niemand erlebt, und welches man auch ins Unendliche rücken 
lassen kann. Es ist daher weiter anzunehmen: 

Die Wahrscheinlichkeit P (x,w), daß (x) das Alter werlebt, ist o. 
Wenn es sich aber um zwei verschiedene Personen der Alter x und x' 

handelt, dann soll auch gelten: 
Die Wahrscheinlichkeit p (x,y), daß eine Person des Alters x das 

Alter y, und die Wahrscheinlichkeit P' (x', y/), daß eine Person des Alters x' 
das Alter y' erreicht, sind voneinander unabhängig. 

Nachdem aber die Lebensversicherung nur im Rahmen einer möglichst 
großen Gesamtheit gleichartiger Personen möglich ist, definieren wir 
diese Gleichartigkeit durch die weitere Forderung, daß diese dann an­
genommen \\i.rd, wenn für irgend zwei Personen dieser Gesamtheit 

p (x, y) = P' (x', y') 

erfüllt ist, sobald x = x' und y = y'. 
Aufgabe der statistischen Forschung ist es, für die so definierten 

Überlebenswahrscheinlichkeiten für die einzelnen Alter Werte zu er­
mitteln, die zur Beurteilung der in einem bestimmten Versicherungs­
bestand zu erwartenden Sterblichkeitsverhältnisse tauglich erscheinen. 
Sie hat die aus den fortlaufenden Beobachtungen zu ermittelnden Erfah­
rungen mit der verwendeten "zweiten Rechnungsgrundlage" zu vergleichen 
und aus den systematischen und zufälligen Abweichungen der beiden die 
Schlüsse über den Wert der verwendeten Rechnungsgrundlage zu ziehen. 

Die eingeführte Definition der Oberlebenswahrscheinlichkeit hat natür­
lich nur den Charakter einer Rechnungsregel unter der Voraussetzung 
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einer Gesamtheit gleichartiger Personen, niemals aber den einer Aussage 
über ein bestimmtes einzelnes Individuum. Aus der Überlebenswahr­
scheinlichkeit p (x, y) läßt sich aber auf Grund der Regeln der Wahr­
scheinlichkeitstheorie sofort der Begriff der Sterbenswahrscheinlichkeit er­
halten. Ist nämlich q (x; y, z) die Wahrscheinlichkeit, daß (x) zwischen 
den Altern y und z stirbt, so ist diese Wahrscheinlichkeit durch 

q (x; y, z) = p (x, y) - p (x, z) (r) 

gegeben. Und für den speziellen Fall y = x, z = x + r erhält man 

q., = q (x; x, x + r) = I -p (x, X + I) = r -p." 

wo p., die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daß (x) das Alter x + I erlebt, 
und q., die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daß x nach Erreichung des 
Alters x aber vor Erreichung des Alters x + r stirbt. Hierbei gilt 
p (x, x) = I. 

In Relation (I) muß die rechte Seite positiv sein und es gilt daher 

L(x,zL< r 
p (x, y) = . 

Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten folgt daher auch, 
daß 

p (x, z) 

p (x, yf 
die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daß y das Alter z erlebt. Es ist daher 

p (x, z) = P ( ) (2) p (x, y) y,z. 

Der Ausdruck (2) ist daher von x ganz unabhängig, und wenn C eine 
Konstante bedeutet, so kann für einen beliebigen Wert Xo auch gesetzt 
werden 

p (xo, y) = Cl (y). 

l(y) ist dann eine positive, mit y nicht zunehmende Funktion von y, die 
für y = w verschwindet. Es ist daher auch 

l (z) 
P (y, z) = l (y) • 

Die Funktion 1 (x) heißt die Zahl der Lebenden des Alters y. Sie hat hier 
nur die Bedeutung einer rechnerischen Hilfsfunktion und braucht keines­
falls ganzzahlig zu sein. Bedeutet daher p (x, y) die Oberlebenswahrschein­
lichkeit, so existiert eine positive, nicht zunehmende Funktion 1 (y) des 
Alters y, genannt die Zahl der Lebenden des Alters y, so daß 

1 (y) = P (x, y) 1 (x). 

Die Funktion 1 (y) definiert die fingierte Absterbeordnung der Lebenden 
des Alters x. Nach ihrer Ableitung stellen wir fest, daß 1 (x) nur bis 

Berger, Lebensversicherung, 3 



34 Sterblichkeitstheorie. 

auf einen konstanten Faktor bestimmt ist und daß 1 (x) mit wachsendem x 
nicht zunimmt. Überdies ist 1 (x) niemals negativ. Denn aus p (x, y) ~ I 
folgt 1 (y) ~ 1 (x) und aus p (x, y) ~ 0, daß 1 (x) nur positiv oder nur 
negativ sein kann. Für das Grenzalter w aber gilt p (w, w + m) = 0 

und daher auch 
1 (w + m) = 0, m ~ o. 

Aus 1 (w) ~ 1 (w + m) ergibt sich daher 1 (w) ~ 0 und allgemein 1 (x) > o. 
Wir fragen nun nach der wahrscheinlichen Anzahl der Überlebenden 

des Alters y, die aus einer Anzahl L von Lebenden, denen das Alter x 
zukommt, hervorgehen. Ist dann f{! (n) die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß das Alter y von n Personen erreicht wird, so ist die gesuchte Anzahl 
durch 

n=L 
Inf{!(n) 

n=o 
gegeben. Weil aber 

f{!(n) = C;)pn(l-p)L-n, p = P(x,y), 

so ergibt sich 
n=L 
In (;) pn(l_p)L-n = L .p. 
n=o 

Damit ist auch die Anzahl der aus L im Altersintervall von x bis y 
Sterbenden mit 

L (I -P) = L. q 

bestimmt. Die Wahrscheinlichkeit 

q = q (x, y) = I - P (x, y) = 1-P 
gilt sonach dafür, daß ein x-Jähriger das Alter y nicht erreicht. 

Faßt man die Wahrscheinlichkeiten p und q als Grenzwerte von Be­
obachtungsdaten auf, die durch ein statistisches Verfahren erhalten 
wurden, so gilt, wenn D die aus L Lebenden des Alters x im Alters­
intervall von x bis y hervorgegangene Anzahl der Toten bezeichnet, 

1· D l' L - D l' D P ( ) 1Illy=q, 1Ill-L-=I-uny=l-q=. 5 
L-+ct:) L-+ro L-+ro 

Für die Beurteilung der Zuverlässigkeit der Werte p und q sind im übrigen 
die Theoreme der Wahrscheinlichkeitstheorie (Sätze von TCHEBYCHEFF, 
BERNOULLI) maßgebend. 

§ IO. Die Absterbeordnung. 
Aus dem Inhalt des § 9 geht hervor, daß die Ermittlung der Wahr­

scheinlichkeiten p und q gleichwertig ist mit der Ermittlung der Anzahl 
der Lebenden L (x + t) des Alters x + t, die aus L (x) Lebenden des 
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Alters x im Zeitintervall t hervorgegangen sind. Es handelt sich also um 
die Bestimmung der Werte L (x + t), ausgehend von einer Gesamtheit 
L (x) für jedes t, wobei x ~ x + t ~ 0). Mit 0) ist wieder das Grenzalter 
bezeichnet, über welches hinaus Lebende nicht mehr in Betracht kommen. 

Nimmt man an, daß man imstande ist, im Wege von Volkszählungen 
und der Führung von Totenregistem zu ermitteln, wie die Zahlenfolge 
der L (x), ausgehend von einer Gesamtheit L (0), gleichzeitig geborener 
Personen verläuft, dann wäre durch eine solche Zahlenfolge die Absterbe­
ordnung oder Dekremententafel der Lebenden für eine ganz bestimmte 
Generation von gleichzeitig Geborenen erhalten. Beschränkt man sich 
hierbei auf ganzzahlige Werte von x, so wären die Werte L (I), L (2), ... , 
L (0)) durch jährliche Auszählung der noch vorhandenen Lebenden, die 
aus L (0) hervorgegangen sind, zu erhalten. Dasselbe wäre zu erreichen, 
wenn für die einzelnen Altersklassen die aus L (0) hervorgegangenen 
Toten festgestellt würden, demnach in den aufeinanderfolgenden Jahren 
die Zahl der Gestorbenen, denen dann ein Alter zwischen x und x + I 
zuzuschreiben ist, statistisch erhoben würde. Wird diese Anzahl mit 
D (x) bezeichnet, so ergeben sich zwischen diesen Zahlen und den Zahlen 
der Lebenden L (x) die Beziehungen 

D (x + m) = L (x + m) - L (x + m + I) (m ganzzahlig), (6) 
m 
~ D (x + k) = L (x) - L (x + m + I), 
o 

und weil für x + m > 0) 

L (x + m) = D (x + m) = D (x + m + I) = ... = 0, 

so ist auch 

~ D (x + k) = L (x). 
o 

Hieraus ist zu ersehen, daß sich die Zahlen der Lebenden L (x) auch 
aus den Totenzahlen D (x) entnehmen lassen. Ein solches Verfahren für 
die Ermittlung der Absterbeordnung einer Generation hätte aber, ganz 
abgesehen von der Unmöglichkeit seiner Durchführung, auch kaum einen 
praktischen Wert, da sich hier die statistischen Ermittlungen auf einen 
sehr langen Zeitraum erstrecken müßten und daher von den säkularen 
Änderungen der Sterblichkeitsverhältnisse beeinflußt wären. Für die Er­
hebung der Maßzahlen der jetzigen Sterblichkeitsverhältnisse käme 
daher ein solches Verfahren keinesfalls in Betracht. 

Will man daher im Wege einer Absterbeordnung zu einer Darstellung 
der gegenwärtigen Sterblichkeit einer Gesamtheit gelangen, so kann dies 
offenbar nur so geschehen, daß man die Sterbens- oder Erlebenswahr­
scheinlichkeiten von gleichzeitig Lebenden ermittelt und aus ihnen eine 

3· 
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Absterbeordnung herleitet, der dann natürlich nur ein rein formaler Wert 
zukommen kann. 

Sind demnach für eine Gesamtheit gleichzeitig Lebender die Erlebens~ 
wahrscheinlichkeiten p (0, x) oder, was wegen der Relation 

p (0, y) = p (0, x) p (x, y), 0 < x < y 

auf dasselbe hinausläuft, die einjährigen Erlebenswahrscheinlichkeiten 

p (x- I, x) 

für alle ganzzahligen x ermittelt, dann gilt wegen 

I (x) = I (0) P (0, x) 
auch 

z 
I (x) = I (0) II P (x - I, x), (8) 

I 

wobei I (0) für Alter 0 beliebig angenommen werden kann. 
Nur die auf Grund der Sterbenswahrscheinlichkeiten gleichze#ig 

Lebender ermittelte Absterbeordnung hat für unsere Zwecke Bedeutung. 
Hierbei kann das untersuchte Material aus der Gesamtbevölkerung oder 
aus versicherten Personen entnommen sein. Im Rahmen einer solchen 
Absterbeordnung werden dann die Anzahl der Lebenden für die einzelnen 
ganzzahligen Alter mit I z , die Anzahl der Toten für die einjährigen Zeit­
intervalle mit dz = lz-/iJJ +l> die einjährigen Sterbenswahrscheinlich-
keiten mit 

dz lilJ-lilJ+l 
qiJJ = Z; = lilJ 

und die einjährigen Erlebenswahrscheinlichkeiten mit 

bezeichnet. 
Für ein nicht ganzzahliges Alter x + t, wobei 0 < t < I, hat die (8) 

entsprechende Relation 
z 

I (x + t) = I (0) P (x, x + t) II P (x - I, x) 

erst nach Festsetzung der Größe p (x, x + t) einen Sinn, da doch die 
Absterbeordnung nur die bezüglichen Größen für ganzzahlige x ausweist. 
Anders ist dies natürlich, wenn für die Zahlen I (x) oder p (0, x) ein für 
jedes in Betracht kommende x zumindest innerhalb eines bestimmten 
Altersintervalls geltender mathematischer Ausdruck zur Verfügung steht, 
durch den dann innerhalb des genannten Intervalls die Anzahlen der 
Lebenden oder die Erlebenswahrscheinlichkeiten für jedes x definiert 
sind. 
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Die Absterbeordnung enthält die Zahlen der Lebenden Z., für alle in 
Betracht kommenden ganzzahligen Alter x. Es ist aber klar, daß für 
einen bestimmten Zeitpunkt für eine gegebene Gesamtheit von Lebenden 
die Anzahl Z., aller Personen, denen zu diesem Zeitpunkt das exakte 
Alter x zukommt, durch statistische Erhebungen nicht festgestellt werden 
kann. Wohl aber ließe sich für diesen Zeitpunkt die Anzahl der Lebenden 
der Gesamtheit ermitteln, denen ein Alter zwischen x und x + I zuzu­
schreiben ist. Man sieht wieder, daß auch aus diesem Grunde der 
Absterbeordnung der Z., rein formale Bedeutung zukommt. In 
diesem Sinne spricht man auch von einer fingierten Absterbeordnung 
der Lebenden. 

Zur Ermittlung der Anzahl der Lebenden, denen ein Alter zwischen x 
und x + I zukommt, macht man von der Annahme Gebrauch, daß sich 
die Geburten gleichmäßig über die Jahre verteilen und sich an den 
Sterblichkeitsverhältnissen der betrachteten Gesamtheit im Laufe der 
Zeit nichts ändert. Bei gleichmäßiger Auf teilung der Geburten ist aber 
die auf das unendlich kleine Zeitintervall dt entfallende Geburtenzahl 
durch Zodt gegeben. Die auf ein ganzes Jahr entfallende Geburtenzahl 
ist dann wieder Zo. Unter der Annahme, daß für eine lange Reihe von 
Jahren stets Zo Geburten zu verzeichnen sind und sich an den Sterblich­
keitsverhältnissen nichts ändert, werden demnach von lodt Geborenen 
das Alter x + t eine Anzahl von l.,+tdt Personen erleben, wobei wieder x 
ganzzahlig und 0< t < I angenommen sein soll. Eine statistische Er­
hebung aller zwischen den Altern x und x + I stehenden wird daher für 
einen bestimmten Zeitmoment die Zahl 

(9) 

ergeben. Den so zusammengefaßten Anzahlen der Lebenden L., kommen 
alle Alter zwischen x und x + I zu. Wir sind damit in Übereinstimmung 
mit der Anzahl der Toten d." die zwischen den Altem x und x + I 
hervorgehend aus Z., Lebenden beobachtet werden und denen daher eben­
falls ein Alter zwischen x und x + I zuzuschreiben ist. 

Man kann dem Ausdruck (9) noch einen anderen Sinn beilegen. Denn 
der Integralausdruck bedeutet die von der Gesamtheit der Lebenden, 
denen ein Alter zwischen x und x + I zukommt, im Laufe eines Jahres 
durchlebte Zeit. Die Zahl L., bedeutet daher einen Mittelwert, wenn 
angenommen ist, daß jede dieser L., Personen ein Jahr zu durchleben hat. 
Auf die mittels der L., zu bildenden statistischen Maßzahlen wird im 
nächsten Paragraphen zurückzukommen sein. 

Auf Grund der Relation (9) wären die Größen L., nur unter der Vor­
aussetzung zu erhalten, daß die Z., durch einen integrierbaren mathe-
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matischen Ausdruck gegeben sind. Unter der Annahme, daß sich die 
Todesfälle gleichmäßig auf die einzelnen Jahre verteilen, erhält man die 
Näherung 

I I } L., = ) Ix+tdt~ I (l.,-td.,)dt 
o 0 

~ 1.,- ~ d., = 1.,+1/2 = ~ (Ix + 1"'+1)' 

(10) 

ein Resultat, auf welches die Praxis in der Regel zurückzugreifen hat. 

§ II. Die Sterbetafel und die Sterblichkeitsmaße. 

Aus den Resultaten des § 10 geht hervor, daß die Kenntnis der 
Sterbenswahrscheinlichkeiten q", oder der Lebenswahrscheinlichkeiten P., für 
alle Alter etwa von 0 bis 100 ohne weiteres die Ableitung der Absterbe­
ordnung der I", zuläßt. Man hat nur zu diesem Behufe von einer willkür­
lichen Basis oder Wurzel der Tafel, etwa 10 = 100000 auszugehen und 
hieraus die fortlaufenden Zahlen I., und damit auch die Zahlen d", durch 
fortgesetzte Multiplikation mit den einjährigen Erlebenswahrscheinlich­
keiten P., zu erhalten. In der Regel wird eine solche "Sterbetafel" noch 
durch eine Reihe anderer, für die Praxis zweckdienlicher Maßzahlen für 
die Sterblichkeit ergänzt. Dazu kommen dann noch Tabellen, welche 
die Erlebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten nicht nur für die ein­
jährigen Zeitintervalle, sondern für eine beliebige ganzjährige Dauer ent­
nehmen lassen. 

Werden die Zahlen der zwischen den Altern x und x + I Verstorbenen 
und die Zahlen der Lebenden, denen ein Alter zwischen x und x + I 
zukommt, aus den Totenregistern bzw. aus den Resultaten der Volks­
zählungen erhalten, so ergibt sich als einjähriges Sterblichkeitsmaß für 
das Alter x das zentrale Sterblichkeitsverhältnis m.,. Es ist definiert durch 

d., ~ d", 2q., m ----~-------
., - L., - 1 _ ~ d - 2 - q", ' 

'" 2" 

während umgekehrt 

Hierbei gilt 

2 m., 
q",::::: + . 2 m., 

d 1 p., = I-q., = I-~=~; p., +q",= I. 
1", 1., 

(n) 

(IZ) 

Unter der Annahme der gleichmäßigen Verteilung der Todesfälle über 
die einzelnen Jahre ist auch 

2-m., 
p.,~ + . 

2 m., 
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Aus der Dekremententafel der l., sind die Erlebenswahrscheinlich­
keiten für beliebige ganzzahlige Zeitintervalle n bzw. n + t zu entnehmen. 
Man bezeichnet sie mit nPx bzw. n+tPx und erhält 

P _ l.,+n _ 100 +1 • 100 +2 • .~ } 
n ., - 100 - 100 100 +1 • • • l.,+n-l 

= p.,. PX+1· •.• ·Px+n-l 

P _ l.,+n+t _ l.,+n . l.,+n+t _ P P 
n+t 00- 1., - 100 l.,+n - n .,·t x+n· 

Mit nlq., wird die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daß eine xjährige 
Person im n + rten Jahr ab heute, demnach zwischen den Altern x + n 
und x + n + r stirbt. Für diese Größe ergibt sich sonach 

Nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitstheorie ist aber auch 

(r6) 

Die Wahrscheinlichkeit, daß eine Person des Alters x innerhalb der 
nächsten n Jahre, also zwischen den Altern x und x + n stirbt, wird mit 
Inq., bezeichnet, und es ist 

1.,-1.,+.. P} !nq., = 1 = r - n ., ., 
n-I n-I 

I 1.,-1.,+ .. = Z t!q., = - ~ dx + t = . 11lJ":::;'" 11lJ 
o 0 

Die Wahrscheinlichkeit aber, daß das Ableben von (x) zwischen den 
Altern x + n und x + n + m eintritt, ist 

(r8) 

Der Index r wird bei den Erlebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten 
unterdrückt. Es ist daher lqllJ = q., und IPro = Pro. 

Wenn wir annehmen, daß die lro für jeden in Betracht kommenden 
Wert von x als Funktion von x definiert sind, dann sind auch die Er­
lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten für jedes x und ganz beliebige 
Zeitintervalle mitbestimmt. Aus lllJ Lebenden des Alters x gehen dann 
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1",+ 11m Lebende des Alters x + I/m hervor. Die Anzahl der Toten in dem 
Intervall x bis x + I/m ist dann 1", -10:+ 11m und die bezügliche Sterbens­
wahrscheinlichkeit 

Die nominelle Sterblichkeitsrate 

ist dann unter der Annahme gebildet, daß die Sterblichkeit des xjährigen 
für das ganze Altersintervall von x bis x + I dieselbe ist wie im ersten 
Jahres-mtel von x bis x + I/m. Lassen wir m über alle Grenzen wachsen, 
so erhält man 

lim 1"'-~"'+1fm~ = _~ dl", = -~logl", = ft(1J } 
m-+oo ~ 1 I", dx dx 

m (1J 

dl", _ d' - -1- - ft(1J x, (log = loge)' 
'" 

(19) 

Man bezeichnet das so erhaltene Sterblichkeitsmaß ft", als Sterbens­
intensität oder Sterblichkeitskraft. Die Anzahl der Toten für das unendlich 
kleine Altersintervall von x bis x + dx ist dann durch -dl(1J = l",ft",da: 
definiert. Natürlich ist das negative Zeichen bei der Ableitung der la: 
auf den Umstand zurückzuführen, daß la: eine niemals zunehmende 
Funktion ist. 

Für das Altersintervall von x + t bis x + t + dt ergibt sich als An­
zahl der Toten 1",+ tft",+ t dt, uno die Anzahl der Toten dg; für das Alters­
intervall von x bis x + I ist daher 

I 

da: = f 1",+ tft",+t dt. 
o 

Hieraus erhält man für die Sterbenswahrscheinlichkeit 

I I 

q", = 1: ~la:+tft"'+tdt= ~tPa:fta:+tdt. 
o o 

(zo) 

(ZI) 

Die Sterbensintensität ft", hat nicht den Charakter einer W ahrschein­
lichkeit, sondern den einer Wahrscheinlichkeitsdichte. Für die Wahr­
scheinlichkeit des Ablebens von (x) im Altersintervall x + t bis 
x + t + dt ist der Ausdruck tPa: fta:+t dt, woraus wieder durch Inte­
gration von 0 bis I für die Sterbenswahrscheinlichkeit der Aus­
druck (ZI) folgt. 
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Da das Ableben von x auf der Altersstrecke von x bis werfolgen muß, 
so gilt unter Rücksicht auf tplJJ = 0 für x + t > w 

ru-x (() 

~ tplJJ fllJJ + t dt = ~ tplJJ fllJJ+ t dt 
o 0 

'" 
=_~r dl lJJ +t dt= I 

IIJJ j dt • 
o 

Ganz analog erhält man jetzt 

und 

n+ I n+ I 
\ d I \ d IIJJ+t d 

n1qlJJ=jtPlJJflHt t=-T;j-d-t- t 
n n 

n+m 

IIJJ+n -11JJ+n+l 
IIJJ 

\ P dt IIJJ+n -llJJ+n+m 
n\mqlJJ = j t IJJfllJJ+t = IIJJ • 

n 

Aus der Definition der Sterbensintensität 

d 
fllJJ = - dx log llJJ, 

folgt durch Integration zwischen den Grenzen 0 und t 
t 

und 

und speziell für t = I 

log l~:t = - ~fllJJ+tdt 
o 

t 
-11'1JJ+tdt 

tplJJ = e 0 

I 

I -11'1JJ+tdt 
10gpIJJ = - ~ fllJJ+tdt, plJJ = e 0 

Aus (22) folgt aber 
o 

t 
-11'1JJ+t dt 

llJJ+t = llJJe 0 

(22) 

Ist fllJJ mit x monoton wachsend, eine Annahme, die für den größten 
Teil der Sterbetafel zutrifft, dann ist für fllJJ > IX > 0, wo IX eine Kon­
stante bedeutet, nach Relation (22) 
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und daher auch 
lx+t ;;;; lx e-O<t. 

Aus (22) folgt dann aber auch für einen Mittelwert ~ des Alters zwischen x 
und x + I 

px = e-}1; und qx = I-e- P;. 

Unter der gleichen Voraussetzung über f-lx folgt aus der Relation 
I 

-logpx = colpx = I f-lx+t dt 
o 

und wegen 

l p - 1 ( )- -1- 12+ 13+ co x - - og I-qx - qx I -qx -qx ... 
2 3 

< qx + qx2 + qx3 + ... = _q_x_ = pqx 
1- qx x 

auch 

qx < colpx < !:' 
woraus sich im Hinblick auf (24) anch 

ergibt. 

(25) 

Für die numerische Berechnung der f-lx aus den Werten der 1x oder dx 
wird in der Praxis allgemein eine Näherung auf Grund der Darstellung 
der 1u; durch eine Parabel vierter Ordnung verwendet. Für vorläufige 
Zwecke genügt wohl auch oft die Approximation mittels der Näherung 
des Differentialquotienten durch 

dd!(X) =-=-[f(x+ I)-/(X-I)], 
x 2 

aus welcher sich 
dlu; I _ IX - 1 -1U;+1 

f-lx = - ([X' t;; = 2 Iu; 

ergibt. Ist aber näherungsweise 

1x = a + bx + cx2 + dx3 + ex4, 

dann ergibt sich für die Ableitung 

d Ix = b + 2 C X + 3 d x2 + 4 C x3 
dx 

und wenn das Koordinatensystem in den Punkt x verlegt wird 

(~) =b 
dx 0 

(26) 



und weiter 

und daher 
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1_1 = a - b + c - d + e, 

1 +1 = a + b + c + d + e, 

L 1 -l+1 =-2b-2d, 

1_ 2 = a-2 b + 4c -8 d + r6e, 

1+2 = a + 2 b + 4 c + 8 d + r6 e, 

1_ 2 -1+ 2 = -4 b- r6d 

8 (1_1 -1 +1) = - 16 b - 16 d, 

8 (1_1 -1+1) - (1_ 2 -1+ 2) = - 12 b. 
Es folgt sonach 

( I d1fl)) ( I ) Po = - -r;Ci""X 0=- -r; ob, 

43 

und man erhält für die Sterbensintensität Pfl) den angenäherten Ausdruck 

und auch 

Unter Zugrundelegung von Parabeln zweiter oder dritter Ordnung würde 
sich für Pfl) ganz analog ergeben 

1 -1 +1 p=fl) fl) =q :x:- l:x: fl) 
und 

Nimmt man über die einzelnen Intervalle von x bis x + r lineare 
Änderung der P:x: an, so gilt 

I 

) [J.t:x: + t (P:x:+1 - P:x:)] dt = : (P:x: + P:X:+1) = P:x: + l/a• 
o 

so daß auch 
col P:x: ~ #:x:+ 1/a 

gesetzt werden kann. 
Aus der Beziehung 

_ ~l; dx = l:x:p:x: dx 

folgt durch Integration zwischen den Grenzen Xl und x 2 

:X:. 
111:1- 111:. = i l:x:p:x: dx 

:X:l 
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und unter Anwendung des ersten Mittelwertssatzes der Integralrechnung 
:11 :11 I LaJ!laJ dx = !laJ,+9(z.-z,) ~ LaJ dx, 0< 8< I. 

:1:1 :1':] 

Wird dann der Mittelwert der Sterbensintensität 

!lz, + 9 (:I1-z,) = m (Xl' XII) 

gesetzt, so ergibt sich 
:11 

~ 'zp,aJdx 
m (xl> Xli) = -'z,'---__ 

z. 

~ 'aJdx 
ZI 

lz, -lz. 
z. 
~ laJdx 

Man nennt die Größe m (Xl' X 2) den Sterblichkeitskoeftizienten für das 
Altersintervall (Xl' X 2). Denkt man sich Zähler und Nenner von (30) 
durch die Altersstrecke XII - Xl dividiert, so steht im Zähler von (30) 
eine mittlere Anzahl von im Intervall (Xl' X 2) auf ein Jahr entfallenden Toten 
und im Nenner eine mittlere Anzahl von darauf zu beziehenden Lebenden. 
Für die spezielle Festsetzung ~ = X, XII = X + I geht diese Größe in den 
Ausdruck für das zentrale Sterblichkeitsverhältnis mz = daJJLaJ über. 

Durch Differentiation von 

nach X ergibt sich 
I I 

d d \ d \ 
d"i"Lz = d"i" j LaJ+t dt = Tt j LaJ+,dt = LaJ+l-LaJ = -dfIJ , 

o 0 

so daß auch 
1 dLaJ ( ) 

maJ=-LdX 31 
fIJ 

gesetzt werden kann. Man erhält daher zwischen den Größen mfIJ und LfIJ 
formal dieselbe Relation wie zwischen den Größen!laJ undLaJ. Wird aber unter 
der Annahme linearer Veränderlichkeit der LaJ im Intervall von X bis x+ I 

LaJ ::::::: laJ+1/. 
gesetzt, so ist auch 

~ 1 dlaJ+,/. ~ 
maJ = --l----d-- = !laJ+'/. = -logpaJ· 

aJ+1/. x 

Wir vermerken endlich, daß sich aus 

LaJ+l < LaJ < LaJ 
auch 

qaJ < maJ < ;: 
ergibt. 
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Für das Folgende viel gebraucht werden die Ableitungen der Sterbens­
wahrscheinlichkeiten tPx nach x und nach t. Man erhält für die erstere 

d d lx+t I (I d I I d Ix ) 
d:;itPx = d:;iT = Tl xd:;i x+t- x+tdX = tPx(f-lx-p..,+t), 

während für die Ableitung nach t 

d d lx+t 
TttPx =Tt-l~=-tPxf-lx+t 

x 
erhalten wird. 

Es sei nochmals bemerkt, daß die Sterbensintensität p.x nicht als 
Wahrscheinlichkeitsgröße aufzufassen ist. Man entnimmt dies schon aus 
dem Umstand, daß z. B. für das Alter 0 diese Größe durch 

f-lo = 1: (10 -1'/ ... ) . 365 

approximiert werden kann. In der Tat ist aber für dieses Alter die 
Sterblichkeit so hoch, daß für f-lo stets ein Betrag > I erhalten wird. 

Unter der Annahme linearer Änderung vonf-lx im Intervall x bis x + I 
erhält man 

Px = e-/hx+ 'I •. 
I I 

qx = I - Px = f-lx + 'I. - 2" p.2X + 'I. + 6" p.3X + 'I, - ... 
Setzt man daher mit genügender Annäherung für kleine p.x 

q ~ fix + 'I. 
x I ' 

1+2" flx+1/. 
so wird hieraus auch 

erhalten. 

P =: 2-flx+'/. 
x - 2 + flx+ 1/. ' 

~ qx 2 (lx-lx+1) 

P.x+ 1/, = -:-=- qx = Ix + l X + 1 

2 

Neben den so erhaltenen statistischen Maßzahlen für die Sterblich­
keit kommt noch dem Begriffe der wahrscheinlichen Lebensdauer und der 
sogenannten Lebenserwartung eine gewisse Bedeutung, wenn auch weniger 
im Rahmen versicherungsmathematischer Betrachtungen zu. Man ver­
steht unter der wahrscheinlichen Lebensdauer jenes Zeitintervall, inner­
halb dessen sich die Anzahl Ix der Lebenden des Alters x auf die Hälfte 
herabmindert. Unter der ferneren mittleren Lebensdauer eines xjährigen 
aber versteht man die Zeit, die eine xjährige Person im Durchschnitt 
einer großen Zahl von Beobachtungen noch zu durchleben hat. Die ver­
schiedenen Beziehungen dieser Größe mit den bereits entwickelten stati­
stischen Sterblichkeitsmassen sollen im nächsten Paragraphen besprochen 
werden. 
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§ 12. Die Lebenserwartung. 
Nach der eben gegebenen Definition ist die Lebenserwartung eines 

xjährigen durch den Ausdruck 
Q)-:Z: 00 

ellJ = I tpllJdt = I tpllJdt 
o 0 

definiert. Wendet man auf den zweiten Integralausdruck partielle Inte­
gration an, so ist hierfür auch 

ao ao 00 

ellJ = ttpllJ 1+ ) ttPlIJ#lIJ+t dt = ) ttPIIJ#IIJ+t dt 
o 0 0 

zu erhalten. Die Interpretation des letzten Ausdrucks aber ergibt, daß 
die Lebenserwartung auch als wahrscheinlichster Wert von t aufgefaßt 
werden kann, wobei t die Zeitspanne bedeutet, die ein heute xjähriger 
künftig noch bis zu seinem Ableben im Durchschnitt aller Möglichkeiten 
des Absterbens zu den verschiedensten Zeitpunkten vor sich hat. 

Wir gelangen zu einer etwas anderen Darstellung der Lebenserwartung 
vermi ttels einer Größe 

ao ao 

TIIJ = ~ LIIJ+t = ~'lllJ+tdt, 
o 0 

T IIJ ~ ~ lllJ+ t + ~ lllJ + _1_ dd lllJ + ... 
~ 2 12 X 

I 

Hierbei ist die Approximation auf Grund der noch wiederholt auch später 
zu benutzenden EULER-MACLAURINschen Summenformel erhalten. Die 
T IIJ bedeuten sonach die Aufsummierung aller Lebendenzahlen LIIJ vom 
Alter x bis zum höchsten Tafelalter. Die in (35 a) erhaltene Annäherung 
wird übrigens auch unter der Annahme linearer Verteilung der Todesfälle 
auf Grund von 

LIIJ ~ ~ (lllJ + lllJ+1) 
2 

erhalten. Unter dieser Annahme ist dann auch 
I 

~~IIJ = /x ~lllJ+tdt=lllJ+1-lllJ=-dfIJ 
o 

und 
00 

ddT; = ddx ~ lllJ+t dt = -tllJ· 
o 

Die totale Bevölkerung in der über alle möglichen Alter erstreckten 
Gesamtheit ist offenbar 

ao 

To=~LIIJ' 
o 
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und wenn angenommen wird, daß bei lo Geburten jährlich für die gesamte 
Bevölkerung sämtlicher Alter auch lo Todesfälle zu verzeichnen sind und 
sich an dem Aufbau der Gesamtheit über die einzelnen Alter nichts 
ändert, so soll von einer stationären Bevölkerung gesprochen werden. 
Setzt man die Gesamtzahl der jährlichen Todesfälle lo in Beziehung zur 
Gesamtbevölkerung T o, so wird der Quotient lo/To als Sterblichkeits­
ziffer der Gesamtheit bezeichnet. Im übrigen versteht man unter Sterb­
lichkeitsziffer einfach den Quotienten der aus einer beliebig zusammen­
gesetzten Gesamtheit von Lebenden im Laufe eines Jahres hervorgegan­
genen Toten durch diese Gesamtheit. Als Sterblichkeitsmaß kommt diese 
Ziffer im Rahmen versicherungsmathematischer Berechnungen nur unter 
ganz speziellen Voraussetzungen in Betracht, da dieses Maß in höchstem 
Grad von der Zusammensetzung der Gesam thei t hinsichtlich der Verteilung 
der Alter abhängig ist und daher im allgemeinen aus ihm Schlüsse hin­
sichtlich der Sterblichkeitsverhältnisse nicht gezogen werden können. 

Für die Alter zwischen x und x + n ist aber die Gesamtheit der Lebenden 
n 

~ lfIJ+t dt =T",-TfIJ +n, 
o 

und die Sterblichkeitsziffer für dieses Altersintervall durch 
IfIJ -lf1J+n 

TfIJ-TfIJ+n 
gegeben. Für n = I stimmt dann die Sterblichkeitsziffer mit dem zen­
tralen Sterblichkeitsverhältnis mfIJ = dfIJ/L", überein. 

Unter Benutzung der Größen T fIJ erhält man jetzt 

o 
während für die Größe 

erhalten wird. Im Anschluß an die englische Bezeichnungsweise soll e", 
als vollständige Lebenserwartung und efIJ als abgekürzte Lebenserwartung 
bezeichnet werden. 

Aus der Definition der vollständigen Lebenserwartung 

ergibt sich nach (22) 
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und im Hinblick auf (23) auch unter der Annahme monoton wachsenderpa: 

und nach (25) 

<Xl 

ea: ~ I e-tpa:d t = _1_ 

J Pa: 
o 

_ 1 

e,,<--. 
qx-l 

Für die abgekürzte Lebenserwartung 

hingegen erhält man 
ea: = Pa: + Pxea:+l 

und daher auch die Relation 

p,,= ex 
1 + eX+ 1 ' 

Als durchschnittliches Todesalter wird der Ausdruck 

+ - + Ta: x e" = x -1-' 
x 

der einer Erläuterung nicht bedarf, eingeführt. 
Neben der Lebenserwartung ist im Hinblick auf die bezüglichen 

Begriffsbildungen bei den Leibrenten noch die temporäre Lebens­
erwartung und die aufgeschobene Lebenserwartung zu vermerken. 
Unter der ersteren versteht man den Ausdruck 

n 

+ IlHtdt = +(T.,-T.,+n) = Ine", ., J ., 
o 

während die letztgenannte durch 

definiert ist. 
Auch der Begriff des durchschnittlichen Todesalters läßt sich für die 

Altersstrecke von x bis x + n in Anwendung bringen. Es ist dann jenes 
Alter, in welchem im Durchschnitt die für die Altersstrecke von x bis 
x + n in Betracht kommenden Todesfälle zu verzeichnen sind. Da die 
Lebenden des Alters x + n die Zeitstrecke n durchlebt haben, ergibt sich 
dieses durchschnittliche Todesalter mit 

da doch 
n 

11x+tdt-nl,,+n = T.,- T.,+n-nl,,+n 
o 



Die doppelt abgestufte Tafel. 49 

die von den auf der Altersstrecke x bis x + n Absterbenden im Durch­
schnitt verlebte Zeit bedeutet. 

Aus der Definition der vollständigen Lebenserwartung folgt durch 
Differentiation nach dem Alter x 

., 00 

~e: = ddx ~tp",dt= ~tP"'(I1"'-I1"'+t)dt=l1",e",-I, (47) 
o 0 

woraus sich auch 

I I d e., ~ I { I (_ _)} 11", = =- + -=---d- = -=- 1+- e"+l-e"'-l e", e., x e", 2 

ergibt. 
Die vollständige Lebenserwartung steht auch mit dem Sterblichkeits­

koeffizienten in einer sehr einfachen Beziehung, sofern dieser auf das 
Altersintervall (x, ru) bezogen wird. Denn dann gilt 

m (x,ru) = oc I., 

Jl.,+t dt 
o 

Es ist demnach für das Altersintervall von x bis zum Tafelende der 
reziproke Wert der vollständigen Lebenserwartung stets gleich dem be­
züglichen Sterblichkeitskoeffizienten. Für das einjährige Altersintervall 
(x, x + I) aber ergibt sich für das zentrale Sterblichkeitsverhältnis 

(50) 

§ 13. Die doppelt abgestufte Tafel. 

Für die Herstellung einer für praktische Zwecke brauchbaren Sterbe­
tafel ist zunächst von Wichtigkeit, daß das Beobachtungsmaterial im 
großen ganzen dem entspricht, auf welches die Tafel künftig angewendet 
werden soll. Man wird also im Hinblick auf die säkulare Veränderung 
der Sterblichkeitsverhältnisse in der Zeit die Beobachtungen nicht auf 
zu lange Zeiträume auszudehnen haben und hinsichtlich der Homogenität 
des Materials keinesfalls mehr verlangen dürfen, als künftig bei der Aus­
wahl der versicherten Risken gewährleistet werden kann. Für die Sterb­
lichkeitsverhältnisse spielt, abgesehen natürlich vom Alter, die Rasse, 
der Beruf, die sozialen Verhältnisse und vieles andere eine ganz aus­
schlaggebende Rolle. Eine bestimmte Mischung des Beobachtungs­
materials hinsichtlich aller dieser Momente wird daher auch für die er­
mittelten statistischen Maßzahlen bedeutungsvoll sein und verlangt bei 
der praktischen Verwertung die Anwendung der Tafel unter sonst ver­
gleichbaren Verhältnissen. 

Berger, Lebensversicherung. 4 
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Im speziellen wird aber für eine Gesamtheit von ausgelesenen ver­
sicherten Risiken eine statistische Basis, die aus der allgemeinen Be­
völkerung abgeleitet worden ist, nicht ohne weiteres entsprechen können. 
In der Lebensversicherung werden die zu versichernden Risiken bei 
einigermaßen höheren zu versichernden Beträgen einer strengen Auslese, 
Selektion unterzogen, welche sich in erster Linie auf eine ärztliche Unter­
suchung des Gesundheitszustandes, der Heredität, der Krankheits­
anlagen usw. bezieht, aber auch die sonstigen persönlichen und auch 
wirtschaftlichen Verhältnisse zu berücksichtigen hat. Unter der Wirkung 
dieser Selektion kann natürlich keine Rede davon sein, daß die Sterblich­
keitsverhältnisse der allgemeinen Bevölkerung mit denen von versicherten 
Leben ohne weiteres vergleichbar sein können. Daraus folgt übrigens 
noch nicht, daß die Sterblichkeit der allgemeinen Bevölkerung deshalb 
im allgemeinen schlechter sein muß. Denn hier spielen wieder die günstigen 
Sterblichkeitsverhältnisse unter der ländlichen Bevölkerung entscheidend 
mit, die im Bestande der Versicherungsgesellschaften von geringerer Be­
deutung sein kann. Jedenfalls wird sich aber der Einfluß der Selektion 
dadurch bemerkbar machen, daß die Sterblichkeitsraten durch sie für 
einen längeren Zeitraum sehr merklich herabgedrückt werden, ein Um­
stand, auf welchen bei der Berechnung der Versicherungswerte ent­
sprechend Rücksicht zu nehmen sein wird. 

Neben der Wirkung der Selektion wird aber aus den statistischen 
Untersuchungen bei bestimmten Versicherungsarten auch die Wirkung 
einer Gegenauslese, Antiselektion der Versicherten hervorgehen. Auch 
sie wird hauptsächlich für den ersten Zeitraum der Versicherung in Be­
tracht kommen und wird sich namentlich bei Erlebens- und Renten­
versicherungen bemerkbar machen, deren Abschluß durch die genannte 
Gegenauslese nachhaltig beeinflußt wird. Die Berücksichtigung der 
Wirkung der Auslese und Gegenauslese hinsichtlich ihrer Höhe und 
Dauer hängt im einzelnen von der Art der Versicherung, aber auch vom 
Beitrittsalter des Versicherten ab. Ihre Berücksichtigung erfordert bei 
einer Sterblichkeitsuntersuchung sehr ins Detail gehende Arbeit. Ihr 
Ergebnis ist eine Sterbetafel, welche die einzelnen Sterblichkeits­
maße nicht nur nach dem jeweils erreichten Alter, sondern auch nach 
der abgelaufenen Versicherungsdauer auseinanderhält, so daß diese Maß­
zahlen von zwei Variabeln, dem erreichten Alter oder dem Beitrittsalter 
und der abgelaufenen Versicherungsdauer abhängig sind. 

Man nennt dann eine solche Sterbetafel mit zwei Eingängen eine 
doppelt abgestufte oder Selektionstafel und bezeichnet eine Tafel, die die 
Maßzahlen nur in ihrer Abhängigkeit vom erreichten Alter vermerkt, 
als Aggregattafel. Man wird aber zu vermuten haben, daß die Wirkung 
der Auslese und Gegenauslese nur eine zeitlich beschränkte sein kann, 
ein Umstand, der von den statistischen Untersuchungen bestätigt wird. 
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Nach Ablauf einer gewissen Anzahl von Jahren - in der Regel werden 
10 als genügend angenommen - wird daher in dem vorhandenen Ver­
sicherungsbestande die Wirkung der Auslese bereits so verwischt sein, 
daß sie praktisch vernachlässigt werden kann. Die Sterblichkeit des 
über die Selektionsperiode hinaus im Bestande vorhandenen Materials 
kann daher wieder nur unter Berücksichtigung des jeweils erreichten 
Alters, demnach im Rahmen einer einfach abgestuften Tafel zur Dar­
stellung gelangen. Man nennt diese Tafel die Schlußtalel. 

Für die Herstellung der statistischen Maßzahlen einer doppelt ab­
gestuften Sterbetafel werden die Beobachtungszahlen der Lebenden E., 
nach den einzelnen abgelaufenen Versicherungsjahren aufgegliedert und 
ebenso die Beobachtungszahlen der Toten. Für die Anzahl der Lebenden 
des erreichten Alters x ergibt sich sonach 

Ex = E[x] + E[x-I]+I + E[X-2]+2 + ... , 
wobei die Beitrittsalter in eckige Klammern gesetzt werden. Und analog 
erhält man für die Anzahl der zwischen dem Alter x und x + I Ver­
storbenen 

e x = e[X] + e[X-I]+I + e[X-2]+2 + .... 
Die nach zwei Eingängen orientierte Sterbenswahrscheinlichkeit ist dann 
durch 

d[X_t] +t 
q[x-t]+ t = I (SI) 

[x-t]+t 

definiert. Die Sterbenswahrscheinlichkeit einer aus demselben Material 
erhaltenen Aggregattafel müßte sich dann offenbar als Durchschnitts­
wert der q[.,-t]+t ergeben. Im Hinblick auf die Bedeutung der E[.,-t]H 

würde daher für diese Durchschnittssterblichkeit zu erhalten sein 

'_ d[x] • E[X] + d[X_I]+I . E[x_,]+, + } q., - I EIE ••• 
[x] x [x- I] + I x 

(52) 
E[X] E[x_,] + I 

= q[x]' ~ + q[x-I]+I . --E-- + 
x x 

Man erhält so den Wert q.,' als Durchschnittswert der q[.,-t]+t unter Ver­
wendung der 

E[X_t] +t 

-~ 

als Gewichte. Nur in dem Falle, wo 

E[x] E[x_,] + I Ex 

-lrx] = l[x_ I]-~ = ... = Z; 
erfüllt ist, ergibt sich übereinstimmung des q.,' mit q.,. Hierbei ent­
spricht q., der Sterbenswahrscheinlichkeit, die aus dem Gesamtmaterial, 
also ohne Rücksicht auf die abgelaufene Versicherungsdauer, ermittelt ist. 

4· 
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Unter Verwendung doppelt abgestufter Tafeln werden für die einzelnen 
Maßzahlen die fast selbstverständlichen Bezeichnungen verwendet: 

P _ l[xl+t+I 
[x]+t - 1 ,p[x]+t + q[x]+t = I, 

[xl +t 

d[xl + t = 1['1'1 H -1['1']+ t + I = 1['1']+ t • q[xl H, 

P l[xl+t+n P 
n [xl+t= 1 = [xl+t·hxl+t+I. ····P[xl+t+n- I' 

[xl +t 
n 

-I /l[xl+t+s d 8 
I d 

!l[xl + t = - -1-- . Te 1['1']+ t. 
[xl +t 

nP [xl +t = e 0 

00 

e[x]+t = I sp[x]+t ds, 
o 

8 (1['1'1 + t-I -1['1'1 +t + I) - (1['1'1 +t-2 -1['1'1 +t+ 2) 
!l[xl + t ~ --=---'----'-------'--'---'----'---;-----'--''---'-----'--~---'-~ 

121[xl+t 

Bei Benutzung derselben ist nur zu beachten, daß natürlich Ausdrücke 
mit Indizes [x] - t, wo t eine ganze Zahl > 0 bedeutet, nicht anwendbar 
bleiben, weil dann dem Alter [x] - t eine Bedeutung nicht zukommt. 

Die Maßzahlen der doppelt abgestuften Tafel gehen nach Ablauf der 
Selektionsperiode in die der einfach abgestuften Schlußtafel über. Es 
gilt demnach für eine zehnjährige Selektionsperiode z. B.: 

P 1['1'1 +n 
n [xl = -1-' n < 10; 

[xl 

d[xl +n . 
n:q[xl = -1--' 

[xl 

1['1'1- 1['1'1 + n . 
Inq[xl = , 

1['1'1 

n;;;; 10; 

III. Die Leibrente und die Kapitalversicherung 
auf ein Leben. 

§ I4. Erlebensfallversicherung und Leibrenten. 

Wenn für eine heute xjährige Person die Zahlung des Betrages I in 
Aussicht gestellt wird, für den Fall, daß diese Person nach Ablauf der 
Zeit t, also hn Alter x + t am Leben ist, so hängt der heutige Wert dieser 
Zahlung von dem zu veranschlagenden Rechnungszins, aber auch von 
der Wahrscheinlichkeit ab, die für das Erleben des Alters x + t für eine 
heute xjährige Person auf Grund einer Sterbetafel anzunehmen ist. Im 
Hinblick auf die Wahrscheinlichkeit tPx und den Barwert der Zahlung vt 



Erlebensfallversicherung und Leibrenten. 53 

ist demnach der "versicherungstechnische Barwert" der genannten Zahlung 
für den Erlebensfall mit 

I 
1Jt tPx = vt -"'±!. (1) 

Ix 

anzusetzen. Dieselbe Frage kann auch so gestellt werden: Welchen Be­
trag hat heute jede einer Gesamtheit von Ix Personen angehörende Person 
zu leisten, wenn der so gebildete Fonds vermehrt um Zins und Zinseszins, 
nach Ablauf der Zeit t gerade reichen soll, um jeder der dann noch leben­
den IXH Personen die Zahlung der Summe 1 zu gewährleisten? Man be­
zeichnet eine solche Versicherung mit 

tEx = vt tPx (2) 

und nennt (2) den Erwartungswert der reinen Erlebensjallzahlung. 
Eine Folge von solchen Erlebensfallzahlungen für eine Reihe auf­

einanderfolgender, meist äquidistanter Termine für eine oder auch eine 
ganze Gruppe von Personen heißt Leibrente. Es können hierbei die ver­
schiedensten Festsetzungen hinsichtlich der Zahlung der Rentenbeträge 
getroffen werden. Die Rente kann am Anfang der Zeitintervalle, im 
vorhinein oder pränumerando, oder am Ende derselben, im nachhinein 
oder postnumerando, zahlbar gestellt werden. Sie kann in ganzjährigen 
oder unterjährigen Intervallen zahlbar sein oder als kontinuierlich zahl­
bare Rente definiert sein. Die Zahlungen können unmittelbar erfolgen 
oder aufgeschoben sein, und sie können sich auf Lebensdauer oder nur 
auf einen bestimmten Zeitraum erstrecken. Man spricht sonach von un­
mittelbaren, aufgeschobenen und temporären Leibrenten unter Bei­
fügung der vereinbarten Zahlungsweise. 

Für eine ganzjährig im vorhinein zahlbare unmittelbare lebensläng­
liche Leibrente ergibt sich aus dem Ausdruck für die Erlebensfallzahlung 
ohne weiteres 

Erfolgt aber die Zahlung 1 jeweils am Ende der ganzjährigen Intervalle, 
so erhält man als Ausdruck für den Erwartungswert der ganzjährigen 
Nachhineinrente 

ax = Px . V + 2PX v2 + ... 

) 
Hierbei ist die Bezeichnung ax für die pränumerando und aa; für die 
postnumerando zahlbare Leibrente wohl zu beachten. Aus der Definition 
der beiden aber erhält man wegen 
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00 00 

ax = .L;t+1Px vt+ 1 = vPx.L;tPX+l vt = vPX· aX+l' 
o 0 

(5) 

Für die Vereinfachung der numerischen Berechnungen wurden seit 
den Anfängen der praktischen Versicherungstechnik (J. N. TETENS, 
G. BARRETT, GRIFFITH-DAVIES, DE MORGAN) Hilfszahlen zur Einführung 
gebracht, die als diskontierte Zahlen bezeichnet werden. Man darf nicht 
übersehen, daß diese Zahlen nur der numerischen Berechnung dienen, 
daß aber durch ihre Anwendung der sehr oft unmittelbar einleuchtende 
gedankliche Inhalt der versicherungsmathematischen Formeln gänzlich 
verwischt wird. Sie sind daher offenbar auch nur da am Platze, wo die 
numerische Berechnung im Vordergrunde des Interesses steht. 

Als diskontierte Zahl der Lebenden bezeichnet man die Größe 

Unter ihrer Benutzung ergibt sich für die reine Erlebensfallversicherung 

(6) 

und für die Leibrente 

Werden die diskontierten Zahlen der Lebenden vom Alter x bis zum 
höchsten Tafelalter aufsummiert, so erhält man 

(8) 

woraus auch 
<» 00 

N Xlfl = .L;Dx+fI +t =.L; Dx·rt 
o fI 

folgt. Mit Hilfe der N x schreibt sich die Leibrente auch 

(9) 

Man entnimmt schon hieraus die außerordentliche Erleichterung der 
numerischen Berechnung, die sich bei Vorhandensein der D x und N x auf 
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eine Division zweier diskontierter Zahlen beschränkt. Für die im nach­
hinein zahlbare Leibrente aber erhält man 

()() 

I '\'D N"'+l 
a"'=D~ "'+t=n-· 

'" '" 
(10) 

1 

Wir vermerken uns noch die selbstverständliche Beziehung 
Co Co 

N", - N"'+l =.I D"'+t -.I D"'+1+t = D",. 
o o 

Die aufgeschobene Leibrente ist zum erstenmal nach Ablauf von n Jahren 
zu Beginn der Jahre lebenslänglich zu zahlen. Sie ist demnach durch 

(n) 
()() 

_ n l",+n I '\' tl _ n P - E -v l-'-l--~V ",+n+t- V n ",a",+n-n ",a",+n 
x x+n o 

gegeben. Für dieselbe, jedoch im nachhinein zahlbare aufgeschobene 
Rente ergibt sich analog 

()() ()() 

(12) 

nla ", = ZVttp", = -i--Zvtl"'+t 
n+l "'n+l 

()() 

_ n l",+n I '\' tl _ n P - E -v l-'-l--~V ",+n+t- V n ",a",+n-n ",a",+n' 
~ x+n I 

Mit Hilfe der diskontierten Zahlen erhält man aber für die beiden ge­
nannten Renten 

()() -Z D"'+t - N",+n _ D",+n N",+n - E nla", - --- ---- - --.---- n ",a",+n 
D", D", D", D",+n 

n 
und 

Unter einer temporären, im vorhinein zahlbaren Leibrente versteht 
man die fortlaufende Zahlung des Betrages I zu Beginn der Jahre bei 
Lebzeiten des Versicherten, höchstens jedoch nmal, demnach den Ausdruck 

(I5) 
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Für die im nachhinein zahlbare temporäre Leibrente aber gilt 

(r6) 

Aus den beiden Begriffen der temporären und der aufgeschobenen Leib­
rente folgt auch unmittelbar der Begriff der aufgeschobenen temporären 
Leibrente. Mit Hilfe der diskontierten Zahlen schreibt man die beiden 
temporären Renten 

"" "" 
~DOl+t-~DOl+t 

n+I 

NOl-NOl+n 
DOl 

(r7) 

während für die letztgenannten aufgeschobenen temporären Renten 

NOl+n-NOl+n+m ) nlmaOl = DOl = nlaOl-n+mla", 
(r8) 

a = NOl+n+l-NOl+n+m+l - a - ra 
101m", DOl' - nl Ol n+m Ol 

erhalten wird. Im übrigen folgt aus der Definition die Relation 

(r9) 
und auch 

(zo) 

Bei Anwendung von doppelt abgestuften Tafeln erfolgt die Bildung 
der diskontierten Zahlen der Lebenden und ihrer Summen in ganz gleicher 
Weise wie bei den Aggregattafeln. Es ist sonach 

"" 
D[x1+t = vx +t ./[X1+1> N[x1+n = ~D[x1+t' (zr) 

n 
k-I <Xl 

N[X1 = ~D[xJ+t + ~DOl+tJ 
o k 

wenn mit k die Dauer der Selektionsperiode bezeichnet wird, und daher 
auch z. B. 

a - _ N[x1-N[x1+n 
[x1,nl- D[x1 ' (zz) 

Wenn die Werte der 

DOl' N", =EDOl, D[x1' N[x1 =ED[x1 

tabelliert vorliegen, so hat man in einer solchen Tafel der "Kommuta­
tionswerte" oder Kommutationstafel ein sehr bequemes Mittel für die 
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Durchführung der numerischen Berechnungen. In der Regel werden 
auch noch die zweiten Summen der D '" 

s '" = 1: N '" = 1:1: D '" 

mitangeführt. Wir kommen später hierauf zurück. Im allgemeinen sind 
die Kommutationstafeln natürlich nur für Rentenwerte zu gebrauchen, 
wenn die Rentenbeträge sämtlich einander gleich sind oder zueinander 
in einfachen Relationen stehen. Für den Wert einer temporären, im 
vorhinein zahlbaren Leibrente auf die Beträge eo, el> .. " en -I schreibt 
man 

n-I 

a",,1Oi{eo, el> ... , en- I } =IvttP",et. 
o 

Es werden also die verschiedenen Rentenbeträge in der geschlungenen 
Klammer explizite aufgeführt. 

§ 15. Die Kapitalversicherung auf den Todesfall. 

Bei einer reinen Ablebensversicherung soll die Summe I am Ende des 
Versicherungsjahres bezahlt werden, in welchem das Ableben des Ver­
sicherten erfolgt. Der Erwartungswert dieser Zahlung ist dann für einen 
heute xjährigen für die einzelnen Versicherungsjahre durch die folgenden 
Beträge gegeben: 

Für das 1. Versicherungsjahr d", v-1- = vq"" 
'" 

., 2. 

" 3· 

Man erhält daher als versicherungstechnischen Barwert oder Erwartungs­
wert einer für die Dauer von n Jahren abgeschlossenen temporären Todes­
fallversicherung den Ausdruck 

InA ", = I: (vd", + v2d"'+l + v3 d"'+2 + ... + vnd",+n_l) } 
n-I n-I (24) 

= z:.I vt+1 d",+ t = Z Vt+l tlq",· 
o 0 

Soll aber diese Todesfallversicherung auf Lebenszeit gelten, dann ist der 
Erwartungswert für n --. 00 

(25) 
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Zur Vereinfachung der numerischen Berechnung werden auch hier dis­
kontierte Zahlen der Toten eingeführt, welche durch 

o 

definiert sind. Mit ihrer Hilfe schreibt sich der Erwartungswert der 
lebenslänglichen reinen Ablebensversicherung auch 

(27) 

während man für die temporäre Ablebenwersicherung 

InA~ = -5-ICHt = -5-(ic~+t-ic~+t) = M~-;M~+n 
~ ~ ~ o 0 n 

(28) 

erhält. 
Natürlich kann bei einer Ablebensversicherung auch eine Aufschubs­

dauer vorgesehen sein, so daß die versicherte Summe nur unter der Be­
dingung zur Zahlung gelangt, daß das Ableben erst nach Ablauf der 
Dauer n erfolgt. Der Erwartungswert dieser Versicherung ist dann 

nlA~ = -b i;c~+t = M~±~ ) 
~ ~ n 

D~+n . M~+n = E A 
D~ D~+n n ~ ~+n-

(29) 

Und ganz analog wäre für eine aufgeschobene und dann temporäre Ab­
lebensversicherung im Wege der diskontierten Zahlen 

(30 ) 

anzusetzen. 
Die Anwendung von doppelt abgestuften Tafeln ergibt sich ohne 

weiteres durch Definition der bezüglichen diskontierten Zahlen der Toten, 

C[~l+t = V"'+t+ld[~l+t' C~+t = V"'+t+ld~+t I 
k-I CIO 

M[~l = IC[~l+t + ICHt, 
o k 

je nachdem die abgelaufene Versicherungsdauer t ~ k zu setzen ist, 
wobei wieder k die Selektionsdauer bezeichnet. Es ergibt sich so z. B. 

I
A - M[~l+n-M~+n+m 

n m [~l- D[~l 

M~+n-M~+n+m 

D[~l 
n~k. 
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Für die Praxis weitaus die wichtigste Versicherungsart ist die ab­
gekürzte Todesjallversicherung, gemischte Versicherung oder Ab- und Er­
lebensversicherung, bei welcher für einen xjährigen Zahlung der Todesfall­
summe bei Ableben innerhalb von n Jahren, spätestens bei Erleben des 
Alters x + n vorgesehen ist. Der Erwartungswert ist hier 

= ~~ (~C~+t + D~+n) 
- M~-M~+n+DHn _ A + E 
- D[~] - In ~ n ~ 

und bei Anwendung doppelt abgestufter Tafeln 

A _ M[x]- M[~]+n + D[x]+n 
[x],n- D[x] 

M[x]-M~+n + D~+n 
D~ 

n< k I 
n~k. 

Für eine aufgeschobene gemischte Versicherung aber gilt offenbar 

(
n+m-I )} 

nIA~,mj = ~~ ";:C~+t + D~+n+m 
M~+n-M~+n+m + D~+n+m 

D~ . 

(32) 

Die diskontierten Zahlen der Toten stehen mit denen der Lebenden 
in einer sehr einfachen Beziehung, welche bei d~r numerischen Be­
rechnung derselben oder für Kontrollzwecke der Rechnung stets ge­
braucht wird. Es ist 

C~ = vx+ld~ = vx+1 (1~-I~+1) = vD~-Dx+l (35) 
und auch 

.1;Cx +t = M~ = V .1;D~+t-.1;D~+t+l I 
o 0 0 (36) 

= vNx-N~+l = D~ + N x(V-l) = D~- (l-v)N~. 

Für die lebenslängliche Ablebensversicherung folgt hieraus 

A~ = 1 - (1 - v) a~ = 1 - d a~, 

wobei an die aus dem ersten Abschnitt geläufigen Relationen 

r- I i . 
I-v=d=--=--. =ZV 

r I +~ 
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erinnert sei. Für die Versicherung auf Ab- und Erleben aber erhält man 

A - - M.,-M.,+" + D.,+" 1 a;,nl- D., 

(38) 
: 1-(1- v) a.,=-nE.,[1-(1-=-V) a.,+n] +nE., 
- 1-(1-v)a""nl = 1-daa;,nl· 

Zu den Formeln (37) und (38) ist zu bemerken, daß die Ausdrücke 
rechts auch ohne jede Rechnung unmittelbar angeschrieben werden 
können. Für den Erwartungswert der Ablebensversicherung (37) gilt 
nämlich die folgende Überlegung: Der Versicherer stellt sofort die Summe I 
zur Verfügung, behält sich aber den Zinsgenuß aus diesem Kapital so­
lange vor, als der Versicherte am Leben ist. Solange dies der Fall ist, 
erhält der Versicherer am Ende jeden Jahres, dessen Anfang der Ver­
sicherte erlebt hat, den Zins i rückvergütet. Für den Anfang der Jahre 
daher i/v = d. Der Erwartungswert dieser Zinsen ist aber dann da., und 
daher der Erwartungswert der reinen Ablebensversicherung durch (37) 
gegeben. Ganz analog schließt man im Falle der gemischten Versicherung. 

Es ist stets darnach zu streben, den Inhalt versicherungsmathema­
tischer Ausdrücke und Relationen möglichst ganz unmittelbar als richtig 
zu erkennen. Wir werden diesen Umstand im folgenden stets zu beachten 
haben. Als ein Beispiel sei gleich noch der Ausdruck 

A., = va.,-a., 

angeführt. Nach dem ersten Ausdruck rechts, wird am Ende des Jahres 
stets der Betrag I bezahlt, wenn der Versicherte am Anfang des Jahres 
gelebt hat. Nach dem zweiten Ausdruck rechts stets dann, wenn er das 
Ende der Jahre erlebt. Die Zahlungen heben sich also stets gegenseitig 
auf, wenn der Versicherte am Ende der Jahre lebt. Nur im Jahre des Ab­
lebens tilgen sich die beiden Zahlungen nicht, und es ist hier der Betrag I 
am Ende des Jahres fällig. Demnach entspricht der ganze Ausdruck tat­
sächlich dem Erwartungswert der lebenslänglichen Ablebensversicherung. 

§ 16. Rente und Todesfallversicherung auf steigende 
und fallende Beträge. 

In der Praxis der Lebensversicherung werden nicht selten auch die 
Ausdrücke für Renten und Todesfallversicherungen benötigt, bei welchen 
die zu zahlenden Beträge mit der abgelaufenen Versicherungsdauer an­
steigen oder abfallen. In der Regel kommt hierbei nur eine Veränderlich­
keit im Sinne einer arithmetischen Reihe erster Ordnung in Betracht. 
Für die vom Betrage I jährlich um I steigende Leibrente werden die 
Bezeichnungen 

ia; oder (la)." tia; oder (la)." 

ia;, ml oder nia; oder ,,(la)., 
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in Anwendung gebracht, je nachdem die Rente im vorhinein oder im 
nachhinein zahlbar ist. Für den Erwartungswert einer Leibrente auf die 
Beträge r, 2, 3, ... ist dann 

(la)., = ~ [D., + 2D"+1 + ... + (w-x + r)Dw]. (40) ., 
Zur Erleichterung der numerischen Rechnung werden auch hier dis­
kontierte Zahlen benutzt, welche durch 

S.,=D.,+2D"+1+ ... =N.,+N"+1+ "', 
~ ~ ~ 

= .L;N.,+t = .L;(t+ r)D.,+t = .L;.L;Dro+t 
000 

definiert sind. Es ist daher auch 
n-l 

.L;(t+r)D.,+t=D.,+2D.,+1+ ... +nD.,+n-l> 
o 

= N", + N"+1 + ... -f' N.,+n_l-nN.,+n, 
= S.,-S.,+n-nN.,+n· 

Für die gesuchten Rentenwerte ergibt sich so die Darstellung: 
n-l n-l 

= ~.,(.iZD.,-.iZD.,+n-n};D.,+n), 
000 

~ 

.L;.L;D., 
5", 0 

D., --cD"'".,--

Die Größen 5., werden in der Kommutationstafel bei den bezüglichen x 
neben der Kolonne der D., und der N., als dritte diskontierte Zahl der 
Lebenden aufgeführt. Für die bezüglichen Werte der steigenden post­
numerando Renten ergibt sich 

(Ia)x,n]= ~.,?:tD.,+t = ~., (..f;N.,+t-nN.,+n+l) 

I 
= n(S"'+l-S.,+n+l-nN.,+n+l)' ., 

(la.,) = S~+l • ., 
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Für den Erwartungswert einer im vorhinein zahlbaren temporären Rente 
auf die abfallenden Beträge n, n-r, ... , r erhält man 

> I { 
az,n] = D nDa: + (n- r)Da:+1 + ... + Da:+n-l} 

a: 

= ~a: {n(Na:-Na:+n)-~tDut} 
= ~ {n(Na:-Na:+n)-[Sa:+l-Sa:+n-(n-r)Na:+nJ} 

a: 

= ~ {nNa:- (Sa:+l- SUn+1)} 
a: 

und für denselben Wert einer im nachhinein zahlbaren temporären Leib­
rente 

aa:,fli = ~ {nNa:+l-(Sa:+2- SunH)}. (44) ... 
Steigt eine Rente vom Betrage r bis auf den Betrag n, um dann in 

dieser Höhe lebenslänglich weiter bezahlt zu werden, so ergibt sich als 
Erwartungswert dieser Zahlungen 

, ~a: {;(t + r) D"'+t + nN",+n} = ~a: (Sa:-S",+n)' (45) 

Natürlich muß die Zu- oder Abnahme der Rente nicht vom Betrage r 
sein. Die Besprechung der Prämienrückgewähr wird später Anlaß geben, 
spezielle Fälle solcher Renten zu betrachten. 

In ganz ähnlicher Weise erhält man unter Einführung der Doppel­
summen der diskontierten Zahlen der Toten die Erwartungswerte von 
Todesfallversicherungen auf arithmetisch steigende oder fallende Beträge. 
Setzt man 

'" 00 

Ra: = IMa:+t = I(t + r) Ca:+t = Ca: + 2 C"'+l + 3 Ca:+2 + ... , (46) 
o o 

dann ist 
"-I 
I(t + r) Ca:+t = Ra:-Run-nMa:+n, 

o 

und es ergibt sich für die temporäre, jährlich um r steigende Todesfall­
versicherung 

und 
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Steigt aber der versicherte Betrag von I bis n, um dann diesen Betrag 
beizubehalten, so ergibt sich für den Erwartungswert dieser Ablebens­
versicherung 

Aus der Formel 

folgt 

und damit 

und auch 

I 
n(R.,-R.,+n) . ., 

CX) 

ZC.,+t = M., = D.,-(1--v)N., 
o 

M"+1 = D"+1 - (I -v) N"+l> 
M"+2 = D.,+2- (I -v) N"+2' 

R., = N.,- (I -v) 5., 

(lA)., = a.,-(1-v) (la).,. 

Aus der Bezeichnung (36) aber ergibt sich 
., CI,) 

R., = vZNx+t-ZN.,+t+1 = V 5.,-5"+1. (49) 
o 0 

Es braucht wohl nicht besonders aufgezeigt zu werden, in welcher 
Art sich die abgeleiteten Ausdrücke unter Anwendung von doppelt ab­
gestuften Tafeln verwenden lassen. 

Ist der Barwert einer Leibrente auf die in arithmetischer Reihe 
stehenden Beträge 

ek' ek+1=ek +LI, ek+2=ek +zLl, ... , ek+n_1=ek+(n-1)LI, 

wobei LI eine positive oder negative Größe ist, zu berechnen, so erhält 
man hierfür 

= -i- {ek [D"+k + ... D"+Hn -1] + LI [D"'+k+1 + 
'" + zD"'+H2+ ... (n-1)D",+Hn_lJ) 

= -i- {ek [ED"'+k - ED",H+rt] + LI [E E D"'+k+1-., 
-EED"'+Hn - (n- I) ED"'+HnJ} 

I 
= D [(ek -LI) ED"'+k - eHn _1 ED",+Hn + 

'" +LI (EED", H-EED",+Hn)]. 

Hierbei ist von der Beziehung 

EED", = EED", +1 + ED '" 
Gebrauch gemacht. 

(50) 
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Handelt es sich also um die Berechnung des Barwertes einer Leibrente, 
bei welcher während einer Karenzzeit k keine Zahlungen erfolgen sollen, 
während hernach die Zahlungen in arithmetischer Progression bis zu 
einem Maximum steigen sollen, um sodann auf diesem Betrag zu ver­
bleiben, so wäre über die Rentenbeträge e wie folgt zu verfügen: 

eo = e1 = ... = ek -1 = 0, 

ek = a, ek+1 = a + LI, ek+2 = a + 2L1, "', ek+n-l = a + (n - I)LI, 

ek+n = ek+n+l = ... = a + nLl = b. 

Aus der ersten Gruppe resultiert kein Anspruchswert, aus der zweiten 
ergibt sich auf Grund von (50) 

I 
D[ek D"+k + ek+1 D.,+k+l + ... ek+n- 1D.,+k+n_l]' ., 

= F[(a-Ll) ED.,+k-ek+n_1D.,+k+n + LI (EED"+k-EED"+k+n)] ., 
und aus der dritten 

I b 
D[ek+nD",+k+n + ... ] = DED.,+k+n' 

'" '" Man erhält sonach für den Erwartungswert des gesamten Renten-
anspruches 

D~{[a-Ll]ED"'+k-[a + (n-I)LI]ED"+k+n + 
'" + LI [EED.,+k-EED.,+k+n] + bED"'+k+"} 

oder weil 

auch 

} (5I ) 

§ 17. Leibrente und Lebenserwartung. 

Auf Grund der Definition der im nachhinein zahlbaren Leibrente 

a", = vP'" + v2P.,· P.,+1 + v3p",. P"'+I' P",H + ... 
ergibt sich unter Annahme monoton abfallender P., die Ungleichung 

a", < vp., + (VP",)2 + (Vp.,)3 + ... } 
<vp I =~ (52) 

'" I-VP", q",+i 

und für den speziellen Fall i = ° wird die Lebenserwartung 

< Pli: e", -. 
q", 
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Nicht selten wird der Wert der lebenslänglichen Nachhineinrente 
einer im nachhinein zahlbaren Zeitrente gleichgehalten, deren Dauer der 
Lebenserwartung e", des xjährigen gleichkommt. Dies liefert jedoch 
allemal zu große Werte für a"" wie aus der folgenden Betrachtung folgt. 
Werden von den Größen v, v2, v3, ••• d", mit v, d"'+l mit v2, d"'+2 mit v3 

usw. angenommen und das arithmetische Mittel dieser Größen gebildet, 
so erhält man 

T(vd", + v2 d"+1 + v3 d"u + ... ), 
'" 

= T [v (1", -1"'+1) + v2 (l,,+ 1-1",U) + ... ], 
'" 

= V (r + a",) - a"" 

=A",=r-d(r+a,,). 

Das geometrische Mittel derselben Größen mit denselben Gewichten 
beträgt aber 

I I 

(d" + Zd"'+1 + 3d"'+2 + ... ) 1 (I", + 1"'+1 + 1"'+2 + ... ) 1 
v " = V "', 

= VI +e",. 

Aus der Formel für die Zeitrente 

folgt aber 
v1+ e", = v (r-iae",j) = r-d(r + ae",!). 

Nachdem nun das arithmetische Mittel einer Reihe von positiven Größen 
stets größer ist als das geometrische Mittel aus denselben Größen, erhält 
man 

r - d (r + a",) > r - d (r + ael) "'. und damit 
ae",l> a",. 

Werden die beim Ableben in den einzelnen Versicherungsjahren am 
Ende derselben auszuzahlenden Beträge bei einer lebenslänglichen Ab­
lebensversicherung mit Co, cl> C2' • •• und die bei einer ganzjährig im 
vorhinein zu zahlenden Beträge bei einer lebenslänglichen Leibrente mit 
eo, eI , e2, • •• festgesetzt, so ergibt sich der Erwartungswert der ersteren 
mit 

und der letzteren mit 

+ (eoD", + eID",+! + ... ) = a" {eo, eI , .• ·1· 
x 

Berger, Lebensversicherung. 
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Auf Grund der Relation zwischen den diskontierten Zahlen der :Lebenden 
und der Toten (35) erhält man dann 

I 
D[CO (vDIlJ -DIlJ +1) + Cl (vD IlJ+1- DIlJH) + ... ], 

llJ . 
I I 

= F[coDIlJ + (c l -co)DIlJ +1 + .. ']-F(I-V)[coDIlJ + clD"+I+ ... ]. 
llJ llJ 

Sind demnach die Differenzen Ci - Ci -1 durchaus positiv, so ergibt sich 
die allgemeine Relation 

AIlJ {co, Cl' Cs, ••• } = 

= allJ {Co, Cl-CO' CS-CI' ••• } - (I -v) allJ {Co, Cl' Cs, ••• }. (54) 

Für den speziellen Fall lauter gleicher ei = I erhält man hieraus die 
Formel (37) 

AIlJ = I - (I - v) a"" 

während sich für Co = I, Cl = 2, Cs = 3, ..• 

(lA)1lJ = allJ - (I - v) (la)", 

ergibt. Auch die letztere Formel läßt eine unmittelbare Deutung in dem 
Sinne zu, daß der Versicherer mit fortschreitender Versicherungsdauer 
stets den bereitgestellten Betrag auf die Höhe des jeweiligen Todesfall­
kapitals ergänzt, hingegen die entfallenden Zinsen in Abzug bringt, ganz 
nach Analogie der Interpretation der Formel (35). 

Für die temporäre Todesfallversicherung erhält man aus (54) für 
Co = Cl = ... Cn- l = I, Cn = Cn+l = ... = 0 den Ausdruck 

A DIlJ+n ( ) In llJ = I-~- I-V a""nj 
'" 

in übereinstimmung mit (38). 

§ 18. Die unterjährig zahlbare Leibrente. 

Bisher war bei der Betrachtung der Leibrenten die Rentenzahlung 
jeweils auf den Beginn oder das Ende der Jahre verlegt worden. Ganz 
wie bei den Zeitrenten spricht man auch hier von unterjährig zahlbaren 
Renten, wenn die Rentenzahlungen im Gesamtbetrage von I p. a. im 
Betrage von 11m zu Beginn oder am Ende jedes Jahres-mtels erfolgen. 
Für eine korrekte Berechnung dieser Rentenwerte an Hand der Sterbe­
tafel müßten die Größen 11lJ+t oder tpllJ für die entsprechenden Alters­
bruchteile eines Jahres zur Verfügung stehen. In Ermanglung derselben 
wird in der Praxis in der Regel von linearer Interpolation zwischen den 
ganzzahligen Altem Gebrauch gemacht. 

Bei gleichmäßiger Verteilung der Todesfälle über das Jahr ist dann 
k 

l"'+k/m = 11lJ - - (11lJ -1"'+1) m 
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zu definieren. Die Anzahl der Lebenden ist sonach nach P Jahren mit 

l",+ 2" 

nach P+ r/m Jahren mit 
I 

l"'+'D- m (l"'+!J- l "'+'D+1)' 

nach P + 2jm Jahren mit 
2 

l",+ 'D - m (l",+ 'D -l",+ 'D+1) 

und nach P + (m - r}jm Jahren mit 
m-I 

l"'+'D--m (l"'+'D-l"'+'D+I) 
definiert. 

Für den Anspruchswert auf die unterjährig zahlbare Leibrente 
I 

a~m){eo, el , ••• } resultiert dann, wenn vm = v' gesetzt wird, 

l",U = l",~ + lHI/m~V' + l"'+2/m~V'2 + ... + l",+(m-l)/m ~v'm-l + m m m m 

l ei l e l , + l e l 'm-l + + "'+l-V + "'+l+l/m- VV + ... "'+l+(m-l)!m-VV m m m 

+ ... + 
+ l e'D + l e'D' "'+'D m vP "'+'D+l/mmVPV + ... + 
+ l e'D P 'm-I + _ "'+'D+(m-l)/mmV V ... -
e 

= ,:: [l", + l"'+1/m' v' + ... + lH(m-l)/m v'm-l] + ... + 
+ ~ vP [l",+'D + l"'+'D+1/m v' + ... + l"'+'D+(m-l)/m v'm-l] + 

Es ist aber 

l",+ 'D + l",+ 'D+ I/rn V' + '" + l",+ 'D+ (m-l)/m V'm-l = 

=l",+'D + V' [lH'D- ~ (l"'+'D-l"'+'D+I)] + ... + 

+ V'm-l [l",+'D- m m I (l"'+'D-l"'+'D+l)] = 

= l",+'D [r + V' + V'2 + ... + v'm-I] -

-~ (l"'+'D-lH'D+l)[V' + 2V'2+ + (m-r)v'm-I]. 

Setzt man daher zur Abkürzung 

PI = ~ [r + v' + V'2 + ... + v'm-I] ) 
(55) 

P2= ~2[V'+2V'2+ .•. + (m-r) v'm-I] , 

5* 
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so ergibt sich für den Anspruchswert 

l~ U = eo [l~Pl - (l~ -l~ +1) P2] + ... 
. . . + epvP [l., +'PPI - (lHP -lHP +1) P2] + ... , 

=Pl [eol~+ el vl.,+1 + e2v2l.,+2+ ... ]-
- P2r [eov (l~ -1~+1) + el v2 (lHl -lH2) + ... ] 

oder auch 

I 
U = PI T(eol~ + ell.,+l v + ... )-

~ 

-P2rT[eov(l.,-l.,+I) + el v2(l"+l-l"H) + ... ] ., 
= PI a~ {eo, el' ... } - P2 rA., {eo, el> ... } (56) 
= PI a~ {eo, el , ••• }-

-P2r [a.,{eo, (el-eO)' ••• }-(r-v)a.,{eo,el> ···}l 
= (PI + P2 i) a~ {eo, el , ••. } - P2 ra., {eo, (el - eo), .•. }, 

wobei wieder die Beträge, auf welche die Rente bzw. Todesfallversicherung 
läuft, in geschlungener Klammer beigesetzt sind. Für den speziellen Fall 
eo = el = ... = r erhält man so 

U = (PI - P2 + ~2) a.,- ~B. 
Für 31/2% Zins und m = r2 ergibt sich 

Pl-P2 + ~2 = r,0000978 und ~2 = 0,464075. 

Der erstere Faktor wird praktisch stets mit r angenommen. Die 
Größen PI und P2 sind vom Alter und der Tafel völlig unabhängig. Aus 
(55) ergibt sich 

m2pz=v'+2V'2+ ... + (m-r)v'm-l, 
m2 pz v' = V'2 + 2 v'a + ... + (m - 2) v'm-l + (m - r) v 

und daher auch 

m2p2(r-v') = v' + V'2+ ... + v'm-l_(m-r)v, 

I [ , I _ v,m-l ] P - v - (m - r) v z - m2 (I - v') I - v' 

I [ v' - v (m - I) V] 
= m 2 (1-11)2- I-V' . 

Es ergibt sich demnach auch 

PI= ~: ;, P2= ~2 (I~V')2 [v'-v-(m-r)v(r-v')]. (57) 
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Setzt man in erster Annäherung 
8 8 

v" = vm = (r + i)-m ~ s' 

I +mi 

so ergibt sich 
mßI=r+ I + .... + __ 1 __ , 

I m-I 
I+mi I+-m-i 

I 2 m- I m2 ß2 = ----' + ---- + ... + -----
I 2 m-I 

I +-i I +-i I +-m-i m m 
und damit 

i m-I 
1+- I+--i 

m (ßI + ß2 i) = r + __ m_. + ... + ___ m __ , 
I+~ I+_m_-_I i 

m m 
also 

wie schon oben bemerkt. 
Aus der Entwicklung 

8 8 
- -- S S (s - m) ;2 + v" = v m = (r + i) m = r--i + --'--,;-"-. 

m 2m2 
aber folgt für 

m2ß2 = v' + 2V'2 + ... + (m-r) v'm- I , 

~ r + 2 + 3 + ... + (m - r) -

-~[I. r + 2.2 + ... + (m-r) (m-r)]i m 

(m- I) m 
2 3m 

wobei von der Summationsformel der Quadratzahlen 

r + 22 + .. , + (m-r)2 = ; m(m- :)(m-r) 

Gebrauch gemacht ist. Hieraus aber folgt 

(m-~) (m-I) m-I 2 . 
ß 2 ~ ---;;:.;:;:t - 3 m2 z, 

(m-~) (m-I) 
ß ß . m-I 2 . m-I. 

2 r = 2(r+t)=---- 2 z+--z, 2m 3m 2m 

m-I m-I . 
. ~ ---z;n--6m2'[2m- r-3 m]z = 

m - I (m - I) (m + I) . ~ m - I 
= ---;;:.;:;:t + --6 m2-- - Z = ---;;:.;:;:t. 
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Aus den erhaltenen Resultaten erhält man in erster Annäherung für 
die lebenslänglich zahlbare unterjährige Pränumerandorente 

(m) m-I 
a =a ---

z z 2m (58) 

und für die entsprechende aufgeschobene Rente 

a (m) = E a (m) = a _ m - I E. 
nl z n z z + n nl z 2 m n z (59) 

Für die bezügliche temporäre Rente ist dann 

a(m~ = alm} _ alm} = a - _ m - I 1- E 
z,nl z nl z z,nl 2 m ( n z)· (60) 

Man kann aber auch direkt aus der allgemeinen Formel (56) schließen: 

(m) (ß + ß .) ß (I-o)D",+n = a _ m-I E 
nla _ = 1 2 1 ~Ia_- 2 r I 

~ " ~ D", n z 2 m n z 

und 

(m) (ß ß·) ß D",-(O-I)D",+n m-I ( ) a::1= 1 + 2 1 azn]- 2 r D =azn]--- 1- E . 
::t,nl ' x J 2 m n x 

Aus dem Zusammenhang zwischen Pränumerando- und Postnume­
randorente erhält man 

alm} = a _~ __ I_ = a - m+I I 
z '" 2m m '" 2m 

m-I 
= a", + -----;;:m. 

(61) 

Sind aber die auf die einzelnen Jahre fallenden Beträge eo, el' e2, ••• 

verschieden, dann wird bei der Pränumerandorente im ersten Jahre eo/m, 
im zweiten (e1 - eo)/m, im dritten (e2 -el )/m usw. mehr bezahlt, und man 
erhält 

§ 19. Erlebensfallzahlungen für irgendeinen Zeitpunkt. 

Wenn eine Erlebenszahlung zu einem Termin n + iX, iX < I sicher­
gestellt werden soll, so kann man rein formal 

E - l",+n+'" n+", _ D",:+n+~ 
n+'" '" - l", v - D", 

ansetzen, wobei in der Regel von linearer Interpolation zwischen den 
ganzzahligen Altem x + n und x + n + I Gebrauch gemacht wird. 
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Hiernach wäre entweder 

l.,+n+", = l,,+n -IX (l.,+n -l.,+n+l)' 

D,,+n+a< = l,,+n+a<v,,+n+a< = [l,,+n (I -IX) + IX l.,+n+l] V., +n+o: 

und daher 

= D.,+n v'" (I-IX) + IXrl.,+n+1V,,+n+lva< 
= va< [(I -IX) D.,+n + IX r D.,+n+l] 

zu verwenden oder von der Formel 

71 

n+a<E., = nE.,-1X (nE .,-n+1E ,,) (64) 

Gebrauch zu machen, wenn die lineare Interpolation, auf die Versiche­
rungswerte selbst angewendet, als genügend genau erachtet wird. 

Für eine aufgeschobene m teljährig zahlbare Leibrente wird man unter 
den gleichen Voraussetzungen die Formel 

= n+",E" [( a.,+n - mz ml ) (I-IX) + IX (aHn+! - ': m l )] (65) 

n+",a~) = n+",E., a::: n+", I 
= n+",E., [(I -IX) a.,+n + IX a.,+n+l- mzm I] 

anwenden dürfen, während sich für temporäre Leibrente der Dauer n + IX 

praktisch meist mit genügender Genauigkeit 

(66) 

anwenden läßt. 
Ähnliches gilt von der Ermittlung der Erwartungswerte von tempo­

rären Ablebensversicherungen und Versicherungen auf Ab- und Erleben 
für nicht ganzzahlige Dauern, wenngleich natürlich auch hier Inter­
polation mit Differenzen höherer Ordnung dann anzuwenden ist, wenn 
dies aus irgendeinem Grunde zweckmäßig oder erforderlich erscheint. 

§ 20. Nettoprämien. 

Für die Sicherstellung einer Versicherungsleistung kommen als 
Gegenleistung des Versicherungsnehmers die Zahlungen in Betracht, die 
er als Beitragsleistung oder Versicherungsprämien zu erbringen hat. 
Wir wollen hierbei von allen Leistungen des Versicherers an Ver­
waltungskosten zunächst absehen und bezeichnen dann diese Prämien 
als reine oder Nettoprämien. Für ihre Bestimmung gilt als Fundamental­
prinzip, daß für den Beginn der Versicherung der Erwartungswert der 
reinen Versicherungsleistung der Gesellschaft dem Erwartungswert der 
Nettoprämien gleichzusetzen ist. Die Zahlung der Prämien kann hierbei 
als Einmalprämie zu Beginn der Versicherung oder als laufende Prämie 
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nach irgendeiner Festsetzung während der ganzen oder eines Teiles der 
Versicherungsdauer erfolgen. Die Prämien können hierbei ganzjährig zu 
Beginn der einzelnen Versicherungsjahre oder in unterjährigen Raten 
gezahlt werden. Die Gleichheit des Erwartungswertes von Leistung und 
Gegenleistung für den Beginn der Versicherung wird auch als Prinzip 
der Aquivalenz bezeichnet. 

Nach diesem wäre also - stets unter Vernachlässigung der Ver­
waltungskosten, demnach nur unter Berücksichtigung der Netto­
leistung und der Nettoprämien - die jährlich im vorhinein während der 
ganzen Versicherungsdauer zu entrichtende Nettoprämie für eine reine 
Erlebensfallversicherung aus der Relation 

P (nE",). ax,n] = nE"" 
demnach mit 

P (nE",) = ~!!... = D",+n D", D",+n (67) 
a""nl D", ED",-ED",+n N",-N",+n 

zu ermitteln. Da sich eine aufgeschobene Leibrente als Erlebensfall­
versicherung auf den Betrag a", +n auffassen läßt, folgt für die Jahres­
prämie derselben 

P ( a) - ",a", _ N",+" P ( E ) 
nl '" - - N N = n '" • a",+n' 

a""n) "'- ",+n 
(68} 

Für eine reine Ablebensversicherung mit lebenslänglicher Zahlung der 
Prämien erhält man 

P -~- M", I "'- a", - N", 

= ~=-~~ = _1 __ (I-V) 
a., a", 

und bei höchstens nmaliger Zahlung der Prämie 
P _~_ M", 

n '" - a.",,! - N",-N",+n' (70 ) 

Für die temporäre Todesfallversicherung ergibt sich 

P ( A ) = In A ", = M",-M",+n (71) 
In '" a""n) N",-N.,+n 

und für die aufgeschobene Todesfallversicherung mit Zahlung der Prämien 
während der Aufschubdauer 

P( A)_"IA",_ M",+n 
m 101 '" - a""i!ii - N",-N",+m (72 ) 

und bei lebenslänglicher Zahlung der Prämien 

P (ni A",) = M;/n. 
'" 

Für die gemischte Versicherung ergibt sich als Jahresnettoprämie 

~ .:.iiI - d I (74) 
P -_ A""n] _ M",-M",+n+D.,+n _ I-da""n) 

x,nl- a",,"! - N",-N",+n - a""nl 

InA ", + nE ", = P CnA",) + P (nE",) 
a""nl 
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und, wenn die Prämienzahlung nur durch m < n Jahre erfolgen soll, 

(75) 

In Analogie zur Formel (39) 

A", = va",-a", 

läßt sich der Erwartungswert der temporären Ablebensversicherung auch 

InA", = va"" nj- a"" nj 

und der Erwartungswert der gemischten Versicherung auch 

schreiben. Die Richtigkeit der Ausdrücke ist in ganz gleicher Weise wie 
bei (39) ohne jede Rechnung zu erkennen. Man erhält daher auch für 
die bezüglichen Jahresnettoprämien die Ausdrücke 

P",=v-~, 
a", 

P ( A ) _ _ a""nj 
n x - V , 

ax,n 

Auf Grund der Formeln 

p - = v- a""n=Ij 
"', nl a""nj . 

A = 1 - d a, P = : - d, a = P: d' 
die in gleicher Weise für die Ablebensversicherung und die gemischte 
Versicherung gelten, ist es naheliegend, bei gegebenem d die Berechnung 
der Prämien auf Grund vorgegebener, nach gleichen Differenzen fort­
schreitender Werte der a im Wege von numerischen Tafeln zu erleichtern. 
Solche Tafeln wurden in den Zeiten, als die maschinellen Rechenbehelfe 
noch nicht allgemein in Verwendung standen, gern benutzt und schon 
im Jahre 1856 von WILLIAM ÜRCHARD herausgegeben. 

Bei einer Versicherung mit bestimmter Ver/aUszeit oder a terme fixe 
wird die Versicherte Summe unter allen Umständen an einem im voraus 
bestimmten Termin zur Auszahlung gebracht. Die Jahresnettoprämie 
ist daher 

Im übrigen kann man natürlich eine solche Versicherung als eine tempo­
räre Ablebensversicherung auf die Beträge vn-l, vn- 2, ••• 1 verbunden mit 
einer Erlebensversicherung auf den Betrag 1 auffassen. Es ergibt sich 
dann als Erwartungswert 

I 
n[vn- 1C", + vn- 2 C"'+1 + ... + C",+n-1 + D",+n] 

'" 
= -i- vn+", [(1",-1"'+1) + (l"'+1- 1"'+2) + ... + (l"'+TI-1- 1dn) + lHn] 

'" 
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Nicht selten wird bei Kapitalsversicherungen eine laufende Prämien­
zahlung vorgesehen, welche nach einem in arithmetischer Reihe an­
steigenden oder abfallenden Schema eingerichtet ist. Häufig ist ver­
einbart, daß die Prämie durch eine Reihe von Jahren auf gleicher Höhe 
bleibt, um dann um einen jedes Jahr gleichmäßig steigenden Betrag ver­
mindert zu werden. Ist diese Nettoprämie in den ersten k Jahren 
Po = P l = P 2 = ... P k - l und weiterhin 

Pk = Po(l-klX), 

P n - l = Po(l-n-l.IX), 

dann ist der Erwartungswert der Prämienzahlung 

Hierbei ist festgesetzt, daß die Prämie nach k Jahren um einen Prozent­
satz k. IX der Prämie, weiterhin um (k + 1) IXPo, (k + 2) IXPo, ... ab­
fallen soll. Nach der für diese fallende Rente anzusetzenden Formel 
erhält man für den Erwartungswert der Prämienzahlung 

oder auch 

Po [az,til- ; (k-l.I:D'Hk-n-l.I:Dzfn+ 
Z + I:I:DzH-I:I:Dz+n)] 

= Po [aZ;1i)- ;z (kI:DzH-nI:Dz+n + I:I:DZH+l-
-I:I:Dz+n+l )] • 

Für die Versicherung auf Ab- und Erleben wird dann die gesuchte ab­
fallende Nettoprämie durch Division von Az,nr durch den in der eckigen 
Klammer vermerkten Rentenausdruck erhalten. In der Regel wird hier­
bei in der Praxis für k der Wert 3 oder 5 gebraucht, so daß im ersten 
Falle für IX = 0,03 die Prämie nach drei Jahren um 9%, weiterhin um 
12%, 15% usw., im zweiten Falle nach fünf Jahren um 15%, weiterhin 
um 18%, 21% usw. fällt. 
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Wenn bei einer Erlebensversicherung vorgesehen ist, daß die bezahlte 
Einmalprämie K bei vorzeitigem Ableben zur Rückerstattung gelangt, 
dann wäre der Erwartungswert dieser Versicherung durch 

nEx+ InAx. K 

definiert. Würde aber die Einmalprämie mit Zins und Zinseszins am 
Ende des Sterbejahres rückerstattet werden und käme für den anzu­
rechnenden Zins hierbei der Zinssatz i' mit dem Aufzinsungsfaktor s in 
Betracht, so wäre der Erwartungswert der Rückerstattung offenbar 

:; (sCx + S2Cx+1 + ... s"Cx+n_ 1)' 
x 

Die numerische Berechnung könnte durch Einführung von diskontierten 
Zahlen 

Sx Dx = Dx', S",+1 Cx = C~+1 
erleichtert werden, da sich dann für den genannten Erwartungswert 

DK , (C x' + C~+1 + ... C~+n_1) = :' (EC",'-EC~+n) 
x '" 

ergibt. Für den speziellen Fall i' = i ist r = s 

D",' = vxrx1", = 1"" C",' = rx+1. vx+1 (l", -l"'+1) = lx -l"'+l 

und damit der Erwartungswert der Rückerstattung 

K l",-l",+n 
• I", . 

Ist aber festgesetzt, daß K bei vorzeitigem Ableben erst am Ende der 
vereinbarten Versicherungsdauer zur Rückerstattung gelangt, dann wäre 
der Erwartungswert der Rückerstattung 

K v" ( 1- l~:n ). 

Ist hingegen bei laufender Prämienzahlung die Rückerstattung bei 
Ableben im ersten Jahre mit k, bei Ableben im zweiten Jahre mit 2 k, ... , 
bei Ableben im nten Jahre mit nk festgesetzt, so ergibt sich als Erwar­
tungswert 

Erfolgt aber die Rückerstattung allemal erst am Ende des n ten Jahres, 
so wird für ihren Erwartungswert 

+ k [v" (I", -lx+1) + 2 v" (1"'+1-1"+2) + ... + n v" (1",+n_1 -l",+,,}] 
'" k v" k vn 

= -/- [1", + l"'+1 + ... l",+n_1 - nl",+n] = -1- (El",-Elre +n -nlre+n) 
., re 

erhalten. 
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Würde auch im Falle laufender Zahlung die Rückerstattung wieder 
mit i Zins und Zinseszins erfolgen, so sind diese Rückerstattungsbeträge 
in den einzelnen Jahren 

k. s, k (S2 + s), ... , k (s" + S"-1 + ... s), 

im allgemeinen Falle daher 

k 1 5t+1_1 k5 
(st+ +st+ ... s)=ks =,x(st+l-I), --=,x 

5-1 5-1 

für das Jahr t + 1. Man erhält sonach für den Erwartungswert 

,x -i- [(s - I) C'" + (S2_ I) C"'+1 + ... (s"- I) C",+n-l] 
'" 

und unter Einführung der vor definierten diskontierten Zahlen auch 

5 k5 1 [D1
.,. (l:C",' -l:C'",+n) - ;", (l:C",-l:C",+n)]. 

Ist aber speziell s = r, D ",' = l"" C ",' = l", -l", +1' so ergibt sich 

~rl",-l",+" - A] 
r- 1 1", In ",. 

§ 2 I. Annuitäten-Tilgungsversicherung. 

Wenn ein Darlehen gegen gleichbleibende, am Ende der Jahre zahl­
bare Annuitäten in der Höhe a durch n Jahre verzinst und getilgt werden 
soll, so kann damit eine Versicherung in der Art verbunden werden, daß 
bei vorzeitigem Ableben des Versicherten das jeweils noch ausstehende 
Restkapital zur Zahlung gelangt. Man nennt dies eine Hypotheken­
tilgungs- oder Hypothekarlebensversicherung. Bei vorzeitigem Ableben ist 
dann am Ende des 1., 2., •.. , n ten Jahres zu zahlen 

a a a 
Co = a + 5 + 52 + .. , 5 .. -1-' 

a a 
Cl = a + 5 + ... 5 .. -2' 

wenn s den Aufzinsungsfaktor entsprechend dem Zinssatz i' bedeutet. 
Allgemein beträgt daher die Zahlung bei Ableben im t + I ten Jahre 

C + a + a _ a ( .. -t-l + n-t-2 + +) t = a s ... 5,,-(t+1I - 5,,-<t+11 S S • • • I 

5-1 

a ( I) a ( 5t + 1) = 5-1 s- 5 .. -t-1 = 5=-1 S---sn-' 
a 5 .. - t - 1 

- 5 .. - t - 1 



Prämienrückgewähr . 

Setzt man 
as a 

s- 1 = lX, (S-I)S1O = ß, 
so ist 

Ct =lX-ß St+l für t=0,r,2, ... ,(n-r). 

Die Zahlungen sind dann 

Co=lX-ßS, C1=lX-ß S2, ... ,Cn_1=lX-ß Sn 

und der Erwartungswert der Zahlung 
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1 
F[lX(C", + C"'+1 + ... C",+n_l)-ß(SC", + S2C"'+1 + ... S"CHn_ 1)]. 

'" 
Unter Benutzung der diskontierten Zahlen D ",' = s'" D '" und C ",' = s'" + 1 C z 

erhält man dann 

und 

S as 1 • ~z (};Cz-};C",+n)- (S_al )sn • D:' (};C'",-};C'z+n)' 

Für den speziellen Fall S = r ist wieder Dz' = 1"" C",' = 1z -lz +1 und 
das Resultat vereinfacht sich zu 

~ A- a 
l' - r • In '" (1' - r) 1''' 

Hieraus aber erhält man auch 

r a v [r-(r-V)ax,nJ_D~:n_V"+l(r_l"'l:n)] } 

= a [ r :-~ .. v+ 1 - ax, nJ - D ~: n] = a (an +11- a x, n +11) = 

= a (an]- ax,R1)' 

In der letzteren Gestalt ist das Resultat unmittelbar anschaulich. Es 
kommt hier die Differenz einer Zeitrente und einer temporären Leibrente 
der gleichen Dauer in Betracht. Die Rente wird also zum erstenmal 
am Ende des Sterbejahres, zum letztenmal am Ende der Versicherungs­
dauer bezahlt. Man nennt eine solche Rente auch eine Todesfallrente 
oder Nachrente. Sie spielt auch sonst in der Lebensversicherung eme 
,gewisse Rolle. 

§ 22. Prämienruckgewähr. 

Bei manchen Versicherungsarten ist es möglich, daß es zu einer 
Leistung des Versicherers gar nicht kommt und die eingezahlten Prämien 
verfallen. So z. B. bei einer temporären Versicherung auf den Todesfall, 
wenn das Ableben nach Ablauf der vereinbarten Versicherungsdauer ein-
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tritt, oder bei einer Erlebensversicherung oder einer aufgeschobenen Ver­
sicherung, wenn der vereinbarte Termin nicht erlebt wird. Um diesen 
gänzlichen Verfall der Prämien zu vermeiden, werden solche Versiche­
rungen mit bedingter Zahlung des Kapitals nicht selten unter Mit­
versicherung der Prämien für den Fall, daß es zu einer Versiche­
rungsleistung sonst nicht kommt, abgeschlossen. Wir betrachten einige 
Beispiele. 

Ist bei einer Erlebensfallversicherung mit Einmalprämie vereinbart, 
daß diese zur Rückerstattung gelangt, wenn das Ableben vor dem Er­
lebenstermin eintritt, und ist der Nettoerwartungswert U und die Einmal­
prämie 

II = U (I + 8), 
dann gilt 

und auch 

U = ... E~ + U (I + 8) I ... A~, U [I - (I + 8) I ... A~J = ... E~l 
U = ... E~ ,II = ... E~ (I + e). (80) 

1-(I+.s)I ... A~ 1-(I+.s)I ... A~ 

Veranschlagt man aber den Zuschlag zur Prämie in verschiedener Höhe 
für die Hauptversicherung und die Rückgewähr, dann wäre 

II = nE~ (I + 82) + II InA~ (I + 81) 

und daher 

(81) 

Ganz analog wäre für den Fall der aufgeschobenen Rente, die sich 
als Erlebensversicherung auf den Betrag a~+n darstellt, 

U = nla~ + IIlnA~ } 
II = U(I + 8), U = nla~+ (I + 8) U InA~ 

U = nla~ nE~. a~+n 
1-(I+.s)! ... A~ 1-(I+.s)lnA~ 

(82) 

anzusetzen. Erfolgt aber die Prämienzahlung nicht einmalig, sondern 
laufend in der Höhe n, dann werden die bei vorzeitigem Ableben rück­
zuvergütenden Beträge n, 2n, 3n, ... , nn betragen und man würde für 
den Erwartungswert in diesem Falle 

U = nE~ + n InClA)~ 

erhalten. Wird die zu bezahlende Prämien aus der Nettoprämie P wieder 
auf Grund eines Zuschlages 8 erhalten, dann gilt 

n = P (I + 8), 
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und es ergibt sich für die laufende Prämie P der reinen Erlebens­
versicherung 

n = "Ea: (I + e) (84) 
aa:,"I- (I + e) 1,,(IA)a: • aa:+,,' 

Auch hier wird dann häufig die Erlebensversicherung und die Prämien­
rückgewähr mit verschiedenen Zuschlagssätzen versehen, in welchem 
Falle sich 

n aa:,n] = n 1,,(IA)a: (I + BI) + "Ea: (I + Ba) I 
"E" (I + e.) 

n = -a-",=":-'I '--"'1"c..;('r"""CA;7-) ,,-T( 1'-+:--eJ"'""" 
(85) 

ergibt. Ähnlich verfährt man in allen anderen Fällen. Bei einer auf­
geschobenen Todesfallversicherung mit lebenslänglicher oder temporärer 
Zahlung der Prämien und Rückgewähr derselben bei vorzeitigem Ableben 
würde demnach 

oder auch 

U = n I"(IA),, + ",A" } 
U = Paa;,n] = P(1 + B) j"(IA),, + ",A" (86) 

P = "lA" 
a","I- (I + e) I"{IA),, 

n aa:,n] = n (I + BI) ,,.(IA),, + "lA" (I + 82) I 
",A" (I + e.) 

n=--~~~~~~-
a","I- (I + eJ I"(IA),, 

erhalten werden. Es erübrigt sich wohl, eine weitere nähere Ausführung 
von Spezialfällen. 

§ 23. Die Verwaltungskosten als dritte Rechnungsgrundlage. 

Bisher wurden alle Versicherungswerte und auch die Prämien unter 
alleiniger Berücksichtigung von Zins und Sterblichkeit als Rechnungs­
elementen ermittelt. Man bezeichnet den Zins als die erste und die Sterb­
lichkeit als die zweite Rechnungsgrundlage. Für den Versicherer aber 
müssen auch die Verwaltungskosten des Geschäftes als Ausgaben berück­
sichtigt werden, die bei Bemessung der Höhe der Prämien und auch, wie 
später darzustellen sein wird, bei der Ermittlung der Höhe der erforder­
lichen Rücklagen von sehr erheblicher Bedeutung sind. Zu ihrer mög­
lichst gen auen Bestimmung sind, genau wie bei Zins und Sterblichkeit, 
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umfassende Erhebungen aus den eigenen Erfahrungen, aber auch für die 
Zukunft geltende Schätzungen des voraussichtlichen Verlaufes derselben 
vonnöten. Die in die Rechnungen eingeführten Annahmen über die 
Höhe der voraussichtlichen Verwaltungskosten gibt diesen voll und ganz 
den Charakter einer Rechnungsgrundlage, und wir wollen diese daher 
als dritte Rechnungsgrundlage bezeichnen. 

Eine genauere Analyse der Verwaltungskosten eines Le bensversiche­
rungsbetriebes läßt erkennen, daß diese mit genügender Schärfe für die 
vorzunehmenden Berechnungen in drei Gruppen geschieden werden 
können. Die erste umfaßt jene Kosten, welche sich für die Gesellschaft 
gleich zu Beginn der Versicherung, zum Teil sogar vor Abschluß der­
selben ergeben. Wir bemessen diese als Prozentsatz des versicherten 
Kapitals und bezeichnen diesen künftig mit IX. Für einen zweiten Typus 
von Verwaltungskosten ist ein Prozentsatzß der jeweils vereinnahmten 
Prämie passend als Maßstab zu gebrauchen. Und für alle übrigen Kosten 
wird für die ganze Versicherungs dauer ein jährlich gleichbleibender 
Prozentsatz der versicherten Summe y als Kostenrnaß verwendet. Wie 
die Auf teilung der Kosten auf diese drei Kategorien zu erfolgen hat, 
hängt von den Besonderheiten jedes Betriebes ab. Wir bezeichnen die 
Kosten vom Typus IX als Abschlußkosten, die vom Typus ß als Inkasso­
kosten und die vom Typus y als reine Verwaltungskosten, ohne über die 
Auf teilung der Kosten nach diesen drei Gesichtspunkten näheres aus­
zusagen. Es mag genügen, daß sich die Kosten in diese drei Gruppen 
mit genügender Schärfe für die praktische Rechnung aufteilen lassen. 

Wir bezeichnen nun eine Prämie, welche nach entsprechenden Rech­
nungsgrundlagen hinsichtlich Sterblichkeit und Zins ermittelt ist und 
auch auf die Verwaltungskosten entsprechend den Sätzen IX, ß, y Rück­
sicht nimmt, als ausreichende Prämie. Wir wollen auch künftig annehmen, 
daß diese ausreichenden Prämien diejenigen sind, welche die Gesellschaft 
bei den Versicherungsnehmern tatsächlich zur Einhebung bringt. Wir 
sehen also davon ab, daß die tatsächlichen Tarifprämien noch durch 
andere Momente beeinflußt sein können, zu welchen insbesondere Sicher­
heits- und besondere Gefahrenaufschläge, aber auch eine Erhöhung der 
Prämien im Hinblick auf zu gewährende Gewinnanteile zu rechnen wären. 
Wir bezeichnen die laufend in gleicher Höhe zu bezahlende ausreichende 
Prämie mit p~a. Aus dieser Prämieneinnahme müssen daher: I. die 
Nettoversicherungsleistung, 2. die Anwerbekosten IX, 3. die Inkasso­
kosten ß, 4. die Verwaltungskosten y gedeckt werden, wobei in jeder 
dieser vier Gruppen eine Anzahl von speziellen Kosten zusammen­
gefaßt ist. 

Wir setzen nun voraus, daß auch bei Einschluß der Verwaltungs­
kosten für den Beginn der Versicherung das Prinzip der Gleichheit von 
Leistung und Gegenleistung - Äquivalenzprinzip - voll in Geltung ist 
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und haben nach diesem für die ausreichende Prämie einer gemischten 
Versicherung die Relation 

pa _I a -I = A -I + IX + ß pa -I . a ~ + ya -. (88) 
x,m x,m x,n x,m x,ml x,nl 

Hierbei ist die Dauer der Prämienzahlung mit m, die Versicherungsdauer 
mit n angenommen. Für den Fall m = n ist dann 

pa _ = p _ + _IX_ + ßpa _ + 
x,nl x,nl ax,n[ x,nl y, (89) 

während sich allgemein aus (88) 

pa _ = A",,2'i + IX_ + ßpa _, + y ax,ni ,) 
x,mj ax,mj ax,ml x,ml ax,m[ 

pa _ = A "',ni + IX + yax,tii 
x,ml (r - ß) a"" ml 

(90 ) 

ergibt. Hieraus folgt eine Teilung der ausreichenden Prämie in vier Be­
standteile, deren ersten die Nettoprämie darstellt, während der zweite 
den auf die einzelne ]ahresprämie entfallenden Anteil zur laufenden 
Deckung der bei Beginn verausgabten Abschlußkosten bedeutet. Der 
dritte Bestandteil kennzeichnet die Höhe der jährlichen Inkassokosten 
und der vierte den aus der Prämie fließenden Beitrag zur Deckung der 
über die ganze Versicherungsdauer laufenden Kosten der Verwaltung. 
Für den Fall einmaliger Prämienzahlung zu Beginn der Versicherung 
würde die ausreichende Prämie sein 

A a = A - + IX + ya - (91) x,nl x,nl x,nl' 

da hier die Inkassokosten gänzlich entfallen. 
In der Praxis werden nicht selten Vereinfachungen bei der Bemessung 

der Kostenzuschläge gebraucht und bei laufender Prämie Formeln, wie 

Px,n; (I + K) +;", Px,n; (I + K), Px,n; + ;", 
und bei einmaliger Prämienzahlung Formeln, wie 

Ax,n; (I + K) +;", Ax,n; (I + K), Ax,n; + ;", 
gebraucht. Wir wollen künftig an der durch die Kostenanalyse be­
dingten Gestalt der ausreichenden Prämien festhalten. Nach dieser wäre 
der für die Deckung der Verwaltungskosten abzuzweigende Teil der aus­
reichenden Prämie 

a IX ß a p --p -=-+ p -'+y. x,nl x,nl a""n; x,n (92 ) 

Man bezeichnet diese Größe wohl auch als totalen Kostenzuschlag im 
Unterschiede zu anderen Prämienzuschlägen, welche im Hinblick auf 
ihren speziellen Zweck als Berufszuschlag, Tropenzuschlag, Zuschlag 
wegen nicht normalen Gesundheitszustandes, schlechter Heredität u. dgl. 
zu den Prämien verfügt werden können. Vom Standpunkte der Ver­
sicherungsmathematik sind sie ohne Bedeutung. 

Berger, Lebensversicherung. 6 
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IV. Die Anwendung der höheren Analysis. 
§ 24. Die kontinuierliche Leibrente. 

Für die "Beantwortung sehr zahlreicher Fragen der Versicherungs­
mathematik ist die Heranziehung der Infinitesimalrechnung nicht nur 
methodisch geboten - wir verweisen nur auf den später zu behandelnden 
einheitlichen Aufbau der Disziplin aus der Differentialgleichung der 
Prämienreserve -, sondern die auf diesem Wege zu erhaltenden Resultate 
sind auch stets die anschaulicheren und sehr oft ganz unmittelbar zu 
erhalten. Natürlich sind dann über die zu behandelnden Funktionen 
gewisse Voraussetzungen zu machen, welche die Anwendung des In­
finitesimalkalküls rechtfertigen. Wir werden daher stets zu der still­
schweigenden Annahme gezwungen sein, daß die betreffenden Funktionen 
in gewöhnlichem Sinne integrierbar sind und nicht selten wiederholte 
Differenzierbarkeit derselben voraussetzen müssen. In der letzten Zeit 
ist der Aufbau der Lebensversicherungsmathematik auch unter wesent­
lich allgemeineren Annahmen versucht worden, wobei im wesentlichen 
nur Integrierbarkeit in STIELTJEsschem Sinne verlangt wird. Doch liegen 
diese Entwicklungen abseits unserer Darstellung. 

Aus der Definition des Abzinsungsfaktors 
t 

-Jeldt 
vt = e-"t = e 0 

und der Erlebenswahrscheinlichkeit des xjährigen für das Alter x + t 
folgt für den Erwartungswert des Erlebenskapitals I 

t 

-J(1""'+t+"ldt 
tE", = vt tP'" = e 0 (I) 

Für die Leibrente ist anzunehmen, daß der Erwartungswert der auf den 
Zeitpunkt t entfallenden Rentenzahlung durch 

e-"t tP'" dt 

gegeben sei. Der Erwartungswert der kontinuierlich zahlbaren lebens­
länglichen Leibrente ist daher 

ä. ~ ~.,.p. dt ~ ~,-" ,P.dt ~ ~ ,-!("+'+~" dt. (z) 

o 0 0 

Die Konvergenz des Integrals folgt aus der Tatsache, daß für tP", ~ I 
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und für vom Argument x an monoton wachsende p,,,, + t unter Rücksicht 
auf (II, 25) auch 

gilt. 
Für die temporäre kontinuierlich zahlbare Leibrente der Dauer n ist 

n 

ä"',1il = ~ vt tP'" d t, 
o 

während für die kontinuierliche Leibrente mit der Aufschubdauer n 

'" '" 
.. lä ", = ~vttP~ = vn .. P", ~vt-nt_"P",+ndt } 

n 0 

es> 

= v .... P'" ~V8sP"'+nds = nE",ä",+n 
o 

zu setzen ist. 
Unter Einführung der Zahlen der Lebenden l"'+t erhält man als dis­

kontierte Zahl derLebendenD"'+t=v"'+tl"'+t, wo x+t jedes beliebige 
Alter bezeichnen kann und damit 

00 00 

- _ I ~ tl dt _ I ~D dt _ N", a"'-T v ",+t -n "'+t -n' 
'" '" '" 

(5) 
o o o 

Damit ist rein formal der Anschluß an die bezüglichen Definitionen der 
diskontierten Zahlen der Lebenden bei ganzzahligen Altern gewonnen. 
Demgemäß ist dann auch für die temporäre und die aufgeschobene kon­
tinuierliche Leibrente zu setzen: 

_ N",-N",+n 
a"',n] = D 

'" 
(6) 

Wir vermerken uns, daß für die Differentialquotienten der beiden dis-
kontierten Zahlen der Lebenden nach der Altersvariablen x 

o o 

und 

/x D", = D", /x log D", = D", ( /x log I", + ddx log e-"x) (8) 
= -D", (p,,,, + 15) 

resultiert. Definiert man aber für die nächst höhere diskontierte Zahl 
co 

~ = )N"'+t dt , 
o 

6* 
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so folgt auch 

d5" =-N 
dx " 

(9) 

und analog für die nächst höheren Begriffsbildungen. Aus (9) folgt 
durch Produktintegration unter Rücksicht auf (7) 

«> '" co 

5" = tN,,+t I + ) tD,,+t dt = ) tD,,+t dt (10) 
o 0 o 

und damit als Ausdruck für die kontinuierlich steigende Rente 
co 

(Iä)" = + ItD,,+t dt = ;/. 
" J " 

(II) 
o 

Für die Berechnung der unterjährig zahlbaren Leibrente erbringt die 
Heranziehung der EULER-MACLAURINschen Summenformel die folgenden 
Resultate: 

Schreibt man diese Formel 

tI 

__ 1_ (U ' _ U') + _1_ (U ", - U"') ... (12) 
12 n 0 720 n 0 

und für das m tel Intervall 

__ I_(U ' -U') + _1_ (U ", - U "') -... (13) 
12 m n 0 720 m8 n 0 , 

so erhält man nach Multiplikation von (12) mit mund Gleichsetzung mit (13) 

~UO+Ulfm+ ... +~Un-_1_(Un'-Uo')+ 
2 2 12 m 

+ __ 1_ (U ", _ U "') _ ... 
720 m3 n 0 

=m(~UO+Ul+ ... +~Un)-~(Un'-Uo')+~(Un"'-Uo"')- ... 
2 2 12 720 

oder 

Uo + Ulim + U2fm + ... + Un = m(Uo + U1 + ... + Un)-

_ m-1 (U + U)- m2-1 (U '-U') + m'-1 (U "'-U "')_ .... 
2 0 n 12 m n 0 720m3 n 0 

Wird aber die Maßeinheit nicht mit 1, sondern mit m angenommen, so 
ergibt sich 
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m-1 } =m(Uo+ V m+ V 2m + ... + V m' n )--2-(UO+ V m.n )-

_ m2 -1 (V '-V')+ m'-1 (V "'_V"')_ .... 12 m.n 0 720 m.n 0 

+ V m . n 

(14) 

Das sind die unter dem Namen von WOOLHOUSE bekannten Formeln. 
Für das Ende der Absterbeordnung sind die Werte von 

dU d3 U 
V, dX' dx3'··· 

mit Null anzunehmen, so daß sich 

~(Uo + Vllm + V 2/m + ... ) = (Uo + V 1+ V 2 + ... )-m 
_ m-1 V + m2 __ ~V'_ m4 _1 V"' 

2 m 0 12 m2 0 720 m' 0 + ... 
ergibt. Natürlich kann die Formel (r5) auch 

~(VI/m + V 2/m + ... ) = (VI + V 2 + ... ) + m 
+ m - 1 V + m2 -1 V' m' - 1 V "' 

2m 0 12 m2 0 - 720m' 0 + 
geschrieben werden. 

Führt man die Bezeichnung 
'" 

(m) 1 '" N", =m~D.,+tlm 
o 

ein, so erhält man für die m teljährig zahlbare Pränumerandorente 
'" t co (m) 

(m) 1 '" m 1 1 '" N '" 
aa: =m~v tlmP"=mD~Da:+tlm=~ ., ., 

o 0 

aus (r5) 

a(m) __ 1_ [~D _ m-1 D + m2 -1 dD", _ ] (r6) 
a: - D., -7' a:+t 2m '" 12m2 dx ... 

und für die entsprechende Postnumerandorente 

(m) 1 [ZOO m- 1 m2 _ 1 dD., ] a =-D D.,+t + --D"+--2 -d-- .... a:., 2 m 12 m x 
I 

Hinsichtlich der Konvergenz der rechts stehenden Reihe ist zu bemerken, 
daß die Mitnahme der angeschriebenen Glieder in allen Fällen für die 
Praxis genügt. Im Hinblick auf (8) aber erhält man aus (r6) und (r7) 

a(m) _ a _ m-1 _ m2 -1 15 (r8) 
'" -., 2 m 12 m2 (p., + ) 

und 
(m) m-1 m2 -1 

a = a., + --- --2 (p., + 15), '" 2m 12m 
(r9) 
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wobei zur Berechnung des logarithmischen Differentialquotienten von 
Di» fast immer von der Näherung 

d Di»+l-D",_l 
-dv 10gDi» = 

N 2D", 

Gebrauch gemacht wird. 
Für die unterjährig zahlbare temporäre Rente aber ergeben die 

Formeln (15) 
m.n 

(m) I IL; 
a -[ = -D'- Di»+t!m = z,n 4' m 

I 

oder in erster Annäherung 

(m) ~ _ + m-I ( D",+I'I) a -a [ -- 1---a:,n] - a:,1'1 2 m D", (20) 

und 
a(m~ = ~ + alm) = a(ml_ DII)+I'I • alm) I 

a:,n[ m lI),n-llm a: DII) a:+n 

m-I ( DII)+I'I) = aa:, n] - ----;-;;z I - --n;- . 
(21) 

Aus der EULER-MAcLAuRlNschen Summenformel erhält man für die 
kontinuierlich zahlbare Leibrente 

QI) QI) 

äi»= ~vttPi»dt= ~II) ~Da:+tdt 
o 0 

= ~a: [;Da:+t + ~ Di» + 112 ddx Di» + ... ] (22) 

I I I I .ll 
~ all) + - - - (P,i» + ~) = ai» - - - - (P,i» + u) 

2 12 2 12 

und daher in erster Annäherung auch 

und in übereinstimmung damit auch 

äi» = ~ (ai» + ai»)' (24) 
2 

Natürlich erhält man dieselben Ausdrücke auch aus den Formeln (18) 
und (19) durch Grenzübergang für m ->- 00. 
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Aus den erhaltenen Resultaten ergibt sich wiederum in erster An­
näherung für die temporäre kontinuierlich zahlbare Leibrente 

und auch 
I I I 

äx,1I1r--'Z + ax,n-I/2] ~ Z + z (ax,n-II + ax,1I1)' 

Ist aber die m teljährig zahlbare Leibrente vermittels der diskon­
tierten Zahlen D", + tim als 

00 (m) 

(m) I I ~ N", a =~.- D x +tfm =--
x D", m D", 

o 

definiert, dann beantwortet sich die Frage nach dem Erwartungswert 
dieser, jedoch um den Jahresbruchteil 8/m aufgeschobenen Rente wie 
folgt: Man erhält auf Grund linearer Interpolation die entsprechende 
diskontierte Zahl der Lebenden 

D"'+(t+ EI)/m = D Ht/m + 8 (D",+ (t+l)/m - D"'+t/m) 

und hieraus 

und damit für den verlangten Erwartungswert 
(m) (m) e 

s/max = ax -m' (26) 

Für die temporäre um 8/m aufgeschobene und mteljährig zahlbare Leib­
rente aber ergibt sich 

~) ~) D",+n ~) a-= a--- a 
EI/mi x,nl EI/mi X D", EI/mi ",+n 

= a(m)_ e _ D",+n (a(m) _ e) 
X m D", ",+n m 

~ax,1I1-(mzmI + ~)(I- D;;:n) 

m-I+Ze 
= ax,1I1- z m (ax,1I1- ax,1I1) , 

woraus für 8 = ° 
(m) m+I m-I 

a x, 111 = 2m ax,1I1 + 2m ax,1I1 (28) 

und für m ->- 00 

äx nl = ~- (a", nl + ax ni) , 2' , , 
(29) 

erhalten wird. Für 8 = 1/2 aber folgt: 
(m) I ) 

I/2mlax,1I1 = z (ax,1I1 + ax,n: ' (30) 
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so daß 

In der Regel setzt man mit für die Praxis genügender Genauigkeit 

und 

also auch 

was sich auch unmittelbar aus (26) ergibt. 
Zusammenfassend vermerken wir die für die Praxis wichtigen Formeln 

alm) = N X+ 1 + m-I 
a: Dx 2 m ' 

(m) N x m-I 
ax = Dx-~ 

I a(m~ = N x+ 1 - N X+ fI + 1 + m- I (1- D x+fI ) 
x,nl D x 2m D x 

alm) = Nz-Nx+n _ m-I (1- D x+fI ) 
a:.iil D", 2 m D x 

(m) N", ( m - I I ) 
I/tlaa: = 7J;-~ + t 

(m) N",-N",+n _(m-I + ~)(1- Da:+fI). J 
I/tlaa:.iil = Da: 2 m t DiJ) 

Sie alle sind ohne weiteres auf doppelt abgestufte Tafeln anwendbar. 
Aus der Definition der ganzjährig postnumerando zahlbaren Leibrente 

~ 

ax = 1. .... (1 + i)-t tPx 
I 

ergibt sich durch Differentiation nach i 
00 00 

dda; = - 1;t(1 + i)-t-1tPx = - .2)tvt +1 tPx 
I 

00 

= -; 1;tDx+ t = -v (Ia)x 
x I 

und damit auch 

Die Differentiation der kontinuierlichen Leibrente nach der Zinsintensität 
aber ergibt das Resultat 
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'" '" 
:6 ä",= :6 ~e-6ttP",dt=-~tvttP",dt=-(lä)"" (36) 

o o 

während sich bei wiederholter Differentiation nach (j 

o 

ergibt. Definiert man dann die Leibrente rter Ordnung bei kontinuier­
licher Zahlung durch den Ausdruck 

00 '" 

(lrä)", = 1'1, ~t"vttP",dt= D~1'1 ~t"D"'+tdt, 
o o 

dann ist diese auch durch die Relation 

~:: = (-I)'"r! (I"ä)", 

gegeben. 
Aus der Definition derselben in der Gestalt 

<Xl 

Wä)", = :, ~tre-6ttP",dt 
o 

folgt für monoton wachsendes f-l", +t wegen 

tP'" ;;:;; e- tp", 

auch 
'" 

(l'"ä)",;;:;; :, ~t"e-{P",H)t dt 
o 

und unter Beachtung der bekannten Formel aus der Theorie der r-Funk­
tion 

'" 
r(x) = \ e-att"'-ldt 

a'" J 
o 

auch 
<Xl 

(lrä)",;;:;; I 1 6 r+I \ tre-tdt 
I'.(.u",+) J 

o 
und damit 

und für r = I 
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Bezeichnet man den Integralausdruck 
00 

~ tr-l -
___ D",+ t dt = Sr D"" 
(r-x) ! 

o 

so erhält man unter Beachtung des Satzes über die Vertauschung der 
Integrationsfolge bei Doppelintegralen 

IX) (Xl 00 (;I) 00 r - I I tr - 1 I tr - 1 I 
jsrD",+sds= jj(r-x)! D",+s+t dtds = j (r-x)! dtjD",+sds= 
o 00 0 t 

'" t co 

= ID"'+tdtl sr-I ds= I~Do:+tdt=Sr+1D",. 
j j (r-x)! J r. 
o 0 0 

Hieraus aber folgt, daß allgemein 

OD '" '" 

~ :: Do:+tdt = ~ ... ~D",dxr = §+ID", 

o '" '" 
gesetzt werden kann. Es ist dann auch 

und 

tff fi", _ ( )r I sr + 1 D 0: 
~- - - Ir. --=----=-
d~r D", 

(1"-) - sr+ 1 D", a '" - . 
D", 

Es sei endlich noch die wichtige Formel hervorgehoben, welche sich 
einfach aus der Differentiation der kontinuierlichen Leibrente nach dem 
Alter x ergibt: 

~ - _~ N", _ -D",2+N",D",(,u",+~) _ - (+15)- (45) 
d a", - d D - D 2 - a", /1", I 

w a: a: a: 

und welche in Verallgemeinerung auf viel umfassendere Begriffsbildungen 
der Versicherungsmathematik zur Fundamentalformel aller einschlägigen 
Betrachtungen auszugestalten sein wird. 

Die kontinuierlich steigende Rente erster Ordnung kann auch in der 
Gestalt 

'" 
(Iä)", = ~vttP",ä"'+tdt 

o 

angesetzt werden, wie man sofort erkennt, wenn man überlegt, daß für 
jeden Zeitmoment t der Erwartungswert der jeweiligen Rentensteigerung 
zur Verfügung gestellt werden muß, dieser Wert für den Beginn der Ver­
sicherung aber durch das Argument von (46) bestimmt ist. Die Über­
führung dieses Ausdruckes in den Ausdruck (n) vollzieht sich nach Ein-
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setzen des Integralausdruckes für ä'Ht durch Vertauschung der Integra­
tionsfolge in dem Doppelintegral 

00 00 

(Iä)., = ~dt~VSsP.,dS, 
o t 
00 t 00 

= ~vttP.,dt ~dS = ~tvttP",dt. 
000 

Es sei endlich noch eine Näherungsformel für die kontinuierlich 
steigende Rente (46) angeführt, die man auf Grund der EULER-MAC 
LAURINschen Formel und unter Anwendung von (23) erhält. Es ist dann 

5., = rNHtdt ~ j;N"'H- ~ N"" 
o 0 

'" '" 
= '\"lN"'+t-~ '\"lD"'+t-~N.,+~D., ~ 2~ 2 4 

o 0 

und hieraus 
- I 
5", = S",-N., +-D", 

4 
und für den gesuchten Näherungswert 

zu erhalten. 
(Iä)", = (ja)", - a", + ~ 

4 

§ 25. Die Ablebensversicherung nach der kontinuierlichen Methode. 

Der Erwartungswert einer reinen Ablebensversicherung ist bei einem 
Beitrittsalter x für einen bestimmten Zeitmoment t durch 

vt tP'" p,"'+t dt 
und daher der Erwartungswert der lebenslänglichen Ablebensversicherung 
durch den Ausdruck 

'" 
X", = ~vttP",p,.,+tdt 

o 

gegeben. Die Konvergenz des Integrals ist hierbei durch den Umstand, 
daß das Ableben irgend wann erfolgen muß, daher durch 

sichergestellt. Unter Benutzung der diskontierten Zahlen der Lebenden 
ist auch 

00 

X~=+\D.,+tP,"'+tdt= ~"" 
'" J '" o 
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wenn jetzt die zweite diskontierte Zahl der Toten durch 
ao 

Mit = ~DIt+t,ult+t dt (So) 
o 

definiert wird. Für den Zeitraum eines Jahres wäre dann die erste dis­
kontierte Zahl der Toten mit 

I 

Cit = ~DIt+t,ult+tdt = M It -MIt +1 

o 

festzusetzen, so daß für Mit auch 

Mit = - fe-~(z+t) :t llt+t dt = _ e- 6 (z+tl llt+t 00
1

_ ~ f V"'+t1"'+t dt} 
~ 0 ~ (S2) 

=D",-~N", 

geschrieben werden kann. 
Setzt man in erster Annäherung für die Anzahl der Lebenden 

l"'+t = 1",- (1",-lz+1) t = 1", (I - t q",) 

und für die Sterbensintensität 
d", q", 

,u",+t = 1 -td- = I-tq , 
It It '" 

welch letztere Näherung für t = 1/2 mit (II, 34) übereinstimmt, so erhält 
man für die diskontierte Zahl C", den Ausdruck 

und entsprechend für die diskontierte Zahl 

Der Erwartungswert der temporären Todesfallversicherung kann nach 
den gleichen Überlegungen in einer der Formen 

n n 

A- \ t P dt I ( t dla;H dt 
In '" = )v t a;,urt+t = -I; JV ~ 

o 0 

n (SS) 
= - ~ [vtlHt- ~vqogVl"'+tdt] = 1-VflflPIt-~äz,ni 

o 
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oder mittels der diskontierten Zahlen als 

A _ M",-M..,+n 
\n ",- D.., (56) 

dargestellt werden, wobei für die M", der exakte Wert (49) oder der 
Näherungswert (54) herangezogen werden kann. Für die gemischte Ver­
sicherung wird dann ohne weiteres als Erwartungswert 

A"',n] = 1-b ä""n] I 
A -_ M..,-M..,+n+D",+n 

"',nl- D", 

und daher auch für die Ablebensversicherung 

A.., = I-bä", (58) 

erhalten. Die Formeln entsprechen formal durchaus den entsprechenden 
Formeln, wie sie im Falle der ganzjährigen Betrachtungsweise angeführt 
worden sind. 

Aus der Differentiation der temporären kontinuierlichen Rente nach 
dem Beitrittsalter x erhält man 

n <Xl 

ddx äx,n] = ddx ~ vt tP'" dt = ~ Vi (ddx tP"') dt, 
o 0 

n 

= ~ vt tP'" (p,,,, - p,..,+ t) d t = p,,,, äx,n] - InA '" 
o 

(59) 

d 
Fällt die Rente ä",mit steigendem x, dann ist fiXä", < 0 und nach (59) 

p,,,,ä,,,-A,,, < 0 

und wegen (58) auch 
_ I 

a", < fl lJJ + 6' 

eine Ungleichung, die wir bereits zu Beginn des Abschnitts unter etwas 
strengeren Voraussetzungen über den Verlauf der Sterblichkeit erhalten 
haben. 

Ersetzt man in der Relation 

A - dälJJ 
",=p,,,,a,,,-~ 
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die Leibrente durch die Ablebensversicherung 
_ I - d ä rt I d -
art = (f(I-A rt),dX = -(f--;:rxA rt , 

so ergibt sich als Differentialgleichung von Art nach dem Beitrittsalter 
d - -

--;:rxA rt = Art (flrt + b) - flrt· (60) 

Für den Differentialquotienten von M rt nach x erhält man aber auf 
Grund der Definition (50) 

00 00 

ddx M rt = ddx ~ Drt+tflrt+t dt = ~ :x (Drt+tflrt+t)dt 
o 0 (61) 

00 

= ~ :t (Drt+tfl rt+t) dt = -Drtflrt· 
o 

Zwecks numerischer Berechnung setzt man in der Regel für den 
Faktor iJb in (54) 

• I 

~ ~ (1 + if2 

und erhält damit die genäherten Ausdrücke 
I I 

Art ~ Art (1 + if2, InArt = InArt (1 + i)2, A""nj = InArt (I + if2 + nErt. (62) 

In gleicher Weise gilt dann 

wenn die nächst höhere diskontierte Zahl der Toten R rt durch 
00 

R rt = ~Mrt+tdt = Nrt-(jSrt 
o 

definiert erscheint. Für die kontinuierlich steigende lebenslängliche Ab­
lebensversicherung wird dann 

00 00 

(IA)rt= ~;;~tD"'+tflrt+tdt=- ~rt ~t :t Mrt+tdt 
o 0 

00 

= - ~.,[tM"'+t- ~M"'+t dt] 
o 

J 
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erhalten. Der zu (IH, 64) analoge Ausdruck ergibt sich aber aus 

woraus 

00 00 

ä", = ;", ~D"'+tdt = ;", [tn"'+t- ~t :t D"'+t dt ] = 

o 0 

'" 
= ;", [tD"'+t +~tD"'+t(fl"'+t + b) dt] 

~ ~. [lw,,,,,,,, dt + 61 w.+, d t] 

= (lA)", + b (lä)." 

o 

erhalten wird. 
Ist vorgesehen, daß die Todesfallsumme sofort beim Ableben bezahlt wird, 

dann bezeichnet man die laufenden ganzjährig, unterjährig oder kontinuier­
lich zahlbaren Prämien durch ein beigefügtes oo-Zeichen und erhält so 

(66) 

und ganz analoge Ausdrücke für die Prämien der Versicherung auf Ab­
und Erleben. Wegen 

A., = I -bä"" Ax,n] = I -bäx,ril 
ist für die bezüglichen kontinuierlich zahlbaren Prämien bei sofortiger 
Zahlung der Ablebenssumme durch Division durch die betreffende Rente 
auch 

zu erhalten. 
Ist aber die Zahlung der Todesfallsumme für das 

]ahresabschnitte vorgesehen, dann müßte offenbar 

A(m) = I_im) a(m) 1 
x x 

d(m) = m(I-v~) f 

(67) 

Ende der m tel 

(68) 

definiert werden, woraus sich durch Grenzübergang m ~ 00 auch wieder 

A",= I-bä", 

erhalten läßt. Man kann auch hier wieder in Analogie zu (62) von der 
Näherung 

I 

A~) ~ A", (I + i)-2m 
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Gebrauch machen und damit 
I I 

A~m) ~ A., (r + i)-'-m 

erhalten. Für die hierher gehörenden m teljährig zahlbaren laufenden 
Prämien wird dann 

p(m) = _I __ d(m) 
x (m) (70 ) 

a., 

erhalten. Nach dieser Festsetzung wäre also bei Ableben das versicherte 
Kapital am Ende des J ahres-m tels, in welchem das Ableben erfolgt ist, 
fällig, und die Prämienzahlung würde mit diesem Termin aufhören. In 
der Praxis ist sehr häufig eine andere Festsetzung anzutreffen, nach 
welcher die Prämien zwar m teljährig bezahlt werden, jedoch die pro rata­
Prämien stets bis zum Ende des Versicherungsjahres, in welchem das 
Ableben erfolgt ist, eingehoben werden. Man bezeichnet dann diese 
Prämien als Ratenprämien p[ml. Für ihre Berechnung gilt auf Grund der 
Zinstheorie 

m-I m-I 

p = ~p[ml '\"'v~ ~ ~p[ml \--'(r-~d) = p[m1 (r- m-I d) 
., m x.L..J m x.L..J m x 2m 

und damit 
o 0 

p[m1= P., 
x - m-I 

I---d 
2m 

(7r ) 

Natürlich ist bei echter unterjähriger Zahlung die Herstellung der 
numerischen Berechnungen wieder durch die Anfertigung der ent­
sprechenden Kommutationswerte zu erleichtern. Man wird dann mangels 
der entsprechenden exakten Werte der l"'+tlm wieder von linearer Inter­
polation Gebrauch machen und nach Erhalt der diskontierten Zahlen 
der Lebenden D(m) auf Grund von x+tlm 

d.,+t/m = l.,+t/m- l"'+(t+l)/m 

auch die diskontierten Zahlen der Toten 

zu berechnen haben. Damit würde sich z. B. 

A(m~ = _~ (M(m) _M(m) + D ) 
x,nl D., '" .,+n "'+n 

ergeben. Im allgemeinen aber wird man mit den Näherungsformeln auf 
Grund der ganzjährigen Berechnung das Auslangen finden. 
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Es sei noch erwähnt, daß für die kontinuierlich steigende Ablebens­
versicherung auch von dem Ansatz 

co 

(lA)" = ~ vt tp"A,,+t dt 
o 

ausgegangen werden kann, der sich durch Einsetzen des Wertes von 

A" +t überführen läßt in 
00 00 

(lA)" = ~ dt ~ VS sP"t-t,,+sds 
o t 

00 t 00 

= ~ vt tP" t-t,,+ t ~ d s = ) t vt tP" t-t,,+ t d t, 
o 0 0 

demnach in den unter (64) mitgeteilten Ausdruck. Die Richtigkeit des 
Ansatzes ist ohne weiteres zu überblicken. 

Endlich sind noch eine Reihe von Differentialquotienten von Ver­
sicherungswerten für den späteren Gebrauch von Nutzen und seien daher 
im folgenden angeführt. 

Aus der Differentiation des Erwartungswertes der Ablebensver­
sicherung nach dem Zins i erhält man 

o 

(lA)" = - (I + i) d~". 
Hingegen erhält man für 

"" 
dA" _ d. \ -~t P dt - (lA) . 7:6 - tf(5Je t "t-t,,+t - - ". 

o 

Für die kontinuierlich steigende Rente erhält man 

~(Iä) =_~S" = -D"N:ll+D:ll(P,,+t5)S:ll1 
dx :ll dx D" D,,2 

= (lä)" (t-t" + !5) - ä". 

(72 ) 

Unter der Annahme, daß (Iä)" eine mit x abnehmende Funktion ist, 
wäre djdx (lä)" < 0 und daher 

(Iä)" < fixa; t5 (75) 

und im Hinblick auf die Ungleichung für ä x auch 

Berger, Lebensversicherung. 7 
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sonach wieder das Resultat (41), jedoch aus engeren Voraussetzungen 
hinsichtlich des Verlaufes der Sterblichkeit gewonnen. 

Die Differentiation von A", nach x gibt 
d - - d 

D -M -M-D 
~A _~ M", _ '" dx '" '" dx '" 
dx '" - dx D", - D",2 

_D",2 t-t",+M",D", (t-t",+15) A ( )I) 
D 2 = '" {l", + U - {l"" 

'" 
sonach das auf anderem Wege erhaltene Resultat (60). Aus dieser 
Gleichung folgt auch, daß, wenn ä", mit x abnehmend ist, also 1 - <5 ä(JJ 

mit x zunimmt und :x A", > 0 ist, 

- t-t", 
A", > t-t",+(5' (76) 

Für die temporäre Ablebensversicherung aber erhält man 

d x In '" - a; ---n;,- (77) 
d A _ d M",-M",+n ) 

= InA", ({l", + <5)-{l", + D;;+n {l",+n' 

'" während sich für die gemischte Versicherung 
d- d -

a;Ax,nj = dx (1 - <5 äx,nj) = <5 (InA ",- {lx äx,nj) (78) 

ergibt. Endlich sei die Relation 

dx '" dx D", D",2 (79) 
~ (jA) = ~ R", = -D",M",+D",(t-t",+15)~ 1 

= ({l", + <5) (IA)",-A", 

erwähnt, aus welcher sich unter der Annahme 
d -

a;(IA)", > 0 

und im Hinblick auf (76) auch 

1
- A t-t", 

(A)", > t-t", -+- b > --;-(t-t-"'-'--+-=----.:b)-;;-2 (80) 

erhalten läßt. 

§ 26. Die vollständige Leibrente. 

Unter einer vollständigen Leibrente versteht man eine im nachhinein 
ganzjährig oder mteljährig zahlbare Leibrente, bei welcher überdies vom 
Termin der letzten Rentenzahlung bis zum Todestag eine entsprechende 
pro rata-Zahlung vorgesehen ist. Der Betrag dieser Zahlung steigt dem­
nach bei m teljähriger Zahlung entsprechend der vom letzten Zahlungs-
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termin bis zum Todestag abgelaufenen Zeit linear vom Betrage Null bis 
zu dem Betrag einer vollen Rentenrate an, um dann nach Zahlung der 
nächsten Rentenrate wieder auf Null abzusinken. Es handelt sich dem­
nach bei dieser Schlußzahlung um eine linear steigende und stets wieder 
an den Fälligkeitsterminen auf Null absinkende Todesfallversicherung, 
deren Erwartungswert zum Erwartungswert der Leibrente hinzutritt. 
Man erhält den Erwartungswert dieser Todesfallversicherung als Differenz 
der Todesfallversicherung 

und der Todesfallversicherung 
ao 

so daß sich der Erwartungswert der vollständigen Leibrente bei m tel­
jähriger Zahlung durch die Formel 

olm) (m) I {f - I ~ - } 
a lll =alll + Dill ~MIIl+tdt-m"'1MIIl+tlm (81) 

darstellen läßt. Unter Verwendung der EULER-MAcLAURINSchen Formel 

ao ao 

~/(t)dt= ~Z/(~)+ 2:n/(o)+ 12:na [ddt I (t)] + ... 
o I 0 

In der Praxis setzt man in der Regel 

alm) = alm) + _1_ A 
III III 2m III 

und damit 

ä(m) = alll + m-I + _1_ AIIl (I + ifi-~ arIJ + m-I + 2 1m AIIl} 
III 2m 2m 2m 

o I A alll~ alll +- 1Il' 
2 

7* 
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Weil 

kann statt (81) auch gesetzt werden 

o(m) _ I f I ~ - ? - } 
aOl - DOl Ym-7-' (DOl+t/m-MOl-t-t/m) + ~MOl-t-tdt, (84) 

und im Hinblick auf 

~ ~/(~) = f/(t) dt __ I 1(0) __ 1_[~ 1 (t)] - ••• 
m ~ m J 2 m 12 m2 d t 0 

I 0 

erhält man 

_ I.i_ + <5 =a ---ua --'" 2m Ol 12 m2 • 

Hierbei ist 
I - -

D(DOl-MOl) = I-AOl=~äOl' 
'" 
d - d 

(f; (Dc-,-MOl) = POl DOl + DOl dx logDOl = - ~DOl 

zu berücksichtigen. Es ergibt sich sonach aus (85) 

Dies ist auch aus 

zu erhalten. 

o (m) _ ( <5.) <5 a - a 1--- -_.-
Ol - Ol 2m + 12m2 

~ (aOl + :)(1- 2:) 
aOl ~ (aOl +:)(1- ~) 

o(m) = a + m-I + _I_ A 
a", '" 2 m 2 m "" 

I -
~äOl---(I-A",), 

2m 

=ä",(I- 2:) 

(86) 
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Für die temporäre vollständige Rente wäre zu setzen 

o(m) o(m) D",+n o(m) 
a -=a ---a x,nl x D", x+n 

=(a +m-~ _I_A)_D",+n(a m-I _I_ A ) 
- '" 2m +2m '" D", ",+n+ 2m +2m ",+n 

~ _ m- I ( D",+n) + I A 
=ax,nl + 2m I---n;- 2m In '" 

oder auch 

A- ·0 

'" ~ I-za", (89) 
zu beachten, welche aus 

A- s - t5 0 ~ s ( + t5 + t5 2 + ) 0 • 0 ",=I-ua",~I---t5a",=I-U I 2" 4 ... a",~I-~aQl 
1--

2 

erhalten wird. 
Wenn festgesetzt wird, daß die Leibrente unbedingt so lange bezahlt 

werden soll, bis die ausgezahlten Rentenbeträge den Betrag der für die 
Rente geleisteten Einlage R' erreichen, dann ist der Nettobarwert der 
Einlage durch 

R _ (m) + D",+B' o(m) 
- aB'1 -D--ax+B' 

'" 
zu erhalten. Die numerische Lösung muß durch Versuche gefunden werden. 

§ 27. Einige Ungleichungen. 

Zahlreiche wichtige Ungleichungen zwischen verschiedenen Versiche­
rungswerten ergeben. sich als Spezialfälle einer sehr allgemeinen Rela­
tion, auf deren Nützlichkeit zuerst J. F. STEFFENSEN verwiesen hat. 

Es seien f (t) und (/J (t) zwei positive und nicht zunehmende Funktionen 
und g (t) eine positive Funktion. Dann gilt für (X ~ ß ~ ß die Ungleichung 

p p 
~lP (v) t (v) g (v) ~ t (v) g (v) 

'" p ;;:;; _IX-cpo--__ (90 ) 

~lP (v) g (v) ~ g (v) 
IX 

Denn beide Seiten von (90) sind aufzufassen als gewogene Mittel der 
Funktion f (v), aber auf der linken Seite sind größeren Werten von f (v) 
größere Gewichte zugeteilt als rechts, wobei die links nicht vorkommenden 
Werte f (ß + I), f (ß + 2), "', f (ß) als mit unendlich kleinen Gewichten 
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behaftet angesehen werden können. Das Gleichheitszeichen wird in (go) 
nur für gewisse Grenzfälle in Betracht kommen, z. B. wenn tP (v) konstant 
ist und ft = ß, oder wenn f (v) konstant ist. Unter den gleichen Voraus­
setzungen für die im Argument stehenden Funktionen f (t), rfj (t) und g (t) 
und für a ~ T < b gilt auch die Relation 

T b 

I4> (tl t (tl g (tl d t jt (tl g (tl dt 
a 

~ 
a (gI) 

T b 

)4> (tl g (tl dt Ig (tl dt 
a a 

wie man ganz unmittelbar, wie bei (go), einsieht oder durch Vollziehung 
des Grenzüberganges erkennt. 

Zum Zwecke eines rein arithmetischen Beweises von (go) hätte man 
tP(f1 + I), tP(f1+ 2), ... , tP (ß) als Null anzunehmen und die Summation für 
beliebiges ;x und ß zu vollziehen. Es wäre dann zu zeigen, daß die Differenz 

ß ß ß ß 
2: tP(v) f (v) g(v) .2: g(v) - 2: tP (v) g(v) .2: f (v) g (v) 
'" IX IX '" 

nicht negativ sein kann. Nach Ausführung der Multiplikationen erhält 
man Glieder der Gestalt 

tP(n) f(n) g(n). g(m) -tP(n) g(n) . f(m) g(m), 

welche für n = m verschwinden. Für n =1= m kann aber n < m an­
genommen werden, und durch Zusammenfassung je zweier Glieder für 
n und m und für mund n erhält man 

tP(n) f(n) g(n) . g(m) + tP(m) f(m) g(m) . g(n), 
- tP(n) g(n) . f (m) g (m) - tP (m) g(m) . f (n) g(n), 

ein Ausdruck, der aber auch 

g(n) g(m) [f(n) - f(m)] [tP(n) -tP(m)] 

geschrieben werden kann. Für n < m kann dieser aber unter den über 
f (v) und tP (v) gemachten Voraussetzungen nicht negativ sein, womit der 
Beweis erbracht ist. 

Als spezieller Fall der Ungleichungen (go) und (gI) ergeben sich für 
g (v) = I, ft = ß bzw. g (t) = I, T = b die beiden Relationen 

ß ß ß 

ZtP(v)f(v) ~ ß_:+1ZtP (V) ·Zf(v) 
IX IX IX 

b b b 

~ tP (t) f (t) d t ~ b I a ~ tP (t) d t. ~ f (t) d t, 

(g2) 

a a a 

die unter dem Namen der TCHEBycHEFFschen Ungleichungen bekannt sind. 
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Durch Verfügung über die Funktionen f (t), tP (t) und g (t) erhält man 
aus den angeführten Ungleichungen eine Reihe von für die Versicherungs­
mathematik interessanten und nützlichen Relationen. Wir führen zu­
nächst nur die folgenden an: Aus (91) folgt für f (t) = br - tr und unter 
der Annahme r > 0 und 0 ~ a ~ b die Ungleichung 

b T 

I tr g(t) dt I tr g(t) W(t) dt 
a ~ a 

b T 

\ g (t) d t I g(t) W(t) dt 
" a a 

aus welcher wieder für 

a = 0, b = 00, l' = 00, r = I, g(t) = -1' x+t 

erhalten wird: 

oder 

00 00 

) t1'x+t dt I t1'x+tW(t)dt 

_o _______ ~-o----------
00 00 

I1'x+t dt I1'x+tW(t)dt 
o 0 

"" I tp,x+t 1x+tW(t) dt 
_ > 0 ex = -""-------------

I p'x+t 1x+t W(t) d t 
o 

Setzt man hier tP (t) = vt , so ergibt sich 

ez ~ (IA)z. 
A z 

(93) 

Wird aber angenommen, daß flz + t für t > 0 nicht abnimmt und setzt 
man tP (t) = I/flz +/, so ergibt sich 

"" 
~t1z+tdt 

ez 2: -0-""-----

I 1z+t d t 
o 

und auch 
"" 
) x 1x d x 

x + e", ~ _z_", __ 

) 1x dx 
x 
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Durch Verwendung der speziellen Werte a = 0, b = 00, T = 00 

g (t) = -D' a:+t, (/J (t) = 1 15 
Ila:+t + 

erhält man aus (91) 
'" 00 

~. tr Da:+t dt ~ räa: 1 tr-1Da:Hdt 
o 0 

oder, wenn die Leibrente r + I ter Ordnung wieder durch 

definiert wird, auch 

ao 

Wä)a: = +-D \ t'"Da:+t dt 
I. ~) 

o 

(j'"ä)a: ~ äa:. (j'"-lä)a:' (97) 
Die wiederholte Anwendung von (97) aber ergibt die Ungleichung 

{j'"ä)a: :::;; äa:r+l. (98) 

Da im besonderen unter der wiederholt gemachten Annahme über den 
Verlauf der f-la:+t auch 

ä < __ l_ 

a: = Ilrx: + 15' 

so gilt für r = I auch die Ungleichung 

(1 -) < - 2 ......... 1 
a a: = aa: ~ (Ila: + 15)2' (99) 

Es sei noch bemerkt, daß STEFFENSEN auch gezeigt hat, daß für die 
Gültigkeit der angeführten Ungleichungen an Stelle der über den Verlauf 
der f-la: gemachten Voraussetzung auch mit der schwächeren Annahme 

ea: ;;;;; ea:+t bzw. äa:;;;;; äa:+ t (t > 0) (IOO) 
das Auslangen gefunden werden kann. Wir werden an späterer Stelle 
noch auf die Relationen (90) und (91) zurückzukommen haben. 

Es ist aber zu bemerken, daß der Inhalt der genannten Ungleichungen 
keineswegs tief liegt und auch unter der schwächeren Annahme (IOO) 
z. B. die erste Relation (99) durch folgende ganz einfache Überlegung 
erhalten werden kann. 

Durch 
Äa: = I-{)äa: 

und 

(IP)a: = U~a: = ~[äa:-{)(Iä)a:] = I-{) (!~)a: 
aa: aa: aa: 

ist die Einmalprämie für die reine Ablebensversicherung und die gleich­
bleibende laufende Prämie für die steigende Ablebensversicherung de­
finiert. Unter der Annahme 

äa: ;;;;; äa:+t oder Aa:+t;;;;; Aa: (t > 0) 
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muß aber 

(IP)",;;;;; .1", 
sein. Denn wenn aus der laufenden Prämie (I P)!); die beständig steigenden 

Einmalprämien A 1H t bestritten werden sollen, so muß offenbar die 

Prämie (11)),,, einen Mittelwert der .1"'+t entsprechen, der zufolge der 

über die Aa:+t gemachten Voraussetzung {lP}",;;;;; A '" sein muß. Damit 

folgt aber auch schon aus den definierenden Relationen für .1", und (I P) '" 
die Ungleichung 

Jitll~ ::::;; ä oder (Iä) ::::;; ä 2 
tim - :ll 00 - 00 

und damit (99). Die stärkere Bedingung ,u"'H ;;;;;,u", ist also für die Geltung 
der ersten Ungleichung (99) hinreichend, aber keineswegs notwendig. 
Diese genügt aber schon zum Beweis der Behauptung, daß die laufende 

Prämie P '" der Ablebensversicherung mit wachsendem Zins abnimmt. 
Denn man erhält aus 

- 1 
P"'=-_--<5, 

a", 

daß die Ableitung von P '" nach <5 

~ P = ~ (_1 _ <5) = (Iä",~ _ r (ror) 
d ö '" d ö ä", ä~2 

unter Geltung von (roo) negativ sein muß, woraus die Behauptung folgt. 

§ 28. Das Zinsfußproblem bei der Leibrente. 

Die exakte Berechnung der Leibrente zu einem bestimmten Zinsfuß 
für eine gegebene Absterbeordnung setzt voraus, daß die betreffenden 
Kommutationswerte D", und N ~ zur Verfügung stehen. Ist dies nicht 
der Fall, wohl aber die betreffenden Werte für andere Zinssätze zur Ver­
fügung, so wird in der Regel von einem geeigneten Interpolationsver­
fahren Gebrauch zu machen sein. Es gibt aber eine ganze Reihe von 
Formeln, welche den gesuchten Wert in der Regel unter Verwendung 
einer TAYLOR-Entwicklung aus einem gegebenen Wert mit genügender 
Genauigkeit zu berechnen gestatten. Man kann zur Erzielung einer 
solchen Darstellung so verfahren. 

Es sei für eine Zinsintensität !5 die postnumerando ganzjährig zahlbare 
Leibrente 

Für eine Zinsintensität <5 + A ist dann die entsprechende Rente a~' durch 

, _ + d a~ ,I + 1 d 2 a", ,12 + 
a~ - a", Ii:b LJ 2TdFLJ ... , (r02) 
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und wegen 
~ 00 z ai: = (- ry Ztr tPre c- 6t = (- r)r "l)r D;;+.L 

I I re 

kann auch 

are' = a" -ß 1; t D;;:t + ~; .f t2 D~:t - ••. 
I I 

( r03) 

( 
.i;tDre+t .i;t2 Dre+t) 

I Ll2 I 
= are r-ß ----- + -, -----... 

N re +1 2. N re +1 

geschrieben werden. Nach einem von LINDELÖF angewendeten Verfahren 
zur Verbesserung der Reihenkonvergenz wird nun 

z = IX ~ LI' ß = cx (z + Z2 + ... ) = I IXZ Z; (cx > 0) 

gesetzt, und man erhält so für die Rente 

Bestimmt man jetzt die Größe cx so, daß der Faktor von Z2 in der Reihen­
entwicklung verschwindet und werden die höheren Glieder vernachlässigt, 
so ergibt sich 

und wenn wieder 

substituiert wird 

"" 

LI 
Z= IX+LI 

00 

~tDre+t 
_1-= __ • LI 

N re + 1 are' = are - are -----'''''''--'--'''----

1+ 
~t2Dre+t 

I .LI 
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eine Formel, welche unter Beachtung der Relation 

auch 

(105) 

1+ 
2 S"'+1 

geschrieben werden kann. Dies ist die gesuchte Näherungsformel für a",'. 
Man kann nun überdies den vorkommenden Faktor in (105) 

LI 

'" '" 
1 + IS"'+t + IS"'+1+t 

I I • LI 
2 S"'+1 

'" 
IS"'+t 

1 1 I 

Lf-z+ s"'+1 
schreiben und von der leicht zu erweisenden Näherung 

1 1 

hV=Lf-z 
Gebrauch machen, wobei i + h = () + ,,1 gesetzt wird. Damit ist (105) 
in die Formel von K. POUKKA 

(106) 

IS"'+t 
1+ I .h.v 

S"'+1 
überführt. 
In der Arbeit von POUKKA wird auch noch auf die Tatsache hingewiesen, 
daß für eine große Reihe von Sterbetafeln mit praktisch genügender An­
näherung 

OD 

IS"'+t 
I = 0,84 S"'+1 
S"'+1 N"'+1 

gesetzt werden kann, so daß sich die Formel (106) noch weiter in 

(107) 

vereinfacht. 
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§ 29. Eine allgemeine Relation zwischen Todesfallversicherung und 
Leibrente. 

Um die wiederholt benutzten Relationen zwischen den Erwartungs­
werten der Todesfallversicherung und der Leibrente möglichst zu ver­
allgemeinern, legen wir jetzt den Betrachtungen eine Versicherung auf 
Ab- und Erleben des Beitrittsalters x und der Versicherungsdauer n zu­
grunde. Die laufende Zeitvariable sei bei Anwendung der kontinuier­
lichen Methode wieder t und die vom Zeitpunkte t der Zahlung abhängigen 
Zahlungen für den Versicherungsfall seien mit At bezeichnet. Die Prämien-
zahlung erfolge nach Maßgabe einer Funktion Pt> so daß Pt dt die dem 
Zeitpunkte t entsprechende Prämienzahlung bedeutet. Die für die 
Kapitals- bzw. Rentenzahlung in Betracht kommenden Auszahlungs­
beträge sollen stets in Klammem { } beigefügt werden. Es bedeutet sonach 

Ax,n] {At} bzw. t1x,7i/ {rt} 

den Erwartungswert einer Versicherung auf Ab- und Erleben auf die 
Beträge At im Ablebensfalle undA n im Erlebensfalle, bzw. den Erwartungs­
wert einer temporären Leibrente auf die Beträge r t , alles nach der konti­
nuierlichen Methode. Es ist sonach 

und 

A x,7i/{A t } = InA", {At} +nE",.An } 

=_~( dl",+t e-dtAtdt+ l"'+-.!!...e-dnA n 
~) dt ~ 

o 

n 

- -{ } _ I 11 -dt dt ax,n! rt - T;) x+t e rt . 
o 

Setzt man in der letzteren Formel 
n 

1 1 dl",+s d 1 
"'+t=-)~ s+ ",+n 

t 

(lOS) 

(1°9) 

und vertauscht in dem sich so ergebenden Doppelintegral die Integrations­
folge, so erhält man 

<i,.!ir,} ~ - ,: i'-""dt[i d~:, d'-l ... ] d, 

n t n 

= __ 1_ \ d l",+t dt \ e-d8rs ds + ~j--.!!... \ e-dtrtdt 
1",) d t) 1", ) 

o 0 0 

n 
I ~ d 1",+t -__ { } dt 1",+n -_ { } = -/- dTat! rs + -T-an! rt , 
'" '" o 
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wobei ät) {r.} den Barwert der kontinuierlich zahlbaren Zeitrente auf die 
Beträge r. für die Dauer t bedeutet. Diese Relation kann auch 

äx,n] {rt} = InA",{e<lt äTdr.}} + nE",eßnän] h} 
oder 

(no) 

geschrieben werden. Die Formel besagt, daß der Erwartungswert der 
Rente auf die Beträge r t gleichkommt dem Werte einer Ab- und Er­
lebensversicherung auf die bis zum Ablebens- bzw. Erlebenstermin auf­
gezinsten Beträge aller bis zu diesen Terminen fällig gewesener rt • Das 
ist auch ohne jede Rechnung einzusehen. Es entspricht der Festsetzung, 
daß bei einer temporären Rente die Rentenzahlungen nicht fortlaufend 
bei Erleben der Termine zu erfolgen haben, sondern jeweils mit Zins und 
Zinseszins am Todestag bzw. am Ablaufstermin der Rente nachzu­
zahlen sind. 

Anderseits erhält man durch Produktintegration 

n 

A {A} = -~ \ dl",+t e-dtA dt 
In '" t Irr: J d t t 

o 
n n 

= - lrr:+t e-dt At I + ~ \ 1rr:+t e-dt (!.At - ÖAt) dt 
1", I", J d t 

o 0 

(rn) 

Die Relation (rn) ist die Umkehrung von (no). Denn setzt man in der 
letzteren 

und beachtet 
t t 

~e-"8r.dS = äTdr.} = ~e-"8( dd~8 -~As) ds = e-ßtAt-Ao, 
o 0 

so erhält man 

äx,n] { dd~t - ~At} = Ax,n] {e"t (e- dt At -Ao)} 

= Ax,n] {At} - Ao Ax,n] {edt} 

= A""nl {At} - A o· 
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Für At = I bzw. At = t erhält man aber aus (nr) die wohlbekannten 
Beziehungen 

A x,1il = I - ~äx,1il 

A x,1il {t} = äx,1il - ~äx,1il {t}. 
wobei jetzt Ax,n {t} und äx,1il {t} die abgekürzte Todesfallversicherung 
und die temporäre Rente auf die steigenden Beträge bedeuten. 

Auf Grund von (nr) läßt sich auch leicht die Frage entscheiden, 
welche Bedingungen die At erfüllen müssen, damit zwischen der Todesfall­
versicherung und der Rente, wenn beide auf dieselben Beträge lauten. 
eine lineare Relation besteht. Es müßte dann gelten: 

Ax,1il {At} = Ao + äx,1il {dd~t - ~ At} = .x + fJ äx.ndAt}, 

wo .x und fJ zwei Konstanten bedeuten. Hieraus aber folgt 

Ao-.x + äx,1il{ dd~t -~At-fJAt} = 0 

für jeden Wert von x und n und daher 

dd~t = (<5 + fJ) At 
oder 

At = C e{6+:ß). 

Die At müßten daher durch die Exponentialfunktion definiert sein in 
Übereinstimmung mit einem auf anderem Wege erhaltenen Resultat von 
U. BROGGI. 

Wird aber nach den Bedingungen für die At gefragt, welche erfüllt 
sein müssen, wenn der Erwartungswert der gemischten Versicherung auf 
die Beträge At unabhängig von x und n sein soll, dann folgt aus (nr) 

A x,1il {At} = Ao + äx,1il { dd~t - <5A t} = C 

und damit 

A C dAt = .IlA A C ..IIt o =, d tUt, t = t;-. 

Die Beträge At sind daher aus C durch Aufzinsung zu erhalten. 
Im Falle der lebenslänglichen Leibrente folgt aus (no) 

äx = .Ix {e6t ätJ} 

und für ~ = 0 das bekannte Resultat 
«> 00 «> 

e", = \ l~+t dt = - +- \ d~t . tdt = \ ttP",ß"'+t dt . 
.J ~ z j J 
o 0 0 

Verläßt man die kontinuierliche Methode und betrachtet bei ganz­
jähriger Verzinsung und Prämienzahlung die versicherten Beträge am 
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Ende der Jahre, die Rentenbeträge am Anfang der Jahre zahlbar, dann 
lauten die (IIO) und (III) entsprechenden Relationen 

ax,n] h} = Ax,n] {vk akj h}} (IIZ) 
und 

Man erweist die Richtigkeit derselben aus den zwischen den diskontierten 
Zahlen der Lebenden und Toten bestehenden Relationen 

CIIJ = v DIIJ-DIIJ+1• 

Es ist dann 
n 

A - {A } = '\" A C",+k-l + A D IIJ +n 
""ni k ~ k D n D 

I IIJ IIJ 
n n 

= '\" Akv D IIJ + k- 1 _ '\" A k D IIJ + k + An DIIJ-±.!I... 
~ D", ~ DIIJ D", 

I I 

n n 
= _ (I-V) '\" A k DIIJ+k-l + '\" A k DIIJ+k-1-DIIJ+k + A D IIJ +,. 

~ DIIJ ~ DIIJ n DIIJ 
I I 

n 

= -dallJ,ndAk} + Ao + ID"';;k~(Ak-Ak_l) 
I IIJ 

=Ao + allJ,tij {LJ A k - dAk} (LJ A k = Ak-Ak- 1). 

Anderseits gilt für jedes n 
I 

r=V-' 

wie man durch Einsetzen der Ausdrücke für die C IIJ erweist. Demnach gilt 
n 

{} '\" D IIJ + k- 1 
a""n] rk = ~ D rk 

I '" 

= ~1IJ[rl(ClIJr+CIIJ+1r2+ ••• +ClIJ+n_lrn+DlIJ+nrn) 

+r2(CIIJ+1r+ •.• + CIIJ+n_lrn-x+DIIJ+,.yn-I) 

+ '" 
+ r n (CIIJ+n-1r + DIIJ+nr)] 

= A""nj{rtrk + r 2 r k - 1 + ... +rn.r} 

= AIIJ,n] {v- k an {rz}}. 

Vom mathematischen Standpunkt aus handelt es sich beim Nachweis der 
Gleichwertigkeit von Ausdrücken wie rechts und links in (IIO) oder (III) 
immer nur um die Vertauschung der Integrationsfolge. Vom versicherungs­
mathematischen Standpunkt aus um die Gleichwertigkeit von Zahlungen, 
die unter verschiedenen Voraussetzungen hinsichtlich des Termins der 
Zahlungen, aber unter den gleichen Voraussetzungen hinsichtlich der Be­
dingungen für die Zahlungen geleistet werden. 
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v. Prämienreserve (Deckungskapital). 

§ 30. Begriffe und elementare Entwicklungen. 

Die Beitragsleistung des Versicherten für die einzelnen Versicherungs­
jahre und die Gegenleistung des Versicherers in diesen Jahren sind nach 
unseren bisherigen überlegungen nur auf Grund des Äquivalenzprinzips 
aufeinander abgestimmt. Nach diesem muß für den Beginn der Ver­
sicherung der Erwartungswert der Versicherungsbeiträge dem Erwartungs­
wert aller Leistungen des Versicherers gleichkommen. über die Höhe 
der Beiträge im einzelnen folgt aus dem genannten Prinzip noch nichts. 
Die Beitragsleistung kann in Form der Einmalprämie erfolgen oder sonst­
wie über die Versicherungsdauer verteilt sein, und es ist auch noch gar 
nichts darüber ausgesagt, ob in letzterem Falle - stets natürlich unter 
Geltung des Äquivalenzprinzips - jede beliebige Verteilung als zulässig 
angesehen werden kann. Ganz eindeutig ist die Sachlage nur dann, wenn 
die Beitragsleistung für jedes Versicherungsjahr gerade so hoch ist, als 
der voraussichtlichen Gegenleistung des Versicherers für dieses Jahr ent­
spricht. In diesem Falle muß also das Äquivalenzprinzip für jedes Jahr 
in Geltung sein, nicht nur für die ganze Versicherungsdauer, und man 
spricht dann von einer natürlic~n Beitragsleistung oder einer natürlichen 
Prämie. Zu . einer Rücklagenbildung aus den Prämien kann es in diesem 
Falle nicht kommen, weil stets der als Prämie zu Beginn der Jahre zur 
Verfügung gestellte Betrag am Ende des Jahres durch die erwartete 
Gegenleistung des Versicherers verbraucht erscheint. 

In allen anderen Fällen wird aber dieser Verbrauch der jeweiligen 
Beitragsleistung nicht entsprechen. Es wird vielmehr der jeweils nicht 
verbrauchte Teil der Beiträge zur Deckung des späteren Bedarfes in 
Form einer technischen Rücklage zurückgestellt werden müssen. Man 
nennt diese Rücklage Prämienreserve oder Deckungskapital. 

Zur Bestimmung der Höhe dieser Rücklage ist es erforderlich, von 
einem Prinzip Gebrauch zu machen, welches die Höhe der Prämien­
reserve für jeden innerhalb der Versicherungsdauer liegenden Zeitpunkt 
eindeutig zu definieren gestattet. Wir werden im Laufe unserer Be­
trachtungen erkennen, daß dieses Prinzip in sehr verschiedener Art zum 
Ausdruck gebracht werden kann. Fürs erste wollen wir uns hierbei an 
das für den Beginn der Versicherung zum Ausdruck gebrachte Äquivalenz­
prinzip halten und dieses nunmehr als für jeden innerhalb der Versiche­
rungsdauer liegenden Zeitpunkt in Geltung befindlich ansehen. Wir 
setzten also fest, daß stets der Erwartungswert der für die restliche Ver­
sicherungsdauer in Betracht kommenden Leistungen des Versicherers dem 
Erwartungswert der Beitragsleistung des Versicherten für die restliche 
Versicherungsdauer zuzüglich der vorhandenen Prämienreserve gleich­
kommen soll. Für einen bestimmten Zeitpunkt innerhalb der Versiche-
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rungsdauer ist daher die Prämienreserve stets gleich der Differenz der 
Erwartungswerte von Leistung des Versicherers und Gegenleistung des 
Versicherten für die ganze restliche Versicherungsdauer. Da zur Be­
rechnung dieser Erwartungswerte die angewendeten Rechnungsgrund­
lagen von Bedeutung sind, ist auch die Höhe der Prämienreserve von 
diesen Grundlagen abhängig. Sie beruht daher geradeso wie die Be­
rechnung der Prämien auf einer Schätzung des Verlaufes der in der Zu­
kunft liegenden beiderseitigen Zahlungen, so daß der Prämienreserve ein 
durchaus prospektiver Charakter beigelegt werden muß. Hierüber dürfen 
andere Definitionen der Prämienreserve nicht hinwegtäuschen, da es sich 
dann nur um rein formale Umformungen mathematischer Ausdrücke, 
nicht aber um neue Begriffsbildungen handelt. Die Wichtigkeit der 
Prämienreserve als des zentralen Begriffes der Versicherungsmathematik 
für Theorie und Praxis läßt es begreiflich erscheinen, daß hier die Me­
thoden der Berechnung und damit der mathematische Formelapparat 
überaus ausgebildet worden ist. An dem prospektiven Charakter des Be­
griffes ist aber stets festzuhalten, auch dann, wenn ihn, was sehr häufig 
der Fall ist, die betreffenden mathematischen Ausdrücke unmittelbar 
nicht erkennen lassen. Als Erwartungswert hat die Prämienreserve 
natürlich ganz den Charakter eines Durchschnittswertes. Für die einzelne 
Versicherung ist der Begriff ganz sinnlos. Wüßte man über den Verlauf 
einer Versicherung genau Bescheid, dann könnte im Einzelfall von einer 
tatsächlichen Reserve gesprochen werden, welche einfach als Barwert der 
Leistungen weniger dem Barwert der Gegenleistungen zu den bekannten 
Terminen bestimmt werden müßte. Die Prämienreserve wäre dann, wie 
wir an späterer Stelle sehen werden, als Erwartungswert dieser tatsäch­
lichen Reserven aufzufassen. 

Um zunächst den Begriff der Prämienreserve an ganz elementare Be­
trachtungen anzuschließen, seien die Zahlungen für den Erlebensfall 
mit eo, el , •.• , die Zahlungen für den Ablebensfall mit co, cl> ... und die 
Prämienzahlungen mit PI' P 2, ••• festgesetzt. Wir nehmen dabei an, 
daß die Todesfallzahlungen am Ende der Versicherungsjahre, die anderen 
Zahlungen am Anfange derselben zu erfolgen haben. Der gesamte An­
spruchswert für den Beginn der Versicherung ist dann 

und der Erwartungswert der Versicherungsbeiträge für denselben Termin 

(2) 

Nach dem Äquivalenzprinzip ist sonach 

U=B. 
Berger, Lebensversicherung. 



Prämienreserve (Deckungskapital). 

Für einen späteren Termin t innerhalb der Versicherungsdauer, wobei t 
als ganzzahlig vorausgesetzt wird, ist der Erwartungswert der Ver­
sicherungsleistung 

U(t) = -i-(etDre+t + eHIDre+t+l + ... + ctCre +t + CHI Cre+t+l+"') (3) 
re+t 

und der Erwartungswert der Beiträge, beide genommen für die restliche 
Dauer der Versicherung, 

I 
B(t) = --n-- (Pt D re+t + P H 1 D re+t+ I + ... ). (4) 

",+t 

Von einer Berücksichtigung der Unkosten bei Berechnung der Prämien­
reserve sei zunächst abgesehen, so daß stets die Nettoleistung den Netto­
beiträgen gegenüberzustellen ist. Wir definieren dann als Prämienreserve 
(Nettoreserve) tV die Differenz 

tV = U(t) - B(t). 

Sie ist also jener Betrag, den die Gesellschaft zum Termin t besitzen muß, 
um ihren Verpflich.tungen hinsichtlich der reinen Versicherungsleistung 
für die restliche Versicherungsdauer nachkommen zu können. Im Hin­
blick auf (1) können wir aber auch schreiben: 

tV D x + t = 
= [eoD", + eID'HI + ... J - [eoD", + eID"'+l + ... + et-ID",+t-IJ + 
+ [coC", + cICre+l + ... J - [coC", + CIC"'+I + ... + ct-ICre+t-IJ-
- [PoD re + P1D"'+l + ... J + [PoD", + P1D H1 + ... + Pt-1D",+t-lJ 

und demnach 

tV = -i-- {[PoD re + ... + Pt_1D",+t_l]-[eoD", + ... + et_1D",+t_l]­
re+t 

-[coC",+ ... +Ct-lCNt-I]}' (6) 

Wir haben in dem Ausdruck (5) die Formel für die prospektive, in (6) die 
Formel für die retrospektive Prämienreserve zu erblicken. Da auch die 
letztere durchaus auf der Annahme beruht, daß alles so verlaufen ist, 
wie es die Rechnungsgrundlagen erwarten ließen, so ist auch der Charakter 
von (6) ganz prospektiv und im übrigen (6) nur eine rein formale Um­
gestaltung von (5). 

Wir können diese retrospektive Prämienreserve noch in einer etwas 
anderen Art aufbauen. Sei die Anzahl der Versicherten zu Beginn l", 
und zum Termin t l"'+t. Auf Grund der Einzahlungen der l", Lebenden 
zu Beginn des ersten Jahres ist dann für jeden der am Ende des ersten 
Jahres noch vorhandenen l"'+l Lebenden eine Rücklage 

F I = [l",Po -1",eoJ r - cod re 
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vorhanden. Am Ende des zweiten Jahres für die dann noch Lebenden 
lX+2 eine Rücklage 

F 2 = [FI + lx +1 PI -lX+1CI] r - cl dx+1 

= l., (Po - co) r2 + l"+1 (PI - Cl) r - cod.,r - cld"+1 

und am Ende des tten Jahres für die dann noch vorhandenen l.,+t Leben­
den eine Rücklage: 

F t = lx [Po - co] yt + lX+1 [PI - Cl] yt-I + ... 
. . . + l., + t -1 [Pt -I-Ct-I] r-cOd.,yt-I- cld"+Iyt- 2_ •• • -ct_Id'H t-I' 

Durch vollständige Induktion erhält man auch die Beziehung 

während sich aus der Formel F t der Anteil des einzelnen an der totalen 
Rücklage und damit die Prämienreserve in retrospektiver Form wieder mit 

/t = T~ {Ix (Po- co) yt + ... + l.,+t-I (Pt+I- Ct_I) r- COd.,yt-l_ •.• 
x+t ",+t 

•.. - Ct-l d.,+t-l} 

= D1-{(PO-co}D.,+ 00. + (Pt_l-Ct_l)D.,+t_l-CoCm-oo, 
.,+t 

••• -Ct _ 1 Cm+t-l} 

ergibt. Man kann auch sagen, daß bei der retrospektiven Definition der 
Prämienreserve diese dem versicherungstechnischen Wert der Prämien 
über die Leistungen für die Zeit vom Beginn bis zum Zeitpunkt t, dieser 
Wert bezogen auf den Zeitpunkt t, entspricht. 

Aus der Relation (7) folgt durch Einführung der diskontierten Zahlen 

t+IV, D.,+t+l = [tV + Pt-et] D.,+t-ctC.,+t (8) 
oder auch 

und damit 

§ 31. Die Nettoprämienreserve einiger Versicherungsarten. 

Aus der allgemeinen Formel für die Nettoprämienreserve folgt, daß 
diese bei einmaliger Prämienzahlung zu Beginn der Versicherung stets 
gleich ist der Einmalprämie für das erreichte Alter und die restliche Ver­
sicherungsdauer. Für die lebenslänglich zahlbare Leibrente erhält man 
so nach der prospektiven Formel 

V - u<t) _ ED.,+t -t - - --- - a.,+t 
D",+t 

(ro) 

und nach der retrospektiven 

tV __ ED., .~_ ED",-ED"H 
D., D"+f D.,+t = a",+t· (rr) 

S" 
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Für die temporäre Rente aber ergibt sich 

tV = a'Ht,n-t[ für t < n, tV = 0 für t ~ n. 
Sind alle laufenden Prämien einander gleich, dann ist Po = PI = ... = P, 
B = Pall1 und B(t) = Pall1 +t. Bei temporärer Zahlung gleicher Prämien 
wäre Po = Pl = ... = P m - I = P und Pm = ... = 0 zu setzen. Es ist 
d~n B = Paa;,m[ und B(t) = Paa;+t,m-t[, t ~ m. Ist aber t > m, so ist 
B(t) = o. 

Für die reine Erlebensversicherung ergibt sich bei einmaliger Prämien­
zahlung 

D E 
U = nEa;, U(t) = tV= n-tEa;H = ~ = ~ (13) 

Da;+t tEa; 
und bei laufender Prämienzahlung 

E 
tV= U(t)-B(t) = n-tEa;H-P(nEll1l.n-taa:+t> P(nEa;) = n ~ (14) 

aa;,n[ 

t V = Da;+n _ D Il1+n N Il1+t- N a;+n 
Da;+t N Il1 -NIl1+n D Il1+t 

D Il1+n Na;-Na;+f P(nE ... ) 
= D Il1+t • N..,-Na;+n = P(eE ... )· 

In beiden Fällen wird also die Prämienreserve als Quotient der bezüg­
lichen Prämien für die ganze Versicherungsdauer und für die abgelaufene 
Versicherungsdauer berechnet für das Beitrittsalter x erhalten. Hieraus 
ergeben sich auch die Formeln für die Prämienreserve der aufgeschobene 
Leibrente. Man erhält hier bei einmaliger Prämienzahlung 

tV = n-t[a ... +t t < n, 

tV=aa;+t t~n 

und bei laufender Prämienzahlung 

P(nla ... ) = nla~ = P(nE ... ).a ... +n, 
aa;,n[ . 

(16) 

t V = n-tla..,+t - P(nla ... ) aa;+t, n-t [ = n-tE Il1H' a ... +n - P (nE 111) all1+n · aa;+t, n-t I, 

tV=a ... +n.tV[P(nEo'IO)) t<n, 
t V = aa:H t ~ n. 

Aus der retrospektiven Formel der Nettoreserve erhält man für ein­
malige und laufende Zahlung auch 

(17) 
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wenn mit b allgemein die gleichbleibende Jahresnettoprämie bezeichnet 
ist. Für die reine Erlebensversicherung ergeben sich aus diesen Formeln, 
da hier ein Todesfallrisiko nicht in Betracht kommt und die CQ, Cl' ••• 

alle Null werden, die früher angeführten Quotientenformeln. Es ist aber 
bemerkenswert, daß diese Formeln auch Geltung behalten, wenn bei der 
reinen Erlebensversicherung Rückgewähr der eingezahlten Prämien bei 
vorzeitigem Ableben vorgesehen ist. 

Bei einmaliger Prämienzahlung II ist Co = Cl = ... = Ct -1 = II, 
II = (r + e) U zu setzen, und die Prämienreserve ist dann 

t V = U-II1tAIJJ = U[1~(1+c)ltA:J 
tEIJJ tEIJJ 

Weil aber 

U=nEIJJ+ U(r+e)lnAIJJ' 

so ist auch 

Bei laufender Zahlung n aber ist 

U = nEIJJ + nln (lA)1JJ 

alJJ,nr.n = U(r + e) 

It (IA)IJJ 
1-(1+c)~ 

~IJJ 
alJJ;t1 

n = b (r + e) 

= b alJJ;tj- (I + c) It (IA)IJJ 

tEIJJ 

(r8) 

Die sogenannten Quotientenformeln für die Prämienreserve bleiben also 
bei der reinen Erlebensversicherung formal erhalten, auch wenn die 
Rückgewähr der Prämien bei vorzeitigem Ableben vorgesehen ist. 

Für die lebenslängliche Ablebensversicherung gilt 

U = A IJJ, U<t) = A IJJ + t , 

tV=AIJJ+t-PlJJalJJ+t (20) 

bei lebenslänglicher Prämien zahlung. Bei temporärer Zahlung nP IJJ aber 

tV=AIJJ+t-nPlJJalJJ+t,n-tl t<n, (ZI) 

t V = A IJJ + t t ~ n. 
Wegen 

ist bei der lebenslänglichen Todesfallversicherung auch 

t V = r -d alJJ+t-[-1--d]alJJ+t = r- alJJ+t . 
alJJ alJJ 

(2Z) 



II8 Prämienreserve (Deckungskapital)_ 

Für die temporäre Ablebensversicherung gilt 

tV = In-tA:l>+b (23) 

tV = In-tA:l>+t -lnP:l> a:l>+t,n-tl t < n 

und für die temporäre steigende Ablebensversicherung nach der retro­
spektiven Formel 

v _ In(IA):l>- It<lA):l> 
t - tE:l> • 

Die aufgeschobene Todesfallversicherung ergibt bei Einmalprämie 

tV = n-tIA:l>+t t < n, 
tV = A:l>+t t ~ n 

und bei laufender Prämie 

V- A nlA:l> a --
t - n-tl :l>+t - a:l>,ml' :l>+t, m-tl 

tV = n-tlAHt 

t V = A:l>+t 

t<m ) 
m~t<n 

t~n_ 

(25) 

Für die für die Praxis wichtigste Versicherungsart auf Ab- und Er­
leben ist 

tV = A:l>+t,n-tl = In-tA:l>+t + n-tE:l>+t 

und bei laufender Prämie 

(26) 

Bei der Versicherung mit bestimmter Verfallszeit hat man bei laufender 
Prämie 

vn 
t V = vn- t - ----=- a:l> + t n-tl-a:l>,nl ' 

(27) 

Im Falle einmaliger Prämienzahlung vn ergibt sich als Prämienreserve vn- t• 

Es handelt sich hier nicht um ein eigentliches Versicherungsverhältnis. 
Die Prämienreserve ist aber in der Höhe vn - t immer dann zurückzu­
stellen, wenn bei dieser Versicherungsart nach dem Ableben eines Ver­
sorgers die Summe I für einen bestimmten Termin bereitzustellen ist. 

Ist bei einer temporären Ablebensversicherung Rückgewähr der Prä­
mien im Erlebensfalle vorgesehen, so wäre bei Einmalprämie 

U = inA:l> +1I nE:l>' II = U(I + e) I 
U= InA:l> ,tV = U-ltA:l> nV=1I (28) 

1 - (I + e) nE:l> tE:l> 
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und bei jährlicher Prämie 

U = InAx + n 1{,nEx' 1{,. ax,n] = U(1 + e), } 

b_ 1tAx 
b = InAx V - ax,T] ·v 

ax,nl- n (I + e) nEx ' t - --;E;,-' n = 1{, n. 
ax,T] 

Bezeichnet man bei gleichbleibender jährlicher Prämie die Prämie 
für das Beitrittsalter x und die Versicherungsdauer n mit b und die Prämie 
für das Alter x + t und die Dauer n - t für dieselbe Versicherungsform 
mit b(t), so kann für die Prämienreserve auch geschrieben werden: 

t V = U(t) - b . ax + t, n-tl I 
u(t) 

= ax+t n-tl (---=- b) = ax+t n-ti (b(t) -b). 'ax+t,n-tl ' , 

Man spricht hier von der Differenzenformel der Prämienreserve. Für die 
lebenslängliche Ablebensversicherung ergibt sich so 

P =~ P =.:Ax+t I x a x ' x+t a"'+t 

t V = a"'+t (P x+t - P x) 
(31 ) 

und für die gleiche Versicherung mit temporärer Zahlung der Prämien 

n x = -=-, n-tP ",+t = --'--'---
aX,nl a",+t,n-tl 

P A", A"'+t I 
tV = a",+t,n-tl (n-tP",+t-nPx) 

während für die gemischte Versicherung 

tV = az + t,n-tl (P x+ t, n-tl- P z,n]) 
erhalten wird. 

Handelt es sich endlich um eine Versicherung, bei welcher die Prämien 
nach dem Schema 

bo = b1 = b2 = ... = bk _ 1 = b 

bk = b (I - k cX) 

bk + 1 = b (I - k + I cX) 

bn _ 1 = b(l-n-1 cX) 

festgelegt sind, dann erhält man nach Ablauf von t Versicherungsjahren 
den Erwartungswert der restlichen Prämienzahlung für den Termin t 
aus den Formeln 

B(t) = r!-- {.l'Dx+t-.l'Dx+n -
x+t 

-cX [(k- 1).l'DHk - (n- I) .l'Dx+n + .l'.l'D"'+k -.l'.l'DHnl} (34) 

für t < kund 
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B(t) = D b ~{.ED.,+t-.EDx+n­
.,+t 
-IX [(t- I).EDX+t- (n - I) .EDX+n + .E.ED.,+t -.E.EDx+nJ} 

für t ~ k. 
In der folgenden Zusammenstellung sind die Formeln für die Prämien­

reserve der gemischten Versicherung mit gleichbleibender Prämie, soweit 
sie für die Praxis von Bedeutung sind, nochmals zusammengestellt. Es 
sei bemerkt, daß sehr viele dieser Formeln eine unmittelbare Deutung 
gestatten und die Richtigkeit derselben vielfach ohne jede Ableitung 
erkannt werden kann. Natürlich sind in diesen Ausdrücken auch die 
Formeln für die lebenslängliche Ablebensversicherung als Spezialfall der 
gemischten Versicherung für n ->- 00 mitenthalten. 

tv,,,,n] = Ax+t,n-t]- Px,n] ax+t,n-t] = 1- (Px,n] + d) ax+t,n-t] 

= 1- ao:+t.n=t[ = A.,+t,n=t; -Ao:,n] 
aO:,n] I -Ax,n] 

_ A - ( po:,nr ao:+t,n=t]) A _ ( Po:,n]) - x+t,n-t] 1- A = x+t n-tl I--p -= x+t,n-t] , .,+t,n-t] 

= (P x+t,n-t]- P x, n]) a x +t,II-t] 

P.,+t,n=t]- P x,1il 
Po:+t,n-t] + d 

§ 32. Numerische Größe der Prämienreserve. 
Risikoprämie und Sparprämie. 

Aus der Definition der Prämienreserve 

t V = U(t) - B(t) 

entnimmt man, daß diese positive, negative und auch den Wert Null 
annehmen kann, je nachdem der Erwartungswert der Nettoleistungen 
größer, kleiner oder gleich ist dem Erwartungswert der Versicherungs­
beiträge, beide berechnet für den Termin t. Das gleiche folgt z. B. aus 
der Fondsdefinition (7). Sind aber die laufenden Prämien P alle unter­
einander gleich und überdies Co = Cl = ... = Cn -1 = 0, so folgt aus der 
retrospektiven Formel 

tV = I [p_ CO C., + Cl CO:+ l + ... + Ct-l Co:+t-l], 
P(tEx) EDo:-EDo:+t 

daß die Prämienreserve positiv, negativ oder Null ist, je nachdem 

P~ ]tA ., 
< ao:,Tj' 

d. h. je nachdem die Prämie P größer, kleiner oder gleich ist als die 
laufende Prämie für eine temporäre Todesfallversicherung auf die Dauer t. 
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In der Regel sind die Prämienreserven positiv, sofern die Prämien­
zahlungsdauer die Versicherungsdauer n nicht übersteigt. Für gewisse 
Versicherungsarten sind jedoch negative Prämienreserven wenigstens für 
einen Teil der Versicherungsdauer auch im Rahmen der Nettomethode 
möglich. Ihre Zulässigkeit in der Praxis hängt dann nur von den Be­
stimmungen über die Möglichkeit der vorzeitigen Vertragslösung seitens 
des Versicherungsnehmers ab, da eine negative Prämienreserve gleich­
bedeutend ist mit einer vorschußweisen Leistung des Versicherers, die 
natürlich bei Vertragslösung zu Verlusten führen kann. 

Ist aber die Prämienreserve für die ganze Versicherungsdauer stets 
Null, so spricht man von einer Versicherung gegen natürliche Prämie. In 
diesem Falle wird für jedes Versicherungsjahr als Prämie nur der jeweilige 
Erwartungswert der Versicherungsleistung für dieses Jahr bezahlt, so daß 
es dann zu einer Rücklagenbildung überhaupt nicht kommt und im Sinne 
der prospektiven Definition der Erwartungswert der Leistungen mit dem 
Erwartungswert der Beiträge, beide gerechnet für die ganze restliche Ver­
sicherungsdauer, für jedes t übereinstimmt. 

Wenn wieder co, Cl> ••• die für den Ablebensfall am Ende der 
Versicherungsjahre zu bezahlenden Beträge, eo, el> ••• die für den Er­
lebensfall am Anfang der Jahre zu za.hlenden Beträge und Po, Pt, ..• 
die am Anfang der Jahre zu zahlenden Nettoprämien bedeuten, so ist 
CO -IV, Cl - 2V, ... als der im ersten, zweiten, ... Versicherungsjahr 
unter Risiko stehende Betrag für den Ablebensfall aufzufassen. Man 
nennt diese Beträge auch Risikokapital oder reduziertes Kapital. Nach der 
Rekursionsformel (8) ist dann für die Prämienreserve am Ende des ersten 
Jahres 

und hieraus auch 
1 

Po = D (coC", + eoD", + IVD"'+1)' 
'" 

Statt (36) kann aber auch geschrieben werden 

(D", . v - C "') I V = (Po - eo) D", - Co C "" 
woraus sich 

D",vIV = (po-eo) D",-co C"'+ IVC", = (po-eo) D.,- (CO-IV) C'" 

und damit 
V I V = Po - eo - (co - I V) IIA '" 

ergibt. Man bezeichnet 

(co -IV) IA", = RPo 

als Risikoprämie des ersten Versicherungsjahres und 

VIV = Po-eo- RPo = SPo 
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als Sparprämie dieses Jahres. Für einen späteren Termin t ergibt sich 
analog 

D.,+ t+ l·t+ IV = D.,+ t (tV + Pt-et) -Ct C.,+ t = (D.,+ t v- C.,+ t) t+ IV, 

vD.,+ t.t+ IV = D.,+ t (tV + Pt-et) - (ct - t+ IV) C.,+ t, 

vt+1V = tV + Pt-et- RPt, R Pt = (ct - t+1V ) 11A .,+ t, 

t+1V=r(tV+Pt-et-RPt)· (37) 

Ist aber eo = e1 = ... = 0, so erhält man 

t+1V = r [tV + (Pt- RPt)], Pt> RPt, 

t+1V =r[tV -(RPt -Pt)], Pt < RPt· 

Es heißt dann RPt die Risikoprämie und v t+1V - tV = SPt die 
Sparprämie des tten Versicherungsjahres. Es setzt sich daher die Prämie 
des tten Versicherungsjahres Pt aus Risiko- und Sparprämie additiv zu­
sammen. Aus Formel (37) aber ist zu erkennen, daß sich die Prämien­
reserven fortlaufend aus den zinstragend angelegten Sparprämien aufbauen. 
Aus der Prämie Po des ersten Jahres steht der Betrag von RPo zur Be­
streitung der rechnungsmäßig erwarteten Todesfallsumme Co - IV und 
überdies die Prämienreserve IV zur Verfügung. Für das zweite Ver­
sicherungsjahr ist die Risikoprämie RP1 für Todesfallzahlungen verfügbar 
und überdies am Ende des Jahres sowohl für die dann Lebenden als auch für 
die vorgefallenen Todesfälle gerade die Prämienreserve 2V vorhanden usw. 

Es kann sehr wohl vorkommen, daß die Prämie Pt kleiner ist als die 
erforderliche Risikoprämie RPt• In diesem Falle wird der erforderliche 
Betrag aus der Prämienreserve entnommen, die Sparprämie dieses Jahres 
ist also dann negativ. Für das letzte Versicherungsjahr mit dem Index n 
ist die Risikoprämie auf Grund der Definitionsformel stets Null. 

Schreibt man die Rekursionsformel der Prämienreserve 

tV+Pt=P.,+t.v.t+1V+et+ctq.,+t·v, (38) 

so folgt für die Prämie Pt die Zerlegung 

Pt = (v t+1V - tV ) + q.,+t V (ct - t+1V) + et, (39) 

aus welcher, abgesehen von dem Erlebensbetrag et , die beiden Bestand­
teile Sparprämie und Risikoprämie unmittelbar zu entnehmen sind. 
Sieht man von et ganz ab, so entnimmt man der Formel, daß bei positivem 
Pt sowohl Risiko- als auch Sparprämie negativ sein können, aber nie. 
mals beide zugleich. Ist die Risikoprämie negativ, also 

q., + t . V • t + 1 V > q., + t . V • Ct, 

dann wird aus den durch vorzeitiges Ableben verfallenden Prämien­
reserven mehr vereinnahmt, als zur Zahlung der Todesfallsummen am 
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Ende des Jahres benötigt wird. Bei einer negativen Sparprämie aber 
wird in diesem Jahre der Prämienreserve nichts zugeführt, sondern viel­
mehr für Todesfallzahlungen und, im Falle die et nicht Null sind, auch 
für Erlebensfallzahlungen der Betrag - (t+1V v - tV) entnommen. Die 
Risikoprämie zuzüglich et ist dann größer als die vereinnahmte Prämie Pt. 

Ist die Prämienzahlungsdauer m < n, dann ist bei gleichbleibender 
Prämie P 

fürt~m 

fürt>m 

P = tV . v - t-lV + q"'+t-l' v (Ct - l - tV) + et-l' 

0= tV . v - t-IV + q",+t-l' v (C t - l - tV) + et-l' 

Im Falle der reinen Erlebensversicherung ist stets Ct = 0 und et = 0 

und daher die Risikoprämie 

-q",+t-l' v. tV 

stets negativ. Bei der pränumerando Leibrente aber ist 

a", = IV . V - q",. V 'IV + I, 

=a",+l'vp.,+ I, 

0= tV v - t-lV - q",+ t-l . V . tV + I, 

= a",+tv-a"'+t-I-q"'+t-l' v. ajt+t+ I, 

0= a",+ t v p",+ t-l - (a",+ t-l - I). 

§ 33. Die Rekursionsformel der Prämienreserve. 

Wenn wir wieder von den Zahlungen im Erlebensfalle et absehen, so 
kann die Rekursionsformel (8) für die Nettoprämienreserve auch 

HlV, V. P"'+t = tV + Pt-Ct . v. q"'+t oV = 0 (40 ) 

geschrieben werden. Multipliziert man diese Relation mit vt tPa: und 
summiert von 0 bis t-I, dann erhält man 

t-1 t-1 
tV.vt·tP'" = Ip.v' sp",-Ic. vB+! sP", q",+s. 

o o 

Vollführt man aber die Summation von t bis n, dann ergibt sich 
n-1 n-1 

tV ,vt.tP", = Ic. v'+l.P",q",+s + n V v" "p",- I Ps v' .P",· (42 ) 
t t 

Durch Einführung der diskontierten Zahlen erhält man aus (4I) und (42 ) 

[
t-1 t-1] 

tV = -i- .L)PsD",+s-.2)CsC",+s 
",+t 0 0 
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und 

tV = -:zf-[ZCsCa:+s + "V Da:+,,-:i}PsDa:+s] 
a:+t t t 

= 1,,-0a:+t {Ct,Ct+t , .•• , Cn _ l } + 

+ "V"Ea:-aa:+t,n::t"1 {Pt, PHI' •.. , P"-l}' 

demnach die Definitionsgleichungen der Nettoreserve in retrospek#ver und 
prospektiver Gestalt. 

Aus der Rekursionsformel ergibt sich für Ct = I die Relation 

oder auch 

t+IV = -F-(tV + Pt-11Aa:+t). (46) 
1 a:+t 

Wollte man diese Formel zur fortlaufenden Berechnung der Prämien": 
reserven benutzen, so setzt dieses Verfahren die Kenntnis der Werte 
IE a: und IIA a: für alle in Betracht kommenden Alter voraus. Diese fort­
laufende Rechnung ist deshalb empfehlenswert, weil sie z. B. für eine 
Versicherung auf Ab- und Erleben als letzten Wert "V das Erlebens­
kapital ergeben muß. Damit ist eine automatische Kontrolle gegeben. 
Noch besser geeignet ist für eine gemischte Versicherung der Dauer n. 
und der Prämienzahlungsdauer m auf das versicherte Kapital I, jedoch 
bei allgemeinen Prämien Pt das folgende Verfahren. 

Aus der Formel 

folgt für diese Versicherung 

I-t+IV=-p I [v-(tV+Pt)] 
a:+t V 

und auch 

I-t+IV=-p I [I-tV-(Pt+d)]. 
a:+t V 

(47) 

Liegen also die Größen Pt + d berechnet vor, so genügt jeweils eine 
Subtraktion im Verein mit einer Division durch lEa:+t, um aus der 
bereits berechneten Reserve die nächst höhere Reserve zu erhalten. Der 
für t = n zu erhaltende Wert verbürgt dann die Richtigkeit aller Zwischen­
werte. Für den besonderen Fall der einmaligen Prämienzahlung sind die 
Abzugsglieder d konstant, ebenso wie im Falle konstanter, laufender 
Prämien P, in welchem Falle das Abzugsglied P + d beträgt. 

Für die reine Erlebensversicherung wäre natürlich 
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zu setzen, während sich etwa für die Versicherung mit bestimmter Ver­
fallszeit 

HIV = (t V + Pt)(I + i)_q"'+I(vn-t-l_t+1V) (49) 

oder auch 
1 

vn-t-l-HIV= -p -[vn-t-tV-Pt] (50) 
"'+t V 

als Rekursionsformel ergibt. 
Die Formel (47) gilt, worauf noch zurückzukommen sein wird, auch 

unter Verwendung der ausreichenden Prämien zur Berechnung der aus­
reichenden Deckungsrucklagen. Sie ist auch in diesem Falle allen anderen 
systematischen Berechnungsmethoden wegen der Vereinfachung der 
Rechnung und der automatischen Kontrolle überlegen. 

§ 34. Die Prämienreserve für einen beliebigen Termin. 

Bisher wurden verschiedene Ausdrücke für die Prämienreserve unter 
der Voraussetzung ermittelt, daß diese für eine ganze Anzahl von ab­
gelaufenen Versicherungsjahren zu bestimmen sei. Da aber die Berech­
nung der Prämienreserve in der Regel für einen bestimmten Stichtag, 
den Bilanztermin vorzunehmen ist, wird für diesen Termin jede mögliche 
abgelaufene Dauer t + (x, wo (X ;;:;; I, in Betracht kommen. 

Ist nun die Prämienreserve nach einer ganzen Anzahl von Jahren ,V, 
so wird sich diese zu Beginn des nächstfolgenden Versicherungsjahres 
durch den Eingang der Jahresprämie Pt sprunghaft erhöhen. Sie wächst 
dann im Laufe des nächsten Versicherungsjahres stetig um die Zinsen, 
vermindert sich jedoch ebenfalls stetig durch die im Laufe des Jahres 
zu bestreitenden Kosten des Risikos. Innerhalb des Versicherungsjahres, 
also nach Einnahme der Prämie zu Beginn desselben, kann demnach von 
einer stetigen Änderung der Prämienreserve gesprochen werden, und für 
dieses Intervall ist dann auch zur Ermittlung eines Zwischenwertes 
Interpolation zwischen dem Anfangs- und Endwert gestattet. Nimmt 
man an, daß sich die Todesfälle gleichmäßig über das Jahr verteilen, 
dann wird man zunächst für die Prämienreserve zum Termin t + (X 

die Formel 

HX V =-t-I - {[l"'+I' t V + I"'H' Pt -1"'+1 et ] rX -",+t+x 
-[1"'+I- lo:+Hx]ct .V1- x} (SI) 

ansetzen dürfen, aus welcher sich auch 

1",+ t+x. t+ xV = rX [1",+ t (tV + Pt-et) - v (1",+ t- l",+ t+x) ct] 

= VI-x [l"'+t+l.t+lV + (l"'+t-l"'+t+l) Ct -
- (lx+t-l"'+t+"') Ct] 

= VI-x [lx + t+l.t+lV + (l.,+ t+x -1.,+ t+l) ct] 
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ergibt. Läßt man hier lX gegen Null abnehmen, so ergibt sich 

lim t+"Y = tV + Pt-Ct, 

während sich für die Prämienreserve vor Überschreitung des Termins t, 
demnach für das Ende des tten Versicherungsjahres tV ergeben hat. 
Man entnimmt hieraus das Verhalten der Prämienreserve an den Un­
stetigkeitsstellen. Für lX > 0 aber erhält man als Wert der Prämien­
reserve durch lineare Interpolation 

tHV = tV + Pt - Ct + lX [t+1V - (tV + Pt - ct)] } 
= tV + lX [t+1V - tV] + (1 -lX) (Pt - ct) 

(52) 
= (1 - lX) [t V + Pt - ct] + lX t +1 V 
= [(1 - lX) t V + lX t+ 1 V] + (1 - lX) (Pt - Ct). 

Die Prämienreserve zerfällt demnach nach der letzten Formel in zwei 
Bestandteile, deren erster als interpolierte Nettoprämienreserve für den 
Termin t + lX und deren zweiter als Prämicnübcrtrag über diesen Termin 
bezeichnet wird. Da Pt als Prämie und Ct als Rentenzahlung definiert ist, 
kann man die letztere Größe auch in ihre beiden Bestandteile (1 - lX) Pt, 
den Prämienübertrag, und - (1 -lX) Ct , den Rentenübertrag, zerlegen. 

Hält man an der Annahme des linearen Verbrauches der Prämie über 
das Versicherungsjahr fest und wird dieselbe Annahme auch für den 
Verbrauch der in der Prämie enthaltenen Verwaltungskostenzuschläge 
gemacht, so wird man statt des Nettoübertrages (1 -lX) Pt zum Termin 
t + lX den Bruttoübertrag (1 - lX) nt zu reservieren haben, wobei nt = 
= Pt (1 + e). Dies gilt für ganzjährige Prämienzahlung. Bei unter­
jähriger Prämienzahlung würde aber nach diesem Verfahren offenbar 
dann zu viel zurückgestellt, wenn bei vorzeitigem Ableben Nachzahlung 
der bis zum Ende des Versicherungsjahres noch ausstehenden Prämien­
raten vorgesehen ist. Diese vom Termin t + lX bis zum Termin t + I 
fehlenden Prämienraten müßten dann im Betrage von 'Y nt vom Prämien­
übertrag als gestundete Prämie wieder abgesetzt werden, so daß sich 
dieser nur auf 

zu belaufen hat. 
Die in der Praxis zur Berechnung der Prämienreserve und des Prämien­

übertrages für den Bilanztag gebräuchlichen Verfahren sind sehr mannig­
faltig. Sehr häufig wird der gemeinsame Zugangstermin auf den ersten 
Juli verlegt und die Prämienreserve für den Bilanztag daher für alle 
Versicherungen als t+1/.V angenommen, soweit sie demselben Zugangs­
jahre entstammen. Als Prämienübertrag gilt dann in der Regel eine 
Halbjahresprämie, wovon der Betrag der gestundeten Prämien in Abzug 
kommt. Manche Gesellschaften bestimmen als Prämienübertrag bei 
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mteljährigerZahlung I/2m tel der Prämie und verlegen die gemeinsamen 
Zugangs termine nicht auf den I. Juli, sondern auf den I. Jänner bei 
Zugang im ersten und auf den 3I. Dezember bei Zugang im zweiten 
Halbjahr. Im allgemeinen darf gesagt werden, daß die Berechnung der 
Prämienreserve für den Bilanztermin entweder unter der Annahme, daß 
die Prämien nur bis zu diesem Termin vereinnahmt wurden, oder aber 
unter der Annahme, daß die Prämien bis zum nächsten Jährungstag des 
Abschlusses der Versicherung vereinnahmt sind, erfolgen kann. Im ersten 
Falle hat der Versicherer in der Regel schon Prämienteile vereinnahmt, 
die über den Bilanztag hinaus geleistet wurden und daher bei der Be­
rechnung der Prämienreserve für diesen Termin noch nicht berücksichtigt 
sind. Im zweiten Falle aber wird angenommen, daß die Prämien bis zum 
nächsten Jährungstag voll bezahlt sind, eine Annahme, die nicht zutrifft, 
wenn Ratenprämienzahlung vereinbart ist. 

Man gelangt hinsichtlich des Betrages der interpolierten Prämien­
reserve zu einer etwas genaueren Formel, wenn man die Interpolation 
nur im Hinblick auf den als linear angenommenen Verlauf der Sterblich­
keit vollzieht, den Zins aber korrekt berücksichtigt. Unter dieser Annahme 
erhält man 

l.,+t+"'.t+"'V = l.,+t (tV + Pt) (r + i)'" + 
+ ex [l.,+ t+ 1· tH V. vl - '" -1.,+ t (t V + Pt) (r + i)"'J 

= v-'" l.,+t (tV + Pt) (r - ex) + vI -",. ex .1.,+t+l"t+IV 

und wegen 
l.,+t+'" = l.,+t (r -ex) + ex l.,+t+l 

auch 

t+_V=---~~--~~~--~~~----~-~~~~ 
~ l.,+t (I -IX) + IXl.,+t+l (53) 

v-'" l.,+t (t V + Pt) (I -IX) + vI -"'. IX .l.,+t+l' t+1V J) 

v-'" (tV + Pt) (I -IX) + VI-"'.IX . P.,+t. t+1V 
(I -IX) + IX .P.,+t 

Man erhält aus dieser Formel den Ausdruck (52) für die interpolierte 
Reserve, wenn 

V-lX ~ 

() =r, 
I-IX +IX.P.,+t 

gesetzt wird. 
Für den Fall, daß rückständige Prämienraten bei vorzeitigem Ableben 

nicht weiter verrechnet werden, ergibt sich alles Weitere für die Inter­
polation der Bilanzprämienreserven einfach aus dem Umstand, daß in 
den Formeln statt der terminlichen, für die ganzjährigen t berechneten 
Prämienreserven die für die mtel Termine berechneten Werte zu be­
rücksichtigen sind und im übrigen statt des Intervalls eines ganzen 
Jahres für die Interpolation das mtel Intervall eintritt. Die Praxis 
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rechnet aber in der Regel nur mit ganzjährigen, terminlichen Prämien­
reserven, wobei aber natürlich im Falle echter unterjähriger Prämien­
zahlung und Zahlung der Todesfallsummen am Ende der Jahres-mtel 
auch bei Berechnung der ganzjährigen Prämienreserven auf diesen Um­
stand Rücksicht genommen wird. 

§ 35. Das ausreichende Deckungskapital. 

Wir haben bisher bei allen Betrachtungen über die Berechnung der 
Prämienreserve nur die ersten beiden Rechnungsgrundlagen Zins und 
Sterblichkeit berücksichtigt und die dritte Rechnungsgrundlage, die Ver­
waltungskosten, ganz außer Betracht gelassen. Da aber die Bestreitung 
der Verwaltungs auslagen als Leistung des Versicherers und die Zahlung 
der in den Prämien enthaltenen Verwaltungskostenzuschläge als Gegen­
leistung des Versicherten im Sinne des Äquivalenzprinzips aufgefaßt 
werden muß, so ergibt sich durch die Einbeziehung der dritten Rechnungs­
grundlage auch für die Prämienreserve eine begriffliche Erweiterung, 
welche auch auf die Gestaltung der hierher gehörenden mathematischen 
Ausdrücke und numerischen Ergebnisse sehr stark zurückwirkt. Wir 
wollen die einschlägigen Verhältnisse an Hand einer Versicherung auf 
Ab- und Erleben der Dauer n und der Prämienzahlungsdauer m näher 
betrachten. 

N ach den Ausführungen in § 22 haben wir unter Berücksichtigung der 
dort betrachteten drei Typen von Verwaltungskosten im Sinne des 
Äquivalenzprinzips für den Beginn der Versicherung von einer Relation 

a ß a p "', ml . a"" mj = A "', 111 + IX + p "', mj a"" mj + Y a"" 111 
auszugehen, welche auch 

( I -ß) pa _ = p - + _~_ -+_ ~,1iI 
""mi x,ml a -I ,y a -I 

~,m z,m 

(54) 

(55) 

geschrieben werden kann. Hierbei hat also die ausreichende Prämie 

P:,ml nicht nur für die reine Versicherungsleistung, sondern auch für 
die Verwaltungskosten Deckung zu bieten. Unter dem ausreichenden 
Deckungskapital werden wir dann für einen bestimmten Termin t den 
Erwartungswert der Nettoleistung des Versicherers und der Verwaltungs­
kosten für die restliche Versicherungsdauer abzüglich des Erwartungs­
wertes der ausreichenden Prämien für die restliche Zahlungsdauer der­
selben zu verstehen haben. Wir beziehen uns hierbei auf die prospektive 
Definition. Jede andere könnte natürlich ganz nach Analogie der bei der 
Nettoreserve betrachteten Verfahren auch herangezogen werden. Als 
mathematischer Ausdruck des so definierten ausreichenden Deckungs­
kapitals ergibt sich dann 
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Für den speziellen Fall t = 0 ergibt sich aber 

ova = A z, n] + ß P:. in) • az• in) + i' . az• n] - P:. in) . az• in) = - IX. 

Das Anfangsdeckungskapital ist also gleich den negativen Abschluß­
kosten. Tatsächlich ist dies jener Kostenbetrag, der vor Einnahme der 
ersten Prämie aufzuwenden ist. Schreibt man (56) 

t va = A"'+t,n-tl- (r-ß) P:,in)' a"'+t,m-tl + i'. aHt.n-tl 

und setzt für (r - ß) P:. ml seinen Wert aus (54) ein, so erhält man auch 

Va-A - P - IX+ya""n] -+ _ 
t - "'+t.n-tl- ""in).a"'+t.m-tl- a:r,in) .a"'+t,m-tl i'.a"'+t.n-tl (58) 
oder 

Va V a"'+t,m-~ ( a"',n]) 
t = t -IX--=-- + i' a"'+t n-tl-az+t m=tI----= . 

a""ml • 'a""ml 

Dies gilt für t < m. Für t ~ m aber ergibt sich 

(59) 

Das ausreichende Deckungskapital zerfällt demnach in zwei Teile, deren 
erster mit dem Nettodeckungskapital identisch i:.t, während der zweite 

bzw. 

-IX a"'+t,m-tf 
a""ml 

i' a"'+t.n=tI t~ m 
als Unkostendeckungskapital bezeichnet wird. Aus seinem Aufbau ist zu 
erkennen, daß es sich hier um den Erwartungswert der noch zu bestreiten­
den Verwaltungskosten abzüglich des Erwartungswertes der noch zu 
vereinnahmenden Verwaltungskostenzuschläge handelt. Als solche kom­
men in unserem Falle der Zuschlag zur Amortisation der verausgabten 
Abschlußkosten und der Zuschlag für die Verwaltungskosten vom Typus i' 
in Betracht, da die Kosten vom Typus ß stets unmittelbar aus der laufen-
den Prämie ~,m] gedeckt werden. Die genannten Unkostenzuschläge 
sind 

IX d a"',n] ----= un i' ----=. 
a""ml a""ml 

Für den speziellen Fall m = n ist der Verwaltungskostenzuschlag vom 
Typus i' in der Höhe i' zu verrechnen. In diesem Falle kommt es daher 
im Zusammenhange mit den laufenden Verwaltungskosten nicht zur 
Bildung eines Unkostendeckungskapitals. Anderseits entnimmt man der 
Formel, daß für t ~ m, also für prämienfrei gewordene Versicherungen. 
das Unkostendeckungskapital stets positiv zum Nettodeckungskapital 
hinzukommt. 

Berger. Lebensversicherung. 9 



Prämienreserve (Deckungskapital). 

Sieht man von den laufenden Unkosten gänzlich ab, so reduziert sich 
das ausreichende Deckungskapital auf den Ausdruck 

V az+t,m-tl - A - (p - IX) - (6) t -tx - z+tn-tl- znl+---=- .az+tm-tl', 0 
az,ml ' 'az,ml ' 

welcher nach AUGUST ZILLMER die gezillmerte Prämienreserve genannt 
wird. Das Abzugsglied in dem Ausdruck links in (60) wird das ZILLMER­
Anlehen genannt. Man geht hierbei von der im Sinne der Methode der 
ausreichenden Prämien abzulehnenden Vorstellung aus, daß die Ab­
schlußkosten in der Höhe tx zu Beginn der Versicherung zu Lasten der 
für die Versicherung nach Maßgabe der eingehenden Prämien zurück­
zustellenden Deckungsrücklage . bestritten werden und im Laufe der 
Prämienzahlungsdauer durch eine jährliche Rückzahlung in der Höhe 
von tx/az,mJ zu amortisieren sind. Die mmalige Zahlung dieses Betrages 
deckt dann gerade die Unkosten, die bei Abschluß der Versicherung auf­
gelaufen sind. Man nennt dann wohl auch die Größe Pz,mJ + tx/az,ml die 
Reserveprämie, obwohl diese Bezeichnung in keiner Weise auf die tat­
sächliche Bildung der Prämienreserve im Wege der um den Betrag 
tx/az,mJ erhöhten Sparprämie Bedacht nimmt. 

Nach ihrer Definition kann die gezillmerte Prämienreserve in retro­
spektiver Betrachtung auch 

(6r) 

geschrieben werden. Man entnimmt übrigens (60), daß der ZILLMER­
Abzug im Laufe der Zahlungsdauer immer kleiner wird, um nach m Jahren 
Null zu werden. Die gezillmerte Prämienreserve kann auch negative 
Werte annehmen, was der Fall ist, wenn 

tx az+t,m=t[ > tV. 
aZ,m/ 

Da die Prämienreserven im allgemeinen mit der abgelaufenen Versicherungs­
dauer zunehmen, so wird unter dieser Annahme die gezillmerte Prämien­
reserve positiv sein, wenn dies für das erste Versicherungsjahr zutrifft. 

Schreibt man für eine gemischte Versicherung unter der Annahme 
m = n die gezillmerte Prämienreserve 

( P zH, n-tl- P z, n] - a: tij ) . az+t, n-tl 

und demnach für t = r 

(p z+l,n-l/- P z,tij- a:'tij)' aZ+l,~, 
so kann unter der Forderung, daß alle Rücklagen positiv sein sollen, für 
den "ZILLMER-Satz" tx aus der Relation 
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die obere Grenze 
tx = aa:,fi1 (P a:+1,n-ll- P ."fiI) 

gefunden werden. Auf Grund dieses im Sinne ZILLMERS ermittelten 
Maximums wäre dann die Prämienreserve : 

Aa:+t, n-tl- (P ""fi1 -=--P a:+l,tI-ll - P a:,fiI) . aa:+t,n=t[} (62) 
= Aa:+t,n-~-Pa:+l,n-ll' aa:+t,tI-t:· 

Sie ergibt sich also aus der gewöhnlichen Formel durch Ersetzung der 
Prämie P."fii durch Pa:+I,n-II' Diese Beschränkung des ZILLMER-Satzes 
wird als x + I-Methode bezeichnet. 

Es unterliegt keinem Zweifel, daß die Gleichstellung der Verwaltungs­
kosten mit den beiden ersten Rechnungsgrundlagen hinsichtlich ihrer 
Bedeutung für die ziffemmäßigen Resultate und der damit zusammen­
hängende Neuaufbau der Versicherungstechnik, wie er von GEORG 
HÖCKNER gewiesen wurde, alte Vorurteile, die sich im Zusammenhange 
mit der ZILLMERschen Schrift von 1863 durch Jahrzehnte behauptet 
haben, längst bereinigt hat. Für die praktische Berechnung der aus­
reichenden Deckungskapitale sei nur noch im Zusammenhang mit der 
Rekursionsformel (47) auf folgendes Verfahren verwiesen: 

Die Rekursionsformel des ausreichenden Deckungskapitals lautet in 
Analogie zur Formel (45) für die Nettoprämienreserve 

t+lVa = [eVa + (1- tJ) P~ - Y] (I + i) - qa:+t (I-t+1V') (63) 

und demnach für t = 0 

IVa= [-tx+ (I-tJ)P:-y] (I+i)-qa:(I-1V'). 

Die (47) entsprechenden Rekursionsformeln sind dann bei gleichbleibender 
laufender Prämie pa für das ausreichende Deckungskapital 

I-t+lva = 1 {I-tVa-[(I-tJ)pa-y+dl} (64) Pa:+t. V 
und für t = 0 

I-1Va = _1_ {I + tx-[(I-tJ) pa_y+ dl}. 
Pa:' v 

Die Nützlichkeit der Formel auch für den Fall allgemeiner P; liegt auf 
der Hand. Nach vorheriger Berechnung des in der runden Klammer 
stehenden Ausdrucks erfordert die Berechnung des nächst höheren Aus­
drucks t+ 1 va immer nur eine Subtraktion und eine Division durch 
Pa:H' v unter Einschluß der automatischen Kontrolle der Rechnung 
durch Erhalt des dem Deckungskapital n va entsprechenden Betrages des 
für den Erlebensfall versicherten Kapitals 1. Die Formel ist aber natür­
lich auch dann vorteilhaft zu verwenden, wenn die versicherten Kapi­
talien für die einzelnen Versicherungsjahre für den Fall des Ablebens und 
Erlebens in verschiedener Höhe festgesetzt sind. 
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Das folgende numerische Beispiel ist auf Grund der Vereinstafel vom 
Jahre 1926 und eines Rechnungszinses von 4% erhalten. Für die ge­
mischte Versicherung des Kapitals I ergibt sich so bei einem Beitritts­
alter von 35 Jahren und einer Versicherungsdauer von 20 Jahren eine 
Nettoprämie von 0,037148 und bei Abschlußkosten von 40%0 des Kapitals, 
laufenden Kosten vom Typus ß im Betrage von 3% der ausreichenden 
Prämie und vom Typus y im Betrage von 2°/00 des Kapitals eine aus­
reichende Prämie von 0,043476. Es ist demnach 

P + d = 0,075610, (I -ß) pa-y + d = 0,°78634. 

Die Berechnung der Deckungskapitale verläuft dann wie folgt: 

Tabelle 4. 

PIXJ+t·v 
I-tV I-tVa tVO/oo tVao/oo 

° 1,°454°5 1,- 1,°4 0,- -4°,-
I 1,°45875 0,966362 1,0°5°17 33,64 - 5,02 
2 1,046382 0,931615 0,968881 68,38 31,12 

3 1,046890 0,895708 0,93 1538 104,29 68,46 

4 1,°47419 0,858552 0,892897 141,45 1°7,10 
5 1,°47951 0,820068 0,852875 179,93 147,12 
6 1,048496 0,780156 0,811367 219,84 188,63 

7 1,°49061 0,738714 0,768268 261,29 231,73 
8 1,049690 0,695637 0,723468 3°4,36 276,53 
9 1,050373 0,650836 0,676876 349,16 323,12 

10 1,051155 0,6°4202 0, 628377 395,80 371,62 
Il 1,°52024 0,555632 0,577865 444,37 422,13 
12 1,°52994 0,5°4995 . 0,5252°3 495,00 474,80 
13 1,°54°47 0,45214° 0,470234 547,86 529,77 
14 1,055189 0,396880 0,412765 6°3,12 587,23 
15 1,056392 0,339001 0,352571 661,00 647,43 
16 1,057694 0,278244 0,289385 721 ,76 710,61 
17 1,059108 0,214325 0,222910 785,67 777,09 
18 1,060630 0,146914 0,152804 853,°9 847,20 
19 1,062297 0,075627 0,078667 924,37 921,33 
20 0,000018 0,000°33 999,98 999,97 

VI. Die Prämienreserve nach der kontinuierlichen 
Methode. 

§ 36. Die Differentialgleichung der Prämienreserve. 

Im Abschnitt IV wurde für die in den Ausdrücken vorkommenden 
Funktionen Stetigkeit und auch beliebige Differenzierbarkeit nach den 
in Betracht kommenden Argumenten vorausgesetzt. Überdies wurde 
mehrfach auch die Möglichkeit der TAYLOR-Entwicklung und die Anwend-
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barkeit der EULER-MACLAURINschen Formel angenommen, d. h. die zu 
entwickelnden Funktionen als analytische Funktionen betrachtet. Wir 
wollen an dieser Annahme auch weiterhin festhalten, sind uns aber dessen 
bewußt, daß diese Annahme mit den tatsächlichen Gegebenheiten nicht 
ohne weiteres in Einklang zu bringen ist. Denn für ein Tafelalter, welches 
Q) überschreitet, sind z. B. die Werte der kontinuierlichen Leibrente 
sämtlich Null. Mit dieser Tatsache ist aber die Annahme, daß die Leib­
rente als analytische Funktion des Alters darzustellen sei, keinesfalls 
verträglich, da doch eine analytische Funktion, die über ein endliches 
Intervall der unabhängigen Variablen identisch verschwindet, überall 
Null sein muß. Für die Zwecke der Versicherungsmathematik genügt 
jedoch hier die Tatsache, daß nach einem bekannten Theorem von 
WEIERSTRASS jede stetige Funktion durch analytische Funktionen be­
liebig approximiert werden kann. Wir werden daher die zu behandelnden 
Funktionen ohne Gefahr eines Widerspruchs als analytische Funktionen 
annehmen dürfen. 

Die verschiedenen Formen der Rekursionsformel der Prämienreserve, 
wie sie im Abschnitt V zur Ableitung gelangten, waren sämtlich unter 
der Annahme erhalten, daß das zwischen zwei Prämienreservewerten 
liegende Zeitintervall ein Jahr ist. Dementsprechend waren die in die 
Formeln eingehenden Prämien Jahresprämien und die Wahrscheinlich­
keitswerte für ein Jahr bemessen. Vom Standpunkt der Versicherungs­
rechnung kann gesagt werden, daß die erwähnten Rekursionsformeln als 
Bild einer Gewinn- und Verlustrechnung des Saldos Null aufzufassen 
sind, da doch hier die für das Ende des Jahres zu stellende Rücklage aus 
der Rücklage am Anfang des Jahres unter genauer Verrechnung der ent­
fallenden Einnahmen und Ausgaben an Prämien, Zins und Versicherungs­
leistung erhalten wird, wobei überdies auf die bei vorzeitigem Ableben 
verfallenden Rücklagen Rücksicht genommen ist. Hierbei sind Ein­
nahmen und Ausgaben so verrechnet, wie es den Rechnungsgrundlagen 
entspricht, keinesfalls also in irgendeinem Zusammenhang mit dem tat­
sächlichen Geschehen. Das Schema der Gewinn- und Verlustrechnung 
ist aber in der Formel gen au eingehalten. 

Vom mathematischen Standpunkt aus haben wir aber die genannten 
Rekursionsformeln der Prämienreserve als Differenzengleichungen erster 
Ordnung anzusprechen, durch deren Summation die Ausdrücke für das 
retrospektive und prospektive Deckungskapital erhalten werden. 

Nichts hindert nun, das durch die Rekursionsformel dargestellte 
Gewinn- und Verlustkonto statt auf den Zeitraum eines ganzen Jahres 
auf den eines mtel Jahres zu beziehen. Für den Grenzübergang m ~ 00 

wird aber aus der linearen Differenzengleichung erster Ordnung eine 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung, der das Deckungskapital ge­
nügt. Die Integration derselben vermittelt uns dann wieder die nach der 
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kontinuierlichen Methode zu erhaltenden Ausdrücke für das prospektive 
und retrospektive Deckungskapital. Die Differentialgleichung selbst aber 
bleibt immer das Bild eines Gewinn- und Verlustkontos - es erscheint 
jetzt auf einen Zeitmoment zusammengedrückt - und dieses Bild ist 
bestimmend für den Verlauf der Prämienreserve über die ganze Ver­
sicherungsdauer, sofern sich alles im Sinne der in die Rechnung ein­
geführten Annahmen, der Rechnungsgrundlagen, abspielt. Das Äqui­
valenzprinzip ist aber jetzt dadurch zum Ausdruck gebracht, daß nach 
den Rekursionsformeln und auch nach der Differentialgleichung der 
Prämienreserve der jeweilige Saldo stets mit Null angenommen ist. 

Wenn wir weiter bedenken, daß die Prämienreserve bei einmaliger 
Prämienzahlung stets wieder eine Einmalprämie ist, so ist zu vermuten, 
daß wir aus einer eingehenden Diskussion der Rekursionsformel oder der 
Differentialgleichung der Prämienreserve den ganzen Aufbau der Ver­
sicherungsmathematik aus einer einheitlichen Quelle erhalten können, 
vorausgesetzt, daß die zugrunde gelegte Versicherungsform genügend all­
gemein gewählt wird. Dieses Verfahren soll jetzt auf Grund der genannten 
Differentialgleichung zur Darstellung gelangen, nachdem für den dis­
kontinuierlichen Fall die bezüglichen Formeln durch das direkte Ver­
fahren abgeleitet wurden. 

Wir betrachten als möglichst allgemeine Versicherungsform eine Ver­
sicherung auf Ab- und Erleben. Die Versicherungsdauer sei n. Für den 
Fall des Ablebens sollen die vom Zeitpunkt der Auszahlung abhängigen 
Beträge U t gezahlt werden, während das Erlebenskapital T betragen soll. 
Auch die Höhe der Prämien - wir betrachten zunächst nur Netto­
prämien, sehen also von allen Unkosten ab - sei vom Zeitpunkt ihrer 
Zahlung abhängig. Für das dem Zeitpunkt t folgende Zeitintervall dt 
sei die Nettoprämie bei kontinuierlich angenommener Zahlung Pt dt, 
wobei die Größe Pt auch als Prämienintensität bezeichnet werden kann. 
Man könnte zur weiteren Verallgemeinerung der betrachteten Ver­
sicherungsform auch annehmen, daß kontinuierliche Rentenzahlungen 
vorgesehen seien, doch läßt sich dies vermeiden, wenn diese Auszahlungen 
für den Erlebensfall gleich bei den Prämien verrechnet werden. Es ist 
dann natürlich notwendig, für diese Beträge Pt gegebenenfalls auch 
negative Werte zuzulassen. Die Werte U t und T sind aber stets 
positiv oder mit Null anzunehmen, letzteres, wenn für den be­
treffenden Zeitmoment eine Versicherungszahlung nicht in Betracht 
kommt. 

Nach dem Schema der Gewinn- und Verlustrechnung haben wir uns 
nun die Änderung der Prämienreserve tV für das Zeitintervall von t bis 
t + d t zusammengesetzt zu denken aus einer Mehrung der Prämienreserve 
durch den Zins im Betrage von t V . <5 dt. Aus einer Mehrung der Prämien-
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reserve durch die Prämieneinnahme für das genannte Zeitintervall im 
Betrage von Pt dt. Aus einer Verminderung durch die zu bestreitenden 
Versicherungsleistungen im Betrag von fJ,H tUt dt. Für die letzteren 
wird aber die jeweils vorhandene Prämienreserve verfallen, so daß sich 
eine weitere Einnahme im Betrag von fJ,aJ+ t tV dt ergibt. Hieraus ergibt 
sich auch schon die Relation 

d - ~- -
dt tV = (fJ,aJ+t + b) tV + Pt- fJ,aJ+t· Ut (1) 

als lineare Differentialgleichung erster Ordnung für die betrachtete Ver­
sicherungsform. Sie wird in der Regel mit dem Namen des dänischen 
Astronomen T. N. TRIELE in Verbindung gebracht, obwohl eine bezüg­
liche Veröffentlichung desselben nicht vorliegt. Die Integration von (1) 
ergibt aber 

- f(PaJ+t+ß)dt[r -f(PaJ+8+ ß)d8 - 1 
,V=eo Je ° (Pt-fJ,aJ+tUt)dt+C. (2) 

° 
Für die Integrationskonstante C erhält man für t = 0 den Wert oV, dem­
nach das zu Beginn der Versicherung vorhandene Deckungskapital. Ein 
solches wird immer dann anzunehmen sein, wenn die Versicherung gegen 
Einmalprämie abgeschlossen wurde, in welchem Falle Pt = 0 und oV 
gleich dieser Einmalprämie zu setzen ist. Die Relation (2) läßt sich natür­
lich auch 

oder 

.v~ n:.-; liD ... CP.-I'H' u.) dt +ov] 
schreiben. Damit ist der Ausdruck für das retrospektive Deckungskapital 
unserer allgemeinen Versicherung auf Ab- und Erleben erhalten. 

Setzt man in Relation (2) für t = n, so erhält man wegen n V = T 

o 
und im Verein mit 

t t t 

_ -\(PaJ+t+ß)dt r -\(PaJ+s+")d8 __ 
tVe ° =Je ° (Pt-fJ,aJ+/Ut)dt+C 

° 
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als prospektiven Ausdruck für das Deckungskapital 

Für diesen Wert kann aber auch 

tV = _le [r tPOlVt (,uOl+t Ut - Pt) dt + nPOlvn . Tl 
tPOl v J 

t 

geschrieben werden. 
Natürlich erhält man aus (3), wenn das Deckungskapital oV zu Be­

ginn der Versicherung als die Einmalprämie aufgefaßt wird, wobei Pt = 0 

zu setzen ist, als Ausdruck für die Einmalprämie zu Beginn der Ver­
sicherung 

wobei 

n 

~;?ii{Ut} = \tPOlVt.,uOl+t.Utdt+ T.nPOl·vn, 
" o 

n 

Ax,ndUt} = ~tPOlvt.Ptdt 
o 

ist. Es ist aber 
n n n 

jtPOlVt.,ux+t Utdt = .\tp",vt (<5 + ,uOl+t) Utdt- ~tP:nvt.d.Utdt 
o 0 0 

n n 

= ~ :t [-tp",Vt] Utdt- ~tP",vt.d.Utdt 
o 0 

und durch partielle Integration 
n n 

= [- tp",Vt • Ut1 + ~ tP'" vt dd~t dt - ~ tP:n vi .!5. Ut dt 
o 0 

n 

= Uo- Un.np", vn + ~ tPOl vt (d~t -!5 Ut) dt. 
o 

Führt man diesen Ausdruck in (5) ein, so ergibt sich die Relation 
n 

(6) 

A x.1ii {Ut} = Uo + (T - Un) nPOl.vn + ~tp",vt (dd~t -<5Ut)dt. (7) 
o 
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Hierbei stellt das zweite Glied rechts eine reine Erlebensversicherung auf 
den Betrag T - U 'l und das letzte Glied rechts eine durch n Jahre zahl­
bare temporäre Leibrente auf die Beträge 

dU, -lJ Ut 
dt 

dar. Wird in dieser Formel T = U t = 1 gesetzt, so ergibt sich die Relation 

Az,liI = 1 -lJäz,liI. 
Wir können aus (4) durch Einsetzen spezieller Werte die Erwartungs­

werte verschiedener Versicherungsformen für t = 0 erhalten. Für die 
durch m Jahre aufgeschobene und dann durch n - m Jahre zahlbare 
Leibrente ergibt sich für T = 0, U t = 0 und unter Beachtung des Um-
standes, daß die Rentenzahlungen für das Intervall n - m mit Pt = - 1 

zu bewerten sind, außerhalb dieser Zeitspanne aber Null sind, 

(8) 

Für m = 0 und n = 00 ergibt sich hieraus für die lebenslänglich zahlbare 
kontinuierliche Leibrente 

'"' 
äz = jtPz vt dt. 

o 

Die Festsetzung U t = 0 und T = 1 ergibt das Erlebenskapital mit 
'l 

-j (1'1I:+t + "lat 
'lEII: = e 0 = 'lPlI:vn. (9) 

Die konstant steigende Leibrente auf die Beträge ()(, + ß t hat bei einer 
Aufschubsdauer von m und einer Zahlungsdauer von n - m Jahren den 
Erwartungswert 

n 

ml (Iä)z,nr = j (()(, + ß t) tPII:· vt dt, (10) 
m 

während sich 
CI) 

ml (Iä)z,nr + (()(, + ß n) j tPII: vt dt (n) 
n 

als Erwartungswert einer solchen Rente ergibt, die über den Zeit­
punkt n hinaus mit dem Betrag ()(, + ß n konstant bleibt. 

Für die gewöhnliche gemischte Versicherung auf die Beträge 1 

erhält man als Einmalprämie 
n 

Äz,nr = j tPII: vt . #11:+ t dt + 'lPII: vn• (12) 
o 
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Aus der Differentialgleichung (I) erhält man für eine Leibrente be­
liebiger Dauer n die Relation 

und für die Einmalprämienreserve der gewöhnlichen gemischten Ver­
sicherung 

d - -
TtAx+t,n-tl = (!t"H + c5) Ax+t,n-ti-!t"'H' (14) 

Multipliziert man (13) mit c5 und addiert zu (14), so ergibt sich 
d - -

Tt (A x+t, n-tl + b n_tä.,+!) = (!t"H + c5) (A x+t, n-tj + c5 n-täaJ+t) -

- (!taJ+t + c5), 
eine Relation, die durch 

befriedigt wird. 

Nachdem bei laufender Prämienzahlung oV Null zu setzen ist, folgt 
aus Relation (2), daß die Prämienreserve immer dann für jedes t Null ist, 
wenn die Prämie durch 

Pt = !t.,+ tUt 

bestimmt ist. Wir haben dann den Fall der natürlichen Prämienzahlung 
vor uns. Die Zerlegung der Nettoprämie in Risikoprämie und Sparprämie 
erhält man aber aus der Beantwortung der Frage, welcher Teil der Prämie 
SPt im Verein mit den Zinsen erforderlich ist, um die Prämienreserve 
t V zu bilden. Er ist offenbar durch die Relation 

d - - -
TetV = btV + SPt 

be:;timmt, welche im Verein mit 
d - - -

attV = (!t"H + c5) tV + Pt-!t.,H Ut 

für die Risikoprämie RPt den Ausdruck 

RPt = !t"H(Ut-tV) (15) 

liefert. Die Risikoprämie ist demnach die natürliche Prämie tür das 
reduzierte Kapital Ut - tV. Für die reine Erlebensversicherung würde 
sich aber 

ergeben. 
Die bisherigen Entwicklungen wurden durchaus nach der reinen Netto­

methode, also ohne jede Rücksicht auf die dritte Rechnungsgrundlage, 
die Verwaltungskosten erhalten. Es bedeutet im einzelnen nur relativ 
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geringfügige Abänderungen der erhaltenen Ausdrücke und Relationen, 
wenn wir die Differentialgleichung der Prämienreserve, als Bild des Ge­
winn- und Verlustkontos, nunmehr auch in dem Sinne erweitern, daß 
unter die Leistungen des Versicherers auch die uns bereits bekannten 
drei Typen von Verwaltungskosten einbezogen werden und dem­
~ntsprechend statt der Nettoprämien nunmehr ausreichende Prämien 
vereinnahmt werden. Ganz wie im Falle der ganzjährigen Prämien­
zahlung werden sich nunmehr unter Anwendung der kontinuierlichen 
Methode auch im Rahmen der Methode der ausreichenden Prämien im 
engsten Anschluß an die Nettomethode aus der Differentialgleichung des 
ausreichenden Deckungskapitals alle interessierenden Resultate erhalten 
lassen. 

Nachdem aus der ausreichenden Prämie P: neben der reinen Ver­
sicherungsleistung auch noch die Unkosten vom Typus (x, ß und Y zu 
decken sein werden, so haben wir für den Termin der Berechnung des 
ausreichenden Deckungskapitals t nur zu berücksichtigen, daß in der 
Differentialgleichung für das ausreichende Deckungskapital auch noch 
die verausgabten Inkassokosten und die Verwaltungskosten vom Typus y 
in Ausgabe gestellt werden müssen, nachdem ja die Abschlußkosten nur 
für den Beginn der Versicherung in Betracht kommen. Dafür werden 
statt der Nettoprämien Pt die ausreichenden Prämien P: zu verein­
nahmen sein. Demnach erählt man die Differentialgleichung für das aus­
reichende Deckungskapital tVa in der Gestalt 

Ihre Integration ergibt 

wobei zu beachten ist, daß jetzt die Integrationskonstante C gleich -(X 

zu setzen ist. Weil aber für das Ende der Versicherungsdauer nva = T 
ist, so erhält man in gleicher Weise wie früher das Nettodeckungskapital, 
jetzt das ausreichende Deckungskapital auch in der prospektiven Gestalt: 
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Der retrospektive Ausdruck (r7) und der prospektive (r8) können natür­
lich auch 

,V· ~ "': Jli [(I-Pli'; - y-,a ... u.] ,P." dt-~} (19) 

und 

,v·~ "': J U [P ... U,- (I-ß) P; + rJ ,p.,' dt + T.P.V'} (20) 

geschrieben werden. 
In dem speziellen Falle U t = T = r und unter Voraussetzung kon­

stanter Prämienzahlung P: = pa vereinfachen sich die Ausdrücke (r9) 
und (zo) für die Versicherungsdauer n und die Prämienzahlungsdauer m 
noch weiter in 

tVa = t~'" [{(r-ß) pa_ y} äx,TI-1tA",-IX] (zr) 
und 

,va = Ax+t,n-tl-(r-ß) pa.äx+t,m_tl + yäx+t,n-tl' (22) 

Für t = 0 aber erhält man 

(r _ ß) pa = A""nl+ tX + y ~",,~ ) 
a"" ml a"" ml (23) 

= tX ~y ~""n] + P. 
a""ml 

Ganz so wie das im Falle der ganzjährigen Prämienzahlung geschehen 
ist, könnte natürlich auch unter Anwendung der kontinuierlichen Methode 
das ausreichende Deckungskapital in seine beiden Bestandteile, das Netto­
deckungskapital und das Unkostendeckungskapital, zerlegt werden und 
hierfür die betreffenden prospektiven und retrospektiven Ausdrücke er­
halten weraen. 

Wichtiger aber ist, daß uns die Differentialgleichung des ausreichenden 
Deckungskapitals auch in einfachster Weise die Grundbegriffe der Ge­
winntheorie vermittelt, der in diesem Zusammenhange noch einige Be­
merkungen gelten sollen. Betrachten wir also den benutzten Rechnungs­
zins, die verwendete Sterblichkeitstafel und die eingeführten Annahmen 
über die Höhe der voraussichtlichen Verwaltungskosten vom Typus IX, 
ß und y als Rechnungsgrundlagen erster Ordnung, so sei über diese die 
Voraussetzung gemacht, daß sie so vorsichtig gewählt seien, daß der 
Versicherer mit ziemlicher Bestimmtheit darauf rechnen kann, für die 
aus dem Verlaufe der Sterblichkeit zu gewärtigenden Aufwendungen und 
für die Verwaltungskosten keinesfalls mehr zu benötigen, als die ver­
wendeten Grundlagen gestatten. Anderseits soll aber auch der Rechnungs­
zins so gewählt sein, daß sich aus dem Zins der veranlagten Kapitalien 
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über den angenommenen Rechnungszins hinaus voraussichtlich noch Mehr­
erträgnisse an Zinsen ergeben werden. Die mit diesen Rechnungsgrund­
lagen erster Ordnung berechneten ausreichenden Prämien werden also 
aller Voraussicht nach nicht nur genügen, um alle Auslagen zu bestreiten, 
sondern überdies noch die Erzielung von Überschüssen gestatten. Diese 
Überschüsse werden entsprechend den drei Quellen, aus denen sie 
stammen, als Sterblichkeitsgewinn, Zinsgewinn und Gewinn aus der 
Ersparnis von Verwaltungskosten zu bezeichnen sein. 

Wollte man nun über diese voraussichtlichen Überschüsse eine Aus­
sage machen, so wäre hierzu erforderlich, den wirklichen Bedarf, demnach 
das tatsächliche. Erfordernis für die reine' Versicherungsleistung und die 
Verwaltungskosten, aber auch die Höhe des zu erzielenden Zinses ein­
schätzen zu können. Dies könnte offenbar wieder nur an Hand von 
Rechnungsgrundlagen geschehen, welche einen möglichst engen Anschluß 
an die Tatsachen vermitteln. Man nennt diese Rechnungsgrundlagen 
solche der zweiten Ordnung. Die mit diesen Grundlagen zweiter Ordnung 
ermittelten Versicherungswerte sollen künftig mit einem Akzent bezeichnet 
werden und in gleicher Weise sollen auch die Rechnungsgrundlagen selbst 
von denen der ersten Ordnung durch einen Akzent unterschieden sein. 

Wenn wir nun die Differentialgleichung des ausreichenden Deckungs­
kapitals als Gewinn- und Verlustkonto des Saldos Null auffassen, so wird, 
wenn für die Gestaltung dieses Kontos nicht die Grundlagen erster, 
sondern die Grundlagen zweiter Ordnung maßgebend sind, das Konto 
offenbar nicht mit dem Saldo Null, sondern im Hinblick auf die Bedeutung 
dieser Grundlagen mit einem Gewinn gt schließen. Schreibt man daher 
die Differentialgleichung (r6) in der Gestalt 

- [:t tva + fl"'+f Ut + Y] + [(r-ß) ]5:' + (fl"'+t + 15) tVa ] = 0, (24) 

so würde sich bei Verwendung von Rechnungsgrundlagen zweiter Ordnung 

- [:t t va + fl~+t U t + y,] + [(I - ß') P: + (p~+t + 15') t va 1 = gt (25) 

ergeben. In diesem Falle würde nämlich die Sterblichkeit nicht nach 
Maßgabe von fl", + t, sondern von fl~ + t verlaufen, also kleinere Ausgaben 
bedingen. Hingegen würde an Zins wegen 15' > 15 mehr vereinnahmt und 
auch an Verwaltungskosten nach Maßgabe von ß - ß' und y - y' er­
spart werden. 

Durch Subtraktion der beiden Relationen (24) und (25) erhält man 
für den erzielten Gewinn fit den Ausdruck 

gt = (p",+ t - fl~+ t) (Ut - t va)) 
+ W - 15) t va 
+ P~ (ß -ß') + (y -y'). 

(26) 
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Man nennt diesen Ausdruck die Kontributionsformel. Sie läßt erkennen, 
daß sich der erzielte Gewinn für den Zeitmoment t aus drei Bestandteilen 
zusammensetzt. Der erste ist der Gewinn aus dem Verlauf der Sterblich-
keit, erzielt nach Maßgabe des reduzierten Kapitals U t - t va; der zweite 
ist der Zinsgewinn, erzielt an der vorhandenen Rücklage tva; der dritte 
ist der Gewinn aus den Ersparnissen an Verwaltungskosten, erzielt hin-

sichtlich der Inkassokosten an der Prämie P: und hinsichtlich der reinen 
laufenden Verwaltungskosten nach Maßgabe des Kapitals, demnach für 
die Einheit in der Höhe y - y'. 

Das Gewinnproblem der Lebensversicherungstechnik besteht nun darin, 
den fortlaufend erzielten Gewinn möglichst nach Maßgabe seiner Entstehung 
wieder an die Versicherten zurückzuleiten. Dies kann in sehr verschiedener 
Weise geschehen. Würde diese Zurückleitung unmittelbar nach der Ent­
stehung, also praktisch am Ende jedes Bilanzjahres vorgenommen 
werden, dann spricht man von einem natürlichen Gewinn- oder Dividenden­
system. Andernfalls würde der erzielte Gewinn zunächst in eine Rücklage, 
Dividendenfonds oder Dividendenreserve, fließen, um erst zu einem späteren 
Termin an die Versicherten zurückverrechnet zu werden. Diese Dividende 
selbst kann in verschiedenster Art über die Dauer der Versicherung ver-
teilt sein und soll für den Zeitpunkt t mit Ll t dt bezeichnet werden. Der 
Dividendenfonds ~ wird sonach, wie jede technische Rücklage, nach 
Maßgabe von (j' und fl~+ t und überdies um den ihm zuzuweisenden Ge­
winn gt wachsen, hingegen nach Maßgabe der auszuschüttenden Divi­
dende .dt zu vermindern sein. Wir erhalten demnach wieder im Sinne des 
Gewinn- und Verlustkontos für ihn die Differentialgleichung 

(27) 

und hieraus durch Integration für den Dividendenfonds den retrospektiven 
Ausdruck 

I I t 

_ \(1'~+t+6')dt r _ -\(I'~+B H')dB 
tD = eO J (gt-Llt)e ° dt, oD = o. (28) 

° 
Nachdem für das Ende der Versicherungsdauer der Dividendenfonds Null 
sein muß, ergibt sich aus (28) für t = n im Sinne des Äquivalenzprinzips 
das Resultat, daß der Erwartungswert der zu erzielenden Gewinne für den 
Beginn der Versicherung gleich sein muß dem Erwartungswert der zu ge­
währenden Dividenden. 

n I (gt-Ll~) tP",' v'ldt = o. (29) 
o 
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Aus (28) und (29) aber folgt als prospektiver Ausdruck des Dividenden­
fonds .. 

i5=--~-,d(Jt- gt)tP.,'v't dt. 
tP., v t 

(30 ) 

Für den speziellen Fall U ~ T = I und unter der Annahme gleich­
bleibender Prämienzahlung pa gilt für das ausreichende Deckungs­
kapital, berechnet nach Grundlagen erster Ordnung 

tva = A.,+t,n---tl- (I - ß) pa. äa:+t,m-tl + y. ä.,+t. .. -tl' (31) 

Würden aber bei gleicher Prämie pa die tatsächlichen Einnahmen und 
Ausgaben des Versicherers für Versicherungsleistung und Unkosten nach 
den Rechnungsgrundlagen zweiter Ordnung zu bewerten sein, dann wäre 
nur ein ausreichendes Deckungskapital in der Höhe von 

V-'a-A-' - ( ß')p-a -, -+' -, -t - .,+t, .. -tl- 1- • a.,+t,m-tl y. a .. +t, .. -tl 

zurückzustellen. Die Differenz von (31) und (32) 

tva_tV'a = A.,+t, .. -tl-A~+t, .. -tl } 

- [(I_-ß) ä"-1-t,~~,- (I-ß') ä'.,+t,m-tl] pa 
+ y a.,+t,n-tl- Y a.,+t,n-tl 

kann demnach auch als Erwartungswert der bis zum Ende der Ver­
sicherungsdauer noch zu erzielenden Gewinne aufgefaßt werden. Im 

Verein mit dem vorhandenen Dividendenfonds tD dienen diese zur Be­
streitung der für die restliche Versicherungsdauer zu gewährenden Divi­
denden, so daß der Dividendenfonds auch durch die Relation 

n 

tva - Jr'a + /5 = -:---;--;--::- \ ~ tP.,' v'tdt 
tP.,'v't J 

t 

definiert ist. 
Die Erledigung aller Spezialfälle und die Betrachtung der einzelnen 

Dividendensysteme sind durchaus Sache der praktischen Versicherungs­
technik. Für einen Überblick über die einschlägigen Verhältnisse bietet aber 
die kontinuierliche Methode und die Differentialgleichung des Deckungs­
kapitals einen überaus einfachen Zugang, da hier die drei in Betracht 
kommenden Gewinnquellen stets von selbst in allen Relationen von­
einander geschieden bleiben. Dies ist sonst durchaus nicht der Fall und 
bedingt, daß die einschlägigen Formeln, welche auf ganzjährige Ver­
rechnung der erzielten Gewinne abstellen müssen, auf wesentlich ver­
wickelteren Verhältnissen aufzubauen sind. 
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§ 37. Die Integralgleichungen des Deckungskapitals. 

Für die Darstellung eines entsprechend schematisierten, die Bildung 
des Deckungskapitals aus den verschiedenen Einnahmen und Ausgaben 
betreffenden Gewinn- und Verlustkontos im Wege mathematischer 
Gleichungen bieten sich mehrere Möglichkeiten dar. Am einfachsten ist 
es, die für einen bestimmten Zeitpunkt zu bestimmende Rücklage aus 
der entsprechenden Rücklage für einen weiter zurückliegenden Zeitpunkt 
und den in der Zwischenzeit in Betracht kommenden Einnahmen und 
Ausgaben zur Ableitung zu bringen. Hierher gehören die bereits be­
trachteten Rekursionsformeln für den Zeitraum eines Jahres und als 
Grenzfall derselben die Differentialgleichung des Deckungskapitals. 
Aber auch dann sind im einzelnen noch verschiedene Möglichkeiten für 
die Berücksichtigung der Einnahmen und Ausgaben offen. Vom formal 
mathematischen Standpunkt aus sind diese Möglichkeiten ganz gleich­
wertig. Von Interesse ist aber die verschiedene Deutung, die den einzelnen 
so zu erhaltenden Funktionalgleichungen vom versicherungsmathema­
tischen Standpunkt aus gegeben werden kann. 

Wir betrachten im folgenden Verzinsung und Vererbung als ganz 
gleichwertige Prozesse, welche beide bewirken, daß ein vorhandenes 
Kapital in der Zeit eine Vermehrung erfährt. In ersterer Hinsicht zufolge 
der Zins produzierenden Kraft des Kapitals, in letzterer deshalb, weil der 
Anteil einer bestimmten Person an einem Kapital im Laufe der Zeit da­
durch größer werden kann, daß gleichartige Anteile anderer Personen an 
demselben Kapital infolge ihres vorzeitigen Ablebens zugunsten der 
übrigbleibenden Personen verfallen können. Wir sprechen in letzterem 
Zusammenhang von Vererbung ganz im Sinne von Verzinsung. Wie 
1+ i = r der Betrag ist, auf den unter dem Einfluß der Verzinsung der 
Betrag I in der Zeiteinheit anwächst, so ist I/P", der Betrag, auf den die 
Einheit im Laufe eines Jahres für einen xjährigen unter der Wirkung 
der Vererbung anwächst, und I/P",. v der analoge Betrag unter der Wirkung 
von Zins und Vererbung. Für die Berücksichtigung der beiden Faktoren 
Zins und Vererbung gibt es nun mehrere Möglichkeiten, die im einzelnen 
auf vier verschiedene Typen von Funktionalgleichungen für das Deckungs­
kapital führen. Wir erhalten sie, wenn wir bei den veranlagten Kapitalien 
im ersten Falle Zins und Vererbung, im zweiten nur Vererbung, im dritten 
nur Verzinsung und im vierten weder Verzinsung noch Vererbung direkt 
berücksichtigen. Ausgenommen im ersten Falle werden also die Formeln 
gewisse Korrekturglieder erhalten müssen, die eben die verschiedene Ge­
stalt der sonst ganz gleichwertigen Relationen bedingen. 

Unter Beziehung auf Formel (40) des Abschnittes V für die Rekursions­
formel des Nettodeckungskapitals gilt 
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Multipliziert man diese Relation mit tf tPa: und summiert über t von 
obis t - I, so erhält man 

t-I 

,V vt tPr» = .2: (Pt vt tPa:- Ct vt+ I tPa: qr»+t) + oV (36) 
o 

als retrospektive Formel für die Prämienreserve. 
Schreiben wir aber (35) in der Gestalt 

HIV Pa:+t = tV + Pt-CtvqllJ+t + HIV Pa:+dI -v), 
so erhalten wir nach Multiplikation mit tPa: und Summation von 0 bis t- I 

t-I t-I 

tV,Pa: =.2: (PttPa:-CtVtPa:qa:+t) + .2: H1V HIPa:(I-V) + oV. (37) 
o 0 

Schreibt man aber für (35) 

t+lV . V = tV + Pt-Ctvqa:+ t + t+lV . v (I-Pa:+t), 
so ergibt sich nach Multiplikation mit tf und Summation von 0 bis t - I 

t-I t-I 

tVvt =.2: (Ptvt_Ctvt+Iqr»+t) +.2: HIVvt+I(I-PaJ+t) + oV. (38) 
o 0 

Endlich ergibt sich aus (35) in der Gestalt 

t+lV = tV + Pt-Ctvqa:+t+ t+lV (I-VPr»+') 
durch Summation von 0 bis t - I die Relation 

t-I t-I 

,V = .2: (Pt-Ctvqa:+t) +.2: HIV (I-VPa:+t) + oV. (39) 
o 0 

Die Gleichungen (36) bis (39) sind untereinander vollständig gleich­
wertig und nur durch die verschiedene Art der Einführung von Zins und 
Vererbung in den mathematischen Ausdruck unterschieden. Dies tritt 
deutlich zutage, wenn man versucht, diese Relationen streng im Sinne 
eines Gewinn- und Verlustkontos zu deuten und hierbei die verschiedene 
Art der Verrechnung von Zins und Vererbung zu erkennen. 

Vollzieht man aber in den Relationen (37), (38) und (39) den Grenz­
übergang zur kontinuierlichen Methode, so ergeben sich für das Netto­
deckungskapital in retrospektiver Auffassung die drei VOLTERRAschen 
Integralgleichungen 

t t 

,V,Pz = ~ (pttpz- U, tPr»Pz+t) dt + ~ ~;V tpzdt + oV, (40) 
o o 
t t 

/Vtf = ~ (.P,vt- Utvt pr»+t)dt + ~tVvt Pr»+t dt + oV, (4I ) 
o o 

t t 

,V = ~ (Pt - UtPaJ+t) dt + ~ ,V(~ + pr»+t)dt + oV. (42 ) 
o o 

Berger, Lebensversicherung. 10 
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Faßt man die Prämienreserve auf als Ergebnis der sich durch die ver­
schiedenen Ein- und Auszahlungen ergebenden Saldi und ihrer Auf­
zinsung und Vererbung bis zu einem bestimmten Zeitmoment t, so ist 
der Sinn der angeführten Relationen nur der, daß Zins und Vererbung 
statt bei den Zahlungen selbst auch bei den aus diesen gebildeten Rück­
lagen berücksichtigt werden kann. Vom mathematischen Standpunkt 
aber ist hervorzuheben, daß die Definition des Deckungskapitals im Wege 
einer der Integralgleichungen (40) bis (42) die Differenzierbarkeit der 
Funktion t V nicht mehr voraussetzt. Man kann daher mit Hilfe von 
STIELT}Es-Integralen auf diesem Wege die Begründung der Versicherungs­
mathematik auf einer wesentlich allgemeineren Basis vollziehen, welche 
dann einheitlich die kontinuierliche und die diskontinuierliche Methode 
umfaßt. 

Hält man aber an der Differenzierbarkeit fest, so kann man die 
Differentialgleichung des Nettodeckungskapitals 

d - - -
Te t V = t V(.u"'+t + b) + Pt - Ut fl"'+t 

unter Heranziehung einer differenzierbaren Funktion cp (t), für welche 
cp (0) = I gilt, auch in der Gestalt 

d - - - -d 
Te [t V cp (t)] = [t V(flHt + b) + Pt - Ut fl"'+t] cp (t) + t V Te cp (t) (43) 

ansetzen, eine Relation, welche offenbar auch durch Differentiation aus 
t t 

Y cp(t) = ~ (Pt-Utfl"'+t)cp(t)dt + ~P[(fla:+t + b) cp(t) + :t cp(t)]dt+ oV (44) 
o 0 

erhalten werden kann. Man erkennt sogleich, daß die spezielle Verfügung 

cp (t) = tPx, cp (t) = vt, cp (t) = I 

die Relation (44) in die drei Integralgleichungen (40) bis (42) überführt, 
wenn nur 

:t tP'" = - tP",flHt, :t vt = - b vt 

beachtet wird. Die Festsetzung cp (t) = vt tP'" hingegen läßt aus (44) 
unter Beachtung von 

d 
Te (vt tP"') = - vt tP'" (flHt + b) 

die Formel 
t 

t V vt tP'" = 1 (Pt - U t fl"'+I) vt tP'" dt + 0 V 
o 

hervorgehen. Es braucht nur noch darauf hingewiesen werden, daß sich 
in ganz analoger Weise durch Summation bzw. Integration über die rest-
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liche Versicherungsdauer n-t sfatt über die abgelaufene Versicherungs­
dauer t ganz entsprechende Formelsysteme, die der prospektiven Be­
trachtung entsprechen, ergeben. 

§ 38. Eine allgemeine Funktionalgleichung des Deckungskapitals. 

Über die Betrachtungen des vorhergehenden Paragraphen hinaus­
gehend läßt sich leicht, fast ohne Rechnung, eine allgemeine Funktional­
gleichung für das Deckungskapital zum Ansatz bringen. Zugrunde gelegt 
sei wieder die allgemeine Versicherung auf Ab- und Erleben der Dauer n 
mit den Prämien Pt und den versicherten Beträgen Ut und T. Die 
Rechnungsgrundlagen seien durch bund fhre+ t definiert, so daß sich der 
Bewertungsfaktor einer zum Zeitpunkt t im Erlebensfalle fälligen 
Summe I zum Zeitpunkt 0 mit 

t 
-\(PHt+ 6)dt 

vt tPre = e 0 

ergibt. Das Nettodeckungskapital ist dann durch die Relation 

t 

tVtPre vt = ItPrevt(pt-fhHtUt)dt+oV 
o 

definiert. Die Formel kann dann auch als Erwartungswert aller Saldi, 
die sich aus Einnahmen und Ausgaben bis zum Zeitpunkt t ergeben, 
gedeutet werden. Die gewählten Rechnungsgrundlagen kommen daher 
bei der Bewertung der sich zu den einzelnen Zeitpunkten möglicherweise 
ergebenden Zahlungen, aber auch bei der Bestimmung der obgenannten 
Bewertungsfaktoren dieser Zahlungen für den Beginn der Versicherung 
in Betracht. Für den speziellen Fall t = n hat man 

n n 

oV+ )tPrevtPt dt = T .. Pre v"+ )tPreVtfhre+tUtdt. 
o 0 

Verwenden wir aber statt der Faktoren tPre v' durch Änderung der 
Rechnungsgrundlagen andere Faktoren tPre' v't, so wird die Gültigkeit 
der Relation (45) aufgehoben. Sie kann aber durch Hinzufügung eines 
neuen Gliedes wiederhergestellt werden, wenn dieses zum Ausdruck 
bringt, daß die jeweils veranlagten Kapitalien ihren Ertrag an Verzinsung 
und Vererbung nicht nach Maßgabe der Rechnungselemente bund fhre + t, 
sondern nach Maßgabe von b' und fh~+ t ergeben. Es wird also dann bei 
den veranlagten Beträgen t V ein Kontributionsgewinn zu verzeichnen sein, 
der für den Zeitpunkt t 

tV W + fh~+ t - b - fha:+ t) dt 
10* 
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beträgt und natürlich auch mit negativem Zeichen, als Verlust, auftreten 
kann. Es ergibt sich dann statt (45) die Relation 

t 

t V tPr/ v't = I tP.,' v't (Pt - P.,+t Ut) dt-
o t - I tP.,'v't tV W + p~+t-6-paJ+t) dt + ov, 

o 

in welcher wir die neue VOLTERRAsche Integralgleichung für das Netto­
deckungskapital zu erblicken haben. 

Die Richtigkeit der Relation (46) ergibt sich sogleich durch Differen­
tiation derselben, wenn wir auch weiterhin an der Differenzierbarkeit von 
t V festhalten. Sie ergibt 

:t (tV tP.,' v't) = tP.,' v't (Pt-P.,H Ut) -tP.,' v't tV W +P~H- 6-P.,H) 

und unter Beachtung von 

d (P , 't) _ (' + JI.') A.. ' 't TI t ., V - - P.,H U tr., v 

die Relation (45). 
Die der Relation (45) entsprechende für die Rechnungsgrundlage 6' 

und P~+ t lautet 
t 

tV ' tP.,'v't = Itp.,'v't(Pt'-P~HUt) dt + oV', (47) 
o 

wobei die Einführung der neuen Rechnungselemente überall durch 
Akzente kenntlich gemacht ist. Die beiden Relationen (46) und (47) er­
geben nun ohne weiteres die folgenden Resultate. 

Es sei zunächst nur der Zins 6 in 6' abgeändert, so daß die neuen 
Rechnungselemente 6' und P., + t sind. Durch Subtraktion der beiden 
Relationen (46) und (47) ergibt sich für oV = oV' = 0 

t t 

(tV'-tV) tP.,v't = W -6) I tP.,v't tV dt + I tP.,v't CPe'-Pt) dt (48) 
o o 

oder durch Vertauschung der Bezeichnung 
t t 

(tV'-tV ) tP.,vt = (~' -6) I tP.,vttV' dt + I tp.,vt (Pt' - Pt) dt. (49) 
o o 

Für den speziellen Wert t = n aber folgt 
11 11 

W-6)Itp.,v'ttVdt + Itp.,v't (p/-Pt)dt = 0 (50) 
o o 

und 
11 fI 

W - 6) I tp.,vt/V' dt + I tP.,vt(Pt' -Pt)dt = o. 
o 0 
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Läßt man aber den Zins c5 ungeändert und ,ändert nur die Sterblichkeit 

flx + t in fl~ + t, so erhält man für 0 V = 0 V' = 0 aus den Relationen (46) 
und (47) 

t 

(t V' - tV) tPx' vt = } tPx' vt (flx+t - fl~+t) (Ut - t V) dt + 
o 

t 

+ } tPx' vt (Pt' - Pt) dt (SI) 
o 

und 
t 

(t V' - t V) tPx vt = } tPx vt (fl"'+t- fl~+t) (Ut- tV') dt + 
o 

t 

+ ~ tPx vt (Pt' - Pt) dt (52) 
o 

und für t = n 
n n 

~ tP"" vt (fl"'+t- fl~+t) (Ut - tV) d t + .\ tP"" vt(Pt' - Pt) dt = 0 (53) 
o o 

und 
n n 

~ tP'" vt (flx+t - fl~+t) (Ut-tV') dt + ~ tP'" vt (Pt' - Pt) dt = o. 
o 0 

Auf Grund von (46) und (47) läßt sich leicht die Frage beantworten, 
ob es möglich ist, daß für zwei verschiedene Systeme von Rechnungs­
elementen c5 und fl", + t bzw. c5' und fl~+ t die bezüglichen Nettodeckungs­
kapitale tV und tV' übereinstimmen. Für tV = tV' folgt nämlich aus 
den beiden genannten Relationen 
t t 

} tP"" v't (Pt' - fl~+t Ut) d t = } tP"" vt' (Pt - fl"'+t Ut) d t + 
o 0 

t 

+ I tPx' v't Si (c5 + fl"'+t - c5' - fl~+t) dt 
o 

und, da dies für jedes t zu gelten hat, auch 

tV Ic5' + fl~+ t - c5 - flx+ t) = Pt - Pt' + (fl~+ t - fl",+ t) U t (54) 

als notwendige Bedingung. Für den speziellen Fall c5' = c5, Ut = I, Pt = p 
aber erhält man aus (54) 

, . (pt P-) ä""n[ 
fl"'+t = fl"'+t + - ax+t,n-tl (55) 

als Bedingung für die Gleichheit der Deckungskapitale. 
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Für t = n und Pt = 0, also für den Fall der Einmalprämie, ergibt sich 
aus (46) und (47) 

n 

oV' - oV = I tPz' v't (f-l~+t - f-lHt) Ut dt-
o 

n - I tPOl' v't tV W + f-l~+t-{)-f-lHt) dt (56) 
o 

als allgemeine Formel für die Abhängigkeit der Einmalprämie von einer 
Änderung der Rechnungsgrundlagen. Für den speziellen Fall U t = 0 

gilt dann 
11 

oV' = oV - I tPOl' v't IV W + f-l~+t - {) - f-lOl+t) dt. (57) 
o 

Im Falle der temporären Rente ergibt sich hieraus für f-l~+ t = f-lOl+ t die 
Beziehung 

o 

welche nach Vertauschung der gestrichenen und ungestrichenen Werte 
auch 

n 

ä~,1Ij = äOl,1Ij- W - {)) I tPz '() ä~+t,n-tl dt 
o 

geschrieben werden kann. Setzt man in (58) oder (59) für eine erste 
Näherung in dem Integralausdruck {)' = {), so ergibt sich 

ä~,111 ~ ä..:.1Ij- W - {)) (lä)Ol,nj· 
Denn es ist 

n n-t n 11 

I tPzc-btdt I sPOl+te-~Bds = I tpze-btdt I._tPHtC-b(B-tlds 
o 0 0 t 
n 11 11 t n 

= )dt).POle-6B ds = )tpOle-btdt)ds= IttPOlvtdt= (Iä)z,nj. 
o t 0 0 0 

Einen besseren Näherungsausdruck erhält man aber, wenn im Argument 
des genannten Integrals {)' = {) = 1/2 W + {)) angenommen wird. Für 
den mit diesem Zins berechneten Wert der steigenden Rente erhält man 
dann in erster Näherung durch eine TAYLoR-Entwicklung 

(Iä) Ol, 1Ij + ~ ddlJ (Iä) Ol. 1Ij LI = (Iä) Ol, 111- (l2ä) Ol, nj LI (LI = {)' - {)) 

und damit 
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oder auch 
, (lä)z,ßjLl äll), ßj ~ äz, ßj - --'"-;'0-.'-:-' 

I + (1 2ä)z,n I LI ' 
(lä)z,ßj 

(60) 

eine Formel, welche ganz analog ist (roS) des § 28. Es ist bemerkenswert, 
wie einfach sich die letztgenannte Formel und damit auch die von POUKKA 
gegebene Näherung aus der fast selbstverständlichen Relation (58) ab­
leitet. 

Ganz besonders hervorzuheben ist weiter, daß aus der Relation (46) 
durch die speziellen Verfügungen 

cl =0, 

/-tll)' = /-tz' 
tPz' v" = tPlI)' 

ö' = ö, 
/-tll)' = 0, 

tPz' v't = v', 

ö' =0, 
/-tz = 0, 

tPz' V'f = r 

sofort di~ drei VOLTERRAschen Integralgleichungen des Nettodeckungs­
kapitals tV erhalten werden können, wie man sich leicht durch Einsetzen 
der angeführten speziellen Werte überzeugt. 

Soll endlich die Bedingung t V' = t V für beliebiges t erfüllt sein, wenn 
der Zins ö in ö' abgeändert wird, die Sterblichkeit /-t1Z+ t aber ungeändert 
bleibt, dann erhält man aus (48) und (49) die Bedingung 

(6r) 

d. h. es müssen sich die entsprechenden, mit verschiedenem Rechnungs­
zins berechneten Prämien jeweils um die entsprechende negative Zins-
differenz des Nettodeckungskapitals t V unterscheiden. 

Es braucht wohl nicht besonders darauf verwiesen zu werden, daß 
die für die Prämienreserve zu erhaltenden Funktionalgleichungen in ganz 
gleicher Weise auch nach der diskontinuierlichen Methode, demnach m!.t 
Benutzung der entsprechenden Differenzen- und Summengleichungen 
statt der Differential- und Integralgleichungen gewonnen werden können. 
Auch hier ist jede Rekursionsformel für das Deckungskapital stets als 
mathematisches Bild eines Gewinn- und Verlustkontos aufzufassen und 
unmittelbar anzuschreiben. Auch die Einführung der dritten Rechnungs­
grundlage in die erhaltenen Relationen, also die Berücksichtigung der 
Verwaltungskosten in den Ausgaben und Einnahmen ist stets ohne 
weiteres möglich. Es ist aber darauf aufmerksam zu mache:c, daß überall 
dort, wo in den Formeln das Bild der Gewinn- und Verlustrechnung zum 
Ausdruck kommt, die Resultate stets ohne weiteres einleuchten, während 
sie sonst nur um den Preis längerer Umformungen zu erhalten sind. In 
diesem Sinne ist das Operieren mit irgendeiner Funktionalgleichung des 
Deckungskapitals in den meisten Fällen der direkten Methode überlegen. 
Es soll dies noch an einem einfachen Beispiel gezeigt werden. 
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Wir wählen dazu die unmittelbar einleuchtende und ohne weiteres zu 
erhaltende Relation (58) für die temporäre Leibrente. Sie enthält in dem 
Integralausdruck das Glied, welches diesen Rentenwert bei gegebenem 
Zins auf den gleichen Rentenwert, jedoch berechnet mit einem anderen 
Zins, zurückführt, und zwar den exakten Ausdruck desselben. Alle sich 
bei dem Zinsfußproblem der Leibrente sonst ergebenden Näherungs­
formeln sind also im Grunde auf eine Annäherung dieses Gliedes ab­
gestellt. Aus (58) folgt aber sofort die Relation (59) und damit auch die 
Formel 

n n 

Itp",v'täx+t,n-tldt = Itp",vtä~+t,n-tldt (62) 
o o 

ohne jede weitere Rechnung. Der direkte Nachweis der Gleichheit der 
beiden Ausdrücke in (62) müßte so verlaufen. 

n n n-t 
I tP'" e- 6t ä~+t, n-tl d t = I tP'" e- 6t d t.\ .P"'+t e-"'B ds 
o 0 0 

n n n n 
= 1 tP'" e-"t dt 1s - tP"'+t e-(B-tW ds = ~ e- ("-"')t dt 1sP'" e-"'B ds 

o tot 
n t n (63) 

= ~tP",e-"'tdt~e-("-"')BdS = 15 I 15' ~tP",e-"'t(l-e-("-"')t)dt 
000 

n 

- _1_ \ P (e-"'t- e-"t) dt 
- 15-15' Jt '" . 

o 

Der erhaltene Ausdruck ist aber symmetrisch in ö und ö' und daher die 
Richtigkeit von (62) erwiesen. 

§ 39. Zur Abhängigkeit des Deckungskapitals von den 
Rechnungsgrundlagen. 

Unter der Benutzung der im § 26 auf einfachstem Wege erhaltenen 
Ungleichung 

(Iä)", ~ ä",2 

ist leicht nachzuweisen, daß die Prämienreserve der reinen Ablebens­
versicherung bei laufender Prämienzahlung mit steigendem Zins abnimmt. 
Für die Einmalprämie folgt dies ja unmittelbar aus der Definition. Denn 
für die Ableitung der genannten Prämienreserve nach ö erhält man 

(\ä) '" _ (lä).,H 

~ (1 _ ä"'+f) = (lä)",H· ä", - (\ä)",. ä",H 
dl5 ä", ä",2 ä",.a"'+t 

Der Rentenausdruck (Iä):c/ä:c nimmt aber unter der Voraussetzung 
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är& ~ är&+ t, t ~o mit wachsendem x nicht zu. Denn für 
d d 

~ (Iä) r& = a:;- (lä)r&. är& - a:;- är& . (Iä) r& 

dx är& är&2 

folgt mit Rücksicht auf 
00 :x är& = ~tPr& (flr&- flr&+t) vtdt = är&(flr& +~) - I 

o 

und 

ddX (lä) r& = ooo~ t tP r& (flr& - flHt) vt d t = (lä) r& (flr& + ~) - är& } 
(64) 

~ (Iä)r& = _ 1+ (Iä)r& 
dx är& är&2 

ein Ausdruck, der im Hinblick auf die eingangs angeführte Ungleichung 
negativ ist. 

Für die Prämienreserve der gemischten Versicherung 

V - = 1- ar&+t,n-tl 
t r&,nl ar&,n] 

kann der Nachweis ihrer Abnahme mit zunehmendem Zins auch durch 
Benutzung der Ungleichungen (go) und (gI) des § 27 erbracht werden. 
Setzt man in (go) 

tJ> (v) = 1;:;;t, g (v) = (I + i')-vZr&+.' f (v) = ( 11 ~:' r (i' < i) 

und IX = 0, ß = n - I, fl = n - t - I, so sind alle für die Gültigkeit 
von (go) nötigen Voraussetzungen erfüllt, und wir erhalten 

(65) 

womit der verlangte Nachweis erbracht ist. In gleicher Weise ergibt sich auf 
Grund von (gI) der Nachweis unter Benutzung der kontinuierlichen Methode. 

Für den Wert des Deckungskapitals läßt sich bei i' < i, wenn der 
Wert tVr&,n) beim Zins i bekannt ist, eine obere Schranke angeben. Setzt 
man in Ungleichung (go) 

tJ> (v) = I, f (v) = C ! ~'Y, g (v) = v'· .Pr&' 

so ergibt sich für IX = 0, ß = n - I 
a -- a-
~--±!l>~ 
a~,p+11 a~,n] 

oder auch 

(i' < i, 0< t < n). (66) 
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Unter Rücksicht auf 

oder 

erhält man aus (66) 

tE",(I-tVIIl,fil) < tE~(I-tV~,fil) 
und auch 

tV~;1ij < 1- ~~ (l-tV""fil) 

als obere Schranke. Die Differenz der Prämienreserven V' - V­t ""nl- t "',ni 
muß daher kleiner sein als 

(I - t V""nl) (I - :~~)-
Aus (67) folgt aber auch 

tV""fil > 1- ~~ (I-tV~.fil)' 
t '" 

so daß die Differenz der Prämienreserven kleiner sein muß als 

(I - tV~,fi1) (~: - I). 

Di; erstere Formel ~d bei bekanntem tV"',fil' die letztere bei bekanntem 
tV"',fil zu benutzen sem. 

Solche Ungleichungen, welche die Änderung der Versicherungswerte 
mit dem Rechnungszins oder auch der Sterblichkeit einigermaßen zu be­
urteilen gestatten, sind aber nur in relativ ganz einfachen Fällen von 
Nutzen. Für die Praxis nicht unwichtig wäre z. B. die Entscheidung der 
Frage, wie sich die Werte von prämienfrei gestellten gemischten Ver­
sicherungen mit dem Zins ändern. Solche prämienfreie Versicherungen 
entstehen dadurch, daß für eine Versicherung mit laufender Prämien­
zahlung diese zu einem bestimmten Termin eingestellt wird und die Ver­
sicherung dann auf den Betrag prämienfrei in Kraft bleibt, der der 
vorhandenen Prämienreserve als Einmalprämie des Alters x + t und der 
Dauer n - t entspricht. Es zeigt sich aber, daß hier eine präzise Antwort 
in der Regel nur unter ganz bestimmten Voraussetzungen über den Ver­
lauf der Sterblichkeit gefunden werden kann, Voraussetzungen, die aber 
in den benutzten Tafeln selten über alle Altersklassen gegeben sind. 

Zur Frage der Abhängigkeit der Versicherungswerte von den Rech­
nungsgrundlagen sei nur noch ein Satz von G. HÖCKNER und ein Satz 
von eH. MOSER angeführt. Ersterer besagt, daß durch einen konstanten 
Zuschlag zur Prämie einer gemischten Versicherung auf die Summe I in 
der Höhe von L1 eine Erhöhung der Sterblichkeit um den konstanten 
Betrag L1 und zugleich eine Verminderung des Zinsfußes um denselben 
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Betrag LI gerade kompensiert wird. Der Satz ist vielfach benutzt und 
bewiesen. Seine Richtigkeit folgt aber ohne jede Rechnung aus der 
Differentialgleichung 

d - - -
Te ,V = tV (PaJ+t + 15) + P -PaJ+t> 

welche gänzlich ungeändert bleibt, wenn für PaJ+" b, ji bzw. PaJ+' + LI, 
b - LI, P + LI gesetzt wird. An der Höhe der Prämienreserven ändert 
sich dann nichts. 

Der Satz von MOSER aber besagt : Wird die Reserve einer gemischten 
Versicherung nach zwei Oberlebensordnungen gerechnet, von denen die eine 
tür ein im Verla:u/e der Versicherung gelegenes Intervall eine größere 
Sterbensintensität angibt als die andere, so weist die Reservedi//erenz in 
jenem Intervall stets einen Zeichenwechsel auto 

Der behauptete Satz ist im Wege einer nicht ganz mühelosen Rechnung 
zu beweisen. Der Beweis ergibt sich aber in wenigen Strichen auch aus 
der folgenden Überlegung, wobei weder die Beschränkung auf eine ge­
mischte Versicherung noch die Bedingung einer gleichbleibenden laufenden 
Prämie benötigt wird. 

Sei also eine Absterbeordnung etwa durch die Angabe der Sterbens­
intensitäten festgelegt. Sie sei mit I bezeichnet. Eine zweite Absterbe­
ordnung 11 enthalte dieselben Werte der 'Sterbensintensitäten, ausge­
nommen für die Alter von x + t1 bis x + tz, für welche die Intensitäten 
von 11 größer sein sollen als die von I. Es sei nun die für 11 berechnete 
Prämie größer als die für I berechnete, was offenbar für eine gemischte 
Versicherung auch der Fall ist, wenn die Dauer derselben über tz hinaus­
reicht. Hieraus folgt, daß alle Prämienreserven des Intervalls 0 bis t1 

nach Tafel 11 gerechnet größer sein müssen als nach Tafel I. Denn das 
ergibt sich unmittelbar aus der Definition der retrospektiven Reserve. 
Anderseits müssen aber alle Reserven des Intervalls tz bis n nach der 
Tafel 11 berechnet kleiner sein als nach der Tafel I. Denn so folgt es aus 
der Definition der prospektiven Reserven für dieses Intervall. 

Die Reservedifferenzen müssen also im Intervall von t1 bis tz min­
destens einmal durch Null gehen. Das aber ist der Inhalt des Zeichen­
wechselsatzes. Der Prämienverlauf spielt hierbei keine Rolle, da sich ja 
an den Ungleichheitsbeziehungen der Reserven nichts ändert, wenn die 
laufende Prämie irgendwie positiv gedacht wird. 

Für die reine Erlebensversicherung ergibt sich einfach aus der Tat­
sache, daß die nach 11 berechneten Prämien kleiner sein müssen als die 
nach I gerechneten, das umgekehrte Verhalten der Prämienreserven, 
indem an Stelle der bei Todesfallversicherungen positiv angenommenen 
Reservedifferenzen sich nunmehr negative ergeben und umgekehrt. Ganz 
allgemein läßt sich behaupten, daß der Zeichenwechselsatz immer gelten 
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wird, wenn die nach I berechnete laufende Prämie von der nach II be­
rechneten verschieden ist. Denn in all diesen Fällen wird für das Intervall 
von 0 bis tl eine Verschiedenheit der Reserven in einem Sinn und für 
das Intervall von t 2 bis n im entgegengesetzten Sinne erfolgen, ganz 
gleichgültig, wie der Verlauf der Prämien sonst sein mag. Ist aber die 
Prämienzahlungsdauer kleiner als die Versicherungsdauer, dann gilt der 
Satz, wie man sofort einsieht, nur dann, wenn die Prämienzahlungsdauer 
über den Termin t2 hinausreicht. Andernfalls sind die Reservedifferenzen 
hier und auch bei einmaliger Prämienzahlung stets positiv und Null 
oder stets negativ und Null. 

§ 40. Eine andere Fassung des Äquivalenzprinzips. 

Das Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung, weIches. 
unter Rücksicht auf das vorhandene Deckungskapital für jeden Zeitpunkt 
innerhalb der Versicherungsdauer gilt, läßt auch eine andere Deutung zu 
und führt damit auch zu einer neuen Auffassung der Prämienreserve. 
Um hier ganz allgemein zu bleiben, sei für eine Kapitalversicherung 
zwischen dem Versicherer und dem Versicherten folgende Vereinbarung 
getroffen. 

Der Versicherer hat nach Maßgabe einer Funktion q; (t) zum Zeitpunkt t 
Beträge At zu zahlen, deren Barwert zum Zeitpunkt t = 0 durch ~t be­
zeichnet sei. Demgegenüber zahlt der Versicherte, solange das durch die 
Funktion q; (t) charakterisierte Ereignis nicht eingetreten ist, an die Bank 
Beträge nt, deren Barwert zum Zeitpunkt t = 0 durch bt bezeichnet sei. 
Die Gesamtsumme dieser bis zum Zeitpunkt t bezahlten Beiträge habe 
für den Zeitpunkt t = 0 den Barwert l8 t• Wird aber das Vertragsverhält­
nis zum Zeitpunkt t gelöst, dann zahlt der Versicherer an den Versicherten 
den Betrag tV, dessen Barwert zum Zeitpunkt t = 0 mit jBt bezeichnet sei. 

Wenn das Spiel zwischen den zwei Partnern gerecht sein soll, und zwar 
ganz gleichgültig, bis zu weIchem Zeitpunkt t das Spiel erstreckt wird, 
dann muß die Gewinn- bzw. Verlusterwartung für beide Vertragsteile für 
jeden beliebigen, innerhalb der Vertragsdauer liegenden Zeitpunkt t 
gleich sein. Der mathematische Ausdruck dieser beiderseitigen Er­
wartungswerte ist aber 

! q; (t) (~t - l8t ) dt = (I-i q; (t) dt) (l8t - jBt)· (68} 

Hier bedeutet der erste Faktor rechts die Wahrscheinlichkeit, daß das 
versicherte Ereignis bis zum Zeitpunkt t nicht eingetreten ist. Die Bank 
verliert beim Eintritt desselben zum Zeitpunkt t einen Betrag, dessen 
Barwert 2(t ist, abzüglich des Barwertes l8 t der bis zu diesem Zeitpunkt 
gezahlten Beiträge. Der Versicherte hingegen, der zum Zeitpunkt t das 
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Vertragsverhältnis löst, verliert die eingezahlten Beiträge, deren Bar­
wert mt ist, abzüglich des von der Bank zu erstattenden Betrages, dessen 
Barwert ~t beträgt. Wir haben in Relation (68) einen Ausdruck für das 
Äquivalenzprinzip zu erblicken, bei welchem auf beiden Seiten die je­
weiligen Barwerte der Saldi der gesamten Einzahlungen und Auszahlungen 
erscheinen. 

Durch Differentiation von (68) nach t erhält man 

cp (t) (~t-mt) = -cp (t) (mt - ~t) + (I - i cp(t) dt) :t (~t-~t), 
und wenn 

11' (t) = ~ (t) = - :t log ( 1-f cp (t) dt) 
I - ~ rp(t)dt 0 

o 

gesetzt wird und unter Beachtung von 
t 

m, = ~ btdt 
o 

auch 

oder 

(69) 

Verfügt man über die Integrationskonstante mo = mo, so erhält man aus (69) 
t 

mt-mt = ~1p (t) (~,- mt) dt. 
o 

Die erhaltenen Relationen sind sehr allgemein. Setzt man jetzt 

cp (t) = tPm/-trJJ+' 
und daher 

t 

11' (t) = /-tm+f> I - ~ cp (t) dt = tpfIJ 
o 

und ist Vt ein Diskontierungsfaktor bei vom Zeitpunkt t abhängigem Zins 
t 

-l~ (t)dt 

vt=e 0 ,~t=Atvt, ~t=tVVt, bt=:Tltvt. 

so erhält man aus (70) 
d 

Te tV = tV [/-tm+t + ~ (t)] + :Tlt - /-tm+t At 

als Differentialgleichung des Nettodeckungskapitals bei variablem Zins. 
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Schreibt man (68) in der Gestalt 

)8t [1-f cp(t) dt] = ~t [1-! cp(t) dt] + ! cp(t) ~tdt-l cp(t)'llt dt, 

so ergibt sich wegen 

t 

= ~t - I cp (J.) (~t - ~Ä) d J. 
o 

auch 

Aus dieser Relation für t = n folgt aber nach Abzug von (73) 

Für unsere spezielle Verfügung über die Funktion cp (t) erhält man 
sonach aus den Relationen (73) und (74) 

t t 

t V vt • tPz = .\ VA APZ nA d J. - I VA APz ftz+A AA d J., 
o 0 

n n 

t V Vt . tPz = 1 VHPz ftz+A AAdJ. - ~ VAAPz nA dJ. + "V v" nPg:, 
t t 

während sich aus (68) 

j tPzftz+t (VtA t - j VA nA d J.)dt = tPz(i VA nA d J. - Vt tV) (76) 

ergibt. 
Die Relationen (75) und (76) sind der Ausdruck für das Äquivalenz­

prinzip im Sinne der Gleichsetzung von Leistung und Gegenleistung für 
einen beliebigen innerhalb der Versicherungsdauer liegenden Zeitpunkt. 
Hierbei ist nach (75) die rein formale Unterscheidung zwischen dem 
prospektiven und dem retrospektiven Ansatz gegeben. 
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Die Relation (76) hebt aber die Gleichsetzung der beiderseitigen Ge­
winn- bzw. Verlusterwartungen für den gleichen Zeitpunkt besonders 
heraus. Hierauf wird im Zusammenhang mit der Theorie des Risikos 
noch ausführlich zurückzukommen sein. 

VII. Die Versicherungswerte für mehrere Leben. 
§ 41. Die statistischen Maßzahlen. 

Die Möglichkeit, daß der Eintritt eines im Rahmen der Lebens­
versicherung zu behandelnden Versicherungsfalles nicht vom Leben oder 
Absterben einer einzelnen Person, sondern zweier oder mehrerer Personen 
abhängig gemacht wird, bedingt eine recht erhebliche Mannigfaltigkeit 
der zu behandelnden Versicherungswerte. Denn für die Bestimmung der­
selben wird jetzt nicht nur das Ableben innerhalb einer bestimmten Dauer 
oder das Erleben bestimmter Termine für die einzelnen Personen, sondern 
auch die Aufeinanderfolge der einzelnen möglichen Ereignisse im Laufe 
der Zeit unter Umständen von Bedeutung sein. Es ergeben sich so schon 
für die 'in Betracht kommenden Wahrscheinlichkeiten recht zahlreiche, 
nach Begriff und auch Bezeichnung wohl zu unterscheidende Fälle. 

Sei die nach einer bestimmten Absterbeordnung für eine Person des 
Alters x ermittelte Erlebenswahrscheinlichkeit "p., und die für eine 
Person des Alters y nach der gleichen Absterbeordnungberechnete "Pv. 
Es ist sehr wohl möglich, daß zur Berechnung von "p v eine andere Ab­
sterbeordnung herangezogen wird, deren Erlebenswahrscheinlichkeiten 
dann mit .. P' '11 zu bezeichnen wären. Wir wollen aber im allgemeinen an 
der ersteren Annahme festhalten, hierbei jedoch stets voraussetzen, daß 
die Wahrscheinlichkeiten "p." .. PI/' nPt' ... für zwei und mehrere Per­
sonen voneinander unabhängig sind, wenn es sich um verschiedene Personen 
handelt. Das ist nicht selbstverständlich, widerspricht sogar unter Um­
ständen den statistischen Erfahrungen. So z. B. wenn durch diese fest­
gestellt wird, daß die Sterblichkeit verheirateter Personen von der der 
unverheirateten Personen desselben Geschlechtes recht merklich ver­
schieden verläuft. 

Unter der Annahme der Unabhängigkeit aber ist nach dem Multipli­
ka tionssa tz der W ahrscheinlichkei tstheorie die W ahrscheinlichkei t, daß von 
den bei den Personen (x) und (y) beide nach n Jahren am Leben sind, durch 

P P P 1.,+" 11/+ .. 
.. ",11 =" ., ... '11 = ~l~·-l-

., '11 
(I) 

gegeben. Für eine Anzahl von m Personen der Alter x, y, z, ... gilt dann 

"p." V,z, •.. = nP.,· nP'II· nP. . .... (2) 

Die Wahrscheinlichkeit, daß von zwei Personen (x) und (y) nach 
n Jahren keine am Leben ist, wird mit InQa;,lI bezeichnet. Der waag-
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rechte Strich über den Altern bedeutet hierbei, daß angenommen ist, daß 
auch der überlebende der beiden Personen innerhalb der 11, Jahre stirbt. 
Es ist weiter 

und für 11, = I 

und für m Personen 

\"qz,lI,z, ... = (I-"Pa:)(I-"P!I)(I- .. Pz) ... 
Die Wahrscheinlichkeit, daß eine und nur eine von zwei Personen 

nach 11, Jahren am Leben ist, ergibt sich nach dem Additionssatz der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung mit 

"p ~lll = "Pa: (I - "P!I) + "P!I (I - .. Pa:) } 

= .. Pa: + "P!I-2 .. Pa:,!1 
(5) 

und die Wahrscheinlichkeit, daß wenigstens eine von zwei Personen nach 
11, Jahren lebt, mit 

"PZ,1I = "Pli) (I - "P!I) + "P!I (I - "Pli)) + "PII),!1 } (6) 

= "Pli) +"P!I-"PII),!1 
Damit ist 

,,,qz,v + .. PZ,1I = I, nPz,1I = I -1"qz,1I = nPz + nPII- nPz,lI' (7) 

Die Wahrscheinlichkeit, daß wenigstens eine von zwei Personen inner­
halb von 11, Jahren stirbt, ist offenbar das Komplement von .. P a:, !I und daher 

(8) 
und für 11, = I 

P 1(1) 171 - 1(1)+1 171+1 
qll),!I=I- Z,!I= II • 

(1) !I 
Die Produkte der Lebendenzahlen la:. l!l werden in der Regel mit la:'!1 
bezeichnet, so daß die Zahlen lll).!1 selbst als Zahlen der lebenden Paare 
im Sinne einer Absterbeordnung für zwei verbundene Leben aufgefaßt 
werden können. Man schreibt dann auch wohl 

dll).!1 = la:.!I- lll)+ 1. 71+1 

als bezügliche Zahl der Toten. Es ist aber dann zu beachten, daß 
1(1).71 = 1(1) . l!l' aber das Produkt dll) • d!l = (la: -1(1)+ 1) (1 71 -171 + 1) keines­
falls mit da:.!1 gleichzuhalten ist. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß der erste Tod bei zwei Personen in den 
Zeitraum zwischen t und t + I fällt, ist 

clqZ,1I = ,PZ,II(I-PZH,IIH) = CPZ,II-' +1PZ,II} 
_ I"'H I!lH- 1a:+H1 I!1+H1 _ da:+t .. !I+t 
- 1(1).171 - 1(1),71 
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Die Wahrscheinlichkeit aber, daß beide Ablebensfälle in dieses Zeitinter­
vall fallen, ist 

daJ+t dl/+t 
tlqaJ.tlql/=-z-·-z-' (IO) 

aJ 1/ 

Man bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, daß der Überlebende von (x) 
und (y) im t + Iten Jahre stirbt, mit tl~' und es ist 

fl~ = (I- tPI/) tlqaJ + (I- tpaJ) tW1/ + tlqaJ' tlql/ 

oder weil 

auch 

= (I - tPI/) (tPaJ - H1PaJ) + (I - tPw) (tPI/- HtPl/) + 
+ (tPw - H1 paJ) (tPI/- t+1 p.) 

= (tPw + tP1/- tPaJ, 1/) - (H1PaJ + t+1PI/ - t+1Pz, 1/) 

= tPx,lI-t+ 1PX,1I 

Für t = 0 ist 

wie sich auch aus 

InqX,1I = (I - nPw) (I - nP1/) 
= (I - nP.,) + (I - nPI/) - (I - nP.,.II) 

= Inqx+ \nq1/-lnq.,.1/' 
für n = I wieder ergibt. Man muß beachten, daß 

qx,1I = qz . q1/ = qz + q1/ - qZ.II' 
aber für die aufgeschobenen Werte nur 

tlqrJ;,1/ = tjqz + t j q1/- tlq.,.11 
gilt. Die Werte 

tlq.,.II' tiqaJ' tiqy, tlqrJ;, 11 

sind streng voneinander zu unterscheiden. 

(H) 

(u) 

Die Wahrscheinlichkeit, daß weder (x) noch (y) im t + Iten Jahre 
stirbt, ist 

(14) 

hingegen die Wahrscheinlichkeit, daß wenigstens einer von (x) und (y} 
im t + I ten Jahre stirbt, 

I - (I - t/qz) (I - t/qy) = tiqz + tlqy- tlqz· tlqy· (IS) 

Natürlich kann diese Wahrscheinlichkeit auch aus 

t Iqz (I - tlqy) + tlqy (I - tlqz) + tjqz· tlqy 
zusammengesetzt werden. 

Berger, Lebensversicherung. II 
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Für die Wahrscheinlichkeit tplJ)' t-iP1I erhält man die Umfonnung 

llJ)+t l,,+t-l 1"-1 _ tPIJ).II-l 
T'~'T- P,,-1 

oder weil tplJ) = plJ) . t-1PH 1 auch 

plJ) . t-1PIJ)+ 1.11' (16) 

Unter Anwendung des Additionssatzes erhält man für die Wahr­
scheinlichkeit, daß die Auflösung des Paares (x) und (y) innerhalb des 
Zeitraumes von n Jahren erfolgt, 

n-l tl-I 

jnqz, 11 =.Itjqz,1I = .I(tPz,II-t+lPZ,II) = I-nPZ,II' (17) 
o 0 

Ebenso ergibt sich 
n-1 . n-l 

In~ = Ztlqz,lI = Z(tlqz + tjq,,-tlqz,II)' 
o 0 

= (I - nplJ)) + (I - nP,,) - (I - nplJ) . nP,,) 

= (I - nplJ)) (I - nP,,) . 

in Übereinstimmung mit dem bereits erhaltenen Resultat. Für die Auf­
lösung des Paares (x) und (y) in dem Zeitraum von n bis n + m aber 
erhält man die Wahrscheinlichkeit 

n+m-l 
"Imqz,,, = .Itlqz, ,, = nPz,,,-n+mPz,,, = !n+mqz,II-lnqz,II' (18) 

n 

während man für die Wahrscheinlichkeit, daß der Überlebende im Zeit­
raum von n bis n + m stirbt, den Ausdruck 

n+m-1 
n:m~ =.Iti~ = nlmqz + nlmq"-nlmqz,,, 

n 
(19) 

erhält. Falsch wäre es für diesen Fall nlmq z • njmq 11 zu setzen, da dies 
die Wahrscheinlichkeit, daß beide in dem Zeitraum von n bis n + m 
sterben, bedeuten würde. 

§ 42. Die Z-Formeln. 

Unter dieser Bezeichnung sind in der Versicherungsmathematik 
zwei Fonneln in häufigem Gebrauch, welche mit der Beantwortung 
folgender Frage der Wahrscheinlichkeitstheorie zusammenhängen. 

Über n Paare gleichartiger, entgegengesetzter Ereignisse Ei und 

Ei' deren Wahrscheinlichkeiten Pi und qi = I - Pi sind, wird 
eine Beobachtung oder ein Versuch angestellt. Wie groß ist die 
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Wahrscheinlichkeit, daß genau k von den Ereignissen Ei' und wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß mindestens k von den Ereignissen 
Ei eintreffen? 

Um die erste Frage zu beantworten, hätte man auf alle möglichen 
Arten Produkte von k Faktoren Pi und n - k Faktoren qi zu bilden und 
zu summieren. Demnach kann die gesuchte Wahrscheinlichkeit durch 
die Formel 

dargestellt werden, wobei sich die Summen bildung auf alle Kombina­
tionen IX, ß, "', k der Elemente r, z, 3, ... , n zur kten Klasse bezieht; 
A, /.l, ... , e sind die jeweils in der Kombination nicht vorkommenden 
Elemente. 

Entwickelt man das Produkt unter dem Summenzeichen in (zo), so 
entstehen Produkte der Pi zu je k, je k + r, ... bis zu n Faktoren, und 
bei der darauffolgenden Summierung treten die Summen 

derartiger Produkte auf. Die Produkte von k Faktoren kommen in (zo) 
nur je einmal vor, jedes Produkt von mehr als k Faktoren tritt mehr­
fach auf, so daß in entwickelter Form 

(zr) 
sein wird. 

Die Koeffizienten Ak+l> A k + 2, ••• hängen von den Pi nicht ab, 
bleiben also dieselben, wenn man alle Pi als gleich und gleich pannimmt. 
Dann aber wird der Ausdruck (zo) 

(Z2) 

und der Ausdruck (zr) geht wegen 

Zk=(:)pk, Zk+l=(k+I)Pk+1, ... , Z .. =P", (23) 
über in 

Durch Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen in (zz) und (24) 
erhält man 

- (:) (n -;-k) = Ak+1 (k; I)' (:) (n ~k) = Ak+2 (k; 2)' 

-(:) (n~k) = Ak+3(k;3)' ... , (-r)"-.l:(:) (:=~) =A .. 
u* 
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und hieraus 

A k+1 =-(ki l ), A k+2=(kt 2), ''', A .. =(-I)n-'k(n~k) 
und somit 

P(E[k]) = Zk-(k i I)Zk+l + (k t 2)Zk+2- ... 

+ (-I)n-k(n~k)Zn (25) 
Zk 

(I + Z)l:+l' 

wobei der letzte Ausdruck hinsichtlich der Exponenten symbolisch auf­
zufassen ist. 

Die zweite Frage beantwortet sich an Hand der symbolischen Be­
zeichnung wie folgt: Bezeichnet man die hier in Betracht kommenden 
Wahrscheinlichkeiten mit P (Ek), so gilt 

P (Ek) - P (EH 1) = P (E[k]) 
oder 

P (Ek) - P (E[k]) = P (EH 1)' 

'Zufolge der selbstverständlichen Relationen 

P (Eu) = I, 

zO 1 

P(E[o]) = I+Z = I+Z' 
1 Z 

P (EI) = P (Eo) - P (E[o]) = I - 1 + Z = 1 + Z' 

Z Z Za 
P (E2) = P (EI) - P (E[,]) = 1 + Z - (I + Z)2 = (I + Z)2 

erhält man durch vollständige Induktion 
Zk 

P (Ek ) = (I + z)k' 
denn, die Richtigkeit für k vorausgesetzt, erhalten wir für k + I 

zk Zk Zk+l 

(I + Z)k - (1 + Z)k+l = (I + Z)k+l • 

Wir gelangen zu den gleichen Resultaten - die Formeln (25) und 
(26) werden als Z-Formeln bezeichnet - auf Grund der folgenden über­
legungen: Da die Ereignisse als gleichartig vorausgesetzt sind, werden 
die Wahrscheinlichkeiten P (E[k]) und P (E k ) symmetrische Funktionen 
der Wahrscheinlichkeiten PI> P2' "', Pn sein, und da aus (20) hervorgeht, 
daß es sich um ganze, rationale Funktionen der Pi handelt, werden die 
Ausdrücke für die beiden erwähnten Wahrscheinlichkeiten in der Gestalt 
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anzusetzen sein, wobei 

Zl = PI + P2 + ... + Pn, 
Z2=PIP2+PIPS+ ···+Pn-IPn, 
................................ "' 

Zn = PIP2 ... Pn 
die symmetrischen Grundfunktionen der Pi bedeuten. 

Betrachten wir wieder zunächst den Ausdruck 

P (E[k]) = AIZI + A2Z2 + ... + AnZn, 
so verfährt man jetzt zur Bestimmung der nicht von den Pi abhängigen 
Koeffizienten Al' A 2, ••• , An am einfachsten so, daß man die Pi die 
beiden Extremwerte 0 und I annehmen läßt. Offenbar kann dann P (E[k]) 
nur dann den Wert I annehmen, wenn gerade k der n Werte Pi den 
Wert I, die übrigen n - k hingegen den Wert 0 annehmen. Man erhält 
sonach das Gleichungssystem 

0= (ktI)AI + (kt I)A 2 + ... + (Zt~)Ak+1 
I = (!) Al + (~) A2 + ... + (Z)A k 

o = (~) Al + (~)A2 
O=(~)AI' 

(28) 

Hieraus folgt zunächst Al = A 2 = ... = A k - l = o. Weiter A k = I 
und 

A k + l = - (k t I) A k = - (k t I), 
Ak +2 = - (Z t~) Ak+l = - (k t 2) A k = (k t 2), 
............................................ , 

An = (-I)n-k(n~k) 
und daher 

P (E[k]) =Zk- (k t I)Zk+l + (k t 2)Zk+2-'" + (- I)fI-1:(n~k)Z.J 
Zk 

- -;--.,---::;0-;-:-. 
(I+Z)k+ I 

in übereinstimmung mit (25). 
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Zur Bestimmung von P (E k) kann man von den vorbenutzten Re­
kursionsformeln Gebrauch machen. Man kann aber diesen Wert auch 
direkt aus einem (28) ganz analog gebauten System von n Gleichungen 
erhalten, welche lauten: 

I = (~) Al + (:) A2 + '" + (:) An 
1= (n-;-I) Al + (n-; I) A 2 + ... + (:=~) A n _ l 

I=(kt I)A I +(k;I)A2 + .. , +(~t~)Ak+1 

I = (~) Al + (:) A 2 + '" + (~) A k (29) 

O=(k-;-I)A I +(k-;I)A2 + ... +(~=~)Ak-l 

0= (:) Al + (:) A 2 

o = (~) Al' 
Aus diesem System folgt zunächst Al = A 2 = ... = A k - l = o. 

Und weiter 

A k = I, 

A k +1 =I-(ktI)Ak=I-(ktI)=_(~), 
Ak+2= I-(~t:)Ak+1-(kt2)Ak= (kt I), 
........................................... , 

Demnach 

P(Ek) =Zk-(~)Zk+1 + (k; I)Zk+2- ... + (-I)n-k(:=~)Zn, 
Zlc 

= (I+Z)k 
in Übereinstimmung mit (26). Die beiden Z-Formeln, aber auch das zu­
letzt zu ihrer Ableitung benutzte Verfahren mittels der unbestimmten 
Koeffizienten werden sich zur Berechnung der verschiedensten Versiche­
rungswerte für mehrere Leben sehr nützlich erweisen. An dieser Stelle 
sei nur noch auf die Berechnung einiger Erlebenswahrscheinlichkeiten 
hingewiesen. 

Sei 
P[r1 
t---

z,'V,z, ... 
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die Wahrscheinlichkeit, daß von m Personen der Alter x, y, z, '" nach 
t Jahren noch gerade r am Leben sind, so erhält man für die verlangte 
Wahrscheinlichkeit nach Formel (25) 

wobei 
Zl = tP., + tP1I + tP. + ... , 
Z2 = tP.,· tP1I + tP.,· tP. + ... , 
......................... " 

Zm= tP.,· tP1I' tP • ... 
zu setzen ist. Für den speziellen Fall m = 2 und r = I ergibt sich demnach 

[I] _ Z _ Z Z2 _ P + P P tPx,lI- (I+Z)2 - - -t., t 1I- 2 t ",11 
und für den speziellen Fall m = 4 und r = 2 

[2] Z2 
P-- - = Z2-3Z3 + 6Z4 

t ",II,-,U - (I+Z)3 

= tP."11 + tP."z + tP"',u + tP1I,Z + tP1I,U + tPz,u 
- 3 (tP",,'IJ,Z + tP.".,u + tP." II.U + tPII,.,U) + 6 tPaJ, 11.1,,., 

Die Wahrscheinlichkeit aber, daß von m Personen der Alter x, y, z, ... 
nach t Jahren noch mindestens r am Leben sind, ergibt sich auch als 

f' Z" Z"+l 
tPx,II,Z, ... = (I + z)"+! + (I + Z)"+2 + '" = 

= (I+Z~r+l [1+ I!Z +C!zr+ ... ] (31) 
I 

(I +Z)Ql ._--Z- = 
I-I+Z 

(I + zr' 

wobei die Glieder in der Reihenentwicklung von selbst Null werden, 
wenn der symbolische Exponent die Zahl m überschreitet. Für den 
speziellen Fall m = 2 und r = I ergibt sich so 

[I] z 
tPx, 11 = tPx, 11 = I+Z =tP.,+tPII-tPx,1I 

und für m = 4 und r = 2 

2 Z2 
P-- - --- - Z2 - 2Z3 + 3Z4 

t X,II,Z,U - (I + Z)2 - . 

Die im vorhergehenden dargestellte Methode der unbestimmten Koeffi­
zienten ist in der Anwendung sehr bequem und auch dann zu verwenden, 
wenn die unmittelbare Anwendungsmöglichkeit der Z-Formeln nicht 
gegeben ist. Wir kommen auf diesen Gegenstand noch ausführlich zurück. 
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§ 43. Die Überlebenswahrscheinlichkeiten. 

Die Wahrscheinlichkeit des Ablebens eines xjährigen zum Zeitpunkt t 
ist durch tPOJ !-lOJ + t dt bestimmt. Unter der weiteren Bedingung, daß zu 
diesem Zeitpunkt t eine andere Person (y) am Leben sein soll, ist die 
W ahrscheinlichkei t 

tPOJ!-lOJ+ t· tP1I dt = tPOJ.1I!-lOJ+ t dt. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß (x) im Alter zwischen x + n und x + n + I 
vor (yf stirbt, ist daher 

n+I 

nlq~,11 = 1 tPOJ,1I!-lOJ+t dt , 
n 

und die Wahrscheinlichkeit, daß (x) vor (y) innerhalb von n Jahren stirbt, 
n 

Inq~,11 = ~ tPOJ,lI!-lOJ+t dt• 
o 

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, daß (x) wann immer vor (y) stirbt, 
co 

q~,11 = ~ tPOJ,1I!-lOJ+t dt• 
o 

Setzt man in erster Annäherung 

~ IOJH - 1 -IOJ +l+l 
!-lOJ+t= 21 ' OJ+t 

so ergibt sich 

und 

Hierbei ist die vollständige lebenslängliche und temporäre Lebens­
erwartung für das Paar (x) und (y) durch 

00 n 

eOJ,lI = 1 tPOJ, II dt, IneOJ,lI = 1 tPOJ,l/dt 
o o 

definiert, ganz in Analogie zu den bezüglichen Begriffsbildungen für ein 



Die Überlebenswahrscheinlichkeiten. 169 

Leben. Hieraus ergibt sich 
<Xl <Xl 

ddX i z. lI = /X ~tPz'lIdt= ~(ddX tPZ)tPli dt 
o 0 

<Xl 

= I tPz. 11 (f1z - f1z+t) d t = f1rr i z,lI - q~'!1 
o 

und damit auch 

während für die entsprechende temporäre Überlebenswahrscheinlichkeit 
des yjährigen über den xjährigen auch 

1 _ +1(_ _) 
[nqz, 11 = f1., [ne." !I Z tneZ-I, '11 - IneZ+I. 11 

geschrieben werden kann. 
Unter der Annahme der gleichmäßigen Aufteilung 

über die einzelnen Jahre kann auch gesetzt werden 

'" 1 _ ~ d.,+t 111 +t + '/. 
qz,1J-~-l- 1 

., 11 
o 

und weil 

auch 
.-1 

Inq~,11 = Z(tP.,-HIPz)' ~ (tPIi + HIPII) 
o 

71-1 

der Todesfälle 

= ~ .l.)tPz, 11- HIPz, '11 + tPz HIP'II- HIPz tP1I) 
o 

71-1 

= 2- ~ (p _ P + t+!PZ-1' 11 _ H!PZ'"-1) 
z ~ t Z,!I t+l a:,11 PZ -1 P'II-1 

o 

--1-I ( P + l .. e"-1'1I 
- z .. ",'11 P.,-1 

und 
I -2-(1-p +eZ - 1''II_ e''''11-1) qz,lI - z Z,1I pp' .,-1 11-1 
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Wenn die Reihenfolge des Ablebens durch Ziffern bezeichnet wird, 
so ist die Wahrscheinlichkeit, daß (x) als erster stirbt, gleich der Wahr­
scheinlichkeit, daß (y) als zweiter stirbt, 

q~,y = qz,; und q~,y + qz,~ = I, 

gleichgültig, in welchem Zeitraum das Ableben erfolgen soll. Es ist aber 
auch 

n 

Inq~,y = ~ (I-tPII) tpzfla;+t dt = Inq"'--Inq~,y. (42 ) 

o 

Die Wahrscheinlichkeit, daß (x) am Leben ist n Jahre nach dem Ab­
leben von (y), ist auszudrücken durch 

~ t+nPw tPIi flHt d t = nP", ~ tPaJ+n, 1/ • fll/H d t } 
o 0 (43) 

= nPw . qz+n,~, 

oder bei Annahme gleichmäßiger Verteilung der Todesfälle 

Die Wahrscheinlichkeit, daß (x) vor (y) stirbt oder innerhalb von 
n Jahren nach dem Ableben von (y), ist das Komplement zu der Wahr­
scheinlichkeit, daß (x) n Jahre nach dem Tod von (y) noch am Leben ist, 
demnach 

und die Wahrscheinlichkeit, daß (x) innerhalb von n Jahren nach dem 
Tod von (y) stirbt, 

00 

I (tPw-n+tP"') tPl/flll+t dt = qw,~-np",qz+t,~. (45) 
o 

Ähnlich sind entsprechende Wahrscheinlichkeiten für drei und mehrere 
Personen leicht auszuwerten. Es sei nur beispielsweise angeführt: 

I 
<X> 00 

I = ~ P . dt= ~ P lW+t-l-1",+t+l dt qz,y,Z t z,y,z flz+t - t z,y,z 21 w+t 
o 0 

I , 
und 
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I7 1 

<» 

q~,~, Z = ~ (I - tPlI) tPx, z #x+ t dt 
o 

00 00 

= ~tPx,z#x+tdt- ~tPx'II,z#x+tdt = q~,z-q~,II,Z' 
o 0 

Hierbei ist 

Wei ter erhält man 
00 

q!, II,Z = ~ (I - tPlI) (I - tP.) tPx #xH dt 
o 

<» 

= ~(I-tPlI-tP. + tPII,z)tPx#xH dt 
o 

I I I 
= 1-qx, 11- qx,z + qx,II,z' 

Die Wahrscheinlichkeit (48) besagt aber, daß der Überlebende von (y) 
und (z) vor (x) stirbt, so daß auch 

I 

q!, 11, z = qx, 11, Z 

geschrieben werden kann. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, daß (x) 
vor dem Überlebenden von (y) und (z) stirbt, das Komplement von (48) 

oder auch 
00 00 

itPx #xH tPlI,Z dt = ~ tPx #X+t (tPlI + tP. - tPII,') dt = q~,11 + q~,z- q~,II,Z' 
o 0 

Die Wahrscheinlichkeit, daß das Paar (x) und (y) durch Ableben einer 
oder beider Personen innerhalb der Zeitspanne n zur Auflösung gelangt, ist 

n 

!nqx,1I = ~ tPx,II#X+t,lI+t dt , (50) 
o 

wenn mit #x. 11 die A ufläsungsintensität des Paares bezeichnet wird. Weil 
aber 

n 

!nq~, 11 + Inqx, ~ = ~ tPx, 11 (#XH + #lI+t) dt 
o 

und 
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so ergibt sich 
(SI) 

Natürlich kann dieses Resultat auch unmittelbar aus der Definition der 
Sterbensintensität erhalten werden. Denn aus 

und 

I d d 
ftllJ+t = --l-dt lllJ+t = -Te log lHt 

lIJ+t 

d d 
ftllJ+t. I/+t = -Telog lllJ+t.I/+t = -Te log (lHt.ll/+t), 

d d 
= - Te log lNt - Te log ll/H = ftHt + ftllH 

folgt die Relation (SI). Für eine beliebige Anzahl von m Personen aber 
ergibt sich als Auflösungsintensität der Gemeinschaft 

(52) 

§ 44. Die Formel von GOMPERTZ und MAKEHAM. 

Unter den sehr zahlreichen Formeln, welche die Funktionen der Ab­
sterbe ordnung lllJ' tPIIJ' ftllJ usw. durch einen geschlossenen mathematischen 
Ausdruck mit genügender Anpassung an das Beobachtungsmaterial dar­
zustellen vermögen, hat die Formel von B. GOMPERTZ und W. M. MAKE­
HAM (1825, 1860) bis heute in der Mathematik der Lebensversicherung 
eine überragende Bedeutung behauptet. Dies nicht nur deshalb, weil sie 
für die für die Praxis wichtigeren Alter für die einfach nach dem Alter 
abgestuften Werte fast immer eine befriedigende Darstellung der Be­
obachtungswerte vermittelt, sondern vor allem auch deshalb, weil im 
Wege dieser Formel eine außerordentliche Vereinfachung bei der Be­
rechnung der Versicherungswerte für mehrere Leben zu erzielen ist. 

Die Formel beruht auf der Annahme. daß die relative Änderung der 
Sterbensintensität mit dem Alter konstant ist oder, mit andern Worten, 
daß die Änderung der Sterbensintensität in der Zeiteinheit jeweils 
proportional ist dem jeweils schon erreichten Wert der Sterbens­
intensität. Das ist aber eine Annahme, welche in gleicher Weise auch in 
der Zinstheorie, bei der barometrischen Höhenmessung usw. eine Rolle 
spielt und auch hier zum gleichen Integralgesetz, nämlich der Exponen­
tialfunktion, führt. Nach der Annahme von GOMPERTZ ist 

ftllJ = BIf», 

zu setzen, woraus sich 

d 
Il = --logl rllJ dx IIJ 

-log lllJ = I B cllJ dllJ 

BcllJ 
logl., = --1- + logk = logg.c" + logk, 

ogc 

B 
logg =--­

log c 
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und damit 

10: = kr/ 
ergibt. Für die Erlebenswahrscheinlichkeit erhält man dann 

tPo: = geO:(CLI) 

und 
log tPo: = cO: (ct - I) log g, 
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wobei der Parameter g stets < I und der Parameter c stets > I ist so 
daß (d - I) log g negativ ist und der Ausdruck für tPo: daher mit x ~d 
natürlich auch mit tabnimmt. 

MAKEHAM fügte der Formel für flo: noch ein konstantes Glied A, 
entsprechend einer über alle Alter konstant wirkenden Todesursache hinzu. 
Bezeichnet man dieses Glied mit A = -log s, wobei s ein Parameter< I 
ist, so ergibt sich für den Logarithmus der Erlebenswahrscheinlichkeit 

wo 

und daher 

log tPo: = t log s + cO: (Cl - I) log g 

= log k + (x + t) log s + cO: + , log g 
-log k - x log s - cO: log g, 

log k + (x + t) log s + co:+ t log g = log 10:+ t, 
log k + x log s + co: log g = log 10: 

Man erhält so in der Tat 

und 

d l 
flo: = -dXlog10: = -logs-co: logclog gJ 

-log s = A, -log c . log g = B 

p,o:=A+BCO: 

P - st ~ (ei-I) t 0:- 1)- • 

(54) 

(55) 

(56) 

Die Ausarbeitung der Methoden für die Berechnung der drei wesentlichen 
Parameter der Formel s, g, c mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate 
oder eines sonstigen Verfahrens auf Grund der Beobachtungsdaten ist 
Sache der mathematischen Statistik. Uns interessiert hier zunächst die 
Darstellung der verschiedenen Versicherungswerte unter Verwendung 
der Sterbeformel von GOMPERTz-MAKEHAM. Sie ergibt z. B. für die 
Ablebensversicherung 

Ao:= fvttPo:flo:+tdt = IVttPo:(A+BCo:+t)dt ) 
o <Xl 0 (57) 

= A dOll + B cO: I(vc)ttPo: dt = A do: + {flo:-A)iio:' 
o 
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wobei wir also unter ä.,' die kontinuierliche Leibrente, gerechnet mit dem 
Diskontierungsfaktor v. c zu verstehen haben. Im Falle der GOMPERTZ­
schen Formel würde sich 

A., = !"ä.,' 
ergeben. Eine konstante Erhöhung des Parameters A in !"., wirkt daher 
auf die Leibrente wie eine Zinserhöhung. Denn ist 1 ein positiver Betrag 
< I, -log 1 daher positiv, so ist 

und daher 

!".,' = - (log s + log I) - (log g . log c) c." 

1.,' = k sOl I" gr = r 1." 

tP.,' = It tP., 

1 f 
I+i = I+i' 

. I+i 
1=-,--I. 

Eine Erhöhung des Parameters B aber ist gleichwertig mit einer Alters­
erhöhung, denn für den Parameter B eh erhält man 

!".,' = A+Bc:l:+ h = !".,+11' 
Unter Geltung der GOMPERTzschen Formel ist 

tP.,,1/, • ••• (m) = tP.,· tP1/' tPz· ••• (m) 
= g(c:l:+cll+cZ+ ... )(J-I). 

Ist also w so bestimmt, daß bei m Personen die Relation 

r ew = co: + eil + eZ + ... (m) 

erfüllt ist, dann gilt auch 
P _ nrcW (ct-I) _ P 

t :1:, 11, Z ... (m) - 6 - t 1.0,1.0, ... (r) , (58) 
die Erlebenswahrscheinlichkeiten für m verschiedene Alter sind demnach 
auf die Erlebenswahrscheinlichkeiten für r gleiche Alter zurückgeführt. 
Ist speziell r = I, so ist 

e'" + eil + eZ + ... (m) = cw. 
Für die Lebenserwartung ist unter Geltung der GOMPERTZSchen Formel 

.., .., 
e:l:,II,z, •.• (m) = .2)tP:I:,II,Z, ••. (m) = .2)tPw' tPw· ••• (r) = eID,ID, ••• (r)' 

I I 

Unter Geltung der GOMPERTz-MAKEHAMschen Formel aber ist 

tP ( ) = smtg{c:l:+clI + ••• ) (J-I) 
~,lI,Z, ••• m 

und wenn w so bestimmt wird, daß 
mcW = c'" + eil + ... (m), 

so ist 
P _ smt dT1ICID (Ct_I) _ P t :I:,II,Z, ... (m) - 6 - t ID,ID, ... (m) 

und auch 
e:l:,II,Z, ••• (m) = eID,w, .•. (m)' 

(60) 

(6I) 
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Multipliziert man (60) mit B und addiert m A, so erhält man 

m (A + B eW ) = (A + B e~) + (A + B e1l ) + ... (m) 
und damit 

mflw = fl~ + flll + flz + ... (m). 
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(62) 
l\fan kann also das Ersatzalter w auch aus einer Tafel der Sterbens­
intensitäten erhalten. Wesentlich ist, daß sich die Erlebenswahrschein­
lichkeiten unter Geltung der GOMPERTz-MAKEHAMschen Formel für eine 
Anzahl von m verschiedenen Personen durch eine gleiche Anzahl m von 
gleichaltrigen Personen eines leicht zu ermittelnden Ersatzalters w aus­
drücken lassen. Das ist eine für die Versicherung mehrerer Leben zur 
Vereinfachung der Rechnung sehr wichtige Eigenschaft der genannten 
Formel, auf welche wir noch oft zurückzukommen haben. 

Für die Wahrscheinlichkeit, daß (x) als erster von einer Anzahl von 
m Personen stirbt, ist für A = 0 

co 

qI _ f P Be~+tdt 
~.1I.Z, ... (m) - J t ~.1I,z, ... {m) 

o 
co 

= {e~: [e~ + e" + ... (m)J) I tP~.1I, ... (m) • 
o 

• Bet[e~ + eil + '" (m)]dt (63) 

'" 
= {e~: [e~ + eil + .. , (m)J) i tP~, 11, ... (m) flHt, 11 +t, ... (m) dt 

o 

= {e~: [e~ + eil + ... (m)J) = fl~: [fl~ + fl1l + ... (m)]. 

Sind aber alle Personen gleichaltrig, so ist natürlich 
I I 

q~,~, ... {m) = m' 
Wird die von MAKEHAM erweiterte. Sterbeformel angewendet, so gilt 

00 

qI _f p (A+Be~+t)dt 
~, '" z, ... (m) - J t ~,1" z, ... (m) 

o 

=Ae~,11, ... {m)+ {e~:[e~+e1l+ ... (m)]). 
00 

. i tP~, 11, ... (m) B et [e~ + e" + ... (m)] dt 
o 

= A e~, 11, ... (m) + {e~: [e~ + e" + ... (m)]). 
00 

. I tP~,1I, ... (m) (fl~+t + fl1l+t + ... - mAl dt 
o 

= A e~,11, ... (m) + {e~: [e~ + e1l + ... (m)J) 
[1 - m A e~.11 .... (m)] ) 
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und daher für 

qI _ A - + C [r A - ] 
mcw = C

Z + cy + ... (ml I 
z, 1/, Z, ... (m) - ~,w, ... (m) m CW - eu., w, '" (m) (65) 

= :w(~ +logse"",w, ... (m»)-logse"",w, ... (m). 

Sind alle Alter gleich, so ergibt sich für den Ausdruck rechts wieder I/m. 

§ 45. Die Versicherungs werte für zwei und mehrere Leben. 

Die Berechnung der Versicherungswerte für mehr als ein Leben, also 
insbesondere die Berechnung der Prämien und Prämienreserven, erfolgt 
nach denselben Grundsätzen und Methoden, die sich bei den bezüglichen 
Problemstellungen für ein Leben als notwendig und nützlich erwiesen 
haben. Im einzelnen aber ist hier der Kreis der zu behandelnden Aufgaben 
sehr erweitert. Dies ist teils in der Einführung neuer Rechnungsgrund­
lagen, teils darin begründet, daß zahlreiche Versicherungsarten für 
mehrere Personen nicht ohne weiteres in Analogie zur Versicherung auf 
ein Leben zu erledigen sind. 

Wir wollen auch hier zunächst nach der elementaren Methode die 
einzelnen Versicherungsarten behandeln, im weiteren Verlauf der Dar­
stellung aber auch die kontinuierliche Methode überall da heranziehen, 
wo dies im Hinblick auf Theorie und Praxis geboten erscheint. 

Als einfachste Versicherungsart ist auch jetzt die reine Erlebens­
versicherung eines Paares (x) und (y) anzusehen, bei welcher das Kapital r 
zur Auszahlung gelangt, wenn beide Personen nach Ablauf von n Jahren 
am Leben sind. Zur Bewertung der Sterblichkeit benutzen wir für (x) 
und für (y) zwei Absterbeordnungen, die durchaus nicht gleich sein 
müssen. Es ergibt sich so für die einmalige Nettoprämie oder den Netto­
erwartungswert der genannten Versicherung 

E - PP' ,,_ 1",+.. 1;,+.. "j " "',1/- n ""n 1I .v --I-'-I-'-v 
'" 1/ (66) 

Do;+n 1;'+n 1",+n Djl+n 
= n;-' t;; = -y;-' ----ys;;" 

Hieraus ergibt sich sofort der Erwartungswert der Verbindungsrente auf 
die zwei Leben (x) und (y), welche solange im vorhinein ganzjährig zu 
zahlen ist, als beide Personen am Leben sind. Der Erwartungswert ist 
für die Rentenbeträge eo, el> e2, ••• durch 

1",1/ 1"'+11;'+1 Tl' eo + 1 l' e1 v + ... = 
'" 1/ '" 1/ 

= D 11 , (eoD",ly' + elDa:+ll~+l + ... ) = 
'" 1/ 

= 1 ~ , (eolzD lI ' + ella:+lD~+l + ... ) 
Q) 1/ 
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gegeben. Wird die Sterblichkeit beider Personen nach derselben Ab­
sterbeordnung bemessen, so haben in den Formeln die zur Kennzeichnung 
der zweiten Tafel eingeführten Akzente zu entfallen. Zur praktischen 
Berechnung werden als diskontierte Zahlen für zwei verbundene Leben 
die Größen llJ) Dy', llJ)+1 D~+ v ... oder auch DIJ) ly', DIJ)+11~+ v ... sowie 
ihre Summen und Doppelsummen in Analogie zu den Größen D IJ)' N IJ)' S IJ) 
benötigt. Für ihre Berechnung ist nur die Altersdifferenz von (x) und (y) 
wesentlich. Sind die beiden Tafeln verschieden, dann müssen die dis­
kontierten Zahlen für alle positiven und negativen, praktisch in Betracht 
kommenden Altersdifferenzen berechnet werden. Sind beide Tafeln 
gleich, dann braucht die Berechnung nur für die positiven Altersdiffe­
renzen x - y einschließlich der Altersdifferenz Null durchgeführt zu 
werden. Es ergibt sich so in leicht verständlicher Bezeichnungsweise für 
die Erwartungswerte der lebenslänglichen, temporären und aufgeschobenen 
im vorhinein zahlbaren ganzjährigen Verbindungsrente 

. - EII1JDy' a - - EIIJ)Dy'-EIIJ)+nDy+n l 

.lx,y - IIJ)Dy" x,y,nl- IIJ)D,y' J 
_ EIIJ)+nDy+n (68) 

nl aX,y - I D ' 
IJ) 1/ 

Neben der Verbindungsrente ist zunächst der Begriff der Oberlebens­
rente (Witwenpension) von Interesse. Hier wird an die zu versorgende 
Person eine lebenslängliche Leibrente bezahlt, zum erstenmal zu Beginn 
des Versicherungsjahres, welches auf das Sterbejahr des Versorgers folgt. 
Aus llJ) lu' vorhandenen Paaren der Alter x und y gehen aber im ersten 
Jahre dlJ) l~+ 1 Personen hervor, die am Ende dieses Jahres mit Anspruch 

auf Rente leben. Dem entspricht eine Wahrscheinlichkeit von d~lbl. Für 
, IJ) 1/ 

das Ende des zweiten Jahres ist dX;l :~+2 die analoge Wahrschein-
IJ) 1/ 

lichkeit usw. Am Ende der einzelnen Jahre haben aber die zu versorgen-
den Personen den Anspruch auf die Zahlung einer lebenslänglichen Rente, 
deren Erwartungswerte für das Ende dieser Jahre a~+l' a~+2' ... usw. 
sind. Damit ergibt sich aber für den Erwartungswert der Überlebensrente I 

_ dlJ)l~+l, + dlJ)+l l~+a, 2 + a<l:ly - -1-1-'- ay+1 v -l--I-'- a1/+2 v •.• 
<I: Y <I: Y 

= (d<l: D~+l a~+l + dlJ)+l D~+2 a~+2 + ... ) 1 ~ , 
IJ) 1/ 

= (d<l:ED~+l + d<l:+lED~+2 + ... ) 1 ~ , 
<I: 1/ (69) 

= [(I<l:-I<l:+l)ED~+l + (IHl- 1<l:+2)EDY+2 + ... ] 1 ~, 
'" y 

= [IIJ)EDy' -I<l:Dy' -1<1:+1 ED~+l + ... ] W 
'" 1/ 

[I ~D' ~l D'] I EDy' El",Dy' 
= <1:"".1/-"" <I: 1/ lD'=~D'-- 1 D' 

<I: 1/ 1/ '" '11 
Berger, Lebensversicherung. 12 
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und für den speziellen Fall, daß beide Tafeln gleich sind, 

a"'ly = a y - a"" Y' (70) 

Nimmt man an, daß in der Tafel für (y) alle qy den Wert 0, demnach 
alle tPy den Wert I besitzen, dann nehmen die Rentenwerte a",llI' a y, 

a",. y die Extremwerte ; A"" ;, a", an. Relation (70) geht dann in die 

bekannte Relation 
A", = I-da", 

über. 
Wir wollen weiter folgenden allgemeinen Rentenanspruch auf das 

Leben zweier verbundener Personen (x) und (y) betrachten. Solange 
beide Personen am Leben sind, sollen am Anfang der Versicherungsjahre 
die Beträge eo, e1, e2, ••• zur Auszahlung gelangen. Wenn die Person (x) 
stirbt, soll die Person (y) vom Beginn des nächsten Versicherungsjahres 
ab solange sie lebt die Rentenbeträge 10' 11> 12' ... erhalten. Analog er­
hält (x) die Beträge go, g1> g2' .. " wenn (y) vorher sterben sollte. Sterben 
beide Personen im selben Versicherungsjahr, so werden am Ende dieser 
Jahre die Beträge ho, h1> h2, ••• zur Auszahlung gebracht. Für den Er­
wartungswert dieses Anspruches erhält man 

y-f-, [l", Iv' eo + 10001 1Y+l e1 v + .... 
'" 11 + d '" I~ + 1 10 v + d", + 1 I'y + 2 11 v2 + 

+ I",+ 1 dy' go v + 1",+ 2 d~+ 1 gl v2 + .. . 
+ d", d y' ho v + d",+ 1 d~+ 1 h1 v2 + ... ] 

= 1 ~ , [eol",Dy' + e1 10:+1 DY+1 + ... 
'" Y 
+/od",D~+I+/ld"'+ID~+2+ .. . 

+ gOI"'+1 Cy' + gll"'+2C~+1 + .. . 
+hod",Cy'+hld"'+IC~+I+ ... ] 

Wir erhalten aus dieser Formel für die Werte 10 = a~ + l' "', ei = gi = 
= hi = 0 den bereits behandelten Fall der Überlebensrente. 

Fällt das Ableben der beiden Personen in dasselbe Jahr, so macht 
man die Annahme, daß in der Hälfte der Fälle das Ableben von (x) vor 
dem Ableben von (y) eintreten wird. 

Für den Erwartungswert einer aufgeschobenen Überlebensrente ergibt sich 

_ 1",+" D y+" _ E (' ) "la"'IY - -----rJ)-,- a",+"ly+" - n ",11 a ll +" - a",+", 11+" • 
.. 11 

(72) 

Es ist hierbei zu beachten, daß beide Personen nach n Jahren am Leben 
sein müssen, wenn ein Anspruch auf Rentenzahlung an (y) nach dem 
Ableben von (x) gegeben sein soll. Der temporäre Anspruch auf Über­
lebensrente ist dann durch 
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definiert. Der Anspruch ist also hier auf n Jahre beschränkt, tritt aber 
das Ableben von (x) innerhalb dieser n Jahre ein, so erfolgt lebensläng­
liche Rentenzahlung an die Person (y). 

Bei der temporären Versicherung einer temporär zahlbaren Über­
lebensrente (Waisenpension, Erziehungsrente) ist vereinbart, daß nach 
dem Ableben eines Versorgers (x) eine Rente im Betrage 1 an eine Per­
son (y), solange diese am Leben ist, längstens jedoch bis zur Erreichung des 
Alters y + n zu zahlen ist. In diesem Falle ist daher in der allgemeinen 
Formel (71 ) lo=al/+1,n-ll' Il=al/+ 2. n- 21' "', In-2=1, 1"-1=0 zu 
setzen. Wir erhalten so: 

a",: 1/, nj = zb-' [d", (ED~ +1 - ED~+,.) + 
'" 1/ 

+d"'+1 (ED~+2-ED~+n)+'" +dH"-l (ED~+,.-..ED~+,.)] (74) 

= ; I (ED,/ - ED~+n) - zb-' (El", D,/ - El .. +,. D~+,.) = 
1/ '" " 

= a~, i1-az,If,i1' 
Die Überlebensrenten ergeben sich daher stets als Differenz der Rente 
des zu Versorgenden und der Verbindungsrente auf beide Leben. Dies 
ist aber ganz unmittelbar einzusehen. Die Rente, deren Zahlung verein­
bart ist, wird eben, solange beide Personen am Leben sind, zurückerstattet. 
Man sieht auch, daß hierbei die Beträge der einzelnen Rentenzahlungen 
unmittelbar zu berücksichtigen sind. 

Ist eine Rentenzahlung vereinbart im Betrage 1, solange (x) und (y) 
am Leben sind, im Betrage,xl als Überlebensrente an (y) und im Betrage ,xl 
als Überlebensrente an (x), so ergibt sich für diesen Anspruch als Er­
wartungswert 

a",." + ,xl (a" - a",. 1/) + ,x2 (a", - a",. 1/) = 

= <Xt al/ + ,x2 a", + (I - ,xl - <X2) a""". (75) 

Für den speziellen Fall ,xl = ,x2 = ,x ergibt sich 

,x (a", + al/) + (I - 2 ,x) a"',I/' 

wobei für ,x = 1/2 das Resultat 
I 

- (a", + al/) 
2 

folgt. Ist aber ,x = I, dann ist die Rente in voller Höhe bis zum Tode 
des zuletzt Sterbenden zu bezahlen, und ihr Erwartungswert ist 

Bei einer gegenseitigen TodeslaUversicherung (Kapitalversicherung auf 
den ersten Tod) ist vereinbart, daß am Ende der einzelnen Versicherungs­
jahre die Beträge co' Cl' ••• zur Zahlung gelangen, wenn das Ableben einer 

xz* 
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der beiden Personen (x) oder (y) in einem dieser Jahre erfolgt. Für die 
lebenslängliche Versicherung ist daher in (71) zu setzen 10 = go = ho = co, 

11 = gl = hl = Cl> ••• und der Erwartungswert des Anspruches daher 

l~~i/' [fod~D~+1+ ... + 
+ gol~+1 Cy' + ... + 

+ hOd~Ci/' + ... ] = 1 ~ , (d~D~+l + l~Cu') + ... 
~ i/ 

und wegen 

auch 

1 ~ , [co (l~Du' v-l~+1 D~+l) + Cl (l~+1 D~+1 V -l~+2 D~+2) + ... J. 
'" i/ 

Durch Hinzufügung des identisch verschwindenden Ausdrucks 

1 ~ , [Co l", Du' - Co l~ Du' + cl l"'+1 D~+1 - cllHlD~+l + ... ] 
~ i/ 

erhält man auch 

1 ~ , [col",Di/' + (cl - Co) lHl D~+1 + (c 2 - Cl) l"'+2D~+2 + ... -
~ i/ 

- (I - v) (Co l", Du' + cllHl D~+1 + c2l~+2 D~+2 + ... )] 
und daher für den gesuchten Erwartungswert 

A "', i/ {co, cl> ca, ... } = a~, i/ {co, Cl - Co' c2 - Cl> ••• }-

- (I - v) a"" i/ {Co, Cl> Ca, ... }. (79) 

Es sei noch bemerkt, daß für die diskontierten Zahlen l", Di/ auch die 
Bezeichnung D",. i/ in Verwendung ist. 

Für die steigende pränumerando Verbindungsrente ergibt sich 

(Ia)~.i/ = Tl> (I. l~Di/ + 2l~+1Di/+1 + ... ) = E ~ ;Di/ • (80) 
~ i/ ~ i/ 

wobei 
J;J; l~ Di/ = J; l~ Di/ + J; lUl Dil+l + ... 

gesetzt ist. Analog für die steigende temporäre Verbindungsrente 
I 

li> (J; J; l~Di/-J; J; lHn D!l+n -nJ; lHnD!l+n) (81) 
a: i/ 

und für die bis zu einem Maximum steigende Verbindungsrente 
I 

Tl:) (J; J; l", Di/- J; J; l~+n D1I+n), (82) 
a: i/ 

ganz wie in den für ein Leben behandelten Fällen. 
Für die gegenseitige Todesfallversicherung auf die Beträge Co = Cl = 

= ... = I, daher Cl - Co = 0, • •• erhält man aus (79) 

A~.i/=I-(I-v)aa:.i/ (83) 
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und für die gegenseitige temporäre Todesfallversicherung auf die Beträge I 
I 

,,,A,,,,1/= l",D1/ [l",D1/+ (C,,-c"_l)lH" D1I+,,]-(I-V) a"',!I,iil} (84) 

= I-"E"',1/-(I-v)a"',1/,n]. 

Damit ergibt sich als Erwartungswert der gemischten Versicherung auf 
zwei verbundene Leben 

A"',1/,n] = I"A"" 1/ + "Ez,y = I - (I -v) a"',1/,n]' (85) 
Das Kapital I wird hier beim ersten Tod, spätestens nach n Jahren be­
zahlt, wenn dann beide Personen am Leben sind. 

Bei einer gegenseitigen Todesfallversicherung auf Beträge, die bis zu 
einem Maximum ansteigen, ist in Formel (79) Co = I, Cl = 2, C2 = 3, ... , 
e" -1 = C" = ... = n zu setzen, und man erhält für den Erwartungswert 
des Anspruchs 

I ~~ (I l",D'I/-I 1",+" D1I+") - (I -v) TD (I I I",D'I/-
'" 11 '" '1/ 

- I I I"'HI D1I+") (86) 

= a"',1/,n]- (I-V) (1~)""1/' 
Ist aber ein Maximum nicht vorgesehen, dann ergibt sich 

(lA )",,1/ = a"" 1/- (I - v) (la)"" 1/' (87) 
Unter Benutzung der Erlebenswahrscheinlichkeiten wäre für die im 

vorhinein zahlbare Rente auf zwei Leben: 

'" 
a"" '1/ = Ivt tP"', 1/' 

o 

n-I 

'" 
ä"',1/ = ~ VttP"',l/dt, 

o 
n 

a"" I/,iil = Ivt tP"', 1/' 
o 

ä"" I/,iil = ~ vt tP"', 1/ dt, 

00 

nla""'1/ = IvttP",,'I/' 
n 

o 
co 

"jä"" '1/= ~ vt tP"', 1/ dt 
n 

und für eine Anzahl von m Personen 

zu schreiben. 

00 

a - ~vt P ) Z,y, ... (m) -...:.. t Z,y, ... (m, 
o 

n-I 
a ~ - ~vt P ) z,y, ... (m)nl -...:.. t z,y, ... (m, 

o 

n,az,y, ... (m) = Ivt tPZ,y, ... (m) 
n 

(88) 
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Nach GRIFFITH-DAVIES wird für die diskontierten Zahlen der Lebenden 
bei zwei Personen D "', '/I = v'" 1", 1'/1 oder auch D "', '/I = v1/1", 1'/1 gesetzt, wobei 
in der Regel die Diskontierung für das höhere Alter vorgenommen wird., 
Nach DE MORGAN benutzt man als diskontierte Zahl der Lebenden den 
symmetrischen Ausdruck 

~ ('" + 1/) 
D"','/I=v 2 l",l'/l' 

Es ist also nach der ersten Definition D",+ 1, '/I = v'" +1[z+ ll'/l und nach 
der zweiten 

I 

D _v-Z("'+I/+l)l"'+1 l'/l' 
",+1,1/-

Die Bildung der Summen und Doppelsummen erfolgt in beiden Fällen nach 

'" 
N",. '/I = .L)D",+t.'/I+t. 

o 

Die Benutzung von doppelt abgestuften Tafeln erfolgt in gleicher Weise, 
wie bei der Versicherung eines Lebens auseinandergesetzt wurde. 

Für die bis zum Tode des zuletzt Sterbenden zahlbare Nachhineinrente 
erhält man mittels der Erlebenswahrscheinlichkeiten 

~1/=i~~1/ } 

~ tu' (,P. + ,p, - ,P .. ) ~ a. + a, _ a... (9°) 

Ist aber eine Nachhineinrente solange zu bezahlen, als von m Personen 
mindestens r am Leben sind, so erhält man auf Grund der in § 4I be­
sprochenen Erle benswahrscheinlichkei ten 

wobei die Z mittels der Erlebenswahrscheinlichkeiten gebildet sind. Weil aber 
ao 

.L) VI tP"'.1/ •... (k) = a"',1/ •... (kh 
I 

so bleibt die Z-Formel auch für die Leibrente voll in Geltung, sofern Z 
aus den Rentenwerten in gleicher Weise zusammengesetzt wird wie früher 
aus den Wahrscheinlichkeiten. Es ist dann 

af' = Zr_ rZr+1 + r(r+~Z"+2_ ... 
Z,I/ .... (m) 1 • 2 

zr I (92 ) 
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und demnach bei vier Personen 

z 
a~~=~~ =Z-Z2+Z3_Z4, x,y,z,w I +Z 

2 za 
a~~- --- -Z2-2Z3+ 3Z4 x,y,z,w - (I+Z)2 - , 

3 za 
a~~ = --- = Z3-3Z4 x,y,z,w (I+Z)3 ' 

wobei die symbolischen Potenzen der Z wie folgt definiert sind: 

Z = a", + ay + a. + aw, 

Z2 = a",.y + a", .• + a",.w + ay .• + ay. w + a •. w' 

za = a",. y.z + a",. y. w + a", .•. w + al/ .•. w' 
Z4 = a",.I/ .•. w' 

Ganz analog wäre für den Erwartungswert einer Leibrente auf m Per­
sonen, welche nur gezahlt wird, wenn gerade noch r dieser Personen am 
Leben sind, anzusetzen 

[r] 

aX,y, ... (m) 

also beispielsweise 
[2] Z2 

aX,y, z,w = (1 + Z)3 = Z2 - 3 Z3 + 6Z4. 

Die Potenzen der Z sind auch hier wieder als die symmetrischen Grund­
funktionen der Rentenwerte zu verstehen. Auf die Verwendung der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten wird noch zurückzukommen 
sein. 

Einige Vorsicht ist bei der Berechnung von aufgeschobenen Ver­
bindungs- und Überlebensrenten nötig. Es kann hier sein, daß nach 
n Jahren entweder (x) oder (y) oder (x) und (y) am Leben ist. Der Er­
wartungswert für eine solche aufgeschobene Rente unter Einbeziehung 
aller drei Möglichkeiten wäre dann 

v" "p", (r - nPy) a",+" + v" "py (r - nP",) ay+n + 
+ v" nPx. y (a",+n + al/+ n - a",+n. 11+") 

= vn nP", a",+n + v" "Py ay+n - v" nP",. y ax+n, y+n 

= "la", + nlay - "la",. y 

= nlax,y' 

Die Ansätze v" nP",. 11 ax+n, y+n und v" nlP~ ax+n, y+n sind falsch. 
Der Erwartungswert einer Nachhineinrente, welche solange zu zahlen 

ist, als (x) und (y) am Leben sind, und noch t Jahre nach dem Tod von 
(y), wenn (x) am Leben ist, wäre so zu bestimmen. Für die ersten t Jahre 
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ist der Rentenwert jedenfalls: ax,T] auch dann, wenn das Ableben von 
(y) sofort erfolgt. Für das Ende des t + rten Jahres erfolgt eine Renten­
zahlung dann, wenn (x) noch lebt und (y) vor t Jahren am Leben war. 
Der Erwartungswert dieser Zahlung wäre demnach 

vtH t+rP.,rP1/ 

und damit der Erwartungswert der Rente für den Index t + I, t + 2, 

Demnach der ganze Erwartungswert 

_ Dx+t D",+t ( ) 
ax,tl+~a",+t,1/=a"'-D~ a",+t- a"'+t,1/' 

'" '" 
Ähnlich wäre eine Rente zu berechnen, welche bezahlt wird, solange 

(x) und der überlebende von (y) und (z) lebt und noch t Jahre nach dem 
Tod des überlebenden von (y) und (z), wenn dann noch (x) am Leben ist. 
Es ist dann wieder ax, t) der Erwartungswert der Rente für die ersten 
t Jahre und weiterhin 

~ ~ 

Ivt +r tHP",rPv,z = vt tP",Ivr rP"'H (rP1/ + rP. -rP1/,') 
I I 

= vt tP'" (a"'+t, 1/ + a",+t,. - a"'+t, 1/,.). 

Demnach der gesamte Rentenanspruch 

D"'+t ( ) ax,t) + -D- a"'+t,1/ + a"'+t,.-a"'+t,1/,' = 
'" 

= a", - D~+t (a"'H - a",+t,1/- a"'H,. + a"'+t,1/,.)' (96) 
'" 

Die angewandten Methoden sind allgemein und geIten für Renten-
ansprüche auf eine beliebige Anzahl von Personen. 

So ist z. B. der Erwartungswert einer Rente, die so lange zu zahlen ist, 
als eine Gruppe von drei Personen (a), (h), (c) gemeinsam mit einer Gruppe 
von drei Personen (x), (y), (z) existiert, 

a(a, b, c) (x, v, z) = aa, b, c, "', v, z· 
Hingegen ist 

~ 

a - - ~vt P- P (a,b,c),X,Y,Z -~ t x,y,z·t a,b,c 
I 

= Ivt tPa,b,c (tPx + tPv + tPz-tPx,v-tPx,z-tPv,z + tPx,v,z) (97) 
I 

= aa,b,c, x + aa,b,c,lI + aa,b,c,z - aa,b,c,x,y-

- aa,b,c,x,z-aa,b,c,y,z + aa,b,c,x,'JI,z· 
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In diesem Falle wird also die Rente bis zum letzten Tod der zweiten 
Gruppe bezahlt, solange die erste Gruppe intakt vorhanden ist. 

Die reine Ablebensversicherung, zahlbar zum ersten Tod von 
zwei Leben (x) und (y), kann auch so dargestellt werden 

(98) 

Ganz ähnlich ist 
(99) 

und 

Für den Zeitpunkt t der Auflösung eines Paares (x) und (y) ist 
der Erwartungswert der Zahlung I vt tP". 11 (fl" + t + fl1l + t) d t oder 
vt tP".1Ifl,,+ t. 11+ t dt und demnach nach der kontinuierlichen Methode 
der Erwartung der temporären Todesfallversicherung auf den ersten Tod 

n n 

A- \ t d I \ t dl,,+t,1I+t dt 
In ",11 = J V tP",1Ifl,,+t,1I+t t = - l.,,11 J V dt 

o 0 n 

= - 1: 11 [vt l,,+t,1I+t- ~VqogVl,,+t'lI+tdt] 
o 

Also auch 

und 

(IOI) 

(IOZ) 

( I03) 

Für m Personen aber ist der Erwartungswert der reinen Ablebens­
versicherung zum ersten Tod durch 

A", 1/, ••• (m) = V az, 1/, ••• (m) - az, 1/, ••• (m)} 
= I - d az, 1/, •.• (m)' 

Soll das Todesfallkapital beim r + I ten Tod von m Personen gezahlt 
werden, dann wäre der Erwartungswert dieser Zahlung 

V(I + aZ,;'~~(m»)- a::;;:'~.(m) l 
= I - d (I + az~;;:'~.(m»)' 

(IOS) 

Die Kommutationswerte für Todesfallversicherungen können für 
mehrere Leben wieder ganz nach Analogie der betreffenden Werte für 
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ein Leben gebildet werden. Hiernach ist nach GRIFFITH-DAVIES 

C(JJ,y=vX+I(1(JJ1'll-1(JJ+11Y+1) x;;:;;y, 
nach DE MORGAN 

x+ 11 +1 
C(JJ,II=V 2 (1(JJly-1(JJ+11Y+1)' 

Für die Summen aber gilt in beiden Fällen 

'" 
M(JJ,II = ICx+t,II+t. 

o 

Für die Ablebensversicherung auf zwei Leben, zahlbar beim letzten 
Tod, wäre 

A x•y = I-dax,y = I-d(ax + all -aX,II) 

= A.,+ Ay-A x. y 

und für drei Leben 

Ax,y,z = I-daX,y,z = 

} 

= I -d (a(JJ + ay + az - ax,lI- ax,z-ay,z + ax,II,z) 

= A .. + A y + Az-Ax.y-Ax,z-AII,z + A X,II,z' 
Überall dort, wo die Formeln 

A = I-da, P=~-d 
a 

(106) 

anwendbar sind, können auch bei den Versicherungswerten für mehrere 
Leben die Konversionstafeln zur Berechnung des einen Versicherungs­
wertes aus den anderen Verwendung finden. Dieser Zusammenhang be­
steht immer dann, wenn es sich bei einer TodesfaIlversicherung um eine 
unbedingte Zahlung handelt, also insbesondere bei der Versicherung auf 
Ab- und Erleben (abgekürzte Todesfallversicherung zum ersten oder zum 
zweiten Tod, wenn es sich um zwei Personen handelt). Im ersten Fall 
entsprechen den Renten 

n n-I 

)vt tPx, 11 d t, Ivt tPX,y 
0 0 

(108) 

die Kapitalversicherungen 

I - "äx, II,rii, 1- d a(JJ,II,rii, (lOg) 

im zweiten den Renten 
n n-I 

Ivt tPx,ydt, Ivttpx,y 
0 0 

(no) 

die Kapitalversicherungen 

I - ~ a:z;,y, 1i[, 1- d ax,y, rii. (nI) 
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§ 46. Die einseitige Todesfallversicherung (Überlebenskapital). 

Bei dieser Versicherung ist vereinbart, daß das Kapital zur Zahlung 
gelangt, wenn das Ableben eines Versorgers (x) vor dem Ableben einer 
zu versorgenden Person (y) erfolgt, Setzt man in der allgemeinen Formel 

) Co h Cl (71 ei=gi=o, 10 = co' 11 = Cl> ... , hO =2' 1=2' ... , so erhält 
man für diesen Versicherungsanspruch 

1 
"'l"1)' [co do: D1/+1 + Cl dO:+1 D1I+2 + ... ] + 

'" 1/ 
+ ~do:CII + ~dHI C1I+1 + ... z z 

= 10: ~1/ {Co do: (D1I+1 + ~1/) + Cl dO:+ 1 (D1I+1 + C1/Z+l) + ... }. 
Nachdem aber 

D1/+1 + ~ = D1I+1 + ~ (v D1/- D1I+I) = ~ (D1/+1 + D1/ v), Z Z Z 
erhält man auch 

-liD [Codo: (D1/ v + D1/+1) + Cl dO:+ 1 (D1/+1 V + Df/+2) + ... ] 
Z 0: f/ 

I 
= -I D [Co (10:- 10:+1) (D1/V + D1I+I) + ZO:ll 

+cI (l0:+1- 1o:+J (D1I+1 v + Dua) + ... ] 
I 

= -1 D [Co (lo:Df/v- 10:+1 D II+I) + Cl (10:+1 D1I+1 v- 10:+2 DII+2) + ... ZO:ll 
... + (co10:DII+ I + CI 1o:+ I D1I+2 + ... )-

-(c01o:+IDf/ + Cl 10:+2 DlI+l + ••• )v]. 

Zur Berechnung benötigt man demnach Grundtafeln mit den Alters­
differenzen x - y, x - y - I, X - Y + 1. Für die einseitige Todesfall­
versicherung von (x) zugunsten von (y) kann also geschrieben werden 

2 AO:III {CO'CI"" } =AO:'f/{co,Cv ,"} + 
+ Co 10: Df/+l + Cl 10:+1 Df/+B + . . . Df/+l 

100Df/+1 'D-;--
_ COI0:+1Df/+C1IO:+BD1/+1+'" v 10:+1 (IIZ) 

10:+ 1D1/ 10: 

= AO:'1/{co,CI>"'} + IEl/ aO:,1/+I{CO'CI, ... }­

-IEo:aO:+l> 1/{Co, Cl""}' 
Die umgekehrte Versicherung von (y) zugunsten von (x) ist dann 

2 A f/I 0: { Co' Cl' ... } = A 0:' 1/ { Co' Cl' ... } + I E 0: ao:+ l' 1/ { Co' Cl> .•. }­

-IE 1/ ao:, 1/+1 { Co' CI>' •• } 
und daher als selbstverständliche Beziehung auch 

A 0:11/ { co' cl> . . . } + A 1/1 0: { co' cl> . . . } = A 0:' 1/ { co' Cl> . . . }. 
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Die Formeln gelten auch, wenn für (x) und (y) verschiedene Ab­
sterbeordnungen zur Verwendung gelangen. Sind aber beide Alter gleich, 
so ist 

A:eI:e{co,Cl>"'} = : A:e, :e{CO'c 1,···}. 

Für den speziellen Fall Co = Cl = ... = I ergibt die Formel (rrz) 

z A:ely = A:e.1I + lE y a:e.y+ 1 -lE:e a:e+ 1. 11 

und für die beständig steigende überlebenskapitalversicherung 

z (/A):elll : (IA}:e, y + lE y (Ia):e' Y+l-lE :e (/a):C+l> y I 
- Tn[EE1:eDY+l-vEE1:c+lDII + :e y 

+ vEEl:eDy-EE1:C+lDY+l]' 
Für die bis zu einem Maximum steigende überlebenskapitalversicherung 
aber ist nach (rrz) der Anspruchswert für 

Co = I, Cl = Z, "', Cn -1 = Cn = ... = n 

I = 21:eDII [(EE1:eDY+I-EEI:c+nDy+n+1)-(EE1:e+lDII- (rrs) 
-EE1:c+n+1DY+n) v + (EE l:eDy-EEI:e+n Dy+,.) v-

- (EE 1:e+1DY+I-EE1:e+n+1DY+n+1)]. 
Aus der überlebenskapitalversicherung von (x) zugunsten von (y) erhält 
man aber sofort den Erwartungswert der Todesfallversicherung, zahlbar, 
wenn (x) als zweiter stirbt, mit 

A~,II= A:e-A~'1I = A:e-A:elll' 
Mit Hilfe von eigens dazu berechneten diskontierten Zahlen läßt sich 

der Erwartungswert der einseitigen Todesfallversicherung auch so be­
stimmen. Unter der Annahme der gleichmäßigen Aufteilung der Todes­
fälle ist der Erwartungswert der Zahlung I für das Ende des t + I ten 
Jahres im Falle des Ablebens von (x), wenn (y) am Leben ist, 

X+1I +t+1 
v 2 dx + t lll +t +';2 

x+ 11 

v 2 Ix 111 

Man erhält dann 

(rr6) 

Hierzu können natürlich für steigende Ansprüche auch die 
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tabelliert werden. Nach der Vorgangsweise von GRIFFITH-DAVIES könnte 
aber auch 

1 X+t+1 
C x +t•y + t = v dx+tly + t +'/' 

(n7) 
I y+t+I 

C x + t•y +t = v dx+tly + t +'/' 
1 00 1 

Mx,y = ICx+t,y+t 
o 

definiert werden. In der Regel wird aber wegen der mühsamen Her­
stellung der zugehörenden Grundtafeln die Formel (n2) vorzuziehen sein 
oder aber, wie noch zu besprechen ist, die Auswertung der Versicherungs­
ansprüche mittels mechanischer Quadratur vorzunehmen sein. 

Schreibt man nach der kontinuierlichen Methode für den Erwartungs­
wert von 

00 00 

Ä~.!I = ~ VttPIIJ.'IIf-lIIJ+t dt = /1IJ11'11 ~ vtllJJ+tl'll+tf-lIIJ+tdt, (n8) 
o o 

so kann im Wege der Näherung 

= : {ä;~~'l!1 - plIJälIJ+J, 'II} 

als Näherung zugelassen werden. Hierbei wird auch stets die Annahme 
I '/ -I 

A x•y ~ V 'Ax,y 

praktisch zulässig erscheinen. 
Wenn aber von der Näherung f-l1IJ+ t ~ qd t für alle in Betracht 

kommenden t Gebrauch gemacht wird, dann erhält man 

.::p = f vt P llIJ+t -11IJ+t+l dt ) 
x, y j t x. Y llIJ+t 

o 

= äx.y-plIJäx+l.y, 

(I20) 

Die Formel gibt, weil in der Regel qlIJ > f-l1IJ' zu hohe Werte. 
Wiederum unter der Annahme gleichmäßiger Verteilung der Todes­

fälle könnte man auch bei der Bestimmung von A~,'II so vorgehen. Der 
Erwartungswert der Kapitalzahlung für das Ende des t + lten Jahres ist 

vt + 1 dlIJ+t l'll+t+~ 
llIJ 1'11 



190 Die Versicherungswerte für mehrere Leben. 

und daher 
'" AI _ ~ t+l dll:+t l v+1+ 1/. 

11:,11- ~v -1- 1 • 
11: V o 

Unter Heranziehung von Formel (41) ergibt sich aber 

'" AI _~ ~Vt+l{ P _ P + t+1PII:-1,V 
ge,1I - 2 .::. t 11:,11 t+l 11:, v PII:-l 

t+lPIIe, V-I} 

PV-l 
o 

= ~{va -a + aa:-l,v _ alle,v- 1 } 
2 11:, V 11:, V Pa:-l PV-l 

= : { A 11:. V + lEv all:,V+l -IEII: all:+l,v } 

in übereinstimmung mit dem bereits erhaltenen Resultat. 
Wir vermerken uns noch die Formel 

ce 00 

ddx äll:, V = ddx ~ vt tPII:, V dt = ~ vt tPII:, v (1-'11: - I-'IIeH) dt 
o 0 

_ -I 

=I-'lI: a rIJ,V- A ge,1I 

} (I2I) 

In vollständiger Analogie zu den erhaltenen Resultaten wäre auf dem 
gleichen Wege für die überlebenskapitalversicherung eines Versorgers (x) 
zugunsten von zwei Personen (y) und (z), sofern beim Ableben von (x) 
beide am Leben sind, 

ao 

o 

= ~{äa:-l'~_p ä }~ä -P ä - 2 PrIJ-l lIe rIJ+l,v,~ - IIe,V,. rIJ lIe+l.v,~ 
(123) 

und für die überlebenskapitalversicherung eines Paares von Versorgern 
(x) und (y) zugunsten von (z) 

ao 

1 { älle-l, V-I,. P -} (124) 
~-2 P - II:vall:+l.v+l,. 

rIJ-l,V-l 

~ (1-'11: + I-'v) ä rIJ, v,. + : (äa:_l, v-I,. - äll:+1. V+1,.) 

zu erhalten. Die Versicherungssumme wird bei (124) beim Tod des zuerst 
sterbenden Versorgers gezahlt. 
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Aus dem Umstande, daß die Wahrscheinlichkeit q~. y für das Ableben 
von (x) vor (y) zu irgendeinem Zeitpunkt gleich ist der Wahrscheinlich­
keit q"" ~ des Ablebens von (y) nach (x), darf keineswegs geschlossen 
werden, daß eine analoge Beziehung zwischen den bezüglichen Ablebens­
versicherungen besteht. Denn es ist 

co 

A~,/I = ~ 'lftP"',Y#"'H dt, 
o 

hingegen 
00 

A",,~ = 1vt (I - tP"') tPy #YH dt = AlI-A",,~. 
o 

Der Erwartungswert einer Kapitalversicherung, welche zahlbar ist, 
wenn (x) vor (y) oder innerhalb von n Jahren nach dem Tod von (y) 
stirbt, ist gleich A", weniger dem Erwartungswert einer Todesfallver­
sicherung, die nur zahlbar ist, wenn (x) mindestens n Jahre nach (y) 
stirbt. Demnach 

00 

A",-1'1f+ n (I - tPII) n+tP",#o:+nH dt 
o 

co 

= A", - vn .4",+n ~ Vt (I - tPy) tPo:+n #",+nH dt = 
o 

oder auch 

_ __I 

= A",- Vn nP", (Ao:+ n -A",+n, /I) 

co 

InA", + I vt + n n+tP'" tPIi #",+n+t dt. 
o 

(125) 

Unmittelbar einzusehen ist die Korrektheit der folgenden Ansätze . 

.4"',11 = A~,/I + A",,;, A"',/I = A~,lI + A",,~ 
ao 

x~, y,z = I vt (I - tPy) ·tP"" z#o:+t dt = A~, z - A~, 1/,Z 

1 0 

00 

= I vt tP'" (tPlI + tPz - 2 tPy,z) #o:+t dt. 
o (126) 

00 

= IVt (l- tPy-tPz + tP/I,z)tP"'#"'H dt = 
o 
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und auch 
co 

A~,y,z = ~vt tPy,ztP.,!l.,Hdt = A~,1/ + A~,z -A~,1/,z = A.,-A~,y,z' (I27) 
o 

Soll aber I bezahlt werden beim zweiten Tod von (x) und (y), wenn dann 
noch (z) am Leben ist, so hat man 

A-= - A 2 + A 2 _ AI + AI _AI -A I (128) z,y,z - X,'U,Z X,'V,Z - Z,Z 'V,Z X,lI,Z X,'J/,Z· 
I I 

Hierbei ist wieder zu beachten, daß zwar qx,;,z=qx,y,~, daß aber eine 

solche Beziehung keineswegs zwischen Ax,;,z und Ax,y,! besteht. 
Für die aufgeschobene einseitige Todesfallversicherung gilt 

co 

lIjA:,1/ = ~V .. +tn+tPx'1/ !la:+nH dt = v" nPx,1/ A~+n'1/+n 
o 

co 

.. !A~,y = ~vn+t .. +tPx (I - n+tP1I) !la:+n+t dt = 
o --I 

= .. !A.,-n!A~,1/' 
Hierbei ist 

= vn np.,A.,+n -vn nPx,yA x+n,1/+n 

n!.:4:,1/ + nIAx,~ = n!A x,1/' .. !A~,1/ + n;::lx,~ = nIA x,1/' 

(I29) 

Aus der lebenslänglichen und der aufgeschobenen Überlebenskapital­
versicherung sind aber die Werte der analogen temporären Versicherung 
als Differenzen zu erhalten oder aber durch Integration zwischen 0 und n. 

Die einseitige überlebensrente kann stets als Überlebenskapital­
versicherung auf den im Zeitpunkt des Ablebens fälligen Rentenwert auf­
gefaßt werden. Es ist demnach 

00 

a1l!x = )vttPX,Y!l1lHa.,+tdt, (130) 
o 

aber auch 00 

a1l !., = IVt(l- tPI/) tp.,dt = aX-aX,1/' (131) 
o 

Die Überführung des einen Ausdrucks in den anderen erfolgt durch 
Umformung des Doppelintegrals (130) 

00 00 

a1l !., = )tP1I!lIlHdt )v'sp.,ds 
o t 
00 t 

= )vt tp.,dt)SP1I!lYN ds 
o 0 

00 

. = )vt tP., (I - ,Pli) dt. 
o 
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In der internationalen Bezeichnungsweise sollen die zu den einzelnen 
Personen (x), (y), (z), •.• oben und unten angesetzten Ziffern die Reihen­
folge des Ablebens angeben, wobei die obenstehenden Ziffern stets die 
Personen bezeichnen, mit deren Ableben die Versicherungsleistung ver­
bunden ist. Mit dieser Festsetzung sind die folgenden Versicherungswerte 
ohne weiteres verständlich. 

00 

all,~lx = ~ vttPx,lI,z!-lz+tax+tdt = 
o 

'" 
a~,z[x = I vttPx,lI(r-tPz)!-lY+tax+tdt 

o 

00 

aX,II,~[W = ~ vttPX,y,Z,w!-lzHaw+tdt 
o 

00 

all, ~!w, x = I vt tP x, y, z, w !-lz H aw + t, x + t d t 
o 

00 

aX,;,Z!W = ~ vttPX,y,w(r-tPz)!-ly+täw+tdt 
1 0 

00 

~,zlw, x = ) vt tPx,II,W (r -tPz) !-ly+taw+t,x+t dt . 
o 

(r32 ) 

Analoges gilt von den überlebenskapitalversicherungen, so daß z. B. 

00 

A!, y, z = \ vt tPx, 11 (r - tPz) !-lyH Ax+t dt 
1 . o 

00 

A!, x, y, z = ) vt tP x, y, w (r - tPz) !-lw + t d t. 
1 0 

§ 47. Die unterjährig zahlbare Verbindungsrente. 

Für die Berechnung der r/mteljährig zahlbaren Verbindungsrente für 
zwei und mehrere Leben kommen gen au dieselben Überlegungen in Be­
tracht, welche unter der Annahme gleichmäßiger Aufteilung der Todes­
fälle zu den Formeln des § r8 geführt haben. Natürlich kann auch hier 
mit Vorteil die EULER-MACLAURINsche Summenformel Verwendung 
finden. 

Berger, Lebensversicherung. 13 
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Statt der Annahme der linearen Verteilung der Todesfälle über die 
einzelnen Altersstufen wird man im Falle der Verbindungsrente auf zwei 
Leben die Annahme benutzen, daß die Zahlen der Abfallsordnung für 
zwei Personen 1"" 11 für jedes x und y linear auf 1"'+1.11+1 abfallen. Mit 
dieser Annahme erhält man für den Beginn des k + 1 ten Versicherungs­
jahres 

lX+k,l/+k+ [lx+k,l/+k- ~ (lx+k,lI+k-1X+k+I,I/+k+I)]V' + ... 

+ [lx+k, I/+k- m m ~ (lx+k, lI+k-1x+k+I, lI+k+I)]v'm-I; 
I 

v'=vm 
und unter Benutzung der im § 18 unter (55) eingeführten Zahlen 

ßI = ~ (1 + v' + V'2 + '" + v'm-I), m 

1 
ß2 = -2 [1. v' + 2 V'2 + ... + (m - 1) v'm-I] m 

unter Festsetzung der die einzelnen Jahre betreffenden Rentenzahlungen 
mit eo, ev e2, ••• für den Erwartungswert der Zahlungen des k + 1 ten 
Jahres 

ek vk [lx+k, 1/ +k ßI- ß2 (lx+k, 1/ +k -lx+k + 1,1/ +k+ 1)] -I 1 "',11 
und damit 

a(m) {eo,ev •.. } =-ZI h[lx 11 ßI-ß2 (lx 1/-1X+l 11+1)]+ ... + 
X,'V ~,1I' , , 

+ ek vk [lx+k, 1/ +k ßI - ß2 (lx+k, 11 +k -lx+k+l, I/+k+ 1)] + ... } 
Es ergibt sich sonach für den gesuchten Rentenwert 

a~~~ {eo, el> ... } = ßI ax,1/ h, eI, ... } - ß2 r AX,II {eo, ev ... } (134) 

oder 

a~~ {eo, eI, ... } = ßI aX,1I {eo, el' .•. } - ß2 r [ax,1/ {eo, el - eo, ••• } -1 
-(1-v)aXI/{eO,eI, ... }] , ! (135) = [ßI + ß2 r - ß2] ax,1/ {eo, ev ... } -

- ß2 rax,1I {eo, el - eo, ••• }. 
Setzt man dann wieder 

so erhält man als Näherung 

a(ml {eO,eI, ... } = aXI/{eO,eI, ... }_ m-l aXi/{eO,eI-eO""}' (136) 
::t,y , 2m ' 



Prämien und Prämienreserven bei Versicherungen auf mehrere Leben. 195 

Für die temporäre Verbindungsrente aber ist für ei = I 

a (m) __ a - _ m - I (I _ E ) 
x,y,n[ - x,y,n[ 2m n x,y' 

Die mteljährig zahlbare Überlebensrente erhält man mit 

a(m) _ a(m)_a(m) _ a _ m-1 -a + m-1 - a 
x[y- y x,y- y 2m x,y 2m - xlY 

und die Waisenrente mit 

a(m) _ = a(m.L_a(m)_ 
w!lI,n[ lI,n[ W,II,n[ 

_ a - - m - I (I _ E ) _ a - + m - I (I _ E ) 
- lI,n[ 2m n 11 W,II,n[ 2m n W,II 

-a--a _+m-1(E_E) - lI,n[ W,II,n[ 2m n 'IJ n w,'IJ 

_ _ + m-1 D II +n ( lw+n) - a w111,nl 2m-D- 1--1- . 
1/ W 

Benutzt man aber die EULER-MACLAURINsche Formel, so ist jetzt nur 
zu beachten, daß an Stelle der Sterbensintensität,uw nunmehr die Sterbens­
intensität für zwei oder k verbundene Leben, demnach ,uw + ,ull' 

,uw + ,u1l + ... (k) im zweiten Korrekturglied der Formel § 24 (19) be­
rücksichtigt werden müssen. Wir erhalten so 

a~! = aw,y + m2 m I - ~: m21 (,uw + ,ull + <5) 1 
2 (140 ) 

(m) _ m - I m - I (k) <5 
a W,I/, ••• (k) - a W,1J, ••• (k) + 2m - 12m2 [,uw + ,u1l + . . . +] 
und für die kontinuierliche Verbindungsrente 

äw,'IJ = a w,1I + : - 112 (,uw + ,u'IJ + <5) 1 
äw,l/, ... (k) = aW,I/, .•• (k) + : - 112 [,uw + ,u1l + ... (k) + <5]. 

(141) 

Für die kontinuierliche Überlebensrente aber ergibt sich 

§ 48. Prämien und Prämienreserven bei Versicherungen auf 
mehrere Leben. 

Auch bei der Berechnung der Prämien für die Versicherungen auf 
mehrere Leben ist das Äquivalenzprinzip maßgebend, ganz gleich, ob es 
sich hierbei um die Berechnung von Nettoprämien oder unter Einbeziehung 
der Verwaltungskosten um die Ermittlung von ausreichenden Prämien 
handelt. Im übrigen ergibt sich auch hier alles in vollständiger Analogie zu 
den Verhältnissen bei der Prämienberechnung für die Versicherungen eines 
Lebens. Es seien daher nur einige besondere Beispiele in Betracht gezogen. 

13* 
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Für die überlebensrente erhält man als Jahresnettoprämie, zahlbar, 
solange beide Personen am Leben sind, 

Bei der Ablebensversicherung auf den ersten Tod ist 

AIIJ,II = _I __ (I_V) 
a~,l1 ao;,f/ 

und bei der gemischten Versicherung auf zwei Leben 

AIIJ'II'~ = ~-(I-V). (145) 
allJ,lI,nl allJ,II,nl 

Für die überlebenskapitalversicherung aber ist die Nettojahresprämie 
AIIJ/II --, 
a"',fI 

Auch hier ist die Zahlung nur für die Zeit des Vorhandenseins beider 
Personen zu leisten. Kürzere Zahlungsdauer oder Einmalprämien sind 
natürlich immer zulässig. 

Auch bei der temporären Versicherung einer lebenslänglich zahlbaren 
überlebensrente wird die Zahlungsdauer der Prämie die Versicherungs­
dauer nicht überschreiten dürfen. 

/nallJlII 1 ( E ) 
-a -I =-a ::::1 aIlJI II -" 1IJ,lI a llJ+nlll+'" 

""t/,ft. "',V, "I 

Für die temporäre Versicherung einer temporär zahlbaren überlebens­
rente muß aber die Zahlungsdauer der Prämie kürzer angenommen 
werden als die Versicherungsdauer, da sonst am Anfang des nten Jahres 
noch eine Prämie zu entrichten wäre, ohne daß weiterhin noch eine Ver­
sicherungsleistung in Betracht kommen kann. Demnach 

aIlJIII,n] = all,n]- allJ, 1I,n] 
allJ,II,m[ allJ,II,m[ m<n. (148) 

Die einseitigen Versicherungen geben Anlaß zur Verbindung derselben 
mit einer Prämienrückgewähr für den Fall, daß es zu einer Versicherungs­
leistung nicht kommt. Bei der überlebensrente würde es sich dann um 
die Rückerstattung der gezahlten Prämien handeln, wenn die zu ver­
sorgende Person vor dem Versorger stirbt. Es wäre dann bei Einmalprämie 

U = allJ1II + II A II1IIJ, II = U (I + e) I 
a (149) 

U = a llJ/1i + U(I + e)A ll1aI, U = ( +IIJIII) A 
1- 1 elIlaI 

und bei laufender Prämie 

U = a llJ/1i + n(IA)IIIa1' nallJ,lI= U(I + e), ballJ,1I = U, n= b(I +e) I 
I allJIII (ISO) 

U=baalll =aallll+ b(I+e)(A)IIII1J' b= (+ ) (lA) • , allJ,lI- 1 elIlaI 

Für die überlebenskapitalversicherung wäre in die beiden Formeln im 
Zähler statt allJ,lI die Größe AIIJI II zu setzen. 
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Bei der sogenannten Studiengeld- oder Aussteuerversicherung wird 
einer reinen Erlebensversicherung nE 1I als Prämienleistung nE 1I: az, 1/, 111 
gegenübergestellt. Die Prämienzahlung hört demnach mit dem Tode des 
Versorgers und auch mit dem vorzeitigen Ableben des zu Versorgenden auf. 

Auch für die Prämienreserve bleiben bei Versicherung auf mehrere 
Leben alle früher gegebenen Definitionen und Prinzipien der Berechnung 
voll aufrecht. Es wird demnach z. B. für die überlebensrente zum 
Termin t die Nettoprämienreserve durch 

a 1l +t - a",+t, 1I+t (15 1) 
zu definieren sein, wenn es sich um Einmalprämie handelt und beide 
Personen noch am Leben sind. Nach dem Tode von (x) ist die Prämien­
reserve a 1l H' nach dem Tode von (y) ist sie Null. Bei laufender Zahlung 
ist die Prämienreserve 

und bei temporärer Zahlung 
a",11I _ 

a"'+tlll+t - ~a -I' a"'+t, lI+t, n--tl 
:Z:, V,f&. 

t < n, 
t~n. 

(152 ) 

Für die gegenseitige Ablebensversicherung ist die Prämienreserve 

A"'+t, 11+( t -)p "',11 a"'+t, lI+[t I ( )] a",+t, 11+1 I (153) 
= 1- I-V a"'+t 1I+t- --- I-V a",+t lI+t= I---"'-'--.:..'---=--':"':' 

, aa::,11 ' aa::, v 

und für die gemischte Versicherung auf zwei Leben 

A --P - a - = 1- a"'+t,lI+t,Hj 
",+t, lI+t, n--tl "',11, nl' ",+t,lI+t,n-tl a",,1I"'1 • 

Die noch näher zu besprechenden besonderen Vereinfachungen, welche 
sich im Zusammenhange mit gewissen Absterbeformeln für die Berechnung 
der Versicherungswerte auf mehrere Leben ergeben, gelten in allen Fällen 
auch für die Berechnung der Prämienreserven. Auch die Rekursions­
formeln und die Funktionalgleichungen des Deckungskapitals sind ohne 
weiteres für die Versicherung mehrerer Leben aufzustellen und ermög­
lichen hier meist ganz unmittelbar die Beantwortung zahlreicher Fragen, 
die sonst nur um den Preis umständlicher Umformungen der Ausdrücke 
für die Versicherungswerte zu erhalten wäre. 

§ 49. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten. 

Die in § 42 zur Berechnung von Erlebenswahrscheinlichkeiten und 
Sterbenswahrscheinlichkeiten für eine beliebige Anzahl von m Personen 
zur Darstellung gelangte Methode der unbestimmten Koeffizienten ist 
mit großem Vorteil auch zur Berechnung von Versicherungswerten zu 
verwenden. Wir machen die Annahme, daß es sich hierbei um sym-
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metrische Werte handelt, so daß also keine der Personen (x), (y), (z), ... 
hinsichtlich der Art des Versicherungsanspruchs vor einer anderen aus­
gezeichnet erscheint. Die Versicherungswerte bestehen aber stets aus 
einem Aggregat von Erlebens- oder Todesfallansprüchen für die einzelnen 
Versicherungsjahre, die sich als Produkte von Wahrscheinlichkeiten mit 
den zugehörenden Diskontierungsfaktoren darstellen lassen. Sind dem­
nach die allgemeinen Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der symmetrischen 
Grundfunktionen der Wahrscheinlichkeiten tP." tP v' "', tP.,. v' " • , 
tP.,. v •• ' ••• darstellbar, so wird für allgemeine symmetrische Renten­
ansprüche eine ganz analoge Darstellung im Wege der Grundfunktionen 

Z =a.,+ av + a.+ ... , 
za = a.,.1/ + a., .• + av .• + ... , 
za = a.,.v .• + a., ..... + .. , 

möglich sein, und Entsprechendes wird für die allgemeinen Todesfall­
ansprüche für mehrere Leben gelten. Das Verfahren selbst ist überaus 
einfach und am besten an Hand einiger Beispiele zu übersehen. 

Sei etwa eine Nachhineinrente zu bestimmen, welche zahlbar ist, so­
lange von vier Leben mindestens drei am Leben sind. Die Grundfunk­
tionen sind 

za = a.,. v + a., .• + a., ... + av .• + al/ ... + a.... (ISS) 
Z = a., +av + a. + a.. I 
za = a.,. v •• + a.,. v ... + a., ..... + al/. IS ... 

Z' = a.,.v ...... 
Werden dann, je nachdem eine Zahlung erfolgen soll oder nicht, die 
Extremwerte der Erlebenswahrscheinlichkeiten mit I oder 0 in den all­
gemeinen Anspruchswert 

AIZ + AsP + Aaza + A,Z' (156) 

eingesetzt gedacht, so ergibt sich für unser Beispiel, je nachdem von den 
vier Personen vier, drei, zwei oder eine am Leben ist, das Gleichungssystem 

I = 4 Al + 6 Aa + 4 Aa + A" 
I = 3 Al + 3 A a + A a, 

0= zA l + A a, 
0=A1, 

aus welchem sich sofort die Koeffizienten Ai mit 

Al = 0, Aa = 0, Aa = I, A, = - 3 

in übereinstimmung mit der Z-Formel 

bestimmen. 

za -zs Z' 
(I+Z)8 - -3 
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Ist die Nachhineinrente zahlbar mit 4, wenn alle vier Personen am 
Leben sind, und mit 3, 2 und 0, wenn nur noch drei, zwei oder eine Person 
lebt, so ergibt sich das Gleichungssystem 

und als Lösung 

also 

4 = 4 Al + 6 A 2 + 4 A a + A 4 • 

3 = 3 Al + 3 A 2 + A3 , 

2 = 2AI + A 2, 

o =A I 

2 (a:l:.1/ + a:l: •• + a:l: ... + al/ .• + al/ ... + a .... )-

~ 3 (a:l:. 1/ •• + a:l:. 1/ ... + a:l: ..... + al/ ..... ) + 4 a:l:. 1/ ...... 

Für eine temporäre Rente, zahlbar, solange von vier Personen gerade 
zwei leben, erhält man den Ansatz 

und damit 

und 

o = 4 Al + 6 A s + 4 A 3 + A 4, 

o = 3 Al + 3 A 2 + A 3, 

1= 2AI + A 2, 

o =A I 

(na:l:.1/ + na:l: .• + na:l: ... + nal/ •• + nal/ ... + na .... ) -

- 3 (na:l:. 1/ •• + na:l:. 1/ ... + na:l: ..... + nal/ ..... ) + 6 na:l:. 1/ ..... 

in Übereinstimmung mit 
Zs 

(1 + Z)8 = ZII- 3 Z3 + 6Z4• 

Bei einer Ablebensversicherung wird der allgemeine Ansatz auf die 
Größen Am. • •• Am.I/'" zu lauten haben und anzugeben sein, ob für 
die Extremwerte der Sterbewahrscheinlichkeiten eine Zahlung erfolgt 
oder nicht. 

Soll bei einer Todesfallversicherung auf vier Leben die Summe I 

beim zweiten Tod bezahlt werden, so wäre 

und 

I = 4 Al + 6 All + 4 A 3 + A 4• 

I = 3 Al + 3 All + A 3, 

1= 2 Al + A 2, 

o=A I 
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der Anspruchswert daher 

(A""lI + A"". + A""u + All" + AlI,u + A.,u)-

- Z (A""lI .• + A""lI.u + A", .• ,u + Ay,z.u) + 3 A""lI.z.u· 

Soll aber bei jedem Tod von vier Personen die Summe I bezahlt 
werden, so ergibt sich 

und damit 

also 

4 = 4 Al + 6 A 2 + 4 A a + A .. , 

3 = 3 Al + 3 A 2 + A a, 
z = zA I + A 2 , 

I =A I 

Für eine Verbindungsrente auf vier Leben, welche mit den Beträgen 
rl , r 2, ra, r 4 zu zahlen ist, je nachdem vier, drei, zwei oder eine Person am 
Leben ist, erhält man 

und damit 

r l = 4 Al + 6 A 2 + 4 A a + A 4, 

r2 = 3 Al + 3 A 2 + A 3, 

ra = z Al + A 2, 

r 4 =AI 

Al = r4 , A 2 = ra - z r4, A a = r2 - 3 ra + 3 r" 
A 4 = r l - 4 r2 + 6 ra - 4 r4• 

Natürlich gilt genau derselbe Ansatz für eine reine Erlebensversicherung, 
bei welcher die Beträge el' e2, ea, e4 zu zahlen sind, je nachdem von den 
vier Personen vier, drei, zwei ,oder eine den Erlebenstermin erreicht. 

Soll aber bei einer Todesfallversicherung BI beim ersten Tod, B 2 beim 
zweiten, Ba beim dritten und B .. beim vierten Tod zur Auszahlung ge­
langen, dann erhält man das Gleichungssystem 

BI + B 2 + Ba + B .. = 4 Al + 6 A 2 + 4 Aa + A 4, 

B 2 + Ba + B4 = 3 Al + 3 A 2 + A a, 
Ba + B4 = Z Al + A 2, 

B4 = Al 
und als Lösung 

Al = B4, A 2 = B3 - B4 , A a = B 2 - z Ba + B" 
A 4 = BI - 3 B 2 + 3 B3 - B4• 
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Der Versicherungsanspruch lautet dann 

B4 (A", + A y + A. + A .. ) + 
+ (Ba - B4) (A",. y + A", .• + A",.u + A y .• + A y ... + A •. u) + 
+ (B2 - z Ba + B4) (A",. y" + A",. y.u + A." .... + Au .•. ,,) + 
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+ (BI - 3 B 2 + 3 Ba - B4) A",. M.u' 

Es ist hierbei gleichgültig, ob es sich um lebenslängliche, temporäre oder 
aufgeschobene Ansprüche handelt, wenn nur die Symmetrie der Werte 
in ihrer Abhängigkeit von x, y, z, ... stets gewahrt ist. 

Soll also etwa bei einer Versicherung auf Ab- und Erleben auf vier 
Personen der Betrag I bezahlt werden beim zweiten Tod oder aber, 
wenn mindestens drei Personen den Ablaufstermin der Versicherung 
erleben, dann gilt sowohl für die Erlebensversicherung als auch für die 
temporäre Todesfallversicherung für die vier Personen der Ansatz 

I = 4 Al + 6 A 2 + 4 A a + A" 
I = 3 Al + 3 A 2 + A a, 
0= zAI + A 2, 

und man erhält 
o =A I 

und 

A "'. u .•. 1ij + A "' .•. u.1ij + A "'. u .... n! + Au .•. u.1ij - 3 A "'. y .•. u.ti!· 
Wird aber bei einer Ab- und Erlebensversicherung auf drei Personen 

für jeden Todesfall I bezahlt und im Erlebensfall ebenfalls I, gleichgültig 
wie viele Personen diesen Termin erleben, so ist 

Erleben: 1= 3 Al + 3 A 2 + A a, Ableben: 3 = 3 Al' + 3 A 2' + Aa', 

und daher 

1= Z Al + A 2, 

I =Av 

z = Z Al' + A 2', 

I =A I ' 

Al = I, A 2 = - I, A a = I; Al' = I, A 2' = A a' = 0 

und der Versicherungsanspruch 

"A", + "A y + "A. + 
+ ("E", + "E y + "E.) - ("E",. y + "E", .• + "Eu .• ) + "E",.lI .• · 

Unter gewissen Voraussetzungen läßt sich das Verfahren auch auf 
nicht symmetrische Versicherungsansprüche ausdehnen. Doch soll dies 
hier nicht weiter verfolgt werden. Selbstverständlich ist es auch möglich, 
mit Hilfe der Z-Formeln bei komplizierteren Festsetzungen zum Ziele zu 
gelangen. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten gibt aber hier 
stets den für die Praxis wichtigen Vorteil eines ganz mechanisch an­
zuwendenden Verfahrens. 



202 Die Versicherungswerte für mehrere Leben. 

§ 50. Die Anwendung der mechanischen Quadratur. 

Die Berechnung von Versicherungswerten in allen jenen Fällen, wo 
die entsprechend tabellierten Werte der diskontierten Zahlen für ein und 
mehrere Leben nicht zur Hand sind, erfolgt im Zusammenhang mit der 
Darstellung dieser Werte durch bestimmte Integrale mit einer für die 
Praxis stets genügenden Annäherung im Wege der mechanischen 
Quadratur. Die hier zur Verfügung stehenden Formeln sind sehr 
zahlreich und es sollen aus ihnen nur drei herausgegriffen werden, 
die gerade für versicherungsmathematische Berechnungen besonders 
bewährt sind. 

Als erste kommt hier die sogenannte SIMPsoNsche Regel in Betracht. 
2 

Zur angenäherten Berechnung von I I(x) dx approximiert man die 
o 

Funktion I(x) durch die ganze rationale Funktion zweiten Grades 

l(x)=a+bx+cx2• 

Man erhält dann 
2 2 

(( [b x 2 C x3 ] 2 j I (x) dx = j(a + b x + C x2) dx = a x + -2- + -3- 0 

o 0 

8 
=2a+2b+-c 

3 

und wenn die Werte 1(0), 1(1), 1(2) bekannt sind, erhält man 

1(0) = a, I (I) = a + b + c, 1(2) = a + 2 b + 4 c 

und damit für die Koeffizienten 

a = 1(0), 

b = ~ [- 31 (0) + 41 (I) -I (2)], 
2 

c = ~ [/ (0) - 2 I (I) + 1(2)]. 
2 

Sonach ist 
2 

~ I (x) dx = ; [f (0) + 4 I (I) + 1(2)]. 
o 

(157) 

Ist aber zwischen den Grenzen n und n + 2 zu integrieren und sind die 
Werte I (n), I (n + I), I (n + 2) bekannt, so ist entsprechend 

n+2 

~/(X) dx = ; [f(n) + 4/(n + I) + I(n + 2)]. 
n 
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Für die Integrationsgrenzen -I und + I ergibt sich 

Y +\ I [b x2 c X/] I 

)/(x) dx =) (a + bx+ cx2) dx = ax +-2- + -3-

-I -I -I 

= za + ~c = ~[f(-I) + 4/(0) + 1(+ I)] 
3 3 

ein Resultat, das auch unter Verwendung einer ganzen rationalen Funk­
tion dritten Grades erhalten worden wäre. 

Durch Verwendung des Maßstabes n statt der Einheit werden die 
Grenzen des Integrals von 0 und z in 0 und zn verwandelt und die Werte 
/(0),/(1), I(z) in 1(0), I(n), I(zn). Die SIMPsoNsche Formel geht dann in 

2n 

~t(X)dX=; n[f(0)+4/(n)+/(zn)] 
o 

über. Wird nun für den Bereich 0 bis zn die Funktion stückweise von 
obis z, z bis 4, "', zn - z bis zn durch ganze rationale Funktionen 
zweiten Grades dargestellt, so erhält man 

2n 2 4 2n 

) 1 (x) d x = ) 1 (x) d x + ) t (x) d x + ... + ) 1 (x) d x 
o 0 Z zn-2 

und damit 
00 

=~[f(o) + 4/(1) + zl(z) + 4/(3) + ... + I(zn)] 
3 

\ I(x) dx = ~[f (0) + 41 (n) + z/(zn) + 4/(3n) + ... ]. (158) 
) 3 
o 

Bei der sogenannten 3/s-Regel wird eine ganze rationale Funktion 
dritten Grades verwendet und gesetzt 

+3 + 3 
)/(x) dx =) (a + bx + cx2 + dx3) dx 

-3 -3 
+3 

[ b x2 C X3 d X'] = ax+-+-+- =6a+I8c. 
234 

-3 

Auf Grund von vier bekannten Werten 1(-1), I (+ I), I (-3), 1(+ 3) 
erhält man 

und damit 

I (-I) + I (+ I) = Z a + z c, 
I (-3) + 1(+ 3) = z a + 18 c 

a= 116 [9/(-1)+9/(+1)-/(-3)-/(+3)], 

C = 1~ [f (- 3) + 1 (+ 3) -I (- I) -I (+ I)]. 



Die Versicherungswerte für mehrere Leben. 

Für das Integral ergibt sich dann 
+3 
~/(x)dx=6a+r8c 

-3 
= ~ [6/(-r)+6/(+r)+2/(-3)+2/(+3)], 

und wenn hier die Grenzen nach 0 bis 6 verschoben werden und das 
Intervall auf die Hälfte verkleinert wird, so erhält man 

3 

~ 1 (x) d x = ~ [/ (0) + 31 (r) + 3/(2) + 1 (3)]· 
o 

Die am häufigsten verwendete Formel ist die unter der Bezeichnung 
39 a des englischen Textbooks bekanntgewordene Näherung auf Grund 
einer ganzen rationalen Funktion fünften Grades: 

1 (x) = a + b x + cx2 + d x3 + e.x4 + 1 x5• 

Für das Integral in den Grenzen -3 und + 3 erhält man 
+3 

~/(X) dx = 6a + r8c + 4:6 e, 

während die als bekannt angenommenen Werte 

1 (0) = a, 1 (-2) + 1 (+ 2) = 2 a + 8 c + 32 e, 
1 (-3) + 1(+ 3) = 2 a + r8 c + r62 e 

ergeben. Es ist sonach 
+3 
1!(x) dx = 2,2/(0) + r,62 [/(-2) + 1(+ 2)] + 0,28 [/(-3) + 1(+ 3)] 

-3 

und 
6 

1/(X) dx = 2,2/(3) + r,62 [/(r) + I(s)] + 0,28 [/(0) + 1(6)] 
o 

= 0,28 [/ (0) + 1 (6)] + r,62 [/ (r) + 1 (S)] + 2,21 (3). 

Ist das Intervall aber nicht r, sondern n, so ist 
6n 

~/(x) dx = n {0,28 [/(0) + 1(6n)] + r,62 [/(n) + 1 (sn)] + 2,2/(3n)} 
o 

und weiter 
Izn 

~ 1 (x) d x = n{0,28 [/ (6n) + 1 (r2n)] + r,62 [/ (7n) + 1 (rrn)] + 2,21 (9n)} 
6n 

usw. Man erhält demnach 
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00 6 n 12 n 

~ t (x) d x = ~ t (x) d x + ~ t (x) d x + ... 
o 0 6n 

= n {0,28 [/(0) + 2t(6n) + 2f(12n) + ... ] + 
+ 1,62 [/(n) + t(sn) + t(7n) + ... ] + 

+ 2,2 [/(3n) + t(9n) + ... ]}. 
Wird nun aber die Größe n so gewählt, daß 7n gegen das Tafelende 

fällt, wo die Argumente bei den versicherungsmathematischen Aus­
drücken zu vernachlässigen sind, so können alle Glieder mit einem Index 
von 8n ab fortgelassen werden und man erhält den gesuchten Näherungs­
wert mit 

It (x) d x = n [0,28 t (0) + 1,62 t (n) + 2,2 I (3 n) + I (1S9) 

+ 1,62/(sn) + 0,S6/(6n) + 1,62/(7n)]. 

Enthält demnach das Argument die Zahlen der Lebenden, so wird man 
die Größe n auf Grund des höchsten der Werte x, y, z, ... zu bestimmen 
haben, da dann der diesem Alter entsprechende Faktor zuerst Null wird. 

Als Beispiel sei zunächst die lebenslängliche Verbindungsrente auf 
drei Leben der Alter 30, 3S, 4S angeführt. Die Berechnung erfolge nach 
der Tafel HM 3%. Rechnet man nach der Formel 39 a, so ist die Größe n 
aus 7 n = 102 - 4S, demnach mit n = 8 zu bestimmen. Die numerische 
Berechnung ergibt dann für die Argumente 

t = 0, 8, 24, 40, 48 
für 

Koeff. vt lao+t .. la5+1 . lu +I . I I I I 
ao' a5· 45 

0,28 + 0,9836 + 0,2983 + 0,0044 + 0,0000 = I,S663 

und demnach 
äao, 35, 4ö = I,S663 X 8 = 12,S304 

und 

a30, 35, 45 = ä30, 35, 45 - : + Ilz (#30 + #35 + #45) = 12,03S· 

Nach den gleichen Grundlagen erhält man für 
~ ~ 

Are/li = ~vttPre'II.#re+ldt= lrel/ll ~vtlre+ll'Y+I#re+tdt, x=30, y=60, 
o o 

auf Grund von 
7 n = 102 - 60, n = 6, 

0,0021S + 0,00907 + 0,00468 + 0,00028 + 0,00001 = 0,01619 

dep Wert 0,09714, während der korrekte Wert 0,°972 beträgt. 
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§ 51. Die Verwertung der Eigenschaften der Formel von 
GOMPERTZ-MAKEHAM zur Berechnung von Versicherungswerten. 

In § 43 wurde gezeigt, daß bei Gültigkeit der Absterbeformel von 
GOMPERTZ die Erlebenswahrscheinlichkeit für k Personen ersetzt werden 
kann durch die Erlebenswahrscheinlichkeit von r gleichaltrigen Personen 
eines Ersatzalters w: 

tPI/;, y, z, ... (k) = tPw, w, ... (r) 

Und bei Gültigkeit der Absterbeformel von MAKEHAM die Erlebenswahr­
scheinlichkeit von k Personen ersetzt werden kann durch die Erlebens­
wahrscheinlichkeit von k gleichaltrigen Personen eines anderen Ersatz­
alters w: 

tPI/;, y, z, ••. (k) = tPw, w, ... (k)' 

Im speziellen kann bei der GOMPERTzschen Formel r = 1 gesetzt werden. 
Hierbei gilt für jedes beliebige m: 

P (k) = Sk (t + m) g[cl/; + c'll + ... (k)] (ct + m -1) } m+t x, 1/, .•• 

= sk(t+m)gkcw(c t + m-l) 

= m+tPw,w, ... (k)' 

(160) 

Man nennt diese Eigenschaft der beiden Formeln - die GOMPERTZsche; 
ist nur ein spezieller Fall der MAKEHAMschen - die gleichmäßige Alters­
erhöhung. Das Ersatzalter w kann in beiden Fällen aus einer Tafel der 
Werte der Sterbensintensitäten erhalten werden, q.a im Falle der Formel 
von GOMPERTZ 

I 
{lw = r {{lI/; + {ly + ... (k»), 

und im Falle der Formel von MAKEHAM 

I 
{lw = k {{lI/; + {l'll+ ... (k») 

gilt. Man kann aber zur Vereinfachung der Berechnung des Ersatzalters 
auch ein für allemal berechnete Tafeln benutzen. Im Falle der GoMPERTZ­
sehen Formel folgt nämlich aus 

CW = c'" + cy = c'" (I + cy - 1/;) 

} {161} log (I + cY-I/;) 
w-x = 1 ' ogc 

wenn die Formel für r = 1 benutzt wird und zwei Personen in Betracht 
kommen. Für gleiche Werte der Altersdifferenz y - x bleibt demnach 
auch die Altersdifferenz w - x ungeändert. Tabelliert man daher zu 
allen Altersdifferenzen y - x die zugehörenden Werte von w - x, so ist 
in jedem Einzelfalle das Ersatzalter auch schon zur Verfügung. 
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Ganz analog wird man bei Geltung des MAKEHAMschen Gesetzes von 
der Formel 

2 CW = c» + cll = CZ (1 + cll-II:) I 
log (1 + cll-II:) -log 2 w-x=---''-'--'--;-----''----=--logc 

(162) 

Gebrauch zu machen haben. Auch hier bleiben für gleiche Werte von y - x 
die entsprechenden Altersdifferenzen w - x dieselben. In ganz gleicher 
Weise kann man aber verfahren, wenn es sich bei drei Leben um die Er­
mittlung der Ersatzalter handelt. Man hat hier zu setzen 

3 CW = c» + cll + CZ 

und ermittelt zunächst das Ersatzalter für die beiden Personen x und y 
aus 2 CU = CZ + cll mit 

log (1 + cU- 11:) -log 2 u-x=---''-'--'---:;---'--­log c 
Hierauf aus der Relation 

3 cW = 2 CU + c· = CU (2 + c·-U) 

die Altersdifferenz w - u mit 
log (2 + c·-u) -log 3 w-u= • logc 

Es kann demnach für alle Werte der Altersdifferenzen h und keine 
Tafel für drei Personen so angefertigt werden, daß das Ersatzalter x + t 
entsprechend der Formel 

ohne weiteres durch Interpolation zwischen den tabellierten Werten zu 
erhalten ist. 

Es ist aber noch darauf aufmerksam zu machen, daß bei Geltung der 
GOMPERTz-MAKEHAMschen Formel zwei oder auch mehrere Personen 
durch eine ersetzt werden können, wenn zugleich eine Zins änderung ver­
fügt wird. Denn es ist ja 

GO 

a (k) = "" vt skt g[cll: + cU + ... (k)] (J-I) :J,1I, ••• ...:. 
o 

= .f; (vsk-I)t se gcW (J-I) = a:.o, 
o 

wobei 
CW = cll: + CU + ... (k). 

Hierbei wird a w' zu einer Zinsrate i berechnet, so daß 

1 je-I . l+i 
Vi = v.sk- I , l+i - l+i' 1 = je-I -1. 

Die neue Zinsrate hängt demnach von der Anzahl der Personen k ab. 
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Auf Grund der Relationen zwischen den Erlebenswahrscheinlichkeiten 
gilt aber für Renten auf beliebige Beträge nach dem GOMPERTzschen 
Gesetz 

n n 

~ vt tPz. lI.z •... (k) = ~ vt tPw. 10 •••• (r) 
o 0 

n n 
rvtp -rvtp J t Z.II.Z • •.• (k) - J t w.w •... (r) 
o 0 

und nach dem MAKEHAMschen Gesetz 

n n I ~vtp - ~vtp ..;;;. t Z.II.z •••• (k) -..;;;. t w.w •... (k) 
o 0 

n n 

J vt tPZ.II. z ••. (k) = J vt tPw. 10 •••• (k)' 
o 0 

Es gilt aber nach der letzteren Formel keineswegs auch für die bis zum 
Tod der zuletzt sterbenden von zwei Personen zahlbare Rente auch 
unter Geltung der MAKEHAMschen Formel 

Denn unter Geltung von 

I'z + I'v = 21'w' 

müßte 

sein. Es ist aber 

'" '" '" 
Jvttpzdt + J vttPv dt = 2 J vt,Pw dt 
o 0 0 

für jedes v und daher auch 
'" .., 
J vt tPz.ll dt = J vttPw.w dt und tPw = VtPZ.II· 
o 0 

Hieraus folgt aber 

tPz + tPv = 2 VtPz . tPv 
und demnach x =.y. 

Zur Berechnung der Verbindungsrente auf drei Leben wird sehr häufig 
die sogenannte SIMPsoNsche Regel herangezogen. Sie lautet: Wenn (A) 
die jüngste und (C) die älteste von drei Personen ist, dann wird der Wert 
der Verbindungsrente für (B) und (C) bestimmt und ein Alter (D) ermittelt, 
für welches der Wert der Leibrente gleichkommt dem Wert der Ver­
bindungsrente für (B) und (C). Der gesuchte Rentenwert ist dann gleich 
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dem Wert der Verbindungsrente für (A) und (D). Die Regel gibt im all­
gemeinen nur angenäherte Resultate. Die erhaltenen Werte sind in der 
Regel zu hoch, ausgenommen, wenn alle drei Alter hoch sind. Allerdings 
kann für jedes y und z ein Alter w ermittelt werden, so daß a w = all,z 
exakt gilt. Aber hieraus zu schließen, daß dann auch a"" w = a"',II,z ist, 
heißt annehmen, daß für jedes n auch nPw = nPII,. gilt, was durchaus 
nicht zutrifft. 

Soll demnach die Relation tPw = tPII.Z für alle Werte von t in Geltung 
sein, so wird dies offenbar bei Voraussetzung der GOMPERTzschen Sterbe­
formel der Fall sein. Wir haben ja erkannt, daß hier die Erlebenswahr­
scheinlichkeiten allgemein für zwei Leben durch die eines Lebens exakt 
ersetzt werden können. Es bleibt aber noch die Frage offen, ob das 
GOMPERTzsche Gesetz auch definiert erscheint, wenn die SIMPsoNsche 
Regel exakt gelten soll. 

An sich ist es möglich, eine Anzahl von n Leben durch eine Anzahl 
von m Leben nach der Formel 

CU + c'" + CW + ... (m) = ca; + c'l/ + cZ + ... (n) (165) 

zu ersetzen, wobei m kleiner, gleich oder größer als n sein kann. Für die 
m Ersatzalter ist dabei vom Standpunkte der Praxis der Fall besonders 
wichtig, in welchem alle Ersatzalter in gleicher Höhe gewählt werden. Es 
hat sich hier ergeben, daß wir bei allgemeinem m das Gesetz von GOM­
PERTZ und in dem speziellen Fall m = n das Gesetz von MAKEHAM als 
Sterbeformeln zu betrachten haben, welche den verlangten Bedingungen 
genügen. Es wurde noch keineswegs entschieden, ob nicht andere Ab­
sterbeformeln Gleiches zu leisten vermögen. Ganz offen bleibt aber auch 
noch neben Entscheidung dieser Frage, wenn statt (165) allgemein die 
Zurückführung einer bestimmten Anzahl von Erlebenswahrscheinlich­
keiten oder Sterbensintensitäten für n Leben auf eine andere Anzahl für 
m Leben in dem Sinne verlangt wird, daß dann n beliebige Alter auf 
m Ersatzalter zurückgeführt sind. 

Um zunächst auf das speziellere Problem einzugehen, so sei 
also die Frage zu beantworten, welches Sterbegesetz der Forderung 
genügt, daß bei einer Rente für n verbundene Leben verschiede­
nen Alters m verbundene Leben gleichen Alters substituiert werden 
können. 

Die Annahme setzt voraus, daß 

tPw, w, ... (m) = tPa;, '/I, z, ... (n) (166) 

für alle Werte von t unter der Voraussetzung, daß x, y, z, ... unabhängig 
voneinander sind, hingegen w von allen Altersvariabeln abhängt. Aus 
(166) folgt durch log. Differentiation nach t 

m/-lw+t = /-l'Ht + /-l'll+t + /-l.+t + 
Berger, Lebensversicherung. 14 
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für alle Werte von t. Nochmalige Differentiation nach t ergibt 

oder 
m dp,wH _ dp,IJJH + dP'IIH + 

dt - dt dt ••• 

m dp,wH _ dpIJJH + dP,'II+t + 
dw - dx dy .... 

Setzt man in (167) und (168) t = 0, so erhält man 

ml-'w = I-'IJJ + 1-''11 + ... , 
dp,w _ dpIJJ + dp'II + 

m dw - dx dy .... 

(168) 

(169) 

(170) 

Aus den beiden letzten Relationen aber erhält man durch Differentiation 
nach x 

dpw dw dpIJJ 
m ~ . ----a:x = ~, 

m dSp,w . ~ = dSpIJJ 
dw. dx dx2 

und damit 

Ganz analoge Relationen erhält man auch für alle übrigen unabhängigen 
Altersvariabeln y, z, ... 

d2 pIJJ . dpIJJ _ d2 p,'II .dP'll _ dSp, • . dp. _ -1 
d x. . ~ - d yS • dY - ~ . ----;JZ - ••• - og e 

wobei log e eine Konstante bedeutet. Man hat daher für jedes x 

dSpIJJ : dpIJJ = loge 
dxS dx ' 

(171) 

woraus durch Integration 

log dpIJJ =logeZ +logb 
dx 

(172) 

folgt, wenn log b die Integrationskonstante bedeutet. Aus (172) aber folgt 

dpIJJ =bez 
dx 

und durch nochmalige Integration 

oder 

b 
I-' = A + --eZ 

IJJ loge 

I-'z = A + B eZ (173) 

als Ausdruck für das Absterbegesetz. Aus (167), (169) und (173) aber 
erhält man 

mA + mBcto = nA + B (c Z + eil + eZ + •.. ) } ) 
(174 

mA + mBetoH = nA + B (ez+t + cllH + eHt + ... ). 
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Aus den beiden letzten Relationen erhält man aber 

mB (et - 1) eil) = B (et - 1) (ex + eY + eZ + ... ) (175) 
und damit 

m eW = (eX + cY + CZ + ... ). (176) 

Der Vergleich von (174) und (176) ergibt, daß entweder A mit Null an­
gesetzt werden muß oder aber m = n. Der erste Ansatz ergibt /-lx = B CX 

und damit die Sterbeformel von GOMPERTZ. Unter der Annahme n = m 
braucht aber A nicht zu verschwinden und wir erhalten die Formel von 
MAKEHAM. 

Werden also n Leben verschiedenen Alters durch eine beliebige An­
zahl m gleichaltriger Leben oder auch ein Leben ersetzt, wobei n nicht 
gleich ist m, dann ist durch diese Forderung das GOMPERTzsche Gesetz 
definiert. Werden aber n Leben verschiedenen Alters durch die gleiche 
Anzahl gleichaltriger Leben ersetzt, dann gilt für die Sterblichkeit die 
MAKEHAMsche Formel. Damit ist die gestellte Frage in dem speziellen 
Fall, daß es sich um gleiche Ersatzalter handelt, beantwortet. 

Zugleich erledigt sich damit die Frage nach der durch die SIMPsoNsche 
Regel definierten Sterbeformel. Denn aus den vorhergehenden Betrach­
tungen geht hervor, daß durch diese Regel das GOMPERTzsche Gesetz de­
finiert wird. Da aber die GOMPERTzsche Formel den Verlauf der Sterb­
lichkeit für höhere Altersstufen besser darstellt als für jüngere, so wird 
man bei Anwendung der SIMPsoNschen Regel zweckmäßig zur Bestim­
mung des Ersatzalters die beiden höheren der drei vorliegenden Alter 
heranzuziehen haben, um die größtmögliche Genauigkeit zu erzielen. Die 
Ersetzung dieser beiden Alter durch das Ersatzalter im Sinne der SIMP­
sONschen Regel ist also mit der Annahme der Gültigkeit der GOMPERTZ­
schen Sterbeformel gleichbedeutend. 

Die Verwertung der GOMPERTz-MAKEHAMschen Formel zur Berech­
nung von überlebenskapitalversicherungen wird im § 53 zu behandeln 
sein. 

§ 52. Die Untersuchungen von A. QUlQUET. 

Die durch die GOMPERTzsche und die MAKEHAMsche Formel gewähr­
leistete Möglichkeit der Ersetzung einer bestimmten Anzahl von Leben 
durch eine beliebige Anzahl gleichaltriger Leben, bzw. durch die gleiche 
Anzahl von gleichaltrigen Leben eines ganz bestimmten Ersatzalters wird 
die GOMPERTzsche bzw. die MAKEHAMsche Eigenschaft genannt. Darüber 
hinausgehend ist aber noch die Frage zu beantworten, unter welchen 
Annahmen über das Sterblichkeitsgesetz die überlebenswahrscheinlich­
keit einer Gruppe von r Personen durch die überlebenswahrscheinlich­
keit desselben Index für eine Gruppe von e Personen bestimmter anderer 
Alter ersetzt werden kann. Werden die Alter der ersten Gruppe mit 
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Xl> x2' "', xr ' die der zweiten mit gl> g2' ... , gfl bezeichnet, so besagt der 
Satz von QUIQUET, daß für den verlangten Ersatz die notwendige und hin­
reichende Bedingung darin besteht, daß die erste Ableitung der Sterbens­
intensität ftal einer linearen homogenen Differentialgleichung der Ordnung e 
genügt. 

Ist demnach f eine Funktion von t und von gl' g2' •.. , gfl' so wird 
verlangt, daß die Überlebensfunktion die Relation erfüllt 

lal1+t IX2 +t laJr+t f I: I: I: 
-1- . -1-' .... -I - = (\01> \02' ••• , \Oll' t). 

al1 als aJr 
(177) 

Durch logarithmische Ableitung nach t erhält man 

1~1 +t + 1~2+t + + !~r+t = "- (g g ~ t) 
IX1+t lxz+f • • • lalr+ t f l' 2"" fl' 

und, wenn 
f' 
j=-g 

gesetzt wird, auch 

ftallH + fta:.+t + ... + ftaJr+t = g(gVg2'" "~I!,t). (178) 
Differenziert man nochmals nach t und bezeichnet man mit 

go, gl' "', gl! 

die Werte der Funktion g und ihrer ersten e Ableitungen für t = 0, so 
ergibt sich das Gleichungssystem 

ftall + ftxo + ... + ftxr = go 'l 
/-l~, + /-l'x, + ... + /-l~r = gl 

. ;Q; .... '(g') .......... ;g; . . .. f 
/-l al, + ft alo + '" + ftxr = gfl'} 

(179) 

Im Gleichungssystem (179) haben wir aber rechts e + I Ausdrücke, die 
nur von e Größen abhängig sind. Hieraus folgt aber, daß auch die 
Glieder links nicht voneinander unabhängig sind und die Funktional­
determinante von je e + I der r Variabeln der e + I Funktionen identisch 
verschwinden muß. Demnach muß auch 

/-l~, /-l'x, 
, 

..... /-lxg +r 

" " " /-lx, /-la:. .... . /-lall! +1 
=0 (180) 

(11+1) (11+1) (lI+l) 
/-lx, /-lal, ..... /-lxlI + 1 

sein. Hieraus folgt aber, wenn mit ao, av ... , al! Konstanten bezeichnet 
werden, die Relation 

(i = 1,2, ... , e + I). (181) 
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Sind aber e Alter vorgegeben, so ist das e + I te Alter bis auf einen 
konstanten Faktor bestimmt. Denn die Verhältnisse der e von den e + I 
Konstanten ao, al> "', a(/ zu einer derselben können durch ein System 
von e linearen Gleichungen definiert werden. Das e + I te Alter, das 
dem Gleichungssystem genügt, ist daher unabhängig von den übrigen 
e Altem und daher ganz willkürlich. Daher wird die Relation 

(I8z) 

identisch in x erfüllt. Damit ist aber der Beweis der Behauptung erbracht. 
Wir betrachten zunächst den Fall e = I. Dann ist 

Für a 
-.! = -T=t=O 
a1 

flg:' = e"'Z 
ist nach (I83) 

mit der charakteristischen Gleichung IX = T. 

Mittels der Integrationskonstanten k T ergibt sich 

flg:' = kTe"z, flg:=ke"z+C 

oder für C = A, k = B, T = log e 

ftg: = A + Beg: 

und damit für A = 0 die GOMPERTzsche und für A =1= 0 die MAKEHAMsche 
Formel. 

Ist aber ao = 0, dann hat man 

flg:" = 0, 

fl,x/ = b, flg: = a + bx, 

demnach die Linearfunktion. Sieht man von dieser ab, so sind demnach 
für e = I nur die GOMPERTzsche und die MAKEHAMsche Formel möglich. 

Ganz ähnlich ist der Fall e = 2 zu untersuchen. Auf Grund der 
Differentialgleichung 

erhält man unter verschiedener Verfügung über die Konstanten derselben 
für die Sterbensintensität die vier möglichen Ausdrücke 

I. flg: = P + YI IXte"t z + Y2 IX2 e""z 

} 
2. flg: = IXYt eU + Y2 eU (IXX- I) + k 

3· flz = Pt + 2 Pa x + Y IX e'" Z 
(I84) 

4· flg: = Pt + 2 P2 X + 3 Pa Xl. 

Die weitere Untersuchung des Gegenstandes fällt aber wohl schon ganz 
in das Gebiet der mathematischen Statistik. 
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§ 53. Die Überlebenskapitalversicherung unter Anwendung der 
GOMPERTZ-MAKEHAMschen Formel. 

Unter Geltung der Formel von GOMPERTZ-MAKEHAM ergeben sich für 
den Wert der einseitigen Überlebenskapitalversicherung mehrere inter­
essante Ausdrücke. Anderseits vermittelt diese Sterbeformel einen be­
merkenswerten Einblick in den Verlauf der Einmalwerte der genannten 
Versicherung. Bemerkenswert ist aber auch, daß gewisse Formeln der Über­
lebensversicherung auch umgekehrt definierend für die Absterbeformel sind. 

Unter Einführung der GOMPERTZ-MAKEHAMschen Formel für die 
Sterbeintensität in die Formel für die Überlebenskapitalversicherung für 
eine Anzahl von k Personen erhält man 

00 

AI _Ivtp (A+Bez+t)dt z, 1/, z .. • (k) - J t z, 1/, ... (k) 

o 

= A äZI/" ... (k) + 
00 

+ Z /" \ VttPz,I/, ... (k)Bet 
c + c + ... (k) J 

o 

[eZ + el/+ .• . (k)]dt 
CZ 

=A äz, 1/, ••• (k) + -----­
eZ + eI/ + ... (k) 

Unter Beachtung von 

Bet[eZ + eI/ + ... (k)] = [,uz+! + ,u1l+! + ... (k)]-kA 

ist dann auch 

(185) 

AI - A - + C
Z (.4 k A - )} z, 1/, ••• (k) - aw, w, ... (k) -;;w w, w, ... (k) - aw, w, ... (k) 

z c (186) 
= :w (~ Aw,w, ... (k)+logS.äw,w, ... (k»)-logS.äw,w .... (k). 

Dies ist die Formel von HUME und STOTT. Für die speziellen Fälle k = 2, 3 
ergibt sich 

und 
- CZ(I- ) A;I/=- -Aww+logs.tlww -logs.äww , CW 2 r, J t 

- eZ(I- ) A;,lI,Z = ---;w 3Aw,w,w + log s. üw,w,w -log s. äw,w,w' (188) 

Wenn man bei zwei Leben die Größen 

I (I - ) log---;w zAw,w + log s. äw,w • -logs. tlw,w 

tabelliert, dann gestaltet sich im Einzelfall die numerische Rechnung 
sehr einfach. 
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Es ist weiter leicht nachzuweisen, daß unter Geltung der GOMPERTZ­
MAKEHAMschen Sterbeformel der Wert der einseitigen Überlebenskapital­
versicherung für zwei Leben (x) und (y) einen konstanten, nur vom 
Parameter s der Formel und von der Zinsintensität <5 abhängigen Wert 
besitzt, wenn die Altersdifferenz x - y einen bestimmten, nur von s 
und <5 abhängigen Betrag annimmt. Ganz analog gilt die gleiche Aussage 
für eine beliebige Anzahl von k Personen, unter welchen etwa (x) als 
Versorger gelten mag. Dann gibt es ein ganz bestimmtes Ersatzalter w, 
und die erwähnte Konstanz gilt dann für alle Alter x, y, z, "', für welche 
die Altersdifferenz x - weinen bestimmten, nur von sund <5 abhängigen 
Betrag annimmt. Zu dieser Aussage gilt aber auch die Umkehrung und 
es soll im folgenden auch gezeigt werden, daß die erwähnte Konstanz für 
die Absterbeordnung definierend ist und nur die Linearfunktion und die 
GOMPERTz-MAKEHAMsche Formel als Absterbegesetz der gestellten 
Forderung genügen. 

Unter Geltung der letztgenannten Formel ist 

{l~=A+Be~, A=-logs, B = -log g . loge, 
~ 

l~ = k s~ gc , 

und wir behaupten, daß für die Überlebenskapitalversicherung auf zwei 
Leben (x) und (y) die Formel 

A _ logs 
~11I - 2 log s - t5 

gilt, wenn x und y an die Relation 

J1a: - J1v _ t5 
J1a: + log s - log s 

gebunden ist. Hierbei kann statt (190) auch 

c'" - cY t5 ---- = 1-CY-x=--
c~ log s 

geschrieben werden, wobei die Bedingung der konstanten Altersdifferenz 
y - x zum Ausdruck kommt. Für den Nachweis ist nur in (I89) unsere 
Sterbeformel zu substituieren und man erhält 

ao ., 

.4",lv = ~ vt tPa:,lI • {l~+t d t = ~ s2t g(c'" + cY) (J-I) {la:+t . vt d t. 
o 0 

Aus (I91) aber ergibt sich 

ca: (A + <5) = A eY 

und daher auch 
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Demnach erhält man wegen 

-~t log8~ 
S A = e log8 = v- t 

00 

- \ 21 c'" (~+2) (cL I) 
A"'11I =.JS g A P"'+t vtdt 

o 
~ 00 

= S A tP'" A P"'+tvtdt = -T~ dt tP'" A dt i -~ t ~ + 2 lid ( ~ + 2) 
-:4+ 2 

o 0 

oder 
A _ I _ logs 

",111 - -15--- - 2Iogs-ö' 
-:4+ 2 

(192 ) 

Damit aber ist der gewünschte Nachweis erbracht. Denn für die durch 
(191) festgelegte Altersdifferenz ergibt sich in der Tat nach (192) für die 
Überlebenskapitalversicherung ein konstanter Betrag. 

Ganz analog erhält man bei kLeben 

A _ logs 
X[II, Z ••• (.1:) - k log s - 15 

unter der Bedingung 

wobei 

(k - I) 11", - 11'11- 11. - ... (k) <5 

11", + log s = log s ' 

CO; + Cll + ... (k) = CX (~ + k), 

k CW = CX (~ + k), CW = CX ( k ~ + I), 
log (-A-+ I) 

w-x = loge . 

Wir beweisen nun umgekehrt, daß die gestellte Forder ung das Ab­
sterbegesetz definiert. Es zeigt sich übrigens, daß in der GOMPERTZ­
MAKEHAMschen Formel dann nur der Parameter s festgelegt wird, während 
die Parameter g und c unbestimmt bleiben. 

Soll der Barwert der Überlebenskapitalversicherung für eine be­
stimmte Altersdifferenz y - x einer Konstante IX gleich sein, dann folgt 
aus der Differentialgleichung dieser Versicherung (Differentialgleichung 
der Prämienreserve ) 

d - -
Tt A :rJ+t[lI+t = A:rJ+tlV+t (p"'+t + PY+t+ {})-P"'+l' 

für 
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die Relation 
1X (tt"'+t + tty+t + Cl) -tt"'+t = 0 

und nach zweimaliger Differentiation nach t 

" 11 fJ~+t = fJ~ H 

f-L"'+t fJlI+t und damit auch 
tt"," = konst. tt",'· 

Als Lösung von (195) kommt aber nur 

tt", = a + b x und tt", = A + B e'" 

in Betracht, womit die Behauptung bewiesen ist. Es ist dann, wenn 

y = x + ", y = e" 
gesetzt wird, 

I-~ I-~ 

A + Bex +" = A + Y B eX = A --+ B CX --- <5 
~ ~ 

und damit 
A(Z-:)+Cl=C ~ CX_Y)Be x • 

Da diese Relation identisch erfüllt sein muß, erhält man 

O~ A I-~ 
A= 1-2~' 1X=2A+o' y=-~-. (196) 

Es ist also A und damit s durch 1X und Cl bestimmt, während y und damit 
"bei vorgegebenem e durch 1X allein festgelegt ist oder aber bei gegebenem 
" der Parameter e durch 1X bestimmt erscheint. 

Ganz analog schließt man in dem Fall, wo 

A"'+tlll+t, ... (k) = 1X (197) 
konstant sein soll. Denn auf Grund der Differentialgleichung 

d - -
dTA"'+tlll+t, ... (k) = A a:+tlll+t, ... (k) [ttHt + ttll+t + ... (k) + <5]-

- tta:H (198) 
erhält man aus (197) 

tta:H + ttliH + ... (k) = ~ tta:H - <5 (199) 
~ 

und hieraus nach dem QUIQuETschen Satz wieder 

tt", = a + b x und tta: = A + B c'" 

als einzige Lösungen. Für die Bestimmung der Parameter aber gilt jetzt 

(k- I) A + B[ell + CZ + .. . (k- I)] = (k- I) A + (k-I) clO , 

I-~ I-~.ll =A--+Bca:--- v 
~ IX und, wenn 

w = x + ", y = c" 
gesetzt wird, 
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A (k - ~) + (J = (I IX IX - (k - I) Y) Be"', 

eme Identität, aus der 

A= .5 IX IX= A I I-IX 
I-kIX' kA+.5' Y= k-I '-IX- (200) 

erhalten wird. Ist demnach die Konstante IX und der Zins (J gegeben, so 
folgt, daß hierdurch A und damit s und das Ersatzalter w bei vorgegebenem 
c bestimmt sind. Anderseits folgt für gegebene x, y, z, ... das Ersatz­
alter w und damit x und Y und auch IX und A. 

In jüngster Zeit wurde für die Überlebenskapitalversicherung von 
A. W. EVANS unter Geltung der GOMPERTz-MAKEHAMschen Formel ein 
sehr einfacher Ausdruck mitgeteilt. Er beruht auf dem Umstand, daß 
in den bei den Darstellungen der Kapitalversicherung auf den ersten 
Tod und der Überlebenskapitalversicherung 

ItA "',1/.Z ••.. (k) = (#0:+0 + #'!I+0 + .. . )ä"'.1/, ... (k}.Tl 

I Ä I -/I. ä -t '" 1/,Z, ••• (k) - '-"'+EI' "',1/, ••• (k). t I 

(201) 

(202) 

die Größe e denselben Wert besitzt. Dieser Wert ist natürlich abhängig 
von t und den Parametern x, y, z, ... und (J. Dividiert man (201) durch 
die Rente, so ergibt sich 

#0:+ 0 + #'!I+EI + ... (k) = ItP "',1/, ... (k), 

so daß der Wert von e unmittelbar entnommen werden kann. 
Die Richtigkeit der Aussage ergibt sich ganz unmittelbar aus der An­

wendung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung. Durch Ein­
setzen von 

#'" = A + Be'" 

in den Ausdruck für die Überlebenskapitalversicherung 

t t 
ivtp 11. dt-/I. rvtp dt J t "',1/, ••• ,-",+t - ,-"'+EI J t "',1/, ••• 
o 0 

ergibt sich nämlich 
t t 

I (v c)t tP"',1/, ... d t = cEi I vt tP"',I/, ... dt 
o o 

oder auch 
ä~,1/, .. . ,tl = ce ä"',1/, •.• :n· 

Hier ist die Rente links mit dem Diskontierungsfaktor vc, rechts mit v 
gerechnet. Der ausgezeichnete Parameter x ist dann aus (203) nicht mehr 
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zu entnehmen und es gilt auch, wenn y, Z, ••• zur Altersvariabeln des 
Versorgers genommen wird, in ganz gleicher Weise 

t t 

I vt tP"','I/,," fl'll+t dt = fl1l+9) vt tP"','I/," ,dt, 
o 0 

und daher auch durch Addition der Relationen 

ItX",,'I/'" , = (flX+fJ + fl1l+9 + ... ) ä"',II, •. "ti· 

Damit ist aber die Behauptung bewiesen. 
Für die umgekehrte Behauptung, daß die EVANssche Relation das 

Sterblichkeitsgesetz definiert, wollen wir uns für die Beweisführung auf 
zwei Personen (x) und (y) beschränken, da im allgemeinen Fall sich an 
dem Gedankengang nichts ändert. 

Wir erhalten aus 
t t 

I vt tP"', '1/ flX+t d t = flx+9 I vt tP"', '1/ d t 
o o 

durch Differentiation nach der oberen Integralgrenze 

P t _ d . - -+ P vt t "', '1/ V fl",+t - Tt fl"'+9 . a"" '1/, tl fl"'+9 t "" '1/ 

und 

oder 

tP"',l/vt P-(E) d 1 - -= - = t "', '1/ = Tt oga",.'V.tl· 
I''''+t - 1'",+9 a",. 'V. tl 

(205) 

Der Ausdruck links entspricht also der laufenden Prämie für die reine 
Erlebensversicherung für die beiden verbundenen Leben auf die Dauer t. 
Ganz analog erhält man aber aus 

t t 

I vt tP"'. 1/ fl'll+t d t = fl'll+9 I vt tP"', '1/ dt 
o 0 

auf dem gleichen Wege 
d 

___ d_t _1'_'1/_+_9_ = fP"" 1/ vt P ( E ) 
- = t "'.Y' 
I'II+! - 1'1/+9 äg;. '1/, tl 

Es gilt daher für jedes t und die Parameter x, y. c5 die Relation 

d d 
TtI''''+9 TtI''I/+9 

(206) 



220 Die Versicherungswerte für mehrere Leben. 

Wenn man demnach annimmt, daß in beiden Fällen, sowohl wenn x als 
wenn y als Altersvariable des Versorgers angesehen wird, der Wert von e 
derselbe ist, dann muß die Relation (207) zwischen den Sterbensinten­
sitäten in Geltung sein. Nun bedeuten aber die Ausdrücke (207) nach 
dem Obigen Erlebensprämien. Verändert man daher etwa die Größe y 
in u, so kann durch eine entsprechende Änderung von 15 stets bewirkt 
werden, daß der Ausdruck links in (207) und damit -auch die Größe e 
ganz ungeändert bleibt. Rechts aber bleibt dann e ungeändert, während 
statt y die Größe u einzusetzen ist. Sonach ergibt sich die Relation 

d d 
di PIt+8 di P .. +8 

P .. +t-P .. +8 ' 
(208) 

in welcher u ganz beliebig angenommen werden kann. Es folgt demnach 
auf Grund von (208) aus 

P "II - d - -+ P t t 1t"1 #1t+t-dil.tIt+8·alt,II,tl #1t+8t "',II V 

auch 

und hieraus durch Integration unter Wegfall der Konstanten 
, t 

1 tPIIJ,1I v' # .. +t dt = #"+8 1 tPIIJ, 11 v' dt. (209) 
o 0 

Es erscheint daher in der Relation (204) der Parameter x nicht nur gegen­
über dem Parameter y hinsichtlich der Bestimmung von e nicht aus­
gezeichnet - das war unsere Annahme -, sondern die Relation (209) 
gilt überhaupt für jeden beliebigen Wert von u. Hieraus ist aber der ge­
wünschte Nachweis leicht zu erhalten. 

Differenziert man (209) nach u, so ergibt sich 
I I 

~ tPIIJ,II"II ddu # .. +t dt = :u #V+8 ~ tPIIJ,IIv'dt. (210) 

o o 

Durch Differentiation von (209) und (210) nach t erhält man 

oder auch 

d 
di P .. +8 

P .. +t-P .. +8 

d d@ 

d d 
Te du P .. +8 

--.d-------.d-----
dU P .. +t - dU P .. +8 

d d d@ 
li"9 P .. +8· fit (je dU Pv +8 . fit 

P .. +t-P .. +8 d d 
dU Pv+t - dU Pv+8 
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Ersetzt man die Differentiation nach e, weil die beiden Variabeln u und e 
nur in der Verbindung u + e vorkommen, durch die Differentiation nach 
U, da e von u unabhängig ist, so ergibt sich 

d 
dU flu + e 

d d 
dU flu +t - dU flu +e 

Pu+t - flu+e 

Vertauschung von t und e läßt aber hier den Ausdruck rechts ungeändert, 
und es muß daher auch 

d2 

dU2 flu+t 

d 
diiflu+t 

d 2 

dU2 flu+e 

d 
dU flu + e 

(ZII) 

gelten, für jeden Wert, den e zufolge seiner Abhängigkeit von x, y, t und <5 

annehmen kann. Hieraus aber folgt die Konstanz des Quotienten links 
In (ZII) und daher auch für t = 0 die Relation 

(21Z) 

Als Lösung dieser Differentialgleichung ergibt sich für a = 0 und a =f: 0 

p,.,=a+bx und p,.,=A+BcOJ • 

Für die Beweisführung war nur die Annahme nötig, daß p,., zweimal 
stetig differenzierbar ist. Man sieht auch, daß sich am Gang der Ab­
leitung nichts ändert, wenn diese auf eine beliebige Anzahl von Über­
lebenden ausgedehnt wird. 

VIII. Risikotheorie. 
§ 54. Das Umenschema. 

Die Betrachtungen, wie sie bisher im Rahmen der Lebensversicherungs­
mathematik angestellt wurden, gründen sich ausnahmslos auf den Begriff 
des Erwartungswertes und auf das Äquivalenzprinzip. Aus der Gleich­
heit des Erwartungswertes von Leistung und Gegenleistung ergibt sich 
die Bedeutung des Schemas der Gewinn- und Verlustrechnung für alle 
versicherungsmathematischen Relationen. Man kann aber auch statt der 
Erwartungswerte von Einnahmen und Ausgaben des Versicherten oder 
des Versicherers die jeweiligen Saldi dieser Erwartungswerte für die 
einzelnen Jahre oder für sonstwie definierte Zeitintervalle den Unter­
suchungen zugrunde legen. Statt der Erwartungswerte der Einnahmen 
und Ausgaben werden dann die Erwartungswerte der sich nach den 
Rechnungsgrundlagen ergebenden Gewinne und Verluste für die einzelnen 
Zeitabschnitte das formelmäßige Bild beherrschen, ohne hinsichtlich der 
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bisher für die Berechnungen in Anwendung gebrachten Prinzipe etwas zu 
ändern. Wohl aber ergeben sich auf diesem Wege für die Vertiefung der 
bisher gewonnenen Erkenntnisse neue und wertvolle Ansätze, und über­
dies erhält man durch den Begriff der Gewinn- und Verlusterwartung die 
Möglichkeit, über die Höhe des mit der Versicherung hinsichtlich des 
Verlaufes der Sterblichkeit verbundenen Wagnisses ziffernmäßige Aus­
sagen machen zu können. 

Die Verwertung aller aus einer Theorie des Risikos zu gewinnenden 
Erkenntnisse liegt außerhalb des Rahmens dieses Buches. (Vgl. auch 
"Prinzipien", S. 1-63.) Wohl aber soll im folgenden das zur Darstellung 
gelangen, was für die Begriffsbildung und Problemstellung der Ver­
sicherungsmathematik nützlich oder gar unentbehrlich erscheint. Wir 
beschränken uns hierbei durchaus auf die bereits entwickelten mathe­
matischen Unterlagen und vermeiden auch jede in das Gebiet der höheren 
Wahrscheinlichkeitstheorie abzweigende Betrachtung. Hierbei sei hervor­
gehoben, daß vielfach diesem letztgenannten Gebiet angehörende Unter­
suchungen früherer Tage in jüngster Zeit in das Gebiet der elementaren 
Versicherungsmathematik eingegliedert werden konnten. 

Wir wollen zunächst, um die Betrachtungsweise der Versicherungs­
mathematik und die der Risikotheorie näher zu umschreiben, auf ein 
zweifaches Urnenschema Bezug nehmen, das als Bild desselben Vorganges 
zu werten ist. 

Jedem in der Sterbetafel verzeichneten Alter soll eine Urne ent­
sprechen und jede Urne soll schwarze und weiße Kugeln enthalten. Die 
dem Alter x zugehörende Urne soll im ganzen I", Kugeln, und zwar d", 
schwarze und I", - d", weiße enthalten. Die Versicherungsdauer sei n; 
die Prämien Pi und die versicherten Summen Ai und T. Der Ver­
sicherte zieht zunächst aus der seinem Alter entsprechenden Urne 
eine Kugel. Ist sie schwarz, so ist die "Versicherung" beendet. Ist sie 
weiß, so wird aus der Urne des nächsthöheren Alters eine Kugel gezogen 
usw. Dies wird so lange fortgesetzt, bis eine schwarze Kugel gezogen ist, 
höchstens jedoch durch n Ziehungen. Nach Beendigung derselben zahlt 
der Versicherte als Einsatz die Summe der fällig gewordenen und ent­
sprechend diskontierten Prämien. Die Bank aber bezahlt die entsprechend 
diskontierte Versicherungssumme nach Maßgabe des Termins, zu dem 
der Eintritt des versicherten Ereignisses zu verzeichnen war. 

Bei einem zweiten Urnenschema kann jeder solche Lebensversiche­
rungsvertrag durch einmalige Ziehung aus einer Urne entschieden werden. 
Ist x wieder das Beitrittsalter und n die Versicherungsdauer, so hat die 
mit (x, n) bezeichnete Urne I", Kugeln zu enthalten, und zwar d", Kugeln 
mit der Nummer I, d"'+l Kugeln mit der Nummer 2, .•. , d",+n-l Kugeln 
mit der Nummer n und l",+n Kugeln ohne Nummer. Zieht der Versicherte 
die Kugel mit der Nummer i, so bedeutet das den Tod im iten Ver-
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sicherungsjahr, das Ziehen einer Kugel ohne Nummer bedeutet das Er­
leben des Termins n. 

Das erste Schema entspricht dem gewöhnlichen Ansatz der Ver­
sicherungsmathematik mittels Erwartungswerten von Ein- und Aus­
zahlungen. Das zweite Schema entspricht dem Ansatz der Risikotheorie 
mittels Erwartungswerten von Gewinnen oder Verlusten für die einzelnen 
Versicherungsj ahre. 

In der Tat haben wir nach dem ersten Schema im Sinne des Äquivalenz­
prinzips 

n n 

.2;l~+i-lP. vi-l_.2;d~+i_lAi vi-l~+n Tv" = o. (1) 
I I 

Stirbt aber der Versicherte im iten Versicherungsjahr, so ist 
i 

A i vi -.2;P. vs-1 = t.. i = 1,2, ••• , n (2) 

der auf den Zeitpunkt des Versicherungsbeginns diskontierte Verlust 
(li> 0) oder Gewinn (li< 0) des Versicherers. Der Verlust des Ver­
sicherers für den Termin n ist aber, wiederum bezogen auf den Beginn 
der Versicherung, 

Setzt man 

" T v" - .2;P, Vi - 1 = 1,,+1' 
I 

so bezeichnet w. für einen bei Versicherungsbeginn xjährigen die Wahr­
scheinlichkeit, im iten Versicherungsjahr zu sterben, und wn +1 die Wahr­
scheinlichkeit, das Ende des nten Versicherungsjahres zu erleben. 

Setzt man die Ausdrücke (4) in (1) ein, so ergibt sich 

(5) 

(6) 

Der Inhalt der Relation (1) und der beiden Relationen (5) und (6) 
ist formal vollständig gleichwertig, und unsere späteren Betrachtungen 
werden sich auch stets auf diese beiden Möglichkeiten des versicherungs­
mathematischen Ansatzes zu beziehen haben. Darüber hinausgehend 
kann aber der Inhalt von (5) und (6) noch in einer anderen, der Wahr­
scheinlichkeitstheorie entsprechenden Form gedeutet werden. Um den 
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Unterschied in den beiden Auffassungen klar hervortreten zu lassen, sei 
im folgenden im Anschluß an O. GRUDER die wahrscheinlichkeitstheore­
tische Methode noch etwas näher ausgeführt. 

Wir bezeichnen mit w die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses. E sei 
der vom Spieler zu leistende Einsatz und C der für den Fall des Eintrittes 
des Ereignisses von der Bank zu zahlende Betrag. Tritt das Ereignis ein, 
so ist C - E der Verlust der Bank und w (C - E) = R ist für den Fall 
eines Spielers als das mathematische Risiko der Bank zu bezeichnen. 
Die mathematische Gewinnerwartung der Bank ist (1- w) E = -H, und 
es ist R + H = 0, wenn die Bedingung E = C werfüllt ist. Wird bei 
S Spielern angenommen, daß der wahrscheinlichste Fall eintritt, demnach 
das Ereignis in s w Fällen beobachtet, so ist unter dieser Annahme der 
Verlust der Bank swC-sE = o. 

Bei den Gleichungen (5) und (6) hat es sich bei 1m Personen um n + I 
Möglichkeiten gehandelt, und es sollte für jede Person nur eine dieser 
Möglichkeiten in Betracht kommen. Die Wahrscheinlichkeit für den 
Eintritt des iten Falles war wi • Tritt dieser Fall für irgendeine Person 
ein, so hat diese den Einsatz Ei zu leisten und erhält dafür den Betrag Ci' 
Die Werte Ei und Ci sind dabei durch die Ausdrücke (2) und (3) gegeben. 
Hierbei ist 

Ei = PI + P 2 V + ... + Pi vi-I, En+1 = En, i = I, 2, .. " n, 
Ci=Aivi , Cn+I=Tvn , i=1,2, ... ,n 

zu setzen. 
Die Relation (I) besagt nun, daß mit jenem Verlauf der Ereignisse 

gerechnet wird, welcher als der wahrscheinlichste zu bezeichnen ist. 
Denn in (I) wird angenommen, daß von den 1m Personen gerade dm = 1m • w1 
für die erste Möglichkeit, dm +1 = 1m w2 für die zweite Möglichkeit usw. 
in Betracht kommen. Die Gleichung (5) sagt aber dann unter dieser An­
nahme aus, daß die Bank weder einen Gewinn, noch einen Verlust erleidet. 

Aus Gleichung (5) geht hervor, daß die Bank auch dann keinen 
Gewinn oder Verlust hat, wenn alle bei den 1m Personen möglichen Kom­
binationen von n + I Fällen, und zwar jede Kombination unter Berück­
sichtigung der Wahrscheinlichkeit ihres Eintreffens, in Rechnung gezogen 
werden. Dies wäre der Inhalt der Aussage der Relation (5) im Sinne der 
W ahrscheinlichkei tstheorie. 

Die Richtigkeit der Behauptung ergibt sich aus folgender Betrachtung. 
Setzt man 1m = sund 

al +a2 + ... +an+l=s, (7) 

so soll jede Lösung dieser Gleichung in ganzen, nicht negativen Zahlen 
al> a2, "', an +1 wie folgt berücksichtigt werden. Eine spezielle Lösung 
a l , a2, "', an +1 bezeichne jenen Verlauf in der Reihenfolge des Absterbens 
der s Personen, bei welchem beliebige a1 Personen (al ~ 0) im ersten 
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Versicherungsjahr, beliebige a2 Personen (a2 ~ 0) im zweiten Versiche­
rungsjahr usw. sterben und beliebige den Endzeitpunkt erleben. Die 
Wahrscheinlichkeit für das Absterben bestimmter a1> a2, ••• Personen 
im ersten, zweiten, ... Versicherungsjahr ist dann nach dem Multipli­
kationssatz der Wahrscheinlichkeitstheorie 

wal was • .. wa .. +1 
1 z n+1 

und die Wahrscheinlichkeit, daß beliebige a1> a2, ••• Personen im ersten, 
zweiten, ... Versicherungsjahr sterben, nach dem Additionssatz 

(8) 

Bei der durch eine spezielle Lösung von (7) gegebenen Folge des Ab­
sterbens der s Personen ist aber durch 

(9) 

der Verlust oder Gewinn der Bank, je nachdem A ~ 0, dargestellt. Es 
wäre daher zunächst der Ausdruck 

.I I I sI I wal wal • •• w a .. + 1 (al 11 + a2 12 + ... + an +l In+l) (10) 
a1·a ..... a .. +1· 1 2 n+1 

erstreckt über alle ganzen, nicht negativen Zahlen a1> a2, "', an +1> für 
welche 

erfüllt ist, zu berechnen. Wir betrachten zu diesem Zweck die Funktion 

W1 Jtlt + W 2 xis + ... + W n +l xi .. +! = F (x). (Il) 

Auf Grund von (s) und (6) ist 

F (I) = I, ( dF(X)) = F' (I) = O. 
dx "'=1 

(IZ) 

Weiter ist 

[F ( )]" = ~ sI a1 a. _ an+1 a1 'l+aZ'Z+···+an + 1 'n+1 ( ) 
X ..:::.,; I I I W W ••• W x , 13 

a1 · a s ···· an +1· 1 2 n+1 

wobei die Summe über dieselben Werte von a1> a2, "', an+l zu erstrecken 
ist wie die Summe (IO). Die letztere Summe ist aber gleich dem Wert von 

:x [F (x)]" = s [F (X)Y-1 F' (x) 

für x = I. Wegen (IZ) ist aber 

s [F (1)]"-1 F' (I) = 0, 

womit der Beweis erbracht ist. 
Wir haben also zu vermerken, daß durch (I) das Äquivalenzprinzip 

zum Ausdruck gebracht ist, durch (S) die Bedingung des gerechten Spieles, 
wenn es sich um eine einzige Versicherung, betrachtet als Durchschnitts-

Berger, Lebensversicherung. 15 
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versicherung, handelt. Für eine beliebige Anzahl von s gleichartigen Ver­
sicherungen aber ist die genau entsprechende Bedingung durch 

(r5) 

definiert. 
Aus dem Vorhergehenden folgt, daß aus dem Verschwinden des Aus­

druckes (r) dasselbe auch für den Ausdruck (5) folgt, während der Aus­
druck links in (6) der Einheit gleich wird. Während auf Grund von (5) 
die Prämie für die Einzeldurchschnittsversicherung zu berechnen ist, 
ergibt sich aus (r5) die Prämie für eine Gesamtheit von gleichartigen 
Versicherungen. Aus (r5) folgt aber auch umgekehrt (5). Denn der Aus­
druck (r4) ist als Produkt von sund (5) aufzufassen. Anderseits ist aber 
der Ausdruck (r4) identisch mit dem Ausdruck (r5). Das Verschwinden 
von (r5) bedingt daher auch das Verschwinden von (5). Hierdurch ist 
die Bestimmung der Prämie für mehrere gleichartige Versicherungen auf 
die Bestimmung der Prämie einer Versicherung zurückgeführt. Damit ist 
aber der Zusammenhang zwischen dem Ansatz mittels des Äquivalenz­
prinzips, mittels der Gewinn- und Verlusterwartung und im Sinne der 
Wahrscheinlichkeitstheorie aufgezeigt. Der erste führt stets zu dem 
Schema der Gewinn- und Verlustrechnung. Der zweite operiert mit den 
Gewinn- und Verlusterwartungen für die einzelnen Zeitintervalle, beide 
benutzen also den Begriff des Erwartungswertes. Nur der dritte ver­
zichtet gänzlich -auf jede im Sinne eines Erwartungswertes aufzufassende 
Durchschnittsbildung. 

§ 55. Das durchschnittliche Risiko. 

Für einen bestimmten Zeitmoment t soll ein Versicherungsbestand r 
gegeben sein. Die zu verwendenden Rechnungsgrundlagen Zins und 
Sterblichkeit sollen dem zu erwartenden Verlauf möglichst entsprechen. 
Die Verwaltungskosten als Rechnungsgrundlage werden in den folgenden 
Betrachtungen in der Regel nicht berücksichtigt, doch ist dies stets ohne 
prinzipielle Änderungen möglich. Wir wollen ferner annehmen, daß die 
in dem Bestande vertretenen Versicherungen gänzlich unabhängig von­
einander sind. Die Behandlung der einzelnen Fragen im Wege der in 
Betracht kommenden Methoden soll ohne Bevorzugung des einen oder 
anderen Verfahrens erfolgen. Dies gilt im besonderen von der Anwendung 
elementarer Betrachtungen und der Heranziehung der kontinuierlichen 
Methode. 

Schreiben wir im Sinne der Formel (r5) des § 54 jedem der Versicherten 
des Bestandes ein bestimmtes Sterbejahr zu, so kann damit eine bestimmte 
Gruppierung aller im Bestande zu erwartenden Sterbefälle festgelegt 
werden. Die Anzahl aller denkbaren Gruppierungen ist dann für den 
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Bestand r eine endliche, und diese Gruppierungen können nach irgend­
einem Prinzip geordnet und numeriert werden. Jeder dieser Gruppierungen 
kann dann eine bestimmte Wahrscheinlichkeit q zugeordnet werden. Wir 
beziehen uns auf eine bestimmte Zeitperiode (tl> t 2), die mit dem Zeit­
punkt ~ beginnt und mit t2 endet. Unter den während dieser Zeitperiode 
seitens des Versicherers an den Bestand zu erbringenden Leistungen sollen 
nur die Zahlungen der versicherten Kapitalien und die für das Ende der 
Zeitperiode in Betracht kommende Zurückstellung des Deckungskapitals 
berücksichtigt werden. Die auf den Zeitpunkt t bezogenen Werte dieser 
Leistungen sollen mit \ll bezeichnet werden. Als Einnahmen des Ver­
sicherers für diese Zeitperiode soll aber das Deckungskapital zu Beginn 
derselben und die Prämien während derselben verstanden sein und der 
auf den Zeitpunkt t bezogene Wert dieser Beträge soll mit ~ bezeichnet 
werden. Einer bestimmten, durch den Index n charakterisierten Grup­
pierung der Todesfälle entsprechen dann die auf den Zeitpunkt t be­
zogenen Werte von \ll" und ~". Die Differenzen \ll" - ~" können dann 
positiv oder negativ sein und demzufolge einem Gewinn des Bestandes 
gegenüber der Gesellschaft entsprechen oder umgekehrt. 

Bilden wir das durchschnittliche Mittel aller möglichen Verluste der 
Gesellschaft, so erhalten wir als Ausdruck für das durchschnittliche Risiko 
der Gesellschaft gegenüber dem Bestande 

und analog 
:t)' = .l} q" (\ll .. - ~ .. ), \ll" > ~" 

:t)" = .23 q" (~ .. - \ll .. ), ~,,> \ll" 

(16) 

(16 a) 

als Ausdruck für das durchschnittliche Risiko des Bestandes gegenüber 
der Gesellschaft. 

Bei Bestehen der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung gilt 
~' = ~" = ~ und daher 

Li q" (\ll .. - ~ .. ) + Li q .. (\ll" - ~ .. ) = o. (17) 
fll">~,, fll"<~,, 

Unter Einführung der absoluten Beträge l\ll" - ~"I der Differenzen 
\ll .. - ~" kann das durchschnittliche Risiko auch 

geschrieben werden. Unter Bestehen des Äquivalenzprinzips aber kann 
jetzt auch 

definiert werden. 

~ = L} q" (\ll .. - ~,,), 

= L} q .. (~ .. - \ll .. ), 
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Bezieht man sich jetzt nicht auf den Versicherungsbestand, sondern 
auf die Einzelversicherung als Durchschnittsversicherung, und ist m die 
Versicherungsdauer, n der laufende Index für die einzelnen Versicherungs­
jahre, q~ die Sterbenswahrscheinlichkeit für den xjährigen, und be-
zeichnen die Größen An die auf den Beginn der Versicherung diskontierten 
Werte der für die einzelnen Versicherungsjahre am Ende derselben zur 
Auszahlung gelangenden Beträge bzw. des Deckungskapitals am Ende 
der Versicherungsdauer, während die Größen En den auf den Beginn der 
Versicherung diskontierten Wert der bis zum nten Versicherungsjahr zu 
bezahlenden Beiträge bedeuten. Dann ist das durchschnittliche Risiko 
für den Beginn der Versicherung 

(20) 

Soll aber das sogenannte fernere durchschnittliche Risiko für die rest­
liche Versicherungsdauer berechnet werden, und zwar für den Termin t, 
dann hätte man das zu Beginn des t + Iten Versicherungsjahres vor­
handene Deckungskapital unter den Einnahmen zu berücksichtigen. 

Der Ausdruck (20) kann auch 

(2I) 

oder 
m 

~ Z n-llq~ IAn-Enl (22) 

geschrieben werden. Hierbei ist aber m-llqe richtig als Wahrscheinlich­
keit zu verstehen, daß der xjährige im mten Versicherungsjahr stirbt 
oder aber das Ende dieses Jahres erlebt. Dies gilt natürlich nur für den 
Fall, daß die versicherten Kapitalien für den Fall des Ablebens im 
letzten Jahre und den Erlebensfall übereinstimmen. 

Mit dem Begriff des durchschnittlichen Risikos eng verbunden ist der 
Begriff der kritischen Zahl (kritische Dauer, mathematische Dauer, Risiko­
dauer). Sie ist als größte ganze Zahl N =E (k) zu verstehen, welche in der 
Wurzel k der Gleichung Ak - Ek = 0 enthalten ist, wobei k als Unbekannte 
gilt. Diese Gleichung wird jedoch an die Bedingung zu binden sein, daß 
sie eine eindeutige Lösung ergibt, was offenbar dann der Fall ist, wenn 
die Differenz An - E n mit n beständig wächst oder beständig abnimmt, 
wie dies in der Regel der Fall ist. Dann definiert die kritische Zahl jene 
Bestandsdauer der Versicherung, für welche beiderseits weder Gewinn 
noch Verlust zu verzeichnen ist. Für die temporäre Leibrente ergibt sich 
die kritische Zahl aus 
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Da aber 
Az,m! = r - (r - v) az,m] 

und 
vk = I - (r - v)akj, 

so ist 

und 

N = E (k) = E( log Az,m! ). 
log v 

Die beiden kritischen Zahlen für die temporäre Leibrente und die Ver­
sicherung auf Ab- und Erleben fallen demnach zusammen. Bei jährlicher 
Zahlung gilt 

Es folgt aber aus 

wieder 
Pz,riU, (ak]- a",.1nj) = vk - A",.m! = 0, 

so daß auch hier die kritische Zahl dieselbe bleibt. Bei der Versicherung 
mit bestimmter Verfallszeit bestimmt sich die kritische Zahl aus 

P. ak] = vm • 
Auch hier folgt wegen 

vm 
P. az m = -=- . alt' m! = vm 

,"·1 ak! • 

derselbe Wert für N. Ist aber die kritische Zahl ermittelt, dann kann die 
Berechnung des durchschnittlichen Risikos durch Multiplikation der für 
die einzelnen Jahre in Betracht kommenden Wahrscheinlichkeiten mit 
den bezüglichen Werten der möglichen Gewinne oder Verluste an Hand 
der allgemeinen Formeln durch Summation dieser Produkte über die 
kritische Dauer erfolgen. Wir erhalten damit ein durch die verwendeten 
Rechnungsgrundlagen, die Art der Versicherung und das in Betracht 
gezogene Zeitintervall bestimmtes Risikomaß. Für die numerische Be­
rechnung ist es kaum geeignet. Um hier Zweckmäßigeres zu erhalten, 
wollen wir etwas anders verfahren. Vorher aber sei noch für die allgemeine 
Versicherung auf Ab- und Erleben aus dem Ansatz des gerechten Spieles 
für die ganze Versicherungsdauer, sie heiße jetzt wieder n, das Äquivalenz­
prinzip abgeleitet. 

Die Gewinn- und Verlusterwartung für die Dauer n ist bei Anwendung 
der kontinuierlichen Methode 

i "q. v' ( A, - j.P. & IHI d') dt + ..P. v' (T -1.p. &"-"d') ~ 0 I 
T=A ... 
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Hierbei ist also den zur Auszahlung gelangenden Versicherungskapitalien 
At stets der Diskontierungsfaktor beigesetzt und die Prämieneinnahme 
auf den Beginn diskontiert. Für die Relation (23) erhält man aber durch 
eine leichte Umformung 

n t n 

A -dA} + \ dlx+t . ~ e-6t dt \ P e6(t-s) ds _ lx+" \ P e-6S ds 
x,n t J d t Ix J S Ix J S 

o 0 0 

n t I' 

=A - {A } + \ dlx+t .~dt \ p e~'ds- lx+" \ p e~sds 
z,nl t J d t Ix J S Ix J S 

o 0 0 

I' n 

=A -{A }+\p e-6t lx+u-1x+t dt- lx+n \p e-68 ds 
z,nl t J t Ix Ix J S 

o 0 

n 

= Az,n] {At} - ~ Pt e-6t tPx dt = Az,n] {At} -az,n] {Pt} = 0 

o 

und damit das Prinzip von der Gleichheit von Leistung und Gegen­
leistung. 

Die Gültigkeit des Äquivalenzprinzips für jeden innerhalb der Ver­
sicherungsdauer liegenden Zeitpunkt t bedingt dann die Einführung des 
Nettodeckungskapitals. Es gilt 

n 

Az+t,n-tdA .} = IP. ~X+B e-6(8-t)ds+ tV 
J x+t 
t 

bzw. 
t t 

q v· A ds = P X+8 v' ds - x+t vt V ~ ~ -l 1-
.1 x. • Ix Ix t· 

o 0 

Vom Standpunkt der Theorie des durchschnittlichen Risikos hätte 
man aber das Nettodeckungskapital als jenen Betrag zu bezeichnen, 
welcher zum Zeitpunkt t von dem Wert der eingezahlten Prämien 
samt Zins verbleibt, wenn der Versicherte vom Vertrag zurücktritt. 
Denn der vom Versicherten vom Beginn bis zum Termin t zu leistende 
Einsatz ist 

t 
D (l) = I.lqx (.1. - Es) ds. 

o 

Tritt der Versicherte zu diesem Zeitpunkt vom Vertrag zurück, dann 
erhält er offenbar nur den Betrag, welcher der Summe der aufgezinsten 
Prämien abzüglich des für das getragene Risiko verausgabten Betrages 
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in der Höhe von 

gleichkommt. Für den Beginn der Versicherung ist demnach 

D (t) = (Et - e-6t tV) l",+t 
I", 

23 1 

für jedes innerhalb der Versicherungsdauer gelegene t, und daher ist auch 
für die kritische Dauer k 

(25) 

Wir haben den letzteren Ausdruck als das durchschnittliche Risiko zu 
bezeichnen. Unter E t ist hierbei der auf den Beginn bezogene Barwert 
der bis zum Termin t bezahlten Prämien zu verstehen. Der Ausdruck (24) 
soll auch durchschnittliches Risiko für die Versicherungsdauer t genannt 
werden. Die beiden Ausdrücke (24) und (25) geben eine ganz allgemein 
geltende einfache Darstellung des durchschnittlichen Risikos, die auch 
für numerische Berechnungen sehr gut geeignet ist. Die Richtigkeit der 
beiden Formeln läßt sich sehr leicht erweisen. 

Aus der Definition des durchschnittlichen Risikos folgt durch die 
mittels partieller Integration zu erfolgende Umformung 

t t 

D (t) = -~ dl;",+t e-dt (At-~ Ps &(t-8) ds) dt, 
o 0 

t 8 t 

1 dl",+sIP;.e-Hd},= I",+t I(r- 1"'+8)P8e-68ds, 
J I", J I", J I"'+t 
000 

Hierbei sind aber die beiden letzten Integrale nichts anderes als der 
retrospektive Ausdruck für das Nettodeckungskapital, so daß wir auch 
schreiben können 

D (t) = I~:t e-~t[l P8 e~(t-8) ds - tV] 
= (Et - e-6t tV) I",+t 

I", 

in Übereinstimmung mit (24). 
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Wir können die wichtige Fonnel (24) noch durch eine andere Be­
trachtung erhalten, wobei wir uns der diskontinuierlichen Methode be­
dienen. Aus der Definitionsformel des retrospektiven Nettodeckungs­
kapitals 

I I 

I I,,+i_l Pi vi - I - I d,,+i_l Ai vi = I,,+t vI tV 
I I 

ergibt sich auch 

~(d"'+i-1 Ai vi + l",+t Pi vi-I _ 1",+i-1 Pi Vi-I) = 
~ ~ ~ ~ 

I 

= l~:t (tpi Vi-1 -TI tV) 

und damit unter Verwendung der Wahrscheinlichkeiten (4) 
I 

.J;[wiAivi_(Wi+Wi+l+'" +Wt) PiVi- I] = 

= l~:!.(...t P i vi - 1 _TI tV). (2()) 

Nach Umformung der Doppelsumme links und unter Rücksicht auf die 
Bedeutung der Größen fi erhält man für den Ausdruck links in (26) 

I I i I 

IWi Ai vi - IWi I Ps V8 - I = IWi fi 
I I I I 

und damit für das durchschnittliche Risiko 

und 
N ( N . D(N)=~Wifi= l",til:N ~PiVi-I_VNNV) (28) 

in völliger Übereinstimmung mit den bei Anwendung der kontinuierlichen 
Methode bereits erhaltenen Resultaten. 

Für die Größe des Risikos ist das Produkt des möglichen Verlustes 
mit seiner Wahrscheinlichkeit bestimmend, demnach die Größen f w. 
Die letzte Ableitung hat dies deutlich erkennen lassen. Zu beachten 
ist aber, daß für die Größe des durchschnittlichen Risikos für 
die ganze Versicherung dann erst nach Hinzufügung des letzten 
Gliedes f n +1 W" +1 Null resultiert, wenn dieses als E W i fi dargestellt 
wird. 
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Schreibt man die Gleichung für das durchschnittliche Risiko 

Ix D (t) = IHt (}p i vi - I - vt tV ), (29) 
I / 

so hat man links den Gesamtwert der auf den Beginn bezogenen Verluste 
für alle Ix Versicherten, die während der Dauer von t Jahren für den 
Versicherer zu erwarten sind, weil er Ix -Ix+t Todesfälle zu gewärtigen 
hat. Demgegenüber steht aber rechts der Gesamtverlust für die Über­
lebenden Ix+t Versicherten, wenn sie zum Termin t das Vertragsverhältnis 
lösen. 

Schreiben wir das durchschnittliche Risiko für den Zeitraum t noch­
mals in der Gestalt 

t 
D (t) = 1 tlqx (~- Et ) dt, 

o 

so ist unmittelbar zu sehen, daß die kritische Dauer k auch dadurch 
definiert werden kann, daß wir verlangen, für diese Dauer solle der Risiko­
ausdruck ein Maximum werden. Denn dieses Maximum ist ja durch 
Differentiation des obigen Ausdruckes durch Auflösung von 

At-Et = 0 

nach k gegeben. Wir können daher das durchschnittliche Risiko auch als 
das Maximum des Erwartungswertes aller Verluste für die ganze Ver­
sicherungsdauer definieren. Gerade diese Definition des durchschnitt­
lichen Risikos als Maximum eines bestimmten Erwartungswertes wird 
später noch von Bedeutung werden. Hierbei ist stets vorausgesetzt, daß 
die Risikodauer eindeutig definiert ist, ein solches Maximum also auch 
wirklich existiert. Aus der Definition des durchschnittlichen Risikos 
der Dauer t in der Form 

tE", G Ps eß(t-8) ds - t V) 
ergibt sich als Bedingungsgleichung für das Maximum 

t 
At -1 Ps &(t-')ds = 0, 

o 

eine Gleichung, welche unter den gemachten Voraussetzungen nur für 
den Wert t = k erfüllt ist. 

Wenn wir beachten, daß sich die Nettoprämienreserve als Summe der 
aufgezinsten Sparprämien darstellt, so können wir das durchschnittliche 
Risiko der Dauer t auch in der Form darstellen 

(
t t ) t 

D (t) = tEx 1 PB ed (t-8) ds -j 5 Ps elJ (t-8) ds = tE(1) j RPs elJ(t-s)ds. (3 2 ) 
o 0 0 
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Das durchschnittliche Risiko ist demnach gleich dem Wert einer 
Erlebensversicherung der Dauer t auf den Betrag aller bis zu 
diesem Termin zu entrichtenden und bis dahin aufgezinsten Risiko­
prämien. 

Auf Grund der Definition des durchschnittlichen Risikos durch die 
Gleichung (32) können wir dieses auch als Maximum des Verlustes auf­
fassen, den ein Versicherter zu erwarten hat, wenn er vorzeitig unter 
Vergütung der Prämienreserve aus dem Vertrage ausscheidet. Denn der 
Verlust besteht dann aus der Summe der bis zum Ausscheiden bezahlten 
Risikoprämien samt Zins, und der Erwartungswert dieses Verlustes ist 
daher 

tE", 1 RP. e{J(t-,) ds = eE", (l Ps e{J(t-s) ds - tV} (33) 

Differenziert man zur Bestimmung des Maximums dieser Verlusterwartung 
nach t, so ergibt sich 

-(Jl"'+t + <5) eE", (! Ps e{J(t-,) ds - tV ) + eE",. Pt + <5 eE",! Ps&(t-')ds-

und daher 
- tE ", [tV (Jlut + <5) + Pt - Jlut At] = 0 

t 
At = I Ps e"(t-.) ds, 

o 

somit die Relation (32), die wir Risikogleichung nennen. Voraus­
setzungsgemäß genügt sie zur eindeutigen Bestimmung der kritischen 
Dauer k. 

Mit (33) verwandt ist die Darstellung des durchschnittlichen Risikos 
für die Dauer t durch den Ausdruck 

Hier bedeutet das erste Glied die kurze Todesfallversicherung, die beiden 
anderen aber sind der Barwert der Prämienzahlung auf der Zeitstrecke t 
unter der Voraussetzung, daß der Tod auf dieser Zeitstrecke eintritt. In 
der Tat ist äa;,..,dPB} der Wert der temporären Rente auf der Zeitstrecket 
für die Beträge PB und tp",ätj {p.} der Barwert der Zeitrente auf 
die angeführten Beträge für den Fall, daß der Zeitpunkt t erlebt wird, 
die Differenz daher von der angegebenen Bedeutung. Die Verlust­
erwartung besteht für den Versicherer tatsächlich in der Erwartung der 
Todesfallbeträge abzüglich der von den Gestorbenen bis zum Ablebens­
termin geleisteten Prämienzahlung. 
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Zur Bestimmung des kritischen Termins erhalten wir aus (34) durch 
Differentiation wieder die Risikogleichung. Die Identität der beiden Aus­
drücke für das durchschnittliche Risiko der Dauer k 

! tp..,,uHte-"t(At-l Pse"(t-.) dS)dt 

und (34) ergibt sich leicht aus 
k k t 

~ tP..,,u..,+te-"tAtdt- ~ tP..,,u..,+tdt ~ Pse-"'ds 
o 0 0 

k k 

= IkA.., {At} + ~Pte-"t dt ~ :s sP.., ds 
o t 
k 

= I~'" {At} + I fi, r"t (kP.., - tP..,) dt 
o 

= IJ.., {At} + kP..,äk] {Ft} -ä"',k] {Pt}. 

Nur durch eine andere Zusammenfassung der Glieder in (36) erhält man aber 

,Po ,," [i P, ,,<>-, dt + ... :-" (! ,P.!' ... "" A,dt-

- ~ p,,-" ,Po dt) 1 ~ .E. U P, ",1-0 dt - ,v). 
demnach wieder die Darstellung (33). Für den speziellen Fall At = I, 
- -
Pt = P erhält man aus (37) 

D (P) = I - () ä"',kl- kP", vk + P kP", äk]- P ä"',k] 
= I - Ci? + ()) ä"',k]- kP", (vA: - i? ä"i]) 

und für n statt m wegen 

äk] = ä..,:fij, vk = A.."fij 
auch 

D (P) = I - ~"',~I. 
a..,.nl 

Vermittels der diskontierten Zahlen, also im Wege der diskontinuier­
lichen Methode, ergibt sich als Risikoungleichung 

N N+l 
A - "'P.rN- i + 1> 0 > A _ '" p.?-i+2 N ~. = N+l ~ • 

I I 

und für das durchschnittliche Risiko der Dauer N 
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Zufolge der Identität 

erhält man 

und damit die (34) völlig entsprechende Relation 

D (Pi) = 1NA", {Ai} + NP", aNj {Pi} - aa;.Ni {Pi}' (40) 

Hieraus aber nur durch andere Schreibweise 

und daher den bekannten Ausdruck 

Für den speziellen Fall Ai = I. Pi = P Q),tij ist demnach aus (40) 

D (P""tij) = /NA", - P""tij (a""Nj- NP", aNj). 

( ~ -1 ) D (P ""tij) = NE", P ""tij r ---;-=z - N V 

zu erhalten. 
Aus (34) folgt für die Einmalprämienversicherung 

~'" {At} - (I - IcP",) X ... tij {At} 

und für die temporäre Rente 

- (I - IcP",) ä""tij { rt } + ä"',kI { rt } - IcPQ)Ukj {rt } 

= -[äkj { rt } - ä"',kI {rt }]. 

Für den speziellen Fall At = I. rt = I. Pt = P""tij aber 

D (P""tij) = I~Q) + IcPQ) PQ),fiJ äkj - P"',fiJ ä"':ii 
und 
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Benutzt man aber die Risikogleichung in der Gestalt 

kP" äkj {Pt} = ,.H.,. Ak, 
so erhält man 

D (Pt) =\1,:4., {At} + ,.H.,. Ak - ä."ij { ~ }, 

= Ä ."ij { At} - ä."k] { Pt } 

und für den speziellen Fall 

D (P.,:til) = A."k] - P."fii ä."ij 
und auch 

D (Ä."fii) = Aa:,kj-Ä."fii· 
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Für die numerische Berechnung ist die Formel (28) besonders geeignet. 
Man erhält aus ihr durch spezielle Verfügung je nach der Versicherungs­
art und der Prämienzahlung 

D (a.,) = aNi - a." Ni 

D (A.,) = d D (a.,) 

D (P.,) = _I D (a.,) 
a., 

D (a."fii) = aN,I- a"!> N,l 

D (A.,,7ij) = d D (a."fii) 

D (P."fii) = a 1_ D (a.,:ij) 
a:,1I1 

D (a""-) = v" D (P a:,fii) 
a:,111 

d 
D (A."fii) = Pa:,nr + d D (P ."nr) 

Die Relationen sind sämtlich ohne weiteres einzusehen. Bei einer Ab­
und Erlebensversicherung besteht z. B. für den Versicherer das Risiko, 
bei vorzeitigem Ableben des Versicherten den Zins des vorzeitig zur Aus­
zahlung gebrachten Kapitals und auch die restlichen Prämien zu verlieren, 
demnach einen Verlust zu erleiden in der Höhe der temporären Rente 
auf Zins und Prämie. Das gerade besagt aber die Formel. Ganz ähnlich 
überlegt man in allen anderen Fällen. 

Für die bisherigen Betrachtungen ganz wesentlich war die Erkenntnis, 
daß das durchschnittliche Risiko für eine beliebige Dauer t in gleicher 
Weise als Erwartungswert der Gewinne der Bank oder des Versicherten 
für das gleiche Zeitintervall dargestellt werden konnte. In dem einen 
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Fall ergab sich die Definitionsformel (S), in dem anderen die Formel (28). 
Für die Auswertung. des Risikos erwies sich nur die letztere zweckmäßig. 
Hierzu sei noch folgendes bemerkt. 

Der Versicherer sei ganz allgemein verpflichtet, vom Zeitpunkt t der 
Zahlungen abhängige Beträge At dann zu zahlen, wenn innerhalb der 
Dauer n zum Zeitpunkt t ein bestimmtes Ereignis eintritt, dessen Ein­
treten nach Maßgabe einer Intensitätsfunktion 'P (t) zu bewerten ist. Der 
auf den Beginn des Vertragsverhältnisses diskontierte Wert der Zahlungen 
At sei mit at bezeichnet. Demgegenüber sei die Verpflichtung zur Zahlung 
dieser Beträge an die Verpflichtung des Versicherten zur Zahlung von 
Beiträgen Pt gebunden. Bei Ablauf der Versicherung sei die Summe An 
fällig. Der Barwert aller bis zum Zeitpunkt t zu entrichtenden Beiträge für 
den Beginn sei B t• Wird aber zum Zeitpunkt t das Vertragsverhältnis 
gelöst, so soll die Bank an den Versicherten einen Betrag tV bezahlen, 
dessen auf den Beginn bezogener Barwert Vt sei. 

Soll dann die Verlusterwartung der Bank bis zum Zeitpunkt t gleich 
sein der Verlusterwartung des Versicherten für den Fall der Auflösung 
des Vertragsverhältnisses zum Zeitpunkt t, beide Werte bezogen auf den 
Beginn der Versicherung, dann gilt offenbar die Relation 

t t 
)'P (t) (at - B t) dt = [1 - )'P (t) dt] (B t - vt)· 
o o 

Hierbei bedeutet der erste Faktor rechts die Wahrscheinlichkeit, daß das 
Ereignis bis zum Zeitpunkt t nicht eingetreten ist. Wir haben in (42) die 
ganz allgemeine Aussage für die Gleichheit der beiderseitigen Verlust­
erwartungen zu erblicken. Für unser spezielles Beispiel einer gemischten 
Versicherung hätten wir zu setzen 

t 
B t = Ips e-6s ds, Vt = e-6t tV, at = e- 6t At 

o 

und t 

'P (t) = tProflro+t> 1p (t) =flro+t> 1 -)'P (t) dt = tP.,; 
o 

wir erhalten dann aus (42) sofort unsere Fundamentalrelation 

f tProflHt e-6t (At -1fts e6 (t-s) ds) dt = tP., e-6t (IPs e6 (t-B) ds - tV). (43) 
o 0 0 

Differenziert man aber die Relation (42) nach t, so erhält man 

~ (tl (a, - B,l ~ - ~ (tl (B, - v,l + [ I -l~ (~ dt] :, (B, - v,l 
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1p (t) = _-,;~---,-(t-"-) - = - :t log [r - O~tp (t) dt)] 
I - ~rp (t) dt 

o 
gesetzt wird, 

Verfügen wir wieder über die Größen wie vordem, so erhalten wir 

:, [r"'Ü p.,' ,-.) d, - ,V) ] ~ 1' •• , r'" (A, - ,v] 

und damit 
d - - -

TttV = tV (fllHt +~) + Pt-fllHtAt, 
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demnach die Differentialgleichung des Nettodeckungskapitals. Man 
sieht, daß die Relation (42) in der Tat für die Versicherungsmathematik 
sehr weittragende Ansätze vermittelt. Man erkennt aber auch wieder, 
daß für die Betrachtungen im Sinne der Theorie des durchschnittlichen 
Risikos in keiner Weise eine Erweiterung der Annahmen erforderlich ist, 
die aus der auf dem Äquivalenzprinzip aufgebauten Versicherungs­
mathematik ohnehin geläufig sind. 

§ 56. Das mittlere Risiko. 

Neben dem durchschnittlichen Risiko kommt dem Begriff des 
mittleren Risikos umfassende Bedeutung zu. Dies liegt vor allem daran, 
daß seine Berechnung für eine beliebige Anzahl von Versicherungen auf 
Grund der Werte für das mittlere Risiko der Einzelversicherungen ohne 
weiteres möglich ist. 

Es seien wieder m die VersicherungsdauerundAn und En die auf den 
Beginn der Versicherung bezogenen Werte der nach Maßgabe von Wahr­
scheinlichkeiten n -llq zu zahlenden versicherten Beträge sowie der auf 
den Beginn bezogene Wert der bis zum Termin n zu zahlenden Beiträge. 
Wird die ganze Versicherungsdauer m in Betracht gezogen, so versteht 
man unter dem mittleren Risiko den Ausdruck 

m 

M2 = 2:n-liq (.ln -En)2. 
I 

Man muß hierbei wieder beachten, daß wir bei temporären Versicherungen 
unter m-lW die Wahrscheinlichkeit zu verstehen haben, daß der Ver­
sicherte im letzten Jahre stirbt oder das Ende der Versicherungsdauer 
erlebt. Haben wir das mittlere Risiko für zwei Versicherungen der 
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Dauern mund m', der BeitrittsaIter x und x' und der versicherten Bar­
beträge A und l' und der Prämienbarwerte E und E' zu bestimmen, so 
wird man hierfür den Ausdruck 

m m' 

lx .lx' M~,x'=.1J .J].dX+k-l' dX'+J.-l eAk + i'J. - i!,. - E'J.)2 

anzusetzen haben. Wir haben hierbei vorauszusetzen, daß die beiden Ver­
sicherungen vollständig unabhängig voneinander sind. Für die letzten 
Versicherungsjahre sind aber unter dX+m - 1 und d"'+m'-l nicht die Toten­
zahlen, sondern die Anzahlen der Lebenden zu Beginn des letzten Ver­
sicherungsjahres zu verstehen, wenn angenommen ist, daß die Todesfall­
summe des letzten Versicherungsjahres und die Erlebenssumme überein­
stimmen. Es gilt sonach 

m m' 

z: LJdX+k-l = Z:' .2J dX'+'-_l = 1. 
r r 

Zufolge der Definition der Einzelrisiken 
m 

lx M x2 = ,l)dX+k-l (A k -Ek )2, 

und der Relation 
m m' 

.LJd",+ k-l (4k - Ek ) = LJ dx' +J.-1 eilJ. - E'J.) = 0 

ergibt sich aber unter Beachtung von (46) aus (45) der Ausdruck 

(47) 

so daß sich das Quadrat des mittleren Risikos tür zwei Versicherungen aus 
den Quadraten der Risiken der Einzelversicherungen additiv zusammensetzt. 
Weil die Beträge A und E nur an das Äquivalenzprinzip gebunden sind, 
können wir die Beträge ff stets so deuten, daß etwa nach tjährigem Be­
stand der Versicherung, wenn das Risiko für den Termin t berechnet 
werden soll, die dann vorhandene Prämienreserve bei den Einnahmen in 
E mitverrechnet wird. Der Satz von der Addition der Quadrate gilt 
daher ganz allgemein und ist natürlich sofort auf eine beliebige Anzahl 
von Versicherungen auszudehnen. Im besonderen gilt der Satz auch für 
einjährige Versicherungen. 
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Im letzteren Fall kann für eine bestimmte Person am Ende des Jahres 
der Erwartungswert des Ablebens mit 

q", . I + (I - q "') . 0 = q '" 
und die mittlere Abweichung vom Erwartungswert mit 

q",(q",-I)2+ (I-q",) (q",-0)2 =q", (I-q",) =q",.p", 

bestimmt werden. Ist q",+n und P",+n die Sterbens- und Erlebenswahr­
scheinlichkeit für das n + Ite Versicherungsjahr, nV das Nettodeckungs­
kapital nach n Jahren und Pn+l die zu Beginn des n + lten Jahres 
zahlbare Prämie, dann ist das Quadrat des mittleren Risikos dieses Ver­
sicherungsjahres, berechnet für den Beginn desselben, wenn An +l die im 
Todesfall zur Auszahlung gelangende Summe bedeutet, 

q",+n (vAn+l - nV - P n+l)2 + P",+n (n+lV , v - nV - P n+l)2. 

Wegen der Rekursionsformel des Deckungskapitals 

nV + Pn+l = q",+n V An+l + P",+n V n+lV 

erhalten wir für diesen Ausdruck 

qx+n (v An+l - V q",+n An+l - V P",+n . n+lV )2 + 
+ P",+n (v n+lV - V q",+n An+l - V P",+n' n+lV)2 

oder 

während sich für den Durchschnittswert 

q",+n (v A n+1 - nV - Pn+l) + P",+n (v n+lV - nV - Pn+1) = 0 

ergibt. Das mittlere Risiko ist hierbei auf den Anfang des Jahres bezogen, 
was sich in dem Faktor v2 ausdrückt. 

Betrachtet man wieder den Fall einer allgemeinen Versicherung auf 
Ab- und Erleben, so wird man für das Quadrat des mittleren Risikos in 
Analogie zu den bezüglichen Ausdrücken für das durchschnittliche 
Risiko, jetzt aber für die ganze Versicherungsdauer n anzusetzen haben 

M2 = "?;d"';:-l V2i.( Ai. - '?:Pkri.-HIri 

+ t"'t: n V2n ( T - j;Pkrn-HJ 
(49) 

Bei Anwendung der kontinuierlichen Methode ergibt sich 

M2 = I tP",fk", +t e- zßt (At -lftseß (t -s) dS/ } 

+ np",e- znß (T - Jpstß(n-s) dSY. 
(5°) 

Berger, Lebensversicherung. 16 
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Um für (49) einen einfacheren Ausdruck anzustreben, sei beachtet, daß wir 
in den Ausdrücken stets Glieder mit den Faktoren rund r 2 und solche, 
die von solchen Faktoren frei sind, erhalten werden, demnach Ausdrücke 
der Gestalt 

Das mittlere Risiko wird sich daher aus Gliedern 

zusammensetzen. Hier ist das mittlere Glied der Wert einer Todesfall­
oder auch gemischten Versicherung auf die Beträge ß)., das erste Glied 
ein ganz ähnlich gebauter Ausdruck, jedoch unter Verwendung des Dis­
kontierungsfaktors v2• Bei der Todesfallversicherung auf die Summe I 

mit Einmalprämie hat der Klammerausdruck die Gestalt 

(I - r). A ",)2 = I - Z r). A", + r 2Ä A", 2, 

und daher ist 
lX).=I, ßJ.=-zA"" y).=A",2 

und das mittlere Risiko 

M2 (A",) = A",' - 2 A",2 + A",2 = A",' -A",2, (SI) 

wobei A ",' den Einmalwert der Todesfallversicherung gerechnet mit dem 
Diskontierungsfaktor v2 bedeutet. Die mit diesem Faktor gerechneten 
diskontierten Zahlen der Lebenden und Toten sind dann 

Man kann aber von der Ablebensversicherung sofort zur Versicherung 
auf Ab- und Erleben gelangen, wenn man sich die Tafel der Lebenden 
mit dem Alter x + n abgebrochen denkt. Man erhält dann 

M2 (A"',fil) = A~,fil- A~,1i1' 

Bei der Ablebensversicherung mit jährlicher Prämie ergibt sich für 
den Klammerausdruck 

( P ;_1)2_ U(J. P 1_V.t)2_ u(P"'+d)2(J. A)2 
I - '" r l' _ I - r v - '" I-V - r --d- v - '" 

und demnach für das mittlere Risiko 

(52) 

und für die gemischte Versicherung mit jährlicher Prämie ganz analog 

."" (P -) (P"',fil + d)2 (A' - AB -) (53) lY.L- "',n! = d <I:,n!- <I:,II!' 
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Bei der Leibrente ist der Klammerausdruck 

und demnach 

M2(a",) = ;2 (A",'-A",2), 

Aus den Resultaten erhellt, daß zwischen den bezüglichen mittleren 
Risiken unter den gemachten Voraussetzungen hinsichtlich Kapital und 
Prämienzahlung dieselben Beziehungen bestehen wie beim durchschnitt­
lichen Risiko. Ebenso gilt für die Versicherung mit bestimmter Verfallszeit 

M (~) = vn M (Pz fil)· (55) 
az,fil ' 

Für einen innerhalb der Versicherungsdauer gelegenen Termin be­
rechnet sich das mittlere Risiko, indem man so wie beim durchschnitt­
lichen Risiko die Versicherung in eine solche gegen Einmalprämie - als 
solche ist das vorhandene Deckungskapital aufzufassen - und eine gegen 
laufende Prämie zerlegt. Nach einem Verfahren von K. HAUSDORFF 

kann man auch von einer kombinierten Versicherung ausgehen und eine 
kurze Rente der Dauer n und eine Versicherung auf Ab- und Erleben der 
gleichen Dauer, erstere auf den Betrag el> letztere auf den Betrag e2, 

heranziehen, Nach t Jahren ist das Alter des Versicherten x + t und das 
Nettodeckungskapital 

tV = e1 az+t,n-tl + e2 Az+t,n-tl' 
Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeiten 

mit 
olq"'+t, llq"'+t' "" n-t-llq",+t + n-tP",+t 

n-t 
W1, w2' .. " Wn - t - 1' W .. _ t, ~ W). = I, 

I 

so ist die der Wahrscheinlichkeit w). entsprechende Auszahlung auf den 
Termin t diskontiert 

AÄ = e1 aAl + e2 vÄ = i + (e2 - i )VÄ, 
Das Deckungskapital kann dann 

n-t n-t 

tV = .L;WÄAA = i + (e2 - i )ZWAVA 
I I 
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Nun ist aber 
11.-1 

.,1;w)" v)" = A z +t, 11.-11, 
I 

und es ergibt sich daher 

11.-1 "w v2 )" - A' -..:..)" - z+I,n-ll' 
I 

2 _ ( Cl )2 ( , 2) 
Mt - e2 -d AZH,n-ll- AZ+I,n_~ . 

Für die speziellen Verfügungen 

ergeben sich dann die Formeln 

M2(a I)-~(A' __ A 2 -) } t z,n, - d2 z+l,n-11 z+l,n-11 

M2(A -) -A' _A2 
t z,nl - z+t, n-tl z+l, n-~ 

M 2 (P _) _ ( P<I:,fiI + d)2 ( , 2) 
t <1:,11.1 - d A z +t, n-tl-Ax+t, n-tl . 

(56) 

(57) 

Die Verhältnisse der Risiken sind daher für die ganze Versicherungsdauer 
konstant. Nimmt man aber an, daß die Versicherung erst mit dem Alter 
x + t beginnt und die Dauer n - t ist, dann ergeben sich ganz analoge 
Beziehungen des mittleren Risikos nach einem Bestande von t Jahren 
und des Risikos für das aufgerückte Alter und die Restdauer, wie sie auch 
beim durchschnittlichen Risiko zu erhalten sind. Es ergibt sich 

Mt (az,fil) = M (aHI,!n-tl) 

Mt (A z,ii1) = M (Az+t,n=t]) 

Mt (Pz,nl) = M (PzH,n-tl) 

(58) 

Die HAusDoRFFschen Formeln sind nur unter speziellen Voraussetzungen 
erhalten worden. Sie sind sehr weitgehend zu verallgemeinern, wobei 
insbesondere zu erkennen sein wird, daß diesen Formeln ein fast selbst­
verständlicher Sachverhalt zugrunde liegt. 

§ 57. Der HATTENDORFsehe Satz. 

In seinem dem VI. internationalen Kongreß für Versicherungswissen­
schaft erstatteten Bericht über die Theorie des mittleren Risikos sagt 
BOHLMANN: K. HATTENDORF hat die wichtige Entdeckung gemacht, daß 
das mittlere Risiko M (0, n) einer Versicherung für ihre ganze Dauer sich 
auf einfache Weise aus den mittleren Risiken für die einzelnen Versiche­
rungsjahre zusammensetzt. Es ist nämlich immer 

M2 (0, n) = M2 (0, 0, r) + M2 (0, r, 2) + ... + M2 (0, n - r, n). (59) 



Der HATTENDoRFSche Satz. 245 

Analog wird das fernere mittlere Risiko M2 (m, n) einer bereits 11' Jahre 
bestehenden Versicherung 

MI (m, n) = MI (m, m, m + I) + M2 (m, m + I, m + 2) + ... 
. . . + M2 (m, n - I, n). (60) 

Die Tatsache des Bestehens dieser einfachen Relation bezeichnet BOHL­
MANN als den HATTENDoRFschen Satz. Hierbei sind in der Formel (59) 
sämtliche Risiken auf den Beginn der Versicherung - Zeitpunkt 0 _ 

in Formel (60) auf den Zeitpunkt m bezogen. Der Satz wurde aber erst 
in jüngster Zeit auf verschiedene Art einwandfrei bewiesen. Die früheren 
Beweise benutzten sämtlich zum Beweis den Satz von der Addition 
der Quadrate der mittleren Risiken. Voraussetzung für die Anwendbarkeit 
desselben ist aber die Unabhängigkeit der Einzelrisiken. Gerade diese kann 
aber für die Risiken der einzelnen Versicherungsjahre einer Versicherung 
bestimmter Dauer nicht behauptet werden, das gerade Gegenteil ist viel­
mehr der Fall. Wir haben also gerade in der Tatsache, daß der Satz von 
der Addition der Quadrate trotz der Abhängigkeit der Einzelrisiken in 
diesem Falle besteht, den Inhalt der HATTENDoRFschenAussage zu erblicken. 

Wir geben im folgenden einen Beweis unter Verwendung der dis­
kontinuierlichen Methode und einen auf einer sehr einfachen Umformung 
beruhenden nach der kontinuierlichen Methode. Der Satz liegt aber 
keineswegs tief und erfordert keinesfalls irgendwelche besonderen Hilfs­
mittel aus der Wahrscheinlichkeitstheorie zu seinem Beweise. Dies wird 
aus einer überlegung hervorgehen, welche die Formel (24) der Theorie 
des durchschnittlichen Risikos und die HATTENDoRFsche Umformung als 
rein formale Beziehungen erweist, die erst durch das Äquivalenzprinzip 
ihren für die Versicherungsmathematik bedeutsamen Inhalt bekommen. 

In diskontinuierlicher Darstellung ist das Quadrat des mittleren 
Risikos für die Dauer n - diese Dauer gleich oder kleiner als die Dauer 
der Versicherung angenommen -

M2(o,n) =f:Pa:q'HA(AA+IVHI_...j:VkPk+lJ + 

+ nPa:(nVvn_..f~kPk+lr (6I) 

Nachdem die Nettoprämien PHI in die beiden Bestandteile Sparprämie 
und Risikoprämie zerlegt werden können 

PHI = 5 Pk +1 + R PHI } (62) 
= k+IV v - kV + qa:+k V (A k+I - k+IV ) 

und mit Rücksicht auf den Umstand, daß die aufgezinsten Sparprämien 
das Nettodeckungskapital ergeben, gilt 

A A 

,Ivk PHI = A+lV VA+! + ,Ivk R Pk+1" (63) 
o 0 
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Demnach ist auch 

M2(0,n) =.:t:Potq"'+A(AA+1 VÄ+1-A+1VvA+l_..f;vkRPk+1Y + 

+ nPot(;~k R Pk+1r (64) 

und für den Index n + r 

M2(0,n+ r) =.-?\P",q<HA(AA+1 VA+1_ Ä+IVVA+1-

-fVk R Pk+1Y + n+1 Pot (..f:Vk R Pk+1Y· 

Die Differenz von (65) und (64) ergibt dann 

M2(0,n + r) -M2 (0, n) = nPot qot+n( A n+1 vn+1_n+1V vn+1-

-..f:vk R Pk+1)2 + n+1P", (..f:Vk R P k +1 y-
-nPot(..f:Vk RPk+1-vnRPn+1Y. (66) 

Im Hinblick auf 

ist aber die Differenz (66) auch 

n n 

-n+1V)27vk RPk+1+ 2 nPotqot+n vn +! (An+1 - n+1V )27vk RPk+1-
o 0 

- nPotq~+n V2n +,.2 (A n+1-n+1V)2 
= nPot q",+n Pot+n V2n +2 (A n+1 - n+1V )2 
= M2 (0, n, n + I). 

Gilt daher der HATTENDoRFsche Satz für den Index n: 
tl-I 

M2 (0, n) =27M2 (0, k, k + r), 
o 

so gilt er auch für n + r: 
n 

M2 (0, n + r) =27M2 (0, k, k + I). 
o 

Nachdem er aber für n = r richtig ist, ist der Satz bewiesen. 
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Unter Verwendung einer beliebigen oberen Integralgrenze l' wäre die 
Aussage des HATTENDoRFschen Satzes im Wege der kontinuierlichen 
Methode wie folgt anzuschreiben: 

ftp:I:,u:l:+te-S"t(At-tV)2dt=ftp:I:,u:l:+te-2"t(At-f e"(t-A) PAdA)2 dt + 
o 0 0 

+ TP:I:(fe-.1t Ptdt-e-tlT Tfr (68) 

Benutzt man jetzt die Zerlegung der Nettoprämie in Risikoprämie und Spar­
prämie: 

T T 

~ e-"t Pt dt = ~ ,uHt e-"t (At - tV) dt + e-"T TV, (69) 
o o 

so kann das erste Glied rechts in (68) auch in der Gestalt 
T T t 

l tP:I:,u:l:+te-a"t (A t- tV )2d t - 2 ~ tP:I:,u:l:+te-"t (At-tV) l,u:l:+A e- aA (AA-
o 0 0 

- A V) dA dt + I tP:I:,uH t [l,uHA e-u (AA- A V) dArdt 

dargestellt werden. Nun ist aber für das letzte Integral in diesem Aus­
druck durch partielle Integration auch 

-TP:I: [f e-cU,uHA (AA-A V) dAr+ 2 f tP:I:,uHt e-"t (A t -
t 

- tV) ~ e-"A ,uHA (AA - AV} dA dt 
o 

zu erhalten, so daß sich auf der rechten Seite von (68) alle Glieder bis auf 
T 

~ tP:I:!':I:+te- adt (At - tV)2dt 
o 

tilgen. Damit ist aber auch schon die Gleichheit der beiden Ausdrücke 
rechts und links in (68) erwiesen. Von den zahlreichen Beweisen des 
HATTENDoRFschen Theorems dürfte diese direkte Umformung am besten 
den Verzicht auf jedes fremde Hilfsmittel erkennen lassen. 

Wir müssen aber besonders beachten, daß die HATTENDoRFsche 
Relation (68) die Prämienreserve definiert und daß gerade in dieser Um­
kehrung der Aussage wieder der Inhalt des HATTENDoRFschen Satzes zu 
sehen ist. Wir stehen hier vor demselben Sachverhalt wie bei der der 
Theorie des durchschnittlichen Risikos eigenen Relation 

f tP:I:,uHt e-.,t( A t-l e"(t-A) PA dA)dt = .,.P:I:(I i\ e-"t dt - e-"T tV). (70 ) 

die uns früher vielfach beschäftigt hat. 
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Aus beiden Relationen (70) und (68) erhält man nämlich durch Diffe­
rentiation nach der oberen Grenze l' nach leichten Reduktionen die durch 
das Äquivalenzprinzip gegebene Relation (69) und aus dieser durch noch­
malige Differentiation 

- - dTV -
11. e-dT(A - V)-e-6TP ___ e-IJT+(je-h V t"'<I:+T T T - T dT T 

und damit die Differentialgleichung der Prämienreserve 

dTV - -
--;[T = (/-lHT+ (5) TV + PT -/-lHT AT. 

Damit ist aber auch der Inhalt des HATTENDoRFschen Satzes wieder ganz 
in den Rahmen rein versicherungsmathematischer Aussagen zurückgeführt. 

Um die rein formal mathematische Seite des Ganzen zu unterstreichen, 
seien noch folgende Bemerkungen angefügt: 

Es sei qt dt die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen des Ereignisses 
zum Zeitpunkt t, 

t 

Pt = I -I qt dt 
o 

die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Ereignis bis zum Zeitpunkt t nicht 
eintritt. Es sei dann eine Funktion 

T 

"PT = \ ~ atdt, J Pt 
o 

und wir setzen voraus, daß das Integral für jedes in Betracht kommende l' 
definiert ist. Aus (71) folgt durch Differentiation nach der oberen Grenze 

qT aT = PT "P..' (72 ) 
und auch 

und wegen 

durch Integration T 

I qt (at -"Pt) dt = PT "PT' 
o 

wobei die Integrationskonstante wegen "Po = 0 wegfällt. 
Multiplikation von (72) mit 2 "PT gibt 

und auch 
2 qT aT "PT = 2 PT "PT "PT' 

qT aT2 = qT (aT -"PT)2 - qT "PT2 + 2 PT "PT "P..' 

eine Relation, aus welcher wieder unter Wegfall der Integrationskon-
stanten T .. 

I qt al dt = I qt (at -"Pt)2 dt + PT "PT2 

folgt. o o 
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Wir dürfen die beiden Relationen (73) und (74) als grundlegende für 
die Versicherungsmathematik ansehen. Denn setzt man jetzt 

und daher 

und weiter 
at = e- lJt (A t - tV), 

wobei At den auf den Todesfall versicherten Betrag und tV das Netto­
deckungskapital bedeutet, so erhält man für (71) 

.,. 
'If.,. = ~,u<l: +t e- lJt (At - J!) dt. (75) 

o 

Der Ausdruck entspricht daher dem diskontierten Wert der bis zum Zeit­
punkt T zu zahlenden Risikoprämien. Durch die gleiche Substitution 
ergibt sich aber aus (73) 

... 
~ tP<I:,uHt [e- bt (At - tV) - '1ft] dt = "-P<I: 'If.,-
o 

und aus (74) 
... 
j tPro,uX+t e- 2lJt (At - tV)2 dt = 
o 

... 
= j tPro,uX+t [e- lJt (A t - tV) -'lft]2dt + "P<I:'If ... 2 • (77) 

o 

Die Relationen (76) und (77) sind rein formal. Einen versicherungs­
mathematischen Inhalt erhalten sie erst durch Einführung eines die Ein­
und Auszahlungen regulierenden Prinzips. Verfügt man daher über den 
Versicherungswert 'If ... im Sinne des Äquivalenzprinzips, so erhält man aus 
(76) und (77) sofort die beiden Fundamentalrelationen der Risikotheorie. 
Wir wählen unter den vielen Möglichkeiten für das Äquivalenzprinzip 
die Aussage, daß die Prämienreserve als Summe der aufgezinsten Prämien 
abzüglich der Summe der aufgezinsten Risikoprämien zu erhalten ist, 
demnach 

.,-

'1fT = ~ Pt e- lJt dt - e-IJ ... .,-v 
o 

oder im Hinblick auf (75) 
.,. ... 

J e-lJtPedt = j,uHte- lJt (A t - tV) dt + e-""'.,-v. (79) 
o o 
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Dann erhält man aus (76) 

I tPxPx+t e-ßt(A t -1 &(t-A) PA dA) = TPX(1Pt e-dtdt - e-dT TV) (80) 

und aus (77) 

ltPxp.,+t e- 2"t (At - tV)2 dt = ftP., p., +t e- 2bt (A t - f e"(t-Ä.) PA dA)2 dt + 
000 

+ TP" (f e- ßt Pt dt - e- ßT tV y. (8r) 

Wir beachten noch, daß der letzte Ausdruck rechts in den Ausdruck 
links übergeht, wenn man rechts an Stelle der Prämien die Sparprämien 
eingesetzt denkt. Es kann also der HATTENDoRFsche Satz auch so aus­
gedrückt werden: Der Wert des mittleren Risikos bleibt ungeändert, 
wenn man in dem hierfür geltenden mathematischen Ausdruck die 
Prämien durch die Sparprämien ersetzt. 

§ 58. Das durchschnittliche Risiko für eine beliebige Anzahl von 
Versicherungen. 

Die Ableitung eines der numerischen Rechnung leicht zugänglichen 
Ausdrucks aus dem allgemeinen Ansatz für das durchschnittliche Risiko 
einer beliebigen Anzahl gleichartiger Versicherungen gelingt ohne weiteres 
für den Fall, daß die Betrachtungen auf ein Versicherungsjahr abgestellt 
sind. In diesem Falle ist das Problem dasselbe wie bei der Frage der 
durchschnittlichen Verlusterwartung gegenüber einer Anzahl von Spielern, 
von denen jeder für den Fall des Eintritts des Ereignisses die Summe r 
erhält, während im Falle des Nichteintretens nichts gezahlt wird. Hierbei 
sei das Eintreten des Ereignisses mit der Wahrscheinlichkeit q zu erwarten. 

Für ein Versicherungsjahr gilt ja in jedem Falle der Ansatz 

Ix P - d., A v -I., +1 T v = o. (82) 

Es bezeichnet hier P die Summe aus der Nettoprämie und der am Anfang 
des Versicherungsjahres vorhandenen Prämienreserve, A die am Ende 
des Jahres im Ablebensfalle zu zahlende Summe und Tdie Summe aus 
der Prämienreserve am Ende des Jahres und einer etwaigen Leistung für den 
Fall des Erlebens. Im Hinblick auf die Definition der Sterbenswahrschein­
lichkeit q = d.,jl., folgt aus (82) 

P-v T = qv (A - T), 

wofür auch E = C q geschrieben werden kann. Damit ist also (82) auf 
den Ansatz der Wahrscheinlichkeitstheorie zurückgeführt, nach welchem 
q die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten des Ereignisses, E den von 
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jedem der s Spieler zu leistenden Einsatz und C den Preis bedeutet, den 
das Unternehmen an jene Personen zu zahlen hat, für welche das Er­
eignis eingetreten ist. Die Aufgabe besteht nun darin, für dieses Spiel 
das durchschnittliche Risiko zu bestimmen. 

Die Aufgabe ist mehrfach gelöst worden. Es besteht die Wahrschein­
lichkeit 

dafür, daß das Ereignis bei beliebigen a Personen eintrifft. Nach der 
Definition des durchschnittlichen Risikos ist dieses dann bei s Personen 
durch den Ausdruck 

s 
L: (:) qa (r ...:.- q),-a (a C - s E) 
a=k 

definiert, wobei k jene ganze Zahl bedeutet, für welche 

(k - r) C < s E ~ k C. (85) 

Statt des Ausdrucks (84) soll für die variable untere Summengrenze 
der Wert 

8 

L:(;) ga (r - q),-a (a - s q) C (86) 
a=t 

bestimmt werden, der das durchschnittliche Risiko des Unternehmens 
für die Fälle a = t, t + r, t + 2, .•. , s bedeutet. Es soll nun gezeigt wer­
den, daß der Ausdruck (86) für C = r in den Ausdruck 

t (~) qt (r - q),-t (r - q) (87) 

überführt werden kann. Man ersieht dies sogleich aus den folgenden ein­
fachen Umformungen 

• L:(:) ga (r - q)s-a (a - s q) 
t 

=q [.ta(~) qa-I ps--a - ~~'(s-a + a) (~) qa p,--a). p = r - q 

= q [ia(;)ga-Ips-a_qi a(;)qa-Ips-a_ i(a+ r) (atI)gap,-a] (88) 
t t t 

=qp [fa(;) ga-I p.--a_ i a(;) ga-I p,-a] 
t t+ I 

= t U) qt (r - q),-t (r - q). 
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Es ist demnach auch für 

6 

..E (:) q" (I - q).-a (a-s q) = k (:) qk (I - q).-k (I - q). (89) 
k 

Man zeigt sehr leicht, daß es sich bei (89) um das Maximum des Aus­
drucks (88) handelt. Denn für dieses gelten die Bedingungen 

und 

(a + I) (a+ I) qa+I (I - q) 8-a-I < a (:) q" (I - q)s-a. 

Demnach auch 

und 

s-a+ I q a -->a-I 
a I-q 

s-a q 
(a+ I)----<a. 

a+I I-q 

Man erhält sonach die beiden Ungleichungen 

s . q > a - I und s . q < a 
oder 

a-I <sq <a 
zur Bestimmung von k. 

Wir erhalten sonach auch in dem Falle der Bestimmung des durch­
schnittlichen Risikos einer beliebigen Anzahl gleichartiger einjähriger 
Versicherungen dieses als Maximum des zu erwartenden Verlustbetrages. 
Bezeichnet dann wieder A die am Ende des Jahres etwa fällige Todesfall­
summe und P den am Anfang des Jahres zu zahlenden Prämienbetrag 
samt vorhandener Prämienreserve, so lautet der Ausdruck für das durch­
schnittliche Risiko der s gleichartigen einjährigen Versicherungen 

k (Z) qk (I - q).-k (v A - P). (90) 

Ist aber die Verlusterwartung für das Unternehmen durch den Ausdruck 
(88) gegeben, wenn es sich hierbei um den Eintritt des Ereignisses in 
mindestens t von s möglichen Fällen handelt, so ist die Verlusterwartung 
für die s - t nicht zum Zug gelangten Spieler ganz analog durch 
Vertauschung von q und I - q und von t und s - t durch den Aus­
druck 

(9I ) 

gegeben. 



Das durchschnittliche Risiko für eine beliebige Anzahl von Versicherungen. 253 

Es ist noch zu bemerken, daß die Relation (88) die Binomialverteilung 
definiert. Denn ist qJ (a) eine unbekannte Verteilungsfunktion, so folgt 
aus 

B 

g qJ (a) (a - s q) = t qJ (t) (I - q) 
t 

für t + I statt t 
B 

g qJ (a) (a - s q) = (t + I) qJ (t + I) (I - q) 
t!+ I 

und durch Subtraktion 

rp (t + I) 
rp (t) 

q s-t 
----
I-q t+I 

eine Differenzengleichung, deren allgemeine Lösung 

qJ (t) = (:) qt (I - q)8-t 

ist, wenn die Bedingung 
8 

g qJ (t) = I 
I 

erfüllt sein soll. 
Wir heben nochmals hervor, daß, wie sich im Falle einer Ver­

sicherung das durchschnittliche Risiko als Maximum der Verlust­
erwartung ergeben hat, nunmehr im Falle beliebig vieler Versicherungen 
gleicher Art für ein Jahr das durchschnittliche Risiko wiederum als 
Maximum des Erwartungswertes erhalten wurde, und zwar hinsichtlich 
der Verlusterwartung der s - t nicht zum Zuge gekommenen Spieler oder 
gemäß dem Äquivalenzprinzip als Maximum der Gewinnerwartung der 
t Spieler, für welche das Ereignis eingetreten ist. Die Gleichheit der beiden 
Ausdrücke 

t (:) qt (I - q)8-t (I - q) und (s - t) (:) qt (I _ q)8-tq 

wird hierbei nur gegeben sein, wenn t = s q = k ganzzahlig ist. 
Zur Ableitung der Funktionalgleichung (88) oder der ihr in der kon­

tinuierlichen Methode entsprechenden 

8 

) qJ (t) (t - s q) dt = t qJ (t) (I - q) 
t 

kann man auch auf folgendem Wege gelangen. Es sei qJ (t) eine Ver­
teilungsfunktion, und es soll der Erwartungswert durch 

8 

lqJ (t) t dt = s q (92 ) 
o 
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und die Streuung durch 
, 
1 «p (t) (t - s q)2 dt = s q (I - q) 
o 

gegeben sein. Für die Streuung gilt aber auch der Ausdruck 
, , 
1 dt 1 «p (Ä)(Ä - s q) d Ä, (94) 
o t 

denn man erhält aus diesem unter Heranziehung des Verschiebungssatzes 
der Wahrscheinlichkeitstheorie 

, t, , 

1 «p (t) (t -s q) dt 1 d Ä = 1 «p (t) t2 dt - s q 1 «p (t) t dt 
000 0 , , 

= 1 «p (t) t2 dt - s2 q2 = 1 «p (t) (t - S q)2 dt = s q (I - q). 
o 0 

Demnach gilt die Relation 
, , , 
J dt 1 «p (I.) CI. - s q) d Ä = (I - q) S q = (I - q) ) «p (t) t dt. (95) 
o t 0 

Durch die vorgegebenen Werte für Erwartungswert und Streuung ist 
natürlich die Verteilung noch nicht definiert. Sie wird es aber, wenn wir 
verlangen, daß die Relation (95) identisch erfüllt sein soll. Denn dann 
folgt aus ihr , 

1 «p (t) (t - s q) dt = (I - q) «p (t) . t. 
t 

Ganz analog kann man im Falle des Beweises der Relation (88) schließen. 
Die Behandlung des wahrscheinlichkeitstheoretischen Ansatzes für das 

durchschnittliche Risiko beliebig vieler Versicherungen, wenn diese nicht 
einjährige Versicherungen sind, ist wiederholt versucht worden. Die 
Schwierigkeit besteht vor allem darin, daß hier der Begriff der kritischen 
Dauer versagt. Denn schon bei zwei Versicherungen ist zu sehen, daß 
der Versicherer einen Verlust erleidet, wenn beide Personen vor Ablauf 
der kritischen Dauer sterben, aber auch dann, wenn eine Person vor, die 
andere aber nach Ablauf der kritischen Dauer stirbt und hierbei der in 
dem einen Fall erlittene Verlust nicht durch den in dem anderen Fall 
erzielten Gewinn aufgewogen wird. Gewisse Spezialisierungen bei der 
Begriffsbildung des allgemeinen durchschnittlichen Risikos können hier 
Erfolg bringen, aber bisher immer nur um den Preis des Verzichts auf 
die Allgemeinheit der Betrachtungen. Auch der Begriff des Maximums 
des Erwartungswerts des Verlustes der Versicherten bei vorzeitiger 
Lösung des Vertragsverhältnisses verspricht hier einen erfolgverheißenden 



Das durchschnittliche Risiko für eine beliebige Anzahl von Versicherungen. 255 

Ansatz. Wir haben gesehen, daß es im Falle des durchschnittlichen 
Risikos einer Versicherung und des durchschnittlichen Risikos einer be­
liebigen Anzahl gleichartiger einjähriger Versicherungen ohne weiteres 
gelingt, den Nachweis für die Gleichheit der beiden Definitionen zu er­
bringen. Aber auch für den allgemeinen Fall gelingt es, den durch den 
Maximalwert der Erwartung geschaffenen Risikobegriff auf den all­
gemeinen Fall zu übertragen. 

Handelt es sich aber um eine sehr große Anzahl von Versicherungen, 
dann sind die vorliegenden Verhältnisse durch die allgemeinen Unter­
suchungen der Wahrscheinlichkeitstheorie klargestellt. Denn für diesen 
Fall gilt, wenn die Unabhängigkeit der Versicherungen vorausgesetzt ist, 
der Satz, daß das durchschnittliche Risiko und das mittlere Risiko stets 
in dem Verhältnis I: Vz;:t stehen. Dies folgt aus der Tatsache, daß unter 
den gegebenen Voraussetzungen hinsichtlich Anzahl und Unabhängigkeit 
der Versicherungen für die Abweichungen vom Erwartungswert stets eine 
GAuss-Verteilung definiert ist. Für eine solche Verteilung, die durch 

q; (x) = V~ e-h1z' (96) 

definiert ist, wobei q; (x) die Größe der Fehlerwahrscheinlichkeit bedeutet, 
erhalten wir aber aus bekannten Resultaten der Wahrscheinlichkeits­
theorie für das arithmetische Mittel der Fehler - den wahrscheinlichen 
Fehler, Erwartungswert oder Durchschnittswert 

+00 

_h_1x e-h2 ,.2 dx = 0 
Vn) , 

-00 

für den wahrscheinlichen Wert der absoluten Beträge lxi 

-00 

und für den mittleren Fehler 

-00 

Sonach ergibt sich unter Gültigkeit des GAussschen Gesetzes für das 
durchschnittliche und mittlere Risiko 

und demnach die Relation 

M=DV2n. (98) 
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Sie gilt, um es nochmals hervorzuheben, nur dann, wenn die Versiche­
rungen voneinander unabhängig sind und ihre Zahl sehr groß ist. 

Praktisch handelt es sich in der Tat meist um eine große, bei einer 
Gesellschaft gedeckte Anzahl von Versicherungen. Hinsichtlich ihrer Un­
abhängigkeit ist die notwendige Voraussetzung allerdings nicht ohne 
weiteres erfüllt. Für die numerische Berechnung sind aber durch den 
Satz von der Addition der Quadrate der mittleren Risiken alle Bedin­
gungen für eine Durchführbarkeit der Rechnung auch für große Bestände 
gegeben. 

§ 59. Die mittlere Prämienreserve und der Verschiebungssatz. 

Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitstheorie kann eine Lebens­
versicherung als ein über ein bestimmtes Zeitintervall erstrecktes Spiel­
system angesehen werden. Bei diesem werden Einsätze des Spielers oder 
der Spieler, wenn es sich um eine Versicherung auf mehrere Leben handelt, 
Auszahlungen der Bank gegenübergestellt und die beiderseitigen Zahlungen 
werden nach vorgegebenen Verteilungsfunktionen geregelt. In der Lebens­
versicherung kommen hierfür die für die Sterblichkeitsmessung in Be­
tracht kommenden Funktionen als Verteilungsfunktionen in Frage. Wenn 
aber das Spielsystem gerecht sein soll, dann muß für die Ein- und Aus­
zahlungen noch weiter ein regulatives Prinzip festgelegt werden. Hierbei 
wird auch der Zins bei der Bewertung aller Zahlungen eine bestimmte 
Rolle spielen. Wir haben im Sinne eines solchen Prinzips die Gleichheit 
von Leistung und Gegenleistung im Sinne versicherungsmathematischer 
Erwartungswerte gefordert, und es ist nur ein anderer Ausdruck für die­
selbe Sache, wenn verlangt wird, daß der Erwartungswert der Gewinne 
und der Verluste für den Spieler und die Bank für den Beginn der Ver­
sicherung Null sein muß. Es spielt hierbei keine Rolle vom prinzipiellen 
Standpunkt der Untersuchungen, ob die Verwaltungskosten und die Ver­
waltungskostenzuschläge im Sinne von Leistungen und Gegenleistungen 
mitberücksichtigt werden oder nicht. Ihre Einbeziehung in die Be­
trachtungen kann, wie wir noch sehen werden, stets ohne weiteres erfolgen. 

Für die Prämienreserve wurden im Verlaufe dieser Vorlesungen 
mehrere Definitionen gegeben. Vom Standpunkt der Risikotheorie wird 
ihnen eine weitere anzufügen sein, welche statt der Erwartungswerte der 
Ausgaben und Einnahmen für die restliche Versicherungsdauer den Er­
wartungswert der Gewinne und Verluste für die einzelnen Versicherungs­
jahre besonders berücksichtigt. Der Begriff, der bisher für die Prämien­
reserve verwendet wurde, soll übrigens weiterhin noch ausdrücklich als 
durchschnittliche Prämienreserve näher bezeichnet sein. Ist diese für die 
ganze Versicherungsdauer stets Null, dann ist jedes einzelne Spiel des 
Spielsystems gerecht. Das Spiel verläuft dann nach dem System des 
natürlichen Beitrages. 
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Neben dem Erwartungswert werden in der wahrscheinlichkeits­
theoretischen Behandlung der Lebensversicherung auch die vom Er­
wartungswert aus gerechnete Abweichung und ihr Mittelwert oder 
Streuung zur näheren Charakterisierung eines vom Zufall abhängigen Vor­
ganges herangezogen. Darüber noch hinausgehend wohl auch die beiden 
nächsthöheren Momente, die als Schiele und Exzeß bezeichnet werden. 
Wird bei wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrachtungen die Streuung 
nicht vom Erwartungswert aus gerechnet, d. h. die Abweichungen -
Gewinne und Verluste - von einem anderen ein für allemal definierten 
Ausgangswertbestimmt, so sind diese verschiedenen Streuungswerte auf­
einander in sehr einfacher Weise durch den sogenannten Verschiebungs­
satz bezogen. In der Versicherungsmathematik entspricht dem auf den 
Erwartungswert bezogenen Begriff der Streuung der Begriff des mittleren 
Risikos. Da der Erwartungswert der künftigen Gewinne und Verluste 
aber mit der Prämienreserve des betreffenden Termins identisch ist, wird 
hier für einen Termin t die Streuung als Abweichung von der Prämien­
reserve gerechnet. Andere Streuungswerte scheinen bisher nicht berück­
sichtigt worden zu sein. Es liegt da zunächst nahe, statt des Erwartungs­
wertes der künftigen Gewinne und Verluste in der restlichen Versicherungs­
dauer für einen bestimmten Zeitpunkt das quadratische Mittel der zu 
erwartenden Gewinne und Verluste, gerechnet jedoch nicht von der durch­
schnittlichen Prämienreserve, sondern vom Wert Null aus, als Streuungs­
maß einzuführen. Wir wollen diesen neuen Begriff im Unterschiede zur 
durchschnittlichen Prämienreserve als mittlere Prämienreserve bezeichnen. 
Ganz in Analogie zur Wahrscheinlichkeitstheorie gilt dann hier ein Ver­
schiebungssatz, welcher besagt, daß die mittlere Prämienreserve für jeden 
innerhalb der Versicherungsdauer gelegenen Zeitpunkt als Hypotenuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks aufgefaßt werden kann, dessen beide 
Katheten durch die für denselben Zeitpunkt bestimmten Werte der durch­
schnittlichen Prämienreserve und des mittleren Risikos für die rest­
liche Versicherungsdauer gegeben sind. 

Es läßt sich dann leicht zeigen, daß das Quadrat der mittleren 
Prämienreserve stets auch als gewöhnliche durchschnittliche Prämien­
reserve für den gleichen Zeitpunkt einer sonst gleichartigen Versiche­
rung aufgefaßt werden kann, für welche der Rechnungszins, die 
Werte der versicherten Kapitalien und auch die Prämien in ganz 
bestimmter Weise mit den bezüglichen Werten der ursprünglichen 
Versicherung verbunden sind. Aus diesem Umstand folgt dann 
auf Grund des Verschiebungssatzes ein Ausdruck für die mittlere 
Prämienreserve und damit auch für das fernere mittlere Risiko, der 
für eine ganz allgemeine Versicherung gültig ist und dessen sehr 
spezieller Fall auf die in § 57 abgeleiteten HAusDoRFFschen Formeln 
führt. 

Berger, Lebensversicherung. 17 
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Auf Grund des Verschiebungssatzes aber erhält man für die durch­
schnittliche Prämienreserve die folgende Definition: Die durchschnitt­
liche Prämienreserve ist jene technische Rücklage, für welche das fernere 
mittlere Risiko bis zum Ende der Versicherungsdauer stets ein Minimum 
ergibt. Diese Definition ist irgendeiner anderen, auf Grund des Äqui­
valenzprinzips gegebenen, völlig gleichwertig. Sie setzt die enge Ver­
bundenheit der gewöhnlichen überlegungen der Versicherungsmathematik 
mit der risikotheoretischen Auffassung der Probleme in unmittelbare 
Evidenz. Sie entspricht aber vielleicht am meisten der Mentalität des 
Versicherers, welcher stets geneigt ist, in der Prämienreserve nicht nur 
eine durch die dauernde Gültigkeit des Äquivalenzprinzips bedingte Rück­
lage, sondern auch eine mit risikotheoretischen Erwägungen zusammen­
hängende Reserve zu erblicken. 

Dies wird noch deutlicher aus der Tatsache abzuleiten sein, daß die 
mittlere Prämienreserve für einen großen Bestand gleichartiger Ver­
sicherungen die bezügliche durchschnittliche Prämienreserve zur Asym­
ptote hat. Da aber die mittlere Prämienreserve als Maß der Streuung, 
die durchschnittliche Prämienreserve aber als Erwartungswert der 
künftigen Gewinne und Verluste zu definieren sind, so ist gerade in der 
asymptotischen Näherung der beiden Größen für einen großen Ver­
sicherungsbestand das Gesetz der großen Zahl als Fundament der Ver­
sicherung in einer ganz bestimmten Weise zum Ausdruck gebracht. 

Um nun all diese Zusammenhänge näher zur Darstellung zu bringen, 
seien zunächst wieder für eine ganz allgemeine Versicherung auf den Ab­
und Erlebensfall der Dauer n das Ablebenskapital mit At, das Erlebens-
kapital mit T, die laufenden Prämien mit Pt und das Nettodeckungs­
kapital mit tV bezeichnet. Wäre es bekannt, daß das Ableben zu dem 
innerhalb der Versicherungsdauer liegenden Zeitpunkt t + A. erfolgt, 
dann wäre die individuelle Prämienreserve für den Zeitpunkt tals Bar­
wert der Auszahlung abzüglich des Barwertes der vom Zeitpunkt t bis 
zum Zeitpunkt t + A. noch zu zahlenden Prämien, demnach mit 

vÄ (A tH -,-1 v,-Ä Pt+8 dS) (99) 

gegeben. Ganz analog wäre, wenn das Erleben des Endtermins der Ver­
sicherung feststünde, für den gleichen Zeitpunkt t die individuelle Prämien­
reserve 

(100) 

Um die durchschnittliche Prämienreserve zu berechnen, bezeichnen 
wir den nach Maßgabe der Wahrscheinlichkeiten tP.,/-lIJJ+t dt und nP., 
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berechneten Erwartungswert der durch obige Größen definierten Gewinne 
oder Verluste für den Zeitpunkt t mit t V und haben hierfür anzusetzen: 

,v = _17 l1AP",,uXH VA (AA - fV8 -J. P. dS)d A + 
tP", t 0 

+ np",vn (T-1 vs- n Ps dS)] 

~I~PlHt,uHHA VA (At+A - f vs - Ä PHS dS) d Ä + 
(ror) 

Wenn wir beachten, daß es sich hier um den Erwartungswert einer Ab­
und Erlebensversicherung auf die Beträge 

A 

AHA - ) V8- A ~+s ds und 
o 

n-t 
T-1v,-n+tp ds J t+s 

o 
(r02) 

des Alters x + t und der Dauer n - t handelt, so kann der Ausdruck (ror) 
auch einfacher . 

-V - A- - J A rV8-A P dS} (r03) 
t - "'+t,n-t'\ t+Ä- ~ t+8 

geschrieben werden. 
Faßt man die Zahlung der Prämien als Rentenzahlung auf, so kann 

die Vereinbarung getroffen werden, daß die Zahlung der Prämien nicht 
bar zu erfolgen hat, sondern daß statt dessen am Ablebens- oder Er­
lebenstermin eine Zahlung zu erfolgen hat, welche der Summe der bis 
zu diesen Terminen aufgezinsten Prämien gleichzukommen hat. Eine 
solche Festsetzung wäre natürlich praktisch meist nicht brauchbar, ent­
spräche aber formelmäßig durchaus dem getroffenen Schema. Trennt 
man daher die beiden Bestandteile in der geschlungenen Klammer von 
(r03) und berücksichtigt man nach dem Gesagten, daß eine gemischte 
Versicherung auf die aufgezinsten Prämienbeträge nichts anderes ist als 
eine temporäre Leibrente auf die Prämien, so erhält man aus (r03) sofort 

und damit die Darstellung der durchschnittlichen Nettoprämienreserve 
in der prospektiven Gestalt. Wir können dabei immer annehmen, daß 
eine eventuelle einmalige Prämie in Po enthalten ist, in welchem Falle 
dann natürlich alle übrigen laufenden Prämien zu entfallen haben. 

17* 
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Für den Beginn der Versicherung ist durch Zerlegung in die beiden 
Dauern t und n - t 

O=ltAa:{AA}-äa:,ti{PA}+tP",Vt[Az+t,n-td~t+A}- _ ) 

-az+t. n-tl {Pt+A}] 
= A""tii {AA} - äa:,tii {~} 

(IOS) 

zu erhalten und es folgt daher aus (I04) und (IOS) 

tV = -7 [äz.ti {PA} -,eAa: {AA}] 
tPa: 

(r06) 

und damit die retrospektive Gestalt der durchschnittlichen Prämien­
reserve. 

Nun hat aber die Einmalprämie der Versicherung auf Ab- und Er­
leben für die Beträge At = T = r und für den Zins b = 0 stets den Wert 1. 

Es kann daher die Relation (r03), mit welcher die durchschnittliche 
Prämienreserve als Erwartungswert der Gewinne und Verluste für die 
restliche Versicherungsdauer definiert ist, auch 

0= Az+t,n-tl {AHA - i V8 - A PH,ds- v -AtV} (107) 

geschrieben werden. Aus dieser Relation geht hervor, daß die durch­
schnittliche Prämienreserve auch als jene Rücklage definiert werden kann, 
für welche der Erwartungswert der künftigen Gewinne und Verluste stets 
Null ist, wenn hierbei diese Gewinne und Verluste unter Berücksichtigung 
dieser Rücklage gerechnet werden. Es wird also ein Verlust für die Gesell­
schaft dann zu verzeichnen sein, wenn die Kapitalszahlung zum Termin 
t+A. den Betrag der restlichen aufgezinsten Prämien für das Zeitintervall t 
bis t + A. und den Betrag der für das gleiche Zeitintervall aufgezinsten 
Prämienreserve t V übersteigt. 

Für den Beginn der Versicherung ist der Erwartungswert der Gewinne 
und Verluste bis zum Zeitpunkt t 

f APa:,ua:+A VA (f V8 - A Pa ds - AA) dA. + tPa: vt f v8 - t Ps ds 
o 0 0 

t t t 

= ~vAPAdA. ~8Pa:,ua:+Bds-ltAa:{AA} +tPa: ~v'p'ds 
(r08) 

o A 0 

= äz,ti {PA} -'tA", {AAL 

woraus durch Division durch tPa: VI wieder der Ausdruck (I06) erhalten 
wird. 

Die Relationen (r03) bis (I08) gelten in formal ganz gleicher Art auch 
für ganzjährige oder unterjährige Prämienzahlung bei entsprechender 
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Auszahlung der Todesfallkapitalien am Ende der Jahre oder unterjährigen 
Intervalle, ein Umstand, auf den im folgenden nicht mehr eigens ver­
wiesen werden wird. 

Die Streuung wird in der Versicherungsmathematik, wenn sie auf 
den Erwartungswert der Gewinne und Verluste tV bezogen wird, als 
Quadrat des mittleren Risikos bezeichnet. Sie ist nichts anderes als eine 
allgemeine gemischte Versicherung auf die Quadrate der in (107) stehenden 
Argumente und daher gerechnet vom Zeitpunkt t bis zum Ende der Ver­
sicherungsdauer n 

M2 (t, n) = A~+t,n-tl {A t +Ä - ! v,-Ä PtH ds - v-''tVY (109) 

und für den Beginn der Versicherung 

M2 (0, n) = Ä~,n]{AÄ - ! vS- Ä Ps dSf. 

Hierbei ist aber wohl zu beachten, daß die Quadrierung der Argumente 
bedingt, daß in unseren Formeln statt des Diskontierungsfaktors v der 
Faktor v2 zur Verwendung gelangt, ein Umstand, der durch die Akzen­
tuierung der Versicherungswerte angezeigt wird. Im übrigen besteht aber 
zwischen den Ausdrücken (I07) und (109) vollständige Analogie. Der 
erstere ist stets Null, eine Folge des Äquivalenzprinzips. Der letztere im 
allgemeinen nur Null für t = n, weil die Argumente der Einmalprämie 
der gemischten Versicherung als Quadrate nur positiv oder Null sein 
können. 

Beziehen wir aber die Streuung nicht auf die Rücklage t V, sondern 
auf die Rücklage Null, so bezeichnen wir sie als mittlere Prämienreserve. 
Ihr Quadrat ist dann definiert durch 

(no) 

Aus (109) und (no) ergibt sich aber durch Subtraktion 

M t2 - M2 (t, n) = 2 tV . AHt,n-tl {At+Ä-! vS - Ä PtH dS} - tV2 

und im Hinblick auf (103) 

Ml = M2 (t, n) + tV2. (In) 

Die mittlere Prämienreserve ist daher tür jedes t Hypotenuse eines recht­
winkligen Dreieckes mit den beiden Katheten mittleres Risiko M (t, n) und 
durchschnittliche Prämienreserve t V. 
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Beziehen wir aber die Streuung nicht auf die Rücklage IV wie in (log), 
sondern auf eine andere Rücklage Rt, dann ergibt sich aus der so de­
finierten Streuung 

M2 (t, n) = Ä~+t.n-tl {AtH - i V,-A P,+. ds - v- A Rtf (lIZ) 

im Verein mit (lOg) und (I03) 

M2 (t, n) = M2 (t, n) - Z (Rt - tV) tV + R t2- tva 
- -

= M2 (t, n) + (R t - tV)2. } 
Den durch die Relation (lI3) zum Ausdruck gebrachten Zusammen­

hang nennen wir den Verschiebungssatz der Versicherungsmathematik in 
übereinstimmung mit der in der Wahrscheinlichkeitstheorie eingeführten 
Terminologie. Aus (lI3) folgt aber; daß die Streuung ein Minimum wird, 
wenn sie auf die durchschnittliche Prämienreserve als den Erwartungs­
wert der künftigen Gewinne und Verluste bezogen ist. Hieraus 
folgt aber für die durchschnittliche Prämienreserve die Definition: 
Die durchschnittliche Prämienreserve ist iene Rücklage, tür wekhe tür 
{eden Zeitpunkt der Versicherungsdauer das mittlere Risiko tür die 
restliche Versicherungsdauer ein Minimum wird. Es ergibt sich demnach 
für die durchschnittliche Prämienreserve als Rücklage stets ein Mini­
mum der Verlusterwartung, während die durchschnittliche Verlust­
erwartung als Erwartungswert der künftigen Gewinne und Verluste 
stets Null ist. 

Da die Streuung, bezogen auf die Rücklage Null, nach Definition 
gleich ist der mittleren Prämienreserve, so folgt aus dem Verschiebungs­
satz (lI3) für Rt = 0 als spezieller Fall der Dreiecksatz (IlI). 

Setzt man in dem Ausdruck für die mittlere Prämienreserve (lIO) 
für Pt = 0, so wird 

und weil dann 

im Hinblick auf (In) 

MI (t, n) = A~+t. n-tl {A:+A} -A:+t. n=il {AHA}. (II4) 

Man erhält daher auf diesem Wege für das mittlere Risiko die für ganz 
beliebige At verallgemeinerte HAUSDORFFsche Formel für die Einmal­
prämienversicherung. 

Wir erhalten für die mittlere Prämienreserve eine Umformung, aus 
der der Charakter als Prämienreserve in retrospektiver und prospektiver 
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Gestalt für das Quadrat derselben deutlich hervorgeht, indem wir den 
Ausdruck (no) 

M t2 = ~[IÄp",,u"'+A v2Ä (AA _fVB- A Ps dS)2 dA + 
,p", v t 0 

+ nP", v2n (T - jVB-n Ps dS)2] (ns) 

schreiben. Aus ihm folgt nämlich durch Differentiation nach t 

:t Mt2 = (,u"'+t + 2 15) Mt2 + ~[-- tp",,u"'+t v2 t Al + 
tP'" v 

+ 2 nP", vn+t Pt (T - Ivs- n Ps dS) + 

+ 2 Pt vt IAP",,uX+A VA( A,t _fVB-,t Ps dS)] 
und wegen (102) auch 

d - - - --
Tt M t2 = (,uX+t + 215) M t2 + 2 Pt tV -,u"'+t AtZ (n6) 

als Differentialgleichung für M t2. Durch Integration von (n6) erhält 
man 

MtZ = ~ [f APx V 2A (2 PA .IV -,ux+A AA2) dA + c], (Il7) 
tP",v 0 

wobei für t = 0 

C = M o2 = MB (0, n) + OV2 

erhalten wird. Anderseits ist für t = n wegen Mn 2 = n V2 = TZ 

T2 = I 2n [f APz V2 Ä (2 P" .I V - ,ux+A A,t2) dA + C] (n8) 
nPzV 0 

und man erhält aus (n7) und (n8) 

Ml = .4x+t,n-tl {Al+,t} -ä~+t,n-tl {2i5t +,t. t+,tV}. (n9) 

In (n7) und (n9) ist die retrospektive und prospektive Gestalt des 
Quadrats der mittleren Prämienreserve gegeben. Wir sehen eine voll­
ständige formale Analogie in der Differentialgleichung (n6) und ihren 
Integralen zur Differentialgleichung der durchschnittlichen Prämien-
reserve 

d - - -
Tt tV = (,uX+t + 15) tV + Pt -,ux+tAt 

und der Darstellung von t V in retrospektiver und prospektiver Gestalt. 
Hierbei entsprechen den Größen 15, At, T, Pt bei der Berechnung der 
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durchschnittlichen Prämienreserve die Größen 2 (j, A t2, P, 2 Pt. tV bei 
der Berechnung der mittleren Prämienreserve, wobei immer zu beachten 

- -
ist, daß hier M t2 an die Stelle von t V tritt. Die zahlreich vorhandenen 
weiteren formalen Analogien könnten noch weiter verfolgt werden. 

Ist aber im besonderen At = T = I, so erhält man wegen 

A-, .1:-' 
x +t,n-tl = 1-2 u ax +t,n-tl 

aus (II9) 

Ml = 1- 2 ä~ +t,n-tl {HAV. Pt +A + (j} 
eine Formel, welche 

formal entspricht. 

(120) 

Aus der Differentialgleichung (II6) für M t2 und der Differential­
gleichung der durchschnittlichen Prämienreserve in der Gestalt 

d - - - - -
TI tV2 = 2 (fiCHt + (j) tV2 + 2 Pt tV - 2fi.,+t At tV 

folgt auf Grund von (III) und (II6) 

d - - .-
TI M2 (t, n) = (fiCHt + 2 (j) M2 (t, n) - fiCHt (At - tV)2 (121) 

und hieraus durch Integration 

M2 (t, n) = ~ [-! l.Pxfix+l. v2l. (Al. - AV)2 d A + M2 (0, n)] 
tP., v 0 

oder auch 

M2 (0, n) = M2 (0, t) + tP., v2t M2 (t, n) (122) 

als Ausdruck für das HATTENDoRFsche Theorem. 
Da nach dem Gesagten das Quadrat der mittleren Prämienreserve 

als durchschnittliche Prämienreserve und damit als Erwartungswert 

M.' ~ "': ." [i'p." .. , ,p,( A,' - 2 i v'(0-4) P"V d') dA + 

+ ,.p. v" (1" - 2 ~ v'(~) P"V d') 1 (<23) 

aufgefaßt werden kann, so werden die Ausdrücke (123) und (IIO) bzw. 

(IIS) einander gleichgesetzt definierend für tV sein. In der Tat ist aus 

einer solchen Relation durch Differentiation nach t für tV der definierende 
Ausdruck (101) zu erhalten. 
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Unter Benutzung des Satzes von HATTENDoRF erhält man bei An­
wendung der diskontinuierlichen Methode aus der Rekursionsformel für 
das Quadrat des mittleren Risikos 

P.,+t v2 M2 (t + I, n) = M2 (t, n) - qHt P.,+t v2 (At+! - HIV)2 (124) 

und der Rekursionsformel für die durchschnittliche Prämienreserve 

P.,+t v HIV = tV + PHI - q.,+t v A t +!, (I2S) 

nach leichter Rechnung im Hinblick auf (In) die Rekursionsformel für 
das Quadrat der mittleren Prämienreserve 

P.,+t v2 M2HI = M t2 + 2 (tV + : PHI) PHI - q.,+t v2 A2HI. (126) 

Sie ist zur rekurrenten Berechnung der mittleren Prämienreserve in 
gleicher Weise geeignet, wie die auf dem HATTENDoRFschen Satz be­
ruhende Formel (124) zur Berechnung des mittleren Risikos. Für den 
speziellen Fall konstanter At vorzuziehen ist aber die Formel 

I-M2HI = p.,:t V2 [I -Mt2- 2 PHI (tV + : P HI)- (I - V)2] , (127) 

die aus (126) durch eine leichte Umfomlung zu erhalten ist. Formel (127) 
ist ganz analog der Rekursionsformel für die durchschnittliche Prämien-
reserve 

I-HIV= P"':t V [I-tV-Pt+I-(I-V)] 

bei konstantem At, auf die an früherer Stelle hingewiesen worden ist. 

§ 60. Zur Berechnung des mittleren Risikos. 

Die Darstellung des Quadrats der mittleren Prämienreserve und 
damit auch zufolge des Dreieckssatzes die des mittleren Risikos durch 
den Ausdruck (n9) gewinnt eine für die praktische Berechnung be­
sonders hervortretende Bedeutung dadurch, daß es im Wege einer leichten 
Umformung gelingt, das letzte, die Beträge 2 Pt t V enthaltende Glied 
in (n9) zum Verschwinden zu bringen. 

Zunächst sei bemerkt, daß sich aus der Differentialgleichung für die 
durchschnittliche Prämienreserve eine bemerkenswerte Darstellung für 
t Vergibt, wenn man unter Heranziehung einer differenzierbaren Funk­
tion at , über welche noch zu verfügen sein wird, die genannte Differential­
gleichung 

:t (/V + at) = (.u H t + <5) (t V + at) + (Pt + :t at - <5 at ) -

-,uHdAt + at) (128) 
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schreibt. Denn verfügt man über die a, so, daß die Relation 
d -

dt at = tJ at - Pt (129) 
und damit 

a,~ ~ [a,-lv'p'dl] 
erfüllt ist, wo ao unbestimmt bleibt, so folgt aus (128) 

d - -
Te (tV + at) = (,u:ll+f + tJ)(tV + at) -,uHtCAt + at) 

und 

,V +" ~ ,,: .. [-l'p.~.+, v' (A, + a,) dl + ,V + .... ] 
oder auch prospektiv 

(130) 

tV + at = A:Il+t,n=tl {AHA + aHA}. (131) 

Sind die at aber konstant a, = a, und das ist der praktisch am meisten 
interessierende Fall, so folgt aus (129) 

p 
a=T 

und damit 

tV = AHt,n-tl {AHA + ~}- ~. (132) 

Die Darstellungen der durchschnittlichen Prämienreserve (131) und (132) 
sind an sich beachtlich, im besonderen aber im Zusammenhang mit der 
folgenden Darstellung des mittleren Risikos. . 

Denn aus (121) ist zu erkennen, daß eine Veränderung der At in - -
At + a, und zugleich eine Veränderung der ,V in t V + a, die Werte des 
ferneren mittleren Risikos völlig ungeändert läßt. Man erhält daher aus 
(II9) im Hinblick auf den Dreieckssatz (III) 

MI (t, n) = A~H,n-~ {At+A + a,+A}2-
tt--t 

-2~APHtVU(PHA+ :t a,+A-tJat+A)~+AV+a,+A)dÄ-(tV+at)a (133) 
o 

und wegen (129) und (131) auch 

jj2 (t, n) = A~H,n=t! {At+.!. + a,+.!.}a - A!H,n=t! {At+A + a,+A}' (134) 
Für den speziellen Fall konstanter at aber ergibt sich hieraus 

MI (t, n) = Ä~+t,n-~ {AHA + ! r -(tV + ! r l 
{

-I { -} J (135) 
= Ä~+t,n-tl At+A + :} -Ä:+t,n-tl At+A + : . 
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Sind die versicherten Kapitalien At = T = I, so erhält man 

_ t
V = ((' + tJ):~,+t,n-tl- :( _ P)J 

M2 (t, n) = 1+ ß Ax+t,n-tl- tV + ß, ~ 
= (I + : r[A~+t,n-t,-A~+t,n-t'] J 

Wir haben in der Formel (134) die für den Fall ganz allgemeiner At 

und Pt gültige Darstellung des mittleren Risikos zu erblicken, als deren 
ganz spezielle Fälle die bereits bekannten HAusDoRFFschen Formeln 
erhalten werden. Die Umformung (134) gilt hierbei ganz allgemein, wobei 
die Größen at durch (129) definiert sind. 

Man erhält als spezielle Fälle aus der Formel (135) für At = 0, T = I 

die Formel für das mittlere Risiko der Erlebensversicherung. Für die 
Versicherung auf Ab- und Erleben ist zu setzen At = T = 1. Für die 
Versicherung mit bestimmter Verfallszeit At = T = 0, tV = - vn - t• 

- -
Bei einmaliger Prämienzahlung wäre P = 0 und t V gleich der Einmal-

prämie zu setzen. Für die Rente aber ist P = - I, At = T = 0, 

tV = ä"'+t,n-tl' Die Formeln gelten für jedes t. 
Nach der gegebenen Ableitung erhält man die wesentliche Formel (II9) 

aus dem Begriffe der mittleren Prämienreserve. Es ist aber sehr zu be­
achten, daß die Formeln (131) für die durchschnittliche Prämienreserve 
und (134) für das mittlere Risiko auch ganz ohne Rechnung erhalten 
werden können. Es bedarf hierzu der folgenden Überlegung: 

Ein Versicherter habe eine allgemeine, durch At, T bestimmte Ver­
sicherung auf Ab- und Erleben gegen laufende Prämien Pt abgeschlossen. 
Neben dieser Versicherung legt er Beträge in einem zum gleichen Zins <5 

wie die Versicherung verzinslichen Sparguthaben an, und es soll die je­
weilige Sparsumme für die einzelnen Zeitpunkte der Versicherungsdauer 
den Betrag at ausmachen. Für den Fall des Ablebens und des Erlebens 
stehen dann neben den versicherten Beträgen At und T noch die Spar­
summen at bzw. an zur Verfügung. Die abreifenden Zinsen der Sparsummen 
at iin Betrage von <5 at werden zur Ermäßigung der Prämien Pt verwendet 
und auch die durch Bareinlagen oder Abhebungen erfolgenden Ver­
änderungen der Sparsumme zusammen mit den Prämien verrechnet, so 
daß sich eine laufende Beitragsleistung für Versicherung und Spargut­
haben von 

ergibt. 
Bei einer entsprechenden Bareinlage ao für das Sparguthaben zu Be­

ginn der Versicherung kann aber offenbar stets bewirkt werden, daß sich 
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für jeden Zeitpunkt innerhalb der Versicherungsdauer die laufenden 
Beitragsleistungen für die Versicherung, die Einlagen und Abhebungen 
von Sparguthaben und die Zinsen des Sparguthabens gerade auf Null 
aufheben. Es muß daher stets die vorhandene Prämienreserve samt 
Sparguthaben einer Einmalprämie auf die versicherten Kapitalien 
At + at bzw. T + an entsprechen. Durch die Vereinigung der beiden 
Operationen ändert sich aber an dem Risiko nichts, da ja die Spar­
versicherung gänzlich risikolos verläuft. Man kann daher in den Formeln 
für das mittlere Risiko die vorkommenden Größen durch die entsprechen­
den Größen für die vereinigte Operation ersetzen, ohne an dem Risiko­
wert etwas zu ändern. Das aber ist der Sinn der Formeln (131) und (134). 

§ 61. Das ausreichende mittlere Risiko. 

Die angestellten Betrachtungen bezogen sich durchaus auf die Netto­
methode unter Ausschaltung der Verwaltungskosten. Wir haben schon 
erwähnt, daß sich unter Berücksichtigung derselben prinzipiell an den 
Untersuchungen nichts ändert. Bezieht man sich also auf die Methode 
der ausreichenden Prämien und ausreichenden Deckungskapitale, so 
kann formelmäßig alles ungeändert bleiben, wenn man so überlegt: 

Ist die ausreichende Prämie mit Änderung der Indizes 

apt=pt + <X~+ßaPt+Y 
a:l:;nl 

und werden die für Unkosten entfallenden Beträge jeweils gleich von den 
ausreichenden Prämien abgesetzt, so verbleiben Prämien 

~ ~ - ~ 
Po = Po - IX + -=- und Pt = Pt + -=-, 

a:l:,nl a:l:,nl 

welche offenbar nur zur Deckung der Nettoleistung bestimmt sind, 
während die auf Grund dieser Prämien resultierenden Nettoprämien­
reserven gerade den ausreichenden Deckungskapitalien entsprechen 
müssen. In der Tat ist dann 

A:I:,1ij {AA} = a:l:,1ij {aP.d -IX - ß a:l:,1ij {aP.d - Y a:l:,1ij = a:l:,1ij {PA} (137) 
und 

aVt = A:I:+t, n-tl {AA} + ß a:l:+t, n-tl {apA} + Y aHt, n-ti - I 
- a:l:+t, n-tl {aP.d 

= A:I:+t,n-tl {AA} -a:l:+t,n-tl {PA}' 
Es kann sonach jedes ausreichende Deckungskapital als Nettodeckungs­
kapital mit den Prämien Pe gedeutet werden. Hiermit folgt aber schon 
aus (103) auch 

av, = A:I:+t,n-tl {At+A - f v'-/Pt+.dS} (139) 
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und aus (107) 

0= Az+t,n-tl {At+A - I V8 - A P;+B ds - v- A aVe}. (140) 

Man kann sonach das ausreichende Deckungskapital als jene Rücklage 
definieren, für welche der Erwartungswert der künftigen Gewinne und 
Verluste unter voller Berücksichtigung der Unkosten immer Null ist. 

Ganz analog würde sich, auf den Erwartungswert aVt bezogen, die 
Streuung als 

{ 
A ~ }2 

aM2(t,n) =A~+t,n-tl At+A-lvS-APt+Bds-v-J.aVe (141) 

und das mittlere ausreichende Deckungskapital als 

aMl = A~+t, n-tl {At+A - I vs- A PtH dSr (142 ) 

ergeben. Aus (141) und (142) aber ergibt sich wieder der Dreieckssatz 

aMl' = aM2 (t, n) + aVl. (143) 

Auf Grund eines (Il3) ganz analogen Verschiebungssatzes ergibt sich 
dann die Aussage, daß das ausreichende Deckungskapital jene Rücklage ist, 
für welche für jeden Zeitpunkt der Versicherungsdauer das mittlere Risiko 
unter Einbeziehung der Unkosten ein Minimum wird. 

Die Übertragung der Resultate auf die Methode der ausreichenden 
Prämien gelingt einfach dadurch, daß früher die Prämien Pt völlig all­
gemein gehalten worden sind und nichts hindert, hierunter auch aus­
reichende Prämien zu verstehen, wenn nur das Äquivalenzprinzip un­
angetastet bleibt. Zu diesem Behufe muß dann offenbar der Erwartungs­
wert der gesamten Leistung des Versicherers für irgend einen Zeitpunkt 
der Versicherungsdauer stets dem Erwartungswert der Prämienleistung 
zuzüglich dem vorhandenen ausreichenden Deckungskapital entsprechen. 

Auf einen Unterschied bei Anwendung der kontinuierlichen und der 
diskontinuierlichen Methode war im vorhergehenden an keiner Stelle 
aufmerksam zu machen und wir haben Formeln nach beiden Methoden 
im Text oft ohne weitere Bemerkung nebeneinander verwendet. Einige 
Vorsicht ist nur dann geboten, wenn in der Risikotheorie der Begriff der 
kritischen Dauer Verwendung findet. Er ist für exakte Rechnung stets 
nur der kontinuierlichen Methode vorbehalten. 

§ 62. Das relative mittlere Risiko. 

Für eine einzelne Versicherung ist der Zusammenhang der drei 
Größen M (t, n), tV und Mt durch den Dreieckssatz (Il1) gegeben. Für 
eine Gesamtheit von Versicherungen wird das Quadrat der mittleren 
Prämienreserve als Summe der Quadrate des mittleren Risikos und des 
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Quadrats der durchschnittlichen Prämienreserve für diese Gesamtheit 
zu definieren sein. Handelt es sich hierbei um eine Gesamtheit von m 
gleichen Versicherungen und bezeichnet man mit Mt, m die mittlere 
Prämienreserve dieser Gesamtheit, so ist 

Da für das Ende der Versicherungsdauer das mittlere Risiko Null ist, 
so folgt aus (nI) und (144), daß für das Ende der Versicherungsdauer 
die mittlere und die durchschnittliche Prämienreserve einander gleich 
sind. Für den Beginn der Versicherung ist aber 

M~, m = m M2 (0, n) + m2oV2 

und daher bei laufender Prämie die mittlere Prämienreserve für diesen 
Termin gleich dem mittleren Risiko. Bei einem Bestande von m gleichen 
Versicherungen entfällt auf die Einzelversicherung ein Betrag an mittlerer 
Prämienreserve von 

~ Vm M2 (t,n) + m2 tV2 

und daher für großes m der Betrag 

lim~Mt,m= tV. 
m-+oom 

(145) 

Für einen großen Bestand gleichartiger Versicherungen stimmen daher, 
wie aus dem Grenzübergang für m _ 00 hervorgeht, die auf die Einzel­
versicherung als Durchschnittsversicherung entfallende mittlere und 
durchschnittliche Prämienreserve überein. Die mittlere Gesamtprämien­
reserve nähert sich aber asymptotisch der durchschnittlichen Gesamt­
prämienreserve. In dieser Tatsache kommt das der Versicherung zugrunde 
liegende Gesetz der großen Zahl zum präzisen Ausdruck. 

Man versteht un ter dem relativen mittleren Risiko den Quotienten des Be­
trages des mittleren Risikos durch eine geeignet gewählte Zahl, für welche 
die Prämie, die Prämienreserve u. a. in Betracht kommen kann. Das relative 
Risiko kann hierbei auf die Einzelversicherung oder den Versicherungs­
bestand bezogen sein. Die näheren hierauf bezüglichen Begriffe und 
Untersuchungen, z. B. über die Minimalzahl der Versicherten, über das 
Maximum des Eigenbehalts usw., gehören durchaus dem Gebiete der 
praktischen Versicherungstechnik an. Der Begriff der mittleren Prämien­
reserve vermittelt aber auch einen neuen, theoretisch und auch praktisch 
interessanten Begriff eines relativen Risikos. Wir definieren ihn als 
Quotienten des mittleren Risikos durch die mittlere Prämienreserve. 
Für die Einzelversicherung und für einen Bestand von m gleichartigen 
Versicherungen ergibt sich hierfür 

M (t, n) d M (t, n) 
un 

Mt V M2 (t, n) + m t V 2 
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Gegenüber anders definierten relativen Risikomaßen hat diese Größe 
die besondere Eigenschaft, stets zwischen I und 0 zu liegen. Sie ist stets 
Null für das Ende der Versicherungsdauer und I für deren Beginn bei 
laufender Zahlung der Prämien. Für eine reine Risikoversicherung, wo stets 
t V = 0 ist, ergibt sich stets I, gleichgültig, um welchen Bestand es sich 
handelt. Für die reine Sparversicherung, bei welcher stets M (t, n) = 0 

ist, ist sie immer Null. Im allgemeinen fällt diese Größe von einem Aus­
gangswert M (0, n) : Mo, der bei laufender Zahlung I ist, monoton bis 
zum Endwert 0 ab. Der Abfall ist aber für eine Gesamtheit gleichartiger 
Versicherungen um so steiler, je größer m ist. Für m _ 00 ist dieses 
relative Risikomaß stets 0, wenn einmal die erste Prämie bezahlt ist. 
Die dieses relative Risiko in seiner Abhängigkeit von t darstellenden 
Kurven vermitteln einen klaren Vergleich der Risikoverhältnisse ver­
schiedener Versicherungsarten bei gleichem x und n. Ebenso aber auch 
für sonst gleichartige Versicherungsbestände für verschiedenes m. Aus 
der folgenden Tabelle ist der Verlauf des Risikomaßes bei einem Bestande 
von m gemischten Versicherungen des Beitrittsalters 35 und der Dauer 20, 

G gerechnet nach der Tafel Ms , mit einem Zins von 4% zu entnehmen. 

m = I m = 10 I m = 100 I m = 1000 

1 1,000 1,000 

I 
1,000 1,000 

2 0,983 0,863 0,475 0,186 

3 0,932 0,629 0,248 0,080 

4 0,849 0,453 0,158 0,°51 

5 0,644 0,257 0,084 0,027 
6 0,544 0,201 0,056 0,020 

7 °0455 0,160 0,°51 0,016 
8 0,377 0,128 0,°4° 0,013 

9 0,3°9 0,102 0,°32 0,010 

10 0,25 1 0,082 , 0,026 0,008 
11 0,201 0,065 0,020 0,006 
12 0,149 0,°51 0,016 0,0°5 
13 0, 123 

I 

0,038 0,012 0,°°4 
14 0,°92 0,028 0,0°9 0,0°3 
15 0,066 0,021 0,006 0,002 
16 0,°43 0,01 3 0,°°4 0,001 

17 0,026 0,008 0,002 0,001 
18 0,011 0,0°3 o,oor 0,000 

19 0,000 0,000 0,000 0,000 

7,814 2,361 

Die mittleren Prämienreserven sind hierbei nach der Rekursionsformel 
(127) gerechnet. Die Summen der angeführten Ziffernreihen sind als 
ein Flächenmaß des relativen Risikos für die ganze Versicherungsdauer 
anzusehen. 
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Im Verlag von J ulius Springer in Berlin erschien früher: 

Die Prinzipien der Lebensversic:herungstec:hnik. Von Dr. Alfred 
Berger, Wien. 

Erster Teil: Die Versicherung der normalen Risiken. VII, 244 Seiten. 
1923. RM 10.50; gebunden RM 12.-

Zweiter Teil: RIsIkotheorie, Riickverslcherung, Versicherung der nicht 
normalen RIsiken. Invalldltltsverslcherung. VII, 274 Seiten. 1925. 

Gebunden RM 16.50 




