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Vorwort.

Der Inhalt dieses Buches geht auf Vorlesungen zuriick, die ich seit
einer Reihe von Jahren iiber das Gebiet der Versicherungsmathematik an
der Universitit und an der Technischen Hochschule in Wien gehalten
habe. Hinsichtlich der Abgrenzung des in dieser Verdffentlichung behan-
delten Stoffes ist folgendes zu bemerken: Die genannten Vorlesungen sind
in der Regel durch je vier Wochenstunden im Winter- und Sommer-
semester gehalten worden. Hierzu kamen je zwei Ubungsstunden fiir beide
Semester und iiberdies fallweise auch Spezialvorlesungen iiber einzelne
Gebiete der Versicherungsmathematik und Versicherungstechnik, nament-
lich iiber die Theorie des Risikos und iiber Gewinntheorie. Das Gebiet der
mathematischen Statistik der Personenversicherung wurde unter Riick-
sicht auf die Interessen der Sozialversicherung meist jedes zweite Jahr in
einer zweistiindigen Vorlesung durch zwei Semester behandelt.

Gegeniiber diesem recht umfassenden Programm ist in diesen hiermit
verdtfentlichten Vorlesungen nur die Mathematik der Lebensversicherung
behandelt worden. Die einschligigen Kapitel der Wahrscheinlichkeits-
theorie und der mathematischen Statistik sind hier nicht aufgenommen.
Auch das weite Gebiet der ganz in der Praxis wurzelnden Versicherungs-
technik in engerem Sinne, welches ich in meinen ,,Prinzipien der Lebens-
versicherungstechnik*“ (Berlin 1923, 1925) behandelt habe, wurde hier
nicht weiter beriicksichtigt. Damit ist zum Unterschiede von bekannten
Darstellungen (CzUBER, BROGGI, LANDRE, GALBRUN, STEFFENSEN U. a.)
eine Beschrinkung des Stoffes gegeben, wie sie vielleicht der Neubear-
beitung des zweiten Teiles des englischen Textbooks durch E. F. Spur-
GEON am nichsten kommt, zumindest soweit dies den iiblichen synthe-
tischen Aufbau der Versicherungsmathematik betrifft. Ich habe aber
geglaubt, hier die Zinstheorie, allerdings nur in jenem Umfange, wie er
sich fiir die Lebensversicherungsmathematik als notwendig erweist, mit
aufnehmen zu sollen, weil die deutsche Literatur dieses Spezialgebietes
hier dem Bedarf der Versicherungsmathematik noch nicht ganz angepal3t
erscheint und die Belastung des Umfanges dieser Vorlesungen hierdurch
nur ganz geringfiigig war. Soweit die elementare Versicherungsrechnung
und die erwihnten synthetisch aufbauenden Kapitel der Versicherungs-
mathematik in Betracht kommen, wurde natiirlich im groen ganzen an
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den bewihrten Linien der zahlreich vorliegenden Lehrbiicher und Kom-
pendien festgehalten. Ich habe mich aber dabei stets bemiiht, das metho-
disch Wichtige gehérig zu unterstreichen, ohne hierbei die Bediirfnisse der
Praxis, die es doch stets mit dem speziellen Fall zu tun bekommt, aus dem
Auge zu verlieren. Letzteres insbesondere dann, wenn die iiblichen Ver-
fahren aus den Formeln noch nicht die letzten Reste dort herausgeholt zu
haben schienen, wo oft eine geringfiigige Umformung ins Gewicht fallende
Arbeitsersparnis . bedeutet.

Weit mehr aber, als dies in fritheren Veréffentlichungen geschehen
ist, habe ich auf die einheitliche Entwicklung der Versicherungsmathe-
matik mit Hilfe der Funktionalgleichungen der Primienreserve Bedacht
genommen. Es scheint mir hier von gréBter Bedeutung, daB3 auf diesem
Wege die Versicherungsmathematik ginzlich des Charakters einer bloBen
Formelsammlung entkleidet wird und daB das auf diesem Wege gegebene
analytische Verfahren den gedanklichen Apparat der Versicherungsmathe-
matik beherrscht. Das mathematische Bild der Gewinn- und Verlust-
rechnung, wie es durch die genannten Funktionalgleichungen vermittelt
wird, soll hierbei nicht nur die dauernde Zusammenfassung des Ganzen in
dem Sinne gewihrleisten, als sich ihm alle Einzelfille miihelos einordnen
lassen, sondern auch stets der Ausdruck dafiir sein, daB wir es mit einer der
Praxis dienenden Disziplin zu tun haben. Dariiber noch hinausgehend,
habe ich mich aber bemiiht, neben dem Bild des Gewinn- und Verlust-
kontos in seinen zahlreichen Verwandlungen auch den risikotheoretischen
Gesichtspunkt, soweit er ganz durch versicherungsmathematische Uber-
legungen gegeben ist, voll zur Geltung zu bringen. Damit ist auch schon
gesagt, daB ich Abschweifungen in das Gebiet der hoheren Risikotheorie
vermieden habe. Es hat sich gezeigt, daB risikotheoretische Probleme zu
wiederholten Malen ganz in den Gedankenkreis elementarer versicherungs-
mathematischer Betrachtung zurtickgebracht werden konnten. Der Ge-
winn fiir die eigentliche Versicherungsmathematik ist dann immer sehr
erheblich. Ich darf hoffen, auch mit diesen Vorlesungen hierzu etwas bei-
getragen zu haben.

Es lag nicht in meiner Absicht, diesem Buch auch die Theorie der
Invalidititsversicherung, soweit diese fiir die Lebensversicherung von
Wichtigkeit ist, anzuschlieBen, da eine Darstellung dieses Gegenstandes
im Abschnitt V des zweiten Bandes meiner ,,Prinzipien vorliegt.

Entsprechend dem Charakter dieser akademischen Vorlesungen habe
ich fiir den behandelten Stoff in Betracht kommende Literatur an Lehr-
biichern und Kompendien in einem Verzeichnis am Schlusse zusammen-
gestellt, ohne hierbei auch nur im entferntesten einige Vollstindigkeit zu
erstreben. Fiir die iiberaus groBe Zahl der den Gegenstand betreffenden
Spezialabhandlungen muB ich auf die zur Verfiigung stehenden Literatur-
behelfe verweisen.
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Sehr erwiinscht wire es mir gewesen, entsprechend dem durch Ubungen
erginzten Vorlesungsprogramm auch die einzelnen Kapitel dieses Buches
durch der Praxis entnommene Beispiele erginzen und niher erldutern zu
konnen. Ich muBte jedoch hiervon Abstand nehmen, um den Umfang des
Buches nicht iiber das gesteckte AusmaBl zu vergroBern.

Herrn R. JANICEK bin ich fiir die Hilfe bei der Korrektur sehr ver-
pflichtet. Dem Verlag Julius Springer habe ich wiederholt fiir alles
bewiesene Entgegenkommen zu danken.

Wien—Ober St. Veit, im Februar 1939.
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Einleitung.

Die Mathematik der Lebensversicherung soll alle Begriffe und Me-
thoden zur systematischen Entwicklung und Darstellung bringen, welche
fiir den Aufbau und die Fiithrung einer Lebensversicherungsgesellschaft
im Hinblick auf die mit Hilfe der Mathematik zu erledigenden Fragen
von Interesse sein kénnen. In diesem Umfange wire aber das Programm
weit iiber den Rahmen dieser Vorlesungen hinaus abgegrenzt. Dies aus
zwei Griinden. Es kann nicht Aufgabe einer systematischen Darstellung
sein, in der Erfassung der zahllosen, gerade auf diesem Gebiet immer
wieder in anderer Form gestellten Einzelfragen ein verniinftiges Ma8 zu
iiberschreiten, wenn nur im allgemeinen das prinzipiell Wichtige erfaBt
und behandelt wird. Es scheint aber auch nicht vertretbar, hier An-
gelegenheiten zur Sprache zu bringen, die zwar durchaus versicherungs-
mathematischer Art sind, aber entweder durch die da und dort gegebene —
meist durch die Gesetzgebung bedingte — verschiedene Art ihrer Be-
handlung oder aber sonst nach Inhalt und Umfang in eine systematische
Erorterung des prinzipiell Wichtigen nicht unterzubringen sind.

Damit ist schon zum Ausdruck gebracht, daf die eigentlichen Fragen
der Lebensversicherungstechnik in diesen Vorlesungen nicht zur Sprache
gelangen werden. Es mag sein, daB hier die Grenze zwischen Lebens-
versicherungsmathematik und Lebensversicherungstechnik keinesfalls so
scharf gezogen werden kann, dafl eine saubere Trennung der Begriffe
moglich erscheint. Bei einer durchaus der Praxis dienenden Disziplin
wire dies auch keinesfalls anzustreben. Es darf aber gesagt werden, da83
die Aufgaben der eigentlichen Versicherungstechnik bei weitem nicht jene
einheitliche Behandlung nach ein fiir allemal richtig und zweckmiBig er-
kannten Methoden erkennen lassen, wie dies bei den Problemen der eigent-
lichen Versicherungsmathematik der Fall ist. Und es kann weiter gesagt
werden, daB zahlreiche Fragen der Versicherungstechnik — wir nennen
in diesem Zusammenhang z. B. die Methode der ausreichenden Pridmien
und der ausreichenden Deckungskapitale — nach einer langen Reihe von
Jahren, in denen ihre Beantwortung umstritten war, aus dem Gebiet der
Versicherungstechnik in das der Versicherungsmathematik iibernommen
worden sind, weil die iibereinstimmende Anerkennung der Richtigkeit der
zu ihrer Beantwortung notwendigen prinzipiellen Voraussetzungen in-
zwischen erfolgt ist.

Berger, Lebensversicherung. I



2 Einleitung.

Damit ist keinesfalls behauptet, daf3 alle versicherungstechnischen
Fragen in ihrer Behandlung freier und weniger zwingend in den Ant-
worten gegeben werden konnen als Angelegenheiten, die ganz streng
nach den mathematischen Gesetzen zu erledigen sind. Wohl aber gibt
es in der Versicherungstechnik eine ganze Reihe von Prinzipien, deren
Geltung vor Beantwortung einer Frage ausdriicklich stipuliert werden
muB. Uber die Geltung derselben kann aber meist nur nach ZweckmaBig-
keitsgriinden, also im Hinblick auf die Erfordernisse der Praxis ent-
schieden werden. Das ist anders im Bereich der Versicherungsmathematik.
Hier ist es stets nur ein Prinzip, nach welchem alle Betrachtungen ein-
gestellt werden, das Prinzip von der Gleichheit von Leistung und Gegen-
leistung.

Mit dieser Feststellung ist aber auch das Gebiet der Versicherungs-
mathematik genau umschrieben. Wir werden hier alle Fragestellungen
einzuordnen haben, welche sich allein unter Heranziehung des genannten
Prinzips, welches auch Prinzip der Aquivalenz benannt wird, erledigen
lassen. Dies sei noch etwas ndher ausgefiihrt. Im Grunde kann jeder
Lebensversicherungsvertrag auf ein iiber eine gewisse Zeit erstrecktes
Spielsystem zurtickgefiihrt werden, wobei die Bedingung erfiillt sein mu8,
daB dieses Spielsystem gerecht ist, d. h. daB die bei diesem vorliegende,
iiber die ganze Spieldauer erstreckte Gewinnerwartung des Versicherers
gleich ist der iiber dieselbe Zeit erstreckten Gewinnerwartung des Ver-
sicherten. Ist das Spiel nur iiber die Zeiteinheit erstreckt oder wird von
dem EinfluB des Kapitalzinses auf die Bewertung der voraussichtlichen
Gewinne und Verluste ganz abgesehen, dann kommen die Betrachtungen
der Versicherungsmathematik ganz auf rein wahrscheinlichkeitstheore-
tische Untersuchungen zuriick. Das Aquivalenzprinzip stammt also ganz
aus Uberlegungen, die der Wahrscheinlichkeitstheorie eigen sind, und be-
herrscht, wie schon angefiihrt, den ganzen Apparat der Versicherungs-
mathematik. Damit ist auch eine vollstindig geschlossene Theorie der-
selben und alle jene Resultate zu erhalten, die auf die Annahme der
Geltung dieses Prinzips fiir jeden beliebigen Zeitmoment hinauskommen.

Man weif3 aber, daBl diese Annahme in der Praxis nicht stichhilt.
Denn aus der Wahrscheinlichkeitstheorie geht hervor, da das Aquivalenz-
prinzip nur bedingt, d. h. nur unter der Voraussetzung eines groBen Ver-
sicherungsbestandes gelten wird und daB daher Abweichungen, je nach
der GroBe des Bestandes und seiner speziellen Zusammensetzung mit
groBerer oder geringerer Wahrscheinlichkeit zu erwarten sein werden.
Man weif3 aber weiter, daB3 nicht zu verlangen sein wird, daf8 die den Be-
rechnungen zugrunde zu legenden Annahmen, als welche fiir uns der Zins,
die Sterblichkeit und die Verwaltungskosten in Betracht zu kommen
haben, auch bei aller Sorgfalt ihrer Herstellung iiber einen ldngeren
Zeitraum — und nur solche kommen fiir Lebensversicherungen in Be-
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tracht — als unveridnderlich angenommen werden kénnen und da8 man
daher auch neben den zufilligen mit systematischen Abweichungen von
der Erwartung zu rechnen haben wird. Die Beriicksichtigung dieser Ab-
weichungen findet zunichst im Aquivalenzprinzip keinen Platz. Hier
miissen andere systematische MaBnahmen aushelfen, aus welchen in der
Lebensversicherungstechnik die Behandlung des Gewinnproblems ent-
standen ist. :

Daneben koénnen aber auch andere, die Lebensversicherung be-
treffende Fragen ein Abgehen vom Aquivalenzprinzip dann erzwingen,
wenn ihre Behandlung im Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie nicht
zweckmiBig oder nicht moglich erscheint. Dies ist z. B. der Fall bei der
Bemessung der Abfindungswerte an die Versicherten bei vorzeitiger
Losung des Versicherungsvertrages. Nach dem derzeitigen Stande der
Angelegenheit und den heutigen statistischen Hilfsmitteln ist man hier
von einer Bearbeitung dieser Frage unter Zugrundelegung des Aquivalenz-
prinzips noch recht weit entfernt. Auch hier wird daher die Versicherungs-
technik unter Heranziehung anderer Prinzipe ihren eigenen Weg zu gehen
haben. Und so ist es auch vielfach bei anderen Fragen.

DaB iibrigens das Aquivalenzprinzip durchaus nicht eine starre Regel
bedeutet und daher der Rahmen der Versicherungsmathematik selbst
eine entsprechende Anderung erfahren kann, wenn die Geltung des Prin-
zips erweitert wird, ist deutlich zutage getreten, als die Frage der Be-
handlung der Verwaltungskosten der Lebensversicherung nach einer
Losung verlangte. Wir haben gesehen, dafl die Gleichheit von Leistung
und Gegenleistung im Rahmen eines Versicherungsvertrages als regulieren-
des Prinzip fiir die H6he der beiderseitigen Zahlungen bewéhrt ist und
das Fundament fiir dieses Verfahren auf dem Gebiete der Wahrscheinlich-
keitstheorie verankert ist. Es bleibt aber noch die Frage zu entscheiden,
was unter den beiderseitigen Leistungen verstanden sein soll. Sind hier
die Kosten der Verwaltung, die der Versicherer zu bestreiten hat, und die
Teile der Primienleistung, die der Versicherte zur Deckung dieser Ver-
waltungskosten beizutragen hat, dem Aquivalenzprinzip unterzuordnen
oder nicht ? Es wurde schon gesagt, dal diese Frage heute zugunsten
einer Erweiterung des Aquivalenzprinzips entschieden ist, zumindest so-
weit das Gebiet des Deutschen Reiches, der skandinavischen und einiger
anderer Staaten in Betracht kommt. Die weit reichenden Folgerungen
materieller Art aus dieser Erweiterung des Prinzips stehen in diesem Buche
nicht zur Erorterung. Es 148t sich iibrigens leicht zeigen, daB bei voller
Allgemeinheit der Problemstellung die genannte Erweiterung des Prin-
zips nicht auch eine besondere Abinderung der mathematischen Er-
ledigung der einschligigen Fragen bedingt.

Damit scheint also der Kreis der in diesen Vorlesungen zu behandeln-
den Fragen geniigend abgegrenzt. Eine besondere Frage betrifft aber

1*
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noch die Art ihrer Behandlung. Wir werden sehen, daB in der Versiche-
rungsmathematik verschiedene, scheinbar ganzlich voneinander abliegende
Problemstellungen zu denselben Resultaten fithren und daB es stets eine
Erweiterung der Erkenntnis bedeutet, dieselbe Frage von verschiedenem
Standpunkt aus und auch mit verschiedenen mathematischen Hilfs-
mitteln zu behandeln. Dies gilt nicht nur von den einzuschlagenden Me-
thoden, sondern der so zu erzielende Gewinn besteht auch vielfach in
einer Verschirfung der angewendeten Begriffe. Besonders reizvoll aber
ist es, da und dort die Moglichkeit zu sehen, auch bei relativ verwickelteren
Problemen die Lésung ganz unmittelbar als richtig zu erkennen. Hier
liegen die Antworten oft niher als bei analogen Fragen der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Der Grund hierfiir liegt aber wieder in dem Umstande,
daB in der Versicherungsmathematik hiufig mit an sich komplizierteren,
aber stindig gebrauchten und daher vollstindig klar gewordenen Begriffs-
bildungen operiert wird, die eine Antwort oft da unmittelbar zu geben
gestatten, wo die mathematische Analyse, sofern sie diese Begriffe nicht
benutzt, stets erst nach einem Umweg zum Ziele gelangt. Es ist hier
insbesondere der Begriff der Primienreserve und des versicherungs-
mathematischen Risikos, welchen immer wieder neue und anschauliche
Bedeutungen abzugewinnen sind.

Hierin liegt auch der Grund, warum die Behandlung von Fragen der
Versicherungsmathematik von méglichst verschiedenem Standpunkt aus
immer niitzlich ist und warum gerade die Theorie des versicherungs-
mathematischen Risikos in einem solchen Rahmen zur Erweiterung der
Erkenntnisse und Verschirfung der Begriffe durchaus nicht zu ent-
behren ist.

Gegeniiber der oft nicht unbeschwerlichen Wanderung durch alle
Einzelfragen der Versicherungsmathematik ist es recht bemerkenswert,
daB sich hier der ganze, zur Darstellung zu gelangende Gegenstand aus
einer ganz geringen Anzahl von grundlegenden Betrachtungen ergibt.
Damit hingt es dann auch zusammen, dafl die Behandlung der Probleme
in groBtmoglicher Allgemeinheit hier sehr groBen Gewinn verspricht, wie
dies besonders aus der Theorie der einschligigen Funktionalgleichungen
der Versicherungsmathematik zu erkennen ist. Aber auch diese Funk-
tionalgleichung ist stets anschaulich. Immer ist sie das Bild eines Ge-
winn- und Verlustkontos und daher ijhr Inhalt stets klar zu iibersehen.

Das ist anders iiberall dort, wo das Bestreben nach einer moglichsten
Okonomie der numerischen Berechnung — ein bei dem groBen Ziffern-
verbrauch der Versicherungsrechnung sehr zu beriicksichtigender Um-
stand — die einzuschlagende Methode zu beherrschen hat. Es darf aber
gesagt werden, daB dann auch durch eine solche, der numerischen Rech-
nung dienende Umformung der mathematischen Formeln die unmittel-
bare Einsicht in die Richtigkeit derselben fast immer verlorengeht, und
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dies schon in relativ sehr einfachen Fillen. Dies ist namentlich immer
dort der Fall, wo als numerische Hilfswerte fiir die Rechnung die so-
genannten diskontierten Zahlen verwendet werden. Sie sind vielfach
ein ganz unentbehrliches Hilfsmittel, stets aber dann zur Darstellung
von Versicherungswerten ungeeignet, wenn mehr auf das Verstehen der
Formeln und den Zusammenhang zwischen denselben als auf bequeme
numerische Rechnung Gewicht zu legen ist.

Beriicksichtigt man endlich, da das Bestreben, die versicherungs-
mathematischen Formeln als Bilder einer Gewinn- und Verlustrechnung
zu deuten — sie werden hierbei als Differential- und Differenzengleichun-
gen bzw. Rekursionsformeln oder als Integral- und Summengleichungen
auftreten —, mit den an sich ganz gleichwertigen Ansitzen im Sinne der
Theorie des mathematischen durchschnittlichen Risikos nicht ganz kon-
form ist, so wird man nicht iiberrascht sein, fiir die mathematischen Aus-
driicke einer Theorie der Lebensversicherung eine Vielfiltigkeit zu er-
halten, die im Hinblick auf praktische Griinde, je nachdem es sich um
Einzelrechnung oder um tabellarische Rechnungen fiir viele Positionen
handelt, noch auBerordentlich vermehrt werden kann.

Damit hingt es auch zusammen, wenn im folgenden dieselbe Frage
immer wieder aufs neue und unter einem anderen Gesichtswinkel be-
handelt wird und wenn die Anwendung elementarer Methoden und die
Anwendung der hoheren Analysis nicht immer so getrennt verlduft, wie
es im Sinne eines systematischen Aufbaues des Ganzen ermoglicht
werden koénnte.

Das Prinzip der gleichbleibenden Uberschiisse, wie es die deutsche Ver-
sicherungstechnik seit seiner Begriindung durch GEORG HOCKNER be-
einfluBt hat und heute auch beherrscht, erscheint im Rahmen dieser Vor-
lesungen bei Ausschaltung der Gewinntheorie dem Prinzip der Aquivalenz
in seiner erweiterten Gestalt, d. h. unter Einbeziehung der Verwaltungs-
kosten als dritter Rechnungsgrundlage neben der Sterblichkeit und dem
Zins vollig eingeordnet. Die Notwendigkeit eines besonderen Hinweises
war daher an keiner Stelle gegeben.

I. Zinstheorie.

§ 1. Allgemeines.

Wir nehmen es als gegebene Tatsache, daBl ein Kapital im Zusammen-
hange mit seinen im Wirtschaftsleben zu erfiillenden Funktionen Zins
produziert. Fiir das Studium der Zusammenhinge zwischen Kapital und
dem im Laufe der Zeit produzierten Zins soll ersteres fiir einen be-
stimmten Zeitpunkt stets als Einheit angenommen werden, und es soll
immer gelten, daB der Zins um so hoher ist, je hoher das Kapital ist,
das ihn erzeugt.
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Der totale, von einem Kapital in einer bestimmten Zeit produzierte
Zins wird offenbar von der Hohe des Kapitals, von der fiir die Verzinsung
in Betracht kommenden Zeit und von einer Festsetzung der Hohe der
Zinsvergiitung fiir die Einheit des Kapitals in der Einheit der Zeit ab-
hingen. Man nennt diesen auf die Einheit des Kapitals in der Zeiteinheit
entfallenden Zinsbetrag die Zinsrate oder den Zinssatz. Fiir die Vergiitung
des Zinses soll stets angenommen sein, daB diese am Ende der Zeitinter-
valle erfolgt, welche fiir die aufeinanderfolgenden Zinszahlungen verein-
bart sind. Man spricht dann von einer ganzjihrig, halbjihrig, viertel-
jéhrig usw. im nachhinein oder dekursiv erfolgenden Verzinsung. Weiter
soll stets angenommen sein, daB am Ende dieser Intervalle, an den Zins-
terminen, der entfallende Zins sofort wieder dem auf Zins angelegten
Kapital zugeschlagen wird, so daB weiter stets das Kapital und der er-
zielte Zins veranlagt bleiben. Man spricht dann von zusammengesetztem
oder Zinseszins. Die Zinsrate soll stets fiir die Einheit des Kapitals gelten
im Unterschiede zu ihrer Festsetzung als Prozentsatz, demnach bezogen
auf 100 Einheiten des Kapitals.

Wenn die Zahlung der Zinsen am Ende der Jahre erfolgt, so ist die
tatsichliche Zinsrate mit der sogenannten nominellen Zinsrate identisch.
Dies ist anders, wenn fiir eine bestimmte nominelle Zinsrate die Zahlung
der Zinsen in unterjihrigen Zahlungen, also etwa halbjihrig, festgesetzt
ist. In diesem Falle wird ja schon nach einem halben Jahre der der halben
nominellen Rate entsprechende Zins dem Kapital zugeschlagen und samt
diesem fiir das weitere Halbjahr veranlagt, so daB der erzielte effektive
Zins jetzt hoher ist, als die nominelle Rate angibt. Im Hinblick auf die
Moglichkeit der Zinszahlung in unterjihrigen Raten ist daher stets streng
zwischen nominellem und effektivem Zins zu unterscheiden,

Fiir die Zinsrechnung sind die folgenden internationalen Bezeichnungen
in Anwendung:

Barwert oder gegenwirtiger Wert eines Kapitals.

Endwert eines Kapitals.

Anzahl der ganzen Jahre.

Rate des effektiven Zinses.

Rate des nominellen Zinses.

Gegenwirtiger Wert der nach einem Jahre filligen Einheit.
Diskont fiir die Einheit fiir ein Jahr. Effektive Diskontrate.
Zinsintensitit.

S N e e X Y

§ 2. Endwert und Barwert.

Nachdem 7 der effektive Zinssatz fiir ein Jahr ist, wichst die Summe 1
in einem Jahr auf den Betrag 1 4 7 und die Summe P auf den Betrag
P (1 + 7). Daher wichst die Summe I nach zwei Jahren auf den Betrag



Endwert und Barwert. 7

(1 + 4)? und nach » Jahren auf den Betrag (1 + i)". Zwischen Endwert
und Barwert besteht sonach die Relation

S=P(x+9)" (1)
aus welcher
S
=t @
_ logS—IlogP
n= log (1 4+14) ’ (3)
. S ‘:?
i=(5)"—1 @)

folgen. Nachdem 1 + ¢ der Endwert von I nach einem Jahre und 1 der
Barwert der nach einem Jahre filligen Summe 1 -} ¢ ist, ergibt sich der
Barwert des nach einem Jahre filligen Betrages 1 mit

I

V=

Und nachdem (x + ¢)" der Endwert von 1 nach # Jahren und 1 der
Barwert der nach » Jahren filligen Summe (1 + ¢)" ist, ergibt sich der
Barwert des nach # Jahren filligen Kapitals 1 mit v*, und es gilt fiir den
Endwert S und den Barwert P auch die Relation

P=Su. (6)

Jeder nominellen Zinsrate entspricht bei mteljahriger Zahlung des
Zinses eine effektive Zinsrate. Ist die nominelle Rate 7, dann wéchst das
Kapital 1 nach dem ersten Jahres-mtel auf den Betrag 1 + j/m, nach
dem zweiten Jahres-mtel auf den Betrag (1 - §/m)? und nach dem letzten
Jahres-mtel auf den Betrag (x + j/m)™. Der durch die Einheit des Kapitals
bei mteljahriger Verzinsung in einem Jahre produzierte Zins ist daher

1= (I _I— %)m_ I, (7)
und hieraus ergibt sich weiter
f=m {(1 +4)m — I}, ®)
und .
mlog(x 4 —7%) = log (1 + 7). )

Aus je zwei der drei GréBen 7, 7, m ist daher stets die dritte zu er-
halten. Sind also von den GroBen effektive Zinsrate, nominelle Zinsrate
und Art der unterjihrigen Zahlung zwei gegeben, so ist die dritte stets
mitbestimmt. Verfiigen wir iiber 7 im Sinne von # — co, so bezeichnet man
in diesem speziellen Falle die nominelle Zinsrate § mit 6, und wir erhalten

lim {(I + %)m— I} = —1=1. (x0)

m-—>®
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Hieraus ist zu ersehen, daB die effektive Zinsrate, die einer gegebenen nomi-
nellen Zinsrate entspricht, mit wachsendem # zunimmt, und zwar vom Be-
trage 7 bis zum Betrage 7. Aus Relation (10) aber folgt fiir die Zinsintensitit
. logye (1 4 7)
d=log, (1 +1) = 0.4347945 (11)
wenn unter Zinsintensitit die nominelle Zinsrate fiir s — oo verstanden wird.
Anderseits nimmt der Ausdruck (8) fiir die nominelle Zinsrate fiir m—ocovon
1 bis auflog, (1 7) ab. Denn als Grenzwert des Ausdrucks (8) wird fiir m — oo
der Wert log, (1 + ¢) erhalten. Als Grenzwert der nominellen Zinsrate folgt
demnach auch auf diesem Wege der Ausdruck (11) fiir die Zinsintensitat.
Es folgt also, daB fiir einen vorgegebenen Fall der Zins durch die
effektive Zinsrate 7, durch die nominelle Zinsrate 7 unter Riicksicht auf
ein bestimmtes m oder endlich durch die Zinsintensitit § bestimmt sein
kann. Die drei GroBen aber sind durch die Relation

. i \m
I—}—z:(l—}—;ﬂ’—) =& (x2)
miteinander verbunden.

In den nachfolgenden beiden Tabellen sind die Werte der effektiven
Zinsraten bei halbjédhriger, vierteljahriger, monatlicher und kontinuier-
licher Zuschreibung des Zinses einer Anzahl von nominellen Zinsraten
gegeniibergestellt und umgekehrt.

Tabelle 1.
Nominelle Effektive Zinsrate
Zinsrate m=2 m=4 m=12 m=oo
0,025 0,025156 0,025236 0,025288 0,025315
0,03 0,030225 0,030339 0,030416 0,030455
0,035 0,035306 0,035462 0,035567 0,035620
0,04 0,040400 0,040604 0,040742 0,040811
0,045 0,045506 0,045765 0,045940 0,046028
0,05 0,050625 0,050945 0,051162 0,051271
0,055 0,055756 0,056145 0,056406 0,056541
0,06 0,060900 0,061364 0,061678 0,061837
Tabelle 2.
Effektive i Nominelle Zinsrate
Zinsrate me=2 ] m=4 m= 12 m = o
0,025 0,024846 | 0,024769 0,024718 0,0246903
0,03 0,029778 0,029668 0,029595 0,029559
0,035 0,034699 0,034550 0,034451 0,034401
0,04 0,039608 0,039414 0,039285 0,039221
0,045 0,044505 0,044260 0,044098 0,044017
0,05 0,049390 0,049089 0,048889 0,048790
0,055 0,054264 0,053901 0,053660 0,053541
0,06 0,059126 | 0,058695 0,058411 0,058269
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Aus den angestellten Betrachtungen ergibt sich, daB sich fiir den
Endwert S eines durch # Jahre auf Zins angelegten Kapitals P

S=P(rir=P(r+ L= Pers (13)

ergibt, je nachdem ganzjihrige, mteljihrige oder kontinuierliche Ver-
zinsung zugrunde gelegt wird, vorausgesetzt, daf3 die einmal angenommene
Zinsrate fiir die ganze Dauer der Verzinsung unverinderlich gilt.

In Formel (13) ist # als ganzzahlig vorausgesetzt. Die Ausdehnung
der Giiltigkeit der Formel auf eine Dauer, die nicht einer ganzen Anzahl
von Jahren, oder bei unterjahriger Verzinsung nicht einer ganzen Zahl
von Jahres-mteln entspricht, ist nur im Wege einer ausdriicklichen Fest-
setzung {iber die Bedeutung des einem Jahresbruchteil entsprechenden
Zinses moglich. Wenn die nominelle Zinsrate § bei mteljihriger Zahlung
des Zinses gegeben ist und die Verzinsungsdauer einer ganzen Anzahl
von Jahres-mteln entspricht, dann ist in dem Ausdruck fiir den End-
wert des Kapitals

) ¢
P<I+72—>mn+t=P(I+i)n+m
¢t eine ganze Zahl. Hierbei ist der in dem Jahresbruchteil ¢/m erzielte

Zins durch
¢

(x+i)m —1

gegeben. Die Formel ist in diesem Falle vollstindig korrekt. Sie legt
nahe, fiir einen beliebigen Jahresbruchteil 1/p den hierauf zu verrechnen-
den Zins mit

I
(14147 —1
festzusetzen. Unter dieser Festsetzung ist dann in der Tat die Formel (13)
ganz allgemein, d. h. fiir jeden Wert von # giiltig. Fiir eine beliebige

Verzinsungsperiode # ist demnach der totale Zins unter der gemachten
Festsetzung durch

S—P=P[1+2)"—1]=P [(I + %)m"—l} = P[er®—1] (14)

gegeben. Man muB sich aber immer dessen bewuBt bleiben, daB bei
allgemeinem # von der Voraussetzung einer bestimmten ganzjihrigen
oder unterjihrigen Verzinsung fiir den letzten in Betracht kommenden
Jahresbruchteil im allgemeinen abgegangen werden muB, wenn Formel (14)
gelten soll.

In ganz analoger Weise, wie man fiir eine bestimmte Zeitperiode unter
Zugrundelegung einer effektiven jdhrlichen Zinsrate, einer nominellen
Zinsrate bei unterjihriger Zahlung oder der Zinsintensitit durch Hinzu-
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fiigung des produzierten Zinses zum Anfangswert eines Kapitals zu
seinem Endwert gelangt, kann man durch Abzug des Diskonts von einem
zu einem spiteren Termin félligen Betrag zu seinem Barwert oder dis-
kontierten Wert gelangen. Auch hier wird man bei ganzjihriger Dis-
kontierung von einer effektiven Diskontrate, bei mteljaihriger Diskon-
tierung von einer nominellen Diskontrate und bei kontinuierlicher Dis-
kontierung von einer Diskontintensitidt zu sprechen haben.

Ist die nominelle Diskontrate bei mteljahriger Verrechnung des Dis-
konts f, dann ist der gegenwirtige Wert einer nach 1/m Jahr filligen
Summe 1 durch 1 — f/m gegeben. Die nach einem Jahre fillige Summe 1
hat dann den Gegenwartswert (1 — f/m)™. Der totale Diskont fiir ein
Jahr ist demnach bei mteljihriger Diskontierung und einer nominellen

Diskontrate f
(=T
I—(1——) .
m

Wird die effektive Diskontrate mit d bezeichnet, so erhilt man die Be-

ziehungen
I

1 (x— P rmd= (= 2 mmli—a— g

Zwischen den nominellen und effektiven Diskontraten bestehen dann im
Hinblick auf eine bestimmte Art der mteljihrigen Verrechnung des Dis-
konts ganz analoge numerische Verhiltnisse wie zwischen den beziig-
lichen Zinsraten.

Bei wachsendem m nimmt die einer gegebenen effektiven Diskontrate
entsprechende nominelle Rate zu. Fiir m — oo erhdlt man

X
lim m {I —(x— d)W} = —log,(1—d) =¢". (16)
m —> ®©
Sei dann S’ der Endwert, P’ der Barwert einer Summe und S’ — P’
die als Diskont zu bezeichnende Differenz der beiden. Fiir vorgegebene
Werte von d, f und ¢’ erhilt man dann auf Grund von Betrachtungen,
die den bei der Verzinsung angestellten ganz analog sind, die ohne weiteres
verstindlichen Formeln

P=S(1—dr=S5 (I—%)m: S'er?, (7)
woraus sich wieder
S —P =S5[1—@a—ad"]=5 [Iﬁ (I*_;‘T)m"] =S5 (1—e %) (18)

ergibt.

Es liegt aber in der Definition der beiden Prozesse der Verzinsung und
der Diskontierung, da8 fiir einen Endwert S, der aus einem Anfangswert P
durch Verzinsung entstanden ist, umgekehrt durch Diskontierung wieder
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der Wert P resultiert. Wir erhalten sonach durch Vergleich der Rela-
tionen (13) und (17) unter Identifizierung von P mit P’ und S mit S’

(1419 = (I + }]Z)m == (1—d) = (I—7{1~>_m =e¥. (19)

Im {iibrigen ergibt sich die Theorie des Diskonts aus der Theorie der
Verzinsung unmittelbar aus der Annahme, daB3 der Gegenwartswert einer
Summe fiir einen bestimmten Zinssatz berechnet wieder denselben Betrag
ergeben mul3, wenn er zum gleichen Zinssatz veranlagt wird. Aus dieser
Forderung ergibt sich fiir die Diskontrate unmittelbar

I
I—d=——=1,

wenn der Abzinsungsfaktor 1/t 4 ¢ mit v bezeichnet wird. Der Faktor
1+ ¢ wird dementsprechend Aufzinsungsfaktor benannt. Unter Dis-
kontieren zu einer bestimmten Zinsrate versteht man daher die Auf-
findung des Barwertes einer Summe zu der dieser Zinsrate entsprechenden
Diskontrate. Aus den Relationen (19) ergeben sich fiir korrespondierende
Raten von Zins und Eskompt die Relationen

t—d=1d
1’—f=% (20)
6=1¢

Es ist demnach insbesondere zu vermerken, dal die einem bestimmten
effektiven Zinssatz entsprechende Zins- und Diskontintensitit einander
gleich sind. Dieses Resultat ist anschaulich unmittelbar einzusehen, wenn
man so dberlegt: Wenn eine Summe P unter dem EinfluB des Zinses in
einem mtel Jahr auf S anwichst, so erhalten wir die nominelle Zinsrate
fiir ein Jahr durch den Ausdruck m.(S—P)/P, wihrend sich die nominelle
Diskontrate durch m . (S—P)/S darstellt. Geht aber m — oo, sogilt S — P.
Die beiden Ausdriicke fiir die nominelle Zins- und Diskontrate werden
dann gleich und entsprechen in diesem Grenzfall der Zins- bzw. Diskont-
intensitit. Zu bemerken ist noch, daB zufolge der Definition von v der
Gegenwartswert einer nach # Jahren filligen Summe S entweder S (14 4)—"
oder S.v"™ geschrieben werden kann. Aus der Relation

I—d=

141
folgt dann
i
141"
Der reziproke Wert von v wird allgemein als Aufzinsungsfaktor fiir ein
Jahr mit 7 bezeichnet. Fiir die GréBen 4, d, 7, f, v und ¢ aber gelten eine
Reihe von Relationen, welche im folgenden angefiihrt sind:
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2 3
1—8"—1:6—{—7!—*-?_*_
=@—dl—1=d+d+d+ ...
i \m . — 1 42 . _ g
= (4= T L A Ry
Ly mt1f2 (mtynmt2) f
=<I_W) ——I:f—'}— m ?_}_ m? ?"}“-..
I
=_——1I
v
6 6 63
d=1——e"_6__ﬁ+ST
—I—I_I!_i—x——vzvi
‘ .
BT i i
f\m m—1 f2 (m—1) (m—2) f3
=I—<I_Z—) =f_ m ;l—_}_ me E‘!"_‘...
iv-m . m41 g2 m+1)(m+2) §3
:I_(I_}_W) =1— m ?‘}‘ me ?!-—"..
- y_ log(x+49) . 42 i3
5‘—10€e(1+¢)——icgé——z—T-}—?—...
a ds
— 7\ _ 1 7
_'mloge(l—}—ﬁ)_y—W o
3
_—mloge(l—%)=f+ 2fm + 3;2_*_“
= —Ilog, v
)
L o2 5
R e
=m (1 +i)_"7—1]=z_m;n‘1 j (m“‘l)”i’b;m—l) ;"
T e L E X SRS CUE N

I PR S G G 1 L B

m 2! m2 3!
=mLI—_<I+%)—1}27._%7-2_'_7”{”.3_”.
=m I——(I—d)W] =d+ m;I ij;_}_ (m"l)"(;m—l) ?:T

3!—}—...
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B PLIP 1
v=c¢ ":1—6—4—7—?

=X+ t=1—74+ 42—+ ...
I—d

7 \—m . 22 . (21)
=(I+—7"~L—> =1—_7+m":1%?__(m+13n(2m+2);_3!+'“

f \m —1 f? _— _ 3
B G e B

Durch Addition der beiden ersten unter (21) fiir § gegebenen Reihen
erhdlt man

20 =(i+d)— @@—d) + (@ + &) —.
und in erster Anniherung
§=—(i+4d),

ein Ausdruck, der fiir Werte von ¢ unter 0,07 bis auf vier Dezimalen
genau ist.

Zur Kenntnis zusammengehérender Werte von 7, v, d und § ist
folgende Tabelle niitzlich:

Tabelle 3.

1 v a 8
0,02 0,980392 0,019608 0,019803
0,025 0,075610 | 0,024390 0,024693
0,03 0,970874 0,029126 0,029559
0,035 0,966184 0,033816 0,034401
0,04 0,961538 0,038462 0,039221
0,045 0,956938 0,043062 0,044017
0,05 0,952381 0,047619 0,048790
0,055 0,947867 0,052133 0,053541
0,06 0,943396 0,056604 0,058269

In den bisherigen Betrachtungen war der Zinssatz fiir die ganze Zins-
periode stets unverinderlich angenommen. Unter der Voraussetzung
kontinuierlicher Verzinsung ergibt sich fiir den Endwert eines Kapitals S
ein sehr einfacher Ausdruck auch unter der Annahme, daBl die Zins-
intensitit fiir eine erste Zinsperiode den konstanten Wert §;, fiir eine
zweite den Wert &, ..., fiir eine kte den Wert &, besitzt. Sind diese
Zinsperioden durch #,, n,, . . ., %, gegeben, so ist fiir ein Anfangskapital P
am Ende der ersten, zweiten, ..., kten Zinsperiode das beziigliche End-
kapital

S, = Pemd, S, =S5 em% = Pemditmd,

S=5,= Sk_le”kak.: Pembi+ndy+. .. +ng g,
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Setzt man daher

5:%(%161+n262+...+nk5k), n=1y 4 g+ ...+ 1

so erhilt man

S = Pend. (22}
Es entspricht sonach dem Endwert ein Kapital, welches aus dem Anfangs-
wert mit einer fiir die ganze Dauer # gleichbleibenden Zinsintensitit er-
mittelt wurde, die sich als arithmetisches Mittel der fiir die einzelnen
Zinsperioden geltenden Intensititen &y, ,, ..., d; unter Benutzung der
7y, N, « . ., Wy, als Gewichte ergibt. Ist aber die Zinsintensitit d, als von
der Zeit ¢ abhidngig angenommen, dann ergibt sich als arithmetisches
Mittel

n

S(Stdi n
6 =2 =% d,dt,
Sdt o

o
und man erhilt als Endwert des Kapitals

t n
| oede { osat
S, = Pe° und S=Pe . (23)
Hierbei muf3 4§, als integrabel vorausgesetzt sein. Als Auf- und Ab-
zinsungsfaktoren kommen daher in diesem allgemeinen Falle die GroBen

n
S i dt -
£° bzw. e

d¢dt

O3

(24)
in Betracht.

§ 3. Eine andere Auffassung des Zinsproblems.

Zu einer mehr an physikalische Betrachtungen angelehnten Dar-
stellung des Verzinsungsvorganges gelangt man, wenn man von folgenden
Uberlegungen ausgeht: Es sei eine durch die Zahl y gegebene Menge vor-
handen, welche sich mit der Zeit ¢ vermehrt oder auch vermindert. Die
Geschwindigkeit, mit der diese Vermehrung oder Verminderung vor sich
geht, sei aber stets proportional der jeweils vorhandenen Menge y. Dann
gilt fiir die Geschwindigkeit ¥’ ein Gesetz der Form

Y =y,
wobei der Faktor « positiv oder negativ ist, je nachdem es sich um eine
Vermehrung oder Verminderung handelt. vy selbst ist aber dann durch
die Exponentialfunktion

Yy = ce*t
gegeben.
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Handelt es sich im speziellen um ein Kapital, welches unter dem Einflu3
des Zinses einer Vermehrung oder auch Verminderung ausgesetzt ist, und
ist der Wert des Kapitals fiir einen Zeitpunkt ¢ mit f(#) bezeichnet, so gilt

F'@)=1@.0, (25)
nachdem die Geschwindigkeit der Kapitalsinderung stets durch die Héhe
des Kapitals und durch die Intensitit der Zinswirkung bestimmt ist.
Aus (25) aber folgt

d
Elogef(t) = 6t

und damit
¢
log, f () = Sétdt
und °
¢
S Srdt
@) =e . (26)

Die GroBe 8, kann hierbei als in positivem oder negativem Sinne wirkend
angenommen werden. Wir haben hier den vollstindigen AnschluB an
Betrachtungen, wie sie auch beim Studium des Zerfalles von Radium
oder bei Bestimmung des barometrischen Luftdruckes in seiner Abhéngig-
keit von der Hohe tiber dem Erdboden, bei der Abkiihlung eines Korpers
in einem umgebenden Medium niedrigerer Temperatur oder bei gewissen
chemischen und elektrischen Prozessen zur Ermittlung des zugrunde
liegenden Naturgesetzes anzustellen sind. Ganz dhnliche Betrachtungen
werden auch spiter fiir das Studium des Verlaufes der Sterblichkeit mit
zunehmendem Alter anzustellen sein. Betrachtet man dann die durch (26)
definierte GroBe als den allgemeinen Aufzinsungs- bzw. Abzinsungsfaktor,
so sind fiir die spezielle Annahme der Konstanz der Zinsintensitat tiber
das ganze Zeitintervall ohne weiteres die im § 2 gewonnenen Resultate zu
erhalten. Die Relation (26) aber driickt aus, da3, wenn die Zinsintensitét
fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ durch die integrierbare Funktion 4§, aus-
gedriickt werden kann, die Einheit unter dem EinfluBl der Verzinsung in
der Zeit ¢ auf den Ausdruck (26) anwichst. Und umgekehrt ist fiir ein
negatives §, durch (26) der Barwert der zum Zeitpunkt ¢ filligen Summe 1
gegeben.

Aus der Relation (1 + 7)" =2 erhilt man zur Bestimmung der Zeit,
welche fiir die Verdopplung eines Kapitals unter der Wirkung des effek-
tiven Zinssatzes ¢ notig ist, den Ausdruck

log. 2
n= loge (gr +1)’ (27)
der unter Riicksicht auf log, 2 = 0,693146 und die Reihenentwicklung

. . ;2 ;3
loge(I—i—z)——_z—-—iz——]—la———-...
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als angendherten Wert von #

Lfg (28)

ergibt. Genauer ist der Ausdruck
1 I I i 12
loge (1 4+4) . i =T(I+7_H+"')
z(I———Z——I—?—...)

und daher wegen

rEorg = (1)

auch
i = —0,603146 + 0,346573 oder 7 = — 0,603 + 0,347.
§ 4. Der mittlere Zahlungstermin.
Es seien die Summen S, S,, ..., S; am Ende der durch #,, #,, .. ., 1,

gegebenen Termine fillig, und es sei fiir eine gegebene effektive Zinsrate ¢
der Termin gesucht, zu welchem die gesamte zu zahlende Summe auf
einmal erlegt werden kann. Dann gilt

(S14+Ss+ ... + Sp)vm = Syvm Syom 4 ... 4 S, v
und

_ log(S;+ Sy+ ... + Sp) —log (S; o™ + Sy v™ + ... + Sy o"¥)
- log (1 + 4)
Zu einer Anniherung von # gelangt man, wenn der Ausdruck (29)

- (29)

e ™8 L S e ™m0 L L Sy md
Si+Si+ ... F Sk

51(1—~n16+—21—n1262——. . .)+52(1_n25+%n2=aa_. . .)+. ..

I S
"= ——Floge

I
=—5log, S+ SsF ... F5%
geschrieben wird. Man erhilt hieraus
"— I I ZnS P Zn2S o2
=% °ge[ _(vzs_ —3s5s 2 )]
1[(ZnS Zn2S 62 1(XnS Zn2S o 2
=?[(ﬁ5‘"z—s‘"7 -)+7(zs b— gt ) +]
_ZaS 8 [Zn'S (ZaS\2
RS ‘7{ xS *(T‘?S—H
und sonach als erste Anniherung
~ 2nS
=0 (30)

XS
und als bessere Niherung
ZnS 6 [ZntS ZnS\2
S 2| Zs _('Z“T”

i =
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Allerdings ist auch der exakte Wert (29) fiir die numerische Rechnung
durchaus geeignet. Die Niherung (30) gibt stets zu groBe Werte fiir #,
wobei der Schuldner begiinstigt erscheint. Denn nachdem das arithme-
tische Mittel einer Reihe von positiven Grofen immer groBer ist als das
geometrische Mittel aus denselben GréBen, so gilt

7y . ni MS14m S+, .. 40k Si
S v 4 S0 - L 4 S v SiE S +... ¥ 5%

Si+S;+:.. 4 Sk

oder
(Syv™m 4+ Spv™ 4 ... 4 Spote) >
N1 S1+0,8 +...+ngSk

>(S1+52+---+Sk)v S1+8+...+8g . (32)
Aus dieser Ungleichung aber folgt, dall die Summe der Barwerte der
Betriage S,, S,, ..., S; groBer ist als der zum Termin

o= 1Sy + 1S, + o0 + 1S, (S + S+ .. +Sh)
berechnete Barwert der Summe der Betrige S;, Sy, ..., S;. Die GroBe #
ist daher groBer als die GréBe #. Man nennt # den mittleren Zahlungs-
termin der an den Terminen #y, #,, . . ., n; filligen Betrige S;, S,, ..., S;.

§ 5. Die Zeitrente.

Unter einer Remte versteht man eine Folge von Zahlungen, die am
Anfang oder am Ende einer aufeinanderfolgenden Reihe von Zeitinter-
vallen gleicher GréBe geleistet werden. Sind diese Zahlungen unbedingt
zu leisten, bestimmt sich ihr Wert demnach nur unter Riicksicht auf den
Zins, so spricht man von einer Zeitrente. Die einzelnen Zahlungen heiBen
Rentenbetrige. Erfolgen die Zahlungen am Anfang der Zeitintervalle, so
hei3t die Rente vorschiissig, wenn sie am Ende der Zeitintervalle erfolgen,
nachschiissig zahlbar. Erfolgt die erste Zahlung erst nach Ablauf eines
bestimmten Zeitraumes, so heiBt die Rente aufgeschoben, sonst unmittelbar.
Die Zahlungen selbst kénnen fiir ganzjihrige, halbjihrige, vierteljihrige,
monatliche oder sonstwie bestimmte gleiche Zeitintervalle oder aber von
Moment zu Moment — kontinuierlich — erfolgen. Erfolgt die Zahlung
tiber eine zeitlich unbegrenzte Dauer, so spricht man von einer ewigen
Rente. Unter Barwert einer Zeitrente versteht man die Summe der Bar-
werte aller Rentenzahlungen fiir den Anfang des ersten Zeitintervalls,
unter Endwert einer Zeitrente die Summe der Endwerte aller Renten-
zahlungen fiir das Ende des letzten Zeitintervalls der Dauer der Rente.

Man bezeichnet die Endwerte der nachschiissigen Renten mit s, die
Barwerte mit 4. Die Dauer # wird durch einen Index ;; zum Ausdruck
gebracht und die Art der unterjihrigen Zahlung der Rente fiir ptel-
jahrige Termine durch den Index (p). Die vorschiissige Rente wird mit
a bezeichnet, welches also stets von dem a als Bezeichnung fiir die nach-
schiissige Rente zu unterscheiden ist. Die kontinuierlich zahlbare Rente

Berger, Lebensversicherung. 2
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wird durch einen — angezeigt. Hiernach sind die folgenden Bezeich-
nungen und Begriffe festgelegt:
_ ) - _ (V) B _
Sal S0 Snly @l g1, dul A
Eine um m Jahre aufgeschobene Rente wird mit
mi%n]  und g
bezeichnet. Die ewige Rente erhilt statt des Index 77 den Index oo.
Aus den gewihlten Bezeichnungen ergibt sich ohne weiteres die
Richtigkeit der Relationen:
an_l =1 + an I [:
(p)
=7+ T
m|%] = Antm|— m
Ae = Az] —+ 2 %e-

Um den Endwert einer bei einer effektiven Zinsrate von 7 in ptel-
jahrigen Intervallen am Ende derselben zahlbaren Zeitrente fiir » Jahre
vom Betrage 1 pro Jahr, d. h. I/m pro Intervall zu ermitteln, bestimmt
man den Endwert der einzelnen Rentenzahlungen fiir das Ende der
Dauer #. Die einzelnen Zahlungen haben dann den Endwert

I .n-i I .n‘i I
?(I+$) p,?(I—Fi) p, ce ey ?,
und der Endwert der Rente ist sonach
_x _2 -
%):7 (I_I_i)”p_l_(I_*_i)np_*_____*_I]:i_j—t)—iI_:
ol 97—
— (149" —1

; (33)

Zur Bestimmung des Barwertes dieser Rente aber ist offenbar anzusetzen

2 1
(») 11— " —

aT_ v%—i-v;-l—...—l-v”]:v;. AU (34)
p(r—ﬁ)

Die beiden Resultate konnen aber auch durch folgende Uberlegung er-
halten werden: Ein Kapital 1 wirft fiir das Ende jedes Jahres-ptels an

Zins den Betrag (1 -+ i)?—1 ab und fir ein Jahr den Betrag

y/ [(I +4)? — 1] , wobei dieser p teljahrig zahlbar ist. Der ganze vom Kapital
in » Jahren abgeworfene Zins ist aber (1-¢)"—1I. Es muB daher gelten

Sy 97— 1] = a4 i —
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und daher
@ (4" —1
S Y
n| i

Anderseits ist der Barwert des vom Kapital 1 in # Jahren bei ptel-

jihriger Zinszahlung abgeworfenen Zinses gleich dem Barwert einer
I

pteljahrig zahlbaren Rente auf die Betrige p [(I + i);— I] und daher
I
a%). P [(I + i)7—1] =I— ",
woraus

@  1—"
nl T

Aus dem erhaltenen Barwert (34) der durch # Jahre in pteljihrigen
Raten von je 1/p zahlbaren temporiren Rente ergibt sich der Barwert
der ewigen Rente mit 1/j. Nachdem aber der Barwert der durch # Jahre
aufgeschobenen, in gleicher Weise zahlbaren ewigen Rente v". 1/j ist,
ergibt sich der Barwert der durch #» Jahre zahlbaren temporidren Rente mit

7 7 7

Wir haben bisher stets angenommen, dafl die Rentenzahlung fiir eine
ganze Anzahl von aufeinanderfolgenden gleichen Intervallen gedacht ist,
daB also np eine ganze Zahl darstellt. Um sich von dieser Beschrinkung
freizumachen, wird in der Regel die formale Gdiltigkeit der Formeln (33)
und (34) auch fiir eine nicht ganze Anzahl von Intervallen angenommen. Die
Dauer der Rentenzahlung wére dann mit # - 1/mp anzunehmen, wenn 1/m$
den mten Bruchteil des Intervalls 1/p bedeutet. Formel (34) ergibt dann

I I

n+—— n+—
®) 1—y ™ " o —9y TP
R 7 g + 7
mp ] (35)
. X
_w ot (149)™ —1
=a + v e

Hieraus folgt aber, da3 die restliche Zahlung am Ende des letzten Inter-
valls der GréBe 1/mp durch

(4+9™ —1 1
B b
(14+49? —1
definiert wird und daher zur Rentenzahlung im Betrage von 1/p im
selben Verhaltnis steht, wie der fiir das Intervall 1/mp erzielte Zins zum
Zins fiir das Intervall 1/p. Unter dieser Voraussetzung sind demnach

2%
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die Formeln (34) und, wie man genau so iiberlegt, auch (33) fiir jedes
ganze und gebrochene # giiltig. In der Praxis wird aber in der Regel
die Hohe der letzten Zahlung mit 1/mp angenommen, so daB sich als
Barwert der Rente

ergibt.

Die Betrachtung der beiden Formeln (33) und (34) ergibt iibrigens,
daB der Zihler dem totalen Betrag des Zinses bzw. des Diskonts fiir die
ganze Dauer # entspricht, wihrend der Nenner durch die nominelle Zins-
rate unter der Annahme pteljahriger Zahlung der Rentenbetrige im Be-
trage von 1/p bestimmt ist. Hiernach ist der Endwert einer unmittel-
baren Zeitrente von 1 pro Jahr unter einer effektiven Zinsrate von ¢
gleich dem totalen Zins fiir die Dauer # dividiert durch die entsprechende
nominelle Zinsrate, wobei der Zins unterjihrig zu denselben Terminen
zu vergiiten ist, zu denen die Rentenzahlungen erfolgen. Und ganz
Analoges gilt fiir den Barwert, wenn nur im Z&hler statt des totalen
Zinses der totale Diskont fiir die Dauer # eingesetzt wird.

Aus den Formeln (33) und (34) erhilt man durch Verfiigung iiber p
die entsprechenden Werte bei jeder Art der Zahlung der Rente ent-
sprechend einem effektiven Zinssatz von ¢. Ist aber statt dieses die
nominelle Zinsrate im Hinblick auf mteljihrige Verzinsung gegeben, so
hat man eben 7 durch die entsprechenden Werte dieser nominellen Rate
auszudriicken. Es ergeben sich so ohne weiteres die drei Formelgruppen:

Rente zahlbar Endwert Barwert
N @ (149)"—1 @  1—o"
$ teljahrig Sy =T A=
AN o m
1/1jshrig Sa] = (I_"'_:)___I_ ay = 1L
@)t —1 o 1—o"

kontinuierlich sz = “og, i) O] = Tog, (1 +4)

T At S
p teljahrig O ~ a? = mm (36)

R O N S

(I+L>mn_1 I_—<I+L>—mn
I/I]ahrlg S’T‘:—'ﬁ'm—“ p) = T

(3 (x5

(I+l'_)mn—_1 I_—<I+L’)—mn
m teljahrig s%) = ~__7ﬁ7v, — a%‘) = j m
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Rente zahlbar Endwert Barwert
<I+_Z;)mn_ I_<I+_:7)—mn
kontinuierlich 537 = @ = i
mloge(l-]——) mloge(l_l_l_)
m
I @ M1 ® _ 1—e "
p teljahrig Sul = "7 Ay =—5 (36)
ol ol
oy e M1 . 1—e ™
1/1jdhrig S7] = 5 g = ———
e —1 e—1
né__ __,—né
kontinuierlich  §; = —86—1 Tn = I_§—~

Erfolgt aber die Rentenzahlung zu den gleichen Zeitpunkten wie die
Verzinsung, dann ist aus der Formel
I—(I—-{-?—.)—nm I——(I—f——i—)—nm
(m) m 1 m I
m

sofort zu entnehmen, daB die Rente, berechnet bei mteljahriger Ver-
zinsung zur nominellen Ratej und mteljahriger Zahlung, gleich ist der
Rente vom Betrage 1/m, berechnet zum effektiven Zinssatz j/m, jedoch
fiir wm Jahre. Damit hingt es aber zusammen, daB eine Tafel, welche
die End- und Barwerte der Zeitrenten fiir verschiedene Zinsfiile zu ent-
nehmen gestattet, auch bei mteljihriger Verzinsung brauchbar bleibt,
wenn nur auch die Zahlung der Zeitrente in mteljahrigen Raten erfolgt.

Nachdem aber der Wert einer in mteljihrigen Raten vom Betrage
1/m zahlbaren Nachhineinrente gleichwertig ist mit dem Betrag einer

ganzjihrig zahlbaren Nachhineinrente auf die Betrdge siﬁ?), so folgt auch
die Richtigkeit der Relationen
2

m__ (m) _ (m)
n|

% Sa = St Sa

und aus ihnen wegen

auch

—n i —
a- = 7%[: Sap = 7Sk (37)

§ 6. Die kontinuierliche Rente.

Wenn in dem Ausdruck fiir die pteljahrig zahlbare Rente p — oo
wird, erhilt man den Ausdruck fiir die Rowtinuierlich zahlbare Rente.
In diesem Falle wird aus dem Ausdruck
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sn
M=
e? —1

a(p)_ I 1—e¢

unter Vollziehung des Grenziiberganges wegen

8
1 03
Zb(ep—-]:)—é—l—?? F;?+...’
__,=0n
g =, (38)
wofiir auch
11—y I—<I+;’%)_mn

dn—ls 5 = 3 (39)

zu schreiben ist, wenn unter
8 = log, (1 + 4) mW.a=mm&@4“%)
verstanden wird.

Als Integralausdruck erhilt man fiir die kontinuierliche, temporire
Rente

=— (40)

und fiir die gleiche, aber m Jahre aufgeschobene Rente

n+m dn+m s
—-at —-dn
— g-om I1—e

(41)

- 2
m|qn] = ge_atdtz =3

m m

Die Beziehung zwischen der kontinuierlichen und der m teljihrig
zahlbaren Zeitrente erhdlt man am einfachsten unter Benutzung der
EuLER-MAcLAURINschen Formel

in(uo—l—ul/m—{—.. S%xdx-l—

/l/)o____ (ua:”’)n] —_,

+ —[“o + #p]— Iz'm2 [(#5)o— (uw )ul 720 (u

welche unter Erreichung gentigender Genauigkeit beim zweiten Glied ab-
gebrochen wird. Man erhidlt dann fiir #, =1* und unter Beriick-
sichtigung von log,v = —§

- (m)
g = ”|+

und fiir m =1

(T—o")—

(1—v") (42)

1
2m 12 m2

(—vm) — 2 (1—wm). (43)

I
On] = an] +
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Aus (42) und (43) aber ergibt sich

d (m? — 1)

2 (1), (44)

Wird hier das letzte Glied vernachlassigt, so erhilt man

(m) m—1
ag = a,7|+W(I——-v”)—

(m) m—
Bup = a T+ 2m

n|

I

(xT—o"), (45)

wobei der konstante Faktor des letzten Gliedes fiir m =2, 4, 12, co, bzw.
die Werte 0,25, 0,375, 0,458, 0,5 annimmt.
In Analogie zu Formel (37) erhilt man aus

1= 1 1—o"
anl = 3 y | — 6 = 3
die Relation
Tl = g — g —
W= Wls = Wl g, i) (46)

§ 7. Renten auf verdnderliche Betrige.

Wenn die aufeinanderfolgenden Rentenbetrige durch eine geome-
trische Reihe definiert werden, dann erhilt man fiir den Barwert dieser
Zeitrente der Dauer #

Rv+krv2 4 kr2vd 4 ., f kyr-lyn = ]

. 1— " | j (47)
= kv 1—7v _k1+i—7'
Der Barwert der ewigen Rente ist unter gleichen Voraussetzungen
) k
I4+i—7r

und wird unendlich groB, wenn » < 1 + 4.
Ist » <1+ 4, und wird 7v = v’ gesetzt, so kann der Ausdruck (47)
E ,1—v'" k ., 142

/
—=—a-, i= —1I
v I—v y nl ¥

geschrieben werden. Ist aber #» > 1 + 4, und wird v = 1 + ¢ gesetzt,
so wird aus (47)

1— (14" p - v
kv 1—((1;5:?‘% = kvsni‘, =7
In beiden Fillen ist demnach der Ausdruck fiir die geometrisch steigende
Rente zum Zinssatz 7 in einen Wert einer gleichbleibenden Zeitrente,
jedoch berechnet zu einem anderen Zinssatz ¢’ bzw. ¢/’ {ibergefiihrt. Das
kann bei Benutzung von Zifferntabellen fiir die letztgenannten Barwerte
die numerische Berechnung sehr erleichtern. Natiirlich ist das Verfahren
nur brauchbar, wenn die GroBe » um Bruchteile groBer oder kleiner als 1
ist. In dem Falle » = 1 4 ¢ erhdlt man den Rentenwert #k/r. Ist aber
¥ > I+, so wird ¢ negativ, so daBl der Barwert der einzelnen auf-

— I.
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einanderfolgenden Zahlungen eine steigende Reihe bildet. In beiden
Fillen ist natiirlich der Barwert einer ewigen Rente unendlich groB.
Fiir eine Zeitrente, deren Rentenbetrige in arithmetischer Reihe zu-
oder abnehmen, sei der Barwert
a=vp+v*p+q +v*p+29+ ...+ [P+ (n—1)4]
und daher auch
av=02p+ 3P+ g+ ... +0"[p+ (r—2)q]+ " [p+ (r—1)4g]
Durch Subtraktion ergibt sich
tva=vp+ v¥qg+ v¥q+ ... + v*g— 0"+ [p 4 (n—1)4q],
= pv(I—v") 4 quazg—ngqv"+!

und hieraus
[ — n
an ‘ no

a=pag+q — (48)

Fiir unendlich wachsendes # wird der Barwert der temporiren Rente
1/¢ und der Ausdruck

no" =

i

I

(n—1) (n—2)
3!

wird 0. Es ergibt sich sonach aus (48) fiir den Barwert der ewigen Rente,

beginnend mit dem Betrag # und jihrlich um den Betrag ¢ steigend,

1 . o n—1 ;
_n._}-¢+ S 12 |- B34 ...

Ly L (49)
Als spezielle Fille ergeben sich aus (48) und (49) fir p=1und ¢ =1
Gy —m " ag—n U4
(Ia)’ﬂ = ap] + i = B

und
('ﬂ)w = _ZIW + *1:171

wobei fiir die vom Anfangsbetrage 1 um die Differenz 1 arithmetisch
steigende Rente die Bezeichnung (]a)s] gebraucht ist.

Man sieht weiter unmittelbar, da der Barwert einer im vorhinein
zahlbaren Zeitrente, deren Betridge den aufeinanderfolgenden Binomial-
koeffizienten gleichkommen, durch

T+o)"
gegeben ist. Der Barwert einer ewigen, im nachhinein zahlbaren Zeit-

rente auf die Betrige
v(r+ 1)

2

ist aber offenbar
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Zur Ableitung des Wertes (48) kann man auch das folgende Verfahren
einschlagen. Es ist
app=eC4 e 204 . 0

und hieraus durch Differentiation nach 6

dam
—75 =e %L 2620 L, 4 nend

Nachdem aber

e T

nl ea__l ]
so ist auch

L dag (1—e %M —ne0n(f —1) 1= s no™
o @ — 1) =

Anderseits ist der gesuchte Wert
a=vp+v2p+4 ...+ v"p 4 v¥q+2v3¢+4 ... + (n—1)v"g,
=pag+vgv+2v:4 ... 4+ m—1)0" 1],
da

n—1|

= Pam—v4—75

und demnach auch

1—o"-1 (n—1) 0"

a=pap+q9——Fm ——9—

— n
=pam+g "1
wie oben.
. Einen Fall, der sehr viele Spezialfille enthilt, bekommt man da-
durch, daBl man den allgemeinen Rentenbetrag einer ganzen, rationalen
Funktion
Cot et + ot + ... ¢ t* (50)
gleichsetzt, wobei fiir die aufeinanderfolgenden # Rentenbetrige
t=1,2,...,%n zu setzen ist. Der Barwert dieser Rente ist dann durch

Ze—dt(co+01t+czt2+ e+ tF) ~(51)

I
gegeben. Zwecks Berechnung dieses Barwertes ist nur zu beachten, daf3
die aufeinanderfolgenden Ableitungen der Zeitrente durch

——751—:6“"4— 2620 4 .. nend,
dzan—l
W = e_a + 226_2" + . .+n23—n6,
d%a—

—_;iTZI_ZE_G"‘Zse_M‘l‘---+”33_"6>

...................................
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gegeben sind, so daB diese unter Riicksicht auf ihr Vorzeichen den Bar-
werten der Zeitrenten auf die Betrige 1,2,3,...,%; 12, 22 32,..., %%
13,23, 33,..., %3 usw. entsprechen. Sind demnach die Ableitungen der
Zeitrente nach § bekannt, so sind damit auch die Barwerte der ange-
filhrten Renten mitbestimmt. Man erhilt aber diese Ableitungen leicht
aus folgendem, durch fortlaufende Differentiation nach ¢ erhaltenen
Schema:

(€ —1)ag =1—e€ "9,

da—
3 n|
(@ —1) 75

+ S agy=ne "9,

(e"—I)da + 2 ks R p— s )
dde s n]

a3 g

da—
(ed_I) 4o +3gd d62‘+366 a’” +eoam:n33_nd;

m

a4 am b —nd
— el gyl = e 59

und fiir die speziellen Fille m =1, 2, 3,...
dag ]

i—s = nv"— (I + %) ag),
.dzan—l d(lm
g = — vt —(1 +¢)( 5 +“n7):

1ﬁﬂ ndo™ — (I + 1) ‘—}— ~~»w+a—
i 35 g T3 nl )

so daB die Ableitungen schrittweise aus den jeweils bereits bekannten
Werten ermittelt werden kénnen. Fiir den gesuchten Barwert der Zeit-
rente aber erhilt man den Ausdruck
da— a2 a_ d* a
e —nl —_nl__ 1)k nl
Cottn] — 155+ e g cer + (—1)fcy T

Wenn man beriicksichtigt, daB der Ausdruck #™v"* — 0 geht, wenn
n — oo, so sind in das Verfahren die ewigen Renten auf die durch die
Polynome (50) definierten GroéBen mit einbegriffen.

Zu einfacheren Entwicklungen aber gelangt man, wenn das obige
Verfahren fiir die kontinuierlichen Renten auf die durch die Polynome
definierten Betrige in Anwendung gebracht wird. Der Barwert einer
solchen Rente ist dann durch

(53)

n

Sru%+ﬁuw¢+.”+%mu (54)

o
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gegeben. Durch Anwendung der Formel fiir die partielle Integration
erhilt man aber

n
gtme—"‘dt =— tmi;“

o o
n

— i[mg m—1 e-dtdt_nme—dn]‘

n
—f—-:sﬁgtm—‘e—"‘dt,
(o]

0

Bezeichnet man daher die nach #® steigende kontinuierliche Rente mit

(m)
(ld)rT!’ so gilt fiir diese die Rekursionsformel

(m—1)

(m) 1
(|@)a1 = 5 [m (|@)ag—nmen]. (55)

Damit ist aber die Moglichkeit der Berechnung von (54) ohne weiteres
gegeben. Fiir n — co aber ergibt sich aus der Rekursionsformel (55)

(m) m!

(@), =2 (56)

als Barwert der ewigen, kontinuierlich zahlbaren Rente auf die durch #
definierten Betrige und damit auch der Barwert fiir jede in der Form

=]

Se—‘”(co + ettt .. ¢ tF)dt

o

darstellbare Rente.

§ 8. Das reine Sparkapital.

Ein Sparkapital, das nach Ablauf von » Jahren in der Hohe 1 be-
zahlt werden soll, kann entweder durch Zahlung einer Barsumme in ent-
sprechender Hohe oder durch laufende, tiber die Dauer # verteilte Zahlun-
gen sichergestellt werden. In letzterem Falle kénnen die aufeinander-
folgenden Zahlungen z. B. zu Beginn von gleichen, die Dauer # er-
fiillenden Zeitintervallen erfolgen. Bei Gleichheit dieser Intervalle also
etwa ganzjihrig oder unterjihrig durch Zahlungen untereinander gleicher
Betrédge. Fiir alle hier in Betracht kommenden Begriffsbildungen besteht
eine weitreichende Analogie zu denen in der eigentlichen Kapitalver-
sicherung vorkommenden, wenn sie auch bei der letzteren unter wesent-
lich allgemeineren Voraussetzungen erhalten werden. Es sei daher zum
Abschlu dieses Abschnitts iiber die Zinstheorie das auf spitere Be-
trachtungen Beziigliche kurz zusammengestellt, zumal sich alles aus dem
bisher Gesagten ohne weiteres ergibt.

Die einmalige Barzahlung fiir eine nach # Jahren fillige Summe I
sei unter Zugrundelegung eines Zinssatzes ¢ mit Az; bezeichnet. Erfolgen
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die Zahlungen aber zu Beginn der aufeinanderfolgenden gleichen Zeit-

intervalle in gleich hohen Betrigen, so seien diese bei ganzjdhriger
Zahlung mit Py, bei mteljahriger Zahlung mit P%”) bezeichnet. Wir
nennen diese Zahlungen die Eimmalprimie bzw. die laufenden Primien
fir die Sparsumme 1. Es ist dann offenbar

Azi(x +9)* =1,
Azp=v" (57}
Und weiter
Polx+o"+ (x4 + ...+ @ +9))=1,

woraus sich
I

Pp=—— (58)

Sp1]— 1

ergibt. Nachdem aber der Barwert der laufenden Primien auch durch
Py ag1= Ay

gegeben ist, erhilt man auch
v‘n
P ”J - —a;_l—. (59)
Der Barwert der durch » Jahre aus der Einheit flieBenden ganz-
jahrigen Zinsen ist ag - ¢ oder auch az - d, wenn an Stelle von 7 am Ende

der Jahre d am Anfang der Jahre vergiitet wird. Hieraus folgt

I=ag (d-+ Pp)
und damit
Pp=-"—d=—' 4
7 o a P — a (60}

In der Tat gelten fiir den Ausdruck (58) auch die folgenden Umformungen

I _ I _ v
Sm—l (I-f-t)s,ﬂ (1+z)aﬁ—|
P I—1a- 1
=2 - "l S A
] & ¥

Unter der Annahme mteljihriger Zahlung der Primie aber erhilt man

n
P:TrT)z 1 : m 1 fm)
— ()" s —— 4
m n| m "
' (61
tmlr—om)
_— —_— m
= ~m m\I v .
a

Fiir den Grenzfall m — oo, also fiir kontinuierliche Zahlung der Primien
ergibe sich

Pp=— =2 =14 (62)
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Nach einer frither gemachten Bemerkung 148t sich aber die unter-
jahrig zahlbare Zeitrente als ganzjihrig zahlbare Zeitrente auffassen, bei
welcher bei Vorhineinzahlung zu Beginn der ganzjahrigen Intervalle der
Barwert der ein Jahr betreffenden unterjihrigen Zahlungen in Betracht
kommt. Es ist daher

a;i"’): ag]- a%‘ )

wihrend man durch den direkten Ansatz

I m—1
(W__L( P )_ I I—v
ag = I4fov™m4 ... v ™ = +
1—ov™
x i (63)
_d 1 _d1+(1+¢)m_1_d1+ﬁ
T m N E2 = F
() @ 9™ —r

erhilt. Der fiir den Beginn des Jahres berechnete Zinsenverlust bei
mteljihriger Zahlung ist aber durch

% P:,m) KI—%J%) + (I—U%> + ... +(I—vm7—£)] = P(in)(l —a(ln))

gegeben, so daB sich
(m) (m) (m)
P = m—f—Pn—‘(I—a—)

n] 1|

ergibt. Demnach im Hinblick auf (63)

m _ P i
Py =~y = Pa———- (64)
()
Fiir kontinuierliche Zahlung aber ergibt sich aus (64)
5 é
Pa) = P (65)

Bei Betrachtung des Prozesses der Kapitalansammlung im Wege der
Zahlung von Primien und unter Riicksicht auf die Wirkung des Zinses
ergibt sich eine fiir alles Folgende sehr wichtige GroBe, die wir Primien-
reserve, Deckungskapital oder Deckungsriicklage nennen.

Sie entspricht fiir einen innerhalb der Dauer ¢ liegenden Zeitpunkt —
¢ sei ganzzahlig angenommen — einfach den vom Beginn bis zu diesem
Zeitpunkt aufgezinsten vereinnahmten Primien. Fiir diese Grofe ist
aber auch noch eine andere Auffassung naheliegend. Denn offenbar muf3
der Betrag dieser Pramienreserve zum Zeitpunkt ¢ im Verein mit dem Bar-
wert der noch fiir die Dauer »—¢ zu zahlenden Primien gerade hinreichen,
um den am Termin # zur Auszahlung gelangenden Betrag 1 sicher-
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zustellen. Man nennt die erstere Auffassung die retrospektive, die zweite
die prospektive Definition der Priamienreserve. Wird diese mit V7
bezeichnet, so erhilt man im ersten Falle

o P (s 1) — I 5
tan Pn|(5t+1| I) 5m__1 S’T]' (66)
Im zweiten aber ergibt sich
V="t — Prjazg=. (67)
Weil aber
Mt =1 —ia, = I—daz=
und daher

Vai=1—(Pa+ 4) &=,
so erhdlt man wegen

I
s =——4d
n| an_l
auch
e
=
Vi =1— 2=t (68)
n|
Aus der letzteren Formel aber ergibt sich
~
N L 3 s 1
¥ al ¥ Sl

womit die Identitit der beiden Darstellungen der Pramienreserve nach-
gewiesen ist.

Bei Vorliegen unterjahriger Pramienzahlung sind genau analog ge-
baute Formeln zu erhalten. Nicht ohne weiteres zu iibersehen ist aber
die Tatsache, daB fiir mteljihrige Zahlung und ganzjihrige Zahlung der
Priamien die Pramienreserven nach einer ganzen Anzahl von Jahren
einander gleich sind. Dies folgt jedoch sogleich aus der Rechnung

I
vl = PO (1 + i)™ s

t n] t]

I

(1449)™ s%n s(tl’r) 7] (69)

= = = — = tV”—_‘

T

(x+)™ sy nl

Aus den Formeln
Pa= g = T I
- .

folgt ohne weiteres, daB3 eine Verminderung der Zinsrate eine Erhéhung
der Pramien bewirkt. Fiir die Pramienreserve ist die Abhiangigkeit vom
Zinssatz nicht so leicht einzusehen. Wenn man aber von der Darstellung

WVay=(1+19) Py= (70)

al
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Gebrauch macht, so folgt

a a

n—1| “n-—z2{ . an—t]
a a

A=t .
a

I—, Vo= —— — e
n| n| n—1]| n—t+ 1|
= (I — 1VrT;) (x —1Vm) R ¢ —le)

Aus (70) folgt aber sogleich, daB eine Abnahme der Zinsrate eine Zu-
nahme der Primienreserve nach einem Jahre bewirkt. Die Produkt-
darstellung fiir das Komplement der Pramienreserve 148t dann erkennen,
daB die Primienreserve bei abnehmendem Zinssatz zunimmt.

Fiir kontinuierliche Primienzahlung und Verzinsung gelten die Re-
lationen

5 = > i 3 I = -
Pgy.dgy=e°n, P,ﬂ:P,TJg, ani:?n_i_a’ Py S =1.
Fiir die prospektive Pramienreserve erhialt man
7 ) 5 eyl
Vai=v"t— Py =1— (P,ﬂ + 6) O] = I———g_l”
n
_ ~ —8(n—t) ~ _ - 71
I k= s B LA 7
%l Tl agot Sal
und fiir die retrospektive Primienreserve
_ dt S
el — 1 7
V= Pa——5— = . (72)

*nl
Die Gleichheit der beiden folgt auch aus der Definition der retrospektiven

Primienreserve
¢

tI7,7[ = Rﬂ S eft-ads
o
im Verein mit der fiir £ = » geltenden Relation
. 7
I= Py S =9 ds,
(]
Denn aus beiden folgt nach Multiplikation der zweiten mit v*~* und Sub-
traktion

n
net Y P | gt gs — P bt L =" p g
Wt — Ve = Pre®t| e7%0ds = Py’ —————— = P15
i

Vaj = vt — Prap=.

II. Sterblichkeitstheorie.

§ 9. Allgemeines.
Die Bewertung von Zahlungen, die zu verschiedenen Zeitpunkten er-
folgen, wird im Rahmen der Zinstheorie unter Berticksichtigung einer
einzigen Rechnungsgrundlage, des Zinses, vollzogen. In der Lebens-
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versicherungsmathematik stehen aber alle Bewertungeén von filligen Be-
trigen noch unter dem Einflu} einer zweiten Rechnungsgrundlage, indem
hier alle Zahlungen auch von der Bedingung des Erlebens eines bestimmten
Termins oder von dem Ableben innerhalb einer bestimmten Zeitspanne
abhingig erscheinen. Es ist also hier neben dem Zins als erster Rechnungs-
grundlage auch die Sterblichkeit als zweite Rechnungsgrundlage zu beriick-
sichtigen.

Um die letztere der formelméiBigen und numerischen Berechnung zu-
ginglich zu machen, ist es zweckmiBig, gewisse MaBzahlen der Sterblich-
keit zu benutzen, welche in verschiedenster Art Verwendung finden. Sie
sind aber alle auf ein einziges FundamentalmaB zuriickzufiihren, welches
wir als Erlebenswahrscheinlichkeit bezeichnen. Wenn eine Person,
welcher wir das Alter x zuschreiben, mit (%) bezeichnet wird, so de-
finieren wir dieses MaB wie folgt:

Fiir alle positiven Werte #, y, fiir welche ¥ =< y < o ist, wird die
Wahrscheinlichkeit, daBl (x) das Alter y erlebt, durch eine Zahl (x,y)
gemessen, die von x und y abhingt.

Hierbei bedeutet w ein Grenzalter, von dem man aus der Erfahrung
weiB, daB es niemand erlebt, und welches man auch ins Unendliche riicken
lassen kann. Es ist daher weiter anzunehmen:

Die Wahrscheinlichkeit p (¥,w), daB (x) das Alter w erlebt, ist o.

Wenn es sich aber um zwei verschiedene Personen der Alter x und #’
handelt, dann soll auch gelten:

Die Wabhrscheinlichkeit # (x,y), daB eine Person des Alters x das
Alter ¥, und die Wahrscheinlichkeit ¢’ (x',9’), daf} eine Person des Alters x’
das Alter 9’ erreicht, sind voneinander unabhingig.

Nachdem aber die Lebensversicherung nur im Rahmen einer méglichst
groBen Gesamtheit gleichartiger Personen moglich ist, definieren wir
diese Gleichartigkeit durch die weitere Forderung, da diese dann an-
genommen wird, wenn fiir irgend zwei Personen dieser Gesamtheit

p (%) =2'(*,)

erfiillt ist, sobald x = %' und y = y'.

Aufgabe der statistischen Forschung ist es, fiir die so definierten
Uberlebenswahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Alter Werte zu er-
mitteln, die zur Beurteilung der in einem bestimmten Versicherungs-
bestand zu erwartenden Sterblichkeitsverhdltnisse tauglich erscheinen.
Sie hat die aus den fortlaufenden Beobachtungen zu ermittelnden Erfah-
rungen mit der verwendeten ,,zweiten Rechnungsgrundlage* zu vergleichen
und aus den systematischen und zufilligen Abweichungen der beiden die
Schliisse iiber den Wert der verwendeten Rechnungsgrundlage zu ziehen,

Die eingefiihrte Definition der Uberlebenswahrscheinlichkest hat natiir-
lich nur den Charakter einer Rechnungsregel unter der Voraussetzung
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einer Gesamtheit gleichartiger Personen, niemals aber den einer Aussage
iiber ein bestimmtes einzelnes Individuum. Aus der Uberlebenswahr-
scheinlichkeit $ (x, y) 1it sich aber auf Grund der Regeln der Wahr-
scheinlichkeitstheorie sofort der Begriff der Sterbenswahrscheinlichkest er-
halten. Ist nidmlich g (x; ¥, 2) die Wahrscheinlichkeit, da (x) zwischen
den Altern y und z stirbt, so ist diese Wahrscheinlichkeit durch

q(*;9,2) =p (%) —p (%2 (1)
gegeben. Und fiir den speziellen Fall y = x, 2 = x 4+ 1 erhilt man
Go=q(* %2+ I)=1I—p(%,2+1) =1—5p,

wo p, die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB (x) das Alter x4 1 erlebt,
und ¢, die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB x nach Erreichung des
Alters x aber vor Erreichung des Alters x -+ 1 stirbt. Hierbei gilt

P (%, %) =1
In Relation (r) muB die rechte Seite positiv sein und es gilt daher
p (% 2)
P <.
pmy) =7

Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten folgt daher auch,
daB :

P (%2

P %)
die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daB y das Alter z erlebt. Es ist daher
Pl — 0.9, (@)

Der Ausdruck (2) ist daher von x ganz unabhingig, und wenn C eine
Konstante bedeutet, so kann fiir einen beliebigen Wert x, auch gesetzt
werden

b (%0, ) = CL().
I(y) ist dann eine positive, mit y nicht zunehmende Funktion von y, die
fiir y = @ verschwindet. Es ist daher auch

P(.0) =305 3)

Die Funktion / (x) heiBt die Zahl der Lebenden des Alters y. Sie hat hier
nur die Bedeutung einer rechnerischen Hilfsfunktion und braucht keines-
falls ganzzahlig zu sein. Bedeutet daher p (%, y) die Uberlebenswahrschein-
lichkeit, so existiert eime positive, micht zumchmende Funktion I (y) des
Alters vy, genannt die Zahl der Lebenden des Alters vy, so daf

Ly) =2 (%) 1x).
Die Funktion / (y) definiert die fingierte Absterbeordnung der Lebenden
des Alters x. Nach ihrer Ableitung stellen wir fest, daB /(x) nur bis

Berger, Lebensversicherung, 3
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auf einen konstanten Faktor bestimmt ist und daB / (x) mit wachsendem x
nicht zunimmt. Uberdies ist / (x) niemals negativ. Denn aus p (¥, y) = I
folgt I (y) <! (») und aus p (%, y) = o, daB /(x) nur positiv oder nur
negativ sein kann. Fiir das Grenzalter w aber gilt p (w, ® 4+ m) =0
und daher auch

l(w-+ m)=0, m=o.

Aus  (w) = I (w + m) ergibt sich daher / (w) = o und allgemein / (x) > o.

Wir fragen nun nach der wahrscheinlichen Anzahl der Uberlebenden
des Alters vy, die aus einer Anzahl L von Lebenden, denen das Alter x
zukommt, hervorgehen. Ist dann ¢ (#) die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB das Alter y von » Personen erreicht wird, so ist die gesuchte Anzahl

durch
n=1L

Dlngn)

n=2o0o

gegeben. Weil aber
pi) = (5)p"x—p)F" p =1 (%)

so ergibt sich

211,( ) pr(x—p)k—r=L.p. (4)

Damit ist auch die Anzahl der aus L im Altersintervall von x bis ¥
Sterbenden mit
La—p =L.q
bestimmt. Die Wahrscheinlichkeit
g=qxy)=1—p (%)) =1—p
gilt sonach dafiir, daB ein x-Jahriger das Alter y nicht erreicht.

FaBt man die Wahrscheinlichkeiten $ und ¢ als Grenzwerte von Be-
obachtungsdaten auf, die durch ein statistisches Verfahren erhalten
wurden, so gilt, wenn D die aus L Lebenden des Alters x im Alters-
intervall von x bis y hervorgegangene Anzahl der Toten bezeichnet,

. D . L
lim =9 lim
L—® L->w
Fiir die Beurteilung der Zuverlissigkeit der Werte p und ¢ sind im iibrigen
die Theoreme der Wahrscheinlichkeitstheorie (Sitze von TCHEBYCHEFF,
Ber~NoULLI) maBgebend.

— D . D
T :I—ngllfz:['—q:p' (5)

§ 10. Die Absterbeordnung.
Aus dem Inhalt des § g geht hervor, daB die Ermittlung der Wahr-
scheinlichkeiten p und ¢ gleichwertig ist mit der Ermittlung der Anzahl
der Lebenden L (x -+ #) des Alters %+ ¢, die aus L (x) Lebenden des
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Alters x im Zeitintervall ¢ hervorgegangen sind. Es handelt sich also um
die Bestimmung der Werte L (x 4 £), ausgehend von einer Gesamtheit
L (x) fiir jedes ¢, wobei x < x + t = w. Mit w ist wieder das Grenzalter
bezeichnet, iiber welches hinaus Lebende nicht mehr in Betracht kommen.

Nimmt man an, da man imstande ist, im Wege von Volkszdhlungen
und der Fiihrung von Totenregistern zu ermitteln, wie die Zahlenfolge
der L (x), ausgehend von einer Gesamtheit L (o), gleichzeitig geborener
Personen verlduft, dann wire durch eine solche Zahlenfolge die Absterbe-
ordnung oder Dekremententafel der Lebenden fiir eine ganz bestimmte
Generation von gleichzeitig Geborenen erhalten. Beschrinkt man sich
hierbei auf ganzzahlige Werte von x, so wiren die Werte L (1), L (2), ...,
L (w) durch jihrliche Auszdhlung der noch vorhandenen Lebenden, die
aus L (o) hervorgegangen sind, zu erhalten. Dasselbe wire zu erreichen,
wenn fiir die einzelnen Altersklassen die aus L (0) hervorgegangenen
Toten festgestellt wiirden, demnach in den aufeinanderfolgenden Jahren
die Zahl der Gestorbenen, denen dann ein Alter zwischen x und x 4 1
zuzuschreiben ist, statistisch erhoben wiirde. Wird diese Anzahl mit
D (x) bezeichnet, so ergeben sich zwischen diesen Zahlen und den Zahlen
der Lebenden L (x) die Beziehungen

Dx+m)=L(x+ m)—L (x+ m- 1) (m ganzzahlig), (6)
SDARN=LW—L@+mto,

und weil fiir x -+ m > w

Lix4+m=D(x+m=Dx+m+1)=...=0,
so ist auch
YD (x+ k=L (x). (?)

Hieraus ist zu ersehen, daB sich die Zahlen der Lebenden L (x) auch
aus den Totenzahlen D (¥) entnehmen lassen. Ein solches Verfahren fiir
die Ermittlung der Absterbeordnung einer Generation hitte aber, ganz
abgesehen von der Unmadglichkeit seiner Durchfiihrung, auch kaum einen
praktischen Wert, da sich hier die statistischen Ermittlungen auf einen
sehr langen Zeitraum erstrecken miiten und daher von den sikularen
Anderungen der Sterblichkeitsverhiltnisse beeinfluBt wiren. Fiir die Er-
hebung der MaBzahlen der jetzigen Sterblichkeitsverhiltnisse kdme
daher ein solches Verfahren keinesfalls in Betracht.

Will man daher im Wege einer Absterbeordnung zu einer Darstellung
der gegenwirtigen Sterblichkeit einer Gesamtheit gelangen, so kann dies
offenbar nur so geschehen, daB man die Sterbens- oder Erlebenswahr-
scheinlichkeiten von gleichzeitig Lebenden ermittelt und aus ihnen eine

3‘
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Absterbeordnung herleitet, der dann natiirlich nur ein rein formaler Wert
zukommen kann,

Sind demnach fiir eine Gesamtheit gleichzeitig Lebender die Erlebens-
wahrscheinlichkeiten # (0, #) oder, was wegen der Relation

py)=0p02)p(xy), o<x<y

auf dasselbe hinausliuft, die einjihrigen Erlebenswahrscheinlichkeiten

p(x—1, %)

fiir alle ganzzahligen x ermittelt, dann gilt wegen

Lix) =1()p (0, %)

auch

L0 =1(0) dp (x—1, ), ®)

wobei [ (0) fiir Alter o beliebig angenommen werden kann.

Nur die auf Grund der Sterbenswahrscheinlichkeiten gleichzeitig
Lebender ermittelte Absterbeordnung hat fiir unsere Zwecke Bedeutung.
Hierbei kann das untersuchte Material aus der Gesamtbevélkerung oder
aus versicherten Personen entnommen sein. Im Rahmen einer solchen
Absterbeordnung werden dann die Anzahl der Lebenden fiir die einzelnen
ganzzahligen Alter mit /,, die Anzahl der Toten fiir die einjihrigen Zeit-
intervalle mit d,=1,—1,.,, die einjihrigen Sterbenswahrscheinlich-
keiten mit

dy l_,‘, _ lm+ 1

=7 =,

und die einjdhrigen Erlebenswahrscheinlichkeiten mit

P = la;+1 =I1—{qs
@
bezeichnet.
Fiir ein nicht ganzzahliges Alter x 4 ¢, wobei 0 <# < 1, hat die (8)

entsprechende Relation
et =1(0)p (r, 5+ O TP (x—1,

erst nach Festsetzung der GroBe ¢ (¥, ¥ + ¢) einen Sinn, da doch die
Absterbeordnung nur die beziiglichen GréB8en fiir ganzzahlige x ausweist.
Anders ist dies natiirlich, wenn fiir die Zahlen I (x) oder ¢ (o0, %) ein fiir
jedes in Betracht kommende % zumindest innerhalb eines bestimmten
Altersintervalls geltender mathematischer Ausdruck zur Verfiigung steht,
durch den dann innerhalb des genannten Intervalls die Anzahlen der
Lebenden oder die Erlebenswahrscheinlichkeiten fiir jedes x definjert
sind.
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Die Absterbeordnung enthilt die Zahlen der Lebenden 7, fiir alle in
Betracht kommenden ganzzahligen Alter x. Es ist aber klar, da8 fiir
einen bestimmten Zeitpunkt fiir eine gegebene Gesamtheit von Lebenden
die Anzahl 7, aller Personen, denen zu diesem Zeitpunkt das exakte
Alter x zukommt, durch statistische Erhebungen nicht festgestellt werden
kann. Wohl aber lieBe sich fiir diesen Zeitpunkt die Anzahl der Lebenden
der Gesamtheit ermitteln, denen ein Alter zwischen ¥ und x + 1 zuzu-
schreiben ist. Man sieht wieder, dafl auch aus diesem Grunde der
Absterbeordnung der [, rein formale Bedeutung zukommt. In
diesem Sinne spricht man auch von einer fingierien Absterbeordnung
der Lebenden.

Zur Ermittlung der Anzahl der Lebenden, denen ein Alter zwischen %
und x -+ 1 zukommt, macht man von der Annahme Gebrauch, daB sich
die Geburten gleichmiBig iiber die Jahre verteilen und sich an den
Sterblichkeitsverhéltnissen der betrachteten Gesamtheit im Laufe der
Zeit nichts dndert. Bei gleichmiBiger Aufteilung der Geburten ist aber
die auf das unendlich kleine Zeitintervall d¢ entfallende Geburtenzahl
durch /,d¢ gegeben. Die auf ein ganzes Jahr entfallende Geburtenzahl
ist dann wieder /,. Unter der Annahme, daB fiir eine lange Reihe von
Jahren stets /, Geburten zu verzeichnen sind und sich an den Sterblich-
keitsverhiltnissen nichts dndert, werden demnach von /,d¢ Geborenen
das Alter x -+ ¢ eine Anzahl von 7, ,d¢ Personen erleben, wobei wieder x
ganzzahlig und o< ¢ < I angenommen sein soll. Eine statistische Er-
hebung aller zwischen den Altern # und x -+ 1 stehenden wird daher fiir
einen bestimmten Zeitmoment die Zahl

I

L,= glw+tdt (9)

o

ergeben. Den so zusammengefaBten Anzahlen der Lebenden L, kommen
alle Alter zwischen x und x -+ 1 zu. Wir sind damit in Ubereinstimmung
mit der Anzahl der Toten d,, die zwischen den Altern » und x4 1
hervorgehend aus /, Lebenden beobachtet werden und denen daher eben-
falls ein Alter zwischen x und x -+ 1 zuzuschreiben ist.

Man kann dem Ausdruck (9) noch einen anderen Sinn beilegen. Denn
der Integralausdruck bedeutet die von der Gesamtheit der Lebenden,
denen ein Alter zwischen x und x + I zukommt, im Laufe eines Jahres
durchlebte Zeit. Die Zahl L, bedeutet daher einen Mittelwert, wenn
angenommen ist, daB jede dieser L, Personen ein Jahr zu durchleben hat.
Auf die mittels der L, zu bildenden statistischen Mafzahlen wird im
nichsten Paragraphen zurtickzukommen sein.

Auf Grund der Relation (9) wiren die GréBen L, nur unter der Vor-
aussetzung zu erhalten, daB die /, durch einen integrierbaren mathe-
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matischen Ausdruck gegeben sind. Unter der Annahme, daB sich die
Todesfille gleichmiBig auf die einzelnen Jahre verteilen, erhilt man die
Néaherung

I

: (x0)

ein Resultat, auf welches die Praxis in der Regel zuriickzugreifen hat.

§ 11. Die Sterbetafel und die SterblichkeitsmaBe.

Aus den Resultaten des § 1o geht hervor, daB die Kenntnis der
Sterbenswahrscheinlichkeiten g, oder der Lebenswahrscheinlichkeiten p,, fir
alle Alter etwa von o bis 100 ohne weiteres die Ableitung der Absterbe-
ordnung der I, zuliBt. Man hat nur zu diesem Behufe von einer willkiir-
lichen Basis oder Wurzel der Tafel, etwa /, = 100000 auszugehen und
hieraus die fortlaufenden Zahlen /, und damit auch die Zahlen 4, durch
fortgesetzte Multiplikation mit den einjihrigen Erlebenswahrscheinlich-
keiten p, zu erhalten. In der Regel wird eine solche ,,Sterbetafel’* noch
durch eine Reihe anderer, fiir die Praxis zweckdienlicher MaBzahlen fiir
die Sterblichkeit erginzt. Dazu kommen dann noch Tabellen, welche
die Erlebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten nicht nur fiir die ein-
jahrigen Zeitintervalle, sondern fiir eine beliebige ganzjihrige Dauer ent-
nehmen lassen.

Werden die Zahlen der zwischen den Altern x und x 4 1 Verstorbenen
und die Zahlen der Lebenden, denen ein Alter zwischen x und x 4 1
zukommt, aus den Totenregistern bzw. aus den Resultaten der Volks-
zdhlungen erhalten, so ergibt sich als einjdhriges SterblichkeitsmaB fiir
das Alter x das zentrale Sterblichkeitsverhiltnis m,. Es ist definiert durch

d dy 24g

My = -2 = = , II
@z 2 x
withrend umgekehrt
2m
9 = 5T ’;w (12)

Hierbei gilt
d 1
pw=1._.qw:I_.l_”=”l—+1; pe+4¢. =1
x x
Unter der Annahme der gleichmiBigen Verteilung der Todesfille iiber
die einzelnen Jahre ist auch
2—my

Pr = (13)

2+my’
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Aus der Dekremententafel der [, sind die Erlebenswahrscheinlich-
keiten fiir beliebige ganzzahlige Zeitintervalle # bzw. # -+ ¢ zu entnehmen.
Man bezeichnet sie mit ,p, bzw. 4P, und erhilt

ﬁ — l:c+n — lac+1 . la:+2 . . lac+7z
nee lac la: lw+1 lw+n—1
me-pw+1* cov Porn-1 (14)
l e 1 1 .
n+tPe = m};ﬁ = ml:"‘ a;::+ = nPz - tPatn-
n

Mit ,g¢, wird die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daB eine xjdhrige
Person im # 4 1ten Jahr ab heute, demnach zwischen den Altern x 4 #
und x 4+ # - 1 stirbt. Fiir diese GroBe ergibt sich sonach

dm+n lm+n da:+n

nlfe = 1, = I, ° Totn = pnPs-9z+n- (15)
Nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitstheorie ist aber auch
lyin—lgin dyin
nlfz = wbe— n+1Pe = arn ] erntl — a;+ . (16)
x x

Die Wahrscheinlichkeit, daB eine Person des Alters x innerhalb der
nichsten # Jahre, also zwischen den Altern x und x + # stirbt, wird mit
(nd= bezeichnet, und es ist

la:—"la:+ﬂ

9z = i = I—npz

x

n—1i n—1 l l
1 J—
ZO: e I 20 T+t I

Die Wahrscheinlichkeit aber, daB das Ableben von (x) zwischen den
Altern x + » und x + # + m eintritt, ist

(17)

l —1
nimfz = orn 7 LANEM — nPe— n+mPus
z
— ? Amfstn = lm+n . lm+n—lm+n+m — lm+n—'la:+n+m
nfe - lmie+n I, loin I, \ (18)
n+m—1 n+m—1t ! p
1 _—
_)_”;tha: I 2"; @+t I,

Der Index 1 wird bei den Erlebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten
unterdriickt. Es ist daher 4, = ¢, und ;p, = p,.

Wenn wir annehmen, daB die [, fiir jeden in Betracht kommenden
Wert von # als Funktion von x definiert sind, dann sind auch die Er-
lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten fiir jedes x und ganz beliebige
Zeitintervalle mitbestimmt. Aus I, Lebenden des Alters x gehen dann
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4+ ym Lebende des Alters x 4 1/m hervor. Die Anzahl der Toten in dem
Intervall x bis x + 1/m ist dann /,— 1, ,/,, und die beziigliche Sterbens-
wahrscheinlichkeit

lp—1 z+ilm

x

Die nominelle Sterblichkeitsvate

le—lot1m m = le—lptiim
m x

ist dann unter der Annahme gebildet, da8 die Sterblichkeit des xjihrigen
fiir das ganze Altersintervall von x bis x 4 1 dieselbe ist wie im ersten
Jahres-mtel von x bis x 4 1/m. Lassen wir m iiber alle Grenzen wachsen,
so erhilt man

: lx—£m+1lm — 1 dl, _ d —

lim ST T, ax _—Wlogl“_‘u”

x

m-—>o _I_lz
" (z9)
dl, .
-, = Pad %; (log = log,).

Man bezeichnet das so erhaltene SterblichkeitsmaB u, als Sierbens-
intensitit oder Sterblichkettskraft. Die Anzahl der Toten fiir das unendlich
kleine Altersintervall von x bis x + dx ist dann durch —dl, =/ pu.d,
definiert. Nattirlich ist das negative Zeichen bei der Ableitung der 7,
auf den Umstand zuriickzufithren, da [/, eine niemals zunehmende
Funktion ist.

Fiir das Altersintervall von x - ¢ bis x -+ ¢ 4 d¢ ergibt sich als An-
zahl der Toten [/, 1, d¢, und die Anzahl der Toten d,, fiir das Alters-
intervall von x bis x 4 1 ist daher

dy = Slz+t.ux+tdt' (20)

Hieraus erhilt man fiir die Sterbenswahrscheinlichkeit

I

0o = “;;Slz+t,“‘m+tdt = Sﬂbzﬂzﬂdt. (21)

o

Die Sterbensintensitit p, hat nicht dem Charakter einer Wahrschein-
lichkeit, somndern den einer Wahrscheinlichkeitsdichte. Fiir die Wahr-
scheinlichkeit des Ablebens von (x) im Altersintervall x - ¢ bis
%+ t+dt ist der Ausdruck p, p.+¢d¢, woraus wieder durch Inte-
gration von o bis 1 fiir die Sterbenswahrscheinlichkeit der Aus-
druck (21) folgt.
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Da das Ableben von x auf der Altersstrecke von x bis w erfolgen muB,
so gilt unter Riicksicht auf s, =o fir x +¢>w

D—2

8 tpm.ux+tdt =\ Pe lott at

Ot g

_ 1 | digys .
_—l—mg—rt dt = 1.
o
Ganz analog erhilt man jetzt

n+1 n+1
' 1 ( di
nfz = Stp:c;uw+tdt = “Tg%dt
©
n n
— lm+n_l:c+n+1 — dac+n
lx Iy
und
n4-m

! —1
nimde = gtpw,u':c+tdt = -m—lmiw—m

x
n

Aus der Definition der Sterbensintensitit
d a
,um='—7710glm ﬂm+t=—“7t‘1°glx+t

folgt durch Integration zwischen den Grenzen o und ?
¢

l
tog f5t = — | . at
e o
und
t
- S by gt
he=c¢° (22)
und speziell fir ¢ =1
I
I - S By gt
o

Iog{Jm=—§,u¢+tdt, Ps=c¢

Aus (22) folgt aber
t

- S/‘a:+t‘“

loyve=1se °

Ist y, mit ¥ monoton wachsend, eine Annahme, die fiir den gréfSten
Teil der Sterbetafel zutrifft, dann ist fiir g, > & >0, wo « eine Kon-
stante bedeutet, nach Relation (22)

Py = €% (23)
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und daher auch
la:+t é lac e,
Aus (22) folgt dann aber auch fiir einen Mittelwert & des Alters zwischen %
und ¥+ 1
Pr=-—e% und g,=1-—e Y.
Unter der gleichen Voraussetzung iiber u, folgt aus der Relation

—logp, = colp, = S/‘m—f—tdt

o

Pa = cCOlpy S gy (24)
und wegen
col py = —10g (T—ga) = gu +  Gu? + ~ 0>+ ...
<Qw+qm2+q:c3+ e = Iizqw :‘%
auch
gy < col pg Z—Z,

woraus sich im Hinblick auf (24) auch

o1 < Mo <= (25)
ergibt.

Fiir die numerische Berechnung der u, aus den Werten der /,, oder 4,
wird in der Praxis allgemein eine Ndherung auf Grund der Darstellung
der /, durch eine Parabel vierter Ordnung verwendet. Fiir vorliufige
Zwecke geniigt wohl auch oft die Approximation mittels der Niherung
des Differentialquotienten durch

i{%ﬂ = [f(x+1)—f(x—1)],

aus welcher sich

_ dly 1 Uy y—lyyr _ g1t dg
Mo =""7% 1, 21, - 21, (26)

ergibt. Ist aber niherungsweise
ly,=a-+bx+ cx®+ dx®+ ext, (27)
dann ergibt sich fiir die Ableitung

dlg =b+42cx+ 3dx%+ 4cx%

dx

und wenn das Koordinatensystem in den Punkt x verlegt wird

(a2),=
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und weiter
li=a—b+c—d+He,
lyy=a+t+b+c+d+te
by—ly,=—2b—24d,
|l ,=a—2b+ 4c—8d+4 16e,
lyo=a+2b+4c+ 8d+ 16¢,
I_g—1l,,=—4b—164d
und daher
8(l_1—1ly) =—16b—164,
8U_1—1ly)—(_s—1y) =—120b

Es folgt sonach
1 dl I
po=—(1, a2 ),=— (L)

und man erhilt fiir die Sterbensintensitit u, den angendherten Ausdruck

w 8(g—1—lgt1) — (g lyt9)
z ( 1 +]:.[21z 2 + 2 (28)
und auch
~ dg—1+8p) —(dy_p+dpy
Y 7 1 )12 li 2 1) . (29)

Unter Zugrundelegung von Parabeln zweiter oder dritter Ordnung wiirde
sich fiir g, ganz analog ergeben
Be = lw—l-lw-l—l ={Ge
x
und
~ lzm1—lss1
Mg = —LEE—
Nimmt man tiber die einzelnen Intervalle von x bis x -- I lineare
Anderung der u, an, so gilt
I
S[,um + t(Hps1— Yz)] at = —;' (B =+ thort 1) = Mg+ 1y
o
so daB auch
col Pe = Mgty
gesetzt werden kann.
Aus der Beziehung

al
T 0r= by A%

folgt durch Integration zwischen den Grenzen x; und x,
£2)

oy — oy = oty A%
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und unter Anwendung des ersten Mittelwertssatzes der Integralrechnung

£ Zy
g by pp 4% = /4,,1_,_9(%_,5‘)5140 dx, o<O<I.
2 Zy

Wird dann der Mittelwert der Sterbensintensitit

B, + 6 (@ —zy) = M (¥, %)
gesetzt, so ergibt sich

3
Slm:uacdx . .
m (%, %g) = ’”‘xz = :; T2 (30)
Slxdx Slxdx
Ty ,

Man nennt die GréBe m (%, %,) den Sterblichkeitskoeffizienten fir das
Altersintervall (x;, x,). Denkt man sich Zihler und Nenner von (30)
durch die Altersstrecke x,— #; dividiert, so steht im Zihler von (30)
eine mittlere Anzahl von im Intervall (x,, %,) auf ein Jahrentfallenden Toten
und im Nenner eine mittlere Anzahl von darauf zu beziehenden Lebenden.
Flir die spezielle Festsetzung x, = %, %, = ¥+ I geht diese GroBe in den
Ausdruck fiir das zentrale Sterblichkeitsverhiltnis m, = d,/L, iiber.

Durch Differentiation von
I

L,= Slac+tdt
o
nach x ergibt sich
b d I
d d d
HL::: = —d—xglwudt = 'd—tglmtdt =lyy1—ly = —dy,
(] o
so daB auch
1 dL
ma!:——f; d;; (31)

gesetzt werden kann. Man erhdlt daher zwischen den GréBen m, und L,

formal dieselbe Relation wie zwischen den GroBen p, und?,. Wird aber unter

der Annahme linearer Verdnderlichkeit der [, im Intervall von x bis x -+ 1
L,= l,,_,_t/!

gesetzt, so ist auch

= 1 dlgyy,

My

= faty, = —logpg.

lx+‘/, dx
Wir vermerken endlich, daB sich aus

lw < La: < la:
auch
A=

Qo < My < ba

ergibt.
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Fiir das Folgende viel gebraucht werden die Ableitungen der Sterbens-
wahrscheinlichkeiten /., nach x# und nach ¢{. Man erhilt fiir die erstere

d d 1 1 d dl,
ztt (lm—ﬁlw+t——lw+t-ﬁ)=tp;c(,u'a;__,uac+t)’ (32)

ax o= 4z I, i

wihrend fiir die Ableitung nach ¢

a gy

%t{)x =d: 1, =—hells+t (33)
erhalten wird.
Es sei nochmals bemerkt, daBl die Sterbensintensitit u, nicht als
WahrscheinlichkeitsgréBe aufzufassen ist. Man entnimmt dies schon aus
dem Umstand, daB z. B. fiir das Alter o diese Gré8e durch

Mo = 11_0 (lo— byy) - 365

approximiert werden kann. In der Tat ist aber fiir dieses Alter die
Sterblichkeit so hoch, daB fiir u, stets ein Betrag > 1 erhalten wird.
Unter der Annahme linearer Anderung von y, im Intervall x bis x + 1

erhdlt man

ﬁm = 6_“x+‘/g.

I I

e =1—pp = Moty — ,l,l.za,_p/n + —6—”’3‘”"'1/2_— N

Setzt man daher mit geniigender Anniherung fiir kleine u,
~ Ha+1/y
Qe = — : L ’
1+ - Hetls

so wird hieraus auch

o = 2 Hat'h

2+ Pyt ’
~ q 2 (I,—1 )
Mo+, = wq_x = l:+ 1::11 (34)

I -
2

erhalten.

Neben den so erhaltenen statistischen MaBzahlen fiir die Sterblich-
keit kommt noch dem Begriffe der wahrscheinlichen Lebensdauer und der
sogenannten Lebenserwartung eine gewisse Bedeutung, wenn auch weniger
im Rahmen versicherungsmathematischer Betrachtungen zu. Man ver-
steht unter der wahrscheinlichen Lebensdauer jenes Zeitintervall, inner-
halb dessen sich die Anzahl 7, der Lebenden des Alters x auf die Halfte
herabmindert. Unter der ferneren mittleren Lebensdauer eines xjéhrigen
aber versteht man die Zeit, die eine xjihrige Person im Durchschnitt
einer groBen Zahl von Beobachtungen noch zu durchleben hat. Die ver-
schiedenen Beziehungen dieser GroBe mit den bereits entwickelten stati-
stischen Sterblichkeitsmassen sollen im néchsten Paragraphen besprochen
werden.
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§ 12. Die Lebenserwartung.

Nach der eben gegebenen Definition ist die Lebenserwartung eines
xjihrigen durch den Ausdruck
O—~T -
&= [pedt = p.at (35)
o o
definiert. Wendet man auf den zweiten Integralausdruck partielle Inte-
gration an, so ist hierfiir auch

Co=t |+ |t bottaredt = [t pupias at
o o o

zu erhalten. Die Interpretation des letzten Ausdrucks aber ergibt, daB
die Lebenserwartung auch als wahrscheinlichster Wert von ¢ aufgefaBt
werden kann, wobei ¢ die Zeitspanne bedeutet, die ein heute xjihriger
kiinftig noch bis zu seinem Ableben im Durchschnitt aller Méglichkeiten
des Absterbens zu den verschiedensten Zeitpunkten vor sich hat.

Wir gelangen zu einer etwas anderen Darstellung der Lebenserwartung
vermittels einer GréBe

@

Tx=2La:+t: S lw+tdt: (352)
° o
~ v d

Hierbei ist die Approximation auf Grund der noch wiederholt auch spiter
zu benutzenden EULER-MAcLAURINschen Summenformel erhalten. Die
T, bedeuten sonach die Aufsummierung aller Lebendenzahlen L, vom
Alter x bis zum hochsten Tafelalter. Die in (35a) erhaltene Annidherung
wird iibrigens auch unter der Annahme linearer Verteilung der Todesfille
auf Grund von

Lo= (b4 lpyy)
2

erhalten. Unter dieser Annahme ist dann auch
I

arL a
dxaa =W8lw+tdt=lw+1““lw="‘d= (36)
und
aT a .
T =—xSlw+,dt=——lx. (37)

Die totale Bevélkerung in der iiber alle moglichen Alter erstreckten
Gesamtheit ist offenbar
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und wenn angenommen wird, daB} bei /, Geburten jihrlich fiir die gesamte
Bevolkerung simtlicher Alter auch /, Todesfille zu verzeichnen sind und
sich an dem Aufbau der Gesamtheit iiber die einzelnen Alter nichts
dndert, so soll von einer stationdren Bevolkerung gesprochen werden.
Setzt man die Gesamtzahl der jihrlichen Todesfille /, in Beziehung zur
Gesamtbevolkerung T, so wird der Quotient /,/T, als Sterblichkeits-
ziffer der Gesamtheit bezeichnet. Im {ibrigen versteht man unter Sterb-
lichkeitsziffer einfach den Quotienten der aus einer beliebig zusammen-
gesetzten Gesamtheit von Lebenden im Laufe eines Jahres hervorgegan-
genen Toten durch diese Gesamtheit. Als Sterblichkeitsmall kommt diese
Ziffer im Rahmen versicherungsmathematischer Berechnungen nur unter
ganz speziellen Voraussetzungen in Betracht, da dieses Ma3 in hochstem
Grad von der Zusammensetzung der Gesamtheit hinsichtlich der Verteilung
der Alter abhingig ist und daher im allgemeinen aus ihm Schliisse hin-
sichtlich der Sterblichkeitsverhaltnisse nicht gezogen werden kénnen.

Fiir die Alter zwischen x und x4 # ist aber die Gesamtheit der Lebenden
n

Slm+tdt =T, —Tyin
°

und die Sterblichkeitsziffer fiir dieses Altersintervall durch
i f. 2 lm+ n
Tm - Tx+n .
gegeben. Fir # = 1 stimmt dann die Sterblichkeitsziffer mit dem zen-
tralen Sterblichkeitsverhiltnis m, = d,/L, iberein.
Unter Benutzung der GroBen T, erhidlt man jetzt

- T
em=iglm+tdt:,—:, (38)

o
wihrend fiir die GroBe

o= Dl = b=y (T ) =a— (9
I I

erhalten wird. Im AnschluB an die englische Bezeichnungsweise soll &,
als wvollstindige Lebenserwartung und e, als abgekiirzte Lebenserwartung
bezeichnet werden.

Aus der Definition der vollstindigen Lebenserwartung

@

€ = Stpa: at

ergibt sich nach (22)
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und im Hinblick auf (23) auch unter der Annahme monoton wachsender

@©
I

g, < ge—t#xdt - (40)
@

und nach (25)

& < (41)

9e—1 )
Fiir die abgekiirzte Lebenserwartung

ez:pw+i21w+t

hingegen erhilt man
€y =Pyt Pulsir

und daher auch die Relation
_ s
pﬁ - T + ew+1 N (42)

Als durchschnittliches Todesalter wird der Ausdruck
- T,
x+t&=x+7"% (43)

der einer Erlduterung nicht bedarf, eingefiihrt.

Neben der Lebenserwartung ist im Hinblick auf die beziiglichen
Begriffsbildungen bei den Leibrenten noch die temporire Lebens-
erwartung und die aufgeschobene Lebenserwartung zu vermerken.
Unter der ersteren versteht man den Ausdruck

n
I

_II_Sledt :T(Tw_TaHn) = in€a (44)
@ x

wihrend die letztgenannte durch
niéa: = np:c . éz+n = éac - Inéa: (45)
definiert ist.

Auch der Begriff des durchschnittlichen Todesalters 148t sich fiir die
Altersstrecke von x bis # 4+ # in Anwendung bringen. Es ist dann jenes
Alter, in welchem im Durchschnitt die fiir die Altersstrecke von x bis
% + » in Betracht kommenden Todesfille zu verzeichnen sind. Da die
Lebenden des Alters x 4 » die Zeitstrecke # durchlebt haben, ergibt sich
dieses durchschnittliche Todesalter mit

% —e= ete " arn (46)

da doch

n
Slz+tdt—‘nlz+n = Tz"'—T:c+n_nlz+n

o
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die von den auf der Altersstrecke x bis x - # Absterbenden im Durch-
schnitt verlebte Zeit bedeutet.

Aus der Definition der vollstindigen Lebenserwartung folgt durch
Differentiation nach dem Alter x

de d ( c
Zs z—xStiﬁmdt:Stﬁz(ﬂm—-ﬂwt)dt:”wew_l' (47)
o o
woraus sich auch
1 1 de, 1 I, -
O e L) “

ergibt.

Die vollstindige Lebenserwartung steht auch mit dem Sterblichkeits-
koeffizienten in einer sehr einfachen Beziehung, sofern dieser auf das
Altersintervall (x, w) bezogen wird. Denn dann gilt

m (%, w) = = o _ %. (49)

V:c+tdt e
o

Es ist demnach fiir das Altersintervall von x bis zum Tafelende der
reziproke Wert der vollstindigen Lebenserwartung stets gleich dem be-
ziiglichen Sterblichkeitskoeffizienten. Fiir das einjihrige Altersintervall
(x, ¥ + 1) aber ergibt sich fiir das zentrale Sterblichkeitsverhiltnis
mw—I;_ F IR
Sl:c+tdt

o

(50)

§ 13. Die doppelt abgestufte Tafel.

Fiir die Herstellung einer fiir praktische Zwecke brauchbaren Sterbe-
tafel ist zunichst von Wichtigkeit, daB das Beobachtungsmaterial im
grofen ganzen dem entspricht, auf welches die Tafel kiinftig angewendet
werden soll. Man wird also im Hinblick auf die sikulare Verinderung
der Sterblichkeitsverhiltnisse in der Zeit die Beobachtungen nicht auf
zu lange Zeitrdume auszudehnen haben und hinsichtlich der Homogenitat
des Materials keinesfalls mehr verlangen diirfen, als kiinftig bei der Aus-
wahl der versicherten Risken gewihrleistet werden kann. Fir die Sterb-
lichkeitsverhéltnisse spielt, abgesehen natiirlich vom Alter, die Rasse,
der Beruf, die sozialen Verhiltnisse und vieles andere eine ganz aus-
schlaggebende Rolle. Eine bestimmte Mischung des Beobachtungs-
materials hinsichtlich aller dieser Momente wird daher auch fiir die er-
mittelten statistischen MaBzahlen bedeutungsvoll sein und verlangt bei
der praktischen Verwertung die Anwendung der Tafel unter sonst ver-
gleichbaren Verhiltnissen.

Berger, Lebensversicherung. 4
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Im speziellen wird aber fiir eine Gesamtheit von ausgelesenen ver-
sicherten Risiken eine statistische Basis, die aus der allgemeinen Be-
volkerung abgeleitet worden ist, nicht ohne weiteres entsprechen kénnen.
In der Lebensversicherung werden die zu versichernden Risiken bei
einigermaBen héheren zu versichernden Betrédgen einer strengen Auslese,
Selektion unterzogen, welche sich in erster Linie auf eine drztliche Unter-
suchung des Gesundheitszustandes, der Hereditit, der Krankheits-
anlagen usw. bezieht, aber auch die sonstigen persénlichen und auch
wirtschaftlichen Verhiltnisse zu berticksichtigen hat. Unter der Wirkung
dieser Selektion kann natiirlich keine Rede davon sein, daB die Sterblich-
keitsverhaltnisse der allgemeinen Bevélkerung mit denen von versicherten
Leben ohne weiteres vergleichbar sein kénnen. Daraus folgt iibrigens
noch nicht, daB die Sterblichkeit der allgemeinen Bevélkerung deshalb
im allgemeinen schlechter sein muB3. Denn hier spielen wieder die giinstigen
Sterblichkeitsverhiltnisse unter der lindlichen Bevoélkerung entscheidend
mit, die im Bestande der Versicherungsgesellschaften von geringerer Be-
deutung sein kann. Jedenfalls wird sich aber der EinfluB der Selektion
dadurch bemerkbar machen, daB die Sterblichkeitsraten durch sie fiir
einen lingeren Zeitraum sehr merklich herabgedriickt werden, ein Um-
stand, auf welchen bei der Berechnung der Versicherungswerte ent-
sprechend Riicksicht zu nehmen sein wird.

Neben der Wirkung der Selektion wird aber aus den statistischen
Untersuchungen bei bestimmten Versicherungsarten auch die Wirkung
einer Gegenauslese, Antiselektion der Versicherten hervorgehen. Auch
sie wird hauptsichlich fiir den ersten Zeitraum der Versicherung in Be-
tracht kommen und wird sich namentlich bei Erlebens- und Renten-
versicherungen bemerkbar machen, deren AbschluB8 durch die genannte
Gegenauslese nachhaltig beeinfluBt wird. Die Berticksichtigung der
Wirkung der Auslese und Gegenauslese hinsichtlich ihrer Hoéhe und
Dauer hingt im einzelnen von der Art der Versicherung, aber auch vom
Beitrittsalter des Versicherten ab. Ihre Beriicksichtigung erfordert bei
einer Sterblichkeitsuntersuchung sehr ins Detail gehende Arbeit. Ihr
Ergebnis ist eine Sterbetafel, welche die einzelnen Sterblichkeits-
maBe nicht nur nach dem jeweils erreichten Alter, sondern auch nach
der abgelaufenen Versicherungsdauer auseinanderhilt, so da diese MaB-
zahlen von zweil Variabeln, dem erreichten Alter oder dem Beitrittsalter
und der abgelaufenen Versicherungsdauer abhingig sind.

Man nennt dann eine solche Sterbetafel mit zwei Eingingen eine
doppelt abgestufte oder Selektionstafel und bezeichnet eine Tafel, die die
MaBzahlen nur in ihrer Abhingigkeit vom erreichten Alter vermerkt,
als Aggregattafel. Man wird aber zu vermuten haben, daBl die Wirkung
der Auslese und Gegenauslese nur eine zeitlich beschrinkte sein kann,
ein Umstand, der von den statistischen Untersuchungen bestitigt wird.
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Nach Ablauf einer gewissen Anzahl von Jahren — in der Regel werden
10 als gentigend angenommen — wird daher in dem vorhandenen Ver-
sicherungsbestande die Wirkung der Auslese bereits so verwischt sein,
dafB3 sie praktisch vernachlissigt werden kann. Die Sterblichkeit des
iiber die Selektionsperiode hinaus im Bestande vorhandenen Materials
kann daher wieder nur unter Beriicksichtigung des jeweils erreichten
Alters, demnach im Rahmen einer einfach abgestuften Tafel zur Dar-
stellung gelangen. Man nennt diese Tafel die Schlupftafel.

Fiir die Herstellung der statistischen MaBzahlen einer doppelt ab-
gestuften Sterbetafel werden die Beobachtungszahlen der Lebenden E,
nach den einzelnen abgelaufenen Versicherungsjahren aufgegliedert und
ebenso die Beobachtungszahlen der Toten. Fiir die Anzahl der Lebenden
des erreichten Alters x ergibt sich sonach

E:c = E[x] + E[a;—x]+x + E[a;——z]+z + ..
wobei die Beitrittsalter in eckige Klammern gesetzt werden. Und analog
erhilt man fiir die Anzahl der zwischen dem Alter ¥ und x + 1 Ver-
storbenen

@:c = @[:v] + @[x—x]+1 + @[x—z]+2 + ...
Die nach zwei Eingingen orientierte Sterbenswahrscheinlichkeit ist dann
durch
d
Yz—t1+t = ’;[*w (51)

[x—t] + ¢

definiert. Die Sterbenswahrscheinlichkeit einer aus demselben Material
erhaltenen Aggregattafel miiite sich dann offenbar als Durchschnitts-
wert der ¢j,_y 4. ergeben. Im Hinblick auf die Bedeutung der Ej;_4 4
wiirde daher fiir diese Durchschnittssterblichkeit zu erhalten sein

i % B Me—n4r | Ple—n4s i
Qa; - l E 1 E “ee
[=] z [e—1]+1 z
Erg Epp—n+ (52)
x r—1I I
.| R A I . . R
[=] Ex [g—1]41 Ez

Man erhilt so den Wert ¢, als Durchschnittswert der gp, 44 unter Ver-
wendung der
Fra—n+e
z
als Gewichte. Nur in dem Falle, wo
E
1

P _

l[z] [#—1]+1 7

erfiillt ist, ergibt sich Ubereinstimmung des g¢,’ mit ¢, Hierbei ent-

spricht ¢, der Sterbenswahrscheinlichkeit, die aus dem Gesamtmaterial,

also ohne Riicksicht auf die abgelaufene Versicherungsdauer, ermittelt ist.
4*

[z—1]+1 __ —_
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Unter Verwendung doppelt abgestufter Tafeln werden fiir die einzelnen
MaBzahlen die fast selbstverstidndlichen Bezeichnungen verwendet:

!
[z +t+1

Paj+e=—7 > P+t + Q@+ =1,
[z]+¢

d[x]+t = l[a:]+t'_‘l[z]+t+1 = l[z]+t ~Gz] +¢
l
[z] +t4+n
ni’[x]+t B T]_-&-t— - p[fﬂ]+t'i)[=¢]+t+x cree 'p[iﬂ]+t+n—1:
z

n
L i ~§“[ac]+t+sd~g
l"[¢]+t:_~‘l 'ﬁ?l[z]+tr np[a:]+t=3 ° ’
[z] +¢

]

€z)+¢ = gsi’[thdS:

(]

~ 8(l[:c:] +i—1 _l[x] +t+x) - (l[a;] +t—z_l[x] +t+ 2)
Hie)+t = 121 .
(=] +¢

Bei Benutzung derselben ist nur zu beachten, dal natiirlich Ausdriicke
mit Indizes [#] — ¢, wo ¢ eine ganze Zahl > o bedeutet, nicht anwendbar
bleiben, weil dann dem Alter [¥] —¢ eine Bedeutung nicht zukommt.

Die MaBzahlen der doppelt abgestuften Tafel gehen nach Ablauf der
Selektionsperiode in die der einfach abgestuften SchluBtafel {iber. Es
gilt demnach fiir eine zehnjihrige Selektionsperiode z. B.:

l[z]+n la:+n

oy =—7—— n<I0; ———, m=I0;
[#] [2]
. d[f‘]‘*"". da:+n,
n‘ﬂ[a:] =T .
[#] [=]
_ l[ﬂﬂ]_l[x]+n . l[a:] lovn
el = — 7 — 7

[#]

III. Die Leibrente und die Kapitalversicherung
auf ein Leben.

§ 14. Erlebensfallversicherung und Leibrenten.

Wenn fiir eine heute xjihrige Person die Zahlung des Betrages 1 in
Aussicht gestellt wird, fiir den Fall, daB diese Person nach Ablauf der
Zeit ¢, also im Alter x 4 ¢ am Leben ist, so hingt der heutige Wert dieser
Zahlung von dem zu veranschlagenden Rechnungszins, aber auch von
der Wahrscheinlichkeit ab, die fiir das Erleben des Alters x - ¢ fiir eine
heute xjahrige Person auf Grund einer Sterbetafel anzunehmen ist. Im
Hinblick auf die Wahrscheinlichkeit 4, und den Barwert der Zahlung v
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ist demnach der ,,versicherungstechnische Barwert” der genannten Zahlung
fiir den Erlebensfall mit

o hy = 0t l@lf‘— (1)
anzusetzen. Dieselbe Frage kann auch so gestellt werden: Welchen Be-
trag hat heute jede einer Gesamtheit von 7, Personen angehérende Person
zu leisten, wenn der so gebildete Fonds vermehrt um Zins und Zinseszins,
nach Ablauf der Zeit £ gerade reichen soll, um jeder der dann noch leben-
den 7, , Personen die Zahlung der Summe I zu gewihrleisten? Man be-
zeichnet eine solche Versicherung mit

Eo=1"p, (2)

und nennt (2) den Erwariungswert der reinen Erlebensfallzahlung.

Eine Folge von solchen Erlebensfallzahlungen fiir eine Reihe auf-
einanderfolgender, meist dquidistanter Termine fiir eine oder auch eine
ganze Gruppe von Personen heiflt Leibrente. Es kénnen hierbei die ver-
schiedensten Festsetzungen hinsichtlich der Zahlung der Rentenbetrige
getroffen werden. Die Rente kann am Anfang der Zeitintervalle, im
vorhinein oder prinumerando, oder am Ende derselben, im nachhinein
oder postnumerando, zahlbar gestellt werden. Sie kann in ganzjihrigen
oder unterjidhrigen Intervallen zahlbar sein oder als kontinuierlich zahl-
bare Rente definiert sein. Die Zahlungen kénnen unmittelbar erfolgen
oder aufgeschoben sein, und sie kénnen sich auf Lebensdauer oder nur
auf einen bestimmten Zeitraum erstrecken. Man spricht sonach von un-
mittelbaren, aufgeschobenen und temporiren Leibrenten unter Bei-
fiigung der vereinbarten Zahlungsweise.

Fiir eine ganzjahrig im vorhinein zahlbare unmittelbare lebensling-
liche Leibrente ergibt sich aus dem Ausdruck fiir die Erlebensfallzahlung
ohne weiteres

Ay =1+ P, . v+ P02 +...

=2t75xvt = 'll;zvlmﬂvt- @)

Erfolgt aber die Zahlung 1 jeweils am Ende der ganzjihrigen Intervalle,
so erhdlt man als Ausdruck fiir den Erwartungswert der ganzjihrigen
Nachhineinrente

Ay =Py U+ opg 2+ ...

© o
I
= 2 th-vt=TZ bys iV
x
I I

Hierbei ist die Bezeichnung a, fiir die prinumerando und a, fiir die
postnumerando zahlbare Leibrente wohl zu beachten. Aus der Definition
der beiden aber erhilt man wegen

4
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P - Pr1= t+1Pz
o ©
Ay :2t+ﬂbx vt = vi’zZti’mﬂv‘ =VPz.8p41,
(] o
a, =1+ a, (5)

Fiir die Vereinfachung der numerischen Berechnungen wurden seit
den Anfingen der praktischen Versicherungstechnik (J. N. TETENS,
G. BARRETT, GRIFFITH-DAVIES, DE MorGAN) Hilfszahlen zur Einfiihrung
gebracht, die als diskontierte Zahlen bezeichnet werden. Man darf nicht
tibersehen, da diese Zahlen nur der numerischen Berechnung dienen,
dafB aber durch ihre Anwendung der sehr oft unmittelbar einleuchtende
gedankliche Inhalt der versicherungsmathematischen Formeln ginzlich
verwischt wird. Sie sind daher offenbar auch nur da am Platze, wo die
numerische Berechnung im Vordergrunde des Interesses steht.

Als diskontierte Zahl der Lebenden bezeichnet man die GroBe

D, =1,v".
Unter ihrer Benutzung ergibt sich fiir die reine Erlebensfallversicherung
@+t

P ‘. lyqg @ _ Dgyy
tEE o l:c v lac ) Uz B DI (6)

und fiir die Leibrente

z+t

) o
o
-]
- 5“ - D, ZD’“”

o

v

Werden die diskontierten Zahlen der Lebenden vom Alter x bis zum
hochsten Tafelalter aufsummiert, so erhilt man

N, :2Da:+t, (8)

woraus auch

a:l-n ZD:c+n+t_‘2D:c+t

folgt. Mit Hilfe der N, schreibt sich die Leibrente auch

(9)

Man entnimmt schon hieraus die auBerordentliche Erleichterung der
numerischen Berechnung, die sich bei Vorhandensein der D, und N, auf
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eine Division zweier diskontierter Zahlen beschrinkt. Fiir die im nach-
hinein zahlbare Leibrente aber erhilt man

-]
I N
= E Dy = 24 10
@ Dm - x+t D;c ( )

Wir vermerken uns noch die selbstverstindliche Beziehung

N:c_N:c+1 =2Dm+t—2Dm+1+t = D,.
o )

Die aufgeschobene Leibrente ist zum erstenmal nach Ablauf von # Jahren
zu Beginn der Jahre lebenslinglich zu zahlen. Sie ist demnach durch

-] 0
I
n|@y = 2 vttpa::T_/‘_;vtla:+t
n 2 n

!
— gn a:+n = FE
=v ; 2 Vipyntt = V" nPsin = nEzzin
lytn

(11)

gegeben. Fiir dieselbe, jedoch im nachhinein zahlbare aufgeschobene
Rente ergibt sich analog

-
n|%z = 2 Vi = —2 vl

n+1 Tt (IZ)

— -U”.li’i_

2, vt la:+n-'—t =" n{)w Ag+n = nE:c Az +n-

a:+n

Mit Hilfe der diskontierten Zahlen erhilt man aber fiir die beiden ge-
nannten Renten

a, = __Dac+t — N:c+n — £m+n . N:c+n . Ean a4 (13)
n — —n n
: Dar; Da: D:c Dw+n
und
D N

a:+t m+n+1 — +n+1 etn+1l __

n|%z = 2, - :ch D - n+1E:caac+n+1' (I4)
nt1 a: x z+n+1

Unter einer fempordiren, im vorhinein zahlbaren Leibrente versteht
man die fortlaufende Zahlung des Betrages 1 zu Beginn der Jahre bei
Lebzeiten des Versicherten, héchstens jedoch #mal, demnach den Ausdruck

n—1
1
ndg = Az, 0] = Zthtp:c:’l_‘Z Vilgyy
z o
-] -]
1 1
— E' E' ¢ —
=0 vtlw+t_’l_' v l:c+t—‘aa:'_'nia:c-
x @ J
o n

(15)
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Fiir die im nachhinein zahlbare temporire Leibrente aber gilt
nx = Qg0 = Ay — |- (16)

Aus den beiden Begriffen der temporiren und der aufgeschobenen Leib-
rente folgt auch unmittelbar der Begriff der awfgeschobenen temporiren
Leibrente. Mit Hilfe der diskontierten Zahlen schreibt man die beiden
temporiren Renten

© «©
.l
n—x ZDm+t""2Dn¢+t
agn= Dot _ "o n _ Na—Ngyn
z,n] = = =
Dﬁ DZ D$
’ (17)
-] 0
n ZDz+t'—"2Da:+t
a T‘—Z Dyyy 1 n+1 _ Not1—Noinsa
T, — - - ’
T Dm D$ DE
wihrend fiir die letztgenannten aufgeschobenen temporiren Renten
Ny n—N
n)mdz = axn D gEntm — n]d2 " n+m|2a
x
(18)
a. — Nac+n+1’_'Nac+n+m+l — . — a
n|m%e = D . = n|lg n+m|%

x
erhalten wird. Im iibrigen folgt aus der Definition die Relation
agn = 1+ @7 (19)
und auch
Az = Agn] + nda- (20)
Bei Anwendung von doppelt abgestuften Tafeln erfolgt die Bildung

der diskontierten Zahlen der Lebenden und ihrer Summen in ganz gleicher
Weise wie bei den Aggregattafeln. Es ist sonach

o0
Dig+e="*"lgvt Niglon= 2 'Digj+6 (21)
k—1 © "
©
N[x] =2D[a:]+t +2, Dy,
o k

wenn mit & die Dauer der Selektionsperiode bezeichnet wird, und daher
auch z. B.

_ _ Niaj—Nigl4n _ Npl+t+n — Nigl+t+n+m
Ag], 0] = " D nim[z]+t = Diaiet . (22)

Wenn die Werte der
D,, N,=2D,, Dy, N =2XDyy

tabelliert vorliegen, so hat man in einer solchen Tafel der ,,Kommuta-
tionswerte”* oder Kommutationstafel ein sehr bequemes Mittel fiir die
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Durchfiihrung der numerischen Berechnungen. In der Regel werden
auch noch die zweiten Summen der D,

S,=XN,=X2D,

mitangefiihrt. Wir kommen spiter hierauf zuriick. Im allgemeinen sind
die Kommutationstafeln nattirlich nur fiir Rentenwerte zu gebrauchen,
wenn die Rentenbetrige simtlich einander gleich sind oder zueinander
in einfachen Relationen stehen. Fiir den Wert einer temporiren, im

vorhinein zahlbaren Leibrente auf die Betrige ¢, ¢y, ..., ¢, _; schreibt
man
n—I
a‘ﬂ?,;[ {e()r 811 ey 5n_1} :thtﬁx (2 (23)
o

Es werden also die verschiedenen Rentenbetrige in der geschlungenen
Klammer explizite aufgefiihrt.

§ 15. Die Kapitalversicherung auf den Todesfall.

Bei einer reinen Ablebensversicherung soll die Summe 1 am Ende des
Versicherungsjahres bezahlt werden, in welchem das Ableben des Ver-
sicherten erfolgt. Der Erwartungswert dieser Zahlung ist dann fiir einen
heute xjahrigen fiir die einzelnen Versicherungsjahre durch die folgenden
Betrige gegeben:

. . . d
Fiir das 1. Versicherungsjahr vl—“’ =04,
x

a 1
»» o 2. ” vz_:;_=v2?a7'q:c+1’
]

=0 Garo

...............................................

d{t+2
I

Man erhilt daher als versicherungstechnischen Barwert oder Erwartungs-
wert einer fiir die Dauer von # Jahren abgeschlossenen tempordren Todes-
fallversicherung den Ausdruck

InAw = TI; (vd:c + vzd:c+1 + v3dm+2 + ...+ vndw“""_l)

n—1 n—t
I
— t4+1 —_— t4+1
———1—2 v+dx+t_‘2 v+t|9m'
% °

Soll aber diese Todesfallversicherung auf Lebenszeit gelten, dann ist der
Erwartungswert fiir # — oo

Ap= - vt dyy, = v+ g, (25)
o o

(24)
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Zur Vereinfachung der numerischen Berechnung werden auch hier dis-
kontierte Zahlen der Toten eingefiihrt, welche durch

Co=v"*1d,, Cpy,=v*+t*1dyy,, M, =2Cm+t (26)
o

definiert sind. Mit ijhrer Hilfe schreibt sich der Erwartungswert der
lebenslinglichen reinen Ablebensversicherung auch

@ @
I . 1 M
o= oy, 20 Mo = 5 Y Core=p% z7)
o o

wihrend man fir die temporire Ablebensversicherung

n—rI @ ®
MAx:j)I:ZcW=7§:<Zcm+t—26w+t) — MeMatn  (o8)
o o n
erhalt.

Natiirlich kann bei einer Ablebensversicherung auch eine Aufschubs-
dauer vorgesehen sein, so da3 die versicherte Summe nur unter der Be-
dingung zur Zahlung gelangt, daB das Ableben erst nach Ablauf der
Dauer # erfolgt. Der Erwartungswert dieser Versicherung ist dann

-]
1 M
nIA:c = D, 2 Cote= s:l
n (29)
— Dac+n Mx+ﬂ J—
=D, "Dy, hederw

Und ganz analog wire fiir eine aufgeschobene und dann temporire Ab-
lebensversicherung im Wege der diskontierten Zahlen

n+m-—1 M M
__r 2' _ Matn " Matnem
nImAac“‘ Dx C:c-l-t D:c (30)
n
=nE:c'[mAac+n

anzusetzen.
Die Anwendung von doppelt abgestuften Tafeln ergibt sich ohne
weiteres durch Definition der beziiglichen diskontierten Zahlen der Toten,

Cloyre =" g1y, Cppy =07+ dyy,

k—-1 @®
Mgy =3 Cray+ e +%'Ca:+t»
o

je nachdem die abgelaufene Versicherungsdauer tgk zu setzen ist,
wobei wieder % die Selektionsdauer bezeichnet. Es ergibt sich so z. B.

(31)

M —Mgins
n\mA[z]= ik D[z]w L n<k, nt+m=k,

_ Mgin—Mzinim n>k
Diz) =
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Fiir die Praxis weitaus die wichtigste Versicherungsart ist die ab-
gekiirzte Todesfallversicherung, gemischte Versicherung oder Ab- und Ev-
lebensversicherung, bei welcher fiir einen xjihrigen Zahlung der Todesfall-
summe bei Ableben innerhalb von » Jahren, spitestens bei Erleben des
Alters x + n vorgesehen ist. Der Erwartungswert ist hier

n—1
Aa:,_l = %(th+ld:c+t + v lm+n>

o

n—1 2
= DI:c (Zcm+t+Dw+n> (3 )

My—M + Dgy
= “ ;;-” sir =]nA:c+nE:c
[2]

und bei Anwendung doppelt abgestufter Tafeln

Mz — Miz)+n + Diz] +n

Apgl,n= Diaj n<k
—_ Mz —Mgin + Deyn n=k. (33)
D x
Fiir eine aufgeschobene gemischte Versicherung aber gilt offenbar
n+m-—1
nlAz,rTq = %(ZC:’:H + Dw+n+m>
R (34)

Mesn—Mgintm + Daxrnim
Dy .

Die diskontierten Zahlen der Toten stehen mit denen der Lebenden
in einer sehr einfachen Beziehung, welche bei der numerischen Be-
rechnung derselben oder fiir Kontrollzwecke der Rechnung stets ge-
braucht wird. Es ist

Cm=vx+1dw=vm+1(lw—lw+l) szw—Dw+1 (35)
und auch

an:ﬂ =M,= 'UZDwH—ZDmHH

(36)
=uyNy,—N, =D, +N,(v—1)=D,— (1— 1) N,.
Fiir die lebenslingliche Ablebensversicherung folgt hieraus
Ay =1—(I1—v)a,=1—da, (37)

wobei an die aus dem ersten Abschnitt geldufigen Relationen

I—y=d=""21— L
Y%= r 141
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erinnert sei. Fiir die Versicherung auf Ab- und Erleben aber erhilt man

A —— Mg—Mgin+ Dgyn
z, 1_ Da:
:I’—(I_v)am_nEa:[I_(I—v)ax+n]+nEa: (38)
=I—(I—v)a,z=I—da,5.

Zu den Formeln (37) und (38) ist zu bemerken, da die Ausdriicke
rechts auch ohne jede Rechnung unmittelbar angeschrieben werden
konnen. Fiir den Erwartungswert der Ablebensversicherung (37) gilt
namlich die folgende Uberlegung : Der Versicherer stellt sofort die Summe 1
zur Verfligung, behilt sich aber den ZinsgenuB aus diesem Kapital so-
lange vor, als der Versicherte am Leben ist. Solange dies der Fall ist,
erhilt der Versicherer am Ende jeden Jahres, dessen Anfang der Ver-
sicherte erlebt hat, den Zins ¢ riickvergiitet. Fiir den Anfang der Jahre
daher 7/v = d. Der Erwartungswert dieser Zinsen ist aber dann da, und
daher der Erwartungswert der reinen Ablebensversicherung durch (37)
gegeben. Ganz analog schlieft man im Falle der gemischten Versicherung.

Es ist stets darnach zu streben, den Inhalt versicherungsmathema-
tischer Ausdriicke und Relationen moglichst ganz unmittelbar als richtig
zu erkennen. Wir werden diesen Umstand im folgenden stets zu beachten
haben. Als ein Beispiel sei gleich noch der Ausdruck

Ax:vafc'—am (39)
angefiilhrt. Nach dem ersten Ausdruck rechts, wird am Ende des Jahres
stets der Betrag 1 bezahlt, wenn der Versicherte am Anfang des Jahres
gelebt hat. Nach dem zweiten Ausdruck rechts stets dann, wenn er das
Ende der Jahre erlebt. Die Zahlungen heben sich also stets gegenseitig
auf, wenn der Versicherte am Ende der Jahre lebt. Nur im Jahre des Ab-
lebens tilgen sich die beiden Zahlungen nicht, und es ist hier der Betrag 1
am Ende des Jahres fillig. Demnach entspricht der ganze Ausdruck tat-
sichlich dem Erwartungswert der lebenslinglichen Ablebensversicherung.

§ 16. Rente und Todesfallversicherung auf steigende
und fallende Betrige. .

In der Praxis der Lebensversicherung werden nicht selten auch die
Ausdriicke fiir Renten und Todesfallversicherungen benétigt, bei welchen
die zu zahlenden Betrige mit der abgelaufenen Versicherungsdauer an-
steigen oder abfallen. In der Regel kommt hierbei nur eine Veranderlich-
keit im Sinne einer arithmetischen Reihe erster Ordnung in Betracht.
Fiir die vom Betrage 1 jihrlich um 1 steigende Leibrente werden die
Bezeichnungen

a, oder (Ja),, a, oder (|a),,

5x.7| oder ,a, oder a(j2)e
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in Anwendung gebracht, je nachdem die Rente im vorhinein oder im
nachhinein zahlbar ist. Fiir den Erwartungswert einer Leibrente auf die
Betrige 1, 2, 3, ... ist dann

(Ia)w=%;[Dx+sz+1+ veo + (@—x +1)D,). (40)

Zur Erleichterung der numerischen Rechnung werden auch hier dis-
kontierte Zahlen benutzt, welche durch

Sw:Dm+2Dm+1+ . =N, +Nw+1+
=Ny —2(’5‘}‘ Dy ZZDm+t
° o

definiert sind. Es ist daher auch

n—I

2(t+I)Dm+t=Dac+ 2Dm+1+ +an+'n—1:
:Nm+Nm+1+ v 'F‘Nw+n—1_nNm+m
=Sw'—sm+n—”Nx+n-

Fiir die gesuchten Rentenwerte ergibt sich so die Darstellung:

n—I

(Ia)z,?FI:Z( tpx:—2t+1 w+t

o

= gz(sm_sm+n—an+n) =

:DLw<22Dx_‘ZZDm+n”"”ZDm+n): (41)

(la)e =Dt + 1) v* p = 2(t+)

o o
- -]
2/ 2D,
— Se —__°
D, D,

Die GréBen S, werden in der Kommautationstafel bei den beziiglichen »
neben der Kolonne der D, und der N, als dritte diskontierte Zahl der
Lebenden aufgefiihrt. Fiir die beziiglichen Werte der steigenden post-
numerando Renten ergibt sich

@), ] = —ZtDwﬂ = J;(ZN“+t—an+"+l)

D_ (Se+1—Set+nt1—# Nytnt1)
Sg

(l22) =

D

x
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Fiir den Erwartungswert einer im vorhinein zahlbaren temporiren Rente
auf die abfallenden Betrige #, n—1, ..., 1 erhilt man

g = %;{”Daﬁ- (n—1)Dgs1+ oo + Dapn_yf

n—I1

= f}{n(Nx—Nm) —ZtDm}

@

(43)

I

= o AP (Ve Vo) —[Suers— Sesn— (1—1) Now}

zflm_ {'}'L Na:_ (Sw+1_—saz+n+1)}

und fiir denselben Wert einer im nachhinein zahlbaren temporiren Leib-

rente
I

z{”Nm+1_(Sx-F2—Sx+n+2)}' (44)

Steigt eine Rente vom Betrage 1 bis auf den Betrag #, um dann in
dieser Héhe lebenslinglich weiter bezahlt zu werden, so ergibt sich als
Erwartungswert dieser Zahlungen

> —_—
az'n' -

n—1I

. ‘;:{Z(t_}‘I)D:c+t+nN:c+n}=fIw"(Sac‘"S:c+n)' (45)
o

Natiirlich muB die Zu- oder Abnahme der Rente nicht vom Betrage r

sein. Die Besprechung der Pramienriickgewahr wird spiter AnlaB geben,

spezielle Fille solcher Renten zu betrachten.

In ganz dhnlicher Weise erhilt man unter Einfiilhrung der Doppel-
summen der diskontierten Zahlen der Toten die Erwartungswerte von
Todesfallversicherungen auf arithmetisch steigende oder fallende Betrage.
Setzt man

«©

R, ZZMm+t=2(t+ I) Cw+t: Ce+ 2Ca;+1 + 3Cw+2+ e (46)

o

dann ist
Z(t + 1) Cpis = Ry—Rern—nMyin,

o
und es ergibt sich fiir die temporire, jahrlich um 1 steigende Todesfall-

versicherung
n—I

[n(IA)w=j;‘;Z(t+I) Cm+t=ﬁI;(R:c—Rac+n_nMx+n) (47)

und

@«

(4)e = 2= D¢ + 1) Coure = 2=

x E 2
o
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Steigt aber der versicherte Betrag von 1 bis #, um dann diesen Betrag
beizubehalten, so ergibt sich fir den Erwartungswert dieser Ablebens-

versicherung
Diw (R x R x+ 'n) ‘
Aus der Formel

Zcx+t= Ma: :Dm_(I_‘v)N:c
°

folgt
M:c+1 = Da:+1'_ (I _v) Na:+1’
Ma:+2 = Da:+2— (I _‘v) Nx+2’
und damit
R,=N,—(1—9)S,
und auch
(IA):c =a;—(I—71) (la)m. (48)
Aus der Bezeichnung (36) aber ergibt sich
Ra:ZvZNa:+t—2Na:+t+1=vsz‘_‘sm+1- (49)
o o

Es braucht wohl nicht besonders aufgezeigt zu werden, in welcher
Art sich die abgeleiteten Ausdriicke unter Anwendung von doppelt ab-
gestuften Tafeln verwenden lassen.

Ist der Barwert einer Leibrente auf die in arithmetischer Reihe
stehenden Betrige

bw Crr =6+ A, ero=er+ 24, ..., exin_1 =6+ (n—1)4,
wobei A eine positive oder negative GroBe ist, zu berechnen, so erhilt
man hierfiir

{exDosr+ (x+A4)Dyyyirt .- - [ex + (n—1)A]Dgspsn-1)

1
D

&
I

=D, {ek De+x+ + - Datgsn-a]l + ADgsg+1 +
+ 2D,4440+ ... (B—1) Dx+k+n—1]}
= DL,D {3k (D441 —2Dgiprn] + A2 2Dy g1 —
— 22Dy p4n— (n—1) 2Dm+k+n]}
[(ex—A) 2Dy —€xin—12Dgrrsn +
+A4 22Dy — 22Dy 4 0)]-

(50)

I
Da:

Hierbei ist von der Beziehung

2XD,=23D,,,+ 2D,
Gebrauch gemacht.
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Handelt es sich also um die Berechnung des Barwertes einer Leibrente,
bei welcher wihrend einer Karenzzeit £ keine Zahlungen erfolgen sollen,
wihrend hernach die Zahlungen in arithmetischer Progression bis zu
einem Maximum steigen sollen, um sodann auf diesem Betrag zu ver-
bleiben, so wire iiber die Rentenbetrige ¢ wie folgt zu verfiigen:

g =6 = ... =¢_; =0,
ee=a, egyy=a-+4, exo=a-+24,...,¢,.n_1=0a+ (n—1)4,
Chan=Cryins1 = ... =a-+nd =0

Aus der ersten Gruppe resultiert kein Anspruchswert, aus der zweiten
ergibt sich auf Grund von (50)

1
Slee Datr + xr1Datpsr+ - Crrn1Datitnoil,
x

= DIm [(@—A) 2Dy x—exin-1Dotisn +A(Z2EDy 1, —22Dygyp10)]

und aus der dritten

I b
—[ex+n D +...]==-2D .
D:c [ k+n ~“xt+k+n ] Da: z+k+n

Man erhdlt sonach fiir den Erwartungswert des gesamten Renten-
anspruches

bl—w{[a—d] 2Dy x—[a+ (n—1) A1 2Dy 10 +
+ 4 [ZEDw+k—22Dw+k+n] + bZDac+k+'n}
oder weil
ZZDm+k+ﬂ+1 ZZZDm+k+n_EDm+k+n
auch
!
I; ((@—A) 2Dy 3 +A(Z2Dy 1 —Z XDy jinsy)]

w (51
- %:[aZD“““ + 422Dy 1141 — 22Dy ptnta)]-

§ 17. Leibrente und Lebenserwartung.
Auf Grund der Definition der im nachhinein zahlbaren Leibrente

amszm‘i— vzpw-pw+1+ vspm-pm+1'pw+2+

ergibt sich unter Annahme monoton abfallender p, die Ungleichung

Ay <Vps+ (V5a)* + (1) + .. }

1 Py (52)
< Vs I—vp,  gu+i
und fiir den speziellen Fall ¢ = o wird die Lebenserwartung

e
9

ey <
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Nicht selten wird der Wert der lebenslinglichen Nachhineinrente
einer im nachhinein zahlbaren Zeitrente gleichgehalten, deren Dauer der
Lebenserwartung e, des xjihrigen gleichkommt. Dies liefert jedoch
allemal zu groBe Werte fiir a,, wie aus der folgenden Betrachtung folgt.
Werden von den GréBen v, 2, 3, ... d, mit v, d,,, mit +?, d,, , mit ¢®
usw. angenommen und das arithmetische Mittel dieser GroBen gebildet,
so erhidlt man

l—:(vd"‘ + v2dx+1 + dea:+2 + . ')7

= %[v (la:‘_la:+1) + v? (lm+1"—la:+2) + .. ']:

=0 (I + az) —a,
=A,=1—4d(1+ a,).

Das geometrische Mittel derselben GréBen mit denselben Gewichten
betriagt aber

I I
@+ 2y +30g gt o) 3 v(l“+l”+1+l”“+m)7

= v X,
Aus der Formel fiir die Zeitrente

=" 1—
WM=T VT

folgt aber
plte, — v(I_iaeTc!) = I——d(I + ﬂe_a;g).

Nachdem nun das arithmetische Mittel einer Reihe von positiven GroBen
stets groBer ist als das geometrische Mittel aus denselben GréBen, erhilt
man
I—d(1+a)>1—4d(1+ a)
und damit
Ay = Qg (53)

Werden die beim Ableben in den einzelnen Versicherungsjahren am
Ende derselben auszuzahlenden Betriige bei einer lebenslinglichen Ab-
lebensversicherung mit ¢, ¢, ¢y, ... und die bei einer ganzjihrig im
vorhinein zu zahlenden Betrige bei einer lebenslinglichen Leibrente mit
eo, €4, €, - . . festgesetzt, so ergibt sich der Erwartungswert der ersteren
mit

DLz(COCx+CICw+1 + . =4 e

und der letzteren mit

I
E‘(%Dw +eDgiy+ ...) =ag {eg ey, -

Berger, Lebensversicherung, 5
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Auf Grund der Relation zwischen den diskontierten Zahlen der Lebenden
und der Toten (35) erhilt man dann

DLE[CO (va—'DaH-l) + 51 (vD:c+1_D:c+2) + "']’

(1—v)[¢oDyr+ €1 Dyyy+ ... 1

I
= DLx[coDm + (ea—¢c) Dosr + - ]— D,
Sind demnach die Differenzen ¢; — ¢; _, durchaus positiv, so ergibt sich
die allgemeine Relation

Aglcpcyi g -} =

= a,{Cq C3—Cp) Ca—Cpy v+ ) — (T—0) 25 {Co, €1, €, - -} (54)
Fiir den speziellen Fall lauter gleicher e; = 1 erhdlt man hieraus die
Formel (37)

Ay=1—(I—0)a,
wihrend sich fir ¢, =1, ¢, =2, ¢ =3, ...
(IA)a: =adp— (I - ‘U) (la)x

ergibt. Auch die letztere Formel 1iBt eine unmittelbare Deutung in dem
Sinne zu, da8 der Versicherer mit fortschreitender Versicherungsdauer
stets den bereitgestellten Betrag auf die Hohe des jeweiligen Todesfall-
kapitals erginzt, hingegen die entfallenden Zinsen in Abzug bringt, ganz
nach Analogie der Interpretation der Formel (35).

Fiir die tempordre Todesfallversicherung erhilt man aus (54) fiir
Co=C=...Cpq=1I, Ca=Cpriqg = ... =0 den Ausdruck

D
Ao = I——p — (1—1v) a3
x

in Ubereinstimmung mit (38).

§ 18. Die unterjihrig zahlbare Leibrente.

Bisher war bei der Betrachtung der Leibrenten die Rentenzahlung
jeweils auf den Beginn oder das Ende der Jahre verlegt worden. Ganz
wie bei den Zeitrenten spricht man auch hier von unterjihrig zahlbaren
Renten, wenn die Rentenzahlungen im Gesamtbetrage von I p. a. im
Betrage von 1/m zu Beginn oder am Ende jedes Jahres-mtels erfolgen.
Fiir eine korrekte Berechnung dieser Rentenwerte an Hand der Sterbe-
tafel miiBten die GroBen [,,, oder ., fiir die entsprechenden Alters-
bruchteile eines Jahres zur Verfiigung stehen. In Ermanglung derselben
wird in der Praxis in der Regel von linearer Interpolation zwischen den
ganzzahligen Altern Gebrauch gemacht.

Bei gleichmiBiger Verteilung der Todesfille iiber das Jahr ist dann

k
la:+k/m = la: T m (l:c - lw+ 1)
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zu definieren. Die Anzahl der Lebenden ist sonach nach p Jahren mit

l:c+ »
nach p+ 1/m Jahren mit

1
bovo— 5 Uavo— byt i1

nach p -+ 2/m Jahren mit

2
l:c+p —m (l:c+ T la:-l- 2+ 1)

und nach p 4 (m — 1)/m Jahren mit

m—1

la:+p'— m (la:+p—la:+p+l)
definiert.
Fir den Anspruchswert auf die unterjihrig zahlbare Leibrente
. I
a:n){eo, e, .. } resultiert dann, wenn vm = v’ gesetzt wird,
[ [7 [ [
lmU = lmWo -+ lm_,_l/,,,—iv' -+ l¢+2/m;:‘v’2 + ...+ lm+(m—1)/mzov,m—l +
e e , e
+ lm+1ﬁlv + lac+1+1/m—mlv‘0 + oot it m-ym Wl”v'm—l +
+ ...+
e ’
+ lw+p%p‘vp + lm+g+1/m%vﬂv "I" oo +

e

+ lac+m+(m—l)/m7:‘vpvlm_x + ... =
e

= 2l im0 o o LoV

(4 ’ m—
+ Wﬂvp[laﬁp + lw+n+1/mv + ..+ lm+p+(m-—1)/mvm 1] + ...

Es ist aber

lac+p + lac+p+1/m v+ la:+p+(m—-1)/m

=lp1p+ 0 [lac+p_% (lx+p—la:+zz+l)] + ...+

vlm-—l —

m~—1

+ v'm—1 [lar:+zz_~
=l 1+ +0v24 ... f 1] —
I ’ r 7 .
' "—7(lx+p—la;+p+1)[v +2v24 ... + (m—1)0'm 1],
Setzt man daher zur Abkiirzung

ﬂ1=—;—[1+v’+v’2+ —f—v'm*-l]

Cotp— lm+ﬂ+l)] =

- (55)
ﬂzzm[v +2v%4 ... + (m———I)v’"‘“‘l},

5‘
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so ergibt sich fiir den Anspruchswert
I,U=¢[lofr— (lo—loyd) Pl + - ..
cee e,,v” [lw+pﬂ1_ (laz+p_la:+p+1) ﬂ2] + ...
=P [eols + 10ls 11+ Va0 + . ] —
—Bar [0V (lg—lpyq) + 0% (logn —lugs) + -+ -]
oder auch
U=piy-(eoloterlersv+ ) —
“"ﬂz"‘l‘}[eov(lw—‘lm+1) + eV (larr—loso) + .-.]
=pfiaz{eo e, ...} —Pardy{en e ...} (56)
=piaz{en ey ...} —
—Ba7 [z {e0 1 —€0), - - .} — (T —0) a5 {eo 5, - ]
=B+ Bat) az{en €y - ..} —PBaraz {0 (1—e0), ...}
wobei wieder die Betrige, auf welche die Rente bzw. Todesfallversicherung
lduft, in geschlungener Klammer beigesetzt sind. Fiir den speziellen Fall
€y =¢; = ... = I erhilt man so

U= (ﬂl‘_‘ﬂz + %) aa:_”&~

v

Fiir 3Y/,% Zins und m = 12 ergibt sich

Bi—B:+ Py _ 1,0000978 und % = 0,464075.

v
Der erstere Faktor wird praktisch stets mit I angenommen. Die

GréBen B, und B, sind vom Alter und der Tafel vollig unabhingig. Aus
(55) ergibt sich
I—v

mpy=1+v + ... v l=—0p,
m2Py =10+ 202+ ... 4+ (m—1)v'mL,
m2Bav' = v+ 2034 ...+ (m—2)vm"1 4 (m—1I)v
und daher auch

mBy(1—v) =0 4+v34 ... + "l —(m—1)v,

__ggm—1
By — mz(xl——”') [v, 1 Iv_v, _(m——x)v]
1= (m—1)v
—-W[(I——v’)‘-’_—~ 1—v ]

Es ergibt sich demnach auch
B=L It p= LW —v—(m—1)v(a—v)) (57)

1—v m2 (1—7v')
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Setzt man in erster Anniherung

8
VS=ym=(144) m=_ 1
I-}-%i
so ergibt sich
mﬁ1=1+-—1—1—'+ .o+ 1;—1,’
1-}-?1 1+ g
My = — ot —— T
1-}-;1’ I-}-Wt’ 14 p i
und damit
i m—1
14— 1+ i
mBrt Bei) =14+ — 4 —
14— 14 i
m
also
B+ Bt =1,
wie schon oben bemerkt
Aus der Entwicklung
8 8
Vi=om=(14i4) m=1— "4

S(s—m) .,

71 + 2 e 1 + e
aber folgt fiir

mEfy,=v" 42024 ... 4 (m—1)v'm—1
=142434+ ...+ (m—1)—

——:7[1.1+2.2+ voo + (m—1) (m—1)]2
1 .
_m—x)m _ m(m—;) (m—r1)1

- 2

3m ’
wobei von der Summationsformel der Quadratzahlen

14224 ... 4+ (m—I1)2= %m(m——}) (m—1)
Gebrauch gemacht ist. Hieraus aber folgt

[t
e

2m 3m? G
m—1 (m—%)(m——r) m—1
Bor = By (1 +14) = o sme b
o m—1 m—1 .
= e 2 —I—3mli=
_ m—1 (m—1) (m_:}-ﬂl)v L m—1
2m + 6m2

z2m
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Aus den erhaltenen Resultaten erhilt man in erster Anniherung fiir
die lebensldnglich zahlbare unterjihrige Prinumerandorente

2, =a,— " (58)

&z z 2m

und fiir die entsprechende aufgeschobene Rente

(m) my m—1

a,— Sk (59)

a = = .
n| z nx xz+n n| x 2m N

Fiir die beztigliche temporidre Rente ist dann

(m) (m) (m) m—1
A =2, —,a, =agg———(I— E). (60)

Man kann aber auch direkt aus der allgemeinen Formel (56) schlieBen:

(m) . (1—o)D m—1
Wi = (Bt Bai) ya,— Bor E=PPxtn — 0 Mo g
und
(m) . Dy—(0—1)D m—1
a, 1= (B + Bai) g m— Bt —"—— P = Ay — (I —E)-

xz
Aus dem Zusammenhang zwischen Prinumerando- und Postnume-
randorente erhdlt man

m, m—1I I m I
()_aw_ A, +
z 2m m 2m
(61)
m—1
=a .
e+ Py

Sind aber die auf die einzelnen Jahre fallenden Betrige ey, ¢, €5, ...
verschieden, dann wird bei der Pranumerandorente im ersten Jahre eo/m,
im zweiten (e; — e,)/m, im dritten (e, — e,)/m usw. mehr bezahlt, und man
erhalt

a;m){eo,el, .. .}:agn){eo,el, ...}——DLW(—::TD:::"}‘ A0 Dyt >]

m
= Qa4 {50, 61, ...}___(mz—WLI +";“_‘)a@{60’el——eo’ .-c} (62)
= a,{ey e ...}—an—_%l% ley, 64— €+ }

§ 19. Erlebensfallzahlungen fiir irgendeinen Zeitpunkt,

Wenn eine Erlebenszahlung zu einem Termin # + «, & < 1 sicher-
gestellt werden soll, so kann man rein formal

E — letnt+a e — -D:c_‘+n+i
nta~z 1 Dw

x
ansetzen, wobei in der Regel von linearer Interpolation zwischen den
ganzzahligen Altern x4+ # und x4 # + 1 Gebrauch gemacht wird.
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Hiernach wire entweder

lovnsa=loin—0(lorn—1loint),
Dytnta = la:+n+otvm+n+“ = [lw+n (I—‘ 0‘) + “l:c+n+1] vrtnta
= Dgypv*(1—0a) + ‘xrlm+n+1vx+"+lva

=v* [(I—'—‘X)Dm+n+ 0‘7Dw+n+1]
und daher

,UD‘
n+aE:c=E[(I—“)Dw+n+‘x7l)w+n+1] (63)
zu verwenden oder von der Formel
n+aEm=nEa:—‘0‘(nEm—n+1Ew) (64)
Gebrauch zu machen, wenn die lineare Interpolation, auf die Versiche-
rungswerte selbst angewendet, als geniigend genau erachtet wird.
Fiir eine aufgeschobene m teljahrig zahlbare Leibrente wird man unter
den gleichen Voraussetzungen die Formel
(m) (m)

ntoaz = n+thm am+n+a
= p+ally [(amm—— m;;ll)(rﬂ x) + oc(aahwua—-—*—mzjnI )] (65)
m—1
2m ]

=n+sz:c [(I-——OC) Qpin T KXdgipt1—

anwenden diirfen, wihrend sich fiir temporire Leibrente der Dauer # + «
praktisch meist mit geniigender Genauigkeit

A it = (1 — &) ag 7 + xaz 757 (66)

anwenden laBt.

Ahnliches gilt von der Ermittlung der Erwartungswerte von tempo-
riren Ablebensversicherungen und Versicherungen auf Ab- und Erleben
fiir nicht ganzzahlige Dauern, wenngleich natiirlich auch hier Inter-
polation mit Differenzen hoherer Ordnung dann anzuwenden ist, wenn
dies aus irgendeinem Grunde zweckmiBig oder erforderlich erscheint.

§ 20. Nettopramien.

Fiir die Sicherstellung einer Versicherungsleistung kommen als
Gegenleistung des Versicherungsnehmers die Zahlungen in Betracht, die
er als Beitragsleistung oder Versicherungsprimien zu erbringen hat.
Wir wollen hierbei von allen Leistungen des Versicherers an Ver-
waltungskosten zunichst absehen und bezeichnen dann diese Pramien
als reine oder Nettoprimien. Fiir ihre Bestimmung gilt als Fundamental-
prinzip, daB fiir den Beginn der Versicherung der Erwartungswert der
reinen Versicherungsleistung der Gesellschaft dem Erwartungswert der
Nettopramien gleichzusetzen ist. Die Zahlung der Pramien kann hierbei
als Einmalprimie zu Beginn der Versicherung oder als laufende Pramie
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nach irgendeiner Festsetzung wihrend der ganzen oder eines Teiles der
Versicherungsdauer erfolgen. Die Primien konnen hierbei ganzjihrig zu
Beginn der einzelnen Versicherungsjahre oder in unterjihrigen Raten
gezahlt werden. Die Gleichheit des Erwartungswertes von Leistung und
Gegenleistung fiir den Beginn der Versicherung wird auch als Prinzip
der Aquivalenz bezeichnet.

Nach diesem wire also — stets unter Vernachldssigung der Ver-
waltungskosten, demnach nur unter Beriicksichtigung der Netto-
leistung und der Nettopramien — die jahrlich im vorhinein wihrend der
ganzen Versicherungsdauer zu entrichtende Nettoprimie fiir eine reine
Erlebensfallversicherung aus der Relation

p (nEa:) cAg T = nEw:
demnach mit
D$

E D D
— _n~xr __ +n _ x+n
P(nEx) - ag,n| o Dy 2D,—2Dy,, o Ny—~Ngin (67)

zu ermitteln. Da sich eine aufgeschobene Leibrente als Erlebensfall-
versicherung auf den Betrag a, ., auffassen 148t, folgt fiir die Jahres-
primie derselben

Plyag) =222 —__Newn  _pepya,.,. (68)

amn  Ny—Ngi,
Fiir eine reine Ablebensversicherung mit lebenslinglicher Zahlung der
Primien erhilt man

A M
P — [ J— T
IR (69)
I el T S (1 —v)
o 2y T ag
und bei hochstens nmaliger Zahlung der Préamie

4, M,

"Pm - ag,n] - Ny—Ngin' (70)

Fiir die temporire Todesfallversicherung ergibt sich
— ]nAa: — Ma:_Mw+n
P(mAx) - ax,?{ - Nw_Nac+n (7I>
und fiir die aufgeschobene Todesfallversicherung mit Zahlung der Pramien

wihrend der Aufschubdauer
n A X Mac n
mP (mAw) =2 = = (72)

A, m Ny—Ngim

und bei lebenslinglicher Zahlung der Priamien
M
P (mds) = =5 (73)
Fir die gemischte Versicherung ergibt sich als Jahresnettoprimie
P:c_rﬂ= Ax,-rff — Mw_‘M:c+n+Dw+n — I—daw,ﬂ — I —d

ag,n| Nm - Nac+n ag,n ag,n|

(74)
= wdataBs _po g1 P(E,)

ag,n|
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und, wenn die Primienzahlung nur durch m < # Jahre erfolgen soll,

Agnl M, —M D
wPaw = 520 = He Tt eea e, (75)

az,m| z+m

In Analogie zur Formel (39)
A, =va,—a,
148t sich der Erwartungswert der temporiren Ablebensversicherung auch
mAe = Vay 7 — a7

und der Erwartungswert der gemischten Versicherung auch

A7 = Vg5 — 25777

schreiben. Die Richtigkeit der Ausdriicke ist in ganz gleicher Weise wie
bei (39) ohne jede Rechnung zu erkennen. Man erhilt daher auch fiir
die beziiglichen Jahresnettoprimien die Ausdriicke

szu-:—:, P(d,) =v—220, p,o=p— 25871 ()

Agn az,n|
Auf Grund der Formeln
I I

A=1—da, P=;-—d, a:m,
die in gleicher Weise fiir die Ablebensversicherung und die gemischte
Versicherung gelten, ist es naheliegend, bei gegebenem 4 die Berechnung
der Primien auf Grund vorgegebener, nach gleichen Differenzen fort-
schreitender Werte der a im Wege von numerischen Tafeln zu erleichtern.
Solche Tafeln wurden in den Zeiten, als die maschinellen Rechenbehelfe
noch nicht allgemein in Verwendung standen, gern benutzt und schon
im Jahre 1856 von WILLIAM ORCHARD herausgegeben.

Bei einer Versicherung mit bestimmier Verfallszest oder a terme fixe
wird die Versicherte Summe unter allen Umst4nden an einem im voraus
bestimmten Termin zur Auszahlung gebracht. Die Jahresnettoprimie
ist daher

v”

P(vr) = (77)

agn

Im iibrigen kann man natiirlich eine solche Versicherung als eine tempo-
rire Ablebensversicherung auf die Betrige v"~1, v"~2, ... 1 verbunden mit
einer Erlebensversicherung auf den Betrag 1 auffassen. Es ergibt sich
dann als Erwartungswert

I

3;[1)"—16‘“. =+ vn—sz+1 + .o+ C:c+'n—1 + Dz+n]

I

= Tvn+w [(lx__lx+1) + (lx+1—_lac+2) + ...+ (la:+n-—1_lx+n) + lac-(—n]
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Nicht selten wird bei Kapitalsversicherungen eine laufende Pramien-
zahlung vorgesehen, welche nach einem in arithmetischer Reihe an-
steigenden oder abfallenden Schema eingerichtet ist. Haiufig ist ver-
einbart, daB die Pramie durch eine Reihe von Jahren auf gleicher Hohe
bleibt, um dann um einen jedes Jahr gleichmiBig steigenden Betrag ver-
mindert zu werden. Ist diese Nettoprimie in den ersten % Jahren
Py= P, =P, = ... P, _; und weiterhin

P, = Py(1—k«),
Pyiy=Py(1—Fk+1.06), A = — Pyo.

dann ist der Erwartungswert der Pramienzahlung
Diw[PoDx+P1Dx+1+ e Pk—-lDw+k—1+PkDa:+k“|T‘ oo Pn—lDz+n-—1]'

Hierbei ist festgesetzt, daB die Pramie nach £ Jahren um einen Prozent-
satz k.« der Primie, weiterhin um (k4 1) x Py, (B + 2) &Py, ... ab-
fallen soll. Nach der fiir diese fallende Rente anzusetzenden Formel
erhilt man fiir den Erwartungswert der Pramienzahlung

o (EDe—ZDysz) Py + (Pe—4) EDyyr— Pay ZDyin —
= %’L (EDy— ZDyis) + (1—ka + &) EDpyp—
_(I—"nv—:i-o‘) 2Dw+n~0‘(22Dw+k_22Dw+n)]
— 1;0 [EDy—ZDyyp— (k—1.5Dgyp—n—T.5Dyy,) 06—
— & (Z2ZDyy— 22Dy )]

oder auch
PO [aw,ﬂ-—DL (—k—-‘: ZDx.(_k——n—-I .ZDx_{." +
: +22Da:+k—22Da:+n)}

= P, [ax,ﬂ—‘fo;‘ (kZDgyy—n2Dyyp + 22Dy 41—
_ZZDw+n+l)]'

(78)

Fiir die Versicherung auf Ab- und Erleben wird dann die gesuchte ab-
fallende Nettopramie durch Division von A, durch den in der eckigen
Klammer vermerkten Rentenausdruck erhalten. In der Regel wird hier-
bei in der Praxis fiir £ der Wert 3 oder 5 gebraucht, so daB im ersten
Falle fiir &« = 0,03 die Primie nach drei Jahren um 99%,, weiterhin um
12%, 15% usw., im zweiten Falle nach fiinf Jahren um 15%, weiterhin
um 18%, 21%, usw. filit.
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Wenn bei einer Erlebensversicherung vorgesehen ist, da8 die bezahlte
Einmalpramie K bei vorzeitigem Ableben zur Riickerstattung gelangt,
dann wire der Erwartungswert dieser Versicherung durch

nEa:+ [nAx .K

definiert. Wiirde aber die Einmalprimie mit Zins und Zinseszins am
Ende des Sterbejahres riickerstattet werden und kidme fiir den anzu-
rechnenden Zins hierbei der Zinssatz ¢ mit dem Aufzinsungsfaktor s in
Betracht, so wire der Erwartungswert der Riickerstattung offenbar

K
D—x(scw + szcm+1 + .. S"Ca:+n~1)‘

Die numerische Berechnung kénnte durch Einfithrung von diskontierten
Zahlen
s*D,=D,’, s*t1C,=Cy,,

erleichtert werden, da sich dann fiir den genannten Erwartungswert
K ! ’ ’ K ! ’
—5;‘ (€' + Coprt -.. etn_1) = .—D? (ch ~2Cx+n)
ergibt. Fiir den speziellen Fall ¢/ =¢ ist r =
D, = vxrxlm =1, Cp =ro+l yotl (lw——lm+1) = lw—lx+1
und damit der Erwartungswert der Riickerstattung

K lz_lw+n
T
Ist aber festgesetzt, daBl K bei vorzeitigem Ableben erst am Ende der
vereinbarten Versicherungsdauer zur Riickerstattung gelangt, dann wire
der Erwartungswert der Riickerstattung
Ko (I _tatn )
L, )

Ist hingegen bei laufender Primienzahlung die Riickerstattung bei
Ableben im ersten Jahre mit 2, bei Ableben im zweiten Jahremit2 %, ...,
bei Ableben im nten Jahre mit nk festgesetzt, so ergibt sich als Erwar-
tungswert

I

Dx
Erfolgt aber die Riickerstattung allemal erst am Ende des nten Jahres,
so wird fiir ihren Erwartungswert

(BCy+ 2kCoiy+ .. nECorn_y) =k o(14),e

‘ll_k [‘U” (Zx_la:+1) + 20" (la:+1“‘lac+2) + .ot nvn (lx+n—1—lz+n)]

kom ho"
= lv 2 e T L T ;; (le—):lw+n_‘%lz+n)

erhalten.
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Wiirde auch im Falle laufender Zahlung die Riickerstattung wieder
mit ¢ Zins und Zinseszins erfolgen, so sind diese Riickerstattungsbetrige
in den einzelnen Jahren

R.s, R(s2+458), ..., k(s" 4+ 714 ...5),

im allgemeinen Falle daher

1_ 3
st+ I — o (st — 1), s

R(sttl 4 st+ ...s)=ks

s§—1 §—1I

fiir das Jahr £ 1. Man erhilt sonach fiir den Erwartungswert
oc-DI—z[(s——I) Cot (2—1)Copq+ -oo (5" —1) Copn_y]

=0 [_DI: (sCo+82Cup1+ ... 5"Coin_y)— %:(Cm""caﬁd“‘ .. -Cm+n—1)l

und unter Einfithrung der vor definierten diskontierten Zahlen auch

ks [D; (FC—2Can) — 2 (zcm_zcw)].

S§—1I

Ist aber speziell s=7, D,/ =1, C,/ =1,—1,,,, so ergibt sich

Ry [ly—ly4p
r—1 1, — mda|-

§ 21. Annuitdten-Tilgungsversicherung.

Wenn ein Darlehen gegen gleichbleibende, am Ende der Jahre zahl-
bare Annuitéiten in der Hohe a durch » Jahre verzinst und getilgt werden
soll, so kann damit eine Versicherung in der Art verbunden werden, da3
bei vorzeitigem Ableben des Versicherten das jeweils noch ausstehende
Restkapital zur Zahlung gelangt. Man nennt dies eine Hypotheken-
tilgungs- oder Hypothekarlebensversicherung. Bei vorzeitigem Ableben ist
dann am Ende des 1., 2., ..., nten Jahres zu zahlen

a

Co=a+-+5+ .- o

a a

Clzﬂ—!——;—i— SRR X

Cho1=a,

wenn s den Aufzinsungsfaktor entsprechend dem Zinssatz ¢’ bedeutet.
Allgemein betrigt daher die Zahlung bei Ableben im ¢4 1rten Jahre

a a

a —t— e
Ci=a+ P R e (vl e sy O e

a sh—t__ 1 @ (s 1 a_ (s st
TTemtm1 T s 1 T s—1 sn—t-1 s—1 sm )
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Setzt man
as a

= X, :ﬂ’

s— 1 (s—1)sn

so ist
Ci=o0—fs*t fir t=0,1,2,...,(n—1).

Die Zahlungen sind dann
Co=a—fs, C;=a—fs ...,Chy=0—Fs"
und der Erwartungswert der Zahlung
'5—%[0‘ (Cw + Cm+1 + LA Ca:+n—1)_‘ﬂ(sca: + szcx+1 + e S”C:c+n—-1)]'

Unter Benutzung der diskontierten Zahlen D,’ =s* D, und C, = s*+1C,
erhilt man dann

“I_‘x (Zcz_’zcm-l-n)— ; ﬁ(zcw’_‘zc’w+n)

D, D,
und
as I a 1 ' ’
:‘?E(z'cx_zcw+n)_@__—l)?{‘b?(2cz_zc ac+n)°

Fiir den speziellen Fall s =7 ist wieder D,’ =1,, C,/ =1,—1,,, und
das Resultat vereinfacht sich zu

ar A, — a . la;’_'l:c-i—n
r—1 TI"TE (r—1)m 1y :

Hieraus aber erhdlt man auch

ud _ Dgin n+1 lytn
a— [I (T—v)a,z— D, —? 1—

= a [—_I~0"+1 ____Dw+'n =

(78)

.____a T —
I— z, | D

z

= a (ap]— Az, 7)-
In der letzteren Gestalt ist das Resultat unmittelbar anschaulich. Es
kommt hier die Differenz einer Zeitrente und einer temporiren Leibrente
der gleichen Dauer in Betracht. Die Rente wird also zum erstenmal
am Ende des Sterbejahres, zum letztenmal am Ende der Versicherungs-
dauer bezahlt. Man nennt eine solche Rente auch eine Todesfallrente
oder Nachrente. Sie spielt auch sonst in der Lebensversicherung eine
gewisse Rolle.

§ 22. Pramienriickgewdhr.

Bei manchen Versicherungsarten ist es moglich, daBl es zu einer
Leistung des Versicherers gar nicht kommt und die eingezahlten Pramien
verfallen. So z. B. bei einer temporiren Versicherung auf den Todesfall,
wenn das Ableben nach Ablauf der vereinbarten Versicherungsdauer ein-



78 Die Leibrente und die Kapitalversicherung auf ein Leben.

tritt, oder bei einer Erlebensversicherung oder einer aufgeschobenen Ver-
sicherung, wenn der vereinbarte Termin nicht erlebt wird. Um diesen
ginzlichen Verfall der Primien zu vermeiden, werden solche Versiche-
rungen mit bedingter Zahlung des Kapitals nicht selten unter Mit-
versicherung der Priamien fiir den Fall, daB es zu einer Versiche-
rungsleistung sonst nicht kommt, abgeschlossen. Wir betrachten einige
Beispiele.

Ist bei einer Erlebensfallversicherung mit Einmalprdmie vereinbart,
daB diese zur Riickerstattung gelangt, wenn das Ableben vor dem Er-
lebenstermin eintritt, und ist der Nettoerwartungswert U und die Einmal-
pramie

H=U((+5¢),
dann gilt
U=nEa:+H]nAx (79)
und auch
U= nEw + U(I + 8) InAa;v U[I - (I + 8) I'IIA-’E] = nEG
U— wEe _ aBa(rte) - (80)
I_(I"}‘e)lnAx, I-—(I—}-S)]”Aw.

Veranschlagt man aber den Zuschlag zur Primie in verschiedener Hohe
fiir die Hauptversicherung und die Riickgewihr, dann wire

II =,E, (1+ &) +H|nAw(I+81)
und daher
—_ nEq (T + €5)
1—pdg (i + &) ®2)
Ganz analog wire fiir den Fall der aufgeschobenen Rente, die sich
als Erlebensversicherung auf den Betrag a,_, darstellt,

U= n|dz +H|nAa;

II=U(1+¢), U=n|aa:+(1+8)U]nAw (82)
nEe

_ ndg _
U= I—(14¢) 4, o I—(14¢) 14y " Betn

anzusetzen. Erfolgt aber die Primienzahlung nicht einmalig, sondern
laufend in der H6he 7, dann werden die bei vorzeitigem Ableben riick-
zuvergiitenden Betrige &, 27, 37, ..., #zw betragen und man wiirde fiir
den Erwartungswert in diesem Falle

U=,E.+n=n [u(lA)x

erhalten. Wird die zu bezahlende Primiez aus der Nettopramie P wieder
auf Grund eines Zuschlages ¢ erhalten, dann gilt

n=DP(1+e¢),
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und es ergibt sich fiir die laufende Priamie P der reinen Erlebens-
versicherung
wam=U(1+ ¢

Pa,z=U=,E,+ P(1+¢ n(l4)

8
P = nEs = nEg (L4 ¢) ( 3)
- agnl— (14 ¢) in(|4)a’ B agn|— (1 + &) n({4)=
und der aufgeschobenen Rente
= nEq (14 £) (84)

awnl— (&) m(d)e ™

Auch hier wird dann hiufig die Erlebensversicherung und die Primien-
riickgewdhr mit verschiedenen Zuschlagssitzen versehen, in welchem
Falle sich

Az = T u(|4)z (T + &) + 2Eq (T + &)
— nEq (T 1 &) (85)
az,;n] — n(|4)= (1 + &)
ergibt. Ahnlich verfihrt man in allen anderen Fillen. Bei einer auf-
geschobenen Todesfallversicherung mit lebenslinglicher oder temporirer
Zahlung der Primien und Riickgewihr derselben bei vorzeitigem Ableben
wiirde demnach

U==mn ]n(IA):c + n[Aa;
U=Pa,z= P(r+¢) ln(IA):c + nde (86)
_ nlAa:
T agn]— (14 &) n(j4) e

oder auch

mAa (1 + &) (87)
az,n] — (1 + &) n(|4),
erhalten werden. Es eriibrigt sich wohl, eine weitere nihere Ausfiihrung

von Spezialfillen.

Tz n =T (I + 81) ln(lA)a: + n[A:t (I —+ 82) }

§ 23. Die Verwaltungskosten als dritte Rechnungsgrundlage.

Bisher wurden alle Versicherungswerte und auch die Pramien unter
alleiniger Beriicksichtigung von Zins und Sterblichkeit als Rechnungs-
elementen ermittelt. Man bezeichnet den Zins als die erste und die Sterb-
lichkeit als die zweite Rechnungsgrundlage. Fiir den Versicherer aber
miissen auch die Verwaltungskosten des Geschiftes als Ausgaben bertick-
sichtigt werden, die bei Bemessung der Héhe der Pramien und auch, wie
spiter darzustellen sein wird, bei der Ermittlung der Hohe der erforder-
lichen Riicklagen von sehr erheblicher Bedeutung sind. Zu ihrer mog-
lichst genauen Bestimmung sind, genau wie bei Zins und Sterblichkeit,



8o Die Leibrente und die Kapitalversicherung auf ein Leben.

umfassende Erhebungen aus den eigenen Erfahrungen, aber auch fiir die
Zukunft geltende Schitzungen des voraussichtlichen Verlaufes derselben
vonnéten. Die in die Rechnungen eingefilhrten Annahmen iiber die
Hoéhe der voraussichtlichen Verwaltungskosten gibt diesen voll und ganz
den Charakter einer Rechnungsgrundlage, und wir wollen diese daher
als dritte Rechnungsgrundlage bezeichnen.

Eine genauere Analyse der Verwaltungskosten eines Lebensversiche-
rungsbetriebes 148t erkennen, daB3 diese mit geniigender Schirfe fiir die
vorzunehmenden Berechnungen in drei Gruppen geschieden werden
konnen. Die erste umfaBt jene Kosten, welche sich fiir die Gesellschaft
gleich zu Beginn der Versicherung, zum Teil sogar vor Abschluf3 der-
selben ergeben. Wir bemessen diese als Prozentsatz des versicherten
Kapitals und bezeichnen diesen kiinftig mit «. Fiir einen zweiten Typus
von Verwaltungskosten ist ein Prozentsatzf§ der jeweils vereinnahmten
Priamie passend als MafBstab zu gebrauchen. Und fiir alle iibrigen Kosten
wird fiir die ganze Versicherungsdauer ein jihrlich gleichbleibender
Prozentsatz der versicherten Summe y als KostenmaB verwendet. Wie
die Aufteilung der Kosten auf diese drei Kategorien zu erfolgen hat,
hingt von den Besonderheiten jedes Betriebes ab., Wir bezeichnen die
Kosten vom Typus « als AbschluBkosten, die vom Typus 8 als Inkasso-
kosten und die vom Typus y als reine Verwaltungskosten, ohne iiber die
Aufteilung der Kosten nach diesen drei Gesichtspunkten niheres aus-
zusagen. Es mag geniigen, daB sich die Kosten in diese drei Gruppen
mit geniigender Schirfe fiir die praktische Rechnung aufteilen lassen.

Wir bezeichnen nun eine Primie, welche nach entsprechenden Rech-
nungsgrundlagen hinsichtlich Sterblichkeit und Zins ermittelt ist und
auch auf die Verwaltungskosten entsprechend den Sitzen «, f, y Riick-
sicht nimmt, als ausreichende Primie. Wir wollen auch kiinftig annehmen,
daf} diese ausreichenden Priamien diejenigen sind, welche die Gesellschaft
bei den Versicherungsnehmern tatsichlich zur Einhebung bringt. Wir
sehen also davon ab, daB die tatsichlichen Tarifprimien noch durch
andere Momente beeinfluBt sein kénnen, zu welchen insbesondere Sicher-
heits- und besondere Gefahrenaufschlige, aber auch eine Erhéhung der
Pramien im Hinblick auf zu gewihrende Gewinnanteile zu rechnen wiren.
Wir bezeichnen die laufend in gleicher H6he zu bezahlende ausreichende
Primie mit P,%. Aus dieser Primieneinnahme miissen daher: 1. die
Nettoversicherungsleistung, 2. die Anwerbekosten «, 3. die Inkasso-
kosten B, 4. die Verwaltungskosten y gedeckt werden, wobei in jeder
dieser vier Gruppen eine Anzahl von speziellen Kosten zusammen-
gefaBt ist.

Wir setzen nun voraus, daB auch bei EinschluB der Verwaltungs-
kosten fiir den Beginn der Versicherung das Prinzip der Gleichheit von
Leistung und Gegenleistung — Aquivalenzprinzip — voll in Geltung ist
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und haben nach diesem fiir die ausreichende Primie einer gemischten
Versicherung die Relation
a a
PP = A T 0 H B g 2t ra g (88)
Hierbei ist die Dauer der Primienzahlung mit m, die Versicherungsdauer
mit #» angenommen. Fir den Fall m = # ist dann
(2

a a
Pom=Pamt agm T om+ v (89)
wihrend sich allgemein aus (88)
o  Agq o a ag,7|
P":;'ﬂ - ag,m| agz,m| + ﬁpwﬁ‘ +7 ag,m|’
¢ Awgw+ot+yasm (90)
z,m| (I - ﬁ) az, m|

ergibt. Hieraus folgt eine Teilung der ausreichenden Primie in vier Be-
standteile, deren ersten die Nettoprimie darstellt, wihrend der zweite
den auf die einzelne Jahresprimie entfallenden Anteil zur laufenden
Deckung der bei Beginn verausgabten AbschluBlkosten bedeutet. Der
dritte Bestandteil kennzeichnet die Hohe der jihrlichen Inkassokosten
und der vierte den aus der Primie flieBenden Beitrag zur Deckung der
iiber die ganze Versicherungsdauer laufenden Kosten der Verwaltung.
Fiir den Fall einmaliger Primienzahlung zu Beginn der Versicherung
wiirde die ausreichende Primie sein
Az’m = Ax,n—| +atya, o (91)
da hier die Inkassokosten ginzlich entfallen.
In der Praxis werden nicht selten Vereinfachungen bei der Bemessung
der Kostenzuschlige gebraucht und bei laufender Primie Formeln, wie

Poa(x+K)+ 2 Pou(t+K), Pyz+4

und bei einmaliger Primienzahlung Formeln, wie

Asait +K)+ 4, Aym@+K), Agz+ 4
gebraucht. Wir wollen kiinftig an der durch die Kostenanalyse be-
dingten Gestalt der ausreichenden Primien festhalten. Nach dieser wire
der fiir die Deckung der Verwaltungskosten abzuzweigende Teil der aus-
reichenden Primie
a 2.4

szj_ Px,ﬂ = ] +ﬂP:’;' + 7. (92)

ax,n

Man bezeichnet diese GréBe wohl auch als totalen Kostenzuschlag im
Unterschiede zu anderen Primienzuschligen, welche im Hinblick auf
jhren speziellen Zweck als Berufszuschlag, Tropenzuschlag, Zuschlag
wegen nicht normalen Gesundheitszustandes, schlechter Hereditit u. dgl.
zu den Primien verfiigt werden kénnen. Vom Standpunkte der Ver-
sicherungsmathematik sind sie ohne Bedeutung.

Berger, Lebensversicherung. 6
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IV. Die Anwendung der hdheren Analysis.

§ 24. Die kontinuijerliche Leibrente.

Fiir die ‘Beantwortung sehr zahlreicher Fragen der Versicherungs-
mathematik ist die Heranziehung der Infinitesimalrechnung nicht nur
methodisch geboten — wir verweisen nur auf den spiter zu behandelnden
einheitlichen Aufbau der Disziplin aus der Differentialgleichung der
Pramienreserve —, sondern die auf diesem Wege zu erhaltenden Resultate
sind auch stets die anschaulicheren und sehr oft ganz unmittelbar zu
erhalten. Natiirlich sind dann iiber die zu behandelnden Funktionen
gewisse Voraussetzungen zu machen, welche die Anwendung des In-
finitesimalkalkiils rechtfertigen. Wir werden daher stets zu der still-
schweigenden Annahme gezwungen sein, da die betreffenden Funktionen
in gewthnlichem Sinne integrierbar sind und nicht selten wiederholte
Differenzierbarkeit derselben voraussetzen miissen. In der letzten Zeit
ist der Aufbau der Lebensversicherungsmathematik auch unter wesent-
lich allgemeineren Annahmen versucht worden, wobei im wesentlichen
nur Integrierbarkeit in STIELTJESschem Sinne verlangt wird. Doch liegen
diese Entwicklungen abseits unserer Darstellung.

Aus der Definition des Abzinsungsfaktors

¢
—(sat
pt—=¢= 0t —¢g ©

und der Erlebenswahrscheinlichkeit des xjihrigen fiir das Alter x 4-¢
folgt fiir den Erwartungswert des Erlebenskapitals 1

t
_5(/‘w+t+d)dt
Eg=10p,=¢ ° . (1)

Fiir die Leibrente ist anzunehmen, daB der Erwartungswert der auf den
Zeitpunkt ¢ entfallenden Rentenzahlung durch
e 9t tpx at

gegeben sei. Der Erwartungswert der kontinuierlich zahlbaren lebens-
langlichen Leibrente ist daher
® ® ® t
”‘5(/‘@+a+")"“
o

G, = \ vt pdt= \e %t p,dt = \e ds. (2)

o (] o

Die Konvergenz des Integrals folgt aus der Tatsache, daB fir s, =1

dx<%=dw
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und fiir vom Argument x an monoton wachsende u, ., unter Riicksicht
auf (II, 25) auch

I

I
a, =
T= pet 0 < gg—11+9

gilt.
Fiir die temporére kontinuierlich zahlbare Leibrente der Dauer # ist

n

S'U tpacdt: (3)

wihrend fiir die kontinuierliche Leibrente mit der Aufschubdauer #»

8

o0
nlax Sv Do =V 4P \ VPt n @t
n

4)

= vnn?ac ‘Ussﬁx-mds = nEwdz+n

Ot—m"8 0Oty

zu setzen ist.

Unter Einfithrung der Zahlen der Lebenden !/, ,, erhilt man als dis-
kontierte Zahl der Lebenden D, , = v*+t1, ., wo x4 ¢ jedes beliebige
Alter bezeichnen kann und damit

- ﬁ A r
ay= - \hridt = 3 \Doviat = 3= N, =(Dpian 5
o o o

Damit ist rein formal der Anschlul an die beziiglichen Definitionen der
diskontierten Zahlen der Lebenden bei ganzzahligen Altern gewonnen.
DemgemiB ist dann auch fiir die temporire und die aufgeschobene kon-
tinuierliche Leibrente zu setzen:

5 Ny—N z+n 3 ﬁ z+n

Oy = —2 22 G, = L8, 6

z, 1) D, n|@g D, ( )
Wir vermerken uns, daB fiir die Differentialquotienten der beiden dis-

kontierten Zahlen der Lebenden nach der Altersvariablen x

d = d d
WN”ZWSD?‘*tdt: SWD”‘”‘“:—D“ (7)
o ]
und
D, =D, log D, = D, (- logl, 4 = log et
dx Do = Pagy 08 e = g g ) ®)

=—D x (:“ac + 6)
resultiert. Definiert man aber fiir die nichst héhere diskontierte Zahl

S _‘QS? m+tdt
[ -
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so folgt anch

as, —
und analog fiir die nichst hoheren Begriffsbildungen. Aus (g) folgt
durch Produktintegration unter Riicksicht auf (7)

Se=1Nyp, +StDa:+tdt=StDa:+tdt (10)
o o (]

und damit als Ausdruck fiir die kontinuierlich steigende Rente

- S
() = 5|t Daridt = 3= (1)
o

Dy 2

Fiir die Berechnung der unterjahrig zahlbaren Leibrente erbringt die
Heranziehung der EULER-MACLAURINschen Summenformel die folgenden
Resultate:

Schreibt man diese Formel

S’dexzéUO'*_Ul'*_ L +U'n—1+%Un—
n

— LU —U) + — (U, —Uy") ... (12

12 720
und fiir das mtel Intervall

n
mSdex::—;Uo—}— Usm+ o + Up s+~ U, —

o
I

i2m

I
720 m3

Un'—Uy) + U —Uy")— ..., (13)

so erhilt man nach Multiplikation von (12) mit # und Gleichsetzung mit (13)

% o+ U+ -+ +%U,,—L(U,,'_Uo')+

i2m

+ 1 (U”/u___ Uolu) .

720 m8

I

I

= m(SUo+ Ust oo+ Un) =2 U = U+ o U — Uy —
oder

U+ U+ Ug+ oo + U, =m(Uy+ U+ ... +U,)—
o+ Un)— 22 (U —Uy) + U — Uy —

izm

mt —1
720 m®

m—1
2

Wird aber die MaBeinheit nicht mit 1, sondern mit m angenommen, so
ergibt sich
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U+ Uy + Up+ oo + U=
=mUs+Up+ Usm + .. + U, Uy + Up.n) —
. me—1 (Um'n’—~ Uol) + mt—1 (Um.nIII—UOIII)_

12 720

(14)

Das sind die unter dem Namen von WOOLHOUSE bekannten Formeln.
Fir das Ende der Absterbeordnung sind die Werte von

aU d3U
’odx’ dx’’ "

mit Null anzunehmen, so daB sich
—(Up+ U+ Uy + +--) = U+ Uy + Uy + ...) —

— 221U, + U + ... (15)

2m 12m?

m2—1 , mi—1
o 720 m*

ergibt. Natiirlich kann die Formel (15) auch

I

W(Uﬂm"}‘Uz/m‘i‘ ) =U4+ U+ )+

m—

42y, Moy

2m 12 m2

mé—1
720 m4

Uo/// + ..

geschrieben werden.
Fiihrt man die Bezeichnung

o
(m) I
N, = 3 Do iim
o

ein, so erhdlt man fiir die mteljihrig zahlbare Prinumerandorente

© N(M)
. £
=" anba = —“—2 Datym =
o
aus (15)
C w -
my 1 m—1 2—1 dD,
3, =D, _S_D,H D, + 12m2 R (16)
(] B
und fiir die entsprechende Postnumerandorente
m _ 1 ®—1dD,
a4 =, ZDer D,+ 718 | ()

Hinsichtlich der Konvergenz der rechts stehenden Reihe ist zu bemerken
daB die Mitnahme der angeschriebenen Glieder in allen Fillen fiir die
Praxis geniigt. Im Hinblick auf (8) aber erhilt man aus (16) und (17)

2, = a,— 2L — 2l ket 0) (18)
und
¢ — -
a:‘) = aa: + mz mI - L:;Tng—l (/‘x + 6): (19)
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wobei zur Berechnung des logarithmischen Differentialquotienten von
D, fast immer von der Niherung

a — Day1—Dyy
T 08D = =5
Gebrauch gemacht wird.
Fir die unterjahrig zahlbare temporire Rente aber ergeben die

Formeln (15)

— 2—1/dD aD
l: Dm+t+1_l D, Da:+n)+ sz:(T;}_ df:")‘l‘---:':

D
=aa,,m+ ™ (1— §+”)_

x

me—1
_W[(ﬂm + ) — £+" (7 6)} +...
oder in erster Anniherung
m m—1 Das
ay = aam + o (1—Lgta) (20)
und
(m) m) Dyyy (m)
a = -|- =a_ —Etn g
z,n| @n—1m~ "z D, z+n (ZI)
_ _ m-—1 Dyyin
R

Aus der EULER-MACLAURINschen Summenformel erhilt man fiir die
kontinuierlich zahlbare Leibrente

@ @

a, = Svttpwdt = %;SDawtdt
°

o

{ZDw+t+ Dw+ 1z dx a:+ } (22)
=a, + ?‘—'T,;(:“a: + 6) = ax‘-%_%(ﬂw + 6)
und daher in erster Anniherung auch
S I I
Ay == 0a, +?-—aw 2 (23)

und in Ubereinstimmung damit auch

Gy = — (a5 + ). (24)

2

Natiirlich erhilt man dieselben Ausdriicke auch aus den Formeln (18)
und (19) durch Grenziibergang fiir m — co.
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Aus den erhaltenen Resultaten ergibt sich wiederum in erster An-
niherung fiir die temporire kontinuierlich zahlbare Leibrente

Da;-f-n

Gy n] =0y — Ayt

1 D 1
== Ay | + = (I——_z—:l) =7 (ax,n + az,n)
und auch
- I I
Gy = % + @y = Y -+ - (@z, 7= + 9z,7))-
Ist aber die mteljihrig zahlbare Leibrente vermittels der diskon-
tierten Zahlen Dy, als
m) . Ny
m) 1 1 @
2y =D D Datim =7
o

definiert, dann beantwortet sich die Frage nach dem Erwartungswert
dieser, jedoch um den Jahresbruchteil @/m aufgeschobenen Rente wie
folgt: Man erhilt auf Grund linearer Interpolation die entsprechende
diskontierte Zahl der Lebenden

Dac+(t+ 0)/m = Dm+t/m + o (Dac+(t+1)/m - Da;+t/m) O<1
und hieraus

< (
2D0;+(t+9)/m= m. NxM)_'@Dx
)

und damit fiir den verlangten Erwartungswert
(m) (m) (<
omla =y (26)
Fiir die temporire um @/m aufgeschobene und mteljahrig zahlbare Leib-

rente aber ergibt sich

a™ ™ Dyyn (m)
Ojm|“z,n] — O/mi“z D, O/m“z+n
— (m)__g__D__“il‘_ a(m) _2
Tz m D, wyn m (27)
~ _ m—1 o Dyin 7
Faa—(Gm t W),
m—1-420
B P — (az,m‘_“w,m)'
woraus fiir @ = o
(m) m4I _ m—1 .
aa:,—l = Zwm aza + . Az, n (28)
und fiir m — oo
_ 1
Az, n] = 2 (az,;ﬂ + ax,if) (29)

erhalten wird. Fiir @ =1/, aber folgt:

(m)

xlzm]ax,;q = % (az,m + “z,?})» (30)
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(m) -
I/zmlax n] - ax,WI‘

In der Regel setzt man mit fiir die Praxis geniigender Genauigkeit

( ( (
x/zm|a;n) %% ( " + a’n)) (31)
und
m)y __ I ( (m (m)
x/zmlax';;lﬁ_ ( 2, 7] +a ) (32)
also auch
xlzmla:") = Ay + 2’ (33)

was sich auch unmittelbar aus (26) ergibt.

Zusammenfassend vermerken wir die fiir die Praxis wichtigen Formeln

m) N, m) _ N, m—1
z D ’ z — D, 2m
m) _ Nty —DNgingy + m—1 (I—— Da:+n)
z,nl z 2m .l):u
m _ Neg—DNyin m—1 Dac+n)
af‘:——l - M 2m I— D, (34)
(m) N m—1 1
Yejd, = D: ( 2m +7)
m) _ Ny—Ngi, m—1I I Dyin
I/t]ax»’T[_ D, T\ zm +7 I— D,

Sie alle sind ohne weiteres auf doppelt abgestufte Tafeln anwendbar.
Aus der Definition der ganzjihrig postnumerando zahlbaren Leibrente

Ay =27(I + 7)—¢

ergibt sich durch Differentiation nach

——da“ =—2t I4+12)"t1p =—2tv‘+1
_%;vatDac-H:—v(la)m

(35)

und damit auch

[daz]i = —25:1%

Die Differentiation der kontinuierlichen Leibrente nach der Zinsintensitit
aber ergibt das Resultat
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d d .
die= g\t =\t pedt = — (9 (50

wihrend sich bei wiederholter Differentiation nach &
— (—ay |rv poas (37)
o

ergibt. Definiert man dann die Leibrente rter Ordnung bei kontinuier-
licher Zahlung durch den Ausdruck

d'a,
as

@«

(2= oo peat=

o

LoDt (38)
[

2!
dann ist diese auch durch die Relation

T2 — i (59)

gegeben.
Aus der Definition derselben in der Gestalt

(rd). =%St’ 0 b, di

folgt fiir monoton wachsendes u, ,; wegen
th é e_‘”a:
auch

(F@)e < — \rre “=*Pas

Ot ———8

und unter Beachtung der bekannten Formel aus der Theorie der I-Funk-
tion

F(x) Sg atgp—1g¢
[+]
auch
I
rq) < ————¥—— \{re—t
(a). = RIS St e-tdt
(o]
und damit
s 1
(I “)xémﬁ (40)
und fir r =1
(la.) = (41)

(2 +5)2
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Bezeichnet man den Integralausdruck
r—1 —
e e

r—1)!

so erhilt man unter Beachtung des Satzes iiber die Vertauschung der
Integrationsfolge bei Doppelintegralen

L Q0 [ L]

— tf—x tT—I
SS’Dw_*.st:SSmDaH_S.‘_tdtdS: g—(—":[vdtgl)m_(.st:
o oo o ¢

© t ®
—1 i —
(] [+ o

Hieraus aber folgt, daB3 allgemein

7 —
S{!—Dmdtz g...SDwdxfzsf“D, (42)
0 z z
gesetzt werden kann. Es ist dann auch
' a, S*tip
d;' = (—1)r! vﬁ;—x (43)
und
- STtIDp

x

Es sei endlich noch die wichtige Formel hervorgehoben, welche sich
einfach aus der Differentiation der kontinuierlichen Leibrente nach dem
Alter x ergibt:

L=t N DN DUt gy p o)1 (49)
x x x x

und welche in Verallgemeinerung auf viel umfassendere Begriffsbildungen
der Versicherungsmathematik zur Fundamentalformel aller einschligigen
Betrachtungen auszugestalten sein wird.

Die kontinuierlich steigende Rente erster Ordnung kann auch in der
Gestalt

o

(18)s = Sv‘tmdmdt (46)

angesetzt werden, wie man sofort erkennt, wenn man iiberlegt, daB fiir
jeden Zeitmoment ¢ der Erwartungswert der jeweiligen Rentensteigerung
zur Verfiigung gestellt werden muB, dieser Wert fiir den Beginn der Ver-
sicherung aber durch das Argument von (46) bestimmt ist. Die Uber-
fithrung dieses Ausdruckes in den Ausdruck (11) vollzieht sich nach Ein-



Die Ablebensversicherung nach der kontinuierlichen Methode. 91

setzen des Integralausdruckes fiir @, , , durch Vertauschung der Integra-
tionsfolge in dem Doppelintegral

(1) = Sdtgvssp,,ds,
o t
© t ®
= Sv’,{awdt Sds = Stvt,pwdt.

Es sei endlich noch eine Niherungsformel fiir die kontinuierlich
steigende Rente (46) angefiihrt, die man auf Grund der EULER-Mac
LauriNschen Formel und unter Anwendung von (23) erhilt. Es ist dann

A
o o

= ZNw+t_%2Da:+t—“%Nw+%Daa
o (]
und hieraus
r I
und fiir den gesuchten Niherungswert

(Id)w = (la)a: —ag+ % (47)

zu erhalten.

§ 25. Die Ablebensversicherung nach der kontinuierlichen Methode.

Der Erwartungswert einer reinen Ablebensversicherung ist bei einem
Beitrittsalter x fiir einen bestimmten Zeitmoment ¢ durch

V' Py Mot BE
und daher der Erwartungswert der lebenslénglichen Ablebensversicherung
durch den Ausdruck

«©

Zm=8vttpz,uw+tdt (48)
o
gegeben. Die Konvergenz des Integrals ist hierbei durch den Umstand,
daB das Ableben irgend wann erfolgen muB, daher durch

@

Stpw/“w+tdt =I
sichergestellt. Unter Benutzung der diskontierten Zahlen der Lebenden
ist auch

Zac=DI SDa:+t:um+tdt= Dm» (49)

@ x

S
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wenn jetzt die zweite diskontierte Zahl der Toten durch

Mm=SDm+t.uw+tdt (50)

definiert wird. Fiir den Zeitraum eines Jahres wire dann die erste dis-
kontierte Zahl der Toten mit

I
C,= SDx+tﬂx+tdt=M_x—Hz+1 (51)
o
festzusetzen, so daB fiir M, auch
M,=— Se“’(”"")—;;lﬁtdt — _ettal,,, _angzwu
o o o (52)
=D,—éN,

geschrieben werden kann.
Setzt man in erster Anniherung fiir die Anzahl der Lebenden

l“"f":l‘ﬂ__ (la—ls1)t =1, (2 —1q,)

und fiir die Sterbensintensitit

— g _ 9
Pate = 7 —4a, = 1—tqy

welch letztere Ndherung fiir £ =1/, mit (II, 34) iibereinstimmt, so erhalt
man fiir die diskontierte Zahl C « den Ausdruck

Ex=g Iz .l,(x—tqm)v“"”dt:qumSe—‘”dt
1— 1,

(53)

=¢qs D, 1_69_ = —;’(UDac_Da:+1)

und entsprechend fiir die diskontierte Zahl
M, =5 (@Ny—Ngpy) =5 (Da—d No). (54)

Der Erwartungswert der temporiren Todesfallversicherung kann nach
den gleichen Uberlegungen in einer der Formen

n n
A, di
e = Svtcf’zﬂwﬂdt:——ligv‘%dt
P ® b
x i L (55)
= "“t[’”tlur——gv‘logvlﬁtdt] = I—U"ni’x—-édx,m
o

= I—éd%m_—_nEa:
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oder mittels der diskontierten Zahlen als

— —Mgin

R (56)
dargestellt werden, wobei fiir die M, der exakte Wert (49) oder der
Niherungswert (54) herangezogen werden kann. Fiir die gemischte Ver-
sicherung wird dann ohne weiteres als Erwartungswert

z,n] = "‘60/:6"]

My—Myp+Dyyn (57)
D

I

4,
A,

__D

x

und daher auch fiir die Ablebensversicherung
A,=1—0ad, (58)

erhalten. Die Formeln entsprechen formal durchaus den entsprechenden
Formeln, wie sie im Falle der ganzjahrigen Betrachtungsweise angefiihrt
worden sind.

Aus der Differentiation der temporiren kontinuierlichen Rente nach
dem Beitrittsalter x erhilt man

n

d . a d
Waz’_‘ = ngttpw dt = S'Ut (thm)dt
o

o

n
= Svttpa: (.ua:_";ua:+ t) at = 22 dm,m - ME;
(e}
und damit

p— d -
lnA = g Gy — ax = Y- Gpm + — (am—l,m—aw+ 1,7]
o (59)

Zmz,uxaa:—Taw——,uwax'{_ (aac 1'—aa:+l)

Fillt die Rente @, mit steigendem x, dann ist —— 7 3z <0 und nach (59)

L2 a/a:_ Ax <o

und wegen (58) auch

- I

RN &
eine Ungleichung, die wir bereits zu Beginn des Abschnitts unter etwas
strengeren Voraussetzungen iiber den Verlauf der Sterblichkeit erhalten
haben.

Ersetzt man in der Relation

. da
4, = g Oy — d:
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die Leibrente durch die Ablebensversicherung

1 =, da 14
=5 (0= G =—57,4

@

so ergibt sich als Differentialgleichung von A ¢ nach dem Beitrittsalter

d _— —
jd—;Aa: = Ay (pe + ) — te (60)
Fir den Differentialquotienten von M, nach x erhilt man aber auf
Grund der Definition (50)

o -]

ad d d
T Me= d—xSDx+hu:c+tdt = S—d‘;(DcHHHt)dt

o o
-4

(61)
d
= S'd7 (Dot gt1) At = — Dy phy.

o

Zwecks numerischer Berechnung setzt man in der Regel fiir den
Faktor 4/ in (54)

n|H

5= (1+1)
und erhilt damit die geniherten Ausdriicke
A=A (149)2, pdy= 1o da(141)%, Apmi= ndy (T+1)
In gleicher Weise gilt dann

im

2+ ,E,  (62)

I I

Co=Cp(1+14)?, My=M,(1+1)?, R, =R, (

I
1 +14)2, (03)
wenn die nichst héhere diskontierte Zahl der Toten I?E durch

o

ix: S-ﬁx+tdt :ﬁx_agx

definiert erscheint. Fiir die kontinuierlich steigende lebenslangliche Ab-
lebensversicherung wird dann

D{D

- a
(IA):J:: d StDa:-%t;u':c—{-tdt:'- . S
o o

(64)
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erhalten. Der zu (III, 64) analoge Ausdruck ergibt sich aber aus

-]

a, = : SDdet: : [tD.mH—St——d—Datht]:

D, D, dt
o

]

@

== [tDa:+t+StDm+t(,ux+t+6)dt}

b]H

x

gtDac-i-t,uac+tdt +0 gtDdet}

Lo o

woraus
(|4)e =@y —d(|a), (65)
erhalten wird.

Istvorgesehen,daB die Todesfallsummesofort beim Ableben bezahlt wird,
dann bezeichnet man die laufenden ganzjihrig, unterjihrig oder kontinuier-
lich zahlbaren Primien durch ein beigefiigtes oo-Zeichen und erhilt so

® Z o M)
P, = —af, P, =

S “Pa= Gt (66)

a x

a.[t}.

und ganz analoge Ausdriicke fiir die Pramien der Versicherung auf Ab-
und Erleben. Wegen

Ag=1—0a,, Zz,mz I—0a,7
ist fiir die beztiglichen kontinuierlich zahlbaren Primien bei sofortiger
Zahlung der Ablebenssumme durch Division durch die betreffende Rente
auch

me.—_—' ——a, ml_j;,mz

—9 (67)

a
a""‘

(iz,m
zu erhalten.
Ist aber die Zahlung der Todesfallsumme fiir das Ende der mtel
Jahresabschnitte vorgesehen, dann miiite offenbar
A gm
T x
. (68)
d(m)=m(1—v"‘)
definiert werden, woraus sich durch Grenziibergang m — co auch wieder
Ay,=1—28d,
erhalten 1at. Man kann auch hier wieder in Analogie zu (62) von der
Niherung

I

AN =, (1 40y
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Gebrauch machen und damit
I I

AP = A, ()7 (69)

erhalten. Fiir die hierher gehérenden mteljahrig zahlbaren laufenden
Priamien wird dann

m,
PP = —d™ (70)
a$

erhalten. Nach dieser Festsetzung wire also bei Ableben das versicherte
Kapital am Ende des Jahres-mtels, in welchem das Ableben erfolgt ist,
fallig, und die Priamienzahlung wiirde mit diesem Termin aufhoren. In
der Praxis ist sehr hiufig eine andere Festsetzung anzutreffen, nach
welcher die Primien zwar mteljahrig bezahlt werden, jedoch die pro rata-
Pramien stets bis zum Ende des Versicherungsjahres, in welchem das
Ableben erfolgt ist, eingehoben werden. Man bezeichnet dann diese
Priamien als Ratenprimien P™, Fiir ihre Berechnung gilt auf Grund der

Zinstheorie
m—1I m—1

p,=LpPM 3 w2 P N gy Py
2T m oz T m o ® m T 2m
o o
und damit
[m] P
P "= mf—l . (71)
I— d
2m

Natiirlich ist bei echter unterjihriger Zahlung die Herstellung der
numerischen Berechnungen wieder durch die Anfertigung der ent-
sprechenden Kommutationswerte zu erleichtern. Man wird dann mangels
der entsprechenden exakten Werte der I, /,, wieder von linearer Inter-
polation Gebrauch machen und nach Erhalt der diskontierten Zahlen

(m)
der Lebenden Dx i

auf Grund von
d:c+ tim = lm+ tfm — la;+ (t+1)/m
auch die diskontierten Zahlen der Toten

x
m) __ o pm (m)
Caa —vaaz _Dm+1/m’

I
N™ — ym N __ g™
x z

z+1/m

zu berechnen haben. Damit wiirde sich z. B.

(m) (m)
My —M +Dm+")

z+n

A (m)

I
Y —1_); (
ergeben. Im allgemeinen aber wird man mit den Naherungsformeln auf
Grund der ganzjihrigen Berechnung das Auslangen finden.
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Es sei noch erwiahnt, daf fiir die kontinujerlich steigende Ablebens-
versicherung auch von dem Ansatz

(IZ = Svtti’x ctrtdl

o

ausgegangen werden kann, der sich durch Einsetzen des Wertes von
A, ,, tberfiihren 148t in

®

iodts U P+ sdS
ogov Pz ;ufx+tg = iotvttpx ,ufa:-i-tdt;

demnach in den unter (64) mitgeteilten Ausdruck. Die Richtigkeit des
Ansatzes ist ohne weiteres zu iiberblicken.

Endlich sind noch eine Reihe von Differentialquotienten von Ver-
sicherungswerten fiir den spéteren Gebrauch von Nutzen und seien daher
im folgenden angefiihrt.

Aus der Differentiation des Erwartungswertes der Ablebensver-
sicherung nach dem Zins ¢ erhilt man

d @®
;i:c = _vZ(t+ I)vt+ItIQa: Z—U(IA):::

. a4
(14), = — (x+ ) 552 (72)
Hingegen erhilt man fiir

a4 d — .

Z. ﬂ-ge—“tm frasedt = — (|A),. (73)
o
Fiir die kontinuierlich steigende Rente erhilt man
i(la-) _7‘2&_ —Dwﬁw‘FDx(I‘x‘i“» §x

ax == 4y D, ~ D2 (74)

= (|8)s (2 + 0) — @o.

Unter der Annahme, daB (|@), eine mit » abnehmende Funktion ist,
wire d/dx (|@), << o und daher

- a
(). < -M—_T_f (75)
und im Hinblick auf die Ungleichung fiir ¢, auch

- I
(92 < Gy

Berger, Lebensversicherung. 7
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sonach wieder das Resultat (41), jedoch aus engeren Voraussetzungen
hinsichtlich des Verlaufes der Sterblichkeit gewonnen.

Die Differentiation von 4, nach x gibt

d — — d
— M. M.
dZ_sz__D‘”dxM“’ "”de“
dx"®  dx D, D2 ?
— Dl pus+MyDy(pa+9) _
= == Dx: = = Ay (e + 6) — fos

sonach das auf anderem Wege erhaltene Resultat (60). Aus dieser
Gleichung folgt auch, daB ‘wenn @, mit x abnehmend ist, also 1 — 8 @,

mit ¥ zunimmt und A > 0 ist,
A
Z e Ha + T (70)

Fiir die temporidre Ablebensversicherung aber erhilt man

d — a M, —M:c-i-n
T Inly =
dx dx Dx (77)

wihrend sich fiir die gemischte Versicherung

d — d _ - -
WAx,m = iz (r—9 aw,?l) =0 (lnAa;_,“w aw,fl) (78)
ergibt. Endlich sei die Relation
L(IZ') d R "*Dacﬂac'f‘Dz(ﬂw‘i‘d)}—?;
adx ® dx D D2 (79)

= (,U'ac + 6 |A)ac_za;
erwihnt, aus welcher sich unter der Annahme
d —
(). >0
und im Hinblick auf (76) auch

Vi Ae iz 8
o> > Gt (8)

erhalten laBt.
§ 26. Die vollstidndige Leibrente.

Unter einer vollstindigen Leibrente versteht man eine im nachhinein
ganzjihrig oder mteljdhrig zahlbare Leibrente, bei welcher iiberdies vom
Termin der letzten Rentenzahlung bis zum Todestag eine entsprechende
pro rata-Zahlung vorgesehen ist. Der Betrag dieser Zahlung steigt dem-
nach bei mteljahriger Zahlung entsprechend der vom letzten Zahlungs-
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termin bis zum Todestag abgelaufenen Zeit linear vom Betrage Null bis
zu dem Betrag einer vollen Rentenrate an, um dann nach Zahlung der
nichsten Rentenrate wieder auf Null abzusinken. Es handelt sich dem-
nach bei dieser Schluf8zahlung um eine linear steigende und stets wieder
an den Filligkeitsterminen auf Null absinkende Todesfallversicherung,
deren Erwartungswert zum Erwartungswert der Leibrente hinzutritt.
Man erhilt den Erwartungswert dieser Todesfallversicherung als Differenz
der Todesfallversicherung

©
I

——gﬁwtdt
o

@

und der Todesfallversicherung
By > Mt m
I

so daB sich der Erwartungswert der vollstindigen Leibrente bei s tel-
jahriger Zahlung durch die Formel

o ( w e
a:n):“;n)+Dim{SMszt'_—:ZZMﬁHlm} (81)
o I

darstellen 148t. Unter Verwendung der EULER-MAcLAURINschen Formel

(a2 S1(L) + 2 10+ e[ s+ ...

o

erhilt man

-]
olm)  (m) 1 1 3
a, =a, +E{W2Mw+t/m+me+
I

@®
1 d 57 1 = (82)
+ 12 m? WM“——WZ’M""'/’"}
1
_ ™ I 7 M
=a, + zmA“ 12m?”’
In der Praxis setzt man in der Regel
o (m) (m) I
am :aw + —2-';{143;
und damit
I
o (m) —1I 1 NS o~ m—1I 1
by =+t A (T4 ) =ay+ ot A )

° 1
a,=a, + 7Am.

7*
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Weil
(m) -
m 1 1 %Y
@ = o o2 Dattim
I

kann statt (81) auch gesetzt werden

®

{‘_I“ a:+ t/m_MaM-t/m) + SM—m+t dt} ’ (84)

37 m

o

u.nd im Hinblick auf

~2f() Sf(tdt——f() — e [ 1] —

erhilt man

o (m) Ev3 Py
i, = DL{S(Dx+t~Mx+t)dt—;‘,,—,—(Dx—Mx)—

o

12 m2 dx

2D, ~M)+Sm+tdt} )

=a,— _d Ay + ——5

Izm2
Hierbei ist
I
D,
a 7 d

(Dy—M,) =1— A, = 0d,

zu berlicksichtigen. Es ergibt sich sonach aus (85)

&(m)=dm(1— 9 ')—}— o

=0+ 51— ) (86)
ho=(at3)(r—)

Dies ist auch aus

zu erhalten.
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Fiir die temporire vollstindige Rente wire zu setzen
&(m) _ O(m)__ Dw+n o (m)

z,n D, “z+n

(ot 2 A= P g+ B T M) [ 89)

~g — m—1 Dysin I
:az,n|+ 2m (I_ D, +

oder auch
o(m) __ - __ é é D
= a7 (1= o) + o (1552 8
D s (88)
= fenm 5 (=552} (1 —55)
Im ibrigen ist die Ndherung
dy=1—1ia, (89)
zu beachten, welche aus
- - J d 42 o o
A,=I1—00,=1— 6%;1——6(1 —5—7—9—7—5— .)ang—za,,
I— —
2

erhalten wird.

Wenn festgesetzt wird, dafl die Leibrente unbedingt so lange bezahlt
werden soll, bis die ausgezahlten Rentenbetrige den Betrag der fiir die
Rente geleisteten Einlage R’ erreichen, dann ist der Nettobarwert der

Einlage durch
Dy, r &(m)

_m)
R = “17[ + D, z+ R’

zu erhalten. Die numerische Losung muBl durch Versuche gefunden werden.

§ 27. Einige Ungleichungen.

Zahlreiche wichtige Ungleichungen zwischen verschiedenen Versiche-
rungswerten ergeben. sich als Spezialfille einer sehr allgemeinen Rela-
tion, auf deren Niitzlichkeit zuerst J. F. STEFFENSEN verwiesen hat.

Es seien f (£) und @ (¢) zwei positive und nicht zunehmende Funktionen
und g (#) eine positive Funktion. Dann gilt fiir « < s < f die Ungleichung

u B
Jowimer) Die)ew)
* z (90)

P =

B
2P e e

Denn beide Seiten von (9o) sind aufzufassen als gewogene Mittel der
Funktion f (»), aber auf der linken Seite sind gréBeren Werten von f (v)
groBere Gewichte zugeteilt als rechts, wobei die links nicht vorkommenden
Werte f (4 + 1), f (4 + 2), ..., f (B) als mit unendlich kleinen Gewichten



102 Die Anwendung der hoheren Analysis.

behaftet angesehen werden kénnen. Das Gleichheitszeichen wird in (go)
nur fiir gewisse Grenzfille in Betracht kommen, z. B. wenn @ (v) konstant
ist und g = f, oder wenn f (v) konstant ist. Unter den gleichen Voraus-
setzungen fiir die im Argument stehenden Funktionen f (f), @ (¢) und g (¢)
und fiir 2 < v < b gilt auch die Relation

T

feoroenar  lroewma

<

s = , (91)
gtp g de Sg s

wie man ganz unmittelbar, wie bei (o), einsieht oder durch Vollziehung
des Grenziiberganges erkennt.

Zum Zwecke eines rein arithmetischen Beweises von (go) hitte man
D(u+1), D4 2),...,9(p) alsNull anzunehmen und die Summation fiir
beliebiges &« und f zu vollziehen. Es wire dann zu zeigen, dafl die Differenz

8 s 8 s
200 f0)gl). 2e() —2'P0) e) . ') &)

nicht negativ sein kann. Nach Ausfilhrung der Multiplikationen erhilt
man Glieder der Gestalt

D(n) f(m) g(n) - g (m) — D (n) g(n) - {(m) g (m),
welche fiir # = m verschwinden. Fiir # $ m kann aber #» <m an-

genommen werden, und durch Zusammenfassung je zweier Glieder fiir
#n und m und fiir m und # erhélt man

D(n) {(n) g (n) . g(m) + P (m) | (m) g (m) . g (n),
— @ (n) g(n) . [(m) g(m) — D (m) g(m) . [(n) g(n),

ein Ausdruck, der aber auch

g(n) g(m) [f () — [ (m)] [P (n) — D (m)]
geschrieben werden kann. Fiir # << kann dieser aber unter den iiber
f (») und @ (v) gemachten Voraussetzungen nicht negativ sein, womit der
Beweis erbracht ist.
Als spezieller Fall der Ungleichungen (9o) und (91) ergeben sich fiir
gw) =1, u = bzw. g(f) = 1, v = b die beiden Relationen

B B B
;’é 010 25— gé OF %’f )
b b b
S@(t)f(t)dtg . Sdi(t)dt.gf(t)dt,

a a a

(92)

die unter dem Namen der TcHEBYCHEFFschen Ungleichungen bekannt sind.
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Durch Verfiigung tiber die Funktionen f (f), @ (f) und g () erhilt man
aus den angefithrten Ungleichungen eine Reihe von fiir die Versicherungs-
mathematik interessanten und niitzlichen Relationen. Wir fithren zu-
nichst nur die folgenden an: Aus (91) folgt fiir f(f) = 8" — ¢ und unter
der Annahme 7 >0 und o < 4 < b die Ungleichung

b T
gt"g(t)dt gt"g(t)tp(t)dt
a a

W%
)
L

b T
(e@at Sg(t)@(t)dt
a a
aus welcher wieder fiir
a=0,b=co,1T=00,7r=1,g(f) =—1V,
erhalten wird:
Szl'mﬂdt Stl’mﬂcp(t)dt
5 =z (94)
Sl"c_,_tdt Sl’m_,_td')(t)dt
o o
oder
St‘um+tla:+t®(t)dt
&= - (95)
S/‘w+tlm+t@(t)dt

Setzt man hier @ (f) = v¥, so ergibt sich

s (A,

=7

Wird aber angenommen, daB8 u,  , fiir £ > o nicht abnimmt und setzt
man D () = 1ju, ., so ergibt sich

2

@
(tlﬂtdt
o

v

O —g

(96)
la:+t at

und auch
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Durch Verwendung der speziellen Werte ¢ =0, b = o0, T = 00

I

gl) =—D'py, P() =

Ba+it+0
erhdlt man aus (91)
St’Dmdt grdwgt’—leHdt
o o

oder, wenn die Leibrente 7 4+ 1ter Ordnung wieder durch

- I .
(lra)w: 1'Dw Sﬁ Dac+tdt
o

definiert wird, auch

(2)s = @y (7~ 10) (97)
Die wiederholte Anwendung von (97) aber ergibt die Ungleichung
(a)s = @, (98)

Da im besonderen unter der wiederholt gemachten Annahme iiber den
Verlauf der u,,; auch

- I

=t
so gilt fiir » = 1 auch die Ungleichung

i i< — 1
(la)w é aac = (qu__i_é)z ° (99)

Es sei noch bemerkt, daB STEFFENSEN auch gezeigt hat, daB fiir die
Giiltigkeit der angefithrten Ungleichungen an Stelle der iiber den Verlauf

der pu, gemachten Voraussetzung auch mit der schwicheren Annahme
8y = Epyy bZW. Gy, =ady,; (t>0) (100}

das Auslangen gefunden werden kann. Wir werden an spiterer Stelle
noch auf die Relationen (9o) und (91) zuriickzukommen haben.

Es ist aber zu bemerken, daB3 der Inhalt der genannten Ungleichungen
keineswegs tief liegt und auch unter der schwicheren Annahme (100)
z. B. die erste Relation (99) durch folgende ganz einfache Uberlegung
erhalten werden kann.

Durch

A, =1—da,
und
, 1
(1P)e =2 — X (g, —s(m),) =1 —o =
ist die Einmalpramie fiir die reine Ablebensversicherung und die gleich-
bleibende laufende Priamie fiir die steigende Ablebensversicherung de-
finiert. Unter der Annahme

o= gy; oder Ay, =4, (t>0)

[
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mull aber

(1P)e = 4,
sein. Denn wenn aus der laufenden Pramie (| P), die bestindig steigenden
Einmalpramien A, bestritten werden sollen, so muf} offenbar die
Pramie IP ). einen Mittelwert der A4, , entsprechen der zufolge der
iber die Am” gemachten Voraussetzung ( |P e = A , sein muB. Damit
folgt aber auch schon aus den definierenden Relationen fiir 4, und (| P),
die Ungleichung
-(J(%)Di =a, oder (|d), =< d,?
und damit (99). Die stirkere Bedingung y,, ,; = p, ist also fiir die Geltung
der ersten Ungleichung (99) hinreichend, aber keineswegs notwendig.
Diese geniigt aber schon zum Beweis der Behauptung, dafl die laufende

Primie P, der Ablebensversicherung mit wachsendem Zins abnimmt.
Denn man erhilt aus

Pm == ‘d—~ 6,
_ >
dafB die Ableitung von P, nach d
d 5 _d (1 ey
ﬂp"’_—(fg(d_w_(S)_ g T (ro1)

unter Geltung von (100) negativ sein muB}, woraus die Behauptung folgt.

§ 28. Das ZinsfuBproblem bei der Leibrente.

Die exakte Berechnung der Leibrente zu einem bestimmten Zinsful3
fiir eine gegebene Absterbeordnung setzt voraus, daB die betreffenden
Kommutationswerte D, und N, zur Verfiigung stehen. Ist dies nicht
der Fall, wohl aber die betreffenden Werte fiir andere Zinssitze zur Ver-
fiigung, so wird in der Regel von einem geeigneten Interpolationsver-
fahren Gebrauch zu machen sein. Es gibt aber eine ganze Reihe von
Formeln, welche den gesuchten Wert in der Regel unter Verwendung
einer TAYLOR-Entwicklung aus einem gegebenen Wert mit geniigender
Genauigkeit zu berechnen gestatten. Man kann zur Erzielung einer
solchen Darstellung so verfahren.

Es sei fiir eine Zinsintensitit ¢ die postnumerando ganzjihrig zahlbare

Leibrente
®© o
D N
— —5t p — 2+t _ Nat1
a, = e = i 2 .
® ; iba ; D, D,

Fiir eine Zinsintensitidt 8 4+ A ist dann die entsprechende Rente ¢, durch

"= a, + da“A—i— I! ig; A2 4. (102)
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und wegen

d a < <
T =0 Y puett = (=1 Ty Lo
I I

do
kann auch

o @«
r___ E' Dm+t 42 E' 9 Da:+t
1 b

@ ©
gtD:c+t " %‘tz Dyye

Nei1 2! Neta

(r03)

=a,\1—4

geschrieben werden. Nach einem von LINDELSF angewendeten Verfahren
zur Verbesserung der Reihenkonvergenz wird nun
4

&z

= A=a@E+224+...)= —3 (x>0
gesetzt, und man erhilt so fiir die Rente
2t Dyyy
a; = a,—x.a, INm+1 2+
gtDa:+t o8 Z’ZDmH
+ —“'aw—N;T+T.aw INaa+1 24.... (104)

Bestimmt man jetzt die GroBe « so, daB der Faktor von 22 in der Reihen-
entwicklung verschwindet und werden die héheren Glieder vernachlissigt,
so ergibt sich

-]
2 DtDyyy
I
=
thDwH}
I

[

und wenn wieder
z —_— A{I_—
Jo i |
substituiert wird

o
2Dy
I

.4
N
a, = ay,— a, s ,
22Dy,
1+ 4

Lol
ZZtDw+t
I
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eine Formel, welche unter Beachtung der Relation

2’52 Dyyy =st+t +25w+l+t
I I I

auch
Sa1
@y =y — @l (x05)
250:+t +25w+1+t
T+ : 25@-?—1 -4

geschrieben werden kann. Dies ist die gesuchte Niherungsformel fiir a,,’.
Man kann nun iiberdies den vorkommenden Faktor in (105)

4 . 1
-] ® - w0 -] e ]
14 YSoii+ DSorrae 2'Sart 2'Sert— 2 Swr1+t
I I A i'i‘ I .t I
2s:::+1 4 Sw+1 25:v+1

I

@
2 Sw+t
I I 1
T s
schreiben und von der leicht zu erweisenden Ndherung
I I I

Gebrauch machen, wobei ¢ + 4 = § + A gesetzt wird. Damit ist (x05)
in die Formel von K. POUKKA
—Z%E"—l—.h.v
a, = a,—a, £+1 (x06)
25z+t

1+ —g———.hv

Sa:+1

tiberfiihrt.
In der Arbeit von Poukka wird auch noch auf die Tatsache hingewiesen,
daB fiir eine groBe Reihe von Sterbetafeln mit praktisch gentigender An-
niherung

25m+t
1

S

— e — 0,8 o+l

S:::+1 4 Na:+1
gesetzt werden kann, so daB sich die Formel (106) noch weiter in
f\;”# kv
aml =dy— Qg a:+1s (107)
140,84 =2*L p.o
Na:+ 1

vereinfacht.
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§ 29. Eine allgemeine Relation zwischen Todesfallversicherung und
Leibrente.

Um die wiederholt benutzten Relationen zwischen den Erwartungs-
werten der Todesfallversicherung und der Leibrente méglichst zu ver-
allgemeinern, legen wir jetzt den Betrachtungen eine Versicherung auf
Ab- und Erleben des Beitrittsalters x und der Versicherungsdauer # zu-
grunde. Die laufende Zeitvariable sei bei Anwendung der kontinuier-
lichen Methode wieder ¢ und die vom Zeitpunkte ¢ der Zahlung abhingigen
Zahlungen fiir den Versicherungsfall seien mit 4, bezeichnet. Die Pramien-
zahlung erfolge nach MafBgabe einer Funktion P, so daB P,d¢ die dem
Zeitpunkte ¢ entsprechende Priamienzahlung bedeutet. Die fiir die
Kapitals- bzw. Rentenzahlung in Betracht kommenden Auszahlungs-
betrage sollen stets in Klammern { } beigefiigt werden. Es bedeutet sonach

Ay id,) bzw. @y ir)
den Erwartungswert einer Versicherung auf Ab- und Erleben auf die
Betrige 4;im Ablebensfalle und 4 ,, im Erlebensfalle, bzw. den Erwartungs-

wert einer temporiren Leibrente auf die Betrige 7,, alles nach der konti-
nuierlichen Methode. Es ist sonach

Zx,ﬂ {At} = ]nZw {At} + nEw'An
n
— I\ 8laye s letn o
__ng;t_e tAdt o+ otn eon g,

o

(x08)

und
n
Az, {”t} = 71; Slac+t e~%y,dt. (109)

Setzt man in der letzteren Formel
n

dl
lac+t = S“;Tﬂds + la:+n
t
und vertauscht in dem sich so ergebenden Doppelintegral die Integrations-
folge, so erhilt man

dx,;f[ {rt} = 1
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wobei @) {r,} den Barwert der kontinuierlich zahlbaren Zeitrente auf die
Betrige 7, fiir die Dauer ¢ bedeutet. Diese Relation kann auch

Az, 0] {7t} = |nZw{edt ag {1’3}} + nEaaedndrTI {7t}
oder

Gnm 7} = Agui {e‘” a7 {rs}} (110)

geschrieben werden. Die Formel besagt, daB der Erwartungswert der
Rente auf die Betrdge 7, gleichkommt dem Werte einer Ab- und Er-
lebensversicherung auf die bis zum Ablebens- bzw. Erlebenstermin auf-
gezinsten Betrdge aller bis zu diesen Terminen fillig gewesener 7;. Das
ist auch ohne jede Rechnung einzusehen. Es entspricht der Festsetzung,
daB bei einer temporiren Rente die Rentenzahlungen nicht fortlaufend
bei Erleben der Termine zu erfolgen haben, sondern jeweils mit Zins und
Zinseszins am Todestag bzw. am Ablaufstermin der Rente nachzu-
zahlen sind.
Anderseits erhdlt man durch Produktintegration

n

- dl
luAa:{At} = _%S ;;t e A, dt

o
n

n
+ iglw“e—‘”(%%‘—-ézit)dt

— lo+e et 4
1, t

(o]
1l - dA
= Ao————~‘°l:" € O" Ay + g7 {»ﬁdtt — 5At}
und daher auch
- _ dA
Ay (A} = 4g+ am—,{# — 6At}. (111)

Die Relation (x11) ist die Umkehrung von (110). Denn setzt man in der

letzteren

dA
=it —oa,
und beachtet

¢ ¢
Se—"'rsds = ag{r.} = Se-"' (%—-6As) ds =e%4,—A,,

©
o
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Fiir A;=1 bzw. 4, =¢ erhilt man aber aus (111) die wohlbekannten
Beziehungen
Aw,m =1—2& Gy, 7]

Ax,?]{t} =dm,?ﬂ—6d:¢,m{t}:
wobei jetzt 4, ,{¢} und @,z {#} die abgekiirzte Todesfallversicherung
und die temporidre Rente auf die steigenden Betrige bedeuten.

Auf Grund von (rrxr) laBt sich auch leicht die Frage entscheiden,
welche Bedingungen die 4, erfiillen miissen, damit zwischen der Todesfall-
versicherung und der Rente, wenn beide auf dieselben Betrige lauten,

eine lineare Relation besteht. Es miifite dann gelten:

- _ dA -
Ayz {At} = Ay + Gy {—7“—‘ —6At} =&+ Bag7 {At},

wo « und B zwei Konstanten bedeuten. Hieraus aber folgt
Ay—o -+ dx,;,{_‘%i—dAt_ﬂA,} =0
fiir jeden Wert von x und » und daher

dA

oder
A, = Ce0+p,

Die A, miiten daher durch die Exponentialfunktion definiert sein in
Ubereinstimmung mit einem auf anderem Wege erhaltenen Resultat von
U. BroGaGr.

Wird aber nach den Bedingungen fiir die 4, gefragt, welche erfiillt
sein miissen, wenn der Erwartungswert der gemischten Versicherung auf
die Betrige 4, unabhingig von x und # sein soll, dann folgt aus (111}

- _ dA
Ag7 {At} =A,+ a,,m{ dtt —6At} =C

und damit
Ay=C, —t=084, A,=Cé%
Die Betrige A, sind daher aus C durch Aufzinsung zu erhalten.
Im Falle der lebenslinglichen Leibrente folgt aus (110)
Gy = Zm {eat -T[}

und fiir 6 = o0 das bekannte Resultat

-] w «w
a
G, = Qi“;-ﬂdt = -—ILS lovt tat = Sttﬁmy“,dt.
o x z
o L] o

VerldBt man die kontinuierliche Methode und betrachtet bei ganz-
jihriger Verzinsung und Primienzahlung die versicherten Betrige am
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Ende der Jahre, die Rentenbetrige am Anfang der Jahre zahlbar, dann
lauten die (110) und (11I) entsprechenden Relationen

Az, 7 {rk} = Aa;,ﬂ {vk ag| {71}} (IIZ)
und
Apw{ds) = Ag+ agm{d A, —dA,). (113)
Man erweist die Richtigkeit derselben aus den zwischen den diskontierten
Zahlen der Lebenden und Toten bestehenden Relationen
C,=vD,—D

z+1
Es ist dann

Amn\ ZA" ac+k 1 +A a:+n

a:

—ZAkv :c+k 1 Zn’A Dz+k + 4, D£+n

@

= — (Y — A x+k 1 A, Dyyp— 1—D:c+k A, Dyip
( 'U)Z kT +2 -+ D,

=—da,j] {4} + 4, +2m—;i:1“ (Ar— Ax-4)

I
=A¢+ 2,7 {AAk_dAk} (A4, = Ap—A4;-y).
Anderseits gilt fiir jedes »
Dy=Co? + Cop1? + oo + Copney /" + Dyypr™ 7=,

v

wie man durch Einsetzen der Ausdriicke fiir die C, erweist. Demnach gilt
n

D
N

= Diz[rl(c 74+ Cor1?®+ oo + Cppnq?™ + Dyy ™)
+72( g1+ oo+ Copny "%+ Dy *77)
+
cen +7n (Ca1+n-17+Dz+n7)]
= A, 7 {r 7% + ra7 1 4 L 47,7}
= Aga{v*ag {n}}.
Vom mathematischen Standpunkt aus handelt es sich beim Nachweis der
Gleichwertigkeit von Ausdriicken wie rechts und links in (110) oder (r1z)
immer nur um die Vertauschung der Integrationsfolge. Vom versicherungs-
mathematischen Standpunkt aus um die Gleichwertigkeit von Zahlungen,
die unter verschiedenen Voraussetzungen hinsichtlich des Termins der
Zahlungen, aber unter den gleichen Voraussetzungen hinsichtlich der Be-
dingungen fiir die Zahlungen geleistet werden.
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V. Primienreserve (Deckungskapital).

§ 30. Begriffe und elementare Entwicklungen.

Die Beitragsleistung des Versicherten fiir die einzelnen Versicherungs-
jahre und die Gegenleistung des Versicherers in diesen Jahren sind nach
unseren bisherigen Uberlegungen nur auf Grund des Aquivalenzprinzips
aufeinander abgestimmt. Nach diesem muB fiir den Beginn der Ver-
sicherung der Erwartungswert der Versicherungsbeitrige dem Erwartungs-
wert aller Leistungen des Versicherers gleichkommen. Uber die Hohe
der Beitrige im einzelnen folgt aus dem genannten Prinzip noch nichts.
Die Beitragsleistung kann in Form der Einmalpriamie erfolgen oder sonst-
wie iiber die Versicherungsdauer verteilt sein, und es ist auch noch gar
nichts dariiber ausgesagt, ob in letzterem Falle — stets natiirlich unter
Geltung des Aquivalenzprinzips — jede beliebige Verteilung als zuldssig
angesehen werden kann. Ganz eindeutig ist die Sachlage nur dann, wenn
die Beitragsleistung fiir jedes Versicherungsjahr gerade so hoch ist, als
der voraussichtlichen Gegenleistung des Versicherers fiir dieses Jahr ent-
spricht. In diesem Falle muB also das Aquivalenzprinzip fiir jedes Jahr
in Geltung sein, nicht nur fiir die ganze Versicherungsdauer, und man
spricht dann von einer natiirlichen Beitragsleistung oder einer natiirlichen
Primie. Zu einer Riicklagenbildung aus den Primien kann es in diesem
Falle nicht kommen, weil stets der als Primie zu Beginn der Jahre zur
Verfiigung gestellte Betrag am Ende des Jahres durch die erwartete
Gegenleistung des Versicherers verbraucht erscheint.

In allen anderen Fillen wird aber dieser Verbrauch der jeweiligen
Beitragsleistung nicht entsprechen. Es wird vielmehr der jeweils nicht
verbrauchte Teil der Beitrige zur Deckung des spiteren Bedarfes in
Form einer technischen Riicklage zuriickgestellt werden miissen. Man
nennt diese Riicklage Primienreserve oder Deckungskapital.

Zur Bestimmung der Hohe dieser Riicklage ist es erforderlich, von
einem Prinzip Gebrauch zu machen, welches die Hohe der Pridmien-
reserve fiir jeden innerhalb der Versicherungsdauer liegenden Zeitpunkt
eindeutig zu definieren gestattet. Wir werden im Laufe unserer Be-
trachtungen erkennen, daB dieses Prinzip in sehr verschiedener Art zum
Ausdruck gebracht werden kann. Fiirs erste wollen wir uns hierbei an
das fiir den Beginn der Versicherung zum Ausdruck gebrachte Aquivalenz-
prinzip halten und dieses nunmehr als fiir jeden innerhalb der Versiche-
rungsdauer liegenden Zeitpunkt in Geltung befindlich ansehen. Wir
setzten also fest, daB stets der Erwartungswert der fiir die restliche Ver-
sicherungsdauer in Betracht kommenden Leistungen des Versicherers dem
Erwartungswert der Beitragsleistung des Versicherten fiir die restliche
Versicherungsdauer zuziiglich der vorhandenen Primienreserve gleich-
kommen soll. Fiir einen bestimmten Zeitpunkt innerhalb der Versiche-
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rungsdauer ist daher die Primienreserve stets gleich der Differenz der
Erwartungswerte von Leistung des Versicherers und Gegenleistung des
Versicherten fiir die ganze restliche Versicherungsdauer. Da zur Be-
rechnung dieser Erwartungswerte die angewendeten Rechnungsgrund-
lagen von Bedeutung sind, ist auch die H6he der Primienreserve von
diesen Grundlagen abhingig. Sie beruht daher geradeso wie die Be-
rechnung der Primien auf einer Schitzung des Verlaufes der in der Zu-
kunft liegenden beiderseitigen Zahlungen, so dafl der Primienreserve ein
durchaus prospektiver Charakier beigelegt werden muB. Hieriiber diirfen
andere Definitionen der Primienreserve nicht hinwegtduschen, da es sich
dann nur um rein formale Umformungen mathematischer Ausdriicke,
nicht aber um neue Begriffsbildungen handelt. Die Wichtigkeit der
Priamienreserve als des zentralen Begriffes der Versicherungsmathematik
fiir Theorie und Praxis 148t es begreiflich erscheinen, daB hier die Me-
thoden der Berechnung und damit der mathematische Formelapparat
{iberaus ausgebildet worden ist. An dem prospektiven Charakter des Be-
griffes ist aber stets festzuhalten, auch dann, wenn ihn, was sehr hiufig
der Fall ist, die betreffenden mathematischen Ausdriicke unmittelbar
nicht erkennen lassen. Als Erwartungswert hat die Primienreserve
natiirlich ganz den Charakter eines Durchschnittswertes. Fiir die einzelne
Versicherung ist der Begriff ganz sinnlos. Wiilte man iiber den Verlauf
einer Versicherung genau Bescheid, dann konnte im Einzelfall von einer
tatsichlichen Reserve gesprochen werden, welche einfach als Barwert der
Leistungen weniger dem Barwert der Gegenleistungen zu den bekannten
Terminen bestimmt werden miilte. Die Primienreserve wire dann, wie
wir an spiterer Stelle sehen werden, als Erwartungswert dieser tatsich-
lichen Reserven aufzufassen.

Um zunichst den Begriff der Pramienreserve an ganz elementare Be-
trachtungen anzuschlieBen, seien die Zahlungen fiir den Erlebensfall
mit ¢, ¢, ..., die Zahlungen fiir den Ablebensfall mit ¢,, ¢;, ... und die
Primienzahlungen mit P;, P,, ... festgesetzt. Wir nehmen dabei an,
daB die Todesfallzahlungen am Ende der Versicherungsjahre, die anderen
Zahlungen am Anfange derselben zu erfolgen haben. Der gesamte An-
spruchswert fiir den Beginn der Versicherung ist dann

szlg(eoDw‘i‘51Dm+1+---+cocw+c1cx+1+---) (1)
und der Erwartungswert der Versicherungsbeitrige fiir denselben Termin
B=D%(P0Dx+ P, Doy + ...). (2)

Nach dem Aquivalenzprinzip ist sonach

U = B.

Berger, Lebensversicherung. 8
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Fiir einen spiteren Termin ¢ innerhalb der Versicherungsdauer, wobei ¢
als ganzzahlig vorausgesetzt wird, ist der Erwartungswert der Ver-
sicherungsleistung

U = —5;1:(‘%Dm+t+ iy1Dprip1t oo+ 6 Co i+ C01Cahpir+ .. 0) (3)

und der Erwartungswert der Beitrige, beide genommen fiir die restliche
Dauer der Versicherung,

—(PeDyyi+ PriaDogiyin + - 0)- (4)

x+t

I

) —
B D

Von einer Beriicksichtigung der Unkosten bei Berechnung der Primien-
reserve sei zundchst abgesehen, so daB stets die Nettoleistung den Netto-
beitrigen gegeniiberzustellen ist. Wir definieren dann als Primienreserve
(Nettoreserve) ,V die Differenz

.V = U®__ Bo, (3)

Sie ist also jener Betrag, den die Gesellschaft zum Termin £ besitzen mu8,
um ihren Verpflichtungen hinsichtlich der reinen Versicherungsleistung
fiir die restliche Versicherungsdauer nachkommen zu kénnen. Im Hin-
blick auf (1) konnen wir aber auch schreiben:

tVDx+t=

=[eoDy+eDyyy+ ... ]— Do+ Do+ oo+ €1 Doy 4]+
+ [Cocac+ Clcac+1+ "'] - [cocw+ 01Cm+1+ e + Ct—lcac+t—1]—
—[PODm+P1Dx+1+ "']+[P0Dx+P1Dac+1+"'+Pt—1Dw+t—-1]

und demnach

I

V= Dot {{PoDy+...+ Py Doy il —[eoDo+ - .+ €,1 Dgyyy]—
—[eoCot+ +.v +6y Cz+t_1]}- (6)

Wir haben in dem Ausdruck (5) die Formel fiir die prospektive, in (6) die
Formel fiir die retrospektive Pramienreserve zu erblicken. Da auch die
letztere durchaus auf der Annahme beruht, daB alles so verlaufen ist,
wie es die Rechnungsgrundlagen erwarten lieen, so ist auch der Charakter
von (6) ganz prospektiv und im ibrigen (6) nur eine rein formale Um-
gestaltung von {5).

Wir konnen diese retrospektive Primienreserve noch in einer etwas
anderen Art aufbauen. Sei die Anzahl der Versicherten zu Beginn /,
und zum Termin ¢ [, ,,. Auf Grund der Einzahlungen der /, Lebenden
zu Beginn des ersten Jahres ist dann fiir jeden der am Ende des ersten
Jahres noch vorhandenen /,, Lebenden eine Riicklage

Fy= [l Py—lze0] 7 —cods
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vorhanden. Am Ende des zweiten Jahres fiir die dann noch Lebenden
I, 4o eine Riicklage
Fo=[Fi+4 lgaPr—ls 6] v —¢1dg g
=1y (Po—e0) "+ Iy (Pr— 1) ¥ — Codo? —1dy 4
und am Ende des ¢ten Jahres fiir die dann noch vorhandenen /7, ,, Leben-
den eine Riicklage:
Fo=1,[Py,—e )+ Iy [Pr—e ] 14 ...

vt oy i1 [Proy—ey 7 —Codg~t—cidy P 2 — o—Cy 1Ay
Durch vollstindige Induktion erhilt man auch die Beziehung
Fipn=[Fi+ loyePi—lg i) v — Cilduy s, ()

wihrend sich aus der Formel F, der Anteil des einzelnen an der totalen
Riicklage und damit die Primienreserve in retrospektiver Form wieder mit

F,
Bl {la(Po—eq)? 4o o+ lyps1 (Prpy—eiq) 7—Codp?®™1— ...

lw+t l:c+t

. —ct—1d¢+t-1}
= D—I— {(Po—eo) Do+ oo +(Pioy—63) Dyyyy—6Co—....

x+t
S | C¢+t—1}
ergibt. Man kann auch sagen, da8 bei der retrospektiven Definition der
Primienreserve diese dem versicherungstechnischen Wert der Primien
iiber die Leistungen fiir die Zeit vom Beginn bis zum Zeitpunkt ¢, dieser
Wert bezogen auf den Zeitpunkt £, entspricht.
Aus der Relation (7) folgt durch Einfithrung der diskontierten Zahlen

t+1V  Doyip1 =LV + Pi—e] Doy —6,Coyy 8)
oder auch
t41V Pase- V=0V + Pi—e] —cCifeys-v-
und damit
t+1V = (V4 Pi—e) 7 —qui (61— t41V)- (9)

§ 31. Die Nettopridmienreserve einiger Versicherungsarten.

Aus der allgemeinen Formel fiir die Nettopramienreserve folgt, daB
diese bei einmaliger Primienzahlung zu Beginn der Versicherung stets
gleich ist der Einmalprimie fiir das erreichte Alter und die restliche Ver-
sicherungsdauer. Fiir die lebenslinglich zahlbare Leibrente erhilt man
so nach der prospektiven Formel

2D
V=U0="72 =3, (10)
z+i
und nach der retrospektiven
2D D 2D,—XD
tV — @, ® ) e+t Qgys (II)

D, Dy ' Dyyy
8%
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Fiir die temporire Rente aber ergibt sich
V =a, 400 fir t<m, ,V =ofirt{=n

Sind alle laufenden Primien einander gleich, dann ist Py = P; =...= P,
B = Pa, und B® = Pa,, Bei temporirer Zahlung gleicher Pramien
wire Pp=P;=...= P, _,=Pund P, = ... = o zu setzen. Esist
dann B = Pa, 7 und B® = Pa,,, n=, ¢ < m. Ist aber > m, so ist
B® = o.

Fiir die reine Erlebensversicherung ergibt sich bei einmaliger Pramien-
zahlung

U=,E, UO=,V=, E, = Doin _ nZe (13)

D
und bei laufender Primienzahlung

E
J=U0—BO =, E, — PGE) n-tsstr P Es) = f—f (z4)

z’ni

tV:“ Dm+n I D:c+n . Nm+t_“Nm+n

Da:+t Nw_N:c+n Dac+t

Dm+n Nm“'N.’z+t —_ P(nEw)

Dyyy ’ Nyg—Ngin - P(tEac) ’

In beiden Fillen wird also die Pramienreserve als Quotient der beziig-
lichen Primien fiir die ganze Versicherungsdauer und fiir die abgelaufene
Versicherungsdauer berechnet fiir das Beitrittsalter x erhalten. Hieraus
ergeben sich auch die Formeln fiir die Pramienreserve der auigeschobene
Leibrente. Man erhilt hier bei einmaliger Primienzahlung

V =gz <, (15)
V= ag t=n
und bei laufender Priamienzahlung
a
P(nlaw) = :;J% = P(rfEa:)-am+n: (16)

V= n—t[Qg+t— P(maw) Agtt,n—t| — n—tEgrt-gin— P(,Ep) 2gin 20, t,n=)
V= am+n-tV[P<nEac)] t<m,
eV =2z t=n.

Aus der retrospektiven Formel der Nettoreserve erhilt man fiir ein-
malige und laufende Zahlung auch

U—4 {00, Cqy oves ot_.l}
V= ad , I
b Aw{co, Cir vons ct_l}
— az!ﬂ
tV_ tEav ’
a
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wenn mit & allgemein die gleichbleibende Jahresnettoprimie bezeichnet
ist. Fiir die reine Erlebensversicherung ergeben sich aus diesen Formeln,
da hier ein Todesfallrisiko nicht in Betracht kommt und die ¢, ¢, ...
alle Null werden, die frither angefiihrten Quotientenformeln. Es ist aber
bemerkenswert, daB3 diese Formeln auch Geltung behalten, wenn bei der
reinen Erlebensversicherung Riickgewdhr der eingezahlten Primien bei
vorzeitigem Ableben vorgesehen ist.

Bei einmaliger Pramienzahlung IT ist ¢, =¢; = ... = ¢,y =11,
IT = (1 + &) U zu setzen, und die Pramienreserve ist dann

U—Id, _ Ult—(1+4¢) |tAz].

V =
¢ tEa: tE:c
Weil aber
ﬂE —_— 4
U=wBet U+ &) mde U=y, =rFo
so ist auch :
r
E
V=22, (x8)
tEm
Bei laufender Zahlung =z aber ist
U=,E,+ TCn (|A)a: . nEax
aw?l.n = U(I + 8) B az,m_(l_i_b‘)l" (lA)z
apm.0=U n=0b(1+ ¢
¢ (4), , [
V=b 1— (1 +E£) ast]  _ b ag | — (I;;_ &) it (|4) e — IZ‘nEac) .
;w% £e P (Ey)

Die sogenannten Quotientenformeln fiir die Prémienreserve bleiben also
bei der reinen Erlebensversicherung formal erhalten, auch wenn die
Riickgewahr der Primien bei vorzeitigem Ableben vorgesehen ist.

Fiir die lebensliangliche Ablebensversicherung gilt

U=4, U®=A4,,,

V=Ag4— Pragis (20)
bei lebenskinglicher Primienzahlung. Bei temporirer Zahlung ,P, aber
tVZAz+t_nPaca:c+t,n——tl t<m, (21)

iV = A e+t t g n.

Wegen
A,=1—da, P,=——d

Ay

ist bei der lebenslinglichen Todesfallversicherung auch

I 2ot
,V=I——daw”——[a—z—d]ax”:x——i—. (22)
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Fiir die temporire Ablebensversicherung gilt
= ['n—tAa;+t: (23)
tV=|n—tAz+t_'|anaw+t,—nTt{ t<n

und fiir die temporire steigende Ablebensversicherung nach der retro-

spektiven Formel
A4) ,— (|4
"V m(| )ai x!t(l )a:. (21)

Die aufgeschobene Todesfallversicherung ergibt bei Einmalpridmie

V=ngdsre t<m

&V =Az4 t=n
und bei laufender Primie
A
V=n_tdore— :LRZ] CApit,mog LM
V= n—-tle+t mit<n (25)
tV= Aa:+t tgn.

Fiir die fiir die Praxis wichtigste Versicherungsart auf Ab- und Er-
leben ist

V= Az+t,17:i| = [n-tAm+t + n-tBass
und bei laufender Primie

V= Aa:+t,n———t[“"Pw,'n_|- Azt n—1

=I—daz+t,fbfﬂ—[amm _‘d]aw+t,77—_ilf (26)
a e s
—_T z+t,_n—_t[.
ag,n|

Bei der Versicherung mit bestimmter Verfallszeit hat man bei laufender

Primie
- "
V=0 ———a5 4,77 (27)
@,n|

Im Falle einmaliger Pramienzahlung v ergibt sich als Primienreserve v" .
Es handelt sich hier nicht um ein eigentliches Versicherungsverhéltnis.
Die Primienreserve ist aber in der Héhe v*~* immer dann zuriickzu-
stellen, wenn bei dieser Versicherungsart nach dem Ableben eines Ver-
sorgers die Summe 1 fiir einen bestimmten Termin bereitzustellen ist.

Ist bei einer temporiren Ablebensversicherung Riickgewahr der Pra-
mien im Erlebensfalle vorgesehen, so wire bei Einmalprimie

U=ide+ I ,E, I=U(x+5¢) }
_ nd g _U—14 . (28)
U=i—oraz V= m o Tl
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und bei jihrlicher Priamie
U=,dg+nm,E, ww.a,5=U(1+¢),

b— 1t
4 agt] - (29)
— n V = uiAm V, =
b agn|—n(1+8 By ! tEs ' n =
ax,_[]

Bezeichnet man bei gleichbleibender jahrlicher Primie die Primie
fiir das Beitrittsalter » und die Versicherungsdauer # mit b und die Primie
fiir das Alter x 4 ¢ und die Dauer » — ¢ fiir dieselbe Versicherungsform
mit 5®, so kann fiir die Primienreserve auch geschrieben werden:

tV: U(t)‘—'b.az.{,t,nTtI
u (30
=az+t,n———7[<m_‘b)=aa:+t,n—:-7.(b(t)"‘b)-} )

Man spricht hier von der Differenzenformel der Primienreserve. Fiir die
lebenslingliche Ablebensversicherung ergibt sich so

A 4
P = @ P — Tatt
Ty T T ey, } (31)
V= Agit (Pa:+t—P:c)

und fiir die gleiche Versicherung mit temporirer Zahlung der Primien

_ 4 _ ey
nPa: - aw,?l 1) 'n—th+t - aa:+t,nTt| } (32)
tV = Az +t,n—q (n—tPa:+t_nPa;)
wihrend fiir die gemischte Versicherung
tVZax+t,n_—-_t-|(Pa:+t,7:t—|_Pz,WL) (33)

erhalten wird.
Handelt es sich endlich um eine Versicherung, bei welcher die Primien
nach dem Schema

by 1 =b(I—n—1«)

festgelegt sind, dann erhilt man nach Ablauf von ¢ Versicherungsjahren
den Erwartungswert der restlichen Primienzahlung fir den Termin ¢
aus den Formeln

b
B® = Dyte {ZDw+t“"2Dac+n_

__0‘[(}3_I)ZDw+k_(n—I)2Dw+n+22Dw+k_‘22D:c+n]} (34)
fir ¢ <% und
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b
N {ZDw+t_2Dw+n_

x+i
_'0‘[(t_I)Z’Dz+t—("“I)2Dw+n+22Da:+t—22Da;+n]}
fiir ¢ = k.

In der folgenden Zusammenstellung sind die Formeln fiir die Pramien-
reserve der gemischten Versicherung mit gleichbleibender Primie, soweit
sie fiir die Praxis von Bedeutung sind, nochmals zusammengestellt. Es
sei bemerkt, daB sehr viele dieser Formeln eine unmittelbare Deutung
gestatten und die Richtigkeit derselben vielfach ohne jede Ableitung
erkannt werden kann. Natiirlich sind in diesen Ausdriicken auch die
Formeln fiir die lebenslingliche Ablebensversicherung als Spezialfall der
gemischten Versicherung fiir # — co mitenthalten.

Bt —

Van = Asrtnmg— Poal@et,n=g = I— (Paa + d) ap 41, 0=g

— 11— agttn—t _ Az+tn—t—Aen
ag,n 1— Agn)
Py nlagtt,n—1 Py n)
— Ag gy (1 — DR T(I——’—————
z+t,n—4 Aostni z+t, n=1 Portaci (35)

= (Pyyo,nt— Pa,n) 8u+1,574
__ Patt,n=9— Pg,a]
Pyrtn—g+a

§ 32. Numerische GroBe der Primienreserve.
Risikopramie und Sparpriamie.

Aus der Definition der Primienreserve
V= U® _ Bo

entnimmt man, daB diese positive, negative und auch den Wert Null
annehmen kann, je nachdem der Erwartungswert der Nettoleistungen
groBer, kleiner oder gleich ist dem Erwartungswert der Versicherungs-
beitrage, beide berechnet fiir den Termin ¢ Das gleiche folgt z. B. aus
der Fondsdefinition (7). Sind aber die laufenden Primien P alle unter-
einander gleich und iiberdies ¢, = ¢, = ... = ¢, _, = 0, so folgt aus der
retrospektiven Formel

V — I p__ %o Cot+ 61 Cpyr+ ... + "’t—-lcac+t—l}
¢ P(tEac) ZDw_EDw+t ’

daB die Primienreserve positiv, negativ oder Null ist, je nachdem

A
PZ It e
< ag,7

d. h. je nachdem die Primie P gréBer, kleiner oder gleich ist als die
laufende Pramie fiir eine temporire Todesfallversicherung auf die Dauer ¢.
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In der Regel sind die Pramienreserven positiv, sofern die Primien-
zahlungsdauer die Versicherungsdauer # nicht iibersteigt. Fiir gewisse
Versicherungsarten sind jedoch negative Primienreserven wenigstens fiir
einen Teil der Versicherungsdauer auch im Rahmen der Nettomethode
moglich. Thre Zulissigkeit in der Praxis hingt dann nur von den Be-
stimmungen {iber die Moglichkeit der vorzeitigen Vertragslésung seitens
des Versicherungsnehmers ab, da eine negative Primienreserve gleich-
bedeutend ist mit einer vorschuBweisen Leistung des Versicherers, die
natiirlich bei Vertragslosung zu Verlusten fithren kann.

Ist aber die Primienreserve fiir die ganze Versicherungsdauer stets
Null, so spricht man von einer Versicherung gegen natiirliche Primie. In
diesem Falle wird fiir jedes Versicherungsjahr als Pramie nur der jeweilige
Erwartungswert der Versicherungsleistung fiir dieses Jahr bezahlt, so da3
es dann zu einer Riicklagenbildung iiberhaupt nicht kommt und im Sinne
der prospektiven Definition der Erwartungswert der Leistungen mit dem
Erwartungswert der Beitrage, beide gerechnet fiir die ganze restliche Ver-
sicherungsdauer, fiir jedes ¢ iibereinstimmt.

Wenn wieder ¢, ¢y, ... die fiir den Ablebensfall am Ende der
Versicherungsjahre zu bezahlenden Betrige, ¢, ¢, ... die fiir den Er-
lebensfall am Anfang der Jahre zu zahlenden Betrige und P, Py, .
die am Anfang der Jahre zu zahlenden Nettoprimien bedeuten, so ist
€o—+1V, ¢;— 4V, ... als der im ersten, zweiten, ... Versicherungsjahr
unter Risiko stehende Betrag fiir den Ablebensfall aufzufassen. Man
nennt diese Betrige auch Risikokapital oder reduziertes Kapital. Nach der
Rekursionsformel (8) ist dann fiir die Pramienreserve am Ende des ersten
Jahres '

Dyiq1V=(Py—e) Dy—¢,C, (36)
und hieraus auch
I

P0= D—x(cocx"f—eODao"}‘ IVD:H-I)'

Statt (36) kann aber auch geschrieben werden

Dy v—Cp) 4V = (Po—€o) Dy — o Cy,
woraus sich

Dyv,V=(Py—ey) Dy—coCop+ VCyp= (Po—6) Dy— (co—1V) C,

und damit
v,V = Py—ey— (co—1V) 14:

ergibt. Man bezeichnet
(co—1V) 14z = RP,
als Ristkoprimie des ersten Versicherungsjahres und
v,V =P,—e¢y— RP,=SP,
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als Sparprimie dieses Jahres. Fir einen spiteren Termin ¢ ergibt sich
analog

Dotirrt41V =Dy (V+Pi—e)—¢,Cor1=Dys v —Cos) t+1V>
Vgt 441V =Dyt (V4 Pi—e) —(c4—141V) Covnr
Ve V=V + P,—e,—RP, RPt:(Ct—t+1V)11A:c+t;
t+1V =7V + P;—e;—RP)). (37)
Ist aber ¢ =¢;, = ... = 0, so erhdlt man
t+1V =7 [V + (P,— RP,)], P,>RP,
t+1V =r[,V— (RP,— P)], P, <RP,

Es heiBt dann RP, die Risikoprimie und v, ,V —,V = SP, die
Sparprimie des ¢ten Versicherungsjahres. Es setzt sich daher die Primie
des ften Versicherungsjahres P; aus Risiko- und Sparprimie additiv zu-
sammen. Aus Formel (37) aber ist zu erkennen, daf sich die Primien-
reserven fortlaufend aus den zinstragend angelegten Sparprimien aufbauen.
Aus der Primie P, des ersten Jahres steht der Betrag von RP, zur Be-
streitung der rechnungsmiBig erwarteten Todesfallsumme ¢, —,V und
iiberdies die Pramienreserve ,V zur Verfiigung. Fiir das zweite Ver-
sicherungsjahr ist die Risikoprimie RP, fiir Todesfallzahlungen verflighar
und iiberdies am Ende des Jahres sowohl fiir die dann Lebenden alsauch fiir
die vorgefallenen Todesfille gerade die Pramienreserve ,J vorhanden usw.
Es kann sehr wohl vorkommen, daf die Primie P, kleiner ist als die
erforderliche Risikopramie RP, In diesem Falle wird der erforderliche
Betrag aus der Primienreserve entnommen, die Sparprimie dieses Jahres
ist also dann negativ. Fiir das letzte Versicherungsjahr mit dem Index #
ist die Risikoprimie auf Grund der Definitionsformel stets Null.
Schreibt man die Rekursionsformel der Primienreserve

V A+ Pi=pgrt. Vo1V + e+ Ciots v, (38)
so folgt fiir die Pramie P, die Zerlegung
Py= 0441V —4¢V) + Qurev(cs—¢44V) T+ & (39)

aus welcher, abgesehen von dem Erlebensbetrag e, die beiden Bestand-
teile Sparprimie und Risikoprimie unmittelbar zu entnehmen sind.
Sieht man von e; ganz ab, so entnimmt man der Formel, daB bei positivem
P, sowohl Risiko- als auch Sparprimie negativ sein konnen, aber nie-
mals beide zugleich. Ist die Risikoprdmie negativ, also

Jott-Vet41V > quys.0 .0y

dann wird aus den durch vorzeitiges Ableben verfallenden Primien-
reserven mehr vereinnahmt, als zur Zahlung der Todesfallsummen am
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Ende des Jahres benétigt wird. Bei einer negativen Sparprdmie aber
wird in diesem Jahre der Primienreserve nichts zugefiihrt, sondern viel-
mehr fiir Todesfallzahlungen und, im Falle die ¢; nicht Null sind, auch
fiir Erlebensfallzahlungen der Betrag — (;.;V v —,V) entnommen. Die
Risikoprdmie zuziiglich e, ist dann gréBer als die vereinnahmte Pramie P,.

Ist die Primienzahlungsdauer m < #, dann ist bei gleichbleibender
Pramie P

fir tSm P=J . o— V+qeii1-v(Ci1—V)+ €51
fiir ¢ >m 0=4V.v— 4 3Vt qass1-v(Ceca— V) + €y

Im Falle der reinen Erlebensversicherung ist stets ¢; = o0 und ¢; = o
und daher die Risikoprimie

—Gatt-1-V. 4V
stets negativ. Bei der prinumerando Leibrente aber ist
a,=,V.v—q,.v.,V+1,
=ag41- VP11,
o= Vv— 4V —Gori-1.v. V41,
=544V —34¢-1Fa+t-1-V A4+ I,
0=251;VPsti-1— (Qgss-1—1I)
§ 33. Die Rekursionsformel der Prdmienreserve.

Wenn wir wieder von den Zahlungen im Erlebensfalle e; absehen, so
kann die Rekursionsformel (8) fiir die Nettoprimienreserve auch

t41V ¥V Pare=¢V + Pi—0C.V.Gpry oV =0 (40)

geschrieben werden. Multipliziert man diese Relation mit ¢, und
summiert von o bis #—1, dann erhilt man

t-1 -1
tV'vt%pw =2Ps 'U‘spm—zcs v+l PDa e+rs (41)

Vollfiihrt man aber die Summation von ¢ bis #, dann ergibt sich

n~1

n—1
Vot =D, Ppudys + VU by — gPs V¥ ope  (42)
t

Durch Einfithrung der diskontierten Zahlen erhilt man aus (41) und (42)

t-1 t—1
tV = - ZPs Do:+s_ch Cw+s (43)

Da:+t

= ;g—m[aw,ﬂ {Po, Py ..., Pt_l} — ltA:r. {Co, [ Ct—l}]
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und
n—1 n-1
1
V= Dopre ch Coss + aV Deyn ——ZPS Dy, s (44}
t t .
= ]n—tAa:+t {ct: Cogpqs oo Cn—l} +

+ nVnEm—am+t,—ml {Ptl Pt+1: s Pn—l}"

demnach die Definitionsgleichungen der Nettoreserve in vetrospektiver und
prospektiver Gestalt.
Aus der Rekursionsformel ergibt sich fiir ¢, = 1 die Relation

t+1V=(tV+Pt) (I+1")—"qw+t(1'—-t+lV) (45)
oder auch

1V = I—Ej; (V 4+ Po— A gy (46)

Wollte man diese Formel zur fortlaufenden Berechnung der Pridmien-
reserven benutzen, so setzt dieses Verfahren die Kenntnis der Werte
1E£, und 4, fiir alle in Betracht kommenden Alter voraus. Diese fort-
laufende Rechnung ist deshalb empfehlenswert, weil sie z. B. fiir eine
Versicherung auf Ab- und Erleben als letzten Wert ,V das Erlebens-
kapital ergeben muB. Damit ist eine automatische Kontrolle gegeben.
Noch besser geeignet ist fiir eine gemischte Versicherung der Dauer #
und der Pramienzahlungsdauer #» auf das versicherte Kapital 1, jedoch
bei allgemeinen Primien P, das folgende Verfahren.
Aus der Formel

1V = (V+ Pt)%"I + Pase + 41V —Posi- 141V

folgt fiir diese Versicherung
I
Pw+tv

I— V= [v—(V+ Py)]

und auch

[1—V —(P;+ d)] (47}

I
I—eV= Pott?
Liegen also die Gréen P; -+ d berechnet vor, so geniigt jeweils eine
Subtraktion im Verein mit einer Division durch E,,, um aus der
bereits berechneten Reserve die nichst hohere Reserve zu erhalten. Der
fiir £ = n zu erhaltende Wert verbiirgt dann die Richtigkeit aller Zwischen-
werte. Fiir den besonderen Fall der einmaligen Primienzahlung sind die
Abzugsglieder 4 konstant, ebenso wie im Falle konstanter, laufender
Pramien P, in welchem Falle das Abzugsglied P + d betrigt.

Fiir die reine Erlebensversicherung wire natiirlich

t+1V = P—i—v(tV‘,'Pt) (48)

x+i
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zu setzen, wihrend sich etwa fiir die Versicherung mit bestimmter Ver-
fallszeit

141V =V 4+ P) (T + 1) —qoye ("1 — V) (49)
oder auch
mt-l, V= —ﬁi—t; [vr—t — ,V— P,] (50)

als Rekursionsformel ergibt.

Die Formel (47) gilt, worauf noch zuriickzukommen sein wird, auch
unter Verwendung der ausreichenden Primien zur Berechnung der aus-
reichenden Deckungsriicklagen. Sie ist auch in diesem Falle allen anderen
systematischen Berechnungsmethoden wegen der Vereinfachung der
Rechnung und der automatischen Kontrolle iiberlegen.

§ 34. Die Primienreserve fiir einen beliebigen Termin.

Bisher wurden verschiedene Ausdriicke fiir die Pramienreserve unter
der Voraussetzung ermittelt, daB diese fiir eine ganze Anzahl von ab-
gelaufenen Versicherungsjahren zu bestimmen sei. Da aber die Berech-
nung der Primienreserve in der Regel fiir einen bestimmten Stichtag,
den Bilanztermin vorzunehmen ist, wird fiir diesen Termin jede mogliche
abgelaufene Dauer ¢ 4 «, wo & =< 1, in Betracht kommen.

Ist nun die Primienreserve nach einer ganzen Anzahl von Jahren ,V,
so wird sich diese zu Beginn des nichstfolgenden Versicherungsjahres
durch den Eingang der Jahresprimie P; sprunghaft erhohen. Sie wichst
dann im Laufe des nichsten Versicherungsjahres stetig um die Zinsen,
vermindert sich jedoch ebenfalls stetig durch die im Laufe des Jahres
zu bestreitenden Kosten des Risikos. Innerhalb des Versicherungsjahres,
also nach Einnahme der Primie zu Beginn desselben, kann demnach von
einer stetigen Anderung der Pramienreserve gesprochen werden, und fiir
dieses Intervall ist dann auch zur Ermittlung eines Zwischenwertes
Interpolation zwischen dem Anfangs- und Endwert gestattet. Nimmt
man an, daB sich die Todesfille gleichmiBig tiber das Jahr verteilen,
dann wird man zunichst fiir die Primienreserve zum Termin 4 «
die Formel

I

{CortedV A+l Po—layse]r* —
""[lw+t—lx+t+a]ct-v1-“} (51)
ansetzen diirfen, aus welcher sich auch
lysiva-taaV/=7"[ar e (V+ Pi—e)—v(uri—larera)Cel
=01"% Ly prreet1V + Cowe—laserr) 66—
- (lac+t”"lw+t+<x) ¢4

=yl—= [la,-+ t+1-t+1V+ (lw+ t+<x_lw+ t+1) ct]

t+0‘V= 1l
zt+it+o
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ergibt. LiBt man hier & gegen Null abnehmen, so ergibt sich
lim oV =,V+ P,—e,

&—>0
wihrend sich fiir die Primienreserve vor Uberschreitung des Termins ¢,
demnach fiir das Ende des ften Versicherungsjahres ,V ergeben hat.
Man entnimmt hieraus das Verhalten der Primienreserve an den Un-
stetigkeitsstellen. Fiir « > o aber erhilt man als Wert der Primien-
reserve durch lineare Interpolation

tvaV=3V+ Pi—e,+ a4,V —(V+ Py—e)]
=+ ol V—yV]+ (1T—0a) (P;—e)
=@ —a)([V+ Pi—e]+ x4,V
=[(1—0) V+ o4Vl + (1 — ) (Pi—e).

Die Primienreserve zerfillt demnach nach der letzten Formel in zwei
Bestandteile, deren erster als interpolierte Nettopriamienreserve fiir den
Termin ¢ -+ « und deren zweiter als Prdmieniibertrag iiber diesen Termin
bezeichnet wird. Da P, als Primie und ¢, als Rentenzahlung definiert ist,
kann man die letztere GréBe auch in ihre beiden Bestandteile (x — o) P,
den Primieniibertrag, und — (r — «) ¢;, den Renteniibertrag, zerlegen.

Hilt man an der Annahme des linearen Verbrauches der Pramie iiber
das Versicherungsjahr fest und wird dieselbe Annahme auch fiir den
Verbrauch der in der Primie enthaltenen Verwaltungskostenzuschlige
gemacht, so wird man statt des Nettotibertrages (x — «) P; zum Termin
¢t + o den Bruttoiibertrag (r— ), zu reservieren haben, wobei 7, =
= P, (1 + ¢). Dies gilt fiir ganzjihrige Primienzahlung. Bei unter-
jahriger Primienzahlung wiirde aber nach diesem Verfahren offenbar
dann zu viel zurlickgestellt, wenn bei vorzeitigem Ableben Nachzahlung
der bis zum Ende des Versicherungsjahres noch ausstehenden Pramien-
raten vorgesehen ist. Diese vom Termin ¢+ « bis zum Termin ¢+ 1
fehlenden Pramienraten miiSten dann im Betrage von y z, vom Primien-
iibertrag als gestundete Primie wieder abgesetzt werden, so daB sich
dieser nur auf

(52)

(T — o) —y 7,
zu belaufen hat.

Die in der Praxis zur Berechnung der Pramienreserve und des Pramien-
tibertrages fiir den Bilanztag gebrauchlichen Verfahren sind sehr mannig-
faltig. Sehr hiufig wird der gemeinsame Zugangstermin auf den ersten
Juli verlegt und die Primienreserve fiir den Bilanztag daher fiir alle
Versicherungen als ; .1,V angenommen, soweit sie demselben Zugangs-
jahre entstammen. Als Primieniibertrag gilt dann in der Regel eine
Halbjahresprimie, wovon der Betrag der gestundeten Primien in Abzug
kommt. Manche Gesellschaften bestimmen als Primieniibertrag bei
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mteljéahriger Zahlung 1/, mtel der Primie und verlegen die gemeinsamen
Zugangstermine nicht auf den 1. Juli, sondern auf den 1. Jinner bei
Zugang im ersten und auf den 31. Dezember bei Zugang im zweiten
Halbjahr. Im allgemeinen darf gesagt werden, daf3 die Berechnung der
Priamienreserve fiir den Bilanztermin entweder unter der Annahme, daf
die Primien nur bis zu diesem Termin vereinnahmt wurden, oder aber
unter der Annahme, da3 die Primien bis zum nichsten Jahrungstag des
Abschlusses der Versicherung vereinnahmt sind, erfolgen kann. Im ersten
Falle hat der Versicherer in der Regel schon Primienteile vereinnahmt,
die iiber den Bilanztag hinaus geleistet wurden und daher bei der Be-
rechnung der Pramienreserve fiir diesen Termin noch nicht beriicksichtigt
sind. Im zweiten Falle aber wird angenommen, daB3 die Primien bis zum
nichsten Jahrungstag voll bezahlt sind, eine Annahme, die nicht zutrifft,
wenn Ratenpriamienzahlung vereinbart ist.

Man gelangt hinsichtlich des Betrages der interpolierten Pramien-
reserve zu einer etwas genaueren Formel, wenn man die Interpolation
nur im Hinblick auf den als linear angenommenen Verlauf der Sterblich-
keit vollzieht, den Zins aber korrekt beriicksichtigt. Unter dieser Annahme
erhdlt man

boviragral/ =low o (V+ Py (T4 2)*+
F o llariares41V 7% — Loy s (V4 Py (1+2)%]
=07 %Ly (V+P) (1 —a) + 0% o lpygrqesdV
und wegen
loviva =lor e (T—a) + xlyiisg

auch
T Lyt GV A+ P) (=) + 0% 0 Ly aaV
B lm+t(1_0‘3j;o‘lx+t+1 (53)

TNV P) (=) + v by gV

- (1—0) + & Pryy )
Man erhilt aus dieser Formel den Ausdruck (52) fiir die interpolierte
Reserve, wenn

v
t+aVZ

v* ~1 V% base
(1—a)+o.ppry  (I—&)F Py
gesetzt wird.

Fiir den Fall, daB riickstindige Pramienraten bei vorzeitigem Ableben
nicht weiter verrechnet werden, ergibt sich alles Weitere fiir die Inter-
polation der Bilanzprimienreserven einfach aus dem Umstand, daB in
den Formeln statt der terminlichen, fiir die ganzjihrigen ¢ berechneten
Primienreserven die fiir die mtel Termine berechneten Werte zu be-
riicksichtigen sind und im ibrigen statt des Intervalls eines ganzen

Jahres fiir die Interpolation das mtel Intervall eintritt. Die Praxis

=1I



128 Pramienreserve (Deckungskapital).

rechnet aber in der Regel nur mit ganzjihrigen, terminlichen Primien-
reserven, wobei aber natiirlich im Falle echter unterjahriger Pramien-
zahlung und Zahlung der Todesfallsummen am Ende der Jahres-mtel
auch bei Berechnung der ganzjihrigen Primienreserven auf diesen Um-
stand Riicksicht genommen wird.

§ 35. Das ausreichende Deckungskapital.

Wir haben bisher bei allen Betrachtungen iiber die Berechnung der
Priamienreserve nur die ersten beiden Rechnungsgrundlagen Zins und
Sterblichkeit beriicksichtigt und die dritte Rechnungsgrundlage, die Ver-
waltungskosten, ganz auBler Betracht gelassen. Da aber die Bestreitung
der Verwaltungsauslagen als Leistung des Versicherers und die Zahlung
der in den Primien enthaltenen Verwaltungskostenzuschlige als Gegen-
leistung des Versicherten im Sinne des Aquivalenzprinzips aufgefaBt
werden muB, so ergibt sich durch die Einbeziehung der dritten Rechnungs-
grundlage auch fiir die Pramienreserve eine begriffliche Erweiterung,
welche auch auf die Gestaltung der hierher gehérenden mathematischen
Ausdriicke und numerischen Ergebnisse sehr stark zuriickwirkt. Wir
wollen die einschligigen Verhiltnisse an Hand einer Versicherung auf
Ab- und Erleben der Dauer # und der Primienzahlungsdauer s ndher
betrachten.

Nach den Ausfiihrungen in §22 haben wir unter Beriicksichtigung der
dort betrachteten drei Typen von Verwaltungskosten im Sinne des
Aquivalenzprinzips fiir den Beginn der Versicherung von einer Relation

Pl -2 = Al + 0 + B Py s + ¥ sl (54)
auszugehen, welche auch
@ o a7
(C—B) P =Pai + o= Vo (53)

geschrieben werden kann. Hierbei hat also die ausreichende Primie

PZ,W! nicht nur fiir die reine Versicherungsleistung, sondern auch fiir
die Verwaltungskosten Deckung zu bieten. Unter dem ausreichenden
Deckungskapital werden wir dann fiir einen bestimmten Termin ¢ den
Erwartungswert der Nettoleistung des Versicherers und der Verwaltungs-
kosten fiir die restliche Versicherungsdauer abziiglich des Erwartungs-
wertes der ausreichenden Primien fiir die restliche Zahlungsdauer der-
selben zu verstehen haben. Wir beziehen uns hierbei auf die prospektive
Definition. Jede andere konnte natiirlich ganz nach Analogie der bei der
Nettoreserve betrachteten Verfahren auch herangezogen werden. Als
mathematischer Ausdruck des so definierten ausreichenden Deckungs-
kapitals ergibt sich dann

a
Ve = Am-}-t,ﬂ + ﬁ P:;,M <Azt m-1) -+ Yagit,n-g— Px,ﬁj-ax+t,m——fi- (56)
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Fiir den speziellen Fall £ = o ergibt sich aber
oV = Ay + B Pyt + 7w — Py = —o. (57)

Das Anfangsdeckungskapital ist also gleich den negativen AbschluB-
kosten. Tatsichlich ist dies jener Kostenbetrag, der vor Einnahme der
ersten Primie aufzuwenden ist. Schreibt man (56)

Ve =Agrima— (I—B) Py Qurem= + ¥ - Bosr,iy

und setzt fiir (1 —f) P:’:’W| seinen Wert aus (54) ein, so erhilt man auch

-+ ya
tVa:Az+t,m—Pm,1Tq-aw+t,m—-tl a:m!wnl Ayt m=g TV -2re,n-g (58)
oder

Az +t,m—4 _ __ ag,n]
tVa = tV‘*" wa.,;,::| m= + 7<aw+t,n-—t|—aw+t,m—tl a:]%})-
Dies gilt fiir £ <m. Fiir £ = m aber ergibt sich
Ve = Az+t,rT:71 + Y agitn-g- (59)

Das ausreichende Deckungskapital zerfillt demnach in zwei Teile, deren
erster mit dem Nettodeckungskapital identisch i-t, wihrend der zweite

Agtt, m—1 ( aa:,nl)
—_— T = a sl t<m
aw,m[ + Y T+t N—b x+1, m—t| 1 <

bzw.
Yagion—g t=m

als Unkostendeckungskapital bezeichnet wird. Aus seinem Aufbau ist zu
erkennen, daB es sich hier um den Erwartungswert der noch zu bestreiten-
den Verwaltungskosten abziiglich des Erwartungswertes der noch zu
vereinnahmenden Verwaltungskostenzuschlige handelt. Als solche kom-
men in unserem Falle der Zuschlag zur Amortisation der verausgabten
AbschluBkosten und der Zuschlag fiir die Verwaltungskosten vom Typus y
in Betracht, da die Kosten vom Typus g stets unmittelbar aus der laufen-

den Primie P gedeckt werden. Die genannten Unkostenzuschlige
sind
aw,n—|
ag, m| 4 Ay, m| '

Fiir den speziellen Fall m = » ist der Verwaltungskostenzuschlag vom
Typus y in der Héhe y zu verrechnen. In diesem Falle kommt es daher
im Zusammenhange mit den laufenden Verwaltungskosten nicht zur
Bildung eines Unkostendeckungskapitals. Anderseits entnimmt man der
Formel, daB fiir # = m, also fiir pramienfrei gewordene Versicherungen,
das Unkostendeckungskapital stets positiv zum Nettodeckungskapital
hinzukommt.

Berger, Lebensversicherung. 9
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Sieht man von den laufenden Unkosten ginzlich ab, so reduziert sich

das ausreichende Deckungskapital auf den Ausdruck
/ — %:TZ—(:& = Ax+t,1—t_—7[_ (Pac,rT[ + ‘%ﬁ) cQzit,m-1p (60)

welcher nach AuGust ZiLLMER die gezillmerte Primienreserve genannt
wird. Das Abzugsglied in dem Ausdruck links in (60) wird das ZILLMER-
Anlehen genannt. Man geht hierbei von der im Sinne der Methode der
ausreichenden Primien abzulehnenden Vorstellung aus, daB die Ab-
schluBkosten in der Hoéhe & zu Beginn der Versicherung zu Lasten der
fiir die Versicherung nach Mafigabe der eingehenden Primien zuriick-
zustellenden Deckungsriicklage bestritten werden und im Laufe der
Primienzahlungsdauer durch eine jdhrliche Riickzahlung in der Hohe
von «fa, 71 zu amortisieren sind. Die mmalige Zahlung dieses Betrages
deckt dann gerade die Unkosten, die bei AbschluBl der Versicherung auf-
gelaufen sind. Man nennt dann wohl auch die GroBe P, o7 + «/a, 5] die
Reserveprimie, obwohl diese Bezeichnung in keiner Weise auf die tat-
sichliche Bildung der Primienreserve im Wege der um den Betrag
o/a, 7 erhohten Sparpramie Bedacht nimmt.

Nach ihrer Definition kann die gezillmerte Primienreserve in retro-
spektiver Betrachtung auch

. Nzg—Nzyt Dy

g, m| ) Dyt — Dgyt (61)
geschrieben werden. Man entnimmt {brigens (60), daB der ZILLMER-
Abzug im Laufe der Zahlungsdauer immer kleiner wird, um nach » Jahren
Null zu werden. Die gezillmerte Primienreserve kann auch negative
Werte annehmen, was der Fall ist, wenn

a m=t
& a:+t,71 &l >tV-
ax,m|

Da die Pramienreserven im allgemeinenmit der abgelaufenen Versicherungs-
dauer zunehmen, so wird unter dieser Annahme die gezillmerte Pramien-
reserve positiv sein, wenn dies fiir das erste Versicherungsjahr zutrifft.

Schreibt man fiir eine gemischte Versicherung unter der Annahme
m = n die gezillmerte Pridmienreserve

o
<Pm+t,n—-t|_"' Pa:,nl_‘ aw?j). Qg it n—1

und demnach fiir £ =1
[+

<Pa:+1,h_—T|‘—Paa,7[— aw?{) Api1,n—1)

so kann unter der Forderung, daB alle Riicklagen positiv sein sollen, fiir

den ,,Z1LLMER-Satz’‘ x aus der Relation
[0
P,.7——P,7— —— =0
z+1,1—1] z, n| a1



Das ausreichende Deckungskapital. 131

die obere Grenze

o= ax,?l(PaHl,%-_ll_ Px,?f!)
gefunden werden. Auf Grund dieses im Sinne ZILLMERs ermittelten
Maximums wire dann die Primienreserve:

A:c+t,n—-?|_(P1,7| + Pz+1,E:T| “Paﬂl) . a¢+t-m‘ (62)

= Agyo,7— Py, n=1-3ast, 18
Sie ergibt sich also aus der gewohnlichen Formel durch Ersetzung der
Primie P,z durch P,,,5=5. Diese Beschrankung des ZILLMER-Satzes
wird als x 4+ 1-Methode bezeichnet.

Es unterliegt keinem Zweifel, daB3 die Gleichstellung der Verwaltungs-
kosten mit den beiden ersten Rechnungsgrundlagen hinsichtlich ihrer
Bedeutung fiir die ziffernmaBigen Resultate und der damit zusammen-
hingende Neuaufbau der Versicherungstechnik, wie er von GEORG
HOCKNER gewiesen wurde, alte Vorurteile, die sich im Zusammenhange
mit der ZiLLMERschen Schrift von 1863 durch Jahrzehnte behauptet
haben, lingst bereinigt hat. Fiir die praktische Berechnung der aus-
reichenden Deckungskapitale sei nur noch im Zusammenhang mit der
Rekursionsformel (47) auf folgendes Verfahren verwiesen:

Die Rekursionsformel des ausreichenden Deckungskapitals lautet in
Analogie zur Formel (45) fiir die Nettopramienreserve

V= [P+ @— B P{ =] (1 +9) —gars (1—00aV°)  (63)
und demnach fiir £ =o0
V= [ a0 — B Po—y] (i) —ga(1—1V").
Die (47) entsprechenden Rekursionsformeln sind dann bei gleichbleibender
laufender Primie P? fiir das ausreichende Deckungskapital

I— Vo= 11— Vo—[(1—B) PP—y +d]}  (64)

e+t v

und fiir £=o0

I— IVa = P:‘

{1+ a—[(x—p) Pe—y +4]}.

Die Niitzlichkeit der Formel auch fiir den Fall allgemeiner P: liegt auf
der Hand. Nach vorheriger Berechnung des in der runden Klammer
stehenden Ausdrucks erfordert die Berechnung des nichst hoheren Aus-
drucks ,,,V® immer nur eine Subtraktion und eine Division durch
psre.v unter EinschluB der automatischen Kontrolle der Rechnung
durch Erhalt des dem Deckungskapital ,V? entsprechenden Betrages des
fiir den Erlebensfall versicherten Kapitals 1. Die Formel ist aber natiir-
lich auch dann vorteilhaft zu verwenden, wenn die versicherten Kapi-
talien fiir die einzelnen Versicherungsjahre fiir den Fall des Ablebens und
Erlebens in verschiedener Hohe festgesetzt sind.

v

9#
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Das folgende numerische Beispiel ist auf Grund der Vereinstafel vom
Jahre 1926 und eines Rechnungszinses von 4%, erhalten. Fir die ge-
mischte Versicherung des Kapitals 1 ergibt sich so bei einem Beitritts-
alter von 35 Jahren und einer Versicherungsdauer von 20 Jahren eine
Nettopriamie von 0,037148 und bei AbschluBkosten von 40%/,, des Kapitals,
laufenden Kosten vom Typus B im Betrage von 3%, der ausreichenden
Primie und vom Typus y im Betrage von 2%, des Kapitals eine aus-
reichende Primie von 0,043476. Es ist demnach

P4 d =o0,075610, (1 —p) P*—y 4 d=0,078634.

Die Berechnung der Deckungskapitale verliuft dann wie folgt:

Tabelle 4.
t —r —V 1—° 0o oo
Pyty-?
o 1,045405 1,— 1,04 o,— — 40,—
I 1,045875 0,966362 1,005017 33,64 — 5,02
2 1,046382 0,931615 0,968881 68,38 31,12
3 1,046890 0,895708 0,931538 104,29 68,46
4 1,047419 0,858552 0,892897 141,45 107,10
5 1,047951 0,820068 0,852875 179,93 147,12
6 1,048496 0,780156 0,811367 219,84 188,63
7 1,049061 0,738714 0,768268 261,29 231,73
8 1,049690 0,695637 0,723468 304,36 276,53
9 1,050373 0,650836 0,676876 349,16 323,12
10 1,051155 0,604202 0,628377 395,80 371,62
11 1,052024 0,555632 0,577865 444,37 422,13
12 1,052994 0,504995 " 0,525203 495,00 474,80
13 1,054047 0,452140 0,470234 547,86 529,77
14 1,055189 0,396880 0,412765 603,12 587,23
15 1,056392 0,339001 0,352571 661,00 647,43
16 1,057694 0,278244 0,289385 721,76 710,61
17 1,059108 0,214325 0,222910 785,67 777,09
18 1,060630 0,146914 0,152804 853,09 847,20
19 1,062297 0,075627 0,078667 924,37 921,33
20 — 0,000018 0,000033 999,98 999,97

VI. Die Primienreserve nach der kontinuierlichen
Methode.

§ 36. Die Differentialgleichung der Prémienreserve.

Im Abschnitt IV wurde fiir die in den Ausdriicken vorkommenden
Funktionen Stetigkeit und auch beliebige Differenzierbarkeit nach den
in Betracht kommenden Argumenten vorausgesetzt. Uberdies wurde
mehrfach auch die Moglichkeit der TAYLOR-Entwicklung und die Anwend-
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barkeit der EULER-MACLAURINschen Formel angenommen, d. h. die zu
entwickelnden Funktionen als analytische Funktionen betrachtet. Wir
wollen an dieser Annahme auch weiterhin festhalten, sind uns aber dessen
bewuBt, daB diese Annahme mit den tatsichlichen Gegebenheiten nicht
ohne weiteres in Einklang zu bringen ist. Denn fiir ein Tafelalter, welches
w iiberschreitet, sind z. B. die Werte der kontinuierlichen Leibrente
siamtlich Null. Mit dieser Tatsache ist aber die Annahme, da8 die Leib-
rente als analytische Funktion des Alters darzustellen sei, keinesfalls
vertriglich, da doch eine analytische Funktion, die iiber ein endliches
Intervall der unabhingigen Variablen identisch verschwindet, iiberall
Null sein muf. Fiir die Zwecke der Versicherungsmathematik geniigt
jedoch hier die Tatsache, daB nach einem bekannten Theorem von
WEIERSTRASS jede stetige Funktion durch analytische Funktionen be-
liebig approximiert werden kann. Wir werden daher die zu behandelnden
Funktionen ohne Gefahr eines Widerspruchs als analytische Funktionen
annehmen diirfen.

Die verschiedenen Formen der Rekursionsformel der Primienreserve,
wie sie im Abschnitt V zur Ableitung gelangten, waren siamtlich unter
der Annahme erhalten, daB das zwischen zwei Primienreservewerten
liegende Zeitintervall ein Jahr ist. Dementsprechend waren die in die
Formeln eingehenden Primien Jahresprimien und die Wahrscheinlich-
keitswerte fiir ein Jahr bemessen. Vom Standpunkt der Versicherungs-
rechnung kann gesagt werden, daB die erwdhnten Rekursionsformeln als
Bild einer Gewinn- und Verlustrechnung des Saldos Null aufzufassen
sind, da doch hier die fiir das Ende des Jahres zu stellende Riicklage aus
der Riicklage am Anfang des Jahres unter genauer Verrechnung der ent-
fallenden Einnahmen und Ausgaben an Priamien, Zins und Versicherungs-
leistung erhalten wird, wobei iiberdies auf die bei vorzeitigem Ableben
verfallenden Riicklagen Riicksicht genommen ist. Hierbei sind Ein-
nahmen und Ausgaben so verrechnet, wie es den Rechnungsgrundlagen
entspricht, keinesfalls also in irgendeinem Zusammenhang mit dem tat-
sichlichen Geschehen. Das Schema der Gewinn- und Verlustrechnung
ist aber in der Formel genau eingehalten.

Vom mathematischen Standpunkt aus haben wir aber die genannten
Rekursionsformeln der Pramienreserve als Differenzengleichungen erster
Ordnung anzusprechen, durch deren Summation die Ausdriicke fiir das
retrospektive und prospektive Deckungskapital erhalten werden.

Nichts hindert nun, das durch die Rekursionsformel dargestellte
Gewinn- und Verlustkonto statt auf den Zeitraum eines ganzen Jahres
auf den eines mtel Jahres zu beziehen. Fiir den Grenziibergang m — oo
wird aber aus der linearen Differenzengleichung erster Ordnung eine
lineare Differentialgleichung erster Ordnung, der das Deckungskapital ge-
niigt. Die Integration derselben vermittelt uns dann wieder die nach der
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kontinuierlichen Methode zu erhaltenden Ausdriicke fiir das prospektive
und retrospektive Deckungskapital. Die Differentialgleichung selbst aber
bleibt immer das Bild eines Gewinn- und Verlustkontos — es erscheint
jetzt auf einen Zeitmoment zusammengedriickt — und dieses Bild ist
bestimmend fiir den Verlauf der Pramienreserve iiber die ganze Ver-
sicherungsdauer, sofern sich alles im Sinne der in die Rechnung ein-
gefiihrten Annahmen, der Rechnungsgrundlagen, abspielt. Das Aqui-
valenzprinzip ist aber jetzt dadurch zum Ausdruck gebracht, daBl nach
den Rekursionsformeln und auch nach der Differentialgleichung der
Primienreserve der jeweilige Saldo stets mit Null angenommen ist.

Wenn wir weiter bedenken, daB die Primienreserve bei einmaliger
Pramienzahlung stets wieder eine Einmalpramie ist, so ist zu vermuten,
daB wir aus einer eingehenden Diskussion der Rekursionsformel oder der
Differentialgleichung der Primienreserve den ganzen Aufbau der Ver-
sicherungsmathematik aus einer einheitlichen Quelle erhalten k&nnen,
vorausgesetzt, da3 die zugrunde gelegte Versicherungsform gentigend all-
gemein gewidhlt wird. Dieses Verfahren soll jetzt auf Grund der genannten
Differentialgleichung zur Darstellung gelangen, nachdem fiir den dis-
kontinuijerlichen Fall die beziiglichen Formeln durch das direkte Ver-
fahren abgeleitet wurden.

Wir betrachten als moglichst allgemeine Versicherungsform eine Ver-
sicherung auf Ab- und Erleben. Die Versicherungsdauer sei #». Fiir den
Fall des Ablebens sollen die vom Zeitpunkt der Auszahlung abhédngigen
Betrige U, gezahlt werden, wihrend das Erlebenskapital 7" betragen soll.
Auch die Hohe der Primien — wir betrachten zunidchst nur Netto-
priamien, sehen also von allen Unkosten ab — sei vom Zeitpunkt ihrer
Zahlung abhingig. Fiir das dem Zeitpunkt ¢ folgende Zeitintervall d¢
sei die Nettoprimie bei kontinuierlich angenommener Zahlung P,dt,
wobei die GréBe P, auch als Priamienintensitit bezeichnet werden kann.
Man konnte zur weiteren Verallgemeinerung der betrachteten Ver-
sicherungsform auch annehmen, da kontinuierliche Rentenzahlungen
vorgesehen seien, doch 148t sich dies vermeiden, wenn diese Auszahlungen
fiir den Erlebensfall gleich bei den Priamien verrechnet werden. Es ist
dann natiirlich notwendig, fiir diese Betrige P, gegebenenfalls auch
negative Werte zuzulassen. Die Werte U, und T sind aber stets
positiv oder mit Null anzunehmen, letzteres, wenn fiir den be-
treffenden Zeitmoment eine Versicherungszahlung nicht in Betracht
kommt.

Nach dem Schema der Gewinn- und Verlustrechnung haben wir uns
nun die Anderung der Primienreserve .V fiir das Zeitintervall von ¢ bis
¢ + dt zusammengesetzt zu denken aus einer Mehrung der Primienreserve

durch den Zins im Betrage von J7. 0 dt. Aus einer Mehrung der Pramien-
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reserve durch die Primieneinnahme fiir das genannte Zeitintervall im

Betrage von P,dt. Aus einer Verminderung durch die zu bestreitenden
Versicherungsleistungen im Betrag von p,.,U,dt. Fiir die letzteren
wird aber die jeweils vorhandene Primienreserve verfallen, so daf3 sich

eine weitere Einnahme im Betrag von u, ., v dt ergibt. Hieraus ergibt
sich auch schon die Relation

d p— S J—
ﬁtV= (Bart+ 0)V+ Pi—pgye - Uy (1)

als lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir die betrachtete Ver-
sicherungsform. Sie wird in der Regel mit dem Namen des dédnischen
Astronomen T. N. THIELE in Verbindung gebracht, obwohl eine beziig-
liche Versffentlichung desselben nicht vorliegt. Die Integration von (1)
ergibt aber
¢ Loy

_ J(maretoyae S —{(Harsto)ds
V=e° Je e (Pi—pe4: Uddt + C|. (2)
Fiir die Integrationskonstante C erhilt man fiir £ = o0 den Wert oV, dem-
nach das zu Beginn der Versicherung vorhandene Deckungskapital. Ein
solches wird immer dann anzunehmen sein, wenn die Versicherung gegen

Einmalprimie abgeschlossen wurde, in welchem Falle P,=o0 und ,V
gleich dieser Einmalprimie zu setzen ist. Die Relation (2) 148t sich natiir-
lich auch

. -

St?wvt( :uac+tUt)dt+0

o

= t
Px?

oder

r¢ :

Dore SD:c+t (T)t — oyt Uy dE+ ov

I

t7=

Lo

schreiben. Damit ist der Ausdruck fiir das retrospektive Deckungskapital
unserer allgemeinen Versicherung auf Ab- und Erleben erhalten.

Setzt man in Relation (2) fiir # = #, so erhédlt man wegen V=T

n

n ¢
_ —V(ezys+oyat S ~f(rgroto)ds _
Ve ° =)e ° (Pe— oy U dt + C (3)

und im Verein mit

t ¢ t
"‘S(“m+t+")dt S 'i(“w+s+")d’ .
Ve ° = le © (Py—ppyps U dt + C
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als prospektiven Ausdruck fiir das Deckungskapital

"o

2
E(”w+t+6)dt S _‘S("z+s+o)d8 —
° te ° (Uo4t Up— Pp)dt +

tV: e
n

_(#areto)ae
o

+ Te . @

Fiir diesen Wert kann aber auch

n

I7 p [Sti’x (Bort Ut—pt) at 4 wpyv*. T
tFa

geschrieben werden.
Natiirlich erhilt man aus (3), wenn das Deckungskapital 4V zu Be-

ginn der Versicherung als die Einmalprimie aufgefaBt wird, wobei P; = o
zu setzen ist, als Ausdruck fiir die Einmalprimie zu Beginn der Ver-
sicherung

n
x,n[ St vt"um-t-Utdt"}' T'npz'vn: (5)
wobei

4,

<_|

(U} = [ oot Pat (6)

ist. Es ist aber
n n

n
Stpz Vg Updt = Stvat (O + poyr) Updt— Stvat'é-Ut at
n

n
— S}%‘ [— P 1 U dt — gtvat-(s-Utdt

o

und durch partielle Integration
n 4 "
avu,
=[— P 0. Uy] +§,;bwvtd—t‘ dt— St;b,, 1#.0.U,dt
o
o

d Ut

n
— Uy—Up. bt S* AL

Fiihrt man diesen Ausdruck in (5) ein, so ergibt sich die Relation

n

Zwﬁi {Ut} = UO + (T_ Un) npx-vn + St{)mvt (%—6Ut>dt. (7)
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Hierbei stellt das zweite Glied rechts eine reine Erlebensversicherung auf
den Betrag T — U, und das letzte Glied rechts eine durch » Jahre zahl-
bare temporire Leibrente auf die Betrage

AU,
T —oU,

dar. Wird in dieser Formel T = U, = 1 gesetzt, so ergibt sich die Relation

Ay =T1—0d,7
Wir kénnen aus (4) durch Einsetzen spezieller Werte die Erwartungs-
werte verschiedener Versicherungsformen fiir £ = o erhalten. Fiir die
durch m Jahre aufgeschobene und dann durch # —m Jahre zahlbare
Leibrente ergibt sich fir T = o0, U; = o und unter Beachtung des Um-

standes, daB die Rentenzahlungen fiir das Intervall # — m mit P, = —1
zu bewerten sind, auBerhalb dieser Zeitspanne aber Null sind,
n n
¢
S —(ugysto)ds S
mibzm =Je ° at = ) p,vtdt. (8)
m m

Fiir m = o0 und # = oo ergibt sich hieraus fiir die lebensldnglich zahlbare
kontinuierliche Leibrente

@
Gy = Sﬂ’“ ot dt.
[o]

Die Festsetzung U, = 0 und T = 1 ergibt das Erlebenskapital mit
n
~[(ngys+0)a
nEe=c¢e° = nPa V" (9)
Die konstant steigende Leibrente auf die Betrige « 4- 8¢ hat bei einer
Aufschubsdauer von » und einer Zahlungsdauer von # — m Jahren den

Erwartungswert
n

m1 (@27 = g(“ + B1) ipo-vtdt, (10)
wihrend sich "
m] (Ia—)w,_rfl + (0‘ + ﬂ%)gtpw vt di (II)

n
als Erwartungswert einer solchen Rente ergibt, die tiber den Zeit-
punkt # hinaus mit dem Betrag « 4 f # konstant bleibt.
Fir die gewdhnliche gemischte Versicherung auf die Betrige 1
erhilt man als Einmalpriamie
n
Agm = gt?‘)a: Vo gy At + V™ (12)

o
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Aus der Differentialgleichung (1) erhdlt man fiir eine Leibrente be-
liebiger Dauer » die Relation
d _ _
ar n—tPast = (Mzst + 0) notlipys—1 (13)
und fiir die Einmalprimienreserve der gewohnlichen gemischten Ver-

sicherung
d _— —_

WAx+t,nTti = (uu'ac+t + 6) Ax+t,7:ﬂ—'”:c+t' (14)
Multipliziert man (13) mit ¢ und addiert zu (14), so ergibt sich
d i -~ ) -
ar (Agvem=f+ On_tlars) = Wort + 0) (Aoye 7=t + On_iGuors) —

- (;ua:+t + 6):
eine Relation, die durch

Ax+t,m =I— 6-n—tdz+t
befriedigt wird.

Nachdem bei laufender Primienzahlung oV Null zu setzen ist, folgt
aus Relation (2), dal die Prdmienreserve immer dann fiir jedes ¢ Null ist,
wenn die Primie durch

ﬁt U+t U,
bestimmt ist. Wir haben dann den Fall der natiirlichen Primienzahlung

vor uns. Die Zerlegung der Nettoprimie in Risikoprimie und Sparprimie
erhilt man aber aus der Beantwortung der Frage, welcher Teil der Pramie

SP, im Verein mit den Zinsen erforderlich ist, um die Primienreserve
.V zu bilden. Er ist offenbar durch die Relation

d — — _—
7tV =0V + 5P,
bestimmt, welche im Verein mit
d — — J—
WtV = (Uast + 0) V + Py—pig, Uy
fir die Risikoprimie RP; den Ausdruck
RP; = o (Uy— V) (15)
liefert. Die Risikopramie ist demnach die natirliche Primie fiir das
reduzierte Kapital U, — ,V. Fiir die reine Erlebensversicherung wiirde
sich aber
RP; = —pgys iV
ergeben.
Die bisherigen Entwicklungen wurden durchaus nach der reinen Netto-

methode, also ohne jede Riicksicht auf die dritte Rechnungsgrundlage,
die Verwaltungskosten erhalten. Es bedeutet im einzelnen nur relativ
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geringfiigige Abinderungen der erhaltenen Ausdriicke und Relationen,
wenn wir die Differentialgleichung der Primienreserve, als Bild des Ge-
winn- und Verlustkontos, nunmehr auch in dem Sinne erweitern, daB
unter die Leistungen des Versicherers auch die uns bereits bekannten
drei Typen von Verwaltungskosten einbezogen werden und dem-
entsprechend statt der Nettoprdmien nunmehr awusreichende Prdmien
vereinnahmt werden. Ganz wie im Falle der ganzjihrigen Primien-
zahlung werden sich nunmehr unter Anwendung der kontinuierlichen
Methode auch im Rahmen der Methode der ausreichenden Primien im
engsten Anschlufl an die Nettomethode aus der Differentialgleichung des
ausreichenden Deckungskapitals alle interessierenden Resultate erhalten
lassen.

Nachdem aus der ausreichenden Primie P; neben der reinen Ver-
sicherungsleistung auch noch die Unkosten vom Typus «, # und y zu
decken sein werden, so haben wir fiir den Termin der Berechnung des
ausreichenden Deckungskapitals ¢ nur zu beriicksichtigen, da in der
Differentialgleichung fiir das ausreichende Deckungskapital auch noch
die verausgabten Inkassokosten und die Verwaltungskosten vom Typus y
in Ausgabe gestellt werden miissen, nachdem ja die AbschluBkosten nur
fiir den Beginn der Versicherung in Betracht kommen. Dafiir werden

statt der Nettopriamien P, die ausreichenden Primien Pt zu verein-

nahmen sein. Demnach erdhlt man die Differentialgleichung fiir das aus-
reichende Deckungskapital ,/* in der Gestalt

dit t—ﬁa = tva (Most + 0) +[(x—B) p?—'}’]"‘l‘ww U, (16)

Ihre Integration ergibt

¢ ¢ ¢

[(rass+2)at — | (#ays+0)ds

Vi=eo S[(I—-ﬂ)?‘i —y—pap:Ule o at4-cf 7)

o

wobei zu beachten ist, daB jetzt die Integrationskonstante C gleich —«

zu setzen ist. Weil aber fiir das Ende der Versicherungsdauer WVe=T
ist, so erhilt man in gleicher Weise wie frither das Nettodeckungskapital,
jetzt das ausreichende Deckungskapital auch in der prospektiven Gestalt:

K ¢

— [(Bx4s +0)ds

S{MwHUt*(I—‘ﬂ)ﬁ:‘f‘?]e ° at+

_?(ﬂw+t+5)dt
+ Te o . (18)

t
Fa_ Y Wareroat
¥V = ¢€o
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Der retrospektive Ausdruck (17) und der prospektive (18) kénnen natiir-
lich auch

t
Vo= tplv'{g {(I——ﬂ) 136: — YV Mzt Ut]tpa:vtdt_‘“} (19)

und
n

ti}a: : ¢ {S[lum+tUt_(I_ﬂ) 'Z_)‘: + 7’] ti’zvtdt+ T,,Pacvn= )
¢

e

geschrieben werden.
In dem speziellen Falle U, = T = 1 und unter Voraussetzung kon-

stanter Primienzahlung ﬁf = P* vereinfachen sich die Ausdriicke (x9)
und (20) fiir die Versicherungsdauer #» und die Primienzahlungsdauer e
noch weiter in

V= tEIx [{(I"“ﬂ) ﬁa*'y} @7 — ltzfc— o‘} (21)
und
tVa:Ez+t,7T~—tl'-‘(I—ﬂ) ﬁa-dx+t,m_——t\+7‘3x+t,ﬁ?t[- (22)
Fiir # = o aber erhilt man
Da N g, n
(1—B P = =22 % +7 %”7: -
= 2t Vaen P

@, m|

Ganz so wie das im Falle der ganz]ahrlgen Pramienzahlung geschehen
ist, kénnte natiirlich auch unter Anwendung der kontinuierlichen Methode
das ausreichende Deckungskapital in seine beiden Bestandteile, das Netto-
deckungskapital und das Unkostendeckungskapital, zerlegt werden und
hierfiir die betreffenden prospektiven und retrospektiven Ausdriicke er-
halten werden.

Wichtiger aber ist, daB uns die Differentialgleichung des ausreichenden
Deckungskapitals auch in einfachster Weise die Grundbegriffe der Ge-
winntheorie vermittelt, der in diesem Zusammenhange noch einige Be-
merkungen gelten sollen. Betrachten wir also den benutzten Rechnungs-
zins, die verwendete Sterblichkeitstafel und die eingefithrten Annahmen
tiber die Hohe der voraussichtlichen Verwaltungskosten vom Typus «,
B und y als Rechnungsgrundlagen erster Ordnung, so sei iiber diese die
Voraussetzung gemacht, daB sie so vorsichtig gewihlt seien, daB8 der
Versicherer mit ziemlicher Bestimmtheit darauf rechnen kann, fiir die
aus dem Verlaufe der Sterblichkeit zu gewirtigenden Aufwendungen und
fiir die Verwaltungskosten keinesfalls mehr zu benétigen, als die ver-
wendeten Grundlagen gestatten. Anderseits soll aber auch der Rechnungs-
zins so gewdhlt sein, daB sich aus dem Zins der veranlagten Kapitalien
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iiber den angenommenen Rechnungszins hinaus voraussichtlich noch Mehr-
ertrignisse an Zinsen ergeben werden. Die mit diesen Rechnungsgrund-
lagen erster Ordnung berechneten ausreichenden Primien werden also
aller Voraussicht nach nicht nur geniigen, um alle Auslagen zu bestreiten,
sondern iiberdies noch die Erzielung von Uberschiissen gestatten. Diese
Uberschiisse werden entsprechend den drei Quellen, aus denen sie
stammen, als Sterblichkeitsgewinn, Zinsgewinn und Gewinn aus der
Ersparnis von Verwaltungskosten zu bezeichnen sein.

Wollte man nun iiber diese voraussichtlichen Uberschiisse eine Aus-
sage machen, so wire hierzu erforderlich, den wirklichen Bedarf, demnach
das tatsichliche. Erfordernis fiir die reine Versicherungsleistung und die
Verwaltungskosten, aber auch die Hohe des zu erzielenden Zinses ein-
schitzen zu konnen. Dies kénnte offenbar wieder nur an Hand von
Rechnungsgrundlagen geschehen, welche einen moglichst engen Anschluf
an die Tatsachen vermitteln. Man nennt diese Rechnungsgrundlagen
solche der zweiten Ordnung. Die mit diesen Grundlagen zweiter Ordnung
ermittelten Versicherungswerte sollen kiinftig mit einem Akzent bezeichnet
werden und in gleicher Weise sollen auch die Rechnungsgrundlagen selbst
von denen der ersten Ordnung durch einen Akzent unterschieden sein.

Wenn wir nun die Differentialgleichung des ausreichenden Deckungs-
kapitals als Gewinn- und Verlustkonto des Saldos Null auffassen, so wird,
wenn fiir die Gestaltung dieses Kontos nicht die Grundlagen erster,
sondern die Grundlagen zweiter Ordnung maBgebend sind, das Konto
offenbar nicht mit dem Saldo Null, sondern im Hinblick auf die Bedeutung
dieser Grundlagen mit einem Gewinn g, schlieBen. Schreibt man daher
die Differentialgleichung (16) in der Gestalt

— [%j“rﬂw(]tﬂ] +[z—8) Bl (fene+ 0) 7% =0, (24)

so wiirde sich bei Verwendung von Rechnungsgrundlagen zweiter Ordnung
d = ’ ' n pe ’ n 17 =
- [’E[tVa+Mw+tUt+ 'J’] + [(I’—ﬂ ) Py + (Boset 0 )tVa] =g (25)

ergeben. In diesem Falle wiirde namlich die Sterblichkeit nicht nach
MaBgabe von p, 4+, sondern von We+ ¢ verlaufen, also Kleinere Ausgaben
bedingen. Hingegen wiirde an Zins wegen 0’ > ¢ mehr vereinnahmt und
auch an Verwaltungskosten nach MaBgabe von f—f' und y —y' er-
spart werden.

Durch Subtraktion der beiden Relationen (24) und (25) erhilt man
fiir den erzielten Gewinn g; den Ausdruck

ét = (#w+t —M;c+ ) (Ut - tl7a)
+ (8" —0) (26)
+PiB—B)+ r—7)-
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Man nennt diesen Ausdruck die Kontributionsformel. Sie 1Bt erkennen,
daB sich der erzielte Gewinn fiir den Zeitmoment ¢ aus drei Bestandteilen
zusammensetzt. Der erste ist der Gewinn aus dem Verlauf der Sterblich-

keit, erzielt nach MaBgabe des reduzierten Kapitals U, — ,V4; der zweite

ist der Zinsgewinn, erzielt an der vorhandenen Riicklage ,V%; der dritte
ist der Gewinn aus den Ersparnissen an Verwaltungskosten, erzielt hin-
sichtlich der Inkassokosten an der Primie T’: und hinsichtlich der reinen
laufenden Verwaltungskosten nach Maligabe des Kapitals, demnach fiir
die Einheit in der Hohe y — /.

Das Gewinnproblem der Lebensversicherungstechnik besteht nun darin,
den fortlaufend erzielten Gewinn moglichst nach Mafgabe seiner Entstehung
wieder an die Versicherten zuriickzulesten. Dies kann in sehr verschiedener
Weise geschehen. Wiirde diese Zuriickleitung unmittelbar nach der Ent-
stehung, also praktisch am Ende jedes Bilanzjahres vorgenommen
werden, dann spricht man von einem natiirlichen Gewinn- oder Dividenden-
system. Andernfalls wiirde der erzielte Gewinn zunichst in eine Riicklage,
Dividendenfonds oder Dividendenreserve, flieBen, um erst zu einem spiteren
Termin an die Versicherten zuriickverrechnet zu werden. Diese Dividende
selbst kann in verschiedenster Art tiber die Dauer der Versicherung ver-
teilt sein und soll fiir den Zeitpunkt ¢ mit A, d¢ bezeichnet werden. Der
Dividendenfonds ,D wird sonach, wie jede technische Riicklage, nach
MaBgabe von ¢’ und ). , und iiberdies um den ihm zuzuweisenden Ge-
winn g, wachsen, hingegen nach MaBgabe der auszuschiittenden Divi-
dende 4, ¢ zu vermindern sein. Wir erhalten demnach wieder im Sinne des
Gewinn- und Verlustkontos fiir ihn die Differentialgleichung

i = ’ n n - A
”d—[tD:(:uw+t+6)tD+gt_At (27}

und hieraus durch Integration fiir den Dividendenfonds den retrospektiven
Ausdruck

: t

¢
_ S([t;;+t+6')dtg =g +0)as
o

D =e° @8—Ady)e dt, oD =o. (28)

Nachdem fiir das Ende der Versicherungsdauer der Dividendenfonds Null
sein muB, ergibt sich aus (28) fiir £ = »# im Sinne des Aquivalenzprinzips
das Resultat, daf der Evwartungswert der zu erzielenden Gewinne fiiy den
Beginn der Versicherung gleich sein mufs dem Ervwartungswert der au ge-
wdhrenden Dividenden.

n

| @— 4, vidi=o. (29)

o
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Aus (28) und (29) aber folgt als prospektiver Ausdruck des Dividenden-
fonds

D= *% S(Zt— 8:) ips V' dt. (30)
3
Fiir den speziellen Fall U, = T = 1 und unter der Annahme gleich-

bleibender Pramienzahlung P* gilt fiir das ausreichende Deckungs-
kapital, berechnet nach Grundlagen erster Ordnung

tﬁl =Zm+t,”—~’|—(1_ﬂ) ﬁ“.a’,_,_,,m—l—y.dw”,m. (31)

Wiirden aber bei gleicher Primie P* die tatsichlichen Einnahmen und
Ausgaben des Versicherers fiir Versicherungsleistung und Unkosten nach
den Rechnungsgrundlagen zweiter Ordnung zu bewerten sein, dann ware
nur ein ausreichendes Deckungskapital in der Héhe von

Vo=l ima— (B P dapmma + ¥ G (32)
zuriickzustellen. Die Differenz von (31) und (32)
Vo V'e = Zav:+t,nTt|'— —,w+t,"Ttl
—[(I—ﬁ) B tym—t— (I—ﬁl) a-’la:+t,m_—7[] pe (33)
+ ¥ Bare i — ¥ Gort,nmt

kann demnach auch als Erwartungswert der bis zum Ende der Ver-
sicherungsdauer noch zu erzielenden Gewinne aufgefaBt werden. Im
Verein mit dem vorhandenen Dividendenfonds ,D dienen diese zur Be-
streitung der fiir die restliche Versicherungsdauer zu gewdhrenden Divi-
denden, so daB der Dividendenfonds auch durch die Relation

n

yoe—yV'et+ D= tpmll,ult Sdupm' v'tdit (34)
i

definiert ist.

Die Erledigung aller Spezialfille und die Betrachtung der einzelnen
Dividendensysteme sind durchaus Sache der praktischen Versicherungs-
technik. Fiir einen Uberblick iiber die einschligigen Verhiltnisse bietet aber
die kontinuierliche Methode und die Differentialgleichung des Deckungs-
kapitals einen iiberaus einfachen Zugang, da hier die drei in Betracht
kommenden Gewinnquellen stets von selbst in allen Relationen von-
einander geschieden bleiben. Dies ist sonst durchaus nicht der Fall und
bedingt, daB die einschligigen Formeln, welche auf ganzjihrige Ver-
rechnung der erzielten Gewinne abstellen miissen, auf wesentlich ver-
wickelteren Verhiltnissen aufzubauen sind.
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§ 37. Die Integralgleichungen des Deckungskapitals.

Fiir die Darstellung eines entsprechend schematisierten, die Bildung
des Deckungskapitals aus den verschiedenen Einnahmen und Ausgaben
betreffenden Gewinn- und Verlustkontos im Wege mathematischer
Gleichungen bieten sich mehrere Moglichkeiten dar. Am einfachsten ist
es, die fiir einen bestimmten Zeitpunkt zu bestimmende Riicklage aus
der entsprechenden Riicklage fiir einen weiter zuriickliegenden Zeitpunkt
und den in der Zwischenzeit in Betracht kommenden Einnahmen und
Ausgaben zur Ableitung zu bringen. Hierher gehoren die bereits be-
trachteten Rekursionsformeln fiir den Zeitraum eines Jahres und als
Grenzfall derselben die Differentialgleichung des Deckungskapitals.
Aber auch dann sind im einzelnen noch verschiedene Moglichkeiten fiir
die Beriicksichtigung der Einnahmen und Ausgaben offen. Vom formal
mathematischen Standpunkt aus sind diese Moglichkeiten ganz gleich-
wertig. Von Interesse ist aber die verschiedene Deutung, die den einzelnen
so zu erhaltenden Funktionalgleichungen vom versicherungsmathema-
tischen Standpunkt aus gegeben werden kann.

Wir betrachten im folgenden Verzinsung und Vererbung als ganz
gleichwertige Prozesse, welche beide bewirken, daBl ein vorhandenes
Kapital in der Zeit eine Vermehrung erfihrt. In ersterer Hinsicht zufolge
der Zins produzierenden Kraft des Kapitals, in letzterer deshalb, weil der
Anteil einer bestimmten Person an einem Kapital im Laufe der Zeit da-
durch groBer werden kann, daB gleichartige Anteile anderer Personen an
demselben Kapital infolge ihres vorzeitigen Ablebens zugunsten der
iibrigbleibenden Personen verfallen kénnen. Wir sprechen in letzterem
Zusammenhang von Vererbung ganz im Sinne von Verzinsung. Wie
I + ¢ =7 der Betrag ist, auf den unter dem EinfluB der Verzinsung der
Betrag 1 in der Zeiteinheit anwichst, so ist 1/p,, der Betrag, auf den die
Einheit im Laufe eines Jahres fiir einen xjihrigen unter der Wirkung
der Vererbung anwichst, und 1/p,, . v der analoge Betrag unter der Wirkung
von Zins und Vererbung. Fiir die Beriicksichtigung der beiden Faktoren
Zins und Vererbung gibt es nun mehrere Moglichkeiten, die im einzelnen
auf vier verschiedene Typen von Funktionalgleichungen fiir das Deckungs-
kapital filhren. Wir erhalten sie, wenn wir bei den veranlagten Kapitalien
im ersten Falle Zins und Vererbung, im zweiten nur Vererbung, im dritten
nur Verzinsung und im vierten weder Verzinsung noch Vererbung direkt
beriicksichtigen. Ausgenommen im ersten Falle werden also die Formeln
gewisse Korrekturglieder erhalten miissen, die eben die verschiedene Ge-
stalt der sonst ganz gleichwertigen Relationen bedingen.

Unter Beziehung auf Formel (40) des Abschnittes V fiir die Rekursions-
formel des Nettodeckungskapitals gilt

t41V V. Pore =V + Pi— vy e (35)
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Multipliziert man diese Relation mit ¢! ;p, und summiert iiber ¢ von
o bis ¢ — 1, so erhilt man
t-1

Vot o= D (Pt py— 0T puqurs) + oV (36)

o}

als retrospektive Formel fiir die Pramienreserve.
Schreiben wir aber (35) in der Gestalt

t41V Pase =V + Pi— €000 + 141V Pogs (T—0),
so erhalten wir nach Multiplikation mit ;p, und Summation von o bis ¢—1

i-1 t-1

Vo= 2 (Pobs— 1V ihodars) + 02 141V 14100 (T—0) + oV. (37)

o

Schreibt man aber fiir (35)

141V 0 =4V + Pi—¢,0qps s+ e+1V . 0 (T —Pas ),
so ergibt sich nach Multiplikation mit +¥ und Summation von o bis { — 1
t-1 t—1

Fot= D (Pt —c, vttt g, ) + O VoA (T—pap0) + oV (38)
Endlich ergibt sich aus (35) in der Gestalt

tr1lV =V + Pi—cv i et e41V (T—0husrd)
durch Summation von o bis ¢ — 1 die Relation
t-x

t-1
V= OZY (Py—c4vqz4e) + §t+lv (T—vpasd) + oV (39)

Die Gleichungen (36) bis (39) sind untereinander vollstindig gleich-
wertig und nur durch die verschiedene Art der Einfithrung von Zins und
Vererbung in den mathematischen Ausdruck unterschieden. Dies tritt
deutlich zutage, wenn man versucht, diese Relationen streng im Sinne
eines Gewinn- und Verlustkontos zu deuten und hierbei die verschiedene
Art der Verrechnung von Zins und Vererbung zu erkennen.

Vollzieht man aber in den Relationen (37), (38) und (39) den Grenz-
{ibergang zur kontinuierlichen Methode, so ergeben sich fiir das Netto-
deckungskapital in retrospektiver Auffassung die drei VOLTERRAschen
Integralgleichungen

t ¢
Vb= S(Pttﬁz"‘ Uiihobiord) 48 + 5Stthzdt +oV, (40)

o o

¢ ¢

Vvt = S(ﬁtvt_‘ Uivt o) dt + Stht'thdt + oV, (41)
- tO— ; B o -

V= S(Pt—Utﬂawt)dt‘f‘ Stv(a+ﬂz+t)dt+oV' (42)

Berger, Lebensversicherung. I0
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FaBt man die Pramienreserve auf als Ergebnis der sich durch die ver-
schiedenen Ein- und Auszahlungen ergebenden Saldi und ihrer Auf-
zinsung und Vererbung bis zu einem bestimmten Zeitmoment ¢, so ist
der Sinn der angefiihrten Relationen nur der, da Zins und Vererbung
statt bei den Zahlungen selbst auch bei den aus diesen gebildeten Riick-
lagen berticksichtigt werden kann. Vom mathematischen Standpunkt
aber ist hervorzuheben, daf3 die Definition des Deckungskapitals im Wege
einer der Integralgleichungen (40) bis (42) die Differenzierbarkeit der
Funktion ,V nicht mehr voraussetzt. Man kann daher mit Hilfe von
STIELTJES-Integralen auf diesem Wege die Begriindung der Versicherungs-
mathematik auf einer wesentlich allgemeineren Basis vollziehen, welche
dann einheitlich die kontinuierliche und die diskontinuierliche Methode
umfaBt.

Hilt man aber an der Differenzierbarkeit fest, so kann man die
Differentialgleichung des Nettodeckungskapitals

d — J— —
: _thVz V(ppgye+0) +P,— Uy pig,
unter Heranziehung einer differenzierbaren Funktion ¢ (f), fiir welche
@ (0) = 1 gilt, auch in der Gestalt
d = = 5 = d
TV o0l = [V (#ase + 0) + Pr— U ptor 9 (8) + V57 0()  (43)

ansetzen, eine Relation, welche offenbar auch durch Differentiation aus
¢ ¢

7 90—\ @iVt 9O+ (Pt + 090 + 3 008t + 7 (44)

erhalten werden kann. Man erkennt sogleich, daB3 die spezielle Verfiigung
) =t PO =7, @) =1

die Relation (44) in die drei Integralgleichungen (40) bis (42) tiberfiihrt,
wenn nur

d d
Tﬁth =—Pelait ﬁvt =—0v

beachtet wird. Die Festsetzung ¢ (f) = v* ;p, hingegen 1iBt aus (44)
unter Beachtung von

d
at (vt t?z) =—1t tp:c (:uaH—t + 6)
die Formel

t
tfivt he = S(ﬁt—Ut”z+t) vt tj)a,dt —+ 07

hervorgehen. Es braucht nur noch darauf hingewiesen werden, daB sich
in ganz analoger Weise durch Summation bzw. Integration tiber die rest-
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liche Versicherungsdauer #—# sfatt iiber die abgelaufene Versicherungs-
dauer ¢ ganz entsprechende Formelsysteme, die der prospektiven Be-
trachtung entsprechen, ergeben.

§ 38. Eine allgemeine Funktionalgleichung des Deckungskapitals.

Uber die Betrachtungen des vorhergehenden Paragraphen hinaus-
gehend 148t sich leicht, fast ohne Rechnung, eine allgemeine Funktional-
gleichung fiir das Deckungskapital zum Ansatz bringen. Zugrunde gelegt
sei wieder die allgemeine Versicherung auf Ab- und Erleben der Dauer #
mit den Primien P, und den versicherten Betrigen U, und 7. Die
Rechnungsgrundlagen seien durch é und p, 4 , definiert, so daB sich der
Bewertungsfaktor einer zum Zeitpunkt ¢ im Erlebensfalle filligen
Summe 1 zum Zeitpunkt o mit

¢
_5(“w+t+d)d‘
'Ut tﬁzz € o

ergibt. Das Nettodeckungskapital ist dann durch die Relation

t
T pott = | pat? (Pi— pors U dt + oV (45)
o
definiert. Die Formel kann dann auch als Erwartungswert aller Saldi,
die sich aus Einnahmen und Ausgaben bis zum Zeitpunkt ¢ ergeben,
gedeutet werden. Die gewdhlten Rechnungsgrundlagen kommen daher
bei der Bewertung der sich zu den einzelnen Zeitpunkten méglicherweise
ergebenden Zahlungen, aber auch bei der Bestimmung der obgenannten
Bewertungsfaktoren dieser Zahlungen fiir den Beginn der Versicherung
in Betracht. Fiir den speziellen Fall { = # hat man

S

o+ \ bt Podt =T p,v" + \Po oy Usdt.

O3
O ey

Verwenden wir aber statt der Faktoren gp,v* durch Anderung der
Rechnungsgrundlagen andere Faktoren . v", so wird die Giiltigkeit
der Relation (45) aufgehoben. Sie kann aber durch Hinzufiigung eines
neuen Gliedes wiederhergestellt werden, wenn dieses zum Ausdruck
bringt, daB die jeweils veranlagten Kapitalien ihren Ertrag an Verzinsung
und Vererbung nicht nach MaBgabe der Rechnungselemente ound py .o
sondern nach MaBgabe von ¢’ und 4, ergeben. Es wird also dann bei

den veranlagten Betrigen tV ein Kontributionsgewinn zu verzeichnen sein,
der fiir den Zeitpunkt ?
tI7 (¢ + Mlx+ t— 00—zt o) dt

10%
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betragt und natiirlich auch mit negativem Zeichen, als Verlust, auftreten
kann. Es ergibt sich dann statt (45) die Relation

¢
Ve V= S e V' (Py— gyt Up) 48—
° ¢
— |85 T (O + pori— O —par) A+ oV, (46)
o

in welcher wir die neue VOLTERRAsche Integralgleichung fiir das Netto-
deckungskapital zu erblicken haben.

Die Richtigkeit der Relation (46) ergibt sich sogleich durch Differen-
tiation derselben, wenn wir auch weiterhin an der Differenzierbarkeit von
.V festhalten. Sie ergibt
dit (Vs V') = ' V'8 (Py— o Up) — 2’ V'8 oV (6" + gt — 6 — pay )

und unter Beachtung von

dt (ha' V') = — (Hgrs + 0) /08

die Relation (45).
Die der Relation (45) entsprechende fiir die Rechnungsgrundlage &’

und uy, ¢ lautet
¢

N '”’t_gti’ VP, — pour Uy dt + oV, (47)
(]
wobei die Einfiihrung der neuen Rechnungselemente iiberall durch
Akzente kenntlich gemacht ist. Die beiden Relationen (46) und (47) er-
geben nun ohne weiteres die folgenden Resultate.
Es sei zunichst nur der Zins 4 in ¢’ abgedndert, so daB die neuen
Rechnungselemente ¢ und p, ., sind. Durch Subtraktion der beiden

Relationen (46) und (47) ergibt sich fiir oV = oV’ = 0

(V' —F) o't = (& —6)5% vt Vdt+ gtm —P)dt (48)
oder durch Vertauschung der Bezelchnung
¢

t
(V' — V) patt = (8 —0) [ povt 7 dt + [ ipovt (B — Pdt. (49)

Fiir den speziellen Wert ¢ = #» aber folgt

(61_6)Stpa=v’t tth"i‘ Stpa:vlt (P—t,_ﬁt) dt=o0 (50)

o
und

O —8) [ povt V" di + | part (P —P)at =
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L4Bt man aber den Zins ¢ ungeiindert und.dndert nur die Sterblichkeit
Mo+t N Yy g SO erhdlt man fiir (V= (V'== o0 aus den Relationen (46)
und (47)

12
(V' — V) b ¥ = | BV (o — pasd) (U — V) a2 +

|1
+ [ o ot (P/ — P dt (51)

und

t
(V' —P) patt = | bt (Hose— Word) (Ui— V') dt +

i
+ | bt (P/—P)dt (52)

und fiir t==#

[ e o (pase— s (U— )dt+§¢x< —Pjdt=o0 (53)

und
n

n
| at (pase— pard) (Ue— V) dt + Lmt( '—P)di =o.

Auf Grund von (46) und (47) 148t sich leicht die Frage beantworten,
ob es moglich ist, daB fiir zwei verschiedene Systeme von Rechnungs-
elementen 6 und y, 4 ; bzw. ¢’ und w4 ; die beziiglichen Nettodeckungs-
kapitale .V und ,V’ iibereinstimmen. Fiir J7= N folgt ndmlich aus
den beiden genannten Relationen
¢

S Pacl v't ( _,ua:+t Ut ‘ti’z vt Moyt U)dt +

v

(4] t
+ S s V'V (6 + ﬂ'z+t_—‘6’__:u':c+_t) at

o

und, da dies fiir jedes ¢ zu gelten hat, auch

V(& Fleri—0—lgrd) = P,—P/+ (Mot ¢ —Hazt+o) Us (54)
als notwendige Bedingung. Fiir den speziellen Fall ' = §, U, =1, P,=P

aber erhidlt man aus (54)

ot = figqs + (PP — P) =227 (55)

ax+t,n—t

als Bedingung fiir die Gleichheit der Deckungskapitale.
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Fiir =7 und P, = o, also fiir den Fall der Einmalpridmie, ergibt sich
aus (46) und (47)
n
V' — oV = S tha V' (Hoyt— Hors) Usdi—

o

_Stpx’ v't tv (0" + ;u:c+t—"6_:“a:+t) at (56)

als allgemeine Formel fiir die Abhingigkeit der Einmalprimie von einer
Anderung der Rechnungsgrundlagen. Fiir den speziellen Fall U, = o
gilt dann

n

oV =,V — gt{) "'t V(6 + Bort—0— oy dt. (57)

o

Im Falle der tempordren Rente ergibt sich hieraus fiir uyy ; = g4 ¢ die
Beziehung

n
Gy = gy — (8" — 0) | pa ¥t yraimz A1, (58)

o

welche nach Vertauschung der gestrichenen und ungestrichenen Werte
auch

G = Gy — (8 — 0) | pott @y 4y, =g dt (50)

geschrieben werden kann. Setzt man in (58) oder (59) fiir eine erste
Néherung in dem Integralausdruck ¢ = 4, so ergibt sich

] == Ay — (0" — 0) (1), m7-
Denn es ist

n-t n n

St? e'“dtSstHe Seds _Stpx —dtdtgs Poree™C"0ds

n n n

dtgsjaw ~tagds = Stpxe*‘”dtfds = ﬁttvatdt_—_ (@) a1

o

QL,ﬁ= -]

Einen besseren Naherungsausdruck erhilt man aber, wenn im Argument
des genannten Integrals ¢' = = 1/2 (6’ + 0) angenommen wird. Fiir
den mit diesem Zins berechneten Wert der steigenden Rente erhilt man
dann in erster Ndherung durch eine TAvLOR-Entwicklung

. d _ - — ’
(8071 + 75 (Dem14 = (&)am1— (D) amd (4 =08 —9)
und damit
‘Z;,n“% F—A [(Iaxnl— Izawnl A]
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oder auch
o~ (18)z,n14
aw,,”:a lﬁ’—lT:a%m (60)
14+ =4
(|“)w,nl

eine Formel, welche ganz analog ist (105) des § 28. Es ist bemerkenswert,
wie einfach sich die letztgenannte Formel und damit auch die von Poukka
gegebene Naherung aus der fast selbstverstdndlichen Relation (58) ab-
leitet.

Ganz besonders hervorzuheben ist weiter, da aus der Relation (46)
durch die speziellen Verfiigungen

& —o, § =, 5§ —=o,
’ ’
Mo = U My = O, He =0,
[N r o 7
Pa vt:tpw: tpw vtzvt: tpa:, vi=1

sofort die drei VOLTERRAschen Integralgleichungen des Nettodeckungs-

kapitals ,V erhalten werden konnen, wie man sich leicht durch Emsetzen
der angefiihrten speziellen Werte uberzeugt

Soll endlich die Bedingung ,V = tV fiir beliebiges ¢ erfiillt sein, wenn
der Zins 8 in &' abgedndert wird, die Sterblichkeit u,+, aber ungesndert
bleibt, dann erhilt man aus (48) und (49) die Bedingung

— (' —8)V =P/ —P, (61)

d. h. es miissen sich die entsprechenden, mit verschiedenem Rechnungs-
zins berechneten Primien jeweils um die entsprechende negatlve Zins-

differenz des Nettodeckungskapitals tV unterscheiden.

Es braucht wohl nicht besonders darauf verwiesen zu werden, daB
die fiir die Primienreserve zu erhaltenden Funktionalgleichungen in ganz
gleicher Weise auch nach der diskontinuierlichen Methode, demnach mit
Benutzung der entsprechenden Differenzen- und Summengleichungen
statt der Differential- und Integralgleichungen gewonnen werden kénnen.
Auch hier ist jede Rekursionsformel fiir das Deckungskapital stets als
mathematisches Bild eines Gewinn- und Verlustkontos aufzufassen und
unmittelbar anzuschreiben. Auch die Einfiihrung der dritten Rechnungs-
grundlage in die erhaltenen Relationen, also die Beriicksichtigung der
Verwaltungskosten in den Ausgaben und Einnahmen ist stets ohne
weiteres moglich. Es ist aber darauf aufmerksam zu macher, daf3 {iberall
dort, wo in den Formeln das Bild der Gewinn- und Verlustrechnung zum
Ausdruck kommt, die Resultate stets ohne weiteres einleuchten, wihrend
sie sonst nur um den Preis lingerer Umformungen zu erhalten sind. In
diesem Sinne ist das Operieren mit irgendeiner Funktionalgleichung des
Deckungskapitals in den meisten Fallen der direkten Methode tiberlegen.
Es soll dies noch an einem einfachen Beispiel gezeigt werden.
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Wir wihlen dazu die unmittelbar einleuchtende und ohne weiteres zu
erhaltende Relation (58) fiir die temporire Leibrente. Sie enthdlt in dem
Integralausdruck das Glied, welches diesen Rentenwert bei gegebenem
Zins auf den gleichen Rentenwert, jedoch berechnet mit einem anderen
Zins, zuriickfithrt, und zwar den exakten Ausdruck desselben. Alle sich
bei dem ZinsfuBproblem der Leibrente sonst ergebenden Niherungs-
formeln sind also im Grunde auf eine Anniherung dieses Gliedes ab-
gestellt. Aus (58) folgt aber sofort die Relation (59) und damit auch die

Formel
n

n
Stﬁwv,tda%i—t,andt: gtvatd:/u+t,n_—ﬂdt (62)

ohne jede weitere Rechnung. Der direkte Nachweis der Gleichheit der
beiden Ausdriicke in (62) miiBte so verlaufen.

n n n—t

Stpx e_dtd;:-i-t,nTtldt = Stpxe_‘”dtgsp.ﬂ-t e—d,‘ds

Z’ n ’ n
= stpxe—dt dtSs tpaa-*—te*(s_t)a’ds SG 6~ G)tdtS p e““ds

o t o

n i (63)
___St? =% tdtSe (0—088dg — 6__&/84’4:6—6t(I"_‘e—(a—a,)t)dt

o o o

n
Sy et
o

Der erhaltene Ausdruck ist aber symmetrisch in § und ¢’ und daher die
Richtigkeit von (62) erwiesen.

§ 39. Zur Abhingigkeit des Deckungskapitals von den
Rechnungsgrundlagen.

Unter der Benutzung der im § 26 auf einfachstem Wege erhaltenen
Ungleichung
(la—)(l} é dwz
ist leicht nachzuweisen, daB die Primienreserve der reinen Ablebens-
versicherung bei laufender Priamienzahlung mit steigendem Zins abnimmt.
Fiir die Einmalprimie folgt dies ja unmittelbar aus der Definition. Denn
fiir die Ableitung der genannten Primienreserve nach § erhilt man
_(l_a__)_i__ (l‘i)m+t
4 (- Gyys\ _ Dzt — (g -Gpys Oy Gptt
dé (I 2 ) o ‘i:cz o Oy Byprt

Der Rentenausdruck (|@)./d, nimmt aber unter der Voraussetzung
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@y =0yey ¢ =0 mit wachsendem x nicht zu. Denn fiir

d ~ _ d _ -
i (a), _ W(l“)x‘aw—wam'(la)w

2
dx a, Ay

folgt mit Riicksicht auf

@

d _ _
d = \ o (e o) Pt = 8y (- 0) — 3

und

d - - -
a0 = (ot — o)t = ()2 (0o + ) —a,
5 (64)

d (e _ _ -, (9

T e, = It
ein Ausdruck, der im Hinblick auf die eingangs angefiihrte Ungleichung

negativ ist.
Fiir die Primienreserve der gemischten Versicherung

oy az+gn—
th,nl =1I _-a_w,-n__l—
kann der Nachweis ihrer Abnahme mit zunehmendem Zins auch durch
Benutzung der Ungleichungen (9o} und (91) des § 27 erbracht werden.
Setzt man in (o)
Izt o\ 14 " \» o .

Pp) =T, g () = 1+ )" e 10) = (F31) (<)
und x =0, f=n—1I, u =n—*t—1, so sind alle fiir die Giiltigkeit
von (go) nétigen Voraussetzungen erfiillt, und wir erhalten

St 2 S, (63)
ag+t,n—i| ag,n|
womit der verlangte Nachweis erbracht ist. In gleicher Weise ergibt sich auf
Grund von (91) der Nachweis unter Benutzung der kontinuierlichen Methode.
Fiir den Wert des Deckungskapitals 148t sich bei ¢ < 4, wenn der
Wert ,V, 7 beim Zins ¢ bekannt ist, eine obere Schranke angeben. Setzt
man in Ungleichung (9o)

oo =1 10)=(1EE) g0 =

so ergibt sich fliir x =0, f=n—1

oder auch

@ <i, o<t<mn) (66)
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Unter Riicksicht auf
Qrn] = 2,7 + tEe-prt,770
oder
a —
1— 2 = B, (1— V)
erhilt man aus (66)

Ee(T—1Vaa) < £y (T—Va,7) (67)
und auch

, E
Vom <1—5 (1— Vo)
t“z

als obere Schranke. Die Differenz der Primienreserven tV;,gl—tVﬁﬂ
muBl daher kleiner sein als

(T—Vam) (I_‘ :? )
x
Aus (67) folgt aber auch

£ .
th,FI > 11— E_ (I - th,Wl);

=

so daB3 die Differenz der Primienreserven kleiner sein muB als
. [Es )
(I th,nl) (th 1)

Die erstere Formel wird bei bekanntem ,Vzﬂ, die letztere bei bekanntem
¢V, zu benutzen sein.

Solche Ungleichungen, welche die Anderung der Versicherungswerte
mit dem Rechnungszins oder auch der Sterblichkeit einigermafBen zu be-
urteilen gestatten, sind aber nur in relativ ganz einfachen Fillen von
Nutzen. Fiir die Praxis nicht unwichtig wire z. B. die Entscheidung der
Frage, wie sich die Werte von primienfrei gestellten gemischten Ver-
sicherungen mit dem Zins dndern. Solche primienfreie Versicherungen
entstehen dadurch, daB fiir eine Versicherung mit laufender Primien-
zahlung diese zu einem bestimmten Termin eingestellt wird und die Ver-
sicherung dann auf den Betrag primienfrei in Kraft bleibt, der der
vorhandenen Primienreserve als Einmalprimie des Alters x4 ¢ und der
Dauer # — ¢ entspricht. Es zeigt sich aber, daB hier eine prizise Antwort
in der Regel nur unter ganz bestimmten Voraussetzungen iiber den Ver-
lauf der Sterblichkeit gefunden werden kann, Voraussetzungen, die aber
in den benutzten Tafeln selten iiber alle Altersklassen gegeben sind.

Zur Frage der Abhingigkeit der Versicherungswerte von den Rech-
nungsgrundlagen sei nur noch ein Satz von G. HOCKNER und ein Satz
von CH. Mosgr angefiihrt. Ersterer besagt, daB durch einen konstanten
Zuschlag zur Pramie einer gemischten Versicherung auf die Summe 1 in
der Hohe von A eine Erhéhung der Sterblichkeit um den konstanten
Betrag 4 und zugleich eine Verminderung des ZinsfuBes um denselben
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Betrag 4 gerade kompensiert wird. Der Satz ist vielfach benutzt und
bewiesen. Seine Richtigkeit folgt aber ohne jede Rechnung aus der
Differentialgleichung

d — J— _
WtV =V (Mot + 0) + P—ppys

welche ginzlich ungeindert bleibt, wenn fiir u, 4, 6, P bzw. Pov s+ 4,

0 —A, P+ A gesetzt wird. An der Hohe der Primienreserven dndert
sich dann nichts.

Der Satz von MOSER aber besagt: Wird die Reserve einer gemischien
Versicherung nach zwei Uberlebensordnungen gerechnet, von denen die eine
fiir ein im Verlaufe der Versicherung gelegenes Intervall eine grifere
Sterbensintensitit angibt als die andere, so weist die Reservedifferenz in
jenem Intervall stets einen Zeichenwechsel auf.

Der behauptete Satz ist im Wege einer nicht ganz miihelosen Rechnung
zu beweisen. Der Beweis ergibt sich aber in wenigen Strichen auch aus
der folgenden Uberlegung, wobei weder die Beschrinkung auf eine ge-
mischte Versicherung noch die Bedingung einer gleichbleibenden laufenden
Primie benétigt wird.

Sei also eine Absterbeordnung etwa durch die Angabe der Sterbens-
intensititen festgelegt. Sie sei mit I bezeichnet. Eine zweite Absterbe-
ordnung II enthalte dieselben Werte der ‘Sterbensintensititen, ausge-
nommen fiir die Alter von x + ¢, bis x + £, fiir welche die Intensititen
von II groBer sein sollen als die von I. Es sei nun die fiir IT berechnete
Priamie groBer als die fiir I berechnete, was offenbar fiir eine gemischte
Versicherung auch der Fall ist, wenn die Dauer derselben iiber £, hinaus-
reicht. Hieraus folgt, daB alle Primienreserven des Intervalls o bis ¢,
nach Tafel IT gerechnet gréBer sein miissen als nach Tafel I. Denn das
ergibt sich unmittelbar aus der Definition der retrospektiven Reserve.
Anderseits miissen aber alle Reserven des Intervalls £, bis # nach der
Tafel II berechnet kleiner sein als nach der Tafel I. Denn so folgt es aus
der Definition der prospektiven Reserven fiir dieses Intervall.

Die Reservedifferenzen miissen also im Intervall von # bis £, min-
destens einmal durch Null gehen. Das aber ist der Inhalt des Zeichen-
wechselsatzes. Der Primienverlauf spielt hierbei keine Rolle, da sich ja
an den Ungleichheitsbeziehungen der Reserven nichts 4dndert, wenn die
laufende Primie irgendwie positiv gedacht wird.

Fiir die reine Erlebensversicherung ergibt sich einfach aus der Tat-
sache, daB die nach II berechneten Primien kleiner sein miissen als die
nach I gerechneten, das umgekehrte Verhalten der Priamienreserven,
indem an Stelle der bei Todesfallversicherungen positiv angenommenen
Reservedifferenzen sich nunmehr negative ergeben und umgekehrt. Ganz
allgemein 148t sich behaupten, daB der Zeichenwechselsatz immer gelten
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wird, wenn die nach I berechnete laufende Primie von der nach II be-
rechneten verschieden ist. Denn in all diesen Fillen wird fiir das Intervall
von o bis #, eine Verschiedenheit der Reserven in einem Sinn und fiir
das Intervall von ¢, bis # im entgegengesetzten Sinne erfolgen, ganz
gleichgiiltig, wie der Verlauf der Primien sonst sein mag. Ist aber die
Primienzahlungsdauer kleiner als die Versicherungsdauer, dann gilt der
Satz, wie man sofort einsieht, nur dann, wenn die Primienzahlungsdauer
iiber den Termin #, hinausreicht. Andernfalls sind die Reservedifferenzen
hier und auch bei einmaliger Primienzahlung stets positiv und Null
oder stets negativ und Null

§ 40. Eine andere Fassung des Aquivalenzprinzips.

Das Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung, welches
unter Riicksicht auf das vorhandene Deckungskapital fiir jeden Zeitpunkt
innerhalb der Versicherungsdauer gilt, 1483t auch eine andere Deutung zu
und fithrt damit auch zu einer neuen Auffassung der Primienreserve.
Um hier ganz allgemein zu bleiben, sei fiir eine Kapitalversicherung
zwischen dem Versicherer und dem Versicherten folgende Vereinbarung
getroffen.

Der Versicherer hat nach MaBgabe einer Funktion ¢ (f) zum Zeitpunkt £
Betriage A, zu zahlen, deren Barwert zum Zeitpunkt { = o0 durch %, be-
zeichnet sei. Demgegeniiber zahlt der Versicherte, solange das durch die
Funktion ¢ (f) charakterisierte Ereignis nicht eingetreten ist, an die Bank
Betréage m;, deren Barwert zum Zeitpunkt ¢ = o durch b, bezeichnet sei.
Die Gesamtsumme dieser bis zum Zeitpunkt ¢ bezahlten Beitrige habe
fiir den Zeitpunkt # = o den Barwert B,. Wird aber das Vertragsverhalt-
nis zum Zeitpunkt £ gelost, dann zahlt der Versicherer an den Versicherten
den Betrag ,V, dessen Barwert zum Zeitpunkt ¢ = o mit 8, bezeichnet sei.

Wenn das Spiel zwischen den zwei Partnern gerecht sein soll, und zwar
ganz gleichgiiltig, bis zu welchem Zeitpunkt ¢ das Spiel erstreckt wird,
dann muB die Gewinn- bzw. Verlusterwartung fiir beide Vertragsteile fiir
jeden beliebigen, innerhalb der Vertragsdauer liegenden Zeitpunkt ¢
gleich sein. Der mathematische Ausdruck dieser beiderseitigen Er-
wartungswerte ist aber

¢ ¢
o o

Hier bedeutet der erste Faktor rechts die Wahrscheinlichkeit, daB das
versicherte Ereignis bis zum Zeitpunkt ¢ nicht eingetreten ist. Die Bank
verliert beim Eintritt desselben zum Zeitpunkt ¢ einen Betrag, dessen
Barwert ¥, ist, abziiglich des Barwertes B, der bis zu diesem Zeitpunkt

gezahlten Beitrige. Der Versicherte hingegen, der zum Zeitpunkt ¢ das



Eine andere Fassung des Aquivalenzprinzips. 157

Vertragsverhiltnis 16st, verliert die eingezahlten Beitrige, deren Bar-
wert B, ist, abziiglich des von der Bank zu erstattenden Betrages, dessen
Barwert B, betrigt. Wir haben in Relation (68) einen Ausdruck fiir das
Aquivalenzprinzip zu erblicken, bei welchem auf beiden Seiten die je-
weiligen Barwerte der Saldi der gesamten Einzahlungen und Auszahlungen
erscheinen.
Durch Differentiation von (68) nach ¢ erhilt man
¢

) (U—B) =—g ) (B, —B) + (x~§¢<t>dt)%(%t—%t),

o
und wenn

t
p(t) = —"Z(-t)————-——di,log(l—-h(t)dt)

gesetzt wird und unter Beachtung von
¢

B, = S bdt
auch °
(B, —B) =9 ()% —B) (69)
oder
2B, =b—y () @ —B). (70)

Verfiigt man iiber die Integrationskonstante 8, = B, so erhilt man aus (69)
¢
B, — B, = |y () (L —By) dt. (71)

o
Die erhaltenen Relationen sind sehr allgemein. Setzt man jetzt
@) = bobiort

und daher
¢

PO = tore T—|p)dt=p,

o

und ist v, ein Diskontierungsfaktor bei vom Zeitpunkt ¢ abhingigem Zins
t
—fowae

vp=¢€¢ ° , W=Ad,v, By=,Vv, b=mv,
so erhilt man aus (70)
d
V= V lowe + O (O)] + 70— proye A (72)
als Differentialgleichung des Nettodeckungskapitals bei variablem Zins.
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Schreibt man (68) in der Gestalt

B, [1—§¢(t) dt] =B, [I—Stq;(t) dt} + Stqa(t) SBtdt——Stq)(t)‘)Itdt,

o [} o (]

so ergibt sich wegen

§[1~§¢(S)ds} bidi=B,— | g () dles ds,

o o

auch

i A t
%t[l-—gcp(t)dt}:g[1—5<p(s)ds}bldl—§<p(t)i’1,dt. (73)

o o o

Aus dieser Relation fiir £ = » folgt aber nach Abzug von (73)
¢ n

B, [I—Sq)(t) dt} = (o) naz,
i
|
¢

’ A n (74)
[z_gqp(s) ds} bidi+ B, [1-—59; ®) dt}. |

o o

Fiir unsere spezielle Verfiigung iiber die Funktion ¢ (f) erhilt man
sonach aus den Relationen (73) und (74)

-~

i
tht-t?a:= ! v“p,, n;dl—gv“pz,uH;Azdl,
T (75)

VaaPe Hars Ard A — \'W e Md A+ VU, Pas
t

V. pe =

~—3 ©

wihrend sich aus (68)

t & t V
Stmuwt(vmt—jvmm)dt=tpz(gvmdz—w) (76)

ergibt.

Die Relationen (75) und (76) sind der Ausdruck fiir das Aquivalenz-
prinzip im Sinne der Gleichsetzung von Leistung und Gegenleistung fiir
einen beliebigen innerhalb der Versicherungsdauer liegenden Zeitpunkt.
Hierbei ist nach (75) die rein formale Unterscheidung zwischen dem
prospektiven und dem retrospektiven Ansatz gegeben.
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Die Relation (76) hebt aber die Gleichsetzung der beiderseitigen Ge-
winn- bzw. Verlusterwartungen fiir den gleichen Zeitpunkt besonders
heraus. Hierauf wird im Zusammenhang mit der Theorie des Risikos
noch ausfiihrlich zuriickzukommen sein.

VII. Die Versicherungswerte fiir mehrere Leben.

§ 41. Die statistischen MaBzahlen.

Die Moglichkeit, daB der Eintritt eines im Rahmen der Lebens-
versicherung zu behandelnden Versicherungsfalles nicht vom Leben oder
Absterben einer einzelnen Person, sondern zweier oder mehrerer Personen
abhingig gemacht wird, bedingt eine recht erhebliche Mannigfaltigkeit
der zu behandelnden Versicherungswerte. Denn fiir die Bestimmung der-
selben wird jetzt nicht nur das Ableben innerhalb einer bestimmten Dauer
oder das Erleben bestimmter Termine fiir die einzelnen Personen, sondern
auch die Aufeinanderfolge der einzelnen méglichen Ereignisse im Laufe
der Zeit unter Umstdnden von Bedeutung sein. Es ergeben sich so schon
fiir die in Betracht kommenden Wahrscheinlichkeiten recht zahlreiche,
nach Begriff und auch Bezeichnung wohl zu unterscheidende Falle.

Sei die nach einer bestimmten Absterbeordnung fiir eine Person des
Alters x ermittelte Erlebenswahrscheinlichkeit ,p, und die fiir eine
Person des Alters y nach der gleichen Absterbeordnung berechnete ,p,.
Es ist sehr wohl méglich, daB zur Berechnung von ,p, eine andere Ab-
sterbeordnung herangezogen wird, deren Erlebenswahrscheinlichkeiten
dann mit ,p’, zu bezeichnen wiren. Wir wollen aber im allgemeinen an
der ersteren Annahme festhalten, hierbei jedoch stets voraussetzen, daB
die Wahrscheinlichkeiten ,pg, nfys nfs -+ fir zwei und mehrere Per-
sonen voneinander unabhingig sind, wenn es sich um verschiedene Personen
handelt. Das ist nicht selbstverstindlich, widerspricht sogar unter Um-
stinden den statistischen Erfahrungen. So z. B. wenn durch diese fest-
gestellt wird, daB die Sterblichkeit verheirateter Personen von der der
unverheirateten Personen desselben Geschlechtes recht merklich ver-
schieden verlduft.

Unter der Annahme der Unabhingigkeit aber ist nach dem Multipli-
kationssatz der Wahrscheinlichkeitstheorie die Wahrscheinlichkeit, da8 von
den bei den Personen (x) und (y) beide nach # Jahren am Leben sind, durch

! 1
npa:,v =n75w-n?5v — _El'*‘_”.ﬂT-f'”_ (I)
x v
gegeben. Fiir eine Anzahl von m Personen der Alter %, ¥, z, ... gilt dann
an,v,z,...=n;bm.,,1§y.npz. ceae (2)

Die Wahrscheinlichkeit, daB von zwei Personen (x) und (y) nach
n Jahren keine am Leben ist, wird mit |,g5; bezeichnet. Der waag-
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rechte Strich {iber den Altern bedeutet hierbei, daBl angenommen ist, da83
auch der Uberlebende der beiden Personen innerhalb der # Jahre stirbt.
Es ist weiter

|n9z,y = |4z - [n9y = (T — wpa) (T — npy) (3)
und fiir v =1

9o,y =9z -9y
und fiir m Personen

1n9z9,7 . = (T uPa) (T— ndy) (T—nt2) - (4)

Die Wahrscheinlichkeit, daB eine und nur eine von zwei Personen

nach #» Jahren am Leben ist, ergibt sich nach dem Additionssatz der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung mit

ni’ % = np:c (I - n'Pv) + npv (I - n?m) }
= ni’m + ni’v —2 ni’w,u

und die Wahrscheinlichkeit, daB wenigstens eine von zwei Personen nach
#n Jahren lebt, mit

npﬁ = P (I i ni’v) + nPy (I _"npm) + nbay }
= an + npﬂ — ﬂ?m, v

(5)

(6)
Damit ist
w97y + b7y = L, Prg = 1— |nfzy = 2Pz + uby — b,y v

Die Wahrscheinlichkeit, daB wenigstens eine von zwei Personen inner-
halb von # Jahren stirbt, ist offenbar das Komplement von ,$,, , und daher

e,y =1— wPa.y (8)
und fir n =1
Qzu=1—i’¢y= lwl'u_lm+1l1l+1 5
g g In1y
Die Produkte der Lebendenzahlen I, ./, werden in der Regel mit [,,,
bezeichnet, so da3 die Zahlen [, , selbst als Zahlen der lebenden Paare
im Sinne einer Absterbeordnung fiir zwei verbundene Leben aufgefat
werden kénnen. Man schreibt dann auch wohl

d:c.u =lm.v—‘lm+ Ly+1
als beziigliche Zahl der Toten. Es ist aber dann zu beachten, daB8
lyy =11, aber das Produkt d,.d, = (I, — 44 ) (}y —Iy+ 1) keines-
falls mit d,,, gleichzuhalten ist.
Die Wahrscheinlichkeit, daB der erste Tod bei zwei Personen in den
Zeitraum zwischen ¢ und ¢ 4 1 fillt, ist

492,y = tPa,y (I—ibz+t,y+t) = Pz,y—t +1Pzy }

_ lare it —lpvtralysirr _ Gattu+t
Uy by lo,y

(9)
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Die Wahrscheinlichkeit aber, da beide Ablebensfille in dieses Zeitinter-
vall fallen, ist
oy = T2 S (x0)
Man bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, daB der Uberlebende von (x)
und (y) im ¢+ 1ten Jahre stirbt, mit ,gz-, und es ist
W7y = (I— Py) 0 + (T—1P2) 049y + 692 419y
= (I—py) (Po—t41P2) + (T —P2) (1Py — t4104) +
+ (Po—t+1P2) Py — 141 D4) (11)
= (tha + Py — tha,0) — (t+1P2 T 410y — t41P2,4)

= zs—t+107y

oder weil
92,9 = tPo,v — t+1Pz. v
auch
t957 = t9e + 19y — 492, v (12)
Fiir ¢ = o ist
9z = 9= + 9y —quny (13)

wie sich auch aus
indz,y = (T — npa) (T —nby) .
= (I '—npw) + (I — ) — (I — nPe)
= nfe T 0y — 29z w
fiir # = 1 wieder ergibt. Man muB} beachten, daB

9y =Gp-9y =9z + 9y — Gu. v
aber fiir die aufgeschobenen Werte nur
77 = tds + 9y — t92. v
gilt. Die Werte
t9z. v 92 t9w 97,9
sind streng voneinander zu unterscheiden.
Die Wahrscheinlichkeit, daBl weder (x) noch (y) im ¢+ rten Jahre
stirbt, ist
(I - tiqx) (I - tﬂy)r (14)
hingegen die Wahrscheinlichkeit, daB wenigstens einer von (x) und (y)
im ¢4 rten Jahre stirbt,
I—(I— 49a) (T—49y) = 9=+ 49y — 692 - 114w (15)
Natiirlich kann diese Wahrscheinlichkeit auch aus
t92 (T — 9y) + 49y (T— #92) T 19« - 09y

zusammengesetzt werden.

Berger, Lebensversicherung. =



162 Die Versicherungswerte fiir mehrere Leben.

Fir die Wahrscheinlichkeit . ;_,p, erhilt man die Umformung

lm+t . lv+t—1 . I'll—l — tf’acyy—l
Iy ly—1 Ly Py-1
oder weil g, =P, . s— 1Pz 1 auch
px- t—1Pac+1.1r (16)

Unter Anwendung des Additionssatzes erhdlt man fiir die Wahr-
scheinlichkeit, daB die Auflssung des Paares (x) und (y) innerhalb des
Zeitraumes von # Jahren erfolgt,

n—1

[ndz,y = Zﬂqu = 2 (tPo,y —t +1P2,4) = I —nba,y- (17)

Ebenso ergibt sich
© on-1

ndzy = ZtIQz, 2 (6192 + £9y—192,9)>

= (I - nfbx) (I - npy) - (I - npac . ni)v)

= (I — nbu) (T— upy)
in Ubereinstimmung mit dem bereits erhaltenen Resultat. Fiir die Auf-
losung des Paares (x) und (y) in dem Zeitraum von » bis # 4 m aber
erhilt man die Wahrscheinlichkeit

nt+m—1
nim9z,y =2tt9x,y = Doy n+mPry = n+mlz,y — [n9z,y’ (18)
n

wihrend man fiir die Wahrscheinlichkeit, daB der Uberlebende im Zeit-
raum von # bis # -+ m stirbt, den Ausdruck

n+m—1
nim9z,y =ZtJm = pmdz T+ nmdy — nimJz,y (19)
n

erhilt. Falsch wire es fiir diesen Fall .9, - omgy zu setzen, da dies
die Wahrscheinlichkeit, daB3 beide in dem Zeitraum von # bis # + m
sterben, bedeuten wiirde.

§ 42. Die Z-Formeln.

Unter dieser Bezeichnung sind in der Versicherungsmathematik
zwei Formeln in hiufigem Gebrauch, welche mit der Beantwortung
folgender Frage der Wahrscheinlichkeitstheorie zusammenhéngen.

Uber » Paare gleichartiger, entgegengesetzter Ereignisse F; und
E_i, deren Wahrscheinlichkeiten p; und ¢; =1 — p; sind, wird
eine Beobachtung oder ein Versuch angestellt. Wie groB8 ist die
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Wahrscheinlichkeit, daB genau % von den Ereignissen E,, und wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daB mindestens 2 von den Ereignissen
E; eintreffen?

Um die erste Frage zu beantworten, hitte man auf alle mdglichen
Arten Produkte von % Faktoren p; und » — % Faktoren ¢; zu bilden und
zu summieren. Demnach kann die gesuchte Wahrscheinlichkeit durch
die Formel

P(Eg) =2patp o a9+ % } (20)
=Zp¢xi)ﬂ o pk(I_?l) (I_Pp) (I—QQ)

dargestellt werden, wobei sich die Summenbildung auf alle Kombina-
tionen «, f, ..., & der Elemente 1, 2, 3, ..., # zur kten Klasse bezieht;
A p, ..., o sind die jeweils in der Kombination nicht vorkommenden
Elemente.

Entwickelt man das Produkt unter dem Summenzeichen in (20), so
entstehen Produkte der p; zu je %, je 24 1, ... bis zu # Faktoren, und
bei der darauffolgenden Summierung treten die Summen

Zi Zysgy ooy Zn

derartiger Produkte auf. Die Produkte von % Faktoren kommen in (20)
nur je einmal vor, jedes Produkt von mehr als % Faktoren tritt mehr-
fach auf, so dafl in entwickelter Form

PE =Zr+ Axs1Zx1+ -+ 4,2, (21)
sein wird.
Die Koeffizienten A, ., Ax s ... hingen von den ¢, nicht ab,
bleiben also dieselben, wenn man alle p, als gleich und gleich p annimmt.
Dann aber wird der Ausdruck (20)

(3) 2 @—py—* (22)
und der Ausdruck (21) geht wegen
Zy = (Z)Pk» Zkﬂ:(k-t I)P’Hl’ ceer Zn=1"% (23)
iiber in
e e Y O (24)

Durch Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen in (22) und (24)

erhilt man
(22 ()27 = s k)

—(T) = i
—0TH = a3 @) =

kE+1
k+3
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und hieraus

k k

Ak+1=’_( _*I-I), Ak+2=( _:2), ceey An=(——I)“‘"k(n1k)
und somit
PEp) =Z—(*T7) Zeaa + (1) Zere— -

e (TR, )2, (29)
Zk
- (1 + Z)b+1’
wobei der letzte Ausdruck hinsichtlich der Exponenten symbolisch auf-
zufassen ist.

Die zweite Frage beantwortet sich an Hand der symbolischen Be-
zeichnung wie folgt: Bezeichnet man die hier in Betracht kommenden
Wahrscheinlichkeiten mit P (E,), so gilt

P (Ey) — P (Exs+y) = P (Ex)
oder

P (Ey) — P (Ew) = P (Ex+1)-
‘Zufolge der selbstverstindlichen Relationen

P(E) =1,
A 1
z
P(E];) = P(Eo)———P(E[o]) = I_T_%_Y —_— Tq__fn

z  z oz
1+Z (1422 (1+2*
erhilt man durch vollstindige Induktion

P(E,) = P(EI)——-P(E[;]) =

P(E Z 6
= ——, 2
)= (@)
denn, die Richtigkeit fiir 2 vorausgesetzt, erhalten wir fiir £ 4 1
P Z* ZF+1

C+2F @42 @424

Wir gelangen zu den gleichen Resultaten — die Formeln (25) und
(26) werden als Z-Formeln bezeichnet — auf Grund der folgenden Uber-
legungen: Da die Ereignisse als gleichartig vorausgesetzt sind, werden
die Wahrscheinlichkeiten P (Ep;) und P (E;) symmetrische Funktionen
der Wahrscheinlichkeiten p;, $,, ..., p, sein, und da aus (20) hervorgeht,
daB es sich um ganze, rationale Funktionen der p; handelt, werden die
Ausdriicke fiir die beiden erwdhnten Wahrscheinlichkeiten in der Gestalt

A Z 4 AgZy+ ... + A, 2,
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anzusetzen sein, wobel

212751+P2+_---+2bm
Zy=p1p2+ Pr1bs+ ... + Prn-1Pn

Zn=p1p2"'p'n

die symmetrischen Grundfunktionen der p; bedeuten.
Betrachten wir wieder zunichst den Ausdruck

PEuw) =A4,2,+4,Z2,+ ... + 4,2, (27)
so verfihrt man jetzt zur Bestimmung der nicht von den p; abhingigen
Koeffizienten A4,, 4,, ..., A, am einfachsten so, daB man die p, die
beiden Extremwerte o und 1 annehmen 148t. Offenbar kann dann P (Ep)
nur dann den Wert 1 annehmen, wenn gerade % der » Werte p; den
Wert 1, die iibrigen # — % hingegen den Wert o annehmen. Man erhilt
sonach das Gleichungssystem

o:(’:)Al-[—(;‘)Az-[— +(:)A,,

o___(k-i-I)A1+(k—i-I)A2+ +(zii)‘4k+1 -
I= (,:)Al"l_ (z)Az‘F cee (z)Ak
o= (4 + (4
o= (3 ‘
Hieraus folgt zunidchst 4, =A4,= ... = 4;_; =o0. Weiter 4, =1
und
Ak+l—_——(k~;1)Ak——‘(k-i-I)!
torm ({12 A == (T 4= (1)
Ay = (—1)nk (n—”—k)
und daher
P (Ep) =Ze— (* T ) Zupat (1) Zisa— oo + (00, 2 4) 2

in Ubereinstimmung mit (25).
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Zur Bestimmung von P (E;) kann man von den vorbenutzten Re-
kursionsformeln Gebrauch machen. Man kann aber diesen Wert auch
direkt aus einem (28) ganz analog gebauten System von » Gleichungen
erhalten, welche lauten:

= ()t (ke (2
1= ("7 4+ ("7 ) et o+ (1 T1) Auna

.............................................

.............................................

Aus diesem System folgt zunichst 4; =A,= ... =4;_;=0.
Und weiter

Demnach
PE)=Z— () Zera+ (*1T7) Zeva— o + (=0 (5) 2w

I
7k
T oa+2t
in Ubereinstimmung mit (26). Die beiden Z-Formeln, aber auch das zu-
letzt zu ihrer Ableitung benutzte Verfahren mittels der unbestimmien
Koeffizienten werden sich zur Berechnung der verschiedensten Versiche-
rungswerte fiir mehrere Leben sehr niitzlich erweisen. An dieser Stelle
sei nur noch auf die Berechnung einiger Erlebenswahrscheinlichkeiten
hingewiesen.
Sei

P

LYy %000
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die Wahrscheinlichkeit, dafl von # Personen der Alter %, ¥, %, ... nach
¢ Jahren noch gerade » am Leben sind, so erhilt man fiir die verlangte
Wahrscheinlichkeit nach Formel (z5)
[r} . zr
tﬁx,y,z,... = a +Z)r+1’ (30)

wobei
letpm+ Py + bt oo,
Zz = t?z-tﬁv‘}‘tﬁx-ﬂbz‘}‘ )

Zn=tPo-tby-iPs -
zu setzen ist. Fiir den speziellen Fall m = 2 und 7 = 1 ergibt sich demnach

. z
by = Grzr =L L=t by—2buy

und fiir den speziellen Fall m = 4 und 7 = 2
[2] Z2
tlA’z,y,z,u = (1+2p
= ti’:c. v + tpac,z + tpz,u + tpy.z + tpu.'u + tpz.u
—3 (th.y,z + tpw,z.u + tﬁx, YU + tpu.z.u) + 6 th. V% U

Die Wahrscheinlichkeit aber, dal von m Personen der Alter %, v, z, ...
nach ¢ Jahren noch mindestens » am Leben sind, ergibt sich auch als

= 72— 373+ 62¢

r zr Z‘r+1
Pemn T aay a0
z 4 Z \2
=(I+Z)r+1 I+I+Z+<I+Z>+'..:| (31)
R 1 .z
T atzytt __Z T G+z
1+ Z

wobei die Glieder in der Reihenentwicklung von selbst Null werden,
wenn der symbolische Exponent die Zahl m iiberschreitet. Fiir den
speziellen Fall m = 2 und 7 = 1 ergibt sich so
b z
Hoy = ey =117 = et by—tba,s
und fiir m =4 und r =2

2 Z2

Py = v ok 22— 278 + 374

Die im vorhergehenden dargestellte Methode der unbestimmten Koetfi-
zienten ist in der Anwendung sehr bequem und auch dann zu verwenden,
wenn die unmittelbare Anwendungsmdglichkeit der Z-Formeln nicht
gegeben ist. Wir kommen auf diesen Gegenstand noch ausfiihrlich zuriick.
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§ 43. Die Uberlebenswahrscheinlichkeiten.

Die Wahrscheinlichkeit des Ablebens eines xjdhrigen zum Zeitpunkt 2
ist durch ;p, .4 ¢ 4¢ bestimmt. Unter der weiteren Bedingung, da zu
diesem Zeitpunkt ¢ eine andere Person (y) am Leben sein soll, ist die
Wahrscheinlichkeit

Dzt Py At = oy Mo+t dt.

Die Wahrscheinlichkeit, daB (x) im Alter zwischen ¥ + n und ¥ + # + 1
vor (y) stirbt, ist daher
n+1
n|q;;’y =\ tPu,v Bott at, (32)
n

und die Wahrscheinlichkeit, da (x) vor (y) innerhalb von » Jahren stirbt,

P,y Bart @L. (33)

l"q;,y =

Ot—3

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, daB (¥) wann immer vor (y) stirbt,

®©

03y = | bory faredt. (34)

o

Setzt man in erster Annidherung

RS bpvt—1—laye4a
="
2044

so ergibt sich

n

mq;,ﬂ = S

o+t . Iv+t . lpgt—1— latt+1 dt
Ig Iy 2054t

Iy g1 le Iy lat1

o o

n n
1 [Im—lg byt | lart-1 gy lzsa S lyvi | lavi+a dt] r (35)

I [ méz—19

— bambern
Px—l T |nve+l, y

und

I I Ew—l-v -
92,y = [ L — Dy .
v 2 pz_l +1, v

Hierbei ist die vollstindige lebenslingliche und temporire Lebens-
erwartung fir das Paar (x) und (y) durch

o

n
éz,v = S t{’z,v dt: |uéw,v = St’px,v dt (36)

o o

definiert, ganz in Analogie zu den beziiglichen Begriffsbildungen fiir ein
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Leben. Hieraus ergibt sich

a _ d d
7ty = Wgt?z,v at = S (W t?z) iby dt
° ° (37)
Doy (Ba—— Pasd) B = Po oy — 2,y

——8

o
und damit auch

b4 - a _ o I . -

9o,y = Bala,y— 5 Co,y = Hany+ (€x—1,y—€r41,4)s  (38)
wihrend fiir die entsprechende temporire Uberlebenswahrscheinlichkeit
des yjihrigen iiber den xjihrigen auch

b4 - I - -
w9z, v = Mz n€zy + Py (n€z—1,9— 1n€s+1,v) (39)

geschrieben werden kann.
Unter der Annahme der gleichmifBigen Aufteilung der Todesfille
iiber die einzelnen Jahre kann auch gesetzt werden

I _ d:c+¢ lu+t+1/z
t;Qx,v - 1 1
z v
Nn—I d l
I N7 %+t gttt
n9z, v 20, 1 1, (40)
r davi lyvi+ihn
Ty =7 1
= y

[¢]
und weil
1
dm+t = l:c+t - lx+t+1: lu+t+‘/n =7 (lv+t + lu+t+1)
auch

7"—I

an;,v = Z(tpz—tﬂf’z) ~%(ﬂ5v + ¢41P9)

n—I1
I

= ‘;‘Z(tﬁw,v—wlpz,u'i‘tpz t+1pu_t+1pztpy) .
° (41)

n—1
=T _ t+102—-1y _ t+1Pzmy—1
=32 (Pavm ey + sf e —tefenn)

I Infx—1.y 1nfay—1
== (I_npm,v + — .

Pr-1 Py—1
und

x 1 x—1, y o y—1
= 2 (1=t + 2y fmemi),
oy 2 ( px,y be-1 Py-1



170 Die Versicherungswerte fiir mehrere Leben.

Wenn die Reihenfolge des Ablebens durch Ziffern bezeichnet wird,
so ist die Wahrscheinlichkeit, daB (x) als erster stirbt, gleich der Wahr-
scheinlichkeit, daB (y) als zweiter stirbt,

Goy = sy W4 Goy+day =1,
gleichgiiltig, in welchem Zeitraum das Ableben erfolgen soll. Es ist aber

auch
”

lnq;,y = S (I—py) tPe Mot dt = n9e—— [nq;,ll' (42)

o

Die Wahrscheinlichkeit, daB () am Leben ist # Jahre nach dem Ab-
leben von (y), ist auszudriicken durch

PO

S t4nPo Py Byt @t = nPg S Patnv- Myt dE

> (43)
I
= n?ba: Gztn,y
oder bei Annahme gleichmaBiger Verteilung der Todesfille
dyrt  losten+ts _ Jatn §7%+t  lattintls
° lv lx la: ° lv laH—n (44)
= nPe-9z+n, ;-

Die Wahrscheinlichkeit, daB (x) vor (y) stirbt oder innerhalb von
# Jahren nach dem Ableben von (y), ist das Komplement zu der Wahr-
scheinlichkeit, daB (%) # Jahre nach dem Tod von (y) noch am Leben ist,
demnach

1
I_npwq:t+n, Y

und die Wahrscheinlichkeit, daB (x) innerhalb von # Jahren nach dem
Tod von (y) stirbt,

S(ti)x_nﬂpx) by .u'y+tdt = Qw,;—npx4x+t,;l' (45)

Ahnlich sind entsprechende Wahrscheinlichkeiten fiir drei und mehrere
Personen leicht auszuwerten. Es sei nur beispielsweise angeﬁihrt'

-]

——!
q;,y, Stpx,y,z ‘ux'i'tdt"ﬁgtpz,y, latt—1"rlotit1 g
° °
)

aH—t

e —

I z—1,9,2

=—(" - Prr+1,y, )
2 px—l

und
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2 )
9z,9,2 S I_ﬂﬁv tﬁz,zﬂz+tdt
I
o
w w (47)
Stpfﬂ,zlufd+tdt Stpa:,y,z,ux+tdt=q::,z—q;;,y,z-
o [+]
Hierbei ist
q;,v,z = Qz,i/,g: qz,y,z = q;,g,z + qz,y,z = Q::,z + Q:It,y—‘zq::,y,z-
Weiter erhilt man
q;, vz = S(I — by) (T — b2) tho Mart AL
o
T (48)
= S(I — Py — b+ Py, o) P Mors A2
o

I I I
=1—Ys,y— 92,2 1 92,9,

Die Wahrscheinlichkeit (48) besagt aber, daB der Uberlebende von (y)
und (2) vor (x) stirbt, so daB3 auch
92,0, = 92,72

geschrieben werden kann. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, daB (x)
vor dem Uberlebenden von (y) und (z) stirbt, das Komplement von (48)

qa;,m =1 _'q:at,y,z = q;;,y + qxz,z'—q:;,y,z’ (49)

oder auch
-]

Stpac Byt Pz 48 = S P bart Py + Pr— iPy,2) 48 = q;,y + q;,z—q;,,,,z-
o o

Die Wahrscheinlichkeit, daB3 das Paar (%) und (y) durch Ableben einer
oder beider Personen innerhalb der Zeitspanne # zur Auflésung gelangt, ist

n

[”qzry = S tp:t,y;uz+t, y+t dt} (50)

o

wenn mit u,, , die Auflosungsintensitit des Paares bezeichnet wird. Weil
aber

n
lnqcrc,y + lnqz,;j = S P,y (Bart + Hyie) at

und
92,y = Inqxw,y + lnqw,;’
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so ergibt sich
Mot tyst=lartT Myt (51)

Natiirlich kann dieses Resultat auch unmittelbar aus der Definition der
Sterbensintensitit erhalten werden. Denn aus

d
Myt = —r ert = — 1081,
T dt
und
d d
Bort, vt = — 77108 lay sy s = — 57108 (lass-lysd),

d a
= —d—tlog lg.;.t—‘ﬁlog bysi = Pars + Byt

folgt die Relation (51). Fiir eine beliebige Anzahl von m Personen aber
ergibt sich als Auflésungsintensitit der Gemeinschaft

Ba,yzees =Po+ y+ ps+ - ot (52)

§ 44. Die Formel von GOMPERTZ und MAKEHAM.

Unter den sehr zahlreichen Formeln, welche die Funktionen der Ab-
sterbeordnung /,, 4p,, g, usw. durch einen geschlossenen mathematischen
Ausdruck mit gentigender Anpassung an das Beobachtungsmaterial dar-
zustellen vermdégen, hat die Formel von B. GoMPERTZ und W. M. MAKE-
HAM (1825, 1860) bis heute in der Mathematik der Lebensversicherung
eine iiberragende Bedeutung behauptet. Dies nicht nur deshalb, weil sie
fiir die fiir die Praxis wichtigeren Alter fiir die einfach nach dem Alter
abgestuften Werte fast immer eine befriedigende Darstellung der Be-
obachtungswerte vermittelt, sondern vor allem auch deshalb, weil im
Wege dieser Formel eine auBerordentliche Vereinfachung bei der Be-
rechnung der Versicherungswerte fiir mehrere Leben zu erzielen ist.

Die Formel beruht auf der Annahme, daB die relative Anderung der
Sterbensintensitit mit dem Alter konstant ist oder, mit andern Worten,
daB die Anderung der Sterbensintensitit in der Zeiteinheit jeweils
proportional ist dem jeweils schon erreichten Wert der Sterbens-
intensitit. Das ist aber eine Annahme, welche in gleicher Weise auch in
der Zinstheorie, bei der barometrischen Héhenmessung usw. eine Rolle
spielt und auch hier zum gleichen Integralgesetz, nimlich der Exponen-
tialfunktion, fithrt. Nach der Annahme von GOMPERTZ ist

a
pa= B, py=—_-—logl,
zu setzen, woraus sich
—logl, = g Be*d,

Bc®
logl, = — g T logk =logg.c®* +logk, logg=— fog e
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und damit
Ly = kg (53)
ergibt. Fiir die Erlebenswahrscheinlichkeit erhdlt man dann
o =g
und

log g = ¢ (¢*—1) log g,
wobei der Parameter g stets < I und der Parameter ¢ stets > 1 ist, so
daB (¢ — 1) log g negativ ist und der Ausdruck fiir ;p, daher mit x und
natiirlich auch mit ¢ abnimmt.

MakeHaM fiigte der Formel fiir u, noch ein konstantes Glied 4,
entsprechend einer iiber alle Alter konstant wirkenden Todesursache hinzu.
Bezeichnet man dieses Glied mit A = —log s, wobei s ein Parameter <1
ist, so ergibt sich fiir den Logarithmus der Erlebenswahrscheinlichkeit

log yp,=1tlogs -+ c®(ct—1)logg
=log k4 (¥ + ¢) log s + c®+tlog g
—logk — xlog s —c®log g,

WO
logk + (x + t)log s + c®+t log g = log 54 4
logk+ xlogs+ c®logg =logl,
und daher
ly=ksg?. (54)
Man erhilt so in der Tat
Bo= -——dd—xloglm = —logs—c* logclogg‘
—logs=A, —logc.logg=B (55)
Be=A+Bc"
und
Pe= stgét (1), (56)

Die Ausarbeitung der Methoden fiir die Berechnung der drei wesentlichen
Parameter der Formel s, g, ¢ mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate
oder eines sonstigen Verfahrens auf Grund der Beobachtungsdaten ist
Sache der mathematischen Statistik. Uns interessiert hier zunichst die
Darstellung der verschiedenen Versicherungswerte unter Verwendung
der Sterbeformel von GOMPERTZ-MAKEHAM. Sie ergibt z. B. fiir die

Ablebensversicherung
A_z = S‘U‘ Pollast dt = S‘U" ha(4 +Bezthdt
° ® (57)

= AGy+ B |(vofipadt = Ads+ (po—A)3s'

o
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wobei wir also unter @,  die kontinuierliche Leibrente, gerechnet mit dem
Diskontierungsfaktor v .c¢ zu verstehen haben. Im Falle der GOMPERTZ-
schen Formel wiirde sich

Ay,=pa,
ergeben. Eine konstante Erhéhung des Parameters 4 in u, wirkt daher
auf die Leibrente wie eine Zinserhéhung. Denn ist f ein positiver Betrag
< 1, — log f daher positiv, so ist

pe’ = — (log s + log f) — (log g . log ¢) ¢*,
I, =k fr g =1,
tf’ac, = ft tPac

und daher

aw'::thftth=am(i)' Ti‘:,‘: 1—{-1" i= I;,_z——I.
1

Eine Erhohung des Parameters B aber ist gleichwertig mit einer Alters-
erhshung, denn fiir den Parameter B ¢* erhilt man
”xl — A+ch+h = Uyin
Unter Geltung der GomPERTzschen Formel ist

tho,u,z++ (m) = Do+ Dy ibze - - (M)

— g(c”+c1/+c’~’+...)(ct—x)_

Ist also w so bestimmt, daB bei # Personen die Relation
rev =c*4+cv4 ¢+ ... (m)
erfiillt ist, dann gilt auch
DBapz... =8 =y 0, (58)
die Erlebenswahrscheinlichkeiten fiir # verschiedene Alter sind demnach

auf die Erlebenswahrscheinlichkeiten fiir » gleiche Alter zuriickgefiihrt.
Ist speziell » =1, so ist

44 cF 4 ... (m) = cv. (59)
Fiir die Lebenserwartung ist unter Geltung der GoMPERTzschen Formel

® a
€2,9,2, .. . (m) ZZthz,u,z,...(m) ':Zt?bw-tpw- v (7) =€y,w,...
I I

Unter Geltung der GOMPERTz-MAKEHAMschen Formel aber ist

¢
Pzu,z,...m) = smigle+el+...) (1)

und wenn w so bestimmt wird, daB

me =c® 4 c¥ + ... (m), (60)

2
Pry,z,...m) = smtgmc“’ (ef=1) — Dw,w,. .. m (61)

so ist

und auch
€2,0,2, ... m) = Cw,w, ... (m:
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Multipliziert man (60) mit B und addiert # A, so erhilt man
m(d + Be¥) = (A + Be®) + (A 4 Bev) + ... (m)

und damit
mﬂw=”w+/‘ﬂ+ﬂz+"'(m)' (62)

Man kann also das Ersatzalter w auch aus einer Tafel der Sterbens-
intensititen erhalten. Wesentlich ist, daB sich die Erlebenswahrschein-
lichkeiten unter Geltung der GOMPERTZ-MAKEHAMschen Formel fiir eine
Anzahl von m verschiedenen Personen durch eine gleiche Anzahl m von
gleichaltrigen Personen eines leicht zu ermittelnden Ersatzalters w aus-
driicken lassen. Das ist eine fiir die Versicherung mehrerer Leben zur
Vereinfachung der Rechnung sehr wichtige Eigenschaft der genannten
Formel, auf welche wir noch oft zuriickzukommen haben.

Fir die Wahrscheinlichkeit, daf (x) als erster von einer Anzahl von
m Personen stirbt, ist fiir 4 = o

©

q:Iv,y,z,... m) = Sti’%y’z,___(m) Berttdt

o
«®

= (el + o 4 o ()]} | Pt -
" Bot[ct 4+ o + ... (m)]dt ((63)

o

={c=:[cr+ ¥ + ... (m)]) Sti’x,y,...(m) Uavt,ytt,...m 8L

o

={co B+ v+ ... M)} = py: [fg + py + ... (m)].

Sind aber alle Personen gleichaltrig, so ist natiirlich

I

1
Uar..tm) = 57

Wird die von MAKEHAM erweiterte Sterbeformel angewendet, so gilt

«®

g;,y,z,... (m) =§t;b,,,,3z,_“(m) (A 4 Beztt)dt

[o]

=A&,y,. ..m+ {*[c®+ ¥+ ... (m)]}.

. Stpx,y,...(m)BCt[Cx +c¥ 4+ ... (m)]dt
- , (64)
=A&y,...m+ {2+ + ... (m)]}.

. Stpz,y,... (m) (,uz+¢ + Myttt . — mA) dat

o

=A&y. . .m+ {5t +cv + ... (m)]}

[1—mAe,y, .. .m]
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und daher fiir
me® =c¢* ¢V 4 .. (m)

q;, Y,2, ... (m) :AéW,W,-. (m) + [I—Aew w, . .(m)] (65)
z
= —Z'F(% + logséw, w, ... (m))—logs w,w, ... (m):

Sind alle Alter gleich, so ergibt sich fiir den Ausdruck rechts wieder 1/m.

§ 45. Die Versicherungswerte fiir zwei und mehrere Leben.

Die Berechnung der Versicherungswerte fiir mehr als ein Leben, also
insbesondere die Berechnung der Priamien und Primienreserven, erfolgt
nach denselben Grundsitzen und Methoden, die sich bei den beziiglichen
Problemstellungen fiir ein Leben als notwendig und niitzlich erwiesen
haben. Im einzelnen aber ist hier der Kreis der zu behandelnden Aufgaben
sehr erweitert. Dies ist teils in der Einfiihrung neuer Rechnungsgrund-
lagen, teils darin begriindet, daB zahlreiche Versicherungsarten fiir
mehrere Personen nicht ohne weiteres in Analogie zur Versicherung auf
ein Leben zu erledigen sind.

Wir wollen auch hier zunichst nach der elementaren Methode die
einzelnen Versicherungsarten behandeln, im weiteren Verlauf der Dar-
stellung aber auch die kontinuierliche Methode iiberall da heranziehen,
wo dies im Hinblick auf Theorie und Praxis geboten erscheint.

Als einfachste Versicherungsart ist auch jetzt die reine Erlebens-
versicherung eines Paares (x) und (y) anzusehen, bei welcher das Kapital 1
zur Auszahlung gelangt, wenn beide Personen nach Ablauf von # Jahren
am Leben sind. Zur Bewertung der Sterblichkeit benutzen wir fiir (x)
und fiir (y) zwei Absterbeordnungen, die durchaus nicht gleich sein
miissen. Es ergibt sich so fiir die einmalige Nettopramie oder den Netto-
erwartungswert der genannten Versicherung

1 14
Esy = nba-nby - xl+” . 1;+/n o
? (66)
— Desn Yyan _ lotn  Disn
D, 1, I, D,

Hieraus ergibt sich sofort der Erwartungswert der Verbindungsrente auf
die zwei Leben (x) und (y), welche solange im vorhinein ganzjdhrig zu
zahlen ist, als beide Personen am Leben sind. Der Erwartungswert ist
fiir die Rentenbetrige ¢, ¢, €5, ... durch

1.1,
ll' 0_|_ G-;llill+lelv+ JR—

(67)

Il

=D, l’ (€oDzly' + €1 Dygyalysa+ --2)

=7 D ~(ola Dy + e1lg 1 Dyy + -00)
v

z
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gegeben. Wird die Sterblichkeit beider Personen nach derselben Ab-
sterbeordnung bemessen, so haben in den Formeln die zur Kennzeichnung
der zweiten Tafel eingefilhrten Akzente zu entfallen. Zur praktischen
Berechnung werden als diskontierte Zahlen fiir zwei verbundene Leben
die GréBen I, D, 1y 1 Dyyy, ... oderauch D, 1/, D, 1 1y, 1, ... sowie
ihre Summen und Doppelsummen in Analogie zu den Gré8en D,, N, S,
benotigt. Fir ihre Berechnung ist nur die Altersdifferenz von (x) und (y)
wesentlich. Sind die beiden Tafeln verschieden, dann miissen die dis-
kontierten Zahlen fiir alle positiven und negativen, praktisch in Betracht
kommenden Altersdifferenzen berechnet werden. Sind beide Tafeln
gleich, dann braucht die Berechnung nur fiir die positiven Altersdiffe-
renzen x — ¥ einschlieBlich der Altersdifferenz Null durchgefiihrt zu
werden. Es ergibt sich so in leicht verstindlicher Bezeichnungsweise fiir
die Erwartungswerte der lebensldnglichen, temporiren und aufgeschobenen
im vorhinein zahlbaren ganzjihrigen Verbindungsrente

ZlmDv, — Zlach,"le+nD'v+n
Ay y = 1,D, Az, y,n] = D, » l
" a — Zlac+nD'v+'n J (68)
%Yy — ~ 1 p
v Iy Dv’

Neben der Verbindungsrente ist zunichst der Begriff der Uberiebens-
rente (Witwenpension) von Interesse. Hier wird an die zu versorgende
Person eine lebenslingliche Leibrente bezahlt, zum erstenmal zu Beginn
des Versicherungsjahres, welches auf das Sterbejahr des Versorgers folgt.
Aus I, 1, vorhandenen Paaren der Alter x# und y gehen aber im ersten
Jahre d,, I, . ; Personen hervor, die am Ende dieses Jahres mit Anspruch

auf Rente leben. Dem entspricht eine Wahrscheinlichkeit von ‘—i%‘%l Fiir
xy

ll . .
—2+19+2  die analoge Wahrschein-

. . d
das Ende des zweiten Jahres ist g
x "y

lichkeit usw. Am Ende der einzelnen Jahre haben aber die zu versorgen-
den Personen den Anspruch auf die Zahlung einer lebenslidnglichen Rente,
deren Erwartungswerte fiir das Ende dieser Jahre aj, , q, @}, ... usw.
sind. Damit ergibt sich aber fiir den Erwartungswert der Uberlebensrente 1

da:+1 l;l+2

d,l,

y+1

z ay 10+ —5 1, ay g%+ ...
x

awl” - la: l'll,

1
= (d; Dy 18y41 + doy1 Dyradiye +..0) T D7
z=Y

I

i . (69)
= [(lz_la:+1) 2D;l+1 + (lw+1_"lm+2) 2D21+2 + .. ]-I;.D—'_

Y

= (3,2 Dy 11+ Apy1 2Dy 5+ .. .)

I

= [lmZDu,_lmDy,“laHl 2D;l+1+ g

I,D,/
I zp, XD/ '
=[,2D,) —Z21,D,)] 5 = il — Y —a, —a,,
s =T =Dyl I,D) D, i,D, Y e

Berger, Lebensversicherung. 12



178 Die Versicherungswerte fiir mehrere Leben.

und fiir den speziellen Fall, dal beide Tafeln gleich sind,
Qgly = 8y — g, 4 (70)

Nimmt man an, daB in der Tafel fiir (y) alle g, den Wert o, demnach
alle 4, den Wert 1 besitzen, dann nehmen die Rentenwerte a,,, a,,

a,,, die Extremwerte %Am, %, a, an. Relation (70) geht dann in die
bekannte Relation

A, =1—da,
iiber.

Wir wollen weiter folgenden allgemeinen Rentenanspruch auf das
Leben zweier verbundener Personen (x) und (y) betrachten. Solange
beide Personen am Leben sind, sollen am Anfang der Versicherungsjahre
die Betrige ¢, e, ¢, ... zur Auszahlung gelangen. Wenn die Person (x)
stirbt, soll die Person (y) vom Beginn des nichsten Versicherungsjahres
ab solange sie lebt die Rentenbetrige f,, f,, /5, ... erhalten. Analog er-
hilt (x) die Betrdge go, g4, g5, - - -, Wwenn (y) vorher sterben sollte. Sterben
beide Personen im selben Versicherungsjahr, so werden am Ende dieser
Jahre die Betrdge A, 4, Ay, ... zur Auszahlung gebracht. Fiir den Er-
wartungswert dieses Anspruches erhidlt man

EIIT[zxzy'eoJrlw+1l;,+lelv+....
+dlyiifovtdarilyrah P+ ...
+lor1d) v+ layadyr & ?+ ...
+dyd) hgv+dpy dys 12+ . .]

1 ’
:W[eole” +eloi Dy +..

+f0d:uD’y+1+f1dx+1D,v+2+

F8lo+1Cy + 81las2Chur+ oo

+hdyC) + ydy Cyin+ -]
Wir erhalten aus dieser Formel fiir die Werte fo =ay;q, ..., 6, =g, =
= h; = o0 den bereits behandelten Fall der Uberlebensrente.

Fillt das Ableben der beiden Personen in dasselbe Jahr, so macht
man die Annahme, daBl in der Hilfte der Fille das Ableben von (x) vor
dem Ableben von (y) eintreten wird.

Fiir den Erwartungswert einer aufgeschobenenUberlebensrente ergibtsich

(71)

l:c+ﬂ D;l+n
n@aly = " 7 Latnlyin = nEe v (@Y sn—2as1n, vin)- (72)
z Dy

Es ist hierbei zu beachten, daB beide Personen nach # Jahren am Leben
sein miissen, wenn ein Anspruch auf Rentenzahlung an (y) nach dem
Ableben von (%) gegeben sein soll. Der tempordre Anspruch auf Uber-
lebensrente ist dann durch

’
|n8aly = Agly — nj@aly = &y — 8z y— nF oy (A 1n— 2zyn, y+n) (73)
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definiert. Der Anspruch ist also hier auf #» Jahre beschrinkt, tritt aber
das Ableben von (x) innerhalb dieser # Jahre ein, so erfolgt lebensling-
liche Rentenzahlung an die Person (y).

Bei der tempordren Versicherung einer tempordr zahlbaren Uber-
lebensrente (Waisenpension, Erziehungsrente) ist vereinbart, da8 nach
dem Ableben eines Versorgers (x) eine Rente im Betrage 1 an eine Per-
son (y), solange diese am Leben ist, 1angstens jedoch bis zur Erreichung des
Alters ¥ 4 # zu zahlen ist. In diesem Falle ist daher in der allgemeinen
Formel (71) fo=ay+1,7=1» h = 8w+o,a=% -+ a2 =1, fa_y=0 zu
setzen. Wir erhalten so:
a1 = 7 1o (FDya— ZDisn) + )

+dm+1 (ZD;/H'.—ZD;H-") +... +dm+n—1 (ZD',H,,—ZD;_,_,,)]
I

= D, (ZDV'—ZD,ﬂ+ﬂ) — —I:IDT (Zla: D!I,_Zla!+ﬂ D;l+n) =

e (74)

= 2y, 71— 3g,y,al-
Die Uberlebensrenten ergeben sich daher stets als Differenz der Rente
des zu Versorgenden und der Verbindungsrente auf beide Leben. Dies
ist aber ganz unmittelbar einzusehen. Die Rente, deren Zahlung verein-
bart ist, wird eben, solange beide Personen am Leben sind, zurtickerstattet.
Man sieht auch, daB hierbei die Betrage der einzelnen Rentenzahlungen
unmittelbar zu beriicksichtigen sind.

Ist eine Rentenzahlung vereinbart im Betrage 1, solange () und (y)
am Leben sind, im Betrage &, als Uberlebensrente an (y) und im Betrage o,
als Uberlebensrente an (#), so ergibt sich fiir diesen Anspruch als Er-
wartungswert

Azt & (@ —2a,4) + & (as—as,,) =
=oya,+ xa,+ (T—o0g— Xg) Ag, 4 (75)

Fiir den speziellen Fall &, = &, = & ergibt sich

*(@;+2a,) + (T —20) 2z, (76)
wobei fiir &« = 1/2 das Resultat
— (as + ay) (77)

folgt. Ist aber o« = 1, dann ist die Rente in voller Hohe bis zum Tode
des zuletzt Sterbenden zu bezahlen, und ihr Erwartungswert ist

Az = g + a,—3ag, (78)

Bei einer gegenseitigen Todesfallversicherung (Kapitalversicherung auf
den ersten Tod) ist vereinbart, daB am Ende der einzelnen Versicherungs-
jahre die Betrige ¢y, ¢, - - . zur Zahlung gelangen, wenn das Ableben einer

12%
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der beiden Personen (x) oder (y) in einem dieser Jahre erfolgt. Fiir die
lebenslingliche Versicherung ist daher in (71) zu setzen f, = go = 4y = ¢y,
fi=g =h =c¢, ... und der Erwartungswert des Anspruches daher

7Dy UodaDysrt oon +
+ goles i C)/ + .o+
+hodaac'ul+ cel=

o
1,D,

(e Dy + 1 Cy) ..
und wegen
h Cy) =vDy— Dy,
auc
I 7 ! 2 '
I, D, [co(laDy' v—1s1 Dy yy) + €4 (o1 Dys1v—laraDyys) +...1

Durch Hinzufiigung des identisch verschwindenden Ausdrucks

I ’ 1
W[co leD,)/ —cyly Dy + ¢ lyr1Dyo1—crlesiDgpr +- .01
erhilt man auch
I

1,D, [cols Dy + (c1—€0) lay1 Dysr + (ca—¢1) loraDyia +...—

— (@ —2) (cola Dy + C1lor1 Dyt Calora Disa+- )]
und daher fiir den gesuchten Erwartungswert
Ag {0 €1 Cos +0} = ag,y {Co» C1—Cpp Ca—C1, - J—
— (1 —v) 24y {0 C1 Ca» - }- (79)
Es sei noch bemerkt, daB fiir die diskontierten Zahlen [, D, auch die
Bezeichnung D, , in Verwendung ist.

Fiir die steigende prinumerando Verbindungsrente ergibt sich

zXi,D
(Ia)x,g=l—x—l—,:(1.le,,+zleD“l-l—...)= =220, (80)

. z "y
wobei

ZX1,Dy=21,Dy+ Zly1 Dyiy+-..

gesetzt ist. Analog fiir die steigende temporire Verbindungsrente
I

lsz (ZZZ:::DM—ZZ'Z:H-MDv+n_”2lx+nD1l+n) (81)
und fiir die bis zu einem Maximum steigende Verbindungsrente
lwIDy (ZZ'Z,,D,,—ZZZM_" Dv+n)’ (82)

ganz wie in den fiir ein Leben behandelten Féllen.
Fiir die gegenseitige Todesfallversicherung auf die Betrige ¢, = ¢, =
= ... =1, daher ¢; — ¢y =0, ... erhilt man aus (79)

Agy=1—(I—0) 8z, (83)
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und fiir die gegenseitige temporare Todesfallversicherung auf die Betréage 1

1
e,y = W[lw Dy + (en—C6n—1) losn Dyrn]l — (T —1) 2, val} (84)
=1—,Epy— (I—10) 2547

Damit ergibt sich als Erwartungswert der gemischien Versicherung auf
zwet verbundene Leben

Ag oz = nAay+ nEzy=1T—(I—10) 2z 7 (85)
Das Kapital 1 wird hier beim ersten Tod, spitestens nach # Jahren be-
zahlt, wenn dann beide Personen am Leben sind.

Bei einer gegenseitigen Todesfallversicherung auf Betrédge, die bis zu
einem Maximum ansteigen, ist in Formel (79) ¢ =1, ¢, =2,¢,=3, ...,
Cn_y=Cp= ... =n zu setzen, und man erhélt fiir den Erwartungswert
des Anspruchs

1;0; (Zl:cDil—Zla:+n Dy,p)—(1—0) 7;_1.5: (Z'Z'lmD”__
— XXl nDy.n) (86)

n
= ag, 90— (T— v) (la)w, v
Ist aber ein Maximum nicht vorgesehen, dann ergibt sich
(A) g,y =agy— (T — v) (|2)s, »- 87

Unter Benutzung der Erlebenswahrscheinlichkeiten ware fiir die im
vorhinein zahlbare Rente auf zwei Leben:

® < )
Az, y =2'Ut Do, v A,y = S v e,y 42,
° o
n—1 ¢
Az, y,n] _—_—th tpz, v dw. u,n] = g v tp@: v dt, $ : (88)
o . '
® -]
nlda, v =2'Ut tDa, v @, v= Svt tpx,vdt
n
n

und fiir eine Anzahl von # Personen

(-]
az,y,...m) =20 Pay,...cm,
o

n—1
Az y,...(m)n] = 2 v Pay,...m), (89)
o

-]
n182,9,...(m) =2vt t?x,y,...(m)
n

zu schreiben.
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Nach GRIFFITH-DAVIES wird fiir die diskontierten Zahlen der Lebenden
bei zwei Personen D, , = v* I, I, oder auch D, , = w1, 1, gesetzt, wobei
in der Regel die Diskontierung fiir das hohere Alter vorgenommen wird.
Nach DE MORGAN benutzt man als diskontierte Zahl der Lebenden den
symmetrischen Ausdruck

I
—(z+v)
D, y=v? Iyl

Es ist also nach der ersten Definition D, 4, , = v® +1/,4,/, und nach
der zweiten

I
—(@+y+1)]
Dgiq,y=v?

Die Bildung der Summen und Doppelsummen erfolgt in beiden Fallen nach

@
Nx,v = ZDx+t,v+t-
o

Die Benutzung von doppelt abgestuften Tafeln erfolgt in gleicher Weise,
wie bei der Versicherung eines Lebens auseinandergesetzt wurde.

Fiir die bis zum Tode des zuletzt Sterbenden zahlbare Nachhineinrente
erhilt man mittels der Erlebenswahrscheinlichkeiten

L o)
Oy =2 Vibzy
b 4

x+1l'u'

o (90)
:th (P + tby— tPa,v) = s+ Ay — Ay, 4.

Ist aber eine Nachhineinrente solange zu bezahlen, als von » Personen
mindestens » am Leben sind, so erhilt man auf Grund der in § 41 be-
sprochenen Erlebenswahrscheinlichkeiten

r - r
a:t,y,...(m) 212vttpz,y,...(m)
- (91)
=ZWV—MM+ﬂ?}ﬂH—M,-

wobei die Z mittels der Erlebenswahrscheinlichkeiten gebildet sind. Weil aber

®
tht?w,y,...(k) = Qg,y,...(k)
I

so bleibt die Z-Formel auch fiir die Leibrente voll in Geltung, sofern Z

aus den Rentenwerten in gleicher Weise zusammengesetzt wird wie friiher

aus den Wahrscheinlichkeiten. Es ist dann
a'__:Zr__,Zr+1+MZr+2_“.

Z,Y, ... (M) I.2

_ (92)
(r+42y
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und demnach bei vier Personen

bve = T4z =L D+ -,
2 Z2

T (14-2)2 =22—22%4 324,
3 zZ3

A vw — T+ 2)° =2Z%—324,

wobei die symbolischen Potenzen der Z wie folgt definiert sind:

Z =a,+a,+ a,+ ay,
VAES Ay, y + Az.z + Ay, w + Ay,z + Ay, w + Ay, w
L3 =g,y + syt G20t %yzw

4 —
2t = Az, y.2, wr

Ganz analog wire fiir den Erwartungswert einer Leibrente auf » Per-
sonen, welche nur gezahlt wird, wenn gerade noch 7 dieser Personen am
Leben sind, anzusetzen

tr] z " ” r+1)(r+12) ,,
Ay, (I+Z)f+1=Z —(r+1)2 +1+—x)—.2_2 t2— .., (93)

also beispielsweise

=\ 2z
“ry,nw T (14 Z)8

= 70— 325 4+ 620

Die Potenzen der Z sind auch hier wieder als die symmetrischen Grund-
funktionen der Rentenwerte zu verstehen. Auf die Verwendung der
Methode der unbestimmten Koeffizienten wird noch zuriickzukommen
sein.

Einige Vorsicht ist bei der Berechnung von aufgeschobenen Ver-
bindungs- und Uberlebensrenten nétig. Es kann hier sein, daB nach
n Jahren entweder (x) oder (y) oder (x) und (y) am Leben ist. Der Er-
wartungswert fiir eine solche aufgeschobene Rente unter Einbeziehung
aller drei Moglichkeiten wire dann

V" e (T — wPy) Gzyn T V" by (r— wPz) Ay in+

+ v nﬁw-v (a:c+n + Aytn—— Az 4n, v+'n)

=V P lpint V" nPy Byin— U Py Ayin,y+n (94)
= g+ 0@y n%z,y
= nld,y

Die Ansitze v* 4,4 45 g+n und o* alPz, 7 YTn,yin sind falsch.

Der Erwartungswert einer Nachhineinrente, welche solange zu zahlen
ist, als (¥) und (y) am Leben sind, und noch ¢ Jahre nach dem Tod von
(), wenn (x) am Leben ist, wire so zu bestimmen. Fiir die ersten ¢ Jahre
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ist der Rentenwert jedenfalls’ a, 7 auch dann, wenn das Ableben von
(y) sofort erfolgt. Fiir das Ende des ¢ 4 7ten Jahres erfolgt eine Renten-
zahlung dann, wenn (x) noch lebt und (y) vor ¢ Jahren am Leben war.
Der Erwartungswert dieser Zahlung wire demnach

U s iba by

und damit der Erwartungswert der Rente fiir den Index ¢4 1,¢4- 2, ...

® L]
2 "vt+rt+r¢)m Py = ot Pz Vot = v Pa bt
I I
Demnach der ganze Erwartungswert
— Da:+t Dm 12
Az + D Ze+tv =% (@pqt— Bart,u) (95)
x x

Ahnlich wire eine Rente zu berechnen, welche bezahlt wird, solange
(%) und der Uberlebende von (y) und (z) lebt und noch ¢ Jahre nach dem
Tod des Uberlebenden von (y) und (z), wenn dann noch (x) am Leben ist.
Es ist dann wieder a, 3 der Erwartungswert der Rente fiir die ersten
t Jahre und weiterhin

%‘UH_T t+r¢7w riby_,? = vt tpm;‘vrr?awt (rpy + P — Py, z)

= 0P, (Azst,y + Bzt t,s— Bast,v,2)

Demnach der gesamte Rentenanspruch

Dyye
45,7+ 1;; (@2t b0+ Aoy t,s— Bart,n) =
Dyye
=ay,— —f;‘_ (Bpst— Azrty— Aoits + Bzitnz)-  (90)
&

Die angewandten Methoden sind allgemein und gelten fiir Renten-
anspriiche auf eine beliebige Anzahl von Personen.

So ist z. B. der Erwartungswert einer Rente, die so lange zu zahlen ist,
als eine Gruppe von drei Personen (a), (b), (c) gemeinsam mit einer Gruppe
von drei Personen (x), (y), (2) existiert,

%(a,b,¢) (z,9,2) = %a,b,¢, 2,9, 2
Hingegen ist

o
Aa,b,c),z,9,2 =2'Ut D777 Dab,e
I

= AIY U iPa,b,c (iDz + Py + tPe—tbw,y— tPa,e—1Py,2 + a2} (97)

= aa,b,c,z ‘|" aa,b,c,y + aa,b,c,z—' “a,b,c,z,y—'

- aa,b,c, z,2" aa,b,c,y,z + aa,b,c, z,Y,2°
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In diesem Falle wird also die Rente bis zum letzten Tod der zweiten
Gruppe bezahlt, solange die erste Gruppe intakt vorhanden ist.

Die reine Ablebensversicherung, zahlbar zum ersten Tod von
zwei Leben (x) und (y), kann auch so dargestellt werden

o

[+ <]
Ay =2'Ut+1 t/9z,y :Zvﬁl (ti’z,y—t+1f7z,y)
[¢] o

=va,y— Ay =I—da,,

(98)

Ganz ahnlich ist
A z,y = Vg7 — Ag,y,7 (99)
und
Ag,y i = nAa,y + nEay = Vg5 — g,y,n=5 = I—d 3z 7. (100)

Fiir den Zeitpunkt ¢ der Auflésung eines Paares (x) und (y) ist
der Erwartungswert der Zahlung 1 % p, 4 (Ut ¢+ Myt d¢ oder
¥ Pu, y et t, v+t 48 und demnach nach der kontinuierlichen Methode
der Erwartung der temporiren Todesfallversicherung auf den ersten Tod

n n A
— 1 Algyt,
A e,y = Svt Do, yMottyrtdl =— Tz, v S x-:itt”H ai
o e
. n (xo1)
= T Taw [Ut bovt,urt— Svt logvlm+t,v+tdt]
]
= I—V"pgy— 0G4, 4,75
Also auch
Ay y=1—0d,, (r02)
und
Agyi=T1— 005y (103)

Fiir m Personen aber ist der Erwartungswert der reinen Ablebens-
versicherung zum ersten Tod durch

(x04)

Az,y,...(m)=vaz,y,...(m)_aa:,y,...(m)}
=I—dasy, .. (m

Soll das Todesfallkapital beim 7 + rten Tod von m Personen gezahlt
werden, dann wire der Erwartungswert dieser Zahlung

m—1r m—r
U(I+axy, (m))—azy, -{m)
=1—4d (I + a (m))

Die Kommutationswerte fiir Todesfallversicherungen kénnen fiir
mehrere Leben wieder ganz nach Analogie der betreffenden Werte fiir

(105)
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ein Leben gebildet werden. Hiernach ist nach GRIFFITH-DAVIES
Cory =0T (lply— sy lysy) 22,

nach DE MORGAN

z+y +1

Copy=1v ? Caly—1piqlyiq)-

Fiir die Summen aber gilt in beiden Fillen

€0
Mz,u = Zcz+t, y+i
o

Fiir die Ablebensversicherung auf zwei Leben, zahlbar beim letzten
Tod, wire
Azi=1—dazgy=1—d(a, +a,—a,,)
=d,+A4,— 4,5,
und fiir drei Leben
Azgz=1—dagy; =
=1—d(a,+a,+8,— a5y —2a,,—2,;+ 2y, ( (107)
=4,+ A4, + 4, “—Ax,y — Ay — Ay,z + Ax,y,z-
Uberall dort, wo die Formeln

A=1—da, P="'_4
a

} (106)

anwendbar sind, kénnen auch bei den Versicherungswerten fiir mehrere
Leben die Konversionstafeln zur Berechnung des einen Versicherungs-
wertes aus den anderen Verwendung finden. Dieser Zusammenhang be-
steht immer dann, wenn es sich bei einer Todesfallversicherung um eine
unbedingte Zahlung handelt, also insbesondere bei der Versicherung auf
Ab- und Erleben (abgekiirzte Todesfallversicherung zum ersten oder zum
zweiten Tod, wenn es sich um zwei Personen handelt). Im ersten Fall
entsprechen den Renten
n

n—-1I
gvt P,y dt, 2’”’ P,y (108)

]
die Kapitalversicherungen

I—0dsy7, I—dagsym, (x09)
im zweiten den Renten

n—1
gv‘ Przdt, Dby (110)

o
die Kapitalversicherungen

I—0azyw I—dagy u (x11)
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§ 46. Die einseitige Todesfallversicherung (ﬁberlebenskapital).

Bei dieser Versicherung ist vereinbart, daB das Kapital zur Zahlung
gelangt, wenn das Ableben eines Versorgers (x) vor dem Ableben einer

zu versorgenden Person (y) erfolgt. Setzt man in der allgemeinen Formel
(71) ei=gf=o! f0=001 flzcl: ooy hOZ%)hlzg, «esy, SO el‘hé',lt
man fiir diesen Versicherungsanspruch

7 ID [codzDys1+18zr1 Dypet+...1+
2Dy
+ Cod C, +02 e+1Cyir +

I

= 71,D, {Cod ( ve1 T >+C1 w+1( v+1+ ) }
Nachdem aber
C
Dy,y + Ty =Dy, + % (vDy—Dy,y) = ‘;‘ (Dy41+ Dyv),
erhilt man auch

2—115‘[00‘% (Dyv 4+ Dyyy) + €18041 (Dyia¥ + Dyyg) +...]
z Dy

= 5157 o0 (a—"las2) (Dy + Dypi) +
+e1(lasr—"tare) (Dyr1? + Dyyo) +...]
—'1—13; (6o (laDyv—1loy1 Dyyr) + €1 (lor1 Dysr ¥ —loraDyss) +- -
« 4 (ColeDyss+ e1lap1 Dy +.00) —
— (olas1 Dy + €105 Dyia +..0) V).
Zur Berechnung bendtigt man demnach Grundtafeln mit den Alters-

differenzen ¥ —y, x —y — I, x — y + 1. Fiir die einseitige Todesfall-
versicherung von (x) zugunsten von (y) kann also geschrieben werden

ZAw[y{Co:cl»"' } = Aw:v{corcl"'- } +
colaDys1+o1lev1Dysat .o Dyss

+ la:DiH-l Dv
__bolar1DytoilaraDysrt- .. larr b (112)
la:+1Dv lz

= Az:v{"o: Cpoeve } + 1Ey 2, v+1{00: €1 o e } -
—Esazi 1,{(:0, Cpyes }
Die umgekehrte Versicherung von (y) zugunsten von (x) ist dann
ZA,,I‘,{CO,C]_,. .. } = A4y { Co C1sv v e } +1Ea:aa:+1»u{co’ Covee }"—
_“lEﬂ Az y+1 { Cp Cryeev }
und daher als selbstverstindliche Beziehung auch
Aa:w {Co’cv-- ° } + A1,|,,{Go,01,. ° } =Az’v {CO’ Cpooes }
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Die Formeln gelten auch, wenn fiir (x) und (y) verschiedene Ab-
sterbeordnungen zur Verwendung gelangen. Sind aber beide Alter gleich,
so ist

Ax]w{ CorCapvnn } = —;Aw, 0 1C0:Cpren. ).
Fir den speziellen Fall ¢y =¢; = ... = 1 ergibt die Formel (112)
2Agy =4z st 1Evasyr1—1Ez 8410 (113)
und fiir die bestdndig steigende Uberlebenskapitalversicherung
2 (IA):c{ﬂ = ('A)x: v+ 1Ey (Ia)z: vi1—1Es (Ia)x+1’ v
= 7;;)—” [ZX1,Dy,1—vEZ 1, D, + (114)
+ 0221, D,— 221, Dy,

Fiir die bis zu einem Maximum steigende Uberlebenskapitalversicherung
aber ist nach (x12) der Anspruchswert fiir

C=1I,0=2, 00, Cp1=Cp= ... =1
)+ 2 (R ii— i ()]
= _2?1)7 [(ZZZa:DyH”—ZZlaHn Dv+n+1)_(2):lm+1Dy""' (115)

— 22 ini1 Dy v+ (221, Dy— X2, Dy ) v —
- (Z‘ZZJH—I Dv+1 ““ZZlm+n+1Dv+n+1)]-

Aus der Uberlebenskapitalversicherung von (¥) zugunsten von (y) erhilt
man aber sofort den Erwartungswert der Todesfallversicherung, zahlbar,
wenn (x) als zweiter stirbt, mit

45 ,= Ag—AYy=Ag—Ayy.

Mit Hilfe von eigens dazu berechneten diskontierten Zahlen 148t sich
der Erwartungswert der einseitigen Todesfallversicherung auch so be-
stimmen. Unter der Annahme der gleichmiBigen Aufteilung der Todes-
falle ist der Erwartungswert der Zahlung 1 fiir das Ende des ¢ 4- 1ten
Jahres im Falle des Ablebens von (x), wenn (y) am Leben ist,

EEY ppts &
v ettly+t+in byt
z+y - )
v 2 L1 o
zy
Man erhilt dann
® I
1 1 M-
Aiy=5—Coripst =52 (116)
s Y
Dac-w ° LY+t Dxr‘ll

Hierzu kénnen natiirlich flir steigende Anspriiche auch die

-]
. 1
R:v,vzszy+t
°
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tabelliert werden. Nach der Vorgangsweise von GRIFFITH-DAVIES konnte
aber auch

I r+i+1

Cortyet =" Dogilyrory, *>Y

CI y+i+1 1

zrhy+t =Y crtlytiry, F<Y (x17)

1 o1
v = Zcx+t,y+t
o

definiert werden. In der Regel wird aber wegen der miihsamen Her-
stellung der zugehdrenden Grundtafeln die Formel (112) vorzuziehen sein
oder aber, wie noch zu besprechen ist, die Auswertung der Versicherungs-
anspriiche mittels mechanischer Quadratur vorzunehmen sein.

Schreibt man nach der kontinuierlichen Methode fiir den Erwartungs-
wert von

w,v S tpx,uluawtdt: l:l” Svtlx+tlﬁ+t‘ux+tdta (IIB)

so kann im Wege der Niherung

lovt—1—latesa
20544

'[,Lx t:

@
—1
I -~ x+t 1 x+i+1
ax, = (vp,, o —lern gy
v x+t
0

Il

O @
_1_{1,;_1 gvt la—1vt luve g5 lata gvz lor1+t ly+t dt} (x19)

2| I lg—1 Ly I lgr1 Uy

I a
=t
als Niherung zugelassen werden. Hierbei wird auch stets die Annahme
Agy=vlrdz,
praktisch zuldssig erscheinen.

Wenn aber von der Niherung pg. ;= ¢, fiir alle in Betracht
kommenden ¢ Gebrauch gemacht wird, dann erhilt man

@

- lprs—1
AI = vt Zett " Cetitl dt
z,Y tsz, Yy l:c+t (IZO)
[¢]

= dz,y—i’xdx+1,y-
Die Formel gibt, weil in der Regel g, > p,, zu hohe Werte.
Wiederum unter der Annahme gleichmiBiger Verteilung der Todes-
fille kénnte man auch bei der Bestimmung von 4%, , so vorgehen. Der
Erwartungswert der Kapitalzahlung fiir das Ende des ¢ 4+ 1ten Jahres ist

pt+1 :c+t 111+t+1/z
lw l”
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und daher

o
1 a l Yy
A:v,y = 2 ‘UH“I——a;Zt —'H';:-—‘.
o

Unter Heranziehung von Formel (41) ergibt sich aber

@
1 1 t+1Pz~1, v t+ 1P, y—1
Aw,y—'j 2 vt+1{tf’:c,v_t+1pa:,v+ —
(]

Pw—l Pﬂ—l

ag—1, y _ Oz,y-1 }

Pa:-—l pv—l
I
= ‘;{Ax,v +.E, a:c,y+1_1Ezaa:+1,u}

in Ubereinstimmung mit dem bereits erhaltenen Resultat.
Wir vermerken uns noch die Formel

1
=‘2‘{'an,u_aac,v +

_ d
dx %y = Gy S Vo, y At = S U Pa, v (Mo — o) 42 (121)
o o
= Ug dx,v_A;:,v
und damit

I - d _ - I ,. -
Agy = MaOoy— 5 Ao,y ==z s,y + Py (Bo—r, y— Tai1, o). (122)

In vollstidndiger Analogie zu den erhaltenen Resultaten wire auf dem
gleichen Wege fiir die Uberlebenskapitalversicherung eines Versorgers ()
zugunsten von zwei Personen (y) und (2), sofern beim Ableben von (x)
beide am Leben sind,

© )
A::,i/,z = g vt P, v,z Bett at
(]
i{ do-1, 9,2
2 b2 x—1

b (123)

—P20ey1, 9,2 } =gy Pe 0241, g2

~

- 1, -
= Uy G,z T 2 (@o—1, 92— Tzr1, 9,2)

und fiir die Uberlebenskapitalversicherung eines Paares von Versorgern

(%) und (y) zugunsten von (2)
—1I v

Ax,—y,z = Svtt?a:, v,z Ue+t, v+tdt

~ I Ge-1,9-12

T2 { Pa-1,v-1

_ I, . -
= (g + By) Bu, 9,2 + ry (@21, y-1,2— Ba+1,y+1,2)

(124)

—Pay az+1,u+1,z}

zu erhalten. Die Versicherungssumme wird bei (124) beim Tod des zuerst
sterbenden Versorgers gezahlt.
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Aus dem Umstande, daB die Wahrscheinlichkeit ¢ , fir das Ableben
von (x) vor (y) zu irgendeinem Zeitpunkt gleich ist der Wahrscheinlich-
keit g, 3 des Ablebens von (y) nach (x), darf keineswegs geschlossen
werden, daB eine analoge Beziehung zwischen den beziiglichen Ablebens-
versicherungen besteht. Denn es ist

Z;,y = §vttﬁx,zuux+t dt,

o
hingegen
Zz,; = Svt (I ”"‘tpw) tibv ;uv+tdt = Zy_za:,;/-

o
Der Erwartungswert einer Kapitalversicherung, welche zahlbar ist,
wenn (¥) vor (y) oder innerhalb von # Jahren nach dem Tod von (y)

stirbt, ist gleich A, weniger dem Erwartungswert einer Todesfallver-
sicherung, die nur zahlbar ist, wenn (x) mindestens # Jahre nach (y)

stirbt. Demnach
@

n

A4,— jvt+n (T— D) nstDePornysdl

o
@

= Zx"‘v”g—awng vt (I—t?y) tpx+n:ua:+n+tdt = (IZS)

o

-— — —I
= Aa:— v nﬁa: (Aac+n_~A:v_+n., y)
oder auch

-]

lnA—aa + S‘Ut"' i n+tﬁx th I"x+n+tdt'

o
Unmittelbar einzusehen ist die Korrektheit der folgenden Ansitze.
Apy=Apy+ Ay, Asg= A%, + 441

Aﬂ:, v,z — S vt (I'~ti)u)'t2bw,z,“x+t dt = Z:Iu,z_A;:,v,z

o

32 a2 12 >3 31 71
Ax, v,z Ax,y,z + Aw, ¥,z = Ax,v + Aw,z'—ZAx, v,z
I I
a

= g W ipa by + Pr— 2 Py, 2) Pate 4L
o \ (126)

Zﬁ,y,z = Svt (T—1py) (T — ip2) P ooy A2

o
@

= Svt (I —spy— b2 + tPu,e) Pabbori @ =

o

—3 T - -2 g g
Ax,y,z - Aw—A‘”.U»z_A%U,z - Aw_Aﬁ z
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und auch

0

A—;,ﬁ S t?"y,zt?zl‘w+tdt = z g+ Ax z A;:,y, Z Zx, v,z (127)

o

Soll aber 1 bezahlt werden beim zweiten Tod von (x) und (y), wenn dann
noch (z) am Leben ist, so hat man

AZ,ZI, = A: y,z + Aw,; z Aa; 2z + AZI, Aa;,y, Zﬂ,;,Z' (128)

Hierbei ist wieder zu beachten, dal zwar qw v2 =y, 5, daB aber eine

solche Beziehung keineswegs zwischen Ax 7,z und Ax’y,z besteht.
Fiir die aufgeschobene einseitige Todesfallversicherung gilt

Sv”‘+tn+tpw,1hua:+n+tdt = V" gy A4 x+n,y+n

I2
W H Do (T — piDy) Papnit G = (129)

o0e—8 o

12
ndzy =

:v"nﬁz e4n— V" npa;y x+n1!+n

= nlA z lAz, v
Hierbei ist

n[A::,y + n[Aa;,;/ = nda,y nlA;,y + n]Aa;,’; = ndzy
Aus der lebenslinglichen und der aufgeschobenen Uberlebenskapital-
versicherung sind aber die Werte der analogen temporidren Versicherung
als Differenzen zu erhalten oder aber durch Integration zwischen o und #.
Die einseitige Uberlebensrente kann stets als Uberlebenskapital-
versicherung auf den im Zeitpunkt des Ablebens filligen Rentenwert auf-

gefaBt werden. Es ist demnach

L

Ayg = §'”t P,y Mytt Tart AT, (130)

o
aber auch

@

a‘11|ac 3 I—tp tpzdt:dz_dz,y- (I3I)

Die Uberfithrung des einen Ausdrucks in den anderen erfolgt durch
Umformung des Doppelintegrals (130)

Ayjp = Stpu /"v+tdt§ Bpyds

v pgdt Ssm Poyssd

80&/\80

vttpx I""tpv dt'

O ey
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In der internationalen Bezeichnungsweise sollen die zu den einzelnen
Personen (), (¥), (2), ... oben und unten angesetzten Ziffern die Reihen-
folge des Ablebens angeben, wobei die obenstehenden Ziffern stets die
Personen bezeichnen, mit deren Ableben die Versicherungsleistung ver-
bunden ist. Mit dieser Festsetzung sind die folgenden Versicherungswerte
ohne weiteres verstidndlich.

@
. .
Gy 21z = Svt Par,y,2 Mz 4+t 0p 42 A8 =
o
k-
I -
=7 Svtlw+t,1/+t,z+tﬂz+t%+;dt
oYz
[+]
@
=2 _— ] -
Ay 2z — 57} ti’x,y(l_‘tﬁz) MHy+t az+tdt
[¢]
e ]
N o -
O y,2w = Sv P,y 2,0 Pz +twt AL (132)
[e]
o
= I _ : ~
Ay Zlw, 2 = S‘U tﬁz,y,z,wﬂz+taw+t,z+tdt
[+]
-]
=2 [, =
29,200 g"’ Da,yo0 (T— tP2) thy +1Tw 1+ 4L
I o
oo
=2 _ -
Ay 2w,z = S‘U‘ tpa;,y,w (I _tpz) /‘y+ta10+t,x+tdt-
o

Analoges gilt von den Uberlebenskapitalversicherungen, so daB z. B.

erv, v,z gvt Pz, v (I — 1P2) ,uy—i-tZa;.]_tdt
(133)

[+
A;,x,v,z = 3 ¥ b, y,0 (T — eP2) o+ A 2.
[+]

§ 47. Die unterjihrig zahlbare Verbindungsrente.

Fiir die Berechnung der 1/mteljihrig zahlbaren Verbindungsrente fiir
zwei und mehrere Leben kommen genau dieselben Uberlegungen in Be-
tracht, welche unter der Annahme gleichmaBiger Aufteilung der Todes-
fille zu den Formeln des § 18 gefiihrt haben. Natiirlich kann auch hier
mit Vorteil die EuLErR-MacLaurinsche Summenformel Verwendung
finden.

Berger, Lebensversicherung. I3
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Statt der Annahme der linearen Verteilung der Todesfille {iber die
einzelnen Altersstufen wird man im Falle der Verbindungsrente auf zwei
Leben die Annahme benutzen, daB die Zahlen der Abfallsordnung fiir
zwei Personen [/, , fiir jedes x und y linear auf /, ., , ., abfallen. Mit
dieser Annahme erhilt man fiir den Beginn des £ + 1ten Versicherungs-
jahres

I ’
lx+k,1l+k + [lz+k,y+k"“ﬁ (lz+k,y+k_lz+k+l,y+k+1)}v + ...
m—1

'm—1-.
+ [lx+lc,y+k——m~(lx+k,y+k—lx+k+r,y+k+x)]'”m 5
I

v =oym

und unter Benutzung der im § 18 unter (55) eingefithrten Zahlen
By = % (T4 v+ 024 ... 4 omy,

B = ZIZ—[I.U’—I— 2024 ...+ (m—1)v'm1]
unter Festsetzung der die einzelnen Jahre betreffenden Rentenzahlungen
mit e,, €, €, ... fiir den Erwartungswert der Zahlungen des % -+ 1ten
Jahres
I
¥ losryribr—Pallosryri—lovrrn v+l

und damit

a™ {eo: €y -+ } = Tb{eo[lz,yﬁl_ﬂz Coyy—los,y+ )]+ .- +

z,Y
e [y, yrxBr—Belos,y+t—lotrsr,y+r+0] + - )

Es ergibt sich sonach fiir den gesuchten Rentenwert

agf’:, {eo. €1, ...} =B, g,y {eoer ..} —ﬂz’Az,y{go» ey .o} (134)
oder

(m)
o

a, ., } =124,y {eo €1 '--}—ﬂz"[az,y{emel_eor }_
—(1— ) az,y{eo, 7 }]

= [B1+ B27— B3] ax,y{eo’ev co)—

_ﬂ2rax,y{eox €1— €y -« }

] (135)
|

Setzt man dann wieder

B1+ Br— B

so erhdlt man als Naherung

m

—1I
2m

>

=1, Pyr=

(m_){ }_m—x

a,, 80y -« = ax,y{eo, €y v ns -2—m~az,y{eo, e;—¢g -+ }. (136)
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Fiir die temporire Verbindungsrente aber ist fiir ¢; = 1

m—1
EZ?, W m el T, (1 —nEazy)- (x37)

Die mteljahrig zahlbare Uberlebensrente erhélt man mit

m) __ ,(m) my _, _ m—L om—I
Ay = Ty = M Qny T g = laly (138)
und die Waisenrente mit
m) __ m) _ m)
zly,m| T w,n] z,9,n|
m — 1 m—1
= dyp|— 2m (I_ E ) Ag,y,n] + - (I_'nEw,v)
(139)
= Ay~ 2a,,n] + ( E,— Emv)
m—1 Dv+n lgin
—amw,n|+ Tom D, I— Iy J

Benutzt man aber die EULER-MAcLAURINsche Formel, so ist jetzt nur
zu beachten, daB an Stelle der Sterbensintensitét u, nunmehr die Sterbens-
intensitat fir zwei oder % verbundene Leben, demnach p,—+ gy,
fo + iy + ... (k) im zweiten Korrekturglied der Formel § 24 (19) be-
riicksichtigt werden miissen. Wir erhalten so

(;n:l = gy + i_:_l_ n:Zmz (g + py + 9)
- e (140)
B, ) — Py, .. ® + —W[Hm+”w+'°°(k)+6]
und fiir die kontinuierliche Verbindungsrente
Ty = Aay + %_“%(/‘w'{‘/‘y + a)
- I 1 (141)
Aoy, ... %)= Cay,... 0 T 7_’;[,1‘1:"}‘.”11‘" ... (k) + 6.
Fiir die kontinuierliche Uberlebensrente aber ergibt sich
Appy =0y — Ay = Ag— Ay + —11—2— 1. (142)

§ 48. Pridmien und Primienreserven bei Versichérungen auf
mehrere Leben.

Auch bei der Berechnung der Primien fiir die Versicherungen auf
mehrere Leben ist das Aquivalenzprinzip maBgebend, ganz gleich, ob es
sich hierbei um die Berechnung von Nettopridmien oder unter Einbeziehung
der Verwaltungskosten um die Ermittlung von ausreichenden Priamien
handelt. Im iibrigen ergibt sich auch hier alles in vollstandiger Analogie zu
den Verhiltnissen bei der Pramienberechnung fiir die Versicherungen eines
Lebens. Es seien daher nur einige besondere Beispiele in Betracht gezogen.

13*



196 Die Versicherungswerte fiir mehrere Leben.

Fiir die Uberlebensrente erhilt man als Jahresnettoprimie, zahlbar,
solange beide Personen am Leben sind,

dy—ag,y __ 3y
my  ame (143)
Bei der Ablebensversicherung auf den ersten Tod ist
Aoy _ T g
2oy — amy XY (144)
und bei der gemischten Versicherung auf zwei Leben
Ag,u,7) . 1 v
ax’v'm - ax,ﬂ,;ﬂ (I v)' (145)
Fiir die Uberlebenskapitalversicherung aber ist die Nettojahrespramie
Agjy
oy (146)

Auch hier ist die Zahlung nur fiir die Zeit des Vorhandenseins beider
Personen zu leisten. Kiirzere Zahlungsdauer oder Einmalpramien sind
natiirlich immer zulassig.

Auch bei der temporiren Versicherung einer lebenslidnglich zahlbaren
Uberlebensrente wird die Zahlungsdauer der Primie die Versicherungs-
dauer nicht iiberschreiten diirfen.

indaly

asyn|  azen|
Fiir die temporire Versicherung einer temporir zahlbaren Uberlebens-
rente muB aber die Zahlungsdauer der Primie kiirzer angenommen
werden als die Versicherungsdauer, da sonst am Anfang des nten Jahres
noch eine Primie zu entrichten wire, ohne daB weiterhin noch eine Ver-
sicherungsleistung in Betracht kommen kann. Demnach

(anly — nE s,y Az snjytn)- (147)

azgiy,n] __ 3y,n|— 3z u,n

m< n. (148)

agz, y,m| ag, v, m|
Die einseitigen Versicherungen geben Anla8 zur Verbindung derselben
mit einer Pramienriickgewéhr fiir den Fall, da8 es zu einer Versicherungs-
leistung nicht kommt. Bei der Uberlebensrente wiirde es sich dann um
die Riickerstattung der gezahlten Pridmien handeln, wenn die zu ver-
sorgende Person vor dem Versorger stirbt. Es wire dann bei Einmalpramie

U=au, +IA4,, II =U (1 + ¢ (
I
U=agmy+U(T+e)dy, U= ﬁ'&? “

und bei laufender Primie
U=ayy+a(|4)ye Tas,=U(T+e), ba, ,=U, n=>b(1+¢)

z 150
U=bayy =2+ b+ (e b=y (I } (150)

Fiir die Uberlebenskapitalversicherung wire in die beiden Formeln im
Zshler statt a, , die GroBe 4., zu setzen.
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Bei der sogenannten Studiengeld- oder Aussteuerversicherung wird
einer reinen Erlebensversicherung .E, als Pramienleistung ,E,:a, , 3
gegeniibergestellt. Die Primienzahlung hért demnach mit dem Tode des
Versorgers und auch mit dem vorzeitigen Ableben des zu Versorgenden auf.

Auch fiir die Primienreserve bleiben bei Versicherung auf mehrere
Leben alle frither gegebenen Definitionen und Prinzipien der Berechnung
voll aufrecht. Es wird demnach z.B. fiir die Uberlebensrente zum
Termin ¢ die Nettoprimienreserve durch

av+t_a:c+t, v+t (151)
zu definieren sein, wenn es sich um Einmalprdmie handelt und beide
Personen noch am Leben sind. Nach dem Tode von (x) ist die Pramien-
reserve a, , ;, nach dem Tode von (y) ist sie Null. Bei laufender Zahlung
ist die Primienreserve

Agly
R P (152)
\
und bei temporirer Zahlung
Agly -
Aortiy+t ™ ol *Qgyt, y+t, 0 t<m,
t=mn.

Agrtly+t
Fiir die gegenseitige Ablebensversicherung ist die Pramienreserve

=1 —(I—v) g4y, yys—

Agyt,yst— Povdgis, yrt =
(153)

I ag+t, v+1
_'(I_v)]aw+t,v+t =I— y

ag, v ag, y

und fiir die gemischte Versicherung auf zwei Leben
ag4t, v+, 0
anaa - (134
Die noch niher zu besprechenden besonderen Vereinfachungen, welche
sich im Zusammenhange mit gewissen Absterbeformeln fiir die Berechnung
der Versicherungswerte auf mehrere Leben ergeben, gelten in allen Fallen
auch fiir die Berechnung der Primienreserven. Auch die Rekursions-
formeln und die Funktionalgleichungen des Deckungskapitals sind ohne
weiteres fiir die Versicherung mehrerer Leben aufzustellen und ermog-
lichen hier meist ganz unmittelbar die Beantwortung zahlreicher Fragen,
die sonst nur um den Preis umstindlicher Umformungen der Ausdriicke
fiir die Versicherungswerte zu erhalten wiire.

Aw+t, vt n—i Pm, o0 Qayt, yit,n—g — I—

§ 49. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten,

Die in §42 zur Berechnung von Erlebenswahrscheinlichkeiten und
Sterbenswahrscheinlichkeiten fiir eine beliebige Anzahl von m Personen
zur Darstellung gelangte Methode der unbestimmten Koeffizienten ist
mit groBem Vorteil auch zur Berechnung von Versicherungswerten zu
verwenden. Wir machen die Annahme, daB es sich hierbei um sym-
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metrische Werte handelt, so da8 also keine der Personen (#), (%), (2),...
hinsichtlich der Art des Versicherungsanspruchs vor einer anderen aus-
gezeichnet erscheint. Die Versicherungswerte bestehen aber stets aus
einem Aggregat von Erlebens- oder Todesfallanspriichen fiir die einzelnen
Versicherungsjahre, die sich als Produkte von Wahrscheinlichkeiten mit
den zugehérenden Diskontierungsfaktoren darstellen lassen. Sind dem-
nach die allgemeinen Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der symmetrischen
Grundfunktionen der Wahrscheinlichkeiten pg, Py, - s Loy o« »
Pa. v,z ++» darstellbar, so wird fiir allgemeine symmetrische Renten-
anspriiche eine ganz analoge Darstellung im Wege der Grundfunktionen

Z =a,+a,+a+ ...

A =yt Gyt Ayt -,

23 = Apoyzt+ zziu+ -
moglich sein, und Entsprechendes wird fiir die allgemeinen Todesfall-
anspriiche fiir mehrere Leben gelten. Das Verfahren selbst ist iiberaus
einfach und am besten an Hand einiger Beispiele zu iibersehen.

Sei etwa eine Nachhineinrente zu bestimmen, welche zahlbar ist, so-

lange von vier Leben mindestens drei am Leben sind. Die Grundfunk-
tionen sind

Z =a,+a,+a,+ a,

22 =ay,y+ Ay + Agu + Ayt Cyut Ay
2=y, 4+ Qg yu T Apu+ Ay,z,u

2t =a,, Y.z, ur

(155)

Werden dann, je nachdem eine Zahlung erfolgen soll oder nicht, die
Extremwerte der Erlebenswahrscheinlichkeiten mit 1 oder o in den all-
gemeinen Anspruchswert

AZ + A,72 + A 78 + A28 (156)

eingesetzt gedacht, so ergibt sich fiir unser Beispiel, je nachdem von den
vier Personen vier, drei, zwei oder eine am Leben ist, das Gleichungssystem

1=44,+64;,+ 44;+ 4,
I1=34,+34,+ 4,
o0=124,+ A4,
o=A4,,
aus welchem sich sofort die Koeffizienten A, mit
A3=0,4,=0, Ad3=1, Ay=—3
in Ubereinstimmung mit der Z-Formel

z8 — ZS Z4
. azp ~C 3
bestimmen.
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Ist die Nachhineinrente zahlbar mit 4, wenn alle vier Personen am
Leben sind, und mit 3, 2 und o, wenn nur noch drei, zwei oder eine Person
lebt, so ergibt sich das Gleichungssystem

4=44,4+64,+44;+ A,
3=34,+34,+ 45
2=24,+ 4,
o=4,
und als Lésung
A,=0, Ay =2, Ag3=—3, 4, =4,
also
2 (@g gyt Gzt Aot @yt Ayt Byu) —
—3 (@ vzt pu T Coziu T Byzu) T 482, 4.2,0
Fiir eine temporire Rente, zahlbar, solange von vier Personen gerade
zwei leben, erhilt man den Ansatz
0=44,+64,+ 445+ 4,
0=34,+34,+ 4,

1=24,4 4,
o=A4,
und damit
A;=0, Ay=1, A3=—3, A4 =06
und

(na:c. Y + n%e.z + e, u + n%y,z + %y, u 'I' naz,u) -
—3 (naw,y,z + e, v u 'I' 2.z, u + nay.z,u) + 6 n?z, 0.2, u
in Ubereinstimmung mit
Z2
(t 4 2)3
Bei einer Ablebensversicherung wird der allgemeine Ansatz auf die
GroBen A, ... A, ,... zu lauten haben und anzugeben sein, ob fiir
die Extremwerte der Sterbewahrscheinlichkeiten eine Zahlung erfolgt
oder nicht.
Soll bei einer Todesfallversicherung auf vier Leben die Summe I
beim zweiten Tod bezahlt werden, so wire

I1=44,+64,+44;+ 4,
1=34,+34,+ 4,
I=124,+ 4,

o=4,

— 72— 3254 62

und
A,=0, 4d,=1, A43=—2, Ay =3,
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der Anspruchswert daher

(Axu+ Amz+ Ax,u+ Ay,z + Au,u + Az,u)—
—2 (Am,y,z + A.’c.'y,u + Aac.z,u + A'y,z,u) + 3 A:c,v,z,u'

Soll aber bei jedem Tod von vier Personen die Summe 1 bezahlt
werden, so ergibt sich

4=44,+64,+ 445+ 4,

3=34,+ 34,4+ 4,

2=24,+ 4,

I=A,
und damit

A, =1, Ay =A4;=4,=0,
also
Aw+Ay+Az+Au'

Fiir eine Verbindungsrente auf vier Leben, welche mit den Betragen
1, ¥, 73, 74 Zu zahlen ist, je nachdem vier, drei, zwei oder eine Person am
Leben ist, erhidlt man

n=44,+64,+44;+ 4,
79=34,+34:,+ 45,
r3 =24, + 4,
re =4,
und damit
Ay =1, Ay=r3—27, Ay=1r,—373+ 37,
Ay=r—47r,+067r;— 47,
Natiirlich gilt genau derselbe Ansatz fiir eine reine Erlebensversicherung,
bei welcher die Betrige ¢,, ¢,, ¢;, ¢, zu zahlen sind, je nachdem von den
vier Personen vier, drei, zwei oder eine den Erlebenstermin erreicht.
Soll aber bei einer Todesfallversicherung B, beim ersten Tod, B, beim
zweiten, B, beim dritten und B, beim vierten Tod zur Auszahlung ge-
langen, dann erhilt man das Gleichungssystem

B+ By+ By+ By=44,+64,+ 443+ 4,
By+ By + By =34, + 345+ 4s,
B;+ By =124, + 4,
B, = A,
und als Losung
Ay=B,, A= By— B, A3=B,—2 B3+ B,
Ay=B,—3B;+ 3 B;— B,
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Der Versicherungsanspruch lautet dann

By(da+ 4y + 4.+ 4,) +
-+ (Bs— B4) (A:c,v + A, .+ A+ Ay, + A'y,u + Az,u) -+
+ (Bz— 2 Bs + B4) (A:c,y,z + A:c,y,u + Aw,z,u + Ay,z,u) -+
+ (31—3 BZ+ 3 B3‘ B4) A.'c.'u,z.u'
Es ist hierbei gleichgiiltig, ob es sich um lebenslangliche, temporare oder
aufgeschobene Anspriiche handelt, wenn nur die Symmetrie der Werte
in ihrer Abhingigkeit von %, y, 2, ... stets gewahrt ist.

Soll also etwa bei einer Versicherung auf Ab- und Erleben auf vier
Personen der Betrag 1 bezahlt werden beim zweiten Tod oder aber,
wenn mindestens drei Personen den Ablaufstermin der Versicherung
erleben, dann gilt sowohl fiir die Erlebensversicherung als auch fiir die
temporédre Todesfallversicherung fiir die vier Personen der Ansatz

I1=44,+64,+ 445+ 4,
1=34,+34,+ 4,
o=24,+ 4,

o=4,
und man erhilt
A, =A4,=0, A3=1, Ay,=—3

A:c.'u,z,ﬂ + A:c.z,u,—r?[ + 4., PR + Aw,z,u,ﬂ —3 Az,y.z.u.ﬂ'

Wird aber bei einer Ab- und Erlebensversicherung auf drei Personen
fiir jeden Todesfall 1 bezahlt und im Erlebensfall ebenfalls 1, gleichgiiltig
wie viele Personen diesen Termin erleben, so ist

Erleben: 1=3A4;+ 34,+ 4, Ableben: 3 =34, + 34, + 45,

und

1=2A4,+ 4, 2=24,+ 4,,
I=A1, I:All

und daher
Ai=1, Ay=—1, A;=1; A/ =1, A/ =4/ =0

und der Versicherungsanspruch

wde+ ndy+ nds +
+ (nEa: + ﬂE’!I + nEz) - (nEz:,u + 'nEw,z + nEu,z) + nE:c, v, 2

Unter gewissen Voraussetzungen 148t sich das Verfahren auch auf
nicht symmetrische Versicherungsanspriiche ausdehnen. Doch soll dies
hier nicht weiter verfolgt werden. Selbstverstindlich ist es auch méglich,
mit Hilfe der Z-Formeln bei komplizierteren Festsetzungen zum Ziele zu
gelangen. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten gibt aber hier
stets den fiir die Praxis wichtigen Vorteil eines ganz mechanisch an-
zuwendenden Verfahrens.
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§ 50. Die Anwendung der mechanischen Quadratur.

Die Berechnung von Versicherungswerten in allen jenen Fillen, wo
die entsprechend tabellierten Werte der diskontierten Zahlen fiir ein und
mehrere Leben nicht zur Hand sind, erfolgt im Zusammenhang mit der
Darstellung dieser Werte durch bestimmte Integrale mit einer fir die
Praxis stets geniligenden Anniherung im Wege der mechanischen
Quadratur. Die hier zur Verfiigung stehenden Formeln sind sehr
zahlreich und es sollen aus ihnen nur drei herausgegriffen werden,
die ‘gerade fiir versicherungsmathematische Berechnungen besonders
bewdhrt sind.

Als erste kommt hier die sogenannte SiMPsONsche Regel in Betracht.
2

Zur angeniherten Berechnung von Sf(x) dx approximiert man die

o
Funktion f(x) durch die ganze rationale Funktion zweiten Grades

f(x) =a-+ bx + ca

Man erhilt dann

b x? cx3]?

+

2 3 Jo

if(x)dx=§(a+bx+cx2)dx= [ax+

=z2a-+2b+ %c
und wenn die Werte £(0), f(1), /(2) bekannt sind, erhilt man
f0)=a, f()=a+b+c f(2)=a+2b+4c
und damit fiir die Koeffizienten
a=1(0),
b=—[—3f(0)+4/(1)—f(2)]

c=—[f(0)—2f(x) +/(2)]

Sonach ist
2

|10 ax= 21100+ 47 @) + 7 (@1 (157)

Ist aber zwischen den Grenzen # und # 4 2 zu integrieren und sind die
Werte f (n), f (» + 1), f (» + 2) bekannt, so ist entsprechend

n+2
[1®) a5 = 2100 + 410+ 13) + fn + 21

n
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Fiir die Integrationsgrenzen —1 und + 1 ergibt sich
+1 +1I +1

Sf(x)dx=g(ﬂ+bx+cx2)dx= 0;3

—1I —1I —1I

—z2a+ %c =§[f(—1) +41(0) + f(+ 1))

ein Resultat, das auch unter Verwendung einer ganzen rationalen Funk-
tion dritten Grades erhalten worden wére.

Durch Verwendung des MaBstabes # statt der Einheit werden die
Grenzen des Integrals von o und 2 in o und 2# verwandelt und die Werte
f(0), f(x), f(2) in f(0), f(n), f(2n). Die SimpsoNsche Formel geht dann in

2n

|1 dx = Sn1r0) + 41 + f(am)]

[+]
iiber. Wird nun fiir den Bereich o bis 2# die Funktion stiickweise von
o bis 2, 2 bis 4, ..., 2n — 2 bis 2n durch ganze rationale Funktionen
zweiten Grades dargestellt, so erhilt man

2n

(ax={rmar+{imar+ ... +|1(mds
41

(o] o 2n—2

=—[f() (@) +2/(2)+47/03)+...+[(2n)]

und damit

Vi@ ax=200) +4/00+2/Gn) +4fGm+...} (139
Bei der sogenannten 3/i-Regel wird eine ganze rationale Funktion
dritten Grades verwendet und gesetzt
+3 +3
Sf(x)dx = g(a—}— bx+cx?+dxd)dx
—3
ax+-—{——+— _6a+180
—3
Auf Grund von vier bekannten Werten f (—1), f (+ 1), f (—3), f (4 3)
erhdlt man

{ cx3

f)+f(HI1)=2a+ 2¢,
f(=3)+f(+3)=2a+18¢

und damit

=—=[9f (—1) + 9/ (+ 1) —F(—3) —f(+3)]
c=—o[f(—3) +/(+3)—F(—1)—f(+ 1]
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Fiir das Integral ergibt sich dann
+3

5f(x)dx=6a+180
- =206/ (—1)+6f(+ 1)+ 2/ (—3) +2f(+ 3],

und wenn hier die Grenzen nach o bis 6 verschoben werden und das
Intervall auf die Hilfte verkleinert wird, so erhilt man

|0 dx= 3110 + 310 +37(2) + 1))

Die am haufigsten verwendete Formel ist die unter der Bezeichnung
39 a des englischen Textbooks bekanntgewordene Niherung auf Grund
einer ganzen rationalen Funktion fiinften Grades:

f%) =a+bx+cx®+dx®+ ext+ fas
Fiir das Integral in den Grenzen —3 und + 3 erhilt man
+3
Sf(x)dx =6a 4 18¢ + 4T866,
—3
wihrend die als bekannt angenommenen Werte

fo)=a, f(—2)+f(+2)=2a+8c+ 32¢
f(—=3)+f(HH3) =2a+18c+ 162¢

ergeben. Es ist sonach
+3

[#(x)dx=22f(0) + 1,62[f(—2) + [ (+ 2)] + 0,28 [f (—3) + } (+ 3)]
-3

und
6

[f(x)da=2,2f(3) + 1.62[f (1) + /(5)] + 0,28 (0) + / (6)]
= 0,28[1(0) + /(6)] + 1,62 [ (1) + /(5)] + 2,2/ (3)-

Ist das Intervall aber nicht I, sondern #, so ist

6n

[1(x)dx=n{0,28[f(0) + [ (6m)] + 1.62[f (1) + [ (5%)] 4 2,2/ (3m) }

[¢]
und weiter

i2zn

[1(2) 5 =n{o,28[1(6m) + f (x2m)] + 1.62[f (77) -+ f (x19)] + 2,2 (9m) }

6n

usw. Man erhilt demnach
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12n

gf(x dx—i-g x)dx+ .

6n
— n{0,28[/(0) +2/(67) +2f(12%) + ...]+
+162[f (m) + 1 (5m) +F(7m) + .1+
+2,2[f(3%) + f(9n) + ...1}-
Wird nun aber die GroBe »# so gewihlt, daB 77 gegen das Tafelende
fillt, wo die Argumente bei den versicherungsmathematischen Aus-
driicken zu vernachlissigen sind, so kénnen alle Glieder mit einem Index

von 8# ab fortgelassen werden und man erhilt den gesuchten Niherungs-
wert mit

o8
\

@

[/()dx=nlo28](0)+162f(m) +22/m+ | (o0

+ 1,62/ (5m) + 0,56/ (67) + 1,62/ (7m)].

Enthilt demnach das Argument die Zahlen der Lebenden, so wird man
die GroBe # auf Grund des héchsten der Werte #, y, 2, ... zu bestimmen
haben, da dann der diesem Alter entsprechende Faktor zuerst Null wird.

Als Beispiel sei zunichst die lebenslingliche Verbindungsrente auf
drei Leben der Alter 30, 35, 45 angefiihrt. Die Berechnung erfolge nach
der Tafel H¥ 39,. Rechnet man nach der Formel 39 a, so ist die Groe n
aus 7 # = 102 — 45, demnach mit # = 8 zu bestimmen. Die numerische
Berechnung ergibt dann fiir die Argumente

t=o, 8, 24, 40, 48
fiir !
Koeff. 080, s o lygie - Logyt - Igo - Lag - bys

0,28 + 0,9836 + 0,2983 + 0,0044 + 0,0000 = 1,5663

und demnach
{0, 35,45 = 1,5063 X 8 = 12,5304
und
I

- I
30, 35, 45 = Bz, 35,45 — 5 T 7 (Hhso + Hss + Mas) = 12,035

Nach den gleichen Grundlagen erhilt man fiir

Zw[v = S‘U‘ tpac, v .ux+tdt = l:l,” S'I/t l:c+t ly+t Bogit dt, x=30, y= 60,
° °

auf Grund von
7n =102—60, n=~06,
0,00215 + 0,00907 + 0,00468 4 0,00028 -~ 0,0000I = 0,01619

den Wert 0,09714, wihrend der korrekte Wert 0,0972 betrigt.
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§ 51. Die Verwertung der Eigenschaften der Formel von
GOMPERTZ-MAKEHAM zur Berechnung von Versicherungswerten.

In § 43 wurde gezeigt, daBB bei Giiltigkeit der Absterbeformel von
GompeRrTZ die Erlebenswahrscheinlichkeit fiir 2 Personen ersetzt werden
kann durch die Erlebenswahrscheinlichkeit von » gleichaltrigen Personen
eines Ersatzalters w:

tpx, Y, 2...(k) — tpw, w,... ()

und bei Giiltigkeit der Absterbeformel von MAKEHAM die Erlebenswahr-
scheinlichkeit von % Personen ersetzt werden kann durch die Erlebens-
wahrscheinlichkeit von % gleichaltrigen Personen eines anderen Ersatz-
alters w:

tpw, Y2, ... (k) — ﬂbw, w, ... &"

Im speziellen kann bei der GoMPERTZschen Formel » = 1 gesetzt werden.
Hierbei gilt fiir jedes beliebige m:

z o1 (ot F M
m+tpw’ e () = skt +m) g[c +e¥ + ... (B 1)

= sk(t+m) ghec!+"—1) (160}
= m+t2bw,w,... (k)

Man nennt diese Eigenschaft der beiden Formeln — die GoMPERTzZsche
ist nur ein spezieller Fall der MAREHAMschen — die gleichmdiBige Alters-
erhohung. Das Ersatzalter w kann in beiden Fillen aus einer Tafel der
Werte der Sterbensintensititen erhalten werden, da im Falle der Formel
von GOMPERTZ

o =~ (e + 10 + .. ),

und im Falle der Formel von MAKEHAM

P = %‘(/‘x+ﬂy+...(k))

gilt. Man kann aber zur Vereinfachung der Berechnung des Ersatzalters
auch ein fiir allemal berechnete Tafeln benutzen. Im Falle der GOMPERTZ-
schen Formel folgt ndmlich aus

W =¢"+4c¥ =c®(1+c¥—2

log (1 4 ¥~ 7%
w— 5 — 198 : ;Z ‘ )
wenn die Formel fiir » = 1 benutzt wird und. zwei Personen in Betracht
kommen. Fiir gleiche Werte der Altersdifferenz y — x bleibt demnach
auch die Altersdifferenz w — x ungedndert. Tabelliert man daher zu
allen Altersdifferenzen y — x die zugehdrenden Werte von w — %, so ist

in jedem Einzelfalle das Ersatzalter auch schon zur Verfiigung.

(x61)
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Ganz analog wird man bei Geltung des MAKEHAMschen Gesetzes von
der Formel
200 =" 4 c¥ =" (14 c¥—%
log (14 ¥ 7% —log 2 (162)
loge

w— X =

Gebrauch zu machen haben. Auch hier bleiben fiir gleiche Werte von y — x
die entsprechenden Altersdifferenzen w — x dieselben. In ganz gleicher
Weise kann man aber verfahren, wenn es sich bei drei Leben um die Er-
mittlung der Ersatzalter handelt. Man hat hier zu setzen

3c%W =c® 4 c¥ + ¢?
und ermittelt zunichst das Ersatzalter fiir die beiden Personen x und y
aus 2 ¢ =c¢® -+ ¢¥ mit
log (1 + ¢ % —1log 2

U—2x= log ¢

Hierauf aus der Relation
3cW = 20u+cz=Cu(2+cz—u)
die Altersdifferenz w — # mit

_ log(z+ &™) —log 3

w—1u
log ¢

Es kann demnach fiir alle Werte der Altersdifferenzen » und % eine
Tafel fiir drei Personen so angefertigt werden, daf8 das Ersatzalter ¥ 4 ¢
entsprechend der Formel

Az, w+h, 2+h+k — x4t o4+t w4t
ohne weiteres durch Interpolation zwischen den tabellierten Werten zu
erhalten ist.

Es ist aber noch darauf aufmerksam zu machen, dal bei Geltung der
GoMPERTZ-MAKEHAMschen Formel zwei oder auch mehrere Personen
durch eine ersetzt werden kénnen, wenn zugleich eine Zinsinderung ver-
fiigt wird. Denn es ist ja

zw’vtsktg[cf‘ +e¥ +...&)] (—1)

o

= j(v sh—1)t st ge¥ (d—1) = ay,

3z,y,...(k) =

wobei
W — c% + cv + . (R),

Hierbei wird a,/ zu einer Zinsrate § berechnet, so dal3

1 sF—1 . 1414

- = —, = —1I.
147 141 1 F—I

v; = v; 887,

Die neue Zinsrate hingt demnach von der Anzahl der Personen % ab.
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Auf Grund der Relationen zwischen den Erlebenswahrscheinlichkeiten
gilt aber fiir Renten auf beliebige Betrige nach dem GOMPERTzschen
Gesetz

n n
thtpz,y,z,...(k)———thtpw,w,...(r) T#:k
o

n n (163)

S Uttpx,y,z,... S tpww

o o

uand nach dem MakEHAMschen Gesetz

n n

D ibay ...y =2 Vibuw,w,...k

[+] o .

" ] (164)
S vt Dz y,z... k) = S v tPw, w, ... %)
o o

Es gilt aber nach der letzteren Formel keineswegs auch fiir die bis zum
Tod der zuletzt sterbenden von zwei Personen zahlbare Rente auch
unter Geltung der MAKEHAMschen Formel

Oz = Gww
Denn unter Geltung von
Po Tty = 2w,
dz,y = a-w,w

miiBte
a; + dy"'"dx,y = 2dw_‘iw,w
sein. Es ist aber

ot podt 4[4 byt = 2 4 o

o

fiir jedes v und daher auch

[0 paydt =¥ pu,wdt und ppo = | b,y

Hieraus folgt aber

the + Py = 2 thw - thy
und demnach x = y.

Zur Berechnung der Verbindungsrente auf drei Leben wird sehr haufig
die sogenannte SIMPSONsche Regel herangezogen. Sie lautet: Wenn (4)
die jiingste und (C) die ilteste von drei Personen ist, dann wird der Wert
der Verbindungsrente fiir (B) und (C) bestimmt und ein Alter (D) ermittelt,
fiir welches der Wert der Leibrente gleichkommt dem Wert der Ver-
bindungsrente fiir (B) und (C). Der gesuchte Rentenwert ist dann gleich
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dem Wert der Verbindungsrente fiir (4) und (D). Die Regel gibt im all-
gemeinen nur angeniherte Resultate. Die erhaltenen Werte sind in der
Regel zu hoch, ausgenommen, wenn alle drei Alter hoch sind. Allerdings
kann fiir jedes ¥ und z ein Alter w ermittelt werden, so daB a, = a,,
exakt gilt. Aber hieraus zu schlieBen, daB dann auch a,,, = a,,,,, ist,
heiBt annehmen, daB fiir jedes # auch ,p,, = ,p,., gilt, was durchaus
nicht zutrifft.

Soll demnach die Relation ,, = ,,, fiir alle Werte von ¢ in Geltung
sein, so wird dies offenbar bei Voraussetzung der GoMPERTzschen Sterbe-
formel der Fall sein. Wir haben ja erkannt, daB hier die Erlebenswahr-
scheinlichkeiten allgemein fiir zwei Leben durch die eines Lebens exakt
ersetzt werden konnen. Es bleibt aber noch die Frage offen, ob das
GOMPERTzZsche Gesetz auch definiert erscheint, wenn die SiMPsONsche
Regel exakt gelten soll.

An sich ist es méglich, eine Anzahl von # Leben durch eine Anzahl
von m Leben nach der Formel

Hhf et (M) =¥+ .. (n) (165)

zu ersetzen, wobei m kleiner, gleich oder groBer als # sein kann. Fiir die
m Ersatzalter ist dabei vom Standpunkte der Praxis der Fall besonders
wichtig, in welchem alle Ersatzalter in gleicher Hohe gewéhlt werden. Es
hat sich hier ergeben, daf3 wir bei allgemeinem m das Gesetz von Gowm-
PERTZ und in dem speziellen Fall m = n das Gesetz von MAKEHAM als
Sterbeformeln zu betrachten haben, welche den verlangten Bedingungen
geniigen. Es wurde noch keineswegs entschieden, ob nicht andere Ab-
sterbeformeln Gleiches zu leisten vermodgen. Ganz offen bleibt aber auch
noch neben Entscheidung dieser Frage, wenn statt (165) allgemein die
Zuriickfithrung einer bestimmten Anzahl von Erlebenswahrscheinlich-
keiten oder Sterbensintensititen fiir » Leben auf eine andere Anzahl fiir
m Leben in dem Sinne verlangt wird, dafl dann # beliebige Alter auf
m Ersatzalter zurtickgefiihrt sind.

Um zunichst auf das speziellere Problem einzugehen, so sei
also die Frage zu beantworten, welches Sterbegesetz der Forderung
geniigt, daB bei einer Rente fiir # verbundene Leben verschiede-
nen Alters m verbundene Leben gleichen Alters substituiert werden
konnen.

Die Annahme setzt voraus, daf

(166)

tpw,w,..‘(m) = tﬁw, Y,2,...(n)

fiir alle Werte von ¢ unter der Voraussetzung, daB ¥, y, 2, ... unabhingig
voneinander sind, hingegen w von allen Altersvariabeln abhingt. Aus
(x66) folgt durch log. Differentiation nach ¢

Myt =Pt T Pyt + P+ - (167)

Berger, Lebensversicherung. 14
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fiir alle Werte von ¢ Nochmalige Differentiation nach ¢ ergibt

m—ar T T ai

Apyss _ QPays + dﬂwz + .

oder

"m—dw = ax dy

Apprs _ g+t + dpy+e + ... (x68)

Setzt man in (167) und (168) ¢ = o, so erhilt man
m Uy :,u:c'*",uy'*" L) (169)

d d d
m e = e (170)

Aus den beiden letzten Relationen aber erhilt man durch Differentiation
nach x

dpy  dw __ dp,
"aw dx T dx

4% oy . dw a*u,

dw?® dx ~ dx?

und damit
Py, Ay — Py | dpy
dx? " dx dw?  dw '

Ganz analoge Relationen erhilt man auch fiir alle tibrigen unabhéngigen
Altersvariabeln v, z, ...

APpy  dpy _ Ppy Gy _ Pp, | Ay

dx®  dx = dy* dy = dz2 ' dz = ... =loge

wobei log ¢ eine Konstante bedeutet. Man hat daher fiir jedes »

Ply . Ay

it dn =loge, (x71)
woraus durch Integration
log -dd”7’ =logc? +log b (x72)
folgt, wenn log b die Integrationskonstante bedeutet. Aus (172) aber folgt
dpy
d xx =ber

und durch nochmalige Integration

b
pa=A4 + logccx

pe=A4+ B¢ (x73)

als Ausdruck fiir das Absterbegesetz. Aus (167), (169) und (173) aber
erhilt man
mAF+mB®=nd +B(c*+c¥+c2+4...)
mA -+ mBeett =nAd + B(cott 4 cvtt 4 2t ).

oder

} (174)
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Aus den beiden letzten Relationen erhilt man aber

mB(¢t—1)c¥=B(ct—1)(c*+c¥ +c*+ ...) (175)
und damit

me® = (c®+c¥+ &+ ...). (176)

Der Vergleich von (174) und (176) ergibt, dal entweder 4 mit Null an-
gesetzt werden mufl oder aber m = n. Der erste Ansatz ergibt u, = Bc®
und damit die Sterbeformel von GoMPERTZ. Unter der Annahme # = m
braucht aber 4 nicht zu verschwinden und wir erhalten die Formel von
MAKEHAM.

Werden also # Leben verschiedenen Alters durch eine beliebige An-
zahl m gleichaltriger Leben oder auch ein Leben ersetzt, wobei # nicht
gleich ist 7, dann ist durch diese Forderung das GoMPERTzsche Gesetz
definiert. Werden aber # Leben verschiedenen Alters durch die gleiche
Anzahl gleichaltriger Leben ersetzt, dann gilt fiir die Sterblichkeit die
MakeHAMsche Formel. Damit ist die gestellte Frage in dem speziellen
Fall, daB es sich um gleiche Ersatzalter handelt, beantwortet.

Zugleich erledigt sich damit die Frage nach der durch die SiMPSONsche
Regel definierten Sterbeformel. Denn aus den vorhergehenden Betrach-
tungen geht hervor, daB durch diese Regel das GOMPERTzsche Gesetz de-
finiert wird. Da aber die GomPERTzsche Formel den Verlauf der Sterb-
lichkeit fiir hhere Altersstufen besser darstellt als fiir jlingere, so wird
man bei Anwendung der SiMPsoNschen Regel zweckmiBig zur Bestim-
mung des Ersatzalters die beiden héheren der drei vorliegenden Alter
heranzuziehen haben, um die groBtmogliche Genauigkeit zu erzielen. Die
Ersetzung dieser beiden Alter durch das Ersatzalter im Sinne der Simp-
soNschen Regel ist also mit der Annahme der Giiltigkeit der GOMPERTZ-
schen Sterbeformel gleichbedeutend.

Die Verwertung der GOMPERTZ-MAKEHAMschen Formel zur Berech-
nung von Uberlebenskapitalversicherungen wird im § 53 zu behandeln
sein.

§ 52. Die Untersuchungen von A. QUIQUET.

Die durch die GomPERTzsche und die MAKEHAMsche Formel gewédhr-
leistete Moglichkeit der Ersetzung einer bestimmten Anzahl von Leben
durch eine beliebige Anzahl gleichaltriger Leben, bzw. durch die gleiche
Anzahl von gleichaltrigen Leben eines ganz bestimmten Ersatzalters wird
die GOMPERTZsche bzw. die MAKEHAMSsche Eigenschaft genannt. Dariiber
hinausgehend ist aber noch die Frage zu beantworten, unter welchen
Annahmen iiber das Sterblichkeitsgesetz die Uberlebenswahrscheinlich-
keit einer Gruppe von 7 Personen durch die Uberlebenswahrscheinlich-
keit desselben Index fiir eine Gruppe von g Personen bestimmter anderer
Alter ersetzt werden kann. Werden die Alter der ersten Gruppe mit

4%
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%y, %o, -+, %,, die der zweiten mit &, &,, ..., §, bezeichnet, so besagt der
Satz von QUIQUET, daf fir den verlangten Ersatz die notwendige und hin-
reichende Bedingung darin besteht, daf die erste Ableitung der Sterbens-
intensitit p, einer linearen homogenen Differentialgleichung der Ordnung o
geniigt.
Ist demnach f eine Funktion von ¢ und von &, &, ..., &, so wird

verlangt, daB8 die Uberlebensfunktion die Relation erfiillt

4 l l

a?:l.t N xl::t """ :;;:t = f(El: 52; e ’591 t) (177)
Durch logarithmische Ableitung nach ¢ erhilt man

4 Iy 7 !
R TTE o A 0N W)

I+t Ipg+t lop+t
und, wenn
e
gesetzt wird, auch
Bart+ oyrt+ oo+ o re =80 &a -5 60 0)- (178)
Differenziert man nochmals nach # und bezeichnet man mit
80 81> -+ > 8o

die Werte der Funktion g und ihrer ersten ¢ Ableitungen fiir ¢ = o, so
ergibt sich das Gleichungssystem

Py + Pgy + - +ﬂw,=goi

Bo, + Mo+ oo+ o =
....... ?”””uﬁ””f[ (179)

Wort )+ oo+ g =g
Im Gleichungssystem (179) haben wir aber rechts ¢ + 1 Ausdriicke, die
nur von p GroBen abhdngig sind. Hieraus folgt aber, daB auch die
Glieder links nicht voneinander unabhingig sind und die Funktional-
determinante von je g + 1 der 7 Variabeln der g -+ 1 Funktionen identisch
verschwinden muB. Demnach mufl auch

’ ! 4
Moy, Mz oMoy,
M” MII /‘II
@ @, @,
' ? =0 (180)
(e+1) (e+1) (e+1)
oy Y

sein. Hieraus folgt aber, wenn mit a,, 4, ..., 4, Konstanten bezeichnet
werden, die Relation

do/"x,.‘i‘“lﬂ”x,‘.‘i‘ +ae,ug‘;’+1) =0, ¢f=1,2,...,0 4+ 1). (1871)

[
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Sind aber p Alter vorgegeben, so ist das g + 1te Alter bis auf einen
konstanten Faktor bestimmt. Denn die Verhiltnisse der ¢ von den p + 1
Konstanten g, a;, ..., @, zu einer derselben kénnen durch ein System
von p linearen Gleichungen definiert werden. Das g 4 1te Alter, das
dem Gleichungssystem geniigt, ist daher unabhingig von den ibrigen
¢ Altern und daher ganz willkiirlich. Daher wird die Relation

Aopy + s + .o+ aultl=0 (182)
identisch in x erfiillt. Damit ist aber der Beweis der Behauptung erbracht.

Wir betrachten zunichst den Fall ¢ = 1. Dann ist

Ao ps + s’ = 0. (183)
Fiir ay
7 = '——’L":i: (0]
ist nach (183) t,
My = e*?

mit der charakteristischen Gleichung « = 7.
Mittels der Integrationskonstanten %t ergibt sich

U =kter? p,=kez4C
oder fir C=A4, k=B, 1=1logc
pe=44+ Bc*
und damit fiir 4 = o die GoMPERTzsche und fiir 4 4 o die MAKEHAMsche
Formel.
Ist aber 2y = o, dann hat man

!

us’ =o,
te =0, py=a- bx,
demnach die Linearfunktion. Sieht man von dieser ab, so sind demnach
fiir p = 1 nur die GoMPERTzsche und die MakEHAMsche Formel moglich.
Ganz &hnlich ist der Fall ¢ = 2 zu untersuchen. Auf Grund der
Differentialgleichung

Ao’ + ayp” + asps" =0
erhilt man unter verschiedener Verfiigung iiber die Konstanten derselben
fiir die Sterbensintensitit die vier méglichen Ausdriicke
L He= B 1006nE gt
2. Up=0Y %%+ pye*T(ax—1I) + R
3 pa=Pht2Bx+yaes
4 po=P+2Bx+ 38,4
Die weitere Untersuchung des Gegenstandes fillt aber wohl schon ganz
in das Gebiet der mathematischen Statistik.

(184)
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§ 53. Die Uberlebenskapitalversicherung unter Anwendung der
GOMPERTZ-MAKEHAMschen Formel.

Unter Geltung der Formel von GOMPERTZ-MAKEHAM ergeben sich fiir
den Wert der einseitigen Uberlebenskapitalversicherung mehrere inter-
essante Ausdriicke. Anderseits vermittelt diese Sterbeformel einen be-
merkenswerten Einblick in den Verlauf der Einmalwerte der genannten
Versicherung. Bemerkenswert ist aber auch, daB gewisse Formeln der Uber-
lebensversicherung auch umgekehrt definierend fiir die Absterbeformel sind.

Unter Einfithrung der GoMPERTZ-MAKEHAMschen Formel fiir die
Sterbeintensitit in die Formel fiir die Uberlebenskapitalversicherung fiir
eine Anzahl von % Personen erhilt man

-]

Bieee = |t eba.r (4 + Bos o dt

=Adxy,,...(k)+ -
63
—_— \ ¢ B¢t
+ Pt ... § Pa,y,... %) ! (185)
[ez+cv+...(R)]d¢
=Aa—x,y,...(k)+—cz——
... (R)
(Aay,...00—kAdgy,. . @) )

Unter Beachtung von

Bot[c® + ¥ + ...(k)] = [hase + pryss+ - (] —E A
ist dann auch

c$
k"

(1 - -
= _W(T A, w,...0 +1083-%,«:,...@))-—Iogs-“w, w, ...k

(Iw,w,...(k)—"kAdw,w,...(k))

Z;,y,...(k)=Aa—fw,w,...(k)+ ( 86)
I
c

Dies ist die Formel von HuME und StoTT. Fiir die speziellen Fille £ = 2, 3
ergibt sich

— z —
Agy= %(%Aw‘w-{—logs.dw,w)—logs.a'w,w (187)
und ¢
— T _—
gy = c—w iAw,w,w + log s . Gy, uw,w) —108S . Ay w,0-  (188)
[ 3

Wenn man bei zwei Leben die GroBen
log c®, log—% (% Zw’w + logs. dw,w), —logs. @y, u
c

tabelliert, dann gestaltet sich im Einzelfall die numerische Rechnung
sehr einfach.
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Es ist weiter leicht nachzuweisen, dafl unter Geltung der GOMPERTZ-
MaxkeHAMschen Sterbeformel der Wert der einseitigen Uberlebenskapital-
versicherung fiir zwei Leben (x) und (y) einen konstanten, nur vom
Parameter s der Formel und von der Zinsintensitit § abhingigen Wert
besitzt, wenn die Altersdifferenz x — y einen bestimmten, nur von s
und § abhingigen Betrag annimmt. Ganz analog gilt die gleiche Aussage
fiir eine beliebige Anzahl von % Personen, unter welchen etwa (x) als
Versorger gelten mag. Dann gibt es ein ganz bestimmtes Ersatzalter w,
und die erwdhnte Konstanz gilt dann fiir alle Alter x, y, z, ..., fiir welche
die Altersdifferenz ¥ — w einen bestimmten, nur von s und § abhingigen
Betrag annimmt. Zu dieser Aussage gilt aber auch die Umkehrung und
es soll im folgenden auch gezeigt werden, dafl die erwihnte Konstanz fiir
die Absterbeordnung definierend ist und nur die Linearfunktion und die
GOMPERTZ-MAKEHAMsche Formel als Absterbegesetz der gestellten
Forderung geniigen.

Unter Geltung der letztgenannten Formel ist

pe=A+Bc*, A=-—logs, B=—logg.loge, lx=ks”g°w,

und wir behaupten, daB fiir die Uberlebenskapitalversicherung auf zwei
Leben (x) und (y) die Formel

- log s

Aaly = Zlogs —8 (x89)
gilt, wenn x und y an die Relation
Bo—by _ 9
Hy+logs ~ logs (190)
gebunden ist. Hierbei kann statt (19o) auch
& —c¥ 6
S o= (xo1)

geschrieben werden, wobei die Bedingung der konstanten Altersdifferenz
y — x zum Ausdruck kommt. Fiir den Nachweis ist nur in (189) unsere
Sterbeformel zu substituieren und man erhilt

®

Ax]ﬂ = Sv‘ Doy Mait dt ———Ss“ g(c” +e¥) (1) Pgpt. U dt.
o [+]
Aus (191) aber ergibt sich
A48 =4c
und daher auch
c’+cy=c”(%—§—2).
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Demnach erhilt man wegen

st
s—— It _ elogc Togs — ot
@
- 2t o (%+2) (eb—1)
Agy=1\s g By Ut dl
o
3 ] s
T4 2 I d —+2
=\s 4 . ,M;Htvdt:—_a___ E(tpzA )dt
2T
° o
oder
1, — ¥ log s
Ao =TT A —s (192)
A

Damit aber ist der gewiinschte Nachweis erbracht. Denn fiir die durch
(191) festgelegte Altersdifferenz ergibt sich in der Tat nach (192) fiir die
Uberlebenskapitalversicherung ein konstanter Betrag.

Ganz analog erhilt man bei 2 Leben

- log s

Agye...y= Flogs—6 (193)
unter der Bedingung
(f—1)pp—sy—p,—...(}) _ 0
z”z +”logs T logs’ (194)

wobei

oL (k)=cz<%+k),

kc’”:cx(g——;-k), cw:cx<kA +I),

log (% + 1)
w—Xx = _‘—‘W—“.

Wir beweisen nun umgekehrt, daB die gestellte Forderung das Ab-
sterbegesetz definiert. Es zeigt sich iibrigens, daB in der GOMPERTZ-
MakenAwMschen Formel dann nur der Parameter s festgelegt wird, wahrend
die Parameter g und ¢ unbestimmt bleiben.

Soll der Barwert der Uberlebenskapitalversicherung fiir eine be-
stimmte Altersdifferenz y — x einer Konstante « gleich sein, dann folgt
aus der Differentialgleichung dieser Versicherung (Differentialgleichung
der Pramienreserve)

d — —
“j‘[Aac+t[1/+t = Agpsjyrt (Bosr + Bysr T 0) —thaits
fiir -

Appilyse =&
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die Relation
& (Boptt+ pyse+ 0) —fpgys =0
und nach zweimaliger Differentiation nach ¢

B+t — By +t
. Ty By
und damit auch "xH VH'
M = konst.u, . (x95)

Als Losung von (195) kommt aber nur
Ug=a-+bx und pu,=4-+Bc*
in Betracht, womit die Behauptung bewiesen ist. Es ist dann, wenn
y=x4xn y=c*
gesetzt wird,
A+ Bert*r=A4yBer =4

und damit

I—&
[0

+ Be I_;“ — 6

A4 (z——%) + 6 =(I_a —y)Bc’.

[+
Da diese Relation identisch erfiillt sein muB}, erhilt man

X1 A I—

A=I——2oc’ 0‘=2A+6’ V= « (196)

Es ist also 4 und damit s durch « und 6 bestimmt, wihrend y und damit
» bei vorgegebenem ¢ durch « allein festgelegt ist oder aber bei gegebenem
% der Parameter ¢ durch « bestimmt erscheint.

Ganz analog schlieft man in dem Fall, wo

Aoriyat ..y =0 (197)
konstant sein soll. Denn auf Grund der Differentialgleichung
d - —
iﬁAw+tw+t, coit) = A ortivits . ) [Masrt + Pyre+ ... (R) + 0] —
— Port  (198)

erhilt man aus (197)
Boye+ Byss + oo (R) = %;“:Ht —30 (199)
und hieraus nach dem QuiQuETschen Satz wieder
be=a-+bx und p,=A-4 Bc*
als einzige Losungen. Fiir die Bestimmung der Parameter aber gilt jetzt
(k—1)A+Blev+c*+...(k—1)]=(k—1) 4 + (B—1) ",

I—x I—&
=4 + Be* —90
und, wenn o g

w=x-+x y=7c*

gesetzt wird,
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A(k——%) 16 =(I:°‘ —(k_z)y)ch,

eine Identitit, aus der

4 = do A 1 I—0

i—ke’ YT RAFe VTR & (200)

erhalten wird. Ist demnach die Konstante « und der Zins § gegeben, so
folgt, daB hierdurch 4 und damit s und das Ersatzalter w bei vorgegebenem
¢ bestimmt sind. Anderseits folgt fiir gegebene x, y, z, ... das Ersatz-
alter w und damit » und y und auch « und A.

In jlingster Zeit wurde fiir die Uberlebenskapitalversicherung von
A. W. Evans unter Geltung der GoMPERTzZ-MAKEHAMschen Formel ein
sehr einfacher Ausdruck mitgeteilt. Er beruht auf dem Umstand, daB
in den beiden Darstellungen der Kapitalversicherung auf den ersten
Tod und der Uberlebenskapitalversicherung

[tZz,v.z, oty = (Barg + Pysg + -+ 2) Ay, ... @), 7] (201)

tAzy,z ... 0 = Uarg - Tar, ... #),7] (202)

die GroBe @ denselben Wert besitzt. Dieser Wert ist natiirlich abhingig
von ¢ und den Parametern %, ¥, 2z, ... und 8. Dividiert man (201) durch
die Rente, so ergibt sich

MKzt 6 + MKyt + ... (k) = ]tﬁx,v,...(k):

so daB der Wert von @ unmittelbar entnommen werden kann.

Die Richtigkeit der Aussage ergibt sich ganz unmittelbar aus der An-
wendung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung. Durch Ein-
setzen von

Ue=4 + Bc”

in den Ausdruck fiir die Uberlebenskapitalversicherung
¢ ¢

Svt Py, .. ..uac+tdt =Ugig Sv‘ Pay,... a8
[+] [+]
ergibt sich ndmlich
¢ it
S(‘UC)‘ Pay,... At = CGSvt Pay,...4% (203)
[+] [+]
oder auch
d:c,v, en | = c® Ggy,... T

Hier ist die Rente links mit dem Diskontierungsfaktor vc, rechts mit v
gerechnet. Der ausgezeichnete Parameter # ist dann aus (203) nicht mehr
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zu entnehmen und es gilt auch, wenn y, 2, ... zur Altersvariabeln des
Versorgers genommen wird, in ganz gleicher Weise
¢

gvt tpa;,y, oo Byt dt = Ky +g ¥ ti)w,u, .. dt,

[~
Ot en

....................................

und daher auch durch Addition der Relationen

ltA—z,v,. .= (Borg T Byso + - -2) 8oy, 7]

Damit ist aber die Behauptung bewiesen.

Fiir die umgekehrte Behauptung, daBl die Evanssche Relation das
Sterblichkeitsgesetz definiert, wollen wir uns fiir die Beweisfilhrung auf
zwei Personen (x) und (y) beschrinken, da im allgemeinen Fall sich an
dem Gedankengang nichts dndert.

Wir erhalten aus

¢

¢
Svt Pa v Uapt B = Hx+9§vttpa:, v a1 (204)

o

durch Differentiation nach der oberen Integralgrenze

a -
o, vV oyt = 7 Boto - Oa 07 T Maovg Doy vt

und
¢ a I
t?w, vV (:uw+t_,ux+9) = 717‘“’”“9 < Ay, T
oder
a
Me+0 _
ai Pz, y vt PLE a log G
== — = = 51080 Tl 20
Ko+t — Be+6 Az, y, 7] (¢Ez, 4) a7 08 %e, 4,7 (205)

Der Ausdruck links entspricht also der laufenden Primie fiir die reine
Erlebensversicherung fiir die beiden verbundenen Leben auf die Dauer ¢.
Ganz analog erhilt man aber aus

t ¢
S'Ut the, yly+t AL = fly o S”tt?bw. v it

o o

auf dem gleichen Wege

d
a: Huto _ ,{Jw, vit > (tEac. y). (206)
Byt — By+0 Az, v, t]

Es gilt daher fiir jedes ¢ und die Parameter x, y, § die Relation

d d u
Hz+0 y+0
dt dt
= (z07)

HBevt— B+ By+t— Myt
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Wenn man demnach annimmt, daB in beiden Fillen, sowohl wenn x als
wenn ¥ als Altersvariable des Versorgers angesehen wird, der Wert von @
derselbe ist, dann muB die Relation (207) zwischen den Sterbensinten-
sitdten in Geltung sein. Nun bedeuten aber die Ausdriicke (207) nach
dem Obigen Erlebensprimien. Verindert man daher etwa die GréBe y
in u, so kann durch eine entsprechende Anderung von & stets bewirkt
werden, dafl der Ausdruck links in (207) und damit ‘auch die GréBe @
ganz ungeindert bleibt. Rechts aber bleibt dann @ ungeindert, wihrend
statt y die GroBe » einzusetzen ist. Sonach ergibt sich die Relation

d d
a1 Bz+o a7 Huto
- , (208)
Mgt — Ugto By+i— Myt

in welcher # ganz beliebig angenommen werden kann. Es folgt demnach
auf Grund von (208) aus

a .
Pay Ve = a1 Heve - Pay v -+ Letrg Pa. v vt
auch

d _
Po,y Vst = 37 Mute - Pe, 07 + Butg Pa o

und hieraus durch Integration unter Wegfall der Konstanten

¢ i
5 Pz, y vt.”u+tdt = MKutg 5 th,yvtdt- (209)

o o
Es erscheint daher in der Relation (204) der Parameter x nicht nur gegen-
iiber dem Parameter y hinsichtlich der Bestimmung von @ nicht aus-
gezeichnet — das war unsere Annahme —, sondern die Relation (209)
gilt iberhaupt fiir jeden beliebigen Wert von . Hieraus ist aber der ge-
wiinschte Nachweis leicht zu erhalten.
Differenziert man (209) nach #, so ergibt sich
¢
gtpz,yvtjd,;/‘un dt =-d1u— Puto
o

Durch Differentiation von (209) und (210) nach ¢ erhilt man

tDe,y V' A1 (210)

Oty o

d d d

4t Pure _ i du Hute
Hytt— by+e 4 a

utt ute au MRy+t— du Hyu+0

oder auch

d e 4 a4 a0
ae Mt gy 3@ au Mo
Byttt — Hu+0 a '

d
an B+t T au Pure
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Ersetzt man die Differentiation nach @, weil die beiden Variabeln # und @
nur in der Verbindung # + @ vorkommen, durch die Differentiation nach
#, da @ von # unabhingig ist, so ergibt sich

a2 d d

duz Huto A Murt ™ g5 Pute
d Buso o By+t— Hu+0
du Y

Vertauschung von ¢ und @ 1aft aber hier den Ausdruck rechts ungeédndert,
und es muB daher auch

az az
dug Pute duE Putoe

3 =-— (211)
“du Mutt Fu Hute

gelten, fiir jeden Wert, den @ zufolge seiner Abhéngigkeit von x, y, f und ¢
annehmen kann. Hieraus aber folgt die Konstanz des Quotienten links
in (211) und daher auch fiir £ = o die Relation

’

pe = o py (212)
Als Losung dieser Differentialgleichung ergibt sich fir « =0 und x3=0
Ue=a-+bx und pu,=4-4 B

Fiir die Beweisfiihrung war nur die Annahme nétig, daB u, zweimal
stetig differenzierbar ist. Man sieht auch, daB sich am Gang der Ab-
leitung nichts dndert, wenn diese auf eine beliebige Anzahl von Uber-
lebenden ausgedehnt wird.

VIII. Risikotheorie.

§ 54. Das Urnenschema.

Die Betrachtungen, wie sie bisher im Rahmen der Lebensversicherungs-
mathematik angestellt wurden, griinden sich ausnahmslos auf den Begriff
des Erwartungswertes und auf das Aquivalenzprinzip. Aus der Gleich-
heit des Erwartungswertes von Leistung und Gegenleistung ergibt sich
die Bedeutung des Schemas der Gewinn- und Verlustrechnung fiir alle
versicherungsmathematischen Relationen. Man kann aber auch statt der
Erwartungswerte von Einnahmen und Ausgaben des Versicherten oder
des Versicherers die jeweiligen Saldi dieser Erwartungswerte fiir die
einzelnen Jahre oder fiir sonstwie definierte Zeitintervalle den Unter-
suchungen zugrunde legen. Statt der Erwartungswerte der Einnahmen
und Ausgaben werden dann die Erwartungswerte der sich nach den
Rechnungsgrundlagen ergebenden Gewinne und Verluste fiir die einzelnen
Zeitabschnitte das formelmiBige Bild beherrschen, ohne hinsichtlich der
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bisher fiir die Berechnungen in Anwendung gebrachten Prinzipe etwas zu
idndern. Wohl aber ergeben sich auf diesem Wege fiir die Vertiefung der
bisher gewonnenen Erkenntnisse neue und wertvolle Ansitze, und iiber-
dies erhilt man durch den Begriff der Gewinn- und Verlusterwartung die
Moglichkeit, tber die Hohe des mit der Versicherung hinsichtlich des
Verlaufes der Sterblichkeit verbundenen Wagnisses ziffernmiBige Aus-
sagen machen zu koénnen.

Die Verwertung aller aus einer Theorie des Risikos zu gewinnenden
Erkenntnisse liegt auBlerhalb des Rahmens dieses Buches. (Vgl. auch
., Prinzipien*, S. 1—63.) Wohl aber soll im folgenden das zur Darstellung
gelangen, was fiir die Begriffsbildung und Problemstellung der Ver-
sicherungsmathematik niitzlich oder gar unentbehrlich erscheint. Wir
beschrinken uns hierbei durchaus auf die bereits entwickelten mathe-
matischen Unterlagen und vermeiden auch jede in das Gebiet der hoheren
Wahrscheinlichkeitstheorie abzweigende Betrachtung. Hierbei sei hervor-
gehoben, dafB3 vielfach diesem letztgenannten Gebiet angehorende Unter-
suchungen fritherer Tage in jiingster Zeit in das Gebiet der elementaren
Versicherungsmathematik eingegliedert werden konnten.

Wir wollen zunichst, um die Betrachtungsweise der Versicherungs-
mathematik und die der Risikotheorie niher zu umschreiben, auf ein
zweifaches Urnenschema Bezug nehmen, das als Bild desselben Vorganges
zu werten ist.

Jedem in der Sterbetafel verzeichneten Alter soll eine Urne ent-
sprechen und jede Urne soll schwarze und weiBe Kugeln enthalten. Die
dem Alter x zugehérende Urne soll im ganzen /, Kugeln, und zwar d,
schwarze und 7, —d, weiBe enthalten. Die Versicherungsdauer sei #;
die Primien P; und die versicherten Summen A4; und 7. Der Ver-
sicherte zieht zunichst aus der seinem Alter entsprechenden Urne
eine Kugel. Ist sie schwarz, so ist die ,,Versicherung* beendet. Ist sie
wei3, so wird aus der Urne des nichsthoheren Alters eine Kugel gezogen
usw. Dies wird so lange fortgesetzt, bis eine schwarze Kugel gezogen ist,
héchstens jedoch durch # Ziehungen. Nach Beendigung derselben zahlt
der Versicherte als Einsatz die Summe der fillig gewordenen und ent-
sprechend diskontierten Primien. Die Bank aber bezahlt die entsprechend
diskontierte Versicherungssumme nach Mafgabe des Termins, zu dem
der Eintritt des versicherten Ereignisses zu verzeichnen war.

Bei einem zweiten Urnenschema kann jeder solche Lebensversiche-
rungsvertrag durch einmalige Ziehung aus einer Urne entschieden werden.
Ist x wieder das Beitrittsalter und # die Versicherungsdauer, so hat die
mit (», #) bezeichnete Urne /, Kugeln zu enthalten, und zwar 4, Kugeln
mit der Nummer 1, 4, ,; Kugeln mit der Nummer 2, ..., d, ., _; Kugeln
mit der Nummer # und /,, ,,, Kugeln ohne Nummer. Zieht der Versicherte
die Kugel mit der Nummer 7, so bedeutet das den Tod im ¢ten Ver-
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sicherungsjahr, das Ziehen einer Kugel ohne Nummer bedeutet das Er-
leben des Termins #.

Das erste Schema entspricht dem gewéhnlichen Ansatz der Ver-
sicherungsmathematik mittels Erwartungswerten von Ein- und Aus-
zahlungen. Das zweite Schema entspricht dem Ansatz der Risikotheorie
mittels Erwartungswerten von Gewinnen oder Verlusten fiir die einzelnen
Versicherungsjahre.

In der Tat haben wir nach dem ersten Schema im Sinne des Aquivalenz-

prinzips
n n

Zla:w—lpi Ui—l_“zvdzw—lAivi_l:wn Tv" = o. (1)
I I
Stirbt aber der Versicherte im ¢ten Versicherungsjahr, so ist
i
Avi— P r=1=f, i=1,2,...,n (2)
I

der auf den Zeitpunkt des Versicherungsbeginns diskontierte Verlust
(f; > o) oder Gewinn (f; < 0) des Versicherers. Der Verlust des Ver-
sicherers fiir den Termin # ist aber, wiederum bezogen auf den Beginn
der Versicherung,

3
Ton— D' Pivi-1=,,,. (3)
1
Setzt man
dac+i—1 — la:+n —_
T T T e
[ n+1 (4)
1 .
a;+z =I——2;ws=2 Wy,
& I 141

so bezeichnet w; fiir einen bei Versicherungsbeginn xjihrigen die Wahr-

scheinlichkeit, im 7ten Versicherungsjahr zu sterben, und w,, ,, die Wahr-

scheinlichkeit, das Ende des nten Versicherungsjahres zu erleben.
Setzt man die Ausdriicke (4) in (1) ein, so ergibt sich

n+1

?wifi=ox (5)

n+1

Dw, = 1. (6)

Der Inhalt der Relation (1) und der beiden Relationen (5) und (6)
ist formal vollstindig gleichwertig, und unsere spiteren Betrachtungen
werden sich auch stets auf diese beiden Moglichkeiten des versicherungs-
mathematischen Ansatzes zu beziehen haben. Dariiber hinausgehend
kann aber der Inhalt von (5) und (6) noch in einer anderen, der Wahr-
scheinlichkeitstheorie entsprechenden Form gedeutet werden. Um den
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Unterschied in den beiden Auffassungen klar hervortreten zu lassen, sei
im folgenden im Anschlul an O. GRUDER die wahrscheinlichkeitstheore-
tische Methode noch etwas niher ausgefiihrt.

Wir bezeichnen mit w die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses. E sei
der vom Spieler zu leistende Einsatz und C der fiir den Fall des Eintrittes
des Ereignisses von der Bank zu zahlende Betrag. Tritt das Ereignis ein,
so ist C — E der Verlust der Bank und w (C — E) = R ist fiir den Fall
eines Spielers als das mathematische Risiko der Bank zu bezeichnen.
Die mathematische Gewinnerwartung der Bank ist (1— w) E = — H, und
es ist R 4 H = o, wenn die Bedingung F = C w erfiillt ist. Wird bei
s Spielern angenommen, daB der wahrscheinlichste Fall eintritt, demnach
das Ereignis in sw Fillen beobachtet, so ist unter dieser Annahme der
Verlust der Bank swC —sE = o.

Bei den Gleichungen (5) und (6) hat es sich bei /, Personen um # -+ 1
Méglichkeiten gehandelt, und es sollte fiir jede Person nur eine dieser
Moglichkeiten in Betracht kommen. Die Wahrscheinlichkeit fiir den
Eintritt des sten Falles war w;. Tritt dieser Fall fiir irgendeine Person
ein, so hat diese den Einsatz E; zu leisten und erhilt dafiir den Betrag C,.
Die Werte E; und C, sind dabei durch die Ausdriicke (2) und (3) gegeben.
Hierbei ist

E;=P +Pyv+ ...+ PvYL E,,,=E, i=1,2...,%
Ci=4;vt, Copy=Tv", 1=1,2,...,0
zu setzen.

Die Relation (1) besagt nun, daB mit jenem Verlauf der Ereignisse
gerechnet wird, welcher als der wahrscheinlichste zu bezeichnen ist.
Denn in (1) wird angenommen, daf3 von den /, Personen gerade d, =/, . w,
fiir die erste Moglichkeit, d, ., = I, w, fiir die zweite Moglichkeit usw.
in Betracht kommen. Die Gleichung (5) sagt aber dann unter dieser An-
nahme aus, daB die Bank weder einen Gewinn, noch einen Verlust erleidet.

Aus Gleichung (5) geht hervor, daB die Bank auch dann keinen
Gewinn oder Verlust hat, wenn alle bei den /, Personen méglichen Kom-
binationen von # 4 1 Fillen, und zwar jede Kombination unter Beriick-
sichtigung der Wahrscheinlichkeit ihres Eintreffens, in Rechnung gezogen
werden. Dies wire der Inhalt der Aussage der Relation (5) im Sinne der
Wahrscheinlichkeitstheorie.

Die Richtigkeit der Behauptung ergibt sich aus folgender Betrachtung.
Setzt man /, = s und

Gt ay+ oo Ay =s, (7)
so soll jede Losung dieser Gleichung in ganzen, nicht negativen Zahlen
@, g, ..., @, ., wie folgt beriicksichtigt werden. Eine spezielle Losung

@y, A, - . ., Ay 4y bezeichne jenen Verlauf in der Reihenfolge des Absterbens
der s Personen, bei welchem beliebige 4, Personen (2, = 0) im ersten
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Versicherungsjahr, beliebige a, Personen (4, = 0) im zweiten Versiche-
rungsjahr usw. sterben und beliebige den Endzeitpunkt erleben. Die

Wahrscheinlichkeit fiir das Absterben bestimmier a,, ay, ... Personen
im ersten, zweiten, ... Versicherungsjahr ist dann nach dem Multipli-
kationssatz der Wahrscheinlichkeitstheorie
w i’ . pntl
1 2 n+1
und die Wahrscheinlichkeit, dal} beliebige a,, a,, ... Personen im ersten,
zweiten, ... Versicherungsjahr sterben, nach dem Additionssatz
St ot wt, (8)
aplag!...ayq! 1 2 n+1

Bei der durch eine spezielle Lésung von (7) gegebenen Folge des Ab-
sterbens der s Personen ist aber durch
A=afh+afot -+ niifana (9)

der Verlust oder Gewinn der Bank, je nachdem A 2 o, dargestellt. Es
wire daher zunichst der Ausdruck

s! a a a
——wlw .. w1l (a a oot a 10
Dl W @ @ fit o+ nsafan) (10)
erstreckt {iber alle ganzen, nicht negativen Zahlen a,, a,, ..., a, ., fiir
welche

at+a+ ...+ a,,,=s

erfiillt ist, zu berechnen. Wir betrachten zu diesem Zweck die Funktion

w, A1+ wy a4, et =F (x). (x1)
Auf Grund von (5) und (6) ist
. dF (x) o _
F (1) =1, ( Tx )a:=1—F (x) =o. (x2)
Weiter ist
. s! .8, 8 a, a f+a,f+...+a f
[F(xr —2“1! a3l . an ! wiw?... w"+-:1x 11T, n+1fnt1 (13)
wobei die Summe tiber dieselben Werte von a,, a,, ..., 4, zu erstrecken

ist wie die Summe (10). Die letztere Summe ist aber gleich dem Wert von
, ; - ,
g F @ =s[F(®)]P1F (%)

fir x = 1. Wegen (12) ist aber
s[F(F~1F (1) = o, (14)

womit der Beweis erbracht ist.

Wir haben also zu vermerken, daB durch (1) das Aquivalenzprinzip
zum Ausdruck gebracht ist, durch (5) die Bedingung des gerechten Spieles,
wenn es sich um eine einzige Versicherung, betrachtet als Durchschnitts-

Berger, Lebensversicherung. 15
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versicherung, handelt. Fiir eine beliebige Anzahl von s gleichartigen Ver-
sicherungen aber ist die genau entsprechende Bedingung durch

!
ZW‘S—_‘walwaz"'wan“ @h+ -+ ang1fugg) =0 (15)
1° %2

teer @yt 1 2 n+1

definiert.

Aus dem Vorhergehenden folgt, daBl aus dem Verschwinden des Aus-
druckes (1) dasselbe auch fiir den Ausdruck (5) folgt, wihrend der Aus-
druck links in (6) der Einheit gleich wird. Wahrend auf Grund von (5)
die Priamie fiir die Einzeldurchschnittsversicherung zu berechnen ist,
ergibt sich aus (15) die Primie fiir eine Gesamtheit von gleichartigen
Versicherungen. Aus (15) folgt aber auch umgekehrt (5). Denn der Aus-
druck (14) ist als Produkt von s und (5) aufzufassen. Anderseits ist aber
der Ausdruck (14) identisch mit dem Ausdruck (15). Das Verschwinden
von (15) bedingt daher auch das Verschwinden von (5). Hierdurch ist
die Bestimmung der Pramie fiir mehrere gleichartige Versicherungen auf
die Bestimmung der Primie einer Versicherung zuriickgefithrt. Damit ist
aber der Zusammenhang zwischen dem Ansatz mittels des Aquivalenz-
prinzips, mittels der Gewinn- und Verlusterwartung und im Sinne der
Wahrscheinlichkeitstheorie aufgezeigt. Der erste fiihrt stets zu dem
Schema der Gewinn- und Verlustrechnung. Der zweite operiert mit den
Gewinn- und Verlusterwartungen fiir die einzelnen Zeitintervalle, beide
benutzen also den Begriff des Erwartungswertes. Nur der dritte ver-
zichtet génzlich -auf jede im Sinne eines Erwartungswertes aufzufassende
Durchschnittsbildung.

§ 55. Das durchschnittliche Risiko,

Fiir einen bestimmten Zeitmoment ¢ soll ein Versicherungsbestand I”
gegeben sein. Die zu verwendenden Rechnungsgrundlagen Zins und
Sterblichkeit sollen dem zu erwartenden Verlauf méglichst entsprechen.
Die Verwaltungskosten als Rechnungsgrundlage werden in den folgenden
Betrachtungen in der Regel nicht berticksichtigt, doch ist dies stets ohne
prinzipielle Anderungen méglich. Wir wollen ferner annehmen, daB8 die
in dem Bestande vertretenen Versicherungen ginzlich unabhingig von-
einander sind. Die Behandlung der einzelnen Fragen im Wege der in
Betracht kommenden Methoden soll ohne Bevorzugung des einen oder
anderen Verfahrens erfolgen. Dies gilt im besonderen von der Anwendung
elementarer Betrachtungen und der Heranziehung der kontinuierlichen
Methode.

Schreiben wir im Sinne der Formel (15) des § 54 jedem der Versicherten
des Bestandes ein bestimmtes Sterbejahr zu, so kann damit eine bestimmte
Gruppierung aller im Bestande zu erwartenden Sterbefille festgelegt
werden. Die Anzahl aller denkbaren Gruppierungen ist dann fiir den



Das durchschnittliche Risiko. 227

Bestand I eine endliche, und diese Gruppierungen kénnen nach irgend-
einem Prinzip geordnet und numeriert werden. Jeder dieser Gruppierungen
kann dann eine bestimmte Wahrscheinlichkeit q zugeordnet werden. Wir
beziehen uns auf eine bestimmte Zeitperiode (¢, £,), die mit dem Zeit-
punkt #, beginnt und mit 7, endet. Unter den wihrend dieser Zeitperiode
seitens des Versicherers an den Bestand zu erbringenden Leistungen sollen
nur die Zahlungen der versicherten Kapitalien und die fiir das Ende der
Zeitperiode in Betracht kommende Zuriickstellung des Deckungskapitals
beriicksichtigt werden. Die auf den Zeitpunkt ¢ bezogenen Werte dieser
Leistungen sollen mit U bezeichnet werden. Als Einnahmen des Ver-
sicherers fiir diese Zeitperiode soll aber das Deckungskapital zu Beginn
derselben und die Primien wihrend derselben verstanden sein und der
auf den Zeitpunkt ¢ bezogene Wert dieser Betrige soll mit € bezeichnet
werden. Einer bestimmten, durch den Index » charakterisierten Grup-
pierung der Todesfille entsprechen dann die auf den Zeitpunkt ¢ be-
zogenen Werte von %, und €,. Die Differenzen U, — €, kénnen dann
positiv oder negativ sein und demzufolge einem Gewinn des Bestandes
gegeniiber der Gesellschaft entsprechen oder umgekehrt.

Bilden wir das durchschnittliche Mittel aller moglichen Verluste der
Gesellschaft, so erhalten wir als Ausdruck fiir das durchschnittliche Risiko
der Gesellschaft gegeniiber dem Bestande

Y=g, (U—GC,), A > G, (16)

SD” - 2;" Gn (@n - Sl[n)’ @n > SzIn (16 a)

als Ausdruck fiir das durchschnittliche Risiko des Bestandes gegeniiber
der Gesellschaft.

Bei Bestehen der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung gilt
D' =D =2 und daher

=Gt M a@—Ci=o (g
R g ﬂ"<@ﬂ

Unter Einfilhrung der absoluten Betrige |%, — €,| der Differenzen
A, — €, kann das durchschnittliche Risiko auch

D= %2;: Gn !an - @n[ (18)

geschrieben werden. Unter Bestehen des Aquivalenzprinzips aber kann
jetzt auch

und analog

D= % qn (Q{n - @n): A, > €,
(19)
= % (p (@n - 2[n)i an < @ﬂ
definiert werden.

15*%
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Bezieht man sich jetzt nicht auf den Versicherungsbestand, sondern
auf die Einzelversicherung als Durchschnittsversicherung, und ist = die
Versicherungsdauer, »# der laufende Index fiir die einzelnen Versicherungs-
jahre, ¢, die Sterbenswahrscheinlichkeit fiir den xjihrigen, und be-
zeichnen die GréBen A, die auf den Beginn der Versicherung diskontierten
Werte der fiir die einzelnen Versicherungsjahre am Ende derselben zur
Auszahlung gelangenden Betrige bzw. des Deckungskapitals am Ende
der Versicherungsdauer, wihrend die GroBen E, den auf den Beginn der
Versicherung diskontierten Wert der bis zum #ten Versicherungsjahr zu
bezahlenden Beitrige bedeuten. Dann ist das durchschnittliche Risiko
fiir den Beginn der Versicherung

D= 2 n—19= (Zn *En)r Zn > En' (20)

Soll aber das sogenannte fernere durchschnittliche Risiko fiir die rest-

liche Versicherungsdauer berechnet werden, und zwar fiir den Termin ¢,

dann hitte man das zu Beginn des ¢ + 1ten Versicherungsjahres vor-

handene Deckungskapital unter den Einnahmen zu berticksichtigen.
Der Ausdruck (20) kann auch

2;‘ n—19= (En - Zn)r Avn < Evr. (ZI)
oder
m
I ~ ~
2 2 n-19z IAn - En] (22)

geschrieben werden. Hierbei ist aber ,,_ g, richtig als Wahrscheinlich-
keit zu verstehen, daB der xjihrige im mten Versicherungsjahr stirbt
oder aber das Ende dieses Jahres erlebt. Dies gilt natiirlich nur fiir den
Fall, daB die versicherten Kapitalien fiir den Fall des Ablebens im
letzten Jahre und den Erlebensfall {ibereinstimmen.

Mit dem Begriff des durchschnittlichen Risikos eng verbunden ist der
Begriff der kritischen Zahl (kritische Dauer, mathematische Dauer, Risiko-
dauer). Sie ist als groBte ganze Zahl N=E (k) zu verstehen, welche in der

Woaurzel £ der Gleichung 4, — E = o enthalten ist, wobei & als Unbekannte
gilt. Diese Gleichung wird jedoch an die Bedingung zu binden sein, da8
sie eine eindeutige Losung ergibt, was offenbar dann der Fall ist, wenn
die Differenz 4, — E, mit » bestindig wichst oder bestindig abnimmt,
wie dies in der Regel der Fall ist. Dann definiert die kritische Zahl jene
Bestandsdauer der Versicherung, fiir welche beiderseits weder Gewinn
noch Verlust zu verzeichnen ist. Fiir die temporire Leibrente ergibt sich
die kritische Zahl aus

11— vk

1I—v '

Az,m = A%, A=
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Da aber
Ax,ﬁl‘: I—(1—7) a7
und
¥ =1 — (1 — v)ag;,
so ist
Az,W_ ¥ =0
und

N=E®=EG§&E>
logv /'
Die beiden kritischen Zahlen fiir die temporire Leibrente und die Ver-
sicherung auf Ab- und Erleben fallen demnach zusammen. Bei jihrlicher
Zahlung gilt
P, . ag = vk,
Es folgt aber aus
Pa:,ﬂ * aﬁ,ﬂ = A%W
wieder
Pom@s—asm) ="*—Ad,m=o,

so daB auch hier die kritische Zahl dieselbe bleibt. Bei der Versicherung
mit bestimmter Verfallszeit bestimmt sich die kritische Zahl aus

P.agj=vm.
Auch hier folgt wegen

vm

P, azﬂ=a—m.a,,,m=vm

derselbe Wert fiir N. Ist aber die kritische Zahl ermittelt, dann kann die
Berechnung des durchschnittlichen Risikos durch Multiplikation der fiir
die einzelnen Jahre in Betracht kommenden Wahrscheinlichkeiten mit
den beziiglichen Werten der mdéglichen Gewinne oder Verluste an Hand
der allgemeinen Formeln durch Summation dieser Produkte iiber die
kritische Dauer erfolgen. Wir erhalten damit ein durch die verwendeten
Rechnungsgrundlagen, die Art der Versicherung und das in Betracht
gezogene Zeitintervall bestimmtes RisikomaB. Fiir die numerische Be-
rechnung ist es kaum geeignet. Um hier ZweckmiBigeres zu erhalten,
wollen wir etwas anders verfahren. Vorher aber sei noch fiir die allgemeine
Versicherung auf Ab- und Erleben aus dem Ansatz des gerechten Spieles
fiir die ganze Versicherungsdauer, sie heiBe jetzt wieder #, das Aquivalenz-
prinzip abgeleitet.

Die Gewinn- und Verlusterwartung fiir die Dauer # ist bei Anwendung
der kontinuierlichen Methode
n 11 7
StiQx vt (At — SE e t=9) ds) dt + ppe V" <T — 5133 e"(”—*’)ds> =o0 (23)
o

o o

T =4,



230 Risikotheorie.

Hierbei ist also den zur Auszahlung gelangenden Versicherungskapitalien
A, stets der Diskontierungsfaktor beigesetzt und die Primieneinnahme
auf den Beginn diskontiert. Fiir die Relation (23) erhilt man aber durch
eine leichte Umformung

¢ n
Clave X 0141\ P, 060 s — tutn\ P s g
a1 I,

o o

x,'n{ +

—Axn +

¢ n

Ygrs T 5y ﬁse‘d‘ds——@ P,e-%3ds

a1 I
o (]

+

n
Bt letalose gy Jetn (B om0 s
[¢]

£ x

n
]
n
|
n
§
n
d—\Piettpoat = Al ) —doi (P = o
o
und damit das Prinzip von der Gleichheit von Leistung und Gegen-
leistung.

Die Giiltigkeit des Aquivalenzprinzips fiir jeden innerhalb der Ver-
sicherungsdauer liegenden Zeitpunkt ¢ bedingt dann die Einfiihrung des
Nettodeckungskapitals. Es gilt

n

Az+t,rT:?|{As} == st i”“ e86-04s | t[7

z+i
¢

bzw.

P, lats yo g late gt V.
@ lm

[- R B

¢
SSI% W A,ds =
o

Vom Standpunkt der Theorie des durchschnittlichen Risikos hitte
man aber das Nettodeckungskapital als jenen Betrag zu bezeichnen,
welcher zum Zeitpunkt ¢ von dem Wert der eingezahlten Pridmien
samt Zins verbleibt, wenn der Versicherte vom Vertrag zuriicktritt.
Denn der vom Versicherten vom Beginn bis zum Termin ¢ zu leistende
Einsatz ist

D () S|qw(A —E)) ds.
Tritt der Versicherte zu diesem Zeitpunkt vom Vertrag zuriick, dann

erhilt er offenbar nur den Betrag, welcher der Summe der aufgezinsten
Pramien abziiglich des fiir das getragene Risiko verausgabten Betrages
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in der Hohe von

D(t)et =

z+t

gleichkommt. Fiir den Beginn der Versicherung ist demnach

D) = (E,— e~ V) fete (24)
&
fiir jedes innerhalb der Versicherungsdauer gelegene ¢, und daher ist auch
fir die kritische Dauer %
D= (EL ek V) “atk ”‘”‘ (25)

a:

Wir haben den letzteren Ausdruck als das durchschnittliche Risiko zu

bezeichnen. Unter Evt ist hierbei der auf den Beginn bezogene Barwert
der bis zum Termin ¢ bezahlten Pramien zu verstehen. Der Ausdruck (24)
soll auch durchschnittliches Risiko fiir die Versicherungsdauer ¢ genannt
werden. Die beiden Ausdriicke (24) und (25) geben eine ganz allgemein
geltende einfache Darstellung des durchschnittlichen Risikos, die auch
fiir numerische Berechnungen sehr gut geeignet ist. Die Richtigkeit der
beiden Formeln lift sich sehr leicht erweisen.

Aus der Definition des durchschnittlichen Risikos folgt durch die
mittels partieller Integration zu erfolgende Umformung

t t

D= _S%ﬂe—dtm,—gfg P ds) dt,

[ [
¢

8
S Alyyg SZ—JA e—0r g = lpte S(I . lats )?s e—9%%ds,
t

l.'c lav+t
(]

D(t)’_ ac+t e-—dt S A eOt—8) ds —

o ¢ t
. S z+s P e"(“‘"ds—}—g lovs -3 4 ds
lytt ot
0

o
Hierbei sind aber die beiden letzten Integrale nichts anderes als der

retrospektive Ausdruck fiir das Nettodeckungskapital, so daB wir auch
schreiben kénnen

D () =_~l e-dt[gﬁ 9 ds—,V]
z o

= (Et — 0t tV—) Lott

lac

in Ubereinstimmung mit (24).
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Wir kénnen die wichtige Formel (24) noch durch eine andere Be-
trachtung erhalten, wobei wir uns der diskontinuierlichen Methode be-
dienen. Aus der Definitionsformel des retrospektiven Nettodeckungs-

kapitals
t

t
—y . .
Dlopi  Pivit— Y d, o Agvi=1,,,00V
I

I
ergibt sich auch

t

d:c+i—1 Aivi—}— l:c+t Pz vi__x__ I:c-n'—l Pivi_.x —
2 1, 7, 1

x
¢
_ late i-1__
—_—’;:<I§ P;v v‘tV>

und damit unter Verwendung der Wahrscheinlichkeiten (4)
¢

Z[wiAivi_(wi+wi+1+ .o+ wt) pivi—l]:

! 4
I .
- T:t( N Pvir— p tv). (26)
I

Nach Umformung der Doppelsumme links und unter Riicksicht auf die
Bedeutung der GroBen f; erhdlt man fiir den Ausdruck links in (26)

¢ t i t
ZwiAivi—_ZwiZPs Vet :Zwifi
I I I I

und damit fiir das durchschnittliche Risiko

t
<2Pi it — gt tV) (27)

I

4
D) =Ywifi="=tt
I

und

N N |
D) =w fi=" e ( D Pivimr— ¥ NV) (28)

in vélliger Ubereinstimmung mit den bei Anwendung der kontinuierlichen
Methode bereits erhaltenen Resultaten.

Fiir die Grée des Risikos ist das Produkt des moglichen Verlustes
mit seiner Wahrscheinlichkeit bestimmend, demnach die Gré8en fw.
Die letzte Ableitung hat dies deutlich erkennen lassen. Zu beachten
ist aber, daB fiir die GréBe des durchschnittlichen Risikos fiir
die ganze Versicherung dann erst nach Hinzufiigung des letzten
Gliedes f,,,w,,, Null resultiert, wenn dieses als X w,f, dargestellt
wird.
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Schreibt man die Gleichung fiir das durchschnittliche Risiko

t
IuD(t) =1,,, (ZP,- vt — ot tV\, (29)
: /

so hat man links den Gesamtwert der auf den Beginn bezogenen Verluste
fiir alle I, Versicherten, die wihrend der Dauer von ¢ Jahren fiir den
Versicherer zu erwarten sind, weil er I, — I, , Todesfille zu gewirtigen
hat. Demgegeniiber steht aber rechts der Gesamtverlust fiir die Uber-
lebenden [, , ; Versicherten, wenn sie zum Termin ¢ das Vertragsverhiltnis
16sen.

Schreiben wir das durchschnittliche Risiko fiir den Zeitraum # noch-

mals in der Gestalt
¢

D(t) = ug. (4, —Ep) dt,

o
so ist unmittelbar zu sehen, daB die kritische Dauer %k auch dadurch
definiert werden kann, daB wir verlangen, fiir diese Dauer solle der Risiko-
ausdruck ein Maximum werden. Denn dieses Maximum ist ja durch
Differentiation des obigen Ausdruckes durch Auflésung von

4,—E,=o
nach % gegeben. Wir kénnen daher das durchschnittliche Risiko auch als
das Maximum des Erwartungswertes aller Verluste fiir die ganze Ver-
sicherungsdauer definieren. Gerade diese Definition des durchschnitt-
lichen Risikos als Maximum eines bestimmten Erwartungswertes wird
spater noch von Bedeutung werden. Hierbei ist stets vorausgesetzt, daf3
die Risikodauer eindeutig definiert ist, ein solches Maximum also auch
wirklich existiert. Aus der Definition des durchschnittlichen Risikos
der Dauer ¢ in der Form

1
tzzm(g B, ert-0ds — J7) (30)
ergibt sich als Bedingungsgleichung fiir das Maximum
t
A,— g P,eft-04s = o, (31)

eine Gleichung, welche unter den gemachten Voraussetzungen nur fiir
den Wert ¢ = % erfiillt ist.

Wenn wir beachten, daB sich die Nettoprimienreserve als Summe der
aufgezinsten Sparpramien darstellt, so kénnen wir das durchschnittliche
Risiko der Dauer # auch in der Form darstellen

t ¢ ¢
D@ =.E, <g P,edt-9) s — S LS ds) = tEwgﬁ; At-9ds. (32)

o o o
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Das durchschnittliche Risiko ist demnach gleich dem Wert einer
Erlebensversicherung der Dauer ¢ auf den Betrag aller bis zu
diesem Termin zu entrichtenden und bis dahin aufgezinsten Risiko-
pramien.

Auf Grund der Definition des durchschnittlichen Risikos durch die
Gleichung (32) koénnen wir dieses auch als Maximum des Verlustes auf-
fassen, den ein Versicherter zu erwarten hat, wenn er vorzeitig unter
Vergiitung der Priamienreserve aus dem Vertrage ausscheidet. Denn der
Verlust besteht dann aus der Summe der bis zum Ausscheiden bezahlten
Risikopramien samt Zins, und der Erwartungswert dieses Verlustes ist
daher

14 i
tEmS RP,f¢—8ds = ,E, <§ P,ost—a s — t17>. (33)

o (]

Differenziert man zur Bestimmung des Maximums dieser Verlusterwartung
nach £, so ergibt sich

¢ t
—(#art+ 9) tEw(g P, 8= ds—tV)+ Eo. Pyt 8,E, | Pyebt—9ds—
o o

— Eo [V (gt + 0) +Pi—pp i A] =0

und daher
¢

A, = g P, e8t—9 (s,

o

somit die Relation (32), die wir Risikogleichung nennen. Voraus-
setzungsgemiB geniigt sie zur eindeutigen Bestimmung der kritischen
Dauer k.

Mit (33) verwandt ist die Darstellung des durchschnittlichen Risikos
fiir die Dauer ¢ durch den Ausdruck

ItZa: {As} + s a_t_] {Ps} "‘dx,Ti {]—33}. (34)

Hier bedeutet das erste Glied die kurze Todesfallversicherung, die beiden
anderen aber sind der Barwert der Priamienzahlung auf der Zeitstrecke ¢
unter der Voraussetzung, daB der Tod auf dieser Zeitstrecke eintritt. In

der Tat ist @, {P,} der Wert der temporiren Rente auf der Zeitstrecke?

fir die Betrige P, und p,d7 {Ps} der Barwert der Zeitrente auf
die angefiihrten Betrige fiir den Fall, daB der Zeitpunkt ¢ erlebt wird,
die Differenz daher von der angegebenen Bedeutung. Die Verlust-
erwartung besteht fiir den Versicherer tatsichlich in der Erwartung der
Todesfallbetrige abziiglich der von den Gestorbenen bis zum Ablebens-
termin geleisteten Pramienzahlung.
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Zur Bestimmung des kritischen Termins erhalten wir aus (34) durch
Differentiation wieder die Risikogleichung. Die Identitit der beiden Aus-
driicke fiir das durchschnittliche Risiko der Dauer %

k t
gtpmuw+te_—dt<At'—SPs ed(t—s) ds)‘it (35)
(] o
und (34) ergibt sich leicht aus
k k t
5 hothorre 0 A dt— S ti)anua:+tdt5 P,e%ds
o o [¢]

k
P,e -‘”dtS Do ds
t

= |ka {At} -+ Pt €9 (1po — 1ho) At (36)

= ]kA_a: {At} + 1P OF] {I—Jt} — %] {Ijt} (37)

Nur durch eine andere Zusammenfassung der Glieder in (36) erhilt man aber

= lkZac {At} +

O —— g Oy

k k
a0k SF eSk—8 gf | —__‘ﬁ(s Dalio i€ Aidt—

o \J

k k
—3 P,e%t p, dt)} = .E, <S Ee"“*”dt—y),

demnach wieder die Darstellung (33). Fiir den speziellen Fall 4, =1,

17, — P erhilt man aus (37)
D (f’_) = I_6dw,lﬂ—kpka+Fkﬁwdﬂ_ﬁdx;ﬂ
=1— (P + 0) Gp5 — 1P (v* — P ag)
und fiir » statt m wegen

auch -
D (P)=1—-2%,

Vermittels der diskontierten Zahlen, also im Wege der diskontinuier-
lichen Methode, ergibt sich als Risikoungleichung

N ) N+1 )
Ay — P> 0> Ay, — 3 P/ THE (38)
I I
und fiir das durchschnittliche Risiko der Dauer N

N

D(P,-) :2 T+i— 1( __ZP 7= k+1> (39)

I
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Zufolge der Identitit

2’ T+i—- 12”}) yimk+1 — 27 x+: 1 DZ+N21/V7P1.,—N1'+1

i=1 i=1 =1

erhilt man
ul C D ul ul D
. 2+i=1 4 z+N N—i+1 Pa+i-a
D(P)= {Y_"D, At =3 IZ:PJN IZPz =it
und damit die (34) vollig entsprechende Relation

D (P) = |54, {4:} 4 wpoam (P} — a7 {P:}. (40)

Hieraus aber nur durch andere Schreibweise

z+ N

N
5+N +i-1 Cotim
(2 L 3G a)
und daher den bekannten Ausdruck
N o
D (Pz) ZNEm<2Pi7’N_t+1 -NV>-
I

Fiir den speziellen Fall 4; =1, P; = P, ist demnach aus (40)
D (Py7) = 8vAs— Po 7 (as, 5 — 5Dz a¥),

o
D (P,7) = yE. (Pm 7 r_ NV)

zu erhalten.
Aus (34) folgt fiir die Einmalprimienversicherung

kzx{At}—“(I"‘kPw)ffx,ﬂ{At}
und fiir die temporire Rente
— (I — Ps) G {rt}+axkl{rt} kpx‘—_k‘l{rt}
z_[dk_i{rt}—dw,—ﬂ{rt}]'

Fiir den speziellen Fall 4, =1, 7, = 1, 17,, = ﬁx,a aber

D (ﬁx,ﬂl) IkA + kﬁx -k— — }_)x,_} dw,_|
und

D (Apm) = 1Az + e Aum— Aui =D (Poz) — Po Gom — Gu7)-
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Benutzt man aber die Risikogleichung in der Gestalt

kpzdk_f{ﬁt} = kEaa~AIc:
so erhilt man

D (P, =lkzx {A} 4+ Ep . Ay — o | P},
=Ad,g{A} —dom{ P}
und fiir den speziellen Fall
D (ﬁm,ﬂ) = Zw,ﬂ— ﬁw,?ﬂ A7
und auch
D (Awﬂ) = Axﬂ—Amﬂ.

Fiir die numerische Berechnung ist die Formel (28) besonders geeignet.
Man erhilt aus ihr durch spezielle Verfiigung je nach der Versicherungs-
art und der Primienzahlung

D (a,) = ag—ag ¥
D(4,) =dD (a,)
D (P,) =D (ad)
D (az7) = aF)—2a, 7]
D (Ap7) =dD (agm)

: (41

D (Pya) = a_:;l D (az7) )

n
D (a” — | =v"D (P,3)
®,n|
d
D(4zm) = Pom+d D (Pg,w)
D (asw) = 5,z 17 D Pow-

Die Relationen sind simtlich ohne weiteres einzusehen. Bei einer Ab-
und Erlebensversicherung besteht z. B. fiir den Versicherer das Risiko,
bei vorzeitigem Ableben des Versicherten den Zins des vorzeitig zur Aus-
zahlung gebrachten Kapitals und auch die restlichen Pramien zu verlieren,
demnach einen Verlust zu erleiden in der Hohe der tempordren Rente
auf Zins und Pramie. Das gerade besagt aber die Formel. Ganz dhnlich
{iberlegt man in allen anderen Fillen.

Fiir die bisherigen Betrachtungen ganz wesentlich war die Erkenntnis,
daB das durchschnittliche Risiko fiir eine beliebige Dauer # in gleicher
Weise als Erwartungswert der Gewinne der Bank oder des Versicherten
fiir das gleiche Zeitintervall dargestellt werden konnte. In dem einen
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Fall ergab sich die Definitionsformel (5), in dem anderen die Formel (28).
Fiir die Auswertung- des Risikos erwies sich nur die letztere zweckmiBig.
Hierzu sei noch folgendes bemerkt.

Der Versicherer sei ganz allgemein verpflichtet, vom Zeitpunkt ¢ der
Zahlungen abhingige Betrige 4, dann zu zahlen, wenn innerhalb der
Dauer #» zum Zeitpunkt ¢ ein bestimmtes Ereignis eintritt, dessen Ein-
treten nach MaB3gabe einer Intensititsfunktion ¢ (f) zu bewerten ist. Der
auf den Beginn des Vertragsverhiltnisses diskontierte Wert der Zahlungen
A, sei mit a; bezeichnet. Demgegeniiber sei die Verpflichtung zur Zahlung
dieser Betrage an die Verpflichtung des Versicherten zur Zahlung von
Beitrigen P, gebunden. Bei Ablauf der Versicherung sei die Summe 4,
fallig. Der Barwert aller bis zum Zeitpunkt ¢ zu entrichtenden Beitrige fiir
den Beginn sei B, Wird aber zum Zeitpunkt ¢ das Vertragsverhaltnis
gelost, so soll die Bank an den Versicherten einen Betrag ;I bezahlen,
dessen auf den Beginn bezogener Barwert v, sei.

Soll dann die Verlusterwartung der Bank bis zum Zeitpunkt ¢ gleich
sein der Verlusterwartung des Versicherten fiir den Fall der Auflésung
des Vertragsverhiltnisses zum Zeitpunkt £, beide Werte bezogen auf den
Beginn der Versicherung, dann gilt offenbar die Relation

t 1
| () (@ — B) dt =[x — [ (1) d2] (B, — ). (42)

o

Hierbei bedeutet der erste Faktor rechts die Wahrscheinlichkeit, daB das
Ereignis bis zum Zeitpunkt ¢ nicht eingetreten ist. Wir haben in (42) die
ganz allgemeine Aussage fiir die Gleichheit der beiderseitigen Verlust-
erwartungen zu erblicken. Fiir unser spezielles Beispiel einer gemischten
Versicherung hitten wir zu setzen

¢
Btngse"‘”ds, v,=e"% .V, a,=e %4,
o
und

it
9 (O) = bottare YO =pare T—[p()dt=po;

wir erhalten dann aus (42) sofort unsere Fundamentalrelation

¢ ¢ ¢
Stibxﬂxw e %t (4, — Sﬁs edC-9ds)dt = p, 5-“(5133 edt-ads— tV)- (43)

[} o (o}

Differenziert man aber die Relation (4z) nach #, so erhilt man
¢

() (@—B)=—¢@ (B.—v)+ [x —lo dt] 2 (Bi—u)

o
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und, wenn
¢
_ e _ 4 —
p=—2O0 4 [r e dt)}

I—Stp ) dt o

gesetzt wird,
4
2 (Bi—v) =p () (@ —v). (44)

Verfiigen wir wieder {iber die Gréfen wie vordem, so erhalten wir

t
% [e"‘”(g P edt-9 gs — tf/’)} =y, €0 (A, — V)

(¢]
und damit

d ja— — —
'ﬁtv =4V (st + 0) + Pi—psi: 4y

demnach die Differentialgleichung des Nettodeckungskapitals. Man
sieht, daB die Relation (42) in der Tat fiir die Versicherungsmathematik
sehr weittragende Ansitze vermittelt. Man erkennt aber auch wieder,
daB fiir die Betrachtungen im Sinne der Theorie des durchschnittlichen
Risikos in keiner Weise eine Erweiterung der Annahmen erforderlich ist,
die aus der auf dem Aquivalenzprinzip aufgebauten Versicherungs-
mathematik ohnehin geldufig sind.

§ 56. Das mittlere Risiko.

Neben dem durchschnittlichen Risiko kommt dem Begriff des
mittleren Risikos umfassende Bedeutung zu. Dies liegt vor allem daran,
daB seine Berechnung fiir eine beliebige Anzahl von Versicherungen auf
Grund der Werte fiir das mittlere Risiko der Einzelversicherungen ohne
weiteres moglich ist.

Es seien wieder m die Versicherungsdauer und A, und E,, die auf den
Beginn der Versicherung bezogenen Werte der nach MaBgabe von Wahr-
scheinlichkeiten ,_j¢ zu zahlenden versicherten Betrdge sowie der auf
den Beginn bezogene Wert der bis zum Termin # zu zahlenden Beitrége.
Wird die ganze Versicherungsdauer # in Betracht gezogen, so versteht
man unter dem mittleren Risiko den Ausdruck

m
M=) _1qd,—E,)" 45)

Man muB hierbei wieder beachten, da wir bei temporéren Versicherungen
unter ,,_,¢ die Wahrscheinlichkeit zu verstehen haben, dall der Ver-
sicherte im letzten Jahre stirbt oder das Ende der Versicherungsdauer
erlebt. Haben wir das mittlere Risiko fiir zwei Versicherungen der
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Dauern m und m’, der Beitrittsalter x und »’ und der versicherten Bar-

betrage A und A" und der Primienbarwerte E und E’ zu bestimmen, so
wird man hierfiir den Ausdruck

m m
l:c . lz’ Mi,erZI;Zde_l_k_l . dx'+/1—] (Ak + A’ ”“‘Ek_Ell)z

anzusetzen haben. Wir haben hierbei vorauszusetzen, da3 die beiden Ver-
sicherungen vollstindig unabhingig voneinander sind. Fiir die letzten
Versicherungsjahre sind aber unter d,,,,,_, und 4 ,,-_, nicht die Toten-
zahlen, sondern die Anzahlen der Lebenden zu Beginn des letzten Ver-
sicherungsjahres zu verstehen, wenn angenommen ist, da} die Todesfall-
summe des letzten Versicherungsjahres und die Erlebenssumme iiberein-
stimmen. Es gilt sonach

m m’
G DFesior = Mdwsa =1 (46)
I I

Zufolge der Definition der Einzelrisiken

m
l:chzz kdw+k—-1 (Ak_Ek)z:

I
m' ~ ~
o M2 = Ddidy sy (A2 —EW)?
I
und der Relation
m - - m’ - -
Z}daw k-1 (Ax— Ey) 321 Ay a-1 (A2 —E) =0
I I
ergibt sich aber unter Beachtung von (46) aus (45) der Ausdruck

M:c a:'2 = M:cz + Mac'z, (47)

so daB sich das Quadrat des mittleren Risikos fiir zwei Versicherungen aus
den Quadraten der Risiken der Einzelversicherungen additiv zusammensetzt.
Weil die Betrige 4 und E nur an das Aquivalenzprinzip gebunden sind,
konnen wir die Betrige E stets so deuten, daB etwa nach ¢jahrigem Be-
stand der Versicherung, wenn das Risiko fiir den Termin ¢ berechnet
werden soll, die dann vorhandene Priamienreserve bei den Einnahmen in
E mitverrechnet wird. Der Satz von der Addition der Quadrate gilt
daher ganz allgemein und ist natiirlich sofort auf eine beliebige Anzahl
von Versicherungen auszudehnen. Im besonderen gilt der Satz auch fiir
einjdhrige Versicherungen.
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Im letzteren Fall kann fiir eine bestimmte Person am Ende des Jahres
der Erwartungswert des Ablebens mit
ge - I+ (I—%)0=%
und die mittlere Abweichung vom Erwartungswert mit

9e (Qm'—l)z"‘ (I_qw) (%—0)2 =4 (I_qw) =4y Ds
bestimmt werden. Ist ¢,,, und p,,, die Sterbens- und Erlebenswahr-
scheinlichkeit fiir das #» 4 1te Versicherungsjahr, ,V das Nettodeckungs-
kapital nach # Jahren und P, ., die zu Beginn des # + Iten Jahres
zahlbare Primie, dann ist das Quadrat des mittleren Risikos dieses Ver-
sicherungsjahres, berechnet fiir den Beginn desselben, wenn 4, ,, die im
Todesfall zur Auszahlung gelangende Summe bedeutet,
9o +n (vAn+1 - nV— })n+1)2 + i’w+n (n+1V U nV_ Pn+l)2'

Wegen der Rekursionsformel des Deckungskapitals

WVt Poyi=qeinVAnii+ Poin?¥nsV
erhalten wir fiir diesen Ausdruck

Goirn (P An1—V90inAns1—VPosn-nlV)P+ :

T+ Poin WitV —09eindnii—"Posn- ns1V)?
oder Goin-Posn P (Anyr— 0V (48)
wihrend sich fiir den Durchschnittswert

GosnWApii—aV — Py + PosnWnsdV—0nV —Ppyy) =0

ergibt. Das mittlere Risiko ist hierbei auf den Anfang des Jahres bezogen,
was sich in dem Faktor v? ausdriickt.

Betrachtet man wieder den Fall einer allgemeinen Versicherung auf
Ab- und Erleben, so wird man fiir das Quadrat des mittleren Risikos in
Analogie zu den beziiglichen Ausdriicken fiir das durchschnittliche
Risiko, jetzt aber fiir die ganze Versicherungsdauer # anzusetzen haben

n ) 2
- E'dwl—l 21 2' Ak
M2 = —5 Y Ay— P.r 1
I I

n 2 (49)
+ lilzl v“(T —Z'Pm—w).

Bei Anwendung der kontinuierlichen Methode ergibt sich
n ¢ \2
M= Stpmung—zdt (At _Sﬁseﬁ(t—s) ds)
’ n ° 2 (50)
+ nybwe-Z""(T——gPse"("—’) ds>.

Berger, Lebensversicherung. 16



242 Risikotheorie.

Unm fiir (49) einen einfacheren Ausdruck anzustreben, sei beachtet, dal wir
in den Ausdriicken stets Glieder mit den Faktoren  und 2 und solche,
die von solchen Faktoren frei sind, erhalten werden, demnach Ausdriicke
der Gestalt

oz, Part, varRh

Das mittlere Risiko wird sich daher aus Gliedern

n n n
dgia-1 dgii-1 dpya—1
Z—*—x;x v?** . o, 2——“1; v B, Z—————z’;x Vi
I I I

zusammensetzen. Hier ist das mittlere Glied der Wert einer Todesfall-
oder auch gemischten Versicherung auf die Betrige f;, das erste Glied
ein ganz dhnlich gebauter Ausdruck, jedoch unter Verwendung des Dis-
kontierungsfaktors 2. Bei der Todesfallversicherung auf die Summe I
mit Einmalprimie hat der Klammerausdruck die Gestalt

(I—rPAR=1—2rA,+ 4.2
und daher ist
&3 =1I, ,Bl:__ZAa:: 71=Ax2
und das mittlere Risiko
M2 (Ax) :Aw’—ZAz2+ Ax2:Ax’_Aa:2: (51)

wobei 4, den Einmalwert der Todesfallversicherung gerechnet mit dem
Diskontierungsfaktor v bedeutet. Die mit diesem Faktor gerechneten
diskontierten Zahlen der Lebenden und Toten sind dann

D, = l,1%8, C.' = dv*s+2.

Man kann aber von der Ablebensversicherung sofort zur Versicherung
auf Ab- und Erleben gelangen, wenn man sich die Tafel der Lebenden
mit dem Alter x 4 » abgebrochen denkt. Man erhilt dann

M2 (Apz) = Apu— A2 77

Bei der Ablebensversicherung mit jahrlicher Primie ergibt sich fiir
den Klammerausdruck

2 A\2 2
(I—er ’;_II) :r“(v‘—Pz =y ) :r“(fw—;—-i) (*—4,)?

Y — I—0

und demnach fiir das mittlere Risiko

w2 (P = (T2 (4 — 42 (52)

und fiir die gemischte Versicherung mit jihrlicher Primie ganz analog

Praj+d\2 , .,
M2 (Pyz) = (PEEEE) (4 — A3). (53)
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Bei der Leibrente ist der Klammerausdruck

2
a,rt—r ': II ) = 724 —d% (v*— A,
und demnach

M2(a,) == (A — 42), M (agm) = 5 Aam—4Lz).  (54)

Aus den Resultaten erhellt, daB zwischen den beziiglichen mittleren
Risiken unter den gemachten Voraussetzungen hinsichtlich Kapital und
Pramienzahlung dieselben Beziehungen bestehen wie beim durchschnitt-
lichen Risiko. Ebenso gilt fiir die Versicherung mit bestimmter Verfallszeit

M ( at:m) — " M (P, 7). (55)

Fiir einen innerhalb der Versicherungsdauer gelegenen Termin be-
rechnet sich das mittlere Risiko, indem man so wie beim durchschnitt-
lichen Risiko die Versicherung in eine solche gegen Einmalpramie — als
solche ist das vorhandene Deckungskapital aufzufassen — und eine gegen
laufende Primie zerlegt. Nach einem Verfahren von K. HAUSDORFF
kann man auch von einer kombinierten Versicherung ausgehen und eine
kurze Rente der Dauer # und eine Versicherung auf Ab- und Erleben der
gleichen Dauer, erstere auf den Betrag e;, letztere auf den Betrag e,,
heranziehen. Nach ¢ Jahren ist das Alter des Versicherten x 4 ¢ und das
Nettodeckungskapital

V =€z 7=+ € Ay g 778

Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeiten

odz+tr 19z+t + s n—t-19e+t+ n-tPast
mit n-t

Wy, Wy, vy Wy _g_y, Wapy D, Wa=1,
I

so ist die der Wahrscheinlichkeit w; entsprechende Auszahlung auf den
Termin ¢ diskontiert

Ay =e az+ e, vh = —f—z‘— + (62—%)11‘.
Das Deckungskapital kann dann

n-it n-t
- e e
V= 2 w;A;:%—i—(ez——dl) 2 w, v
I I

geschrieben werden. Demnach ist das mittlere Risiko
n—t _ o2 n—t n—k 2
Mtz =sz (A,g _ ;.V)z = (82 ——*di) Zwk <Zw;, U;'—Uk>
I I I
2 " n—t n—i 2
= (e2 —%) [Zw; P24 — (220,1 v‘) ]
I I

16%
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Nun ist aber
n—t —t
A — 4
sz vt = Aa:+t, n—1» 2”’1 1?2 = Ax+t,n—t!:
I I

und es ergibt sich daher

e \2/7 .1 2
ME = (62—71> (Az+t,n_-tl°_‘4x+t,n_“—q)' (56)
Fiir die speziellen Verfiigungen
=0, =1, ¢,==0,6 =1, ¢g=1, ¢ =—2DP

ergeben sich dann die Formeln

. I ' 2
M agm) = g (4, 4q img— Ao s, m)
N A 2 o
M2 (Azw) _Az+t,m—Aw+t, n—{ (57)
v [ Pan+a\2, 2
ME (Py) = (——,r—) (A img— Ao e

Die Verhiltnisse der Risiken sind daher fiir die ganze Versicherungsdauer
konstant. Nimmt man aber an, daB die Versicherung erst mit dem Alter
x -+ ¢t beginnt und die Dauer #» — ¢ ist, dann ergeben sich ganz analoge
Beziehungen des mittleren Risikos nach einem Bestande von ¢ Jahren
und des Risikos fiir das aufgeriickte Alter und die Restdauer, wie sie auch
beim durchschnittlichen Risiko zu erhalten sind. Es ergibt sich

M, (azw) = M (az 14/n=2)
M, (Aew) =M (Az14,7=0)
M, (Paz) = M (Pyiyima) 22222 |

am,;ﬂ

(58)

Die HausDoRFFschen Formeln sind nur unter speziellen Voraussetzungen
erhalten worden. Sie sind sehr weitgehend zu verallgemeinern, wobei
insbesondere zu erkennen sein wird, daf3 diesen Formeln ein fast selbst-
verstandlicher Sachverhalt zugrunde liegt.

§ 57. Der HATTENDORFsche Satz,

In seinem dem VI. internationalen KongreB fiir Versicherungswissen-
schaft erstatteten Bericht {iber die Theorie des mittleren Risikos sagt
BouLMANN: K. HATTENDORF hat die wichtige Entdeckung gemacht, da3
das mittlere Risiko M (o, #) einer Versicherung fiir ihre ganze Dauer sich
auf einfache Weise aus den mittleren Risiken fiir die einzelnen Versiche-
rungsjahre zusammensetzt. Es ist nimlich immer

M2 (o, n) = M? (0,0, 1)+ M?(0,1,2) + ... + M?(0,n — 1, 7). (59)
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Analog wird das fernere mittlere Risiko M2 (m, ») einer bereits #m Jahre
bestehenden Versicherung
M2 (m, n) = M2 (m, m, m + 1) + M%(m, m 4+ 1, m + 2) + ...
-+ M2 (m,n—1,m). (60)
Die Tatsache des Bestehens dieser einfachen Relation bezeichnet Bownt-
MANN als den HATTENDORFschen Satz. Hierbei sind in der Formel (59)
simtliche Risiken auf den Beginn der Versicherung — Zeitpunkt o —
in Formel (60) auf den Zeitpunkt # bezogen. Der Satz wurde aber erst
in jiingster Zeit auf verschiedene Art einwandfrei bewiesen. Die friiheren
Beweise benutzten simtlich zum Beweis den Satz von der Addition
der Quadrate der mittleren Risiken. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit
desselben ist aber die Unabhingigkeit der Einzelrisiken. Gerade diese kann
aber fiir die Risiken der einzelnen Versicherungsjahre einer Versicherung
bestimmter Dauer nicht behauptet werden, das gerade Gegenteil ist viel-
mehr der Fall. Wir haben also gerade in der Tatsache, dab der Satz von
der Addition der Quadrate trotz der Abhingigkeit der Einzelrisiken in
diesem Falle besteht, den Inhalt der HATTENDORFschen Aussage zu erblicken.
Wir geben im folgenden einen Beweis unter Verwendung der dis-
kontinuierlichen Methode und einen auf einer sehr einfachen Umformung
beruhenden nach der kontinuierlichen Methode. Der Satz liegt aber
keineswegs tief und erfordert keinesfalls irgendwelche besonderen Hilfs-
mittel aus der Wahrscheinlichkeitstheorie zu seinem Beweise. Dies wird
aus einer Uberlegung hervorgehen, welche die Formel (24) der Theorie
des durchschnittlichen Risikos und die HATTENDORFsche Umformung als
rein formale Beziehungen erweist, die erst durch das Aquivalenzprinzip
ihren fiir die Versicherungsmathematik bedeutsamen Inhalt bekommen.
In diskontinuierlicher Darstellung ist das Quadrat des mittleren
Risikos fiir die Dauer #» — diese Dauer gleich oder kleiner als die Dauer

der Versicherung angenommen —
n—1

2
M2 O n Zi-pa: Trta <A2.+1 vA+l —ka Pk+1) -+
n—1 2
+ npm(ann — Dk P,m) . (61)

Nachdem die Nettoprimien P, in die beiden Bestandteile Sparpramie
und Risikoprimie zerlegt werden koénnen

Pyyy =SSPy + RPyyy }
=,V 0=V + Goix v Qs — V)
und mit Riicksicht auf den Umstand, daB die aufgezinsten Sparpramien
das Nettodeckungskapltal ergeben, gilt

ka Poyy =1,V 0A+1 +2vk R Py.s. (63)

(62)
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Demnach ist auch

n—I1

A 2
M2 (o, n) ZZZP:!: Tzia <Al+1 v+l l+1V'U;'+1"‘2ka Pk+1> +
o o

n—r1 2
+ n?"m(zvk R Pk+1)

und fiir den Index # 4 1

n
M2 (0,n+-1) 221?1' Gaeta (Al+1 Al — g Vit —

2

i 2 n
“'2’”" kR Pk+1> + n11 P4 (ka RPk+1) .
Die Differenz von (65) und (64) ergibt dann

M2 (o,n + 1) —M?(0,n) = ;P q:c+n(An+1 Ml — VRt —

2

n 2 n
— 2 * R Plc+1) + an,(Zv" RPk+1) —
o o

n 2
—,,px< 2w RP,,,—u"R P,,+1) .
Im Hinblick auf
wPe9eint wlosDrin— nbPs=0

ist aber die Differenz (66) auch
nﬁx q:c+n vinte (An+1 - n+1V)2 —2 an %M ynrl (An+1 -
n
——,,+1V)2v"RPk+1+ 23029040 V" (Aps1 — ns1V) ‘vkaPk+1—'

- npa: ng-n v2" +.2 (An+1 - n+1V)2
= b2 qesnPrin Ve (An+1 - n+1V)2

= M? (0, n, n 4 I1).

Gilt daher der HATTENDORFsche Satz fiir den Index #:

n—I
M2 (o,n) =M (0, k, k + 1),
so gilt er auch fiir » 4 1:
n
M2(o,n+ 1) =2'M2? (0, b, k+ 1).

Nachdem er aber fiir # = 1 richtig ist, ist der Satz bewiesen.

(64)

(66)
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Unter Verwendung einer beliebigen oberen Integralgrenze v wire die
Aussage des HATTENDORFschen Satzes im Wege der kontinuierlichen
Methode wie folgt anzuschreiben:

T T i 2
[ibatta e (4,— V)2dt =§t¢>wum+te-w<At —[ee-n Pm) dt +
(] o o

2
+ er (Se_(” pt dt_e—dr rV) . (68)

Benutzt man jetzt die Zerlegung der Nettoprimie in Risikopramie und Spar-
primie:
Se""‘l—)tdt= Sluau-t e~ (4, — V) dt + e=0*. 7V, (69)

o o
so kann das erste Glied rechts in (68) auch in der Gestalt

T T t

Stibxﬂzue_z“ (At"“tv) dt—2 § Polherie 0t (A,——J/—) Sﬂzu €94 (4, —

o o o

T ¢ 2
—aV)didt+ X Paollart [Sﬂx €704 (43—, V) dl} dt
dargestellt werden. Nun ist aber fiir das letzte Integral in diesem Aus-
druck durch partielle Integration auch

T T

2
‘—1Pa: |:S e_azluw-ﬂ. (Al_‘l V) dl] + 2 S tpa::ua:q&-t e=%¢ (At -
o [ ;

— V) [ ppia (da—iV) dade

zu erhalten, so daB sich auf der rechten Seite von (68) alle Glieder bis auf

T

S Pallarre 20 (A, — V)P dt
tilgen. Damit ist aber auch schon die Gleichheit der beiden Ausdriicke
rechts und links in (68) erwiesen. Von den zahlreichen Beweisen des
HaTTtENDORFschen Theorems diirfte diese direkte Umformung am besten
den Verzicht auf jedes fremde Hilfsmittel erkennen lassen.

Wir miissen aber besonders beachten, daB die HATTENDORFsche
Relation (68) die Pramienreserve definiert und daB gerade in dieser Um-
kehrung der Aussage wieder der Inhalt des HATTENDORFschen Satzes zu
sehen ist. Wir stehen hier vor demselben Sachverhalt wie bei der der
Theorie des durchschnittlichen Risikos eigenen Relation

T t T o
Stpa::ux-H e=0¢ (At'— S =4 -ﬁld}) dt = 115: <S ﬁt e~%tdt — e—dth>’ (70)

o o o

die uns frither vielfach beschiftigt hat.
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Aus beiden Relationen (70) und (68) erhilt man ndmlich durch Diffe-
rentiation nach der oberen Grenze r nach leichten Reduktionen die durch
das Aquivalenzprinzip gegebene Relation (69) und aus dieser durch noch-
malige Differentiation

fgsn€=0% (Ay — V) = =0% Py— ‘“V

—61+ 68—61 §74

und damit die Differentialgleichung der Pramlenreserve
d-V =, 5
T = (;ux+1+ 6) tV + Pt_;ua:-pr Ar-
Damit ist aber auch der Inhalt des HATTENDORFschen Satzes wieder ganz
in den Rahmen rein versicherungsmathematischer Aussagen zurtickgefiihrt.
Um die rein formal mathematische Seite des Ganzen zu unterstreichen,
seien noch folgende Bemerkungen angefiigt:
Es sei g, d¢ die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des Ereignisses
zum Zeitpunkt Z,

t

?tZI_SQt‘”

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Ereignis bis zum Zeitpunkt ¢ nicht
eintritt. Es sei dann eine Funktion

pe=\ Lt (73)

und wir setzen voraus, daB das Integral fiir jedes in Betracht kommende =
definiert ist. Aus (71) folgt durch Differentiation nach der oberen Grenze

Gz @z = Pz s’ (72)
und auch
Gz (@: — 1) = — G et Py’
und wegen
ﬁtl =—¢qx
durch Integration * :
| 9 (@ —p,) At = Py, (73)

wobei die Integrationskonstante wegen y, = o wegfillt.
Multiplikation von (72) mit 2, gibt

2¢r AP =2 Py e e
gz a12 =4 (a‘t - '/’1)2 — Gz "/)12 + 2 Pr Ye "prl

eine Relation, aus welcher wieder unter Wegfall der Integrationskon-
stanten

und auch

[geardt =g (@ —yp)2dt + pey? (74)
folgt. ° °
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Wir diirfen die beiden Relationen (73) und (74) als grundlegende fiir
die Versicherungsmathematik ansehen. Denn setzt man jetzt

9= Pebasrt Pi1= b
und daher

a g
dt 1 g pt P: i
und weiter

ay=e%(4,— V),

wobei A; den auf den Todesfall versicherten Betrag und ,I_/— das Netto-
deckungskapital bedeutet, so erhilt man fiir (71)

o = (pare e (4, — V) dt. (75)

Der Ausdruck entspricht daher dem diskontierten Wert der bis zum Zeit-
punkt 7 zu zahlenden Risikoprdmien. Durch die gleiche Substitution
ergibt sich aber aus (73)

S Dallers [0 (4 — tV) — Y] dt = poyn (76)

o

und aus (74)

S Dozt e=20 (4, — J})Z at =

T
= [ Bottare [ (Ay— V) —pRdt + pove. (77)

o
Die Relationen (76) und (77) sind rein formal. Einen versicherungs-
mathematischen Inhalt erhalten sie erst durch Einfijhrung eines die Ein-
und Auszahlungen regulierenden Prinzips. Verfiigt man daher iiber den
Versicherungswert ¢, im Sinne des Aquivalenzprinzips, so erhilt man aus
(76) und (77) sofort die beiden Fundamentalrelationen der Risikotheorie.
Wir wihlen unter den vielen Moglichkeiten fiir das Aquivalenzprinzip
die Aussage, daB3 die Primienreserve als Sumime der aufgezinsten Primien
abziiglich der Summe der aufgezinsten Risikoprimien zu erhalten ist,

demnach
T

Yy = g Pt dt — 97 .V (78)

oder im Hinblick auf (75)

[0 Pdt =y (4y— D) dt+ T, (79)

o o
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Dann erhilt man aus (76)

T t .1
jtpmme—ét(At—jg«s(t—»ﬁxu):,m(jﬁte—wt~e—or,v) (80)
und aus (77)

T { 2
gtpx,ux+t e (4, — V)dt= St?w Mo 4y € 208 (At— S A=H P, dl) dt +
o [+]

T 2
—+ ,p,c<§ e—90¢ P_t dt — e—907 tV) . (81)

Wir beachten noch, daB der letzte Ausdruck rechts in den Ausdruck
links iibergeht, wenn man rechts an Stelle der Primien die Sparpramien
eingesetzt denkt. Es kann also der HATTENDORFsche Satz auch so aus-
gedriickt werden: Der Wert des mittleren Risikos bleibt ungeindert,
wenn man in dem hierfiir geltenden mathematischen Ausdruck die
Primien durch die Sparprimien ersetzt.

§58. Das durchschnittliche Risiko fiir eine beliebige Anzahl von
Versicherungen,

Die Ableitung eines der numerischen Rechnung leicht zugénglichen
Ausdrucks aus dem allgemeinen Ansatz fiir das durchschnittliche Risiko
einer beliebigen Anzahl gleichartiger Versicherungen gelingt ohne weiteres
fiir den Fall, da3 die Betrachtungen auf ein Versicherungsjahr abgestellt
sind. In diesem Falle ist das Problem dasselbe wie bei der Frage der
durchschnittlichen Verlusterwartung gegeniiber einer Anzahl von Spielern,
von denen jeder fiir den Fall des Eintritts des Ereignisses die Summe 1
erhilt, wahrend im Falle des Nichteintretens nichts gezahlt wird. Hierbei
sei das Eintreten des Ereignisses mit der Wahrscheinlichkeit g zu erwarten.

Fiir ein Versicherungsjahr gilt ja in jedem Falle der Ansatz

I,P—dyAv—1l,,,Tv=o. (82)

Es bezeichnet hier P die Summe aus der Nettopramie und der am Anfang
des Versicherungsjahres vorhandenen Primienreserve, A die am Ende
des Jahres im Ablebensfalle zu zahlende Summe und 7 die Summe aus
der Pramienreserve am Ende des Jahres und einer etwaigen Leistung fiir den
Fall des Erlebens. Im Hinblick auf die Definition der Sterbenswahrschein-
lichkeit g = d,/I, folgt aus (82)

P—yT=quv(d—T), (83)

wofiir auch E = C ¢ geschrieben werden kann. Damit ist also (82) auf
den Ansatz der Wahrscheinlichkeitstheorie zuriickgefiihrt, nach welchem
g die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses, £ den von
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jedem der s Spieler zu leistenden Einsatz und C den Preis bedeutet, den
das Unternehmen an jene Personen zu zahlen hat, fiir welche das Er-
eignis eingetreten ist. Die Aufgabe besteht nun darin, fiir dieses Spiel
das durchschnittliche Risiko zu bestimmen.

Die Aufgabe ist mehrfach gelsst worden. Es besteht die Wahrschein-
lichkeit

(3) ¢ x—gr—e
dafiir, daB8 das Ereignis bei beliebigen a Personen eintrifft. Nach der

Definition des durchschnittlichen Risikos ist dieses dann bei s Personen
durch den Ausdruck

8
25 t—are@C—sE) (84)
a=k
definiert, wobei % jene ganze Zahl bedeutet, fiir welche
k—1)C<sE=<EC. (8s)

Statt des Ausdrucks (84) soll fir die variable untere Summengrenze
der Wert

8

Z(Z) P IT—grf@a—sqC (86)

a=t

bestimmt werden, der das durchschnittliche Risiko des Unternehmens
fiir die Féillea =¢, ¢+ 1,¢ 4 2, ..., s bedeutet. Es soll nun gezeigt wer-
den, daB der Ausdruck (86) fiir C = 1 in den Ausdruck

t(}) ¢ @—grtz—9 (87)

iiberfithrt werden kann. Man ersieht dies sogleich aus den folgenden ein-
fachen Umformungen

2(;) ¢ T—gre@—sg
t

ZQ[ja(Z)W!paw_j(s—a+a) (2) q"p'—a}, p=1—¢g
¢ t

=q Za(Z)q“—!iﬁs—a_ana(Z)qa—xgy—a _2(a+ I) (aj_l)qapc—a] (88)
¢ ¢

=qp[ Sa(3) g pro—a3) q«-—rp»—aJ
)

[ t+1

=t(})ac—at@—9.
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Es ist demnach auch fiir
E—1<sqg=k
8
J)ea—gre@—sg =k(;)Fc—9Fx—9. B9
k
Man zeigt sehr leicht, daB es sich bei (89) um das Maximum des Aus-
drucks (88) handelt. Denn fiir dieses gelten die Bedingungen

@—1)(,0,) e a—gret <a(])e @ —gr-
und

@+ 1) (,5,) e t—g e <a(f)e@—gr

Demnach auch

aSTott 4 < 4.1
a 1—¢q

und

(a4 1) ::(: qu <a.

Man erhilt sonach die beiden Ungleichungen

s.g>a—1 und s.g<a
oder
a—1<sg<a
zur Bestimmung von &.

Wir erhalten sonach auch in dem Falle der Bestimmung des durch-
schnittlichen Risikos einer beliebigen Anzahl gleichartiger einjihriger
Versicherungen dieses als Maximum des zu erwartenden Verlustbetrages.
Bezeichnet dann wieder 4 die am Ende des Jahres etwa fallige Todesfall-
summe und P den am Anfang des Jahres zu zahlenden Primienbetrag
samt vorhandener Primienreserve, so lautet der Ausdruck fiir das durch-
schnittliche Risiko der s gleichartigen einjihrigen Versicherungen

R(j) ¢t —grt (v A—P). (90)

Ist aber die Verlusterwartung fiir das Unternehmen durch den Ausdruck
(88) gegeben, wenn es sich hierbei um den Eintritt des Ereignisses in
mindestens ¢ von s moglichen Fillen handelt, so ist die Verlusterwartung
fiir die s—¢ nicht zum Zug gelangten Spieler ganz analog durch
Vertauschung von ¢ und 1 —g¢ und von £ und s —¢ durch den Aus-
druck

(s—2) (;)¢ x—artg (91)
gegeben.
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Es ist noch zu bemerken, da} die Relation (88) die Binomialverteilung
definiert. Denn ist ¢ (@) eine unbekannte Verteilungsfunktion, so folgt
aus

do@@—sq=te@)(x—y9q
¢
fir ¢ 4 1 statt ¢
2e@@—sq=0¢+1)@(¢+1) (T1—9
ti+ 1
und durch Subtraktion

@@+ 1) __ 4 s—t
P 1—q t+41

eine Differenzengleichung, deren allgemeine L&sung

o) =(;) ¢ x—gr

ist, wenn die Bedingung

8
Joel=1
I
erfiillt sein soll.

Wir heben nochmals hervor, daB, wie sich im Falle einer Ver-
sicherung das durchschnittliche Risiko als Maximum der Verlust-
erwartung ergeben hat, nunmehr im Falle beliebig vieler Versicherungen
gleicher Art fiir ein Jahr das durchschnittliche Risiko wiederum als
Maximum des Erwartungswertes erhalten wurde, und zwar hinsichtlich.
der Verlusterwartung der s — ¢ nicht zum Zuge gekommenen Spieler oder
gemiB dem Aquivalenzprinzip als Maximum der Gewinnerwartung der

¢ Spieler, fiir welche das Ereignis eingetreten ist. Die Gleichheit der beiden
Ausdriicke

t(;) ¢ G —artt—g wd (s—0(;)¢x—gr e

wird hierbei nur gegeben sein, wenn ¢ = s ¢ = & ganzzahlig ist.
Zur Ableitung der Funktionalgleichung (88) oder der ihr in der kon-
tinuierlichen Methode entsprechenden

8

fot)t—sqat=tp@® (x—9
t

kann man auch auf folgendem Wege gelangen. Es sei ¢ (f) eine Ver-
teilungsfunktion, und es soll der Erwartungswert durch

8

jp@tat=sq (92)

o
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und die Streuung durch

8

fo@) t—sqrat=sq(x—yq) (93)

o
gegeben sein. Fiir die Streuung gilt aber auch der Ausdruck

8

fdzgq;(/n (A—sq)dA, (94)
o t

denn man erhilt aus diesem unter Heranziehung des Verschiebungssatzes
der Wahrscheinlichkeitstheorie

@) (t—sq) dt§d;1=§<p(t)t2dt—sq§<p(t)tdt

o

Wtzdt—szq2 Jo @) ¢—sgrdt=sq(x—yg).

o

Oty Ot

Demnach gllt die Relation

8 8 8
fatlo(A—sqdd=(x1—gsg=(1—g) (@Ot (95
o t o

Durch die vorgegebenen Werte fiir Erwartungswert und Streuung ist
natiirlich die Verteilung noch nicht definiert. Sie wird es aber, wenn wir
verlangen, dafl die Relation (95) identisch erfiillt sein soll. Denn dann
folgt aus ihr

[

jeO) t—sgat=1—gp@.t

t
Ganz analog kann man im Falle des Beweises der Relation (88) schlieBen.

Die Behandlung des wahrscheinlichkeitstheoretischen Ansatzes fiir das

durchschnittliche Risiko beliebig vieler Versicherungen, wenn diese nicht
einjihrige Versicherungen sind, ist wiederholt versucht worden. Die
Schwierigkeit besteht vor allem darin, daf hier der Begriff der kritischen
Dauer versagt. Denn schon bei zwei Versicherungen ist zu sehen, daB
der Versicherer einen Verlust erleidet, wenn beide Personen vor Ablauf
der kritischen Dauer sterben, aber auch dann, wenn eine Person vor, die
andere aber nach Ablauf der kritischen Dauer stirbt und hierbei der in
dem einen Fall erlittene Verlust nicht durch den in dem anderen Fall
erzielten Gewinn aufgewogen wird. Gewisse Spezialisierungen bei der
Begriffsbildung des allgemeinen durchschnittlichen Risikos kénnen hier
Erfolg bringen, aber bisher immer nur um den Preis des Verzichts auf
die Allgemeinheit der Betrachtungen. Auch der Begriff des Maximums
des Erwartungswerts des Verlustes der Versicherten bei vorzeitiger
Losung des Vertragsverhiltnisses verspricht hier einen erfolgverheiBenden
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Ansatz. Wir haben gesehen, da8 es im Falle des durchschnittlichen
Risikos einer Versicherung und des durchschnittlichen Risikos einer be-
liebigen Anzahl gleichartiger einjidhriger Versicherungen ohne weiteres
gelingt, den Nachweis fiir die Gleichheit der beiden Definitionen zu er-
bringen. Aber auch fiir den allgemeinen Fall gelingt es, den durch den
Maximalwert der Erwartung geschaffenen Risikobegriff auf den all-
gemeinen Fall zu iibertragen.

Handelt es sich aber um eine sehr grofle Anzahl von Versicherungen,
dann sind die vorliegenden Verhiltnisse durch die allgemeinen Unter-
suchungen der Wahrscheinlichkeitstheorie klargestellt. Denn fiir diesen
Fall gilt, wenn die Unabhingigkeit der Versicherungen vorausgesetzt ist,
der Satz, daB das durchschnittliche Risiko und das mittlere Risiko stets

in dem Verhaltnis 1:})/27 stehen. Dies folgt aus der Tatsache, daB unter
den gegebenen Voraussetzungen hinsichtlich Anzahl und Unabh#ngigkeit
der Versicherungen fiir die Abweichungen vom Erwartungswert stets eine
Gauss-Verteilung definiert ist. Fiir eine solche Verteilung, die durch

g (x) = e (96)
Y
definiert ist, wobei ¢ (x) die GroBe der Fehlerwahrscheinlichkeit bedeutet,
erhalten wir aber aus bekannten Resultaten der Wahrscheinlichkeits-
theorie fiir das arithmetische Mittel der Fehler — den wahrscheinlichen
Fehler, Erwartungswert oder Durchschnittswert —

+

h
—\xe M dx = o,
TT

—_

fiir den wahrscheinlichen Wert der absoluten Betrige |x|

2
—_— —h2az? d _— ! —
/ Slxl e x Y
und fiir den mittleren Fehler
h e
. I
Pt =i o)

Sonach ergibt sich unter Giiltigkeit des Gaussschen Gesetzes fiir das
durchschnittliche und mittlere Risiko

B YN S
2hym’ Kz

und demnach die Relation
M =DV2a (98)
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Sie gilt, um es nochmals hervorzuheben, nur dann, wenn die Versiche-
rungen voneinander unabhingig sind und ihre Zahl sehr groB ist.

Praktisch handelt es sich in der Tat meist um eine groB8e, bei einer
Gesellschaft gedeckte Anzahl von Versicherungen. Hinsichtlich ihrer Un-
abhingigkeit ist die notwendige Voraussetzung allerdings nicht ohne
weiteres erfiillt. Fiir die numerische Berechnung sind aber durch den
Satz von der Addition der Quadrate der mittleren Risiken alle Bedin-
gungen fiir eine Durchfiihrbarkeit der Rechnung auch fiir groBe Bestdnde
gegeben.

§ 59. Die mittlere Priamienreserve und der Verschiebungssatz.

Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitstheorie kann eine Lebens-
versicherung als ein iiber ein bestimmtes Zeitintervall erstrecktes Spiel-
system angesehen werden. Bei diesem werden Einsitze des Spielers oder
der Spieler, wenn es sich um eine Versicherung auf mehrere Leben handelt,
Auszahlungen der Bank gegeniibergestellt und die beiderseitigen Zahlungen
werden nach vorgegebenen Verteilungsfunktionen geregelt. In der Lebens-
versicherung kommen hierfiir die fiir die Sterblichkeitsmessung in Be-
tracht kommenden Funktionen als Verteilungsfunktionen in Frage. Wenn
aber das Spielsystem gerecht sein soll, dann muf fiir die Ein- und Aus-
zahlungen noch weiter ein regulatives Prinzip festgelegt werden. Hierbei
wird auch der Zins bei der Bewertung aller Zahlungen eine bestimmte
Rolle spielen. Wir haben im Sinne eines solchen Prinzips die Gleichheit
von Leistung und Gegenleistung im Sinne versicherungsmathematischer
Erwartungswerte gefordert, und es ist nur ein anderer Ausdruck fiir die-
selbe Sache, wenn verlangt wird, da8 der Erwartungswert der Gewinne
und der Verluste fiir den Spieler und die Bank fiir den Beginn der Ver-
sicherung Null sein mufl. Es spielt hierbei keine Rolle vom prinzipiellen
Standpunkt der Untersuchungen, ob die Verwaltungskosten und die Ver-
waltungskostenzuschlige im Sinne von Leistungen und Gegenleistungen
mitberticksichtigt werden oder nicht. Ihre Einbeziehung in die Be-
trachtungen kann, wie wir noch sehen werden, stets ohne weiteres erfolgen.

Fir die Primienreserve wurden im Verlaufe dieser Vorlesungen
mehrere Definitionen gegeben. Vom Standpunkt der Risikotheorie wird
ihnen eine weitere anzufiigen sein, welche statt der Erwartungswerte der
Ausgaben und Einnahmen fiir die restliche Versicherungsdauer den Er-
wartungswert der Gewinne und Verluste fiir die einzelnen Versicherungs-
jahre besonders beriicksichtigt. Der Begriff, der bisher fiir die Primien-
reserve verwendet wurde, soll iibrigens weiterhin noch ausdriicklich als
durchschnittliche Pramienreserve niher bezeichnet sein. Ist diese fiir die
ganze Versicherungsdauer stets Null, dann ist jedes einzelne Spiel des
Spielsystems gerecht. Das Spiel verliuft dann nach dem System des
natiirlichen Beitrages.
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Neben dem Erwartungswert werden in der wahrscheinlichkeits-
theoretischen Behandlung der Lebensversicherung auch die vom Er-
wartungswert aus gerechnete Abweichung und ihr Mittelwert oder
Strewung zur niheren Charakterisierung eines vom Zufall abhédngigen Vor-
ganges herangezogen. Dariiber noch hinausgehend wohl auch die beiden
nichsthéheren Momente, die als Schzefe und Exzefl bezeichnet werden.
Wird bei wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrachtungen die Streuung
nicht vom Erwartungswert aus gerechnet, d.h. die Abweichungen —
Gewinne und Verluste — von einem anderen ein fiir allemal definierten
Ausgangswert bestimmt, so sind diese verschiedenen Streuungswerte auf-
einander in sehr einfacher Weise durch den sogenannten Verschiebungs-
satz bezogen. In der Versicherungsmathematik entspricht dem auf den
Erwartungswert bezogenen Begriff der Streuung der Begriff des mittleren
Risikos. Da der Erwartungswert der kiinftigen Gewinne und Verluste
aber mit der Pramienreserve des betreffenden Termins identisch ist, wird
hier fiir einen Termin ¢ die Streuung als Abweichung von der Primien-
reserve gerechnet. Andere Streuungswerte scheinen bisher nicht beriick-
sichtigt worden zu sein. Es liegt da zunichst nahe, statt des Erwartungs-
wertes der kiinftigen Gewinne und Verluste in der restlichen Versicherungs-
dauer fiir einen bestimmten Zeitpunkt das quadratische Mittel der zu
erwartenden Gewinne und Verluste, gerechnet jedoch nicht von der durch-
schnittlichen Pramienreserve, sondern vom Wert Null aus, als Streuungs-
maB einzufithren. Wir wollen diesen neuen Begriff im Unterschiede zur
durchschnittlichen Primienreserve als mittlere Prdmienreserve bezeichnen.
Ganz in Analogie zur Wahrscheinlichkeitstheorie gilt dann hier ein Ver-
schiebungssatz, welcher besagt, daB3 die mittlere Pramienreserve fiir jeden
innerhalb der Versicherungsdauer gelegenen Zeitpunkt als Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks aufgefaBt werden kann, dessen beide
Katheten durch die fiir denselben Zeitpunkt bestimmten Werte der durch-
schnittlichen Primienreserve und des mittleren Risikos fiir die rest-
liche Versicherungsdauer gegeben sind.

Es liaBt sich dann leicht zeigen, daBl das Quadrat der mittleren
Primienreserve stets auch als gewohnliche durchschnittliche Primien-
reserve fiir den gleichen Zeitpunkt einer sonst gleichartigen Versiche-
rung aufgefaBt werden kann, fiir welche der Rechnungszins, die
Werte der versicherten Kapitalien und auch die Primien in ganz
bestimmter Weise mit den beziiglichen Werten der urspriinglichen
Versicherung verbunden sind. Aus diesem Umstand folgt dann
auf Grund des Verschiebungssatzes ein Ausdruck fiir die mittlere
Priamienreserve und damit auch fiir das fernere mittlere Risiko, der
fiir eine ganz allgemeine Versicherung giiltig ist und dessen sehr
spezieller Fall auf die in § 57 abgeleiteten HAUSDORFFschen Formeln
fiihrt.

Berger, Lebensversicherung. 17
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Auf Grund des Verschiebungssatzes aber erhilt man fiir die durch-
schnittliche Pramienreserve die folgende Definition: Die durchschnitt-
liche Pramienreserve ist jene technische Riicklage, fiir welche das fernere
mittlere Risiko bis zum Ende der Versicherungsdauer stets ein Minimum
ergibt. Diese Definition ist irgendeiner anderen, auf Grund des Aqui-
valenzprinzips gegebenen, vollig gleichwertig. Sie setzt die enge Ver-
bundenheit der gewshnlichen Uberlegungen der Versicherungsmathematik
mit der risikotheoretischen Auffassung der Probleme in unmittelbare
Evidenz. Sie entspricht aber vielleicht am meisten der Mentalitit des
Versicherers, welcher stets geneigt ist, in der Primienreserve nicht nur
eine durch die dauernde Giiltigkeit des Aquivalenzprinzips bedingte Riick-
lage, sondern auch eine mit risikotheoretischen Erwigungen zusammen-
hingende Reserve zu erblicken.

Dies wird noch deutlicher aus der Tatsache abzuleiten sein, daB die
mittlere Pramienreserve fiir einen groBen Bestand gleichartiger Ver-
sicherungen die beziigliche durchschnittliche Pramienreserve zur Asym-
ptote hat. Da aber die mittlere Primienreserve als Maf der Streuung,
die durchschnittliche Primienreserve aber als Erwartungswert der
kiinftigen Gewinne und Verluste zu definieren sind, so ist gerade in der
asymptotischen Niherung der beiden GroBen fiir einen groflen Ver-
sicherungsbestand das Gesetz der groBen Zahl als Fundament der Ver-
sicherung in einer ganz bestimmten Weise zum Ausdruck gebracht.

Um nun all diese Zusammenhéinge naher zur Darstellung zu bringen,
seien zunichst wieder fiir eine ganz allgemeine Versicherung auf den Ab-
und Erlebensfall der Dauer # das Ablebenskapital mit A,, das Erlebens-

kapital mit T, die laufenden Primien mit P, und das Nettodeckungs-

kapital mit ,V bezeichnet. Wire es bekannt, daB das Ableben zu dem
innerhalb der Versicherungsdauer liegenden Zeitpunkt ¢ A erfolgt,
dann wire die individuelle Primienreserve fiir den Zeitpunkt ¢ als Bar-
wert der Auszahlung abziiglich des Barwertes der vom Zeitpunkt ¢ bis
zum Zeitpunkt # 4 A noch zu zahlenden Primien, demnach mit

A
7/'1<At+1_§v‘_l Piys ds) (99)

[}

gegeben. Ganz analog wire, wenn das Erleben des Endtermins der Ver-
sicherung feststiinde, fiir den gleichen Zeitpunkt ¢ die individuelle Pramien-
reserve
n—¢
pn—t (T—S ps—n+t P, ds). (x00)

o

Um die durchschnittliche Primienreserve zu berechnen, bezeichnen
wir den nach MaBgabe der Wahrscheinlichkeiten p,u,,;d¢ und ,p,



Die mittlere Pramienreserve und der Verschiebungssatz. 259

berechneten Erwartungswert der durch obige GroBen definierten Gewinne
oder Verluste fiir den Zeitpunkt ¢ mit ,J und haben hierfiir anzusetzen:

V= o [imw“ v* (Az——gv‘ 2 p, ds)d A+

+ nPr V" (T—'i v—n P, ds)}
‘ (xo1)

n—t 4 _
= Slpm+tﬂx+t+l vl(AHl“! AP, ds)dl +

o o

n—1i
+ n-—tﬁw+tvn—t (T""‘ SU’—”+tﬁt+s ds)

[}

Wenn wir beachten, daBl es sich hier um den Erwartungswert einer Ab-
und Erlebensversicherung auf die Betrige
A _ n—i o
Apa— =3Py ds und T—(v—2+t1P, ds (102)
o o
des Alters x + ¢ und der Dauer #» — £ handelt, so kann der Ausdruck (101)
auch einfacher ~

2
tV=Aau+t,1T——_~T[{At+,’.'—SU"~‘1 Pt—nds} (z03)

: o
geschrieben werden.

FaBt man die Zahlung der Primien als Rentenzahlung auf, so kann
die Vereinbarung getroffen werden, daf die Zahlung der Primien nicht
bar zu erfolgen hat, sondern daB statt dessen am Ablebens- oder Er-
lebenstermin eine Zahlung zu erfolgen hat, welche der Summe der bis
zu diesen Terminen aufgezinsten Pramien gleichzukommen hat. Eine
solche Festsetzung wire natiirlich praktisch meist nicht brauchbar, ent-
spriche aber formelmiBig durchaus dem getroffenen Schema. Trennt
man daher die beiden Bestandteile in der geschlungenen Klammer von
(z03) und beriicksichtigt man nach dem Gesagten, daf eine gemischte
Versicherung auf die aufgezinsten Pramienbetrige nichts anderes ist als
eine temporire Leibrente auf die Priamien, so erhilt man aus (103) sofort

V= Ay i {Aes 1) — oo 7= {Prs ) (104)

und damit die Darstellung der durchschnittlichen Nettopramienreserve
in der prospektiven Gestalt. Wir konnen dabei immer annehmen, daf
eine eventuelle einmalige Pramie in P, enthalten ist, in welchem Falle
dann natiirlich alle iibrigen laufenden Primien zu entfallen haben.

7*



260 Risikotheorie.

Fiir den Beginn der Versicherung ist durch Zerlegung in die beiden
Dauern ¢ und » —¢

0= ltZw {Al} — 7] {—Fl} + Pt [A_:v+t, n—i {At +A} —
_ — g 41,74 {ﬁt+l}] (105)
= A7 {da} —doz {Pa}

zu erhalten und es folgt daher aus (ro4) und (105)
o (P} — 4. {44]] (r06)
P

und damit die retrospektive Gestalt der durchschnittlichen Primien-
reserve.

Nun hat aber die Einmalprimie der Versicherung auf Ab- und Er-
leben fiir die Betrige 4, = T = 1 und fiir den Zins § = o stets den Wert 1.
Es kann daher die Relation (103), mit welcher die durchschnittliche
Primienreserve als Erwartungswert der Gewinne und Verluste fiir die
restliche Versicherungsdauer definiert ist, auch

tI7=

1
0= Az+t,nTt[{At+l— Svs—-l Pt+ads_v_ltv} (107)
o
geschrieben werden. Aus dieser Relation geht hervor, daf die durch-
schnittliche Priwmienreserve auch als jene Riicklage definiert werden kann,
fiir welche der Evwartungswert dev kiinftigen Gewinme und Verluste stets
Null ist, wenn hierbei diese Gewinne und Verluste unter Beriicksichtigung
dieser Riicklage gerechnet werden. Es wird also ein Verlust fiir die Gesell-
schaft dann zu verzeichnen sein, wenn die Kapitalszahlung zum Termin
t+ A den Betrag der restlichen aufgezinsten Primien fiir das Zeitintervall ¢
bis £+ A und den Betrag der fiir das gleiche Zeitintervall aufgezinsten
Pramienreserve ,V ibersteigt.
Fiir den Beginn der Versicherung ist der Erwartungswert der Gewinne

und Verluste bis zum Zeitpunkt ¢

) t
).ﬁ:nr:;l":o:+l'l'v;t (Sva—l ﬁs ds — Al)‘l A =+ tﬁw vt Svs—t Fs ds

o o

t t
_ ¢ _ — 8
APy dA | pottareds — 1 Aa{Ai) + o |0 Pyas [ O
a

7 1 P1} — 1i44 144},

woraus durch Division durch ,p, v* wieder der Ausdruck (106) erhalten
wird.

Die Relationen (103) bis (108) gelten in formal ganz gleicher Art auch
fir ganzjihrige oder unterjihrige Primienzahlung bei entsprechender

Il
Q Ot—es Ot
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Auszahlung der Todesfallkapitalien am Ende der Jahre oder unterjéhrigen
Intervalle, ein Umstand, auf den im folgenden nicht mehr eigens ver-
wiesen werden wird.

Die Streuung wird in der Versicherungsmathematik, wenn sie auf

den Erwartungswert der Gewinne und Verluste ,V bezogen wird, als
Quadrat des mittleren Risikos bezeichnet. Sie ist nichts anderes als eine
allgemeine gemischte Versicherung auf die Quadrate der in (107) stehenden
Argumente und daher gerechnet vom Zeitpunkt ¢ bis zum Ende der Ver-
sicherungsdauer »

)

2
M2 (¢, n) = Al:c+t,rT—-_tl{At+2"" Sv‘_ZPtH ds — 'U_ltV} (109)

und fiir den Beginn der Versicherung

2 2
M2 (0, n) =A—;,,7;{Az — [ oo Pads} :
o
Hierbei ist aber wohl zu beachten, daB die Quadrierung der Argumente
bedingt, da in unseren Formeln statt des Diskontierungsfaktors v der
Faktor 2 zur Verwendung gelangt, ein Umstand, der durch die Akzen-
tuierung der Versicherungswerte angezeigt wird. Im iibrigen besteht aber
zwischen den Ausdriicken (107) und (109) vollstindige Analogie. Der
erstere ist stets Null, eine Folge des Aquivalenzprinzips. Der letztere im
allgemeinen nur Null fiir £ = #, weil die Argumente der Einmalprdmie
der gemischten Versicherung als Quadrate nur positiv oder Null sein
kénnen.

Beziehen wir aber die Streuung nicht auf die Riicklage .V, sondern
auf die Riicklage Null, so bezeichnen wir sie als mittlere Prdmienreserve.
Ihr Quadrat ist dann definiert durch

A 2
MtzzA:’c+t,r7——tl{At+l_‘SU‘~;‘ Pt+sds} . (110)

o

Aus (109) und (110) ergibt sich aber durch Subtraktion

A
ME—M2(t,n)=2,V. fa—zq—t,Fﬂ{AtH—SU‘“zPHsds}— V2
o

und im Hinblick auf (103)
Mg = M> (¢, n) + V2 (111)

Die wmittlere Primienveserve ist daher fiir jedes ¢ Hypotenuse eines vechi-
winkligen Dreieckes mit den beiden Katheten mittleres Risiko M (2, n) und

durchschnittliche Prdmienveserve J_/.
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Beziehen wir aber die Streuung nicht auf die Riicklage V' wie in (109),
sondern auf eine andere Riicklage R,;, dann ergibt sich aus der so de-
finierten Streuung

_ B 2 ~ 2
M2(t,n) = Ay ey {Au-z — S v~ P, ds—u ‘Rt} (112)

o

im Verein mit (1og) und (103)

W) = m) —2 (Re— )V RE—T
)+ (Re— TP J

Den durch die Relation (113) zum Ausdruck gebrachten Zusammen-
hang nennen wir den Verschiebungssatz der Versicherungsmathematik in
Ubereinstimmung mit der in der Wahrscheinlichkeitstheorie eingefiihrten
Terminologie. Aus (113) folgt aber; daBl die Streuung ein Minimum wird,
wenn sie auf die durchschnittliche Primienreserve als den Erwartungs-
wert der kiinftigen Gewinne und Verluste bezogen ist. Hieraus
folgt aber fiir die durchschnittliche Primienreserve die Definition:
Die durchschwittliche Primienveserve ist jeme Riicklage, fiir welche fiir
jeden Zeitpunkt der Versicherungsdauwer das muttlere Risiko fir die
restliche Versicherungsdauer ein Minimum wird. Es ergibt sich demnach
fiir die durchschnittliche Primienreserve als Riicklage stets ein Mini-
mum der Verlusterwartung, wihrend die durchschnittliche Verlust-
erwartung als Erwartungswert der kiinftigen Gewinne und Verluste
stets Null ist.

Da die Streuung, bezogen auf die Riicklage Null, nach Definition
gleich ist der mittleren Primienreserve, so folgt aus dem Verschiebungs-
satz (113) fiir R, = o als spezieller Fall der Dreiecksatz (I11).

Setzt man in dem Ausdruck fiir die mittlere Primienreserve (110)
fiir ?, =0, so wird

Mp=4,,, nTtI{AfH}’
und weil dann

t—V = Z:H_t, = {At+1}r
im Hinblick auf (r1r)

Mz (tY ﬂ) =E;+t’m{A?+l}_E:+t’m{At+7~}‘ (114)

Man erhilt daher auf diesem Wege fiir das mittlere Risiko die fiir ganz
beliebige A4, verallgemeinerte HausporFrsche Formel fiir die Einmal-
primienversicherung.

Wir erhalten fiir die mittlere Pramienreserve eine Umformung, aus
der der Charakter als Primienreserve in retrospektiver und prospektiver
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Gestalt fiir das Quadrat derselben deutlich hervorgeht, indem wir den
Ausdruck (110)
/ A

Mp=— [gmum 024 (Az —[v—* P, ds) di+
4

s ? o

n

2
+ wPe vz"(T —Svs—" 153 ds) J (x15)

¢
schreiben. Aus ihm folgt namlich durch Differentiation nach ¢

d e J—
'd—;Mt2=(/":c+t+26) M+ Ivzt{-—tpx[quvZ‘AtZ-{-—

trx

n
+ 2 Pt 13,<T—Sv0—” P, ds) +

¢

n A
+ 2 P, ot glpwﬂl v1<A1 ——Sv’—‘ P, ds)]
t

o
und wegen (102) auch

d — . — P —
—d—tM,F:([th—}—zé) MZE+2P, .V —p, A2 (x16)

als Differentialgleichung fiir Mg. Durch Integration von (116) erhilt
man

¢
Mtz = P Ivzt |:S 1}')” y24 (2 P;, 1V——‘ux+;, A;,Z) d + C}, (II7)
wobei fiir £ =o0

C=Mg=M(0,n) + (V2

erhalten wird. Anderseits ist fiir £ = # wegen M2 = ,,172 = T?

T2 —

[S ,115,, y24 (2 17“17——‘%.,,,1 A;,?) di + C} (IIS)

wbo V2"

und man erhilt aus (117) und (118)

M =4, 4057 {403} — Gorimmg {2 Pova - eraV ) (119)
In (117) und (119) ist die retrospektive und prospektive Gestalt des
Quadrats der mittleren Primienreserve gegeben. Wir sehen eine voll-
stindige formale Analogie in der Differentialgleichung (116) und ihren
Integralen zur Differentialgleichung der durchschnittlichen Pramien-
reserve

d R — p—
WtV = (Uost+ )V + Pr—ps,ed,

und der Darstellung von .V in retrospektiver und prospektiver Gestalt.
Hierbei entsprechen den GréBen 6, A4, T, P, bei der Berechnung der
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durchschnittlichen Primienreserve die GroBen z 8, 42, T2 2 P,.,V bei
der Berechnung der mittleren Primienreserve, wobei immer zu beachten
ist, daB hier M 2 an die Stelle von tV tritt. Die zahlreich vorhandenen
weiteren formalen Analogien kénnten noch weiter verfolgt werden.

Ist aber im besonderen A;= T = 1, so erhilt man wegen

/I;:+t,nTtl =I—2 6a-;v+t,7th|
aus (II19)
M@ =1—2d; 4y 7=q {e4+1V- Prya+ 0} (120)
eine Formel, welche
tfi: I— G0y t4n4 {E+2 + 5}
formal entspricht.

Aus der Differentialgleichung (116) fiir M2 und der Differential-
gleichung der durchschnittlichen Priamienreserve in der Gestalt

d — — — — —
27tV =2y +0) V2 + 2PV —2p,,4 44V
folgt auf Grund von (111) und (116)

TN () = (e 20) M2 (1) — oy (A, — PP (121)

und hieraus durch Integration

t
M2 (t, n) = " Ivm [—S,lpw,uﬁlv“ (A2 —V)Ed A+ M2 (0,n)
tre

o
oder auch

M2 (0, n) = M2 (0, 1) + b, v2¢ M2 (¢, n) (122)

als Ausdruck fiir das HATTENDORFsche Theorem.
Da nach dem Gesagten das Quadrat der mittleren Primienreserve
als durchschnittliche Pramienreserve und damit als Erwartungswert

n A
M= ; Ivzt [Szﬁw,u“z 02’1(1‘1,12 —2 sz(‘*‘) P, sVds) i+
o

iz
n
B
t

aufgefaBt werden kann, so werden die Ausdriicke (123) und (110) bzw.
(x15) einander gleichgesetzt definierend fiir ,V sein. In der Tat ist aus

einer solchen Relation durch Differentiation nach ¢ fiir ,7 der definierende
Ausdruck (rox) zu erhalten.
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Unter Benutzung des Satzes von HATTENDORF erhilt man bei An-
wendung der diskontinuijerlichen Methode aus der Rekursionsformel fiir
das Quadrat des mittleren Risikos

Dot P M2 T, m) = M2 (6, 1) — Qoys Poys VP (Asn— 1 1aV)? (124)

und der Rekursionsformel fiir die durchschnittliche Primienreserve

PortVisV =14V + Proy—qossv 444y, (125)

nach leichter Rechnung im Hinblick auf (x11) die Rekursionsformel fiir
das Quadrat der mittleren Primienreserve

Post VP M2y = M2+ 2<tV+ % Pt+1) Pyi1—quii? 4% ;. (126)

Sie ist zur rekurrenten Berechnung der mittleren Primienreserve in
gleicher Weise geeignet, wie die auf dem HATTENDORFschen Satz be-
ruhende Formel (124) zur Berechnung des mittleren Risikos. Fiir den
speziellen Fall konstanter 4, vorzuziehen ist aber die Formel

1

1>+v[I_Mt_2Pt+1<tV+ Pt+1) (I—v)z]»(127)

die aus (126) durch eine leichte Umformung zu erhalten ist. Formel (127)
ist ganz analog der Rekursionsformel fiir die durchschnittliche Pramien-
reserve

2
I—M?, =

I— V= [I""tV‘—PtH_(I""v)]

Dr+t?

bei konstantem A, auf die an fritherer Stelle hingewiesen worden ist.

§ 60. Zur Berechnung des mittleren Risikos.

Die Darstellung des Quadrats der mittleren Primienreserve und
damit auch zufolge des Dreieckssatzes die des mittleren Risikos durch
den Ausdruck (119) gewinnt eine fiir die praktische Berechnung be-
sonders hervortretende Bedeutung dadurch, daB es im Wege einer leichten
Umformung gelingt, das letzte, die Betriige 2 P,,V enthaltende Glied
in (11g9) zum Verschwinden zu bringen.

Zunichst sei bemerkt, daB sich aus der Differentialgleichung fiir die
durchschnittliche Primienreserve eine bemerkenswerte Darstellung fiir
;V ergibt, wenn man unter Heranziehung einer differenzierbaren Funk-
tion a,, iiber welche noch zu verfiigen sein wird, die genannte Differential-
gleichung

V4 ) = (parit O (V4 a)+ (Pot Fra—8a,)—
—pasi (Ao @) (128)
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schreibt. Denn verfiigt man iiber die a, so, daB die Relation
d j—
E?atzéat—“Pt (129)

und damit

¢
a, = —;— [ao—gv"l—_’; ai (x30)

o

erfiillt ist, wo a, unbestimmt bleibt, so folgt aus (128)

T+ a) = (ot 0 (V+ @) — oy (e + @)
und

’ t
tv‘*— ay :_plvt [_ Slpac,uz+). vt (Al + al) i+ 0V+ ao}

e
oder auch prospektiv
V4 a, = Az 0777 {At+l + “t+l}~ (131)

Sind die a, aber konstant a, = a, und das ist der praktisch am meisten
interessierende Fall, so folgt aus (129)
; _ P
r=73
und damit

= P P
tVZAx+t,'n"—T]{At+A+ T}—T (132)

Die Darstellungen der durchschnittlichen Pramienreserve (131) und (132)
sind an sich beachtlich, im besonderen aber im Zusammenhang mit der
folgenden Darstellung des mittleren Risikos. ‘

Denn aus (121) ist zu erkennen, daB eine Verinderung der 4, in
A, + a, und zugleich eine Verinderung der ,V in ,V + a, die Werte des
ferneren mittleren Risikos vollig ungeidndert 14B8t. Man erhilt daher aus
(r19) im Hinblick auf den Dreieckssatz (II1)
M2 (t,n) = Z;+t,rl_-tl {4ss2+ a2 —

n—t

A d J— —

—2 Szi’zH v“(PtH -+ 1l ﬂt+1—5az+z) (+aV+agy2) dA— (VA ap)? (133)

o
und wegen (129) und (131) auch
M2 (¢, n) ZZ;+t,nTtl {At+1 + “t+1}2 ““Z:H,ﬂ {At+1 + “t+l}- (134)

Fiir den speziellen Fall konstanter @, aber ergibt sich hieraus

M2t n) = 171;a+t,17—7|{1‘1t+/1 + %} _(‘17 T %?)2 l

— 13 2 _ ﬁ (135)
= AzH,nTtI{AHl + T} _—Agz+t,m{A¢+}. + T} I
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Sind die versicherten Kapitalien A; = T = 1, so erhélt man
P ]
(I + ) g+t,n—l 5

37 ) = 14+ 5 A — (7 + 5 ) L (x36)

B\ —
=(I +T) [Az+t,n_—71"A§+t,nTt|] ]

Wir haben in der Formel (134) die fiir den Fall ganz allgemeiner 4,

und P; giiltige Darstellung des mittleren Risikos zu erblicken, als deren
ganz spezielle Fille die bereits bekannten HAUsDORFFschen Formeln
erhalten werden. Die Umformung (134) gilt hierbei ganz allgemein, wobei
die GroBen a, durch (129) definiert sind.

Man erhilt als spezielle Fille aus der Formel (135) fird,=o0,T=1
die Formel fiir das mittlere Risiko der Erlebensversicherung. Fir die
Versicherung auf Ab- und Erleben ist zu setzen 4, = T = 1. Fiir die
Versicherung mit bestimmter Verfallszeit 4, =T =o, ,V =—"~ ¢
Bei einmaliger Primienzahlung wire P =o0 und tV gleich der Einmal-
pramle zu setzen. Fir die Rente aber ist P=—1, A,=T =o,
tV =@y 47=g Die Formeln gelten fiir jedes ¢.

Nach der gegebenen Ableitung erhilt man die wesentliche Formel (119)
aus dem Begriffe der mittleren Primienreserve. Es ist aber sehr zu be-
achten, daB die Formeln (1x31) fiir die durchschnittliche Pramienreserve
und (134) fiir das mittlere Risiko auch ganz ohne Rechnung erhalten
werden kénnen. Es bedarf hierzu der folgenden Uberlegung:

Ein Versicherter habe eine allgemeine, durch 4,;, T bestimmte Ver-

sicherung auf Ab- und Erleben gegen laufende Pramien P, abgeschlossen.
Neben dieser Versicherung legt er Betrige in einem zum gleichen Zins 4
wie die Versicherung verzinslichen Sparguthaben an, und es soll die je-
weilige Sparsumme fiir die einzelnen Zeitpunkte der Versicherungsdauer
den Betrag a4, ausmachen. Fiir den Fall des Ablebens und des Erlebens
stehen dann neben den versicherten Betrigen 4, und T noch die Spar-
summen a; bzw. a,, zur Verfiigung. Die abreifenden Zinsen der Sparsummen
a,im Betrage von 8 a, werden zur ErméBigung der Primien P, verwendet
und auch die durch Bareinlagen oder Abhebungen erfolgenden Ver-
inderungen der Sparsumme zusammen mit den Primien verrechnet, so
daB sich eine laufende Beitragsleistung fiir Versicherung und Spargut-
haben von

Pt+ dt 6at

ergibt.
Bei einer entsprechenden Bareinlage a, fiir das Sparguthaben zu Be-
ginn der Versicherung kann aber offenbar stets bewirkt werden, daB sich
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fir jeden Zeitpunkt innerhalb der Versicherungsdauer die laufenden
Beitragsleistungen fiir die Versicherung, die Einlagen und Abhebungen
von Sparguthaben und die Zinsen des Sparguthabens gerade auf Null
aufheben. Es mufBl daher stets die vorhandene Primienreserve samt
Sparguthaben einer Einmalprimie auf die versicherten Kapitalien
A+ a, bzw. T + a, entsprechen. Durch die Vereinigung der beiden
Operationen #ndert sich aber an dem Risiko nichts, da ja die Spar-
versicherung ginzlich risikolos verlduft. Man kann daher in den Formeln
fiir das mittlere Risiko die vorkommenden Gré8en durch die entsprechen-
den GroBen fiir die vereinigte Operation ersetzen, ohne an dem Risiko-
wert etwas zu dndern. Das aber ist der Sinn der Formeln (131) und (134)-

§ 61, Das ausreichende mittlere Risiko,

Die angestellten Betrachtungen bezogen sich durchaus auf die Netto-
methode unter Ausschaltung der Verwaltungskosten. Wir haben schon
erwihnt, daB sich unter Beriicksichtigung derselben prinzipiell an den
Untersuchungen nichts dndert. Bezieht man sich also auf die Methode
der ausreichenden Primien und ausreichenden Deckungskapitale, so
kann formelmiBig alles ungeindert bleiben, wenn man so iiberlegt:

Ist die ausreichende Primie mit Anderung der Indizes

*Po= Pt ot foPty

und werden die fiir Unkosten entfallenden Betrige jeweils gleich von den

ausreichenden Primien abgesetzt, so verbleiben Primien
Py=Py—a+ und P,=P,+ =,

az, n|

welche offenbar nur zur Deckung der Nettoleistung bestimmt sind,

wihrend die auf Grund dieser Primien resultierenden Nettoprdmien-

reserven gerade den ausreichenden Deckungskapitalien entsprechen

miissen. In der Tat ist dann

Az 7 {Az} =a,7 {“Pz} —oa—Pfa, 7 {“Pz} — Y Az, = Az, {E} (x37)
und

[«

az!-ﬂ

OV, = Ay iy i A2} + B st a=g (°Pa) + ¥ g gt n=g —
'—aa;+t,17:f]{apl} (138)

= Ay i {dal — 2457 {Pi).
Es kann sonach jedes ausreichende Deckungskapital als Nettodeckungs-

kapital mit den Prdmien ﬁt gedeutet werden. Hiermit folgt aber schon
aus (103) auch

e =~
“Vt=Az+t,nTtl{At+l“~jv,~lPt+ads} (139)

o
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und aus (10%)
)

0=Zz+t,i{:?|{At+l“‘Svs—;'ITt+a ds—v-‘“f/—,}‘ (x40)
o

Man kann sonach das ausreichende Deckungskapital als jene Riicklage

definieren, fiir welche der Erwartungswert der kiinftigen Gewinne und

Verluste unter voller Beriicksichtigung der Unkosten immer Null ist.

Ganz analog wiirde sich, auf den Erwartungswert @V, bezogen, die

Streuung als
i

~ _ 2
M2 (¢, ) = Z;H,M{AHI.— S AP, ds—vt “Vt} (141)

o

und das mittlere ausreichende Deckungskapital als

i 2
CMPE= Ay, W{At+l — Svs—‘PtHds} (x42)
o
ergeben. Aus (141) und (142) aber ergibt sich wieder der Dreieckssatz
13 8t
aM 2 = M2 (8, n) + OV 2. (143)

Auf Grund eines (113) ganz analogen Verschiebungssatzes ergibt sich
dann die Aussage, da3 das ausreichende Deckungskapital jene Riicklage ist,
fir welche fiir jeden Zeitpunkt der Versicherungsdauer das mittlere Risiko
unter Einbeziehung der Unkosten ein Minimum wird.

Die Ubertragung der Resultate auf die Methode der ausreichenden
Priamien gelingt einfach dadurch, daf3 frither die Primien P, vollig all-
gemein gehalten worden sind und nichts hindert, hierunter auch aus-
reichende Primien zu verstehen, wenn nur das Aquivalenzprinzip un-
angetastet bleibt. Zu diesem Behufe muB dann offenbar der Erwartungs-
wert der gesamten Leistung des Versicherers fiir irgend einen Zeitpunkt
der Versicherungsdauer stets dem Erwartungswert der Primienleistung
zuziiglich dem vorhandenen ausreichenden Deckungskapital entsprechen.

Auf einen Unterschied bei Anwendung der kontinuierlichen und der
diskontinuierlichen Methode war im vorhergehenden an keiner Stelle
aufmerksam zu machen und wir haben Formeln nach beiden Methoden
im Text oft ohne weitere Bemerkung nebeneinander verwendet. Einige
Vorsicht ist nur dann geboten, wenn in der Risikotheorie der Begriff der
kritischen Dauer Verwendung findet. Er ist fiir exakte Rechnung stets
nur der kontinuierlichen Methode vorbehalten.

§ 62, Das relative mittlere Risiko.

Fiir eine einzelne Versicherung ist der Zusammenhang der drei
GroBen M (¢, #), ;V und M, durch den Dreieckssatz (111) gegeben. Fiir
eine Gesamtheit von Versicherungen wird das Quadrat der mittleren
Pramienreserve als Summe der Quadrate des mittleren Risikos und des
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Quadrats der durchschnittlichen Primienreserve fiir diese Gesamtheit
zu definieren sein. Handelt es sich hierbei um eine Gesamtheit von m
gleichen Versicherungen und bezeichnet man mit M, ,, die mittlere
Primienreserve dieser Gesamtheit, so ist

M, = m M? (¢, n) + m? V2 (144)
Da fiir das Ende der Versicherungsdauer das mittlere Risiko Null ist,
so folgt aus (x1r) und (144), daB fiir das Ende der Versicherungsdauer

die mittlere und die durchschnittliche Primienreserve einander gleich
sind. Fir den Beginn der Versicherung ist aber

M3, . =m M2 (o, n) + m? V2

und daher bei laufender Primie die mittlere Primienreserve fiir diesen
Termin gleich dem mittleren Risiko. Bei einem Bestande von m gleichen
Versicherungen entfillt auf die Einzelversicherung ein Betrag an mittlerer
Pramienreserve von

—YmME(E n) + m? V2 (145)
und daher fiir groBes m der Betrag
lim % My \=,V.

m-—>®

Fiir einen groBen Bestand gleichartiger Versicherungen stimmen daher,
wie aus dem Grenziibergang fiir m — co hervorgeht, die auf die Einzel-
versicherung als Durchschnittsversicherung entfallende mittlere und
durchschnittliche Primienreserve iiberein. Die mittlere Gesamtprimien-
reserve nihert sich aber asymptotisch der durchschnittlichen Gesamt-
pramienreserve. In dieser Tatsache kommt das der Versicherung zugrunde
liegende Gesetz der groBen Zahl zum prizisen Ausdruck.

Man versteht unter dem relativen mittleren Risiko den Quotienten des Be-
trages des mittleren Risikos durch eine geeignet gewihlte Zahl, fiir welche
die Primie, die Pramienreserve u. a. in Betracht kommen kann. Dasrelative
Risiko kann hierbei auf die Einzelversicherung oder den Versicherungs-
bestand bezogen sein. Die ndheren hierauf beziiglichen Begriffe und
Untersuchungen, z. B. iiber die Minimalzahl der Versicherten, iiber das
Maximum des Eigenbehalts usw., gehoren durchaus dem Gebiete der
praktischen Versicherungstechnik an. Der Begriff der mittleren Primien-
reserve vermittelt aber auch einen neuen, theoretisch und auch praktisch
interessanten Begriff eines relativen Risikos. Wir definieren ihn als
Quotienten des mittleren Risikos durch die mittlere Primienreserve.
Fiir die Einzelversicherung und fiir einen Bestand von m gleichartigen
Versicherungen ergibt sich hierfiir

M (¢, n) M (¢, n)
My M A G mgvE
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Gegentiber anders definierten relativen RisikomaBen hat diese GroSe
die besondere Eigenschaft, stets zwischen I und o zu liegen. Sie ist stets
Null fiir das Ende der Versicherungsdauer und 1 fiir deren Beginn bei
laufender Zahlung der Pramien. Fiir eine reine Risikoversicherung, wo stets
.V =o0 ist, ergibt sich stets 1, gleichgiiltig, um welchen Bestand es sich
handelt. Fiir die reine Sparversicherung, bei welcher stets M (¢, #) = o
ist, ist sie immer Null. Im allgemeinen fillt diese GréBe von einem Aus-
gangswert M (o, n) : M,, der bei laufender Zahlung 1 ist, monoton bis
zum Endwert o ab. Der Abfall ist aber fiir eine Gesamtheit gleichartiger
Versicherungen um so steiler, je groBer m ist. Fiir m — oo ist dieses
relative Risikomaf3 stets o, wenn einmal die erste Primie bezahlt ist.
Die dieses relative Risiko in seiner Abhingigkeit von ¢ darstellenden
Kurven vermitteln einen klaren Vergleich der Risikoverhiltnisse ver-
schiedener Versicherungsarten bei gleichem x und #. Ebenso aber auch
fiir sonst gleichartige Versicherungsbestinde fiir verschiedenes m. Aus
der folgenden Tabelle ist der Verlauf des RisikomaBes bei einem Bestande
von m gemischten Versicherungen des Beitrittsalters 35 und der Dauer 20,

gerechnet nach der Tafel Mg’ , mit einem Zins von 4%, zu entnehmen.

m =1 ' m = 10 l m = I00 m = I000

1 1,000 1,000 1,000 1,000
2 0,983 0,863 0,475 0,186
3 0,932 0,629 0,248 0,080
4 0,849 0,453 0,158 0,051
5 0,644 0,257 0,084 0,027
6 0,544 0,201 0,056 0,020
7 0,455 0,160 0,051 0,016
8 0,377 0,128 0,040 0,013
9 0,309 0,102 0,032 0,010
10 0,251 0,082 0,026 0,008
II 0,201 0,065 0,020 0,006
12 0,149 0,051 0,016 0,005
13 0,123 0,038 0,012 0,004
14 0,092 0,028 0,009 0,003
15 0,066 0,021 0,006 0,002
16 0,043 0,013 0,004 0,001
17 0,026 0,008 0,002 0,001
18 0,011 0,003 0,001 0,000
19 0,000 0,000 0,000 0,000
7,814 4,438 2,361 1,451

Die mittleren Pramienreserven sind hierbei nach der Rekursionsformel
(127) gerechnet. Die Summen der angefiihrten Ziffernreihen sind als
ein Flichenmal des relativen Risikos fiir die ganze Versicherungsdauer
anzusehen.
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