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Vorwort. 

In den 40 Jahren, die seit dem Erscheinen der "Analysis Situs" 
von POINCARE vergangen sind, hat sich die Topologie nicht nur zu 
einer bedeutenden, sondern auch zu einer auBerordentlich umfangreichen 
mathematischen Disziplin entwickelt; die wichtigsten Resultate dieser 
Entwicklung harren einer Darstellung, die gleichzeitig in die Vergangen
heit und in die Zukunft weist: in die Vergangenheit als Zusammen
fassung dessen, was heute inhaltlich abgeschlossen vorliegt; in die Zu
kunft als zuverHissige Grundlage ffir weitere Forschungen. Die an und ffir 
sich schwierige Aufgabe, eine solche Darstellung eines immerhin jungen 
Zweiges der mathematischen Wissenschaft zu geben, wird im FaIle der 
Topologie dadurch besonders erschwert, daB die Entwicklung der Topo
logie in zwei voneinander ganzlich getrennten Richtungen vor sich ge
gangen ist: in der algebraisch-kombinatorischen und in der mengen
theoretischen - von denen jede in mehrere weitere Zweige zerfallt, 
welche nur lose miteinander zusammenhangen. 

Als Marksteine in der Entwicklung der mengentheoretischen Topo
logie dfirfen der Bericht fiber Punktmengen von SCHOEN FLIES (1908) 
und das klassische Buch von HAUSDORFF ("Grundzfige der Mengen
lehre", 1914) gelten. In den letzten Jahren sind die Bucher von FREcHET 
("Espaces abstraits"), von MENGER ("Dimensionstheorie", "Kurven
theorie") und von KURATOWSKI ("Topologie I") erschienen. Dber die 
allgemeine kombinatorische Topologie gab es bis vor wenigen Jahren 
nur das grundlegende Werk von DEHN-HEEGAARD (Enzyklopadie-Artikel 
fiber "Analysis Situs", 1907) und das klassische Buch von VEBLEN 
("Analysis Situs", 1922), denen 1930 die "Topology" von LEFSCHETZ 
folgte 1. 1m Jahre 1934 erschien dann das "Lehrbuch der Topologie" 
von SEIFERT-THRELFALL, welches der Wahl des Stoffes nach ungefahr 
dem Buch von VEBLEN gleicht, diesen Stoff jedoch, den verflossenen 
Jahren entsprechend, wesentlich erganzt und modernisiert; seine leb
hafte und instruktive Darstellung macht das Buch von SEIFERT-THREL
FALL zur Einfiihrung und als Lehrbuch besonders geeignet. 

1 Das in dieser Sammlung erschienene bekannte Buch von v. KEREKJART6 

ist ebenso wie das Buch von REIDEMEISTER (Einfiihrung in die k~mbinatorische 
Topologie) ausschlieBlich der zweidimensionalen Topologie (FHichentopologie) 
gewidmet; diese Biicher nehmen daher einen besonderen Platz ein. 



VIII Vorwort. 

Aber keines unter den genannten Buchern behandelt die Topologie 
als ein Ganzes: vielmehr wird in jedem Buch konsequent nur ein Zweig 
dieser Wissenschaft dargestellt. 

Diese bis jetzt noch fehlende integrale Auffassung der Topologie 
liegt unserem Buch zugrunde, das drei Bande umfassen soIl. Wir wollen 
weder die mengentheoretische noch die kombinatorische Seite der Topo
logie bevorzugen. Wir verzichten grundsatzlich auf die Trennung 
mengentheoretischer und kombinatorischer Methoden; wir betrachten 
vielmehr die V'berwindung dieser Trennung als eine der wichtigsten 
methodischen Aufgaben, die vor der weiteren Entwicklung der Topo
logie stehen, und wir wollen zu der Losung dieser Aufgabe auch in 
diesem Buche nach Moglichkeit beitragen. 

Wirstellen uns keineswegs das Ziel, in den drei Banden dieses 
Buches eine Darstellung der ganzen Topologie zu geben, aber wir wollen 
dem Leser die Vorstellung von der Topologie als einem Ganzen zu er
reichen helfen. Die Vorstellung yom Ganzen hoffen wir dadurch zu 
erwecken, daB wir diejenigen Teile der Topologie darstellen, die ffir 
jedes tiefere Eindringen in diese Wissenschaft unentbehrlich sind, die 
ffir ihre weitere Entwicklung maBgebend zu sein scheinen und die fur 
die Anwendungen der Topologie und ihre sonstigen Beziehungen zur 
ubrigen Mathematik und ihren Nachbargebieten besonders wichtig sind. 

Eine diesen Gesichtspunkten entsprechende Wahl des Stoffes wird 
naturlich niemals frei von gewissen subjektiven Momenten sein. Immer
hin ist es auch objektiv zu verantworten, wenn wir die Begriffe des 
topologischen Raumes, des Komplexes und der n-dimensionalen Mannig
faltigkeit als diejenigen Begriffe hervorheben, die in dem heutigen Auf
bau der Topologie eine zentrale Rolle spielen. Urn diese Begriffe, ihre 
verschiedenen Spezialfii.lle, Verallgemeinerungen und Spielarten konzen
trieren sich die heutzutage aktuellen allgemeinen topologischen Theo
rien: die Homologietheorie der Polyeder und der kompakten Raume; 
die allgemeine Theorie der n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten; die 
Theorie der stetigen Abbildungen von Polyedern und Mannigfaltig
kei ten; die Dimensionstheorie; die axioma tische (oder abstrakte) topo
logische Raumtheorie; usw . 

. Niiheres uber den Aufbau des Buches erfiihrt der Leser aus der 
Einleitung, die gleichzeitig auch eine kurze geschichtliche Dbersicht 
der Grundlinien in der Entwicklung der Topologie zu geben versucht. 

Zwei Anhange stellen den algebraischen und den elementargeometri
schen Hilfsapparat dar. Auf diese Weise soIl erreicht werden, daB das 
Buch so gut wie keine sachlichen Vorkenntnisse beim Leser voraussetzt. 
]edoch wird eine gewisse allgemeine Kultur des abstrakten mathe
matischen Denkens erwartet. Das Buch durfte daher voneinem Stu
dierenden der mittleren Semester, der sich fUr begriffliche Mathematik 
interessiert, mit Erfolg gelesen werden. Trotzdem ist das Buch durch-



Vorwort. IX 

aus nicht ein Lehrbuch im ublichen Sinne des Wortes: die Verfasser 
haben sich die Aufgabe gestellt, in luckenloser Darstellung, ohne die 
Allgemeinheit und die Abstraktion der Begriffsbildung zu scheuen, die 
grundlegenden Resultate einer erfolgreichen Periode in der Entwick
lung der Topologie - einer Periode, die mit POINCARE beginnt und in 
den Arbeiten von BROUWER, ALEXANDER und anderen zur vollen Gel
tung gekommen ist - zusammenzufassen und diese Resultate dem 
Leser als Instrument weiterer Forschung zur Verfugung zu stelleI1. 

Die ersten Anfange des Buches gehen auf die Vortrage und Semi
nare zuruck, welche die beiden Verfasser, zum Teil gemeinsam, zum 
Teil getrennt, in den Jahren 1925-1931 am Mathematischen Institut 
der Universitat G6ttingen auf Einladung von Herrn COURANT gehalten 
haben. Von Herrn COURANT ist auch die direkte Aufforderung aus
gegangen, dieses Buch zu schreiben. Wir danken ihm fUr seine freund
schaftliche Initiative, ohne die unsere Zusammenarbeit nie zustande 
gekommen ware, und fur seine herzliche, bestandige und tatige Hilfs
bereitschaft, auf die wir in jeder Hinsicht und bei jeder Gelegenheit 
rechnen konnten. -

Die weiteren Plane fUr das Buch wurden in zahlreichen Gesprachen, 
fur welche die damalige mathematische Atmosphare G6ttingens be
sonders befruchtend war, zwischen den Verfassern weiter entwickelt. 
Das Interesse fur Topologie in G6ttingen konzentrierte sich damals vor 
allem in dem regen mathematischen Kreise urn EMMY NOETHER. An 
sie denken wir heute in Dankbarkeit zuruck. Die allgemeine mathe
matische Einsicht von EMMY NOETHER beschrankte sich nicht auf ihr 
spezielles Wirkungsgebiet, die Algebra, sondern ubte einen lebhaften 
EinfluB -auf jeden aus, der zu ihr in mathematische Beziehung kam. 
Fur uns war dieser EinfluB von der gr6Bten Bedeutung, und er spiegelt 
sich auch in diesem Buch wieder. Die Tendenz der starken Algebrai
sierung der Topologie auf gruppentheoretischer Grundlage, der wir in 
unserer Darstellung folgen, geht durchaus auf EMMY NOETHER zuruck. 
Diese Tendenz scheint heute selbstverstandlich; sie war es vor acht 
Jahren nicht; es bedurfte der Energie und des Temperamentes von 
EMMY NOETHER, urn sie zum Allgemeingut der Topologen zu machen 
und sie in der Topologie, ihren Fragestellungen und ihren Methoden, 
diejenige Rolle spielen zu lassen, die sie heute spielt. -

Von groBem EinfluB auf den Inhalt dieses Buches ist der Win
ter gewesen, welchen die beiden Verfasser in Princeton verbracht 
haben (1927/28). Das anregende Milieu der Princetoner topologischen 
Schule hat unsere Arbeit wesentlich gef6rdert und uns zu neuen topo
logischen Ansichten und Erkenntnissen gefuhrt. Wir erwahnen dankend 
viele Anregungen durch die Herren VEBLEN, ALEXANDER und be
sonders LEFscHETz. -



x Vorwort. 

Wir widmen diesen Band Herrn BROUWER. Die Wirkung seiner 
Leistungen ist in fast allen Teilen der Topologie und daher auch in 
fast allen Abschnitten unseres Buches zu spiiren. BROUWER als Topo
loge und als Gelehrler iiberhaupt ist fiir unsere Tatigkeit in der Topo
logie von entscheidender Bedeutung gewesen. Fiir den einen von uns 
(H. HOPF) bildeten die klassischen Untersuchungen BROUWERS iiber 
stetige Abbildungen den Anreiz und die Grundlage seiner ersten 
selbstandigen Arbeiten. Der andere (P. ALEXANDROFF) hat ein Jahr 
(1925-1926) in der Nahe von BROUWER verbracht, und in diesem 
Jahr haben seine topologischen Anschauungen unter dem EinfluB von 
BROUWER im wesentlichen ihre jetzige Gestalt bekommen. BROUWERS 
EinfluB ist, wie wir glauben, in diesem ganzen Buche lebendig geblieben. 

Was die Ausfiihrung des Buches betrifft, so wurden wir von vielen 
Freunden und Kollegen unterstiitzt. Aus Gesprachen mit Herrn 
PONTRJAGIN haben wir ofters wertvolle Anregung geschopft. Die 
Herren MARKOFF und STIEFEL haben mit auBerster Aufmerksamkeit 
sehr groBe Teile der Korrektur mitgelesen; wir verdanken ihnen viele 
wichtige Verbesserungen und Berichtigungen. Zahlreiche wertvolle Rat
schlage haben uns auch die Herren HAUSDORFF, BORSUK, COHN-VOSSEN, 
KOLMOGOROFF sowie Fraulein P ANNWITZ erteilt, die aile an der Kor
rektur teilgenommen haben. Fraulein PANNWITZ hat iiberdies das Sach
verzeichnis ange£ertigt und uns dadurch eine groBe Arbeit abgenOIDID€ll. 
Die meisten Abbildungen sind von Herrn STIEFEL, einige sind von Herrn 
KOLMOGOROFF gezeichnet worden. Allen den genannten Kollegen dan
ken wir herzlich fiir ihre freundliche und verstandnisvolle Mitwirkung. 

Die Verlagsbuchhandlung JULIUS SPRINGER hat nicht nur die 
Herausgabe des Buches in ihrer bekannten vorlrefflichen Weise aus
gefiihrt, sondern ein Entgegenkommen und eine GroBziigigkeit gezeigt, 
we1che das iibliche MaB dessen, was die Verfasser erwarten durften, 
weit iibertrafen. Wir sprechen der Firma Springer fiir aile ihre Be
miihungen und ihr Entgegenkommen unseren aufrichtigen Dank aus. 

Jalta (Krim) , am 28. September 1935. 

P. ALEXANDROFF. 

H. HOPF. 
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Berichtigungen. 

Seite 23, zweite Zeile v. u. (des Textes): das Zeichen ,,1" bezieht sich auf die 
Fuf3note der Seite 24. 

Seite 114, zweite Zeile v. u.: lies "Satz IV" statt "Satz III". 

Seite 254, Fuf3note: lies "Fuf3note 1" statt "Fuf3note 2". 

Seite 280. Zeile 22 v. 0.: lies " ... entgegen der irreduziblen Geschlossenheit 
von K" statt "entgegen' seiner ... ". 

Seite 286 lies in Satz XIV: "n ~ 2" statt "n :> 1". 

Seite 392, erste Zeile: lies "Satz I" statt "Satz II". 



Einleitung. 
§1. 

1. Topologie ist Stetigkeitsgeometrie; sie handelt von denjenigen 
Eigenschaften geometrischer Gebilde, we1che bei "topologischen", d. h. 
eineindeutigen und in beiden Richtungen stetigen, Abbildungen erhalten 
bleiben - von Eigenschaften also, we1che jedenfalls nichts mit GroJ3en
verhaltnissen zu tun haben -, und sie handelt auch von den stetigen 
Abbildungen selbst. 

Es ist nicht ganz einfach, dieser Erklarung der Topologie einen 
prazisen Sinn zu geben; denn dazu gehort vor aHem eine strenge Defi
nition eines "geometrischen Gebildes". Das wird spater nachgeholt 
werden; in dieser Einleitung, die nur einen ersten und allgemeinen 
Uberblick uber den Gegenstand des Buches geben soIl und auf die wir 
uns spater niemals berufen werden, seien uns uberhaupt etwas vage 
Vorstellungen und unbestimmte Ausdrucke gestattet; deren Zerlegung 
in exakte Begriffe wird ohnehin nachher eine der Hauptaufgaben des 
Buches sein. 

2. Die ersten Gebilde, die man unter topologischem Gesichtspunkt 
betrachtet hat, waren Polygone und Polyederflachen oder, wie man zu 
sagen pflegt, Strecken- und Flachenkomplexe; das Wort "Komplex" 
deutet dabei an, daJ3 die betreffenden Figuren als Systeme einzelner 
Strecken bzw. "elementarer Flachenstucke" (von denen jedes auf ein 
konvexes Vieleck topologisch abgebildet werden kann) aufgefaJ3t wer
den. Mit diesen Gebilden hat sich EULER beschaftigt - die Entdeckung 
des Eulerschen (richtiger l : Descartes-Eulerschen) Polyedersatzes darf 
wohl als das erste wichtige Ereignis in der Topologie gelten (1752). 

Der Satz lautet, urn daran zu erinnern, folgendermaJ3en: 1st eine 
Kugelflache irgendwie in elementare Flachenstucke zerlegt, so sind die 
Anzahlen IXo, lXI' IX2' der Eckpunkte, Kanten und Flachenstucke, die 
bei der Zerlegung auftreten, durch die Beziehung 

IXo - IXI + IX2 = 2 

miteinander verknupft; dabei darf die Kugelflache durch eine beliebige 
andere Flache ersetzt werden, we1che mit ihr "homoomorph", d. h. 
we1che ihr topologisches Bild ist 2• 

1 Erst im Jahre 1860 erfuhr man, daB sich die Polyederformel bereits in einem 
unveroffentlichten Fragment von DESCARTES befindet. 

2 DaB EULER den Satz nicht in dieser Allgemeinheit ausgesprochen hat, 
braucht uns hier nicht zu stOren. 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 
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3. Auch GAUSS verdankt die Topologie eine Entdeckung von hoch
ster Bedeutung: je zwei einfach geschlossenen, zueinander fremden 
Kurven im dreidimensionalen Raum ordnet er mittels eines Integrals 
eine ganze Zahl - ihre "Verschlingungszahl" - zu; sie ist dann und 
nur dann Null, wenn die Kurven in dem Sinne "unverschlungen" sind, 
daB sich in die eine ein orientierbares Flachenstuck einspannen laBt, 
welches von der anderen Kurve nicht getroffen wird1. 

4. Man bemerkt einen prinzipiellen Unterschied zwischen dem Be
griff der Verschlingung und derjenigen Eigenschaft, von welcher der 
Eulersche Polyedersatz handelt: der Polyedersatz bezieht sich auf alle 
Flachen, welche mit der Kugel homoomorph sind; er hat nichts mit 
dem Raum zu tun, in dem die Flache liegt; er handelt - urn dieselbe 
Tatsache noch anders auszudrucken - von einer "inneren" Eigenschaft 
oder einer Eigenschaft der "Gestalt" der Flache. Betrachtet man eine 
Flache von anderer "Gestalt", so hat die entsprechend definierte Zahl 
(Xo - (Xl + (X2 nicht mehr den Wert 2; im FaIle einer geschlossenen 
Ringflache, eines "Torus", ist sie - urn nur ein Beispiel zu nennen -
gleich Null. 

Dagegen gibt die Verschlingungszahl nicht eine "innere" Eigen
schaft der Figur an, auf die sie sich bezieht - diese Figur besteht 
aus einem Paar zueinander fremder geschlossener Kurven, und je zwei 
solche Paare sind einander homoomorph; erst die Art, wie diese Kurven 
im Raume liegen, bestimmt den Wert der Verschlingungszahl. Diese 
druckt daher eine Eigenschaft der "Lage" einer Figur aus. 

Es gibt somit topologische Eigenschaften der Gestalt und topo
logische Eigenschaften der Lage; die einen bleiben erhalten, wenn man 
die Figur selbst, ohne den umgebenden Raum, topologisch abbildet; 
die anderen im allgemeinen nur dann, wenn man den ganzen Raum, 
welcher die Figur enthalt, einer topologischen Abbildung unterwirft. 

5. GAUSS hat (im Jahre 1833) den Zustand der Topologie durch 
die folgenden Worte charakterisiert: "Von der Geometria situs, die 
LEIBNIZ ahnte und in die nur ein paar Geometern, EULER und V ANDER
MONDE, einen schwachen Blick zu tun vergonnt war, wissen und haben 
wir nach anderthalb hundert J ahren noch nicht viel mehr als nichts." 
Auch das - von GAUSS angeregte - Buch von LISTING: "Vorstudien 
zur Topologie" (1847) sowie die Untersuchungen des Physikers KIRCH
HOFF uber Streckenkomplexe (1847) vermochten, so interessant sie an 
sich sind, dies en Zustand nicht erheblich zu verbessern. 

6. Die erste Periode systematischer topologischer Forschung, we1che 
wesentliche Fortschritte gezeitigt hat, beginnt mit RIEMANN. VeranlaBt 
durch die geometrische Deutung funktionentheoretischer Begriffe unter
sucht er in seiner Dissertation (1851) die Zusammenhangsverhaltnisse 

1 Vgl. Kap. XI, §§ 1, 2 und den Anhang zu Kap. XII; die Abbn. 30 und 32 
zeigen unverschlungene, die Abbn. 29 und 31 verschlungene Kurvenpaare. 
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der Flachen, und in einer weiteren, ebenfalls funktionentheoretischen 
Abhandlung (1857) setzt er diese Untersuchungen fort. Systematische 
Arbeiten von MOBIUS (1863), JORDAN (1866), SCHLAFLI (1872), DYCK 
(1888) bringen insbesondere das Problem der Klassifizierung der ge
schlossenen Flachen zum AbschluB: man hat ein volles Invarianten
system fUr die Gestalten der geschlossenen Flachen gefunden; es be
steht aus zwei Angaben: erstens der Eigenschaft, orientierbar oder 
nicht orientierbar zu sein, und zweitens dem Wert der Charakteristik 
- also der Eulerschen Zahl IXo - IXl + IX2 -, die man auch durch das 
"Geschlecht" der Flache ausdrucken kann l . 

7. Die Bedeutung des Begriffes der "Flache" in der Theorie der 
analytischen Funktionen und in anderen Zweigen der Analysis fUhrte 
notwendigerweise zu der Erkenntnis, daB die Beschrankung auf die 
Zahl Zwei als - geometrisch gesprochen - Dimensionszahl oder -
analytisch gesprochen - Anzahl der unabhangigen Parameter weder 
zweckmaBig noch gerechtfertigt sei. Der Begriff des n-dimensionalen 
Euklidischen Raumes Rn als des Kontinuums von n reellen Verander
lichen 2 war urn die Mitte des 19. Jahrhunderts den Geometern bekannt 
(GRASSMANN, 1844 und 1861; SCHLAFLI, 1852). Stellt der R n die Ver
allgemeine rung der einfachsten Flache, namlich der Ebene, dar, so 
wird der Begriff der beliebig gestalteten Flache durch den Begriff der 
n-dimensionalen M annigfaltigkeit verallgemeinert: eine n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit wird als ein Kontinuum erklart, welches im Kleinen 
Euklidisch ist, d. h. in welchem jeder Punkt eine Umgebung besitzt, 
die auf n unabhangige Parameter bezogen werden kann, die also, mit 
anderen Worten, einem Gebiet des Rn homoomorph ist. Von dieser 
"abstrakten" oder "inneren" Definition geht RIEMANN bei seinen all
gemeinen differentialgeometrischen Betrachtungen aus (1854). Ins
besondere wird durch jedes System von N - n Gleichungen zwischen 
N reellen Veranderlichen eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit im RN 
erklart - vorausgesetzt, daB die Gleichungen gewisse Regularitats
und Unabhangigkeitsbedingungen erfullen 3; die Untersuchung solcher 
im RN realisierten Mannigfaltigkeiten lag aus algebraischen Grunden 
besonders nahe. 

1 \Vir werden in diesem Buch auf die Klassifikation der Flachen nur an
deutungsweise eingehen (Anhang zu den Kapiteln IV, V, VI); eine ausfiihrliche 
Darstellung findet man in dem Lehrbuch von SEIFERT-THRELFALL, Kap. VI. 
[Ein Verzeichnis topologischer Biicher bcfindet sich am Ende unseres Buches.] 

2 Terminologische Bemerkung: Unter R n verstehen wir in dem ganzen Buch 
immer den n-dimensionalen Euklidischen Raum. 

3 Die Nullstellen des Funktionensystems Idx1 ,x2 , ... ,x,v) (i=1,2, ... , 
N - n) bilden eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls die Funktionen Ii stetige 
partielle Ableitungen besitzen, deren Matrix iiberall (d. h. in jeder Nullstelle des 
Systems) den Rang N - n hat, und falls feruer die Menge der Nullstellen zusam
menhangend ist. 

1* 
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Wenn auch die n-dimensionale Geometrie fUr n> 3 die Vorteile 
der unmittelbaren Anschaulichkeit verliert, so hat man doch erkannt, 
daB die geometrische Sprache bei der Behandlung vieler analytischer 
und algebraischer Fragen besonders kurz und treffend ist; zwar HtBt 
sie sich, wenn man es will, immer vermeiden, und mitunter bedeutet 
ihre Ersetzung durch die Ausdrucksweise der Analysis keinen Schaden; 
jedoch gibt es Probleme, wo die analytische Sprache hachst unbequem 
wird - und zu diesen Problemen geharen gerade diejenigen, die nicht 
von GraBen, sondern von qualitativen Eigenschaften handeln, also ins
besondere alle Probleme der Topologie1• 

8. Der erste Beitrag zur Topologie beliebig-dimensionaler Mannig
faltigkeiten stammt wohl von SCHLAFLI (1852); er ubertrug den Euler
schen Polyedersatz auf n-dimensionale konvexe Polyeder, wobei sich 
ein wesentlicher Unterschied zwischen den geraden und den ungeraden 
Dimensionszahlen n herausstellte. 

Die Maglichkeit, ahnliche gestaltliche Invarianten, wie sie fur die 
Flachen existieren (Nr. 6), auch fur mehrdimensionale Mannigfaltig
keiten aufzustellen, war RIEMANN - wie aus einem nachgelassenen 
Fragment hervorgeht - bekannt. Bestimmtere Form gewann diese 
Maglichkeit in einer Arbeit von BETTI (1870). 

KRONECKER behandelte die Frage nach der Anzahl der gemein
samen Nullstellen mehrerer reeller Funktionen mit einer Methode, die, 
der Form nach analytisch, in die Topologie der n-dimensionalen Mannig
faltigkeiten gehOrt (1869, 1873, 1878). Vorlaufer besitzt diese Theorie 
der "Kroneckerschen Charakteristik" 2 bereits in dem ersten und dem 
vierten Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra von GAUSS. Mit 
Rilfe der Kroneckerschen Methode hat spater DYCK (1890) wesentliche 
Fortschritte in der Untersuchung der gestaltlichen Eigenschaften von 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten erzielt. 

Aber alle diese Arbeiten waren nur Vorboten der neuen und groBen 
Disziplin, zu welcher die Topologie der n-dimensionalen Mannigfaltig
keiten unter den Randen von POINCARE werden sollte (1895). 

9. Inzwischen war, unabhangig von dem Aufbau der Theorie der 
Mannigfaltigkeiten, der Grundstein zu dem anderen Fliigel des Ge
baudes der Topologie gelegt worden: G. CANTOR hatte (in den Jahren 
1879-1884) die Mengenlehre und damit die mengentheoretische Topo
logie geschaffen. Ihr Grundbegriff - der des Raufungspunktes - so
wie die ersten Satze uber abgeschlossene Mengen bilden den fundamen
talen, aber nicht den einzigen unmittelbaren Beitrag CANTORS zur 

1 Wir haben uns in dem letzten Absatz eng an die Einleitung zu POINCARES 
"Analysis Situs" [J. Ec. Polyt. (2), 1] angelehnt. Wir weisen bei dieser Gelegen
heit auch auf den SchluBabsatz dieser Poincareschen Einleitung hin, den wir uns 
im Hinblick auf das vorliegende Buch zu eigen machen. 

2 Vgl. Kap. XII dieses Bandes. 



Einleitung. 5 

Topologie: er schuf auBerdem sowohl den Begriff des "Zusammen
hanges"l als auch den Begriff der - heute seinen Namen tragenden -
allgemeinen ebenen Kurven2• Aus seinen Satzen hat man gelernt, daB 
der Begriff der "beliebigen" Punktmenge des Euklidischen Raumes zu 
interessanten topologischen Fragen AniaB gibt, und daB man manche 
derartige Fragen mit den Methoden der Mengenlehre beantworten kann. 
Dieser Erkenntnis entsprang eine auBerordentlich lebhafte und frucht
bare Entwicklung, die mit den fUr ihre Zeit bahnbrechenden Arbeiten 
von SCHOENFLIES iiber die mengentheoretische Topologie der Ebene 
beginnt (1900, 1908) und die seitdem in verschiedenen Richtungen 
fortschreitet. Wir heben aus ihr hier etwa die Theorie der irreduziblen 
Kontinuen, die Theorie der lokal-zusammenhangenden Kontinuen und be
sonders die BROUWER-URYSOHN -MENGERSche Dimensionstheorie hervor 3• 

10. POINCARE und CANTOR diiden wir als die eigentlichen und un
mittelbaren Begriinder der Topologie ansehen. Bevor wir aber die 
Hauptlinien in der Entwicklung unserer Wissenschaft weiter vedolgen, 
ist es angebracht, einen Blick auf diejenigen mathematischen Ereig
nisse im 19. Jahrhundert zu weden, welche diese Entwicklung mittel
bar vorbereitet haben. Wir nennen hier: die Entdeckung der Nicht
euklidischen Geometrie; das Entstehen der projektiven Geometrie; die 
Begriindung der n-dimensionalen Elementargeometrie durch GRASS
MANN und SCHLAFLI; RIEMANNS Untersuchung der "Hypothesen, welche 
der Geometrie zugrunde liegen"; die Schaffung des Begriffes der Rie
mannschen Flache. Das Gemelnsame, was diese Disziplinen mit sich 
gebracht haben und worauf es uns hier ankommt, kann "abstrakte 
Raumkonstruktion" genannt werden. Wahrend bis dahin eine geo
metrische Figur stets als ein Gebilde aufgefaBt wurde, das aus den 
Elementen des gewohnlichen dreidimensionalen Raumes (Punkten, Ge
raden usw.) zusammengesetzt ist, tritt in den erwahnten geometrischen 
Theorien immer deutlicher ein ganz neuer Gesichtspunkt hervor: eine 
Figur, oder der Raum, als Trager von Figuren, wird immer mehr zu 
einer Menge von Elementen, deren individuelle Natur gleichgiiltig ist, 
die aber untereinander durch feste Beziehungen verkniipft sind, und 
diese Beziehungen sind das Wesentliche; sie machen die Menge der 
Elemente zu einem Raum, die Gesamtheit ihrer Eigenschaften zu einer 
Geometrie. Diese Auffassung hat das Wesen der ganzen modernen Geo
metrie bestimmt; in den Untersuchungen iiber die Grundlagen .der 
Geometrie hat sie sich zu voller Klarheit entfaltet; in der Entwicklung 
der Topologie ist sie ein unentbehrlicher Bestandteil. 

1 Vgl. Kap. I, § 2, Nr. 14, und Kap. II, § 6. 
2 Eine ebene Punktmenge heiBt eine Cantorsche Kurve, wenn sie aus mehr 

als einem Punkt besteht, abgeschlossen, beschrankt, zusammenhangend ist und 
keinen inneren Punkt enthalt. 

3 ygl. den § 3 dieser Einleitung. 
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In zwei verschiedenen Richtungen hat die abstrakte Raumkonstruk
tion in der Topologie Anwendung gefunden, und sie hat damit zwei 
prinzipiell verschiedene Raumbegriffe geliefert; diese entsprechen ziem
lich genau den beiden Teilen der Topologie, von denen der eine durch 
den Namen POINCARE, der andere durch den Namen CANTOR gekenn
zeichnet ist. 

11. Bei CANTOR ist ein geometrisches Gebilde eine beliebige Punkt
menge des Euklidischen Raumes. Aber dieser Standpunkt erwies sich 
in der mengentheoretischen Topologie als unnotig speziell: man sah 
ein, daB die meisten Begriffsbildungen nicht von den speziellen Eigen
schaften der Euklidischen Raume abhangen, und daB es Mengen gibt, 
die nicht als Punktmengen Euklidischer Raume definiert sind und 
trotzdem in zweckmaBiger Weise zum Gegenstand mengentheoretisch
topologischer Untersuchungen gemacht werden konnen. Man verdankt 
diese Einsicht FRECHET (1906). Es handelt sich dabei durchaus nicht 
um kiinstliche Konstruktionen, sondem etwa um Riemannsche Flachen, 
Phasenraume mechanischer Systeme, Funktionenraume (diese ins
besondere bei FRECHET) usw. Die abstrakte Raumkonstruktion ist der
art, daB diese Gebilde "topologische Riiume" sind; das bedeutet: in der 
betreffenden Menge ist ein N achbarschaftsbegriff eingefiihrt, welcher es 
gestattet, von stetigen Abbildungen als von solchen zu sprechen, welche 
"benachbarte" Elemente wieder in "benachbarte" Elemente iiber
fiihren. Die "Nachbarschaft" kann durch Vermittlung verschiedener 
anderer Begriffe erklart werden, durch "Entfemung", "Umgebung", 
"Konvergenz"l. 

Mit diesen von FRECHET geschaffenen Ideen der sogenannten "ab
strakten" Topologie beginnt eine neue Epoche der mengentheoretischen 
Topologie; die allgemeinen topologischen Raumbegriffe sind seitdem 
zum unentbehrlichen Bestandteil nicht nur der Topologie selbst, son
dem vieler Zweige der Analysis und Geometrie geworden. 

12. Natiirlich ist es, um konkrete Resultate zu erhalten; notig, die 
sehr groBe Allgemeinheit der topologischen Raume durch geeignet ge
wahlte Axiomensysteme einzuschranken. Als ein besonders gliicklich 
gewahltesAxiomensystem muB man dasjenige vonHAusDoRFF 2 ansehen. 
HAUSDORFFS Buch "Grundziige der Mengenlehre" (1914) ist ein Mark
stein in der Entwicklung der topologischen Raumtheorie. 

Das Ziel: ausgehend von sehr allgemeinen Raumen durch schritt
weise Einfiihrung moglichst weniger und natiirlicher Axiome zu spe
ziellen und konkreten Gebilden zu gelangen - dieses Ziel ist heute in 
dem folgenden Sinne erreicht: man kann vom topologischen Stand
punkt aus - d. h. bis auf Homoomorphien - einerseits alle, anderer
seits insbesondere die abgeschlossenen und beschrankten, Punktmengen 
der Euklidischen Riiume (beliebiger Dimension) unter allen topologischen 

1 Vgl. Kap.1. B Vgl. Kap. I, § 2, Nr. 8, sowie § 6. 
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Raumen durch eine geringe Zahl einfacher und begrifflich naheliegender 
Axiome charakterisieren 1. 

13. Verlassen wir jetzt die von CANTOR ausgehende Richtung und 
kehren wir zu POINCARE zuriick. Zwar istauch der Hauptgegenstand 
seiner Untersuchung, die n-dimensionale Mannigfaltigkeit, zunachst im 
Grunde genommen mengentheoretisch definiert: namlich als zusammen
hangende Punktmenge eines (N-dimensionalen) Euklidischen Raumes, 
deren Punkte samtlich solche Umgebungen besitzen, welche Gebieten 
des Rn homoomorph sind (n < N); jedoch sieht sich POINCARE - auf 
Grund einer Kritik von HEEGAARD - im Interesse einer strengen Be
griindung seiner Ergebnisse bald genotigt (1899), eine Voraussetzung 
hinzuzufiigen, welche der weiteren Theorie eine ganz andere Richtung 
gibt: es solI moglich sein, die Mannigfaltigkeit in "Zellen" zu zerlegen, 
welche topologische Bilder n-dimensionaler konvexer Polyeder sind und 
welche, wenn iiberhaupt, so langs gemeinsamer Seiten beliebiger Dimen
sion aneinanderschlieBen. Diese Zellenzerlegung wird dann der eigent
liche Gegenstand der Untersuchung. 

14. Wir fUgen hier eine terminologische Bemerkung ein, welche fUr 
das ganze Buch Giiltigkeit hat. Eine Punktmenge, welche in der eben 
angedeuteten Weise in Zellen zerlegt werden kann, nennen wir ein 
Polyeder; die - im Fall einer "geschlossenen" Mannigfaltigkeit end
liche, im Fall einer "offenen" Mannigfaltigkeit abzahlbare - Menge 
der Zellen und ihrer Seiten seIber nennen wir einen Komplex 2. 

Die Poincareschen Mannigfaltigkeiten sind also Polyeder, welche -
neben der Bedingung, zusammenhangend zu sein - die folgende Be
dingung erfiillen: sie sind "im Kleinen Euklidisch", d. h. jeder Punkt 
besitzt eine Umgebung, die einem Gebiet des Rn homoomorph ist. 

15. Die Richtung, in welcher, wie wir oben (Nr. 13) angedeutet 
haben, POINCARES Untersuchung der Mannigfaltigkeiten fortschreitet, 
laBt sich jetzt so charakterisieren: Gegenstand der Untersuchung wird 
ein Komplex, also ein System von endlich oder hochstens abzahlbar 
vielen Elementen; die Eigenschaften der Mannigfaltigkeit, die studiert 
werden sollen, werden durch Eigenschaften des Komplexes ersetzt, und 
diese Eigenschaften des Komplexes sind durch die "Inzidenzen" seiner 
Elemente, d. h_ durch die Art, wie diese aneinandergefiigt sind, be
stimmt. POINCARE gelangt so - urn nur sein erstes Hauptresultat zu 
nennen - zu der strengen Definition der "Bettischen Zahlen", welche 
Verallgemeinerungen der Zusammenhangszahl·einer Flache sind. 

1 Kap. IX, § 3, Satz IX: MENGER-NoBELINGScher Einbettungssatz fur ab
geschlossene beschrankte Punktmengen. Wenn man den diesem Satz zugrunde 
liegenden Dimensionsbegriff auf beliebige Mengen erweitert, erhalt man eine topo
logische Charakterisierung aller Punktmengen der Euklidischen Raume. 

2 Vgl. Kap. III, § 1, sowie § 4, Nr. 2; die Polyeder, von denen wir jetzt spre
chen, sind im allgemeinen "krumme" Polyeder im Sinne von § 4 a. a. O. 
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Die Methode bei diesen Untersuchungen ist algebraisch: man ar
beitet systematisch mit Hilfsmitteln wie Linearformen, Matrizen, Grup
pen, und es entsteht eine in sich geschlossene Theorie - die "kombina
torische Topologie" oder auch "Topologie der Komplexe" -, die man 
geradezu als Zweig der reinen Algebra ansehen kann 1• Nach POINCARE 
hat diese Disziplin eine neue BIute besonders dank den Arbeiten von 
VEBLEN, ALEXANDER, LEFSCHETZ (hauptsachlich in dem Jahrzehnt 1920 
bis 1930) erlebt. 

16. In der kombinatorischen Topologie spielt der "Komplex" die 
Rolle des "geometrischen Gebildes", ahnlich wie der "topologische 
Raum" in der abstrakten mengentheoretischen Topologie; der Kom
plex ist der in abstrakter Weise konstruierte "Raum" (vgl. Nr. 10)2, 
dessen "Geometrie" eben die kombinatorische Topologie ist; es kommt 
also (vgl. Nr. 10) nicht auf die Natur der Elemente (welche ursprung
lich Zellen sind) an, sondern nur auf die Beziehungen zwischen ihnen, 
d. h. auf ihre "Inzidenzen" (Nr. 15). So mit kann man kombinatorische 
Topologie treiben, auch wenn die Elemente nicht Zellen sind, der Kom
plex also nicht durch die Zerlegung eines Polyeders gegeben ist, voraus
gesetzt, daB zwischen den Elementen gewisse Beziehungen erklart sind, 
welche den Inzidenzen entsprechen. 

Diese Erkenntnis, die in voller Scharfe DEHN und HEEGAARD in 
ihrem Enzyklopadie-Artikel (1907) herausgearbeitet haben, hat der 
kombinatorischen Topologie neue Anwendungsmoglichkeiten eroffnet, 
welche sich neuerdings in der topologischen Theorie viel allgemeinerer 
Gebilde, als es die Polyeder sind, auBerordentlich bewahrt haben3• 

17. Ursprunglich und hauptsachlich aber bilden die Polyeder das 
Anwendungsgebiet der kombinatorischen Topologie; man will den 
Komplex, welcher die Zellenzerlegung eines Polyeders darstellt, zur 
Auffindung und Untersuchung topologischer Eigenschaften des Polyeders 
benutzen. Fur jede einzelne Eigenschaft des Komplexes erhebt sich 
die Frage: ist sie eine "topologische I nvariante" des Polyeders, d. h. : 
kommt dieselbe Eigenschaft jeder anderen Zerlegung desselben sowie 
jedes homoomorphen Polyeders zu? Bei manchen Eigenschaften des 
Komplexes - so bei den Bettischen Zahlen - ist man aus gut en Grun
den zu der Erwartung berechtigt, daB sie derartige Invarianten seien. 

Aber die Aufgabe, diese Invarianz streng zu beweisen, stieB auf 
eine prinzipielle Schwierigkeit: die Begriffe der kombinatorischen 
Topologie - die sich auf einen Komplex beziehen - sollen mit den 

1 Der fiir beliebige Komplexe giiltige Teil dieser Theorie ist in Kap. IV-VII 
dieses Buches, der nur fiir die Zellenzerlegungen von Mannigfaltigkeiten giiltige 
Teil wird im 3. Band dargestellt. 

2 Man kann einen Komplex sogar in vemiinftiger Weise als "topologischen" 
Raum im Frechetschen Sinne auffassen; vgl. Kap. III, § 1, Nr. 8. 

3 Vgl. Kap. III, § 4, Nr. 3 und Kap. IX, § 3. 1m 2. Band werden diese An
wendungen der kombinatorischen Topologie eine noch groBere Rolle spielen. 
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ganz andersartigen Begriffen der mengentheoretischen Topologie 
namlich mit Eigenschaften von Polyedern, also von Punktmengen 

9 

in Verbindung gebracht werden. Man hatte zwar eine Topologie der 
Komplexe, und man hatte eine Topologie der Punktmengen, aber es 
fehlte zunachst eine "Topologie der Polyeder", in welcher sich beide 
miteinander verbanden. 

18. Nicht nur fUr die von POINCARE geschaffenen Begriffe der 
kombinatorischen Topologie, sondern fUr einen ganz elementaren und 
uralten Begriff blieb das Invarianzproblem lange Zeit unge16st: fUr 
den Begriff der Dimension. Nachdem einerseits CANTOR die Moglich
keit einer eineindeutigen, jedoch unstetigen, Abbildung eines n-dimen
sionalen auf einen hoherdimensionalen Wtidel nachgewiesen, nachdem 
andererseits PEANO eine eindeutige und stetige, jedoch nicht einein
deutige, Abbildung einer Strecke auf eine Quadratflache konstruiert 
hatte, wurde man sich der Aufgabe bewuBt, die Unmoglichkeit analoger 
eineindeutiger und stetiger, also topologischer, Abbildungen zu beweisen 
und damit zu zeigen, daB die Dimension eines Euklidischen Raumes 
eine topologische Invariante ist. Es lag hier ein Problem vor, das nicht 
nur fUr die Geometrie, sondern auch fUr die Grundlagen der Analysis 
von der groBten Bedeutung war. 

BROUWER hat als erster die Invarianz der Dimensionszahl bewiesen 
(1911). Dieser Beweis ist der Beginn einer neuen Epoche in der Ent
wicklung der Topologie: seine Methode der "simplizialen Approxima
tion" und des "Abbildungsgrades" stetiger Abbildungen ist kraftvoll 
genug, urn die Widerstande beim Aufbau der "Topologie der Polyeder" 
zu durchbrechen, in erster Linie also, urn die notwendigen Invarianz
beweise zu ftihrenl. In ihrer Wirksamkeit aber reicht diese Methode 
weit tiber die DurchfUhrung der Invarianzbeweise hinaus; sie ist eine 
derjenigen Schopfungen, durch welche BROUWER, neben CANTOR und 
POINCARE, zum Begrtinder der heutigen Topologie geworden ist. 

19. Teils unter den Randen BROUWERS - in unmittelbarem An
schluB an den ersten Invarianzbeweis und im wesentlichen mit der
selben Methode -, teils in einer zweiten Periode, insbesondere dank 
den neuen Ideen, durch welche ALEXANDER und LEFSCHETZ die Geo
metrie bereichert haben, hat die Polyedertopologie bedeutende Ergeb
nisse gezeitigt; wir heben hier nur die markantesten unter ihnen hervor: 

BROUWER entwickelte die Theorie des Abbildungsgrades weiter2 ; er 
gelangte unter anderem zum Beweis des Satzes von der "Gebiets-

1 Die Arbeiten von BROUWER selbst beschaftigen sich nicht mit den Invarianz
beweisen fUr die GroBen der kombinatorischen Topologie. Der erste Beweis fur 
die Invarianz der Bettischen Zahlen ist von ALEXANDER erbracht worden (1915); 
ihm folgten spater weitere Invarianzbeweise von ALEXANDER, welche ebenfalls 
auf simplizialen Approximationen beruhen. Die Brouwer-Alexandersche Beweis
methode fUr Invarianzsatze ist im Kap. VIII dieses Bandes dargestellt. 

2 Kap. XII. 
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invarianz"l und zu den bertihmten ersten Sat zen tiber Fixpunkte und 
Vektorfelder (1911)2; gerade diese Untersuchungen und Ergebnisse 
haben infolge ihrer Bedeutung fUr groBe Teile der Geometrie wie der 
Analysis die Aufmerksamkeit breiterer Kreise von Mathematikern auf 
die topologische Forschung gelenkt. BROUWER bewies ferner (1912) 
den Jordanschen Satz fUr den n-dimensionalen Raum vollstandig, nach
dem fUr einen wichtigen Teil dieses Satzes ein Beweis von LEBESGUE 
skizziert worden war (1911). 

ALEXANDER entdeckte den nach ihm benannten "Dualitatssatz" 
(1922)3; er hat damit die Kenntnisse von den Lageeigenschaften eines 
(krummen)4 Polyeders im n-dimensionalen Raume in einer tiberraschen
den und bis heute nicht tibertroffenen Weise bereichert. Der Jordan
Brouwersche Zedegungssatz wird dabei in eine systematische Theorie 
der Verschlingungen eingeordnet; dieser wichtige Zusammenhang war 
tibrigens zuerst von LEBESGUE erkannt worden und bildete die Beweis
idee in seiner erwahnten Skizze 5• 

LEFSCHETZ brachte das Problem der Anzahl der Fixpunkte bei einer 
Abbildung einer Mannigfaltigkeit in sich in gewissem Sinne zum Ab
schluB: er driickt die "algebraische" Anzahl der Fixpunkte durch eine 
Formel aus, in welcher nur GraBen auftreten, die bei einer vorgelegten 
Abbildung als bekannt gelten dtirfen (1926)6. 

20. Die Erfolge in der Polyedertopologie entspringen der Verbin
dung algebraischer und mengentheoretischer Methoden. Bei tieferem 
Eindringen in das Wesen dieser Verbindung gewann man die Dber
zeugung, daB die Polyeder zwar ihr nachstliegendes, aber doch ein 
unnatig spezielles Anwendungsgebiet darstellen; man erkannte, daB 
auch an viel allgemeineren Gebilden kombinatorische und mengen
theoretische Eigenschaften organisch miteinander verbunden sind. 

So kam mandazu, die Methoden der kombinat oris chen Topologie 
auf beliebige Punktmengen anzuwenden. Ein neuer Aufschwung der 
mengentheoretischen Topologie war die Folge; es entstand eine neue 
Richtung, die man als "allgemeine geometrische Theorie der abgeschlos
senen M engen" bezeichnen kann 7. 

Der Begrtinder auch dieser neuen Richtung ist BROUWER: an ihrem 
Beginn steht sein "Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve" 
(1912). In der weiteren Entwicklung konnte man an eine bereits vor-

l Kap. X, § 2. 2 Kap. XII, § 3. 3 Kap. XI, § 4. 4 Kap. III, § 4, Nr. 2. 
5 Diese Idee kommt am klarsten in demjenigen Alexanderschen Beweis zum 

Ausdruck, der in dem "Anhang" zum Kap. XI dargestellt ist. 
6 Der urspriingliche, fiir Mannigfaltigkeiten giiltige Beweis der Fixpunkt

formel solI im 3. Band dargestellt werden. 1m Kap. XIV des vorliegenden Bandes 
wird die Lefschetzsche Formel fiir beliebige Polyeder bewiesen; dieser Beweis 
stammt von H. HOPF. 

7 Kap. IX, § 3 des vorliegenden Bandes gehort in diese Theorie; der 2. Band 
wird ihr in erster Linie gewidmet sein. 



Einleitung. 11 

her erfolgte bedeutende Entdeckung von LEBESGUE anknupfen: der 
von ihm aufgestellte "Pflastersatz" (1911)1 wurde der Ausgangspunkt 
fUr die Anwendung kombinatorischer Methoden in der Dimensions
theorie 2• 

§ 2. 
1. Einer auf prinzipielle und abschlie/3ende Erkenntnisse gerichteten 

topologischen F orschung bieten sich in erster Linie zwei verschiedene 
Ziele dar: einerseits eine Theorie der Gestalt und Lage moglichst all
gemeiner Punktmengen - wenigstens so allgemein, daB die abgeschlos
senen und beschrankten Mengen der Euklidischen Raume mit umfaBt 
werden -, andererseits eine spezielle Theorie der Mannigfaltigkeiten, 
durch welche insbesondere diejenigen Eigenschaften der Mannigfaltig
keiten vom Standpunkt der Topologie aus geklart werden, die bei den An
wendungen - so in der Funktionentheorie, Differentialgeometrie, Theorie 
der kontinuierlichen Gruppen - wichtig und merkwurdig erscheinen. 

Beide Theorien sind heute begonnen, aber nicht vollendet; in ihrem 
weiteren Ausbau darf man wohl die Hauptaufgaben der Topologie fUr 
die nachste Zeit erblicken. 

2. Der Begriff des allgemeinen Polyeders - d. h. des Polyeders, das 
nicht notwendigerweise Mannigfaltigkeit ist, - steht in der Mitte zwi
schen dem Begriff der beliebigen Punktmenge und dem der Mannig
faltigkeit; diese Zwischenstellung bringt es mit sich, daB die allgemeinen 
Polyeder als Gegenstand einer befriedigenden endgiiltigen Theorie nur 
in geringerem MaBe in Frage kommen. 

Trotzdem solI gerade die Topologie der n-dimensionalen allgemeinen 
Polyeder den Hauptinhalt des vorliegenden ersten Bandes unseres Topo
logie-Buches bilden. Man kann zur Rechtfertigung dieser Auswahl 
erstens die Tatsache anfUhren, daB ja fast alle materiellen Gegen
stande, mit denen man es im taglichen Leben zu tun hat, Polyeder 
- aber im allgemeinen nicht Mannigfaltigkeiten - sind (vgl. die Ab
bildungen 4 und 9), und daB dadurch die Untersuchung ihrer Eigen
schaften besonders nahegelegt ist. Wesentlich wichtiger erscheint uns 
ein Grund methodischer Natur: 

Es ist bereits gesagt worden (§ 1, N r. 17 ff.), daB die Polyedertopo
logie der Treffpunkt der algebraisch-kombinatorischen mit den mengen
theoretischen Methoden ist; man darf aber weitergehen und behaupten: 

1 Der Satz lautet: Wenn man einen n-dimensionalen Wurfel in hinreichend 
kleine abgeschlossene Stucke zerlegt, so gibt es notwendigerweise Punkte, die zu 
wenigstens n + 1 dieser Stucke gehoren. Der erste einwandfreie Beweis stammt 
von BROUWER (1913). Unter den spateren Beweisen ist besonders elementar der 
von SPERNER (Abh. math. Sem. Hamburg VI). Wir beweisen den Satz im Kap. IX, 
§ 2 (Satz II). 

2 Zu dieser neuen Richtung in der mengentheoretischen Topologie gehoren 
Arbeiten von ALEXANDROFF, VIETORIS, LEFSCHETZ, PONTRJAGIN, CECH u. a. (be
ginn end 1925). 
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das Studium der allgemeinen Polyedertopologie bildet eine notwendige 
- oder zum mindesten hochst zweckmaBige - gemeinsame Grundlage 
ffir das Studium sowohl der Mannigfaltigkeiten als auch beliebiger 
Punktmengen; die Polyedertopologie darf mit besonders gutem Recht 
als elementare Topologie bezeichnet werden. 

Wir werden diese Behauptung sogleich prazisieren und begrlinden. 
3. Der Apparat der kombinatorischen Topologie, den POINCARE ffir 

die Untersuchung der Mannigfaltigkeiten geschaffen hat, besteht im 
wesentlichen aus drei Teilen: 1. der Theorie der Zyklen und Beran
dungen, gewohnlich als "H omologietheorie" bezeichnet, 2. der Theorie 
des Schnittes von zwei oder mehr Zyklen in einer Mannigfaltigkeit, 
3. der Theorie der Fundamentalgruppe. 

Von diesen drei Teilen ist der erste weitaus der einfachste. Die 
Schnitt-Eigenschaften namlich sind insofem nicht elementarer Natur, 
als sie sich noch nicht an einem Komplex auBem, der eine Zerlegung 
der Mannigfaltigkeit darstellt, sondem erst zutage treten, wenn man 
eine zweite, die "duale", Zellenzerlegung heranzieht, deren Existenz 
eine merkwiirdige und tiefliegende Eigentiimlichkeit der Mannigfaltig
keiten istl. Die Theorie der Fundamentalgruppe fOOrt zu algebraischen 
Schwierigkeiten, welche unendliche nichtkommutative Gruppen be
treffen und die bis heute nur zum kleinen Teil iiberwunden werden 
konnten. Die Homologie-Theorie dagegen bezieht sich erstens - im 
Gegensatz zu der Schnitt-Theorie - nur auf den vorgelegten Komplex 
selbst, und zweitens besteht ihr algebraischer Inhalt aus Satzen iiber 
Gruppen, die - im Gegensatz zu der Fundamentalgruppe - Abelsche 
Gruppen mit endlichvielen erzeugenden Elementen sind, also Gruppen, 
die man vollstandig beherrscht 2. 

Aus diesen Grunden ist es berechtigt, unter den drei Teilen der 
kombinatorischen Topologie die Homologie-Theorie, und nur sie, als 
elementar zu bezeichnen. 

4. Nun stellt sich aber heraus: die Homologie-Theorie laBt sich un
mittelbar, ohne jede Anderung, auf beliebige Komplexe anwenden, d. h. 
auf Zellenzerlegungen beliebiger Polyeder, nicht nur auf Mannigfaltig
keiten 3. Nicht die Mannigfaltigkeiten, sondem die allgemeinen Polyeder 
lidem uns also in natiirlicher Weise die Objekte, an denen wir die 
element are kombinatorische Topologie studieren konnen und an denen 
sich die elementaren Methoden der kombinatorischen Topologie weiter 
entwickeln lassen. Und gerade die auf diese Weise ausgebildeten Me-

l Man vergleiche zur vorH!.ufigen Orientierung die dualen Wiirfelzerlegungen 
in Kap. XI, § 3, Nr. 3. 

2 Die gruppentheoretische Auffassung der Homologie-Theorie riihrt von 
EMMY NOETHER her (1925; vgl. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 34, S. 104). 
Diese Auffassung hat unsere Darstellung in diesem Buche bestimmt. 

3 Eine solche unmittelbare Dbertragung ist auch fiir die Theorie der Funda
mentalgruppe, jedoch nicht fiir die Schnitt-Theorie, moglich. 
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thoden der "Homologie-Theorie der Polyeder" sind es andererseits auch, 
die immer mehr und mehr Herrschaft fiber die Probleme der mengen
theoretischen Topologie erlangen und die sich insbesondere fUr eine 
systematische Theorie der beschrankten abgeschlossenen - also sehr 
allgemeiner - Mengen eignen. 

Soviel zur Rechtfertigung des Namens "elementare Topologie" fUr 
die Homologie-Theorie der Polyeder sowie des Standpunktes, daB das 
Studium dieser elementaren Topologie eine gute Grundlage ffir das 
Studium der wichtigsten anderen Zweige der Topologie sei. 

5. Wenn wir somit diese elementare Topologie der Polyeder - nicht 
etwa der Komplexe - zum Mittelpunkt des Programmes fUr den vor
liegenden Band machen, so dfirfte schon aus dieser Wahl ersichtlich 
sein, daB wir auf die Trennung von kombinatorisch-algebraischen und 
mengentheoretischen Methoden bewuBt verzichten, oder richtiger: daB 
wir die Uberwindung dieser Trennung anstreben, auch wenn sie heute 
noch nicht in endgiiltiger Weise durchgefiihrt ist. 

Bei dieser Gelegenheit seien - zur Vermeidung von MiBverstandnissen, 
weIche immerhin denkbar waren - noch zwei Bemerkungen gemacht. 

Erstens: Mit dem, was wir fiber die Polyedertopologie als Grund
lage weiterer topologischer Gebiete gesagt haben, behaupten wir nicht, 
daB die Polyedertopologie die ei'"nzige derartige Grundlage sei. Eine 
zweite unentbehrliche Grundlage wird von den Elementen der Lehre 
vom topologischen Raumbegriff, also der "abstrakten" Topologie, ge
bildet; die Kenntnis dieser Elemente ist eine Voraussetzung ffir jedes 
tiefere Eindringen in topologische Probleme1. 

Zweitens: Wir behaupten nicht, daB die Methoden der Polyeder
topologie die einzigen, oder gar die idealen, Methoden seien, weIche die 
Anwendung kombinatorischer Methoden auf mengentheoretische Pro
bleme ermoglichen; wir glauben im Gegenteil, daB es in einiger Zeit 
moglich sein wird, diese Anwendungen durch Vermittlung anderer Be
griffsbildungen als derer aus der Polyedertopologie vorzunehmen, und 
wir halten es ffir wahrscheinlich, daB eine soIche "polyederfreie" 
Theorie gewisse prinzipielle und praktische Vorzfige besitzen wird. 

6. Die Anordnung und Einteilung des Stoffes in dem vorliegenden 
Bande ist die folgende. Er zerfallt in vier Teile. Der erste Teil (Kap. I 
und II) enthalt die Elemente der mengentheoretischen Topologie. Der 
zweite Teil (Kap. III-VII) besteht in einer Darstellung der kombina
torischen Topologie, unter Beschrankung auf deren "elementaren" Teil, 
d. h. die ffir beliebige Komplexe giiltige Homologie-Theorie (s. oben 
Nr. 3, 4). 1m dritten Teil (Kap. VIII-X) wird die Homologie-Theorie 
auf Polyeder fibertragen; er handelt also von den sogenannten Invarianz
satzen. Den Inhalt des vierten Teiles (Kap. XI-XIV), der den Titel 
"Verschlingungen im Rn. Stetige Abbildungen von Polyedern" tragt, bil-

l Man vergleiche die Vorbemerkungen zum "Ersten Teil" dieses Bandes. 
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den die konkreten Ergebnisse der allgemeinen Polyedertopologie: ins
besondere der Alexandersche Dualitatssatz, der Brouwersche Abbil
dungsgrad und Fixpunktsatze. 

Dber Einzelheiten unterrichten die Inhaltsverzeichnisse, welche allen, 
und die Vorbemerkungen, we1che manchen Kapiteln vorausgeschickt sind. 

7. Wir weisen noch auf diejenigen Punkte hin, in denen von dem 
soeben skizzierten Programm abgewichen wird: 

1m zweiten Teil wird der eigentlich kombinatorisch-topologische 
Standpunkt erst yom Kap. IV (dem zweiten Kapitel dieses Teiles) an 
eingenommen; das Kap. III behandelt die elementargeometrische Lehre 
von den Zellenzerlegungen von Polyedern; es stellt damit den Zusam
menhang zwischen Elementargeometrie und kombinatorischer Topologie 
her, und auBerdem· liefert es Hilfsmittel fUr die spateren Invarianz
beweise. Noch an einer anderen Stelle des zweiten Teiles begeben wir 
uns aus der rein kombinatorischen Topologie in die Elementargeometrie: 
bei dem Satz, daB die Homologie-Eigenschaften eines Euklidischen 
Komplexes erhalten bleiben, wenn man mit dem Komplex eine "Unter
teilung" vornimmt (Kap. VI, § 2). 

Der dritte Teil ist nicht ausschlieBlich den Polyedern vorbehalten; 
vielmehr werden im AnschluB an eine der dort dargestellten Methoden 
fUr Invarianzbeweise die einfachsten Anwendungen kombinatorischer 
Methoden auf mengentheoretische Probleme vorgenommen: insbesondere 
wird der Brouwersche allgemeine Dimensionsbegriff eingefiihrt, und 
einige Hauptsatze der Dimensionstheorie - darunter der Menger
Nobe1ingsche Einbettungssatz - werden dargestellt (Kap. IX, § 3); es 
wird ferner der fUr beliebige abgeschlossene und beschrankte Mengen 
des Euklidischen Raumes giiltige "Zerlegungssatz" bewiesen (Kap. X), 
welcher den Jordan-Brouwerschen Satz als Spezialfall enthalt. 

Obwohl in diesem Bande Topologie "allgemeiner" Polyeder und 
nicht Mannigfaltigkeitstopologie getrieben wird, besteht der Ausgangs
punkt des vierten Teiles gerade in den spezifischen M annigfaltigkeits
eigenschaften: in den Eigenschaften des "Schnittes" und in der Existenz 
der "dualen" Zerlegung einer gegebenen Zellenzerlegung (Kap. XI, 
§§ 1, 3). J edoch handelt es sich hier nicht urn Zerlegungen einer be
liebigen Mannigfaltigkeit, sondern nur urn Zerlegungen des Euklidischen 
Raumes. Die Mannigfaltigkeiten sind also nicht vollstandig aus diesem 
Bande verbannt; aber von allen Mannigfaltigkeiten, also den "im 
Kleinen" Euklidischen Raumen ist die einzige, die in diesem Bande 
eine Rolle spielt, der Euklidische Raum selbst. Eine Betrachtung von 
beliebigen Mannigfaltigkeiten im AnschluB an die Fixpunktsatze hat 
lediglich den Charakter einer Anwendung eines allgemeineren Satzes 
(Kap. XIV, § 4). 

8. Die beiden noch geplanten Bande dieses Buches sollen den ersten 
Band in den beiden Hauptrichtungen der Topologie fortsetzen, von 



Einleitung. 15 

den en wir schon wiederholt und ausfiihrlich gesprochen haben: der 
zweite Band wird der mengentheoretischen, der dritte Band haupt
sachlich der Topologie der Mannigfaltigkeiten, und daneben der Theorie 
der Fundamentalgruppe, gewidmet sein. Mit genaueren Ankiindigungen 
und den daraus entstehenden Verpflichtungen wollen wir uns jetzt 
nicht belasten. 

§ 3. 
1m ersten Paragraphen haben wir versucht, die Hauptlinien in der 

Entwicklung der Topologie zu zeichnen; im § 2 wurde ein Programm 
un seres Buches skizziert. Bei beiden Gelegenheiten war Vollstandigkeit 
weder in historischer noch in sachlicher Hinsicht moglich, und daher 
sind zahlreiche wichtige Gebiete alterer und neuerer topologischer 
Forschung unerwahnt geblieben; manche von ihnen werden auch 
weiterhin in diesem Buche iiber Gebiihr vernachlassigt werden miissen. 
In diesem Paragraphen wollen wir die Aufmerksamkeit des Lesers auf 
einige - mehr oder weniger willkiirlich ausgewahlte - dieser Gebiete 
lenken. 

1. Die einfachsten Gebilde der kombinatorischen Topologie sind 
die Streckenkomplexe. Seit EULER (Kanigsberger Briickenproblem) hat 
man sich viel mit ihnen beschaftigt, und es existiert iiber sie eine um
fangreiche Literatur1• Aber trotz vieler scharfsinniger Uberlegungen 
und trotz der Einfachheit der Gebilde ist uns noch nicht alles iiber die 
gestaltlichen Eigenschaften der Streckenkomplexe bekannt: daB das 
bekannte "Vierfarbenproblem" bis heute allen Losungsversuchen wider
standen hat, ist eine Folge dieser mangelhaften Kenntnisse. 

2. Fiir unsere geometrische Einsicht wichtiger als die Lasung des 
Vierfarbenproblems und die Eigenschaften der Gestalt von Strecken
komplexen ist die Erforschung der Lageeigenschaften von Polygonen 
im dreidimensionalen Raum.· Man betrachte im R3 ein einfach geschlos
senes Polygon oder auch ein System mehrerer zueinander fremder der
artiger Polygone und frage: wie erkennt man, ob zwei solche vorgegebene 
Systeme die "gleiche Lage" haben, d. h. ob man den R3 topologisch so 
auf sich abbilden kann, daB das eine System in das andere iibergeht? 
Die Theorie der Verschlingungszahl 2 gibt hieriiber nur unvollkommen 
AufschluB. 1m einfachsten Falle lautet die Frage: "Wie erkennt man, 
ob ein vorgegebenes Polygon ,unverknotet' ist, d. h. ob es die gleiche 
Lage hat wie ein Kreis?" Das ist das "Knotenproblem". Zahlreiche 
und in die Tiefe gehende Untersuchungen (von DEHN, ALEXANDER, 
REIDEMEISTER, SEIFERT und anderen) haben diesen Problemkreis ge
fardert, jedoch ohne ihn, auch nur in dem genannten einfachsten Falle, 
zu erledigen. Zum Teil sind die Schwierigkeiten algebraischer Natur: 

1 Man vergleiche den Artikel von DEHN-HEEGAARD und das Buch von ST. 
LAGUE (s. das Biicherverzeichnis am SchluB dieses Bandes). 

2 § 1, Nr. 3 dieser Einleitung und Kap. XI. 
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es handelt sich dabei urn unendliche diskontinuierliche nichtkommu
tative Gruppen1• 

3. Ein ebenfalls naheliegendes und viel behandeltes (ALEXANDER, 
DEHN, HEEGAARD, REIDEMEISTER, SEIFERT, THRELFALL), aber unge16stes 
Problem ist das der topologischen Klassifikation der geschlossenen drei
dimensionalen Mannigfaltigkeiten 2, also das dreidimensionale Analogon 
zu dem Hingst ge16sten Problem der Klassifikation der geschlossenen 
FHichen (vgl. § 1, Nr. 6). Schon POINCARE hat es in Angriff genommen, 
aber bis heute ist nicht einmal die Richtigkeit der folgenden Poincare
schen Vermutung entschieden: "Die einzige geschlossene dreidimensio
nale Mannigfaltigkeit, welche einfach zusammenhiingend ist (d. h. in 
welcher sich jeder geschlossene Weg stetig in einen Punkt zusammen
ziehen laBt) , ist der spharische Raum (d. h. der durch HinzufUgung 
eines unendlich-fernen Punktes abgeschlossene R3)." 

4. Durch Vermittlung des sogenannten "Heegaard-Diagrammes"3 
ergibt sich ein enger Zusammenhang zwischen dem soeben angeschnit
tenen Klassifikationsproblem und dem der Klassifikation der topologi
schen Abbildungen einer geschlossenen Flache auf sich. Diese Frage 
wiederum, sowie die allgemeinere nach der Aufzahlung der stetigen 
Abbildungen einer geschlossenen Flache auf eine andere, steht, ahnlich 
wie das Knotenproblem, in naher Beriihrung - oder ist zum Teil 
sogar aquivalent - mit gruppentheoretischen Problemen 4• Hier liegen 
Aufgaben VOT, die in die Topologie der uns wohlbekannten geschlossenen 
Fliichen gehOren und doch noch nicht ge16st sind 5. 

5. Die topologische Klassifikation der Flachen dagegen ist nicht 
nur, wie schon mehrmals erwahnt, fiir die geschlossenen, sondern auch 
fUr die otten en Fliichen durchgefiihrt 6; dazu gehort auch die, fUr die 
Funktionentheorie wichtige, Aufzahlung der ebenen Gebiete. Deren Rolle 
in der Funktionentheorie zwingt bekanntlich auch zur naheren Unter
suchung ihrer Begrenzungen, und hier ist ein weiterer und eigenartiger 
Schritt durch die Theorie der "Primenden" von CARATHEODORY ge
macht worden 7. Neuere Arbeiten von KAUFMANN haben diese Unter-

1 Man vergleiche vor allem das Buch "Knotentheorie" von REIDEMEISTER 
sowie das Buch von SEIFERT-THRELFALL. 

2 Vgl. das Buch von SEIFERT-THRELFALL sowie die soeben erschienene wich
tige Arbeit von REIDEMEISTER fiber die "Linsenraume" in den Abh. math. Sem. 
Hamburg 1935. - Das Problem hangt fibrigens mit dem Knotenproblem zu
sam men (SEIFERT-THRELFALL, § 65). 

3 SEIFERT-THRELFALL, § 63. 
4 BROUWER (Math. Ann. Bd.82)' BAER (Crelles J. Bd.159), HOPF (Math. 

Ann. Bd. 102; Crelles J. Bd. 165), KNESER (Math. Ann. Bd. 100,103), J. NIELSEN 
(Acta Math. Bd. 50, 53, 59). 

5 Die gruppentheoretisch orientierte Flachentopologie ist in dem Buch "Ein
fiihrung in die kombinatorische Topologie" von REIDEMEISTER dargestellt. 

6 Vgl. KEREKJART6: Vorlesungen fiber Topologie, 3. und 5. Abschnitt. 
7 Math. Ann. Bd. 73. 
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suchungen auf dreidimensionale Gebiete ubertragen 1 ; hier liegen viel 
kompliziertere Verhaltnisse vor. 

6. Urn wieviel komplizierter die Eigenschaften der Lage von ein
fach gestalteten Figuren im dreidimensionalen Raum als in der Ebene 
sein k6nnen, das geht besonders klar aus der beruhmten These von 
ANTOINE hervor2 : Wahrend die Lage einer Kurve in der Ebene immer 
ziemlich "regular" sein muB, kann man im Raume einem einfachen 
Bogen, einer einfach geschlossenen Kurve und einer Flache, we1che 
mit der Kugel homoomorph ist, eine so1che Lage geben, daB dieses 
Gebilde keinerlei Umgebung besitzen, we1che einer Umgebung der 
Strecke, der Kreislinie bzw. der Kugelflache homoomorph waren. Diese 
Entdeckung und ihre Konsequenzen - z. B. braucht das Innengebiet 
einer mit der Kugel homoomorphen Flache nicht dem Innengebiet 
einer Kugel homoomorph zu sein - waren ganz unerwartet; man wurde 
besorgt, ob nicht noch mehr anscheinend selbstverstandliche Tatsachen 
der dreidimensionalen Topologie ihrer Widerlegung harrten. So kam 
es, daB erst nach ANTOINES Entdeckungen durch ALEXANDER bewiesen 
worden ist3: Von den beiden Gebieten, in we1che der Raum durch eine 
aus geradlinigen Dreiecken aufgebaute, mit der Kugel homoomorphe 
Polyederflache zerlegt wird, ist stets das eine mit dem Innen-, das an
dere mit dem AuBengebiet einer gewohnlichen Kugel homoomorph.Fur 
die hoherdimensionalen Raume ist bisher kein analoger Satz bewiesen. 

Nach den Antoineschen Beispielen bekam das Problem der "Um
kehrung des Jordanschen Satzes" im dreidimensionalen Raum,d. h. der 
Charakterisierung der geschlossenen Flachen des R3 durch Lageeigen
schaften, ein besonderes Interesse. Das entsprechende Problem fUr die 
Ebene war bereits durch SCHOEN FLIES ge16st worden4; fur den R3 
wurde es von WILDER gelost 5 • 

7. Wahrend die Schwierigkeiten, die sich einer systematischen 
Theorie der Lage selbst einfacher Figuren entgegenstellen, nur zum 
kleinen Teile uberwunden sind - man denke einerseits an das Knoten
problem, andererseits an die Antoineschen Beispiele -, ist die Lehre 
von der Gestalt schon viel weiter fortgeschritten. So liegt die gestalt
liche Theorie der Kurven, d. h. der eindimensionalen Kontinuen, we1che 
schon von CANTOR begonnen worden war (vgl. § 1, Nr. 9), besonders 
dank der Arbeiten von URYSOHN und MENGER in einer abgeschlossenen 
Form vor 6 ; sie handelt unter anderem insbesondere von der Natur 
der "Verzweigungen" einer Kurve. 

1 Math. Ann. Bd. 103, 106. 2 J. de Math. (8) Bd.4. 
3 Proc. Nat. Acad. Sci. Bd. 10. 
4 Vgl. VON KEREKJART6: Vorlesungen tiber Topologie, S.79££. 
5 Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 32. 
6 Vgl. das Buch "Kurventheorie" von MENGER sowie die Abhandlung "Les 

lignes Cantoriennes" von URYSOHN (Verh. Akad. v. Wetensch. Amsterdam XIII). 

Alexandroff·Hopf, Topologie 1. 2 
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Von einer analogen Theorie der "FBi.chen", d. h. der zweidimensio 
nalen Kontinuen, existieren allerdings hochstens Ansatze1• 

8. Die Probleme und Theorien, von denen bisher in diesem Para
graphen die Rede war, sind groBtenteils von spezieUer Natur; ihr Schau
platz ist im wesentlichen der dreidimensionale Raum, und gerade 
hierin besteht ihr Hauptreiz; man konnte sie als zur "anschaulichen 
Topologie" gehorig bezeichnen. 

Jetzt werden wir noch von einigen allgemeinen Theorien aus der 
mengentheoretischen Topologie sprechen. 

An erster Stelle nennen wir die Dimensionstheorie. Aus ihr sind in 
den vorliegenden ersten Band nur ganz wenige grundlegende Satze 
aufgenommen; die systematische Darstellung der dimensionstheoreti
schen Eigenschaften abgeschlossener Mengen solI im Rahmen der all
gemeinen geometrischen Topologie dieser Mengen (vgl. § 1, Nr.20) im 
zweiten Bande erfolgen. Die Dimensionstheorie der nicht abgeschlos
senen Mengen (wie sie vor allem durch HUREWICZ und TUMARKIN auf
gebaut worden ist) wird dagegen voraussichtlich groBtenteils auBer
halb unserer Darstellung bleiben; wegen dieser Fragen verweisen wir 
auf das Buch "Dimensionstheorie" von MENGER sowie auf das Buch 
"Topologie" von KURATOWSKI. 

9. Der Kurventheorie, von der wir soeben gesprochen haben, gingen 
historisch die Arbeiten fiber die irreduziblen Kontinuen und die lokal
zusammenhiingenden M engen voran. 

Die erste dieser Theorien wurde von JANISZEWSKI in seiner Pariser 
These "Sur les continus irredudibles entre deux points" begriindet 
(1910)2. Durch diese Arbeit ist JANISZEWSKI zum Begriinder nicht nur 
einer Theorie, die sich nachher kraftig weiter entwickelt hat,sondern 
auch einer der produktivsten topologischen Schulen geworden, namlich 
der polnischen Schule, deren hervorragende Vertreter vor allem MAZUR
KIEWICZ, SIERPINSKI, KNASTER, KURATOWSKI und zahlreiche Forscher 
jfingerer Generation, unter ihnen besonders BORSUK, sind. 

Die Definition des irreduziblen Kontinuums ist die folgende: Ein 
Kontinuum heiBt irreduzibel zwischen zwei seiner Punkte, wenn es 
kein echtes Teilkontinuum besitzt, das ebenfalls diese Punkte enthalt 3• 

Die Theorie der irreduziblen Kontinuen ist ein treffendes Beispiel da
fUr, daB eine scheinbar sehr spezielle Fragestellung zu einer Fiille von 
allgemeinen Kenntnissen fiber die gestaltlichen Eigenarten der ab
geschlossenen Mengen fUhren kann: 

Unter den irreduziblen sind besonders merkwfirdig die von BROUWER 
entdeckten (1910) unzerlegbaren Kontinuen; sie gehoren zu den inter-

1 Zu erwahnen sind hier die mengentheoretischen Charakterisierungen von 
Flachen durch R. L. MOORE, I. GAWEHN (Math. Ann. Bd. 98; dortselbst auch 
Hinweise auf R. L. MOORE), ZIPPIN (Amer. J. Math. Bd.55), sowie neue Unter
suchungen von KAUFMANN (Proc. Cambridge Phil. Soc. XXX). 

2 J. de l'Ecole Polyt. (2) Bd.16. 3 Die Definition riihrt von ZORETTI her. 
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essantesten Gebilden in der mengentheoretischen Topologie. Ein Kon
tinuum heiBt unzerlegbar, wenn es nicht die Vereinigungsmenge zweier 
echter Teilkontinuen ist; die unzerlegbaren Kontinuen wurden von 
BROUWER als merkwiirdige Gebietsgrenzen entdeckt: namlich als ge
meinsame Begrenzungen von drei oder mehr einfach zusammenhangen
den ebenen Gebieten1• Spater hat KURATOWSKI bewiesen, daB iede 
solche Gebietsgrenze entweder selbst unzerlegbar oder Vereinigungs
menge zweier unzerlegbarer Kontinuen ist2. Die systematische Theorie 
der unzerlegbaren Kontinuen ist von JANISZEWSKI und KURATOWSKI 
aufgebaut worden 3. 

Besondere Erwahnung verdient ein von KNASTER entdecktes (in 
der Ebene gelegenes) unzerlegbares Kontinuum 4 : seine samtlichen Teil
kontinuen sind unzerlegbar, und es enthalt daher insbesondere keinen 
Jordanbogen. 

Eine Einfiihrung in die allgemeine Theorie der irreduziblen Kon
tinuen - an welcher auBer den schon genannten mehrere Forscher: 
HAHN, KLINE, ROSENTHAL, URYSOHN, VIETORIS, WILSON und andere 
mitgearbeitet haben ...:... geben die §§ 31 und 39 der "Mengenlehre" von 
HAUSDORFF. Eine ausfiihrliche Theorie findet man in den Arbeiten von 
KURATOWSKI im 3. und im 10. Bande der Fundamenta Mathematicae. 

10. An die Topologie der Kontinuen schlieBt die allgemeinere 
Theorie der zusammenhiingenden Mengen an. Die elementaren Teile 
dieser Theorie haben wir im Kap. I, § 2, Nr. 14, 15 und Kap. II, § 6 
dieses Bandes dargestellt; wegen h6herer Fragen aus diesem Gebiet 
verweisen wir auf die Arbeit von KNASTER und KURATOWSKI sowie 
diejenige von SIERPINSKI im 2. Bande der Fundamenta Mathematicae. 

11. Die Theorie der "lokal-zusammenhiingenden" Kontinuen wurde 
von HAHN und MAZURKIEWICZ - unabhangig voneinander - begriindet 
(1914). Als erste Einfiihrung k6nnen die §§ 29 und 26 der "Mengenlehre" 
von HAUSDORFF dienen. In den Handen der polnischen (MAZURKIEWICZ, 
SIERPINSKI, KURATOWSKI, ZARANKIEWICZ u. a.) sowie der a:rperikanischen 
Schule von R. L. MOORE (MOORE, KLINE, AYRES, GEHMAN, WHYBURN, 
WILDER u. a.) hat sich eine sehr umfangreiche Theorie entwickelt. 

12. Zur Topologie gehOrt auch die "deskriptive Punktmengenlehre" 
(Theorie descriptive des ensembles), d. h. im wesentlichen die Theorie 
der Borelschen Mengen, der A-Mengen und der projektiven Mengen. 

Ein Mengensystem K heiBt ein Borelscher Korper, wenn die Differenz je zwei'er 
Mengen allS K sowie die Vereinigungsmenge von je abzahlbar vielen Mengen aus 
K wiederum zu K gehoren. Es sei K ein Borelscher Korper, < dessen Elemente 
Punktmengen eines festen topologischen Raumes R sind. Der Korper K heiBt 
ein topologischer oder Lusinscher Korper (ein L-Korper), wenn er zu jedem seiner 
Elemente Mauch alle stetigen Bilder von M (in R) enthalt. 

1 Math. Ann .. Bd. 68. 
4 Fund. Math. Bd. 3. 

2 Fund. Math. Bd. 6. 3 Fund. Math. Bd. 1. 

2* 
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Die Elemente des kleinsten Borelschen Korpers fiber den abgeschlossenen 
Mengen von R heiBen die Borelschen (oder B-Mengen), die Elemente des kleinsten 
L-Korpers (fiber den abgeschlossenen Mengen) heiBen die projektiven Mengen 
(oder die L-Mengen) von R. 1 

Zwischen den B- und den L-Mengen liegen die A-Mengen; sie entstehen, 
wenn man auf abgeschlossene Mengen eine Operation anwendet, die die A-Opera
tion heiBt und allgemeiner ist als abzahlbare Summen- und Durchschnittsbildung. 
Es hat sich spater gezeigt, daB die A-Mengen als eindeutige stetige Bilder der 
Menge aller Irrationalzahlen, die B-Mengen als eineindeutige und (in einer Rich
tung) stetige Bilder der Menge aller Irrationalzahlen definiert werden konnen. 
Das Komplement R-M einer A-Menge Mist nicht notwendig eine A-Menge; 
vielmehr sind die B-Mengen unter den A-Mengen dadurch ausgezeichnet, daB ihre 
Komplemente ebenfalls A-Mengen sind. Aile diese Mengenklassen (einschlieBlich 
der Komplemente zu den A-Mengen) sind topologisch invariant. 

Die deskriptive Mengenlehre wurde (anschlieBend an BAIRES Arbei
ten iiber unstetige Funktionen) von LEBESGUE2 1905 begriindet. Ihre 
weitere Entwicklung beginnt elf Jahre spater mit dem Machtigkeits
satz fUr die Borelschen Mengen 3, an den 1917 die Entdeckung der 
(nicht-Borelschen) A-Mengen durch SUSLIN und der Aufbau der Theorie 
dieser Mengen durch SUSLIN und LUSIN anschlieBt. Die Theorie der 
A-Mengen fUhrte weiter zu den projektiven Mengen (LuSIN) und der 
allgemeinen Theorie der Mengenoperationen (HAUSDORFF, SIERPINSKI, 
KOLMOGOROFF, KANTOROWICZ-LIVENSON u. a.). 

Eine EinfUhrung in die deskriptive Mengenlehre findet man in 
HAUSDORFFS Mengenlehre (§§ 18, 19,32,33,37,43), eine ausfUhrlichere 
Darstellung in dem Buch "Topologie I" von KURATOWSKI; eine stark 
phi1osophisch gefarbte Darstellung dieser Theorie gibt LUSIN in den 
"Lec;ons sur les ensembles analytiques" (Collection Borel). 

13. Zum AbschluB dieses Dberblicks miissen wir wenigstens kurz auf 
die Zusammenhiinge der Topologie mit anderen Zweigen der Mathematik 
und auf die Anwendungen der Topologie hinweisen; aus den Grenz
gebieten hat die Topologie von jeher fruchtbare Anregungen empfangen, 
und gerade hier ist neuerdings eine lebhafte Entwicklung im Gange. 

Die topologischen Methoden in der Analysis haben ihren Ursprung 
gr6Btenteils in Arbeiten von POINCARE, teils in den Abhandlungen 
"Sur les courbes definies par les equations differentielles", teils in den 
"Methodes nouvelles de la Mecanique celeste". Besonders die in dem 
letzteren Werke in Angriff genommenen Untersuchungen des Gesamt
verlaufes der Bahnkurven dynamischer Systeme - so die Frage nach 
Existenz, Verteilung und Eigenschaften periodischer L6sungen - sind 
von BIRKHOFF, MORSE, LUSTERNIK, SCHNIRELMANN wieder aufgenom
men, durch zahlreiche neue Ideen bereichert und bis zu bedeutenden 

1 Nur diese Definitionen gelten ffir beJiebige Raume; fiberall weiter braucht 
man gewisse Voraussetzungen fiber den Raum R. 

2 Sur les fonctions representables analytiquement. J. de Math. (6) Bd. 1. 

3 ALEXANDROFF: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 162 (1916). - HAUSDORFF: 
Math. Ann. Bd.77 (1916). 



Einleitung. 21 

Ergebnissen gefOrdert worden!. Eine gemeinsame Darstellung dieser 
Theorien ware heute moglich und sehr erwtinscht - in unserem Buche 
werden wir hochstens (im 3. Band) auf einige ihrer topologischen Grund
lagen eingehen konnen. 

14. Die Theorie der stetigen Abbildungen im Euklidischen Raume 
- der Brouwersche Abbildungsgrad und die Kroneckersche Charakte
ristik2 - liefert Existenzsatze fUr die Losungen endlich-vieler Glei
chungen mit endlich-vielen Unbekannten; diese Methoden lassen sich, 
wie zuerst BIRKHOFF und KELLOGG3 und dann besonders SCHAUDER 4 

gezeigt haben, auf Funktionenriiume tibertragen und zum Beweis von 
Existenzsiitzen fur die Losungen von Differential- und anderen Funktio
nalgleichungen benutzen. Man dad mit Spannung der weiteren Ent
wicklung der Topologie der stetigen Abbildungen in unendlich-dimen
sionalen Raumen und den Anwendungen dieser Theorie entgegensehen. 

15. In der algebraischen Geometrie haben sich Anwendungen neuerer 
topologischer Methoden oder auch die topologische Deutung und 
Prazisierung alterer algebraisch-geometrischer Methoden - die Schnitt
Theorie - in den letzten J ahren besonders dank der Arbeiten von 
LEFSCHETZ und VAN DER WAERDEN als fruchtbar erwiesen. Eine Ein
fUhrung in dieses Gebiet und weitere Literaturangaben findet man in 
dem letzten Kapitel der "Topology" von LEFSCHETZ. 

16. Der folgende bekannte Satz (von DYCK) ist typisch fUr die 
Zusammenhange, welche zwischen Topologie und Differentialgeometrie 
bestehen: das tiber eine stetig gekrtimmte geschlossene Flache vom 
Geschlecht p erstreckte Integral des Gaussischen KrtimmungsmaBes hat 
den Wert 4n· (1 - p). Der Satz zeigt, daB zwischen der topologi
schen Gestalt einer Mannigfaltigkeit und den Moglichkeiten, die Mannig
faltigkeiten im Sinne von RIEMANN zu metrisieren, merkwtirdige Bin
dungen bestehen. Die allgemeine Frage nach dies en Gesetzen halten 
wir fUr ein wichtiges und fruchtbares Problem der Geometrie 5. 

17. In den letzten Jahren haben sich die Beziehungen zwischen der 
Topologie und der Theorie der kontinuierlichen Gruppen lebhaft ent
wickelt. Erstens handelt es sich hier urn die Topologie der "Gruppen
mannigfaltigkeiten" (d. h. der Mannigfaltigkeiten, die als "Gruppen-

1 BIRKHOFF: Dynamical Systems (Amer. Math. Soc. ColI. IX). - MORSE: The 
calculus of variations in the large (ibid. XVIII). - LUSTERNIK-SCHNIRELMANN: 
Methodes topologiques dans les problemes variationnels (Actualites scientifiques 
Bd. 188; bisher ist hier nur der erste Teil erschienen; die vollstandige Abhand
lung liegt in russischer Sprache in den Schriften des Moskauer Instituts fur Mathe
matik und Mechanik, 1930, vorl. 

2 Kap. XII. 3 BIRKHOFF-KELLOGG: Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 23. 
4 SCHAUDER: Math. Z. Bd.26. - Studia Mathematica 1 und 2. - LERAY

SCHAUDER: Ann. de l'Ecole Norm. (III) 51. 
5 Ergebnisse und Literatur sind von HOPF im Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 

Bd. 41 zusammengestellt; dazu kommen neue Resultate von COHN-VOSSEN (Compos. 
Math. Bd. 2) und MYERS (Duke Math. J. Bd. 1 - Proc. Nat. Acad. Sci. Bd.21). 
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raume" auftreten); sie sind zuerst von HURWITZ, dann von WEYL und 
besonders von E. CARTAN fUr gruppentheoretische Zwecke herangezogen 
worden. In den Arbeiten von CARTAN sind wesentliche Beitrage fiir 
die topologische Erforschung dieser Mannigfaltigkeiten enthalten 1 ; dabei 
spielt eine wichtige Rolle die interessante Abhandlung von DE RHAM 
iiber mehrfache Integrale in n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten2• Neuer
dings hat PONTRJAGIN fUr die wichtigsten Klassen geschlossener Grup
pen die Bettischen Zahlen explizit angegeben 3. 

Zweitens hat sich neuerdings der Begriff der im klassischen Sinne 
von LIE kontinuierlichen Gruppe zu dem viel allgemeineren und sich 
als auBerst fruchtbar erweisenden Begriff der topologischen Gruppe er
weitert. Die Theorie der topologischen Gruppen ist von SCHREIER 
begriindet worden 4 und hat durch PONTRJltGINS Untersuchungen der 
kompakten und im Kleinen kompakten (insbesondere Abelschen) Grup
pen die gr6Bten Fortschritte erIebt 5 . 

Fiir den Zusammenhang zwischen der klassischen Lieschen und der 
neuen topologischen Gruppentheorie ist es von der gr6Bten Bedeutung, 
daB das Hilbertsche Problem der topologischen Charakterisierung (ohne 
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen) der Lieschen Gruppen wenigstens 
fiir die kompakten Gruppen im AnschluB an Arbeiten von WEYL und 
HAAR durch VON NEUMANN 6 und kurz darauf dUTCh PONTRJAGIN 7 

ge16st worden ist. Die ersten hierhergeh6rigen Ergebnisse stammen 
iibrigens schon von BROUWER 8 . 

Die Theorie der topologischen Gruppen ist der am weitesten aus
gebildete Zweig der "topologischen Algebra", die nicht nur von Grup
pen, sondern auch von topologischen K6rpern, Ringen usw. handelt 9 • 

Gerade im Vetein mit algebraischen Begriffen und Methoden wird die 
topologische Forschung, so glauben wir, weiterhin an der Klarung all
gemeiner Gesetze mitwirken, welche gleichzeitig in verschiedenen 
Gebieten der Mathematik Giiltigkeit besitzen. 

1 Vgl. das Buch von E. CARTAN: La Theorie des Groupes Finis et Continus 
et l'Analysis Situs; dort findet man auch weitere Literaturangaben. 

2 J. de Math. (9) Bd. 10. 
3 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 200. - Weitere hierhergehorige Satze stammen 

von O. SCHREIER: Abh. math. Sem. Hamburg Bd. 4 (§ 4). - FREUDENTHAL: 
Math. Z. Bd. 33. - SMITH: Ann. of Math. Bd. 36. ~ STIEFEL: Comment. math. 
helv. Bd. 8. 

4 Wie in FuBnote 3 sowie ibid. Bd. 5. - In diesem Zusammenhang ist 
auBerdem auf Arbeiten von v. KEREKJART6 hinzuweisen: Ann. of Math. Bd.27, 
29 - Abh. math. Sem. Hamburg Bd. 8 - Acta Szeged VI, VII. 

a Ann. of Math. Bd. 35. 6 Ann. of Math. Bd. 34. 
7 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 198. 8 Math. Ann. Bd.67, 69. 
9 Hierher gehoren Arbeiten von VAN DANTZIG (Math. Ann. Bd. 107; Compos. 

Math. Bd.2) und einer Reihe anderer Mathematiker; Literaturangaben bei VAN 
DANTZIG, a. a. O. 



Erster T eil. 

Grundbegriffe 
der mengentheoretischen Topologie. 

Die Grundbegriffe und die einfachsten Tatsachen aus der mengen
theoretischen Topologie braucht man in sehr verschiedenen Gebieten 
der Mathematik; die Begriffe des topologischen und des metrischen 
Raumes, der Kompaktheit, die Eigenschaften stetiger Abbildungen 
u. dgl. sind oft unentbehrlich. 

Insbesondere k6nnten wir bei der Darstellung der in den spateren 
Teilen dieses Bandes behandelten Gegenstande nicht ohne sie auskom
men, deren Schwerpunkt, wie schon in der Einleitung betont wurde, 
durchaus nicht in den mengentheoretischen Fragestellungen, sondern 
in der Topologie der n-dimensionalen Polyeder liegt. 

Wurde man aber aus dem groBen und bedeutenden Gebiet der 
mengentheoretischen Topologie nur das herausgreifen, was unmittelbar 
in der Polyedertopologie gebraucht wird, so entstande ein Konglomerat 
von Definitionen und Satzen, das keine einheitliche Perspektive er6ffnet 
und in den Rahmen einer systematischen Darstellung, wie sie dieses 
Buch sein will, weder inhaltlich noch formal paBt. Daher ziehen wir 
es vor, eine zusammenhangende Darstellung der elementaren Grund
begrille der allgemeinen mengentheoretischen Topologie gleich zu Be
ginn des Buches zu geben. Gleichzeitig wird dadurch auch die Grund
lage fur die Entwicklungen des zweiten Bandes geliefert. 

Ein Leser, der sich fUr mengentheoretische Fragestellungen nicht 
interessiert, kann die Lekture des vorliegenden Bandes mit dem zweiten 
Teil beginnen und braucht auf den ersten nur nach Bedarf zuruckzu
greifen. 

Mengentheoretische Bezeichnungen. 
Punktmengen werden mit graBen lateinischen oder griechischen, ihre Punkte 

mit kleinen lateinischen, Systeme von Punktmengen mit graBen deutschen 
Buchstaben bezeichnetl. 

A + B ist Vereinigungsmenge (Summe)l der (nicht notwendig zueinander fremden 
Mengen) A und B. Desgleichen ist EAk bzw. EA die Vereinigungsmenge der 

1 Dieselben Arten von Buchstaben werden auch zur Bezeichnung von anderen 
Objekten - Gruppen, Zahlen usw. - gebraucht: es wird nicht gesagt, daB ein 
groBer lateinischer Buchstabe nur zur Bezeichnung von Punktmengen dienen 
solI, wahl aber, daB, wenn von einer Punktmenge und ihren Punkten die Rede 
ist, die erste mit einem graBen, die letzteren mit kleinen Buchstaben bezeich
net werden. 
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endIich- oder abzahlbar-vielen Mengen Ak bzw. der Mengen A (die als Elemente 
eines Mengensystems, etwa 21:, erklart sind). 

A • B bzw. IIAk bzw. IIA bezeichnet die Durchschnittsbildung1. Ais Durch~ 
schnitt darf auch die leere Menge auftreten. 

A - B, die Differenz, bedeutet die Menge aller Punkte von A, die nicht 
zu· B gehoren. Dabei wird im allgemeinen nicht vorausgesetzt, daB B Teilmenge 
von A ist. 

Das Inklusionszeichen c bzw. ::J ist auszusprechen: "ist enthalten in" bzw. 
"enthalt". Dementsprechend bedeuten A C B und B::J A dasselbe, namIich, 
daB jedes Element von A gleichzeitig auch Element von B ist (d. h. daB A TeiI
menge von B, oder B Obermenge von A ist; dabei wird der Fall A = B nicht 
ausgeschlossen). Es bezeichnet peA, daB der Punkt p ein Element der Menge A 
ist; zwischen einem Punkt und der aus diesem einzigen Punkt bestehenden 
Punktmenge wird nicht unterschieden. 

Die (endIich- oder unendIich-vielen) Mengen A, B . .. heiBen disfunkt, wenn 
sie paarweise zueinander fremd sind. 

Die leere Menge wird mit 0 bezeichnet. 
Ist A eine Menge (bzw. eine Folge) reeller Zahlen, so wird durch supA (Supre

mum von A) die obere, durch infA (Infimum von A) die untere Grenze von A 
bezeichnet (HAUSDORFF). Besitzt die nichtleere Punktmenge A keine obere bzw. 
keine untere Grenze, so wird gelegentIich supA = +00 bzw. infA = -00 ge
schrieben. 

Erstes Kapi tel. 

Topologische und metrische Riume. 
§ 1. Die topologische Zuordnung und ihre verschiedenen Erzeugungsarten. 

1. Allgemein-topologische Raume. Abgeschlossene und offene Mengen. 
2. Konvergenzraume. - 3. Aligemein-metrische und metrische Raume. Ent
fernung zwischen Punkten und Punktmengen. Durchmesser. Metrisierbare 
Raume. - 4. Beispiele allgemein-metrischer und metrischer Raume. -
5. Konvergenz in metrischen Raumen. - 6. Umgebungssysteme und Um
gebungsraume. - 7. Umgebungssysteme eines gegebenen allgemein-topo
logischen Raumes. Hausdorffsches Gleichwertigkeitskriterium. - 8. An
wendung auf metrisierbare Raume. Spharische bzw. e-Umgebungen. -
9. Relativierung. Kogrediente Eigenschaften. - 10. ProduktbiIdung. -
11. Metrisches Produkt. Euklidische Raume. - 12. Der Hilbertsche Raum. 

§ 2. Topologische Riiume. 
1. Definition. Die Axiome von KURATOWSKI. - 2. Zellensysteme als Bei
spiele topologischer Raume. - 3. Metrisierbare Raume als Spezialfall der 
topologischen Raume. - 4. Abgeschlossene und offene Mengen. - 5. Innere 
und Randpunkte. - 6. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch Aus
zeichnung der abgeschlossenen Mengen. - 7. Topologische Raume als Um
gebungsraume. - 8. Basis eines topologischen Raumes. Die Hausdorffschen 
Umgebungsaxiome. - 9. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch 
Auszeichnung der offenen Mengen. - 10. Relativierung. Abgeschlossen und 
offen in einer Punktmenge. - 11. Haufungspunkte. - 12. Dichtigkelts-

1 Unter der Vereinigungsmenge von endIich- oder unendIich-vielen Mengen A 
versteht man die Menge derjenigen Elemente, die zu mindestens einer Menge A, 
unter dem Durchschnitt der Mengen A versteht man die Menge derjenigen 
Elemente, die zu jeder Menge A gehoren. 
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begriff. - 13. Uberdeckungen. - 14. Zusammenhang. - 15. Beispiele zu
sammenhangender und nichtzusammenhangender Raume. 

§ 3. Stetige Abbildungen topologischer Riiume. 
1. Allgemeines uber Abbildungen. - 2. Stetige Abbildungen. Homooinorphie. 
Verschiedene Stetigkeitskriterien. - 3. Raum der Abbildungen eines topo
logischen Raumes X in einen beschrankten metrischen Raum Y. - 4. Stetige 
Scharen von Abbildungen. Stetige Abanderungen einer stetigen Abbildung. 
Deformationen. - S. Stetige Funktionen. - 6. Stetige Abbildungen metri
scher Raume. 

§ 4. Trennungsaxiome: To- und T1-Riiume. 
Vorbemerkung: Umgebungen von Punktmengen. - 1. Nulltes und erstes 
Trennungsaxiom. To- und TrRaume. - 2. Haufungspunkte in TI-Raumen. 

§ 5. Zerlegungen von T1-Riiumen in disjunkte abgeschlossene Mengen. Beziehun
gen zu stetigen Abbildungen. Zerlegungsriiume. 
1. Abbildungen und Zerlegungen. Aquivalenz von stetigen Abbildungen. 
Konjugierte Raume. - 2. Der Zerlegungsraum Z. - 3. Beispiele von Identi
fizierungen. - 4. Stark-stetige Abbildungen. - S. Schwache Zerlegungs
raume. Stetige Zerlegungen. 

§ 6. Trennungsaxiome: Hausdorffsche, reguliire und normale Riiume. 
1. Zweites Trennungsaxiom. Hausdorffsche Raume. - 2. Drittes Trennungs
axiom. ReguHi.re Raume. Viertes Trennungsaxiom. Normale Raume. -
3. Beispiele. - 4. Relativierung. Funftes Trennungsaxiom (vollstandig 
normale Raume). - S. Bemerltung uber die topologische Invarianz der 
Trennungsaxiome. - 6. Trennungsaxiome fur Zerlegungen. - 7. Eine andere 
Formulierung der Regularitat und der Normalitat. - 8. Ahnlichkeit zweier 
Mengensysteme. Zwei Satze uber endliche Systeme offener bzw. abgeschlos
sener Punktmengen normaler Raume. - 9. Stetige Funktionen in normalen 
Raumen. - 10. Beweis des Erweiterungssatzes. - 11. Spezialfall der metri
schen Raume. Zweiter Beweis des Erweiterungssatzes (fur metrische Raume). 

§ 7. Riiume mit abziihlbarer Basis. 
1. Ein Uberdeckungssatz. - 2. Der Baire-Hausdorffsche Satz. - 3. Ab
zahlbare Basis und abzahlbare dichte Punktmengen. 

§ S. Der Urysohnsche Einbettungssatz. 

§ 1. Die topologische Zuordnung und ihre verschiedenen 
Erzeugungsarten. 

1. Allgemein-topologische Raume. Abgeschlossene und offene 
Mengen. Definition. In einer Menge R von irgendwelchen Gegen
standen eine topologische Zuordnung erklaren, heiBt: jeder Teilmenge M 
von Reine Teilmenge M von R entsprechen lassen. Der Inbegriff einer 
Menge R und einer in ihr erklarten topologischen Zuordnung heiBt ein 
allgemein~topologischer Raum; wir bezeichnen ihn, falls keine MiBver
standnisse zu erwarten sind, ebenfalls miF R. Die Elemente von R 
heiBen Punkte, die Teilmengen von R Punktmengen des allgemein
topologischen Raumes R. 1st Meine Punktmenge eines allgemein-

1 Gelegentlich schreiben wir E fur die Menge selbst, R fiir den allgemein
topologischen Raum, welcher aus E durch Einfiihrung einer topologischen Zu· 
ordnung entsteht. 
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topologischen Raumes, so heiJ3t die Menge M die abgeschlossene Hitlle 
von M; die Punkte von M heiJ3en Berithrungspunkte von M. 

Eine Punktmenge M heiJ3t abgeschlossen (im allgemein-topologischen 
Raume R), wenn sie alle ihre Beruhrungspunkte enthalt (d. h. wenn 
llf ::J Mist). 

Eine Punktmenge M heiJ3t offen, wenn ihr Komplement (d. h. die 
Punktmenge R - M) abgeschlossen ist. 

Be mer k u n g. Wenn man in einer und derselben Menge E einmal die 
eine, ein anderes Mal eine andere topologische Zuordnung einfiihrt, so 
erhalt man zwei verschiedene allgemein-topologische Raume Rl und R 2 • 

Beispiele. 1°. R sei die Menge aller reellen Zahlen; p ist Be
ruhrungspunkt von M, falls jedes offene Intervall, welches p enthalt, 
mindestens einen Punkt von M enthalt; dadurch wird in der Menge 
der reellen Zahlen eine topologische Zuordnung eingefiihrt, welche diese 
Menge zu einem allgemein-topologischen Raum macht. Dieser Raum 
heiJ3t die Zahlengerade oder das arithmetische Kontinuum. 

2°. Es sei R irgendeine Menge von reellen Funktionen einer reellen Variablen, 
die aIle einen und denselben Definitionsbereich, etwa die Einheitsstrecke 0;;:; t;;:; 1, 
habenl. 

M sei eine (beliebige) Teilmenge, P ein Element von R. Es ist also P = P (t) 
eine fiir 0 ;;:; t ;;:; 1 definierte reelle Funktion. Wir sagen, daB P Beriihrungspunkt 
von Mist, falls es eine Folge PI = PI(t), P2 = P2(t) ... , Pk = Pk(t) ... von Ele-
menten von M gibt derart, daB die reellen Funktionen PI(I), P2(1), ... Pk(I), ... 
iiberall auf der Einheitsstrecke gegen die Funktion P (I) konvergieren. 

Man wiirde eine andere topologische Zuordnung und folglich einen anderen 
allgemein-topologischen Raum erhalten, wenn man sich in diesem Beispiel anstatt 
der gewbhnlichen Konvergenz von Funktionenfolgen der gleichmaBigen Kon
vergenz bedienen wollte. 

3°. Es sei R irgendein allgemein-topologischer Raum, a irgendein Gegenstand. 
1st Meine Teilmenge von R, so solI MR die abgeschlossene Biille von M (im 
Raume R) bezeichnen. Wir betrachten nun die aus dem Gegenstand a und allen 
Punkten von R bestehende Menge R + a und erklaren in ihr folgendermaBen 
eine topologische Zuordnung. Es sei Meine Teilmenge von R + a; wir setzen 

M = (M - a)R + a, 

falls M unendlich oder eine den Punkt a enthaltende endliche Menge ist und 

M=MR , 

falls M endlich ist 'und a nicht enthalt. 
4°. Wir unterziehen die Ebene einer Einteilung in kongruente achsenparallele 

Quadrate (etwa von der Seitenlange 1). Die Elemente der Menge R seien: a) die 
Quadrate dieser Einteilung, b) diejenigen geradlinigen Strecken, die als Seiten 
dieser Quadrate auftreten, c) die Punkte, die als Eckpunkte dieser Quadrate 
auftreten. Es sei P ein Element von R. 1st P ein Quadrat, so solI die abgeschlossene 
Biille pder aus dem einzigen Element P bestehenden Teilmenge von R aus neun 
Elementen bestehen: aus P selbst und aus den vier Seiten und den vier Eck-

I Wir kbnnen als R insbesondere die Menge aller auf der Einheitsstrecke 
definierten und dortselbst stetigen Funktionen, oder die Menge aller quadratisch
integrierbaren, oder schlieBlich die Menge iiberhaupt aller auf der Einheitsstrecke 
definierten reellen Funktionen wahlen. 
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punkten des Quadrats P; ist peine Strecke, so bestehe 15 aus drei Elementen: 
aus P selbst und den beiden Endpunkten von p; ist schlieBlich p ein Eckpunkt, 
so sei 15 = p gesetzt. Des weiteren definieren wir fiir eine beliebige Teilmenge 
M = (PI' P2' ... ) von R 

M=2:p,. 

A ufga be. W,>lches sind die abgeschlossenen (offen en) Punktmengen dieses 
Rarimes? 

5 O. R sei irgendeine Menge. Fiir jede Teilmenge MeR definieren wir 
M = R - M. In diesem Raume ist die Menge aIler Punkte des Raumes die ein
zige abgeschlossene, die leere Menge die einzige offene Menge. 

2. Konvergenzraume. Nur in seltenen Hillen wird die topologische 
Zuordnung in einer Menge dadurch erkHirt, daJ3 fUr jede Teilmenge 
ihre abgeschlossene Riille direkt (d. h. ohne Benutzung von Rilfsbegrif
fen) angegeben wird, wie dies etwa in den beiden letzten Beispielen 
allgemein-topologischer Raume geschehen ist. Gewohnlich wird die 
topologische Zuordnung vermoge gewisser Rilfskonstruktionen ein
gefiihrt. Die wichtigsten von diesen sind: die EinfUhrung von Kon
vergenz, Metrik, Umgebungen. Wie diese Begriffe dem genannten 
Zweck dienen, solI gleich an Definitionen und Beispielen klargemacht 
werden. 

In einer Menge R einen Konvergenzbegriff einfiihren, heiJ3t: gewisse 
abzahlbare Folgen von Elementen dieser Menge als konvergent erklaren 
und jeder konvergenten Folge einen eindeutig definierten Punkt als 
Limes der Folge zuordnen. Ein Konvergenzbegriff, eingefiihrt in der 
Menge R, induziert folgendermaJ3en eine topologische Zuordnung in R 
und bestimmt somit einen allgemein-topologischen Raum: das Ele
ment p von R wird dann und nur dann als Beriihrungspunkt der Menge 
MeR definiert, wenn es in Meine konvergente Folge mit dem Limes p 
gibt. Allgemein-topologische Raume, deren topologische Zuordnung 
sich auf diese Weise durch einen passend eingefiihrten Konvergenz
begriff induzieren laJ3t, heiJ3en Konvergenzraumel . Der unter 2° in Nr. 1 
definierte Raum liefert ein Beispiel eines Konvergenzraumes. 

3. Metrische Raume. In einer Menge Reine allgemeine M etrik ein
fiihren, heiJ3t: fiir jedes Paar von Elementen a, b von Reine nicht 
negative reelle Zahl e (a, b) - die Entfernung von a bis b - erklaren. 
Die Metrik heiJ3t eigentlich, wenn sie die folgenden Bedingungen -
die A xiome des metrischen Raumes 2 - erfiillt: 

1. Identitatsaxiom: e (a, b) = 0 dann und nur dann, wenn a und b 
identisch sind. 

2. Symmetrieaxiom: e (a, b) = e (b, a). 
3. Dreiecksaxiom: bei jeder Wahl der Elemente a, b, c von R gilt: 

e (a, b) + e (b, c) 2: e (a, c) . 

1 Diese Begriffe riihren von FRECHET her (1906). 
2 Der Begriff und die Axiome des metrischen Raumes stammen von 

FRECHET (1906), der Name von HAUSDORFF (1914). 
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Der Inbegriff einer Menge R und einer in ihr eingefiihrten allge
meinen Metrik heiBt ein, allgemein-metrischer Raum; der Inbegriff einer 
Menge und einer in ihr eingefiihrten eigentlichen Metrik heiBt ein me
trischer Raum. Die Elemente von R heiBen Punkte dus Raumes. 

Es seien A und B zwei Punktmengen des iallg~mein-metrischen 
Raumes R; die Zahl infe (a, b). wobei a alle Punkte von A und 
b aile Punkte von B durchlauft, heiBt die Entfernunr: von A bis B; 
sie wird mit e (A, B) bezeichnet. In metrischen RaumenJ/ist e (A, B) 
= e (B, A), man spricht also einfach von der Entfernung zwischen A 
und B; besonders wichtig ist, wie wir gleich sehen werden, der Spezial
fall, wenn die eine der beiden Mengen, etwa A, aus einem einzigen 
Punkt a besteht: man hat dann die Entfernung zwischen dem Punkte a 
und der Menge B. 

1st M irgendeine Punktmenge desallgemeinTmetrischen Raumes R, 
so heiBt supe (p, q), wobei p und q irgend zwei variable Punkte von 
M sind, der Durchmesser der Punktmenge M. 

Eine allgemeine Metrik e (a, b), eingefiihrt in einer Menge R, indu
ziert folgendermaBen eine topologische Zuordnung in R und bestimmt 
somit einen allgemein-topologischen Raum: der Punkt p von R wird 
dann und nur dann als Beruhrungspunkt der Menge MeR erkliirt, 
wenn e(P, M) = 0 ist. 

1st umgekehrt ein allgemein-topologischer Raum R gegeben und 
induziert eine Metrik e (a, b) in der Menge aller Punkte von R gerade 
die in R a priori gegebene topologische Zuordnung, so sagen wir, daB 
der aIlgemein-topologische Raum R die Metrik e (a, b) besitzt oder daB 
e (a, b) eine Metrik dieses allgemein-topologischen Raumes ist. Ein all
gemein-topologischer Raum heiBt allgemein-metrisierbar, falls er minde
stens eine allgemeine Metrik besitzt. Ein allgemein-topologischer Raum 
heiBt metrisierbar, falls er mindestens eine eigentliche Metrik besitzt. 

Zwei verschiedene Metriken e (a, b) und e' (a, b) in einer und der
selben Menge R heiBen topologisch-gleichwertig, falls sie in R dieselbe 
topologische Zuordnung induzieren. Fur die topologische Gleichwertig
keit von e (a, b) und e' (a, b) ist offenbar notwendig und hinreichend, 
daB bei beliebiger Wahl des Punktes a und der Punktmenge M in R 
die Bedingungen 

e(a, M) = 0 und e'(a, M) = 0 

beide gleichzeitig erfiillt oder beide nicht erfiillt sind. 
4. Beispiele allgemein-metrischer und metrischer Raume. 

1°. Die mittels e(a, b) = la - bl 
metrisierte Menge der reeilen Zahlen ist ein metrischer Raum; er heiBt 
der eindimensionale Euklidische Raum und wird mit Rl bezeichnet. 
Diese Metrik ist eine Metrik der Zahlengerade, wie wir letztere in 
Nr.1 als allgemein-topologischen Raum definiert haben. 
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2 o. In der Menge alier auf der abgeschlossenen Einheitsstrecke der 
Zahlengerade definierten stetigen reellen Funktionen t (t) fiihren wir 
eine Metrik ein, indem wir als Entfernung zwischen zwei stetigen Funk
tionen das Maximum des Betrages ihrer Differenz erkHiren. Dadurch 
entsteht ein metrischer Raum C, der in der Funktionalanalysis von 
groBer Bedeutung ist. Wir werden iibrigens auf Veraligemeinerungen 
dieses Raumes noch bei spaterer Gelegenheit zuriickkommen (vgl. § 3, 
Nr. 3). 

3 o. R sei die Menge alier geordneten Systeme von n reellen Zahlen 
(tl' ... , tn). Die beiden folgenden Metriken 

(1) e((t1 , ••• , tn); (4,·.·, ~)) = y(tl - 4)2 + ... + (tn - t~)2 

und 
e'((t1 ,···, tn); (ti., ... , ~)) = It 1 - 41 + ... + lin - t~1 

sind topologisch-gleichwertig; der durch sie bestimmte aligemein-topo
logische Raum heiBt der n-dimensionale Zahlenraum. Wird er durch (1) 
metrisiert, so heiBt der dadurch gewonnene aligemein-metrische Raum1 

der n-dimensionale Euklidische Raum oder kurz der Rn. 
Wir flihren noch einige Beispiele von Raumen an, die allgemein-metrisch, 

jedoch nicht metrisch sind. 
4°. Der Paddler auf einem FluB und der Wanderer im Gebirge pflegen als 

Entfernung zwischen zwei Orten die Zeitspanne zu betrachten, die sie brauchen, 
um paddelnd bzw. wandernd von dem einem Ort zu dem andern zu gelangen. 

Die Menge aller an dem gegebenen Flusse bzw. in dem gegebenen Gebirge 
gelegenen Orte wird mittels dieser Entfernungserklarung zu einem allgemein
metrischen Raum, der im allgemeinen nicht metrisch ist (es fehlt das Symmetrie
axiom). 

5°. R besteht aus den Punkten 

(x, 0), 0 < x <. 1 
und (x, i), 0::::;: x < 1 

der Zahlenebene. Wir definieren: 

{ = x - x', falls x:> x' 
e ((x, 0); (x',O)) f 11 ' 

= 1, a s x < x 

{ = x - x', falls x > x' e ((x, 0); (x', 1)) <. = 1, falls x = x' 

{ 
= x' - x, falls x <. x' 

I'> «(x, 1); (x', 1)) 
" = 1, falls x> x' 

{ = x' - x, falls x < x' 
e «(x, 1); (x',O)) = 1, falls x:> x'. 

In dem so gewonnenen allgemein-metrischen Raum gilt ebenfalls das Symme
trieaxiom nicht. 

1 Er ist, wie wir in Nr. 11 sehen werden, nicht nur allgemein-metrisch, 
sondern metrisch. 
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6°. Die Punkte von R seien geordnete Paare reeller Zahlen (x, y) mit der 
Nebenbedingung 0 < x < 1, 0 < y < 1. Wir setzen 

e «(x, y); (x, y')) = 1 oder = 0, 

je nachdem y =F y' oder y = y' ist, und fur x =F x' 

e«(x, y); (x', y')) = ¥(x - x') 2 + (y _ y')2. 

Diese Metrik erfullt nicht das Dreiecksaxiom. 
7°. Die Punkte von K seien die Paare komplexer Zahlen (x, y); die Metrik wird 

durch 
/1 «(x, y); (x', y')) = +JllTx - X')2 + (y - y')21 

gegeben. Diese Metrik erfullt nicht das Identitlltsaxiom. 

5. Satz I. Jeder metrisierbare Raum ist ein Konvergenzraum. 
Beweis. Es geniigt irgendeine Metrik des Raumes R zu wahlen 

undin ihm die Konvergenz nach folgender allgemeiner Vorschrift zu 
erklaren: 

Definition der Konvergenz in einem metrischen Raume. 
Eine Punktfolge aI' a2 , ••• , ak' . .. des metrischen Raumes R heiR! 
konvergent, wenn es einen solchen Punkt a gibt, daB fUr alle hin
reichend groBen k die Entfernung e (a, ak) beliebig klein ist; a heiBt 
Limes der Folge; man sagt auch, daB die Folge gegen den Punkt a kon
vergiert. 

Offenbar ist dann und nur dann e(a, M) = 0, Wenn es in Meine 
konvergente Folge mit dem Limes a gibt; damit ist der Satz I bewiesen. 

Korollar. 1st a Beruhrungspunkt der Punktmenge A des metrischen 
Raumes R, so gibt es in A eine konvergente Folge mit dem Limes a. 

Bemerkung. Aus dem Dreiecksaxiom folgt leicht, dafJ in einem 
metrischen Raum eine konvergente F olge nur einen Limes hat; in einem 
allgemein-metrischen Raum kann es dagegen mehrere Punkte a geben, 
die die Eigenschaft haben, daB e (a, ak ) bei hinreichend groBem k be
liebig klein wird; hatten wir bei der Definition der Konvergenzraume 
in Nr.2 zugelassen, daB eine konvergente Punktfolge mehrere Limes
punkte besitzt, so wiirde der obige Beweis auch fiir allgemein-metrische 
Raume gelten. 

6. Umgebungsraume. In einer Menge R ein Umgebungssystem 
erklaren (oder einen Umgebungsbegrill einluhren) heiBt: gewisse Teil
mengen von R auszeichnen und diese Teilmengen den Elementen 
von R als deren Umgebungen zuordnen1• Von dieser Zuordnung wird 
dabei zunachst nur verlangt, daB jedes Element von R mindestens eine 
Umgebung besitzt. 

Ein Umgebungssystem in der Menge R induziert in Reine topo
logische Zuordnung und bestimmt somit emen allgemein-topologischen 
Raum, dessen Punkte die Elemente von R sind: p hellit Beriihrungs
punkt von M, wenn jede Umgebung von p mindestens ein Element 
von M enthaIt. Ein allgemein-topologischer Raum, dessen topologische 

1 FRECHET; HAUSDORFF; WEYL. 
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Zuordnung sieh auf diese Weise mittels eines passend gewahIten Um
gebungssystems induzieren laJ3t, heiBt ein Umgebungsraum. 

Beispiele: die Zahlengerade, die Zahlenebene. 
\Veitere Beispiele von Umgebungsraumen: 
1°. R sei die Einheitsstrecke ° ~ p:5 1, D die Menge aller Zahlen 1!n, n = 1, 

2, 3, . .. 1st ° < p < 1, so sei J(P) ein beliebiges offenes Teilintervall von R, 
welches P enthalt; ist p = 0, bzw. P = 1, so sei J(P) ein Halbintervall ° ~ t < a 
bzw. a < t;;c; 1, wobei a zwischen ° und 1 liegt, und sonst belie big ist. Falls 
P of ° ist, so soll jedes J(P) eine Umgebung von P sein. Dagegen werden als 
Umgebungen der Null alle Mengen von der Gestalt J(O) - D und nur diese zu
gelassen. 

20. R. sei die Menge aller Punkte der Halbe bene y;:;; ° (es sind x und y Car
tesische Koordinaten). 1st P = (x, y) und y> 0, so 5011 jede offene Kreisscheibe 
mit dem Mittelpunkt p und einem Radius < y Umgebung von p sein. 1st aber 
y = 0, so bestehe eine Umgebung von p aus dem Punkt p selbst und aus allen 
Punkten' einer beliebigen offenen Kreisscheibe, die in der Halbebene y> ° liegt 
und deren Randkreis die x-Achse im Punkte p beriihrtl. 

7. Versehiedene Umgebungssysteme in einer und derselben Menge 
k6nnen in dieser Menge dieselbe topologisehe Zuordnung induzieren. 
So wird z. B. die topologisehe Zuordnung auf der Zahlengerade dureh 
jedes der folgenden Umgebungssysteme induziert: 

a) Umgebung eines Punktes p ist jedes offene IntervaIl, welches 
diesen Punkt enthiilt; 

b) Umgebung eines Punktes p ist jedes offene Intervall mit ratio
nalen Endpunkten, welches den Punkt p enthaIt; 

c) Umgebung eines Punktes p ist jedes Intervall mit pals Mittel
punkt. 

d) Umgebung eines Punktes p ist jedes Intervall von der Form 

(p-~,p+~} 
In den unter c) und d) genannten Umgebungssystemen kann man 

unter einem Intervall naeh Belieben ein offenes oder ein abgesehlossenes 
Intervall verstehen. 

Zwei Umgebungssysteme in einer und derselben Menge R heiBen 
gleichwertig, wenn sie in R dieselbe topologisehe Zuorcinung induzieren. 

1st Rein allgemein-topologiseher Raum, so heiBt jedes Umgebungs
system in R, welches die (den Raum R definierende) topologisehe Zu
ordnung induziert, ein Umgebungssystem des allgemein-topologischen 
Raumes R (oder ein den Raum R definierendes Umgebungssystem). 

Umgebungssysteme werden gew6hnlieh mit U, )8, ... bezeiehnet. 
A usfiihrlieher sehrei ben wir: U = {U (p ) } - das heiBt, daB das U m
gebungssystem U aus den Umgebungen U(P) der Elemente p (einer 
Menge R) besteht. 

Hausdorffsehes Gleiehwertigkeitskriterium. Zwei Um
gebungssysteme U = {U(P)} und )8 = {V(P)} in einer und derselben 

1 Dieses Beispiel riihrt von Herm NIEMYTZKI her (vgl. § 6, Nr. 3). 
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Menge R sind dann und nur dann gleichwertig, faUs fur ein beliebiges 
peR jedes U(P) ein V(P) und jedes V(P) ein U(P) enthiilt. 

Beweis. Wir nehmen zuerst an, daB ein bestimmtes U(P) - etwa 
UI (PI) - kein V(PI) enthalt, und folgern daraus, daB U und ~ nicht 
gleichwertig sind. Denn unter unserer Voraussetzung enthiUt jedes 
V (PI) mindestens einen Punkt von R - U I (PI)' so daB PI Beriihrungs
punkt von R - UI (PI) im Sinne der durch ~ induzierten topologischen 
Zuordnung ist. Da aber PI eine zu R - UI (PI) fremde Umgebung des 
Systems U, namlich UI (PI) besitzt, ist PI kein Beriihrungspunkt von 
R - UI (PI) im Sinne der durch U induzierten topologischen Zuord
nung. Die beiden Zuordnungen sind somit verschieden und die· Um
gebungssysteme U und ~ nicht gleichwertig. 

Jetzt nehmen wir umgekehrt an, daB jedes U(P) ein V(P), jedes 
V(P) ein U(P) enthiUt, u~d beweisen die Gleichwertigkeit von U und ~. 
Es sei P ein Beriihrungspunkt der Menge M etwa im Sinne der durch U 
induzierten topologischen Zuordnung. Da jedes V(P) ein U(P) enthalt, 
und jedes U(P) einen nicht leeren Durchschnitt mit M hat, hat auch 
jedes V(P) einen nicht leeren Durchschnitt mit M, d. h. P ist Be
riihrungspunkt von M im Sinne der durch ~ induzierten topologischen 
Zuordnung, w. z. b. w. 

8. Anwendung auf metrisierbare Raume. Spharischebzw. E-Um
gebungen. Wir betrachten einen Punkt P des allgemein-metrischen 
Raumes R und eine positive Zahl 8. Die Menge alIer Punkte x von R, 
die der Bedingung e (p, x) < 8 geniigen, nennt man sphiirische Umgebung, 
und zwar sphiirische Umgebung vom Radius 8 (kurz: 8-Umgebung) des 
Punktes P; man bezeichnet sie mit U(P, 8). 

Satz II. Jeder allgemein-metrisierbare Raum ist ein Umgebungsraum. 
Beweis. Der allgemein-metrisierbare Raum R sei in einer festen 

Metrik e (a, b) gedacht. Es folgt aus den Definitionen der Nr. 3, daB 
das System der spharischen Umgebungen in R und die diesen Um
gebungen zugrunde liegende Metrik dieselbe topologische Zuordnung 
in R induzieren, w. z. b. w. 

Korollar. Zwei Metriken e(a, b) und e'(a, b) in einer und der
selben Menge R sind dann und nur dann topologisch gleichwertig, wenn 
bei fester (aber beliebiger) Wahl von peR es zu iedem 8 > 0 ein CJ > 0 
gibt, so daf3 U(p, 8) =:l U' (p, CJ) und U' (p, 8) =:l U(p, CJ) ist. 

Beweis. Das Korollar ergibt sich aus dem soeben bewiesenen Satz 
und dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitskriterium. 

Aufgabe 1. Wie sehen die spharischen Umgebungen in den in Nr.4 defi
uierlen allgemein-metrischen Raumen aus? 

Aufgabe 2. Der Leser beweise (durch Anwendung des Dreiecks
axioms!): 

Sa tz III. Die sphiirischen Umgebungen eines metrischen Raumes sind 
offene M engen. 
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Aufgabe 3 (HAUSDORFF). Der Leser beweise, daB, wenn e (a, b) 
eine beliebige Metrik in einer Menge R ist, man dureh 

(if (a b) = _eJc!,-~ 
, 1+e(a,b) 

eine topologiseh-gleiehwertige Metrik erhalt. 1st e (a, b) eigentlieh, so 
gilt dasselbe aueh von (if (a, b). Des weiteren ist fur jedes Paar (a, b) 
stets (if (a, b) < 1. 

Wir wollen diesem Resultat fur metrisehe Raume gleieh die Form 
eines allgemeinen Satzes geben. 

Sa tz IV. Unter den (eigentliehen) Metriken eines metrisierbaren 
Raumes gibt es solche, bei denen der Raum beschrankt ist (d. h. einen 
endliehen Durehmesser besitzt). 

Bemerkung. Der Ubergang von einer Metrik zu ciner topologiseh
gleiehwertigen heiBt eine Ummetrisierung (des gegebenen metrisehen 
Raumes). Man kann also das letzte Resultat kurz wie folgt ausspreehen: 
J eder metrische Raum liif3t sich in einen beschrankten metrischen Raum 
ummetrisieren. 

9. Relativierung1 • Jede Punktmenge A eines allgemein-topologisehen 
Raumes R wird selbst zu einem topologisehen Raum, zum Relativraum A 
in bezug auf R, wenn man fur jede Teilmenge 1\11 von A als abgcsehlos
sene Hulle von M in A den Durehsehnitt A . M von A mit der ab
gesehlossenen Hulle M von M in R versteht. Dieser Ubergang von der 
topologischen Zuordnung in R Ztt der soeben erkliirten topologischen Zu
ordnttng in A heif3t Relativierung (genauer: Relativierung in bezug auf A 
der in R gegebenen topologisehen Zuordnung). 

Wenn man von einer Punktmenge eines allgemein-topologisehen 
Raumes R als von einem Raume sprieht, meint man immer den Relativ
raum in bezug auf R. 

Nicht nur die topologische Zuordnung, sondern aueh die Konver
genz, die Metrik, der Umgebungsbegriff lassen sieh relativieren. Am 
selbstverstandliehsten ist die Relativierung der Metrik: ist in Reine 
Metrik gegeben, so aueh erst recht in A c R; ist Rein allgemein- bzw. 
eigentlieh-metriseher bzw. metrisierbarer Raum, so auch A. 2 

Beispiel: die n-dimensionalen Sphiiren. 1m Rn+l (als allgemein
metrischer Raum definiert in Nr. 4) betraehten wir die Menge aller 
Punkte (t1' .•. , tn+ I)' deren Koordinaten der Gleiehung 

(t1 - a1)2 + ... + (tn+1 - an+1)2 = 1]2 

geniigen, wobei die ai reelie Zahlen sind und I] > 0 ist. Diese Punkt
menge heiBt die n-dimensionale Sphiire des Rn +1 mit dem Mittelpunkt 
a = (aI' .. • ,an +1) und dem Radius e; sie wird mit sn(a, 1]) bezeichnet. 

1 HAUSDORFF. 

2 Dabei kann A unter Umstanden ein metrischer Raum sein, wenn auch R 
nur allgemein-metrisch ist (Beispiel: ebenes Stuck in einer Gebirgslandschaft mit 
der Metrik des Wanderers). 

Alexandrof!·Hopf, Topologie 1. 3 
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1st 0 = (0, ... , 0) und e = 1, so erhalt man die Einheitssphare sn (0,1) 
des Rn+1. Die Einheitssphare des Rn+1, als metrischer Raum1 be
trachtet, wird kurz die n-dimensionale Einheitssphiire genannt und mit 
sn bezeichnet. 

Die Relativierung (in bezug auf A) eines Umgebungssystems 
U = {U(p)} besteht darin, daB man fUr jeden Punkt p von A die Menr: 
gen A· U(P) konstruiert. Sie heiBen Umgebungen von pin bezug aUf A 
(oder auch Umgebungen von p in A). Das aus U auf diese Weise ge
wonnene Umgebungssystem UA in A induziert in A gerade die topo
logische Zuordnung, die mittels Relativierung aus der von U in R 
induzierten Zuordnung hervorgeht. 

Hieraus folgt: Ein Umgebungsraum geht durch Relativierung wieder 
in einen Umgebungsraum iiber. 

Definition. Eine Eigenschaft eines allgemein-topologischen Rau
mes heiBt nach HAUSDORFF kogredient, wenn daraus, daB sie fUr einen 
Raum R gilt, ihre Geltung fur jeden Relativraum von R folgt. 

\Vir k6nnen also sagen: Die Eigenschaft eines aUgemein-topologischen 
Raumes, ein Umgebungsraum zu sein, ist kogredient. 

A ufga be. Man definiere in sinngemaBer Weise die Relativierung 
des Konvergenzbegriffes. 

10. Produktbildung. Sind X und Y irgend zwei Mengen, so heiBt 
bekanntlich die Menge aller Paare (x, y), wobei x ein Element von X 
und y ein Element von Y ist, das Produkt von X und Y. Es wird mit 
X X Y bezeichnet. Liegen drei Mengen X, Y, Z vor, so wird ein fur 
allemal die Konvention gemacht, daB zwischen den Begriffen (( x, y); z), 
(x; (y, z)) und (x, y, z) nicht unterschieden wird2 • Diese Konvention 
erlaubt, die obige Produktbildung als eine assoziative Mengenoperation 
zu betrachten. Somit werden wir auch ohne weiteres vom Produkt 
der n Mengen Xl' X 2 , ••• , Xn als von der Menge aller n-Tupel 
(Xl' x2 , ••• , Xn ), wobei Xi ein Element von Xi ist, sprechen. 

Es sei jetzt in X und in Y je ein Umgebungssystem U = {U(x)} 
bzw. ~ = {V(y)} gegeben. Indem wir fur jedes (x, y) das Produkt 
einer beliebigen U(x) mit einer beliebigen U(y) als Umgebung erklaren, 
erhalten wir in X X Y ein Umgebungssystem, welches wir das Produkt 
der beiden Umgebungssysteme U und ~ nennen und mit U X ~ be
zeichnen. Eine Anwendung des Hausdorffschen Gleichwertigkeits
kriteriums zeigt leicht, daB, wenn U mit U' und ~ mit ~' gleichwertig 
sind, auch U X ~ mit U' X~' gleichwertig ist. Hieraus ergibt sich: 

Definition. Es seien X und Y zwei Umgebungsraume. Der Um
gebungsraum, zu dem X X Y wird, wenn man das Produkt eines Um-

1 In Nr. 11 wird bewiesen, daJ3 der R n+l, folglich auch die sn (a, el, nicht 
nur allgemein-metrische Raume, sondern auch metrische Raume sind. 

2 An und fur sich sind diese Begriffe verschieden, denn ((x, y); z) ist ein Paar 
mit den Elementen (x, y) und z, wahrend (x, y, z) ein Tripel mit den Elementen 
x, y, z ist. 
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gebungssystems von X und eines Umgebungssystems von Y als Um
gebungssystem in X X Y betrachtet, heiBt das topologische Produkt 
von X und Y. Er hangt von der Wahl der beiden Umgebungssysteme 
von X bzw. Y nicht abo 

11. Metrisches Produkt. Euklidische Raume. Sind X und Y all
gemein-metrische Raume mit den Metriken e (x, x') und e (y, y'), so 
fiihren wir in X X Y die Metrik 

(1) e((x, y), (x', y')) =ye(x, X')2 + e(y, y')2 

ein und nennen den so aus X X Y gewonnenen allgemein-metrischen 
Raum das metrische Produkt von X und Y. Man iiberzeugt sich leicht, 
daB die Metrik (1) eine Metrik des topologischen Produktes von X und Y 
ist, d. h. daB die von der Metrik (1) induzierte topologische Zuordnung 
in X X Y diejenige ist, die man bekommt, wenn man die allgemein
metrischen Raume X und Yals Umgebungsraume und X X Y als ihr 
topologisches Produkt auffaBt. Dieselbe topologische Zuordnung wiirde 
man iibrigens auch erhalten, wenn man in X X Y nicht die Metrik (1), 
sondern 

e((x, y), (x', y')) = e(x, x') + e(y,y'), 

oder auch allgemein 

(1p) e ((x, y), (x', y')) = + V[e (x, x')JP + [e (y, y')JP 

mit p ::> 1 einfiihren wollte1. 

Satz V. Das metrische Produkt zweier metrischer Riiume ist em 
metrischer Raum. 

Beweis. Es ist zu zeigen, daB die Metrik (1) die Axiome des metri
schen Raumes erfiillt, falls e (x, x') und e (y, y') diese Axiome erfiillen. 
Fiir die ersten beiden Axiome ist das klar. 

Das Dreiecksaxiom ist F olge des allgemeinen Sa tzes: Sind a, b, c, 
a', b', c' reelle nicht-negative Zahlen mit a + b ::> c, a' + b' ::> c', so ist 

(2) 2 

Denn setzt man in der Formel (2) 

a = e(x, x'), b = e(x', x"), c = e(x, x"); 

a' = e (y, y'), b' = e (y', y"), c' = e (y, y") 

[wobei x, x', x" bzw. y, y', y" irgend drei Punkte von X bzw. Y und 
folglich (x, y), (x', y')' (x", y") drei beliebige Punkte von X X Y 

1 HAUSDORFF, Mengenlehre, S. 98-102. 
2 Beweis der Formel (2): 

(ya 2 + a'2 + yb2 + b'2)2 = a2 + a'2 + b2 + b'2 + 2 y(a2 + a'2) (b 2 + b'2) 

= a 2 + a'2 + b2 + b'2 + 2 y(ab + a'b') 2 + (ab' - a'b) 2 

~ a 2 + a'2 + b2 + b'2 + 2(ab + a'b') 

= (a + b)2 + (a' + b')2 ~ c2 + C'2. 

3* 
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sind], so sind die Voraussetzungen unseres Satzes erfiillt, und (2) ver
wandelt sich in 

e((X, y),(x', y')) + e((x', y'), (x", y")) >e((x, y), (x", y")). 

Wir wenden diese Betrachtungen auf den Fall der Euklidischen 
Raume an. 

Unter dem n-dimensionalen Euklidischen Raum Rn verstehen wir, 
wie bereits erwahnt (Nr. 4), den allgemein-metrischen Raum, den 
man bekommt, wenn man in die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen 
(Xl' X 2 , ••• , xn) die Metrik . 

e ((Xl' X!l, ... , xn), (xi, X;, ... , x~)) = y(xi - X~)2 + ... + (Xl' - X~)2 

einfiihrt. Die Zahlen Xl' ... , Xn heiBen bekanntlich die Koordinaten 
des Punktes p = (xv . .. , xn). Aus dieser Definition (und der in Nr. 10 
gemachten Konvention) folgt, daB Rn das metrische Produkt von Rn-l 
und RI ist. Da aber die Axiome des metrischen Raumes fiir den RI er
fiillt sind, iiberzeugt man sich durch vollstandige Induktion, daB sie 
auch fiir den Rn gelten. 

Aufgabe. Wahlt man im metrischen Produkt die Metrik (1 1) bzw. 
(1p) mit p> 1 anstatt (1), so erhalt man eben falls einen metrischen 
Raum. 

12. Der Hilbertsche Raum. Aus dem Dreiecksaxiom fiir den Rn 
(das wir soeben als giiltig erwiesen haben) folgt [wenn man die drei 
Punkte (t l , ... , tn), (0, ... , 0), (t~, ... , t~) betrachtetJ: 

(3) 

Da dies fiir beliebiges n gilt, ergibt sich mittels eines Grenziibergangs 
der SchluB: Sind die Folgen reeller Zahlen t I , t2 , ••• , tk , ••• und 
t~, t;, ... , t~, . . . so gewahlt, daB die Reihen 2: t~ und 2: t~2 konver
gent sind, so konvergiert auch 2: (tk - tD2 . 

Wir definieren jetzt den Hilbertschen Raum ROO (als die un endlich
dimensionale Verallgemeinerung der Euklidischen Raume) folgender
maBen. Seine Punkte sind unendliche Folgen reeller Zahlen: 

p = (tI' t2 • ... , tk, ... ), 

die der einzigen Bedingung unterworfen sind, daB ihre Quadrate eine 
konvergente Reihe 2: t~ bilden. Als Entfernung zwischen 

p = (tv t2 , ••• , tk , ••• ) und p' = (t~, t~, ... , t~, ... ) 

definieren wir 

daB diese Entfernungsdefinition einen Sinn hat (d. h. daB sie fiir je 
zwei Punkte des Hilbertschen Raumes eine endliche Zahl als Ent-
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fernung tiefert) , foIgt aus der zu Beginn dieser Nummer gemachten 
Bemerkung. DaB sie den ersten beiden Axiomen des metrischen Raumes 
geniigt, ist klar. DaB sie auch das Dreiecksaxiom 

erfiillt, ergibt sich durch Grenziibergang aus der fiir jedes n als giiltig 
erwiesenen Formel 

Die Menge aller Punkte des Hilbertschen Raumes, deren Koordi
naten tk den Ungleichungen 0 <: tk <: 11k, k = 1,2, ... , geniigen, 
heiBt der Fundamentalquader des Hilbertschen Raumes. 

§ 2. Topologische Raume. 
1. Definition. Die Axiome von KURATOWSKI. Ein allgemein-topo

Iogischer Raum heiBt ein topologischer Raum, wenn seine topologische 
Zuordnung den foigenden Axiomen von KURATOWSKI geniigt: 

Axiom 1. Die abgeschlossene Hiitle der Vereinigungsmenge zweier 
Punktmengen ist die Vereinigungsmenge der abgeschlossenen Hiitlen der 
beiden Punktmengen: 

(1) A +B = A + B. 

Axiom II. Jede Punktmenge ist in ihrer abgeschlossenen Hiitle ent
halten: 
(2) A e A. 

Man kann das Axiom II auch so aussprechen: 
Jeder Punkt einer Punktmenge ist Beriihrungspunkt dieser Punkt

menge. 
Axiom III. 1st A eine Punktmenge, A ihre abgeschlossene Hiille, 

so ist jeder Beriihrungspunkt von A in A enthalten: 

.leA. 

Da nach II notwendig A e .list, wird in unserem Axiomensystem 
niehts geandert, wenn wir Axiom III durch die Forderung 

(3) .l=.l 
ersetzen. 

Axiom IV. Die leere Menge hat keinen einzigen Beriihrungspunkt: 

(4) 0=0. 

Mit Hilfe der Begriffe abgeschiossene und offene Menge (§ 1, Nr. 1) 
k6nnen wir die Axiome III und IV auch so aussprechen: 
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III'. Die abgeschlossene Hitlle einer jeden Punktmenge ist ab
geschlossen. 

IV'. Der ganze Raum R ist otten. 
Da die abgeschlossene Rulle einer jeden Punktmenge (also auch der 

Menge aller Punkte von R) eine (echte oder unechte) Teilmenge von R 
ist, ist R abgeschlossen. Diese Tatsache und IV' konnen wir zusammen
fassen: 

Satz 1. Der game Raum und die leere Menge sind sowohl offen als 
auch abgeschlossen. 

Aufgabe. Der Leser diskutiere die im § 1 gegebenen Beispiele all
gemein-topologischer Raume und stelle fest, welche von ihnen topolo
gische Raume sind. 

2. Zellensysteme als Beispiele topologischer Raume. Wir knupfen 
an das in § 1, Nr. 1, unter 4° gegebene Beispiel eines allgemein-topologi
schen Raumes an; der Leser bestatigt ohne Muhe, daB die topologische 
Zuordnung dieses Raumes die vier Axiome von KURATOWSKI erfullt, 
daB somit dieser Raum topologisch ist. 

Als Verallgemeinerung dieses Beispiels denken wir uns irgendeine 
Menge von konvexen Zellen1 beliebiger Dimensionszahlen. 

Diese Zellen und ihre Seiten aller Dimensionszahlen :> 0 seien 
die Punkte des zu konstruierenden Raumes R. Ais abgeschlossene 
Riille eines Punktes p, der ja eine konvexe Zelle ist, definieren wir die 
aus p und allen Seiten von p bestehende endliche Menge. Als ab
geschlossene Rulle einer beliebigen Menge MeR erklaren wir sodann 
die Summe der abgeschlossenen Riillen der einzelnen Punkte von M. 

Die Axiome I-IV sind offenbar erfiillt. 
Es ist auch die folgende Verscharfung des Axioms I erfiillt: 
I'. Die abgeschlossene Hulle dey Summe von beliebig vielen Punktmengen des 

Raumes ist die Summe der abgeschlossenen HuUen dieser Punktmengen. 
Rllume, die die Bedingungen I', II, III, IV geniigen, sollen diskrete Rtiume 

genannt werden. 
Die diskreten Rtiume um/assen als Spezial/aU die Komplexe dey kombina-

torischen Topologl,e (vgl. Kap. III, § 1, Nr. 8 sowie Kap. IV, § 1). 

3. Metrisierbare Raume als Spezialfall der topologischen Raume. 
Sat z. J eder metrisierbare Raum ist topologisch. 
Beweis. Infolge des Identitatsaxioms (§ 1, Nr. 3) erfiillt die von 

einer eigentlichen Metrik induzierte topologische Zuordnung das 
Axiom II; sie erfiillt auch das Axiom IV. 

Wir zeigen jetzt, daB das Axiom I erfiillt ist. Aus den elementaren 
Eigenschaften der unteren Grenze einer Zahlenmenge folgt, daB 
e (p, A + B) die kleinere unter den beiden Zahlen e (p, A) und e (p , B) 
ist, folglich ist e (P, A + B) dann und nur dann Null, wenn mindestens 
eine der Zahlen e(P,A),e(p,B) Null ist. Das bedeutet aber gerade 
ATE = A + B, d. h. die Giiltigkeit von Axiom 1. 

1 Wegen der Definition der konvexen Zellen siehe Anhang II, § 4. 
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Eine von einer eigentlichen Metrik induzierte topologische Zuord
nung erfUllt auch das Axiom III. Denn ist p ein Beriihrungspunkt 
von A, so gibt es zu jedem e> 0 einen Punkt p' C A, welcher von p 
urn weniger als e entfernt ist; zu p' c A gibt es einen Punkt p" c A 
mit e (P', P") < e; daraus folgt: e (P , P") ~ (! (p , P') + e (P', P") < 2 e. 
Da P" c A und e belie big klein ist, ist e (P, A) = 0, also peA, 
w.z. b.w. 

Bemerkung I. Aus dem Identitatsaxiom folgt, daB die topo
logische Zuordnung eines metrischen Raumes auBer den vier Axiomen 
von KURATOWSKI noch die folgende fUnfte Bedingung erfiillt: 

Eine Menge, die nur einen einzigen Punkt p enthalt, hat keinen 
von p verschiedenen Beriihrungspunkt: 

p=p. 
Auf diese wichtige Bedingung kommen wir in § 4 zu sprechen. 

Bemerkung II. Der obige Beweis zeigt, daB die Axiome I und IV auch fUr 
die allgemein-metrisierbaren Raume gelten. 

4. Abgeschlossene und offene Mengen. Wir set zen einen beliebigen 
topologischen Raum R voraus. Wir wissen bereits (§ 1, Nr. 1): 

Eine Punktmenge heiBt abgeschlossen, wenn sie aIle ihre Beriihrungs
punkte enthalt. 

Wegen Axiom II k6nnen wir jetzt sagen: 
Eine Punktmenge ist abgeschlossen, wenn sie mit ihrer abgeschlossenen 

H iille identisch ist. 
Da die offenen Mengen als Komplementarmengen zu den abgeschlos

senen definiert wurden (§ 1, N r. 1), gilt: 
Das Komplement einer abgeschlossenen Menge ist offen, das 

Komplement einer offenen Menge ist abgeschlossen. 
Ferner: 
Satz II. Aus A c B folgt A c B. 
Beweis. Wegen A c B ist B = A + B, 13 = A + 13, also A c B. 
Sa tz III. Die S~tmme endlich-vieler und der Durchschnitt belie big-

vieler abgeschlossener M engen sind abgeschlossen. 
Beweis. Die Behauptung fUr Summen folgt unmittelbar aus 

Axiom lund der Definition der abgeschlossenen Mengen. 
Es liege ein beliebiges System (5 von abgeschlossenen Mengen des 

topologischen Raumes R vor; es seien F die Elemente von (5 und F 
der Durchschnitt aller dieser F. Nach Satz II ist F in jedem F, also 
auch in F enthalten, w. z. b. w. 

Aus den Anfangsgriinden der Mengenlehre1 kennt man folgenden Satz: 
Fiir ein beliebiges Mengensystem (5 = {M} gilt 

R - ~M = II(R - M). 
15 15 

1 Z. B. HAUSDORFF: Mengenlehre, S. 19. 
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Dieser Satz erlaubt aus Satz III und der Definition der offenen 
Mengen sofort abzuleiten: 

Sat z III'. Der Durchschnitt endlich-vieler und die Summe belie big
vieler ottener Mengen sind otten. 

In den Satzen III und III' ist enthalten: 
Sa tz III". Die Ditterenz zwischen einer abgeschlossenen Menge und einer ottenen 

is! abgeschlossen; die Ditferenz zwischen einer otfenen Menge und einer abgeschlossenen 
is! otten. 

S.Innere und Randpunkte. 1st Meine Punktmenge des topologischen Raumes R, 
so bildet die Vereinigungsmenge aller in M enthaltenen offenen Mengen die gr6Bte of
fene Punktmenge in M; sie heiBt der ottene Kern von M. Seine Punkte heiBen die 
inneren Punk!e von M. Punkte von M, die keine inneren Punkte sind, heiBen 
Randpunkte, die Menge der Randpunkte heiBt der Rand von M. Die Vereinigungs
menge des Randes von M und des Randes von R-M heiBt die Begrenzung von M. 

Da in dieser Definition M und R-M symmetrisch auftreten, haben lvI und 
sein Komplement R-M dieselbe Begrenzung. Bezeichnet man den offen en 
Kern von M mit I (M). so ist die gemeinsame Begrenzung von M und R - M 
offen bar identisch mit der Menge 

R - {j(M) + I(R - M)}. 
Da die Menge in der geschweiften Klammer offen ist, ist die Begrenzung einer jeden 
Punktmenge abgeschlossen. Bei abgeschlossenen Mengen stimmt die Begrenzung 
mit dem Rande, bei offen en mit dem Rande des Komplementes uberein (denn 
die offenen Mengen sind unter allen Punktmengen dadurch ausgezeichnet, daB 
sie keine Randpunkte, also keinen Rand besitzen). 

Einfache Beispiele: 
1) M sei eine abgeschlossene Kreisscheibe in der Ebene R2. Dann ist der 

Randkreis zugleich Rand und Begrenzung von M; es ist R2 - M offen, also 
ohne Rand. 

2) Me R2 sei eine offene Kreisscheibe. Dann ist der Randkreis Begrenzung 
von M und Rand von R2 - M. 

3) Me R2 bestehe aus einer offenen Kreisscheibe und einer Strecke, die, 
in einem Punkte des Randkreises beginnend, nach auBen weist. Der Rand von M 
besteht aus den Punkten der Strecke, die Begrenzung aus den Punkten der Strecke 
und den Punkten des Randkreises. 

4) R sei der dreidimensionale Raum R3, Meine offene Kreisscheibe. Aile 
Punkte von M sind Randpunkte, so daB die Menge M mit ihrem Rande zusammen
£alit. Die Begrenzung von Mist die abgeschlossene Kreisscheibe; sie enthalt 
also die Menge M als echte Teilmenge. 

S) R ist die Zahlengerade RI, M die Menge der rationalen Punkte derselben. 
Die Begrenzung von M fallt mit RI zusammen. 

Satz IV. 1st Gotten und zu M tremd, so ist Gauch zu M fremd. 
Denn aus MeR - G folgt nach Satz II M c R - G = R - G. 
Bemerkung. Die Satze I bis IV benutzen nicht das Axiom III. 
6. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch Auszeichnung 

der abgeschlossenen Mengen. 
Satz V. Der Durchschnitt aZZer abgeschlossenen Mengen, die die ge

gebene Punktmenge M enthalten, ist die Menge M. 
Beweis. Es $eien: F eine beliebige abgeschlossene Menge ::J M, 

F der Durchschnitt alIer dieser F. Da M abgeschlossen, also selbst 
ein Fist, ist jedenfalIs Fe M. Andererseits folgt aus F::J M, daB 
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F = M + Fist, also auch F = F = M + Fund folglich Me F; da 
dies fUr jedes F gilt, ist Me F, somit M = F, w. z. b. w. 

Aus diesem Satz folgt, da(3 man in einem topologischen Raum die 
topologische Zuordnung vollstiindig kennt, so bald man wei(3, welches die 
abgeschlossenen M engen dieses Raumes sind. 

Nun geniigt aber, wie wir wissen, das System der abgeschlossenen 
Mengen eines topologischen Raumes den folgenden Bedingungen: 

IX) Die Summe endlich-vieler und der Durchschnitt beliebig-vieler ab-
geschlossener M engen sind abgeschlossen; 

(J) die leere Menge und der ganze Raum sind abgeschlossen. 
Das fUhrt uns zum 
Satz VI. 1°. Wenn man in einer Menge E unter Geltung der Be

dingungen IX) und (J) gewisse, sonst ganz beliebige Teilmengen <P als "ab
geschlossen" erkliirt und die abgeschlossene Hitlle einer beliebigen Punkt
menge M als den Durchschnitt aller die Menge M enthaltenden "ab
geschlossenen" M engen definiert, so erhiilt man einen topologischen 
Raum R. 

2 D. Die abgeschlossenen Punktmengen, die der soeben definierten topo
logischen Zuordnung im Raume R entspringen, sind mit den "abgeschlos
sencn" M engen <P identisch. 

3 0. ] eder topologische Raum kann auf diese Weise erhalten werden. 
Beweis von 2°. 1st <P1 eine beliebige "abgeschlossene" Menge, so 

ist in R: 

also (da <P1 unter den <P::) <P1 'vorkommt) (})l c <P1, und <P1 ab
geschlossen. 

1st andererseits F eine beliebige abgeschlossene Menge des Raumes R, 
so ist F::) F = II<P ::) F, also F = II<P und nach (J) die Menge F 

ip"p 

, ,a bgeschlossen" . 
Beweis von 1°. Es ist zu zeigen, daB die in E definierte topo

logische Zuordnung den Axiomen I bis IV von KURATOWSKI geniigt. 
Zunachst folgt aus unseren Voraussetzungen unmittelbar, daB die 

abgeschlossene Riille einer jeden Menge "abgeschlossen", also auch in 
R abgeschlossen, ist und die gegebene Menge enthalt. Die Bedingun
gen II und III sind also erfiillt. 

Da die leere Menge "abgeschlossen" ist, ist IV erfiillt. 
Es seien A und B zwei Teilmengen von R. Wir bezeichnen mit 

<P A+B eine beliebige "abgeschlossene" Menge <P::) A + B; da jedes 
<P A+B sowohl A als auch B enthalt, sind A und 13 im Durchschnitt 
aller <PA+B' d. h. in A+ B enthalten: A + 13 c A~+B. Da anderer
seits A + B nach IX) "abgeschlossen" ist und A + B enthalt, ist A + 13 
ein <P A+B' und der Durchschnitt aller <P A+B' d. h. die Menge A -+ B, 
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muB in A + B enthalten sein: A + B c A + B. Es ist somit 
.It + B = A + B, und Axiom list erfiillt. 

Beweis von 3 ° - ist in den Satzen III, I, V enthalten. 
7. Topologische Raume als Umgebungsraume. Absolutes Um

gebungssystem. 
Definition. Jede offene Menge, die einen gegebenen Punkt peR 

enthalt, heiBt absolute Umgebung dieses Punktes. 
Das System aller absoluten Umgebung en eines topologischen Rau

mes R heiBt das absolute Umgebungssystem des Raumes R. 
Urn diese Definition zu rechtfertigen, muB man zeigen, daB das 

absolute Umgebungssystem tatsachlich ein Umgebungssystem des 
Raumes R ist (§ 1, Nr. 6). Zu beweisen ist mit anderen Worten der 

Sa tz VII. Der Punkt p ist dann und nur dann Beriihrungspunkt 
der Menge M, wenn fede absolute Umgebung von p mindestens einen Punkt 
von M enthiilt. 

Beweis. Es enthalte jede U(P) mindestens einen Punkt von M. 
Wir wahlen eine beliebige abgeschlossene Menge F ::;) M; da die offene 
Menge R - F gewiB keinen Punkt von M enthalt, enthalt sie laut 
un serer Voraussetzung auch p nicht; es ist also p c F. Da dies fUr 
jede abgeschlossene Menge F ::;) M gilt, ist nach Satz V p c M. 

Es sei umgekehrt p c M; die absolute Umgebung U(P) sei beliebig 
gewahlt. Da M· U(P) =f: ° ist, ist nach Satz IV auch M· U(P) =f: 0, 
W.z. b.w. 

Korollar. Jeder topologische Raum ist ein Umgebungsraum. 
Aufgabe. Der Leser beweise 1 : Der allgemein-topologische Raum R 

ist dann und nur dann ein Umgebungsraum, wenn seine topologische 
Zuordnung die folgenden Bedingungen erfiillt: 

'1°. Aus A c B folgt .if c B; 
2°.0=0. 
8. Basis eines topologischen Raumes. Die Hausdorffschen Um

gebungsaxiome. 
De fin i t ion. Ein System U von offenen Mengen des I topologischen 

Raumes R heiBt eine Basis dieses Raumes, falls jede offene Menge 
Vereinigungsmenge gewisser Mengen des Systems U ist. 

Aus dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitssatz (§ 1, Nr. 7) und 
dem Satz VII folgt, daB ein in der Menge aller Punkte des Raumes R 
eingefUhrtes Umgebungssystem U = {U(P)} dann und nur dann den 
topologischen Raum R definiert, falls jede den Punkt p enthaltende 
offene Menge ein U(P) enthalt und umgekehrt. Hieraus folgt: 

Sa tz VIII. In dem topologischen Raum R sei ein System U oftener 
Mengen gegeben. Jede Menge des Systems U sei fedem ihrer Punkte 
als Umgebung zugeordnet. Das so gewonnene Umgebungssystem definiert 
dann und nur dann den Raum R, falls U eine Basis von R ist. 

1 Der zu beweisende Satz ist von Herrn A. MARKOFF. 
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Aufgabe. Der Leser fiihre den Beweis dieses Satzes durch! 
Sa tz IX. Ein Umgebungsraum R ist dann und nur dann topolo

gisch, falls er ein Umgebungssystem U = {U(P)} besitzt mit den folgenden 
Eigenschaften: 

A. Jeder Punkt p von R besitzt mindestens eine Umgebung und ist 
in ieder seiner Umgebungen enthalten. 

B. Der Durchschnitt zweier Umgebungen eines und desselben Punktes 
enthiilt eine Umgebung dieses Punktes. 

C. Liegt der Punkt q in der Umgebung U(P) des Punktes p, so be
sitzt er eine in U(P) enthaltene Umgebung. 

Beweis. Jeder topologische Raum besitzt ein den Bedingungen A 
bis C geniigendes Umgebungssystem, denn sein absolutes Umgebungs
system ist ein solches. 

1st umgekehrt Rein Umgebungsraum mit einem den Bedingungen A 
bis C geniigenden Umgebungssystem, so gelten fiir die topologische 
Zuordnung in R die Axiome I bis IV von KURATOWSKI. Es ist in der 
Tat Axiom IV in jedem Umgebungsraum erfiillt; Axiom II folgt un
mittelbar aus A; Axiom I folgert man leicht aus B. Endlich ist 
Axiom III eine Folge von C: es sei in der Tat p Beriihrungspunkt 
von A:; jedes U(P) enthalt einen Punkt p' c A und nach C ein U(P'); 
in U(P') muB aber mindestens ein Punkt von A enthalten sein, wel
cher somit auch in U(P) liegt. Da U(P) beliebig war, folgt, daB p 
Beriihrungspunkt von A ist, w. z. b. w. 

Bemerkung. Die Bedingungen A, B, C sind die ersten drei Um
gebungsaxiome von HAUSDORFF!. 

Aufgabe. Man beweise, daB die spharischen Umgebungen (§ 1, Nr. 8) eines 
metrischen Raumes die Bedingungen A bis C erfiillen. 

Aufgabe. Der Leser beweise folgenden 
Sa tz IX'. Ein Umgebungssystem definiert dann und nur dann einen topologi

schen Raum, falls es den Bedingungen A, B und der folgenden Bedingung C' genugt; 
C'. Jede Umgebung U(P) enthlilt eine Umgebung U1 (P) von der Eigenschaft, 

dafJ jeder Punkt von UdP) eine in U(P) liegende Umgebung besitzt. 
Beweisskizze. Die eine Halfte des Satzes IX' (das "dann") beweist man 

nach dem Muster des Satzes IX. Die zweite Halfte folgt daraus, daB man zeigt: 
sind U und }8 zwei gleichwertige Umgebungssysteme, von denen das eine die Be
dingungen A, B, C erfiillt, so erfiillt das andere die Bedingungen A, B, C. 

9. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch Auszeichnung 
der offenen Mengen. Es seien in einer Menge E irgendwelche Teil
mengen unter dem Namen "offener" Mengen ausgezeichnet. Wir setzen 
dabei. voraus, daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

eX') Der Durchschnitt endlich-vieler und die Summe beliebig-vieler 
"offener" M engen sind "offen". 

1 Das vierte Umgebungsaxiom von HAUSDORFF - das Hausdorffsche Tren
nungsaxiom - findet der Leser in § 6, Nr. 1. Besitzt ein Umgebungsraum ein 
Umgebungssystem, welches die vier Hausdorffschen Axiome erfiillt, so heiBt er 
ein Hausdorffscher Raum. Vgl. § 6, a. a. O. 
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{n Die leere Menge und die ganze Menge E sind "often". 
Wir fiihren jetzt in E ein Umgebungssystem ein, indem wir als 

Umgebung eines beliebigen Punktes jede diesen Punkt enthaltende 
"offene" Menge definieren. Das so gewonnene Umgebungssystem geniigt, 
wie leicht ersichtlich, den Bedingungen A, B, C, definiert also einen 
topologischen Raum R. Umgekehrt wird jeder topologische Raum 
auf diese Weise erzeugt (nach den S§.tzen VII, III' und I). 

SchlieBlich beweisen wir noch: 
Die offenen Mengen des Umgebungsraumes R sind mit den in E 

a priori gegebenen "offenen" Mengen identisch. Denn ist r "offen", 
so besitzt jeder Punkt von r eine in r enthaltene Umgebung, n§.m
lich r selbst, kann also nicht Beriihrungspunkt von R - r sein. So
mit enth§.lt R - r aIle seine Beriihrungspunkte, ist also abgeschlos~en, 
so daB r offen ist. 

1st andererseits G eine offene Punktmenge des Umgebungsraumes R, 
so enth§.lt G zu jedem seiner Punkte peine in G liegende Umgebung, 
d. h. es existiert eine "offene" Menge r, welche p enth§.lt und in G 
enthalten ist. Das bedeutet: Gist Summe der "offenen ·Mengen" reG, 
also nach eX') selbst "offen". 

Als Seitenstiick zu Satz VI haben wir somit das Resultat bewiesen: 
Satz X. 1°. Wenn man in einer Menge E unter Geltung der Bedin

gungen eX') und (3') gewisse Teilmengen als "ottene" Mengen auszeichnet 
und iede "ottene" Menge als Umgebung eines beliebigen ihrer Punkte be
trachtet, so ist der dadurch gewonnene Umgebungsraum topologisch und seine 
ojjenen Punktmengen sind mit den "of/enen" Teilmengen von E identisch. 

2°. Jeder topologische Raum kann auf diese Weise als ein Umgebungs
raum erzeugt werden. 

10. Relativierung. Bereits in § 1, Nr. 9, haben wir gelernt, daB die 
topologische Zuordnung eines allgemein-topologischen Raumes R in 
jeder Punktmenge A dieses Raumes mittels Relativierung eine topo
logische Zuordnung erzeugt und somit A als allgemein.:.topologischen 
Raum, den Relativraum A in bezug auf R, auffassen l~Bt. 

Man sieht leicht ein, daB, falls die Zuordnung in R den Axiomen 
von KURATOWSKI geniigt, dasselbe auch von der relativierten Zuord
nung gilt. Somit ist iede Punktmenge eines topologischen Raumes selbst 
ein topologischer Raum. Mit anderen Worten: Die Eigenschaft eines 
allgemein-topologischen Raumes, ein topologischer Raum zu sein, ist 
kogredient (im Sinne von § 1, Nr. 9). 

Man kann also insbesondere von abgeschlossenen und offenen 
Mengen in A sprechen: die Menge MeA ist in A abgeschlossen, 
wenn sie mit ihrer abgeschlossenen Riille in A identisch ist, d. h. wenn 
M = A . Mist. Eine Menge MeA ist also dann und nur dann 
abgeschlossen in A, wenn sie Durchschnitt von A mit einer abgeschlos
senen Menge des Raumes R ist. 
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In analoger Weise sind die in A offenen M engen mit den Durch
schnittsmengen von A mit den offenen M engen des Raumes R identisch. 
Denn ist G in R offen, so ist R - G abgeschlossen, (R - G) . A ab
geschlossen in A, folglich G· A = A - (R - G) . A in A offen. Um
gekehrt: Ist H in A offen, so ist M = A - H in A abgeschlossen, 
also M = A . M, folglich 

H = A - M = A - A . M = A . (R - Nf), 
w.z. b.w. 

klan erhiilt eine Basis von A, wenn man eine Basis von R wiihlt 
tmd die Durchschnitte der Elemente dieser Basis mit A betrachtet. Daraus 
folgt insbesondere, daD, wenn Reine abzahlbare Basis besitzt, dasselbe 
auch von jeder Punktmenge A c R gilt. 

11. Haufungspunkte. Definition. Ein Punkt p heiDt Hiiufungs
punkt der Punktmenge M, wenn er Beriihrungspunkt von M - P ist. 

Aus dieser Definition und aus der Tatsache, daD jeder topologische 
Raum ein Umgebungsraum ist, folgt, dafJ p dann und nur dann Hiiu
fttngspunkt von Mist, wenn jede Umgebung von p mindestens einen 
von p verschiedenen Punkt der Menge M enthiilt. 

Offenbar ist jeder Beriihrungspunkt von M, welcher selbst kein 
Punkt von Mist, notwendig Haufungspunkt von M. 

Hieraus und aus Axiom II (Nr. 1) folgt: 
Sat z XI. Wenn man zu Malle H iiufungspunkte von M hinzu

nimmt, entsteht die abgeschlossene Hittle von M. 
Hierin ist enthalten: 
Zusatz. Eine Punktmenge ist dann und nur dann abgeschlossen, 

wenn sie alle ihre H iiufungspunkte enthiilt. 
A ufga ben. 1. Der Leser beweise: Ist Rein metrisierbarer Raum, 

p ein Punkt, Meine Punktmenge von R, so ist p dann und nur dann 
Haufungspunkt von M, wenn jede Umgebung von p unendlich-viele 
Punkte von M enthalt. 

2. Was sind die Haufungspunkte der Menge aller Punkte des in 
§ 1, Nr. 1 sub 4 0 definierten topologischen Raumes? 

Definition. Ein Punkt einer Menge MeR, der kein Haufungs
punkt dieser Menge ist, heiDt ein isolierter Punkt der Menge. Mengen 
ohne isolierte Punkte heiDen insichdicht; Mengen, die abgeschlossen und 
insichdicht sind, heiDen perfekt. 

Aufgabe. Man beweise: 
1) Sa tz XII. Die isolierten Punkte eines topologischen Raumes sind 

identisch mit den einpunktigen offen en Mengen dieses Raumes. 
2) Das Cantorsche Diskontinuum, d. h. die Menge aller Punkte der 

Einheitsstrecke 0:::; x <: 1 der Zahlengerade, deren triadische Ent
wicklung ohne Benutzung der Ziffer 1 geschrieben werden kann, ist 
eine perfekte Menge. 
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12. Dichtigkeitsbegriff. Eine Punktmenge M des topologisehen 
Raumes R heiBt dicht in R, wenn M = R ist. 

Mittels Relativierung laBt sieh ohne weiteres aueh von der Diehtig
keit einer Menge M in einer Punktmenge A :::> M des topologisehen 
Raumes R spreehen: Mist dieht in A, falls die abgesehlossene Rulle 
von M in A die ganze Menge A ist. 

Eine Punktmenge M heiBt nirgendsdicht in R, wenn bei keiner 
Wahl der niehtleeren offenen Menge G c R die Menge G· M in G 
dieht ist. 

Mit anderen Worten: Mist nirgendsdieht in R, wenn jede offene 
Menge G c Reine offene Teilmenge G1 mit G1 • M = 0 enthalt. 

Rieraus folgt muhelos: 
Satz XIII. Die Summe zweier (also aueh endlieh-vieler) in R nir

gendsdichter Punktmengen ist in R nirgendsdicht. 
Beweis. Es seien Ml und M2 in R nirgendsdieht. Die offene 

Menge G c R sei beliebig; G1 c G sei zu Ml fremd, G2 c G1 sei zu M2 

fremd; dann ist G2 aueh zu Ml + M2 fremd, w. z. b. w. 
Aufgaben. 1) Man beweise: 
Satz XIV. Die Punktmenge M des topologischen Raumes R ist dann 

und nur dann nirgendsdicht in R, wenn R - M dicht in R ist. 
2) Der Leser konstruiere Beispiele von dichten und nirgendsdichten Punkt

mengen des in § 1, Nr. 1 sub 4 definierten topologischen Raumes. 

Beispiele. 1. Die Menge der rationalen Punkte ist dieht, das 
Cantorsehe Diskontinuum nirgendsdieht in der Zahlengerade. 

2. R = R2 sei die Euklidisehe Ebene. Man wahle als A eine der 
folgenden Punktmengen: 

1) Die Menge aller Punkte der Streeke 0 < x < 1, Y = 0 und der 

P k ( p 1) n .. f· un te 2"' 2" , P = 1 , 3, ... , 2 - 1, n = 1 , 2, . . . In In ., 

2) die Menge aller Punkte (x, 0) mit 0 < x <1 und der Punkte 
(x, y), wobei x ein Element des Cantorsehen Diskontinuums und 
o < y < 1 ist, ist nirgendsdieht im Quadrat 0 < x < 1, 0 < Y < 1 ; 

3) die sogenannte sin~-Kurve, d. h. die Menge der Punkte (x, y) mit 

y = sin! bei -! < x < 0 und 0 < x ::::::! vermehrt urn die Streeke 
x n n 

X = 0, -1 < Y < 1; diese Streeke bildet eine nirgendsdiehte Teil
menge der Kurve; 

4) die Menge aller Punkte der Ebene mit mindestens einer bzw. 
mit genau einer bzw. mit zwei rationalen Koordinaten. Jede dieser 
Mengen ist dieht in der Ebene. 

\Vie sehen in jedem dieser Fane die in A abgesehlossenen bzw. die 
in A offenen Mengen aus? Fur welche dieser Mengen A gibt es in A 
offene Mengen, die aus einem einzigen Punkte bestehen? Abzahlbare, 
in A offene Mengen? Fur welche gilt die Behauptung, daB jede in A 
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abgeschlossene Menge auch in R2 abgeschlossen ist? Gilt fUr irgend
eine dieser Mengen der sog. Satz von der Gebietsinvarianz? (D. h. die 
Behauptung: 1st von zwei homoomorphen1 Teilmengen von A die eine 
in A otten, so ist es auch die andere.) Man konstruiere fUr jede dieser 
Mengen A eine aus abzahlbar vielen Elementen bestehende Basis. 

13. tiberdeckungen. Ein System von Punktmengen eines nicht
leeren topologischen Raumes R heiDt eine Uberdeckung einer Punkt
menge A in R, wenn jeder Punkt von A in mindestens einer Menge 
des gegebenen Systems enthalten ist. 1st von zwei Uberdeckungen 
einer und derselben Punktmenge A in R jedes Element der ersten 
Uberdeckung gleichzeitig Element der zweiten, so sagt man, daD die 
zweite Uberdeckung die erste enthiilt. 

Eine Uberdeckung heiDt of/en bzw. abgeschlossen, wenn alle ihre 
Elemente offene bzw. abgeschlossene Mengen sind. 

Nach der Anzahl der Elemente einer Uberdeckung werden ms
besondere endliche bzw. abziihlbare Uberdeckungen unterschieden. 

Eine Uberdeckung U heiBt von endlicher Ordnung, wenn es eine 
natiirliche Zahl A gibt von der Eigenschaft, daD kein Punkt des Raurhes 
zu mehr als A Elementen der Uberdeckung gehort; die kleinste unter 
diesen Zahlen A heiDt die Ordnung 0 (U) der Oberdeckung U. Die Zahl 
o (U) wird somit unter allen natiirlichen Zahlen durch folgende beiden 
Eigenschaften charakterisiert: 

1) es gibt keinen Punkt des Raumes, der zu mehr also (U) Ele
men ten von U gehort; 

'2) Es gibt mindestens einen Punkt des Raumes, der genau zu 0 (U) 
Elementen von U gehort. 

Eine Uberdeckung eines metrischen Raumes heiDt eine e-Uber
dec kung, wenn aIle ihre Elemente einen Durchmesser < e haben. 

14. Zusammenhang. In dieser Nummer wird im AnschluD an HAUS

DORFF der Zusammenhangsbegriff fUr topologische Raume aufgestellt 
und untersucht; damit wird ein Beispiel einer sehr allgemeinen und 
dennoch anschaulichen mengentheoretischen Uberlegung gegeben. Da 
der Begriff des topologischen Raumes, den wir hier zugrunde legen, die 
Komplexe der kombinatorischen Topologie 2 als Spezialfall enthalt, um
faDt un sere Darstellung auch den Zusammenhangsbegriff fUr Komplexe. 

Ein topologischer Raum heif3t zusammenhiingend, wenn er nicht Summe 
zweier nichtleerer disjunkter abgeschlossener Mengen ist. 

Da das Komplement einer abgeschlossenen Menge offen, einer 
offenen Menge abgeschlossen ist, konnte man in dieser Definition auch 
von offenen (anstatt von abgeschlossenen) Summanden sprechen. Man 
konnte auch sagen: Ein Raum ist dann und nur dann zusammen
hangend, wenn er auDer der leeren Menge keine gleichzeitig abgeschlos
sene und offene echte Teilmenge enthalt. 

1 Definition: § 3, N r. 2. 2 Kap. III, § 1, Nr.2 sowie Kap. IV, § 5, Nr. 1. 
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Definition. Eine endliche Mengenfolge 

M I , , .. , Ms 

heiBt eine (Mengen)kette (und zwar eine MI mit Ms verbindende Kette 
oder auch eine Kette zwischen MI und M s ), wenn Mi' M i+ 1 =l= 0, 
1 &: i <:: s - 1, ist. Ein Mengensystem (5 heiBt verkettet, wenn je zwei 
seiner Elemente durch eine Kettc aus Elementen des Systems (5 ver
bunden werden k6nnen. 

Sat z XV. J ede o//ene und jede endliche abgeschlossene Uberdeckung 
eines zusammenhiingenden topologischen Raumes ist verkettet. 

Beweis. Es sei U eine nicht verkettete offene oder endliche ab
geschlossene Uberdeckung des topologischen Raumes R. Wir wahlen 
in U zwei Elemente MI und M 2, die durch keine Kettc verbunden 
werden k6nnen. Es sei UI die Menge derjenigen Elemente von U, die 
mit MI durch Ketten verbunden werden k6nnen; U2 sei die Menge der 
ubrigen Elemente von U. Weder UI noch U2 ist leer (denn MI ist ein 
Element von UI und M2 ein Element von U2). Die Vereinigungsmenge 
aller Elemente von UI bzw. U2 ist eine nichtleere offene (abgeschlos
sene) Punktmenge Al bzw. A2 von R, und es ist R = Al + A 2 , also 
R nicht zusammenhangend, w. z. b. w. 

Bemerkung. Wenn jede aus zwei Elementen bestehende abge
schlossenc (offene) Uberdeckung des Raumes R verkettet ist, so ist R 
zusammenhangend. Folglich gilt auch die Umkehrung des Satzes XV. 

Da durch Relativierung jede Punktmenge eines topologischen Rau
mes selbst zu einem topologischen Raume wird (Nr. 10), k6nnen wir 
ohne weiteres auch von zusammenhiingenden Punktmengen eines topo
logischen Raumes sprechen: Die Punktmenge A 1st zusammenhangend, 
wenn sie nicht Sum me zweier nichtleerer in ihr abgeschlossener dis
junkter Teilmengen ist. 

Sat z XVI. Wenn eine I zusammenhiingende Punktmenge A c R in 
der Summe H + H' zweier disjunkter abgeschlossener oder oftener M engen 
von R enthalten ist, so ist sie in einem der beiden Summanden enthalten. 

Denn ware A ' H =l= 0 =l= A ' H', so hatte man in A = A ' H + A ' H' 
eine Zerlegung von A in zwei nichtleere in A abgeschlossene disjunkte 
Teilmengen. 

Satz XVII. Die Vereinigungsmenge eines beliebigen verketteten Sy
stems zusammenhiingender Punktmengen ist zusammenhiingend. 

Beweis. Es sei A die Vereinigungsmenge eines verketteten Systems 
(5 = {M} zusammenhangender Punktmengen. Wir betrachten eine Zer
legung A = HI + H 2 von A in zwei disjunkte in A abgeschlossene 
Summanden und wahlen irgendein Element MI von (5. Nach Satz XVI 
ist MI in einer der beiden Mengen HI und H2 enthalten. Es sei etwa 
MI CHI. Wir zeigen, daB jedes Element Ms von (5 in HI enthalten 
ist (damit wird offenbar der Satz XVII bewiesen). 
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Es sei M I , ... , .~18 eine Kette zwischen MI und Ms. 1st Mi c H], 
so ist M i+ 1 • HI ::::> Mi+1 . Mi to,. also nach Satz XVI ist M i+1 cHI' 
Da MI c HI' sind alle Mi c HI' insbesondere ist also Ms cHI' 
w. z. b. w. 

Korollar. Die Summe beliebig-vieler zusammenhiingender Pttnkt
mengen, von denen je zwei einen nichtleeren Durchschnitt haben, ist zu
sammenhiingend. 

Satz XVIII. Wenn je zwei Punkte eines Raumes R in einer zusam
menhiingenden Punktmenge dieses Raumes enthalten sind, so ist der 
Raum zusammenhiingend. 

Beweis. Es sei a ein fester Punkt von R; zu jedem Punkt x von R 
gibt es eine zusammenhangende Menge Za;::::> a + x; die Summe alIer 
dieser Za; ist nach dem Korollar zusammenhangend; sie ist mit R 
identisch. 

Sa tz XIX. Falls die Punktmenge MeR zusammenhiingend ist, so 
ist auch jede Menge N, welche M enthiilt und in M enthalten ist, zu
sammenhiingend. 

Beweis. Es sei N = N' + Nil eine Zerlegung von N in zwei 
disjunkte in N abgeschlossene Mengen. Nach Satz XVI muB M in 
einer dieser Mengen, etwa in N ' , enthalten sein. Da N' in N ab
geschlossen ist, muB jeder zu N gehorende Beriihrungspunkt von N ' , 
also erst recht jeder zu N gehorende Beriihrungspunkt von M und 
somit die ganze Menge N in N' enthalten sein, so daB Nil = 0 
sein muB. 

Definition. Die Vereinigungsmenge alier zusammenhangenden 
Punktmengen des Raumes R, die einen gegebenen Punkt p von R ent
halten, heiBt nach HAUSDORFF die Komponente von pin R. Nach dem 
Korollar zu Satz XVI ist sie zusammenhangend, so daB die Kompo
nente des Punktes p im Raume R die groBte diesen Punkt enthaltende 
zusammenhangende Punktmenge von R ist. 

Aus demselben Korollar folgt ferner, daB zwei verschiedene Punkte 
entweder eine und dieselbe oder zwei disjunkte Komponenten haben. 

Nach Satz XIX ist jede Komponente abgeschlossen. 
Somit zerfallt jeder nicht zusammenhangende Raum R in ein

deutiger Weise in seine Komponenten - in disjunkte abgeschlossene 
Mengen, von denen jede zusammenhangend ist und in keiner groBeren 
zusammenhangenden Punktmenge von R enthalten ist. 

15. Beispiele zusammenhangender und nicht zusammenhangen
der Raume. Die Zahlengerade RI ist zusammenhiingend. In der Tat: es sei 
RI = FI + F2 eine Zerlegung von RI in zwei disjunkte abgeschlossene 
Mengen. In der ad absurdum zu fiihrenden Annahme, daB beide Men
gen nichtleer sind, wahlen wir einen Punkt a1 in F 1 , einen Punkt a2 

in F2 und bezeichnen - in der Annahme, daB etwa a2 > a1 ist - mit 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 4 



so 1. Topologische und metrische RlLume. 

c die untere Grenze der Durchschnittsmenge von F2 und der Strecke1 

a1 a2 • Der Punkt c ist von a1 verschieden; das Intervall (aI' c) besteht 
aus lauter Punkten von F l' so daB der Punkt c c F 2 Beriihrungspunkt 
von Fl sein miiBte, was unmoglich ist. 

Auf dieselbe Weise zeigt man, daB jede Strecke der Zahlengerade 
zusammenhangend ist (insbesondere auch jede Halbgerade).Man sieht 
ferner ohne Miihe, daB eine zusammenhangende Teilmenge der Geraden 
mit irgendzwei Punkten a, b auch die ganze Strecke ab enthalt. Dar
aus schlieBt man leicht (Aufgabe!), daB die einzigen zusammenhangen
den mehrpunktigen Teilmengen der Geraden die endlichen und unend
lichen Strecken sind. 

Daraus ergibt sich ferner, daB die Komponenten offener Mengen 
G c Rl offene Intervalle sind (die "komplementaren Intervalle" der 
abgeschlossenen Menge Rl - G). 

Das Cantorsche Diskontinuum [vgl. Nr. 11, Aufgabe, sub 2)] enthalt 
kein Intervall, also (da es sich urn eine line are Menge handelt) keine 
mehrpunktige zusammenhangende Teilmenge. Solche Mengen heiBen zu
sammenhangslos. Die Komponenten einer zusammenhangslosen Menge 
sind ihre einzelnen Punkte. 

Die Menge der Punkte (x, y) der Zahlenebene, bei denen x zur 
Cantorschen Menge gehort und y der Ungleichung 0::;: y -< 1 geniigt, 
besteht aus einer Menge der Machtigkeit c von Komponenten, die samt
lich geradlinige Strecken sind. 

Man erhalt mlch Satz XIX eine zusammenhangende Menge, wenn 

man die Vereinigungsmenge des K urvenstiicks y = sin~, 0 < x -< ~ , 
und einer ganz beliebigen Punktmenge auf der Strecke - 1 -< Y -< 1 
der y-Achse bildet. 

Satz XX. Eine ollene Menge G des Rn ist dann und nur dann 
zusammenhiingend, wenn je zwei Punkte von G durch einen in G liegen
den (einlachen) Streckenzug verbunden werden kOnnen. 

Beweis. Lassen sich je zwei Punkte von G durch einen Strecken
zug (evtl. auch mit mehrfachen Punkten) verbinden, so ist G zusammen
hangend nach Satz XVIII. Bleibt iibrig zu zeigen, daB, wenn es in G 
zwei Punkte p und q gibt, die durch keinen in G liegenden einfachen 
Streckenzug verbunden werden konnen, G nicht zusammenhangend ist. 

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit P die Menge aller Punkte 
von G, die durch einfache Streckenziige mit p verbunden werden konnen. 
Die Menge der iibrigen Punkte von G sei Q. Beide Mengen sind nicht 

1 Wir rechnen zu den endlichen Strecken die offenen Intervalle (a, b), die 
abgeschlossenen Intervalle [a, b] (oder ab) und die halboffenen Intervalle (a, b] 
und [a, b), die nur einen ihrer beiden Endpunkte enthalten - in (a, b] ist der End
punkt b, in [a, b) der Endpunkt a enthalten. Unendliche Strecken sind: die ganze 
Gerade, die Halbgeraden (-00, a], [a, 00) und die unendlichen offenen Inter
valle (- 00, a) und (a, 00). 
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leer, denn es gehOrt p zu P und q zu Q. Da P und Q zueinander fremd 
sind und P + Q = Gist, brauchen wir nur noch zu zeigen, daB P in G 
gleichzeitig offen und abgeschlossen ist. 

Es sei a ein Purikt von P, pa ein einfacher Streckenzug, welcher p 
mit a innerhalb von G verbindet, U(a) eine in G liegende VolIkugel 
mit dem Mittelpunkt in a; wir bezeiehnen mit a' einen beliebigen, im 
1nnern von U(a) gelegenen Punkt, mit aa' die geradlinige Strecke, 
die a mit a' verbindet. 

pa + aa' ist ein p mit a' verbindender Streckenzug in G; hat er 
mehrfache Punkte, so ist es ein Leiehtes, sie loszuwerden: wir durch
laufen den einfachen Streckenzug pa in der Riehtung von p nach a, 
bis wir zum ersten Punkt p' gelangen, der zu aa' gehort; dann ist 
PP' + P' a' (wobei pjl auf pa und P' a' auf aa' liegt) ein a und a' in G 
verbindender einfacher Streckenzug. Somit gehort a', d. h. ein be
lie biger innerer Punkt von U (a), zu P; folglich ist a innerer Punkt 
von P, und P offen. 

Es sei jetzt a ein Beriihrungspunkt von P, U(a) eine in G enthaltene 
VolIkugel mit dem Mittelpu)J.kt a, a' irgendein zu U(a) gehOrender 
Punkt von P, pa' ein p mit a' verbindender einfacher Streckenzug 
in G, und schlieBlich a' a die geradlinige Streckezwischen a unda'. 
Wir haben wieder den in G liegenden Streckenzug pa' + a' a, auf dem 
sieh ein einfacher Streckenzug zwischen p und a finden laBt; es gehOrt 
also a zu P, und P ist abgeschlossen, w. z. b. w. 

Definition. Oftene zusammenhiingende Mengen heifJen Gebiete. 
Besonders haufig wird diese Benennung in bezug auf Punktmengen 

des Rn gebraucht. 

§ 3. Stetige Abbildungen topqlogischer Raume. 
1. Allgemeines fiber Abbildungen. Ljegen zwei Mengen X und Y 

vor, und entsprieht jedem Element x vo X ein eindeutig bestimmtes 
Element y = I (x) von Y, so sprieht man von einer Abbildung von X 
in Y; dabei brauchen die Mengen X und Y zunachst keine allgemein
topologischen Raume zu sein, so daB v~n Stetigkeit noch nieht die 
Rede ist. 

Das Element I (x) von Y heiBt das Bil'ri von x bei der Abbildung I. 
1st jedes Element von Y Bild mindeste:q's eines Elements von X, so 
sagt man, daB die Abbildung I eine Abbildung von X aul Y ist. 

1st A irgendeine Teilmenge von X, sb heiBt die Menge aller der
jenigen Elemente von Y, die Bilder der Elemente von A sind, das 
Bild von A bei der Abbildung I; es wird mit I(A) bezeichnet. Es liegt 
offenbar eine Abbildung von A aul I(A) vor. 

1st.B eine Teilmerige von Y, so bezeichnen wir mit 1-1 (B) die Menge 
aller derjenigen Elemente von X, deren Bilder zu B gehoren; 1-1 (B) 
heiBt die Originalmenge oder das Urbild von B. Wenn das Urbild eines 

4* 
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jeden Elementes von Y ein einziges Element von X ist, so liegt eine 
eineindeutige oder schlichte Abbildung von X auf Y vor. Eine einein
deutige Abbildung von X auf eine Teilmenge Y' von Y heiBt eine 
eineindeutige Abbildung von X in Y. 

Ist I eine eineindeutige Abbildung von X in Y, I (X) = Y' c Y, 
und HiBt man jedem Element y von Y' sein Urbild 1-1 (y) entspre
chen, so entsteht eine eineindeutige Abbildung 1-1 von Y' auf X -
die Umkehrung der Abbildung I. 

Es gelten fur beliebige Abbildungen I einer Menge X aul eine 
Menge Y die folgenden Relationen (durch A bzw. Ai werden dabei 
Teilmengen von X, durch B bzw. Bi Teilmengen von Y bezeichnet): 

(1) I(A 1 + A2 + ... ) = I(A 1 ) + I(A 2) +""}1 
(1-1) 1-1 (Bl + B2 + ... ) = 1-1 (B l ) + 1-1 (B2) + .. , , 
(2) I(X-A)::) Y-/(A), } 
(rl) 1-1 (Y - B) = X - 1-1 (B) , 

(3) 
(3 -1) 

(4) 
(4- 1) 

(5) 

I(A 1 ·A 2 ···)c/(A1)·/(A2)···, }l 
1-1 (Bl . B2 ... ) = 1-1 (Bl) . 1-1 (B2) ... , 

1-1 (/(A)) ::) A, 

1(/-1 (B)) = B, 

IU- 1 (B). A) = B· I(A). 

Der Beweis dieser Formeln besteht aus wenigen sich zwangsmaBig 
ergebenden Schliissen und soli vom Leser selbst erbracht werden2• 

Bemerkung. Liegt eine Abbildung 11 von Xl in X 2 und eine Ab
bildung 12 von X 2 in Xs vor, so entsteht eine Abbildung 13 von Xl 
in X 3 , die jedem Element x von Xl das Element 12(fl(x)) von Xs ent
sprechen Hi.Bt; diese Abbildung 13 wird mit 12/1 bezeichnet. 

2. StetigeAbbildungen. Definition. DieAbbildung/desaligemein
topologischen Raumes X in den allgemein-topologischen Raum Y heiBt 
stetig, wenn das Bild eines j eden Beruhrungspunktes einer belie bigen Punkt
menge A eX Beruhrungspunkt der Bildmenge I(A) c Y, d. h. wenn 
immer I(A) c I(A) ist. 

Eine eineindeutige stetige Abbildung I des Raumes X in den Raum Y 
heiBt eine topologische A bbildung oder eine H omoomorphie [zwischen X 
und I (X) = Y' c YJ, wenn die Umkehrung von I eine stetige Ab
bildung (von Y' auf X) ist. Zwei Raume bzw. zwei Punktmengen 
heiBen homoomorph, wenn sie aufeinander topologisch abgebildet werden 
k6nnen; man sagt von ihnen auch, daB sie topologisch aquivalent oder 
vom gleichen topologischen Typus sind. 

1 Die Menge der A bzw. der B kann eine beliebige Miichtigkeit haben. 
2 Die obige Tabelle ist im wesentlichen der Hausdorffschen "Mengenlehre" 

entnommen. 
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Es seien jetzt X und Y zwei topologische Raume. Wir beweisen die 
folgenden Satze von einer Abbildung I von X in Y. 

Sa tz I. list dap,n und nur dann stetig, wenn das Urbild ieder ab
geschlossenen Menge abgeschlossen ist. 

Beweis. Es ·ist zu zeigen: 
a) Wenn I unstetig ist, so gibt es eine abgeschlossene Menge B mit 

nicht abgeschlossenem Urbild; 
b) wenn es eine abgeschlossene Menge B mit nicht abgeschlossenem 

Urbild gibt, so ist I unstetig. 
Ad a), Die Menge A und der Punkt x seien in X so gewahlt, daB 

x~A, l(x)ct:t(A) ist. B=/(A).ist abgeschlossen. Wir be~eis~n, 
daB 1-1 (B) mcht abgeschlossen 1st. Da B = I(A) =:l/(A) 1st, 1st 
A c 1-1 (B), also x Beriihrungspunkt von 1-1 (B); x gehOrt aber nicht 
zu 1-1 (B), denn I (x) ist nicht in I (A) enthalten; die abgeschlossene 
Menge B hat somit ein nicht abgeschlossenes Urbild. 

Ad b). B sei abgeschlossen, 1-1 (B) nicht abgeschlossen, x ein Be
riihrungspunkt von 1-1 (B), der nicht zu 1-1 (B) gehOrt; dann gehOrt 
I (x) nicht zu 13 = B, obwohl B Bild von 1-1 (B) ist, I ist also unstetig. 

Korollar. Ein stetiges Bild Y = I (X) eines zusammenhiingenden 
topologischen Raumes X ist zusammenhiingend. 

Denn ist Y = Bl + B2 eine Zerlegung von Y in zwei disjunkte 
nichtleere abgeschlossene Punktmengen, so ware X = 1-1 (Bl) +1-1 (B2) 
eine analoge Zerlegung von X. 

Satz II. list d,ann und nur dann stetig, wenn die Originalmenge 
ieder ottenen Menge'lotten ist. 

Denn die Originalmenge jeder offenen Menge ist wegen der For
mel (2-1) dann und nur dann offen, wenn die Originalmenge jeder 
abgeschlossenen Menge abgeschlossen iSt. Somit folgt Satz II aus 
Satz I. 

Bemerkung. Aus den Satzen I und II folgt: 
Bei einer HomlJomorphie zwischen zwei topologischen Riiumen ent

sprechen die abgeschlossenen sowie die ottenen Mengen der beiden Riiume 
einander eineindeutig. 

Satz III. Wenn 11 eine stetige Abbildung von Xl aul X 2, 12 eine 
stetige Abbildung von X 2 aul Xa ist, so ist 12/1 eine stetige Abbildung 
von Xl aul Xa· ' 

Beweis. Es sei Fa abgeschlossen in Xa; dann ist /;1 (Fa) ab
geschlossen in X 2 , also 1'111:;1 (Fa) abgeschlossen in Xl; es ist aber 
111/;1 ( Fa) nichts anderes als (f 2 11) -1 (F 3). also die Originalmenge 
von Fa bei der Abbildung 12/1' w. z. b. w. 

Satz IV (Cauchysche Stetigkeitsbedingung). list dann und 
nur dann stetig, wenn es zu ieder Umgebung U(y) eines Punktes y von Y 
und zu iedem Punkt x von 1-1 (y) eine Umgebung U(x) gibt, deren Bild 
in U(y) enthalten ist. 
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Bemerkung I. Unter Umgebung darf hier nicht nur eine absolute 
Umgebung (§ 2, Nr. 7), sondern auch eine, einem beliebigen Umgebungs
system des betreffenden topologischen Raumes (§ 1, Nr. 7) entnommene 
Umgebung verstanden werden. 

Beweis. 1°. 1st die Cauchysche Bedingung von der Abbil
dung I erfiillt, so ist I stetig. 

Es seien in der Tat die Punktmenge A c X und ihr Beriihrungs
punkt x beliebig gewahlt. V c Y sei eine beliebige Umgebung von 
y = I (x); wir wahlen die Umgebung U von x unter der Bedingung 
I(U) c V; da U· A =F ° ist, ist auch V·/(A) =F 0, also, da V beliebig 
war, q C I(A) und I stetig. 

2°. 1st die Cauchysche Bedingung nicht erfiillt, so ist I un
stetig. Die Punkte x eX, y = I(x) c Y und die Umgebung Vo von y 
seien so gewahlt, daB in jeder Umgebung U(x) Punkte liegen, deren 
Bilder nicht zu Vo gehoren. Dann ist x Beriihrungspunkt der Menge 
A = 1- 1 (y - V o), wahrend I(x) kein Beriihrungspunkt von I(A) ist, 

Bemerkung II (A. MARKOFF). Der Satz IV und sein obiger Be
weis gelten fUr jeden Umgebungsraum. 

Bemerkung III. Die Cauchysche Stetigkeitsbedingung kann offen
bar auch so fonnuliert werden: ] eder Originalpunkt van y ist innerer 
Punkt der Originalmenge einer beliebigen Umgebung von y. Oder auch: 
1-1 (y) liegt bei jeder Wahl von U(y) im ollenen Kern von I-IU(y)~ 

Bemerkung IV. I heiBt stetig im Punkte x von X,wenn bei jeder 
Wahl der Umgebung U(y) von y = I(x) der Punkt x innerer Punkt 
von 1-1 U(y) ist. Aus dem soeben Bewiesenen folgt, daB die Abbil
dung I dann und nur dann stetig (im ganzen Raume X) ist, wenn sie 
stetig in jedem Punkt von X ist. 

Bemerkung V. Der Satz I legt die Frage nahe, ob bei einer 
stetigen Abbildung das Bild einer abgeschlossenen Punktmenge not
wendig abgeschlossen ist. Folgendes einfaches Beispiel zeigt, daB dies 
keineswegs der Fall zu sein braucht, selbst wenn I eineindeutig (jedoch 
nur in einer Richtung stetig) ist. X sei die Strecke ° <: x < 2n der 
Zahlengerade. Wir bilden X auf die Peripherie des Einheitskreises 
dadurch ab, daB wir als y = I (x) den Punkt mit den PolarkoOTdinaten 
r = 1 und fjJ = x erklaren. Die in X abgeschlossene Menge alIer 
Punkte x, 1 -< x <2n, geht mittels I in die nicht abgeschlossene 
Menge r = 1, 1 -< fjJ < 2n der Kreisperipherie iiber. 1st bei einer 
stetigen Abbildung I (von X in Y) das Bild jeder abgeschlossenen 
Punktmenge von X eine abgeschlossene Punktmenge von Y, so heiBt f 
abgeschlossen. Auf diesen wichtigen Begriff kommen wir noch zuriick 
(im Kap. II, § 2). 

Aufgabe. Der Leser zeige durch ein Beispiel, daB bei einer 
stetigen Abbildung das Bild einer offenen Menge nicht notwendig 
offen ist. 
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3. Raum der Abbildungen eines topologischen Raumes X in einen 
beschrankten metrischen Raum Y. Es seien gegeben: ein topologischer 
Raum X, ein metrischer Raum Y, die Menge A (X, Y) aller (nicht not
wendig stetigen) Abbildungen von X in Y. Vom metrischen Raum Y 
wird auJ3erdem vorausgesetzt, daJ3 er beschrankt ist, d. h. daJ3 sein 
Durchmesser b(Y) = sup e(Y1' Y2) eine endliche Zahl ist. 

VI, Y'l.C Y 

In der Menge A (X, Y) fUhren wir eine Metrik ein, indem wir fur 
zwei Abbildungen 11' 12 von X in Y die Entfernung als 

eU1,/2) = sup (f1(X), 12(X)) 
xc:X 

definieren. Man bestatigt ohne Muhe, daJ3 diese Entfernungsdefinition 
den Axiomen des metrischen Raumes genugt. Somit ist A (X, Y) als 
ein metrischer Raum, der Raum der Abbildungen von X in Y, aufzufassen. 

1m metrischen Raume A (X,Y) ist als Relativraumder Raum 
C (X, Y) der stetigen Abbildungen von X in Y enthalten. Es gilt: 

Sa tz V. C (X, Y) ist eine abgeschlossene Punktmenge des Raumes 
A (X, Y). 

Da jeder metrische Raum, also auch A (X, Y), nach § 1, Nr. 5, ein 
Konvergenzraum ist, besagt Satz V nichts anderes als 

Satz V'. Wenn die stetigen Abbildungen 11,/2' .. " Ik' ... von X 
in Y im Raume A (X, Y) gegen I konvergieren, so ist I eine stetige Ab
bildung. 

Es ist aber leicht ersichtlich, daJ3 die Konvergenz einer Folge 
11' 12' ... , Ik> ... in A (X, Y), 1= limlk' die gleichmaJ3ige Konvergenz 
der Abbildungen 11 (x), 12 (x), ... , Idx) , ... gegen I (x) bedeutet. Dabei 
definieren wir die gleichmaJ3ige Konvergenz einer Folge von Abbildungen 
wie ublich, namlich: 

Eine Folge von Abbildungen 11,/2' ... , Ik' ... des topologischen 
Raumes X in den metrischen Raum Y konvergiert gleichmii/3ig gegen 
die Abbildung t, wenn es zu jedem 8 ein ke gibt, so daB fiir jeden 
Punkt x von X und alle k > ke 

ist. 
Somit ist der Satz V zuruckgefiihrt auf 
Sat z V". Wenn die stetigen A bbildungen h gleichmii/3ig gegen f 

konvergieren, so ist auch f stetig. 
Beweis. Der Punkt Xo von X und ein 8 > 0 seien beliebig gegeben. 

Es handelt sich darum, eine Umgebung U(xo) so zu bestimmen, daB fUr 
samtliche xc U(xo) 

ist (Cauchysche Stetigkeitsbedingung). Man wahle zuerst k so groJ3, 
daB fur alle x 
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dann die Umgebung U(xo) so, daB fiir xc: U(xo) 

ist. Dann ist 

e (I (xo) , I(x)) :s (! (f (xo) , Ik(XO)) + (! (Ik(xol, Ik(xl) + (! (fk (xl, I (xl) < e, 

w.z. b.w. 
4. Stetige Scharen von Abbildungen. Stetige Abiinderungen einer 

Abbildung. Deformationen. Wir bleiben bei den Bezeichnungen der 
vorigen Nummer. Eine stetige Abbildung cp einer abgeschlossenen 
Strecke der Zahlengerade, etwa der Einheitsstrecke L1 = {o <: t <: 1}, 
in den Raum C(X, Y), heiBt eine stetige Schar von stetigen Abbildungen 
von X in Y. Die Bildmenge cp (£1) ist also eine Menge von stetigen Ab
bildungen It von X in Y, die vom Parameter t (etwa 0 ~ t ~ 1) abhangen, 
wobei es zu jedem e ein () gibt, so daB fUr aile Punkte x von X 

e (It' (xl , It" (xl) < e 

gilt, wenn nur I t' - til I < () ist. 1st auBerdem 10 = I, so sagt man, 
daB die Schar eine stetige Abiinderung der Abbildung list, deren 
Endergebnis die Abbildung 11 (die "abgeanderte Abbildung") ist. 1st 
schlieBlich X eine Punktmenge von Y und 1=10 die identische Ab
bildung von X auf sich (als Abbildung von X in Y betrachtet), so 
heiBt eine stetige Abanderung von I eine Delormation der Menge X im 
Raume Y [mit der Punktmenge 11 (X) als EndergebnisJ. 

Die bei einer stetigen Schar auftretende Bildmenge cp (£1) heiBt die 
Menge der Abbildungen der stetigen Schar. Als stetiges Bild einer zu
sammenhangenden Menge (der Einheitsstrecke) ist die Menge der Ab
bildungen einer stetigen Schar1 eine zusammenhiingende Punktmenge von 
C (X, Y); sie ist somit in einer Komponente des Raumes C (X, Y) ent
halten. 1st die gegebene stetige Schar eine Deformation, so liegt die 
Menge ihrer Abbildungen in der Komponente der identischen Abbil
dungen (des Raumes C(X, Y»). 

5. Die stetigen (reellen) Funktionen bilden einen Spezialfall der 
stetigen Abbildungen: das sind stetige Abbildungen eines Raumes in 
die (reelle) Zahlengerade. Durch Ubergang zu dem Produktraum ge
winnt man dann die stetigen Funktionen von zwei Veranderlichen: 
eine solche Funktion (erkHi.rt im topologischen Raume X) ist defini
tionsgemaB eine stetige Abbildung des topologischen Produktes X X X 
in die Zahlengerade. Diese Definition bedeutet in der Tat: Jedem 
Punktepaar (x, x') des Raumes X ist eine Zahl t (x, x') derart zu
geordnet, daB bei beliebig gewahlten Punkten Xo und x~ von X man 
zu jedem e> 0 solche Umgebungen U(xo) und U(Xo) bestimmen kann, 

1 Nach dem Korollar zum Satz 1. 
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daB aus xC U(xo), x' c U(xO) die Ungleichung 

I/(xo, xl,) - I(x, x') 1< e 
folgtl. 

Bemerkung. Wendet man das Korollar zum Satz I (Nr. 2) auf 
den Fall einer in einem zusammenhangenden Raume X erklarten 
stetigen reellen Funktion an, so erhalt man den 

Satz von BOLZANO. Die Wertmenge einer ,in einem zusammen
hiingenden Raume delinierten stetigen reellen Funktion ist eine (endliche 
oder unendliche) Strecke der Zahlengerade (d. h. eine solche Funktion 
nimmt alle Zwischenwerte ie zweier ihrer Werte an). 

Die Satze, daB bei stetigen 11 und 12 die Funktionen 11 ± 12' 11' t2 
und (fiir t2 =+= 0) ~: stetig sind, beweist man wortlich so wie in der 

elementaren Analysis. 
6. Stetige Abbildungen metrischer Riiume. 
Satz VI. Die Entlernungslunktion e(x, x') im metrischen Raume X 

ist eine stetige Funktion der zwei Veriinderlichen x und x'. 

Denn aus Xl C U(x, ~), xi C U(XI,~) folgt, daB 

le(x, x') - e(xl' xiJ 1< e 
ist (Dreiecksaxiom). 

Satz VII. Es sei A eine teste Punktmenge des metrischen Raumes X, 
x ein veriinderlicher Punkt von X. Dann ist e(x; A) eine stetige Funk
tion von x. 

Dieser Satz ist in dem folgenden enthalten, den wir gelegentlich 
(§ 6, Nr. 11) brauchen werden: 

Sa tz VIII. Aul der Punktmenge A des metrischen Raumes X sei 
eine reelle Funktion g (y) -mit 0 < g (y) < c gegeben. Dann ist 

qJ(x) = inf [g(y) • e(x, y)] 
ileA 

eine stetige Funktion in X. 
Beweis von Satz VIII. Es geniigt offenbar, die folgende Verall

gemeinerung des Dreiecksaxioms zu beweisen: 

fiir je zwei Punkte Xl' x2 von X. 
Es seien also Xl' x2 gegeben. Zu jedem e > 0 gibt es einen Punkt 

Y2 C A mit 

1 Verlangt man, daB diese Bedingung bloB fiir ein bestimII1tes Punktepaar 
(xo' Yo) (also nicht notwendig fiir alle solchen Paare) gilt, so erhalt man eine "an 
der Stelle (xo' Yo)" stetige Funktion t (x, y). 
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Unter Benutzung des Dreiecksaxioms ergibt sich weiter 

IP(x1) :=;;: g(Y2) e(x1 , Y2) <: g(Y2) e(xl , x2) + g(Y2) e(X2' Y2) 

< c . e (Xl' X2) + IP (X2) + e, 

also, da dies fUr jedes positive e gilt, die Behauptung. -
1m Falle metrischer Raume ist es ofters bequem, den Stetigkeits

begriff auf den Konvergenzbegriff zuriickzufUhren. Es gilt namlich: 
Satz IX (Stetigkeitsbedingung von HEINE). Eine Abbildung I 

des metrischen Raumes X aul den metrischen Raum Y ist dann und nur 
dann stetig, wenn lur iede konvergente F olge Xl' X 2, ... , Xk, . .. des 
Raumes X aus limxk = X lolgt lim/(xk) = I (x) . 

Beweis. Die Bedingung von HEINE sei erfiillt. Wenn X ein Be
riihrungspunkt von Mist, so gibt es eine Punktfolge {xk} in M mit 
limxk = x. Dann ist aber nach Voraussetzung lim/(xk) = I(x), also 
I (x) Beriihrungspunkt von I (M), und I stetig. 

Es sei jetzt die Bedingung von HEINE nicht erfiillt. Dann gibt es 
in einer passend gewahlten konvergenten Folge {xk}, lim xk = x, eine 
Teilfolge {Xk,,} mit der Eigenschaft, daB bei hinreichend kleinem 
e > 0 fUr jedes 'JI 

e (I (x) , I(Xk,,)) > e 

ist. Bezeichnen wir mit A die Menge aller Xk", so ist X Beriihrungs
punkt von A, wahrend I (x) kein Beriihrungspunkt von I (A) ist; list 
also unstetig und der Satz IX ist bewiesen. 

§ 4. Trennungsaxiome: To- und TrRaume. 

Vorbemerkung: Umgebungen von Punktmengen. Unter einer 
Umgebung eines Punktes (im topologischen Raume R) wird hier und 
im folgenden stets eine absolute Umgebung dieses Punktes, d. h. eine 
diesen Punkt enthaltende offene Menge, verstanden. In analoger Weise 
heiBt jede offene Menge, die eine gegebene Punktmenge M enthalt, 
Umgebung der Punktmenge M. 1st der Raum R metrisch, so versteht 
man unter der e-Umgebung U(M, e) der Punktmenge MeR die Menge 
aller Punkte p von R mit e (M, P) < e. Man beweistleicht, daB U(M, e) 
offen ist (§ 3, Satz VII). 

1. To- und .. Tt-Raume. Nulltes (Kolmogoroffsches) Tren
nungsaxiom. Von ie zwei Punkten besitzt mindestens einer eine Um
gebung, die den anderen Punkt nicht enthiilt. 

Ein diesem Axiom geniigender topologischer Raum heiBt ein 
To-Raum. 

Beispiel eines topologischen Raumes, welcher kein To-Raum ist. 
Der Raum bestehe aus zwei Punkten; die abgeschlossene Hiille der 
leeren Menge sei leer, die abgeschlossene Hiille jeder nichtleeren Punkt
menge sei der ganze Raum. Die abgeschlossenen und offenen Mengen 
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dieses Raumes sind: die leere Menge und der ganze Raum; jede von 
ihnen ist gleichzeitig offen und abgeschlossen. 

Sa tz 10 • Das Kolmogoroffsche Trennungsaxiom ist der folgenden Be
dingung iiquivalent: Zwei verschiedene Punkte haben stets verschiedene 
(d. h. nicht zusammenfallende) abgeschlossene HilUen. 

Beweis. Wir nehmen an, es sei fUr zwei Punkte p 01= q des topo
logischen Raumes R stets P 01= q; dann ist mindestens einer der beiden 
Punkte in der abgeschlossenen Hulle des anderen nicht enthalten (denn 
ware p c q und q c p, so ware nach Satz II von § 2 und Axiom III 
p c q und q c p, also p = q). Es sei etwa p q: q. Dann ist R - q 
eine Umgebung von p, we1che q nicht enthalt. 

1st umgekeprt p = q, d. h. P c q, q c p, so enthalt (nach § 2, 
Satz VII) jede Umgebung des einen der beiden Punkte p und q auch 
den anderen, d. h. das Kolmogoroffsche Trennungsaxiom ist nicht erfullt. 

Erstes (Frechetsches) Trennungsaxiom. Fur ie zwei verschie
dene Punkte gilt: Jeder· der beiden Punkte besitzt eine Umgebung, die 
den anderen Punkt nicht enthiilt. 

Ein dem ersten Trennungsaxiom genugender topologischer Raum 
heiBt ein T1-Raum. 

Der in § 1, Nr.1 sub 4 konstruierte topologische Raum ist (ebenso 
wie jeder Zellenkomplex1 von einer Dimensionszahl >1) ein To-, aber 
kein TI-Raurn. 

Satz II. Dem ersten Trennungsaxiom kann man auch die folgende 
Form geben: 

Axiom II'. Jede Punktmenge, die nur einen Punkt enthiilt, ist mit 
ihrer abgeschlossenen H uUe identisch. 

Beweis. Es sei p ein Punkt eines T1-Raumes R. Jeder von p ver
schiedene Punkt besitzt eine Umgebung, we1che den Punkt p nicht 
enthalt, und ist somit kein Beruhrungspunkt von p. Da p anderer
seits sein eigener Beruhrungspunkt ist (Axiom II von KURATOWSKI, 
§ 2, Nr. 1), gilt in R das Axiom II'. 

Es erfUlle jetzt der topologische Raum R das Axiom II'. Sind p 
und q zwei Punkte von R, so sind R - P und R - q offen, also ist 
R - peine Umgebung von q, we1che p nicht enthalt, und R - q eine 
Umgebung von p, we1che q nicht enthalt. Es gilt somit das erste 
Trennungsaxiom. 

Aus dem Axiom II' und dem Axiom I von KURATOWSKI (§ 2, Nr. 1) 
folgt das Axiom II von KURATOWSKI. Denn ist A eine Punktmeng~ 
und peA ein Punkt des allgemein-topologischen Raumes R, in dem 
die Axiome I und II' gelten, so gilt 

A = A + p = A + P = A + P ~p; 
da p ein beliebiger Punkt von A ist, so gilt A c A-

1 Kap. III, § 1, Nr.2. 
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Wir haben somit das Ergebnis: 
Sa tz II. Die T1-Riiume kOnnen als allgemein-topologische Riiume, 

deren topologische Zuordnung den Axiomen I, III, IV von KURATOWSKI 

und dem Axiom II' geniigt, definiert werden. 
Das Axiom IV hangt von den iibrigen nicht abo Es sei in der Tat 

Rein aligemein-topologischer Raum, der einen einzigen Punkt p ent
halt. Die topologische Zuordnung in R sei dadurch definiert, daB der 
ganze Raum und die leere Menge den Punkt p als einzigen Beriihrungs
punkt haben. AIle Axiome (inkl. II') auBer IV sind offenbar erfiillt, 
IV gilt aber nlcht. Es ist dies aber auch das einzige Beispiel eines 
Raumes, in dem I, II', III, aber nicht IV gelten: Ein Raum, der die 
Axiome I, II', III erfiillt und mehr als einen Punkt enthalt, erfiillt not
wendig auch IV. Denn sind p und q zwei verschiedene Raumpunkte, 
so ist die leere Menge 0 Teilmenge der beiden einpunktigen Mengen p 
und q; nach § 2, Satz II und Axiom II', ist auch die abgeschlossene 
Hiille der leeren Menge sowohl in pals· auch in q enthalten, ist somit 
notwendig leer. 

Dadurch ist bewiesen: 
Zusatz. Die TcRiiume sind ttnter allen mehrpunktigen allgemein

topologischen Riiumen dadurch ausgezeichnet, dafJ in ihnen die Axiome I, 
II', III erfiillt sind. 

Aufgabe. Der Leser beweise: 
Satz III. Der Durchschnitt aller Umgebungen emer Punktmenge 

eines T1-Raumes ist diese Punktmenge selbst. 
2. Haufungspunkte in T1-Raumen. 
Sat z IV. I st in einem T 1-Raume der Punkt p H iiufungspunkt der 

Punktmenge M, so enthiilt jede Umgebung von p unendlich-viele Punkte 
von M. 

Denn enthielte eine U(P) nur endlich-viele von p verschiedene 
Punkte PI' h, ... , P. von M, so wiirde man zu jedem dieser Punkte Pi 
eine ihn nicht enthaltende Umgebung Ui (P) von p finden k6nnen 

8 

[z. B. Ui(P) = R - PJ. Der Durchschnitt U(P) ·lIUi(P) ware sodann 
i=l 

eine von allen von p verschiedenen Punkten von M freie Umgebung 
von p, und eine solche kann nach unseren Voraussetzungen nicht 
existieren. 

Satz V. In einem T1-Raume stellt ein einzelner Punkt dann und 
nur dann eine nirgendsdichte Menge dar, wenn dieser Punkt ein Hiiu
fungspunkt (der Menge alier Punkte des Raumes) ist. 

Der Beweis dieses Satzes dad dem Leser iiberlassen bleiben. 
Aufgabe. Der Leser beweise: Ein T 1-Raum besitzt dann und nur 

dann eine endliche Basis, wenn er aus endlich-vielen isolierten Punkten 
besteht. 
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§ 5. Zerlegungen von T1-Raumen in disjunkte abgeschlossene 
Mengen. Beziehungen zu stetigen Abbildungen. 

Zerlegungsraume 1. 

Vorbemerkung. Unter einer Zerlegung wird in diesem Para
graphen immer eine Zerlegung eines T1-Raumes in disjunkte ab
geschlossene Mengen verstanden. Diese Mengen heiBen die Elemente 
der Zerlegung. 

1. Abbildungen und Zerlegungen. Aquivalenz von stetigen Ab
bildungen. Konjugierte Riiume. Es sei eine stetige Abbildung 1 eines 
TcRaumes X auf einen Tl-Raum Y gegeben. Die Urbilder A = 1-1 (y) 
der Punkte von Y sind disjunkte abgcschlossene Punktmengen des 
Raumes X, und X ist in diesc Punktmengen zerlegt: 

(1) X=LA. 
Die Zerlegung (1) heiBt von der Abbildung I erzeugt. 

Es entsteht die umgekehrte Frage: 
Es sei eine Zerlegung (1) des TcRaumes X gegeben. LaBt sich 

diese Zerlegung durch eine stetige Abbildung von X auf einen T 1-

Raum Y erzeugen? 
Und feruer: 
Was kann man von zwei Abbildungen h und 12 von X auf Yl bzw. Y 2 

sagen, wenn diese Abbildungen eine und dieselbe Zerlegung (1) von X 
erzeugen? 

Bevor wir an die Beantwortung dieser beiden Fragen gehen, fiihren 
wir einige Definitionen ein, die in verschiedenen mit der Theorie der 
stetigen Abbildungen verbundenen Fragen von Nutzen sind. 

Definition der Aquivalenz zweier stetiger Abbildungen. 
Zwei stetige Abbildungen fl und f2 von X auf Y1 bzw. auf Y 2 heifJen aqui
valent, falls es eine topologische Abbildung g von Yl auf Y 2 gibt, so dafJ 

fur jeden Punkt x von X 12(x) = gfl (x) ist. 

Es ist klar, daB zwei aquivalente Abbildungel). von X immer dieselbe 
Zerlegung von X erzeugen. 

Wir betrachten jetzt eine Zerlegung (1) des Tl-Raumes X und 
fiihren in die Menge der Elemente A dieser Zerlegung irgendeine topo
logischc Zuordnung ein. Mit anderen Worten: wir machen auf irgend
eine Weise die Menge aller Mengen A zu einem allgemein-topologischen 
Raum Z. Die Eleniente der Zerlegung (1), d. h. die Punktmengen A 
von X als Punkte des Raumes Z betrachtet, bezeichnen wir mit a. 

LaBt man jedem Punkt x von X diejenige Menge A entsprechen, 
in der x enthalten ist, so entsteht eine eindeutige Abbildung 

~ a=~~ 

1 Bei der Abfassung dieses Paragraphen machten wir wesentlichen Gebrauch 
von einem nichtpublizierten Manuskript von Herro KOLMOGOROFF. 
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des Raumes X auf den Raum Z. Diese Abbildung heiDt die von der 
Zerlegung (1) erzeugte Abbildung von X auf Z. 

Wir nennen nun den Rattm Z zu der Zerlegung (1) konjugiert, wenn Z 
ein T1-Raum und (2) eine stetige Abbildung ist. 

Sat z 1. J ede stetige Abbildung t von X aut Y, die eine gegebene Zer
legung (1) von X erzeugt, ist aquivalent mit einer Abbildung von X aut 
einen zu der Zerlegung konjugierten Raum Z. 

Denn die Elemente A der Zerlegung (1) entsprechen den Punkten 
des Raumes Y eineindeutig; iibertragt man mittels dieser eineindeutigen 
Abbildung g die topologische Zuordnung von Y in die Menge der A, 
so entsteht ein zu (1) konjugierter Raum Z; g wird dann zu einer 
Homoomorphie zwischen Y und Z, und die Abbildung g t von X auf Z 
ist mit t aquivalent. 

2. Der Zerlegungsraum Z. AIle Raume, die zu einer und derselben 
Zerlegung konjugiert sind, bestehen aus denselben Punkten, konnen 
sich also nur durch ihre topologischen Zuordnungen unterscheiden. 
Daraus folgt, daB aIle diese Raume mittels der identischen Abbildung 
a --+ a aufeinander eineindeutig abgebildet sind. Diese Abbildungen 
brauchen aber nicht stetig zu sein, und zwar nicht einmal, wenn die 
Mengen A einpunktig sind. 

Wir betrachten in der Tat das halb-offene Intervall 0 <:: t < 1 als den Raum X; 
die Mengen A seien die einzelnen Punkte von X; wir bilden aus ihnen zwei Raume 
Zl und Z2' die beide zu der Zerlegung von X in seine einzelnen Punkte konjugiert 
sind. Und zwar sei Zl unsere Strecke selbst (mit der Topologie der Zahlengerade). 
Z2 definieren wir als Umgebungsraum folgendermaBen. AIle vom Nullpunkt ver
schiedene Punkte t der Strecke bekommen als Umgebungen die Intervalle (t'. t"), 
0< t' < t < t" < 1. Eine Umgebung des Nullpunktes besteht dagegen aus diesem 
Punkt selbst und der Vereinigungsmenge zweier offener In tervalle: (0; t') und 
(t". 1). wobei 0 < t' < t" < 1 und sonst t' und t" beliebig sind. Offenbar ist Zz 
der Kreislinie homoomorph. und die identische Abbildung von Z2 auf Zl ist un
stetig (wahrend die identische Abbildung von Zl auf Z2 stetig ist)l. 

Falls zwei allgemein-topologische Raume aus denselben Punkten 
bestehen, und die identische Abbildung des erst en Raumes auf den 
zweiten stetig ist, so sagen wir, die topologische Zuordnung des ersten 
Raumes sei hochstens so stark wie die des zweiten Raumes 2• Liegt ein 
System 6 von aIlgemein-topologischen Raumen vor. die alle aus den
selben Punkten bestehen, und ist die topologische Zuordnung eines 
bestimmten unter diesen Raumen hochstens so stark wie die topo
logische Zuordnung eines jeden anderen Raumes des Systems 6, so 

1 Vgl. § 3. Nr.2. Bemerkung V. 
2 Diese Bezeichnung ist berechtigt: 1st die topologische Zuordnung in Xl 

hochstens so stark wie in X 2 • so bedeutet das: ist p Beriihrungspunkt von M 
in Xl' so ist er gewiB Beriihrungspunkt von Min X 2; p kann aber Beriihrungs
punkt von M in X 2 sein. ohne daB er Beriihrungspunkt von M in Xl ist (die 
topologische Zuordnung in X 2 ist also eine Verstarkung der topologischen Zu
ordnung in Xl)' 
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sagen wir, daB dieser Raum die schwachste topologische Zuordnung unter 
allen R[umen des Systems <5 besitztl. 

Jetzt konstruieren wir zu der Zerlegung (1) des T1-Raumes X einen 
festen T 1-Raum - den Raum der Zerlegung (1) oder den zu (1) ge
horenden Zerlegungsraum Z. Seine Punkte a sind die Elemente der 
Zerlegung (1), d. h. die Mengen A. Wir definieren Z als topologischen 
Raum, indem wir in der Menge seiner Punkte die "abgeschlossenen" 
Mengen auszeichnen (vgl. § 2, Nr. 6). Und zwar: die Punktmenge (/> 

von Z heifJe "abgeschlossen", wenn 2A, d. h. (X -1 ((/»,2 abgeschlossen 
in X ist. a c <P 

Es bedarf kaum eines Beweises, daB bei dieser Definition der "ab
geschlossenen" Mengen die Bedingungen (X) und (3) von § 2, Nr. 6, er
WIlt sind. Sind in der Tat (/>} und (/>2 "abgeschlossene" Punktmengen 
in Z, so sind LA und LA, folglich auch ~A + LA = LA in X 

ac: tPl ae:.pl ac: tPl ac: CPa ac: <Pl+Wa 

abgeschlossen, also (/>1 + (/>2 "abgeschlossen". In analoger Weise zeigt 
man, daB der Durchschnitt beliebig-vieler "abgeschlossener" Mengen 
"abgeschlossen" ist. Somit ist die Bedingung (X) in Z erfiillt. DaB die 
Bedingung (3) in Z erfiillt ist, folgt ohne weiteres daraus, daB sie in X 
erfiillt ist. Es ist also Zein topologischer Raum. In diesem Raume 
ist jeder einzelne Punkt a abgeschlossen, denn A ist abgeschlossen 
in X. Folglich ist der Zerlegunsgraum Zein T 1-Raum. 

Bemerkung. Da die offenen Mengen Komplemente der ab
geschlossenen sind, ist eine Menge r c Z dann und nur dann offen, 
wenn LA in X offen ist. 

acr 
Satz II. Der zu (1) gehOrende Zerlegungsraum ist ein zu der Zer-

legung (1) konjugierter Raum; seine topologische Zuordnung ist die 
schwachste unter den topologischen Zuordnungen aller zu (1) konjugierten 
Raume. 

Beweis. Die von der Zerlegung (1) erzeugte Abbildung von X 
auf Z, d. h. die Abbildung (X (x), die jedem Punkt x VOl. X die ihn ent-" 
haltende Menge A entsprechen l[Bt, ist eine stetige Abbildung von X 
auf Z, denn die abgeschlossenen Punktmengen in Z wurden ja definiert 

1 Wenn in 6 ein Raum mit schwachster topologischer Zuordnung existiert, 
so nur ein einziger, denn zwei Raume, von denen jeder eine hochstens so starke 
topologische Zuordnung hat wie der andere, sind homoomorph, also (da sie die
selben Punkte haben) identisch. Enthalt das System 6 einen aus lauter isolierten 
Punkten bestehenden Raum, so ist seine topologische Zuordnung bestimmt die 
schwachste unter allen Raumen des Systems 6. 

21st Meine beliebige Punktmenge in Z, so ist ~A = (X-I (M), wobei (X (x) 
acM 

die Abbildung (2) von X in Z ist. (Der Leser sei nochmals darauf aufmerksam 
gemacht, daB A und a dasselbe bedeuten, namlich ein Element A der Zerlegung 
(1): wir bezeichnen es mit a, wenn wir es als Punkt in Z, nicht als Punkt
menge in X, auffassen.) 
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als solche Mengen, (/) c Z, welche bei der Abbildung IX (x) ein in X 
abgeschlossenes Urbild'IX- I ((/)) haben. Somit ist Zein zu der Zer
legung (1) konjugierter Raum. 

Es sei jetzt Zein beliebiger zu (1) konjugierter Raum, F eine ab
geschlossene Punktmenge in Z. Da die Abbildung IX von X auf Z 
stetig ist, ist 

IX-I (F) = 1:A 
ar=F 

in X abgeschlossen, also F in Z abgeschlossen. Somit hat bei der 
identischen Abbildung von Z auf Z jede abgeschlossene Punktmenge 
in Zein in Z abgeschlossenes Urbild, die identische Abbildung von Z 
auf Z ist also stetig, w. z. b. w. 

Der Satz II ist hiermit bewiesen. 
Korollar. 1st Zein von Z verschiedener konfugierter Raum zu (1), 

so gibt es eine Menge, die in Z abgeschlossen und in Z nicht abgeschlossen ist. 
Aus den Satzen I und II folgt 
Satz III. ]ede stetige Abbildung t eines T1-Raumes X aut einen 

T1-Raum Y, die eine gegebene Zerlegung (1) erzeugt, kann in der Form 

(3) y = t (x) = q; IX (x) 

dargestellt werden, wobei IX (x) die stetige Abbildung von X aut Z ist, 
welche fedem Punkt x das Element A ~ x von (1) zuordnet und q; eine 
eineindeutige stetige Abbildung von Z aut Y ist. 

Die Zuruckfiihrung dieses Satzes auf die Satze I und II dad dem 
Leser uberlassen bleiben. 

Die zu Beginn dieses Paragraphen gestellten Fragen sind durch die 
Satze I und II beantwortet. 

3. Beispiele von Identifizierungen. Der Ubergang von einem in 
der gegebenen Zerlegung (1) vorliegenden Raum X zu dem entsprechen
den Zerlegungsraum Z, d. h. die stetige Abbildung IX (x) von X auf Z, 
wird oft (insbesondere wenn der Raum X eine mehr oder weniger ein
fache geometri~che Figur ist) als Identitizierung bezeichnet: es werden 
aIle Punkte je einer Menge A zu einem Punkt a des Zerlegungsraumes 
"identifiziert" . 

Beispiele. 1°. X sei ein abgeschlossenes Intervall [a, b] der Zahlengerade; 
die Mengen A seien: die einzelnen inneren Punkte der Strecke und das Punkte
paar a, b. Der Zerlegungsraum ist der Kreislinie homoomorph; er entsteht aus 
der Strecke [a; b] dadurch, daB man ihre beiden Endpunkte miteinander "identi
fiziert" . 

2 0. X sei ein Quadrat. Die Mengen A seien: die einzelnen inneren Punkte 
des Quadrates, die Paare gegeniiberliegender von den Eckpunkten verschiedener 
Punkte des Randes des Quadrates, die Menge der vier Eckpunkte des Quadrates. 
Der Zerlegungsraum ist der RingfHiche homoomorph. Man sagt oft: Die Ring
flache entsteht aus einem Quadrat durch Identifizierung der gegeniiberliegenden 
Punkte des Randes des Quadrates. In analogervVeise erhalt man aus einem Wiirfel 
durch Identifikation der gegeniiberliegenden Punkte seines Randes die sog. drei
dimensionale Torusmannigfaltigkeit. 
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3°. X sei die Kreislinie. Die Mengen A seien die Paare diametraler Punkte. 
Der Zerlegungsraum ist mit der Kreislinie homoomorph. 

4°. X sei die KugelfHtche. Die Mengen A seien Paare diametraler Punkte. 
Der Zerlegungsraum ist mit der projektiven Ebene homoomorph. 

4~. X sei eine Halbkugel (einschlieBlich des Randkreises). Die Mengen A 
seien die einzelnen nicht auf dem Randkreis gelegenen Punkte und die diametralen 
Punktepaare des Randkreises. Der Zerlegungsraum ist wieder homoomorph mit 
der projektiven Ebene. 

5°. X sei ein ebener Kreisring (einschlieBlich der beiden Randkreise 51 und 52)' 
Die Mengen A seien die einzelnen nicht auf 52 gelegenen Punkte von X und die 
diametralen Punktepaare des Kreises 52' Der Zerlegungsraum ist mit dem Mobius
schen Bande homoomorph. 

6 0 • X sei die Vereinigungsmenge zweier disjunkter Punktmengen des R3: 
einer Kreisscheibe mit dem Randkreise 51 und einem Mobiusschen Bande mit 
der Randkurve 52' Es sei t eine topologische Abbildung von 51 auf 52' 

Die Mengen A seien: die einzelnen Punkte von X, welche weder auf 51 noch 
auf 52 liegen, und die Punktepaare x, f (x). Der Zerlegungsraum ist homoomorph 
mit der projektiven Ebene. 

7 o. X sei eine Kreisscheibe. Die Mengen A seien: die einzelnen inneren Punkte 
der Kreisscheibe und die Menge alier Punkte des Randkreises. Der Zerlegungs
raum ist der Kugelflache homoomorph. 

In allen diesen Fallen gibt es iibrigens einen einzigen zu der gegebenen Zer
legung konjugierten Raum, den Zerlegungsraum. Das liegt an der Kompaktheits
eigenschaft (s. Kap. II) der hier betrachteten Raume X. 

8 0 • X sei die Euklidische Ebene RZ. Die Mengen A seien die Geraden einer 
Parallelenschar. Der Zerlegungsraum ist einer Geraden homoomorph. Der Leser 
konstruiere andere zu dieser Zerlegung konjugierte Raume. 

9°. X sei ein offener Kreisring (die Randkreise zahlen nicht mit!). Die Men
gen A seien die auf dem Kreisring liegenden zu seinen Randkreisen konzentrischen 
Kreise. Der Zerlegungsraum ist einer Gerade homoomorph. Der Leser konstruiere 
andere konjugierte Raume. 

Au fga be. Der Leser konstruiere weitere Beispiele von Zerlegungsraumen 
(Kurvenscharen auf Flachen und in Raumgebieten usw.). 

4. Stark-stetige Abbildungen. Es entsteht die Frage: Wodurch unterscheiden sich 
die stetigen Abbildungen a = a (x) des T1-Raumes X auf den zu seiner Zerlegung 

(1) X = 1:A 
gehorenden Zerlegungsraum1 von den Abbildungen von X auf andere konju
gierte Raume? 

Diese Frage laBt sich wie folgt beantworten. 
Definition. Es sei f eine stetige Abbildung des TcRaumes X auf den T 1-

Raum Y; es sei (1) die von dieser Abbildung erzeugte Zerlegung. Die Abbildung f 
heiBt stark-stetig, wenn sie folgende Bedingung erfflllt: 

Jede abgeschlossene Menge Fe X, welche als Summe gewisser Elemente A 
der Zerlegung (1) dargestellt werden kann, hat bei der Abbildung f eine ab
geschlossene Bildmenge. 

Bemerkung. Offenbar bilden die abgeschlossenen Abbi!dungen (§ 3, Nr. 2, 
Bemerkung V) einen Spezialfall der stark-stetigen. 

Satz IV. Die durch die Zerlegung (1) erzeugte Abbildung a (x) von X auf den 
Zerlegungsraum Z ist stark-stetig; jede stark-stetige Abbildung von X, die die ge
gebene Zerlegung (1) von X erzeugt, ist mit der Abbildung a(x) von X auf den be
trettenden Zerlegungsraum aquivalent. 

1 Vgl. die Forme! (2) von Nr. 1. 

Alcxandroff·Hopf, Topologie 1. 5 
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Beweis. Die erste Behauptung des Satzes folgt unmittelbar aus der Defini
tion der Zerlegungsraume und der Abbildungen a = lX (x). Um die zweite Be
hauptung zu beweisen, geniigt es zu zeigen: ist die von der Zerlegung (1) erzeugte 
Abbildung von X auf einen zu (1) konjugierten Raum Z stark-stetig, so ist Z 
notwendig der Zerlegungsraum Z. Dazu geniigt es nach Korollar zum Satz II 
zu zeigen. daB jede in Z abgeschlossene Menge F notwendig auch in Z abgeschlossen 
ist. 1st F eine in Z abgeschlossene Menge, so ist (nach der Definition von Z) die 
Menge 1: A = lX-I (F) abgeschlossen in X, also wegen der starken Stetigkeit von 

acF 
lX (x), die Bildmenge lX (1: A) = F abgeschlossen in Z. w. z. b. w. 

ac F 
Beispiel einer stark-stetigen Abbildung, welche nicht abgeschlossen ist. X be

stehe aus dem Innem des Einheitsquadrates und dem Punkte (0; 0) der Euklidi
schen Ebene. Y aus der Strecke 0 ~ t < 1 der x-Achse; die Abbildung fsei als 
orthogonale Projektion von" X auf Y definiert. Sie ist stark-stetig, aber nicht 
abgeschlossen. 

5. Schwache Zerlegungsraume. Stetige Zerlegungen. Es sei wieder 

(1) X = l:A 
eine Zerlegung des Tt-Raumes X. Manchmal ist es zweckmaBig. in 
die Menge der A eine noch -schwachere topologische Zuordnung einzu
fiihren als die Zuordnung des Zerlegungsraumes. Natiirlich erhalt man 
dabei einen Raum, der, falls er von Z verschieden ist, zu der Zer
legung (1) nicht mehr konjugiert ist (Satz II). 

Definition. Unter dem zu (1) gehorenden schwachen Zerlegungs
raum versteht man den folgenden Umgebungsraum A: 

die Punkte a von A sind die Elemente A der Zerlegung (1); 
man erhalt die Umgebungen eines beliebigen Punktes ao von A 

folgendermaBen: man wahlt eine Umgebung U(Ao) in X und definiert 
die Umgebung U(ao) in A als die Menge aller Punkte a mit A c U(Ao). 

Man iiberzeugt sich miihelos, daB diese Umgebungsdefinition den 
Hausdorffschen Axiomen A - C von § 2, Nr. 8 geniigt; ebenso leicht 
verifiziert man auch das erste Trennungsaxiom. Somit ist "der schwache 
Zerlegungsraum von (1) immer ein Tt-Raum. 

Wir wollen beweisen: die topologische Zuordnung in A ist hochstens 
so stark wie in Z, d. h. die identische Abbildung von A auf Z ist stetig. 
Dazu geniigt es zu zeigen, daB jede in Z offene Menge auch in A offen ist. 

Wenn eine Menge r offen in t ist, so ist l:A in X offent; dann 
acr 

ist aber r Umgebung in A jedes Punktes a c r, folglich r offen 
mA,w.z.b.w. 

Hieraus und aus dem Satze II folgt: 
Satz v. 1st der schwache Zerlegungsraum A von (1) koniugiert zu (1) 

(d. h. ist die von (1) erzeugte Abbildung <X (x) von X auf A stetig), so 
ist A identisch mit Z. 

Dieser Satz legt die Frage nahe: Wie erkennt man an der Zer
legung (1), ob der zu ihr gehorende schwache Zerlegungsraum zu (1) 

1 Vgl. Nr. 2, Bemerkung. 
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konjugiert ist oder nicht? Diese Frage laBt sich mit Hilfe der folgenden 
Definition leicht beantworten: 

Die Zerlegung (1) heiBt stetig, wenn es zu jeder Umgebung U(Ao) 
eines beliebigen Elementes Ao von (1) eine Umgebung V(Ao) von Ao 
mit folgender Eigenschaft gibt: jede Menge A, welche mindestens einen 
gemeinsamen Punkt mit V(Ao) hat, ist in U(Ao) enthalten.· 

Es lautet nun die Antwort auf die obige Frage: 
Satz VI. Der schwache Zerlegungsraum A von (1) ist dann und nur 

dann konjugiert zu (1) (also dann und nur dann mit dem Zerlegungs
raum Z von (1) identisch), wenn die Zerlegung (1) stetig ist. 

Der Satz VI behauptet, daB die durch die Zerlegung (1) erzeugte 
Abbildung (X (x) von X auf A dann und nur dann stetig ist, wenn die 
Zerlegung (1) stetig ist. Dieser Beweis geht - unter der Benutzung 
des Cauchyschen Stetigkeitskriteriums (§ 3, Satz IV) - ganz auto
matisch von sich und sol1 dem Leser iiberlasi;>en bleiben. 

Beispiele stetiger Zerlegungen. 1°. Die Zerlegung der Kugelflache in die 
Parallelkreise und die beiden Pole. 

2°. Die Zerlegung des offenen (d. h. ohne Randkreise) ebenso wie die Zer
legung des abgeschlossenen (mit den Randkreisen) ebenen Kreisringes in die zu 
seinen Randkreisen konzentrischen Kreise. 

3°. X sei eine offene Quadratflache; die Mengen A seien: der Mittelpunkt 
von X und die zu X konzentrische seitenparallele Quadrate (nur die Kbnturen 
sind gemeint!) in X. ' 

4°. X sei der Rand eines Wiirfels. Jede offene Seitenflache zerlege man wie 
in 3 0; auBerdem nehme man die Vereinigungsmenge aller Kanten des Wiirfels als ein 
Zerlegungselement hinzu. Es entsteht eine stetige Zerlegung des Wiirfelrandes X. 

Aufgabe. Wie sieht der Zerlegungsraum in jedem dieser Beispiele aus? 
Degegen ist die Zerlegung der Ebene in die Gerade einllY Parallelenschar nicht 

stetig; der schwache Zerlegungsraum besteht in diesem FaIle aus lauter isolierten 
Punkten (ist also vom Zerlegungsraum Z verschieden). 

Zur vollen Geltung kommen die stetigen Zerlegungen erst im FaIle bikom
pakter Hausdorffscher Raume (s. das Kap. II) ; jedoch zeigen einige neuere Unter
suchungen (insbesondere die Arbeiten von M. H. STONE), daB die stetigen Zer-
legungen auch nicht kompakter Raume von Wichtigkeit sind. ' 

§ 6. Trennungsaxiome: Hausdorffsche, regulare und normale 
Raume. 

1. Hausdorffsche Raume. Zweites (Hausdorffsches) Trennungs
axiom. Je zwei vers~hiedene Punkte besitzen disfunkte Umgebungen. 

Topologische Raume, die dem zweiten Trennungsaxiom geniigen, hei
Ben T 2-Riiume oder H ausdorftsche Riiume. Das zweite Trennungsaxiom ist 
eine Verscharfung des ersten, d. h. jeder Hausdorffsche Raum ist ein 
T1-Raum, wobei die Umkehrung dieser Behauptung nichtgilt (vgl. Nr. 3). 

2. Regulare und normale Raume. Drittes (Vietorissches) Tren~ 
nungsaxiom. Je zwei disfunkte abgeschlossene Mengen, von denen eine 
einpunktig ist, besitzen disfunkte Umgebungen 1• 

1 Vgl. § 4, Vorbemerkung. 

5* 
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Dieses Axiom ist keine Verscharfung des ersten, geschweige denn 
des zweiten Trennungsaxioms, denn ein Punkt eines topologischen Rau
mes braucht noch nicht eine abgeschlossene Punktmenge dieses Raumes 
zu bilden. Interessant wird dieses Axiom erst, wenn man es als Zusatz
bedingung zum ersten Trennungsaxiom betrachtet, d. h. auf T1-Raume 
anwendet. Wir definieren deshalb: 

Ein T1-Raum, welcher das dritte Trennungsaxiom erjiillt, heiIJt ein 
T 3-Raum oder ein reguliirer Raum. 

Regulare Raume bilden offenbar einen Spezialfall Hausdorffscher 
Raume. 

Viertes (Tietzesches) Trennungsaxiom. Je zwei disfunkte ab
geschlossene Mengen besitzen disfunkte Umgebungen. 

Das vierte Trennungsaxiom bildet eine Verschiirfung des dritten 
(aber nieht des ersten und des zweiten). 

T1-Riiume, die dem vierten Trennungsaxiom geniigen, heiIJen T 4-Riiume 
oder normale Riiume. 

Die normalen Raume bilden offenbar einen Spezialfall der regul.aren 
und der Hausdorffschen Raume. 

Satz 1. Jeder metrisierbare Raum ist normal. 
Beweis. In § 2, Nr. 3, einschl. Bemerkung I, wurde bewiesen, daB 

jeder metrisierbare Raum Rein T1-Raum ist. Bleibt zu zeigen, daB 
in R das vierte Trennungsaxiom erfullt ist. Zu diesem Zweck denken 
wir uns R mit einer festen Metrik versehen und betrachten zwei ab
geschlossene und disjunkte Mengen F' und F". Fur jeden Punkt p, 
der zu irgendeiner der beiden Mengen F' und F" gehort, bestimme man 
die Zah18p - die HaUte der Entfernung von p bis zur anderen Menge. 
Wir definieren 

U(F') = 2: U(p, 8p), 

pc::F' 

U(F") = L; U(p, 8p). 

pcF" 

G1i.be es einen zu U(F'). U(F") gehOrenden Punkt a, so miiBte bei 
passend gew1i.hlten p' c F' und p" c F" 

a c U(p', 8p') , a c U(p",8p") 

sein, folglich (wenn etwa 8 p ' > 8 p" ist) 

e (p', F") s e (p', a) + e (a, P") < 8p' + 8p" s 28p' 

im Widerspruch mit der Definition von 8 p'. 

3. Beispiele. Die in §1, Nr.1, unter 3 ° angefiihrte Konstruktionliefert, 
falls der Ausgangsraum R z. B. die Zahlengerade ist, einen topologi
schen Raum, welcher dem ersten, aber nicht dem zweiten Trennungs
axiom geniigt. Der Raum von § 1, Nr. 4, 6°, ist ein Hausdorffscher 
irregularer Raum, ebenso der Raum von § 1, Nr. 6, 1°. Der Raum 
von § 1, Nr.6, 2°, ist regular, jedoch nieht normal. In § 1, Nr.4, 5°, 
ist ein Beispiel eines normalen nieht metrisierbaren Raumes gegeben. 
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Aufgabe. Man fiihre die Beweise der hier aufgestellten Behaup
tungen durch. Anweisung: die untrennbaren Mengen sind: 

im Faile von § 1, Nr. 4, 6°, ein beliebiger Punkt (Xl' Yl) und die 
Menge ailer Punkte (Xl' Y), mit YI < Y < 1 ; 

im Faile § 1, Nr. 6, 1°, der Nullpunkt und die Menge D; 
im Faile § 1, Nr. 6, 2°, die Menge der rationalen und die der irratio

nalen Punkte der x-Achse 1 . 

4. Relativierung. Vollstandig-normale Raume. Man beweist ohne 
Miihe, da/3 die Eigenschaften eines topologischen Raumes, ein To- bzw. 
T I - bzw. T 2- bzw. T 3-Raum zu sein, kogrediente Eigenschaften sind (im 
Sinne von § 1, Nr.9). 

Dagegen gibt es normale Raume mit nicht normalen Punktmengen. 
Topologische Raume, die nur normale Punktmengen enthalten, heiBen 
T5-Raume oder vollstandig normal. Da jede Punktmenge eines metri
sierbaren Raumes metrisierbar, also erst recht normal ist, ist ieder 
metrisierbare Raum voUstandig-normal. Aber auch der Raum von § 1, 
Nr. 4, 5°, ist vollstandig-normal (obwohl nicht metrisierbar). Die 
Forderung der vollstandigen Normalitat eines Raumes wird manchmal 
als fiinftes Trennungsaxiom bezeichnet 2. 

5. Bemerkung. Die Ti-Raume (i = 0,1, ... , 5) sind offenbar 
topologisch-invariant; d. h. ist von zwei homoomorphen _ Raumender 
eine ein T,-Raum, so auch der andere. Das folgt unmittelbar daraus, 
daB den verschiedenen Trennungsaxiomen mit Hilfe der Begriffe ab
geschlossene bzw. offenen Menge eingefiihrt wurden und bei einer topo
logischen Abbildung eines Raumes auf einen anderen die abgeschlosse
nen bzw. die offenen Mengen der beiden Raume einander entsprechen. 

Aus § 3, Satz II, folgt ferner leicht (die Durchfiihrung des Beweises 
sei dem Leser iiberlassen): 

Sa tz II. -Der Hausdortfsche Raum Y sei eineindeutiges stetiges Bild 
des topologischen Raumes X. Dann ist X ebenfalls ein Hausdortfscher 
Raum. 

6. Trennungsaxiome fiir Zerlegungen3• De fin i ti 0 n. Eine Zerlegung 

(1 ) 

des TI-Raumes X (in disjunkte abgeschlossene Mengen A) heiBt eine 
Hausdortfsche bzw. eine regulare bzw. eine normale Zerlegung, falls der 

1 Dieser letzte Fall ist etwas komplizierter als die iibrigen; beim Beweis wird 
von der Tatsache Gebrauch gemacht, daB die Zahlengerade nicht als Summe von 
abzahlbar-vielen nirgendsdichtell Teilmengen dargestellt werden kann (Spezialfall 
des Baireschen Dichtigkeitssatzes, Kap. II, § 4, Satz V). 

2 Wegen zahlreicher weiterer Beispiele betreffend die Trennungsaxiome vgl. 
URYSOHN: Uber die Machtigkeit zusammenhangender Mengen. Math. Ann. Bd. 94 
(1925), sowie ALEXANDROFF-URYSOHN: Memoire sur les espaces topologiques 
compacts. 

8 Vgl. § 5. 
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zu (1) gehorende Zerlegungsraum Z (vgl. § 5, Nr. 2) ein Hausdorffscher 
bzw. ein regularer bzw. ein normaler Raum ist. 

Aus dem Satz II und den Satzen I und II von § 5 folgt miihelos: 
Sa tz III. Die Zerlegung (1) kann dann und nur dann durch eine 

stetige Abbildung von X auf einen Hausdorffschen Raum erzeugt werden, 
wenn sie eine Hausdorffsche Zerlegung ist. 

Die abgeschlossenen Mengen F bzw. die offenen Mengen r im Zer
legungsraume Z sind dadurch charakterisierF, daB ~A bzw. ~A 
. a~F a~r 

in X abgeschlossen bzw. offen ist. Hieraus folgt, daB man die Haus
dorffschen, regularen und normalen Zerlegungen wie folgt definieren 
kann: 

Die Zerlegung (1) ist eine Hausdorffsche, wenn zu je zwei Elementen 
Al und A2 von (1) zwei disjunkte Umgebungen U(AI) und U(A2) in X 
existieren, von denen jede Summe gewisser Elemente A von (1) ist. 

Die Zerlegung (1) ist normal, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Sind F1 
und F2 zwei disjunkte abgeschlossene Mengen in X, von denen jede Summe ge
wisser Elemente A von (1) ist, so existieren disjunkte Umgebungen U(F1) und 
U (F2) , von den en jede Summe gewisser A ist. 

Formuliert man die letztere Bedingung nur in der Voraussetzung, daB eine 
der beiden Mengen F1 oder F2 ein Zerlegungselement A ist, so erhalt man die 
regularen Zerlegungen. 

Beispiele. 1°. X sei das abgeschlossene Einheitsquadrat der Euklidischen 
(t1' t2)-Ebene. Die Mengen A sind: die Strecken t2 = C, 0 <: t1 <: 1, 0 <: C < 1, 
und die einzelnen Punkte (t1; 1), 0 <: t1 ::::; 1. Diese Zerlegung ist keine Haus
dorffsche. 

2°. Der Raum X ist als eine ebene Punktmenge, und zwar als die Vereini
gungsmenge der folgendermaBen definierten Mengen A er klart : 

Ao ist der Punkt (0; 0); 
An ist der Punkt (1, 1In), n = 1, 2, ... in info 

1 1 
Anm ist die Strecke 0 <: t1 <: 1, t2 = -_.- + -, n=1, 2, ... in inf; m=2, 3, ... 
in inf. - - n n m 

Die Zerlegung von X in diese Mengen A ist eine Hausdorffsche irreguliire Zerlegung 
(das singulare Zerlegungselement ist A oj. Die Existenz von regularen nicht nor
malen Zerlegungen normaler Raume bleibt den Verfassern unbekannt. 

7. Eine andere Formulierung der Regularitat und der Normalitat. 
Satz IV. Ein topologischer Raum R ist dann und nur dann regular, 

wenn jede Umgebung eines beliebigen seiner Punkte die abgeschlossene 
Hiitle einer Umgebung desselben Punktes enthalt. 

Bemerkung. Aus dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitskriterium 
folgt, daB diese Bedingung fUr alle Umgebungssysteme gilt, wenn sie 
von einem erfiillt ist. 

Beweis. Es sei Rein regularer Raum, p ein Punkt von R, U(P) 
eine Umgebung von p. Zu den beiden abgeschlossenen Mengen p und 
F = R - U(P) gibt es zwei disjunkte Umgebungen V(P) und V(F); 

1 Vgl. § 5, Nr. 2, insbesondere auch die dortige Bemerkung. 
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da nach § 2, Satz IV, auch V(P)· V(F) = ° ist, ist erst recht 
V(P)· F = 0, also V(P) C U(P)· 

Es sei umgekehrt die Bedingung des Satzes IV erfiillt. Wir be
weisen, daB der Raum regular ist. Zu dem Zweck wahlen wir den 
Punkt p und die ihn nicht enthaltende abgeschlossene Menge F be
liebig. Es existiert zunachst eine zu F fremde Umgebung von p, U(P). 
Wir wahlen eine V(P) mit V(P) C U(P). Dann ist R - V(P) eine zu 
V(P) fremde Umgebung von F, w. z. b. w. 

Sa tz V. Ein topologischer Raum ist dann und nur dann normal, wenn 
jede Umgebung einer beliebigen seiner abgeschlossenen Punktmengen die 
abgeschlossene Hittle einer Umgebung derselben Punktmenge enthiilt. 

Beweis. Es sei Rein normaler Raum, F eine abgeschlossene Punkt
menge von R, U(F) eine Umgebung von F. Die abgeschlossenen Men
gen Fund F' = R - U(F) sind disjunkt, sie besitzen folglich disjunkte 
Umgebungen, etwa V(F) und V(F'); nach § 2, Satz IV, sind die 
Mengen V(F) und V(F') ebenfalls disjunkt, also 

V(F) c R - V(F') c R-F' = U(F). 

Es sei umgekehrt die Bedingung des Satzes V erfiillt. Wir beweisen, 
daB der Raum normal ist. Zu dem Zweck wahlen wir zwei disjunkte 
abgeschlossene Mengen FI und F2 und bezeichnen mit U(FI) die Um
gebung R -F2 von Fl. Dann gibt es eine Umgebung V(FI) von Fl 
mit V(FI) c U(FI); V(Fl) und V(F2) = R - V(FJ sind disjunkte Um
gebungen von Fl und F 2 , w. z. b. w. 

8. Ahnlichkeit zweier Mengensysteme. Zwei Satze tiber endliche 
Systeme offener bzw. abgeschlossener Punktmengen normaler Raume. 
Defini tion. Zwei Mengensysteme <5 und <5' heiBen iihnlich, falls die 
Elemente des einen Systems sich derart den Elementen des anderen 
Systems eineindeutig zuordnen lassen, daB folgende Bedingung erfiillt 
ist: 'wenn irgendwe1che Elemente des einen Systems einen nichtleeren 
Durchschnitt haben, so gilt das gleiche auch von den entsprechenden 
Elementen des anderen Systems. 

In dieser Definition kann man offenbar anstatt von "nichtleerem 
Durchschnitt" ebenso gut von "leerem Durchschnitt" sprechen. 

Beispiele ahnlicher Mengensysteme. 
1. Das System aller Sechsecke einer Zerlegung der Ebene in kon

gruente regulare Sechsecke (vgl. Abb. 1) ist ahnlich mit dem System 
der Quadrate, die bei der auf Abb. 2 dargestellten "Lebesgueschen" 
Zerlegung der Ebene auftreten. 

2. Das auf Abb. 3 dargestellte System konvexer ebener Bereiche 
A, B, C, D ist dem System von vier konzentrischen Kreisscheiben 
ahnlich. 

Sa tz VI. Zu jedem endlichen System 

is- = {Fl' ... , F.} 
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abgeschlossener M engen eines normalen Raumes R gibt es in Rein System 

@ = {Gl , •• • , G.} 
oftener M engen von der Eigenscha/t, dafJ fur fedes i <: s 

Fie Gi 

ist, und die M engensysteme iY und iY. = {G], ... , G.}, also erst recht iY 

Abb. !. Abb.2. 

und @, iihnlich sind. 
Es kann dabei im

mer erreicht werden, dafJ 
Gi e U(Fil ist, wobei 
U(Fi) eine beliebige Um
gebung von Fi ist, i =-""' 1, 
2, ... , s. 

Beweis. Es sei F 
die Vereinigungsmenge 
aller Mengen von der 
Form Fil ..... Fik mit 
Fl·Fi1 • ...• Fik = O. 
Da die abgeschlossene 

Menge F zu Fl fremd ist, ist R-F eine Umgebung von F l ; es gibt also 
nach Satz V eine offene Menge Gl derart, daB Fl e G1 • G] e R - Fist. 

Die Mengensysteme 

und 
iY = {F], F 2 • ••• , F.} 

iYl = {Gl, F 2 , ••• Fs} 

sind ahnlich; denn aus Gl • Fil .... ' Fik = 0 folgt offenbar F;· Fil ... . . Fik 
= 0, wahrend umgekehrt aus Fl' Fil ..... Fik = 0 folgt, daB 

F i1 · ... ' Fik e F, also 

Gl • Fil •.... Fik e Gl • F = 0 
ist. 

Wir nehmen jetzt an, daB die offenen Men
gen Gi:::l F i • i=1 • ...• r<s. so konstruiert sind, 
daB iY und 

Abb.3. ahnlich sind. Wendet man auf das Mengen
system iYr (anstatt m bzw. auf Fr+l (anstatt Fl) 

die obige SchluBweise an, so erhalt man eine offene Menge Gr+l:::l Fr+l 
von der Beschaffenheit. daB die Mengensysteme iYr und 

iYr+l = {Gl , ... , Gr+l • Fr+2' ... , F.}, 

folglich auch iY und iYr+l' ahnlich sind. Das Verfahren schlieBt mit 
dem System iY. = {G], ... , Gs}. mit we1chem unser Ziel erreicht ist. 
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Sind schlieBlich beliebige Umgebungen U(Fi) der Fi gegeben i = 1, 
2, ... , s, so braucht man nur Gi durch Gi = Gi · U(Fil zu ersetzen, urn 
ein System offener Mengen zu erhalten, welches allen Forderungen des 
Satzes VI einschlieBlich der Bedingung Gi c U(Fil geniigt. 

Satz VII. Zu jeder endlichen offen en Vberdeckungl <»={Gl> ... , GB} 

eines normalen Raumes R gibt es eine abgeschlossene Vberdeckung 
F={F), ... ,Fs} von R, so dafJ tiirjedesi, 1si:::.::s, 

ist. 
Beweis. Zu dem Mengensystem 

IT = {R - G), ... , R - G s} 

konstruieren wir nach Satz VI das System offener Mengen 

@ = {V), ... VB} 

so, daB R - Gi C Vi ist und {V)' ... , VB} mit IT ahnlich ist; aus dieser 
Ahnlichkeit folgt insbesondere, daB V)· ... · VB = 0 ist. Set zen wir 
Hi = R - Vi, so wird 

Hi = R - Vi C R - Vi' 

also (da R - Vi abgeschlossen istl 

Hi C R - Vi 

und - da R - Gi C Vi ist 

Hi C R - (R - Gil = Gi • 

Da ferner 
H) + ... + HB = R - VI ..... Vs = R 

ist, ist - mit Fi = Hi - der Satz VII bewiesen. 
Bemerkung. Wir haben sogar mehr bewiesen, namlich auBer dem 

Satz VII noch den folgenden 
Zusa tz zum Satz VII. Von den abgeschlossenen Mengen F), "', F B , 

deren Existenz im Satz V I I behmtptet wird, darf verlangt werden, dafJ jede 
von ihnen die abgeschlossene Hiille einer offenen Menge ist: Fi = Hi' 
und dafJ bereits diese offenen Mengen eine Vberdeckung von R bilden. 

9. Stetige Funktionen in normalen Raumen. Wir stellen nns als 
Ziel dieser und der folgenden Nummer den Beweis des folgenden Theo
rems: 

Satz VIII (Erweiterungssatz). 1st Rein normaler Raum, rp eine 
in allen Punkten einer abgeschlossenen Menge FeR erkliirte beschriinkte 

1 Eine endliche offene bzw. abgeschlossene T.Jberdeckung eines topologischen 
Raumes R ist ein endliches System von offenen bzw. abgeschlossenen Punkt
mengen dieses Raumes von der Eigenschaft, daB die Vereinigungsmenge der 
Mengen des Systems der ganze Raum R ist (vgl. Kap. I, § 2, Nr. 13). 
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stetige reelle Funktion, so kann man eine im ganzen Raume R delinierte 
beschriinkte stetige reelle Funktion I linden, die in den Punkten von F 
mit rp zusammenliillt. 

Der Beweis dieser wichtigen Tatsache beruht auf folgendem 
Hilfssatz. Es seien A und B zwei disjunkte abgeschlossene Mengen 

des normalen Raumes R, a und b zwei reelle Zahlen, a < b. Dann existiert 
eine im ganzen Raume R delinierte stetige Funktion la, b (x), die in den 
Punkten von A den Wert a, in den Punkten von B den Wert b annimmt 
und durchweg in R der Ungleichung a <. la, b (x) <. b geniigt. 

Beweis des Rilfssatzes. Der Rilfssatz ist trivial, wenn wenig
stens eine Menge - etwa A - leer ist, denn dann genugt es, fur aIle 
Punkte von R zu setzen: la,b(X) = b. Wir nehmen also an, daB keine 
der Mengen A und B leer ist. Man darf ferner annehmen, daB a = 0, 
b = 1 ist, denn im allgemeinen FaIle hat man nur zu set zen fa, b (x) 
= n 10,1 (X), wobei n die proportion ale Abbildung der Strecke [0,1J 
der Zahlengerad~ auf die Strecke [a, bJ ist. 

Wir setzen U(A) = G1 = R - B und definieren U1 (A) = Go unter 
der Bedingung Go c G1 . Nach Satz V ist dies moglich. Wir nehmen 
ferner an daB fUr ein bestimmtes nicht negatives ganzzahliges n wir 

zu jeder Zahl von der Form ~, m = 0, 1, ... , 2n , eine Umgebung Gri1, 
2 p 

von A konstruiert haben, und zwar so, daB fUr m' < mlf 

gilt. 
Man bestimmt sodann die offene Menge G2m +1 nach dem Satz V 

2n + 1 

als eine Umgebung von G!'.', deren abgeschlossene Rulle in Gm +1 ent-
p p 

halten ist, so daB die G m einer der Relation (1n) analogen Relation 
( ) .• 2 n+ 1 1n+1 genugen. 

Auf diese Weise fortfahrend, erhalt man ein abzahlbares System 
offener Mengen Gr , wobei r samtliche dyadischen Rationalzahlen der 
Einheitsstrecke durchlauft und die Bedingungen 

(2) A eGo, 

Gr , c Gr", wenn r' < rlf 
durchweg erfullt sind. 

Man setzt jetzt fUr jede reellt:' Zahl t, 0 < t < 1, die von den so eben 
betrachteten r verschieden ist, Gt = L;Gr • Es gilt dabei 

r<t 

Gt, c Gt", wenn t' < tlf , 

denn fUr t' < r' < rlf < tlf ist Gt' C Gr" folglich Gt, c G" c Gr" c Gt". 

Wir setzen endlich Gt = 0 fUr t < 0 und Gt = R fur t > 1. Die Be
dingung (3) ist dann fur aIle reellen t erfullt. 
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Aus dieser Konstruktion folgt, daB die Menge der Werte von t, fiir 
welche ein gegebener Punkt x von R zu den Mengen Gt gehort, eine 
Halbgerade t> T", oder t:> T", bildet, so daB die Zahl T", durch den 
Punkt x eindeutig bestimmt ist. Wir definieren nun f (x) = T",. 

Fiir x c Go, also insbesondere fUr x c A, ist f(x) = O. Falls x 
zu G1 fremd ist, also fUr XC B, ist I (x) = 1. In allen iibrigen Fallen 
gehOrt x zu einem Gt , 0 < t < 1, so daB iiberall 0 < I (x) ~ 1 ist. 

Nur noch die Stetigkeit von I(x) im ganzen R braucht nachgewiesen 
zu werden. Es seien peR und 8> 0 beliebig gewahlt. Wir suchen 
eine Umgebung U(a) , fUr deren Punkte x durchweg II(P) - I(x) 1 <8 

ist (Cauchysche Stetigkeitsbedingung!); es geniigt aber offenbar U(P) 
= G'fp+E - (;'fp-E zu setzen, womit unser Hilfssatz bewiesen ist. 

10. Beweis des Erweiterungssa tze's. Wir setzen <Po (x) =<P (x) (er
klart nur auf F) und bezeichnen mit flo> 0 die obere Grenze von I <Po (x) I, 
mit Ao bzw. Bo die Teilmengen von F, in denen <Po (x) < - ~o bzw. :> ~o 

ist; Ao und Bo sind als Originalmengen abgeschlossener Mengen ab
geschlossen. Es sei schlieBlich lo(x) eine im ganzen R erklarte stetige 

Funktion, welche = - ~o auf Ao bzw. = ~o auf Bo ist und iiberall der 

Bedingung 1/0 (x) I < ~o geniigt. 

Wenn man jetzt auf F 

<PI (x) = <Po (x) - 10 (x) 

setzt, so ist <PI (x) eine auf F stetige Funktion und die obere Grenze fll 
von I <PI (x) I geniigt offenbar der Ungleichung fll < i flo· 

Der Ubergang von <PI (x) ZU <P2 (x) vollzieht sich in genau derselben 

Weise: Al und Bl sind die Teilmengen von F, in denen <PI (x) ~ _ ~1 

bzw. :::: ~1 ist, 11 (x) ist eine im ganzen R stetige Funktion, die auf Al 

gleich - ~l , auf Bl gleich ~1 ist und iiberall der Ungleichung 111 (x) I <. ~1 

geniigt. Man setzt auf F 

<P2 (x) = <PI (x) - 11 (x); 

die obere Grenze fl2 von I <P2 (x) list ~ i fll' 
In dieser Weise fortfahrend erhalten wir zwei Folgen <Po(X), <PI (x), 

<P2(X) , "" <Pn(x) , '" und 10 (x) , 11 (x) , 12 (x) , "" In(x), '" von steti
gen Funktionen, wobei die <Pn in den Punkten von F, die In iiberall 
in R definiert sind, Wenn man die obere Grenze von \<Pn (x)\ mit fln 

bezeichnet, so ist lin (x) I < ~'" fln+1 < ~ fln' also 

(6) I <Pn (x) I ~ (~ r flo, lin (x) I < (~)" ~o, 
Uberdies ist· auf F 
(7) <Pn+l (x) = <Pn (x) - In (x), 
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Wenn man 
Sn(x) = 10 (x) + ... + In (X) 

setzt, so konvergiert wegen (6) die Folge S1 (x), S2 (x), ... , sn (x), ... 
gleichmaBig gegen eine im ganzen R definierte stetige Funktion I (x), 
wobei 

(8) I/(X)I<::2(~r·~o =Po 
n=O 

ist, so daB I(x) beschrankt ist. 
Vermoge (7) ist lur ieden Punkt x von F 

In(x) = CPn(x) - CPn+l (x), 
also Sn (x) = CPo (x) - CPn+1 (x), 

folglich [da nach der ersten Ungleichung (6) CPn+1 (x) mit 1/n gleich
maBig in x unendlich-klein wird] 

I (x) = limsn (x) = CPo (x) = cP (x), 
n 

womit alles bewiesen ist. 
Bemerkung 1. In (8) ist enthalten, daB, wenn cp(x) zum Intervall 

[-Po, Po] gehOrt, dasselbe auch von I(x) gilt. Eine Koordinatentrans
formation erlaubt im Wortlaut dieser Behauptung das Intervall [- Po' Po] 
durch ein beliebiges Intervall [lX, f3] zu ersetzen. 

Bemerkung II. Der Erweiterungssatz gilt auch fUr nicht be
schrankte Funktionen: es geniigt, anstatt der Funktion cP eine Funk
tion gcp zu betrachten, wobei g die ganze Zahlengerade auf ein endliches 
Intervall topologisch abbildet [man kann z. B. g(x) = arctgx setzen]. 

Zusatz. 1st Rein normaler Raum, cP eine stetige Abbildung der 
abgeschlossenen Punktmenge F von R in den Euklidischen R n (bzw. in 
einen W urlel Qn desselben), so existiert eine stetige A bbildung I des ganzen 
Raumes R in den Rn (bzw. in Qn), welche in den Punkten von F mit cP 
zusammenliillt. 

Beweis des Zusatzes. Wenn tl , ... , tn die Koordinaten im Rn 
sind, so definiert die Abbildung cP die n Abbildungen 

cp(i)(X) = ti(x) , 1 <:: i <:: n, 

wobei ti (x) die i-te Koordinate des Punktes cP (x) ist. Wenn man den 
Erweiterungssatz auf jede der Funktionen cp(i) (x) anwendet, erhalt 
man den Beweis des Zusatzes. Dabei sind die beiden obigen Be
merkungen zu beriicksichtigen. 

11. Spezialfall der metrischen Raume. 1m Spezialfall, wenn Rein 
metrischer Raum ist, laBt sich der obige Beweis insofern vereinfachen, 
als der Hilfssatz von Nr. 9 trivial wird: die gesuchte Funktion wird 
(fur a = 0, b = 1 und A ::f O::f B, vgl. den Beginn des Beweises des 
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Hilfssatzes) durch die Formel 
e(x,A) 

/0,1 (x) = e(x,AHe(x,B) 

gegeben. 
Wir geben hier noch einen zweiten Beweis 1 des Erweite

rungssa tzes (Nr. 9) fUr metrische Raume: 
Durch die unwesentliche Addition einer Konstanten kann man 

erreichen, daB ({J auf F wesentlich positiv, daB also 

(1 ) O<m<({J(p)<M 

ist. Wir setzen 

e (q) = e (q, F) = infe (q, P), ) 
pcF 

() fUr qcR-F 
a(q) =sup~ 

pcF e(q, p) 

(2a) 

(2b) 

[wegen der Abgeschlossenheit von Fist e (q, P) ::> e (q) > 0, und daher 

existiert a(q) < e~)]' Nach §3, SatzVII und VIII sind e(q) und a(q) 

stetig, daher ist auch 

(3) / (q) = e (q) . a (q) fur q c R - F 

stetig. Wir behaupten: / (q) leistet die gewunschte Erweiterung, d. h. 
es ist 

(4) lim/(q) = ({J(P) fUr pc F, q c R - F, 
q-->-p 

so daB man eine in ganz R definierte stetige Funktion / bekommt, 
wenn man in den Punkten p von F 

/(P) = ((J(P) 
setzt. 

Fur den Beweis bemerken wir zunachst, daB 

(5a) lime(q) = 0 } .. 
(5 b) lima(q) = 00 fur q --+ pc F 

ist [( 5 b) gilt wegen 0 < m < ({J (P) J. Es sei 'IjJ eine in ganz R stetige 
Funktion mit 

(6) 'IjJ (P) = 1 fUr pc F, 'IjJ (q) > 1 fUr q c R - F 

[also z. B. 'IjJ(x) = 1 + e(x,F)J. Jedem Punkt qc R -F ordnen wir 
zwei Punkte P' = P'(q) , p" = P"(q) von F so zu, daB 

(7a) e(q, P') < e(q)· 'IjJ(q), 

(7b) e7i:;L) > :~:~, also e(q, p") < <p(pI2(~r(q) 

1 Diesen Beweis von F. RIESZ entnehmen wir den "Vorlesungen fiber Topo
logie" von KEREKJART6 (S. 75-76). 
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ist; infolge (2a), (2b), (6) ist das moglich. Dann ist wegen (Sa) und (5b) 

(8a) lime(q,p') =O} .. 
(8b) lime (q, P") = 0 fur q -'>- pc F; 

[fUr (8b) beriicksichtige man q; (P") < MJ. 
Aus (3), (2b), (7a) folgt 

(9 a) f(q»e(q)· cp(P') >cp(P') 
e(q,p') 1p(q)' 

aus (3), (2a), (7b): 

(9b) f(q) < e (q, P") . a(q) < q; (P") . 1p (q). 

Nun strebe q gegen den Punkt p c F; aus (8a) und (8b) folgt, daB 
auch p' und p" gegen p streben; dann streben wegen der Stetigkeit 
von q; auf F die Werte q; (P') und q; (P") gegen q; (P); hieraus, aus (9a) 
und (9b), folgt, da gleichzeitig 1p(q) gegen 1 strebt, die Behauptung (4). 

Zusatz. Die Funktion f besitzt in ganz R die in (1) angegebenen 
Schranken von q; in F. 

Beweis. qo sei ein fester Punkt von R - F, d eine beliebige positive 
Zahl. Man setze in dem vorstehenden Beweis 

so daB also 

1p(x) = 1 + d. e(x,F), 
e(qo, F) 

1p(qo) = 1 + d 

ist. Dann folgt aus (9a), (9b), (1) 

(10) 

Da dies fUr jedes d> 0 gilt, ist 

m <f(qo) < M, 

und zwar fur jeden Punkt qo c R - F. 

§ 7. Raume mit abzahlbarer Basis l • 

1.2 Satz I (Oberdeckungssatz). Jede ottene Oberdeckung eines 
topologischen Raumes mit abziihlbarer Basis enthiilt eine hochstens ab
ziihlbare Oberdeckung (desselben Raumes). 

Beweis. Es sei U eine abzahlbare Basis von R, @) eine beliebige 
offene Uberdeckung von R. Wir betrachten die Gesamtheit U' der
jenigen Elemente U' von U, die in mindestens einem Element von @) 

enthalten sind, und wahlen zu jedem U' eine U' enthaltende Menge G' 
des Systems @). Das so gewonnene Teilsystem @)' von @) ist offenbar 

1 D. h. topologische Raume, welche eine h6chstens abzahlbare Basis besitzen. 
Wegen der Definition einer Basis siehe § 2, Nr. 8. 

a In diesem Paragraphen folgen wir im wesentlichen HAUSDORFF: Mengen
lehre, §§ 25 u. 30. 
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hochstens abzahlbar. Jeder Punkt, der zu irgendeinem G aus @) ge
hOrt, gehort (da G offen und U eine Basis ist) zu einem in diesem G 
liegenden U, d. h. zu einem U' und also erst recht zu einem dieses U' 
umfassenden Element G' des Systems @)'; die. Vereinigungsmenge aller G 
(aus @)), d. h. der ganze Raum R, ist also in der Vereinigungsmenge 
der G' enthalten, so daB das hochstens abzahlbare Teilsystem @)' von @) 

eine Uberdeckung von R bildet, w. z. b. w. 
2. Ein geordnetes System von Mengen heiBt monoton, und zwar wachsend 

(abnehmend), wenn jede Mengedes Systems in jedem ihrer Nachfolger enthalten 
ist (jeden ihrer Nachfolger enthalt). 

In sehr vielen Fragen der mengentheoretischen Topologie ist folgender Satz 
von Wichtigkeit: 

Satz II. Satz von BAIRE-HAUSDORFF. In einem topologischen Raum mit 
abzahlbarer Basis ist jedes wohlgeordnete monotone, System paarweise verschiedener 
offener (abgeschlossener) Mengen h6chstens abzahlbar. 

Beweis .. Der Satz enthalt vier Behauptungen: von wachsenden bzw. ab
nehmenden Systemen offener oder abgeschlossener Mengen. Die beiden Satze 
von den abgeschlossenen Mengen iolgen aus den Satzen iiber die offenen Mengen 
durch einen Ubergang zu den Komplementen (vgl. § 1, Nr. 1). Wir beschranken 
uns also auf den Fall offener Mengen. Es sei 

Gl , G2 , •.• , G"" .... 

ein wohlgeordnetes wachsendes (bzw. abnehmendes) System von paarweise ver
schiedenen offenen Mengen des Raumes R. Sei ferner 

U = (Ul , U2 , ••. , Uk, ... ) 

eine abzahlbare Basis von R. Jedes G", ist Vereinigungsmenge gewisser Uk. Da 
G",+l:::> G", (bzw. G"'+l C G",) nnd G",+l von G", verschieden ist, gibt es mindestens 
ein Uk - wir nennen es Uk",+l -, welches in G"'+l> aber nicht in G", (bzw. in G"" 

aber nicht in G",+l) enthalten ist. Die so gewonnerien Uk"'+l' also anch die 
natiirlichen Zahlen k",+l miissen paarweise voneinander verschieden sein, folglich 
gibt es ihrer - und somit auch der Mengen G",+l> denen sie eineindeutig ent
sprechen - hochstens abzahlbar-viele. Wenn aber unter den Indexen der G", 
hochstens abzahlbar-viele die Gestalt IX + 1 haben, ist auch das ganze Mengen
system G", hochstens abzahlbar, w. z. b. w. 

Aufgabe. Warum gilt ein analoger Beweis fiir geordnete (nicht wohl
geordnete) monotone Mengensysteme nicht? 

3. Satz III. Wiihlt mrm in jedem Element U einer Basis des topo
logischen Raumes R je einen Punkt, so erhiilt man eine in R dichte Menge M. 

Beweis. Aus der Definition einer Basis (oder auch aus dem Satz VIII 
des § 2) folgt, daB jede nichtleere offene MeQge und somit jede (abso
lute) Umgebung (§ 2, Nr. 7) eines beliebigen Punktes von R minde
stens einen Punkt von M enthalt. Foiglich ist jeder Punkt von R 
Beriihrungspunkt von M, w. z. b. w. 

Korollar. In einem Raum mit abziihlbarer Basis ist eine hOchstens 
abziihlbare Menge dicht. Die Umkehrung dieses Satzes gilt im all
gemeinen nichtl. Sie gilt jedoch fUr metrische Raume: 

1 Der in § 1, Nr.4, 5°, angefiihrte Raum ist ein normaler (sogar vollstil.ndig 
normaler, vgl. § 6, Nr. 4) Raum mit abzahlbarer dichter Teilmenge und ohne 
abzahlbare Basis. 
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Satz IV. 1st in einem metrischen Raum eine abziihlbare Menge 
dicht, so besitzt der Raum eine abziihlbare Basis (d. h. in metrischen 
Raumen ist die Existenz einer abzahlbaren Basis mit der Existenz 
einer abzahlbaren dichten Punktmenge gleichbedeutend). 

Beweis. Der Satz IV folgt daraus, daB man eine Basis des me
trischen Raumes R erhalt, wenn man aile spharischen Umgebungen 
U(a, d) betrachtet, deren Mittelpunkte a einer in R dichten Menge A 
entnommen sind und deren Radien d rationale Zahlen sind. Zum Be
weise der letzteren Behauptung geniigt es, zu beliebig vorgeschriebe
nen pc G (p ein Punkt von R, G eine offene Menge) einen Punkt a 
von A unter der Bedingung e (p ,a) < 1 e (a, R - G) und eine rationale 
Zahl d unter der Bedingung te(a,R-G)<d<te(a,R-G) zu 
wahlen: dann ist pc U(a,d)cG, die Umgebungen U(a, d) sind also 
(nach dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitskriterium (§ 1, Nr. 7) und 
dem Satz II von § 1, Nr. 8) mit dem absoluten Umgebungssystem 
von R gleichwertig. 

Beispiele. 1°. 1m Rn ist die Menge der rationalen Punkte (d. h. 
der Punkte mit samtlich rationalen Koordinaten) dicht. Die rationalen 
Umgebungen (d. h. die spharischen Umgebungen mit rationalem Mittel
punkt und rationalem Radius) bilden demnach eine abzahlbare Basis. 

2°. 1m Roo (§ 1, Nr. 12) ist dicht die Menge A der Punkte, deren 
Koordinaten samtlich rational und aile bis auf endlich-viele Null sind. 
1st p = (tl' t2 , ••• , tk' ... ) ein beliebiger Punkt von Roo, so wahle man 
zuerst h so groB, daB L ~ < 82 ist und dann die rationalen Zahlen ~, 

k>h 
~, ... , tk unter der Bedingung 1 tf, - ti 1 < Z fiir 1 <:: i <:: h. Dann ist 

die Entfemung zwischen p und p' = (~, t;, ... , tk, 0, 0, 0, ... ) klei
ner als 28, folglich e (p , A) = 0, womit die Dichtigkeit von A in Roo 
bewiesen ist. 

3°. R sei der Raum der auf der Einheitsstrecke 0 <:: t <:: 1 erklarten 
und dortselbst stetigen Funktionen 1 (t) mit der Metrik 

e(/l,/2) = supl/l(t) - 12(t) I· 
O;:;;;t;£l 

In diesem Raume bilden die Polynome mit rationalen Koeffizienten 
eine abzahlbare dichte Punktmenge (Satz von WEIERSTRASS). Der 
Raum besitzt folglich eine abzahlbare Basis. 

Beispiele von metrischen Raumen ohne abzahlbare Basis. 
4°. R sei irgendeine unabzahlbare Menge. Wir erklaren fiir je zwei 

verschiedene Elemente p und p' von R die Zahl 1 als Entfemung und 
setzen iiberdies e (P, P) = 0 fiir jedes pc R. Der so gewonnene metri
sche Raum besteht aus lauter isolierten Punkten. 

5°. R sei die Menge aller Punkte p der gewohnlichen Koordinaten
ebene. Geht die Gerade durch zwei Punkte p und p' durch den Koordi
natenanfang 0, so setzen wir e (P, P') = pp', wobei pp' die Lange der 
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Streeke [P, P'] im gewohnliehen Sinne ist. Geht die Gerade pp' nicht 
dureh 0, so setzen wir e (P, P') = op + Op'. Der metrisehe Raum R 
enthalt keinen isolierten Punkt (er ist sogar zusammenhangend); in R 
ist keine abzahlbare Menge dieht. 

§ 8. Der Urysohnsche Einbettungssatz. 
Wir gelangen zu einem der wiehtigsten und aufsehluBreiehsten 

Satze der allgemeinen mengentheoretisehen Topologie: 
Urysohnseher Einbettungssatz. Normale Riiume mit abziihl

barer Basis sind Punktmengen des Hilbertschen Raumes (und sogar 
seines Fundamentalquaders) homoomorph. 

Die prinzipielle Bedeutung dieses Theorems liegt darin, daB es in 
einer iiberrasehend einfaehen Weise den Weg von den allgemeinsten 
topologisehen Gebilden - den allgemein-topologisehen Raumen - zu 
den Punktmengen des Hilbertsehen Raumes in wenigen Sehritten 
zuriiekzulegen erlaubt. Diese Sehritte sind: 1) die drei Axiome I, II', 
III (§ 4, Nr. 1) der T1-Raume; 2) dn Trennungsaxiom - die Norma
litat; 3) die Existenz einer abzahlbaren Basis. Durch diese funfAxiome 
sind die Punktmengen des Hilbertschen Raumes vom topologischen Stand
punkt aus voUstiindig charakterisiertl. 

Insbesondere ist natiirlieh im Urysohnsehen Satze die Metrisierbar
keit aller normalen Raume mit abzahlbarer Basis enthalten. Nach 
§ 6, Nr. 2, gilt sogar folgender seharfere Satz: Ein Raum mit abziihl
barer Basis ist dann und nur dann metrisierbar, wenn er normal ist2• 

Der Beweis des Einbettungssatzes beruht auf dem Erweiterungs
satz des § 6. Wir diirfen offenbar voraussetzen. daB der n01:male 
Raum R unendlieh-viele Punkte besitzt. Es seien 

( 1) 

die Elemente einer abzahlbaren Basis von R. Da die U m' als Um
gebungen aller ihrer Punkte betraehtet, ein Umgebungssystem des 
Raumes R bilden (§ 2, Satz VIII), gibt es naeh § 6, Satz IV zu jedem 

1 Denn nicht nur ist dem Einbettnngssatz zufolge jeder normale Raum mit 
abzahlbarer Basis einer Punktmenge des Hilbertschen Raumes homoomorph, 
sondem auch nmgekehrt ist jede solche Punktmenge (als Punktrnenge eines 
metrischen Raumes mit abzahlbarer Basis) ein metrischer (also erst recht nor
maIer Raum) mit abzahlbarer Basis; vgl. § 6, Nr. 2nnd die letzten Zeilen von 
§ 2, Nr. 10. 

2 DaB es metrische Rtiume ohne abztihlbare Basis gibt, haben wir am SchluB 
des vorigen Paragraphen gesehen. 

Der in § 1, Nr. 6 sub 1 0 konstruierte Raum ist ein Hausdorffscher irregularer 
(also erst recht nicht metrisierbarer) Raum mit abztihlbarer Basis. 

In diesem Zusammenhange sei noch erwahnt, daB auf Grund eines Satzes 
von TYCHONOFF [Math. Ann. Bd. 95 (1925) S. 139] jeder regulare Raum mit 
abzahlbarer Basis normal, also nach dem Urysohnschen Einbettungssatz metri
sierbar ist. 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 6 
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Punkt p von Rein Uk::::> p und ein Ui von der Eigenschaft 

(2) pc Ui; Ui C Uk . 
Wir nennen fiir einen Augenblick ein Pa,ar (Ui , Uk) von Elementen 
von (1) kanonisch, wenn Ui C Uk ist. Aus dem soeben Gesagten folgt, 
daB es unendlich-viele kanonische Paare gibt. Es seien 

(3) PI' P z, ... , Pn , ••• , Pn = (Ui' Uk) 
alle kanonischen Paare. Fiir jedes P n definieren wir eine stetige Funk
tion In (x) unter folgenden Bedingungen: 

1. Uberall in R ist ° < In (x) < 1; 
2. fiir xC Ui ist In(x) = 0, fiir xC R-Uk ist In(x) = 1-

Wir nennen jetzt die n-te Koordinate eines Punktes a von R die Zahl 

tn (a) = ~ In (a) und lassen jedem Punkt a C R den Punkt 
n 

I (a) = (t1' t2, ... , tn' ... ), tn = tn(a) 
von Roo entsprechen. Dadurch wird R auf eine Teilmenge M des 
Fundamentalquaders des Hilbertschen Raumes abgebildet. 

Diese Abbildung ist eineindeutig. Es seien in der Tat p und q zwei 
verschiedene Punkte von R. Es existiert dann eine zu q fremde Um
gebung Uk von p. Zu dieser gibt es - und zwar in der Basis (1) -
eine Umgebung Ui von p, deren abgeschlossene Hiille in Uk enthalten 
ist, so daB (Ui , Uk) ein kanonisches Paar, etwa Pn, bildet. Da 
pC Uic Ui' qc R-Uk ist, ist In(P) = 0, In(q) = 1, die Punkte p 
und q haben also verschiedene n-te Koordinaten, ihnen entsprechen 
verschiedene Punkte von M. 

Die A bbildung list topologisch. Wir beweisen zuerst die Stetigkeit 
von I, dann die von 1-1. 

1) Es sei a Beriihrungspunkt einer Punktmenge A von R; wir 
zeigen, daB I (a) Beriih!Ungspun~t von I(A) in M, d. h. daB 
e(/(a), I(A)) = ° ist, wobei e die Entfemung im Hilbertschen Raum 
bedeutet. Esgeniigt zuzeigen, daB bei jedem 8>0 man e (I (a) ,/(A)) <28 

00 

hat. Man wahle zu diesem Zweck ein so groBes m, daB .2 :2 < 82 
n=m+l 

ist. Da die Funktionen In stetig sind, gibt es fiir jedes n eine Umgebung 
U.,(a) --:- Ui .. von a, fiir deren Punkte x die Ungleichung I I., (a) - I., (x) I 
< 8 gilt. Man nehme eine U(a), die in U1 (a) ..... U m (a) enthalten 
ist. Fiir jeden Punkt z von U(a) istsomit 

also 
It.,(a) - t.,(z) I < ~, 

n 
n=1,2, ... ,m, 

(4) 
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In U(a) sind sieher Punkte z von A enthalten; fUr diese Punkte gilt die 
Relation (4); sornit ist e(/(a),t(A)) < 28, wie wir es haben wollten. 

2) Urn die Stetigkeit von 1-1 zu beweisen, setzen wir e(/(a) , t(A)) =0 
voraus und beweisen, daB a c A, d. h. daB a Beriihrungspunkt von A 
ist. U(a) sei also in der Basis (1) beliebig gewahlt, U(a) = Uk' Man 
wahle eine U' (a) = Ui unter der Bedingung Ui C Uk' Dann ist (Ui , Uk) 
kanonisch, etwa (Ui' Uk) = Pm' Da e(/(a),t(A)) = 0 ist, SO gibt es 
insbesondere Punkte z=t(x) von I(A), die von I (a) weniger als urn 11m 
entfemt sind. Fiir diese Punkte gilt also die Ungleichung 

e(/(a), t(x)) = V'i;(tn(a) - tn(X))2 <---.!..., 
1 m 

insbesondere 1 
I tm (a) - tm (x) I < - , m 

aus der 

also Itm(a) - tm(x) 1< 1 

folgt. Da tm(a) = 0 ist, bedeutet das, daB tm(x) < 1 und sornit XC Uk 
= U(a) ist, w. z. b. w. 

Zweites Kapitel. 

Kompakte Raume. 

§ 1. K!)mpakte und bikompakte topologische und metrische Raume. 
1. Definition der Begriffe: kompakt, kompakt in R, divergent. Kompakt
heit abgeschlossener Punktmengen kompakter Raume. Kompakte metrische 
Raume (Kompakten). - 2. Durchschnittssatz von CANTOR. Schwacher "Ober
deckungssatz von HEINE-BoREL. - 3. Bikompakte Raume. Heine-Borel
Lebesguescher Satz. Bikompaktheit der kompakten Raume mit abzahlbarer 
Basis und der kompakten metrisierbaren Raume. - 4. e-Netze. Urysohn
scher Metrisationssatz. - 5. Spezialfall der Euklidischen Raume. - 6. Haus
dorffsche bikompakte Raume. Ihre Normalitat. - 7. Hausdorffsche bi
kompakte Raume. H-Abgeschlossenheit. - 8. 1m Kleinen bikompakte und 
im Kleinen kompakte Raume. 

§ 2. Stetige Abbildungen und Zerlegungen bikompakter Raume. 
1. Abbildungssatze. - 2. Zerlegungsraume. 3. Anwendung auf die Kom-
pakten. . 

§ 3. Spezialfall der Kompakten. 
1. Direkte Beweise der metrischen Spezialfalle der Abbildungssatze von § 2, 
Nr. 1. Anwendungen auf Entfemungen. - 2. Die Zahl.(U) fur offene "Ober
deckungen. Nochmals der Heine-Borel-Lebesguesche Satz. - 3. Die Lebes
guesche Zahl und das Lebesguesche Lemma fur abgeschlossene "Oberdeckun
gen. - 4. GleichmaBige Stetigkeit der stetigen Abbildungen von Kompakten. 
- 5. e-Abbildungen. 

§ 4. Kompaktheit und Vollstandigkeit. 
1. Total-Beschranktheit, Vollstandigkeit, Kompaktheit. - 2. Beispiele: Voll
standigkeit des R" und des ROO. Bolzano-Weierstral3scher Satz. - 3. Voll-

6* 
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standigkeit des Raumes C(X, Y) der stetigen Abbildungen eines Kompak
tums X in ein Kompaktum Y. - 4. Der Bairesche Dichtigkeitssatz. -
5. Anwendung auf e-Abbildungen. - 6. Charakterisierung der kompakten 
Punktmengen des Hilbertschen Raumes durch e-Verschiebungen. Kompakt
heit des Fundamentalquaders. 

§ 5. Konvergenz von Mengenfolgen. 
1. Topologische Konvergenz. - 2. Abweichung zweier Punktmengen von
einander. Metrische Konvergenz. Raum der Dichtigkeitsklassen bzw. der 
abgeschlossenen Punktmengen eines metrischen Raumes. - 3. Beziehungen 
zwischen topologischer und metrischer Konvergenz. - 4. Das "Oberein
stimmen der beiden Konvergenzen in kompakten Raumen. - 5. Kompakt
heit des Raumes der abgeschlossenen Punktmeng(m eines Kompaktums. -

§ 6. Zusammenhangsverhiiltnisse in Kompakten. Die Kompakten als stetige 
Bilder des Cantorschen Diskontinuums. 
1. e-Ketten, e-Verkettung, o-Verkettung, e- bzw. o-Komponenten. Verket
tung und Zusammenhang in Kompakten. - 2. Die Mengen K'(P). - 3. Kon
tinuen und diskontinuierliche Kompakten. - 4. Kompakten als stetige Bil
der des Cantorschen Diskontinuums. 

Anhang zum zweiten Kapitel. 1. Induktive Eigenschaften. Brouwerscher Reduk· 
tionssatz. 2. Irreduzible Kontinuen. 

§ 1. Kompakte und bikompakte topologische und metrische 
Raume. 

1. Kompakte Raume. Definition. Ein topologischer Raum heifJt 
nach FRECHET kompakt, wennin ihm iede unendliche Punktmenge 
mindestens einen Hiiufungspunkt besitztl. 

Aus dieser Definition folgt sogleich, daB iede abgeschlossene Punkt
menge A eines kompakten Raumes R (als Relativraum betrachteP) 
selbst ein kompakter Raum ist, denn jede unendliche Teilmenge von A 
hat (wegen der Kompaktheit von R) einen Haufungspunkt in R, und 
dieser gehort (wegen der Abgeschlossenheit von A) notwendig zu A, 
so daB jede unendliche Teilmenge von A einen zu A gehorenden 
Haufungspunkt besitzt. 

Von einer Punktmenge A eines topologischen Raumes R sagen wir, 
sie sei kompakt, falls sie, als Relativraum 2 betrachtet, ein kompakter 
topologischer Raum ist, d. h. wenn jede ihrer unendlichen Teilmengen 
einen zuA gehorenden Haufungspunkt besitzt. In der Literatur pflegt man 
solche Punktmengen auch als in sich kompakt zu bezeichnen; dies ge
schieht, urn Verwechslungen mit einem anderen Begriff, der Kompaktheit 
einer Punktmenge in bezug auf den Raum, in dem sie liegt, zu vermeiden: 
Eine Punktmenge A des topologischen Raumes R heiBt kompakt in 
bezug auf R, oder einfacher, kompakt in R, falls jede unendliche Teil
menge von A mindestens einen (nicht notwendig zu A gehorenden) 

1 Da jede unendliche Menge eine abzll.hlbare Teilmenge enthll.lt, so ist ein 
Raum schon dann kompakt, wenn jede seiner abzll.hlbaren Punktmengen minde
stens einen Haufungspunkt besitzt. 

2 Kap. r,§ 1, Nr . .9. 
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Haufungspunkt in R besitzt. Wir gebrauchen das Wort kompakt stets 
im Sinne kompakt in sich; sollte von der Kompaktheit in einem Raume R 
die Rede sem, so werden die Worte "in R" immer ausdriicklich hin
geschrieben. 

Wie leicht ersichtlich, ist eine abgeschlossene Punktmenge eines 
topologischen Raumes R kompakt, falls sie in R kompakt ist. 

Das extreme Gegenteil von kompakt ist divergent. Eine Punkt
menge A des Raumes R heiBt divergent (in R), falls sie unendlich ist 
und keinen einzigen Haufungspunkt in R besitzt. Das Wort divergent 
gebrauchen wir stets als Relativbegriff (d. h. in bezug auf einen Raum 
R ::) A); von Divergenz "in sich" hat es wenig Sinn zu sprechen, denn 
ein topologischer Raum ist nur dann divergent, wenn alle seine Punkte 
isoliert sind. 

Sa tz I. Ein metrisierbarer Raum ist dann und nur dann kompakt, 
wenn in ihm jede Punktfolge eine konvergente T eilfolge enthiilt. 

Denn aus unserer Bedingung folgt, daB auch jede unendliche Punkt
menge eine konvergente Folge von lauter verschiedenen Punkten ent
halt, also einen Haufungspunkt besitzt. M. a. W.: die Kompaktheit 
folgt aus unserer Bedingung. 1st umgekehrt Rein kompakter Raum, 
a1 , a2 , ••• , ak, ... eine Punktfolge in R, so sind zwei Fane zu unter
scheiden, je nachdem es in {ak} eine aus lauter verschiedenen Punkten 
bestehende Teilfolge {akh} gibt oder nicht. 1m ersten Falle hat die un
endliche Punktmenge {akh} einen Haufungspunkt a, und es laBt sich 
aus {akh} eine gegen a konvergierende Folge wahlen; da diese eine Teil
folge der urspriinglich gegebenen Folge {ak} ist, ist unsere Bedingung 
erfii1lt. 1m zweiten Falle gibt es in {ak} eine aus lauter zusammen
fallenden Punkten bestehende unendliche Teilfolge, und diese ist offen
bar konvergent. 

Defini tion. Ein kompakter metrischer Raum heiBt ein- Kompak
tum 1. 

2. Fiir jeden kompakten T 1-Raum 2 gelten die folgenden beiden Satze: 
SatzII (Durchschnittssatz von CANTOR). Jede abnehmendeFolge 

(1) 

nichtleerer abgeschlossener M engen hat einen nichtleeren Durchschnitt. 
Satz III (Schwacher Uberdeckungssatz von HEINE-BoREL). 

Jede abziihlbare ottene Oberdeckung eines kompakten Raumes R enthiilt s 
eine endliche Oberdeckung (desselben Raumes). 

Beweis von II. Wenn es unter den Fk nur endlich-viele verschie
dene Mengen gibt, so sind alle Fk von einer gewissen k an untereinander, 
also auch mit IIFk identisch, so daB IIFk nicht leer ist. 

1 Gelegentlich gebrauchen wir das Wort Kompaktum auch fiir metrisierbare 
kompakte Raume. 

2 Kap. I, § 4, Nr.1. 3 Kap. I, § 2, Nr.13. 
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Gibt es unter den Fk unendlich-viele paarweise verschiedene Men
gen, so diirfen wir annehmen (Ubergang zu einer Teilfolge!), daB alie Fk 
untereinander verschieden sind. Man bezeichne dann mit ak einen zu 
Fk - FHI gehorenden Punkt; die unendliche Menge A der so ge
wonnenen Punkte ak , k = 1 , 2, ... , besitzt einen Haufungspunkt p; 
dieser ist bei jedem k Haufungspunkt der zu Fk gehorenden Menge 
Ak = (ak, ak+I , ... ), geh6rt somit selbst zu Fk, W. z. b. w. 

Beweis von III. Es sei R = E Gk , Gk offen. Die Mengen 

Fk = R - (G1 + ... + Gk ) 

sind abgeschlossen, bilden eine abnehmende Folge und haben einen 
leeren Durchschnitt. Nach Satz II ist also fUr ein gewisses k die MengeFk 
leer, d. h. G1 + ... + Gk = R, w. z. b. w. 

Aufgabe. Der Leser beweise die Umkehrungen der Satze II und III: gilt 
im T1-Raum R der Satz II oder der Satz III, so ist R kompakt. 

3. Bikompakte Raume. Heine-Borel-Lebesguescher Satz. Defini
tion. Ein topologischer Raum heipt bikompakt, wenn iede seiner ottenen 
Oberdeckungen eine endliche Oberdeckung enthiilt 1• 

Aufgabe 1. U sei eine Basis des topologischen Raumes R. Die folgende Be
dingung sei erfiillt: Jede Dberdeckung von R, die aus gewissen Elementen von U be
steht, enthll.lt eine endliche Dberdeckung. Der Leser beweise, daB R bikompakt ist. 

Aufgabe 2. Der Leser beweise: Das topologische Produkt zweier bikompakter 
Raume ist bikompakt. 

Beispiel eines kompakten, aber nicht bikompakten topo
logischen Ra urnes. Die Punkte des Raumes R seien die Ordnungs
zahlen der ersten nnd der zweiten Cantorschen Zahlklasse. Eine Folge 
aI' a2 , ••• , ak, . . . von Ordnungszahlen konvergiert gegen die Ordnungs
zahl a, wenn a die kleinste unter allen Ordnungszahlen a ist, die bei 
jedem k der Ungleichung a :> ak geniigen. SchIieBlich heiBt a Beriih
rungspunkt einer Menge M von Ordnungszahlen, falls es in Meine gegen 
a konvergierende Folge gibt. 

Aufgabe 3. Der Leser beweise, daB der soeben konstruierte 
Konvergenzraum ein Umgebungsraum, und zwar ein Hausdorffscher 
Raum ist, und daB er kompakt, aber nicht bikompakt ist. Der Leser 
beweise schlieBlich, daB dieser Raum sich zu einem bikompakten Haus
dorffschen Raum erweitern laBt, wenn man ihm einen neuen Punkt WI 

hinzufiigt, und diesen als Beriihrungspunkt einer jeden Menge erklart, 
in der beliebig groBe Ordnungszahlen (zweiter Zahlklasse) vorkommen. 

Sat z IV. J ede abgeschlossene Punktmenge F eines bikompakten 
Raumes R ist (als Relativraum betrachtet) bikompakt. 

Beweis. Da jede in F offene Menge Durchschnitt einer in R offenen 
Menge mit der Menge Fist, geniigt es, folgendes zu beweisen: 

Sat z IV'. J ede ojjene ()berdeckung von F in R enthiilt eine endliche 
Oberdeckung1• 

1 Kap. I, § 2, Nr. 13. 
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Beweis des Satzes IV'. Es sei U = {U} eine offene Uberdeckung 
von F in R. Wir bezeichnen mit U' die aus allen Elementen von U 
und der offenen Menge U 0 = R - F bestehende offene Uberdeckung 
von R. Die Uberdeckung U' enthalt eine endliche Uberdeckung U" 
von R. Wir betrachten diejenigen unter den Elementen von U", die 
Punkte von F enthalten; unter diesen Elementen kommt das Ele
ment Uo gewiB nicht vor; somit bilden die soeben gewahlten Elemente 
von U" eine in U enthaltene endliche Uberdeckung von F, womit 
Satz IV' bewiesen ist. 

Sat z V. E in kompakter topologischer Raum mit abziihlbarer Basis 
ist bikompakt. 

Beweis. Der Satz folgt aus dem Uberdeckungssatz von Kap. I, 
§ 7, Nr. 1, und aus dem Satz III. 

Satz VI (Heine-Borel-Le besguescher Satz). Jedes Kompaktum 
ist bikompakt. 

Nach dem Satz V folgt Satz VI aus 
Satz VII. Jedes Kompaktum besitzt eine abziihlbare Basis. 
Der Beweis des Satzes VII beruht auf der Konstruktion der so

genannten B-N etze : 
4. f-Netze. Urysohnseher Metrisationssatz. Definition. Eine 

endliche Punktmenge N des metrischen Raumes R heiBtl ein B-Netz, 
N(B) von R, wenn jeder Punkt von R weniger als um B von N ent
fernt ist. 

Hilfssa tz I. 1st in einer unendlichen Punktmenge A eines metri
schen Raumes R die Entternung je zweier Punkte grofJer als ein testes 
positives B, so ist die Punktmenge A divergent. 

Denn die Bl2-Umgebung eines beliebigen Punktes von R kann 
hochstens einen Punkt von A enthalten; kein Punkt von R ist folglich 
Haufungspunkt von A. 

Hilfssatz II. Ein kompakter metrischer Raum R enthiilt bei J'edem 
B> 0 ein B-Netz. 

Beweis des Hilfssatzes II. Es enthalte R bei einem festen B 

kein B-Netz. Nach Hilfssatz I geniigt es zu zeigen, daB in Reine un
endliehe Punktmenge liegt, deren Punkte paarweise eine Entfernung 
::> B haben. Es sei nun a l ein beliebiger Punkt von R. Wir nehmen an, 
die paarweise voneinander mindestens um B entfernten Punkte aI' ... , a" 
seien bereits konstruiert. Da sie nach Voraussetzung kein B-Netz von R 
bilden, gibt es mindestens einen Punkt a"+l' der von allen Punkten 
aI' ... , a" eine Entfernung ~ B hat. Auf diese Weise wird schritt
weise eine unendliche Menge A = (aI' a2 , ••• , a", ... ) konstruiert, 
deren Punkte paarweise eine Entfernung :> B haben, die also divergent ist. 

Beweis von Satz VII. Es sei jetzt N m ein 1/m-Netz des Kom
paktums R. Die hOchstens abzahlbare Menge N = 2: N mist in R dieht 

1 Nach HAUSDORFR. 
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(weil jeder Punkt von Reine Entfernung <11m von N m , also die Ent
fernung Null von N hat); R hat also nach Kap. I, § 7, Satz IV, eine ab
zahlbare Basis. 

Der Satz VII, folglich auch der Satz VI ist hiermit bewiesen. 
Da jeder metrisierbare Raum normal ist (Kap. I, § 6, Satz I), wah

rend nach dem soeben Bewiesenen jeder kompakte metrisierbare Raum 
eine abzahlbare Basis besitzt, sind die Normalitat und die Existenz 
einer abzahlbaren Basis jedenfalls notwendig fUr die Metrisierbarkeit 
eines kompakten topologischen Raumes. Andererseits ist nach Kap. I, 
§ 8, jeder normale Raum mit abzahlbarer Basis metrisierbar. 

Somit gilt folgendes grundlegende Resultat: 
Satz VIII (Urysohnscher Metrisationssatz). Ein kompakter 

topologischer Raum ist dann und nur dann metrisierbar, wenn er normal 
ist und eine abziihlbare Basis besitzt. 

Beispiele nicht-Hausdorffscher bikompakter Raume erhalt man 
durch Anwendung der Konstruktion von Kap. I, § 1, Nr. 1, 3°, auf 
einen Hausdorffschen (insbesondere einen metrisierbaren) bikompakten 
Raum (z. B. auf eine abgeschlossene Strecke, eine Kreislinie, eine Kugel
flache usw.). Als Beispiel eines normalen aber nicht metrisierbaren 
bikompakten Raumes kann der Raum von Kap. I, § 1, Nr. 4,5°, dienen. 

5. Spezialfall der Euklidischen Riiume. Da jede nicht beschrankte 
Punktmenge eines metrischen Raumes eine unendliche Teilmenge ent
halt, deren Punkte paarweise eine Entfernung > 1 habenl, so ist jede 
in einem metrischen Raume kompakte Punktmenge notwendig beschriinkt. 

Insbesondere hat jedes Kompaktum einen endlichen Durchmesser 
(dies folgt iibrigens direkt aus dem Hilfssatz II von Nr. 4). 

Nun lehrt der Bolzano-WeierstraBsche Satz (den wir iibrigens im 
§ 4, Nr. 2, beweisen werden), daB jede beschrankte Punktmenge eines 
R" im R n kompakt ist. Wir haben andererseits gesehen, daB nur 
beschrankte Punktmengen im Rn (der ja ein metrischer Raum ist) 
kompakt sein k6nnen. Das Resultat ist, daB im Rn die beschriinkten 
Punktmengen mit den im Rn kompakten identisch sind. 

Eine beschrankte abgeschlossene Punktmenge eines R n ist ein Kom
paktum, also nach Satz VI sogar bikompakt. Andererseits ist jedes 
Kompaktum des R n beschrankt und abgeschlossen. Das heiBt: die be
schriinkten abgeschlossenen Punktmengen des Rn sind mit den im Rn 
liegenden Kompakten und den im Rn liegenden bikompakten topologischen 
Riiumen identisch. 

Bemerkung. Eine beschrankte, abgeschlossene Punktmenge des Hilbert
schen Raumes braucht kein Kompaktum zu sein; ja, sie kann sogar divergent 

I Beweis. Man wahle in Meinen Punkt a l ; sind die paarweise voneinander 
mindestens um 1 entfernten Punkte aI' ... , am bereits konstruiert, So gibt es 
einen Punkt am+l von M, der von den Punkten aI' ... , am eine Entfernung:;;; 1 
hat (denn sonst ware M beschrankt). Die Punktmenge aI' az > ••• , am, ... ist 
die gesuchte. 
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sein. Beispiel: die Menge A der Punkte ak> deren Koordinaten samtlich Null 
sind mit der Ausnahme einer einzigen, der k-ten, die den Wert 1 hat. Die Menge A 

ist beschrankt (vom Durchmesser Y2); sie ist divergent, denn je zwei ihrer Punkte 
haben die Entfernung V2 voneinander. 

6. Hausdorffsche bikompakte Raume. Ihre Normalitat. 
Sat z IX. J eder H ausdorffsche bikompakte Raum ist normal. 
Bevor wir diesen Satz beweisen, bemerken wir, daB vermoge der 

Satze V und IX dem Urysohnschen Metrisationssatz die folgenden For
men gegeben werden konnen: 

Satz VIII'. Ein kompakter topologischer Raum ist dann und nur 
dann metrisierbar, wenn er ein Hausdorlfscher Raum mit abziihlbarer 
Basis ist. 

Satz VIII". Ein kompakter Hausdorlfscher Raum ist dann und nur 
dann metrisierbar, wenn er eine abziihlbare Basis besitzt. 

Beweis des Satzes IX. Es seien Fund F zwei disjunkte ab
geschlossene Punktmengen des bikompakten JIausdorffschen Raumes R. 
Wir wahlen zuerst einen bestimmten Punkt ~ von F; zu jedem Punkt 
xc F existiert ein Paar disjunkter Umgebungen U;(x) und Ux(~) 

von x bzw. ~. Man lasse den Punkt x die ganze Menge F durchlaufen, 
wahrend ~ festbleibt. Die U;(x) bedecken ganz F, und diese Uber
deckung enthalt nach Satz IV' eine endliche Uberdeckung der Menge F. 
Es sei 

s 

diese endliche Uberdeckung. Die offenen Mengen G:; = LU;(Xi) und 
s i=1 

T; = IIUx.(~) sind disjunkt, denn es ist 
i=1 

8 S S 

G;. T:; = LU;(Xi) 'IIUxi(~) cLU;(Xi)' UXi(~) = o. 
i=l i=1 i=1 

Wir lassen jetzt den Punkt ~ die Menge F durchlaufen. Die T:; 
liefern dabei eine Uberdeckung von F, die wiederum eine endliche 
Uberdeckung, bestehend aus den Mengen T:;" ... , Ti;u' enthalt. Wir 

u s 

set zen schlieBlich U (F) = L Ti;i und U (F) = n Gi;,. Es ist F c U (F) , 
1 1 

und da bei jedem i wir Fe G:;i hatten, ist auch Fe U(F); die 
offenen Mengen U(F) und U(F) sind also tatsachlich Umgebungen 
von F bzw. F. Diese Umgebungen sind disjunkt, denn es ist 

U(F)· U(F) =LTi;i ·IIG;, =L ri;, ·IIG;, cLT;i' G;i = 0, 
" u u ( u) u 
1 1 1 1 1 , 

W.z. b.w. 
7. Hausdorffsche bikompakte Raume. H-Abgeschlossenheit. V or

bemerkung iiber Erweiterung von Riiumen. Wir sagen, daB der topo
logische Raum R vom topologischen Raum R' umfafJt wird (oder, 
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daB R sich in R' topologisch einbetten laBt), wenn Reiner Punktmenge 
von R' homoomorph ist. Wir nennen einen Hausdorffschen Raum 
H-abgeschlossen, falls dieser Raum in jedem ihn umfassenden Haus
dorffschen Raum abgeschlossen ist (d. h. wenn er nur auf abgeschlossene 
Punktmengen anderer Hausdorffscher Raume topologisch abgebildet 
werden kann)1. 

Sa tz X. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fur die 
H-Abgeschlossenheit eines Hausdorffschen Raumes R lautet: 

Aus jeder otfenen Uberdeckung U = {G} von R lassen sich endlich
viele Elemente GI , ... , G. wahlen, so dafJ 

ist. 
GI + ... + G. = R 

Beweis. Es sei zuerst Rein Hausdorffscher Raum, der der 
soeben formulierten Bedingung nicht geniigt. Wir konstruieren einen 
Hausdorffschen Raum R + ~, der R als nicht abgeschlossene 
Punktmenge umfaBt. Den Raum R + ~ konstruieren wir als Um
gebungsraum. Zum Zwecke dieser Konstruktion bemerken wir, daB 
es nach unserer V oraussetzung eine unendliche Uberdeckung U = {G} 
von R gibt von der Eigenschaft, daB bei jeder Wahl der end-

• 
lich-vielen Elemente GI , ... , G. von U die offene Menge R - LGi 

1 

nicht leer ist. Wir erganzen nun die Menge aller Punkte von R durch 
einen neuen willkiirlichen Gegenstand ~ und fiihren in die so gewonnene 
Menge R + ~ das folgende Umgebungssystem ein. Die absoluten Um
gebungen der Punkte von R bleiben Umgebungen dieser Punkte. Der 
neu hinzugenommene Punkt ~ bekommt als Umgebungen die Mengen 

U(~) = ~ + ( R - ~Gi) , 
wobei GI , ... , Gs beliebige Elemente von U in endlicher Anzahl sind. 
Dieses Umgebungssystem geniigt offenbar den Bedingungen A - C von 
Kap. I, § 2, Nr. 8, Satz IX. Der Raum R + ~ ist also ein topologi
scher Raum, welcher den Raum R umfaBt; die U(~) sind ferner offen 
im Raume R + ~. Um zu zeigen, daB R + ~ das Hausdorffsche Tren
nungsaxiom erfiillt, geniigt es, ein Punktepaar p, ~ zu betrachten, wo
bei p irgendein Punkt von R ist. Wenn wir aber als U(P) irgendein den 

1 Man k6nnte in analoger Weise auch die y- bzw. die n-Abgeschlossenheit 
der regularen bzw. der normalen Raume als Abgeschlossenheit in jedem um
fassenden regularen bzw. normalen Raume definieren. Dagegen hat es keinen 
Sinn von Abgeschlossenheit in umfassenden topologischen bzw. T1-Raumen zu 
sprechen, denn wie die in § 1, Nr. 1, unter 3 0 angefiihrte Konstruktion lehrt, ist 
ein topologischer Raum nur dann in jedem umfassenden T1-Raume abgeschlossen, 
wenn er endlich ist. Ein Raum ist schlieBlich dann und nur dann in jedem um
fassenden topologischen Raume abgeschlossen, wenn er leer ist (d. h. keinen ein
zigen Punkt enthalt). 
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Punkt p enthaltendes Element G der Uberdeckung U wahlen, so ist 

U(~) = ~ + (R - U(P») 

eine zu U(P) fremde Umgebung von ~. Somit ist R + ~ ein Haus
dorffscher Raum. Da in diesem Raum jede Umgebung von ~ Punkte 
enthalt, die von ~ verschieden sind, ist ~ Beruhrungspunkt von 
R c R + ~. Der Raum R ist also nicht abgeschlossen in R + ~, und 
die eine Halfte des Satzes X ist bewiesen. 

Wir beweisen jetzt die zweite Halfte des Satzes. Wir beweisen 
mit anderen Worten, daB ein Hausdorffscher Raum R, der der Be
diugung des Satzes X genugt, H-abgeschlossen ist. 

Es sei R' ein den Raum R umfassender Hausdorffscher Raum; die 
dem Raume R homoomorphe Punktmenge von R' bezeichnen wir init A 
und wahlen irgendeinen Punkt ~ c R' - A. Wir haben zu zeigen, 
daB ~ kein Beruhrungspunkt von A sein kann. Dazu geniigt der N ach
weis, dafJ A in, A + ~ abgeschlossen ist. Diesen Nachweis fiihren wir 
wie folgt. Jedem Punkte p von A lassen wir eine absolute Umgebung 
U(P) (im Raume A + ~ c R') entsprechen, deren abgeschlossene Hiille 
den Punkt ~ nicht enthalt. Da R', also auch A + ~, ein Hausdorff
scher Raum ist, ist das immer moglich1. Die Mengen U(P) sind in A 
offen; ihre abgeschlossenen Hullen in A und in A + ~ fallen zusammen. 
Da dem System aller U(P) mittels der zwischen A und R bestehenden 
Homoomorphie eine offene Uberdeckung in R entspricht, HiBt sich auf 
Grund unserer Voraussetzung aus diesem System ein etwa aus U(Pl), 
... , U(P.) bestehendes endliches Teilsystem wahlen, so daB 

• 
IU(Pi) = A 

1 

ist. Da jeder Summand dieser Summe in A + ~ abgeschlossen ist, ist 
auch die Summe selbst, d. h. die Menge A, in A + ~ abgeschlossen, 
w.z. b.w. 

Aus dem Satz X und der Definition der bikompakten Raume folgt 
ohne weiteres: 

Sat z XI. J eder bikompakte H ausdorffsche Raum ist H -abgeschlossen. 
Der Satz XI laBt sich nicht umkehren: es gibt H-abgeschlossene 

nicht bikompakte Hausdorffsche Raume (z. B. der in Kap. I, § 1, Nr. 6 
sub 1 0 definierte Raum). Solche Raume sind notwendig irregular, denn 
es gilt 

Satz XIl. Jeder H-abgeschlossene reguliire Raum ist bikompakt. 
Beweis: Es sei ® = {G} eine offene Uberdeckung des H-abgeschlos

senen regularen Raumes R. Zu jedem Punkt p von R wahlen wir 
eine diesen Punkt enthaltende Menge G = U(P) des Systems ®. In 

1 Es genugt, zwei disjunkte Umgebungen U(P) und U(;) zu wa.hlen; dann 
ist U(P) zu ; fremd. 
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der Umgebung U(P) wahlen wir eine absolute Umgebung V(P) mit 
V(P) c U(P). Eine solche existiert nach Kap. I, § 6, Satz IV. Die 
V(P) bilden eine offene Uberdeckung von R; aus der H-Abgeschlossen
heit von R folgt nach dem Satz X die Existenz von endlich-vielen 
V(P) - etwa V(Pl)' ... , V(P.) - mit V(Pl) + ... + V(P.) = R. Die 
entsprechenden U(P) bilden eine in @ enthaltene endliche Uberdeckung 
von R. Da @ eine beliebige offene Uberdeckung von R war, ist die 
Bikompaktheit von R und mit ihr der Satz XII bewiesen. 

Angesichts der Tatsache, daB jeder normale Raum regular ist, 
konnen die in den Satzen IX, XI und XII bewiesenen Tatsachen in 
die Form eines jeden der drei Satze XIIIH , XIII"n, XIII gebraeht 
werden: 

Sa tz XIIIH . Ein Hausdorffscher Raum ist dann und nur dann bikom
pakt, wenn er normal und H-abgeschlossen ist. 

Satz XIII"n. Fur regulare (also erst recht fiir normale) Ra~tme 
falU die H-Abgeschlossenheit mit der Bikompaktheit zusammen. 

Satz XIII. Die folgenden funf Raumtypen fallen zusammen: die 
Hausdorffschen bikompakten, die regularen bikompakten, die normalen 
bikompakten, die regularen H-abgeschlossenen, die normalen H-abgeschlos
senen Raume. 

Bemerkungen. 1°. Es laBt sich zeigen, daB jeder normale Raum, der 
n-abgeschlossen (d. h. in jedem umfassenden normalen Raume abgeschlossen 
ist), bikompakt ist. 2°. Es gibt bikompakte normale Raume, die nicht vollstandig 
normal sind (vgl. Kap. I, § 6, Nr. 4). Auf diese Fragen kommen wir im zwei
ten Bande zuriick. 

Aufgabe. Jede geordnete Menge laBt sich als Hausdorffscher Raum auf
fassen: es geniigt als Umgebung eines Elements ein beliebiges, dieses Element 
enthaltendes offenes Intervall der geordneten Menge zu erklaren. Der Leser 
beweise, daB dieser Raum dann und nur dann bikompakt ist, wenn der Ordnungs
typus der geordneten Menge liickenlos ist und ein erstes und ein letztes Element 
enthalt. (Vgl. wegen der Terminologie HAUSDORFF, Mengenlehre, Kap. III). Der 
Raum von § 1, Nr. 4, 5°, ist topologisch nichts anderes als eine nach dem Typus 
1 + 2;' + 1 geordnete Menge; ;. ist dabei der Ordnungstypus der Zahlengerade. 

8. 1m Kleinen bikompakte und im Kleinen kompakte Raume. 
Es gibt Hausdorffsche Riiume, die durch Hinzuffigung eines einzigen 
neuen Punktes ~. in bikompakte Hausdorffsche Raume fibergehen: so 
geht die Gerade durch Hinzuffigung eines einzigen ("unendlich-fernen") 
Punktes in eine geschlossene Kurve (die projektive Gerade), die Ebene 
in die GauBsche Sphare der Funktionentheorie, fiberhaupt der Rn in 
eine n-dimensionale sphiirische Mannigfaltigkeit (einen mit der sn 
homoomorphen topologischen Raum) fiber. Wir stellen uns in dieser 
Nummer die Aufgabe, alle Hausdorffschen Riiume zu charakterisieren, 
die durch Hinzufiigung eines einzigen Punktes zu bikompakten bzw. 
kompakten Riiumen ergiinzt werden konnen. Diese Aufgabe wird durch 
die Einfiihrung der im Kleinen bikompakten bzw. im Kleinen kom~ 
pakten Riiume ge16st. 
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Definition. Der topologische Raum R heijJt bikompakt (bzw. kom
pakt) im Punkte a, wenn es eine Umgebung dieses Punktes gibt, deren 
abgeschlossene Hiille (als Relativraum betrachtet) bikompakt (bzw. kom
pakt) ist. Wenn ein Raum in jedem seiner Punkte bikompakt (bzw. kom
pakt) ist, so heijJt er imKleinen bikompakt (bzw. im Kleinen kompakt). 

Satz XIV. Jeder im Kleinen bikompakte (bzw. kompakte) Haus
dorffsche Raum und nur ein solcher Raum geht durch Hinzufiigung eines 
einzigen Punktes ~ in einen bikompakten (bzw. kompakten) Hausdorff
schen Raum R + ~ iiber. 1m Falle der im Kleinen bikompakten Riiume 
ist dabei die H inzufiigung des Punktes ~ nur auf eine Weise moglich: die 
topologische Zuordnung des Hausdorffschen bikompakten Raumes R + ~ 
ist durch die topologische Zuordnung des Raumes R eindeutig bestimmt. 

Wir beginnen den Beweis des Satzes XIV damit, daB wir zwei 
Erweiterungsm6glichkeiten eines beliebigen T1-Raumes R untersuchen: 
die starke und die schwache Erweiterung. In beiden Fallen handelt es 
sich urn HinzufUgung eines einzigen Punktes ~; der Unterschied be
steht in der Erklarung der topologischen Zuordnung im erweiterten 
Raume R + ~. Dabei kommt es nur auf die ErkHirung der abgeschlos
senen Hulle einer Menge MeR an, denn fUr M ::J ~ wird beide Male 

M = (M - ~) + ~ 
gesetzt. Wenn wir fur MeR mit jlJR die abgeschlossene Htille in R, 
mit M die abgeschlossene Hillle in R + ~ bezeichnen, so lautet die 
Vorschrift fUr jIJ in beiden Fallen folgendermaBen: 

1
M = M R, falls /yjB (als Relativraum von 

starke Erweiterung: R betrachtet) bikompakt ist, 
M = MR + ~ im entgegengesetzten Falle. 

1 
M = M R, falls M (aIs Relativraum von R 

schwache Erweiterung: betrachtet) kompakt ist, 
M = MR + ~ im entgegengesetzten Falle. 

R ist dabei ein beliebiger T1-Raum. Man uberzeugt sich unmittelbar, 
daB R + ~ sowohl im Falle der starken, als auch im FaIle der schwa
chen Erweiterung die Axiome I, II', III der T1-Raume erftillt. Die 
abgeschlossenen Mengen in R + ~ sind im Falle der starken (bzw. der 
schwachen) Erweiterung die folgenden: 

1) die bikompakten (bzw. die kompakten) abgeschlossenen Mengen 
von R; 

2) die Mengen A + ~, wobei A in R abgeschlossen ist. 
Dementsprechend sind die folgenden und nur die folgenden Punkt

mengen in R + ~ offen: 
1) die Mengen U (~) = (R + ~) - F, wobei F eine bikompakte 

(bzw. kompakte) abgeschlossene Menge von R ist; 
2) die in R offenen Mengen. 
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Wir beweisen jetzt: 1m Falle der starken Erweiterung ist R + ~ 
bikompakt, im Falle der schwachen Erweiterung ist R + ~ kompakt. 

Es sei zuerst R + ~ die starke Erweiterung von R. ® = {G} sei 
eine beliebige offene Uberdeckung von R + ~; wir wahlen in ihr ein 
Gl::::>~' Dann ist (R + ~) - G1 = FeR bikompakt. Folglich gibt 
es unter den G endlich-viele, etwa G2 , ••• , G., welche F bedecken 
(denn die G· F bilden ja eine offene Dberdeckung des bikompakten 
Raumes F). Dann ist G1, G2 , ••• , G. eine endIiche Uberdeckung von 
R+~. 

Es sei jetzt R + ~ die schwache Erweiterung von R. Wir be
trachten irgendeine unendliche Punktmenge MeR. Besitzt Meinen 
Haufungspunkt in R, so ist dieser auch ein Haufungspunkt von M in 
R + ~. Besitzt M keinen Haufungspunkt in R, so ist M in keiner 
kompakten abgeschlossenen Punktmenge FeR enthalten, somit ist 
bei jeder Wahl von U(~) die Menge U(~)· M nicht leer, und ~ Hau
fungspunkt von M in R + ~. 

Bemerkung. Wir haben u. a. bewiesen: Jeder TcRaum liij3t sich 
durch Hinzufitgung eines einzigen Punktes zu einem bikompakten T 1-

Raum erweitern. 
Jetzt beweisen wir: Die starke (bzw. die schwache) Erweiterung 

eines im Kleinen bikompakten (bzw. eines im Kleinen kompakten) 
Hausdorffschen Raumes ist ein Hausdorffscher Raum. Es genugt 
offenbar zu zeigen, daB man zu jedem Punkte peR zwei disjunkte 
Umgebungen U(P) und U(~) von p bzw. ~ bestimmen kann. Solche 
Umgebungen erhalt man aber, wenn 'man zuerst eine U(P) mit bikom
pakter (bzw. kompakter) abgeschlossener HuIle und dann U(~) = (R +~) 
- U (P) wahlt. 

Es sei jetzt Rein Hausdorffscher Raum, von dem man weiB, daB 
er sich durch Hinzufugung eines Punktes ~ zu einem bikompakten 
(bzw. kompakten) Hausdorffschen Raum R + ~ erweitern laBt. Wir 
beweisen, daB R im Kleinen bikompakt (bzw. im Kleinen kompakt) 
ist. Es sei p ein beliebiger Punkt von R; U(P) und U(~) seiendis
junkte Umgebungen von p und~. Dann ist U(P) = U(p)R bikompakt 
(bzw.kompakt), also R bikompakt (bzw. kompakt) in p. 

Bleibt ubrig zu zeigen: Wenn R + ~ ein bikompakter Hausdorff
scher Raum ist, so ist er die starke Erweiterung des Raumes R. Da 
R + ~ ein Hausdorffscher, also erst recht ein T1-Raum ist, so gilt 
ffir jedes M::::> ~ 

M= (M -~) +~. 

Aus der H-Abgeschlossenheit der bikompakten Hausdorffschen Raume 
folgt ferner, daB fUr MeR im Falle eines bikompakten MR notwendig 
M = MR ist, wahrend im FaIle eines nicht bikompakten MR. not
wendig M =F MR ist. Da andererseits nach der Definition eines Relativ-
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raumes immer MR = Kif· R = M -~, also M::) MR und McMR + ~ 
ist, muB bei nicht bikompaktem MR stets M = MR + ~ sein. 

Der Satz XIV ist hiermit in allen seinen Teilen bewiesen. 
Aufgaben. 1. Der Beweis der Kompaktheit der schwachen Erweiterung 

R + ~ kann unter Benutzung der Aufgabe von Nr. 2 in einer dem obigen 
Beweise der Bikompaktheit der starken Erweiterung analogen Weise gefiihrt 
werden. Der Leser fiihre diesen Beweis durch. 

2. Der Leser zeige durch ein Beispiel, daB ein im Kleinen kompakter Haus
dorffscher Raum durch Hinzufiigung eines Punktes im allgemeinen mehr als auf 
eine Weise zu einem kompakten Hausdorffschen Raume erweitert werden kann. 
Es solI auch gezeigt werden, daB ein im Kleinen bikompakter Raum (und zwar 
sogar die Zahlengerade) durch Hinzufiigung eines Punktes auf verschiedene Weisen 
zu einem H-abgeschlossenen Hausdorffschen Raume erweitert werden kann. 

3. Der Leser beweise: 
a) Die im Kleinen bikompakten Hausdorffschen Raume sind mit den offenen 

Punktmengen Hausdorffscher bikompakter Raume identisch. 
b) Eine offene Punktmenge eines regularen kompakten Raumes ist im Kleinen 

kompakt. 

§ 2. Stetige Abbildungen und Zerlegungen bikompakter 
Raume. 

1. Abbildungssatze. Satz I. 1st der topologische Raum Y stetiges 
Bild des bikompakten topologischen Raumes X, so ist Y bikompakt. 

Beweis. Es sei )8 = {V} eine offene Uberdeckungvon Y = I (X) . 
Wir setzen U = I -1 V. Die U bilden eine offene Uberdeckung U 
von X; da X bikompakt ist, enthalt U eine endliche Uberdeckung 
U' = {U1 , ••• , U.} von X. Die entsprechenden Vi = I (Ui ) , i = 1, ... , s, 
bilden eine in m enthaltene endliche Uberdeckung von Y, w. z. b. w. 

Definition. Eine stetige Abbildung des Raumes X in den Raum Y 
heiBt abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Punktmenge 
von X eine abgeschlossene Punktmenge von Y ist 1. 

Sat z II. ] ede stetige A bbildung eines bikompakten topologischen 
Raumes in einen Hausdorllschen Raum ist abgeschlossen. 

Beweis. Es sei I eine stetige Abbildung des topologischen Rau
mes X in den Hausdorffschen Raum Y; jede abgeschlossene Menge 
Fe X ist nach § 1, Satz IV, bikompakt; folglich ist I(F) nach Satz I 
bikompakt; als Punktmenge von Y ist I (F) nach § 1, Satz XI, abgeschlos
sen, w. z. b. w. 

Sa tz III. Eine eineindeutige und in einer Richtung stetige Ab
bildung I eines bikompakten topologischen Raumes in einen Hausdorll
schen Raum ist eine H omoomorphie. 

Beweis. Aus der Abgeschlossenheit der Abbildung I von X auf 
I(X) = Y folgt, daB bei der Abbildung 1-1 von Y auf X das Urbild 
jeder abgeschlossenen Punktmenge von X eine abgeschlossene Punkt
menge von Y ist, so daB 1-1 stetig ist, also lund 1-1 topologisch sind. 

1 Vgl. Kap. I, § 3, Nr.2, Bemerkung V. 
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Da jede bikompakte Punktmenge der Zahlengerade beschrankt und 
abgeschlossen ist, also sowohl ihre obere als auch ihre untere Grenze 
enthalt, schlieBen wir aus Satz I auf folgende Verallgemeinerung des 
bekannten WeierstraBschen Satzes 

Sat z IV. J ede in siimtlichen Punkten eines bikompakten topologischen 
Raumes R definierte stetige reelle Funktion ist beschriinkt und erreicht in 
gewissen Punkten von R ihre obere und ihre untere Grenze; sie besitzt 
also einen grofiten und einen kleinsten Wert. 

2. Zerlegungsraume1. 1m FaIle bikompakter Raume erhalt die 
Theorie der Zerlegungsraume einen harmonischen AbschluB. 

Sa tz V. Es sei 
(1) X=LA 

eine Zerlegung des T1-Raumes X (dessen Bikompaktheit noch nicht 
vorausgesetzt wird). 1st der zu (1) gehOrende Zerlegungsraum Z bikom
pakt, so gibt es unter den zu (1) konfugierten Riiumen keinen von Z ver
schiedenen Hausdorffschen Raum. 

Mit anderen Worten: Dnter den Bedingungen des Satzes V gibt es 
entweder tiberhaupt keinen zu (1) konjugierten Hausdorffschen Raum 
oder nur einen einzigen, und zwar den bikompakten Hausdorffschen 
Raum Z. 

Beweis. 1st Zein zu (1) konjugierter Hausdorffscher Raum, so 
ist dieser Raum nach Kap. I, § 5, Satz II, eineindeutiges stetiges Bild 
des bikompakten Raumes Z, also nach Satz III mit Z hom60morph, 
folglich (da Z und Z aus denselben Punkten bestehen) mit Z identisch. 

Aus den Satzen I und II von Kap. I, § 5, und dem Satz V folgt 
ohne wei teres : 

Korollar. Unter den Bedingungen des Satzes V gibt es entweder iiber
haupt keine die Zerlegung (1) erzeugende stetige Abbildung von X auf 
einen Hausdorffschen Raum Y, oder fede solche Abbildung ist mit der 
Abbildung2 a = IX (x) von X auf Z iiquivalent. 1m letzteren Falle ist der 
Hausdorffsche Bildraum Y mit Z homoomorph, also bikompakt. 

Die Behauptung des Satzes V gilt jedenfaIls, wenn X ein bikom
pakter T1-Raum ist; denn dann ist Z als stetiges Bild von X bikom
pakt nach Satz 1. Die Voraussetzung des Satzes V ist also erfilllt. 

1st X bikompakt und (1) eine Hausdorffsche Zerlegung, so gibt es 
einen zu (1) konjugierten Hausdorffschen Raum, namlich den Zer
legungsraum Z; nach Satz V ist dies auch der einzige zu (1) kon
jugierte Hausdorffsche Raum. In diesem FaIle gibt es also (bis auf 
Aquivalenz) auch nur eine einzige, die Zerlegung (1) erzeugende stetige 
Abbildung von X auf einen Hausdorffschen Raum, namlich die Ab
bildung a = IX (x) . 

1 Vgl. Kap. I, § 5 und § 6, Nr.6, insbesondere auch die FuBnote 1 auf S.61-
2 Vgl. Kap. I, § 5, Formel (2) der Nr. 1. 
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Ferner gilt: 
Satz VI. 1m Falle einer Hausdorffschen Zerlegung 

(1 ) 

eines bikompakten TI-Raumes X stimmt der Zerlegungsraum Z mit dem 
schwachen Zerlegungsraum A ilberein. 

Beweis. Wir haben gesehen (Kap. I, § 5, Nr. 5), daB fUr beliebige 
Zerlegungen beliebiger TI-Raume jede in Z offene Menge auch in A 
offen ist. Bleibt ubrig zu zeigen, daB unter den Voraussetzungen des 
Satzes VI jede in A offene Menge in Z offen ist. Dazu genugt wiederum 
der Nachweis, daB das Umgebungssystem U = {U(a)}, durch welches 
wir in Kap. I, § 5, Nr. 5, den Raum A definiert haben, aus lauter in Z 
offenen Mengen besteht. Es seien ein Punkt ao und seine Umgebung 
U(ao) in A beliebig gegeben. Dann gibt es eine offene Menge G eX 
mit G:::> Ao und A - ex (X - G) = U(ao). Die durch (1) erzeugte Ab
bildung a = ex (x) von X auf Z ist stetig, also, da X ein bikompakter 
und Zein Hausdorffscher Raum ist, nach Satz II abgeschlossen, folg
lich ex (X - G) abgeschlossen in Z, also U(ao) = A - ex (X - G) 
= Z - ex (X - G) offen in Z, w. z. b. w. 

Wir beweisen noch: 
Satz VII. Die stetigen Zerlegungen Hausdorffscher bikompakter 

Raume sind mit den Hausdorffschen Zerlegungen dieser Raume identisch. 
Beweis. Aus dem so eben bewiesenen Satz VI und dem Satz VI 

von Kap. I, § 5, folgt, daB jede Hausdorffsche Zerlegung stetig ist, 
d. h. es folgt die erste Halfte des Satzes VII. 

Urn die zweite Halfte dieses Satzes zu beweisen, betrachten Wlr 
eine stetige Zerlegung 
(1 ) 

des Hausdorffschen bikompakten Raumes X. Es seien A] und A2 zwei 
Elemente von (1). Da X ein Hausdorffscher bikompakter, also ein 
normaler Raum ist, besitzen Al und A2 zwei disjunkte Umgebungen 
U(AI) und U(A 2). Unser Ziel ist, solche Umgebungen V(AI) c: U(A]) 
und V(A 2) c U(A2) zu finden, die Summen gewisser Elemente der 
Zerlegung (1) sind. 

Wir definieren V(A i), i = 1,2, als die Summe der in U(Ai) ent
haltenen Zerlegungselemente. Bleibt ubrig zu zeigen, daB V (Ai) offen 
ist. Es sei x ein beliebiger Punkt von V (Ail, Ax c U (Ail das den 
Punkt x enthaltende Zerlegungselement. Aus der Stetigkeit der Zer
legung folgt die Existenz einer Umgebung V (Ax) von der Eigenpchaft: 
jedes Zerlegungselement, welches mit V (Ax) gemeinsame Punkte hat, 
ist in U (Ai) enthalten; Aus der Definition von V (Ai) folgt somit: 
V (Ax) c V (Ai)' Also: x c V (Ax) c V (Ai)' Diese Inklusion bedeutet, 
daB der in V (Ai) beliebig gewahlte Punkt x innerer Punkt von V (Ai) 
ist, W. z. b. w. 

Alexandroff·Hopf, Topologie 1. 7 
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Bemerkung 1 • W6rtlich so, wie die zweite Halfte des Satzes VII 
beweist man: 

Eine stetige Zerlegung eines normalen Raumes ist normal. 
Wir fassen alle in dieser Nummer gewonnenen Resultate fUr den 

Spezialfall der bikompakten Hausdorffschen Raume nochmals zu
sammen: 

Sa tz VIII. Die stetigen Zerlegungen eines Hausdorllschen bikom
pakten Raumes X sind die einzigen Zerlegungen von X, die durch stetige 
Abbildungen von X aul einen Hausdorllschen Raum Y erzeugt werden. 
Umgekehrt erzeugt jede stetige Zerlegung von X eine stetige Abbildung, 
die Abbildung IX (x), aul den zur Zerlegung gehorenden bikompakten Haus
dorllschen Zerlegungsraum. J ede stetige Abbildung von X aul einen 
Hausdorllschen Raum Y ist einer solchen durch eine stetige Zerlegung 
von X erzeugten Abbildung IX (x) iiquivalent. 

Durch die Zerlegungsriiume der stetigen Zerlegungen von X sind ins
besondere alle Hausdorllschen Bildriiume von X erschOPlt. 

Fur eine stetige Zerlegung eines Hausdorllschen bikompakten Raumes 
stimmt der Zerlegungsraum Z mit dem schwachen Zerlegungsraum A uber
ein, und es gibt keine anderen zu der Zerlegung konjugierten Hausdorll
schen Riiume. 

3. Anwendung auf die Kompakten. Sa tz IX. 1st ein Hausdorll
scher Raum Y stetiges Bild eines Kompaktums X, so ist er selbst ein 
Kompaktum. 

Beweis. Da X wie jedes Kompaktum bikompakt ist, ist Y nach 
Satz I bikompakt. Bleibt ubrig zu zeigen, daB Y eine abzahlbare 
Basis besitzt. 

Es sei I eine stetige Abbildung von X auf Y; die von I erzeugte 
Zerlegung von X sei 
(1) X=2'A. 

Nach dem Satz VIII darf Yals der schwache Zerlegungsraum von (1) 
betrachtet werden. Urn die Existenz einer abzahlbaren Basis in Y zu 
beweisen, betrachten wir eine abzahlbare Basis 

(2) 
von X; es seien 
(J) 

alle offenen Mengen von X, die als Summen von je endlich-vielen Men
gen Ule dargestellt werden k6nnen. Unter Beachtung des Hausdorff
schen Gleichwertigkeitskriteriums und des in Kap. I, § 5, Nr. 5, ein
gefiihrten Umgebungssystems des schwachen Zerlegungsraumes Y 
von (1) braucht nur gezeigt zu werden: 1st V eine beliebige Umgebung 

1 Diese Bemerkung und der obige Beweis des Satzes VII ruhren von Herrn 
A. MARKOFF her. 
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einer beliebigen abgeschlossenen Punktmenge A c X, so gibt es eme 
Menge G .. aus (3), so daB 

A c G .. c V 

ist. Urn eine so1che Menge G .. zu finden, schlieBe man jeden Punkt 
von A in eine der Basis (2) entnommene Umgebung Uk c G ein und 
wahle in der so gewonnenen offenen Dberdeckung von A eine endliche 
Uberdeckung von A (was nach § 1, Satz IV' immer geht). Die Summe 
der Elemente dieser endlichen Uberdeckung ist die gesuchte Menge G .. , 
w.z. b.w. 

Bemerkung. Es gibt Hausdorffsche Raume ohne abzahlbare Basis, die 
stetige Bilder Hausdorffscher und sogar metrischer Raume mit abzahlbarer Basis 
sind. So ist z. B. jeder aus abzahlbar-vielen Punkten bestehende Hausdorffsche 
Raum auch dann stetiges Bild eines (aus abzahlbar-vielen isolierten Punkten 
bestehenden) metrischen Raumes mit abzahlbarer Basis, wenn er selbst keine 
abzahlbare Basis besitzt. Einen abzahlbaren Hausdorffschen Raum ohne abzahl
bare Basis hat URYSOHN in Math. Ann. Bd. 94 S. 288 konstruiert. 

§ 3. Spezialfall der Kompakten. 
1. Direkte Beweise der metrischen Speziami.lle der Abbildungs

satze von § 2, Nr. 1. Anwendungen auf Entfernungen. Da jeder 
kompakte metrisierbare Raum bikompakt, also H -abgeschlossen ist, 
lSt insbesondere iedes als Punktmenge eines metrischen Raumes R defi
nierte Kompaktum F in R abgeschlossen. Dieser Satz laBt sich in wenigen 
Worten direkt beweisen: denn ware a ein nicht zu F gehorender Hau
fungspunkt von F in R, {ak} eine gegen a konvergierende Punktfolge 
in F, so wiirde {ak} keine in F konvergente Teilfolge enthalten konnen. 

Ebenso leicht beweist man direkt folgenden Spezialfall des Satzes I 
des vorigen Paragraphen: 

1st X ein Kompaktum, der metrische Raum Y Bild von X bei der 
stetigen Abbildung f, so ist auch Y ein Kompaktum. 

Beweis. Es sei {Yk} eine Punktfolge in Y, X k ein Originalpunkt 
von Yk bei der Abbildung f. Die Folge {Xk} enthiilt eine konvergente 
Teilfolge, die nach Kap. I, § 3, Satz IX, in eine ebenfalls konvergente 
Teilfolge von {Yk} libergeht. Da {Yk} eine beliebige Punktfolge von Y 
war, ist Y nach Satz I von § 1 kompakt. 

Aus dem soeben Bewiesenen folgt (ohne Zuhilfenahme der all
gemeinen Theorie von §§ 1 und 2), daB iede stetige Abbildung f eines 
Kompaktums X in einen metrischen Raum Y abgeschlossen ist. Denn 
jede abgeschlossene Punktmenge von X ist selbst ein Kompaktum, 
geht also bei f in ein Kompaktum, also in eine abgeschlossene Punkt
menge von Y liber. 

Hieraus folgt, daB eine eineindeutige in einer Richtung stetige Ab
bildung eines Kompaktums X in einen metrischen Raum Y eine Homoo
morphie ist. Beweis: wortliche Wiederholung des Beweises von Satz III 
von § 2. 

7* 
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Aus der Abgeschlossenheit der stetigen Abbildungen eines Kompak
turns folgt femer unmittelbar, daB fede auf einem Kompaktum F defi
nierte stetige reelle Funktion beschrankt ist und in gewissen Punkten von 
F ihren grofJten und ihren kleinsten Wert erreicht. 

Auf gab e. Der Leser verallgemeinere dieses Resultat auf Funktionen zweier 
Variablen. 

Anweisung. Entweder reductio ad absurdum (kann natiirlich auch auf den 
Fall einer Variablen angewandt werden) oder Zuriickfiihrung auf Kap. I, § 3, Nr. 5 
und Aufgabe 2 von Kap. II, § 1, Nr. 3. 

Hieraus folgt femer: 
Satz I. 1st Rein metrischer Raum, Fein in R liegendes Kompak

tum, A eine beliebige Punktmenge von R, so gibt es Punkte XC F mit 
e(x,A) =e(F,A). 

Denn e(x,A) ist (fur xcF) eine in allen Punkten x des Kompak
turns F erklarte stetige Funktion mit der unteren Grenze e (F, A). 

Hieran schlieBt noch: 
Sa tz II. Sind Fund A disfunkte abgeschlossene Punktmengen des 

metrischen Raumes R, und ist F kompakt, so ist Q (F, A) > O. 

Beweis. Da kein Punkt x von F zur abgeschlossenen Menge A 
gehOrt, ist fUr jedes x die Zahl e (x, A) positiv, woraus nach dem vorigen 
Satz die Behauptung folgt. 

Bemerkung. Ein Beispiel zweier disjunkter abgeschlossener Men
gen mit der Entfemung Null ist in der Euklidischen Ebene durch einen 
Hyperbelast und eine Asymptote der Hyperbel gegeben. Beide Mengen 
sind abgeschlossen (in der Ebene), keine ist kompakt. 

Sat z 1 III. In fedem Kompaktum F gibt es mindestens ein Punkkpaar 
a, b von der Eigenschaft, dafJe(a, b) = ~(F) ist. (Dabei bedeutet ~(F) 
den Durchmesser von F.) 

Beweis. Nach § 1, Nr. 5 ist ~(F) eine endliche Zahl. Wir wahlen 

ffir jedes n die Punkte an und bn in F so, daB e (an' bn) > ~ (F) ~ ~ n 
ist. Es sei {an.} eine konvergente Teilfolge der Folge {an} und {bniA} eine 
konvergente Teilfolge von {bn.}. Fur a = ~ani und b = lifbnih gilt 

nach Kap. I, § 3, Satz VI: e(a, b) = c5(F). 
2. Die Zahl T(U). Nochmals der Heine-Borel-Lebesguesche Satz. 

Ein standiges Hilfsmittel bei verschiedenen topologischen Untersuchun
gen bildet der folgende Satz, der auch an sich eine wichtige Eigen
schaft der Kompakten darstellt: 

Satz IV. Zu feder ottenen Oberdeckung U des Kompaktums F gibt 
es eine Zahl 7: (U) = 7: > 0 mit folgender Eigenschaft: fede Punktmenge 
M c F von einem Durchmesser <7: liegt in mindestens einem Element von U. 

Beweis. Eine Punktmenge Me F heiBe "zu groB" (in bezug 
auf U), falls sie in keinem Element G von U enthalten ist. Die untere 

lIst als Spezialfall in der obigen Aufgabe enthalten. 
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Grenze der Durchmesser der zu groBen Mengen bezeichnen wir mit 't. 
Wir haben zu zeigen, daB 't > 0 ist. 

Es sei {Mk} eine Folge von zu groBen Mengen, deren Durchmesser 
gegen 't konvergieren. In jedem Mk wahlen wir einen Punkt ak. Nach
dem wir, wenn notig, die Folge {Mk} durch eine Teilfolge ersetzt haben, 
durfen wir annehmen, daB die Punkte ak gegen einen Punkt a konver
gieren. Dieser Punkt liegt in einem Element G von U, hat also von 
R - G eine positive Entfemung 2 d. Fur aIle hinreichend groBen k 
liegt ak in U(a, d), so daB [da kein Mk in G, also erst recht in U(a, 2d) 
liegen kannJ fur diese k der Durchmesser von Mk mindestens gleich d 
ist. Da dies fUr fast alle k gilt, ist 't > d, w. z. b. w. 

Als leichten Zusatz zu diesem Satz kann man den Heine-Borel-Lebes
gueschen Satz erhalten: J ede offene Uberdeckung U eines Kompak
tums F enthiilt eine endliche Uberdeckung i . Denn ist N = {aI' ... , as} ein 
't-Netz, 't = t 't(U) , von F, so bilden die U(ai' 't) eine Uberdeckung von 
F; nach der Definition von 't gibt es zu jedem i, i = 1, ... , s, ein Ele
ment Gi von U mit U(ai' 't) c Gi ; diese Gi bilden eine Uberdeckung 
von F, w. z. b. w. 

Der Satz IV laBt sich, wenn man statt von den Elementen G der 
offenen Uberdeckung U von ihren Komplementen R - G = F spricht, 
so fassen: 

Satz IV'. Zu iedem System ~ abgeschlossener Mengen F des Kom
paktums F mit leerem Durchschnitt gibt es eine Zahl 't = 't (m mit folgen
der Eigenschaft: iede Punktmenge M c F von einem Durchmesser < 't 
ist zu mindestens einem F fremd. 

Bemerkung. Durch Ubergang zu den Komplementen erhalt 
der Heine-Borel-Lebesguesche Satz die folgende ofters nutzliche Form: 

Liegt ein System ~ = {F} von abgeschlossenen Mengen F eines Kom
paktums F vor, und ist der Durchschnitt aller dieser F leer, so gibt es 
unter ihnen bereits endlich-viele, die einen leeren Durchschnitt haben. 

3. Das Lebesguesche Lemma. Die Lebesguesche ZahI. 
Das Le besguesche Lemma. ~ = {FI' ... , Fs} sei ein System 

von endlich-vielen abgeschlossenen Punktmengen eines Kompaktums F. 
Dann gibt es eine Zahl a = a(m > 0 (die Lebesguesche Zahl von m 
mit der folgenden Eigenschaft: wenn eine Punktmenge M von F mit 
einem Durchmesser < a mit gewissen unter den M engen Fi , etwa mit 
F i " ... , F ih , gemeinsame Punkte hat, so ist F i , ..... Fih =i= O. 

Beweis. Wenn Fl· ... · Fs =i= 0 ist, so ist der Satz trivial. Es 
gebe also Teilsysteme von ~, z. B. ~ selbst, die einen leeren Durch
schnitt haben. Diese Teilsysteme nennen wir Systeme erster Art. 
Dagegen heiBe {Fi, , F i" ... , F ih} ein System zweiter Art, wenn 
F i , • F i, ..... Fih =i= 0 ist. Zu jedem System ~k erster Art gibt es nach 
dem Satz IV' eine positive Konstante 'tk = 't (~k); wir bezeichnen mit a die 

1 Dieser Satz besagt offen bar dasselbe wie der Satz VI von § 1. 
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kleinste unter ihnen. Ein System {Fi" •.. , Fih}, dessen Elemente samt
lich mit einer Punktmenge M eines Durchmessers <a gemeinsame 
Punkte haben, kann dann kein System erster Art sein; es ist also 
zweiter Art, d. h. seine Elemente haben mindestens einen gemeinsamen 
Punkt, w. z. b. w. 

Der urspriingliche Beweis, den LEBESGUE seinem Lemma gegeben 
hat, ist zwar indirekt, ist aber vielleicht noch kiirzer. Man nehme 
an, es gabe keine positive Zahl a von der im Wortlaut des Lem
mas behaupteten Eigenschaft. Dann gibt es zu jedem n, n = 1, 
2, 3, ... in inf., ein Teilsystem iYn des Systems iY, welches die folgen
den Eigenschaften besitzt: erstens haben die Elemente von iYn einen 
leeren Durchschnitt, zweitens gibt es eine Punktmenge M n von 

einem Durchmesser < ~, welche mit allen Elementen von iYn gemein-
n 

same Punkte hat. Da das endliche Mengensystem iY nur endlich
viele verschiedene Teilsysteme hat, gibt es ein festes Teilsystem 
iYo = {Fi" Fi" ... , Fih} von iY, welches mit unendlich-vielen unter 
den iYn identisch ist. Wahlt man in jeder der entsprechenden Mn je 
einen Punkt an und in der Punktfolge an eine konvergente Teilfolge, 
so hat der Limespunkt a dieser Teilfolge die Eigenschaft, daB es in 
jeder beliebigen Nahe von ihm Punkte einer jeden der Mengen F i" 

Fi" ••. ,Fih gibt. Somit gehort a zu Fi,·Fi,· .... Fih , was unmog
lich ist, denn das Mengensystem iYo (welches eins der iYn ist) hat nach 
Voraussetzung einen leeren Durchschnitt. 

Korollar 1. Zwei nichtleere, disiunkte abgeschlossene Mengen F' und F" des 
Kompaktums F haben voneinander eine positive Entjernung. 

Es sei in der Tat a die Lebesguesche Zahl des Mengensystems F', F". Jede 
Punktmenge, insbesondere jedes Punktepaar, welches mit F' und F" gemein
same Punkte hat, muE einen Durchmesser ~ a haben, d. h. die Entfemung zwischen 
einem Punkt von F' und einem Punkt VOll F" ist mindestens a, w. z. b. w. 

Aufgabe. Der Leser beweise dieses Korollar direkt (ohne das Lebesguesche 
Lemma und die Uberlegungen von Nr. 1). 

4. GleichmaBige Stetigkeit stetiger Abbildungen von Kompak
ten. Es sei f eine Abbildung des metrischen Raumes X in den metri
schen Raum Y. Die Abbildung f heiBt gleichma(3ig stetig, wenn es zu 
jedem e > 0 ein () > 0 von der Eigenschaft gibt, daB aus der Unglei
chung l2(x, x') < () in X stets die Ungleichung e(f(x) , f(x')) < e folgt. 
Offenbar ist jede gleichmaBig stetige Abbildung auch schlechtweg 
stetig. Es gilt im Falle der stetigen Abbildungen der Kompakten 
auch die Umkehrung: 

Satz V. lede stetige Abbildung eines Kompaktums F in einen metri
schen Raum Y ist gleichma(3ig stetig. 

Beweis. Das e > 0 sei gegeben. Wir bestimmen fUr jeden Punkt x 
von F eine positive Zahl ()", von der Eigenschaft, daB fUr jedes 

1 Dieses Korollar bildet einen SpeziaUall des Sa tzes II. 
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X' C U(x, <5",) man e (I (x) , I(x/)) < ~ hat. Zu der aus allen U(x, <5",) 
2 

gebildeten offenen Uberdeckung U von. F bestimmen wir die Zahl 
't' = 't' (U) gemaB des Satzes IV.. Sind nun x' und x" zwei voneinander 
weniger als urn 't' entfernte Punkte von F, so gibt es einen Punkt XC F 
so, daB U(x, <5",) die beiden Punkte x' und x" enthalt. Somit ist 

e (f(X/) , I (x")) < e (f(X/) , I(x)) + e (f(x) , I(x")) < 2 ~ = e, 

w.z. b.w. 
5. f-Abbildungen. Definition. Eine stetige Abbildung eines me

trischen Raumes X in einen metrischen Raum Y heiBt eine e-Abbildung, 
wenn die Originalmenge jedes Bildpunktes einen Durchmesser <e hat. 

1st X kompakt, so kann man auch sagen: Die stetige Abbildung I 
von X in Y ist eine-e-Abbildung, wenn zwei Punkte x' und x" von X 
nur dann einen gemeinsamen Bildpunkt I (x') = I (x") haben konnen, 
wenn e(x', x") < e istl. 

Es seien jetzt X und Y kompakte metrische Raume. Es gilt fol
gender 

Satz VI. Zu ieder e-Abbildung I des Kompaktums X in das Kom
paktum Y gibt es ein 'YJ > 0 derart, daft lur 1'e zwei mindestens um e 
entlernte Punkte x' und x" von X immer e (f (x'), I (x")) ~ 'YJ ist. 

Am einfachsten beweist man diesen Satz indirekt: Man nehme an, 
es gabe ein solches 'YJ nicht. Dann kann man zu jedem ganzzahlig-posi
tiven k zwei Punkte xi, und x'i in X so wahlen, daB e(xk, x'£) > e, 
andererseits aber e(/(xi,) , I(x'i)) < 1/k ist. Nach einem evtl. Ubergang 
zu Teilfolgen kann man annehmen, daB die Punktfolgen xk und x'~ 

konvergent sind, und zwar lim xi, = x' und lim x'i = x" ist. Dann 
miiBte aber wegen der Stetigkeit von I notwendig I (x') = I (x") sein, 
was unmoglich ist, denn es ist ja e (x', x") 2': e. 

Wir beweisen jetzt2: 
Satz VII. Sind X und Y Kompakten, so ist die Menge Cs(X, Y) der 

e-Abbildungen von X in Y im Raume C (X, Y) allen. Zu diesem Zweck 
geniigt es zu zeigen: 1st I eine e-Abbildung von X in Y, und unter
scheidet sich I' von I [im Sinne der in C (X, Y) eingefUhrten Entfer
nungsdefinition] hinreichend wenig, so ist I' ebenfalls eine e-Abbildung. 
Wir definieren nun fiir I die Zahl 'YJ im Sinne des Satzes VI und setzen 
voraus, daB e (I, f') < 'YJ/2 ist. Es seien Xl und x2 zwei Punkte von X, 
die mittels I' auf denselben Punkt von Y abgebildet werden. Da 
e (I (x) , I' (xl) < 'YJ/2 fUr jeden Punkt x von X, also insbesondere fUr 
X = Xl und x = X 2 ist, ist 

e (I (Xl) , I (x2)) < e (f (Xl) , I' (Xl)) + e (I' (Xl) , I' (x2)) 

+ e (I' (x2) , I (x2)) < ~ + ~ = 'YJ, 

1 Vgl. Satz III. 2 Wegen der Bezeichnungen siehe Kap. I, § 3, Nr. 3. 
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folglich muB e (Xl' X 2) < e sein. Hierdurch ist bewiesen, daB f' eine 
e-Abbildung ist, w. z. b. w. 

§ 4. Kompaktheit und Vollstandigkeit. 
1. Total-Beschranktheit, VoUstandigkeit, Kompaktheitl. Ein 

metrischer Raum, der fur ein bestimmtes e> 0 ein e-Netz enthalt, 
ist offenbar beschrankt. Ein metrischer Raum, der bei jedem e 
ein e-Netz enthalt, heiBt total-beschrankt. Die Eigenschaft der Total
Beschranktheit ist aquivalent damit, daB R bei jedem e als Summe 
endlich-vieler Teilmengen von einem Durchmesser < e dargestellt wer
den kann. Denn besitzt der Raum R die letztere Eigenschaft, und ist 
R = MI + ... + M., wobei die Durchmesser der Mi kleiner als e 
sind, so erhalt man ein e-Netz a l , ... , a" wenn man in jedem Mi je 
einen Punkt ai wahlt. 1st urngekehrt ein e-N etz aI' ... , a, von R ge
geben, so ist R = U(a l , e) + ... + U(a" e), und die Durchmesser der 
U(ai,e) sindhOchstensgleich2e. Da erst recht ~ U(ai' e) = R ist, lafJt 
ein total-beschrankter Raum bei jedem e sowohl offene als auch ab
geschlossene endliche e-(Jberdeckungen zu. 

Eine Punktfolge 
( 1) aI' a2 , • • ., ak , • • • 

eines metrischen Raumes R heiBt eine Fundamentalfolge, wenn es zu 
jedem e > 0 ein ke gibt von der Eigenschaft, daB fur beliebige p >- ke, 
q~ke 

ist. 
Jede konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge. Denn fUr limak = a 

ist e(ap,alJ)<e(ap,a)+e(a,aq). also ist e(ap,aq) beliebig klein, 
wenn p und q hinreicJ:!.end groB sind. 1st umgekehrt jede Fundamental
folge des metrischen Raumes R konvergent, so heifJt R vollstiindig. 

Wir beweisen zuerst: 
Satz I. R ist dann und nur dann total-beschriinkt, wenn jede seiner 

Punktfolgen eine Fundamentalfolge als Teilfolge enthiilt. 
Beweis. Bereits bei dem Beweise des Hilfssatzes II von § 1, Nr. 4, 

haben wir gesehen, daB ein nicht total-beschrankter Raurn eine un
endliche Punktfolge enthalt, deren Elemente paarweise mehr als urn 
ein festes e> 0 voneinander entfemt sind. Da eine soIche Punktfolge 
gewiB keine Fundamentalfolge enthalt, ist die eine Hiilfte des Satzes 
(das "dann") bewiesen. Urn die zweite Halfte des Satzes zu beweisen, 
haben wir zu zeigen, daB man in jeder Punktfolge (1) eines total-be
schrankten Raumes eine Fundamentalfolge als Teilfolge wahlen kann. 
Zu diesem Zweck beweisen wir zuerst folgenden 

1 Der Begriff der Vollstandigkeit riihrt von FRECHET, der Begriff der Total
Beschranktheit von HAUSDORFF her. Die Satze dieser Nummer sind von HAUS

DORFF. 
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Hilfssatz. ]ede Punktfolge (1) eines total-beschrankten Raumes 
enthalt bei jedem e eine Teilfolge von einem Durchmesser < e. 

Zum Beweise braucht man nur eine endliche e-Uberdeckung U von 
R zu betrachten; mindestens ein Element von U enthalt eine unend
liche Teilfolge von (1), und diese hat dann einen Durchmesser < E. 

Durch Anwendung dieses Hilfssatzes konstruieren wir der Reihe 
nach die Teilfolgen 

von (1) so, daB jede dieser Folgen eine Teilfolge der vorangehenden ist 
und der Durchmesser der ersten < 1, der zweiten < i, der k-ten kleiner 
als 11k ist. Die Diagonalfolge 

apl' aq~, .ars ' ... , 

deren Elemente wegen PI :".::: qi < q2 ===; r2 < rs ... in (1) alle verschieden 
sind, ist eine in (1) enthaltene Fundamentalfolge. 

Beispiele. In einem Euklidischen Raume ist jede beschrankte 
Menge total-beschrankt (denn sie kann etwa in einen Wurfel ein
geschlossen werden, den man nachher in beliebig kleine Wurfe1 unter
teilt). Dagegen zeigt das in § 1, Nr. 5 (Bemerkung) angefiihrte Beispiel, 
daB es im Hilbertschen Raume beschrankte Mengen gibt, die nicht 
total-beschrankt sind. 

Wir wenden uns jetzt den vollstandigen metrischen Raumen zu. 
Das Bindeglied mit den bisherigen Ausfiihrungen wird dabei durch den 
folgenden Satz gegeben: 

Sa tz II. Ein 'metrischer Raum ist dann und nur dann kompakt, 
wenn er vollstandig und total-beschrankt ist. 

Beweis. DaB ein kompakter Raum vollstandig ist, ist klar, denn 
eine Fundamentalfolge, die eine konvergente Teilfolge enthalt, konver
giert selbst gegen den Limes dieser Teilfolge. DaB ein kompakter Raum 
total-beschrankt ist, ist gerade der Inhalt des Hilfssatzes II von § 1, 
Nr. 4. Bleibt ubrig zu zeigen, daB ein vollstandiger total-beschrank
ter Raum kompakt ist. Aus der Total-Beschranktheit folgt aber, daB 
jede Folge eine Fundamentalfolge, also (wegen der Vollstandigkeit) eine 
konvergente Teilfolge enthalt, w. z. b: w. 

Da eine abgeschlossene Punktmenge eines vollstandigen metrischen 
Raumes offen bar selbst ein vollstandiger metrischer Raum ist, kann 
man auch sagen: 

Satz II'. Eine abgeschlossene Menge eines vollstandigen Raumes ist 
dann und nur dann kompakt, wenn sie total-beschrankt ist. 

AuBerdem: 
Satz II". Eine total-beschrankte Menge eines vollstandigen Raumes R 

ist in diesem Raume kompakt. 
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2. Beispiele: VollsUindigkeit des Hilbertschen und der Euklidi
schen Raume. Bolzano-WeierstraBscher Satz. Die wichtigsten Bei
spiele vollstandiger Raume sind die Euklidischen Raume und der Hil
bertsche Raum. Die Vollstandigkeit des eindimensionalen Euklidischen 
Raumes (der Zahlengeraden) ist als Cauchysches Konvergenzkriterium lur 
Folgen reeller Zahlen dem Leser aus den Elementen der Analysis be
kannt. 

Wir beweisen gleich die Vollstandigkeit des Hilbertschen Raumes; 
in diesem Beweis wird auch der Beweis fiir die mehrdimensionalen 
Euklidischen Raume enthalten sein. 

Es sei 
(2) 

eine Fundamentalfolge des Hilbertschen Raumes, 

an = (t~, t~, . . ., tic, . . .). 
Da bei jedem k offenbar e (an, am) ::> I tic - tT: list, ist t1, tj" ... , tic, ..• 
eine Fundamentalfolge reeller Zahlen, folglich existiert tk = lim tic . 

Wir zeigen, daB 
(3) a = (~, t2 ,· •• , tk , ••• ) 

ein Punkt des Hilbertschen Raumes und auBerdem a = liman ist. 
Beides ist erreicht, wenn gezeigt ist, daB man zu jedem 8 ein ne finden 
kann derart, daB fiir n > ne 

(4) 
00 

~(tk - tic)2 < 8 2 

k=1 

ist. Denn ist die Formel (4) bewiesen, so ist wege,n 

und 

I ~tic(tk - tic) I :S: ~ (tic)2 • ~ (tk - tic) 2 ,1 
k k k 

gewiB ~ti < 00, und a ein Punkt des Hilbertschen Raumes. 
Des weiteren folgt aus (4), daB fiir n> ne 

e(a, an) < 8 

ist, d. h. an gegen a konvergiert. 
Um (4) abzuleiten, wahle man zunachstne so groB, daB fiir n> ne 

und m> ne 

1 Diese Ungleichung (von CAUCHy-SCHWARZ) ergibt sich leicht aus der in 
Kap. I, § 1, Nr. 12, bewiesenen Ungleichung 

y1;(tk - ~)2 + y1;(~ - t;,')2 ::> Y1;[(tk - t~} + (t~ - t~"W, 

wenn man tk = t~, t',: = 0 setzt und quadriert. 
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co 

d. h. "L,(t,,/: - t'k)2 <:: 82 . Fur jede naturliche Zahl h gilt dann erst recht 
k=1 

h 

L Wk' - t'k)2 < 82 , 
k=1 

somit nach einem Grenzubergang fUr m -> <Xl 

h 

"L, (tk - t'k)2 < 82 , 
k=1 

co 

schlieBlich (Grenzubergang h -> <Xl) ~ (tk - t'k)2 <:: 82 , w. z. b. w. 
k=1 

Bemerkung. Da im R n jede beschrankte Menge total-beschrankt 
ist, so folgt aus dem Satz II" angesichts der soeben bewiesenen Voll
standigkeit des Rn, daB jede beschriinkte pztnktmenge eines Euklidischen 
Raumes in diesem Raume kompakt ist, d. h. es folgt der Bolzano-Weier
straBsche Satz. 

3. Vollstiindigkeit des Raumes C(X, Y) der stetigenAbbildungen 1 

eines Kompaktums X in ein Kompaktum Y. Ein wei teres wichtiges 
Beispiel vollstandiger Raume ist durch die Raume C (X, Y) im Falle, 
daB X und Y Kompakten sind, gegeben. 

Es sei 
(5) 

eine Fundamentalfolge in C (X, Y). Da fUr jeden Punkt x von X die 
Folge 11 (x) , 12 (x), ... , I" (x), ... eine Fundamentalfolge des kompak
ten Raumes Y ist, so konvergiert diese Folge fUr jedes x gegen einen 
Punkt I (x) von Y. Diese Konvergenz ist ferner gleichmaBig, denn fUr 
aIle x ist bei jedem 8 und einem passend gewahlten ks 

(6) 

fUr p::> ks, q::> ke. Macht man bei beliebigem, aber festem x m (6) 
den Grenzubergang q -> <Xl, so wird 

(7) 

fUr beliebiges x c X und p::> ks . Hierin ist aber die gleichmaBige 
Konvergenz von Ik(x) gegen I(x) enthalten. Somit ist I (x) = limlk (x) eine 
stetige Abbildung von X in Y, und (5) eine in Y gegen den Punkt I 
konvergierende Punktfolge in C (X, Y), w. z. b. w. 

4. Eigenschaften vollstiindiger Riiume. Der Bairesche Dichtig
keitssatz. 

Sat z III. In einem vollstiindigen Raume hat eine abnehmende F olge 
abgeschlossener nichtleerer M engen F l' F 2' ..• , F k, ..• , deren Durch
messer gegen Null konvergieren, einen einzigen gemeinsamen Punkt. 

Beweis. 1st ak ein Punkt von F k , so ist aI' a2 , ••• , a", ... eine 
Fundamentalfolge, limak = a, und a ist in allen Fk enthalten. Mehr 

1 Kap. I, § 3, Nr. 3. 
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als einen gemeinsamen Punkt konnen die Fk nieht enthalten wegen 
lim c5 (Fk) = O. 

Hieraus folgt: 
Satz IV. Ein vollstiindiger metrischer Raum R kann nicht als Summe 

einer hOchstens abziihlbaren F olge nirgendsdichter T eilmengen von R dar
gestellt werden. 

Beweis. Es seien 

nirgendsdiehte Punktmengen in R. In jeder offenen Menge G c R gibt 
es folglich einen zu Mk fremden Punkt, also auch eine Umgebung dieses 
Punktes mit einer zu Mk fremden abgeschlossenen Hiille. Durch suk
zessive Anwendung dieser Bemerkung erhalt man eine Folge 

von Umgebungen von der Eigenschaft, daB U(Pk):::::> U(Pk+l) , der 
Durchmesser von U(Pk) kleiner als 11k und U(Pk) zu Mk fremd ist. 
Nach Satz III gibt es einen zu allen U(h) gehOrenden Punkt, und dieser 
gehort zu keinem M k , also erst recht zu keinem M k , w. z. b. w. 

Da man U(Pl) in einer beliebigen offenen Menge von R wahlen 
konnte, haben wir bewiesen, daB in jeder offenen Menge von Rein 
zu 2Mk fremder Punkt liegt. Es gilt mit anderen Worten die ver
scharfte Behauptung: 

Satz V. Bairescher Dichtigkeitssatz. Sind M 1 , M 2 , ••• , 

M k , ••• hOchstens abzahlbar-viele nirgendsdichte Punktmengen des voU
stiindigen metrischen Raumes R, so ist R - 2Mk dicht in R. 

Diesem Satz kann man eine etwas andere Form geben. 
Wir bemerken zuerst: wenn in einem topologischen Raum Reine 

offene Menge G dicht ist, so ist ihr Komplement F = R - G in R nirgends
dicht. Denn gabe es in Reine offene Menge H, in der H· F dicht 
ware,so miiBte F als abgeschlossene Menge ganz H enthalten, G konnte 
also in R nieht dieht sein. 

Es seien jetzt G1 , G2 , ••• , Gk , ••• hochstens abzahlbar-viele offene 
Mengen des vollstandigen metrischen Raumes R, von deneIi jede in R 
dieht ist. Dann ist Fk = R - Gk nirgendsdicht, also R - 2Fk = IIGk 
dicht in R. Mit anderen Worten: 

Satz V'. Es sei Rein vollstiindiger metrischer Raum. Der Durch
schnitt von hOchstens abziihlbar-vielen in R dichten offenenM engen ist 
dicht in R. 

Bemerkung.' 'Aus dein Baireschen Diehtigkeitssatz folgt, daB ein 
vollstandiger metrischer Raum nur dann abzahlbar sein kann, wenn 
es unter seinen Punkten so1che gibt, die keine nirgendsdichte Teil
menge des Raumes bilden, die m. a. W. isoliert sind. Ein voUstiindiger 
abzahlbarer Raum enthiilt notwendig isolierte Punkte. 
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Hieraus folgt z. B., daB die Menge der rationalen Punkte der Zahlen
gerade keinem vollstandigen Raum homoomorph sein kann. 

5. 1 Der BairescheDichtigkeitssatz ist in vielen topologischen Unter
suchungen von Wichtigkeit. Insbesondere wurde er in d~n letzten 
Jahren mit Erfolg auf zahlreiche Existenzbeweise angewandt, und diese 
Anwendung hatte ofters uberraschende Vereinfachungen der Beweise 
zur Folge. Es handelt sich dabei meistens urn den Raum C (X, Y) der 
stetigen Abbildungen 2 zweier Kompakten X und Y: Urn zu zeigen, daB 
eine gewisse Klasse K von Abbildungen von X in Y nicht leer ist, be
trachtet man K als Punktmenge im Raume C (X, Y). LaBt sich diese 
Punktmenge als Durchschnitt von in C (X, Y) dichten offenen Mengen 
darstellen, so ist sie nach dem Baireschen Dichtigkeitssatz gewiB 
nicht leer. 

Wir wollen hier ein Beispiel dieser Methode angeben, welches wir 
spater an wesentlicher Stelle brauchen werden (beim Beweise des sog. 
Menger-Nobelingschen Einbettungssatzes, also bei Aufstellung einer Be
dingung, die notwendig und hinreichend ist fur die Moglichkeit, ein 
gegebenes Kompaktum in einen Rn topologisch abzubilden). 

Wir nehmen an: die Kompakten X und Y sind so beschaffen, 
dafJ bei fedem s die offene 3 Menge C,(X, Y) der s-Abbildungen von 
X in Yin C (X, Y) dicht ist 4• Insbesondere ist jede der offenen Mengen 

Gk = C 1 (X, Y) 
k 

in C (X, Y) dicht. Da C (X, Y) vollstandig ist, so folgt daraus, daB aueh 
der Durchschnitt T = nGk in C (X, Y) dieht ist. Dieser Durehschnitt 
besteht aber aus stetigen Abbildungen von X in Y, bei denen die 
Originalmenge eines jeden Punktes den Durchmesser Null hat, also 
einpunktig ist. Die Menge nGk besteht also aus eineindeutigen stetigen 
Abbildungen von X in Y; solche Abbildungen sind naeh § 3, NL 1, 
topologisch. Wir haben also nicht nur gezeigt, daB es unter unseren 
Voraussetzungen topologische Abbildungen von X in Y gibt, sondern 
auch, daB diese Abbildungen eine dichte Teilmenge des Raumes C (X, Y) 
bilden. Also: 

Satz VI (Satz von HUREWICZ). 1st die Menge aller s-Abbildungen 
des kompakten metrischen Raumes X in den kompakten metrischen Raum Y 
bei fedem s dicht im Abbildungsraume C (X, Y), so gibt es topologische Ab
bildungen von X in Y, und zwar gibt es zu feder stetigen Abbildung f von 
X in Y und zu fedem (1) 0 eine topologische Abbildung t" von X in Y 

1 Der Inhalt dieses Paragraphen kommt erst in Kap. IX, § 3, Nr. 7, zur 
Anwendung. 

2 Kap. I, § 3, Nr. 3. 
3 Nach § 3, Satz VII. 
4 Bei den Anwendungen, die wir im Auge haben, ist diese Voraussetzung 

erfiillt (vgl. Kap. IX, § 3, Nr. 7). 
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derart, dafl lur alle Punkte x 

ist. 
(!(/(x) , t,,(x)) < (1 

Diesen Satz wenden wir im Kap. IX an, um diejenigen Kompakten 
zu charakterisieren, die Punktmengen Euklidischer Raume homoo
morph sind. Es wird sich zeigen, daB dies diejenigen Kompakten sind, 
die in einem noch festzulegenden Sinne eine endliche Dimension haben. 

6. I?-Verschiebungen. Die e-Abbildungen sind fur uns noch von einem 
ganz anderen Standpunkt aus von Wichtigkeit: sie bilden das Bindeglied 
zwischen den allgemeinen Kompakten und den Euklidischen Kompakten, 
d. h. den beschrankten abgeschlossenen Punktmengen eines Euklidi
schen Raumes. Um diese Beziehung zwischen den allgemeinen und den 
Euklidischen Kompakten herzustellen, wollen wir den Begriff einer 
e-Abbildung noch etwas spezialisieren. 

Defini tion. Es sei einePunktmenge A des metrischen Raumes R und 
eine stetige Abbildung I von A in R gegeben. Die Abbildung I heiBt eine 
e-Verschiebung oder auch eine e-Oberluhrung der Menge A, falls bei 
jeder Wahl des Punktes x von A die Ungleichung (!(x, I(x)) < e er
flillt ist. 

Man uberzeugt sich leicht davon, daB eine e-Verschiebung einen 
Spezialfall einer 3 e-Abbildung (im Falle der Kompakten sogar einer 
2e-Abbildung) darstellt. 

Der Satz, um den es sich in dieser Nummer handelt, ist: 
Sa tz VII. Eine abgeschlossene Punktmenge A des Hilbertschen 

Raumes ROO ist dann und nur dann kompakt, wenn sie bei iedem e> 0 
in eine beschriinkte abgeschlossene Punktmenge eines im ROO enthaltenen Rn 

e-ubergeluhrt werden kann. 
Da jeder kompakte metrische Raum eine abzahlbare Basis besitzt 

und folglich einer (abgeschlossenen) Punktmenge des Roo homoomorph 
ist, stellt unser Satz eine Beziehung zwischen den allgemeinen Kom
pakten und den Euklidischen Kompakten her. 

Beweis. Fe Roo sei kompakt, also total-beschrankt. Wir wahlen 
e> 0 und ein e-Netz in F 

N(e) = {aI' ... , as}, ai = (tL tL ... , ti, .. . ), i = 1, 2, ... , s 

beliebig, und bestimmen n so groB, daB fur alle i, 1 <: i <: s, 
co 

~ (t~)2 < e2 
k=n+l 

ist. Wir bilden jetzt F auf eine Punktmenge F' des vermoge der Glei
chungen tn+l = tn+2 = ... = 0 bestimmten Euklidischen Teilraumes Rn 
des ROO durch Proiektion, d. h. dadurch ab, daB wir jedem Punkt 
x = (tl' t2, ... , tn' ... ) von F den Punkt x' = (tl' t2, ... , tn' 0, 0, 0, ... ) 
entsprechen lassen. Von der so gewonnenen Abbildung beweisen wir, 
daB sie eine 3e-Verschiebung ist. Es sei x = (tl , t2 , ••• , tn' ... ) ein 



§ 5. Konvergenz von Mengenfolgen. 111 

beliebiger Punkt von F, ai ein von ihm um weniger als s entfernter 
Netzpunkt. Dann gilt: 

e(a;,ai) =1/ 2: (tD2<S, 
V k=n+l 

also e(x, x') < e(x, ai) + e(ai , ail + e(ai, x') < 3s . 
1st umgekehrt F nicht kompakt, also auch nicht total beschrankt, 

so gibt es in F eine Punktfolge {ai}' deren Elemente voneinander paar
weise mehr als um eine feste positive Zahl s entfernt sind. Wenn F' 

eine Menge ist, in die F durch eine s'-Verschiebung libergeht, s' < ; , 

so haben die Bilder ai der ai noch immer eine Entfernung ::> s - 2 s' > -} 
voneinander, sie konnen also in keiner beschrankten Punktmenge eines 
Rn enthalten sein. Unser Satz ist hiermit bewiesen. 

Korollar. Der Fundamentalquader des Hilbertschen Raumes ist 
kompakt. 

Denn er geht durch Projektion 

x = (tl' t2 , ••• , tn' ... ) ->- x' = (tl' t2 , •.• , tn' 0, 0, 0, ... ) ,. 

also durch eine cn-Verschiebung lim sn = 0, in einen gewohnlichen n-
n->-oo 

dimensionalen Quader liber. 
Aus diesem Korollar und dem Urysohnschen Einbettungssatz1 folgt: 
Zusatz zum Urysohnschen Einbettungssatz. Jeder normale 

Raum mit abzahlbarer Basis, also jeder metrische Raum mit abzahl
barer dichter Punktmenge, ist einer Teilmenge eines Kompaktums 
homoomorph. 

§ 5. Konvergenz von Mengenfolgen2. 
1. Topologiscbe Konvergenz. Es gibt topologische und metrische 

Konvergenz von Mengenfolgen. Wir beginnen mit der ersten. 
Es seien 

(1 ) 

Punktmengen eines topologischen Raumes R. Der Punkt p gehort 
definitionsgemaB zum oberen topologischen Limes der Mengenfolge (1), 
wenn jede Umgebung von p mit unendlich-vielen Mengen Mk gemem
same Punkte hat. Den oberen topologischen Limes der Folge (1) be
zeichnen wir mit n M k ; dabei kann ltM/c leer sein. Hat jede U(P) mit 
fast allen Mk einen nichtleeren Durchschnitt, so gehort p zum unteren 

1 Kap. I, § 8. 
2 Der Inhalt dieses Paragraphen ri.ihrt im wesentlichen von HAUSDORFF her. 
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topologischen Limes 1J Mk der Mengenfolge (1), Der Beweis des folgen
den Satzes dad dem Leser iiberlassen werden: 

Satz 1. Sowohl It Mk als auch lJMk sind abgeschlossene Mengett; 
es ist ltMk==>lJMk • 

1m allgemeinen braucht nicht It Mk = 1J Mk zu sein; es sei in der Tat 

M k bei geradem k das Dreieck mit den Eckpunkten (~ , ~), (1, 1 + ~) 
(2 - i ' i), bei ungeradem k das Dreieck mit den Eckpunkten (i, - i) , 
(1, -1 - ~), (2 - ~ , - -!-). Dann besteht It Mk aus allen Punkten 

der beiden Dreiecke (0; 0), (1; 1), (2; 0) und (0; 0), (1; -1), (2; 0), 
wahrend It Mk die Strecke [0; 2J der x-Achse ist. 

1st It Mk = U Mk = A, so heiJ3t die Mengenfolge {Mk} topologisch 
konvergent, und die Menge A ist ihr topologischer Limes. Man schreibt 
dann: ItMk = A. 

Aus den obigen Definitionen folgt ohne Weiteres: fUr jede abneh
mende Folge abgeschlossener Mengen Ak eines topologischen Raumes 
R gilt 

also 
Sat z II. ] ede abnehmende F olge AI==> A 2 ==> ••• ==> A k ==> • •• abgeschlos

sener Punktmengen konvergiert topologisch gegen ihren Durchschnitt. 
2. Metrische Konvergenz. Abweichung zweier Punktmengen 1 

voneinander. Der Raum is (R) der abgeschlossenen Punktmengen 
eines metrischen Raumes. Der Begriff der metrischen Konvergenz 
beruht auf einem von HAUSDORFF eingefUhrten besonderen Entfernungs
begriff, den wir unter dem Namen Abweichung zweier Mengen fUr nicht
leere beschrankte Punktmengen eines metrischen Raumes einfiihren. Die 
Abweichung 0; (M, N) zweier Punktmengen 1 M und N des metrischen 
Raumes R ist die untere Grenze der den Bedingungen 2 

U(M, 0;) ==> N, U(N, ,~) ==> M 

gleichzeitig geniigenden Zahlen 0;. Offenbar ist stets: 

(2) 

(3) 

(4) 

o;(M,N) >0, 

o;(M, N) = o;(N, M), 

o;(M, M) = O. 

Man beweist ferner leicht (und diesen Beweis soll der Leser selbst 
durchfiihren), daJ3 fUr je drei Mengen M, M', M" 

(5) o;(M, M') + 0; (M', M"):> o;(M, M") 

1 Unter einer Punktmenge wird in dieser Nummer immer eine nichtleere 
beschrankte Punktmenge (eines metrischen Raumes) verstanden. 

2 U(M, (X) ist die (X-Umgebung von M, d. h. die Menge aller Punkte p mit 
e(P, M) < IX. 
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gilt. Dagegen braucht aus ()( (M, N) = 0 noch durchaus nicht zu folgen, 
daB M = N ist: es genugt ja z. B. fUr M die Menge der rationalen, 
fUr N die der irrationalen Punkte der Zahlengerade zu wahlen. Es gilt 
aber allgemein: 
(6) ()((M, N) = ()((M, N) 
und: 

Sat z III. Es ist dann und nur dann iX (M, N) = 0, wenn M = N ist. 
Beweis. Es braucht nur gezeigt zu werden: wenn Meinen 

Beruhrungspunkt p besitzt, der nicht Beruhrungspunkt von N ist, so 
ist iX(M, N) > o. Dies folgt aber daraus, daB in unserem FaIle (!(P, N) 
= d> 0 ist, folglich M in keiner Umgebung U(N, iX) mit iX < d liegen 
kann, also ()( (M, N) > d ist. 

Korollar. Sind die abgesehlossenen Mengen M und N voneinander 
versehieden, so ist iX(M, N) > O. 

Nennt man zwei Punktmengen zueinander dieht, wenn sie dieselbe 
abgeschlossene Rulle haben, so zerfallt die Gesamtheit der Punkt
mengen I eines metrischen Raumes R in disjunkte Diehtigkeitsklassen, 
d. h. in Klassen von zueinander dichten Mengen. Zwei Mengen haben 
dann und nur dann eine von Null verschiedene Abweichung, wenn sie 
zu verschiedenen Dichtigkeitsklassen gehOren. Angesichts von (2) bis (6) 
k6nnen die Dichtigkeitsklassen des metrischen Raumes R als Punkte 
eines metrischen Raumes aufgefaBt werden: man hat als Entfernung 
zwischen zwei Dichtigkeitsklassen die Abweichung eines beliebigen 
Elementes der einen von einem beliebigen Element der anderen Klasse 
zu betrachten. Da jede Dichtigkeitsklasse eine einzige abgeschlossene 
Menge - die gemeinsame abgeschlossene Rulle alier Mengen der 
Klasse - enthalt, so ist der Raum der Dichtigkeitsklassen kongruent 2 

mit dem Raum g:(R) der abgesehlossenen Mengen von R, in welchem 
als Entfernung wiederum die Abweichung je zweier abgeschlossener 
Mengen erklart wird. Somit kann man insbesondere auch von der 
Konvergenz von Diehtigkeitsklassen bzw. von abgesehlossenen ]'v[engen 
sprechen. Liegt eine Folge von irgendwelehen Punktmengen I 

(1) M I , M 2 , ••• , M k , ••• 

des metrischen Raumes R vor, und konvergieren die Dichtigkeits
klassen illCk der Mengen Mk gegen die Dichtigkeitsklasse m, so sagt man 
auch, daB (1) gegen die abgesehlossene Menge A der Dichtigkeitsklasse m 
metriseh konvergiert, und schreibt 

(7) A = ImMk • 

Die Gleichheit (7) ist also mit der Gesamtheit der beiden folgenden 
Tatsachen gleichbedeutend: 

1 Vgl. FuBnote 1 auf der vorigen Seite. 
2 Zwei allgemein-metrische Raume heiBen kongruent (oder isometrisch), wenn 

sie aufeinander eineindeutig und entfernungstreu abgebildet werden konnen. 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 8 
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1. Es ist limlX(A, Mli;) = O. 
2. A =f= 0 ist abgeschlossen. 

Da jede abgeschlossene Menge die groBte Menge ihrer Dichtigkeits
klasse ist, kann man die metrische Konvergenz von Punktmengen auch 
so definieren: es ist 1m Mli; = A, wenn lim lX (A, Mli;) = 0 ist, und wenn 
man in letzterer Bedingung die Menge A durch keine echte Obermenge 
von A ersetzen kann. 

3. Beziehungen zwischen topologiseher und metrischer Konver
genz. 

Satz IV. Existiert lmMli;' so existiert auch ltMli; und ist mit 
lm Mli; identisch, also nicht leer. 

Beweis. Es sei A = 1m Mli;' Dann ist ohne weiteres klar, daB 
A c li Mlc ist. Wir beweisen, daB andererseits U Mli; c A ist .. Denn 
gabe es einen nicht zu A gehOrenden Punkt p von U M li;' so ware 
(wegen der Abgeschlossenheit von A) die Entfernung e (p, A) positiv. 
Da in beliebiger Nahe von p Punkte von Mli; mit beliebig groBem k 
liegen, konnte nicht lX(A, Mli;) gegen Null konvergieren und A metri
scher Limes von M li; sein. 

Aus der Existenz eines nichtleeren topologisehen Limes braucht die 
Existenz eines metrischen Limes nicht zu folgen: es bestehe M li; aus 
der Kontur des dureh die vier Eekpunkte (0, -k), (0, k), (1, -k), 
(1, k) bestimmten Reehteeks. Dann bilden die beiden Geraden x = 0, 
x = 1 den It Mli;' wahrend 1m Mli; nicht existiert. 

Wir bemerken noch: es folgt aus der metrischen Konvergenz der 
Folge {Mlch lmMlc = A, dafJ diese Folge dem Cauchyschen Konvergenz
kriterium genugt; d. h. : man kann fiir die metriseh konvergente Folge {M k} 
zu jedem e> 0 ein n bestimmen, so daB lX (Mi' Mli;) < e fUr alle i> n, 
k > n ist. Dies ist in der Tat eine unmittelbare Konsequenz des Drei
eeksaxioms: lX(Mi' M lc) < lX(Mi' M) + lX(M, Mli;)' EineArtUmkehrung 
dieser Tatsache ist dureh folgenden Satz gegeben: 

Sa tz V. Gilt fur die Folge (1) das Cauchysche Konvergenzkriterium, 
so konvergiert die Folge topologisch. 

Beweis. Es sei A = U Mli;' a ein Punkt von A, 8 eine willkiir

liehe positive Zahl, n so groB, daB fiir i ::::: n, k > n man lX (Mi' M li;) < .£. 
2 

hat. Es existiert ein p > n so, daB e(a, Mp) < ~ ist, folglieh ein 

Punkt a' von Mp so, daB e(a, a') < ~ ist. 1st jetzt m eine beliebige 

ganze Zahl >n, so ist lX(Mp, Mm) < ~ , so daB es insbesondere einen 

Punkt a;;' von Mm mit e(a', a;;') < ~, also e(a, a;;') < e, gibt. Da 

8> 0 und m> n beliebig waren, ist a ein Punkt von li M lc , W. z. b. w. 
4. Es sei ietzt R kompakt. Dann laBt sich der Satz III umkehren: Exi

stiert (fiir nichtleere Mli;) die Menge ltMli;, so auch lmMli;' und es ist 
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ltMle = lmMle =1= O. Es sei in der Tat A = ttMle; A ist nach dem Satz I 
abgeschlossen. A ist nicht leer; denn ist ale ein beliebiger Punkt von 
M le , so geh6rt der Limes jeder konvergenten Teilfolge der Folge {ale} zu 
U Mle = tt M le . Wir nehmen an, daB A nicht der metrische Limes von 
(1) ist. Dann existiert ein 8 derart, daB fur eine Teilfolge {Mlch} von 
(1) man tX(A, M lch) > 8 hat. Da tt Mle = It Mlen = A ist, k6nnen wir 
die Teilfolge {Mlch} an Stelle der ganzen Folge (1) treten lassen. Es 
handelt sich also darum, das gleichzeitige Bestehen der Relationen 

(8) A = ltMle=l= 0, 

(9) tX(A, M le) > 8 > 0 (fur alle k= 1,2, ... in inf.) 
ad absurdum zu fuhren. 

Die Ungleichung (9) bedeutet, daB mindestens eine der beiden fol-
genden Bedingungen erfullt ist: 

1°. Es existiert ein Punkt Ple von M le , so daB e(Ple, A) > 8 ist. 
20. Es existiert ein Punkt ale von A, so daB e (ale, M le) > 8 ist. 
Mindestens eine der beiden Bedingungen 1°, 2° ist fur unendlich-

viele k erfiillt. Wir diskutieren einzeln die beiden FaIle. Dabei kann 
man (nach evtl. Ubergang zu einer Teilfolge) in jedem der beiden FaIle 
annehmen, daB die betreffende Ungleichung fUr alle k gilt, und (da R 
kompakt ist) daB die Folge {Ple} bzw. {ale} gegen einen Punkt P bzw. 
a c A konvergiert. Ware die Bedingung 1 ° fUr alle k erfiillt, so muBte 
der Punkt P als limh zu U M le , also zu A gehOren, wahrend anderer
seits e(P, A) > 8 ist. Ware die Bedingung 2° erfiillt, so ware e(a, A) 
> 8 im Widerspruch zu ac A. Wir sind in beiden FaIlen zu einem 
Widerspruch gekommen, und A = lm Mle ist durch diesen Widerspruch 
bewiesen. 

Wir haben also das Resultat: 
Satz VI. In kompakten metrischen Riiumen stimmt die topologische 

Konvergenz von nichtleeren Punktmengen mit der metrischen iiberein: aus 
der Konvergenz im einen Sinne folgt die Konvergenz im anderen Sinne, 
und die Limesmengen sind identisch und nichtleer. Eine Folge nichtleerer 
Mengen ist dann und nur dann konvergent, wenn sie dem Cauchyschen 
K onvergenzkriterium geniigt. 

5. Kompaktheit des Raumes der abgeschlossenen Mengen eines 
Kompaktums. 

Sat z VII. In einem kompakten metrischen Raume R lapt sich aus 
ieder Folge nichtleerer Mengen eine konvergente Teilfolge wahlen. 

Mit anderen Worten: 1st der metrische Raum R kompakt, so ist iY(R) 
ebenfalls kompakt. 

Beweis1• Aus dem Sa.tz VI folgt: 1st Rein Kompaktum, so ist 
iY (R) vollstandig. Nach § 4, Satz II, bleibt zu zeigen, daB iY (R) total-

1 Dieser beson<iers einfache Beweis des Satzes VlI wurde uns von Herrn 
COHN-VOSSEN mitgeteilt. 

8* 
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beschrankt ist. Dies ist· aber erreicht, wenn gezeigt ist: Die Menge 
aller nichtleeren Teilmengen eines 8-Netzes N = {aI' ... , as} von R 
ist ein 8-Netz von i5' (R). Diese letzte Behauptung kann auch so aus
gesprochen werden: Zu jeder abgeschlossenen Menge FeR gibt es 
eine Teilmenge A c N, so daB (X,(F, A) < 8 ist. Wir definieren nun A 
als die Menge aller Punkte ai c N mit e (F, ail < 8. Offenbar ist 
A c U (F, 8). Da es zu jedem Punkt von R, also insbesondere zu jedem 
Punkt p von Fein ai c N mit e (P, a.i ) < 8 gibt, ist umgekehrt 
FeU (A, 8), also (X, (F, A) < 8, w. z. b. w. 

Bemerkung. Da auch die einzelnen Punkte eines Raumes zu seinen 
abgeschlossenen Mengen zahlen, ist bei nichtkompaktem Rauch %(R) 
nicht kompakt. Wir k6nnen also sagen: i5' (R) ist dann und nur dann 
kompakt, wenn R kompakt ist. 

§ 6. Zusammenhangsverhaltnisse in Kompakten. Die Kom
pakten als stetige Bilder des Cantorschen Diskontinuums. 

1. f-Ketten, f-Verkettung, O-Verkettung, f- bzw. O-Komponenten. 
Wir beginnen mit einigen Definitionen, die sich auf beliebige metrische 
Raume beziehen. 

Es sei Rein metrischer Raum, 8 eine positive Zahl. Unter einer 
8-Kette in R versteht man eine endliche Folge von Punkten aI' a2 , •.. , as 
von R mit (! (ai' ai+1) < 8, i = 1 , 2, ... , s - 1. Man sagt, daB die 
8~ Kette aI' a2 , ••• , a8 die Punkte al und as verbindet, oder daB sie 
eine e-Kette zwi5chen al und a8 ist. Selbstverstandlich bildet jeder 
einzelne Punkt fiir sich eine 8-Kette (und zwar bei jedem 8), s = 1. 

R heiBt 8-verkettet, wenn je zwei seiner Punkte durch eine 8-Kette 
verbunden werden k6nnen. Es ist klar, daB R 8-verkettet ist, wenn alle 
seine Punkte mit einem festen Punkte durch 8-Ketten verbindbar sind. 
Daraus folgt, daB die Menge Kc (P) aller Punkte von R, die sich mit dem 
Punkt p durch 8-Ketten verbinden lassen, als Relativraum betrachtet, 
8-verkettet ist. Diese Menge ist ferner die gr6Bte 8-verkettete Punkt
mengel von R, welche den Punkt p enthalt. Sie heiBt die 8-Komponente 
vonp in R. Wenn q ein Punkt von Kc(P) ist, so ist auch U(q, 8) cKc(P), 
d. h. Kc(P) ist offen. Wenn q ein Punkt von R - Kc (P) ist, so ist auch 
U(q, 8) C R - Kc (P), d. h. R - Kc (P) ist offen, Kc (P) ist abgeschlossen. 
Somit ist sowohl Kc (P) als auch R - Kc (P) gleichzeitig abgeschlossen 
und offen. Daraus folgt, daB ein zusammenhangender metrischer Raum 
mit der 8-Komponente jedes seiner Punkte zusammenfallt, folglich 
8-verkettet ist, und zwar bei jedem 8. 

Wenn bei einem festen e der Raum mehr als eine e-Komponente 
aufweist, so sind diese notwendig disjunkt; der Raum zerfallt also in 
seine 8-Komponenten. 

1 Wir betonen: eine Punktmenge des metrischen Raumes R heiBt e-verkettet, 
wenn sie als metrischer Relativraum e-verkettet ist. 
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1st R bei jedem e e-verkettet, so heiBt er O-verkettet. Die Summe 
von beliebig vielen O-verketteten Punktmengen 1, die aile mindestens 
einen Punkt gemeinsam haben, ist offenbar ebenfalls O-verkettet. Dar
aus folgt, daB jeder Punkt p von R in einer groBten O-verketteten 
Punktmenge enthalten ist; diese heiBt die O-Komponente Ko(P) von p 
in R. Sie ist abgeschlossen, denn wenn man einer O-verketteten Punkt
menge eine beliebige, aus ihren Beriihrungspunkten bestehende Punkt
menge hinzufiigt, entsteht offenbar wieder eine O-verkettete Menge. 
Wir haben schon gesehen, daB jede zusammenhangende Menge auch 
O-verkettet ist. Die Umkehrung dieser Behauptung trifft jedoch nicht 
zu, wie das Beispiel der Menge ailer rationalen Punkte der Zahlen
gerade lehrt, die zwar O-verkettet, aber nicht zusammenhangend ist. 

Sa tz I. Ein KompaktumF ist dann und nur dann zusammenhiingend, 
wenn es O-verkettet ist. 

Es geniigt zu zeigen, daB ein O-verketteter kompakter Raum zu
sammenhangend ist, d. h. daB ein nicht zusammenhangender kompakter 
Raum auch nicht O-verkettet ist. 1st aber F nicht zusammenhangend, 
so ist 

mit e(F1,F2) = (J> o. 
Fist also nicht (J-verkettet, w. z. b. w. 
Korollar. Die Komponenten K (P) eines Kompaktums stimmen mit 

seinen O-Komponenten uberein. 
Denn einerseits ist K (P) c Ko (P), andererseits ist aber Ko (P) als 

abgeschlossene Menge eines Kompaktums selbst kompakt, und - da 
O-verkettet - nach Satz I zusammenhangend und somit in K (P) ent
halten. 

2. Die Mengen K' (p). Die Menge der Punkte von R, die sich bei jedem 
emit dem Punkt p durch e-Ketten verbinden lassen, bezeichnen wir mit 
K' (P). Offenbar ist K' (P) der Durchschnitt ailer Ke (P) oder auch 

K' (P) = II Ken (P), 
wobei die en eine beliebige Folge positiver Zahlen mit limen = 0 
bilden. Daraus folgt, daB K' (P) abgeschlossen (als Durchschnitt 
abgeschlossener Mengen) ist. AuBerdem ist Ko(P) c K' (P). Bei nicht 
kompaktem R braucht aber K' (P) nicht mit Ko (P) zusammen
zufallen: man betrachte in der Tat die Peripherie C des Einheitskreises, 
r = 1 (Polarkoordinaten!) und auf jedem Radius q; = 1 In die Menge An 
der Punkte, durch die dieser Radius in n gleiche Teile geteilt wird. 
Den metrischen Raum R definieren wir als eine Punktmenge der 
Euklidischen Ebene, und zwar als Vereinigungsmenge der Menge C, 
des Mittelpunktes 0 von C und ailer Mengen An' n = 1,2, . .. 1st P 

1 Eine Punktmenge des metrischen Raumes R heiBt O-verkettet, wenn sie 
als metrischer Relativraum o-verkettet ist. 
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ein Punkt von C, so ist K(P) = Ko(P) = C, wahrend K' (P) auBer den 
Punkten von enoch den Punkt 0 enthalt. 

Satz II. In einem Kompaktum Kist K'(P) = K(P) = Ko(P). 
Beweis. Da K' (P) :::> Ko(P) :::> K(P) ist, geniigt es, K' (P) c K(P), 

d. h. den Zusammenhang von K' (P) zu beweisen. Da ferner bei limen = 0, 
en> en+!' erstens Ken (P) :::> Ken+> (P), zweitens K' (P) = IIKen (P) ist, 
wobei die KEn en-verkettete Mengen sind, folgt Satz II aus 

Satz III. Es sei FI :::>F2 :::>··· :::>Fn :::>· .. eine abnehmende Folge 
abgeschlossener M engen des kompakten metrischen Raumes R. 1st bei 
limen = ° die Menge Fn en-verkettet, so ist Fo = IIFn zusammen
hiingend. 

Beweis von Sa tz III. 
Hilfssatz. Jede Umgebung U(Fo) von Fo = IIFn enthalt fast 

aIle Fn. 
Gabe es in der Tat eine Teilfolge Fnk mit Fnk - U(Fo) =1= 0, so 

miiBten die abgeschlossenen Mengen Fm - U(Fo) nach dem Cantor
schen Durchschnittssatz mindestens einen gemeinsamen Punkt a ent
halten; dieser, als gemeinsamer Punkt einer unendlichen Teilfolge der 
abnehmenden Folge F n , ware auch in allen F n , d. h. in Fo enthalten, 
konnte also nicht auBerhalb von U(Fo) liegen. Der Hilfssatz ist hier
mit bewiesen. 

Wir nehmen an, daB Fo nicht zusammenhangend ist, daB es also 
eine Zerlegung Fo = FI + F2 von Fo in zwei nichtleere disjunkte ab
geschlossene Mengen gibt. Nach § 3, Satz II, ist e(F1 , F2) = (J> 0. 
Wir setzen 

und wahlennsogroB,daBen<~ und Fn C U(F) ist; nach dem Hilfssatz 
3 

istdasmoglich. DadieMengenFn· U(Fl' ;)undFn • U(F2' ;) nichtleer 

sind (sie enthalten ja Fl bzw. F2) und voneinander mindestens urn ; 

entfernt sind, a~dererseits aber F n = F n • U (Fl' ;) + F n • U(F2' ;) ist. 

kann Fn nicht 3- urn so mehr nicht en-verkettet sein. wodurch ein 

Widerspruch mit unseren Voraussetzungen erreicht ist. 
3. Kontinuen und diskontinuierliche Kompakten. Ein zusam

menhangendes mehrpunktiges Kompaktum heiBt ein Kontinuum; den 
extremen Gegensatz dazu bildet ein diskontinuierliches Kompaktum, 
d. h. ein soIches, weIches kein Kontinuum enthalt. 

Bemerkung I. Aus Satz III folgt sofort: Der Durchschnitt einer 
abnehmenden Folge von Kontinuen ist ein Kontinuum oder ein einzelner 
Punkt. 

Bemerkung II. Nach Kap. I, § 2, Nr. 15, ist eine beschrankte ab
geschlossene Punktmenge der Zahlengeraden dann und nur dann ein 
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diskontinuierliches Kompaktum, wenn sie kein Intervall enthalt (oder 
auch, wenn sie nirgendsdicht ist). 

Sat z IV. ] eder Punkt eines diskontinuierlichen Kompaktums F besitzt 
beliebig kleine Umgebungen, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind. 

Beweis. Es genugt zu zeigen, daB es zu jedem Punkt pc Fund 
zu jedem e> 0 ein solches c5 > 0 gibt, daB Ko (P) C U(p, e) ist, denn 
dann bildet ja die gleichzeitig offene und abgeschlossene Menge Ko (P) 
eine Umgebung von p, wie wir sie haben wollten. 

Wir nehmen nun an, es gabe ein solches c5 nicht. Dann existiert zu 
jedem n ein Punkt an cF - U(p, e), welcher mit p durch eine 1Jn-Kette 
verbunden werden kann. Wir durfen offenbar annehmen (evtl. Uber
gang zu einer Teilfolge I), daB die an eine konvergente Folge bilden. 
Der Punkt a = liman laBt sich sodann bei jedem e durch eine e-Kette 
mit p verbinden, er gehort also zur Komponente von p, welche somit 
- als zusammenhangende mehrpunktige abgeschlossene Menge eines 
Kompaktums - ein in F enthaltenes Kontinuum ist. 

Satz V. Ein diskontinuierliches Kompaktum F lapt sich bei iedem e 
in endlich-viele disiunkte abgeschlossene M engen mit Durchmessern < e 
zerlegen. 

Beweis. Wir wahlen zuerst fur jeden Punkt p von F eine U(P), 
die gleichzeitig offen und abgeschlossen ist. Eine Anwendung des 
Heine-Borel-Lebesgueschen Satzes ergibt sodann eine aus endlich
vielen dieser U (P) bestehende Uberdeckung 

Ul , •.. , U. 

vonF. Wir setzen Fl = Ul,Fk = Uk - (Ul + ... + Uk-I)' k = 2, ... , s. 
Die F k sind disjunkt und bedecken den ganzen Raum F; da die Ui 

gleichzeitig abgeschlossen und offen sind, gilt dasselbe auch von den F k' 

Somit ist F = Fl + ... + F. die gesuchte Zerlegung von F. 
4. Kompakten als stetige Bilder diskontinuierlicher Punktmengen. 

Sa tz VI. ] edes Kompaktum ist stetiges, jedes diskontinuierliche Kom
paktum ist topologisches Bild einer nirgendsdichten abgeschlossenen be
schrankten Punktmenge der Zahlengeraden. 

Die Beweise der beiden Behauptungen laufen parallel. Man erhalt 
den Beweis der ersten (sich auf beliebige Kompakten beziehenden) Be
hauptung des Satzes, wenn man den Text in eckigen Klammern nicht 
liest. Es seien: Fein [diskontinuierliches] Kompaktum, F l' ... , F. 
[disjunkte] abgeschlossene Mengen von einem Durchmesser < 1, welche 
eine Uberdeckung von F bilden. Wir nehmen an, daB fur ein testes 
k die [disjunkten] abgeschlossenen Mengen Fi, ... ik konstruiert sind, 
wobei in jeder Indexkombination (il'" ik ) jedes ik , h = 1, ... , k, 
endlich-viele Werte, und zwar die Werte 1,2, ... , S(il" .. , i k- 1) an
nimmt, jedesFi, ... ik einen Durchmesser <11k hat und die Summe der 
F i , ... ik der ganze Raum Fist. 
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Wir stellen jede mehrpunktige Menge Fil°o.ik als Summe endlich
vieler [disjunkter] abgeschlossener Summanden Fil°o.ikik+1' ik +1 = 1, 

2, ... , S (ii' ... , i k) dar, von denen jeder einen Durchmesser < k ~ 1 

hat; ist Fit ... ik einpunktig, so sei s (ii' ... , i k) = 1 und Fi1 ... ik+1 = Fit ... ik' 

Wir nennen jetzt A die Menge aller Irrationalzahlen 

X=~ 1 
Zl + -,- + 

Z2 '. 1 
.+ i k +. 

mit 1 < ik < S (ii' ... , i k - 1), k = 1, 2, ... in info 
Wir beweisen, daB die Menge A c Rl ein Kompaktum ist. Da A 

aus Irrationalzahlen besteht, also kein Intervall enthalten kann, wird 
damit gezeigt, daB A eine nirgendsdichte beschrankte abgeschlossene 
Punktmenge des Rl ist. 

Es genugt zu zeigen, daB jede abzahlbare Teilmenge M von A 
mindestens einen zu A gehorenden Haufungspunkt besitzt. 

Es seien 1 
Xh =71 + 1 

Z1 i~ +. . 1 
'+71+ Zk • 

(1 ) h=1,2,oo. 

die Elemente von M. Da die Anzahl der verschiedenen Werte, die ii 
annehmen kann, endlich ist, gibt es eine solche naturliche Zahl 1'1, 

daB fur unendlich-viele h gilt: i~ = 1'1' Es seien jetzt die natiirlichen 
Zahlen 1'1' 1'2'"'' rk so bestimmt, daB es unter den Irrationalzahlen Xh 

unendlich-viele gibt, deren Kettenbruchentwicklung (1) mit 1'1,1'2' .•• , rk 

als den ersten Teilnennern beginnt. Die Menge dieser xh nennen wir 
fUr einen Augenblick M k • Da die Anzahl der verschiedenen Werte, 
die i~+1 annehmen kann, endlich ist, gibt es eine naturliche Zahl rk +1 

von der Eigenschaft, daB fur unendlich-viele Xh c Mk der (k + 1)-te Teil
nenner i~+1 gleich rk +1 ist. Es liegt also eine unendliche Menge M k+1 

C Mk C A von Irrationalzahlen vor, deren Kettenbruchentwicklung 
mit den Teilnennern 1'1,1'2"'" rk +1 beginnt. 

Auf diese Weise wird fur jedes k ein rk bestimmt, so daB es in M 
unendlich-viele Irrationalzahlen gibt, deren Kettenbruchentwicklung 
mit 1'1,1'2' ••• , rk beginnt. Unter diesen Bedingungen gehort aber die 
Irra tionalzahl 1 

- 1 
1'1+-

1'2 +. . 1 

.+ 1'k+' 

zu A, und sie ist ein Haufungspunkt der Menge M. Die Kompaktheit 
von A ist also bewiesen. 
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Es sei jetzt 1 
X=--;- 1 

21 +--;-+ 
. 22 •• 1 

. + i k +. 
(2) 

irgendein Punkt der Punktmenge A c Rl. Wir betrachten die Mengen
folge 
(3) F i , ::J F i , i. ::J ••• ::J F i , ... ik ••• 

im Kompaktum F. Nach dem Cantorschen Durchschnittssatz haben 
die Mengen (3) einen und wegen ~(Fi, ... ik) < 11k nur einen gemein
samen Punkt. Diesen Punkt lassen wir dem Punkte (2) von A ent
sprechen und nennen ihn f (x). Auf diese Weise entsteht eine eindeutige 
Abbildung f von A in F. Die Abbildung fist eine Abbildung auf F, 
denn jeder Punkt von F gehort zu den Mengen mindestens einer Mengen
folge (3). [Ist F diskontinuierlich, so wurden die Mengen Fi, ... ik mit 
einem und demselben k als disjunkte Mengen gewahlt; daraus folgt, 
daB in diesem FaIle jeder Punkt von F zu den Mengen einer einzigen 
Folge (3) gehOrt, so daB die Abbildung f eine eineindeutige Abbildung 
von A auf Fist.] 

Die Abbildung fist in jedem Punkt x c A stetig [also im FaIle 
eines diskontinuierlichen F nach § 3, Nr. 1, topologisch]. 

Denn ist x' c A und I x - x' I hinreichend klein, so stimmen bei 
beliebig vorgeschriebenem k die ersten k Teilnenner der Kettenbruch
entwicklungen von x und x' iiberein, was zur Folge hat, daB f (x) und 
f (x') in einem und demselben F i , ... ik enthalten und also voneinander 
weniger als urn 11k entfernt sind. 

Der Satz VI laBt sich folgendermaBen verscharfen: 
Sat z VI'. ] edes Kompaktum ist stetiges Bild des C antorschen Dis

kontinuums; jedes diskontinuierliche Kompaktum ist topologisches Bild 
einer Teilmenge des Cantorschen Diskontinuums; jedes perfekte dis-. 
kontinuierliche Kompaktum ist topologisches Bild des Cantorschen Dis
kontinuums. 

Der Satz VI' folgt unrnittelbar aus dem Satz VI und den folgenden 
drei Behauptungen: 

1°. AIle perfekten diskontinuierlichen Kompakten auf der Zahlen
gerade (d. h. aIle beschrankten perfekten nirgendsdichten linearen 
Mengen) sind untereinander, also insbesondere dem Cantorschen Dis
kontinuum, homoomorph. 

2°. Jede beschrankte nirgendsdichte abgeschlossene Punktmenge 
Fe RI ist: 

a) in einem perfekten diskontinuierlichen Kompaktum PeRI ent
halten; 

b) stetiges Bild eines perfekten diskontinuierlichen Kompaktums 
Pc RI. 
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Beweisskizze von 1°. Die Komplementarintervalle zu einer be
schrankten perfekten nirgendsdichten linearen Punktmenge P, d. h. die 
Komponenten von Rl - P, bilden eine auf der Geraden (von links 
nach rechts) geordnete abzahlbare Menge. Jedes komplementare Inter
vall ist ein offenes Intervall. Zwischen je zwei komplementaren Inter
vallen gibt es eines, also unendlich-viele komplementare Intervalle 
(sonst gabe es unter den Endpunkten der Intervalle isolierte Punkte 
von P). Hieraus folgt leicht, daB der Ordnungstypus der Menge der 
Komplementarintervalle zu P derjenige der Menge aller Rationalzahlen 
des abgeschlossenen Intervalls [0; 1] ist. Jeder Punkt der perfekten 
Menge P ist entweder Endpunkt eines komplementaren Intervalls oder 
er ist durch einen Dedekindschen Schnitt in der Menge der Komple
mentarintervalle eindeutig bestimmt. Hieraus folgt die Moglichkeit 
einer ahnlichen (d. h. einer eineindeutigen, die Ordnung erhaltenden) 
Abbildung je zweier beschrankter perfekter nirgendsdichter linearer 
Punktmengen aufeinander. Eine so1che Abbildung ist erst recht topo
logisch. 

Aufgabe. Der Beweis soIl durchgefiihrt werden. 
Beweis von 2°. Es seien h = (ak ; bk) die beschrankten Komple

mentarintervalle zu F. Wir bilden die Einheitsstrecke [0; 1] auf [ak ; bk] 

proportional abo Dadurch geht das Cantorsche Diskontinuum in eine 
perfekte nirgendsdichte Menge P k elk iiber. Die Menge 

P=A + LPk::::>A 

ist offenbar ein perfektes diskontinuierliches Kompaktum c Rl. Sie 
laBt sich auf A folgendermaBen stetig abbilden: man wahle auf jedem lk 
einen Punkt ck c h - P k und setze fUr jeden Punkt xC P k 

f (x) = ak oder f (x) = bk> 

je nachdem x < Ck oder x> Ck ist; man setze schlieBlich f(x) = x fUr 
alle xC A. 

Hiermit sind die Behauptungen 1 ° und 2 ° und mit ihnen der Satz VI' 
bewiesen. 

Aus dem Satz VI' und § 2, Satz IX, folgt 
Satz VII. Unter allen Hausdorffschen Raumen sind die Kompakten 

dadurch ausgezeichnet, dafJ sie stetige Bilder des Cantorschen Diskonti
nuums sind. 

Oder auch (nach § 2, Satz VIII): 
Satz VII'. Die Kompakten sind (bis auf eine Homoomorphie) mit 

den Zerlegungsraumen der stetigen (der Hausdorffschen) Zerlegungen des 
Cantorschen Diskontinuums identisch. 

A ufga be. Man beweise, daB die stetigen Zerlegungen eines Kom
paktums durch folgende Eigenschaft charakterisiert sind: der topo
logische Limes jeder konvergenten Folge von Zerlegungselementen ist 
in einem Zerlegungselement enthalten. 
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Anhang zum zweiten Kapitel. 
1. Induktive Eigenschaften. Brouwerscher Reduktionssatz. Eine 

Eigenschaft ()j von Kompakten heiBt nach BROUWER induktiv, wenn 
aus ihrer Giiltigkeit fur. die Kompakten einer abnehmenden Folge 

Fl -:::J F2 -:::J ••• -:::J Fk -:::J ••• 

ihre Giiltigkeit fur den Durchschnitt Fo = IJFk folgt. 
Ais Folgerung aus dem Baire-Hausdorffschen Satz und aus dem 

Cantorschen Durchschnittssatz beweisen wir in diesem Anhang folgendes 
Theorem: 

Brouwerscher Reduktionssatz. Jedes Kompaktum F, fur das 
eine gewisse feste induktive Eigenschaft ()j gilt, enthiilt mindestens eine 
kleinste abgeschlossene Menge F', fur die die Eigenschaft E ebenfalls giltl. 

Beweis. Wir setzen Fl = F, und nehmen an, daB die Mengen Fp 
fur alle Ordnungszahlen {J < tx bereits konstruiert sind, und zwar so, 
daB die Eigenschaft ()j fur sie gilt. Wenn tx eine Ordnungszahl erster 
Art ist, so unterscheidet man zwei Falle: entweder ist F"'-1 eine kleinste 
Menge von der Eigenschaft ()j - dann setzt man FIX = F ",-1' Oder 
aber enthalt F IX-I eine echte abgeschlossene Teilmenge mit der Eigen
schaft ()j - dann bezeichnet man mit FIX eine solche Teilmenge. Wenn tx 

eine Ordnungszahl zweiter Art (eine Limeszahl) ist, so setzt man 
FIX = IJFp. Auf diese Weise definiert man F", fur jede Ordnungszahl tx 

Il<'" 
der zweiten Zahlklasse. Aus dem Baire-Hausdorffschen Satze folgt, 
daB es ein tx gibt, fur das F", = FIX+! = ... ist. F", ist die gesuchte 
Menge P. 

2. Existenzsatz flir irreduzible Kontinuen. Urn gleich ein Bei
spiel einer Anwendung des Brouwerschen Reduktionssatzes zu geben, 
betrachten wir flir einen Augenblick die sog. irreduziblen Kontinuen. 
Ein Kontinuum K heiBt irreduzihel zwischen den Punkten a und b, 
wenn K diese Punkte enthalt, und wenn kein echtes Teilkontinuum 
von K die heiden Punkte a und b enthalt. Nach § 6, Nr. 3, Bemer
kung I, ist die Eigenschaft einer Punktmenge, ein die heiden Punkte a 
und b enthaltendes Kontinuum zu sein, induktiv. Man schlieBt also 
vermage. des Brouwerschen Reduktionssatzes, daB iedes Kontinuum, 
welches zwei gegebene Punkte a und b zu seinen Punkten ziihlt, min
destens ein zwischen a und b irreduzibles Kontinuum enthiilt. 

Es kann durchaus vorkommen, daB ein Kontinuum K mehrere 
Teilkontinuen enthalt, die zwischen zwei gegehenen Punkten irreduzibel 
sind: so enthalt Z. B. eine Kreislinie genau zwei irreduzihle Kontinuen 
zwischen je zwei ihrer Punkte a und b - namlich die heiden Kreis
hagen mit den Endpunkten a und b. Eine Kreisscheihe enthalt zwischen 
je zwei ihrer Punkte unendlich-viele irreduzihlen Kontinuen usw. 

1 "Kleinste" bedeutet, daB F' ihrerseits keine echte abgeschlossene Teilmenge 
enthalt, fiir welche @ gilt. 



124 III. Polyeder und ihre Zellenzerlegungen. 

Die irreduziblen Kontinuen sind hochst interessante Gebilde, die 
den AnlaB zu einer sehr ausgebildeten Theorie gegeben haben. Wie 
verschieden ihre Formen sein konnen, sieht man bereits an folgenden 
einfachen Beispielen. 

1. Eine Strecke mit den Endpunkten a und b ist ein zwischen a 
und b irreduzibles Kontinuum. 

2. Die Kurve y = sin ~, 0 < x s:;: ~ mit der Grenzstrecke x = 0, 
X JT: 

-1 <: y <: 1, ist irreduzibel zwischen dem Punkt a = (~ , 0) und einem 

beliebigen Punkt b der Grenzstrecke. 
3. Das Kontinuum K bestehe aus zwei konzentrischen Kreislinien C 

und C' und einem in dem durch C und C' begrenzten ebenen Kreis
ring verlaufenden offenen Kurvenbogen, der sich an C und C' spiral
artig anschmiegt. Kist irreduzibel zwischen jedem Punkt von C und 
j edem Punkt von C'. 

Durch eine Modifikation des letzten Beispiels kannman ein Kon
tinuum konstruieren, welches aus zwei konzentrischen Kugelflachen 
und einem zwischen ihnen gelegenen offenen Kurvenbogen besteht, 
welcher jedem Punkt einer jeden der beiden KugelfHichen beliebig nahe 
kommt. Dieses Kontinuum ist irreduzibel zwischen einem beliebigen 
Punkt der einen und einem beliebigen Punkt der anderen Kugelflache. 

Wegen weiterer Beispiele irreduzibler Kontinuen sei auf die in 
der Einleitung, § 3, angegebene Literatur hingewiesen. 

Zweiter Teil. 

Topologie der Komplexe. 

Drittes Kapitel. 

Polyeder und ihre Zellenzerlegungen. 
Der zweite Teil dieses Bandes ist der sogenannten kombinatorischen 

Topologie gewidmet. Es werden in ihm vor aHem Polyeder1 und ihre 
Simplizialzerlegungen 2 untersucht. Dabei stellt sich das vorliegende 
Kapitel III auf einen im wesentlichen elementargeometrischen Stand
punkt, wahrend in den folgenden Kapiteln der abstraktere Begrijj eines 
allgemeinen Eckpunktbereiches 3 zugrunde gelegt wird. 

Das Kapitel III hat in der Hauptsache die Aufgabe, die elementar
geometrischen Grundbegriffe der Lehre von den ZeHenzerlegungen von 
Polyedern zusammenzufassen, die man spater in den eigentlichen topo-

1 Definition: § 1, Nr. 4 und 5. 2 Definition: § 1, Nr. 2 und 5. 
3 Definition: Kap. IV, § 1, Nr. 1. 
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logischen Untersuchungen (sowohl bei den Invarianzsatzen als auch in 
der Theorie der stetigen Abbildungen, der Verschlingungen usw.) immer 
braucht. Somit schlieBt dieses Kapitel an den Anhang II an. Aber 
es unterscheidet sich wesentlich von diesem Anhang: wahrend der An
hang II nichts als elementare bzw. analytische Geometrie bringt, steht 
an der Spitze der Ausfiihrungen dieses Kapitels der Begritt des Kom
plexes, der innerhalb der Topologie entstanden ist und der einen groBen 
Teil der Topologie beherrscht. Ein Ausblick am SchluB des Kapitels 
in die abstrakte Auffassung des Komplexbegriffes solI dem Leser diese 
Auffassung nilierbringen und den Dbergang zum nachsten Kapitel 
herstellen. 

§ 1. Zellenkomplexe. 
1. Konvexe ZeUen. - 2. Zellenkomplexe. - 3. Isomorphie von Zellen
komplexen. - 4. K; endliche und konvexe Polyeder. Trager eines 
Punktes von K. - 5. Euklidische Komplexe. Euklidische Polyeder. 
- 6. Teilkomplexe und Teilpolyeder. - 7. Sterne. - 8. Komplexe als 
diskrete Raume. 

§ 2. Unterteilungen von Zellenkomplexen. 
1. Unterteilung einer konvexen Zelle. - 2. Unterteilung eines Zellen
komplexes. Zentralunterteilung. - 3. Baryzentrische Unterteilung. Jeder 
Komplex besitzt simpliziale Unterteilungen. - 4. Elementarzerlegung. 
- 5. Die Unterteilung;" X' von x" = x'? - 6. Isomorphie von Komplexen 
und Homoomorphie von Polyedern. - 7. Ein Einbettnngssatz. - 8. Wlirfel
und Simplizialzerlegungen des R". Beliebig feine Simplizialzerlegungen von 
Polyedern. 

§ 3. ZeUensysteme und Komplexe. Offene Teilmengen von Polyedern. 
1. Summen von Polyedern. - 2. Offene Teilmengen von Polyedern. 
3. Noch ein Satz liber Unterteilungen. 

§ 4. Baryzentrische Oberdeckungen. Krumme Polyeder. Obergang zum abstrak. 
ten Standpunkt. 
1. Baryzentrische Sterne und baryzentrische "Oberdeckungen. -'- 2. Krumme 
Polyeder. Hauptvermutung der kombinatorischen Topologie. - 3. u. 4. Aus
blick auf die mengentheoretischen Anwendungen kombinatorischer Methoden. 

§ 1. Zellenkomplexe. 
1. Konvexe Zellen. Eine konvexe Zelle ist definitionsgemaB eine 

beschrankfe Menge des Rn, die sich als Durchschnitt endlich-vieler 
Halbraume darstellen laBtt. 

Zu jeder konvexen Zelle Q gibt es eine kleinste Zahl r von der 
Eigenschaft, daB Q in einer r-dimensionalen Ebene Rr des Rn liegt; 

1 Durch eine (n-1 )-dimensionale EbeneBwird der R" in zwei offene H albraume A 
und D zerlegt, wobei .if = A + B und I5 = D + B ist; jede der beiden abgeschlos
senen Mengen .if und I5 heiBt schlechtweg ein Halbraum (des R"). Jeder Halbraum 
wird durch eine Ungleichung von der Form a1x1 + ... + a .. x .. + a::> 0 (die x, sind 
die Koordinaten im R"), eine konvexe Zelle durch endlich-viele solcher Unglei
chungen analytisch definiert. Weiteres hierliber siehe im Anhang II, wo man 
auch die Beweise aUer in dieser Nummer ausgesprochenen Behauptungen findet. 
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die Zahl r ist die Dimensionszahl der konvexen Zelle!; eine r-dimensio
nale konvexe Zelle des R n liegt in einer einzigen r-dimensionalen Ebene 
R' c Rn und bildet in ihr die abgeschlossene Hiille eines Gebietes G, 
des I nneren der Zelle Q. 

Die Begrenzung dieses Gebietes (der Rand 2 Q-G von Q) zerfallt 
in eindeutiger Weise in endlich-viele (r-1)-dimensionale konvexe 
Zellen, deren Inneren disjunkt sind. Diese (r-1)-dimensionalen Zellen 
heiBen die (r -1 )-dimensionalen Seiten [oder die RandzellenJ der r-dimen
sionalen Zelle Q. Die (r-2)-dimensionalen Seiten der (r-1)-dimen
sionalen Randzellen von Q heiBen die (r - 2)-dimensionalen Seiten der 
Zelle Q; usw. Die eindimensionalen Seiten von Q heiBen die Kanten, 
die nulldimensionalen die Eckpunkte, die Menge aller Eckpunkte heiBt 
das Gerust der konvexen Zelle Q. SchlieBlich wird auch die Zelle Q selbst 
zu ihren Seiten, und zwar als ihre einzige r-dimensionale Seite gezahlt. 

Unter unsere Definition der konvexen Zellen fallt auch die leere 
Menge. Ihr wird die Dimensionszahl -1 zugeschrieben; sie besitzt 
keinen einzigen Eckpunkt, ist selbst definitionsgemaB ihre einzige Seite 
und zahlt zu den Seiten einer beliebigen Zelle. Diese Tatsache erlaubt 
in voller Allgemeinheit den Satz zu formulieren, daB der Durchschnitt 
zweier Seiten einer konvexen Zelle stets eine gemeinsame Seite dieser 
beiden Seiten ist. Dieser Satz bleibt richtig, wenn wir - was wir stets 
tun werden - auch die gegebene r-dimensionale konvexe Zelle selbst 
zu ihren Seiten zahlen. 

Die leere und die r-dimensionale Seite einer r-dimensionalen kon
vexen Zelle heiBen die uneigentlichen Seiten der r-dimensionalen Zelle. 

Jede r-dimensionale Zelle besitzt mindestens r + 1 Eckpunkte; be
sitzt sie genau r + 1 Eckpunkte, so heiBt sie ein r-dimensionales Eukli
disches Simplex. 

2. Zellenkomplexe. Definition I. Eine endliche oder abziihlbare 
Menge K von konvexen Zellen des R n heifJt ein (geometrischer) Zellen
komplex, wenn sie folgende Bedingungen erfullt: 

1. Jede (eigentliche oder uneigentliche) Seite einer Zelle der Menge K 
ist Element dieser Menge. 

2. Der Durchschnitt ie zweier Zellen der Menge Kist eine gemein
same Seite dieser beiden ZelZen. 

3. Es gibt keinen Punkt, der Eckpunkt von unendlich-vielen Zellen 
der Menge K ist 3• 

Ein Element des Komplexes heiBt ein Grundelement (Grundzelle), 
wenn es keinem anderen Element als Seite angeh6rt; die iibrigen 

1 Eine nulldimensionale Zelle ist ein einzelner Punkt Q; in diesem Fall ist r = 0, 
also Rr = RO = Q und Q in RO sowohl offen als abgeschlossen: Q = G = G = RO. 

2 Vgl. Kap. I, § 2, Nr. 5. 
3 In dieser Definition wird die leere Zelle als Seite einer beliebigen Zelle aus

driicklich zugelassen; auBerdem gilt jede Zelle als (uneigentliche) Seite von sich selbst. 
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Elemente heiBen Nebenelemente (Nebenzellen). Durch die Kenntnis 
seiner Grundelemente ist ein Komplex vollig bestimmt. 

Ein. Komplex heiBt endlich oder unendlich je nach der Anzahl seiner 
Elemente. Die in K vorkommende hochste Dimension eines Elementes 
heiBt die Dimensionszahl von K. Haben alie Grundelemente von K 
dieselbe Dimension n, so heiBt K homogen-n-dimensional. Sind alie 
Elemente von K Simplexe, so heiBt K ein simplizialer Komplex; dies 
sind die wichtigsten unter alien Zellenkomplexen. 

Beispiele von Komplexen liegen auf der Hand. Zunachst ist das 
System alier Seiten einer n-dimensionalen konvexen Zelle ein Zellen
komplex; ein solcher Komplex heiBt eine n-dimensionale Zellenhulle1 . 

Insbesondere ist damit erklart, was eine Simplexhulle ist. Der Komplex 
der hochstens n-dimensionalen Seiten einer (n + 1 )-dimensionalen Zelle 
heiBt ein n-dimensionaler Zellenrand. Ein spezieller Zellenrand ist der 
n-dimensionale Simplexrand, d. h. der Komplex der hochstens n-dimen
sionalen Seiten eines (n + 1)-dimensionalen Simplexes. Als Beispiele un
endlicher Komplexe dienen: Zerlegung der Ebene in regulare Sechsecke, 
Wurfelzerlegung des R3, Zerlegung eines ebenen Gebietes (vgl. § 3) in 
Quadrate oder Dreiecke usw. 

3. Isomorphie von Zellenkomplexen. Die Beziehung, die der 
Theorie der Komplexe zugrunde liegt, ist die Beziehung zwischen 
einem Element eines Zellenkomplexes und seinen Seiten. Auf ihr be
ruht die folgende fur die ganze Theorie grundlegende 

Definition. Die Komplexe K und K' heiBen "isomorph" oder 
"kombinatorisch aquivalent" oder "vom gleichen (kombinatorischen) 
Typus", wenn es eine eineindeutige Abbildung von K auf K' mit fol
gender Eigenschaft gibt2: Dann und nur dann, wenn das Element ql 
Seite des Elementes q von Kist, ist f (ql) Seite des Elementes f (q) von K'. 
Eine solche Abbildung f heiBt kurz eine "isomorphe Abbildung". 

Wir werden in Nr. 8 die prinzipiell wichtige Tatsache besprechen, daB sich 
die Beziehung zwischen den Elementen und ihren Seiten allgemeinen topolo
gischen Begriffen unterordnen laBt; dabei wird sich der soeben eingeftihrte 
"Isomorphismus" als ein "Homoomorphismus" spezieller topologischer Raume 
herausstellen. 

J etzt beweisen wir die folgende wichtige Eigenschaft isomorpher 
Abbildungen: 

Satz I. Zellen, die bei einer isomorphen Abbildung zweier Komplexe 
einander entsprechen, haben dieselbe Dimensionszahl. 

Beweis. Es genugt zu zeigen, daB bei einer isomorphen Ab
bildung zweier Komplexe K und K' aufeinander eine r-dimensionale 
Zelle' des einen Komplexes keiner Zelle hoherer Dimensionszahl des 
anderen Komplexes entsprechen kann. 

1 Vgl. FuBnote 3 auf der vorigen Seite. 
2 Da Komplexe Mengen von Zellen sind, ist eine Abbildung von K in K' 

ein Gesetz, welches jedet Zelle von K eine Zelle von K' zuordnet. 
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Fur r = -1 folgt diese Behauptung daraus, daB die leere Zelle die 
einzige gemeinsame Seite aller Elemente eines Komplexes ist und folg
lich bei jeder isomorphen Abbildung sich selbst entspricht. 

Wir nehmen an, unsere Behauptung sei fUr r <: k - 1 bewiesen 
und beweisen sie fUr r = k. Es sei also q eine k-dimensionale Zelle 
von K, q' die ihr entsprechende Zelle von K'. Bei der gegebenen iso
morphen Abbildung mussen die eigentlichen Seiten von q den eigent
lichen Seiten von q' entsprechen; da die ersteren hochstens (k -1)
dimensional sind, sind nach Induktionsvoraussetzung auch die letzteren 
hochstens (k -i)-dimensional, also ist die Dimensionszahl von q' hOch
stens gleich k, w. z. b. w. 

Korollar. Zwei isomorphe Komplexe haben die gleiche Dimensionszahl. 
4. Polyeder. Die Vereinigungsmenge aller Elemente eines Kom

plexes K, d. h. die Menge aller Punkte des Rn , die zu mindestens einem 
Element von K gehoren, bezeichnen wir mit R. Wenn K endlich ist, 

e f fJ 

Abb.4. 

so heiBt Rein endliches Polyeder - und zwar zur Auszeichnung vor 
spateren Verallgemeinerungen -, ein endliches Euklidisches Polyeder1• 

Beispiele von endlichen Polyedern sind auf der beigefUgten Abbildung 4 
angegeben. Ein Polyeder braucht nicht zusammenhangend zu sein (vgl. 
Abb.4b). 

Sa tz II. Ein endliches konvexes Polyeder ist eine konvexe Zelle. 
Beweis. Das Polyeder P ist endlich, es gilt also 

P = Ql + ... + Qs' 
wo die Q Zellen einer Zellenzerlegung von P sind. Der Rand von P 
ist in der Vereinigungsmenge der Rander der einzelnen Qi enthalten, 
er liegt also auf endlich-vielen Ebenen, woraus unsere Behauptung 
nach § 4 (Satz I und Nr. 5) des Anhanges II folgt. 

Satz III. 1st K ein Komplex und p ein Punkt von R, so gibt es 
eine einzige Zelle von K, zu der pals innerer Punkt gehort. Diese Zelle 

1 So mit ist ein Polyeder eine Punktmenge, d. h. eine Menge, deren Elemente 
Punkte des Rft sind. Dagegen ist ein Komplex eine Menge, deren Elemente Zellen 
sind . 
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heiBt der Trager von p (in K). Unter allen Zellen von K, die den 
Punkt p enthalten, ist sie dadurch ausgezeichnet, dafJ sie die kleinste 
Dimensionszahl hat. 

Beweis. Wir beweisen zuerst, daB es hochstens eine Zelle von K 
gibt, zu deren Inneren p gehort. Denn ware p innerer Punkt zweier 
Zellen ql und q2 von K, so muBten ql und q2 eine nicht leere Seite q 
als ihren Durchschnitt haben. Da diese Seite je einen inneren Punkt 
von ql und q2 enthalt, muBte sie uneigentlich sein, d. h. sowohl mit ql 
als auch mit q2 zusammenfallen. Eine analoge Uberlegung lehrt: 
wenn p innerer Punkt der Zelle q und Randpunkt einer Zelle q' ist, 
so ist q eine Seite von q', also die Dimensionszahl von q' groBer als die 
von q. Bleibt ubrig zu zeigen, daB es mindestens eine Zelle gibt, 
die p als inneren Punkt enthalt. Aber jede 
Zelle mit moglichst kleiner Dimensionszahl, 
welche p enthalt, enthalt p im Inneren. 

5. Euklidische Komplexe. Euklidische 
Polyeder. Wollte man die Definition eines 
Polyeders als der Vereinigungsmenge der 
Elemente eines Komplexes ohne weiteres 
auch fur den Fall unendlicher Komplexe K 

I 
gelten lassen, so wurde man zu "unend- -1 

lichen Polyedern" kommen, die den an
schaulichen Forderungen, die man an den 

Abb. Sa. 

III I I 

Abb. Sb. 

Begriff eines Polyeders stellt, nur wenig entsprechen. Es lassen 
sich z. B. die auf den beigefiigten Abb. 5 a und 5 b dargestellten ab
geschlossenen Mengen, von denen die erste der durch die Grenzstrecke 

-1 < Y < 1, x = 0 erganzten sin -~-Kurve, 0 < x::;;.!., homoomorph 
x n 

ist, wahrend die zweite die Strecke [-1; 1] der Zahlengeraden ist, als 
Vereinigungsmengen der Elemente von unendlichen Komplexen dar
stellen. Man wird durch soIche Beispiele veranlaBt, die moglichen Be
ziehungen eines Komplexes K zu der Vereinigungsmenge K seiner 
Elemente wie folgt einzuschranken: 

Defini tion II. K heiBt lokal-endlich oder Euklidisch, falls jeder 
Punkt von K eine Umgebung (in bezug auf K) besitzt, die nur mit 
endlich-vielen Elementen von K gemeinsame Punkte hat. 

J etzt definieren wir ganz allgemein: 
Definition III. Eine Punktmenge des Rn, die als Vereinigungs

menge K der Elemente eines lokal-endlichen Zellenkomplexes K dargestellt 
werden kann, heifJt ein Euklidisches Polyeder. Der Komplex K heifJt eine 
Zellenzerlegung des Polyeders K; ist dieser Komplex simplizial, so heifJt er 
eine simpliziale Zerlegung des Polyeders K. 

Bemerkung I. Es ist ausdrucklich hervorzuheben. daB die lokale 
Endlichkeit eines Komplexes K eine Eigenschaft des Komplexes in 

Alexandroff-Hop/, Topologie I. 9 
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bezug auf die Punktmenge Kist: sie laBt sich nicht durch den kombi
natorischen Typus des Komplexes K ausdriicken. Urn diese Behaup
tung klarzumachen, bemerken wir, daB die beiden nicht lokal-endlichen 
Komplexe der Abb. Sa und 5b beide dem aus den Strecken [-2; -1J, 
[0; 1J, [1; 2J, [2; 3J usw. der Zahlengeraden zusammengesetzten Kom
plex isomorph sind, und daB dieser Komplex offenbar lokal-endlich 
ist. Es kann also vorkommen, daB von zwei isomorphen Komplexen 
der eine lokal-endlich ist, der andere nicht. Dieselben Beispiele lehren, 
daB isomorphe Komplexe K1 und K2 nicht notwendig homoomorphe 
Vereinigungsmengen K1 und K2 besitzen; wir werden bald sehen, daB 
unter der Voraussetzung der lokalen Endlichkeit eine soleh unangenehme 
Erscheinung nicht auftreten kann. 

Bemerkung II. Ein lokal-endlicher nulldimensionaler Komplex 
ist offenbar eine aus lauter isolierten Punkten bestehende Menge. Eine 
solehe Menge ist iibrigens stets hochstens abzahlbar. 

Bern e r k un gIll. Wie leicht ersichtlich, haben zwei Zellenzerlegungen 
eines und desselben Euklidischen Polyeders die gleiche Dimensionszahl. 

6. Teilkomplexe. Da jeder Komplex eine Menge von Zellen ist, 
ist der Begriff einer Teilmenge eines Komplexes Kohne weiteres klar. 
1st eine Teilmenge K' von K selbst ein Komplex (d. h. ist jede Seite 
eines Elementes von K' selbst Element von K'), so heiBt K' ein Teil
komplex von K. Eine Teilmenge M des Komplexes K bestimmt einen 
Teilkomplex IMI von K, wE::leher aus allen Elementen von M und ihren 
Seiten besteht. Der Komplex IMI heiBt die HiUle 1 von M. 

1st K eine Zellenzerlegung des Euklidischen Polyeders K und K' 
ein Teilkomplex von K, so ist K' offenbar auch ein Euklidisches Poly
eder, und K' ist eine Zellenzerlegung von K'. Wir nennen K' ein 
Teilpolyeder von K (in bezug auf K). 

Satz IV. ]edes Teilpolyeder K' eines Euklidischen Polyeders Kist 
in K abgeschlossen. 

Beweis. Der Punkt pc K sei Beriihrungspunkt von K'; U sei eine 
Umgebung von p, die nur mit endlich-vielen Elementen von K gemein
same Punkte hat (eine solehe Umgebung U existiert wegen der lokalen 
Endlichkeit von K). Es seien q1' ... , q. diejenigen Elemente von K', 
die mit U gemeinsame Punkte haben. Da U·qi in U abgeschlossen ist, 

• 
ist auch U· 2:.' qi ,d. h. U· K' in U abgeschlossen; pals Beriihrungs-

1 

punkt von U· K' muB somit in U· K', also erst recht in K' enthalten 
sein, w. z. b. w. 

7. Sterne. Wir werden jetzt Umgebungen von Teilmengen M eines 
Polyeders P = K in Zusammenhang mit einer festgewahlten Zellen-

1 Man vgl. Nr. 8. Von Zellen- insbesondere auch von Simplexhiillen war 
bereits in Nr. 2 die Rede: wenn M aus einer einzigen Zelle besteht, so ist IMI 

eine Zellenhiille. 
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zerlegung K von P bringen. Die Begriffe, die wir gleich einfiihren 
werden, sind insbesondere von Wichtigkeit, wenn M ein Grund- oder 
Nebenelement von K, vor allem aber, wenn M ein Eckpunkt von K 
ist; gelegentlich werden wir sie aber auch verwenden, wenn M aus den 
inneren Punkten eines Elementes besteht. 

Diejenigen Grundelemente von K, die mit M gemeinsame Punkte 
haben, und ihre Seiten, bilden einen Komplex SK(M), den "kombinato
rischen Stern" von M; diejenigen Grund- und Nebenelemente, die zu M 
fremd sind, bilden einen Komplex A K (M), den "Gegenstern" von M; 
diejenigen Elemente, die sowohl zu S K (M) als auch zu A K (M) gehOren 
- also diejenigen Nebenelemente, die zwar selbst fremd zu M, aber Seiten 
von solchen Elementen sind, welche Punkte mit M gemeinsam haben -, 
bilden einen Komplex B K (M), den "Begrenzungskomplex" von M. 

Da A K (M) als Teilpolyeder von P in P abgeschlossen ist, ist die 
Menge P-AK(M) = OK(M) offen; wir nennen sie den "ollenen Stern" 
von M; urn zu formulieren, welche Punkte zu OK(M) geh6ren, stellen 
wir zunachst fest, wann ein Punkt p zu A K (M) geh6rt: dann und nur 
dann, wenn es ein Element Q gibt, welches p enthalt und fremd zu 
Mist; hieraus folgt: es ist dann und nur dann p c OK (M), wenn iedes 
Element, welches p enthalt, auch einen Punkt von M enthalt, mit 
anderen Worten: wenn der Triiger von p einen Punkt von M enthiilt. 
Dagegen ist peS K (M) dann und nur dann, wenn es ein Element gibt, 
das sowohl pals auch einen Punkt von M enthiilt. Somit sind die folgen
den Inklusionen klar: 

(1 ) Me 0K(M) c SK(M) . 

Ein Punkt p gehOrt zwar zu S K (M), aber nicht zu OK (M) = P - A K (M) 
dann und nur dann, wenn er zu S K (M) . A K (M) = B K (M) geh6rt; somit ist 

----- -----
(2) SK(M) - OK(M) = BK(M). 

1st p Randpunktl von A K (M), so ist einerseits peA K (M), anderer
seits p Haufungspunkt von OK(M), also, mit Rucksicht auf (1) und 

-- ---
die Abgeschlossenheit vo~ S K (M) , Punkt von S K (M) , mithin 
peA K (M) . S K (M) = B K (M); umgekehrt: ist pCB K (M), so ist p 
einerseits in A K (M), andererseits, infolge der Definition von B K (M) , 
in einem Grundelement Q enthalten, welches Punkte von M enthalt; 
die inneren Punkte von Q gehOren zu OK (M); daher ist p Haufungs
punkt von OK (M) und somit Randpunkt von A K (M). Damit ist ge
zeigt: B K (M) ist der Rand von A K (M). Da OK (M) als offene Menge 
keinen Rand besitzt, ist somit B K (M) die Begrenzung von OK (M) -
daher die Bezeichnung "Begrenzungskomplex" 1 fur B K (M) . 

Wenn M = F kompakt ist, so ist SK(M) ein endlicher Komplex. 
Denn infolge der lokalen Endlichkeit von K besitzt jeder Punkt von F 

1 Vgl. Kap. T, § 2, Nr. 5. 

9* 
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eine Umgebung, die nur mit endlich-vielen Elementen Punkte gemein
sam hat. Eine Anwendung des Heine-Borel-Lebesgueschen Uber
deckungssatzes zeigt, daB auch die ganze Menge F nur mit endlich
vielen Elementen Punkte gemeinsam hat. 

8. Komplexe als diskrete Rllume. Die in diesem Paragraphen eingefiihrten 
Begriffe gewinnen an tl'bersichtlichkeit und innerer Harmonie, wenn wir einen Zellen
komplex K als topologischen Raum (Kap. I, § 2, Nr. 2) auffassen: die Zellen von 
K sind Punkte des Raumes; die abgeschlosseneHiille einesPunktes (d.h. einerZelle) 
q besteht aus q selbst und aus allen Seiten von q; die abgeschlossene Hiille einer 
beliebigen Teilmenge M von K (d. h. einer beliebigen Menge von Zellen des Kom
plexes K) ist die Vereinigungsmenge der abgeschlossenen Hullen der einzelnen Ele
mente von M, d. h. der kleinste Teilkomplex IMI von K, der alle Elemente von M 
enthalt (vgl. Nr.6). 

Die auf diese Weise definierte topologische Zuordnung hat die Eigenschaft, 
daB die abgeschlossene Hiille der Summe von beliebig-vielen Mengen die Summe 
der abgeschlossenen Hullen dieser Mengen ist (m. a. W.: Die Summe beliebig vieler ab
geschlossener Mengen ist abgeschlossen). Kist folglich ein diskreter Raum 1 • Die 
abgeschlossenen Meilgen von K sind identisch mit den Teilkomplexen von K. Die 
in Nr. 6 einer Menge M zugeordnete "Hulle" IMI ist die abgeschlossene Hulle von M. 

Da der Durchschnitt beliebig-vieler offener Mengen eines diskreten Raumes 
offen ist, besitzt jede Teilmenge M von K (d. h. jede Menge von Zellen des Kom
plexes K) eine ottene Hiille o(M) - das ist der Durchschnitt aller offen en Mengen 
von K, welche M enthalten. 

Wir setzen jetzt voraus, daB K Euklidisch ist und betrachten das Polyeder R. 
Dadurch, daB man jedem Punkt p von K den Trager" (P) dieses Punktes ent
sprechen laBt, entsteht eine Abbildung " von K auf K, und diese Abbildung ist 
stetig, denn jede abgeschlossene Menge K1 von Khat bei der Abbildung " die 
nach Satz IV abgeschlossene Teilmenge K1 von K als Urbild. 

1st Meine beliebige Teilmenge von K, so betrachten wir die offene Riille 
o(,,(M); ihre Elemente sind diejenigen Zellen von K, die mindestens einen Punkt 
von M enthalten. Die abgeschlossene Hulle von o(,,(M)) in Kist nichts anderes 
als der Komplex SK(M) - der kombinatorische Stern von M; die Mengen o(,,(M) 
und AK(M) = K - o(,,(M) -, wobei AK(M), der Gegenstern, abgeschlossen 
ist - haben dieselbe Begrenzung BK(M) in K. Da SK(M), AK(M), BK(M) in 
K abgeschlossen sind, haben sie bei der Abbildung " abgeschlossene Teilmengen 
des Polyeders K als Urbilder. Desgleichen ist das Urbild ,,-l(o(,,(M»)) eine of
fene Teilmenge des Polyeders K; diese offene Teilmenge ist der ojjene Stern 
QK(M) der Menge M. -

Da Komplexe in dieser Weise als topologische Raume aufzufassen sind, so 
hat es einen wohlbestimmten Sinn (Kapitel I, § 3), von stetigen Abbildungen 
eines Komplexes K in einen Komplex K' zu sprechen; man bestatigt leicht: die 
Abbildung j von K in K' ist dann und nur dann stetig, wenn daraus, daB ein 
Element q1 Seite eines Elementes q von Kist, immer (d. h. bei jeder Wahl dieser 
Elemente) folgt, daB f (q1) Seite von f (q) ist. Man findet hier auch den an
schaulichen Inhalt des Stetigkeitsbegriffes wieder: die Erhaltung der Nachbar
schafts-Eigenschaft. 

Nachdem die stetigen Abbildungen definiert sind, definiert man wie ublich 
die eineindeutigen und in beiden Richtungen stetigen Abbildungen als topologische 
Abbildungen oder Homoomorphien und nennt zwei Komplexe homoomorph, falls 
sie aufeinander topologisch abgebildet werden konnen. Nun sieht man: dieser 
Begriff der "Homoomorphie" fallt zusammen mit dem Begriff der "Isomorphie", 

1 Kap. I, § 2, Nr.2. 
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wie wir ihn in Nr. 3 eingefi'lhrt haben1 • Diejenigen Eigenschaften der Komplexe, 
welche bei isomorphen Abbildungen erhalten bleiben, sind somit die "topolo
gischen" Eigenschaften der Komplexe - die Komplexe immer als diskret~ Raume 
aufgefa.6t -, und die Lehre von diesen Eigenschaften verdient daher den Namen 
"Topologie der Komplexe". 

Bezi'lglich der stetigen Abbildungen eines Komplexes auf einen anderen machen 
wir noch die folgende Bemerkung [welche im Hinblick auf den Satz I (Nr. 3) 
bemerkenswert ist]: 

Bei einer stetigen Abbildung eines Komplexes braucht die Dimensionszahl 
weder des ganzen Komplexes noch seiner einzelnen Elemente erhalten zu bleiben: 
sie kann, wie die folgenden zwei einfachen Beispiele zeigen, sowohl erniedrigt wie 
erhoht werden. 

Beispiel!. Der KomplexK bestehe aus allen (eigentlichen und uneigentlichen) 
Seiten des Dreiecks abc; der KomplexK' bestehe aus der Seite ab, ihren beiden Eck
punkten und der leeren Menge (die ja ein Element eines jeden Komplexes ist). Wir 
setzen 

/(a) = /(e) = a; /(b) = b; 
I(ae) = a, /(abe) = /(ab) = I(be) = ab; 

1(0) = o. 
Auf diese Weise wird der zweidimensionale Komplex K auf den eindimensionalen 
Komplex K' stetig abgebildet. 

Beispiel 11. Jetzt wollen wir einen eindimensionalen Komplex L auf den 
zweidimensionalen Komplex K des vorigen Beispiels stetig abbilden. L bestehe 
aus den hochstens eindimensionalen Seiten des Dreiecks abc, aus dem Mittel-
punkt 0 dieses Dreiecks und den eindimensionalen Zellen 0 a, 0 b, 0 e. J edes Ele
ment q von L besitzt in K einen Trager, d. h. ein Element 1 (q) kleinster Dimen
sionszahl, auf welchem q liegt: so ist 

/(0) = I(oa) = /(ob) = I(oe) = abc, 
f(ab) = ab, I(ae) = ae, I(be) = be, 

f(a) = a, I(b) = b, f(e) = e, 
1(0) = O. 

Auf diese Weise entsteht eine stetige Abbildung t des eindimensionalen Kom
plexes L auf den zweidimensionalen Komplex K. 

Frage: Warum versagt der Beweis des Satzes I (Nr. 3) im FaIle einer stetigen 
(nicht notwendig topologischen) Abbildung? 

§ 2. Unterteilungen von Zellenkomplexen. 
1. Unterteilung einer konvexen Zelle Q. Darunter versteht 

man einen endlichen Zellenkomplex k von der Eigenschaft, daB 
die Vereinigungsmenge ""k der Elemente von k die konvexe Zelle Q ist 2. 

1 Der Begriff sollte daher eigentlich auch den Namen "Homoomorphie" tragen. 
Wenn wir trotzdem an der Bezeichnung "Isomorphie" festhalten, so hoffen wir 
damit dem Leser die Unterscheidung zwischen den beiden folgenden Aussagen zu 
erleichtem: "Die Komplexe K und K' sind isomorph" und "Die Polyeder K 
und X' sind homoomorph". Wir werden also das Wort "homoomorph" nur auf 
Polyeder, aber nicht auf Komplexe anwenden. 

2 Wie man leicht beweist, kann ein unendlicher Komplex k mit k = Q nicht 
lokal-endlich sein. Unter Verzicht auf die Bedingung der lokalen Endlichkeit kann 

man die Strecke (-1; 1) in die Strecken (-1; 0) und (2k1+1 ; ;k ), k=o, 1,2, "', 

und ihre Endpunkte zerlegen, und auf diese Weise einen unendlichen Komplex 
erhalten (Abb. 5b). 
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Satz 1. Die aut einer Seite q der konvexen Zelle Q liegenden Zellen 
der U nterteilung k von Q bilden eine U nterteilung von q. 

Beweis. Es geniigt, diesen Satz fiir den Fall einer (n -1)-dimen
sionalen Seite q der n-dimensionalen Zelle Q c Rn zu beweisen. 

Es sei k' die Gesamtheit aller Zellen von k, die auf q liegen. Zu 
. zeigen ist, daB 7?: = q ist. Da jeder Punkt von k' auch Punkt von q 
ist, geniigt es zu zeigen, daB auch umgekehrt jeder Punkt von q einer 
Zelle von k' angehort. Es sei a ein Punkt von q; dieser Punkt gehort 
als innerer Punkt zu einer einzigen Zelle q' von k. Wir bezeichnen 
mit Rn-l die (n -1)-dimensionale Ebene des Rn, in der q liegt. 
Wenn die Zelle q' in Rn-l liegt, so gehort sie als Teilmenge von Q 
auch zu q; daraus folgt, daB, wenn diese Zelle nicht zu q gehorte, sie 
notwendig Rn-l schneiden miiBte, d. h. Punkte enthalten, die nicht 
zu Q gehoren. Da dies unmoglich ist, gehort q' zu q, also a zu k' , w. z. b. w. 

2. Unterteilung eines Zellenkomplexes K. Darunter versteht man 
einen Zellenkomplex Kl mit den Eigenschaften: 10 jedes Element von 
Kl ist Teilmenge mindestens eines Elementes von K und 20 die Ge
samtheit aller Elemente von K I , die in einem beliebig gewahlten Ele
ment von K enthalten ist, bildet eine Unterteilung dieses Elementes. 

Falls das Element Xl von KI in zwei Elementen oder mehr Ele
menten von K enthalten ist, so ist es auch in einer gemeinsamen Seite 
aller dieser Elemente enthalten. FoJglich ist Xl in einem einzigen Ele
ment kleinster Dimensionszahl von K enthalten; dieses Element heiBt 
der Trager von Xl in K. 

Aufgabe. Der Leser beweise: 1st Kl eine Unterteilung von K und Hi.Bt 
man jedem Element von Kl seinen Trager in K entsprechen, so entsteht eine 
stetige Abbildung von Kl auf K (vgl. § 1, Nr. 8). 

Man sieht miihelos ein, daB bei Unterteilungen die Endlichkeit 
bzw. die lokale Endlichkeit eines Komplexes erhalten bleiben. 

Wir gehen jetzt zur wirklichen Herstellung von Unterteilungen von 
Zellenkomplexen iiber; und zwar wollen wir ein Verfahren angeben, 
welches zu jedem Zellenkomplex eine simpliziale Unterteilung her
stellen laBt. 

Fiir die nulldimensionalen Komplexe ist die Frage gegenstandslos, 
denn erstens ist ein solcher Komplex von selbst simplizial und zweitens 
bildet er selbst seine einzige Unterteilung. Wir nehmen jetzt an, daB 
wir gewisse Unterteilungen (n -1)-dimensionaler Komplexe besitzen 
und stellen uns die Aufgabe, von ihnen zu Unterteilungen n-dimensionaler 
Komplexe zu gelangen. Wir beginnen-mit einer n-dimensionalen Zelle xn. 

In xn betrachten wir irgendeinen inneren Punkt 0, den wir als 
das Zentrum der Zelle xn bezeichnenl . 

1 Am bequemsten wahlt man als 0 den Schwerpunkt des Systems aller Eck
punkte von xn, d. h. den Punkt, dessen Koordinaten (im Rn::l xn) die Mittel
werte der entsprechenden Koordinaten der Eckpunkte der Zelle sind. 
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Der Rand von xn ist ein (n-1)-dimensionaler Komplex. Wir neh
men an, daB uns eine Unterteilung X dieses Komplexes gegeben ist und 
projizieren die Zellen y dieser Unterteilung aus 0; die 0 y sind 1 dann 
Zellen und sie bilden 2 einen endlichen Komplex xn. ]eder Punkt 
von xn gehort zu mindestens einem Element von xn (der Punkt 0 

gehOrt zu allen Elementen von xn; falls p oF 0, p C xn ist, so liegt p 
auf einer Strecke oq, wobei q zum Rande von xn, also zu einem Ele
mente y von X gehOrt; somit gehOrt p zum Element 0 y von xn); da 
umgekehrt jedes oy in xn enthalten ist, ist J(n = xn, der Komplex xn 
bildet also eine Unterteilung von xn. Diese Unterteilung heiBt die 
Zentralunterteilung von xn in bezug auf die gegebene Randunterteilung X. 
1st die Randunterteilung X simplizial, so ist auch xn ein simplizialer 
Komplex. 

Es sei nun Kn ein n-dimensionaler (lokal-endlicher) Komplex, 
Kn-l der aus allen hochstens (n -1)-dimensionalen Elementen von Kn 
bestehende Teilkomplex von Kn, K~-l eine gegebene Unterteilung 
von Kn-l. Dadurch, daB Kf-1 gegeben ist, ist fUr jede n-dimensionale 
Zelle xn von Kn eine Unterteilung X ihres Randes gegeben (Satz I). 
Man nehme jetzt mit jedem xn von K die Zentralunterteilung X in bezug 
auf die gegebene Randunterteilung X VOL Die so gewonnenen Unter
teilungen der einzelnen n-dimensionalen Zellen von Kn schlieBen an
einander und an die Unterteilung K~-l der hOchstens (n -1)-dimen
sionalen Zellen an und ergeben zusammen mit ihr eine Unterteilung K~ 
des Komplexes Kn - die Zentralunterteilung von Kn in bezug aut die 
gegebene Unterteilung K~-l von Kn-l. 1st dabei K~-l simplizial, so 
gilt dasselbe auch von K~. 

3. Die baryzentrische Unterteilung eines Komplexes wird jetzt 
durch folgende Induktionsvorschrift definiert. Die baryzentrische Unter
teilung eines nulldimensionalen Komplexes KO ist definitionsgemaB der 
Komplex KO selbst. Wir nehmen an, daB fUr alle hOchstens (n - 1 )-dimen
sionalen Komplexe die baryzentrische Unterteilung bereits definiert ist. 
Es sei Kn irgendein n-dimensionaler Komplex, Kn-l der aus seinen 
hochstens (n -1)-dimensionalen Elementen bestehende Teilkomplex. 
Wir definieren die baryzentrische Unterteilung von Kn als die Zentral
unterteilung von Kn in bezug auf die baryzentrische Unterteilung 
von Kn-l. 

Da die baryzentrische Unterteilung eines nulldimensionalen Kom
plexes offenbar simplizial ist, und simpliziale Komplexe bei Zentral
unterteilung in simpliziale Komplexe iibergehen, ist die baryzentrische 
Unterteilung eines beliebigen Komplexes simplizial. 

1 oy ist das Symplex, dessen Eckpunkte der Punkt 0 und die Eckpunkte 
von y sind. 

2 Anhang II, 1. Nachtrag. 
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Wir haben s01nit bewiesen: 

Satz II. ]eder Zellenkomplex besitzt unter seinen Unterteilungen 
simpliziale Komplexe. 

Auf den Abb. 6a und 6b ist ein Beispiel der baryzentrischen Unter
teilung eines zweidimensionalen Komplexes bzw. ein baryzentrisches 

Abb.6a. 

Grundteilsimplex eines drei
dimensionalen Simplexes ver
anschaulicht. 

Bemerkung I. Ein auf der 
Hand liegender InduktionsschluB 
zeigt, daB die Grundsimplexe 

Abb.6b. 

der baryzentrischen Unterteilung einer n-dimensionalen Zelle xn von 
der Form 

o 0i, 0i, i, ... 0i, i, ... in 

sind, wobei 0 das Zentrum von xn, oi, das Zentrum einer (n -1)-dimen
sionalen Seite X~-l von xn, 0i,is das Zentrum einer (n - 2)-dimensionalen 
Seite X~t;.2 von X~-l, ..• und schlieBlich oi, i, ... in ein Eckpunkt von xn 
(und von X~-l, X~t;.l, ... ) ist. Somit enthiilt jedes Grundsimplex der 
baryzentrischen Unterteilung von K - wir sagen kurz, jedes baryzent
rische Grundteilsimplex von K - unter seinen Eckpunkten einen und 
nur einen Eckpunkt des Komplexes K. Dieser Eckpunkt heiBt der 
fiihrende Eckpunkt des baryzentrischen Teilsimplexes1 • 

Bemerkung II. Die baryzentrische Unterteilung ist von der Wahl 
der Zentra der verschiedenen Zellen bis auf Isomorphie unabhangig. 
Sind die Zentra jeweils die Schwerpunkte der Eckpunktgeriiste der 
Zellen, so spricht man von eigentlicher baryzentrischer Unterteilung. 

Satz IIa. Der Durchmesser jedes Simplexes der eigentlichen bary
zentrischen Unterteilung einer n-dimensionalen Zelle, welche den Durch-

messer d hat, ist -< n ~ 1 . d. 

1 Einen fiihrenden Eckpunkt besitzt nicht nur jedes baryzentrische Grund
teilsimplex, sondem auch jedes r-dimensionale baryzentrische Teilsimplex, wel
ches auf einem ebenfalls r-dimensionalen Element des Komplexes K liegt. 
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem 2. N achtrag und aus 
§ 3 (Satz IV') des Anhanges II. 

4. Elementarzerlegung von Simplexen. 
Die Zentralzerlegung eines Simplexes .in in bezug auf seinen in 

die n + 1 (nicht weiter unterteilten) (n - 1)-dimensionalen Seiten 
zerlegten Rand heiJ3t die Elementarzerlegung von .in in bezug aut 
sich selbst. Daneben definiert man noch die Elementarzerlegung von 
.in = (ao a1 ... aT br +1 ••• b,.) in bezug auf eine Seite - etwa in bezug 
auf die Seite .ir = ao a1 ... aT - von .in: 

die Grundsimplexe dieser Zerlegung sind die r + 1 Simplexe 

i = 0,1, ... , r, 

wobei 0 das Zentrum von .iT und y~-l = ao . .. ai-l ai+l . .. ar bT+1 ... bTl 
eine solche (n -1 )-dimensionale Seite von .in ist, die einem Eckpunkt 

~·,4. 
b", 

T/.=J, r=O 

Abb.7a. 

b", 
n=3, r=1 

Abb·7b. 

a", 

n=3, r=3 

Abb.7c. 

n=3, r=3 

Abb·7d. 

(namlich dem Eckpunkt ail von .iT gegeniiberliegt; y~-l heiJ3t dabei 
die Grundseite von y~. (Abb. 7a, b, c, d.) 

Man nehme eine Elementarzerlegung von in = ao ... an in bezug auf sich selbst 
vor; es entstehen dadurch Simplexe von der Form Yi: = 0 ao · .. ai,_l ai,+l.- .. -a~. 
Jedes der Simplexe Y~ lasse man eine Elementarzerlegung in bezug auf 
ao· .. ai,_l ai,+l ... an erfahren; so entstehen Simplexe von der Form 

Wenn man jedes dieser Simplexe in bezug auf 

zerlegt, entstehen Simplexe, deren erste drei Eckpunkte die Zentra 0, Oi" 0i, i. 

sind 1, wahrend die iibrigen Eckpunkte Eckpunkte von in sind. Durch 
Fortsetzung desselben Verfahrens (man nehme die Elementarzerlegung von 
Y4 i 2 ... iA = 0 Oit is ... Oil is ... ih aih+1 ... a in in bezug auf aih+1 '" ain vor) gelangt 

man schlieBlich zu Simplexen der Form OOi, Oi, i, ... Oi, i2 ••• in' d. h. zu den Simplexen 
der baryzentrischen Zerlegung von xn. Auf diese Weise lapt sich die baryzentrische 
Unterteilung auf sukzessive Elementarzerlegung zuruckfuhren. 

1 ~renn x' eine Seite von X ist, und ai" ai" ... , aik diejenigen Eckpunkte 

von X sind, die zu i' nicht gehoren, so bezeichnen wir mit Oi, i, ... ik das Zentrum 
von x'. 
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51. Das Simplex xn heiBt von den Simplexen x, und x' aut
gespannt - in Zeichen: xn = x, x' -, wenn x' und x' gegeniiber
liegende Seiten von xn sind (d. h. wenn xn = ao ... aT bo ... b., x' = ao ... a" 
x, = bo ... b. und folglich n = r + s + 1 ist). 

Es sei X' eine Unterteilung von x' mit den Simplexen Yi' Wir 
beweisen, dafJ die Simplexe ui = x' . Yi eine Unterteilung ("die Unter
teilung x' X· ") von xn bilden. Es ist dazu dreierlei nachzuweisen, nam
lich: 

1. ui C xn. 
2. Jeder Punkt von xn gehort mindestens emem Simplex ui an. 
3. Die ui bilden einen Komplex. 
Die Behauptung 1 bedarf keines Beweises. 
Wir beweisen 2. Es sei p ein Punkt von xn; er liegt auf einer Strecke a b, 

wobei a ein Punkt von x', b ein Punkt von x' ist2. Es gehort b zu 
(mindestens) einem Yi' folglich ab und somit p zu ui. 

Die Behauptung 3 wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist: der Durch
schnitt von ui = x' Yi und uj = x' Yj ist gleich x' Y, wenn Y der Durch
schnitt von Yi und Yj ist und man fiir ein leeres Y immer x' Y = x' setzt. 
Dem Beweise dieser letzten Behauptung gelten die folgenden Zeilen. 
Zunachst ist klar: wenn Y der Durchschnitt von Yi und Yj ist, so ist 
x· Y sowohl in x' Yi als auch in x' Yj enthalten. Bleibt also nur iibrig 
zu zeigen: jeder Punkt p, p cr x', p ¢: x·, des Durchschnitts von x' Yi 
und x' Yj ist in x· Y enthalten. Zu diesem Ende betrachten wir wieder 
die Strecke ab, a ex', be x', auf der p liegt. Da es nur eine solche 
Strecke durch p gibt und da jedes Simplex U. (als von x' und einem 
Yi c x, aufgespannt) aus lauter solchen Strecken besteht, die in x' be
ginnen und in Yi miinden, muB die einzige Strecke a b, auf der p 
liegt und die von x' nach x' fiihrt, sowohl zu ui = x' Y,; als auch zu 
uj = x' Yj und folglich b ZU Yi und zu Yj gehoren; es gehort somit ab 
und erst recht p zu x' y, w. z. b. w. 

Ubrigens handelt es sich hier - ebenso wie bei den Zentralzerlegun
gen - urn eine "Projektion", nur wird jetzt nicht aus einem Punkte, 
sondern aus einer r-dimensionalen Ebene projiziert. 

6. Isomorphie von Komplexen und Homoomorphie von Polyedern. 
Sa tz III. Zwei isomorphen lokal-endlichen Komplexen Kl und K2 

entsprechen homoomorphe Polyeder Kl und K2. 
Beweis. Da baryzentrische Unterteilungen isomorpher Komplexe 

offenbar isomorph sind, diirfen wir annehmen, daB Kl und K2 simpliziale 
Zerlegungen der Polyeder Kl und K2 sind. Aus der Isomorphie der 
simplizialen Komplexe Kl und K2 folgt sodann eine eineindeutige, in 
den einzelnen Simplexen von K] bzw. K2 affine Abbildung t der beiden 

1 Kann bei erster Lektiire iiberschlagen werden; der Leser kann den in die
ser Nummer erbrachten Beweis auch als Ubungsaufgabe betrachten. 

2 Anhang II, § 3, Satz VII. 
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Punktmengen Kl und K2 aufeinander. Es ist klar, daB im FaIle end
licher Komplexe diese Abbildung topologisch ist, denn die in den ein
zelnen Simplexen erkHirten affinen Abbildungen schlieBen stetig an
einander. Sodann folgt dieselbe Behauptung wegen der lokalen End
lichkeit von Kl und K2 daraus, daB jeder Punkt p von Kl bzw. K2 
innerer Punkt der Vereinigungsmenge von endlich vielen Simplexen 
des betreffenden Komplexes ist, die Abbildung t also stetig in einer 
Umgebung des Punktes p und somit im Punkte p istl. 

7. Ein Einbettungssatz. Ein Euklidisches Polyeder braucht nicht 
eine abgeschlossene Punktmenge des Rn zu sein; vielmehr werden wir 
sehen (§ 3), daB jede offene Menge des Rn (und sogar jedes Polyeders) 
ein Polyeder ist. Urn ein ganz einfaches Beispiel zu haben, geniigt 
die Bemerkung, daB eine offene Strecke der Zahlengerade ein Polyeder 
ist: man kann die Strecke (0; 1) in die Strecken 

[±; i]; [i; ±], [f<~]; ... ; [2n1+1 ' dn], [2n;1; 2n;~+~1], .. 
zerlegen, und diese Strecken bilden offen bar einen lokal-endlichen 
Komplex (eine Zerlegung der offenen Strecke (0; 1)). 

Es gilt aber der 
Sat z IV. J edes Euklidische Polyeder ist einem Polyeder homoo

morph, welches eine abgeschlossene Menge eines Euklidischen Raumes dar
stellt. 

Beweis. Es geniigt offenbar, zu zeigen, daB jeder n-dimensionale 
simpliziale Komplex Kn einem Komplex Ln des R2n+1 isomorph ist, 
welcher die Eigenschaft besitzt: jedes beschrankte Raumgebiet kann 
nur mit endlich-vielen Simplexen von L n gemeinsame Punkte haben. 
Ein solcher Komplex Ln ist von selbst Euklidisch und P ist ab
geschlossen. 

Es seien 
(1 ) 

die Eckpunkte von Kn. Jedem Eckpunkt ai ordnen wir einen Punkt 
bi = (tl ... tn) mit tl >- ides R2n+1 zu, unter der einzigen Bedingung, 
daB die Punkte 
(2) b1 , b2 , ... , bi' ... 

in aIlgemeiner Lage sind 2. 

Wir betrachten nun irgendeine endliche Teilmenge aio"'" air 

von (1). Bildet sie das Geriist (§ 1, Nr. 1) eines Simplexes xh von Kn, 
so konstruieren wir im R2n+1 das von den Punkten bio ' ... , bir auf
gespannte Simplex und bezeichnen es mit Yh' Auf diese Weise be
kommt man ein System Euklidischer Simplexe 

(3) Yl' Y2" .. , Yh,· ... 

1 Vgl. Kap. I, § 3, Nr. 2. 2 Anhang II, § 1, Nr. 4. 



140 III. Polyeder und ihre Zellenzerlegungen. 

AIle Simplexe (3), deren Eckpunkte samtlich Nummern >k haben, 
liegen in dem Halbraume tl > k; somit kann ein beschranktes Gebiet 
des R2n+1 nur mit endlich-vielen Yh gemeinsame Punkte haben. 

Es bleibt nur iibrig zu zeigen, daB der Durchschnitt je zweier Sim
plexe der Folge (3) die von ihren gemeinsamen Eckpunkten aufgespannte 
Seite ist. Wir greifen zwei von den Simplexen (3) heraus, etwa 

Dabei sind bo,"" bq_ 1 die gemeinsamen Eckpunkte dieser beiden 
Simplexe. Sie spannen ein Euklidisches (q - 1 )-dimensionales Simplex 
Y = bo· •• bq - 1 auf, welches eine gemeinsame Seite der beiden Simplexe 
y' und Y" ist. Hatten die beiden Simplexe y' und y" auBer den Punkten 
von y noch mindestens einen gemeinsamen Punkt c, so konnte c zunachst 
nicht in der durch y bestimmten Ebene liegen, denn der Durchschnitt 
eines Simplexes (in unserem Falle y' oder y") mit der durch eine seiner 
Seiten bestimmten Ebene besteht aus der betreffenden Seite. Somit 
ist c bo ... bq_ 1 ein q-dimensionales Euklidisches Simplex, und seine 
Punkte miiBten sowohl zu y' als auch zu y" gehoren:j Der Durchschnitt 
del' durch die Simplexe y' und y" bestimmten Ebenen Y' und Y", 
von denen die erste r- und die zweite s-dimensional ist, ist also eine 
mindestens q-dimensionale Ebene, so daB Y' und Y", folglich auch 
die r + s + 2 - q Punkte bo"" bq- 1 b~, ... , b;, b;, ... , b~ in einer 
hochstens (r + s - q)-dimensionalen (von Y' und Y" aufgespannten) 
Ebene des R2n+1liegen miiBten, was - wegen r+s+2-q<:: r+s+2 
<:: 2 n + 2 - der Voraussetzung der allgemeinen Lage von (2) widerspricht. 

Hiermit ist alles bewiesen. 
8. Wiidel- und Simplizialzerlegungen des R". Beliebig-feine 

Simplizialzerlegungen von Polyedern. 
Wir wahlen ein beliebiges e > ° und ziehen in dem Rn die Ebenen 

ti = k . e; k = ... -2, -1,0,1,2, ... , i = 1, ... , n. 

Dadurch zerfallt der Rn in lauter konvexe Zellen, die ("achsen
parallele") Wurfel heiBen und durch die Vngleichungen 

ki e s. ti <:: (ki + 1) 8, i = 1, ... , n 

definiert sind (wobei die ki beliebige ganze Zahlen sind). Als Durch
messer eines jeden dieser Wiirfel erhalt man - wie man durch Rech
nung leicht bestatigt - die Zahl yn e. Diese Wiirfel bilden ferner 
einen unendlichen Komplex - eine Wurfelzerlegung des Rn. Vnter
teilt man diesen· Komplex in Simplexe, so erhalt man eine simpliziale 
Zerlegung des Rn, deren Elemente erst recht nicht groBer als ¥n 8 sein 
konnen. Mit anderen Worten: 

Satz V'. Es gibt beliebig-feine simpliziale Zerlegungen des Rn. 
Der Satz V' laBt sich verallgemeinern: 
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Sa tz V. Zu fedem Zellenkomplex K gibt es beliebig-feine simpliziale 
U nterteilungen. 

Beweis. Nach Satz IIa erhalt man im Faile, wenn die Durch
messer der Elemente von K eine endliche obere Grenze haben, durch 
sukzessive baryzentrische Unterteilung von K beliebig-feine simpliziale 
Unterteilungen von K. Der allgemeine Fall wird durch folgenden Hilfs
satz erledigt: 

Hilfssatz. Man ziehe im Rn endlieh- oder abziihlbar-viele Ebenen 
Rf-l, R~-l, ... , von der Eigensehaft, da/3 fedes besehriinkte Gebiet des Rn 
nur mit endlieh-vielen dieser Ebenen gemeinsame Punkte hat. Liegt au/3er
dem ein beliebiger Zellenkomplex K vor, so existiert stets eine simpliziale 
Unterteilung Kl von K von der Eigensehaft, da/3 fedes Simplex von Kl 
in der abgesehlossenen Hitlle einer der konvexen Mengen Gi , in die Rn dureh 
die genannten Ebenen zerlegt wird, (Rn = ~ R~-l + 2: Gi ), enthalten ist. 

k i 

Beweis. Jede Zelle Q von K wird durch die Ebenen Rf-1, R~-l, ... 
in endlich viele konvexe Zellen zerlegt (das sind die nichtleeren unter 
den Durchschnitten von Q mit den Mengen Gi ). Da das gleiche von den 
Seiten der Zellen Q gilt, liegt eine Unterteilung L des Zeilenkom
plexes K vor, und jedes Element von List in einem gewissen Gi ent
halten. Eine simpliziale Unterteilung Ll von L erfiillt aile Forderungen 
des Hilfssatzes. 

Wendet man diesen Hilfssatz auf einen beliebigen Zeilenkomplex K 
und das zu Beginn dieser Nr. definierte Ebenensystem an, so ergibt 
sich, daB man K in einen aus beliebig kleinen Simplexen aufge
bauten Komplex unterteilen kann. 

Zu demselben Gedankenkreis gehort 
Satz VI. Liegen zwei Zellenkomplexe Kl und K2 vor, die zwei Zellen

zerlegungen eines und desselben Polyeders P sind, so existiert ein sim
plizialer Komplex K, der eine gemeinsame Unterteilung der beiden Kom
plexe Kl und K2 ist. 

Beweis. Nach der Voraussetzung der lokalen Endlichkeit hat eine 
Zeile von Kl nur mit endlich-vielen Zeilen von K2 gemeinsame Punkte. 
Die Zellen, die als Durchschnitte je eines Elementes von Kl mit einem 
Element von K2 auftreten, bilden die Elemente einer gemeinsamen 
Unterteilung von Kl und K 2. Eine simpliziale Unterteilung von L 
ist die gesuchte. 

§ 3. Zellensysteme und Komplexe. Offene Teilmengen von 
Polyedern. 

1. Satz I. Die Vereinigungsmenge von endlieh-vielen konvexen Zellen 
des Rn ist ein (endliches) Polyeder. 

Beweis. Es sei A = Ql + ... + Q. die Vereinigungsmenge von 
endlich-vielen konvexen Zellen Ql' ... , Q. des Rn; die Menge, deren 
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Elemente die Zellen Qk und ihre Seiten sind, bezeichnen wir mit 6. 
Wir fuhren den Beweis unseres Satzes mittels eines 1nduktionsver
fahrens: Wir nehmen an, die Behauptung des Satzes I sei richtig, wenn 
aIle Elemente von 6 auf endlich-vielen m-dimensionalen Ebenen des Rn 
liegen, und beweisen sie fUr den Fall, wenn die Elemente von 6 auf 
endlich-vielen (m + 1 )-dimensionalen Ebenen liegen; da fur m = 0 
unsere Behauptung trivialerweise richtig ist, wird durch das geschilderte 
1nduktionsverfahren der Beweis des Satzes I tatsachlich erbracht. 

Es sei also 

wobei die 
(1 ) 

(m + 1 )-dimensionale Ebenen des Rn sind. Wir setzen voraus, daB die 
Ebenen (1) paarweise voneinander verschieden sind und betrachten 
im Rn die folgenden weiteren Ebenen: 

a) aIle Schnittebenen von je zwei Ebenen (1); 
b) alle Ebenen, welche durch die hochstens m-dimensionalen Ele

mente von 6 bestimmt werden. 
Es seien R 1 , ••• , R" die unter a) und b) erwahnten Ebenen; ihre 

Anzahl ist endlich und jede von ihnen ist hochstens m-dimensional. 
1st Ri eine m-dimensionale Ebene, so schreiben wir R"(' anstatt Ri ; 

ist Ri hochstens (m -i)-dimensional, so ziehen wir durch Ri irgend
eine m-dimensionale Ebene R"(' und ersetzen Ri durch R"('. 

Auf diese Weise erhalten wir die m-dimensionalen Ebenen 

(2) Rr;',oo.,R'!:. 

Diese Ebenen zerlegen die Punktmenge 

H = Rr;'+1 + ... + R':)+1 

in endlich-viele Gebiete Gj ; jedes Gj liegt in einer bestimmten unter 
den Ebenen Rr;'+1, ... , R':) +1 , etwa in R"('+1 (es hangt naturlich i von i 
ab) und ist zu allen anderen Ebenen (1) fremd; als Durchschnitt ge
wisser offener Halbraume (welche durch (2) in R"('+1 bestimmt sind) 
ist Gj ein konvexes Gebiet ~es R"('+1. 

Von diesen Gebieten gilt: 
1°. Kein Gj enthalt Punkte eines hochstens m-dimensionalen Ele

mentes von 6 - denn aIle diese Elemente liegen in Rr;' + ... Rr;', 
sind also zu ~Gj fremd; 

2°. Falls Gj einen Punkt a von A enthalt, so ist Gj cA. 
Denn zunachst liegt Gj in einem festen R"('+1; der Punkt a kann 

zu keinem Rj aus (2) gehCiren, liegt folglich im 1nnern einer (m + 1)
dimensionalen Zelle Q des Systems 6. Es ist Q C R"('+1, denn ware 
Q c R,!:+1, h =1= i, so muBte a auf der Schnittebene R"('+1. R,!:+1, also 
auf einer der Ebenen Rj liegen, was nicht der Fall ist. Falls nun ein 
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Punkt b von Gj nicht zu A, also erst recht nicht zu Q gehoren sollte, 
muBte es auf der Strecke ab einen Punkt c geben, der - entgegen der 
Behauptung 1 0 - einerseits zu Gj , andererseits zum Rande von Q 
(d. h. zu einem hochstens m-dimensionalen Element von 6) gehorte. 
Durch diesen Widerspruch ist die Behauptung 2 0 bewiesen. 

Es seien G1 , ••• , Gt diejenigen Gj , die Punkte von A enthalten 
und folglich in A liegen. Die (;1' ... , (;t sind konvexe Zellen, die paar
weIse keine gemeinsamen inneren Punkte haben. Es gilt: 

t 
A = 1: Gj + A . (RT + ... + Rr;'). 

;=1 
Die Menge 

8 V 

A' = A • (RT + ... + Rr;') = 2: 1: Qh' Rr' 
h=l k=l 

ist Summe von endlich-vielen konvexen Zellen, die auf RT + ... + Rr;' 
liegen, also nach unserer Induktionsvoraussetzung ein endliches Poly
eder bilden. Es sei K' eine endliche Simplizialzerlegung des Poly
eders A'. Durch K' sind auch die Rander samtlicher Zellen (;1' ... , (;t 
simplizialzerlegt. Eine Zentralzerlegung jeder dieser Zellen in bezug 
auf die durch K' gelieferte Unterteilung ihres Randes liefert eine Sim
plizialzerlegung der ganzen Menge A, die sich somit als ein endliches 
Polyeder erweist. 

Korollar 1. Die endlichen Polyeder sind identisch mit den Ver
einigungsmengen von endlich-vielen konvexen Zellen oder auch mit den 
Vereinigungsmengen von endlich-vielen Simplexen. 

Korollar II. Die Vereinigungsmenge von endlich-vielen endlichen 
Polyedern ist ein endliches Polyeder. 

Aufgaben. Der Leser beweise: 
1. Der Durchschnitt zweier endlicher Polyeder ist ein endliches 

Polyeder. . 
2. Dieabgeschlossene Hillle der Differenz zweier endlicher Polyeder 

ist ein endliches Polyeder. 
21. Offene Teilmengen von Polyedern. Sa tz II (Sa tz von RUNGE). 

Jede ottene Teilmenge G eines Polyeders P ist ein (im aHgemeinen, 
unendliches) Polyede"'2. 

1 Kann bei erster Lekture uberschlagen werden. 
2 RUNGE selbst hat [bei seinen funktionentheoretischen Untersuchungen, Acta 

math. Bd. 6 (1884) S. 229 u. f.] eine abgeschwachte Form dieses Satzes im Spezial
fall ebener Gebiete bewiesen. Er hat jedenfalls als erster erkannt, daB (ebene) 
Gebiete sich in abzahlbar viele Zellen (in seinem FaIle Quadrate) zerlegen lassen, 
die paarweise keine gemeinsamen inneren Punkte haben. Der tJbergang davon 
zu dem allgemeinen Satz, wie wir ihn hier formulieren, ist ohne wesentlich neue 
Schwierigkeit m5glich und ist mehrfach durchgefUhrt worden. Die hier wieder
gegebene Darstellung verdanken wir im wesentlichen einer freundlichen Mit
teilung von Herro K. BORSUK. 
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Beweis. Hilfssatz. Es seien Q' und Q" zwei Teilkomplexe des 
lokal-endlichen simplizialen Komplexes K; die Polyeder Q' und Q" seien 
zueinander fremd. Dann gibt es fiir eine beliebige Unterteilung Q~ von 
Q" eine solche Unterteilung Kl von K, daB die Simplexe von Q' un
zerlegt bleiben und Kl auf Q" mit Q~ zusammenfillt. 

Beweis des Hilfssatzes. Wir diirfen annehmen, daB ein Simplex l , 

dessen Eckpunkte zu Q" gehoren, auch selbst zu Q" gehort, denn die 
Voraussetzung des Hilfssatzes bleibt offenbar erfiiilt, wenn man dem 
Komplex Q" alle Simplexe mit zu Q" gehorenden Eckpunkten hinzu
fiigt und danach mittels Zentralunterteilung (Induktion nach der Di
mensionszahl!) die urspriingliche Unterteilung Q~ auf den durch Hin
zufiigung der eben genannten Simplexe erganzten Komplex Q" erweitert. 

Auf Grund der soeben gemachten Annahme gilt: 
Jedes Simplex x von K wird aufgespannt2 von zwei Simplexen y 

und i", von denen das erste zu Q" fremd ist und das zweite zu Q" 
gehort: x = y x": dabei kann das eine unter den beiden Simplexen i" 
und y in Fortfall geraten, und zwar geschieht dies immer dann, wenn x 
selbst ein zu Q" fremdes bzw. zu Q" gehorendes Simplex ist. 

Die gesuchte Unterteilung Kl von K wird nun definiert als die 
Zerlegung eines jeden Simplexes x = y i" in die Simplexe y xi', wo
bei die Simplexe xi diejenigen Simplexe sind, in die i" gem~iB der 
Zerlegung Q~ zerfillt. Ist insbesondere x ein Simplex von Q", also 
x = i", so wird durch Kl gerade die durch Q~ erzeugte Zerlegung von i 
geliefert, wahrend im Faile i = y, also insbesondere im Falle, wenn 
x zu Q' geh6rt, das Simplex x unzerlegt bleibt. Der Hilfssatz ist hier
mit bewiesen. 

Jetzt gehen wir zum eigentlichen Beweis des Rungeschen Satzes iiber. 
Nach § 2, Nr. 7, Satz IV diirfen wir annehmen, daB Peine ab

geschlossene Menge eines Rn ist. 
Da der Fall G = P ebenso wie der Fall G = 0 trivial ist, k6nnen 

wir femer annehmen, daB P - G =t= 0 =t= C ist. Sei Po ein beliebiger 
wahrend des ganzen Beweises festbleibender Punkt von G. Wir wah
len die lokal-endlichen Simplizialzerlegungen K l , K 2 , ••• , K m , ... von P 
unter den folgenden beiden Bedingungen: 

1) Km+1 ist eine Unterteilung von Km. 
2) Aile Simplexe von Km sind ihrem Durchmesser nach kleiner 

als ~. 
m 

Wir bezeichnen mit Lm den Komplex, welcher aus denjenigen Grund
simplexen von Km aufgebaut ist, welche in G liegen und von Po hoch
stens urn m entfemt sind. Da Kl lokal-endlich und 1(] = P im Rn ab
geschlossen ist, ist jeder in einem beschrankten Raumgebiet liegende 
Teil von Kl (folglich auch von Km) endlich; insbesondere ist Lm 

1 Von K. a Vgl. § 2, Nr. 5. 
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bei jedem m = 1,2,3, . .. ein endlicher Komplex. Offenbar ist 
Lm eLm+! c G bei jedem m. Ferner gilt 

(1) L,I'm = G. 

Denn ist p ein beliebiger Punkt von G, und m so groB, daB m > e (Po' p) 
und -!- < Q (P, P - G) ist, so gehOrt p zu Lm. Da die Lm eine wach-

m 
sende Mengenfolge bilden, so folgt aus (1), daB bei jeder Wahl der 
wachsenden Folge naturlicher Zahlen 

(2) 

notwendig 

(3) l:Lmk = G 
~t. k 

Da Lm kompakt ist, gibt es fur jedes m ein 8m> 0 derart, daB 

(4) e(Lm' P - G) > 8m, 

Wir wahlen jetzt eine Folge (2) naturlicher Zahlen unter der Bedingung 

(5) k = 1,2,3, ... , 

und setzen1 

Ql = I m1 ,· •• , Ok = Lmk - L mk _ 1 ,· •• 

Bei jedem kist dabei das Polyeder Ok in zu Lmk gehOrende Simplexe 
zerlegt, so daB es in einer festen Simplizialzerlegung Qk vorliegt. Aus 
der Bedingung (5) und der Definition der Lm folgt ferner, daB 

(6) Qk . Qh = 0 fur I k - hi> 1 

gilt. SchlieBlich ist 

(7) ;EQk = l:Lmk = G . 
k k 

Die Punktmenge Ok' Ok-l besteht aus gewissen Simplexen von Qk' 
so daB wir Ok . Ok-l = Ok schreiben konnen, wobei Q" ein Teilkomplex 
von Qk ist2• Die Punktmenge Ok . Ok+l besteht aus gewissen Simplexen 
von Lmk+1' die (bei der Unterteilung Kmk+l entstandene) Teilsimplexe 
bestimmter Simplexe von Qk sind. Diese Simplexe von Qk bilden einen 
Teilkomplex Q'k von Qk' wobei offenbar Q'k:::::l Ok' Ok+l ist; da aber 
Qk' Ok+! die Begrenzung von Imk (in G) ist, ist Ok . Ok+! Vereinigungs
menge gewisser Simplexe von Lmk , also ist Qk' Qk+l = Q'k. Betrachten 

1 Die Querstriche fiber Lmk bzw. L mk _ J bedeuten den Ubergang vom Kom

plex Lmk bzw. L mk _ 1 zum zugehorigen Polyeder Lmk bzw. Lmk_ 1 ; der Querstrich fiber 

Lmk - L mk _ 1 bedeutet den Ubergang zur abgeschlossenen Hfille der Punktmenge 

Lmk - Lmk_ 1 • 

2 Q' bzw. Qf. ist durch diese Vorschrift ffir jedes k > 1 definiert; wir diirfen 
also einige Zeilen weiter ohne weiteres von Q~+l bzw. Q~+l sprechen. 

Alexandroff.Hopf, Topologle 1. 10 
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wir die durch K mk+ 1 hervorgerufene Unterteilung Qk' = Qi+1 von Q~ , so ist 
Qk . Qk+1 = Qi+1' Nun gibt es nach dem Hilfssatz eine Unterteilung 
Hk von Qk' we1che auf Q~ = Qk . Qk-I mit Qi, auf Q~ mit QI:' = Qi+1 
identisch ist, also auf Qk' Qk+I mit Qk+I' d. h. mit K mk+ 1 , uberein
stimmt. (Abb. 8a, b.) 

Auf diese Weise wird fur jedes Qk die Simplizialzerlegung Hk kon
struiert. Da nach der Konstruktion Hk auf Qk' Qk+l an Hk+I , auf 

e Qk . Qk-l an Hk- 1 an
tf-""*"~9*-*-""*'",.,l;~~.l>b",*....l!~ k+f schlieBt, wahrend an

Qk dererseits (7) gilt, bil
det die Vereinigung 
aller Hk einen (offen

(lk-1 bar lokal- endlichen) 
Komplex, und zwar 
eine Simplizialzerle-
gung von G, wie wir 

Abb. 8 a. sie haben wollten. 
Der Satz von 

RUNGE ist hiermit be
WIesen. 

31 . Die obige Be
weismethode wenden 
wir fast ohne Ande
rung auf den Beweis 
eines Satzes an, den 
wir spater (bei dem In
varianzsatz fUr Betti
sche Gruppen, Kap.IX, 
§ 2, Nr. 8) brauchen 
werden. 

Abb. Sb. 
Sa tz III. K sei ein 

Euklidischer Komplex 
mit den Grundelementen Xl' X2 , ••• , Xk"" Es sei X k der Komplex, 
welcher aus xk durch hk-jache baryzentrische Unterteilung entsteht 2. 

Dann gibt es eine simpliziale Unterteilung K' von K, deren aut Xk 

liegende Elemente bei jedem k eine Unterteilung von X k bilden. 
Beweis. Wir konstruieren der Reihe nach die endlichen Teilkom

plexe Kk von K folgendermaBen. Kl hat die Zelle Xl als einziges Grund-
1 Kann bei erster Lekttire tiberschlagen werden. 
21st Q irgendein Euklidischer Komplex, Q, die baryzentrische Unterteilung 

von Q, Q2 die baryzentrische Unterteilung von Q, usw., Qh die baryzentrische 
Unterteilung von Qh-l, so sagt man, daB Qh aus Q durch h-fache baryzentrische 
Unterteilung entsteht, oder auch, daB Qh eine h-fache baryzentrische Unterteilung 
von Q ist. Statt h-fache baryzentrische Unterteilung sagen wir auch baryzentrische 
Unterteilung vom Grade h. 
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element. Man erhalt die Grundelemente von Kk+l' wenn man zu den 
Grundelementen von Kk alle an sie anschlieBenden Grundelemente von 
K sowie das Element xk+1 hinzunimmt. Offenbar ist ~Kk = K. 

Jedem Element xi von Kk ist laut unserer Voraussetzung eine Zahl 
hi' der Grad der baryzentrischen Unterteilung Xi von Xi zugeordnet. 
Die gr6Bte unter diesen Zahlen bezeichnen wir mit Ak; es sei Lk 
die Ak-fache baryzentrische Unterteilung von K k • Wir bezeichnen femer 
mit <11 das Polyeder L1 , mit 12k das Polyeder Lk - Lk- 1 • Bei jedem k 
ist dabei das Polyeder Ok in zu Lk geh6rende Simplexe zerlegt, so daB es 
in einer festen Simplizialzerlegung Qk vorliegt. Des weiteren ist ~Qk = K, 
und fUr i k - hi> l gilt Qk' Oh = O. Es gelten mit anderen Wort en 
die Formeln (6) und (7) von Nr. 2 mit der einzigen Anderung, daB jetzt 
mk = k und G = Kist. Der weitere Verlauf des Beweises des Satzes III 
stimmt mit dem SchluBteil des Beweises des Rungeschen Satzes (von 
derFormel (7) an) w6rtlich iiberein. Die Vereinigung der Komplexe Hk 
(vgl. die letzten Zeilen des Beweises des Satzes von RUNGE) ergibt III 

unserem Falle die gesuchte Unterteilung K' von K, w. z. b. w. 

§ 4. Baryzentrische Uberdeckungen. Krumme Polyeder. 
Ubergang zum abstrakten Standpunkt. 

1. Es wurde bereits festgestellt (§ 2, Nr. 3, Bemerkung I), daB jedes 
Grundsimplex der baryzentrischen Unterteilung Kl eines Komplexes K 
einen einzigen ("fUhrenden") Eckpunkt besitzt, der zugleich ein Eck
punkt von Kist. Wir betrachten jetzt die Vereinigungsmenge B (a) 
aller Grundsimplexe von K 1 , die denselben fUhrenden Eckpunkt a 
haben. B (a) ist ein endliches Polyeder; wir nennen es den baryzentrischen 
Stern von K mit dem Mittelpunkt a. Offenbar gehort jeder Punkt von K 
zu mindestens einem baryzentrischen Stern von K, so daB die bary
zentrischen Sterne eine abgeschlossene Uberdeckung (die zu K gehorende 
baryzentrische Oberdeckung) des Polyeders P bilden. Als Beispiel bary
zentrischer Uberdeckungen kann Abb. 6a dienen. 

Von baryzentrischen Stemen bzw. Uberdeckungen gelten folgende 
wichtigen Satze. 

Satz 1. Zu jedem (Grund- oder Neben-) Element x des (lokal-endlichen) 
Komplexes K gibt es eine Umgebung U(x) in bezug aut R, die in der 
Vereinigungsmenge derjenigen baryzentrischen Sterne enthalten ist, welche 
die Eckpunkte von x zu Mittelpunkten haben, und die zu jedem anderen 
baryzentrischen Stern von K fremd ist.-

Beweis. Bei Benutzung der in § 1, Nr. 7 eingefiihrten Begriffe und 
Bezeichnungen geniigt es, zu zeigen: S K. (x) besteht aus allen bary
zentrischen Stemen, die eine Ecke von x als Mittelpunkt haben, d. h. 
denjenigen Grundsimplexen von K], die einen Eckpunkt mit x gemein
sam haben; denn dann erfiillt U (x) = OK. (x) die Behauptung. 

10* 
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Da jedes Simplex von K 1 , das mit x einen Eckpunkt gemein hat, 
nach Definition von SK, (x) ZU SK, (x) gehOrt, bleibt zu beweisen: b sei 
ein Eckpunkt von K, der nicht Eckpunkt von x ist; 51 sei ein Grund
simplex von Kl mit b als fiihrendem Eckpunkt; dann ist 51 fremd zu X. 

Wir beweisen dies, nicht nur fur Grund-, sondern auch fUr Neben
simplexe y, durch 1nduktion beziiglich der Dimension von y. 1st y 
nulldimensional, so ist y = b, die Behauptung also richtig. Es sei y 
r-dimensional und die Behauptung fUr jedes s-dimensionale bary
zentrische Simplex :V' mit s < r schon bewiesen. Das Simplex :V hat 
die Form oy', wobei 0 der Schwerpunkt eines Simplexes Y von K 
und :V' ein baryzentrisches Simplex auf dem Rande von Y mit b als 
Eckpunkt ist. Nach 1nduktionsvoraussetzung ist y' fremd zu x. Aber 
auch 51 - :V' ist fremd zu x, denn :Y - y' besteht aus inneren Punkten 
von Y; wiirde ein solcher Punkt zu x geh6ren, so ware Y eine (eigent
liche oder uneigentliche) Seite von x, also b Eckpunkt von X. 

Zusatz zum Satz 1. Zu jedem Element x von K gibt es ein e(X) > 0 
von der Eigenschaft, dafJ jeder baryzentrische Stern von K, dessen Mittel
punkt nicht Eckpunkt von x ist, von x eine Entfernung ~ e (x) hat. 

Denn x hat von dem Polyeder A K , (x), das von den genannten 
Sternen gebildet wird, eine positive Entfernung. 

Hierin ist enthalten: 
Korollar. Ein Punkt p von K kann nur in solchen baryzentrischen 

Sternen von K liegen, deren Mittelpunkte Eckpunkte des Triigers von p 
sind. Insbesondere liegt 1'eder Eckpunkt a von K in einem einzigen bary
zentrischen Sterne - niimlich in B (a). 

Aus dem soeben Bewiesenen folgern wir leicht den 
Sa tz II. Die (irgendwie gewiihlten) baryzentrischen Sterne B (a l ) = B I , 

B (a 2) = B 2 , ••• , B (as) = Bs des (lokal-endlichen) Komplexes K haben 
dann und nur dann einen gemeinsamen Punkt, wenn die Mittelpunkte 
der Sterne unter den Eckpunkten eines Elementes von K entJialten sind. 

Beweis. Wir setzen zuerst voraus, daB die Mittelpunkte ai der Bi 

Eckpunkte eines Elementes x von K sind, und beweisen, daB dann das 
Zentrum 0 von x in jedem unserer Sterne - etwa in Bl - enthalten ist. 

Urn sich davon zu iiberzeugen, betrachte man ein Grundelement X 
von K, welches x als (eigentliche oder uneigentliche) Seite enthalt. Es 
gibt unter den baryzentrischen Teilsimplexen von X das Simplex 
51 = (0' 01 •.. oi 0 01 ... 0;:), wobei oi, ... , oi, 0' Zentra der Zellen 
Xi, ... , Xi, X sind, von denen jede eine Seite der folgenden ist und x 
als Seite enthalt, wahrend o~, . ;., 0',; Zentra der Zellen x~, ... , xi sind, 
von denen die erste eine Seite von x, jede folgende eine Seite der voran
gehenden und die letzte der Eckpunkt a1 ist. Das Simplex y hat den 
fiihrenden Eckpunkt aI' ist somit in Bl enthalten; da es andererseits 
das Zentrum 0 von x zu seinen Eckpunkten zahlt, ist dieses Zentrum 
tatsachlich ein Punkt von BI • 
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Die eine Halfte des Satzes II ist hiermit bewiesen. 
Um die zweite zu beweisen,nehmenwir an, daB dieSterneB1,B2 , ••• ,B. 

mindestens einen gemeinsamen Punkt p haben. 1st x der Trager von p, 
so ist (nach dem Korollar zum Satz I) der Mittelpunkt eines jeden 
baryzentrischen Stemes, welcher p enthalt, insbesondere also der Mittel
punkt eines jeden unter den Stemen B l , .•• , B., Eckpunkt von x, 
W.z. b.w. 

Zusatz 1. Die (irgendwie gewiihlten) baryzentrischen Sterne B(a1), 

B (a 2) , ••• , B (as) des simplizialen Komplexes K haben dann und nur 
dann einen nichtleeren Durchschnitt, wenn es in K ein Simplex mit den 
Eckpunkten aI' ... , a. gibt. 

Z usa t z II. Die Ordnung1 der baryzentrischen Oberdeckung eines 
n-dimensionalen simplizialen Komplexes ist gleich n + 1 . 

2. Krumme Polyeder und krumme Komplexe. Die Ausfiihrungen 
dieses Kapitels tiber Polyeder und Komplexe schlie Ben wir mit einer 
kurzen Dbersicht der wichtigsten Verallgemeinerungen dieser Begriffe. 

Definition eines krummen Zellenkomplexes. Ein hochstens 
abzahlbares System fl( von Punktmengen Ai eines topologischen Rau
mes R heiBt ein krummer Zellenkomplex, wenn die Vereinigungsmenge 
fl( = EAi der Elemente von fl( sich derart topologisch auf ein Eukli
disches Polyeder P = K abbilden laBt, daB bei dieser Abbildung die 
Mengen Ai den Elementen einer Zellenzerlegung K von P eineindeutig 
entsprechen (so daB dabei jedes Element von K Bild einer Menge Ai 
und jedes Ai Urbild eines Elementes von Kist). 

1st dabei Peine n-dimensionale konvexe Zelle und K der aus allen 
Seiten von P gebildete Komplex (die Zellenhtille), so heiBt das 
Mengensystem £1( eine krumme Zellenhulle. 

1st K ein simplizialer Komplex, so heiBt auch fl( ein krummer sim
plizialer Komplex. 

Die Vereinigungsmenge fl( = EAi der Elemente eines krummen 
Zellenkomplexes fl( heiBt ein krummes Polyeder; der krumme Zellen
komplex fl( heiBt eine (krumme) Zellenzerlegung des krummen Poly
eders fl(. 1st fl( eine n-dimensionale krumme Zellenhiille, so heiBt 
die Punktmenge fl( eine krumme n-dimensionale Zelle oder kurz ein 
n-dimensionales Element. 

Offenbar konnen die krummen Polyeder einfach als topologische 
Riiume definiert werden, die den Euklidischen Polyedern homoomorph 
sind. Unter den krummen Polyedern sind die krummen Zellen als topo
logische Riiume, die konvexen Zellen homoomorph sind, ausgezeichnet. 

Beispiele krummer Komplexe des R3 sind auf den beigeftigten Ab
bildungen 9a-e gegeben. 

1 Kap. I, § 2, Nr. 13. 
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Unter den n-dimensionalen krummen Polyedern sind neben den 
n-dimensionalen Elementen die n-dimensionalen spharischen M annig
taltigkeiten, d. h. die topologischen Bilder der sn (vgl. Kap. I, § 1, Nr. 9, 
Beispiel) besonders zu erwahnen. In Fallen, wo keine MiBverstandnisse 
zu erwarten sind, werden auch allgemeine n-dimensionale sphiirische 
Mannigfaltigkeiten mit sn bezeichnet. Urn zu zeigen, daB die spharischen 
Mannigfaltigkeiten tatsachlich krumme Polyeder sind, geniigt es, diese 
Behauptung fUr die sn selbst, also fUr die Einheitssphare sn (0, 1) des 
Rn zu beweisen. Man erhalt aber eine Zellenzerlegung der Einheits
sphare, wenn man in ihrem Innern (d. h. in der spharischen Umgebung 
U (0, 1), wobei ° der Koordinatenanfang des R n+ l ist) eine (n + 1)
dimension ale konvexe Zelle Qn+1 nimmt und ihren Rand auf die sn (0, 1) 

Abb.9a- e. 

aus einem inneren Punkt von Qn+1 projiziert. Die auf diese Weise er
haltlichen Zellenzerlegungen der sn (und diejenigen, die aus ihnen 
mittels Homoomorphie auf beliebige spharische Mannigfaltigkeiten 
iibergetragen werden) sind die einzigen, die im folgenden unter Zellen
zerlegungen der sn (bzw. einer spharischen Mannigfaltigkeit) gemeint 
werden. Liegt insbesondere der Rand von Qn+l in einer simplizialen 
Zerlegung vor (d. h. sind die Seiten von Qn+1 Simplexe - man denke 
etwa an ein Tetraeder [Abb. 9c], Oktaeder oder Ikosaeder), so ent
steht durch Projektion eine (krumme) Simplizialzerlegung der sn. 

B e merkung 1. Einem und demselben krummen Komplex £1( ent
sprechen vermoge der Definition eines krummen Komplexes verschie
dene, jedoch (der Leser beweise es!) notwendig isomorphe Eukli
dische Komplexe K ; die Dimensionszahl von K heiBt auch die Dimensions
zahl von £1(. Diese Dimensionszahl ist eindeutig bestimmt, denn nach 
§ 1, N r. 3, Satz I haben zwei isomorphe Euklidische Zellenkomplexe 
dieselbe Dimensionszahl. 
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Bemerkung II. Der beruhmte Brouwersche Satz uber die In
varianz der DimensionszahP lehrt, daB zwei Euklidische Polyeder ver
schiedener Dimensionszahlen nicht homoomorph sein konnen; somit 
kann auch ein und derselbe topologische Raum unmoglich zwei Poly
edern verschiedener Dimensionszahlen homoomorph sein. Dadurch ist 
die Dimensionszahl auch fUr jedes krumme Polyeder eindeutig be
stimmt: unter der Dimensionszahl eines krummen Polyeders P ver
steht man die Dimensionszahl einer unter seinen krummen Zellen
zerlegungen oder, was dasselbe ist, die Dimensionszahl eines beliebigen 
Euklidischen Polyeders, dem das krumme Polyeder P homoomorph ist. 

Bemerkung III. Liegt eine n-dimensionale krumme Zelle En vor, 
d. h. ein topologischer Raum, der einer n-dimensionalen konvexen Zelle 
homoomorph ist, so hat es keinen Sinn, von den Seiten von En 
zu sprechen, denn man weiB nicht, ob man En als topologisches Bild 
eines Simplexes, eines Wurfels oder einer Vollkugel auffassen soil. Da
gegen hat es klaren Sinn, von den Seiten einer krummen Zellen
hulle zu sprechen. Aus analogen Grunden lassen sich die "simplizialen 
Zellen" nur als Spezialfall der krummen Zellenhullen, nicht als 
Spezialfall der n-dimensionalen Elemente definieren2• 

Da die Euklidischen Polyeder einen Spezialfall der krummen Poly
eder bilden, kann man auch von krummen Zellenzerlegungen eines 
Euklidischen Polyeders sprechen; offenbar gilt dabei folgendes: Sind 
ein krummes Polyeder P und irgendein ihm homoomorphes Euklidisches 
Polyeder P gegeben, so ist iede krumme Zellenzerlegung von P einer (im 
allgemeinen ebenfalls krummen) Zellenzerlegung von P isomorph. Anderer
seits ist aber iede krumme Zellenzerlegung von P einem Euklidischen 
Komplex, d. h. einer "Euklidischen" Zellenzerlegung eines (passend ge
wiihlten) mit P homoomorphen Euklidischen Polyeders isomorph. Man 
kann also die Gesamtheit der kombinatorischen Typen verschiedener 
krummer Zellenzerlegungen eines krummen Polyeders P auf jede der bei
den foIgenden Weisen definieren: a) als krumme Zellenzerlegungen irgend
eines beliebig gewahlten mit P homoomorphen Euklidischen Polyeders 
P; b) als Euklidische Zellenzerlegungen verschiedener mit P homoo
morpher Euklidischer Polyeder. 

Dagegen kennen wir bis heute keinen rein kombinatorischen, d. h. 
von Stetigkeitsbegriffen freien "Aquivalenzbegriff", der die folgende 

1 Vgl. wegen verschiedener Beweise: Kap. VIII, § 4, Nr. 2; Anhang zum 
Kap. IX. Kap. IX, § 2, Nr. 3. 

2 Man konnte sich auch auf einen anderen Standpunkt stellen und ein n-dimen
sionales Element mit einer gegebenen topologischen Abbildung aut eine teste konvexe 
Zelle als krumme Zelle definieren. Die so erhaltenen krummen Zellen wiirden 
einen Spezial£aU von "stetigen Zellen" (vgl. Kap. VIII, § 5) bilden. Dieser Begriff 
ist logisch komplizierter als der hier eingefiihrte Begriff der krummen Zellenhiille, 
denn er erfordert eine besondere Gleichheitsdefinition. Fiir die Zwecke des gegen
wartigen Kapitels ist diese weitere Verallgemeinerung des Zellen begriffes iiberfliissig. 
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Eigenschaft hatte: Zwei Komplexe sind dann und nur dann einander 
"aquivalent", wenn sie (krumme) Zellenzerlegungen desselben Eukli
dischen Polyeders darstellen. Die sog. "Hauptvermutung der kom
binatorischen Topologie" behauptet zwar, daB je zwei krumme Zellen
zerlegungen eines Polyeders isomorphe Dnterteilungen besitzen, sie 
ist aber bis jetzt sogar fUr endliche Komplexe unbewiesen geblieben 1. 

S 2. Trotzdem erobern die kombinatorischen Methoden immer groBere 
Gebiete der topologischen Wissenschaft. Ihre Anwendbarkeit beruht 
darauf, daB sehr viele topologische Eigenschaften eines Polyeders sich 
auf kombinatorische Eigenschaften seiner Simplizialzerlegungen zuruck
fUhren lassen 3. Eine analoge ZuruckfUhrung gilt dabei nicht nur fur 
Polyeder, sondern fUr eine auBerordentlich weitumschriebene Klasse 
geometrischer Gebilde, namlich fUr alle kompakten metrischen Raume. 
D m anzudeuten, worum es sich handelt, fUhren wir folgende Definition ein. 

Defini tion.Es liege ein endliches oder abzahlbares Mengen
system 6 von einer endlichen Ordnung r+ 1 (Kap. I, § 2, Nr. 13) und 
ein simplizialer Komplex K von der Eigenschaft vor, daB die Eck
punkte a von K den Elementen des Mengensystems 6 eineindeutig zu
geordnet sind, und zwar so, daB gewisse (beliebig gewahlte) Eckpunkte 
aI' ... , a. von K dann und nur dann das Eckpunktgerust eines (Grund
oder Neben-) Simplexes von K bilden, wenn die ihnen entsprechenden 
Mengen des Systems 6 einen nicht leeren Durchschnitt haben. Dnter 
diesen Bedingungen sagt man, daB der (bis auf Isomorphie eindeutig 
bestimmte) Komplex K der Nerv des Mengensystems 6 ist. 

Dem Zusatz I zum Satz II des gegenwartigen Paragraphen konnen 
wir jetzt die folgende pragnante Form geben: 

Jeder lokal-endliche simpliziale Komplex ist der Nerv des Systems 
seiner baryzentrischen Sterne 4. 

1 Soeben ist in den Monatsheften f. Math. und Phys. 42 eine Arbeit von 
NOBELING erschienen, die dem Beweis der Hauptvermutung im FaIle der Mannig
faltigkeiten gewidmet ist. 

2 Diese Nummer ist nur als Ausblick auf die mengentheoretischen Anwen
dungen der Begriffsbildungen der kombinatorischen Topologie gedacht. Diese 
Anwendungen selbst werden im zweiten Bande dargesteIlt. Die Kenntnis des 
Inhalts dieser Nummer wird nirgends im Buche vorausgesetzt. 

3 Stellt man sich auf den Standpunkt der aIlgemeinen Theorie der topolo
gischen (insbesondere auch der diskreten) Raume (vgl. § 1, Nr. 8 und den dor
tigen Hinweis auf Kap. I), so liegt eine stetige Abbildung " des Polyeders P = R 
auf seine Simplizialzerlegung K vor (letztere als diskreter Raum aufgefaBt). Die 
Topologie von P wird mit der Topologie des diskreten Raumes K durch " in 
Verbindung gebracht; auf die Untersuchung der so gewonnenen Beziehung kommt 
es in der kombinatorischen Topologie der Polyeder an. Die kombinatorischen 
Methoden in allgemeineren topologischen Theorien lassen sich letzten Endes so 
fassen, daB gewisse diskrete "Hilfsraume" zu dem gegebenen Kompaktum in 
Beziehung gebracht werden. Ein SpezialfaIl dieser Auffassung der Dinge wird 
in den folgenden Zeilen andeutungsweise besprochen. 

4 Diese Tatsache bildet die Grundlage vieler Betrachtungen des Kapitels IX. 
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Nun laBt jeder kompakte metrische Raum beliebig feine endliche 
(abgeschlossene oder offene) Uberdeckungen zu. Wenn man die Nerven 
dieser Uberdeckungen betrachtet, so erhalt man eine Folge von Kom
plexen, die den Raum auf eine ganz bestimmte, hier nicht naher zu 
erorternde Weise approximieren 1 • Die Moglichkeit eines so1chen Appro
ximationsverfahrens ergibt auch die Moglichkeit einer Ubertragung kom
binatorischer Methoden auf die Topologie der kompakten metrischen 
Raume, also auf die topologische Untersuchung von sehr allgemeinen 
geometrischen Gebilden. Es sei aber sogleich erwahnt, daB bei einer 
so1chen Ubertragung del' Begriff eines Komplexes in einem viel ab
strakteren Sinne auftritt als in unserer bisherigen Darstellung: Der 
Komplex wird immer mehr zu einem abstrakten Schema, zu einem 
Gesetz, das lediglich dazu dient, die Heftungen der einzelnen Ele
mente - d. h. der Simplexe des Komplexes - zu bestimmen. Die 
Natur dieser Elemente - ob sie "gerade" oder "krumm" sind - ist 
uns bei diesel' Auffassung der Dinge vollig gleichgiiltig: Alles was uns 
an einem Komplex interessiert, liegt schon in dem System seiner Eck
punkte und in der Verteilung derselben aut die Eckpunktgeriiste seiner 
einzelnen Simplexe vor 2. 

Man kommt auf diese Weise zum Begriff eines abstrakten Komplexes: 
Ein so1cher entsteht, wenn man seine Eckpunkte angibt, mit der Vor
schrift, nach der Eckpunkte zu Eckpunktgeriisten von (abstrakten) 
Simplexen des Komplexes vereinigt werden. Das jeweilige Simplex 
selbst bleibt dabei undefiniert - am einfachsten identifiziert man es 
mit seinem Eckpunktgeriist. Auch die einzelnen Eckpunkte sollen be
liebige Gegenstande sein, Elemente einer Menge, die der Eckpunkt
bereich del' betreffenden topologischen Theorie heiBt. Auf diesen Stand
punkt stellen wir uns im nachsten Kapitel; wir bauen ihn konsequent 
und von Anfang an aus; wir werden dabei die Bezeichnung "abstrakter" 
Komplex vermeiden, denn diese abstrakten Komplexe enthalten ja die 
bisherigen "konkreten" simplizialen Euklidischen Komplexe als einen 
Spezialfall; vielmehr werden wir einfach von absoluten Komplexen des ge
gebenen Eckpunktbereiches sprechen - absolut zum Unterschied von den 
"algebraischen" Komplexen, die ebenfalls im nachsten Kapitel definiert 
werden sollen und mit dem uns bisher bekannten Komplexbegriff zu
nachst nur wenig zu tun haben. 

4. Als Mittelpunkt einer ins Prinzipielle gerichteten topologischen 
Untersuchung scheinen die Polyeder ziemlich wenig geeignet: sie sind 
einerseits zu allgemein, andererseits zu speziell. Zu allgemein, wenn 

1 Dieses Approximationsverfahren wird im zweiten Bande eingehend dar
gestellt. 

2 Es ist dies ubrigens nur eine Vertiefung der elementaren Tatsache, daB die 
Euklidischen Simplexe und ihre Eckpunktgeriiste einander eineindeutig ent
sprechen. 
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man diejenigen Gebilde im Auge hat, die bis jetzt die schOnsten 
Fruchte geometrischer Forschung gebracht haben und uns die ver
lockendsten und schwierigsten Einzelprobleme stellen - denn diese 
Gebilde sind innerhalb der Topologie zweifellos die Mannigfaltigkeiten1, 

also gewisse spezielle Polyeder. Zu speziell, wenn man eine systema
tische und in sich begrifflich abgeschlossene Theorie der geometri
schen Gestalt als Ziel betrachtet; denn seitdem die Mengeniehre nun 
einmal da ist, kann man dieses Ziel gewiE nicht eher erreichen als 
nach Heranziehung wenigstens der abgeschlossenen Mengen der ge
wohnlichen Koordinatenraume. Ungeachtet dieses Sachverhaltes fiihrt 
gerade die Polyedertopologie zur Aufstellung von Begriffen, die einer
seits fUr die Untersuchung speziellerer Fragestellungen eine unentbehr
liche Grundlage bilden, andererseits aber die gegenwartig fruchtbarsten 
Methoden einer allgemeinen topologischen Raum- und Abbildungs
theorie liefern. Es sind dies der Komplexbegriff und die Begriffe, die 
aus diesem durch Eingreifen algebraischer Begriffsbildungen ent
stammen. Sie sollen in dem nachsten Kapitel untersucht werden. Urn 
aber den leitenden Faden nicht zu verlieren, muE man eins beachten: 
Wir entnehmen die Grundbegriffe aller weiteren AusfUhrungen dem 
konkreten und am Zufalligen haftenden Material der Polyeder, lassen 
sie dann die lauternde Wirkung der starksten Abstraktion erfahren, 
urn ein Werkzeug zu erhalten, welches nachher wiederum auf die kon
krete geometrische Wirklichkeit - im allgemeinen wie im speziellen -
angewendet werden solI, und allen Anforderungen, die eine solche An
wendung stellt, auch wirklich gewachsen ist. 

Viertes Kapitel. 

Eckpunkt- und Koeffizientenbereiche. 
§ 1. Eckpunktbereiche. Absolute Komplexe. 

1. Eckpunktbereiche und absolute Simplexe. Euklidischer Eckpunktbereich. 
- 2. Absolute Komplexe. Teilkomplexe eines Komplexes. - 3. Dimensions
zahl; Endlichkeit. - 4. Der von einem Komplex erzeugte Eckpunktbereich. 
- 5. Isomorphie von Eckpunktbereichen und Komplexen. - 6. Einbettungs
satz. - 7. Der Eckpunktbereich eines metrischen Raumes. - 8. Spezial
fall des R". - 9. Der Eckpunktbereich einer offenen Menge des R". -
10. Der Nerv eines Mengensystems. - 11. Realisation des Nerven eines 
endlichen Mengensystems. 

§ 2. Orientierung. Aigebraische Komplexe. Randbildung. 
1. Orientierte Simplexe. - 2. Orientierte Komplexe. - 3. Ganzzahlige 
Komplexe. - 4. Der Rand eines orientierten Simplexes. - 5. Bemerkungen. 
- 6. Anwendung auf Orientierungen im Rn. - 7. Der Rand eines ganz
zahligen Komplexes. - 8. Beispiele. - 9. Koeffizientenbereiche. AIge
braische Komplexe. - 10. Koeffizientenringe. - 11. Die wichtigsten Koef-

1 Vgl. Kap. X, § 3, Nr. 10. 
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fizientenbereiche. - 12. Bemerkungen: Komplexe mod 2. - 13. Die 
Gruppen L:;s(E) und L;;(E). - 14. Spezialfall eines absoluten Komplexes. 
- 15. Der Rand eines algebraischen Komplexes. 

§ 3. Simpliziale Abbildungen. 
1. Definition. Die simplizialen Bilder algebraischer Komplexe. - 2. Abbil
dungen absoluter Komplexe. - 3. Abbildungen in ein Simplex. - 4. Spezial
falle. - 5. Simpliziale Abbildungen von Euklidischen Komplexen und Poly
edern. - 6. Bemerkung iiber den Fall mod 2. - 7. Erhaltung des Randes 
bei simplizialen Abbildungen. 

§ 4. Zyklen. Homologie. 
1. Formeln fiir den Rand. - 2. Zyklen. - 3. Simpliziale Abbildungen von 
Zyklen. - 4. Verschiedene E,ckpunktbereiche. - 5. Rander sind Zyklen. 
- 6. Zyklen des absoluten Simplexrandes. - 7. Berandungsfahigkeit. 
Kegelkonstruktion. - 8. Berandung (Homologie). Homologieklassen. -
9. Doppelter Koeffizientenbereich. - 10. Schwache und starke Beran
dung. Randteiler. Homologie mit Division. - 11. Simpliziale Abbildungen 
der Rander. - 12. Bemerkung iiber Eckpunktbereiche. - 13. Homologien 
n-dimensionaler Zyklen in n-dimensionalen Komplexen. - 14. Relativzyklen 
und Relativberandungen. 

§ 5. Zusammenhangsbegriffe. 
1. Der gewohnliche Zusammenhangsbegriff fiir Komplexe. - 2. Komponen
ten. - 3. Beziehungen zwischen dem Zusammenhang von K und dem von 
K. - 4. Komponenten und algebraische Komplexe. - 5. Zusammenhang 
und nulldimensionale Zyklen. - 6. Starker Zusammenhang. - 7. Regularer 
Zusammenhang. - 8. Regulare Komponenten. - 9. Orientierbarkeit und 
Orientierungen eines regular zusammenhangenden Komplexes. - 10. Der 
Hauptsatz fiber regular zusammenhangende Komplexe. - 11. Pseudo
mannigfaltigkeiten. - 12. Euklidische n-dimensionale Komplexe im R". 

§ 6. Spezieile Komplexe. 
1. Anwendung der Kegelkonstruktion aus § 4, Nr. 7. - 2. Zylinderkon
struktion. - 3. Anwendung auf Zyklen im R". - 4. Prismenkonstruktion. 
- 5. H-Simplexe. - 6. Monozyklische Komplexe. - 7. H-Spharen. -
8. Drei Eigenschaften eines Komplexes relativ zu einem Teilkomplex. -
9. Simplexartige Komplexe. - 10. Zwei spezielle Klassen simplexartiger 
Komplexe. 

§ 1. Eckpunktbereiche. Absolute Komplexe. 

1. Eckpunktbereiche und absolute Simplexe. E sei eine Menge 
von irgendwelchen Elementen, die Eckpunkte heiBen; in ihr seien ge
wisse endliche Teilmengen ausgezeichnet - die Geriiste; dabei soli 
iede Teilmenge eines Geriistes selbst ein Geriist sein. Dnter diesen Be
dingungen heiBt die Menge E ein Eckpunktbereich. 

J edem Geriist 
(1) 

sei eineindeutig ein gewisser Gegenstand zugeordnet: das von dem Ge:
riist (1) aufgespannte (absolute) Simplex; insbesondere kann dieser 
Gegenstand auch das Geriist (1) selbst sein. Die leere Menge ist als 
Teilmenge jedes Geriistes selbst ein Geriist; sie spannt das leere Sim
plex auf. 
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Das vom Geriist (1) aufgespannte absolute Simplex. wird mit 

(2) laOal .. . anl 
bezeichnet; es wird auch das (absolute) Simplex mit den Eckpunkten 
ao, aI' ... , an genannt. Sodann ist (1) das Eckpunktgeriist des Sim
plexes (2). 

Die um 1 verminderte Anzahl der Eckpunkte eines Simplexes heiBt 
seine Dimensionszahl; in unserem FalIe ist also (2) ein n-dimensionales 
Simplex. Das leere Simplex hat die Dimensionszahl -1. Ein n-dimen
sionales absolutes Simplex wird gewohnlich mit I xn I (oder I yn I usw.) 
bezeichnet : 

Jede Teilmenge von (1) ist ein Geriist; das entsprechende Simplex 
heiBt eine Seite von (2). Insbesondere ist das Simplex (2) selbst seine 
einzige n-dimensionale Seite; fUr jedes r, 0 <: r <: n, gibt es offenbar 

(n + 1) = (n + 1)n ... (n + 1 - 1') 
l' + 1 1 • 2 ..... (1' + 1) 

r-dimensionale Seiten; auBerdem gibt es die leere oder (-1)-dimen
sionale Seite. Die (-1)- und die n-dimensionale Seite eines n-dimen~ 
sionalen Simplexes heiBen seine uneigentlichen Seiten. 

Wenn zwei Simplexe eine Anzahl gemeinsamer Eckpunkte haben. 
haben sie auch die von diesen Eckpunkten aufgespannte Seite gemein
sam; unter den gemeinsamen Seiten zweier Simplexe gibt es eine, die 
die groBte Dimensionszahl hat; das ist die Seite, die von allen gemein
samen Eckpunkten der beiden Simplexe aufgespannt wird. Man sagt, 
daB die beiden Simplexe liings dieser Seiten aneinanderschliefJen. Raben 
zwei Simplexe keinen gemeinsamen Eckpunkt, so ist die leere Seite 
ihre einzige gemeinsame Seite. 

Beispiel. E sei die Menge alIer Punkte des Rn, in der die linear
unabhangigen Punktsysteme (Anh. II, § 1, Nr. 1) als Geriiste erkliirt 
sind. Dieser Eckpunktbereich heiBt der Euklidische Eckpunktbereich 
des Rn. Unter seinen absoluten Simplexen versteht man immer die von 
den betreffenden Eckpunkten aufgespannten Euklidischen Simplexe1• 

2. Absolute Komplexe. Teilkomplexe eines Komplexes. Eine 
Menge K von Simplexen des Eckpunktbereiches E heiBt ein absoluter 
Komplex dieses Eckpunktbereiches, wenn folgende Bedingungen erfilllt 
sind: 

(Ao) Ein Eckpunkt (des Eckpunktbereiches E) gehOrt hOchstens end
lich-vielen Simplexen von K als Eckpunkt an. 

(B) 1st I x I c K und I y I Seite von I x I, so ist auch I y I c K . 
Bemerkung. Aus der Bedingung Ao folgt sofort die nur scheinbar 

scharfere Bedingung 

1 Kap. III. § 1, Nr.1. 
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(Ar) J ede nichtleere Seite eines Simplexes von K gehOrt nur zu end
lich-vielen Simplexen von K. 

Diejenigen Simplexe von K, die nicht Seiten hoherdimensionaler 
Simplexe von K sind, heiBen die Grundsimplexe oder die Grundelemente 
des Komplexes K. Die echten Seiten der Grundsimplexe von K heiBen 
Nebensimplexe oder Nebenelemente von K. 

1st eine Menge K' von Simplexen 1 Xi 1 des Eckpunktbereiches E 
mit der Endlichkeitsbedingung Ao gegeben, so verstehen wir unter 
dem "Komplex der 1 Xi I" die Menge der 1 Xi 1 und ihrer Seiten. 1st K' 
Teilmenge des Komplexes K, so heiBt K' ein absoluter Teilkomplex von 
K, und zwar ein echter Teilkomplex, wenn es mindestens ein (Grund
oder Neben-) Simplex von K gibt, welches nicht Simplex von K' ist. 

3. Haben die Dimensionszahlen der Simplexe von K ein endliches 
Maximum n, so heiBt K endlich-, und zwar n-dimensional. Die Zahl n 
heiBt die Dimensionszahl des Komplexes K. 

Wir werden im folgenden ausschliefJlich endlich-dimensionale Kom
plexe betrachten, so dafJ das Adjektiv .,endlich-dimensional" als iiber
fliissig immer fortbleiben wird. 

Ferner werden wir stets (bis auf eine einzige Ausnahme in Nr. 10) 
stillschweigend voraussetzen, daB K aus hOchstens abziihlbar-vielen Sim
plexen besteht. Der weitaus wichtigste Fall ist sogar der eines endlichen 
(d. h. aus endlich-vielen Simplexen bestehenden) Komplexes. Offenbar 
wird durch jede endliche Menge von Simplexen 1 Xi I des gegebenen Eck
punktbereiches ein solcher Komplex definiert, denn die Bedingung (Ao) 
sowie die Voraussetzung der endlichen Dimensionszahl ist in diesem 
Falle von selbst erfiillt. Unter den endlichen Komplexen ist auch der 
leere Komplex - als leere Menge von absoluten Simplexen - enthalten. 
Der leere Komplex wird mit 10 1 bezeichnet. Er hat keine Dimensions
zahP. 

Ein absoluter Komplex heiBt homogen-dimensional, wenn alle seine 
Grundsimplexe die gleiche Dimensionszahl haben. 

Bemerkung. Der Buchstabe K (evtl. mit verschiedenen Indices, 
Strichen u. dgl. versehen) wird im folgenden ausschlieBlich fur absolute 
Komplexe gebraucht. Ein n-dimensionaler absoluter Komplex wird in 
Fallen, in denen es auf seine Dimensionszahl ankommt, mit Kn be
zeichnet. 

Beispiel. Die absoluten endlichen Komplexe des Euklidischen 
Eckpunktbereiches des Rn sind beliebige der Bedingung (B) von Nr. 2 

1 Es wll.re unlogisch, dem leeren Komplex die Dimensionszahl - 1 zuzu
schreiben, denn dann miiBte -1 die groBte Zahl sein, die als Dimensionszahl 
eines Simplexes von 101 auftritt; die Menge dieser Simplexe, also auch ihrer Dimen
sionszahlen ist jedoch leer, so daB es unter den erwl!.hnten Dimensionszahlen 
weder eine groBte noch eine kleinste gibt. Unter allen absoluten Komplexen ist 
nur einer (-1)-dimensional: das ist der Komplex, der als einziges Element das 
leere Simplex enthl!.lt; dieser Komplex ist aber nicht leer! 
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geniigende, endliche Mengen von Euklidischen Simplexen; sie enthalten 
also die Euklidischen endlichen simplizialen Komplexe (wie wir sie in 
Kap. III, § 1, Nr. 5, definierl haben) als Spezialfall. Abb. 10 zeigt einen, 
aus vier Strecken bestehenden Komplex des Euklidischen Eckpunkt-

fZf bereiches der Ebene R2, Abb. 11 
einen Euklidischen Komplex. 

Bezuglich des Euklidischen Eck
punktbereiches des Rn machen wir 
noch folgende terminologische Be
merkung. Ein absolutes Simplex 
dieses Eckpunktbereiches konnen 
wir sowohl mit I x I als auch - im 

IZt Sinne von Kap. III, § 1, Nr. 4 -
mit x bezeichnen. Wir schreiben I x I, 

wenn wir das Euklidische Simplex in erster Linie als Element eines 
Komplexes (z. B. des aus diesem Simplex und seinen Seiten bestehen
den Komplexes) betrachten. Dagegen schreiben wir x immer dann, 
wenn wir das betreffende Simplex als eine Punktmenge (ein Polyeder) 
auffassen. (Diese logische Unterscheidung ist ahnlich wie die folgende: 
man kann eine Gerade einerseits als Element eines Buschels und anderer
seits als Menge ihrer Punkte betrachten.) 

Abb. to. Abb.11. 

4. Der von eine.m Komplex erzeugte Eckpunktbereich. Es sei ein 
absoluter Komplex K irgendeines Eckpunktbereiches gegeben. Man kann 
dann offenbar die Menge aller Eckpunkte des Komplexes K als einen Eck
punktbereich E (K) erklaren: die Geruste bzw. die Simplexe von E (K) 
sind einfach die des Komplexes K. Der Eckpunktbereich E (K) heiBt 
der vom Komplex K erzeugte Eckpunktbereich. Seine absoluten Kom
plexe sind offenbar die absoluten Teilkomplexe des Komplexes K 
(Nr. 2). Besteht K aus einem einzigen Grundelementl xl und dessen 
Seiten, so schreiben wir Elxl anstatt E(K). 

5. Isomorphie von Eckpunktbereichen und Komplexen. Zwei 
Eckpunktbereiche E und E' heiBen isomorph, wenn man die Eckpunkte 
des einen den Eckpunkten des anderen derart eineindeutig zuordnen 
kann, daB dabei auch samtliche Geriiste des einen Bereiches den Ge
rusten des anderen Bereiches entsprechen. 

Zwei absolute Komplexe heiBen isomorph, wenn die von ihnen er
zeugten Eckpunktbereiche isomorph sind. 

Bemerkung. Wie leicht ersichtlich, steht dieser Isomorphiebegriff 
mit dem in Kap. III, § 1, Nr.3, eingefiihrten in Einklang. 

6. Einbettungssatz. Jeder n-dimensionale absolute Komplex Kn ist 
einem Euklidischen Komplex des R2n+1 isomorph 1. 

1 Laut der Verabredung von Nr. 3 ist K" als ein endlicher oder abzahlbarer 
Komplex vorausgesetzt. 
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Dieser Satz gibt uns die M6glichkeit, uns beim Studium allgemeiner 
Komplexe auf die Euklidischen Komplexe der Euklidischen Raume zu 
beschranken. 

Sein Beweis ist eine Wiederholung des Beweises von Satz IV in 
Kap. III, § 2, Nr. 7. 

7. Beispiele von Eckpunktbereichen. Bisher haben wir kennengelernt : 
a) den Euklidischen Eckpunktbereich des Rn (Nr.1); 
b) den von einem absolutenKomplex erzeugtenEckpunkt

bereich (Nr.4). 
Daneben sind die folgenden weiteren Eckpunktbereiche von Wich

tigkeit. 
c) Der Eckpunktbereich eines metrischen Raumes R. Er 

entsteht dadurch, daB die Punkte des Raumes R als Eckpunkte erklart 
werden und unter einem Geriist jede endliche Punktmenge von R ver
standen wird. Die den Geriisten zugeordneten Simplexe sollen die 
Geriiste selbst sein. Sie sollen Simplexe von R (oder in R) heiBen. 
Der so definierte Eckpunktbereich heiBt der Eckpunktbereich von R. 
Seine Komplexe heiBen die (absoluten) Komplexe in R. 

Bis jetzt wurde die Voraussetzung, daB Rein metrischer Raum, ja 
iiberhaupt ein Raum in irgendeinem Sinne ist, gar nicht benutzt - die 
obige Definition gilt fiir jede l!;lenge R. Die Metrik von R spielt erst 
dann hinein, wenn man die sog. s-Eckpunktbereiche betrachtet, die 
im Eckpunktbereich von R enthalten sind - man erhalt diese, wenn 
man unter den Geriisten des Eckpunktbereiches von R nur solche bei
behalt, die - als endliche Punktmengen des metrischen Raurnes R -
einen Durchmesser <s haben. Die Simplexe des Eckpunktbereiches 
von R heiBen s-Simplexe, die Komplexe die s-Komplexe von R. 

8. Bei dieser Definition sollen die Simplexe von R mit ihren 
Geriisten identifiziert sein. Wenn aber (was haufig der Fall ist) der 
metrische Raum R als abgeschlossene Punktmenge eines Euklidischen 
Raumes Rn erklart ist, so empfiehlt es sich Mters, bei derselben Defi
nition der Geriiste (insbesondere auch der s-Geriiste) die Simplexe als 
die vondiesen Geriisten aufgespannten geometrischen Simplexe des betref
fenden Rn zu definieren. (Ein geometrisches Simplex braucht nicht Eukli
disch, d. h. seine Eckpunkte brauchen nicht linear-unabhangig zu sein 1.) 

9. Dagegen definiert man den 
d) Eckpunktbereich einer offenen Menge G c Rn auf eine 

andere Weise. Die Eckpunkte des zu konstruierenden Eckpunkt
bereiches E (G eRn) sind wieder die Punkte von G. Als Geriiste werden 
jedoch endliche Punktmengen von G dann und nur dann zugelassen, 
wenn die von ihnen aufgespannten geometrischen Simplexe in G liegen. 
Diese geometrischen Simplexe werden dann naturgemaB als die zum 

1 Vgl. Anhang II, §§ 1 und 3. 
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Eckpunktbereich E (G c R"') gehorenden Simplexe definiert. Die Kom
plexe des Eckpunktbereiches E (G c R"') heiBen die Komplexe in G 
oder die in G liegenden Komplexe 1• 

1st insbesondere G = R"', so liefert die soeben gegebene Definition 
die "Komplexe des Rna (man erhaIt sie auch durch Anwendung der 
Definition von Nr. 7c auf den Fall R = R'" unter Beriicksichtigung von 
Nr. 8). Dnter ihnen sind als SpeziaWille die Komplexe des Euklidischen 
Eckpunktbereiches enthalten (deren Simplexe sind Euklidisch). 

10. Der Nerv eines Mengensystems 2• Ein wichtiges Beispiel eines 
durchaus abstrakt definierten Eckpunktbereiches ist 

e) der Eckpunktbereich eines Mengensystems: Man denke 
sich ein Mengensystem It) , dessen Elemente nichtleere Teilmengen Mi 
einer festen Menge M sind. Die Mengen Mi - oder irgendwelche 
ihnen eineindeutig zugeordnete Gegenstiinde - nennen wir Eckpunkte 3 ; 

ein endliches System von diesen Eckpunkten bildet dann und nur 
dann ein Gerust, wenn die betreffenden Mengen einen nicht leeren 
Durchschnitt haben. Diesen Geriisten seien irgendwie Simplexe zuge
ordnet - am einfachsten wohl dadurch, daB die Geriiste selbst als 
Simplexe definiert werden. Offenbar ist jede Teilmenge eines Ge
riistes wieder ein Geriist, so daB wir einen Eckpunktbereich E (It)) 
vor uns haben. 

Wichtig wird dieser Eckpunktbereich allerdings erst dann, wenn 
das Mengensystem It) gewissen zusatzlichen Bedingungen geniigt, nam
lich den folgenden: 

IX) Eine Menge des Systems It) kann nur mit endlich-vielen Mengen 
dieses Systems gemeinsame Punkte haben; 

fJ) das System It) hat eine endliche Ordnung r + 1 (Kap. I, § 2, 
Nr.13)· 

Wie wirken sich die beiden Bedingungen IX) und fJ) in der Struktur 
des Eckpunktbereiches E (It)) aus? Die Bedingung a) bedeutet offenbar 
nichts anderes, als daB jeder Eckpunkt zu hochstens endlich-vielen 
eindimensionalen - also iiberhaupt nur zu endlich-vielen Geriisten ge
hort. Die Bedingung fJ) besagt andererseits, daB es in unserem Eck
punktbereich zwar r-dimensionale, aher keine (r + 1)-dimensionalen Sim
plexe gibt. Man sieht also, daB wegen a) die Menge aller Simplexe des 
Eckpunktbereiches E (It)) einen Komplex N (It)) bildet, und daB wegen fJ) 

1 Man konnte naturlich nicht nur fur eine offene, sondem fur eine beliebige 
Punktmenge MeR" in genau derselben Weise den EckpunktbereichE(M eRn) 
und mit ihm die in M liegenden Komplexe definieren. Es zeigt sich aber, daB 
diese Konstruktion nur im Fane offener Mengen G C R" Anwendung beim Stu
dium der betreffenden Mengen findet. 

2 Vgl. Kap. III, § 4, Nr. 3. 
3 Man kann z. B. jeder Menge M; als Eckpunkt eins unter ihren Elementen, 

oder den Index, mit dem sie gekennzeichnet ist, od. dgl. zuordnen. 
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dieser Komplex die endliche Dimensionszahl r hat. Der Komplex N (6) 
heiSt der Nerv des Mengensystems6. 

Beispiel. Jeder endliche Euklidische Komplex kann als Nerv des 
Systems seiner baryzentrischen Sterne betrachtet werden (vgl. Kap. III, 
§ 4, Nr. 3). 

11. Realisation der Nerven eines endlichen Mengensystems. Der 
fUr uns wichtigsteFallist der, in demdasMengensystem 6={MI' ... , Ms} 
aus endlich-vielen nicht leeren Teilmengen einer gegebenen Punktmenge 
eines topologischen Raumes R besteht. Der Nerv eines solchen Mengen
systems ist also ein endlicher Komplex N (6). 

Es seien aI' a2 , ••. , as die den Mengen M I , ... , M8 zugeordneten 
Eckpunkte von N(6). Wenn die Eckpunkte und Simplexe von N(6) zu 
einem festen Eckpunktbereich E gehoren, so sagt man, daB der N erv in E 
realisiert ist. FallsE der Eckpunktbereich eines metrischen, insbesondere 
aber eines Euklidischen Raumes R n ist, spricht man schlechtweg von einer 
Realisation der N erven im betreffenden Raume. Wenn schlieBlich jeder Eck
punkt ai Punkt der Menge Mi bzw. einer in jedem einzelnen Falle eigens 
zu bestimmenden Umgebung dieser Menge (in bezug auf den Raum R) 
ist, so heiSt der Nerv in 6 bzw. in der Niihe von 6 realisiert. 

In diesem Bande wird nur der Fall betrachtet, daB alle M; Teil
mengen eines festen Rn sind; man wird dann die Bemerkung der Nr. 8 
beriicksichtigen: es ist dann namlich zweckmaBig, als Simplexe des 
in bzw. in der Nahe von 6 realisierten Nerven die Simplexe zu de
finieren, die von ihren im Rn gelegenen Geriisten aufgespannt werden. 
Man erhalt somit als Realisation N des Nerven von 6 einen Komplex 
des Rn, der im allgemeinen kein Euklidischer Komplex ist. 1st N Eukli
disch, so spricht man von einer Euklidischen oder singularitiitenfreien 
Realisation des Nerven. (In Fallen, wo dies von Wichtigkeit ist, erhalt 
man eine Euklidische Realisation in der Nahe von 6 dadurch, daB man 
den Rn, in dem die Menge Mi und folglich auch N liegen, in einen 
hinreichend hochdimensionalen RV einbettet [v:> 2 r + 1, wobei r die 
Dimensionszahl von N istJ und die Eckpunkte von N durch eine be
liebig kleine Verschiebung in RV in allgemeine Lage bringt.) 

§ 2. Orientierung. Algebraische Komplexe. Randbildung. 

1. Orientierte Simplexe. Man betrachte alle (n + i)! Reihenfolgen, 
in die sich die n + 1 Eckpunkte eines absoluten n-dimensionalen Sim
plexes bringen lassen (n:> 0); falls n > 0 ist, zerfallen sie in zwei Klassen, 
wobei alle Reihenfolgen, die zu derselben Klasse geh6ren, durch eine 
gerade Permutation auseinander hervorgehen. Diese beiden Klassen 
heiBen die beiden Orientierungen des gegebenen absoluten Simplexes. 
Der Inbegriff eines absoluten Simplexes und einer bestimmten unter 
seinen beiden Orientierungen heiBt ein orientiertes Simplex. 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 11 
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Durch Orientierung des absoluten Simplexes I xn I erhaIt man zwei 
orientierte Simplexe: +xn und _xn, das positiv- und das negativ-orien
tierte Simplex. Welche der beiden Orientierungen als die positive be
zeichnet wird, bleibt bei jedem einzelnen Simplex unserer freien Wahl 
iiberlassen. 

Die Orientierung xn eines Simplexes I xn I wird also durch eine (zur 
entsprechenden Klasse gehorende) Reihenfolge ao, ai' ... , an seiner 
Eckpunkte bestimmt. Man schreibt daher: 

(4) 

Da ein nulldimensionaies Simplex nur einen Eckpunkt enthalt, 
kann es nur auf eine Weise orientiert werden. 

Beispiele. Ein eindimensionales orientiertes Euklidisches Simplex 
ist eine gerichtete Strecke: die beiden Orientierungen von lao a1 I sind 
(ao a1) und (a1 ao)' 

Unter den sechs moglichen Reihenfolgen der Eckpunkte eines zwei
dimensionalen Simplexes (im Euklidischen FaIle eines Dreiecks) stellen 
(ao a1 a2), (a1 a2 ao), (a2 ao a1) die eine, (a1 ao a2), (ao a2 a1), (a 2 a1 ao) 
die andere Orientierung dar; man sieht, daB eine zyklische Permuta
tion der Eckpunkte eines Dreiecks die Orientierung nicht andert. 
Man iiberzeugt sich aber davon, daB im FaIle eines dreidimensionalen 
Simplexes (eines Tetraeders) eine zyklische Permutation der Eckpunkte 
die Orientierung andert. 

2. Orientierte Komplexe. Eine Menge C = {x} von orientierten Sim
plexen des Eckpunktbereiches E heiBt ein orientierter Komplex dieses 
Eckpunktbereiches, wenn die entsprechenden absoluten Simplexe I x I 
und ihre Seiten einen absoluten Komplex K bilden und wenn stets nur 
eines der beiden orientierten Simplexe +x und -x zu C gehort. Unter 
diesen Umstanden sagt man, daB C eine Orientierung des absoluten Kom
plexes Kist, und schreibt I C I = K. 

Ein orientierter Komplex C heiBt endlich, n-dimensional, homogen
dimensional usw., wenn sich die betreffenden Attribute auf I C I beziehen. 
Das Analoge gilt fiir die Begriffe "Grund- und Nebensimplex von C". 

3. Ganzzahlige Komplexe. Der Begriff eines orientierten Kom
plexes ist die nachstliegende Ubertragung ins n-dimensionale des all
gemein bekannten Begriffes eines in einer bestimmten Richtung durch
laufenen polygonalen Weges; ein solcher Weg ist ja nichts anderes als 
ein System von gerichteten, d. h. orientierten Strecken, also ein orien
tierter eindimensionaler Komplex 1. So ist der geschlossene Weg a1 a2 a3 a4 a1 

in (Abb. 10) als der aus den orientierten Simplexen (a1 a2), (a2 a3), (a 3 a4) , 

(a4 a1) bestehende orientierte Komplex aufzufassen; der Eckpunkt
bereich ist der des R2 (§ 1, Nr.9). 

1 Auf die Zusammenhangseigenschaft, die gewohnlich von einem Wege voraus
gesetzt wird, kommt es im Augenblick nicht an. 
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Es werden aber auch haufig Wege in Betracht gezogen, die etwas 
allgemeiner sind, bei denen es namlich mehrfach durchlaufene Strecken 
gibt. Ein solcher Weg kann nicht mehr als eine Menge von orientierten 
Strecken schlechthin definiert werden - er ist vielmehr eine Menge von 
solchen orientierten Strecken, denen gewisse ganze Zahlen als Vielfach
heiten oder als Koeffizienten zugeordnet werden. So ordnen in Abb. 11 
dieWege ala2aaala2a4 und ala2aaalaaa2a4 den Strecken (a1 a2) , (a 2aa) , 
(aaa1), (a4 a2) die Koeffizienten 2,1,1, -1 bzw. 1,0,0, -1 zu. Die 
Ubertragung dieses Begriffes ins n-dimensionale liefert uns eines. der 
wichtigsten Instrumente topologischer Untersuchungen: die ganzzah
ligen (und spater noch allgemeiner die algebraischen) Komplexe. 

Unter einem ganzzahligen Komplex des Eckpunktbereiches E ver
steht man ein System von Simplexen eines orientierten Komplexes 
dieses Eckpunktbereiches, denen gewisse ganze Zahlen als Koeffizienten 
(Vielfachheiten) zugeordnet sind. Wenn man die Simplexe mit xi und 
die ihnen zugeordneten Koeffizienten mit ti bezeichnet, so kann man 
einen ganzzahligen Komplex mit ,1: ti xi bezeichnen. Dabei soIl (_ti ) Xi 

und ti (-Xi) definitionsgemaB dasselbe bedeuten. Man kann auch ein
facher sagen: ein ganzzahliger Komplex ist eine Linearform C = ,1: ti Xi' 

wobei als "Unbestimmte" Xi die Simplexe eines orientierten Komplexes 
des Eckpunktbereiches E, als Koeffizienten beliebige ganze Zahlen auf
treten und die gewohnlichen Regeln der Buchstabenrechnung (insbesondere 
also (-t) x = t(-x)) gelten. Da man ein Simplex, welches den Koeffi
zienten Null bekommen hat, nicht zum Komplex (der ja eine Linear
form ist) zahlt, kann man die Definition eines ganzzahligen Kom
plexes C auch so ausdriicken: fedem Simplex I Xi I des gegebenen Eck
punktbereiches E ordne man eine bestimmte Orientierung Xi und einen 
bestimmten ganzzahligen Koeffizienten zu, und zwar so, daB die
jenigen I Xi I, denen von Null verschiedene Koeffizienten zugeordnet sind, 
und ihre Seiten einen absoluten Komplex I C I bilden 1 ; die durch diese 
Zuordnung entstandene Linearform C = ,1:ti Xi heiBt ein ganzzahliger 
Komplex des Eckpunktbereiches E. Denjenigen C, in dem aIle ti = ° 
sind, nennen wir den Nullkomplex. 

Offenbar k6nnen die orientierten Komplexe als Spezialfall der ganz
zahligen aufgefaBt werden: sie sind ganzzahlige Komplexe, bei denen 
als von Null verschiedene Koeffizienten nur die beiden Zahlen +1, -1 
auftreten2 • 

1 Diese Bedingung ist im Falle, wenn nur endlich-viele Koeffizienten von 
Null verschieden sind, von selbst erfiillt. Im /olgenden' wird iibrigens nur dieser 
Fall (der Fall eines endlichen Komplexes) au/treten. 

2 Ein ganzzahliger nulldimensionaler Komplex kann als ein System von 
Punkten, denen gewisse (ganz beliebige) ganze Zahlen zugeordnet sind, aufgefaJ3t 
werden. Dagegen fallen fiir die Dimensionszahl Null die Begriffe eines orientierten 
und eines absoluten Komplexes zusammen, denn ein Punkt hat ja riur eine Orien
tierung. 

11* 
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Beispiele ganzzahliger Komplexe (die sich der Leser ubrigens auch 
bereits an dieser Stelle leicht se1bst bilden kann), findet man in Nr. 8. 

4. Der Rand eines orientierten Simplexes xn = (ao a l ... an) wird 
folgendermaBen definiert: fur n = 0 ist er der Nullkomplex l ; fur n > 1 
solI er ein ganzzahliger Komplex 

(5) .in = ~cix7-1 mit Ci = ±1, I x7- 1 1 = lao.·· ai-l ai+l'" ani, 
i 

i=O,1, ... ,n 

sein; dabei sind die X~-1 willkurliche Orientierungen der (n - 1)-di
mensionalen Seiten I x~-ll von I xn I; wir haben festzusetzen, wie die Ci 

zu bestimmen sind; diese Festsetzung, die gleich erfolgen wird, muJ3 
jedenfalls derart sein, daJ3 xn von den Orientierungen x7-1 der I X~-1/ 
nicht abhangt. 

Verstehen wir unter a~, a~, ... , a~-1 eine Eckpunktreihenfolge von 
I x~-ll, die die Orientierung +X~-1 bestimmt, so ist (ai a~ a~ ... a~-1) 
= ± xn; hierin' hangt das V orzeichen nich t von der speziellen Reihen
folge der aj, sondern nur von der Orientierung x7- 1 ab; denn geht 
man zu einer anderen Reihenfolge uber, die dieselbe Orientierung X~-1 
bestimmt, so erleiden auch die Eckpunkte von ±xn = (ai a~ ai ... a~-1) 
eine gerade Permutation; somit ist durch 

(6) 

eine nur von xn und X~-1 abhangige Zahl Ci = C (xn, x7-1) = ± 1 erklart. 
Offenbar ist C (xn, -Xf-1) = -ci; daher ist der durch (5) gegebene Kom
plex xn von den willkurlichen Orientierungen x~-1 der / xf-1 1 unab
hangig. Wir durfen daher definieren: Unter dem Rand des orientierten 
Simplexes xn, n > 1, verstehen wir den durch (5) gegebenen ganzzahligen 
Komplex xn, wobei die Koellizienten ci durch (6) bestimmt sind 2. 

Den absoluten Komplex /xnl nennen wir in jedem Fall (n>O) den 
Rand des absoluten Simplexes / xn /; fUr n = 0 ist er der leere Komplex, 
fUr n ::C:1 sind seine Grundsimplexe die (n - 1 )-dimensionalen Seiten 
von / xnl. 

5. Bemerkungen. 1) 1st n = 1, so ist der Rand der orientierten 
Strecke Xl = (aOa!) der ganzzahlige nulldimensionale Komplex xl=al-aO; 

ist n > 1, so ist xn ein orientierter Komplex, namlich die Summe der 
orientierten Simplexe C; X~-l. 

2) Wenn wir die Orientierung xn durch die Reihenfolge (aOal .•• an) 
und fur jedes i die Orientierung x:-1 durch die Reihenfolge 

(ao ... ai-1 ai+1 ... an) 

1 Eine von der obigen verschiedene und in mancher Hinsicht zu anderen 
Konsequenzen fuhrende Definition ware: der Rand von XO ist das leere Sim
plex x- 1, m. a. W.: (5) gilt auch fur n = 0 (mit 101 = 1) . 

2 Eine andere Form derselben Randdefinition ist in der nachsten Nummer 
unter 2) gegeben [Formel (7)]. 
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der ak mit k =l= i bestimmen, so wird ci = (_1)i; denn die Reihenfolge 
(ai ao ... ai-l ai+l ... an) entsteht aus der Reihenfolge 

(ao · .. ai-I ai ai+1 ... an) 

durch i Transpositionen; daher gilt die Gleichung 

(7) (ao · .. an)' =,L( _1)i (ao ..• ai-I ai+l ... an). 
i 

die man geradezu als De/inition des Randes eines orientierten Sim
plexes verwenden kann 1. 

3) Man bestatigt - entweder aus (7) oder aus der urspriinglichen 
Definition - die Regel 

(8) 

4) SchlieBlich noch eine Bemerkung, die zuweilen niitzlich ist: Es 
.:iei i ~1= j; I x~-Il und I xj-Il seien so orientiert, daB 

(9) 

ist, wobei die Eckpunktreihenfolgen in diesen beiden Simplexen von 
der zweiten Stelle an iibereihstimmen (kr =l= i, j); dann ist nach (6) 

da die Reihenfolgen auf den linken Seiten dieser beiden Gleichungen 
sich urn genau eine Transposition - die Vertauschung von ai und af -

unterscheiden, ist cf = -ci' Somit sehen wir: Die durck (9) gegebenen 
orientierten Simplexe x:-1 und xj-l treten in in mit entgegengesetzten 
V orzeicken auf. 

6. Anwendung auf Orientierungen im Rn. Wir erinnern zunachst 
an einige leicht beweisbare Eigenschaften der (nicht singularen) affinen 
Abbildungen des Rn auf sich (vgl. Anhang II, § 1, Nr. 5): 

a) Zu je zwei Systemen ao, ai' ... , an und bo' bI , ••• , bn von je 
n + 1 linear unabhangigen Punkten gibt es eine und nur eine affine 
Abbildung / mit bi = !(ai) , i = 0, 1, ... , n. 

b) Eine affine Abbildung heiBt "positiv" oder "negativ" je nach 
dem Vorzeichen der Determinante des homogenen Teiles der zu ihr 
gehorigen Koordinatensubstitution; diese Determinante, und daher 
auch das Vorzeichen, ist yom Koordinatensystem unabhangig. 

c) Bei Zusammensetzung zweier Abbildungen multiplizieren sich die 
Vorzeichen; die positiven Abbildungen bilden daher eine Gruppe. 

d) Wird ein n-dimensionales Simplex durch die affine Abbildung / 
auf sich abgebildet, so daB die Eckpunkte permutiert werden, so ist diese 
Permutation gerade oder ungerade, je nachdem f positiv oder negativ ist. 

1 Benutzt man die Formel (7) als Definition des Randes von xn = (ao ' .. an), 
so muB man zeigen, daB sie von der speziellen Wahl der die Orientierung x· 
von ! x· I definierenden Eckpunktreihenfolge ao' ... , an unabhangig ist. Dieser 
Beweis ist leicht und darf dem Leser uberlassen bleiben. 
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e) Fiihrt die positive Abbildung I die Ebene R,,-l in sich iiber, so 
fUhrt sie jeden der beiden durch R,,-l bestimmten Halbraume in sich 
oder in den anderen Halbraum liber, je nachdem die durch I bewirkte 
Abbildung I' von Rn-1 in sich positiv oder negativ ist. -

Es seien jetzt x" und yn zwei orientierte Euklidische Simplexe des Rn; 
I sei eine affine Abbildung mit I(xn) = yn. Wenn durch I eine 
positive Eckpunktreihenfolge von xn in eine positive Eckpunktreihen
folge von yn iibergefUhrt wird, so gilt dies fUr jede positive Eckpunkt
reihenfolge; in diesem FaIle sagen wir: xn wird durch I auf yn abgebildet, 
und schreiben: yn = I (xn). Die Anzahl der affinen Abbildungen von xn 
auf yn ist !(n + 1)! (fiir n> 0). 

Nach d) wissen wir: 1st I (x") = xn, so ist I positiv, ist I (xn) = -x", 
so ist I negativ. Wir behaupten jetzt: 1st 11 (xn) = 12 (Xn) = yn, so haben 
11 und 12 gleiches Vorzeichen. 

In der Tat: 1= 12"1/1 bildet xn auf sich ab, ist also positiv; nach c) 
haben daher 11 und 12 gleiches Vorzeichen. 

Da auBerdem die Umkehrung einer Abbildung das gleiche Vor
zeichen hat wie die Abbildung selbst, sehen wir: Sind zwei orientierte 
Simplexe xn, yn gegeben, so sind entweder aUe Abbildungen des einen aul 
das andere positiv oder aUe diese Abbildungen sind negativ. 

Wir definieren nun: Die orientierten Simplexe xn und yn heifJen 
"gleich" oder "entgegengesetzt" orientiert, je nachdem die Abbildungen 
des einen aul das andere positiv oder negativ sind. 

Wir haben schon gesehen, daB x" mit sich selbst gleich, mit -x" 
entgegengesetzt orientiert ist, daB also un sere neue Definition mit der 
alten Definition der Orientierungen eines Simplexes vertraglich ist. 
Weiter folgt aus der Eigenschaft c), daB die Gesamtheit aller orien
tierten Simplexe in zwei Klassen zerfallt, durch die Bestimmung, daB 
gleich orientierte Simplexe derselben Klasse, entgegengesetzt orientierte 
Simplexe verschiedenen Klassen angehoren. 

Wenn man wilIkiirlich die Simplexe der einen Klasse als die posi
tiven, die der anderen Klasse als die negativen bezeichnet, so sagt 
man, daB man den Rn orientiert hat. Unter der durch das orientierte 
Simplex xn bewirkten Orientierung des Rn versteht man diejenige, in 
der xn positiv ist. Unter der zu einem (t1' t2 ... tn) Koordinaten
system gehorigen Orientierung des Rn versteht man die durch das 
positive "Einheitssimplex" (ao a1 ••• an) bewirkte, wobeidie ai die fol
genden Koordinaten besitzen: 

ao: 0 0 0 0 

a1 : 1 0 0 0 

a2: 0 1 0 0 

an: 0 0 0 1. 
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Dann ist ein beliebiges orientiertes Simplex yn positiv oder negativ je 
nach dem Vorzeichen seiner Abbildungen auf das orientierte Einheits
simplex. 

Es sei I xn I ein absolutes Euklidisches Simplex, 1 xn-11 Seite von I xn I, 
Rn-l die I xn- 1 I tragende Ebene; unter der "durch die Orientie
rung xn von I xn I bewirkten Randorientierung von Rn-l" versteht man 
diejenige, in der das orientierte Simplex xn - 1, das in in mit positivem 
Vorzeichen auf tritt, positiv ist (n > 2). - Wir behaupten: 

Sind xn und yn, n 2 2, gleich orientiert und liegen die Seiten I xn-11 
und I yn-11 von I xn I bzw. I yn I in derselben Ebene Rn-l, so bewirken xn 
und yn gleiche oder entgegengesetzte Randorientierungen von Rn-l, je 
nachdem I xn I und I yn I in demselben H albraum oder in verschiedenen 
H albriiumen beziiglich Rn-l liegen. 

Beweis: Es sei Ixnl = laOa1 ... anl, Ixn-11 = la1 ... anl, Iynl 
= Ibob1 ... bnl, lyn-11 = Ib1 . .. bnl. Wir k6nnen - da n>2 ist
positive Eckpunkt-Reihenfolgen von xn und yn herstellen, in denen ao 

bzw. bo an erster Stelle stehen, diirfen also 

setzen. Da xn- 1 und yn-l in xn bzw. yn mit positivem Zeichen auf
treten, ist dann nach Nr. 5: 

Wir bestimmen jetzt t durch bi = t (ai) , i = 0, 1, ... , n; dann ist 
yn = t (xn), und fUr die durch t bewirkte Abbildung f' von Rn-l in sich 
gilt: yn-l = f' (xn- 1). Die beiden fraglichen Randorientierungen von 
Rn-l sind gleich oder entgegengesetzt, je nachdem f' positiv oder negativ 
ist; nach e) ist diese Unterscheidung gleichbedeutend damit, ob t jeden 
der beiden Halbraume in sich oder in den anderen transiormiert, d. h. 
mit Riicksicht auf 1 yn 1 = t (I xn I): ob 1 xn lund 1 yn 1 in demselben Halb
raum oder in verschiedenen Halbraumen liegen. 

7. Der Rand eines ganzzahligen Komplexes C = 2:ti Xi wird defi
niert als 

wobei Xi durch die entsprechende Linearform (nach (5)) zu ersetzen ist; 
dadurch wird C selbst zu einer Linearform in orientierten Simplexen, 
also zu einem ganzzahligen Komplex 1. 

1 DaB auch im FaIle. wenn in C un endlich-viele Glieder mit von Null ver
schiedenen Koeffizienten auftreten, C dennoch ein ganzzahliger, d. h. 1 C 1 ein 
absoluter Komplex ist, ist klar - denn wenn I C I die Bedingung (A 0) von § 1, N r. 2 
erfiiIlt, so gilt dasseIbe auch von dem aus allen Seiten der Simplexe von I C I zu
sammengesetzten Komplex, d. h. von I CI. 
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8. Beispiele. 1. Die vier Seitendreiecke des Tetraeders x3 = (aOai a2a3) 

seien so orientiert, wie auf Abb. 12 die Pfeilrichtungen angeben. C sei 

at 

der aus diesen vier Dreiecken bestehende 
orientierte Komplex. Der Leser bestatige 
durch direkte Rechnung, daB (; = 0 ist. 

~c>:<J><]~ 
x.. :Col 

Abb.12. Abb.13. 

2. In Abb. 13 versehe man jedes Dreieck mit der positiven Orien
tierung der Ebene und man identifiziere die beiden gerichteten Strek
ken Xl; es entsteht eine Triangulation und Orientierung des Mobius
schen Bandes, und fUr den aus den acht orientierten Dreiecken 

aus der (in 
projektiven 

Abb.14. 

bestehenden orientierten Kom
plex C2 gilt 

(2 = 2 x~ + x~ + x~ + x! + x~ . 
3. Man orientiere die zehn 

Dreiecke der auf Abb. 14 an
gegebenen Triangulation der pro
jektiven Ebene so, wie es die 
Pfeilrichtungen zeigen. Fur den 
aus diesen zehn Dreiecken zu
sammengesetzten orientierten 
Komplex C2 hat man dann: 

. 1 1 1 
C2 = 2x1 + 2X2 + 2xs. 

Der Rand der gewahlten orien
tierten Triangulation C2 der 
projektiven Ebene besteht also 

die Strecken xl, xL X~ zerlegten) doppelt zu ziihlenden 
Geraden AA'. Bei anderer Wahl der Orientierungen 

10 

xL xL ... , xio erhielte man andere orientierte Komplexe C2 = L x7, 
und deren Rander waren von 2xl + 2X~ + 2x~ verschieden. i=l 

Aufgabe: Man zeige, daB, wie man die zehn Dreiecke auch orien
tiert, der Rand des aus ihnen gebildeten Komplexes C2 niemals Null ist. 

9. Koeffizientenbereiche. Algebraische Komplexe. Wir verall
gemeinern den Begriff des ganzzahligen Komplexes. Es sei neben 
dem Eckpunktbereich E eine Abelsche Gruppe 0, ein Koe//izienten
bereich, gegeben 1. Jedem zu E gehorenden Simplex I Xi I sei eine be-

1 Wir schreiben alle Gruppen additiv. - Die vorkommenden gruppentheo
retischen Begriffe und Bezeichnungen sind im Anhang I zusammengestellt. 
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stimmte Orientierung Xi und ein bestimmtes Element der Gruppe 3 
als Koeffizient zugeordnet, und zwar so, daB die I Xi I, denen von Null 
verschiedene Koeffizienten zugeordnet sind, und ihre Seiten einen ab
soluten Komplex bilden, den wir mit I C I bezeichnen. Die durch diese 
Zuordnung definierte Linearform 

( 10) 

heiBt ein zum Eckpunktbereich E und zum Koeltizientenbereich 3 ge
horender algebraischer Komplex. 

Sind in (10) alle ti = 0, so ist definitionsgemaB C = 0 (der "algebra
ische Nullkomplex""). Dann ist ICI der leere Komplex 101 von §1, Nr.3. 

Die xi sind in (10) als Unbestimmte zu betrachten. Wiederum gelten 
durchweg die Regeln der Buchstabenrechnung, so daB stets t (- Xi) 
= -t Xi ist und zwei algebraische Komplexe dann und nur dann als 
identisch erkHirt werden, wenn die Linearformen im algebraischen Sinne 
identisch sind. Die Xi, denen von Null verschiedene Koeffizienten ti 

zugeordnet sind, heij3en die Elemente oder Simplexe des algebraischen 
Komplexes C. 

Ein algebraischer Komplex heiBt endlich, wenn er nur endlich-viele 
Elemente (oder, was dasselbe ist, nur endlich-viele von Null verschie
dene Koeffizienten ti) besitzt; im folgenden werden ausschliej3lich end
liche algebraische Komplexe betrachtet, so daB das Adjektiv "endlich" 
in diesem Zusammenhang nicht mehr gebraucht wird. 

Unter der Dimensionszahl von C wird die hochste Dimension eines 
Elementes von I C I verstanden; in analoger Weise heiBt C homogen 
dimensional, wenn alle Elemente von C die gleiche Dimensionszahl 
haben: C = L ti x; . Die homogen-dimensionalen Komplexe sind die 
wichtigsten unter allen algebraischen Komplexen. 

Zuweilen wird die folgende Schreibweise verwendet. 3 ist ein be
liebiger Koeffizientenbereich, C = L ai Xi ein ganzzahliger Komplex; ist 
dann t irgendein Element von 3, so verstehen wir unter tC denjenigen 
Komplex in bezug auf 3, der durch 

tC = L (ait) Xi 

gegeben ist; dabei ist fUr jede ganze Zahl a und jedes Element t c 3 
klar, was man unter dem Element at c 3 zu verstehen hat. 

Bemerkung. Der Begriff eines algebraischen Komplexes fallt unter 
den allgemeineren mathematischen Begriff einer Funktion: ein alge
braischer Komplex C ist eine Funktion t = f (x), wobei x alle orientier
ten Simplexe des gegebenen Eckpunktbereiches durchlauft, und t ein 
Element des gewahlten Koeffizientenbereiches 3 ist. Dabei treten zwei 
Nebenbedingungen auf: 

1) die Funktion t (x) ist ungerade (d. h. es ist f (- xl = - f (xl) , 
2) nur fUr endlich-viele x ist f (x) =l= o. 
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Bei der Definition der algebraischen Komplexe spielt die Dimensions
zahl Null keine Ausnahmerolle: die Tatsache, daB ein nulldimensionales 
Simplex, d. h. ein einzelner Eckpunkt naturgemaB nur eine Orientie
rung besitzt, beeintrachtigt ja in keiner Weise unsere Definition. Wenn 
man will, kann man auch sagen, daB ein nulldimensionaler algebraischer 
Komplex ein System von Eckpunkten ist, denen gewisse Elemente des 
betreffenden Koeffizientenbereiches zugeordnet sind. 

10. 1st S nicht nur eine Gruppe, sondern ein Ring mit Eins
element, so kann jedes einzelne orientierte Simplex sowie jeder orien
tierte Komplex als ein algebraischer Komplex des Koeffizientenberei
.ches S aufgefaBt werden (indem 1 . x = x gesetzt wird). Es ist in diesem 
Fall neben dem algebraischen Komplex C = 1;ti Xi auch jedes seiner 
Vielfachen 

definiert, wobei t ein beliebiges Element des Ringes S ist. 
11. Die wichtigsten Koeffizientenbereiche sind: 
1) der Ring der ganzen Zahlen, @; 

2) die Restklassenringe modulo m, @m; 

3) der Korper der rationalen Zahlen, ffi; 
4) die additive Gruppe der modulo 1 zu reduzierenden rationalen 

Zahlen, ffil , oder, was dasselbe ist: die Gruppe der Drehungen eines 
Kreises urn rationale Teile von 2 'Jt. 

Andere Koeffizientenbereiche treten in diesem Bande nicht auf. 
Trotzdem legen wir Wert daranf, die Begriffe eines algebraischen Kom
plexes und seines Randes (Nr. 15) in moglichst groBer Allgemeinheit auf
zustellen, erstens, weil dadurch die tatsachlichen logischen Bestandteile 
dieser fUr die ganze Topologie fundamentalen Begriffsbildungen am 
klarsten hervortreten diirften, zweitens, weil die neueste Entwicklung 
der Topologie zeigt, daB auch andere Koeffizientenbereiche von Wichtig
keit sind i . 

12. Die algebraischen Komplexe des Koeffizientenbereiches @ sind 
die uns bereits aus Nr. 3 bekannten ganzzahligen Komplexe; die orien
tierten Komplexe konnen als Spezialfall der ganzzahligen betrachtet 
werden (aile Koeffizienten = ±1). Die Komplexe des Koeffizienten
bereiches @m heiBen einfach Komplexe modulo m. Besonders wichtig 
unter ihnen sind die Komplexe modulo 2. 1m Faile des Koeffizienten
ringes @2 hat man nur zwei Elemente, die wir mit ° und 1 bezeichnen, 
wobei die Rechenregeln 

folglich auch 
0+0=0, 0+1=1, 

-1=1 

1 + 1 = 0, 

1 Vgl. die Untersuchungen von PONTR]AGIN liber die Verallgemeinerungen 
des Alexanderschen Dualitatssatzes [Annals of math. Bd. 35 (1934)]. 
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gelten. Also ist -x = (-1) x = x, was das Fortfallen der Orientierung 
bedeutet. Ein algebraischer Komplex modulo 2 kann somit immer da
durch definiert werden, daB man jedem absoluten Simplex des gegebenen 
Eckpunktbereiches E eins der beiden Symbole 0 oder 1 zuordnet. Nun 
kann man aber auch jeden absoluten KomplexK des EckpunktbereichesE 
genau durch dieselbe Vorschrift definieren: man ordne in der Tat dem 
Simplex x des Eckpunktbereiches das Symbol 1 oder 0 zu, je nach
dem x zum Komplex K gehort oder nicht. Daher kann man oft die 
absoluten Komplexe mit den Komplexen modulo 2 identifizieren und sich 
auf die Betrachtung von algebraischen Komplexen beschranken. 

13. Die Gruppen L3(E) und L;(E). Man betrachte beliebige, aber 
feste Eckpunkt- und Koeffizientenbereiche E bzw. 0'. Dann k6nnen 
je zwei algebraische Komplexe, die zu E und 0' gehoren, als Linear
formen addiert werden. Da uberdies zu jedem C = Lti xi auch der 
Komplex -C als L-tixi eindeutig definiert ist, und es schlieBlich 
einen Nullkomplex - d. h. die Linearform mit samtlich verschwinden
den Koeffizienten - gibt, bilden die zu E und 0' gehi:irenden algebra
is chen Komplexe eine Gruppe, die Gruppe L'J (E). In dieser Gruppe sind 
die Gruppen L; (E) der homogen r-dimensionalen algebraischen Komplexe 
enthallen. Die Gruppe L'J (E) ist direkte Summe der (hi:ichstens ab
zahlbar vielen) Gruppen L'3 (E) . 

14. Algebraische Teilkomplexe eines absoluten Komplexes. Fur 
jeden absoluten Komplex K heiBen die algebraischen Komplexe des 
Eckpunktbereiches E (K) (vgl. § 1, Nr. 4) kurz die algebraischen Teil
komplexe des Komplexes K. Die Gruppen L'J(E(K)) bzw. L'3(E(K)) 
werden einfach durch L'J (K) bzw. L5 (K) bezeichnet. 

]eder algebraische Komplex C kann als algebraischer Teilkomplex 
eines eigens gewahlten absoluten Komplexes betrachtet werden -
namlich des Komplexes 1 C I· 

Der Eckpunktbereich E (I C I) heiBt der vom algebraischen Komplex C 
erzeugte Eckpunktbereich und wird mit E (C) bezeichnet. Insbesondere 
ist fUr jedes Element t =1= 0 des beliebigen Koeffizientenbereiches 0' stets 
E(tx)=Elxl: vgl. §1, Nr.4. 

Bemerkung 1. 1st K ein n-dimensionaler Komplex, so gibt es bei r > n 
keine r-dimensionalen algebraischen Teilkomplexe von K: die Gruppe LT (K) 
existiert also in diesem FaIle nicht. Es ist aber beque mer, fUr r > n die (aus 
dem NuIlelement aIlein) bestehende NuIlgruppe als L; (K) zu definieren, 

Bemerkung II. C = ~)ixi sei ein algebraischer, K' ein absoluterTeilkomplex 
des Komplexes K. \Vir betrachten fur einen Augenblick diejenigen Glieder der 
Linearform ~ti Xi' die zu K' gehorenden Simplexen I xi I entsprechen. Die Gesamt
heit dieser Glieder (mit den ihnen zukommenden Koeffizienten) bildet einen algebra
ischen Komplex, den man den auf K' liegenden Teil des algebraischen Komplexes C 
nennt. 

15. Der Rand eines algebraischen Komplexes wird folgender
maBen definiert. Es be sitze zunachst C ein einziges Element xn , d. h. 
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es sei C = txn, wobei t irgendein Element des gegebenen Koeffizienten-
. n 

bereiches .s ist. In der Schreibweise der Nr. 4 ist in = 2: ci x?-l mit 
o 

ci = ±1 (d. h. in ist die Menge der auf eine bestimmte Weise orientierten 
(n -1)-dimensionalen Seiten x~-l, x~-l, ... , X~-l von xn). 

Wir definieren nun als Rand von C = t xn den algebraischen Komplex 

C = cotx~-l + cltX~-l + ... + cntx~-l. 
1st jetzt 

ein ganz beliebiger algebraischer Komplex, so setzen wir zunachst 
Ci = ti Xi' bestimmen nach dem obigen Verfahren fUr jedes i den 
algebraischen Komplex Ci und definieren: 

Somit ist der Rand eines beliebigen algebraischen Komplexes C stets ein 
algebraischer Komplex desselben Eckpunkt- und Koeffizientenbereiches 
wie C. 

1st .s ein Ring mit Einselement, so kann man C einfach durch 

CL ti Xi)' = 2: ti ii 

definieren (vgl. Nr.10). 

§ 3. Simpliziale Abbildungen. 

1. Jedem Eckpunkt a des Eckpunktbereiches A sei ein Eckpunkt 
b = f (a) des Eckpunktbereiches B so zugeordnet, daB bei dieser Zu
ordnung einem Geriist von A stets ein Geriist von B entspricht; eine 
solche Abbildung f heiBt eine simpliziale Abbildung von A in B. 

Die Abbildung f laBt jedem absoluten Simplex xn I = lao al ... an I 
von A das absolute Simplex f ( I xn I) = I bo bi ... bn mit bi = f (ai) ent
sprechen; dabei ist die Dimensionszahl von f ( I xn ) urn 1 kleiner als 
die Anzahl der verschiedenen Eckpunkte f (ai) , also -< n. 

Wir definieren jetzt das Bild f (xn) eines orientierten Simplexes 
xn = (ao a l ... an) und unterscheiden dabei zwei Faile: 

1) Sind aUe Bildeckpunkte f (ai) = bi voneinander verschieden, so ist 
f (xn) das orientierte n-dimensionale Simplex (bo bi ... bn). [Hierdurch 
ist f (xn) in der Tat eindeutig bestimmt: denn wenn wir dasselbe orien
tierte Simplex xn durch eine andere Reihenfolge der ai darsteilen, die 
also aus der Reihenfolge ao a l ... an durch eine gerade Permutation 
hervorgeht, so erleiden auch die Punkte f (ai) eine gerade Permutation 
und stellen daher dasselbe orientierte Simplex f (xn) dar wie vorher.J 

2) Sind nicht aUe Bildeckpunkte f (ai) = bi voneinander verschieden, 
so ist f (xn) der algebraische N uUkomplex. 
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Auf diese Weise laBt f entsprechen: 
a) jedem (zu A gehorenden) absoluten Komplex K einen gleich

oder niedriger-dimensionalen absoluten Komplex f (K), der aus den 
Bildern f ( 1 xl) der Simplexe 1 x 1 von K zusammengesetzt ist; 

b) jedem (zu A gehOrenden) homogen-dimensionalen algebraischen 
Komplex C = ~ ti xi 
einen gleichdimensionalen (jedoch evtl. verschwindenden) algebraischen 
Komplex f(C) =~ti f(xi) . 

Man sagt, daB K bzw. C auf f(K) bzw. f(C) simplizial abgebildet wird. 
Aus diesen Definitionen folgt, daB fiir je zwei algebraische Komplexe C1 

und C2 des Eckpunktbereiches A 
f(C1 + C2) = f(C1) + f(C2) 

ist, so daB eine simpliziale Abbildung des Eckpunktbereiches A in den 
Eckpunktbereich Beine homomorphe Abbildung der Gruppen L5(A) in 
die Gruppe L.;j (B) erzeugt. Dies gilt natiirlich fiir jede Dimensionszahl r 
und fUr jeden Koeffizientenbereich 3. 

2. In den meisten Fa.uen wird der Eckpunktbereich A direkt als der 
von einem absoluten oder algebraischen Komplex Q erzeugte (§ 1, Nr.4; 
§ 2, Nr.14) Eckpunktbereich definiert. Eine simpliziale Abbildung von 
A in B heiBt dann eine simpliziale Abbildung des Komplexes Q in den 
Eckpunktbereich B; wenn insbesondere B der von einem absoluten 
Komplex K erzeugte Eckpunktbereich ist, spricht man von einer sim
plizialen Abbildung des (absoluten oder algebraischen) Komplexes Q in 
den absoluten Komplex K; dabei tritt als simpliziales Bild f (Q) von Q 
ein Teilkomplex von K auf, und zwar ein absoluter oder ein algebra
ischer. je nachdem Q ein absoluter oder ein algebraischer Komplex war. 

3. Simpliziale Abbildungen in ein Simplex. Eine simpliziale Ab
bildung f eines n-dimensionalen Komplexes in eine n-dimensionale Sim
plexhiille (Kap. III, § 1, Nr.2) heiBt kurz eine simpliziale Abbildung 
in das betreffende Simplex 1 yn I. Auch unter einer simplizialen Abbil
dung in yn verstehen wir eine Abbildung in dieselbe Simplexhiille. Wenn 
in diesem Sinne der homogen n-dimensionale algebraische Komplex cn 
in yn abgebildet wird, so tritt als Bildkomplex f(cn) ein algebraischer 
Komplex tyn auf (wobei t natiirlich auch Null sein kann): Die Kom
plexe von der Form tyn sind in der Tat die einzigen n-dimensionalen 
algebraischen Komplexe von 1 yn 1.1 

4. Weitere Beispiele simplizialer Abbildungen. 
1) A sei der von dem (absoluten oder algebraischen) Komplex Q 

erzeugte, B sei der Eckpunktbereich der offenen Menge G eRn; eine 
simpliziale Abbildung von A in B heiBt eine simpliziale Abbildung des 
Komplexes Q in die offene Menge G. 

1 In etwas unkonsequenter Weise bezeichnen wir eine Simplexhiille ebenso 
wie ein absolutes Simplex mit 1 xn I, 1 yn 1 usw. 
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2) Es sei Fein kompakter metrischer Raum, welcher mittels der 
stetigen Abbildung I in einen kompakten metrischen Raum F' ab
gebildet ist; 8> 0 sei beliebig, !5 so klein gewahlt, daB zwei Punkte 
von F, die voneinander weniger als urn !5 entfernt sind, mittels I in 
Punkte von F' iibergehen, die eine Entfernung <8 haben. A sei der 
!5-Eckpunktbereich von F, B der 8-Eckpunktbereich von F' (§ 1, Nr. 7); 
sodann erzeugt die stetige Abbildung I eine gleichnamige simpliziale Ab
bildung, die einen beliebigen !5-Komplex in F auf einen 8-Komplex 
in F' abbildet. 

3) Es sei Q ein beliebiger (absoluter oder algebraischer) Komplex 
des metrischen Raumes R (§ 1, Nr. 7); jedem Eckpunkt a von Q sei ein 
Punkt b = I (a) von R zugeordnet unter der einzigen Bedingung, daB 
e(a, I (a)) < 8 sei (jeder Eckpunkt a wird weniger als urn 8 "verschoben"). 
Dadurch entsteht eine simpliziale Abbildung von Q auf einen Komplex 
I(Q) in R; eine solche Abbildung, sowie ihr Resultat I(Q) heiBen eine 
8-Verschiebung des KomplexesQ. Wenn eine 8'-Verschiebung eines 8-Kom
plexes vorliegt, so ist sie, wie leicht ersichtlich, ein (8 + 28')-Komplex. 

5. Simpliziale Abbildungen von Euklidischen Komplexen und 
Polyedern. Wenn eine simpliziale Abbildung eines Euklidischen Kom
plexes K auf einen Euklidischen Komplex K' vorliegt, die dem Sim
plex 1 x 1 von K das Simplex I (I x I) = I y 1 zuordnet, so definiert die 
Abbildung des Eckpunktgeriistes von 1 x I auf das Geriist von 1 y 1 ein
deutig eine affine Abbildung von oX auf y. Die simpliziale Abbildung 
von K in K~ erzeugt somit eine stiickweise affine Abbildung des Poly
eders P = Kin das Polyeder P' = K', welche ebenfalls mit I bezeichnet 
wird; da die in einzelnen Simplexen von K erklarten affinenAbbildungen 
offenbar stetig aneinanderschlieBen, ist die resultierende stiicl}weise 
affine Abbildung eine stetige Abbildung von P in P'. Sie wird aber
mals mit I bezeichnet und heiBt eine simpliziale Abbildung des Poly
eders Pin das Polyeder P'. In analoger Weise definiert man auch die 
simplizialen Abbildungen eines Polyeders in eine offene Menge G eRn. 

6. Bemerkung tiber den Fall mod 2. Wir wissen, daB ein abso
luter Komplex K als ein algebraischer Komplex modulo 2 aufgefaBt 
werden kann; wenn man aber K in einen Eckpunktbereich B simplizial 
abbildet, so ist es nicht gleichgiiltig, ob man K als einen absoluten 
Komplex oder als einen Komplex modulo 2 betrachtet; denn ein Sim
plex des Eckpunktbereiches B, welches als Bild von einer geraden 
Anzahl von Simplexen von K auf tritt, ist, wenn man K als einen 
absoluten Komplex auffaBt, natiirlich ein Element von I (K), wahrend 
es nicht zu I (K) gehOrt, wenn K (folglich auch I (K)) modulo 2 betrachtet 
wird. AuBerdem werden im absoluten Faile Bildsimplexe mit zusammen
fallen den Eckpunkten als Simplexe entsprechend niedrigerer Dimensions
zahl zu I (K) gezahlt, wahrend sie im algebraischen Falle (auch modulo 2) 
gleich N ull zu setzen sind. 
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Es sei z. B. ein Dreieck aOal a2 gegeben; seine drei Seiten bilden 
einen eindimensionalen Komplex K; dieser sei auf die Strecke aOal 

dadurch simplizial abgebildet, daB t(ao) = ao, t(al ) = t(a2) = al ge
setzt ist; falls K als absoluter Komplex aufgefaBt ist, ist als t(K) die 
Strecke / aOal / zu betrachten; wenn wir dagegen uns im Falle modulo 2 
befinden, ist t (K) = O. 

Immerhin ist zu bemerken: wenn bei einer simplizialen Abbildung 
eines algebraischen Komplexes modulo 2 - diesen Komplex bezeichnen 
wir mit C - in den absoluten Komplex K alle Grundsimplexe von K 
Bildsimplexe sind, so gilt dasselbe erst recht, wenn wir C als einen 
absoluten Komplex auffassen. 

7. Erhaltung des Randes bei simplizialen Abbildungen. Es sei 

xn = (ao . .. an), folglich in = i:x~-l mit 
o 

x~-l = (-1)i(ao . .. ai-l ai+1 ... an)' 

Es sei feruer eine simpliziale Abbildung t mit t (ai) = bi gegeben. Sind 
alle bi untereinander verschieden, so ist das Bild von xn das n-dimen
sionale Simplex t (xn) = (bo ... bn), und dessen Rand 

(f(xn))' =~(_1)i(bo . .. bi - 1 bi+! . .. bn) 

ist offenbar das Bild des Randes von xn , so daB man die Formel 

(1 ) 
hat. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Formel (1) auch dann gilt, wenn 
mindestens zwei Bildpunkte bi zusammenfallen. Und zwar zeigen wir. 
daB in diesem Falle die beiden Seiten der Formel (1) Null sind. Fur 
die rechte Seite ist dies in der Definition von Nr. 1 enthalten. Was 
die linke Seite der Formel (1) betrifft, so unterscheiden wir zwei Falle: 

1) Es gibt mehr als ein Eckpunktpaar ai' aj' dem zusammenfallende 
Eckpunkte bi = bj entsprechen. In diesem Fall gibt es in jedem 
Klammerausdruck (bo ... bk - 1 bH1 ... bn ) mindestens ein Paar zu
sammenfallender Elemente, so daB jeder solche Klammerausdruck, d. h. 
das Bild jeder einzelnen Seite xr-1, und folglich auch das ganze Bild 
f(in) Null ist. 

2) Es gibt genau ein Eckpunktpaar, etwa ai und aj' fur welches 
die Bilder zusammenfallen: bi = bj = b. Sodann tritt fur k =+ i, k =+ j 
in dem Klammerausdruck (bo . .. bk - 1 bH1 ... bn ) der Eckpunkt b zwei
mal auf, t(xr- 1) ist also der Nullkomplex; von Null verschieden sind 
nur die beiden Ausdrucke t(X~-l) und t(X;-l). Orientieren wir X~-l 
und X;-l wie in § 2, Nr. 5, Formel (9): 

so wird 
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da aber, wie wir an der genannten Stelle sahen, X~-l und xj-l in in 
mit entgegengesetzten Vorzeichen auftreten, ist 

/(in) = ±(/(X~-l) - /(xr l )); 

folglich ist auch in diesem Fall das Bild f(in) Null. 
Damit ist die Formel (1) bewiesen. 
Da sich ebenso bei jeder Wahl des Elementes t eines beliebigen 

Koeffizientenbereiches ~ offenbar auch / ((t xnn = (/ (t xn) r ergibt, so ist 
- mit Riicksicht auf die in Nr. 1 festgestellte Additivitat - fUr jeden 
algebraischen Komplex C 

/(C) = (/(C))" , 

in Worten: Bei jedersimplizialen Abbildung eines algebraischen Kom
plexes ist das Bild des Randes gleich dem Rande des Bildes. 

Diese wichtige Tatsache nennen wir den Satz von der Erhaltung 
des Randes bei simplizialen Abbildungen oder kurz den 1. Erhaltungssatz. 

§ 4. Zyklen. Homologie. 
1. Formeln fiir den Rand. Der Begriff des Randes eines alge

braischen Komplexes bildet die Grundlage aller Betrachtungen des 
gegenwartigen und der folgenden Paragraphen. Wir stellen zunachst 
fest, daB aus den Definitionen des § 2 die Giiltigkeit folgender Formeln 
folgt: 

1. (C1 + C2l" = C1 + C2 ; 

II. 

III. 

(-C)" = -C; 
6 = 0, 

(wobei ° den Nullkomplex die Linearform mit samtlich verschwin
denden Koeffizienten - bedeutet). 

1st der Koeffizientenbereich ~ ein Ring, so tritt zu diesen Formeln 
noch die folgende: 
IV. (tC)" = tC, 

wobei t wie immer ein beliebiges Element des jeweiligen Koeffizienten
bereiches ist. 

2. Zyklen. Wenn fUr den algebraischen Komplex C des Koeffizienten
bereiches ~ die Gleichung 

gilt, so heiBt C ein Z yklus des Koeffizientenbereiches ~. 
Ein Komplex ist also ein Zyklus, falls in seinem Rand kein Simplex 

mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten auftritt. 
Beispiele. 1) Die Summe der geeignet orientierten Strecken eines einfach 

geschlossenen Polygons ist ein Zyklus (bei beliebigem Koeffizientenring mit Eins
element). 
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2) Es seien x; die (beliebig orientierten) Dreiecke einer beliebigen Triangula
tion einer geschlossenen (orientierbaren oder nichtorientierbaren) FHiche l ; dann 
ist 1;x~ ein Zyklus in bezug auf @l2; allgemeiner: ist ,s ein Koeffizientenbereich, 
welcher ein Element t der Ordnung 2 enthalt, so ist 1;tx; ein Zyklus in bezug auf,s. 

3) 1st die eben genannte Flache orientierbar, so ist bei geeigneter Orientierung 
der Dreiecke die Summe 1; x~ ein Zyklus in bezug auf @l. 

4) Es seien Xi (i = 1,2, 3, 4, 5) die in Abb. 15 angegebenen orientierten 
Strecken; a, b, c seien ganze Zahlen mit a + b + c = 0; dann ist aXl + aX2 
+ bX3 + bX4 + ex. ein Zyklus in bezug auf @l. 1st a + b + c = m 2: 2, und 
bezeichnen wir die Restklassen mod m, denen a, b, c angehoren, mit rx, fl, y, 
so ist rxx! + rxx2 + flx3 + flx4 + yx. ein Zyklus in bezug auf @lm' 

5) Weitere einfache Beispiele entnimmt man der Nr. 5 dieses Paragraphen 
und der Nr. 11 des § 5. 2 

Bemerkung. Als Rand eines nulldimensionalen 
Simplexes, folglich auch eines nu11dimensionalen alge
braischen Komplexes, tritt definitionsgemaB N u11 auf; 
alle nulldimensionalen algebraischen Komplexe sind so
mit Zyklen. 

Aus den Formeln I, II, III folgt: 
1. Summe zweier Zyklen ist ein Zyklus. 

II. 1st C ein Zyklus, so ist auch -C ein Zyklus. Abb.15. 

III. Der Nullkomplex ist ein Zyklus. 
Mit anderen Worten: In der Gruppe L;s(E) bilden die Zyklen eine Unter
gruppe Z;s (E). Desgleichen bildet die Menge der homogen r-dimensio
nalen Zyklen eine Untergruppe Z5 (E) der' Gruppe L5 (E) . 

In diesem Bande wird iibrigens unter einem r-dimensionalen Zyklus 
stets ein homogen r-dimensionaler Zyklus verstanden; ein solcher wird 
mit ZT bezeichnet. 

3. Simpliziale Abbildungen der Zyklen. Bei einer simplizialen 
Abbildung geht nach dem 1. Erhaltungssatz (§), Nr. 7) ein Zyklus in 
einen Zyklus liber. Somit erzeugt eine simpliziale Abbildung des Eck
punktberdches A in den Eckpunktbereich Beine homomorphe Abbildung 
der Gruppen Z5(A) bzw. Z;s(A) in die Gruppen Z5(B) bzw. Z;s(B). 

4. Verschiedene Eckpunktbereiche. Je nach der Wahl des Eck
punktbereiches unterscheidet man: 

1) Die Gruppe Z;s(K) der Zyklen eines absoluten Komplexes K -
darunter versteht man die Gruppe der Zyklen des von K erzeugten 
Eckpunktbereiches (§ 1, Nr. 4). 

2) Die Gruppe Z;s (G) der Zyklen, die in der offenen Menge G c Rn 
liegen; das ist die Gruppe Z;s (E), wobei E = E (G eRn) ist (vgl. § 1, 
Nr. 9); die Elemente der Gruppe Z;s (G) werden einfach Zyklen der 

1 Wegen des Begriffes der "Orientierbarkeit" vgl. man § 5, Nr. 9; wegen des 
Begriffes der "Flache" den Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 10. 

2 Weitere, kompliziertere Beispiele findet man im Anhang zu den Kap. IV, 
V, VI. - 1m Kap. VII, § 1, wird auf die Frage eingegangen, zu welchen absoluten 
Komplexen K es Zyklen z mit Izl = K gibt. 

Alexandrof!-Hopf, Topologic 1. 12 
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offenen Mengen G c Rn genannt (wenn insbesondere G = Rn ist, so hat 
man die Zyklen des Rn). 

3) Die Gruppe Ze(R) der e-Zyklen des metrischen Raumes R -
das sind Zyklen des e-Eckpunktbereiches von R (§ 1, Nr. 7). In diesem 
Bande werden die e-Zyklen nur bei kompakten metrischen Raumen -
im FaIle von Teihnengen der Euklidischen Raume also nur bei beschrank
ten und abgeschlossenen Mengen - herangezogen werden. 

In allen diesen Gruppen sind als Untergruppen die Gruppen der 
betreffenden homogen-dimensionalen Zyklen enthalten. 

5. Rander sind Zyklen. Satz 1'. Der Rand in eines orientierten 
Simplexes xn ist ein Zyklus. 

Beweis. Der Satz ist trivial fUr n = 0 und n = 1; es sei n:> 2. 
Verstehen wir unter I x~j-21 die (n - 2)-dimensionale Seite von I xn I 
= lao al ... an I, die durch Weglassen der Eckpunkte ai und aj ent
steht, sohaben wir zu zeigen: X~j-2 tritt in (in)' mit dem Koeffizienten 0 
auf. Setzen wir wie frillier IX~-ll = lao ... ak-lak+1'" ani, so daB 
in = 2'±xz-l , (in)' = 2'±x~-l ist, so kommt xfj- 2 fur k =l= i, k =l= j 

k 

nicht in i~-l vor. Orientieren wir X~j-2, X~-l, xj-l folgendermaBen: 
n-2 ( ) k.J...·· Xij = ak,···akn _l' riZ,], 

x~-l = (ajak,'" akn_l) , xj-l = (aiak,··. ak .. _l), 

so tritt nach § 2, Nr. 5, X~;2 sowohl in i~-l als auch in iy-l mit posi
tivem Vorzeichen auf; aber X~-l und Xy-l treten, wie ebenfalls im § 2, 
Nr. 5, gezeigt wurde, in in mit entgegengesetzten Vorzeichen auf; daher 
erhalt X~j-2 in (in)' den Koeffizienten 0, w. z. b. w. (Man vgl. Abb. 12.) 

Genau so zeigt man auch, daB, bei beliebigem 3, ein algebraischer 
Komplex txn+1, t c 3, als Rand einen Zyklus besitzt - in allen For
meln des vorstehenden Beweises tritt nur bei jedem Gliede der Koeffi
zient t auf, was am Endergebnis nichts andert. 

Durch Addition folgt dann weiter der 
Satz I. Der Rand jedes algebraischen Komplexes (von E und 3) ist 

ein Zyklus. 
6. Zyklen des absoluten Simplexrandes. Der Satz I' und die an 

ihn anschlieBende Bemerkung haben gezeigt, daB es in dem n-dimen
sionalen absoluten Komplex I xn+1l, den man den (absoluten) n-dimen
sionalen Simplexrand l nennt, in bezug auf jeden Koeffizientenbereich 3 
wenigstens einen von Null verschiedenen n-dimensionalen Zyklus gibt, 
namlich (txn+1)' mit t c 3, t =l= O. Wir stellen bei dieser Gelegenheit 
die Frage nach allen n-dimensionalen Zyklen in I xn+1l, also nach den 
Gruppen Z;). (I xn+1J). 

Wir machen zunachst die folgende allgemeine Bemerkung: Wenn z 
ein ganzzahliger Zyklus ist, so ist der im Sinne von § 2, Nr. 9, gebildete 

1 Vgl. Kap. III, § 1, Nr. 2. 
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algebraische Komplex tz mit t c 0 ein Zyklus in bezug auf 0; denn 
da offenbar in der Bezeichnungsweise von § 2, N r. 9, immer (t C)' = t C 
ist, folgt (tz)" = 0 aus z = O. 

Es sei jetzt zn = xn+1 = 2: ±x?, wobei die Ix~ I die n-dimensionalen 
Seiten von I xn+11 sind; 0 sei gegeben, und z£; = :Eti x~ sei ein Zyklus 
in bezug auf 0; da auch t 1zn Zyklus in bezug auf 0 ist, gilt dasselbe 
fUr z£; - tl zn = (t2 - t1) x~ + ... (tn+ 2 - tl) X~+2' Wir setzen nun 
n::> 1 voraus; dann haben fUr jedes i ~ 2 die Simplexe x~ und x~ 
die nicht Ie ere Seite x~11 gemein, und diese liegt auf keinem I xj I mit 
j *' 1, j oF i; sie tritt daher in (z£; - t1 zn)" mit dem Koeffizienten ± (ti - tl) 
auf; da aber z£; - t1 zn Zyklus ist, ist dieser Koeffizient 0, es ist also 
ti = t1 fUr alle i. Damit ist gezeigt: Fur n ::2 1 gibt es in I xn+11 keine 
anderen n-dimensionalen Z yklen als die tzn mit zn = xn+1. 1 

Da die Koeffizienten t dieser Zyklen offenbar einen Isomorphismus 
zwischen dem Koeffizientenbereich 0 und der Zyklengruppe Zfi (I xn +1l) 
vermi tteIn, gilt wei ter : Fur n::2 1 ist Zfi (I xn '+-11) RO 0. 2 

Dagegenist I xli ein Punktepaar, und man erkenntleicht (vgl. Kap. V, § 2) : 
Z,& (I xli) ist direkte S~tmme zweier Gruppen, deren J"ede mit 0 isomorph ist. 

7. BerandungsHihigkeit. Kegelkonstruktion. Der Satz I lehrt, daB 
jeder Rand ein Zykius ist; ein algebraischer Komplex, der nicht Zyklus 
ist, ist also nicht fahig, einen anderen Komplex zu beranden. Die 
Frage, ob umgekehrt jeder Zyklus diese Fahigkeit besitzt, wird zu
nachst prazisiert durch folgende 

Definition: Der Zyklus z (des Eckpunktbereiches E und Koeffi
zientenbereiches m heiBt berandungsfiihig, wenn es einen Eckpunkt
bereich E' und in ihm einen mit z isomorphen 3 Zykius z' (desselben 
Koeffizientenbereiches m gibt, welcher Rand eines Komplexes C' von 
E' ist: z' = C'. 

Unsere Frage wird nun - unter der offenbar erlaubten Beschran
kung auf homogen-dimensionale Zykien - beantwortet durch 

Satz II. ]eder homogen r-dimensionale Zyklus mit r:::: 1 ist be
randungsfiihig. Der homogen nulldimensionale Zyklus ZO = :E tix~ ist 
dann und nur dann berandungsfiihig, wenn die Koeffizientensumme 
'jJ (ZO) =:E t i = 0 ist. 

Wir beweisen zunachst den letzten Teil, d. h. die Behauptung, daB 
im F alle 'jJ (ZO) oF 0 der nulldimensionale Z yklus ZO in keinem Eckpunkt
bereich beranden kann. Mit anderen Wort en : Der Rand eines beliebigen 
eindimensionalen algebraischen K omplexes hat die Koeffizientensumme Null. 

1 Verallgemeinerung dieses Satzes und Beweises: § 5, Nr. 11, Satz VIlla. 
2 Das Zeichen RO bedeutet: isomorph. 
3 Zwei algebraische Komplexe C und C' (desselben Koeffizientenbereiches) 

heiJ3en isomorph, wenn es eine simpliziale Abbildung f von ICI auf IC'I mit C' = f(C) 
gibt, welche einen Isomorphismus zwischen I C I und I C'I im Sinne von § 1, Nr. 5, 
herstellt. 

12* 
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Beweis. 1st CI = txl, Xl = (aOal ), SO ist CI = tal - tao, also 
V(CI) = 0, woraus durch einfache Addition folgt, daB auch fiir eincn 
beliebigen eindimensionalen Komplex CI = 2)i x} die Koeffizienten
summe des Randes Null ist. 

Der Beweis der fibrigen Behauptungen des Satzes II beruht auf der 
folgenden "Kegelkonstruktion", die auch fUr andere Zwecke niitzlich ist: 

Der Eckpunktbereich E sei gegeben. Man fUge ihm einen neuen 
Eckpunkt 0 hinzu und verstehe unter "Geriisten" 1) die Geriiste von E, 
2) alle Eckpunktmengen, die aus den Gerfisten von E durch Hinzu
fUgung von 0 entstehen. Der dadurch definierte neue Eckpunktbereich E' 
heiBt der "Kegel fiber Emit der Spitze 0". 

Falls E = E (K) von einem endlichen absoluten Komplex K erzeugt 
wird, so wird offenbar auch E' von einem (endlichen) Komplex K' er
zeugt; K' heiBt der Kegel fiber K. Die Dimensionszahl von K' ist stets 
urn 1 gr6Ber als die Dimensionszahl von K. 

Ffir jedes orientierte Simplex x' = (ao ... a,) von E verstehen wir 
unter (ox') das orientierte (r + 1)-dimensionale Simplex (ox') = (aao ... a,) 
von E' ; I allgemeiner: zu jedem algebraischen Komplex C = 1; ti Xi von E 
gehOrt als "Kegel fiber C mit a als Spitze" der Komplex (aC) = 1;ti(axi)' 

Aus den Vorschriften fUr die Randbildung (§ 2, Nr.4, 5) folgt leicht 

(ax')' = x' - (ai') ffir r > 1, 

(axo)' = Xo - (0). 

Hieraus ergibt sich weiter ffir jeden homogen r-dimensionalen Kom
plex C = 1; tixi von E: 

(aCT = C - (aC') fUr r> 1, 

(a Co)' = Co -1; ti • (a). 

1st c' = zr ein Zyklus (was fUr r = 0 immer der Fall ist), so ist C' = 0 
und folglich auch (a C') = 0, mithin 

(azT = z' fUr r > 1, 

(azo), = zO - v (ZO) . (a). 

Aus (3,) und (30) liest man ab: J eder hamagen r-dimensianale Zyklus z' 
von Emit r > 1 sawie jeder hamagen nulldimensianale Zyklus ZO van E 
mit v(ZO) = 0 ist der Rand eines Kamplexes van E'. 

Nunmehr ergibt sich die Richtigkeit des Satzes II einfach dadurch, 
daB man fiber dem Eckpunktbereich E, auf den sich der Satz bezieht, 
den Kegel E' konstruiert. 

1 Sind x = (ao ... a,) und y = (b o ... b,) zwei orientierte Simplexe eines Eck
punktbereiches E'. in we1chem die Eckpunktmenge {ao • ...• ar • bo . ...• b,} ein 
Geriist bildet. so wird das orientierte Simplex X,+,+1 = (ao ... a, bo ... b,) mit 
(ry) bezeichnet. Hierin ist die Bezeichnung (ox') als Spezialfall enthalten. 
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8. Berandung. Homologieklassen. Wir kommen jetzt zu der fiir 
die ganze Topologie grundlegenden 

Homologie-Definition. E sei ein Eckpunkt-. S ein Koeffizienten
bereich. Man sagt: der zu diesen Bereichen geh6rende Zyklus Z berandet 
oder ist homolog N uU (in E). und schreibt: 

Z <Xl 0 (in E). 

falls Z Rand eines zu E und S gehorenden algebraischen Kompiexes 
ist. 1st Zl - Z2 <Xl 0 (in E). so schreibt man 

Zl <Xl Z2 (in E) 

und sagt. daB Zl und Z2 miteinander homolog sind - oder auch. daB Zt 

und Z2 zusammen beranden (in E in bezug auf S). 
In den Formeln I. II. III (Nr. 1) sind offenbar folgende drei Be-

hauptungen enthalten: 
1) o <Xl 0 (und somit z<xlz). 
2) aus Z <Xl 0 folgt (-z) <Xl 0 (somit auch: aus Zl <Xl Z2 folgt Z2 <Xl Zl)' 

3) aus Zl <Xl 0 und Z2 <Xl 0 folgt Zl + Z2 "" 0 (somit auch: aus Zl <Xl Z2 

und Z2 <Xl Za folgt Zl <Xl zs) . 
Die eingeklammerten Behauptungen sind nichts anderes als die 

sog. "Gleichheitsaxiome" - der ReflexiviHit. der Symmetrie und der 
Transitivitat. denen somit der durch das Zeichen "" ausgedriickte 
Homologiebegriff geniigt; daher bewirkt die Homologie-Beziehung eine 
Einteilung alIer Zyklen von E in Klassen. die Homologieklassen von E 
in bezug auf S.l Dieselben drei Behauptungen driicken auch die Tat
sache aus. da/3 die Klasse aller in E berandenden Zyklen des Koetti
zientenbereiches Seine Untergruppe H'J (E) der Gruppe Z'J (E) bildet. 

In den meisten Fallen werden nicht die ganzen Klassen. sondem 
(bei jedem r) die Homologieklassen der r-dimensionalen Zyklen be
trachtet. 

9. Doppelter Koeffizientenbereich. Der Homologiebegriff. den wir 
soeben eingefiihrt haben. laBt sich noch verallgemeinem. und zwar 
dadurch. daB man nicht einen. sondem gleichzeitig zwei Koeffizienten
bereiche S und S' betrachtet, von denen der eine, S, eine Untergruppe 
des anderen, S'. ist. Urn den Sinn und auch die ZweckmaBigkeit dieser 
Verallgemeinerung klarzumachen, erlautem wir sie an einem Beispiel. 
Wir betrachten die auf Abb. 14 dargestellte Triangulation K der pro
jektiven Ebene. Wie wir in § 2, Nr. 8. Beispiel 3, gesehen haben, gilt 
(in den dortigen Bezeichnungen) 

(4) ['2 = 2 xl + 2 x~ + 2 xL 
d. h.: die passend orientierte Triangulation I elder projektiven Ebene 
wird berandet durch die doppelt gezahlte projektive Gerade AA'. wobei 

1 Beispiele werden im Kap. V, § 1, angegeben werden. 
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letztere als der aus den drei gerichteten Strecken xL xL x~ zusammen
gesetzte orientierte Komplex aufgefaBt wird. Nun zeigt eine leichte 
Uberlegung, die wir dem Leser iiberlassen diirfen, daB der Zyklus 

Zl = xi + x~ + x~ 
(die einfach durchlaufene projektive Gerade) keinen ganzzahligen Teil
komplex der gewahlten Triangulation der projektiven Ebene berandet. 
Da wir anstatt (4) auch 

!C2 = Zl 

schreiben k6nnen (wobei wir yom Koeffizientenbereich @ zu ffi iiber
gehen und !C2 dadurch entsteht, daB man jedem der zehn orientierten 
Simplexe, die den Komplex C bilden, den Koeffizienten i zuordnet), 
berandet der ganzzahlige Zyklus Zl zwar keinen ganzzahligen, wohl 
aber einen rationalen Teilkomplex unserer Triangulation: 

Zl "'" 0 (in K in bezug auf ffi). 

Wir definieren jetzt ganz allgemein: 
Es seien ein Eckpunktbereich E und zwei Koeffizientenbereiche (d. h. 

zwei Abelsche Gruppen) S und S' gegeben, von denen der erste eine Unter
gruppe des zweiten ist. Wir sagen, dafJ der Zyklus z des Koeffizienten
bereiches S in E in bezug auf S' berandet (oder homolog Null ist), wenn 
es in E einen algebraischen Komp.lex des Koeffizientenbereiches S' gibt, 
welcher den Zyklus z - der ja als Zyklus des Koeffizientenbereiches S 
erst recht zum Koeffizientenbereich S' geh6rt - als seinen Rand hat. 
Wir schreiben dafUr 

z=o {in E in bezug auf S'). 

Genau wie in der vorigen Nummer schreiben wir auch jetzt 

(in E in bezug auf S') 
fUr 

(in E in bezug auf S'), 

und genau wie vorhin beweist man die Behauptungen 1), 2), 3) -
immer in bezug auf S'. Es folgt daraus, dafJ eine Klasseneinteilung 
von Z 3 (E) entsteht, und dafJ die Zyklen des Eckpunktbereiches E, die 
in E in bezug auf S' beranden, eine Untergruppe von Z;J (E) bilden, die wir 
mit H 'J,'!.-dE) bezeichnen. 

Die Gruppe H'J,'J' (E) ist natiirlich direkte Summe der Gruppen 
H;,'J' (E) der in bezug auf S' berandenden homogen r-dimensionalen 
Zyklen, r = 0, 1, .... Auf diese allein wird es uns im folgenden an
kommen. 

Infolge der Inklusion S' :::J S ist offenbar 

H;, 'J' (E) :::J H;, 'J (E) = HFJ (E) ; 

d. h.: jeder Rand (eines Komplexes aus LFJ(E)) ist "",0 in bezug auf S'. 
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10. Schwache und starke Berandung. Randteiler. Homologie mit 
Division. Wir kehren zu dem wichtigsten Spezialfall zuriick, von dem 
wir bei dem obigen Beispiel der projektiven Ebene ausgegangen sind: 
es sei 3 = ®, 3' = ffi . 

Von einem ganzzahligen Z yklus sagt man, daB er in E schwach be
randet (schwach homolog Null ist), wenn er in bezug auf ffi (jedoch 
nicht notwendig in bezug auf ®) berandet. Berandet er in bezug auf ®, 
so heiBt er stark berandend. Ein stark berandender Zyklus ist also erst 
recht ein schwach berandender. 

1st zein schwach berandender Zyklus des Eckpunktbereiches E 
und C ein von z berandeter rationaler Komplex, so bezeichnen wir 
fiir einen Augenblick den gemeinsamen Nenner der als Koeffizienten 
von C auftretenden Briiche mit t und bemerken, daB C' = tC ein 
durch tz berandeter ganzzahliger Komplex ist. Wenn umgekehrt ein 
Vielfaches tz eines ganzzahligen Zyklus z als Rand eines ebenfalls ganz
zahligen Komplexes C' auf tritt, so ist z Rand des rationalen Kom-

plexes ~ C'. Mit anderen Worten: 
t 

Ein ganzzahliger Zyklus z ist dann und nur dann schwach homolog 
Null in E, wenn es eine von Null verschiedene ganze Zahl t von der Eigen
schalt gibt, dafJ tz in E stark berandet. 

Da das Vielfache tz von zein ganzzahliger Rand ist, nennt man z 
haufig einen "Randteiler". Die r-dimensionalen Randteiler bilden die 
Gruppe H@, m (E). 

Da aus 
tz ex; 0 (in E in bezug auf ffi) 

im Falle t =l= 0 auch 
z"",O (in E in bezug auf ffi) 

folgt, nennt man die Homologie in bezug auf ffi manchmal auch Homo
logie mit Division. -

Der Ausdruck "Homologie modulo m" wird nach wie vor nur ge
braucht, urn anzugeben, daB ein Zyklus modulo m in bezug auf seinen 
Koeffizientenbereich ®m berandet. 1m FaIle modulo m folgt iibrigens 
aus tz "'" 0 die Relation z "'" 0 unter der einzigen Bedingung, daB t 
kein Nullteiler von ®m, d. h. m zu den Zahlen der Restklasse t teiler
fremd ist. Wenn insbesondere m eine Primzahl ist, kann man Homo
logien modm durch beliebige von Null verschiedene Elemente des 
Koeffizientenringes dividieren. 

11. Simpliziale Abbildungen der Rander. In Nr. 3 haben wir ge
sehen: Eine simpliziale Abbildung des Eckpunktbereiches A in den Eck
punktbereich B erzeugt einen Homomorphismus der Gruppe Z3(A) in 
Z;(B). Wie sich aus dem 1. Erhaltungssatz sofort ergibt, geht dabei 
jeder in A in bezug auf 3' berandende Zyklus von A in einen in B in 
bezug auf 3' berandenden Zyklus iiber; daher werden auch die Gruppen 
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H'J,'J' (A) bzw. H;,'J' (A) in die entsprechenden Gruppen von B homomorph 
abgebildet. 

12. Bemerkung zum Homologiebegriff fiir die verschiedenen Eck
punktbereiche, die in unserer weiteren Darstellung vorkommen: Man 
hat vor allem mit dem von einem absoluten Komplex K erzeugten Eck
punktbereich bzw. dem Eckpunktbereich einer offenen Menge G c R" 
zu tun. In diesem FaIle schreibt man 

zCXJO (in K in bezug auf 3') 
und H;,'J,(K), bzw. 

(in G in bezug auf 3') 

und H;,'J' (G) und spricht von Homologie in K bzw. in G. 
Ferner sind auch die e-Eckpunktbereiche eines metrischen Raumes R 

zu beriicksichtigen; man erhhlt in diesem Falle die e-Homologie der 
e-Zyklen. Da fiir ~ <: e jeder ~-Zyklus erst recht ein e-Zyklus ist, kann 
man insbesondere von e-Homologie der ~-Zyklen in R sprechen. 

13. Homologien n-dimensionaler Zyklen in n-dimensionalen 
Komplexen. Da es in einem n-dimensionalen Komplex K" keinen an
deren algebraischen (n + 1)-dimensionalen Komplex als den Nullkom
plex gibt, ist die Aussage 

gleichbedeutend mit 

ebenso ist daher auch 

gleichbedeutend mit 
z~ = z~. 

Wir sehen also: 
Homologien zwischen n-dimensionalen Zyklen in einem n-dimensiona

len Komplex sind nichts anderes als Gleichungen. (Die Koeffizienten
bereiche 3, 3' sind dabei gleichgiiItig.) 

14. Relativzyklen und Relativberandungen. Wir fiihren noch kurz 
zwei wichtige Begriffe einl. Aus der Definition eines Eckpunktbereiches 
folgt ohne weiteres, daB jede Teilmenge E' eines Eckpunktbereiches E 
wiederum ein Eckpunktbereich ist; dabei hat man eine endliche Menge 
von Punkten von E' dann und nur dann als ein zu E' gehorendes 
Geriist zu betrach~n, wenn sie ein Geriist des Eckpunktbereiches E ist. 

Wir nennen nach LEFSCHETZ einen algebraischen Komplex C des 
Eckpunktbereiches E einen Relativzyklus, und zwar einen Relativzyklus 
von E bis a·u/ E', falls C ein Komplex des Eckpunktbereiches E' ist. Je
der Zyklus von E ist a fortiori Relativzyklus bis auf E'. 

1 Anwendung finden diese Begriffe z. B. im Kap. VI, § 1. 
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Ein Relativzyklus C bis aut E' berandet in E (ist homolog Null 
in E) bis aut E', falls es einen algebraischen Komplex C' des Eck
punktbereiches E gibt, welcher bis aut E' durch C berandet wird, d. h. 
welcher der Bedingung 

C' = C + q 

geniigt, wobei q ein algebraischer Komplex des Eckpunktbereiches E' ist. 
(1st dabei q = 0, so ist C gewohnlicher Zyklus und "'" 0 im gewohn
lichen Sinne.) 

Die wichtigsten SpeziaWille des soeben eingefiihrten allgemeinen 
Begriffes sind die folgenden beiden: 

1. E sei der von dem absoluten Komplex K, E' der von dem ab
soluten Teilkomplex K' von K erzeugte Eckpunktbereich. Die obige 
allgemeine Definition ergibt in diesem Spezialfalle die Relativzyklen 
von K bis aut K'. 

2. E sei der e-Eckpunktbereich des metrischen Raumes R; E' sei 
der e-Eckpunktbereich der Menge A cR. In diesem Spezialfalle hat 
man die e-Relativzyklen von Rbis aut A. 

Bemerkung. Die Definitionen dieser Nummer gelten fiir jeden 
Koeffizientenbereich. 

§ 5. Zusammenhangsbegriffe. 

1. Der gewohnliche Zusammenhangsbegriff fiir Komplexe. Der 
absolute Komplex K heiSt zusammenhiingend, wenn bei jeder Zerlegung 

K = K' + K" 

des Komplexes K in zwei Teilkomplexe K' und K", von denen jeder 
wenigstens ein nichtleeres Simplex enthaIt, es mindestens einen Eck
punkt gibt, welcher gleichzeitig zu K' und K" gehortl. 

Bemerkung. FaBt man einen Komplex als einen diskreten Raum auf 
(vgl. Kap. I, § 2, Nr. 2, sowie Kap. III, § 1, Nr. 8), so falIt dieser Zusammen
hangsbegriff unter den Zusammenhangsbegriff eines topologischen Raumes. Ins
besondere gelten also fiir den hier definierten Zusammenhangsbegriff aUe Satze 
von Kap. I, § 2, Nr. 14; dabei sind die abgeschlossenen Mengen die Teilkom
plexe des Komplexes K. 

Sa tz I. Kist dann und nur dann zusammenhiingend, wenn sich je 
zwei Eckpunkte a' und a" von K durch einen Kantenzug, d. h. durch 
eine endliche Folge eindimensionaler Elemente 

la'all, lala2 1, ... , laka"l 
von K verbinden lassen. 

Beweis. 1st K = K' + K" 

1 Wir erinnern daran, daB ein absoluter Komplex K eine Menge von Sim
plexen und somit die Zerlegung K = K' + K" eine Zerlegung dieser Menge in 
zwei Teilmengen ist. 
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eine Zerlegung in zwei nichtleere eckpunktfremde Teilkomplexe K' 
und K", so laBt sich offenbar ein Eckpunkt von K' mit keinem Eck
punkt von K" durch einen Kantenzug verbinden; die eine Halfte des 
Satzes I ist also klar. 

Urn die andere zu beweisen, nehmen wir an, es gebe in K zwei Eck
punkte a' und a", die sich durch keinen Kantenzug verbinden lassen. 
Dann betrachten wir die Komponente des Eckpunktes a' in K, d. h. 
den Komplex K a" welcher e!.US allen Simplexen von K besteht, deren 
Eckpunkte sich mit a' durch Kantenziige verbinden lassen. K a, bildet 
einen echten Teilkomplex von K (denn a" gehort nicht zu seinen Eck
punkten); der aus allen in Ka' nicht varkommenden Simplexen von K 
bestehende Komplex K" ist somit nicht leer. Aus der Definition von 
Ka' folgt ferner, daB die Komplexe K a, und K" eckpunktfremd sind; 
da schlieBlich K = K a, + K" ist, ist K nicht zusammenhangend und 
unser Satz bewiesen. 

2. Komponenten 1 • Ein zusammenhangender Teilkomplex von K, 
der in keinem von ihm verschiedenen zusammenhangenden Teilkom
plex enthalten ist, heiBt eine Komponente von K. Die Komponente 
des Eckpunkts a, wie wir sie beim Beweise des Satzes I definiert haben, 
ist - wie aus diesem Satz sofart folgt - eine Komponente von K im 
soeben erklarten Sinne. Umgekehrt ist jede Komponente von K Kom
ponente jedes ihrer Eckpunkte. Es ist auch klar, daB zwei verschie
dene Komponenten keinen gemeinsamen Eckpunkt haben konnen, folg
lich zueinander fremd sind. Ein nicht zusammenhangender Komplex 
zerfallt somit in lauter zusammenhangende disjunkte Teilkomplexe -
in seine Komponenten. 

3. Beziehungen zwischen demZusammenhang von Kund K. Essei 
jetzt K eine Simplizialzerlegung eines Polyeders P = K. Es seien 

K 1 , K 2 , ..• , K i , ... 

die Komponenten von K. Wir bezeichnen mit Q.i den aus allen nicht 
zu Ki gehorenden Simplexen von K bestehenden Komplex und be
weisen, dafJ sowohl Ki als auch Qi in K offen sind. Es sei in der Tat 
a ein Punkt von P, T sein Trager, 0K(T) der offene Stern von T 
(Kap. III, § 1, Nr. 7). OK (T) ist in P offen (a. a. 0.); aus der 
Definition von Ki bzw. Qi folgt ferner, daB 0K(T) in Ki bzw. Qi ent
halten ist, je nachdem a zu Ki oder zu Qi gehort. Un sere Behaup
tung ist hiermit bewiesen. Sie ist mit der folgenden gleichbedeutend: 

1st Ki eine Komponente des Komplexes K, so ist Ki in K gleich
zeitig offen und abgeschlossen. 

Hieraus folgt ohne weiteres (Kap. I, § 2, Nr. 14), daB jede Kom
ponente von P = K in einer einzigen Menge K; enthalten ist. Bewei
sen wir jetzt noch, daB Ki stets zusammenhangend ist, so wird gezeigt 

1 Vgl. die Bernerkung in der vorigen Nurnrner. 
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sein, daB die Mengen Ki mit den Komponenten von P iibereinstimmen. 
Sind nun b' und btl irgend zwei Punkte von Ki , so wahle man zunachst 
zwei Eckpunkte a' und a" unter den Eckpunkten der Trager T' bzw. T" 
von b' bzw. btl in K i . Da Ki zusammenhangend ist, lassen sich die 
Eckpunkte a' und a" durch einen Kantenzug a' a" verbinden; verbin
det man noch b' mit a' bzw. btl mit a" durch geradlinige Strecken in 
T' bzw. T", so erhalt man einen aus b' nach btl fiihrenden polygo
nalen Weg in Ki; da b' und btl beliebige Punkte von Ki sind, folgt aus 
dem Bewiesenen (nach Kap. I, § 2, Satz XVIII), daB Ki zusammen
hangend ist. 

Wir haben also folgenden 
Sat z II. 1st K eine beliebige Simplizialzerlegung des Polyeders P 

und sind K I , K 2 , •••• , K i , ... die Komponenten von K, so sind KI , 
K2, ... , Ki , ... die Komponenten von P. 

Korollar. 1st eine Simplizialzerlegung K des Polyeders P zusam
menhangend, so ist Peine zusammenhangende Punktmenge. Wenn um
gekehrt P zusammenhiingend ist, so ist auch jede Simplizialzerlegung 
von P ein zusammenhangender Komplex. 

Aufgabe 1. Man beweise die Resultate dieser Nr. unter Benutzung der 
Bemerkung von Nr. 1, der Nr. 8 von Kap. III, § 1 (Stetigkeit der dart defi
nierten Abbildung ,,) und des Korollars zum Satz I von Kap. I, § 3. 

Aufgabe II. Da jeder Eckpunktbereich ein diskreter Raum ist, kann man 
ohne weiteres von zusammenhangenden Eckpunktbereichen sprechen. Man beweise: 
1st E der Eckpunktbereich der offenen Menge G eRn, so ist G dann und nur 
dann zusammenhangend, also ein "Gebiet", wenn E zusammenhangend ist. 

4. Komponenten und algebraische Komplexe. Die algebraischen 
Komplexe, Zyklen und Rander eines absoluten Komplexes sind durch 
diejenigen seiner Komponenten vollstandig bestimmt. Es gilt namlich 

Satz III. 1st K = KI + K 2 , wobei die Komplexe KI und K2 keine 
gemeinsamen Elemente von einer Dimensionszahl >r - 1 haben (im Falle 
r = 0 naturlich aufJer dem leeren Simplex), so gelten die direkten Summen
zerlegungen: 

(1 ) 
(2) 

(3) 

L; (K) = L; (KI) + L; (K2) , 

Z;(K) = Zf}(KI) + Z5(K2), 

H;,:dK ) = H3,:;r(K1) + H;,:;J,(K2)· 

Dabei ist r eine beliebige ganze Zahl > o. 
Beweis. Es sei cr ein r-dimensionaler algebraischer Teilkomplex 

von K; den auf KI bzw. K2 liegenden Teil von Cr (vgl. § 2, Nr. 14, 
Bemerkung II) bezeichnen wir mit q bzw. q; es ist Cr = q + q; da 
femer kein von Null verschiedener r-dimensionaler algebraischer Kom
plex gleichzeitig Teilkomplex von KI und K2 sein kann, ist (1) bewiesen. 

1st insbesondere Cr ein Zyklus, so miissen auch q und q Zyklen 
sein, denn wegen Cr = q + q ist dann Cr = - C~, so daB I Crl = I C~I 
zu KI und K2 gehoren miiBte, was Cr = C~ = 0 nach sich zieht. 
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Hierdurch ist auch die Formel (2) nachgewiesen. 
1st femer cr ein berandender Zyklus (in K in bezug auf 3,3'), so 

mussen auch q und q in KI bzw. K2 beranden, denn, wie man leieht 
sieht, folgt aus 

Cr+l = cr, Cr+l = q+l + q+l, C;:+1 c K I , q+l C K 2 , 

daB Cr+ 1 = q und C~+ 1 = q ist. Damit ist auch (3) bewiesen. 
Zusatz. Der Satz III (und sein obiger Beweis) behalten ihre Gill

tigkeit, wenn man K nieht in zwei, sondem in eine beliebige endliche 
oder unendliche Anzahl von Komponenten zerlegt. 

5. Zusammenhang und nulldimensionale Zyklen. Satz IV. Der 
Komplex Kist dann und nur dann zusammenhiingend, wenn in ihm 
ieder berandungsfiihige nulldimensionale Zyklus berandet (bei beliebig ge
gebenem Koeltizientenbereich 3). 

Beweis. Sei zunachst K nieht zusammenhangend, also K=KI+K2 , 

wobei KI und K2 eckpunktfremd sind; femer sei: q = tal' c~ = ta2, 
wobei al bzw. a2 ein Eckpunkt von KI bzw. K2 und t =F 0 in 3 beliebig 
gewahlt ist; dann ist co = Cf - q berandungsfahig. Wiirde co in 
K beranden, so wiirde, wie im Beweis der Formel (3) im Satz III, 
folgen, daB q inKI undC~ inK2 beranden wiirden; da q und C~ nieht 
berandungsfahig sind, ist dies nicht der Fall; somit ist C°cioO in K. 
Der eine Teil des Satzes ist damit bewiesen. 

Sei jetzt K zusammenhangend und Co = 1: t i x~ berandungsfahig. 
Dann ist die Koeffizientensumme 1: t i gleich Null, folglich 

und 
tl = -t2 - t3 - ••• 

Co = 1:ti (x~ - x~). 
i;:;;:2 

Es genugt also zu zeigen, daB fUr jedes i 

ti(x~ - x~) "'" 0 (in K in bezug auf 3') 
ist. Dies folgt aber unmittelbar aus dem Zusammenhang des Kom
plexes K: Wenn x~ = ao, x1 = ak und 

laoall, lal a2 1, ... , lak-Iakl 

ein Kantenzug ist, welcher ao mit ak verbindet, so setze man x~= (a"ak+l); 
dann ist 

w.z. b.w. 
Zusatz. Es sei ZO =~tixr ein beliebiger nulldimensionaler Zyklus 

des zusammenhiingenden Komplexes K. Dann und nur dann ist 

zO ex:> t a in K (in bezug auf 3'), 
wenn zo berandungsfiihig, d. h. wenn ~ti = 0 ist. 
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Aufgabe. Der Leser iibertrage diese Satze auf beliebige Eckpunktbereiche 
(vgl. die Aufgaben I und II von Nr. 3) 1. 

6. Starker Zusammenhang. An die Ausfiihrungen der ersten bei
den Nummern dieses Paragraphen schlie Ben sich Verscharfungen des 
Zusammenhangsbegriffes fUr Komplexe. 

Definition. Ein homogen n-dimensionaler KomplexKn, n>1, heiBt 
stark zusammenhiingend, wenn bei jeder Zerlegung Kn = Kf + K~ in 
zwei nichtleere Komplexe Kf und K~ diese mindestens eine gemeinsame 
(n -1 )-dimen~ionale Seite besitzen. 

Man beweist leicht, daB die folgende Bedingung fiir den starken 
Zusammenhang eine!l homogen n-dimensionalen Komplexes Kn not
wendig und hinreichend ist: 

Bedingung (A). Jezwei Grundsimplexe T' und T" von Kn lassen 
sich durch eine "starke", d. h. eine s9lche Kette n-dimensionaler Simplexe 

(4) T' = Tf, T~, ... , T: = T" 

verbinden, daB je zwei aufeinanderfolgende Simplexe dieser Kette 
eine (n -1)-dimensionale Seite gemeinsam haben. 

Urn das zu beweisen, nehmen wir zuerst an, die Bedingung (A) sei 
erfiillt, und betrachten eine Zerlegung Kn = K~ + K~ in zwei nicht
leere Teilkomplexe. Ein beliebiges Grundsimplex T' von Kf kann mit 
jedem Grundsimplex T" von K~ durch eine Simplexkette (4) ver
bunden werden. Es sei Tf das letzte Simplex in der Kette (4), welches 
noch zu Kf gehOrt; ist i = s, so haben Kf und K~ das n-dimensionale 
Simplex T" unter ihren Grundelementen, folglich ist jede Seite von T" 
eine gemeinsame Seite von Kf und K~. 1st i von s verschieden, so 
gehOrt Tf+1 zu K~; die gemeinsame (n -1 )-dimensionale Seite von T~ 
und T~+l' die es nach Voraussetzung gibt, ist dann eine gemeinsame 
Seite von Kf und K~. Somit ist Kn stark zusammenhangend. 

Es sei jetzt die Bedingung (A) nicht erfiilit; T' und T" seien zwei 
Grundsimplexe von Kn, welche durch keine starke Kette verbunden 
werden konnen. Wir betrachten die starke Komponente Kf des Sim
plexes T', d. h. die Gesamtheit alier Grundsimplexe von Kn, die sich 
mit T' durch starke Ketten verbinden lassen; K~ sei dann der aus 
allen iibrigen Grundsimplexen von Kn gebildete Komplex. Keiner der 
beiden Komplexe Kf und K~ ist leer; es ist Kn = Kf + K~. Ware 
Tn-l eine gemeinsame Seite von Kf und K~, so hatte man zwei Sim
plexe Tf und T~ von Kf bzw. K;, die Tn-l als gemeinsame Seite be
saBen; da nach Voraussetzung Tf mit T' verbindbar ist, ware offen
bar auch T; mit T'verbindbar, was der Definition des Komplexes K; 
widerspricht. 

1 Die Betrachtungen dieser Nummer werden in Kap. V, § 1, fortgesetzt 
werden. 
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Die stark zusammenhangenden Komplexe konnen also als Komplexe 
definiert werden, die der Bedingung (A) geniigen. 

Analog wie bei dem gewohnlichen Zusammenhang kann man auch 
fUr den soeben eingefiihrten Begriff der starken Komponenten eines 
homogenen Komplexes Kn zeigen: 1) Kn zerfallt in eindeutiger Weise 
in starke Komponenten, wobei zwei verschiedene starke Komponenten 
keine gemeinsamen Elemente von einer Dimension >n - 1 besitzen 
konnen; 2) sie sind stark zusammenhangende n-dimensionale Teilkom
plexe von Kn, die in keinem groBeren stark zusammenhangenden Teil
komplex von Kn enthalten sind. 

7. Reguliirer Zusammenhang. Eine nochmalige Verscharfung. des 
Zusammenhangsbegriffes ist zweckmaBigl. Eine (n -1)-dimensionale 
Seite eines homogen n-dimensionalen Komplexes K, n > 1, soil "regular" 
oder "singular" (in bezug auf K) heiBe,n, je nachdem sie auf genau zwei oder 
nicht auf genau zwei Grundsimplexen liegt; eine singulare Seite liegt 
also entweder auf nur einem oder auf wenigstens drei Grundsimplexen. 
Nun definieren wir: 

Der homogen n-dimensionale Komplex heiBt regular zusammen
hiingend, wenn bei jeder Zerlegung K = Kl + K2 in zwei nichtleere 
n-dimensionale Komplexe Kl und K2 diese mindestens eine (in bezug 
auf K) regulare (n -1)-dimensionale Seite gemeinsam haben. 

Es ist klar, daB ein regular zusammenhangender Komplex a fortiori 
stark zusammenhangend ist. 

Ahnlich wie oben beweist man, daB die folgende Bedingung fUr den 
regularen Zusammenhang notwendig und hinreichend ist: 

Bedingung (B): Je zwei Grundsimplexe lassen sich durch eine 
"regulare" Kette (4) verbinden, d. h. eine solche, in der je zwei auf
einanderfolgende Simplexe eine regulare (n -1)-dimensionale Seitege
meinsam haben. 

Den Beweis erhalt man, wenn man in dem obigen, auf die Bedin
gung (A) beziiglichen Beweis das Wort "Seite" immer durch "regulare 
Seite" ersetzt. 

8. Reguliire Komponenten. Man definiert analog wie frfiher als 
eine "regulare" Komponente von K die Gesamtheit der Grundsimplexe, 
die sich mit einem festen Grundsimplex durch regulare Ketten verbin
den lassen. Wie frfiher zeigt man: 1) K zerfallt in eindeutiger Weise in 
regulare Komponenten, von denen je zwei weder ein Grundsimplex noch 
eine regulare Seite gemein haben; 2) jede regulare Komponente ist selbst 
regular zusammenhangend. J edoch kann - im Gegensatz zu den ge
wohnlichen und den starken Komponenten - eine regulare Kompo
nente von K in einem groBeren regular zusammenhangenden Teil
komplex von K enthalten sein; man bestatige dies durch Bestimmung 

1 Was Beispiele betrifft, so sei eiIi fUr allemal auf den "Anhang zu den 
Kapiteln IV, V, VI" verwiesen. 
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der regularen Komponenten des eindimensionalen Komplexes, der aus 
drei Strecken besteht, welche einen Eckpunkt gemeinsam haben. (Der 
Grund ist: eine reguHi.re Seite eines Teilkomplexes von K braucht nicht 
regulare Seite von K zu sein.) Jede Komponente im gewohnlichen 
Sinne (Nr.2) zerfallt in starke Komponenten, jede starke Komponente 
in regulare Komponenten. 

Die Zerlegung in regulare Komponenten spielt praktisch eine Rolle 
bei der Bestimmung der n-dimensionalen Zyklen in einem n-dimensio
nalen Komplex 1. Es gilt namlich der folgende wichtige 

Satz V. Die Zerlegung in reguliire Komponenten des homogen n-di
mensionalen Komplexes K sei durch 

(2) 

gegeben; K* sei der Komplex der singuliiren (n -1)-dimensionalen Seiten 
von K, Zein n-dimensionaler Relativzyklus bis auf K* (also z. B. ein 
Zyklus) bei beliebigem Koeffizientenbereich S. Dann ist 

(3) Z = tlCl + t2 C2 + ... + tqcq, 

wobei tj c S und Cj ein orientierter Komplex mit I Cj I = K j ist. 
Beweis. Xi seien die n-dimensionalen beliebig orientierten Simplexe 

von K, und es sei Z = 1;ti Xi; wir haben zu zeigen: die Koeffizienten ti 

der zu derselben regularen Komponente K j gehorigen Xi unterscheiden 
sich voneinander hochstens urn das Vorzeichen. Es seien Xl und X k 

Grundsimplexe derselben regularen Komponente, und Xl' X 2 , ••• , Xk 

sei eine sie verbindende regulare Kette; Yi sei die den Simplexen Xi 

und Xi+I gemeinsame (n -1)-dimensionale Seite. Raben Xi und Xi+I 
in der Linearform Z die Koeffizienten ti bzw. ti+!, so hat die Seite Yi' 

da sie infolge ihrer Regularitat auf keinen anderen n-dimensionalen 
Simplexen als auf Xi und Xi+! liegt, in i den Koeffizienten ± t i ± t i +! 

(mit irgendeiner Vorzeichenverteilung). Aus Ii Ie K*, Iy I q: K* folgt, 
daB dieser Koeffizient ° ist, also: (i+I = ±ti , und da dies fUr i = 1, 
2, ... k - 1 gilt: tk= ±tl , w. z. b. w. 

Wir formulieren noch den Spezialfall des Satzes V mit q = 1: 
Satz VI. K sei n-dimensional und reguliir zusammenhiingend, K* 

sei der Komplex der singuliiren (n -1)-dimensionalen Seiten von K, 
Z sei ein n-dimensionaler Relativzyklus bis auf K*. Dann ist Z = t C , 
wobei C ein orientierter Komplex mit I C I = Kist. 

Wir werden diesen Satz VI nachher noch prazisieren (Nr. 10, 
Satz VII); vorher mussen wir aber noch eine wichtige Unterscheidung 
zwischen zwei Arten regular zusammenhangender Komplexe vornehmen. 

9. Orientierbarkeit und Orientierungen eines regular zusammen
hangenden Komplexes. K sei zunachst ein beliebiger homogen n-dimen
sionaler Komplex, I y I eine regulare (n -1)-dimensionale Seite von K; 

1 s. "Anhang zu den Kap. IV, V, VI". 
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I XII, I X21 seien die beiden n-dimensionalen Simplexe, auf denen I y I 
liegt. Xl und x2 heiBen "koharent" orientiert, wenn y in den Ran
dem Xl und X2 mit entgegengesetzten Vorzeichen auftritt. Unter einer 
koharenten Orientierung von K verstehen wir solche Orientierungen 
aller n-dimensionalen Simplexe, daB je zwei von ihnen, die eine regulare 
(n -1)-dimensionale Seite gemeinsam haben, koharent orientiert sind. 
Zu jeder koharenten Orientierung von K gibt es die ihr entgegengesetzte, 
die durch Umkehrung der Orientierung jedes einzelnen Simplexes ent
steht. 

Sind die n-dimensionalen Simplexe xi so orientiert, daB sie eine 
koharente Orientierung von K bilden, so nennen wir -den orientierten 
Komplex C = 1;Xi den "Reprasentanten" dieser Orientierung; -C 
reprasentiert die entgegengesetzte Orientierung. 

Der Reprasentant C hat die folgenden beiden Eigenschaften: 
1) I C I = K, 2) C c K*, wobei K* der Komplex der singularen (n - 1)
dimensionalen Seiten von Kist; 1) ergibt sich unmittelbar aus der 
Definition C = ~Xi' 2) aus der koharenten Orientierung der beiden xi' 

die langs einer regularen Seite zusammenstoBen; die Eigenschaft 2) be
deutet: C ist Relativzyklus bis auf K*. Umgekehrt: 1st C ein orien
tierter Komplex mit den Eigenschaften 1) und 2), so ist er offenbar 
Reprasentant einer koharenten Orientierung von K. Somit sehen wir: 
Kin koharenter Weise orientieren, heiBt: einen orientierten Komplex C 
angeben, der die Eigenschaften 1) und 2) besitzt. 

J etzt nehmen wir wieder an, daB K regular zusammenhangend ist; 
dann gilt: 

Satz VI. Ein regular zusammenhiingender Komplex besitzt ent
weder uberhaupt keine oder genau zwei koharente Orientierungen (die 
dann natiirlich einander entgegengesetzt sind). 

Beweis. K besitze eine koharente Orientierung; sie werde durch 
C reprasentiert; C' reprasentiere irgendeine koharente Orientierung 
von K; wir haben zu zeigen: es ist entweder C' = Coder C' = - C. 
1st C' =l= c, so gibt es wenigstens ein n-dimensionales Simplex, etwa Xl' 

das in C und C' mit entgegengesetzten Zeichen auftritt; daher tritt es 
in C' + C nicht auf; C' + C ist, ebenso wie C' und C, Relativzyklus 
bis auf K*, also nach Satz VI von der Form tC" mit I C" I = K. Aus 
IXII c IC"I = K, IXII ¢ ItC"1 folgt aber t = 0, also C' = -c. 

Wir nennen nun den regular zusammenhangenden Komplex K 
"orientierbar" oder "nicht orientierbar", je nachdem er (zwei) koharente 
Orientierungen oder keine koharente Orientierung besitzt. Die beiden 
koharenten Orientierungen eines orientierbaren Komplexes nennen wir 
kurz seine "Orientierungen". (Es lobnt sich kaum, den Begriff der 
Orientierbarkeit auch fiir allgemeinere Komplexe einzufiihren.) 

10. Der Hauptsatz iiber regular zusammenhangende Komplexe. 
Wir kniipfen an Satz VI an und verscharfen ihn. Kist immer n-dimen-
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sionalund regular zusammenhangend, K* der Komplex der (n -1)-di
mensionalen singularen Seiten von K. 

Sa tz VII. Es gibt in K die folgenden n-dimensionalen Relativ
zyklen bis auf K* und nur diese (in bezug auf einen beliebigen Koetfizien
ten bereich m: wenn K orientierbar ist, die Komplexe tC, wobei t ein be
liebiges Element von 3 und C Repriisentant der Orientierung ist; wenn 
K nicht orientierbar ist, die Komplexe tC, wobei t ein Element von 3 mit 
2t = 0 und C ein beliebiger orientierter Komplex mit ICJ = K ist l . 

Beweis. Die in dem Satze genannten Komplexe tC sind Relativ
zyklen bis auf K*; denn wenn K orientierbar ist, so trifft dies fur den 
Reprasentanten C einer Orientierung und folglich fUr alle tC zu; ferner: 
ob K orientierbar ist oder nicht, so kommt, wenn 2t = 0 und C irgend
ein orientierter Komplex mit I C I = Kist, jede (n -1)-dimensionale 
regulare Seite in emit dem Koeffizienten 0 oder ±2, also in (tCr 
mit dem Koeffizienten 0 vor, tC ist also Relativzyklus bis auf den 
Komplex K* der singularen Seiten. 

Es sei jetzt Zein n-dimensionaler Relativzyklus bis auf K*; nach 
Satz VI ist Z = tC, C orientiert und ICI = K. Wenn 2t = 0, also 
-t = t ist, so ist tC = tC', wobei C' ein ganz beliebiger orientierter 
Komplex mit I C' I = K, also z. B. im Fall eines orientierbaren K Re
prasentant der Orientierung ist. Zu zeigen ist daher nur: Wenn 2t + 0 
ist, so ist C Relativzyklus bis auf K*, also Reprasentant einer Orien
tierung. 1st dies gezeigt, so ist der Satz bewiesen. 

Die n-dimensionalen Simplexe seien so orientiert, daB C = ~ Xi ist. 
Die regulare (n -1)-dimensionale Seite y liege auf Xl und auf x2 , und 
zwar komme sie in Xl mit dem Koeffizienten el , in x2 mit dem Koeffi
zienten e2 vor; dabei ist el = ±1, e2 = ±1, und zu beweisen ist: 
e2 = -el . Nun hat y in eden Koeffizienten el + e2 , also in i den 
Koeffizienten (el + e2) t; dieser Koeffizient ist 0, da I y I q: K*, Ii I c K* 
ist. Aus 2t + 0 folgt daher el + e2 = O. 

Damit ist Satz VII bewiesen; aus ihm folgt weiter 
Satz VIla. Kist dann und nur dann orientierbar, wenn es einen 

n-dimensionalen, von Null verschiedenen, ganzzahligen Relativzyklus bis 
auf K* gibt. 

Denn wenn K orientierbar ist, so ist der Reprasentant einer Orien
tierung ein solcher Relativzyklus. Gibt es andererseits einen Relativ
zyklus der fraglichen Art, so ist er gewiB nicht von der Form tC mit 
2t = 0, weil t ja eine von Null verschiedene ganze Zahl sein muB; 
folglich ist K nach Satz VII orientierbar. 

11. Pseudomannigfaltigkeiten 2• Dies sind die einfachsten regular 
zusammenhangenden n-dimensionalen Komplexe, namlich diejenigen, 

lIst K nicht orientierbar und enthalt ~ kein Element der Ordnung 2, so 
ist daher der Nullkomplex der einzige n-dimensionale Relativzyklus bis auf K*. 

2 Dieser Begriff riihrt von BROUWER her. 

Alexandroff·Hopf, Topologie 1. 13 
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in denen jede (n -1)-dimensionale Seite auf hochstens zwei n-dimensio
nalen Simplexen liegt. Liegt jede dieser Seiten auf genau zwei Sim
plexen - ist also K* leer -, so heiBt die Pseudomannigfaltigkeit ge
schlossen; gibt es (n -1)-dimensionale Seiten, die auf nur je einem 
Simplex liegen - ist also K* nicht leer -, so heiBt sie berandet; und 
zwar nennt man dann K* ihren "Rand" und schreibt statt K* auch K. 

Der Satz VII enthalt fUr den Fall geschlossener Pseudomannig
faltigkeiten Aussagen iiber gewohnliche n-dimensionale Zyklen (da K* 
leer ist), namlich die folgenden: 

Sat z VIII a. 1st die Pseudomannigfaltigkeit K geschlossen und orien
tierbar, so gibt es einen ganzzahligen Zyklus C = 1: x~ und keine anderen 
n-dimensionalen Zyklen als die tC. 1st K geschlossen und nicht orien
tierbar, so gibt es keinen von Null verschiedenen ganzzahligen n-dimen
sionalen Z yklus; iedoch ist 1: t x~, wobei t das Einselement aus @2 ist und 
die x~ beliebig orientiert sind, ein Zyklus mod2. 

Wir werden auf die n-dimensionalen Zyklen in n-dimensionalen ge
schlossenen Pseudomannigfaltigkeiten im Kap. VII, § 1 noch einmal von 
einer anderen Seite her und genauer eingehen 1. 

Fiir berandete Pseudomannigfaltigkeiten ist wichtig: 
Sa tz VIIIb. Eine n-dimensionale berandete Pseudomannigfaltigkeit K 

enthiilt keinen von Null verschiedenen n-dimensionalen Zyklus (Koetti
zientenbereich gleichgiiltig). 

Denn ist Zein n-dimensionaler Zyklus in K, so ist er a fortiori Relativ
zyklus bis auf K, also nach Satz VI von der Form tC mit ICI = K, 
wobei C orientierter Komplex ist; daher kommt in Z jedes n-dimensio
nale Simplex von K mit dem Koeffizienten ±t vor. Hieraus folgt: 
In i kommt jedes (n-1)-dimensionale Simplex von K, da es ja auf 
genau einem I x~ I liegt, eben falls mit dem Koeffizienten ±t vor. Aus 
i = 0 folgt mithin: t = 0, Z = o. 

12. Die einfachsten Beispiele berandeter Pseudomannigfaltigkeiten 
erhalt man durch 

Sat z IX. Die Simplizialzerlegung Keiner n-dimensionalen kon
vexen Zelle Kist eine n-dimensionale orientierbare berandete Pseudo
mannigfaltigkeit; dabei ist K* die Simplizialzerlegung des Randes von K. 

Beweis. Zunachst zeigt man leicht (Aufgabe fUr den Leser!), daB K 
homogen n-dimensional ist, daB jede (n -1 )-dimensionale Seite auf hoch
stens zwei n-dimensionalen Simplexen I x~ I liegt, und daB sie dann und 
nur dann auf genau einem Simplex I x~ Iliegt, wenn sie der Zerlegung des 
Randes von K angehort. Urn zu beweisen, daB K berandete Pseudo
mannigfaltigkeit und daB K die Zerlegung des Randes von Kist, ist 
daher nur zu beweisen: Kist regular zusammenhangend. Hierfiir neh-

1 Der genannte Paragraph kann iiberhaupt als Fortsetzung des gegenwar
tigen aufgefal3t werden. 
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men wir in den willkiirlich vorgegebenen Simplexen / x? / und / x~ / sol
che innere Punkte PI bzw. P2 an, daB die Strecke PIP2 keine (n - 2)
dimensionale Seite von K trifft; diese Strecke liegt wegen der Kon
vexitat von Q ganz in Q = K und trifft daher nur reguliire (n -1)
dimensionale Seiten; folglich bilden die Simplexe / x: / ' welche die Strecke 
durchlauft, eine Kette, in der jedes mit dem folgenden eine regulare 
Seite gemein hat; daraus folgt der regulare Zusammenhang von K. 
Es bleibt zu zeigen, daB K orientierbar ist; aber die Orientierung des 
Rn, in dem Q liegt, bewirkt koharente Orientierungen der Simplexe / x: / 
(vgl. § 2, Nr. 6). 

Die nunmehr aus SatzVlIIb folgende Tatsache, daB es in K keinen 
von Null verschiedenen n-dimensionalen Zyklus gibt, ist in dem folgen
den allgemeineren Satz enthalten: 

Sa tz X. Ein algebraischer, von Null verschiedener, n-dimensionaler, 
Euklidischer Komplex im Rn ist niemals ein Zyklus. 

Beweis. C sei ein derartiger Komplex; es geniigt fUr den Beweis, 
eine Seite / yn-l / von / C / zu finden, die auf genau einem Simplex / xn / 
von / C / liegt; denn diese Seite yn-l muB in (; mit - bis aufs Vor
zeichen - demselben von Null verschiedenen Koeffizienten auftreten 
wie xn in C. Eine solche Seite /yn-l/ aber findet man folgendermaBen: 
Man nimmt einen inneren Punkt P eines n-dimensionalen Simplexes 
von / C /; ferner auBerhalb der beschrankten Menge C einen Punkt q, 
den man so wahlt, daB die Strecke qp keinen Punkt einer (n - 2)
dimensionalen Seite von / C / trifft. Durchlauft man dann die gerichtete 

Strecke .qp, so liegt der erste Treffpunkt mit C offenbar auf einer 
Seite / yn-l /' wie wir sie suchen. 

§ 6. Spezielle Komplexe 1• 

1. Anwendung der Kegelkonstruktion (§ 4, Nr. 7). Eo sei E ein 
Eckpunktbereich mit folgender Eigenschaft: J ede aus (hOchstens) r + 2 
Eckpunkten bestehende Menge ist ein Geriist; wir behaupten: Jeder be
randungs/iihige r-dimensionale Zyklus in E berandet in E. 

Beweis. zr sei ein derartiger Zyklus. Wir verstehen unter cr+ 1 = (ozr) 
den gemaB § 4, Nr. 7 durch HinzufUgung eines Eckpunktes 0 zu zr ent
standenen Kegel. Jedem Eckpunkt q c / cr+ 1 / ordnen wir einen Eck
punkt / (q) c E durch folgende Vorschrift zu: Es ist / (q) = q fiir q c / zr !, 
und /(0) ist beliebig. Da in / zr / jedes Geriist aus hOchstens r+ 1, in 
/ cr+1/ daher jedes Geriist aus hOchstens r + 2 Eckpunkten besteht, 
und andererseits in E je r + 2 oder weniger Eckpunkte ein Geriist 
bilden, bestimmt die Eckpunktzuordnung / eine simpliziale Abbildung / 

1 Die einzelnen Nummern dieses Paragraphen hangen zum Teil nicht mit
einander zusammen; sie brauchen erst gelesen zu werden, wenn wir uns an spateren 
Stellen des Buches auf sie berufen. 

13* 
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von CN 1 in E. Dabei ist 1 (z') = z'; aus CI+1 = z' folgt nach dem 
ersten Erhaltungssatz (§ 3, Nr. 7): I(z') = 1 (C'+1) = (/(C'+1))"; mithin 
berandet z' = 1 (ZT) den Komplex 1 (cr t1) in E. 

Als wichtige Spezialfille des soeben bewiesenen allgemeinen Satzes 
fiihren wir folgende Tatsachen an: 

a) J eder berandungsliihige hOchstens (n - 1 )-dimensionale Z yklus des 
n-dimensionalen Simplexrandes [in+1[ berandet in [in+1[. 

Denn der von [in+1[ erzeugte Eckpunktbereich hat (fiir r=n-1) 
die zu Beginn dieser Nummer formulierte Eigenschaft. 

b) J eder berandungsliihige Z yklus der n-dimensionalen Simplexhiille 
(d. h. des aus dem einzigen Simplex [xn [ und seinen Seiten bestehenden 
absoluten Komplexes K) berandet in K. 

c) J eder berandungsliihige Z yklus einer konvexen ottenen oder ab
geschlossenen Menge He Rn berandet in H. Insbesondere berandet jeder 

:Cj 

Abb.16a. 

Abb.16b. 

berandungsliihige Zyklus des Rn in diesem Rn. (Vgl. 
§ 1, Ni. 8,9.) 

Bemerkung. Diese Behauptungen gelten in be
zug auf jeden Koeffizientenbereich. 

2. Zylinderkonstruktion. Sie ist der Kegelkon
struktion aus § 4, Nr. 7 verwandt und leistet bei 

:c/ manchen Anwendungen gute Dienste. Es sei K ein 
simplizialer Euklidischer Komplex im Rn. Diesen Rn 
denken wir uns als Ebene im Rn+1; in allen Punk
ten des Polyeders K errichten wir nach einer be
stimmten Seite des Rn die Senkrechten und tra
gen auf ihnen die Strecken der Lange 1 abo Die 
Menge Z (K) der Punkte dieser Strecken ist mit 
dem topologischen Produkt von K und einer Strecke 
homoomorph (Kap. I, § 1, Nr. 10); sie ist ein Poly
eder, denn die in den Punkten eines Simplexes x 
von K errichteten Strecken bilden offenbar eine kon
vexe Zelle Z (x), und alle diese Zellen stellen eine 
Zerlegung von Z (K) dar. Wir stellen die folgende 
simpliziale Unterteilung von Z (K) her: fUr jedes 
Simplex xi c K zeichnen wir in Z (xi) einen festen 
inneren Punkt 0i als "Zentrum" aus; dadurch wird 
zunachst jede Strecke Z (xi) untergeteilt; wir neh-
men an, daB fUr alle Simplexe xi C K mit s < r 

die Unterteilung schon konstruiert sei; dann nehmen wir fUr jedes 
Simplex xi c K die "Zentralunterteilung" (Kap. III, § 2, Nr. 2) der 
Zelle Z (xi) mit dem vorgegebenen Zentrum und in bezug auf die be
reits vorhandene Randunterteilung vor (Abb. 16a, b). Die auf diese 
Weise entstehende Simplizialzerlegung von Z (K) nennen wir den "Zy
linder Z (K) iiber K". 
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Kist Teilkomplex von Z (K). Die Endpunkte der Strecken, die wir 
auf K errichtet haben, bilden ein Polyeder K', das in einer mit K iso
morphen Zerlegung K' vorliegt; der Isomorphismus wird hergestellt, 
indem man jedem Eckpunkt e von K den Endpunkt e' der in ihm er
richteten Strecke - einen Eckpunkt von K' - zuordnet. Dabei ent
spricht jedem algebraischen Komplex C von K ein ihm isomorpher 
algebraischer Komplex von K', den wir C' nennen. - Wir behaupten: 

Satz 1. Fur ieden Zyklus z von K gilt 

z' <X) z in Z (K) . 

Beweis. Zu jedem algebraischen Komplex C von K werden wir 
in Z (K) einen algebraischen Komplex Z (C), den "Zylinder fiber C", 
so konstruieren, daB 

(1 ) 

fUr jeden Komplex C = ~t'Xi und 

(2) 

ffir jedes Simplex Xi gilt, wobei 0i der oben erkHirte Punkt ist und wir 
uns der Begriffe und Bezeichnungen aus § 4, Nr. 7 bedienen. Diese 
Definition erfolgt durch Induktion in bezug auf die Dimension von C 
bzw. Xi: zuerst definiert man 

Z(O) = 0 
fUr den Nullkomplex 0; darauf 

Z (xi) = (OiXi') - (oixi) 

fUr die nulldimensionalen Simplexe1, sodann Z (CO) gemaB (1) fUr die 
nulldimensionalen Komplexe; ist Z(C- 1) bereits fur die (r-1)-dimen
sionalen Komplexe erklart, so hat fUr jedes r-dimensionale Simplex xi 
auch der letzte Ausdruck auf der rechten Seite von (2) einen bestimmten 
Sinn, mithin ist Z (Xi) durch (2) definiert; usw. 

Wir behaupten: 

(3,) Z(C)'= C'- C - z(Cr). 

In der Tat verifiziert man leicht (3o); wir nehmen (3,-1) als be
wiesen an; urn (3,) zu beweisen, genfigt es, infolge (1), 

fUr ein Simplex xi zu beweisen. Nun folgt aber aus (2) durch Rand
bildung unter Beachtung von (1,) in § 4, Nr. 7 

Z (xi)' = xi' - xi - Z (xi) - (Oi (xi' - xi - Z (xi)')), 

1 Dies steht mit (2) im Einklang; denn x? und daher auch Z (x~) und 
(0, Z (x7J) ist der Nullkomplex. 
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ist, gilt in der Tat (3~). 
Ist in der damit bewiesenen Formel (3,) der Komplex C' = zein 

Zyklus, also z = 0, so ergibt sich 

Z (z), = z' - z, 

womit der Satz I bewiesen ist. 
3. Anwendung auf Zyklen im Rn. Es seien 11 und la simpliziale 

Abbildungen des Zyklus z in die offene Menge G C R1I; dabei gebe es 
zu jedem Simplex Xi von zein konvexes Teilgebiet Gi von G, welches 
sowohl 11 (Xi) als auch 12 (Xi) enthalt. 

Wir konstruieren den Zylinder Z (Iz j) und bedienen uns der Be
zeichnungen aus Nr.2. Wir bilden Z (\z I) durch folgende Eckpunkt
zuordnung I simplizial in G ab: I (e) = 11 (e) und I (e') = 12 (e) fUr jeden 
Eckpunkt e von Iz I; I (Oi) ist fur jedes Simplex Xi von zein beliebiger 
Punkt der konvexen Riille vori 11 (:Xi) + 12 (Xi)' also ist I(Z (Xi)) C Gi • Es 
ist 11(z) = I(z), 12(z) = I(z'); aus Satz I in Verbindung mit dem 1. Er
haltungssatz (§3) folgt: 11(z) =/2(z) in G. 

Hierin ist der folgende Satz enthalten: 
Sa tz II. Es seien ZI = 11 (z), Z2 = 12 (z) in der ottenen Menge G C R1I 

gelegene s1:mpliziale Bilder des Zyklus z, und es sei 

e(fl(e), 12(e» < IX = e(ZI' R1I - G) 
lur ieden Eckpunkt e C Iz I. Dann ist ZI = Z2 in G. 

Denn fUr jedes Simplex Xi C z liegt sowohl 11 (Xi) als auch 12 (Xi) in 
dem konvexen1 Teilgebiet Go = U(f(Xi), IX) von G. 

Ist z c G und 11 die identische Abbildung, so erhalt man als Spezial
fall von Satz II: 

Satz IIa. 1st z Zyklus der ottenen Menge G C R1I, Z' = I(z) ein 
Zyklus, der aus z durch eine s-Verschiebung der Eckpunkte von z ent
stekt, und s < e (z, R1I- G), so ist z "" z' in G. 

4. Prismenkonstruktion. Zum selben Ideenkreis wie Nr. 2 gehort 
auch folgende Konstruktion, die ebenfalls in verschiedenen Fallen An
wendung findet. 

Gegeben seien ein absoluter Komplex K und ein simpliziales Bild 
K' = I (K) von K. Die Eckpunkte vqn K bezeichnen wir mit ai 
(i = 1,2, ... , s); unter bi verstehen wir immer den Punkt l(ai).2 Wir 
betrachten den folgenden Eckpunktbereich: Die Eckpunkte sind alle 
ai und bi; die Geruste sind 1) die Mengen bh., ... , bhi' ahi' ... , ahr mit 
ho < hI < ... < h" fUr welche ah., ... , ah" ... , ahr ein Gerust von K 

1 Anhang II, § 2, Satz III. 
2 Es wird nicht ausgeschlossen, daB K und K' demselben Eckpunktbereich 

angehoren und gemeinsame Eckpunkte haben. Ferner darf bi = bJ fur i of i sein. 
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ist, und 2) jede Teilmenge der unter 1) genannten Geruste. Offenbar 
bilden die Simplexe dieses Eckpunktbereiches einen Komplex; wir 
nennen ihn das "Prisma" III (K).l [Bemerkung: 1st K n-dimensional, 
so ist III (K) ein hachstens (n + 1)-dimensionaler Komplex. 1st t eine 
eineindeutige Abbildung, so ist das Polyeder IIICK) - wie der Leser 
beweisen mage - dem Produkt von R mit einer Strecke homaomorph, 
jedoch ist II, (K) nicht mit Z (K) isomorph. 1st K' ein einziger Punkt, 
so ist III (K) der Kegel fiber K (§ 4, Nr. 7).J 

Zu jedem algebraischen Komplex C c K gibt es in K' den algebra
ischen Komplex t (C); C und t (C) sind Komplexe in III (K). Wir be
haupten nun: 

Sat z III. 1st z irgendein Z yklus in K, so ist j (z) C'V z in III (K) . 
Dieser Satz ergibt sich aus 
Sat z III'. ] edem algebraischen Komplex C' c K liifJt sich ein alge

braischer Komplex cr+ 1 = II (C') c III (K) so zuordnen, dafJ 

(4) Cr+1 = cr - j(C') - II(Cr) 

und 
(5) II(o) = 0 
ist. 

Es ist ersichtlich, daB der Satz III aus dem Satz III' folgt: Fur einen 
Zyklus z = cr ist nach (4) und (5) 

z - j(z) = C,+1. 
Beweis des Satzes III'. Wir orientieren jedes Simplex 

I x'l = I aho ah, ... ahr I c K durch die Festsetzung 

xr = (ahoah, ... ah,) , ho < hI < ... < hr; 

fur i=O,1," ... ,r ist 

IIi (xT ) = (bho ... bh, ahi ... ahr) 

ein orientiertes Simplex von lIt (K), falls die auftretenden bj und ale 
samtlich voneinander verschieden sind; andernfalls verstehen wir unter 

1 IIr(K) hangt nicht nur von K und f, 
sondern auch von der 
gewahlten Reihenfolge 
der Eckpunkte ab, wie 

121' 
bo bf 

Abb.17a. Abb.17b. Abb.17c. 

man sich an Hand der Abb. 17 a, b, c (die zugleich den anschaulichen Sinn 
der Prismenkonstruktion klarstellen) iiberzeugt. In Abb. 17 b ist b1 mit b2 = f (a2) 

identisch. 
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IIi (X') den N ullkomplex; sodann setzen wir 

II (x') = ~ (_1)i IIi (x'), 
i 

und fur jeden Komplex C' = 1: tU x~: 

(6) II(C') = C'+! = 1: tU II(x~). 

Wir haben zu zeigen, daB diese Komplexe II (C') die Behauptungen 
des Satzes III' erfilllen. Fur die Behauptung (5) ist dies klar; denn 
ist C' = 0, so sind alle tu = o. Es bleibt (4) zu beweisen. Die Pris
menbildung ist aber ebensQ wie die Randbildung offenbar linear, d. h. 
es ist 

es genugt also, die Behauptung (4) fUr ein einzelnes Simplex cr = x', 
also die Formel 
(4') (II(x,,))" = x, - t(xr) - II(xr) 
zu beweisen. 

Beweis der Formel (4'). Wir durfen x' = (ao . .. a,), t(xr) = y 
= (bo . . . b,) annehmen; wir setzen 

X~-l = (ao . .. ai-l ai+! ... a,), jX'+! = (bo • •• bj aj ... a.), 

und verstehen ferner unter jX~; und jXb, die Simplexe, die aus jXr+! 
bei Weglassung von ai bzw. bi entstehen. (Naturlich ist jedes der ge
nannten Simplexe, in dem ein Eckpunkt zweimal vorkommt, gleich 
Null zu setzen.) 

Da in jX'+! der Eckpunkt bj an der (f + i)-ten Stelle, der Eckpunkt aj 
an der (f + 2)-ten Stelle steht, ist 

j r 
(jX,+l)" = 2' (-1)i jXb, -1: (-1)i jX~, 

i~O i~j 

= (-1)j (jXb, - jX~) + 1: (_1)i jXb. -1: (-1)i jX;" 
i<j i>j 

und mithin, da II(xr) =2'(-1)i jXr+! istl, 
j 

(II(x'))" = ~(-1)j jXr+! = ~ jXbj - ~ jX;, + ~(-1)j (.1:< ~ _1)i jXb; -.2":>"~ -1)i jX;i) . 
1 1 1 1 " " 

Nun ist aber jX;, = 1+ 1 XbJ+ 1 ' OXbo = xr, rX;, = y', und daher 
1: jXb, - 1: jX;, = x, ~ y', und folglich 
i j 

(II(x'))" = x' - y' - ~[.1:> .(-1)i+j jX;;' -.1:< .(-1)i+j jxb;j. 
1 • 1 • 1 

Unsere Behauptung lautet: 

(II(x'))" = x, - y' - II(x'); 
, 

1 ~ bedeutet ~. 
j i~o 
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wir haben also nur noch zu zeigen, daB 

IIW) = ~[.1:> .(-1)i+j jX;; -.1:< .(-1)i+i jXbi] 
1 t 1 t 1 

ist. Da aber i' = 2' (_1)i xr- I und die Prismenbildung linear ist, ist 
i 

nur folgendes zu beweisen: 
i-I , 

II(xr-l) = 1: (-1)j jX;; -1: (-1)j jXbi' 
j=O j=i+l 

Nun ist unter Benutzung der oben eingefiihrten Bezeichnungen 

IIj (xr- 1) = jX;i fiir i = 0, 1, ... , i -1, 

IIj (xr- 1) = j+1Xbi fur i = i, i + 1, ... , r-1; 

da II(xr- 1) =1:(-1)jIIj (xr- 1) ist, folgt hieraus 
j 

i-I ,-I i-I , 

II(xr- 1) = 2'(-1)j jX;i + 2'(-1)j j+1Xbi = 2'(-1)j jX~i - 2' (-1)j jXbi' 
j=O j=i j=O i=i+l 

W.Z. b.w. 
Bemerkung. Aus dem Satz III ergibt sich ein einfacher Beweis 

des Sa tzes II a, indem man II, (I z Il direkt in G konstruiert. 

5. H-Simplexe. Definition. Ein absoluter Komplex heiBt ein 
Homologie-Simplex oder kurz "H-Simplex", wenn er 1) wenigstens ein 
nichtleeres Simplex enth1ilt, und wenn 2) in ihm jeder berandungs
fahige Zyklus (irgendeines Koeffizientenbereiches) berandet. 

Der Sa,tz b) in Nr. 1 zeigt: Die n-dimensionale Simplexhiille ist ein 
H-Simplex (n > 0). 

Ein nulldimensionaler Komplex ist offenbar dann und nur dann H-Simplex, 
wenn er aus einem einzigen Punkt besteht. Ein eindimensionales H-Simplex 
nennt man oft einen "Baum"; die Baume sind unter den eindimensionalen zu
sammenhangenden Komplexen dadurch ausgezeichnet, daB sie keinen geschlossenen 
Streckenzug enthalten. 

1m Kap. VI, § 2, werden wir beweisen: J ede simpliziale Zellenhiille (Kap. III, 
§ 1, Nr. 2) - d. h. jede simpliziale Zerlegung einer konvexen Zelle - ist ein 
H-Simplex1• 

6. Monozyklische Komplexe. Definition. 1st K' ein r-dimensio
naler absoluter Komplex, K' ein absoluter Teilkomplex von K', so 
heiBe K' "monozyklisch bis auf K"', wenn es in K' einen r-dimensio
nalen, ganzzahligen, von Null verschiedenen Relativzyklus X bis auf K' 
mit der Eigenschaft gibt, daB jeder r-dimensionale Relativzyklus in K' 
bis auf K' (eines beliebigen Koeffizientenbereiches) von der Form tX ist. 

K' dad leer sein; in diesem Fall heiBt K kurz "monozyklisch" 
(die Re1ativzyklen bis auf K' sind dann gew6hnliche Zyklen). 

1 Ein komplizierteres Beispiel findet man im "Anhang zu den Kap. IV, V, VI", 
Nr.14. 
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Wichtige (aber nicht die einzigen) Beispiele liefern die orientierbaren 
regular zusammenhangenden Komplexe Kr, wenn man unter K' den Kom
plex der singuHiren Seiten versteht (§ 5, Nr. 10). 

Den Relativzyklus X nennen wir "Basiselement" von Kr (bis 
auf K ' ). Wir behaupten zweierlei: 1) das Basiselement ist bis auf 
das Vorzeichen eindeutig bestimmt; 2) in jedem Relativzyklus tX 
(Koeffizientenbereich beliebig) ist t eindeutig bestimmt, d. h. aus 
[IX = t2 X folgt tl = t2 • 

Beweis von 1). Sind X und X' Basiselemente, so ist X' = tX, 
X = t' X' = t'tX mit ganzen t, t', also t't = 1, t' = t = ±1. 

Beweis von 2). Zu zeigen ist: aus tX = 0 folgt t = O. Es sei, wenn 
I xi I die r-dimensionalen Simplexe von I X I sind, X = ~ ai xi, ai =+= 0; 
aus tX = 0 folgt ait = 0 fUr jedes i. Hat das Element t die Ord
nung m, so ist daher ai = mbi mit ganzem bi fUr jedes i, also, wenn 
man "l)i xi = X' setzt, X = mX'; dann ist aber auch X' Basiselement 
von Kr, also nach 1): m = 1, d. h. t = O. 

7. H-Spharen. Definition. Ein n-dimensionaler absoluter Kom
plex K heiBt eine "n-dimensionale Homologie-Sphare" oder kurz eine 
HSn, wenn er die folgenden beiden Eigenschaften besitzt: 1. J eder be
randungsfahige r-dimensionale Zyklus (eines beliebigen Koeffizienten
bereiches) mit r < n berandet in K; II. er ist monozyklisch. 

Der Satz a) in Nr. 1 in Verbindung mit Nr. 6 des § 4 zeigt: der 
Simplexrand I in +1 I ist eine Hsn. 

1m Kap. VI, § 2, werden wir beweisen: J eder n-dimensionale simpliziale Zellen
rand (Kap. III, § 1, Nr. 2) - d. h. jede simpliziale Zerlegung des Randes einer 
(n + 1)-dimensio~alen konvexen Zelle - ist eine Hsn.l 

8. Drei Eigenschaften (IX), ({J), (y) eines absoluten Komplexes Kr 
relativ zu einem nichtleeren, absoluten Teilkomplex K' von K' sollen 
jetzt untersucht werden. 

(IX): In Kr berandet jeder hOchstens (r-1)-dimensionale, in K' jeder 
hOchstens (r - 2)-dimensionale berandungsfahige Zyklus. 

({J): ] eder hOchstens (r - 1 )-dimensionale Relativzyklus in K' bis 
auf K' berandet in K' bis auf K'. 

(y): ] eder hOchstens (r - 2)-dimensionale Z yklus in K ' , der in K' be
randel, berandet auch in K'. 

1m Hinblick auf ({J) erinnern wir an die Definitionen (§ 4, Nr. 14): Der 
algebraische Komplex C- c K' heiJ3t Relativzyklus bis auf K', wenn 
(;- Teilkomplex von K' ist; man sagt, der Relativzyklus CS berandet bis 
auf K ' , wenn es Komplexe DB+! C Kr, QB C K' so gibt, daJ3 

(7) 
ist. 

CS = DS+! + Q' 

1 Weitere Beispiele: Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 14, 17 sowie einige 
der Komplexe aus Nr. 15. 
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Wir behaupten nun erstens: 
Aus (<X) folgt ({3). 
In der Tat: (<X) gelte, und CB sei Relativzyklus in K' bis auf K', 

s <: r - 1. Cs ist ein hochstens (r - 2)-dimensionaler berandungsfahiger 
Zyklus in K'; infolge von (<X) gibt es einen von ihm berandeten Kom
plex QB in K': Q8 = GB. Dann ist CB - QB ein hOchstens (r - 1 )-dimen
sionaler Zyklus in K'; ist s > 1, so ist er von selbst berandungsfahig; 
ist s = 0, so kann man QO so wahlen, daB Co - QO berandungsfahig 
wird; aus (<X) folgt, daB CB - Q8 in K' berandet; d. h. es gibt einen 
solchen Komplex DB+l c W, daB (7) erfiillt wird. Folglich gilt ({3). 

Wir behaupten zweitens: 
Aus ({3) folgt (y). 
In der Tat: ({3) gelte, und es sei zB c K', zB = C8 +l, C8+l C K', 

s -:; r - 2; dann ist CB+l Relativzyklus bis auf K' mit s -.I-- 1 =:;;;: r - 1, 
also gibt es nach ({3) Komplexe DB+2 c K', Q8+l C K', die (7) - mit 
s + 1 statt s - erfiillen. Durch 'Obergang zu den Randern folgt 
aus (7): zB = G8+l = Q8+l. Folglich gilt (y). 

Bemerkung: Die Bedingung ((X) ist st!!.rker als (P). und die Bedingung (P) ist 
st!!.rker als (y). Beispiele: K2 sei ein ebener Kreisring (trianguliert), K' bestehe aus 
den beiden Randkreisen und einem Streckenzug. der die beiden Randkreise ver
bindet (alles in der simplizialen Zerlegung K2); dann gilt (P). aber nicht ((X). -
K2 sei wieder ein Kreisring. K'sei eine einzelne Strecke von K2; dann gilt (y). 
aber nicht (P). - Der Leser beweise diese Behauptungen (man vgl. Kap. V, 
§ 1, Nr.2). 

Zu ({3) sei noch bemerkt: Jeder Zyklus CB in K' ist a fortiori Relativ
zyklus bis auf K'; wenn ({3) gilt, so ist in (7), da DB+l Zyklus ist, auch 
QB Zyklus, und wir sehen: gilt ({3), so ist jeder hOchstens (r-1)-dimen
sionale Zyklus CS aus K' einem Zyklus QB aus K' homolog. 

9. Simplexartige Komplexe. Die Eigenschaft ({3) besitzt Ahn
lichkeit mit der Eigenschaft, durch welche die bis auf K' "monozykli
schen" Komplexe K' definiert worden sind: letztere handelt von den 
r-dimensionalen, ({3) von den niedrigerdimensionalen Relativzyklen bis 
auf K'. Wir nehmen jetzt beide Eigenschaften zusammen: Der r-dimen
sionale Komplex K' heiBe "simplexartig bis auf K"', wenn K' und ](' 
die Eigenschaft ({3) besitzen, und wenn auBerdem K' monozykli,ch 
bis auf K' ist. 

Man kann die Eigenschaft von K, bis auf K' simplexartig zu sein, 
auch folgendermaBen charakterisieren: Khat bis auf K' dieselben H 0-

mologie-Eigenschaften wie eine Simplexhulle 1 x 1 bis auf den Rand 1 x I. 
Gerade dies sind die Eigenschaften, die fUr die Anwendungen (Kap. VI, 
§ 1) ausschlaggebend sind. 

Bei der Definition der simplexartigen Komplexe setzen wir nicht 
voraus, daB K' nichtleer ist. Wenn aber K simplexartig bis auf 
den leeren Komplex K' ist, so ist ein aus einem einzigen Punkt von K' 
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bestehender nulldimensionaler Zyklus nicht ""'0 bis auf K'; da die 
Bedingung ({3) erfiillt ist, muB daher ° > r - 1, also r = ° sein. Da 
ferner KO monozyklisch (bis auf den leeren Komplex K') ist, kann KO 
offenbar nur aus einem einzigen Punkt bestehen. Andererseits ist der 
einpunktige Komplex KO offenbar "simplexartig bis auf den leeren 
Komplex". Somit sehen wir: 1st Kr simplexartig bis aut K', so ist 
entweder K' nichtleer oder es ist r = ° und KO besteht aus einem einzigen 
Punkt. 

10. Die folgenden Bedingungen sind bemerkenswert und praktisch 
brauchbar: 

Dafiir, dafJ W simplexartig bis auf K' ist, ist iede der Bedingungen (A) 
und (B) hinreichend: 

(A): Wist ein H-Simplex, K' ist eine Hsr-i. 
(B): Kr ist eine Hsr, K' ist hOchstens (r-1)-dimensional und ein 

H-Simplex. 
Beweis. Jede der Voraussetzungen (A), (B) enthalt die Eigen

schaft (1X) aus Nr. 8, und daher besteht, wie dort gezeigt wurde, auch 
die Eigenschaft ({3). Es bleibt zu zeigen, daB Kr monozyklisch bis 
auf K' ist. 

Fall (A): Da K' eine Hsr-l ist, gibt es in K' einen ganz
zahligen Zyklus zr-l =+= 0, so daB jeder (r-1)-dimensionale Zyk
Ius in K' von der Form tZr- 1 ist. Da Kr ein H-Simplex ist, 
ist zr-l ex> ° in Kr, es gibt also einen ganzzahligen Komplex xr mit 
j(r = zr-l; dabei ist X r =+= ° wegen zr-l =+= 0. 1st nun Cr Relativ
zyklus in Kr bis auf K', so ist (;r Zyklus in K', also (;r = tZr- 1 = txr; 
Cr - txr ist daher Zyklus und, weil Kr ein H-Simplex ist, ""'0, und, 
weil Kr r-dimensional ist, =0. Es ist also Cr = txr; folglich ist Kr 
monozyklisch bis auf K'. 

Fall (B): Da Kr eine Hsr ist, gibt es in Kr einen ganzzahligen Zy
klus zr =+= ° so, daB jeder r-dimensionale Zyklus in Kr von der Form tZr 
ist. Cr sei Relativzyklus bis auf K'; (;r ist berandungsfahiger Zyklus 
in K', also, weil K' ein H-Simplex ist, =0, und weil K' hochstens 
(r-1)-dimensionalist, = 0. Foiglich ist Cr gewohnlicherZyklus, Cr = tZr, 

und mithin ist Kr monozyklisch bis auf K'. 
Die einfachsten Beispiele zu (A) sind die r-dimensionalen Simplex

hiiUen Kr = / xr / mit K' = / i r /; zu (B) die Simplexriinder W = / i r+1/, 
wobei K' ein (nicht leeres) Simplex, z. B. ein Eckpunkt ist. 

1st K2 eine TorusfHlche, K' der aus einem Meridian und einem Breiten
kreis von K2 bestehende Streckenkomplex (alles in einer Triangulation von K2), 
so ist K2 simplexartig bis auf K', ohne daB einer der FaIle A und B vorliegt. 
(Der Leser beweise das selbst; vgl. Kap. V, § 1, Nr. 2.) 
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Gruppe Bg,;y. - 5. Die Gruppe B~,o3" - 6. Die Gruppe B~,S,(Kn). -
7. Homologie-Aquivalenz. - 8. Simpliziale Abbildungen. 
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modm. - 12, 13. Beispiele. - 14. Der Originalkomplex besitze keine Tor
sion. - 15. Der Bildkomplex besitze keine Torsion. - 16. Abbildungen 
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§ 1. Allgemeine Eigenschaften. 

1. Definition. Es seien ein Eckpunktbereich E und zwei Koeffizien
tenbereiche 0,0' (0 c 0') gegeben; dann zerfallt - gema13 Kap. IV, 
§ 4, Nr. 8 - die Gruppe Zfs (E) in Klassen von untereinander in bezug 
auf 0' homologen Zyklen, oder kurz: in r-dimensionale H omologieklassen 
(von E in bezug auf 0,0'). Diese Homologieklassen sind die Elemente 
der Restklassengruppe 

Bfs,~,(E) = Zfs(E) - H3,~,(E). 

Die Gruppe Bfs,~,(E) hei13t die r-te oder r-dimensionale Bettische 
Gruppe von E in bezug aut die Koellizientenbereiche 0 und 0'. 1st 
0' = 0, so schreibt man einfach Bfs (E) statt B&, ~ (E) und spricht von 
der Bettischen Gruppe in bezug auf 0. 1 

1 Bis auf die einzige - allerdings wichtige - Ausnahme 0 = @, 0' = ffi 
wird bei allen Anwendungen 0' = 0 sein. 
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Die Gruppen B5.:;y(E) mit r = 0, 1, ... treten als direkte Summanden 
der "gemischten" Bettischen Gruppe 

B3•3,(E) = Z3(E) - H'J.3,(E) 

auf; die gemischten Bettischen Gruppen werden wir aber nur selten 
benutzen. 

Zwei Spezialisierungen der Eckpunktbereiche verdienen hervor
gehoben zu werden: 

1) E ist der von dem absoluten Komplex K erzeugte Eckpunkt
bereich; dann schreibt man B5.'J' (K) statt B5.'J' (E) und spricht von 
den Bettischen Gruppen des Komplexes K. 

2) E ist der Eckpunktbereich einer offenen Menge G eRn. In 
diesem Faile schreibt man B5.'J' (G) statt Bfy.'J' (E) und spricht von 
den Bettischen Gruppen von G. 

2. Beispiele. Die gegenwiirlige Nummer hat einen vorlaufigen Charakter -
ihr Inhalt ist in allgemeineren Tatsachen enthalten, die im "Anhang zu den Ka
piteln IV, V, VI" zusammengestellt sind; erst an der dortigen Stelle ist eine 
einigermaBen systematische Darstellung von Beispielen moglich. Jedoch diirften 

o C' bereits im Augenblick einige Bei-
~----::_-----:::;:o'\"----:::;;1 spiele und Anleitungen zur Bildung 

.~~--~~----~~----~B 
A 

Abb.18. 

weiterer Beispiele erwiinscht sein. 
K sei der durch Abb. 18 gegebene 

(aus 18 Dreiecken bestehende) zwei
dimensionale Komplex. Zunachst 
wird behauptet: 

Hilfssa tz. In Kist jeder ein
dimensionale Zyklus z <XJ o. (Enthal
ten in Kap. VI, § 2, Satz VIII.) 

Beweis (Andeutung). Fiir jede orientierte Strecke x von K, we1che in 
Abb. 18 horizontale oder diagonale Richtung hat, verstehen wir unter z(x) den 
folgenden einfach geschlossenen und einfach durchlaufenen Streckenzug: 1) die 
Strecke x, 2) die Senkrechte hinunter bis auf AB. 3) die Projektion von -x auf AB, 
4) die Senkrechte hinauf bis zum Anfangspunkt von x. 1st nun z = 1:tixi der 
gegebene Zyklus (wobei die Xi irgendwe1che Strecken von K sind), so bilden wir 
den Zyklus z' = z - "I,' Ii z (Xj) , wobei 1:' iiber die horizontal und diagonal ge
richteten Strecken zu bilden ist; da offenbar jeder Zyklus z(x) der Rand eines 
aus Dreiecken von K gebildeten Rechteckes oder Trapezes ist (vgl. Kap. IV, § 5, 
Satz IX), ist z<XJz'; nun enthalt aber der Zyklus z' hochstens noch vertikale und 
so1che horizontale Strecken. die auf AE liegen; man erkennt leicht (mit Hilfe 
von z' = 0), daB dann z' = 0 sein muB. Folglich ist z <XJ O. -

Jetzt erzeugen wir aus dem Rechteck ABCD in bekannter Weise einen Kom
plex T, der eine Triangulation einer "Torusflache" ist: wir heften den Strecken-

-+ -+ -+ 
zug AB mit dem Streckenzug DC und den Streckenzug AD mit dem Strecken

-+ 
zug BC zusammen. Aus jedem dieser beiden Paare von Streckenziigen entsteht 
in T ein eindimensionaler Zyklus Z1 bzw. Z2' 

Wir wollen die Gruppe B/»(T) bestimmen. Es sei z ein beliebiger eindimen
sionaler ganzzahliger Zyklus von T; unter Cl verstehen wir den Komplex der
jenigen, mit denselben Koeffizienten wie in z versehenen Simplexen von 1 z I, we1che 
nicht auf 1 z11 + 1 zzl liegen, und den entsprechenden Komplex in K bezeichnen 
wir mit CA. Aus z = 0 ergibt sich: CA ist Teilkomplex des Randkomplexes K 
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des Rechtecks ABCD; da C~ berandungsfahig und K. zusammenhangend ist, 
folgt aus Kap. IV, § 5, Nr. 5: C~ <Xl 0 auf K, d. h. es gibt einen algebraischen 
Teilkomplex D~ von K mit D~ = (;~. Dann ist q - D~ Zyklus, und aus unserem 
"Hilfssatz" folgt: q - D~ <Xl 0 in K, d. h. es gibt einen Teilkomplex q von K 
mit C~ = q - D~; dann ist q - C~ = m Teilkomplex von K. [Mit anderen 
Worten - vgl. Kap. IV, § 4, Nr. 14 -: der Relativzyklus q (bis auf K) ist ""'0 
bis auf K.J Bezeichnen wir den C~ entsprechenden Teilkomplex von T mit C2, 
so liegt der Teilkomplex C1 - (;2 von T auf [Zl [ + [Z2 [; das gleiche gilt infolge 
der Definition von C1 fiir den Komplex Z - Ct, und daher gilt es auch fiir den Zyklus 
z' = Z - (;2. Damit haben wir zu dem gegebenen Zyklus Z einen Zyklus z' mit 
z <Xl z', z'c [Zl[ + [Z2[ gefunden. 

Da Zl und Z2 die regularen Komponenten von I zl [ + ! z21 sind, folgt aus 
Kap. IV, § 5, Nr.8 und Nr. 10: z' = t1 Zl + t2 z2 , also 

(1) 

Wir behaupten: Durch Z sind die Koeffizienten t1, t2 in der Homologie (1) 
eindeutig bestimmt. Diese Behauptung ist mit der folgenden gleichwertig: Aus 
t1zl + t2z2 "'" 0 Jolgt t1 = t2 = o. 

Beweis dieser Behauptung: Die Homologie t1zl + t2z2 <Xl 0 bedeutet die Exi
stenz eines Komplexes C2 C T mit (;2 = t1 zl + t2 z2 ; ihm entspricht in K ein 
Komplex q mit (;~ C K. Nach Kap. IV, § 5, Nr. 10 ist C~ = tq, wobei q 
Reprasentant einer Orientierung von Kist, also (;~ = tzo' wobei Zo = (;~ den 
einmal durchlaufenen, einfach geschlossenen Rand des Rechtecks ABCD be
zeichnet. Verstehen wir unter f die zugrunde liegende simpliziale Abbildung von Ii. 
auf T, so ist f(q) = C2, also (Kap. IV, § 3, Nr. 7) f(tzo) = t1zl + t2z2; da aber, 
wie sich aus der f definierenden Randzusammenheftung des Rechteckes ergibt, 
f(zo) = 0 ist, ist auch t1z l + t2z2 = o. 1st nun Xi ein eindimensionales Simplex 
von Zl' so tritt es in Zl mit dem Koeffizienten ± 1, in Z2 mit dem Koeffizienten 0, 
also in t1zl + t2Z2 mit dem Koeffizienten ±t1 auf; folglich ist tl = 0; analog 
folgt t2 = o. 

Damit ist bewiesen: J eder Zyklus z erfiUlt eine und nur eine H omologie der 
Gestalt (1). Mit anderen Worten: Jede Homologieklasse enthll.lt einen und nur 
einen Zyklus t 1 zl + t2z2' und dies ist offenbar nur ein anderer Ausdruck fiir das 
folgende Ergebnis: 

Die Gruppe B~ (T) ist direkte Summe zweier Gruppen, von denen iede mit ~ 
isomorph ist; 

(2) B~(T) = (W + (W', ~'~ @IN ~ @I. -

Ein zweites, lI.hnliches, Beispiel: Man hefte an dem Rechteck in Abb.18 
~ ~ ---+---+ 

wieder AB mit DC;, auBerdem aber AD mit CB zusammen; es entsteht ein Kom-
plex T', der eine Triangulation des "Kleinschen Schlauches" ist. Wir wollen 
B~(T') bestimmen. 

Zunachst ergibt sich wortlich ebenso wie vorhin, daB jeder eindimensionale 
Zyklus z von T' eine Homologie (1) erfiillt. Jedoch ist jetzt das Zahlenpaar t1, t 2 

nicht mehr eindeutig durch z bestimmt. Vielmehr gilt jetzt: Es ist dann und nur 
dann t1z1 + t2Z2 <Xl 0, wenn tl = 0, t2 == 0 mod 2 ist; dabei sei Z2 der Zyklus, 

...... ...... 
der aus AD und CB entsteht. Dies ergibt sich, wenn man den obigen Beweis 
verfolgt und dieselben Bezeichnungen benutzt, daraus, daB jetzt nicht f(zo) = 0, 
sondern f (zo) = 2z2 ist. So mit erkennt man: J eder Zyklus z erfiUlt eine H omo
logie (1); in ihr ist die ganze Zahl t1 eindeutig, die ganze Zahl t2 iedoch nur mod 2 
bestimmt: und dies bedeutet offenbar: 
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Die Gruppe B~ (T') is.t direkte Summe zweier Gruppen, von denen die eine mit ®, 
die andere mit ®2 isomorph ist: 

(2') 

Wenn wir keine Zusammenheftung von AB und CD, sondern nur eine Zu
sammenheftung von AD und BC vornehmen, so entsteht ein Komplex R, der, 

-->- -->- -->-
je nachdem wir AD mit BC oder mit CB zusammenheften, einen Kreisring oder 
ein Mobiussches Band darstellt. Aufgabe: Man zeige, daB in jedem der beiden 
Faile 

ist. -
In ahnlicher Weise kann man bereits jetzt die ubrigen Beispiele aus Nr. 10 

des "Anhanges zu den Kap. IV, V, VI" behandeln. 

3. Komponentenzerlegung. Aus Satz III in Kap. IV, § 5, Nr. 4, er
gibt sich ohne weiteres fUr die Gruppen B[i:;r (K) = Z3 (K) - H3,;J' (K): 

Satz 1. 1st K = KI + K 2, wobei die Komplexe KI und K2 keine 
gemeinsamen Elemente von einer Dimensionszahl ::2: r - 1 haben (aufJer 
- im Falle r = 0 - dem leeren Simplex), so gilt (bis auf lsomorphie) 
die direkte Summenzerlegung 

B3,:;dK ) = B3,'J' (KI) + B3,'J,(K2).1 

Hieraus folgt weiter 
Sa tz II. Die Bettischen Gruppen eines absoluten Komplexes (in 

bezug auf beliebige Koeffizientenbereiche S', S") sind (bis auf 1 somorphie) 
direkte Summen der entsprechenden Bettischen 2 Gruppen der einzelnen 
Komponenten von K. 

Denn erstens behalten der Satz lund sein Beweis ihre Gultig
keit, wenn man K nicht in zwei, sondern in eine beliebig endliche 
oder unendliche Anzahl von Komponenten zerlegt, zweitens gilt -
fUr den Fall, daJ3 die einzelnen Komplexe uberhaupt keine gemein
samen nichtleeren Elemente haben - die Behauptung des Satzes I fur 
jede Dimensionszahl. 

4. Die Gruppe B3,3" Durch den Satz II ist die Untersuchung der 
Bettischen Gruppen beliebiger Komplexe auf den Fall zusammenhan
gender Komplexe zuruckgefUhrt. Wenn es sich insbesondere urn null
dimensionale Bettische Gruppen handelt, so laJ3t sich diese Untersuchung 
bis zum letzten Ende durchfUhren. Es gelten namlich die folgenden 
Satze: 

Sat z III. Es sei ZO = .1: ti x~ ein beliebiger nulldimensionaler Zyklus 
des zusammenhiingenden Komplexes K. 1st a irgendein Eckpunkt von K 
und setzt man t = .1: ti, so ist 

ZO C'V ta in K (in bezug auf S"). 
1 Hier wie auch in den Nummern 4, 5 darf man ubrigens statt absoluter Kom

plexe auch beliebige Eckpunktbereiche betrachten. 
2 in bezug auf Dimensionszahl und Koeffizientenbereich. 
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Denn z - ta hat die Koeffizientensumme Null, und daher folgt 
die Behauptung aus dem Zusatz zu Satz IV, Kap. IV, § 5. 

Aus dem eben zitierten "Zusatz" ergibt sich weiter: der Koeffizient t 
in der Homologie (3) ist durch ZO eindeutig bestimmt; daher folgt aus 
Satz III: 

Sat z III a . 1st K zusammenhiingend, so ist bei beliebiger Wahl 
der Koeffizientenbereiche S und S' die Gruppe B&,;y (K) mit S iso
morph. 

Fur beliebige (nicht notwendig zusammenhangende) Komplexe folgt 
hieraus und aus dem Satz II unmittelbar: 

Satz IV. Die Komponentenzahl des absoluten Komplexes K sei k. 
Die Koeffizientenbereiche S und S' ::> S seien beliebig gewiihlt. Dann ist 
die Gruppe B~,:;f (K) direkte summe von k Gruppen, von denen jede der 
Gruppe S isomorph ist. 

Ferner gilt der 
Zusatz. Es seien K I , K 2 , •.. die Komponenten von K. 1st ay ein 

beliebiger Eckpunkt von Ky und ZO = ~ti x7 ein nulldimensionaler Zyklus 
von K in bezug auf S, so gilt 

(in K, in bezug auf S), 

wobei ~Tv=~ti ist (und zwar ist TY gleich der Koeffizientensumme des 
auf Ky liegenden T eiles ze von ZO). 

Urn sich davon zu uberzeugen, genugt es, den Satz III auf jeden der 
Zyklen ze anzuwenden. 

Bemerkung. Durch den Satz IV ist, mit Rucksicht auf Kap. IV, 
§ 5, Nr. 3, die topologische Invarianz der nulldimensionalen Bettischen 
Gruppen eines Polyeders bewiesen. 

5. Die Gruppe Bg,os" Die Gruppe der berandungsfahigen null
dimensionalen Zyklen des Komplexes K bezeichnen wir mit ~o (K) , 
wobei S der jeweilige Koeffizientenbereich ist. Die Restklassengruppe 
Z&O (K) - H~,;)', (K) bezeichnen wir mit B&~~, (K) und beweisen den 

Satz V. Die Gruppe B~~~,(K) ist direkte summe von Gruppen, die 
siimtlich mit S isomorph sind und deren A nzahl um 1 kleiner ist als die 
Komponentenzahl von K. 

Der Beweis ist angesichts des Satzes IV in folgendem allgemeineren 
gruppentheoretischen Satze enthalten: 

l)Xo sei direkte summe von s mit S isomorphen Gruppen, also die Gruppe der 
8 

Linearformen ~ ti Xi in den U nbestimmten Xi, wobei die ti dem Koeffizienten
i=l 

bereich S entnommen sind. Die U ntergruppe l)Xoo von l)Xo, die aus allen Elemen-
ten von I)X0 mit verschwindender Koeffizientensumme (~ti = 0) besteht, ist 

i 
direkte Sum me von s - 1 mit S isomorphen Gruppen (d. h. l)Xoo ist iso-

8 

morph mit der Gruppe U der Linearformen ~ ti Xi)' 
i=2 

Alexandroff·Hopf, Topologie 1. 14 
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S 

Urn diesen Satz zu beweisen, ordnen wir jedem Element Z = .2 t i Xi 
S i=l 

von moo das Element f (z) = L ti Xi von U zu. Diese Zuordnung 
i=2 8 

ist eine homomorphe Abbildung von moo auf U; denn ist Zl = Lui Xi 

ein beliebig gegebenes Element von U, so wird das Element i=2 

.. 
Z = -:-2: ui . Xl + Zl 

i=2 

von moo mittels f auf Zl abgebildet. 
Urn zu zeigen, daB f ein Isomorphismus ist, genugt der Nachweis, 

daB nur das Nullelement von mo vermoge f auf Zl = ° abgebildet wird. 
1st Zl = 0, also u2 = ... = US = ° und f(z) = Zl' so mussen X 2 , ... , x. 
in Z mit denselben Koeffizienten wie in Zl' also gar nicht auftreten. 
Da aber die Koeffizientensumme in Z verschwindet, muB auch Xl in Z 

den Koeffizienten Null haben, d. h. z = ° sein, w. z. b. w. 
6. Die Gruppe B3.3,(Kn ). Wir betrachten einen n-dimensionalen 

Komplex Kn. Dann erlaubt die n-dimensionale Bettische Gruppe 
eine weitgehende Beschreibung. Fur r> n ist namlich die Gruppe 
LfJ(K) = 0, also ist insbesondere auch H3,3,(K) = ° bei jeder Wahl 
von 0 und 0'. So mit gilt 

Sa tz VI. Fiir einen n-dimensionalen Komplex K n und beliebige 
Koeffizientenbereiche 0, 0' (0 c 0') ist 

B3, 3' (Kn) = Zs (Kn) . 

Man kann den Inhalt des Satzes VI auch so ausdrucken: Homo
logien zwischen n-dimensionalen Zyklen eines n-dimensionalen Kom
plexes sind nichts anderes als Gleichungen (vgl. Kap. IV, § 4, Nr. 13). 

Benutzen wir den Satz VI noch zur Bestimmung der n-ten Betti
schen Gruppen des n-dimensionalen Simplexrandes [xn+l[: der Satz lehrt 
in Verbindung mit Kap. IV, § 4, Nr.6, daB 

B3,3,([xn+I [) f'::I 0 (n::> 1), 

ist. 
B3,3,([xlll f'::I 01 + 02 (01 f'::I 02 f'::I m 

7. Homologie-Aquivalenz. Diejenigen Eigenschaften eines Eck
punktbereiches E, die sich in der Struktur seiner Bettischen Gruppen 
ausdrucken, zahlen wir zu den wichtigsten "gestaltlichen" Merkmalen 
von E; Eckpunktbereiche, die in diesen Merkmalen ubereinstimmen, 
besitzen eine gewisse Verwandtschaft miteinander, fur die wir eine 
besondere Benennung einfiihren: Die Eckpunktbereiche A und B sind 
einander "homologie-iiquivalent" in bezug auf 0,0', wenn fur jede Di
mensionszahl r die Isomorphismen 

BfJ,3,(A) ~ BfJ,3' (B) 

bestehen. Sind A und B homologie-aquivalent in bezug auf iedes Paar 
von Koeffizientenbereichen 0,0' me 0'), so heiBen sie "vollstiindig 
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homologie-aquivalent". Es ist trivial, daB isomorphe Eckpunkt bereiche 
vollsHindig homologie-aquivalent sind. 

Entsprechend den Festsetzungen in Nr. 1 ist die Bezeichnung 
"homologie-aquivalent" auch auf Komplexe und auf offene Mengen des 
Rn anwendbar. 

Beispiele. 1) Ein Komplex ist dann und nur dann ein H-Simplex 
(Kap. IV, § 6, Nr. 5), wenn er einer Simplexhiille (beliebiger Dimension 
?: 0) vollstandig homologie-aquivalent ist (vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 1, b). 

2) Ein n-dimensionaler Komplex ist dann und nur dann eine HSn 

(Kap. IV, § 6, Nr. 7), wenn er dem Simplexrand I xn+1 ! vollstandig ho
mologie-aquivalent ist (vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 1,a). 

3) Kreisring und Mobiussches Band (Nr. 2) sind einem Dreiecksrand 
! x2 [, also auch jeder HSl, vollstandig homologie-aquivalent. (DaB in 
dies en Fal1en B'3, ~r(K) = 0 ist, folgt aus Kap. IV, § 5, Satz VIII b.) 

8. Simpliziale Abbildungen. Sa tz VII. Eine simpliziale Abbildung 
des Eckpunktbereiches A in den Eckpunktbereich B ruft einen Homo
morphismus samtlicher Bettischen Gruppen von A in die entsprechenden 
Bettischen Gruppen von B hervor. 

(Unter den "entsprechenden" Bettischen Gruppen verstehen wir 
dabei natiirlich solche mit gleicher Dimensionszahl und denselben 
Koeffizien ten bereichen. ) 

Der Satz ergibt sich einfach aus Kap. IV, § 4, Nr. 3 und Nr. 11, 
sowie Nr. 7 des Anhanges I. 

Der Homologie-Aquivalenz von Eckpunktbereichen entspricht ein 
ahnlicher Begriff fUr simpliziale Abbildungen, der durch den Satz VII 
nahegelegt wird: Die simplizialen Abbildungen fund g des Eckpunkt
bereiches A in den Eckpunktbereich B heiBen von demselben "Homo
logie - Typus" oder auch kurz "einander homolog" in bezug auf 0, 0', 
wenn sie fUr jede Dimensionszahl r dieselben Homomorphismen von 
B5,3' (A) in B5,3' (B) hervorrufen, mit anderen Worten: wenn fUr jedcn 
Zyklus z c A die Homologie 

f (z) <Xl g (z) (in B in bezug auf 0') 

gilt. Sind fund g einander homolog in bezug auf iedes Paar 0, 0', 
so heiBen sie einander "vollstandig homolog". 

Auch diese Bezeichnungen konnen wir wieder statt auf Eckpunkt
bereiche direkt auf Komplexe oder offene Mengen anwenden. Be
schaftigen werden wir uns spater mit den Homologie-Typen der simpli
zialen Abbildungen eines endlichen Komplexes in einen anderen. 

§ 2. Die ganzzahligen und die rationalen Bettischen Gruppen. 
1. Bettische Zahlen. Der Rang der Gruppe B@ (E) heiBt die r-te 

oder r-dimensionale Bettische Zahl des Eckpunktbereiches E; sie wird 
mit pr (E) bezeichnet; pr (E) kann endlich oder unendlich sein. 

14* 
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Aus § 1, Satz IV, folgt 
Sa tz I. Die nuZZte Bettische Zahl po (E) eines Eckpunktbereiches l E 

ist gleich der Komponentenzahl von E; 
und aus § 1, Satz VI: 

Sa tz II. Die n-te Bettische Zahl pn (Kn) eines n-dimensionalen Kom
plexes ist der Rang der Zyklengruppe Z@(Kn). 

Beispiele (vgl. § 1, Nr. 7 und Nr. 2): 1) Fur jede SimplexhUlle 
(und daher auch fUr jedes H-Simplex) ist pr = 0 (r::::=: 1), po = 1. 

2) Fur die Simplexrander !xn+I! (und daher auch fUr jede Hsn) 
ist pr = 0 (0 =f= r =f= n) sowie po = pn = 1, falls n:> 1, und pn = 2, falls 
n = 0 ist. 

3) Fur den triangulierten Torus (§ 1, Nr. 2) ist pI = 2, p2 = 1; fUr 
den Kleinschen Schlauch: pI = 1, p2 = 0; fUr Kreisring und Mobius
sches Band: pI = 1, p2 = O. (Wegen der Bestimmung von p2 beachte 
man Kap. IV, § 5, Nr. 11.) 

2. Torsionsgruppen. Die Elemente endlicher Ordnung in B@ (E) 
bilden - wie in jeder Abelschen Gruppe - eine Untergruppe; sie heiBt 
die r-te Torsionsgruppe yr (E) von E. 1st sie von Null verschieden, so 
sagt man: E besitzt r-dimensionale Torsion. 

Auf Grund des Satzes IV, § 1, enthalt die Gruppe B&(E) niemals 
ein von Null verschiedenes Element endlicher Ordnung; dasselbe gilt 
auf Grund des Satzes VI, § 1, von der Gruppe B@(Kn) eines n-dimen
sionalen Komplexes. Daher gelten die beiden folgenden Satze: 

Sa tz I'. Kein Eckpunktbereich besitzt nulldimensionale Torsion. 
Sa tz II'. Ein n-dimensionaler Komplex besitzt niemals n-dimensio

nale Torsion. 
Korollar. Ein hachstens eindimensionaler Komplex besitzt keine 

Torsion. 
In den in Nr. 1 genannten Beispielen besitzt nur der Kleinsche 

Schlauch Torsion: fUr ihn ist TI ~ @2' 

Bemerkung. Es gilt der Satz: Kein Euklidischer Komplex des R3 
und auch kein Komplex, der die Simplizialzerlegung eines krummen 
Polyeders im R3 ist, besitzt Torsion (Beweise im Kap. X, § 1, Nr. 10 
und Kap. XI, § 3, Nr. 12). Daher ist es erklarlich, daB der Begriff 
der Torsion unserer Anschauung Schwierigkeit macht. -

1st zr ein ganzzahliger Zyklus von E, so versteht man unter seiner 
Ordnung die Ordnung der ihn enthaltenden ganzzahligen Homologie
klasse, als Element der Gruppe B@(E) betrachtet. Offenbar haben die 
schwach berandenden Zyklen 2, und nur diese, eine von Null verschiedene 
Ordnung; unter diesen Zyklen sind die stark berandenden durch die 
Ordnung Eins ausgezeichnet. Mit anderen Worten: Die Homologie
klassen der schwach berandenden Zyklen sind die Elemente von yr, 

1 V gl. FuBnote 1 auf S. 208. 
2 Vgl. Kap. IV, § 4, Nr. 10. 



§ 2. Die ganzzahligen und die rationalen Bettischen Gruppen. 21 3 

die Homologieklasse der stark berandenden ist das Nullelement von T'. 
Daher entsteht, wenn man jedem schwach berandenden Zyklus seine 
Homologieklasse zuordnet, ein Homomorphismus der Gruppe H@, i)t der 
schwach berandenden Zyklen auf die Gruppe T', dessen Kern die 
Gruppe H@ der stark berandenden Zyklen ist (vgl. Kap. IV, § 4, Nr.10). 
Infolge des N oetherschen Homomorphiesatzes (Anhang I, N r. 9) gilt daher 

Sat z III. Die Struktur der Torsionsgruppe T' (E) kann auch durch 

T' (E) ~ H@, i)t (E) - H@ (E) 
erkliirt werden. 

3. Die Gruppen B~. Die Restklassengruppe 

BS(E) = B@(E) - T(E) 

enthalt auBer dem Nullelement kein Element endlicher Ordnung; dies 
folgt daraus, daB die Gruppe T' (E) infolge ihrer Definition Unter
gruppe mit Division von B@(E) ist (Anhang I, Nr. 5). Man nennt B~ (E) 
die "Bettische Gruppe mod 0". 

Wir behaupten nun, daB Bo (E) mit B@,i)t(E) isomorph ist. Urn das 
zu beweisen, betrachten wir diejenige homomorphe Abbildung der 
Gruppe Z@ - das Argument E lassen wir als selbstverstandlich weg -
auf die Gruppe B@, die jedem Zyklus zr c Z@ die ihn enthaltende 
ganzzahlige Homologieklasse, die ja Element von B@ ist, zuordnet, 
und wir fragen, welche z" c Z@ dabei auf die Elemente von F ab
gebildet werden. Dies ist fUr z' dann und nur dann der Fall, wennz' 
schwach berandet, d. h. wenn Zr C H@,i)t ist. Folglich besteht nach dem 
"allgemeinen" N oetherschen Homomorphiesatz (Anhang I, Nr. 9) der Iso
morphismus 

Die links stehende Gruppe ist aber B@, i)t, die rechts stehende B~; 
damit ist die Behauptung bewiesen. - Wir fassen zusammen: 

Satz IV. Die GruppenB@,i)t(E) und Bb(E) = B@(E) - F(E) sind 
isomorph; sie enthalten aufJer dem Nullelement kein Element endlicher 
Ordnung; ihr Rang ist P' (E) .1 

4. Endliche Komplexe. Von nun an bis zum Ende dieses Paragra
phen ist K ein endlicher n-dimensionaler Komplex. Das Argument K in 
den Symbolen B& (K), L& (K), P& (K) usw. lassen wir weg, da kein MiB
verstandnis moglich ist. 

Die Gruppe L@ hat endlichen Rang, und zwar ist er gleieh der An
zahl IX' der r-dimensionalen Simplexe von K; folglieh haben aueh die 
Untergruppe Z@ von L@ und deren Restklassengruppe B@ endliehe 
Range (Anhang I, Nr. 31, Korollar); daher gilt 

Satz Va. Die Bettischen Zahlen sind endlich. 

1 T' hat als Gruppe mit lauter Elementen endlicher Ordnung den Rang 0, 
also hat (Anhang I, Nr. 32) die Gruppe B~ = B~ - T' denselben Rang wie B~j' 
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Aile Gruppen Z(is, B(is, B~, TT besitzen endliche Erzeugendensysteme, 
weil L(is ein solches in Gestalt der Simplexe xi besitzt (Anhang I, Nr. 37); 
da B~ nach Satz IV auBer dem Nullelement kein Element endlicher Ord
nung enthalt und den Rang pr hat, gilt daher (Anhang I, Nr. 43): 

Satz Vb. Die Bi; sind jreie Gruppen mit pT Erzeugenden. 
Da, wie schon gesagt, auch P von endlich-vielen ihrer Elemente 

erzeugt wird, und da diese samtlich endliche Ordnungen haben, gilt 
ferner 

Sa tz V c. Die Torsionsgruppen P sind endlich. 
Aus Nr. 43 des Anhanges I folgt 
Sat z V d. B(is ist direkte Summe der Torsionsgruppe P und einer 
mit B~ isomorphen - jreien Gruppe mit pT Erzeugenden. 
Darin ist enthalten: 
Satz Ve. Die Struktur der Bettischen Gruppe B(is ist durch die 

Bettische Zahl pr und die Torsionsgruppe P vollstandig bestimmt. 
Nun ist P, wie jede endliche Abelsche Gruppe, vollstandig durch 

ihre Elementarteiler bestimmt (Anhang I, Nr. 55); man nennt diese Ele
men tarteiler die r-dimensionalen T orsionskoejjizienten von K; daher 
kann man die Struktur von B(is auch durch rein numerische Angaben 
vollstandig beschreiben, namlich durch die Angabe erstens der Betti
schen Zahl und zweitens der Torsionskoeffizienten. Wir werden aber 
weder hiervon noch von den Torsionskoeffizienten iiberhaupt Gebrauch 
roachen. 

5. Die Euler-Poincaresche Forme!. Die Untersuchung der ganz
zahligen Bettischen Gruppen fiihrt zu einer beriihmten Identitat, die 
den elementaren Eulerschen Polyedersatz verallgemeinert: Unter der 
Eulerschen Charakteristik des Komplexes K versteht man die Zahl 

n 

X (K) = 2:' ( -1 r <xr , 
r~O 

wobei (x,T die Anzahl der r-dimensionalen Simplexe von Kist; die Iden
titat, urn die es sich handelt, ist die sog. Euler-Poincarische Formel 

n 
(1 ) X(K) = 2:'(-1)rpr. 

r~O 

Urn sie zu beweisen, bemerken wir: Wenn wir jedem r-dimensio
nalen ganzzahligen Komplex von K seinen Rand zuordnen, so ent
steht offenbar eine homomorphe Abbildung von L(is auf H(is-l; dieser 
Homomorphismus hat als Kern die Gruppe Z(i,; daher sind nach dem 
Noetherschen Homomorphiesatz die Gruppen L(is - Z(is und H"(y,-l iso
morph; sie haben also gewiB denselben Rang, d. h. - wir nennen den 
Rang einer Abelschen Gruppe A immer e(A) - es gilt 

e (L"(y, - Z"(y,) = e (H@-l) ; 
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da Lrs den Rang IX' hat, folgt hieraus auf Grund der Additivitat der 
Range (Anhang I, Nr. 32): 

(2) 1X'=e(Z@)+e(H@-l). 

Andererseits liefert die Additivitat der Range, angewandt auf 
B@ =Z@ - Hrs: 
(3) pr = e (Z@) - e(Hrs) . 

Die Beziehungen (2) und (3) gelten fUr aIle r; dabei beriicksichtige 
man, daB Hfi/ und H@ Null sind, daB also e (H"0/) = 0, e (H@) = 0 ist. 
Multipliziert man nun sowohl (2) als auch (3) mit (-1)' und summiert 
dann iiber r von 0 bis n, so ergibt sich die Behauptung (1). 

Korollar zur Euler-Poincareschen Formel: Komplexe K 1 , 

K 2 , die fur jede Dimensionszahl gleiche Bettische Zahlen haben: pr (K1) 

= pr (K2) , haben auch gleiche Eulersche Charakteristiken: X (Kl) = X (K2). 
Die Voraussetzung dieses Korollars ist insbesondere erfiillt, wenn 

Kl und K2 homologie-aquivalent in bezug auf @ sind; wir werden 
nachher (Nr. 10) sehen, daB die Gleichheit der Bettischen Zahlen bereits 
mit der Homologie-Aquivalenz in bezug auf ffi identisch ist (und daB 
diese schwacher ist als die Homologie-Aquivalenz in bezug auf @). 

Ein H-Simplex hat die Bettischen Zahlen po = 1, pr = 0 fUr 
r >- 1 (Nr. 1); folglich: jedes H-Simplex hat die Charakteristik +1. 

Ferner gilt - und dies ist eine der moglichen Verallgemeinerungen 
des Eulerschen Polyedersatzes -: Jede Hsn [aUgemeiner: jeder beliebig
dimensionale, mit dem Simplexrand j xn+lj homologie-iiquivalente Komplex 
(in bezug aUf @)] hat die Charakteristik + 2 oder 0, je nachdem n ge
rade oder ungerade ist. 

Urn dies zu beweisen, haben wir zwei Moglichkeiten: Erstens ist fUr 

den Simplexrand j xn+1j, wie man leicht verifiziert, IX' = (~:+: 7); dann 
ist nach dem binomischen Satz 

0= (1 - 1)n+2 = 1 - X(jxn+1j) + (_1)n+2, 

also X(jxn+1 j) = 1 + (-1)n. 
Zweiter Beweis: Aus den Werten fUr die Bettischen Zahlen von j xn+lj 

(Nr. 1) ergibt sich L(-1)'pr = 1 + (-1)n, also nach der Euler-Poin
careschen Formel: X(jxn-flj) = 1 + (_1)n. 

Wir werden auf die Verallgemeinerungen des Eulerschen Polyeder
satzes in Kap. VI, § 1, Nr. 11, 12, zuruckkommen. 

6. Kanonische Basen. Die orientierten Simplexe xi bilden eine Basis 
der Gruppe Lrs (K) = Lrs, d. h.: jedes Element von L@ laJ3t sich auf eine 
und nur eine Weise als line are Verbindung der xi darstellen. Fur viele 
Zwecke ist die Verwendung anderer Basen praktischer, die wir jetzt 
einfUhren und als "kanonisch" bezeichnen werden. 

Die Zyklengruppe Zrs ist Untergruppe mit Division von L@; denn 
aus ZT c L,@, azT c Z@ folgt (az')' = azT = 0, also ZT = 0, ZT C Z:i;. 
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Daher gibt es (Anhang I, Nr. 45) eine Untergruppe vr c L@, so daB LiM 
die direkte Summe 
(4) L@ = Z@ + vr 
ist. 

Wenden wir Nr. 24 des Anhanges I auf die GruppeZ@ und ihre Unter
gruppe H@ an, so erhalten wir eine Basis von Z@, die aus drei verschie
denen Arten von Elementen besteht: Elementen ui, zi und Zi, so daB 
die ui und zi zusammen eine Basis in R@ = H@, ffl' die ui und Ii zi, wo
bei Ii gewisse ganze Zahlen > 1 sind, zusammen eine Basis in H'@ bilden 
(die ui und die Ii zi sind also Winder, die zi Randteiler); die Anzahl p1 
der Zi ist der Rang der Gruppe Z'@ - H'@ = B'@, und B'@ ist direkte 
Summe von pr freien zyklischen und von endlichen zyklischen Gruppen 
der Ordnungen Ii; die direkte Summe dieser endlichen Gruppen ist die 
Torsionsgruppe T1 (vgl. Satz III). Solche ui', zi, Zi bilden eine Basis 
von Z@, und zwar eine kanonische Basis von Z@; die ui, Ii zi bilden die 
zugehOrige kanonische Basis von H@. 

Bilden wir, wie in Nr. 5, L'@ dadurch homomorph auf H®-l ab, daB 
wir jedem Komplex seinen Rand zuordnen, so wird, da Z@ der Kern 
dieses Homomorphismus ist, die durch (4) erkliirte Gruppe VT isomorph 
auf H@-l abgebildet. Einer in der eben besprochenen Weise eingefiihrten 
kanonischen Basis ui-l, li-1 zi-1 in H'@-l entspricht vermoge dieses 
Isomorphismus eine Basis vi, yi in vr so, daB 

(5) 
(6) 
ist; diese vi und yi bilden definitionsgemii.B eine kanonische Basis von vr. 

Auf Grund von (4) bilden eine Basis von Z'@ und eine Basis von vr 
zusammen stets eine Basis von LQ,; eine auf diese Weise aus kanonischen 
Basen von ZQ, und VT zusammengesetzte Basis heiBt eine kanonische 
Basis von L'@; eine solche besteht also aus Elementen 

(7) 

und zwischen kanonischen Basen von LQ, und L'@-l gelten immer die 
Relationen (5) und (6). 

Wenn man, was zuweilen zweckma.Big ist, nicht die Gruppen L'@, 
Z@, ... einer festen Dimensionszahl r, sondern die gemischten Grup
pen L@, Z@, ... <betrachtet, die als die direkten Summen L@ = ~LQ,' 

1 

z@ = 2'z@, ... erkliirt sind, so versteht man unter kanonischen Basen 
r 

dieser Gruppen die Zusammenfassung kanonischer Basen der direkten 
Summanden. 

7. Homologiebasen. Aus der Definition der kanonischen Basis 
von Z'@ ist ersichtlich: Zwei Elemente 

~aiZi + ~biZi + ~ciui und ~a'iZi + ~b'izi + ~C'iUi' 
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von Z@ sind dann und nur dann kongruent modH(is, wenn die Glei
chungen und Kongruenzen 

ai = a'i, bi == b'i (modm 

bestehen; jedes Element ZT c Z(is ist also modH(is einer Verbindung 
J:aiZi + ~biZi kongruent, wobei die ai vollstandig, die bimodti durch ZT 
bestimmt sind. Kongruenzen modH(is sind Homologien; daher laBt 
sich derselbe Tatbestand auch so ausdrucken: ]eder Zyklus ZT erfiillt 
eine H omologie 

(8) 

die ai sind eindeutig, die bi nur modti· durck ZT bestimmt. Hierdurch ist es 
gerechtfertigt, das System der Zi und zi als eine r-dimensionale H omologie
basis (in bezug aut &) zu bezeichnen. Die Gruppe B(is = Z<is - H(is ist die 
direkte Summe der zyklischen Gruppen, deren erzeugenden Elemente 
diejenigen Homologieklassen sind, welche die Zi und zi enthalten. 

Aufgabe. Man bestimme Homologiebasen fur Torus, Kleinschen Schlauch, 
Kreisring, Mobiussches Band (§ 1, Nr. 2). 

8. Die Zi darf man auch als Homologiebasis modO oder Homologie
basis in bezug aut (&, ffi) bezeichnen; damit solI die folgende Tatsache 
ausgedruckt werden: ] eder ganzzaklige Z yklus ZT ertiillt eine und nur 
eine H omologie 

(9) (in bezug auf ffi) 

mit ganzen ai ("Homologie mit Division" - vgl. Kap. IV, § 4, Nr. 10). 
Beweis. Es erfullt ZT die Relation (8); nach (6) ist, wenn man 

zu dem Koeffizientenbereich ffi ubergeht, 

~ bi zi = (L:~i yr+1)", 
folglich gilt (9). 
zu zeigen: Aus 

Fur den Beweis der Eindeutigkeit von (9) genugt es 

(90) 

mit ganzen qi folgt qi = o. Nun bedeutet aber (90) 

~ qi Z~ = (J: ri x~+1r 

(in bezug auf 91) 

mit rationalen ri, also nach Multiplikation mit dem Hauptnenner n 
der ri 

mit ganzen ci , d. h. 
(in bezug auf &), 

folglich, da in (8) die ai eindeutig bestimmt sind, nqi = 0, qi = o. 
9. SchlieBlich bilden dieselben Zi auch eine Homologiebasis in 

bez,ug aut 91; damit meinen wir: ]eder rationale Zyklus zm ertiillt eine 
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und mlr eine H omologie 
(10) 
mit rationalen ti. 
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(in bezug auf ffi) 

Denn es gibt eine ganze Zahl q =+= 0, so daB zr = q zm ein ganzzahliger 

Zyklus ist, auf welchen sich (9) anwenden la13t; dann ist (10) mit ti = ai 

q 
erfiillt; fUr den Beweis der Eindeutigkeit hat man wieder nur zu zeigen, 
daB ti=O aus 2tiZ~C'00 folgt; da aber aus 1)iZ~C'00 durch Multi
plikation mit dem Hauptnenner n der ti die Homologie (90) mit ganzen 
qi = n ti folgt, ergibt sich wie 0 ben qi = 0, also ti = o. 

10. Die Beziehungen zwischen Bo, Bm, pro Aus dem soeben Be
wiesenen folgt: 

Sa tz VI. Die Gruppe B~ ist der Gruppe aller Linear/ormen L aiZ'; mit 
ganzen ai, die Gruppe Brit der Gruppe aller Linearformen L t i Zi mit rationa
len ti isomorph - (dieZi immer als Unbestimmte aufgefafJt; i = 1,2, ... , prj. 

Daraus sehen wir weiter, da einerseits Brit durch die Anzahl pr 
der Zi, andererseits pr als Rang von Bm bestimmt istl: Die Bettisehe 
Gruppe Bm ist dureh die Bettisehe Zahl pr, die Bettisehe Zahl pr dureh 
die Gruppe Bm eindeutig gegeben. 

Wir konnen diese Tatsache auch so ausdriicken: Zwei (endliehe) 
Komplexe Kl und K2 sind dann und nur dann homologie-aquivalent 
in bezug auf ffi, wenn sie /iir jede Dimension r gleiehe Bettisehe Zahlen 
haben: pr (K1 ) = pr (K2) • 

Da aus der Homologie-A.quivalenz in bezug auf @ die Gleichheit 
der Bettischen Zahlen folgt, ergibt sich: Aus der Homologie-Aquivalenz 
in bezug auf @ folgt die Homologie-Aquivalenz in bezug auf ffi; das Um
gekehrte ist nicht richtig: z. B. ist die projektive Ebene einem Simplex 
homologie-aquivalent in bezug auf ffi, aber nicht in bezug auf @, da 
sie eindimensionale Torsion besitzt. (Vgl. Anh. zu Kap. IV, V, VI, Nr. 7.) 

1m § 4 werden wir den obigen Satz dahin verscharfen: Aus der 
Homologie-A.quivalenz in bezug auf @ folgt die Homologie-A.quivalenz 
in bezug auf beliebige 3', 3". 

§ 3. Die Bettischen Gruppen modulo m; Zyklen erster und 
zweiter Art (bei beliebigem 3). 

1. Zyklen zweiter Art mod m und Torsion. Die Existenz r-dimen
sionaler ganzzahliger Zyklen endlicher, von 1 verschiedener Ordnung 
(§ 2, Nr. 2) in dem Eckpunktbereich E ist gleichbedeutend damit, daB E 
r-dimensionale Torsion besitzt. Sie hangt eng zusammen mit der Exi
stenz gewisser (r + 1 )-dimensionaler ZyJden mod m (d. h. Zyklen in be
zug auf @m); diesen Zusammenhang werden wir jetzt feststellen. 

1 DaB pT nicht nur der Rang von B~, sondern auch der Rang der mit B~ 
p' 

isomorphen Gruppe der Linearformen L ti Z; mit rationalen ti ist, beweise der 
Leser selbst. i= 1 
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Wir verstehen fUr jede ganze Zahl m:> 2 und jede beliebige ganze 
Zahl a unter tm(a) die Restklasse modm, der a angehOrt. 1st c=l;aixi 
ein ganzzahliger Komplex, so ist 2'tm (ai ) Xi = tm (C) ein Komplex modm; 
ist umgekehrt Cm = ~)iXi' wobei die ti Restklassen modm sind, ein 
Komplex modm, so gibt es immer einen ganzzahligen Komplex C mit 
tm (C) = Cm; man braucht ja nur unterai eine beliebige Zahl aus der 
Klasse ti zu verstehen und C = ~ ai xi zu setzen. 

Es ist klar, daB tm(C) = (tm(C))' ist; daraus folgt insbesondere: 1st z 
ganzzahliger Zyklus, so ist tm(z) Zyklus modm; diese Zyklen tm(z) mit 
ganzzahligem z wollen wir "triviale" Zyklen oder "Zyklen erster Art" 
modm nennen; ihre Untersuchung kann offenbar gegenuber der Unter
suchung der ganzzahligen Zyklen kaum neue Erkenntnisse vermitteln. 
Die Heranziehung der Koeffizientenbereiche ®m wird also lohnend erst 
dann, wenn es nichttriviale Zyklen oder "Zyklen zweiter Art" modm 
gibt. Bezuglich ihrer Existenz gilt nun 

Satz 1. Der Eckpunktbereich E enthiilt dann und nur dann einen 
nichttrivialen r-dimensionalen Zyklus modm fur ein gewisses m, wenn 
er (r -1)-dimensionale Torsion besitzt. 

Beweis. Wir zeigen, daB die Abwesenheit (r-1)-dimensionalerTor
sion mit der Trivialitat aller r-dimensionalen Zyklen modm gleichbedeu
tend ist. Es sei erstens keine (r -1 )-dimensionale Torsion vorhanden und 
z~ ein Zyklus modm. Es gibt, wie wir oben sahen, einen ganzzahligen 
Komplex C' mit z:;. = tm(C'); da z::n Zyklus ist, ist (tm(C')), = 0, also 
(s. oben) auch tm(C') = 0; dies bedeutet: C, = mz·-1 mit ganzzahligem 
Z·-l. Da mz,-l Zyklus ist, ist auch Z·-l Zyklus, und es ist mz·-1 c-=> 0; 
infolge der Abwesenheit von (r-1)-dimensionaler Torsion ist auch 
Z·-l <:Xl 0, d. h. es giht einen ganzzahligen Komplex A' mit Z·-l = .Ar. 
Dann ist (cr - mAr)' = 0, also ist Z' = C· - mAr Zyklus. Dann ist 
z~ = tm (C') = tm (Z'), d. h.: z~ ist trivial. 

Es gebe jetzt zweitens nur triviale r-dimensionale Zyklen fur jedes 
m:> 2, und es sei zr-l ein ganzzahliger Zyklus mit mz,-l <:Xl 0, m:> 2. 
Dann gibt es einen ganzzahligen Komplex cr mit Cr = mzr- 1, also 
tm(C') = 0; dann ist auch (tm(C')), = 0, d. h. tm(C') ist Zyklus modm, 
und da es nur triviale Zyklen modm gibt, ist tm(C') = tm(zr) mit einem 
ganzzahligen Zyklus Z'. Dann gibt es einen ganzzahligen Komplex Ar, 
so daB cr = mAr + zr ist; hieraus folgt durch Randbildung: mzr- 1 

= mA!, also zr-l = Ar, zr-l c-=> 0; d. h.: Z,-l hat die Ordnung 1. -
Damit ist der Satz I bewiesen. 

Es ist moglich (vgl. § 4, Nr. 10), fUr den Fall, daB E der Eckpunkt
bereich eines endlichen Komplexes ist, festzustellen, daB man die Unter
suchung der Torsionsgruppen vollstandig durch die Untersuchung der 
(urn 1 hoherdimensionalen) nichttrivialen Zyklen modm ersetzen kann. 
Wir werden aber auch sehen (Nr. 6 des gegenwartigen Paragraphen), 
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daB in dieser Hinsieht der Koeffizientenbereieh ffi1 (Kap. IV, § 2, Nr. 11) 
den Bereiehen @m noch vorzuziehen ist. 

2. Zyklen erster und zweiter Art in bezug auf il. Die Zyklen erster 
Art modm lassen sieh auch folgendermaBen charakterisieren: Der 
Zyklus zm modm ist dann und nur dann von der ersten Art, wenn 
Ztn = :J:ti Zi mit ganzzahligen Zyklen Zi und ti C @m ist. In der Tat: es ist 
:J:ti Zi = ttn (:J:ai zi)' wobei ai ganz und ti = rtn (ai) ist, und daher ist 
:J:ti Zi Zyklus erster Art; andererseits: der Zyklus erster Art zm = tm (z), 
mit ganzzahligem Zyklus z, HiBt sich als Ztn = tz schreiben, wobei das 
Element t C @tn diejenige Restklasse modm ist, die die Zahl 1 enthalt. 

Diese Charakterisierung der Zyklen erster Art modm erlaubt es, die 
folgende allgemeinere Definition auszusprechen: 

Defini tion. Der Eckpunktbereich E und der Koeffizienten
bereich S sind beliebig. Der Zyklus z:J in bezug auf S von E heiBt 
"Zyklus erster Art", wenn Z:J = :J:hi ist, wobei die Zi ganzzahlige 
Zyklen von E und die ti Elemente von S sind. Jeder Zyklus, der nieht 
von der ersten Art ist, heiBt "Zyklus :mJeiter Art". 

Wenn Z:J "'" 0 in E ist, so gibt es einen Komplex C = :J:tixi' ti c S, 
in E mit z:J = t; es ist also z:J = :J:ti Xi' und da die Xi ganzzahlige 
Zyklen sind, ist z:J von der ersten Art. Damit ist bewiesen: 

Sa tz II. Jeder Rand (in bezug au/S) istZyklus erster Art in bezug au/S. 
Bemerkung I. Es gilt sogar der allgemeinere Satz II': Ist~' ::::>~, z:;) Zyklus 

in bezug auf ~ in E und "'0 in bezug auf ~', so ist z Zyklus erster Art. - Wir werden 
diesen Satz im § 4, Nr. 6 [Formel (9')] fur den Fall beweisen, daB E der Eckpunkt
bereich eines endlichen Komplexes Kist. Aus diesem Spezialfall folgt aber der 
Satz II' fUr einen beliebigen E: 1st, in einem beIiebigen E, der Zyklus z:;) (Xl 0 
in bezug auf ~', so gibt es in E einen Komplex C'in bezug auf ~' mit C' = z:;); 
aus dem angefuhrten speziellen Satz, angewandt auf den endlichen absoluten 
Komplex K = I C'I folgt, daB z;) ZykIus erster Art in dem Teilkomplex K von E 
ist. Dann ist aber offen bar z:;) auch Zyklus erster Art in E. 

Bemerkung II. Die soeben benutzte evidente Tatsache: ,,1st z:;) von der 
ersten Art in dem Teilkomplex K von E, so ist z:;) auch ZykIus erster Art in E 
selbst", laBt sich nicht auf die Zyklen zweiter Art ubertragen. In der Tat: Es 
sei z:;) von der zweiten Art in K, und E sei der Kegel uber K (Kap. IV, § 4, Nr. 7); 
dann ist z:;) "'" 0 in E, also nach Satz II ZykIus erster Art in E. 

Bemerkung III. Die einfachsten Beispiele von Zyklen zweiter Art 
werden durch die geschlossenen niehtorientierbaren Pseudomannigfaltig
keiten K geliefert: ist K n-dimensional, und sind Xi die n-dimensio
nalen Simplexe von K, so ist t2(:J:X.) ein Zyklus mod 2; er ist von der 
zweiten Art in K, da es in K keinen ganzzahligen n-dimensionalen Zyklus 
(=1= 0) gibt. 

3. Die Bettischen Gruppen erster und zweiter Art. Offenbar bilden 
die r-dimensionalen Zyklen erster Art (in E in bezug auf S) eine Gruppe; 

* wir nennen sie Z3 (E). Da nach Satz II jeder Rand Zyklus erster Art 
ist, folgt weiter: wenn eine Homologieklasse einen Zyklus erster Art 
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enthalt, so sind alle Zyklen dieser Klasse von der ersten Art. Wir 
k6nnen daher von Homologieklassen erster und zweiter Art sprechen, je 
nach der Art der in ihnen enthaltenen Zyklen. Daraus, daB die Zyklen 
erster Art eine Gruppe bilden, folgt: die Homologieklassen erster Art 
bilden eine Gruppe; sie ist durch 

* * (1 ) B; (E) = Z; (E) - H; (E) 

* gegeben. Wir nennen B; (E) die "Bettische Gruppe erster Art". 
* * Da Z; (E) Untergruppe von Z; (E) ist, ist klar, daB B; (E) Unter-

gruppe von B; (E) = Z; (E) - H; (E) ist; die Restklassengruppe 

** * (2) B; (E) = B; (E) - B; (E) 

nennen wir die "Bettische Gruppe zweiter Art". Wir behaupten: 

** * B;(E) ~ Z;(E) - Z;(E). 

In der Tat: ordnet man jedem Zyklus seine Homologieklasse zu, so ent
steht ein Homomorphismus von Z;(E) auf B;(E), bei welchem den 

* Zyklen aus Z;(E), und nur diesen, die Homologieklassen erster Art, 
* also die Elemen te von B; (E) zugeordnet werden; folglich gilt (3) nach 

demailgemeinenNoeth~rschenHomomorphiesatz(AnhangI.Nr. 9). 
Wir werden jetzt tur spezielle Koettizientenbereiche, aber bei beliebi-

* ** gem Eckpunktbereich E, die Gruppen B; (E) und B; (E) durch die ganz-
zahligen Bettischen Gruppen von E ausdrucken. 

* 4. Die Gruppe Biilm. Wir erinnern an die folgenden gruppentheore-
tischen Begriffe und Bezeichnungen (Anhang I, Nr. 2 und 4): fur jede 
Abelsche Gruppe A und jede ganze Zahl m verstehen wir unter mA die 
Untergruppe der m-fachen Elemente in A, unter Am die Restklassen
gruppe A - mA und unter mA die Untergruppe derjenigen Elemente 
a c A, fiir welche ma = 0 ist. - Wir behaupten: 

Satz III. Fur jeden Eckpunktbereich E und jedes m:> 2 ist 

(4) 

Beweis. Es sei C eine ganzzahlige Homologieklasse; sind z, z' 
Zyklen aus C, so gibt es einen ganzzahligen Komplex C mit z' = z + (;, 
also 

tm (z') = tm (z) + (tm (C)f 

(vgl. Nr. 1); die Zyklen tm (z) und tm (z') (in bezug auf @1m) befinden sich da
her in derselben Homologieklasse mod m; diese Klasse nennen wir tm (C) ; 

* da tm(z) von der ersten Art ist, ist tm(C) Element von Biilm. Somit 
* bildet die Zuordnung tm (C) die Gruppe B@s ailer C in die Gruppe B@Sm 
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abo DaB diese Abbildung ein Homomorphismus ist, ist klar. Ferner 
* ist sie eine Abbildung aut B(i, .. , denn jeder Zyklus erster Art ist von 

der Form tm (z). Wir haben zum Beweise unseres Satzes noch zu zei
gen: der Homomorphismus hat den Kern mB(i,. 

Es sei also tm (C) = O. Das bedeutet: ist z c C, so berandet tm (z) 
einen Komplex modm; dieser Komplex Hi.Bt sich - wie jeder Komplex 
modm - als tm (C) mit ganzzahligem C schreiben. Dann ist 

tm(z) = (tm(C))" = tm(C) , 

und dies bedeutet die Existenz eines ganzzahligen Komplexes z' mit 

z = C + mz'; 
dann ist z' ein Zyklus mit 

z=mz'. 

1st C' die Homologieklasse von z', so ist demnach C = mC' c mB~. 
Umgekehrt: 1st C c mB(i" so ist C = mC', tm(C) = O. Damit ist 

alles bewiesen. 
Die Tatsache, daB der soeben betrachtete Homomorphismus den 

Kern mB~ hat, heben wir noch besonders hervor: 
Zusatz zum Satz III. Es sei ZT ein ganzzahliger Zyklus. Dann und 

nur dann ist tm (z') <Xl 0 in bezug aut @m, wenn die H omologieklasse von z· 
Element von mB(i, ist, mit anderen Worten, wenn es einen ganzzahligen 
Zyklus Z'T mit z· = mz" gibt. 

** 5. Die Gruppe BOJmo Jetzt benutzen wir die Gruppenbildung mA, 
an die wir am Beginn der vorigen Nummer erinnert haben. - Wir 
behaupten: 

Satz IV. Fur jeden Eckpunktbereich und jedes m >- 2 ist 

(5) 
oder, was dassel be ist1, 

(5 ') 

Beweis. Mit Riicksicht auf (3) laBt sich die Behauptung (5) auch 
in der Form 

* (5 ") zr _ zr ~ (Br-1) 
@1m @I.. m @I 

schreiben. Wir werden daher eine Abbildung von Z(i, .. in B(i,-1 be
trachten. 

Es sei y ein beliebiger r-dimensionaler Zyklus modm; dann gibt es 
(vgl. Nr.1) einen ganzzahligen Komplex C und einen ganzzahligen 
Zyklus z mit 
(6) y = tm(C) , C = mz; 

1 Denn ",A ist immer Untergruppe der Gruppe der Elemente endlicher Ord· 
nung von A. 
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ist auBerdem 
C' = mz', 

so folgt aus t", (C) = t", (C') die Existenz eines ganzzahligen Kom
plexes A mit 

also 
C' = C + mA, 

mz' = mz + mA, 
z' = z + A, 
z' "'" z. 

Somit ist die (ganzzahlige) (r - 1 )-dimensionale Homologieklasse des 
in (6) auftretenden z durch y eindeutig bestimmt; sie heiBe h (y). Es 
liegt also eine Abbildung h von Z@m in B@-l vor, und diese ist offenbar 
ein Homomorphismus. 

Aus mz = C in (6) folgt: mh(y) = 0; umgekehrt: ist C eine ganz
zahlige Homologieklasse mit mC = 0 und z irgendein Zyklus aus C, 
so gibt es einen Komplex C mit C = mz; dann ist y = t", (C) Zyklus 
modm mit h(y) = C. Damit ist gezeigt: die Bildgruppe h(Z@m) ist 
die Gruppe ",(B@-I). 

DaB h (y) = 0 ist, ist gleichbedeutend damit, daB in (6) z = iJ mit 
ganzzahligem D, daB also C = mD + Z mit einem ganzzahligen Zyklus Z, 
daB also y = t", (Z) ein Zyklus erster Art ist. Mithin ist der Kern des 

* Homomorphismus h die Gruppe Z@m' - Damit ist der Satz IV bewiesen. 
Bemerkung. Der Satz IV ist offenbar eine Verscharfung des 

Satzes 1. 
** 6. Die Gruppe Bm,. Der folgende Satz beleuchtet die Rolle des 

Koeffizientenbereiches ffi1: 
Satz V. Fiir jeden Eckpunktbereich ist 

** (7) Bm, R::i yr-l. 

Der Beweis' verlauft dem Beweise des Satzes IV analog; wir werden 
die mit (7) gleichwertige Behauptung 

* (7') Zm, - Zm, R::i yr-l 

beweisen, indem wir eme homomorphe Abbildung h von Zm, in B@-1 
* angeben, bei welcher yr-l = h (Zm,) die Bildgruppe und ZIit, der Kern ist. 

Bis zum Ende dieses Beweises bedeuten lateinische Buchstaben C, z, ... 
immer ganzzahlige Komplexe. Jeder rationale Komplex laBt sich, indem 
man die Koeffizienten seiner Simplexe auf ihren Hauptnenner bringt, in 

der Form ~ C mit ganzem m schreiben. Unter tl (~ C) verstehen wir 

immer denjenigen Komplex in bezug auf ffiI , der entsteht, wenn man 

die rationalen Koeffizienten si der Simplexe von ~ C durch ihre Rest-
m 

klassen t1 (Si) mod 1 ersetzt. Jeder Komplex r = ~tixi in bezug auf ffil 
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ist von der Form tl (~ C); denn man hat, urn ~ C zu erhalten, nur die 

Koeffizienten ti der Simplexe in r durch beliebige rationale Zahlen ai 

aus den Restklassen ti zu ersetzen. 

Es sei 'Y] = tl (~ C) ein beliebiger r-dimensionaler Zyk~us in bezug 

~uf 911 ;. die Zyklenbedingung ~ = 0 bedeutet, daB (~ C) ganzzahlig 
1St; es 1st also 

(8) 'Y] = tl(~C), C = mz; 
ist auBerdem 

'Y] = tl (~, C') , C' = m' z' , 

so folgt aus tl (~ C) = tl (~,C') die Existenz eines A mit 

~C'=~C+A m' m J 

z' = z + A, 
also ist 

z' (X) Z (in bezug auf @). 

Daher ist die (r -1 )-dimensionale ganzzahlige Homologieklasse von z in 
(8) durch'Y] eindeutig bestimmt; sie heiBe h ('Y]) ; h ist offenbar ein Homo
morphismus von Zm, in B~-l. 

Bestimmung der Bildgruppe h (Zm): 1st I; = h ('Y]), so folgt aus (8): 
ml; = 0 (m =F 0), also I; C T,-l. Umgekehrt: ist I; c P-l, so gibt es 
ein m> 0 mit ml; = 0, also einen Zyklus z c I; mit mz <'oJ 0, also einen 

Komplex emit C = mz; dann ist 'Y] = tl (~ C) Zyklus in bezug auf 911 

mit h('Y]) = 1;. Foiglich ist h(Zm) = T,-l. 
Bestimmung des Kernes von h: DaB h ('Y]) = 0 ist, ist gleichbedeutend 

damit, daB in (8) z = b, daB also C = mD + Z, daB also 'Y] = tl (~ z) 

mit einem Zyklus Z ist. Fur die Behauptung, daB der Kern des Homo-
* morphismus h die Gruppe Zm, ist, ist daher nur zu zeigen: 'Y] ist dann 

und nur dann Zyklus erster Art, wenn es einen Zyklus Z so gibt, daB 

'Y] = tl (~ z) mit ganzem mist. 

Sei erstens Z Zyklus und 'Y] = tl(~ Z); dannist 'Y] = tZmit t=tl (~), 
also 'Y] von der ersten Art. Sei zweitens 'Y] Zyklus erster Art, also 'Y] = ~ti Zi 
mit ganzzahligen Zyklen Zi und ti c 911 ; man bestimme die ganzen 

Zahlen :i und m durch ti = tl (:::) und setze Z = ~ ai Zi; dann ist 

'Y]=t1(m Z), 

Damit ist alles bewiesen. 
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* Die Frage nach einer dem Satz III analogen Bestimmung der Gruppen B~, 
liegt nahe. Wir geben nur das Ergebnis an und fiberlassen den (dem Beweise 
des Satzes III ahnlichen) Beweis dem Leser: 

Diejenigen rationalen Homologieklassen, in we1chen (unter anderem) ganz

zahlige Zyklen enthalten sind, bilden eine Untergruppe von B~, die mit B&, [)/ 

isomorph ist und die wir auch mit B1~,;R bezeichnen. Dann gilt 

* Satz VI. Fur jeden Eckpunk!bereich is! B~, R::i B~ - B&,[)/. 

7. Der Fall endlicher absoluter Komplexe. Die fUr beliebigeE und 
beliebige ,0 giiltige Formel (2) laBt sich, falls E der Eckpunktbereich 
eines endlichen absoluten Komplexes ist, derart verscharfen, daD sich 
herausstellt: die Struktur von B& ist durch die Strukturen der beiden 

* ** Gruppen B& und B':j vollstandig bestimmt. Es gilt namlich 
Satz VII. Fur einen endlichen absoluten Komplex K gestattet die 

Bettische Gruppe B& (K) bei beliebigem ,0 die folgende direkte Summen
zerlegung: 

* ** (9) B&(K) R::i Bfy(K) + B&(K). 

Dem Beweise schicken wir eine Definition und einen Hilfssatz vor
aus, die beide auch fiir andere Zwecke niitzlich sind. 

Definition. Ein System ganzzahliger Komplexe X;: heiDt eine 
Basis von L& (K), wenn man jedes Element von L& (K) auf eine und 
nur eine Weise als l: ti Xi' darstellen kann (ti c 0). 

H ilf s sat z. J ede Basis von L@ (K) ist auch Basis von Lfy (K) . 
Beweis. Bilden die Xi' eine Basis in L@, so gibt es ganzzahlige 

Koeffizienten a~, bJ mit! 

X l' ...., i '" 
j = ~ ajxi' r = ~bk.·Xl' Xl ~ 1 !,;, 

...., a i bl; = fyk = {O 
~ )' ) 1 

Jedes Element ~tixi c L& ist daher als ~ btti X k darzustellen. Zum 
Beweis der Eindeutigkeit dieser Darstellung gentigt es zu zeigen: aus 
2: ti Xj" = 0 folgt tj = O. Nun folgt in der Tat aus ~ ti Xj" = 0 : 

L aJ tj x;' = 0 , also ~ a; tj = 0 , 

und hieraus durch Multiplikation mit bI und Summation tiber i: 

2' b; ti = tk = 0 . 

Der Hilfssatz ist damit bewiesen, und wir kommen zum 
Beweis des Sa tzes VII. Die Gruppe L@ = L@(K) - das Argu

ment Klassen wir im folgenden weg - gestattet (vgl. § 2, Nr. 6) eine 
* direkte Summendarstellung L@ = Z@ + V. Wir verstehen unter Z~ 

* und V;) die Gruppen aller Komplexe ~ ti Zi mit Zi C Z@ bzw. aller 
* ~tivi mit Vi C V, t i C ,0; dann hat Z~ dieselbe Bedeutung wie in den 

1 Es ist in den folgenden Summen fiber jeden doppelt vorkommenden Index 
zu summieren. 

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 15 
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vorhergehenden Nummern. Wir behaupten: 

* * (10) L[; = Z3 + V.\). 

In der Tat: man nehme irgendeine Basis {zj} von Ziis und irgendeine 
Basis {vi} von V; da die zj und vi: eine Basis von Liis bilden, bilden sie 
nach dem Hilfssatz auch eine Basis von L[;, und hieraus folgt un
mittelbar: jedes Element C.\) c L[; laBt sich auf eine und nur eine 

* * Weise als C.\) = ; + t mit! c Z[;, t c V.\) darstellen. Damit ist (10) 
bewiesen. 

Gehen wir von L5 zu der Untergruppe Z[; uber, so folgt aus (10) 
* mit Rucksicht auf Z5 c Z5: 

* * (10') Z5 = Z[; + (V3' Z[;), 
* * unter (V.\). Z5) den Durchschnitt der Gruppen V3 und Z5 verstanden. 

Bildet man ilUn die Restklassengruppe modulo H[;, und bedenkt man, 
daB 

* * * H[; c Z[;, Z[; - H[; = B[;, Z[; - H[; = B5 

ist, so ergibt sich 
* 

B5=B5+ W 
* ** (wobei W ~ (V.3' Z[;) ist); daB hierin W ~ B[; ist, folgt aus Anhang I, 

Nr.15. - Damit ist der Satz VII bewiesen. 
8. Die Gruppe B@Jm(K). 1m nachsten Paragraphen werden wir 

sehen: fur einen endlichen Komplex Klassen sich die Gruppen B5,3' (K) 
in bezug auf beliebige ~, ~' durch die ganzzahligen Bettischen Grup
pen von K ausdriicken. In dem Spezialfall ~ = ~' = @Sm haben wir 
dieses Resultat bereits jetzt erzielt, denn die Formeln (4), (5'), (9) liefern: 

(11) Biism (K) ~ (Biis)m + mCP - 1). 

Auf Grund von Nr. 46 des Anhanges 1 k6nnen wir dafur auch schreiben: 

(11') Biis .. ~ (Biis)m + r,;l ~ (Biis + r-1)m' 
und mit Rucksicht auf § 2, Satz V d: 

(11") Biism ~ (BO)m + ~ + ~-1. 
Da nach den Satzen Vb und V c des § 2 sowie Nr. 40 des Anhanges I 
jede der Gruppen Bo, r, r-1 direkte Summe zyklischer Gruppen ist, 
lieferl uns (11") unter Beachtung von Nr. 4 ("Aufgabe") des Anhanges I 
die in dem folgenden Satz ausgesprochene Darstellung von Biism (K) als 
direkte Summe: 

Sa tz VIII1. K sei ein endlicher absoluter Komplex,' seine Bettischen 
Zahlen seien pr, und seine Torsionsgruppen T'" seien direkte Summen 
zyklischer Gruppen der Ordnungen Ii (i = 1, 2, ... , (; r = 0,1, ... ). 

1 Einen von dem obigen verschiedenen Beweis desselben Satzes hat uns Herr 
PONTRJAGIN schon vor langerer Zeit mitgeteilt. 
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Dann ist die Gruppe B@m (K) direkte Summe von P' zyklisehen Gruppen 
der Ordnung m, von t zyklisehen Gruppen der Ordnungen 1 (m, Ii) und 
von q'-l zyklisehen Gruppen der Ordnungen (m, Ii-I); (dabei ist unter 
einer zyklisehen Gruppe der Ordnung 1 immer die Nullgruppe zu ver
stehen). 

9. Primzahlmoduln. In dem Satz VIII ist enthalten: 
Sa tz VIII'. K, P', Ii mogen dieselben Bedeutungen wie in Satz VIII 

haben; m sei Primzahl; g' sei die Anzahl der dureh m teilbaren Ii, und 
es set 
(12) 

Dann ist B@m(K) direkte Summe von p~ zyklisehen Gruppen der Ord
nung m. 

Die Zahl p~ nennt man die Bettische Zahl modulo m von K.2 
Fur die Bettischen Zahlen modm gilt die Euler-Poinearesche For

mel mod m: 
n 

(13) X (K) = l:'( -1)' p~, (m Primzahl) 
,=0 

n 
(vgl. § 2, Nr. 5). In der Tat folgt aus (12) unmittelbar l:'(-1)'P~ 

n r=O 

= l:'(-1),P', also auf Grund der gew6hnlichen Euler -Poincan~ schen 
r=O 

Formel die Formel (13). 
Bemerkung. Die Zahl P';,. kann auch als der Rang modm der Gruppe B~m 

definiert werden (vgl. Anhang I, Nr. 29), also ohne die - oben durch (12) erfolgte -
Heranziehung der gewohnlichen Bettischen Zahlen. Die Euler-Poincaresche For
mel modm laBt sich dann eben so beweisen, wie im § 2 die gewohnliche Euler-Poin
caresche Formel bewiesen wurde (ohne daB man diese Formel benutzt); denn 
die "Additivitat der Range", auf der der Beweis beruht, gilt auch fur die Range 
modm, vorausgesetzt, daB m Primzahl ist (Anh. I, Nr. 32). 

10. Ganzzahlige Rander mod m. Es sei jetzt wieder m beliebig. 
Die folgende Ausdrucksweise wird zuweilen verwendet: der ganzzahlige 
Zyklus z berandet mod m, wenn tm (z) "'" 0 in bezug auf ®m ist. Der 
Zusatz zum Satz III besagt: dann und nur dann berandet ZT mod m, wenn 
es einen ganzzahligen Zyklus Z'T mit ZT C'V mz" gibt. Ziehen wir eine 
Homologiebasis Zi, zi wie in § 2, Nr. 7, heran - wir set zen voraus, daB wir 
uns im Eckpunktbereich eines endlichen Komplexes befinden - und ist 

ZT C'V l:' ai Zi + l:' bi zi, 

so ist die Existenz von Z'T gleichbedeutend mit der Existenz solcher 
ganzer Zahlen ali, bli, daB 

1 (m, f) ist der groBte gemeinsame Teiler von m und f. 
2 Die Einfuhrung dieses Begriffes empfiehlt sich nur fur Primzahlmoduln. 

15* 
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ist; diese Bedingungen lassen sich auch so ausdrucken: 

(14) ai == 0 modm, bi == 0 mod(lL m). 

Hieraus werden wir folgern: Wenn der ganzzahlige Z yklus ZT in bezug 
auf @ niclzl berandet, so gibt es ein solches m, dafJ er auch mod m nicht 
berandet; gcnauer: 

ZT sei ein ganzzahliger Zyklus (des endlichen Komplexes K), und es 
sei z' cp 0 in bezug auf @ . 1st die Ordnung von z' - d. h. die Ordnung 
der Homologieklasse von z'in B@ - Null, so ist z' c:;6 0 mod m fur jedes 
hinreichend grofJe m;l ist die Ordnung von z' nicht Null und m durch 
die Ordnung der Gruppe r teilbar, so ist ebenfalls z' cfo 0 mod m. 

Beweis. z' habe die Ordnung 0; dann sind nicht aIle ai = 0; ist 
etwa a l =i= 0, so ist (14) fUr i = 1, m> I all nicht erfullt. z' habe von 0 
verschiedene Ordnung; dann sind aIle ai = 0, also, da zr cp 0 in bezug 
auf @ ist, nicht alle bi == 0 modfList m durch die Ordnung von yr 
teilbar, so ist mauch durch jedes fi teilbar, es ist also fi = (Ii'. m); folg
lich ist (14) nicht erfUllt. 

Wir heben das folgendc Korollar hervor (das in der Dimensions
theorie eine Rolle spielt): 1st z' c:;6 0 (in bezug auf @), so gibt es eine 
solche ZahZ s :>- 2, dafJ ZT cfo 0 mod Sk fur jedes hinreichend grofJe kist. 

In der Tat gilt dies im Fall der Ordnung 0 von ZT fUr jedes s, im Fall 
von 0 verschiedener Ordnung fur die Ordnung s von yr. 

§ 4. Die Beziehungen zwischen den Bettischen Gruppen der 
verschiedenen Koeffizientenbereiche. 

1. Das Hauptziel dieses Paragraphen ist der Beweis des folgenden 
Satzes: 

Zur Bestimmung der Gruppen B!j,;;f (K), r = 0, 1, ... eines endlichen 
Komplexes K mit beliebigen 0, 0' reicht die Kenntnis jedes einzelnen der 
drei folgenden Systeme von Gruppen aus: 

1) der Gruppen Bm (K), r = 0, 1, ... ; 
2) der Gruppen BiN, (K) , r = 0, 1, ... ; 
3) der Gruppen B@m(K), r = 0,1, ... ; m = 2, 3, .... 
Aus den Beweisen werden sich die folgenden Zusatze ergeben: 
Bei festem r geniigen zur Bestimmung der Gruppen B~,::r (K) die 

Gruppe B@(K) und die Torsionsgruppe yr-l (K). 
Bei der Anwendung von 3) kommt man bei gegebenem Komplex K 

mit einem einzigen, von K abhiingigen m aus. 
Wir werden zuerst zeigen (Nr. 6), wie man die B~,::r aus den B@> 

dann (Nr.8), wie man die BO! aus den BiN" schlieBlich (Nr. 10), wie 
man die BO! aus den B@m bestimmP. 

1 "Hinreichend groB" heiBt: m:>- m o' wobei mo von z' abhangt. 
2 Zwei besonders einfache Spezialfalle des Falles 1), namlich ,0 = ,0' = ffi 

und 0' = 0" = @m haben wir schon im § 2, Nr. 10 bzw. § 3, Nr. 8 erledigt. 
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Auf Grund des Teiles 1) unseres Satzes konnte man vielleicht glau
ben, daB die Heranziehung anderer Koeffizientenbereiche als ® uber
haupt uberflussig sei; das ist jed9ch nicht so;vielmehr ist die Ver
wendung anderer 3, insbesondere von ffi1 und den ®m' nicht nur ge
legentlich bequem, sondern fur manche Zwecke - so in der Theorie 
der Verschlingungen und der der Abbildungen - geradezu unentbehr
lich. Uberdies wird der obige Satz nur fur endliche Komplexe bewiesen; 
ob er auch fur unendliche Komplexe oder beliebige Eckpunktbereiche 
gilt, 1st nicht bekanntl. 

Jeder der drei Teile des Hauptsatzes enthalt eine hinreichende Be
dingung fiir die vollstandige Homologie-Aquivalenz zweier Komplexe; 
so besagt der 1. Teil: Wenn zwei Komplexe homologie-aquivalent in 
bezug auf ® sind, so sind sie es in bezug auf beliebige Koeffizienten
bereiche 3, 3'; usw. 

Der weitere Inhalt des Paragraphen handelt von der analogen Frage 
bezuglich des, der Homologie-Aquivalenz analogen, Begriffes des Ho
mologietypus simplizialer Abbildungen (§ 1, Nr. 8). Wir werden zeigen: 

Zwei simpliziale Abbildungen des endlichen Komplexes K in den end
lichen Komplex K' sind einander vollstandig homolog (§ 1, Nr. 8), wenn sie 
einander homolog in bezug auf ieden der Koeffizientenbereiche ®m' 
m = 2, 3, . . . sind. 

Aber im Gegensatz zu den Teilen 1) und 2) des eingangs ausgespro
chenen Hauptsatzes wird sich hier zeigen: 

Wenn zwei simpliziale Abbildungen von K in K' einander homolog 
in bezug auf ® oder wenn sie einander homolog in bezug auf ffi1 sind, so 
brauchen sie dar·um noch nicht einander homolog in bezug auf ieden 
Koeffizientenbereich zu sein. 

Hier fiihrt also die Heranziehung der Koeffizientenbereiche ®m zu 
einer feineren Klassifikation der Abbildungen als die Benutzung von ® 
oder von ffi1 allein 2. 

2. Die Gruppe L;. K sei ein endlicher Komplex, 3 ein beliebiger 
Koeffizientenbereich. Die Gruppe L; = L; (K) - das Argument K 
werden wir im folgenden bei allen vorkommenden Gruppen weglassen -
ist die Gesamtheit der Linearformen ~ ti xi mit ti c 3, wobei die xi 
die Simplexe sind 3 ; sie ist also direkte Summe von Gruppen, von denen 
jede mit 3 isomorph ist, und deren Anzahl gleich der Anzahl der xi ist. 

Nach dem "Hilfssatz" in § 3, Nr. 7, konnen wir als Basis in L; jede 
Basis von L@ einfiihren; wir wahlen hierfur eine "kanonische" Basis, 

1 Man vgl. jedoch hierzu die soeben erschienenen Arbeiten von CECH (Fund. 
Math. 25) undSTEENRoD (Proc. Nat.Acad. Sci.21, 482-484). [Zusatzbeider Korrektur.] 

2 Anwendungen dieses Paragraphen werden nur selten vorkommen; er kann 
daher zunachst iiberschlagen werden. 

3 Bis auf weiteres bezeichnen wir Elemente von S mit deutschen, ganze Zahlen 
immer mit lateinischen Buchstaben. 
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w1e Sle III § 2, Nr. 6, erklart worden ist: sie besteht aus Elementen 

(1) 

die Zi bilden eine Homologiebasis (in bezug auf lR); die Homologie
klassen der zi haben die endlichen Ordnungen Ii, wobei die Torsions
gruppe yr direkte Summe zyklischer Gruppen der Ordnungen Ii ist; 
die Zi, zi, ur zusammen bilden eine Basis der Zyklengruppe Z@; die 
Ii zi und ui eine Basis von H@; zwischen kanonischen Basen von L@ 
und L@-l bestehen die Beziehungen 

(2a) v; = ~t:·-1, 

(2b) y; = 1;-1 Z;-l, 1~-1 > 1, 

wobei die Torsionsgruppe yr-1 direkte Summe zyklischer Gruppen der 
Ordnungen 1;-1 ist. 

3. Die Gruppe Z;. Die Komplexe 

(3*) 

sind die Zyklen erster Art. Wir wollen auch die Zyklen zweiter Art 
mit Hilfe der Basis darstellen. 

Ein Zyklus ist, wie jeder Komplex aus L5, in der Form 

(3) zr = 1: ai Zi· + 1: biZ'; + L ciui + 1: biy'; + 2: eivi 

gegeben; die Zyklenbedingung ir = 0 lautet infolge von Zi = zi· = ui· = 0 
und infolge von (2a), (2b): 

;E/r-1 bi zr- 1 + ;Eeiu;·-l = O. 

Da die zr-1 und U;-l linear unabhangige Elemente in L'~-1 sind, bedeutet 
diese Zyklenbedingung einfach 

(3') Ir- 1 bi = 0, ei = O. 
Die Komplexe 

(3**) mit 

** sind selbst Zyklen und bilden eine Untergruppe Z{i von Zlj. Aus (3), 
(3*), (3'), (3**) folgt, daBsichjederZyklus zr auf eine und nur eineWeise 
als 
(4) zr=~r+*;r 

darstellen laBt, wobei ;r Zyklus erster Art, *;r von der Form (3) ist. 
Zusammenfassend diirfen wir sagen: Die Zyklengruppe Z:j ist direkte 

Summe 
* ** (5) Z; = Z{i + Z{i, 

* ** wobei Z{i die Gruppe der Zyklen erster Art, Z{i die Gruppe der Zyklen 

(3**) ist; jeder Zyklus z· c Z5 ist eindeutig in der Form (4) mit ;. C Z{i, 
** ** ** zr C Z{i darzustellen; dabei ist dann und nur dann Z' =f= 0, wenn z' 
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** von der zweiten Art ist. Die Struktur der Gruppe ZEJ ist unabhangig 
von der Wahl der Basis dadurch gegeben, daB sie der Restklassen-

* gruppe Z; - Z;3 isomorph ist. 
* Die Struktur von ZEJ ist von vornherein klar: es ist - in der Aus-

drucksweise von Nr. 54 des Anhanges I -

(6*) 

die Zi, zi, ui bilden cine Basis in Z;.1 
** Die Struktur von ZEJ ist aus (3**) zu erkennen: Bezeichnen wir 

die Gruppe derjenigen Elemente t von ~, liir d£e It = 0 ist, mit J~' so 
** ist ZEJ direkte 5umme 

** 
(6**) ZEJ ~ fl-1~ + f~-l~ + .... 
Dabei ist die Torsionsgruppe T'-1 direkte 5umme zyklischer Gruppen 
der Ordnungen 1:-1 • 

Nach Nr.60 des Anhanges I ist die auf der rechten Seite von (6**) 
stehende Gruppe isomorph mit der Gruppe C3 (T'-l) der Homomorphis
men von Tr-l in ~; daher ist auch 

** (6t*) ZEJ ~ C3 (T'-1). 

Durch (5), (6*) und (6**) oder (6t*) ist Z; vollstandig beschrieben. 
Aus den Formeln (6*) und (6f*) ist ubrigens ersichtlich, daB die Struk-

* ** turen von Z3 und von ZEJ nicht von der Wahl der zugrunde gelegten 
kanonischen Basis abhangen. 

1st K n-dimensional, so haben wir, da dann B~l,~r = Z3 ist, bereits 
das Resultat gewonnen: 

B3, 3' (Kn) is~ die direkte Summe von pn (Kn) Gruppen, die siimtlich 
mit ~ isomorph sind, und der Gruppe CS(P-l). 

Ferner bemerken wir: Fur das Auftreten r-dimensionaler Zyklen 
zweiter Art ist notwendig, daB sowohl (r-1)-dimensionale Torsion in K 
als auch Elemente endlicher Ordnung in ~ vorhanden sind. 

Ein Beispiel: Kn seidem Simplexrand Ixn+ll homologie-aquivalent 
(in bezug auf ®); die Gruppe Z3 (Kn) soli bestimmt werden. Da es 

keine Torsion gibt, ist Z3 (Kn) = Zij (Kn) ; die Basis Zf , zf, uf von Zas (Kn) 
besteht aus einem einzigen Zf. Foiglich: Es gibt keine anderen n-dimen
sionalen Zyklen als die alZf mit beliebigem a l c~, und es ist da
her Z3(Kn) ~ ~. 

4. Die Gruppe H;. 
Legen wir in L'wt' analog wie in L~ eine kanonische Basis Zr+1, 

zr+1, ur+1, yr+1, vr+1 zugrunde, so daB insbesondere 

(7) y~+1 = Ir zr, Ir> 1, 

1 Definition der Basis analog wie in § 3, Nr. 7 fUr die Gruppe L~. 
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und yr direkte Summe zyklischer Gruppen der Ordnungen Ir ist, 
so erhalten wir die Gesamtheit der r-dimensionalen Rander in Gestalt 
aller 

(8) 

mit willkiirlichen bi , ei c~. Daher wird die Gruppe H~ vollstandig 
durch die Aussage beschrieben: 

Die Zyklen Irzi und u; bilden eine Basis in H&. 
Zugleich sehen wir (vgl. § 3, Nr. 2): 

... 
(9) H~cZ~. 

5. Die Gruppe B;. Aus der Definition B~ = Zs - Hfs, aus (5) 
und aus (9) folgt ... 
(10) B~ = (Z; - HiJ) + U 
mit 
(10a) 
Dabei ist (vgl. § 3, Nr. 3) 

** U R; Zfi. 

... "" B; =Z& - H;, 
und die Struktur von U laBt sich (Anhang I, Nr. 15) durch 

"" """" U R; Bfs - B;B; 
(vgl. § 3, N r. 3) definieren. 

Wir benutzen jetzt (10) und (1 Oa) zur naheren Untersuchung von B;. 
*"" Da wir Z; schon aus Nr. 3 kennen, kommt es auf die Bestimmung von 

* Z; - H; an; dies gelingt leicht infolge unserer Kenntnis von Basen 
* der Gruppen Z; und H;: nach Nr. 3 bilden die Zi, zi, ui eine Basis 

* "" von Z;, nach N r. 4 die Ii' zi und ui" eine Basis von H;; d. h. es ist Z~ die 
Gruppe aller 

VaiZ~+ ""'V i z1:+ ~Ciu': ~ ~ ..:....,; t .... '/" 

H~ die Gruppe aller 

mit willkiirlichen ai, Vi, ci c~. Verstehen wir nun unter Ai die Gruppe 
alIer Zyklen aiZi' mit beliebigen ai, unter Bi die Gruppe aller uizi mit 
beliebigen Vi, unter Ci die Gruppe aller ciui' mit beliebigen ci , und 
unter I Bi wie ublich die Gruppe aller I-fachen Elemente aus Hi -
also aller Elemente I X mit Xc Bi -, so ist demnach 

(11) 13 = 2 Ai + 2Bi + 2 Ci' 
(12) H3 = 21iBi + ~Ci; 
hieraus folgt (Anhang I, Nr. 16) 

* (13*) Z; - His R:i 2 A i + 2(Bi - Ii Bi)' 
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* * Jede Gruppe Ai und Bi ist mit 0 isomorph; daher ist BIJ = ZIJ - HIJ 
** ** durch (13*) bestimmt. Die mit ZIJ isomorphe Gruppe B:& kennen wir 

nach (6**); daher ist uns jetzt gemaB (10) auch BIJ bekannt. 
Die Formel fur BIJ lautet: 

(13) BIJp::j (U I + ... + U~r) + (VI + ... + Vqr) + (WI + ... + Wqr-'), 

wobei 
Uip::j 0, 
Vi p::j 0f{ = 0' - Ii' S', 
Wi p::j 1[-10 

ist!,· dabei ist pr die r-te Bettische Zahl, haben die tr und Ir- 1 die Eigen
schalt: die Torsionsgruppen yr und yr-l sind direkte Summen zyklischer 
Gruppen der Ordnungen Ii, I~, ... , I~r bzw. 11- 1 , 1'2-1 , ••• , I~;! ,. 

Unter Benutzung der Ausdrucksweise von Nr. 54 des Anhanges I 
kann man statt (13 *) auch schreiben: 

* (14) ZIJ - HIJ p::j (0, B@); 
hieraus und aus (6:*) ergibt sich eine zweite Gestalt der Formel lur BIJ: 

(15) BIJ p::j (0, B@) + C;J(T'-I). 

6. Die Gruppen H;J,;J' und B;J,3" Es sei nun noch eine Obergruppc 
0' von 0 g:egeben; dann ist, urn daran zu erinnern, H'iJ,;s' die Gruppe 
derjenigen Zyklen z' in bezug auf 0, zu denen es Komplexe cr+ 1 in bezug 
auf 0' mit (:,+1 = zr gibt. An die Stelle von (8) tritt daher 

(8') {(~a'iZr+1 + ~bdz~+1 + ~c.'iur+1 + ~b'iYr+l + ~ed V;+l)' 

= ~/rb'izr + ~e'iui' 
mit beliebigen a,i, b,i, c'i, bfi, e,i e 0', aber /ib'i e 0, e,i e 0. Somit 
sind die Elemente von H'iJ,;s' die Linearformen ~biZi + ~eiui mit 
beliebigen ei e 0 und den folgenden bi : erstens ist bi e 0, zweitens 
gibt es ein bd e 0' mit bi = lib fi ; diese bi bilden also die Durch
schnittsgruppe 0' (/i0') (dabei ist wieder 1';0' die Gruppe der li-fachen 
Elemente von 0'), - Zugleich zeigt die rechte Seite von (8'): 

* 
(9') H'iJ,C;f e Z&. 

Die Bestimmung von B'iJ,;s' unterscheidet sich von der in Nr. 5 vor
genommenen Bestimmung von B'iJ nur insofern, als man (10) durch 

* ** 
(10') B'iJ,;s' p::j (Z'iJ - H'iJ,;J') + U, U p::j Z'iJ 
und (12) durch 

(12') H'iJ,;J' = ~B~ + ~Ci 
zu ersetzen hat, wobei 

B~ p::j 0' (/i0'), Ci p::j 0 
, \Vegen der Bezeichnungen 0(, 10, (0 vgl. man § 3, Nr. 4. 
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ist. Daher tritt an die Stelle von (13) die Formel lur BfJ,~r: 

(13') Bfy,3'~ (UI + ... + Up.) + (V{ + ... + V~,) + (WI + ... + Wqr-l), 

wobei die Ui und Wi ihre alte Bedeutung beibehalten, wahrend 

ist. 
Damit ist der in Nr.1 angekiindigte Hauptsatz bewiesen: Jede 

Gruppe Bfy,3' ist durch die Gruppen B@ und T'-I bestimmt. 
Ein Korollar von (13') ist: Wenn B@ = 0 und T,-I = 0 ist, so ist 

BfJ,3' = 0 bei beliebigen 3, 3'· 
7. Bestimmung der B m, durch die B<iI. Nach § 3, Nr. 6, ist 

(16) 

dies kann man auch aus (6**) ablesen, da, wie man leicht sieht, jede 
Gruppe Iml die zyklische Gruppe der Ordnung list. Da ferner I mi = ml, 
also mi - Imi = 0 fiir jedes list, wird aus (13) die Formel lur Bm.: 

(17) Bm, ~ (UI + ... + Up,) + (WI + ... + W s) ~ (ml , B~) + T'-l, 

wobei die Ui r=::; ml sind und WI + ... + Ws eine direkte Summen-
zerlegung von T'-l ist. Auf Grund von Nr. 62 des Anhanges I kann man 
die durch (17) gegebene Gruppe auch folgendermaBen als Gruppe 
zykIischer Charaktere auffassen: 

(17') Bm. ~ Cm, (B~ + T'-l). 

8. Bestimmung der B<iI durch die B m,. Auf Grund der Formel (17) 
beweisen wir nun die schon in Nr. 1 ausgesprochene Behauptung: 

Die Gruppen B@ und damit alle Gruppen BfJ,3' lassen sich bestimmen, 
wenn man die Gruppen Bm, kennt. 

Da es fiir den Beweis dieses Satzes nur auf die Bestimmung der 
Bettischen Zahlen pr und der Torsionsgruppen T' ankommt, haben wir 
folgendes zu zeigen: Von einer gegebenen Gruppe Bm, = B wissen wir: 
sie ist direkte Summe einer endlichen Anzahl von Gruppen Ui , deren 
jede r=::; ml ist, und einer endlichen Gruppe T; dann ist die Anzahl p 
der Ui sowie die Struktur von T durch B eindeutig bestimmt. 

Setzen wir B = 5 + T, 5 = UI + ... + Up, so behaupten wir 
zunachst: Ein Element x c B gehort dann und nur dann zu 5, wenn 
es zu jeder ganzen Zahl m> 0 ein y c B mit my = x gibt. 

In der Tat: 1st xC 5, so ist x = Xl + ... + xP ' xi C Ui ; zu 
jedem Xi gibt es bei gegebenem m> 0 ein Yi c Ui mit mYi = Xi; 
setzt man Y = YI + ... + Yp ' so ist my = x. Andererseits: X habe 
die Eigenschaft, daB es zu jedem m> 0 ein Y mit my = X gibt; dann 
sei m speziell die Ordnung der Gruppe T; ist x = my, Y = s + t, 
scS, tc T, soist x=my=ms+mt=mscS. 

Somit ist dieUntergruppe 5 von B invariant in B charakterisiert; 
dasselbe gilt daher fiir die Differenzgruppe B - 5 ~ T. Es bleibt zu 
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zeigen, daB durch 5 die Anzahl p der Summanden in 5 = U 1 + ... + Up 
mit Ui R:I ffil eindeutig bestimmt ist. 

Die Charakterisierung von p kann so geschehen: In ffi1, also auch 
in jeder Gruppe Ui , gibt es genau zwei Elemente x mit 2x = 0, nam~ 
lich die Restklassen modulo 1, die 0 bzw. -! enthalten. Foiglich gibt es 
in 5 genau 2P derartige Elemente. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Zusatz. Aus dem Beweis ergibt sich: Bei festem r braucht man 
zur Bestimmung der Gruppe B@ die Gruppen Bm, und Bm~l. 

9. Bestimmung der B~m durch die B~. Schon im § 3, Nr. 8, haben 
wir die folgende Formel gefunden, die wir jetzt auch durch Speziali
sierung von (13) erhalten k6nnen 1: 

(18) { B@m R:I (B~)m + (1")m + (1"-I)m 
R:I (B@ + Tr-l)m. 

Nach Nr. 63 des Anhanges I kann man diese Gruppe auch als Gruppe 
von Charakteren modm auffassen: 

(18') 

Besonders einfach wird (18) fiir spezielle m: es sei mo durch die Ord
nungen aller Torsionsgruppen des Komplexes K teilbar; dann ist 
mo 1" = 0, also (1")mo = TT (fiir alle r), und aus (18) wird 

(19) B@mo R:I (B~)mo + 1" + 1"-1. 

10. Bestimmung der B~ durch die B~m. Wir beweisen jetzt, wie 
in Nr. 1 angekiindigt: Die Gruppen B@ und damit alle Gruppen B3,~' 
sind durch die Gesamtheit der Gruppen B@m bestimmt. Genauer: Die B@ 
lassen sich bestimmen, wenn man die Gruppen B@ml fur ein geeignetes, 
von dem Komplex K abhiingiges m1 kennt 2• 

Beweis 3• Es sei mo durch die Ordnungen aller Torsionsgruppen teil
bar und m1 = kmo, k::> 2; dann gilt (19) auch fUr m1 an Stelle von 
mo. Wir bestimmen nach dieser Formel die Gruppe der mo-fachen Ele
mente in B@m,; da mo1" = mor- 1 = 0 ist, ist 

mo B@m, R:I mo «(B~)m,) . 

Nun ist (B~)m, direkte Summe von pr zyklischen Gruppen der Ord
nung m1 ; daher ist mo«(B~)m,) direkte Summe von pr zyklischen Grup
pen der Ordnung k. Somit haben wir bereits die Bettische Zahl pr 
aus der Gruppe B<iJm, bestimmt. 

Urn jetzt noch die Torsionsgruppen zu ermitteln, benutzen wir den 
folgenden algebraischen Satz (Anhang I, Nr. 53): 1st die Gruppe A (mit 
endlich-vielen Erzeugenden) direkte Summe von U und V, so ist die 

1 Wegen der Bezeichnungen siehe § 3, Nr. 4. 
B Aus dem Beweis wird sich ergeben: fiir jedes hinreichend groBe q hat 

m1 = q I die genannte Eigenschaft. 
3 Dieser Beweis stammt im wesentlichen von Herrn PONTRJAGIN. 
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Struktur von V durch die Struktur von U bestimmt (mit anderen 
Worten: aus A = U + V = U' + V', U R:! U' folgt V R:! V'). 

Wir wenden diesen Satz auf (19) an (z. B. mit demselben m1 = kmo): 
pT und daher auch (B~)ml kennen wir schon; daher ist nach dem ge
nannten Satz auch yr + yr-1 bekannt; nach demselben Satz ist yr 
bekannt, falls man Tr-1 kennt. Da TO = 0 bekannt ist, lassen sich 
daher die yr nacheinander fur r = 1, 2, ... bestimmen. -

11. Die Bestimmtheit der vollsUindigen Homologietypen simpli
zialer Abbildungen durch die Homologietypen mod m. Wir beweisen, 
wie in Nr. 1 angekundigt, den folgenden Satz: 

Die simplizialen Abbildungen fund g des endlichen Komplexes K in 
den endlichen Komplex K' seien einander homolog in bezug auf jeden der 
Koeffizientenbereiche 05m (m = 2, 3, ... ). Dann sind sie einander homo
log in bezug auf beliebige 0, 0'. 

Beweis. ZT sei ein ganzzahliger Zyklus in K; dann ist 

(20) f(zr) - g(ZT) = x' 

ein ganzzahliger Zyklus in K'; 1 wenden wir die Operation fm (§ 3, Nr. 1) 
an, so ergibt sich 

fm(XT) =ffm(Z') -g!m(zT) 

- die Vertauschbarkeit von fm mit einer simplizialen Abbildung liegt 
auf der Hand und da fund g einander homolog in bezug auf 05m 
sind, folgt 

(in bezug auf 05m), 

d. h. in der Ausdrucksweise von § 3, N r. 10: x' berandet mod m; da 
dies fUr jedes m gilt, ist nach § 3, N r. 10: xr ~ 0, also 

(21) f (z') - g (zr) = 1'r+1 , 

wobei rr+1 ein ganzzahliger Komplex ist. 
Wir werden (21) nachher auf die Elemente Zi', zi und uF einer kano

nischen Basis von L@(K) anwenden (§ 2, Nr. 6); jetzt betrachten wir 
noch die Elemente yF aus der kanonischen Basis: nach (2 b) ist rli - 1 (yi) 
ein Zyklus mod f~-l; set zen wir 

f (yD - g (yi) = rJi, 

so ist, da fund g einander homolog in bezug auf 05t;-1 sind, 

ft;-1(rJi) ~O (in bezug auf %;-,); 

d. h.: es gibt modfF-1 einen Komplex rr+l, so daB y~+1 = !fi-1 (rJD ist; be
stimmen wireinen ganzzahligen Komplex r~+1 so, daB rr+ 1 = !1'-1 (r~+l) 
ist, so ist ' 

!r.-"(ni) = r/;-,(i'[+1)· 

1 Wir bezeichnen im folgenden immer Komplexe in K' mit griechischen Buch
staben. 
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und mithin 

(22) 

wobei n·+1 und L1i ganzzahlig sind. 
]etzt sei 3 ein beliebiger Koeffizientenbereich, und 3T sei ein Zyklus 

in K in bezug auf 3; die Behauptung ist: 

(23) I(t) -g(3r) = fl+l, 

wobei eN1 ein Komplex des Koeffizientenbereiches 3 in K' ist. Es 
genugt, die Behauptung (23) fur die durch (4) gegebenen Bestandteile 
* ** . In b . f, ~r von f emze zu ewelsen. 

;r ist lineare Verbindung der Basiselemente Zi, zi, ui (mit Koeffi
zienten aus S); fUr diese Elemente gilt (21); durch Multiplikation mit 

den Koeffizienten und Addition fQlgt dann (23) fUr ;r. 
*~*,. ist von der Form (3**); Multiplikation von (22) mit hi und Addi

tion liefert 

I t~*,.) - g ('&~) = 2' hi F,:-+1 + 2' li·- 1 hi L1 i , 
und mit Rucksicht auf li·- 1 hi = 0: 

I t~~) - g t~~) = (2' hi r[+1)" , 
also (23) fUr ,&*,.. 

Damit ist (23) fUr einen beliebigen Koeffizientenbereich 3 bewiesen; 
ist noch ein zweiter Bereich 3' ~ 3 gegeben, so lautet die Behauptung 
unseres Satzes: Fur jeden Zyklus tin bezug auf 3 gilt (23), wobei er +1 

ein Komplex des Bereiches 3' ist. Diese Behauptung ist in der bereits 
bewiesenen sHirkeren Behauptung - mit 3' = 3 - enthalten. 

Somit ist unser Satz bewiesen. 
12. Wir geben jetzt ein Beispiel zweier Abbildungen, die zwar den

selben H omologietypus in bezug aul ® , aber nicht denselben H omo
logietypus in bezug aul ®2 haben, also nicht vollstandig homolog sind: 
K sei eine simpliziale Zerlegung der projektiven Ebene, K' = 1.i3 1 der 
Randkomplex eines Tetraeders. I bilde die drei Ecken eines fest
gewahlten Dreiecks von K auf die drei Ecken eines Dreiecks I x21 
von K', aile anderen Eckpunkte von K auf den vierten Eckpunkt 
von K' ab; g bilde K auf einen Eckpunkt von K' abo I und g haben 
denselben Homologietypus in bezug auf ®: denn 1 I (ZO) "'" g (zO) folgt 
unmittelbar daraus, daB K' zusammenhangend ist (vgl. Kap. IV, § 5); 
I (Zl) '" g (Zl) daraus, daB in K' jeder Zyklus Cl berandet; I (Z2) ex> g (Z2) dar
aus, daB es in K keinen von Null verschiedenen Z2 gibt. lund g haben aber 
verschiedene Homologietypen in bezug auf ®2: Bezeichnet 52 den von 
Null verschiedenen Zyklus mod 2 in der geschlossenen Pseudomannig
faltigkeit K (vgl. Kap. IV, § 5, Nr. 11), so ist g(52) = 0, aber IUl) =f.= 0, 
da x2 in I (~2) mit dem Koeffizienten 1 auftritt. 

1 z' bezeichnet einen beliebigen ganzzahligen r-dimensionalen Zyklus in K. 



238 v. Bettische Gruppen. 

13. Beispiel zweier Abbildungen, die zwar denselben Homologietypus 
bezuglich l)t1' aber verschiedene H omologietypen bezuglich ®2 haben, 
also nicht vollstandig homolog sind: K' sei eine simpliziale Zerlegung der 
projektiven Ebene, C1 ein so1cher Zyklus mod2 in K', daB ti eine 
projektive Gerade ist; K sei ein mit IC1 1 isomorpher Streckenkomplex. 
t sei die zugehOrige isomorphe Abbildung von K in K', g eine Abbil
dung von K auf einen Eckpunkt von K'. Dann haben t und g den
selben Typus in bezug auf l)t1: denn 1 t (zO) 00 g (zO) ist ebenso trivial wie in 
dem vorigen Beispiel; t (Zl) = g (Zl) ist darum richtig, weil Bfu, (K') die 
Nullgruppe ist: dies folgt aus Nr. 7, da sowohl BG (K') als auch yo (K') 
Null sind. t und g haben aber verschiedene Typen in bezug auf ®2: 

denn bezeichnet cr1 den von Null verschiedenen Zyklus mod2 in K, 
so ist t (cr1) cfo 0, g (51) 00 0 in K' in bezug auf ®2. 

14. Trotz dem Beispiel in Nr. 12 geniigt bei einer groBen Klasse 
von Komplexen K der Koeffizientenbereich ® fiir die Untersuchung 
der Abbildungen; es gilt namlich der Satz: 

Besitzt K keine Torsion, und haben t und g denselben Homologie
typus in bezug aut (\j, so sind t und g vollstandig homolog. 

Beweis. Wenn t und g denselben Homologietypus in bezug auf ® 
haben, so gilt (21) fUr jeden ganzzahligen Zykluszr • WennKkeine Torsion 
besitzt, so gibt es beziiglich jedes Koeffizientenbereiches3 nur Zyklen erster 
Art in K (Nr. 3); fUr dieseZyklen ergibt sichaber (23) aus (21), indemman 
(21) auf die Basiselemente Z~, z~, u~ anwendet. Daher sind t und g einander 
in bezug auf jeden Koeffizientenbereich 3 homolog, und dasselbe gilt 
erst reeht (vgl. Nr. 11) bei Heranziehung eines zweiten Bereiches 3' :::l 3. 

Zusatz. 1st K' n-dimensional, so braucht man offenbar nur fUr 
r < n die Abwesenheit r-dimensionaler Torsion in K vorauszusetzen. 

15. Dem damit bewiesenen Satz entspricht der folgende, der zeigt, 
daB trotz dem Beispiel in Nr. 13 der Koeffizientenbereich l)t1 in wich
tigen Fallen zur Untersuchung der Abbildungen geniigt: 

Besitzt K' keine Torsion, und haben t und g denselben Homologie
typus in bezug aut l)t1' so sind t und g vollstiindig homolog. 

Beweis. Auf Grund von Nr. 11 geniigt es zu zeigen: t und g haben 
denselben Homologietypus in bezug auf ®m bei beliebigem m. 

1m folgenden bedeuten Buchstaben ohne unteren Index, also C, 
zr, rr, ... immer ganzzahlige Komplexe; Buchstaben mit unterem 
Index m oder 1 bedeuten Komplexe in bezug auf ®m bzw. l)t1. Ferner 
verstehen wir unter 'I diejenige homomorphe Abbildung von LrR (K) 
auf LrR, (K), die entsteht, wenn man in jedem Komplex aus Lffi (K) die 
Koeffizienten mod 1 reduziert; das gleiche gilt fiir K'. 

Wir nehmen einen Zyklus z;;' in K; die Behauptung lautet: 

t (z;;') ex> g (z;;') (in bezug auf ®ml. 

1 z' bezeichnet einen beliebigen r-dimensionalen Zyklus in bezug auf ffi1 in K. 
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Es gibt einen C' mit 
(24) Tm (C') = z';,.. 
Set zen wir 
(25) I(C) - g(C) = P, 

so ist Tm(T') = I (z';,.) - g(z:;') ein Zyklus modm in K', und zwar, da 
es in K' keine Torsion gibt, ein Zyklus erster Art; folglich gibt es einen 
Zyklus x' mit Tm (x') = Tm (T'), also 

(26) 

Hieraus folgt, indem man zu ffi ubergeht: 

und 
~rr= ~x'+Llr 
m m 

(27) 

DaB z;;. Zyklus modm ist, bedeutet: Cr=mz,-l, ~C'=zr-I 
m ' 

Tl (m1 C)' = 0; d. h. .) 
rl(~ C = zi 

ist Zyklus in bezug auf ffiI , N ach Voraussetzung ist daher 

I (zD (Xl g (zD (in bezug auf lR1), 

es gibt also einen Komplex r{+1 mit 

(28) l(zD -g(zD =F{+l, 

Man bestimme einen ganzzahligen Komplexrr+1 so, daB r{+1=Tl(~rr+1) 
ist; dann wird aus (25) unter Berucksichtigung von (28) und der De-

T (~p) = T (~t'+l) 
1 m 1 k ' 

finition von zi: 

also nach (27) 

Dies bedeutet: 

also 

1 l' - x' = -r,+l + r,r 
m k "/ ' 

k('X' - mrJr) = mFr+l<x>o 
und da es in K' keine Torsion gibt: 

Aus (26) wird daher 
r' = jr+l + mW, 

(in bezug auf ®), 

Tm(T') = Tm (LI'H)" ""'0 (in bezug auf ®m), 

und dies ist auf Grund von (24) und (25) gerade die Behauptung 

I (z:;') "'" g (z:;') , 
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16. Abbildungen auf die Sphare. Der hiermit bewiesene Satz ist 
insbesondere immer anwendbar, wenn K' eine Hsn ist (§ 1, Nr. 7). 
Dieser wichtige Fall wird auch dadurch noch besonders einfach, daB 
fur 0 < r < n die Gruppen Bfl,'J' (K') Null sind (fur beliebige Koeffi
zientenbereiche); denn infolgedessen hat man nur die Abbildungen 
nnll- und n-dimensionaler Zyklen von K zu betrachten. Die null
dimensionalen Zyklen liefern nichts Interessantes: denn es ist immer 
I (ZO) <Xl g (zO) infolge des Zusammenhanges von K' (n::> 1). Somit 
spielen nur die Abbildungen der n-dimensionalen Zyklen eine Rolle. 

Nehmen wir diese Tatsache zusammen mit dem Satz aus Nr. 15 
nnd dem Satz aus Nr. 11 (von denen wir hier offenbar nur einen sehr 
speziellen Fall anwenden), so erhalten wir das Ergebnis: 

K' sei eine H sn, und es seien I, g zwei simpliziale Abbildungen eines 
beliebigen endlichen Komplexes K in K'. Dalur, dafJ lund g einander 
vollstandig homolog sind, ist iede der beiden lolgenden Bedingungen not
wendig und hinreichend: 

1) lur ieden n-dimensionalen Zyklus zn in K in bezug aul lRl ist 
I(zn) = g(zn); 

2) lur iedes m::> 2 und lur ieden n-dimensionalen Zyklus zn mod. m 
in Kist I(zn) = g(zn). 

Sechstes Kapitel. 

Zerspaltungen und Unterteilungen 
von Komplexen. 

§ 1. Zellenzerspaltung absoluter Komplexe. 
1. Einleitung. - 2. Zerspaltungen. Elemente einer Zerspaltung. Oberflache 
eines Elementes. - 3. Bausteine. - 4. Algebraische Zerspaltungen; die 
Gruppen L' (Z). - 5. Ein Satz fiber algebraische Komplexe einer algebra
ischen Zerspaltung. - 6. Die Zyklen und die Homologieklassen einer alge
braischen Zerspaltung. - 7. Kombinatorische Zellen. Zellenzerspaltungen. 
- 8, 9. Zwei Satze fiber Zyklen einer Zellenzerspaltung. - 10. Die Bet
tischen Gruppen einer Zellenzerspaltung. - 11. Die allgemeine Euler-Poin
caresche Formel. - 12. Konvex-kombinatorische Zellen. - 13. Weitere 
Beispiele. - 14. Erweiterung des Zellenbegriffes. - 15. Unendliche Komplexe. 

§ 2. Unterteilung Euklidischer Komplexe. 
1. Einleitung. "- 2. Unterteilung algebraischer Komplexe. - 3. Die zu 
einer Unterteilung geh6rige Zerspaltung. - 4. Ein Lemma. - 5. Die In
varianz der Bettischen Gruppen bei Unterteilung. - 6. Unterteilung von 
Simplexen. Weitere Folgerungen. - 7. Zellenhfillen und Zellenrander. -
8. Fortsetzung eines Komplexes. 

§ 1. Zellenzerspaltung absoluter Komplexe. 

1. Das Studium der absoluten Komplexe ist, wie aus dem Ein
bettungssatz (Kap. IV, § 1, Nr. 6) hervorgeht, gleichwertig dem Studium 
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der Euklidischen simplizialen Komplexe; diese sind spezielle Euklidische 
Zellenkomplexe (Kap. III); es liegt daher nahe, eine solche Verallgemei
nerung des Begriffes des absoluten Komplexes aufzustellen, daB die Unter
suchung dieses allgemeineren Begriffes der Untersuchung der Eukli
dischen Zellenkomplexe entsprieht. DaB eine solche Verallgemeinerung 
des Begriffes nicht nur moglich, sondern auch fur den Inhalt der Theorie 
wertvoll und notig ist, lehrt bereits der elementare Eulersehe Polyeder
satz: er gilt ja fUr die Zerlegungen einer Kugelflaehe nieht nur in Drei
eeke, sondern auch in beliebige Zellen. 

Andererseits wissen wir (Kap. III, § 2): Jeder Zellenkomplex K 
besitzt unter seinen Unterteilungen simpliziale Komplexe K'; man 
kann daher aueh umgekehrt bei gegebenem simplizialen K' den Zellen
komplex K dadureh konstruieren, daB man die Menge aller Simplexe 
von K' in geeigneter Weise in Teilmengen zerspaltet und die Simplexe 
jeder einzelnen Teilmenge zu einer Zelle von K verschmilzt; diese Kon
struktion legt das Bestehen der Mogliehkeit nahe, daB der gesuchte 
Begriff, der den Euklidisehen Zellenkomplexen entspreehen soIl, aus 
dem Begriff des absoluten Komplexes hervorgeht, wenn man auf einen 
absoluten Komplex - also auf eine Menge von Simplexen - einen 
geeigneten ProzeB der "Zerspaltung" in Teilkomplexe - also in Teil
mengen dieser Simplexmenge - anwendet. 

Dies ist der leitende Gedanke des gegenwartigen Paragraphen; er 
fuhrt zu der Theorie der Zerspaltungen eines absoluten Komplexes in 
"kombinatorische Zellen"; daB hierin die Theorie der Zellenkomplexe 
in der oben angedeuteten Weise enthalten ist - daB, mit anderen 
Worten, die konvexen Zellen in gewissem Sinne als spezielle kombina
torische Zellen aufgefaBt werden konnen, wird allerdings erst am SehluB 
des § 2 bewiesen werden. 

Der Begriff der "kombinatorisehen Zelle", mit dem wir hier arbeiten 
werden, ist allgemeiner, als es fUr die Anwendung auf Zellenkomplexe 
notig ware. Diese Allgemeinheit scheint uns aber einerseits methodisch 
interessant zu sein, und andererseits ist sie bestimmt praktisch wert
voll: in der Theorie der Mannigfaltigkeiten O. Band) kommt man -
wenigstens heute - nieht ohne allgemeinere "Zellen" aus, als es die 
konvexen sind, und uberdies wird sogar der Eulersche Polyedersatz 
zuweilen auf Flachenzerlegungen angewandt, deren Elemente nicht 
mehr konvexen Zellen homoomorph sind, so daB ihre Bezeichnung und 
Behandlung als "Zellen" einer Rechtfertigung bedarfl. 

2. Zerspaltungen. Elemente einer Zerspaltung. OberfHi.che eines 
Elementes. Ein absoluter, endlieher oder unendlicher, Komplex Kist 
eine Menge von Simplexen, ein Teilkomplex von Kist eine Teil-

1 Man vgl. HILBERT und COHN-VOSSEN, Anschauliche Geometrie, S.276, 
Abb. 301: daB der dort benutzte Zellenbegriff in der Tat zuHi.ssig ist, wird sich 
aus dem gegenwartigen Paragraphen ergeben (Nr. 13, letztes Beispiel). 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 16 
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menge dieser Mengel. Was eine "Oberdeckung" von Kist, ist daher 
ebenso definiert wie bei jeder Menge: wir verstehen unter einer "Ober
deckung Z von K ein System von Teilkomplexen Ei (beliebiger Dimen
sion) von K mit ~ Ei = K. Dabei sind die Ei die "Elemente" von Z; 
weiter gebrauchen wir die folgenden Bezeichnungen: ein absoluter 
Teilkomplex von Kist ein "Komplex von Z", wenn er die Vereinigungs
menge von Elementen von Z ist; ist Ei c Ej , so heiBt Ei "Seite" von 
E j , und zwar "eigentliche" Seite, wenn Ei =f Ej ist. 

Unter den "Oberdeekungen von K sind nun die "Zerspaltungen" dureh 
die Art, wie die Ei "aneinandersehlieBen", ausgezeiehnet: 

Defini tion. Die dureh K = ~Ei gegebene "Oberdeekung Z des Kom
plexes K mit den Teilkomplexen Ei heiBt eine Zerspaltung von K in 
die Elemente'" Ei , wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind: 

1) der Durchsehnitt je zweier Elemente ist entweder leer oder ein 
Komplex von Z; 

2) jede eigentliehe Seite eines Elementes Ei hat niedrigere Dimen
sion als Ei . 

Die einfaehste Zerspaltung ist die, deren Elemente die zu den 
Simplexen von K (aller Dimensionen) gehOrigen Simplexhilllen sind; 
wir nennen sie die "Urzerspaltung" von K. 

Die folgenden Begriffe und Eigensehaften liegen nun nahe: 
Denjenigen Komplex von Z, der aus den eigentliehen Seiten von Ei 

best~ht, nennen wir die "Obertliiche" von E i ; ein Simplex von K, das zu Ei , 
aber nieht zur Oberflaehe von Ei gehort, heiBe "inneres" Simplex von E i . 

I x I sei ein beliebiges Simplex von K, EI sei unter den I x I enthalten
den Elementen - da die Ei eine tJberdeekung von K bilden, gibt es 
solche - eines niedrigster Dimension; dann folgt aus 2}, daB I x I nieht 
auf der Oberflaehe von EI liegt, sondern inneres Simplex von EI ist; 
ist I x I auBerdem in dem von EI versehiedenen Element E2 enthalten, 
so ist naeh 1) der Durchsehnitt E I ·E2 ein Komplex von Z, der Ixl 
enthlilt; naeh Definition von EI hat er wenigstens dieselbe Dimension 
wie EI und ist daher naeh 2) mit El identiseh; es ist also El c Es> 
und I x lliegt daher auf der Oberflaehe von Es. Damit sehen wir: ] edes 
Simplex I x I von Kist inneres Simplex von genau einem Element dey 
Zerspaltung Z. Wir sagen, daB dies das "Tragerelement" von I x list; 
es ist als das niedrigst-dimensionale Ei mit I x I C Ei eharakterisiert. 

Unter Kr(z) verstehen wir denjenigen Teilkomplex von K, der 
die Vereinigungsmenge aller hoehstens r-dimensionalen Elemente von 
Z ist. Aus der Charakterisierung des Tragerelementes dureh die niedrigste 

1 Dabei muJ3 immer die Bedingung B aus Kap. IV, § 1, Nr.2 erfftllt sein. 
9 Das Wort "Element" wird in zwei verschiedenen Bedeutungen gebraucht: er

stens in der allgemein-Iogischen als "Element einer Menge"; zweitens wird das topo
logische Bild "eines r-dimensionalen Simplexes ein "r-dimensionales Element" ge
nannt. In dem obigen Text hat das Wortdurchaus die erste dieser beiden Bedeutungen. 
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Dimension folgt: GehOrt das Simplex I x I zu K' (Z), so ist auch das 
Tragerelement von I x I Teilkomplex von KT (Z) . 

Die wichtigsten Beispiele von Zerspaltungen sind die folgenden: Der Kom
plex K' sei eine simpliziale Unterteilung des Euklidischen Zellenkomplexes K; 
die dadurch bewirkten Unterteilungen der Zellen y~ von K miigen E; heiBen; 
diese Komplexe E~ sind die Elemente einer Zerspaltung Z von K' (vgl. § 2, Nr.3). 

Ein anderes Beispiel: Es sei K = E ein mindestens eindimensionaler Kom
plex, und ferner seien EL E3, ... , E!:. irgendwelche Eckpunkte von K; dann 
sind E, Er, E8, ... , E!:. die Elemente einer Zerspaltung von K. 

3. Bausteine. Unter einem "Baustein" verstehen wir den Inbegriff 
eines Komplexes E und einer solchen Zerspaltung Z' von E, daB E selbst 
Element von Z' ist. 1st E r-dimensional, so folgt aus der Eigenschaft 2) 
der Zerspaltungen, daB E das einzige r-dimensionale Element von Z' 
ist; die iibrigen Elemente haben niedrigere Dimension und bilden die 
Oberflache von E ; E selbst nennen wir das "Grundelement' ( des Bausteines. 

1st Z eine Zerspaltung des Komplexes K, Ei Element von Z, so bildet 
das System alIer Seiten von Ei', einschlieBlich Ei selbst, offenbar eine 
Zerspaltung Zi des Komplexes E i ; wir nennen den Inbegriff des Kom
plexes Ei und seiner Zerspaltung Zi einen "Baustein der Zerspaltung Z" 1. 

Ein SpezialfalI eines Bausteines ist eine Simplexhiille mit den Seiten 
des Simplexes als Elementen der Zerspaltung2. Wir haben den all
gemeinen Bausteinen erhebliche Einschrankungen aufzuerlegen, urn sie 
zu so brauchbaren Hilfsmitteln bei der Untersuchung der Zyklen und 
Homologien zu machen, daB sie dasselbe leisten wie die Simplexe. 

4. Algebraische Zerspaltungen; die Gruppen Lr (Z). Die Zerspal
tung Z des Komplexes K heiBt "algebraisch", wenn jedes .Element von 
Z monozyklisch bis auf seine Oberflache ist (Kap. IV, § 6, Nr. 6)3. In 
jedem Element Ei der algebraischen Zerspaltung Z gibt es einen aus
gezeichneten r-dimensionalen ganzzahligen Relativzyklus bis auf die 
Oberflache von Ei: das "Basiselement" von Ei (Kap. IV, a. a. 0.); 
das Basiselement ist bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt; wir 
bezeichnen das mit einem willkiirlichen, aber festen Vorzeichen ver
sehene Basiselement vop. Ei mit Xi. Die Basiselemente Xi nennen wir 
die "algebraischen Elemente von Z". 

Von jetzt an sei Zimmer eine algebraische Zerspaltung. 
Jedes algebraische Element Xi ist algebraischer Komplex in K, etwa 

Xi =~aixi, wobei die xi die orientierten Simplexe von K sing. Jede 
lineare Verbindung der Xi ist daher auch algebraischer Komplex in K; 

1 Der Unterschied zwischen einem "Element einer Zerspaltung" und einem 
"Baustein einer Zerspaltung" ist analog dem Unterschied zwischen einer "Zelle" 
und einer "Zellenhiille". 

2 Weitere Beispiele sind leicht zu bilden; auch das letzte Beispiel in Nr.2 
liefert einen Baustein. 

3 1m folgenden werden die Nummern 6 bis 10 aus Kap. IV, § 6 mehrmals 
und wesentlich benutzt. 

16* 



244 VI. Zerspaltungen und Unterteilungen von Komplexen. 

wir nennen ihn einen algebraischen Komplex der (algebraischen) Zer
spaltung Z; diese Komplexe bilden - bei festem r - eine Gruppe L' (Z) , 
die Untergruppe von Lr (K) ist. (Wir denken uns einen beliebigen 
Koeffizientenbereich S fest zugrunde gelegt, den wir in den Bezeich
nungen nicht besonders andeuten.) 

Die Xi bilden eine Basis von L' (Z); d. h.: jedes Element von Lr (Z) 
laBt sich auf eine und nur eine Weise als ItiXi darstellen. Die Dar
stellbarkeit liegt in der Definition von Lr (Z); urn ihre Eindeutigkeit zu 
beweisen, ist zu zeigen: aus I ti Xi = 0 folgt ti = 0 fiir aIle i. Nun 
kommt aber ein Simplex xi niemals in zwei verschiedenen Xi vor, da 
der Durchschnitt zweier verschiedener Ei kein r-dimensionales Simplex 
enthalt; daher folgt aus 1: ti Xi = 0 zunachst ti Xi = 0 fiir jedes i; 
hieraus folgt aber weiter, nach der in Kap. IV, § 6, Nr. 6 festgestellten 
Eigenschaft 2) der Basiselemente: ti = O. 

Somit kann Lr (Z) als Gruppe der Linearformen in den Xi auf
gefaBt werden; sie ist genau so aus den Xi gebildet wie L' (K) aus den xi. 

5. Satz 1. Z sei eine algebraische Zerspaltung von K; cr sei ein al
gebraischer Komplex in K, und zwar Teilkomplex von KT (Z); er sei Relativ
zyklus bis aut Kr-l (Z) (zum Beispiel ein gewohnlicher Zyklus). Dann 
ist cr algebraischer Komplex der Zerspaltung Z. 

Beweis. Da Cr in Kr (Z) liegt, liegt auch das Tragerelement jedes 
Simplexes xi von Cr in Kr(z) - (vgl. Nr.2) -, ist also r-dimensional. 
Man kann daher cr in eindeutiger Weise als Summe Cr = ICi mit 

i 

q c: Ei schreiben, wobei die Ei Elemente von Z sind. Wir haben zu 
zeigen, daB q Relativzyklus bis auf die Oberflache Fi von Ei ist; 
denn daraus folgt Ci = ti Xi, wobei Xi das Basiselement von Ei ist, 
und cr = I ti Xi c: Lr (Z) . 

Wir nehmen etwa i = 1. Dann liegt cr = q + (q + q + .. ·r nach 
Voraussetzung auf Kr-l (Z), enthalt also kein inneres Simplex von Ei; 
daher miifite, wenn Ci ein inneres Simplex von Ei enthielte, wenigstens 
ein Ci mit i:> 2 dasselbe Simplex enthalten; das ist unmoglich, da 
q c: Ei ist, und Ei, Ei (i:> 2) kein inneres Simplex gemein haben. 
Da Ci somit kein inneres Simplex von E;: enthalt, ist Ci c: F I , d. h. q 
ist Relativzyklus bis auf Fl' 

Aus dem damit bewiesenen Satz folgt weiter: 
Sa tz I a. Z seieine algebraischeZerspaltung von K. Dannistder Rand iedes 

algebraischenKomplexes der ZerspaltungZ selbstalgebraischerKomplexvon Z. 
Beweis. Es geniigt, die Behauptung fUr ein einzelnes algebraisches 

Element Xi zu beweisen. Nun ist aber erstens Xi c;:: Fi c: Kr-l (Z), 
zweitens ist Xi Zyklus; nach Satz list daher Cr-,l = Xi algebraischer 
Komplex von Z. 

6. Die Zyklen und die Homologieklassen einer algebraischen Zer
spaltung. Die r-dimensionalen Rander algebraischer Komplexe von Z 
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bilden offenbar eine Gruppe Hr (Z), die Untergruppe von Lr (K) istl; 
der Satz I a besagt: Hr (Z) c Lr (Z). Ferner bilden diejenigen Komplexe 
in V (Z), die Zyklen sind, offenbar eine Gruppe zr (Z), die ihrerseits 
die Gruppe Hr (Z) enthalt; die Elemente von zr (Z) nennen wir kurz 
die "Zyklen der Zerspaltung Z"; (man kann zr (Z) als den Gruppendurch
schnitt zr(z) = Lr(z) . zr(K) definieren). SchlieBlich fiihren wir noch 
die Restklassengruppen Br (Z) = zr (Z) - Hr (Z) ein; ihre Elemente sind 
die "H omologieklassen von Z". 

1st Z die Urzerspaltung (Nr. 2), so sind dies die gewohnlichenZyklen und 
Homologieklassen sowie die Gruppen zr (K) , Hr (K) , Br (K) . Formal kann 
man mit den Homologieklassen einer beliebigen algebraischen Zerspaltung 
ebenso operieren wie mit den Homologieklassen der Urzerspaltung; 
wichtig werden aber besonders diejenigen Zerspaltungen sein, bei denen 
diese Operationen zu denselben Ergebnissen fiihren wie bei der Ur
zerspaltung. Das somit vorhandene Problem laBt sich so prazisieren: 

Jede Homologieklasse von Z - also jedes Element von Br(z) 
ist in einer Homologieklasse von K - einem Element von Br (K) -
enthalten; wir fragen: 

I) 1st in jeder Homologieklasse von K eine Homologieklasse von Z 
enthalten? Mit anderen Worten: Besitzt jede Homologieklasse von K 
einen Reprasentanten in Gestalt eines Zyklus von Z? 

II) 1st in jeder Homologieklasse von K hochstens eine Homologie
klasse von Z enthalten? Mit anderen Worten: Wenn zwei Zyklen der 
Zerspaltung Z einander homolog in K sind, sind sie dann auch immer 
einander homolog in Z, d. h. beranden sie dann zusammen auch einen 
Komplex von Z? 

Wie man leicht sieht (vgl. Nr. 10), ergibt sich aus der Be
jahung beider Fragen der Isomorphismus der Gruppen Br (Z) und 
Br (K). In diesem Fall sind die Bausteine von Z ebenso brauchbar zur 
Untersuchung der Homologien und Bettischen Gruppen wie die Simplexe. 

Wir werden eine recht allgemeine Klasse algebraischer Bausteine 
angeben - die "Zellen" -, bei deren Verwendung die Fragen I) und II) 
zu bejahen sind. 

7. Kombinatorische Zellen. Zellenzerspaltungen. Ein Baustein 
heiBt eine "kombinatorische Zelle", wenn jedes Element Ei, des Bausteines 
simplexartig bis auf seine Oberflache Fi ist, d. h. (vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 9) 
wenn jedes Element Ei die beiden folgenden Bedingungen erfiillt: 

1) jeder hOchstens (r - 1)-dimensionale Relativzyklus bis auf Fi 
in Ei, berandet bis auf Fi in Ei,; 

2) es gibt einen solchen ganzzahligen r-dimensionalen Relativ
zyklus Xi bis auf Fi in Ei, daB sich jeder r-dimensionale Re1ativzyklus 
bis auf Fi in Ei, (irgendeines Koeffizientenbereiches) auf eine und nur 
eine Weise in der Form tXi darstellen laBt. 
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Wenn keine Verwechslung mit konvexen Zellen zu befiirchten ist, 
lassen wir das Beiwort "kombinatorisch" zuweilen weg. 

Eine Simplexhiille mit den Seiten des Simplexes als Elementen der 
Zerspaltung ist das einfachste Beispiel einer Zelle. Ferner werden wir 
im § 2 sehen, daB das Analoge fiir jede Zellenhiille gilt. Weitere Bei
spiele werden in Nr. 13 und 14 angegeben werden. 

Eine Zerspaltung heiBt eine "Zellenzerspaltung", wenn ihre Bau
steine kombinatorische Zellen sind. Die obengenannte Eigenschaft 2 
der kombinatorischen Zellen zeigt, daB jede Zellenzerspaltung eine 
algebraische Zerspaltung ist. 

8. Jetzt kniipfen wir an die beiden Fragen an, die am SchluB von 
Nr.6 ausgesprochen wurden; zuerst zeigen wir, daB die Frage I zu 
bejahen ist, falls die Bausteine von Z Zellen sind: 

Sa tz II. Z sei eine Zellenzerspaltung des Komplexes K,' z' sei irgendein 
Zyklus aus K. Dann gibt es einen solchenZyklus C' der Zerspaltung Z, dafJ 
cr "" z' in Kist. 

Beweis. Wir sagen, daB ein algebraischer Komplex A c K "in 
das Element Et der Zerspaltung Z "eindringt", wenn ein Simplex 
von A inneres Simplex von Ei ist. Zum Beweis des Satzes II geniigt 
es, einen mit z' homologen Zyklus C, von K zu konstruieren, der in 
kein hoher als r-dimensionales Element eindringt; denn ein so1cher 
Zyklus " liegt auf K' (Z), und ist daher nach Satz I Zyklus von Z. 

Die Konstruktion eines so1chen C' aber gelingt offenbar durch 
wiederholte Anwendung des folgenden Hilfssatzes: 

Hilfssatz 1. Die Voraussetzungen des Satzes II seien erfiillt; s sei 
die' groBte Zahl, fUr die z' in ein s-dimensionales Element eindringt, 
und es sei s > r. Dann gibt es einen Zyklus yr init yr ex> z', der erstens 
in kein Element einer Dimensionszahl > s eindringt und der zweitens 
in weniger s-dimensionale Elemente eindringt als zr. 

Beweis des Hilfssatzes. zr dringe in das Element Ef ein; die Ober
fHiche von Ef sei Fl' Die zu z' gehorigen inneren Simplexe von Ef 
bilden, wenn man die ihnen in z' zugeteilten Koeffizienten beibehalt, 
einen algebraischen Komplex q; dann gehort der Durchschnitt von Ef 
mit I zr - q I ' und daher auch der Durchschnitt von Ef mit I (zr - qr I 
= I C~I ,also I Crl selbst zu F I ; q ist somit Relativzyklus in Ef bis 
auf Fl' und seine Dimension ist <s - 1. Infolge der Eigenschaft (f3) -
vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 8, Nr.9 - gibt es daher Komplexe Dr+1 c Ef, 
QrCFI mit 

q = j)'+1 + Qr. 

Qr _ q ist also Zyklus und ex> 0 in E~; der Zyklus 

yr=zr+Qr_q 

erfiillt dann die Behauptung des Hilfssatzes 1. 
Damit sind der Hilfssatz 1 und der Satz II bewiesen. 
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9. ]etzt bejahen wir auch die Frage II aus Nr. 6 fUr den Fall, 
daB die Bausteine von Z Zellen sind: 

Satz III. Z sei eine Zellenzerspaltung des Komplexes K; (;' sei ein 
Zyklus dieser Zerspaltung; er berande einen Komplex CT+1 in K. Dann 
berandet Cr auch einen Komplex Tr+1 der Zerspaltung Z. 

Zum Zweck eines spater zu fUhrenden Beweises (§ 2, Satz II) brau
chen wir noch eine Verallgemeinerung dieses Satzes; die Voraussetzung 
tiber Z besagt, daB jedes Element bis auf seine Oberflache mono
zyklisch ist und die Eigenschaft ({J)besitzt; wir ersetzen die letzt
genannte Voraussetzung durch die schwachere, daB die Elemente bis 
auf ihre Oberflachen die Eigenschaft (y) - vgl. Kap. IV, § 6, Nr.8 -
besitzen; da, wie wir wissen (Kap. IV, a. a. 0.), (y) aus ({J) folgt, ist 
in der Tat der folgende Satz eine Verallgemeinerung des Satzes III: 

Satz III'. Die Elemente der Zerspaltung Z des Komplexes K seien 
so beschaffen, daft sie bis auf ihre Oberflachen monozyklisch sind und die 
Eigenschaft (y) aus Kap. IV, § 6, Nr. 8 besitzen. Dann gilt das im 
Satz III iiber Zyklen CT Behauptete. 

Beweis von III'. Es geniigt, einen Komplex Tr+l in K mit tr+l = CT 
anzugeben, der in kein haher als (r + 1)-dimensionales Element ein
dringt; denn ein solcher p+1 liegt auf Kr+l (Z) und, da Cr Zyklus der 
Zerspaltung Z ist, liegt tr+1 = CT auf KT (Z); Tr+1 ist also Relativzyklus 
bis auf KT (Z) und daher nach Satz I Komplex der Zerspaltung Z. 

Die Konstruktion eines solchen Tr+l gelingt durch wiederholte An
wendung des folgenden Hilfssatzes: 

Hi If s s a tz 2. Die Voraussetzungen des Satzes III' seien erfiillt; 
Cr+l = cr sei Zyklus von Z; s sei die graBte Zahl, fUr die cr+1 in ein 
s-dimensionales Element eindringt, und es sei s> r + 1. Dann gibt 
es einen Komplex DT+l mit jy+l = CT+l, der erstens in kein Element 
einer Dimensionszahl> s eindringt und der zweitens in weniger s-di
mensionale Elemente eindringt als cr+1. 

Beweis des Hilfssatzes. cr+1 dringe in Ef ein. Ahnlich wie im Be
weise des Hilfssatzes 1 verstehen wir unter q+1 den Komplex, der 
aus denjenigen Simplexen von cr+1 besteht, welche innere Simplexe 
von Ef sind; ebenso wie an der friiheren Stelle ergibt sich: der Durch
schnitt von Ef mit 1 (cr+ 1 - q+ 1)'1 gehOrt zu der Oberflache F 1 von E~ ; 
da ICr+ll c Kr (Z) ist, enthalt auch Cr+1 kein inneres Simplex von E1; 
folglich liegt Ci+l = Cr+1 - (Cr+l - q+l)" auf F 1 ; Ci+l ist also ein 
hachstens (s - 2) - dimensionaler Zyklus in Fl und C'V 0 in Ef. In
folge der Eigenschaft (y) gibt es daher einen Komplex Qr+1 C Fl mit 
Qr+1 = C1+1. Dann erfiillt der Komplex 

Dr+l = cr+1 + Qr+ I - Ci+l 
die Behauptungen des Hilfssatzes 2. 

Damit sind der Hilfssatz 2 und die Satze III' und III bewiesen. 
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10. Die Bettischen Gruppen einer Zellenzerspaltung. Die in Nr. 6 
aufgeworfenen Fragen I) und II) sind damit fiir jede Zerspaltung in 
kombinatorische Zellen bejaht. Die dadurch festgesteilte Gleichberech
tigung der Zellen mit den Simplexen hat insbesondere (wie auch 
schon in Nr. 6 angedeutet) den folgenden Hauptsatz iiber die Zellen
zerspaltungen zur Folge: 

Satz IV. Z sei eine Zellenzerspaltung des Komplexes K. Dann 
gelten - fur iede Dimension und beliebige Koeffizientenbereiche - die 

1 somorphien Br (Z) FI:1 Br (K) . 

Beweis. Wir ordnen jedem Zyklus Cr der Zerspaltung Z diejenige 
Homologieklasse von K zu, die ihn enthiilt. Das ist eine homomorphe 
Abbildung der Gruppe zr (Z) in die Gruppe Br (K). Der Satz II besagt, 
daB es eine Abbildung auf Br (K) ist. DaB Cr gewiB CX>O ist, falls er 
in Hr (Z) enthalten ist, ist trivial; daB nur dann Cr cx> 0 ist, falls 
Cr c Hr (Z) ist, ist der Inhalt des Satzes III; folglich ist Hr (Z) der 
Kern unseres Homomorphismus. Nach dem Homomorphiesatz ist da
her zr (Z) - Hr (Z) FI:1 Br (K), w. z. b. w. 

11. Die allgemeine Euler-Poincaresche Forme!. Die Gleichberech
tigung einer Zellenzerspaltung mit der Urzerspaltung hat auch eine 
Erweiterung des Giiltigkeitsbereiches der Euler-Poincareschen Formel 
zur Folge. Wir verstehen fiir eine beliebige Zerspaltung Z eines end
lichen Komplexes K unter IXr (Z) die Anzahl der r-dimensionalen 

Elemente und nennen X (Z) = ~ (-it IXr (Z) 

die Eulersche Charakteristik von Z; ist Z die Urzerspaltung, so ist sie 
mit der Eulerschen Charakteristik X (K) = ~ ( -1 t IXT (K) des Kom
plexes K identisch; die Identitiit 

(2) X(K) =1:(-W pr, 

wobei die pr wie immer die Bettischen Zahlen sind (Kap. V, § 2, Nr. 5), 
nennen wir jetzt die "spezielle" Euler-Poincaresche Formel. Wir be
haupten: 

Sa tz V. 1st Z eineZelienzerspaltung des endlichen Komplexes K, so ist 

x(Z) = X(K) , 

und es gilt die "allgemeine" Euler-Poincaresche Formel 

(4) X(Z) =~(-1tpr. 

Beweis. Fiir iede algebraische Zerspaltung Z des endlichen Kom
plexes Kist die in Nr. 6 definierte Gruppe BiM (Z) eine Gruppe von 
endlich-vielen Erzeugenden; sie besitzt daher einen endlichen Rang 'J1;r. 
Der Rang der in Nr.4 definierten Gruppe LiM (Z) ist IXT(Z). Zwischen 
den. IXT (Z) und den 'J1;r besteht die Relation 

(5) ~(-1YIXr(z) =2'(-1)7'J1;r; 
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man beweist sie wortlich ebenso wie die spezielle Euler-Poincaresche 
Formel. Sind nun die Bausteine von Z Zellen, so folgt aus Satz IV, 
daB '.rr/ = pr ist; aus (5) ergibt sich daher (4) und hieraus auf Grund 
von (2) die Behauptung (3)1. 

12. Konvex-kombinatorische Zellen. N eben den Simplexhiillen, die, in 
die Simplexseiten zerspalten, kombinatorische Zellen darstellen (Nr. 7), 
liefern die konvexen Zellen, die ja auch den Ausgangspunkt unserer 
Uberlegungen bildeten (Nr.1), die wichtigsten kombinatorischen Zellen: 

Es sei K ein Zellenkomplex (Kap. III), K' simpliziale Unterteilung 
von K; E~ seien diejenigen Teilkomplexe von K', die die Unterteilungen 
der Seiten von K sind; aus den Komplexeigenschaften von K ergibt 
sich, daB die E~ eine Zerspaltung Z von K' bilden; die Bausteine einer 
solchen Zerspaltung nennen wir konvex-kombinatorische oder "kk-Zellen". 

Dann gilt der wichtige Satz: 
(kk): Die kk-Zellen sind kombinatorische Zellen. 
DadieElementeeiner kk-Zelle "Zellenhiillen", ihreOberfIachen, ,ZelIen-

rander" sind (Kap. III, § 1, Nr. 2), ist dieser Satz auf Grund der Bedingung 
(A) aus Kap. IV, § 6, Nr. 10 in den beiden folgenden Satzen enthalten: 

(e): Jede simpliziale Zellenhiille ist ein H-Simplex. 
(f): Jeder (r -1)-dimensionale simpliziale Zellenrand ist eine H 5'-1. 
Wir werden die Satze (e) und (f), und damit den Satz (kk) , erst 

im § 2, Nr. 7 (Satze VIII und IX) beweisen; trotzdem werden wir in 
dieser Nummer bereits die wichtigen Folgen des Satzes (kk) ausspre
chen; im iibrigen dient er uns nur noch in der nachsten Nummer zur 
Bildung von Beispielen kombinatorischer ZelIen; sonst wird der Satz 
in diesem Kapitel nirgends benutzt. 

Wir kehren zu dem Zellenkomplex K zuriick und nehmen also den 
Satz (kk) als bewiesen an. Das Basiselement Xr von Er (Nr. 4) ist 
Reprasentant einer Orientierung der berandeten orientierbaren Pseudo
mannigfaltigkeit E~ (Kap. IV, § 5, Nr. 9,11); wir nennen die X; kurz 
die "orientierten (kombinatorischen) Zellen" von K. Anstatt von den 
algebraischen Komplexen, Zyklen, Homologieklassen der Zerspaltung Z 
und den Gruppen L' (Z), Br(Z) usw. sprechen wir jetzt von den alge
braischen Komplexen usw. des Zellenkomplexes K und den Gruppen 
L' (K), Br(K) usw.2 Die bisherigen Ergebnisse dieses Paragraphen, an
gewandt auf die Zerspaltung Z der UnterteiIung K' des Zellenkom
plexes K konnen wir dann so zusammenfassen: 

Die orientierten Zellen eines Zellenkomplexes K sind ebenso zur Bil
dung von algebraischen Komplexen, Zyklen, Homologieklassen zu ge-

1 Wegen eines zweiten Beweises von (3), und damit von (4), vgl. man Nr. 2 
des Anhanges zu den Kap. IV, V, VI. 

2 Man konnte auch, da man den Begriff der orientierten Zelle hat, Grup
pen L'(K), B'(K) usw. von vornherein genau so definieren wie im simplizialen 
FalI; diese Gruppen waren den soeben im Text definierten Gruppen isomorph. 
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brauchen wie die orientierten Simplexe eines simplizialen Komplexes. 
Die auf diese Weise gebildeten Bettischen Gruppen von K sind den ent
sprechenden Bettischen Gruppen einer simplizialen Unterteilung K' von K 
isomorph. Die zu diesen Gruppen gehOrigen Bettischen Zahlen p' erfiillen 
zusammen mit den Anzahlen ()(.' der r-dimensionalen Zellen von K die 
Euler-Poincaresche F ormel. 

Aus dieser Euler-Poincareschen Formel und dem Satz (f) folgt ins
besondere: 

Bezeichnet ()(.8 die A nzahl der s-dimensionalen Seiten einer r-dimensio-
nalen konvexen Zelle, so ist 

.-1 
2'(-1)8()(.8 = 1 + (_1),-1. 
8=0 

Fur r = 3 ist dies der klassische Satz von EULER. 
Wir betonen nochmals: die Beweise von (e) und (f) sind noch nach

zutragen, und dies wird im § 2, Nr. 7 (Satze VIII, IX) geschehen. 
13. Weitere Beispiele. Mit den kk-ZeIlen ist die Gesamtheit der kombina

torischen ZeIlen keineswegs erschopft (man vgl. z. B. die in Kap. IV, § 6, Nr. 10 
angegebenen Beispiele zu B). Ein Verfahren, welches einen groBen Vorrat aIlge
meinerer (wenn auch nicht aIler) und praktisch ebenfaIls brauchbarer kombina
torischer ZeIlen liefert, ist das der folgenden "Rand-Identifikation": 

Es sei zun1i.chst ein beliebiger Baustein B mit dem Grundelement E 1).nd der 
Oberfl1i.che F gegeben. E 1 , E2 seien zwei eigentliche Seiten von Emit der fol
genden Eigenschaft S!!: wenn aIle Eckpunkte eines Simplexes I y I des Komplexes E 
zu einer der Seiten E j , i = 1, 2, gehoren, so gehort I y I zu E; 1. Es gebe 
eine simpliziale Abbildung f von E1 auf E2 mit folgender Eigenschaft: sie 
bildet El isomorph auf E2 und jede Seite von El isomorph auf eine Seite von E2 
abo Ferner sei g eine simpliziale Abbildung von E auf einen Komplex E' mit 
folgender Eigenschaft: Fiir zwei voneinander verschiedene Eckpunkte a und b 
von E ist dann und nur dann g(a) = g(b), wenn b = f(a) oder a = f(b) ist. 

Dann verifiziert man leicht (unter Benutzung von S!!): Die durch g gelieferten 
Bilder der Seiten von E bilden eine Zerspaltung von E'; da E' = g(E) ist, wird 
somit E' zu einem Baustein B', dessen Seiten die Bilder der Seiten von B sind. 
Wir sagen, daB B' aus B durch Identifikation von El und E2 entstanden ist 2 • 

Wir behaupten min: Wenn Beine kombinatorische Zelle ist, so ist auc;h B' eine 
kombinatorische Zelle. 

In der Tat: Man hat zu zeigen, daB jedes Element von B' die Eigenschaft 
besitzt, simplexartig bis auf seine Oberfl1i.che zu sein; diese Eigenschaft 11i.Bt sich 
unter ausschlieBlicher Benutzung der inneren Simplexe des Elementes, ohne Be
nutzung der Simplexe der Oberfl1i.che ausdriicken; aber zwischen dem Komplex 
der inneren Simplexe eines Elementes E~ von B' und denen des Elementes bzw. 
der beiden Elemente g-l (E~) von B besteht vermittels g eine isomorphe Be
ziehung; daher iibertr1i.gt sich die Eigenschaft, bis auf die Oberfl1i.che simplexartig 
zu sein, von den Elementen von B auf die Elemente von B'. (Diese Andeutung 
wird dem Leser zur voIlstn1i.digen Beweisfiihrung geniigen.) 

1 Wenn die 'Eigenschaft S!! nicht von vornherein vorliegt, so kann man sie 
durch eine Unterteilung von E hersteIlen; vgl. S. 336, FuBnote 1, oder S. 404, 
Fu13note. 

B Fa13t man Komplexe als diskrete R1i.ume auf (Kap. III, § 1, Nr. 8), so 
ordnet sich dieser Identifikationsbegriff dem von Kap. I, § 5, Nr. 3 uuter. 
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Dieses Verfahren, evtl. wiederholt angewandt, erzeugt aus einer vorgelegten 
kombinatorischen Zelle, z. B. einer kk-Zelle, neue kombinatorische Zellen. 

Ein Beispiel: Identifiziert man an einer ebenen viereckigen kk-Zelle ein Paar 
gegeniiberliegender Kanten (d. h. eindimensionaler Seiten), so entsteht eine Zelle, 
die neben dem Grundelement E2 noch drei eindimensionale und zwei nulldimensio
nale Elemente besitzt; je nachdem, in welchen Richtungen man die Kanten des 
Vierecks identifiziert hat, ist £2 von der Gestalt eines ebenen Kreisringes oder 
eines Mobiusschen Bandes; im ersten Fall sind zwei von den drei eindimensio
nalen Elementen einfach geschlossene Streckenziige, einer ist ein einfacher 
Streckenzug; im zweiten Fall sind aIle drei eindimensionalen Elemente ein
fache Streckenziige. 

Ein Beispiel einer Zellenzerspaltung: Man gehe von einer solchen Triangula
tion K der projektiven Ebene aus, daB darin die Unterteilungen Et, E~ zweier 
Geraden mit einem gemeinsamen Eckpunkt E~ auftreten; die Triangulationen 
der beiden Teile, in die die Ebene durch Et + E~ zerlegt wird, seien m und E~. 
Die fUnf genannten Er, l' = 0, 1,2, bilden eine Zerspaltung von K in Zellen: 
jedes E! ist aus einem einfachen Streckenzug (also einer eindimensionalen kk
Zelle) durch Identifizierung der beiden Endpunkte entstanden (wobeiE~ den iden
tifizierten Punkten entspricht); jedes E~ ist aus einem ebenen, von einem kon
vexen Polygon begrenzten Komplex durch Identifizierung zweier Punkte des 
Polygons entstanden. An den Anzahlen aO = 1, a l = 2, a 2 = 2 bestatigt man 
den Eulerschen Polyedersatz: 1 - 2 + 2 = 1 = X (K) . 1 

Weitere Beispiele findet man in dem Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 19ff. 

14. Erweiterung des Zellenbegriffes. Einen gewissen Typus von 
Zellen haben wir bisher nicht besonders hervorgehoben: E1 bestehe 
etwa aus zwei Streeken lxii, Ix~l, die einen gemeinsamen Eekpunkt a 
haben; die freien Eekpunkte von I xii und Ixil seien b1 bzw. b2 ; wir set
zen Er = b1 , Eg=a, und man bestatigt: £1, m, Eg bilden eine Zer
spaltung von E1, und zwar liegt eine Zelle vor; dabei besteht die Ober
Wiehe F von El aus den Punkten Er, Eg; b2 ist inneres Simplex des 
Elementes E1. Das Basiselement von E1 ist X = xl. Wir sehen dar
aus: Fur das Basiselement X des Elementes E' einer Zellenzerspaltung 
braueht nicht IXI = g zu sein; IXI darf vielmehr aueh eehter Tell 
von E' sein. (Naturlich darf, wenn das eben besehriebene Element in 
der Zellenzerspaltung eines groBerEm Komplexes auf tritt, der Punkt b2 

niemals einem weiteren Element neben E1 angehoren, da der Dureh
sehnitt von E1 mit jedem anderen Element ja zu F gehoren muB.) 

Es kann also Simplexe geben -'" namlieh die nicht zu [X I gehOrigen 
Simplexe von E' -, die in keinem algebraisehen Komplex der be
treffenden Zerspaltung auftreten; denn jeder solche algebraisehe Kom
plex ist ja lineare Verbindung der Xi. Diese Simplexe nennen wir "neutral". 

Das Auftreten neutraler Simplexe legt eine Verallgemeinerung 
unseres bisherigen Zellenbegriffes nahe, die, wie wir naehher sehen 
werden (Nr. 15), fur manehe Anwendungen geradezu unentbehrlieh ist; 
sie besteht in der Zulassung von Elementen, deren siimtliche Simplexe 
neutral sind. 

1 Diese Zellenzerspaltung der projektiven Ebene wird an der in FuBnote 1, 
S.241 zitierten Stelle von HILBERT und COHN-VOSSEN behandelt. 
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Wir kniipfen an Kap. IV, § 6, Nr. 6 an; dem dort benutzten Be
griff ,;monozyklisch bis auf F" stellen wir den folgenden Begriff an 
die Seite: der r-dimensionale Komplex £T heiBt "azyklisch bis auf F", 
wenn es in E' keinen von Null verschiedenen r-dimensionalen Relativ
zyklus (irgendeines Koeffizientenbereiches) bis auf F gibt. Das ein
fachste Beispiel ist eine Strecke E1, wenn Feiner der Eckpunkte ist. 

Sodann verallgemeinem wir die in Nr.4 aufgestellte Definition fol
gendermaBen: Eine Zerspaltung heiBt algebraisch (im weiteren Sinne), 
wenn jedes Element bis auf seine - des Elementes - Oberflache ent
weder monozyklisch oder azyklisch ist. Dem in Nr. 7 benutzten Be
griff des "bis auf F simplexartigen" Komplexes stellen wir den folgen
den an die Seite: £T heiBt "neutral bis auf F", wenn er azyklisch bis auf 
Fist und wenn auBerdem £T undF die Eigenschaft 1) aus Nr. 7 besitzen 
(oder kurz: wenn jeder Relativzyklus beliebiger Dimension bis auf Fin Er 

homolog Null bis auf Fist). SchlieBlich verstehen wir unter einer 
"Zellenzerspaltung (im weiteren Sinne),' eine Zerspaltung, deren Ele
mente bis auf ihre Oberflachen entweder simplexartig oder neutral 
sind; die bis auf ihre Oberflachen simplexartigen Elemente nennen wir 
die wesentlichen, die bis auf ihre Oberflache neutralen Elemente kurz 
die neutralen Elemente der Zerspaltung. 

An den Schliissen und Ergebnissen der Nummem 4 bis 11 andert 
sich, wenn wir die friiheren Begriffe durch die eben eingefiihrten all
gemeineren ersetzen, so gut wie nichts: in Nr.4 sind die Xi die Basis
elemente derjenigen Ei" die monozyklisch bis auf die Oberflachen sind 
- die bis auf die Oberflachen azyklischen Ei' besitzen keine Basis
elemente; die algebraischen Komplexe der Zerspaltung sind die Linear
formen in den Xi,. Wenn im Beweis des Satzes I das Element Ei, 
dem der Komplex q angehort, azyklisch bis auf seine Oberflache ist, so 
ist q = 0; es tritt also keinerlei Anderung ein. In den Beweisen der 
Satze II und III kommen nur noch die niedriger als r-dimensionalen 
Relativzyklen in Ei, hinzu; in bezug auf diese ist aber aIles beim Alten 
geblieben. 1m Satz V hat man die (X; (Z) natiirlich durch die Anzahlen 
P(Z) der wesentlichen r-dimensionalen Elemente zu ersetzen, denn diese 
Anzahlen sind die Range der Gruppen B(is (Z) . 

Wir diirfen also sagen: 
Z sei eine Zellenzerspaltung (im weiteren Sinne). Dann gelten die 

Siitze I bis V unveriindert, wenn man unter einem algebraischen Komplex 
von Z eine Linearform in den Basiselementen der wesentlichen Elemente 
der Zerspaltung versteht und IX'(Z) im Satz V durch die Anzahl der 
r-dimensionalen wesentlichen Elemente ersetzt. 

Wir werden von dieser VeraIlgemeinerung sogleich Gebrauch machen. 
15. Unendliche Komplexe. Abgesehen von dem Satze V haben 

wir in diesem Paragraphen niemals vorausgesetzt, daB die betrachteten 
Komplexe K endlich sind: 
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Die Siitze I his IV gelten auch fur die Zerspaltungen unendlicher 
Komplexe, und zwar fur Zerspaltungen im weiteren Sinne (Nr.lof). 

Dabei sind die Gruppen L1!s (Z), und dahet auch die Gruppen B1!s (Z) 
im allgemeinen nicht - (die Gruppen L1!s(K) niemals) - Gruppen mit 
endlichen Erzeugendensystemen. Es kann jedoch vorkommen, daB sich 
die L1!s (Z) und daher auch die B1!s (Z) durch endlich-viele Elemente er
zeugen lassen: namlich dann, wenn es in der Zerspaltung Z nur endlich
viele wesentliche Elemente gibt; denn die Basiselemente Xi der wesent
lichen Elemente erzeugen ja L1!s (Z) . 

Hier rechtfertigt sich die Zulassung der neutralen Elemente: denn der Fall 
nur endlich-vieler wesentlicher Elemente wiirde ohne die Zulassung neutraler Ele
mente bedeuten, daB der unendliche Komplex in endlich-viele Elemente zerspalten 
ist, von denen jedes wesentlich und mindestens eines selbst ein unendlicher Kom
plex ist. Aber Elemente, die zugleich unendlich und wesentlich sind, treten prak
tisch kaum auf; der Grund hierfiir ist, daB in den meisten Beispielen die Elemente 
regular zusammenhangend sind und daB der folgende Satz gilt: Ein regular zu
sammenhangender unendlicher Komplex Er ist stets azyklisch bis auf den Kom
.plex E* seiner singularen (r- 1)-dimensionalen Seiten. 

In der Tat: 1st Cr Relativzyklus bis auf E*, so ist I Cr I definitionsgemaB ein 
·endlicher Komplex, Er - I Cr I ist also nicht leer; es gibt also Simplexe xi von Er, 
die in Cr mit dem Koeffizienten 0 auftreten; dann folgt aus dem regularen Zu
sammenhang (vgl. den Beweis von Satz VI' Kap. IV, § 5, Nr.8), daB aIle Sim
plexe von ET in cr den Koeffizienten 0 haben, daB also cr = 0 ist. -

Bei Zulassung neutraler Elemente dagegen sind Zellenzerspaltungen unend
licher Komplexe mit nur endlich-vielen wesentlichen Elementen von praktischer 
Bedeutung. Ein Beispiel: K sei eine Triangulation eines unendlichen Kreis
zylinders, El sei die zu K geh5rige Unterteilung eines Breitenkreises des Zylinders, 
EO ein Eckpunkt von E 1 ; EL E~ seien die Half ten, in die K d urch El zerlegt wird; 
dann bilden EL E~, El, EO eine Zellenzerspaltung von K; EL E~ sind neutral, 
El, E6 wesentlich. (DaB die E~ neutral bis auf F = El sind, bedarf noch des Be
weises; daB sie azyklisch bis auf F sind, folgt aus der oben iiber unendliche 
regular zusammenhangende Komplexe festgestellten Tatsache; aber daB jeder 
eindimensionale Relativzyklus bis auf F homolog 0 bis auf Fist, muB· gezeigt 
werden.) 

Wenn also eine Zellenzerspaltung Z des unendlichen Komplexes K 
mit nur endlich-vielen wesentlichen Elementen vorliegt, so haben die 
Gruppe L1!s (Z) und daher auch B1!s (Z) endlich-viele Erzeugende; aus 
Satz IV folgt dann dasselbe fiir die Gruppe B~ (K); folglich sind ins
besondere die Bettischen Zahlen endlich. Dann laBt sich auch der 
Beweis des Satzes V, den wir oben nur fiir endliche Komplexe aus
gesprochen haben, insofern wortlich beibehalten, als er zu der For
mel (4) fiihrtI; Formel (3) hat keinen Sinn, da X (K) nicht definiert ist. 
Fassen wir zusammen: 

Wenn der unendliche Komplex K eine Zellenzerspaltung Z (im weiteren 
Sinne, gemiifJ Nr.14) mit nur endlich-vielen wesentlichen Elementen ge
stattet, so sind seine Bettischen Gruppen B1!s (K) Gruppen mit endlich-

1 Dabei ist immer IX' (Z) durch fJ" (Z) zu ersetzen, auch in der Definition 
von X(Z). 
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vielen Erzeugenden,· insbesondere sind seine Bettischen Zahlen endlich, 
und es gilt die allgemeine Euler-Poincaresche Formel 

~(-1}'P = ~(-1rpr, 
wobei P die A nzahl der r-dimensionalen wesentlichen Elemente von Z ist. 

§ 2. Unterteilung Euklidischer Komplexe. 
1. Der Hauptsatz des gegenwartigen Paragraphen ist der Satz von 

der Invarianz der Bettischen Gruppen eines Komplexes gegeniiber Unter
teilungen; er lautet (Nr. 5):K sei ein simplizialer Euklidischer Komplex, 
K' eine simpliziale Unterteilung von K (Kap. III, § 2); dann sind K' 
und K einander vollstandig homologie-aquivalent (Kap. V, § 1, Nr. 7). 

Man kann den Satz noch etwas anders aussprechen. Zwei Kom
plexe Kl und K2 mogen "kombinatorisch verwandt" miteinander heiBen, 
wenn sie Unterteilungen K{ bzw. K~ besitzen, die miteinander isomorph 
sind (oder, wie man zuweilen kurz sagt: wenn sie eine gemeinsame 
Unterteilung K{ = K~ besitzen). Da nach dem Invarianzsatz einer
seits Kl und K{, andererseits K2 und K~ vollstandig homologie-aqui
valent miteinander sind, und die Homologie-Aquivalenz von K{ und K~ 
trivial ist, so folgt: Kombinatorisch verwandte Komplexe sind vollstandig 
homologie-aquivalent. Umgekehrt enthaIt dieser Satz naturlich den 
obigen Invarianzsatz, da ein Komplex mit jeder seiner Unterteilungen 
kombinatorisch verwandt ist. 

Die Homologie-Aquivalenz kombinatorisch verwandter Komplexe 
ist in der Homologie-Aquivalenz von Komplexen, welche simpliziale 
Zerlegungen homoomorpher Polyeder sind, also in dem Satz von der 
topologischen Invarianz der Bettischen Gruppen, als Spezialfall ent
halten. Da von den Beweisen, die wir fUr diesen topologischen In
varianzsatz angeben werden (Kap. VIII, § 4, Nr. 4; Kap. IX, § 2, Nr.4 
undo Nr. 8), einer (Kap. VIII, a. a. 0.) - aber auch nur dieser - die In
varianz der Bettischen Gruppen gegenuber Unterteilungen nicht benutzt, 
ist der Inhalt des gegenwartigen Paragraphen fur den Aufbau der Topolo
gie der Polyeder nicht unbedingt notwendig. Trotzdem glauben wir auf 
die kombinatorisch-elementargeometrische Herleitung der Unterteilungs
invarianz nicht verzichten zu durfen, erstens aus methodischen Grunden, 
zweitens weil dadurch andere Beweise der topologischen Invarianz vor
bereitet werden, die ebenfalls Interesse verdienen (Kap. IX, a. a. 0.). 

Man hat die Vermutung ausgesprochen, daB aus der Homoomorphie 
der Polyeder 1(1 und 1(2 die kombinatorische Verwandtschaft der Kom
plexe K1 und K2 folgt - das ist die sog. "Hauptvermutung der kom
binatorischen Topologie"; falls diese Vermutung richtig ist, so ist durch 
den Invarianzsatz dieses Paragraphen bereits die topologische Invarianz 
der Bettischen Gruppen bewiesen1. 

1 Man beachte die Fu6note 2 auf S. 152. 
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2. Unterteilung algebraischer Komplexe. Der Komplex I X I sei eine 
simpliziale Unterteilung des Euklidischen Simplexes I yn I (Kap. III, § 2) ; 
Ix:1 seien die Simplexe von IXI. Jetzt sei yn eine Orientierung von yn; 
dadurch ist eine Orientierung des Rn gegeben, in dem I yn I liegt, und 
diese Orientierung wiederum bewirkt Orientierungen x7 der I x71 (Kap. IV, 
§ 2, Nr.6). Unter der zu IXI gehorigen Unterteilung von yn verstehen 
wir nun den algebraischen Komplex X =~x:; es ist klar, daB dann 
-X die zu IXI gehOrige Unterteilung von _yn ist. 

Es sei nun C = ~tjyj ein algebraischer Komplex, I C I Euklidisch, 
I C' I Unterteilung von I C I; I C' I bewirkt eine Unterteilung I Xi I jedes 
Simplexes Iyjl; wir haben erklart, was unter Xi zu verstehen ist; 
jetzt verstehen wir unter der zu I C' I gehOrigen Unterteilung von C 
den algebraischen Komplex C' =~tjXi' 

Gehoren die algebraischen Komplexe C, Cl , C2 dem (absoluten 
Euklidischen) Komplex K an, von" dem eine Unterteilung K' vorliegt, 
und bezeichnen wir die zugehorigen Unterteilungen der algebraischen 
Komplexe immer durch Ansetzen eines Striches (C', ... ), so folgt aus 
der Definition unmittelbar das Bestehen der folgenden Regeln: 

(1 a) (Cl + C2)' = q + C~, 
(1 b) (tC)' = tC' 

(die letztere fUr einen Koeffizientenring oder auch im Sinne von Kap. IV, 
§ 2, Nr.9, wobei C ganzzahlig, t c 3, 3 beliebig ist). 

Die Operationen des Unterteilens und des Bildens linearer Ver
bindungen sind also vertauschbar. Wir beweisen nun den wichtigen 
Satz, daB das Unterteilen auch mit dem Bilden des Randes vertausch
bar ist, d. h. : 

Satz I. Der Rand einer Unterteilung des algebraischen Komplexes C 
ist mit der gleichzeitig bewirkten Unterteilung des Randes von C identisch, 
es ist also 
(2) (C')" = (C),. 

Beweis. Auf Grund von (1 a), (1 b) und der analogen Relationen 

(3 a) (Cl + c2r = Cl + C2 , 

(3 b) (t Cr = t C 
(Kap. IV, § 2, Nr, 15) genugt es, (2) fur ein einzelnes Simplex yn = C mit 
C' =xn= 2;x7 (in der obigen Bezeichnung) zu beweisen. Die (n -1)-dimen
sionalen Seiten von I yn I seien so bezeichnet und orientiert, daB yft = 2.'y~-l 
ist; die Unterteilungen der y~-l seien X~~l = ~X~jl; dann ist also 

j • 

(yft)' = ~~X~Jl, und es ist zu zeigen, daB dieser Komplex gleich Xn> 
k j 

also gleich ~x~ ist. Nun sind die x: durch die Orientierung des Rft, 
in dem I yn Iliegt, koharent orientiert (Kap. IV, § 5, Nr. 9, 12); daher 
tritt in xn keine (n -1)-dimensionale Seite eines x: auf, die im Innern 
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von [yn [ liegt; andererseits tritt jede Seite, die auf [yn [ liegt, in xn mit 
dem Koeffizienten ±1 auf; es ist also xn = Ltkj X~jl mit tkj = ±1. 
Zu zeigen ist: tkj = +1. ",j 

Greifen wir etwa das Simplex xfl1 heraus; es sei Seite von xf, so 
daB also if = til xfl1 + ... ist. Durch das orientierte Simplex tll xfl1 
wird in dem Rn-l, der dieses Simplex enthalt, eine Orientierung be
stimmt. In demselben Rn-l wird auch durch das Simplex +yf-1 eine 
Orientierung bestimmt; dabei ist, gemaB unserer obigen Festsetzung, 
yn = +yf-1 + .. '. Nun sind aber x~ und yn orientierte Simplexe, 
deren Orientierungen - gemaB der Festsetzung iiber die Orientierung 
der Unterteilung xn = L xf von yn - dieselbe Orientierung des Rn 
darstellen, und ferner liegen beide Simplexe auf derselben Seite der 
Ebene Rn- 1, die diebeiden Randsimplexe tllxfl1 bzw. +yf-1 enthalt; 
folglich (Kap. IV, § 2, Nr. 6) stimmen die beiden durch diese Simplexe 
gegebenen Orientierungen des Rn - 1' miteinander iiberein. Andererseits 
stimmt die durch yf-1 gegebene Orientierung - gemaB der Definition 
der Unterteilung Xf-l = ~ Xfjl - mit der durch +xfl1 gegebenen 

i 
iiberein. Folglich ist t11 = +1-

Aus dem damit bewiesenen Satz I folgt: 
Korollar. Die Unterteilung einesRandes ist einRand. Die Unterteilung 

eines algebraischen Komplexes z ist dann und nur dann Zyklus, wenn z 
Zyklus ist. 

Denn nach Satz list z = 0 gleichbedeutend mit (z'r = o. 
3. Die zu einer Unterteilung gehorige Zerspaltung. K' sei Unter

teilung des absoluten Komplexes K; die dadurch bewirkten Unter
teilungen der Simplexe [y~ [ von K mogen E~ heWen; sie sind Teil
komplexe von K'. Aus den Komplexeigenschaften von K folgt, daB 
die Er eine Zerspaltung Z von K' gem~iB § 1, Nr. 2, bilden; wirnennen sie 
die "K-Zerspaltung" von K'; das Bilden der K-Zerspaltung von K' kann 
man als die Umkehrung des Bildens der Unterteilung K' von K auffassen. 

Die Elemente der K-Zerspaltung sind die Unterteilungen Er der 
Simplexe [y~ [; die Oberflache Fi von Er ist die Unterteilung von [Yi [ . 
Die K-Zerspaltung ist algebraisch (§ 1, Nr. 4); denn erstens ist Er nach 
Kap. IV, § 5, Nr. 12, eine berandete orientierbare Pseudomannigfaltig
keit, deren Rand - d. h. der Komplex der singularen (r-1)-dimensio
nalen Seiten - die Unterteilung des Randes von [Yi [, also die Ober
flacheFi von Er ist; zweitens ist daher (Kap. IV, § 5, Nr.10) E~ mollO
zyklisch bis auf Fi (§ 1, Nr. 4). Das Basiselement Xr von Er ist (Kap. IV, 
a. a. 0.) die Summe der koharent orientierten Simplexe, also die Unter
teilung von yr. 

Da die K-Zerspaltung Z von K' somit eine algebraische Zerspal
tung ist, sind die Gruppen r(z) , Z'(Z) , Hr(Z), Br(z) gemaB § 1, Nr. 4 
und 6, definiert. Diese Gruppen stehen offenbar in engstem Zusam-
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menhang mit den entsprechenden Gruppen von K. Denn die Ele
mente von L' (Z), also die algebraischen Komplexe der Zerspaltung Z, 
sind ja nichts anderes als die Unterteilungen der algebraischen Kom
plexe von K, also der Elemente von U(K). 

Wir behaupten nun, daB iiberdies die Elemente von Z' (Z) mit den 
Unterteilungen der Elemente von Z' (K), und daB die Elemente von 
H' (Z) mit den Unterteilungen der Elemente von H' (K) identisch sind. 

Beides ergibt sich aber unmittelbar aus unserem Satz 1. Denn ein 
algebraischer Komplex z' der Zerspaltung Z ist dann und nur dann 
Element von Z' (Z), wenn z' Zyklus, wenn also (Nr. 2, Korollar) z Zy
klus, d. h. wenn z c Z' (K) ist. Ferner: daB z' c H' (Z) ist, bedeutet die 
Existenz eines C' c Lr+l (Z) mit z' = (C'r, also nach Satz I mit z' = (C)'; 
dies ist gleichbedeutend mit z = C, also mit z c H' (K). 

Die damit bewiesene Tatsache k6nnen wir kurz so aussprechen: 
Beim Ubergang von K zu der Unterteilung K' gehen die Zyklen und 
Rinder des Komplexes K in die Zyklen und Rander der K-Zerspaltung 
von K' iiber. 

Aus derr darin enthaltenen Isomorphismus der Gruppen Z' (Z) und 
HT (Z) mit den Gruppen Z' (K) bzw. H' (K) ergibt sich der Isomorphis
mus der Differenzgruppen: 
(4) B'(Z) Ri B'(K). 

Der Beweis unseres Hauptsatzes, der ja die Isomorphismen 

B'(K') Ri Br(K) 

behauptet, wird daher gefiihrt sein, sobald wir gezeigt haben, daB 

B' (Z) Ri B' (K') 

ist. Diese Isomorphismen aber sind auf Grund von § 1, N r. 10, Satz IV, 
sichergestellt, sobald wir bewiesen haben: Die K-Zerspaltung Z ist 
eine Zellenzerspaltung, oder, was dasselbe ist: J edes Element E~ der 
K-Zerspaltung ist simplexartig (Kap. IV, § 6, Nr. 9) bis auf seine Ober
flache F i . 

Nun besteht die Eigenschaft eines Komplexes E, simplexartig bis 
auf seinen Teilkomplex F zu sein, aus zwei Teilen: erstens daraus, daB 
er monozyklisch bis auf Fist (Kap. IV, § 6, Nr. 6), zweitens daraus, 
daB E relativ zu F die Eigenschaft (fJ) besitzt (Kap. IV, § 6, Nr. 8). 

DaB unsere Elemente E~ den erst en Teil der Eigenschaft besitzen, 
haben wir schon oben gezeigt, als wir bewiesen, daB die K-Zerspaltung 
algebraisch ist; es bleibt also lediglich (fJ) nachzuweisen, und hierfiir 
geniigt es nach Kap. IV, § 6, Nr. 8, zu zeigen: ledes Element der K
Zerspaltung besitzt in bezug auf seine Oberfliiche die Eigenschaft (x). 

4. Das folgende Lemma (das iibrigens nachher durch den Satz Vln 
iiberholt werden wird) fiigt den bisherigen kombinatorisch-algebraischen 
Begriffen und Satzen dieses Kapitels in entscheidender Weise eine Eigen· 
schaft des Euklidischen Raumes hinzu. 

Alexandroff·Hopf, Topologie I. 17 
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Lemma. Der Komplex E sei eine simpliziale Zerlegung des kon
vexen n-dimensionalen Polyeders It c Rn; zr (r < n - 1) sei ein (be
randungsfahiger) Zyklus von E. Dann gibt es eine Unterteilung E' 
von Emit der Eigenschaft: Die durch E' bewirkte Unterteilung z' 
von zr berandet in E'. 

Beweis. p sei ein Punkt in It auBerhalb aIler Ebenen, die die 
(n -1 )-dimensionalen Simplexe von E tragen. Durch p und die Ebenen, 
welche die (n - 2)-dimensionalen Simplexe von E tragen, ziehen wir 
die (n -1)-dimensionalen Ebenen. Diese Ebenen zusammen mit den
jenigen, die die Trager der (n-1)-dimensionalen Simplexe von E sind, 
zerlegen It in eine endliche Anzahl konvexer ZeIlen; E' sei eine sim
pliziale Unterteilung der so gewonnenen Zerlegung von E in konvexe 
ZeIlen (vgl. Kap. III, § 2, Nr. 3). 

E' besitzt die gewiinschten Eigenschaften. Denn erstens ist E', wie 
sich aus der Konstruktion ergibt, Unterteilung von E. Zweitens: zu 
jedem Simplex xr von E (r ~ n - 1) existiert in E' ein Komplex C;: 1, 

der eine Unterteilung des Euklidischen Simplexes (px1 ist [dabei ist 
(P x') der "Kegel" uber x' mit der Spitze p, vgl. Kap. IV, § 4, Nr. 7J; ist 
z'=1:t';x~, so ist C~/l=1:tiC;;l eine Unterteilung des "Kegels" (pzr) 
- (der selbst aber nicht Komplex in E, sondern im Euklidischen Eck
punktbereich ist). Dann ist C~/l = z' Unterteilung von zr. - Damit 
ist das Lemma bewiesen. 

5. Die Invarianz der Bettischen Gruppen bei Unterteilung. Wir 
kommen jetzt zu dem Hauptsatz: 

Sa tz II. K' sei eine simpliziale Unterteilung des Euklidischen sim
plizialen (endlichen oder unendlichen) Komplexes K. Dann sind K' 
zmd K vollstiindig homologie-iiquivalent, d. h. es bestehen die Isomorphien 

bei beliebigem r und beliebigen Koellizientenbereichen. 
Beweis 1 durch vollstandige Induktion bezuglich der Dimensions

zahln von K. Fur n = 0 ist der Satz trivial, da dann K' = Kist; 
er sei fur aIle Dimensionen < n - 1 bewiesen. 

Urn den Satz fur einen n-dimensionalen Komplex K zu beweisen, 
genugt es, wie wir am SchluB von Nr. 3 festgestellt haben, zu zeigen: 
Die Elemente der K-Zerspaltung von K' besitzen relativ zu ihren Ober
flachen die Eigenschaft ((X); wir haben also die folgenden beiden Be
hauptungen ((Xl) und ((X2) zu beweisen; in Ihnen hat man unter E r eine 
Unterteilung eines r-dimensionalen Simplexes von K, unter pr-l die 
dadurch bewirkte Unterteilung des Simplexrandes, unter r eine Zahl 
< n zu verstehen. 

1 Man beachte, daB der noch unbewiesene Satz (kk) aus § 1, Nr. 12 hier 
nicht benutzt wird. 
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(IXI): In F T - I berandet jeder hochstens (r - 2)-dimensionale (beran
dungsfahige) Zyklus. 

(1X2): In ET berandet jeder hochstens (r-1)-dimensionale (beran
dungsfahige) Zyklus. 

Beweis von (IXI)' F T - I ist Unterteilung eines (r -1)-dimensionalen 
Simplexrandes I iT I, und es ist r - 1 <:: n - 1; da der Satz II fur diese 
Dimensionszahlen r - 1 als bewiesen gilt, ist FT-I mit I iT I vollstandig 
homologie-aquivalent; daraus folgt (IXI) [Kap. IV, § 6, Nr. 1, aJ. 

Beweis von (1X2). ZS sei (berandungsfahiger) Zyklus in ET, s <:: r -1; 
nach dem Lemma (Nr. 4) gibt es eine Unterteilung E' von E T , in 
welcher die durch sie bewirkte Unterteilung z' von ZS berandet. Z sei 
die zugehorige ET-Zerspaltung von E' (Nr. 3); sie ist, wie wir wissen 
(Nr. 3), algebraisch; ihre Elemente haben ferner die Eigenschaft (y) aus 
Kap. IV, § 6, Nr. 8: denn auf Grund von (IXI ) berandet fur jedes r' <:: r sogar 
jeder hOchstens (r' - 2)-dimensionale (berandungsfahige) Zyklus in der 
Oberflache jedes r'-dimensionalen Elementes von Z. Folglich diirfen 
wir auf die Zerspaltung Z und den Zyklus z' dieser Zerspaltung den 
Satz III' (§ 1, Nr. 9) anwenden: aus ihm folgt, daB z' einen Komplex C' 
der Zerspaltung Z berandet. Dies bedeutet nach Nr. 3: ZS berandet den 
Komplex C, dessen Unterteilung C' ist. Es gilt also (1X2). 

Damit ist der Satz II bewiesen. 
6. Unterteilung von Simplexen. Weitere Folgerungen. Durch den 

Beweis des Satzes II sind wir zugleich zu der folgenden wichtigen Tat
sache gelangt: 

Sa tz III. Die Unterteilung E eines Simplexes zusammen mit den 
durch sie bewirkten Unterteilungen der Seiten des Simplexes bilden eine 
kombinatorische Zelle. 

Denn wenn Ei die Unterteilung einer (eigentIichen oder uneigent
lichen) Seite des Simplexes ist, so haben wir schon in Nr. 3 gesehen, 
daB Ei bis auf die Oberflache Fi monozyklisch ist, und im Beweise 
des Satzes II ist das Bestehen der Eigenschaft (IX), und damit auch 
der Eigenschaft (fJ) (Kap. IV, § 6, Nr. 8) fur Ei und Fi gezeigt 
worden. 

Da somit die Bausteine der zu der Unterteilung K' von K gehorigen 
K-Zerspaltung Z Zellen sind, diirfen wir die Satze I, II und III des § 1 
auf Z anwenden; berucksichtigen wir dabei die in Nr. 3 (§ 2) festgestellte 
Beziehung zwischen den Zyklen und Homologien der Zerspaltung Z 
einerseits, den Zyklen und Homologien in K andererseits, sowie den 
Satz lund sein Korollar in Nr. 2, so erhalten wir die folgenden Satze: 

Sa tz IV. K sei r-dimensional, K' Unterteilung von K, Zl ein r-dimen
sionaler Zyklus in K'. Dann ist Zl die Unterteilung eines Zyklus von K. 

Satz V. Zu jedem Zyklus Zl der Unterteilung K' von K gibt es 
einen Zyklus z in K, dessen durch K' bewirkte Unterteilung z' homolog 
mit Zl in K' ist. 

17* 
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Sa tz VI. Die dureh die Unterteilung K' von K bewirkte Unterteilung z' 
des Zyklus z von K berandet dann und nur dann in K', wenn z in K 
berandet. 

Ferner machen wir zu dem "Korollar" in Nr. 2 den folgenden Zusatz: 
Satz VII. Die dureh die Unterteilung K' von K bewirkte Unter

teilung z' des Zyklus z ist Zyklus 1. oder 2. Art in K', je naehdem z von 
der 1. oder 2. Art in Kist (vgl. Kap. V, § 3). 

Beweis. 1st z von der 1. Art, so gibt es ganzzahlige Zyklen Zi in K 
mit z = :;Eti Zi; dann ist z' = .1:ti zi, wobei zi die Unterteilung von zi ist, 
und da die zi ganzzahlige Zyklen sind, ist auch z' von der 1. Art. -
]etzt sei z' von der 1. Art; dann gibt es ganzzahlige Zyklen Yi c K' 
mit z' = .1:tiYi; nach Satz V gibt es zu jedem Yi einen ganzzahligen 
Zyklus Zi c K, dessen Unterteilung zi homolog mit Yi ist; dann ist 
z' C'V .1: ti zi in K', also nach Satz VI: z C'V .1: ti Zi in K; da .1: ti Zi Zyklus 
1. Art ist, ist daher (Kap. V, § 3, Nr. 2) auch z von der 1. Art. -

SchlieBlich heben wir noch das folgende Korollar unseres Satzes II 
hervor und bedienen uns dabei des in Nr. 1 eingefuhrten Begriffes der 
kombinatorischen Verwandtschaft: 

Sat z II'. K ombinatoriseh verwandte endliehe K omplexe haben die 
gleiehe Eulersehe Charakteristik. 

7. Zellenhullen und Zellenrander l . Wir werden jetzt die Lucke aus
fullen, die im § 1, Nr. 12 offen geblieben war; die dortigen Satze (e) 
und (f) sind mit den nachstehenden VIII und IX identisch2• Wir ver
allgemeinern zunachst den Satz III: 

Sat z VIII. E sei eine simplizialzerlegung des konvexen n-dimensio
nalen Polyeders E eRn, d. h. eine simpliziale Zellenhiille. Dann berandet 
jeder (berandungsfiihige) Z yklus in E, mit anderen Worten: E ist ein H
Simplex 3. 

Beweis. Nach Kap. IV, § 5, Nr.12 gibt es keinen von Null verschiede
nen n-dimensionalen Zyklus in E. Es sei s <:: n -1; ist Z8 ein berandungs
fahiger Zyklus in E. so gibt es nach dem Lemma (Nr. 4) eine Unter
teilung E' von E, in welcher die durch sie bewirkte Unterteilung z' 
von Z8 berandet. Aus Satz V folgt, daB Z8 in E berandet. 

Bemerkung. 1m Satz VIII darf E unendlich, also z. B. die nach 
dem Rungeschen Satz (Kap. III, § 3) existierende simpliziale Zerlegung 
eines konvexen Gebietes sein. 

Sat z IX. F sei eine Simplizialzerlegung des Randes einer n-dimensio
nalen konvexen Zelle des R n , d. h. ein simplizialer (n - 1)-dimensionaler 
Zellenrand. Dann ist F eine Hsn-l.4 

1 Vgl. Kap. III, § 1, Nr. 2. 
2 Wir betonen nochmals: der a. a. O. unbewiesen gebliebene Satz (kk) diente 

lediglich zur Bildung von Beispielen; insbesondere ist er bei keinem Beweis 
im gegenwartigen Paragraphen benutzt worden. 

3 Vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 5. 4 Vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 7. 
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Beweis. p sei innerer Punkt von E, xn sei ein beliebiges Simplex 
des Rn, welches p im Innern enthalt. Man ziehe die (n-1)-dimensio
nalen Ebenen, die von p und denjenigen (n - 2)-dimensionalen Ebenen 
aufgespannt werden, welche (n-2)-dimensionale Seiten von F tragen; 
diese (n-1)-dimensionalen Ebenen, zusammen mit den (n-2)-dimen
sionalen Seiten von I xn I zerlegen xn in konvexe Zellen; von dieser 
Zerlegung stellen wir eine simpliziale Unterteilung F' her (Kap. III, § 2). 
F' ist einerseits Unterteilung von I xn I, andererseits offenbar mit einer 
Unterteilung von F isomorph; folglich sind I xn lund F kombinatorisch 
verwandt; und daher nach dem Hauptsatz (Satz II) vollstandig homo
logie-aquivalent. -

8. Fortsetzungen eines Komplexes. Zum SchluB fiihren wir noch 
den Begriff der "Foctsetzung" in Verailgemeinerung des Begriffes der 
Unterteilung ein. Er wird uns insbesondere bei dem Aufbau der allge
meinen Dimensionstheorie gute Dienste leisten. 

Eine Unterteilung besteht im Grunde darin, daB man jedes Sim
plex I yi I des Komplexes Ko durch einen neuen Komplex I Xi I ersetzt, 
wobei zwei Bedingungen erfiillt sein miissen: erstens, daB die I Xi I 
untereinander ebenso zusammenhangen, wie es die I yi I tun, zweitens, 
daB das Polyeder Xi mit dem r-dimensionalen Simplex homoomorph ist. 

Nun ist unter Umstanden die zweite Bedingung iiberfliissig, ja sogar 
storend: man muB imstande sein, von Ko zu einem Komplex K iiber
zugehen, der sich aus gewissen Teilkomplexen (die nicht mit Simplexen 
homoomorph zu sein brauchen) ebenso zusammensetzt wie Ko aus seinen 
Simplexen. Solche Betrachtungen fiihren zu der folgenden 

Definition1 • Zwei Eckpunktbereiche E, E* und ein Koeffizienten
bereich seien gegeben; C =1;tixi sei ein Komplex in E; jedem Grund
oder Nebensimplex xi von I C I sei ein zu E* gehoriger homogen-dimen
sionaler algebraischer Komplex Xi = 1;s~ xl, zugeordnet, so daB die 
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind: 

1) J eder Xi ist ein Eckpunkt von E*. 
2) Aus Xi = 1;u~ xZ-1 folgt Xi = ~U~XZ-l. 

Dann heiBt C* =1;tiXi = 1; (1:rsf) xi eine "Fortsetzung" von C. 
k i 

Anhang zu den Kapiteln IV, V, VI. 
Zusatze; Beispiele; Aufgaben. 

Dieser Anhang soIl in erster Linie Beispiele fUr die Untersuchung Betti
scher Gruppen liefem; auf manche dieser Beispiele werden wir spater zuruck
greifen (insbesondere im Kap. VII, § 1). AuJ3erdem werden einige Erganzungen zu 
fruheren Stellen (Kap. IV, § 6; Kap. VI, § 1) gegeben. Die Durchfuhrung der 
meisten Einzelheiten wird nur angedeutet und bleibt zum Teil dem Leser in Ge
stalt von Aufgaben uberlassen. 

1 Wir geben die Definition hier nur fUr algebraische Komplexe; die absoluten 
Komplexe ordnen sich in diese Definition als Komplexe mod 2 ein. 
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1. Die Bettischen Gruppen simplexartiger Komplexe (vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 9). 
I{ sei ein n-dimensionaler Komplex, der simplexartig bis auf seinen [h6chstens 
(n - 1)-dimensionalenJ Teilkomplex kist; das n-dimensionale Basiselement 
(Kap. IV, § 6, Nr. 6) heiBe X. Ein beliebiger Koeffizientenbereich 0' sei fest zugrunde 
gelegt. Unter {tX} und {tX} verstehen wir die Gruppen aller Komplexe tX bzw. 
tX mit beliebigen tC0'. 

(1 ) 

(2) 

Behauptung: 
B' (K) Ri B' (k) 

sowie entweder - "Fall a" 

Bn-1(K) Ri zn-1(k) - {IX}; 

X =F 0 und 

(3 a) Bn(K) = 0 

oder - "Fall b" x = 0 und 

(3 b) 

fiir r ~ n - 2; 

Beweis. Es sei r ~ n - 1; jeder r-dimensionalen Homologieklasse von k 
ordnen wir die sie enthaltende Homologieklasse von K zu; das ist eine homo
morphe Abbildung von B' (k) in B' (K). Es ist sogar eine Abbildung auf B'(K); 
denn zu jedem Zyklus z'von K gibt es (da K simplexartig bis auf kist) einen Zyklus 
q' von k mit q' C'V z' (in K) . . Der Kern des Homomorphismus besteht aus den
jenigen Zyklen q' von k, die C'V 0 in K sind, zu denen es also einen Komplex cr+1 

in K mit (;,+1 = q' gibt. 
1st r;S; n - 2, so gibt es (da cr+l Relativzyklus und K simplexartig bis auf k 

ist) Komplexe 1),+2 C K, Q,+1 c k mit cr+ l = D,+2 + Q'+l, also: q' = g'+1 C".) 0 
in k; folglieh ist der Kern Null, und es gilt (1). 

1st r = n -- 1, so ist crtl = en = tX, q' = qn-l = tX; daher gilt (2). 
AIle Zyklen zn in K sind Relativzyklen bis auf k, also von der Form tX; ist 

X =F 0, so folgt aus,in = 0: t = 0, zn = 0; folglieh gilt (3a). 1st X = 0, so bilden 
alle z" die Gruppe {IX}; folglieh gilt (3 b). 

Bemcrkung zu (2). 1m Fall a ist 

(2a) 
im Fall b ist 
(2b) 

{IX} R:i 0, 

{tX}=o. 

Z usa t z. Fiir r;;;; n - 2 ist jede r-dimensionale Homologiebasis von k auch 
Homologiebasis von K. 

2. Aufgabe. K sei r-dimensional und simplexartig bis auf k; man beweise: 
zwischen den Eulersehen Charakteristiken besteht die Beziehung 

X(K) - X(k) = (-1)'. 

Man leite hieraus fiir die allgemeine Euler-Poinearesche Formel (Kap. VI, § 1, Nr. 11) 
einen zweiten Beweis her, ohne Benulzung der Sfitze II, III, IV des Kap. VI, § 1. 
(Anleitung: K sei ein Element der Zerspaltung, k die Oberttfiche von K.) 

3. Konstruktion neuer Komplexe durch Eckpunkt-Identifizierungen an einem 
gegebenen Komplex. Ko und K seien zwei Komplexe; f sei eine simpliziale Ab
bildung von Ko aut K. Dureh f wird eine Einteilung der Menge aller Eekpunkte 
von Ko in Klassen bewirkt: zwei Eckpunkte ei, ej gch6ren zu ciner Klasse, wenn 
f (e,) = f (ej ) ist. Diese Klassen sind den Eckpunkten von K eineindeutig zu
geordnet. Dabei sind Klassen 51'0' Sfl , ... , Si',. dann und nur dann den Eck
punkten cines Simplexes von K zugeordnet, wenn es Eckpunkte ee C $fe, 
e = 0, 1, ... , r gibt, welche ein Simplex von Ko bilden. 

Umgekehrt: Gegeben seien Ko nnd eine beliebige Klasseneinteilung der Eek
punkte von Ko; die Menge dieser Klassen e~, e;, ... wird zu einem Eekpunkt-
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bereich durch die Festsetzung: ein System von Klassen e;o' e;" e;r ist ein 
Geriist, wenn man aus jeder dieser Klassen je einen Eckpunkt eio' eit' ... , eir so 
auswahlen kann, daB diese eio ein Geriist des Eckpunktbereiches von Ko bilden; 
offen bar bilden die Simplexe- des Eckpunktbereiches der e; einen Komplex K. 
Indem man jedem Eckpunkt e von Ko die ihn enthaltende Klasse I(e) = e' zu
ordnet, wird Ko durch I simplizial auf K abgebildet. 

Wir sagen: Kist aus Ko dadurch entstanden, daJ3 man samtliche Eckpunkte 
in jeder der vorgegebenen Klassen miteinander identifiziert hat. t heiBt die zu 
dieser Eckpunkt-Identifizierung gehiirige simpliziale Abbildung1. 

Wir werden in den nachfolgenden Beispielen Eckpunkt-Identifizierungen einer 
speziellen Art betrachten: ko sei ein echter Teilkomplex von Ko mit der folgenden 
Eigenschaft: wenn alle Eckpunkte eines Simplexes I x I von Ko zu ko gehoren, 
so gehort I x I zu ko.2 Eine Eckpunkt-Identifizierung von Ko heiJ3t "isomorph bis 
auf ko", wenn sie die folgenden beiden Eigenschaften hat: 1) Jeder nicht zu ko 
gehorige Eckpunkt von Ko bildet eine Klasse fiir sich (er wird also mit keinem 
anderen Eckpunkt identifiziert); 2) wenn die Eckpunkte ei , ej von ko auf einem 
Simplex oder auf solchen Simplexen von Ko liegen, welche einen nicht zu ko ge
hiirigen Eckpunkt gemeinsam haben, so gehoren sie nicht zu einer Klasse [aus 
1) und 2) folgt: sind Ixl und Iyl voneinander verschiedene Simplexe von K o' die 
nicht zu ko gehiiren, so ist l(ix!) + l(iy!)]. 

4. Aufgabe (vgl. Kap. VI, § 1, Nr. 13). Ko sei simplexartig bis auf k o; K 
sei aus Ko durch eine Eckpunkt-Identifizierung entstanden, die isomorph bis auf 
ko ist. Man zeige: Kist simplexartig bis auf k = I (ko) , wobei I die zu der Identi
fizierung gehorige simpliziale Abbildung ist. 

5. Rand-Identifizierungen an einer konvexen Zelle. Von nun an ist Ko immer 
eine Simplizialzerlegung einer n-dimensionalen konvexen Zelle, ko die zugehorige 
Simplizialzerlegung des Randes. Wirwissen (Kap.VI, § 1, Nr. 12) : Ko ist simplexartig 
bis auf k o. Der algebraische Komplex Xo sei Reprasentant einer Orientierungvon Ko 
(Kap. IV, § 5). Eine Eckpunkt-Identifizierung von K o' die isomorph bis auf ko ist, 
nennen wir eine "Rand-Identifizierung" von Ko. Es entsteht ein Komplex K, auf 
den Ko durch die zugehorige Abbildung t simplizial abgebildet ist. Zuweilen sagt 
man: Dadurch, daB man K "langs dem Komplex k = f (k o) aufsclmeidet", wird Kin 
eine konvexe Zelle - namlich Ko - verwandelt. 

Man beachte iibrigens immer: Die Identifizierung zweier Eckpunkte ei , ej 

von ko ist gemaB Nr. 3 nur dann "zuliissig" , wenn ei und ej nicht auf demselben 
Simplex und auch nicht auf solchen Simplexen von Ko liegen, die einen nicht zu ko 
gehiirigen gemeinsamen Eckpunkt besitzen. 

Nach Nr. 4 ist K simplexartig bis auf k = t (ko). Das n-dimensionale Basis
element von K bis auf kist X = f(Xo). GemaB Nr. 1 ist die Bestimmung der 
Bettischen Gruppen von K auf die Bestimmung der Bettischen Gruppen von k 
zuriickgefiihrt: es gelten zunachst in jedem Faile die Isomorphismen (1); weiter 
unterscheiden wir die Falle a und b aus Nr. 1: 

Ix = t(Xo) + 0, 

Fall a: E n - l (K) ~ zn-l (k) - {IX} 

En(K) = 0; 

und {IX} ~ 0, 

Ix = f(Xo) = 0, 

Fall b: E n - l (K) ~ zn-l (k), 

En(K) = {IX} ~ 0. 
1 Man vgl. hiermit den Zusammenhang zwischen stetigen Abbildungen und 

Zerlegungen eines topologischen Raumes (Kap. I, § 5). 
2 Vgl. S. 250, besonders FuJ3note 1. 
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6. Die regular zusammenhangenden Komplexe. Aufgabe. Man beweise: 
Ein Komplex K kann dann und nur dann durch Rand-Identifizierung aus einer 
konvexen Zelle erzeugt werden, wenn er regular zusammenhangend ist. (An
leitung: DaB jeder gemaB Nr. 5 konstruierte Komplex K regular zusammen
hangend ist, ist klar; die Umkehrung beweise man durch vollstandige Induktion 
beziiglich der Anzahl der n-dimensionalen Simplexe.) 

Aufgabe. Es sei (in der Bezeichnung von Nr. 5) Xo =1;x:-\ wobei Ix:-11 
die Simplexe von ko sind; man zeige: dann und nur dann ist der durch Rand
Identifizierung entstandene regular zusammenhangende Komplex K nicht orien

tierbar (Kap. IV, § 5), wenn es zwei Simplexe x7-\ x7- 1 (i =F j) mit 

gibt. (f ist immer die zu der Identifizierung gehorige Abbildung.) 
7. Der (reelle) n-dimensionale projektive Raum pn wird folgendermaBen defi

niert: Seine Punkte sind die Verhaltnisse reeller Zahlen xo: Xl: ... : Xn unter Aus
schluB von 0: 0: ... : 0; urn in der Menge dieser Verhaltnisse eine topologische 
Zuordnung zu erklaren, fassen wir daneben x o' Xl' ... , X. als Cartesische Koordi

naten im R n+1 auf, verstehen weiter unter R~+1 den Raum, der aus Rn+l durch 

Tilgung des Punktes (0, 0, .... , 0) entsteht, bilden R~+1 dadurch auf die Menge p. 
ab, daB wir dem Punkt (xO' Xl' ... , xn) C R~+l den Punkt xo: Xl: ... : Xn von pn 
zuordnen, und setzen fest: Eine Teilmenge von pn ist abgeschlossen, wenn ihre 

Originalmenge im R~+1 abgeschlossen ist. Man iiberzeuge sich davon, daB da
durch pn ein kompakter topologischer Raum wird - und sogar eine geschlossene 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit (vgl. Kap. X, § 3, Nr. 9). 

n 

Zwischen pn und der im Rn+1 durch 1;x; = 1 gegebenen Sphare sn besteht 
i::::O 

offenbar die folgende Beziehung: Durch die so eben betrachtete Abbildung von 
R~+1 auf pn wird sn einzweideutig so auf pn abgebildet, daB zwei Punkte von sn 
dann und nur dann denselben Bildpunkt haben, wenn sie zueinander diametral 
gelegen sind. Damit sind die folgenden Aussagen gerechtfertigt: "pn entsteht 
aus sn durch Identifizierung von je zwei Diametralpunkten", und: "pn ist der 
Menge der Diametralpunktpaare der sn hombomorph". - Diese Darstellung 
von pn nennen wir das "erste Modell" von pn. 

Weiter ergibt sich, wenn man beriicksichtigt, daB jeder Punkt von pn bereits 
auf jeder Halbkugel von sn einen Originalpunkt besitzt: Verstehen wir unter Hn 
die durch Xo ~ 0 gegebene Halfte von sn, so ist pn hombomorph mit dem Raume, 
der aus Hn entsteht, wenn man je zwei Diametralpunkte auf der durch Xo = 0 
gegebenen Aquatorsphare sn-1 von H n miteinander identifiziert. Die senkrechte 
Projektion von H n auf die Ebene Xo = 0 ist eine topologische Abbildung auf die 

Vollkugel V n , die durch Xo = 0, i:x~ ~ 1 gegeben ist, und dabei bleibt jeder 
i=l 

Punkt von sn-1 fest. Daraus ergibt sich das "zweite Modell" von pn: Der pro
jektive Raum pn ist homoomorph dem Raum, der aus einer Vollkugel vn durch 
Identifizierung von je zwei zueinander diametralen Punkten der Randkugel sn-1 
entsteht. Dabei stellt sn-1 mit dieser Identifizierung ein "erstes Modell" eines 
pn-1 dar. [Dieser pn-1 entspricht, wie man sich leicht iiberlegt, einer (n - 1)
dimensionalen Ebene in dem durch das "zweite Modell" dargestellten projektiven 
Raum pn.] 

Aus diesen beiden "topologischen" Modellen von pn ergeben sich die folgen
den beiden "kombinatorischen" Modelle der Simplizialzerlegungen pn von pn: 

Erstes Modell: Ko sei der Randkomplex einer (n + 1)-dimensionalen konvexen 
Zelle des Rn+l, die symmetrisch in bezug auf den Punkt 0 des R n+1 ist; pn = K 
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entsteht aus Ko. indem man je zwei Eckpunkte von Ko. die symmetrisch in bezug 
auf 0 liegen. miteinander identifiziert (gemaB Nr.3). 

Zweites Modell: Ko sei eine Simplizialzerlegung einer n-dimensionalen Zelle 
des R"; der Randkomplex ko von Ko sei symmetrisch in bezug auf den Punkt 0 
des R" und habe iiberdies die Eigenschaft: Zwei Eckpunkte von ko• die symme
trisch beziiglich Null liegen. gehoren niemals Simplexen von Ko an. die einen 
Eckpunkt gemeinsam haben. Dann entsteht K = pn (gemaB Nr. 5) aus Ko. in
dem man je zwei. bezuglich Null symmetrische. Punkte von ko miteinander 
identifiziert. 

Behauptung: 

(4a) 

(4b) 

(Sa) 

(5b) 

B@(P") = O. wenn r gerade und 0 < r < n. 

B@(pn) I"=' ®2' wenn r ungerade und 0 < r < n; 

B~ (P") = O. wenn n gerade. 

B~(pn) I"=' ®. wenn n ungerade. 

Beweisandeutung. Vollstandige Induktion bezuglich n. pI ist ein einfach 
geschlossenes Polygon. die Behauptung ist richtig. Sie sei fur n - 1 bewiesen. 
Fur p" legen wir das .. zweite Modell" zugrunde; dabei ist ko mit der vorgeschriebe
nen Identifizierung ein .. erstes Modell" eines pn-l; folglich ist (in der Bezeich
nungsweise von Nr. 5) k = p"-l, Dann folgen die Behauptungen (4a). (4b) fUr 
r;:;;; n - 2 unmittelbar aus Nr. 5 und unserer Induktionsvoraussetzung. Um (4a). 
(4b) fUr r = n - 1 sowie (Sa). (5b) zu beweisen. genugt es nach Nr. 5 (und in 
der dortigen Bezeichnungsweise). zu zeigen: 

(6a) 

(6b) 

1 (Xo) =0. 

1 (Xo) = 2zn-1. 

wenn n ungerade. 

wenn n gerade. 

wobei zn-l Basiselement der Zyklengruppe Z,,-1 (pn-l) ist. Die Richtigkeit von 
(6a) und (Qb) aber ergibt sich unmittelbar aus der folgenden Tatsache. die man 
leicht bestatigt: Sind x,,-1 und " .. -1 bezuglich des Nullpunktes symmetrische 
Simplexe von IXol. die in Xo mit positivem Zeichen auftreten. so ist l(xn - 1) 

= 1(",,-1) oder l(xn - 1) = _/(",,-1). je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
Zusatz 1. Die Bettischen Zahlen sind 

p"(pn) = 0 fur gerades n. p"(pn) = 1 fUr ungerades n. 

Die Chanikteristik ist also 

X(P") = 1 fur gerades n. 

X (P") = 0 fUr ungerades n. 

Zusatz 2. P" ist eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit. und zwar orien
tierbar fur ungerades n. nicht orientierbar fur gerades n. 

Aufgabe. Man beweise. daB fUr aIle r und n (0;:;;; r;:;;; n) 

B@,(pn) I"=' ®2 

ist. [Zwei Beweismoglichkeiten: 1) durch einen analogen InduktionsschluB wie 
oben. indem man ®2 statt ® zugrunde legt; 2) unter Benutzung der bereits er
mittelten Gruppen B~(P") mit den Methoden von Kap. V. § 4.J 
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8. Die pseudoprojektiven Raume. m ~ 2 sei gegeben; Ko sei Simplizialzer
legung einer n-dimensionalen konvexen Zelle im Cartesischen (Xl> x2 ' ••• , x,,)
Raum R" (n ~ 2) mit folgender Symmetrie-Eigenschaft: Ko geht bei den Be-
wegungen 

X~ = cos (~. 211:) Xl - Sin(~' 211:)X2' 1 
x~ = sin (~. 211:) Xl + cos(~. 211:)X2' 

x; =XI 

(a = 1,2, ... , m) 

(i ~ 3) 

in sich iiber. Man identifiziere je zwei Eckpunkte des Randkomplexes ko' von 
denen der eine durch eine soIche Bewegung in den anderen iibergefiihrt wird; 
(dabei setzen wir voraus, daB diese Identifizierungen im Sinne von Nr. 5 "zu
Hissig" sind). Es entsteht ein Komplex K = P::'; wir nennen P::' einen "pseudo
projektiven Raum". 

Behauptung: 

B@-l(p::.) ~ @m' 

Beweisandeutung. Die Behauptung folgt aus Nr. 5, sobald gezeigt ist: 
1) kist dem Simplexrand Ix"l homologie-aquivalent; 2) ist Z"-l Basiselement der 
Zyklengruppe Z~-l (k), so ist f (Xo) = mz,,-l. Die Richtigkeit von 2) liegt auf der 
Hand, sobald 1) bewiesen ist. 1) laBt sich verscharfen zu 1'): kist mit Ix"/ kombi
natorisch verwandt (Kap. VI, § 2, Nr. 1). Die Richtigkeit von 1') ist klar fiir 
n = 2 und kann fiir die hoheren n durch vollstandige Induktion bewiesen werden. 

Zusatz 1. P; ist eine nicht orientierbare, geschlossene Pseudomannigfaltig
keit; P: ist die projektive Ebene p2; das Analoge gilt nicht fiir andere n. 

Zusatz 2. Hat X dieselbe Bedeutung wie in Nr. 5 (fUr K = P::'), so ist tm(X) 
ein n-dimensionaler Zyklus 2. Art modm (Kap. V, § 3). Somit ist die Existenz 
dieser Zyklen bei beUebigen m und n (m ~ 2, n ~ 2) bewiesen. 

9. Komplexe mit willkiirlich vorgeschriebenen ganzzahligen Bettischen Grup
pen. BO, Bl, ... , B n seien Abelsche Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden; 
sie sind nur den folgenden Bedingungen unterworfen: 1) BO und B" enthalten 
kein Element endlicher Ordnung (auBer dem Nullelement); 2) BO ist nicht Null 
(wahrend B r fiir r ~ 1 die Nullgruppe sein darf). 

Aufgabe. Man konstruiere einen n-dimensionalen Komplex K mit 

B®(K) ~Br fiir r = 0,1, ... , n. 

(Andeutung: Jede Gruppe Br ist direkte Summe zyklischer Gruppen; man benutze 
diese Tatsache und baue unter Beachtung von Kap. V, § 1, Nr. 3, K aus Simplex
randern und pseudoprojektiven Raumen auf.) 

Zusatzliche Aufgabe. Man konstruiere K sagar als homogen .N-dimensio
nalen Komplex, wobei N ~ n gegeben ist. (Anleitung: Man konstruiere zuerst K 
als Losung der urspriinglichen Aufgabe; dann setze man an jedes r-dimensionale 
Simplex Ix'i von K mit r < N, das auf keinem hoherdimensionalen Simplex liegt, 
in geeigneter Weise ein N-dimensionales Simplex I yNI an.) 

Folgerung. Zwischen den Bettischen Gruppen der versckiedenen Dimensionen 
bestehen keine Beziehungen, welche fur beliebige Komplexe Gultigkeit hatten, auch 
niche bei Beschrankung auf homogen-dimensionale Komplexe. 

10. Zweidimensionale regular zusammenhangende Komplexe: insbesondere: 
die geschlossenen Flachen. Ko sei eine Simplizialzerlegung einer ebellen konvexen 
Zelle; der Randkomplex ko sei durch N seiner EckpUlikte e1, e2 , ••• , eN (N~2) 
in die einfachen Streckenziige lSI I ' I S21, ... , I SN I geteilt, so daB ! Sl I die End
punkte ei und ei + 1 hat (eN+1 = e1). Diese Einteilung habe die folgenden Eigen-
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schaften: 1) Aile I s;[ haben die gleiche Anzahl von Eckpunkten (die Anzahl aller 
Ecken von ko ist also durch N teilbar), 2) zwei Eckpunkte e;, sowie zwei Eck
punkte von ko' die innere Punkte verschiedener Streckenziige I s;1 sind, liegen 
niemals auf einem Dreieck oder auf Dreiecken von Ko mit einer nicht zu ko ge
herigen gemeinsamen Ecke1 . Aus diesen Eigenschaften folgt: Es gibt, bei be
liebigen i, " eine Randidentifizierung von Ko gema13 Nr. 5, bei der I eine iso
morphe Abbildung von Is;1 und Is,1 mit 1(lsti) = l(ls,1l ist; ferner gibt es bei 
beliebigen i, 1 eine Randidentifizierung mit I (e;) = I (e,). Wir betrachten im 
folgenden nur solche Randidentifizierungen von K o' die durch mehrere Identi
fizierungen der beiden eben genannten Arten - also durch Identifizierung ge
wisser Is;1 sowie gewisser ei - entstehen. Auf diese Weise kann man, wie man 
im Anschlu13 an Nr. 6 leicht erkennt, eine Unterteilung jedes vorgegebenen zwei
dimensionalen regular zusammenhangenden Komplexes erzeugen. (Bemerkung: 
DaB jeder I Si I nur aus einer einzigen Strecke besteht, ist durch die Bedingung 
ausgeschlossen, daB verschiedene e; niemals auf einem Dreieck liegen.) 

Eine Identifizierung, wie wir sie betrachten wollen, la13t sich immer durch 
einige symbolische Gleichungen der folgenden Gestalt vollstandig beschreiben: 

(7) N = 2; s1 = -S2 (Abb. 19); 
oder 
(8) N = 2; S1 = -S2; e 1 = e2 ; 

oder 
(9) N = 2; S1 = S2 ; 

oder 
(10) N = 4; S1 = -sa; S2 = -$,; 
oder 
(11) N = 4; S1 = -sa; s2 = S4; 

oder 
(12) N = 6; s1 = -S2 = S3; s4 = -s5 = s8 (Abb. 20). 

Dabei sind die Vorzeichen so zu verstehen: Die Si sind orientierte Komplexe mit 

Xo = ;t;s; (Xo wie in Nr. 5 erklart); die Gleichungen S1 = -S2 = S3 usw. bedeuten: 

$3 

Abb.19. Abb.20. 

Bei der zu der Identifizierung geherigen Abbildung I von Ko auf den neu ent
stehenden Komplex Kist I (S1) = -/(s2) = I(sa) usw. Identifizierungen von Eck
punkten e;, die bereits durch Identifizierungen gewisser Is,1 bedingt sind, brauchen 
nicht' besonders aufgefiihrt zu werden. 

Man bestatige: Die durch (7), (9), (10), (11) erzeugten Komplexe K sind Sim
plizialzerlegungen von Kugel, projektiver Ebene, Torus, Kleinschem Schlauch; 
ist K der durch (8) gegebene Komplex, so ist Keiner Kugelflache homeomorph, 

1 Vgl. Abb. 19 (N = 2). 

$5 
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auf der man zwei Punkte miteinander identifiziert hat (was sich im R3 leicht aus
fiihren HiBt) , oder, was dasselbe ist, einer Torusflache, auf der man einen Meri
diankreis in einen Punkt zusammengeschniirt hat. 

Aus derartigen symbolischen Gleichungen wie (7) bis (12) lassen sich nun mit 
Hilfe von Nr. 5 leicht die Bettischen Gruppen der erzeugten Komplexe K er
mitteln. Wir werden dies jetzt fiir eine besonders einfache und wichtige Kategorie 
von Fallen - darunter (8), (9), (to), (11) - durchfiihren; der Leser behandle 
selbst den Fall (12) (vgl. Nr.14). 

Wir machen folgende speziellen Annahmen: 1) samtliche ei werden miteinander 
identifiziert (also e1 = es = ••• = eN); 2) N ist gerade, N = 2q, die I sd sind in q Paare 
zusammengefaBt, die beiden I Sj I jedes Paares werden miteinander identifiziert 
(es gelten also q Gleichungen 51 = ± 5j, wobei I SI I, I SJ I einem Paar angehoren); 
andere Identifizierungen werden nicht vorgenommen. Der dadurch erzeugte 
Komplex K ist offenbar eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit. 

Unter den q Identifizierungen Sj = ±Sj seien a Identifizierungen "ungleich
sinnig", d. h. von der Form Sj = -Sj, und b Identifizierungen "gleichsinnig", 
d. h. von der Form SI = sJ (a + b = q). 

Der Komplex k (Nr. 5) besteht aus q einfach geschlossenen Polygonen I sfl, 
... , Is~l, Isl'I, ... , Is~l; dabei sind die Is~1 bzw. Is;'1 durch die ungleich- bzw. 
gleichsinnigen Identifizierungen der I Si I entstanden; aIle diese I s~ I und I s;'1 haben 
einen gemeinsamen Eckpunkt e' und sind im iibrigen zueinander fremd. 

Offen bar ist p1 (k) = q und Bl.J (k) die freie Gruppe von q Erzeugenden. Ferner 
ist 

Xo = s1 + ... + SN, X = f(Xo) = ±2(sl' + ... + s~). 
Daher folgt zunachst aus Nr. 5: 

Wenn aUe Identifizierungen der SI "ungleichsinnig" sind, (a = q, b = 0), so 
ist PI(K) = q = tN, Bl.J(K) die freie Gruppe von q Erzeugenden und P2(K) = 1; 
Kist eine geschlossene orientierbare Pseudomannigfaltigkeit. 

Wenn b;;;;; 1 ist, so fiihren wir in der Gruppe Z& (k), in der ja die sf, ... , s~, 
s1', ... , sj,' eine Basis bilden, eine neue Basis ein, indem wir sr durch 
s* = s~ + ... + sit ersetzen; dann ist if = 2s*, und aus Nr. 5 folgt: 

Wenn unter den I dentifizierungen der Sj wenigstens eine "gleichsinnig" ist (b ;;;;; 1) , 
so ist pI (K) = q - 1 = ~- N - 1, B& (K) direkte Summe einer freien Gruppe von 
q - 1 Erzeugenden und einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2; es ist p2(K) = 0; 
Kist eine geschlossene nicht orientierbare Pseudomannigfaltigkeit. 

In jedem Fall, ob es gleichsinnige Identifizierungen gibt oder nicht, ist die Cha
rakteristik X(K) = 2 - q = 2 - IN. 

Wir wenden diese Ergebnisse auf die Un tersuchung der "geschlossenen FIachen" , 
d. h. der zweidimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeiten (Einl. § 1, Nr. 14) 
an; dafiir, daB ein zweidimensionaler Komplex K eine simpliziale Zerlegung einer 
geschlossenen Flache ist, ist offen bar hinreichend: er ist eine geschlossene Pseudo
mannigfaltigkeit mit folgender Eigenschaft: die Dreiecke, die den kombinatori
schen Stern eines Eckpunktes (Kap. III, § 1, Nr. 7) bilden, lassen sich zyklisch 
so anordnen, daB jedes Dreieck mit dem folgenden eine gemeinsame Kante 
besitzt. (Umgekehrt ist jede Simplizialzerlegung einer geschlossenen Flache 
eine Pseudomannigfaltigkeit mit der genannten Eigenschaft; wir gehen hierauf 
aber nicht ein.) 

Man bestatigt nun leicht: 
I) I st N = 4P, und sind die Identifizierungen durch 

5j =-Sj+2 fur i == 1 und i == 2 mod4 

gegeben, so ist K die Simplizialzerlegung einer geschl05senen Flache; Kist orien
tierbar; pl (K) = 2P; die Torsionsgruppe T1 (K) ist leer. 
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II) 1st N = 2q, und sind die Identifizierungen durch 

Sl = SI+1 fur i == 1 mod2 

gegeben, so ist K ebenfalls die Simplizialzerlegung einer geschlossenen Flache; Kist 
nicht orientierbar; pI (K) = q - 1; die Torsionsgruppe Tl (K) ist zyklisch von der 
Ordnung 2. 

Die unter I genannte Zahl p nennt man das "Geschlecht" der betreffenden 
Flache; unter einer (orientierbaren geschlossenen) Flache vom Geschlecht Null 
versteht man eine mit der Kugel homoomorphe Flache. Somit haben wir fur 
jede der Z ahlen 

p = 0, 1,2,3, ... 

eine geschlossene orientierbare 1 Flache gefunden; die 
zugeh6rigen eindimensionalen Bettischen Zahlen sind 

Pl(K) = 2P = 0, 2, 4, 6, 

die Charakteristiken 

X(K) = 2 - 2P = 2, 0, -2, -4, ... 

(Abb. 21; P = 2). 
Ebenso ist aus II ersichtlich: Wir haben fur jede 

der Zahlen 
q = 1,2,3,4, ... 

eine geschlossene nicht orientierbare 1 Flache gefunden; 
die zugehiirigen Bettischen Zahlen sind 

Pl(K) = q - 1 = 0,1,2,3, ... , 

die Charakteristiken 

X(K) = 2 - q = 1, 0, -1, -2, ... 

(Abb. 22; q = 3). 
Der Hauptsatz der Topologie der geschlossenen Fla

chen lautet: Andere geschlossene Flachen als die so
eben aufgezahlten gibt es nicht (mit anderen Worten: 
jede geschlossene Flache ist einer der aufgezahlten 

Abb.21. 

Abb.22. 

Flachen homoomorph). Wegen des Beweises verweisen wir den Leser auf die 
Darstellung in dem Buch von SEIFERT-THRELFALL, § 39. (Wir werden den Satz 
niemals benutzen.) 

11. Tilgung eines Simplexes in einem Komplex; die berandeten Flachen. 
K sei ein n-dimensionaler Komplex, 1 xft 1 ein Simplex von K; K' sei der Kom
plex, der entsteht, wenn man 1 x"l aus K tilgt (I x" 1 aber stehen laBt). Wie andern 
sich die Bettischen Gruppen beim Dbergang von K zu K'? 

Da der Komplex aller hochstens (n - 1)-dimensionalen Simplexe beim Dber
gang von K zu K' nicht geandert wird, und da dieser Komplex der Schauplatz 
aller hochstens (n - 2)-dimensionalen Homologien ist, ist 

B' (K') .,., B' (K) ffir r~n - 2 

(bei beliebigem Koeffizientenbereich). 
Bei der Untersuchung der ganzzahligen Bettischen Gruppen mit r = n - 1 

und r = n hat man zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem es einen Zyklus gibt 

1 Der Begriff der "Orientierbarkeit" bezieht sich auf die simpliziale Zerlegung 
von K der Flache R; daB er topologisch invariant ist, wird im Kap. X, § 3, Nr.8 
bewiesen werden. 
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(Fall A) oder nicht gibt (Fall B), in dem .:rIO mit von Null verschiedenem Koeffi
zienten vorkommt. 

Aufgabe. Man beweise: 

P"(K') = P"(K) - 1 } 
im Fall A, 

p"-1 (K') = p"-1 (K) 

P"(K') = P"(K) } 
pn - 1 (K') = p"-l (K) + 1 

im Fall B. 

[Anleitung: Man betrachte die homomorphe Abbildung von B~ (K') auf B~ (K) , 
die entsteht, wenn man den Homologieklassen von K'die sie enthaltenden Homo
logieklassen von K zuordnet.] 

Weitere Aufgabe. 1m AnschluB an diese Zusammenhange zwischen den 
Bettischen Zahlen von K und K' beweise man die Euler-Poincanlsche Formel 
(Kap. V, § 2) durch vollstandige Induktion bezUglich der Anzahl der Simplexe. 

Urn das Verhalten der ganzzahligen Bettischen Gruppen vollstandig zu er
kennen, hatte man noch die Torsionsgruppen T"-1 zu untersuchen; dies ist im 
allgemeinen nicht einfach: man betrachte die Tilgung eines Dreieckes aus der pro
jektiven Ebene (Nr. 12) und die Tilgung der Zelle E aus dem Komplex W in 
Nr.17. Wir beschranken uns hier auf den fUr die Anwendungen wichtigsten Fall: 
K sei regular zusammenhangend; dann gilt namlich immer: 

T"-l(K') = o. 
Dies ist enthalten in dem folgenden Satz, der sich leicht aus Kap. IV, § 5. Satz VII 
ergibt: 

1st K' echter Teilkomple.:r des regular zusammenhangenden n-dimensionalen 
Komple.:res K, so besitzt K' keine (n - 1)-dimensionale Torsion. 

Wenden wir die bisherigen Ergebnisse auf die "berandeten Flachen" an: Ent
steht der Komplex K' dadurch, daB man aus einer simplizialen Zerlegung Keiner 
geschlossenen Flache b zueinander fremde Dreiecke entfemt, so nennt man K' 
eine "b-fach berandete FHiche". Aus unseren Ergebnissen folgt: 1) es ist immer 

P2(K') = 0, Tl(K') = 0; 

2) ist K orientierbar, so ist 

Pl(K') = PI(K) + b - 1 

ist K nicht orientierbar, so ist 

(b;;;:; 1); 

pI (K') = pI (K) + b (b ;;;:; 0) . 

12. Die Miibiusschen Blinder modm. 1st in dem letzten Satz K = p2 eine 
simpliziale Zerlegung der projektiven Ebene und b = 1, so ist K' ein Mobiussches 
Band. Wir betrachten den allgemeineren Fall: Es sei K = P::' (Nr. 8), und K'sei 
durch Herausnahme eines n-dimensionalen Simplexes aus K entstanden; 
K' = iiil::' nennen wir ein "n-dimensionales Mobiussches Band modm". 

Aufgabe. Man beweise: 

B@-I(M!) ""'@, B@(M!) = 0 fUr 0 < r =F n - 1. 

Wir fragen jetzt nach den n-dimensionalen Relativzyklen (beliebiger Koeffi
zientenbereiche) in M::' bis auf den Komplex k* = /x"/' wobei /.:r"/ das Simplex 
bezeichnet, durch dessen Tilgung aus P::' der Komplex M::' entstanden ist. 

k und z" - 1 sollen dieselbe Bedeutung wie in Nr. 8 haben; ferner sei ;,,-1 = in, 
also ;10-1 Basiselement von Z@-l(k*). Die Simplexe .:r~ vonM::' seien so orientiert, 
daB die Orientierungen langs jeder nicht zu k + k* gehorigen (n - 1)-dimensionalen 
Seite koharent sind. (1st m =F 2, so ist k + k* = K* im Sinne von Kap. IV, § 5, 
Nr. 8ff.; fUr m = 2 ist k* = K*.) Wir setzen C = I %7; dann ist t = !,,-1+ mz"-l. 
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1st t ein Element eines beliebigen Koeffizientenbereiches oS' mit mt = O. so ist te 
Relativzyklus bis auf k*. Wir behaupten: andere n-dimensionale Relativzyklen bis 
auf k* gibt es nicht. In der Tat ist dies fiir m = 2 bereits in Kap. IV, § 5. Satz VII 
enthalten; es sei m G:; 3 und Z ein Relativzyklus der fraglichen Art. Z. te mit 
beliebigem t und daher auch Z' = Z - te sind Relativzyklen bis auf K* = k + k*; 
wir wahlen t so. daB Z' ein bestimmtes Simplex x~ nicht enthalt; dann folgt aus 

Kap. IV, § 5. SatzVII. daBZ'= O. alsoZ= te ist. AusZ= t;n-l + mtzn-I, I Z Ie k* 
und der Tatsache. daB die (n - 1)-dimensionalen Simplexe von zn-l die Koeffi
zienten ±1 haben, folgt: mt = O. Damit ist in der Tat gezeigt: 

Die Komplexe te mit mt = O. und nuy diese Komplexe. sind n-dimensionale 
Relativzyklen in M::' bis aut k*. Insbesondere gibt es soIche von Null verschie
denen Relativzyklen modm' dann und nur dann. wenn es in @m' ein von Null 
verschiedenes Element t mit mt = 0 gibt, wenn also der groBte gemeinsame Teiler 
(m. m') > 1 ist. 

Auf diese Relativzyklen in M::' werden wir mehrere Male zuriickkommen (im 
Kap. VII. § 3. Nr. 11. und im 2. Band bei der Dimensionstheorie). 

13. Weite:e spezielle Komplexe. Man hefte zwei Mobiussche Bander mod m l und 
modm2 • M!., und M:'., langs der Komplexe k; und k: aneinanderl (k; analog 
definiert wie k* in Nr. 12); es entsteht ein Komplex 0:'" m,' 

Behauptung: 
P2(0!,. m.) = O. 

TI (0:'" m.) = @(m,. m,l fiir 

TI(O!, .... ) = 0 fiir 

(mI' m2 ) > 1. 

(mI' m2) = 1; 

ist (mI' m2) = 1. so enthl1lt 0:'" m. keinen von 0 verschiedenen zweidimensionalen 
Zyklus (irgendeines Koeffizientenbereiches); ist (mI' m2) > 1. so enthl1lt O!,. m. 
einen Zyklus Z2 mod (mI' m 2) mit I Z 2 1 = 0:'" m,' 

Beweis als Aufgabe! (Man benutze Satz V aus Kap. IV, § 5.) 
14. Aufgaben: Man zeige: der inNr.10 durch die Identifizierungen (12) er

zeugte Komplex K = U ist ein H-Simplex (in dem jede Kante auf wenigstens 
zwei Dreiecken liegt!); man konstruiere ein (krummes) Polyeder fJ C R3 mit dieser 
Simplizialzerlegung U. 

Man nehme zwei Exemplare U I • U2 von U und hefte sie langs den einfach 
geschlossenen Kantenziigen kl • k2' die bei den Identifizierungen (12) in Nr. 10 
aus dem Randkomplex ko entstehen. zusammen. Es entsteht ein Komplex V. 
Man zeige: V ist eine HS2. 

15. Man schneide in eine Kugelflache N zueinander fremde Locher und identi
fiziere samtliche N Rander miteinander (alles dies und das folgende in einer sim
plizialen Zerlegung der Kugel). Die gelochte Kugelflache e und die Rander Zi 

seien so orientiert. daB C = 1; Zi ist. Die N Rander I z, I sind in zwei Klassen von 
p und q Randern (P + q = N) so eingeteilt. daB bei der Identifizierung je zwei z, 
derselben Klasse gleichsinnig. je zwei z, verschiedener Klassen ungleichsinnig 
aufeinander bezogen sind. Der entstandene Komplex heiBe Lp. q' 

Behauptung: 

P2(Lp •• ) = 1 und TI(L p •• ) = 0 fiir I p - q I = 0; 

fiirlp-ql=1; 

1 Das "Aneinanderheften" zweier fremder Komplexe K I • K2 langs unter
einander isomorpher Teilkomplexe ki • k2 ist eine spezielle Identifizierung (Nr. 3) 
in dem Komplex KI + K 2 • - Offenbar ist es oben erlaubt. k; und k: als isomorph 
anzunehmen. 
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Beweis als Aufgabe! (Man benutze Kap. IV, § 5, Satz VII; oder man er
zeuge L p, q nach dem Prinzip von Nr. 10.) 

1.1,1 ist ein Torus. Man konstruiere im R3 ein Polyeder r I , 2' (Es zerlegt den 
R3 nicht, obwohl in L I , 2 jede Kante auf wenigstens zwei Dreiecken liegt~ Dieselbe 
Eigenschaft hat das Polyeder V in Nr. 14.) Dagegen gibt es fur [p - q[ > 1 kein 
Lp,.C R3; dies folgt aus Kap. X, § 1, Nr. 10. 

16. M' sei ein zweidimensionales Mobiussches Band mod2, M" und M'" seien Mo
biussche Bander mod 3 (Nr. 12) ; ihre Teilkomplexe, die den in Nr. 12 mit k und k* be-

* " " zeichneten entsprechen, nennen wir k', k', k", k", k"', k'" (sie sind einfach geschlossene 

Polygone). Man nehme folgende drei Zusammenheftungen vor: M' mit M" langs k' . . 
und k", M" mit M'" langs k" und k"', M'" mit M' langs k'" und k'. Es ent-
steht ein Komplex T. Man zeige: Wenn man bei der letzten der drei Zusammen
heftungen in geeigneter Weise uber die Durchlaufungsrichtungen von k'" und k' 
verfugt hat, so gibt es solche orientierte Komplexe C, C", C" mit [C[ = M', 
[C"[ = M", [G"'[ = M"', daB Z = t 7 (2C + 2C" + C") ein Zyklus mod7 mit 
[ Z [ = T ist; fur m < 7 gibt es keinen von 0 verschiedenen zweidimensionalen 
Zyklus mod m; jede Kante liegt auf weniger als 7 Dreiecken; kein echter Teil
komplex von T enthalt einen zweidimensionalen Zyklus irgendeines Koeffizienten
bereiches. (Man benutze Satz V aus Kap. IV, § 5.) 

17. An die projektive Ebene p2 oder allgemeiner an eine pseudoprojektive 
Ebene P!, (Nr. 8) hefte man langs dem einfach geschlossenen Polygon k (Nr. 8) 
eine konvexe Zelle Emit ihrem Rande an (alles in simplizialer Zerlegung). Es 
entsteht ein Komplex W. 

Man zeige: Wist eine HS2. W besitzt also keine Torsion, obwohl ein Teil
komplex P!, Torsion besitzt. 1st z Basiselement der Zyklengruppe Z& (W), so 
sind die Zyklen beliebiger Koeffizientenbereiche von der Form tz; dabei ist [z [ = W, 
es kann aber [ tz [ = P!" also echter Teil von W sein. 

18. M', M" seien gewohnliche Mobiussche Bander (mod2), E sei eine zwei
dimensionale Zelle (alles in geeigneter simplizialer Zerlegung). Man hefte die drei 
Komplexe langs ihren Randem aneinander. Es entsteht ein Komplex D. 

Frage: Fur welche Koeffizientenbereiche .S' gibt es Zyklen z mit [z[ = D? -
Behauptung: Dann und nur dann gibt es einen solchen Zyklus, wenn .S' zwei 
voneinander verschiedene Elemente der Ordnung 2 enthalt. (Keiner der "elemen
taren" Koeffizientenbereiche ®, ®m' ffi, ffil ist eine solche Gruppe; die einfachste 
derartige Gruppe ist die "Vierergruppe" oder "Diedergruppe 'Ila".) 

Be wei s. .S' und z seien Koeffizienten bereich und Z yklus der gesuchten Art. N ach 
Kap. IV, § 5, Satz V ist, da M', M", E die regularen Komponenten von D sind, 
z = tlCI + t2C2 + taCs mit tic.S', tj oF 0 (i = 1,2,3) und [CI [ = M', [C2[ = M", 
[ Ca [ = E, wobei die Ci orientierte Komplexe sind; aus i: = 0 folgt, daB die ti C j 

Relativzyklen bis auf den gemeinsamen Rand D* von M', M", E sind. Da M' 
und M" berandete nicht orientierbare Pseudomannigfaltigkeiten sind, haben nach 
Kap.IV, § 5, SatzVII t l undt 2 dieOrdnung2. Dajedeseindimensionale Simplex von D* 
in jedem der Rander Cj mit dem Koeffizienten ± 1 vorkommt, muB tl + t2 + tS = 0 
sein - (die Vorzeichen der ti sind unwesentlich) -, also tl + t 2 = _ta oF 0, und 
da t 2 = _t2 ist: tloF ta' Es gibt also in .S' zwei verschiedene Elemente tl, t 2 der 
Ordnung 2. - 1st umgekehrt .S' ein Koeffizientenbereich, der zwei verschiedene 
Elemente tl, t a der Ordnung 2 enthalt, so nehme man ganz beliebige orientierte 
Komplexe Ct ' Ca' C3 mit [CII = M', IC2 1 = M", [Cal = E; dann ist z = tlCI 
+ t 2 Ca + (t1 + t 2) Ca ein Zyklus in bezug auf .S' mit I z [ = D. 

19. Zellen und Zerspaltungen in Zellen. Aufgabe: Man stelle im AnschluB 
an Nr. 10 Zerspaltungen der geschlossenen orientierbaren Flache yom Geschlecht p 
in Zellen mit folgenden Anzahlen her ({J' bezeichnet immer die Anzahl der r-dimen-



VII. Spezielle Fragen aus der Theorie der Komplexe. 273 

sionalen Zellen): 1) {J2 = 1, {J1 = 2 p, flo = 1 (fiir p;;;:; 0; j cdes eindimensionale 
Element ist ein einfach gcschlossenes Polygon); 2) fl2 = 4P, fll = 6P, flo = 2 
(dies nur fiir p;;;:; 1; man gehe von der Zerlegung eines 4p-Ecks in 4P Dreiecke 
aus). Ferner Zellenzerspaltungen der nicht orientierbaren Flachen mit fl2 = 1, 
fll = q, flo = 1. 

20. Die projektive Ebene wird durch drei Geraden, die nicht durch einen 
Punkt gehen, in vier Dreiecke eingeteilt; diese vier Dreiecke bilden keinen Kom
plex, da je zwei von ihnen auBer einer Kante noch den gegeniiberliegenden Eck
punkt gemeinsam haben. Aber geeignete Unterteilungen dieser Dreiecke und ihrer 
Seiten bilden die Elemente einer Zellenzerspaltung der projektiven Ebene (fl2 = 4, 
f31 = 6, po = 3). 

21. Sowohl in einen Meridian als auch in einen Breitenkreis einer Torusflache 
spanne man je eine Kreisscheibe ein. E2 sci eine Triangulation dieses Gebildes; 
E2 ist eine HS2. 1st EO irgendein Eckpunkt von E2, so stellt die Zerspaltung von 
E2, deren Elemente E2 und EO sind, eine Zelle dar. Bezeichnet X das algebraische 
Basiselement (Kap. VI, § 1, Nr. 4), so ist IXI echter Teil von E2, namlich eine 
Triangulation der Torusflache; die Dreiecke der beiden eingespannten Scheiben 
sind also neutral (Kap. VI, § 1, Nr. 14). 

22. Man nehme den Komplex V aus Nr. 14, entferne ein Dreieck, so daB ein 
Komplex V' entsteht. E2 = V', die drei Seiten und die drei Ecken des entfernten 
Dreiecks bilden eine Zerspaltung von V', die eine Zelle darstellt. Dabei ist 
I X I = V'; man sieht an diesem Beispiel: 1st X das Basiselement einer Zelle, so 
braucht I XI nicht regular zusammenhangend zu sein. (Ahnlich: die Zerspal
tung von V in E2 = V und einen Eckpunkt EO.) 

Siebentes Kapitel. 

Spezielle Fragen aus der Theorie 
der Komplexe. 

Die drei Paragraphen dieses Rapitels behandeln drei voneinander 
unabhangige Gegenstande. Ihre Kenntnis ist nur fUr speziellere Unter
suchungen notwendig. Prinzipiell am wichtigsten ist der § 1; die in 
ihm behandelten Begriffe werden noch ofters auftreten (Rap. X, § 2, 
Nr. 4; Rap. XI, § 4, Nr. 4; Rap. XIII, § 4). Einige Satze des § 2 wer
den im Anhang zum Rap. XI wesentlich verwendet. Aus dem § 3 
werden wir in diesem Bande nur die ersten Grundbegriffe benutzen. 

§ 1. Geschlossene und irreduzibel geschlossene Komplexe. 

1. Einleitung. - 2. Definition und Haupteigenschaften der geschlossenen 
Komplexe. - 3. Definition der irreduziblen Geschlossenheit. - 4. Die 
n-dimensionalen Bettischen Gruppen der n-dimensionalen irreduzibel ge
schlossenen Komplexe. - 5. Naturliche Moduln; irreduzible Zyklen. -
6. Zusammenhang und irreduzible Geschlossenheit. - 7. Geschlossene Pseudo
mannigfaltigkeiten. - 8. Komplexe ohne irreduzible Zyklen modm mit 
m ::? 2; Streckenkomplexe. - 9. Der Rand eines absoluten Komplexes. 

§ 2. Additionssiitze. 

1. Einleitung. - 2. Ein Hilfssatz. - 3. Summenzyklen. - 4. Nahtzyklen. 
- 5. Die Nahtklasse eines Zyklus aus KI + K 2 • - 6. Die Nahtklasse der 
Summenzyklen. - 7. Spezialisierung von K I . K 2 , K. 8. Der Naht-Homo-

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 18 
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morphismus. - 9. Spezialisierung von Kl und K 2 • - 10. Die Satze von 
HELLY. - 11. Die Formel von MAYER-VIETORIS. 

§ 3. Produktkomplexe. 

1. Einleitung. - 2. Produkte konvexer Zellen. - 3. Produkte Euklidiscller 
Komplexe. - 4. Produkte absoluter Komplexe. - 5. Produkte algebraischer 
Komplexe. - 6. EineOrientierungs-Festsetzung. - 7. Die Gruppen Z"(KIX K2)' 
- 8. Die Gruppen H n (Kl X K 2). - 9. Die Gruppen B n (Kl X K 2); der Satz 
von KUNNETH. - 10. Produkte geschlossener Komplexe. - 11. Relativ
zyklen; ein Beispiel. 

§ 1. Geschlossene und irreduzibel geschlossene Komplexe. 

1. Der Begriff des "Zyklus", der im Mittelpunkt aller unserer Be
trachtungen steht, ist algebraisch: er setzt einen Koeffizientenbereich S 
voraus; Auftreten und Eigenschaften von Zyklen in einem vorgelegten 
absoluten Komplex sind von unserer Willkiir abhangig: denn wir 
konnen S frei wahlen. Aber die geometrischen GebiIde, an die wir 
bei Einfiihrung und Benutzung der Zyklen denken - namlich die ge
schlossenen Polygone, geschlossenen Flachen usw. - tragen die "zy
klischen" Eigenschaften, namlich das "Unberandetsein" oder die "Ge
schlossenheit", offenbar ohne Riicksicht auf Koeffizientenbereiche und 
unabhangig von unserer Willkiir von vornherein in sich. Sie sind zwar 
Trager algebraischer Zyklen, aber diese dienen nur zur Beschreibung 
eben des "zyklischen" Verhaltens der Gebilde selbst. 

Wir werden in diesem Paragraphen absolute Komplexe behandeln, 
die in dem angedeuteten Sinne "Trager" von Zyklen sind 1. Bei der 
Behandlung dieser "geschlossenen" Komplexe werden wir in nahe
liegender Weise auf "irreduzibel geschlossene" Komplexe gefiihrt werden. 
Deren VerhaItnis zu den Koeffizientenbereichen und zu unserer Willkiir 
ist besonders interessant und wichtig: jedem irreduzibel geschlossenen 
Komplex ist durch seine Struktur von vornherein ein Koeffizienten
bereich - und zwar immer @ oder ein @m - in natiirlicher Weise 
angemessen, der zur BescIireibung des Komplexes in viel hoherem MaBe 
geeignet ist als jeder andere Koeffizientenbereich. Dabei handelt es 
sich immer nur urn Existenz und Eigenschaften n-dimensionaler Zyklen 
in n-dimensionalen Komplexen. 

K bezeichnet ausnahmslos einen homogen n-dimensionalen endlichen 
Komplex; seine Grundsimplexe heiBen immer I xii. 

2. Geschlossene Komplexe. Definition. K heiBt "geschlossen" , 
wenn es einen Koeffizientenbereich S und in bezug auf S einen Zy
klus z mit Izl = K gibt. 

1 Dieser Paragraph kann als eine Fortsetzung einiger Teile des § 5 im Kap. IV 
angesehen werden; in der Tat bilden die dort behandelten geschlossenen Pseudo
mannigfaltigkeiten eine besonders einfache Klasse "geschlossener" absoluter 
Komplexe. 
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Sat z 1. Gehort fedes Grundsimplex von K einem geschlossenen Teil
komplex von K an, so ist K geschlossen. 

Beweis. Die Grundsimplexe seien Xj (f = 1, 2, ... , a); zu jedem f 
gibt es einen Koeffizientenbereich :;5j und einen Zyklus Zj = 2: tJ xi mit 

i 

t} c :;5j und t; + O. Wir bilden die direkte Summe :;5 = 01 + 02 + ... 
+ 0a; die Elemente von 0 sind in leicht verstandlicher Weise mit 
(tl" t~" ... , t~t"), tJj c 0j' zu bezeichnen. Dann hat Xj in dem alge
braischen Komplex in bezug auf 0 

Z = L (t1, ... , tL ... , t~) Xi 
i 

wegen t; + 0 einen von Null verschiedenen Koeffizienten, es ist abo 
1 Z 1 = K. Ferner ist zein Zyklus; denn es ist 

Z = 2'(t1, 0, ... ,0) Xi + 2'(0, t1, 0, ... , 0) Xi + ... 
i i 

+ 2' (0, 0, ... , 0, t~) Xi' 

und infolge von ZI = (2' tf Xi)' = 0 ist auch (2' (tf, 0, O)Xil" = 0; 
i 'i 

das Gleiche gilt fUr die iibrigen Summanden in der obigen Darstel-
lung von z. Damit ist die Behauptung bewiesen. -

Auf Grund des Satzes I darf man die Definition der Geschlossen
heit durch die folgende ersetzen: Kist geschlossen, wenn jedes Grund
simplex von K einem Z yklus angehOrt. 

Kann man die Geschlossenheit von K auch ohne Heranziehung 
beliebiger Koeffizientenbereiche 0 allein durch die "elementaren" Be
reiche @, @m' ffil charakterisieren? Das Beispiel des Komplexes D 
(Nr. 18 im Anhang zu den Kap. IV, V, VI)! zeigt, daB unsere 
urspriingliche, durch K = 1 z 1 gegebene Definition hierfiir ungeeignet 
ist. Aber die zweite Definition, zu der wir so eben gelangt sind, la13t 
sich in dem gewiinschten Sinnc umformen; es gelten namlich die beiden 
folgenden Satze: 

Sat z I a. Kist dann und nur dann geschlossen, wenn jedes Grund
simplex einem ganzzahligen Z yklus oder einem Z yklus mod m mit einem 
gewissen m:::o: 2 angehort. 

Bemerkung. Man konnte sich hier die Erwahnung der ganzzahligen 
Zyklen auch sparen; denn ist z = 2'ti Xi ein ganzzahliger Zyklus und 
m eine Zahl, durch die kein ti teilbar ist, so ist tm (z) - (vgl. Kap. V, 
§ 3, Nr. 1) - ein Zyklus mod m mit 1 rm (z) 1 = 1 z I. Die Ersparnis ware 
aber nur eine formale Vereinfachung. 

Satz lb. Kist dann und nur dann geschlossen, wenn fedes Grund
simplex einem Z yklus in bez~tg a'ut ffil angehort. 

1 Dieser Anhang wird im gegenwartigen Kapitel kurz als A zitiert. 

18* 
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Beweis beider Satze. DaB K geschlossen ist, falls jedes Grund
simplex I xi I einem ganzzahligen oder einem Zyklus mod m, und ebenso, 
falls jedes I Xi I einem Zyklus in bezug auf ffil angehart, ist bereits in 
dem oben Bewiesenen enthalten. K sei geschlossen; es ist 1) zu zeigen, 
daB jedes I Xi I einem ganzzahligen oder einem Zyklus modm, und 2), 
daB es einem Zyklus in bezug auf ffil angehort. 

Es ist K = I z I, wobei z Zyklus in bezug auf einen gewissen Koeffi
zientenbereich S ist. Nach Kap. V, § 4, Nr.3 ist 

dabei ist ki ganzzahliger Zyklus; Yi ganzzahliger Komplex mit 
Yi = liZ~-l, Ii::> 2; ti Element von S; bi Element von S mit I/Oi = O. 
Aus I Xj I c I z I folgt, daB wenigstens einer der beiden Falle vorliegt: 
1) I Xi I c I ki I (fUr wenigstens ein i), 2) I Xi Ie! bi Yi I (fUr wenigstens 
ein i). 

1m ersten Fall habe Xi in dem ganzzahligen Zyklus ki den Koeffi
zienten p; dann gehort Xj sowoh~ zu dem Zyklus tm (ki ) mod m, wobei 
m nicht Teiler von p ist, als auch zu dem Zyklus t ki in bezug auf ffil , 

wobei t c ffil , pt =F 0 ist. 1m zweiten Fall habe Xi in Yi den Koeffizien
ten q; dann ist q wegen libi = 0 nicht durch Ii teilbar, und daher ge
hart Xi sowohl zu dem Zyklus tli (Yi) mod/i , als auch zu jedem Zy
klus t Yi in bezug auf ffil , wobei t ein Element der Ordnung Ii von ffil 
ist (aus lit = 0 folgt, daB tYi Zyklus ist, aus qt =F 0, daB Xi in 
tYi vorkommt). 

Damit sind die beiden Satze bewiesen, und die Definition der Ge
schlossenheit ist hinreichend geklart. 

\Vir stellen leicht fest, daB nicht alle Komplexe, z. B. nicht die 
Simplexe, geschlossen sind; es gilt namlich 

Satz II. Jedes (n-1)-dimensionale Simplex eines geschlossenen 
n-dimensionalen Komplexes liegt aul wenigstens zwei Grundsimplexen. 

Beweis. Lage Iyn-ll etwa nur auf lXII, so hatte, wenn z = ~tixi 
ist, yn - l in i den Koeffizienten ±tl , es ware also, wenn z Zyklus ist, 
tl = 0, also I z I =F K und K nicht geschlossen. 

Der Satz ist nicht umkehrbar (vgl. A, N r. 14, 15), liefert also eine 
notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fur die Geschlossen
heit; eine hinreichende, aber (A, Nr.8) nicht notwendige Bedingung 
gibt 

Sa tz III. Liegt in K jedes (n -1)-dimensionale Simplex I Xi I aul einer 
geraden Anzahl von Grundsimplexen, so ist K geschlossen. 

Denn mod 2 ist ~ Xi ein Zyklus. 
3. Die Definition der irreduziblen Geschlossenheit ist die folgende: 

Der n-dimensionale geschlossene Komplex K heiBt "irreduzibel ge
schlossen", wenn kein n-dimensionaler echter Teilkomplex von K ge
schlossen ist. 
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Selbstverstandlich ist: J eder geschlossene Komplex enthiilt wenigstens 
einen irreduzibel geschlossenen Teilkomplex - (es handelt sich immer 
nur urn n-dimensionale Komplexe) -, namlich unter allen (echten oder 
unechten) geschlossenen Teilkomplexen einen mit der kleinsten Zahl 
von Grundsimplexen. Man dad aber nicht erwarten, daB sich jeder 
geschlossene Komplex aus irreduzibel geschlossenen Komplexen zu
sammensetzen laBt, d. h. daB jedes seiner Grundsimplexe einem irredu
zibel geschlossenen Teilkomplex angehoren muB (man betrachte den 
Komplex W in A, Nr. 17). 

Wir werden jetzt sehen, daB die besondere Einfachheit der irredu
zibel geschlossenen n-dimensionalen Komplexe auch in ihren n-dimen
sionalen Bettischen Gruppen ihren Ausdruck findet. 

4. Die n-dimensionalen Bettischen Gruppen der n-dimensionalen 
irreduzibel geschlossenen Komplexe. In den beiden folgenden Satzen 
ist unter K ein n-dimensionaler irreduzibel geschlossener Komplex, 
unter einem Zyklus immer ein n-dimensionaler Zyklus zu verstehen. 

Satz IV. Es sei pn(K) > O. Dann gilt: 1) Es ist pn(K) = 1 und die 
Torsionsgruppe T n - l (K) Null; 2) die Grundsimplexe lassen sich so orien
tieren, dafJ Zo = ~ Xi ein Zyklus ist; 3) es gibt in bezug auf einen be
liebigen Koeffizientenbereich ,J keine anderen Zyklen als die - infolge 2) 
trivialerweise existierenden - Zyklen tZo mit beliebigem t c 0. 

Sa tz V. Es sei pn(K) = O. Dann gilt: 1) yn-l (K) ist zyklisch von einer 
Ordnung m ;;c~ 2; 2) es gibt einen Zyklus modm Zm = fm (~ai xil, wobei 
jeder Koeffizient ai zu m teilerfremd ist; 3) es gibt in bezug aut einen be
liebigen 0 keine anderen Z yklen als die - infolge 2) trivialerweise existieren
den - Zyklen (~ai xi, wobei t ein beliebiges Element von 0 mit mt = 0 ist. 

Beweis von IV. Wir beweisen zunachst die Behauptung 2). Wegen 
pn > 0 gibt es jedenfaIls einen ganzzahligen Zyklus z = 2: ai Xi =l= o. In
folge der Irreduzibilitat von K sind aIle ai =l= O. Sind alle ai = ± 1, so 
sind wir fertig; andernfaIls sei I all 2': I ai I fUr aIle i, also I all ~ 2. 
~ sei ein Koeffizientenbereich, in dem es ein Element t der Ordnung I all 
gibt (z. B. ffil oder ®la11); dann ist tz ein Zyklus in bezug auf ~, der 
Xl nicht enthalt, infolge der Irreduzibilitat von Kist also tz = 0, d. h. 
ait = 0 fur alle i; folglich ist jedes ai durch a l teilbar und daher 
ai = ±al , z = al~±xi' Dann ist auch 2:±Xi Zyklus, und wir konnen 
die Xi so orientieren, daB Zo = ~Xi Zyklus ist. Damit ist 2) bewiesen. 

1st Z;;s = ~ ti Xi Zyklus in bezug auf den be1iebigen Koeffizienten
bereich 0, so ist auch Z;;s - tlZo Zyklus in bezug auf ~; er enthalt Xl 

nicht, wegen der Irreduzibilitat von Kist daher Z;;s - t l Zo = 0, 
Z;;s = tlZO' Damit ist 3) bewiesen. 

Wenden wir 3) auf ~ = ® an, so folgt zunachst pn(K) = 1. Fer
ner geht aus 3) hervor, daB es in K keinen n-dimensionalen Zyklus 
zweiter Art gibt (bei beliebigem m; folglich gibt es auch keine (n -1)
dimension ale Torsion (Kap. V, § 3, Nr. 1). 
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Beweis von V. Wir beweisen zuerst 1). Nach Kap. V, § 3, Nr. 6 

- * ist P -1 (K) ~ Bm, (K); infolge von pn = 0 ist die Gruppe Zm, (K) = 0; 
** * da immer B m, (K) ~ Zm, (K) - Zm, (K) ist, ist somit Zm, (K) ~ p-I (K). 

Daher ist Zm, (K) gewiB endlich; ferner folgt aus Satz Ib, daB Zm, (K) =F ° 
ist; urn 1) zu beweisen, hat man daher nur zu zeigen: Zm, (K) ist zyklisch. 

x sei ein festes orientiertes Grundsimplex von K. Ordnen wir jedem 
Zyklus Z c Zm, (K) den Koeffizienten t = t(Z) zu, mit dem x in Z 
auf tritt, so ist das eine homomorphe Abbildung von Zm, (K) auf eine 
Untergruppe U von ffi l . Aus der Irreduzibilitat von K folgt: Fur Z =F ° 
ist t =F 0; der Kern des Homomorphismus ist daher Null, und folglich 
ist Zm, (K) ~ U. Damit ist die Behauptung 1) auf die folgende Tat
sache zuruckgefiihrt: Jede endliche Untergruppe U von ffil ist zyklisch I. 

Jetzt beweisen wir die Behauptung 2): Z =~lYXi' ric ffil , sei er
zeugendes Element der zyklischen Gruppe Zm, (K); m sei die Ordnung 
dieser Gruppe, m i seien die Ordnungen der rio Aus 0 = mZ = ~ mrixi 
folgt mri = 0, also: mist durch mi teilbar; andererseits enthalt der 
Zyklus miZ das Simplex xi nicht, aus der Irreduzibilitat von K folgt 
daher miZ=O, also: mi ist durch m teilbar. Folglich ist mi=m. 

Da somit ri die Ordnung m hat, sind die rationalen Zahlen, 

die in der Restklasse mod 1 ri enthalten sind, von der Form ai 

m 
mit ganzem ai und (ai, m) = 1. Wir wahlen fiir jedes i einen bestimmten 

Reprasentanten ai der Restklasse ri und behaupten: Zm = tm (~ai Xi) 
m 

ist Zyklus modm. In der Tat: 1st (~aiXir=~lIxrl, wobei Xf-l 
die (n -1)-dimensionalen Simplexe sind, so ist 

(~:Xiy= ~~ xr 1 • 

Der Umstand, daB Z Zyklus in bezug auf ffi1 ist, bedeutet: ~ == 0 mod 1, m 
also bi==Omodm, 11 = md fUr jedesf; mithinist (~aiXir = m(~d X;-l) , 
also Zm Zyklus modm. Damit ist 2) bewiesen. 

Beweis von 3): Da ~aix.r =mzn- 1 mit ganzzahligem zn-1 ist, 
ist t.~ ai Xi ein Zyklus in bezug auf den (willkurlich gegebenen) Koef
fizientenbereich S, sobald t ein Element von S mit m t = 0 ist. Es sei 
nun umgekehrt ein Zyklus z;) =~ti Xi in bezug auf S gegeben; wir be
haupten: es gibt ein Element t c S mit m t = ° und a1 t = t1 • Aus dieser 
Behauptung folgt die Behauptung 3); denn hat t die genannten Eigen
schaften, so ist der Komplex z;) - t~aixi erstens ein Zyklus, und zwei-

1 Beweis dieser Tatsache: Es sei vein gemeinsames Vielfaches der Ordnungen 

aller Elem
1
ente von 11; bezeichnet r = tl(; ) die Restklasse mod 1, in der sich 

die Zahl .V- befindet, so ist offenbar jedes Element von 11 ein Vielfaches von r, 

also ein Element der von r erzeugten zyklischen Gruppe. Als Untergruppe einer 
zyklischen Gruppe ist U selbst zyklisch (Anhang I, Nr.39). 
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tens enthalt er das Simplex Xl nicht; er ist also 0 infolge der Irredu
zibilitat der Geschlossenheit von K. 

Urn die Existenz von t zu beweisen, stellen wir erstens fest: da 
pn = 0 und p-l R:! @m ist, ist nach Kap. V, § 4, Nr. 3 die Gruppe 
B~ = Z~ R:! C3 (@m), also Z~ R:! m~ nach Anhang I, Nr. 59, folglich 
mz:;s = 0 und daher mtl = 0; zweitens: da, wie unter 2) gezeigt wurde, 
a l teilerfremd zu mist, gibt es Zahlen b und c mit b a l = m c + 1. 
Dann hat das Element t = btl die gewunschten Eigenschaften. -

Formulieren wir noch ausdrucklich, wie die Gruppen ZI1 (K) = BI1 (K) 
mit beliebigem ~ gebaut sind. Es ergibt sich aus Kap. V, § 4, Nr. 3: 

1st pn(K) = 1, so ist Z3(K) R:!~; ist pn(K) = 0, so ist Z3(K) R:> m~; 
dabei ist m die Ordnung der zyklischen Torsionsgruppe p-l (K), m~ die 
Gruppe derienigen Elemente t c~, jur die mt = 0 ist; insbesondere ist 
also Z&m (K) R:! @m' 

5. Naturliche Moduln; irreduzible Zyklen. Die Satze der vorigen 
Nummer lassen die Berechtigung der Aussage erkennen: J edem irreduzibel 
geschlossenen Komplex Kist von vornherein ein bestimmter Koejjizienten
bereich angemessen - naturlich nur soweit es sich urn die Untersuchung 
der n-dimensionalen Zyklen in dem n-dimensionalen K handelt -, namlich 
im Fall pn (K) = 1 der Bereich @, im Fall pn (K) = 0 der Bereich @m, wo
bei m die Ordnung der Torsionsgruppe T n - 1 ist. 1m ersten Fall nennen 
wir die Zahl Null, im zweiten die Zahl m den "naturlichen M odul" von K; 
@o = @ bzw. @m heiBe der "naturliche Koejjizientenbereich" von K. 

Aber nicht nur der naturliche Bereich @m (m = 0 oder >2) ist 
durch K von vomherein ausgezeichnet, sondem es gibt auch in K 
ausgezeichnete Zyklen in bezug auf @m' namlich die erzeugenden Ele
mente der Gruppen Z@m (K). Diese Zyklen nennen wir "irreduzibel" , 
definieren also: Es sei m = 0 oder m > 2; ein n-dimensionaler Z yklus Z 
in bezug auj @m heipt irreduzibel, wenn 1) der absolute Komplex I Z I 
irreduzibel geschlossen und @m sein naturlicher Koejjizientenbereich, 2) Z 
erzeugendes Element der Gruppe Z&m (K) ist. 

1m Fall m = 0 ist, wie aus Satz IV hervorgeht, der irreduzible 
Zyklus, der zu K geh6rt, bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. 
1m Fall m > 2 erzeugt auBer dem in Satz V genannten Zm noch jeder 
Zyklus qZm mit (q, m) = 1, und nur ein solcher Zyklus, die zyklische 
Gruppe Z&m (K). Weiter enthalten die Satze IV und V Aussagen <uber 
die Koeffizienten irreduzibler Zyklen; auch dabei spielen in IV die 
Zahlen +1 und -1, in V die ai mit (ai, m) = 1 eine Rolle. Zwecks 
Vermeidung der sich hieraus zunachst ergebenden Fallunterscheidung 
erinnem wir an das folgende: 

@ und @m sind Ringe. Ein Element e eines Ringes ~ heiBt eine 
"Einheit", wenn es zu jedem a c ~ wenigstens ein x c ~ mit ex = a 
gibt. Die Einheiten in @ sind +1 und -1, die in @",. die zu m teiler
fremden Restklassen. Daher k6nnen wir formulieren: 
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Die Koetlizienten der Grundsimplexe eines irreduzibkn Zyklus Z in 
bezug auf @m (m = 0 oder > 2) sind Einheiten von @m. Die einzigen 
irreduziblen Zyklen in /Z/ sind dieZyklen eZ mod m, wobei e eine beliebige 
Einheit aus @m ist. Natiirlich handelt es sich immer urn Zyklen der
selben Dimension n. 

Bemerkung. Dieser Satz laBt sich nicht dahin verscharfen, daB 
auch fUr m 2:: 2 die Koeffizienten bis auf das Vorzeichen gleich sein 
miissen (man betrachte den Komplex T. in A, Nr. 16). - . 

Die irreduzibel geschlossenen Komplexe mit dem natiirlichen Mo
dul 0 nennen wir auch "einfach geschlossen", die zugeh6rigen irredu
ziblen Zyklen "einfache Z yklen". Fiir die einfach geschlossenen Kom
plexe ist die folgende Charakterisierung bemerkenswert und praktisch 
brauchbar: 

Dafur, dafJ der n-dimensionale Komplex K einfach geschlossen is/, 
sind die folgenden drei Eigenschaften notwendig und hinreichend: 1) pn(K) 
= 1; 2) pn(K') = 0 fur y"eden echten Teilkomplex K' von K; 3) kein 
echter Teilkomplex K' von K besitzt (n -1)-dimensionale Torsion. 

Beweis. K sei einfach geschlossen. Die Eigenschaft 2) folgt un
mittelbar aus der Definition; 1) besteht nach Satz IV; hatte ein echter 
Teilkomplex K' von K (n -1)-dimensionale Torsion, so enthielte er 
in bezug auf einen gewissen Koeffizientenbereich @m einen Zyklus (zwei
ter Art), entgegen seiner irreduziblen Geschlossenheit; folglich hat K 
auch die Eigenschaft 3). 

K habe andererseits die drei Eigenschaften. Die Eigenschaften 2) und 
3), angewandt auf einen echten Teil K' von K, haben zur Folge (Kap. V, 
§ 4, Nr. 3): Kein echter Teil von K enthalt einen n-dimensionalen Zyklus 
nach irgendeinem Koeffizientenbereich. Aus 1) folgt: K enthalt einen n-di
mensionalen Zyklus; folglich ist K irreduzibel geschlossen, und zwar, wie 
sich aus 1) und Satz V ergibt, mit dem natiirlichen ModulO. 

Genau so beweist man: Die folgenden drei Bedingungen sind charakte
ristisch dafur, dafJ der n-dimensionale Komplex K irreduzibel geschlossen 
mit dem naturlichen Modul mist (m > 2): 1) Tn-l (K) ist zyklisch von 
der Ordnung m; 2) und 3) wie oben. 

Beispiele findet man in A, N r. 8 und 12-16. 
6. Zusammenhang und irreduzible Geschlossenheit. Wie kann man 

einem Komplex K ansehen, ob er irreduzibel geschlossen und, falls er 
irreduzibel geschlossen, welches sein natiirlicher Modul ist? Diese Frage 
leitet uns im folgenden, ohne daB wir sie vollstandig beantworten. 

Zwei hierhergeh6rige Bedingungen, die sich aber nur auf die Ge
schlossenheit und nicht auf deren Irreduzibilitat beziehen, sind in den 
Satzen II und III enthalten. Eine notwendige Bedingung fUr die 
irreduzible Geschlossenheit liefert der 

Satz VI. Jeder irreduzibel geschlossene Komplex ist stark zusammen
hiingend (Kap. IV, § 5, Nr. 6). 
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Beweis. Wenn der n-dimensionale geschlossene Komplex K = [z[ 
nicht stark zusammenhangt, so gibt es eine Zerlegung K = Kl + K 2 , 

wobei Kl und K2 n-dimensional und nicht leer sind und keine (n -1)
dimensionale Seite gemein haben; die Grundsimplexe von Kl seien xi, 
die von K2 seien xi- Es ist z = ~ ti xi+ 2)1 xi mit ti =1= 0, tj =f= 0; 
aus z = 0 folgt 

""'ti .'- "t j .". ~ xi- -~ Xj' 

diese Gleichheit zwischen zwei (n -1)-dimensionalen algebraischen 
Komplexen ohne gemeinsames (n -1)-dimensionales Simplex kann nur 
bestehen, wenn jeder der Komplexe Null ist. Daher ist insbesondere 
z' = ~ti xi ein Zyklus mit [z' [ = Kl =f= K. Folglich ist Kl geschlossen 
und K nicht irreduzibel geschlossen. 

DaB der Satz nicht umkehrbar ist, daB es vielmehr stark zusammen
hangende, geschlossene Komplexe gibt, die nicht irreduzibel geschlossen 
sind, sieht man schon am Beispiel einer Lemniskate. Urn zu Bedin
gungen zu kommen, die fur die Irreduzibilitat der Geschlossenheit hin
reichen, muB man den "starken" durch den "regularen" Zusammen
hang (Kap. IV, § 5, Nr. 7) ersetzen. 

Wir fuhren noch die folgende abkurzende Bezeichnung ein: Der 
n-dimensionale Komplex K heiBt "azyklisch", wenn er keinen (von 
Null verschiedenen) n-dimensionalen Zyklus (irgendeines Koeffizienten
bereiches) enthaItl. 

Sa tz VII. J eder reguliir zusammenhiingende Komplex ist entweder 
azyklisch oder irreduzibel geschlossen. 

Beweis. K sei regular zusammenhangend; ist z irgendein n-dimen
sionaler Zyklus in K, so ist nach Kap. IV, § 5, Satz VI: z = tC mit 
[ C [ = K, also, wenn z =f= 0 und daher auch t =f= 0 ist: [z [ = K. Es 
gibt also keinen von Null verschiedenen z, fur den [z[ ein echter Teil 
von K ware. Das heiBt aber: Kist azyklisch oder irreduzibel geschlossen. 

7. Geschlossene Pseudomannigfaltigkeiten. Sie sind bereits in 
Kap. IV, § 5, Nr. 11 definiert und vorlaufig behandelt worden. 

Sat z VIII. J ede geschlossene orientierbare Pseudomannigfaltigkeit 
ist ein irreduzibel geschlossener Komplex 2 mit dem naturlichen M odul 0, 
also "einfach geschlossen"; jede geschlossene nicht-orientierbare Pseudo
mannigfaltigkeit ist irreduzibel geschlossen mit dem natiirlichen M odul 2. 

Beweis. Jede geschlossene Pseudomannigfaltigkeit ist nach Satz III 
ein geschlossener, also nicht azyklischer, und daher nach Satz VII 
ein irreduzibel geschlossener Komplex. Ist sie orientierbar, so gibt es 
in ihr, nach Kap. IV, § 5, Satz VIlla, einen ganzzahligen n-dimensio
nalen Zyklus, es ist also pn > 0, d. h. ihr naturlicher Modul ist 0; ist 

1 Vgl. Kap. VI, § 1, Nr. 14. 
2 Das Beiwort "geschlossen", wie wir es fiir Pseudomannigfaltigkeiten ver

wenden, ist also im Sinne der allgemeinen Definition (Nr. 1) korrekt. 
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sie nieht orientierbar, so gibt es naeh demselben Satz keinen n-dimen
sionalen ganzzahligen Zyklus, es ist also pn = 0, d. h. ihr natiirlieher 
Modul ist m::> 2. DaB nieht m::> 3 sein kann, ergibt sieh aus dem 

Hilfssatz. In jedem regular zusammenhangenden, irreduzibel ge
schlossenen Komplex K mit dem natiirlichen !vI odul m ;:~ 2 gibt es wenigstens 
el:ne (n - 1 )-dimensionale Seite, die aut wenigstens m Grundsimplexen liegt. 

Beweis. Ein Zyklus Z mit IZ! =K hat, da K regular zusammen
hangend ist, naeh Kap. IV, § 5, Satz VI' die Form Z = t ~.:xi; da Z 
irreduzibel ist, ist t eine beliebige Einheit aus (\)m (Nr. 5), wir diirfen 

also t = 1, Z =tm (l: xi) wahlen. AusZ = 0 folgt C[ xJ = mz mit ganz
zahligem z. Hierin ist z =l= 0, da sonst LXi ein ganzzahliger Zyklus 
ware und K den natiirliehen ModulO hatte; es gibt also ein (n - 1)
dimensionales Simplex y, das in z einen Koeffizienten a =l= 0 hat. 
y komme in p Simplexrandern mit dem Koeffizienten + 1, in q Sim
plexrandern mit dem Koeffizienten -1 vor; dann hat y in (2,' Xi)" den 
Koeffizienten p-q. Es folgt: p + q::> Ip - qi = mla! ~ m. 

Bemerkung. Ohne die Voraussetzung des regularen Zusammen
hanges ist der Hilfssatz nieht riehtig (vgl. A, Nr. 16). 

In dem Satz VIII ist enthalten: 
I st die n-dimensionale geschlossene Pseudomannigfaltigkeit K orien

tierbar, so ist die Bettische Zahl pn (K) = 1 und die Torsionsgruppe 
rn- 1 (K) Null; ist sie nicht-orientierbar, so ist pn (K) = 0 und rn- 1 (K) 
zyklisch von der Ordnung 2. 

8. Komplexe ohne irreduzible Zyklen modm mit m::> 2; Strecken
komplexe. Die eindimensionalen oder Streekenkomplexe nehmen in 
unserem Fragenkreis eine besonders einfaehe Stellung ein; der wesent
liehe Grund dafiir ist das Fehlen irreduzibel gesehlossener Komplexe 
mit einem natiirliehen Modul ::::: 2, da es ja keine nulldimensionale 
Torsion gibt; dazu kommt, daB man die eindimensionalen irreduziblen 
Zyklen in naheliegender Weise aufzahlen kann (Satz XII). Wir ziehen 
aber zunaehst nur Schliisse aus der erst en Tatsache (Satze IX, X, XI), 
betrachten also n-dimensionale Komplexe mit beliebigem n, die keine 
n-dimensionalen irreduzibel geschlossenen Komplexe modm mit m::> 2 
en thalten 1. 

Sat z IX. Der n-dimensionale Komplex K sei geschlossen und ent
halte keinen n-dimensionalen irreduzibel geschlossenen T eilkomplex mit 

1 Diese Kn sind auf Grund des folgenden Satzes (Kap. X, § 1, Nr. 10; 
Kap. XI, § 3, Nr. 12) eincr besonderen Untersuchung wert: 1st Kn die (krumme) 
Simplizialzerlegung eines (krummen) Polyeders im Rn+l, so enthalt Kn keinen 
n-dimensionalen irreduzibel gesehlossenen Komplex mit m;:;: 2. Das Fehlen n
dimensionaler irreduzibel gesehlossener Tcilkomplexe mod m (m?; 2) in Kn bedeu
tet ubrigens, wie man leicht sieht: kein Teilkomplex von K n hat (n - 1 )-dimen
sionale Torsion; das Fehlen (n - 1)-dimcnsionaler Torsion von Kn ist cinc schwa
chere Forderung (vgl. die Beispiele W in A, Nr. 17). 
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einem natiirlichen M odul ::> 2; dann liegt jedes Grundsimplex von K aut 
einem irreduzibel geschlossenen Teilkomplex von K. 

Bemerkung. DaB die Behauptung nicht fUr beliebige geschlos
sene K gilt, zeigt das Beispiel W in A, Nr. 17. 

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Kist entweder irreduzibel geschlossen 
oder es gibt eine Zerlegung K = KI + K2 in zwei nicht leere, geschlos
sene, echte Teilkomplexe von K; denn eine endlich haufige Wieder
holung dieser Zerlegung fUhrt zur Darstellung von K als Summe irredu
zibel geschlossener Komplexe. - K enthalt jedenfalls einen irreduzibel 
geschlossenen Komplex [z[ (Nr. 3); der irreduzible Zyklus Z ist nach 
Voraussetzung ganzzahlig, die Koeffizienten seiner Simplexe sind ±1 
(Satz IV); Z enthalte etwa das Simplex Xl' und zwar mit positivem 
Zeichen. Die Geschlossenheit von K sei durch den Zyklus Z = :z: ti Xi' 

[Z [ = K, gegeben (ti c 3'). Wenn Z = tlz ist, so ist K irreduzibel ge
schlossen; wenn Z =f= t 1 Z ist, so ist K = [z [ + [Z - t 1 Z [ eine Zer legung 
der behaupteten Art. 

Dieser Satz, der besagt, daB K aus irreduziblen geschlossenen Kom
plexen aufgebaut ist, la13t sich in algebraischer Richtung verscharfen: 

Sat z X. H sei ein n-dimensionaler Komplex (geschlossen oder nicht) , 
in dem es keinen n-dimensionalen irreduzibel geschlossenen Komplex 
mit einem natiirlichen M odul ::> 2 gibt; ist dann pn (H) > 0, so gibt es 
irreduzible Zyklen Z1' Z2' ... , zP' die eine Basis der Gruppe Z@ (H) bilden. 

Bemerkung. Auch hiermit vergleiche man A, Nr. 17. 
Beweis. Wir diirfen voraussetzen, der Satz sei fUr jeden Komplex mit 

weniger Grundsimplexen alsHbewiesen, also insbesondere fiirH' =H - [Xl! ; 

die irreduziblen Zyklen ZI' <2' ... , Zq mogen eine Basis in Z@(H') bilden. 
Falls Xl keinem Zyklus aus Z@(H) angehort, sind wir fertig, da dann 
Z@ (H) = Z@(H') ist. Wenn das Simplex Xl einem Zyklus Z angehort, so 
liegt es nach Satz IX - angewandt auf K = ! Z! - auf einem irreduzibel 
geschlossenen Komplex, gehort also einem ganzzahligen irreduziblen Zy
klus z' mit dem Koeffizienten ±1 an; das Vorzeichen sei etwa positiv. 
Wir behaupten: Zl' ... , Zq' z' bilden eine Basis von Z@(H). In der 
Tat: erstens erzeugen sie Z@ (H); denn ist Z =2: ai xi irgendein Zyklus 
aus Z@ (H), so ist Z - a l z' Zyklus aus Z@ (H'), also nach Induk-

q 

tionsvoraussetzung Z - alz' = 1: bi zi' z = alz' + :z: bi Zj' Zweitens sind 
j~l 

Zl' ... , Zq' z' unabhangig; denn aus cz' + 1: cj Zj = 0 folgt zunachst 
c = 0, da Xl zu z', aber zu keinem Zj gehort, und sodann c1 = ... 

= cq = 0 wegen der Unabhangigkeit der Zj' -
Die Betrachtung n-dimensionaler Zyklen in H in bezug auf andere 

Koeffizientenbereiche als auf @ ist unnotig. 1st namlich Zs = 2: ti Xi 

Zyklus inbezug auf irgendeinen 0, so gibt es nach Satz IX einen irre
duziblen ganzzahligen Zyklus Zl mit [Xl! c !Zl! c !ZS[' er enthalt 
Xl mit dem Koeffizienten 1, und infolgedessen ist Zs = Z:; - t1 Zl 
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ein Zyklus in bezug auf ~5, wobei IZ;I echter Teil von IZsl ist; es gibt 
ebenso in bezug auf 3 einen Zyklus Z3 = Z3 - t2 Z2 = Zs - t1Z1 - t2 Z2 
mit ganzzahligem Z2' wobei IZ~I echter Teil von IZ;I ist. Nach end
lich-vielen Schritten erhalt man so 0 = Zs - 'Ltk Zk' also Zs = ~tk Zk 
mit ganzzahligen Zk' Diese Zk kann man nun noch als line are Ver
bindungen der Basiselemente z'i aus dem Satz X darstellen. Damit 
hat sich ergeben: 

Sat z XI. U nter den V oraussetzungen und in den Bezeichnungen des 
Satzes X gibt es in H keine n-dimensionalen Zyklen zweiter Art; die 
einzigen n-dimensionalen Zyklen in bezug aut irgendeinen Koellizienten
bereich 3 sind die ~ ti Zi mit beliebigen Koellizienten ti c 3. 

Wir zeigen nun noch, urn den Inhalt dieser Satze bei ihrer An
wendung auf den Fall n = 1 zu prazisieren, daB es keine anderen 
irreduzibel geschlossenen eindimensionalen Komplexe gibt als die "ein
fach geschlossenen" im elementaren Sinne: namlich die Simplizial
zerlegungen einer Kreislinie; daB diese in der Tat irreduzibel geschlossen 
sind, ergibt sich z. B. daraus, daB sie geschlossene Pseudomannigfaltig
keiten sind, da ja jeder Eckpunkt auf genau zwei Strecken liegt. Wir 
behaupten also noch: 

Satz XII. Jeder irreduzibel geschlossene eindimensionale Komplex 
ist einer Simplizialzerlegung der Kreislinie isomorph. 

Fur den Beweis genugt es, zu zeigen: jeder geschlossene Kl enthalt 
einen Teilkomplex, der mit einer Simplizialzerlegung der Kreislinie iso
morph ist. Da ferner jeder Eckpunkt eines geschlossenen Kl auf 
wenigstens zwei Grundsimplexen liegt (Satz II), ist der Satz XII ent
halten in 

Satz XIIa. Liegt in Kl jeder Eckpunkt aut wenigstens zwei Strecken, 
so enthiilt Kl einen Komplex, der mit einer Simplizialzerlegung der Kreis
linie isomorph ist. 

Beweis. Jeder Eckpunkt e hat wenigstens zwei verschiedene Nach
barn (d. h. von e verschiedene Eckpunkte, die mit e auf einem Simplex 
liegen). Wir bezeichnen einen beliebigen Eckpunkt mit e1 , einen seiner 
N achbarn mit e2 , und so weiter nach folgender Vorschrift: ei+ 1 ist ein 
von ei-l verschiedener Nachbar von ei' Da nur endlich-viele Ecken 
vorhanden sind, existiert eine kleinste Zahl j, zu der es ein i < j mit 
ei = ej gibt. Dann bilden die Strecken ei ei+l' ei+l eit2' ... , ej_l ej einen 
Komplex, der offenbar mit der Zerlegung der Kreislinie in j - i Kreis
bagen isomorph ist. -

Somit durfen wir unseren Terminus "einfach geschlossen" (Nr. 5) in 
der Tat im gelaufigen Sinne auf Streckenkomplexe anwenden. Es er
gibt sich ohne weiteres, daB die einzigen irreduziblen Zyklen die "ein
mal durchlaufenen einfach geschlossenen Streckenzuge" sind. 

Die vorstehenden Satze, angewandt auf die Streckenkomplexe, sagen 
nun: Man kann in jedem Streckenkomplex eine Basis der Zyklen aus 
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einmal durchlaufenen einfach geschlossenen Streckenzugen Zi bilden 
(Satz X); daher ist jeder Zyklus Z als line are Verbindung Z = Laizi 
derartiger zi darzusteilen. Ein Streckenkomplex ist dann und nur dann 
geschlossen, wenn jede seiner Strecken auf einem einfach geschlossenen 
Teilkomplex liegt (Satz IX). Die Betrachtung anderer als ganzzahliger 
Zyklen verdient kein Interesse (Satz XI). Naturlich kann man diese 
Tatsachen auch ohne den sonstigen Inhalt dieses Paragraphen be
grunden. 

9. Der Rand eines absoluten Komplexes l • Wir kehren wieder zu 
beliebigen homogen n-dimensionalen Komplexen zuruck. Nachdem 
wir den Begriff der "Geschlossenheit" eingefUhrt haben, liegt es nahe, 
nach einem sinngemaBen und brauchbaren Begriff des "Randes" zu 
fragen [den wir bisher nur fUr Pseudomannigfaltigkeiten (Kap. IV, § 5) 
eingefUhrt haben]. In Analogie mit der Definition der Geschlossenheit 
werden wir ein (beliebig-dimensionales) Nebensimplex I y I von K als 
nicht zum Rande gehorig betrachten, wenn es einen Koeffizienten
bereich S' und in bezug auf .~ einen algebraischen Komplex emit 
I C I = K gibt, so daB I y I nicht zu I C I gehOrt. Unsere Definition lautet 
somit: Das Nebensimplex Iyl von K gehort dann und nur dann zum 
"Rande" K von K, wenn es bei beliebigem Koeffizientenbereich fur 
jeden algebraischen Komplex C mit I C I = K zu I C I gehOrt. Die Di
mension von I y list dabei, wie gesagt, gleichgiiltig; k braucht daher 
nicht (n -i)-dimensional zu sein. (Beispiel: am Ende dieser Nummer.) 

DaB K in bezug auf die (n -i)-dimensionalen Simplexe sich so 
verhalt, wie man es von dem "Rande" erwartet, und daB fUr Pseudo
mannigfaltigkeiten unsere neue Definition mit der fruheren uberein
stimmt, besagt der 

Sa tz XIII. Das (n -1)-dimensionale Simplex I y I von K gehort dann 
und nur dann zu k, wenn es auf genau einem Grundsimplex liegt. 

Beweis. Wenn I y I nur auf I XII liegt und C = J)i Xi irgendein 
Komplex mit I C I = Kist, so hat y in eden Koeffizienten ±tl , und 
wegen I C I = Kist t l =!= 0, also I y I c I C I. Liegt andererseits I y I auf 
den Simplexen I xII, ... , I Xm I (m:> 2), so orientiere man diese Sim
plexe so, daB y im Rande jedes einzelnen mit dem Koeffizienten + 1 
auf tritt, aile anderen Grundsimplexe willkurlich, und bilde den alge
braischen Komplex modm C = rmC~'Xi)' die Summe uber aile Grund
simplexe von K erstreckt; dann gehOrt I y I nicht zu I C I. 

Korollar. Der Rand eines Streckenkomplexes besteht aus denjenigen 
Eckp'unkten, die auf nur je einer Strecke liegen. -

1st K geschlossen, so existiert Z mit I Z I = K und leerem I i I; da
her gilt: 

1 Der hier eingefiihrte Begriff des "Randes" wird im Kap. XIII, § 4, Nr. 5, 
topologisch gerechtfertigt werden, im iibrigen aber nicht vorkommen. 
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Ein geschlossener Komplex hat keinen Rand. 
Aber die Umkehrung hiervon ist nicht richtig, es gibt vielmehr 

Komplexe, die keinen Rand besitzen und doch nicht geschlossen sind. 
Das einfachste Beispiel ist der folgende Streckenkomplex: PI und P 2 

seien zwei fremde einfach geschlossene Polygone, Q sei eine Strecke, 
die eine Ecke von PI mit einer Ecke von P 2 verbindet; KI = PI + P 2 + Q 
ist nicht geschlossen, da Q auf keinem einfach geschlossenen Strecken
zug liegt (Nr. 8); KI hat keinen Rand, da jeder Eckpunkt [also jede 
(n -1)-dimensionale Seite] auf wenigstens zwei Simplexen liegt und es 
andere Nebensimplexe nicht gibt. (Ein anderes Beispiel ist der Kom
plex L I ,2 in A, Nr. 15.) 

Trotzdem ist es moglich, den "Rand" allein mit Rilfe der "Ge
schlossenheit" zu charakterisieren; im Rinblick auf das Korollar zu 
Satz XIII werden wir uns dabei auf n:> 2 beschranken. 

Wir benutzen die Begriffe des "Sternes" und "Begrenzungskom
plexes" aus Kap. III, § 1, Nr. 7. 1st T ein beliebiges Nebensimplex 
unseres homogen n-dimensionalen Komplexes K und bezeichnet 1 T 
die Menge der inneren Punkte von T, so gelten, wie man leicht fest
stellt, die folgenden Aussagen: 

(a) Der Stern 5 K (I T) besteht aus denjenigen Grundsimplexen, die 
T als Seite enthalten. 

(b) Der Begrenzungskomplex BK(IT) ist homogen (n-1)-dimen
sional; er besteht aus denjenigen (n -1)-dimensionalen Simplexen von 
5 K (1 T), die T nicht enthalten. 

(c) Jede (n-1)-dimensionale Seite von BK(IT) liegt auf genau 
einem Grundsimplex von SK(IT). 

(d) Jeder Eckpunkt e von T und jedes Simplex von BK(IT) be
stimmen zusammen ein Simplex von SK(IT). 

Der Satz, den wir beweisen werden, lautet: 
Sat z XIV. 1st n :> 1 , so gehOrt das N ebensimplex T von K dann und 

nur dann nicht zum Rande K, wenn der Begrenzungskomplex B = BK (IT) 
geschlossen ist. 

Beweis. T gehCire nicht zu K; dann gibt es einen Komplex C 
= L ti Xi' ti =f= 0, die Summe iiber alle Grundsimplexe erstreckt, so 
daB die (n -1)-dimensionalen Seiten, die T enthalten, nicht zu I G I 
gehoren. Daher ist, wenn C1 derjenige Teil von C ist, dessen Grund
simplexe den Stern 5 K (I T) bilden, I GIl c B; ist aber I y I irgendein 
(n -1)-dimensionales Simplex von B, so tritt es, infolge der Eigen
schaft (c), in GI mit demselben von Null verschiedenen Koeffizienten 
auf wie das n-dimensionale Simplex von 5 K (I T), auf dem I y I liegt, 
in C. Mithin ist I GIl = B, und da GI Zyklus ist, ist B geschlossen. 

Es sei andererseits B geschlossen; urn zu zeigen, daB dann T nicht 
zu K gehort, geniigt es, einen algebraischen Komplex C] mit I CII 
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= SK(1 T), ICII C B anzugeben; denn setzt man dann C = CI +2' Xi' 

die Summe liber die nicht zu S K (1 T) gehOrigen, beliebig orientierten 
Grundsimplexe von K erstreckt, so ist C ein Komplex mit I C I = K, 
zu dessen Rand T nicht geh6rt. 

Da B geschlossen ist, gibt es (in bezug auf einen gewissen Koeffi
zientenbereich) einen Zyklus z mit Izl = B. Es sei z =2'tiYi' wobei Yi 
die Grundsimplexe von B sind. Ferner sei e ein fester Eckpunkt von T. 
Diejenigen Yi' die e nicht enthalten, nennen wir Yi'; unter Y i, = (eYi') 
verstehen wir das von e und Yi' aufgespannte Grundsimplex von S K (1 T), 
und wir setzen CI = ~ ti'yi ,. Da jedes Grundsimplex von S K (1 T) von 
der Form (eYi') ist, ist I CI I = S K (I T). 

Fiir diejenigen Yi' die e als Eckpunkt enthalten, setzen wir (eYi) = 0; 
dann ist CI =2' ti (eYi) , wobei die Sum me iiber alle Grundsimplexe Yi 
von B zu erstrecken ist. Mit Riicksicht auf n - 1 > 0 gilt (vgl. Kap. IV, 
§ 4, Nr. 7) 

und zwar gilt dies, wie man sich leicht iiberzeugt, auch wenn (eYi) = 0 
ist. Daher ist 

also ICII = B. 
Damit ist Satz XIV bewiesen. 
Ein Beispiel: Man schniire einen Meridian eines Torus auf einen 

Punkt T zusammen und spanne in eine geschlossene Linie, die aus 
einem Breitenkreis des 
Torus entstanden ist, 
eine Kreisscheibe ein; 
trianguliert man dieses 
Gebilde, so entsteht 
ein zweidimensionaler 
Komplex K. Man stellt 
leicht fest, daB K = T 
ist; und zwar ist B K (T) 
mit dem oben erklar
ten Streckenkomplex Abb. 23 . Abb. 23 a. 

KI = PI + P 2 + Q - oder einer Unterteilung von KI - isomorph. 
(Abb. 23 zeigt das Polyeder R, Abb. 23a den Stern SK(T) .) 

§ 2. Additionssatze. 

1. Die Fragestellung in diesem Paragraphen ist die folgende : Ge
geben sind zwei (absolute, endliche oder unendliche) Komplexe KI und K 2 ; 

man "addiert" sie oder heftet sie zusammen - das heiBt: man identi
fiziert einen Teilkomplex Ki von KI mit einem ihm isomorphen Teil-
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komplex K~ von K 2 ; es entsteht ein Komplex K = K1 + K 2; welchen 
Einflu/3 hat die Art der Zusammenheftung auf die Gestalt von K? Dabei 
wird man die "Art der Zusammenheftung" durch die Gestalt von 
K~ = K; = K1 . K2 sowie durch die Lage dieses Komplexes in K1 und 
in K2 beschreiben1 . 

Da uns Zyklen und Homologieklassen interessieren, handelt es sich 
also urn folgende Aufgabe: Der Komplex Kist mit den beiden Teil
komplexen K1 und K2 iiberdeckt: K = K1 + K 2; es sol1en Beziehungen 
zwischen den Zyklen sowie zwischen den Homologieklassen der vier 

Komplexe KKK + K K· K 
l' 2' 1 2' 1 2 

ermittelt werden. 
Bereits an einer friiheren Stelle haben wir einen besonders einfachen 

hierhergehorigen Satz bewiesen: 1st r > 0 und K1 . K2 hochstens (r - 2)
dimensional, so ist die r-te Bettische Gruppe von K1 + K2 die direkte 
Summe der r-ten Bettischen Gruppen von K1 und K2 (Kap.V, § 1, Nr. 3). 

Eine andere, ebenfalls sehr einfach zu beweisende Beziehung zwi
schen den Bettischen Zahlen der genannten vier Komplexe ergibt sich 
folgendermaBen: Zwischen den Eulerschen Charakteristiken - wir 
setzen hier K1 und K2 als endlich voraus - besteht immer die Gleichung 

X(K1 + K 2) = X (K1) + X (K2) - X(K1 ' K 2); 

man bestatigt sie einfach, wenn man an die Definition von X als alter
nierende Summe der Simplexanzahlen denkt; wendet man nun die 
Euler-Poincaresche Formel an, so erhalt man - wenn man die Betti
schen Zahlen von K1 + K2 mit pr, von K 1, K 2, K1 . K2 mit Pi, P'2, Pi2 
bezeichnet - die Relation 

In diesem Paragraphen werden wir nun andere Satze aus demselben 
Problemkreis beweisen, dem die beiden genannten Beispiele angehoren. 
Diese Satze fiihren zu merkwiirdigen, ausgesprochen "kombinatorischen" 
Eigenschaften von Komplexen; zum Teil (Nr. 10) beziehen sie sich 
iibrigens auf die Zusammensetzung eines Komplexes K nicht nur aus 
zwei, sondern aus n Teilkomplexen Ki (n 2: 2). Die Tragweite dieser 
Satze ist groB (und heute wohl noch nicht voll ausgeniitzt); jedenfalls 
reicht sie iiber den Bereich der Komplexe hinaus: die Satze dieses Para
graphen lassen sich z. B. - ohne nennenswerteAnderung der Beweise -
so wenden, daB sie einen iiberraschend einfachen Beweis des Jordanschen 
Satzes fUr den n-dimensionalen Raum liefern (Anhang zum Kap. XI). 

1 DaB der Durchschnitt der Teilkomplexe Kl und K2 von K, d. h. die 
Menge der Simplexe, die sowohl zu Kl wie K2 geh6ren, selbst ein Komplex 
ist, ergibt sich unmittelbar aus der Definition in Kap. IV, § 1, Nr. 2. 

2 Diese Relation ergibt sich auch leicht aus der scharferen, fur jedes ein
zelne r gUltigen Formel von MAYER-VIETORIS (Nr. 11). 
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Unsere Bezeichnungen werden folgendermaBen sein: Unter Ci , Zi' •.• 

(i = 1, 2) sind Komplexe in K i , unter C12 , Z12' ••. Komplexe in KI . K2 
zu verstehen; alle vorkommenden Komplexe, ob sie mit Indices ver
sehen sind oder nicht, liegen in K = KI + K 2 • 

Ein beliebiger Koeffizientenbereich ist fest zugrunde gelegt. 
2. Fast selbstverstandlich, aber wichtig, ist der folgende 
Hilfssatz. Jeder algebraische Komplex C laBt sich in der Form 

(1) C = CI + C2 

darstellen. 
Beweis. ICII sei der Komplex der zu KI gehOrigen, IC2 1 der Kom

plex der nicht zu KI gehOrigen Grundsimplexe von I C I; dann ist 
IC2 1 c K 2 • Versehen wir die Simplexe von ICII und IC2 1 mit den
selben Koeffizienten, die sie in C besitzen, so entstehen algebraische 
Komplexe CI und C2 , wie wir sie brauchen. 

Bemerkung. 1m allgemeinen gibt es mehrere Darstellungen 
C = CI + C2 • 

3. Summenzyklen. Fragt man nach den Zyklen in K = KI + K 2, 
so ist, wenn man K als durch Addition von KI und K2 entstanden auf
faBt, die Existenz derjenigen Zyklen Z trivial, die von der Form 

(2) Zi Zyklus (i = 1, 2) 

sind; zu ihnen gehoren insbesondere, da ja Z2 = 0 oder Zl = 0 sein 
kann, die Zyklen von KI und K2 selbst. Wir nennen einen Zyklus Z 
von der Form (2) einen "Summenzyklus". Interessant sind gerade die 
Zyklen, die nicht Summenzyklen sind, sondern bei Addition von KI 
und K2 neu entstehen (wie z. B. ein Kreis bei Addition zweier Halb
kreise). Die Summenzyklen bilden offenbar eine Gruppe. 

Wichtig ist die folgende Tatsache: 
1st z"'" 0 in K, so ist Z Summenzyklus. 
Beweis. 1st z"'" 0, so gibt es einen Komplex C mit Z = C, also 

nach (1) zwei Komplexe CI , Cll mit Z = CI + C2 ; CI = Zl und C2 = Z2 
liefern Z = Zl + Z2. 

Die Randergruppe H' (K) ist also Untergruppe der Gruppe der 
r-dimensionalen Summenzyklen. 

4. Nahtzyklen. Die Zyklen in KI . K2 lassen sich nicht nach dem
selben Gesichtspunkt einteilen, da ja jeder Zyklus Z12 sowohl Zyklus 
in KI als auch Zyklus in K2 ist. Jedoch liegt eine andere Unterschei
dung nahe, wenn man fur einen vorgelegten Zyklus Zl2 fragt, ob er "" 0 
in KI . K2 ist; diese Frage ist trivialerweise zu verneinen, falls er cioO 
in wenigstens einem Ki ist; besonderes Interesse in der Homologie
frage verdienen also diejenigen Z12' die ""'0 sowohl in KI als auch in 
K2 sind, zu denen es also Komplexe CI und C2 so gibt, daB 

Alexandroff·Hopf, Topologie 1. 19 
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gilt. Einen so1chen Zyklus nennen wir einen "Nahtzyklus" - eine Be
nennung, die in Nr. 5 gerechtfertigt werden wird. Die Nahtzyklen 
bilden offenbar eine Gruppe. 

Wenn Zu "'" 0 in Kl . K2 ist, so gibt es einen Komplex Cl2 mit 
zl2 = Gl2 ; dann ist (3) erfiillt, da man C1 = Cl2 und C2 = Cu setzen 
kann; das heiBt: 

1st Zl2 "'" 0 in Kl . K 2, so ist zl2 Nahtzyklus. 
Die Randergruppe H' (Kl . K 2) ist also Untergruppeder Gruppe 

der r-dimensionalen N ahtzyklen. 
5. Die Nahtklasse eines Zyklus aus KI + K2 • Wir stellen jetzt 

einen Zusammenhang zwischen den (r+ 1)-dimensionalen Zyklen von 
K und r-dimensionalen Zyklen von Kl . K2 her. Jeder Zyklus zr+I C K 
Hi.Bt sich nach dem Hilfssatz (Nr.2) in der Form 

(4) Z,+I = C1 - C2 

darstellen; infolge ir+I = 0 ist G1 = G2 ; dieser gemeinsame Rand liegt 
sowohl in Kl als auch in K 2, ist also ein z12' und zwar ein Nahtzyklus, 
da er ja 
(3) z12 = G1 = G2 

erfiillt. Wir nennen z12 eine "Naht von zr+I" - denn zr+l entsteht, 
indem man C1 und C2 langs z12 zusammenheftet. 

1st umgekehrt ein beliebiger Nahtzyklus z12 gegeben, so ist er immer 
Naht einesZr+l; denn dann gibt es C1 und C2 , die (3) erfiillen, und aus 
ihnen kann man zr+I gemaB (4) bilden. Die in Nr.4 definierten r-dimen
sionalen Nahtzyklen sind also mit den Nahten der (r+ 1)-dimensionalen 
Zyklen identisch. 

Ein gegebener zr+I besitzt mehrere Nahte, da ja die Zerlegung (4) 
nicht eindeutig ist; iiber die Gesamtheit der Nahte gibt der folgende 
Satz AufschluB: 

Satz I. Die Gesamtheit der Niihte eines beliebigen /esten Zyklus 
Z c Kist identisch mit einer Homologieklasse in K 1 • K 2. 

(4) 

(4') 

(3) 

(3') 

Beweis. Zl2 und 42 seien Nahte von Z; dann gelten Gleichungen 

z = C1 - C2 , 

Z = Ci - C~, 

Z12 = G1 = G2 , 

zi2 = Gi = G~. 
Subtraktion von (4) und (4') liefert 

C1 - Ci = C2 - Cz ; 
dieser Komplex liegt, wie die linke Seite zeigt, in K 1 , wie die rechte 
Seite zeigt, in K 2 , er ist also ein Cl2 . Subtraktion von (3) und (3') lehrt 

(5) 
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also 
Z12 = ~2 in K 1 • K 2· 

1st umgekehrt Z12 Naht von Z und Zi2 "" Z12 in K 1 • K!, 
Gleichungen (4), (3), (5); setzt man 

C~ = C1 - Cw C~ = C2 - Cw 

so gelten auch (4') und (3'), d. h.: auch Zi2 ist Naht von Z .. 
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so gelten 

Damit ist der Satz I bewiesen; die nach ihm eindeutig existierende 
Homologieklasse der Nahte von Z nennen wir kurz die "Nahtklasse" 
von Z. 

6. Die naheliegende Frage, fUr welche Z die Nahtklasse aus den 
Zyklen besteht, die in Kl . K2 beranden, wird vollstandig beantwortet 
durch 

Satz II. Die Niihte des Zyklus Z sind dann und nur dann =0 in 
Kl . K 2, wenn Z Summenzyklus ist. 

Beweis. Wenn Z Summenzyklus ist, so dad man in (4) die Kom
plexe C1 und C2 als Zyklen annehmen; dann wird in (3) Z12 = 0; der 
Nullzyklus, und nach Satz I nur die mit ihm homologen Zyklen, sind 
also Nahte von Z. 1st umgekehrt Zein Zyklus, dessen Nahte <Xl 0 in 
Kl . K2 sind, so gehort nach Satz I zu diesen Nahten ieder Zyklus, der 
=0 in Kl . K2 ist, also insbesondere der Nullzyklus Z12 = 0; dann sind 
die Komplexe C1 und C2 in (3) Zyklen, Z ist also nach (4) Summen
zyklus. 

Damit ist Satz II bewiesen. Da nach Nr. 3 jeder Z, der <Xl 0 in K 
ist, Summenzyklus ist, folgt aus Satz II das "Alexandersche Lemma": 

Satz lIa. 1st Z "'" 0 in K, Z12 Naht von Z, so ist Z12 = 0 in Kl . K 2. 
7. Spezialisierung von K1I K21 K. Wir beweisen jetzt einige Satze, 

indem wir tiber Kl und K2 oder tiber K spezielle Vor'iussetzungen 
machen. Der erste von ihnen liefert eine Umkehrung des Satzes lIa. 

Satz III. Sowohl in Kl als auch in K2 berande ieder (r.+ 1)-dimen
sionale Zyklus (tur ein testes r). 1st dann zr+1 cf; 0 in K, z'i 2 Naht von 
zr+1, so ist z12 cf; 0 in Kl . K 2. 

Beweis. Wir zeigen: 1st z12 Naht von zr+1 und z12"'" 0 in K 1 • K 2, 
so ist zr+1 = 0 in K. In der Tat: Aus z12= 0 in Kl . K2 folgt nach 
Satz II: Z = Zl + Z2 mit Zyklen Zl' Z2; infolge der Voraussetzung 
tiber Kl und K2 ist Zi = 0 in K i , also erst recht in K, fUr i = 1, 2; 
folglich ist auch Z "'" 0 in K. 

Bemerkung: Die Voraussetzung uber Kl und K2 ist fur die Giiltigkeit der 
Behauptung des Satzes III nicht entbehrlich. Beispiel: Kl und K2 seien einfach 
geschlossene Polygone, Kl . K2 sei eine ihnen gemeinsame Strecke; unter C. ver
stehen wir einen orientierten Streckenzug mit I Cj I = Ki - Kl . K2 (i = 1, 2); 
dann ist z~. = (\ = C2 N aht von Zl = C1 - C2 ; z~ 2 berandet die orientierte ge
meinsame Strecke von Kl und K 2, ist also <Xl 0 in K 1 ·K2; aber Zl ist c;60 in K. 

Satz IV. In K = Kl + K2 berande ieder (r+1)-dimensionale 
Zyklus (tur ein testes r). 1st dann Zi2 ein r-dimensionaler Zyklus in 

19* 
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KI . K 2, der "'" 0 sowohl in KI als auch in K2 ist, so ist Zf2 "'" 0 auch in 
K I ·K2 • 

Beweis. DaB Zf2 "'" 0 in jedem Ki (i = 1, 2) ist, bedeutet: z12 ist 
N ahtzyklus; er sei N aht von zr+1; wegen der Voraussetzung iiber K 
ist zr+1 "'" 0; folglich ist nach Satz II a: Zf2'" 0 in KI . K 2. 

Bemerkung: DaB die Voraussetzung fiber K nicht entbehrlich ist, zeigt das 
Beispiel eines Kreises K, der in zwei Halbkreise K I , K2 zerlegt ist, wenn man 
unter Z~2 das Punktepaar versteht, das jeden der (geeignet orientierten) Halb
kreise berandet: es ist z~ 2 CJ6 0 in KI . K2 = / z~ ./. 

Korollare zum Satz IV: 
1) Es sei r?:: 1, pr+1 (K) = pr (KI) = pr (K2) = 0; dann ist auch 

pr(KI . K 2) = o. 
2) Es sei pI (K) = 0, po (KI) = po (K2) = 1 ; dann ist auch po (KI . K 2) 

= 1. 
Diese Behauptungen ergeben sich ohne weiteres aus dem Satz IV, 

wenn man den rationalen Koeffizientenbereich zugrunde legt und be
denkt, daB dann die Gleichungen p' = 0 (r >- 1) und po = 1 dasselbe 
bedeuten wie: jeder r-dimensionale bzw. jeder berandungsfahige null
dimensionale Zyklus berandet (Kap. V, § 2, Nr. 10). 

Dem Korollar 2 kann man noch eine andere Formulierung geben, 
indem man den Begriff der "U nikoharenz" einfiihrt: der zusammen
hangende Komplex K heiBt unikoharent, wenn bei jeder Oberdeckung 
von K mit zwei Teilkomplexen KI und K 2, von denen jeder zusammen
hangend ist, auch KI . K2 zusammenhangend ist. Dann lautet das 
Korollar 2: 

] eder zusammenhiingende Komplex K mit pI (K) = 0 ist uniko
hiirent 1. 

8. Der Naht-Homomorphismus. Wir fahren jetzt mit der Unter
suchung des Zusammenhanges zwischen den Zyklen zr+1 C K und 
ihren Nahtklassen fort, ohne Spezialisierungen von K, K I , K2 vor
zunehmen. 

Zuerst stellen wir die Linearitat der Nahtbildung fest: 1st z12 Naht 
von Z, 42 Naht von Z', so ist Z12 ± 42 Naht von Z ± Z'; denn aus 

Z = CI - C2 , Z12 = C\ = C2 , 

Z' = C~ - C;, 42 = C~ = C~ 
folgt 

Z ± Z' = (C1 ± C~) - (C. ± C;), Z12 ± 42 = (C1 ± C~)" = (C2 ± C;)". 

]etzt ergibt sich weiter: 1st Z CXJ Z' in K, so ist z12 CXJ 42 in KI . K 2 ; 

denn aus Z - Z' "'" 0 folgt nach Satz IIa, daB jede Naht von Z - Z', 
also nach dem soeben Bewiesenen, daB Zl2 - Z~2 <Xl 0 in Kl • K2 ist. 

I Hiervon ist folgende Umkehrung bewiesen: 1st PI(K) > 0, so besitzt K 
eine Unterteilung, die nicht unikoharent ist. Man vgl. BORSUK: Fund. Math. XX 
(1933) S. 224. CECH: ibidem, S.232. RUEFF: Comm. Math. Helvet. 7 (1934) S.14. 
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Somit wird jeder (r+ 1)-dimensionalen Homologieklasse von K 
durch die Nahtbildung eine bestimmte r-dimensionale Homologieklasse 
von Kl . K2 zugeordnet; aus der Linearitat der Nahtbildung geht her
vor, daB diese Zuordnung homomorph ist. Es liegt also ein Homo
morphismus der Gruppe Br+! (Kl + K 2) in die Gruppe BT (Kl . K 2) vor. 
Diejenige Untergruppe von BT (Kl . K 2) , die das Bild von Br+ 1 (Kl + K 2) 
bei dieser Abbildung ist, besteht aus denjenigen Homologieklassen, deren 
Elemente Nahtzyklen sind; wir nennen diese Gruppe NT(KI . K2)' Die
jenige Untergruppe von Br+! (Kl + K 2), die der "Kern" des Homomor
phismus, d.h. die Gesamtheit der auf die Null von BT(KI . K 2) abgebil
detenElementevonBT+l (Kl + K 2) ist, bestehtnach Satz II ausdenjenigen 
Homologieklassen, deren Elemente Summenzyklen sind; wir nennen diese 
Gruppe 5 T+! (Kl + K2)' Dann k6nnen wir auf Grund des Homomorphie
satzes (Anhang I, Nr. 9 und 10) das folgende Ergebnis aussprechen: 

Satz V. 5 r+!(Kl + K 2) sei die Gruppe derjenigen (r+1)-dimensio
nalen Homologieklassen von Kl + K 2, deren Elemente 5ummenzyklen 
sind; NT (Kl . K 2) sei die Gruppe derjenigen r-dimensionalen H omologie
klassen von K} . K 2, deren Elemente Nahtzyklen sind. Dann bestehen 
- fiir jedes r 2 0 und fiir jeden Koeffizientenbereich - die Isomorphien 

Br+! (Kl + K 2) - 5 T+ 1 (Kl + K 2) ~ NT (Kl . K 2) . 

9. Spezialisierung von Kl und K2 • Wir ziehen Folgerungen aus 
diesem allgemeinen Satz durch Spezialisierung von K} und K 2 • Zu
nachst nehmen wir an: in jedem der beiden Ki berande jeder (r+1)
dimensionale Zyklus; ist dann Z = Zl + Z2 irgendein Summenzyklus 
in K, so folgt aus Zi C'0 0 in K i , daB erst recht Zi C'0 0 in K, daB also 
auch Z C'0 0 in Kist; die Gruppe 5 T+ 1 (Kl + K 2) reduziert sich also 
auf das Nullelement von BT+! (Kl + K 2); daher ergibt sich aus Satz V: 

Satz VIa. Wenn sowohl in Kl wie in K2 jeder (r+ 1)-dimensionale 
Zyklus berandet, so ist BT+!(KI + K 2) der Untergruppe N'(K1 • K 2) von 
BT (Kl . K 2) isomorph. 

Korollar: Ein Komplex K, der eindimensionale Torsion besitzt, lllBt sich nicht 
mit zwei H-Simplexen iiberdecken, allgemeiner: nicht mit zwei Komplexen K i , die 
folgende Eigenschaft haben: jeder (ganzzahlige) eindimensionale Zyklus in Ki 
berandet in Ki (in bezug auf @). 

Denn NO(K1 ' K 2) enthint, als Untergruppe von B&(K1 • K 2), niemals ein 
Element endlicher Ordnung. 

Beispiel: Kist die projektive Ebene. 

Nehmen wir jetzt an, daB in jedem Ki nicht nur jeder (r+ 1)-dimen
sionale, sondern auBerdem jeder r-dimensionale (berandungsfahige) 
Zyklus berandet; da in dies em FaIle jeder berandungsfahige Zyklus zr~ 
Nahtzyklus ist, besteht NT(KI . K 2) aus allen Homologieklassen, deren 
Elemente berandungsfahig sind; es ist also NT(KI . K 2) = BT(KI . K 2) 
fur r :> 1, N° (Kl . K 2) = BOO (Kl . K 2) fUr r = 0 (wegen der Bedeutung 
von BOO vgl. man Kap. V, § 1, Nr. 5). Somit ergibt sich aus Satz VIa: 
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Satz VI. Sowohl in Kl wie in K2 berande ieder (r+1)-dimensionale 
sowie ieder (berandungsfahige) r-dimensionale Zyklus. Dann ist 

(6) B,+l (Kl + K 2) ~ Br(Kl . K 2) fur r > 1, 

(60) Bl (Kl + K 2) ~ BOO (Kl . K 2). 

Urn auch noch fiber die Gruppe BO (Kl + K 2), die ja vollstandig 
durch die Komponentenzahl PO(Kl + K 2) bestimmt ist (Kap. V, § 1, 
Nr. 4), eine analoge Aussage zu machen, formulieren wir den folgenden 
selbstverstandlichen 

Zusatz zu Satz VI. Sowohl KI wie K2 sei zusammenhangend. 
Dann ist 
(6') 

(6") 

po (Kl + K 2) = 1 , 

PO(Kl + K 2) = 2, 

falls Kl . K2 nicht leerl , 

falls Kl . K2 leer ist l . 

Ein besonders einfacher Fallliegt vor, wenn Kl und K2 H-Simplexe 
sind (vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 5). In diesem Fall sind niimlich die Betti
schen Gruppen von Kl + K2 vollstandig durch die Bettischen Gruppen 
von Kl . K2 bestimmt und umgekehrt; de~n da die Voraussetzungen des 
Satzes VI und seines Zusatzes erfiillt sind, gilt 

Satz VI*. Sind KI und K2 H-Simplexe, so bestehen aile Relationen 
(6), (60)' (6'), (6"). 

Interessante Spezialfiille des Satzes VI sind die beiden nachsten 
Satze: 

Satz VII. Sind Kl und K2 H-Simplexe, so ist Kl + K2 dann. und 
nur dann ein H-Simplex, wenn Kl . K2 ein H-Simplex ist. 

Satz VIII. Sind Kl und K2 H-Simplexe, so ist Kl + K2 dann und 
nur dann einem Simplexrand I x"+11 homologie-aquivalent, wenn Kl . K2 
einem Simplexrand I xn I homologie-aquivalent ist (n > 0). 

Man hat, urn sich von der Richtigkeit dieser Satze zu iiberzeugen, 
nur zu bedenken, daB Simplex und Simplexrander die folgenden 
Bettischen Gruppen und Zahlen haben: 

das Simplex: BOO = B' = 0 (r> 1), Po = 1; I Booli,,+ll=B'lin+1l=o (r=!=n),pO=1}.. > 
die Simplex- Bnli"+ll~.s fur n=1, 

rander liMll : B'I xli = 0 (r =1= 0), 
BOOlxl1 ~.s. 

Dann verifiziert man die Satze VII und VIII an Hand der Relationen 
(6), (60), (6'), (6"). 

1 Die Bezeichnung "leer" bezieht sich hier auf den von K1 • Ka erzeugten 
Eckpunktbe'Yeich. Das K 1 • K2 "leer" ist, bedeutet also: der Komplex Kl • K2 ent
haIt keinen Eckpunkt, d. h. er ist der aus dem leeren Simplex bestehende Kom
plex; dieses Simplex gehort zu jedem Teilkomplex von K [vorausgesetzt, daJ3 K 
nicht der leere Komplex ist (vgl. S. 157)J, also auch zu K 1 • K 2 .• 
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Zur Illustration des Satzes VIII dient die Tatsache, daB eine Kugel
fHiche K die Summe zweier Halbkugeln Kl und K2 ist, die einen Kreis 
Kl . K2 gemein haben. 

Man beachte iibrigens: Die Dimensionen der Komplexe K 1 , K 2, 
Kl . K2 sind auch im Satz VIII ganz gleichgultig. 

10. Die Satze von HELLV. Wir erweitern den Bereich der bisherigen 
Satze, indem wir Bedeckungen von K nicht nur mit zwei, sondern 
mit einer beliebigen Anzahl Teilkomplexen ins Auge fassen. Zunachst 
verallgemeinern wir den Satz VII; er ist fUr m = 2 mit dem folgenden 
identisch: 

Satz VIIm. K 1 , K 2, ... , Km seien Teilkomplexe eines festen Kom
plexes. Behauptung Am: Wenn alle Komplexe 

(mit beliebigen i,J H-Simplexe sind, so ist auch 

Kl + K2 + ... + Km 

ein H-Simplex. Behauptung Bm: Wenn alle Komplexe 

K i" Kil + K i• , Ki1+Ki,+Ki" Kl +K2 +··· +Km 

(mit beliebigen if') H-Simplexe sind, so ist auch 

H-Simplex1. Kl . K 2 · .... Km 

Beweis durch vollstandige Induktion in bezug auf m. Al und Bl 
sind trivial (und A 2 , B2 iibrigens mit Satz VII identisch). 

Beweis von Am: A m- 1 sei bewiesen; K I , •.• , Km sollen dieVoraus
setzung von Am erfiillen. Wir setzen 

Ki = Ki . Km fUr i = 1, 2, ... , m - 1; 

diese Ki sind nach Voraussetzung H-Simplexe; jeder Durchschnitt 
Ki, ' .... KiT = K i , •.... KiT' Km ist ebenfalls nach Voraussetzung 
H -Simplex. Die Ki erfiillen also die V oraussetzungen und daher 
auch die Behauptung von Am-I: 

Ki + ... + K;"_l = (Kl + ... + K m- 1) • Km 

ist ein H-Simplex. Nun ist nach A m- 1 auch (Kl + '" + K m_ 1) ein 
H-Simplex; folglich ist nach Satz VII auch (Kl + ... + K m- 1) + Km 
ein H-Simplex. Damit ist Am bewiesen. 

Beweis von Bm: Bm- 1 sei bewiesen; K 1 , ••. , Km sollen die Voraus
setzung von Bm erfiillen. Wir setzen K m- 1 + Km = K'; dies ist nach 
Voraussetzung ein H-Simplex; die Komplexe K1 , .•• , K m- 2 , K' er
fUllen die Voraussetzung von Bm- 1 , denn die Summe beliebiger von 
ihnen ist zugleich Summe gewisser K i . Folglich gilt fUr sie auch die 
Behauptung von B m- 1 : 

Kl ..... K m- 2 • K' = Kl ..... K m- 2 • K m- 1 + Kl ..... K m- 2 • Km 

1 Man beachte, daB ein H-Simplex wenigstens einen Eckpunkt enthalt. 
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ist H-Simplex. Nach Bm- 1 ist aber auch jeder der beiden auf der 
rechten Seite stehenden Summanden H-Simplex, und nach Satz VII 
gilt dasselbe daher auch fUr ihren Durchschnitt 

(Kl ..... Km-z . K m- 1) • (Kl ..... Km-z . Km) = Kl ..... K m- 1 • Km' 

Damit ist auch Bm bewiesen. 
Satz IXn • K l , K 2 , ••• , Kn+z seien Teilkomplexe eines festen Kom

plexes (n > 0); ieder Komplex 

(mit beliebigen i,.,,) sei ein H-Simplex, der Durchschnitt 

K 1 • K 2 ••••• Kn+2 

aller Ki aber sei leer 1. Dann ist die Summe 

K = Kl + K2 + ... + Kn+2 

aller Ki dem Simplexrand lin+! I homologie-iiquivalent. 
Bemerkung. Das einfachste Beispiel bilden die n-dimensionalen 

Seiten Ki (i = 1, 2, ... , n + 2) eines Simplexes I xn+1 1. Der Sinn des 
Satzes ist: Baut man einen Komplex K in "ahnlicher" Weise aus 
H-Simplexen Ki auf, wie der Simplexrand I in +1 I aus seinen n-dimen
sionalen Simplexen aufgebaut ist, so hat K dieselben Homologie-Eigen
schaften wie lin+1l; dabei ist die "Ahnlichkeit" des Aufbaus durch die 
Homologie-Eigenschaften der Durchschnitte Kil . K i, ..... Kir gegeben. 
Die Dimensionen der Ki sind gleichgultig. 

Beweis durch vollstandige Induktion. Satz 1Xo ist offenbar richtig; 
denn dann sind K 1 , K2 zueinander fremde H -Simplexe, und Iii I ist ein 
Punktepaar. Satz IXn-l sei bewiesen; K l , K 2 , ••• , Kn+Z sollen die 
Voraussetzungen des Satzes IXn erfiillen. 

Die Komplexe 
Ki=Ki ·Kn+2 (i=1,2, ... ,n+1) 

erfiillen dann die Voraussetzung des Satzes IXn _ 1 ; denn der Durch
schnitt von je r von ihnen (r = 1,2, ... , n) ist mit dem Durchschnitt 
von gewissen r+ 1-Komplexen Ki (r <:: n + 1) identisch, also H-Sim
plex; und der Durchschnitt aller Ki (i = 1, 2, ... , n + 1) ist gleich 
dem Durchschnitt aller Ki (i = 1,2, ... , n + 2), also leerl. 

Aus dem Satz IXn _ 1 folgt daher: 

K' = Ki + K~ + ... + K~+1 
ist mit lin lhomologie-aquivalent. 

Aus dem Sa:tz VIIn +1 (Teil A n+1) folgt: 

K* = Kl + K2 + ... + Kn+1 

ist ein H-Simplex; Kn+2 ist nach Voraussetztmg ein H-Simplex; da 

K*'Kn+z = K' 
1 Es gilt hier das Analoge wie in der FuBnote auf Seite 294. 



§ 2. Additionssatze. 297 

ist, k6nnen wir, den Satz VIII anwenden: er besagt, daB K* + Kn+2 
mit ! i n +1! homologie-aquivalent ist. Da aber 

K* + Kn+2 = Kl + K2 + ... + Kn+2 

ist, ist damit der Satz IXn bewiesen. 
Wir heben einige Korollare hervor. Der Kiirze halber nennen wir 

ein System von Komplexen K l , K 2 , ••• , K n+2 , welche die Voraus
setzungen des Satzes IXn erfiillen, ein "sn-System"; iiber die Dimen
sionszahlen der Ki wird nichts vorausgesetzt. 

Korollar 1. Ein hOchstens (n -1)-dimensionaler Komplex enthiilt 
niemals ein sn-System von Teilkomplexen. 

Denn andernfalls enthielte er nach Satz IXn einen Teilkomplex K 
mit pn(K) = 1. 

Korollar 2. A sei ein Euklidischer Komplex im Rn; K], K 2 , ••• , 

Kn+2 seien Teilkomplexe von A mit folgender Eigenschaft: alle Komplexe 

(mit beliebigen if') seien H-Simplexe. Dann 1St 

Kl . K2 ..... Kn+2 =F O. 

Denn andernfalls waren die Voraussetzungen von IXn erfiillt, und 
es gabe daher im Rn einen n-dimensionalen, von Null verschiedenen 
Euklidischen Zyklus - entgegen Kap. IV, § 5, Nr. 12. 

Aufgabe (Analogon aus der Elementargeometrie). Man beweise (elementar-
geometrisch): M I , M 2, ... , Mn+2 seien konvexe Mengen im R", und es sei jeder 
Durchschnitt Mi,' Mi.' .... Min+l of O. Dann ist auch der Durchschnitt 
MI" M 2 • .•.• Mn+2 of O. 

11. Die Forme! von MAYER-VIETORIS. Wir kehren zu den Lrber
deckungen von K mit nur zwei Komplexen K l , K2 zuriick und werden 
noch zwei wichtige Isomorphien, ahnlich der des Satzes V, beweisen. 

Die Gesamtheit aller Paare ('8~, 32) der Homologieklassen 3~ von Kl 
und 32 von K2 wird durch die Festsetzung 

(31,32) + (3~', 32') = (3~ + 3~', 32 + 32') 
zu einer Gruppe, we1che der direkten Summe B' (Kl ) + B' (K2) ISO

morph ist und die ~ir geradezu mit B' (Kl ) + B' (K2) bezeichnen. Wir 
betrachten in ihr zwei Untergruppen: V' sei die Gruppe der Paare 
(31,3;;) mit 

Zl + z;; CXl 0 in K fUr zl C 3~, Z2 C 3;;, 
und W' die Gruppe der Paare (3~, 3;;) mit 

z~ - Z2 "" 0 in K fUr Z1 em:, z;; c 3;;. 
Wenn man in jedem Element (8~, 8;;) der Gruppe B'(Kl ) + B'(K2) 

die Klasse 8;; durch -32 ersetzt, so entsteht ein Automorphismus von 
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B' (KI) + B' (K2) , welcher die Untergruppen vr und W' miteinander 
vertauscht; folglich isi 

(7) vr~W'. 

Es ist leicht, die Gruppen yr und WT mit den Bettischen Gruppen 
von K, K I , K 2 , K I · K2 sowie den Gruppen S' und NT, die im Satz V 
auftraten, in Zusammenhang zu bringen: 

Ordnet man erstens jedem Element (31, m) von B' (KI) + B' (K2) 
diejenige Homologieklasse von K zu, in welcher die Zyklen z;: + z~ 
mit z;: c 31, z~ c 2~ enthalten sind - diese Klasse Mngt offenbar nur 
von (2;:, 2~) und nicht von den speziellen Zyklen zl' z; ab -, so ent
steht ein Homomorphismus von B' (KI ) + B' (K2) auf SF (K), dessen 
Kern Vr ist. Folglich ist 

(8) 

Zweitens: Jede Homologieklasse 312 von KI . K2 ist in einer Homo
logieklasse 31 von Kl sowie in einer Homologieklasse 2~ von K2 ent
halten; dabei ist z;: """ z~ in K fur zi c 2;:, z; C 2~, folglich ist (2;:, 2~) 
C W'. Umgekehrt behaupten wir: 1st (2;:, 2~) irgendein Element 
von W', so gibt es eine Homologieklasse 312 von K I • K 2 , die in 31 
und in 2~ enthalten ist. In der Tat: Sind zI' z~ Zyklen aus 21: bzw. 2~, 
so gibt es einen Komplex emit (; = zl - z~, und aus dem Hilfssatz 
(Nr. 2) folgt: 

der durch jede der beiden Seiten dieser Gleichung dargestellte Zyklus 
ist ein z12' der in 31 und in 2~ enthalten ist. 

Damit haben wir gesehen: Ordnet man jeder Klasse 312 dasjenige 
Paar (2;:, m) zu, das durch 212 C 21, 2;:2 C 3~ bestimmt ist, so liegt 
eine Abbildung von BT (KI . K 2) aut W' vor; diese Abbildung ist offen
bar ein Homomorphismus. Sein Kern besteht aus denjenigen Klas
sen 312' fUr welche 21 = 0 und 3~ = 0 ist; die Zyklen aus diesen 
Klassen 312 sind aber gerade die Nahtzyklen (vgl. Nr. 4); mithin ist 
NT (KI . K 2) der Kern des Homomorphismus, und folglich ist 

(9) 

Die lsomorphien (7), (8), (9) - die fur jedes r::> 0 und fur jeden 
Koeffizientenbereich gelten - sind in Verbindung mit dem Satz V 
wesentliche Beitrage zur Beantwortung der am Anfang dieses Para
graphen gestellten Frage. Man sieht dies besonders deutlich, wenn 
man den Koeffizientenbereich ® zugrunde legtl und die Range der 
auftretenden Gruppen betrachtet: Bezeichnen wir die Range von N' 
und S' mit n' bzw. s' und den infolge (7) den Gruppen vr und W' 

1 Statt ® kann man auch @1 m mit einer Primzahl m zugrunde legen. 
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gemeinsamen Rang mit vr , so ergeben sich mit Rticksicht auf die Addi
tivitat der Range (Anhang I, Nr. 32) die folgenden Beziehungen: 

aus Satz V: 

aus (8): 

aus (9): 

pr(KI + K 2) - sr = nr- 1 ; 

pr(Kl) + pr(K2) - vr = Sr; 

pr(KI' K 2) - nr = Vr. 

Durch Elimination von vr und sr aus dies en drei Gleichungen ent
steht die Formel von MAYER-VIETORIS: 

pr(KI + K 2) = pr(Kl) + pr(K2) - pr(KI' K 2) + nr + nr-I. 

§ 3. Produktkomplexe. 
1. 1m Kap. I, § 1, haben wir je zwei topologischen Raumen X, Y ihren 

"Produktraum" zugeordnet: namlich die Menge der Paare (x, y) von 
Punkten x eX, y c Y, welche durch eine naheliegende Festsetzung 
zu einem topologischen Raum gemacht wird. Jetzt werden wir je zwei 
Komplexen K 1 , K2 einen "Produktkomplex" Kl X K2 derart zuordnen, 
daB das Polyeder Kl X K2 dem Produktraum Kl X K2 der beiden 
Polyeder Kl und K2 homoomorph ist. Der anschaulichste Fall ist der, 
in dem K2 eine Strecke ist: dann ist Kl X K2 der "Zylinder" tiber 
Kl.l Abgesehen von diesem einfachen Fall werden in diesem Bande 
tibrigens die Produktkomplexe keine Rolle spielen. Jedoch sind sie 
wichtig in der Dimensionstheorie (2. Band) und besonders in der 
Theorie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten (3. Band). Die Be
stimmung der Bettischen Gruppen des Produktkomplexes aus denen 
der beiden Faktoren verdient an sich Interesse; ihre DurchfUhrung fUr 
den Fall endlicher Komplexe bildet den Hauptinhalt dieses Paragraphen 
(Nr. 9, Satz von KUNNETH). 

Der Produktkomplex Kl X K2 ist, auch im Falle simplizialer Kom
plexe Kl und K 2, selbst nicht simplizial, sondern ein Zellenkomplex, 
dessen Zellen im allgemeinen keine Simplexe sind. Wir werden daher 
wesentlich die im Kap. VI, § 1, Nr. 12 konstatierte Tatsache benutzen: 
die orienti~rten Zellen eines Zellenkomplexes sind zur Bildung von 
algebraischen Komplexen, Zyklen, Homologieklassen und Bettischen 
Gruppen ebensogut zu gebrauchen wie die Simplexe eines simplizialen 
Komplexes. 

2. Produkte konvexer Zellen. Wir beginnen mit elementargeome
trischen Bemerkungen. R l , R2 seien Euklidische Raume beliebiger 
Dimension. Wir fassen sie als Koordinatenraume in dem "von ihnen 
"aufgespannten" Raum R3 auf, d. h.: im R3 gibt es ein solches Carte
sisches Koordinatensystem Xl' ... , Xm' Yl' ... , Yn' daB die Xi Koor-

1 Der Zylinder :6: (Kl) in Kap. IV, § 6, Nr. 2 ist eine simpliziale Unter
teilung von Kl X K 2 , und ebenso IIr(K) aus Kap. IV, § 6, Nr. 4, wenn f eine 
isomorphe Abbildung ist. 
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dinaten in R 1 , die Yj Koordinaten in R2 sind. ]edem Punktepaar 
a c R 1 , b C R2 ordnen wir denjenigen Punkt a X b c Ra zu, dessen 
xi-Koordinaten mit denen von a und dessen YrKoordinaten mit denen 
von b iibereinstimmen1 . Durchlauft a eine Menge A, b eine Menge B, 
so bezeichnen wir die von a X b durchlaufene Menge mit A X B; sie 
ist offenbar dem friiher definierten Produktraum von A und B ho
moomorph. 

Wir zahlen jetzt eine Reihe von Tatsachen auf, deren element are 
Beweise wir dem Leser iiberlassen: 

a) Fiir beliebige Mengen A', A" c R 1 , B', B" C R2 gilt 

(A' X B')' (A" X B") = A'· A" X B'· B". 

b) Sind A und B beschrankt und abgeschlossen, so auch A X B. 
c) Liegt A in einer p-dimensionalen, B in einer q-dimensionalen 

Ebene, so liegt A X B in einer (p + q)-dimensionalen Ebene. 
d) A liege in der Ebene R~, die Unterraum von Rl ist, und A' sei 

die Menge der inneren Punkte von A relativ zu Ri; B liege in der 
Ebene R;, die Unterraum von R2 ist, und B' sei die Menge der inneren 
Punkte von B relativ zu R;. Dann ist A' X B' die Menge der inneren 
Punkte von A X B relativ zu Ri X R~. 

e) Sind A und B konvex, so auch A X B. 
Nunmehr folgt: 1st A eine p-dimensionale, Beine q-dimensionale 

konvexe Zelle, so ist A X Beine (p + q)-dimensionale konvexe Zelle. 
Denn nach b) und e) ist A X B beschrankt, abgeschlossen und konvex; 
nach c) liegt die Menge A X B in einer (p + q)-dimensionalen Ebene; 
nach d) besitzt sie relativ zu dieser Ebene innere Punkte, also ist sie 
(p + q)-dimensional; nach d) liegt ferner der Punkt a X b dann und nur 
dann auf dem Rande von A X B, wenn entweder a auf dem Rande 
von A oder b auf dem Rande von B liegt, so daB also nach c) der Rand 
von A X B in einer endlichen Anzahl von (p + q - 1) -dimensionalen 
Ebenen liegt; mithin ist A X Beine Zelle (Anhang II, § 4, Satz I). 

Die soeben festgesetzte Struktur des Randes von A X B laBt sich 
auch so beschreiben: Sind Ai die (p - 1 )-dimensionalen Seiten von A, 
B j die (q -1)-dimensionalen Seiten von B, so sind die Ai X B und die 
A X B j die (p+q-1)-dimens~onalen Seiten von A X B. Da nun die 
niedrigerdimensionalen Seiten einer Zelle die Durchschnitte hoher
dimensionaler Seiten sind, ergibt sich aus a): J ede Seite der Produktzelle 
A X B ist das Produkt einer Seite von A mit einer Seite von B und um
gekehrt. 

3. Produkte Euklidischer Komplexe. ]etzt seien Kl und K2 Eukli
dische Zellenkomplexe in Rl bzw. R z; ihre Zellen (die wir auch als 
Simplexe annehmen diirfen) seienAi bzw.Bi. AusKl =LA i , K 2 = LEi 

i j 

1 In der vektoriellen Schreibweise, die im Anhang II benutzt wird (S. 594), 
hat man a + b statt a X b zu schreiben. 
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folgt K1 X K2 = L (Ai X Ej); also ist K1 X K2 Summe von Zellen. Der 
i, j 

Durchschnitt zweier dieser Zellen ist nach a): (AI X E1) . (A2 X E 2) 
= A1 . A2 X E1 . 132 ; da Xl· A2 und B1· B2 Zellen von K1 bzw. K2 (oder 
leer) sind, ist daher auch (A1 X B1) . (A2xB2) Zelle (evtl. leer). Damit 
ist gezeigt: Das Produkt K1 X K2 der Polyeder K1 und K2 ist selbst in 
Zellen zerlegt, und zwar sind seine Zellen die Produkte der Zellen von K1 
mit den Zellen von K 2; dabei ist, wie oben festgestellt wurde, das Produkt 
einer p-dimensionalen mit einer g-dimensionalen Zelle (p + g)-dimensional. 

Es ist klar, daB K1 X K2 dem im Kap. I definierten Produktraum von 
K1 und K2 homoomorph ist. Ferner ist klar: Sind K~ und K; Zellen
komplexe, die den Komplexen K1 bzw. K2 isomorph sind, so ist die 
Zerlegung von K~ X K~ in die Produkte der Zellen von K~ mit denen 
von K; der obigen Zellenzerlegung von K1 X K2 isomorph. 

4. Produkte absoluter Komplexe. K1 und K2 seien absolute simpli
ziale Komplexe; wir diirfen sie als Euklidische Komplexe in Euklidischen 
Raumen R1, R2 voraussetzen; dann konstruieren wir K1 X K 2. Durch 
die Zerlegung von K1 X K2 in die Produkte der Simplexe von K1 mit 
den en von K2 wird ein Zellenkomplex definiert, dessen kombinatorischer 
Typus offenbar (vgl. die SchluBbemerkung der vorigen Nummer) von 
den speziellen Euklidischen Realisationen von K1 und K2 nicht abhangt. 
Wir nennen ihn den "Produktkomplex" von K1 und K2 und bezeichnen 
ihn mit K1 X K 2 • Er hat, wie wir nach dem Vorstehenden wissen, die 
folgenden Eigenschaften, die allein wir im folgenden benutzen werden: 

Bezeichnen wir die Simplexe von K1 mit I Xi I, die von K2 mit I ~j I ' 
so ist K1 X K2 ein Zellenkomplex, dessen Zellen den Paaren [Xi I, I ~j I 
eineindeutig derart zugeordnet sind, dafj, wenn wir die dem Paar I Xi I, I ~i 1 
zugeordnete Zelle mit 1 Xi I X 1 ~j 1 bezeichnen, die Regeln gelten: 

(1) dim (IXil X I~jl) = dimlxil + diml~il, 
(2) (I Xi 1 X 1 ~j I) . (I Xi' 1 X I ~i' I) = 1 Xi I . I Xi' 1 X 1 ~j 1 . 1 ~i' I· 

Dabei ist fUr die Allgemeingiiltigkeit von (2) die Festsetzung not
wendig, daB eine Produktzelle leer ist, falls ein Faktor leer ist; in (1) 
darf aber keine der Zellen leer sein. 

Wir ziehen sogleich eine Folgerung aus (2) [die man iibrigens auch 
aus Nr. 2 entnehmen k6nnte, was wir aber vermeiden, da alles Weitere 
aus (1) und (2) folgen soIlJ: 1 Xi'I X ~i' ist dann und nur dann Seite 1 

von I xi I X I ~i I, wenn 1 Xi' 1 Seite von Xi und 1 ~j' I Seite von 1 ~i I ist. In 
der Tat: daB I Xi' I X I ~i' I Seite von Xi X 1 ~i 1 ist, ist gleichbedeutend 
mit 

(IXil X I~ij)· (IXi,1 X 1~i'I) = IXi'l X 1~i'I, 
also nach (2) mit 

I Xi' I X I ~i' 1 = I Xi 1 . I Xi' I X I ~j 1 . I ~j' 1 ' 

1 Es sind aueh die uneigentliehen Seiten zugelassen. 
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also mit 

d. h. mit der Tatsache: I Xi' list Seite von I Xi I, I ~j' I Seite von I ~i I· 
Es sei noch bemerkt: die am Anfang dieser N ummer gemachte Voraus

setzung, daB KI und K2 simpliziale Komplexe sind, k6nnten wir durch 
die allgemeinere Annahme ersetzen, daB KI und K2 Zellenkomplexe sind; 
jedoch hatte diese Verallgemeinerung hier keinen praktischen Wert. Die 
Zellen von Kl X K2 sind - auBer den null- und eindimensionalen -
auch bei simplizialen Kl und K2 keine Simplexe. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, fUr endliche Kl und K2 - also 
auch fUr endlichen KI X K2 - die Bettischen Gruppen B' (Kl X K 2) 

aus den Bettischen Gruppen von Kl und K2 zu bestimmen. Als 
Koeffizientenbereich legen wir ® zugrunde. Wir werden zunachst die 
Gruppen L'(K1 xK2), Z'(K1 xK2), Hr(KI X K 2) untersuchen 1 • Es wi't'd 
dabei zweckmaBig sein, auch die Gruppen gemischter Dimension 
B = 1; Br, L = 1;L' usw. zu betrachten. 

r r 
Algebraische Komplexe in Kl bezeichnen wir mit lateinischen, alge-

braische Komplexe in K2 mit griechischen Buchstaben. 
5. Produkte algebraischer Komplexe j die Gruppe L(Kl X K2 ). 

Alie Simplexe Xi' ;j seien orientiert; wir erteilen jetzt auch jeder Zelle 
IXil X I$il eine bestimmte Orientierung (Kap. VI, § 1, Nr. 12), und 
zwar nach einer Regel, die wir in Nr. 6 formulieren werden, und auf 
die es vorlaufig nicht ankommt; die orientierten Zellen nennen wir 
Xi X 1;}. Sie bilden eine Basis in L (Kl X K 2), die algebraischen Kom
plexe in Kl X K2 sind also die Linearformt:;n 1;tii (Xi X ;j). 

Es ist zweckmaBig, noch den Begriff des Produktes algebraischer 
Komplexe einzufUhren: Sind C = 1; ti Xi' r = 1; 7/ 1;j algebraische Kom
plexe in Kl bzw. K 2 , so set zen wir 

C X r = (1;ti Xi) X (1;'z.j 1;j) = 1;t'.1 (Xi X ;j)' 

Man bestatigt leicht die Giiltigkeit der Rechenregel 

(1; arC,) X (~(XI! rl!) = ~ a' (XI! (C, X rl!) 

mit beliebigen ganzen ar, (XI!, worin insbesondere die distributiven Ge
setze enthalten sind: 

(C1 + C2) X r = (C1 X r) + (C 2 X F), 

C X WI + r 2) = (C X r 1) + (C X r 2)· 

Wichtig ist der folgende Satz: 
Sind CI!' e = 1, 2, .""' linear unabhangige Elemente von L(K1) und 

ist ~ (Gil xrl!) = 0, so sind aIle r ll = 0. 
I! 

1 Diese Gruppen beziehen sich auf den Zellenkomplex KI X K 2 ; sie sind 
also gemaB Kap. VI, § 1, Nr. 12 definiert. 
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Beweis. Es sei CIl =~tllixi' rl!=L.Tllj~j; dann ist ~(C!!X ro) 
= ~tl.!iTej (Xi X ~j) = 0, also, da die Xi X ~j eine Basis sind, ~teiT!'i =0 

e, i, i e 
fur allei, i; Multiplikation mitxiundSummation uberiliefert: ~-r:I.!jCo=O, 

Il ~ 

infolge der Unabhangigkeit der Ce ist also Tili = 0 fur aIle e, i und daher 
r ll = 0 fur jedes e. 

Aus diesem Satz folgt der weitere: Sind {Xi}' {Sj} Basen in L (K}) 
bzw. L (K2), so ist {Xi X Sj} eine Basis in L (Kl X K 2) . 

Beweis. Da die xi bzw. ~j line are Verbindungen der Xi bzw. ~ 
sind, sind auch die Xi X ~j lineare Verbindungen der Xi X Sj' folglich 
erzeugen die Xi X Sj die Gruppe L (Kl X K2)' Sie sind unabhangig; 
denn aus 0 = ~ aij (Xi X Sj) = 2: (Xi X L. aij ~) folgt nach dem vorigen 

i j 

Satz: L. aij Sj = 0, also wegen der Unabhangigkeit der Sj auch aij = O. 
Somit bilden die Xi X ~ ein unabhangiges Erzeugendensystem, d. h. eine 
Basis. 

Da die Formel (1) naturlich auch fur algebraische Komplexe gilt, 
laBt sich die Gruppe L (Kl X K 2) in eindeutiger Weise in die Gruppen 
r (K} X K 2) zerlegen. Die Ubertragung der soeben fur L bewiesenen 
Satze auf die einzelnen Gruppen r macht daher keine Schwierigkeit. 

6. Wir treffen jetzt eine Verabredung uber die Wahl der Orien
tierung der Zellen I xi I X I~j I, die bisher willkurlich war. Ais Vor
bereitung beweisen wir: 

Man kann - nachdem die Orientierungen aller Zellen X und ~ von 
Kl bzw. K2 willkiirlich jestgesetzt sind - die Orientierungen aller Zellen 
x X ~ von Kl X K2 so wiihlen, dafJ 

(3) (X7 X ~sr= W X ~8) + (-q (X7 X ~s) 
gilt. 

Beweis. Wir fuhren den Beweis durch vollstandige Induktion in 
bezug auf n = r + s. Zuerst verifiziert man leicht: Die eindimensio
nalen Zellen von Kl X K2 k6nnen so orientiert werden, daB fur sie (3) 
gilt. Dann nehmen wir an, n> 1 sei gegeben, alle Zellen mit r + s 
= n - 1 seien so orientiert, daB (3) gilt, und eine Zelle I xr I X W I mit 
r + s = n sei vorgelegt; wir haben zu zeigen: sie laSt sich so orien
tieren, daB (3) gilt. 

Wir geben vorlaufig der Zelle I xr I X I ~s I noch eine willkurliche 
Orientierung, und bezeichnen die so orientierte Zelle mit In; der -
von der Wahl dieser Orientierung unabhangige - Komplex lin list 
einem (n -1 )-dimensionalen Simplexrand homologie-aquivalent (Kap. VI, 
§ 2, Nr. 7); zn-l sei Basiselement der Gruppe der (n -1)-dimensionalen 
Zyklen von lin/; dann ist in=tZn- 1 ; hierin ist t=±1, da in In 
jedes Simplex offenbar den Koeffizienten ±1 hat. 

~n-l sei der auf der rechten Seite von (3) stehende Komplex; aus 
Nr. 4 geht hervor: ]edes Grundelement von l~n-ll ist (n-1)-dimen-
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sionale Seite von lIn I; da die (n -1)-dimensionalen Seiten der Zelle r 
gerade den Komplex I in I bilden, ist also ~n-l ein algebraischer Komplex 
in I in I. Wir werden nachher zeigen: ~n-l ist Zyklus; nehmen wir dies im 
Augenblick als bewiesen an; dann folgt ~n-l = t zn-l; hierin ist t ~ ±1 , 
da in ~n-l offenbar keine Zelle einen anderen Koeffizienten hat als ±1 . 

Da sowohl in = ±zn-l, als auch ~n-1 = ±zn-l ist, ist somit 
in = ± ~n - 1. J etzt bestimmen wir die Orientierung In von lIn I so, dafJ 

in = +~n-l ist. Dann gilt (3). 
Wir haben nun noch den Beweis der Behauptung nachzutragen: 

~n-1 ist Zyklus. Wir fUhren ihn auf Grund der Induktionsvoraus
setzung; alle (n -1)-dimensionalen Zellen vonKl X K 2 , also insbesondere 
die Zellen von ~n -1, sind so orientiert, daJ3 fUr jede einzelne von ihnen (3) 
gilt. Durch Multiplikation mit Koeffizienten und Addition folgt dann 

(C" X P,),= ((f X P') + (-1)" (C" X ts') 

fUr beliebige Komplexe C", Fs' mit r' + s' = n - 1, also insbesondere 

(iT X ~s)' = (_1)'-1 (iT X ~S), 

(xT X ~s)' = W X ~') , 
also 

Q::n-l = ((-1)'-lW X ~') + (-1rW X ~') = O. 

Damit ist der Satz bewiesen. Wir orientieren nun die Zellen so, 
daJ3 (3) gilt; die genaue Bestimmung des Koeffizienten (-1 r ist iibrigens 
fUr das Folgende nicht wesentlich; wir diirfen ihn immer durch das 
unbestimmte Zeichen ± ersetzen. Wir werden die Formel (3) nicht 
nur fUr Zellen, sondern eben so wie in dem vorstehenden Beweis fUr 
beliebige Komplexe anwenden, also die fiir homogen-dimensionale Kom
plexe giiltige Formel 

(4) (C xF)' = (C xF) ± (C xi'). 
Bemerkung. Sind XT, ~. Euklidische Simplexe in den Ebenen R l , 

R2 (Nr. 2), ist ferner der Schnittpunkt 0 der beiden Ebenen gemein
samer Eckpunkt der Simplexe, und sind die positiven Orientierungen 
durch die Eckpunktreihenfolgen xT = (0 al ••. aT)' ~. = (0 tXI •.• tX.) 
gegeben, so fallt die soeben festgesetzte Orientierung von xT X ~8 mit 
derjenigen zusammen, die durch das orientierte (r + s)-dimensionale 
Teilsimplex (oa l . .. artX1 ... tX.) von xT x~· bewirkt wird. Der Leser 
iiberzeuge sich von der Richtigkeit dieser Behauptung. 

7. Die Gruppen zn (Kl X K2)' Wir ermitteln jetzt die Zyklen in 
K l xK2 • Aus (4) ist ersichtlich: Sind z, 1; Zyklen in KI bzw. K 2 , so 
ist z X 1; Zyklus. Dies sind aber nicht die einzigen Zyklen. 

Wir wahlen in der gemischten Gruppe L (Kl) eine Basis, ahnlich 
der kanonischen Basis aus Kap. V, § 2, Nr. 6, jedoch unter Vernach
lassigung einiger Unterscheidungen, die wir dort gemacht haben: Die 
Zyklen Zi und ui fassen wir jetzt unter dem Namen Zi, die Komplexe 
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'Yi und Vi unter dem Namen Vi zusammen; dann sind die Beziehungen 
(5), (6) aus Kap. V, § 2, Nr. 6 in 

(5) Vi = eizi, ei :> 1, 

zusammenzufassen 1 . Unsere Basis besteht also aus Komplexen von drei 
Arten: Zi' Zi' Vi' In K2 sollen Zj' ej , qJj' Sj die analogen Bedeutungen 
haben wie Zj, Zi' vi' ej in K 1 , so daB also 

(6) q;j = S}!;} , Sj :> 1 
gilt. 

Nach Nr. 5 bilden die Produkte der Elemente dieser beiden Basen 
eine Basis in L (K1 X K 2), die somit aus Komplexen von neun ver
schiedenen Arten - namlich Zi X Zj' Zi X ej , ... , Vi X qJj - besteht. 
Insbesondere ist daher jeder Zyklus aus K1 X K2 line are Verbindung 
dieser Elemente. 

1st ein solcher Zyklus 0 gegeben, so fassen wir vorlaufig einmal 
alle Glieder zusammen, in denen dasselbe Basiselement von L (K1) als 
Faktor auftritt, so daB man die Darstellung 

& = 1: (Z. X (Xi) + 1: (Zi X fli) + 1: (Vi X Yi) 

mit gewissen algebraischen Teilkomplexen (Xi' fli' Yi von K2 hat. 5 = 0 
liefert mit Riicksicht auf (4) und (5) 

1: ±(Zi X eXi) + 1:(Zi X (±Pi + eiYi)) + 1: ±(Vi X Yi) = 0; 

nach Nr. 5 ist der Faktor jedes einzelnen Basiselementes gleich Null, 
also ist ~i = 0, d. h. (Xi Zyklus, und eiYi = ± Pi, d. h. Yi Zyklus und 
Rand oder Randteiler (also Element von H@,m(K2)). 

Daraus sehen wir: Bei der Darstellung von & als lineare Verbin
dung der Basiselemente der neun Arten treten keine Elemente der 
Arten (Zi X Pi)' (Vi X Zj)' (Vi X Ti) auf, und 5 ist daher lineare Ver
bindung der 

(7) Zi X Z}, Zi X ej , ZiX Z}, Zi X ej ; Zi X qJj' Vi X ej • 

Wir k6nnen nun 0 in eindeutiger Weise als Summe & = &1 + &2 derart 
darstellen, daB 01 lineare Verbindung von Basiselementen der ersten 
vier unter (7) aufgezahlten Arten und 

(8) 02 = 1: aij (Zi X qJj) + 1: bi} (Vi X ej ) 

ist. 01 ist Zyklus auf Grund von (4); folglich ist die Bedingung, daB 3 
Zyklus ist, gleichbedeutend mit der Bedingung, daB 32 Zyklus ist. 
Diese Bedingung lautet nach (6) und (5) 

52 = 1: (±aij Sj + bi } ei) (Zi X ej ) = 0 , 

also (vgl. Nr. 5) 
±aij Sj = _bij ei; 

1 Statt ti (im Kap. V) schreiben wir ei' Die Dimensionszahlen deuten wir 
nicht an, da wir die gemischte Gruppe L (K1) betrachten. 

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 20 
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folglich ist notwendigerweise 

mit ganzem cij . 
Nun ist aber 

(Vi X cPj)" = edZi X cPj} ± fj (Vi X Cj ) , 

also 

(9) ~ij = (ej,1 Ei) (Vi X cpj)" = (ei~iEJ) (Zi X cpj) ± (ej~JEJ) (Vi X Cj) 

ein ganzzahliger Zyklus. Folglich ist auch 

38 - J:Cij~ii = J:lfj (Vi XCi) 
i,; i,j 

Zyklus, also sein Rand 
J:lfi ei (Zi XCi) = 0; 

nach Nr. 5 ist daher Ifi ei = 0, mithin Ifi = 0, folglich 

38 = 1;cii ~ij· 
Damit haben wir erkannt: Die Zyklen 

(10) 

erzeugen die Zyklengruppe Z (Kl X K 2). Wir zeigen noch weiter: Die 
Zyklen (lO) bilden eine Basis von Z (Kl X K s), d. h.: sie sind unabhangig. 
In der Tat: 1st eine lineare Verbindung V der Zyklen (10) vorgelegt, 
die Null ist, so driicke man ~ii gemaB (9) durch (Zi X CPj) und (Vi X Cj ) 

aus; dann entsteht eine lineare Verbindung V' der Basiselemente (7), 
die Null ist; nach Nr. 5 sind alle Koeffizienten in V' gleich Null; man 
bestatigt, daB dann auch die Koeffizienten von Vgleich Null sind, denn 
sie sind denen von V tells gleich, tells unterscheiden sie sich von diesen 

e, d EJ urn Faktoren -( -) 0 er -( -')' 
e" EJ ell e" 

Damit haben wir die Elemente von Z (Kl X Ks) ermittelt. Urn nun 
die Zyklen der einzelnen Dimensionen, also eine Basis von Z" (Kl X K 2 ) 

zu erhalten, hat man nur aus (10) die n-dimensionalen Zyklen heraus
zusuchen, was auf Grund von (1) ohne Schwierigkeit geschieht. Das 
Ergebnis ist: Die Zyklen . 

IZi X ZJ, Zi X Cj, zi X Zj, zi X Cj mit r + s = n , 
(10 .. ) «" 1 (r '). 't + + 1 

\!l<ij = -(e e) Vi X CPj ml r s = n 
j, J 

bilden eine Basis vonZ" (Kl X Ks). Man beachte: Die Torsionsgruppen, in 
denen die Zahlen ei und si' falls sie >1 sind, gemaB ihrer Definition als 
Ordnungen zyklischer Untergruppen auftreten, sind die der Dimensionen 
r -1 bzw. s -1; die Summe dieser beiden Dimensionen ist also n - 1 . 

8. Die Gruppen Hft (Kl X K2 ). Urn festzustellen, we1che Zyklen 
von Kl X Ks R1i.nder sind, betrachten wir einen beliebigen Komplex, 
also eine lineare Verbindung der Produkte der Zi' Zi' Vi mit den Zj' 
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1;j' €pj und bilden seinen Rand. Dabei liefem gemaJ3 (4) die Glieder 
mit Zi X Zj' Zi X 1;j' zi X Zj' zi X 1;j keinen Beitrag, und es bleiben die 
Verbindungen der 

Z, X €Pi' Vi X Zj; Zi X €pj' Vi X 1;j; 

zu beriicksichtigen. Es ist 

1:aij (Zi X €pj)'=1:±a ij Ej(Zi X 1;j), 

1: biJ (Vi X Zj)' = 2:, bij e, (Zi X Zj) ; 

1: cij (Zi X €pj)' + 1: dij (Vi X 1;j)' = ~ (±cij Bj + dij ei)(Zi X 1;j) 

= 2:,qiJ(ei' Bj) (Zi X 1;j); 

1:lii(Vi X €Pi)' = 1: Iii (ei' Bj) (I,ii' 

Urn die Gesamtheit alier Rander zu erhalten, hat man die Summe der 
rechten Seiten dieser Ausdriicke mit beliebigen aij , bi}, cii , dii, li j zu 
bilden. Man beachte, daJ3 die Gesamtheit der Zahlen ±cij Bj + dij ei 
mit beliebigen cii , dij dieselbe ist wie die Gesamtheit der Zahlen 
qij (ei' Bj) mit beliebigen qij. Dann sieht man, daJ3 die folgenden Zyklen 
eine Basis de1' Riinde1'g1'uppe bilden: 

(11) 

Sucht man hier gemaJ3 (1) die n-dimensionalen Zyklen heraus, so 
erhalt man als Basis de1' G1'uppe Hn (Kl X K 2) die Zyklen 

{
Bj (Zr X 1;;), ei (z[ X Zj) , (ei' Bj) (zr X 1;;) mit l' + s = n, 

(11n) ()lI'n ( r .). 't + ei, Bj ~ij = Vi X €pj ml l' s = n + 1 . 

Man beachte: Die Dimensionen derTorsionsgruppen, zu denen ei und Bj 
gehCiren (falls sie >1 sind), sind in der ersten Zeile von (11n) l' und s, 
so daJ3 insbesondere die Summe der Dimensionen, zu denen ei und Bj 
in dem Rand (ei' Bj ) (zi X 1;;) gehCiren, gleich n ist; dagegen sind die 
Dimensionen, zu denen ei und Bj in (e" Bj) (I,~j gehoren, l' -1 und s - 1 , 
ihre Summe ist also gleich n - 1 . 

9. Die Gruppen BR (Kl X K2). Der Vergleich der Basen (iOn) und 
(11n) liefert nun sehr leicht die Gruppen Bn(Kl X K2)' Wir erinnem 
zunachst an zwei gruppentheoretische Tatsachen. Erstens: Die 
Gruppe A sei direkte Summe A = 2:,Ae; ihre Untergruppe A' sei 
direkte Summe A' = 2;A~ und es sei A~ Untergruppe von Ae; dann 
ist A - A' F::;j 1: (Ae - A~) (Anhang I, Nr. 16). Zweitens: Sind A, B 

e 
zyklische Gruppen der Ordnungen a bzw. b, so verstehen wir unter 
(A, B) die zyklische Gruppe der Ordnung (a, b); dabei ist a = 0 und. 
b = 0 zugelassen, und es ist (0, m) = m zu setzen; die zyklische Gruppe 
der Ordnung 1 ist die Nullgruppe. Sind nun zwei Gruppen A, B ge
geben und sind A = 2;Ae' B = 2;B" direkte Summenzerlegungen 

20· 
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in zyklsche Untergruppen AI." Ba, so ist die direkte Summe 1:(Aq, B a) 
1.', a 

unabhangig von diesen speziellen Zerlegungen und darf daher mit 
(A, B) bezeichnet werden (Anhang I, Nr. 54). 

Wir wenden die erste dieser Bemerkungen auf A = zn (Kl X K 2) , 
A' = Hn(Kl X K 2) an; die AI.' sind die unendlichen zyklischen Grup
pen, die von den in (iOn) aufgezahlten Elementen erzeugt werden, die 
A~ die von den Elementen (Un) erzeugten Untergruppen der AI.'; dann 
ist Bn (Kl X K 2) R:::! 2: (AI.' - A~). Entsprechend den flinf in (iOn) auf
gezahlten Arten von Elementen haben wir funf Fane von Gruppen AI.' 
und A~ zu betrachten. 

1. Fall: Erzeugendes Element von AI.' istZ; xZj; A~ ist leer; AI.'-A~ 
unendliche zyklische Gruppe; die Anzahl dieser - zum 1. Fall ge
horigen - Gruppen ist, entsprechend der Bedeutung von Z;, Zj, gleich 
~pr (Kl) ps (K2)' r + s = n. Foiglich, unter Benutzung der Bezeich-
r,8 
nung in der zweiten gruppentheoretischen Bemerkung: ~(AI.' - A~) 
FI::i ~ (B~(Kl), B~(K2)). 

r+s=n 
2. Fall: Erzeugendes Element von AI.': Z; XCj; von A~: ej(Z; xCj); 

ist ej = 1, so ist Aq - A~ = 0; ist ej> 1, so ist AI.' - A~ zyklisch 
von der Ordnung ej. Aus der Bedeutung vonZ;, Cj, ej folgt: ~ (AI? -A~) 
FI::i 1; (B~(Kl), TS(K2))· 

r+s=n 
3. Fall: AI.' von z~ xC:' A~ von edz~ xC}) erzeugt; wie im 2. Fall 

folgt: 1;(AI.'-A;)R:::! 1; (T'(K1), B~(K2))· 
r+8=n 

4. Fall: AI.' von z; X Cj, A~ von (ei, ej) (z; X Cj) erzeugt; fur (ei, e;) = 1 
ist AI.' - A~ = 0, sonst zyklisch von der Ordnung (ei, ej). Daher: 
1;(AI.' - A~) FI::i 1;(T'(K1), TS(K2))· 

.+s=n 
5. Fall: AI.' von C£ij, A~ von (ei, ej)C£ij erzeugt; AI.' - A~ = ° flir 

(ei, ej) = 1, sonst zyklisch von der Ordnung (ei, ej). Unter Beachtung 
der Bemerkungen uber die Dimensionen am Ende von Nr. 7 und Nr. 8 
ergibt sich: 1: (AI.' - A~) FI::i 1; (T'(K1), T"(K2))· 

.+s=n-l 
Die Zusammenfassung der flinf Falle liefert flir Bn (Kl X K 2) 

= 1; (AI.' - A~) bei Benutzung der in der zweiten gruppentheore
I.' 

tischen Vorbemerkung genannten Bezeichnung und unter Berucksich-
tigung von Bn (K) FI::i B~ (K) + yn (K) den 

Sa tz von KUNNETH. Die ganzzahligen Bettischen Gruppen eines 
endlichen Produktkomplexes sind mittels der folgenden F ormel durch die 
ganzzahligen Bettischen Gruppen der F aktoren auszudriicken: 

(12) Bn(Kl X K 2) FI::i ~(Br(Kl)' Bn-'(K2)) + 1; (T'(K1), yn-r-l(K2)). 
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Darin ist enthalten: 

(13) 

also 
(13') r(KI X K 2) = L,p'(K1)r-' (K2) . , 

Korollar. Es seien K 1, K 2 , K~, K; endliche Komplexe, und es sei 
K~ mit KI sowie K; mit K2 homologie-iiquivalent (in bezug auf @). Dann 
ist auch K~ X K; mit KI X K2 homologie-iiquivalent (in bezug aUf @, 

also vollstiindig homologie-iiquivalent nach Kap. V, § 4)1. 
Aufgabe. Man ermittle fur den Produktkomplex pn X pn zweier n-dimensio

naler projektiver Raume (Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 7) r-dimensionale 
Homologiebasen in bezug auf ® (Kap. V, § 2, Nr. 7) fur jedes r mit 0 <r< 2n. 

1st KI p-dimensional, K2 q-dimensional, so treten in (12) in der 
erst en Summe nur die r mit n - q < r < p, in der zweiten Summe nur 
die r mit n - q < r ~ p - 1 auf. Daher ist insbesondere 

(14) { 
Bp+q(Kf X Kg) ~ (BP(Kf) , Bq(Kg)) , 

p+q-l (Kf X Kg) .~ (P-l (Kf), yq-l (Kg)). 

10. Produkte geschlossener Komplexe. Aus den Formeln (14) er
gibt sich unter anderem eine Folgerung von prinzipieller Bedeutung: 
Das Produkt geschlossener Komplexe (§ 1) braucht nicht geschlossen zu 
sein; genauer: 

Sind Kf, Kg irreduzibel geschlossen, und sind ihre natiirlichen M 0-

duln ml , m 2 teilerfremd, so ist Kf X Kg azyklisch 2. 
In der Tat ist unter den Voraussetzungen dieses Satzes BP(Kf) = 0, 

Bq(KO = 0, P-I(Kf) zyklisch von der Ordnung m l , Tq-I(Kg) zy
klisch von der Ordnung m2, also nach (14): Bp+q(Kf X Kn = 0 und 
P+q-I(Kf X Kg) = 0; daraus folgt aber nach Kap. V, § 4, Nr. 3, daB 
Kf X Kg keinen von Null verschiedenen (P + q)-dimensionalen Zyklus 
nach irgendeinem Koeffizientenbereich enthalt. 

Wir iiberlassen dem Leser den leicht zu fiihrenden Beweis des fol
genden Gegenstiickes zu dem letzten Satze: 

Sind Kl und K2 irreduzibel geschlossen mit den natiirlichen Moduln 
m1 bzw. m 2 , und ist (m], m2) =l= 1, so ist Kl X K2 irreduzibel geschlossen 
mit dem natiirlichen Modul (ml' m2). 

11. Relativzyklen; ein Beispiel. Den vorstehenden Untersuchun
gen der Zyklen in Kl X K2 lassen sich ahnliche Untersuchungen mit 
ahnlichen Ergebnissen iiber Relativzyklen bis auf einen Teilkomplex 
von Kl X K2 an die Seite stellen. Ohne hieriiber allgemeine Satze 
zu beweisen, zeigen wir an einem Beispiel - welches eine wichtige 

1 Ob ein ahnlicher Satz fUr unendliche Komplexe gilt, ist uns nicht bekannt. 
2 Vgl. Kap. VII, § 1, Nr. 6. 
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Anwendung in der Dimensionstheorie (2. Band) besitzt -, daB der 
Satz aus Nr. 10 sich auf Relativzyklen iibertragen laBt: 

Es seien Mm., Mm. zweidimensionale Mobiussche Bander mod m1 

bzw. modm2 (Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 12); die Komplexe 
in Mm. und Mm., die den a. a. O. als k* und C bezeichneten entspre
chen, heWen jetzt kf und C1 bzw. k: und C2 ; Ci ist also ein zwei
dimensionaler ganzzahliger Relativzyklus bis auf kf (i = 1, 2); die 
Simplexe von Mm. nennen wir Xi' die von Mm. nennen wir ~i' Wir 
behaupten: 

Wenn (ml' m2) =1 ist, so gibt es in Mm. X Mm. keinen von 0 
verschiedenen vierdimensionalen Relativzyklus bis auf 

R = (I kf I X M m,) + (Mm. X I k2* I). 
Beweis. ml , m2 seien beliebig, Z=2tii(XiX~i) =!= 0 sei Relativ

zyklus bis auf R irgendeines Koeffizientenbereiches; es ist 

i = ~tii(ii X ~i) + '2tii (Xi X ~i)' 
Wir nehmen ein festes i; wiirde in ('2 tii Xi)' eine Kante Xl auftreten, 

i 
die nicht zu I kf I gehOrt, so trate die nicht zu R gehOrige Zelle Xl X ~i 

in Z auf, was wegen Iii c R nicht der Fall ist; mithin ist '2rixi Re-
i 

lativzyklus bis auf I kf I, also ist nach Kap. IV, § 5, Nr. 10, tii = ti 
unabhangig von i, und es ist mlti = O. Ebenso folgt: tii = ti ist un
abhangig von i, und es ist m2ti = O. Es ist also tii = t unabhangig 
von i und i, und es ist mI t=m2t=0. Hieraus folgt (pml +qm2)t=O 
mit beliebigen p, q, also (ml' m2) t = O. Aus Z =!= 0 folgt daher 
(ml' m2) > 1, w. z. b. w. 

Dritter Teil. 

Topologische Invarianzsatze und 
anschlieI3ende Begriffsbildungen. 

1. Eine Eigenschaft (;!; topologischer Riiume heiBt eine "topologische 
Invariante", wenn sie mit jedem Raum R, dem sie zukommt, auch 
jedem Raum R' zukommt, welcher mit R homoomorph ist. 

Eine Eigenschaft (;!; von Komplexen heiBt eine "topologische I n
variante", wenn sie mit jedem Euklidischen Komplex K, dem sie zu
kommt, auch jedem Euklidischen Komplex K' zukommt, welcher mit K 
in derfolgenden Beziehung steht : die Polyeder K undK' sind homoomorph. 

Man kann die topologischen Invarianten von Komplexen auch als 
diejenigen topologischen Invarianten Euklidischer Polyeder - also 
spezieller topologischer Raume - charakterisieren, welche zugleich 
Eigenschaften der Simplizialzerlegungen der Polyeder sind. 
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2. Entsprechend der Unterscheidung der "inneren" Eigenschaften 
oder Eigenschaften der "Gestalt" einerseits, den "auBeren" Eigen
schaftenoder Eigenschaften der "Lage" andererseits" (vgl. Einleitung, § 1, 
Nr. 4), unterscheidet man "innere" und "auf3ere" Invarianten. Bei
spiele innerer Invarianten sind: die Kompaktheit (in sich) eines topo
logischen Raumes, die Dimensionszahl und die Struktur der Bettischen 
Gruppen eines Komplexes; ein Beispiel einer auBeren Invariante liefert 
der Jordansche Kurvensatz, wenn man ihn folgendermaBen formuliert: 
"Die Anzahl der Gebiete, in welche die Ebene durch eine beliebige mit 
der Kreislinie homoomorphe Punktmenge zerlegt wird, ist gleich der 
Anzahl der Gebiete, in welche die Kreislinie selbst die Ebene zerlegt -
namlich gleich 2." 

3. Unter den Eigenschaften topologischer Raume, welche innere 
Invarianten sind, gibt es solche, bei welchen die Invarianz bereits un
mittelbar aus ihrer Definition ersichtlich ist, weil in dieser Definition 
nur rein topologische Begriffe wie "Haufungspunkt", "Umgebung" usw. 
auftreten; Beispiele hierfur sind: die Kompaktheit in sich, die Anzahl 
der Komponenten eines Raumes (Kap. I, § 2, Nr. 14). Derartige Be
griffe sind von vornherein "topologisch in varian t definiert". 

Es kommt auch vor, daB die Definition eines BegriHes zwar nicht 
nur von rein topologischen BegriHen Gebrauch macht, daB aber die 
topologische Invarianz doch fast unmittelbar evident ist; ein Beispiel: 
der metrische Raum R gestatte fur jedes e > 0 abgeschlossene endliche 
Uberdeckungen der Ordnung A (Kap. I, § 2, Nr. 13); man sieht sofort, 
daB jeder mit R homoomorphe metrische Raum R' analoge e-Uber
deckungen fUr jedes e > 0 zulaBt. 

Ohne eine strenge Grenze zu ziehen, werden wir auch diese und 
ahnliche Eigenschaften zu denen zahlen, deren topologische Invarianz 
auf der "invarianten Definition" der Eigenschaften beruht. 

Invarianten von Komplexen sowie auf3ere Invarianten topologischer 
Raume sind nur selten invariant definiert; vielmehr mussen gerade 
bei den Beweisen der Invarianz dieser Eigenschaften ernsthafte Schwie
rigkeiten uberwunden werden. 

4. Es gibt hauptsachlich zwei voneinander verschiedene M ethoden 
fur Invarianzbeweise. Die erste ist die "Methode der topologisch in
varianten Charakterisierung"; sie geht folgendermaBen vor: die In
varianz der Eigenschaft @ des Raumes R (oder Komplexes K) solI 
bewiesen werden; man zeigt, daB @ aquivalent mit einer anderen Eigen
schaft @' des Raumes R (bzw. des Polyeders K) ist, welche topologisch 
invariant definiert ist (Nr. 3). 

Die zweite Methode kann man die "Abbildungsmethode" nennen; 
sie laBt sich kurz so andeuten: man unterwirft den Raum Roder das 
Polyeder Keiner topologischen Abbildung f; man beobachtet die Wir
kung, welche f auf die zu untersuchende Eigenschaft @ des Raumes R 
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bzw. der Simplizialzerlegung Khat, d. h. wie sie sich beim Dbergang 
von R zu 1 (R) bzw. von K zu einer Simplizialzerlegung K' des Bildes 
1 (K) andert; indem man benutzt, daB 1 eine eindeutige und stetige 
Umkehrung 1- 1 besitzt, versucht man zu zeigen, daB ~ ungeandert bleibt. 

5. Da es in diesem Buch nicht nur darauf ankommt, die Giiltig
keit von Satzen festzustel1en, sondern auch darauf, die Beweismethoden 
auseinanderzusetzen, werden wir manche der Invarianzsatze nach jeder 
der beiden Methoden beweisen; und zwar werden die Beweise im 
Kap. VIII nach der Abbildungsmethode, in den Kapiteln IX und X fast 
ausschlieBlich durch invariante Charakterisierung gefiihrtl. 

Die "inneren" Invarianzsatze, die wir behandeln, beziehen sich aus
schlieBlich auf Invarianten von Komplexen; es sind dies in erster Linie 
die Dimensionszahl, die Struktur der Bettischen Gruppen, der starke 
und der regulare Zusammenhang (Kap. IV, § 5), und andere. 

An "auBeren" Invarianzsatzen werden zwei dargestellt: 1) die In
varianz der Anzahl der Gebiete, in we1che der Rn durch ein beliebiges 
Kompaktum zerlegt wird - also die starkste Verallgemeinerung des 
Jordanschen Satzes (vgl. Nr. 2); 2) die Invarianz der Offenheit von 
Punktmengen des Rn - gewohnlich als "Gebietsinvarianz" bezeich
net. Beide Satze werden im Kap. X durch invariante Charakterisie
rung bewiesen 2. Eine weitere wichtige auBere Invarianzeigenschaft ist 
im Alexanderschen Dualitatssatz enthalten (Kap. XI, § 4; man beachte 
besonders das Korol1ar II in Nr. 2). 

6. Von den beiden angedeuteten Beweismethoden ist die der in
varianten Charakterisierung die aufschluBreichere; indem man die .A.qui
valenz der als invariant nachzuweisenden Eigenschaft ~ mit einer in
variant definierten Eigenschaft ~' feststellt, lernt man ~ von einer 
neuen Seite kennen. Handelt es sich insbesondere um eine Invariante 
von Komplexen, ist also ~ eine Eigenschaft eines Komplexes K, so 
ist ~' gewohnlich von vornherein als eine so1che Eigenschaft des Poly
eders K erklart, die nichts mit Simplizialzerlegungen zu tun hat und 
die daher sinnvoll auch fUr allgemeinere topologische Raume ist, als 
es die Polyeder sind. So kommt man bei den Invarianzbeweisen fUr 
Komplexe in natiirlicher Weise dazu, die Begriffe der kombinatorischen 
Topologie auf allgemeinere Raume zu iibertragen. Den einfachsten 
derartigen Dbertragungen ist der § 3 des Kap. IX gewidmet. 

1 Die Kapitel VIn und IX sind voneinander vollstandig unabhangig; das 
Kapitel X kniipft an das Kapitel IX an. 

2 Beide Satze lassen sich auch nach der Abbildungsmethode beweisen. Man 
vgl. fiir die Gebietsinvarianz den (zweiten) Beweis von BROUWER: Math. Ann. 
Bd. 72 S. 55, sowie die Note von LERAY: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 200 S. 1082; fiir 
den obigen Satz 2) die Arbeit von FREUDENTHAL: Compos. Math. Bd. 2 S. 163, so
wie dieselbe Note von LERAY. Besonders kurz und elegant sind die von LERAY 
skizzierten Beweise; leider konnten wir sie aus Zeit- und Raummangel nicht 
mehr in das Buch aufnehmen. 
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Achtes Kapitel. 

Simpliziale Approximationen stetiger 
Abbildungen. Stetige Zyklen. 

Die ursprungliche Brouwersche Methode der simplizialen Approxi
mationen - in der einfachen Form, die ihr von ALEXANDER gegeben 
worden ist - wird in diesem Kapitel nicht nur fUr Invarianzbeweise 
innerer Eigenschaften von Komplexen 1 benutzt (s. o. Nr. 1 und 2), 
sondern auch dazu, den Ubergang von simplizialen zu stetigen Ab
bildungen 2 zu vollziehen und damit die Darstellung der Theorie der 
stetigen Abbildungen (Teil IV dieses Bandes) vorzubereiten. 

Die simplizialen Approximationen liefern ferner eine solche Verall
gemeinerung des - bisher rein algebraisch-simplizialen - Begriffes 
des "Zyklus", daJ3 man von "stetigen" Zyklen in einem Polyeder reden 
kann, ohne sich auf simpliziale Zerlegungen des Polyeders zu be
ziehen; dies ist fUr viele Anwendungen - so in der Theorie der Ver
schlingungen (Kap. XI) und der der stetigen Abbildungen (Kap. XII 
bis XIV) - nutzlich. 

Als Hilfsmittel fur die Untersuchung der Homologieeigenschaften 
stetiger Zyklen behandeln wir im § 6 einen Begriff, der auch an sich 
groJ3es Interesse verdient: den von BORSUK eingefUhrten Begriff des 
"Retraktes" . 

§ 1. Simpliziale Abbildungen von Unterteilungen eines Komplexes. 

1. Vorbemerkung. - 2, 3. Unterteilungen und simpliziale Abbildungen. 
Homologietypen. - 4. Die Modifikationssatze. 

§ 2. Der Approximationssatz. 

1. Vorbemerkung. - 2. Definition der simplizialcn Approximation. - 3. Der 
Approximationssatz. 

§ 3. Homotopie- und Homologietypen stetiger Abbildungen. 

1. Homotopietypen oder Abbildungsklassen. - 2. Simpliziale Abbildungen 
in einer beliebigen Abbildungsklasse. - 3. Der Homologietypus einer Ab
bildungsklasse. - 4. Bemerkung iiber verschiedene Koeffizientenbereiche. 

§ 4. Topologische Abbildungen; Invarianzsatze. 

1. Der Produktsatz. - 2. Die Invarianz der DimensionszahL - 3. Der 
Gruppenisomorphismus bei einer topologischen Abbildung. - 4. Die topo
logische Invarianz der Bettischen Gruppen. - 5. Der Gruppenisomorphis
mus bei einer Unterteilung. - 6. Krumme Polyeder, krumme Zyklen; Homo
logieklassen und Bettische Gruppen eines krummen Polyeders. - 7. Die 

1 Die Invarianzbeweise in diesem Kapitel setzen - im Gegensatz zu denen 
im Kap. IX - die im Kap. VI bewiesene Invarianz der Bettischen Gruppen 
bei Unterteilungen nicht voraus. 

2 Es handelt sich urn Abbildungen eines Polyeders in ein beliebiges Polyeder. 
Auf die - sehr leicht zu behandelnden - simplizialen Approximationen stetiger 
Abbildungen eines Polyeders in den R n kommen wir in diesem Kapitel nur gelegent
lich zu sprechen (§ 5, Nr. 10). 
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Invarianz der n-dimensionalen Zyklen in n-dimensionalen Polyedern, der 
geschlossenen und der irreduzibel geschlossenen Komplexe. - 8. Die In
varianz des Homologietypus einer Abbildung. 

§ 5. Stetige Komplexe und Zyklen. 
1. Vorbemerkungen. - 2. Definition stetiger Komplexe; Parameterdarstel
lungen. - 3. Die Homologieklassenstetiger Zyklen. - 4. Stetige Berandung, 
stetige Homologien. - 5 A.quivalenz der beiden Homologiebegriffe. - 6. Ad
dition stetiger Zyklen. - 7. Eine invariante Charakterisierung der Bettischen 
Gruppen. - 8. Homotopie. - 9. Bemerkung. - 10. Simpliziale Approxi
mationen und Homologieklassen stetiger Zyklen im R". 

§ 6. Die Retrakteigenschaft krummer Polyeder; Anwendungen auf Homologien 
stetiger Zyklen. 
1,2. Retrakte. - 3. Polyederals Retrakte. - 4. Die Einbettung von Homologie
klassen und Bettischen Gruppen. - 5. Euklidische Hiillen krummer Polyeder. 

§ 1. Simpliziale Abbildungen von Unterteilungen eines 
Komplexes. 

1. K sei immer ein Euklidischer (endlicher oder unendlicher) Kom
plex. Neben K betrachten wir Unterteilungen von K, die wir gewohn
lich mit K i , K j , ••• bezeichnen; die dabei entstehenden Unterteilungen 
von Teilkomplexen x, e, Z, ••. werden mit Xi' ei , Zi' ••• bzw. Xj' ej , 

Zj' .•• bezeichnet (das Ansetzen eines Indexes an die Bezeichnung 
eines Kompl~xes bedeutet also immer den Ubergang zu der durch 
denselben Index gekennzeichneten Unterteilung von K). Wegen der 
Unterteilung algebraischer Komplexe vgl. man Kap. VI, § 2; dort ist 
unter anderem gezeigt worden (Nr. 2): 1st Z Zyklus, so ist auch Zi 

Zyklus; ist Z ex> 0 in K, so ist auch zi ex> 0 in K i • (Die schwieriger 
beweisbare Umkehrung dieses Satzes [Kap. VI, § 2, Satz VI]: "ist 
zi ex> 0 in K i , so ist Z ex> 0 in K", spielt in diesem Kapitel keine Rolle!.) 

2. Unterteilungen und simpliziale Abbildungen; Homologietypen. 
Es sei ein System U von Unterteilungen von K fest vorgegeben, von 
dem wir nur voraussetzen, daB K selbst zu U gehort. U darf also z. B. 
aus endIich-vielen oder aus allen oder aus den sukzessiven baryzentri
schen Unterteilungen von K - (also der Folge Ki mit Ko = K und 
K i +1 gleich der "eigentlichen" baryzentrischen Unterteilung von K i , 

vgl. Kap. III, § 2, Nr. 3) - bestehen. 
K' sei eben falls ein Euklidischer Komplex. lYu bezeichne die Gesamt

heit aller simplizialen Abbildungen der zu U gehorigen Komplexe in den 
Komplex K'; die Gesamtheit der simplizialen Abbildungen von K in 
K', die wir lYo nennen, ist ein Teil von lYu. Wir werden die in Kap. V, 
§ 1, Nr.8 vorgenommene Klasseneinteilung von lYo nach Homologie
typen - beziiglich beliebig zugrunde gelegter Koeffizientenbereiche 
.s, .s' - zu einer Einteilung von lYu erweitern. 

1 Er wird allerdings fiir den Beweis des Satzes VII aus Kap. VI, § 2, be
nutzt, auf den wir uns in Nr. 3 berufen; jedoch ist der Inhalt dieser Nummer 
fiir die Methode des gegenwartigen Kapitels nicht wesentlich. 
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Ii sei eine simpliziale Abbildung des zu U gehOrigen Komplexes Ki 
in K'; wir ordnen jedem algebraisehen Komplex G aus K den Kom
plex Ii (Ci ) aus K' zu. Diese Zuordnung ist fUr jedes rein Homo
morphismus der Gruppe L~ (K) in die Gruppe L~ (K'); denn es ist 
(C' + G")i = Ci + Ci' und Ii (Ci + Cn = Ii (Ci) + Id Ci') . Da ferner 
(C)i = (Gil" und Ii (Ci ) = [Ii (Gi )]" ist, ergibt sieh, daB dabei aueh die 
Gruppen Z; (K) und H~,3' (K) homomorph in die entspreehenden Grup
pen von K' abgebildet werden, und daB also sehlieBlieh insbesondere 
ein Homomorphismus hli von B~,3' (K) in B~,s' (K') bewirkt wird -
analog wie es in Kap. V, § 1, Nr. 8 festgestellt wurde; analog wie 
fruher (a. a. 0.) definieren wir jetzt: 

Definition. Die Abbildungen Ii und /1 der (zu U gehorigen) Unter
teilungen Ki bzw. K j von K besitzen denselben Homologietypus (be
zuglich 3, S'), wenn sie fUr jedes r denselben Homomorphismus hli = hlf 
von BfJ,s, (K) in B~,S' (K') bewirken, wenn also 

(in bezug auf 3') 

fUr jeden Zyklus z (in bezug auf 0) von K gilt. 
Hierdurch wird offenbar eine Klasseneinteilung von ITu bewirkt, die 

unsere fruhere Einteilung von ITo erweitert. 
Ahnlieh wie fruher sagen wir auch kurz "/'i ex> It statt "Ii und Ij 

haben denselben Homologietypus". 
Bemerkung. Wir haben nur solche Zyklen von Ki und K j herangezogen. 

die Unterteilungen von Zyklen aus K sind; man kiinnte auch beliebige Zyklen 
aus Ki und K j und somit nicht die Homomorphismen von B3.:,,.(K). sondem die 
von B3.;1'(Ki ) und B3,;J,(Kj ) in B;,3,(K') betrachten; auf Grund der Invarianz 
der Bettischen Gruppen bei Unterteilungen sowie der iibrigen Sl1tze aus Kap. VI. 
§ 2. ist es leicht, auch auf Grund dieser Homomorphismen die Menge 1"5u nach 
Homologietypen einzuteilen und zu zeigen. daB diese Einteilung mit der unsrigen 
iibereinstimmt. Jedoch brauchen wir fUr unsere Zwecke dies nicht durchzufiihren; 
vielmehr kommen wir in diesem Kapitel ohne den Satz von der Invarianz der 
B 3,3' (K) bei Unterteilung und die vcrwandten Satze aus. 

3. Der Begriff der "vollstandigen Homologie" zweier Abbildungen 
sowie die Siitze und Beweise aus Kap, V, § 4, Nr. 11-16 uber die 
Bestimmung der vollstandigen Homologie durch die Homologietypen 
bezuglich spezieller Koeffizientenbereiche behalten nach unserer Er
weiterung des Begriffes des Homologietypus unverandert ihre Gultig
keit; man hat bei den Beweisen nur die Tatsache zu berucksiehtigen, 
daB ein Zyklus "erster Art" oder "zweiter Art" von K oder K' bei 
Unterteilung von K bzw. K' ein Zyklus derselben Art bleibt (Kap. VI, 
§ 2, Satz VII). 

4. Die Modifikationssatze. Wir werden jetzt zeigen, daB bei einem 
bestimmten, als "Modifikation" bezeichneten Ubergang von einer sim
plizialen Abbildung eines Komplexes zu einer simplizialen Abbildung 
einer Unterteilung der Homologietypus erhalten bleibt; dies wird eine 
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wichtige Vorbereitung fUr den im nachsten Paragraphen zu behandeln
den Ubergang von simplizialen zu stetigen Abbildungen sein. 

Vorbemerkung. In dieser ganzen Nummer bedeuten K j eine 
Unterteilung von K i , Ij und Ii simpliziale Abbildungen von K j bzw. Ki 
in den Komplex K'. Zugleich bezeichnen Ij und Ii auch die zugehOrigen 
stiickweise attinen Abbildungen de'/' Polyeder K j bzw. Ki in das Polyeder K' 
(vgl. Kap. IV, § 3, Nr. 5). 

Definition. Ij heiBt eine "Modifikation" von Ii' wenn sie fol
gende Eigenschaft hat: 1st a irgendein Eckpunkt von K j und I y' I der 
Trager des Punktes Ii (a) inK', so ist Ij(a) Eckpunkt von I y'l; mitanderen 
Worten: beim Ubergang von Ii zu Ij wird das Bild jedes Eckpunktes 
von K j , und daher das Bild jedes beliebigen Punktes iiberhaupt, nur 
innerhalb seines Tragersimplexes (d. h. des niedrigst-dimensionalen, 
dem es angehort) verschoben. 

Nun lautet der 
Modifikationssa tz: 1st Ij eineModilikation vonli' so hat Ij denselben 

Homologietypus wie Ii (in bezug aul beliebige Koellizientenbereiche ,3, ,3'). 
Dieser Satz ist offenbar in dem folgenden enthalten: Die Abbil

dung Ij von K j sei eine Modifikation der Abbildung Ii von K i ; Ci sei 
ein algebraischer Komplex in K i , Cj seine Unterteilung beim Uber
gang zu K j ; dann ist 
(1) Ij(q = li(Ci), 

Statt dieser Behauptung werden wir gleich eine allgemeinere be
weisen, der ein etwas allgemeinerer Begriff der "Modifikation" zugrunde 
liegt. Wir nehmen an, daB auch von K' gewisse Unterteilungen gegeben 
sind. Ki, Kj seien so1che, und zwar sei Kj Unterteilung vonKi; ferner seien 
Ii' Ij simpliziale Abbildungen von Ki und K j in Kibzw. Kj. Die Abbil
dunglj heiBe eine "allgemeineM odilikation" von Ii , wennsiefolgendeEigen
schaft hat: 1st a irgendein Eckpunkt von Kj und I y' I der Trager von Ii (a) 
in Ki, so ist I/j (a) I Eckpunkt des Komplexes I yj I; es wird also wieder 
das Bild eines Eckpunktes von K j nur innerhalb seines Tragersim
plexes in Ki (das in Kj durch einen Komplex, namlich eine Unter
teilung, ersetzt ist) verschoben. 

Offenbar stimmt im FaIle Ki = Kj = K' der Begriff der allgemeinen 
Modifikation mit dem der "speziellen" Modifikation - wie wir die 
oben zunachst eingefUhrte Modifikation jetzt nennen wollen - iiber
ein; und die Behauptung (1) ist in dem folgenden "allgemeinen 
Modifika tionssa tz" enthalten: 

Ij sei eine allgemeine M odilikation von Ii; Ci sei ein algebraischer 
Komplex in K i , Cj seine Unterteilung beim Obergang zu K j ; dann ist 

(2) Ij(Cj) = (li(Ci))j, 

d. h.: Ij(Cj) ist die beim Obergang von Ki zu Kj entstehende Unterteilung 
von Ii (C i )· (Koeffizientenbereich beliebig.) 
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Beweis durch vollstandige Induktion bezuglich der Dimension n 
von Ci . Fur n = ° ist (2) trivial, da die Unterteilung eines nulldimen
sionalen Komplexes mit dem Komplex selbst identisch ist. (2) sei fur 
die Dimension n - 1 allgemein bewiesen. 

Wir legen zunachst den Koeffizientenbereich @ zugrunde, und 
Ci = xn sei zunachst ein n-dimensionales Simplex von K i . 

Aus der Definition der allgemeinen Modifikation folgt unmittelbar, 
daB die Simplexe von Ij I xi I in Ii (xn) liegen 1. Daraus ergibt sich 
erstens: 1st Ii (xn) = 0, also Ii I xn I hOchstens (n - 1 )-dimensional, so 
gilt dasselbe fur Ijlxjl, mithin ist Ij(xi) = (fi(Xn))j = 0, (2) also 
richtig. Zweitens folgt: 1st Ii (xn) =1= 0, also I Ii (Xn) I = I yn I ein Simplex 
von K~, so ist, wenn wir 

(3) zn = Ij(xi) - y'/ = Ij(xi) - (fi (xn))j 

setzen, Iznl Teilkomplex von I yil· 
Wir bestimmen den Rand von zn; dabei beachte man, daB auf 

Grund von Kap. VI, § 2, Satz I (xi)" = (in)j und (Yi)" = (yn)j ist, 
so daB wir diese Komplexe kurz mit ii und y'j bezeichnen durfen; 
ferner stellen wir fest, daB, da (2) fur den (n -1)-dimensionalen Kom
plex in nach Induktionsvoraussetzung richtig ist, 

(4) Ij (ii) = (f;!in))j 
gilt. Mit Hilfe des 1. Erhaltungssatzes (Kap. IV, § 3, Nr. 7) und der 
Beziehung (4) ergibt sich aus (3) 

zn = IJ(ii) - Yi = (fi(in))j - Yi = (fi(xnr - yn)j' 
und dies ist = 0, da yn = Ii (Xn) ist; folglich ist Zn Zyklus. Da aber, 
wie wir sahen, I Zn I Teilkomplex der Unterteilung I Yi I eines n-dimen
sionalen Simplexes ist, muB zn = ° sein (Kap. IV, § 5, Nr. 12); mithin 
gilt nach (3) die Behauptung (2) fUr den Fall Ci = xn und den Koeffi
zientenbereich @. 

1st S' ein beliebiger Koeffizientenbereich, t c S', I xn I ein Simplex 
von K i , so folgt (2) genau so wie eben fur Ci = t xn , und durch Summa
tion ergibt sich (2) fur jeden Komplex C = ~tk x~. 

§ 2. Der Approximationssatz. 
1. K sei eine simpliziale Zerlegung des endlichen Polyeders K = P. 

Der offene Stern OK (a) eines beliebigen Eckpunktes a von K (Kap. III, 
§ 1, Nr. 7) ist eine in P offene Menge; ein Punkt pcP geh6rt dann 
und nur dann zu OK (a), wenn a Eckpunkt des Tragersimplexes von p 
ist (a. a. 0.); daher gibt es zu jedem p wenigstens einen Eckpunkt a 
mit 0K(a) => p. Mit anderen Worten: Sind a", die Eckpunkte von K, 

1 Die durch Definition III in Kap. III, § 1 fur absolute Euklidische Kom
plexe K eingefiihrte Bedeutung von R wenden wir auch auf algebraische Eukli
dische Komplexe an: ist C ein solcher Komplex, so ist C das Polyeder, dessen 
Simplizialzerlegung I C list. 
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so bilden die OK (ai) eine (offene) Uberdeckung von P. Hieraus folgt 
nach Kap. II, § 3, Satz IV: Es gibt eine positive Zahl 't'mit der Eigen
schalt: iede Teilmenge M von P, deren Durchmesser <'t' ist, ist ganz 
in einem OK (a;.l enthalten; dabei sind die a;. die Eckpunkte einer fest
gewahlten simplizialen Zerlegung von P. 

2. Definition der simplizialen Approximation. K, KI seien simpli
ziale Zerlegungen der Euklidischen (endlichen oder unendlichen) Poly
eder P, P'. I sei eine stetige Abbildung von P in P', cP eine simpli
ziale Abbildung von K in K'. 1 

Definition. cp heiBt eine simpliziale Approximation von I (in 
bezug auf K, K'), wenn fUr jeden Eckpunkt a von K die Beziehung 

(1) f(0K(a)) c OK,(cp(a)) 
besteht. 

Diese Definition wird gerechtfertigt durch den 
Sa tz 1. 1st cp simpliziale Approximation von I (in bezug aul K, K') 

und p irgendein Punkt von P, so enthiilt jedes Simplex von K', das 1(P) 
enthiilt, auch cp (P) . 

Die Behauptung laBt sich offenbar auch so ausdriicken: 
Der Triiger von I (P) in K' enthiilt auch cp (p) . 
Beweis. I x I sei der Trager von p, ale irgendein Eckpunkt von 

Ixl; dann ist pc OK (a;.), also nach (1) 

I (P) C OK' (cp (a;)). 

Demnach ist, wenn das Simplex I x' 1 von KI den Punkt I (P) enthalt, 
cp (a}J Eckpunkt von 1 x' I. Da dies fUr jeden Eckpunkt ale von 1 x 1 gilt 
und da cp simplizial ist, bedeutet das, daB das Bildsimplex cp (I x I) Seite 
von 1 x' 1 (evtl. = 1 Xl I), daB also insbesondere cp (P) c 1 Xl 1 ist. 

Aus diesem Satz ergibt sich unmittelbar ein Zusammenhang zwischen 
simplizialen Approximationen und den im vorigen Paragraphen be
hande1ten "Modifikationen": 

Sat z I a. Kl sei eine U nterteilung von K, I einesimpliziale A bbil
dung von K in K I

, cp eine simpliziale Approximation (in bezug aul 
K 1 , KI) von I. Dann ist cp eine Modilikation von I. 

Denn nach Satz I wird beim Ubergang von t zu cp das Bild jedes 
Eckpunktes von Kl nur innerhalb seines Tragersimplexes verschoben. 

Bemerkung. Aus der Definition der simplizialen Approximation 
ist ersichtlich: ] ede simpliziale A bbildung ist eine simpliziale A pproxi
mation von sich selbst. 

3. Der Approximationssatz. P sei endlich, pI beliebig. Ki (i = 1, 
2, ... ) seien Komplexe, die simpliziale Zerlegungen von P sind und 
fUr die die Simplexdurchmesser mit wachsendem i gegen 0 streben. 
KI ist wie bisher eine teste Zerlegung von pl. 

1 rp bedeutet bald die simpliziale Abbildung des Komplexes K in den Kom
plex K', bald die entsprechende Abbildung des Polyeders R in das Polyeder X' 
(vgl. Kap. IV, § 3, Nr. 5). MiBverstandnisse sind nicht zu erwarten. 
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Satz II. Zu ieder stetigen Abbildung I von Pin P' gibt es lur iedes 
hinreichend grope i eine simpliziale Abbildung, die eine simpliziale Ap
proximation von I in bezug aul K i , K' ist. 

Beweis. Kf sei der Komplex derjenigen Simplexe von K', 
weIche nicht fremd zu der Bildmenge I(P) sind; infolge der 
Endlichkeit von P ist Kf endlich. .,;' sei die gemaB Nr. 1 zu 
der simplizialen Zerlegung K, von Kj gehOrige positive Zahl. In
folge der gleichmaBigen Stetigkeit von I gibt es eine positive Zahl d 
so, daB das Bild jeder Menge, deren Durchmesser <d ist, einen Durch
messer <.,;' hat. Der Index i sei so groB, daB die Simplexdurch-

messer von Ki kleiner als ~, also die Durchmesser der Sterne OK; (a,) 

fiir die Eckpunkte a.< von Ki kleiner als d, also die Durchmesser der 
Bilder I (OKi (a)) kleiner als .,;' sind. Dann gibt es zu jedem a.< einen 
Eckpunkt <p(a.<) in K', so daB (1) fiir a = a;. gilt. Wirhabennurnoch 
zu zeigen, daB eine soIche Eckpunktzuordnung <p (a.<) eine simpliziale 
Abbildung definiert, d. h. daB sie den Eckpunkten eines Simplexes I x I von 
K. stets Eckpunkte eines Simplexes I x' I von K' entsprechen laBt. Aber in 
der Tat: 1st p ein innerer Punkt von I x I, also I x I der Trager von p, 
und a.< irgendein Eckpunkt von lxi, so istpc OK; (a;.), alsonach (1): 
I (P) c OK' (<p (a;.)); das heiBt: ist I (P) c I x' I, so ist <p (aJ,.) Eckpunkt von 
I x' I; dies gilt fiir aIle Eckpunkte a). von I x I, w. z. b. w. 

1m folgenden benutzen wir den Begriff des Abstandes e (I, g) zweier 
Abbildungen I, g von, P in P' (vgl. Kap. I, § 3, Nr. 3): 

e(f,g)=supe(I(jJ),g(jJ)) fiir pCP; 

da P immer als endlich (also kompakt) vorausgesetzt wird, ist e(l, g) 
immer endlich. 

Wir ziehen jetzt auch eine Folge beliebig fein werdender Zerlegun
gen Kj (;' 1 , 2, ... ) von P' heran; dann ergibt sich ohne weiteres der 

Satz III (Approximationssatz). 1st I eine beliebige stetige Ab
bildung des (endlichen) Polyeders P in das (beliebige) Polyeder P' und B 

eine beliebige positive Zahl, so gibt es eine simpliziale Abbildung <p eines 
Ki in einen Kj mit e (I, <p) < B. 

Beweis. i sei so groB, daB in Kj die Simplexdurchmesser <B sind. 
Nach Satz II, angewandt auf Kj statt auf K', gibt es eine simpliziale 
Abbildung <p, die eine Approximation von I in bezug auf K i , Kj ist. 
Nach Satz list e (I, <p) < B. 

§ 3. Homotopie- und Homologietypen stetiger Abbildungen. 

1. Homotopietypen oder Abbildungsklassen. Zwei stetige Abbil
dungen 10' 11 eines topologischen Raumes R in einen metrischen 
Raum R' heiBen einander "homotop", wenn 11 durch eine stetige Ab
anderung aus 10 entsteht (Kap. I, § 3, Nr. 4), wenn es also eine Schar 
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von Abbildungen It, 0 -< t -< 1, von R in R' mit den a. a: O. formu
lierten Eigenschaften gibt, durch die, wie wir auch sagen, 10 in 11 "iiber
gefiihrt" wird. Es ist klar, daB die Homotopiebeziehung reflexiv, sym
metrisch und transitiv ist, daB sie somit eine Klasseneinteilung alier 
stetigen Abbildungen von R in R' bewirkt; man nennt diese Klassen 
meistens kurz "die Abbildungsklassen von R in R"'; statt: ,,/0 und 11 
sind einander homotop" sagen wir auch: ,,/0 und 11 haben denselben 
Homotopietypus" . 

2. Simpliziale Abbildungen in einer beliebigen Abbildungsklasse. 
P sei ein endliches Euklidisches Polyeder; Ki (i = 1, 2, ... ) seien wie 
im § 2 so1che simpliziale Zerlegungen von P, daB die Simplexdurch
messer mit wachsendem i gegen Null streben. K'sei eine feste simpliziale 
Zerlegung eines endlichen oder unendlichen Euklidischen Polyeders P'. 

Die fiir uns im Augenblick wichtigste Eigenschaft der Abbildungs
klassen ist der 

Sat z I. ] ede A bbildungsklasse von P in P' enthiilt simpliziale 
Abbildungen, und zwar liir iedes hinreichend grope i simpliziale Abbil
dungen von Ki in K'. (Die untere Schranke fiir die genannten i hangt 
von der gegebenen Abbildungsklasse ab.) 

Auf Grund des Satzes II aus § 2 ist der Satz I enthalten in dem 
Satz II. ]ede simpliziale Approximation rp einer Abbildung list 

zu I homotop. 
Beweis von II. rp sei eine Approximation von I in bezug auf K 

und K'. Da nach Satz I (§ 2) fiir jeden Punkt pcP die Bilder 1(P) 
und rp (P) einem Simplex von K' angehOren, liegt die Strecke I (P) rp (P) 
in P'. Ist p~ der Punkt, der diese Strecke im Verhaltnis t: (1 - t) teilt, 
so stellt die durch It (P) = p~ erklarte Abbildungsschar die behauptete 
Homotopie zwischen 1=10 und rp = 11 her. (Dabei hat man, urn die 
im Kap. I, § 3, Nr.4 formulierte stetige Abhangigkeit der Schar It 

von t zu erkennen, in den dortigen Bezeichnungen 15 = ~ zu setzen, 
m 

wobei m das Maximum der Simplexdurchmesser von K' ist.) 
Genau so beweist man auf Grund des Approximationssatzes(§ 2), 

wenn wieder die Kj eine beliebig fein werdende Folge von Simplizial
zerlegungen von P' bilden, den 

Satz III. ]ede stetige Abbildung 10 von P in P' lapt sich liir iedes 
positive e durch eine Schar It, 0 -< t -< 1, bei der immer e (/0' It) < e 
bleibt, in eine simpliziale Abbildung 11 (eines Ki in einen Kj) stetig 
iiberliihren. 

3. Der Homologietypus einer Abbildungsklasse. Wir kommen zu 
dem Hauptsatz dieses Paragraphen. Wenn wie im § 1 ein System U 
von Unterteilungen einer Simplizialzerlegung K von P gegeben ist, so 
haben wir die Gesamtheit ~u alier simplizialen Abbildungen der zu U 
geh6rigen Komplexe in eine feste Simplizialzerlegung K' von P' nach 
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zwei verschiedenen Gesichtspunkten in Klassen eingeteilt: erstens im 
§ 1 nach "Homologietypen" (beziiglich gewisser Koeffizientenbereiche 
ZS, ZS'), zweitens so eben, wenn wir die simplizialen Abbildungen als 
spezielle stetige Abbildungen von P in P' auffassen, nach "Homotopie
typen". Wie hangen diese beiden Einteilungen miteinander zusammen? 
Wir werden beweisen, daB niemals eine Homotopieklasse durch die 
Homologieeinteilung zerst6rt wird, sondern daB alIenfalIs mehrere 
Homotopieklassen den gleichen Homologietypus haben. Wenn das ge
zeigt ist, k6nnen wir von dem "Homologietypus einer Abbildungsklasse" 
reden und dann die algebraischen Eigenschaften simplizialer Abbildun
gen auf stetige Abbildungen iibertragen. Dabei haben wir vorlaufig 
diese Homologietypen der Abbildungsklassen von P in P' als abhangig 
von dem System U sowie der Zerlegung K' zu betrachten; erst im 
nachsten Paragraphen werden wir zeigen, daB diese Abhangigkeit tat
sachlich nicht besteht (§ 4, Nr. 8). 

Uber das System U werden wir der Bequemlichkeit halber von 
vornherein die folgenden beiden Annahmen machen: 1) U enthalt zu 
jedem 8 > 0 einen Komplex, dessen Simplexdurchmesser < 8 sind; 
2) alle Komplexe aus U sind miteinander kombinatorisch verwandt 
(Kap. VI, § 2, Nr.1), genauer: sind K i , K j zwei Komplexe aus U, so gibt 
es in U einen Komplex K k, der eine gemeinsame Unterteilung von Ki 
und K j ist. U kann also z. B. aus allen Unterteilungen einer festen 
Simplizialzerlegung K von P bestehen; es geniigt aber auch, die suk
zessiven baryzentrischen Unterteilungen von K zu betrachten 1 . Offen
bar kann man jedes vorgegebene System Uo durch Hinzunahme neuer 
Komplexe zu einem System U erweitern, welches die beiden Voraus
setzungen erfUllt; daher bedeuten die beiden Annahmen keine Ein
schrankung. Kist wieder endlich, K' beliebig. 

Der H au p t sat z lautet also folgenderma13en: 
Sat z IV. Sind die simplizialen A bbildungen Ii und gj der Simplizial

zerlegungen Ki und K j von P in die Simplizialzerlegung K' von P' ein
ander homotop, so sind sie auch einander vollstiindig homolog. 

Beweis. Wir nehmen aus U eine gemeinsame Unterteilung von Ki 
und K j und von dieser eine so feine Zerlegung K k , daB es nach § 2, 
Satz II simpliziale Abbildungen Ik und gk gibt, die simpliziale 
Approximationen von Ii bzw. gj in bezug auf Kk und K' sind. Nach 
§ 3, Satz II sind einerseits Ii und Ik' andererseits gj und gk einander 
homotop; folglich sind, da wir Ii und gj als einander homotop voraus
setzen, auch Ik und gk einander homotop. Andererseits sind nach § 2, 
Satz I a I k und gk Modifikationen von Ii bzw. gj' sie haben also nach 
dem Modifikationssatz (§ 1) die gleichen Homologietypen wie Ii bzw. gj; 
fUr den Beweis des Satzes IV geniigt es daher, zu zeigen, daB die Ab-

1 Aus Kap. III, § 2, Satz IIa folgt, daB in der Folge der sukzessiven bary
zentrischen Unterteilungen die Simplexdurchmesser gegen Null streben. 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 21 
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bildungen tk uud gk' die wir bereits als einander homotop erkannt 
haben, einander homolog sind. Somit diirfen wir im Satz IV von vorn
herein i = i = k setzen; wir lassen diesen gemeinsamen Index der 
Kiirze halber weg, sprechen also einfach von K, t, g. Wir haben dann 
fUr einen beliebigen Zyklus Z aus K zu beweisen, daB 

(1 ) t (z) "'" g (z) 

ist; die Koeffizientenbereiche ~, ~' sind beliebig. 
Die nach Voraussetzung existierende Abbildungsschar ht mit 

o s;;: t -< 1, ho = t, hI = g deuten wir folgendermaBen: Z (P) sei das 
topologischeProdukt (Kap. I, §1, Nr.10) von P mit der durch 0 -< t -< 1 
gegebenen t-Strecke; sind p die Punkte von P, so sind die Punkte von 
Z (P) in eineindeutiger Weise mit (p, t) zu bezeichnen (O-<t-< 1). Durch 
die Festsetzung 

H(p, t) = ht(P) 

ist eine eindeutige stetige Abbildung H von Z (P) in P' erkHirt. 
Eine simpliziale Zerlegung von Z (P) erhalten wir folgendermaBen: 

K o, KI seien zwei mit K isomorphe Komplexe; F sei eine isomorphe 
Abbildung von Ko auf K I ; der Komplex Q = Z (Ko) sei der gemiiB 
Kap. IV, § 6, Nr. 2 konstruierte Zylinder. Dann darf offenbar Q als 
eine simpliziale Zerlegung von Q = Z (P) gedeutet werden. Ko und 
KI = F (Ko) sind Teilkomplexe von Q; die Teilpolyeder Ko und KI 
von Z (P) sind die Mengen der Punkte (p, t) mit t = 0 bzw. t = 1. 
1st zein Zyklus in K, und sind Zo und Zl = F (zo) die ihm in Ko und KI 
entsprechenden Zyklen, so folgt aus Kap. IV, § 6, Nr. 2, Satz I, daB 
Zo "'" Zl in Q ist. 

Nun approximieren wir (gemiiB § 2, Satz II) H durch eine simpli
ziale Abbildung ffJ einer Unterteilung Q. von Q. Die beim Ubergang 
von Q zu Qi entstehenden Unterteilungen von K o, K 1 , zO' Zl seien 
K o., ... , Zli. Da H auf Ko und KI mit ho bzw. hI iibereinstimmt, 
also simplizial ist, ist nach Satz Ia (§ 2) die Abbildung ffJ von Ko. 
und Kli eine Modifikation der Abbildung H von Ko und K 1 ; daher 
ist nach § 1, Nr.4, Gleichung (1): 

(2) 

Andererseits folgt aus ZO""'ZI in Q, daB auch ZOi "'" Zli in Qi ist (Kap. VI, 
§ 2, Satz VI), also nach dem 1. Erhaltungssatz, daB 

(3) ffJ (zOi) "'" ffJ (Zli) in K' 

ist. Aus (2) und (3) folgt 

da aber H auf Ko mit ho = t, auf KI mit hI = g iibereinstimmt, ist 
dies die Behauptung (1). 
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Damit ist der Satz IV bewiesen. Aus ihm zusammen mit der im 
Satz I enthaltenen Tatsache, daB es zu jeder stetigen Abbildung t von 
K = P in K' = P' homotope simpliziale Abbildungen von Unter
teilungen von K in K' gibt, ergibt sich die M6glichkeit der folgenden 

Definition. t sei eine stetige Abbildung von P in P'; K und K' 
seien Simplizialzerlegungen von P und P'; Koetlizientenbereiche 3, 3' 
seien lest gegeben,' dann verstehen wir unter dem "durch I bewirkten Homo
morphismus h'i" (in bezug aul K und K') denjenigen Homomorphismus hi; 
der Gruppe BfMJ' (K) in die Gruppe Bfy,3' (K'), der von den zu t homotopen 
simplizialen Abbildungen Ii von Unterteilungen Ki von K in K' bewirkt 
wird; die Gesamtheit dieser Homomorphismen, r = 0,1, "', bezeichnen 
wir als den "Homologietypus von /". (1m nachsten Paragraphen werden 
wir uns von der Bezugnahme aul K und K' belreien.) 

Auf Grund dieser Definition ist der folgende Satz trivial: 
Alle Abbildungen einer Abbildungsklasse haben denselben Homologie

typus (in bezug aul K und K'). 
Bemerkung. Die Umkehrung hiervon ist nicht richtig; vielmehr 

k6nnen zwei Abbildungen einander vollstandig homolog sein, ohne zu 
derselben Abbildungsklasse zu geh6ren; vgl. Kap. XIII, Anhang. 

4. SchlieBlich stellen wir noch fest, daB die in Kap. V, §4, Nr.11 ff. fiir 
simpliziale Abbildungen bewiesenen Beziehungen zwischen den Homo
logietypen bezuglich verschiedener Koeffizientenbereiche fur stetige Ab
bildungen unveranderte Giiltigkeit behalten; dies ergibt sich unmittel
bar aus der Art und Weise, wie die Homologietypen stetiger Abbil
dungen auf die Homologietypen simplizialer Abbildungen zuruckgefuhrt 
wurden. (Dabei ist - wie Kap. V, § 4 - auch P' als endlich voraus
gesetzt.) 

§ 4. Topologische Abbildungen; Invarianzsatze. 
1. Der Produktsatz. Die Grundlage der nachfolgenden Untersuchung 

topologischer Abbildungen ist eine ebenso wichtige wie plausible Eigen
schaft eindeutiger Abbildungen. Es seien drei Polyeder P, P', P" 
in den Simplizialzerlegungen K, K', K" gegeben; K und K' seien end
lich; t sei eine Abbildung von Pin P', /' eine Abbildung von P' in P"; 
dann ist g = /,1 eine Abbildung von P in P". Wie hangen die am 
SchluB von Nr. 3 des vorigen Paragraphen erklarten Homologietypen 
von t, /', g (in bezug auf K und K' bzw. K' und K" bzw. K und K"), 
also die Homomorphismen hi, h", h; (bezuglich beliebiger Koeffizienten
bereiche 3, ~')l, miteinander zusammen? Die Antwort lautet, wie zu 
erwarten: 
(1) 

1 In diesem ganzen Paragraphen sind ~, ~'beliebig; wir erwahnen die Koeffi
zientenbereiche nicht mehr und schreiben z. B. B' (Kl statt B;, 3' (Kl . 

21* 
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d. h.: fUr jedes Element C c Br (K) gilt 

(1') h;(e)=hl,(h/(el). 

Diese Ta tsache bezeichnen wir als den "P rod u k t sat z " . 
Beweis. Ii sei eine zu I homotope simpliziale Abbildung einer 

Unterteilung K, von K in K', Ii eine zu I' homotope simpliziale Ab
bildung einer Unterteilung Kj von K' in K"; Z sei ein Zyklus in K, 
Zi seine Unterteilung in K i , Ii (Zi) = z', zj die Unterteilung von z' in Kj. 
Es geniigt zu zeigen, daB es eine solche zu g homotope simpliziale Abbil
dung gk einer Unterteilung Kk von Ki in K" gibt, daB, wenn Zk die Unter
teilung von Zi in Kk ist, 

(2) 

gilt; denn ist e die Homologieklasse von z, so ist h~k (e) = h; (e) die 
Homologieklasse von gk (Zk) und h'h' (hli (el) = hI' (h, (el) die Homologie
klasse von Ij(zi) = Ii (Ii (zil) ; also ist die Behauptung (1') in der Tat 
in (2) enthalten. 

Urn (2) zu beweisen, nehmen wir eine solche simpliziale Abbil
dung Ik einer Unterteilung Kk von Ki in Kj, daB Ik eine simpliziale 
Approximation (in bezug auf Kk und Kj) der Abbildung li von KinK' 
ist (§ 2, Satz II); dann ist Ik eine "allgemeine Modifikation" von Ii 
(§ 1, Nr.4); denn ist a irgendein Eckpunkt von Kk und Iy'l der 
Trager des Bildpunktes Ii (a) in Kj, so gehOrt nach Satz I (§ 2) auch 
Ida) dem Simplex Iy'l an, ist also Eckpunkt von Iyjl, und mithin 
ist die simpliziale Abbildung Ik von Kk in Kj eine allgemeine Modifi
kation der simplizialen Abbildung Ii von Ki in K'. Nach dem all
gemeinen Modifikationssatz (§ 1) ist daher 

Idzk) = (f;(zil)j = zj. 
Ausiibung von Ii liefert 
(3) lildzk) = Ii (zj) . 

gk = lilk ist eine simpliziale Abbildung von Kk in K"; da Ii homotop 
zu 1', Ik nach Satz II (§ 3) homotop zu Ii und daher auch zu list, 
laBt sich gk stetig in die Abbildung g = 1'1 iiberfiihren, ist also homotop 
zu g. Foiglich ist in (3) die Behauptung (2) enthalten.-

Aus dem Produktsatz ergibt sich das folgende 
Lemma. Es sei I eine Abbildung von K in K' und I' eine Abbil

dung von K' in K, und es sei 1'1 die identische Abbildung, d. h. 1'1 (P) = P 
lur feden Punkt p von K. Dann ist 

h'i,hj(C) = e 
lur fede r-dimensionale Homologieklasse e von K; r = 0, 1, ... 

Denn da g = 1'1 eine simpliziale Abbildung von K auf sich und da 
hierbei g (x) = x fUr jedes Simplex von K gilt, ist auch h; (e) = e fur 
jede Homologieklasse, und aus dem Produktsatz folgt daher das Lemma. 
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2. Die Invarianz der Dimensionszahl. Der klassische Brouwersche 
Satz von der Invarianz der Dimensionszahl des Euklidischen 
Raumes lautet: 

Satz 1. 1m Rm existiert kein topologisches Bild eines n-dimensionalen 
Simplexes xn mit n > m. 

Er ist offenbar enthalten in dem scharferen 
Sa tz II. 1m Rm existiert kein topologisches Bild eines (n -1)-dimen

simialen Simplexrandes1 in mit n > m. 
Mit anderen Worten: 
Sa tz IIa. 1m ~ existiere ein topologisches Bild des Simplexrandes in. 

Dann ist n s: m. 
Beweis des Satzes IIa. Da es im Rm keinen von Null verschiedenen 

Euklidischen Zyklus mit einer Dimensionszahl r > m - 1 gibt2, genugt 
es,zu zeigen: Unter der Voraussetzung des Satzes IIa gibt es im Rm 
einen von Null verschiedenen (n - 1)-dimensionalen Euklidischen 
Zyklus. Mit anderen Worten: Es gibt einen Euklidischen Komplex K' 
im Rm, dessen (n-1)-te Bettische Gruppe Bn-1(K') =+ ° isP. 

Es sei also t eine topologische Abbildung des Randes in des im 
Euklidischen Raume R~ gelegenen Simplexes xn in den Rm; femer sei 0 

ein innerer Punkt von xn. Die Abbildung 1-1 der abgeschlossenen 
Menge t (in) = $ c Rm auf die Menge in kann man (nach Kap. I, § 6, 
Nr. 10, Zusatz) zu einer eindeutigen und stetigen Abbildung 11 des 
ganzen Rm in den R~ erweitem. Fur hinreichend kleines positives ~ 
ist das Bild 11 (U) der !5-Umgebung U = U ($,15) von $ in R~ - 0 

enthalten. Wir verstehen fur jeden Punkt p c R~ - 0 unter g(P) den 

Schnittpunkt des Strahles op mit X" und setzen g 11 (q) = f' (q) fUr jeden 
Punkt q von U. Dann ist f' eine eindeutige und stetige Abbildung 
von U auf in, und es ist f't(P) = P fur jeden Punkt p von in (denn 
auf $ stimmt f' mit 1-1 iiberein). 

Wir zerlegen den Rm in Simplexe mit Durchmessem <15 und ver
stehen unter K' den Komplex derjenigen unter diesen Simplexen, 
we1che Punkte mit $ gemeinsam haben. Dann ist K' ein Euklidischer 
Komplex, und es ist $ c K' c U. 

Wir wenden das Lemma (Nr. 1) an auf die Abbildung f von in in 
das Polyeder K' und die Abbildung f' von K' in in. Unter 1; verstehen 
wir diejenige Homologieklasse von !in!, we1che den Zyklus in enthhlt. 
Dann ist 1; =+ 0, und da f't die identische Abbildung von !in! auf sich 
ist, ist nach dem Lemma 

hr;-l(hTl(1;)) =+ 0, 

1 Statt fur den Simplexrand [n kann man den Satz II ebensogut fur die mit In 
homoomorphe Sphlire 5 n - 1 aussprechen. 

2 Fur r > mist dies trivial, fur r = m im Kap. IV, § 5, Satz X bewiesen. 
3 Der Koeffizientenbereich ist in diesem Beweis gleichgultig; es ist am be

quemsten, &2 zugrunde zu legen. 
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folglich, da h'f,-l(O) = 0 ist: 
hr1 (C) =l= O. 

Die Bettische Gruppe Bn - 1 (K') enthalt also das von Null verschiedene 
Element hr1 (C). Damit ist der Satz II bewiesen. -

Aus dem Satz I ergibt sich nun weiter die Invarianz der Dimen
sionszahl eines Polyeders: 

Sat z III. Es seien K und K' Euklidische, endliche oder unendliche, 
Komplexe mit den Dimensionszahlen n bzw. n'; die Polyeder K und K' 
seien homoomarph. Dann ist n = n'. 

Beweis. Es genugt zu zeigen, daB n <: n' ist. Es sei I eine topo
logische Abbildung von K auf K' und I xn I ein Simplex von K; unter 
allen Simplexen von K', we1che Trager von Bildpunkten I(P) mit 
pc xn sind, sei Iym I eines mit moglichst groBer Dimensionszahl. Es 
gibt einen inneren Punkt q von ji"', so daB q = I (P), P c xn ist; der 
Punkt p besi tzt eine U mge bung U (rela ti v zu xn), deren Bild I (U) in 
dem offenen Stern 0K,(q) enthalten ist (vgl. Kap. III, § 1, Nr.7). Die 
Dimensionszahl jedes von Iy''' I verschiedenen Simplexes von K', das 
in OK' (q) eintritt, ist >m; aus der Maximaleigenschaft von m folgt 
daher: f(U) C jim. Nun enthalt U gewiB ein n-dimensionales Sim
plex x~; dann ist I (x~) C jim. Daher ist nach Satz I: n <: m, also 
n ::::: n', w. z. b. w. 

3. Der Gruppenisomorphismus bei einer topologischen Abbildung. 
Fur die topologischen Abbildungen von Polyedern gilt der folgende 
"topologische Isomorphiesatz": 

Sa tz IV. 1st I eine topologische Abbildung des endlichen Polyeders P 
au I das endliche Polyeder P' und sind K und K' Simplizialzerlegungen von P 
bzw. P', so sind die dureh I bewirkten Homomorphismen hi isomorphe 
Abbildungen der Gruppen BT(K) auf die Gruppen BT(K'). 

Beweis. Wir set zen P" = P, K" = K, t' = 1-1 und wenden zwei
mal das Lemma aus Nr.1 an. Da g = 1-11 jeden Punkt von P sich 
selbst zuordnet, gilt nach dem Lemma (Nr. 1) fUr jede r-dimensionale 
Homologieklasse C von K: 
(4) hi-,h,' (C) = C. 

Ebenso ordnet g' = It-I jeden Punkt von P' sich selbst zu, und daraus 
folgt analog zu (4) 
(5) hih'i-,(C') = C' 

fur jede r-dimensionale Homologieklasse C' von K'. Aus (4) und (5) er
gibt sich nach einem allgemeinen gruppentheoretischen Satz (An
hang I, Nr. 8), daB hi die Gruppe B'(K) isomorph auf B'(K'), hi-, die 
Gruppe B' (K') isomorph auf Br (K) abbildet. Damit ist die Behaup
tung bewiesen und zugleich der folgende 

Zusatz. Die durch die topologische Abbildung lund ihre Um
kehrung 1-1 bewirkten Isomorphismen hi und hi-l sind Umkehrungen 
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voneinander, d. h. hi-thj ist die Identitat in B'(K), hjh'i-t die 
Identitat in B' (K'). 

4. Die topologische Invarianz der Bettischen Gruppen. Mit dem 
topologischen Isomorphiesatz haben wir die topologische Invarianz 
der Bettischen Gruppen von (endlichen)l Polyedern bewiesen: 
Sind P und P' einander hom60morph, so sind die Bettischen Gruppen 
einer beliebigen Simplizialzerlegung K von P mit den entsprechenden 
Gruppen einer beliebigen Simplizialzerlegung K' von P' isomorph; mit 
anderen Worten: K und K' sind einander vollstandig homologie-aqui
valent. 

Wir k6nnen diesen Isomorphismus auch genau angeben, d. h. wir 
k6nnen die folgende Frage beantworten: Wenn I eine topologische Ab
bildung von P auf P' und l; eine r-dimensionale Homologieklasse 
von Kist, welches ist dann die Homologieklasse hAl;) = (;' von K ', 
die bei dem durch I zwischen B' (K) und B' (K') vermittelten Isomor
phismus der Klasse l; entspricht? Die Antwort lautet: Man ersetze I 
durch eine beliebige zu I homotope simpliziale Abbildung I. einer Unter
teilung Ki von Kin K'; ist z irgendein Zyklus aus (;, Zi seine Unterteilung 
in K., so ist (;' die Homologieklasse, der der Zyklus z' = I. (z.) angehiirt. 

5. Der Gruppenisomorphismus bei einer Unterteilung. Mit der 
topologischen Invarianz haben wir speziell die Invarianz der Bettischen 
Gruppen eines (endlichen) Komplexes gegeniiber Unterteilungen noch 
einmal bewiesen (vgl. Kap. VI, § 2); benutzt haben wir diese letztere 
Tatsache bei unserem topologischen Invarianzbeweis nicht (im Gegen
satz zu den Invarianzbeweisen im Kap. IX). Urn die Invarianz gegen
iiber Unterteilungen als Spezialfall der topologischen Invarianz zu er
kennen, haben wir K als Unterteilung von K' zu wahlen und unter I 
die identische, d. h. jeden Punkt sich selbst zuordnende, Abbildung 
des Polyeders P = K auf das Polyeder P = K' zu verstehen. 

Wir wollen nun feststellen, daB die durch I vermittelte isomorphe 
Beziehung zwischen den Homologieklassen von K und denen von K' 
die folgende natiirliche Zuordnung ist: 1st z' ein Zyklus in K', z seine 
Unterteilung in K, und sind l;, (;' die Homologieklassen von K, K', die 
z bzw. z' enthalten, so ist h,((;) = l;'. Dabei ist I die identische Abbil
dung. 

Urn dies einzusehen, haben wir die am SchluB von Nr. 4 formulierte 
Vorschrift zu befolgen. Wir setzen K. = K und verstehen fUr jeden 
Eckpunkt a von K unter Ii (a) einen Eckpunkt des a tragenden Sim
plexes von K'; dann ergibt sich unsere Behauptung aus den friiheren 
Satzen dieses Kapitels: Die Eckpunktzuordnung I. (a) definiert offenbar 
eine simpliziale Abbildung, die eine simpliziale Approximation (in bezug 
auf K, K') der Identitat list [§ 2, Relation (1)]; Ii ist zu I homotop 

1 Fur unendliche Polyeder wird der Satz im Kap. IX, § 2, Nr. 8-9. be
wiesen werden. 
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(§ 3, Satz II); Ii ist eine Modifikation von I (§ 2, Satz I a), und daraus 
folgt nach dem Modifikationssatz (§ 1), daB li(Zi) = z' gilt, wenn z' 
irgendein Zyklus aus K', Z = Zi seine Unterteilung in K = Ki ist. Folg
lich ist nach Nr. 4 hj(C) diejenige Klasse, die z' enthalt, also hj(C) = C'. 

6. Krumme Polyeder, krumme Zyklen j Homologieklassen und 
Bettische Gruppen eines Polyeders. Die topologische 1nvarianz 
der Bettischen Gruppen konnen wir auch als U nabhiingigkeit der alge
braischen Struktur dieser Gruppen von der zugrunde gelegten simplizialen 
Zerlegung des Polyeders deuten. HierfUr ist es zweckmaBig, die "krum
men Polyeder" (Kap. III, § 4, Nr. 2) heranzuziehen. Wir bedienen uns 
der folgenden Begriffe und Bezeichnungen. 

Q sei ein beliebiges, im allgemeinen krummes, Polyeder. Jede 
"krumme simpliziale Zerlegung" (Kap. III, a. a. 0.) von Q kann man 
sich folgendermaBen gegeben denken: Ein Euklidisches Polyeder K mit 
der simplizialen Zerlegung Kist durch eine Abbildung g; topologisch 
auf Q abgebildet; die dadurch bestimmte krumme Zerlegung von Q 
bezeichnen wir mit (K, g;). Den Eckpunkten aI' a2 , ••• , am von K 
entsprechen gewisse Punkte g; (aI) , g; (a2) , ••• , g; (am) von Q; die Menge 
dieser Punkte g; (ai ) wird zu einem Eckpunktbereich durch die Fest
setzung: die Punkte g; (ai.) , qy (ai,) , ... , g; (aiJ bilden dann und nur dann 
ein Geriist, wenn die Punkte aio ' ai" ... , ai, ein Geriist in dem Kom
plex K bilden; unter dem von den Punkten qy (aie) aufgespannten Sim
plex des so definierten Eckpunktbereiches E' verstehen wir das krumme 
Simplex qy (x), welches das Bild des von den Punkten ail! aufgespannten 
Simplexes oX von Kist. Der Eckpunktbereich E' ist nach seiner Defini
tion mit dem von K erzeugten Eckpunktbereich E (K) isomorph 
(Kap. IV, § 1, Nr. 4, Nr. 5). Wir nennen nun die algebraischen Kom
plexe, Zyklen, Homologieklassen, Bettischen Gruppen von E' die 
"krttmmen" algebraischen Komplexe, Zyklen usw. der krummen Zer
legung (K, q;) und bezeichnen sie mit (C, qy), (z, cp), (C, qy), B'(K, qy). 
Infolge der 1somorphie der Eckpunktbereiche E' und E (K) sind die 
Bettischen Gruppen B' (K, qy) und B' (K) miteinander isomorph. 

1st (K', qy') eine zweite krumme Zerlegung von Q, so ist 1= g;'-l . g; 
eine topologische Abbildung des Polyeders P = K auf das Polyeder 
p' = R' und daher h; eine isomorphe Abbildung von B' (K) auf B' (K') 
oder, was dasselbe ist, von B'(K, qy) auf B'(K', qy'). Bezeichnen wir 
fUr den Augenblick eine Homologieklasse (C, rp) als "aquivalent" mit 
einer Homologieklasse (C', g;') von (K', qy'), wenn sie ihr durch diesen 
1somorphismus zugeordnet ist, so ist dieser Aquivalenzbegriff von vom
herein reflexiv, femer auf Grund des "Zusatzes" aus Nr. 3 symmetrisch 
und nach dem Produktsatz transitiv; er bewirkt daher eine Einteilung 
aller Homologieklassen aller krummen Zerlegungen von Q in "Aqui
valenzklassen", derart, daB in jeder Aquivalenzklasse genau eine Homo
logieklasse jeder krummen Zerlegung enthalten ist. Wir vereinigen nun 
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alle krummen Zyklen aus den in einer Aquivalenzklasse enthaltenen 
Homologieklassen zu einer einzigen groBen Klasse krummer Zyklen, 
ohne Riicksicht auf deren Zugeh6rigkeit zu verschiedenen Zerlegungen 
von Q; dies tun wir fUr jede Aquivalenzklasse. Die entstehenden Klassen 
von krummen Zyklen nennen wir die "Homologieklassen von Q". DaB 
zwei krumme Zyklen (z, cp), (z', cp') derselben Homologieklasse von Q 
angeh6ren, driicken wir auch so aus: 

(6) (z, cp) = (z', cp') in Q. 

Da die eineindeutige Zuordnung der Klassen (C, cp) und der Klassen 
W, cp'), die die Einteilung in Aquivalenzklassen bewirkt, ein 1so
morphismus der Gruppen B' (K) und B' (K') ist, laGt sich die Gruppen
operation dieser Gruppen auf das System der Aquivalenzklassen und 
somit auf das System der Homologieklassen von Q iibertragen; diese 
bilden somit Gruppen, die "Bettischen Gruppen B' (Q) des (krummen) 
Polyeders Q"; daB sie mit den entsprechenden Gruppen B' (K) fUr eine 
beliebige Zerlegung (K, cp) von Q isomorph sind, ergibt sich aus ihrer 
Definition. Damit ist die Aussage, daB die Bettischen Gruppen eines 
Polyeders unabhangig von speziellen Simplizialzerlegungen seien, prazi
siert und bewiesen. 

Alles dies gilt auch in dem Spezialfall, wenn P = Q ein Eukli
disches Polyeder ist. 1st K eine Euklidische Simplizialzerlegung von P, 
so fassen wir K als diejenige "krumme" Zerlegung (K, cp) auf, in der cp 
die identische Abbildung von P = K auf sich ist. 1st K' eine zweite 
Simplizialzerlegung von P, bezeichnen wir die identische Abbildung 
von P = K' mit cp', und sind z, z' Zyklen aus K bzw. K', so schreibt 
man statt einer Homologie (6) zuweilen kurz 

(7) Z <Xl z' in P. 

In diesem Sinne kann man also auch von Homologien zwischen 
Zyklen aus verschiedenen Simplizialzerlegungen eines Polyeders spre
chen. Den geometrischen 1nhalt der Homologie (7) mache man sich 
noch einmal an Hand der allgemeineren, am Ende von Nr. 4 angegebenen 
Vorschrift klar. 

1st insbesondere K eine Unterteilung von K', z' ein Zyklus aus K', 
z seine Unterteilung in K, so ergibt sich aus Nr. 5, daB dann immer (7) 
gilt. 

7. Die Invarianz der n-dimensionalen Zyklen in n-dimensionalen 
Polyedern, der geschlossenen und irreduzibel geschlossenen Komplexe. 
P und P' seien n-dimensionale Polyeder, P sei durch t topologisch 
auf P' abgebildet; dann ist, wenn K, K' Simplizialzerlegungen von 
P und P' sind, h'] eine isomorphe Abbildung von B n (K) auf Bn (K'). 
~un ist aber (Kap. V, § 1, Nr. 6) Bn (K) mit zn (K), Bn (K') mit zn (K') 
identisch, d. h.: jede n-dimensionale Homologieklasse enthalt genau 
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einen Zyklus. Also wird durch I in diesem Faile eine eineindeutige Be
ziehung zwischen den n-dimensionalen Zyklen von K und K' bewirkt. 

Dieser Beziehung zwischen zwei Zyklen entspricht nun eine Be
ziehung zwischen den von ihnen gebildeten Polyedern: 

Sat z V. 1st bei der topologischen A bbildung I des n-dimensionalen 
Polyeders Paul das Polyeder P' dem n-dimensionalen Zyklus zeiner 
Simplizialzerlegung K von P der Z yklus z' = hi (z) der Simplizialzerlegung 
K' von P' zugeordnet, so ist auch 

? = I(z), 

d. h. die durch I gelielerte Bildmenge von z ist mit ? identisch. 
B eweis. 1st Kj irgendeine Unterteilung von K ' , Zj die Unter

teilung von z' in Kj, und bezeichnet cp' die jeden Punkt sich selbst 
zuordnende Abbildung von K' auf Kj, so ist der Inhalt von Nr. 5 
identisch mit der Aussage: h;, (z') = z;; ferner ist definitionsgemaB 
hj(z) = z', also nach dem Produktsatz h;,t(z) = zj (wir haben in den 
Homomorphismen die n-dimensionalen Homologieklassen bereits durch 
die einzigen in ihnen enthaltenen Zyklen ersetzt). Die letzte Relation 
besagt: 1st Ii irgendeine zu cp'l = I homotope simpliziale Abbildung einer 
Unterteilung Ki von K in Kj und zi die Unterteilung von z in Ki , so ist 

(8) li(Zi) =zj. 

Gabe es nun einen Punkt p' c ? = Zj, der nicht zu I (z) gehOrte, 
so hatte er von I (z) eine positive Entfernung und daher konnte man 
(nach § 3, Satz III) K i , Kj und eine zu I homotope simpliziale Ab
bildung Ii von Ki in Kj so wahlen, daB p' auch nicht zu Ii (z) = Ii (Z;) 
gehOrte; dann miiBte jedes Grundsimplex I x' I von I zj I, dem p' an
gehOrt, in Ii (Zi) mit dem Koeffizienten Null auftreten - entgegen (8). 

Da ein derartiger Punkt p' somit nicht existiert, ist ? c I(z). 
Ebenso beweist man - unter Beriicksichtigung der Symmetrie des 
Entsprechens von z und z' -, daB z c 1- 1 (?) ist; hieraus folgt durch 
Ausiibung der topologischen Abbildung I die Inklusion I(z) c? Folg
lich ist I (z) = ? 

Wir konnen den somit bewiesenen Satz auch so aussprechen: Die 
Eigenschalt einer Teilmenge eines n-dimensionalen Polyeders, die Ver
einigungsmenge der Elemente eines n-dimensionalen Zyklus (d. h. eine 
Menge Zn) zu sein, ist unabhangig von Simplizialzerlegungen von P. 

Hierin ist insbesondere die Invarianz des geschlossenen Komplexes 
(Kap. VII, § 1) enthalten: 1st K geschlossen, so gibt es einen Zyklus z 
(in bezug auf einen geeigneten Koeffizientenbereich) mit I z I = K, also 
z = K; ist K' mit K homoomorph, so gibt es daher nach dem eben 
Bewiesenen einen Zyklus z' mit? = K', also I z' I = K'; dies bedeutet: 
auch K' ist geschlossen. 

Ferner ergibt sich die Invarianz des irreduzibel geschlossenen Kom
plexes (Kap. VII, § 1): Denn ist der n-dimensionale geschlossene Kom-
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plex K nicht irreduzibel geschlossen, so gibt es einen n-dimensionalen 
echten Teilkomplex K1 = I Z11, wobei Zl Zyklus ist, K enthalt also 
eine echte Teilmenge ~; die Eigenschaft, eine so1che Teilmenge zu 
besitzen, kommt aber nach dem Vorstehenden dann auch dem n-dimen
sionalen Komplex K' zu, wenn K' mit .K homoomorph ist. 

DaB schlieBlich auch der "natiirliche Modul" (Kap. VII, § 1) eines 
irreduzibel geschlossenen Komplexes topologisch invariant ist, ergibt 
sich aus der Invarianz der Bettischen Gruppen. Daher ist insbesondere 
auch die Eigenschaft eines Komplexes, "einfach geschlossen" (Kap. VII, 
§ 1) zu sein, topologisch invariant. 

Auf Grund dieser Invarianzsatze diirfen wir von geschlossenen und 
irreduzibel geschlossenen Polyedern sowie deren natiirlichen Moduln 
sprechen. 

8. Die Invarianz des Homologietypus einer Abbildung. Wir werden 
jetzt zeigen, daB der Homologietypus einer Abbildung des Polyeders P 
in das Polyeder P', der in bezug auf Simplizialzerlegungen K und K' 
von P und P' erklart ist, tatsachlich von diesen Zerlegungen unabhangig 
ist. Zunachst miissen wir diese Aussage aber prazisieren, und wir tun 
dies auf Grund der in Nr. 6 eingefUhrten "Aquivalenz" von Homologie
klassen verschiedener Zerlegungen eines Polyeders, auf der der Begriff 
der "Homologieklassen des Polyeders" beruht. Dabei werden wir wieder 
krumme Polyeder betrachten, die ja die gewohnlichen, Euklidischen 
Polyeder umfassen. 

Es seien also Q, Q' zwei krumme Polyeder, und Q sei durch lP in Q' 
abgebildet. Sind (K, cp), (K', cp') Zerlegungen von Q bzw. Q', so ist 
damit eine Abbildung 
(9) F = cp'-1 lPcp 

von .K in K' gegeben; ihr Homologietypus ist fUr jede Dimension r 
durch den Homomorphismus h'j" gegeben, der vermoge 

(10) h'j,,(C) = C' 
jeder Homologieklasse C von K eine Homologieklasse C' von K' zu
ordnet. 

Sind (K1' CP1)' (Ki, cpi) zwei beliebige andere Zerlegungen von Q 
und Q', so vermittelt lP die Abbildung 

(11) 

von .K1 in K~; sie bewirkt den Homomorphismus 

(12) 

wobei C1 eine Homologieklasse von K 1 , Ci eme Homologieklasse von 
Ki ist. 

Unsere Behauptung, daB der Homologietypus von lP unabhangig 
von den zugrunde gelegten Zerlegungen sei, lautet nun prazisiert, unter 
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Benutzung der in Nr. 6 eingefUhrten Bezeichnung, so: 1st ('1' qJI) mit 
(', qJ) iiquivalent, so ist auch ('~. qJ~) mit (C qJ') aquivalent. Sie Hi.Bt 
sich auch folgendermaBen ausdriicken: Sind 

(13 ) 

die durch Q und Q' vermitteIten topologischen Abbildungen von K 
auf KI bzw. von K' auf K~ und hI' hI' die durch lund f' bewirkten 
isomorphen Abbildungen von B' (K) auf B' (KI) bzw. von B' (K') auf 
B' (Ki) , so entsteht h"p, aus h"p, indem man die Gruppen Br (K) und 
B' (K') mittels der Isomorphismen hI und hj. in die Gruppen B' (KI) 
und B' (Ki) transformiert; d. h es ist 

(14) 

fUr jede Homologieklasse , von K. 
Die Richtigkeit von (14) aber ergibt sich unmittelbar aus dem Pro

duktsatz (Nr. 1), wenn man F, F I , I, f' durch die in (9), (11), (13) an
gegebenen Ausdriicke ersetzt. 

Die somit bewiesene Behauptung, daB aus der Aquivalenz von 
(C qJ) und ('1' q;1) die Aquivalenz von (C q;') und ('~, q;i) folgt, laBt 
sich offen bar folgendermaBen deuten: Die Homomorphismen h"p, h"p" ... 
ordnen samtIich einer gegebenen Aquivalenzklasse von Homologie
klassen C '1' ... , also einer gegebenen Homologieklasse von Q, die
selbe Aquivalenzklasse von Homologieklassen C 'i, ... , also dieselbe 
Homologieklasse von Q' zu; so entsteht eine homomorphe Abbildung 
hif, von B' (Q) in B' (Q'). Die Gesamtheit dieser Homomorphismen 
(r = 0, 1, ., .) bildet den Homologietypus der Abbildung $ von Q 
in Q', ohne Bezugnahme auf spezielle Simplizialzerlegungen. 

§ 5. Stetige Komplexe und Zyklen. 

1. Ein Zyklus ist gemaB seiner Definition ein spezieller algebraischer 
Teilkomplex 1 eines absoluten Komplexes K. Diese Zyklen besitzen 
jedoch nicht den Grad der Allgemeinheit, der fUr manche Zwecke er
wiinscht ist. Man denke an den iiblichen Begriff des "geschlossenen 
Weges" auf einer Flache, wie man ihn z. B. in der Funktionentheorie 
benutzt und der den ersten AnstoB zur Definition des "Zyklus" ge
geben hat: Unter einem geschlossenen Wege versteht man das eindeutige 
und stetige Bild einer Kreislinie, und zwar nicht nur als Punktmenge, 
sondern unter Beachtung der durch die Abbildung gegebenen Beziehung 
auf die Kreislinie. Man kann einen geschlossenen Weg - d. h. die ihn 
definierende Abbildung der Kreislinie - stetig abandern, und er bleibt 
dabei immer ein geschlossener Weg; ein ahnliches stetiges Operieren 

1 Auch in diesem Paragraphen setzen wir beliebige Koeffizientenbereiche 
S, S' als fest gegeben voraus. 
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im Bereich un serer Zyklen - auch bei ausdriicklicher Zulassung der 
"krummen" Zyklen (§ 4) - ist unmoglich. 

Wir werden nun, indem wir den Begriff des geschlossenen Weges 
als Vorbild benutzen, "stetige Zyklen" in einem Polyeder definieren, 
die die krummen Zyklen sowie die geschlossenen Wege umfassen, und 
die einerseits die Elastizitat der geschlossenen Wege besitzen, wahrend 
andererseits die Homologiebegriffe unserer bisherigen Zyklen auf sie 
iibertragen werden konnen. 

2. Definition stetiger Komplexe j Parameterdarstellungen. Wir be
ginnen mit der Erklarung der "Parameterdarstellung eines stetigen 
r-dimensionalen Komplexes" in dem Polyeder Q: sie ist der Inbegriff 
zweier Bestandteile, namlich erstens eines algebraischen r-dimensionalen 
Euklidischen Komplexes e, zweitens einer eindeutigen und stetigen Ab
bildung cp von 1 C in Q; wir bezeichnen sie durch [cp (e)]. J etzt erklaren 
wir, wann zwei Parameterdarstellungen [cp(e)] , [cpt (C)] "aquivalent" 
sind oder denselben "stetigen Komplex" darsteIlen; die Bedingung 
lautet: I e I und I C I sind isomorph, und zwar gibt es eine soIche iso
morphe Abbildung T von Ie! auf I C I, daB erstens C = T (e) ist, und 
daB zweitens die durch T bestimmte simpliziale Abbildung l' von C 
auf (;' zwischen q' und cpt die Beziehung 

herstellt. 
cp=q/T 

Es ist klar, daB dieser Aquivalenzbegriff reflexiv, symmetrisch und 
transitiv ist und daher aIle moglichen Parameterdarstellungen in zu
einander fremde Klassen einteilt; jede derartige Klasse Q: nennen wir 
einen "stetigen (algebraischen) Komplex" 2; ist [cp (e)] eine Parameter
darstellung von Q:, so schreiben wir gewohnlich kurz: Q: = [cp(e)]. 

1st Q: in einer bestimmten Parameterdarstellung [cp (e)] gegeben, so 
kann man durch eine "Parametertransformation" T zu anderen Para
meterdarstellungen iibergehen; die Freiheit, die man dabei in der Wahl 
von T und in der Wahl des neuen "Parameterraumes" C hat, hat ins
besondere zur Folge: Sind Q:l' Q:2 zwei stetige Komplexe in Q, so kann 
man ihre Parameterraume (;1' (;2 stets so wahlen, dafJ sie zueinander 
fremd sind. 

1st (K, cp) eine krumme Zerlegung von Q und (e, cp) ein algebraischer 
Komplex dieser Zerlegung (vgl. § 4, Nr. 6), so ist dieser krumme Kom
plex ein spezieller stetiger Komplex: wir setzen einfach [cp (e)] = (G. cp); 
dies ist moglich, denn die auf R erklarte topologische Abbildung cp 
bildet ja zugleich C in Q abo 

Ein stetiger Komplex [cp (e)] heiBt "simplizial" (in bezug auf die 
simpliziale Zerlegung K von Q), wenn cp eine simpliziale Abbildung 
von I e I in Kist. 

1 Man beachte die FuBnote auf S. 317. 
2 Das Beiwort "algebraisch" lassen wir gewohnlich weg. 
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Insbesondere laBt sich jeder algebraische Komplex G der sim
plizialen Zedegung K des Euklidischen Polyeders R = Q als Spezialfall 
eines stetigen Komplexes auffassen: namlich als [w (G)], wobei w die 
Abbildung von C in K bedeutet, die jeden Punkt sich selbst zuordnet. 

Man beachte: wenn cp eine simpliziale Abbildung eines algebraischen 
Komplexes G in den Komplex K und cp(G) = C ist, so ist [w(C)] im 
allgemeinen nicht gleich [cp (G)]. (I C I und I G I sind j a im allgemeinen 
nicht einmal isomorph.) 

1st GI eine Unterteilung von G und CPI eine simpliziale Approxima
tion der stetigen Abbildung cp von C (in bezug auf I GIl und die Zer
legung K von Q), so heiBt der simpliziale stetige Komplex [CPI (GI )] 

eine "simpliziale Approximation" des stetigen Komplexes [cp (G)]. 
Das stetige Bild eines stetigen Komplexes ist wieder ein stetiger 

Komplex: 1st Q: = [cp(G)] stetiger Komplex in Q, g eine stetige Ab
bildung von Q in Q', so ist Q:' = g (Q:) = [gcp (G)] stetiger Komplex in Q'. 

cp (G) heiBt ein "stetiger Zyklus", wenn G Zyklus ist. 

3. Die Homologieklassen stetiger Zyklen. ~ = [cp (z)] sei ein stetiger 
Zyklus in Q; durch die Abbildung cp von z in Q wird gemaB § 4, Nr. 8, 
der - nur den einen Zyklus z enthaItenden - Homologieklasse Z 
von z eine bestimmte Homologieklasse h~ (Z) von Q zugeordnet; ist 
[cp' (z')] eine zweite Parameterdarstellung von ~ und ist T die zugehorige 
Parametertransformation, so folgt aus z' = T (z) und cp' = cp'I-I, daB 
h~, (Z') = h~,hT (Z) = h~ (Z) ist, wobei Z' die nur aus z' bestehende 
Homologieklasse von I z' ~ ist. Somit wird dem stetigen Zyklus 5 unab
hiingig von speziellen Parameterdarstellungen eine bestimmte Homologie
klasse von Q zugeordnet. Wir sagen, da(:J 5 dieser Klasse angehort; ist ~ 

speziell, in dem vorhin besprochenen Sinne, ein krummer Zyklus aus 
einer Zedegung von Q, so stimmt diese Klasse, wie aus den Defini
tionen unmittelbar hervorgeht, mit der Homologieklasse iiberein, in der 
er sich gemaB § 4, Nr. 6, befindet. 

Somit konnen wir die Homologieklassen von Q, die nach ihrer im 
§ 4 gegebenen Definition aus krummen Zyklen von Zedegungen von Q 
bestanden, jetzt auch als aus allen stetigen Zyklen bestehend annehmen. 
Der Sinn der Aussagen 

~=O, 

fUr stetige Zyklen ist klar: die erste bedeutet, daB die ~ enthaItende 
Klasse das Nullelement der Gruppe B r (Q) ist, die zweite, daB sich ~l 

und ~2 in derselben Klasse befinden. 
1st K eine simpliziale Zedegung von Q, so ist, wie sich aus den 

Definitionen ergibt, die Homologieklasse von ~ = [cp (z)] folgendermaBen 
zu bestimmen: 

Zl sei eine Unterteilung von z, CPI eine simpliziale Abbildung von 
I zll in K, die mit cp homotop ist, also z. B. eine simpliziale Approxima-
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tion von ep in bezug aut I zll und K; ist dann z' = CPl (z.), so ist ~ in 
derselben H omologieklasse wie z'. 

Hierin ist enthalten: 1st z' ein gegebener Zyklus von K, und be
zeichnen wir ihn, wenn wir ihn gemaB Nr. 2 als stetigen Zyklus [w (z')] 
auffassen (wobei also w die identische Abbildung ist) , mit ~, so ist 3 
in der Homologieklasse von z' (dennw ist eine simpliziale Approxima
tion von sich selbst). 

4. Stetige Berandung; stetige Homologien. Wir haben die Homo
logiebegriffe mittels simplizialer Approximationen von den algebraischen 
Zyklen der Simplizialzerlegungen des Polyeders Q auf die stetigen 
Zyklen iibertragen. Es liegt jedoch eigentlich nilier, die Homologie
beziehungen fUr die stetigen Zyklen nicht auf dem Umweg iiber 
(krumme) Simplizialzerlegungen von Q, sondern auf einem direkten 
Wege zu definieren: Als "Rand" <t des stetigen Komplexes ~ = [ep (C)] 
bezeichnen wir den stetigen Zyklus ~ = [ep(C)]; daB <t von der Para
meterdarstellung von ~ nicht abhangt, ist wieder unmittelbar klar. 

Gibt es zu 3 einen ~ mit <t = 3, so sagen wir: ,,~ berandet stetig 
(in Q)" oder: ,,~ ist stetig homolog Null", und wir schreiben: 

(1 ) 3~O. 

Wir verallgemeinern diese Definition: Zwei stetige Zyklen 31' 32 heiBen 
"einander stetig homolog", wenn es einen Komplex L, in ihm zwei einander 
homologe Zyklen ZI' Z2, und wenn es eine soIche Abbildung ep von I 
in das Polyeder Q gibt, daB 31 = [ep (ZI)], 32 = [ep (Z2)] ist; wir schreiben: 

(2) 31";" 32' 
Wir behaupten, daB die durch (2) definierte Beziehung symmetrisch, re
flexiv, transitiv ist, d. h. daB die folgenden drei Regeln (3), (4), (5) gelten: 

(3) 

(4) 

(5) 

aus 

3";" 3; 

aus 31 c: 32' ~2 c: 33 folgt 31 c: 33' 
Die Giiltigkeit von (3) und (4) ist klar. 
Beweis von (5): Es sei 31 c: 32 und 32 ~ 33; dann gibt es algebraische 

Komplexe Cu , C23 (die in zueinander fremden absoluten Komplexen 
Lu bzw. LS3 liegen) und Abbildungen ep, "p von C12 bzw. CS3 in Q, 
so daB Cu = ZI - Z2' C23 = z~ - Z3' 

31 = [ep(ZI)]' 32 = [ep(zs)] = ['11'(4)], 33 = ["P(Z3)] 
ist. Dabei sind Zs und 4 einander isomorph und [ep (Z2)J, ["p (4)J ver
schiedene Parameterdarstellungen von 32' Infolge der lsomorphie zwi
schen Z2 und 4 besteht ein Homoomorphismus zwischen Z2 und z~; wir 
identifizieren je zwei hierbei einander entsprechende Punkte, wir heften 
also C12 und C23 langs Z2 bzw. z~ zusammen 1; es entsteht ein Polyeder P. 

1 Vgl. Kap. I, § 5, Nr. 3. 
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Wir verstehen unter X diejenige Abbildung von P in Q, die auf C12 

mit rp, auf C23 mit "p iibereinstimmt; daB X auf .2'2 = z; eindeutig ist, 
folgt daraus, daB [rp (Z2)J und ["p (4)J Parameterdarstellungen desselben 
stetigen Zyklus ~2 sind. Nun verstehen wir weiter unter C13 den Kom
plex C12 + C23 (nach Vornahme der Zusammenheftung1); dann ist 

C13 = ZI - Z2 + z; - Z3 = ZI - Z3' und daher ist 31 c;" 33' denn [x(ZI)], 
[X (Z3)J sind ja Parameterdarstellungen von ~1 bzw. 33' 

5. Aquivalenz der beiden Homologiebegriffe. Auf Grund der 
Regeln (3), (4), (5) wird durch die Beziehung (2) eine Klasseneinteilung 
der stetigen Zyklen bewirkt; wir nennen diese Klassen die "stetigen 
Homologieklassen" des Polyeders Q. Diese Klasseneinteilung liefert aber 
gegeniiber unserer friiheren Betrachtungen (Nr. 3) niehts Neues; denn 
es gilt der folgende 

Satz I. Zwei stetige Zyklen des Polyeders Q sind einander dann und 
nur dann stetig homolog, wenn sie derselben Homologieklasse (im Sinne 
von Nr. 3) angehOren. 

Wir zerlegen den Satz in zwei Teile: 

Satz la. Aus ~1 c;" 32 folgt 31 (Xl 32' 
Satz lb. Aus 31 (Xl 32 folgt 31 c;" 32' 
Beweis des Satzes la. Es sei 31';' 32; dann gibt es einen Kom

plex L, in ihrn einen algebraischen Komplex C mit C = ZI - Z2' und 
eine Abbildung rp von I in Q mit [rp (ZI}J = ~1' [rp (Z2)J = 32' Es sei K 
eine Simplizialzerlegung2 von Q und rp' eine mit rp homotope simpliziale 
Abbildung einer Unterteilung L' von L in K; dann ist, wenn wir unter 
C', z~, z; die beim Obergang von L zu L' aus C, ZI' Z2 entstehenden 
Komplexe verstehen, rp' (z~) - cp' (z;) = (rp (C'))" (Xl 0 in K; dies be
deutet aber: 31 (Xl 32 (vgl. Nr. 3). 

Dem Beweis des Satzes I b schicken wir zwei Hilfssatze voraus: 
Hilfssatz 1. Es sei 3 = [rp(z)J ein stetiger Zyklus in dem Poly

eder K und rp' eine solche simpliziale Abbildung der Unterteilung z' 

1 Wir nehmen dabei an: Die Simplizialzerlegungen I Cui, I C23 1 von e12 bzw. 
C23 ergeben zusammen eine solche Simplizialzerlegung I C13 1 von P, daB die Teil
komplexe I Cui und I Cui nur solche Simplexe gemeinsam haben, welche dem 
Komplex I z21 = I ~ I angehoren. Diese Annahme ist berechtigt, falls der folgende 
Tatbestand vorliegt: Jedes'Simplex von ICul bzw. IC23 1, dessen Eckpunkte zu 
I z21 = I %, I gehiiren, ist ein Simplex von I z21 = I ~ I; falls dies nicht von vorn
herein der Fall ist, z. B. nicht fur I C12 1, so stelle man die folgende Unterteilung 
1 Ci 21 von I Cui her: ist I x' I eine Kante von I Cui, deren beiden Eckpunkte 
zu I z21 gehoren, die aber nicht selbst zu I z21 gehort,so nehme man mit jedem 
Grundsimplex von I Cui. dem I x' I angehort. die "Elementarzerlegung" in bezug 
auf I x'I vor (Kap. III, § 2, Nr. 4); falls auch jetzt noch eine Kante vorliegt, deren 
beiden Eckpunkte zu I z21 gehoren, die aber nicht selbst zu I z21 gehiirt, so ver
fahre man in bezug auf sie ebenso; usw. 

2 Wir durfen Q ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit als Euklidisches 
Polyeder annehmen. 
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von z in den Komplex K, daB die Abbildungen cP und cP' von z = z' 
einander homo top sind. Dann ist 

(6)' [cp(z)] ~ [cp' (z')]. 

Beweis. Infolge der Homotopie der Abbildungen cp und cp' existiert 
eine Abbildungsschar CPt (P) fUr 0 <:: t <:: 1, pc z mit CPo = cp, CPl = cp'. 
Set zen wir CPt (P) = ifJ (P, t), so ist ifJ eine Abbildung des Produktes P 
von z mit der durch 0 <:: t <:: 1 gegebenen t-Strecke in das Polyeder K. 
Wir haben zu zeigen: Es gibt einen so1chen Komplex C einer Simplizial
zerlegungvon P, daB (; = zo- Zl' daBzomit z ,zlmit z'isomorphist, unddaB 
[ifJ (zo)] und [ifJ (Zl)] Parameterdarstellungen von [cp (z)] bzw. [cp' (z')] sind. 

Man erhalt C folgendermaBen: Man konstruiere gemaB Kap. IV, § 6, 
Nr. 2 den Zylinder Z (Iz [); er ist eine Simplizialzerlegung von P. Die 
beiden im Kap. IVa. a. O. mit K und K' bezeichneten Teilkomplexe 
nennen wir I Zo I, I z~ I; dabei sind zo' z~ Zyklen, die mit z isomorph 
sind 1; fUr den, analog wie a. a. O. erklarten algebraischen Komplex Z (zo) 
gilt (vgl. S. 198, zweite Formel): Z (zof = z~ - zoo Nun nehme man mit 
dem Komplex Z (I z [) = I Z (zo) I eine so1che Unterteilung vor, daB aus 
I z~ I ein mit I z' I isomorpher Komplex wird und daB I Zo I keine Unter
teilung erleidet (die AusfUhrung dieser Unterteilung iiberlassen wir dem 
Leser); der bei dieser Unterteilung aus Z (zo) entstehende Komplex Chat, 
wie man sich leicht iiberzeugt, die gewiinschten Eigenschaften. 

Hilfssatz 2. Es sei [cp(z)] ein simplizialer stetiger Zyklus (Nr. 2) 
in K und es sei cp (z) = y. Dann ist 

(7) [cp (z)] c;-' [w (y)] 

(dabei ist w wie in Nr. 2 die identische Abbildung). 
Beweis. Es seien Z und Y zwei mit z bzw. y isomorphe Zyklen 1, 

und es seien Z und Y fremd zueinander. Der simplizialen Abbildung cp 
entspricht eine simpliziale Abbildung c]J von I Z I auf I Y I; wir kon
struieren gemaB Kap. IV, § 6, Nr. 4 das Prisma IIp(Z). Dann bilden 
wir dieses Prism a durch die folgende simpliziale Abbildung T in den 
Komplex K ab: auf IYI ist T die zugrunde liegende isomorphe Abbil
dung von Y auf y; ist a ein Eckpunkt von IZI, so sei T(a) = TifJ(a). 
Man iiberzeugt sich leicht davon, daB 1) die Eckpunktzuordnung T 
eine simpliziale Abbildung bestimmt, und daB 2) [T (Z)], [T (Y)] Para
meterdarstellungen von [cp (z)], [co (y)] sind. Da Z und Y in II p (z) ein
ander homolog sind (Kap. IV, a. a. 0.), gilt daher die Behauptung (7). 

Beweis des Satzes lb. Es sei 

(8) 
zu zeigen ist: 
(9) 

1 Zwei algebraische Komplexe z und z' heiBen isomorph, wenn es eine solche 
isomorphe Abbildung t des absoluten Komplexes I z I auf den absoluteri Kom
plex I z' I gibt (Kap. III, § 1, Nr. 3), daB t(z) = z' ist. 

Alexandroff·Hopf, Topologie 1. 22 
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Die Homologie (8) bedeutet (Nr. 3): Es gibt simpliziale Approxima
tionen IP~, IP; von IP1' IP2' den en Unterteilungen z~, z; von Zl' Z2 zu
grunde liegen, so daJ3 IP~ mit IP1' IP~ mit IP2 homotop ist, und daJ3, wenn man 

cp~ (4) = Y1 , IP~ (Z;) = Y2 
setzt, die Homologie 
(8') Y1 (Xl Y2 
gilt. Nach Hilfssatz 1 ist: 

und nach Hilfssatz 2: 
[IPi (Zi)] ~ [IPi (zi)] , 

[IPi (zi)] '?' [m (Yi)] , 

also ist nach dem transitiven Gesetz (5): 

i = 1, 2, 

i = 1,2; 

i = 1, 2. 

Fur den Beweis der Behauptung (9) genugt es daher, zu zeigen: 

(9') [m (Yl)] '?' [m (Y2)]' 

Nach (8') gibt es einen Komplex C in K mit C=Y1-Y2; wendet man 
die identische Abbildung m auf C an, so ergibt sich aus der Definition 
der stetigen Homologie unmittelbar die Gultigkeit von (9'). -

KQrollar des Satzes 1. Ein Zyklus z von Kist dann und nur 
dann (Xl 0 in K, wenn er, als stetiger Zyklus 5 = [m (z)] in R betrachtet 
(Nr. 2), in R stetig berandet. 

6. Addition stetiger Zyklen. Fur die HomolGgieklassen ist gem~i.B 
Nr. 3 Addition und Subtraktion erkHirt; fUr die einzelnen stetigen Zyklen 
aber bisher nicht. Wir holen dies hiermit nach: Sind &1 = [!PI (ZI)] , 
52 = [IP2(Z2)] stetige Zyklen in Q, so konnen wir, wie in Nr. 2 fest
gestellt wurde, nach etwaiger Vornahme einer Parametertransformation 
Zl' Z2 als zueinander fremd annehmen; dann verstehen wir unter IP 
diejenige Abbildung von Zl + Z2' die auf ZI mit IPI' auf Z2 mit IP2 
ubereinstimmt und definieren: 

DaJ3 weitere Parametertransformationen von 51 und 52 nur Parameter
transformationen von [IP (Zl ± Z2)] bewirken, daJ3 also die Zyklen 51 + 52 
und 51 - 52 durch 51 und 52 eindeutig bestimmt sind, ist klar1. 

Aus der Homomorphie-Eigenschaft der Abbildung h~, die den 
Homologieklassen von I zll + I z21 die Homologieklassen von Q zuordnet, 
ergibt sich: Sind '1' '2 die Homologieklassen von Q, die 51 bzw. 52 ent
halten, so ist 51 + 52 C '1 + '2 und 51 - 52 C '1 - '2' Die Addition 
und Subtraktion der Homologieklassen HiJ3t sich also durch die Addition 
und Subtraktion der in Ihnen enthaltenen stetigen Zyklen kennzeichnen. 

Der Leser mache sich aber klar, daJ3 - bei Beibehaltung unserer 
Begriffe der Gleichheit und der Summe fUr stetige Zyklen - die stetigen 

I Diese Additions- und Subtraktionsvorschrift ist sinnvoII auch fUr beliebige 
stetige Komplexe, nicht nur fUr Zyklen. 



§ 5. Stetige Komplexe und Zyklen. 339 

Zyklen selbst keine Gruppe bilden; denn zu zwei Zyklen 31' 3a gibt es 
keinen Zyklus ~ derart, daB 31 + ~ = 3a ist. 

7. Eine invariante Charakterisierung der Bettischen Gruppen. 
Auf Grund des Satzes I lassen sieh die Homologieklassen von Q 
folgendermaBen charakterisieren: Sie bilden eine Klasseneinteilung der 
Menge alIer stetigen Zyklen in Q, und zwar gehoren zwei Zyklen 31' 3a 
dann und nur dann derselben Klasse an, wenn 31 ~ 32 gemaB der 
Definition in Nr. 4 ist. Die Addition der Homologieklassen, also die 
Struktur der Gruppen B' (Q), ist durch "Obertragung der Addition 
der in den Klassen enthaltenen stetigen Zyklen festgelegt (s. oben 
Nr.6). Weder bei der Definition der "stetigen Berandung" noch bei 
der Definition der Addition und Subtraktion der stetigen Zyklen wird 
auf eine Simplizialzerlegung von Q Bezug genommen. Also haben wir 
hiermit eine topologisch invariante Charakterisierung der Bettischen Gruppen 
eines Polyeders gewonnen, - im Gegensatz zu unserer friiheren De
finition der Gruppen B' (Q) in § 4; denn dort wurden die Gruppen 
mit Hilfe von Simplizialzerlegungen von Q definiert, und ihre Unab
hangigkeit von den Zerlegungen wurde erst nachtraglich bewiesen. 
(Eine andere invariante Charakterisierung der Bettischen Gruppen wird 
im Kap. IX, § 2, Nr. 4 gegeben.) 

Man konnte die soeben' gegebene invariante Charakterisierung der 
Gruppen B' (Q) geradezu zu ihrer Definition benutzen. Das hatte den 
Vorteil der von vornherein feststehenden topologischen Invarianz. Es 
hatte den Nachteil, daB dann der Isomorphismus von B' (Q) mit der 
Gruppe B' (K) fUr eine Simplizialzerlegung K von Q, und - im FalI 
eines endlichen K - sogar die Erzeugbarkeit von B' (Q) durch endlich
viele Elemente erst bewiesen werden miiBte. Ein solcher Beweis kann 
mit denselben Methoden der simplizialen Approximation geschehen, 
die wir in diesem Kapitel entwiekelt und angewandt haben 1. Es wiirde 
sieh also, wenn man diesen Weg einschlagt, nieht urn eine Vermeidung 
der Schwierigkeiten handeln, die in den Beweisen der Approximations
und Invarianzsatze enthalten sind, sondern urn ihre Verschiebung an 
eine andere Stelle. 

8. Homotopie. Die stetigen Zyklen 30' 31 in Q sollen einander 
homotop heiBen, wenn erstens ihre Paiameterkomplexe isomorph sind 
und sie daher Parameterdarstellungen 30 = [fllo(Z)] , 31 = [fill (z)] mit 
demselben Z besitzen, und wenn zweitens die hierin auftretenden Ab
bildungen fIIo, fill einander homotop sind (§ 3, Nr. 1). Die Unabhangig
keit von den Parameterdarstellungen sowie die Reflexivitat, Symmetrie 
und Transitivitat des Homotopiebegriffes liegen auf der Hand. Somit wird 
eine Einteilung alIer stetigen Zyklen von Q in "H omotopieklassen" bewirkt. 

1 Man vgl. SEIFERT-THRELFALL, Kap. IV. Der dort benutzte Begriff der 
"singulliren Kette" ist unserem Begriff des "stetigen Komplexes" verwandt, 
wenn auch nicht mit ihm identisch. 

22* 
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Das Verhaltnis dieser Klassen zu den Homologieklassen ist durch 
den folgenden, im Satz IV (§ 3) enthaltenen Satz gekennzeichnet: 

SatzII. Homotope stetige Zyklen sind einander homolog. 
Die hierdureh ausgedruekte Tatsache, daB der Homotopiebegriff eine 

Verfeinerung des Homologiebegriffes ist, laBt sieh auch erkennen, wenn 
wir die Homologie durch die stetige Berandung charakterisieren: DaB 
~o ex> 51 ist, bedeutet, daB 50 und ~1 zusammen einen stetigen Komplex Q: 
beranden (Nr. 4); die Struktur von Q: ist dabei gleichgUltig, es kann also, 
wenn Q: = [ep(C)] ist, C ein beliebiger Komplex sein. Aber dann und 
nur dann sind 50 und 51 einander homotop, wenn 50 und ih zusammen 
einen Komplex Q: = [ep (C)] beranden, fur welchen C = Z (z) der Zylin
der uber z ist, und wenn 50 = [ep (zo)] , 51 = [ep (Z1)] ist, wobei Zo und Z1 
die beiden zu z isomorphen Randzyklen des Zylinders sind. Denn wenn 
diese Bedingung erfUllt ist, so wird - in analoger Bezeichnungsweise 
wie im Beweis des Satzes IV (§ 3) - durch die F estsetzung CPt (P) 
= ep (P, t) fUr die Punkte p c Z~(z) und 0 S t <: 1 die Homotopie zwi
schen 50 und 51 hergestellt. Umgekehrt folgt aus der Homotopie der 
stetigen Zyklen [epo(z)] und [ep1 (z)] mittels derselben Festsetzung, daB 
sie in der angegebenen Weise einen Komplex Q: mit dem Parameter
gebilde Z (z) beranden. 

Der stetige Zyklus ~ solI "homotop 0" heiBen, wenn man ihn stetig 
in einen Punkt zusammenziehen kann, d. h. wenn es in seiner Homo
topieklasse einen "einpunktigen" Zyklus 50 gibt, d. h. einen solchen, 
fUr den, in unserer ubliehen Bezeiehnungsweise, die durch ep gelieferte 
Bildmenge von Z nur aus einem Punkt besteht. 1st 5 homo top 0, so 
sind alle Zyklen derselben Homotopieklasse homotop 0; offenbar ist 
die Anzahl der Homotopieklassen, fUr die dies eintritt, gleieh der 
Anzahl der Komponenten von P. 

Satz III. Ein berandungsfahiger Zyklus ~, der homotop 0 ist, ist 
erst recht ex> 0 . 

Denn in seiner Homotopie- und daher erst reeht in seiner Homolo~ 
gieklasse gibt es einen stetigen Zyklus [ep' (z)], der aus einem Eckpunkt 
einer Simplizialzerlegung von P besteht; dann ist ep' die simpliziale 
Abbildung von I z I auf einen einzigen Punkt; es ist ep' (z) = 0; dies ist 
selbstverstandlich, wenn z wenigstens eindimensional ist, und wenn z 
nulldimensional ist, so folgt es daraus, daB infolge der Berandungs
fiihigkeit die Koeffizientensumme der Simplexe von z = 0 ist; mit 
ep' (z) = 0 ist 5 ex> 0 bewiesen. 

Auch fur die Eigenschaft, homo top 0 zu sein, laBt sich die Tat
sache, daB die Homotopie eine verfeinerte Homologie ist, mittels des 
Begriffes der stetigen Berandung deuten: 5"" 0 bedeutet, daB 5 = [ep (z)] 
einen stetigen Komplex Q: = [ep (C)], C = z, mit beliebigem C berandet; 
aber dann und nur dann ist 5 homotop 0, wenn 5 einen Komplex Q: 
= [ep (C)] berandet, fUr welchen C der "Kegel" uber z ist (Kap. IV, § 4, 
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Nr. 7); der Beweis ist dem obigen analog und ebenso naheliegend. 
(1st speziell i) ein geschlossener Weg, also z eine Kreislinie, so ist der 
Kegel C eine Kreisscheibe.) 

9. Bemerkung. Ein nahezu triviales Beispiel eines stetigen Zy
klus i), der zwar homolog 0, aber nicht homotop 0 ist, ist das folgende: 
Es seien Zl' Z2 zwei orientierte, einfach geschlossene Streckenziige, Zl 

und Z2 seien zueinander fremd; Q sei eine Kreislinie, cp eine solche 
Abbildung von z = Zl + Z2 auf Q, daB einmaligen positiven Durch
laufungen von Zl und Z2 einmalige Durchlaufungen von Q in entgegen
gesetzten Richtungen entsprechen. Dann ist i) = [cp (z)] <Xl 0, aber nicht 
homotop 0 in Q. 

Interessant wird die Frage, ob die Homotopie nur begrifflich oder 
auch tatsachlich eine "Verfeinerung" der Homologie ist, erst dann, wenn 
man sich auf irreduzible Zyklen beschrankt (Kap. VII, § 1). Wir wer
den im Anhang zum Kap. XIII zeigen, daB es auch irreduzible stetige 
Zyklen gibt, die zwar homolog 0, aber nicht homotop ° sind. 

10. Simpliziale Approximationen und Homologieklassen stetiger 
Zyklen im Rn. Bisher war in diesem Kapitel bei allen simplizialen 
Approximationen der Eckpunktbereich, in welchen hinein abgebildet 
wird, der von einem (Euklidischen) Komplex erzeugte. Besonders ein
fach und fUr Anwendungen wichtig ist aber der Fall, in dem der be
treffende Eckpunktbereich der des Rn oder einer offenen Menge G c Rn 

ist (Kap. IV, § 1, Nr. 9). 
I sei eine stetige Abbildung eines Euklidischen Polyeders P in den Rn. 

Unter einer "simplizialen s-Approximation" von I verstehen wir eine 
solche simpliziale Abbildung 11 einer simplizialen Zerlegung K von P 
in den Eckpunktbereich des Rn, daB fUr die dadurch erzeugte Abbil
dung von P in den R n (Kap. IV, § 3, Nr. 5), die wir eben falls mit 11 
bezeichnen, e (f, 11) < s gilt. Es gibt - unter der Voraussetzung, daB K 
endlich ist - immer s-Approximationen von I: man wahle die Simplex
durchmesser von K so klein, daB die durch I gelieferten Bilder dieser 

Simplexe Durchmesser <!.. haben, und setze 11 (e) = I (e) fUr jeden 
2 

Eckpunkt e von K; die dadurch bestimmte simpliziale Abbildung 11 
ist eine s-Approximation von I. 

Unter einer s-Approximation eines stetigen (algebraisehen) Komplexes 
(£ = [cp (C)] im Rn verstehen wir einen algebraischen Komplex C' 
= CP1 (C1) des Rn, wobei CP1 eine e-Approximation von cP und I C1 1 die 
ihr zugrunde licgende Unterteilung von I C I ist. 1st (£ stetiger Zyklus, 
so sind auch die Approximationen C' Zyklen. Ober stetige Zyklen 
und ihre Approximationen gilt der naheliegende 

Satz IV. i) sei stetiger Zyklus in der ollenen Menge G eRn. Dann 
gibt es ein solehes positives s, dafJ aUe e-Approximationen von 5 in G 
liegen und in G untereinander homolog sind (Kap. IV, § 4, Nr. 12). 
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Beweis. Es sei e < te(~, Rn-G); Z' = If 1 (Zl) und z" = 1f2(Z2) 

seien e-Approximationen von ~ = [If (z)]; daB sie in G liegen, ist klar. 
I za! sei eine gemeinsame Unterteilung der Unterteilungen I zil und I z21 
von Izi (Kap. III, § 2, Nr. 8). Dann diirfen wir If 1 und 1f2 zugieich ais 
simpliziale Abbildungen von IZal in G auffassen. Nach Kap. IV, § 6, 
Satz II, ist dann ZI 0V Z2 in G. 

Auf Grund des damit bewiesenen Satzes diirfen wir von der "Homo
logieklasse eines stetigen Zyklus in G" sprechen: wir meinen damit die 
Homoiogieklasse seiner hinreichend guten simplizialen Approximationen. 

Wir stellen noch zwei Tatsachen fest: 
1) Wenn 5 und ~' einander stetig homolog in G sind (Nr.4), so ge

haren sie zu derselben Homologieklasse; denn ist Q; = [If (C)], (; = z - z', 
0= [If (z)], 5' = [If (z')], so wird jede e-Approximation von Q; von zwei 
Zykien des Eckpunktbereiches von G berandet, die e-Approximationen 
von ~ und ~' sind 1. 

2) Hat e liir den stetigen Zyklus ~ = [If (z)] c G dieselbe Bedeutung 
wie im Satz IV, und ist 5' = [If' (z)] mit e (If, If') < e, so gehOren & 
und ~' zu derselben H omologieklasse; denn jede hinreichend gute sim
pliziale Approximation von 5' ist zugieich eine e-Approximation von 5. 

§ 6. Die Retrakteigenschaft krummer Polyeder; 
Anwendungen auf Homologien stetiger Zyklen. 

1. Retrakte. Definition. Das Kompaktum FeRn heiBt ein 
"Retrakt", wenn es eine Umgebung U(F) eRn gibt, die sich so auf F 
abbilden IiiBt, daB dabei jeder Punkt von F sich selbst entspricht. 
Eine solche Abbildung heiBt eine "retrahierende" Abbildung oder "Re
traktion", U(F) heiSt eine "retrahierbare Umgebung" von F.2 

Bemerkung. 1st U(F) eine retrahierbare Umgebung und U1(F} 
c U(F), so ist auch U1(F) eine retrahierbare Umgebung. 

Beispiel einer Menge F, die kein Retrakt ist: Die Menge der Punkte Xo = 0, 

Xi = ~ (i = 1, 2, ... ) auf der x-Achse RI. - Anderes Beispiel (in dem F zu-
2 

sammenhangend ist): F besteht aus den Punkten der Kurve y = sin ~ mit 
x 

o < X ~ 1 und den Punkten der Grenzstrecke x = 0, -1 ~ Y ~ 1, in der (x, y)
Ebene R2. - In beiden Fallen ist der Beweis, daBFkein Retrakt ist,leicht zu fiihren. 

Invarianzsatz. Sind die abgeschlossenen Mengen FeRn und 
F' c R n , homaomorph, und ist F' ein Retrakt, so ist auch Fein Retrakt. 

Beweis. t' sei eine retrahierende Abbildung von U' (F') auf F', 
t eine topologische Abbildung von F auf F'; nach dem Erweiterungs
sah (Kap. I, § 6, Nr. 10, Zusatz) IiiBt sich t zu einer stetigen - nicht 

1 Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig: sie ist ahnlich zu beweisen 
wie der Satz lb. 

2 Nach K. BORSUK, von dem der Begriff des Retraktes stammt, hatte man 
in der obigen Definition statt "Retrakt" zu sagen: "Umgebungsretrakt des R''''. 



§ 6. Die Retrakteigenschaft krummer Polyeder. 343 

notwendig topologischen - Abbildung T des Rfl in den Rfll erweitern. 
Wir wahlen eine solche Umgebung U(F) , daB TU (F) c U' (F') ist. 
Dann ist 1= t- 1 f'T eine retrahierende Abbildung von U(F) auf F. 

2. Satz 1. Der Retrakt Q sei Teilmenge des Retraktes P. Dann gibt 
es eine Umgebung W(Q) (in bezug aul P), die sich innerhalb von Punter 
F esthaUung aller Punkte von Q aul die Menge Q delormieren tapt. 

Unter einer Deformation mit den genannten Eigenschaften ist dabei 
eine stetige Abbildungsschar It, O=:;t< 1, von W(Q) mit folgenden Eigen
schaften zu vetstehen: It(P) c P fiir aIle pc W(Q) und aIle t; It(q) = q 
fiir aIle q c Q und aIle t; lo(P) = P und 11 (P) c Q fUr alle pc W(Q). 

Beweis des Sa tzes 1. Es sei 0.: eine so kleine positive Zahl, daB die 
Umgebung U(P, 0.:) c Rfl in einer auf P retrahierbaren Umgebung 
von P enthaIten, also selbst auf P retrahierbar ist; die zugehorige 
retrahierende Abbildung heiBe I. Ferner sei g eine retrahierende Ab
bildung einer Umgebung V(Q) (in bezug auf RfI) auf Q. Da (!(p, grp») 
eine fUr die Punkte p c V(Q) stetige Funktion ist, die auf Q verschwin
det, diirfen wir, indem wir V(Q) hinreichend klein wahlen, voraussetzen. 
daB (! (P, g rp» < 0.: ist. Wir setzen p. V(Q) = W(Q). 

Ist nun p irgendein Punkt von W(Q) und p' = g(P) sein Bild auf Q. 
so liegt die Strecke pp' ganz in U (P, 0.:); verstehen wir unter Pt fiir 

--+ o :S: t < 1 den Punkt, der die Strecke pp' im VerhaItnis t : (1- t) teilt. 
und setzen wir It(P) = l(PtL so leistet die Schar It die behauptete 
Deformation von W(Q). 

Damit ist der Satz I bewiesen. 
Satz II. Zu iedem Retrakt P gibt es eine positive Zahloc mit lolgen

der Eigenschalt: ie zwei stetige Abbildungen I, g irgendeines topologischen 
Raumes R in den Retrakt P mit (! (I, g) < 0.: sind einander homotop. 

Beweis. 0.: sei so gewiihlt, daB U(P,o.:) eine retrahierbare Um
gebung von P im Rfl ist; die zugehorige retrahierende Abbildung sei h. 
Fiir jeden Punkt XC R verstehen wir unter xt den Punkt, der die 

---+ 
Strecke I (x) g(x) im VerhaItnis t: (1 - t) teilt (0 < t < 1); er liegt in 
U (P, 0.:). Die durch It (x) = h (xt) definierte Abbildungsschar leistet die 
stetige Dberfiihrung von 1 = 10 in g = 11' [Die stetige Abhangigkeit 
von dem Parameter t (vgl. Kap. I, § 3, Nr. 4) ergibt sich leicht aus der 
Kompaktheit von P.] 

Der damit bewiesene Satz laBt sich verfeinern zu 
Satz II'. Zu iedem Retrakt P und ieder positiven Zahl e gibt es 

eine positive Zahloc. mit der Eigenschalt: ie zwei Abbildungen I, g irgend
eines topologischen Raumes R in den Retrakt P mit (! (I , g) < 0.:. sind 
einander e-homotop. [Dabei heiBen 1=10 und g = 11 e-homotop, wenn 
es eine Schar It (0 < t < 1) mit (! (ttl' It.) < e fiir beliebige t1 , t2 gibt.] 

Beweis. 0.: sei so klein, daB U (P, 0.:) in einer retrahierbaren Um
gebung von P liegt; die zugehOrige retrahierende Abbildung sei h. Dann 
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gibt es ein solcbes 0<.. > 0, daB e (h (jJ), h (q)) < e fUr je zwei Punkte p, q 
von U(P, 0<.) mit e (p, q) < 0<.. ist. Dann hat 0<.. die behauptete Eigen
schaft; dies ergibt sich durch dieselbe Konstruktion von It wie im Be
weis des Satzes II. 

Bemer kung. Fur jeden Retrakt P besteht die Frage nach einer mog
licbst groBen Zahl 0<., fur die Satz II gilt; z. B. ist fUr die n-dimensionale 
Sphlire, wie man leicht sieht, 0<. gleich dem Durchmesser der Sphare. 

3. Polyeder als Retrakte. Der Wert des Retraktbegriffes und der 
vorstehenden Slitze fur die Topologie der Polyeder ergibt sich aus 

Sat z III. J edes (krumme) endliche Polyeder FeRn ist ein Retrakt. 
Beweis. Es sei N + 1 die Anzahl der Eckpunkte einer Simplizial

zerlegung K von F; dann lliBt sich K isomorph auf einen Komplex ab-
bilden, der aus Seiten eines N-dimensionalen Simplexes besteht. F 
ist also einem Polyeder P homoomorph, das aus Seiten eines N-dimen
sionalen Euklidischen Simplexes Xc RN gebildet wird. Auf Grund des 
Invarianzsatzes haben wir nur zu zeigen, daB P ein Retrakt ist. 

Es sei Uo = RN; alle Punkte des RN, die im AuBeren von X liegen, 
projizieren wir von einem inneren Punkt von X aus auf den Rand 
von X; aHe Punkte von X balten wir fest; so entsteht eine Abbildung go 
von Uo in das Polyeder Po = X, die jeden Punkt von Po, also erst 
recht jeden Punkt von P festhalt. Wir nehmen jetzt an: Es seien 
1) eine Umgebung Uk von P, 2) ein Polyeder Pk, das P als echten 
Teil enthalt und aus (nicht notwendig eigentlichen) Seiten von X gebil
det ist, und 3) eine Abbildung gk von Uk in Pk, die alle Punkte von P 
festhalt, konstruiert. Dann sei Y unter den nicht zu P, jedoch zu Pk 

gehorenden Seiten von X eine der hochsten Dimensionszahl, und Pk sei 
innerer Punkt von Y. Es sei g' die Abbildung von Pk, die Y - Pk von 
Pk aus auf den Rand von Y projiziert, alle anderen Punkte von Pk 
festhalt. Dann ist gk+l = g' gk eine Abbildung von 

in das Polyeder 
Uk+! = Uk - g;;l (Pk) 

Uk+l ist eine Umgebung von P, und aHe Punkte von P bleiben bei 
der Abbildung gk+! fest. 

Da jedes Pk aus Seiten von X zusammengesetzt ist und bei dem 
Obergang von P k zu Pk +! eine unter diesen Seiten verlorengeht, bricht 
unser Verfahren nach endlich-vielen Schritten abo Das Resultat illt 
das Polyeder P" = P; g" = gist eine retrahierende Abbildung der 
Umgebung U" = U(P) auf P" = P. 

Damit ist der Satz III bewiesen. Er gestattet die unmittelbare 
Anwendung der Slitze I, II, II' auf endliche Polyeder P und Q. . 

4. Die Einbettung von Homologieklassen und Bettischen Gruppen. 
Den Anwendungen des Satzes I auf Homologien stetiger Zyklen schicken 
wir einige allgemeinere Oberlegungen voraus. 
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Das (krumme) Polyeder Q liege in dem Polyeder P. Dann ist jeder 
stetige Zyklus in Q zugleich stetiger Zyklus in P; stetige Zyklen in Q, 
die einander homolog in Q sind, sind einander auch homolog in P (dies 
ist bei Benutzung des Begriffes der "stetigen Homologie", § 5, Nr.4, 
trivial). Somit ist jede Homologieklasse Z von Q in eine Homologie
klasse Z' von P eingebettet. 

Diejenigen r-dimensionalen Homologieklassen Z' von P, in welche 
gewisse Homologieklassen von Zeingebettet sind - mit anderen Worten: 
diejenigen Z', in welchen es Zyklen ~' gibt, die in Q liegen -, bilden 
offenbar eine Untergruppe B' (P, Q) der Bettischen Gruppe B' (P) 1. 

Die Gruppe B' (Q) wird dadurch, daB man jeder Homologieklasse von Q 
die sie enthaltende Homologieklasse von P zuordnet, homomorph auf 
B' (P, Q) abgebildet. Der Kern dieses Homomorphismus ist die fol
gendermaBen erklarte Untergruppe H'(Q, P) von B'(Q): sie besteht 
aus denjenigen Homologieklassen von Q, deren Zyklen ""'0 in P sind. 
Es ist 
(1) B'(Q) - W(Q, P) FI:j B'(P, Q). 

1m allgemeinen ist H'(Q, P) =1= 0, der eben besprochene Homo
morphismus also kein Isomorphismus; dann sind verschiedene Homo
logieklassen von Q in dieselbe Homologieklasse von P eingebettet. 
(Beispiel: Q ist eine Kreislinie in der Ebene P.) Wenn jedoch H'(Q,P) = ° 
ist, wenn also jeder Zyklus von Q, der in P berandet, auch in Q berandet, 
so sagen wir: "die Bettische Gruppe B' (Q) ist isomorph in die Bettische 
Gruppe B' (P) eingebettet"; dann ist 

(2) 

Eine spezielle Art der isomorphen Einbettung ist besonders einfach 
und fur Anwendungen nutzlich (Kap. XI, § 3): die isomorphe Ein
bettung von B' (Q) in B' (P) heipt eine "direkte" isomorphe Einbettung, 
wenn B'(P) die direkte Summe von B'(P, Q) und einer Untergruppe U 
von Br (P) ist, wenn also neben (2) noch 

gilt. Beispiel einer isomorphen, aber nicht direkten Einbettung: P ist 
das von einer gewohnlichen Torusflache im R3 begrenzte krumme Poly
eder (ein "Vollring"), Z Basiselement der (freien zyklischen) Gruppe 
B~ (P), z' eine einfach geschlossene Linie in P mit z' "'" 2z, Q = Z'. 
Die Einbettung von B~ (Q) in B~ (P) ist isomorph, aber nicht direkt. 

SchlieBlich heben wir noch eine Tatsache hervor, die sich unmittel
bar aus der Definition von Br(p, Q) ergibt: Liegt das Polyeder Q in 
dem Polyeder Q', das Polyeder Q' in dem Polyeder P, so ist B'(P, Q) 
Untergruppe von B' (P, Q'). 

1 Koeffizientenbereiche 3. 3' sind wilikiirlich. 
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5. Euklidische Hiillen krummer Polyeder. Wir kommen zu An
wendungen dieser Begriffe und des Satzes 1. P und Q seien endliche 
Polyeder; P sei Euklidisch, Q im allgemeinen krumm; im iibrigen sollen 
P, Q, W(Q) dieselben Eigenschaften haben wie im Satz 1. Ein endliches 
Euklidisches Polyeder P', das in W(Q) enthalten ist und Q enthalt, 
nennen wir eine "Euklidische H ulle von Q in P". Ein solches Polyeder P' 
wird z. B. von denjenigen Simplexen einer hinreichend feinen Unter
teilung einer Zerlegung von P gebildet, welche Punkte mit Q ge
meinsam haben. 

Satz IV. 1st das Polyeder P' Euklidische Hulle des (krummen) 
Polyeders Q (in dem Euklidischen Polyeder P), so ist - bei beliebigem r 
und beliebigen Koeffizientenbereichen - die Einbettung von B' (Q) in 
B' (PI) eine direkte isomorphe Einbettung. 

Sa tz V. 1st P' Euklidische Hulle von Q (in P), so gibt es zu fedem 
Z yklus cr' von P' einen solchen Z yklus cr von Q, dafJ 

cr' "" cr in P 

ist; mit anderen Worten: es ist B'(P, Q) = B'(P, PI) 1. 

Beweis des Sa tzes IV. 1st cr stetiger Zyklus in Q, der in P' einen 
stetigen Komplex ~ berandet, und g die Abbildung, die W(Q) auf Q 
retrahiert, so ist 

also 
cr<XlO in Q, 

da g (~) ein stetiger Komplex in Q ist. Damit ist (nach Nr. 4) gezeigt: 
B' (Q) ist in B r (PI) isomorph eingebettet. 

Fiir den Beweis, daB die Einbettung direkt ist, verstehen wir unter U 
die Gruppe derjenigen Homologieklassen von P', deren Zyklen cro 
durch g so abgebildet werden, daB 

(4) g (cro) <Xl 0 in Q 
ist. Wir behaupten: 
(3') B'(PI) = B'(PI, Q) + U. 

Erstens haben B'(PI, Q) und U nur das Nullelement gemeinsam; 
denn ist Z eine Homologieklasse, die in beiden Gruppen enthalten ist, 
und cro ein Zyklus von Z, so folgt aus Z c U, daB (4) gilt; da aber 
Z c B'(PI, Q) ist, diirfen wir annehmen, daB cro Zyklus in Q, daB also 
g (cro) = cro ist; folglich ist cro <Xl 0 in Q, und erst recht in P' I also Z = o. 

Zweitens ist zu zeigen (Anhang I, Nr. 14): Jede Homologieklasse in 
P' ist Summe einer Klasse in B'(P' , Q) und einer Klasse in U, mit 
anderen Worten: jeder Zyklus cr in P' erfiillt eine Homologie 

cr "" crQ + cro in P' , 
1 Die Satze IV und V lassen sich - bei geeigneter Definition von P' - auch 

ohne den Retraktbegriff beweisen; vgl. die kleingedruckten Teile der Nurnrnern 5 
und 7 in Kap. XI, § 3. 
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wobei &Q in Q liegt und 50 die Bedingung (4) erfiillt. Diese &Q und &0 
erhii.lt man bei gegebenem & durch 

&Q = g (&) , &0 = & - g (&) . 

DaB &0 in der Tat (4) erfiillt, ergibt sich daraus, daB fUr die Retrak
tion g die Funktionalgleichung g g = g gilt. 

Damit ist der Satz IV bewiesen. 
Beweis des Satzes V. Bezeichnen wir mit 11 dieselbe Abbildung 

wie im Beweis des Satzes I, und ist &' ein Zyklus in P', so sind &' und 
& = 11 (&') einander homotop in P. Sie sind daher erst recht einander 
homolog (§ 5, Nr.8). - Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir heben noch zwei Korollare des Satzes IV hervor: 
1) Ein Zyklus & c Q, der in Q nicht berandet, berandet auch in P' nicht. 
2) 1st & ein Zyklus in Q, so ist seine Ordnung in P' dieselbe wie seine 

Ordnung in Q. (Die "Ordnung" von & ist die kleinste positive Zahl m 
mit m& C'V 0, oder, falls ein solches m nicht existiert, gleich Null.) 

Die Giiltigkeit von 1) und 2) ergibt sich unmittelbar bereits daraus, 
daB BT (Q) in BT (P') isomorph eingebettet ist. 

Zum SchluB sei noch bemerkt: Der Satz IV und seine Korollare 
sind besonders dann wichtig, wenn P ein homogen-n-dimensionales Eu
klidisches Polyeder des Rn ist; man beachte dabei, daB jede hinreichend 
kleine Polyederumgebung von Q eine Euklidische Hiille ist. 

Neuntes KapiteP. 

Kanonische Verschiebungen. N ochmals 
Invarianz der Dirnensionszahl und der 

Bettischen Gruppen. Allgemeiner 
Dimensionsbegriff. 

§ 1. Erhaltungs- und Oberfiihrungssatze fUr Polyeder. 

1. Zweiter und dritter Erhaltungssatz. - 2. Spezialfall der Unterteilungen. 
- 3. Naturliche und kanonische Eckpunktzuordnungen bzw. Verschiebun
gen. - 4. Wann definiert eine Eckpunktzuordnung eine Verschiebung? -
S. Die Zahl o(K). - 6. Bettische Gruppen und naturliche Verschiebungen. 

§ 2. Allgemeine kanonische Verschiebungen. Der Pflastersatz. Invarianz der Di
mensionszahl und der Bettischen Gruppen. 
1. Kanonische Abbildungen und kanonische Verschiebungen fur metrische 
Raume. - 2. Pflastersatz und ein Satz uber die Bettischen Zahlen. - 3. Der 
Invarianzsatz fur die Dimensionszahl und die Bettischen Zahlen. Die 
Bettischen N-Zahlen eines Kompaktums. - 4. Beweis der Invarianz der 
Bettischen Gruppen (invariante Charakterisierung der Bettischen Gruppen). 
- S. Durchfuhrung des Beweises. - 6. Eine Bemerkung. - 7. Die 
Bettischen Gruppen des n-dimensionalen Elementes und der n-dimensionalen 

1 Fur die Lekture dieses Kapitels ist die Kenntnis des Kap. VIII nicht notwendig. 
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Sphare. Die Euler-Poincaresche Formel. - 8. Der Invarianzbeweis fur 
Bettische Gruppen unendlicher Polyeder. - 9. DurchfUhrung des Beweises. 
- 10. Anwendung auf offene Mengen des RU. - 11. Kanonische Verschie
bungen in einer offenen Menge des R U • - 12. Das Verschwinden der r-dimen
sionalen Bettischen Gruppen, r ~ n, im R U • 

§ 3. Allgemeiner Dimensionsbegriff. 

1. Definition. - 2. Brouwersches Invarianzprinzip. - 3. Ausfegungsver
fahren; (n - 1)-dimensionale Kompakten des R U • - 4. Das Abbildungsver
fahren von KURATOWSKI. - 5. Approximation von stetigen Abbildungen; 
s-Verschiebungen. - 6. Fall einer Euklidischen Realisation des Nerven. -
7. Der Abbildungssatz von HUREWICZ. Der Menger-Nobelingsche Einbet
tungssatz. - 8. Dimensionstheoretischer Uberfuhrungssatz. - 9. Zweiter 
Beweis des Uberfuhrungssatzes. - 10. Dimension und wesentliche Abbildungen. 

Anhang zum neunten Kapitel. 

Elementare Beweise des Fixpunktsatzes fur das Simplex und des Pflaster
satzes. 

§ 1. Erhaltungs- und O'berfiihrungssatze fUr Polyeder. 
1. Den eigentlichen Kern der hier gewahlten Darste11ung der In

varianzbeweise fUr die Dimensionszahl und die Bettischen Gruppen 
bildet folgendcr Satz, der ein gewisses Gegenstiick zum 1. Erhaltungs
satz (Kap. IV, § 3, Nr. 7) bildet und deshalb als 2. Erhaltungssatz be
zeichnet werden solI: 

Satz I (2. Erhaltungssatz). Der homogen n-dimensionale algebra
ische Komplex en, n:> 1, sei in die SimpZexhiiUell yn I simplizial abgebildet 
und es sei dabei j (en) = yn. Dann ist j (en) = yn. 

Beweis. Nach der Bcmerkung von Kap. IV, § 3, Nr. 3, ist j(en ) 

= t yn, also nach dem 1. Erhaltungssatz j (en) = t]in; da nach V oraus
setzung j (en) =]in ist, muB, da]in =F 0 fUr n:> 1 ist, t = 1 sein, w. z. b. w. 

Satz II (3. Erhaltungssatz). Es sei C' = ~tiXi eine Fort
setzung 2 von e = ~tiXi; jedem Eckpunkt a' von C'sei ein Eckpunkt 
j(a') von e zu geordnet, und zwar folgenderma/3en: wenn I y I ein (Grund
oder N eben-) Simplex von I C I, I Y I der I y I entsprechende Komplex von 
I C' I und a' ein Eckpunkt von Y ist, so ist j (a') Eckpunkt von y. Dann 
ergibt die Eckpunktzuordnung f eine simpliziale Abbildung von C' in I e I 
und es gilt f (C') = e. 

Beweis. \Venn e nulldimensional ist, ist der Satz trivial, denn 
dann ist jedes Element Xi von e sowie das ihm entsprechende Xi ein 
Eckpunkt, und die Abbildung f besteht lediglich in einer Umnennung 
der Xi in die xi' 

\Vir nehmen an, daB der Satz fUr alle hochstens (n - 1 )-dimensio
nalen Komplcxe bewiesen ist und beweisen ihn fUr die Dimensions-· 
zahl n, n:> 1. 

1 D. h. in den aus dem Simplex Iynj uad seinen Seiten bestehenden Kom
plex (vgl. Kap. III, § 1, Nr. 2). 

2 Kap. 6, § 2, Nr. 8. 
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Da mittels I jede~ Eckpunktgeriist des Komplexes I Xi I in das Eck
punktgeriist von I xi I abgebildet wird, ist klar, daB I eine simpliziale 
Abbildung von C' in I C list. Mittels der Abbildung I wird I Xii in I xi I ab
gebildet, und zwar so, daB dabei die Voraussetzungen unseres Satzes 
erfiillt sind, folglich [da Xi und Xi h6chstens (n -1)-dimensional sind] 
I (Xi) = Xi ist; nach dem 2. Erhaltungssatz ergibt sich daraus I (Xi) = xi' 
Summiert man iiber alle Simplexe Xi' so ergibt sich 

w. z. b.w. 
2. 1m Falle, wenn die Fortsetzung C' eine Unterteilung von C ist, 

erhalten wir als Spezialfall des 3. Erhaltungssatzes folgenden 
Satz IIP C' sei eine Unterteilung von C; jedem Eckpunkt a' von C' 

sei ein Eckpunkt seines Triigers zugeordnet, d. h. desjenigen Simplexes 
von I C I, welches a' als inneren Punkt enthiilt. Diese Eckpunktzuordnung 
bestimmt eine simpliziale A bbildung von C' in I C lund es ist I (C') = C . 

Bemerkung. Diese Satze gelten natiirlich fUr jeden Koeffizienten
bereich; insbesondere zeichnet sich der Fall modulo 2 durch seine Ein
fachheit aus, die durch den Fortfall aller Orientierungsbetrachtungen 
bedingt ist. Der 1. Erhaltungssatz laBt sich dann in ganz wenigen 
Worten beweisen, die Unterteilungen algebraischer Komplexe stimmen 
mit den Unterteilungen absoluter Komplexe iiberein, so daB insbeson
dere unser letzter Satz (unter Beriicksichtigung von Kap. IV, § 3, Nr. 6, 
und der SchluBbemerkung von Kap. IV, § 2, Nr. 12) auch lur absolute 
Komplexe gilt. 

3. Natiirliche und kanonische Eckpunktzuordnungen bzw. Ver
schiebungen. Es sei jetzt K ein Euklidischer Komplex; Q sei ein 
Komplex in R, im Sinne von Kap. IV, § 1, Nr. 7, c. Wir lassen jedem 
Eckpunkt a' von Q einen Eckpunkt des Tragers von a' in K ent
sprechen. Eine solche Eckpunktzuordnung heiBt eine naturliche Eck
punktzuordnung. Bestimmt sie eine simpliziale Abbildung von Q in K, 
so heiBt diese eine naturliche Verschiebung von Q in Kader in bezug 
aul K. Einen Spezialfall der natiirlichen Eckpunktzuordnungen bzw. 
Verschiebungen bilden die kanonischen. Man erhalt sie, wenn man dem 
Punkt a' den Mittelpunkt eines beliebigen ihn enthaltenden baryzentri
schen Sternes 2 von K entsprechen laBt: 

a = I(a'). 

Alle natiirlichen Eckpunktzuordnungen, und nur diese, k6nnen auf fol
gende Weise erhalten werden: Wir lassen jedem Eckpunkt a' von Q 
einen Punkt a" von R entsprechen, und zwar unter der einzigen Bedin
gung: 1st I x I c K der Triiger von a', so darl a" nur zu solchen baryzentri-

1 Der Satz ist dem "Modifikationssatz", Kap. VIII, § 1, Nr. 4, offenbar 
nahe verwandt. 

2 Kap. III, § 4, Nr. 1. 
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schen Sternen von K gehoren, welche ihre Mittelpunkte in den Eckpunkten 
von I x I haben. 

N achdem jedem Eckpunkt a' von Q auj diese Weise ein bestimmter 
Punkt a" von K zugeordnet ist, definieren wir als a = j (a') den Mittel
punkt eines derjenigen b aryzentrischen Sterne von K, welche den Punkt 
a" enthatten. Diese Eckpunktzuordnung ist eine natiirliche, denn der 
Mittelpunkt a = j (a') eines den Punkt a" enthaltenden baryzentrischen 
Sternes ist ein Eckpunkt des Tragers I x I von a'. Jede natiirliche Eck
punktzuordnung a = f (a') kann umgekehrt auf diese Weise erhalten 
werden: es geniigt als a" den Schwerpunkt von I x I zu wahlen (der 
ja in jedem baryzentrischen Stern enthalten ist, dessen Mittelpunkt ein 
Eckpunkt von I x I ist)l. 

Bemerkung. Insbesondere kann man als a" jeden Punkt von K 
wahlen, welcher von a' weniger als urn 13 = 13 (x) entfernt ist 2 • 

4. Wann definiert eine natiirliche bzw. eine kanonische 
Eckpunktzuordnung eine simpliziale Abbildung, d. h. eine 
na tiirliche bzw. kanonische Verschie bung? 

Jedenfalls dann, wenn Q eine Unterteilung von Kist (Satz III und "Be
merkung" in Nr. 2); eine kanonische Eckpunktzuordnung definiert ferner 
eine kanonische Verschiebung, wenn bei jeder Wahl des Simplexes I x' I 

Abb.24. 

von Q aIle baryzen trischen Sterne, 
welche Eckpunkte von I x' I ent
halten, ihre Mittelpunkte in den 
Eckpunkten eines und desselben 
Simplexes von K haben, oder -
was dassel be ist - wenn die ge
nannten baryzentrischen Sterne 
mindestens einen gemeinsamen 
Punkt haben. 

Die beigefiigte Abbildung 24 
solI den Begriff einer kanonischen 
Verschiebung f(a~) = ai' i = 0, 1, 
2, 3 veranschaulichen. LieBe man 
jedem der drei Eckpunkte ai 

(i = 0, 1, 2) anstatt ai den Eckpunkt (Xi entsprechen, so entstande zwar 
eine natiirliche Eckpunktzuordnung, jedoch keine simpliziale Abbildung 
des Dreiecks a~ a~ a;. Setzt man j(a~) = af, f(a~) = ao, j(a;) = a2 , 

1 Kap. III, § 1, Nr. 7. 
2 Die in Kap. III, § 4, Nr. 1, eingefiihrte Zahl e(x) ist eine so kleine posi

tive Zahl, daB die e(X)-Umgebung (in bezug auf K) von ;to in der Vereinigungs
menge derjenigen baryzentrischen Sterne enthalten ist, welche ihre Mittelpunkte 
in den Eckpunkten von x haben, und zu jedem andern baryzentrischen Stern 
fremd ist. 1st K ein endlicher Komplex, so bezeichnen wir mit e (K) die kleinste 
unter den Zahlen e (x), I x I c K. 
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so entsteht zwar eine kanonische Eckpunktzuordnung, aber keine ka
nonische Verschiebung. 

5. Die Zahl a(K). Einen weiteren Fall, in dem eine kanonische Eck
punktzuordnung stets eine kanonische Verschiebung erzeugt, formulieren 
wir von vornherein fur endliche Komplexe. Es ist der Fall, in demQ aus 
hinreichend kleinen - und sonst beliebigen - Simplexen aufgebaut ist. 
Genauer ausgedruckt: Q soIl ein beliebiger a'-Komplex in K sein 1, wobei 
a' = a' (K) die Lebesguesche Zah1 2 der zur Simplizialzerlegung K ge
horenden baryzentrischen Uberdeckung des Polyeders Kist. Aus der 
Definition der Lebesgueschen Zahl folgt in der Tat, daB in diesem 
FaIle aIle baryzentrischen Sterne, die Eckpunkte eines Simplexes x' 
von Q enthalten, einen nicht leeren Durchschnitt haben. 

Definition. Die kleinere unter den Zahlen a' (K) und e(K)3 soU 
a (K) heifJen. 

6. Bettische Gruppen und natiirliche Verschiebungen. Es seien 
ein Euklidischer Komplex K und eine Unterteilung K' von K gegeben; 
wir wissen aus Kap. VI, § 2, daB die Bettischen Gruppen von K' den 
entsprechenden Bettischen Gruppen von K isomorph sind; wir wollen 
jetzt zeigen, daB diese Isomorphie bei einer naturlichen Verschiebung 
von K' in K realisiert wird. Es gilt mit anderen Worten folgender 

Satz IV. Der durch etne naturliche Verschiebung f von K' in K er
zeugte Homomorphismus hi von B; (K') in B; (K)4 ist eine isomorphe Ab
bildung von B; (K') auf B; (K). 

Vorbemerkung. Satz und Beweis gelten auch fUr Bff,::r(K) bzw. 
B;,::y (K'). Da keine MiBverstandnisse moglich sind, schreiben wir in 
dem folgenden Beweis kurz Br (K) bzw. Br (K'). 

Beweis. GemaB Anhang I, Nr. 8 haben wir zweierlei zu beweisen: 
Behauptung 1: die durch hf gelieferte Bildgruppe von Br (K) ist Br (K'); 
Behauptung 2: der Kern des Homomorphismus hf ist o. 

Beweis der Behauptung 2. Es sei 1;' ein Element des Kernes, also 
hf (1;') = 0; in der Klasse 1;' gibt es nach Kap. VI, § 2, Satz V einen 
Zyklus z', der die Unterteilung eines Zyklus z von Kist; nach Satz III 
ist f(z') = z, also ist z in der Klasse hf (1;') = 0 enthalten, d. h.: z=o 
in K; dann ist nach Kap. VI, § 2, Satz VI auch z' = 0 in K', also 
1;' = o. 

Beweis der Behauptung 1. Wenn 1; ein beliebiges Element von Br (K), 
zein beliebiger Zyklus aus der Homologieklasse 1; und z' die Unterteilung 
von z (in K') ist, so ist nach dem Satz III f (z') = z, also auch hf (1;') = 1;, 
wobei 1;' die Homologieklasse von z' in K' bezeichnet. Unser Satz ist 
hiermit bewiesen. 

Bemerkung. Es liegt nahe, die beiden isomorphen Gruppen B'(K) 
und B' (K') als identisch zu betrachten, und zwar das Element 1; von 

1 Kap. IV. § 1, Nr. 7, c. 
3 Vgl. die FuBnote 2 auf S. 350. 

2 Kap. II, § 3, Nr. 3. 
4 Kap. V, § 1, Nr. 8. 
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BT (K) mit demjenigen Element C' von BT (K') zu identifizieren, welches 
man erhalt, wenn man in der Homologieklasse C einen beliebigenZyklus z 
wahlt, seine Unterteilung z' betrachtet und die Homologieklasse von z' 
als C' erklart. Sodann kann man das soeben Bewiesene wie folgt aus
sprechen: 

Eine naturliche Verschiebung von K' in K erzeugt den identischen 
Automorphismus der Bettischen Gruppen von K. 

§ 2. Allgemeine kanonische Verschiebungen. Der Pflastersatz .. 
Invarianz der Dimensionszahl und der Bettischen Gruppen. 

1. Kanonische Abbildungen und kanonische Verschiebungen fur 
metrische Raume. In den Betrachtungen der vorigen N ummer (ins
besondere Nr. 5 und 6) tritt der Komplex K, wie der Leser leicht be
statigt, lediglich als der NervI der zugehOrigen baryzentrischen Uber
deckung von K auf. Das fUhrt uns zwangsmaBig zu einer Verallge
meinerung der kanonischen Eckpunktzuordpungen bzw. Verschiebungen 
auf den Fall beliebiger Kompakten. 

V 0 r berner kung. Unter einer Uberdeckung wird in diesem Kapitel 
immer eine endliche abgeschlossene bzw. otlene Uberdeckung2, und zwar 
im ganzen § 2 und in den Nr. 1-3 des § 3 immer eine endliche ab
geschlossene tJberdeckung verstanden. 

Definition. U = {AI' A 2 , ••• , As} sei eine abgeschlossene Uber
deckung des metrischen Raumes R; N sei der Nerv von U; die Eck
punkte von N seien aI' a2 , ••• , a., wobei ai und Ai einander entspre
chen. Es sei femer Q ein endlicher (absoluter oder algebraischer) Kom
plex in R; 3 jedem Eckpunkt bi von Q solI ein Eckpunkt ai von N ent
sprechen, unter der einzigen Bedingung, daB bi in Ai enthalten ist. 
Eine so.lche Eckpunktzuordnung solI kanonisch (in bezug auf N) heWen. 
Wenn sie eine simpliziale Abbildung (von Q in N) definiert, solI diese 
eine kanonische A bbildung von Q in N heWen; ist Reine Punktmenge 
eines Rn und N in' bzw. in der Niihe von' U realisiert, so sagt man 
statt kanonische Abbildung kanonische Verschiebung von Q in bezug 
auf N. 

Offenbar enthalt diese Definition unsere friihere Definition der 
kanonischen Verschiebungen (§ 1, Nr. 3) als Spezialfall (indem fUr 
U die zu K = N gehorende baryzentrische Uberdeckung gewahlt wird). 

Aus der obigen Definition und der Definition der Lebesgueschen 
Zahl einer Uberdeckung folgt unmittelbar folgender 

Satz I. Wenn R =F kompakt 5, a' = a'(U) die Lebesguesche Zahl 
der Oberdeckung U von Fund Q ein a'-Komplex in Fist, so detiniert 

1 Kap. III, § 4, Nr. 3 u. Kap. IV, § 1, Nr. 10. 2 Kap. I, § 2, Nr. 13. 
S Kap. IV, § 1, Nr. 7, c. 4 Kap. IV, § 1, Nr. 11. 
i F bezeichnet hier und uberall im folgenden immer ein Kompaktum. 
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j ede kanonische E ckpunktzuordnung eine kanonische A bbildung bzw. Ver
schiebung von Q in bezug auf den Nerv N von U. Falls U eine e-Ober
deckung ist und N in hinreichender N lihe von U realisiert ist, so ist jede 
kanonische Verschiebung in bezug auf N eine e-Verschiebung 1. 

2. Pflastersatz und ein Satz tiber die Bettischen Zahlen. K n sei 
eine beliebige Simplizialzerlegung des endlichen Polyeders P. Wir be
weisen die folgenden beiden Satze: 

Satz II (der "Pflastersatz"). Bei hinreichend kleinem e ist der Nerv 
einer abgeschlossenen e-Oberdeckung von P mindestens n-dimensional. 

Sa tz III. p sei irgendeine Bettische Zahl von Kn; die entsprechende 
Bettische Zahl des N erven N einer hinreichend feinen abgeschlossenen Ober
deckung von P ist mindestens gleich p. 

Beweis der Satze II und III. Es sei a = -~-a(Kn).2 Wir be
trachten: 

eine a-Dberdeckung U von P sowie den in U realisierten Nerv N 
derselben; die Durchmesser der Simplexe von N sind < 2a = a (Kn) ; 
die Le besguesche Zahl von U sei a'; 

eine a'-Unterteilung 3 K' von K n und eine kanonische Verschiebung 
K" = f' (K') von K' in bezug auf N (K" ist also ein Teilkomplex von N). 

Da K" eine a-Verschiebung von K' ist, ergibt eine beliebige kano
nische Verschiebung f" von K" in bezug auf Kn eine natiirliche Ver
schiebung f (K') = f" (I' (K')) von K' in bezug auf Kn. Dabei ist nach 
§ 1, Satz III 

das heiBt 
(1 ) 

Der Satz II ist hierin bereits enthalten: Da der n-dimensionale Kom
plex Kn simpliziales Bild von K" ist, muB K", folglich auch N (der 
ja K" als einen Teilkomplex enthalt) mindestens n-dimensional sein. 

Urn den Satz III zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB es in N 
mindestens so viele im Sinne der Homologie linear-unabhangige Zyklen 4 

gibt, wie in Kn. 
Es seien nun die Zyklen 

zL ... , z; 
in K n unabhangig; ihre Unterteilungen 4, 
hangig (nach Kap. VI, § 2, Satz VI). Durch die 
bung f' gehen die z' in gewisse z" iiber; diese 

~ sind in K' unab
kanonische Verschie
sind aber in N un-

1 D. h.: jeder Punkt wird urn weniger als Ii verschoben. 
2 § 1, Nr. 5, Definition. 
3 D. h.: der Durchmesser jedes Simplexes ist <a'. 
4 "Lineare Unabhangigkeit von Zyklen im Sinne der Homologie" bedeutet: 

lineare Unabhangigkeit der diese Zyklen enthaltenden Homologieklassen in der 
Bettischen Gruppe. 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 23 
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abhangig, denn aus 

folgt 

d.h. 

(I" (C)), = '1:, ti t" (zi) = '1:, ti 1 (zi) 
da 1(1;) = zi ist -

(I" (C)), = 2: ti zi 

also ti = 0 fur aIle i. Die Unabhiingigkeit der z'i in N, also auch der 
Satz III, sind hiermit bewiesen. 

3. Der Invarianzsatz fUr die Dimensionszahl und die Bettischen 
Zahlen. Die Bettischen N-Zahlen eines Kompaktums. Fur jedes e 
gibt es e-Uberdeckungen von P = R.n, deren Nerv dieselbe Dimensions
zahl n und die gleichen Bettischen Zahlen wie K n hat: es genugt, die 
baryzentrischen Uberdecknngen zu betrachten, die zu hinreichend feinen 
Unterteilungen von K n gehoren. 

Diese Bemerkung gestattet die Satze II nnd III in folgender Form 
auszusprechen: 

Die Dimensionszahl bzw. eine Bettisehe Zahl der Simplizialzerlegung 
Kn eines Polyeders P ist die kleinste ZahZ n bzw. p, die bei jedem e als Di
mensionszahl bzw. als die entspreehende Bettisehe Zahl des Nerven einer 
e-Uberdeekung von P aultritt. 

Die so definierte Zahl n bzw. p ist eine topologische Invariante des 
Polyeders P; diese nahezu triviale Behauptung beweisen wir im Rah
men des folgenden allgemeinen Sa tzes : 

Satz IV (Allgemeiner Invarianzsatz). Es sei ] irgendeine nicht 
negative ganze Zahl, deren Wert fur feden Komplex K erkliirt ist [] (K) 
kann also z. B. die Dimensionszahl oder eine Bettische Zahl usw. von K 
seinJ. Fur ein Kompaktum F definiere man sodann ] (F) als die kleinste 
Zahl q von der Eigensehaft, da/3 es Z1f, fedem e eine abgeschlossene e-Uber
deekung gibt, fur deren N erv N 

J(N) = q 

ist; wenn eine solehe kleinste Zahl q nicht existiert [d. h. wenn J(N) bei 
hinreichend kleinem e fur eine beliebige abgeschlossene e-Uberdeckung 
notwendig beliebig groB wird] , setzt man] (F) = 00. Die so delinierte 
Zahl ] (F) ist eine topologische Invariante von F. 

Bcweis. Es seien zwei homoomorphe Raume Fund F' mit J(F) =q 
und ein e > 0 gegeben. Es ist zu zeigen, daB eine e-Uberdeckung von F' 
existiert, fUr deren Nerv Nt die Zahl ] (N/) = q ist. Man betrachte zu 
diesem Zweck eine topologische Abbildung g von F auf F'; sie ist gleich
maBig stetig, folglich gibt es zu ihr ein Cl von der Eigenschaft, daB 
eine Teilmenge von F mit einem Durchmesser < 0 in eine Teilmenge 
von F' ubergeht, deren Durchmesser < e ist. Man wahle eine Cl-Uber
deckung von F, so daB fUr ihren Nerv N 

J(N) =q 
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ist; die Elemente dieser Dberdeckung werden mittels g auf Mengen 
abgebildet, die eine B-Dberdeckung von F' bilden; der Nerv N' dieser 
Dberdeckung ist offenbar mit N isomorph, so daB auch ] (N') = q ist, 
W.z. b.w. 

Somit ist bewiesen: 
Die Dimensionszahl und siimtliche Eettischen Zahlen der Simplizial

zerlegungen eines Polyeders P sind topologische I nvarianten von P; sie 
haben fur alle Simplizialzerlegungen, folglich 1 auch fur alle Zellenzer
legungen, aller mit P homoomorphen Polyeder dieselben Werte. 

Hierin ist sowohl der Satz von der Invarianz der Dimensionszahl 
(BROUWER) als auch der Invarianzsatz fUr Bettische Zahlen (ALEXANDER) 
enthalten. 

Die nach der Vorschrift des Satzes IV definierten Bettischen Zahlen 
eines Kompaktums F nennen wir die Eettischen N-Zahlen von F. 2 

4. Beweis der Invarianz der Bettischen Gruppen (invariante Cha
rakterisierung der Bettischen Gruppen). Der obige Beweis der Invarianz 
der Dimensionszahl und der Bettischen Zahlen bestand darin, daB wir 
fUr die beiden Begriffe, die sich urspriinglich auf simpliziale Zerlegungen 
eines Polyeders bezogen, als Eigenschaften des Polyeders selbst (als 
eines topologischen Raumes) gedeutet und sie somit invariant charakteri
siert (vgl. S. 311) haben. Denselben Weg wollen wir auch jetzt beim 
Invarianzbeweis fUr die Bettischen Gruppen gehen und eine invariante 
Definition derselben aufstellen. 

Vorbemerkung. Den Betrachtungen dieser und der folgenden 
Nummer liegt eine der Gruppen @, @m als festgewahlter Koeffizienten
bereich zugrunde. Da dieser Koeffizientenbereich in diesen Nummern 
festbleibt, wird auf seine explizite Angabe (durch den Index 0) ver
zichtet. Da die Bettischen Gruppen B;. 3' (K) eines endlichen Kom
plexes K bei jeder Wahl der Koeffizientenbereiche 0, 0' durch die 
ganzzahligen Bettischen Gruppen Eli! (K), r = 0, 1, ... , eindeutig 
bestimmt sind 3 , geniigt es iibrigens den nachfolgenden Invarianz
beweis nur fUr die letztgenannten Gruppen (also fUr 0 = 0' = @) zu 
fUhren. 

Algebraischer Hilfssatz. Sind m und )8 Abelsche Gruppen mit 
endlich-vielen Erzeugenden, ist m einer Untergruppe )8' von )8, )8 einer 
Untergruppe 21' von m isomorph, so sind m und )8 isomorph. 

Beweis. Anhang I, Nr. 45. 
Definition. F sei ein kompakter metrischer Raum. Man be

trachte die Menge {)8~ (F)} aller Gruppen )8~ (F), we1che die folgende 

1 Nach Kap. VI, § 1, Nr. 12. 
2 Die Definition und die vorangehenden Betrachtungen gelten nicht nur fur 

die gewohnlichen Bettischen Zahlen. sondern eben so auch fur die Bettischen Zahlen 
modulo einer Primzahl m (Kap. V. § 3. Nr. 9). 

3 Kap. V, § 4. 

23* 
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Eigenschaft haben: B; (F) tritt fiir jedes e> 0 als r-te Bettische Gruppe 
des Nerven einer gewissen e-Uberdeckung von F aufl. 

Nach dem Hilfssatz gibt es (bis auf Isomorphie) hOchstens eine unter 
den Gruppen m; (F), die einer Untergruppe von allen anderen Gruppen 
m~ (F) isomorph ist. Falls sie existiert2, nennen wir sie die r-te Bettische 
N -Gruppe von Fund bezeichnen sie mit m' (F) . 

Da die Menge {m; (F)} mit F offenbar topologisch invariant ver
kniipft ist, stellt auch m' (F) eine topologische Invariante von F dar. 

Bemerkung. In Fallen, wo dennoch die Angabe eines Koeffizien
tenbereiches erwiinscht ist, schreibt man m3* (F), oder auch m('3,3')* (F), 
bzw. m;(F) und m;,3,(F). 

5. Die in Aussicht gestellte invariante Charakterisierung und mit 
ihr der Invarianzbeweis fiir die Bettischen Gruppen der endlichen Eu
klidischen Komplexe ist geliefert durch folgenden 

Satz V. Wenn P ein endliches Polyeder und K eine Simplizial
zerlegung desselben ist, so existieren die Bettischen N-Gruppen von P und 
sind den entsprechenden Bettischen Gruppen des Komplexes K isomorph. 

Beweis. Die baryzentrischen Sterne einer Unterteilung K' von K 
bilden - wenn K' hinreichend fein ist - bei beliebigem e eine e-Uber
deckung, deren Nerv der Komplex K' ist (Kap. III, § 4, Nr. 3). Da 
B' (K') mit B' (K) isomorph ist, folgt daraus, daB B' (K) eine Gruppe 
m; (P) ist; die Menge {m; (P)} ist also nicht leer. Ubrig bleibt somit 
nur zu zeigen, daB B' (K) einer Untergruppe jeder Gruppe m~ (P) iso
morph ist. 

Es sei 0' = i-a(K) , m sei irgendeine Gruppe m~ (P); man kann die 
a-Uberdeckung U mit dem in U realisierten Nerven N so wahlen, daB 
m der Gruppe B' (N) isomorph ist (und also mit letzterer identifiziert 
werden kann). Man wahle jetzt (wie in Nr. 2) die Unterteilung K' 
von K so fein, daB ihre Simplexe kleiner als 0' und als die Lebesgue
sche ZahI 0" von U sind und bezeichne mit f' eine kanonische Ver
schiebung von K' in bezug auf N. Ihr Resultat K" = f' (K') ist ein 
Teilkomplex von N, der als eine a-Verschiebung von K' anzusprechen 
ist; daher ergibt eine beliebige kanonische Verschiebung f" von N in 

1 Die Menge {~~ (F)} kann leer sein: wenn r = 0 und F aus dem Nullpunkt 

und den Punkten ~, n = 1, 2, ... , der Zahlengerade besteht, so wlichst bei 
n 

abnehmenden e die Anzahl der Komponenten (der Erzeugenden der nullten Betti
schen GruppCil) des Nerven einer e-"Oberdeckung von F notwendig iiber aIle Grenzen, 
es gibt also keine einzige Gruppe ~~ (F). Um ein analoges Beispiel fiir die Dimen
sionszahl r = 1 zu haben, geniigt es, F als die aus dem Nullpunkt und den Punkten 
der Kreislinien 

;>; __ +,.,8= _ ( 3')2 (1)2 
2" 2" ' 

n = 1,2, ... 

bestehende Menge zu definieren. 
2 Was natiirlich (schon nach FuBnote 1) nicht der Fall zu sein braucht. 
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bezug auf K eine natiirliche Verschiebung f(K') = f"(f'(K')) von K', 
fUr die 

f(K') = K, 
folglich 

f" (K") = K 
gilt!. 

Die Abbildung f' erzeugt einen Homomorphismus von BT (K) in 
BT (N): dieser Homomorphismus (den wir ebenfalls mit f' bezeichnen) 
entsteht dadurch, daB man jedem Zyklus ZT von K den Zyklus f' (z') 
von N zuordnet, wobei z' die Unterteilung von ZT in K' ist. Der Homo
morphismus f' ist eineindeutig, denn ist f' (z') (X) 0 in N, so ist, da 
f (z') = f" f' (z') = ZT ist, ZT <Xl 0 in K. Somit ist f' eine isomorphe 
Abbildung von B r (K) auf eine Untergruppe von BT (N), w. z. b. w. 

6. Bemerkung I. Es sei Fein kompakter metrischer Raum. Die Gruppe 
j8~(F) existiert dann und nur dann, wenn die "Bettische N-Zahl von F", pr(F), 
endlich ist: P' (F) ist dann immer gleich dem Rang der Gruppe j8~ (F). 2 

Beweis. Wenn P' (F) = P ist, so gibt es bei jedem 8 eine 13-Uberdeckuug, 
deren Nerv N als Gruppe B~(N) die freie Abelsche Gruppe mit p unabhangigen 
Erzeugenden hat; eine solche Abelsche Gruppe (wir bezeichnen sie mit 2(p) ist 
also eine Gruppe j8~ * (F). Da ferner nach der Definition der Zahl P' (F) jede Gruppe 
j8~* (F) einen Rang ~p hat und folglich eine mit 2(p isomorphe Untergruppe 
besitzt, stimmt die Gruppe 2(p mit j8~ (F) uberein. 

DaB bei P' (F) = 00 keine Gruppe j8~ * (F) existiert, ist klar. 
Da, wenn P ein Polyeder, P = K, ist, B~ (K) mit j8~ (P) isomorph ist, folgt 

aus der soeben gemachten Uberlegung, daB P' (K) = P' (F) ist, also ein zweiter 
Beweis des Satzes III. 

Bemerkung II. Aus der Existenz der Gruppe j8~(F) braucht noch nicht 
die Existenz von j8@(F) zu folgen; es genugt F (etwa als Teilmenge des fiinf
Coder sogar vier-] dimensionalen Euklidischen Raumes) als Vereinigungsmenge einer 
Kugelflache 5, eines Punktes a und einer Folge von gegen den Punkt a konver
gierender, un tereinander und zu 5 fremder Flachen PI' P 2' ... , Pm' . . . zu kon
struieren, wobei Pm ein Modell der "pseudoprojektiven Ebene" (im Sinne des 

1 
Anhanges zu Kap. IV, V, VI; Nr. 8) mod mist und einen Durchmesser < 2n hat. 

Dagegen foIgt aus der Existenz von j8~ (F) auch die von j8~ (F), denn die freien 
direkten Summanden von j8~ (F) konnen aIs die j8@* (F) aufgefaBt werden; es gilt 
dabei die Ungleichung 

(dabei bedeutet e den Rang der betreffenden Gruppe). 

Nachdem auf die eine oder andere Weise der Invarianzbeweis fUr 
die Bettischen Gruppen (endlicher) Komplexe erbracht ist, kann man 
von Bettischen Gruppen eines (endlichen) Polyeders Pals von den bis 
auf Isomorphie eindeutig bestimmten Bettischen Gruppen einer be
liebigen Zellenzerlegung von P sprechen. Man kann sie natiirlich auch 

1 Bis hierher ist unser Beweis eine wortliche \Viedergabe des Beweises des 
Pflastersa tzes. 

2 j8~ (F) bedeutet die der allgemeinen Vorschrift von Nr. 4 entsprechend defi
nierte "Bettische Gruppe modulo Null von F", d. h. j8~,!R(F). Analoges gilt 
fur j8~* (F). 
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direkt als die Bettischen N-Gruppen von P definieren. Analoges gilt 
auch fUr Bettische Zahlen. 

7. Die Bettischen Gruppen des n-dimensionalen Elementes und 
der n-dimensionalen Sphare. Die Euler-Poincaresche Formel. Be
kanntlich versteht man unter einem n-dimensionalen Element einen 
topologischen RaumEn, welcher einem n-dimensionalen Simplex homoo
morph ist, wahrend eine n-dimensionale Sphare ein topologischer 
Raum sn ist, welcher dem Rande eines (n + 1)-dimensionalen Simplexes 
homoomorph ist. 

Aus Kap. V, § 1, Nr. 4 und Kap. IV, § 6, Nr. 1 und Nr. 7 folgt 
sodann auf Grund des Invarianzsatzes folgender 

Sa tz VI. Die nullte ganzzahlige Bettische Gruppe von En, sowie 
die nullte und n-te ganzzahlige Bettische Gruppe von sn, n > 0, sind un
endliche zyklische Gruppen. Fur alle anderen Dimensionszahlen enthalten 
die Bettischen Gruppen von En ~tnd sn nur das Nullelement. 

Aus der Invarianz der Bettischen Zahlen ergibt sich ferner die 
Euler-Poincaresche Formel nicht nur fUr Komplexe, sondern fUr Poly
eder, d. h. die Gleichung 

X(K) = 2 (-1tpr, 

wobei X (K) die Eulersche Charakteristik einer beliebigen Zel1enzer
legung des Polyeders P und die pr die Bettischen Zahlen des Poly
eders P sind. 

Man kann somit auch von der Eulerschen Charakteristik eines Poly
eders sprechen. Insbesondere folgt aus dem soeben Bewiesenen, daB 
die Eulersche Charakteristik eines Elementes gleich 1, die einer n-dimen
sionalen Sphiire gleich 2 oder gleich ° ist, je nachdem n gerade oder un
gerade ist. 

8. Der Invarianzsatz fUr Bettische Gruppen unendlicher Polyeder 1 • 

Satz VII. Wenn P und Q zwei homoomorphe (im allgemeinen un
endliche) Euklidische Polyeder, K und L zwei beliebige simpliziale Zer
legungen derselben sind, so sind die Bettischen Gruppen von K den ent
sprechenden Bettischen Gruppen von L isomorph. 

Den Beweis dieses Satzes (der zugleich einen zweiten Beweis fUr 
die Invarianz der Bettischen Gruppen endlicher Polyeder liefert)2, be
ginnen wir mit folgender 

Vorbemerkung. Es sei t eine topologische Abbildung von P = K 
auf Q = L. Es seien 

samtliche Grundsimplexe von K; wir bezeichnen mit Li den kombi
natorischen Stern 3 SL(f(Xi )). Wegen der lokalen Endlichkeit von List 
Li ein endlicher Komplex (vgl. Kap. III, § 1, Nr. 7). 

1 Die Nummern 8-12 kbnnen bei erster Lektiire iiberschlagen werden. 
2 Der folgende Beweis riihrt im wesentlichen von PONTR]AGIN her. 
3 Kap. III, § 1, Nr. 7. 
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Hilfssatzl. Es sei f eine topologische Abbildung von P auf Q. Es 
existiert eine Unterteilung K' von K von der Beschaffenheit, daB ftir 
jedes auf xi liegende Simplex xi des Komplexes K' gilt 2 

r} f (xi) < a (Li) . 

Beweis des Hilfssatzes. Wir zerlegen jedes Simplex Xi mittels 
endlich-vieler sukzessiver baryzentrischer Unterteilungen in so feine 
Simplexe xiI' Xi2, ... , Xisi' daB die f(Xii) samtlich kleiner als a(Li) 
sind 3. Es kommt nur darauf an, zu zeigen, daB man die xii so unter
teilen kann, daB· diese Unterteilungen zusammen einen Komplex -
und zwar eine Unterteilung von K - ergeben. 

Diese letzte Behauptung bildet aber gerade den Inhalt des Satzes III 
von Kap. III, § 3. Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Aus der Definition von a(L,) folgt unmittelbar: 
ZusatzlzumHilfssatz. 1st Ix'i = la~ ... a;leinSimplexvonK' 

und laBt man jedem Eckpunkt ai von lx' I den Mittelpunkt bi eines 
den Punkt f (ai) enthaltenden baryzentrischen Sternes von L entspre
chen, so sind die Punkte bo, ... , b, Eckjmnkte eines und desselben 
Simplexes von L, welches auf diese Weise dem Simplex x' zugeordnet 
wird. 

Hieraus folgt weiter: 
Zusatz II zum Hilfssatz. Jede kanonische Eckpunktzuordnung 

von f(K') in bezug auf L erzeugt eine kanonische Verschiebung. [Dabei 
ist t(K') als ein Komplex in Q = lim Sinne von Kap. IV, § 1, Nr. 8, c, 
d. h. als Menge der Eckpunktgeruste seiner (krummen) Elemente zu 
verstehen.] 

Bemerkung. Eine Unterteilung von K, die die Behauptung unseres 
Hilfssatzes erfiillt, nennen wir fUr einen Augenblick eine (L, f)-Unter
teilung von K. 

9. Wir gehen jetzt zum eigentlichen Beweis des Invarianzsatzes tiber. 
Es seien: 

Kl eine (L, f)-Unterteilung von K; 
L' eine (Kv f-l)-Unterteilung von L; 
K' eine (L', f)-Unterteilung von K1 . 

Wir bezeichnen ferner mit 

gI' g2' ga 

die kanonischen Verschiebungen von 

f(Kl) in L; f-I(L') in K 1 ; f(K') in L'. 

1 1m Falle endlicher Komplexe ist der Hilfssatz trivial, denn jede hinreichend 
feine Unterteilung von K liefert das Gewiinschte. 

3 Wegen Definition der Zahl a(L;) siehe § 1, Nr. 5. Es bedeutet ~t(X'.) den 
Durchmesser von f (~) . 

3 Dies ist moglich auf Grund von Kap. III, § 2, Satz IIa. 
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Diese kanonischen Verschiebungen erzeugen homomorphe Abbildungen 
von 

B' (K1) in B' (L); B' (L') in B' (Kl); B' (K') in B' (L') , 

welche wir ebenfalls mit 

bezeichnen. 
Zusatz III zum Hilfssatz. Die Abbildungen g2/- 1gal der Eck

punktmenge von K' in die Eckpunktmenge von K J ist eine natiirliche 
Eckpunktzuordnung in bezug auf den Komplex K 1 • 

Beweis des Zusatzes III. Es sei a' ein Eckpunkt von K', Xi der 
Trager von a' in K), Yo der Trager von I (a') in L', y* der Trager 
von Yo in L. Wir setzen 

Ko = Sx, (t-l (Yo)) , K* = Sx,(1- 1y*). 

Es geniigt nach der Bemerkung von § 1, Nr.3, zu zeigen, daB 

(1 ) 
ist. 

Nun ist aber gs/(a') ein Eckpunkt von Yo, also ist nicht nur a', 
sondern auch 1-1ga/(a') in 1-1yo enthalten, somit 

e(a', 1-1ga/{a'») :::;;: ~/-l(yo)· 

Nach Voraussetzung ist ~/-l(yo) < a (K*) < e(K*); da Ko c K*, folg
lich e(K*) ::s e(Ko) ist, ist ~/-lyo < e(Ko), also erst recht ~/-l(yo) 
< e(xi), also die Ungleichung (1) richtig, der Zusatz III bewiesen. 

Da K' eine Unterteilung von Kl ist, definiert die natiirliche Eck
punktzuordnung g2/- 1gal nach § 1, Nr.4, eine natiirliche Verschie
bung von K' in K 1 • Diese Verschiebung bezeichnen wir der Kurze 
halber mit g2ga' 

In genau derselben Weise iiberzeugt man sich davon, daB die Ab
bildung gt/g2/- 1 der Eckpunkte von L' auf Eckpunkte von L eine 
natiirliche Eckpunktzuordnung ist, welche eine natiirliche Verschie
bung glg2 von L' in L erzeugt. 

Wir fiihren jetzt den Beweis des Invarianzsatzes in folgenden drei 
Schritten zu Ende. 

<X) Die homomorphen Abbildungen g2ga (von B'{K') in B'{K1 ») bzw. 
glg2 (von B'{L') in B'{L») sind Isomorphismen von B'(K') aul B'(K1) 

bzw. von B'(L') aul B'(L). 
Diese Behauptung folgt in der Tat nach § 1, Nr.6, daraus, daB die 

genannten homomorphen Abbildungen durch die natiirlichen Verschie
bungen g2ga bzw. g1g2 von K' auf Kl bzw. von L' auf L erzeugt sind. 

Aus <X) folgt unmittelbar: 
fJ) Die homomorphen Abbildungen gs bzw. g2 sind Isomorphismen (von 

B'{K') in B'{L') bzw. von B'{L') in B'{K)). 
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Wir beweisen jetzt 
y) Der Isomorphismus g3 ist ein Isomorphismus von Br(K') auf die 

ganze Gruppe Br(L'). 
Beweis von y). Es sei V das Bild von Br(K') bei dem Isomorphis

mus g3' Die Gruppe V ist eine Untergruppe von Br(L'); wir haben zu 
zeigen, daB V = B r (L') ist, d. h. daB V von jeder echten Untergruppe 
von Br (L') verschieden ist. Da nach /X) 

g2 V = Br(Kl) 

ist, haben wir nur zu zeigen, daB bei jeder Wahl der echten Unter
gruppe U von Br(L') 

(2) g2 U =F Br (Kl) 

ist. Dies zeigen wir, indem wir irgendein in U nicht enthaltenes Ele
ment ~ von Br(L') wahlen und das Bild g2(~) dieses Elementes be
trachten. Da nach (3) die Abbildung g2 von Br (L') isomorph ist, ist 
bei dieser Abbildung das Bild jedes Elementes von U von g2 (~) ver
schieden. Mit anderen Worten: g2U enthalt nicht das Element g2(~) 
von Br (Kl)' woraus (2) und mithin die Behauptung y) folgt. 

Aus y) folgt: Die Gruppen B r (K') und Br(L') sind isomorph. Da 
F(L') mit Br(L) und Br(K') mit Br(K) isomorph sind (Kap. VI, § 2), 
ist auch Br(K) mit Br(L) isomorph, w. z. b. w. 

10. Anwendung auf oHene Mengen des Rn. N ach dem Satz von 
RUNGE (Kap. III, § 3) ist jede in Rn offene Menge G ein unendliches Poly
eder - und nach dem, was soeben bewiesen wurde, sind die Bettischen 
Gruppen verschiedener, auch krummer, simplizialer Zerlegungen dieses 
Polyeders untereinander isomorph. Wir haben aber friiher (Kap. V, § 1, 
Nr.i) die Bettischen Gruppen vonGunabhangig von den durch den Satz 
von RUNGE gelieferten simplizialen Zerlegungen definiert, und zwar direkt 
unter Zugrundelegung des Eckpunktbereiches von G. Es handelt sich 
jetzt darum, zu zeigen, daft die Bettischen Gruppen von G den entspre
chenden Bettischen Gruppen einer beliebigen simplizialen Zerlegung K 
von G isomorph sind. Daraus wird insbesondere folgen, daB, wenn die 
beiden offenen Mengen G und G' hom6omorph sind, ein Isomorphismus 
zwischen den Bettischen Gruppen von G und den entsprechenden Grup
pen von G' vorliegt. Der Beweis dieser Behauptungen soli nun er
bracht werden. 

Es sei K eine Simplizialzerlegung der offenen Menge G eRn. 
Eine homomorphe Abbildung g einer Bettischen Gruppe von K in 
die entsprechende Gruppe von Gist dadurch gegeben, daB jede 
Homologieklasse von K in einer Homologieklasse von G enthalten ist. 
Urn zu zeigen, daB dieser Homomorphismus eine isomorphe Abbildung 
der einen Gruppe auf die andere ist, geniigt der Nachweis, daB 1) in 
der Nullklasse von G nur die Nullklasse von K und daB 2) in ieder 



362 IX. Kanonische Verschiebungen. 

Klasse von G (mindestens) eine Klasse von K enthalten ist. Urn dies 
zu beweisen, brauchen wir einige kurze Hilfsbetrachtungen. 

Es sei C ein algebraischer Komplex in G eRn. Wir definieren die 
Unterteilungen von C folgendermaBen. In einem hinreichend hoch
dimensionalen Rm ~ Rn bringen wir das Eckpunktsystem von C durch 
eine beliebig kleine Verschiebung g in allgemeine Lage. Dadurch geht 
I C I in einen Euklidischen Komplex I C' I = g I C I c Rm und C in C' 
tiber. Die Abbildung g-l der Eckpunktmenge von C' auf die Eck
punktmenge von C erzeugt eine simpliziale Abbildung r 1 von I C' I 
auf I C I bzw. von C' auf C. Durch diese simpliziale Abbildung geht 
insbesondere jede Unterteilung C~ von C' in einen algebraischen Kom
plex C1 in G tiber; C1 heipt eine Unterteilung von C. Offenbar besitzt C 
beliebig feine Unterteilungen (d. h. Unterteilungen, deren Simplexe 
einen beliebig kleinen Durchmesser haben). 

Hilfssa tz. 1st zein Zyklus in G und ZI eine Unterteilung von z, 
so ist z 00 ZI in G. 

Denn in den obigen Bezeichnungen ist nach Satz III von § 1 der 
Zyklus z' simpliziales Bild seiner Unterteilung Zr, wobei jedes Simplex 
von z~ auf seinem Bilde liegt. Nach Kap. IV, § 6, Nr.3 ist z' 00 z~ 

in z', wobei der durch z'- z~ berandete Komplex q' so gewahlt werden 
kann, daB seine Simplexe auf den Simplexen von z' liegen. Durch die 
simpliziale Abbildung g-1 von z' auf z c G geht q' in einen algebra
is chen Komplex q in G tiber, wobei q = z - ZI und folglich z 00 ZI in G 
ist, w. z. b. w. 

11. Wir beschreiben jetzt eine Operation, die wir als kanonische 
Verschiebung in bezug auf K eines algebraischen Komplexes C von G = K 
bezeichnen. 

Man wahlt zuerst einen endlichen Teilkomplex K' von K, welcher 
eine gewisse Umgebung U (L) enthalt und ersetzt K' durch eine Unter
teilung K~, deren Simplexe kleiner als e(K', Rn-G) sind1 . Es sei Co 
eine Unterteilung von C, deren Simplexe kleiner als (J (Ki) sind. Man 
ftihrt Co mittels einer kanonischen Verschiebung in bezug auf Ki in 
einen algebraischen Teilkomplex C' von Ki tiber, welcher seinerseits 
durch eine kanonische Verschiebung in bezug auf K' in einen algebra
ischen Teilkomplex C1 von K' (also von K) tibergeht. C1 ist die ge
wtinschte kanonische Verschiebung von C. War C von vornherein .ein 
Teilkomplex von K, so liefert dieses Verfahren (wegen § 1, Satz III) 
das ResuItat C1 = C, so daB man in diesem FaIle von Anfang an 
C1 = C setzen konnte. 
. Jeder der Schritte, die uns von Co zu C1 gefiihrt haben, stellt eine 

simpliziale Abbildung dar; daher ist auch C1 simpliziales Bild von C: 
C1 = f(Co). War C von vornherein ein Teilkomplex von K, so set zen 

lIst G = R n, so sei K~ = K'. 
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wir C1 = C; fist dann die identische Abbildung. 1st C ein Zyklus, 
so ist C"", Co in G (nach dem Hilfssatz). Der "Obergang von Co zu C1 

vollziehtl sich innerhalb der Homologieklasse von C (in bezug auf G) ; 
daraus folgt: Jeder Zyklus von Gist einem Zyklus von K in G 
homolog. Aus derselben Konstruktion folgt ferner, daB ein Zyklus z 
von K, der in G berandet, auch in K berandet. Denn berandet z den Kom
plex C von G, so ergibt unser Verfa?ren einen Teilkomplex C1 = f(C) 
von K, wobei, wie oben bemerkt war, f (z) = z ist. Somit ist C1 = z. 

Wir haben also gezeigt: Jede Homologieklasse von G enthalt eine 
Homologieklasse von K; die Nullklasse von G enthalt nur die Null
klasse von K. Die Gruppen B'(G) und B'(K) sind also isomorph und 
die in Nr. 10 ausgesprochenen Behauptungen sind bewiesen. 

12. Aus der Isomorphie der Bettischen Gruppen von G und der 
entsprechenden Gruppen einer simplizialen Zerlegung K von G ziehen 
wir eine fUr die Bettischen Gruppen von G wichtige Folgerung: 

Fur r > n ist die Bettische Gruppe B' (G) des Gebietes G c Rn die 
N ullgruppe (Koeffizientenbereich gleichgultig). 

Denn erstens ist K ein n-dimensionaler Komplex, daher ist fur 
r> n die Gruppe B' (K) die Nullgruppe 2 ; zweitens ist K ein Euklidischer 
Komplex des Rn, enthalt also keinen von Null verschiedenen n-dimen
sionalen Zyklus (Kap. IV, § 5, Nr. 12). 

§ 3. Allgemeiner Dimensionsbegriff. 
1. Gewohnlich wird der Pflastersatz (§ 2, Nr. 2) so formuliert: 
Die Ordnung 3 ieder hinreichend feinen abgeschlossenen Oberdeckung4 

eines n-dimensionalen Simplexes ist mindestens gleich n + 1 . 
In dieser Formulierung (die der des Textes offenbar aquivalent ist) 

wurde der Satz zum erstenmal von LEBESGUE 1911 ausgesprochen, 
aber erst von BROUWER 1913 bewiesen. Seitdem ist er zur Grundlage 
der sog. allgemeinen Dimensionstheorie geworden und zahlt mit Recht 
zu den wichtigsten (andererseits auch anschaulichsten!) topologischen 
Satzen5• 

Der allgemeine Dimensionsbegriff wird fUr ein KompaktumF 
nach der Vorschrift des Satzes IV von § 2 folgendermaBen eingefUhrt: 
Die kleinste nicht negative ganze Zahl n = dimF von der Eigenschaft, 
daB es zu iedem e> 0 eine abgeschlossene e-Oberdeckung von F gibt, deren 
Nerv ein n-dimensionaler Komplex oder - was dasselbe ist - deren 
Ordnung gleich n + 1 ist, heiBt die Dimension von F. Wenn eine solche 

1 Kap. IV, § 6, Satz IIa. 2 Vgl. Kap. IV, § 2, Nr. 14, Bemerkung I. 
3 Wegen der Definition der Ordnung einer Uberdeckung siehe Kap. I, § 2, 

Nr.13. 
4 In diesem ganzen Paragraphen wird unter einer Dberdeckung immer eine 

endliche Dberdeckung verstanden. 
5 1m "Anhang" zu diesem Kapitel ist der sehr kurze Spernersche Beweis 

des Pflastersatzes dargestellt. 
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Zahl iiberhaupt nicht existiert, d. h. wenn es zu jeder noch so groBen 
Zahl n ein e gibt, derart, daB die Ordnung jeder abgeschlossenen e-Uber
deckung > n + 1 ist, sagt man, daB F unendlich - dimensional ist und 
schreibt dimF = 00. Dann wachsen also bei abnehmendem e die Dimen
sionszahlen der Nerven der e-Uberdeckungen von F notwendig iiber alle 
Grenzen. 

Man kann diese Definition offenbar auch so formulieren: 
Ein Kompaktum F heiBt hochstens r-dimensional, wenn es bei 

jedem e eine abgeschlossene e-Uberdeckung1 von einer Ordnung <: r + 1 
besitzt; es heiBt r-dimensional, wenn es hochstens r-dimensional, jedoch 
nicht hochstens (r-1)-dimensional ist; es heiBt unendlich-dimensional, 
wenn es bei keinem r hochstens r-dimensional ist. 

Sa tz I. Ein Kompaktum Fist dann und nur dann hochstens r-dimen
sional, wenn es bei jedem e > 0 eine o//ene e-tJberdeckung von einer Ord
nung <: r + 1 besitzt. 

Mit anderen Worten: man kann in der obigen Dimensionsdefinition 
von offenen anstatt von abgeschlossenen Uberdeckungen sprechen. 

Beweis - durch unmittelbare Anwendung der S1ttze VI und VII 
von Kap. I, § 6. 

Die allgemeine Dimensionsdefinition erlaubt, den Pflastersatz wie 
folgt auszusprechen: 

Die Dimension eines Polyeders stimmt mit der Dimensionszahl ieder 
seiner Simplizialzerlegungen (d. h. mit seiner "elementar-geometrischen" 
Dimensionszahl) iiberein. 

2. Von den einfachsten Eigenschaften des allgemeinen Dimensions
begriffes erw1thnen wir hier - neben seiner in § 2, Nr.3 bewiesenen 
topologischen Invarianz - in erster Linie die folgenden: 

Sa tz II. 1st F' c F, so ist dimF' <: dimF. 
Der Beweis ist klar. 
Satz III. Brouwersches Invarianzprinzip. Zu iedem endlich

dimensionalen Kompaktum F gibt es ein solches e > 0, dafJ F mittels 
einer e-Abbildung 2 in keinen Raum von kleinerer Dimension transformiert 
werden kann. 

Beweis. Wir bemerken zuerst, daB der Satz VI von Kap. II, § 3 
auch in der folgenden Form ausgesprochen werden kann: Es liege die 
e-Abbildung / des Kompaktums X in das Kompaktum Y vor. Es gibt eine 
Zahl fJ > 0 derart, daB aus e(/(x), fix')) < fJ stets e(x, X')<e folgt. 
Oder mit anderen Worten: ] ede 3 Punktmenge B von Y mit einem 
Durchmesser < fJ hat eine Originalmenge von einem Durchmesser <: e . 

I Siehe FuBnote 4 auf Seite 363. 2 Kap. II, § 3, Nr. 5. 
31st B abgeschlossen und von einem Durchmesser <11, so hat j-1(B) einen 

Durchmesser <e [denn ware der Durchmesser von j-I(B) gleich e, so wiirde man 
wegen der Abgeschlossenheit von 1-1 (B) C F in 1-1 (B) zwei voneinander genau 
urn e entfernte Punkte finden konnenJ. 



§ 3. Allgemeiner Dimensionsbegriff. 365 

Nach dieser Vorbemerkung gehen wir zum eigentlichen Beweis 
des Brouwerschen Invarianzprinzips iiber. Wir wahlen e so klein, daB 
F keine 2e-Uberdeckung von einer Ordnung <r zulaBt, und nehmen 
an, daB F auf ein hochstens (r - 1 )-dimensionales F' e-abgebildet werden 
kann. Die betreffende Abbildung heiBe f. Wir bestimmen zu ihr die 
Zahl'Yj wie soeben. Es sei U' = {F~, ... , F~} eine 'Yj-Uberdeckung von F'. 
Setzt manFi=f- 1 (Fi), so erhalt man eine Uberdeckung U={F1 , •.. ,Fs}' 

die dieselbe Ordnung hat wie U'. Da die Durchmesser der Fi kleiner 
als 2e sind, sind wir zu einem Widerspruch mit der Definition der 
Zahl e gekommen, und das Brouwersche Invarianzprinzip ist bewiesen. 

Wir erwahnen noch einen besonders wichtigen Spezialfall des soeben 
bewiesenen Satzes: Zu iedem Kompaktum FeR gibt es ein e > 0 
derart, dafJ F durch keine e-Verschiebung in eine Menge kleinerer Dimen
sion iibergefiihrt werden kann. 

3. Ausfegungsverfahren; (n -1}-dimensionale Kompakten desRn. 
Jedes FeRn kann bei beliebigem e mittels einer e-Verschiebung in 
ein endliches Polyeder e-iibergefiihrt werden. Wir beweisen in der Tat 
sogar den scharferen 

Satz IV (Ausfegungssatz). IstF eine Teilmenge des in der simpli
zialen Zerlegung K vorliegenden Polyeders K, so gibt es einen T eilkomplex K' 
von K und eine solche stetige A bbildung f von F auf K', dafJ bei ieder Wahl 
des Punktes a von Fein Simplex von K existiert, welches a und f (a) 
enthiilt. Sind die Simplexe von K ihrem Durchmesser nach kleiner als e, 
so ist diese Abbildung f eine e-Verschiebung. 

Da jedes FeRn in einem endlichen Polyeder (z. B. in einem hin
reichend groBen Simplex) enthalten ist, folgt die zu Beginn dieser Num
mer gemachte Behauptung aus dem Ausfegungssatze. 

Beweis des Ausfegungssatzes. Vorbemerkung. Es seien: FeR 
und T ein Simplex von K. Es wird vorausgesetzt, daB kein Simplex 
von K, welches T zu seinen Seiten zahlt, in seinem Innern Punkte 
von F enthalt, und daB T mindestens einen inneren Punkt a enthalt, 
welcher nicht zu F gehort. Wir definieren eine stetige Abbildung f 
von F in K - die A usfegung von T in bezug auf F - folgendermaBen: 
In den im Innern von T liegenden Punkten von Fist f als die Pro
jektion aus dem Punkt a auf den Rand von T erklart, wahrend in 
allen iibrigen Punkten von F die Abbildung f definitionsgemaB die 
identische Abbildung ist. 

Es seien jetzt T 1 , ••• , Ts aIle Simplexe von K, welche Punkte 
von F enthalten, in einer solchen Reihenfolge, daB die Dimensions
zahl von THI hochstens so groB ist wie die von Ti . Wir set zen F 0 = F 
und nehmen an, daB Fi bereits definiert ist. Je nachdem THI in Fi 
enthalten ist oder nicht, erkiaren wir fHI als die identische Abbildung 
von Fi bzw. als die Ausfegung von THI in bezug auf Fi und setzen 
F i + I = fHI (Fi)' Sodann ist Fs ein Polyeder K', wobei K' ein Teil-
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komplex von Kist; die Abbildung 1= 1.1.-1' . . 11 (Fol ist die gesuchte 
Abbildung von F auf F. = R'. Die Abbildung I von F auf R' wird ge
legentlich als eine Ausfegung (der nicht in F enthaltenen Simplexe) 
von K bezeichnet. 

Korollar. Eine abgeschlossene Menge des Hilbertschen Raumes ist 
dann und nur dann kompakt, wenn sie bei jedem s mittels einer s-Ver
schiebung in ein endliches Polyeder iibergeliihrt werden kann. Dieses 
Korollar folgt unmittelbar aus Kap. II, § 4, Satz VII und dem Aus
fegungssatz. 

Als Anwendung des Ausfegungssatzes beweisen wir noch folgenden 
wichtigen Satz: 

Sat z V. 1m Rn sind die nirgendsdichten beschriinkten abgeschlossenen 
Mengen mit den hOchstens (n -1)-dimensionalen Kompakten identisch. 
(Mit anderen Worten: FeRn ist dann und nur dann n-dimensional, 
wenn es ein n-dimensionales Simplex enthalt.) 

Beweis. Es sei P ein n-dimensionales Simplex, zu dem F als Teil
menge gehort: P =:l F; ein solches existiert wegen der Beschranktheit 
von F. 1st in Fein n-dimensionales Simplex tn enthalten, so ist nach 
Satz II 

dim P 2": dimF :> dimtn , 

und nach dem Pflastersatz dim P = dimtn = n, also dimF = n. 
Es enthalte F kein n-dimensionales Simplex. Man wahle ein beliebig 

kleines s und zerlege Tn in Simplexe, die kleiner als s sind; jedes dieser 
Simplexe enth3.lt Punkte, die nicht zu F gehOren und kann infolge
dessen (in bezug auf F) ausgefegt werden; die Gesamtheit dieser Aus
fegungen ergibt offenbar eine s-Uberfiihrung von F in das aus den 
(n -1)-dimensionalen Simplexen der gewahlten Zerlegung von Tn zu
sammengesetzte Polyeder; somit kann F bei jedem s in eine hochstens 
(n -1)-dimensionale Menge s-iibergefiihrt werden, woraus vermoge des 
Brouwerschen 1nvarianzprinzips folgt, daJ3 dimF <::: n - 1 ist, w. z. b. w. 

4. Das Abbildungsverfahren von KURATOWSKI. Es sei 

U = {Ul , ••• , Us} 

eine offene Uberdeckung des metrischen Raumes R; es sei N ein Kom
plex eines Rn, welcher dem Nerven von U isomorph ist (N ist eine 
"Realisation des Nerven" im Rn). Wir konstruieren nach KURATOWSKI 
eine stetige Abbildung u (p) von R in IV folgendermaJ3en. Wir defi
nieren in allen Punkten p von R die s reellen Funktionen 

i=1, ... ,S,l 

und erklaren u(P) als den Schwerpunkt der in den Eckpunkten bI , ... , b. 
von N respektive angebrachten Massen fi1 (P), ... , fiB (P); dabei ent
spricht der Eckpunkt bi von N dem Element Ui von U. 

lIst U, = R, so setzen wir fli (Pl = 1 fUr alle p. 
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Dann und nur dann ist fli(P) =f= 0, wenn pc Ui ist; daraus folgt, 
daB, wenn P etwa zu Ui ., ... , Uih und nur zu diesen Elementen gehort, 
der Punkt 'X(P) im Innern des Simplexes bi •. .. bib von N enthalten 
ist; 'X(P) ist also eine Abbildung von F in N. Da die fli(P) offenbar 
stetig sind, ist auch 'X (P) stetig. 

5. Approximation von stetigen Abbildungen; E-Verschiebungen. 
Wir wollen jetzt naher untersuchen, was die Kuratowskischen Abbil
dungen 'X (P) in verschiedenen Spezialfa11en liefern. 

Es sei Fein Kompaktum, t eine stetige Abbildung von F in einen Rn; 
es sei schlieBlich 8> 0 beliebig gegeben. Wir wahlen !5 > 0 so klein, 
daB fur je zwei Punkte P und p' von F, die voneinander urn weniger 
als !5 entfernt sind, 

gilt. Es sei 
e(t<P), t<P/)) < 8/2 

U = {U1 , ••• , U.} 

eine offene !5-Dberdeckung von F; ist F endlich-, und zwar r-dimen
sional, so solI U die Ordnung r + 1, also der Nerv von U die Dimen
sionszahl r haben. 

In jeder Menge Ui , 1 ~ i ~ s, wahlen wir einen Punkt ai und lassen 
jedem ai einen Punkt bi C Rn unter der Bedingung 

e(f<ai), bi) < 8/2 

entsprechen. Die Punkte bl , ... , b. machen wirzu den Eckpunkten 
des im Rn realisierten Nerven N von U (d. h. wir definieren N als den 
Komplex des Rn, dessen Eckpunktgeruste diejenigen Teilmengen 
bi., •.. , bih der endlichen Punktmenge bl , •.. , b. sind, denen nicht
leere Durchschnittsmengen Ui•• ... • Uih entsprechen). N heiBt eine 
zu t und 8 gehOrende Realisation des Nerven von U. Die Kuratowskische 
Abbildung 'X(P) von F in N heiBt eine 8-Approximation der Abbildung t. 
Der Name ist berechtigt, denn es gilt fUr jeden Punkt p von F 

e (f<P), 'XCP)) < 8. 

Es sei in der Tat P ein beliebiger Punkt von F; er gehore unter den 
Elementen von U zu Ui., ••• , Uih und nur zu diesen; dann ist p von 
jedem der Punkte ai., ... , aih urn weniger als !5 entfernt, also ist die 
Entfernung zwischen t(P) und jedem der Punkte t(ai.),···, t(aih) 
kleiner als 8/2. Es gehoren mit anderen Worten die Punkte t(ai.), ... ,t(aih) 
zu U(f<P), 8/2), also die Punkte bi., ... , bin ZU U(fcP), 8). Als Schwer
punkt gewisser in bi., •.. , bih angebrachter positiver Massen [namlich 
der Massen fli. (P), .•. , flih (P), a11e ubrigen fli (P) sind gleich Null] liegt 
der Punkt 'X(P) ebenfalls in U(f<P), e), es ist also e(f<P), 'X<P)) < e. 

1m Fa11e, wenn FeRn und t die identische Abbildung von Fist, 
ist eine e-Approximation 'X(P) von t eine e-Verschiebung, d. h. es ist 
e(P, 'XCP)) < e. In etwas verscharfter Fassung erhalten wir: 
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Satz VI. 1st FeRn, U = {UI , ••• , Us} eine ollene s-Oberdeckung 
von F, N der in hinreichender Niihe l von U realisierte Nerv dieser Ober
deckung, so kann man mittels einer s-Verschiebung die Menge F in IV 
abbilden. 

Denn es genugt, bi so nahe zu ai zu wahlen, daB (} (ai' bi) < s - (J (Ui) 
ist. GehOrt der beliebig gewahlte Punkt p von F zu Uio ' ... , Uih und 
nur zu dies en Elementen von U, so liegen bio ' ... , bih , folglich auch 
der Punkt x(P) in U(P, s), also ist Q(P, X(P») < s. 

6. Fall einer Euklidischen Realisation des Nerven. Wir kehren zu 
den allgemeinen Voraussetzungen von Nr. 4 zuruck, nehmen aber an, 
daB der dortige Komplex N Euklidisch ist. Dann gilt: 

Sat z VII. 1st N eine Euklidische Realisation des N erven von U, 
und ist [bio ... biJ das Innere eines beliebig gewiihlten Simplexes ~b.;;. 
von N, so gilt lur das Urbild X-I [bio ... bih] von [bio ' .. biJ: 

(1) 

Beweis. Da N Euklidisch ist, so sind die [bio ' .. bih] zueinander 
fremd; wenn also der Punkt q = x (P) ZU [bio ... bih] gehort, so gehort 
er zum Innern keines anderen Simplexes von N, d. h. es sind die Massen 
flio (P), ... , flih (P) und nur diese positiv, so daB P zu Uio"'" U i.h 
und nur zu diesen Elementen von U gehort, woraus (1) folgt. 

Zusatz I. 1st U eine s-Oberdeckung (und N nach wie vor Euklidisch) , 
so ist die Kuratowskische Abbildung x (P) von F in N eine s-Abbildung. 

Denn jeder Punkt q = x (P) ist in einem Simplexinnern [bio ... bihl, 
namlich im Innern seines Tragers 2, enthalten. 

7. Der Abbildungssatz von HUREWICZ. Der Menger-Nobelingsche 
Einbettungssatz. Es sei I eine stetige Abbildung des r-dimensionalen 
Kompaktums F in einen mindestens (2r + 1)-dimensionalen Rn. Wir 
konstruieren nach der V orschrift von N r. 5 die Dberdeckung U von F 
und eine zu lund s gehorende Realisation N des Nerven von U. Dabei 
wahlen wir die Eckpunkte bI , ... , bs von N in allgemeiner Lage, so 
daB N ein Euklidischer r-dimensionaler Komplex im R n ist. Sodann 
ist x eine s-Approximation von I, die nach dem Zusatz I eine s-Ab
bildung ist. Hiermit ist bewiesen: 

Zusatz II. Zu jeder stetigen Abbildung I eines r-dimensionalen 
Kompaktums F in einen mindestens (2r + 1 )-dimensionalen Euklidi
schen Raum Rn und zu jedem s gibt es eine s-Approximation, die zu
gleich eine s-Abbildung ist. 

Es sei jetzt yn c Rn ein Euklidisches Simplex, welches die Bild
menge I (F) im Innern enthalt. 1st s hinreichend klein, so sind auch 
aIle s-Approximationen von I ebenfalls Abbildungen von F in Tn. Da 
ferner bei beliebigem 7: > 0 und s <:: 7: jede s-Abbildung erst recht eine 

1 Kap. IV, § 1, Nr. 11. 2 Kap. III, § 1, Nr.4 (Satz III). 
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r-Abbildung ist, laBt sich unter den Voraussetzungen des Zusatzes II 
behaupten: 

Bei beliebiger Wahl der positiven Zahlen e, r, e <: r, gibt es zu I 
eine r-Abbildung IE> die der Bedingung 

fiir aIle P c F geniigt. 
e(j(P), I.(P)) < e 

In der Ausdrucksweise von Rap. II, § 4, Nr. 5, heiBt das: 
Bei jedem r > 0 bilden die r-Abbildungen von F in Tn eme m 

C (F, P) dichte Menge. 
Hieraus und aus dem Satz VI von Rap. II, § 4, folgt aber, daB 

auch die topologischen Abbildungen von F in Peine in C (F, P) 
dichte, insbesondere also eine nichtleere Menge bilden. Man hat mit 
anderen Worten die beiden folgenden Satze, von denen der zweite im 
erst en enthalten ist: 

Sa tz VIII (Abbildungssatz von HUREWICZ). Zu jeder stetigen Ab
bildung t des r-dimensionalen Kompaktums F in einen mindestens (2r + 1)
dimensionalen Euklidischen Raum Rn und zu jedem e > 0 gibt es eine 
topologische Abbildung T von F in diesen Rn, welche fur jeden Punkt 
p c F der Bedingung 

genugt. 
Satz IX (Menger-Nobelingscher Einbettungssatz). Jedes r-dimen

sionale Kompaktum ist einer Punktmenge des R2r+1 homoomorph. 
Aus dem Menger-Nobelingschen Einbettungssatz folgt, daB die end

lich-dimensionalen Kompakten vom topologischen Standpunkt aus nichts 
anderes sind als die beschriinkten abgeschlossenen Punktmengen der 
Euklidischen Riiume. 

8. Dimensionstheoretischer Uberfiihrungssatz. Aus dem Zusatz I 
zum Satz VII folgt, daB ein Rompaktum F bei jedem e in das Polyeder N 
e-abgebildet werden kann, wobei N eine beliebige Euklidische Realisation 
des Nerven einer beliebigen offenen (oder abgeschlossenen) e-Dber
deckung von Fist. Diese Behauptung wollen wir jetzt verscharfen, 
indem wir zeigen, daB nicht nur e-Abbildungen von F in N, sondern 
auch e-Abbildungen von F auf ein Polyeder N', N' c N, existieren. 

Zu diesem Zweck gehen wir von der Ruratowskischen Abbildung 
'X, (P) von F in N aus und wenden auf 'X, (F) das Ausfegungsverfahren 
von Nr. 3 an. Es entsteht dadurch eine Abbildung f von 'X, (F) auf ein 
Teilpolyeder N' von N, N' c N. Sieht man sich das Ausfegungsverfahren 
naher an, so iiberzeugt man sich davon, daB bei der Abbildung f'X, von 
F auf N' nur solche Punkte p von F in das Innere [bi • .•. bihJ abgebildet 
werden konnen, deren Bilder bei der Abbildung x in einem Simplex 
von N liegen, welches das Simplex ~-b-:" als Seite und folglich die 
bi ., ... , bih als Eckpunkte besitzt. Solche Punkte von F liegen aber not
wendig in Ui•• ...• Uih , ihre Menge hat also einen Durchmesser < e, 
so daB Ix eine e-Abbildung ist. Wir haben somit bewiesen: 

Alexandroff~Hopf, Topologie 1. 24 
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Satz X. Jedes Kompaktum F kann auf ein Teilpolyeder N' von N, 
N' eN, e-abgebildet werden, wobei N der Euklidisch-realisierte Nerv einer 
beliebigen offenen e-Oberdeckung von Fist. Diese e-Abbildung f kann so 
gewiihlt werden, dafJ das Urbild f-1[biB • , • bihJ des Inneren irgendeines 
Simplexes ~b-;;' von N' in der entsprechenden Durchschnittsmenge 
[JiB' .••• U ih enthalten ist. 

Bemerkung. 1st U = {FI' ... , F.} eine abgeschlossene e-Uberdeckung von 
F, N ihr Euklidisch realisierter Nerv und a> 0 beliebig, so existiert eine e-Ab
bildung von F auf ein Teilpolyeder N' von N mit 

es geniigt, (J kleiner als He - max 6 (Fi)) und als die Lebesguesche Zahl der Dber-
deckung F I , ... , F, zu wahlen und den Satz X auf die offene Dberdeckung 
{U(Fl' a), ... , U(F" a)} anzuwenden. 

1m Falle dimF = r kann N als r-dimensionaler Komplex voraus
gesetzt werden. Dann ist auch das Polyeder N' c N, auf welches F 
sich e-abbilden laBt, hOchstens r-dimensional. Bei hinreichend klei
nem e ist dieses Polyeder nach dem Brouwerschen Invarianzprinzip 
mindestens r-dimensional, es ist also genau r-dimensional. Es gilt somit: 

Satz XI. Jedes r-dimensionale Kompaktum F kann bei jedem e > 0 
auf ein r-dimensionales (endliches) Polyeder e-abgebildet werden, und 
bei hinreichend kleinem e auf kein Polyeder kleinerer Dimensionszahl. 

Wir beweisen noch: 
Satz XI'. Jedes im Hilbertschen Raume Roo oder in einem Euklidi

schen Raume Rn liegende r-dimensionale Kompaktum F kann bei jedem 
e > 0 mittels einer e-Verschiebung auf ein r-dimensionales Polyeder und 
bei hinreichend kleinem e auf kein Polyeder niedrigerer Dimensionszahl 
abgebildet werden 1. 

Beweis. Da man mittels einer beliebig kleinen Verschiebung ein 
Fe ROO in ein F' eRn uberfuhren kann (Kap. II, § 4, Satz VII), so 
darf man sich von vornherein auf den Fall FeRn beschranken. 

In diesem SpeziaI£all wird aber der Beweis des Satzes XI' durch 
den Satz VI und eine Anwendung des Ausfegungsverfahrens geliefert2: 
denn die Simplexe von N bzw.2 von Nl haben (unter den Voraussetzungen 
des Satzes VI) je einen Durchmesser < 2e; das Ausfegungsverfahren be
deutet also eine zusatzliche 2e-Verschiebung, die zusammen mit der 
ursprunglichen e-Verschiebung (deren Existenz im Satz VI behauptet 
wird) eine 3e-Verschiebung von F auf ein Teilpolyeder N' von IV bzw. 
IVI liefert. 

I Man vergleiche diesen Satz mit dem Korollar zum Ausfegungssatz (Nr. 3). 
2 Auch im Falle, wenn N keine Euklidische Realisation des Nerven von U 

ist (vgl. Satz VI), ist N nach Kap. III, § 3, Satz I ein endliches Polyeder; in 
diesem FaIle ist aber das Ausfegungsverfahren nicht auf N, sondern auf irgend
eine hinreichend feine Simplizialzerlegung NI des POlyeders N anzuwenden. 
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1m Faile dimF = 00 gibt es nach Satz X ebenfalls s-Abbildungen 
von F auf endliche Polyeder; nur muB nach dem Brouwerschen In
varianzprinzip die Dimensionszahl dieser Polyeder mit abnehmen
dem s beliebig groB werden. Ebenso Hi.Bt sich nach dem Satz VII 
von Kap. II, § 4, und dem soeben bewiesenen Satz XI' jedes un
endlich-dimensionale Kompaktum Fe ROO bei jedem s mittels einer 
e-Verschiebung auf ein Polyeder Pe abbilden; auch hier wachst die 
Dimensionszahl von P e mit abnehmendem c notwendig tiber alle 
Grenzen. 

Die beiden Satze XI und XI' zusammen werden als der dimensions
theoretische Oberliihrungssatz bezeichnet; sie erlauben, die Dimension 
eines Kompaktums F mittels e-Abbildungen bzw. e-Verschiebungen zu 
definieren: man kann sagen, daB F hochstens r-dimensional ist, wenn F 
bei jedem e auf ein hochstens r-dimensionales Polyeder e-abgebildet 
werden kann bzw. wenn ein topologisches Bild F' c ROO von F bei 
jedem e mittels einer e-Verschiebung in ein hochstens r-dimensionales 
Polyeder tibergeftihrt werden kann; man definiert dann wieder die 
r-dimensionalen F als solche, die hochstens r-, jedoch nicht hochstens 
(r -1 )-dimensional, und die unendlich-dimensionalen F als solche, die 
bei keinem r hochstens r-dimensional sind. 

9. Die am haufigsten gebrauchte Behauptung, die in den obigen 
t.Jberfiihrungssatzen enthalten ist, formulieren wir nochmals als einen 
besonderen Satz und geben ihr einen zweiten Beweis: 

Satz XI". 1st FeRn," n S 00, U = {Fl' ... , Fa} eine abgeschlos
sene e~()berdeckung von F, N der in hinreichender Niihe von U realisierte 
N erv von U, so kann man mittels einer e-Verschiebung F in N stetig ab
bilden. 

Beweis. Es sei s' < s das Maximum der Durchmesser der Ele
mente von U. Wir wahlen a so; daB 3a kleiner als s - s' und als die 
Lebesguesche Zahl von U ist. Z sei eine simpliziale Zerlegung von Rn 
vom Feinheitsgrade a, K der Komplex, der aus allen Simplexen von Z 
besteht, welche mindestens einen Punkt von F enthalten. Es geniigt 
offenbar zu zeigen, daB man mittels einer e-Verschiebung K aul einen 
Teilkomplex von N simplizial abbilden kann. 

Wir definieren zuerst eine simpliziale Abbildung 11 von K (in den Rn) 
dadurch, daB wir jedem Eckpunkt a von K einen unter den zu a am 
nachsten liegenden Punkten von F als den Punkt 11 (a) zuordnen. Da 
jedes Simplex von K kleiner als a ist und mindestens einen Punkt vonF 
enthalt, ist e(a, I(a)) < a, also 11 eine a-Verschiebung. 

Wenn wir jetzt den Komplex I(K) , dessen Eckpunkte zu F gehOren 
und dessen Simplexe kleiner als 3 a sind, einer kanonischen Verschie
bung 12 in bezug auf N unterziehen, so ist die simpliziale Abbildung 
12/1(K) eine (e' + 3a)-, also noch immer eme s-Verschiebung von K 
in N, und unser Satz ist bewiesen. 

24* 
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Eine Anwendung des Ausfegungssatzes ergibt sodann den dimen
sionstheoretischen Uberfiihrungssatz ohne Benutzung der Kuratowski
schen Abbildungen. 

Es sei jetzt P irgendein Polyeder, auf welches F 8-abgebildet 
werden kann; als stetiges Bild des Kompaktums Fist P kompakt, 
also endlich. Wir wahlen 1] > 0 so klein, daB fiir jede abgeschlossene 
Teilmenge f/J von P mit! !5 (f/J) < 1] 

(J(j-l (f/J)) < 8 

gilt 2. Sodann sei K eine Simplizialzerlegung von P, deren Elemente 

samtlich kleiner als !L sind. Da die zu K gehorenden baryzentrischen 
2 

Sterne 
(2) 

offenbar kleiner als 1] sind, hat jede der abgeschlossenen Mengen 
Fi = f-l(Bi ) einen Durchmesser <8; die Mengen F I , ... , Fs bilden 
also eine 8-Uberdeckung von F, deren Nerv mit dem Nerv von (2), 
d. h. mit dem Komplex K isomorph ist. Also: 

Satz XII. Jede hinreichend feine Simplizialzerlegung eines Polyeders, 
auf das sich F 8-abbilden lii(Jt, kann als Nerv einer 8-Uberdeckung von 
F aufgefa(Jt werden. 

10. Dimension und wesentliche Abbildungen. Die Bedeutung des 
dimensionstheoretischen Uberfiihrungssatzes beruht im wesentlichen 
darauf, daB er eine Beziehung zwischen dem allgemeinen Dimensions
begriff - also einer mengentheoretisch eingefiihrten topologischen 
Invariante - und der Dimensionszahl eines Polyeders im elementaren 
Sinne des Wortes feststellt. Wir wollen jetzt eine andere Beziehung 
dieser Art kennenlernen, indem wir einen dimensionstheoretischen Ab
bildungssatz beweisen, der gewissermaBen als ein Gegenstiick zum 
Uberfiihrungssatz betrachtet werden kann. 

Es sei eine stetige Abbildung f eines Kompaktums F in ein kon
vexes Element E gegeben; F' sei die Menge der Punkte von F, die auf 
Randpunkte von E abgebildet werden. Man versuche durch stetige 
Abanderung der Abbildung f, die diese Abbildung in den Punkten 
von F' unverandert laBt, zu erreichen, daB mindestens ein innerer 
Punkt von E befreit werde, d. h. bei der abgeanderten Abbildung nicht 
mehr als Bildpunkt auftrete. Wenn dies nicht gelingt, nennen wir die 
Abbildung f wesentlich 3 , sonst aber unwesentlich. Wir werden auch otters 
die Ausdriicke wesentliche bzw. unwesentliche Bedeckung von E (mit 
dem Bilde von F) gebrauchen. 

1 <5 (M) bezeichnet stets den Durchmesser der Menge M. 
2 Ein soIches <5 existiert nach Kap. II, § 3, Satz VI. 
a In der Terminologie aus Kap. XII, § 4, Nr. 6 mliBte man hier statt 

"wesentlich" sagen: "relativ zu F' wesentlich". 
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Klar ist: wenn F sich auf ein r-dimensionales konvexes Element El 
wesentlich abbilden laBt, so laBt sich F auf jedes r-dimensionale kon
vexe Element E' wesentlich abbilden (insbesondere also auf ein r-dimen
sionales Simplex, eine r-dimensionale Vollkugel, einen r-dimensionalen 
Wilrfel usw.): denn ist 11 eine wesentliche Abbildung von F auf El 
und g eine topologische Abbildung 1 von El auf E' (bei der die Rander 
von E' und E1 einander entsprechen 2), so ist, wie leicht ersichtlich, 
I = gil eine wesentliche Abbildung von F auf P. 

Es gilt nun folgender 
Satz XIII. Die Dimension des Kompaktums Fist die grofJte Zahl r 

von der Eigenschalt, dafJ F sich aut eine r-dimensionale Vollkugel wesent
lich abbilden lafJt. 

Mit anderen Worten: J edes r-dimensionale Kompaktum lafJt sich aut 
eine r-dimensionale Vollkugel wesentlich abbilden; eine stetige Abbildung 
eines r-dimensionalen Kompaktums aut eine Vollkugel hOherer Dimen
sion ist dagegen stets unwesentlich. 

Vorbemerkung. Nach dem Urysohnschen Einbettungssatz (Kap. I, 
§ 8) darf angenommen werden, daB F eine Punktmenge des Hilbert
schen Raumes ist. Die weiteren Betrachtungen dieser Nummer sind in 
dieser Annahme gemacht. 

Beweis. Die erste Behauptung des Satzes XIII folgt aus dem Uber
filhrungssatz. Es sei in der Tat I'- so klein, daB F in kein hochstens 
(r - 1 )-dimensionales Polyeder 21'--ilbergefilhrt werden kann; man be
trachte sodann irgendein r-dimensionales Polyeder P, in das F sich I'--ilber
fiihren laBt, und zerlege es in Simplexe, die samtlich kleiner als I'- sind. 

Es seien: K die auf diese Weise entstandene Simplizialzerlegung 
von P; T 1 , T 2 , ••• , T. ihre Grundsimplexe; F 1 , F 2 , ••• , F. die Origi
nalmengen dieser Simplexe bei der die Uberfilhrung von F in P dar
stellenden Abbildung I; F{, F~, ... , F; die Originalmengen der Rander 
der Ti . Unter den Ti gibt es bestimmt r-dimensionale Simplexe; es 
seien dies T l' T 2' ••. , T k' Wir behaupten, daB unter diesen Simplexen 
mindestens eines bei der Abbildung t wesentlich bedeckt wird. Es sei 

1 SoIche Abbildungen existieren nach Anhang II, § 2, Satz X. 
2 In Wirklichkeit geht bei jeder topologischen Abbildung eines konvexen Ele

mentes auf ein anderes der Rand des einen Elements in den Rand des anderen 
uber. Es gilt sogar mehr: bei jeder topologischen Abbildung eines beliebigen 
(nicht notwendig konvexen) Elementes E auf eine konvexe Zelle Q derselben 
Dimensionszahl entspricht dem Rande von Q immer dieselbe Teilmenge von E; man 
kann somit vom Rande eines beliebigen Elementes sprechen. Diese Behauptungen 
sind Spezialfalle des Satzes von der Gebietsinvarianz. Beweise des Satzes von der 
Gebietsinvarianz sind im Kap. X, § 2, Nr. 5, und in Kap. XII, § 2, Nr. 8, gegeben. 

Die Moglichkeit, den Rand eines beIiebigen Elementes zu definieren, erlaubt 
auch von wesentlichen Abbildungen eines Kompaktums auf ein beliebiges Element 
zu sprechen; dabei folgt aus den gleichen Schliissen wie eben, daB, wenn F auf 
ein r-dimensionales Element wesentlich abgebildet werden kann, so auch auf 
jedes andere. 
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dies nicht der Fall. Dann definiert man eine Abbildung I' von F fol
gendermaBen. In den Punkten von F i , i > k, setze man I' = I. Man 
betrachte jetzt ein Fi mit i:=;; k. Da die Abbildung I von Fi auf Ti 
nach Annahme unwesentlich ist, kann man sie - unter Festhaltung in 
den Punkten von Fi - so abandern, daB sie einen inneren Punkt ai von 
T i , also auch eine Umgebung U (ai) dieses Punktes, von Bildpunkten frei 
halt. Durch Zentralprojektion aus ai wird die Punktmenge Ti - U (a;) 
auf den Rand von Ti abgebildet. Insbesondere wird dadurch das 
ganze Bild von Fi auf den Rand von Ti befordert, so daB fUr jedes 
i::::: k eine stetige Abbildung von Fi in den Rand von Ti entsteht. 
Diese Abbildung bezeichnen wir mit 1'. Da in Punkten der Fi, also 
insbesondere in allen Punkten, die zu mehr als einem Fi gehoren, 
I' mit I identisch ist, schlie Ben die in den einzelnen MengenFi definierten 
Abbildungen I' stetig aneinander und ergeben eine Abbildung I' der 
ganzen Menge F in ein hochstens (r-1)-dimensionales Polyeder P', 
welches aus den Randsimplexen der T i , i:=;; k und den Simplexen 
Tk+l' ... , Ts besteht. Da I' sich von I hochstens urn den Maximal
durchmesser eines T i , also urn weniger als e unterscheidet, stellt die 
Abbildung I' eine 2 e-Dberfiihrnng von F in das Polyeder P' dar, was, 
da die Dimension von P' kleiner als r ist, der Wahl von e widerspricht. 

Somit gibt es unter den r-dimensionalen Simplexen von K ein 
wesentlich bedecktes Simplex, etwa T 1 • Man ordne jetzt jedem Eck
punkt von Tl diesen selben, jedem nicht zu Tl gehorenden Eckpunkt 
von K irgendeinen Eckpunkt von Tl zu. Diese Eckpunktzuordnung 
definiert eine simpliziale Abbildung q; von P auf T 1 , die in den Punk
ten von Tl die Identitat ist. Die Abbildung q;1 ist sodann eine wesent
liche Abbildung von F auf T 1 , wie wir sie haben wollten. Die erste· 
Behauptung des Satzes ist hiermit bewiesen. 

Den Beweis der zweiten Behauptung beginnen wir mit folgendem 
Hilfssa tz. Es sei eine wesentliche Abbildung I von F auf eine 

r-dimensionale Vollkugel E gegeben; e sei eine im Innern von E ge
legene konzentrische Kugel. 

Es seien: S und s die Rander von E bzw. e, (X eine positive Zahl, die 
kleiner ist als die Differenz der Radien von S und s, ifJ die Original
menge von S bei der Abbildung I. 

Dann bleibt bei jeder Abbildung 11 von F in E, die in den Punkten a 
von ifJ der Bedingung 

e(j(a), 11 (a)) < (X 

geniigt, die Vollkugel e bedeckt. 
Beweis. Es sei a ein beliebiger Punkt von F; man verbinde die 

beiden Punkte I (a) und 11 (a) geradlinig und bezeichne bei jedem t, 
o -<:: t -<:: 1, mit It (a) den Punkt der Strecke 

I (a) 11 (a), 



§ 3. Allgemeiner Dimensionsbegriff. 375 

welcher sie im Verhaltnis t: (1-t) teilt. Man schlage jetzt urn den 
gemeinsamen Mittelpunkt von E und e eine (r -1)-dimensionale Kugel
flache S* c E so nahe zu S, daB, wenn fiir einen Punkt a von F der 
Bildpunkt I (a) auBerhalb oder auf dem Rande von S* liegt, die Strecke 
I (a) Il(a) noch immer zu e fremd bleibt. Man bestimme I't(a) fur aile 
Punkte von F folgendermaBen. 

1. Wenn I(a) zur abgeschlossenen Kugelschale zwischen S und S* 
gehOrt, so ziehe man durch I(a) einen Radius von S und betrachte die 
auBerhalb von S* gelegene Strecke d desselben, von auBen nach innen 
gerichtet. Der Punkt I~ (a) solI dann auf der Strecke von I (a) nach 
It(a) liegen und sie in demselben Verhaltnis teilen, wie I (a) die Strecke d 
teilt. Insbesondere ist fiir I (a) c S bei jedem t 

I~ (a) = I (a), 

wahrend aus I (a) c S* folgt, daB If (a) = It (a) ist. 
2. Wenn I (a) zum Innem von S* gehOrt, sei I~ (a) = It (a). 
Nun ist I~ offenbar mit I identisch, so daB die Abbildungsschar I; 

eine stetige Abanderung von I darstellt, die uberdies so beschaffen ist, 
daB fiir a c (jJ fortwahrend I; (a) = I (a) bleibt. Da die Abbildung I 
wesentlich war, bleibt die ganze Kugel E bei der Abbildung I; bedeckt, 
also erst recht die Kugel e. Bei den Abbildungen I; werden aber nur 
jene Punkte von Fine abgebildet, deren Bilder bei der Abbildung I 
innerhalb von S* liegen; in diesen Punkten stimmen jedoch die Ab
bildungen It und I~ uberein, so daB e auch bei der Abbildung It bedeckt 
wird, w. z. b. w. 

Der Radius von E sei 1; e sei eine zu E konzentrische Vollkugel mit 
dem Radius i; I sei eine wesentliche Abbildung von F auf E; s > 0 
sei beliebig; die stetige Abbildung Ie von F in E sei l eine s-Approxi
mation von I (im Sinne von Nr. 5), N eine zu lund s gehOrende Reali
sation des Nerven einer beliebigen hinreichend feinen Dberdeckung U 
von F (vgl. Nr. 5); wenn s < i ist, so wird nach unserem Hilfssatz bei 
der Abbildung I. die ganze Vollkugel e bedeckt, was bei hinreichend 
kleinem s nur dann moglich ist, wenn N und folglich F mindestens 
r-dimensional ist. Hiermit ist auch die zweite Behauptung des 
Satzes XIII bewiesen. 

Bemerkung. Wir werden spater sehen 2, daB jedes Kompaktum F, 
dessen Dimension endlich, aber groBer als r ist, eine r-dimensionale ab-

1 Unter den e-Approximationen von I (im Sinne von Nr. 5) gibt es solche, 
8 

die F in E abbilden: es sei in der Tat 1* irgendeine 2-Approximation von I; 
sie bildet F in die zu E konzentrische Vollkugel E* vom Radius 1 + ~ abo 

2 
Wir bilden jeden Radius von E* auf den auf ihm liegenden Radius von E pro
portional ab; dadurch entsteht eine homothetische Abbildung h von E" auf E; 
die Abbildung hi" von FinE ist die gesuchte e-Approximation von I. 

2 1m Bande II. 
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geschlossene Teilmenge F' enthalt. Man bilde F' wesentlich auf die 
r-dimensionale Vollkugel E ab und erweitere diese Abbildung auf 
ganz F; die dadurch entstandene stetige Abbildung von F auf E ist 
ebenfalls wesentlich, so daB jede F mit dimF >- r auf eine r-dimensio
nale Vollkugel wesentlich abgebildet werden kann. Wir k6nnen also 
den Satz XIII mit dem Uberfiihrungssatz wie folgt verschmelzen: 

Eine abgeschlossene Menge des Rn ist dann und nur dann hOchstens 
r-dimensional, wenn sie bei iedem s in ein r-dimensionales Polyeder 
s-iibergefiihrt werden kann; sie ist dann und nur dann mindestens r-dimen
sional, wenn sie sich auf ein r-dimensionales Element wesentlich abbilden 
liifJt. 

Anhang zum neunten Kapitel. 

Elementare Beweise des Fixpunktsatzes fUr das Simplex 
und des Pflastersatzes. 

In diesem Anhang geben wir fur zwei beruhmte und wichtige Satze 
- den Brouwerschen Fixpunktsatz fur das Simplex und den Lebesgue
schen Pflastersatz - Beweise wieder!, die sehr kurz und inso£ern be
sonders elementar sind, als sie keine speziellen Kenntnisse aus den 
Theorien voraussetzen, in welche diese Satze geh6ren und in deren 
Rahmen wir dieselben Satze noch an anderen Stellen des Buches be
weisen z. 

Es ist immer T ein festes n-dimensionales Simplex mit den Eck
punkten ao, aI' , ... an' 

Das Spernersche Lemma. Der Komplex K sei eine Simplizial
zerlegung von T; iedem Eckpunkt e von K sei eine Zitter f (e) aus der 
Reihe 0, 1, ... , n derart zugeordnet, dafJ del' Eckpunkt aj(e) Eckpunkt 
derfenigen Seite von T ist, die der Trager von e ist. Dann gibt es ein 
Grundsimplex T' von K, dessen Eckpunkten die n + 1 voneinander ver
schiedenen Zittern 0, 1, ... , n zugeordnet sind. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz III des Kap. IX, § 1: Es 
sei C das Simplex T, aufgefaBt als algebraischer KOinplex des Koeffi
zientenbereiches @Z,3 und C' sei die durch die Simplizialzerlegung K 
von T bewirkte Unterteilung von C; dann ist nach dem genannten 
Satz durch f (e) = aj(e) eine simpliziale Abbildung t von C' mit f (C') = C 
bestimmt; es gibt also gewiB ein Simplex x' von C' mit t (x') = C. 
Das Simplex I x' I = T' erfullt die Behauptung des Lemmas. -

1 Die Grundlage dieser Beweise ist das "Spernersche Lemma" [SPERNER: 
Abh. math. Sem. Hamburg Bd. 6 (1928) S.265]. Wir folgen hier eng der Dar
stellung von KNASTER-KuRATOWSKI-MAZURKIEWICZ [Fund. Math. Bd. 14 (1929) 
S.132]. 

2 Kap. IX, § 2, Nr.2. - Kap. XII, § 3, Nr. 3. - Kap. XIV, ~ 1, Nr. 4. 
3 Dann ist der Beweis besonders einfach. Man beachte die "Bemerkung" in 

Kap. IX, § 1, Nr. 2. 
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Satz A (von KNASTER, KURATOWSKI, MAZURKIEWICZ). Es seien 
A 0' AI' ... , An abgeschlossene M engen, welche eine solche Vberdeckung 
des Simplexes T bilden, dafJ fur jede Seite aioail ... air von T gilt: 

(1 ) 

Dann ist A o' AI' ...• An =l= o. 
Beweis. Es sei <1 die LebesguescheZahl l des Systems {Ao, AI' ... An} 

und K eine Simplizialzerlegung des Simplexes T mit Simplexdurch
messern <<1. Wir ordnen jedem Eckpunkt e von K eine Ziffer l' (e) 
aus der Reihe 0, 1, ... , n unter den folgenden Bedingungen zu: I} aj(e) 

ist ein Eckpunkt derjenigen Seite von T, die der Trager von e ist; 
II} e c Aj(e)' Die Existenz einer so1chen Zahl j (e) ist der Inhalt der 
Voraussetzung (1). Aus der Eigenschaft I} und dem Spernerschen 
Lemma folgt: Es gibt ein Grundsimplex T' von K, dessen Eckpunkten 
die n + 1 verschiedenen Ziffern 0, 1, . . ., n zugeordnet sind. Infolge 
der Eigenschaft II} hat das Simplex T' mit jeder Menge Ai einen Punkt 
gemein; da sein Durchmesser kleiner ist als die Lebesguesche Zahl des 
Systems {Ao, AI' ... , An}, ist daher A o ' AI' .... An =l= o. -

Der Brouwersche Fixpunktsatz fur das Simplex. Jede 
stetige Abbildung des Simplexes T in sich besitzt wenigstens einen Fix
punkt. 

Beweis (von KNASTER, KURATOWSKI, MAZURKIEWICZ). Wir be
dienen uns der baryzentrischen Koordinaten 2 in bezug auf das Koordi
natensystem (a o, aI' ... , an). Hat der Punkt a von T die Koordi
naten ,Uo, fll' ... , fln' ist also 

(2) 
n 

(2a) fli::> 0; i = 0, 1, ... , n; (2b) ~ fli = 1, 

so habe der Bildpunkt a' = f (a) die Koordinaten fl~, fl~, ... , fl~: 

(2') 

(2a') fli>o; i=O,1, ... ,n; 

Die Menge aller Punkte a mit 

(3) 

n 
(2b') ~ fli = 1. 

i~O 

nennen wir Ai' i = 0, 1 , ... , n; jede dieser Mengen Ai ist offenbar 
abgeschlossen. 

Die Mengen Ai erfullen die Voraussetzung des Satzes A. Denn 
ist a ein Punkt der Seite ai, ai, ... air' SO ist 

fli, + ,Ui, + ... + flir = 1 ::> fli. + fli, + ... + fliT' 

1 Kap. II, § 3, Nr. 3. 2 Vgl. Anhang II, § 1, Nr. 2. 
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also gilt (3) fur wenigstens ein i aus der Reihe io, i l , ••• , i" d. h.: 
a c Ai, + Ail + ... + Air' 

Folglich gilt auch die Behauptung des Satzes A, und es existiert 
also ein so1cher Punkt a, daB zwischen seinen Koordinaten und denen 
seines Bildpunktes f(a) die Ungleichungen (3) fUr aile i gelten. Aus 
(2b) und (2b') ist ersichtlich: das ist nur moglich, wenn in allen diesen 
Beziehungen (3) fUr i = 0, 1, ... , n das Gleichheitszeichen gilt, d. h. 
wenn a Fixpunkt ist. -

Satz B (von SPERNER). Es sei {Ao, AI"'" An} eine solche tJber
deckung des Simplexes T mit abgeschlossenen M engen Ai' dafJ die Menge Ai 

zu der Seite Yi = ao '" ai-Iai+l'" an fremd ist, i = 0,1, ... , n. 
Dann ist A o' AI' ... ' An =1= o. 

----
Beweis. Da die Seite ai.ai,'" air auf allen Seiten Yk liegt, fUr 

we1che die Ziffer k nicht in der Reihe io, iI' ... , iT enthalten ist, ist 
die Seite ai. ai, ... air fremd zu allen Mengen AI; mit den genannten 
Indexen k; daher ist sie in der Summe der ubrigen Ai enthalten, d. h. 
es gilt (1). Die Mengen Ai erfullen also die Voraussetzung des Satzes A, 
und daher gilt die Behauptung. -

Der Lebesguesche Pflastersatz l . Zu jedem n-dimensionalen 
Simplex T gibt es eine Zahl l' > 0 mit folgender Eigenschaft: Die Ord
nung jeder tJberdeckung {FI' ... , Fm} von T mit abgeschlossenen Men
gen FA, deren Durchmesser siimtlich <1' sind, ist >n + 1. 

Zusatz. Als die Zahl l' kann man die Lebesguesche Zahl des Systems 
{Yo, YI"'" Yn} der (n-1)-dimensionalen Seiten von T wiihlen 2 • 

Beweis. Es habe l' die im Zusatz genannte, und {Fl' ... , F m} die 
im Satz genannte Bedeutung. Hatte eine Menge F;. mit ieder Seite Yi 
einen Punkt gemein, so muflten, da der Durchmesser von F;' kleiner 
ist als die Lebesguesche Zahl des Systems der Yi' die Seiten Yo, Yl' ... , Yn 
einen nicht leeren Durchschnitt haben - entgegen der tatsachlichen 
Situation; daraus sieht man: jede Menge F;. ist zu wenigstens einer 
Seite Yi fremd. Es sei nun ~i das System derjenigen Mengen F;., we1che 
fremd zu Yi' aber nicht fremd zu Yo, YI"'" Yi-l sind, i = 0, 1, ... n; 
dann ist jede Menge FJ. in genau einem System ~i enthalten. Ferner 
sei Ai die Vereinigungsmenge aller in ~i enthaltenen Mengen Fl.' Dann 
erfullen die Mengen Ai die Voraussetzung des Satzes B, und es gibt 
daher einen Punkt a, der allen Mengen Ai angehort. . Dieser Punkt a 
gehort also einer Menge FA, jedes Systems ~i fur i = 0, 1, ... , n an 
und erfilllt somit die Behauptung des Pflastersatzes. 

Aus dem Pflastersatz folgt nun leicht der 

1 Vgl. § 3, Nr. 1 sowie § 2, Satz II. 
S Aufgabe: Man bestimme, wenn das Simplex T gegeben ist, diese Zahl Taus 

den elementargeometrischen Gro/3en (Kantenlangen, Winkeln usw.) von T; ins
besondere wenn n = 2, also T ein Dreieck ist! 
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Satz von der Invarianz der Dimensionszahl des Rm (von 
BROUWER). 1m Rm existiert kein topologisches Bild eines n-dimensio
nalen Simplexes mit n > m. 

Beweis (im AnschluB an LEBESGUE). Jedes Kompaktum F des R1n 
besitzt bei gegebenem s> 0 Dberdeckungen einer Ordnung <m + 1 
mit abgeschlossenen Mengen, deren Durchmesser <s sind: man kon
struiere im Rm einen Euklidischen simplizialen Komplex K mit Simplex
durchmessern <}, so daB FeR ist; seine baryzentrischen Sterne 
bilden eine derartige Dberdeckungl von F. Daher gestattet auch jede 
Punktmenge F', die mit F homoomorph ist, Dberdeckungen, deren 
Ordnungen ~m + 1 sind, mit beliebig kleinen abgeschlossenen Mengen. 
Ein n-dimensionales Simplex mit n > m gestattet nach dem Pflaster
satz derartige Dberdeckungen nicht und ist daher keiner Teilmenge 
des Rm homoomorph. 

Zehntes Kapitel. 

Der Zerlegungssatz fi.ir den Euklidischen 
Raum. Weitere InvarianzsiHze. 

§ 1. Der Zerlegungssatz. 
1. Formulierung des Satzes. Ansatz zum Beweise der ersten Halfte des 
Satzes. - 2. Beweis des Hilfssatzes I. - 3. Fortsetzung des Beweises. -
4. AbschluB des Beweises des Hilfssatzes I. - 5. Beweis des Hilfssatzes II: 
Vorbemerkung tiber die Schnittzahl eines (n - 1)-dimensionalen und eines 
eindimensionalen Zyklus im Rn. - 6. Durchfiihrung des Beweises des Hilfs
satzes II. - 7. Beweis der zweiten Halite des Zerlegungssatzes: Vorbemer
kung tiber (n - 1)-dimensionale Zyklen im Rn. - 8. Durchfiihrung des Be
weises der zweiten Halfte des Zerlegungssatzes. - 9. Korollare. - 10. Die 
Abwesenheit r-dimensionaler Torsion mit r > n - 2 im Rn. 

§ 2. Gebietsgrenzen. Der Jordan-Brouwersche Satz. Gebietsinvarianz. 
1. Vorbemerkung und Satz tiber die Dimension der Gebietsgrenzen. 
2. Absolute und regulare Gebietsgrenzen. - 3. Geschlossene Gebilde. 
4. Spezialfall der Polyeder. Der Jordan-Brouwersche Satz und seine Ver
allgemeinerungen. - 5. Invariante Charakterisierung der inneren und der 
Randpunkte einer Punktmenge des Rn. Gebietsinvarianz. 

§ 3. Weitere Anwendungen und Invarianzsatze. 
1. Verscharfung eines Satzes aus § 1, Nr. 9. - 2. Definition der Cantorschen 
Mannigfaltigkeiten. - 3. Spezialfall der Polyeder. Invarianz des starken 
Zusammenhanges. - 4. Regulare und singulare Punkte eines Polyeders. -
5. Homogen-dimensionale Komplexe. Invarianz des (n - 1)-dimensionalen 
singularen Teils K* eines Komplexes Kn. - 6. Invarianz des regularen Zu
sammenhanges. - 7. Invarianz der Pseudomannigfaltigkeiten. - 8. In
varianz der Orientierbarkeit bzw. der Nichtorientierbarkeit. - 9. Definition 
der Mannigfaltigkeiten. 

Anhang zum zehnten Kapitel: Raumzerlegung und wesentliche Abbildungen. 

1 Kap. III, § 4, Nr. 1, Zusatz II zum Satz II. 
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§ 1. Der Zerlegungssatz. 

1. Definition. Die Punktmenge A zerlegt den topologischen 
Raum R, wenn R - A nicht zusammenhangend ist, also aus mehr 
ais einer Komponente besteht. 

Somit wird der Raum R dann und nur dann durch die Ie ere Menge 
zerlegt, wenn er nicht zusammenhangend ist. 

Vorbemerkung. In diesem Kapitel wird mit F immer ein in 
einem festen Rn Iiegendes Kompaktum bezeichnet. 

AUe sich auf Bettische Zahlen bzw. Bettische N-Zahlen 1 beziehenden 
Behauptungen und Beweise dieses Kapitels gelten bei Zugrundelegung so
wohl des Koetfizientenbereiches @ als auch eines Koeffizientenbereiches @m' 

wobei m eine beliebige Primzahl ist. 
Zerlegungssa tz. F sei ein Kompaktum im Rn. Dann ist die 

Anzahl der Komponenten der Komplementiirmenge Rn -F um 1 grojJer 
als die (n-1)-te Bettische N-Zahl von F. 

Da fUr (endliche, auch krumme) Polyeder die Bettischen Zahien mit 
den Bettischen N-Zahlen zusammenfallen, folgt aus dem Zerlegungssatz: 

Zusa tz. Es sei Pc Rn ein endliches, im aUgemeinen, krummes 
Polyeder. Die Anzahl der Komponenten von Rn - P ist endlich, und 
zwar um 1 grofJer als die (n - 1)-te Bettische Zahl von P. 

Beweis. Vorbemerkung. Die (n-1)-te Bettische N-Zahl von F 
solI mit p (F) bezeichnet werden, die Anzahl der Komponenten von 
Rn-F mit q(Rn-F). 

Unter einem Polyeder schiechtweg wird im Laufe des Beweises 
des Zerlegungssatzes stets ein endliches Euklidisches Polyeder des Rn 
verstanden. 

Beweis der Ungleichung 

(1) q(Rn-F)>-p(F)+1. 2 

Die Ungleichung (1) ergibt sich, wie wir gieich sehen werden, aus 
den folgenden beiden Hilfssatzen: 

Hilfssa tz 1. F laBt sich bei jedem e mittels einer e-Verschiebung 
auf ein Polyeder Pe abbilden, fur welches 

(2) 
ist. 

Hilfssatz II. Fur Polyeder P gilt 

(1 a) q (Rn - P) >- P (P) + 1 . 3 

Wir nehmen fUr einen Augenblick an, daB die beiden Hilfssatze be
wiesen sind, und folgern aus ihnen die Ungleichung (1). Zu diesem 

1 Kap. IX, § 2, Nr. 3. 
2 Der Beweis dieser Ungleichung wird in den Nummern 1 bis 6, der Beweis 

der Umkehrung von (1) - Ungleichung (7) - in den Nummern 7 und 8 gefiihrt. 
3 DaB hier tatsachlich das Gleichheitszeichen gilt, lehrt der Zerlegungssatz. 
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Zweck bemerken wir zuerst, daB eine beliebige hinreichend feine sim
pliziale Zerlegung von P, als N erv einer e-Dberdeckung von F be
trachtet werden kann (Kap. IX, § 3, Satz XII); aus (2) und (1 a) folgt 

ferner, daB q (Rn _ F) ::> P (Pe) + 1 

ist, und das bedeutet nach der soeben gemachten Bemerkung, daB zu 
jedem e es e-Dberdeckungen vonF gibt, deren NervenN die Ungleichung 

q(Rn-F) ::>pn-l(N) + 1 

erfiillen; folglich gilt nach der Definition der Bettischen N-Zahlen 
von F auch q(Rn - F) ~P(F) + 1, 

d. h. die Ungleichung (1). 
2. Beweis des Hilfssa tzes I: Konstruktion der Polyederumge

bung a, ihrer Simplizialzerlegung K und der Komplexe K i . Man be
trachte eine simpliziale Zerlegung Z des Rn, deren Elemente kleiner 
als e sind; die Gesamtheit aller Simplexe von Z, die Punkte von F 
enthalten, und ihrer Seiten bildet einen Komplex K ', und das Polyeder K' 
ist eine (abgeschlossene) e-Umgebung von F. 

Es seien 
(3) T~, T~, ... , T; 

diejenigen n-dimensionalen Simplexe von K ', welche nicht in F ent
halten sind; im Innern eines jeden Ti wahlen wir ein zu F fremdes 
Simplex ti; wir konnen dabei voraussetzen, daB die Simplexe t~, t~, 

... , t; einer hinreichend feinen Unterteilung Z' der simplizialen Zer
legung Z entnommen sind; wenn wir aus jedem Ti das Innere von ti 
entfernen, kommen wir von K' zu einem Polyeder Uo, welches noch 
immer eine e-Umgebung von F bildet. 

1st Q ein Simplex, welches Do im Innern enthalt, so liegt der Rand 
von Q in einer Komponente von Rn_ Uo. Diese Komponente bezeich
nen wir mit H o' Da man jeden Punkt von Rn - Q mit einem Rand
punkt von Q geradlinig in Rn - Q (also in Ho) verbinden kann, liegt 
ganz Rn - Q in Ho. So mit gibt es nur endlich-viele Simplexe von Z', 
welche nicht in Ho liegen. Da andererseits jede Komponente von R n - Uo 
das Innengebiet mindestens eines Simplexes von Z' enthalt, hat Rn - Do 
nur endlich-viele Komponenten. Es seien dies 

Ho, H 1 , ..• , Hv' 

]edes Gebiet Hi liegt in einer bestimmten Komponente Gj von Rn-F, 
denn nach Kap. I, § 2, Nr. 15 lassen sich je zwei Punkte P,q von Hi 
durch einen Streckenzug pq CHi eRn - Uo C Rn - F verbinden; 
aber ein und dasselbe Gj enthalt im allgemeinen mehrere Hi' 

Wir betrachten jetzt irgend zwei Komponenten von Rn - Uo, die in 
derselben Komponente Gj von Rn -F liegen; es seien dies etwaHi undHk ; 

wir verbinden innerhalb von Gj einen Punkt Pi von Hi mit einem Punkt 
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Pk von H k durch einen einfachen Streckenzug Pi Pk' welcher zu den 
(n - 2)-dimensionalen Elementen der Simplizialzerlegung Z fremd ist, 
und bezeichnen mit a1 den letzten Punkt von Pi Pk> welcher noch zu Hi 
gehort, mit a2 den ersten Punkt von at Pk' in dem dieser Streckenzug 
in ein von Hi verschiedenes H h eindringt. Der einfache Streckenzug 
W = al a 2 liegt gleichzeitig in Do und in Gj ; man kann dabei offenbar 
voraussetzen, daB die Endpunkte a1 und a2 von w bzw. im Innern 
zweier (n -1)-dimensionaler Simplexe T~-l und T~-lliegen, welche zur 
simplizialen Zerlegung Z' gehoren und auf dem Rande von Hi bzw. Hh 
liegen. Wir bauen jetzt urn den Streckenzug w einen "Zylinderkorper" 
(eine "Rohre") V, d. h. eine abgeschlossene Polyederumgebung von w. 
die ein n-dimensionales Element ist, alle Punkte von w bis auf die 
beiden Endpunkte im Innern enthalt, die Punkte a1 und a2 dagegen 
auf dem Rande (und zwar auf den beiden "Grundflachen" des "Zylin
ders") tragt. Wir nehmen ferner an, daB der ganze Zylinderkorper V 
in G und bis auf seine beiden Grundflachen im Innern von V 0 enthalten 
ist; die Grundflachen aber sollen auf T~-l bzw. auf T~-l liegen. 

Wir definieren nun das Polyeder VI so: 

VI = Vo - V 

(dabei bedeutet V das Innere des Zylinderkorpers und seine beiden 
Grundflachen). Die Komponenten von Rn_ VI sind dieselben wie die 
von Rn_ Vo mit dem einzigen (allerdings wesentlichen!) Unterschied, 
daB jetzt anstatt der beiden Komponenten Hi und Hh die einzige Kom
ponente Hi + Hh + Vauftritt. Die Anzahl der Komponenten hat sich 
also urn 1 vermindert. 

Dieses Verfahren kann man so lange fortsetzen, wie es noch Kom
ponenten Gj von Rn-F gibt, die mindestens zwei Komponenten von 
Rn_ 01' Rn_ O2 , ••• enthalten. Nach endlich-vielen Schritten ge
langt man also zu einer Polyederumgebung am = rJ von F, die in Do 
enthalten (also eine e-Umgebung von F) ist und die Eigenschaft hat, 
daB in keiner Komponente von Rn - F mehr als eine Komponente 
von Rn - a liegt, so daB 

(4) q(Rn_ U) < q(Rn-F) 

ist. 
Offenbar darf man voraussetzen, daB U aus Simplexen einer ge

wissen Unterteilung z~ von Z' aufgebaut ist; die dadurch definierte 
simpliziale Zerlegung von a moge K heiBen. Die Simplexe von K, die 
in dem Simplex T'l: von 0) gelegen sind, bilden einen Komplex K i , 

wobei Ki jedenfalls nicht das ganze Simplex Ti ausfiillt (denn das 
Simplex ti enthalt in seinem Innern keinen Punkt von K;). 

3. Hineindriicken von frei gelegenen Simplexen. Wenn in 
irgendeinem Simplex Tn e:n aus Simplexen einer simplizialen Zerlegung 
von Tn aufgebautes n-dimensionales Polyeder Kif enthalten ist, welches 
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nicht das ganze Simplex Tn ausfiillt, so gibt es unter den Simplexen Dn von 
K" bestimmt "frei gelegene" Simplexe; darunter verstehen wir n-dimen
sionale Simplexe D n , die langs einer im Innern von yn liegenden (n -1)
dimensionalen Seite (einer "freien Seite" des Simplexes Dn) an Tn - K" 
anschlieBen. (Die Existenz dieser Simplexe folgt aus dem regularen Zu
sammenhang der simplizialen Zerlegung von T; vgl. Kap. IV, § 5, Nr. 12.) 

In bezug auf jedes frei gelegene Simplex des Komplexes K" laBt 
sich eine stetige Abbildung f von .K" in sich - "das Hineindriicken 
des frei gelegenen Simplexes Dn" - definieren. Es sei Dn-l = I aI' ... an I 
eine bestimmte freie Seite von Dn = lao a1 ... an I; nur in den inneren 
Punkten von Dn und Dn-l soll f von der Identitat verschieden, und zwar 
folgendermaBen erklart sein. Wir zerlegen das Simplex D n = ! ao ... an I 
in die n Simplexe 

D~ = lao ... av- 1 b av+ 1 ... an I ' ')J = 1, 2, ... , n 

wobei b den Schwerpunkt der freien Seite I a1 ... an I bezeichnet; die 
Abbildung f wird in jedem D~ dadurch definiert, daB die Eckpunkte ai 

samtlich fest bleiben, f (b) = ao gesetzt wird und sodann D~ affin auf 
lao· .. av- 1 av+l ... an I abgebildet wird. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens entsteht eine stetige 
Abbildung g von .K" auf ein (n -1)-dimensionales Polyeder, welches aus 
lauter (n - 1 )-dimensionalen Simplexen von K" aufgebaut ist; diese Ab
bildung laBt alle Punkte von .K" fest, die auf dem Rande von Tn liegen. 

4. AbschluB des Beweises des Hilfssatzes 1. Wir wenden 
jetzt diesen ProzeB auf un sere in den einzelnen Simplexen Ti liegenden 
Polyeder .Ki an; in jedem .Ki wird eine Abbildung g erklart, und da 
auf allen gemeinsamen Seiten zweier Komplexe Ki und Kj die Abbil
dung gals die Identitat erklart ist, schlieBen die in verschiedenen .Ki 
erklarten Abbildungen g aneinander und an die identische Abbildung 
des auBerhalb der Ti liegenden Teiles von U stetig an; es entsteht so
mit eine Abbildung g von U auf ein Polyeder P. Dabei gilt folgendes: 

1) P ist aus gewissen Simplexen von K aufgebaut und liegt somit 
in einer bestimmten simplizialen Zerlegung Q vor; dabei sind die 
n-dimensionalen Simplexe von Q (falls solche iiberhaupt auftreten) unter 
den in F liegenden n-dimensionalen Simplexen von K enthalten. 

2) Ein be1iebiger Punkt a von D und sein Bildpunkt g(a) gehOren 
stets zu demselben Simplex der (allerersten) simplizialen Zerlegung Z; 
die Abbildung gist somit eine B-Uberfiihrung. 

3) Da bei einer einzelnen Eindriickung die Komponentenzahl des 
Komplementarraumes sich offenbar nicht andert, und die Abbildung g 
aus einer endlichen Anzahl von sukzessiven Eindriickungen zusammen
gesetzt ist, ist 
(5) q(Rn_ P) = q(Rn_ U) <: q(Rn-F). 

Wir wenden schlieBlich auf die hochstens (n -1)-dimensionalen 
Simplexe von Q das Ausfegeverfahren (Kap. IX, § 3, Nr. 3) in bezug 
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auf die abgeschlossene Menge g (F) an; dadurch geht g (F) in ein Po
lyeder P' c P iiber; P' entsteht aus P dadurch, daB gewisse hochstens 
(n - 1 )-dimensionale Simplexe der gegebenen simplizialen Zerlegung Q 
von P wegfallen, wodurch die Komponentenzahl des Komplementar
raumes hochstens vermindert' werden kann; es ist also 

folglich [nach (5)J 
q (Rn _ PI) ::=: q (Rn _ P) ; 

q(Rn_ PI) <: q(Rn-F); 

da iiberdies P' das Bild vonF bei einer c:-Verschiebung ist, kann P' = P E 

gesetzt werden. 
Damit ist der Hilfssatz I bewiesen. 
5. Beweis des Hilfssatzes II. Vorbemerkung iiber die Schnitt

zahl eines ein- und eines (n -1)-dimensionalen Zyklus im Rn.l 
Es seien eine orientierte Strecke Xl = (aOa1) und ein (n -1)-dimen

sionales (Euklidisches) orientiertes Simplex yn-l im Rn gegeben. Wir 
nehmen an, daB Xl und yn-l in allgemeiner Lage sind 2, woraus ins
besondere folgt, daB keiner der beiden Eckpunkte ao und al auf dem 
Rande von yn-l liegt. Wir set zen ferner voraus, daB der Rn orientiert 
ist. Falls Xl und yn-l keinen gemeinsamen Punkt haben, sagen wir, 
daB ihre Schnittzahl 0(XI, yn-l) Null ist; sonst haben Xl und yn-l einen 
einzigen gemeinsamen Punkt - den Schnittpunkt der Geraden ao a~ 
mit der (n -1)-dimensionalen Ebene yn-l, die das Simplex yn-l tragt; 
in diesem FaIle sagen wir, daB die Schnittzahl 0(Xl, yn-l) von Xl 

und yn -1 gleich + 1 oder -1 ist und bestimmen das Vorzeichen dieser 
Schnittzahl folgendermaBen. 

Wir betrachten zwei n-dimensionale Simplexe [xf [ und [x~ [, die 
auf den beiden Seiten der Ebene yn-l liegen und [yn-l [ als ihre ge
meinsame Seite haben; die Orientierungen xf und x~ wahlen wir so, 
daB sie mit der bereits festgelegten Orientierung des Rn iibereinstimmen; 
sodann tritt das orientierte Simplex yn-.l im Rande des einen der bei
den Simplexe xf und x~, etwa im Rande von xf, mit dem Vor
zeichen +, im Rande des anderen mit dem Vorzeichen - auf. 

Wenn man nun die orientierte Strecke Xl = (ao al ) von ao nach al 
durchlauft und in den Schnittpunkt 0 (von Xl und yn-l) gelangt, so 
sind nur zwei FaIle moglich - entweder verlaBt man in diesem Augen
blick das Simplex xf und dringt in x~ ein -, in diesem F aUe sagen 
wir, dafJ die Schnittzahl von Xl und yn-l gleich +1 ist, oder aber man 
verlaBt das Simplex x~ und dringt in xf ein; in diesem Falle ist die 
Schnittzahl gleich -1. Offenbar hangt diese Definition von der speziellen 
Wahl der Simplexe xf und x~ nicht abo 

I Die allgemeine Theorie der Schnittzahlen im Rn wird im Kap. XI, § 1, 
Nr. 1- 5 dargestellt. 

2 Das bedeutet: die n + 2 Eckpunkte von I xli und I yn-11 bilden ein System 
in allgemeiner Lage gemaB Anhang II, § 1, Nr. 4. 
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Es selen jetzt ein eindimensionaler algebraischer Komplex1 

Cl = ~Ui ~ und ein (n -1)-dimensionaler algebraischer Komplex 
Dn - 1 =~v1yj'-l gegeben, die im Rn zueinander in allgemeiner Lage 
sind 2; als Schnittzahl von Cl und D n -1 wird die Zahl 

e(Cl, Dn-l) = ~uivje(x}, yr1 ) 

i, j 

definiert. Offenbar gilt dabei 

e(C} + q, Dn- 1 ) = e(CL Dn-l) + e(q, Dn-l), 

e(CI, Dr- I + D~-l) = e(Cl, Dr-I) + e(CI, D~-I). 

Wenn insbesondere cn-l der Rand eines orientierten Simplexes xn 
und Cl ein geschlossenes orientiertes Polygon ist, so behaupten wir: es 
ist e(CI, en-I) = O. In der Tat, wenn ein geschlossenes Polygon den 
Rand eines xn schneidet (und sich zu ihm in allgemeiner Lage befindet), 
so tritt es eben so oft in das Innere von xn ein, wie es dieses Innere 
verlaBt; unsere Definition der Schnittzahl war aber so gefaBt, daB jedes 
Eindringen des Polygons in das Innere von xn die Schnittzahl -1, jedes 
Verlassen die Schnittzahl +1 liefert, woraus die Behauptung folgt. 

Aus dieser Bemerkung folgt aber noch mehr, namlich: 
Wenn Zl ein geschlossenes orientiertes Polygon und yn -1 ein (n - 1)

dimensionaler Euklidischer Z yklus ist - allgemeine Lage vorausge
setzt -, so ist e(zl, yn-l) = O. 

Beweis. Der Zyklus yn-l berandet (Kap. IV, § 4, Nr. 7) einen 
algebraischen Komplex 

(0 zn - 1) = en = ~ ti xf 
des Euklidischen Eckpunktbereiches von Rn, und es gilt 3 

yn-l = en =~tiif; 
W.z. b.w. 

6. Diese Betrachtung tiber Schnittzahlen brauchen wir hier nur 
zum Beweis des folgenden Hilfssatzes II a zum Hilfssatz II: 

Hilfssa tz IIa. P = K sei ein simplizial-zerlegtes (n -1)-dimen
sionales Polyeder im Rn; yn-l sei ein Zyklus von K, xn-l ein in yn-l mit 
einem von Null verschiedenen Koeffizienten t auftretendes Simplex; 
a sei 'ein innerer Punkt von xn - 1 ; bi und b2 seien Punkte auf einer 
Geraden durch a, auf verschiedenen Seiten der durch xn-l bestimmten 

1 Wir legen in diesem Kapitel immer einen der Koeffizientenbereiche ® oder 
@m (mit einer Primzahl m) zugrundc. 

2 Das heiBt: wenn zwei Simplexe [xii, ly;-'1 nicht fremd zueinander sind, 
so bilden ihre n + 2 Eckpunkte ein System in allgemeiner Lage (Anh. II, § 1, 
Nr. 4); daraus folgt: xi und 31;-1 schneiden sich in einem Punkt, der innerer 

Punkt sowohl von xi als auch von 31;-1 ist. 
3 Offenbar kann man die Spitze 0 des iiber I zn-11 im R n errichteten Kegels 

so wahlen, daB die Simplexe von (ozn-l) Euklidisch und en und Z1 zueinander 
in allgemeiner Lage sind. 

Alexandroff·Hopf, Topologie 1. 25 
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Ebene R n - 1 gelegen, und zwar so, daB die Strecken ab~ und b1a auBer 
a mit P keinen Punkt gemeinsam haben. Dann gehoren b1 und b2 ver
schiedenen Komponenten von R n - Pan. 

Urn diesen Hilfssatz zu beweisen, geniigt es zu bemerken, daB, wenn 
man b1 und b2 auBerhalb von P mit einem Streckenzug b1 C b2 verbinden 
k6nnte, das geschlossene orientierte Polygon b1cb2 ab1 mit yn-1 den 
einzigen gemeinsamen Punkt a, also mit yn-l die von Null verschiedene 
Schnittzahl ±t batte. 

Wir beweisen jetzt den Hilfssatz II zunachst fUr den Fall, daB P 
ein (n -1 )-dimensionales Polyeder ist. [Die Endlichkeit von q (Rn - P) 
brauchen wir hier iibrigens nicht zu beweisen; denn ware q (Rn - P) = 00, 

so ware der Hilfssatz gewiB richtig.] Wir fUhren den Beweis durch 
vollstandige Induktion beziiglich der Anzahl der (n -1)-dimensionalen 
Simplexe der Simplizialzerlegung K von P. 

1st diese Anzahl eins, so ist fUr n 2: 2 offenbar p (K) = 0, die Be
hauptung also richtig [und fUr n = 1 gilt: p (K) = 1, q (R1- K) = 2, 
die Behauptung ist also ebenfalls richtig]. K sei beliebig gegeben, und 
die Behauptung sei fUr jeden Komplex K' mit weniger (n -1)-dimen
sionalen Simplexen als K schon bewiesen. Wir wahlen den Komplex K' 
so, daB er durch Tilgung eines Simplexes I xn - 1 1 aus K entstanden 
ist. Dann haben wir nur zu zeigen: 

(6) q(Rn-K) - q(Rn-K') '2:.P(K) - P(K'). 

'Wir unterscheiden zwei Falle: 1) I x"-11 gehort keinem Zyklus von K 
an; 2) I xn-11 gehort einem Zyklus von K an. 

Die linke Seite von (6) ist in iedem FaIle >0; denn die Anzahl der 
Komplementargebiete wird durch Ubergang von K' zu K gewiB nicht 
vermindert (da xn-1 kein Gebiet ausfUllt). 1m Falle 1) ist die rechte 
Seite gleich Null, da die Gruppen zn-1(K) und zn-1(K') identisch sind. 
Also ist (6) im Falle 1) richtig. 

Die rechte Seite von (6) ist in iedem Falle <:: 1 ; denn sie ist - wegen 
der Additivitat der Range, Anhang I, Nr. 32 - der Rang der Restklassen
gruppe zn-l (K) - zn-1(K'); sind aber Zl' Z2 zwei Zyklen aus zn-l (K), 
die nicht zu zn-l (K') gehoren, in denen also xn- 1 mit von Null ver
schiedenen Koeffizienten P, t2 auf tritt, so ist t2z1 - PZ2 C zn-1 (K') , 
und das bedeutet: J e zwei Elemente der Restklassengruppe sind linear 
abbangig, der Rang ist also <:: 1. 

Daher bleibt zu zeigen: 1m Fall 2) ist die linke Seite von (6) ~1. 
In diesem Fall befinden wir uns aber in den Bedingungen des Hilfs
satzes IIa (es geniigt die Punkte b1 und b2 auf verschiedenen Seiten 
der durch Ixn-11 bestimmten Ebene in derNahe eines beliebigen inneren 
Punktes a von IZ"-ll zu wahlen). Die Komponenten der Punkte b1 

und b2 in R n - K, von denen im Hilfssatz II a die Rede ist, schmelzen 
aber beim Ubergang von K zu K', also bei Tilgung von I xn - 1 1, zu 
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einer einzigen Komponente zusammen, so daB tatsachlich 
q(Rn - K) - q(Rn - KI) ~ 1 
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ist. Der Hilfssatz II ist hiermit fUr den Fall eines (n-1)-dimensionalen 
Polyeders P bewiesen. 

Da fUr ein hochstens (n - 2)-dimensionales Polyeder P die rechte Seite 
von (1 a) gleich 1, die Fcrmel (1 a) also richtig ist, bleibt uns iibrig, 
den Hilfssatz II nur noch im Falle eines n-dimensionalen Polyeders 
P = K zu beweisen. Dieser Fall laBt sich aber leicht auf den schon 
erledigten Fall eines (n -1)-dimensionalen Polyeders zuriickfUhren: 
Durch sukzessives Tilgen der n-dimensionalen Simplexe von K geht 
K in ein (n -1)-dimensionales Polyeder iiber; man braucht also bloB 
festzustellen, daB der EinfluB einer solchen Tilgung auf die beiden 
Zahlen pn-l(K) und q(Rn-K) derselbe ist, und zwar in der VergroBe
rung der beiden Zahlen je urn 1 besteht. Fur q(Rn-K) ist das klar, 
denn die einzige neu hinzutretende Komponente des Komplementar
raumes ist das Innere des getilgten Simplexes. DaB sich pn-l (K) 
ebenfalls urn 1 erhoht, schlieBt man am einfachsten aus der Euler
Poincareschen Formel: durch das Tilgen von I xn I wird kein p' (K), 
r < n - 1, und kein ()(.r' r <:: n - 1, geandert; da kein Euklidischer 
Komplex des Rn einen n-dimensionalen Zyklus enthalten kann (Kap. IV, 
§ 5, Nr. 12), ist die n-te Bettische Zahl von K nach und vor der 
Tilgung dieselbe, namlich gleich Null; folglich muB auf Grund der 
Euler-Poincareschen Formel (-1t- 1 pn-l (K) dieselbe Anderung mit
machen wie (_1)n()(.n; da sich ()(.n urn 1 emiedrigt, muB sich also 
pn-l (K) urn 1 erhOhen, w. z. b. w. 

Der Hilfssatz II, folglich auch die Formel (1) sind hiermit bewiesen. 
7. Beweis der Ungleichung 

(7) P(F)::> q(Rn-F) - 1. 

Vorbemerkung. Der Rn sei orientiert; mit xn (mit verschiedenen 
Indexen) bezeichnen wir n-dimensionale Simplexe einer simplizialen 
Zerlegung ,8 von Rn, die iibereinstimmend mit der gewahlten Orien
tierung des Rn orientiert sind; QI' Q2' ... , Qk seien zueinander fremde 
Polyeder, die aus gewissen n-dimensionalen Simplexen der simplizialen 
Zerlegung ,8 aufgebaut sind: es bestehe namlich Qi aus den Simplexen 
xfl' xf2' ... , xi,,· Wir betrachten die algebraischen Komplexe 

Qi =L xfj , i = 1, 2, ... , k 
• (i) 

und deren Rander Qi und behaupten: 
Hilfssatz III. Falls aI' a2 , ••• , ak mnere Punkte bzw. von Ql> 

Q2" .. , Qk sind, so sind die Zyklen Qi in G = Rn - (a] + a2 + .... + ak} 
im Sinne der Homologie linear unabhangig. 

Beweis. Es sei en ein Komplex in G mit 

en = "L,tiQi = zn-l. 
25* 
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Zu zeigen ist:. ti = 0 fiir aile i. Dies ist, da die Qi fremd zueinander 
sind, gewiB richtig, falls en = 0 ist. Es sei en=\:: 0, das Polyeder en 
also nich t leer. 

Wir dtirfen annehmen, daB die Simplexe von en Euklidisch sind:· 
die Simplexe von en sind es bereits, und durch eine beliebig kleine 
Verschiebung der nicht zu en gehorenden Eckpunkte von en kann 
man erreichen, daB auch jedes Simplex von en Euklidisch ist. 

Wir wahlen e < e (en, $ai ) und bezeichnen mit ~ die h-fache bary

zentrische Unterteilung1 von .8, wobei h so groB ist, daB die Durch
messer der Simplexe von 3 kleiner als e sind. Wir bezeichnen ferner 
mit k den kombinatorischen Stern 2 von en in bezug auf den Komplex ~, 
mit qi bzw. zn-l die Unterteilung von Qi bzw. von zn-l in~. Keiner 
der Punkte ai ist in k enthalten. 

Wir bezeichnen mit e' die h'-fache baryzentrische Unterteilung1 des 
(aus lauter Euklidischen Simplexen zusammengesetzten) Komplexes e", 
wobei h' ::> h so groB ist,daB die Simplexe von e' einen Durchmesser 
<a = a(k) haben. Insbesondere ist dann c' entweder mit zn-l identisch 
oder eine Unterteilung von zn-l. Eine kanonische Verschiebung von e' 
(als a-Komplex in k betrachtet) in bezug auf k fiihrt e' in einen alge
braischen Teilkomplex e von k und c' (nach Kap. IX, § 1, Satz III) in 
zn-l tiber. Folglich berandet Z,,-l den algebraischen Teilkomplex e von k 
und en _ ~fqi ist ein n-dimensionaler Zyklus von ~ und als solcheriden
tisch gleich Null (Kap. IV, § 5, Satz X). Daraus folgt, daB en = ~tiqi 
ist; folglich muB auch das Polyeder en mit der Vereinigungsmenge der
jenigen Qi identisch sein, denen von Null verschiedene Koeffizienten ti 

entsprechen; da aber en c k keinen der Punkte ai enthhlt, wahrend in 
jedem Qi der entsprechende ai liegt, ist die Identitat en = ~tiqi nur 
dann moglich, wenn aIle ti = 0 sind, w. z. b. w. 

8. Es sei jetzt k eine natiirliche Zahl, die im FaIle q(Rn-F) = <Xl 

beliebig groB gewiihlt werden soIl, im FaIle aber, wenn q(Rn-F) end
lich ist, gleich q(Rn-F) -1 zu setzen ist. Urn die Ungleichung (7) 
und folglich den ganzen Zerlegungssatz zu beweisen, geniigt es zu 
zeigen, daB bei hinreichend kleinem e der Nerv einer beliebigen e-Uber
deckung von F der Bedingung 

(8) pn-l(N»k 

geniigt. 
Es seien 

G1 , G2 , ••• , Gk 

1 VgI. FuJ3note 2 auf S, 146. Die. dortige Erkliirung, ebenso wie der Unter
teilungsbegriff iiberhaupt gilt offenbar nicht nur fiir Euklidische Komplexe, son
dem fiir beliebige Komplexe des Euklidischen Eckpunktbereiches des Rn (vgl. 
Kap. IV, § 1, Nr. 1, SchluJ3). 

2 Kap. III, § 1, Nr. 7. 
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k verschiedene beschriinkte Komponenten von R n -F (sie existieren, da 
es nur eine unbeschrankte Komponente gibF); in jedem Gebiet Gi 

wahlen wir je einen Punkt a; und bezeichnen miLG das Komplementar
gebiet zu der aus den k Punkten aI' a2 , ••• , ak bestehenden Menge. 
Die kleinste unter den positiven Zahlen e (ai' F) bezeichnen wir mit 3 e 
und wahlen eine beliebige e-Dberdeckung U = {Fl' F 2 , •.• , Fs} von F. 
Wir wollen beweisen, daB der Nerv N dieser Dberdeckung der Un
gleichung (8) geniigt. Wir betrachten eine Realisation K von N in U 
(Kap. IV, § 1, Nr. 11); Kist also ein aus Simplexen des Rn zusammen
gesetzter mit N isomorpher Komplex, dessen Eckpunkte zu F geh6ren 
und dessen Simplexe kleiner als 2 e sind, also siimtlich in G liegen. 

Wir bezeichnen mit a eine so kleine positive Zahl, daB jeder in der 
a-Umgebung von F liegende a-Komplex C mittels einer e-Verschiebung 
in einen Teilkomplex von K simplizial abgebildet werden kann 2; wegen 
der Isomorphie der Komplexe N und K k6nnen wir die erwahnte sim
pliziale Abbildung nicht nur als eine simpliziale Abbildung 11 von C in K, 
sondern auch als eine simpliziale Abbildung 12 von C in N auffassen. 

Z sei nun eine simpliziale Zerlegung des R n mit einem Feinheits
grade < a. Wir bezeichnen mit Qi das aus allen in Gi liegenden n-dimen
sionalen Simplexen von Z aufgebaute Polyeder; wenn wir diese Sim
plexe iibereinstimmend mit der gewahIten Orientierung von Rn orien
tieren, entsteht ein orientierter Komplex Q~. Offenbar liegt ai im Innern 
von Qi' Die Zyklen Qi sind a-Zyklen, sie liegen in der a-Umgebung 
von Fund sind nach Nr. 7 in G linear-unabhangig. 

Die Zyklen 11 (Qi) entstehen aus den Qi durch eine e-Verschiebung; 
diese geht in einer 3 oS-Umgebung von F, also jedenfalls in G vor sich, 
so daB (nach Kap. IV, § 6, Nr. 3) 

Qi C'0 11 (Qi) 'in G 

ist und die Zyklen 11 (Q;) in G linear-unabhangig sind. Daraus folgt 
aber, daB auch die Zyklen 12(Qi) in N unabhangig sind: /2(Qi) und 
11 (Qi) entsprechen ja einander mittels der zwischen N und K bestehen
den Isomorphie; wenn eine Linearkombination 'L,ti / 2 (Qi) in N be
randen wiirde, so wiirde (kraft der soeben erwahnten Isomorphie) 
'L,ti/l (Qi) in K, also (da die Simplexe von K in G liegen) auch in G 
beranden, die ti miiBten also samtlich gleich Null sein. Somit gibt es 

1 \Vir set zen n ~ 2 voraus; die Diskussion des Falles n = 1 ist elementar. 
2 Es sei 0 kleiner als ein Drittel der Lebesgueschen Zahl von U und auBer

dem so klein, daB der Durchmesser eines jeden U (F;, 0) kleiner als e ist. Die 
Mengen U (Fi' 0) bilden eine abgeschlossene Uberdeckung von U (F, 0); diese 
Uberdeckung hat denselben Nerven N wie U und ihre Lebesguesche Zahl ist 
~ o. Nach Kap. IX, § 2, Satz I, kann jeder o-Komplex in U (F, 0) mittels 
einer (kanonischen) e-Verschiebung in den Komplex K (die geometrische Reali
sation von N) simplizial abgebildet werden. 
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in N mindestens k im Sinne der Homologie unabhangige (n -1)
dimensionalen Zyklen, d. h. pn-l(N) ist mindestens gleich k, w. z. b. w. 

Die Ungleichung (7) ist damit bewiesen, und der Beweis des Zer
legungssatzes ist beendet. 

9. Korollar: Ein lnvarianzsatz. Abgeschlossene und beschriinkte 
Mengen, die miteinander homoomorph sind, zerlegen den Rn in dieselbe 
Anzahl von Gebieten; mit anderen Worten: 

Die Komponentenzahl von Rn -F ist eine topologische Invariante von F. 
Zwei tes Korollar: Ein hochstens (n - 2)-dimensionales Fn c Rn 

zerlegt den Rn nicht. 
10. Drittes Korollar: Die Abwesenheit r-dimensionaler Torsion 

mit r >- n --'- 2 im Rn. Wie schon am Anfang des Paragraphen hervor
gehoben wurde, gilt der Zerlegungssatz samt dem vorstehenden Beweis 
fur die Bettischen N-Zahlen p (F) sowohl in bezug auf ® als auch in 
bezug auf ®m mit einer beliebigen Primzahl m.1 Da aber die Zahl 
q(Rn - F) von der Wahl des Koeffizientenbereiches ganz unabhangig 
ist, gilt der folgende Satz: 

Die (n -1)-te Bettische N~Zahl (in bezug auf ®) eines beliebigen 
Kompaktums F des Rn ist gleich der (n -i)-ten Bettischen Zahl p':,,-l (F) 
modulo einer ieden Primzahl m. 

1st F speziell ein Polyeder und ist K eine Simplizialzerlegung von F, 
so sind die Bettischen N-Zahlen von F gleich den entsprechenden Betti
schen Zahlen von K (Kap. IX, § 2, Nr. 3). Nun folgt aus Kap. V, § 3, 
Nr. 9: Wenn p':,,-l(K) = pn-l (K) fUr jede Primzahl m gilt, so sind 
die Torsionsgruppen P-2(K) und P-l(K) die Nullgruppen. Ferner 
folgt aus F = KeRn, daJ3 K hochstens n-dimensional und daher auch 
T' (K) = ° fUr r?: n ist. Damit ist bewiesen: 

Ein (krummes) Polyeder im Rn besitzt fur r >- n - 2 niemals r-dimen
sionale Torsion. 

Hierin ist enthalten: 
J edes (n -1)-dimensionale irreduzibel geschlossene Polyeder2 im Rn 

hat den naturlichen ModulO, ist also "einfach geschlossen". 
Jede geschlossene (n -1)-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit des Rn 

ist orientierbar. 

§ 2. Gebietsgrenzen. Der Jordan-Brouwersche Satz. 
Ge bietsinvarianz. 

1. Vorbemerkung. G sei ein beschriinktes Gebiet des Rn , F die Be
grenzung 3 von G. Dann ist dimF = n - 1. 

1 Man beachte insbesondere, daB die in Nr. 6 benutzte Additivitat der Range 
sowie die daselbst herangezogene Euler-Poincaresche Formel Giiltigkeit besitzen, 
wenn man Range modm bzw. die Bettischen Zahlen modm betrachtet, voraus
gesetzt, daB m Primzahl ist. 

2 Kap. VII, § 1; Kap. VIII, § 4, Nr. 8. 3 Kap. I, § 2, Nr. 5. 
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Denn da Rn - FauBer G noch wenigstens eine Komponente (nam
lich gewiB eine unbeschrankte) besitzt, F also den Rn zerlegt, ist nach 
dem 2. Korollar des Zerlegungssatzes dimF:> n - 1; andererseits ist, 
daF keinen inneren Punkt enthalt, dimF <n - 1 (Kap. IX, § 3, Satz V). 

2. Absolute und reguHire Gebietsgrenzen. Wir wenden jetzt den 
Zerlegungssatz auf die Charakterisierung der sog. regularen Gebiets
grenzen im Rn an. Unter einer reguHiren Gebietsgrenze versteht man 
eine Punktmenge des Rn (n> 1), die den Raum in zwei (und nur 
zwei) Gebiete, von denen das eine beschrankt ist, zerlegt und die 
Begrenzung eines jeden dieser beiden Gebiete bildet1 . Die regularen 
Gebietsgrenzen bilden einen Spezialfall unter den sog. absoluten Gebiets
grenzen: Eine absolute Gebietsgrenze ist eine Menge, die den Rn in 
mindestens zwei Gebiete (von denen mindestens eins beschrankt ist) 
zerlegt und die Begrenzung eines jeden unter diesen Gebieten bildet. 
Zunachst ist eine absolute (also erst recht eine regulare) Gebietsgrenze, 
als die Begrenzung von mindestens einem beschrankten Gebiet, erne 
beschrankte abgeschlossene Teilmenge F des Rn; folglich gibt es unter 
den (evtl. unendlich-vielen) Gebieten, in die F den Rn zerlegt, ein 
einziges. welches sich ins Unendliche ausdehnt, wahrend aile iibrigen 
in einer und derselben Voilkugel des Rn enthalten ("gleichmaBig be
schrankt") sind. Aus dem Zerlegungssatz folgt ferner, daft eine absolute 
Gebietsgrenze des Rn dann und nur dann regular ist, wenn ihre (n -1)
dimensionale Bettische N-Zahl gleich 1 ist. 

DaB es iiberhaupt - und zwar schon in der Ebene - absolute Ge
bietsgrenzen gibt, welche nicht regular sind, hat zuerst BROUWER er
kannt: er hat gezeigt, daB man die Ebene in beliebig - sogar abzahl
bar - viele Gebiete zerlegen kann, die alle dieselbe im Endlichen ge
legene Begrenzung haben. Diese Brouwerschen Gebietsgrenzen geben 
uns zugleich ein Beispiel der sog. "unzerlegbaren Kontinuen" (so heiBen 
Kontinuen, die nicht als Vereinigungsmenge zweier echter Teilkontinuen 
dargestellt werden konnen), die zu den merkwiirdigsten Gebilden der 
mengentheoretischen Topologie gehoren. Wir konnen auf sie hier nicht 
weiter eingehen und verweisen in bezug auf Beispiele und die Dar
stellung ihrer zahlreichen interessanten Eigenschaften auf die in der 
Einleitung, § 3, angegebene Literatur. 

Sa tz 1. Ein Kompaktum FeRn ist dann und nur dann eine abso
lute Gebietsgrenze, wenn 

und gleichzeitig tilr iede abgeschlossene echte Teilmenge F' von F 

pn-l(F') = 0 

ist. Dabei bedeutet pn-l die (n -1)-te Bettische N-Zahl. 

1 Der klassische Jordansche Satz lautet somit: Ein in der Ebene liegendes 
topologisches Bild der Kreislinie ist eine regul1ire Gebietsgrenze. Vgl. Nr. 4. 
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Vermoge des Zerlegungssatzes kann der Satz II auch folgender
maBen ausgesprochen werden: 

Satz I'. Fist dann und nur dann eine absolute Gebietsgrenze, wenn 
der RR durch F, aber durch keine echte abgeschlossene Teilmenge F' von 
F zerlegt wird. 

In dieser Form laBt sich dieses Resultat in wenigen Worten beweisen. 
Zuerst beweisen wir: Wenn F absolute Gebietsgrenze, Meine (nicht 

notwendig abgeschlossene) Teilmenge von Fist, so ist RR - M zusammen
hangend. Denn sind G1 , G2 , • •• die Komponenten von RR - F, so ist 
RR_M=(F -M) + ~Gi=~(Gi+(F -M)). DajedesGi+ (F -M) nach 
Kap.I, §2, SatzXIX zusammenhangend ist, soist auch~(Gi+(F-M)), 
d. h. RR_M nach a. a. 0., Satz XVII zusammenhangend. 

Es sci umgekehrt F eine Menge, die den RR zerlegt und keine echte 
abgeschlossene Teilmenge von der gleiehen Eigenschaft besitzt. Wir 
haben zu zeigen, daB F die Begrenzung jeder Komponente G von RR - F 
bildet. Es sei F' = (; - G; da die Punkte von F' weder zu G noch zu 
einer anderen Komponente von RR_F gehoren konnen, gehoren sie 
zu F; es ist also F' c F. Es sei G' irgendeine von G verschiedene 
Komponente von RR - F; da G' c RR - Gist, ist RR - G nicht 
leer, so daB die Begrenzung von G, d. h. die Menge F', den Raum 
zerlegt; nach unserer Voraussetzung muB also F' mit F identisch 
sein, w. z. b. w. 

Korollar. Die Eigenschaft einer Menge, eine absolute (bzw. regulare) 
Gebietsgrenze des RR zu sein, ist eine topologisch invariante Eigenschaft 

A 

der Menge F. 
Bemerkung. Dagegen ist die Eigen

schaft einer Menge, die Begrenzung minde
stens eines beschrankten Gebietes des RR zu 
sein, nieht topologisch invariant, wie man 
schon am trivialen Beispiel der Abb. 25 sieht: 

B A ist die Begrenzung eines beschrankten 
Abb.25. ebenen Gebietes, wahrend B weder ein be-

schranktes noch ein unendliches Gebiet begrenzt; die beiden Men
gen A und B sind offenbar homoomorph. 

Die Frage nach den Bedingungen, unter welchen es zu einer ge
gebenen Menge F eine ihr homoomorphe Menge gibt, die ein beschranktes 
Gebiet des RR begrenzt, ist noch ungelOst. Eine solche Menge ist jeden
falls (n-1)-dimensional (Nr.1). 

3. Geschlossene Gebilde. Die absoluten Gebietsgrenzen des RR sind 
(n-1)-dimensionale Mengen; sie verdienen es, die (n-1)-dimensionalen 
geschlossenen Gebilde des RR genannt zu werden; zu ihnen gehoren ins
besondere die einfach geschlossenen Kurven in der Ebene, die geschlossenen 
Flachen des dreidimensionalen Raumes usw.; sie sind (durch den Satz I) 
topologisch invariant charakterisiert. 
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Leider HiBt sich mit diesen einfachen Mitteln die schwierigere Frage 
nach der Definition und invarianter Charakterisierung der r-dimensio
nalen geschlossenen Gebilde des R n fur r < n - 1 nicht beantworten. 

Man k6nnte naturlich ganz allgemein jedes r-dimensionale Kompak
tum F eines beliebigen R n als ein r-dimensionales geschlossenes Gebilde 
definieren, wenn pr (F) ~ 1 und pr (F') = 0 fur jede echte abgeschlossene 
Teilmenge F' von Fist; aber man weiB bis jetzt nicht, ob diese Defi
nition durch die Eigenschaften des Komplementarraumes R n - F ge
rechtfertigt wird. Auf diese Fragestellung kommen wir noch im Rahmen 
der allgemeinen Dimensionstheorie im zweiten Bande zuruck, wo sie 
vor allem auch prazisiert wird. 

Bemerkung. Ein Kompaktum FeRn, das als gemeinsame Be
grenzung von zwei Gebieten auftritt, braucht noch keineswegs eine 
absolute (geschweige denn regulare) 
Gebietsgrenze zu sein: Es kann 
namlich vorkommen, daB Rn - F 
mehr als zwei Komponenten besitzt, 
daB aber nur zwei unter ihnen durch 
F begrenzt werden. Die Abb. 26 gibt 
dafiir ein Beispiel. F besteht aus der 
spiralahnlichen Kurve, die das Ge
biet G1 begrenzt, und der Kreislinie, an 
die sie sich anschmiegt; die Menge F 
zerlegt die Ebene in drei Gebiete, G1 , 

G2 , Goo und bildet die Begrenzung 
von G1 und G2 , aber nicht von Goo· 

Man nennt Kompakten FeRn, 
die die gemeinsame Begrenzung von 

Abb.26. 

mindestens zwei Komponenten des Komplementarraumes Rn -F bilden, 
(n -1)-dimensionale verallgemeinerte geschlossene Gebilde des Rn. 

4. Spezialfall der Polyeder. Der J ordan-Brouwersche Satz und 
seine VeraIIgemeinerungen. Wir wenden nun die im vorstehenden 
besprochenen Begriffe auf die (krummen) Polyeder an. Da werden die 
Verhaltnisse zunachst dadurch vereinfacht, daB die Begriffe der abso
luten und der regularen Gebietsgrenzen zusammenfallen: 

Satz II. Wenn das (krumme) Polyeder Pc Rn eine absolute Ge
bietsgrenze ist, so ist es sogar eine reguliire Gebietsgrenze. 

Beweis. K sei eine Simplizialzerlegung des Polyeders P, welches 
absolute Gebietsgrenze des Rn ist. Wir haben zu zeigen: pn-l (K) = 1, 
denn dann folgt aus dem Zerlegungssatz, daB die Anzahl der Gebiete, 
in die der Rn durch P zerlegt wird, gleich 2 ist. 

Es seien Zl und Z2 zwei (n - 1 )-dimensionale, von Null verschiedene 
Zyklen in K; da pn-l(lzil) > 0 ist, folgt aus Satz I: IZII = IZ21 = K. 
Das Simplex I xn I von K kommt also sowohl in Zl wie in Z2 mit einem 
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von Null verschiedenen Koeffizienten tl bzw. t2 vor. Z=t2z1 - t1 z2 

enthaIt das Simplex x" nicht; ware z =F 0, so ware pn-l (Izj) > 0, ent
gegen Satz I; also ist z = 0; mithin sind Zl und Z2 linear abhangig, es 
ist also pn-l (K) <: 1. Nach Satz list andererseits pn-l (K) :> 1, folg
lich ist die Behauptung bewiesen. 

Der Beantwortung der Frage, welche Polyeder P = KeRn nun 
die absoluten und regularen Gebietsgrenzen sind, schicken wir einen 
Hilfssatz voraus: 

Hilfssatz. Es sei pr(K'} = 0 fur jeden echten Teilkomplex K' des 
Komplexes K. Dann ist auch pr(F'} = 0 fur jede echte Teilmenge F' 
des Polyeders K. 

Beweis. Aus der Voraussetzung pr(K'} = 0 geht hervor, daB K 
kein ('1 + 1}-dimensionales Simplex I xr+11 enthaIt, da sonst die Voraus
setzung fiir K' = W+11 nicht erfiillt ware; Kist also hochstens r-dimen
sional. 1st K niedriger als r-dimensional, so gilt dasselbe von F', und 
die Behauptung ist gewiB richtig. Es sei also K r-dimensional. 

Es sei a ein Punkt von K -F', 8> 0 sei beliebig klein, jedenfalls 
sei 8 < (! (a, F') ; Kl sei eine Unterteilung von K mit Simplexdurchmessem 
< 18; Ki sei der Teilkomplex von K 1 , der aus allen Simplexen besteht, 
welche mit F' Punkte gemeinsam haben. Ki ist echter Teilkomplex 
von K I , denn a gehort nicht zu K~. Wir behaupten zunachst: K~ 
enthiilt keinen (von Null verschiedenen) r-dimensionalen Zyklus. In 
der Tat: Da K r-dimensional ist, mliBte ein solcher Zyklus Zl' wie jeder 
r-dimensionale Zyklus der Unterteilung Kl von K, Unterteilung eines 
Zyklus Z von K sein (Kap. VI, § 2, Satz IV), und dabei ware, da 
Zl = Z c Ki ist, I z I echter Teilkomplex von K; dies vertragt sich 
wegen pr(lzl) > 0 nicht mit den Voraussetzungen. Also enthalt K{ 
keinen r-dimensionalen Zyklus. 

Jetzt betrachten wir die zu K{ gehorige baryzentrische tlberdeckung 

(1) B1 , B 2 , ••• , B. 

von K{ und setzen Fi = F'· B i ; da der Nerv von (1) der Komplex K{ 
ist, ist der Nerv N der 8-tJberdeckung 

F I , F 2 , ••. , F. 

von F' ein echter oder unechter Teilkomplex von K~; da er, wie oben 
gezeigt, keinen r-dimensionalen Zyklus enthaIt, ist pr (N) = 0, und da
her ist - weil 8 beliebig war - auch pr (F') = 0, w. z. b. w. 

Jetzt laBt sich die Frage, welche Polyeder regulare Gebietsgrenzen 
sind, folgendermaBen beantworten: 

Sa tz III. Das Polyeder PeR'" mit der Siinplizialzerlegung Kist 
dann und nur dann reguliire Gebietsgrenze, wenn p",-l (K) = 1 und 
pn-l (K') = 0 fur ieden echten Teilkomplex '/Jon Kist. 

Beweis. Wenn K regulare Gebietsgrenze ist, so folgt aus Satz I, 
daB pn-l(K) = 1 und pn-l(K'} = 0 fUr jeden echten Teilkomplex K' 
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ist. Es sei umgekehrt KeRn gegeben, pn-l (K) = 1, P n-l (K') = 0 
fiir jeden echten Teilkomplex K' von K. Dann folgt aus dem Hilfs
satz und Satz I, daB K absolute, also aus Satz II, daB K reguHire 
Gebietsgrenze ist. 

Der Satz III bleibt richtig, wenn man in seinem Wortlaut von P':n-1 

(m Primzahl) anstatt von pn-l spricht. Hieraus folgt (durch Speziali
sierung m = 2): 

Satz IV (der Jordan-Brouwersche Satz, spezielle Fassung). Jede 
im ~ liegende geschlossene (n -1)-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit 
ist eine regulare Gebietsgrenze des Rn. 

1st Pc Rn eine (n-1)-dimensionale geschlossene Pseudomannig
faltigkeit, so muB (da Peine regulare Gebietsgrenze ist) pn-l (P) = 1, 
also P orientierbar sein. Wir haben also zum zweitenmal bewiesen 
(vgl. § 1, Nr. 10): 

J ede geschlossene (n -1 )-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit des Rn 

ist orientierbar. 
Der Satz IV laBt sich verallgemeinem: wenn K ein (n-1)-dimen

sionaler "einfach geschlossener" Komplex (Kap. VII, § 1) ist, so ist 
pn-l (K) = 1 und pn-l (K') = 0 fUr jeden echten Teilkomplex K' von K 
(Kap. VII, § 1, Nr. 5). Nennen wir nun ein Polyeder P = K "einfach 
geschlossen", wenn K einfach geschlossen istl, so konnen wir auf Grund 
des Satzes III dem wichtigsten hierhergehOrigen Satz die folgende Formu
lierung geben: 

Satz V (der Jordan-Brouwersche Satz, allgemeine Fassung). 
J edes im Rn liegende (n -1 )-dimensionale einfach geschlossene (krumme) 
Polyeder bildet eine regulare Gebietsgrenze des Rn. 

Von diesem Satz gilt in gewissem Sinne auch noch die Umkeh
rung: 

Sa tz VI. Das Polyeder P = KeRn ist dann und nur dann eine 
regulare Gebietsgrenze des Rn, wenn K ein einfach geschlossener (n -1)
dimensionaler Komplex ist. 

Beweis. Da der Jordan-Brouwersche Satz V schon bewiesen ist, 
haben wir nur zu zeigen: 1st K regulare Gebietsgrenze des Rn, so ist K 
(n -i)-dimensional und einfach geschlossen. Die Behauptung iiber die 
Dimensionszahl ist gewiB richtig (Nr. 1); urn die einfache Geschlossen
heit von K zu beweisen, hat man (Kap. VII, § 1, Nr. 5) das Bestehen 
der folgenden drei Eigenschaften zu zeigen: 1) pn-l (K) = 1; 2) pn-l (K') 
= 0 fiir jeden echten Teilkomplex K' von K; 3) kein (echter oder un
echter) Teilkomplex VOn K besitzt (n - 2)-dimensionale Torsion. DaB K 
die Eigenschaften 1) und 2) besitzt, wissen wir aus Satz III; daB K auch 
die Eigenschaft 3) hat, ist in § 1, Nr. 10 gezeigt worden. 

1 DaB dies eine topologisch invariante Eigenschaft ist, d. h. daB aus K1 = K2 
und der einfachen Geschlossenheit von K1 die einfache Geschlossenheit von K2 
folgt, ist im Kap. VIII gezeigt worden. 
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Aus den Satzen II und VI ergibt sich das 
Korollar. Das (n-1)-dimensionale Polyeder Pc Rn ist dann und 

nur dann einfach geschlossen, wenn es "ein (n-1)-dimensionales geschlos
senes Gebilde des Rn" (im Sinne von Nr. 3) ist. 

SchlieBIich heben wir noch eine wichtige unmittelbare Folgerung 
aus dem oben bewiesenen "Hilfssatz" und dem Zerlegungssatz hervor: 

Satz VII. Eine Menge FeRn, die einer echten Teilmenge eines 
(n -1)-dimensionalen einfach geschlossenen Polyeders P = K homoo
morph ist, zerlegt den Rn nicht. Insbesondere zerlegt die Menge FeRn 
den Rn nicht, wenn sie einer echten Teilmenge einer (n-1)-dimensio
nalen geschlossenen Pseudomannigfaltigkeit homoomorph ist. 

5. Invariante Charakterisierung der inneren und der Randpunkte 
einer Punktmenge des RR. Gebietsinvarianz. 

Satz VIII. Ein Punkt a der Menge Me Rn ist dann und nur 
dann Randpunkt1 von M, wenn es beliebig kleine Umgebungen von a in 
bezug auf M gibt, deren Begrenzungen echten Teilmengen der (n-1)
dimensionalen Sphiire sn-l homoomorph sind. 

Beweis. 1st a ein Randpunkt von Me Rn, so gibt es in beliebiger 
Nahe von a Punkte p, die nicht zu M gehOren; legt man durch einen 
solchen Punkt eine (n -1)-dimensionale Sphare mit dem Mittelpunkt 
in a, so erhalt man eine belie big kleine sn-l, die nicht in M ent
halten ist. Es sei U das Innere einer solchen Sphare. Offenbar 
ist U· Meine beliebig kleine Umgebung von a, deren Begrenzung 
eine echte Teilmenge von sn-l ist, also die Bedingung unseres 
Sa tzes erfiillt. 

Es sei andererseits a kein Randpunkt, also ein innerer Punkt von M. 
Dann ist die Entfemung e(a, Rn-M) eine positive Zahl e. 1st U(a) 
eine beliebige Umgebung von a in bezug auf M von einem Durch
messer < e, so ist sie nicht nur in M, sondem auch in Rn offen, und 
die Begrenzung von U (a) in bezug auf Mist mit der Begrenzung in 
bezug auf Rn identisch, folglich eine beschrankte abgeschlossene 
Menge F, die den Rn zerlegt [in die beiden offenen Mengen U (a) und 
Rn - U (a)], also - nach dem Satz VII - keiner echten Teilmenge einer 
(n - 1 )-dimensionalen Sphare homoomorph sein kann. Unser Satz ist 
hiermit vollstandig bewiesen. 

In ihm ist enthalten: 
Satz IX (der Satz von der Gebietsinvarianz, BROUWER). Bei 

einer topologischen A bbildung zweier homoomorpher T eilmengen des Rn 
aufeinander gehen die inneren bzw. die Randpunkte der einen Menge in 
die inneren bzw. Randpunkte der anderen uber. 

Also insbesondere: 
1st von zwei homoomorphen Teilmengen des Rn die ezne offen (in 

diesem Rn) , so ist es auch die andere. 

1 Kap. I, § 2, Nr. 5. 
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§ 3. Weitere Anwendungen und Invarianzsatze. 
1. Das 2. Korollar des Zerlegungssatzes (§ 1, Nr.9) Hi.Bt sich ver

scharfen zu dem folgenden 
Satz I. Wenn Fein Gebiet G des Rn zerlegt, so ist dimF:> n - 1. 
Beweis. Hilfssatz: Wenn F die n-dimensionale Vollkugel zerlegt, 

so ist dimF:> n - 1 . 
Wir nehmen fUr einen Augenblick diesen Hilfssatz als bewiesen an. 
Es sei dimF ~ n - 2; wir wollen zeigen, daB G - F zusammen

hangend ist. Zu diesem Zwecke betrachten wir die abzahlbare Folge 
von Vollkugeln 

die aile in G liegen und deren Innengebiete U1 , U2 , ••• , Uk' ... das 
ganze Gebiet G ausfiillen. 

Das Mengensystem 
U1 , U2 , ••• , Uk' ... 

ist (wegen des Zusammenhanges der Vereinigungsmenge .1: Uk = G) 
nach Kap. I, § 2, Satz XV verkettet, zu je zwei (offenen) Kugeln Ui 

und Uj gibt es also eine Folge 

Ui = Uko ' U"" ... , Uk. = Uj, 

so daB U"A' U"h+1 eine nicht leere, und zwar offene Menge ist; daFhoch
stens (n - 2)-dimensional ist, ist U"h' U"h+1 -F = (Ukh -F)· (U"h+1 -F) 
gewiB nicht leer, folglich ist auch das Mengensystem 

U1-F, U2 -F, ... , Uk-F, ... , 
also erst recht 

UI-F, U2 -F, ... , Uk-F, ... 

verkettet. Da andererseits nach dem Hilfssatz die Uk - F zusammen
hangend sind, ist auch ihre Vereinigungsmenge, d. h. die Menge G-F 
zusammenhangend, w. z. b. w. 

Ubrig bleibt also nur der 
Beweis des Hilfssatzes. Es sei U eine Vollkugel des Rn; wir 

bezeichnen mit U ihr Inneres, mit 5 = U - U ihren Rand und nehmen 
an, daB die abgeschlossene Menge F die Vollkugel U zerlegt. Dann gilt 

U=A+F+D, 
wobei A und D zueinander fremd und in V offen sind. Offenbar diirfen 
wir voraussetzen, daB der Mittelpunkt von U nicht zu F gehort: sonst 
hatte man zuerst U einer elementaren topologischen Abbildung auf sich 
unterzogen, die irgendeinen nicht zu F gehorenden inneren Punkt der 
Kugel in ihren Mittelpunkt iiberfiihrt; durch eine solche Transforma
tion ware weder an den Zerlegungseigenschaften der Menge F (in 
bezug auf unsere Kugel) noch an ihrer Dimension etwas geandert. Es 
liege also der Mittelpunkt 0 von U etwa in A. 
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Wir nehmen jetzt mit dem Raum Rn , in dem die Vollkugel [j liegt, 
eine Spiegelung an der Sphare 5 vorl; dadurch geht U in den AuBen
raum Rn - V uber, wahrend 5 punktweise festbleibt. Die Bilder 
von A - 0, F, D bei dieser Transformation bezeichnen wir mit AI' 
F I , D I , wobei zu beachten ist, daB FI ganz im Endlichen liegt. Da 
Al + FI + DI = Rn - U ist, ist 

(1) Rn = (A + AI) + (F + F I ) + (D + DI)' 

Da die Mengen A . F, F· D, D· A leer sind, gilt dasselbe auch 
von Al . F I , FI . DI , DI . AI; aber auch die Mengen A . F I , F· DI , 
D . AI' ebenso wie Al . F, Fl . D, DI . A sind leer, denn wenn es einen 
z. B. zu A . FI gehorenden Punkt gabe, so muJ3te er auf 5 liegen, bei 
unserer Transformation festbleiben und somit auch zu A . F geh6ren. 
Die Mengen A + AI' F + F I , D + DI sind also paarweise zueinander 
fremd. Da A und D in U offen sind, sind Al und DI in Rn - U, folg
lich A + Al und D + DI im Rn offen. Die beschrankte abgeschlossene 
Menge F + FI zerlegt somit den Rn, muB folglich mindestens (n-1)
dimensional sein. 

Unser Hilfssatz wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen: 

dim(F + F I ) = dimF. 

Es sei dimF = r; es genugt zu zeigen, daB F + FI bei jedem e 
eine e-Dberdeckung von der Ordnung r + 1 besitzt. Man wahle zu 
diesem Zweck ein beliebiges e und ein so kleines (j < ie, daB, wenn 
zwei Punkte von F voneinander urn weniger als (j entfernt sind, die 
ihnen entsprechenden Punkte von FI eine Entfernung <ie haben. 
Man betrachte sod ann eine (j-Dberdeckung 

Fl, F2, ... , FB 

von der Ordnung r + 1 von Fund bezeichne mit Ff das Spiegelbild 
von Fi in bezug auf S. Es seien etwa Fl, F2, ... , Fq diejenigen F i , 

die mit 5 gemeinsame Punkte haben; die Mengen 

(2) (FI + Fi), ... , (P + Fi); p+l, ... , P; F~+l, ... , Ft 

bilden offenbar eine c:-Dberdeckung von F + Fl' 
Es sei a ein beliebiger Punkt von F + Fl' Wenn er im Innern 

von tJ liegt, geh6rt er zu hochstens r + 1 Mengen Fi und zu keiner 
Menge Ff, also insgesamt zu hochstens r + 1 Elementen der Dber
deckung (2). Ein analoger SchluB gilt auch im Falle, wenn a in Rn_ V 
liegt. Falls aber der Punkt a zu 5 gehort, so ist er in h6chstens r + 1 
Mengen F i , i <: q, und in den entsprechenden Mengen Fi enthalten, 
also in hochstens r + 1 Mengen von der Form (Fi + Fi) und in keinen 
weiteren Elementen der Dberdeckung (2). Die Ordnung der genannten 
Dberdeckung ist also hochstens gleich r + 1, w. z. b. w. 

1 Rn ist in der bekannten Weise durch den Punkt 00 abzuschlieBen. 
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2. Definition der Cantorschen MannigfaItigkeiten. Ein n-dimen
sionales Kompaktum, welches durch keine hochstens (n - 2)-dimensio
nale abgeschlossene Teilmenge zerlegt wird, heiBtl eine n-dimensionale 
Cantorsche M annigfaltigkeit. 

Wir haben also durch den Hilfssatz in Nr.1 bewiesen: 
Das n-dimensionale Element 2 ist eine n-dimensionale Cantorsche 

M annigfaltigkeit. 
Wenn G ein beliebiges Gebiet des R n und F hOchstens (n - 2)

dimensional ist, ist G - F, folglich 3 auch G - F zusammenhangend. 
Es gilt also das 

Korollar. Die abgeschlossene Hulle eines beliebigen beschriinkten 
Gebietes des R n ist eine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit. 

3. Spezialfall der Polyeder. Invarianz des starken Zusammen
hanges eines Komplexes. 1m AnschluB an diese Resultate entsteht 
die natiirliche Frage nach denjenigen Polyedern, die zugleich Cantorsche 
Mannigfaltigkeiten sind: man will wissen, durch welche Eigenschaften 
ihrer simplizialen Zerlegungen sie charakterisiert sind. Die Antwort auf 
diese Frage wird durch folgenden Satz gegeben: 

Satz II (Satz von der Invarianz der stark zusammen
hangenden Komplexe)4. Wenn eine simpliziale Zerlegung eines 
Polyeders stark zusammenhiingend ist, so ist das Polyeder eine Cantorsche 
Mannigfaltigkeit; umgekehrt ist 1'ede simpliziale Zerlegung eines Poly
eders, das eine Cantorsche Mannigfaltigkeit ist, stark zusammenhiingend. 

Hierin ist enthalten: Wenn eine simpliziale Zerlegung eines Poly
eders die Eigenschaft des starken Zusammenhanges besitzt, so gilt dieselbe 
Eigenschaft fur iede simpliziale Zerlegung desselben Polyeders. 

Beweis. Es sei K eine simpliziale Zerlegung des n-dimensionalen 
Polyeders K; wenn K nicht stark zusammenhangend ist und Kl eine 
starke Komponente von K, K' der aus den in Kl nicht vorkommenden 
Grundsimplexen von K gebildete Komplex ist, so ist Kl . K' ein hoch
stens (n - 2)-dimensionales Polyeder, welches K zerlegt; K kann also 
unter diesen Umstanden keine Cantorsche Mannigfaltigkeit sein, und 
die zweite Halfte unseres Satzes ist bewiesen. 

Wenn andererseits K stark zusammenhangend, F eine beliebige, 
hochstens (n - 2)-dimensionale Teilmenge von K und Ii irgendein 
Grundsimplex von Kist, so ist K - F = ~(Ii - F). Zu je zwei 

i 
Simplexen r: und 1j gibt es eine sie verbindende Kette 

Tn Tn Tn Tn Tn Tn Tn T n- 1 
.L i = k., k,"'" k, = i'. kh' kk+l = Vh' 

1 Nach Urysohn. 
2 D. h.: das topologische Bild eines n-dimensionalen Simplexes. 
3 Nach Kap. I, § 2, Satz XIX; der Satz ist anwendbar, denn, da F in Rn 

nirgendsdicht ist, ist G - Fe G - F (und natiirlich G - F::::> G - F). 
4 Kap. IV, § 5, Nr. 6. 
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Nun ist aber auch 

(Tkh - F) . (TkA+l - F) = T!J;1 - F =l= 0, 

denn F· T!J;1 ist eine hochstens (n - 2)-dimensionale, also nirgends
dichte Teilmenge von T!J;1. Das System der Mengen Ii - Fist also 
verkettet, so daB die Vereinigungsmenge ~(Ii - F) = K -F zu
sammenhangend ist. Mit anderen Worten: F zerlegt das Polyeder K 
nicht, Kist eine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit, w. z. b. w. 

4. Regulare und singulare Punkte eines Polyeders. Fiir die wei
teren Invarianzbetrachtungen an Polyedern fiihren wir den folgenden 
Begriff ein: Der Punkt a des n-dimensionalen Polyeders P heiBt "regu
lar", wenn er eine n-dimensionale Euklidische - d. h. dem Rn homoo
morphe - Umgebung (relativ zu P) besitzt; andernfalls heiBt er 
"singular" . 

Diese Definition ist von vornherein topologisch invariant, d. h. bei 
einer topologischen Abbildung von P auf ein Polyeder P' gehen die 
regularen bzw. singularen Punkte von P in die regularen bzw. singu
laren Punkte von P' iiber. 

1st P = K, so sind die inneren Punkte der n-dimensionalen Sim
plexe von K regular; ist r < n und I x" I ein Simplex von K, das auf 
keinem n-dimensionalen Simplex liegt, so sind alle inneren Punkte 
von I xr I - infolge der Invarianz der Dimensionszahl - singular. 
Hieraus ist die folgende topologisch invariante Charakterisierung der 
homogen-dimensionalen Komplexe ersichtlich: 

Der Komplex Kist dann und nur dann homogen-dimensional, wenn 
in K = P die regularen Punkte dicht liegen. 

Wir erwahnen noch: Wie unmittelbar aus der Definition folgt, 
bilden in jedem Polyeder die regularen Punkte eine offene, die singu
laren Punkte also eine abgeschlossene Menge. 

5. Homogen-dimensionale Komplexe. Invarianz des (n -1)-di
mensionalen singuUiren Teils1 K* eines Komplexes KR. Von nun an 
bis ans Ende des Paragraphen sei Kimmer ein homogen n-dimen
sionaler Euklidischer Komplex; unter K* verstehen wir wie friiher1 den 
Komplex seiner "singularen" (n -1)-dimensionalen Seiten, d. h. der
jenigen, die nicht auf genau zwei n-dimensionalen Simplexen liegen. Wir 
behaupten zunachst - und rechtfertigen damit den doppelten Gebrauch 
des W ortes "singular" -: 

Alle Punkte von K* sind singulare Punkte von K. 
Urn dies zu beweisen, geniigt es, da die Menge der singularen Punkte 

abgeschlossen ist, zu zeigen: Jeder innere Punkt eines (n -1)-dimen
sionalen Simplexes von K* ist singularer Punkt von K. 

Es sei a innerer Punkt des Simplexes 1'" -1 von K; wir werden die 
beiden folgenden Behauptungen A und B beweisen, womit der .. obige 

1 Kap. IV, § 5, Nr. 8. 
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Satz bewiesen sein wird; dabei verstehen wir unter einer "Euklidischen 
Umgebung" immer eine solche, die dem Rn homoomorph ist. 

A) Wenn an yn-1 ein einziges Simplex Tn von K anschlieBt, so 
besitzt a keine Euklidische Umgebung; 

B) wenn an yn-l drei oder mehr Ii anschlieBen, so besitzt a keine Um
gebung, die einer (echten oder unechten) Teilmenge des Rn homoomorph ist. 

Beide Behauptungen folgen leicht aus dem Satz von der Gebiets
mvananz. 

Beweis der Behauptung A). Es sei yn das einzige an Tn-1 an
schlieBende Simplex, Rn der das Simplex Tn tragende Euklidische 
Raum; wenn a Euklidische Umgebungen besaBe, wiirde man unter Ihnen 
auch beliebig kleine finden konnen, insbesondere auch eine in yn liegende 
Euklidische Umgebung U (a). Diese ware dem ganzen Rn homoomorph, 
wiirde also (nach dem Satz von der Gebietsinvarianz) eine offene Teil
menge des erwahnten Rn bilden; insbesondere miiBte also der Punkt a 
innerer Punkt von yn (in bezug auf den Rn) sein - er kOnnte nicht 
auf dem Rande von I'll liegen. Durch diesen Widerspruch ist die Be
hauptung A) bewiesen. 

Beweis der Behauptung B). An yn-l schlie Ben mindestens drei 
Simplexe 7'n Tn 7'n 

.L 1" ' 2'.· , .L ," 

von K an; wir fiihren die folgende Annahme zum Widerspruch: ein 
innerer Punkt a von yn-l besitze eine beliebig kleine. also insbesondere 
eine im Innern des Sternes E = Tf + ~ + ... -+- T~ liegende Um
gebung U, die einer Teilmenge des n-dimensionalen Euklidischen Rau
mes homoomorph ist. 

Man kann sich auf die Betrachtung des genannten Sternes E be
schranken und dabei annehmen, daB zwei unter den Simplexen T'/, 
etwa Tf und T~, einer n-dimensionalen Ebene Rn des Euklidi
schen Raumes Rm, in dem P liegt, angehoren. Es sei jetzt f eine 
topologische Abbildung von U auf eine Teilmenge U' von Rn; da 
V = U· (Tf + T:) eine offene Teilmenge von Rn ist, ist f(V) = G 
nach dem Satz von der Gebietsinvarianz offen in Rn, folglich erst 
recht in U'; da andererseits /-1 eine topologische Abbildung von U' 
auf U ist, muB f-l(G), d. h. V offen in U sein; V ist aber bestimmt 
nicht offen in U, denn der Punkt a C V ist Haufungspunkt z. B. von 
der Menge U· (Ps - yn-l), die zu V fremd ist. 

Unser Satz ist hiermit bewiesen. 
Wir behaupten jetzt, daB K* ein topologisch invarianter Teil

komplex von Kist, mit anderen Worten: 
K und K1 seien homogen n-dimensionale Komplexe; K* und K{ 

seien die Komplexe ihrer singuliiren (n -1)-dimensionalen Seiten,· f sei 
eine topologische Abbildung von K auf K1; dann ist 

(3) f(K*) =K{. 
AIexandroff·Hopf, Topologie 1. 26 
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB 

(4) I(K*) c Ki 
ist, denn aus Symmetriegriinden (man vertausche K mit KI und I 
mit 1-1) folgt daraus 1-1 (Kt) c K*, also Ki c I(K*), was zusammen 
mit (4) die Gleichung (3) ergibt. 

Da die Punktmenge K* abgeschlossen ist, geniigt es, urn (4) zu 
beweisen, eine in K* dichte Menge D zu finden, die mittels I in K~ abgebil
det wird. Urn eine so1che Punktmenge D zu erhalten, bezeichnen wir mit 
Q bzw. Q' die Menge alIer Punkte von K bzw. K1 , we1che zu (n - 2)-dimen
sionalen Simplexen (von K bzw. K 1) gehOren. Die beiden Mengen Q und Q' 
sind (n - 2)-dimensional, woraus folg( daB sowohl Q als auch 1- 1 (Q') 
nirgendsdicht in K* sind; somit ist auch Q + 1-1 (Q') nirgendsdicht, also 

D = K* - (Q + 1- 1 (Q'l) 

dicht in K*. Jeder Punkt a von D ist singularer Punkt von K, so daB 
auch I (a) singularer Punkt von K1 ist. Da der Punkt I (a) einerseits 
zu keinem (n - 2)-dimensionalen Simplex von Kl gehort, andererseits 
als Bild des singularen Punktes a selbst singular ist, ist er gewiB innerer 
Punkt eiqes (n-1)-dimensionalen Simplexes von K I , und zwar eines 
so1chen. das nicht auf genau zwei n-dimensionalen Simplexen von K J 

liegt - er ist also Punkt eines Grundsimplexes von Kt, w. z. b. w. 
6. Invarianz des reguUiren Zusammenhanges. Nunmehr geben 

wir die folgende topologisch invariante Charakterisierung des regularen Zu
sammenhanges eines Komplexes (vgl. Kap. IV, § 5, Nr. 7): 

Der (homogen n-dimensionale) Komplex Kist dann und nur dann 
regular zusammenhangend, wenn die Menge der regularen Punkte von K 
zusammenhangend ist. 

Beweis. G sei die Menge der regularen Punkte von K. Zunachst 
sei K regular zusammenhangend; a und b seien regulare Punkte von K; 
a gehore dem Simplex 1 xn I, b dem Simplex 1 yn 1 an; a', b' seien innere 
Punkte von 1 xn 1 bzw. 1 yn I. Dann liegt sowohl die Strecke aa- als 
auch die Strecke IT in G, and ferner kann man infolge des regularen 
Zusammenhanges von K die Punkte a' und b' in G durch einen Strecken
zug verbinden. Da man somit die wilIkiirlich gegebenen regularen 
Punkte a und b durch einen Weg verbunden hat, der ganz in G ver
lauft, ist G zusammenhangend. 

Jetzt sei K ein Komplex, fUr we1chen die Menge G der regularen 
Punkte von K zusammenhangend ist; Behauptung: Kist regular zu
sammenhangend; mit anderen Worten: bei jeder Zerlegung K = Kl + K2 
in zwei homogen n-dimensionale Komplexe K 1 , K2 enthalt der Durch
schnittK1 • K2 eine regulare (n - 1 )-dimensionale Seite vonK. Dabei diirfen 
wir K 1 • K2 von vornherein als hochstens (n - 1 )-dimensional annehmen. 

Da G zusammenhangend ist, haben G· K1 und G· K2 einen Punkt p 
gemeinsam. Jeder Punkt einer Umgebung von p ist regularer Punkt, 
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und daher ist (nach Nr. 5) jede (n -1)-dimensionale Seite von K, auf 
welcher p liegt, eine reguHire Seite von K. Wir ,haben daher nur zu 
zeigen: p liegt auf einer (n-1)-dimensionalen Seite von K 1 • K 2 • 

Jede Umgebung U von p wird, da sie sowohl Punkte von Kl -K1 • K2 
als auch Punkte von K 2 -K1 ·K2 enthalt, durch die Menge /(1'/(2' U 
zerlegt. Diese Menge ist nach Satz I, da wir U als n-dimensionales 
Euklidisches Gebiet ansehen durfen, wenigstens (n -i)-dimensional. 
Folglich gibt es wenigstens eine (n-1)-dimensionale Seite von K 1 ·K2 , 

die in U eintritt. Wahlen wir U als in dem offenen Stern 0K(P) gelegen 
(Kap. III, § 1, Nr. 7), so enthalt jede Seite von K, die in U eintritt, 
den Punkt p. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Auf Grund des damit bewiesenen Satzes durfen wir von regular 
zusammenhangenden Polyedern sprechen - das sind diejenigen mit 
regular zusammenhangenden Simplizialzerlegungen. 

7. Invarianz der Pseudomannigfaltigkeiten. Auch die geschlosse
nen Pseudomannigfaltigkeiten lassen sich topologisch invariantcharakte
risieren; denn der Komplex Kist eine geschlossene Pseudomannig
faltigkeit, wenn er regular zusammenhangend und wenn K* leer ist 
(Kap. IV, § 5, N r. 11) - beide in dieser Definition auftretenden Begriffe sind 
nach Nr. 5 und 6 topologisch invariant. 1st also /(' homoomorph mit E, 
so ist auch der Komplex K' eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit. 

Um auch die berandeten Pseudomannigfaltigkeiten in ahnlicher 
Weise invariant zu charakterisieren, fiihren wir den folgenden Begriff 
ein (vgl. Nr. 5, Behauptung B): Der Punkt a des homogen n-dimensio
nalen Polyeders P heiBt "Verzweigungspunkt" von P, wenn er keine 
Umgebung besitzt, die einer (echten oder unechten) Teilmenge des Rn 

homoomorph ist. Jeder Verzweigungspunkt ist singular, und ein in
nerer Punkt eines (n -1)-dimensionalen Simplexes von Kist dann1 

und nur dann Verzweigungspunkt, wenn dieses Simplex auf wenigstens 
drei n-dimensionalen Simplexen von K liegt. Daraus ergibt sich 
die folgende invariante Charakterisierung der berandeten Pseudomannig
faltigkeiten: der Komplex Kist dann und nur dann berandete Pseudo
mannigfaltigkeit, wenn er regular zusammenhangend ist, wenn K* nicht 
leer ist und wenn es keine (n -1)-dimensionale Menge von Verzwei
gungspunkten gibt. DaB diese Charakterisierung in der Tat topolo
gisch invariant ist, folgt aus Nr. 5 und dem Umstand, daB die Ver
zweigungspunkte invariant definiert sind. 

8. Invarianz der Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit regu
lar zusammenhangender Komplexe (Kap. IV, § 5, Nr.9). 

Wenn K* leer, also K eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit ist, 
so ergibt sich diese Invarianz einfach daraus, daB pn (K) = 1 oder = 0 
ist, je nachdem K orientierbar ist oder nicht (Kap. VII, § 1, Nr. 7). 

1 Vgl. Nr. 5. Behauptung B. 

26* 
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Es sei also K* nicht leer. Wir bemerken zunachst: die Orientier
barkeit bzw. Nichtorientierbarkeit ist invariant gegenuber Unterteilung 
von K. Denn ist K orientierbar und C der Reprasentant einer Orien
tierung (Kap. IV, § 5, Nr. 9), so ist der beim Ubergang zu einer Unter
teilung K' von K entstehende Komplex C' offenbar Reprasentant einer 
Orientierung von K'; umgekehrt: ist die Unterteilung K' von K orien
tierbar und C' der Reprasentant einer Orientierung, so definieren die 
koharent orientierten Simplexe von C', die einem Grundsimplex I Xi I 
von K angehoren, eine Orientierung von I Xi I, und die Summe aller 
dieser orientierten Simplexe Xi ist Reprasentant einer Orientierung 
von K. 

lnfolgedessen durfen wir fur unseren Beweis den Komplex K durch 
eine Unterteilung K' ersetzen; wir wahlen diese so, daB sie die folgende 
Eigenschaft @ hat: jede Kante von K', deren beiden Eckpunkte zu K* 
gehoren, gehort ganz zu K*.l Wir schreiben nun wieder K statt K'. 

Dann nehmen wir einen mit K isomorphen Komplex Kl und identi
fizieren die Eckpunkte von K* mit den entsprechenden Eckpunkten 
des entsprechenden Teilkomplexes Kt von K 1 ; bei dieser ldentifizierung 
entsteht ein Komplex K o, und infolge der Eigenschaft @ haben die 
Teilkomplexe K und Kl von Ko nur den Komplex K* = Kt gemeinsam. 
Wir behaupten: Dann und nur dann ist K orientierbar, wenn pn(Ko} 
> 0 ist. In der Tat: 1st K orientierbar, so sei C ein von Null ver
schiedener ganzzahliger n-dimensionaler Relativzyklus in K bis auf K* 
(Kap. IV, § 5, Satz VIla) und C1 der entsprechende algebraische Kom
plex in K 1 ; dann ist C - C1 ein von Null verschiedener ganzzahliger 
Zyklus in Ko, folglich ist pn(Ko) > O. Andererseits: 1st pn(Ko} > 0, 
so gibt es in Ko einen von Null verschiedenen ganzzahligen n-dimen
sionalen Zyklus Z, und die Simplexe von Z, die zu K gehoren, bilden 
einen ganzzahligen Relativzyklus in K bis auf K*, aus dessen Exi
stenz (Satz VIla, a. a. O.) die Orientierbarkeit von K falgt. 

Hieraus, aus der lnvarianz des Komplexes K* (Nr. 5), und aus der 
topologischen lnvarianz der Bettischen Zahlen, ist die topologische In
varianz der Orientierbarkeit bzw. Nicht-Orientierbarkeit von K er
sichtlich. 

9. Definition der Mannigfaltigkeiten. Die geschlossenen Pseudo
mannigfaltigkeiten sind diejenigen regular zusammenhangenden Poly
eder K, in denen K* leer oder, was dasselbe ist, die Menge der singu
laren Punkte hochstens (n - 2)-dimensional ist. Unter ihnen sind die 
wichtigsten die geschlossenen Mannigfaltigkeiten: sie sind dadurch defi
niert, daB es uberhaupt keine singularen Punkte giht, daB also jeder 
Punkt eine Euklidische Umgebung besitzt. Wahrend aber die geschlos
senen Pseudomannigfaltigkeiten durch kombinatorische Eigenschaften 

1 Zum Beispiel die baryzentrische Unterteilung K' von Khat, wie man leicht 
zeigt, diese Eigenschaft. - Man vgl. auch S. 336, FuJ3note 1. 
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definiert worden sind, weiB man bis heute nicht - abgesehen von 
n = 1, n = 2 und n = 3 -, durch welche Eigenschaften sich die 
simplizialen Zerlegungen der n-dimensionalen geschlossenen Mannig
faltigkeiten charakterisieren lassen. Dieses Problem - also die Aufgabe, 
die Euklidischen Umgebungen kombinatorisch vollstandig zu beschrei
ben - scheint unter den ungelosten Problemen der Topologie eines 
der schwierigsten zu sein. 

Anhang zum zehnten Kapitel. 
Raumzerlegung und wesentliche Abbildungen. 

Wir haben gesehen 1, daB die Dimension eines Kompaktums sich 
durch die Existenz von wesentlichen Abbildungen auf Elemente ent
sprechender Dimensionszahl charakterisieren laBt; wir geben jetzt eine 
analoge Charakterisierung ffir die Eigenschaft eines Kompaktums 
Fe K', den Rn zu zerlegen. Der Satz, den wir sogleich aussprechen 
und beweisen werden, und der Satz XIII von Kap. IX, § 3 sind eng 
miteinander verwandt; in ihnen werden bereits allgemeine Zusammen
hange zwischen rein mengentheoretischen und kombinatorisch-alge
braischen Eigenschaften von Kompakten sichtbar, die wir erst im 
zweiten Bande dieses Buches in voller Allgemeinheit darstellen werden. 

Definition2• Eine stetige Abbildung I des Kompaktums F aul die sn 
heiflt wesentlich, wenn bei jeder Abbildung 11 (von F in sn), die aus I 
durch stetige Abiinderung entsteht, die Bildmenge 11 (F) die ganze Sphiire sn 
ist (d. h. 11 eine Abbildung von F aul die sn ist). 

Sodann gilt folgender 
Sa tz3• Das Kompaktum FeRn zerlegt dann und nur dann den Rn 

nicht, wenn jede Abbildung von F in die sn-l unwesentlich ist4. 
V ora ussetzung I. Jede Abbildung von F in die sn-l ist un

wesentlich. 
Behauptung I. F zerlegt den Rn nicht. 
Beweis. Es sei a ein beliebiger Punkt in Rn - F; wir behaupten 

zunachst: man kann F in Rn - a auf einen Punkt zusammenziehen; 
das heiBt: es gibt eine solche stetige Abbildungsschar It, 0 <: t <: 2, 
daB It bei jedem t das Kompaktum F in K' - a abbildet, daB to (x) = x 
ffir jeden Punkt xc Fist und daB 12(F) ein Punkt ist. In der Tat: 

1 Kap. IX, § 3, Nr. 10. 2 Vgl. Kap. XII, § 4, Nr. 6. 
3 Wir geben bier denjenigen Beweis des Satzes wieder, der von K. BORSUK 

stammt. 
4 Auf Grund des Zerlegungssatzes (Kap. X, § 1) kann man denselben Satz 

auch so aussprechen: Das Kompaktum FeR" lapt sich dann und nur dann 
wesentlich auf die 5"-1 abbilden, wenn seine (n - 1)-te Bettische N-Zahl nicht Null 
ist. Fur (n - 1)-dimensionale Polyeder Fist der Satz in dem Satz VI' von 
Kap. XIII, § 2, enthalten, der von der Voraussetzung Fe R" frei ist (man be
achte Kap. X, § 1, Nr. 10). Die Verallgemeinerung dieses Satzes VI' fur Kom
pakten F wird im 2. Bande bewiesen werden. 
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sn-l sei eine Sphare mit dem Mittelpunkt a; fUr jeden Punkt x c F 

sei Xl = fl(X) der Schnittpunkt des Strahles ax mit sn-1 und ft(x) der 
Punkt, der die Strecke XXI im Verhaltnis t: (1 - t) teilt (0 < t:S 1). 
Ferner sei It mit 1 :S t s 2 eine - nach Voraussetzung existierende -
Abbildungsschar von F in sn-1 mit 12(F) = b, wobei b ein Punkt von 
sn-1 ist. - Die Schar It mit 0 <t s 2 deformiert in der Tat die Menge F 
in dem Raume Rn - a in den Punkt b. 

Erweitern wir diese Schar zu einer Abbildungsschar des ganzen R" 
in den R" - was auf Grund des Erweiterungssatzes (Kap. I, § 6, Nr. 9 
sowie Nr. 10, Zusatz), angewandt auf das Produkt des Rn mit der 
t-Strecke, moglich ist -, so gibt es eine Umgebung U(F) , deren Bilder 
it (U (F)) fUr alle t (0 s t:;;;; 2) in Rn - a liegen. Dann hat U (F) die 
Eigenschaft: J eder in U (F) gelegene stetige Zyklus ist in R n - a homotop 
Null, und daher - vorausgesetzt, daB er berandungsfahig ist - auch 
homolog Null in Rn - a (Kap. VIII, § 5, Nr. 8); folglich ist speziell 
jeder Euklidische Zyklus z, der in U(F) liegt, 000 in Rn - a. 

Nehmen wir nun an, F zerlege - entgegen der Behauptung -
den Rn. Dann wahlen wir den Punkt a = a l in einer beschrankten 
Komponente G von Rn - F; der Komplex QI sei ebenso wie in Kap. X, 
§ 1, Nr. 7 definiert; wie a. a. O. bewiesen worden ist, berandet dann <21 
in Rn - a nicht. Nun konnen wir aber andererseits die simpliziale 
Zerlegung des Rn , welche der Konstruktion von Ql zugrunde liegt, so 
fein wahlen, daB die Simplexdurchmesser <e(F, Rn - U(F)) sind; 

dann ist offenbar <11 c U (F), und daher ist, wie wir oben sahen, <2 C'0 0 
in Rn - a. - Aus diesem Widerspruch ergibt sich die Richtigkeit der 
Behauptung I. 

Voraussetzung II. F zerlegt den Rn nicht. 
Behauptung II. Jede Abbildung I von F in sn-l ist unwesentlich. 
Wir iiberzeugen uns zunachst davon, daB die Behauptung II ent-

halten ist in der 
Behauptung III. Jede Abbildung I von F in die sn-1 laBt sich 

zu einer Abbildung eines n-dimensionalen Simplexes T, welches F ent
halt, in die sn-l erweitern. 

In der Tat folgt Behauptung II aus Behauptung III: Wenn I eine 
Abbildung von F in sn-1 ist, so erweitere man sie - was nach Be
hauptung III moglich ist - zu einer Abbildung I von Tin sn-1; dann 
ziehe man F innerhalb von T stetig in einen Punkt zusammen und 
bilde diesen Vorgang mittels der in T erklarten Abbildung I in die 
5 n- 1 ab; es ergibt sich eine stetige Abanderung der Abbildung I von F 
in sn-1, und am SchluB der Abanderung wird F auf einen einzigen 
Punkt von sn-1 abgebildet. 

Dem Beweise der Behauptung III schicken wir zwei Hilfssatze 
voraus. 
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Hilfssa tz A. Es sei K ein echter Teilkomplex des Simplexrandes 
lin I und I eine Abbildung von K in sn-1. Dann laBt sich I zu einer 
Abbildung von xn in sn-1 erweitern. 

Beweis. Wir werden den Hilfssatz I aus Kap. XIII, § 1, Nr.3 
benutzen und kurz als "Hilfssatz I" zitieren. Es sei Ixn- 1 1 ein nicht 
zu K gehOriges Simplex von I in I und K' der Komplex I in I - I xn- 1 I. 
Da jede Abbildung I von K zu einer simplizialen Abbildung einer 
Unterteilung K1 von K in den Simplexrand I:pn I - wobei :pn = sn-l 
ist - homotop ist (Kap. VIII, § 3, Satz I), diirfen wir nach Hilfssatz I 
die Abbildung I als eine simpliziale Abbildung eines Teilkomplexes K1 
einer Unterteilung Ki von K' in I:pn I annehmen. Wir erweitern sie zu einer 
simplizialen Abbildung von Ki in I:pn I, indem wir jedem nicht zu K1 
gehOrigen Eckpunkt von Ki einen beliebigen Eckpunkt von I:pn I zu
ordnen. Da die Punktmenge Ki = K'= linl-lxn-11 offenbar ein 
(n -1)-dimensionales Element ist, kann man sie stetig in sich auf einen 
Punkt zusammenziehen, d. h. es gibt eine Abbildungsschar gt von K' 
in sich mit 0 <:: t <:: 1, go(P) = P und g1 (P) = P1 fUr alle Punkte pc K' 
und einem festen Punkt P1 c K'. Wir setzen ft(P) = Igt(P) und sehen: 
die Abbildung f von K' ist zu einer Abbildung 11 von K' auf einen ein
zigen Punkt 'von sn-1 homotop. Da sich 11 trivialerweise zu einer Ab
bildung von xn in die sn-1 - namlich auf den Punkt 11 (K') - er
weitern laBt, laBt sich nach Hilfssatz I auch I zu einer Abbildung 
von xn in sn-1 erweitern. -

Hilfssatz B. Es seien K und K' zwei homogen n-dimensionale 
Euklidische Komplexe im Rn; K sei echter Teil von K'; weder K 
noch K' zerlege den Rn. Dann lassen sich die nicht zu K gehorigen 
n-dimensionalen Simplexe von K' in eine solche Reihenfolge 

T1, T 2 , ••• , TN 

bringen, daB fUr jedes i (0 <:: i <:: N) das Polyeder 

Ki = K + Tl + T 2+ ... + Ti 
den Rn nicht zerlegt. 

Beweis. Wir setzenKN = K'; KomplexeKN_1,KN_2 , ••• ,Ki und 
somit Simplexe TN' TN_1, ... , Ti+1 seien in der gewiinschten Weise 
ausgezeichnet (i:> 1). Wir haben ein Simplex Ti von Ki - K so zu 
finden, daB das Polyeder K i _1 = Ki - Ti den Rn nicht zerlegt. Es 
sei T ein nicht zu K gehoriges n-dimensionales Simplex von K i , und a 
ein innerer Punkt von T; wir verbinden a durch einen Weg, welcher 
weder Knoch eine hochstens (n - 2)-dimensionale Seite von Ki trifft, 
mit einem Punkt von Rn - Ki ; der letzte Punkt, den dieser Weg 
mit Ki gemeinsam hat, liegt auf einem Simplex I yn- 1 1 von K i , welches 
nur einem' n-dimensionalen Simplex von Ki angehort; dieses n-dimen
sionale Simplex (das nicht zu K gehort) wablen wir alS Ti • Dann ist klar: 
Da Ki den Rn nicht zerlegt, zerlegt auch Ki -1 = Ki - Ti den RH nicht. -
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Beweis der Behauptung III. Ebenso wie in Kap. X, § 1, Nr. 2 
konstruieren wir eine solche Polyederumgebung V von F, daB Rn - U aus 
einer einzigen Komponente besteht, daB also U den Rn nicht zerlegt. Das 
Polyeder U sei in Simplexe zerlegt: U = K. Dabei diirfen wir anneh
men, daB K Teilkomplex einer Unterteilung K' des F enthaltenden Sim
plexes T ist. K und K' erfiillen also die Voraussetzungen des Hilfssatzes B. 

Wir diirfen weiter annehmen, daB U in einer vorgeschriebenen Um
gebung V von F enthalten ist. Wir wahlen (nachdem die Abbildung t 
von F in die sn-l gegeben ist, welche wir auf T erweitern wollen) V so 
klein, daB sich t zu einer Abbildung von V in die sn-l erweitern laBt; 
[solche V gibt es: man erweitere zunachst auf Grund des Erweiterungs
satzes t zu einer Abbildung t' einer Umgebung V' von F in den Rn, 
in dem sn-l liegt; dann sei V eine solche, in V' enthaltene, Umgebung 
von F, daB t' (V) den Mittelpunkt von sn-l nicht enthalt, und fUr 
jeden Punkt x c V sei t (x) der Punkt von sn-l, in den der Punkt t' (x) 
von dem Mittelpunkt aus projiziert wirdJ. Somit ist t insbesondere auf 
unser Polyeder U = K erweitert. 

Urn diese Abbildung t von K auf K' = T zu erweitern, ordnen wir 
die n-dimensionalen Simplexe von K' - K gemaB dem Hilfssatz B. 
Es sei t bereits in Ki = K + Tl + ... + Ti erklart (i < N); da Ki den Rn 
nicht zerlegt, geh6rt nur ein echter Teil des Randes von T i + 1 zu K i ; daher 
laBt sich nach Hilfssatz A die Abbildung t auf Ti + 1, d. h. auf K i +1 er
weitern. So ergibt sich schlieBlich die gewiinschte Erweiterung auf K'. 

Zweiter Beweis der Behauptung III (nach miindlicher Mitteilung von 
Herrn HUREWICZ): Man verscharft leicht den Hilfssatz A zu Hilfssatz A': Es 
sei tP eine abgeschlossene echte Teilmenge von x" und f eine Abbildung von tP 
in 5 .. - 1. :Pann laBt sich f zu einer Abbildung von .i" in 5,,-1 erweitern. 

Statt III werden wir den aquivalenten Satz beweisen: 
III': Es gebe eine Abbildung f von F in 5"-1, die sich nicht auf T erweitern 

laBt. Dann zerlegt F den R". 
Beweis. Man zeigt erstens leicht: Die folgende Eigenschaft Q; abgeschlossener 

Teilmengen tP:::> F von T ist induktiv 1 . 

Eigenschaft Q;: Die Abbildung f von F in 5,,-1 laBt sich nicht zu einer 
stetigen Abbildung von tP in 5 n - 1 erweitern. 

Nach dem Brouwerschen Reduktionssatz 1 gibt es daher eine kleinste MengeF' 
mit Fe F' c T, auf welche sich f nicht erweitern laBt. Die Menge F' - Fist 
gewiB nicht leer; wir behaupten: sie ist eine offene Menge des Rn. In der Tat: 
Es sei a ein Punkt von F' - Fund 1 x" 1 ein Simplex, welches a im Innern enthalt 
und fremd zu Fist; ware a Randpunkt von F' - F, so k6nnten wir 1 x"l so wahlen, 
daB nur ein echter Teil von "In zu F' geh6rte; U sei das Innere von .in; die Ab
bild ung f lieBe sich (wegen _der Minimaleigenschaft von F') auf F' - U erweitern; 
da nur ein echter Teil von in zu dem Definitionsbereich dieser Abbidung f gehorte, 
lieBe sich f nach Hilfssatz A' weiter auf .in, also auf F' erweitern - entgegen der 
Definition von F'. - Da somit F' - F offen ist, gehort die Begrenzung dieser 
Menge zu F. Somit besitzt R" - F wenigstens eine beschrankte Komponente, 
d. h.: F zerlegt den Rn. 

1 Kap. II, Anhang. 
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Vierter Teil. 

Verschlingungen im Euklidischen 
Raum. Stetige Abbildungen von 

Polyedern. 
Die Invarianzsatze, die in den Kapiteln VIII und IX bewiesen 

worden sind, erm6glichen die Dbertragung der Begriffe und Methoden 
aus der Topologie der Komplexe auf Polyeder; sie sind somit das Funda
ment der "Topologie der Polyeder". Der weitere Ausbau der Polyeder
topologie - soweit sie es mit Homologie-Eigenschaften zu tun hat 
und soweit sie sich nicht speziell auf Mannigfaltigkeiten beziehtl -
solI nun im vierten Teil dieses Bandes edolgen. 

Den gemeinsamen Ausgangspunkt fUr aIle vier Kapitel dieses Teiles 
bilden die §§ 1 und 2 des Kapitels XI. Diese Paragraphen dienen der 
Einfiihrung des Begriffes der "V erschlingungszahl", eines Begriffes, der 
zweifellos zu den wichtigsten in der Topologie geh6rt; er war - fUr 
den Spezialfall geschlossener Kurven im R3 - schon GAUSS bekannt, 
und er ist - nachdem LEBESGUE den Zusammenhang zwischen den 
Begriffen "Verschlingung" und "Zedegung" aufgedeckt hatte - in 
voller Allgemeinheit und Schade von BROUWER aufgestellt worden. 

An den Inhalt der beiden genannten Paragraphen schlie Ben zwei 
voneinander unabhangige Theorien an: einerseits die "h6here Ver
schlingungstheorie" des Euklidischen Raumes, die in dem Alexanderschen 
Dualitatssatz gipfelt, andererseits die Theorie der Kroneckerschen 
Charakteristik und des Brouwerschen Abbildungsgrades. Die erste 
wird in den §§ 3 und 4 des Kapitels XI, die zweite im Kapitel XII dar
gestellt; das Kapitel XIII ist die Fortsetzung des Kapitels XII. 

Das Kapitel XIV handelt von Fixpunkten; sein § 1 (Existenzsatz fUr 
Fixpunkte) ist von den anderen Kapiteln dieses Teiles unabhangig, und 
auch spater werden nur wenigeBegriffe undSatze aus ihnen benutzt (§2) 2. 

Elftes Kapitel. 

Verschlingungstheorie. Der Alexandersche 
DualiUitssatz. 

Den obigen Vorbemerkungen zum vierten Teil sei speziell fUr dieses 
Kapitel noch folgendes hinzugeftigt: Der Alexandersche Dualitatssatz 
umfaBt alles WesentIiche, was wir heute tiber die topologische Lage 
von (krummen) Polyedern im R n bei beliebigem n wissen; er umfaBt 

1 Vgl. § 2 der Einleitung. 
2 Fur die Lekture aller vier Kapitel wird die Kenntnis des Kapitels VIII, 

jedoch nicht die Kenntnis der Kapitel IX und X, vorausgesetzt. 
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insbesondere den Jordan-Brouwerschen Zerlegungssatz, der somit 
im Sinne der oben angedeuteten Entdeckung von LEBESGUE - in eine 
allgemeinere Theorie der Verschlingungen eingeordnet wird. Ein zweiter 
Beweis des Jordan-Brouwerschen Satzes (genauer: eines Spezialfalles 
dieses Satzes), der den Zusammenhang zwischen dem Begriff der Zer
legung und Verschlingungsbegriffen in besonders markanter Weise be
nutzt und iibrigens auf einer ganz anderen Methode beruht als der 
Beweis des Dualitatssatzes, wird in dem "AnhangH dargestellt; er 
stammt von ALEXANDER und kommt dem urspriinglich von LEBESGUE 
skizzierten Beweis sehr nahe. 

§ 1. Schnitt- und Verschlingungszahlen. 
1. Die Schnittzahl zweier Ebenen. - 2. Die Schnittzahl zweier Simplexe. -
3. Die Schnittzahl zweier algebraischer Komplexe. - 4. Formeln fUr das 
Rechnen mit Schnittzahlen. - 5. Die Schnittzahl zweier Zyklen. - 6. Die 
Verschlingungszahl. - 7. Formeln fur das Rechnen mit Verschlingungs
zahlen. - 8. Verschlingungszahlen von Homologieklassen. - 9. Die Ord
nung eines Punktes. - 10. Schnitt- und Verschlingungszahlen in bezug 
auf (@, 0) und in bezug auf (0, @). - 11. Schnitt- und Verschlingungs
zahlen fur Zellenkomplexe. 

§ 2. Verschlingungen stetiger Zyklen. 
1. Verschlingungszahlen stetiger Zyklen. -- 2. Der Deformationssatz. -
3. Entschlingungsfragen. - 4. Die Ordnung. 

§ 3. Die Existenzsatze der Verschlingungstheorie. 
1. Fragestellung. - 2. Duale Zellenzerlegungen des R n und ihre algebra
ischen Eigenschaften. - 3. Duale Wurfelzerlegungen des Rn. - 4. Der 
spezielle Existenzsatz in bezug auf ffi. - 5. Ein Lemma. - 6. Der 1. (allge
meine) Existenzsatz in bezug auf ffi. - 7. Ein zweites Lemma. - 8. Der 
2. Existenzsatz in bezug auf ffi. - 9. Die Existenzsatze mod m. - 10. Die 
Existenzsatze in bezug auf (ffil , @). - 11. Die Existenzsatze in bezug auf 
(@, ffil ). - 12. Die Abwesenheit r-dimensionaler Torsion mit r ;;c: n - 2 im Rn. 

§ 4. Der Alexandersche Dualitatssatz. 
1. Formulierung und Beweis des Alexanderschen Dualitatssatzes. - 2. Die 
ganzzahligen Bettischen Gruppen der Komplementarmenge eines Poly
eders. - 3. Duale Basen. - 4. Die (n - 1)-dimensionalen Polyeder im Rn. 
Der Jordan-Brouwersche Satz. - 5. Irreduzibel geschlossene Polyeder. Die 
Invarianz der Verschlingungszahl. - 6. Weitere Folgerungen fur spezielle 
Polyeder. - 7. Allgemeine Bemerkungen fiber Eigenschaften der Lage. 

Anhang zum elf ten Kapitel. Der Lebesgue-Alexandersche Beweis des speziellen 
J ordan-Brouwerschen Satzes. 
1. Formulierung der Hauptsatze. Allgemeines fiber die Beweismethode. -
2. Der zugrunde gelegte Homologiebegriff. - 3. Ein Hilfssatz. - 4. Addi
tionssatze. - 5. Zwei Eigenschaften der Sphare. - 6. Die r-dimensionalen 
Elemente auf der Sphare. - 7. Krumme r-dimensionale Spharen auf der n
dimensionalen Sphare. - 8. Edauterungen zu den Beweisen. Umschlingun
gen. - 9. Zusatze. 

§ 1. Schnitt- und Verschlingungszahlen im Rn. 

1. Die Schnittzahl zweier Ebenen. Bereits im Rap. X, § 1, Nr. 4, 
hatten wir es mit Schnittzahlen zu tun: es handelte sich dort um 



§ 1. Schnitt- und Verschlingungszahlen im Rn. 411 

den einfachsten Fall, namlich urn den Schnitt einer Geraden mit einer 
(n -1)-dimensionalen Ebene des orientierten Rn. Jetzt behandeln wir 
den allgemeinen Fall. 

Es seien XP und yq zwei orientierte Ebenen des orientierten Rn , 

wobei p + q = n istl. Die Ebenen XP und yq m6gen sich im Punkte 0 

schneiden. Diesem Schnittpunkt 0 solI jetzt ein Vorzeichen, mit ande
ren Worten eine der beiden Zahlen +1, -1 nach einer bestimmten 
Regel zugeordnet werden. Diese Zahl solI sodann die Schnittzahl von 
XP und yq heiBen und mit lJ(XP, yq) bezeichnet werden. Man nennt 
den mit dem Koeffizienten lJ (XP, yq) versehenen Punkt 0 auch den 
"Schnittpunkt der orientierten Ebenen" XP und yq im (orientierten) Rn. 

Zu jedem orientierten Simplex xP X1 

bzw. y'l bzw. ~ von XP bzw. yq 
bzw. Rn gibt es eine Zahl ~ 

(X = (X (xP) , {:J = {:J (y'l) , y = y (rn) , 

die ± 1 ist und die Eigenschaft 
hat, daB die orientierten Simplexe 
(X xP, {:J yq, yrn die Orientierungen von 
XP bzw. yq bzw. R" bestimmen. 
Es seien nun 

xP = (oa l ••• ap), yq = (ObI' .. bq) 

irgendwelche orientierte Simplexe von I XP I bzw. I yq I mit dem gemein
samen Eckpunkt 0 (Abb. 27; P = 1, q = 2); wir setzen noch 

r" = (oa l ... apbI ... bq) 

und verstehen unter (X, {:J, y die soeben eingefiihrten, zu diesen drei 
Simplexen geh6rigen Zahlen. Dann definieren wir lJ durch 

lJ (XP, yq) = IX • {:J • y. 

Urn zu zeigen, daB lJ von der Wahl von xP und yq unabhangig ist, 
betrachten wir noch zwei Simplexe 

x'P = (oai ... a~), y,q = (ob~ ... b~), 
setzen r,n = (oai ... a~bi ... b~) 

und verstehen unter (X', {:J', y' die Zahlen, die an die Stelle der obigen 
(x, {:J, y treten. Zu zeigen ist: 

(X{:Jy = (X' (:J'y'. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die affinen Abbildungen 1 und g 
von XP bzw. yq auf sich, die durch 

1(0) =g(o)= 0, 1 (ai) =ai (i = 1,2, ... ,P), g(bj ) = bi U = 1,2, ... , q) 

1 In diesem ganzen Kapitel ist n als fest zu betrachten. p und q sollen immer 
Zahlen mit p + q = n, dagegen r und simmer Zahlen mit r + s = n - 1 bedeuten. 
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bestimmt sind. Das Vorzeichen von t (Anh. II, § 1, Nr. 5) ist ex ex', das 
von gist {J{J'. Fiir die von t und g aufgespannte Abbildung t X g = F 
(Anh. II, § 1, Nr.6) gilt F(rn) =r,n, und sie hat daher das Vorzei
chen yy'; andererseits ist ihr Vorzeichen gleich dem Produkt der Vor
zeichen von t und g (Anh. II, a. a. 0.), also gleich ex ex' {J{J'. Es ist also 

ex ex' {J {J' = yy' , 

woraus durch Multiplikation mit ex' {J' y die Behauptung 

folgt. 
ex {J y = ex' {J' r' 

Meistens wird man iibrigens (vgl. z. B. Nr. 4, Beweis von Satz II) 
die Orientierungen von xP und yq von vornherein so wahlen, daB 
ex = {J = 1, also 0 = y wird. 

Bemerkung 1. Die obige Definition der Schnittzahlen gilt auch, 
wenn eine der Zahlen p und q gleich Null, die andere also gleich n ist; 
ist etwa p = 0, q = n, so ist unter XO bzw. xO der mit dem Koeffi
zienten +1 oder -1 versehene Punkt 0 zu verstehen. Versteht man 
unter XO den mit dem positiven Zeichen versehenen Punkt 0, so er
gibt sich aus der Definition: es ist 0 = + 1 oder 0 = -1, je nachdem 
+ yn oder - yn die zugrunde gelegte Orientierung des Rn ist. 

Bemerkung II. Eine Umkehrung einer der drei Orientierungen 
(von XP, yq, Rn) bewirkt, wie sich aus der Definition ergibt, die Um
kehrung des Vorzeichens von o. 

Satz 1. Es gilt 
o (XP, yq) = (-1)pq o(yq, XP). 

Denn da die Reihenfolge (oa l ..• apb1 ••. bq) durch p. q Trans
positionen in die Reihenfolge (ObI' .. bqal •.. ap) iibergeht, ist 

y(oa1 ••• apb1 ••• bq) = (-1)pqy(obl ••. bqal ••• ap). 

2. Die Schnittzahl zweier Simplexe definieren wir in den folgenden 
beiden Fallen. Erstens: es seien xP, ,W zwei beliebige geometrische Sim
plexe1 des Rn mit xp • yq = 0; dann setzen wir o(xP, y'l) = O. Zwei
tens: es seien xP und yq (p+q=n) zwei orientierte Euklidische Simplexe 
des Rn in allgemeiner Lage 2 mit xp · y'l =f= 0, und XP und y'l seien die 
durch sie bestimmten orientierten Ebenen; dann setzen wir o (xP, y'l) 
= o (XP, y'l). 

Hierzu ist zu bemerken: Infolge der allgemeinen Lage von xP und 
y'l schneiden sich XP und yq in genau einem Punkte o. Dabei ist 0 
innerer Punkt sowohl von ~p als auch von yq; denn lage er etwa auf 
der Seite xp- 1 von xP, so wiirden xp- l und y'l eine hochstens (n-1)
dimension ale Ebene aufspannen, entgegen der allgemeinen Lage der 
Eckpunkte. 

1 Anhang II, § 3, Nr. 5. 
2 D. h.: die p + q + 2 Eckpunkte von IxPI und Iy'l bilden ein Punktsystem 

in allgemeiner Lage; vgl. Anhang II, § 1, Nr. 4. 
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3. Die Schnittzahl zweier algebraischer Komplexe (in relativ
allgemeiner Lage). Als Koeffizientenbereich wird - von nun an bis 
Nr. 9 - ein Ring zugrunde gelegt. Der Eckpunktbereich ist der des 
Rn (Kap. IV, § 1, Nr. 8 und 9). 

Von zwei Komplexen C und D des Rn sagen wir, daB sie sich in 
"relativ-allgemeiner Lage" zueinander befinden, wenn fUr jedes Paar 
von Simplexen I x I c I C I, I Y I c I D I einer der beiden folgenden Falie 
(a) und (b) vorliegt: (a) die Simplexe Ixl und IYI sind fremd zu
einander, (b) die Simplexe I x I und I Y I sind Euklidisch, und ihre Eck
punkte bilden ein Punktsystem in allgemeiner Lage. 

Es seien nun 

cP = LUiXf und Dq = LvjYi 
j 

algebraische Komplexe des Rn in relativ-allgemeiner Lage. Dann defi
nieren wir ihre Schnittzahl 

(1) 0 (CP, Dq) = L 0 (xf, yJ) uivj ; 

i, j 

dabei ist 0 (xf, yJ) nichts anderes als das positive oder negative Vor
zeichen in dem Koeffizientenring. Die Schnittzahl ist also ein Element 
des zugrunde liegenden Koeffizientenringes 0. 

4. Formeln fur das Rechnen mit Schnittzahlen. Aus dem Satz I 
folgt 
(2) o (CP, Dq) = (-l) pQ o(DQ, CPl. 

Die folgenden Formeln (3) und (4) ergeben sich unmittelbar aus 
der Definition (1): 

{ 
o (CP, Df + D~) = o (CP, DV + o(cP, D~) , 

(3) 
o(q + q, Dq) = o(q, Dq) + o(q, Dq) ; 

(4) 0 (tCP, DQ) = 0 (cP, tDq) = to (CP, Dq) . 

Die wichtigste Formel ist in dem Satz enthalten: 
Satz II. Es sei k + 1 = n + 1; Ck und Dl seien algebraische Kom

plexe des R n in relativ-allgemeiner Lage; dann gilt 

(5) o(Ck, iJl) = (-l)ko(Ck , Dl). 

Beweis. Nach (1), (3), (4) genugt es, statt (5) die Behauptung 

(5 ') (k + 1 = n + 1) 

fur orientierte Simplexe x"', yl zu beweisen1 . 

Wenn xk. ii = 0 ist, so ist jede der beiden in (5') auftretenden 
Schnittzahlen gleich Null, die Behauptung also richtig. 

Es sei xk . 'i =f= 0; da der Durchschnitt der Ebenen, welche xk und :}il 

tragen, infolge der vorausgesetzten allgemeinen Lage, eine Gerade und 

1 Die Formel (5') ist in bezug auf den Koeffizientenring @ zu verstehen. 
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da Xk.)il konvex und beschrankt ist, ist ~k. )il eine Strecke ab. Jeder 
der beiden Punkte a und b gehort zum Rande eines unserer Simplexe 
und ist innerer Punkt des anderen Simplexes. Zwei Fane sind moglich: 

1) a und b gehoren zum Rande eines einzigen der Simplexe :xI', yl; 
2) a gehOrt zu ik, b zu j,l. 
Beweis im Falle 1) (Abb. 28a; k = l = 2). Wir diirfen annehmen, 

daB a und b auf 1 if' lliegenl; sie sind dann (mit Riicksicht auf die all
gemeine Lage) innere Punkte zweier verschiedener Seiten 1 xf-11 und 
IX~-ll von:xl'; ist !:xI'-21 die gemeinsame Seite von Ixf-11 und I~-ll, 

Abb. 28a. 

und sind a' und b' die nicht auf 
1 :xl' - 21 liegenden Eckpunkte von 
1 x~-ll bzw. 1 x~-ll, so treten, wenn 
:xl' - 2 eine beliebige Orientierung von 
I Xk - 2 1 ist, die orientierten Simplexe 2 

Xf-l = (a' :xI'-2) 
und 

~-l = (b' :xI'-2) 

in i k mit entgegengesetzten Zeichen auf (Kap. IV, § 2, Nr. 5). Da die 
linke Seite von (5') verschwindet - denn aus der allgemeinen Lage folgt, 
daB a und b innere Punkte von)il sind -, ist die Behauptung (5') daher 
gleichbedeutend mit 

o (xf-l, yl) = O(x~-l, yl) 

oder, wenn Xf-1, X~-l und yl die durch X~-l, ~-l und yl bestimmten 
orientierten Ebenen sind: 

(5 ") 

Nun liegen die Punkte a und a' in Xf- 1 auf derselben Seite der 
durch :xI'- 2 bestimmten Ebene; daher ist (a:xl'- 2) ein positives Simplex 
in Xf-l; in der Ausdrucksweise von Nr.1 ist somit .x(a:xl'-2) = +1; 
aus dem analogen Grunde ist .x(b:xl'-2) = +1; also ist 

(a) .x(a:xl'-2) = .x(b:xl'-2). 

Ferner sei lyl-11 eine Ebene in Iyll, die die Strecke ab nicht trifft, 
und yl-l ein orientiertes Simplex in dieser Ebene, dessen Eckpunkte 
iiberdies mit den Eckpunkten von :xI'-2 in allgemeiner Lage seien; da 
a und b in Iyll auf derselben Seite von lyl-1Iliegen, ist 

(b) f3(ayl-l) = f3(b yl-l). 

Die Ebenen von :xl' - 2 und von yl- 1 spannen eine (n - 1) -dimensionale 
Ebene auf, und die Punkte a und b liegen auf derselben Seite dieser 

1 Die Behauptung (5') ist symmetrisch in x< und y'; denn man verifiziert 
leicht, dall aus (5') und (2) die zu (5') symmetrische Beziehung folgt: e(yl, x<) 
= (-1)'e(yl,xk). 

2 Wir schreiben hier und im folgenden kurz (ax) statt (aao . .. a.), wenn x 
das orientierte Simplex (ao . .. a,) ist. 
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Ebene (da ab den Schnitt \ yl-1j dieser Ebene mit \ yl\ nicht trifft); 
daher ist 
(c) y(a.xk- 2 yl-l) = y(b.xk- 2 yl-l). 

Aus den Gleichungen (a), (b), (c) folgt nach der Definition aus 
Nr. 1 die Behauptung (5"). 

Beweis im FaIle 2) (Abb. 28b; k = l = 2). a gehOre zum Rand 
von .xk, b zum Rand von yl. Dann ist - infolge der allgemeinen 
Lage - a innerer Punkt einer Seite .xk- 1 von .xk, b innerer Punkt 
einer Seite yl-l von yl. Dabei sollen die Simplexe .xk- 1 und yl-l so 
orientiert sein, daB sie in if' bzw. yl 
mit positivem Zeichen auftreten. 

Es seien 
Xk, yl, Xk-1, yl-l 

die die Simplexe 
.xk, yl, Xk-1, yl-l 

tragenden und durch dieselben orien
tierten Ebenen; dann lautet die Be
hauptung: 
(5''') 

:r,o 
Abb.28b. 

Wir wahlen Simplexe .xk- 2, yl-2 in X k- 1 bzw. yl-\ die so orientiert 
sind, daB die Simplexe (a.xk- 2) , (byl-2) mit .xk- 1 bzw. yl-l, also auch 
mit X k- 1 bzw. yl-l gleich orientiert sind. Da die Simplexe l.xkl und 
1 b a.xk - 21 in 1 X k \ auf derselben Seite von \ X k -1\ liegenl und in 1 X k -1 1 

dieselbe Randorientierung bewirken - namlich die durch .xk- 1 und 
(a.xk-2) bestimmte -, sind sie gleichorientiert (Kap. IV, § 2, Nr. 6); 
d. h. die Orientierung von (ba.xk-2) ist die durch Xk bestimmte. Ebenso 
folgt: dieOrientierung des Simplexes (a b yl- 2) ist die durch yl bestimmte. 

Daher ist nach N r. 1 : 
o (Xk, yl-l) = y(ba.xk-2yl-2) , 

O(Xk-l, yl) = y(a.xk-2byl-2). 

Die Eckpunktreihenfolgen auf den rechten Seiten dieser Gleichungen 
gehen durch k Transpositionen ineinander tiber. Folglich gilt (5'''). 

Als Beispiel zu Satz II betrachte man den Fall, in dem n = 3, C3 ein orien
tiertes Simplex, Dl ein orientierter einfacher Streckenzug ist. (Drei Moglich
keiten, je nachdem beide Endpunkte von Dl in C3 oder beide auBerhalb C3 liegen 
oder einer innerhalb, einer auBerhalb liegt.) 

5. Die Schnittzahl zweier Zyklen. Aus dem Satz II folgt leicht 
Satz III. Zwei Zyklen 4, z~ (p + q = n) des Rt/, (in relativ-all

gemeiner Lage) haben stets die Schnittzahl Null: 

0(4, z~) = o. 
1 Denn b ist ja innerer Punkt von 1 Xk I. 



416 XI. Verschlingungstheorie. Der Alexandersche Dualitll.tssatz. 

Beweis. Es sei zunachst p < n und zf berandungsfahig. Dann 
gibt es einen Komplex Cp+1 des Rn mit Cp+1 = zf; und zwar k6nnen 
wir Cp+1 so konstruieren, daB er mit z~ in relativ-allgemeiner Lage ist 
(z. B. kann man als Cp+1 den Kegel iiber zf mit geeigneter Spitze 
wahlen1). Dann folgt aus Satz II: 

B(zf, 4) = B(CP+l, z~) =±B(CP+1, Z2) =±B(cP+1, 0) = o. 
Jetzt sei zf nicht berandungsfahig; dann ist p = 0, q = n. Wir 

diirfen, auf Grund von (3) und (4), annehmen, daB z~ ein Punkt mit 
dem Koeffizienten + 1 ist; dann sei yO ein zweiter Punkt im Rn mit 
dem Koeffizienten +1, der so gewahlt ist, daB er nicht zu der (be
schrankten) Menge 2 zii gehOrt, daB also gewiB 

B(Yo, zii) = 0 

ist. Da z~ - yO berandungsfahig ist, gilt, wie schon bewiesen, 

B(Z~ - yO, zii) = 0; 

daher gilt auf Grund der Regeln (3) und (4) auch 

B(Zt zii) = o. 
Den allein noch iibrigbleibenden Fall p = n brauchen wir nicht 

besonders zu behandeln; denn dann ist q = 0, und da die Behauptung 
symmetrisch in zf und z2 ist, ist dieser Fall schon erledigt. 

6. Die Verschlingungszahl. Es seien zr und 4 zwei zueinander 
fremde Zyklen des Rn mit r + s = n - 1, und es sei zi berandungs
fahig. Unter den von zl berandej:en Komplexen C+ 1 des Rn gibt es 
solche, die sich zu 4 in relativ-allgemeiner Lage befinden (z. B. Kegel 
iiber zr mit geeignet gewahlter Spitze); fiir jeden solchen Komplex cr+1 
ist B(C+ 1, z;) erklart. Wir behaupten: Sind q+1, q+1 zwei derartige 
Komplexe, so ist 
(6) B(Q+1,4) = B(q+1, z;). 

In der Tat: Q+l - q+1 ist ein Zyklus (in relativ-allgemeiner Lage 
zu 4); nach Satz III ist daher 

B(Q+1 - q+1, 4) = 0, 

und aus (3) folgt die Behauptung (6). 
Wir sehen also: Die Schnittzahl (6) eines von zl berandeten Kom

plexes C+1 mit 4 (wobei c+1 und z; in relativ-allgemeiner Lage sind) 
ist unabhiingig von der Wahl von C+ 1. Diese Schnittzahl nennen wir 
die "Verschlingungszahl von zl mit Z2" und bezeichnen sie durch b (zL 4)· 
1st sie '*' 0, so sagen wir: zi ist mit z; verschlungen. 

Wenn auch Z2 berandungsfahig ist, so ist ebenso die Verschlingungs
zahl b (Z2' zl) von 4 mit zl als Schnittzahl eines beliebigen von z2 be
randeten Komplexes DB+1 mit zl erkliirt (wobei sich DB+1 und zr in 
relativ-allgemeiner Lage befinden miissen). 

1 Kap. IV, § 4, Nr. 7. 2 Vgl. die FuBnote auf S. 317. 
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Es gilt nun die wichtige und merkwiirdige Dualitatslormel: 

b (zr, Z2) = ± b (z2, zD, 
genauer: 
(7) 

Beweis. Man kann Komplexe G,+1 und ])'+1 mit 

D· 8+1 - z· 
- 2 

417 

so wahlen, daB sie sich in relativ-allgemeiner Lage befinden. Unter 
Benutzung von (5) und (2) ergibt sich: 

b(zr, z2) = e(C'+l, i>'+1) = (-1t+1e(C'+1, DB+1) 

= (_1}'+1 (-1y(·+1) e(DB+1, C·+1) = (-1}"+1 b (Z2' zl). 

Die Zahl I tl (Zl, z2) I = I b (z2, zD I ist die "gegenseitige Verschlin
gungszahl" von zl und z2. Wenn sie =f= 0 ist, so heiBen zl und z2 "mit
einander verschlungen". 

00 
Abb.29. Abb. 30. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Verschlingungs-"Zahlen" 
immer Elemente des zugrunde gelegten Koeffizientenringes 3 sind. 

Beispiele entnimmt man erstens den 
Abbn.28a nnd 28b, indem man zl=x2, Z~=:y2 
setzt; die Verschlingungszahlen sind ° bzw. 1-
Ferner den Abbn. 29, 30, 31, 32 (in ihnen 
hat man unter z!, z~ hinreichend feine und 
geeignet orientierte Sehnenpolygone der ge
zeichneten krummen Linien zu verstehen); 
die Verschlingungszahlen (in bezug auf @I) 

Abb.31. Abb.32. 

sind 1, 0, 2, 0. Man bestatige in allen Flillen durch Konstruktion von Kom
plexen q. C~, die von z! bzw. z~ berandet werden, die Gfiltigkeit von (6) nnd (7). 
Bei Zugrundelegung von ~ = @l2 ist im Fane der Abb. 31: b (z}, z~) = 0. 

Alexandroff·Hopf, Topologie I. 27 
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Setzt man in der ebenen Abb. 33 zg = (",0 - U O) + (yO - V O), wobei un, vO 

Punktc im AuBengebiet von zi sind, so ist b (z:, z~) = 0; es ist aber zi mit jedem 
der beiden (berandungsfahigen) Zyklen XO - lt0, yO - vO verschlungen und sowohl 
zi cf:> 0 in R2 - zg als auch zg cf:> 0 in R2 - z}. Man sieht daraus: der Satz IV 

(Nr. 7) ist im allgemeinen nicht umkehrbar. 
(Man vgl. aber § 4, Satz V.) 

Aufgabe. Man konstruiere ein analoges 
Beispiel im R3, indem man zi, ",0 - U O und 
yO _ V O durch Kreise ersetzt. 

7. Formeln fiir das Rechnen mit 
Verschlingungszahlen. Wir setzen in 

dieser Nummer zl und z~r als berandungsfahig voraus, wahrend wir die 
Berandungsfahigkeit von Zz und z~·' offen lassen; naturlich gelten auch 
die Formeln, die aus den folgenden durch Vertauschung der Indexe 1 

und 2 entstehen, wenn wir Zz und z;s als berandungsfahig annehmen. 
Aus der Definition von tJ (zl' zz) und aus (3) und (4) ergeben sich 

die Formeln 
( r s + 'S) . (/' ~S) + ,,( r 'S) 

{ iJ Zl' Z2 Z2 = iJ Zl' "'2 1.1 Zl' Z2 , 
(8) 

(9) 

tJ (Z~ + Z~", ZZ) = tJ (Z~, Z2) + tJ (Z~r, Z2) ; 

tJ(tzl' Z2) = iJ(Zl' tz~) = ttJ(zi', ZZ)· 

Ferner gilt der wichtige 
Satz IV. 1st zlex>O in Rn- Z2 , so ist iJ(z~,Z2) =0. 
Denn wenn Zl"" 0 in Rn - Z2 ist, so gibt es einen C+ 1 eRn - z~ 

mit en 1 = zl' und fur diesen ist fJ (C+ 1, Z~) = O. 

Abb. 34. 

Bemerkung. Auf Grund dieses Satzes er
kennt man z. B. aus Abb. 34, daB die beiden 
Kurven in Abb. 32 nicht verschlungen sind (in 
bezug auf @); analog tritt die Unverschlungen
heit in bezug auf @2 der Kurven in Abb. 31 zu
tage, wenn man in z: ein zu z~ fremdes Mo
biussches Band einspannt (sein Rand - sowohl 
mod 2 als auch im anschaulichen Sinne - ist zi). 

1m Satz IV durfen wir neben dem zu
grunde gelegten Koeffizientenring 3, in 
bezug auf welchen zl und Zz erklart sind, 
einen Oberring 0" von 0' heranziehen und 
unter der Homologie zl ex> 0 in Rn - Z2 eine 
Homologie in bezug auf S' verstehen; 
denn dann ist C+ 1 ein algebraischer Kom
plex in bezug auf 0", und hieraus folgt 
wie oben zunachst, daB die in bezug auf 3' 

erklarte Verschlingungszahl tJ (Zl' Z2) = 0 ist; aber diese Verschlingungs
zahl bleibt natiirlich ungeandert, wenn wir von dem Koeffizienten
ring 0" zu seinem Unterring 0' iibergehen. 

Der wichtigste Fall ist wie immer derjenige mit 0' = ®, S' = ffi; 
fUr ihn formulieren wir den 
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Zusatz zu Satz IV. Wenn z~ ztnd z~ ganzzahlige Zyklen sind, und 
wenn zl in Rn - z~ schwach berandet, so ist b (zl' z~) = O. 

8. Verschlingungszahlen von Homologieklassen. 0 sei wieder ein 
beliebiger Ring. Aus dem Satz IV und den Formeln (8), (9) folgt 

Satz V. 1st zl '''' z;r in Rn - z~, so ist b(zl' z~) = b(z;r, z~). 
Bemerkung 1. Falls z~ berandungsfahig ist, brauchen zl und z~r 

nicht berandungsfahig zu sein. 
Bemerkung II. Auch im Satz V braucht die Homologie zl "'" zt 

nur in bezug auf einen Oberring 0' von 0 zu gelten. 
Der Satz V hat wichtige Folgen. Es seien E1 und E2 zwei disjunkte 

Teileckpunktbereiche1 im Eckpunktbereich des Rn. Zum Beispiel 
k6nnen El und E2 die Eckpunktbereiche zweier zueinander fremder 
offener Mengen oder zweier Euklidischer Komplexe K 1 , K2 mit 
Kl . K2 = 0, oder es kann El der Eckpunktbereich eines Euklidischen 
Komplexes K und E2 der Eckpunktbereich der offenen Menge Rn - K 
sein. Es seien weiter 1;;1 und 1;;2 eine r-dimensionale und eine s-dimen
sionale Homologieklasse (r + s = n - 1) von El bzw. E 2 , und die 
Zyklen etwa aus 1;;1 seien berandungsfahig. Sind dann ZI und 4 Zyklen 
aus 1;;1' Z2 und z~ Zyklen aus 1;;2' so folgt aus Satz V: 

b (Zl' Z2) = b (zi, z~) ; 

d. h.: die Verschlingungszahl b(Zl' Z2) zweier Zyklen, von denen der eine 
zu E1 , der andere zu E2 gehOrt, andert sich nicht, wenn man die Zyklen 
innerhalb ihrer Homologieklassen (in bezug aut El bzw. E 2) variiert. 

Auf Grund dieser Tatsache diirfen wir kurz von der "Verschlin
gungszahl b (1;;), 1;;2) der Homologieklassen 1;;1 und 1;;2" sprechen. Dabei 
sind, mit Riicksicht auf die Bemerkung II zum Satz V, die Klassen 1;;1 
und 1;;2 Elemente der Gruppen BfI,s' (E1 ) bzw. B1;s,s' (E2 ) , wobei 0' ein 
beliebiger Oberring von 0 ist. 1m Falle 0 = @, 0' = 81 sind also die 
ganzzahligen Verschlingungszahlen b (1;;1' 1;;2) fUr die Elemente 1;;1' 1;;2 
der Gruppen Bo (E1) bzw. B~ (E2) erklart. 

1st eines der Elemente 1;;1' 1;;2 das Nullelement der Gruppe Bfs,s' (E1 ) 

bzw. Bff,::dE 1) , so ist auf Grund des Satzes IV b(1;;l' 1;;2) = o. 
9. Die Ordnung eines Punktes. Ein Spezialfall der Verschlingungs

zahl verdient es, besonders behandelt zu werden (vgl. Kap. XII, § 1): 
Es sei zn-l berandungsfahig - (was fUr n::::O: 2 stets der Fall ist) -
und XO ein Punkt, mit dem Koeffizienten +1 versehen, der nicht auf 
z"-lliegt. Dann ist b(z"-t, XO) erklart; diese Verschlingungszahl nennt 
man haufig die "Ordnung des Punktes XO in bezug aut den Z yklus zn-l". 
Man kann diese Zahl b (z"-t, XO) auf zweierlei Weise deuten. 

1 Zwei Eckpunktbereiche E, und E 2 , die Teilbereiche des Eckpunktbereiches 
des Rn sind, nennen wir disjunkt, wenn jedes Simplex von E, zu jedem Simplex 
von E2 punktfremd ist (die Simplexe des Eckpunktbereiches des Rft sind geo
metrische Simplexe). 

27* 
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Erstens ist sie durch 

(10) I> (zn-l, xO) = o(en, xO) 

definiert, wobei en irgendein von zn-l berandeter Komplex in relativ
allgemeiner Lage zu XO ist; letztere Bedingung bedeu tet: J edes Simplex 
von I en I, das XO enthalt, ist Euklidisch und n-dimensional und ent
halt XO im Innern. Wenn en durch en = ~ti xi gegeben und xO in 
dem Simplex xi enthalten ist, so ist o(xi, XU) = +1 oder = -1, je 
nachdem xi ein positives oder ein negatives Simplex des orientierten Rn 
ist (vgl. Nr. 1, Bemerkung I); wenn wir die Koeffizienten der positiven 
bzw. negativen Simplexe xi, die XO enthalten, mit t~ bzw. t~ bezeich
nen, so folgt aus (10) auf Grund der Definition (1): 

(11) I>(zn-t, XU) = ~t~ - ~f_. 

Die rechte Seite von (11) nennt man die "algebraische Anzahl der 
Bedeckungen des Punktes xO durch den Komplex en" oder kurz: die 
"Bedeckungszahl" von XO durch en. Die Ordnung I> (Z,.-I, XU) laBt sich also 
gemaB (11) als Bedeckungszahl von XO durch einen beliebigen (zu XO in relativ
allgemeiner Lage be/indlichen) , von z,.-1 berandeten Komplex en deuten. 

Da XO nicht berandungsfahig ist, existiert eine Dualitatsformel (7) 
mit ~ = XO nicht; jedoch liefert eine Betrachtung, die dem Beweise 
von (7) ahnelt, einen Ersatz dieser Formel und damit eine zweite 
Deutung der Ordnung I> (zn -1, Xll). Es sei HI ein gerichteter Halb
strahl mit dem Anfangspunkt in xo; er befinde sich in relativ
allgemeiner Lage zu zn-l, d. h. er treffe keine anderen Simplexe von 
zn-l als solche, die (n-1)-dimensional und Euklidisch sind. Dann ist 
die Schnittzahl 0 (HI, zn-l) erklart, und zwar ist sie definitionsgemaB 
gleich 0 (DI, zn-1), wobei D1 = XO yo eine solche gerichtete Strecke 
auf HI ist, daB auf dem in dem Punkt yO beginnenden unendlichen 
Teil von HI kein Punkt von :zn-l liegt; im iibrigen ist yO willkiirlich. 
Hat en dieselbe Bedeutung wie oben, so diirfen wir annehmen, daB yO 
nicht in en liegt. Dann ist unter Beriicksichtigung von (5) und (2): 

fJ(Hl, zn-l) = fJ(Dl, zn-l) = o(DI, en) = -oCDI, en) 

= -o(yo - xO, en) = -fJ(Yo, en) + o (XO, en) 

= fJ(xO, en) = o (en, xO), 

(12) fJ(Hl, zn-1) = I> (zn-1, xO). 

Damit haben wir die zweite Deutung der Ordnung I> (zn-l, xO) ge
wonnen: sie ist die Schnittzahl eines beliebigen (zu zn-l in relativ-all
gemeiner Lage be/indlichen) , von xO ausgehenden H albstrahles mit zn -1. 

Wir werden auf die "Ordnung" wiederholt zuriickkommen und be
sonders ausfiihrlich im Kap. XII auf sie eingehen. 

10. Schnitt- und Verschlingungszahlen in bezug auf (6),~) und 
in bezug auf (il, 6). Bisher war als Koeffizientenbereich immer ein 
fester Ring S zugrunde gelegt; Schnitt- und Verschlingungszahlen sind 
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Elemente dieses Ringes; eine t)bertragung der vorstehenden Begriffe 
und Satze auf den Fall einer beliebigen Gruppe 3 scheint zunachst 
nicht moglich: denn in der grundlegenden Formel (1) in Nr.3 werden 
die Elemente u' und vi miteinander multipliziert. Trotzdem erweist 
es sich weder als notig noch als zweckmaBig, Koeffizientenbereiche, die 
nicht Ringe sind, aus der Theorie der Schnitte und Verschlingungen aus
zuschalten; so werden wir in den §§ 3 und 4 die Gruppe 3 = ffi1 mit 
Nutzen heranziehen. 

Es sei also 3 ein beliebiger Koeffizientenbereich. Dq = 1: vi y~ sei 
ein Komplex des R" mit ",i c 3; dagegen sei CP = 1: u' xf ein ganz
zahliger Komplex, also u' c ®. 1m ubrigen solien CP und Dq dieselben 
Voraussetzungen wie in Nr.3 erfiillen. Dann ist die Schnittzahl 

8(11,3 (CP, Dq) = ~ 8 (xf, y1)u'vi 

formal genau wie fruher er klart; sie ist ein Element von 3; da 8 (xL yj) 
ein Vorzeichen in 3 bedeutet, und da fUr jede positive oder negative 
ganze Zahl u' und jedes Element vi c 3 das Produkt uiVi c 3 wohl
bestimmt ist, ist 8(11,3 (CP, Dq) in der Tat eindeutig definiert. 

Offenbar gelten fur die Schnittzahlen 8(11,3(cP, Dq) alle Satze, die 
im vorstehenden bewiesen worden sind. In genau derselben Weise 
lassen sich auch Schnittzahlen 63,(11 (cP, Dq) erklaren und behandeln, 
wobei CP ein Komplex des Koeffizientenbereiches 3 und Dq ein ganz
zahliger Komplex ist. 

SchlieBlich definieren wir genau wie fruher die Verschlingungszahl 
zweier Zyklen, von denen der eine ganzzahlig, der andere ein Zyklus 
des Koeffizientenbereiches 3 ist. Wir bezeichnen sie mit \:)(11,3 (Z1' Z2) , 

falls ZI zu ® und Z2 zu 3 gehOrt, mit \:)3, (II (Zl' Z2)' falls Zl zu 3 und Z2 

zu ® gehOrt. Auch diese Verschlingungszahlen sind Elemente von 3. 
DaB aIle fruher bewiesenen Satze uber Verschlingungszahlen ihre Gultig
keit behalten, braucht nicht besonders bewiesen zu werden. 

Insbesondere ergibt· sich genau so wie in Nr. 8, wenn El und Ea 
dieselbe Bedeutung wie dort haben: 1st Zl ein ganzzahliger Zyklus 
in E1 , za ein Zyklus in bezug auf 3 in E 2 , so andert sich \:)(11,3 (Zl' za) 
nicht, wenn man die beiden Zyklen in ihren Homologieklassen variiert; 
daher ist die Verschlingungszahl \:)(11,3(/;1' /;2) fur iedes Paar von Homo
logieklassen /;1 c B~(El)' /;a c BS(E 2) erklart 1 • 

Dabei verdient folgende Tatsache Erwahnung: 1st /;1 Element der 
Torsionsgruppe yr (El) - also /;1 von endlicher Ordnung - und /;a 
Homologieklasse "erster Art" (vgl. Kap. V, § 3, Nr.3) - ist also ieder 
Zyk[.us Z2C /;2 von der Form za = LtiZi mit ganzzahligen Zyklen Zi 
und ti c 3 -, so ist .. ('" '") - 0 "'(11,3 ~1' ~a - . 

Denn wenn wir unter ZI einen Zyklus aus /;1 verstehen, so sind die 
ganzzahligen Verschlingungszahlen \:)(Zl' Zi) = 0 nach Nr. 8, da Zl in El 

1 Vorausgesetzt, daB (:1 berandungsfahig ist. 
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schwach berandet, und es ist 

O(ll,3(C1, C2) = O(ll,3(Z1' Z2) = 1;0(Z1,Zi)t' = 0. 
i 

Infolge dieser Tatsache ist die Verschlingungszahl OGl,3(C1, .82) fiir 
jede H omologieklasse C1 c r (E1) und jedes Element .82 der Restklassen-

- * * gruppe B3(E2) = B3(E2) - B3(E2) erkHirt (wobei B3 die Gruppe der 
Homologieklassen erster Art ist; vgl. Kap. V, § 3, Nr.3). 

Ganz analog sind die Schnitt - und Verschlingungszahlen fJ3, (II (C, D) 
bzw. 03. (II (Z1' Z2) erkHirt: hier gehOrt der Komplex C bzw. der Zyklus Z1 

zum Koeffizientenbereich oS, wahrend D bzw. Z2 ganzzahlig sind. 
11. Schnitt- und Verschlingungszahlen flir Zellenkomplexe. Die 

Theorie der Schnittzahlen laBt sich ohne Millie auf den Fall algebraischer 
Zellenkomplexe (Kap. VI, § 1, Nr. 12) im R n ubertragen. Es s~ien xP 

und yg, p + q = n, zwei orientierte Zellen, deren Ebenen XP und yg 
sich in einem Punkte 0 schneiden, der weder zu dem Rande xP noch 
zu dem Rande jig gehort. Wir orientieren XP und yg ubereinstimmend 
mit xP bzw. yg. Wenn xP und yg zueinander fremd sind, so wird 
,,(xP, yg) = 0, sonst wird fJ(xP, yq) = o (XP, yg) gesetzt. Sodann wird 
fur zwei algebraische Zellenkomplexe CP und Dg die Schnittzahl eben so 
wie in Nr. 3 definiert; dabei wird vorausgesetzt, daB sich CP und Dq 
in relativ-allgemeiner Lage befinden, d. h. hier, daB jedes Zellenpaar 
I xP I c I CP I, I ~ I c I Dg I, das nicht disjunkt ist, genau einen Punkt 0 

gemein hat, der innerer Punkt sowohl von xP als auch von yg ist. 
Es ergibt sich ohne weiteres: Sind UP und vg simpliziale Komplexe in 

relativ-allgemeiner Lage zueinander, die Unterteilungen von CP bzw. Dq 
sind, so ist fJ(UP, vq) = fJ(CP, Dq). 

Darin ist die Tatsache enthalten, daB fJ(UP, Vq) von der speziellen 
Wahl der Unterteilungen UP, Vg nicht abhangt. 

Es liegt auf der Hand, daB die im vorstehenden bewiesenen Eigen
schaften der Schnittzahlen von Komplexen des Eckpunktbereiches 
des Rn sich auf Zellenkomplexe ubertragen. 

Daher laBt sich insbesondere auch der Begriff der Verschlingungs
zahl fur Zellenzyklen einfilliren: Sind zi', ~ disjunkte Zellenzyklen 
(r + s = n - 1), so definieren wir 0 (z;:, z~) durch 

o (z;:, z~) = ,,(U;:+l, V~), 

wobei Ui:+1 ein von einer slmplizialen Unterteilung von zi: berandeter 
simplizialer Komplex, V~ eine simpliziale Unterteilung von z2 ist (rela
tiv-allgemeine Lage, soweit notig, vorausgesetzt). 

Auch den Beweis der Tatsache, daB die oben festgestellten Eigen
schaften der Verschlingungszahlen von simplizialen Zyklen des Rn fUr 
Zellenzyklen ihre Giiltigkeit behalten, konnen wir ubergehen. 

1m § 3, Nr.4, werden wir von den Schnitt- und Verschlingungs
zahlen fur Zellenzyklen eine wichtige Anwendung machen. 
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§ 2. Verschlingungen stetiger Zyklen. 
Als Koeffizientenbereich ist in diesem Paragraphen entweder ein fester 

Ring wie in den Nummem 3-9 des vorigen Paragraphen zu denken, 
oder man hat wie in Nr. 10 des § 1 den Bereich @ und daneben einen 
Bereich ~, der eine beliebige Gruppe ist, heranzuziehen, dergestalt, daB 
von den jeweils betrachteten beiden Zyklen der eine dem Bereich @, 

der andere dem Bereich ~ angehort. Man kann jeden der nachfolgen
den Satze sowohl in der einen als auch in der anderen Weise auffassen. 

1. Verschlingungszahlen stetiger Zyklen. Es seien 3 = [f(z)] und 
3' = [I' (z')] zwei stetige Zyklen der Dimensionszahlen r bzw. s mit 
r + s = n -1 im Rn (Kap. VIII, § 5); die Zyklen 5 und 3' seien disjunkt, 
d. h. es sei! 3'~' = 0; femer sei wenigstens einer von ihnen, etwa &' 
berandungsfahig (d. h.: z ist berandungsfahig). Es seien femer U und 
U' beliebige disjunkte Umgebungen von fr bzw. 3'; gemaB Kap. VIII, 
§ 5, Nr. 10, gibt es Homologieklassen 1; bzw. 1;' in U bzw. U', denen & 
bzw. 5' angehoren: es sind dies die Homologieklassen, in denen sich 
diejenigen Zyklen des Eckpunktbereiches des Rn befinden, welche hin
reichend gute simpliziale Approximationen von & bzw. 5' sind. Nach 
§ 1, Nr. 8, ist die Verschlingungszahl 0 (1;,1;') erklart. Diese Zahl hangt 
nur von 3 und 5', aber nicht von den speziell gewahlten offenen Men
gen U, U' ab: sind namlich U1 , U~ andere Umgebungen von ~, fr' und 
1;1' 1;~ die Homologieklassen in U1 , U~, die & bzw. &' enthalten, so gibt 
es Zyklen Z1' z~ des Rn in U· U1 , bzw. U'· U~, die 5,5' approximieren 
und daher als Zyklen von U bzw. U' betrachtet in 1;, 1;', als Zyklen 
von U1 bzw. U~ betrachtet in 1;1' 1;i liegen; daher ist 

0(1;,1;') = 0(1;1' 1;~) = 0(Z1' zi)· 
Diese somit nur von a, a' abhangige Zahl nennen wir die Verschlin
gungszahl 0 (5, 0') der stetigen Z yklen 0, 5'. Sie ist also durch jede der 
beiden folgenden Aussagen definiert: 1) 0 (&, &') ist gleich 0 (1;, 1;'), wo
bei 1;, 1;' die Homologieklassen von 5, 5' in beliebigen zueinander fremden 
offenen Mengen U, U' sind, welche fr bzw. fr' enthalten; 2) 0 (&, 5') ist 
gleich 0 (Z1' zj), wobei Z1' z~ Z yklen des R n und hinreichend gute simpli
ziale Approximationen von & bzw. 5' sind. 

Es ist klar, daB die in Nr. 6 und 7 des § 1 ausgesprochenen Regeln 
(7), (8), (9) sich auf die Verschlingungszahlen 0 (&, &') stetiger Zyklen 
iibertragen. 

Auch der Satz IV behalt seine Giiltigkeit fUr stetige Zyklen; es 
gilt also 

Satz IV'. 1st &=0 in R n - f, so ist 0(5,3') = O. 
Denn daB 3 = 0 in W - ~' ist, bedeutet (Kap. VIII, § 5, Nr. 5) die 

Existenz eines stetigen Komplexes Q: eRn - ~' mit (£ = 3. Versteht 

1 Fur den stetigen Komplex [= [f(C)] bezeichnet (£ die Punktmenge f(C); 
vgl. die FuJ3note auf S 317. . 
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man dann unter U eine zu r fremde Umgebung von ~ und unter U' 
eine zu U fremde Umgebung von r, so ist, in der obigen Bezeichnung, 
die Homologieklasse C die N u1lklasse, also b (C, C') = 0, und daher 
b (&, &') = o. 

Aus Satz IV' folgt in Analogie zu Satz V (§ 1, Nr. 8): 
Sa tz V'. 1st &0 ex> &1 in Rn - &', so ist b (&0' 3') = b (&1' &'). 
Die Bemerkungen uber die Koeffizientenbereiehe (schwache Be

randung usw.), die zu den Satzen IV und V in Nr. 7, 8, 10 des § 1 ge
macht worden sind, behalten naturlieh ihre Giiltigkeit. 

Aufgabe. Man zeige: Je zwei zueinander fremde GroBkugeln t,3' der 
Sphlire S" (r + s = n - 1) haben die Verschlingungszahl ±1. Dabei sind 3', 3' 
krumme (also stetige) Zyklen; fur die Bestimmung der Verschlingungszahl ist 
die S" als R" mit einem nicht auf 3' + 3' gelegenen Punkt 00 aufzufassen. 

2. Der Deformationssatz. Unter einer Deformation1 eines stetigen 
Zyklus &0 = [fo (z)] verstehen wir eine von dem Parameter t mit 0 <: t <: 1 
stetig abhangende Schar stetiger Zyklen 3t = [ft (z)]; je zwei Zyklen 
dieser Schar sind also einander homotop in einem Gebiet, das alle ~t 
enthalt (Kap. VIII, § 5, Nr.10). Geht die ganze Deformation in Rn - 3' 
vor sieh, ist also immer &t c Rn - &" so ist (a. a. 0.) &0"" &1 in Rn - r, 
also ist nach Satz V': b (&0' &') = b (&1' &'). Diese Tatsache 11i.Bt sieh 
aber noch verallgemeinern: 

Deformationssatz. Liegt eine gleichzeitige Deformation 

3t = [It (z)] , &; = [I~ (z')] , Os.t<:1, 

der beiden stetigen Zyklen 

& = [10 (z)], &' = [I~ (z')] 

vor, und ist fur iedes t, 0 <: t <: 1, ~t zu 3~ fremd, so ist 

b (&, &') = b (&1' &1)' 

Beweis. Es sei to irgendein Wert mit 0 <: to <: 1; U, U' seien zwei 
zueinander fremde offene Mengen, die 3t. bzw. &~. enthalten. Dann gibt 
es infolge der stetigen Abh1i.ngigkeit der Zyklen von t ein t-Intervall To, 
das to enthaIt und relativ zu dem ganzen durch 0 <: t <: 1 gegebenen 
Intervall offen ist, mit folgender Eigenschaft: fur t c To ist 3t c U 
und 3; c U'; dann sind diese &t untereinander homotop in U, also 
einander homolog in U, und ebenso sind diese &; einander homolog 
in U'. Da die Verschlingungszahlen b (&t, &;) durch die Homologie
klassen von 3t, &; in U bzw. U' bestimmt sind, ist daher b (&t' 3;) kon
stant fur t c To. Zu jedem to gibt es ein solches Intervail To; daraus 
folgt: b (3t, 5;) ist konstant fur aile t mit 0 s. t <: 1 . 

In dem damit bewiesenen Satz ist enthalten: Von den Paaren von 
Kurven, die in den Abbn. 29, 30, 31 angegeben sind, 11i.Bt sieh keines 

1 Vgl. Kap. I, § 3, Nr.4. 
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in ein anderes durch eine solche stetige Deformation der Kurven iiber
fiiiuen, daB die beiden Kurven in keinem Augenblick zusammenstoBen. 

3. Entschlingungsfragen. Eine Deformation von 3 und 3', die die im Deforma
tionssatz genannten Voraussetzungen erfUllt, mage kurz eine "erlaubte" De
formation heiJ3en. Ferner verstehen wir unter einer "Entschlingung" von 3 und 3' 
eine solche erlaubte Deformation, daB es eine Ebene R,,-1 im R" gibt, welche die 
Zyklen 31' 3:, also die Ergebnisse der Deformation, voneinander trennt; da in 
diesem FaIle offenbar I> (31, 3D = 0 ist - denn es ist ja 31 - 0 in einem Halb
raum, der 3: nicht enthalt -, ergibt sich aus dem Deformationssatz: notwendig 
fiir die Entschlingbarkeit von 3 und 3' ist die Bedingung I> (3, 3') = o. 

Die Frage, ob die Bedingung 1:J (3, 3') = 0 fiir die Entschlingbarkeit auch hin
reicht, verdient nur dann Interesse, wenn 3 und 3' irreduzibel sind (Kap. VII, § 1); 
denn andernfalls kann etwa 3 = ~ + t), 1:J(~, 3') = -I>(t), 3') =1= 0, 1>(3,3') = 0 
sein (man denke an ein Paar zueinander fremder Kreise ~, t)); dann sind 3 und 3' 
natiirlich nicht entschlingbar, weil ~ und 3' verschlungen sind. Unsere Frage lautet 
daher: Wenn 3 und 3' irreduzible, nickt miteinander verscklungene Zyklen sind 
[d. k. 1:J (3, 3') = oJ, sind sie dann entscklingbar? 

Auf diese Frage ist uns die Antwort nur in zwei speziellen Fallen bekannt: 
sie lautet ja, 1) fiir die Dimensionen r = s = 1 und daher n = 3, sowie 2) fiir 
die Dimensionen r = 0, s = n - 1, bei belie bigem n. 

1m FaIle 1) wird die Frage durch den Pannwitzscken Entscklingungssatz be
antwortet: "Sind 3, 3' einfack gescklossene Kurven im R3 mit 1>(3, n = 0, so 
sind sie entscklingbar." Auf den Beweis gehen wir hier nicht ein1 . 

1m FaIle 2) ist 3 infolge der Irreduzibilitat ein Punkt. Den Beweis der Ent
schlingbarkeit werden wir im Kap. XIII, § 2, Satz VII, fUhren. 

Eine andere Klasse von Entschlingungsfragen ergibt sich, wenn man die Ge
samtheit der betrachteten Zyklen und der "erlaubten" Deformationen einschrankt: 
die Abbildungen fund f' in 3 = [I (z)] und 3' = [I' (z')] seien topologisck, und das
selbe gelte fiir aIle I, und I~ wahrend der Deformation. Bei der jetzt "erlaubten" 
Deformation sind also nicht nur gegenseitige Durchdringungen der beiden Zyklen, 
sondern auch Selbstdurchdringungen jedes einzelnen Zyklus verboten. In diesem 
Sinne sind z. B., wie man - mit ganz anderen Methoden 2 - beweisen kann, 
die beiden einfach geschlossenen Kurven in Abb. 32 nickt entschlingbar, obwohl 
I> (z, z') = 0 ist, sie also nach dem obengenannten Satz in dem friiheren Sinne 
(bei Zulassung von Selbstdurchdringungen) entschlingbar sind. 

4. Die Ordnung. Auch unter den Verschlingungen stetiger Zyklen 
heben wir, ebenso wie im § 1, Nr. 9, einen Fall wegen seiner Einfach
heit und Wichtigkeit fiir Anwendungen hervor: es sei r = n - 1, 
s = 0, z' ein Punkt, also auch 3' = [I' (z')] = 0 ein Punkt (und 3 be
randungsfahig); dann heiBt b (a, 0) die Ordnung des Punktes 0 in bezug 
auf a. Sie ist gleich b (Z1' 0), wenn Z1 eine hinreichend gute simpliziale 
Approximation von a ist. Die Eigenschaften von b (Z1' 0) haben wir 
in § 1, Nr. 9, besprochen; ausfiihrlich werden wir im Kap. XII, § 1, auf 
die Ordnung eingehen; jetzt stellen wir nur noch fest: 

Nach Satz V' ist b(a, 0) = b(a, 0'), wenn 0,0' Punkte mit 0"'" 0' 

in R" - 3 sind; daB 0 "'" 0' in R" - 3 ist, bedeutet: 0 und 0' gehoren 

1 Man vgl. E. PANNWITZ: Eine elementargeometrische Eigenschaft von Ver
schlingungen und Knoten; Math. Ann. 108 (1933) S.629-672 (Satz I). 

I Durch Betrachtung der "Fundamentalgruppe" des Raumes R8 - Z - z'. 
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derselben Komponente der offenen Menge R n - ~ an. Daher ist lur 
fedes Komplementargebiet G von 5 (d. h. fiir jede Komponente von 
Rn - 5) die Ordnung b (&, G) erklart: sie ist gleich b (&, 0), wobei 0 ein 
beliebiger Punkt (mit positivem Zeichen) des Gebietes Gist. 

§ 3. Die Existenzsatze der Verschlingungstheorie. 

1. Die Fragestellung dieses Paragraphen ist im wesentlichen die 
folgende: Unter welchen Bedingungen existieren zu einem gegebenen 
r-dimensionalen stetigen Zyklus des Rn s-dimensionale Zyklen, die mit 
ihm verschlungen sind (r + s = n - 1)? Zum Beispiel: 5 = [f(z)] sei 
eine Jordankurve im R3, d. h. es sei zein einfach geschlossenes Polygon 
und I eine topologische Abbildung von z in den R3; wir werden zeigen: 
es existieren eindimensionale Zyklen 5' mit b (5, ij') = 1. Oder: es sei 5 
eine Jordankurve in der Ebene R2; einer unserer Satze wird die Exi
stenz von Punkten 0 mit b (ij, 0) =F 0 behaupten 1 ; hierin ist die Tat
sache enthalten, daB ~ die Ebene R2 zerlegt: denn fUr jeden Punkt 0' 
auBerhalb eines Dreiecks X, das 5 im Innern enthalt, ist b(&, 0') = 0, 
weil ij ex> 0 in X ist, und daher gehoren 0 und 0' nach § 2, Nr. 4, zu ver
schiedenen Komponenten von R2 - ~ . 

Die genannten Falle sind in dem folgenden allgemeineren enthalten: 
Q sei ein krummes Polyeder im Rn , ij ein stetiger Zyklus in Q.Wenn 
i1 ex> 0 in Q ist, so gibt es nach § 2, Satz IV', keinen mit ij verschlungenen 
Zyklus ij' eRn - Q; die Frage lautet daher: wenn ij '*' 0 in Q ist, 
existiert dann ein ij' c Rn - Q mit b (&, 5') =F O? Wir werden, unter 
geeigneten Voraussetzungen iiber die Koeffizientenbereiche, die Exi
stenz solcher Zyklen 5' beweisen. (In den obigen Beispielen, in denen ij 

eine J ordankurve ist, ist Q = ~.) 
Hat man die soeben ausgesprochene Existenz von ij' c Rn - Q 

bewiesen, so hat man zugleich eine Aussage iiber die Bettische Gruppe 
BS (Rn - Q) gemacht: denn es ist gewiB ij' '*' 0 in Rn - Q, da andern
falls b (5, 5') = 0 ware; folglich ist BS (Rn - Q) =F O. Der angedeutete 
Existenzsatz zeigt also: wenn Br (Q) =F 0 ist, d. h. wenn es einen 5 c Q 
gibt, der ,*,0 in Q ist, so ist auch BS(Rn - Q) =F o. So kommt man 
von den Existenzsatzen in natiirlicher Weise zu der Aufgabe: man 
bestimme, wenn die Bettischen Gruppen von Q bekannt sind, die 
Bettischen Gruppen von Rn - Q. 

Diese Aufgabe wird durch den Alexanderschen Dualitatssatz gelOst 
(§ 4); er ist eine leichte Folge aus den Existenzsatzen des gegenwartigen 
Paragraphen. Andererseits haben diese Satze selbst ihren Ursprung in 
Dualitatseigenschaften des Euklidischen Raumes, mit deren Behand
lung wir jetzt beginnen. 

1 Im § 4, Satz III, wird gezeigt werden, daB dann tJ (5,0) = ± 1 ist. 
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2. Duale Zellenzerlegungen des Rn und ihre algebraischen Eigen
schaften. Zwei Zellenzerlegungen m5 und m5' des R n heiBen zueinander 
dual, wenn sie die folgenden beiden Bedingungen erfiillen: 

1) Bei j edem p, 0 <: p <: n, k6nnen die p-dimensionalen Zellen if 
der einen Zerlegung in eine solche eineindeutige Beziehung zu den 
(n-p)-dimensionalen Zellen yrp der anderen Zerlegung gebracht wer
den, daB fUr j =+= i die Zellen if und yj-P disjunkt sind, wahrend if 
und y:-P einen einzigen gemeinsamen Punkt besitzen, welcher ein 
innerer Punkt der beiden Zellen ist; die Zellen it und y:-P heiBen zu
einander dual. 

2) Falls xf und yJ einen nichtleeren Durchschnitt haben, so ent
halt jede der beiden Zellen unter ihren Seiten die duale Zelle zur an
deren, woraus insbesondere folgt, daB k + l::> n ist. 

In der nachsten Nummer werden wir sehen, daB Paare dualer Zellen
zerlegungen, und zwar Paare beliebig feiner dualer Wiirfelzerlegungen, 
des Rn bei jedem n tatsachlich existieren. In dieser Nummer wollen 
wir aber einige allgemeine Eigenschaften dualer Zellenzerlegungen auf
stellen, ohne uns urn ihre Existenz zu kiimmern. 

Wir gebrauchen folgende Bezeichnungen: x~ ist eine beliebig orien
tierte Zelle von m5 (evtl. eines festen absoluten Teilkomplexes K von m5); 
dann ist xi die zu x~ duale Zelle mit solcher Orientierung, daB {} (xI, xi) 
= 1 ist. (', ('+1 usw. bedeuten algebraische Teilkomplexe von m5 
(evtl. von K). C' ist immer ein (n - r)-dimensionaler algebraischer 
Teilkomplex, z' ein (n - r - 1)-dimensionaler Zyklus von m5'. Der 
Koeffizientenbereich 3 ist ein fest gewahlter Ring. - Sodann gilt: 

1. 1st {}(C', xD = 0, so ist C' fremd zu x;. 
Denn fUr C' = '1:/ xj gilt 

0= {}(C', x;) = Lti{} (xj, xD = ti{}(xi, xI) = ti; 
j 

t i = 0 bedeutet aber, daB I C' I die zu xi duale Zelle nicht unter seinen 
Elementen enthalt; da aIle iibrigen (n - r)-dimensionalen Zellen von m5' 
zu xr fremd sind, ist C' zu xi fremd, w. z. b. w. 

Hieraus folgt leicht: 
II. K sei ein tester (absoluter) Teilkomplex von m5; r sei eine teste 

Zahl, 0 <: r <: n. Wenn tur jeden algebraischen Teilkomplex ('+1 von K 
und einen testen C' 
(1) 0(C', en1) = 0 

ist, so liegt der Zyklus (;' = z' in R" - R. 
Beweis. Nach § 1, Satz II, folgt aus (1), daB fUr jeden ('+1 

{}(z', (,+1) = {}((;', (,+1) = ±{}(C', (;r+1) = 0 

ist; insbesondere ist also die Schnittzahl von z' mit jeder (r+ 1)-dimen
sionalen Zelle von K gleich Null, woraus nach I folgt, daB 'i' zu allen 
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diesen Zellen, also (da die Dimensionszahl von z' gleich n - r - 1 ist) 
zu allen Zellen von K fremd ist, w. z. b. w. 

Wir kommen jetzt zu den algebraischen Konsequenzen des obigen 
Dualitatsbegriffes. Unter einem "Charakter" einer Gruppe A verstehen 
wirl im folgenden eine homomorphe Abbildung von A in den Koeffi
zientenbereich 3. Zunachst gilt offenbar: 

III. K habe dieselbe Bedeutung wie in II. J eder (n - r)-dimen
sionale C' erzeugt durch die F estsetzung 

X (C') = e(C', C') 
einen Charakter X der Gruppe L3(K). 

Umgekehrt gilt: 
IV. Zu iedem Charakter X von L3 (K) gibt es einen C~ mit X (C') 

= e (C~, C') fur ieden Komplex C' aus L3 (K) . 
Zum Beweise von IV setzen wir 

C~ = 1:'X(xi) xi, 
Dann ist fiir jedes h i 

e(C~, xi) = 1:'x(xi)e(xi, xi) = x (xi), 
i 

woraus fiir jeden C' = 1:' th xi 
h 

e(C~, C') =1:'the(C~, xi) =1:'th x(xi) = x (C') 
folgt, w. z. b. w. h 

3. Duale Wiirfelzerlegungen des RR. Es seien tt, t2 , ••• , tn recht
winklige Koordinaten im Rn. 1st 8 eine feste positive Zahl und durch
laufen k1 , k2 , ., " kn unabhangig. voneinander alle ganzen Zahlen, so 
ist sowohl durch 
(1) k.8<t.< (k. + 1)8 (i = 1, 2, ... , n) 
als auch durch 
(2) (i=1,2, ... ,n) 

eine Zerlegung ~ bzw. ~' des Rn in Wiirfel von der Kantenlange II 

gegeben. Wir behaupten, daB ~ und ~' zueinander dual sind. 
Fiir den Beweis geniigt es zu zeigen, daB ein beliebiger Wftrfel :;r' von ~ die 

folgenden beiden Eigenschaften hat: 
1) Unter allen (n - r)-dimensionalen Wiirfeln von ~' gibt es genau einen 

- den zu x' dualen - Wiirfel y"-' von ~/, der zu x' nicht fremd ist; ? und y .. -r 
haben genau einen gemeinsamen Punkt, namlich den gemeinsamen Mittelpunkt. 

2) Falls x' und y' aus ~ bzw. ~' gemeinsame Punkte haben, so enthalt y. 
den zu :;r' dualen Wiirfel unter seinen Seiten. 

Wir konnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB e = t 
und daB x' durch die Relationen 

(3) 

(4) 
bestimmt ist. 

1 Vgl. Anhang I, § 5. 

k, ~ t, ~ k i + 1 , 

tj = k i 

(i=1,2, ... ,r) 

(i = r + 1, ... , n) 



§ 3. Die Existenzsl1tze der Verschlingungstheorie. 429 

Es sei andererseits Y' durch 

IkJl - t;:;;;li,;:;;;kJ, + t 
(3') 

k;. - t ;:;;; II. ;:;;; k;. + t 
(4') tJq+l = k~q+l + t ..... ti .. = k; .. + t 
gegeben. Wir nehmen an. daB :X' und Y' mindestens einen gemeinsamen Punkt, 
daB also (3). (4). (3'). (4') eine gemeinsame Losung haben. Da keine der Glei
chungen (4') mit einer Gleichung (4) vertraglich ist. muB vor allem q;;;; n - r 
sein. 1st insbesondere q = n - r. so miissen (4) und (3') sowie (3) und (4') ein
ander entsprechen. Es kann also iO+l = 1 •...• i .. = r. il = r + 1 •...• if = n 
angenommen werden. 

Vergleicht man unter dieser Annahme (3'), (4') mit (3). (4), so sieht man 
sofort. daB ki = k i fiir alle i = 1 •...• n und der einzige LOsungspunkt von 
(3). (4). (3'). (4') der Punkt 

11 = kl + t ..... t, = k, + t. t,+1 = k,+lo ... , t" = k" 
ist. 

1st q > n - r. so miissen die il •.... i. unter den Zahlen n - r + 1 •...• n. 
die iO+l' .... i .. unter den Zahlen 1 •...• r enthalten sein. so daB wir (3). (4). 
(3'). (4') zusammen in der Gestalt 

(5) 

t .. = k" 

t,,_. = k~_. + t 
k~-f+l - t ;:;;; t"-o+l ;:;;; k~_'+l + t 

k~-t;:;;;tr;:;;;k~+t 

k~+l - t ;:;;; tNI ;2'; k~+1 + t 

hinschreiben diirfen. Daraus folgt aber. daB k1 = kl •.•.• k~_. = k .. _. und 
k'+1 = k~+l> ... , k" = k~ ist. wahrend man fiir jedes ki. n - q + 1 <: i <: r, 
zwei zullissige Werte 

ki = ki. ki = k i + 1. 

erhlHt. Somit erfiillen alle Punkte 

(6) { ti = ki + t, 
k i - t<:tj<:k; + t 

i=n-s+1 •.... r 

fiiri=1 •.... r 

fiiri=r+1 •... ,n 

alle Bedingungen der rechten Hiilfte des Systems (5). und der [durch (6) definierte] 
duale Wiirfel zu x' bildet eine Seite von Y·. w. z. b. w. 

4. Der spezielle Existenzsatz in bezug auf m. Wir kommen zu 
den Existenzsatzen; der erste Satz (Satz E;), den wir beweisen, ist 
insofern spezieller als die Hauptsatze dieses Paragraphen, als er sich 
nicht auf stetige Zyklen, sondern auf Zellenzyklen bezieht. Er wird 
nachher als Hilfssatz beim Beweise der allgemeineren Satze dienen. 
deren algebraischen Bestandteile er bereits vollstandig enthalt. Der 
Koeffizientenbereich ist ffi. 
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Satz E~. ID3 und ID3' seien duale Zellenzerlegungen des R"; K sei 
ein (absoluteI') Teilkomplex von ID3; z sei ein r-dimensionaler rationaler 
Zyklus in K, del' in K nicht berandet. Dann gibt es in Rn - K einen 
mit z verschlungenen s-dimensionalen (berandungsfiihigen) Zyklus z' 
von ID3' (es ist wie immer r + s = n - 1). 

Bemerkung. z braucht nicht berandungsfahig zu sein. 
Da man den Zyklus z' durch Multiplikation mit einer geeigneten ganzen 

Zahl m =t 0 zu einem ganzzahligen Zyklus mz' machen kann, und da 
b(mz', z) = mb(z', z) =t 0 ist, kann man zu dem Satz E~ den Zusatz 
machen: z'darf man sogar als ganzzahligen Zyklus wahlen. Dies ist ins
besondere von Interesse, wenn z ganzzahlig ist; wir diirfen dann sagen: 

Sat z Eo. ID3, ID3', K haben dieselben Bedeutungen wie oben. z sei 
ein ganzzahliger Zyklus in K, der in K in bezug auf m nicht berandet 
(del' also nicht schwach berandet). Dann gibt es in R" - K einen mit z 
verschlungenen ganzzahligen (berandungstiihigen) Zyklus z' von ID3'. 

Der Satz Em, und daher auch der Satz E3 , ist enthalten in folgender 
Verscharfung des Satzes E~. ID3, ID3', K haben wieder dieselben 

Bedeutungen. Die ganzzahligen Zyklen Zv Z2"'" Zp mogen eine r-dimen
sionale Homologiebasis mod 0 in K bilden (vgl. Rap. V, § 2, Nr. 8)1. 
Dann gibt es zu iedem i = 1, 2, ... , p in Rn - K einen s-dimensionalen 
ganzzahligen (berandungstiihigen) Zyklus Zi von ID3' mit 

b (Zi, Zi) = 1, 

b (Zi, Z) = 0 tiir i =t i. 
Hierin ist in der Tat der Satz E~ enthalten: 1st z der in Satz E~ 

genannte Zyklus, so erfiillt er eine Homologie 

z = ~ ai Zi (in bezug auf m), 

mit rationalen ai, die nicht samtlich Null sind; ist etwa a l =t 0 und 
hat Z~ dieselbe Bedeutung wie in der "Verschiirfung", so erfiillt der 
Zyklus z' = Z~ die Behauptung E&, denn es ist - mit Riicksicht auf 

§ 1, Satz V - b(z', z) =~aib(Z~,Zi) = a l . 

1 A. a. O. ist die "Homologiebasis mod 0" folgendermaBen definiert worden: 
Die Zyklen Zl' ... , Zp bilden eine so1che Basis. wenn die Gruppe L@(K) direkte 

Summe L@(K) = H@,lR(K) + [Zl] + ... + [Zp] 

ist, wobei [Zi] die von Zj erzeugte unendliche zyklische Gruppe bezeichnet. - Diese 
definierende Eigenschaft ist offenbar mit jeder der beiden folgenden liquivalent: 

1) Jeder ganzzahlige Zyklus z' von K erfiillt eine Homologie 

z' '" ~ ci Zt (in bezug auf m), 

wobei die ci ganze Zahlen und durch z' eindeutig bestimmt sind. 
2) Die Gruppe B~.lR(K) ist direkte Summe 

B~.lR(K) = [~J + ... + [~p], 
wobei Ci die ganzzahlige Homologieklasse in bezug auf mist, we1che den Zyklus Zi 
enthlilt, und [~ij die von 1;1 erzeugte unendliche zyklische Gruppe bezeichnet. 
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Beweis det Vetscharfung des Satzes E8i. Die Zyklen Zl' 
Z2' ... , Zp sind in einet kanonischen Basis det Gruppe L@J(K) ent
halten (Kap. V, § 2, Nt. 6 ff.); die von den Zi vetschiedenen Elemente 
der Basis seien X k ; gewisse X k bilden eine Basis der Gruppe H@J,m(K). 
Bei festem i wird ein (ganzzahliget) Charakter Xi von L@J (K) durch die 
Festsetzungen 

Xi (Zi) = 1, Xi (Zj) = 0 fur j =f= i, xdX k) = 0 fUr aile k 

erklartl. Dann ist Xi(X) = 0 fUr jedes Element Xc H@J m(K), also 
insbesondere xdcr+1) = 0 fur jeden Komplex C+1. Nun' sei C~j der 
(s+1)-dimensionale Komplex, der gemaB Nt. 2, IV, ZU Xi gehOrt. Aus 
Xi(Cf+l) = O(C~i' Cr+l) = 0 fur jeden C+l folgt nach Nt. 2, II, daB der 
Zyklus Zi= C~i in R"-K liegt. Ferner folgt aus Nt. 2 und der DefinitIon 

von Xi: b (Zi, Zi) = O(C~i' Zi) = XdZi) = 1, 

b(Zi,Zj) = O(C;i,Zj) = Xi (Zj) = 0 fUr j =f= i. 

Folglich hat Zi die gewiinschten Eigenschaften. 

Aufgabe. Man zeige: dann und nur dann gibt es zu dem ganzzahligen Zyklus 
Z von K einen ganzzahligen Zyklus Z' von )ffi' in R" - K mit b (Z', Z) = 1, 
wenn keine Homologie 

Zcx>tnZ .(in bezug auf ffi) 

mit ganzem tn und ganzzahligem z in K besteht. (Andeutung: wenn keine 
solche Homologie besteht, so ist Z CXl ~ ci Zi' wobei die ci teilerfremde ganze 
Zahlen sind; man setze Z' = 1: d i Z~ an.) 

5. Ein Lemma. Der Ubergang von den Zellenzyklen, urn die es 
sich in den Satzen der vorigen Nummer handelt, zu beliebigen stetigen 
Zyklen witd durch das folgende Lemma etmoglicht. 

Lemma 1. Es sei 3 ein stetiger Zyklus des krummen Polyeders Q c R", 
der in Q nicht berandet. Dann gibt es eine Polyederumgebung 2 U von Q, 
in welcher 3 ebenfalls nicht berandet. [Dabei gehOrt 3 zu irgendeinem 
festen Koeffizientenbereich S, wahrend die Berilndung in bezug auf einen 
beliebigen (ebenfalls festen) Koeffizientenbereich S'::::> S gemeint ist.} 
Wenn eine Folge ~i (i = 1, 2, ... ) beliebig fein werdender Zellen~ 
zerlegungen des R" vorgegeben ist, so kann man U als aus Zellen einer 
Zerlegung ~i aufgebaut wahlen. 

Beweis. Es gibt eine Umgebung W(Q) , die sich auf Q retrahieren 
laBt (Kap. VIII, § 6). Man bestimme i so groB, daB jede Zelle von ~i' 
die einen Punkt mit Q gemeinsam hat, ganz in W(Q) liegt und verstehe 
unter U das von diesen Zellen gebildete Polyeder. Es ist eine "Eukli
dische Hiille" von Q und hat daher die behauptete Eigenschaft (a. a. 0., 
Satz IV, Korollar 1). 

1 Anhang I, Nr. 60, 61-
2 Eine "Polyederumgebung" einer Menge M des R" ist ein homogen n-dimen

sionales Euklidisches Polyeder, das die abgeschlossene Hiille einer Umgebung U 
von Mist. 
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Wir geben noch .einen zwei ten Beweis an, der den Begriff des "Retraktes" 
nicht benutzt, sondern lediglich mit kanonischen Verschiebungen (Kap. IX) und 
simplizialen Approximationen arbeitet: 

K sei eine (naturlich krumme) Simplizialzerlegung von Q; % sei ein Zyklus 
von K, der derselben Homologieklasse von Q angehort wie 5 (Kap. VIII, § 5, 
Nr. 3). Dann genugt es fur den Beweis des Lemmas, zu zeigen, daB % c;6 0 in 
einem geeignet gewahlten U ist. Somit lautet die Behauptung: Man kann U so 
wahlen, daB jede hinreichend gute Approximation %0 von % (in bezug auf den 
Eckpunktbereich der offenen Menge U eRn) in --U nicht berandet. Urn diese 
Behauptung zu beweisen, wahle man eine soIche Zerlegung 1m" daB die Durch
messer der Zellen kleiner als e = a(K)/3 sind1• U bestehe sodann aus allen Zellen 
von 1m" die im Innern oder auf dem Rande Punkte von Q enthalten. Es sei %0 

eine in U liegende Approximation von %. Wir durfen annehmen, daB die Sim
plexe von %0 kleiner als e sind und daB das Eckpunktnetz von %0 dasjenige einer 
Unterteilung von % ist. Wir nehmen jetzt an - im Gegensatz zu dem zu beweisen
den Satz -, daB es in V einen durch %0 berandeten Komplex C gibt. Es darf 
offenbar vorausgesetzt werden, daB die Simplexe von C kleiner als e sind. 

Fur jeden nichtzu %0 gehorenden Eckpunkt ai von C wahlen wir einen Punkt b, 
von Q unter der Bedingung 

e(a" b,) = e(a" Q); 

falls a, selbst zu Q gehort, soIl b, = a, sein. Dadurch, daB man jeden Eckpunkt a, 
durch den ihm zugeordneten Punkt b, ersetzt, geht C in einen eben falls durch %0 

berandeten Komplex C' des Rn uber, dessen Simplexe kleiner als 3 e = a(K) 
sind, und dessen Eckpunkte zu Q gehoren. Eine kanonische Verschiebung von C' 
inbezug auf.K ergibt einen Teilkomplex C" von K, der durch % berandet ist, 
denn - auf Grund der Voraussetzung uber das Eckpunktnetz von %0 - geht bei 
ein~r kanonischen Verschiebung %0 in % uber. Unser Lemma ist hiermit bewiesen. 

Zusa tz zum Lemma 1. Die Zyklen Zl' Z2' ... , Zp mogen eine 
r-dimensionale H omologiebasis mod 0 in K bilden, wobei K eine (krumme) 
Simplizialzerlegung von Q ist. Dann kann man das im Lemma I ge
nannte Polyeder U so wahlen, dafJ die Zi zusammen mit gewissen Z yklen 
Y j von V eine Homologiebasis mod 0 von V bilden. (Die Anzahl der 
Y j kann 0 sein.) 

Dabei hat die Aussage, daB ein System stetiger Zyklen eine r-dimen
sionale Homologiebasis mod 0 von V bildet, den folgenden Sinn: die 
Homologieklassen dieser Zyklen bilden eine Basis der Gruppe B@,m(V) 
(Anhang I, Nr. 17). 

Der Beweis des "Zusatzes" ergibt sich wieder einfach aus der Tat
sache, daB man U als Euklidische Hulle von Q wahlen kann, in Ver
bindung mit Satz IV im Rap. VIII, § 6: nach diesem Satz besitzt 
B@,m(U) eine solche Untergruppe V, daB 

B@,m(U) ~ B@,m(Q) + V 

ist. Bezeichnen wir eine Basis von V mit Y j , so bilden die Zi und 
die Y j eine Basis von B@, m (D) . 

A ufga be. Man beweise auch diesen "Zusatz" ohne den Begriff des Retraktes 
lediglich mit Hilfe von simplizialen Approximationen und kanonischen Ver
schiebungen. 

1 Wegen der Definition der Zahl a(K) siehe Kap. IX, § 1, Nr. 5. 



§ 3. Die Existenzsatze der Verschlingungstheorie. 433 

6. Der (allgemeine) 1. Existenzsatz in bezug auf m lautet: 
Satz Em. 1st der (stetige) Zyklus 3 des krummen Polyeders Q c Rn 

nicht =0 in Q, so gibt es in Rn - Q einen mit 3 verschlungenen (Euklidi
schen, berandungsfiihigen) Zyklus z' . (Dabei sind Z'Yk1en, Berandungen, 
Verschlingungen in bezug auf den rationalen Koettizientenbereich m zu 
verstehen. ) 

Analog wie bei Behandlung des Satzes Em in Nr. 4 sieht man, daB 
der Satz Em den folgenden Satz Eo enthiHt und in der nachstehenden 
"Verscharfung" enthalten ist: 

Satz Eo . 1st der ganzzahlige (stetige) Zyklus 3 des krummen Polyeders 
Q eRn nicht = 0 in Q (in bezug aut m), so gibt es in Rn - Q einen mit 
3 verschlungenen ganzzahligen (Euklidischen, berandungsfiihigen) Zyklus z'. 

Verscharfung des Satzes Em. Die ganzzahligen (krummen) 
Zyklen Zl' Z2' . '" Zp mo-
gen eine r-dimensionale £ 
H omologiebasis mod 0 des 
krummen Polyeders Q c Rn 
bilden. Dann gibt es in 
RU - Q ganzzahlige (Eu
klidische, berandungsfiihige) 
Z yklen Z~, Z2' ... , Z~ mit 

b (Zi, Zi) = 1 , 

b (Zi, Zj) = 0 fur i =l= i. 1 Abb. 35. 

Beweis der Verscharfung. tJ sei ein aus Zellen einer Zer
legung ~ aufgebautes Polyeder, welches die im "Zusatz zum Lemma J" 
genannten Eigenschaften hat. Dann bilden die Zi zusammen mit ge
wissen Zyklen Yj eine Homologiebasis von V. Es sei K die zu ~ 
geh6rige Zellenzerlegung von V, und es seien Zi und Yj Zyklen von K, 
die denselben Homologieklassen !;i und YJj von K angeh6ren, wie die Zi 
bzw; Yj , und die daher eine Homologiebasis modO von K bilden 2 . Zu 
diesen Zi und Yj bestimme man in RU - K Zyklen Zi und Yj gemaB 
der "Verscharfung des Satzes Eut (Nr. 4) mit 

b (Zi, Zi) = b (Yj, Yj) = 1, 

b(Zi, Zj) = b(Yi, Yj) = 0 fUr i =l= i, 

b(Zi , Yj) = b(Yi, Zj) = O. 

Uns interessieren hier nur die Verschlingungszahlen der Zi mit den Zi 

und Zj; da Zj = Zj in K und Zi c RU - Kist, erfiillen die Zi die Be
hauptung. 

1 Hierzu Abb. 35. 
2 DaB es in jeder Zellenzerlegung von U Zyklen gibt, die zu den Homo

logieklassen I;i bzw. 'f/j gehoren, ist im Kap. VI, § 1, bewiesen worden (Satz II 
und Nr. 12). 

.Alexandroff.Hopf, Topologie I. 28 
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Bemerkung. Der Satz Em ohne die "Verscharfung" laBt sich in
sofern etwas einfacher beweisen, als man mit dem "Lemma I" an 
Stelle des "Zusatzes" zu diesem Lemma auskommt; im ubrigen ist 
der Beweisgang genau so wie oben. 

Beispiele. 1) z sei eine Jordankurve im R3 (vgl. Nr. 1). Da z c;6 0 in Q = z 
ist, gibt es einen mit z verschlungenen eindimensionalen (Euklidischen) Zyklus z'. 
Man kann ihn (nach der Verscharfung von Em) so wahlen, daB b(z', z) = 1 ist. 
2) Q sei ein (n - 1 )-dimensionales krummes Polyeder im R" mit p"-l (Q) G 1 , 
Dann gibt es in Q einen Zyklus z"-1, der c;6o in Q (in bezug auf \R) ist, und folg
lich in R" - Q einen nulldimensionalen Zyklus z' mit b (z', z) =!= o. - Daher gibt 
es einen Punkt 0 mit der Ordnung b (z"-1, 0) =!= 0; denn andemfalls ware. 
b (Z"-l, z') = 0 fUr jeden nulldimensionalen z'. Hieraus folgt (vgl. Nr. 1): Z,,-l 
zerlegt den R"; erst recht zerlegt somit Q den R". 3) Man betrachte die Abb. 35. 

7. Ein zweites Lemma. Unser nachstes Ziel ist, dem 1. Existenz
satz einen 2. Existenzsatz fur stetige Zyklen an die Seite zu stellen, in 
we1chem, im Vergleich mit dem 1. Existenzsatz, die Rollen von Q und 
R n - Q vertauscht sind. Dieser 2. Existenzsatz wird sich leicht aus 
dem Satz Em durch Vermittlung des folgenden Lemmas ergeben, in 
we1chem wieder die Koeffizientenbereiche beliebig sind: 

Lemma II. P = V sei eine Euklidische Polyederumgebung des 
krummen Polyeders Q. Dann gibt es eine in P gelegene Polyederumge
bung PI von Q mit folgender Eigenschaft: zu jedem Zyklus 3' von PI gibt 
es einen solchen Zyklus z von Q, dafJ 3' <Xl Z in P ist. 1st eine Folge IDSi 

belie big fein werdender ZeUenzerlegungen des R n vorgegeben, so kann 
man PI aus ZeUen einer Zerlegung IDSi aufgebaut wahlen. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Kap. VIII, § 6, Satz V: 
man wahle i so groB, daB jede Zelle von IDSi , die Punkte mit Q gemein
sam hat, sowohl in P liegt, als auch Euklidische Hiille von Q ist. Dann 
hat das aus allen diesen Zellen bestehende Polyeder P' die gewunschte 
Eigenschaft. 

Zweiter Beweis, ohne Benutzung des Retrakt-Begriffes: K sei eine (krumme) 
Simplizialzerlegung von Q. Wir wahlen: 

eine positive Zahl e < t e (Q, R" - P); 
eine e-Unterteilung Kl von K; 
eine positive Zahl ~ < e, ~ < }- u(Kl ); 

i so groB, daB jill; eine ~-Zerlegung des R" ist. 

Dann sei L der Komplex aller Zellen, die mit Q Punkte gemeinsam haben, und 
r. = Pl' Jeder stetige Zyklus ~ von 1.. ist in r. einem Zyklus ~ von L homolog; 
mittels einer kanonischen Verschiebung in bezug auf Kl geht ~ in einen Zyklus y 
des R" iiber, dessen Eckpunktnetz dasjenige eines Zyklus z von Kl ist. Der 
Zyklus y ist eine simpliziale Approximation des krummen Zyklus z; jede Appro
ximation von z, der eine Unterteilung von z zugrunde gelegt ist, geht durch eine 
kanonische Verschiebung in bezug auf Kl innerhalb U in y iiber. Daher sind y 
und z, und folglich auch g und z innerhalb U einander homolog. 

8. Der 2. Existenzsatz in bezug auf m lautet: 
Sat z Em.Q sei ein krummes Polyeder des Rn. Dann ist jeder stetige 

rationale berandungsfahige, aber in R n - Q nicht berandende Z yklus 3' von 
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Rn - Q mit einem krummen Zyklus z von Q verschlungen (Koettizienten
bereich 91). 

Beweis. P sei eine zu &' fremde Polyederumgebung von Q; ferner 
sei m5 eine so feine Wiirfeleinteilung des Rn, daB es eine aus Wiirfeln 
von m5 aufgebaute Polyederumgebung PI = D von Q gibt, die die im 
Lemma II genannten Eigenschaften hat; W sei ein aus Wiirfeln von m5 
aufgebauter groBer Wiirfel, der Q und r im Innern enthalt, und Q' sei 
das Polyeder W - Pl' Dann ist 5' cp 0 in Q', da Q' c Rn - Q ist; 
folglich gibt es nach dem 1. Existenzsatz (Satz Em) einen mit 5' ver
schlungenen Zyklus Z in Rn - Q' = U + (Rn - W). Dann ist Z = ZI + Zo 

mit ZI C PI' ZoC Rn - W; es ist also 

o =1= tJ (5',z) = tJ (5', ZI) + tJ (5', zo) . 

Da der berandungsfahige Zyklus 5' im Innern des Wiirfels W berandet, 
ist tJ (5', zo) = 0 und folglich tJ (5', Zl) =1= O. Nun gibt es, da PI gemaB 
dem Lemma II gebildet ist, einen Zyklus Z in Q, der derselben Homo
logieklasse von P angehOrt wie ZI' Dann ist auch tJ (5', z) =1= o. 

Korollar. 1st der berandungsfiihige Zyklus 5' c R n - Q mit kei
nem Z C Q verschlungen, so ist 5' <Xl 0 in Rn - Q. 

Ahnlich wie bei dem 1. Existenzsatz heben wir hervor, daB in dem 
2. Existenzsatz Em der folgende enthalten ist: 

Sa tz E~. J eder ganzzahlige stetige berandungsfiihige, aber in Rn - Q 
in bezug auf 91 nicht berandende Z yklus 5' von Rn - Q ist mit einem ganz
zahligen Zyklus z von Q verschlungen. 

(Bemerkung. Eine "Verscharfung" von Em, ahnlich derjenigenvon 
Em, k6nnen wir nicht aussprechen, da der Begriff der "Homologie
basis" in der offenen Menge R n - Q nicht definiert ist; daB er definiert 
werden kann, d. h. daB die Bettischen Gruppen von Rn - Q endlich
viele Erzeugende und daher auch Basen besitzen, wird sich im § 4 
(Nr. 2) herausstellen; man k6nnte es auch bereits jetzt zeigen.) 

Beispiele von An wend ungen (SpeziaWUle des Alexanderschen Dualitats
satzes1) : 

1) Es sei P'(Q) = O. Aus dem Korollar zu E~ folgt: 1st 5'C Rn - Q be
randungsfiihig, so ist 5'<Xl 0 in Rn - Q; [5' ist (n-r-1)-dimensional]. Folglich: 

pn-r-l(Rn_Q) =0 fur r=Fn-l, pO(Rn _Q)=1 fur r=n-1. 

Hierin ist enthalten: 1st pn-l(Q) = 0, so zerlegt Q den Rn nicht (einfachstes Bei
spiel: Q ist ein "Element", d. h. topologisches Bild eines Simplexes beliebiger 
Dimension); ferner: 1m Komplementarraum eines Elementes, z. B. eines Jordan
bogens, im R n , n:> 3, ist jeder eindimensionale Zyklus "'-' O. 

2) Es sei P' (Q) = 1 und der Zyklus z C Q Basiselement von B~ (Q). Nach 
dem 1. Existenzsatz gibt es einen (berandungsfahigen) Zyklus z' C R n - Q mit 
tJ (z', z) = a =F 0; es sei zi irgendein berandungsfahiger s-dimensionaler Zyklus 

1 Der wichtigste Teil des Alexanderschen Dualitatssatzes (Teil I in § 4, Nr. 1} 
samt seinen Folgerungen (§ 4) kann bereits jetzt, vor Lekture des Restes des 
gegenwartigen Paragraphen, gelesen werden. 

28* 
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in R n - Q und tl(zl' z) = b. Dann ist tl(bz' - az~, cz) = 0 fUr jedes c, also nach 
dem Korollar: bz' - az~ CX) 0 in R n - Q. Da z' cf; 0 in Rn - Q ist, bedeutet dies: 
Die Gruppe der berandungsf1thigen s-dimensionalen Homologieklassen in RU - Q 
hat den Rang 1. Folglich: 

pn- r- 1 (Rn _ Q) = 1 fur r = n - 1, pO(Rn - Q) = 2 fur r = n - 1. 

Die letzte Formel enth1tlt den Jordan-Brouwerschen Satz fUr den RU. 

9. Die Existenzsatze mod m. Wir legen den Koeffizientenbereich @m 

mit beliebigem m:> 2 zugrunde; alle Zyklen, Berandungen, Verschlin
gungen sind also modm zu verstehen. Wir werden uns davon uber
zeugen, daB dann die den vorstehenden analogen Satze geIten. 

Wir knupfen an Nr. 4 an; [S, [Sf, K sollen dieselben Bedeutungen 
haben wie dort. Dann gilt zunachst 

Satz E!:,. Zu jedem r-dimensionalen Zyklus z modm in K, der cf;O 

in Kist, gibt es einen mit ihm verschlungenen berandungsfiihigen Zykltts Zf 

modm von [Sf in Rn - K. 
Es gilt auch hier sogar die folgende 
Verscharfung von E!:,. Die Zyklen Zl' Z2' ... , Zq mogen eine 

r-dimensionale H omologiebasis mod m in K bilden; ihre Ordnungen seien 
m1, m2, ... , mq. Dann gibt es zu jedem i = 1, 2, ... , q in Rn - K einen 
Zyklus Zi mod m von [Sf mit 

b (Zi, Zi) = t", (mimi) , 1 

b (Zi, Zj) = 0 filr j =l= i. 

DaB die Zi eine Homologiebasis bilden und daB ihre Ordnungen mi 

sind, bedeutet dabei: die Gruppe B@m (K) ist direkte Summe zyklischer 
Gruppen 21' 22' ... , 2q der Ordnungen m1 , m 2 , ••• , mq, wobei jede 
Gruppe 2i von der Homologieklasse 1;i erzeugt wird, we1che Zi enthalt. 

Der Satz E!:, ist in der Tat in der "Verscharfung" enthaIten; denn 
der Zyklus z aus Satz E!:, erfullt eine Homologie z C'V l: ai Zi' wobei 
nicht jedes Element ai ein ganzes Vielfaches von t",(mi ) ist; ist etwa a l 

ein soIches Element, und hat Z~ dieselbe Bedeutung wie in der "Ver
scharfung", so ·erfilllt Zf = Z~, wie man leicht bestatigt, die Behaup
tung E!:,. 

Der Beweis der "Verscharfung" verlauft analog dem Beweis in 
Nr. 4: es kommt nur darauf an, bei festem i einen mit Xi zu bezeich
nenden Charakter modm von L@m(K), d. h. eine homomorphe Ab
bildung Xi von L@m (K) in @m' zu konstruieren, der die Bedingungen 

Xi (Zi) = tm (mimi)' Xi (Zj) = 0 fUr j =l= i, 

Xi (X) = 0 fUr jeden Rand Xc Hu",m (K) 

erfullt. Diese Konstruktion geschieht folgenderma13en: Man definiert 
zunachst einen Charakter xi der Gruppe B@m(K) durch die Festsetzungen 

xi (1;i) = tm (mimi) , xi (1;j) = 0 fur j dec i, 

1 Definition von Im: Kap. V, § 3, Nr. 1. 
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wobei Cj die oben erkHirten Homologieklassen sind; die angegebene 
Festsetzung von xi (Ci ) ist moglich, weil Ci die Ordnung mi hat (Anh. I, 
Nr.60). Versteht man fUr jeden Zyklus z unter C seine Homologie
klasse, so ist durch Xi (z) = xi (C) ein Charakter der Zyklengruppe Z(idK) 
mit den gewunschten Eigenschaften erkHirt; nach Nr. 70 des Anhan
ges I kann man ihn zu einem Charakter von L@m (K) erweitern. 

Damit ist die Verscharfung von E;;' bewiesen. 
Nun ergeben sich ahnlich wie fruher die folgenden Satze, in denen 

immer Q ein krummes Polyeder im Rn ist: 
Sa tz Em (1. Existenzsa tz mod m). 1st 3 stetiger Zyklus in Q 

und 3 cp 0 in Q, so gibt es in R n - Q einen mit 3 verschlungenen (be
randungsfiihigen, Euklidischen) Zyklus z'. 

Sa tz E;" (2. Existenzsa tz mod m). Jeder stetige, berandungs
fiihige, aber in Rn - Q nicht berandende Zyklus ~' von Rn - Q ist mit 
einem (krummen) Zyklus z von Q verschlungen. 

Verscharfung des Satzes Em. Die (krummen)ZyklenZI' Z2' ... ,Zq 
mogen eine r-dimensionale Homologiebasis mod m von Q bilden; ihre Ord
nungen seien mI , m2, ... , mq. Dann gibt es in R n - Q (Eu:klidische, be
randungsfiihige) Zyklen Z~, Z~, ... , Z~ mit 

b (Zi, Zi) = tm (mimi) , 

b (Zi, Zj) = 0 fur j =F i. 
Die Beweise sind auf Grund des Satzes E;;' und seiner Versch1i.rfung 

genau so zu fUhren wie friiher die Beweise der Satze Em, Em und der 
Verscharfung von Em auf Grund des Satzes E& und seinerVerscharfung. 
Fur den Beweis der Versch1i.rfung von Em beachte man, daB der "Zu
satz zum Lemma I" (Nr. 5) samt seinem Beweis seine Giiltigkeit be
halt, wenn die Zi eine Homologiebasis nicht modO, sondern modm 
bilden, und daB die Homologieklassen C. der Z. als Elemente von B@m (U) 
dieselben Ordnungen haben wie als Elemente von B@m(K) (vgl. Kap.VIII, 
§ 6, Korollar 2 des Satzes IV). 

10. Die Existenzsatze in bezug auf (Dh, 6;). Wir verwenden jetzt 
den Verschlingungsbegriff in beztig auf (~, ®), wie wir ihn im § 1, 
Nr. 10, fur den Fall eingefUhrt haben, daB ~ eine beliebige Gruppe, 
nicht notwendigerweise ein Ring, ist; und zwar sei ~ = ffil . Die Frage 
ist in erster Linie: gibt es zu einem ganzzahligen, nicht berandenden 
Zyklus z c K einen mit ihm in bezug auf (ffiI' ®) verschlungenen 
Zyklus z' (in bezug auf ffi1) in Rn - K? Die Frage ist ohne. weiteres 
zu bejahen, wenn z cp ° in bezug auf ffi in Q ist: dann gibt es nach E~ 
einen mit z verschlungenen ganzzahligen Z' eRn - K, und z' = tZ' 
mit solchem t c ffiI , daB b (Z', z) . t =F 0 ist, ist mit z verschlungen 1. 

1 z. B. kann man t = 1:1 (11k) w!l.hlen, wobei k eine ganze Zahl ist, welche 
nicht Teiler von b (Z', z) ist. Hierbei wie auch im folgenden bezeichnet II (c) 
fur jede rationale Zahl c die Restklasse mod 1, welche c enthlUt. 
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Wir werden also annehmen, daB z N 0 in bezug auf m, d. h. daB z 

Randteiler ist. Dann gibt es bestimmt keinen mit z verschlungenen 
Zyklus erster Art (vgl. § 1, Nr. 10). Ubrig bleibt somit die Frage: Gibt 
es zu einem Randteiler z von Q einen mit ihm verschlungenen Zyklus 
zweiter Art in bezug auf m1 in Rn - R? 

Die Frage wird durch den folgenden Satz E~t,(!J bejaht, aus dem 
weitere Satze dann wieder in der bereits bekannten Weise folgen; 
?ill, ?ill', K haben ihre alten Bedeutungen. 

Sa tz E;,,(!J. Zu iedem Randteiler z c K, der <)60 (in bezug auf &) 
ist, gibt es in Rn - R einen mit ihm in bezug auf (mv &) verschlun
genen Zyklus zweiter Art in bezug auf ffll von ?ill'. 

Urn den Satz zu beweisen, mussen wir auf Nr. 2 zuruckgehen; unter 
einem Charakter von L~ (K) verstehen wir jetzt eine homomorphe Ab
bildung von L~(K) in ffl1; dann gelten die Satze von Nr.2 wie fruher, 
nur haben wir jetzt unter C' immer einen Komplex des Koeffizienten
bereiches ffll zu verstehen. Der Satz E;,,(!J wird bewiesen sein, wenn 
es uns gelungen ist, einen Charakter X von L~ (K) so zu konstruieren, 
daB X (z) =1=.0 fur den gegebenen Zyklus z und X (X) = 0 fur jeden 
Rand X c H~ (K) ist; denn wenn dann C~ den gemaB Nr. 2, IV,zu X 
geh6rigen Komplex bedeutet, hat der Zyklus z' = C~ die gewiinschten 
Eigenschaften. (DaB er von der zweiten Art ist, folgt aus seiner Ver
schlingung mit z; vgl. § 1, Nr. 10.) 

Urn X zu konstruieren, fuhren wir in L~ (K) eine kanonische Basis 
ein wie in Kap. V, § 2, Nr. 6, und wir halten uns auch an die dortigen 
Bezeichnungen. Unser Zyklus z erfullt eine Homologie z "'" ~ biZ:;', und 
hierin ist nicht fiir jedes i der Koeffizient ai durch fi teilbar (Bedeutung 
von fi a. a. 0.); es sei etwa bi nicht durch fl teilbar. Der Zyklus zi 
gehOrt der Basis von L~ (K), der Zyklus fi zl einer· Basis von H@ (K) 
an. Setzen wir 

X(ZI) = t l (1/fD und X(X) = 0 

fur alle von zl verschiedenen Elemente X der kanonischen Basis (wobei 
wir unter tl die durch Reduktion mod 1 entstehende Abbildung der 
rationalen Zahlen auf ffll verstehen), so definieren wir einen Charakter, 
wie wir ihn brauchen (Anh. I, Nr. 60). 

Aus dem damit bewiesenen Satz E;,,(!J ergeben sich nun analog wie 
in den Nummern 5,6, 7, 8 die folgenden beiden Existenzsatze, in denen 
wieder Q ein krummes Polyeder bezeichnet: 

Satz E91,,(!J (1. Existenzsatz in bezug auf (ffll , &)). 1st 5 stetiger 
ganzzahliger Zyklus in Q und Randteiler, aber nicht Rand in Q - d. h.: 
5 <)6 0 in bezug auf &, aber "'" 0 in bezug auf m -, so gibt es in Rn - Q 
einen mit ihm verschlungenen (berandungsfiihigen, Euklidischen) Zyklus 
zweiter Art in bezug auf ffll. 

Satz Ein,,(!J (2. Existenzsatz in bezug auf (fflI , &)). Jeder stetige, 
ganzzahlige Z yklus in Rn - Q, der Randteiler, aber nicht Rand in Rn - Q 
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ist, ist mit einem (krummen) Zyklus zweiter Art in bezug aut ffil von Q 
PJerschlungen. 

Aus dem Beweis des Satzes ElitG\ leitet man leicht "Verscharfungen" der 
Satze E~. 'II und EiR,..1lI ab, analog denen in Nr. 6 und Nr. 9. Wir uberlassen die 
Durchfuhrung dem Leser und begnugen uns hier mit der Formulierung der 

Verscharfung des Satzes E9I,.G\' Die (krummen) Zyklen Zl' Z2' ... , Z. 
mogen eine r-dimensionale "Torsionsbasis" [so unten] von Q bilden; ihre Ordnungen 
seien fl , f2 • ...• f •. Dann gibt es in R n - Q (Euklidische. berandungsfllhige) ZykZen 
Z~, Z~. . .. , Z~ in bezug auf ffil mit 

b(ZL Zi) = tl(;J. 
b(Z~, ZJ) = 0 fur j =1= i. 

DaB die Zyklen Z, eine r-dimensionale "Torsionsbasis" von Q bilden. bedeutet 
dabei: Die Torsionsgruppe T'(Q) ist diedirekte Summe der zyklischen Gruppen, 
die von denjenigen Homologieklassen Cl' C2' ... , C. erzeugt werden, welche 
Zl' Z2" .. , Z. enthalten. 

11. Die Existenzsatze in bezug auf (6), \lh) unterscheiden sich 
von den vorigen Satzen durch Vertauschung der beiden Koeffizienten
bereiche: es ist also jetzt immer der gegebene Zyklus ein Zyklus zweiter 
Art in bezug auf ffi1, und der Zyklus, dessen Existenz behauptetwird, 
ein ganzzahliger Randteiler. Wir begniigen uns mit der Formulierung 
des Satzes EfIs,!Jh; wie die Satze E@,91, und E®.91, lauten, ist dann klar. 

Satz EfIs,91" Zu jedemZyklus zweiterArt in bezug aut ffil inK gibt es 
in Rn - K einen mit ihm verschlungenen ganzzahligen Randteiler von ~'. 

Wir fiihren ihn direkt auf den Satz E~t, @ zuriick: 
Der in K gegebene Zyklus zweiter Art sei Z; er entsteht durch Re

duktion mod 1 aus einem rationalen Komplex; folglich gibt es einen 
ganzzahligen Komplex Y und eine ganze Zahl emit 

Z=tl(~Y); 
aus t = 0 folgt y= ez 

mit ganzzahligem z. Ware z = emit ganzzahligem C, so ware 

Y - e C = X ein ganzzahliger Zyklus, also ware .!.. Y = C + .!.. X und 

Z=tl(~X)=tl(~}·X von der ersten Art; daedies nicht eder Fall 

ist, ist z c;6 0 in bezug auf ®, also z Randteiler. Folglich gibt es 
nach E91h @ in Rn - K einen Zyklus Z' zweiter Art in bezug auf ffil 
(von der Dimension s + 1, wenn, wie immer, der Zyklus Z von der 
Dimension r und r + s = n - 1 ist) mit biR,.@(Z',z) =1= O. Zu ihm gibt 
es einen ganzzahligen Komplex Y' (der dualen Wiirfelzerlegung ~') 
und eine ganze Zahl e' mit 

Z' = tl(:' Y} 
dann ist durch 

Y' = e'z' 
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ein ganzzahliger Zyklus z' bestimmt, von dem man - analog wie oben 
von z - erkennt, daB er Randteiler ist. Wir-behaupten: z' ist mit Z 
verschlungen. 

Beweis. Es ist 1 

tl(!!,m. (z', Z) = 1:1 tlm0', ~ y) = 1:1 tlm(:, Y', ~ v), 
tlm.,(!! (Z', z) = 1:1 tllll(? Y', z) = 1:1 tllll(~ Y, f, Y'), 

folglich (§ 1, Nr. 6, Dualitatsformel) 

tl@,lll. (z', Z) = ±tlm.,(!! (Z', z) =F o. 
Damit ist E&,m. bewiesen. Die Existenzsatze E(!l,lll. und E&,m. er

geben sich dann analog wie fruher. 
12. Die Abwesenheit r-dimensionaler Torsion mit r:> n - 2 im Rn. 

Zum SchluB ziehen wir eine wichtige Folgerung aus dem Satz E(!I m : 
Sa tz. Ein krummes Polyeder im Rn besitzt tilr r ~ n - 2 k~i~e 

1'-dimensionale Torsion 2. 

Beweis. Das krumme Polyeder Q eRn besitze r-dimensionale 
Torsion; dann gibt es in Q einen (r + 1)-dimensionalen Zyklus Z zweiter 
Art in bezug auf ffil (Kap. V, § 3, Nr. 6). Folglich gibt es nach E(!l,m. 
in Rn - Q einen mit Z verschlungenen (n - r - 2)-dimensionalen Rand
teiler; dieser ist cp 0, und daher ist n -r- 2 > 0, also 1'<n - 2, 
W.z. b.w. 

Korollar. ]edes irreduzible (krumme) (n -1)-dimensionale Polyeder 
im Rn hat den natilrlichen Modul 3 Null. ]ede geschlossene (n-1)-dimen
sionale (krumme) Pseudomannigtaltigkeit im Rn ist orientierbar. 

§ 4. Der Alexandersche Dualitatssatz. 

1. Formulierung und Beweis des Satzes. Der Satz handelt von 
einem krummen Polyeder Q c Rn und von dessen Komplementar
menge. Wir zerlegen ihn in drei Teile: 

(2) 

1. Der Dualitlitssatz tilr die Bettischen Zahlen: 

I { P' (Q) = pn-T-l (Rn - Q) 
pn-l (Q) = PO(Rn - Q) - 1. 

II. Der Dualitlitssatz tilr die Torsionsgruppen: 

tilr r =F n - 1,4 

1 Die Bezeichnungen o,a,@, o@,3 sind im § 1, Nr. 10, eingefiihrt worden. 
om ist die Verschlingungszahl in bezug auf ffi; offenbar ist Om=Om,@=O(!l,m. 

2 Vgl. Kap. X, § 1, Nr. 10; der Satz ist noch einmal in Formel (2) des fol
genden § 4 enthalten. 

3 Kap. VII, § 1, Nr. 5. 
4 Bettische Zahlen und Gruppen negativer Dimension sind Null bzw. die 

NuUgruppe. 
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Der Dualitiitssatz modulo m: 

III { B~m (Q) ~ Ba,-;-l (Rn - Q) 
Ba,-".l (Q) ~ B~m (Rn _ Q).1 

fur r =l= n - 1,(30) 

Den Aussagen I konnen wir2 auch die folgende Gestalt geben: 

( 1') 

(4~) 

I' { BiR (Q) ~ Bm-r - 1 (Rn - Q) fur r =l= n - 1, 
Bm-1 (Q) ~ Bllf (Rn - Q); 

oder auch die folgende Gestalt: 

(1") I"{ B~,lldQ) ~ Ba,~m-l(Rn - Q) 
(1~) Ba,~~(Q) ~ B~lJl(Rn - Q). 

fur r =l= n - 1 , 

** Da ferner die Gruppen yr-l (Q) und BiR, (Q) isomorph sind (Kap. V, 
§ 3, Nr. 6), ist (2) gleichbedeutend mit 

** (2') II' BiR, (Q) ~ yn-r-l (Rn - Q). 

Wir werden den Alexanderschen Dualitatssatz in den Formen I", 
II', III beweisen. 

Beweis. Die behauptete Isomorphie wird sich in jedem Fall dar
aus ergeben, daB die beiden zu vergleichenden Gruppen ein "duales 
Gruppenpaar" im Sinne der algebraischenDualitatssatze von PONTRJ AGIN 
(Anhang I, Nr. 64-66) bilden, wenn man die Bildung derVerschlingungs
zahlen als Gruppenmultiplikation auffaBt. Wir verstehen unter A die 
auf der linken Seite einer der Formeln I", II', III, unter B die in der
selben Formel rechts stehende Gruppe. 

1m Fane I" ist A eine freie Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden; 
jedem Paar von Elementen x c A, y c B wird die ganzzahlige Ver
schlingungszahl b (y, x) zugeordnet; b (y, x) hat die fUr die Giiltig
keit des 1. algebraischen Dualitii.tssatzes 3 notwendigen Eigenschaften: 
erstens ist sie distributiv, und zweitens gibt es zu jedem Xo =l= 0 ein y 
mit b (y, xo) =l= 0 und zu jedem Yo =l= 0 ein x mit b (Yo, x) =l= 0 - das ist 
gerade der Inhalt der Existenzsatze Eo und E~. Mithin sind A und B 
dual, also isomorph. ' 

1m Fane II' ist A eine endliche Gruppe; die Verschlingungszahl 
bG), lJl, (y, x) ist fUr jedes Elementenpaar x c A, y c B definiert (vgl. 
§ 1, Nr. 10); sie ist Element von ffi1 • Hier ist der 2. algebraische 
Dualitatssatz anwendbar: dies folgt aus der Distributivitat von 
b~, lJl, (y, x) und aus den Existenzsatzen EG), lJl, und Em" G)' 

1m Fane III ist A eine endliche Gruppe, deren Elemente Ordnungen 
haben, die Teiler von m sind. DaB die Verschlingungszahl modm 
b (y, x) eine Gruppenmultiplikation ist, welche die Voraussetzungen des 

1 Definition von BOO: Kap. V, § 1, Nr.5. 
2 Auf Grund von Kap. V, § 2, Nr. 10 und § 1, Nr. 5. 
3 Die in Anh. I, Nr. 66 mit lX, fl, y bezeichneten Fil.lle nennen wir den 1., 

2., bzw. 3. algebraischen Dualitil.tssatz. 
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3. algebraischen Dualitatssatzes erfiillt, ergibt sich aus den Existenz
satzen Em und E~; 

Damit ist der Alexandersche Dualitatssatz in allen drei Teilen be
wiesen. 

Korollar. Die Bettischen Zahlen von R n - Q sind endlich. Die 
Torsionsgruppen und die Bettischen Gruppen mod m von R n - Q sind 
endliche Gruppen. 

2. Die ganzzahligen Bettischen Gruppen von Rn - Q. Wir be
haupten, daB die Strukturen dieser Gruppen durch die folgenden For
meln bestimmt sind: 

IV { B®,m(Q) + rr-1(Q) ~ B@-"-l(Rn - Q) 

BQi~~(Q) + @ ~ B~ (Rn - Q). 

fur r + n - 1, 

Beweis. Die Formel (40) ist mit Riicksicht auf Kap. V, § 1, Nr. 5 
bereits in der Formel (1~) enthalten. Es sei also r of: n - 1. Nach 
Kap. V, § 2, Nr. 3 istl 

(5) B n - r- 1 1,,,-,.-1 _ B,,-r-1 B,,-r-l 
<!l - - 0 ~ <!l,m • 

Nun folgt aus (2) und (1"), daB T,,-,.-l und B@~m-1 Gruppen mit end
lich-vielen Erzeugenden sind; daher ist nach (5) und Nr. 38 des An
hanges lauch B@-r-1 eine Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden. 
Foiglich ist (Anhang I, Nr. 43) eine direkte Summendarstellung 

(6) B@-r-l = T',-r-l + U 

gfiltig, und hierbei ist (Anhang I, Nr. 15) 

(7) 

Aus (6), (2), (7), (5), (1") ergibt sich (4). 
Korollar I. Die Gruppen B@(Rn - Q) sind Gruppen mit endlich

vielen Erzeugenden. 
Korollar II. Sind Q und Q' zwei Polyeder im R n, die miteinander 

homologie-iiquivalent in bezug auf @ sind, so sind auch die Komple
mente R n - Q und R n - Q' miteinander homologie-iiquivalent in bezug 
auf @. Die Voraussetzung ist insbesondere erfullt, wenn Q und Q' 
homoomorph sind 2. 

3. Duale Basen. Wir werden jetzt dadurch, daB wir die "Verschar
fungen" der Satze Em und Em (§ 3, Nr. 6 und Nr. 9) heranziehen, die 
Dualitat zwischen den Bettischen Gruppen von Q und denen von R" - Q 
noch klarer in Evidenz setzen. Den in Nr. 1 gegebenen Beweis des 
Dualitatssatzes werden wir iibrigens nicht benutzen. 

1 Alle Bettischen und Torsionsgruppen in diesem Beweise sind diejenigeu 
von Rn_Q. 

2 Das analoge Korollar gilt, wie aus dem Teil III des Alexanderschen Duali
tatssatzes unmittelbar folgt, fur die Koeffizientenbereiche ®m., m?: 2. 
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Satz I (Verscharfung des Teiles I des Dualitatssatzes). 
Die Z yklen Z l' Z 2' ... , Z p m6gen eine beliebige r-dimensionale H omo
logiebasis mod 0 in Q bilden, und Z;, , Z; , ... ,Z~ seien die gemii{J der Ver
schiirfung von E?J( existie-
renden Zyklen in Rn_Q. e 
Dann bilden die Zi eine 
H omologiebasis mod 0 1n 

Rn - Q. Dabei sei 

r~n - 2.1 

Beweis. Es sei Z' ein 
beliebiger ganzzahliger 
s-dimensionaler Zyklus in 
Rn - Q, r + s = n - 1 . 
Dann ist 

Abb.36. 

b({Z' -l)(Z', Zj)Zj}, Zi) = 0 
j 

fUr i = 1, 2, .. . ,p. Da der Zyklus Z' -~tJ(Z',Zj)Zi somit mit 
j 

keinem Basiselement Zi verschlungen ist, ist er uberhaupt mit keinem 
Zyklus aus Q verschlungen; da seine Dimension s > 1 ist, ist er be
randungsfahig; aus dem Korollar zum Satz Em folgt daher, daB er in 
bezug auf ffi berandet, d . h. 

Z' <Xl L tJ (Z', Zj) Zi (in bezug auf ffi). 

Somit erzeugen die Homologieklassen der Zi die Gruppe B~ (Rn - Q) . 
Fur den Beweis, daB die Zi eine Basis bilden, ist noch zu zeigen : Aus 

(in bezug auf ffi) 

folgt ai = 0 fUr alle i. Dies ergibt sich aber daraus, daB 

b(L~Zj, Zi) = ai 
i 

ist. 
Satz II (Verscharfung des Teiles III des Dualitatssatzes). 

DieZyklen Zl' Z2'" .,Zq m6gen eine beliebige r-dimensionale Homo
logiebasis mod m in Q bilden, ihre Ordnungen seien m1 , m2, ... , mq: 
ferner seien z;" Z~, ... , Z~ die gemii{J der Verschiirfung von Em existie
renden Zyklen in Rn - Q. Dann hat auch Zi die Ordnung mi , und die Z; 
bilden eine Homologiebasis mod m in Rn - Q (r <: n - 2). 

Beweis. Wir zeigen zuerst, daB Zi die Ordnung m i hat: Da der 
Zyklus miZi nichtnur mit Zj fur j {: i, sondern infolge b (Zi, Zi)=tm(mimi) 
auch mit Zi die Verschlingungszahl 0 hat, ist er mit keinem Zyklus 

1 In Abb. 35 bilden demnach z~, z~ eine Basis in R3 - Q; daB in der Tat 
z. B. der in Abb. 36 gezeichnete Zyklus Z' einer linearen Verbindung von z~, z; 
homolog ist, wird durch Abb. 36 illustriert (Z' "'" Z~ + Z~). 
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von Q verschlungen, also ist er =0 in Rn - Q nach E;"; ist andererseits 
a Zi = 0, so ist '0 (aZi, Zi) = tm (am/mi) = 0, d. h. am/m. durch m, und 
a durch mi teilbar. 

Jetzt beweisen wir, daB die Homologieklassen der Zi die Gruppe 
B~m (Rn - Q) erzeugen: Z' sei ein beliebiger s-dimensionaler Zyklus in 
Rn - Q, und es sei l:> (Z', Zi) = tm (ai ); da Zi die Ordnung mi hat, ist 
m,tm(ai ) = 0, d. h. mia' = mbi mit ganzem bi. Nun ist 

b({Z' -1:tm(bi)Zj}, Zi) = tm(a' - bl~) = 0 
j m, 

fiir i = 1,2, ... , q. Daher folgt aus E;", daB 

. Z' = ~tmW)Zi in Rn - Q 
1st. . i 

Fiir den Beweis, daB die Zj eine Basis bilden, ist noch zu zeigen: Aus 

1:tm(ci)Zj ex> 0 in Rn - Q 
folgt ci = midi mit ganzem di . Dies ergibt sich aber aus 

.•• .-... j' . j 
b(,.:;.,tm(C )Zi' Zi) = tm(c'm mi), 

da tm (cimjmi) = 0 gleichbedeutend mit ci = midi ist. 
Bemerkung. Die Beschrankung r -< n - 2, die wir den beiden 

soeben bewiesenen Satzen auferlegt haben, ist nicht wesentlich: die 
Satze behalten samt den Beweisen auch fiir r = n - 1 ihre GiiItigkeit, 
wenn man nur die Behauptung so ausspricht: Die Z yklen Zi bilden 
eine Homologiebasis tur die berandungstiihigen Zyklen in Rn - Q [ihre 
Homologieklassen also im Fall r = n - 1 eine Basis von B~o (Rn - Q) 
bzw. BQfm (Rn - Q)]. 

Eine analoge Verscharfung des Teiles II des Dualitatssatzes aufzu
stellen, iiberlassen wir dem Leser (man vgl. den kleingedruckten Ab
schnitt in § 3, Nr. 10). 

4. Die (n - 1)-dimensionalen Polyeder im R". Der Jordan
Brouwersche Satz. Aus jeder der Formeln (10) und (30) - letztere 
mit beliebigem m - in Nr. 1 laBt sich der folgende Satz ablesen: 

Spezieller 1 Zerlegungssatz. 1st Q ein krummes Polyeder im R", 
so besteht Rn - Q aus 1 + pn-l(Q) Komponenten. 

Wir gelangen jetzt auch leicht zum 
Jordan-Brouwerschen Satz (allgemeine Fassung)2. Jedes ein

tach geschlossene (n -1)-dimensionale krumme Polyeder Q des Rn ist 
eine reguliire Gebietsgrenze, d. h.: Q zerlegt den Rn in genau zwei Gebiete 
und ist mit der Begrenzung jedes der beiden Gebiete identisch. 

Beweis. DaB die Anzahl der Gebiete zwei ist, ist in dem (speziellen) 
Zerlegungssatz enthalten. Urn zu zeigen, daB Q mit der Grenze jedes 
Gebietes identisch ist, geniigt es, wie im Kap. X, § 2, Satz I' (2. Teil 
des Beweises) , gezeigt wurde, zu beweisen, daB keine echteTeilmengeF' 
von Q den Rn zerlegt. Nun ist aber jede echte Teilmenge F' ,Von Q' in 

1 1m Gegensatz zu dem allgemeinen Satz des Kap. X. 2 Kap. X, § 2, Satz V. 
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einem echten Teilpolyeder Q' von Q enthalten (das aus Simplexen 
einer hinreichend feinen Simplizialzerlegung von Q besteht); da Q ein
fach geschlossen ist, ist pn-l(Q') = 0, folglich zerlegt Q' den Rn nicht, 
und hieraus folgt leicht, daB auch F' den Rn nicht zerlegt. 

Als Zusatz heben wir die folgende, schon im § 3, Nr. 12, bewiesene 
Tatsache hervor: 

] edes irreduzibel geschlassene (n -1)-dimensianale" krumme Palyeder 
des Rn ist einfach geschlassen (d. h. sein naturlicher Madul ist Null). 

Neben diesen Satzen, die aIle schon im Kap. X bewiesen worden sind, 
HiBt sich auch die Gebietsinvarianz (Satz IX aus Kap. X, § 2) leicht 
im Rahmen der Satze des gegenwartigen Paragraphen beweisen 1 •. -

SchlieBlich betrachten wir noch die "Ordnungen" (§ 2, Nr.4) der 
beiden Gebiete, in welche der Rn durch ein einfach geschlossenes Poly
eder Q zerlegt wird. Von diesen Gebieten ist eines unbeschrankt - wir 
nennen es das "AuBengebiet" Ga -, das andere beschrankt - es heiBt 
das "Innengebiet" Gi • Der irreduzible (n -1 )-dimensionale Zyklus, 
der Q zugrunde liegt, sei Z, also Q = Z. Dann ist die Ordnung 2 

b (Z, Ga) = 0; denn definitionsgemaB ist b (Z, Ga) = b (Z, aa) fiir jeden 
Punkt aa eGa; nun kann man aa auBerhalb eines Simplexes annehmen, 
das Q im Innern entha1t; dann sieht man, daB Z", 0 in Rn - aa' also 
b (Z, aa) = 0 ist. Nun bestimmen wir die Ordnung IX = b (Z, Gi ); ai sei 
ein fester Punkt von Gi (mit positivem Zeichen); nach der Verschar
fung von Em (§ 3, Nr. 6) gibt es einen nuIldimensionalen Zyklus Z' 
mit b (Z', Z) = 1 in Rn - Q. Es ist Z' "'" aai + baa in Rn - Q, also 
1 = b (Z', Z) = a· IX, und folglich IX = ±1. Damit haben wir den 
folgenden Satz bewiesen: 

Sa tz III. Es sei Zein (n -1)-dimensianaler irreduzibler krummer 
Zyklus im Rn. Dann hat das Auf3engebiet Ga von Z in bezug auf Z die 
Ordnung b (Z, Ga) = 0, das Innengebiet Gi die Ordnung b (Z, Gi ) = ± 1. 

5. Irreduzibel geschlossene Polyeder. Die Invarianz der Ver
schlingungszahl. Die irreduzibel geschlossenen Polyeder (Kap. VII, § 1; 
Kap. VIII, § 4, Nr. 7) verdienen auch innerhalb der Verschlingungs
theorie besondere Beachtung. Es bezeichne im folgenden Z einen 
.r-dimensionalen irreduziblen Zyklus; sein natiirlicher Koeffizienten
bereich sei ®m' wobei m = 0 oder m 2: 2 und stets ®o = ® zu setzen 
ist; Z = Q sei ein krummes Polyeder im Rn. 

Zunachst ergibt sich leicht _ 
Satz IV. In R n - Z gibt es einen Zyklus Z{ mit b(Z{, Z) = 1 (in 

bezug aUf ®m); die Hamalagieklasse t;{ iedes salchen Zyklus Z{ erzeugt 
die Gruppe B@m(Rn - Z); es ist B@m (Rn - Z) ~ ®m. 

Dies gilt fur s 01= 0; fur s = 0 hat man B~m durch ~om zu ersetzen. 

1 Ein solcher Beweis wird in Nr. 9 des "Anhanges" zu dem gegenwartigen 
Kapitel dargestellt. 

2 Vgl. § 2, Nr. 4. 
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Beweis. Da Z eine Homologiebasis in Z bildet, ergibt sich die Exi
stenz von Z{ und die Gleichung b (Z{, Z) = 1 aus den Verscharfungen 
der Satze Em und Em (§ 3) [bei der Anwendung der Verscharfung von 
Em hat man zu beachten, daB (in der dortigen Bezeichnung) m1 = m istJ. 
DaB B@m (Rn - Z) I'll:! @m ist, folgt aus den Teilen III (Nr. 1) und IV 
(Nr. 2) des Dualitatssatzes1• DaB C{ die Gruppe B@m (Rn - Z) erzeugF, 
ergibt sich im Fall m :> 2 unmittelbar aus Satz II; im Falle m = 0 
bildet Z{ nach Satz I eine Homologiebasis mod 0 in Rn - Z; da aber 
in diesem Fall B@(Rn - Z) R:! @ ist, also Rn - Z keine s-dimensionale 
Torsion besitzt, also B@ = B@, mist, bildet Z{ sogar eine Homologie
basis in bezug auf @; das bedeutet: C{ erzeugt B@(Rn - Z). 

Damit ist der Satz IV bewiesen. -
Weiter muB die folgende Tatsache hervorgehoben werden: Fur jeden 

beliebigen Zyklus z c Rn gilt der Satz, daB jeder mit ihm verschlungene 
Zyklus cp ° in Rn - Z ist (§ 1, Satz IV; § 2, Satz IV'), jedoch ist dieser 
Satz im allgemeinen nicht umkehrbar - man vgl. § 1, Nr. 6, Abb.33 
und den Text zu dieser Abbildung; fUr irreduzible Zyklen aber ist der 
Satz umkehrbar, d. h. es gilt 

Satz V. 1st Z irreduzibel und b(z', Z) = 0, so ist z' ex> 0 in Rn - Z. 
Beweis. 1st Z{ der im Satz IV auftretende Basiszyklus in Rn-Z, 

so ist z' ex> aZ{ in Rn - Z, also 0 = b(Z', Z) = a, d. h.: z' '" O. (Es 
ist immer der naturliche Koeffizientenbereich @m von Z zugrunde 
gelegt.) -

Die wesentliche Bedeutung der irreduzibel geschlossenen Polyeder 
fur die Verschlingungstheorie beruht darin, daB bei Beschrankung auf 
diese Polyeder der Verschlingungsbegriff einen in jeder Hinsicht topo
logisch invarianten Sinn erhalt: 

Es seien Q und Q' zwei zueinander fremde, irreduzibel geschlossene, 
krumme Polyeder im Rn; ihre Dimensionszahlen seien r und s, r + s 
= n - 1; Q und Q' sollen den gleichen naturlichen Modul m, m = 0 
oder m:> 2 besitzen. Sind K, K' (krumme) Simplizialzerlegungen von 
Q bzw. Q' und bezeichnen Z, Z' irreduzible Zyklen mit !Z! = K, 
!Z'! = K', so sind Z, Z' bis auf Faktoren, we1che Einheiten des Rin
ges @m sind, eindeutig durchK bzw. K' bestimmt (Kap. VII, § 1, Nr. 5); 
die Homologieklassen von Z und Z' in Q bzw. Q' sind daher bis auf die 
genannten Faktoren eindeutig durch Q bzw. Q' bestimmt. Foiglich ist 
auch die Verschlingungszahl b (Z', Z) bisauf einen Faktor der genannten 
Art eindeutig durch das Polyederpaar Q, Q' bestimmt2; wir nennen sie 

1 1m Fall s = 0 ist immer BOO an die Stelle von BO zu setzen. 
2 b (Z', Z) ist also im Fall m = 0 bis auf das Vorzeichen, im Fall m = 2 voll

standig bestimmt; fur jedes mist die Tatsache, daB b (Z', Z) t 0 bzw. = 0 ist, 
unabhangig von dem unbestimmten Faktor. 1st m Primzahl, so ist jedes von 
Null verschiedene Element von @m Einheit, also kann man dann nur die beiden 
FaIle b (Z', Z) of 0 und b (Z', Z) = 0 unterscheiden. 
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die Verschlingungszahl der irreduziblen Polyeder Q und Q' und be
zeichnen sie mit b (Q, Q'). 

Wir diirfen also sagen: 
Fur zwei zueinander fremde, krumme Polyeder Q, Q' der Dimensions

zahlen r, s mit r + s = n - 1 im Rn, welche irreduzibel geschlossen sind 
und den gleichen naturlichen Modul m, m = 0 oder m::> 2, besitzen, ist 
die Verschlingungszahl b (Q', Q) erkliirt; sie ist ein Element des Ringes @m 

und eindeutig bis aUf einen Faktor bestimmt, der eine Einheit aus @m ist 
(vgl. FuBnote 2 auf S. 446) .. 

Q und Q' heifJen miteinander verschlungen oder unverschlungen, je 
nachdem b (Q', Q) of 0 oder b (Q', Q) = 0 ist. 

Die Verschlingungszahl b (Q', Q) hangt nicht von speziellen Simplizial
zerlegungen von Q und Q' ab; vielmehr driickt sie eine Eigenschaft eines 
Paares von Polyedern, also von speziellen Punktmengen, aus, und zwar 
bezieht sich diese Eigenschaft auf die gegenseitige Lage von Q und Q' 
im Rn; daB dies eine topologisch invariante Lageeigenschaft ist, lehrt der 

Satz VI (Satz von der Invarianz der Verschlingungszahl). 
Die Polyeder Q und Q' des Rn mogen dieselben VOratlSsetzungen wie 
bisher erfullen; ferner sei f eine topologische Abbildung des Rn auf 
einen zweiten Euklidischen Raum R? Dann ist 

b (f(Q') , f(Q)) = e· b (Q', Q), 

wobei e eine Einheit des Ringes @m ist1 • 

Beweis. Es seien Z, Z' irreduzible Zyklen mit Z = Q, Z' = Q'. 
Nach dem Satz IV gibt es Zyklen Y', Y{ in Rn - Q bzw. R~ - f(Q) mit 

(8) b(Y',Z)=1, (81) b(Y{,/(Z))=1, 

und die Homologieklassen dieser Zyklen erzeugen die Gruppen 
B@m (Rn - Q) bzw. B@m (R~ - I(Q)). Daher gelten Homologien in 
bezug auf @m 

(9) f (Y') C'V e Y{ in R? - I (Q), 

wobei e, e1 Elemente von @m sind. Ubt man 1-1 auf (9) aus, so folgt 
mit Hilfe von (91) 

Y' "'" eel Y' in Rn - Q, 

also, da die Homologieklasse von Y' die Gruppe B@m (Rn - Q) erzeugt, 

eel = 1. 

Folglich ist e eine Einheit aus @m' 

Der Zyklus Z' erfiillt eine Homologie 

(10) Z' <XJ C Y' in Rn - Q, 

1 Man beachte: 1m Fall m = 0 ist e = ±1, im Fall m =:2 ist e = T2 (1). 
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und aus (8) folgt, daB hierin 

(10') c = b (Z', Z) 

ist. Aus (10), (10'), (9) ergibt sich 

I (Z') ex> b (Z', Z) . e· Y{ in Ri - f(Q), 

und mit Hilfe von (81) folgt daher 

b(f(Z'), I(Z)) = e· b(Z', Z). 

Damit ist der Satz bewiesen. 
Korollar. Die Polyeder I(Q), I(Q') sind dann und nur dann mit

einander verschlungen, wenn Q, Q' miteinander verschlungen sind1• 

Bemerkung. Die Verschlingungszahl zweier irreduzibel geschlosse
ner Polyeder Q, Q' laBt sich auch erklaren, wenn Q einen natiirlichen 
Modul m:::> 2, Q' den natiirlichen Modul 0 hat: Man setzt b (Q', Q) 
= b (tm (Z') , Z), wobei Z' ein ganzzahliger irreduzibler Zyklus mit 
Z' = Q', Zein irreduzibler Zyklus mod m mit Z = Q ist und b die 
Verschlingungszahl in bezug auf @m bezeichnet. - Man iiber~euge 

sich davon, daB aile Ausfiihrungen dieser Nummer, die sich auf b (Q', Q) 
beziehen, bei dieser neuen Definition ihre Giiltigkeit behalten. -

6. Weitere spezielle Polyeder. Es sei pr (Q) = 0 und p-1 (Q) die 
Nullgruppe. Dann ist auch B@m(Q) ffir jedes m die Nullgruppe (Kap. V, 
§ 4, Nr.6, Korollar). Aus den Satzen Eo und E~ folgt, daB in Rn_Q 
jeder berandungsfahige s-dimensionale Zyklus berandet, wenn man als 
Koeffizientenbereich @ oder einen @m zugrunde legt. Es gilt aber sogar 

Satz VII. 1st Q eRn, pr(Q) = 0, P-1(Q) die Nullgruppe, so be
randet in Rn - Q jeder (berandungsliihige) s-dimensionale Zyklus z' jedes 
beliebigen Koetfizientenbereiches 3 (es ist wie immer r + s = n - 1). 

Beweis. 1st s = 0, also r = n - 1, so folgt aus (10) in Nr. 1, daB 
Rn - Q zusammenhangend, die Behauptung also richtig ist. Es sei 
s:::> 1, also jeder s-dimensionale Zyklus berandungsfahig. Nach Kap. V, 
§ 4, Nr. 3, ist 2 z' = LSi Zi + L tj yj' wobei Si, t' c 3, Zi ganzzahlige 
Zyklen des Komplexes K = I z' I, Yj ganzzahlige Komplexe von K mit 
Yj = IA-1 (Ij ganz, zj-1 ganzzahlig) sind und Ijt' = ° ist. Wie wir so
eben (am Anfang dieser Nummer) sahen, ist Zi ex> 0 in Rn - Q, also 
Z. = Gi mit ganzzahligem Ci C Rn - Q; da femer "CfJ (Yj) Zyklus mod/j 
ist, ist, wie wir ebenfalls soeben sahen, t" (Yj) ex> ° in Rn - Q, also 
tfJ (Yj) = tlJ (Dj) mit ganzzahligem Dj c R n - Q, d. h.: Yj = Dj + IjEj • 

Es folgt 

1 Dies kann man auch leicht aus dem Satz V folgern. 
2 Wir benutzen die Bezeichnungen aus Kap. V, a. a. 0.; da wir den s-dimen

sionalen Zyklus z' in dem s-dimensionalen Komplex I z' I = K betrachten, tre
ten die dort eingefiihrten Zyklen Zj und Ui nicht auf. 
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Bemerkung. Die Umkehrung des Satzes VII folgt unmittelbar 
aus den Satzen Eo und Em' 

Aufgabe. Man beweise den 
Sat z VIII. U nter allen r-dimensionalen Polyedern des Rn sind die irreduzibel 

geschlossenen durch die folgenden beiden Eigenschaften ausgezeichnet: 1) In R n - Q 
gibt es einen nicht berandenden (berandungsfahigen) s-dimensionalen Zyklus z' 
eines gewissen Koeffizientenbereiches; 2) fur keinen echten Teilkomplex Q' von Q 
gibt es in R n - Q' einen solchen Zyklus z' (irgendeines Koeffizientenbereiches). 

7. Allgemeine Bemerkungen iiber Eigenschaften der Lage. Der 
Alexandersche Dualitatssatz gehort zweifellos zu den wichtigsten topo
logischen Entdeckungen der letzten Jahrzehnte; alles, was wir iiber die 
Lageeigenschaften von Polyedern und abgeschlossenen Mengen der 
mehrdimensionalen Raume wissen, fiihrt direkt oder indirekt zu diesem 
Satz. Die Lageeigenschaften einer Menge.F in einem Raume R sind 
ja in erster Linie die gestaltlichen Eigenschaften des Komplementar
raumes R - F, und der Dualitatssatz lehrt uns fUr ein Polyeder im 
Euklidischen Raume diese Eigenschaften zu bestimmen, soweit sie sich 
durch Bettische Zahlen und Torsionsgruppen ausdriicken lassen. 

Andererseits aber zeigt der Satz, daB die Untersuchung gerade dieser 
genannten Lageeigenschaften bei der wichtigsten Aufgabe versagen 
muB: man soll die Verschiedenheit zweier Lagen feststellen. Wir wer
den von zwei miteinander homoomorphen Mengen Fund F' in einem 
Raume R sagen, daB sie "gleiche topologische Lage" haben, wenn 
man R topologisch so auf sich abbilden kann, daB F in F' iibergeht; 
andernfalls sind die beiden Lagen voneinander verschieden. Die Auf
gabe besteht in der Angabe von Eigenschaften, durch welche sich F 
und F', wenn sie verschiedene Lage haben, voneinander unterscheiden. 
Der Alexandersche Dualitatssatz zeigt: die Homologieeigenschaften des 
Komplementarraumes des Polyeders Q im Rn sind hierfiir ungeeignet. 
Denn aus dem Alexanderschen Dualitatssatz folgt ja die Homologie
aquivalenz der Komplementarmengen Rn - Q und Rn - Q' homoomor
pher Polyeder Q und Q' (vgl. Nr.2, Korollar II), obwohl, wie man 
weiB, Rn - Q und Rn - Q' nicht homoomorph zu sein brauchen. 

Das sich damit eroffnende Problem ist nur in einem einzigen Fall 
systematisch in Angriff genommen worden: in der Knotentheorie unter
sucht man die Lage eines einfach geschlossenen Polygons im R3 da
durch, daB man in erster Linie die "H omotopie" -Eigenschaften der 
AuBenraume der Knoten studiert, urn Unterscheidungsmerkmale zwi
schen verschiedenen Knoten zu erhalten. Aber von abgeschlossenen 
Resultaten ist man auch hier weit entfernt. 

VerlaBt man den polygonalen Fall, fragt man also z.B. nach den Lage
eigenschaften einer beliebigen krummen Linie im dreidimensionalen 
Raume, so muB man, gewarnt durch die von ANTOINE entdeckten Bei
spiele, auf Uberraschungen gefaBt sein. Begibt man sich gar in~ehr 
Dimensionen, so gerat man in ein Gebiet, das heute noch vollig dunkel ist. 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 29 
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Anhang zum elf ten Kapitel. 

Der Lebesgue-Alexandersche Beweis des speziellen 
J ordan-Brouwerschen Satzes. 

1. Die folgenden beiden Zerlegungssatze sollen - nach den Beweisen 
III den Kapiteln X und XI - hier zum dritten Male bewiesen werden: 

Satz I. Durch das aut der Sphiire sn gelegene topologische Bild E' 
eines r-dimensionalen Simplexes wird die sn nicht zerlegt (r beliebig). 

Satz II (Spezieller J ordan-Brouwerscher Satz). Durch das 
auf der Sphiire S" gelegene topologische Bild 1"-1 einer (n -1)-dimensio
nalen Sphiire wird die sn in genau zwei Gebiete zerlegt. 

Da die Sphare sn als Euklidischer Rn mit einem nicht auf E' bzw. 
J"-l gelegenen unendlich fernen Punkt aufgefaBt werden kann, sind 
hierin die entsprechenden Zerlegungssatze fUr den Rn enthalten (n >- 2). 

Der Beweis wird sich wesentlich von den beiden friiheren Beweisen 
unterscheiden. Er benutzt weder die Verschlingungs- oder Schnitt
methoden des gegenwartigen Kapitels noch die Methoden der Invarianz-. 
beweise, sondern an ihrer Stelle die "Additionssatze" der kombina
torischen Topologie (Kap. VII, § 2). Er hat einen ausgesprochen 
kombinatorischen Charakter, und erstaunlich ist das geringe MaB 
mengentheoretischer Uberlegungen, die er beni:itigt: sie sind vollstandig 
in einem ganz elementaren Hilfssatz enthalten (Nr. 3)1. 

Obwohl der Beweis, wie schon erwahnt, sich nicht auf die in diesem 
Kapitel bewiesenen Verschlingungssatze stiitzt, wird auch er - ahn
lich wie der Beweis im vorigen Paragraphen - die "Zerlegung" als 
Spezialfall der "Verschlingungen" deuten. Die Verkniipfung zwischen 
diesen beiden Begriffen wird aber jetzt noch enger als friiher: bei der 
Herleitung des Jordan-Brouwerschen Satzes als eines Spezialfalles des 
Alexanderschen Dualitatssatzes hatten wir uns von vornherein auf Ver
schlingungen zwischen nulldimensionalen und (n -1 )-dimensionalen 
Zyklen beschranken ki:innen; in dem Lebesgue-Alexanderschen Beweis 
aber ist der Zerlegungssatz das letzte Glied einer Kette von Verschlin
gungssatzen, die sich nicht nur auf das Dimensionenpaar 0, n - 1, 
sondern der Reihe nach auf die Paare n - 1 , 0; n - 2, 1 ; ... ; 0, n - 1 
beziehen2. 

2. Es sei immer K ein endlicher Euklidischer Komplex, G eine 
offene (echte oder unechte) Teilmenge von K. Unter einem "algebra
ischen Komplex in G" verstehen wir in diesem Anhang einen algebraischen 
Komplex C von K oder einer Unterteilung von K mit C c G. 

1 Fur das Verstandnis dicses Beweises ist daher nur die Kenntnis der Grund
begriffe der kombinatorischen Topologie einschlieBlich einiger Additionssatze, je
doch keinerlei Kenntnis von Invarianzsatzen, Approximationsmethodcn u. dgl. 
erforderlich. 

2 Vgl. die Erlauterungen in Nr. 8. 
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Den Begriff der "Homologie in C" definieren wir - im Gegensatz 
zu allen anderen Teilen des Buches - hier folgendermaBen: Es sei z 
ein Zyklus in C; dann bedeutet die Aussage "z '" ° in C" die Existenz 
eines Komplexes C in C mit C = z', wobei z' Zyklus in C und U nterteilung 
von z ist (die nattirlich auch mit z identisch sein darf). Die Aussage 
"ZI "'" Z2 in C" fUr zwei Zyklen ZI' Z2 in C bedeutet die Existenz eines 

Komplexes C in C mit C = z{ - z~, wobei z{, z~ Zyklen in C und 
Unterteilungen von ZI' Z2 sind. 

Man beweist leicht die Gultigkeit des transitiven Gesetzes: "Aus 
ZI (Xl Z2 und Z2 '" Z3 folgt Zl c'" Z3'" Daraus ergibt sich, daB auch dieser 
Homologiebegriff eine Einteilung der Menge aller Zyklen in "Homologie
klassen" bewirktl. 

Fur diese Homologieklassen erkHirt man die Addi tion folgendermaBen : 
Sind ZI' Z2 Zyklen aus den Homologieklassen C1 , C2 , so ist CI + C2 

diejenige Homologieklasse, in welcher sich ein Zyklus z; + z~ befindet, 
wobei z{, z~ Unterteilungen von Zl' Z2 sind; man uberzeugt sich leicht 
davon, daB CI + C2 durch C1 und C2 eindeutig bestimmt ist. Offenbar 
bilden die Homologieklassen in bezug auf diese Addition eine Gruppe. 
Wir nennen die sich so ergebenden Gruppen B' (C). Es ist klar, daB 
die damit definierte Gruppe BT (R) mit der in der fruheren Weise er
kHirten Bettischen Gruppe B' (K) isomorph isP. 

Dies gilt fur jeden Koeffizientenbereich 0. Dessen Wahl ist fUr 
das F olgende gleichgultig 3. 

3. Ein Hilfssatz. Es seien CI , C2 zwei offene Mengen von R. Wir 
betrachten nur noch Komplexe und Zyklen in CI + C2 • DaB ein Kom
plex ein Komplex in C1 oder C2 ist, deuten wir durch den unteren 
Index 1 bzw. 2 an (C1 , C2 , ZI' ... ); ist er Komplex in C1 • C2 , so erhiiJt 
er den Doppelindex 12 (vgl. Kap. VII, § 2, Nr. 1). 

Hilfssa tz. Zu jedem algebraischen Komplex C in C1 + C2 gibt es 
eine Unterteil1fng C, die sich als Summe C = Cl + C2 darstellen 
liifJt. 

Beweis. Es sei FI = R - CI , F2 = R - C2 ; da C c CI + C2 ist, 
ist C· Fl' F2 = 0, also e (C· F l , F 2) = a > 0. Unter I C I verstehen wir 
die durch eine Unterteilung von K mit Simplexdurchmessern < a be
wirkte Unterteilung von I C I. Es bestehe I CII aus den zu Fl fremden 

1 Man sieht auch leicht: 1st z' eine Unterteilung von z, so ist z' "'" z in G. 
2 In dem fur uns wichtigen FaIle R = sn ist jede echte offene Teilmenge G 

von k einer offen en Menge des R n homoomorph. Dann ist, wie man ohne groBe 
Schwierigkeit zeigt, die so eben erkUirte Gruppe B' (G) mit der Bettischen Gruppe 
im fruheren Sinne (Kap. V, § 1, Nr. 1; Kap. IX, § 2, Nr. 10 und 11) isomorph. 

3 'Vill man den in diesem Anhang gegebenen Beweis der Siitze I und II ab ovo 
durchfuhren, und verzichtet man darauf, auBerdem noch moglichst allgemeine 
Satze zu erhalten, so empfiehlt sich der Koeffizientenbereich 0' = @2: man braucht 
die Hilfsmittel aus der kombinatorischen Topologie dann nur modulo 2, also 
ohne jede Vorzeichenbetrachtung, herzuleiten. 

29* 
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Simplexen von I C' I und deren Seiten, I Cs I aus den iibrigen Simplexen 
von 1 C' I. und deren Seiten; unter C1 und C2 sind die entsprechenden 
algebraischen Komplexe zu verstehen, in denen die Simplexe dieselben 
Koeffizienten haben wie in C'. Dann ist L1 • FI = 0, also LI c G1 ; 

ferner ist, da jedes Grundsimplex von C2 einen Punkt von L . FI ent
halt, L2 ' F2 = 0 (auf Grund der Definition von a), also L2 c G2 • 

4. Additionssatze. Es ist jetzt leicht, festzustellen, daB die Addi
tionssatze aus Kap. VII, § 2, sich von den dort betrachteten Kom
plexen auf unsere offenen Mengen G1 , G2 , G1 + G2 , G1 • G2 iibertragen 
lassen. Die einzigen Abanderungen haben darin zu bestehen, daB man 
zuweilen einen Komplex durch eine seiner Unterteilungen ersetzen muB. 
So definieren wir jetzt: Der Zyklus Z in G1 + G2 heiBt Summenzyklus, 
wenn er eine Unterteilung Z' mit Z' = ZI + Z2 besitzt; der Zyklus Z12 

in G1 • G2 heiSt Nahtzyklus, wenn es Komplexe C1 , C2 und eine Unter
teilung .42 von Z12 mit (;1 = (;2 =.42 gibt (dabei sind verabredungs
gemaB ZI' C1 in G1 und Z2' C2 in G2). Bei dieser Festsetzung und auf 
Grund unseres soeben bewiesenen Hilfssatzes (der den Hilfssatz aus 
Kap. VII, § 2, Nr.2 ersetzt), lassen sich nun samtliche friiher bewie
senen "Additionssatze" auf unseren Fall iibertragen; dabei sind natiir
lich alle Homologien und Bettischen Gruppen so zu verstehen, wie 
wir es in Nr. 2 erklart haben. Der Unterschied von dem friiheren 
Standpunkt besteht, kurz gesagt, darin, daB wir jetzt nicht mehr 
zwischen einem Komplex und seinen Unterteilungen unterscheiden 
- und zwar bezieht sich dies sowohl auf die Definition der Homologie, 
als auch auf den Hilfssatz, als auch auf die Summen- und Nahtzyklen. 

Die Durchfiihrung der Beweise der neuen Additionssatze ist eine 
Wiederholung der alten Beweise, die wir uns ersparen diiden. Von den 
Additionssatzen, zu denen man gelangt, werden wir nur die beiden 
folgenden benutzen - sie entsprechen dem Satz IV und einer Halfte 
des Satzes VIII aus Kap. VII. Nr. 2: 

1. Additionssatz. In G1 + G2 sei, tur ein gewisses r, jeder (r+1)
dimensionale Zyklus =0. 1st dann z12 ein Zyklus in G1 • G2 , der ""'0 
sowohl in G1 als auch in G2 ist, so ist z12 "'" 0 auch in G1 • G2 • 

2. Additionssatz. Es seien G1 und G2 ottene H-Simplexe 1, und 
G1 + G2 sei der Sphiire sr+l homologie-aquivalent 1. Dann ist G1 • G2 der 
Sphiire sr homologie-aquivalent. 

1 DaB die offene Menge G offenes H-Simplex ist, bedeutet: sie ist nicht 
leer, und jeder berandungsfahige Zyklus in Gist""" ° in G. DaB die offene Menge G 
der 'sphare sr homologie-aquivalent ist, bedeutet: 1) jeder s-dimensionale beran
dungsfahige Zyklus in G mit s < r ist =0 in G; 2) B~(G) ~ ~ fur r> 0, 
B;(G) ~ 3 + ~ fur r = O. Die Homologie-Aquivalenz mit einem Simplex oder 
einer Sphare braucht ubrigens nicht im Sinne der "vollstiindigen" Homologie
Aquivalenz, sondem nur in bezug auf den zugrunde gelegten Koeffizientenbereich:3 
verstanden zu werden. 



Der Lebesgue·.Alexandersche Beweis des Jordan-Brouwerschen Satzes. 453 

5. Zwei Eigenschaften der Sphare. Bisher war K beliebig; jetzt 
sei Keiner Simplizialzerlegung der Sphare sn isomorph (Kap. III, 
§ 4, Nr. 2), also etwa ein n-dimensionaler simplizialer Zellenrand 
(Kap. III, § 1, Nr. 2). Der Komplex K hat die beiden folgenden Eigen
schaften: 

A} Kist der Sphiire sn homologie-aquivalent. 
B} Fur ieden Funkt p c Kist die ottene Teilmenge K - P ein ottenes 

H-Simplex. 
Die Eigenschaft A ist bekannt (vgl. Kap. VI, § 2, Nr. 7). Wir deuten 

den leichten Beweis von Ban: K sei der Rand einer (n+1)-dimensio
nalen Zelle Q; z sei ein berandungsfahiger Zyklus in K - p; man kon
struiere einen in der Zelle Q gelegenen Kegel iiber z, auf welchem p 
nicht liegt; man projiziere den Kegel von einem derart gewahlten Punkt 
von Q aus auf K, daB die Projektion den Punkt p nicht enthalt; man 
nehme eine solche Unterteilung von K, daB sie eine Unterteilung der 
Projektion als Teilkomplex enthalt; der Rand der so untergeteilten 
Projektion ist eine Unterteilung von z; folglich ist z <Xl 0 in K - P . 1 

Bemerkung. Wir werden keine anderen Eigenschaften der Sphare 
benutzen als A und B. Die Satze I und II (und ihre spateren Ver
allgemeinerungen) gelten also nicht nur fUr die Sphare K = sn, sondern 
fUr jedes Polyeder K, welches die Eigenschaften A und B besitzt. 

6. Die r-dimensionalen Elemente auf der Sphare. Wir kommen zum 
Beweise des Satzes I, den wir jetzt verscharfen und genauer als Satz Ir 
bezeichnen (r > o): 

Sat z I r. 1st E' ein r-dimensionales Element - d. h. topologisches 
Bild eines r-dimensionalen Simplexes - aut der Sphiire K = sn, so ist 
die ottene Menge K - E' ein ottenes H -Simplex. 

Beweis durch vollstandige Induktion in bezug auf r (bei festem n): 
Der Satz 10 ist mit der Eigenschaft B identisch; der Satz I r_1 sei be
wiesen, und E' c K sei gegeben. 

Er konnen wir statt als topologisches Bild eines Simplexes auch als 
topologisches Bild eines r-dimensionalen Wiirfels W deuten, der im 
Euklidischen (Xl' x2, ••• , x,}-Raum durch 0 <:: Xj <:: 1 (i = 1, 2, ... , r) 
gegeben sei. Dem durch x, = t gegebenen (r-1}-dimensionalen Wiirfel 
in W entspricht ein (r-1}-dimensionales Element Ei-1, das Teil von E' 
ist. Dem durch tl <:: x,:=; t2 , tl < t2 , gegebenen Teilquader von Went
spricht ein r-dimensionales Teilelement E[,t. von E'. 

Zuerst zeigen wir, daB K - E' nicht leer ist: t sei ein fester Wert 
zwischen 0 und 1; dann ist E' = Eot + E[I; da es Punkte in Erl gibt, 
die nicht zu Eot gehoren, ist Go = K - E Ot nicht leer; ebenso ist 
G1 = K - Erl nicht leer; ware nun K - E' = Go' GI leer, so bestiinde 

1 Setzt man die einfachsten Invarianzslitze als bekannt voraus, so sind die 
Eigenschaften A und B vollig triviaL 
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Go + G1 = K - E;'-1 aus zwei Komponenten, was nicht der Fall ist, 
da diese Menge nach Satz 1'-1 ein offenes H-Simplex ist. 

Wir haben zu zeigen: z sei ein berandungsfahiger Zyklus in K - E'; 
dann ist z "'" 0 in K - E'. 

Es sei 0 <tl < t2 < ts < 1; falls z"", 0 sowohl in K - Et,t. als auch 
in K - E~t. ist, so ist z"", 0 auch in K - E;~t:; denn setzt man 
G1 = K - Et,t., G2 = K - Er,t., so ist G1 + G2 = K - Er,-1 nach 
Satz 1'_1 ein offenes H-Simplex; daher ist der 1. Additionssatz an
wendbar, und nach ihm ist z ex> 0 in G1 • G2 = K - Et,t •. Durch Wieder
holung dieser Dberlegung ergibt sich: 1st 0 = to < t1 < t2 < ... < tk = 1 , 
und ist z ex> 0 in K - E~ _ 1 t.I fur i = 1 , 2, . . ., k, so ist z "'" 0 in 
K - E'. Man hat also zur Vollendung unseres Beweises nur die tj so 
zu finden, daB z"", 0 in jedem K - E~_ttj ist. 

Nach Satz 1'_1 ist z ex> 0 in K - Er-1 fUr jedes t; es gibt also fUr 
jedes t einen von einer Unterteilung von z berandeten Komplex Ct 

mit Ct' Er-1 = 0; infolge der gleichmaBigen Stetigkeit der zwischen 
W und E' bestehenden topologischen Beziehung gibt es dann zu jedem 
t ein t enthaltendes, relativ zu der Strecke 01 offenes Intervall t' t", 
so daB fUr t' :::; a < b < t" auch E~b fremd zu Ct, daB also z "'" 0 auch 
inK - E~b ist. Da die abgeschlossene Strecke 01 mit diesen t't"-Inter
vallen vollstandig bedeckt ist, gibt es eine naturliche Zahl k so, daB jede 
t-Strecke von der Lange 11k ganz in einen t't"-Intervall enthalten ist. 
Dann haben die Zahlen tj = ilk mit i = 1, 2, ... , k die gewunschte 
Eigenschaft. 

Der Satz Ii' ist damit bewiesen. 
7. Krumme r-dimensionale Spharen auf der n-dimensionalen 

Sphare. Wir sprechen den Satz II in verallgemeinerter und verschiirfter 
Form aus und wenden die genauere Bezeichnung "Satz II," an: 

Sat z II.. Es sei sn = K die n-dimensionale Sphiire; ferner sei r 
eine aUf sn gelegene krumme r-dimensionale Sphiire - d. h. das topolo
gische Bild einer 5'. Dann ist K - r der (n - r - 1)-dimensionalen 
Sphiire homologie-iiquivalent. 

Bemerkung. Hierin ist der Satz II enthalten; denn fUr r = n - 1 
ist n - r - 1 = 0, die nulldimensionale Sphare ist ein Punktepaar, 
und jede mit dem Punktepaar homologie-aquivalente Menge besteht 
aus zwei Komponenten. 

Beweis durch vollstandige Induktion in bezug auf r: Es sei zuerst 
r = 0; dann ist rein Punktepaar PI' P2. Da nach der Eigenschaft B 
die Mengen G1 = K - PI und G2 = K - P2 offene H-Simplexe sind, da 
ferner G1 + G2 = K und da K nach der Eigenschaft A mit der sn homo
logie-aquivalent ist, folgt aus dem 2. Additionssatz: G1 • G2 = K - r 
ist der sn-1 homologie-aquivalent. 

Der Satz 11'_1 sei bewiesen, und r c K sei gegeben. r ist topo
logisches Bild einer Kugel 5'; einem ,,1\.quator" 5.- 1 von S· entspricht 



Der Lebesgue-Alexandersche Beweis des Jordan-Brouwerschen Satzes. 455 

eine r-l, die Tei! von r ist. Die von S·-1 begrenzten r-dimensionalen 
Halbkugeln sind Elemente (denn man kann jede von ihnen eineindeutig 
auf die von S·-1 in der Aquatorebene begrenzte r-dimensionale Vol1-
kugel projizieren); diesen Halbkugeln entsprechen also in r zwei Ele
mente Er, E~. Setzen wir G1 = K - E1, G2 = K - E~, so ist G1 + G2 

= K - r-l, G1 • G2 = K - r. Nach dem Satz I. sind G1 und G2 

offene H-Simplexe; nach dem Satz II._1 ist G1 + G2 der sn-. homo
logie-aquivalent; daher folgt aus dem 2. Additionssatz: G1 • G2 ist der 
sn-r-l homologie-aquivalent. 

Der Satz II, ist damit bewiesen. 
8. Erlauterungen zu den Beweisen. Umschlingungen. Mit den Satzen I, 

und II, haben wir nicht nur die in Nr. 1 ausgesprochenen Zerlegungssatze be
wiesen, sondem allgemeinere Satze, die man als "Verschlingungssatze" bezeichnen 
kiinnte - allerdings bei einer etwas anderen Definition der "Verschlingung", als 
wir sie bisher benutzt haben. Fruher handelte es sich immer um die Verschlin
gung zwischen zwei Zyklen; jetzt brauchen wir den folgenden verwandten Begriff 
der "Umschlingung": die Menge F wird von dem (zu F fremden, berandungs
fahigen) Zyklus z "umschlungen", wenn z <j6 0 in 5" - F istl. N ach unseren 
fruheren Verschlingungssatzen ist klar: sind die Zyklen z und z' miteinander 
verschlungen, so wird z von z' und z' von z umschlungen (§ 1, Satz IV); sowie 
(§ 4, Nr. 5): ist z irreduzibel, und wird z von z' umschlungen, so sind z und z' 
miteinander verschlungen. 

Bei Benutzung dieses Umschlingungsbegriffes lauten die Satze I. und II,: 
Ein Element E' C 5" wird von keinem Zyklus umschlungen; und: Eine krumme 
Sphiire J' C 5" wird von keinem q-dimensionalen Zyklus mit q =\= n - r - 1 um
schlungen; es gibt einen sie umschlingenden Zyklus z"-'-l, und im wesentlichen 
nur einen einzigen solchen Zyklus [die letzte Behauptung soli sagen: man kann 
zn-.-1 so wahlen, daB jeder (n - r - 1)-dimensionale Zyklus in 5" - J' einem 
Vielfachen von z,,-r-1 homolog ist]. 

Diese Umschlingungssatze sind nicht nur Nebenergebnisse bei den Beweisen 
unserer Zerlegungssatze, sondem unentbehrliche Hil£smittel bei diesen Bewei~en 
selbst. Man erkennt dies, wenn man den InduktionsschluB in den Beweisen 
genauer betrachtet: 

Die Behauptung des Satzes Ir besteht darin, daB Er von keinem z', q beliebig, 
umschlungen wird (fur den Satz list q = 0); fur den Beweis muB man wissen, 
daB die Voraussetzung des 1. Additionssatzes in der folgenden Form erfiillt ist: 
ein E,-l wird von keinem ZHL umschlungen. Diese Tatsache wird durch den 
InduktionsschluB darauf zuruckgefuhrt, daB die Voraussetzung des 1. Additions
satzes in der Form erfullt ist: ein E,-2 wird von keinem Z.+2 umschlungen; und 
so fort, bis man zu der, in der Eigenschaft B enthaltenen, Tatsache gelangt: ein 
Punkt EO wird von keinem z.+r umschlungen. 

Bei einer ahnlichen Analyse des Beweises von Satz II beschranken wir uns 
auf denjenigen Teil des Satzes, der besagt: j"-1 zerlegt 5" in wenigstens zwei Ge
biete, mit anderen Worten: j"-1 wird von einem zO umschlungen. Bei seinem 
Beweise benutzt man von dem 2. Additionssatz, wie man sich leicht uberlegt, 
den folgenden Teil (Satz III aus Kap. VII, § 2) : 

So wahl in G1 als auch in G2 sei, fur ein gewisses r, jeder %+1"", o. Ist dann 
Zr+l <j6 0 in G1 + G2 , ';2 N aht von zr+l, so ist Z~2 <j6 0 in G1 . G2 . 

1 Auf diesen Begriff kommen wir im 2. Band zuri.\ck. Vgl. Alexandro!f, 
"Gestalt und Lage" (Annals of Math. 30), Kap. IV und "Dimensionstheorie" 
(Math. Annalen 106), §§ 4, S. 
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Die Existenz des zo, der J"-1 umschlingt, ergibt sich nun so: J"-1 wird durch 
den "Aquator" r-2 in zwei Elemente E~-l, E;-1 mit E~-1 . E;-1 = r-2 zerlegt; 
es sei schon bewiesen: 11) E,,-1 wird von keinem Zl umschlungen, 21) J"-2 wird 
von einem ZI umschlungen; dann ist nach dem soeben formulierten Additions
satz jede Nltht von ZI ein zO, wie wir ihn suchen. Nun ist die Behauptung 11) 

schon durch den Satz 1 .. _1 - auf Grund des oben analysierten Induktionsschlusses 
- sichergestellt; urn die Behauptung 21) zu beweisen, hat man wieder folgender
maBen zu schlieBen: r-2 wird durch r-3 in die Elemente E~-2, E;-2 zerlegt; 
die Existenz von ZI steht nach dem Additionssatz fest, falls man weiB: 12) E,,-2 
wird von keinem Z2 umschlungen, 22) J"-3 wird von einem Z2 umschlungen; und 
so fort, bis zu den beiden folgenden Behauptungen: 1 .. _1) El - also ein Jordan
bogen - wird von keinem Z,,-1 umschlungen 1, 2,,_1) JO - also ein Punktepaar -
wird von einem zn-l umschlungen. Die Behauptung 1,,_1) 1St bereits im Satz 11 
bewiesen; die Richtigkeit von 2".1) ist trivial - man braucht als Z"-l nur den 
Rand eines Simplexes x" zu wahlen, welches den einen, aber nicht den anderen 
Punkt des Paares r enthaIt Coder man kann 2 .. _1) noch einmal, wie oben im 
Beweis von 11,,_1, auf einen Additionssatz zuriickfiihren]. , 

9. Zusatze. Wir wissen von friiher (Kap. X, § 2, Nr. 4, und Kap. XI, 
§ 4, Nr. 6), daB man zu dem Satz II den folgendenZusatz machen kann: 

jn-l e sn ist mit der Grenze jedes der beiden durch jn-l bestimmten 
Gebiete identisch, in welche die sn durch r-1 zerlegt wird. 

Es ist leicht, auch diesen Zusatz ganz im Rahmen der Satze dieses 
Anhanges zu beweisen; es geniigt ja zu wissen (Kap. X, a. a. 0.): eine 
echte Teilmenge F von r- 1 zerlegt die sn nicht. Dies ergibt sich aber 
unmittelbar aus dem Satz I, im Spezialfall r = n - 1, da jede F in 
einem Teilelement En-l von r- 1 enthalten ist. -

Ferner ist es leicht, den Satz von der Gebietsinvarianz (vgl. Kap. X, 
§ 2, Nr. 5) aus unseren Satzen I und II - dem Satz I fiir r = n -
herzuleiten 2; er ist j a enthalten in der folgenden Behauptung: 

1st f eine topologische Abbildung eines Simplexes xn in die sn und p 
innerer Punkt von in, so ist f(P) innerer Punkt des Elementes En = f(in). 

Beweis dieser Behauptung: Nach Satz II wirdSn durch r- 1 = f(xn) 

in zwei Gebiete G1 , G2 zerlegt; es sei etwa f(P) e G1 • Da f(P) innerer 
Punkt von G1 ist, geniigt es, zu zeigen: G1 e En. Vorher zeigen wir: 
Ene G1 + r-1 ; in der Tat: ist q' = f(q) ein nicht zu r- 1 gehOriger 
Punkt von En, so ist q innerer Punkt von in, also mit p durch die zu ,in 
fremde Strecke qp verbindbar, und daher ist f(q) mit f(P) durch den 
zu r- 1 fremden Weg f(qP) verbindbar, folglich f(q) e G1 . Die damit 
bewiesene Inklusion En e G1 + jn-l bedeutet: kein Punkt von G2 ge
hort zu En. Gabe es nun einen Punkt r' e G1 , der nicht zu En gehorte 
- ware also G1 cj: En -, so konnte man r' nach Satz I mit jedem 
Punkt von sn - En, also insbesondere mit einem Punkt 5' von G2 , 

durch einen zu En fremden Weg verbinden; dieser Weg ware auch 
fremd zu jn-l - im Widerspruch zu r' e G1 , 5' e G2 • -

1 Man beachte, daB wir uns in der 5", nicht im R" befinden. 
2 Wir hatten diesen Beweis auch an die Satze des § 4 anschlieBen konnen. 
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SchlieBlich heben wir noch hervor: 
J edes der beiden Komplementiirgebiete GI und G2 von In-l ist ezn 

ojjenes H-Simplex l . 

Denn ist z ein berandungsfahiger Zyklus etwa in GI , so folgt aus 
Satz IIn - l : z"'" 0 in sn - In-1 = G1 + G2 , also existiert ein Kom
plex C in GI + G2 mit C = z', wobei z' Unterteilung von z ist. Nun 
ist C als Summe C = C1 + C2 darstellbar, mit ['1 c GI , C2 C G2 • Da 
C1 + C2 = z' in GI , C1 in G1 , C\ in G2 liegt, und GI • G2 = 0 ist, muB 
C2 = 0, z' = CI , also z <Xl 0 in GI sein. 

Zwolftes Kapitel. 

Der Brouwersche Abbildungsgrad. 
Die Kroneckersche Charakteristik. 

Obwohl die Begriffe und Satze dieses Kapitels Spezialfalle teils der 
Verschlingungstheorie (Kap. XI), teils der Theorie der Homologietypen 
stetiger Abbildungen (Kap. VIII) sind, verdienen sie eine besondere 
und ausfiihrliche Darstellung; erstens wegen ihrer geometrischen Ein
fachheit, zweitens im Hinblick auf ihre wichtigen und verschieden
artigen Anwendungen und drittens aus einem historischen Grunde: der 
von BROUWER entdeckte Abbildungsgrad bildet die Grundlage einer 
ganzen Reihe der klassischen Brouwerschen Arbeiten. Wir werden in 
unserer Darstellung allerdings nicht die ursprungliche Definition des 
Grades, sondern die allgemeine Verschlingungstheorie (Kap. XI, §§ 1 
und 2) zum Ausgangspunkt nehmen. DaB man andererseits auch die 
Theorie des Abbildungsgrades an die Spitze der Verschlingungstheorie 
stellen kann, geht aus dem "Anhang" zu diesem Kapitel hervor. 
§ 1. Die Ordnung eines Punktes in bezug auf einen Zyklus. 

1. Wiederholung von Tatsachen aus der Verschlingungstheorie. - 2. Die 
Satze von POINCARE-BoHL und ROUCHE. - 3. Homologien in R n - o. 
4. Der Abbildungsgrad im GroBen. - 5. Deutung der Ordnung als Grad. -
6. Die Umlaufzahl in der Ebene. - 7. Das Kroneckersche Integral. 

§ 2. Die Kroneckersche Charakteristik. Der lokale Grad von Abbildungen in den Rn. 
1. Der Existenzsatz fur o-Stellen. - 2. Anwendung: der Fundamentalsatz 
der Algebra. - 3. Die Charakteristik eines Funktionensystems. - 4. Der 
Index einer o-Stelle. - 5. Die algebraische Anzahl der o-Stellen. - 6. Der 

1 Die Gebiete Gi brauchen aber nicht mit den Innengebieten von Simplexen 
homoomorph zu sein - das lehrt ein Antoine-Alexandersches Beispiel (mit n = 3). 
Fur n = 2 allerdings sind die Komplementargebiete G1 , G2 einer Jordankurve 
auf der Kugel immer auf da~ Innengebiet eines Kreises topologisch abbildbar -
das ist aus der Theorie der konformen Abbildungen bekannt. Fur n = 3, aber 
nur lur diesen Fall, hat ALEXANDER bewiesen: ist die krumme Sphare J2 ein 
Euklidisches Polyeder, so sind G1 und G2 dem Innengebiet einer Kugel homoo
morpho 
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lokale Abbildungsgrad im Rn. - 7. Topologische Abbildungen. - 8. In
varianzsatze. - 9. Funktionaldeterminanten. 

§ 3. 5pezielle 5iitze und Anwendungen. 
1. Der Zusammenhang zwischen Vektorfeldern im R n und Abbildungen. 
2. Vektorfelder in der Vollkugel. - 3. Der Brouwersche Fixpunktsatz fUr 
das n-dimensionale Element. - 4. Vektorfelder auf den Spharen gerader 
Dimension; ein Fixpunktsatz. - 5. Spiegelungen von Spharen; noch ein 
Fixpunktsatz. - 6. Der Borsuksche Satz iiber antipodentreue Abbildungen. -
7. Analytische Folgerungen; Abbildungen der sn in den Rn. - 8. Ein 
Uberdeckungssatz fiir die sn. 

§ 4. Der Grad von Abbildungen in ein Polyeder. 
1. Definition des lokalen Grades. - 2. Stetige Abanderung der Abbildung. 
- 3. Abbildungen von Zyklen. - 4. Abbildungen von Zyklen in irreduzibel 
geschlossene und azyklische Komplexe. Die Ubereinstimmung des lokalen 
Grades mit dem Grad im GroBen. - 5. Die Sonderstellung des "Grades im 
GroBen" unter den Konstanten des Homologietypus. - 6. 'Vesentlichkeit 
von Abbildungen. 

Anhang: Die Brouwersche Deutung der Verschlingungszahl als Charakteristik. 
Das GauBsche Integral. 
1. Die Schnittzahl als Abbildungsgrad. - 2. Die Verschlingungszahl als Ord
nung. - 3. Das GauBsche Integral. 

§ 1. Die Ordnung eines Punktes in bezug auf einen Zyklus. 

1. Bereits an drei Stellen des Kap. XI - (§ 1, Nr. 9; § 2, Nr. 4; 
§ 4, Nr. 4 (Satz III)) - haben wir die "Ordnung" eines Punktes 0 in 
bezug auf einen (n -l)-dimensionalen (berandungsfahigen) stetigen 
Zyklus 5 im Rn als einfachsten Spezialfall der Verschlingungszahl her
vorgehoben: diese "Ordnung" ist die Verschlingungszahl t1 (&,0). Der 
Inhalt dieses und der folgenden beiden Paragraphen besteht im wesent
lichen aus Anwendungen und Deutungen allgemeinerer Satze der Ver
schlingungstheorie in diesem Spezialfall. 

Der genannte Zyklus ~ gehare immer zu einem beliebigen Koeffi
zientenbereich 0; der Punkt 0 dagegen solI immer als ganzzahliger 
Komplex, und zwar als Simplex mit dem Koeffizienten +1, aufgefaBt 
werden; die Ordnung t1 (&, 0) ist also eine Verschlingungszahl in bezug 
auf (0, @) im Sinne von Kap. XI, § 1, Nr. 10; sie ist ein Element von~. 

Der Definition von t1 (&,0) kann man jede der beiden Eigenschaften 
zugrunde legen, die durch die Formeln (10) bzw. (12) in Kap. XI, § 1, 
Nr. 9, ausgedruckt werden; es mage jetzt die Formel (12) ins Auge 
gefaBt werden; sie liefert, in Verbindung mit den Approximations
betrachtungen aus Kap. XI, § 2, die folgende Definition: 

Die Ordnung t1 (5, 0) des Punktes 0 in bezug auf den (n -l)-dimen
sionalen (berandungsfiihigen)1 stetigen Zyklus & im Rn ist die Schnittzahl 
{} (H, Zl) eines beliebigen von 0 ausgehenden'H albstrahles H mit einer 

1 Da der Fall n = 1 kaum Interesse verdient, werden wir im folgenden die 
Voraussetzung d.er Berandungsfiihigkeit des (n - l)-dimensionalen Zyklus 5 nicht 
rnehr hervorheben. 



§ 1. Die Ordnung eines Punktes in bezug auf einen Zyklus. 459 

hinreiehend guten, im iibr£gen beliebigen, simplizialen Approximation Zl 

von cr. (Dabei mussen sich H und Zl naturlich in relativ-allgemeiner 
Lage befinden.) 

Nach Kap. XI, § 2, Nr. 4, andert sich 0(3,0) nicht, wenn man 0 

innerhalb einer Komponente von Rn - 3 variiert. In Abb.37 sind 
die Ordnungen der flinf Komponenten von R2 - 5 angegeben (0 = ®) . 

2. Die Siitze von POINCARE-BoHL und 
ROUCHE. Fur viele Anwendungen ist es 
zwecks Bestimmung von 0 (&, 0) niitzlich, 
bei festem Punkt 0 den Zyklus 5 mit einem 
anderen Zyklus Of zu vergleichen. Dabei 
ist ein gutes Hilfsmittel der 

Satz von POINCARE-BORL. Es seien 10 
und fl zwei soZehe AbbiZdungen des (n - 1)
dimensionaZen Zyklus z in den Rn, da/3 der 
Punkt 0 des Rn fur keinen Punkt p von z 
aul der Streeke 10 (pr/l (P) liegt. Dam~ sind 
[/0 (z)] und [/1 (z)] einander homotop in Rn - 0, 
und es ist tJ (U 0 (z)J, 0) = tJ ([11 (z)] , 0) . 

o 

Beweis. Fur jeden Punkt pc z und 
jeden Wert t mit 0 <: t ~ 1 sei It (P) der 
Punkt des Rn, der die Strecke ToTPfT;WJ 
im Verhaltnis t: (1 - t) teilt. Dann ist 
immer It (P) + 0, und daher sind die stetigen 

Abb.37. 

Zyklen Uo(z)] und Udz)] einander homotop in Rn - o. 
des "Deformationssatzes" in Kap. XI, § 2, Nr. 2, gilt 

Aus dem Satz von POINCARE-BoRL folgt der 

Auf Grund 

Sa tz von ROUCH:E. Es seien 10 und 11 zwei solehe Abbildungen des 
(n -1)-dimensionalen Zyklus z in delt Rn, da/3 lur den testen Punkt 
o c Rn Itnd jeden Punkt p c Z 

e (/o(P), 11 (P) < e (fo(P), 0) 

ist. Dann ist tJ ([10 (z)] , 0) = tJ ([II (Z)J, 0). 
Denn wenn die Voraussetzung des Satzes von RoucRE gilt, so ist 

die des Satzes von POINCARE-BoRL erst recht erfullt. 
3. Homologien in Rn - o. Der Rn sei - wie auch in den vorigen 

Nummern - orientiert, x sei ein positives n-dimensionales Euklidisches 
Simplex im Rn und 0 ein innerer Punkt von x. Dann ist 

(1 ) tJ(x, 0) = +1 
(Koeffizientenbereich ®); dies folgt aus Kap. XI, § 1, Formel (10) in 
Nr. 9 und der Bemerkung I in Nr. 1. 
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Wir behaupten nun: 
Die Ordnung von 0 in bezug aul einen beliebigen Zyklus ~. c En - 0 

la{3t sich 10lgenderma{3en charakterisieren: es ist 

(2) ~ <Xl tx in Rn - 0 

und hierin ist t durch 
(3) t = b(~, 0) 

eindeutig bestimmt (Koellizientenbereich beliebig). 
Beweis. Der Zyklus ~ = [f (z)] c Rn - 0 sei gegeben. Fiir jeden 

Punkt q c Rn - 0 verstehen wir unter (p (q) den Punkt von i, in den q 
von 0 aus projiziert wird. Dann ist ~' = [(PI (z)] ein stetiger Zyklus, 
der zusammen mit ~ die Voraussetzung des Satzes von POINCARE-BoHL 
erfiillt; daher sind ~ und ~' einander homotop in Rn - 0, und es gilt 
erst recht die Homologie 

~' <Xl ~ in ~ - o. 

Da der Zyklus ~' auf dem Simplexrand 'if liegt, erfiillt er eine Homologie 
~' <Xl tx in X, also in Rn - 0 

(Kap. IV, § 4, Nr. 6, und Kap. VIII, § 5). Folglich gilt auch (2), und 
daher ist (Kap. XI, § 2, Satz V'): 

b(~,O)=b(tx,o) 

und mit Riicksicht auf Formel (9) in Kap. XI, § 1, Nr. 7: 

b(~, 0) = t· b(X, 0). 

Hieraus und aus (1) folgt (3). 
Es bleibt noch festzustellen, daB t durch die Homologie (2) 

in eindeutiger Weise bestimmt ist; hierfiir geniigt es, zu zeigen: ist 
tx <Xl 0 in Rn - 0, so ist t = O. Aber in der Tat: ist tX <Xl 0 in Rn - 0, 

so ist 
0= b(tx, 0) = t· b(X, 0) = t. 

Damit ist der Satz bewiesen. 
Korollar. Zwei (n-1)-dimensionale Zyklen ~, ~' (desselben Koelli

zientenbereiches) sind dann und nur dann einander homolog in Rn - 0, 
wenn b (~, 0) = b (~', 0) ist. 

Der obige Satz HiBt sich folgendermaBen verallgemeinern: 
1st Z irgendein (i. a. krummer) ganzzahliger Zyklus in Rn - 0 mit 

(1') b(Z,0)=+1, 

so gilt lur jeden beliebigen Zyklus ~ c Rn - 0 eine Homologie 

(2') ~ <Xl t . Z in Rn - 0, 

und hierin ist t durch (3) eindeutig bestimmt. 
Denn urn (2') mit dem durch (3) gegebenen Wert von t zu bewei

sen, hat man nur das obige "Korollar" auf ~ und ~' = b (~, 0) . Z an
zuwenden; daB andererseits b (~, 0) durch (2') eindeutig bestimmt ist, 
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ergibt sich genau so wie die analoge Tatsache in dem oben bewie
senen Satze. 

Fur viele Anwendungen ist es praktisch, den Zyklus Z folgender
maBen zu wahlen: Es sei sn-l eine Sphare mit dem Mittelpunkt 0, 

ferner x ein n-dimensionales Simplex, das ° im Inneren enthalt, und 
q; (q) bezeichne fUr jeden Punkt q eRn - ° denjenigen Punkt von 
sn-t, in den q von ° aus projiziert wird; dann ist q;(\x\) eine krumme 
Simplizialzerlegung von sn-l und Zo = [q; (x)] ein ganzzahliger Zyklus 
dieser Zerlegung 1 • Unter einer (durch die Orientierung des Rn) "in 
natiirlicher Weise orientierten Sphiire" verstehen wir nun einen orientier
ten (krummen) Zyklus Z mit Z = sn-l, welcher in sn-l derselben 
Homologieklasse angehOrt wie Zo. Da die Zyklen x und Z = [q; (x)] 
die Voraussetzungen des Satzes von POINCARE-BoRL erfUllen, folgt aus 
(1), daB auch b(Zo,o)=+1 ist; da eine beliebige, in natlirlicher 
Weise orientierte Sphare Z (mit Z = to) in sn-l, also in Rn - 0, der
selben Homologieklasse angehort wie Zo, ist daher auch b (Z, 0) =+1. 
Mithin sehen wir: 

Jede in naturlicher Weise orientierte Sphare Z, deren Mittelpunkt 0 

ist, kann zur Bestimmung der Ordming b (&, 0) eines beliebigen Zyklus & 
mit Hilfe der Homologie (2') und der Gleichung (3) verwendet werden. 

4. Der Abbildungsgrad im GroBen. Wir fUhren jetzt einen Begriff 
ein, der fUr die Untersuchung stetiger Abbildungen von hochster Be
deutung ist; an dieser Stelle werden wir ihn verwenden, urn der "Ord
nung" eine neue Deutung zu geben (Nr. 5); im § 4 werden wir dann 
ausfiihrlich auf ihn zuruckkommen. 

Es sei K ein einfach geschlossener r-dimensionaler Komplex 
(Kap. VII, § 1); dann gibt es einen, bis auf das Vorzeichen eindeutig 
bestimmten, irreduziblen ganzzahligen Zyklus Z = 2: Xj (wobei Xj die 
orientierten Grundsimplexe von K sind) mit folgender Eigenschaft: 
jeder r-dimensionale Zyklus (irgendeines Koeffizientenbereiches m in K 
ist von der Form tZ, wobei t ein durch z eindeutig bestimmtes Element 
von S' ist (Kap. VII, § 1, Satz IV). 

Hieraus und aus Kap. VIII, § 5, folgt: 1st [g (z)] ein stetiger r-dimen
sionaler Zyklus in K, so gibt es ein und nur ein Element t von S', j£ir 
welches 
gilt. 

[g (z)] cv tZ In 

Dieses Element t heiBt der "Grad" - oder zur Unterscheidung von 
dem "lokalen" Grade, der im nachsten Paragraphen ei~gefUhrt wird -
der "Grad im GrofJen" der Abbildung g des Zyklus z in das einfach 
geschlossene Polyeder K. 

Dabei ist das Vorzeichen des Grades allerdings unbestimmt; es wird 
erst bestimmt, nachdem man sich fUr einen der beiden irreduziblen 

1 Die Orientierung von xn ist durch die Orientierung des Rn bestimmt; da
durch ist Zo eindeutig festgelegt. 
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Zyklen Z und Z' = -Z in K oder, invariant ausgedriickt, fUr eines 
der beiden erzeugenden Elemente der freien zyklischen Gruppe B@ (K) 
entschieden hat. Man spricht dann von dem Grad der Abbildung g von 
z in Z (bzw. Z'). Falls K ein orientierbares regular zusammenhangen
des Polyeder ist (Kap. X, § 3, Nr. 7) ist diese Entscheidung gleichbedeu
tend mit der Auszeichnung einer Orientierung. 

Wir werden im § 4 den Grad noch ausfUhrlicher betrachten. 1m 
Augenblick heben wir besonders seine anschauliche Bedeutung hervor; 
diese tritt am klarsten zutage, wenn g eine simpliziale Abbildung von z 
in Kist: 

Die Grundsimplexe von z und Z seien Xi bzw. X j , derart, daB 
z = Ltixi , Z = LXj ist; dann ist 

2:,tXj = tZ = g(z) = Llig(Xi)' 

Hieraus ist ersichtlich: 
Fiir ein beliebiges festes Grundsimplex von Z, etwa fiir Xl' seien 

xik und XII diejenigen Simplexe von z, die im positiven bzw. im nega
tiven Sinne auf Xl abgebildet werden (d. h. fUr welche g(Xik) = +XI 
bzw. g(xll ) = -Xl ist), und es seien t~k bzw. t~l die Koeffizienten 
dieser xi k bzw. XII in z. Dann ist 

t = ..... tlk - ..... tll ""-+ ~-, 
k I 

unabhangig von der Wahl des Simplexes X I' 
1st der Zyklus z insbesondere ein orientierter Komplex, sind also 

alle t i = + 1, so sind die Zahlen 2: t~k und :2: t~l die A nzahlen der 
k I 

Simplexe xik bzw. xlz; in diesem Fall ist der Grad t somit gleich der 
A nzahl der positiven Bedeckungen von X I vermindert um die A nzahl der 
negativen Bedeckungen von Xl' bei willkurlich gewahltem IXII. 

Imgegenwartigen Paragraphen wird iibrigens K immereine Sphare sein. 
5. Deutung der Ordnung aIs Grad. Kehren wir zu den Betrach

tungen von Nr. 3 zuriick, so sehen wir, daB der folgende Satz gilt: 
Es sei Z eine in naturlicher Weise orientierte (n-1)-dimensionale 

Sphare im Rn mit dem Mittelpunkt 0 und 5 = [f(z)] ein stetiger (n-1)
dimensionaler Zyklus in Rn - 0; ferner bezeichne rp (q) fur jeden Punkt 
q c Rn - 0 den Punkt von Z, in den q von 0 aus projiziert wird. Dann 
ist die Ordnung b (5, 0) gleich dem Grade der Abbildung rp f von z in Z. 

Die hierin ausgedriickte Charakterisierung der Ordnung ist prak
tisch brauchbar (man vgl. die nachsten beiden Nummern) und wird 
oft geradezu als Definition der Ordnung benutzt. 

6. Die Umlaufzahl in der Ebene. Wir betrachten den Spezialfall, 
in dem n = 2 und z eine Zerlegung einer orientierten Kreislinie in 
Kreisbogen ist. Ferner sei f eine Abbildung von z in die Ebene R2 und 0 
ein Punkt in R2, der nicht auf dem "geschlossenen Wege" 5 = [f(z)] 
liegt (d. h. nicht zu der Punktmenge 5 = f (z) gehort). 
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Der Punkt 0 sei der Pol eines in der iiblichen Weise in R2 definierten 
Polarkoordinatensystems (r, rp) 0 Die Punkte p = p (s) c z seien der
art auf einen von -00 bis +00 laufenden Parameter s bezogen, daB 
zu zwei Werten S1' S2 dann und nur dann derselbe Punkt p (SI) = P (S2) 

von z gehort, wenn S1 == S2 mod 1 ist und daB dem Wachsen von s 
die positive Durchlaufung des orientierten Kreises z entsprichto Unter 
einer "zu f gehorigen Winkelfunktion" F verstehen wir jede reelle 
Funktion F (s), welche die beiden folgenden Eigenschaften hat: 
I. F (s) ist eindeutig und stetig fUr -00 < s < +00 0 II. Fiir jeden 
Wert s ist F(s) einer der Werte des Polarwinkels rp, welche zu dem 
Bildpunkt fP (s) gebOren (dabei ist zu beachten, daB der Winkel rp fUr 
jeden Punkt q c R2 - 0 nur mod2:n bestimmt ist)o 

Urn eine solche Winkelfunktion F zu konstruieren, teilen wir die 
Strecke 0 <: s <: 1 in so kleine Strecken 51' 52' 0 0 0, 5m ein, daB fUr 
je zwei s-Werte s' und s" desselben Intervalles 5 i immer 

e(/P(s'), fP(s")) < eC&, 0) 

ist; dann liegt offenbar das dem Intervall 5 i entsprechende Stuck von 3 
ganz in einer Halbebene, welche von einer Geraden durch den Punkt 0 

begrenzt wirdo Daraus folgt offenbar: Wenn fUr einen Wert s' c 5 i 

ein Wert F (s'), der die Eigenschaft II besitzt, festgesetzt ist, so laBt 
sich eine eindeutige und stetige Funktion F fUr das ganze Intervall 5 i 

so erklaren, daB dort die Eigenschaft I bestehto 
Nun verstehe man un ter F (0) einen willkiirlichen der zum Punkte 

fP(o) gebOrigen Werte von rp; damit ist F(s), wie wir eben gesehen 
haben, in dem ganzen Intervall 51 bestimmt, also insbesondere auch 
im Anfangspunkt von 52; daher auch im ganzen Intervall 52; so fort
schreitend bestimmt man F fUr alle s mit 0 ;;:;; s <: 1 0 Dann ist infolge 
der Eigenschaft II: F (1) = F (0) + u 0 2:n mit einer ganzen Zahl u 0 

Nun definiert man we iter F(s) fUr alle s durch die Funktionalgleichung 

F(s + 1) - F(s) = u o2:no 

Damit ist eine Winkelfunktion F (s) konstruiert. 1st F' (s) eine zweite 
zu f gehorige Winkelfunktion, so folgt aus II, daB es fUr jedes seine 
ganze Zahl k (s) so gibt, daB 

F'(s) - F(s) = k(s) 0 2:n 

ist; infolge der Stetigkeit von Fund F' ist auch k stetig, also infolge 
der Ganzzahligkeit konstant, do ho es ist 

F' (s) = F (s) + k 0 2 :n 

mit konstantem ganzem k 0 Infolgedessen ist auch 

F' (s + 1) - F' (s) = U o2:no 

Die ganze Zahl u ist somit von der speziellen Konstruktion der Winkel
funktion F unabhangigo Wir nennen sie die "Umlaufzahl" des ge-
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schlossenen Weges ~ = [f (z)] urn den Punkt 0 - eine Bezeichnung, 
deren geometrische Berechtigung wohl einleuchtet. 

Nun gilt der Satz: 
Die U mlaufzahl u von ~ um 0 ist gleich der Ordnung von 0 in bezug 

auf ~ (Koeffizientenbereich ®). 
Beweis. Setzen wir fur ° <: 7: <: 1 

(4) F,(s) = (1 - 7:)F(s) + 7:. u· s· 2n, 

wobei F eine zu f gehOrige Winkelfunktion, u die Umlaufzahl von D 

ist, so erfullen alle Funktionen F, dieselbe Funktionalgleichung 
(5) F,(s+1)-F,(s)=u·2n 
wie Fo = F. Verstehen wir fUr jeden Punkt p = p (s) c z unter f. (P) 
den Punkt, der von 0 denselben Abstand hat wie f (P) und dessen 
Winkelkoordinate F, (s) ist, so ist f, eine eindeutige und stetige Ab
bildung von z in R2 - 0; die stetigen Zyklen D, = [IT (z)] sind einander 
homotop in R2 - 0, und daher ist tJ (&" 0) = tJ (&, 0) fur alle 7:; ferner 
haben sie, wie (5) zeigt, samtlich die Umlaufzahl u urn o. Es genugt 
daher, zu zeigen, daB tJ (&1,0) = u ist. 

Wir bestimmen tJ (51,0) als Abbildungsgrad gemaB Nr. 5: indem 
man 51 von 0 aus auf eine Kreislinie Z urn 0 projiziert, entsteht eine 
Abbildung g von z in Z; da nach (4) die WinkelfunktionF1 (s) = u· s· 2n 
ist, sieht die Abbildung g folgendermaBen aus: wahrend der Punkt p 
die Kreislinie z einmal im positiven Sinne durchlauft, durchlauft der 
Bildpunkt g (P) die Kreislinie Z monoton genau I u I-mal, und zwar im 
positiven oder negativen Sinne, je nachdem u positiv oder negativ ist 
(ist u = 0, so ist g(z) ein fester Punkt von Z). Diese Abbildung g laBt 
sich bei geeigneter Zerlegung von z und t in Kreisbogen als simpliziale 
Abbildung von I z I in I Z I auffassen, bei der jeder Bogen von Z durch 
die Bilder von genau I u I Bogen von z bedeckt wird, und zwar sind alle Be
deckungen positiv oder negativ, je nach dem Vorzeichen von u. Daraus ist 
ersichtlich: Z = uz, d. h.: die Abbildung g hat den Grad u, w. z. b. w. 

Bemerkung. Fur die Anwendungen der Theorie der Ordnung (wie 
sie in den nachsten beiden Paragraphen behandelt werden) ist es bei 
Beschrankung auf den Fall n = 2 sehr bequem, die Ordnung tJ(&, 0) 
fUr geschlossene Wege & von vornherein als Umlaufzahl zu definieren. 
Man beweist dann zunachst durch Betrachtung der Winkelfunktion F 
(ohne Benutzung von Homologiebegriffen) sehr leicht den "Deforma
tionssatz": Wenn man 0 und D stetig so abandert, daB 0 niemals auf 5 
liegt, so bleibt die Umlaufzahl tJ (&, 0) ungeandert. Dieser Satz bildet 
zusammen mit den aus ihm folgenden Satzen von POINCARE-BoRL und 
ROUCRE die Grundlagen fUr die meisten Anwendungen 1. 

1 Darstellungen von Theorie und Anwendungen im Fall n = 2: W. FENCHEL: 
Elementare Beweise und Anwendungen einiger Fixpunktsatze. Mat. Tidsskr. B 
1932. - E. SCHMIDT: Uber den Jordanschen Kurvensatz. Sitzgsber. preuB. Akad. 
Wiss. Bd.28 (1923). 
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7. Das Kroneckersche Integral. Es sei wieder n beliebig. Wir werden zeigen, 
daB - unter geeigneten Regularit1i.tsvoraussetzungen fur die Abbildung f - die 
Ordnung b (U (z)] , 0) durch ein Integral, welches uber z zu erstrecken ist, aus
gedruckt werden kann l . 

Wir beschranken uns im wesentlichen auf den wichtigsten Fall: der Zyklus z 
sei ein orientierter Komplex, es sei also z = 1;Xi' wobei die Xi (n-1)-dimensio
nale orientierte Simplexe sind. Ferner setzen wir zunachst voraus: / sei eine 
simpliziale Abbildung von z in R" - o. Um die Ordnung zu bestimmen, bedienen 
wir uns der Deutung als Abbildungsgrad wie in Nr. 5; dabei sei Z die orientierte 
(n - 1)-dimensionale Sphare mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius 1. Da / 
simplizial ist, ist das durch die Abbildung g = rp/ (Nr. 5) gelieferte Bild eines 
Simplexes 1 Xi 1 von 1 z 1 ein krummes (spharisches) Simplex von Z; verschiedene 
Bildsimplexe g (Xi) k6nnen sich vollstandig oder teilweise uberdecken; jedoch gibt 
es offenbar eine solche Simplizialzedegung 1 Z 1 von Z, daB jedes Bildsimplex 1 g (Xi) 1 

Summe gewisser Simplexe von IZI ist; indem wir dann'zu einer geeigneten Unter
teilung 1 z' 1 von 1 z 1 ubergehen, erreichen wir, daB g eine simpliziale Abbildung 
von Iz'l in IZI ist. 

Wir setzen wieder z = 1;Xi stattz' und nehmen also an, daB g eine simpliziale 
Abbildung von z in Z = ~XJ ist. Das (n -1)-dimensionale (Positive) Volumen 
des spharischen Simplexes X nennen wir Vol X, und unter Vol (-X) verstehen 
wir die negative Zahl - Vol X. Bezeichnen wir nun, bei festem X j , mit Xj k die 
Simplexe von z, die auf Xj abgebildet werden, fur die also g(Xjk) = ±Xj und 
daher auch 

Volg(Xjk) = ±VolXj 

ist, so ergibt sich aus Nr. 5, daB 

1;Volg(Xjk) = t . VolXj 
k 

ist, wobei t den zu bestimmenden Grad von g bezeichnet. Durch Summation 
uber i ergibt sich 

1;Volg(xi) = t . 1; Vol X J , 
i i 

wobei links uber alle Simplexe Xi von z, rechts uber alle Simplexe X J von Z zu 
summieren ist. Bezeichnen wir mit kn _ 1 das (Oberflachen-) Volumen der (n--1)
dimensionalen Sphare vom Radius 1, so ist demnach 

(6) t = -1-1;Volg(Xi)' 
k .. - I i 

Es handelt sich also urn die Aufgabe, das Volumen des spharischen Simplexes 
g(Xi) durch ein Integral auszudrucken. Es seien u l ' u2' ... , U .. _l Cartesische 
Koordinaten in Xi; die Abbildung gist durch den Vektor I} (u1 ' u 2 , ... , Un_I) 

gegeb~m, dessen An£angspunkt 0 und dessen Endpunkt derPunkt g(u1 , u 2 ' •.. , Un_I) 

fJl} 
ist. Wir setzen ~ = I}j. Urn das Volumenelement dw von Z zu berechnen, 

vUJ 

1 Wir werden uns in dieser Nummer zum Teil mit Andeutungen begnugen 
und die Durchfuhrung mancher Einzelheiten dem Leser uberlassen. 

Wir emp£ehlen hier die Lekture der Note von J. HADAMARD: Sur quelques 
applications de l'indice de Kronecker (abgedruckt in TANNERY: Introduction a 
la theorie des fonctions d'une variable II, 2. ed. 1910). - Wahrend in unserer 
Darstellung von der topologischen Theorie der "Ordnung" ausgegangen wird, 
woraus sich insbesondere die Ganzzahligkeit des Kroneckerschen Integrals (9) 
ohne weiteres ergibt, wird bei HADAMARD umgekehrt zuerst mit den Methoden 
der Integralrechnung die Ganzzahligkeit dieses Integrals bewiesen und auf dieser 
Tatsache die Theorie der Ordnung aufgebaut. 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 30 
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bringen wir im Endpunkt des Vektors I.) die Tangentenvektoren 1.)1 du1, I.)s dus, ... , 
1.) .. -1 dUn_1 an. Das (n - 1)-dimensionale Volumen des von ihnen aufgespannten 
ParaIlelepipedes ist, da der Vektor I.) auf ihnen senkrecht steht und die Lange 1 
hat, gleich dem n-dimensionalen Volumen des von 1.), 1.)1duI' I.)sdus , ... , I.) .. -Idun-l 
aufgespannten ParaIlelepipedes, also bekanntlich gleich der Determinante 
D(I.), I.)ldu1, I.)sdu., ... , I.)n_1dun_1).1 Daraus folgt 

dw = D (I.) , 1.)1' I.)s'·· ·l.)n-1)du1duS··· dUn_I· 

Nun betrachten wirdie Abbildung f; sie ist durch die Vektoren !(U1, us' ... , Un_I) 
mit dem Anfangspunkt 0 und den Endpunkten f(u1, us' ... , Un_I) bestimmt. Es ist 

1 
I.)=m! 

. O! 
(wobei I!I wie ublich die Lange des Vektors! bezeichnet). Wenn WIT a =!i 
setzen, folgt UJ 

1 
I.)J = TiI!J + lJ! ' 

wobei es auf den Wert des skalaren Faktors AJ nicht ankommt. Es folgt weiter 

( 1 1 1 1 ) 
dw = D Til!' TiI!l + ll!' TiT !2+ l 2!'· .. , Til !n-l +In_l t dU1 du2 · .. dun_ , 

( 1 1 1 1) 
= D TiT t, TiT t1' Til t2' ... , Til t .. -l dU1 dUs ... du .. _ 1 

und daher 

(7) Volg(x,) = I!:I" D (t, tl' ts' ... , tn-I) dUI duo ... dUn_I· 

Xi 

[Dabei hat man, damit VOIg(Xi) das richtige Vorzeichen erhalt, die Orientierung 
des Integrationsbereiches Xi in der ublichen Weise zu berucksichtigen.] Durch 
Summation uber alle Simplexe Xi ergibt sich schlieBlich mit Rucksicht auf (6): 

(8) 1 f 1 t = -k - -I ,n D (t ' tl' t., ... , tn - 1) d U1 d U • ... dUn - I , 
n-l t 

wobei das rechts stehende Integral als, uber aIle i erstreckte, Summe der in (7) 
rechts stehenden Integrale zu verstehen ist. 

Bisher haben wir vorausgesetzt, daB f simplizial ist; von dieser Voraussetzung 
kann man sich leicht befreien, falls die Koordinaten der durch f gelieferten Bild
punkte stetig differenzierbar nach den Parametern uJ sind; denn dann wende man 
die Formel (8) auf eine Folge gegen f konvergierender simplizialer Approxima
tionen fh an; dann sind von einem gewissen h an die zugehorigen Abbildungs
grade th gleich dem zu f gehorigen Grade t, und die in (8) rechts stehenden Inte
grale konvergieren - wenn man bei der Auswahl der Folge fh eine gewisse Vor 
sicht waIten laBt - gegen das entsprechende Integral fur f. 

Fassen wir zusammen: 
Sa tz: Es seien: f eine Abbildung des (n - 1)-dimensionalen orientierten Zyklus z 

in den R n , welche in jedem Simplex von z stetig differenzierbar ist; 0 ein Punkt 

1 Raben die Vektoren aJ die Komponenten aik (i, k = 1,2, ... , n), so ist 
definitionsgemaB 
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in R" - t (z); '& (p) fiir jeden Punkt p Cider Vektor mit dem Anfangspunkt 0 

und dem Endpunkt f(P); u1 • U •• •.•• U,,_l Cartesische Koordinaten in den einzelnen 
Grundsimplexen von z (diese Koordinatensysteme wechseln also von Simplex zu 
Simplex); kn _ 1 das ("OberfHi.chen"-) Volumen del' (n-1)-dimensionalen Kugel 
vom Radius 1. Dann ist die Ordnung b ([f (z)], 0) - die etwa wie in Nr. 1 als 
Schnittzahl B (H. [f (z)]) eines von 0 ausgehenden Halbstrahls mit [f (z)] erklli.rt ist -
durch das (iiber den orientierten Komplex z erstreckte) "Kroneckersche Integral" 

1 / 1 (fJ'& fJ,& fJ '& ) (9) b([f(z)].o) =-k- ,-,n· D '&.fJ-.fJ-.···.-fJ-- du, du •... du .. _ , ,,-1 '& U, U2 Un _ 1 
z 

auszudriicken. 
Zusatz. Wenn der Zyklus z nicht ein orientierter Komplex. sondem von 

der Form z = ~t;Xi' t; C 3 (3 beliebig) ist. so tritt. an die Stelle von (6): 

(6') 

also an die Stelle von (9): 

1 "," t = -- ... t'Volg(xi). 
k .. _ 1 i 

(9') b([f(z)]. 0) = k~ /T' _,1,,, D('&. fJfJ'& • fJfJ'& •.... -fJfJ,& )dU1 dU2 ..• dU .. _t> 
,,-1 '& U1 U. Un _ 1 

~X/ 

wobei T diejenige stiickweise konstante Funktion auf z ist, die in den Simp1e
xen Xi die Werte ti besitzt. 

Bemerkung. 1st z eine Kreislinie (also n = 2). s der Parameter auf Z. sind 
femer ;1' ;. rechtwinklige Cartesische Koordinaten in R2 mit 0 als Anfangspunkt, 
so Hi.Bt sich b ([f (z)]. 0) nach (9) folgendermaBen ausrechnen: 

1 
;1 ;21 darctg ~2 

b([f(z)],o) = _1_/,,2+1 "2' d;1 d; • • ds = _1-/ d 1 ds. 
2n "1 "2 - -d 2n s • ds s • 

Das bedeutet: die Ordnung b (z. 0) ist die durch 2:n dividierte A.nderung. die der 

Winkel fJi = arctg ~2 bei Durchlaufung des geschlossenen Weges z erleidet; sie 
;1 

ist also die "Umlaufzahl" von z um 0 - in Ubereinstimmung mit Nr. 6. 

§ 2. Die Kroneckersche Charakteristik. Der lokale Grad von 
Abbildungen in den Rn. 

Die Grundlage des gegenwartigen Paragraphen besteht aus der 
Formel (10) in Kap. XI, § 1, Nr.9, der unmittelbar aus ihr folgenden 
Formel (11) (a. a. 0.) sowie den eng mit ihr zusammenhangenden 
Satzen IV und IV' (§ 1, Nr.7 bzw. § 2, Nr. 1 des Kap. XI). 

1. Der Existenzsatz fiir o-Stellen. Wenden wir den zitierten 
Satz IV' auf den Fall an. in dem 5' ein Punkt 0 ist, und benutzen wir 
die Bezeichnungen und Begriffe des vorigen Paragraphenl, so ergibt 
sich: wenn 5 <Xl 0 in Rn - 0 ist. so ist die Ordnung b(5. 0) = 0; hieraus 
folgt unmittelbar der 

Satz I (Allgemeiner Kroneckerscher Existenzsatz). Es 
seien: en ein Euklidischer n-dimensionaler algebraischer Komplex; t eine 

1 Auch das in Nr. 1 des vorigen Paragraphen beziiglich der Koeffizienten
bereiche Gesagte solI seine Giiltigkeit behalten. 

30* 
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A bbildung von en in den Rn; 0 ein Punkt in Rn - ! (Cn). Falls dann 
die Ordnung b ([f(Cn)] , 0) des Punktes 0 in bezug au! das Bild des Randes 
von C' nicht Null ist, so gibt es in en wenigstens einen Punkt p mit 
t(P) = o. 

Denn wenn es keinen solchen Punkt p gibt, so berandet [f(Cn)] den 
in Rn - 0 gelegenen stetigen Komplex [f (en)], und es ist daher 
tJ ([f(Cn)] , 0) = O. 

Im Hinblick auf zahlreiche Anwendungen verdient der folgende 
Spezialfall hervorgehoben zu werden: 

Satz Ia (Spezieller Kroneckerscher Existenzsatz). Es seien: 
En eine n-dimensionale Vollkugel1; sn-1 der Rand von En; Z eine orien
tierte Sphiire mit Z = sn-1; t cine Abbildung von En in den Rn; 0 ein 
Punkt in Rn - f (sn-1). Falls dann die Ordnung b ([f(Z)] , 0) =F 0 ist, 
so gibt es wenigstens einen Punkt peEn mit f (P) = o. 

Offenbar ist der "spezielle" in dem "allgemeinen" Existehzsatz ent
halten: man braucht ja nur unter I en I eine krumme Simplizialzerlegung 
von En zu verstehen und die krummen Simplexe von I en I geeignet zu 
orientieren, urn einen solchen algebraischen Komplex en zu erhalten, 
daB Cn = Z wird. Jedoch kann man den speziellen Existenzsatz auch 
folgendermaBen auf den "Deformationssatz" (Kap. XI, § 2, Nr. 2) 
zuriickfiihren 2 : 

Es gebe keinen Punkt pcP mit f (P) = 0; dann ist f (P) eRn - o. 
Die Sphare sn-llaBt sich innerhalb En stetig in einen Punkt q zusammen
ziehen; diesem Vorgang entspricht vermoge der Abbildung t eine Zu
sammenziehung des stetigen Zyklus U (Z)] in den Punkt f (q), welche 
ganz innerhalb Rn - 0 vor sich geht und bei welcher daher - nach 
dem Deformationssatz - die Ordnung des Punktes 0 in bezug auf den 
deformierten stetigen Zyklus ungeandert bleibt. Diese Ordnung ist am 
SchluB des Vorganges gewiB Null, da dann der stetige Zyklus punkt
fOrmig ist; sie war daher auch am Anfang, also in bezug auf [f (Z)] , 
gleich Null, w. z. b. w. 

Der einfachste Fall des speziellen Existenzsatzes ist der, in dem 
n = 1 und En daher eine Strecke ist; dann besteht S° aus zwei Punk
ten a, b, und die orientierte Sphare Z ist der nulldimensionale Zyklus 
b - a. Aus der Definition von b (z, 0) als Schnittzahl eines von 0 aus
gehenden Halbstrahles mit z - (vgl. § 1, Nr. 1) - ist ersichtlich: ist 
n = 1 und z = b' - a' (wobei a', b' positiv signierte Punkte sind), so 
ist dann und nur dann b (z, 0) =F 0 (und zwar = ± 1), falls 0 zwischen a' 
und b' liegt. Daher ist im Fall n = 1 der spezielle Kroneckersche Exi-

1 Eine n-dimensionale Vollkugel ist eine im n-dimensionalen Euklidischen 
(Xl' X 2 , ... , xn)-Raume durch ~X~ <:: r2 definierte Punktmenge. 

2 Dadurch ergibt sich insbesondere ein einfacher Beweis fur n = 2, da in 
diesem Fall der Deformationssatz besonders einfach zu beweisen ist (vgl. die Be
mcrkung in § 1, Nr. 6). 
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stenzsatz gleichbedeutend mit dem klassischen Sa tz von BaLzANo: 
Eine auf der Strecke ab stetige reelle Funktion I nimmt dort jeden 
zwischen I(a) und I(b) gelegenen Wert an. 

Somit kann der Kroneckersche Satz als Verallgemeinerung des 
elementaren Bolzanoschen Satzes gelten; die Aussage ,,0 liegt zwi
schen I (a) und f (b)" ist zu der Aussage verallgemeinert: ,,0 hat in bezug 
auf [f (en)] eine von Null verschiedene Ordnung". 

2. Als Anwendung l beweisen wir den Fundamentalsatz der Algebra: 
] edes komplexe Polynom 

t(P) = P" + aIPn - l + ... + an (n:>- 1) 

besitzt wenigstens eine Nullstelle. (Mit p bezeichnen wir sowohl die komplexe Va
riable als auch den entsprechenden Punkt der GauBschen Zahlenebene.) 

Der Beweis wird auBer dem speziellen Kroneckerschen Existenzsatz (flir n = 2) 
nur die ubliche geometrische Deutung der komplexen Zahlen und die Tatsache 
benutzen, daB t(P) eine stetige Funktion von p ist, jedoch nicht die Differenzier
barkeit von t(P), also - im Gegensatz zu bekannten anderen Wendungen des
selben Beweises - keine fur analytische Funktionen typischen Eigenschaften eines 
Polynoms2• 

Beweis. Wir setzen g(P) = pn und fassen fund gals Abbildungen der 
p-Ebene ineine zweite Ebene von komplexen Zahlen auf, deren Nullpunkt 0 

heiBe. 1st r eine positive Zahl, fur die 

(1 a) 

(1b) 

r> 1, 

r> lall + ... + lanl 
gilt, und Z die Kreislinie mit dem Radius r urn den Nullpunkt 
gilt fur pC Z: 
!}(f(P) , g(P)) = It(p) - g(p)1 < lall rn - l + la2 l rn - 2 + ... + lanl 

<rn-l(iall + la2 1 + ... -I- lani) 
< rn 

also 

= Ig(p) I = e(g(p), 0), 

eU(P), g(P)) < e(g(p) , 0). 

Hieraus folgt nach dem Satz von RoucHlJ: (§ 1, Nr. 2): 

(2) o([I(Z)], 0) = o ([g(Z)] , 0). 

der p-Ebene, so 

[nach (1 a)] 

[nach (1 b)] 

Die Abbildung g des Kreises Z sieht aber folgendermaBen aus: Wahrend p den 
Kreis Z einmal monoton durchIauft, durchlauft g(P) einen Kreis mit 0 als Mittel
punkt genau n-mal monoton; folgJich (§ 1, Nr. 6) ist o([g(Z)], 0) = n 0\= O. Nach 
(2) ist auch 0 ([I (Z)], 0) ot 0, und nach dem speziellen Kroneckerschen Existenz
satz gibt es in der von Z begrenzten Kreisscheibe E2 wenigstens einen Punkt p 
mit t(P) = 0, w. z. b. w. 

3. Die Charakteristik eines Funktionensystems. Es handelt sich 
dabei im Grunde nur urn eine andere Formulierung des Begriffes der 
Ordnung: 

Es sei zein (n -1)-dimensionaler Euklidischer Zyklus, und auf z 
seien n reelle Funktionen 11,/2' ... , In gegeben, die daselbst keine 

1 vVeitere Anwendungen werden im § 3 gemacht. 
2 Man beachte uberdies die "Bemerkung" uber die Einfachheit des Falles 

12 = 2 in § 1, Nr.6. Man vgl. OSGOOD: Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I 
(zweite Auflage) S. 220-221. 
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gemeinsame Nullstelle besitzen. Dann definiert man die "Charakte
ristik des Systems der Ii auf dem Zyklus z" folgendermaBen: Es seien 
Xl' X2 , ••• , Xn Cartesische rechtwinklige Koordinaten im Rn; ZU diesem 
Koordinatensystem geh6rt eine bestimmte Orientierung des Rn gemaB 
Kap. IV, § 2,Nr. 6; der Nullpunkt der Koordinaten heiBe 0; durch 

Xi = Ii (P) (i = 1, 2, ... , n; pc z) 

wird eine Abbildung I von z in den Raum Rn - 0 erklart; unter der 
Charakteristik des Funktionensystems Ii aul z versteht man die Ordnung 
b ([f(z)] , 0). Falls die Ii stetig differenzierbar nach Cartesischen Koordi
naten in den Simplexen von z sind, kann man die Charakteristik auch 
durch das Integral (9) in § 1, Nr. 7, ausdrucken. 

Der allgemeine Existenzsatz aus Nr. 1 laBt sich nun so aus 
sprechen: 

Es sei cn ein Euklidiseher algebraiseher Komplex, und aul en seien 

n stetige reelle Funktionen 11,/2, ... , In gegeben, welehe aul dem Rande en 
keine gemeinsame Nullstelle besitzen. Falls dann die Charakteristik dieses 
Funktionensystems aul en von Null versehieden ist, besitzen· die Funk
tionen in en wenigstens eine gemeinsame Nullstelle. 

4. Der Index einer o-Stelle. Urn die bisherigen Existenzsatze fUr 
o-Stellen p - d. h. fUr Punkte p mit I(P) = 0 - zu Satzen uber die 
Anzahl der o-Stellen verfeinern zu k6nnen, fUhren wir den Begriff des 
"Index" oder der "Vielfachheit" einer o-Stelle ein. 

Es sei I eine Abbildung des n-dimensionalen Euklidischen Sim
plexes X in den ~; es gebe einen inneren Punkt p von X mit I (P) = 0, 

fUr alle von p verschiedenen Punkte q einer Umgebung U von p sei 
aber I (q) =l= 0; p sei also eine "isolierte o-Stelle". Es sei nun X orien
tiert, X ein entsprechend orientiertes n-dimensionales Simplex in U, das 
p im Innern enthalt, und Z eine dadurch in naturlicher Weise orien
tierte (n-1)-dimensionale Sphare in IX mit dem Mittelpunkt p. Da 
auf 2 keine o-Stelle liegt, ist [f (Z)] ein stetiger Zyklus in Rn - 0, und 
daher ist die (ganzzahlige) Ordnung b ([f(Z)] , 0) erklart. Diese Zahl 
heiBt der "Index" von p. Sie andert bei Umkehrung der Orientierung 
von X das Vorzeichen, da dann Z durch -Z zu ersetzen ist. 

Dieser Index ist von dem Radius der gewahlten Sphare Z unab
hangig; es gilt sogar der viel allgemeinere Satz: ist ~ = [h (z)] 
irgendein ganzzahliger (n -1)-dimensionaler stetiger Zyklus in IX - p, 
fUr welchen b (3, P) = +1 ist, so ist die Ordnung von 0 in bezug 
auf 1(3) - also die Zahl b([fh(z)], 0) - unabhangig von der Wahl 
des Zyklus ~, und somit gleich dem soeben mit Hilfe von Z erklar
ten Index. 

In der Tat: es sei 3cIX-P und b(~,P) =1; dann ist ~<XJZ in 
IX - P nach § 1, Nr. 3 (daB wir fruher statt des Simplexes IX den ganzen 
Rn zur Verfugung hatten, spielt fur den Beweis keine Rolle). Hieraus 
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folgt, da I(x - P) eRn - 0 ist: 

1(3) CXJ [/ (Z)] in Rn - 0, 

also b ([fWJ, 0) = b ([/(Z)J, 0), w. z. b. w. 

471 

Man kann somit zur Bestimmung des Index b ([/(3)J, 0) von p einen 
beliebigen stetigen Zyklus 3 c x - p mit b (3, P) = 1 zugrunde legen. 
Oft ist es bequem, einfach 3 = x zu wahlen. 

Bemerkung I. Es sei speziell I eine nicht-singulare affine Ab
bildung von x, also x' = I (x) ein (orientiertes) n-dimensionales Euklidi
sches Simplex des Rn, und 0 innerer Punkt von x'; dann gibt es in x 
genau eine o-Stelle p, und zwar liegt sie im Innern von x; sie besitzt 
also einen Index. Wir behaupten: der Index ist +1 oder -1, fe nach
dem x' = I (x) ein positives oder negatives Simplex des orientierten R n ist. 

In der Tat: je nachdem x' positiv oder negativ ist, ist die Schnitt
zahl o(x', 0) gleich +1 oder gleich -1 (Kap. XI, § 1, Nr. 1, Bemer
kung I); daher ist nach Kap. XI, § 1, Nr. 9, Formel (10), auch b (x', 0) 
= ±1 je nach dem Vorzeichen von x'. 

Bemerkung II. Wenn die o-Stelle p einen von Null verschiedenen 
Index hat, so ist 0 innerer Punkt der Bildmenge I (x) . 

Denn ist G die Komponente von Rn - I (x), welche 0 enthalt, und 
0' irgendein Pllnkt von G, so ist auch b ([f(x)J, 0') =F 0 nach Kap. XI, 
§ 2, Nr. 4, und daher 0' c I (x) nach Satz I; da somit Gel (x), da ferner 
o c G und da G offen ist, ist 0 innerer Punkt von I (x) . 

Bemerkung III. Es ist klar, was man bei Benutzung der Termi
nologie aus Nr. 3 unter dem "Index" oder der "Vielfachheit" einer iso
lierten gemeinsamen Nullstelle der Funktionen 11' 12' ... , In ZU ver
stehen hat. 

DaB der "Index" eine Verallgemeinerung des in der Funktionentheorie iiblichen 
Begriffes der "Vielfachheit" ist, lehrt der Satz: 

Durch die Potenzreihe a"pn + a"+lpn+l + ... mit n >- 1, an =1= 0 sei eine 
in der Umgebung von p = 0 analytische Funktion t(P) der komplexen Verander
lichen p gegeben. Fassen wir t als Abbildung der Umgebung des Punktes p = 0 
der p-Ebene in eine Ebene komplexer Zahlen mit dem Nullpunkt 0 auf, so hat 
die (isolierte) o-Stelle p = 0 den Index n. 

Beweis als Aufgabe! (Anleitung: Man beschranke sich auf eine Umgebung 
von p = 0, in der I a,,+l + a,,+2P + .. '1 < Mist, wahle eine positive Zahl r 
mit M· r < I an I, verstehe unter Z den Kreis mit dem Mittelpunkt p = 0 und 
dem Radius r und vergleiche t mit der durch g(P) = a"p" gegebenen Abbildung g. 
Ahnlich wie in N r. 2 ergibt sich b (U (Z)], 0) = b ([g (z)], 0) und hieraus die Be
hauptung.) 

5. Die algebraische Anzahl der o-Stellen. Es sei wieder I eine 
Abbildung des Euklidischen n-dimensionalen algebraischen Kom
plexes en in den Rn und 0 ein Punkt des Rn. Eine o-Stelle peen 
von I heiBe "regular", wenn sie 1) im Innern eines n-dimensionalen 
Simplexes X von en liegt und 2) isoliert ist; sie hat dann einen (von 
der Orientierung von X abhangigen) Index. Wir setzen voraus, daB I 
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keine anderen als regulare a-Stellen in C" besitzt; deren Anzahl ist 
dann gewiB endlich, da andernfalls ein Haufungspunkt der a-Stellen 
eine irregulare a-Stelle ware. Es seien Ph die a-Stellen, ih ihre lndexe, 
fur jedes h sei X h das Simplex von C", in welchem Ph liegt, und th der 
Koeffizient von X h in C"; dann ist ih· th unabhangig von der Orien
tierung des Simplexes X h , da bei Umkehrung dieser Orientierung so
wohl ih als auch th das Vorzeichen wechselt. Die Summe J = ~ ihth 

h 
heiBt die "algebraische Anzahl" der a-Stellen von I in cn; wenn C" = ~Xi 
ein orientierter Komplex ist, so ist J einfach gleich der Summe ~ih 
der Vielfachheiten. 

Es gilt nun der grundlegende 
Satz II. Wenn die Abbildung I des n-dimensianalen Kamplexes cn 

in den R" keine anderen als reguliire a-Stellen besitzt, sa ist deren alge
braische Anzahl gleich der Ordnung van a in bezug aul das Randbild 
[I (C")J, alsa gleich b ([/(cn)J, a). 

Beweis. Die Bezeichnungen Ph' ih' th sollen dieselbe Bedeutung 
haben wie oben. Wir stellen eine so1che Unterteilung I q I von I C"I 
her, daB fur jedes h der Punkt Ph im lnnern eines n-dimensionalen 
Simplexes IXh I von I q I liegt und daB jedes Simplex hi hOchstens 
eine a-Stelle Ph enthiiltl; unter q verstehen wir den bei dieser Unter
teilung aus C" entstehenden algebraischen Komplex; in ihm haben die 
Simplexe Xh die Koeffizienten tho 

Die Abbildung I hat in dem Polyeder Ci' - 1:,-tk Xh keine a-Stelle; 
daher ist nach Nr. 1: h 

b([/(Cf - ~thXhn, a) = 0, 
k 

also - mit Rucksicht auf Kap. XI, § 1, Nr.7 -: 

b ([/(C'1)J, a) = ~tkb ([/(xh)] , a). 
k 

Nun· ist aber nach Nr.4: 
b ([/(xh)], a) = ih' 

und auBerdem ist, da C'1 eine Unterteilung von Cn ist, b ([/(C'1)] , a) 
= b ([I (C")] , a); mithin gilt in der Tat die behauptete Gleichheit 

b([/(Cn )], a) = ~ihtk. 
Aus dem damit bewiesenen Satz ergibt sich mit Hilfe des Satzes 

von ROUCHE (§ 1, Nr.2) das 
Korollar 1. Es seien II und 12 zwei Abbildungen van C" in den R", 

die beide nur reguliire a-Stellen besitzen, und deren Abweichung vanein-

ander aul dem Rand Cn durch 

e(/I(P)' 12(P)) < e(/I(P)' a) fur pc Cn 

1 Eine solche Unterteilung konstruiert man Ieicht nach den Methoden von 
Kap. III, § 2, Nr. 8. 
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beschrankt ist. Dann haben 11 und 12 die gleichen algebraischen Anzahlen 
von o-Stellen in C". 

Ferner ergibt sich auf Grund von Kap. XI, § 2, Nr. 4, das 
Korollar II. Es sei I eine Abbildung von Cn in den Rn, es seien 0 

und 0' zwei Punkte in derselben Komponente von Rn - I (Cn) , und I be
sitze in Cn nur regulare o-Stellen und nur regulare o'-Stellen. Dann ist" 
die algebraische Anzahl der o-Stellen gleich der algebraischen Anzahl der 
0' -Stellen. 

Bemerkung 1. Es liegt auf der Hand, wie die Satze dieser Nummer 
zu formulieren sind, wenn man sich der Terminologie aus Nr. 3 bedient. 
Man kann dann, falls die Funktionen 11' 12' ... , I" stetig differenzier
bar sind, die algebraische Anzahl ihrer gemeinsamen Nullstellen durch 
das iiber Cn erstreckte Integral (9) bzw. (9') aus § 1, Nr. 7, ausdriicken. 

Bemerkung II. Wenn n = 2 und I die durch eine analytische 
Funktion vermittelte Abbildung des (im allgemeinen krummen) Teil
polyeders C2 einer Ebene oder einer Riemannschen FHiche ist, so erhalt 
man bekannte Satze aus der klassischen Funktionentheorie. 

6. Der lokale Abbildungsgrad im Rn. Wir verzichten jetzt auf die 
Voraussetzung der Regularitat aller o-Stellen in cn. Dann bemerken 
wir erstens, daB der folgende Satz gilt: 

Sa tz III. 1st I eine beliebige Abbildung von C" in den Rn, 0 ein be
liebiger Punkt im Rn und e eine beliebige positive Zahl, so gibt es Ab
bildungen Ii mit 

e (/i(P), I (P)) < e fiir aIle Punkte peen, 
welche nur regulare o-SteUen (oder gar keine o-Stellen) besitzen. 

In der Tat kann man ja unter Ii z. B. eine beliebig gute simpliziale 
Approximation von I verstehen (Kap. VIII, § 5, Nr.10), bei welcher die 
Bilder der Eckpunkte der zugrunde gelegten Unterteilung I C: I von I cn I 
derart gewiihlt sind, daB 0 nicht dem Bild eines Nebensimplexes von 
I q I angehOrtl. 

Zweitens gilt: 
Sat z IV. Es sei I eine A bbildung von cn in den Rn, bei welcher keine 

o-Stelle aul Cn liegt. Dann sind lur je zwei Abbildungen 11,12 von cn, 
welche I hinreichend gut approximieren und welche beide nur regulare 
o-SteUen besitzen, die algebraischen Anzahlen der o-Stellen einander gleich. 

Beweis. Da auf Cn keine o-Stelle von I liegt, ist 

(3) e(/(Cn),o)=IX>O. 

Sind dann 11,12 zwei Abbildungen von C" in den Rn mit 

(4) e(/i(P)' I(P)) < tlX, (i = 1,2; pc cn) 

1 1m Kap. VIII a. a. O. haben wir t. (e) = I (e) fUr die Eckpunkte von I C; I 
gesetzt; es genugt aber fur die Gute der Approximation, Ide) in hinreichender 
Nahe von I (e) zu wahlen; diese Wahl kann man so treffen, daB die obige 
Forderung bezuglich der Nebensimplexe erfullt wird. 
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so ist offenbar die Voraussetzung des Korollars I in Nr. 5 erfUllt, und 
daher ist unsere Behauptung richtig. -

Die Satze III und IV berechtigen zu der folgenden 
Defini tion. Es sei I eine Abbildung von en in den Rn, welche 

auf Cn keine o-Stelle besitzt. Dann verstehen wir unter dem "lokalen! 
Grad der Abbildung I im Punkte 0" die algebraische Anzahl der o-Stellen 
einer beliebigen, jedoch hinreichend guten 2 Approximation Ii von I, 
welche nur regulare o-Stellen besitzt. 

Der "lokale Grad" ist somit ein Ersatz fur die "algebraische An
zahl", wenn statt der Voraussetzung der Regularitat aller o-Stellen 
nur die schwachere Voraussetzung erfiillt ist: auf Cn liegt keine o-Stelle. 
Aus seiner Definition, aus dem Satz II und aus der Tatsache, daB 
tJ ([fi(cnl] , 0) = tJ ([f(cnl] , 0) fUr jede hinreichend gute Approximation Ii 
von fist (Satz von ROUCHE), ergibt sich in Verallgemeinerung des 
Satzes II der folgende Hauptsatz dieses Paragraphen: 

Satz V. Es sei I eine Abbildung von en in den Rn, welehe aul Cn 

keine o-Stelle besitzt. Dann ist der Grad von f in 0 gleieh der Ordnung 
von 0 in bezug aul [f (Cn)]. 

Bemerkung. Man kann sich bei der Definition des lokalen Grades 
auf simpliziale Approximationen von I beschranken; da die Indexe der 
o-Stellen einer simplizialen Abbildung nach Nr.4 gleich ± 1 sind, ist die 
"algebraische Anzahl" der o-Stellen dann gleich der "Bedeckungszahl" 

J = ~t! - ~tl_ 
k I 

(vgl. Kap. XI, § 1, Nr. 9), wobei t! bzw. t~ den in en auftretenden 
Koeffizienten eines Simplexes bezeichnet, welches eine o-Stelle enthalt 
und im positiven bzw. negativen Sinne in den Rn abgebildet wird. 1st 
insbesondere en = ~Xi ein orientierter Komplex, so ist die Bedeckungs
zahl gleich der Anzahl der den Punkt 0 positiv bedeckenden Bild
simplexe, vermindert urn die Anzahl der ihn negativ bedeckenden Bild
simplexe. Der lokale Grad einer beliebigen Abbildung I im Punkte 0 

ist gleich der Bedeekungszahl von 0 bei einer hinreichend guten, im 
ubrigen beliebigen simplizialen Approximation von I, von der nur vor
ausgesetzt ist, daB alle o-Stellen im Inneren von Grundsimplexen von 
Ie lliegen. 

Dies ist die ursprungliche Definition des Grades von BROUWER. 
7. Topologische Abbildungen. Der folgende Satz tragt zur Recht

fertigung der Aussage bei, daB der Index eine "Vielfachheit" ist. 
Sa tz VI. Es sei p innerer Punkt des n-dimensionalen Simplexes x 

und f eine topologisehe Abbildung von x in den Rn mit f (P) = O. Dann 
hat die o-Stelle p den Index ± 1. 

1 Den Zusatz "lokal" lassen wir zuweilen weg, wenn keine Verwechslung mit 
dem "Grad im GroBen" aus § 1, Nr.4, zu befiirchten ist. 

2 Die durch (3) und (4) gegebene Giite der Approximation ist hinreichend. 
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Beweis. Nach Satz III in Rap. XI, § 4, Nr. 5, gibt es einen Punkt 
0' eRn - I(i) mit b([f(i)], 0') = ±1. 1 Nach Satz I (des gegenwar
tigen Paragraphen) gibt es einen Punkt p' c x mit I (p') = 0'; da 
0' c Rn - f (x) ist, ist p' c x - x, also innerer Punkt von x. Das 
durch f gelieferte Bild der Strecke pp' ist ein stetiger, 0 mit 0' ver
bindender Weg in Rn - f(x); da somit 0 und 0' zu derselben Rom
ponente von Rn - x gehOren, ist b ([f(i)], 0) = b ([f(i)], 0'), also 
b ([f(i)], 0) = ± 1. 

Aus dem damit bewiesenen Satz VI und der Bemerkung II in Nr. 4 
folgt noch einmal (vgl. Rap. X, § 2, Nr. 5; Rap. XI, Anhang, Nr. 9) 
der Satz von der Gebietsinvarianz: 1st I eine topologische Abbil
dung einer ollenen Menge G des R n in einen ebenlalls n-dimensionalen 
Euklidischen Raum Rf, so ist die Bildmenge t (G) eine in Rf oflene 
Menge. 

Der Beweis des Satzes VI zeigt uberdies, daJ3 die Indexe der o-Stelle p 
und der 0' -Stelle p' entweder beide gleich + 1 oder beide gleich - 1 
sind. Wir verallgemeinern diese Tatsache sogleich zu 

Sa tz VII. Es sei G ein Gebiet im n-dimensionalen Euklidischen 
Raume Rf und I eine topologische Abbildung von G in einen n-dimen
sionalen Euklidischen Raum R~. Dann sind die Indexe der Punkte 2 

von G entweder siimtlich gleich + 1 oder siimtlich gleich - 1 . 

Beweis. Der Punkt peG habe den Index + 1; d. h. es sei 
b ([f(i)] , /(P)) = + 1, wobei x ein positiv orientiertes n-dimensionales 
Simplex in Gist, welches p im Innern enthalt; ist p' ein beliebiger 
innerer Punkt von x, so ergibt sich wie im Beweis des Satzes VI, daJ3 
auch b ([f(x)] , I(p')) = + 1 ist. Daraus ist ersichtlich: die Punkte mit 
dem Index + 1 bilden eine offene Teilmenge von G. Dasselbe gilt fUr 
die Punkte vom Index - 1. Da G ein Gebiet, also zusammenhangend 
ist, muJ3 eine der beiden Teilmengen leer sein, w. z. b. w. -

Je nachdem die Punkte von G die Indexe + 1 oder -1 haben, 
sagt man, daJ3 die topologische Abbildung f den Grad + 1 oder -1 
hat; diese Ausdrucksweise ist berechtigt, da ja die Abbildung eines 
beliebigen in G gelegenen, positiv orientierten n-dimensionalen Sim
plexes x in dem Bildpunkt I (P) eines beliebigen inneren Punktes p 
von x den lokalen Grad + 1 oder - 1 besitzt, je nachdem p den Index 
+ 1 oder -1 hat. 

1 Der zitierte Satz war das Ergebnis verhaltnismaBig schwieriger Betrach
tungen (Alexanderscher Dualitatssatz); fUr den Fall n = 2 findet man einen 
sehr einfachen Beweis dieses Satzes im § 2 der auf S. 464 zitierten Arbeit von 
E. SCHMIDT. - Einen Beweis des Satzes VI, der den Satz III aus Kap. XI, § 4, 
nicht benutzt, entnimmt man leicht den in der FuBnote auf S. 312 zitierten 
Arbeiten von BROUWER und LERAY. 

2 Unter dem Index des Punktes p ist natiirlich der Index der t (p)-Stelle p 
zu verstehen. 
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Von den topologischen Abbildungen des Grades + 1 sagt man ge
wohnlich, daB sie "die Orientierung erhalten", von denen des Grades 
- 1, daB sie "die Orientierung umkehren". Dabei sind nattirlich immer 
feste Orientierungen der Raume Rr und R~ zugrunde gelegt. Andert 
man die Orientierung eines dieser Raume, so andert der Grad das Vor
zeichen; andert man sowohl die Orientierung von Rr, als auch die 
von R~, so bleibt der Grad ungeandert. Hieraus folgt: Falls Rr mit R~ 
identisch ist, lalls man also ein Gebiet des Rn topologisch aul ein Gebiet 
desselben Rn abbildet, so ist der Grad von der Orientierung des Rn nicht 
abhiingig. 

8. Invarianzsatze. Satz VIII (Invarianz derOrdnung). Essei: 
o ein Punkt des Rr; & ein stetiger (n - 1 )-dimensionaler Zyklus in Rr - 0; 
x ein n-dimensionales Simplex des Rr, welches sowohl 0 als auch ~ im 
Innern enthiilt; I eine topologische Abbildung von x in einen n-dimensio
nalen Euklidischen Raum R~ und or = ± 1 der Grad von I. Dann ist 
0(1(&),/(0)) = or· 0(&,0). 

Beweis. Es sei x das positiv orientierte Simplex x und ferner y 
ein positiv orientiertes Simplex in R~, welches den Punkt 0' = t (0) im 
Innern enthalt. Setzen wir &' = I (5), so ist nach § 1, N r. 3: 

(5) &00o(&,o)·i III x-o, 

(6) 0' ,"" 0 (,,',0') . :Y in R~ - 0'. 

Nach Nr. 7 ist o ([I (i)J , 0') = or, also (§ 1, Nr. 3): 

(7) in R~ - 0', 

wobei or = ± 1 der Grad von 1 ist. Aus (5) folgt, da I (x - 0) C R~ - 0' 

ist: 
III R~ - 0', 

also mit Rticksicht auf (7): 

(8) in R~ - 0'. 

Aus (6) und (8) folgt nach § 1, Nr. 3, die behauptete Beziehung 
0(,,',0') = or· 0(5,0). 

Aus dem Satz VIII folgt auf Grund des Satzes V unmittelbar 
Sa tz IX (In varianz des lokalen Grades). Es sei heine Ab-

bildung des Komplexes en in den Rr, welche aul en keine o-Stelle hat 
und lur welche somit der lokale Grad ] im Punkte 0 deliniert ist; es seien 
weiter x ein Simplex des Rr, welches sowohl h (en) als auch 0 im Innern 
enthiilt, ztnd I eine topologische Abbildung von x in den Raum R~. Dann 
hat die Abbildung Ih von en im Punkte 1(0) den lokalen Grad or·], wobei 
or = ± 1 der Grad von 1 ist. 

DaB in analogem Sinne auch der "Index" topologisch invariant ist, 
ergibt sich unmittelbar aus dem Satz VIII, da der Index ja als eine 
spezielle Ordnung definiert ist. 
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9. Funktionaldeterminanten. Es seien R~ und R~ zwei Euklidische Raume, 
in denen Cartesische Koordinaten ~1' ~2' ... , ~n bzw. 1Jl' 1J2' ... , 1Jn eingefuhrt 
sind; der Nullpunkt in R~ heiBe Po' der in R~ heiBe qo' Eine Umgebung von Po 
sei durch eine Abbildung I, die durch 

(9) (i=1,2, ... ,n) 

gegeben ist, so in R; abgebildet, daB /(Po) = qo' d. h. 

(90 ) li(o,o, ... ,O)=O (i = 1,2, ... , n) 

ist. Dann gilt bekanntlich der Satz: Wenn die Funktionen Ii stetig differenzier

bar nach den ~j sind und wenn die Funktionaldetcrminante D = i : ;; I an der 

Stelle Po nicht Null ist, so gibt es eine Umgebnng von Po' die durch I topologisch 
auf eine Umgebung von qo abgebildet wird. Es besteht daher die Frage: Wic 
entscheidet man, ob diese topologische Abbildung den Grad + 1 oder -1 hat' 
Wir werden diese Frage, ohne den soeben zitierten Satz zu benutzen, beantworten, 
indem wir den folgenden Satz beweisen: 

Die Funktionaldeterminante D sei an der Stelle Po von Null verschieden. Dann 
ist Po eine isolierte qo-Stelle, und ihr Index ist +1 oder -1 ie nach dem Vorzeichen 
von D. 

(10) 

( 11) 

Beweis. Wir set zen 
iJ Ii 

aij = {)~j (Po) , 

g.(P) = 1: aij ~j 

(hier wie auch im folgenden setzen wir als Argument den Punkt p statt seiner 
Koordinaten ~1' ~2' ... , ~n ein). 

Dann folgt aus der stetigen Differenzierbarkeit der Funktionen Ii in der Um
gebung von Po leicht, daB 
(12) li(P) = gi(P) + f(Ji(P) 
mit 

(13) 

ist. Aus (12) folgt 

lim 
flIP, Po)-+o 

__ ?'2~ = 0 
Q(P, Po) 

Q (/ (P), g (p)) = l!~ ,pi{pj2, 
also mit Rucksicht auf (13): 

(14) lim Q(i(P), g(P)) = o· 
I!(p, po) +0 Q (P, Po) , 

mit anderen Worten: zu jedem 0.: > 0 gibt es ein soIches r > 0, daB 

(15) Q(/(P), g(P)) < 0.:' Q(P, Po) fur Q (P, Po) < r 
ist. 

Da nun nach Voraussetzung die Determinante 

D = Det. (aij ) =!= 0 

ist, ist g (P) =!= qo fur P * Po; folglich besitzt Q (g (P), qo), wenn P auf der Sphare 
mit dem Mittelpunkt Po und dem Radius 1 variiert, cin positives Minimum 0.:; 

dann gilt infolge der Linearitat von g Hir aIle p: 

(16) Q(g(P), qo):> 0.:' Q(P, Pol· 
Wir bestimmen zu dieser Zahl 0.: eine Zahl r so, daB (15) gilt; dann ergibt 

sich aus (15) und (16): 

(17) Q(t(P), g(P)) < e(g(p), qo), fur e(P, Po) < r. 



478 XII. Der Brouwersche Abbildungsgrad. Die Kroneckersche Charakteristik. 

Hieraus folgt erstens: fur (! (P, Po) < r ist f (P) + qo' d. h.: Po ist isolierte qo-Stelle. 
Zweitens: ist x ein in der r-Umgebung von Po gelegenes, Po im Innern enthalten
des Simplex, so folgt aus (17) auf Grund des Satzes von ROUCHE: 

tJ ([f (x)], %) = tJ ([g (x)], qo) . 

Aber nach der Bemerkung I in N r. 4 ist tJ ([g (x)] ,qo) gleich + 1 oder gleich - 1 • 
je nachdem das Simplex g(x) positiv oder negativ ist, also je nach dem Vorzeichen 
der Determinante D. 

Damit ist der Satz bewiesen. 
Bemerkung 1. Aus dem soeben bewiesenen Satz und der Bemerkung II in 

Nr. 4 folgt die (in dem am Anfang der Nummer zitierten bekannten Satz enthaltene) 
Tatsache: Zu jedem hinreichend nahe bei qo gelegenen Punkt q gibt es (wenig
stens) einen Punkt p mit I (P) = q. 

Bemerkung II. Unser Beweis zeigt: Die Voraussetzung, daB die Ii in einer 
Umgebung von Po stetig differenzierbar sind, kann durch die schwachere Voraus
setzung ersetzt werden: die Funktionen Ii besitzen in Po ein "totales Differential", 
d. h. sie gestatten eine Darstellung (12), wobei die gi durch (11) mit konstanten au 
gegeben sind und die 'Pi die Bedingung (13) erfullen. 

§ 3. Spezielle Satze und Anwendungen. 

1. Der Zusammenhang zwischen Vektorfeldern im Rn und Ab
bildungen. 1st auf einer Punktmenge M des Rn ein System von n reellen 
stetigen Funktionen VI' V 2 , ... , Vn gegeben, so konnen wir es auf 
zweierlei Weisen geometrisch deuten: erst ens wie in den vorigen Para
graphen als Abbildung v, dergestalt, daJ3 wir fUr jeden Punkt pc M 
unter v (p) denjenigen Punkt eines Euklidischen, mit Cartesischen Ko
ordinaten VI' V2 , ... , Vn versehenen Raumes Rf verstehen, der die Ko
ordinaten VI (P), V 2 (P), ... , vn (P) hat; zweitens als Vektorfeld, indem 
wir in jedem Punkt pc M denjenigen Vektor '0 (P) anbringen, dessen 
Komponenten die Werte VI (P), V 2 (P)' ... , Vn (P) besitzen. 

Somit ist die Untersuchung von Vektorfeldern im Rn mit der Unter
suchung von Abbildungen aquivalent; insbesondere kann man den 
meisten Begriffen und Satzen aus den vorigen beiden Paragraphen 
einen auf Vektorfelder bezuglichen Sinn geben. Wir werden dies hier 
nur in einigen speziellen Fallen tun (Nr. 1, 3, 4)1. Wir werden, wenn 
die Vektoren '0 die Komponenten Vi besitzen, unter der "zu dem Vektor
feld '0 gehorigen Abbildung" immer die obengenannte Abbildung V 

verstehen. 
Es sei Zein (n -1)-dimensionaler (im allgemeinen krummer) Zyklus 

im Rn, und auf Z sei ein stetiges Vektorfeld '0 gegeben, das auf Z keine 
Nullstelle besitzt (d. h. es ist 'O(P) =l= 0 fur pc Z); unter der "Charakte
ristik" des Feldes '0 auf Z versteht man die Kroneckersche Charakte
ristik des Systems der Komponenten VI' V2 , ..• , Vn oder, was dasselbe 
ist: die Ordnung des Nullpunktes 0 des Raumes Rf in bezug auf den 
Zyklus [v (Z)], wobei V die zu dem Felde '0 gehOrige Abbildung ist. 

1 Wegen der Ubertragung des Begriffes des "Index" auf Vektorfelder vgL 
man Kap. XIV, § 2. 
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Die folgenden Tatsachen ergeben sich unmittelbar aus den vorigen 
Paragraphen: 

(a) Es seien b und to zwei Felder auf Z, welche dort nirgends Null 
sind und welche die Eigenschaft besitzen: in keinem Punkte p von Z 
sind die Richtungen der Vektoren b (P) und to (P) einander entgegen
gesetzt. Dann haben die beiden Felder die gleiche Charakteristik. 
(Satz von POINCARE-BoRL.) 

Hierin ist insbesondere die Tatsache enthalten, daB es bei der Be
stimmung der Charakteristik eines Feldes nur auf die Richtungen, aber 
nicht auf die Langen der Vektoren ankommt. 

(b) J edes Vektorfeld, das in einer n-dimensionalen V ollkugel En 
stetig und dort fiberall von Null verschieden ist, hat auf der Rand
sphare von P die Charakteristik 0 (§ 2, Satz Ia). 

(c) Auf einer (n -1)-dimensionalen Sphare hat das Feld der auBeren 
N ormalen die Charakteristik + 1, das F eld der inneren N ormalen die 
Charakteristik (-1) n (K oeffizien ten bereich @). 

Denn wenn die Sphare durch die Gleichung :Ex; = 1 gegeben ist 
und wenn die Normalenvektoren die Langen 1 haben, so ist die zu
gehorige Abbildung v im FaIle der auBeren Normalen durch Vi = Xi' 

im FaIle der inneren Normalen durch Vi = -Xi gegeben; sie ist affin!, 
und ihre Determinante ist +1 bzw. (_1)n; nach § 2, Nr. 4, Bemerkung I 
hat sie daher fiberall den Index +1 bzw. (_1)n; die Charakteristik 
auf der Sphare ist aber der Index in ihrem Mittelpunkt. -

2. Vektorfelder in der Vollkugel2. Aus den soeben festgestellten 
Tatsachen folgern wir leicht den 

Satz I. Jedes Vektorfeld, das in einer n-dimensionalen Vollkugel En 
stetig und von Null verschieden ist, enthiilt aut der Randsphiire Z von En 
wenigstens einen Vektor, der eine iiufJere, sowie wenigstens einen Vektor, 
der eine innere N ormale ist. 

Beweis. Das gegebene Feld b hat nach (b) auf Z die Charakte
ristik O. 1st to irgendein Feld auf Z ohne Nullstelle und mit einer von 
Null verschiedenen Charakteristik, so gibt es nach (a) eine Stelle p 
auf Z, in welcher b (P) und to (P) einander entgegengesetzt gerichtet 
sind. Nach (c) konnen wir unter to das Feld der auBeren oder das der 
inneren Normalen verstehen; daher enthalt das Feld b auf Z wenigstens 
einen inneren und wenigstens einen auBeren Normalenvektor. 

n 

Analytische Formulierung des Satzes I. Fur 1:xl;;;; 1 seien n stetige 
i;::;l 

reelle Funktionen VdXl' x 2 ' .•. , xn) gegeben, fUr welche das Gleichungssystem 

i=1,2, ... ,n 

1 Wir betrachten die durch Vi = ±Xi gegebene Abbildung V des ganzen RH. 

2 Fur n = 2 und n = 3 lassen sich die meisten Satze dieses Paragraphen 
besonders einfach beweisen. Man vgl. auBer der auf S. 464 zitierten Arbeit von 
W. FENCHEL noch: B. JESSEN: Elementare Beweise einiger Siitze uber stetige 
Abbildungen einer Kugel auf sich. Mat. Tidsskr. B 1933. 
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keine Losung besitzt. Dann gibt es eine positive Zahl A und eine negative Zahl p" 

so daB jedes der beiden Gleichungssysteme 

und 

Vi(X1 , %21' . 0, X'n) = AX; 

Vi (Xl' X 2 , ... , Xn) = p'X; 

je eine LOsung Xl' X 2 ' ... , X" mit 2": x; = 1 besitzt. 

i=1,2, ... ,n 

i=1,2, ... ,n 

3. Der Brouwersche Fixpunktsatz fur das n-dimensionale Ele
ment. Es sei f eine Abbildung der im Rn gelegenen Vollkugel En in 
diesen selben Rn hinein; in jedem Punkt peEn bringen wir den Vektor 
~ 

b(P) = Pf(P) an; dieses stetige Vektorfeld hat Nullstellen dort und 
nur 9-ort, wo f (P) = P ist, d. h. in den "Fixpunkten" der Abbildung f. 
Wenn f keinen Fixpunkt besitzt, so sind daher die Voraussetzungen 
des Satzes I erfiillt, und daher gibt es auf dem Rande sn-l von En 
wenigstens einen Punkt p, in welchem der Vektor b (P) die auBere 
Normale ist; dann liegt der Bildpunkt f(P) auBerhalb von En. Die 
Existenz eines solchen Punktes p bei jeder fixpunktfreien Abbildung 
von En ist gleichbedeutend mit 

Satz II. Es sei En eine Vollkugel im Rn und sn-l die Randsphiire 
von En; ferner sei f eine Abbildung von En in denselben Rn, bei welcher 
f(sn-l) C En ist. Dann besitzt diese Abbildung wenigstens einen Fix
punkt in En. 

Insbesondere besitzt daher jede Abbildung mit f (En) C En, d. h. 
jede Abbildung von En in sich, einen Fixpunkt; diese Eigenschaft 
kommt dann aber offenbar auch jeder mit der Vollkugel hom60morphen 
Menge, d. h. jedem n-dimensionalen Element (z. B. dem Simplex) zu; 
es gilt also 

Satz lIa (Brouwerscher Fixpunktsatz fur das Element). 
] ede Abbildung eines n-dimensionalen Elementes in sich besitzt wenigstens 
einen FixpunkP. 

Als Beispiel einer Anwendung dieses Fixpunktsatzes geben wir einen Beweis 
fur den folgenden Sa tz von FROBENIUS: 

Jede reelle quadratische Matrix (aii) mit lauter nicht-negativen Elementen aiJ 
besitzt eine reelle nicht-negative charakteristische Wurzel 2. 

Beweis. Wenn die Determinante I aiil = 0 ist, ist A = 0 eine nicht-negative 
charakteristische Wurzel; es sei I aul =10 0; dann ist durch 

i=1,2, ... ,n 

eine Abbildung f des (n -1)-dimensionalen projektiven Raumes pn-l in sich be
stimmt; dabei sind Xl: X 2 : ••• : X" die Koordinaten in pn-l. Die Punkte mit 
lauter nicht-negativen Koordinaten bilden bekanntlich ein (n - 1)-dimensionales 
Simplex in pn-l; da aile aii :;;:; 0 sind, wird dieses Simplex durch f in sich abgebildet. 

1 Vgl. den Anhang zum Kap. IX (der dortige Beweis enthaJ.t ubrigens sogar 
einen Beweis des obigen Satzes II) sowie Kap. XIV, § 1, Nr. 4, a. 

2 Unter einer charakteristischen Wurzel der Matrix (aij) versteht man be
kanntlich eine Zahl A, fur we1che die Determinante I aij - A!5/j I = 0 ist (!5iJ = 0 
fur i =10 j, !5ii = 1). 
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Folglich gibt es in ihm einen Fixpunkt; die Koordinaten x, dieses Punktes er
fullen die Gleichungen 

i=1,2, ... ,n, 

wobei A eine reelle charakteristische Wurzel der Matrix (aij) ist; da alle aij;;;; 0 
und aIle Xi~' 0, aber nicht aIle Xi = 0 sind, ist ;. > o. 

4. Vektorfelder auf den Spharen gerader Dimension; ein Fix
punktsatz. Es sei n ungerade und sn-1 eine Sphare im Rn. Nach 
Nr. 1 (c) besitzen das Feld na der auBeren und das Feld ni der inneren 
N ormalen von sn -1 voneinander verschiedene Charakteristiken; daraus 
folgt: ist tJ irgendein Vektorfeld auf sn -1, das dort iiberall von Null 
verschieden ist, so ist seine Charakteristik von der Charakteristik 
wenigstens eines der beiden Felder na und ni verschieden; folglich gibt 
es nach Nr. 1 (a) eine Stelle auf sn-1, an welcher der Vektor tJ einem 
Normalenvektor entgegengesetzt gerichtet, also selbst ein Normalen
vektor ist. Damit haben wir bewiesen: 

Sa tz III. Es sei n -1 gerade und sn-1 eine Sphiire im R'f~. Dann 
enthiilt fedes auf sn-l stetige und von Null verschiedene Vektorfeld wenig
stens einen Normalenvektor von sn-1. 

n 

Analytische Formulierung: Es sei n ungerade und fur 1;x~ = 1 seien 
i=l 

n stetige Funktionen Vi (Xl' X 2 , ... , Xn) gegeben. Dann gibt es eine reelle Zahl J., 
so daB das Gleichungssystem 

V;{Xl' x2 ,···, xn) = AX, i = 1,2, ... , n 

eine Lasung Xl' X 2 ' ... , Xn (mit 1;x; = 1) besitzt. 

Der Satz III enthaltl den 
Satz IlIa (Satz von POINCARE-BROUWER). Bei geradem n gibt es 

auf der Sphiire sn kein stetiges Feld tangentialer Richtungen 2 • 

Dagegen wird bei ungeradem n durch 

( . n + 1) 
V 2j - 1 = -X2j , V 2j = X 2j - 1 J = 1,2, ... '2--

ein stetiges Feld tangentialer Richtungen mit den Komponenten Vi auf 
n+l 

der durch L x~ = 1 gegebenen Sphare sn bestimmt. -
i=l 

1m folgenden verstehen wir unter dem "Antipoden" eines Punktes p 
der Sphare sn immer den von p verschiedenen Endpunkt desjenigen 
Durchmessers von sn, auf dem p liegt. 

Dann folgt aus Satz III leicht 1 

Satz IV. 1st n gerade, so gibt es bei jeder Abbildung der Sphiire sn 
in sich entweder einen Fixpunkt oder einen Punkt, der auf seinen Anti
poden abgebildet wird (oder Punkte beider Arten). 

Beweis. Wenn die Abbildung f von sn in sich keinen Fixpunkt 
-.--~ 

besitzt, so bilden die Vektoren Pf(P) ein auf sn stetiges und von Null 

1 \Vir ersetzen n durch n + 1. 
2 Der Satz wurde fur n = 2 von POINCARE, fur 11 > 2 von BROUWER ent

deckt; er ist ein Spezialfall des allgemeineren Satzes III in Kap. XIV, § 4. 

Alexandroff·Hopf, Topologie 1. 31 
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verschiedenes Vektorfeld. Nach Satz III gibt es daher einen Punkt p, 
-->-

in welchem der Vektor PI(P) eine Normale von 5" ist. Dies ist nur 
moglich, wenn I (P) der Antipode von P ist. 

Dagegen ist bei ungeradem n durch 

( . n + 1) 
1=1,2""'-2-

eine Abbildung der (durch 1:x; = 1 gegebenen) Sphare 5" in sich be
stimmt, bei welcher weder ein Punkt auf sich noch ein Punkt auf 
seinen Antipoden abgebildet wird. 

5. Spiegelungen von Spharen; noch ein Fixpunktsatz. Unter der 
"Spiegelung" des R" an der in ihm gelegenen r-dimensionalen Ebene R' 
(0 -< r -< n - 1) verstehen wir die folgende Abbildung des R" auf sich: 
man wahle das Koordinatensystem im R" so, daB R' durch die Glei
chungen 

gegeben ist; dann ist die durch 

(1 ) 
fUr 1 -<i-<n - r, 

fUr n-r+1::::;i-<n 

bestimmte Abbildung die Spiegelung an R'. Dabei geht jede (n -1)
dimensionale Sphare, deren Mittelpunkt auf R' liegt, in sich liber. 

Wir fragen, wann eine Spiegelung I einer Sphare 5"-1 an einer 
r-dimensionalen Ebene durch den Mitte1punkt 0 von 5,,-1 innerhalb 
von R" - 0 zu der Identitat homotop ist, d. h. wann es eine solche 
stetige Schar It, 0:::; t s: 1, von Abbildungen der Sphare sn-1 in den 
Raum R" - 0 gibt, daB lo(P) = P fUr jeden Punkt pc 5,,-1 und 
11 = I ist. Die Frage wird beantwortet durch den 

Satz V. Eine Spiegelung der Sphiire 5,,-1 im R" an einer durch den 
Mittelpunkt 0 von 5,,-1 gehenden r-dimensionalen Ebene ist dann und 
nur dann innerhalb von R" - 0 zu der Jdentitiit homotop, wenn 

r == n mod 2 
ist. 

Beweis. Die Determinante der durch (1) gegebenen Abbildung I 
ist (_1)"-'; daher (vgl. § 2, Nr. 4, Bemerkung I) ist, wenn wir unter Z 
eine in natlirlicher Weise orientierte Sphare mit Z = 5,,-1 verstehen, 
die Ordnung 
(2) tJ ([f(Z)] , 0) = (-1),,-'. 

Da andererseits immer tJ (Z, 0) = +1 ist, sind die Zyklen Z und [f (Z)] 
nicht einander homotop in R" - 0, falls r $n mod2, also (-1)"-' =-1 
ist. Also ist in diesem FaIle die Spiegelung I nicht innerhalb von 
R" - 0 zu der Identitat homotop. 
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1st andererseits r:= n mod 2, also n - r gerade, so wird durch 

X;i-l = (costn)x2j_ 1 - (sintn) x2j (. _ n - r) 
, . 1- 1,2, ... , 2 

X 2 i = (smtn)x2j _ 1 + (costn)x2j 

xi = Xi (i = n - r + 1, ... , n) 

fUr 0 <:: t 5: 1 eine Abbildungsschar It erklart, die die gewunschte Uber
fUhrung der Identitat in die Spiegelung herstellt (dabei wird sogar 
SrI -1 in sich deformiert, und diese Deformation ist eine Bewegung). 

Besondere Beachtung verdient der Fall r = 0: 
Satz Vo' Die Spiegelung einer Sphiire S,,-1 an ihrem Mittelpunkt 0 

ist dann und nur dann innerhalb Rn - 0 zu der Identitiit homotop, wenn n 
gerade ist. 

Aus diesem Satz ergibt sich weiter 
Satz VI. 1st n ungerade und g eine solche Abbildung von sn-l in 

sich, welche innerhalb Rn - 0 zu der 1 dentitiit homotop ist, so besitzt g 
einen F ixpunkt aul sn - 1. 1 

Beweis. BesaBe g keinen Fixpunkt, so wurden g und die Spiege
lung I von sn-l am Mittelpunkt 0 die Voraussetzungen des Satzes von 
POINCARE-BoHL erfullen; daher ware I mit g und folglich auch mit 
der Identitat innerhalb Rn - 0 homotop - entgegen Satz Vo' 

6. Der Borsuksche Satz tiber antipodentreue Abbildungen. 1m 
folgenden verstehen wir immer, wenn p einen Punkt der Sphare sn 
bezeichnet, unter P* den Antipoden von p. Es sei I eine Abbildung 
von sn in den R n+1 und 0 ein Punkt in Rn+1 - I (sn); dann nennen 
wir die Abbildung I "antipodentreu" (in bezug auf .0), falls 0 fUr jeden 
Punkt p c sn auf der Strecke I (P) I (P*) liegt. 

Satz VII (Satz von BORSUK). Es sei I eine Abbildung der Sphiire sn 
in den Rn+l, die in bezug aul den Punkt 0 antipodentreu ist; dann ist -
wenn wir unter zn einen solchen Zyklus modulo 2 verstehen, dafJ I zn I 
eine Simplizialzerlegung von sn ist -

tJ ([f(Z")] , 0) = 1 in bezug aul @2' 

Bemerkung. Wenn wir den Koeffizientenbereich @ statt @2 zu
grunde legen und unter Z"· eine orientierte Sphare mit Z" = SrI ver
stehen, so bedeutet der Satz VII: die ganzzahlige Ordnung tJ ([f(zn)] , 0) 
ist ungerade. 

Beweis durch vollstandige Induktion in bezug auf n: Der Satz ist 
fUr n = 0 richtig; denn dann besteht So aus zwei Punkten a, b; der 
Punkt 0 der Geraden Rl liegt infolge der Antipodentreue von I zwi
schen I (a) und I (b), und daher ist die Ordnung (mod 2) von 0 in bezug 
auf I (a) + I (b) nicht Null. 

1 Die Voraussetzung ist nach Kap. XIII, § 2, Satz I erfiillt, falls g den 
Grad 1 hat; vgl. Kap. XIV, § 1, Nr. 4, d. 

31* 
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Wir geben - obwohl dies fur den InduktionsschluB nicht notig ware - noch 
einen besonderen Beweis fur n = 1. In diesem FaIle lautet die Behauptung, 
wenn wir unter Z1 einen orientierten Kreis mit Z1 = 51 verstehen: die Umlauf
zahl von I(Z1) um 0 ist ungerade. Wie in § 1, Nr. 6 fuhren wir auf 51 einen 
Parameter s ein und zwar so, daB fur jeden Wert von s die zu s und s + t 
geh6rigen Punkte antipodisch sind. Dann druckt sich, in der Bezeichnungsweise 
aus § 1, Nr. 6, die Antipodentreue von f durch die Funktionalgleichung 

(3) F(s + 1) - F(s) = q . n 

mit einer ungeraden ganzen Zahl q aus; aus der Stetigkeit von F folgt, daB q von s 
unabhangig ist; es gilt also fur jedes s auch 

(4) F(s + 1) - F(s + t) = q . n 

mit derselben Zahl q wie in (3). Addition von (3) und (4) ergibt 

F(s + 1) - F(s) = q . 2n, 

und dies bedeutet: q ist die Umlaufzahl. 

Der Satz sei fUr die Dimensionszahl n - 1 bewiesen, und die anti
podentreue Abbildung t von S" sei vorgelegt. Wir wahlen die Simpli
zialzerlegung I zn I von sn in spezieller Weisel, namlich so, daB sie die 
folgenden drei Eigenschaften hat: 1) I zn I wird durch die Spiegelung 
am Mittelpunkt von sn isomorph auf sich abgebildet; 2) I zn I enthalt 
einen Teilkomplex I zn-l I, der eine Simplizialzerlegung einer (n -1)
dimensionalenAquatorsphare sn-l von sn ist; 3) fUr jedes Simplex IXI 
von I zn list der Durchmesser des Bildes f (X) kleiner als i e (f (sn), 0). 
~ Es ist klar, daB es derartige Zerlegungen I zn I gibt. 

Wir ersetzen nun f durch diejenige simpliziaIe Abbildung f' von I zn I 
in den R"+l, we1che durch die Eckpunktzuordnung f' (e) = f (e) fUr aile 
Eckpunkte e von I zn I bestimmt ist. Aus der Eigenschaft3) folgt 
leicht auf Grund des Satzes von ROUCHE: b(f'(Z),o) = b([f(Z)], 0); 
aus derEigenschaft 1) und der Antipodentreue von I folgt: f' ist eine 
antipodentreue Abbildung (in bezug auf 0) von sn = Zn. 

Wir diirfen daher, indem wir statt f' wieder I schreiben, die zu 
untersuchende Abbildung I als simplizial annehmen, wobei eine Zer
legung Izn I mit den Eigenschaften 1) und 2) zugrunde liegt. 

Der Zerlegung von sn durch sn-l in zwei Halbkugeln entspricht 
eine so1che Zerlegung von zn in zwei Teilkomplexe q, C;, we1che 
durch Spiegelung am Mittelpunkt von str ineinander iibergehen, daB 

(5) q + C; = zn, 
(6) Cf = C~ = zn-l 
ist (der Koeffizientenbereich ist ®2)' 

Es sei nun G eine Gerade in Rn+1 durch den Punkt 0, die sich zu 
I (zn) in allgemeiner Lage befindet, d. h. die kein hOchstens (n - 1)-

1 Man beachte, daB es auf die spezieIle Wahl des im Satz VII genannten 
Zyklus zn nicht ankommt; sind namlich Z, Z' zwei Zyklen in 5n, die in 5" mit
einander homolog sind, so ist auch f (Z) """ f (Z') in f (5"), also in R"+l - 0, und 
daher b([f(Z)], 0) = b([f(Z')], 0). 
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dimensionales Simplex trifft. Wir behaupten, daB die Schnittzahl 

(7) (J(j(Cf), G) = 1 
istl. 

Um dies zu beweisen, verstehen wir unter Rn die zu G senkrechte 
n-dimensionale Ebene durch den Punkt 0 und fur jeden Punkt a des 
Rn+1 unter P(a) seine senkrechte Projektion auf Rn. Dann ist die Ab
bildung PI von Izn-11 eine simpliziale und in bezug auf 0 antipoden
treue Abbildung in den Rn; daher ist nach Induktionsvoraussetzung 

b(Pf(zn-l),o) = 1; 

auf Grund von (6) sowie der Formel (10) in Kap. XI, § 1, Nr. 9, ist 
dies gleichbedeutend mit 

o(Pf(q), 0) = 1. 

Das heiBt: bei der Abbildung P t wird der Punkt 0 durch eine un
gerade Anzahl von Bildern von Simplexen des Komplexes Cf bedeckt; 
und dies ist gleichbedeutend mit der Tatsache, daB die Gerade G eine 
ungerade Anzahl der durch t gelieferten Bildsimplexe von Cr schneidet 
- also mit der Beziehung (7), die damit bewiesen ist. 

Die Gerade G wird durch den Punkt 0 in zwei Halbstrahlen HI 
und H2 zerlegt; aus (7) folgt 

(8) 

Da q durch Spiegelung am Mittelpunkt von sn in q ubergeht, 
und da die Abbildung t antipodentreu ist, ist 

(9) o(j(Cn, H 2) = (J(j(q)' HI)' 

Aus (8) und (9) ergibt sich 

o(j<Cr), HI) + (J(j<C~), HI) = 1, 

also mit Rucksicht auf (5): 
o (f(zn) , HI) = 1. 

Dies ist aber - auf Grund der Formel (12) in Kap. XI, § 1 - gerade 
die Behauptung des Satzes VII, und dieser ist somit bewiesen. 

Korollar. 1st t eine Abbildung von sn in den Rn+l, die in bezug 
aut den Punkt 0 antipodentreu ist, so wird die Menge t(sn) von iedem 
Halbstrahl getroften, der von 0 ausgeht. 

Denn andernfalls ware 0 = (J (H, j'(Z» = b (j' (Z), 0) fUr einen ge
wissen von 0 ausgehenden Halbstrahl H und jede hinreichend gute 
simpliziale Approximation f' von t - im Widerspruch zu Satz VII. 

7. Analytische Folgerungen. AbbiIdungen der sn in den Rn. 
Satz VIII.2 Aut der sn seien n stetige Funktionen fi gegeben, welche 

1 Da der Koeffizientenbereich@2 zugrunde liegt, konnen aIle Vorzeichen ver
nachlassigt werden. 

2 Auf diesen Satz hat uns Herr P6LYA aufmerksam gemacht. 
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die Funktionalgleichungen 
(10) /i(P*) = -fdP) , i=1.2 •... ,n 

erfiUlen1• Dann besitzen sie eine gemeinsame Nullstelle auf der sn. 

Beispiel. Die Ii seien n reelle algebraische Formen ungeraden Grades in n + 1 
Verlinderlichen XI, und S" sei durch 1;x: = 1 gegeben. 

Beweis. 1m R"+1 seien Cartesische Koordinaten Yl' Y2 • ...• Yn+1 
eingefUhrt; durch 

Yi = fdP) , i = 1. 2 •...• n, 

Yn+l = 0 

wird eine Abbildung f von sn in den Rn+l erkHirt. Gabe es keine ge
meinsame Nullstelle der fi auf sn, so wurde der Nullpunkt 0 der Koordi
naten in R"+1 nicht zu f(sn) geMren. und f ware infolge (10) antipoden
treu in bezug auf o. Andererseits wurde t (sn) von der Yn+1-Achse 
nicht getroffen; dies ist nach dem "Korollar" in Nr. 6 unmoglich. 

Aus dem damit bewiesenen Satz VIII folgt sofort 
Satz VIII'. Auf der sn seien n beliebige stetige Funktionen gi ge

geben. Dann gibt es einen Punkt P auf der sn. in dem das Gleichungs
system 

i=1.2, ... ,n 
gilt. 

Denn man hat den Satz VIII nur auf die Funktionen 

fdP) = gdP) - gdP*) 

anzuwenden, urn den Satz VIII' zu erhalten. 
Wir deuten jetzt den Satz VIII' geometrisch: Es seien Yi (i = 1, 

2, ... , n) Koordinaten im Rn, und durch Yi = gj,(P) sei eine Abbil
dung g von sn in den Rn gegeben; dann ist der Satz VIII' gleichbedeu
tend mit dem folgenden Satz von BORSUK-ULAM: 

Sa tz IX. Bei jeder Abbildung der Sphiire sn in den Rn gibt es auf sn 
ein A ntipodenpaar p, p*, das auf einen Punkt abgebildet wird. 

Korollar I. Der Rn enthiilt kein topologisches Bild einer sn, also 
auch kein topologisches Bild eines Simplexes xm mit m > n .2 (Satz von 
der Invarianz der Dimensionszahl des Rn.) 

K 0 rolla r II. 1st f eine solche A bbildung der n-dimensionalen Sphiire sn 
in eine n-dimensionale Sphiire sf, dafJ t (P*) =1= t (P) fur jeden Punkt 
pc sn ist, so ist f eine Abbildung auf Sf (d. h. Sf = f(sn»). 

Denn jeder echte Teil F von Sf ist einer Teilmenge des Rn homoo
morph (die sich durch stereographische Projektion von einem Punkt 
von Sf - F aus ergibt). 

8. Ein Oberdeckungssatz fUr die Sft, Den folgenden Satz beweisen wir als 
Anwendung des soeben ausgesprochenen Korollars II. 

1 P* bezeichnet, wie in Nr.6, den Antipoden von p. 
2 Vgl. Kap. VIII. § 4. Satz lund Satz II. 
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Sa tz X. Es sei ~ eine solehe aberdeekung del' 5" mit n + 2 abgesehlossenen 
Mengen F I , F 2, ... , F,,+2, dafJ keine von ihnen ein Antipodenpaar p, P* enthalt. 
Dann ist del' Nerv von ~ dem n-dimensionalen Simplexrand IX,,+ll isomorph, mit 
anderen Worten: del' Durehsehnitt aller n + 2 Mengen Fi ist leer, abel' ie n + 1 
del' Mengen Fi haben einen nieht-Ieeren Durehsehnitt. 

Beweis. Man verstehe unter I;(p) eine stetige Funktion auf 5", we1che 
dann und nur dann verschwindet, wenn pC Fi ist l (i = 1, 2, ... , n + 2). Dann 
ist der Satz X enthalten in dem folgenden 

Hilfssatz. Aul 5" seien n+2 stetige Funktionen li(P),i=1,2, ... ,n+2, 
mit del' lolgenden Eigensehalt gegeben: zu iedem Punkt p von 5" gibt es wenig
stens eine Funktion Ii mit 

(10) I;(P) = 0 of I;(P*) . 

Dann besitzen zwar die n + 2 Funktionen Ii keine gemeinsame Nullstelle, abel' ie 
n + 1 von ihnen besitzen wenigstens eine gemeinsame Nullstelle. 

Beweis des Hilfssatzes. DaB nicht samtliche Ii eine gemeinsame Null
stelle besitzen, daB also in jedem Punkt p wenigstens eine Funktion of 0 ist, 
ergibt sich, wenn man in (10) p durch P* ersetzt. 

Es seien at> a2 , ••• , an+2 die Eckpunkte eines Euklidischen Simplexes Xn+l. 
Flir jeden Punkt p von 5" sei I (P) der Schwerpunkt der in den Punkten ai 
angebrachten Massen 1 Ii (P) I· Dann ist I eine stetige Abbildung 2 von 5" in 
das Simplex X"+l; da in jedem Punkt p wenigstens eine Funktion Ii verschwin-

det, ist I eine Abbildung von 5" in den Simplexrand xn+l; da es zu jedem p 
eine Funktion Ii gibt, die (10) erflillt, ist I(p*) of I(p) flir je zwei Antipoden 
p, p*. Daher ist I nach dem Korollar II in Nr. 7 eine Abbildung von 5" al4j 

Xn+l. Somit gehort insbesondere jeder Eckpunkt a, von Xn+l zu 1(5"). Das 
bedeutet: zu jedem i aus der Reihe 1,2, ... , n + 2 gibt es einen Punkt 'PiC S" 
mit I (Pi) = a" also mit Ij (Pi) = 0 flir alle i of i. 

In ~em damit bewiesenen Satz X wird nicht vorausgesetzt, daB alle n + 2 
Mengen Fi nicht-leer sind; die Behauptung des Satzes aber enthalt die Tatsache, 
daB keine Menge Fi leer ist. Daher ergibt sich als Korollar der folgende 

Sa tz XI (Sa tz von LUSTERNIK-SCHNIRELMANN-BoRSUK). Bei jeder aber
deekung del' 5" mit n + 1 abgesehlossenen M engen ist in wenigstens einer diesel' 
M engen ein A ntipodenpaar von sn enthalten, 

§ 4. Der Grad von Abbildungen in ein Polyeder. 

1. Definition des lokalen Grades. Wir betrachten jetzt Abbildun
gen eines n-dimensionalen algebraischen Komplexes en (eines beliebi-. 
gen Koeffizientenbereiches) in ein beliebiges n-dimensionales Euklidi
sches Polyeder Rn; diesem allgemeinen Fall ordnet sich der im § 2 
behandelte Spezialfall unter, indem man unter K" ein n-dimensionales 
Simplex versteht. 

Es sei also t eine stetige Abbildung von en in k"; ferner 0 ein innerer 
Punkt eines Simplexes !Xn! von Kn, welcher nicht auf t (Cn) liegt. Wir 
werden den "lokalen Grad" von f im Punkte 0 durch eine naheliegende 
Zuriickfiihrung auf den friiheren Spezialfall erkHiren. 

I Z. B. Ii (P) = 12 (P, F i ), falls Fi nicht leer, und Ii (P) = 1 flir aile pC sn, 
falls Fi leer ist; wegen dieses letzteren Falles vgl. man Satz XI. 

2 Man vergleiche das Kuratowskische Verfahren in Kap. IX, § 3, Nr. 4. 
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Der Kiirze halber verstehen wir unter einem n-dimensionalen "Teil
komplex" von C" immer einen algebraisehen Komplex r" mit folgen
den Eigensehaften: I P'I ist absoluter Teilkomplex von I C" I oder von 
einer Unterteilung I Cf I von IC" I, und jedes Grundsimplex von r" ist 
mit demselben Koeffizienten versehen wie in C" bzw. in C? 

Es sei r" ein Teilkomplex von C" mit folgenden beiden Eigen
sehaften: 1) I r" I enthalt alle diejenigen n-dimensionalen Simplexe von 
IC"I bzw. von ICfI, die Punkte der Originalmenge ,-1(0) von 0 ent
halten (Tn darf auBerdem noeh mehr Simplexe enthalten); 2) I (rn) liegt 
im Innern von X". 

Aus diesen Eigensehaften folgt weiter die folgende Eigensehaft 3): 

1'n ist fremd zu 1-1 (0). Denn da 1'n = c" - (Cn - r")' ist - (wir 
nehmen bei dieser Sehreibweise an, daB I rn I aus Simplexen von I C" I 
selbst besteht) -, ist 1''' c c" + (C" - rn); da 0 nicht auf f(cn) liegt, 
ist 1-1 (0) fremd zu c"; aus der Eigensehaft 1) folgt, daB 1-1 (0) fremd 

zu cn - rn ist. Folglieh ist 1-1 (0) fremd zu tn. 
DaB es Komplexe r" mit den Eigensehaften 1) und 2) gibt, ist klar: 

man braueht nur unter I C? I eine hinreichend feine Unterteilung von 
IC"I und unter Ir"l den Komplex alIer derjenigen n-dimensionalen 
Simplexe von ICfI zu verstehen, welche Punkte mit 1-1(0) gemeinsam 
haben. 

Auf Grund der Eigensehaften 2) und 3) ist gem~i.B der Definition 
aus § 2 der Grad I der Abbildung I von r" im Punkte 0 erklart, naeh
dem man noeh eine Oiientierung X" von IX" I ausgezeichnet hat. 1st 
rf ein zweiter n-dimensionaler Teilkomplex von e", der ebenfalls die 
Eigensehaften 1) und 2) besitzt, so ist analog ein Grad II erklart. Wir 
behaupten, daB II = I ist. In der Tat: wir diirfen - indem wir 
notigenfalIs zu einer weiteren Unterteilung von I Cn I iibergehen - an
nehmen, daB der Komplex Ir;1 = Irnl·lrfl existiert; er hat dann 
aueh die Eigensehaften 1) und 2), und die Abbildung I von r~ hat in 0 

einen Grad 12' Da r~ die Eigensehaft 1) besitzt, ist 1-1 (0) fremd zu 
r" - r~, und daher ist 12 =]; ebenso ist 12 = II; folglieh ist 
II == I· 

Dieses Element I (des zugrunde gelegten Koeffizientenbereiches), das 
somit von der Wahl des Komplexes rn nicht abhangt, heiBt der "lokale 
Grad" der Abbildztng I im Punkte 0 (dabei ist eine Orientierung X" 
des 0 enthaltenden Simplexes ausgezeichnet). 

Der einfaehste Spezialfall ist der, in dem I simplizial ist; dann ist 
I(C") = ~/Xi, und aus der Definition des Grades folgt unmiUelbar: 
die simpliziale Abbildung I, lur welehe j(cn) = ~rXi sei, hat in fedem 
inneren Punkte von Xi den Grad I = ti. (Man hat dabei, damit die 
Eigensehaft 2) gilt, unter r" einen Komplex zu verstehen, der aus 
inneren Teilsimplexen der Grundsimplexe von e" besteht.) 
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2. Stetige Abiinderung der Abbildung. Sa tz 1. Es sei en ein alge
braischer Komplex und ft eine fur 0 <.:: t <.:: 1 von dem Parameter t stetig 
abhiingende Schar von Abbildungen von en in das Polyeder Kn; es sei 
ferner 0 ein solcher innerer Punkt eines n-dimensionalen Simplexes I xn I 
von Kn, da[J er fur keinen Wert von t auf ft (Cn) liegt. Dann ist der Grad It 
der Abbildung ft von en im Punkte 0 unabhiingig von t. 

Beweis. Es genugt, zu zeigen: zu jedem Wert to der durch O<.::t<.:: 1 
gegebenen t-Strecke T gibt es ein ihn enthaltendes, in T offenes Inter
vall To mit der Eigenschaft, daB It konstant fUr t c To ist. 

Es sei also to gegeben, und Fn sei ein Komplex, der fur die Ab
bildung f = ft. die in Nr. 1 genannten Eigenschaften 1) und 2) besitzt. 
Dann wahlen wir ein so kleines Intervall To, welches to enthalt, daB 
fur t c To 
(1 ) 

(2) 

(3) 

(! (ft, ft.) < (! (fto (en - t'n), 0), 

(! (ft, ft.) < (! (ft. (Fn) , Kn - ! xn I) , 
(! (ft, ft.) < (! (ft. ern), 0) 

ist. Aus (1) folgt: 0 cf: ft (en - Fr.), d. h.: rn besitzt die Eigenschaft 1) 
nicht nur fUr ft., sondern auch fUr ft; aus (2) folgt: ft crn) ist fremd 
zu Kn -Ixnl, d. h.: Fn besitzt die Eigenschaft 2) nicht nur fur ft., 
sondern auch fur ft. Foiglich ist fUr jedes t c To der zu untersuchende 
Grad It gleich dem Grade der Abbildung ft von Fn im Punkte o. Aus 
(3) folgt infolge des Satzes von ROUCHE: 

b ([ft (1;n)] , 0) = b ([fto (Tn), 0), 

also It = It., w. z. b. w. 
3. Abbildung von Zyklen. Der einfachste und wichtigste Fall ist 

der, in dem en = zn ein Zyklus ist. Da zn = 0 ist, ergibt sich mit Ruck
sicht auf Satz I unmittelbar 

Sa tz II. 1st zn Zyklus, Kn ein Euklidischer Komplex und f eine 
Abbildung von :zn in k n, so ist in iedem inneren Punkt iedes n-dimen
sionalen Simplexes von K n der Grad definiert. Er bleibt ungeiindert bei 
stetiger Abiinderung der Abbildung f. 

Nun kann man nach Kap. VIII, § 3, die Abbildung f stetig in eine 
simpliziale Abbildung fl (von zn oder einer Unterteilung von z~) uber
fUhren. 1st dabei fl (zn) = 1;ti Xi, so erfullt der stetige Zyklus [f (zn)] 
die Homologie (Kap. VIII, § 5) 

(4) [f (zn)] <Xl 1;t' Xi. 
Daher ergibt sich aus Satz II und aus der Bemerkung uber simpliziale 
Abbildungen am SchluB von Nr. 1 : 

Satz III. Die Abbildung f des Zyklus zn in das Polyeder fin hat in 
allen inneren Punkten eines Simplexes Xi von Kn denselben Grad Ii. 
Diese Grade Ii stimmen mit den Koeffizienten t' in der Homologie (4) 
uberein. 
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4. Abbildungen von Zyklen in irreduzibel geschlossene und azy
klische Polyeder. Die tibereinstimmung des lokalen Grades mit dem 
Grad im GroBen. Es sei zunachst K" einfach geschlossen (Kap. VII, § 1) 
und Z" ein irreduzibler ganzzahliger Zyklus mit 1 Z"I = K"; dann ist 
bei geeigneter Orientierung der Simplexe von K" 

(5) z" = ~Xi, 
und jeder n-dimensionale stetige Zyklus [f (z")] irgendeines Koeffizienten
bereiches erfiillt eine Homologie 

(6) [f (z")] (X) t Z" . 

Das Element t ist der "Grad im GrofJen" der Abbildung f (vgl. § 1, Nr. 4). 
Aus diesen Tatsachen und dem Satz III ergibt sich ohne wei teres 

der wichtige 
Sa tz IV. Die Abbildung f des Zyklus z" in das einfach geschlossene 

Polyeder g" hat uberalll denselben lokalen Grad]. Dieser lokale Grad] 
stimmt mit dem durch (6) gegeben:n "Grad im GrofJen" t uberein. (Dabei 
sind fUr die Bestimmung von] die Orientierungen der Simplexe Xi' 
so zu wahlen, daB (5) gilt.) 

Ahnlich verhalt es sich, wenn K" irreduzibel geschlossen mit dem 
natiirlichen Modul m:> 2 ist (Kap. VII, § 1); wir heben hier besonders 
den Fall m = 2 hervor. In ihm gibt es einen durch K" eindeutig be
stimmten irreduziblen Zyklus Z" in bezug auf @2 mit 1 Z"I = K"; jeder 
stetige n-dimensionale Zyklus [f (z")] (irgendeines Koeffizientenbereiches S) 
erfiillt eine Homologie 
(7) [f(z")] "" tZ", 

wobei t ein gewisses Element von oS mit 

(8) 2t = 0 

ist 2 (Kap. VII, § 1, Satz V). Dieses Element heiBt der "Grad im GrofJen 
mod 2" von f. Nun ergibt sich aus Satz III in Analogie zu Satz IV: 

Sa tz V. Es sei z" ein Zyklus in bezug auf den beliebigen Koeffi
zientenbereich oS und K" ein irreduzibel geschlossener Komplex mit dem 
naturlichen Modul 2. Dann hat iede Abbildung f von z" in g" uberalll 
denselben lokalen Grad ], und dieser stimmt mit dem durch (7) gegebenen 
Element t, also dem "Grad im GrofJen mod 2", uberein. 

Falls der Koeffizientenbereich oS kein Element der Ordnung 2 ent
halt, ergibt sich weiter aus (8), daB der Grad] = t = 0 ist; wir be
weisen gleich eine allgemeinere Tatsache: 

Satz VI. Es sei m:> 2 und oS ein Koeffizientenbereich, der kein von 
Null verschiedenes Element t mit mt = 0 enthiilt (also z. B. oS = @); 

1 D. h. iiberall dort, wo der lokale Grad erklart ist, also in den inneren 
Punkten der Grundsimplexe von K. 

~ Genauer: es ist Z = t~ (~X:), wobei die x: die willkiirlich orientierten 
Grundsimplexe von K sind, und [/ (zn)] "'" t ~X7. 
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ferner sei K n ein irreduzibel geschlossener Komplex mit dem natiirlichen 
Modul m und zn ein Zyklus in bezug auf~. Dann hat jede Abbildung f 
von zn in Kn iiberall den lokalen Grad Null. 

Beweis. Nach Rap. VII, § 'I, Satz V, gibt es in K n keinen von 
Null verschiedenen n-dimensionalen Zyklus in bezug auf ~. Daher ist 
der stetige Zyklus [f(zn)] homolog Null in K n, und in (4) sind daher 
alle ti = O. Hieraus und aus Satz III folgt unsere Behauptung. 

Die Aufstellung eines zu den Satzen IV und V analogen Satzes ffir die Moduln 
m> 2 fiberlassen wir dem Leser. Es ergibt sich: In jedem Simplex X7 von K n 

hat f einen bestimmten lokalen Grad Ii; dabei ist Ii ein Element von 0' mit 
m Ii = 0; es gibt ein Element t C 0', so daB Ii = ai . t fUr jedes i ist, wobei die 
ai ganze, zu m teilerfremde Zahlen sind; das Element t, ffir das ebenfalls mt = 0 
gilt, ist nur bis auf einen ganzzahligen, zu m teilerfremden Faktor bestimmt; 
es kann der "Grad im GroBen modm" genannt werden. 

SchlieBlich formulieren wir noch den folgenden Satz, der ebenfalls 
unmittelbar aus dem Satz III folgt: 

Sa tz VII. ] ede Abbildung eines beliebigen n-dimensionalen Zyklus zn 
(eines beliebigen Koejjizientenbereiches) in ein azyklisches 1 n-dimensionales 
Polyeder Kn hat iiberall den lokalen Grad Null. 

Die Satze IV, V, VI, VII sind insbesondere anwendbar, wenn K" 
eine geschlossene orientierbare (IV) bzw. eine geschlossene nicht-orien
tierbare (V, VI) bzw. eine beliebige berandete (VII) Pseudomannig
jaltigkeit ist. 

5. Die Sonderstellung des "Grades im GroBen" unter den Konstanten des 
Homologietypus. Der "Grad im GroBen" t ist durch die Homologie [f (zn)] (XJ tZ" 
erkHlrt worden oder, wenn wir unter h7 den durch f bewirkten Homomorphismus 
der Bettischen Gruppe En (in) in die Gruppe En (Rn) verstehen (vgl. Kap. VIII. 
§ 3f£.), durch 

wobei C und Z die Homologieklassen von zn bzw. zn bezeichnen. Er ist also eine 
"Konstante des Homologietypus" von f; derartige Konstanten gibt es auch auBer 
dem Grade: etwa, wenn wir das Polyeder P in das Polyeder P' abbilden, den 
Rang der Untergruppe hf(Em (P)) von Em (P') (r = 0, 1, ... ); oder die Elementar
teiler der Restklassengruppe E~j (P') - hf (E~ (P)); usw. Alle diese Konstanten be
sitzen die wichtigen Invarianzeigenschaften, die im Kap. VIII behandelt worden 
sind, insbesondere: sie bleiben ungeandert bei stetiger Abanderung von f. 

Wahrend aber den meisten dieser Konstanten kaum eine unmittelbar anschau
liche geometrische Bedeutung zukommt, drfickt der Grad infolge seiner im Satz IV 
(bzw. V) bewiesenen Ubereinstimmung mit dem lokalen Grade eine sehr element are 
und naheliegende Eigenschaft einer Abbildung aus; diese Eigenschaft tritt be
sonders klar zutage, wenn die Abbildung simplizial ist - wir haben hierauf in 
§ 1, Nr.4 und § 2, Nr. 6 hingewiesen. 

Der Zusammenhang zwischen dem Grade im GroBen und dem lokalen Grade 
legt die folgende allgemeinere Betrachtung nahe: die Eigenschaften des H omo
logietypus beziehen sich auf die durch f bewirkten Homomorphismen der Eetti
schen Gruppen E' (I C J) des abgebildeten Komplexes 1 C I; unter "elementaren" 
Eigenschaften einer (simplizialen) Abbildung dagegen wird man diejenigen ver-

1 Kap. VII, § 1, Nr. 6. 
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stehen, die sich auf die durch f bewirkten Homomorphismen der Komplexgruppen 
L' (I ell beziehen, also direkt auf die Abbildung der einzelnen Simplexe. Die 
letzteren Eigenschaften haben einen besonders anschaulichen Sinn, die ersteren 
sind durch topologische Invarianzeigenschaften ausgezeichnet; von besonderer 
Bedeutung werden solche Eigenschaften einer Abbildung sein, welche sich gleich
zeitig in jeder der beiden Weisen auBern. Es besteht daher die wichtige Aufgabe: 
Man finde Beziehungen zwischen den Homomorphismen der Gruppen Lr einer
seits und den Homomorphismen der Gruppen B r andererseits. In dieser Hinsicht 
ist wenig bekannt; durch den Grad in seiner Doppelrolle als lokalem Grad (oder 
"Bedeckungszahl" - vgl. § 1, Nr. 4) und Grad im GrofJen wird die einfachste 
derartige Beziehung hergestelltl. 

6. Wesentlichkeit von Abbildungen. Eine der wichtigsten Anwen
dungsmoglichkeiten des Abbildungsgrades besteht in dem Nachweis 
der "Wesentlichkeit" von Abbildungen. 

Definitionen 2• Es sei I eine Abbildung des topologischen Raumes 
P in den beschrankten metrischen Raum P'; 3 sie heiBt "in dem 
Punkt 0 (von P') wesentlich", wenn 0 c g (P) fur jede mit I homo tope 
Abbildung gist; sie heiBt "wesentlich" schlechthin, wenn sie in jedem 
Punkte 0 wesentlich ist, wenn also jede mit ihr homotope Abbildung 
eine Abbildung aul P' ist. Es sei ferner Q eine Teilmenge von P; die 
Abbildung I von P in P' heiBt "relativ zu Q im Punkte 0 (von P') 
wesentlich", wenn 0 c g (P) fUr jede Abbildung gist, in die sich I 
durch eine solche stetige Abanderung uberfuhren laBt, daB dabei das 
Bild jedes Punktes von Q ungeandert bleibt; schlieBlich heiBt I "relativ 
zu Q wesentlich" schlechthin, wenn I relativ zu Q in jedem Punkte 0 

wesentlich ist. 
Wir wenden diese Begriffe auf die in den Nummern 1 bis 4 betrach

teten Abbildungen eines Komplexes en oder eines Zyklus zn in ein 
Polyeder Rn an. Der Koeffizientenbereich ist beliebig. 

Sa tz VIII. Es sei I eine Abbildung von en in Rn und 0 ein nicht 

aul I (Cn) gelegener innerer Punkt eines n-dimensionalen Simplexes von Kn. 
Falls dann der lokale Grad der Abbildung I von en in 0 von Null ver

schieden ist, ist die Abbildung I von en relativ zu cn wesentlich in o. 

Beweis. Wenn I nicht wesentlich relativ zu Cn im Punkte 0 ist, 
gibt es fur 0 -< t -< 1 eine stetige Abbildungsschar It mit 10 = I, 
oct: It (Cn ) fur 0::;; t::;; 1 und 0 ct: 11 (en). Aus dem zuletzt genannten 
Grunde hat 11 in 0 den Grad Null; f.olglich hat nach Satz I auch I im 
Punkte 0 den Grad Null. Damit ist der Satz bewiesen. 

Satz IX. Es sei zn Zyklus und I eine Abbildung von :zn in Rn; sie 
habe in den inneren Punkten 4 des Simplexes IXn I von K n einen von Null 
verschiedenen Grad. Dann ist sie in allen Punkten von gn wesentlich. 

1 Eine weitere derartige Beziehung wird im Kap. XIV, § 1, Nr. 2, behandelt 
werden. 

2 Vgl. Kap. IX, § 3, Nr. 9 und Kap. X, Anhang. 
3 Vgl. Kap. I, § 3, Nr. 3-4. 4 Vgl. Satz III. 
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Beweis. Aus Satz VIn folgt, da zn = 0 ist, unmittelbar die Wesent
lichkeit von f in den inneren Punkten von I xn I; fUr jede mit f homo
tope Abbildung g geh6rt also das Innere von X zu der Menge g (in) ; 
da aber diese Menge abgeschlossen ist, ist }{n c g (in); folglich ist f in 
allen Punkten von }{n wesentlich. 

Hierin ist auf Grund der Satze IV und V der folgende Satz ent
halten: 

Sa tz X. Es sei f eine Abbildung des Zyklus Zn in das einfach ge
schlossene Polyeder Kn, und der Grad (im GrofJen) von f sei nicht Null. 
Dann ist f eine wesentliche Abbildung von in auf Kn. Der analoge Satz 
gilt, wenn Kn irreduzibel geschlossen mit dem natiirlichen Modul 2 ist. 

1m nachsten Kapitel werden wir an diese Satze anknupfen; ins
besondere werden wir die Frage nach ihrer Umkehrbarkeit behandeln 
- d. h. die Frage, ob man aus dem Verschwinden des Grades auf die 
Unwesentlichkeit einer Abbildung schlieBen kann; wir werden sehen, 
daB in gewissen Fallen, die zwar speziell, aber wichtig sind, diese Frage 
zu bejahen ist (§ 1, Satz IV; § 2, Satz V). 

Anhang zum zwolften Kapitel. 

Die Brouwersche Deutung der Verschlingungszahl als Charakteristik. 
Das GauBsche Integral. 

Die "Ordnung" b (zn-l, 0) ist ein Spezialfall der, fUr beliebige r 
und s mit r + s = n - 1 erklarten, Verschlingungszahl b (ZT, Z8); jetzt 
werden wir andererseits sehen: jede Verschlingungszahl b (ZT, Z8) laBt 
sich als Ordnung b(zn-l, 0) deuten, wobei zn-l ein durch ZT und Z8 
bestimmter Zyklus ist. Diese Deutung ist an sich geometrisch inter
essant, und auBerdem verdient sie aus methodischen Grunden Interesse: 
wahrend in unserer Darstellung der Begriff der "Verschlingung" der 
Ausgangspunkt auch fUr die Theorie der Charakteristik und des Abbil
dungsgrades war, kann man auch umgekehrt den Begriff des "Grades" 
oder den der "Charakteristik" an die Spitze der Verschlingungstheorie 
stellen. 

1. Die Schnittzahl als Abbildungsgrad. Es seien CP, Dq zwei alge
braische Komplexe des Rn in relativ-allgemeiner Lage zueinander 1, 

p + q = n; der Koeffizientenbereich sei ein Ring. Wir konstruieren den 
Produktkomplex 2 CP X Dq und bilden ihn folgendermaBen in den Rn ab: 
o sei ein fester Punkt des Rn, und unter s = s (a, b) verstehen wir fur 
beliebige Punkte a und b des Rn denjenigen Punkt des Rn , fUr we1chen 

der Vektor ~ gleich dem Vektor lib ist; die Punkte von cP X Dq be-

1 Kap. XI, § 1, Nr. 3. 
2 Vgl. Kap. VII, § 3; nur die Nummern 1 bis 6 dieses Paragraphen werden 

hier benutzt werden; in diesen Nummern (nicht in den spateren) darf man statt @ 
offenbar einen beliebigen Ring als Koeffizientenbereich zugrunde legen. 
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zeichnen wir mit (a, b), wobei a und b beliebige Punkte von C;P bzw. Dq 
sind. Indem wir den Punkt s (a, b) dem Punkte (a, b) von CP X Dq zu
ordnen, definieren wir eine Abbildung s von (P X jjq in den Rn. Dann 
und nur dann ist s (a, b) = a, wenn a = b ist. 

Da sich CP und Dq in relativ-allgemeiner Lage zueinander befin-

den, ist insbesondere CP fremd zu Dq und Dq fremd zu CP; da 

(CP X Dqr = (0 X Dq) ± (CP X iJq) 

ist, ist daher s (a, b) =l= a fUr (a, b) C (CP X Dqr. Folglich besitzt die 
Abbildung s von CP X Dq im Punkte a einen lokalen Grad; wir nennen 
ihn ] (CP, Dq). Dabei ist der Rn als orientiert vorausgesetzt. - Wir 
behaupten nun: 

Dey Grad] (CP, Dq) ist bis aUf das Varzeichen gleich der Schnittzahl 
van CP und Dq; genauer: es ist 

(1 ) 

Beweis. Bezeichnen wir die Simplexe von CP und Dq mit x{ bzw. yj, 
und sind CP und Dq durch 

gegeben, so ist einerseits 

(2) (J (CP, Dq) = L ui.J (J (x{, Yl), 
andererseits 

CP X Dq = Lui'[i (xf X yJ), 

also, wie sich aus der Definition des Grades] als algebraischer Anzahl 
der a-Stellen ohne wei teres ergibt, 

(3) ] (CP, Dq) = LUiVj J(x!/, yj); 

dabei sind die (xf X YJ) die n-dimensionalen Zellen von CP X Dq, und 
fUr die Gtiltigkeit von (3) hat man zu bedenken, daB infolge der re
lativ-allgemeinen Lage von CP und Dq niemals eine a-Stelle auf 

(xf X y}r = (if X yJ) ± (xf X }lJ) 

liegt, daB also die Grade] (x!/, yj) in der Tat fUr alle i, j definiert sind. 
Aus (2) und (3) ist ersichtlich: An Stelle von (1) brauchen wir nur 

die spezielle Behauptung 

(1') g(xP,yq) = (-1)P](xP,yQ) 

zu beweisen, wobei xP, yq Simplexe in relativ-allgemeiner Lage sind. 
Falls xP und yq fremd zueinander sind, ist einerseits (J (xP, yq) = 0, 

andererseits xP X yq frei von a-Stellen der Abbildung s, also auch 
] (xP, yq) = 0; in diesem FaIle gilt somit (1'). 

Es seien also xP und yq nicht fremd zueinander; dann ist (J (xP, yq) 
= ±1; da bei Umkehrung der Orientierung von yq sowohl dieSchnitt
zahl (J (xP, yq) ihr Vorzeichen andert, als auch die Orientierung der Zelle 
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xP X yq und damit das Vorzeichen von ] (xP, yq) umgekehrt werden, 
dtirfen wir uns auf den Fall beschranken, in dem o (xP, yq) = +1 ist; 
die Behauptung lautet also: 

(1") ] (xP, yq) = (-1)P fUr o (xP, yq) = +1. 
Ftir den Beweis von (1 ") realisieren wir die Zelle I xP X yq I im R": 

in den Ebenen I XP I bzwo I yq I, welche die Simplexe I xP I bzwo j yq I 
tragen, fUhren wir Cartesische Koordinaten ~i (i = 1,2, 0 0 0, p) bzwo 
'Y}j (j = 1, 2, 0 0 0, q) mit dem Schnittpunkt 0' der Ebenen ais Anfangs
punkt ein; dann bilden die ~i und 'Y}j zusammen ein (im allgemeinen 
schiefwinkliges) Koordinatensystem in R"; ist nun a ein Punkt von jxpi 
mit den Koordinaten ~i und b ein Punkt von I yq I mit den Koordi
naten 'Y}j' so verstehen wir unter (a, b) den Punkt des R" mit den Ko
ordinaten ~i' 'Y}jO 

Aus der Voraussetzung o (xP, yq) = +1 einerseits (vgl. Kapo XI, § 1, 
Nr. 1), aus der Vorschrift fUr die Orientierung von xP X yq andererseits 
(vgl. Kapo VII, § 3, Nr. 6, "Bemerkung"), ergibt sich: Die Orientierung 
der, nunmehr im R" realisierten, Zelle xP X yq taUt mit der von vornherein 
zugrunde gelegten Orientierung des R" zusammeno 

Daher konnen wir uns von der Zelle xP X yq ganz befreien: der R" 
ist fest orientiert; in einer Umgebung des Punktes 0' des R" ist die 
(am Anfang dieser Nummer definierte) Abbildung s in denselben Rn 
hinein gegeben; sie besitzt in 0' eine isolierte o-Stelle; die Behauptung 
lautet: der Index dieser o-Stelle ist gleich (-1)P o 

Lassen wir, was offenbar erlaubt ist, den Punkt 0 mit dem An
fangspunkt 0' der Koordinaten ~i' 'Y}j zusammenfallen, so geht bei der 
Abbildung s der Punkt mit den Koordinaten 

/;1' /;2,000, /;p, 'YJ1' 'YJ2' 000, 'YJq 

in den Punkt mit den Koordinaten 

-/;1' -/;2' 0 00, -/;p, 'YJ1' 'YJ2' 0 0 0, 'YJq 

tiber. Das ist eine affine Abbildung mit der Determinante (-1)P; da
mit ist die Behauptung bewiesen (vgl. Kapo XII, § 2, Nr. 4, Bemer
kung I)o 

2. Die Verschlingungszahl als Ordnung. Jetzt seien [f(zDJ und 
[g (zz)] mit r + s = n - 1 zwei zueinander fremde, stetige Zyklen 
im Rno Ahnlich wie vorhin verstehen wir, wenn a einen Punkt von zl 
und b einen Punkt von zii bezeichnet, unter (a, b) den zu diesem Punkte
paar gehorigen Punkt des Produktraumes zi X Z;; hat ferner s (a', b') 
fUr je zwei Punkte a', b' des Rn dieselbe Bedeutung wie in Nr. 1, so 
ist durch s' (a, b) = s (I (a) , g(b») eine Abbildung s' von zi X zii in den R" 
erklart, und zwar infolge der Fremdheit von t(zn und g(z~) sogar eine 
Abbildung in den Raum Rn - 0; daher ist die Ordnung tJ ([ s' (zl X zz)] , 0) 
definierto - Wir behaupten: 
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Die Verschlingungszahl b ([f (zj)J, [g (Z2)J) ist bis aut das V orzeichen 
gleich der Ordnung des Punktes 0 in bezug aut den Zyklus [s' (zl X z2)]; 
genauer: es ist 

(4) b ([f(zlJ] , [g(Z2)]) = (-1r+l b ([s' (zl X z;)] , 0). 

Zweite Formulierung desselben Satzes (vgl. Kap. XII, § 1, Nr. 5): 
Es sei Z eine in natiirlicher Weise orientierte (n -1)-dimensionale 
Sphare mit dem Mittelpunkt 0 im Rn; fiir je zwei voneinander ver
schiedene Punkte a', b' des ~ verstehen wir unter q; = q;(a', b') den

jenigen Punkt auf Z, fUr weIchen 01; zu {it~ parallel ist; dann ist die 
Verschlingungszahl b ([f(zj)], [g(Z2)J} bis aut den Faktor (_1)r+l gleich 
dem Grade der durch 

(5) <1(a, b) = q;(f(a), g(b)) 

gegebenen Abbildung <1 von zl X z; in die Sphiire Z. 
Dritte Formulierung (vgl. § 2, Nr. 3): 1m Rn seien soIche Cacte

sische Koordinaten tl , t2 , •.. , tn eingefiihrt, daB zu ihnen die zugrunde 
gelegte Orientierung des Rn gehOrt (Kap. IV, § 2, Nr. 6), und die Ab
bildungen fund g seien durch Funktionen 

ti = fi(a) fUr a C zl' 
ti = gi (b) fiir be Z2 

gegeben; dann ist die Verschlingungszahl b([f(zj)J, [g(z2)]) bis auf den 
F aktor (-1 r+l gleich der Kroneckerschen Charakteristik des Funktionen-
systems 
(6) i=1,2, ... ,n 

aut dem (n -1)-dimensionalen Zyklus zr X Z;. 
Beweis. Da sich keine der auf den beiden Seiten der Behaup

tung (4) stehenden Verschlingungszahlen andert, wenn man fund g 
durch hinreichend benachbarte Abbildungen ersetzt, diirfen wir fund g 
von vornherein als simplizial annehmen; setzen wir dann f (zI) = zr, 
f(Z;) =Z~, so sind ZL Z; Zyklen des R n, die wir iiberdies als in relativ
allgemeiner Lage befindlich annehmen diirfen; die Behauptung lautet: 

(4') b (Zf, Z;) = (-1r+l b ([s(Zr X Z~)], 0), 

wobei die Abbildung s dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 1. 
Nun konstruieren wir im Rn einen Komplex C+l mit Cr+l = Zr, 

der zu Z~ in relativ-allgemeiner Lage ist; dann ist 

also nach (1): 
(7) 

b(Z~, Z;) = o (cr+l, Z;), 

wobei ](C+l, Z;) der Grad der Abbildung s von C+1 X Z~ im Punkte 0 

ist; nach § 2, Nr. 6, Satz V ist dieser Grad: 

](Cr+l, Z~) = b ([s (Cr+l X Z;n, 0), 
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also, da 

ist: 
](C+l, Z;) = b ([s(Zr X Z~)J, 0). 

Hieraus und aus (7) folgt die Behauptung (4'). 
Bemerkung. Auf Grund der oben ausgesprochenen "zweiten For

mulierung" des soeben bewiesenen Satzes kann man, wenn man den 
"Grad" als "Grad im GroBen", also als Ronstante des Homologietypus 
einer stetigen Abbildung auffaBt, die Verschlingungszahl b (iji. ij;) ohne 
Benutzung irgendwelcher Begriffe aus der Verschlingungstheorie defi
nieren. - Aufgabe: Ausgehend von dieser Definition beweise man 
ohne Benutzung von Begriffen aus der Verschlingungstheorie die 
"Dualitatsformel" (7) in Rap. XI, § 1, Nr. 6, sowie aIle Behauptungen 
aus Rap. XI, § 2. 

3. Das GauBsche Integral. Wir driicken die auf der rechten Seite der For
mel (4) stehende Ordnung durch das Kroneckersche Integral aus (§ 1, Nr. 7). Die 
stetigen Zyklen U (z~)] und [g (Z;)] seien vektorieIl gegeben: f (a) und 9 (b) seien fiir 
aIle Punkte a von z~ bzw. b von -Z; die Vektoren mit dem Anfangspunkt 0 und 
den Endpunkten I(a) bzw. g(b); dann wird jedem Punkt (a, b) von z; X Z; der 
Vektor ~(a, b) = g(b) - f(a) zugeordnet, und fiir diese Vektoren ~ ist daS Kro
neckersche Integral zu bilden. Wenn aI' a2 , ••• , aT Cartesische Koordinaten in 
den orientierten Simplexen von z~ und b1 , b2 , ••• , b. Cartesische Koordinaten 
in den orientierten Simplexen von z~ sind, so sind aI' a2 , ••• , an b1 , ••• , b. 
Parameter in den orientierten ZeIlen von z~ X Z;. Daher ergibt sich aus (4) 
und der Kroneckerschen Integralformel (wenn wir uns der Einfachheit halber 
auf solche Zyklen beschranken, die orientierte Komplexe sind, so daB Formel (9) 
in § 1, Nr. 7, anzuwenden ist) , das Verschlingungsintegral 

·Ib ([f (zm, [g (Z;)]) = 
1 ff 1 ( of of og og) 

(8) -kn _ 1 Ig-fl"oD g-f'oaJ "'" oar' obI"'" ob, da1···daTdb1···db,. 

z~ ~ 

Fiir den Fall zweier geschlossener Kurven 31 = U (Zl)] , 32 = [g (Z2)] im R3, 
also fiir r = s = 1, lautet es: 

(9) b(31' 32) = - 41,J fig ~ fi3 0 D(g - f, df, dg). 

Das ist das Integral von GAUSS. 
Auf Grund potentialtheoretischer Betrachtungen, auf die wir nicht eingehen 1, 

kann man diesem Integral (9) noch eine andere Gestalt und damit eine andere 
geometrische Deutung geben: Verstehen wir fiir jeden nicht auf 31 = U (z:J] ge
legenen Punkt p des R3 unter W(P) den in bekannter Weise definierten "raum
lichen Winkel, unter dem 31 von P aus gesehen wird", so ist der Gradient dieser 
Orlsfunktion W durch das Kurvenintegral 

grad W = fig ~ fi3 [(g - f) x dfJ 

" 
1 Man vgl. z. B.: PICARD: Traite d' Analyse, tome 1, 3 0 ed. (1920) pp. 146ff. 

Alexandroff·Hopf, Topologie I. 32 
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-->-
auszudriicken (wobei 9 der Ortsvektor op von p ist und [(g - f) X df] das vek-
torielle Produkt der Vektoren 9 - fund df bezeichnet). Hieraus ergibt sich, daB 
die rechte Seite von (9) sich in der folgenden Gestalt schreiben laBt: 

~f(gradW, dg) = ~fdW. 
4n 4n 

52 52 

Das bedeutet: die Verschlingungszahl von 31 und 32 ist gleich der durch 4:1t divi
dierten Anderung, welche bei der Durchlaufung von 52 der raumliche Winkel erleidet, 
unter dem 31 von dem laufenden Punkt aus gesehen wird. 

Es ist das ein Analogon zu der Deutung der Ordnung IJ (31,0) in der Ebene 
als "Umlaufzahl". 

Dreizehntes Kapitel. 

Homotopie- und Erweiterungssatze 
fur Ab bildungen. 

Unter einem "Homotopie"-Satz verstehen wir einen Satz, in welchem 
von zwei Abbildungen, die gewisse Voraussetzungen erftillen, behauptet 
wird: sie sind einander homotop (Kap. VIII, § 3); unter einem "Er
weiterungs" -Satz verstehen wir einen Satz, in welchem von einer Ab
bildung, die eine Teilmenge Po eines topologischen Raumes P in einen 
topologischen Raum Q abbildet und gewisse Voraussetzungen erftillt, 
behauptet wird: sie laBt sich zu einer Abbildung von P in Q erweitern. 
Ohne daB systematisch eine Homotopie- und Erweiterungstheorie auf
gebaut wird, werden in diesem Kapitel solche Homotopie- und Er
weiterungssatze dargestellt, die sich in die Homologie-Theorie einordnen 
lassen. In der Homologietheorie der frtiheren Kapitel sind Satze fol
gender Art enthalten: I. "Wenn zwei Abbildungen einander homotop 
sind, so sind sie einander vollstandig homolog" (Kap. VIII, § 3). 
II. "Wenn sich die Abbildung f des Teilpolyeders Po des Polyeders P 
in das Polyeder Q zu einer Abbildung von P in Q erweitern laBt, so 
hat sie notwendigerweise die folgende Eigenschaft: fUr jeden Zyklus 5 
in Po, welcher"", 0 in P ist, ist f (5) C'O 0 in Q" (denn ist 5 = Q;, Gr c P, 
so ist f (5) = t ((~:r, t ([) c Q). 

In diesem Kapitel werden wir zeigen, daB diese Satze sich in man
chen Fallen - die zwar recht speziell, jedoch an sich interessant und 
fUr Anwendungen wichtig1 sind - umkehren lassen; diese Umkehrun
gen sind dann Homotopie- und Erweiterungssatze von dem oben be
schriebenen Typus. Ihre Gtiltigkeit beleuchtet die ZweckmaBigkeit und 
Tragweite der Begriffsbildungen aus der Homologietheorie. Die Satze 
der §§ 2, 3, 4 zeigen, daB gewisse Homologie-Eigenschaften eines Poly-

1 Z. B. haben die Satze IV des § 1 und VI des § 2 dimensionstheoretische 
Konsequenzen (2. Band). 
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eders durch dessen Verhalten bei stetigen Abbildungen auf eine Sphare 
oder auf sich selbst charakterisiert werden konnen. 

Der eigentliche Kern des Kapitels ist ein Erweiterungssatz: die 
"Umkehrung des Kroneckerschen Existenzsatzes" im § 1; aus ihm 
folgen die ubrigen Satze ohne groBe Schwierigkeit. 
§ 1. Die Umkehrung des Kroneckerschen Existenzsatzes. 

1. Eine Erweiterungsaufgabe fiir Abbildungen in den Euklidischen Raum. 
2. Zuriickfiihrung auf Abbildungen in die sn. - 3. Elementare Hilfssatze 
iiber Erweiterbarkeit und Homotopie von Abbildungen. - 4. Lasung der 
Erweiterungsaufgabe fiir das Simplex. - 5. Zuriickfiihrung des Satzes II 
auf ein Lemma. - 6. Algebraischer Teil des Beweises des Lemmas. -
7. Geometrischer Teil des Beweises des Lemmas. - 8. Das Kriterium fiir 
die lokale Wesentlichkeit von Abbildungen in den Rn. 

§ 2. Die Abbildungen n-dimensionaler Polyeder in die n-dimensionale Sphare. 
1. Aquivalenz von Homologie und Homotopie. - 2. Aufzahlung der Ab
bildungsklassen in den einfachsten Fallen. - 3. Wesentlichkeit von Ab
bildungen. - 4. Ein Entschlingungssatz. 

§ 3. Die Abbildungen n-dimensionaler Polyeder in die Kreislinie. 
1. Die Abbildungen der n-dimensionalen Spharen in die Kreislinie. - 2. Er
weiterungssatze. - 3. Abbildungsklassen; Wesentlichkeit. 

§ 4. Die Charakterisierung der Geschlossenheit und des Randes von Polyedern 
durch Deformationseigenschaften. 
1. Ein Satz iiber Deformationen eines Polyeders in sich. - 2. Die Wesent
lichkeit eines Polyeders auf sich. - 3. Der Spezialfall der Polygone. -
4. Charakterisierung der Geschlossenheit. - 5. Charakterisierung des Ran
des. - 6. Die Stabilitat von Polyedern. - 7. Beispiele. 

Anhang: Abbildungen, die einander zwar vollstandig homolog, aber nicht homotop 
sind. 

§ 1. Die U mkehrung des Kroneckerschen Existenzsatzes. 
1. Eine Erweiterungsaufgabe fUr Abbildungen in den EukIidischen 

Raum. Der allgemeine Kroneckersche Existenzsatz (Kap. XII, § 2, 
Nr. 1) sagt aus: Es sei en ein algebraischer Komplex und f eine solche 

Abbildung von en in den Rn, daB der Punkt 0 des Rn nicht zu t (en) 
gehort und in bezug auf [f (en)] eine von Null verschiedene Ordnung 
hat; dann tritt, falls die Abbildung t nicht nur auf en, sondern auf 
dem ganzen Polyeder en erklart ist, notwendigerweise ein Punkt 
peen mit t (P) = 0 auf; es ist also - unter der Voraussetzung 
b ([f(en )] , 0) =!= 0 - unmoglich, die Abbildung f von en zu einer solchen 
Abbildung von en in den Rn zu erweitern, daB t(P) =!= 0 fUr alle Punkte p 
von en bleibt. 

Wir konnen dies en Sachverhalt folgendermaBen in Form einer Auf
gabe und einer fUr ihre Losbarkeit notwendigen Bedingung ausdrucken 
(dabei erhohen wir die Dimensionszahl urn 1): 

Erweiterungsaufgabe. Es sei K ein beliebiger (endlicher) Eukli
discher Komplex, Ko ein Teilkomplex von K und t eine Abbildung von Ko 
in den Raum R n+1 - o. Man soU diese Abbildung zu einer Abbildung 
von K in den Raum Rn+l - 0 erweitern. 

32* 
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N otwendig fUr die Losbarkeit dieser Aufgabe ist die 
Kroneckersche Bedingung. Fur jeden n-dimensionalen Zyklus zn 

von K o, welcher homolog Null in Kist, ist b ([f (zn)] , 0) = 0; und zwar 
gilt dies fur jeden Koeffizientenbereich 3,1 

1st diese Bedingung auch hinreichend fUr die Losbarkeit der Er
weiterungsaufgabe? Diese Frage wird fur den wichtigsten Fall durch 
den Hauptsatz dieses Kapitels bejaht, namlich durch 

Sa tz I (Umkehrung des allgemeinen Kroneckerschen Exi
stenzsatzes). Wenn K hochstens (n+1)-dimensional ist, so ist die Kro
neckerscheBedingung fur dieLosbarkeit der Erweiterungsaufgabe hinreichend. 

Bemerkung I. Wenn die Dimension von K kleiner als n + 1 ist, 
so ist jeder Zyklus zn, welcher "'0 in Kist, gleich Null, also ist auch 
b ([f (zn)] , 0) = 0; die Kroneckersche Bedingung ist also in diesem Falle 
immer erfullt, und die Erweiterungsaufgabe daher auf Grund des eben 
formulierten Satzes immer lOsbar. 

Bemerkung II. Die Voraussetzung, daB die Dimensionszahl von K 
hochstens n + 1 ist, ist im allgemeinen unentbehrlich; man vgl. Nr. 2 
des "Anhanges" zu diesem Kapitel. 

Bemerkung III. Aus dem Beweis des Satzes wird sich ergeben, 
daB man sich in der Formulierung des Satzes auf die Koeffizienten
bereiche 3 = @m' m = 2, 3, ... , beschranken kann; man konnte sich 
dies auch von vornherein durch Uberlegungen klarmachen, die denen 
aus Kap. V, § 4, Nr. 11, verwandt sind. -

Der Beweis des Satzes wird aus einer Anzahl verschiedener Schritte 
bestehen und den groBten Teil dieses Paragraphen einnehmen. 

2. Zuriickfiihrung auf Abbildungen in die sn. Wir fUhren im Rn+l 
ein "Polarkoordinatensystem" mit 0 als Pol ein: es sei sn eine Sphare 
mit dem Mittelpunkt 0; fur jeden Punkt q c Rn+l - 0 verstehen wir 
unter q; (q) denjenigen Punkt von sn, in den q von 0 aus projiziert wird, 
und unter r (q) die Entfernung e (q, 0); dann sind die Punkte q c Rn+l - 0 
eineindeutig auf die "Po1arkoordinaten" r, q; bezogen. 

Die Erweiterungsaufgabe aus Nr. 1 1a13t sich in zwei Teile zerlegen: 
1) Man erweitere die fUr alle Punkte pc Ko gegebene positive Funk
tion r f (P) zu einer Funktion r f auf K, die auch dort iiberall positiv 
ist; 2) man erweitere die Abbi1dung q; f von Ko in die Sphare sn zu 
einer Abbildung q; f von K in die sn. 

Die Erledigung des ersten Teiles macht keine Schwierigkeit: diese 
Erweiterung ist auf Grund des allgemeinen Erweiterungssatzes fur 
stetige Funktionen (Kap. I, § 6, Nr. 10, Zusatz) immer moglich. 

Es b1eibt somit nur der zweite Teil der Aufgabe zu behande1n; da, 
wenn wir unter zn eine orientierte Sphare mit 2n = sn verstehen, die 

1 Es ist also, wenn ~ ein beliebiger Koeffizientenbereich ist, zn ein Zyklus 
in bezug auf ~, der "'" 0 in bezug auf ~ ist, und )} ist die Verschlingungszahl 
(Ordnung) in bezug auf (~, @). 
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Ordnung b ([f(zn)] , 0) gleich dem Grade der Abbildung rpl von zn in die 
Sphare zn ist (Kap. XII, § 1, Nr. 5), ist die Be4auptung der Losbarkeit 
dieses zweiten Teiles der Aufgabe gleichbedeutend mit dem folgenden 
Satz II, auf den damit der Satz I zuruckgefiihrt ist. 

Sa tz II. Es sei K ein hoehstens (n + 1)-dimensionaler Komplex, 
Ko ein Teilkomplex von K und I eine solehe Abbildung von Ko in die 
Sphare zn, dafJ feder Zyklus zn von K o, der =0 in Kist, mit dem Grade 
Null abgebildet wird (fur feden Koellizientenbereich). Dann lafJt sieh I 
zu einer Abbildung von K in zn erweitern 1• 

3. Elementare Hilfssatze tiber Erweiterbarkeit und Homotopie 
von Abbildungen. Bevor wir den Beweis des Satzes II angreifen, 
stellen wir einige Hilfssatze auf, die insofern "elementar" sind, als 
sie nichts mit dem Abbildungsgrad oder anderen Homologiebegriffen 
zu tun haben. 

Hilfssatz I. Ko sei ein Teilkomplex des (endlichen, im ubrigen be
liebigen) Komplexes K .. 10 und 11 seien zwei homotope Abbildungen von 
Ko in ein Polyeder Q; 10 sei zu einer Abbildung von K in Q erweiterbar. 
Dann ist auch 11 zu einer Abbildung von Kin Q erweiterbar. (Q darf 
ubrigens auch ein beliebiger topologischer Raum sein.) 

Zwecks Beweises durch vollstandige Induktion verscharfen wir 
diesen Hilfssatz zu 

Hilfssatz la. 1st It (0 -< t -< 1) eine von t stetig abhangende Schar 
von Abbildungen von Ko in Q, und ist 10 zu einer Abbildung Fo von K 
in Q erweiterbar, so lafJt sich die ganze Schar zu einer Abbildungs
schar It von K in Q erweitern, die lur t = 0 mit Fo ubereinstimmt. 

Beweis durch vollstandige Induktion bezuglich der Dimension 
von K: Die Behauptung ist trivial, wenn diese Dimension Null 1st; 
denn dann braucht man nur It (P) = Fo (P) fUr alle nicht zu Ko ge
horigen Punkte p von K und alle t zu setzen. Sie sei fur alle n-dimen
sionalen Komplexe K bewiesen, und K = K n+! sei (n + i)-dimensional. 
1st Kn der Komplex der n-dimensionalen Simplexe von K n+!, 
so durfen wir annehmen, daB die Schar It bereits auf Ko + Kn 
erklart ist. Wir haben sie noch im Innern jedes einzelnen (n + 1)
dimensionalen, nicht zu Ko gehorigen Simplexes xn+1 zu erklaren; auf 
dem Rande in+! ist sie bereits gegeben. Die Definition von It im Innern 
von xn+! geschieht nun so: ql sei ein fester innerer Punktvon xn+!, 
q = qo ein variabler Punkt auf in+l; unter q$ verstehen wir den Punkt, 
der die Strecke %Ih im Verhaltnis s: (1 - s) teilt (0 -< s -< 1). Dann sei 

It(q.) = It-2.(qo) fUr t>2s, It(qs) =/O(q2s-t) fUr t-<2s. 
1-. 2-t 

-----
1 Fiir berandungsfdhige Zyklen ZO - nur solche treten im folgenden auf -

laBt sich die Definition des Grades im GroBen (Kap. XII, § 1, Nr. 4) einer Ab
bildung g von zO in die Sphare zo, wie man sich leicht iiberlegt. aufrechterhalten, 
obwohl der Zyklus ZO nicht irreduzibel ist. 
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It (q.) hangt offenbar stetig von den drei Veranderlichen s, t, q = qo 
ab; fur t = 0 und beliebiges s faUt sie mit der auf xn+1 gegebenen Ab
bildung, ffir s = 0 und beliebiges t faUt sie mit der auf i n+1 gegebenen 
Abbildungsschar zusammen. 

Hilfssatz II. Eine Abbildung I des Simplexrandes in in das (be
liebige) Polyeder Q lii(Jt sich dann und nur dann zu einer Abbildung des 
Simplexes xn in das Polyeder Q erweitern, wenn [f (in)] homotop Null 
in Q ist, d. h. wenn es eine solche Abbildungsschar It, 0::; t:o:::; 1, von in 
in Q gibt, da(J 10 = lund 11 (xn) ein einziger Punkt ist. (Q darf auch ein 
beliebiger topologischer Raum sein.) 

Beweis. Wir verstehen unter q1 einen festen inneren Punkt von xn 
und fur jeden Punkt q = qo von in unter qt denjenigen Punkt, der die 
Strecke qq1 im Verhaltnis t: (1-t) teilt (0 < t < 1). Wenn I zu einer 
Abbildung von xn erweitert werden kann, wenn also I als Abbildung 
des ganzen Simplexes xn angenommen werden darf, so wird durch die 
auf in erklarte Abbildungsschar It (q) = I (qt) , 0 < t < 1, die Menge 
I (xn) auf den Punkt I (q1) zusammengezogen. 1st andererseits eine 
solche Zusammenziehung moglich, existiert also die in unserem Hilfs
satz genannte Abbildungsschar It von xn, so ist die in dem ganzen 
Simplex x" erklarte Abbildung I (qt) = It (q) eine Erweiterung der Ab
bildung I von in. (Der zweite Teil des Hilfssatzes ist ubrigens ein 
Spezialfall des Hilfssatzes I, da die zu I homotope Abbildung 11' welche 
iii auf einen einzigen Punkt abbildet, zu der Abbildung von xn auf 
denselben Punkt erweitert werden kann.) 

Hilfssa tz III. Es seien 10 und It zwei Abbildungen des Kompak
tums F in die Sphiire sn,. in sn gebe es eine nichtleere oflene Menge G 
mit lolgender Eigenschalt: lur feden Punkt q c G sind die Original
mengen 101 (q) und 111 (q) miteinander identisch. Dann sind 10 und 11 
miteinander homotop. 

Beweis. Wir fassen sn als Euklidischen Raum Rn mit einem zu G 
gehorigen unendlich fernen Punkt u auf. Fur jeden Punkt pc F, 
dessen Bild nicht u ist, - bei 10 und 11' was nach Voraussetzung das
selbe ist, - verstehen wir unter It (P) den Punkt des Rn, der die Strecke 

~ 

10 (P) 11 (P) im Verhaltnis t: (1 - t) teilt. 1st 10 (P) c G - u, so ist 10 (P) 
= 11 (P), also It (P) = 10 (P) fur aile t. Hieraus und aus der Tatsache, 
daB u innerer Punkt von Gist, folgt: setzen wir It (P) = 10 (P) fur aile t 
und aile Punkte p mit 10 (P) = u, so ist die Schar It (P) fUr aile Punkte 
pc Fund aile t mit 0::; t < 1 stetig; sie leistet die stetige Dber
fUhrung von loin 11. 

Hilfssa tz IV. Es sei n :> 2, I eine Abbildung der Sphiire S~ in die 
Sphiire sn, p ein Punkt aul sn. Dann gibt es eine zu I homotope Ab
bildung 11 mit lolgender Eigenschalt: die Menge 111 (P) liegt im Innern 
eines n-dimensionalen (krummen) Simplexes X von S~, dessen Bild 11 (X) 
ein echter Teil von sn ist. 
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Beweis. Da es zu I homotope simpliziaIe Abbildungen einer Sim
pliziaIzerlegung Ko von s~ in eine Simplizialzedegung K von sn gibt, 
diirfen wir I von vornherein aIs simplizial annehmen; wir diirfen 
dabei weiter annehmen, daB P innerer Punkt eines Grundsimplexes 
von Kist. Es sei u ein von P verschiedener innerer Punkt eines 
Grundsimplexes von K. Dann hat sowohl P wie u nur endlich-viele 
OriginaIpunkte in K (weitere Eigenschaften der Simplizialitat von I 
werden nicht benutzt). 

Wir fassen sn als Euklidischen Raum Rn mit u als unendlich fernem 
Punkt auf und ebenso s~ als Euklidischen Raum R~ mit einem solchen 
unendlich fernen Punkt uo, daB er nicht zu der endlichen Menge 
l-l(P)+I-l(u) gehOrt. Es sei nun X ein n-dimensionales Simplex 
des R~, das keinen Punkt 1-1 (u) enthalt, so daB also I (X) c Rn ist. 

1st PI ein Originalpunkt von p, der nicht im Innem von X liegt, 
so gibt es, da n :> 2 ist, im Innern von X einen Punkt P' derart, daB 
auf der Strecke PIP' kein Originalpunkt von u liegt, und es gibt infolge
dessen sogar ein n-dimensionales Simplex Xl des ~, das die Strecke PIP' 
im Innern enthalt und auch noch fremd zu der OriginaImenge von u 
ist; daher ist I (Xl) c Rn = sn - u. Nun verstehen wir unter 11 die 
folgende Abbildung: im AuBern und auf dem Rande von Xl ist 11 = I; 
es sei weiter 11 (p') = p, und schlieBlich sei, wenn q irgendein Rand-

punkt von Xl ist, die Strecke P;' durch 11 proportional auf die Strecke 
---+ 
PI (q) des Rn abgebildet. Da sich 11 von I nur im Innern von Xl unter-
scheidet, und da die Bilder I (Xl) und 11 (Xl) abgeschlossene und be
schrankte Mengen des Rn sind, erfiillt die Menge G = sn - (f (Xl) + 11 (Xl)) 

die Voraussetzungen des Hilfssatzes III; folglich ist 11 zu I homotop. 
In Xl ist P' der einzige Originalpunkt von p, und P' ist innerer Punkt 
von X. Die Anzahl der nicht im Innern von X gelegenen Original
punkte von P ist somit verringert worden. Durch Wiederholung dieses 
Prozesses beseitigt man, indem man immer zu homotopen Abbildungen 
iibergeht, schlieBlich aIle OriginaIpunktevon p, die nicht im Innern 
von X liegen. Das Bild von X bleibt dabei immer eine beschrankte 
Menge im Rn, also ein echter Teil von sn. Damit ist der Hilfssatz IV 
bewiesen. 

Aufgabe. Man beweise: 1) die Behauptung des Hilfssatzes IV ist ffir n = 1 
falsch; 2) er kann ffir n ~ 2 dahin verschiirft werden, daB bei 11 die Originalmenge 
von p aus einem einzigen Punkt besteht. 

4. Losung der Erweiterungsaufgabe fUr das Simplex. Bevor wir 
den Satz II (und damit den Satz I) in voller Allgemeinheit beweisen, 
erledigen wir den wichtigsten Spezialfall: Kist eine (n + 1 )-dimensio
nale Simplexhiille Ixn+ll und Ko der zugehOrige Simplexrand 1 in +1 I. 
Die Satze I und II gehen dann, bei festem n, in zwei spezielle Satze, 
"Satz I!" und "Satz II!", tiber: 
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Satz I~. Es sei t eine Abbildung von in+! in den Raum Rn - 0 

und b ([f (in+ 1)] , 0) = 0 (in bezug aut &). Dann lafJt sick t zu einer Ab
bildung von xn+! in Rn - 0 erweitern. 

Satz II;:. Es sei t eine Abbildung von in+! in die Sphiire zn mit dem 
Grade O. Dann lafJt sick 1 zu einer Abbildung von xn+1 in zn erweiternl . 

Gleichzeitig mit diesen Satzen werden wir noch den folgenden be
weisen (der in dem Satz V des nachsten Paragraphen enthalten ist): 

Satz IIIn. Hat die Abbildung t der Spkare So in die Spkare 5n den 
Grad Null (in bezug aut &), so ist 1 zu einer Abbildung von 50 aul einen 
einzigen Punkt von 5n komotopl. 

Der Beweis der Satze I!, II! und IlIn wird durch vollstandige 
Induktion in bezug auf n erfolgen. Dabei werden wir nacheinander 
zeigen, daB die folgenden Behauptungen richtig sind: 

1) Die Satze IIIo und IIII gelten. 
2) Aus IIIn folgt II! (fur n >- 0). 
3) Aus II! folgt I! (fUr n >- 0). 
4) Aus I! folgt II In +1 (fUr n >- 1). 
Dann werden die drei Satze fUr alle n >- 0 bewiesen sein. 
Beweis der Behauptung 1. Der Satz IlIo ist trivial, da eine 

Abbildung eines Punktepaares 5g in ein Punktepaar 50 nur dann den 
Grad Null hat, wenn sie sg auf einen der beiden Punkte von 50 ab
bildet. - 1m Satz IIII handelt es sich urn eine solche Abbildung 1 
einer Kreislinie z = 5~ in eine Kreislinie 51, daB die Umlaufzahl 
(Kap. XII, § 1, Nr.6) von [/(z)] urn den Mittelpunkt 0 von 51 gleich 
Null ist. Verstehen wir unter 1-,; genau dieselben Abbildungen wie im 
Kap. XII a. a. O. in dem Beweis fUr den Satz, daB die Umlaufzahl gleich 
dem Grade ist, so haben diese Abbildungen von 5~ in 51 die folgenden 
Eigenschaften: sie hangen fur 0 ~ 7: <1 stetig von 7: ab, es ist 10 = t 
und Id5~) ein einziger Punkt von 51. Folglich gilt Satz I1I1. 

Der Beweis der Behauptung 2 ist in dem Hilfssatz II (Nr. 3) 
enthalten. 

Der Beweis der Behauptung 3 ist bereits in Nr.2 gefuhrt 
worden. 

Beweis der Behauptung 4. Es ist eine Abbildung t des Grades 
Null von 5~+1 in die 5n +1 mit n >- 1 gegeben; wir sollen sie stetig so 
abandern, daB die Bildmenge schlieBlich ein einziger Punkt ist; hierfur 
genugt es, zu erreichen, daB die Bildmenge ein echter Teil von 5n+1 ist; 
denn dann kann man diese Menge stetig auf einen Punkt zusammenzie
hen. Wir brauchen also nur einen gewissen Punkt 0 c 5n+i durch stetige 
Abanderung von 1 von der Bedeckung durch das Bild von 50+1 zu befreien. 

Da n + 1 > 1 ist, durfen wir den Hilfssatz IV anwenden und daher 
von vornherein annehmen: es gibt einen Punkt 0 c 5n +1, fur den die 

1 Wegen des Falles n = 0 beachte man die FuBnote auf S. 501. 
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Menge 1-1(0) im Innern eines (n+1)-dimensionalen Simplexes X ent
halten ist, dessenBildl (X) ein echterTeil vonSn+1ist. NunseiueinPunkt 
von sn+1 - I (X), und sn+l sei als Euklidischer Rn+1 mit dem unend
lich fernen Punkt u aufgefaBt; dann ist I(X) c sn+1 - U = ~+1. Da 
der "Grad im GroBen" der Abbildung I gleich Null ist, ist auch der 
"lokale Grad" von I im Punkte 0 gleich Null (Kap. XII, § 4, Nr. 4); 
da X die ganze Menge 1-1 (0) enthalt, ist Null auch der lokale Grad der 
Abbildung I des Simplexes X im Punkte 0 des Rn+1; hieraus folgt 
(Kap. XII, § 2, Satz V): es ist tJ ([f(X)J, 0) = o. 

Folglich gibt es nach dem Satz I~ (den wir ja als bewiesen anneh
men) eine Abbildung 11 von X in den Raum Rn+l - 0, welche auf k 
mit I ubereinstimmt. Setzen wir noch 11 (P) = I (P) fUr alle Punkte 
P c S~+1 - X, so ist 11 eine Abbildung von S~+1 in die Menge sn+1 - 0, 

also auf einen echten Teil von sn+1. Fur jeden Punkt q der offenen 
Menge G = sn+1_ (t(X) + 11(X)) stimmen die Originahnengen 111 (q) und 
1-1 (q) miteinander uberein; Gist nicht leer, denn es ist u c G; daher sind 
nach dem Hilfssatz III die Abbildungen lund 11 miteinander homotop. 

Damit ist auch die Behauptung 4 bewiesen, und der Beweis der 
Satze I~, II~, IIIn fur alle n > 0 ist vollstandig geflihrt. 

5. Zuriickfiihrung des Satzes II auf ein Lemma. Wir nehmen 
jetzt den Beweis des Satzes II (NL 2) in Angriff und knupfen un
mittelbar an dessen Wortlaut an. Da wir nach Hilfssatz I die ge
gebene Abbildung I von Ko durch eine ihr homotope ersetzen duden, 
und da es zu I homotope simpliziale Abbildungen von Unterteilungen 
von Ko in eine beliebig vorgeschriebene Simplizialzerlegung von sn 
gibt (Kap. VIII, § 3, Satz I), duden wir annehmen: list eine sim
pliziale Abbildung in einen Simplexrand Ikn+l I. Die zugrunde gelegte 
Unterteilung von Ko durfen wir als Bestandteil einer Unterteilung von 
K annehmen; dabei ist zu beachten: die im Satz II genannte Voraus
setzung bezuglich der n-dimensionalen Zyklen bleibt bei Unterteilung 
erhalten (dies folgt leicht aus den topologischen Invarianzsatzen oder 
auch aus Kap. VI, § 2). Die Unterteilungen von K und Ko bezeichnen 
wir jetzt auch wieder mit K bzw. Ko. 

Der Beweis des Satzes II hat in einer Erweiterung der Abbildung I 
zu bestehen; wir werden diese Erweiterung in drei Schritten ausflihren; 
unter Kr verstehen wir im folgenden den Komplex aller hochstens 
r-dimensionalen Seiten von K. 

1. Schritt: Erweiterung zu einer Abbildung von Ko + Kn-l. 
2. Schritt: Erweiterung zu einer solchen Abbildung von Ko+Kn, 

daB der Rand i n+1 jedes (n + 1)-dimensionalen Simplexes von K mit 
dem Grade Null (in bezug auf @) abgebildet wird. 

3. Schritt: Erweiterung zu einer Abbildung von K. 
Den 1. Schritt fUhren wir einfach dadurch aus, daB wir jedem nicht 

zu Ko gehorigen Eckpunkt von K einen willkurlichen Eckpunkt von 
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[xn+l[ zuordnen, und unter I (Ko + K n- 1) die durch diese Eckpunkt
zuordnung definierte simpliziale Abbildung verstehen. 

Falls K hochstens n-dimensional ist, fUhren wir in derselben Weise 
auch den 2. - und in dies em Falle letzten - Schritt aus: unter 
der Abbildung I von K = K n verstehen wir die durch die bereits vor
handene Eckpunktzuordnung erklarte simpliziale Abbildung in den 
Simplexrand [Xn+1[. Die auf die n-dimensionalen Simplexrander i n+1 
von K beztigliche Vorschrift ist in diesem Falle inhaltslos. 

Von nun an setzen wir K als (n + 1)-dimensional voraus. 
Wir nehmen fUr einen Augenblick an, auch der 2. Schritt sei aus

gefUhrt. Dann laJ3t sich auch der 3. Schritt ausfUhren, indem man auf 
jedes' einzelne (n + 1)-dimensionale Simplex den Satz II; anwendet. 

Es bleibt also der 2. Schritt auszuftihren; schreiben wir der Ktirze 
halber Ko statt Ko + Kn- r, so ist die AusfUhrbarkeit dieses Schrittes 
enthalten in folgendem 

Lemma. Es sei: K n+1 ein (n + 1)-dimensionaler Komplex; Ko ein 
Teilkomplex von K n+\ welcher alle hOchstens (n -1)-dimensionalen Sim
plexe von Kn+l enthalt; K n der Komplex aller hochstens n-dimensionalen 
Seiten von K n+\, I eine solche simpliziale Abbildung von Ko in den Sim
plexrand [xn+l [, dajJ lur jeden n-dimensionalen Zyklus zn von K o, 
welcher ""0 in Kn+1 ist, gilt: I (zn) = 0 (in bezug aut jeden Koellizienten
bereich). Dann lajJt sich I zu einer solchen stetigen Abbildung von Ko+Kn 
in den Simplexrand X n+1 erweitern, dajJ der Rand i n+1 jedes Simplexes 
xn+1 von Kn+l mit dem Grade Null (in bezug auf @) abgebildet wird. 

6. Algebraischer Teil des Beweises des Lemmas. Die in dem 
Lemma genannten Voraussetzungen seien erftillt. Wir zeichnen unter den 
n + 1 orientierten n-dimensionalen Simplexen von jxn+l[ eines aus; es 
heiJ3e yn. Da f eine simpliziale Abbildung ist, ist fUr jeden n-dimen
sionalen ganzzahligen Teilkomplex en von Ko das Bild f (en) eine Linear
form in 'den orientierten n-dimensionalen Simplexen von [Xn+l[; mit 
X (en) bezeichnen wir den Koeffizienten von yn in dieser Linearform; 
die Zahl X (en) ist der lokale Grad der Abbildung f von en in den in
neren Punkten von yn. Offenbar ist X ein ganzzahliger Charakter der 
Gruppe P(Ko).l 

Diese Gruppe ist Untergruppe von Ln (Kn+l); eine andere Unter
gruppe von Ln(Kn+1) ist die Randergruppe Hn(Kn+1); wir stellen die 
Aufgabe, den in Ln(Ko) erklarten Charakter X zu einem solchen Cha
rakter von Ln (Kn+l) zu erweitern, daJ3 er fUr alle Elemente von Hn (Kn+l) 
den Wert Null hat (Anh. I, § 5). 

Wir behaupten: Die Aufgabe ist infolge der in dem Lemma aus
gesprochenen Voraussetzung lOsbar. Die fUr die Losbarkeit notwendige 
und hinreichende Bedingung ist bekannt (Anhang I, Nr. 69); sie lautet: 

1 Es sind hier immer die ganzzahligen Gruppen gemeint. 
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"ist u irgendein Element von L n (Ko) , welches von der Form u = mx + y 
mit m:::> 2, xC Ln(Kn+1) , y C Hn(Kn+l) ist, so ist X(u) == 0 mod m". 
Wir haben zu zeigen, daB diese Bedingung erfullt ist. 

1st u = mx + y C L n (Ko) und y c H n(Kn+1), so ist u ein ganzzahliger 
Komplex in K o, und fUr den Komplex tm (u) (vgl. Kap. V, § 3) gilt: 
tm (u) = tm (y), wobei y ein Rand, also y = C ist; folglich ist tm (u) ein 
Zyklus modm, und es ist 

tm (u) = Tm (C) "'" 0 (in Kn+l in bezug auf ®m). 

Infolge der Voraussetzung des Lemmas ist daher 

(in bezug auf ®m); 
das ist gleichbedeutend mit 

(in bezug auf ®m), 

d. h.: jeder Koeffizient in der ganzzahligen Linearform I (u), also ins
besondere die Zahl X (u), ist == 0 mod m. 

Die Erweiterungsaufgabe fUr den Charakter X ist also l6sbar; wir 
haben somit einen ganzzahligen Charakter X in Ln (Kn+l) , der die fol
genden Eigenschaften besitzt: 1) fUr jedes n-dimensionale Simplex x3 
von Ko ist X (x3) der Grad der Abbildung I im Innern von yn; 2) fur 
jeden Simplexrand xn+l von Kn+l ist X (in+l) = O. 

7. Geometrischer Teil des Beweises des Lemmas. Wir werden jetzt 
die in Ko erkliirte simpliziale Abbildung I zu einer solchen stetigen Ab
bildung I von Ko + K n in Xn+l erweitern, daB die Abbildung jedes 
n-dimensionalen Simplexes xn von K n in den inneren Punkten von Y 
den Grad X (xn) hat. Damit wird das Lemma bewiesen sein; denn bei 
dieser Abbildung I hat fUr jeden Teilkomplex en von K n der Grad in 
den inneren Punkten von yn den Wert X (en); ist en Zyklus, so ist 
dies zugleich der Grad ("im GroBen") der Abbildung I von en in xn+l; 
da X (xn+l) = 0 fUr jeden Simplexrand x n +1 in K n+1 ist, erfullt somit I 
die Behauptung des Lemmas. 

Wir verstehen unter K~ den Komplex derjenigen n-dimensionalen 
Simplexe von K n, welche nicht zu Ko geh6ren, und unter K~-l den 
Komplex der (n -1)-dimensionalen Simplexe von K~. Dann ist die M6g
lichkeit der Konstruktion von I enthalten in dem folgenden elementaren 

Hilfssa tz. Es sei K'i. ein n-dimensionaler Komplex und K;'-l der 
Komplex seiner (n -1)-dimensionalen Seiten; eine simpliziale Abbildung f 
von K~-l in den Simplexrand \ xn+l! ist gegeben; lerner ist jedem orien
tierten n-dimensionalen Simplex xi von K~ eine ganze Zahl X (xi) zu
geordnet. Dann lii/3t sich I zu einer solchen stetigen Abbildung von K~ 
in X n+1 erweitern, da/3 die Abbildung jedes Simplexes xi in den inneren 
Punkten des lest gewiihlten n-dimensionalen Simplexes yn von \Xn +1\ 
einen Grad besitzt 1 und da/3 dieser den Wert x (xi) hat (n> 0). 

1 D. h. daB die Randbilder f (;~) nicht in das Innere von yn eintreten. 
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Beweis des Hilfssatzes. 1m Innern jedes Simplexes xi zeichnen 
wir Ix (xi) I zueinander fremde n-dimensionale Simplexe aus und bilden 
jedes von ihnen affin auf I yn lab, und zwar, bei Zugrundelegung der 
durch xi gegebenen Orientierungen, positiv oder negativ auf yn je 
nach dem Vorzeichen von x(xi). Verstehen wir unter Pi das Polyeder, 
welches aus xi durch Herausnahme der Innengebiete dieser Simplexe 
entsteht, so miissen wir noch Pi so in X n+1 abbilden, daB das Innen
gebiet von yn keine neue Bedeckung mehr erleidet. Sowohl xi als 
auch die Rander der herausgenommenen Simplexe sind in die Menge 
E = I xn+11 - I yn I abgebildet; diese Abbildung solI zu einer Abbildung 
von Pi in E erweitert werden. Da E offenbar ein n-dimensionales 
Element ist, ist diese Erweiterung auf Grund des allgemeinen Erweite
rungssatzes (Kap. I, § 6, Nr. 10, Zusatz) moglich. 

Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen, und dadurch sind auch die Be
weise des Lemmas (Nr. 5), des Satzes II (Nr. 2) und des Satzes I (Nr. 1) 
vollstandig zu Ende gefUhrt. 

8. Das Kriterium fiir die lokale Wesentlichkeit von Abbildungen 
in den Rn. Wir benutzen den soeben bewiesenen Satz I, urn eine wichtige 
Tatsache zu beweisen, die sich auf den Begriff der "relativen Wesent
lichkeit einer Abbildung in einem Punkte" (Kap. XII, § 4, Nr. 6) bezieht. 

Sat z IV. Es sei: K ein n-dimensionaler Komplex, Ko ein Teilkom
plex von K; lerner I eine Abbildung von E in den Rn und 0 ein Punkt 
in R n - I (Eo). Dann lautet die notwendige und hinreichende Bedingung 
dalilr, dafJ die Abbildung I von E relativ zu Eo wesentlich in 0 ist, lol
gendermafJen: es gibt 1 einen n-dimensionalen Relativzyklus in K bis aul K o, 
dessen Abbildung im Punkte 0 einen von Null verschiedenen Grad hat 2• 

Beweis. Wenn es einen derartigen Relativzyklus en gibt, so ist 
die Abbildung von en relativ zu en wesentlich in 0 (Kap. XII, § 4, 
Satz VIII; das dort als E bezeichnete Polyeder ist jetzt der Rn); da 
aber en cEo ist, besteht diese Wesentlichkeit erst recht relativ zu Eo. 

Es gebe jetzt keinen derartigen Relativzyklus en. Dann erfiillen 
die Abbildung I, die Komplexe K und Ko sowie der Punkt 0 die "Kron
eckersche Bedingung" (Nr. 1; gegeniiber der dortigen Bezeichnung ist 
die Dimensionszahl urn 1 erniedrigt). In der Tat: 1st zn-l ein Zyklus 
in K o, der <'Vo in Kist, so gibt es einen Komplex en c K mit 
en = zn-l C Ko; dieser en ist ein Relativzyklus bis auf Ko; der Grad 
seiner Abbildung im Punkte 0 ist nach Voraussetzung Null; dieser 
Grad ist aber 3 gleich der Ordnung von 0 in bezug auf [f (zn-l)]; da diese 
Ordnung somit Null ist, ist die Kroneckersche Bedingung erfiillt. 

Daher gibt es nach dem Satz I eine Abbildung 11 von E in den 
Raum Rn-o, die auf Eo mit I iibereinstimmt. Verstehen wir fUr 

1 In bezug .auf einen gewissen Koeffizientenbereich. 
2 Ein Analogon zu diesem Satz ist der Satz V des § 2. 
3 Kap. XII, § 2, Satz V. 
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o <: t<: 1 und fUr jeden Punkt peE unter It(P) denjenigen Punkt ----des Rtl, der die Streeke I (P) 11 (P) im Verhaltnis t: (1 - t) teilt, so wird, 
wenn t von 0 bis 1 lauft, I unter Festhaltung der Bilder aller Punkte 
von Eo in die Abbildung 11 ubergefuhrt. Da 0 q: 11 (E) ist, bedeutet 
dies: die Abbildung list relativ zu Eo unwesentlieh im Punkte o. 

Damit ist der Satz IV bewiesen. 
Korollar. Wenn die Abbildung I von E in den ~ relativ zu Eo 

wesentlich in einem Punkt von Rtl - I (Eo) ist, so enthiilt K einen n-dimen
sionalen von Null verschiedenen Relativzyklus bis aul Ko. 

Bemerkung. Uber den Koeffizientenbereich dieses Relativzyklus 
sagt der Satz IV unmittelbar nichts aus. Jedoeh ergibt sich aus der 
"Bemerkung III" in Nr. 1: es existiert jedenfalls ein Relativzyklus in 
bezug auf einen der Koeffizientenbereiche @m' m:> 2. 

§ 2. Die Abbildungen n-dimensionaler Polyeder 
in die n-dimensionale Sphare. 

1. Aquivalenz von Homologie und Homotopie. Naeh Kap. VIII, 
§ 3"sind zwei homotopeAbbildungen einander stets vollstandig homolog. 
Hiervon beweisen wir jetzt fur einen wichtigen Fall die Umkehrung: 

Sa tz I. Sind zwei Abbildungen eines (endlichen) n-dimensionalen 
Polyeders in die n-dimensionale Sphiire einander vollstiindig homolog1 , so 
sind sie einander auch homotop. 

Bemerkung. Der analoge Satz fur die Abbildungen eines r-dimen
sionalen Polyeders in die Stl ist fur r < n offenbar trivial; fur r> n ist 
er falseh: man vgl. Nr. 2 des "Anhanges" zu diesem Kapitel. 

Beweis. Es sei K ein n-dimensionaler Komplex, und 10' 11 seien 
zweiAbbildungen von E = P in die Sphare Stl, die miteinander voll
stliIidig homolog sind. 

Urn zu zeigen, daB 10 und 11 einander homotop sind, konstruieren 
wir - ahnlieh wie bei dem Beweise des Satzes IV in Kap. VIII, § 3 -
das topologisehe Produkt Z (P) von P mit der dureh 0 <: t <: 1 ge
gebenen t-Streeke; die Bezeichnungen (P, t), K o, K 1 , Z(Ko) haben die
selben Bedeutungen wie a. a. O. im Kap. VIII. Durch I (P, 0) = 10 (P) 
und I (P, 1) = 11 (P) ist eine Abbildung von Ko + Kl in die Stl gegeben; 
wir haben die Aufgabe, sie zu einer Abbildung I von Z (P) zu erweitern; 
denn ist eine solche Erweiterung konstruiert, so wird uns durch It (P) 
= I (P, t) fur 0 <: t <: 1 eine Abbildungssehar It von P in Stl geliefert, 
welche die "Oberfuhrung von 10 in 11 leistet. 

Wir haben also zu zeigen, daB die Erweiterung der auf Ko + Kl 
gegebenen Abbildung I zu einer Abbildung von Z (P) = Z (Ko) m6glieh 
ist. Auf Grund des Satzes II im § 1 lautet die hinreichende (und aueh 

1 Vgl. Kap. V, § 4, Nr. 16. Man beachte iibrigens die FuJ3note auf S. 510. 
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notwendige) Bedingung fur diese Erwei terbar kei t folgendermaBen : 
,,1st Zein n-dimensionaler Zyklus in Ko + K], welcher =0 in Z (Ko) 
ist, so wird Z durch I mit dem Grade Null in die 5" abgebildet." 

Urn zu beweisen, daB diese Bedingung erfiillt ist, bestimmen wir 
zunachst diejenigen n-dimensionalen Zyklen in Ko+Kl' welche CX>O 
in Z (Ko) sind: jeden solchen Zyklus Z konnen wir in der Form Z = ZI - 10 
schreiben, wobei ZI' 10 algebraische Komplexe in Kl bzw. Ko sind; da 
t = 0 und daher .i1 = Yo, andererseits aber ZI c K 1 , z~ C Ko, also 
IZll und 110 I fremd zueinander sind, ist .i1 = Yo = 0; somit sind Zl 
und 10 Zyklen. Vermoge der zwischen Ko, Kl und K bestehenden 
Isomorphismen entsprechen ihnen Zyklen Z bzw. z' in K. Bezeichnet 
ferner Zo den Zyklus in K o, der Z und Zl entspricht, so ist (vgl. Kap. IV, 
§ 6, Nr. 2) ZI <XI Zo in Z (Ko); folglich ist 

Z = Zo - Zo in Z (Ko) • 

Da wir voraussetzen, daB Z = 0 in Z (Ko) ist, ist auch Zo - 10 <XI O. in 
Z (Ko). Wir behaupten: es ist sogar 

(1) Zo - 10 ex> 0 in K o-

In derTat: q; sei die Abbildung von Z(Ko) auf Ko, die durch q;(P, t) 
= (P, 0) gegeben ist; aus der Homologie Zo "'" 10 in Z (Ko) folgt: 
[q; (zo - 10)] (X) 0 in Ko, also, da q; auf Ko die Identitat ist, die Homo
logie (1). 

Da nun unsere Zyklen ebenso wie Ko n-dimensional sind, ist die 
Homologie (1) eine Gleichheit, und daher ist 

(2) 

wobei die in KI bzw. Ko gelegenen Zyklen Zl' Zo demselben Zyklus Z 
in K entsprechen. Die derart gebildeten Zyklen Z sind somit die ein
zigen n-dimensionalen Zyklen in Ko+KI' welche =0 in Z(K) sind. 

Infolge der vorausgesetzten Homologie-Aquivalenz der Abbildun
gen 10 und 11 wird der Zyklus Z durch 10 und durch 11 mit demselben 
Grade abgebildet; d. h.: Zo und Zl werden durch I mit demselben Grade 
abgebildet; daher ist der Grad, mit dem der durch (2) gegebene Zyklus Z 
abgebildet wird, gleich Null. 

Die BedingunK fUr die Erweiterbarkeit der auf Ko + Kl gegebenen 
Abbildung I zu einer Abbildung von Z (K) ist also erfiillt, und der 
Satz list bewiesen. 

Auf Grund von Kap. V, § 4, Nr. 16, konnen wir dem Satz lauch 
die folgende Fassung gebenI: 

1 A. a. O. ist nur von simplizialen Abbildungen die Rede; da es aber zu je 
zwei stetigen Abbildungen 10 , It von K in S" ihnen homotope simpliziale Abbil
dungen I~, I~ ein und derselben (hinreichend feinen) Unterteilung K' von K in 
eine feste Simplizialzerlegung von sn gibt (Kap. VIII, § 3, Satz I), lassen sich die 
zitierten Satze aus Kap. V ohne weiteres auf stetige Abbildungen ubertragen. 
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Satz 1'. Es sei n> 0.1 Dalur, dafJ die Abbildungen 10 und 11 des 
n-dimensionalen Polyeders R = P in die Sphiire sn einander homotop 
sind, ist jede einzelne der beiden lolgenden Bedingungen notwendig und 
hinreichend: 

1) jeder n-dimensionale Zyklus in bezug aul 911 in K wird durch 10 
und durch 11 mit dem gleichen Grade (in bezug aut 911) abgebildet; 

2) tur jede Zahl m?: 2 wird jeder n-dimensionale Zyklus mod m in K 
durch to und durch 11 mit dem gleichen Grade (in bezug aut @m) abgebildet. 

2. Aufzahlung der Abbildungsklassen in den einfachsten Fallen. 
Es bezeichne auch weiterhin K einen n-dimensionalen Komplex; wir 
werden uns jetzt aber auf besonders einfache Komplexe beschranken2 • 

Wir beginnen mit dem folgenden 
Hilfssa tz. 1st zein n-dimensionaler Zyklus (irgendeines Koelli

zientenbereiches 3) in dem n-dimensional en Komplex Kn, und tritt in z 
ein Simplex xn von K n mit dem Koetlizienten t aut, so gibt es zu jeder 
ganzen Zahl k eine solche Abbildung t von Rn in die sn, dafJ z mit dem 
Grade kt (in bezug aut S') abgebildet wird3 (n > 0). 

Beweis. Wir durfen sn als Simplexrand k n+1 auffassen; dem 
orientierten Komplex Xn +1 entspreche die zugrunde gelegte Orien
tierung von sn; in .yn+l trete das n-dimensionale Simplex yn mit dem 
Koeffizienten +1 auf. Wir bilden das aus den (n -1)-dimensionalen 
Seiten von Kn bestehende Polyeder Rn-l auf den nicht zu Iyn I ge
horigen Eckpunkt von Ixn+ll ab; ferner set zen wir X(xn ) = k und 
X (xi) = 0 fur jedes von I xn I verschiedene n-dimensionale Simplex I xi I 
von K. Dann erweitern wir die schon erklarte Abbildung von Rn-l 
gemaJ3 dem Hilfssatz in § 1, Nr. 7, zu einer Abbildung t von Rn in 
xn+l = sn. Diese Abbildung that offenbar die gewunschte Eigen
schaft. 

Sa tz II. Die Abbildungen des n-dimensionalen Polyeders P = R in 
die sn bilden dann und nur dann eine einzige Abbildungsklasse, wenn K 
azyklisch ist (Kap. VII, § 1, Nr. 6). 

Beweis. Fur n = 0 ist der Satz richtig: denn dann enthalt einer
seits K einen von Null verschiedenen n-dimensionalen Zyklus, ist 

1 1m Fall n = 0 kann man nicht von dem Grade einer Abbildung eines 
Zyklus zn in die SpMlre sn sprechen, da So nicht einfach geschlossen ist. 

2 Der Fall beliebiger n-dimensionaler Komplexe wird in den folgenden Arbeiten 
erledigt: H. HOPF: Die Klassen der Abbildungen der n-dimensionalen Polyeder 
auf die n-dimensionale Sphare. Comm. Math. Helvet. 5 (1932). - H. FREU
DENTHAL: Die Hopfsche Gruppe. Compos. Math. 2 (1935). - In der Arbeit von 
FREUDENTHAL wird gezeigt, daB man die Bettische Zahl pn (Kn) eines n-dimen
sionalen Komplexes durch die Betrachtung der Abbildungsklassen von Rn in die 
Sphare sn bestimmen kann. Diese Arbeit bezieht sich iibrigens nicht nur auf 
Polyeder, sondern auf beliebige n-dimensionale Kompakten. 

3 Hier und im folgenden ist immer eine Orientierung von sn fest zugrunde 
gelegt. 
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also nicht azyklisch, und andererseits bilden die Abbildungen von K 
in das Punktepaar S° wenigstens zwei Klassen. Es sei also n > O. 

Wenn K nicht azyklisch ist, also einen von Null verschiedenen 
n-dimensionalen Zyklus z enthalt, so gibt cs nach dem Hilfssatz eine 
Abbildung, bei welcher z mit von Null verschiedenem Grade abgebildet 
wird; diese Abbildung hat einen anderen Homologietypus, gehort also 
zu einer anderen Abbildungsklasse als die Abbildung Fq von K auf 
einen einzigen Punkt q von sn; die Klassenanzahl ist also groBer als Eins. 

Wenn K azyklisch ist, so folgt aus dem Satz I', daB jede Abbil
dung / mit der eben genannten Abbildung Fq homotop ist; folglich 
gehoren alle Abbildungen zu derselben Klasse" wie die Abbildung F q . 

In dem damit bewiesenen Satz II haben wir keinen Koeffizienten
bereich bevorzugt; wir konnen aber denselben Satz auch folgender
maBen aussprechen: 

Sa tz II'. Da/ur, dafJ die Abbildungen des n-dimensionalen Poly
eders P = K in die sn eine einzige Klasse bilden, ist jede einzelne der 
folgenden drei Bedingungen notwendig und hinreichend: 

1) es ist pn(K) = 0 und Tn-l(K) = 0; 
2) es ist B1R, (K) = 0, d. h. K enthiilt keinen von Null verschiedenen 

n-dimensionalen Zyklus in bezug auf ffi1 ; 

3) fur jedes m ::> 2 ist B@m (K) = 0, d. h. K enthiilt keinen von Null 
verschiedenen n-dimensionalen Zyklus mod m. 

Denn die Bedingung 1) ist nach Kap. V, § 4, Nr. 3 gleichbedeutend 
damit, daB es in K keinen von Null verschiedenen n-dimensionalen 
Zyklus in bezug auf irgendeinen Koeffizientenbereich gibt; daB die 
Bedingung 2) mit der Bedingung 1) gleichwertig ist, ergibt sich aus 
Kap. V, § 4, Nr. 7, und die Gleichwertigkeit der Bedingungen 3) 
und 1) folgt aus Kap. V, § 4, Nr. 9 (oder auch schon aus Kap. V, § 3, 
Nr. 8). -

Sat z III. Das n-dimensionale Polyeder P = K sei ein/ach geschlos
sen; Z sei ein (ganzzahliger) irreduzibler Zyklus mit I Z I = K. Dann 
gibt es unendlich viele Klassen von Abbildungen von K in sn, niimlich 
zu jeder ganzen Zahl k genau eine Klasse, durch deren Abbildungen Z 
mit dem Grade k abgebildet wird (n> 0). 

Beweis. Da jedes Simplex in Z den Koeffizienten ±1 haP, gibt 
es nach dem am Anfang dieser Nummer bewiesenen Hilfssatz zu jeder 
Zahl k eine Abbildung, durch welche Z mit dem Grade k abgcbildet 
wird. Urn zu zeigen, daB zwei Abbildungen mit iibereinstimmender 
Gradzahl zu derselben Klasse gehoren, haben wir uns infolge des 
Satzes I nur davon zu iiberzeugen, daB zwei solche Abbildungen den
selben Homologietypus besitzen. Dies aber ergibt sich einfach daraus, 
daB es in K keine anderen n-dimensionalen Zyklen (irgendwelcher 
Koeffizientenbereiche) gibt als die Zyklen tZ (Kap. VII, § 1, Satz IV). 

1 Kap. VII, § 1, Nr. 5. 
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Satz IV. Das Polyeder K = P sei irreduzibel geschlossen und sein 
naturlicher Modul sei m:> 2; Z sei ein irreduzibler Zyklus mod mmit 
IZI = K. Dann gibt es genau m Klassen von Abbildungen von K in S .. , 
namlich zu fedem Element t C @m genau eine Klasse, durch deren Ab
bildungen Z mit dem Grade t (in bezug auf @m) abgebildet wird. 

Beweis. Wir dfirfen annehmen, daB in Zein Simplex mit dem 
Koeffizienten t m (1) auftritt (Kap. VII, § 1, Nr. 5). Daher ergibt sich 
wie im Beweise des Satzes III: zu jeder ganzen Zahl k gibt es wenig
stens eine Klasse, durch deren Abbildungen Z mit dem Grade tm (k) 
abgebildet wird .. Zu zeigen bleibt: zwei Abbildungen fund g mit 
gleichem k haben denselben Homologietypus. 

Wir dfirfen fund gals simpliziale Abbildungen von K in den 
Komplex IZll annehmen, wobei ZI eine orientierte Sphare ist; dann ist 

f(Z) = g(Z) = tm(k). ZI. 

Bei Benutzung der Bezeichnungen aus Satz V in Kap. VII, § 1, ist 
daher 

wobei C und C' ganzzahlige Komplexe in I Zl I sind. 1st nun z irgend
ein n-dimensionaler Zyklus (irgendeines Koeffizientenbereiches 3) in K, 
so ist z = t ~a'xi' wobei t c 3 und mt = 0 ist, also 

f(z) = ktZ1 , g(z) = ktZ1 ; 

da somit f (z) = g (z) fUr jeden n-dimensionalen Zyklus z in Kist, 
sind fund g einander vollstandig homolog, w. z. b. w. 

Folgerung aus den Satzen III und IV. Die Abbildungen der 
n-dimensionalen geschlossenen Pseudomannigfaltigkeit K in die Sphare S .. 
bilden unendlich viele oder zwei Klassen, fe nachdem K orientierbar oder 
nichtorientierbar ist. 

3. WesentIichkeit von Abbildungen. DaB eine Abbildung f von K 
in die S .. unwesentlich ist, bedeutet (Kap. XII, § 4, Nr. 6): es gibt eine 
mit f homotope Abbildung /" bei welcher die Bildmenge /' (K) ein 
echter Teil von S .. ist; da man jeden echten Teil von S .. auf der S .. 
stetig in einen Punkt zusammenziehen kann, ist dann f sogar zu einer 
Abbildung Fo von K auf einen einzigen Punkt homotop; daher bilden 
(ffir n > 0) die unwesentlichen Abbildungen von K in die S .. eine 
einzige Klasse. Nach Satz I ist die Homotopie zwischen fund Fo 
gleichbedeutend mit der vollstandigen Homologie zwischen diesen beiden 
Abbildungen; daher gilt der 

Satz V. Fur einen n-dimensionalen Komplex Kist die Abbildung f 
von K aUf die Sphare S .. dann und nur dann wesentlich, wenn es in K 
einen n-dimensionalen Zyklus z gibt, der durch f mit einem von Null 
verschiedenen Grade abgebildet wird (n > 0).1 

1 Ein Analogon zu diesem Satz ist der Satz IV des § 1. 
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Beispiel. Es sei Q eiu ebener Kreisring mit den Randkreisen K l , Ks; ferner 
seien ml , m2 zwei ganze positive Zahlen; man identifiziere auf K, je zwei Punkte, 

die bei einer Drehung von K, urn den Winkel 2n zur Deckung gebracht werden m, 
konnen (i = 1, 2); dann entsteht aus Qeiu Komplex Qmt, m. (vgl. Nr. 13 des 
Anhanges z'u den Kap. IV, V, VI); aus K l , Ka werden zwei einfach geschlossene 
Polygone kl • ks . Nun sei f die folgende Abbildung von Qm" m. auf die Kugel
flache S2: die Polygone lil • liz werden auf zwei zueinander antipodische Punkte 
al' as von S2 abgebildet und diese Abbildung wird iu naheliegender Weise durch 
eine topologische Abbildung von Q'A" m, - lil - liz auf S2 - a l - aa zu einer Ab
bildung von Qm" m. auf S2 erweitert. 

Wenn der groBte gemeiusame Teiler (ml • mz) = 1 ist. so enthalt Qm" mo keiuen 
von Null verschiedenen zweidimensionalen Zyklus (irgendeiues Koeffizienten
bereiches); ist aber (ml' ma) > 1. so gibt es eiuen zweidimensionalen Zyklus Z 
mod (ml , m2} mit I ZI = Qm" m,' und dieser wird durch f mit dem Grade ± 1 
(in bezug :auf @(m" m,)} abgebildet. Daraus folgt nach Satz V: 

Die Abbildung t ist dann und nur dann wesentlich. wenn der grofJte gemein
same Teiler (ml' ms) > 1 ist. -

Wenn wir die Homotopie zwischen fund Fo nicht wie im Satz V auf 
Grund des Satzes I, sondern auf Grund des Satzes l' charakterisieren. 
so ergibt sich der 

Satz V'. Dafur, dafJ die Abbildung f des n-dimensionalen Poly
eders K auf die sn wesentlich ist, ist jede einzelne der beiden folgenden 
Bedingungen notwendig und hinreichend (n > 0): 

1) ein n-dimensionaler Zyklus in bezug auf ffi1 in K wird mit von 
Null verschiedenem Grade (in bezug auf ffi1) abgebildet; 

2) ein n-dimensionaler Zyklus mod m (mit einem gewissen m > 2) 
in K wird mit von Null verschiedenem Grade (in bezug aut @m) abgebildet. 

Ferner k6nnen wir die S1itze II und II' folgendermaBen formulieren: 
Sa tz VI. Das n-dimensionale Polyeder K lafJt sich dann und nur 

dann 1vesentlich aut die sn abbilden, wenn es in K einen von Null ver
schiedenen n-dimensionalen Zyklus gibt (n> 0). 

Sa tz VI'. Fur die Unmoglichkeit, das n-dimensionale Polyeder K 
wesentlich auf die sn abzubilden, ist jede einzelne der im Satz II' ge
nannten Bedingungen 1, 2, 3 notwendig und hinreichend (n > 0). 

4. Ein Entschlingungssatz. Mit Hilfe der vorstehenden Satze III 
und IV beantworten wir jetzt eine "Entschlingungsfrage" (Kap. XI, 
§2, Nr.3): 

Sat z VII. Es sei 0 ein Punkt im R!' und 3 = [f (Z)] ein irreduzibler 
stetiger (n-1)-dimensionaler Zyklus in Rn-o, fur den b(3, 0) = 0 ist 
(in bezug auf @ oder @m je nach dem naturlichen Modul von Z), der also 
"unverschlungen" mit 0 ist. Dann ist 3 homotop Null in Rn_ 0, d. h.: 
man. kann 3 innerhalb Rn - 0 auf einen Punkt zusammenziehen; mit 
anderen Worten: die Zyklen 3 und 0 sind "entschlingbar". 

Beweis. Verstehen wir wie friiher unter sn-l eine Sphare mit 
dem Mittelpunkt 0 und fUr jeden Punkt q c Rn - 0 unter ffJ (q) den 
Punkt von sn-l, in den q von 0 aus projiziert wird, so sind die Zyklen 
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[f(Z)] und [IPI(Z)] einander homotop in R" - 0 (Satz von POINCARE
BOHL). Die Abbildung IPI von Z in die 5,,-1 hat den Grad b([IPI(Z>], 0) 
= b ([I (Z>J ,0) = 0; sie gehOrt daher nach den Satzen III und IV zu 
derselben Klasse wie eine beliebige andere Abbildung F von Z in die 
5"-1, deren Grad ebenfalls Null ist; wir wahlen als F die Abbildung 
von Z auf einen einzigen Punkt von 5"-1. Durch die stetige Uber
fiihrung von IP I in F wird der Zyklus [IP I (Z)J innerhalb R" - 0 auf 
einen Punkt zusammengezogen; damit ist der Satz bewiesen. 

§ 3. Die Abbildungen n-dimensionaler Polyeder in die 
Kreislinie. 

1. Die Abbildungen der n-dimensionalen Spharen in die Kreislinie. 
Wir beginnen mit einem Satz, den wir nachher (Satz VI) verallgemeinern 
werden: 

Satz 1. 1st n>2, so bilden die Abbildungen der n-dimensionalen 
5phiire 5" in die Kreislinie 51 eine einzige Klasse und sind also un
wesentlich. 

Beweis. Wir fiihren auf 51 eine Winkelkoordinate fl in der iiblichen 
Weise ein und werden zu jeder Abbildung I von 5" in 51 eine fUr aIle 
Punkte pc 5" eindeutige und stetige Fun~tion B (P) mit folgender 
Eigenschaft konstruieren: B (P) ist einer der Werte von fl, die zu dem 
Punkte I(P) gehOren; dabei ist zu beachten, daB fl in jedem Punkt 
von 51 nur modulo 2 -;n; bestimmt ist. 

Wenn B (P) konstruiert ist, wird unser Satz in wenigen Worten be
wiesen sein: wir verstehen dann unter It die Abbildung von 5" in 51, welche 
jedem Punkt pals Bild It (P) den Punkt mit der Koordinate tB (P) zu
ordnet; diese Schar It (O:S t -< 1) vermittelt die Homotopie zwischen 
11 = fund der Abbildung 10, die 5" auf einen einzigen Punkt von 51, 
namlich den Punkt fl = 0, abbildet. 

Es handelt sich also nur urn die Konstruktion von B (P). Hierfiir 
zeichnen wir einen Punkt Po auf 5" aus und verstehen unter B (Po) 
einen willkiirlich, aber fest gewahlten unter den Werten von fl, die 
zu I (Po) gehoren. Nun sei P irgendein Punkt auf 51 und ItJ ein Weg in 5", 
der Po mit p verbindet, d. h. ein stetiger Komplex [g (x)J, wobei x eine 
orientierte Strecke, i = b - a, g (a) = Po, g (b) = P ist. Die Strecke x 
ist durch Ig in 51 abgebildet; dann laBt sich - analog wie in Kap. XII, 
§ 1, Nr. 6 - auf x eine eindeutige und stetige Winkelfunktion F mit 
folgenden Eigenschaften erklaren: fUr jeden Punkt q exist F (q) einer 
der zu fg (q) gehOrigen Werte von fl, und es ist F (a) = B (Po); hierdurch 
ist F eindeutig gegeben. 

Wir setzen nun B(ItJ) = F(b) und behaupten: der Wert B(ItJ) ist 
von der Wahl des Weges ItJ unabhangig, also nach Festlegung von 
B (Po) - nur von dem Punkt p abhangig. 

33* 
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In der Tat: ist \1)' ein zweiter Weg von Po nach p, so sei ~ der ge
schlossene Weg, der entsteht, wenn man auf -\1) von p nach Po und 
dann auf \1)' von Po nach p zurilck Hiuft (es ist klar, wie man eine Para
meterdarstellung [G (z)] von & aus den Parameterdarstellungen von \1) 
und \1)' zusammensetzt); nun durchlaufe der Punkt q den Weg ~, und 
die Winkelkoordinate (J des Bildpunktes I(q) hange stetig von I(q) abo 
Wahrend q den ersten Teil -\1) von & durchlauft, ist die Anderung 
von (J gleich -B (\1)); beim Durchlaufen des zweiten Teiles \1)' ist die 
Anderung gleich B (\1)'); die Gesamtanderung ist somit B (\1)') - B (\1)). 

Andererseits ist diese Anderung gleich k . 2 :rc, wobei k die Umlauf
zahl des auf 51 gelegenen stetigen Zyklus f (~) = [lG (z)] urn den Mittel
punkt von 51, also der Grad der Abbildung IG ist. 

Nun ist aber ~ ex> 0 in sn, da sn die n-dimensionale Sphare und 
n > 2 ist; da f eine Abbildung von Sn in den Kreis 51 ist, ist daher 
auch f(&) = [fG(z)] ex> 0 in 51; folglich hat die Abbildung IG den Grad 
Null, es ist also k = 0, und daher auch B (\1)') - B (\1)) = O. Damit 
ist g'ezeigt, daB in der Tat die Zahl B (\1)) von der Wahl des Weges \1) 
unabhangig ist; wir dilrfen sie daher B (P) nennen. Die Stetigkeit dieser 
auf sn eindeutigen Funktion ergibt sich unmittelbar aus der Stetigkeit 
der oben eingefUhrten Winkelfunktion F. Damit ist der Satz I bewiesen. 

2. Erweiterungssatze. Aus diesem Satz und dem Hilfssatz II in 
§ 1, Nr. 3, folgt -

Sa tz II. Es sei n > 2 und f eine beliebige Abbildung des Simplex
randes in+! in die Kreislinie 51. Dann laf3t sich f zu einer Abbildung 
des Simplexes xn +1 in 51 erweitern. 

Hieraus leiten wir leicht den folgenden Zusatz zu dem Satz II des 
§ 1 ab: 

Sat z III. Es sei K ein Komplex beliebiger Dimension, Ko ein T eil
komplex von K und f eine solche Abbildung von Ro in die Kreislinie 51, 
daf3 jeder eindimensionale Zyklus Zl von K o, der "'-'0 in Kist, mit dem 
Grade Null abgebildet wird (fur jeden Koeffizientenbereich). Dann laf3t 
sich f zu einer Abbildung von R in 51 erweitern. 

Beweis. Unter Kr verstehen wir filr r = 0,1, ... den Komplex 
der hochstens r-dimensionalen Seiten von K. Dann ist die Erweiter
barkeit von f zu einer Abbildung von ](0+-](2 in dem Satz II des § 1 
enthalten. Nun sei f bereits zu einer Abbildung von Ko + Kr er
weitert (r > 2); um f auch auf dem Polyeder Rr+! zu erklaren, hat 
man fUr jedes einzelne (r+1)-dimensionale Simplex X1+1 von K r+1 die 
auf dem Rande ir+1 schon gegebene Abbildung zu einer Abbildung X1+1 

zu erweitern. Dies ist auf Grund des Satzes II immer moglich. Damit 
ist der Satz III bewiesen. 

Bemerkung. Auf Grund der Tatsache, daB jeder eindimensionale Zyklus 
ein Zyklus erster Art istl, liiBt sich zeigen, daB man die im Satz III fUr Zyklen 

1 Vgl. Kap. V, § 4, Nr. 3, Formel (6**). 
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beliebiger Koeffizientenbereiche formulierte. fUr die Erweiterbarkeit der Abbildung 
hinreichende Bedingung durch die folgende ersetzen kann. die formal schw1!.cher 
ist: "Jeder 'ganzzahlige Zyklus Zl in Ko. welcher modm in K berandet (vgl. Kap. V. 
§ 3. Nr. 10). wird mit einem (ganzzahligen) Grade abgebildet. der == 0 modm 
ist." - Den Beweis der Aquivalenz beider Bedingungen iiberlassen wir dem Leser. 

Ebenso wie im § 1 der Satz I aus dem Satz II hergeleitet wurde, 
konnen wir jetzt aus dem soeben bewiesenen Satz III die folgende 
Tatsache ableiten: 

Fur die Losbarkeit der im § 1, Nr. 1, formulierten "Erweiterungsauf
gabe" ist, wenn n = 1 ist, die dort ausgesprochene "Kroneckersche Be
dingung" nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend, - gleichgultig, 
welche Dimension der Komplex Khat. 

3. Abbildungsklassen; Wesentlichkeit. Dieselbe Betrachtung, 
welche im § 2 den Satz I auf den Satz II des § 1 zuriickzufiihren ge
stattet hat, lehrt - ohne daB wir sie zu wiederholen brauchen -, daB 
der nachstehende Satz eine Folge des soeben bewiesenen Satzes III ist: 

Sa tz IV. Sind zwei Abbildungen des (beliebig dimensionalen) Poly
eders K in die Kreislinie 51 einander vollstiindig homolog, so sind sie 
einander auch homotop. 

Infolge des Fehlens nulldimensionaler Torsion in K kann man auf 
Grund von Kap. V, § 4, Nr. 14, den Satz IV auch in folgender Form 
aussprechen: 

Sa tz IV'. Fur die Homotopie zweier Abbildungen von K in die 
Kreislinie 51 ist notwendig und hinreichend, dafJ sie einander homolog 
in bezug aut @ sind, d. h. dafJ sie feden ganzzahligen eindimensionalen 
Zyklus von K mit dem gleichen Grade abbilden. 

Hierin ist der folgende Satz enthalten: 
Sa tz V. ,Eine Abbildung des Polyeders K in die Kreislinie 51 ist 

dann und nur dann wesentlich, wenn sie einen ganzzahligen eindimensio
nalen Zyklus von K mit einem von Null verschiedenen Grade abbildet. 

Der nachste Satz zeigt, daB die Anzahl der Abbildungsklassen 
von K in die Kreislinie 51 durch die Bettische Zahl pI (K) bestimmt istl: 

Sa tz VI. Wenn die Bettische Zahl pI (K) = 0 ist, so bilden die Ab
bildungen von K in die Kreislinie 51 eine einzige Klasse,' wenn pI (K) > 0 
ist, so bilden sie unendlich viele Klassen. 

Beweis. Wenn pi (K) = 0 ist, so gibt es zu jedem eindimensio
nalen ganzzahligen Zyklus ZI in K eine ganze Zahl m =f 0, so daB 
mzl"" 0 in Kist; dann ist [f (mzl )] "'" 0 in 51, d. h.: der Zyklus mzl 
und folglich auch der Zyklus ZI wird mit dem Grade Null abgebildet. 
Somit sind nach Sat;/: IV' alle Abbildungen einander homotop. 

1 Umgekehrt kann man auch durch Betrachtung der Abbildungsklassen die 
Bettische Zahl Pl(P) eines beliebigen Polyeders P bestimmen: N. BRUSCHLINSKY: 
Stetige Abbildungen und Bettische Groppen der Dimensionszahlen 1 und 3. 
Math. Ann. 109 (1934). Diese Arbeit bezieht sich ubrigens nicht nur auf Polyeder. 
sondern auf beliebige Kompakten. 
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Es sei pI (K) > O. Dann sei zi ein ganzzahliger Zyklus, welcher 
einer Homologiebasis in bezug auf @, m angeMrt (Kap. V, § 2, Nr. 7-8). 
Wir werden fUr jede ganze Zahl k eine Abbildung von K in 51 kon
struieren, durch welche Z~ mit dem Grade k abgebildet wird. Dann 
wird der Satz bewiesen sein. 

z1 ist in einer kanonischen' Basis (Kap. V, § 2, Nr. 6) der Gruppe 
L~ (K) enthalten. Setzen wir X (Zi) = k und X (Xl) = 0 fur alle von Z~ 
verschiedenen Elemente XI dieser Basis, so wird hierdurch ein Cha
rakter X von L~ (K) bestimmt (Anhang I, Nr. 61). Da unter den soeben 
genannten Elementen X~ eine Basis der Randergruppe H~ (K) enthalten 
ist, ist X (xi) = 0 fUr jedes zweidimensionale Simplex x; von K. 

Unter K' verstehen wir den Komplex aller hochstens r-dimensio
nalen Seiten von K. Wir nehmen einen Simplexrand 1 .. :\:"21 und bilden 
zunachst KO irgendwie in die Eckpunkte von Ix2 1 abo Diese Abbildung 
laJ3t sich auf Grund des Hilfssatzes in § 1, Nr. 7, zu einer Abbildung t 
von Kl in 1'2 mit folgender Eigenschaft erweitern: die Abbildung jedes 
Simplexes xi von Kl hat in den inneren Punkten der fest gewahlten 
Seite 1 Yll von IX2 1 den Grad X (xl). Dann hat die Abbildung jedes 
beliebigen ganzzahligen algebraischen Komplexes Cl in den genannten 
Punkten den Grad X (Cl). Dieser Grad hat fur Cl = Z~ den Wert k, 
fUr jeden Simplexrand Cl = x; den Wert Null; fUr Zyklen, also ins
besondere fUr zi und die X; ist er zugleich der "Grad im GroDen". Da 
jeder Simplexrand xi mit dem Grade Null abgebildet wird, wird auch 
der Rand eines belie bigen zweidimensionalen Komplexes ~ tj x; in K 
(irgendeines Koeffizientenbereiches) mit dem Grade Null abgebildet. 
Folglich laJ3t sich nach Satz III die Abbildung t von Kl = Ko zu 
einer Abbildung von K in 51 erweitern. Damit ist der Satz VI be
WIesen. 

Aus ihm folgt unmittelbar 
Sa tz VII. Das Polyeder K lafJt sich dann und nur dann wesentlich 

aul die Kreislinie 51 abbilden, wenn pI (K) > 0 ist. 

§ 4. Die Charakterisierung der Geschlossenheit und des 
Randes von Polyedern durch Deformationseigenschaften. 

1. Im Kap. I, § 3, Nr. 4, ist definiert worden, was eine "Deforma
tion" der Menge X in dem metrischen Raume Y ist: eine solche stetige 
Schar It (0 <:: t ~ 1) von Abbildungen von X in den Raum Y, daD to 
die identische Abbildung ist. Wenn X = Y ist, so liegt eine "Deforma
tion von Y in sich" vor. In diesem Paragraphen werden wir es mit 
Deformationen homogen n-dimensionaler Polyeder in sich zu tun haben. 

Aus den Satzen des Kap. XII, § 4, folgt leicht der 
Sa tz 1. Es sei C ein homogen n-dimensionaler algebraischer Kom

plex, It (0 <:: t < 1) eine Deformation des Polyeders C in sich und q ein 
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solcher Punkt von C, dafJ er fur keinen Wert des Parameters t der Menge 

ft (C) angehOrt. Dann ist q c 11 (C). 
Beweis. Es gibt eine Umgebung U(q) , die fremd zu allen Mengen 

It ((;) mit 0 -< t;;;;;, 1 ist; q ist Haufungspunkt der Menge derjenigen 
Punkte 0 von U(q) , welche innere Punkte von Grundsimplexen von I C I 
sind; infolge der Abgesehlossenheit der Menge 11 (C) genugt es daher, 
zu zeigen, daB jeder derartige Punkt 0 der Menge I (C) angehort. Das 
Grundsimplex, welches einen solchen Punkt 0 enthalt, tritt in emit 
einem von Null versehiedenen Koeffizienten t auf; die identisehe Ab
bildung 10 von C hat in 0 den Grad t (Kap. XII, § 4, Satz III); folg
lieh hat aueh 11 in 0 den Grad t (Kap. XII, § 4, Satz I); da t =F 0 ist, 
ist daher 0 c 11 (C), w. z. b. w. 

2. Die Wesentliehkeit eines Polyeders auf sich. Anknupfend an 
Kap. XII, § 4, Nr. 6, definieren wir: Der metrisehe Raum Y heiBe 
"wesentlich aul sich", wenn die identisehe Abbildung von Y eine wesent
liehe Abbildung von Yauf Y ist, mit anderen Worten: wenn 11 (Y) = Y 
fur das Endergebnis 11 einer beliebigen Deformation von Y in sich ist. 

Es besteht die Frage: Welche Eigensehaften eines Komplexes K 
sind charakteristiseh dafiir, daB das Polyeder K. wesentlieh auf sieh 
ist? Die Antwort auf diese Frage ist uns nicht bekanntl. 

Jedoeh ist es leicht, eine Eigensehaft von K anzugeben, welche 
fur die Wesentliehkeit von K. auf sieh hinreichend ist: 

Satz II. Wenn K geschlossen 2 ist, so ist K. wesentlich aul sich. 
Beweis. Wenn K gesehlossen ist, so gibt es einen Zyklus z mit 

I z I = K. Der Satz I, angewandt auf z = C, einen beliebigen Punkt q 
von K. = C und auf eine beliebige Deformation It von K. in sieh, be
sagt, da (; = 0 ist: q ist in 11 (K.) enthalten. 

Der Satz ist nieht umkehrbar; es gibt vielmehr Polyeder K, die 
wesentlieh auf sich, aber nieht gesehlossen sind; und zwar existieren, 
wie sieh aus dem nachsten Satz ergibt, bereits derartige Polygone, 
d. h. homogen eindimensionale Polyeder 3• 

S. Der Spezial£aU der Polygone. Sat z III. Ein Polygon ist dann und nur dann 
wesentlick auf sick. wenn es keinen treien Eckpunkt besitzt. 

Dabei heiBt ein (n - 1)-dimensionales Simplex des n-dimensionalen Kom
plexes K" "frei". wenn es auf genau einem n-dimensionalen Simplex von K n 

liegt. Der folgende Komplex Kl besitzt keinen freien Eckpunkt und ist doch 

1 Die hiermit verwandte Frage nach denjenigen Eigenschaften von K, welche 
charakteristisch dafiir sind, daB K in sich aut einen einzigen Punkt deformiert 
werden kann, ist neuerdings von HUREWICZ in seiner neuen Homotopie-Theorie 
(vgl. Proc. Akad. Amsterdam, 1935) beantwortet worden. Wir beabsichtigen, 
im 3. Bande hierauf einzugehen. 

2 Kap. VII. § 1. 
S Weitere Beispiele wie auch andere Beitrage zu den Fragestellungen des 

gegenwartigen Paragraphen findet man in der Arbeit von H. HOPF U. E. PANN
WITZ: 'Ober stetige Deformationen von Komplexen in sich. Math. Ann. 108 (1933). 
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nicht geschlossen (vgl. Kap. VII, § 1, Nr. 9): PI und P 2 sind zwei zueinander 
fremde einfach gescWossene Polygone, Q ist eine Strecke, die einen Eckpunkt 
von PI mit einem Eckpunkt von P 2 verbindet, und es ist Kl = PI + Q + P 2 

(vgl. Kap. VII, § 1, Nr. 9). Auf Grund des Satzes III ist also-Xl ein Gegenbeispiel 
gegen dieUmkehrung des Satzes II. 

Beweis des Satzes III. DaB das Polygon X nicht wesentlich auf sich ist, 
falls K einen freien Eckpunkt a enthalt, ist klar: denn die Strecke, auf welcher a 
liegt, laBt sich unter Festhaltung des anderen Eckpunktes in sich auf einen echten 
Teil von sich zusammenziehen. 

K besitze keinen freien Eckpunkt; I, (0;£ t;£ 1) sei eine Schar von Abbil
dungen von X in sich, und 10 sei die Identitat; zu zeigen ist: jeder Punkt q C K 
gehort zu der Menge 11 (X); da diese Menge abgeschlossen ist, genugt es, dies fur 
die inneren Punkte q der Strecken von K zu beweisen. 

Es sei I x I eine Strecke von K. Wir unterscheiden zwei Falle: 
Fall 1: Ixl liegt auf einem einfach geschlossenen Teilkomplex von K; dann 

gibt es einen Zyklus z, in dem x mit von Null verschiedenem Koeffizienten t vor
kommt. Die identische Abbildung 10 von z hat in den inneren Punkten von I x I den 
Grad t und ist daher nach Kap. XII, § 4, Satz IX, in diesen Punkten wesentlich. 

Fall 2: Ixlliegt auf keinem einfach gescWossenen Teilkomplex von K. Dann 
gehoren die beiden Eckpunkte aI' a2 von Ixl zu verschiedenen Komponenten des 
Komplexes K - I x I; denn andernfalls gabe es in K - I x I einen einfachen Strecken
zug K', der a1 mit a2 verbande, und I x I lage auf dem einfach geschlossenen Kom
plex K' + I x I. Die Komponenten von K - I x I, welchen a1 und a. angehoren, 
seien K1 bzw. K 2 • Da K keinen freien Eckpunkt besitzt, besitzt K1 keinen von 
a1 verschiedenen freien Eckpunkt (a1 selbst kann frei oder nicht frei sein); folg
lich besitzt jeder von a1 verschiedene Eckpunkt b von K1 wenigstens zwei von
einander verschiedene Nachbarpunkte (ein Nachbarpunkt von b ist ein von b 
verschiedener Eckpunkt, der zusammen mit b einer Strecke von K1 angehort). 
Wir setzen nun bi = aI' verstehen unter b2 einen Nachbarpunkt von bi in KI 
und fur i > 1 unter b;+1 immer einen von bi _ l verschiedenen Nachbarpunkt 
von bi in K 1 ; da nur endlich-viele Eckpunkte zur Verfugung stehen, gibt es eine 
kleinste ZaW i mit bJ = bi' i < i; dann bilden die Strecken I bibH11, I bi +1 bi+2 I ' ... , 
I bj _ 1 bJ I einen einfach geschlossenen Streckenzug in K 1 • Damit ist gezeigt: Es 
gibt einen von Null verschiedenen Zyklus z} in K 1 ; ebenso gibt es einen von Null 
verschiedenen Zyklus z~ in K 2 • 

Nun seien q~, q~ Punkte von z~ bzw. ~; da (vgl. Fall 1) die identische Ab
bildung von z} in q~, die identische Abbildung von z! in q~ wesentlich ist, gibt es 
Punkte q1 C z~ C Xl' qg C z~ eX. mit 11 (q1) = q~, 11 (q.) = q~. Da K1 + Ixl + K. 
zusammenhangend ist, gibt es einen Weg w in K, der q1 mit q. verbindet; dann 
ist 11 (w) ein Weg in X, der q~ mit q~ verbindet. Da eine solche Verbindung in 
]{ - I x I unmoglich ist, gehOrt x zu 11 (w), also zu 11 (X). 

Damit ist der Satz III bewiesen. -
Ein analoger Satz fUr n-dimensionale Komplexe mit n ~ 2 gilt nicht. Zwar 

ist naturlich ein n-dimensionales .Polyeder X nicht wesentlich auf sich, falls K 
eine freie (n - 1)-dimensionale Seite besitzt; jedoch gibt es bereits zweidimensio
nale Polyeder, welche keine freie Kante besitzen und trotzdem nicht wesentlich 
auf sich sind. Beispiele hierfur werden wir in Nr. 7, 1 und 2, angeben. 

4. Charakterisierung der Geschlossenheit. Wenn auch, wie wir ge
sehen haben, die Geschlossenheit von K nicht mit der Wesentlichkeit 
von K auf sich gleichbedeutend ist, so laBt sich doch die "Geschlossen
heit" durch eine Eigenschaft charakterisieren, welche der "Wesentlich
keit auf sich" nahe verwandt ist. 
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Wir definieren: Es sei Yo eine Punktmenge des metrischen Rau
mes Y. Der Raum Y heiBt "relativ zu Yo wesentlich aul sich", wenn 
die identische Abbildung von Y eine "relativ zu Yo wesentliche" Ab
bildung von Y auf Y ist (Kap. XII, § 4, Nr. 6), mit anderen Worten: 
wenn Y = 11 (Y) fUr das Endergebnis 11 jeder so1chen Deformation It 
von Yin sich ist, daB die Punkte von Yo dauernd festgehalten werden 
(It (P) = P ftir p c Yo und 0 < t :::;;: 1). 

Bei Benutzung dieses Begriffes ist eine unmittelbare Folge des 
Satzes I der 

Sat z I a. 1st e ein beliebiger homogen n-dimensionaler algebraischer 

Komplex, so ist das Polyeder C relativ zu C wesentlich aul sich. 
Zum Zweck der angektindigten Charakterisierung der Geschlossen

heit eines Komplexes K betrachten wir neben Knoch den "Kegel" K' 
tiber K (Kap. IV, § 4, Nr. 7); das Polyeder K' ist offenbar bis auf 
Homoomorphien durch das Polyeder K eindeutig bestimmt; es enthlilt 
K als Teilpolyeder. 

Sa tz IV. Der homogen n-dimensionale Komplex Kist dann und 
nur dann geschlossen, wenn der Kegel K' uber K relativ zu K wesentlich 
aul sich ist (n > 1) 1. 

Beweis. K sei geschlossen, es gebe also einen Zyklus z mit Iz I =K. 
Ist 0 die Spitze des Kegels K', so ist, wenn wir e = (oz) setzen, Ie I =K' 
und C = z (Kap. IV, a. a. 0.; hier benutzen wir die Voraussetzung 
rp > 1). Daher ist nach dem Satz Ia der Kegel K' = C relativ zu 

K = C wesentlich auf sich. 
Jetzt sei K nicht geschlossen; zu zeigen ist: K' ist relativ zu K 

nicht wesentlich auf sich. Wir zerlegen diese Behauptung in einen 
"Satz IVa" (den Hauptsatz dieses Paragraphen) und einen "Hilfssatz": 

Sa tz IVa. 1st K nicht geschlossen, so gibt es eine solche Abbildung I 
von K' aul einen echten T eil von K', dafJ I (P) = P lur alle Punkte p 
von K ist2• 

Hilfssa tz. 1st I eine Abbildung von K' in sich mit I (P) = P lur 
alle Punkte p von K, so gibt es eine A bbildungsschar It, 0 < t ::::; 1, von 
K' in sich mit lolgenden Eigenschalten: It (P) = P lur alle Punkte p 
von K und alle t, sowie 10 (p') = p' und 11 (P') = I (P') lur alle Punkte p' 
von K'. (Dabei ist K ein beliebiger Komplex, K' der Kegel mit der 
Spitze 0 tiber K.) 

Beweis des Hilfssatzes. Ftir jeden PuIikt p von K verstehen wir 
- -'>-

unter (P, s) denjenigen Punkt von K', der die Strecke op im Verhlilt-
nis s: (1 -s) teilt; dann ist also (P,O) = 0 und (P, 1) = P ftir jeden 
Punkt p von K; jeder von 0 verschiedene Punkt von K' ist eindeutig 

1 Der Satz gilt, wie man leicht sieht, auch noch fUr n = 0, falls K aus wenig
stens zwei Punkten besteht. 

2 Dies ist ein .. Erweiterungssatz" im Sinne der Einleitung zu diesem Kapitel. 
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durch (P, s) bezeichnet (0 < s < 1). Wir setzen nun It (P, s) = (P, s) fur 
0:::::: t<s:::::: 1, und fUr O<s<t:=;1 verstehen wir unter It(P, s) denjenigen 

----->-

Punkt, der die Strecke ol(P, -7-) im Verhaltnis t: (1-t) teilt. Man fiber-

zeugt sich leicht davon, daB die damit definierte Schar It die Behaup
tung des Hilfssatzes erfullt. 

Beweis des Satzes IVa. Auf jeder von der Kegelspitze 0 aus
gehenden Kante von K' nehmen wir einen inneren Punkt ck (k = 1,2, ... ) 
an; je n + 1 Punkte ck , die einem Simplex von K' angehoren, bestim
men ein Simplex I xf I, und jedes soIche Simplex I xf I bestimmt zu
sammen mit 0 ein Simplex I xf+1I; die Simplexe I xf I bilden einen mit K 
isomorphen Komplex K I , die Simplexe I xf+11 den mit K' isomorphen 
Kegel Ki fiber KI mit der Spitze o. Da K nicht geschlossen ist, ist 
auch KI nicht geschlossen; es gibt also ein Simplex I x'D I von K I , das 
keinem Zyklus in KI angehort. Wir werden K' so in sich abbilden, 
daB kein Bildpunkt im Innem des Simplexes x~+1 = 0 x~ liegt und daB 
jeder Punkt von K sich selbst entspricht; dann wird der Satz bewiesen 
sein. 

Erstens definieren wir eine simpliziale Abbildung I von KI in den 
Simplexrand I x~+1I: es sei I (ck ) = ck ffir die Eckpunkte ck von I x~ I 
und I (ck ) = 0 fur alle anderen Eckpunkte ck von K I ; da in I x~+11 je 
n + 1 Punkte ein Simplex aufspannen, bestimmt diese Eckpunkt
zuordnung eine simpliziale Abbildung von KI in I x~+1I. Sie hat die fol~ 
genden drei Eigenschaften: 1) das Simplex Ixol wird identisch auf sich 
abgebildet; 2) kein von I Xo I verschiedenes Simplex I x'll von KI wird 
auf I Xo I abgebildet (da jedes derartige Simplex I xi I einen Eckpunkt ck 

mit I (ck ) =0 besitzt); 3) fUr iedes Simplex Ixil von KI ist 1(lxil) Seite 
des Simplexes I xf+11 = I oxi I (da jeder Eckpunkt auf sich oder auf 0 

abgebildet wird). 
Zweitens erweitem wir diese Abbildung I von KI zu einer Abbil

dung I von Xi in i~+1; diese Erweiterung - die der wesentlichste 
Schritt in unserem Beweise ist - ist moglich auf Grund des Satzes II 
im § 1: denn ist z irgendein n-dimensionaler Zyklus in K I , so enthalt 
er nach Voraussetzung das Simplex Xo nicht; infolge der soeben formu
lierten Eigenschaft 2) enthalt daher auch das Bild I (I z I) das Simplex Xo 
nicht; folglich hat die Abbildung I von z in den Simplexrand x~+1 den 
Grad Null; somit ist die Voraussetzung des Satzes II (§ 1) erfullt, 
und I HiBt sich zu einer Abbildung von K~ in x~+1 erweitem. . 

Drittens erweitem wir die Abbildung I von K~ in XO+1 zu einer Abbil
dung I von K' in das Polyeder K' - x~+1: auf jedem von 0 ausgehenden 
Strahl bezeichne PI den Schnittpunkt mit KI und P den Schnittpunkt 
mit K; wenn PI dem Simplex I x~ I angehort, so gehort infolge der oben 
formulierten Eigenschaft 3) der Abbildung I der Punkt I (PI) zu dem Sim
plex I xf+1 I von K~; ist I Xf+1 I das Simplex von K', in weIchem I xf+1j 
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liegt, so liegen also die Punkte P, PI und I (PI) in [X~+1 [. Wir bilden 

nun die Strecke HI proportional auf die Strecke PI (p;) abo Liegt PI 
auf Xo, so folgt aus der obigen Eigenschaft 1), daB I (PI) = PI ist; die 
Strecke ;PI wird also identisch auf sich abgebildet und liefert daher 
keinen Bildpunkt im Innern von x~+1; liegt PI nicht auf xo, so enthalt 

--+ 
das Simplex [X~+ll, i =F 0, in dem die Bildstrecke P I (PI) liegt, das Sim-
plex Xo nicht. Somit bleibt das Innere von xo+1 frei von Bildpunkten. 
Ferner ist I (P) = P ffir jeden Punkt P von K. 

Folglich ist I in der gewfinschten Weise konstruiert; der Satz IVa, 
und mit ihm auch der Satz IV, ist bewiesen. 

Z us at z zum Satz IV. K sei nicht geschlossen. Dann kann man die 
Deformation It, 0 <: t <: 1, von K' in sich, fur welche fl (K') echter Teil 
von K' ist, so wiihlen, dafJ sie nicht nur auf K, sondern aufJerhalb einer 
belie big vorgegebenen Umgebung U der Kegelspitze 0 fur alle t die Identitiit 
ist und dafJ U in sich deformiert wird (also: ft(P) = P ffir pc K' - U 
und ft(P)C U fUr pc U; O<:t<:1). 

Denn analog zu der Konstruktion des Kegels K~ fiber dem Kom
plex Kl in dem soeben gefUhrten Beweis des Satzes IVa kann man 
einen zu K' isomorphen Kegel K~ mit der Spitze 0 fiber einem zu K 
isomorphen Komplex Ko so konstruieren, daB K~ c U ist. Auf K~ 
wende man den Satz IVan; die auf Grund dieses Satzes existierende 
Deformation ft, 0:<:::: t <: 1, von K~ in sich, welche alle Punkte von Ko 
festhalt und ffir welche ft (K~) echter Teil von K~ ist, erganze man zu 
einer Deformation von K' in sich durch die Festsetzung: It(P) = P fUr 
alle Punkte P von K' - K~ und alle t. 

Beispiel. K' sei der Kegel iiber dem in Nr. 3 (im AnschluB an Satz III) 
betrachteten Streckenkomplex J(1 = PI + Q + P,; das Pcilyeder X' ist in Abb. 23a, 
S.287, dargestelltl. Nach Satz IV kann man es unter Festhaltung aller Punkte 
von K1 so in sich deformieren, daB bei dem Endergebnis fl die Bildmenge h (X') 
ein echter Teil von X' ist. Aufgabe: Man gebe eine solche Deformation f" 
o <: t <: 1, explizit an'. 

5. Charakterisierung des Randes. Definition: Der Punkt P des 
metrischen Raumes Y heiBe ein "labiler" Punkt, wenn es zu jeder 
Umgebung U(P) in Y eine Deformation It, 0 <: t <: 1, von Y in sich 
mit folgenden drei Eigenschaften gibt: 1) jeder Punkt von Y - U(P) 
wird festgehalten (also It(q) = q ffir q c Y - U(P) und 0::::; t s 1); 
2) U(P) wird in sich deformiert (also It(q) c U(P) fUr q c U(P) und 
o <: t::::; 1); 3) die Menge 11 (Y) ist ein echter Teil von Y. - Ein Punkt, 
der nicht labil ist, heiBe ein "stabiler" Punkt. 

Die Aufgabe, ffir einen gegebenen (homogen n-dimensionalen) Kom
plex K zu entscheiden, welche Punkte von K labil und welche stabil 

I A. a. O. heiBt es 5x (T) statt K'. 
, Man vgl. die in FuBnote 3, S. 519, zitierte Arbeit. 
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sind, wird durch den nachsten Satz ge16st. Dieser Satz gibt zugleich 
eine topologisch invariante Charakterisierung des "Randes" k eines ab
soluten Komplexes (Kap. VII, § 1, Nr. 9). 

Satz V. Der Punkt p des (homogen n-dimensionalen) Polyeders K 
ist dann und nur dann labit, wenn er Punkt des Randes Kist. 

B eweis. Der Punkt p liege nicht auf K; dann gibt es, infolge der Defini
tion des Randes k (Kap. VII, a. a. 0.), einen so1chen algebraischen Kom
plex C mit I C I = K, daB p nicht auf C liegt. Wir setzen U(P) = C - C; 
wenn dann It eine Deformation von Kist, we1che die Eigenschaften 1) 
und 2) aus der Definition der Labilitat hat, so besitzt sie infolge des 
Satzes Ia (Nr.4) nicht die Eigenschaft 3). Foiglich ist der Punkt p 
nicht labil. 

Es liege andererseits p auf K. 1st n = 1, so ist p ein freier Eck
punkt (Kap. VII, § 1, Satz XIII, Korollar) und daher labil. Es sei 
jetzt n::> 2; bezeichnen wir das Tragersimplex von p in K mit T, so 
ist nach Kap. VII, § 1, Satz XIV, der Begrenzungskomplex B K (1 T) 
des Innengebietes 1 T von T nicht geschlossen. Diejenigen Simplexe, 
we1che von dem Punkt p und je einem Grund- oder Nebensimplex des 
Komplexes B K (1 T) aufgespannt werden, bilden einen Komplex K', 
der eine Unterteilung des kombinatorischen Sternes 5 K (1 T) und offen
bar nichts anderes ist, als der Kegel fiber B K (1 T) mit der Spitze p. 
Indem man auf K' den "Zusatz" zum Satz IV (Nr.3) anwendet, er
kennt man die Labilitat des Punktes p. 

6. Die StabilWit von Polyedern. Wir nennen den metrischen 
Raum Y "labil", wenn es zu jedem positiven 8 eine so1che Deforma
tion It, 0<t:;::;;;1, von Yin sich gibt, daB 1) e(ft(Pl,P) <8 ffir alle 
Punkte p von Y und ffir alle t, und daB 2) bei dem Endergebnis 11 
die Menge 11 (Y) ein echter Teil von Y ist. 1st der Raum Y nicht labil, 
so heiBe er "stabil". Offenbar ist die Stabilitat eine Abschwachung 
der "Wesentlichkeit auf sich" (Nr. 2): wenn der Raum Y wesentlich 
auf sich ist, so ist er erst recht stabil. (In Nr. 7 geben wir ein Beispiel 
eines Polyeders an, das zwar stabil, aber nicht wesentlich auf sich ist.) 

Wahrend eine Charakterisierung der Wesentlichkeit auf sich eines 
Polyeders K durch kombinatorische Eigenschaften des Komplexes K 
nicht bekannt ist, wird die entsprechende Charakterisierung der Sta:
bilitat durch den folgenden Satz geleistet: 

Sa tz VI. Das (homogen n-dimensionale) Polyeder Kist dann und 
nur dann stabil, wenn der Komplex K keinen Rand besitzt. 

Beweis. Wenn K einen nichtleeren Rand k besitzt, so gibt es 
nach Satz V einen labilen Punkt p in K, und aus dessen Existenz er
gibt sich unmittelbar die Labilitat von 1(. 

J etzt sei K labil; zu zeigen ist: kist nicht leer. 
Es sei 8. (i = 1,2, ... ) eine gegen Null kOllvergierende Folge posi

tiver Zahlen. Infolge der Labilitat von K gibt es zu jedem i eine De-
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formation I:' 0 -< t -< 1, von K in sieh, so daB e (I; (P)' P) < ei fUr aIle 
Punkte P und aIle Werte t und daB I: (K) ein echter Teil von Kist. 
Fur jedes i sei q. ein Punkt von K - It (K); indem wir allenfaIls zu einer 
Teilfolge ubergehen, durfen wir annehmen, daB die Punktfolge qi gegen 
einen Punkt q von K konvergiert. Wir behaupten: q ist Punkt von K. 

Ware q nieht Punkt von k, so gabe es einen algebraischen Kom
plex C mit I C I = K, so daB q nieht auf C lage, daB also e (q, C) = ex> 0 
ware. Wir konnten den Index i so wahlen, daB ei + e (q, qi) < ex ware; 
dann ware der Punkt q. fUr keinen Wert von t in der Menge I: (C) ent
halten, und nach Satz I wurde er zu der Menge If (K) gehoren - ent
gegen seiner Definition. Aus diesem Widerspruch ergibt sieh, daB q 
Punkt von K. daB also k nieht leer ist. - Damit ist der Satz VI be
wiesen. 

7. Beispiele. 1) Das durch Abb. 23, S. 287 dargestellte zweidimensionale Poly
eder ist labil, denn es besitzt einen nichtleeren Rand (er besteht aus dem Punkt T). 

2) Ein weiteres Beispiel eines zweidimensionalen Polyeders, das labil ist, 
ohne eine freie Kante zu besitzen, ist das in Nr. 14 des "Anhanges" zu den Kap. IV, 
V, VI genannte Polyeder V. Man kann V sogar derart in sich deformieren, daB 
schlieBlich 11 (V) ein einziger Punkt istl. 

3) Beispiel eines Polyeders, das zwar stabil, aber nicht wesentlich auf sich 
ist: man spanne sowohl in einen Meridian- als auch in einen Breitenkreis einer 
Torusflache je eine Kreisscheibe ein; daB das so entstandene zweidimensionale 
Polyeder K stabil ist, beweist man leicht mit Hilfe des Satzes VI; daB es nicht 
wesentlich auf sich ist, kann man zeigen, indem man explizit eine soIche Deforma
tion It von K in sich angibt, daB 11 (K) nur noch aus der Torusflache und einer 
der beiden Kreisscheiben besteht. Auf gab e: Man konstruiere eine soIche De
formation 1. 

Anhang zum dreizehnten Kapitel. 
Abbildungen, die einander zwar vollstandig homolog, aber nicht 

homotop sind. 
1. 'Die Satze I des § 2 und IV des § 3 konnten es fraglich erscheinen 

lassen, ob es Paare von Abbildungen mit dem soeben in der Dber
schrift genannten Verhalten uberhaupt gibt. Das nachstehende Bei
spiel beweist ihre Existenz. Dieses Beispiel lehrt zugleich: Ein stetiger 
irreduzibler eindimensionaler Zyklus in einem Polyeder kann daselbst 
homolog Null sein, ohne homotop Null zu sein 2• 

Es sei: T eine Simplizialzerlegung einer Torusflache; I x I ein zwei
dimensionales Simplex von T; K der Komplex T - I x I; q; die iden
tische Abbildung von x. Wir fassen q; als Abbildung von x in das 
Polyeder K auf. Daraus, daB q; (x) = X <Xl 0 in Kist - (~enn x ist 
der Rand des Tragers einer Orientierung der berandeten Pseudomannig
faltigkeit K) -, folgt: die Abbildung q; ist der Abbildung F von i 

1 Man vgl. die in FuBnote 3, S. 519, zitierte Arbeit. 
2 Vgl. Kap. VIII, § 5, Nr.9. 
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auf einen einzigen Punkt von K vollstandig homolog. Wir behaupten: 
q; ist nicht zu F homotop; diese Behauptung ist gleichbedeutend mit 
der folgenden: der stetige Zyklus [q; (x)] ist nicht homotop Null in K. 

Den Beweis stutzen wir auf den folgenden 
Hilfssa tz. ] ede Abbildung einer Kugeillache 52 in eine Torus

Ilache T ist unwesentlich und daher vom Grade Null. 
Beweis. T ist das topologische Produktl zweier Kreislinien 5i, 5~; 

die Punkte von T lassen sich also in eindeutiger Weise durch (q', q") 
bezeichnen, wobei q' ein beliebiger Punkt von 5~, q" ein beliebiger Punkt 
von 5~ ist. J ede Abbildung I von 52 in T erzeugt zwei Abbildungen /" I" 
von 52 in 5} bzw. 5~: bezeichnen wir die Punkte von 52 mit p, und 
ist I (P) = (q', q"), so ist /' (P) = q', I" (P) = q"; und umgekehrt be
stimmt jedes Paar von Abbildungen /" I" von 52 in die Kreise Si, 5i 
auf diese Weise eine Abbildung I von 52 in T. 

Nun sei eine Abbildung I von 52 in T gegeben; nach Satz I des § 3 
sind die zugeMrigen Abbildungen /" I" unwesentlich; es gibt also Ab
bildungsscharen I~, I~' (0 <.:: t <.:: 1) von 52 in 5~ bzw. 5~, so daB I~ = /" 
I; = I" und daB I~ (P) = th, Ir (P) = qr fUr alle Punkte p von 52 ist, 
wo bei q~ , qr feste Punkte von 5} bzw. 5~ sind. Setzen wir It (P) 
= U;(P} , /'/(P») , so haben wir eine so1che stetige Abbildungsschar It 
von 52 in T mit 10 = I, daB 11 (P) fur alle Punkte p von 52 derselbe 
Punkt (th, q;) von T ist. / ist also unwesentlich und hat daher 
(Kap. XII, § 4, Satz X) den Grad Null. Der Hilfssatz ist damit bewiesen., 

Den Beweis, dafJ [q; (x)] nicht homotop Null aul Kist, fuhren wir 
jetzt indirekt: wir nehmen einen Simplexrand 1 }r31; ein Eckpunkt sei a, 
und das ihm gegenuberliegende zweidimensionale Simplex sei 1 y I. Wir 
bilden Iy 1 isomorph auf 1 xl und den Punkt a auf einen inneren Punkt 
von x ab; diese Abbildung I erweitern wir zu einer topologischen Ab-

bildung I des Teiles von Y3, der aus den drei von a und Iy 1 auf
gespannten Dreiecken besteht, auf das Dreieck x. Ware nun [q; (x)] 
homotop Null in 1(, so ware auch [f (y)] homotop Null in 1(, und nach 
dem Hilfssatz II in § 1, Nr. 3, lie Be sich die Abbildung I (von yin K) 
zu einer Abbildung von y in das Polyeder K erweitern. Dann lage 
eine Abbildung g von y3 auf die Torusflache T vor, we1che im Innern 
von x topologisch ware, also den Grad ±1 hatte - entgegen dem 
Hilfssatz2. -

2. Ein anderes Beispiel, das gerade im Zusammenhang mit den Satzen dieses 
Kapitels, in denen es sich ja in erster Linie urn Abbildungen auf eine Sphare handelt, 
wichtig ist, wird durch den folgenden Satz geliefert: 

1 Vgl. Kap. I, § 1, Nr. 10, 
2 Die Homotopie-Eigenschaften geschlossener Wege werden systematisch mit 

Hilfe der sog. "Fundamentalgruppe" untersucht; dabei ergibt sich leicht, daB 
der obige Zyklus [tp (x)] nicht homotop Null auf Kist. Wir werden hierauf im 
3. Band eingehen. 
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Es gibt eine wesentliche Abbildung (j) der 5phiire 53 auf die 5phiire 52. 
Beweisen werden wir diesen Satz erst im 3. Band l . ]etzt sei nur auf seine 

Stellung zu den Satzen des gegenwartigen Paragraphen hingewiesen; er lehrt: 
1) die Satze I und V des § 2 verlieren ihre Gultigkeit, wenn man Abbildungen 

dreidimensionaler (statt zweidimensionaler) Polyeder in die 52 betraehtet; 
2) Satze, we1che denen des § 3 analog waren, uber Abbildungen mehrdimen

sionaler Polyeder in die 52 (statt in die 51) gelten im allgemeinen nieht; 
3) fur die Losbarkeit der Erweiterungsaufgabe (§ 1, Nr. 1) ist die Kroneeker

sehe Bedingung (a. a. 0.) im allgemeinen nieht hinreiehend (man vgl. § 1, Satz I, 
und die SehluBbemerkung in § 3, Nr. 2); denn wenn 0 der Mittelpunkt der Kugel 52 
im R3, wenn ferner K = !X4 ! eine v~rdimensionale Simplexhulle und wenn (j) 

eine wesentliehe Abbildung von 53 = X4 auf die 52 ist, so ist die Kroneekersehe 
Bedingung erfullt, die Erweiterungsaufgabe aber nieht los bar. -

3. Ein drittes Beispiel: Dureh Identifizierung von je zwei antipodisehen 
Punkten der 52 entsteht eine projektive Ebene p2, und zugleich ist damit eine 
stetige Abbildung 1 von 52 auf p2 gegeben. Diese Abbildung 1 ist mit der Ab
bildung 10 von 52 auf einen einzigen Punkt von P2, wie man leieht verifiziert, 
vollstandig homolog; man kann aber beweisen, daB fund 10 nieht miteinander 
homotop sind 2. 

Vierzehn tes Kapi tel. 

Fixpunkte. 

In diesem Kapitel werden "elementare" Fixpunktsatze behandelt, 
d. h. solche, die erstens Homologie-Eigenschaften sind, und zweitens fUr 
beliebige (endliche) Polyeder gelten. Die Theorie von J. NIELSEN, die 
auf dem H omotopie-Begriff der Fundamentalgruppe beruht, sowie die 
Theorie von LEFSCHETZ, die sich wesentlich auf Mannigfaltigkeiten be
zieht, sollen im 3. Bande dargestellt werden. Mannigfaltigkeiten spielen 
in diesem Kapitel nur insofern eine Rolle, als im § 4 einfache An
wendungen eines vorher bewiesenen Fixpunktsatzes (§ 3, Satz I) 
auf Richtungsfelder in differenzierbaren Mannigfaltigkeiten gemacht 
werden. 

§ 1. Ein Existenzsatz fUr Fixpunkte. 
1. Fixsimplexe - 2. Eine Verallgemeinerung der Euler-Poinearesehen For
mel. - 3. Die Lefsehetzsehe Zahl einer stetigen Abbildung eines Polyeders 
in sieh. Der Existenzsatz fur Fixpunkte. - 4. Beispiele. - 5. Bemerkungen. 

§ 2. Der Index eines Fixpunktes. 
1. Der Index der N ullstelle eines Vektorfeldes und der Singularitat eines 
Riehtungsfeldes. - 2. Der Index eines Fixpunktes. - 3. Eigensehaften des 
Indexes. - 4. Normale Fixpunkte. - 5. Fixpunkte affiner Abbildungen. -
6. Die topologisehe Invarianz des Fixpunktindexes. - 7. Die Invarianz des 
Singularitatenindexes in einem Riehtungsfeld. 

1 Vgl. H. HOPF: Uber die Abbildungen der dreidimensionalen Sphare auf 
die Kugelflaehe. Math. Ann. 104 (1931). 

2 Wegen allgemeiner Satze, aus denen dies folgt, vgl. man H. HOPF: Zur 
Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, 2. Teil. Math. Ann. 102 (1929). 
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§ 3. Die algebraisehe Anzahl der Fixpunkte einer stetigen Abbildung eines Poly
eders in sieh. 
1. Die algebraisehe Anzahl regularer Fixpunktc. - 2. Der allgemeine Fix
punktsatz. - 3. Regulare Fixpunkte simplizialer Abbildungen. - 4. Zuriick
fiihrung auf den Approximationssatz. - 5, 6. Beweis des Approximations
satzes. - 7. Bemerkungen iiber den Begriff der "AnzahI" von Fixpunkten. 

§ 4. Richtungsfelder in geschlossenen Mannigfaltigkeiten. 
1, 2. Vorbemerkungen iiber differenzierbare Mannigfaltigkeiten. -- 3. Rich
tungsfelder und ihre Singularitaten in Mannigfaltigkeiten. 

§ 1. Ein Existenzsatz fUr Fixpunkte. 

1. Fixsimplexe. KI sei eine simpliziale Unterteilung des Euklidischen 
simplizialen Komplexes K, und t sei eine simpliziale Abbildung von KI 
in K. 1st 1 x 1 ein r-dimensionales Simplex von K I , so ist t (I x D ein hOch
stens r-dimensionales Simplex von K. Wenn t (I x Dr-dimensional ist, 
so kann es vorkommen, daB 1 x 1 ein Teilsimplex von t (I x D ist, d. h. 
ein Simplex des Komplexes, der beim Ubergang von K zu der Unter
teilung KI aus t (I x I) entsteht; in diesem Falle nennen wir 1 xl ein 
"Fixsimplex" von t. 

1st x ein orientiertes Fixsimplex, so tritt, da Y = t (x) ein orien
tiertes Simplex und die Unterteilung YI von Y ein orientierter Kom
plex ist, x in YI entweder mit dem Koeffizienten +1 oder mit dem 
Koeffizienten -1 auf; dieser Koeffizient hangt von der Wahl der Orien
tierung von x nicht ab: denn wenn wir x durch -x ersetzen, so haben 
wir auch t(x) durch t(-x) = -t(x) , YI durch -YI zu ersetzen, und 
- x tritt in - YI mit demselben Koeffizienten auf wie x in YI' Somit 
hangt das betreffende Vorzeichen nur von 1 xl ab, und wir konnen nach 
diesen Vorzeichen die Fixsimplexe in "positive" und "negative" ein
teilen. 

In Analogie zu dem Begriff der "Bedeckungszahl" (Kap. XII, § 2, 
Nr.6, "Bemerkung") definieren wir nun: Unter der r-ten "Fixsimplex
zahl" von t verstehen wir die Anzahl der r-dimensionalen positiven Fix
simplexe, vermindert urn die Anzahl der r-dimensionalen negativen 
Fixsimplexe. 

Wir konnen die Fixsimplexzahl auf folgende Weise deuten: Wir 
legen den Koeffizientenbereich ® zugrunde; die Gruppe L' = L'(,g (K1) 

der r-dimensionalen Komplexe wird durch t in die Gruppe L@ (K) ab
gebildet und die Gruppe L@ (K) durch den Ubergang von jedem Kom
plex von K zu seiner Unterteilung wieder in die Gruppe L'; da jedc 
dieser Abbildungen ein Homomorphismus ist, ergibt ihre Zusammen
setzung einen Autohomomorphismus h der freien Gruppe L'; wir be
haupten: die Spur SL' dieses Autohomomorphismus ist die r-te Fix
simplexzahl (vgl. Anhang I, Nr. 26). 

In der Tat: Die orientierten r-dimensionalen Simplexe Xi (i = 1 , 
2, "', IX') bilden eine Basis in L'; bezeichnen wir wieder fUr jeden 
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Komplex y c K mit Yl seine Unterteilung in K! und also mit ! (Xi)! 
die Unterteilung von! (xi)' so ist der Autohomomorphismus h von L' 
durch ein Gleichungssystem 

IXr 

(1) h(Xi)=!(xi)r=L:aijXj 
j=l 

gegeben, in dem die aij = 0 oder = ±1 sind; I Xi list dann und nur 
dann Fixsimplex, wenn aii =F 0 ist, und zwar positives oder negatives 
Fixsimplex, je nachdemaii = +1 oder = -1 ist; folglich ist die Fix-
simplexzahl: IX' 

(2) 1:ai.i = SL'. 
i=l 

2. Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincareschen Formel. 
Das Auftreten von Fixsimplexen - wofUr die Bedingung SL' =F 0 hin
reichend ist - sowie die Fixsimplexzahl selbst geharen zu derjenigen 
Sorte von Eigenschaften der simplizialen Abbildung f, auf deren elemen
taren und anschaulichen Charakter wir in Kap. XII, § 4, Nr. 5, hin
gewiesen haben. Wie dort auseinandergesetzt wurde, wird die besondere 
topologische Bedeutung der Fixsimplexzahlen festgestellt sein, sobald 
es gelungen ist, sie mit solchen GraBen in Verbindung zu bringen, die 
topologisch invariant sind, mit GraBen also, die nicht von den Grup
pen L', sondern von den Bettischen Gruppen abhangen. Einen solchen 
Zusammenhang werden wir jetzt herstellen; dabei dient uns die Euler
Poincaresche Formel als Vorbild, die ja ebenfalls einen Zusammen
hang zwischen den genannten Gruppen ausdruckt; der Unterschied 
von dem Beweis dieser Formel (Kap. V, § 2, Nr. 5) wird im wesent
lichen nur darin bestehen, daB die dort auftretenden Riinge der ver
schiedenen Gruppen jetzt durch die Spuren der Autohomomorphismen 
zu ersetzen sind, welche diese Gruppen erleiden. 

Infolge der Erhaltung des Randes bei simplizialen Abbildungen 1 und 
bei Unterteilungen 2 werden bei Ausubung von ! und darauffolgendem 
Ubergang von den Komplexen in K zu ihren Unterteilungen in Kl 
mit der Gruppe L' auch ihre Untergruppen Z' = Z@ (Kl) , fl' = H'(y" m (K1) 

und H r = H@ (K1) homomorph in sich abgebildet, und dasselbe gilt 
daher auch fUr die Restklassengruppen L' - zr und Z' - fl' = B~ 
(Anhang I, Nr. 7); alles dies sind freie Gruppen: zr, fl r , H' als Unter
gruppen der freien Gruppe L' und die beiden Restklassengruppen, 
weil zr und fl.' Untergruppen mit Division von L' bzw. zr sind (An
hang I, Nr. 45 u. 15); daher sind fUr die Autohomomorphismen dieser 
Gruppen Spuren szr, sit', SH', S (L' -Z'), SBQ erklart, und zwar fUr 
r = 0, 1, .. " n, wobei wir K als n-dimensional annehmen. 

Wir bezeichnen die Autohomomorphismen von L' - Z' und von 
H,-l mit q; bzw. fP'; ordnet man jedem Komplex eeL' seinen Rand 

1 Kap. IV, § 3, Nr. 7. 2 Kap. VI, § 2, Nr. 2. 

Alexandroff.Hopf, Topologie 1. 34 
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(;, C H,-l zu, so entsteht (Kap. V, § 2, Nr. 5) eine isomorphe Abbildung 
von r - zr auf H'-l, die wir R nennen. Wir behaupten: Ubertragt 
man cp mittels R auf H'-l, so entsteht cp', d. h. es ist 

Rcp(C) = cp'R(C) 

fUr jede Restklasse C c L' - zr. Die Richtigkeit dieser Behauptung 
ergibt sich einfach aus der Gleichheit 

(t(Ch)' = t((;'h 

fUr jeden Komplex C c C, die infolge der Invarianz des Randes bei 
simplizialer Abbildung und bei Unterteilung besteht (der untere Index 1 
bedeutet wieder den Ubergang zu der Unterteilung K 1). Da also in 
der Tat cp durch den Isomorphismus R in cp' transformiert wird, haben 
cp und cp' die gleichen Spuren, d. h. es ist 

(3) S (L' - zr) = SR'-l. 

Wegen der Additivitat der Spuren (Anhang I, Nr. 27) ist 

(4) SL' - SZ' = S(L' - zr). 
Aus (3) und (4) folgt 

(5) SL' = SZ' + SH,-l. 

Ferner folgt aus der Additivitat der Spuren, da Eo = zr - fir und 
fir die Divisionshulle von H' ist, 

(6) SEo = szr - SR'. 

Nun multipliziere man jede der Gleichungen (5) und (6) mit (-1)' 
und summiere uber r von 0 bis n; dann ergibt sich - bei Berucksichti
gung der Tatsache, daB H-l und Hn Nullgruppen, also SH- 1 und SH" 
gleich Null sind 

n n 

(7) ~(-1)'Sr = ~(-1)'SB(j. 
r=O 

Dies ist eine Verallgemeinerung der Euler-Poincareschen F ormel ; 
denn wenn Kl mit K identisch und t die Identitat ist, so werden die 
Gruppen identisch auf sich abgebildet, und die Spuren sind durch die 
Range zu ersetzen; dann ist also sr = 0(.' und SBQ = pr. 

(8) 

Eine unmittelbare Folgerung aus (7) ist der folgende 
Existenzsatz fur Fixsimplexe: Wenn 

n 

~(-1)'SBo =l= 0 
r=O 

ist, so gibt es wenigstens ein Fixsimplex. 
Denn aus (8) und (7) folgt: es gibt wenigstens ein r mit sr =l= 0; fur 

dieses r gibt es ein i, fUr welches in (1) ai i =l= 0, also I x;\ Fixsimplex ist. 
1st z. B. K eine Simplizialzerlegung eines n-dimensionalen Sim

plexes, so sind fUr r > 0 aIle Gruppen B' = 0, und auBerdem ist 
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SB3 = 1 - wie bei jeder Abbildung fur einen zusammenhangenden K; 
daher ist 2( -1)' SB;) = 1, mithin gibt es in Kl ein Fixsimplex. 

3. Die Lefschetzsche Zahl einer stetigen Abbildung eines Polyeders 
in sich. Der Existenzsatz fiir Fixpunkte. Nachdem wir somit die Fix
simplexe mit dem Verhalten der Bettischen Gruppen bei der Abbildung 
in Verbindung gebracht haben, ziehen wir die hierauf bezuglichen Kon
sequenzen aus den topologischen Invarianzeigenschaften der Bettischen 
Gruppen. 

I sei eine stetige Abbildung des n-dimensionalen Polyeders P in 
sich. GemaB Kap. VIII, §§ 3 und 4, bewirkt I fUr jede Dimension r 
eine homomorphe Abbildung der Bettischen Gruppe B@(P) in sich; 
dabei wird die Untergruppe der Elemente endlicher Ordnung, also die 
Torsionsgruppe T' (P), in sich abgebildet, und mithin erleidet auch 
die Gruppe Bo (P) = B@ (P) - T' (P) einen Autohomomorphismus hi' 
(Anhang I, Nr. 7); da Bo (P) eine freie Gruppe ist, existiert die Spur 
SBQ (P) = SBa von hI' 1st P = K. = K.l und I wie in Nr. 1 eine sim
pliziale Abbildung der Unterteilung Kl von K in K, so ist die fruher 
erklarte Spur SBij offenbar gleich der jetzt definierten (da jeder Zyklus 
aus K und seine Unterteilung in KI derselben Homologieklasse von P 
angehoren). Wir setzen nun 

n 

AI = 2(-1)'SBo 
r~O 

- das ist die "Lelschetzsche Zahl" der Abbildung I - und behaupten: 
Existenzsatz fur Fixpunkte. 1st I eine Abbildung des Polyeders 

P in sich, lilr welche AI =l= 0 ist, so besitzt I wenigstens einen Fixpunkt. 
Beweis. I erfulle die genannte Voraussetzung; es ist zu zeigen, 

daB die Funktion cp(P) =e(P, I(P)) eine Nullstelle in P besitzt. Da P 
kompakt und cp stetig ist, genugt es, zu beweisen: Zu jedem positiven s 
gibt es einen Punkt pc P mit e(P,/(P)) < E. 

Es sei also E > 0 gegeben. Es gibt eine Simplizialzerlegung K 
von P, eine Unterteilung KI von K und eine simpliziale Abbildung 11 
von KI in K, so daB 1) die Simplexdurchmesser von K kleiner als 8/2 
sind, und daB 2) 

(9) e(/II.P),/(P))<; 

fUr alle Punkte pcP ist (Kap. VIII, § 2); dabei durfen wir den Unter
schied zwischen 11 und I uberdies als so klein annehmen, daB 11 zu I 
homotop, also erst recht homolog ist (Kap. VIII, § 3), so daB ins
besondere Atl = At, also A" =l= 0 ist. Dann besitzt 11' wie am SchluB 
von Nr. 2 festgestellt wurde, ein Fixsimplex I x I in K I . Es sei Pl ein 
Punkt von x; dann geh6ren PI und 11 (PI) demselben Simplex von K 
an, es ist also 

(10) 

34* 
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aus (9) - fUr p = PI - und (10) folgt 

(! (PI' f !.PI)) < e. 

4. Beispiele. a) Aus der geometrischen Bedeutung der nullten Betti
schen Gruppe (Kap. V, § 1) ergibt sich unmittelbar, daB fur jede 
Abbildung eines zusammenhangenden Polyeders in sich SBg = 1 ist. 
Sind nun weiter fUr r > 0 die Bettischen Zahlen pr = 0, also die Grup
pen B~ gleich Null, so sind die Spuren SB~ = o. Folglich ist fUr jede 
Abbildung eines so1chen Polyeders in sich Af = 1, und es gilt daher 
der folgende Satz: 

1st P ein zusammenhiingendes Polyeder, dessen siimtliche Bettischen 
Zahlen pr fur r> 0 verschwinden, so besitzt J'ede Abbildung von Pin sich 
wenigstens einen Fixpunktl. 

Zu diesen Polyedern geh6ren z. B. die n-dimensionalen Simplexe 2, 

die H-Simplexe (Kap. IV, § 6, Nr. 5)und die profektiven Riiume gerader 
Dimension (Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 7). 

b) Homotope Abbildungen sind einander homolog, haben also die
selben Lefschetzschen Zahlen; dies werderi wir in den nachsten beiden 
Satzen benutzen. 

Bildet man ein beliebiges Polyeder auf einen seiner Punkte ab, so 
ist SBg = 1, SB~ = 0 fur r> 0, also Af = 1. Foiglich gilt der Satz: 

J ede A bbildung eines beliebigen Polyeders in sich, die einer A bbildung 
auf einen einzigen Punkt homotop ist, besitzt wenigstens einen Fix
punkt. 

c) Die identische Abbildung eines Polyeders bewirkt auch die iden
tische Abbildung jeder Gruppe B~; daher ist SB~ = prfur jedes r, undAf 

n 
hat den Wert :;f(-1)'pr, ist also gleich der Eulerschen Charakteristik 

.=0 
einer beliebigen Simplizialzerlegung von P; mithin gilt: 

1st die Eulersche Charakteristik des Komplexes K von Null verschie
den, so besitzt fede Abbildung des Polyeders R in sich, die zu der Iden
titiit homotop ist, wenigstens einen Fixpunkt. 

Zu diesen Polyedern R geh6ren z. B. alle geschlossenen und berandeten 
Fliichen mit Ausnahme des Torus, des Kleinschen Schlauches, des Kreis
ringes und des Mobiusschen Bandes (Anhang zu den Kap. IV, V, VI, 
Nr. 10 u. 11) sowie die Sphiiren gerader Dimension 3. 

d) 1st P ein n-dimensionales einfach geschlossenes Polyeder, so ist 
SB~ gleich dem Grade c der Abbildung f (Kap. XII, § 1, Nr. 4); die 

1 Der Satz ist nicht umkehrbar; es gibt vielmehr zusammenhangende Poly
eder P mit der Eigenschaft, daB jede Abbildung von P in sich einen Fixpunkt 
besitzt, obwohl fur ein gewisses r 2::: 1 die Bettische Zahl pr(p) > 0 ist. Ein Bei
spiel ist die komplexe projektive Ebene P. Dies soll im 3. Band behandelt werden; 
vorHi.ufig vgl. man H. HOPF: Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten; 
Crelles Journal Bd. 163. 

2 Vgl. Kap. XII, § 3, Satz II a. 3 Vgl. Kap. XII, § 3, Satz VI. 
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Lefschetzsche Zahl hat dann die Gestalt 
n-l 

AI = 1 + (-1)nc + 1:(-1rSB~. 
r~l 

Hieraus ist ersichtlich: 
1st P ein n-dimensionales und einfach geschlossenes Polyeder, dessen 

r-te Bettische Zahlen mit 0 < r < n verschwinden, und ist f eine Ab
bildung von P in sich, deren Grad c =1= (_1t+l ist, so besitzt f wenigstens 
einen Fixpunkt. 

Zu diesen Polyedern gehoren z. B. aUe n-dimensionalen Sphiiren und 
die projektiven Riiume ungerader Dimension (Anhang zu den Kap. IV, 
V, VI, Nr. 7). 

5. Bemerkungen. Die Lefschetzsche Zahl Ar einer Abbildung ist durch die 
Transformation der Gruppen B~ bestimmt; die Gruppe B~ eines Komplexes be
steht aus Homologieklassen, wobei die Elemente dieser Klassen ganzzahlige Zyklen, 
die Homologien aber in bezug auf den rationalen Koeffizientenbereich ffi zu nehmen 
sind. Daraus ergibt sich: Sind fund g zwei Abbildungen von Pin sich, die einander 
homolog in bezug auf ffi sind, so ist Ar = A g • Fur aIle Satze, deren Voraussetzungen 
in Aussagen uber den Wert von At bestehen, wird man also die Abbildungen des 
betrachteten Polyeders P in sich nach Homologietypen in bezug auf ffi einteilen; 
das ist im allgemeinen - wie man sich z. B. leicht fur die projektive Ebene klar
macht - eine grobere Einteilung als die in bezug auf @; aIle Abbildungen, die bei 
dieser Einteilung einer Klasse angehoren, haben dieselbe Lefschetzsche Zahl. 

Man kann also geradezu von der Lefschetzschen Zahl A eines Homologietypus 
(in bezug auf ffi) sprechen. 1hr Nichtverschwinden ist hinreichend dafur, daB aIle 
Abbildungen von diesem Typus Fixpunkte haben1 . 1st diese Bedingung auch 
notwendig? Mit anderen Worten: Wenn ein Homologietypus (in bezug auf ffi) 
von Abbildungen von P in sich vorliegt, dessen Lefschetzsche Zahl Null ist, gibt 
es dann immer eine fixpunktfreie Abbildung von diesem Typus? Wir werden 
diese Frage verneinen, d. h. wir werden zeigen: es gibt eine Abbildung t mit 
Ar= 0, die sich nicht durch Obergang zu homologen Abbildungen (in bezug aut ffi), 
geschweige denn zu homotopen Abbildungen, von Fixpunkten be/reien lapt. 

Der Angabe eines derartigen Beispieles schicken wir einen Satz uber die Ab
bildungen der Kreislinie in sich voraus, der den am SchluB von Nr. 4 bewiesenen 
Fixpunktsatz uber die n-dimensionale Sphare fur n = 1 verscharft: 

Jede Abbildung der Kreislinie in sich vom Grade c besitzt wenigstens [c - 11 
voneinander verschiedene Fixpunkte. 

Beweis. Die zu der Abbildung f der Kreislinie in sich gehorige Funktion 
F(s) sei wie in Kap. XII, § 1, Nr. 6, definiert; dann ist F(1) - F(O) = c· 2n. 
Die Funktion G (s) = F (s) - s ist ebenfalls eindeutig und stetig, und es ist 
G(1) - G(O) = (c - 1)' 2n. Daher gibt es wenigstens [c - 1[ Stellen s, mit 
0;;:; Si < 1, fur die G (Si) ein ganzes Vielfaches von 2 n ist. Dann ist F (s,) = 

s, + k i • 2:'1: mit ganzen ki' d. h. die Punkte mit den Koordinaten Si sind Fixpunkte. 
Zusatz. Die Mindestzahl [c - 1[ wird fur jedes c =1= 1 von der durch F(s) 

= c s· 2n gegebenen Abbildung erreicht. 
Wir kommen jetzt zu dem angekundigten Beispiel. K sei ein eindimensio

nales Polyeder, das einer Lemniskate homoomorph ist, oder, was dasselbe ist, 

1 Daher lassen sich z. B. die Satze in Nr. 4, in denen etwas uber die Homo
topietypen der Abbildungen vorausgesetzt war, dadurch verallgemeinern, daB 
man in ihren Voraussetzungen die Homotopietypen durch die Homologietypen 
in bezug auf ffi ersetzt. 
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einem Paar sich berUhrender Kreislinien. Sind zl' Z2 Zyklen in K, die den eben 
genannten Kreisen in einmaligen Durchlaufungen entsprechen, so bilden - was 
zu beweisen wir dem Leser Uberlassen - zl' Z2 eine Basis der Gruppe B~. Wir 
betrachten nun die Abbildungen von R in sich, deren Homologietypus durch 

(11 ) h~h) = -z] 

h~(Z2) = 2z2 

gegeben ist (wir k6nnen hier, da K eindimensional ist, die eindimensionalen Zyklen 
selbst an Stelle ihrer Homologieklassen einsetzen). 

Zunaehst Uberzeugen wir uns davon, daB es derartige Abbildungen wirklieh 
gibt: Man fasse R als Paar von Kreisen Zl' Z2 auf, die sieh in dem Punkt Po be
rUhren, ftihre auf Zl und Z2 Winkelkoordinaten <Xl bzw. <X2 mit Po als Nullpunkt 
ein und bilde jeden der beiden Kreise vermoge der Formeln <X~ = -<Xl bzw. 
<X2 = 2 <X2 auf sieh ab. Zu dieser Abbildung gehort offen bar die Transformation (11). 

FUr jede Abbildung von diesem Typus ist Ar = 0, da SBg = 1 und, wie man 
aus (11) abliest, SB~ = 1 ist. Wir behaupten, daB trotzdem jede derartige Ab
bildung f einen Fixpunkt besitzt, und zwar auf Zl' 

In der Tat: Wir betraehten die Abbildung f' von Zl in sieh, die folgender
maBen erklart ist: !'(P) = t (P), wenn t (P) C Zl ist; f'(P) = Po' wenn f (P) C Z2 
ist. [Man beaehte: Trotz (11) braueht ZI dureh t nieht in sieh abgebildet zu sein.] 
In eine Streeke x von ZI' die Po nieht enthalt, werden dureh f' dieselben Punkte 
von Zl abgebildet wie dureh t (daB dureh t auBerdem noeh Punkte von Z2 in x 
abgebildet werden konnen, spielt keine Rolle). Die Abbildung f' von Zl hat daher 
in x denselben Grad wie die Abbildung t; der letztere Grad ist infolge (11) gleich 
-1; folglieh hat die Abbildung f' von Zl in sieh den Grad -1. Sie hat daher, 
wie oben gezeigt wurde, wenigstens 1 -1 -11 = 2 voneinander versehiedene Fix
punkte. Es gibt also auf ZI einen Punkt PI mit f' (PI) = PI of Po; aus der Defini
tion von f' ergibt sieh, daB dann aueh t (PI) = PI ist. 

Die damit bewiesene Tatsaehe legt es nahe, Bedingungen zu suehen, die fUr 
die Existenz von Fixpunkten hinreiehen und die im allgemeinen aueh dann nieht 
versagen, wenn die Lefsehetzsehe Zahl versehwindet; derartige Bedingungen 
werden in der Nielsensehen Theorie der "Fixpunktklassen" aufgestellt, auf die 
wir im 3. Band eingehen werden. 

§ 2. Der Index eines Fixpunktes. 

1. Der Index der Nullstelle eines Vektorfeldes und der Singularitat 
eines Richtungsfeldes. Wie im Kap. XII, § 3, Nr. 1 betrachten wir ein 
System stetiger Funktionen VI' V 2 , .•. , Vn ' das auf einer Teilmenge 
des Rn gegeben ist, und deuten es als Vektorfeld; den Begriff der Cha
rakteristik eines so1chen Feldes lJ auf einem (krummen) (n -1)-dimen
sionalen Zyklus haben wir bereits a. a. O. behandelt. J etzt betrachten 
wir isolierte Nttllstellen eines Vektorfeldes. 

Der Index einer isolierten Nullstelle 0 des Feldes lJ ist gem~iB 
Kap. XII, § 3, Nr. 1 und Kap. XII, § 2, Nr. 4 erkHi.rt: es sei V die zu 
dem Feld lJ gehorige Abbildung (Kap. XII, § 3, Nr. 1) in den Raum R~, 
und 0 1 sei der Koordinatenanfangspunkt in R~; dann ist 0 eine isolierte 
ol-Stelle der Abbildung v, und der Index i dieser 0I-Stelle (Kap. XII, 
§ 2, Nr. 4) ist definitionsgemaB der Index der Nullstelle 0 unseres 
Vektorfeldes. Er ist also folgendermaBen erklart (vgl. Kap. XII, § 2, 
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Nr. 4): er ist gleich der Charakteristik des Feldes tJ auf einem (n -1)
dimensionalen Zyklus z, in bezug auf welchen der Punkt 0 die Ordnung 
+1 hat (dabei ist zein krummer Zyklus, der in einem Simplex liegt, 
in we1chem das Feld tJ definiert ist und auBer 0 keine Nullstelle besitzt). 

Aus der Definition der "Charakteristik" und aus Kap. XII, § 1, 
Nr. 5 ergibt sich, daB man den Index i auch folgendermaBen erklaren 
kann: 

Es sei 0 die einzige Nullstelle des in einem Gebiet G des Rn stetigen 
Vektorfeldes tJ; ferner sei zein (n - 1 )-dimensionaler (krummer) Zyklus 
in G, in bezug auf welchen der Punkt 0 die Ordnung +1 hat; Z sei eine 
in naturlicher Weise orientierte (n -1)-dimensionale Sphiire des Rn 
(Kap. XII, § 1, Nr. 3) und 0 1 der Mittelpunkt von Z. Fur jeden Punkt p 

-~~ 

von z bezeichne cp (P) den Punkt von Z, fur welchen der Strahl 0 1 cp (P) 
dem Vektor tJ (P) parallel ist. Dann ist der Index j von 0 gleich dem Grade 
der Abbildung cp von z in Z. 

Die Sphare Z bezeichnen wir hierbei als die "Richtungskugel". Es 
ist ersichtlich - was ubrigens schon im Kap. XII, § 3, Nr. 1 festgestellt 
worden war -, daB es fUr die Bestimmung des Index f nicht auf die 
Langen, sondern nur auf die Richtungen der Vektoren tJ ankommt. 
Infolgedessen laBt sich der Begriff des Index statt auf Vektorfelder 
auch auf Richtungsfelder anwenden. Dabei hat man unter einer "Rich
tung" - oft auch "Linienelement" genannt - die Menge derjenigen 
Vektoren zu verstehen, die aus einem von Null verschiedenen Vektor 
durch Multiplikation mit beliebigen positiven Zahlen hervorgehen. An 
die Stelle der N ullstellen des Vektorfeldes treten die Singularitiiten des 
Richtungsfeldes, d. h. die Stellen, in welchen die Feldrichtungen ent
weder nicht erklart oder unstetig sind. Jedes Vektorfeld bestimmt in 
eindeutiger Weise ein Richtungsfeld; umgekehrt kann man jedes Rich
tungsfeld dadurch zu einem Vektorfeld machen, daB man den gegebenen 
Richtungen noch "Langen" zuordnet, we1che stetig vorn Ort abhangen 
und in den Singularitaten des Richtungsfeldes, und nur dort, ver
schwinden. 

< Beispiele isolierter Singularitaten von Richtungsfeldern in der Ebene 
werden durch die Abb. 38 und 39 gegeben: man hat jedem, von der 
Singularitat verschiedenen Punkt die Richtung der durch ihn gehenden, 
mit einem Durchlaufungssinn versehenen Kurve zuzuordnen. 

2. Der Index eines Fixpunktes. Es sei f eine stetige Abbildung des 
Gebietes G c Rn in diesen selben Rn hinein. 1st im Rn ein Cartesisches 
Koordinatensystem eingefUhrt, und verstehen wir fUr jeden Punkt peG 
unter t; (i = 1 , 2, ... , n) seine eigenen, unter ti die Koordinaten seines 
Bildes f{P), so sind die Fixpunkte der Abbildung f identisch mit den 
Nullstellen des Funktionensystems 

(1 ) (i=1,2, ... ,n). 
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Der Punkt 0 sei "isolierter" Fixpunkt von t, d. h. es sei t (0) = 0, 
aber t(P) =!= p fUr aIle von 0 verschiedenen Punkte p der Umgebung G 

von 0 (die wir von vorn
herein hinreichend klein 
annehmen); dann ver
stehen wir unter dem 
"Index" des Fixpunk
tes 0 den Index der 
N ullstelle 0 des Sy
stems (1). Er ist iden
tisch mit dem Index der 

~-~--- Nullstelle 0 des Vektor

Abb.38. 

feldes b (P), dessen Kom
ponenten Vi durch (1) 
gegeben sind. Der Vek
tor b (P) hat den An
fangspunkt p, den End
punkt t (P), er ist also 
der zu t gehOrige "Ver
schiebungsvektor" im 
Punkte p; folglich: Der 

Index des isolierten Fixpunktes 0 der Abbildung t ist die Charakteristik 
des F eldes der Verschiebungsvektoren von taut einem beliebigen (n -1)

Gebiete G nur endlich-viele 
Indexe dieser Fixpunkte als 
punkte von t in G. 

j--2 

dimensionalen (krum
men) Zyklus z, in bezug 
aut welchen der Punkt 0 

die Ordnung +1 hat (da
bei liegt z natiirlich in 
einer Umgebung G von 0, 

welche auBer 0 keinen 
Fixpunkt enthalt). 

3. Eigenschaften 
des Indexes. Wir he
ben einige der Tat
sachen hervor, die sich 
ohne wei teres aus der 
Theorie der Kronecker
schen Charakteristik er
geben. Dabei bezeich
nen wir, wenn die 
Abbildung t in einem 

Fixpunkte besitzt, die Summe der 
die "algebraische Anzahl" der Fix-
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a) f sei eine stetige Abbildung des n-dimensionalen Simplexes x c Rn 

in diesen Rn; auf x sollen keine, in x hochstens endlich-viele Fixpunkte 
liegen. Dann ist die Charakteristik des Feldes der Verschiebungsvek
toren von f auf x gleich der algebraischen Anzahl der Fixpunkte in .x. 
1st diese Charakteristik von Null verschieden, so existiert wenigstens 
ein Fixpunkt in x. (V gl. Kap. XII, § 2, Satz II und Satz I a.) 

b) Aus dem Satz von ROUCH:E (Kap. XII, § 1, Nr. 2) in Verbindung 
mit der Tatsache a) folgt: x und f mogen dieselben Eigenschaften 
wie unter a) haben, und auch f' sei eine Abbildung von x, welche be
ziiglich der Fixpunkte dieselben V oraussetzungen erfiillt wie f; ferner sei 

12 (f (P) , f' (p)) < 12 (f (P) , P) fUr jeden Punkt p c i. 
Dann haben fund f' die gleichen algebraischen Anzahlen von Fixpunkten 
III x. 

c) Die Abbildung f in Nr. 2 sei durch die Funktionen 

(i=1,2, ... ,n) 

gegeben, und diese Funktionen seien stetig differenzierbar nach den tj • 

Dann ist der Index des Fixpunktes 0 "im allgemeinen" gleich ±1; er 
kann namlich hochstens dann =F ±1 sein, wenn die Determinante 

(2) ~. {1(i=j)} 
uj = O(i + j) , 

an der Stelle 0 verschwindet, d. h. wenn die Funktionalmatrix 

( 8 I i ) 
8tj 

der Abbildung f die charakteristische Wurzel +1 hat; andernfalls ist 
der Index +1 oder -1 je nach dem Vorzeichen der Determinante (2). 
(Vgl. Kap. XII, § 2, Nr. 9.) 

d) Es sei 0 eine isolierte Singularitat des Richtungsfeldes b im R n 

(vgl. Nr. 1); ferner sei fUr jeden Punkt p des Definitionsgebietes von b 

die Richtung ti (p) die der Feldrichtung b (P) entgegengesetzte Richtung. 
Dann besteht zwischen den Indexen j und l' der Singularitat 0 des 
Feldes b bzw. des Feldes 6 die Beziehung 

T = (_1)nj. 

Beweis. Wir deuten, wie in Nr. 1, die Indexe j und J als Grade 
zweier Abbildungen rp bzw. (j5 des Zyklus z in die Richtungskugel Z. 
Bezeichnet a die Spiegelung der Sphare Z an ihrem Mittelpunkt, so 
ist (j5 = arp. Dabei hat a den Grad (_1)n [dies ist z. B. aus Kap. XII, 
§ 3, Nr. 5, Formel (2) abzulesenJ. Der "Produktsatz" (Kap. VIII, § 4, 
Nr. 1) liefert daher - wenn man die Definition des "Grades im GroJ3en" 
(Kap. XII, § 1, Nr.4) zugrunde legt - die behauptete Gleichung. 

e) Es sei b ein Richtungsfeld, das im Innem des n-dimensionalen 
Simplexes x eine einzige Singularitat 0, im tibrigen in x keine Singu-
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laritat besitzt; der Index von 0 sei Null. Dann gibt es ein Richtungs
feld \)1' das auf i mit \) ubereinstimmt und in dem ganzen Simplex x 
keine Singularitat besitzt. 

Beweis. Die durch das Feld v bestimmte Abbildung fP von x in die 
Richtungskugel Z hat den Grad 0; nach Kap. XIII, § 1, Nr. 4, Satz II:-1 

gibt es daher eine stetige Abbildung fP1 von x in Z, welche auf i mit fP 
ubereinstimmt. Ordnet man jedem Punkt p c x die Richtung \)1 (P) 

---+ 
des Strahles 0 1 fP1 (P) zu, wobei 0 1 den Mittelpunkt von Z bezeichnet, 
so erhalt man ein Feld \)1 von der gewunschten Art. 

4. Normale Fixpunkte. Ein bemerkenswerter Spezialfall eines Fix
punktes liegt vor, wenn sich die Abbildung t in der Umgebung G 
ihres isolierten Fixpunktes 0 folgendermaBen verhalt: Es gibt ein 
n-dimensionales Element (d. h. krummes Simplex) xC G, dessen Inneres 
den (einzigen) Fixpunkt 0, aber keinen Punkt des Randbildes t(i) enthalt; 
in diesem Falle mage 0 ein "normaler" Fixpunkt heiBen. Wir behaupten: 

Der Index des normalen Fixpunktes 0 von t ist gleich dem Grade der 
A bbildung t des positiv orientierten Elementes x im Punkte o. 

Beweis. Der Index von 0 ist definitionsgemaB die Charakteristik 
des Feldes der Verschiebungsvektoren \)(p) auf x. Fur jeden Punkt 
pc i und fur 0 <: t <: 1 verstehen wir unter Pt den Punkt, der die 

-+ 
Strecke po im Verhaltnis t: (1 - t) teilt ("Strecke" und "Verhaltnis" 
im Sinne der affinen Geometrie des Simplexes I x I verstanden, so daB 

also die Strecke p~ im allgemeinen eine krumme Linie des Rn ist); 
infolge der N ormalitat von 0 ist Pt ~ t C~) fur t > 0, also ist immer 
Pt =F t (P). Setzen wir 

--+ 
\)t(P) == Ptt(P), 

und lassen wir t stetig von 0 bis 1 laufen, so geht das ursprungliche 
Feld \) == \)0 in das Feld der Vektoren 

--+ 
\)1 (P) == 0 t (P) 

uber, ohne das jemals ein Vektor verschwindet. Daher hat \)1 auf x 
dieselbe Charakteristik wie \)0; die Charakteristik von \)1 auf x ist aber 
die Ordnung von 0 in bezug auf t (x), also der Grad von t (x) im Punkte 0 

(Kap. XII, § 2, Satz V); damit ist die Behauptung bewiesen. 
5. Die Fixpunkte affiner Abbildungen. Aus den vorstehenden Tat

sachen ergibt sich leicht der folgende Satz: 
x sei ein n-dimensionales Euklidisches Simplex des Rn, t eine solche 

affine A bbildung von x in den Rn , dafJ x c t (x) ist und dafJ aut ~ kein 
Fixpunkt liegt. Dann gibt es im Innern von x genau einen Fixpunkt, 
und zwar hat dieser den Index +1 oder -1, je nachdem t positiv oder 
negativ ist (Anh. II, § 1, Nr. 5). 

Beweis. Da das n-dimensionale Simplex x in dem Simplex y==t(x) 
enthaIten ist, ist auch y n-dimensional, die Abbildung t also nicht 
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singular, d. h. es existiert 1-1• Die Abbildung 1- 1 von 51 auf die Teil
menge x von 51 besitzt wenigstens einen Fixpunkt (dies folgt sowohl 
aus § 1, Nr. 4, a, als auch aus Nr. 3, a, des gegenwartigen Paragraphen, 
wenn man die Verschiebungsvektoren auf y betrachtet; vgl. Kap. XII, 
§ 2, Satz I a) ; ein solcher Fixpunkt ist zugleich Fixpunkt von I in x. Hatte I 
zwei Fixpunkte 0 1 , O2 in x, so wiirde wegen der Affinitat von I die 
ganze Gerade 01 0 2 punktweise festbleiben, also waren insbesondere die 
Schnittpunkte dieser Geraden mit i Fixpunkte, entgegen der Voraus
setzung iiber i. Es gibt also genau einen Fixpunkt 0 in x; dieser ist 
normal; mithin ist nach Nr. 4 sein Index gleich dem Grade der Ab
bildung I im Punkte 0, also +1 oder -1 je nach dem Vorzeichen 
von I. 

Bemerkung. Die Existenz eines Fixpunktes bei dieser affinen Ab
bildung I laBt sich natiirlich auch elementar, d. h. ohne Stetigkeits
betrachtungen mit den Hilfsmitteln der analytischen Geometrie, be
weisen. Aufgabe fiir den Leser! 

Wir werden den soeben bewiesenen Satz in § 3, Nr. 4, auf die im 
§ 1 betrachteten "Fixsimplexe" anwenden. 

6. Die topologische Invarianz des Fixpunktindexes. Wir zeigen 
jetzt, daB der Index des isolierten Fixpunktes 0 der Abbildung I topo
logisch invariant, d. h. von dem in G zugrunde gelegten Koordinaten
system unabhangig ist. Wir wissen zwar bereits aus Kap. XII, § 2, 
Nr. 8, daB der Index der Nullstelle 0 eines vorgegebenen Funktionen
systems (1) diese Invarianzeigenschaft besitzt; aber das System (1), 
das wir zu betrachten haben, ist ja selbst mit Hilfe eines speziellen 
Koordinatensystems definiert, und daher muB die Invarianz des Fix
punktindex gegeniiber einer topologischen Koordinatentransformation 
noch bewiesen werden. 

Die behauptete Invarianz besteht gewiB, falls 0 ein normaler Fix
punkt ist (Nr. 4); denn der lokale Abbildungsgrad ist, wie wir friiher 
bewiesen haben (Kap. XII, § 2, Nr. 8), topologisch invariant. 

Es sei jetzt 0 zwar nicht normal, aber "normalisierbar", d. h.: es gibt 
ein n-dimensionales Element x, das 0 im Innern enthalt, und eine stetige 
Abbildungsschar It (0 <: t ~ 1) mit 10 = lund folgenden Eigenschaften: 
keine Abbildung It besitzt einen Fixpunkt auf i, und 11 (i) ist fremd zu x 
(so daB also 0 bei der Abbildung 11 normal ist). Auch in diesem Fall 
ist der Index topologisch invariant: denn verstehen wir, nachdem ein 
Koordinatensystem @5 zugrunde gelegt ist, unter bt (P) die Verschie
bungsvektoren von It, so ist das Feld bt auf i fiir alle t frei von Null
stellen; es hangt stetig von t ab; daher ist seine Charakteristik auf x 
unabhangig von t; fiir t = 0 ist sie der Index ides Fixpunktes 0 von I, 
gemessen in dem Koordinatensystem @5 (denn i ist definitionsgemaB 
gleich der Charakteristik von bo auf irgendeinem krummen Zyklus z, 
in bezug auf den 0 die Ordnung Eins hat, und wir k6nnen z = x wahlen). 
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Dieser Index i ist daher zugleich der Index des normalen Fixpunktes a 
der Abbildung 11 - also unabhangig vom Koordinatensystem @). 

Fur den Beweis, daB der Index iedes isolierten Fixpunktes topo
logisch invariant ist, genugt es somit, zu zeigen: jeder isolierte Fix
punkt ist normalisierbar. Zum Zweck dieser Normalisierung legen wir 
ein Koordinatensystem zugrunde und wahlen ein beliebiges n-dimensio
nales Euklidisches Simplex .x - ("Euklidisch" im Sinne der Geometrie 
dieses Koordinatensystems) -, das a im Innern enthalt und im Defini
tionsgebiet G von I liegt (G enthalt keinen anderen Fixpunkt als a). 
Der Durchmesser von .x sei d. Dann verstehen wir fur jeden Punkt 
q c .x unter 1) (q) den Strahl, der in Richtung des Verschiebungsvektors 
b (q) von q ausgeht, unter cp (q) eine beliebige nichtnegative stetige 
Funktion in .x mit cp(a) = 0 und cp(P) = 1 fUr pc X, und unter It(q) 
fUr O:S::;; t <:: 1 den Punkt auf 1) (q) mit 

(} (It (q) , q) = (} (I (q) , q) + t d . cp (q) . 

Die Abbildungsschar It leistet eine Normalisierung des Fixpunktes o. 
Damit ist die Invarianz des Index vollstandig bewiesen. Man kann 

diesen Satz offenbar auch so aussprechen: 
o sei der einzige Fixpunkt der Abbildung I des Gebietes G c R n in 

diesen Rn. T sei eine topolagische Abbildung des R n aul sich (oder aul 
einen anderen Rn). Dann hat der Fixpunkt 0' = T(a) der Abbildung f' 
= TIT-l von G' = T(G) denselben Index wie o. 

7. Die Invarianz des Singularitatenindexes in einem Richtungsfeld. 
Es sei wieder G c Rn eine Umgebung des Punktes a, und in G sei ein 
stetiges Richtungsfeld b gegeben, das nur in a eine Singularitat besitzt. 
Der Index i ist gemaB Nr.1 definiert; gemaB Nr. 2 konnen wir ihn auch 
als Fixpunktindex deuten, indem wir jeden Punkt p ein gewisses Stuck 
Hings der in ihm ausgezeichneten Richtung verschieben. Die folgende Ver
allgemeinerung dieser Deutung ist fUr unsere weiteren Zwecke angebracht : 

Fur jeden Punkt p =F a bezeichne k (P) einen stetig differenzierbaren 
einfachen K urven bogen, der in p mit der Richtung b (P) beginn t; er 
sei auf einen Parameter t mit O:S::;; t <:: 1 so bezogen, daB p zum Werte 
t = 0 gehOrt; die Bogen sollen in folgendem Sinne stetig von p ab
hangen: Bezeichnet P (p ,t) den zum Parameterwert t gehorigen Punkt 
auf k (P), so ist P (P ,t) stetig in p und t. 

Es sei nun g(p) eine beliebige, in G erklarte stetige Funktion mit 
g(a) = 0 und 0 < g(p) <:: 1 fur p =F a; dann ist 1(P) = P(P, g(P)) eine 
stetige Abbildung mit 0 als einzigem Fixpunkt. Wir behaupten: Der 
Index if des Fixpunktes 0 der Abbildung list gleich dem Index i der 
Singularitat 0 des Feldes b. 

Beweis. Der Fixpunktindex if ist definitionsgemaB identisch mit 
dem Index der Singularitat a des Feldes der Richtungen 
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definieren wir fUr 0 < s < 1 die Richtungen 

b.(P) = PP(P, s· g(P)) 
und setzen wir auBerdem 

so geht, wahrend s stetig von 1 nach 0 Hiuft, das Feld der Richtungen b1 

stetig in das Feld der b iiber, ohne daB jemals eine von 0 verschiedene 
Singularitat entsteht. Daher ist jj gleich dem Index j der Singulari
tat 0 des Feldes b. 

Aus dem damit bewiesenen Satz und der in Nr. 6 bewiesenen In
varianz des Fixpunktindexes ergibt sich leicht eine wichtige Invarianz
eigenschaft des Indexes j einer Singularitat eines Richtungsfeldes. Bei 
der Definition von j wird auf ein bestimmtes Koordinatensystem Bezug 
genommen; die Begriffe des stetigen Richtungsfeldes und seiner iso
lierten Singularitat sind offenbar invariant gegeniiber stetig differen
zierbaren Koordinatentransformationen mit von Null verschiedener 
Funktionaldeterminante; daher besteht die Frage: 1st der Index i', 
den man bei Bezugnahme auf ein neues Koordinatensystem erhalt, 
gleich dem alten Index j? 

Die soeben gegebene Charakterisierung von j als Fixpunktindex bei 
der Abbildung I, die mit Hilfe der Bogen k (P) konstruiert wurde, zeigt, 
daB in der Tat i' = jist; denn da die Kurven k(P) auch in dem neuen 
Koordinatensystem stetig differenzierbar sind, ist I vollig unabhangig 
von der Wahl des Koordinatensystems. Es gilt also der Invarianz
satz: 

Der Index einer Singularitat eines Richtungsleldes ist invariant gegen
uber stetig ditferenzierbaren Koordinatentranslormationen mit von Null 
verschiedener F unktionaldeterminante. 

§ 3. Die algebraische Anzahl der Fixpunkte einer stetigen 
Abbildung eines Polyeders in sich. 

1. Die algebraisehe Anzahl regularer Fixpunkte. P sei ein Eukli
disehes homogen n-dimensionales Polyeder, I eine Abbildung von Pin 
sieh, 0 ein Fixpunkt von I. Der Fixpunkt 0 heiBe "regularer Fixpunkt" 
von P, wenn er 1) "regularer Punkt' , von P ist (Kap. X, § 3, Nr.4), 
wenn er also in einer n-dimensionalen "Euklidisehen" offenen Teil
menge G von P liegt, 2) isoliert (d. h. in einer gewissen Umgebung von 
sich der einzige Fixpunkt) ist. Infolge der Stetigkeit von I liegt das 
Bild jedes hinreichend kleinen, 0 enthaltenden Teilgebietes von G eben
falls in G; indem wir Gals Teil eines Rn auffassen, ist daher dem 
Fixpunkt 0 ein Index zugeordnet. Wenn I nur regulare Fixpunkte be
sitzt, so nennen wir deren Indexsumme die "algebraische Anzahl" 
der Fixpunkte von I; sie ist durch den H omologietypus von I vollstandig 
bestimmt, denn es gilt 
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Satz I. Besitzt die Abbildung I des homogen n-dimensionalen Poly
eders P in sich nur regulare Fixpunkte, so ist deren algebraische Anzahl 
gleich (-1 tAl' wobei AI die Lelschetzsche Zahl von list. 

Wir werden diesen Satz in Nr.3, 4, 5 beweisen. Er ist eine Ver
scharfung des Existenzsatzes in § 1; die Aussagen uber die dort (§ 1, 
Nr.4) behandelten Beispiele lassen sich jetzt verfeinern: 1st P'(P) = 0 
lur r > 0 und P zusammenhangend, so ist die algebraische Fixpunktzahl 
ieder Abbildung (mit nur regularen Fixpunkten) gleich (_1)n; ist P 
belie big und I zu der Identitat homotop, so ist die Anzahl gleich (-1)n mal 
der Charakteristik von P; ist I eine Abbildung der Sphare sn in sich vom 
Grade c, so ist die algebraische Fixpunktzahl gleich (_1)n + c,' usw. 

2. Der allgemeine Fixpunktsatz. Auch auf Abbildungen mit be
liebigen Fixpunktmengen, fur die also die algebraische Anzahl zunachst 
gar nicht erklart zu sein braucht, laBt sich der Satz I ausdehnen, und 
zwar auf Grund von 

Satz II. Jede Abbildung von P in sick lapt sick lur iedes e> 0 
durch Abbildungen e-approximieren, die nur regulare Fixpunkte besitzen. 
Bei hinreichend kleinem e haben alle diese Abbildungen die gleiche alge
braische Fixpunktzahl. 

Die laut der zweiten Behauptung dieses Satzes existierende Zahl 
durfen wir die "algebraische Fixpunktzahl von I" nennen. Dann gilt 
der allgemeine Fixpunktsatz: 

Satz Ia. Fur iede Abbildung I von P in sich hat die algebraische 
Fixpunktzahl von I den Wert (-1)nAf . 

Der zweite Teil des Satzes II und der Satz I a sind sofort aus dem 
Satz I zu folgern: Wenn die Approximation so gut ist, daB die appro
ximierenden Abbildungen denselben Homologietypus wie f haben 
(Kap. VIII, § 3), so haben sie insbesondere aile dieselbe Lefschetzsche 
Zahl AI' und diese ist nach Satz I gleich der algebraischen Fixpunkt
zahl jeder einzelnen dieser Abbildungen. 

3. ReguHi.re Fixpunkte simplizialer Abbildungen. Es bleiben also 
Satz lund der erste Teil des Satzes II zu beweisen; wir verscharfen 
diesen Teil des Satzes II zunachst noch, indem wir von den approxi
mierenden Abbildungen sogar fordern, daB sie simplizial sind. Bevor 
wir diese Verscharfung formulieren, werden wiraber fUr die Eigen
schaft einer simplizialen Abbildung, nur regulare Fixpunkte zu be
sitzen, eine einfache hinreichende Bedingung angeben: 

I sei eine simpliziale Abbildung der Unterteilung K2 des homogen 
n-dimensionalen Komplexes Kl in den Komplex K 1 . Wenn es kein 
r-dimensionales Fixsimplex mit r < n gibt, so gibt es nur regulare Fix
punkte, und zwar genau einen in iedem n-dimensionalen Fixsimplex 
von Kg. 

In der Tat: Es gebe kein r-dimensionales Fixsimplex mit r < n; 
o sei ein Fixpunkt, x das Simplex von K 2 , das ihn tragt (d. h. im 
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Innern enthalt); dann ist I x I Fixsimplex, also n-dimensional; auf x 
liegt kein Fixpunkt, da das einen solchen tragende Simplex ein hoch
stens (n -1)-dimensionales Fixsimplex ware; folglich ist (§ 2, Nr. 5) 
o der einzige Fixpunkt in X, also regular. DaB andererseits jedes Fix
simplex einen Fixpunkt enthalt, folgt eben falls aus § 2, Nr. 5. 

Die angekiindigte Verscharfung des ersten Teiles des Satzes II laBt 
sich jetzt so aussprechen: 

Approximationssatz. Zu ieder Abbildung f des homogen n-dimen
sionalen Polyeders P = K in sich und iedem 8 > 0 gibt es eine simpli
ziale Approximation f' mit folgenden Eigenschaften: 1) es gibt kein 
r-dimensionales Fixsimplex mit r < n; 2) Q(I', f) < 8. 

4. Zuriickfiihrung auf den Approximationssatz. AuBer dem Appro
ximationssatz haben wir noch den Satz I zu beweisen; wir fiihren den 
letzteren auf den Approximationssatz zuruck, den wir also vorlaufig 
als bewiesen annehmen: 

f erfulle die Voraussetzungen des Satzes I, 0i seien die endlich
vielen Fixpunkte von f. Fur jedes i sei Gi ein 0i enthaltendes n-dimen
sionales Euklidisches Gebiet von K und Xi ein n-dimensionales Teilsim
plex 1 von Gi , das 0i im Innern enthalt und so klein ist, daB auch f(xi ) 

im Innern von Gi liegt. Die Entfernung e (liP), P) hat fUr p c p-~ 2ii 
i 

ein positives Minimum b. Ferner gibt es nach § 2, Nr. 3, b, zu jedem i 
ein solches positives ai [namlich das Minimum von e (I (P), P) auf Xi]' 
daB jede Abbildung f' mit e (I', I) < ai in xi dieselbe algebraische Fix
punktzahl hat wie I. 

Es sei nun 8 eine positive Zahl, die kleiner als b und als alle ai ist; 
ferner sei f' eine s-Approximation von I, die die im Approximationssatz 
genannten Eigenschaften besitzt. Infolge von s < b hat f' auBerhalb 
der Xi keinen Fixpunkt; aus 8 < ai folgt, wie schon gesagt, daB f' 
dieselbe algebraische Fixpunktzahl wie f in jedem Xi besitzt; aus beiden 
Tatsachen folgt, wenn wir mit] und ]' die algebraischen Fixpunkt
zahlen von f bzw. f' in P bezeichnen: 

(1 ) ]' = J. 

Andererseits ist f' mit f homotop (Kap. VIII, § 3, Nr. 2), also erst 
recht (vollstandig) homolog (Kap. VIII, § 3, Nr. 3), so daB also InS

besondere 
(2) 
ist. 

Auf Grund von (1) und (2) ist die zu beweisende Behauptung 

1 I Xi I solI ein Euklidisches Simplex im Sinne einer Euklidischen Geometrie 
in G, sein. Fur i t f seien Xi und Xj disjunkt. 
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gleichbedeutend mit 
(3) 

Wir haben uns also nur davon zu uberzeugen, daB der Satz I fiir jede 
simpliziale Abbildung gilt, die kein r-dimensionales Fixsimplex mit 
r < n besitzt. Fur eine solche Abbildung /' ist aber, in der Bezeich
nung aus § 1, SLr = 0 fur r < n, und die Formel (7) aus § 1 lautet 
daher: 
(4) SP = (-1tA f'; 

dabei ist SLn die Anzahl der n-dimensionalen positiven Fixsimplexe 
vermindert urn die Anzahl der n-dimensionalen negativen Fixsimplexe. 
Nach § 2, Nr. 5, ist diese Differenz gleich der Summe der Indexe in 
den n-dimensionalen Fixsimplexen; folglich ist, da es andere Fixpunkte 
nicht gibt, 
(5) SLn=]'. 

Aus (4) und (5) folgt die Behauptung (3). Damit ist der Satz I 
auf den Approximationssatz zuruckgefUhrt, der allein noch zu beweisen 
bleibt. 

5. Beweis des Approximationssatzes: Da man jede Abbildung be
liebig gut simplizial approximieren kann, durfen wir I von vomherein 
als simpliziale Abbildung einer Unterteilung Ko von K in den Komplex K 
annehmen; wir durfen ferner, bei vorgegebenem s, annehmen, daB die 
Durchmesser der Simplexe von K kleiner als d mit 2 nd = s sind; und 
schlieBlich durfen wir, da wir Ko einer beliebigen Folge beliebig fein 
werdender Unterteilungen von K entnehmen konnen (vgl. Kap. VIII, 
§ 2), voraussetzen, daB Ko eine Unterteilung der baryzentrischen Unter
teilung K* von Kist. 

Wir werden eine mit I beginnende Kette 

1=/0,/1,/2' ···,In=/' 
von Abbildungen von P in sich mit folgenden Eigenschaften kon
struieren: 

1) Ir ist eine simpliziale Abbildung einer Unterteilung Kr von K 
in K und besitzt fUr s < r kein s-dimensionales Fixsimplex; 

2) e(/"lr+1) <2d; 
3) Kr ist eine Unterteilung von K*. 

Dann wird der Satz bewiesen sein; denn t' besitzt kein Fixsimplex 
von einer Dimension s < n, und es ist e (I' (P), 1(P)) < n . 2d = s; [die 
Eigenschaft 3) verlangen wir nur mit Rucksicht auf den durchzu
fUhrenden InduktionsschluBJ. 

Wir durfen annehmen, daB Ir fur ein gewisses r < n bereits vor
liegt, und wir haben Ir+1 zu konstruieren. 

Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen: 
a) Ein r-dimensionales Simplex einer Unterteilung K' von K heiBe 

ein "Hauptsimplex" (in bezug auf K), wenn es der Unterteilung eines 
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r-dimensionalen Simplexes von K angehort (und nicht nur Unter
teilungen von hoherdimensionalen Simplexen). 1st K" eine Unter
teilung von K', so ist ein 1'-dimensionales Siniplex von K", das Haupt
simplex in bezug auf Kist, offenbar auch Hauptsimplex in bezug 
auf K', und zwar entsteht es bei der Unterteilung eines 1'-dimensionalen 
Hauptsimplexes von K'. Ferner ist klar: Jedes Fixsimplex einer sim
plizialen Abbildung von K' in Kist Hauptsimplex. 

b) Fur jedes Simplex I x I verstehen wir unter Ix die Menge der 
inneren Punkte von x, also derjenigen Punkte, deren Trager I x list. 
1st y ein zweites Simplex desselben Komplexes, so sind die beiden 
Aussagen "Ixl ist Seite von I y I" und "y. I x =!= 0" offenbar miteinander 
gleichbedeutend. Daher lassen sich die in Kap. III, § 1, Nr. 7, ein
gefiihrten Komplexe und Mengen fur jedes Simplex I x I von Kr fol
gendermaBen charakterisieren: 

der Komplex 5 Kr (I x) besteht aus denjenigen Grundsimplexen von 
K r , die I x I als Seite besitzen, und aus den Seiten dieser Grundsimplexe; 

der Komplex B Kr (I x) besteht aus denjenigen Nebensimplexen von 
5 Kr (I x), die I x I nicht als Seite enthalten; 

ein Punkt P gehort dann und nur dann zu der offenen Menge 
OKr(lx) = SKr(lx) - BKr {lx)' wenn I x I Seite des Tragersimplexes 
von P ist. 

Hieraus ist insbesondere ersichtlich: Wenn x ein 1'-dimensionales 
Simplex ist, so hat fUr s < l' kein s-dimensionales Simplex von K, 
einen Punkt mit OKr (Ix) gemeinsam, und das einzige 1'-dimensionale Sim
plex, das Punkte mit OKr(lx) gemeinsam hat, ist x selbst. 

c) Aus der Definition der baryzentrischen Unterteilung K* von K 
ergibt sich leicht: Jedes s-dimensionale Simplex von K* hat fiir jedes 
l' <s hOchstens ein 1'-dimensionales Hauptsimplex als Seite; daher hat, 
da Kr Unterteilung von K* ist, auch jedes s-dimensionale Simplex 
von K, hOchstens ein 1'-dimensionales Hauptsimplex (in bezug auf K) 
als Seite. Sind also x', y' 1'-dimensionale voneinander verschiedene 
Hauptsimplexe (in bezug auf K) von K" so gibt es kein Simplex 
von K" das sowohl x' als auch y' als Seite besitzt; mithin haben 
o Kr (I x') und 0 Kr (1 yr) keinen gemeinsamen Punkt. -

6. Wir betrachten jetzt die Abbildung I,; ihre 1'-dimensionalen Fix
simplexe seien xi (i = 1,2, ... , k); da sie Hauptsimplexe sind, sind 
OKr(lxi) und OKr(lx'j) fUr i =!= i fremd zueinander (nach Nr. 5, c). 
Wir werden den Ubergang von Ir zu 1,+1 dadurch ausfUhren, daB 
wir Ir in jeder einzelnen Menge OKr(lxi) abandern, in P - .1;OKr(lxi) 
ungeandert lassen. i 

Zum Zweck der Abanderung nehmen wir eine Unterteilung von 
5 Kr (I xi) vor: Pi sei ein fester innerer Punkt von xi; zuerst konstruieren 
wir die Zentralunterteilung von xi in bezug auf I xi I mit Pi als Zentrum 
(Kap. III, § 2, Nr. 2); darauf wahlen wir in jedem (1' + 1 )-dimensionalen 

Alexandroff·Hopf, Topologie 1. 35 
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Simplex yr+1, das xi als Seite besitzt, einen inneren Punkt q und kon
struieren die Zentralunterteilung von yr+1 in bezug auf den bereits 
untergeteilten Randkomplex von yr+1 mit q als Zentrum; darauf 
verfahren wir ebenso mit den (r + 2)-dimensionalen Simplexen yr+2, 
die xi als Seite besitzen, indem wir in jedem von ihnen einen in
neren Punkt auszeichnen. So fahren wir fort bis zu den n-dimensio
nalen Simplexen von 5 Kr (I xi). Es entsteht eine Unterteilung Si von 
5 Kr (I xi), bei der aber kein Simplex des Begrenzungskomplexes B Kr (I xi) 
untergeteilt worden ist; daher bilden die Si zusammen mit den nicht 
zu ihnen gehorigen Simplexen von Kr eine Unterteilung Kr+! von Kr.l 

Urn Ir+1 zu definieren, setzen wir zunachst fest, daD fur jeden Eck
punkt von Kr+ l' der nicht zu einem Si gehort, sowie fUr j eden Eck
punkt eines B K, (I xi) die Abbildung Ir+! mit Ir ubereinstimmt. Es bleibt 
1r+1 in jedem einzelnen Si zu erklaren 1 . Die inneren Punkte, die wir 
bei der Konstruktion von Si in den Simplexen yS (s> r) gewahlt haben, 
mogen q;., A = 1, 2, ... , heiDen. Es soIl nun Ir+! (q),) ein beliebiger Eck
punkt des Bildsimplexes I Xi I = Ir (I xi I) sein; dagegen sei Ir+! (Pi) ein 
nicht zu IXil gehOriger Eckpunkt von SK(IXi); da r < n ist, gibt 
es einen so1chen Punkt. Wir haben uns davon zu uberzeugen, daD 
durch diese Eckpunktzuordnung eine simpliziale Abbildung von Si be
stimmt ist, daD also die Bilder der Eckpunkte jedes Simplexes I y' I 
von Si ein Simplex in K, und zwar in SK(IXi) , bilden. Wir unter
scheiden zwei Falle. Erstens: A sei Eckpunkt von I y' I ; dann besitzt i y' I 
als weitere Eckpunkte noch Eckpunkte von I xi lund Punkte q;.; das 
System der Eckpunktbilder besteht also aus dem Eckpunkt Pi = Ir+1 (Pi) 
von 5 K (IXi') und aus Eckpunkten von I Xi' I ; nach Definition von 5 K (I Xi) 
liegt ein so1ches Punktsystem auf einem Grundsimplex von 5 K (IXi'). 
Zweitens: A sei nicht Eckpunkt von I y' I; dann sind die Eckpunkte 
von I y' I teils Punkte q)" teils Eckpunkte eines Simplexes I Y I von 
B K, (I xi'); das System der Bildpunkte besteht also aus einer Seite 
von IXil und, da SKr(Ixi) durch If in SK(IXi) abgebildet wird, aus 
dem Simplex Ir (I Y I) von 5 K (IXi) , es bildet also eben falls nach der 
Definition von SK(IX'i) ein Simplex von SK(IXi). 

Die somit in jedem Si erklarte Abbildung bildet zusammen mit der 
Abbildung Ir' die wir auDerhalb der Si beibehalten, eine simpliziale 
Abbildung Ir+1 von Kr+1 in K. Wir haben zu zeigen, daD sie die oben 
aufgezahlten Eigenschaften 1), 2), 3) besitzt. 

Sie hat die Eigenschaft 3), da Kr+! Unterteilung von Kr und Kr Unter
teilung von K* ist. Sie hat die Eigenschaft 2); denn If+1 unterscheidet 
sich von Ir nur in den Mengen OK,(Ix.i'} , es ist sowohl Ir+1 (OKr(I xi)) 
C s;;[lXfj als auch Ir(OK,(Ixi)) c SK(IXD, und der Durchmesser von 
SK(IXD ist kleiner als 2 d. Urn zu beweisen, daD Ir+1 auch die Eigen-

1 Man beachte: Zufolge der SchluBbehauptung von Nr. 5 sind OK,(I x;) und 

OK, (Ix;), und daher auch si und S;, zueinander fremd (i * f). 
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schaft 1) besitzt, haben wir ein beliebiges s-dimensionales Simplex 1 y' 1 

von Kr+1 mit s <:: r zu nehmen und zu zeigen, daD es nicht Fixsimplex ist. 
Dies ist klar, falls 1 y' 1 zu dem Komplex Kr+1 - LSi + 2: B Kr (I xi) 

i i 

gehort; denn dann stimmt Ir+! mit If iiberein; aber Ir besitzt nirgends 
ein s-dimensionales Fixsimplex mit s < r und in dem genannten Kom
plex auch kein r-dimensionales Fixsimplex 1 xi I. Falls 1 y' 1 nicht diesem 
Komplex angehort, so hat y' mit einem OK,(Ixi) gemeinsame Punkte; 
da nach Nr. 5, a) nur Hauptsimplexe als Fixsimplexe in Frage kommen, 
diirfen wir annehmen, daD y' Hauptsimplex ist; y sei das s-dimensio
nale Simplex von K r , bei dessen Unterteilung y' entstanden ist; da 
auch y mit demselben OK,(Ixi"l Punkte gemeinsam hat, ist nach dem 
SchluJ3satz von Nr. 5, b) 1 y 1 = 1 xi I; folglich ist y' eines der Simplexe, 
die bei der Zerlegung von xi' entstehen und A als Ecke haben. Da 1 xi 1 

Fixsimplex von If ist, ist 1 Xi 1 = Ir (I xi I) dasjenige Simplex von K, bei 
dessen Unterteilung xii und bei dessen weiterer Unterteilung y' ent
steht; ware 1 y' 1 Fixsimplex von Ir+!' so miiDte also Ir+1 (I y' I) = 1 X; 1 sein; 
dies ist aber nicht der Fall, da Ir+11.:P;) = Pi infolge der Konstruktion von 
If+1 nicht Ecke von 1 xr 1 ist; somit ist 1 y' I in keinem FaIle Fixsimplex. 

Damit ist der Approximationssatz bewiesen. 
7. Bemerkungen tiber den Begriff der "Anzahl" von Fixpunkten. Die "alge

braische" Anzahl von Fixpunkten, die wir hier behandelt und bestimmt haben, 
darf natiirlich nicht mit der "wirklichen" Anzahl a, der Fixpunkte einer Abbil
dung t, wie sie sich bei naiver Abzahlung ergibt, verwechselt werden. Offen bar 
ist dann und nur dann die absolut genommene algebraische Anzahl I A, I = at, 
wenn entweder aile Fixpunkte den Index + 1 oder aile den Index -1 haben. 
Nennen wir einen Fixpunkt "einfaeh", wenn sein Index ± 1 ist, so gilt ferner: 
Wenn f nur einfache Fixpunkte hat, so ist at? IA,]; denn ist p die Anzahl der 
Fixpunkte mit dem Index + 1, q die Anzahl derjenigen mit dem Index -1, so 
ist P + q = ar, p - q = A r . Dieser Fall, in dcm somit die Kenntnis von At 
cine wichtige Aussage iiber die wirkliehe Fixpunktzahl zu maehen gestattet, 
kann bei vielen Anwendungen in einem gewissen Sinne als der "allgemeine" Fall 
gelten, wahrend man das Auftreten eines Fixpunktes mit einem von ±1 ver
schiedenen Index als "Ausnahme" ansehen darf (vgl. § 2, Nr. 3, c). Daher k6nnen 
wir sagen: ,,1m allgemeinen" ist die Anzahl ar der Fixpunkte;e> IArl. 

Wenn wir aber iiber die Einfaehheit der Fixpunkte keine Annahme machen, 
so gibt uns A, nur wenig Auskunft iiber a,. Nun verdient die Zahl at als Aus
druek einer zufalligen Eigensehaft der einzelnen Abbildung f kein allzu groBes 
Interesse; wir werden als wesentliehe, nieht zufallige, Eigensehaften einer Ab
bildung f ja immer diejenigen ansehen, die sieh bei stetiger Abanderung von f 
nieht andern, die also Invarianten der Abbildungsklasse sind. Man wird daher 
nieht naeh der Zahl at, vielmehr naeh einer fiir aile Abbildungen der Klasse von f 
giiltigen unteren Schranke der Anzahl der Fixpunkte fragen und somit definieren: 
At sci die Mindestzahl von Fixpunkten, die eine Abbildung aus der dureh f be
stimmten Klasse besitzt (daB A, fiir jede Klasse endlieh ist, ergibt sieh aus dem 
Approximationssatz der vorigen Nummer). Ahnlieh wie Ar kann man aueh die 
Zahl A; als Mindestzahl von Fixpunkten einer Abbildung von demselben Homo
logietypus wie f einfiihren. Offenbar ist at?;' At?;, A;. 

Die Nielsensehe Theorie der Fixpunktklassen, auf die wir im 3. Bande ein
gehen werden, maeht sieh die Untersuehung von At zur Aufgabe. Jetzt wollen 

35* 
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wir nur darauf hinweisen, daB kein allgemeiner sichtbarer Zusammenhang zwi
schen At und A, besteht. Zwar folgt aus A, =1= 0 naturlich At > 0; jedoch habell 
wir schon an dem Beispiel einer Abbildung der Lemniskate in sich in § 1, Nr. 5, 
gesehen, daB At> A, = 0 sein kann. Fur den umgekehrten Fall At < A, liefern 
die Abbildungen der Kugelflache 52 einfache Beispiele: Man fasse 52 als Ebene 
mit unendlich fernem Punkt auf, unterwerfe die Ebene einer Translation und 
halte den unendlich fernen Punkt fest; das ist eine Abbildung von 52 auf sich 
vom Grade 1, also ist At = 2, aber At = 1. Andererseits ist At = A, z. B. bei 
den Abbildungen eines Simplexes in sich (A, = A, = 1) oder bei den in § 1, Nr. 5, 
behandelten Abbildungen einer Kreislinie in sich mit dem Grade c; bei diesen 
Abbildungen ist Ar = 1 - c, Ar = 11 - cl. 

§ 4. Richtungsfelder in geschlossenen Mannigfaltigkeiten. 
1. Vorbemerkungen tiber differenzierbare Mannigfaltigkeiten. 

Eine geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit Mist ein endliches 
homogen· n·dimensionales Polyeder ohne singuHire Punkte (vgl. Kap. X, 
§ 3, Nr. 9); jeder Punkt besitzt daher eine Umgebung, die ein n-dimen
sionales "offenes Element", d. h. dem Innem eines n-dimensionalen 
Simplexes homoomorph ist. ~ sei eine Dberdeckung von M mit offenen 
Elementen; in jedem dieser Elemente HiBt sich ein Cartesisches Koordi
natensystem auszeichnen; dann liegt in jedem Gebiete von M, das 
zwei verschiedenen Elementen von ~. angehort, eine Transformation 
des einen in das andere Koordinatensystem vor. Wir definieren: M heiBt 
eine "differenzierbare" Mannigfaltigkeit, wenn eine solche Dberdeckung ~ 
und eine Auszeichnung solcher Koordinatensysteme in den Elementen 
von ~ moglich ist, daB alle Koordinatentransformationen. die im Durch
schnitt je zweier Elemente stattfinden, stetig differenzierbar mit von 
Null verschiedener Funktionaldeterminante sind. 

M sei von ietzt an immer eine differenzierbare M annigfaltigkeit1 • 

AuBer den urspriinglich in den Elementen von ~ ausgezeichneten Ko
ordinatensystemen ist noch jedes Koordinatensystem "zuHissig", das 
in einem Gebiet von M erkHirt ist und wieder die Eigenschaft hat: 
in jedem Teilgebiet von G, das gleichzeitig einem Element E von ~ 
angehort, geschieht der Dbergang zu dem urspriinglich in E ausgezeich
neten System durch eine "zulassige", d. h. stetig differenzierbare Trans
formation mit von Null verschiedener Funktionaldeterminante. Die 
Zusammensetzung zulassiger Transformationen fiihrt offenbar immer 
zu zulassigen Koordinatensystemen. 

In M haben jetzt Begriffe wie "differenzierbare Funktion", "diffe
renzierbare Kurve" und "Richtung" einen wohlbestimmten Sinn, denn 
sie sind ja in bezug auf jedes zulassige Koordinatensystem so erklart, 
daB sie bei zulassigen Transformationen erhalten bleiben2 • 

1 Ob man jede Mannigfaltigkeit zu einer differenzierbaren machen kann, ist 
nicht bekannt. 

2 Unter einer .. Richtung" verstehen wir immer eine "Richtung in einem 
Punkt" von M, oft auch "orientiertes Linienelement" genannt. 
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2. Wichtig ist fiir uns die folgende Eigenschaft ~ einer differenzier
baren Mannigfaltigkeit M: 

Eigenschalt ~: Jeder Richtung ~ in M lii(Jt sich ein stetig differen
zierbarer einlacher Kurvenbogen k (~) in M mit lolgenden Eigenschalten 
zuordnen: ~ ist die Anlangsrichtung von k(~); ieder Bogen k(£l) ist aul 
einen Parameter t mit 0 <: t <: 1 bezogen; bezeichnet P (~, t) den zum 
Parameterwert t gehorigen Punkt aul k (~), so ist P (~, 0) der Triiger
punkt der Richtung ~; die Punkte P (~, t) hiingen stetig von ~ und t ab 1• 

Wir verzichten hier, urn nicht zu weit abzuschweifen, auf den Beweis 
des Satzes, daJ3 iede differenzierbare Mannigfaltigkeit die Eigenschaft ~ 
besitzt; wir fiigen vielmehr der Annahme, daJ3 M differenzierbar ist, 
noch die we it ere Annahme hinzu: M besitzt die Eigenschalt~. In 
vielen Fallen, die fiir Anwendungen von Interesse sind, wird iibrigens 
in M von vornherein ein Kurvensystem k (~) mit den genannten Eigen
schaften vorliegen; z. B. wenn Meine Riemannsche Differentialgeometrie 
tragt, in Gestalt geodatischer Bogen. 

3. Richtungsfelder und ihre Singularitaten in Mannigfaltigkeiten. 
NI ist immer eine geschlossene differenzierbare Manniglaltigkeit mit der 
Eigenschalt ~. Ebenso wie der Begriff der "Richtung" hat der Begriff 
des stetigen "Richtungsfeldes" in Moder einem Teil von Meinen 
Sinn, unabhangig von dem speziellen Koordinatensystem, das man aus 
der Gesamtheit der zugelassenen Systeme gerade auswahlt; dasselbe 
gilt von dem Begriff der "isolierten Singularitat" eines Richtungsfeldes 
und ihres "Index"; daJ3 insbesondere der Index bei zulassigen Koordi
natentransformationen ungeandert bleibt, ist in § 2, Nr. 7 gezeigt worden. 

Sat z 1. Die Summe der I ndexe der Singularitiiten eines stetigen 
Richtungsleldes mit endlich-vielen Singularitiiten in Mist gleich der 
Eulerschen Charakteristik X (M) . 

Beweis. Es seien: ~ das Richtungsfeld; ~(p) die Richtung von S) 

im Punkte p; 0i die Singularitaten, ii ihre Indexe (i = 1, 2, ... , m), 
k (~) Kurvenbogen, wie sie in M kraft der Eigenschaft sr existieren 
(Nr. 2); r(p) fiir jeden Punkt pc M die kleinere der beiden Zahlen 1 
und e (P, 2' oil 2 • Ferner habe P (~, t) dieselbe Bedeutung wie in N r. 2; 
wir set zen fiir 0 <: s <: 1 

(1) { Is(P) = P(~(P), s· r(p)) 

Is(Oi) - 0i' 

fiir P;fOi' i=1,2, ... ,m, 

Dann ist 11 eine stetige Abbildung von M in sich mit den Fixpunk
ten 0i; die Indexe dieser Fixpunkte sind nach § 2, Nr. 7 gleich den In
dexen ii' Andererseits ist 11 mit der identischen, jeden Punkt sich 

1 Dabei ist die Gesamtheit der 5 in naheliegender Weise als topologischer 
Raum aufzufassen rder ubrigens eine (2n-l)-dimensionale geschlossene Mannig
faltigkeit istJ. 

2 Falls keine Singularitat vorhanden ist, sei r (p) = 1 fur aIle p. 
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selbst zuordneIiden Abbildung f 0 homotop, wie man unmittelbar aus 
(1) sieht; daher ist die Indexsumme der Fixpunkte nach § 3, Nr. 1. 
gleich (-1) n X (M) . Es ist also 

(2) ~ii = (-1)"X(M). 
i 

Fur gerades n ist damit der Satz I bewiesen. 1st n ungerade, so 
haben wir gezeigt, daB 

(3) ~ii = -X(M) 
i 

ist. Nun hat aber das Feld '1), das aus den Richtungen ~ (p) besteht, die 
zu den s(P) entgegengesetzt sind - der Begriff der "entgegengesetzten" 
Richtungen ist offenbar invariant gegenuber den zuHissigen Koordinaten
transformationen -. dieselben Singularitaten a;, und fUr die zu
gehorigen Indices ii gilt ebenfalls 

(3') ~~ =·-X(M). 
i 

Andererseits ist nach § 2, Nr. 3, d 

(4) 1i == -ii· 
Aus (3), (3'), (4) folgt 

(5) ~ii = X(M) = O. 

Damit ist der Satz I auch fUr ungerades n bewiesen. 
Zugleich ist gezeigt worden, daB X (M) = 0 fUr ungerades n ist 1 -

allerdings nur unter der Voraussetzung, daB es in M ein Richtungs
feld mit (hochstens) endlich-vielen Singularitaten gibt. Diese Voraus
setzung ist aber immer erfullt; dadurch gewinnt auch der Satz I selbst 
an Interesse; es gilt sogar 

Sat z II. In ieder differenzierbaren. M annigfaltigkeit 2 M gibt es 
Richtungsfelder mit endlich-vielen Singularitiiten und sagar Richtungs
felder mit einer einzigen Singularitiit. 

Dem Beweis schicken wir einen Hilfssatz vorau: 
Hilfssatz. In ieder n-dimensianalen Pseudamannigfaltigkeit lassen 

sich die n-dimensianalen Simplexe in eine solche Reihenfalge X~, Xi!, ... , 
X::'-l, X::, bringen, dafJ es tiir iedes i < m eine (n-1)-dimensianale 
Seite X:-l von Xf gibt, die keinem Xi, mit if < i angehOrt. 

Beweis. Wir werden eine Reihenfolge herstellen, so daB jedes Xi 
mit i < m eine Seite Xf-1 besitzt, die zugleich einem Xi mit i> i 
angehort; da es sich urn eine Pseudomannigfaltigkeit handelt, liegt 
Xf-1 daun auf keinem X~ mit i' =F i, if =F i, also mit i' < i. 

X::, wahlen wir beliebig, X::'-l so, daB X;;. und X~~-l eine gemein
same (n-1)-dimensionale Seite haben. X::" X::'_l, ... , Xi+! seien 
schon in der gewiinschten Weise gewahlt (i ~ 1). Da eine Pseudo-

1 Vgl. Satz IV und die Fu6note auf S. 552. 
2 Die Eigenschaft ~ setzen wir immer stillschweigend voraus. 
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mannigfaltigkeit vorliegt, hat der Komplex K = X~ + ... + Xi+! 
eine (n-1)-dimensionale Seite Xf- I mit dem komplementaren Kom
plex K' gemeinsam; das n-dimensionale Simplex von K', auf dem Xf- 1 

liegt, sei Xi. So entsteht die gewiinschte Anordnung. 
Beweis des Sa tzes II. Es gibt eine Zahl 1" > 0 so, daB jede 

Menge mit einem Durchmesser < 1" ganz in einem Gebiet enthalten 
ist, in dem ein ausgezeichnetes Cartesisches Koordinatensystem vor
liegt (Kap. II, § 3, Nr. 2). Wir betrachten eine Simplizialzerlegung von M, 
deren Simplexe Durchmesser < 1" haben, so daB also jedes n-dimensio
nale Simplex Xi ganz in ein zugelassenes Koordinatensystem Ui ein
gebettet ist. Die Xi seien so geordnet, wie es dem "Hilfssatz" entspricht. 

Wir konstruieren zunachst in Xl + X2 + ... + Xm - 1 ein Rich
tungsfeld ::D ohne Singularitat, und zwar fUhren wir die Konstruktion 
der Reihe nach fUr Xl' X2 , ..• durch. In Xl wird das Feld durch 
eine beliebig gew1ihlte Abbildung von Xl in die Richtungskugel von UI 

bestimmtl. 'l) sei bereits fUr Xl + X2 + ... + Xi-I, i < m, kon
struiert. Falls Xi iiberhaupt fremd zu allen Xi' mit i' < i ist, konnen 
wir auch in Xi das Feld durch eine ganz beliebige Abbildung auf die 
Richtungskugel von ~ festlegen; hat Xi mit Xl + X 2 + ... + X i - I 

einen nicht leeren Durchschnitt, so besteht dieser, da die Simplexe 
dem Hilfssatz entsprechend geordnet sind, nur aus einem echten Teil
komplex K von I Xi [. Die in K schon erklarten Richtungen vermitteln 
eine Abbildung von K in die (n -1)-dimensionale Richtungskugel 
von Ui ; da K als echter Teil der Sphare I Xi I keinen (n -1)-dimensio
nalen Zyklus enthalt, laBt sich diese Abbildung zu einer Abbildung 
von Xi in diese Richtungskugel erweitern (Kap. XIII, § 1, Satz 22); 
dieser Erweiterung der Abbildung entspricht eine Erweiterung des 
Richtungsfeldes auf Xi' So konstruiert man das Feld 'l) ohne Singu
laritat schlieBlich in allen Xi mit i < m. 

Damit ist 'l) auch auf Xm festgelegt. Po sei ein innerer Punkt von Xm; 
wir definieren Richtungen in Xm - Po durch die Festsetzung: 1st r 
irgendein Randpunkt von Xm , so sollen in allen von Po verschiedenen 
Punkten der Strecke por die Richtungen der Richtung in r parallel 
sein - "parallel" natiirlich im Sinne des Koordinatensystems Um • 

Damit ist in M ein Richtungsfeld mit der einzigen Singularitat p 
konstruiert. 

Auch die durch den Satz II nahegelegte Frage nach der Existenz 
von Richtungsfeldern, die iiberhaupt keine Singularitat haben, konnen 
wir jetzt vollstandig beantworten: 

1 Z. B. sei das Bild von Xl ein einziger Punkt der Richtungskugel. 
a Der Leser miige sich klarmachen, daB wir hier nur einen fast trivialen 

Spezialfall dieses Satzes brauchen, den man ganz elementar beweisen kann. Der 
oben benutzte Satz ist iibrigens in dem Hilfssatz A des Anhanges zum Kap. X 
enthalten. 
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Satz III. In der Mannigfaltigkeit M gibt es dann und nur dann 
Richtungsfelder ohne Singularitat, wenn die Eulersche Charakteristik 
X(M) = 0 ist. 

Beweis. Wenn es in M ein Feld ;r, ohne Singularitat gibt, so ist 
dessen Indexsumme gleich Null, also nach Satz I X(M) = O. 1st 
andererseits X (M) = 0, so konstruiere man zunachst nach Satz II ein 
Feld mit einer einzigen Singularitat Po; diese hat nach Satz I den 
Index O. Daher kann man nach § 2, Nr. 3, e), das Feld in der Um
gebung von Po ohne Storung der Stetigkeit so abandern, daB auch die 
Singularitat Po beseitigt wird. -

Am SchluB des Beweises von Satz I haben wir unter der Voraus
setzung der Existenz von Richtungsfeldern mit endlich-vielen Singu
laritaten bemerkt, daB immer X (M) = 0 bei ungeradem n ist; nach 
Satz II ist diese Voraussetzung richtig; wir erhalten also, wenn wir 
auBerdem noch den Satz III heranziehen, den 

Sa tz IV. In jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ungerader 
Dimensionszahl existieren Richtungsfelder ohne Singularitat; die Charakte
ristik von Mist N ull1. -

Die Satze dieser Nummer lassen sich sowohl veralIgemeinern als auch durch 
Spezialisierung verschiirfen: einerseits haben neue Untersuchungen von STIEFEL 
uber Systeme mekrerer Ricktungstelder2 zu Ergebnissen gefuhrt, in denen unsere 
Satze als Spezialfiille enthalten sind; andererseits erhiilt man bei Beschriinkung 
auf Gradienten, also auf spezielIe Vektorfelder, Verschiirfungen unserer Satze -
das ist die "Tkeorie der kritiscken Punkte reeller Funktionen" von MORSE, die 
fur die Anwendung der Topologie auf die Variationsrechnung grundlegend ist 3 • 

Wir hoffen, auf diese beiden Theorien im 3. Bande eingehen zu konnen. 

1 DaB X (M) = 0 auch ohne die Voraussetzung der Differenzierbarkeit gilt, 
wird im 3. Bande gezeigt werden. Vgl. auch SEIFERT-THRELFALL, § 69, Satz IV. 

2 E. STIEFEL, Richtungsfelder und FernparalIelismus in n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten. Comm. Math. Helvet. Bd. 8. 

a Man vgl. das Buch von M. MORSE: "The calculus of variations in the 
large" (Amer. Math. Soc. ColI. XVIII), in dem die hierhergehorigen Arbeiten 
seines Verfassers aufgezahlt sind. 



Anhang I. 

Abelsche Gruppen. 

In diesem Anhang werden die algebraischen Hilfsmittel fUr den 
vorliegenden Band dargestellt. Dem elementaren Charakter des topo
logischen Stoffes entsprechend (vgl. Einleitung § 2, Nr. 3 und 4) han
delt es sich dabei ausschlieBlich urn Abelsche Gruppen. Die Darstel
lung wird stellenweise knapper sein, als es am Platze ware, wenn die 
Absicht bestiinde, hier eine vollstandige und unabhangige "Einfiihrung 
in die Theorie der Abelschen Gruppen" zu geben. Diese Absicht haben 
wir nicht; vielmehr setzen wir beim Leser zwar - auBer der Kenntnis 
des Gruppenbegri//es - keine speziellen Kenntnisse aus der Gruppen
theorie, jedoch einige Vertrautheit mit den einfachsten Begriffsbildungen 
der allgemeinen Algebra voraus; insbesondere iiberlassen wir ihm im 
ersten Paragraphen die Durchfiihrung mancher Beweise1 . 

§ 1. Allgemeine Begriffe und Satze. 

1. Die Definition der Gruppe. - 2. Untergruppen. - 3. Die Ordnung eines 
Elementes. - 4. Restklassen; Restklassengruppen .. - 5. Untergruppen mit 
Division. - 6. Homomorphismus. - 7. Homomorphe Abbildungen von Rest
klassengruppen. - 8. Isomorphismus. Das 1. und das 2. Isomorphie-Krite
rium. - 9. Die Noetherschen Homomorphiesatze. - 10. Isomorphie von 
Gruppen. - 11. Homomorphe Bilder. - 12. Zerlegung einer Gruppe in 
direkte Summanden. - 13. Bildung der direkten Summe gegebener Grup
pen. - 14, 15, 16. Satze iiber direkte Summen. 

§ 2. Moduln (Freie Gruppen). 

17. Definition. - 18. Definition des Ranges einer Gruppe. - 19, 20. Der 
Rang eines Moduls. - 21. Lineare Gleichungen. - 22. Die Basen eines Mo
duls. - 23, 24, 25. Die Untergruppen eines Moduls. - 26. Die Spur eines 
Autohomomorphismus. - 27. Die Additivitat der Spuren. 

§ 3. Der Rang und die Range mod m einer Gruppe. 

28. Gruppen vom Range Null. - 29. Lineare Abhangigkeit und Rang modm. 
- 30. Beziehungen zwischen r und rm' - 31, 32. Die Additivitat der Range. 

§ 4. Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden. 

33. Definition. - 34, 35, 36, 37, 38. Satze. - 39. Zyklische Gruppen. -
40, 41, 42. Zerlegung in zyklische Gruppen. - 43. Zerlegung in eine end
liche Gruppe und einen Modul. - 44,45,46. Folgerungen. Das 3. Isomorphie
Kriterium. - 47, 48, 49. Die Zerlegbarkeit zyklischer Gruppen. - 50, 51. 
Zerlegung in zyklische Gruppen von Primzahlpotenz-Ordnungen. - 52. Zer
legung in unzerlegbare Gruppen. - 53. Folgerung. - 54. Eine Gruppen
komposition. - 55. Elementarteiler. 

1 Ais erste Einfiihrung in die Gruppentheorie empfehlen wir: VAN DER WAER

DEN: Moderne Algebra, Erster Teil (Berlin 1930), 2. Kapitel. Die Kenntnis dieses 
Kapitels ist eine geniigende Vorbereitung fiir die Lektiire des obigen Anhanges. 
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§ 5. Charaktere. 
56. ErkHirung. - 57, 58, 59, 60. Die Charakterengruppe. - 61. Ganzzahlige 
Charaktere. - 62. Zyklische Charaktere. - 63. Charaktere modm. - 64, 
65,66. Die Pontrjaginschen Dualitatssatze. - 67,68,69, 70. Erweiterungssatze. 

§ 1. Allgemeine Begriffe und Satze. 

1. Die Definition der Gruppe wird als bekannt vorausgesetzt. Wir 
schreiben aile Gruppen additiv; es wird also die gruppenbildende Opera
tion durch das Zeichen ,,+", das neutrale Gruppenelement mit ,,0", 
das inverse Element eines Gruppenelementes x mit ,,-x", das a-fach 
iterierte Element des Elementes x, also das Element 

x+x+,··+x 

mit "ax" bezeichnet. a·mal 

Aile vorkommenden Gruppen sind Abelsche Gruppen, d. h. 
es gilt das kommutative Gesetz 

x+y=y+x; 

wir heben dies im folgenden nicht mehr hervorl. 
2. Untergruppen. Wenn eine nichtleere Teilmenge U der Gruppe I 

bei Ausubung der in I erkHirten "Addition" auf die Elementenpaare 
von U selbst eine Gruppe ist, so heiBt U eine "Untergruppe" von I. 
Man beweist leicht den folgenden 

Satz 2• Die (nichtleere) Untermenge U der Gruppe I ist dann und nur 
dann Untergruppe vonI, wenn die folgenden beidenBedingungen erfulltsind: 

1) U enthiilt mit fe zwei Elementen x, yauch die Summe x + y,' 
2) U enthiilt mit fedem Element x auch das inverse Element -x. 
Beispiele von Untergruppen einer beliebigen Gruppe I: 
a) I selbst. 
b) Die nur aus dem Element ° bestehende "Nullgruppe". 
c) Es sei m eine beliebige ganze Zahl; die Gesamtheit aller Elemente 

mx mit x c I ist eine Untergruppe von I; wir bezeichnen sie mit mI. 
d) Es sei m eine beliebige ganze Zahl; die Gesamtheit aller Elemente 

x c I mit mx = ° ist eine U ntergruppe von I; wir bezeichnen sie mit mI. 
e) Es sei U eine Untergruppe von I; die Gesamtheit aller derjenigen 

Elemente x c I, zu denen es von ° verschiedene ganze Zahlen m 
mit mx c U gibt, bilden eine Untergruppe von I; wir nennen sie die 
"Divisionshulle" von U und bezeichnen sie mit D. 

Die Beweise, daB hier in der Tat Untergruppen vorliegen, uber
lassen wir dem Leser. 

1 Die meisten Begriffsbildnngen und Satze dieses § 1 behalten mutatis mu
tandis - im wesentlichen bei Ersetzung des Begriffes der "Untergruppe" durch 
den spezielleren des "Normalteilers" - auch fUr nicht-kommutative Gruppen 
Sinn und Giiltigkeit. 

2 Vgl. VAN DER WAERDEN: a. a. 0., § 7. 
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3. Die Ordnung eines Elementes. Zu jedem Element xc] be
trachten wir die Menge M(x) derjenigen ganzen Zahlen m, fur welche 
mx = 0 ist; sie hat, wie man leicht sieht, die folgenden Eigenschaften: 
1) Mit m geh6rt jedes ganze Vielfache von m zu M(x) , 2) mit m gehort 
-m, mit ml und m 2 geh6rt ml + m 2 zu M(x). Mit anderen Worten: 
Die Menge M(x) ist ein Ideal im Bereich der ganzen Zahlen; sie ist 
daher bekanntlich ein "Hauptideal", d. h. es gibt eine und nur eine 
nicht-negative ganze Zahl m, so daB M(x) mit der Menge der gan
zen Vielfachen von m identisch istl. Diese Zahl m heiBt die "Ord
nung" des Elementes x. Man beweist ohne Muhe: 

Das Element 0 ist das einzige Element mit der Ordnung 1. 
Hat x die Ordnung 0, so ist ax =F bx fur a =F b (a, b ganz). 
Hat x die Ordnung m::> 2, so ist m die kleinste positive Zahl mit 

mx = 0; es ist dann und nur dann ax = bx (a, b ganz) , wenn a = b 
modulo mist. 

Die Elemente, deren Ordnung =F 0 ist, nennt man haufig auch die 
Elemente "endlicher Ordnung" 2. Es gilt der Satz: 

Die Elemente endlicher Ordnung bilden eine Untergruppe von ]. 
Dieser Satz ergibt sich aus Nr. 2, e, wenn man dort unter U die 

Nullgruppe von ] versteht. 
4. Restklassen; Restklassengruppen; Es sei U eine Untergruppe 

von]. Fur zwei Elemente x, Y c ] solI die Aussage 

(1) x = y (modU) 

bedeuten, daB x- y c U ist. Aus der Untergruppen-Eigenschaft 2 in 
Nr. 2 folgt: Wenn (1) gilt, so gilt auch 

y = x (modU); 

aus der Untergruppen-Eigenschaft 1 in Nr.2 folgt: Wenn (1) und 

y = z (modU) 
gilt, so gilt auch x = z (modU). 

Die durch (1) erklarte Kongruenzbeziehung ist also symmetrisch und 
transitiv und uberdies, da U das Nullelement enthalt, reflexiv. Infolge
dessen wird eine Einteilung von ] in zueinander fremde Klassen durch 
die Vorschrift bewirkt: Zwei Elemente x, y von] geh6ren dann und 
nur dann in dieselbe Klasse, wenn (1) gilt. Diese Klassen heiBen die 
"Restklassen mod U" (oder auch "in bezug auf U"). Die Gruppe U 
ist selbst eine Restklasse. 

Es seien nun U I , U 2 zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) 
Restklassen modU und Xl' YI bzw. x2 , Y2 Elemente aus UI bzw. U 2 • 

1 Vgl. VAN DER WAERDEN, a. a. 0., §§ 14 und 16. 
2 Diese Ausdrucksweise hat folgende Ursache: Die Gesamtheit aller Ele

mente ax mit ganzen a bildet immer eine Untergruppe von J; sie besteht dann 
und nur dann aus endlich-vielen - und zwar aus m - Elementen, wenn die Ord
nung von x nicht Null - und zwar gleich m - ist. 
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Dann ergibt sich: Es ist auch 

Xl + X2 == Yl + Y2 (modU) , 
d. h.: die Restklasse U 3' in welcher sich die Summe eines Elementes Xl 

aus Ul mit einem Element x2 aus U2 befindet, hangt von der speziellen 
Wahl der Elemente Xl' X 2 nicht ab; U3 ist vielmehr allein durch Ul 

und U 2 bestimmt, und daher durfen wir setzen: 

U3 = Ul + U2 • 

Nun besHi.tigt man leicht, daB die Gesamtheit der Restklassen mod U 
durch die hiermit definierte Additionsvorschrift zu einer Gruppe wird, 
in welcher U das Nullelement ist. Diese Gruppe heiDt die "Restklassen
gruppe von ] mod U" und wird mit 

bezeichnet. -
]-U 

1st U die Nullgruppe, so besteht jede Restklasse aus genau einem 
Element, und die Gruppe ] - U ist mit ] identisch. 

Weiteres Beispiel: Es sei U = m] wie in Nr. 2, c erkHirt; die 
zugehorige Restklassengruppe 

]m=]-m] 
spielt i:ifters eine Rolle; ihre Elemente, also die Restklassen modm], 
sind folgendermaBen erklart: dann und nur dann sind die Elemente 
x, Y von ] in einer Klasse, dann und nur dann also ist 

X == Y (modmJ), 

wenn es ein Element z c ] mit 

gibtl. X = Y + mz 

Der bekannteste und wichtigste Spezialfall ist der folgende: 0J be
zeichne die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Dann ist mG die 
Gruppe der durch m teilbaren Zahlen und 0Jm = 0J - m 0J die aus der 
elementaren Zahlentheorie bekannte "Restklassengruppe modm". 

Aufgabe. Man beweise 2 : 

n(0J",) ~ (0Jm)n ~ 0J("" n) 

(n] ist in Nr. 2, d erklart; (m, n) ist der groBte gemeinsame Teiler 
von m und n; es ist m > 0 vorausgesetzt). 

5. Untergruppen mit Division. Die Untergruppe U von] heiBt 
eine "Untergruppe mit Division", wenn sie mit ihrer Divisionshulle 
(Nr. 2, e) identisch ist, d. h. wenn sie folgende Eigenschaft hat: aus 
mx c U, m =1= 0 (m ganz) , folgt xC U. 

Ein Beispiel einer Untergruppe mit Division ist die Gruppe T der 
Elemente endlicher Ordnung von] (vgl. Nr. 3); offenbar ist Tin jeder 
Untergruppe mit Division von] enthalten. 

1 Insbesondere ist 10 = I und II = 0 fUr jede Gruppe J. 
2 Die Bedeutung des Zeichens .,~" (das "isomorph" zu lesen ist) wird in 

Nr. 10 erkliirt. 
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Satz. Die Untergruppe U von Jist dann und nur dann Untergruppe 
mit Division, wenn die Restklassengruppe J - U aufJer ihrem Null
element kein Element endlicher Ordnung enthiilt. 

Beweis. Es sei U Untergruppe mit Division und X ein Element 
endlicher Ordnung von J - U; dann gibt es eine ganze Zahl m =l= 0, 
so daB mX= 0, daB also, wenn x ein in der Klasse X enthaltenes 
Element von] ist, mxc Uist; dann ist auch xC U,alsoX=O,d.h. 
] - U enth§.lt kein anderes Element endlicher Ordnung als das Null
element. Hat andererseits J - U diese Eigenschaft, so ergibt sich in 
analoger Weise, daB U Untergruppe mit Division ist. 

6. Homomorphismus. Definition: Eine Abbiidung i j der Gruppe ] 
in die Gruppe J' heiBt eine "homomorphe Abbildung" oder ein "Homo
morphismus", falls fUr je zwei Elemente x, y von] die Gleichung 

(2) f(x 1- y) = j(x) 1- f(y) 
erfUllt ist. 

Setzt man in (2) y = 0, so folgt 

(2') 1(0) = 0; 

setzt man x 1- y = 0, so folgt 

(2") I(-x) = -f(x). 

Weiter folgt fur jede ganze Zahl a 

(2''') f (ax) = a f (x) . 

Aus den Gleichungen (2) und (2") in Verbindung mit den Untergruppen
eigenschaften 1 und 2 in Nr. 2 ergibt sich: 

Es sei f eine homomorphe A bbildung der Gruppe ] in die Gruppe J'. 
1st dann U eine Untergruppe von J, so ist die Bildmenge f(U) eine Unter
gruppe von J'; und ist U' eine Untergruppe von ]', so ist die OriginaZ
menge I-I(U') eine Untergruppe von J. 

Insbesondere ist das Bild I (J) von] selbst eine Untergruppe von J' ; 
sie heiBt die "Bildgruppe" des Homomorphismus. Andercrseits ist die 
Originalmenge 1-1 (0) der Nullgruppe von J' eine Untergruppe von]; 
sie heiBt der "Kern" des Homomorphismus I. 

7. Homomorphe Abbildungen von Restklassengruppen. Es sei f 
eine homomorphe Abbildung von] in J', und es seien femer U und U' 
so1che Untergruppen von] bzw. J', daB j(U) c U' ist. Sind nun 
x, y Elemente aus derselben Restklasse mod U von J, ist also 
x - y c U, so folgt aus (2) und (2"), daB f (x) - I (y) C U' ist, daB 
also f (x) , f (y) in derselben Restklasse mod U' von J' liegen. Somit 
wird durch I jede Restklasse UI mod U von] in eine bestimmte Rest
klasse mod U' von J' abgebildet, die wir F (UI ) nennen. Aus der Homo
morphieeigenschaft von lund der Definition der Restklassenaddition ver-

1 Vgl. Kap. I, § 3, Nr. 1. 
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mittels der Addition der in den Restklassen enthaltenen Gruppenelemente 
folgt ohne wei teres : auch Fist ein Homomorphismus. Es gilt also: 

1st 1 eine homomorphe Abbildung von] in ]' und sind U, U' sole he 
Untergruppen von] bzw. ]" daf3 I(U) c U' ist, so wird eine homo
morphe A bbildung F der Restklassengruppe ] - U in die Restklassen
gruppe ]' - U' dureh die Festsetzung bewirkt: ist x in der Restklasse U1 

mod U enthalten, so ist 1 (x) in der Restklasse F (U1) mod U' enthalten. 
8. Isomorphismus. Definition. Die homomorphe Abbildung 1 

von] aul ]' heiBt eine "isomorphe" Abbildung oder ein "Isomorphis
mus" von] auf ]" wenn sie eineindeutig, d. h. wenn 

ist. l(x)+/(y) fiirx=f=y 

Satz. Die homomorphe Abbildung 1 von] aul ]' ist dann und nur 
dann ein Isomorphismus, wenn ihr Kern (Nr. 6) die Nullgruppe ist. 

Beweis. 1 sei ein Isomorphismus; ist x ein von 0 verschiedenes 
Element von ], so ist 1 (x) =f= 1 (0) = 0, also x nicht im Kern enthalten; 
d. h.: der Kern ist die Nullgruppe. Es sei andererseits 1 ein Homo
morphismus, dessen Kern 0 ist; ist dann x + y, so ist x - y nicht 
im Kern enthalten, also I(x - y) = 1 (x) - I(y) =f= 0, 1 (x) =f= I(y); d. h.: 
1 ist ein Isomorphismus. 

In diesem Satz ist enthalten das 
1. Isomorphie-Kriterium1 . Die homomorphe Abbildung 1 von] 

in ]' ist ein Isomorphismus von] aul ]" wenn sie die lolgenden beiden 
Eigensehalten hat: 

1) die Bildgruppe 1 (J) ist ]'; 
2) der Kern ist die Nullgruppe von ]. 
Hieraus ergibt sich das folgende 
2.Isomorphie-Kriterium1. Es seien 1 eine homomorphe Abbil

dung von] in ]' und f' eine homomorphe Abbildung von]' in ] mit 
den lolgenden Eigensehalten: 

(3) f'1(x) = x lur jedes xc], 

(3') 1 f' (x') = x' lur jedes x' c ]'. 

Dann sind 1 und f' Isomorphismen von] aul ]' bzw. von]' aul J. 
Beweis. Zu jedem Element x' c ]' gibt es nach (3') ein Element 

xc], namlich x = f' (x'), mit 1 (x) = x'; folglich ist die Bildgruppe 
1 (J) =]'. 1st x ein Element des Kernes von f, ist also 1 (x) = 0, so 
folgt aus (3): x = f' (0) = 0; folglich ist der Kern die Nullgruppe. 
Nach dem 1. Isomorphie-Kriterium ist daher f ein Isomorphismus von] 
auf],. Ebenso ergibt sich, daB f' ein Isomorphismus von]' auf] ist. 

9. Die Noetherschen Homomorphiesatze. Allgemeiner Homo
morphiesatz. Es sei 1 eine homomorphe Abbildung von] auf ]'; die 
Untergruppe U von] sei das Urbild 1-1 (U') der Untergruppe U' von],. 

1 Die heiden Isomorphie-Kriterien gelten auch fur nicht-kommutative Gruppen. 
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Dann ist die durch f bewirkte Abbildung F von I - U in j' - U' (Nr. 7) 
ein 1somorphismus von I - U auf j' - U'. 

Beweis. Da I nach Voraussetzung eine Abbildung von I aut j' 
ist, ist auch F eine Abbildung von I - U aul j' - U'; d. h.: die Bild
gruppe F(] - U) ist j' - U'. 1st die Restklasse U1 ein Element des 
Kernes von F, ist also F(U1) das Nullelement U' von j' - U', so ge
horen alle Elemente von I, die in U1 enthalten sind, zu dem Urbild U 
von U', es ist also U1 = U; der Kern von F besteht also nur aus dem 
Nullelement U der Gruppe I - U. Daher ist nach dem 1. Isomorphie
Kriterium Fein Isomorphismus von I - U auf j' - U'. 

1st in diesem Satz U' die Nullgruppe von j', so ist U = K der 
Kern von I und die Gruppe j' - U' mit I identisch; daher gilt der 

Spezielle Homomorphiesatz oder kurz: Homomorphiesatz. 
Es sei t eine homomorphe Abbildung von I aul j' und K der Kern von f. 
Dann ist die durch f bewirkte Abbildung F von I - K in j' ein 1so
morphismus von I - K auf j'. 

10. Isomorphie von Gruppen. Wenn f eine isomorphe Abbildung 
von I auf j' ist, so ist, wie man leicht bestatigt, 1-1 eine isomorphe 
Abbildung von j' auf I. Diese Bemerkung gestattet die folgende 

Defini tion. Zwei Gruppen I, j' heiBen "miteinander isomorph", 
in Zeichen: I R::i j' oder j' R::i I, 
wenn man die eine auf die andere isomorph abbilden kann; man sagt 
auch: zwischen I und j' besteht "Isomorphie". 

Es ist klar, daB erstens jede Gruppe mit sich selbst isomorph ist 
und daB zweitens das transitive Gesetz gilt: aus I R::i j' und j' R::i I" 
folgt I R::i I". Man kann daher die Gesamtheit aller Gruppen in "Iso
morphieklassen" durch die Bestimmung einteilen, daB zwei Gruppen 
dann und nur dann derselben Klasse angehoren, wenn sie miteinander 
isomorph sind. Von Gruppen derselben Isomorphieklasse sagt man 
auch: sie haben dieselbe "Struktur". 

Fur die Isomorphie zweier Gruppen sind brauchbare hinreichende 
Bedingungen in den vorstehenden Nummern 8 und 9 enthalten: die 
beiden Kriterien in Nr. 8 ermoglichen oft den Nachweis, daB eine ge
gebene Abbildung von I in j' ein Isomorphismus ist, daB also I und j' 
isomorph sind; und in den Noetherschen Homomorphiesatzen sind die 
folgenden Aussagen enthalten: 

Es sei f eine homomorphe Abbililung von I aut j'; ist dann U das 
Urbild der Untergruppe U' von j', so ist 

(4) I - U R::i j' - U'; 

ist K der Kern von f, so ist 
(5) I - KR::ij'. 

Beide Aussagen, besonders (5), werden sehr oft zum Nachweis von 
Isomorphien verwendet. 



560 Anhang 1. Abelsche Gruppen. 

11. Homomorphe Bilder. Die Gruppe J' heiBt ein "homomorphes Bild" 
der Gruppe], wenn es eine homomorphe Abbildung f von] auf]' gibt. 

Sa tz. Die Gruppe J' ist dann und nur dann homomorphes Bild der 
Gruppe], wenn J' mit einer Restklassengruppe von] isomorph ist, d. h. 
wenn es eine solche Untergruppe U von] gibt, dafi 

(6) ] - U ~ J' 
ist. 

Beweis. Wenn J' homomorphes Bild von] ist, so gilt (5), also 
(6) mit U = K. Es bestehe umgekehrt eine Isomorphie (6); dann 
ordne man erstens jedem Element x von] diejenige Restklasse mod U 
zu, welche x enthalt, und zweitens dieser Restklasse dasjenige Ele
ment f (x) von J', das ihr bei einer isomorphen Abbildung, welche die 
Isomorphie (6) vermittelt, entspricht. Dann ist f offenbar eine homo
morphe Abbildung von] auf J'. 

12. Zerlegung einer Gruppe in direkte Summanden. Die Gruppe ] 
heiBt die "direkte Summe" ihrer Untergruppen U1 , U2 , ... , Un' wenn 
jedes Element x von] auf eine und nur eine Weise in der Form 

x = u1 + u 2 + ... + un mit u i c Ui flir i = 1, 2, ... , n 

dargestellt werden kann. DaB] direkte Summe der Ui ist, wird durch 
die Schreibweise 

ausgedrlickt. Die Ui heiBen dabei die "direkten Summanden", und 
man sagt: ] ist in diese direkten Summanden "zerlegt"1. 

Durch die Zerlegung einer Gruppe ] in direkte Summanden U i 

wird dieUntersuchung der Struktur von] auf die Untersuchung der 
Strukturen der Ui zurlickgefiihrt; die Untersuchung von] wird daher 
erleichtert, wenn es gelingt, ] in moglichst einfache direkte Summanden 
zu zerlegen. Hierin liegt der Hauptwert des Begriffes der direkten Summe. 

13. Bildung der direkten Summe gegebener Gruppen. AuBerdem 
dient der Begriff der direkten Summe zur Konstruktion neuer Grup
pen; wenn irgendwelche Gruppen U1 , U2 , ... , Un gegeben sind, so 
kann man ihre direkte Summe 

U1 + U2 + ... + Un 

bilden; damit ist folgendes gemeint: 
Man betrachtet die Gesamtheit ] aller n-Tupel 

wobei u i alle Elemente von Ui durchlauft, und erklart in ] eine Addi
tion durch die Vorschrift 

1 Die Definition behalt ihre Giiltigkeit auch fiir unendlich-viele Summanden U; 
dabei darf das System der U beliebige Machtigkeit haben, es werden aber natiir
lich nur Darstellungen x = tti, + ttl, + ... + ttl" mit endlichem n betrachtet. 
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hierdurch wird ], wie man leicht sieht, zu einer Gruppe. Die Elemente 
(0, ... , U i ' 0, ... , 0) von] mit beliebigem ui C Ui bilden eine Unter
gruppe rfl von ], die mit Ui isomorph ist, und es ist offenbar 

]=U~+ug+ ... +u?,.. 
Nun betrachte man die Gruppen rfl und Ui als nicht voneinander 
verschieden, d. h. man setze geradezu 

(0, ... , 0, ui ' 0, ... , 0) = ui; 
dann wird 

und 
] = UI + U2 + ... + Un' 

Damit hat man die direkte Summe der gegebenen Gruppen Ui 

gebildet. 
14. Satze iiber direkte Summen. 
Satz. Es seien U1 , U2 Untergruppen von ], und iedes Element x 

von ] lasse sich auf wenigstens eine Weise als 

(7) x = U 1 + U 2 mit u1 C U, u2 C U 2 

darstellen. Dann und nur dann ist 

(8) 

wenn der Durchschnitt U1 ' U2 nur aus dem Nullelement besteht. 
Beweis. Erstens: es sei x ein von 0 verschiedenes Element von 

U1 • U 2 ; dann sind zwei verschiedene Darstellungen (7) moglich, nam
lich einerseits u1 = x, u2 = 0, andererseits u l = 0, u2 = x; daher gilt 
nicht (8). Zweitens: U I ' U 2 enthalte nur das Element 0; ist dann fUr 
irgendein Element x von ] 

x = U 1 + U 2 = ul + u; 
so ist das Element 

sowohl in U1 als auch in U 2 enthalten, also gleich 0; folglich ist uJ. = u1 , 

u; = u2 ; d. h.: die Darstellung (7) ist auf nur eine Weise moglich, es 
gilt also (8). 

15. Satz. 1st] = U1 + U2 , so ist die Restklassengruppe ] - UI 

mit U 2 isomorph, es ist also 

] - U1 = (UI + U2) - UI ~ U2 • 

Beweis. 1st X eine Restklasse von] mod U1 und x = U 1 + U 2 

mit u1 C U1 ein Element von X, so ist auch U 2 Element von X; da 
die Differenz zweier Elemente von U 2 , die ja selbst Element von U 2 

ist, nur dann in U1 liegen kann, wenn sie 0 ist (Nr 14), ist u2 das einzige 
Element von U 2 in der Klasse X. Daher ist, wenn man f(u 2) = X 
setzt, f eine eineindeutige Abbildung von U2 auf] - U1 ; offenbar ist 
sie ein Homomorphismus, also ein lsomorphismus. 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 36 
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16. Wenn ] = U j + U2 + ... + Un ist und U~ Untergruppen der 
U i (i = 1, 2, ... , n) sind, so bilden die Elemente u~ + u~ + ... + u;, 
mit ui c Ui offenbar eine Untergruppe J' von ], we1che die direkte 
Summe der Ui ist. 

Satz. Es sei ] = Ul + U2 + ... + Un' 

es seien ferner Ui Untergruppen der Ui und 

J' = U~ + U~ + ... + U~. 
Dann gilt fur die Restklassengruppen: 

(9) ] - J' ~ (Ul - Ui) + (U2 - U;) + ... + (Un - U~). 

(Dabei ist die auf der rechten Seite von (4) stehende direkte Summe 
im Sinne von Nr. 13 gebildet.) 

Beweis. Die Elemente der Gruppe W= (Ul -U~) + ... + (Un -U~) 
sind von der Gestalt Uf + ... + U::, wobei Uf die Restklassen von 
Ui mod Ui durchHiuft. Jedem Element x = ul + ... + un von ] 
(mit ui CUi) ordnen wir dasjenige Element von W zu, das durch 
Uf :::l u i , i = 1, 2, ... , n, bestimmt ist. Diese Zuordnung ist ein 
Homomorphismus von] auf W. Urn (9) zu beweisen, haben wir in
folge des Homomorphiesatzes (Nr. 9) nur zu zeigen: dieser Homo
morphismus hat den Kern J'. Dies ist aber richtig: denn da die Null
elemente der Restklassengruppen U i - Ui die Gruppen Ui sind, wird 
dem Element x = u l + ... + Un nur dann das Nullelement von W 
zugeordnet, wenn ui c Ui fur aIle i, also x c J' ist. 

§ 2. Moduln (Freie Gruppen). 

17. Definition. Eine Gruppe M heiJ3t ein "n-gliedriger Modul", 
wenn es in ihr so1che Elemente Xl' X 2 , .•. , Xn gibt, daJ3 sich jedes 
Element x von M auf eine und nur eine Weise als lineare Verbindung 

x = al Xl + a2x 2 + ... + anxn 

(mit ganzen ail darstellen laJ3t. Das System der Elemente Xl' X 2 , ... , Xn 

heiJ3t eine "Basis" des Moduls; man schreibt 

M = [Xl' X 2,···, xnJ· 

Statt "Modul" sagt man auch "freie Gruppe" und statt "Basis" 
auch "freies Erzeugendensystem" von M. 

Die Moduln sind die einfachsten Beispiele direkter Sum men : es ist 
offenbar 

dabei ist jeder eingliedrige Modul [Xi] mit der additiven Gruppe der 
ganzen Zahlen isomorph. 

Die Gesamtheit der Linearformen 

alYl + a2Y2 + ... + anYn 



§ 2. Moduln (Freie Gruppen). 

in n Unbestimmten Yi mit ganzzahligen Koeffizienten ai wird vermoge 
der ublichen Additionsvorschrift zu einem Modul Ln = [YI' Y2' ... , y,J. 
Jeder n-gliedrige Modul ist mit Ln isomorph. 

18. Definition des Ranges. Die Elemente Xl' X 2 ' .•• , X. einer 
Gruppe J heWen "linear abhangig", wenn es ganze Zahlen CI , C2 , ••• , Cr 
gibt, die nicht samtlich 0 sind und fur die 

ci Xl + C2 X 2 + ... + cr xr = 0 

ist. Wenn es in ] zwar ein System von r linear unabhangigen - d. h. 
nicht linear abhangigen - Elementen, aber kein System von mehr als 
r linear unabhangigen Elementen gibt, so heiBt die Zahl r = r (J) der 
"Rang" von J; wenn es keine Zahl r mit dieser Maximaleigenschaft 
gibt, so sagt man, J habe den Rang "unendlich". 

Aus der Definition folgt unmittelbar: Isomorphe Gruppen haben den 
gleichen Rang. 

Wir werden auf den Begriff des Ranges einer beliebigen Gruppe im 
§ 3 zUrUckkommen; jetzt wenden wir ihn nur auf Moduln an. 

19. Der Rang eines Moduls. Satz. Jeder n-gliedrige Modul hat 
den Rang n. 

Beweis. Die Elemente Xl' X2 , ••• , Xn einer Basis des Moduls sind 
linear unabhangig; denn da sich das Element 0 auf nur eine Weise 
als lineare Verbindung der Xi darstellen laBt, folgt aus 

daB 
al x2 + a2x2 + ... + anxn = 0, 

ist. Wir haben zu zeigen: Je n + 1 Elemente Xl' X 2 , ••• , Xn+l des 
Moduls M = [Xl' X2 , ••• , x,J sind linear abhangig; dies beweisen wir 
durch vollstandige Induktion in bezug auf n: 1 fUr n = 1 ist Xl = axl , 

X 2 = bxl ; die lineare Abhangigkeit von Xl und X 2 wird im Falle 
a = Odurch 

im Falle a =F 0 durch 

in Evidenz gesetzt. 
Es sei ein festes n gegeben und der Satz fUr jeden (n -1)-gliedrigen 

Modul schon bewiesen. Die gegebenen Elemente seien 

(1 ) h=t,2, ... ,n,n+1. 

Die' n Elemente 
h=1,2, ... ,n 

1 Die Behauptung folgt auch soforl aus dem bekannten Satz fiber lineare 
Gleichungen in Nr. 21; wir wollen diesen Satz hier aber nicht voraussetzen, sondern 
herleiten. 

36* 
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geh6ren dem (n -1)-gliedrigen Modul [X2' xa' ... , x,J an und sind da
her nach Induktionsannahme linear abhangig; es gibt also soIche 
Zahlen ch , die nicht samtlich 0 sind, daB 

also 

wird, wobei wir n 

2chahl = b 
h=l 

gesetzt haben. Falls b = 0 ist, so sind nach (21) die Xl' ... , X n , also 
erst recht die Xl' ... , X n, Xn+l linear abhangig; wir durfen also an
nehmen, daB b =!= 0 ist. 

Indem wir statt des Index 1 einen beliebigen Index i aus der Reihe 
1, 2, ... , n auszeichnen, erhalten wir Gleichungen 

n 

(2i) 2 Cih X h = biXi, i = 1,2, ... , n, 
h=l 

wobei wir voraussetzen diirfen, daB alle bi =!= 0 sind. 
Aus (1) fUr h = n + 1 und (2i) ist ersichtlich, daB das Element 

bl • b2 • •••• bn . Xn+l 

eine ganzzahlige lineare Verbindung von Xl' X 2 , ••• , Xn ist; dabei ist 
der Koeffizient von Xn+l nicht o. Folglich sind Xl' ... , X n, Xn+l 
linear abhangig. 

20. Die damit erfolgte Charakterisierung der Zahl n als Rang des 
Moduls [Xl' X2 , ..• , XnJ zusammen mit der Tatsache, daB isomorphe 
Gruppen gleichen Rang haben (Nr. 18), lassen die Richtigkeit der 
folgenden beiden Satze erkennen: 

Jede Basis des Moduls [Xl' x2 , ••• , xnJ besteht aus n Elementen. 
Sind die Moduln [Xl' X2, ... , XmJ und [YI' Y2' ... , YnJmiteinander 

isomorph, so ist m = n. 
DaB umgekehrt je zwei n-gliedrige Moduln miteinander isomorph 

sind, ist trivial. 
21. Lineare Gleichungen. Eine leichte Folgerung aus Nr. 19 ist 

der bekannte 
Satz. Ein System n-i-1 

2aik~k = 0, i=1,2, ... ,n 
k=l 

von n linearen homogenen Gleichungen mit n + 1 Unbekannten ~k und 
ganzzahligen Koeflizienten aik besitzt stets ein solches ganzzahliges Losungs
system ~l' ~2"'" ~n+l' dafJ nicht aUe ~k =0 sind. 

Beweis. Die n + 1 Elemente 
n 

X k =2aik xi' 
i=l 

k=1,2, ... ,n+1, 
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des Moduls Ln der Linearformen in den Unbestimmten Xl' X2, ... , xn 
sind nachNr.19 linear abhangig, d. h. es gibt ganze Zahlen $1' $2' ... , $n+l' 
die nicht samtlich 0 sind, so daB 

n+l n (n+l ) ° =L$kXk =L Laidk Xi 
k=l i=l k=l 

ist; diese ~k sind daher L6sungen des gegebenen Systems. 
Da man die $k durch einen etwa vorhandenen gemeinsamen Teiler 

dividieren kann, k6nnen wir noch den folgenden Zusatz machen: Die 
Zahlen $1' $2' ... , $n+l durlen als teilerfremd angenommen werden. 

22. Die Basen eines Moduls. Die Elemente Xl' X2, .. " Xn bilden 
nicht die einzige Basis des Moduls M = [Xl' X2 , •• " x,J; vielmehr ist 
irgendein System {Xl' X 2, ... , Xn} von Elementen des Moduls M 
eine Basis von M, wenn es die folgenden beiden Eigenschaften hat: 
1) jedes Element x von Mist von der Form x = L ai Xi; 2) die Koeffi
zienten ai sind durch x eindeutig bestimmt. Nun zeigt sich aber, daB 
die Eigenschaft 2) eine Folge der Eigenschaft 1) ist; es gilt namlich der 

Satz. Es seien Xl' X 2, ... , XnElemente des Moduls M = [Xl' X2'''' ,x,J 
mit der Eigenschalt, dafJ jedes Element von Meine (ganzzahlige) lineare 
Verbindung LaiXi ist. Dann bilden die Xi eine Basis von M. 

Beweis. Wir betrachten noch einen Modul M' = [Yl , Y 2 , ... , YnJ 
und ordnen jedem Element Y = L ai Yi von M' das Element t (y) 
= LaiXi von M zu. Das ist ein Homomorphismus von M' aul M 
mit I (Yi ) = Xi' Da die Yi eine Basis in M' bilden, ist unser Satz be
wiesen, wenn gezeigt ist: list ein Isomorphismus. Hierfiir geniigt es 
nach Nr.8, zu beweisen: der Kern von I ist die NUllgruppe, mit anderen 
Worten: aus I(Y) = ° folgt Y = O. 

Es sei also Y ein Element von M' mit I (y) = 0; ferner seien 
Yl' Y2' ... , Yn Elemente von M' mit t(Yi) = Xi' Nach Nr. 19 gibt es 
Zahlen b, bl , b2 , ••• , bn, die nich t aIle ° sind, so daB 

by + blYl + b2 Y2 + ... + bnYn = 0 

ist. Hieraus folgt, da I ein Homomorphismus ist: 

blxl + b2x 2 + ... + bnxn = 0, 

also bl = b2 = ... = bn = ° und daher by = 0 und b =l= 0. Da aber 
in jedem Modul das Nullelement offenbar das einzige Element end
lieher Ordnung ist, ist Y = 0, w. z. b. w. 

Aus dem damit bewiesenen Satz ergibt sich weiter: 
Die Elemente Xl' X 2 , ••• , Xn bilden (dann und nur dann) eine 

Basis des M oduls M = [Xl' X2 , ••. , x,J, wenn Gleichungen 

bestehen. 

n 

Xi =LaikXk' 
k=l 

i=1,2, ... ,n 

Denn aus diesen Gleiehungen folgt, daB jedes Element von M, das 
ja definitionsgemaB eine lineare Verbindung der Xi ist, auch eine lineare 
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Verbindung der X k ist - und diese Tatsache bedeutet nach dem 
vorigen Satz, daB die X k eine Basis bilden. 

Beispiel. Es sei 

Xl = Xl + C2X 2 + CaXa + ... + cnxn 

mit beliebigen (ganzen) ci ; dann· bilden 

eine Basis in M. Denn es gelten die Gleichungen 

Xl = Xl - C2 X 2 - C3 X 3 - ••• - cnxn' 

Xj = Xi' i=2,}, ... ,n. 

23. Die Untergruppen eines Moduls. Es seien Yl , Y 2 , ••• , Y, 
Elemente des Moduls M = [Xl' X2 , ••• , xJ; die linearen Verbindungen 
1: aj Y j bilden eine Untergruppe U von M; wenn die Y j linear unab
hangig sind, so laBt sich jedes Element von U offenbar aut nur eine 
Weise in der Form ~ aj Y j schreiben, und daher ist U ein Modul: 
U = [Yl' Y 2 , ••• , Y,J; er heiBt ein "Teilmodul" von M. Insbesondere 
enthalt man Teilmoduln, wenn man Y j = ajxj' i = 1,2, ... , r (r <: n) 
setzt, wobei die aj =1= 0 sind; denn dann sind die Elemente ajxj linear 
unabhangig. 

Die Teilmoduln von M sind als spezielle Untergruppen erklart; 
jedoch gilt der wichtige 

Sat z. Jed e U ntergruppe eines M oduls Mist ein T eilmodul von M. 
Dieser Satz ist in dem folgenden scharferen enthalten: 
Satz. Es sei U eine (von 0 verschiedene) Untergruppe des n-gliedri

gen Moduls M. Dann gibt es eine solche Basis Xl' X 2 , ••• , Xn von M, 
dafJ 

U = [alXl , a2 X 2 , ••• , a,X,J 

(r <: n; aj > 0 fur i = 1 , 2, ... , r) 
ist. 

Der Satz ergibt sich leicht aus dem folgenden 
Hil£ssatz. Es gibt - unter den Voraussetzungen des Satzes -

eine solche Basis Xl' X 2 , ••• , Xn von M und eine solche Zerlegung 
V = Ul + U' von U in zwei direkte Summanden Ul und U', daB 

Ul = [alXJ (al > 0), U' c [X2' x3"'" xnJ 
ist. 

Wir zeigen zunachst, daB der Satz aus dem Hilfssatz folgt. Erstens 
enthalt der Hilfssatz bereits den Satz fur n = 1. Der Satz sei ffir die 
(n -1)-gliedrigen Moduln bewiesen; dann gibt es eine solche Basis 
X 2 , Xa , .'" Xn in [X2' X3 ' .'" xJ und solche von 0 verschiedene 
Zahlen a2 , ••• , aT (r <: n), daB die im Hilfssatz genannte Gruppe U' 
entweder 0 oder ein Modul 

U' = [a2 X 2 , ••• , a,X,J 
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ist. 1m Fall U' = 0 ist man fertig; ist U' =F 0, so ist 

U = Ul + U' = [alXl] + [a 2 X 2 , •.• , arXr] 

= [alXl , a2 X 2 , ••• , arXr]; 

mithin gilt der behauptete Satz. 

567 

Beweis des Rilfssatzes. Es sei {Yl' Y2' ... , y,,} eine Basis 
von M; wir betrachten die Gesamtheit derjenigen Linearformen 1:ai Yi' 
die in U enthalten sind; in der Menge aller derjenigen positiven Zahlen, 
we1che als Koeffizienten in wenigstens einer dieser Linearformen auf
treten, gibt es eine kleinste Zahl; wir nennen sie die "Rohe" von U 
tiber der Basis {Yl' Y2' ... , Yn}. Unter allen Basen wahlen wir eine 
so1che, daB die Rohe von U tiber ihr moglichst klein ist. Diese Basis 
heiBe {Xl' X 2 , "', xn}; die zugehOrige Rohe sei h; sie trete als Koeffi
zient in dem Element z von U auf, und zwar sei 

z = hXl + a2x 2 + ... + anxn . 

Setzen wir fUr f = 2, 3, ... , n 

und 
Xl = Xl + q2 x2 + ... + qnxn' 

so ist 
Z = hXl + r2 x 2 + ... + rnxn' 

Nun bilden die Elemente Xl' X 2 , ..• , Xn eine Basis in M (Nr. 22, Bei
spiel); aus der Minimaleigenschaft von h und den Ungleichungen 
o <:: rj < h folgt daher: rj = 0 fUr f = 2, 3, ... , n, also: 

(3) 
1st 

Y = blXl + b2x2 + ... + bnxn 

irgendein Element von U und 

bl=hq+r, q, r ganz, O:=::: r < h 
so ist auch 

Element von U, und aus der Minimaleigenschaft von h folgt r = 0, 
d.h. 

Da Y c U und z c U ist, ist auch 

Y' = b2 x2 + ... + bnxn c U, 

und zwar ist Y' Element des Durchschnittes U' der Gruppe U mit 
dem Modul [X2' X 3 , ••• , xn]; dabei ist U' als Durchschnitt zweier 
Untergruppen von M selbst eine Gruppe. Da andererseits qz nach (3) 
Element des Moduls [hX l ] ist, so sehen wir: jedes Element Y von U 
ist Summe eines Elementes qz von [hX1] und eines Elementes Y' von Uf; 
nun haben aber die Moduln [hX1] und [X2' •.. , x,,] nur das Nullelement 
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gemeinsam, und dasselbe gilt, da U'e [X2' ••• , xnJ ist, auch ftir [hXJ 
und U'; daher ist (Nr. 14) 

w.z. b.w. 
U = [hXJ + U', 

24. Auf Grund des damit bewiesenen Satzes ist es auch leicht, die 
Divisionshtille a (Nr 2, e) der Untergruppe U von M zu bestimmen: 
wenn wie bisher 

M = [Xl' X 2 ,.··, XJ, 

U = [aIXI , a2 X 2 , ••• , arXr], aj =t= 0 fUr /=1,2, ... , r 

ist, so sieht man, daB 

ist. 
Wir teilen nun das System {Xl' X 2 , ••• , Xn} in drei Klassen: 

erstens die Xi mit i::::; r und ai 2': 2 - diese Elemente nennen wir 
jetzt Zj; zweitens die Xi mit i ~ r und ai = 1 - diese nennen wir 
jetzt Yi ; drittens die Xi mit i > r - diese nennen wir auch weiter
hin X h • Dann gilt nach dem Obigen der folgende 

Sa tz. Es sei U eine (von 0 verschiedene) Untergruppe des n-gliedri
gen Moduls M. Dann kann man in Meine Basis 

mit folgender Eigenschaft wahlen: die Y i und Zj bilden zusammen eine 
Basis der Divisionshiille a von U,' es gibt Z ahlen bj :> 2, / = 1 , 2, ...• m, 
so dafJ die Yi und bjZj zusammen eine Basis in U bilden. 

25. Wenn [j Untergruppe mit Division (Nr. 5) und nicht 0 ist, so 
gibt es, wie wir eben sahen, eine solche Basis {Xl' X2 , •.• , Xn} von M, 
daB [j = [Xl' X2 , ••• , XTJ ist. Dann ist entweder r = n und [j = M 
oder 

M = 0+ [xr+l' ... , xJ. 
Hieraus folgt nach Nr. 15: 

Sa tz. 1st [j eine (von M verschiedene) Untergruppe mit Division 
des Moduls M, so ist die Restklassengruppe M - a ebenfalls ein Modul. 

Aus dem Beweis in Nr. 15 ergibt sich noch der folgende 
Zusatz. Sind Xr+l' ... , Xn die Restklassen von M modO, in 

welchen die in Nr. 25 erklarten Elemente Xr+l' ... , xn enthalten sind, 

so ist M - 0= [XT +!, ... , XJ. 

26. Die Spur eines Autohomomorphismus. Es sci f ein Autohomo
morphismus des Moduls M, d. h. eine homomorphe Abbildung von M 
in sich. Bilden die Elemente Xl' X2 , ••• , Xn eine Basis in M, so gelten 
Gleichungen 1 

(4) f (xh) = 1: ahi Xi; 
i 

l In dieser N ummer laufen aIle Indexe h, i, j, ... von 1 bis n. 
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die Zahl 1: ah h 
h 

heiBt die "Spur" von f in bezug auf die Basis {Xl' ... , X n}. 
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Bilden auch die Elemente YI' Y2' ... , Yn eine Basis, so gelten eben
falls Gleichungen 
(5) f(Yj) = 2:,bjk Yk' 

k 

und die Spur von f in bezug auf diese Basis ist demnach 

Wir behaupten: 
(6) 

1:bjj . 
j 

Beweis. Da sowohl die xh als auch die Yj Basen bilden, bestehen 
Beziehungen 
(7) 

(8) 

Yp = 1:upq Xq, 
q 

Xq = 1:VqrYr' 
r 

Setzt man Xq aus (8) in (7) ein, so ergibt sich 

Yp = 1: upq Vqr Yr' 
q, r 

also infolge der linearen Unabhangigkeit der Yr: 

(9) 
wobei 

(10) o = {o fUr p ¥r 
pr 1 fUr p = r 

ist. Analog erhalt man durch Einsetzen von yP aus (7) - wo man 
die Indexe p, q durch r, s ersetzt - in (8) infolge der linearen Un
abhangigkeit der xs: 
(11) LVqrUrs = Ow 

r 

Tragt man auf der rechten Seite von (5) den Ausdruck fUr Yk aus (7) 
ein, so erhalt man 
(12) f(Yj) =1:bjkUkqXq; 

k,q 

tragt man in f (Yi) erstens den Ausdruck fUr Yj aus (7) ein, beriick
sichtigt man zweitens, daB f ein Homomorphismus, daB also stets 

f(L,ChXh ) = Lhf(xh ) 
h h 

ist, und tragt man schlieBlich den Ausdruck fur f (xh) aus (4) ein, so 
ergibt sich 

(13) f(Yj) = f(L,UjhXh) = L,ujhf(xh) = L,UjhahqXq. 
h h ~I 
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Da die Xq eine Basis bilden, folgt aus (12) und (13) 

(14) "L,bjk ukq = "L,ujh ahq • 
k h 

Man multipliziere diese Gleichungen mit Vqr und summiere liber q; 
mit Rlicksicht auf (9) ergibt sich 

also infolge (10): 

Daher ist infolge (11) und (10) 

Damit ist (6) bewiesen. -
Infolgedessen dlirfen wir die auf beiden Seiten von (6) stehende 

Zahl die "Spur des Autohomomorphismus f", ohne Bezugnahme auf 
eine Basis, nennen. 

27. Die Additivitat der Spuren. Es sei U eine Untergruppe des 
Moduls M, welche durch den Autohomomorphismus j von M ebenfalls 
in sich abgebildet wird; da auch U ein Modul ist (Nr. 23), ist auch 
fUr diesen Autohomomorphismus von U die Spur definiert. Wir be
zeichnen die Spuren von j in M und U mit 5 (M) bzw. 5 (U). 

Aus j (U) c U folgt, daB auch die Divisionshlille f) von U durch f 
in sich transformiert wird; denn ist x c f), so gibt es eine Zahl m =l= 0 

mit mx c U; dann ist m f (x) = f (mx) c U, also f (x) c f). Da f) in 
sich transformiert wird, bewirkt ! einen Autohomomorphismus F der 
Restklassengruppe M - f) (Nr. 7). Wenn M - f) =l= 0 ist, so ist 
M - f) ein Modul (Nr. 25), also ist die Spur 5 (M - f)) von F erklart; 
wenn M - f) = 0 ist, so verstehen wir unter 5 (M - f)) die Zahl O. 

Sa tz. 1st! ein Autohomomorphismus des Moduls M, und wird 
durch ! die Untergruppe U in sich transjormiert, so gilt 

5 (M) = 5 (U) + 5 (M - f)). 

Beweis. Wir dlirfen U =l= 0 voraussetzen, da sonst der Satz trivial 
ist. Nach Nr. 24 k6nnen wir die Basis {Xl' ... , Xn} von M so wahlen, 
daB 

ist; sind X r+1 , ••• , Xn die Restklassen von M mod f), welche die Ele
mente xr+1' ... , Xn enthalten, so ist ferner (vgl. Nr. 25) 

Es sel nun 
(15 ) 

M - f) = [Xr +!, ... , X"J. 
n 

!(xh) = Lahix;, 
i=l 

h=1,2, ... ,n; 
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da f) in sich transformiert wird, ist hierbei 

(16) O f ·· {h = 1, 2, ... , r 
a h · = ur 
ti = r+1, r+2, ... , n. 

Fur die Basiselemente ChXh von U folgt aus (15)und (16) 

daher ist 

( 17) 

r 

f(ChXh) = ~ahicixi' 
i=l 

r 

S(U) = ~ahh' 
h=l 

h=1,2, ... ,r; 

1m Fall r = n, also M - f) = 0, ist der Satz damit bewiesen; es sei 
r < n. Aus den Gleichungen (15) fUr h = r + 1, ... , n und der Tat
sache, daJ3 Xl' ... , X, Elemente der Gruppe f) sind, die das Nullelement 
von M - f) ist, folgt fUr die Basiselemente X h von M - f) 

n 

F(Xh) = ~aihXh' h=r+1,r+2,,,.,n; 
daher ist h=,+l 

n 

(18) S(M - U) =~ahh' 
h=r+l 

Durch (17) und (18) ist die Behauptung des Satzes bewiesen. 

§ 3. Der Rang und die Range modm einer Gruppe. 

28. Gruppen vom Range O. Den in Nr. 18 fUr eine beliebige Gruppe 
definierten, bisher aber nur auf Moduln angewandten Begriff des 
.,Ranges" betrachten wir jetzt fUr eine beliebige Gruppe J. Zunachst 
stellen wir fest: 

Dann und nur dann ist r (J) = 0, wenn J nur Elemente endlicher 
Ordnung enthiilt. 

Beweis. Wenn J nur Elemente endlicher Ordnung enthalt, so gibt 
es zu jedem Element x eine Zabl C =t 0 mit cx = 0; folglich ist r (J) = O. 

Wenn umgekehrt r (J) = 0 ist, so gibt es zu jedem X eine Zahl C =t 0 
mit cx = 0, d. h.: x hat endliche Ordnung. 

29. Lineare Abhangigkeit und Rang mod m. Es sei m eine ganze 
Zahl ~ 2. Die Elemente Xl' X 2 ' ••• , x, heiJ3en "linear abhangig mod m", 
wenn es ganze Zahlen CI , C2 , ••• , Cr gibt, die nicht samtlich == 0 mod m 
sind und fUr die 

C1 Xl + C2 X 2 + ... + Cr Xr = 0 

ist. Analog wie in Nr. 18 verstehen wir dann unter dem "Rang modm" 
von J die Maximalzahl von modm linear unabhangigen Elementen 
in J - vorausgesetzt, daJ3 diese Maximalzahl existiert; existiert sie 
nicht, so ist der Rang modm gleich "unendlich". Wir bezeichnen den 
Rang mod m von J mit r m = rm (J); im AnschluJ3 hieran geben wir 
dem gewohnlichen "Rang" mitunter die Bezeichnung r 0 = r 0 (J) und 
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nennen die gewohnliche lineare Abhangigkeit auch "lineare Abhangig
keit modO". 

Analog wie fur den gewohnlichen Rang ergibt sich unmittelbar aus 
der Definition: Isomorphe Gruppen haben fur iedes m gleichen Rang 
modm. 

30. Beziehungen zwischen r und rm' Wenn die Elemente 
Xl' X 2 , .•• , Xk linear abhangig modm fur ein gewisses m sind, so sind 
sie erst recht linear abhangig im gewohnlichen Sinne; folglich ist immer 

r(]) <rm(]). 

Weiter behaupten wir: Wenn I kein Element endlicher Ordnung 
aufJer dem Nullelement enthiilt, so ist 

r(]) = rm(]). 

Denn wenn die Elemente Xl' X 2 , ••• , Xk linear abhangig im ge
wohnlichen Sinne sind, so besteht eine Relation 

Laj,x, = 0 

mit ganzen aj,' die nicht alle 0 sind; es sei t der groBte gemeinsame 
Teiler der aj, und ai = tbi ; dann ist wenigstens ein bj, =1= 0 modm; aus 

t· Lbj,xj, = 0 

und der Tatsache, daB 0 das einzige Element endlicher Ordnung gibt, 

folgt "" b. x. = O' "::'tt , 

die xj, sind also linear abhangig modm; daher ist 

rm(]) <r(]). 

Hieraus und der oben bewiesenen umgekehrten Ungleichung folgt die 
behauptete Gleichheit der Range. -

Da ein Modul kein von 0 verschiedenes Element endlicher Ordnung 
enthalt, folgt aus dem soeben Bewiesenen und Nr. 19: 

Fur ieden n-gliedrigen M odul M und iedes mist r m (M) = n. 
31. Die Additivitat der Range. Sa tz. Fur iede Gruppe I, iede 

Untergruppe U von I und iede Zahl m = 0 oder m ~ 2 gilt 

(1) rm(]) > rm(U) + rm(] - U). 

Beweis. Die Elemente Xl' X 2 , ••• , X. von U seien linear unab
hangig modm, und ebenso seien die Elemente YI , Y 2 , ••• , Y f von 
I - U linear unabhangig modm; ferner seien Yj Elemente von I, die 
in den Restklassen Y j enthalten sind (i = 1, 2, ... , f). Wir behaup
ten: die Elemente Xl' x2,· .. , X.' h, Y2' ... , yfsind linear unabhangig 
modm. 

In der Tat: es seien aj, und bj solche ganze Zahlen, daB 
e f 

Laj,xi + J:bjYj = 0 
;'=1 ;=1 
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ist; hieraus folgt, da ~ ai Xi C U ist: 
f 

~bjYj = 0, 
j~l 

also wegen der linearen Unabhangigkeit modm der Elemente Yj: 

bj == ° modm fUr j = 1, 2, ... , j.1 
Somit ist e 

.2;ai xi = 0, 
i~l 

und wegen der linearen Unabhangigkeit der Elemente Xi ist 

ai == ° modm fur i = 1,2, ... , e. 

Die Elemente Xl' ... ' X., YI' ... , Yf sind also in der Tat linear 
unabhangig modm, und daher ist 

(1 ') 

Falls nun beide Range r m (U) und r m (J - U) endlich sind, kann man 
e = r m (U), I = rm (J - U) setzen; falls einer der beiden Range un
endlich ist, so verstehe man unter der entsprechenden Zahl e oder I 
eine beliebig groBe Zahl; in jedem Faile folgt die Behauptung (1) 
aus (1'). 

Korollar. Der Rang modm einer beliebigen Untergruppe oder Rest
klassengruppe von Jist hochstens gleich dem Rang r m (J). Wenn r m (J) 
endlich ist, so sind auch die Range modm aller Untergruppen und aller 
Restklassengruppen von J endlich (m = ° oder m > 2). 

32. Satz. Es sei entweder m = ° oder m eine Primzahl. Dann gilt 
lur jede Gruppe J und jede Untergruppe U von J 
(2) rm(J) = rm(U) + rm(J - U). 

Beweis. 1m Hinblick auf Nr. 31 genugt es, die Ungleichung 

(3) 

fur die soeben hervorgehobenen m zu beweisen. Dabei durfen wir die 
beiden auf der rechten Seite von (3) stehenden Range als endlich vor
aussetzen, da andernfalls (3) trivial ist. 

Durch Xl' ... ' X.; YI ,.··, Yf ; YI'.·.' Yf sollen dieselben Ele
mente und Restklassen bezeichnet werden wie in Nr.31, und dabei 
sei e = r m (U), I = r m (J - U). Ferner sei zein beliebiges Element 
von J und Z seine Restklasse mod U. Da die I + 1 Elemente 
Z, YI , ••. , Yf der Gruppe J - U linear abhangig modm sind, besteht 
eine Gleichung f 

(4) {3Z - J:bj Y j = 0, 
j~l 

1 Unter einer "Kongruenz modO" ist immer eine Gleichung zu verstehen. 
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wobei nicht aIle Koeffizienten {3, bl , •.. , bf == 0 modm sind; und zwar 
ist infolge der Unabhangigkeit der Y j gewiB 

(5) {3 =1= 0 modm. 

Die Gleichung (4) bedeutet: 
1 

(6) z'={3z-~bjYjCU. 
/=1 

Da die e + 1 Elemente z', Xl' .•. , X. der Gruppe U linear abhangig 
mod m sind, besteht eine Gleichung 

e 

(7) od - ~aixi = 0, 
i=1 

wobei nicht aIle Koeffizienten IX, aI' ... , a. == 0 modm sind; und 
zwar ist infolge der Unabhangigkeit der Xi gewiB 

(8) IX =1= 0 modm. 
Aus (6) und (7) folgt 

(9) 1X{3.z=fai xi +lXj:bj yj' 
i=1 /=1 

Indem wir die Elemente Xl"'" X.' YI' ... , Yf fortlaufend mit 
Xl' X 2' ••• , Xe+f bezeichnen und auBerdem die Bezeichnungen der 
Zahlenkoeffizienten in (9) andern, geht (9) fiber in 

(10) 

Dabei ist Y = 1X{3; aus (5), (8) und aus der Tatsache, daB entweder 
m = 0 oder m eine Primzahl ist, folgt 

(11) Y =1= 0 modm. 

Nach dieser Vorbereitung kommen wir zum Beweise von (3); wir 
haben zu zeigen: sind Zl' Z2' ..• , ze+ f+ 1 irgendwelche Elemente von J, 
so sind sie linear abhangig mod m. 

Entsprechend (10) und (11) gelten Gleichungen 

(10') 

mit 

(11') 

6+1 
YkZk = ~CikXi' 

i=1 

Yk =1= 0 modm, 

k=1, 2, ... , e+f+1 

k=1, 2, .. . ,e+f+1. 

Nach Nr. 21 gibt es teilerfremde Zahlen ~l' ~2' ••• , ~.+f+1' so daB 
.+1+1 

(12) LCik~k = 0, 
k=l 

ist. Aus (10') und (12) folgt 

(13) 

i=1, 2, ... , e+f 

Da die ~k teilerfremd zueinander sind, gibt es wenigstens ein k mit 

~k =1= 0 modm; 
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dann ist nach (11 ') mit Rticksicht darauf, daB m = 0 oder m Primzahl 

ist, auch ~kYk =1= 0 modm. 

Unter den Koeffizienten der Elemente Zk in (13) ist also wenigstens 
einer =1= 0 mod m; d. h.: die Zk sind linear abhangig mod m, w. z. b. w. 

A ufga be. Man zeige, daB der analoge Satz fUr m = 4 nicht gilt. 

§ 4. Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden. 

33. Definition. Das System (5 von Elementen der Gruppe J 
heiBt ein "Erzeugendensystem" und die Elemente von (5 heiBen "Er
zeugende" von J, wenn sich jedes Element von J auf wenigstens eine 
Weise als ganzzahlige lineare Verbindung 2: ai Xi von Elementen Xi 
aus (5 darstellen laBt. 

Wir beschaftigen uns jetzt mit denjenigen Gruppen, we1che end
liche Erzeugendensysteme besitzen. 

Beispiele hierftir sind erstens die Moduln: in ihnen bilden die Ele
mente jeder Basis ein endliches Erzeugendensystem; zweitens die end
lichen - d. h. aus endlich-vielen Elementen bestehenden - Gruppen: 
denn jede Gruppe wird von dem System ihrer samtlichen Elemente erzeugt. 

34. Die Gruppe J besitzt dann und nur dann ein System von n Er
zeugenden, wenn sie ein homomorphes Bild eines n-gliedrigen M oduls ist 
(Nr. 11). 

Beweis. Erstens: J werde von den Elementen Xl' X 2 , •.. , Xn er
zeugt; dann ist durch !(L,aiYi) = 2:aixi eine homomorphe Abbil
dung! des Moduls [Yl' Y2' ... , y,J auf J erklart. Zweitens: es sei t 
eine homomorphe Abbildung des Moduls [Yl' Y2' ... , YnJ auf die 
Gruppe J; dann bilden die Elemente ! (Yl), t (Y2), ... , t (Yn) ein Er-
zeugendensystem von J. 

35. Hieraus und aus Nr. 11 folgt weiter: 
Die Gruppe J laj3t sich dann und nur dann durch n ihrer Elemente 

erzeugen, wenn sie einer Restklassengruppe des n-gliedrigen Moduls 
M = [Yl' Y2' ... , YnJ isomorph ist, d. h. wenn es eine solche Unter
gruppe U von M gibt, daj3 J ~ M - U ist. 

36. Hieraus, aus Nr. 31 und aus den Sat zen tiber die Range eines 
Moduls (Nr. 19, 30) ergibt sich: 

Fur jede Gruppe, die sich durch n ihrer Elemente erzeugen liij3t, ist 

rm(J)<n 

fur m = 0 und m ~ 2; aUe Range sind also endlich. 
37. Di? Restklassengruppe J - V einer von n Elementen erzeugten 

Gruppe J modulo einer beliebigen Untergruppe laj3t sich dureh n ihrer 
Elemente erzeugen. 

Beweis. Jist homomorphes Bild eines n-gliedrigen Moduls M 
(Nr. 34); J - V ist homomorphes Bild von J (Nr. 11); die Zusammen-
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setzung zweier Homomorphismen ist ein Homomorphismus; folglich 
ist j - V homomorphes Bild von M und daher (Nr. 34) durch n Ele
mente erzeugbar. 

jede Untergruppe V einer von n Elementen erzeugten Gruppe lajJt 
sich durch (hochstens) n ihrer Elemente erzeugen. 

Beweis. Der n-gliedrige Modul M sei durch I homomorph auf j 
abgebildet (Nr. 34); das Urbild 1-1 (V) ist eine Untergruppe U von M 
(Nr. 6); die Gruppe U ist ein hOchstens n-gliedriger Modul (Nr. 23); 
da V homomorphes Bild von U ist, folgt die Behauptung aus Nr. 34.1 

38. Die Untergruppe U sowie die zugehorige Restklassengruppe j - U 
der Gruppe j seien Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden. Dann ist 
auch j selbst eine Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden. 

Beweis. Es sei {Xl' ... , xr } ein Erzeugendensystem von U und 
{Yl , ... , Y s} ein Erzeugendensystem von j - U. Ferner seien 
YI' ... , Ys Elemente aus den Restklassen Y I ,···, Y s' 1st dann z 
irgendein Element von j, so ist die Restklasse mod U, in der es sich 
befindet, von der Form };bj Yj ; also ist z = X + "L,bjYj mit xC U 
und daher z = "L, ai Xi + 2: bj Yj' Das heiBt: die Elemente Xl' ... , Xr ' 

YI' ... , Ys erzeugen die Gruppe j. 
39. Zyklische Gruppen. Definition. Eine Gruppe Z heiBt "zy

klisch", wenn sie der additiven Gruppe der ganzen Zahlen, G, oder einer 
Restklassengruppe von G modm, also einer Gruppe Gm = G - mG 
(vgl. Nr. 4), isomorph ist2. 1m ersten Fall ist Z unendlich, im zweiten 
endlich. 

j ede Gruppe j, die sich durch e in Element erzeugen llijJt, ist zyklisch. 
Beweis. Nach Nr. 35 ist j einer Restklassengruppe M - U iso

morph, wobei M = [x] ein eingliedriger Modul ist; nach Nr.23 ist 
entweder U = 0 oder man darf U = [mx] , m =F 0 annehmen. 1m 
ersten Fall ist j R:I M R:I ®; im zweiten Fall ist offenbar j R:I ®m. 

Aus diesem Satz und Nr. 37 folgt unmittelbar: 
j ede Untergruppe sowie jede Restklassengruppe einer zyklischen 

Gruppe ist selbst zyklisch. 
40. Zerlegung in zyklische Gruppen. Der Hauptsatz iiber die 

Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden lautet: 
j ede Gruppe j mit n Erzeugenden ist direkte Summe von hochstens 

n zyklischen Gruppen. 
Beweis. Nach Nr. 35 ist j R:I M - U, wobei M ein n-gliedriger 

Zyklus ist; nach Nr. 23 diirfen wir 

M = [Xl' X 2 , ••• , Xn], U = [aIXI , a2 X 2 , ..• , arXr], 

1 Von den beiden Satzen der Nr. 37 behalt der erste, jedoch nicht der zweite, 
seine Gultigkeit auch fur nicht-kommutative Gruppen (fur we1che . der Begriff 
des "Erzeugendensystems" in naheliegender Weise zu modifizieren ist). 

~ Unter @)1 hat man die Nullgruppe zu verstehen. 
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also M = [XJ + ... + [X,] + [Xr+J + ... + [X,.], 

U = [aIXJ + ... + [a,X,] + 0 + ... + 0 

annehmen. Dann ist nach Nr. 16: 

M - U ~ ([XJ - [aIXI]) + ... + ([X,] - [a, X,]) + [Xr+J + ... + [X,J. 

Jeder der auf der rechten Seite stehenden direkten Summanden ist 
nach Nr. 39 als Restklassengruppe einer zyklischen Gruppe [Xi] zy
klisch. Damit ist der Satz bewiesen. 

41. Eine Darstellung von I als direkte Summe 

(1) I = Zl + Z2 + ... + Zn' 

wobei die Zi zyklische und von 0 verschiedene Gruppen sind, nennen 
wir kurz eine "zyklische Zerlegung" von I. Eine Gruppe I kann 
mehrere voneinander verschiedene zyklische Zerlegungen gestatten; 
j edoch gilt: 

Die Anzahl der unendlichen zyklischen Gruppen Zi in einer zyktischen 
Z erlegung (1) ist stets gleich dem Rang r (J) . 

Dies folgt aus der Additivitat der Range (Nr. 32) und der Tat
sache, daB jede Gruppe, die nur Elemente endlicher Ordnung enthalt, 
den Rang 0 hat (Nr. 28). 

42. Weiter gilt: 
In ieder zyklischen Zerlegung (1) ist die direkte Summe der endlichen 

unter den Gruppen Zi - falls solche vorhanden sind - mit der Gruppe T 
aller Elemente endlicher Ordnung von I identisch. 

Beweis. Wir schreiben (1) in der genaueren Form 

(1') I = Xl + ... + X k + YI + ... + V" 

wobei Xl' ... , X k die endlichen, YI , ••• , Y, die unendlichen Zi be
zeichnen sollen; dabei darf auch k = 0 oder r = 0 sein. 

DaB jedes Element der direkten Summe Xl + ... + X k endliche 
Ordnung hat, ist klar. Es sei umgekehrt zein Element endlicher Ord
nung von I, und zwar sei 

z = alxl + ... + akxk + blYI + ... + bry" 

wobei Xi' Yj erzeugende Elemente der zyklischen Gruppen Xi bzw. Y j 
sind. Aus mz = 0, also 

malxl + ... + makxk + mblYI + ... + mb,y, = 0 

und m =1= 0 folgt bj = 0 fur i = 1, 2, ... , r, also zc Xl + ... + X k • 

Daher ist in der Tat Xl + ... + X k = T. 

43. Zerlegung in eine endliche Gruppe und einen Modul. In Nr. 41 
und 42 ist der wichtige Satz enthalten: 

I ede Gruppe I mit endlich-vielen Erzeugenden ist eine direkte Summe 

(2) I = T + M, 

Alexandrof!·Hopf, Topologie 1. 37 
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wobei T die Gruppe aller Elemente endlicher Ordnung von I und M ein 
r-gliedriger Modul mit r = r(]) ist. (Unter einem O-gliedrigen Modul 
ist die Nullgruppe zu verstehen.) 

Korollar 1. Die Struktur einer Gruppe mit endlich-vielen Erzeugen
den ist vollstiindig durch ihren Rang und durch die Struktur der Gruppe 
ihrer Elemente endlicher Ordnung bestimmt. 

Korollar II. Eine Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden, welche 
kein von 0 verschiedenes Element endlicher Ordnung enthiilt, ist ein M odul. 

44. Folgerungen. Das 3.Isomorphie-Kriteriuml. Es seien 
A, B zwei Gruppen, von denen eine - etwa A - ein endliches Erzeugen
densystem besitze; ferner seien A', B' Untergruppen von A bzw. B, und 
es sei 
(3 a) 
Dann ist 

A~B', (3 b) B~A'. 

A~B. 

Beweis. Zunachst folgt aus (3 b) und Nr. 37, daB auch B ein end
liches Erzeugendensystem besitzt. Ferner sieht man aus (3 a) und (3 b) 
unter Beachtung von Nr. 31, daB 

r(A) ~r(B), r(B) <r(A), 
also r(A) = r(B) 

ist. Infolge des Korollars I in Nr. 43 haben wir daher nur noch die 
Isomorphie 
(4) TA ~ TB 

nachzuweisen, wobei T A, TB die Gruppen der Elemente endlicher Ord
nung von A bzw. B sind. Wenn TAo, T B, die analog erklarten Unter
gruppen von A' bzw. B' sind, so folgt aus (3a) und (3b): 

(Sa) TA~TB" (5b) TB~TA" 

Bezeichnen wir die Ordnungen 2 der Gruppen T A, T B' T A', T B' mit 
a, b, a', b', so ist also 

(6a) a = b', (6b) b = a'. 

Da TB,c TB ist, ist b'<b, also nach (6a) und (6b): a~a'; da aber 
auch T A, c TA ist, muB a' = a und T A, = TA sein. Hieraus und aus 
(5b) folgt die Behauptung (4). 

45. Sa tz. Es sei I eine Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden und 
U eine Untergruppe mit Division von I (Nr. 5); dann gibt es eine Unter
gruppe V von I, so dafJ I = U + V ist; V ist ein Modul (oder 0). 

Beweis. Die Gruppe I - U enthalt kein von 0 verschiedenes 
Element endlicher Ordnung (Nr. 5); da sie eine Gruppe mit endlich
vielen Erzeugenden ist (Nr. 37), ist sie daher entweder 0 oder ein Modul 

1 Vgl. Nr. 8. 
2 Unter der "Ordnung" einer Gruppe versteht man immer die Anzahl ihrer 

Elemente. 
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(Nr.43, Korollar II). Der Fall J - U = 0, also I = U, ist trivial; 
es sei also J - U = [Xl' ... , X.J. 

Dabei sind die Xi Restklassen von I mod U; aus jeder Klasse Xi 
wahlen wir ein Element Xi; unter V verstehen wir die Gruppe aller 
linearen Verbindurtgen 2:ai xi • Urn die Behauptung zu beweisen, haben 
wir zu zeigen (Nr. 14): 1) jedes Element y von I ist von der Form 
y = u + v, u c U, v c V; 2) der Durchschnitt U· V ist die Null
gruppe. 

Beweis von 1: 1st 2:ai Xi die Restklasse mod U, in der sich y be
findet, so ist y - ~ ai Xi = U C U, also y = u + v mit v = ~ ai Xi c V. 

Beweis von 2: 1st 2: ai Xi C U, so ist 2: ai Xi = 0, also ai = 0 ffir 
alle i. 

46. Die nach Nr. 40 bestehende Tatsache, daB jede endliche Gruppe T 
direkte Summe endlicher zyklischer Gruppen ist, gestattet die Dber
tragung mancher elementarer Eigenschaften der endlichen zyklischen 
auf beliebige endliche Gruppen. 

Wir erinnern an folgende Definitionen (Nr. 2, c, d; Nr. 4): UntermI 
verstehen wir die Gruppe aller Elemente X von I mit mx = 0; unter 
mI die Gruppe aller Elemente X von I mit X = my, y c J; unter I m 
die Restklassengruppe J - mI· 

Man sieht ohne Mtihe: wenn 

ist, so ist auch 
1 = U' + U" + ... + u(n) 

(7) mI = mU' + mU" + ... + mU(n) , 

(8) mI = mU' + mU" + ... + mu(n), 

sOWle (auf Grund von Nr. 16) 

(9) 1m = U;" +.U;:. + ... + U~). 
Ferner tiberzeugt man sich leicht davon (vgl. die Aufgabe in Nr. 4), 

daB fUr die Gruppe @m' also die Restklassengruppe modm der ganzen 
Zahlen, die Isomorphien 

m.(@m,) Pi::! (@m,)m. r::::; @(m"m,) 

gelten (mi :> 2) 1. Foiglich gilt auch fUr jede endliche zyklische Gruppe Z, 
die ja mit einer Gruppe @m, isomorph ist: 

mZr::::;Zm· 

Da nun jede endliche Gruppe direkte Summe endlicher zyklischer 
Gruppen ist, so folgt aus (8), (9), (10) der 

Satz. Fur jede endliche Gruppe.T und iedes m:> 2 ist 

mTPi::! Tm· 

1 (ml' m2) bezeichnet wie immer den groBten gemeinsamen Teller von m1 
und m2 . 

37* 
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471• Die Zerlegbarkeit zyklischer Gruppen. Eine (i-ruppe heiBt 
"zerlegbar", wenn sie direkte Summe zweier von Null verschiedener 
Untergruppen ist. 

Auf Grund des Hauptsatzes (Nr. 40) kann eine Gruppe mit endlich
vielen Erzeugenden allenfalls dann unzerlegbar sein, wenn sie zyklisch 
ist. Welche zyklischen Gruppen sind unzerlegbar? 'Diese Frage wird 
durch die folgenden drei Satze beantwortet: 

Sat z A. J ede unendliche zyklische Gruppe ist unzerlegbar. 
Satz B. Jede endliche zyklische Gruppe, deren Ordnung keine Prim

zahlpotenz ist, ist zerlegbar. 
Sat z C. J ede endliche Gruppe, deren Ordnung eine Primzahlpotenz 

ist, ist unzerlegbar. 
48. Beweis des Sa tzes A. Eine unendliche zyklische Gruppe J 

hat den Rang 1; aus J = U + V folgt daher, daB eine der Gruppen U 
und V den Rang 0 hat (Nr. 15 und Nr. 31), also nur Elemente end
licher Ordnung enthalt (Nr. 28); aber das einzige Element endlicher 
Ordnung in Jist o. 

49. Der Satz. B ist in dem folgenden scharferen enthalten: 
Satz B'. Sind u, v teilerfremde Zahlen, so ist 2 

@uv = U + V, U ~ @u' V ~ @v' 

1m Hinblick auf eine spatere Anwendung (Nr. 54) verallgemeinern 
wir den Satz B' zu 

Sa tz B". Sind u, v teilerfremde Zahlen und ist J eine beliebige 
Gruppe, so ist 

Juv=U+V, U~Ju' V~Jv' 

Beweis des Satzes B". Wir machen drei Vorbemerkungen: 
1) Jedes Element z von Jist von der Form z = ux + vy, xC J, 

y c J. Denn es gibt ganze Zahlen p, q mit pu + qv = 1, also 
z=u.pz+v·qz. 

2) Sind x, y, z Elemente von J mit z = ux = vy, so gibt es ein Ele
ment z' mit z=uv·z'. Denn das Element z'=qx+Py (mit denselben 
Zahlen p, q wie in 1) hat, wie man sofort bestatigt, diese Eigenschaft. 

3) Sind x, y Elemente mit V· x = uv . y, so gibt es ein Element z 
mit x = u· z. Denn das Element z = p. x + qv· y hat, wie man be
statigt, diese Eigenschaft. -

Wenn in einer der Restklassen, in welche J modulo uv J zerfallt, 
ein Element der Form vx enthalten ist, so ist offenbar jedes Element 
dieser Klasse von der Form vx' (x, x' c ]). Diese Restklassen, deren 

1 Die Nummern 47 'bis 52 (deren Inhalt an sich einen wichtigen Teil der 
Theorie der Abelschen Gruppen bildet) dienen uns hier nur zur Herleitung des 
Satzes in Nr. 53, den wir in Kap. V, § 4, Nr. 10, brauchen, 

2 Wegen der Bezeichnungen vgl. man Nr.4; aus dem Beweis in Nr. 39 geht 
hervor, daB jede zyklische Gruppe der Ordnung m mit Gm isomorph ist. 11 ist 
immer die Nullgruppe. 



§ 4. Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden. 581 

Elemente von der Form vx sind, bilden eine Untergruppe U der 
Gruppe J u v' Die Restklassen, welche zu U gehoren, sind ihrer Defini
tion nach nichts anderes als diejenigen Klassen, in welche die Gruppe l vJ 
modulo ihrer Untergruppe uv J zerfiillt; es ist also 

(11u) U=vJ-uvJ. 

Ebenso bilden diejenigen Restklassen von J modulo uv J, deren Ele
mente die Form ux haben, die Untergruppe 

(11 v) V = uJ - uvJ 

der Gruppe Juv = J - uvJ. 
Jedes Element Z der Gruppe Juv ist von der Form Z = X + y 

mit X c V, Y c U. Denn ist zein Element aus der Restklasse Z. so 
stelle man es gemaB der Vorbemerkung 1 als z = ux + vy dar und 
verstehe unter X und Y diejenigen Restklassen moduvJ, in denen 
die Elemente ux bzw. vy liegen. 

Die Gruppen U und V haben nur das Nullelement der Gruppe Juv 
gemeinsam. Denn die Elemente zeiner Restklasse, welche sowohl zu U 
als auch zu V gehort, sind vonder Form z = ux = vy, also nach der 
Vorbemerkung 2 von der Form z = uv· z'; d. h. sie sind in der 
Gruppe uvJ enthalten; diese Gruppe ist aber'das Nullelement der 
Restklassengruppe J u v . 

Damit ist gezeigt: es ist J = U + V. Zu zeigen bleibt noch: 

(12u) U R:O Ju, (12v) V R:O Jv' 

Set zen wir I (x) = vx fUr jedes Element x von J, so ist I ein Homo
morphismus von J auf v J. Wenn xC u J, also x = uz ist, so ist I (x) 
=uv.zcuvJ; umgekehrt: es sei x ein Element mit l(x)cuvJ, 
also vx = uv· y; dann folgt aus der 3. Vorbemerkung: x = uzc uJ. 
Damit ist gezeigt: es ist u J = 1- 1 (uv J). Aus dem allgemeinen Homo
morphiesatz (Nr. 9) folgt daher: 

Ju = J - uJ R:O vJ -uvJ, 

Infolge von (11 u) gilt daher (12u). Ebenso ergibt sich (12v). 
Damit ist der Satz B" bewiesen. 
50. Zerlegungen in zyklische Gruppen von Primzahlpotenz-Ord

nungen. Der noch unbewiesene Satz C wird sich (in Nr. 51) aus dem 
nachstehenden Satz D ergeben. Zunachst definieren wir: Zwei Zer
legungen der Gruppen J und J' 

J = U1 + U2 + ... + Um' J' = VI + V 2 + ... + Vn 

heiBen einander "iihnlich", wenn m = n ist und wenn bei geeigneter 
Anordnung der direkten Summanden die Isomorphien 

bestehen. i=1,2, ... ,n 

1 m] ist die Gruppe aller Elemente mx mit xC]; vgJ. Nr. 2c. 
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Satz D. Sind 

] = Zl + Z2 + ... + Zm' ] = Z{ + Z~ + ... + Z~ 
zwei Zerlegungen der Gruppe ] in zyklische Gruppen Zi bzw. Z;, deren 
Ordnungen Primzahlpotenzen sind, so sind diese Zerlegungen einander 
iihnlich. 

Dieser Satz ist offenbar in dem folgenden enthalten: 
Satz E. Es sei 

(13) ] = Zl + ... + Zn 

eine Zerlegung der Gruppe ] in zyklische Gruppen Zi' deren Ordnungen 
Primzahlpotenzen sind; es seien ferner peine beliebige Primzahl, t eine 
beliebige Zahl >1 und kt die Anzahl derienigen Gruppen Zi' deren Ord
nungen gleich der Potenz pt sind. Dann ist kt durch die Struktur von ] 
bestimmt: es ist 

(14) 

wobei rm der Rang modm von] ist (Nr. 29). 
Beweis. Die Behauptung (14) ist in der folgenden enthalten: 

Setzt man 
K t = kt + kt+l + kt+2 + ... 

- man bedenke, daB k. = 0 fur hinreichend groBes s ist so ist 

(15) rpt = K t • 

Die Ordnungen der zyklischen Gruppen Zi in (13) seien ei ; da sie 
Primzahlpotenzen sind, ist die Zahl K t ihrer Definition nach die An
zahl derjenigen ei , die durch pt teilbar sind. Es seien Xl' X 2 , •• " X Kt 

die erzeugenden Elemente derjenigen Gruppen Zi' deren Ordnungen 
durch pt teilbar sind, und Yj die erzeugenden Elemente der ubrigen Zj' 
i = 1, 2, ... , n - K t • 

Die Behauptung (15) zerlegen wir in zwei Teile: 

(1Sa) rpt > K t , (1Sb) rpt -< K t. 

Beweis von (15 a): Die Elemente Xl' ... , xK , sind linear unabhangig 
modpt; denn aus 1:aix i = 0 folgt, daB ai durch ei' also auch durch pt 
teilbar ist. 

Beweis von (15b): Es sei zunachst z' = ~aixi + 1:bjyj irgendein 
Element von T; da die Ordnungen ej der Yj nieht durch pt teilbar sind, 
besitzen sie ein gemeinsames Vielfaches q, das eben falls nieht durch pt 
teilbar ist; es ist 

Demnach gilt, wenn Elemente z~, 4, ... , Zg,+1 gegeben sind, 

(16) 

(17) 

Kt 

q. ~ = LChiXi , 
i~l 

q '*' 0 modpt. 

h = 1, 2, ... , K t + 1. 
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Nach Nr.21 gibt es Zahlen ~I' ... , ~K'+l' so daB 

(18) i = 1,2, ... , K t 

ist, wobei die ~k teilerfremd sind; daher ist wenigstens ein ~k nicht 
durch p teilbar, und infolge von (17) gilt fUr dieses h: 

(19) ~kq*Omodpt. 

Aus (16) und (18) folgt 
K,+l 

2:~kq·~=O. 
k=l 

Mit Riicksicht auf (19) bedeutet dies: die Elemente zi, ... , ZEt+! sind 
linear abhangig mod pt; folglich gilt (15 b). 

Damit ist der Satz E bewiesen. 
51. Beweis des Satzes C (Nr.47). Es sei Z eine zyklische Gruppe 

von Primzahlpotenzordnung. Ware Z = U + V, U =F 0, V =F 0, so 
konnte man die endlichen Gruppen U und V durch wiederholte An
wendung des Satzes B (Nr.47) als direkte Summen zyklischer Grup
pen Zi von Primzahlpotenzordnungen darstellen, und man erhielte eine 
Zerlegung Z = ZI + ... + Zn mit n :> 2 - im Widerspruch zu Satz D. 

52. Die Zerlegung einer Gruppe in unzerlegbare Gruppen. Wenn 
in einer zyklischen Zerlegung (vgl. Nr.40) 

(1) I = Zl + Z2 + ... + Zn 

der Gruppe I ein Summand Zi eine endliche Ordnung hat, die nicht 
Primzahlpotenz ist, so kann man diese Gruppe Zi durch wiederholte 
Anwendung des Satzes B' (Nr. 49) als direkte Summe zyklischer Grup
pen von Primzahlpotenzordnungen darstellen. Auf Grund der Satze A 
und C gilt daher der 

Satz. Iede Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden lapt sich in direkte 
Summanden zerlegen, welche selbst unzerlegbar sind. 

Dnd ferner gilt der wichtige 
Eindeutigkeitssatz. Ie zwei Zerlegungen einer Gruppe mit end

lich-vielen Erzeugenden in unzerlegbare direkte Summanden sind einander 
ahnlich1• 

Beweis. Es seien 

I = U I + ... + Um , I = VI + ... + V" 

zwei Zerlegungen der Gruppe I mit endlich-vielen Erzeugenden in un
zerlegbare Summanden Ui bzw. Vj. Da die Ui und Vj selbst Gruppen 
mit endlich-vielen Erzeugenden sind (Nr.38), sind sie zyklisch; denn 
sonst lieBen sie sich nach Nr. 40 weiter zerlegen. Ihre Ordnungen sind 
nach Satz B (Nr. 47) entweder ° oder Primzahlpotenzen. Sowohl die 

1 Definition der A.hnlichkeit in Nr. 50. 
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Anzahl der Ui mit der Ordnung 0 als auch die Anzahl der Vj mit der 
Ordnung 0 ist gleich r(J) (Nr. 41). Einerseits die Ui mit endlicher 
Ordnung, andererseits die Vj mit endlicher Ordnung bilden je eine 
Zerlegung der Gruppe Taller endlichen Elementen von] (Nr. 42); 
diese beiden Zerlegungen von T sind nach Satz D (Nr. 50) einander 
ahnlich. Folglich sind die beiden vorgelegten Zerlegungen von] ein
ander ahnlich. 

53. FoIgerung. Den soeben bewiesenen Eindeutigkeitssatz kann 
man auch folgendermaBen aussprechen: Wenn 

(20) 

eine Zerlegung von ] in unzerlegbare Summanden ist, so sind die zu 
den Gruppen Ui gehOrigen Ordnungen (d. h. die Ordnungen der die 
zyklischen Gruppen Ui erzeugenden Elemente) 

(21) 

abgesehen von der Reihenfolge, eindeutig durch die Struktur der GruppeJ 
bestimmt - unabhangig von der speziellen Zerlegung (20). Wir nennen 
das Zahlensystem (21) die "Basisreihe" der Gruppe J. 

Die Basisreihe von ] ist vollstandig durch die beiden folgenden 
Eigenschaften charakterisiert: 

1) Jede Zahl u i ist entweder 0 oder eine Primzahlpotenz; 
2) die Gruppe ] ist eine direkte Summe (20), wobei U i eine zyk

lische Gruppe mit der Ordnung ui isF, i = 1, 2, ... , n. 
Aus dieser Charakterisierung der Basisreihe ergibt sich unmittelbar: 

Sind U l , U 2 ' ... , Un und u~, u~, ... J u~, 
die Basisreihen der Gruppen U bzw. U', so ist 

die Basisreihe der direkten Summe U + U'. 
Umgekehrt sieht man hieraus: Wenn man die Basisreihe von U + U' 

sowie die Basisreihe von U kennt, so kennt man auch die Basisreihe 
von U'; da nun nicht nur die Basisreihe durch die Struktur der Gruppe, 
sondern naturlich auch die Struktur der Gruppe durch die Basisreihe 
bestimmt ist, gilt der folgende 

Sa tz. Durch die Struktur der Gruppe ] = U + U' und die Struktur des 
einen Summanden U ist die Struktur des anderen Summanden U' bestimmt. 

Mit anderen Worten: 
Aus 

und 

!olgt 

U+ U'~ V+ V' 

U~V 

U'~V'. 

1 Unter einer zyklischen Gruppe mit der Ordnung 0 ist eine unendliche 
zyklische Gruppe zu verstehen. 
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Dabei ist vorausgesetzt, dafJ 1= U + U' eine Gruppe mit endlich-vielen 
Erzeugenden ist. 

54. Eine Gruppenkomposition. Die folgende Begriffsbildung wird 
in diesem Buche zuweilen verwendet: 

Es seien I eine beliebige Gruppe, A eine Gruppe mit endlich-vielen 
Erzeugenden und aI' a2 , ••• , an die Basisreihe von A; dann verstehen 
wir unter (J, A) die folgendermaBen definierte abstrakte Gruppe1 : 

(22) (J, A) R1 Ial + la, + ... + Ian· 

Aus Nr. 53 ergibt sich unmittelbar die Giiltigkeit des rechtsseitigen 
distributiven Gesetzes 

(23) (J, A + A') PI:! (J, A) + (J, A'). 

Aus der Regel (9) in Nr. 46 folgt ferner das linksseitige distributive 
Gesetz 
(24) (J + J', A) ~ (J, A) + (J', A). 

Wir behaupten weiter: 1st Z eine zyklische Gruppe mit der Ord
nung m, also Z ~ ®m' so ist 

(25) 

Denn wenn m = a1 • a2 ••••• an die Zerlegung von m in teilerfremde 
Primzahlpotenzen ai ist, so folgt aus dem Satz B" (Nr.49) einerseits 

(26) 
andererseits 
(27) 

1m ~ Ial + la, -t ... + lan' 

Wie man aus (27) sieht, hat die Gruppe ®m die Basisreihe aI' a2 , ••• , an; 
daher ist 

(J, ®m) R1 Ial + la, + ... + Ian; 

hieraus und aus (26) folgt (25). -
Aus (23) und (25) ergibt sich: Es sei 

(28) A = Z' + Z" + ... + Z(k) 

eine beliebige Zerlegung der Gruppe A in zyklische Gruppen Z(i) (die 
nicht unzerlegbar zu sein brauchen), und es seien e1 , e2 , ••• , ek die 
Ordnungen dieser zyklischen Gruppen; dann ist 

(29) (J, A) PI:! leI' + Ie, + ... + Iek· 

Da eine Gruppe A gewohnlich durch eine Zerlegung (28) gegeben 
ist, liefert (29) eine praktische Regel zur Bildung von (J, A). -

1 Diese direkte Summe ist im Sinne von Nr. 13 zu bilden. 1st etwa a1 = a2 = a, 
so hat man unter Ja + Ja die aus zwei Gruppen j', J", welche beide mit Ja iso
morph sind, gebildete direkte Summe j' + J" zu verstehen. - Man beachte 
iibrigens: Es ist Jo;::l:j J und II = 0 fiir jede Gruppe J. 
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Wenn nicht nur A, sondern auch I = Beine Gruppe mit endlich
vielen Erzeugenden ist, so ist nicht nur (B, A), sondern auch (A, B) 
erklart; wir behaupten: 
(30) (B, A) ~ (A, B). 

Beweis: Auf Grund der distributiven Gesetze (23) Hnd (24), der 
Zerlegbarkeit von A und B in zyklische Summanden sowie der Regel (29) 
geniigt es, die Richtigkeit von (30) in dem Fall festzustellen, wenn A 
und B zyklisch sind. 1st aber 

so ist, Wle man ohne Miihe feststellt (vgl. die Aufgahe In Nr. 4) 

(31) (A, B) ~ (B, A) ~ @(a,b)' 

wobei (a, b) der gr6Bte gemeinsame Teiler von a und b ist (clabei ist @1 

die Nullgruppe). 
Aus (29), (31) und den distributiven Gesetzen ergibt sich die fol-

gende Regel: Sind A = ..l'A(i) , B = 2:,B(j) 
i j 

Zerlegungen der Gruppen A und B in zyklische Gruppen A(i)b7W. BU) 
mit den Ordnungen ai bzw. bj , so ist 

(32) (A, B) ~1:@(ai,bj). 
i, j 

55. Elementarteiler. Die nachstehenden bekannten Begriffe und Tatsachen 
werden zuweilen auch in der Topologie verwendet; da sie in diesem Buch keine 
Rolle spielen, verzichten wir auf die Beweise. 

Die zyklische Zerlegung I = Z' + Z" + ... + Z(k) heiBe eine "Normal
zerlegung", wenn die Ordnungen ei der Gruppen Z(i) die folgenden Bedingungen 
erfiillen: ei+l ist durch ei teilbar (i = 1, 2, .. " k - 1). Es gel ten die beiden 
Satze 1 : 

1) Iede Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden gestattet eine Normalzerlegung. 
2) Ie zwei Normalzerlegungen einer Gruppe sind einander ahnlich (vgl. Nr. ,0). 
Auf Grund des Satzes 2 sind die Ordnungen ei, die in einer Normalzerlegung 

von I auftreten, durch I eindeutig bestimmt; umgekehrt bestimmen sie die 
Struktur von j. Die von Null verschiedenen ei heiBen die "Elementarteiler" von j. 

§ 5. Charaktere. 

56. Erklarung. Das Wort "Charakter" ist hier nur eine andere Be
zeichnung fUr den Begriff "Homomorphismus" (Nr. 6): wenn A und I 
zwei beliebige Gruppensind, so verstehen wir unter einem "I -Charakter 
von A" eine homomorphe Abbildung von A in J. Insbesondere gibt 
man fUr gewisse spezielle Gruppen I, die wir unten (Nr. 61, 62, 63) 
besonders betrachten werden, der Bezeichnung "Charakter" den Vor
zug vor der Bezeichnung "Homomorphismus"; wir werden jetzt aber 
durchweg, auch bei beliebigen I, von "Charakteren" sprechen. 

1 Einen Beweis findet man z. B. im § 86 des Buches von SEIFERT-THRELFALL. 
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57. Die Charakterengruppe. Es seien lund g zwei J -Charaktere 
der Gruppe A; setzen wir fUr jedes Element x von A 

(1 ) h(x) = I (x) + g(x), 

so ist auch die damit definierte Abbildung h von A in J ein J-Cha
rakter; wir bezeichnen ihn als die "Summe" von lund g: 

(2) h = I + g. 

Offenbar wird die Gesamtheit der J-Charaktere durch diese Addi
tionsvorschrift zu einer Gruppe; wir nennen diese Gruppe C J (A) . Ihr 
Nullelement ist derjenige Charakter, der allen Elementen von A das 
Nullelement von J zuordnet. 

Bei gegebenen Gruppen A und J bestehen die folgenden beiden 
Fragen: I) Wie konstruiert man alle J-Charaktere von A? II) Wie 
bestimmt man die Struktur der Gruppe C J (A) aus den Strukturen 
von A und J? - Wir werden nachher (Nr.60) beide Fragen fUr den 
Fall beantworten, daB A eine Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden 
ist. -

58. Zunachst nehmen wir nur an, daB die Gruppe A cine direkte 
Summe, A = U1 + U2 , im ubrigen beliebig, ist. Ein J-Charakter I be
wirkt in U1 - wie in.jeder Untergruppe von A - einen J-Charakter 11 
durch die Vorschrift: 

11 (x) = I (x) 

analog wird durch I ein J -Charakter 12 in U 2 bewirkt. Aber auch um
gekehrt: es seien J-Charaktere /1' /2 in U I , U2 gegeben; dann ist durch 

(3) I (Xl + x2) = IdxI ) + 12 (x2), xlC U1 , x 2C U 2 

ein J-Charakter I in A bestimm~, und die durch ihn in UI und U2 be
wirkten J-Charaktere sind gerade die gegebenen 11 und 12. Die Auf
gabe der Konstruktion aller J -Charaktere von A ist damit auf die 
Konstruktion der J -Charaktere von U 1 und von U 2 zuriickgefiihrt: 
man erhalt den allgemeinsten J-Charakter I von A, wenn man I durch (3) 
erklart und 11,12 aUe J-Charaktere von U I bzw. U2 durchlaulen tapt. 

Zugleich sieht man hieraus unmittelbar: es ist 

(4) 

dabei sind die mit CJ(UI) und CJ (U2) isomorphen Untergruppen VI 
und V 2 , deren direkte Summe CJ(UI + U 2) = CJ(A) ist, folgender
maBen erklii.rt: VI ist die Gruppe derjenigen Charaktere von A, we1che 
in allen Elementen von U 2 den Wert 0 haben; und das Arialoge gilt 
fur V 2 • -

59. ]etzt sei A eine zyklische Gruppe, also A ~ @m mit m = 0 
oder m:> 2. Es sei zein festes Element, das A erzeugt. 1st dann I 
ein Charakter von A und I(z) = 1;, so ist m1; = I (mz) = 0; das heiBt: 
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,emI. 1 Umgekehrt: es sei, ein beliebiges Element der Gruppe mI; 
wir setzen 
(5) f(az) = a' 

ffir jede ganze Zahl a; dann ist f eine eindeutige Funktion des Argu
ments x = az; denn es ist dann und nur dann a'z = az, wenn a' == a 
modm ist 2 ; aber dann ist (a' - a)' = 0, also a" = a'. DaB die 
durch (5) gegebene eindeutige Abbildung von A in I ein Charakter 
ist, ist klar. Damit haben wir erkannt: man erhiilt den aUgemeinsten 
I-Charakter der zyklischen Gruppe A ~ @m' indem man dem (fest ge
wahlten) erzeugenden Element Z von A ein beliebiges Element f (z) = , 
der Gruppe mJ zuordnet. DieWerte von f ffir die fibrigen Elemente 
x = az von A sind dann durch (5) bestimmt. 

Ffir die Gruppe CJ(@m) ergibt sich aus der eineindeutigen Be
ziehung zwischen den J-Charakteren und den Elementen ,: 

(6) CJ(@m) ~ mI. 

Insbesondere ist (im Fall'm = 0) 

(60) CJ (@) ~ J. 
60. Nunmehr sei A eine beliebige Gruppe mit endlich-vielen Er

zeugenden, und es sei 

(7) A = Z' + Z" ••• + Z(k) , Z(i) ~ @ml' i = 1, 2, ... , k 

eine zyklische Zerlegung (Nr. 40); die zyklischen Gruppen Z(i) seien 
durch die Elemente Zi erzeugt; ihre Ordnungen seien mi' Durch Ver
einigung der Ergebnisse von Nr. 58 und Nr. 59 ergibt sich: Man erhiilt 
den allgemeinsten Charakter der Gruppe A, wenn man fur i = 1,2, ... , n 
dem Element Zi ein beliebiges Element f (Zi) = 'i der Gruppe mJ zuordnet 
und im ubrigen . 

f(J:aizi) = ~ai'i 
setzt. Und ffir die Gruppe CJ(A) gilt: 

(8) CJ(A) ~ mJ + m.l + ... + mJ· 
61. Ganzzahlige Charaktere. Es sei J = @, also die additive Gruppe 

der ganzen Zahlen. Einen @-Charakter nennt man einen "ganzzahligen 
Charakter" oder auch kurz einen "Charakter". 

Da m@ = 0 fUr m =1= 0 ist, vereinfacht sich das Ergebnis der Nr. 60 
folgendermaBen: den allgemeinsten ganzzahligen Charakter der durch (7) 
gegebenen Gruppe A erhalt man, indem man jedem Element Zi mit 
der Ordnung 0 eine beliebige Zahl f (Zi) , jedem Element Zi mit von 0 
verschiedener Ordnung die Null zuordnet. 

1 mf ist die Gruppe derjenigen Elemente x von f, fUr die mx = 0 ist. Es 
ist also of = f, d = O. 

9 Kongruenzen mod 0 sind Gleichungen. 
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Fur die Gruppe C@ (A) folgt aus (8): Die Gruppe der ganzzahligen 
Charaktere von A ist ein r-gliedriger Modul, wobei r der Rang von A ist 
(denn dieser Rang ist gleich der Anzahl der Zi mit der Ordnung 0). 

Hierin ist enthalten: Fur einen Modul Mist 

(9) C@(M) PI::! M. 

62. Zyklische Charaktere. ]etzt betrachten wir den Fall, in demJ 
die Gruppe ffil der Drehungen eines Kreises um rationale Teile von :rc ist; 
diese Gruppe HiJ3t sich auch als die additive Gruppe der modulo 1 zu 
reduzierenden rationalen Zahlen erkliiren. Einen ffil-Charakter nennt 
man einen "zyklischen Charakter". 

Aus der Definition von ffil ist ersichtlich: fUr jedes m > 0 ist 
m(ffiI ) PI::! @m' Daher ergibt sich aus (8): Wenn aIle m i =l= 0 sind, d. h. 
wenn A endlieh ist, so ist 
(10) C~dA) PI::! A. 

1st A nicht endlich, so ist (Nr. 43) A = M + T, wobei M ein Mo
dul, T die endliche Gruppe der Elemente endlicher Ordnung von A 
ist; ist r der Rang von A und von M, so ist nach (8): 

(11) Cm, (A) = Cm, (M + T) PI::! ffil + ffil + ... + ffil + T. 
~--;:;;;l---

63. Charaktere modm. SchlieBlich sei ] = @m' also die Rest
klassengruppe modulo m, m~ 2. Einen @m-Charakternennt man einen 
"Charakter modm". 

Es istl mJ@m) PI::! @(m,mi)' Daher folgt aus (8): Die Struktur der 
Gruppe der Charaktere modm der dureh (7) gegebenen Gruppe A ist dureh 

(12) C@m(A) PI::! @(m,m,) + @(m,m,) + ... + @(m,mk) 

bestimmt. Hieraus liest man ab: 
(12') C@m(A) PI::! Am' 

Darin ist enthalten: Wenn A die Eigensehaft hat, dafJ die Ordnung 
iedes Elementes ein Teiler von mist, wenn also mx = 0 fur aUe Ele
mente x von A gilt, so ist 
(13) C@m(A)PI::!A. 

Denn die Voraussetzung besagt1: mA =0, also Am=A -mA =A; 
in der Voraussetzung ist enthalten, daB A eine endliche Gruppe ist. 

64. Die Pontrjaginschen Dualitatssatze. Es seien A, B, ] drei 
beliebige Gruppen. Jedem Paar {x, y} von Elementen x c A, y c B 
sei ein Element z = F (x, y) 

von ] derart zugeordnet, daB die folgenden beiden "distributiven Ge
setze" gelten: 
(14a) 

(14b) 

Vgl. Nr. 4. 

F(x] + x2, y) = F(XI' y) + F(X2' y), 

F (x, Yl + Y2) = F (x, Yl) + F (x, Y2)' 
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Dann sagen wir: Fist eine "Gruppenmultiplikation" von A und B 
in bezug auf ]. 

Ferner definieren wir: Die Gruppen A und B sind "dual in bezug 
auf I", wenn es eine solche Gruppenmultiplikation F gibt, daB die 
beiden folgenden Gesetze gelten: 

(15a): Zu jedem x =f= 0 gibt es wenigstens ein y mit F(x, y) =f= 0; 

(15b): Zu jedem y =f= 0 gibt es wenigstens ein x mit F(x, y) =l= o. 
65. Nun gilt der Sa tz : 
Wenn A und B dual in bezug auf I sind, so ist A mit einer Unter

gruppe V von C J (B) und B mit einer U ntergruppe U von C J (A) isomorph. 
Beweis. Es sei F zunachst irgendeine Gruppenmultiplikation von 

A und B in bezug auf I. Ferner sei y ein festes Element von B. Wir 
~etzen fy(x) = F(x, y). 

Das Gesetz (14a) bedeutet: fy ist ein I-Charakter der Gruppe A, also 
ein Element der Charakterengruppe C J (A) . Wir ordnen dem Ele
ment y von B das Element fy von CJ(A) zu: fy = qJ(Y). Das Gesetz 
(14 b) bedeutet: qJ ist eine homomorphe Abbildung von B in C J (A) ; 
die Bildgruppe qJ (B) nennen wir U. 

Nun erflille die Gruppenmultiplikation F auch das Gesetz (15 b). 
Dieses Gesetz bedeutet: 1st y =f= 0, so ist auch qJ (y) =f= 0; denn der 
Charakter fy ist nicht das Nullelement von CJ(A), da es ein x mit 
fy (x) =f= 0 gibt. Foiglich besteht der Kern des Homomorphismus qJ 
nur aus dem NuIlelement von B; daher ist (nach Nr. 8) qJ ein Isomor
phismus der Gruppe B auf die Untergruppe U von CJ(A). 

Ebenso ergibt sich, falls A und B dual in bezug auf I sind, die 
Existenz einer Untergruppe V von C J (B), mit welcher A isomorph ist. 

66. Dualitatssatze. Es sei eine der drei folgenden Voraussetzungen 
(IX), (fJ), (y) erfiillt: 

(IX): A ist ein Modul, und list gleich ®; 
(fJ): A ist eine endliche Gruppe, und list gleich ffi1 ; 

(y): A ist eine endliche Gruppe, die Ordnungen aller Elemente von A 
sind Teiler der Zahl m, und list gleich ®m (m::>- 2); 

ferner sei Beine Gruppe, die mit A dual in bezug auf list. Dann sind 
A und B miteinander isomorph. 

Beweis. Es ist nach (9) bzw. (10) bzw. (13) 

(16) CJ(A) ~ A. 

Nach Nr. 65 ist daher B mit einer Untergruppe A' von A isomorph; 
infolgedessen ist die Gruppe B im Falle (IX) ein Modul (Nr. 23), im 
FaIle (fJ) eine endliche Gruppe, im Falle (y) eine endliche Gruppe, 
deren samtliche Elemente Ordnungen besitzen, die Teiler von m sind. 
In jedem FaIle also erflillt auch B die Voraussetzung (IX) bzw. (fJ) 
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bzw. (y). Infolgedessen ist auch A mit einer Untergruppe B' von B 
isomorph. Nun ist in jeder der drei Voraussetzungen (IX), ({3), (y) die 
Tatsache enthalten: A ist eine Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden. 
Daher folgt die Isomorphie von A und B aus dem 3.Isomorphie
Kriterium (Nr. 44). 

67. Erweiterungssatze. Es handelt sich urn Fragen der folgenden 
Art: In der Untergruppe V der Gruppe A ist ein Charakter I gegeben; 
laBt er sich zu einem Charakter F von A erweitern, d. h. gibt es einen 
Charakter F von A, der in den Elementen von V mit I tibereinstimmt? 

Bis Nr. 69 ist unter A = M ein Modul und unter einem Charakter 
ein ganzzahliger Charakter zu verstehen. 

Sa tz. J eder Charakter I einer Untergruppe mit Division (Nr. 5) des 
Moduls M liifJt sich zu einem Charakter F von M erweitern. 

Beweis. 1st f) Untergruppe mit Division von M, so ist (nach 
Nr. 25) M direkte Summe M = f) + V. Dann definiere man F durch 

F(x + y) = I(x), 

wobei x die Elemente von D, y die Elemente von V durchlauft. Offen
bar ist Fein Charakter von M, der in f) mit I tibereinstimmt. (Vgl. 
Nr. 58.) 

68. Satz. Es sei V eine beliebige Untcrgruppe des Moduls M. Ein 
Charakter I von V liifJt sich dann und nur dann zu einem Charakter F 
von M erweitern, wenn die lolgende Bedingung erfullt ist: 

(I): 1st zein Element von M, m cine ganze Zahl o:~2, und mz = xC V, 
so ist f (x) == 0 modm. 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung (I) ftir die Existenz 
von Fist klar: wenn F existiert, so ist f (x) = mF (z). 

Die Bedingung (I) sei erftillt. Nach Nr. 24 dtirfen wir annehmen: 

V = [aIXI , a2X 2 ,.··, arXr], (; = [Xl' X 2 ,···, X r ]; 

dabei ist f) Untergruppe mit Division von M. Infolge der Bedingung (I) 
ist f(aiXi) = aibi mit ganzem bi. Wir setzen F(Xi) = bi und allgemein: 
F(~CiXi) = ~cibi fUr jedes Element 2;CiX i von f). Damit haben 
wir f zu einem Charakter F von f) erweitert. Nach Nr. 68 k6nnen 
wir, da f) Untergruppe mit Division von Mist, diesen Charakter von f) 
noch zu einem Charakter von M erweitern. 

69. Satz. Es seien V und V Vntergruppen des l"\;loduls M. In U 
ist ein Charakter I gegeben; man soU ihn zu einem solchen Charakter F 
von M erweitern, dafJ F (y) = 0 lur iedes Element y von V ist. Dies ist 
dann und nur dann moglich, wenn die lolgende Bedingung (II) erfiillt ist: 

(II) 1st zein Element von M, m eine ganze Zahl ~2, y ein Element 
von V, und ist mz + y = xC V, so ist f(x) == 0 modm. 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung (II) fUr die Existenz 
von Fist wieder klar: wenn F existiert, so ist f (x) = mF (z). 
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Die Bedingung (II) sei erfullt. Dann behaupten wir zunachst: fur 
jedes Element x des Durchschnittes U· V ist f(x) = o. In der Tat: 
es sei m eine beliebige ganze Zahl22; dann ist x = mz + y mit z = 0 
und y = x c V, also nach (II): f (x) == 0 mod m; da dies fUr jedes 
m> 2 gilt, ist f(x) = o. 

Jetzt betrachten wir die Gruppe U' aller Elemente 

(17) z = x + y mit XC U, Y c V. 

Wenn das Element z zwei soIche Darstellungen besitzt, 

z = x + y = x' + y', 

so ist x - x' = -y + y' cU· V, also, wie wir eben sahen, 

f(x - x') = f(x) - f(x /) = o. 
Daraus folgt: Wenn wir fur jedes Element (17) 

f' (z) = f (x) 
setzen, so ist f' eine eindeutige Funktion in U' , und zwar ist sie ein 
Charakter, da f ein soIcher ist. In der Untergruppe U von U' stimmt f' 
mit f uberein. Damit ist also f zu einem Charakter f' von U' erweitert. 

Urn zu zeigen, daB wir diesen Charakter f' zu einem Charakter F 
von M erweitern konnen, haben wir zu zeigen : f' erfullt die Bedingung (I) 
aus Nr. 68, wobei man dort f durch f' und U durch U' zu ersetzen hat. 

Es sei also z c M und mz cU' mit m 2:: 2; dann ist mz = x + y, 
xC U, y c V,. also nach (II): f (x) == 0 modm. Nach Definition von f' 
ist aber f' (z) = f (x); folglich erfullt f' die Bedingung (I). Damit ist 
der Satz bewiesen. 

70. Sa tz. Es sei I eine endliche Gruppe, und die Ordnung jedes 
Elementes von I sei Teiler der festen Zahl m 2: 2; ferner sei U eine be
liebige Untergruppe von I und f ein Charakter modm von U. Dann liif3t 
sich f zu einem Charakter modm von I erweitern. 

Beweis. Wir erledigen zunachst den folgenden Spezia1fall: I sei 
zyklisch. Dann sei Zo erzeugendes Element von I, seine Ordnung sei mo; 
die Untergruppe U wird von einem Element azo erzeugt, wobei a Teiler 
von mo ist. 1st f (az o) = tm (b), wobei b eine ganze Zahl und tm (b) die 

~ie enthaltende Restklasse modm ist, so ist, da azo die Ordnung mo hat, 
a 

(18) mob == 0 (modm), 
a 

also mo b ganz, und da .!!!...- ganz ist, auch ~. ganz. Es ist mo· trn (IJ.-) = 0 
ma mo a a 

nach (18), und daher wird (vgl. Nr. 59) durch die Festsetzung g (zo) = t m (%) 
ein Charakter g von I erklart; da g(azo) = tm(b) ist, stimmt er in U 
mit f uberein. - Damit ist der Satz fUr zyklische Gruppen I bewiesen. 

Jetzt sei I beliebig. Es genugt offenbar, unter der Voraussetzung, 
daB U echte Untergruppe von I ist, zu zeigen, daB sich f zu einem 
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Charakter einer gewissen Untergruppe U' von J erweitern Hi.Bt welche U 
als echte Untergruppe enthalt; denn falls U' auch noch echte Unter
gruppe von Jist, kann man dann den Charakter von U' ebenso zu 
einem Charakter einer gr6Beren Untergruppe U" von J erweitern, und 
so fort, bis man bei der Gruppe J angelangt ist. 

Es sei Zo ein nicht in U enthaltenes Element von J und Jo die 
Gruppe aller Vielfachen von zo; da Jo zyklisch ist, gibt es, wie wir 
schon gezeigt haben, einen Charakter g von Jo, der in der Durchschnitts
gruppe Uo = U· Jo mit f iibereinstimmt. 

Unter U' verstehen wir die Gruppe aller Elemente x + z mit XC U, 
z c Jo; sie ist eine echte Obergruppe von U. 1st x' ein Element von U' , 
und zwar etwa 

x' = Xl + Zl = X 2 + Z2' Xi C U, ZiCJo, 

so ist Xl - x2 = - Zl + Z2 Element von Uo und daher 

i = 1,2, 

f(x i - x2) = g(-Zl + Z2)' 

also t(x}) - t(x2) = -g(Zl) + g(Z2) , 

Hieraus ist ersichtlich: ·Wenn man f' (x') fUr jedes Element x' = X + Z 

von U' durch f' (x') = f(x) + g(z) 

erklart, so ist t' eine eindeutige Funktion in U'. DaB f' ein Charakter 
modm ist, ergibt sich unmittelbar daraus, daB fund g Charaktere sind. 
Daher stellt f' die gewiinschte Erweiterung von f dar. 

Anhang II. 

Der Rn und seine konvexen Zellen. 
§ 1. Der RR und seine Ebenen. 

1. Lineare Unabhangigkeit von Punkten. - 2. Baryzentrische Koordinaten. 
- 3. Schnitt- und Aufspannungssatze. - 4. Allgemeine Lage. - 5. Affine 
Abbildungen .. - 6. Aufspannen einer affinen Abbildung durch Abbildungen 
von Teilraumen. 

§ 2. Konvexe Mengen. 
1. Definition. - 2. Die einfachsten Eigenschaften konvexer Mengen. -
3. Innere Punkte und Randpunkte einer konvexen Menge. - 4. Schnitt
ebenen. - 5. Die Homoomorphie der n-dimensionalen konvexen Korper. 

§ 3. Konvexe und baryzentrische Hiillen. Simplexe. 
1. Die konvexe Hiille einer beliebigen Menge. - 2. Die baryzentrische Hiille 
einer endlichen Punktmenge. - 3. Eindeutigkeitssatz. - 4. Euklidische 
Simplexe. - 5. Geometrische Simplexe des Rn. - 6. Weitere Eigenschaften 
baryzentrischer Hiillen. - 7. Die Dimension einer konvexen Menge. 

§ 4. Konvexe Raumstiicke. Konvexe Zellen. 
1. Konvexe Raumstiicke. - 2. Der Rand eines konvexen Raumstiickes. 

AIexandroff-Hopf. TopoJogie 1. 38 
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3. Die (n - 1)-dimensionalen Seiten eines n-dimensionalen konvexen Raum
stftckes. - 4. Die r-dimensionalen Seiten. - 5. Konvexe Zellen. 

1. Nachtrag: Zentralprojektion. 

2. Nachtrag: Der Schwerpunkt. 

Vorbemerkungen. Die Grundtatsachen der mehrdimensionalen 
analytischen Geometrie, etwa soweit sie in der "Einfuhrung in die ana
lytische Geometrie und Algebra" von SCHREIER-SPERNER dargestellt 
sindl, setzen wir als bekannt voraus. Infolgedessen durfen wir im 
ersten Paragraphen aile Beweise dem Leser uberlassen. 

Wir werden uns der vektoriellen Terminologie fur das Rechnen mit 
Punkten bedienen und dabei die Punkte mit lateinischen Buchstaben 
bezeichnen: Sind a und b die Punkte des Rn mit den Koordinaten 

bzw. 

so ist a + b der Punkt mit den Koordinaten 

lXI + fJI' lX2 + fJ2' ... , lXn + fJn· 

Ferner ist la der Punkt mit den Koordinaten 

Unter I a I verstehen wir die Zahl 1 / ±lX~. Die Entfernung der Punkte a 
und b ist also r 0=1 

e(a, b) = la - bl· 

Die Dreiecksungleichung 2 lautet 

Ie - al -< Ie - bl + Ib - al 
oder, wenn man hier e - b durch a und b - a durch b ersetzt: 

Ferner ist 
la+bl-<Ial+ IbI

Ilal = Ill·lal· 
Durch Kombination dieser Regeln ergibt sich 

§ 1. Der Rn und seine Ebenen. 

Den n-dimensionalen Euklidischen Raum bezeichnen wir immer 
mit Rn. Seine r-dimensionalen linearen Unterraume 3 , 0:0;: r -< n, be
zeichnen wir mit R'"; wir nennen die linearen Unterraume gewohnlich 
"Ebenen", ohne Rucksicht auf ihre Dimensionszahl r. Der R n gehort 
daher selbst zu seinen Ebenen. 

1 Leipzig-Berlin 1931. - Fftr unsere Zwecke genftgen der 1. Abschnitt und 
kleine Teile des II. Abschnittes aus diesem Buch. 

2 Vgl. Kap. I, § 1, Nr. 3 und Nr. 11. 3 SCHREIER-SPERNER: a. a. O. 
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1. Lineare Unabhangigkeit von Punkten. Definition. r + 1 
Punkte ao, aI' ... , ar heiBen ,,linear unabhiingig", wenn sie in keiner 
Ebene von einer Dimensionszahl < r liegen. 

Je n + 2 oder mehr Punkte des Rn sind demnach linear abhangig. 
Haben die Punkte ai die Koordinaten t}, t7, ... , 17, so ist die 

lineare Unabhangigkeit gleichbedeutend damit, daB die Matrix 

den Rang r + 1 hat. Dieselbe Tatsache kann man auch so ausdrucken: 
Aus dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleichungen 

Aoao + AlaI + ... + }'rar = 0 
und 

}'o + At + ... + Ar = 0 
folgt ;'0 = }'l = ... = }'r = o. 

Durch je r + 1 linear unabhangige Punkte a o, ... , ar geht eine 
und nur eine r-dimensionale Ebene - die von ao,"" ar "auf-
gespannte" Ebene R (a o, ... , ar ). Sie ist in jeder Ebene RS enthalten, 
in welcher die Punkte ao, ... , ar liegen. 

2. Baryzentrische Koordinaten. Die Ebene R (a o, ... , ar ) besteht 
aus denjenigen Punkten, die sich in der Form 

(1) a = floao + fllal + ... + flrar 

mit der Nebenbedingung 

(2) flo + It I + ... + flr = 1 

darstellen lassen; andererseits sind die Zahlen flo, fll' ... , ,Ur durch 
den Punkt a und die Relationen (1) und (2) eindeutig bestimmt; man 
nennt sie die "baryzentrischen Koordinaten" des Punktes a in dem 
baryzentrischen Koordinatengerust (a o, ... , a,.). 

Diese - auf F. A. MOBIUS zuruckgehende - Bezeichnung hat den 
folgenden Grund: Unter einem "materiellen Punkt" des Rn versteht 
man einen Punkt mit einer ihm zugeordneten reellen Zahl a, der 
"Masse" des materiellen Punktes; sind die materiellen Punkte ai mit 
den Massen ai gegeben, so ist der durch (1) bestimmte Punkt a der 
Schwerpunkt dieser Massenverteilung, wenn man 

fli = "0 + ... + ", 
setzt. Dabei brauchen die ai nicht positiv zu sein; man muB lediglich 

voraussetzen, daB a o + ... + ar =1= 0 ist. 

3. Schnitt- und Aufspannungssatze. Unter dem "Durchschnitt" 
zweier Ebenen Rr, RS des Rn verstehen wir wie ublich die Menge der 

38* 
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Punkte, die, den beiden Ebenen gemeinsam sind; unter dem von R' 
und RS "aufgespannten" Raum oder kurz der "linearen Hulle" zweier 
Ebenen die - offenbar eindeutig bestimmte - Ebene kleinster Di
mensionszahl, welche sowohl R' als auch R' enthalt. 

Man beweist leicht die folgenden Satze: 
Sat z I. Der Durchschnitt von R' und RS ist entweder leer oder eine 

Ebene Rd mit d 2: r + s - n. 
Sa tz II. Die Dimensionszahl h der linearen Hulle von R' und R" 

genugt der Ungleichung h:S r + s + 1. 
Satz III. Wenn der Durchschnitt von R' und RS nicht leer ist, so 

ist d + h = r + s. 
(Da jedenfalls h <:: n ist, ist im Satz III der Satz I enthalten.) 
4. Allgemeine Lage. Definition. Ein endliches oder unendliches 

Punktsystem heiBt ein System "in allgemeiner Lage", wenn flir jede 
Zahl r <:: n + 1 je r Punkte des Systems linear unabhangig sind. 

Unmittelbar aus den Satzen der vorigen Nummer ergibt sich der 
Sat z IV. Die Punkte ao, ... , a" bo, ... , bs seien einem System in 

allgemeiner Lage entnommen; es sei r <:: n, s;;:;; n. Dann gilt fur den 
Durchschnitt und die lineare Hulle der Ebenen R' = R (a o, ... , a,) und 
R S = R(bo,"" b.): 

Wenn r + s < n ist, so hat die lineare Hulle die Dimensionszahl 
r + s + 1, und der Durchschnitt ist leer. 

Wenn r + s > n ist, so hat die lineare Hulle die Dimensionszahl n 
(sie ist also der Rn), und der Durchschnitt ist entweder leer oder er hat 
die Dimensionszahl r + s - n. -

Man kann jedes endliche Punktsystem durch beliebig kleine Ver
schiebung seiner Punkte in allgemeine Lage bringen; d. h.: 

Satz V. Es sei {ao, aI' ... } ein beliebiges endliches oder abziihlbar 
unendliches Punktsystem im Rn und e eine positive Zahl. Dann gibt es 
ein Punktsystem {a~, a~, ... }, das sich in allgemeiner Lage befindet und 
dessen Punkte von den entsprechenden Punkten des ersten Systems um 
weniger als e entfernt sind: e(ai, ai ) < e fur i = 0,1, . , .. 

Beweis. Es sei a~=ao; furi=0,1, ... ,mseischonderPunktai 
der t:;-Umgebung von ai so gewahlt, daB a~, ai, ... , a;" in allgemeiner 
Lage sind. Dann verstehe man unter a;"+l einen Punkt der e-Umgebung 
von am+l' der auf keiner der endlich-vie1en Ebenen 

liegt. 
Die Bezeichnung "allgemeine" Lage hat folgende Berechtigung: DaB sich ein 

System {ao • ... , ak} nickt in allgemeiner Lage befiudet, bedeutet, daB unter ge
wissen Determinanten, welche aus den Koordinaten der Punkte ai zu bilden sind 
und welche nicht identisch Null sind, wenigstens eine verschwindet - daB also 
ein "Ausnahmefall" vorliegt. Aus der Tatsache, daB diese Determinanten stetige 
Funktionen der Punkte ai sind, ergibt sich leicht das folgende Gegenstiick zu dem 
Satz IV: "Yenn das System {ao, ... , ak} in allgemeiner Lage ist, so gibt cs ein 
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solches t5 > o. daB auch jedes System {a~ • ...• a~} mit !? (a~. ail < t5 fur i = O. 1 •.... k 
ein System in allgemeiner Lage ist. 

5. Affine Abbildungen. Wegen der Definition der affinen Abbil
dungen des Rn in sieh vgl. etwa SCHREIER-SPERNER, §13. Von den 
Eigensehaften affiner Abbildungen erwahnen wir hier in erster Linie 
die durch einfache Rechnung leicht zu bestatigende I nvarianz des 
Schwerpunktes: Liegt eine affine Abbildung I des Rn in sich vor und 
ist a Schwerpunkt der materiellen Punkte ak , k = 0, 1, ... , r, mit 
den Massen mk , so ist I (a) der Schwerpunkt der materiellen Punkte I (ak ) 

mit denselben Massen mk • Rieraus folgt: 
Sa tz VI. Sind im Rn zwei Punktsysteme gegeben: ein aus n + 1 linear 

unabhiingigen Punkten bestehendes System ao, ... , an und ein System 
von nicht notwendig verschiedenen Punkten bo, •.. , bn, so existiert eine 
einzige affine Abbildung I von Rn aul einen echten oder unechten linearen 
Unterraum, welche ai in bi uberluhrt, i = 0, ... , n. . 

Man erhalt die Abbildung I, wenn man jedem Punkt a mit den 
baryzentrischen Koordinaten (10' ••. , an [in bezug auf das Koordi
natengeriist (a o, •.. , an)] den Schwerpunkt der in den Punkten bo, ... , bn 
respekti ve ange braeh ten Massen a 0' • • ., an zuordnet. 

Eine affine Abbildung heiBt eigentlich oder uneigentlich, je nach
dem sie eineindeutig ist oder nicht. Die eigentliehen Abbildungen, und 
nur diese, sind Abbildungen aul den Rn. Sie lassen sich dadureh cha
rakterisieren, daB sie ein linear unabhangiges System von n + 1 Punk
ten des Rn auf ein ebenfalls linear unabhangiges System aus der gleichen 
Anzahl von Punkten abbilden. Analytisch ausgedriickt lautet diese 
Bedingung folgendermaBen: Die durch 

i = 1, ... , n 

gegebene affine Abbildung (wobei die ti und ti die Koordinaten des 
Original- bzw. Bildpunktes sind) ist dann und nur dann eigentlieh, 
wenn die Determinante der Abbildung von Null verschieden ist: 

u~ ... ul 
D(f) = =F o. 

u~ ... un n 
Das Vorzeichen dieser Determinante andert sich bei einer Koordinaten
transformation im Rn nieht; man kann somit, unabhangig von dem 
im Rn gewahlten Koordinatensystem, von positiven und negativen eigent
lichen affinen Abbildungen spreehen - je naeh dem Vorzeichen der 
Determinante. 

6. Aufspannen einer affinen Abbildung des R n durch affine Ab
bildungen zweier Teilraume. Es seien RP und Rq zwei Ebenen des Rn, 
p + q = n, die sich in einem Punkt 0, und nur in diesem, schneiden 
und deren lineare Rulle somit (Satz III) der Rn ist. Es seien ferner 11 
und 12 zwei eigentliehe Abbildungen von RP bzw. Rq auf sieh, beide 
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mit dem Fixpunkt o. Dann existiert eine und nur eine alline Abbil
dung I des Rn aul sich, welche in RP bzw. Rq mit 11 bzw. 12 zusammenliillt. 
Die Abbildung I heiBt die von 11 und f2 aufgespannte Abbildung. 

W1i.hlt man ein Koordinatensystem im ~ mit dem Anfangspunkt 0 

so, daB seine p ersten Einheitsvektoren in RP, die iibrigen in Rq liegen, 
so sind die Abbildungen 11,/2' I ais homogene Lineartransformationen 
in den Variablenreihen (tl , ... , tp), (tp+l "'" tn), (tl , ... , tn) durch 
die Matrizen 

U,~ C':: :": ~:':'), U2 = (~::~':::~: :':': :': ~P::l:,:n), 
,upl"'" upp Un,p+l' ... , unn 

gegeben. Daraus folgt, daB D(f) = D(fl) D(f2) ist. 

§ 2. Konvexe Mengen. 
1. Definition der konvexen Mengen. Die durch zwei Punkte a, b 

bestimmte Gerade ist (§ 1, Nr. 1) die Menge aller Punkte I,a + ",b mit 
A + '" = 1. Diejenige Teilmenge dieser Geraden, fUr deren Punkte 
iiberdies /,>0, "'?::.O ist, heiBt die "Strecke" abo 

Definition. Die Punktmenge M des R heiBt "konvex", wenn sie 
zu je zwei ihrer Punkte a und b auch die ganze Strecke fib enthii.1t. 

Triviale Beispiele konvexer Mengen sind: der ganze Rn; die ein
punktigen (d. h. aus nur je einem Punkte bestehenden) Mengen; die 
Ebenen; die Ieere Menge. Man zeigt Ieicht: jede Strecke ist konvex. 

2. Die einfachsten Eigenschaften konvexer Mengen. Satz I. Jede 
konvexe Menge ist zusammenhiingend. 

Dies folgt aus Kap. I, § 2, Nr. 14 (Satz XVIII) und Nr. 15. -
UnmiUelbar aus der Definition der Konvexit1i.t ergibt sich 

Sa tz II. Der Durchschnitt einer beliebigen (endlichen oder unend-
lichen) Anzahl konvexer Mengen ist konvex. 

Weiter gilt 
Satz III. 1st M konvex und b > 0, so ist auch U(M, b) konvexl . 
Beweis. Es seien bl , b2 Punkte von U(M, b) und b ein Punkt der 

Strecke bl b2 ; zu zeigen ist: b gehOrt zu U (M, b). - Es gibt Punkte 
aI' a2 in M mit I bl - all < 15, I b2 - a2 1 < b. DaB b Punkt von bl b2 
ist, bedeutet: 

b = HI + '" b2 , A > 0, '" > 0, A + '" = 1-

Verstehen wir unter a den Punkt a = Aal + ",as der Strecke ala2' 
so ist 

1 U (M, 6) bedeutet wie ublich die Menge aller Punkte des R", die von M 
um weniger als 6 entfernt sind. 
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also (vgl. die "Vorbemerkungen" zu diesem Anhang) 

I b - a I <.:: A I bl - all + p,lb2 - a2 1 < (A + p,) (j = (j; 
dies bedeutet, da a wegen der Konvexitat von M zu M gehort: 
be U(M, (j), w. z. b. w. 

Korollar. Die "spharischen Umgebungen" U (P, (j) eines Punktes p 
sind konvex. -

Der Durchschnitt aller Mengen U (M, (j) mit beliebigen Zahlen (j> 0 
ist die abgeschlossene Rulle von M. Daher folgt aus den Satzen II 
und III der 

Satz IV. Die abgeschlossene Hiitle einer konvexen Menge ist konvex. 
3. Innere Punkte und Randpunkte einer konvexen Menge. 
Satz V. Es sei Meine konvexe Menge, a ein beliebiger Punkt von M, 

b ein innerer Punkt von M, c ein von a verschiedener Punkt der Strecke abo 
Dann ist c innerer Punkt von M. 

Beweis. Es gibt ein (j > 0 mit U (b, (j) eM; es ist c = Aa + p,b 
mit Ie + ft 0:= 1, 1e::2 0, und, da c =F a ist, p, > O. Wir behaupten: 
U (c, ft (j) eM. 

1st d ein Punkt von U (c, p, (j), d. h. 

Id - cl = Id - Aa - .ubl < p,(j, 
so ist 

I 1 A I - d - - a - b < (j; 
: I' fL 

folglich ist der Punkt 

d' =~d - ~ a 
fL fL 

III U (b, (j) und daher in M enthalten. Da 

d = Aa + [ld' 

ist, liegt d auf der Strecke ad', also wegen der Konvexitat von M in M, 
w. Z. b. W. 

Korollar. Die Menge der inneren Punkte einer konvexen Menge 
ist konvex (evtl. leer). -

Nach dem Satz V kann insbesondere, wenn a ein Randpunkt, b ein 
innerer Punkt von Mist, auf der Strecke ab kein zweiter Randpunkt 
liegen; daher gilt 

Sat z VI. Auf jedem von einem inneren Punkt der konvexen Menge M 
ausgehenden Strahl I liegt hOchstens ein Randpunkt von M. 

Wenn Meine abgeschlossene und beschrankte Menge ist, so liegt 
auf jedem Strahl, der von einem inneren Punkt von M ausgeht, wenig
stens ein Randpunkt; daher folgt aus Satz VI: 

Satz VIa. Es sei Meine abgeschlossene, beschrankte, konvexe Menge. 
Dann liegt aUf jedem Strahl, der von einem inneren Punkt von M aus
geht, genau ein Randpunkt von M; jede Gerade durch einen inneren 

1 Unter einem "Strahl" verstehen wir eine abgeschlossene Halbgerade. 
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Punkt b von M enthalt also genau zwei Randpunkte aI' a2 von M, und 
zwar derart, da(3 b auf der Strecke al a:;' liegt. -

Ferner folgt aus Satz V, daB, wenn es iiberhaupt einen inneren 
Punkt b gibt, in jeder Umgebung des beliebigen Punktes a von M 
unendlieh-viele innere Punkte c liegen; es gilt also 

Satz VII. Wenn die konvexe Menge M innere Punkte besitzt, so 
ist jeder Punkt von M Haufungspunkt innerer Punkte von M. 

4. Sehnittebenen. Eine (n - 1 )-dimensionale Ebene Rn -1 des R n, 
deren Gleiehung im (tI' t2 , ••• , tn)-Koordinatensystem 

L (tI' ... , tn) == <Xl tl + ... + <Xn tn - f3 = 0 

lautet, zerlegt den Rn in zwei "offene Halbraume" GI und G2 , die dureh 

L (tI' ... , tn) > 0 bzw. L (tI' ... , tn) < 0 

bestimmt sind. Sowohl die offenen Halbraume GI , G2 als aueh ihre 
abgesehlossenen Hiillen Gi = Gi + Rn-I, i = 1, 2, die kurz "Halb
raume" genannt werden, sind, wie man leieht zeigt, konvex. Ferner 
ist klar: Jede Streeke, die einen Punkt von GI mit einem Punkt von G2 

verbindet, enthalt einen (und nur einen) Punkt von R n - I . 

Wir sagen, daB eine Menge M dureh Rn-I "zerlegt" wird, wenn es 
sowohl in GI als aueh in G2 wenigstens einen Punkt von M gibt. 

Satz VIII. Es sei Q eine konvexe Menge des Rn, welche innere Punkte 
besitzt. Dann und nur dann wird Q durch die Ebene Rn-I zerlegt, wenn 
Rn-I einen inneren Punkt von Q enthalt. 

Beweis. Wenn R n - I einen inneren Punkt von Q enthalt, so ist 
klar, daJ3 in beiden offenen Halbraumen Punkte von Q liegen. Anderer
seits: die Ebene R n -I zerlege Q; dann gibt es also in GI und in G2 

Punkte al bzw. a2 von Q; naeh Satz VII gibt es dann in GI und in G2 

sogar inn ere Punkte ci bzw. c2 von Q; auf der Streeke GIG;; liegt ein 
Punkt c von Rn- 1, und dieser Punkt ist, infolge der Konvexitat der 
Menge der inneren Punkte von Q (Korollar zu Satz V), selbst innerer 
Punkt von Q. Damit ist der Satz bewiesen. 

Dureh den Satz VIII ist es gereehtfertigt, die Ebenen, welche innere 
Punkte mit der konvexen Menge Q gemeinsam haben, die "Schnitt
ebenen" von Q zu nennen. Eine Ebene, welche zwar wenigstens einen 
Punkt von Q, aber keinen inneren Punkt yon Q enthalt, heiJ3F eine 
"Stiitzebene"; eine Stiitzebene von Q zerlegt Q nicht. -

Aus dem Satz VIII folgt unmittelbar 
Sat z VIII a. ] ede Schnittebene der konvexen Menge Q zerlegt auch 

die Menge der inneren Punkte von Q. 
Ferner beweisen wir noeh den 
Satz IX. Es sei Q eine konvexe abgeschlossene Menge des Rn. Dann 

ist der Durchschnitt einer beliebigen Schnittebene Rn-I mit dem Rand Q 
von Q nirgends dicht in Q.I 

1 Es wird vorausgesetzt, daB Q inn ere Punkte besitzt. 
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Beweis. Es sei a ein Punkt von Q. Rn - 1 und U eine Umgebung 
von a; wir haben zu zeigen: in U gibt es einen Punkt b von Q, der 
nicht auf Rn -1 liegt. \-Vir nehmen einen inneren Punkt 0, der auf Rn-1 

liegt; auf dem Strahle o1i wahlen wir in U einen zwischen 0 und a ge
legenen Punkt a' und einen hinter a gelegenen Punkt a"; dann liegt a' 
in Q und a" auBerhalb Q (Satz V). Ferner betrachten wir eine zwei
dimensionale Ebene R2, weIche R n - 1 in der Geraden oa schneidetl; 
in ihr konstruieren wir einen Halbkreis mit dem Durchmesser a' a" ; 
er muB - da a' in Q, a" auBerhalb Q liegt und Q abgeschlossen ist -
einen Randpunkt b von Q enthalten. Da wir uberdies den Halbkreis 
als in U gelegen annehmen duden, hat b die gewunschte Eigenschaft. 

5. Die Homoomorphie der n-dimensionalen konvexen Korper. 
Eine konvexe Menge des R", weIche abgeschlossen und beschrankt ist 
und innere Punkte besitzt, nennen wir einen "n-dimensionalen kon
vexen Korper". 

Sa tz X. AUe n-dimensionalen konvexen Korper sind einander 
homoomorph. 

Beweis. Wir werden einen beliebigen n-dimensionalen konvexen 
n 

Korper Q topologisch auf die durch 2: 1)~ ~ 1 in einem Euklidischen 
i=l 

(1)1,1)2' ... , 1'}n)-Raum gegebene Vollkugel K abbilden. In dem R n, 

in dem Q liegt, machen wir einen inneren Punkt 0 zum Nullpunkt 
eines Euklidischen (;1' ;2' ... ; ;n)-Koordinatensystems. 1st x irgend
ein Punkt von Q - 0, so verstehen wir unter P (x) den - auf Grund 
des Satzes VI a eindeutig bestimmten - Punkt, in weIchem der Strahl oX 
den Rand Q von Q trifft; die Entfernung e(P(x), 0) nenhen wir IP(x) I. 
Nun sei 1 die folgende Abbildung von Q auf K: erstens ist 1(0) = 0', 
wobei 0' der Nullpunkt des (1)1,172' .. " 17n)-Systems ist; zweitens wird 
dem Punkt x von Q - 0, dessen Koordinaten ;1' ;2' ... , ;n sind, der 
Punkt y von K mit den Koordinaten 

1 
17; = Tp(.t') I • ;i' i=1,2, ... ,n, 

zugeordnet. 
Diese Abbildung t ist offenbar eine eineindeutige Abbildung von Q 

auf K; urn zu zeigen, daB sie topologisch ist, genugt es (nach Kap. II, 
§ 3, Nr. 1) infolge der Kompaktheit von Q, zu zeigen: t ist stetig. 

Die Stetigkeit im Punkte 0 ist klar: bei gegebenem B > 0 ist 
I(U(o,(j))cU(o',B)", wenn man (j=B.MinQ(p,o) setzt. 

pcQ 

Fur den Beweis der Stetigkeit von t im Punkte x von Q - 0 genugt 
es zu zeigen: I P (x) list eine stetige Funktion von x; und da I P (x) I 
eine stetige Funktion des Punktes P (x) ist, hat man nur zu beweisen: 
die Abbildung P von Q - 0 auf Q ist stetig. 

1 Fur n = 1 ist der Satz IX trivial, da dann Q. R n - 1 = 0 ist; es sei n ~ 2. 
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n 

Es sei 5 die durch die Gleichung ~.;~ = 1 gegebene (n - 1 )-dimen-
i~l 

sionale Sphare. Fur jeden Punkt x von Q - 0 sei P s (x) der Schnitt-
punkt des Strahles ox mit S. Die Abbildung Ps ist gewiB stetig: denn 
sie ordnet dem Punkt mit den Koordinaten ';i den Punkt mit den Ko-

ordinaten 1 __ '';i zu (i = 1, 2, ... , n). Die durch Ps bewirkte Ab-
V2:: ~l 

bildung Ps von Q auf 5 ist eineindeutig, also ist infolge der Kompakt-
heit von Q auch die Umkehrung Pi/ stetig (Kap. II, § 3, Nr. 1). Da 
aber P = Pi/ Ps ist, ist auch Peine stetige Abbildung, w. z. b. w. 

§ 3. Konvexe und baryzentrische Hiillen. Simplexe. 

1. Die konvexe Hulle einer beliebigen Menge Me Rn wird als der 
Durchschnitt aller konvexen Mengen, welche M enthalten, erklart. Nach 
§ 2, Satz II, ist sie eine konvexe Menge. Offenbar ist eine Menge M dann 
und nur dann mit ihrer konvexen Rulle identisch, wenn M konvex ist. -

Sa tz I. Der Durchmesser1 der konvexen Hittle M* von Mist gleich 
dem Durchmesser von M. 

Beweis. Es genugt zu zeigen: die Zahl 0 habe die Eigenschaft, 
daB I x - y I < 0 fUr je zwei Punkte x und y von Mist; dann ist auch 
I a - b I < 0 fUr je zwei Punkte a und b von M*. 

Es seien also a und b zwei feste Punkte von M*; ferner sei x ein 
beliebiger Punkt von M. Da I x - y I < 0 fUr alle Punkte y e Mist, 
ist Me U (x, 0); wegen der Konvexitat von U (x, 0) - (Korollar zu 
Satz III, § 2) - ist infolge der Definition der konvexen Rulle auch 
M*e U(x, 0), also insbesondere ae U(x, 0), d. h. la - xl < O. Da
her ist auch umgekehrt x e U (a, 0). Dies gilt fUr jeden Punkt x eM; 
es ist also Me U(a, 0), und hieraus folgt wie oben: M*e U(a, 0), 
also insbesondere be U (a, 0). Dies bedeutet: I a - b I < 0, w. z. b. w. 

Sat z II. ] ede abgeschlossene beschriinkte konvexe Menge Q ist die 
konvexe Hitlle ihres Randes Q. 

Beweis. Es genugt zu zeigen: K sei eine konvexe Menge, die Q 
enthalt, und b sei ein innerer Punkt von Q; dann ist auch b e K. 
N ach Satz VI a (§ 2) gibt es zwei solche Punkte aI' a2 von Q, daB b 
auf der Strecke al a2 liegt. Da al und a 2 als Punkte von Q in K liegen 
und K konvex ist, ist auch be K, w. z. b. w. 

2. Die baryzentrische Hiille einer endlichen Punktmenge. Wir 
stellen die Frage nach der analytischen Charakterisierung der konvexen 
Rulle einer endlichen Punktmenge {aI' a2 , •.• , ak}. 

Definition. Unter der "baryzentrischen RulIe" [aI' a2, ... , akJ 

der genannten Punktmenge versteht man die Menge aller Punkte 

(1 ) 

1 Kap. I, § 1, Nr. 3. 
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i=1,2, ... ,k. 

Man kann diese Punkte a als die Schwerpunkte aller Massenverteilungen 
in den Punkten ai charakterisieren 1. 1m Fall k = 2 ist [ aI' aJ die 
Strecke a1 a2 (vgl. § 2, Nr. 1). 

Satz III. Die konvexe Hittle der Punktmenge {aI' a2 , ••• , ak} ist 
mit der baryzentrischen Hittle [aI' a2 , •• " akJ identisch. 

Dem Beweise schicken wir drei Hilfssatze voraus. 
Hilfssatz I. Die baryzentrische Hittle [a], a2 , ••• , akJ ist konvex. 
B . E . , ~, " "" b . d' , b /I ewelS. s selen a = ,:::",uiai, a = .:::..fti ai' wo el Ie fti zw. fti 

i i 

die obigen Bedingungen (2) erfUllep., Punkte von [aI' a2 , ••• , akJ, und 
es sei ferner a ein Punkt der Strecke a' a", also 

a = A' a' + )''' a", ),':> 0, A" 2:: 0, },' + ),11 = 1 . 
Dann ist 

dies bedeutet, da 
a = .1: (),'p; + ),"p7) a i ; 

i 

),'ft~ + I,"pi':> 0, L(J:pi + A".u7) = 1 
i 

ist, daB a Punkt von [a], a2 , ••• , akJ ist. 
Hi1£ssatz II. Es sei 1 <: r < k. Zu fedem Punkt a c [aI' a2 , ••• , akJ 

,gibt es einen Punkt a' c [aI' ... , a,] und einen Punkt a" c [a,+l' ... , aJ, 
so daf3 a aut der Strecke a' a" liegt. 

Beweis. Der Punkt a sei durch (1) unter Geltung von (2) ge-
T k 

geben. Wir setzen A' = Lfti' A" = :£fti; wenn ),' = 0 ist, so ist 
i=l i=r+l 

a c [ar +1' ••• , akJ und die Behauptung trivial; es sei also ),' =!= 0; 
ebenso sei A" =1= O. Dann sind 

Punkte von [a1 , ••• , aTJ bzw. [aT+1 , ••• , aJ. Ferner ist 

a = A' a' + A" a" , 

und dies bedeutet - mit Rucksicht auf A' :> 0, }," :> 0, A' + A" = 1 
daB a auf a' a" liegt. 

. Hi 1£ s sat z III. Die Punkte aI' a2 , ••• , ak seien in der konvexen 
Menge Q enthalten. Dann ist auch [aI' a2 , ••• , aJ c Q. 

Be wei s durch vollstandige Induktion in bezug auf k: die Behaup
tung ist fUr k = 1 (und ubrigens auch fUr k = 2) trivial; sie sei fur 
die Zahl k - 1 bewiesen, und k Punkte ai seien vorgelegt. Zu zeigen 
ist: es sei a ein Punkt von [aI' a2 , ••• , akJ; dann ist a c Q. 

I Die Zahlen P,i sind nur dann durch den Punkt a eindeutig bestimmt, wenn 
aI' ... , ak linear unabhangig sind; vgl. § 1, Nr. 2. 
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Nach Rilfssatz II (mit r = 1) - gibt es einen Punkt 
a" c [a 2 , ••• , akJ, so daB a auf der Strecke a1 a" liegt. Nach Induk
tionsvoraussetzung ist [a 2 , ••• , akJ c Q, also a" c Q; da auch a l c Q 
und Q konvex ist, ist auch a c Q, w. z. b. w. 

Beweis des Satzes III. Nach Rilfssatz I ist die konvexe Rulle 
in der baryzentrischen, nach Rilfssatz III die baryzentrische Rulle in 
der konvexen enthalten. Mithin sind die beiden Rullen identisch. -

Aus den Sat zen I und III folgt der 
Satz IV. Der Durchmesser der baryzentrischen Halle [aI' a2 , ••• , akJ 

ist gleich der grojJten unter den Entfernungen I ai - aj I; i, i = 1, 2, ... , k. 
Ferner gilt: 
Satz V. Die baryzentrische Halle; [aI' a2 , ••• , ak] ist eine beschriinkte 

und abgeschlossene Menge. 
Beweis. Wir fassen fll' ,u2 , ••• , flk als Koordinaten in einem 

EuklidischenRaum Rk auf. Die in diesem Raum durch die Beclin
gungen (2) bestimmte Punktmenge Mist offenbar beschrankt und ab
geschlossen. Wir bilden sie dadurch auf die Menge [aI' a2 , .•• , a,,] ab, 
daB wir dem Punkt von M, der die Koordinaten fll' fl2' ... , flk hat, 
den Punkt fllal + fl2a2 + ... + flkak zuordnen. Diese Abbildung f 
ist stetig (sie ist sogar affin). Folglich ist auch das Bild f (M) 
= [aI' a2 , ••• , ak] beschrankt und abgeschlossen (vgl. Kap. II, § 1, 
Nr.5 und § 3, Nr. 1). 

Bemerkung: Die Beschranktheit von [aI' a2, ... , akJ ergibt sich 
auch direkt aus Satz IV. 

3. Eindeutigkeitssatz. Mehrere verschiedene Punktsysteme k6nnen 
dieselbe baryzentrische Rulle haben: z. B. ist [aI' a2 , aJ = [aI' a2], 

wenn a3 auf der Strecke [aI' a2] = al a2 liegt. Jedoch gilt der folgende 
wichtige 

Sat z VI. Sind sowohl aI' a2 , ••. , a, linear unabhiingige Punkte1 

als auch bI , b2 , ••• , bs linear unabhiingige Punkte, und sind die beiden 
Punktsysteme nicht miteinander identisch, so sind auch ihre konvexen 
(oder baryzentrischen) Hallen voneinander verschieden. 

Beweis. Wir werden den Satz in folgender Form beweisen: Es sei 
- unter der Voraussetzung der linearen Unabhangigkeitder a{! sowie 
der b" -

dann ist das System der ap mit dem System der b" identisch. Es genugt 
zu zeigen: der Punkt a l fant mit einem Punkt ba, zusammen. 

Da a l c [b I , ... , bsJ ist, ist 

G=1,2, ... ,s. 

1 Vgl. § 1, Nr. 1. - In der Voraussetzung der linearen Unabhangigkeit ist 
enthalten, daB r:S n + 1, S;2 n + 1 ist. 
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Da buc[al , ••• , a,J ist, ist fur jedes a 

(4) bu=LAueae; Aue?::O, LAue=1; e=1,2, ... ,r; a=1,2, ... ,s. 
e II 

Setzt man bu aus (4) in (3) ein, so erhalt man 

a l = LfluAufJae, 
e,u 

also, wenn man fle durch 

fll = 1 , fl2 = fl3 = ... = fl, = 0 
definiert, 

~(+fluAu!, - fle)ae = o. 

Rierin ist, wie man nachrechnet, die Koeffizientensumme 

~(~fluAue - fle) = o. 
Infolge der linearen Unabhangigkeit der Punkte ae ist daher (vgl. § 1, 
Nr. 1) jeder einzelne Koeffizient gleich 0, und also insbesondere 

Da alle flu sowie 
Summand 
(5) 

fUre=2,3,···,r. 

aile A"e nicht-negativ sind, ist hierin jeder einzelne 

fl" A" e = 0; a = 1, 2, ... , s; e = 2, 3, ... , r. 

Nun gibt es unter den Zahlen flu wenigstens eine, die nicht 0 ist; 
es sei fl", =l= 0; dann folgt aus (5): 

fUr e=2,3, ... ,r . 
• 

Rieraus und aus LA", e = 1 ergibt sich weiter A", 1 = 1. Daher ist 
e=1 

nach (4): b", = aI' w. z. b. w. 
4. Euklidische Simplexe. Definition. Die konvexe Ruile eines 

Systems von linear unabhiingigen Punkten ao, aI' ... , a. des R" heiBt 
ein "Euklidisches Simplex" des R", und zwar das Simplex mit den 
"Eckpunkten"ao, al , ... , a •. DasPunktsystem{ao, ••• , a.} - dasnach 
Satz VI durch das Simplex eindeutig bestimmt ist - heiBt das "Eck
punktgerust" oder kurz "Gerust" des Simplexes. . 

Die urn 1 verminderte Anzahl der Eckpunkte eines Simplexes heiBt 
seine "Dimensionszahl". 1m Rn existieren nur Simplexe der Dimen
sionszahlen <no Ein O"dimensionales Simplex ist ein einzelner Punkt, 
ein eindimensionales eine Strecke. Es gibt ein und nur ein (-1)-dimen
sionales Simplex: die leere Menge. 

Das Simplex mit den Eckpunkten ao, ... , a, wird mit ao ... a. 
bezeichnetl. Kommt es auf die genaue Angabe der Eckpunkte nicht 
an, so schreibt man fUr ein r-dimensionales Simplex kurz !it'. 

1 Die Reihenfolge der Eckpunkte ist gleichgiiltig; es ist also z. B. ao al = al ao . 
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Entsprechend dem Satz III ist das Simplex ao ~ -.--: it;. mit der bary
zentrischen Hulle [ao, ... , a,] identisch; seine Punkte sind also die 
Punkte 

a = floao + ... + fl,a, mit fli>O, ~fli = 1, i = 0,1, ... , r; 
und zwar sind hier infolge der linearen Unabh1ingigkeit der Punkte 
ao, ... , a, die Koeffizienten fli durch den Punkt a eindeutig bestimmt; 
sie sind nichts anderes als die baryzentrischen Koordinatender von 
den Punkten ao, ... , a, aufgespannten r-dimensionalen Ebene R' im 
Koordinatensystem (a o . .. a,) (vgl. § 1, Nr. 2). Diese Ebene R' heiBt 
die das Simplex "tragende" Ebene. 

Wahlt man unter den Eckpunkten von x' ein Teilsystem von p + 1 
Eckpunkten (-1 <: p ::::: r), so heiBt das von diesen Eckpunkten be
stimmte p-dimensionale Simplex eine p-dimensionale "Seite" von x'. 
Die Seiten mit -1 < p < r nennt man die "eigentlichen" Seiten, das 
leere Simplex und x' selbst sind also die "uneigentlichen" Seiten von x'. 
Ein Punkt von x' liegt dann und nur dann auf einer eigentlichen Seite, 
wenn wenigstens eine seiner baryzentrischen Koordinaten gleich ° ist. 

Zu jeder Seite xP von x' gibt es eine und nur eine ihr "gegenuber
liegende" Seite X,-p-l: sie ist das Simplex, dessen Eckpunktgerust aus 
denjenigen Eckpunkten von x' besteht, die unter den Eckpunkten 
von xP nicht vorkommen. Aus dem Hilfssatz II (Nr. 2) folgt: 

Satz VII. Sind in x' zwei gegenuberliegende Seiten xP und xq, p+q 
= r - 1 gegeben, so liegt feder Punkt von x' auf einer Strecke, die einen 
Punkt von xP mit einem Punkt von xq verbindet. -

Relativ zu der das Simplex x' tragenden Ebene R' (s. oben) kann 
man zwischen "inneren" und "Randpunkten" von x' unterscheiden. 
Wir behaupten: 

Sa tz VIII. Ein Punkt a des Euklidischen Simplexes x' ist dann und 
nur dann Randpunkt relativ zu der das Simplex tragenden r-dimensio
nalen Ebene, wenn er auf einer eigentlichen Seite von x' liegt. 

Dies folgt daraus, daB die baryzentrischen Koordinaten von R' 
in bezug auf die Eckpunkte von x' eindeutige und stetige Funk
tionen in R' sind: wenn der Punkt a von x' auf keiner eigentlichen 
Seite liegt, so sind seine baryzentrischen Koordinaten samtlich positiv, 
und daher gibt es infolge der Stetigkeit der Koordinaten eine ganze 
Umgebung von a, in der sie positiv sind; diese Umgebung gehort daher 
zu x', und a ist innerer Punkt von x' (relativ zu R'). Liegt anderer
seits a auf einer eigentlichen Seite, so ist eine baryzentrische Koordinate 
gleich 0; in beliebiger Nahe gibt es daher Punkte von R', fur we1che 
die betreffende Koordinate negativ ist, we1che also nicht zu :x' gehoren 
- d. h.: a ist Randpunkt von x'. -

Korollar des Satzes VIII. Jedes n-dimensionale Simplex des Rn 
enthiilt innere Punkte (relativ zu Rn) - namlich die Punkte, deren samt
lichen baryzentrischen Koordinaten positiv sind. -
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Auch bei einem r-dimensionalen Simplex des R n spricht man kurz 
von "inneren" und von "Randpunkten". Diese Begriffe sind dann 
relativ zu der das Simplex tragenden Ebene zu verstehen oder, was 
nach dem Satz VIII dasselbe ist: ein Punkt ist Randpunkt von x', 
wenn er auf einer hochstens (r - 1 )-dimensionalen Seite von xT liegt, 
sonst innerer Punktl. -

Wir weisen noch auf die Eigenschaften der Simplexe hin, die in 
den Satzen IV und V enthaIten sind: 

Sa tz IV'. Der Durchmesser eines Simplexes ist gleich der Lange seiner 
langsten Kante; dabei hat man unter den "Kanten" die eindimensio
nalen Seiten eines Simplexes zu verstehen. Sowie: 

Sat z V'. ] edes Simplex ist abgeschlossen und beschrankt. 
5. Geometrische Simplexe. Definition. Der Inbegriff einer end

lichen Punktmenge {ao, ... , ak} des R n und ihrer konvexen Rulle 
heiBt ein "k-dimensionales geometrisches Simplex" des Rn; die Punkte 
ao, ... , ak heiBen seine Eckpunkte. Dabei ist k ganz beliebig, und 
lineare Unabhangigkeit der Eckpunkte wird nicht vorausgesetzt2• 

Die Euklidischen Simplexe sind spezielle geometrische Simplexe: 
namlich diejenigen geometrischen Simplexe mit linear unabhangigen 
Eckpunkten. 

<Jfters sprechen wir statt von "geometrischen" auch kurz von 
"Simplexen des Rn". 

Man beachte, daB der Begriff des "geometrischen Simplexes" von 
dem der "baryzentrischen RuIIe" verschieden ist: wenn {ao, ... , ak} 

und {bo, ... , bl } zwei miteinander nicht identische Punktsysteme sind, 
deren baryzentrischen Rullen zusammenfaIlen, so sind die Simplexe mit 
den Eckpunkten ao, .. " ak bzw. bo, ... , bl voneinander verschieden. 

6. Weitere Eigenschaften!>aryzentrischer Hullen. Satz IX. Es 
seien ao, ai' ... , ak Punkte des R n und a ein Punkt der baryzentrischen 
(oder konvexen) Hittle [ao, ... , ak]. Dann liegt a in ~inem Euklidischen 
- also hochstens n-dimensionalen - Simplex, dessen Eckpunkte unter 
den k + 1 Punkten ao, ... , ak enthalten sind. 

Beweis. Es sei r die kleinste Zahl, fur welche es in dem System 
{ao, aI' ... , ak} r + 1 Punkte gibt, deren baryzentrischer Rulle der 
Punkt a angehort, und zwar sei etwa a c [ao, ai' ... , aT]' Der Satz 
ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben: die Punkte ao, aI' ... , aT sind 
linear unabhangig. Diese Behauptung ist gleichbedeutend mit der 
folgenden: 

Es sei aC [ao, ai' ... , aT]' und die Punkte ao, a1 , ••• , a, seien 
linear abhangig; dann ist a in der baryzentrischen Rulle eines echten 
Teilsystems von {ao, ai' ... , ar} enthaIten. 

1 Der einzige Punkt eines nulldimensionalen Simplexes XU ist demnach innerer 
Punkt von Xl!. 

2 Die ReihenfoIge der Eckpunkte ist gIeichgiiltig. 
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Beweis dieser Behauptung: Die line are Abhangigkeit der Punkte 
ao, aI' ... , aT bedeutet (vgl. § 1, Nr. 1) die Existenz von Zahlen 
.1.0, AI' ... , AT' die nicht samtlich 0 sind, so daB die beiden Gleichungen 

(6) 

(7) 

Aoao + AlaI + ... + ATaT = 0, 

.1.0 + Al + ... + AT = 0 

gelten. Der Punkt a laBt sich, da er zu [ao, ... , aT] gehort, als 

(8) 
mit 
(9) 
darstellen. 

e=O,1, ... ,r 

Unter den Zahlen Aa gibt es, wie man aus (7) sieht, wenigstens eine, 
die positiv ist; unter allen Indexen emit Aa > 0 sei rein solcher, 

daB der Quotient ~- moglichst klein ist. Dann ist 

(10) 

(fUr Aa <: 0 ist dies trivial, und fUr Aa > 0 folgt es aus der Minimal

eigenschaft von ~) Ferner folgt aus (7) und (9): 

(11) 

Multipliziert man (6) mit - p:r und addiert (8), so erhii.lt man 
AT 

(12) a = .L;(tta - ~: .I.e) ae; 
/2 

in dieser Summe ist der Koeffizient von aT gleich o. Aus (12), (11) 
und (10) sieht man daher: es ist a c (ao, ... , aT-I); damit ist die 
Behauptung bewiesen. -

1st das Simplex ~ . at unter allen Simplexen, welche die Be
hauptung des Satzes IX erfiillen, eines mit der kleinsten moglichen 
Dimensionszahl, so ist a innerer Punkt dieses Simplexes. Da ao .. --:a;. 
c [ao, ... , ak ] ist, so ist, falls r = n ist, a auch innerer Punkt der 
Menge [ao, ... , ak ] re1ativ zu dem Rn, in dem die Punkte ao, ... , ak 

gegeben sind. Daher gilt: 
Satz X. Jeder Randpunkt der konvexen Hitlle [ao, ... , akJ der 

im Rn gelegenen endlichen Punktmenge {ao, ... , ak} liegt in einem hoch
stens (n -1)-dimensionalen Euklidischen Simplex, dessen Eckpunkte der 
Menge {ao, ... , ak } angehoren. 

7. Die Dimension einer konvexen Menge M im Rn wird folgender
maBen erklart: sie ist gleich der groBten Zahl r von der Eigenschaft, 
daB es r + 1 linear unabhangige Punkte in M gibt. 



§ 4. Konvexe Raumstiicke. Konvexe Zellen. 609 

Satz XI. Eine konvexe r-dimensionale Menge Me R n liegt in einer 
eindeutig bestimmten r-dimensionalen Ebene RT e R n und enthiilt innere 
Punkte relativ zu RT. 

Beweis. Man wahle r + 1 linear unabhangige Punkte ao, ... , ar 

der Menge M. Sie spannen eine Ebene RT auf. Gabe es einen auBer
halb von RT gelegenen Punkt aT+! von M, so waren die Punkte ao, ... , 
aT' aT+! linear unabhangig, und die Dimension von M ware 2: r + 1. 
Es ist also Me RT. Da M das Simplex ao .. ---:Ii, enthalt und dieses 
Simplex innere Punkte relativ zu RT besitzt (Korollar des Satzes VIII), 
enthalt auch M innere Punkte relativ zu RT. -

Bemerkung. Der Satz XI gestattet es haufig, sich bei der Unter
suchung der konvexen Mengen auf die konvexen Mengen des Rn mit 
inneren Punkten zu beschranken. Satze tiber diese Mengen haben wir 
in den Nummern 3, 4, 5 des § 2 bewiesen. 

§ 4. Konvexe Raumstiicke. Konvexe Zellen. 
1. Definition. Der Durchschnitt von endlich-vielen (abgeschlossenen) 

Halbriiumen 1 heifJt ein konvexes Raumstuck. 
Ein konvexes Raumstiick ist konvex nach § 2, Satz II; nach Kap. I, 

§ 2, Satz III ist es abgeschlossen. 
Dieselbe Definition kann auch wie folgt formuliert werden: 
Ein konvexes Raumstuck ist eine durch endlich-viele Ungleichungen 

von der Form 

(1) L (t1, ... , tn) == a1 t1 + ... + an tn - b :>- 0 

definierte Punktmenge des Rn. 1 

Offenbar ist die abgeschlossene Riille eines jeden der endlich-vielen 
Gebiete, in die der Rn durch ein endliches System von (n -1)-dimensio
nalen Ebenen zerlegt wird, ein konvexes Raumstiick. 

In unserer Definition ist ferner enthalten, daB der Durchschnitt 
endlich-vieler konvexer Raumstiicke, sowie der Durchschnitt eines kon
vexen Raumstiickes mit einer Ebene stets ein konvexes Raumstiick 
(evtl. niedrigerer Dimensionszahl) ist. 

2. Der Rand eines konvexen Raumstiickes. Wir untersuchen den 
Rand eines konvexen Raumstiickes P. Wir konnen (auf Grund der "Be
merkung" in § 3, Nr. 7) annehmen, daB P n-dimensional, folglich durch 
ein System von Ungleichungen 

(2) J~1~t1: ... :'~n).:>-.O 
lLm (t1, .. 0, t,,):>- 0 

definiert ist, welches kein Teilsystem enthalt, das einer oder mehreren 
Gleichungen aquivalent ist. 

1 Vgl. § 2, Nr. 40 

AlexandroffoHopf, Topologie 1. 39 
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Man erhaJ.t aIle Randpunkte von P, indem man in je einer der 
Ungleichungen (2) das Zeichen ::>- durch das Gleichheitszeichen ersetzL 
Somit liegt der Rand von P aut endlich-vielen (n -1)-dimensionalen Ebenen 

(3) Lh (tl' .. " tn) = 0, h = 1, ... , m. 

Es laBt sich auch umgekehrt zeigen: Liegt der Rand der konvexen 
abgeschlossenen M imge Q c Rn aut endlich-vielen Ebenenl Rv R 2 , ••• , R m , 

so ist Q ein konvexes Raumstuck. 
Beim Beweise dieser Behauptung konnen wir zunachst annehmen, 

daB aIle Rk die Dimensionszahl n - 1 haben [hatte z. B. RI eine kleinere 
Dimensionszahl, so wiirden wir durch Rl eine (n -1)-dimensionale 
Ebene ziehen und Rl durch dieselbe ersetzen]. Unter den Ebenen Rk 
konnen ferner gewisse - etwa R1 , ••• , Rt - Schnittebenen von Q 
sein. Nach § 2, Satz IX konnen jedoch diese Ebenen insgesamt nur 
eine nirgends-dichte Teilmenge F des Randes Q von Q enthalten; die 
in Q dichte und offene Menge Q - F liegt also auf den iibrigen Ebenen Rk , 

d. h. auf lauter Stiitzebenen von Q (§ 2, Nr. 4). Dann enthalten aber 
diese Stlltzebenen die ganze Menge Q. Wir haben also nur zu zeigen: 
Liegt Q auf endlich-vielen Stlltzebenen R~-t, ... , R;-t, so ist Q ein 
konvexes Raumstiick. Zunachst liegt Q in einem durch die Ebene Rk 
bestimmten Halbraum Hk (k = 1, ... , s), folglich in dem Durch
schnitt dieser Halbraume, d. h. in einem konvexen n-dimensionalen 
Raumstiick P. Urn zu zeigen, daB Q = P ist, geniigt es zu beweisen, 
daB jeder innere Punkt von P zu Q gehort. Ware dies nicht der Fall, 
so miiBte die Strecke ab, we1che einen nicht zu Q gehorenden inneren 
Punkt b von P mit einem inneren Punkt a von Q verbindet, notwendig 
den Rand von Q treffen. Dies ist jedoch unmoglich, denn die Strecke ab 
verlauft ganz im Innern von P, ist also zu den Ebenen R'i-1, ••• , R~-l 
fremd, wahrend andererseits der Rand von Q auf diesen Ebenen liegt. 

Somit gilt 
Sat z 1. Die konvexen Raumstucke des Rn sind identisch mit den

ienigen konvexen abgeschlossenen Mengen, deren Rander aut ie endlich
vielen [hochstens (n -i)-dimensionalen] Ebenen liegen. 

3. Die (n-1)-dimensionalen Seiten eines n-dimensionalen kon
vexen Raumstiickes. Der Durchschnitt des konvexen Raumstiickes P 
und einer Stlltzebene von P ist eine nicht-leere konvexe abgeschlossene 
Menge; ist diese Menge (n - 1 )-dimensional, so nennt man die Stiitz
ebene eine Seitenebene von P, ihren Durchschnitt mit Peine (n -1)
dimensionale Seite von P. 

Es ist nun klar, dafJ aUe Seitenebenen von Punter den m Ebenen 
Lh (tl' ... , tn) = 0, 1 <: h <: m [vgl. (2)] enthalten sind. Eine beliebige 
Seitenebene Rn-l enthalt in der Tat ein aus Randpunkten von P be-

1 Unter einer "Ebene" des Rn soIl im folgenden immer eine hochstens (n - 1)
dimensionale Ebene verstanden werden. 
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stehendes (n -1 )-dimensionales Simplex. Da aIle Randpunkte von P 
auf den Ebenen L h (t1 , ..• , tn) = 0 liegen, liegt das erwahnte Simplex 
auf einer dieser Ebenen und Rn-l ist mit ihr identisch. 

Wir beweisen jetzt andererseits, daB zur Bestimmung des konvexen 
Raumstiickes P diejenigen unter den Ungleichungen (2) genugen, fUr 
we1che Lh (tl' ... , tn) = 0 eine Seitenebene von P ist. 

Fur m = 1 ist die Behauptung klar. Wir nehmen an, daB sie fUr 
m -1 bewiesen ist und beweisen sie fUr das durch die m Ungleichun
gen (2) definierte Raumstiick P. Es sei P' das durch die ersten m-1 
unter den Ungleichungen (2) definierte konvexe Raumstiick. Nach Induk
tionsannahme k6nnen wir voraussetzen, daB die Ebenen Lh (tv· .. , tn) =0, 
h -< m - 1, Seitenebenen des Raumstuckes P' sind. Die letzte unter 
den Ungleichungen (2) liefert aber nur dann etwas Neues - d. h. es 
ist nur dann P =1= P' -, wenn die durch Lm (tl' ... , tn) = 0 gegebene 
Ebene Rn-l eine Sehnittebene von P' ist; sie ist Stiitzebene von P, und 
jeder Punkt des Durchschnittes P' . Rn-l ist Punkt von P. Die kon
vexe Menge P' . Rn-l enthalt einen inneren Punkt von P' (§ 2, Satz VIII) ; 
sie enthiilt daher eine offene Menge der Ebene Rn-1 und ist infolgedessen 
(n -i)-dimensional. Da p'. Rn-l uberdies zu P geh6rt, ist die Stiitz
ebene Rn-1 eine Seitenebene von P. 

Damit ist bewiesen: 
Sa tz II. Der Rand eines konvexen n-dimensionalen Raumstuekes P 

besteht aus endlieh-vielen, eindeutig bestimmten (n -1)-dimensionalen kon
vexen Raumstueken - den (n-1)-dimensionalen Seiten von P. Sind 
Lh (tl' ... , tn) = 0, h = 1 , 2, ... , m, die Gleiehungen der Seitenebenen 
des n-dimensionalen Raumstuekes Pc Rn, so wird P dureh m Unglei
ehungen ±Lh (t1' ... , tn) >- 0 deliniert, wobei dieses System von Un
gleichungen dureh kein eehtes T eilsystem ersetzt werden kann. 

4. Die r-dimensionalen Seiten. Der Durchschnitt von endlich-vielen 
(n -1)-dimensionalen Seiten des n-dimensionalen Raumstiickes P ist ein 
konvexes Raumstiick; wir nennen es eine Seite von P. Man kann also 
bei jedem r -< n - 1 von r-dimensionalen Seiten des Raumstiickes P spre
chen, wobei man fUr r = n - 1 auf die alte Definition zuruckkommt. 

Bemerkung. Zu den Seiten des Raumstuckes P ziihlen wir noch: 
1) das Raumstuck P selbst (als einzige n-dimensionale), 2) die leere 
Menge (als einzige (-1) -dimensionale Sei te ). Diese beiden Sei ten heiBen 
gelegentlich die uneigentliehen Seiten des Raumstiickes. 

Analytisch erhalt man die Seiten von P, wenn man in dem System 
von Ungleichungen (2) gewisse Ungleichheitszeichen durch Gleichheits
zeichen ersetzt 1. 

Ersetzt man nur je eine Ungleichung durch die entsprechende Glei
chung, so erhiilt man die (n -1)-dimensionalen Seiten von P. 

--i-Bier u~d i~ folgenden setzen wir voraus, daB das Ungleichungssystem (2) 
irreduzibel ist, d. h. daB Lk (t}, ... , t) = 0 die Seitenebenen von P sind. 

39* 
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Es sei jetzt Q eine r-dimensionale Seite von P; die Punkte von Q 
seien dnreh das System 

r LI (t I , ... , tn) = 0 I· . . . . . . . L. (t I , ••• , tn) = 0 

l Ls+I (tI , ... , tn) :::::; 0 

Ls+t (t I , •.. , tn) ~ 0 

(4) 

definiert. Die in (4) enthaltenen s Gleiehungen definieren die r-dimen
sionale Ebene R', in der Q liegt. Adjungiert man zu dem System dieser 
Gleiehungen je eine der Ungleiehungen Ls+i (tI , ... , in) :> 0, i = 1,2, ... , t, 
so erhalt man entweder niehts Neues (d. h. es zeigt sieh, daB die be
treffende Ungleiehung aus den obigen s Gleiehungen folgt), oder aber 
einen Halbraum von Rn, in welchem Q liegt. Q ist dabei der Dureh
sehnitt von R' und diesen Halbraumen, so daB insbesondere aIle Seiten
ebenen von Q unter den Ebenen mit den Gleiehungen 

\ 

~I :i}: '.' . .' i~) .=.0 

Ls (t}, ... , tn) = 0 

Ls+i (t}, ••. , tn) = 0 

vorkommen. Es folgt daraus insbesondere, daB aUe (r -1)-dimensio
nalen Seiten von Q Seiten von P sind, worin seinerseits enthalten ist, 
daB der Rand (d. h. die Menge aller Randpunkte) einer r-dimensionalen 
Seite von P (in bezug auf den dnreh diese Seite bestimmten r-dimen
sionalen linearen Raum) aus (r -1)-dimensionalen Seiten von P besteht. 

Satz III. Jede (r-1)-dimensionale Seite von P liegt aut mindestens 
einer r-dimensionalen Seite von P. 

Denn ware dies nieht der Fall, so gabe es eine (r -1)-dimensionale 
Seite Q', die zu einer k-dimensionalen Seite Q, k:> r + 1, und zu 
keiner Seite niedrigerer Dimensionszahl von P gehorte1 . Da aber Q' 
auf dem Rande von Q liegt und dieser aus lauter (k - 1 )-dimensiona
len Seiten von Q besteht, ist die obige Annahme widerspruehsvoll und 
der Satz III bewiesen. 

Sa tz IV. J ede (r - 1 )-dimensionale Seite Q' von P, die auf einer r-di
mensionalen Seite Q von P liegt, ist eine (r -1)-dimensionale Seite von Q. 

Beweis. 
Hilfssa tz. 1st die r~dimensionale Seite Q von P dnreh das System (4) 

gegeben, so kann man in (4) das System der ersten s Gleichungen dureh 
ein aus n - r Gleiehungen bestehendes Teilsystem ersetzen. 

Fur r = n - 1 ist dieser Hilfssatz offenbar riehtig. Wir nehmen 
ihn fUr r als bewiesen an und beweisen ihn fUr die (r ... 1 )-dimensionale 

1 P selbst wird dabei als seine einzige n-dimensionale Seite betrachtet. 
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Seite Q' von P. Die Seite Q' liegt auf einer r-dimensionalen Seite Q, 
die durch (4) bestimmt sein moge. Wir diirfen dabei voraussetzen, daB 
s = n - r ist und die Gleichungen in (4) ein linear-unabhangiges System 
bilden. Sodann erhalt man Q', wenn man in (4) einige weitere Un
gleichungen durch Gleichungen ersetzt. Man erhalt so etwa 

(5) jLn-r+1(t1 , ••• , tn) = 0 

Ln-r-I-u(tl' ... , tn) = O. 

Unter den Gleichungen in (4) und (5) .kann es hOchstens n - r + 1 
linear-unabhangige geben [denn sonst wiirden die entsprechenden Ebenen 
einen hOchstens (r - 2)-dimensionalen Durchschnitt habenJ. Foiglich 
geniigt es zu den Gleichungen des Systems (4) aus (5) nur noch eine 
hinzuzufiigen. Der Rilfssatz ist hiermit bewiesen. 

Beweis des Sa tzes IV. Die beim Beweis des Rilfssatzes gewonne
nen Gleichungen ergeben eine (r - 1 )-dimensionale Ebene, die mit Q 
den (r -1)-dimensionalen Durchschnitt Q' hat und folglich (da sie in 
dem durch Q bestimmten r-dimensionalen Raume liegt) eine Seiten
ebene von Q bildet. Q' ist also eine (r -1)-dimensionale Seite von Q, 
w.z. b.w. 

Aus dem Satz IV folgt, daB die (n - 2)-dimensionalen Seiten des 
n-dimensionalen konvexen Raumstiickes P nichts anderes als die (n - 2)
dimensionalen Sei ten seiner (n - 1) -dimensionalen Sei ten sind, usw. -
bis zu den nulldimensionalen Seiten oder Eckpunkten. 

Zusammenfassend konnen wir sagen: Der Durchschnitt von zwei 
oder mehreren Seiten eines konvexen n-dimensionalen Raumstiickes P ist 
stets eine Seite dieses Raumstiickes. 

Der Rand des Raumstiickes besteht aus seinen (n -1)-dimensio
nalen Seiten; der Rand einer r-dimensionalen Seite von P aus den auf 
ihr liegenden (r -1 )-dimensionalen Seiten von P; diese sind die (r -1)
dimensionalen Seiten der gegebenen r-dimensionalen Seite. 

Die eindimensionalen Seiten eines Raumstiickes heiBen seine Kanten, 
die nulldimensionalen seine Eckpunkte. 

5. Konvexe Zellen. Definition. Ein beschranktes konvexes 
Raumstiick heiBt eine konvexe Zelle. 

Sa tz V. Die konvexen Zellen sind identisch mit den konvexen Hiillen 
endlicher Punktsysteme 1• 

Beweis. Erste Behauptung: Jede konvexe Zelle ist die konvexe 
Riille der Menge ihrer Eckpunkte. Diese Behauptung ist fUr null
dimensionale Zellen trivial; sie sei fiir aIle (n -1 )-dimensionalen Zellen 
bewiesen. Es sei Peine n-dimensionale konvexe Zelle und P' die konvexe 

1 Einen rein algebraischen, d. h. von Stetigkeitsbetrachtungen freien Beweis 
dieses Satzes findet man in der Arbeit von H. WEYL: Elementare Theorie der 
konvexen Polyeder. Comment math. helv. Bd. 7 (1935). 
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Rulle der Menge ihrer Eckpunkte. Dann ist gewiB P' c P, und man 
hat noch zu zeigen, daB Pc P' ist. Infolge der Induktionsvoraus
setzung enthalt P' jede (n -1)-dimensionale Seite von P, also (Satz II) 
den ganzen Rand von P, und daher (nach § 3, Satz II) die ganze MengeP. 

Zweite Behauptung: Die baryzentrische Rulle endlich-vieler Punkte 
ist eine konvexe Zelle. Nach § 3, Satz X ist der Rand der baryzentri
schen Rulle [ao, ... , akJ in der Vereinigungsmenge der endlich-vielen, 
hochstens (n -1)-dimensionalen Simplexe enthalten, deren Eckpunkt
geruste dem Punktsystem {ao, ... , ak} angehoren; nach § 3, Satz V ist 
[ao, ... , akJ abgeschlossen und beschrankt. Nach Satz I des gegen
wartigen Paragraphen ist daher [ao, .•. , akJ ein beschranktes konvexes 
Raumstuck, d. h. eine konvexe Zelle. 

Korollar. Unter allen konvexen Zellen sind die Euklidischen Sim
plexe dadurch ausgezeichnet, dafJ sie die fur ihre Dimensionszahl kleinst
mogliche Anzahl von Eckpunkten besitzen. 

Denn weniger als n + 1 Punkte bestimmen, da sie in einer (n -1)
dimensionalen Ebene liegen,· als konvexe Rulle eine Zelle von einer 
Dimensionszahl < n - 1 . 

1. Nachtrag: Zentralprojektion. 
Es sei ein Punkt 0 eRn, das Zentrum der Projektion, gegeben; wir 

bHrachten aIle in 0 beginnenden Ralbgeraden h (0) des Rn. Liegt eine 
den Punkt 0 nicht enthaltende Punktmenge M des Rn vor, so ver
stehen wir unter Projektion von M aus dem Punkt 0 die Vereinigungs
menge oM aller Punkte, die auf geradlinigen Strecken liegen, welche 0 

mit Punkten von M verbinden. Unter erweiterter Projektion von M 
aus 0 verstehen wir ferner die Vereinigungsmenge aller Punkte, die auf 
Ralbstrahlen liegen, welche durch 0 und einen Punkt von M gehen. 
Es sei schlieBlich N irgendeine Punktmenge des Rn, welche den Punkt 0 

nicht enthalt und mit jeder Halbgeraden h (0), die durch einen Punkt 
von M geht, genau einen gemeinsamen Punkt hat. Den Durchschnitt 
von N mit der erweiterten Projektion von M nennen wir die ProJek
tion von M aus 0 aUf N. Offen bar liegt auch eine Abbildung von M 
in N vor, denn jedem Punkt von M entspricht ja der Schnittpunkt 
der Ralbgeraden h (0) durch diesen Punkt mit der Menge N; diese Ab
bildung wird ebenfalls als Projektion von M aus 0 auf N bezeichnet; 
falls MiBverstandnisse zu befiirchten sind, spricht man von Projektions
abbildung; fehlt dabei die Angabe der Menge M, spricht man also 
schlechtweg von Projektion aus 0 auf N, so heiBt das, daB als Menge M 
die Menge Rn - 0 gedacht ist; dann wird naturlich vorausgesetzt, 
daB N mit jeder Ralbgeraden h (0) einen einzigen gemeinsamen Punkt hat. 

1st die Menge M leer, so wird unter ihrer Projektion aus 0 sowie 
unter ihrer erweiteden Projektion der Punkt 0 selbst verstanden. Die 
Projektion von M auf N ist dementsprechend leer. 
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Wir nehmen jetzt an, dafJ die 2\11 enge M mit jede1' H albge1'aden h (0) 
hochstens einen gemeinsamen Punkt hat. Dann gilt folgender 

Satz I. Es seien 2\111 und 11;12 zwei Teilmengen von 1k[; de1' Du1'ch
schnitt ih1'e1' P1'ofektionen ist gleich de1' Projektion ihres Durchschnittes: 
oM1 • OM2 = oUkl]. M 2)· 

Beweis. 1st p ein von 0 verschiedener Punkt von oM1 • oM2 , so 
gehort p (als Punkt von oM1) zu einer Strecke oql' wobei ql ein Punkt 
von M1 ist; ebenso gehort p (als Punkt von oM2) zu einer Strecke 
oq2 mit q2 c M 2. Da die beiden Punkte q1 und q2 auf derselben Halb
geraden h(o) - namlich auf der Halbgeraden durch 0 und p - liegen, 
und diese mit M hochstens einen gemeinsamen Punkt hat, ist 
q1 = q2 = q C M1 . M2 und pc oq C 0(M1 · M2)' Da stets auch 
o Co (2IJ1 . M 2) ist, ist die Inklusion oMI • oM2 Co (A11 . M 2) bewiesen. 

Es sei jetzt pc 0 (M1 . M 2), P =!= 0; dann gibt es einen Punkt 
qc M] . M 2, so daD pc oq ist. Die Strecke oq gehort zu oMI und 
zu oM2 , so daD insbesondere auch pcoM1 ·oM2 ist. Somit ist 
001-11 , M 2) C OM1 . oM2 , und unser Satz ist bewiesen. 

\Vir uberlassen dem Leser den Beweis der folgenden Satze: 
Satz II. Die P1'oiektion ciner konvexen Menge ist konvex. 
Satz III. Es sei N eine (n-1)-dimensionale Ebene des Rn, 0 ein 

Punkt auDerhalb N, Meine Punktmenge, die mit keiner zu N paral
lelen Halbgeraden 17(0) gem~insame Punkte hat. Die Projektion von M 
aus 0 auf N ist eine stetige Abbildung von M in N. 

Sa tz IV. N und 0 haben dieselbe Bedeutung wie in Satz III. Es 
sei 2\11 eine Punktmenge in N. Bedeutet X den Rand von M in bezug 
auf N und Y den Rand von oM in bezug auf R n, so ist 

Y= oX +M. 
Aus diesen Satzen II und IV sowie dem Satz I des § 4 folgt un

mittelbar 
Sat z V. 1st Qr eine Zelle des Rn, 0 ein auDerhalb der durch Qr be

stimmten Ebene liegender Punkt, so ist oQr eine (1' + 1 )-dimensionale 
Zelle. 

Eine Zelle von der Form oQr wird gelegentlich ein Kegel mit der 
Spitzc 0 und der Basis Qr genannt. 

2. Nachtrag: Der Schwerpunkt. 

Den Schwerpunkt einer Verteilung gleicher Massen in den Punkten 
aI' a2, ... , ak , also den Punkt 1 

(1 ) 

nenni man kurz den Schwerpunkt des PUl1ktsystems {a1, a2 , ••• , a,}. 

1 Ygl. § 1, Nr.2. 
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Satz. Es sei Meine Punktmenge vom Durchmesser d, ferner 6 1 ein 
aus kl Punkten bestehendes T eilsystem von M und 62 ein T eilsystem 
von 6 1 , Dann gilt fur die Entfernung der Schwerpunkte SI' S2 der 
Systeme @51 , 62: 

(2) . 

Beweis. Es sei 6 1 = {al , . .. , ak,}, 62 = {aI , ••• , akJ' 1 -< k2 -< k], 
also 

Dann ist 

also 

(3 ) 

Die Anzahl der Summanden (aj - ail ist kI • k2 ; diejenigen mit 
j = i -< k2' also k2 unter den Summanden, sind gleich 0; die Anzahl 
der von 0 verschiedenen Summanden ist somit kl ' k2 - k2 = k2, (kl-1); 
daher folgt aus ()) und der Voraussetzung I aj - ai I -< d: 

1 I S2 - SI I -< kI kz 'k2 (kl - 1) , d, 

also die Behauptung (2). -
Korollar, Es sei xn ein n-dimensionales Simplex vom Durchmesscr 

::s d, x' eine (beliebig-dimensionale, eigentliche oder uneigentliche) Seite 
von xn, und x" eine Seite von x'. Dann gilt fur die Entfernung der Schwer
punkte s' und s" der Eckpunktsystemevon x' bzw. x": 

I' "I - n d IS -s :':::::n+l' . 

Denn ist x' r-dimensional, so ist nach (2) Is' - s" I -< r ~ 1 • d. und 

't r -< n f' -< 
eSlS r+l=n+l urr=1t. 
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Sachverzeichnis. 

Abanderung, stetige, einer Abbitdung 
56, 489 (vgl. homotope Abbild.). 

.-\bbildungen auf oder in eine Menge 51 f. 
-- eiaes topologischen Raumes in cinen 

beschrankten metrischen Raum 55 f. 
-, abgeschlossene 54, 65£., 95, 99. 

, aquivalente 61 L, 96. 
-, affine 165f£., 471, 538f., 597f. 
-, antipodentreue 483 ff. 
-, eineindeutige (= schlichte) 52. 
-, - stetige 95, 99. 
-, gleichmaBig stetige 102f. 
'-, homomorphe s. homomorphe Abbild. 
_. isomorphe, von Gruppen 558 f. (s. 

Isomorphismus) . 
--, -, von Komplcxen 127f. 
- " kanonische 352f. 
--, Kuratowskische 366f., 487. 
-, relativ-wesentliche s. Abbildnngen, 

wesentliche. 
-, retrahierende (= Retraktion) 342 ff. 
-, schlichte (~eineindeutige) 52. 

, simpliziale s. simpliz. Abbildung. 
.. ,stark-stetige 65 f. 
-. , stetige s. stetigc Abbildung. 
--', --, in einem Punkt 54. 
- , stiickweise affine 174. 
'-, topologische s. topolog. Abbildung. 
-', wcsentliche 372ff., 405ff., 492£., 

508f., 513f., 517f., 526f. 
E-Abbildung 103f., 1 09f., 364 ff. 
Abbildungsgrad s. Grad. 
Abbildungsklasse 320ff. (Kap. VIII, 

§ 3), 509ff. (Kap. XIII, § 2), 547. 
Abbildungssatz von Hurewicz 369. 
Abelsche Gruppe (i. a. kurz: Gruppe) 

554ff. (AnhangI). 
Abgeschlossene Hulle 26, 33, 37ff. 

(Kap. I, § 2), 59, 70f. 
Menge 26, 39ff., 44, 53f., 61ff. 
(Kap. I, § 5), 71f£., 84ff., 99ff., 105, 
107, 112ff., 119. 
tberdeckung 47, 73, 104, 352ff., 
377f., 487· 

Absolute Gebietsgrenze 391 ff. (Kap. X, 
§ 2). 

Absoluter Komplex Kap. IV - VII, be
sonders 156ff. (Kap. IV, § 1), 162, 
171f., 177, 184, 18Sff., 206, 208ff., 
213ff, 225ff., 228ff. (Kap. V, § 4), 
240ff. (Kap. VI, § 1), 285ff., 301ff. 

Absolutes Simplex 155ff., 161f., 164f. 
Absolute Umgebung 42, 58ff. 
Absolutes Umgebungssystem 42. 
Abweichung zweier Punktmengen 112. 
Abzahlbare Basis in topologischem 

]{aum 78ff. (Kap. I, § 7, 8), 87ff. 
Additionssatze fur Komplexe 287ff. 

(Kap. VII, § 2). 
-- Hir offene Mengen 452. 
Additivitat der Range 572ff. 
- der Spuren bei Autohomomorphis

mus 570f. 
Ahnliche Mengensysteme 71 ff. 
Alexander, simpliziale Approximation en 

313ft 
Alexanderscher Dnalitatssatz 435, 440if . 

(Kap. XI, § 4). 
Alexandersches Lemma (Additionssatz) 

291-
Alexander s. aueh Lebesgue 450ff. 
Algebraische Anzahl der Bedeckungen 

eines Punktes (= Bedecknngszahl) 
420, 474, 492. 
- der Fixpnnkte 536, 541 if. 
(Kap. XIV, § 3). 
- der a-Stellen einer Abbildung 
471 if. 
Dualitatssatze von Pontrjagin 589ff. 

Algebraischer Komplex Kap. IV - VII, 
besonders 169ff., 173, 187f., 255f.. 
302ff.; ferner 333, 348f., 362, 413ff., 
450. 
- einer algebr. Zerspaltung oder 
Zellenzerspaltung 243 ff., 252. 
'-, ganzzahliger 162ff., 167 ff., 211ff. 
(Kap. V, § 2). 
- modulo In 170. 
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Algebraischer Komplex modulo2 170f., 
174f., 349. 

Alge braische Zerspaltung 243 ff. ; in 
weiterem Sinne 252. 

Allgemeine Lage 596. 
- -, relativ 413. 
- Metrik 27, 33. 35. 
Allgemein-metrischer Raum 27ff. 
Allgemein-metrisierbarer Raum 28, 32, 

39. 
Allgemein-topologischer Raum 25ff.. 42. 
A-Menge 19f. 
Antipode 481. 
Approximation, simpliziale s. simpliz. 

Approximation. 
f-Approximation einer stetigen Abbil

dung 341, 367ff. 
Approximationssatze fur stetige Abbil

dungen 319, 543 ff. 
Aufspannen, ein Simplex. eine Ebene 

usw. 138, 155, 595f., 598. 
Ausfegung eines Simplexes oder Kom

plexes 365 £. 
Autohomomorphismus eines Moduls 

568f£' 
Axiome des metrischen Raumes 27. 
- des topologischen Raumes 37 ff. 
-, Hausdorffsche 43. 
- der Trennung 58f£' (Kap. I, § 4), 

67ff. (Kap. I, § 6). 
Azyklischer Komplex 281, 309; bis auf 

einen Teilkomplex 252. 
Azyklisehes Polyeder 490f., 511. 

Baire-Hausdorff, Satz von 79. 
Baireseher Diehtigkeitssatz 108. 
Baryzentrische Hulle 602ff. (Anh. II, 

§ 3). 
- Koordinaten 595. 
Baryzen trischer Stern 14 7 ff. 
Baryzentrische Uberdeckung 147ff. 

(Kap. III, § 4). 
- Unterteilung 135ff. 
Basis eines Moduls (= freies Erzeugen

densystem) 562, 565f. 
Basen (insbesondere kanonische) der 

Komplex-, Zyklen- u. Randergrup
pen 215f£', 225, 229ff., 303ff. 

Basis eines topologisehen Raumes 42, 
45, 78f£. (Kap. I, § 7, 8), 87ff. 

Baum 201. 
Baustein einer Zerspaltung 243ff. 
Bedeekung, wesentliehe oder unwesent-

lie he 372. 

Bedeckungszahl 420, 474, 492. 
Begrenzung einer Punktmenge 40. 
Begrenzungskomplex 131, 286. 
Beranden in einem Eckpunktbereich in 

bezug auf einen Koeffizientenbereich 
181 f. 
in einem Eckpunktbereich bis auf 
einen Teileckpunktbereich 185. 
modulo m 227. 

-, schwach oder stark 183, 212f. 
-, stetig 335. 
Berandete Flache 269f., 532. 
- Pseudomannigfaltigkeit 194, 491. 
Berandungsfahiger Zyklus 179ff. 
Beruhrungspunkt 26ff., 39, 42, 45, 52. 
Beschrankter metrischer Raum 33, 55£. 
Beschrankte Punktmenge 88. 
Bettisehe Gruppen 205ff. (Kap. V). 

- eines Eckpunktbereiches odcr 
Komplexes in bezug auf beliebige 
Koeffizientenbereiche, r-dimensio
nale 205ff. (Kap. V, § 1), 225f., 231ff., 
248ff., 258, 262f., 269, 293f., 307 ff., 
323f., 326ff., 339, 345f., 351!., 355ff., 
426; O-dimensionale eines Komplexes 
208H., 293f.; n-dimensionale eines 
n-dimens. Komplexes 210. 
- in bezug auf die additive Gruppe 
der mod 1 reduzierten rationalen 
Zahlen 234f., 441. 
-, ganzzahlige, r-dimens. 211ff. 
(Kap. V, § 2), 234ff., 253f., 265£., 
355ff., 442, 445 ff.; n-dimens. eines 
n-dimens. Komp!. 277ft. 
_., - in bezug auf den rationalen 
Koeffizien ten bereich 213, 441. 
- modulo 0 213f., 218, 529 
- modulo m, r-dimens. 218 ff. (Kap. 
V, § 3), 235ff., 355ff., 441f., 445ff.; 
n-dimens. eines n-dimens. Komp!. 
277ff. 
-, rationale 218, 355ff., 441. 
- erster und zweiter Art 221 ff., 
232f. 
N-Gruppen 356f. 
N-Zahlen (mod 0 u. mod m), r-di
mens. 354f., 357; (n - l)-dimens. 
eines Kompaktums im n-dimens. 
Raum 380ff., 390f., 405· 
Zahlen, r-dimens. 211 ff., 218, 248, 
254, 265. 270f., 288, 292, 299, 309, 
353ff., 358, 393f., 440, 442; o-dimens. 
212; 1-dimens. 517f.; (n - l)-dimens. 
eines Polyeders im n-dimens. Raum 
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380, 393; n-dimens. eines n-dimens. 
Komplexcs 277. 

Bettische Zahlen mod m, r-dimens. 
227; (n - 1)-dimens. eines Polyeders 
im n-dimens. Raum 380. 

Bikompakter Raum 86ff. (Kap. II, § 1), 
95ff. (Kap.·II, § 2). 

- -, in einem Punkt u. im Kleinen 93. 
Bild eines Punktes oder einer Menge 51. 
Bildgruppe (eines Homomorphismus) 

557. 
Bohl s. Poincare 459, 479· 
Bolzano, Satz von 57, 469. 
Bolzano-WeierstraBscher Satz 88, 107. 
Borelscher Kiirper, Borelsche Menge 19f. 
Borel s. auch Heine. 
Borsukscher Satz fiber antipodentreue 

Abbildungen 483ff. 
Borsuk-Ulam, Satz fiber Abbildung der 

n-dimens. Sphare in den n-dimens. 
Raum 486. 

Borsuk s. auch Lusternik; Retrakt. 
Brouwer, simpliziale Approximationen 

9, 313ff. 
Brouwerscher Abbildungsgrad 9, 457ff.; 

s. Grad. 
- Fixpunktsatz 377, 480. 
- Reduktionssatz 123, 408. 
Brouwersches Invarianzprinzip 364. 
Brouwer s. auch Jordan-Brouwerscher 

Sa tz ; Poincare-Brou werscher Sa tz ; 
Topologische Invarianz des Gebietes 
u. der Dimensionszahl; Verschlin
gungszahl. 

Cantorsches Diskontinuum 45f., 50, 
121 ff. 

Cantorschcr Durchschnittsatz 85. 
Cantorsche Kurve 5. 
- Mannigfaltigkeit 399. 
Cauchysches Konvergenzkriterium 106, 

114f. 
Cauchysche Stetigkeitsbedingung 53 f. 
Charakter einer Gruppe 586ff. (Anh. I, 

§ 5). 
Charakteristik (Kroneckersche) eines 

Funktionensystems 470. 
- eines Vektorfeldes 478, 534f. 
-, Eulersche s. Eulersche Charakte-

ristik. 

Deformation in einem Raum 56, 343, 
424. 
eines Polyeders in sich 518 ff. 

Deformationssatz fur Verschlingungs
zahlen 424, 464. 

Deskriptive Punktmengenlehre 19f. 
Dichte Menge, in einem Raum 46, 79f., 

108f. 
- Mengen, zueinander; Dichtigkeits-

klassen 113 f. 
Dichtigkeitssatz von Baire 108. 
Differenz zweier Mengen 24. 
Differenzgruppe = Restklassengruppe. 
Differenzierbare Mannigfaltigkeit 548 ff. 

(Kap. XIV, § 4). 
Dimension eines Kompaktums 363££. 

(Kap. IX, § 3). 
- einer konvexen Menge 608f. 
Dimensionszahl von Komplexen und 

Polyedern 127, 133, 15of., 157, 162, 
169, 172f., 354f., 364. 
von Simplexen u. Zellen 126, 149, 
156, 300, 605, 609f. 

Dimcnsionstheoretischer Uberfflhrungs-
satz 370f. 

Direkte Summe von Gruppen 560ff. 
Disjunkte Mengen 24. 
Diskontinuierliches Kompaktum 118££. 
Diskontinuum, Cantorsches 45ff., 50, 

121ff. 
Diskreter Raum 38, 132f., 185, 188. 
Divergente Menge 85, 87. 
Dreiecksaxiom 27, 30, 35, 57, 594. 
Duale Gruppen, in bezug auf eine 

Gruppe 590. 
Homologiebasen 442f. 
Zellenzerlegungen des Euklidischen 
Raumes 427f. 

Dualitatsformel fUr Verschlingungszah
len 417, 497· 

Dualitatssatz, Alexanderscher 435, 
440ff. (Kap. XI, § 4). 

Dualitatssatze, algebraische, von Pontr-
jagin 589ff. 

Durchmesser einer Punktmenge 28. 
Durchschnitt eines Mengensystems 24. 
Durchschnitte abnehmender Mengen-

folgen 85, 107, 112, 118. 
Durchschnittsatz von Cantor 85. 

Ebene, r-dimens., des n-dimens. Raums 
594. 

-, projektive 65,168, 181f., 218, 237f., 
251, 267, 273. 

-, pseudoprojektive 266, 357. 
Eckpunkt eines Eckpunktbereichs 

155. 
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Eckpunkt eines konvexen Raumstucks 
u. einer konvexen Zelle 126. 613. 

- eines Simplexes 126. 605. 607. 
Eckpunktbereich, der von einem Kom

plex erzeugte 158£.. 171-
- der offenen Mengen des Euklidi

schen Raums 159, 188. 341£. 
-, Euklidischer 156. 
Eckpunktbereiche 153. 155ff. (Kap. IV. 

§ 1). 
-. homologie-aquivalente u. vollstan

dig homologie-aquivalente 210f. 
-. isomorphe 158. 
Eckpunktgerust (= Gerust) 155f .• 159f .• 

605. 
Eckpunkt-Identifizierung 262f. 
Eckpunktzuordnung. kanonische u. na-

turliche 349ff. 
Eigentliche Metrik 27. 
Einbetten. topologisch 90. 
Einbettung der Bettischen Gruppen 

eines Polyeders in die eines umfas
senden Polyeders 345f. 

Einbettungssatz fur Polyeder und Kom-
plexe 139, 158. 

- von Menger-N6beling 369. 
- von Urysohn 81 ff. (Kap. I, § 8). 11t. 
Eineindeutige Abbildung (~schlichte) 52. 
- stetige Abbildung 95, 99. 
Einfach geschlossener Komplex 280. 

331, 461-
- geschlossenes Polyeder 331, 390, 

395f .• 444f., 490, 493, 512. 533· 
Einfacher Zyklus 280. 
Element (= krumme Zelle) 149. 358. 

399, 435. 453f., 480. 
eines Komplexes 126, 169. 
einer Bedeckung oder Zerspaltung 
242ff. 
einer Zerlegung eines Raumes 61 f .• 
70. 

Elementarteiler 586. 
Elementarzerlegung eines Simplexes in 

bezug auf eine Seite 137. 
Endlich-dimensionaler Komplex 157. 
Endlicher Komplex 127. 134. 157. 162, 

169, 213ff .• 225ff.. 228ff. (Kap. V, 
§ 4). 499ff. 

Endliches Polyeder 128. 141 ff., 326f., 
344ff.. 353. 356f., 365, 370, 380, 
509f. 

Entfernung von Punkten u. Mengen 
27f., 57, 100. 102, 594. 

Entschlingung von Zyklen 425, 514f. 

Alexandroff·Hopf, Topologie I. 

Erhaltungssatz, erster (des Randes) 
175 f.; zweiter u. dritter 348 f. 

Erweiterung von Abbildungen 76, 406. 
498ff. (Kap. XIII). 

- von Raumen 89f.; schwache u. 
starke 93ff. 

Erweiterungsaufgabe fur Abbildungen 
eines Komplexes 499ff., 503ff., 517. 

Erweiterungssatze fur Abbildungen 
498ff. (Kap. XIII). 

- fur Gruppencharaktere 591 ff. 
- fur stetige Funktionen 73ff. 
Erzeugendensystem einer Gruppe 575. 
-. freies, (= Basis, s. dort) eines Mo-

duls 562. 
Euklidischer Eckpunktbereich 156. 
Euklidische Hulle eines krummen Poly

eders 346f. 
Euklidisches Kompaktum 88, 1lO,365ff., 

380ff. (Kap. X. § 1, 2). 397ff., 405f. 
Euklidischer Komplex (= lokal-end

licher, s. dort) 129, 150ff., 158. 161. 
174. 195, 212, 297. 300ff., 314f£., 
349ff.. 356ff., 368, 467ff., 499ff., 
528ff. 

Euklidisches Polyeder 128if., 139f., 
149ff., 174, 318f.. 320ff., 326, 357ff.. 
487ff., 541 ff. 

Euklidischer Raum 29, 36, 88, 105ff., 
139ff., 158f., 165ff., 198, 341ff., 
361ff., 365f .• 369f., 379ff. (Kap. X, 
§ 1. 2), 397ff., 405ff. (Anh. zu 
Kap. X), 409ff. (Kap. XI), 458ff. 
(Kap. XII, § 1 - 3), 493 ff. (Anh. zu 
Kap. XII), 499f .• 508£., 514f., 593ff. 
(Anh. II). 

Euklidische Realisation des Nerven 
(= singularitatenfreie) 161, 368ff. 

Euklidisches Simplex 126, 605 ff .• 614. 
Euklidische Umgebung 3. 7. 401, 404. 
Euler-Poincaresche Formel 214f .• 227, 

248,250, 262. 358; verallgemeinerte 
530. 

Eulersche Charakteristik 3, 214, 248, 
260, 262, 288, 358, 532. 549ff. 

Eulerscher Polyedersatz 1. 4. 214, 250. 
Existenzsatze der Verschlingungstheorie 

426ff. (Kap. XI, § 3). 
-- fur Fixpunkte s. Fixpunktslttze. 
--, Kroneckersche, fur o-Stellen 467ff., 

499. 

Fixpunkt 480ff., 527ff. (Kap. XIV). 
-. isolierter 536. 

40 
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Fixpunkt, normaler 538. 
-, regularer, eines Polyeders 541 f. 
Fixpunktklassen, Nielsensche 534, 547. 
Fixpunktsatze 377, 480ff., 531 if., 538f. 
Fixsimplex 528ff., 542f. 
Flache 3, 16, 177, 266ff., 532. 
Folge, konvergente s. konvergente 

Punkt- u. Mengenfolgen. 
Fortsetzung eines Komplexes 261, 348. 
Frechetsches Trennungsaxiom 59. 
Freies Erzeugendensystem (= Basis, s. 

dort) eines Moduls 562. 
Freie Gruppe (= Modul) 562ff. (Anh. I, 

§ 2), 577-
Freie Seite, freies Simplex 383, 519f. 
Frobenius, Satz iiber charakteristische 

Wurzeln 480. 
Fundamentalfolge 104f. 
Fundamentalgruppe 12, 425, 526; 

527. 
Fundamentalquader des Hilbertschen 

Raumes 37, 81 £., 111. 
Fundamentalsatz der Algebra 469. 
Funktion, reelle 26. 
-, stetige s. stetige Funktion. 
Funktionaldeterminante 477. 

6S = Ring der ganzen Zahlen. 
Qim = Ring der ganzen Zahlen mo

dulo m. 
Ganzzahlige Bettische Gruppen s. Betti

sche Gruppen. 
Ganzzahliger Komplex 162f£., 167ff., 

211 ff. (Kap. V, § 2). 
- Rand mod m 227f. 
- Zyklus 183, 217, 275, 430ff. 
GauBsches Integral 497. 
Gebiet 51, 188, 390ff., 456, 475· 
Gebietsgrenze 390ff. (Kap. X, § 2),444, 

456. 
Gebietsinvarianz 312, 396, 456, 475· 
Gegenstern einer Teilmenge eines Poly

eders 131, 
Geometrisches Simplex 607. 
Geometrischer Zellenkomplex 126ff. 

(Kap. I, § 1, 2), 249f., 301 ff. 
Geriist (= Eckpunktgeriist) 155f., 159f., 

605. 
s-Geriist 1 59. 
Geschlecht einer Flache 3, 269. 
Geschlossene Flache 3, 16, 177, 266ff., 

532. 
Geschlossenes Gebilde, (n - 1)-dimens. 

im n-dimens. Raum 392f. 

Geschlossener Komplex 274ff. (KapVII, 
§ 1), 309, 330f., 519, 521ff. (s. auch 
einfach u. irreduzibel geschlossen). 

GeschlosseneMannigfaltigkeit 7, 16,404, 
549ff. 

Geschlossenes Polyeder 331, 518ff. 
(Kap. XIII, § 4) (s. auch einfach u. 
irreduzibel geschlossen). 

Geschlossene Pseudomannigfaltigkeit 
194, 220, 268, 281£., 390, 395, 403, 
440, 491, 513. 

Geschlossener Weg 332, 341, 462ff., 526. 
Gestalt 2, 210, 288, 311, 
GleichmaBig konvergente Folge von Ab

bildungen 55, 107. 
- stetige Abbildung 102f. 
Gleichwertige Umgebungssysteme; 

Gleichwertigkeitskriterium von 
Hausdorff 31f. 

Grad einer Abbildung 490ff., 504, 511, 
533, 535. 

- im GroBen 461 f., 490ff.; mod 2 490; 
modm 491, 

-, lokaler 474ff., 487ff. 
Grundelement eines Komplexes 126, 

157. 
Grundsimplex eines Komplexes 157, 162. 
Grundzelle eines Komplexes 126. 
Gruppe (i. a. = Abelsche Gruppe) 554ff. 

(Anh. I). 
Gruppen (verschiedener Eckpunkt- u. 

Koeffizientenbereiche) der algebra
ischen Komplexe 171, 187, 215f£., 
225, 229f., 243, 256f., 302f£., 528ff. 
- - - der Rander 181 f., 187, 
216ff., 231 ff., 244f., 256f., 306£., 
529f. 
- - - derZyklen177,187,216ff., 
230f£., 245ff., 256f., 279, 283, 304ff., 
529; Zyklen erster u. zweiter Art 
231 f. 
der Randteiler 183. 

H-abgeschlossener Raum 90ff. 
Haufungspunkt 45, 60, 84. 
Hauptsatz der Topologie der geschlosse

nen Flachen 269. 
Hauptvermutung der kombinatorischen 

Topologie .152, 254. 
Hausdorffsches Gleichwertigkeitskrite

rium 31f. 
Hausdorffscher Raum (= Ta-Raum) 43, 

67££. (Kap. I, § 6), 89ff. 
Hausdorffsches Trennungsaxiom 43,47. 
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Hausdorffsche Umgebungsaxicime 43. 
- Zerlegung eines Raumes 69f., 97f. 
Hausdorff s. auch Baire 79. 
Heine-Borel-Lebesguescher Satz 87, 

101. 
Heine-Borelscher Uberdeckungssatz, 

schwacher 85. 
Heinesche Stetigkeitsbedingung 58. 
Hellysche Additionssatze fiir H-Sim

plexe 295 f. 
Hilbertscher Raum 36f., 80ff., 88f., 

105ff., 366, 370. 
Homoomorphe Raume u. Mengen 52, 

127, 133, 390, 396. 
- konvexe Korper 601 f. 
-- Polyeder 254, 326ff., 355ff. 
Homoomorphie (= topologische Abbil

dung, s. dort) 52, 95, 99. 
Homogen-dimensionaler Komplex 127, 

157, 162, 169, 190ff., 400f. 
Homologe Abbildungen, in bezug auf 

verschiedene Koeffizieu ten bereiche 
211, 229, 236ff., 315, 323, 517, 533 
(s. auch vollstandig homolog). 
Zyklen, zueinander oder zu Null, in 
bezug auf verschiedene Koeffizien
tenbereiche 181ff., 329, 451. 
-, bis auf einen Teileckpunktbereich 
185· 
-, schwach oder stark 183. 
-. stetig 335ff. 

Homologie mit Division 183. 217. 
- modulo m 183. 
E-Homologie 184. 
Homologie-aquivalente Eckpunktberei-

che. Komplexe u. Polyeder 210f .• 
218,229, 309, 442. 449 (s. auch voll
standig homologie-aquivalent). 

Homologiebasis 217, 432. 436, 443. 
Homologicklassen. in bezug auf ver

schiedene Koeffizientenbereiche. von 
Eckpunktbereichen u. Komplexen 
181,205. 245ff .• 290ff., 326ff .• 419. 
451. 
von Polyedern 329. 

--, stetige 336, 341 f .• 345ff. 
Homologie-Simplex s. H-Simplex. 
Homologie-Sphare s. H-Sphare. 
Homologietypus von Abbildungen in 

bezug auf verschiedene Koeffizien
tenbereiche 211,315,323,331 f .• 491, 
541 (s. auch homologe u. vollstandig 
homologe Abbild.). 
von Ahbildungsklassen 321 ff. 

Homomorphe Abbildung einer Gruppe 
(~C Homomorphismus) 557ff.. 575, 
586ff. 
- der Bettischen Gruppen bei sim
plizialer Abbildung 211, 315. 323. 
491 f .• 529ff. 
- der Gruppe der algebraischen 
Komplexe bei simpliz. Abbild. 173. 
315, 492, 528. 
- - - der Rander bei simpliz. 
Abbild. 183. 315, 529. 
- - - der Zyklen bei simpliz. 
Abbild. 177, 315, 529. 

Homomorphiesatze von E. Noether 
558f. 

Homomorphismus (= homomorphe Ab
bild., s. dort) 557ff.. 575. 586ff. 

Homotope Abbildungen 319ff. (Kap. 
VIII. § 3). 343, 482, 498ff. (Kap. 
XIII). 532. 

E-homotope Abbildungen 343. 
Homotope stetige Zyklen 337. 339f .• 

459, 525· 
Homotopieklassen von Abbildungen 

= Abbildungsklassen, s. dort. 
- von stetigen Zyklen 339. 
Homotopiesatze fiir Abbildungen 498ff. 

(Kap. XIII). 
Homotopietypus einer Abbildung 320ff. 

(Kap. VIII. § 3)· 
H -Simplex (= Homologie-Simplex) 201. 

211f .• 215, 271, 294ff .• 452f .• 532. 
H-Sphare (Hsn = Homologie-Sphare) 

202, 211£., 215, 240, 271f., 294£. 
Hiille einer Teilmenge eines Komplexes 

130. 
" abgeschlossene s. abgeschlossene 

Hiille. 
-, baryzentrische 602ff. (Anh. II, § 3). 
-, Euklidische 346f. 
-, konvexe 602ff. (Anh. II, § 3). 
Hurewicz, Satz iiber Dichtigkeit topo

logischer Abbildungen 109. 
Hurewiczscher Abbildungssatz 369. 

Identifizierung von Punkten 64, 250, 
262ff., 287· 

Index eines Fixpunktes 536ff. 
einer Nullstelle eines Funktionen
systems oder Vektorfeldes 471, 534f. 

-- ciner o-Stelle einer Abbildung 470£.. 
474ff., 534. 
einer Singularitat eines Richtungs
feldes 535. 537£.. 540f .• 549f. 

40* 
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Induktive Eigenschaft einer Menge 123, 
408. 

Innengebiet eines einfach geschlossenen 
Polyeders 445. 

Innerer Punkt einer Menge 40, 396. 
- einer konvexen Menge oder Zelle 
126, 599f. 
- eines r-dimens. Simplexes im 
n-dimens. Raum 606£. 

Insichdichte Menge 45. 
Invarianz gegen isomorphe Abbildung, 

der Dimensionszahl eines Komplexes 
127f. 
gegen Unterteilung, der Bettischen 
Gruppen eines Komplexes 258f., 327. 
- -, der Orientierbarkeit u. Nicht
Orientierbarkeit 404. 

-, topologische s. topologische In-
varianz. 

Invarianzprinzip von Brouwer 364. 
Invarianzsatz, allgemeiner 354. 
Irreduzibel geschlossener Komplex 276ff. 

(Kap. VII, § 1), 309, 33of. 
- geschlossenes Polyeder 331, 390, 

445 ff., 490f., 513-
Irreduzibles Kontinuum, zwischen zwei 

Punkten 18f., 123f. 
Irreduzibler Zyklus 279f., 341,445, 525. 
Isolierter Punkt einer Menge 45. 
- Fixpunkt, isolierte o-Stelle, Singu

laritat usw. 470, 534, 536, 549. 
Isometrische Raume (= kongruente) 

113· 
Isomorphe Abbildung von Gruppen 

(= Isomorphismus, s. dort) 558f. 
- von Komplexen 127 (s. isomor
phe Komplexe). 
Eckpunktbereiche 158. 
Eckpunkt-Identifizierung, bis auf 
einen Teilkomplex 263. 
Einbettung der Bettischen Gruppen 
eines Polyeders in die eines umfas
senden Polyeders 345f. 
Gruppen 559. 
Komplexe 127f., 133, 138f., 158, 
179. 

Isomorphie-Kriterien fur Gruppen, erstes 
u. zweites 558; drittes 578. 

Isomorphiesatz, topologischer 326. 
Isomorphismus 558£. 

der Bettischen Gruppen bei topo
logischer Abbildung 326, 358. 
- - bei Unterteilung u. Zerspal
tung 248, 258, 327, 351. 

Jordan-Brouwerscher Satz 10, 395f., 
410, 436, 444f., 450ff. (Anh. zu 
Kap. XI). 

Jordankurve 426, 434, 457. 
Jordanscher Satz 17, 311 f., 391. 

Kanonische Abbildung 352£. 
Basen der Komplex-, Zyklen- u. 
Randergruppen 215ff., 229ff. 
Eckpunktzuordnung 349ff.; in be
zug auf den Nerven 352f. 
Verschiebung 349, 362; in bezug 
auf den Nerven 352f. 

Kante einer Zelle 126. 
Kegel uber einem Eckpunktbereich oder 

Komplex 180, 195f., 340, 521, 615· 
Kern eines Homomorphismus 557. 
-, offener, einer Menge 40. 
Kette von Mengen 48. 
Kette von Simplexen, starke u. regulare 

189f. 
e-Kette 116. 
kk-Zelle (= konvex-kombinatorische 

Zelle) 249. 
Kleinscher Schlauch 207, 212, 267, 532. 
Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, Be

weis des PHaster- u. des Fixpunkt
satzes fur das. Simplex 377. 

Knotenproblem 15, 449. 
Koeffizienten bereich 168 ff. 
-, naturlicher, eines irreduzibel ge

schlossenen Komplexes oder Poly
eders 279, 331. 

Korper, Borelscher, Lusinscher, topo-
logischer 1 9 f. 

-, konvexer 601 f. 
Kogrediente Eigenschaften 34, 44, 69. 
Koharente Orientierung 192. 
Kolmogoroffsches Trennungsaxiom 58. 
Kombinatorisch aquivalente Komplexe 

127· 
Kombinatorischer Stern 131 f. 
- Typus eines Komplexes 127. 
Kombinatorisch verwandte Komplexe 

254, 260. 
KombinatorischeZelle 241, 245f., 249ff., 

259; in weiterem Sinne 251 ff. 
Kompakte Menge (= in sich kompakt) 

84, 88, 110, 132. 
- -, in bezug auf den Raum 84. 
Kompakter Raum 84ff. (Kap. II). 

-, metrischer (= Kompaktum, s. 
dort) 105, 114ff., 153. 
-, in einem Punkte u. im Kleinen 93. 
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Kompaktum (= kompakter metrischer 
Raum, s. dort) 85, 87, 99ff. (Kap.II, 
§ 3), 116ff. (Kap. II, § 6), 342ft., 
352ft. (Kap. IX, § 2, 3), 380ff. (Kap. 
X, § 1), 502. 

-, r-dimensionales 364ff. 
-, diskontinuierliches 118ff. 
-, Euklidisches s. Euklid. Kompaktum. 
--, unendlich-dimensionales 364, 371-
Komplement einer Menge 26. 
Komplex 1, 7f., 38, 47, 124ff. (Kap. III 

bis VII). 
-, absoluter s. abso!. Komplex. 
-, algebraischer s. algebr. Komplex. 
-, azyklischer s. azyk!. Komplex. 
-, n-dimensionaler s. Dimensionszahl 

eines Komplexes. 
--, einfach geschlossener 280, 331, 461. 
-, endlicher s. end!. Komplex. 
-, Euklidischer s. Euklid. Komplex. 
--, ganzzahliger 163ff., 167ff., 211 ff. 

(Kap. V, § 2). 
-, geschlossener s. geschloss. Komplex. 
-, homogen-dimensionaler 127, 157, 

162, 169, 190f£., 400£. 
-, irreduzibel geschlossener 276ff. 

(Kap. VII, § 1), 309, 330f. 
Komplexe, isomorphe 127f., 133, 138f., 

158, 179. 
-, kombinatorisch aquivalente 127. 
-, - verwandte 254, 260. 
Komplex, krummer 149ff., 328, 333. 
-,leerer 157. 
-, lokal-endlicher (= Euklidischer, s. 

dort) 129, 134, 138, 147ff. 
- modulo m 170; modulo 2 170f., 

174f., 349. 
-, monozyklischer 201; bis auf einen 

Teilkomplex 201 ff., 243ff. 
-, nelltraler, bis auf einen Teilkomplex 

252. 
-, orientierbarer (regular zusammen

hangender) 192ff., 202, 403f. 
--, orien tierter 162 £. 
-, regular zusammenhangender 190ff., 

253, 264, 266f., 270, 281 f., 402f. 
-, simplexartiger, bis auf einen Teil

komplex 203f., 245ff., 257, 262f. 
-, simplizialer 127,136,141,149, 152f., 

254f£., 334, 528f£. 
-, stark zusammenhangender 189f., 

280, 399. 
-,stetiger 333f., 341. 
-, unendlicher 127, 253. 

Komplex, llnikoharenter 292. 
-, zusammenhangender 185 ff., 208 f., 

292 (s. auch regular und stark zu-
o sammenhangend). 

e-Komplex 159. 
Komplexsphare = Zellenrand. 
Komponente eines Komplexes 186ff., 

208; regulare 190f.; starke 189f. 
- eines Raumes 49f. 
e-Komponente 116. 
o-Komponente 117. 
Komponentenzahl eines Komplexes 209, 

212. 
der Komplementarmenge eines Poly
eders oder Kompaktums im Euklid. 
Raum 380, 390, 444. 

Kongruente Raume (= isometrische) 
113. 

Kongrllenz modulo einer Untergruppe 
555. 

Konjugierter Raum, zu einer Zerlegung 
des Raumes 62ff., 96. 

Kontinuum 118. 
o 0, irreduzibles 18 f., 123 f. 
-,lokal-zusammenhangendes 5, 18f. 
--, llnzerlegbares 19, 391. 
Konvergente Mengenfolgen 111 ff. (Kap. 

II, § 5). 
- Punktfolgen 27, 30, 85, 104. 
Konvergenz, gleichmaBige 55, 107· 
-, metrische 113 ft. 
-, topologische 112. 
Konvergenzkriterium, Cauchysches 106, 

114f. 
Konvergenzraum 27. 
Konvexe Hiille einer Menge 602ff. 

(Anh. II, § 3). 
Konvexer Korper 601 f. 
Konvex-kombinatorische Zelle (= kk-

Zelle) 249. 
Konvexe Menge 297, 598ff. (Anh. II, § 2). 
Konvexes Polyeder 128, 258. 
- Ranmstiick 609ff. (Anh. II, § 4). 
Konvexe Zelle 125f., 133£., 141, 194, 

263f., 300, 613f. 
Koordinaten, baryzentrische 595. 
Kreislinie 515ff. (Kap. XIII, § 3), 533. 
Kroneckersche Bedingung fiir Erweite-

rung von Abbildungen 500, 517. 
Charakteristik 4; s. Charakteristik. 
Existenzsatze 467 ff. ; U mkehrung 
500ff. (Kap. XIII, § 1). 

Kroneckersches Integral 465ff. 
Krummer Komplex 149ff., 328, 333. 



630 Sachverzeichnis. 

Krummes Polyeder 149ff.. 328f£.. 344ff .• 
380ff.. 393ff., 431f£' 

Krumme Simplizialzerlegung 150. 328ff. 
- Zelle (= Element, s. dort) 149, 151. 
- ZellenhUlle 149. 
- Zellenzerlegung 149. 
Krummer Zyklus 328f£'. 333. 
Kiinneth. Satz iiber Produktkomplexe 

308. 
Kuratowskische AbbiIdung 366f .• 487. 
- Axiome 37. 
Kuratowski s. auch Knaster 377. 

Labiler Punkt 523; Raum 524. 
Lage 2, 15f .• 311. 409, 447. 449. 
Lebesgue-Alexanderscher Beweis des 

speziellen ] ordan - Brouwerschen 
Satzes 450ff. (Anh. zu Kap. XI). 

Lebesgue. Verschlingung u. Zerlegung 
409. 

Lebesguesches Lemma. Lebesguesche 
Zahl lOU£. 

Lebesguescher Pflastersatz 353. 363.378. 
Lebesgue s. auch Heine-Borel 87. lOt. 
Leerer Komplex 157. 
Leere Menge 24. 37 f. 
Leeres Simplex 155f. 
Lefschetz. Relativzyklus 184. 
Lefschetzsche Zahl 531 ff .• 542. 
Limes einer Punktfolge 27, 30. 
-. metrischer. einer Mengenfolge 113 ff. 
-, topologischer. einer Mengenfolge 

112ff.; oberer u. unterer 111 f. 
Linear abhangige Gruppenelemente. 

mod 0 u. mod m 571 f. 
unabhangige Punkte des Euklid. 
Raums 595. 
unabhangige Zyklen. im Homologie
sinn 353. 

Uisungen von Gleichungssystemen. Exi
stenzsatze 21. 469. 479. 481, 485f. 

Lokal-endlicher Komplex (= Euklidi
scher. s. dort) 129. 134. 138, 147ff. 

Lokal-zusammenhangendes Kontinuum 
5. 18f. 

Lusinscher Korper 20. 
Lusternik-Schnirelmann-Borsuk. Satz 

iiber Bedeckung der Sphare mit ab
geschlossenen Mengen 487. 

Mannigfaltigkeit 3f., 7, 12. 16, 404f .• 
548ff. 

-, Cantorsche 399. 
- differenzierbare 548ff.(Kap. XlV, §4). 
-: geschlossene 7. 16. 404, 549ff. . 

Mayer-Vietoris, Formel fiir Bettische 
Zahlen bei Addition absoluter Kom
plexe 299. 

Mazurkiewicz s. Knaster 377. 
Menge, abgeschlossene usw. s. abge

schloss. Menge usw. 
Menger-N obelingscher Ein bettungssatz 

369. 
M,etrik, allgemeine u. eigentliche 27.:. 
Metrische Konvergenz, metrischer LI

mes 113f£' 
Metrisches Produkt metrischer Raume 

35· 
~er Raum 27ff., 55ff., 80£., 87£., 

99ff., 104ff., 112fl., 116f£., 352ff., 
366ff. 
-, vollstandiger 104ff. (Kap. II, § 4). 

Metrisationssatz von Urysohn 88f. 
Metrisierbarer Raum 28, 30, 32f., 38, 

45, 68f., 81, 85, 88f. 
Modifikation simplizialer Abbildungen, 

Modifikationssatz 316. 
Modul (= freie Gruppe) 562ff. (Anh. I, 

§ 2), 577-
natiirlicher, eines Komplexes oder 
Polyeders 279, 331-

Mobiussches Band 168, 208, 211 f., 251, 
532. 

- - modulo m 270ff.. 310. 
Monotones Mengensystem 79. 
Monozyklischer Komplex 201; bis auf 

einen Teilkomplex 201 ff., 243ff. 
Morse, kritische Punkte reeller Funk

tionen 552. 

n-abgeschlossener Raum 90, 92. 
Naht eines Zyklus, Naht-Homomorphis

mus, Nahtklasse, Nahtzyklus 290f. 
Natiirliche Eckpunktzuordnung 349f. 
Natiirlicher Koeffizientenbereich u. Mo

dul eines irreduz. geschloss. Kom
plexes oder Polyeders 279, 331. 

NatUrliche Verschiebung eines Kom
plexes in bezug auf einen Euklid. 
Komplex 349f. 

Nebenelement eines Komplexes, Neben
simplex, Nebenzelle126, 127, 157, 162. 

Nerv eines Mengensystems 152, 161. 
einer trberdeckung eines metrischen 
Raums 352ff. 
der baryzentrischen trberdeckung 
eines Komplexes 152. 
einer trberdeckung der n-dimens. 
Sphare mit n + 2 Mengen 487. 
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e-Netz 87. 104. 
Neutrales Element einer Zerspaltung; 

neutraler Komplex. bis auf einen 
Teilkomplex 252. 

Nielsensche Fixpunktklassen 534. 547. 
Nirgendsdichte Menge 46. 60. 108. 119f., 

366. 
Nobeling s. Menger 369. 
Noethersche Homomorphiesatze 558£. 
Normaler Fixpunkt 538. 

Raum (= T4-Raum) 68f .• 71ff.. 81. 
88f .• 92. 98. 
-. vollstandig (= Ts-Raum) 69. 

Normale Zerlegung eines Raumes 69£. 
98. 

Nullkomplex 163. 169 
Nullstelle eines Funktionensystems 

470f.; eines Vektorfeldes 534 f. 

Oberflache eines Elements einer Zer
spaltnng 242ff.. 256ff. 

Offener Kern einer Menge 40. 
Offene Menge 26. 39 f.. 42 ff.. 50 f.. 53. 

72f .• 95. 143ff.. 159f., 184. 198. 
361ff.. 450ff. 

Offener Stern 131. 317. 545f. 
Offene Uberdeckung 47f .• 73. 78f .• 85 f., 

90. 100f., 317. 364ff. 
Ordnung eines Gebiets in bezug auf 

einen Zyklus 426. 445. 
eines Punktes in bezug auf einen 
Zyklus 419f .• 425f .• 458ff. (Kap. 
XII. § 1). 469f .• 472. 474. 476. 
einer Uberdeckung 47. 149, 363ff.. 
398. 
eines Zyklus 212. 347. 

Orientierbare u. nicht-orientierb. Flache 
177. 269. 

- - -- Pseudomannigfaltigkeit 193ff .• 
220. 268. 281 f .• 390. 395, 440. 

Orientierbarer u. nicht-orientierb. regu
Hi.r zusammenhangender Komplex 
192ff., 202. 403 f. 

Orientierter Komplex 162f. 
Orientiertes Simplex 161f., 172. 
Orientierte Sphare des orient. Euklid. 

Raums. in natiirlicher Weise 461-
Zelle 249. 303· 

Orientierung eines regular zusammen
hangenden Komplexes (~. koharente 
Orientierung) 192. 
des Euklidischen Raumes 166. 
erhaltende oder umkehrende topo
logische Abbildung 476. 

Orientierung. koharente 192. 
Originalmenge 51. 

Pannwitzscher Entschlingungssatz 425. 
Parameterdarstellung eines stetigen 

Komplexes 333. 
Perfekte Menge 45. 121. 
Pflastersatz von Lebesgue 353. 363. 378. 
Poincare-Bohlscher Satz 459. 479. 
Poincare-Brouwer. Satz iiber Rich-

tungsfelder auf der Sphare 481-
Poincaresche Vermutung 16. 
Poincare s. auch Euler-Poincaresche 

Forme!. 
Polyeder 7f .• 11. 153f .• 186f .• 209 u. 

Kap. VIII-XIV. 
-. azyklisches 490f .• 511-
-, r-dimensionales 150f .. 354f .• 364. 
-. einfach geschlossenes 331. 390. 395f .• 

444f .• 490. 493, 512. 533. 
-. endliches s. end!. Polyeder. 
-. Euklidisches s. Euklid. Polyeder. 
---. geschlossenes 331. 518ff. (Kap. XIII. 

§ 4) (s. auch einfach u. irreduzibel 
geschlossen) . 

-.homoomorphe 254. 326ff.. 355ff. 
-. irreduzibel geschlossenes 331. 390. 

445ff.. 490f .• 513. 
-, konvexes 128. 258. 
-, krummes 149ff.. 328ff.. 344ff.. 380ff .• 

393f .• 431ff. 
-, labiles 525. 
-, regular zusammenhangendes 403. 
-, stabiles 524 f. 
-, unendliches 129. 143ff.. 358ff. 
-, wesentliches. auf sich 519ff.. 525. 

., zusammenhangendes 187. 532. 542 
(s. auch regular zusammenhangend). 

Polyedersatz. Eulerscher 1, 4. 214.250. 
Polyederumgebung 431. 
Pontrjaginsche Dualitatssatze 589ff. 
Prisma iiber einem Komplex 199ff. 
Produkt zweier Komplexe 29qff. (Kap. 

VII. § 3). 
zweier konvexer Zcllen 300. 
zweier Mengen 34. 
zweier Umgebungssysteme 34. 

,metrisches, metrischer Raume 35. 
. topologisches, von Umgebllngsrau

men 35. 56. 86. 
Produktsatz fiir stetige Abbildungen 

323f. 
Projektion einer Menge aus einem Punkt 

614f. 
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Projektive Ebene 65, 168, 181 f., 218, 
237f., 251, 267, 273. 

- Menge 19f. 
Projektiver Raum 264ff., 532f. 
Pseudomannigfaltigkeit 193 f., 220, 268, 

281£.,390,395,403,440,491,513,550. 
Pseudoprojektiver Raum 266; pseudo

projektive Ebene 357. 
Punkt, innerer usw. s. innerer Punkt usw. 

m = Korper der rationalen Zahlen. 
ffil = additive Gruppe der modulo 1 

reduzierten rationalen Zahlen 
Rn = Euklidischer Raum, n-dimensio

naler. 
r-abgeschlossener Raum 90. 
Rand eines absoluten Komplexes 285ff., 

524ff. 
eines algebraischen Komplexes 
167ff., 172, 175f., 178, 182, 220,255; 
eines stetigen Komplexes 335; ganz
zahliger modulom 227. 
eines konvexen Raumstucks 609f. 
einer Menge 40, 396. 
einer Pseudomannigfaltigkeit 194. 

-- eines Simplexes 164, 178. 
Rand-Identifikation 250; gleichsinnige 

u. ungleichsinnige 263 f. 
Randorientierung 167. 
Randpunkt eines Euklid. Simplexes 

606f. 
- einer Menge 40, 396. 
- einer konvexen Menge 599. 
Randteiler 183, 438ff. 
Randzelle 126, 151-
Rang einer Gruppe 563f., 571 ff. 
Raum der Abbildungen eines topologi-

schen Raums in einen beschrankten 
metrischen Raum 55f. 

-- der abgeschlossenen Mengen u. der 
Dichtigkeitsklassen eines metrischen 
Raums 113 ff. 
der stetigen Abbildungen eines Kom
paktumsin ein Kompaktum 103, 107· 
einer Zerlegung (= Zerlegungsraum) 
63, 96f. 
mit abzahlbarer Basis 78ff. (Kap. I, 
§ 7, 8), 87ff. 

. _, allgemein-metrischer 27ff. 
-, allgemein-metrisierbarer 28, 32, 39· 
-, allgemein-topologischer 25ff., 42. 
-, bikompakter 86ff. (Kap. II, § 1,2). 
-, - in einem Punkt oder im Kleinen 

93. 

Raum, diskreter 38, 132f., 185, 188. 
-, Euklidischer s. Euklid. Raum. 
-, H-abgeschlossener 90ff. 
-, Hausdorffscher (= Ts-Raum) 43, 

67 ff. (Kap. I, § 6), 89ff. 
-, Hilbertscher 36f, 80ff., 88f., 105ff., 

366, 370. 
Raume, isometrische (= kongruente) 

113. 
Raum, kompakter 84ff. (Kap. II). 
-, -, in einem Punkt oder im Kleinen 

93. 
Raume, kongruente (= isometrische) 

113. 
Raum, konjugierter, zu einer Zerlegung 

62 ff. , 96. 
. -- ,labiler 524. 
- , metrischer s. metrischer Raum. 
-, metrisierbarer s. metrisierb. Raum. 
-- ,n-abgeschlossener 90, 92. 
-, normaler (= T4-Raum) s. normaler 

Raum. 
--, projektiver 264ff., 532. 
-, pseudoprojektiver 266. 
- ,r-abgeschlossener 90. 
--, regularer (= Ta-Raum) 68, 70,81,92. 
- ,stabiler 524. 
-, topologischer Kap. I, insbesondere 

37ff. 
Raume, topologisch aquivalente 52. 
Raum, total-beschrankter 104. 
-, s- u. O-verketteter 116f. 
-, vollstandiger metrischer 104ff. (Kap. 

II, § 4). 
--, vollstandig normaler (= Ts-Raum) 

69. 
-, auf sich wesentlicher 519. 
-, zusammenhangender 47ff. 
Raumstiick, konvexes 609ff. (Anh. II, 

§ 4). 
Realisation des Nerven 161, 352f., 366ft. 
-- -- --, Euklidische = singularitaten

freie 161, 368. 
Reduktionssatz von Brouwer 123, 408. 
Regularer Fixpunkt eines Polyeders 

541 f. 
Regulare Gebietsgrenze 391 ff., 444. 

Kette von Simplexen 190. 
-- Komponente eines Komplexes 190f . 
- a-Stelle einer Abbildung 471-
Regularer Punkt eines Polyeders 400. 
- Raum (= Ta-Raum) 68, 70, 81, 92. 
Regulare Seite eines homogen-dimens. 

Komplexes 190. 
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Regulare Zerlegung eines Raumes 68f. 
Regular zusammenhangender Komplex 

190ff., 253, 264, 266fi., 270, 281£., 
402f. 
zusammenhangendes Polyeder 403. 

Relativ allgemeine Lage 413. 
wesentliche Abbildung s. Abbildung, 
wesentliche. 
wesentlicher Raum, auf sich 521, 

Relativraum in bezug auf einen Raum 
33f., 44f. 

Relativzyklus bis auf einen Teileck
punktbereich 184f., 191ff., 309f., 
508. 

<-Relativzyklus 185. 
Reprasentant einer koharenten Orientie

rung 192. 
Restklasse einer Gruppe modulo einer 

Untergruppe, Restklassengruppe 
(= Differenzgruppe) 555f. 

Retrahierbare Umgebung, Retrahieren
de Abbildung = Retraktion, Re
trakt 342ff. (Kap. VIII, § 6). 

Richtungsfeld 535ff., 549ff. (Kap. XIV, 
§ 4). 

Richtungskugel 535. 
Rouch6, Satz liber die Ordnung eines 

Punktes 459. 
Runge, Satz liber offene Mengen als 

Polyeder 143. 

sn = Sphare, n-dimensionale. 
Schar, stetige, von stet. Abbild. 56, 501, 
Schlichte Abbildung (= eineindeutige) 

52. 
Schnirelmann s. Lusternik 487. 
Schnittzahl von orientierten Komplexen 

384f., 411ff., 420ff., 493ff. 
Schwach berandender Zyklus 183, 212f. 
Schwache Erweiterung eines Raums 93. 
Schwachste topologische Zuordnung 63. 
Schwacher Zerlegungsraum 66f., 97f. 
Schwerpunkt 135, 366f., 595, 597, 615f. 
Seite eines Elements einer Bedeckung 

242. 
eines konvexen Raumstiicks 610ff. 
einer konvexen Zelle 126, 300. 
eines Simplexes 156, 606. 

-, freie 519. 
-, eigentliche u. uneigentliche 126, 156, 

242, 606, 611, 
-, regulare u. singulare, eines homogen

dimens. Komplexes 190,253, 400ff. 
Simplex 173. 259, 376ff., 503f£., 537f. 

Simplex, absolutes 155ff., 161f., 164f. 
-== ,- Euklidisches126, 538f., 605 ff., 614. 
-, geometrisches 607. 
-,leeres 155f. 
-, neutrales 251. 
-,orientiertes 161 f., 169, 172. 
Simplexartiger Komplex, bis auf einen 

Teilkomplex 203f., 245ff., 257, 262f. 
SimplexhUlle 127, 173, 196,201, 203f., 

211, 503ff. 
Simplexrand 127, 178f., 196,204, 210ff., 

231, 
Simpliziale Abbildung 172ff. (Kap. IV, 

§ 3), 183f., 211, 229, 236ff., 313ff. 
(Kap. VIII, besonders § 1-3), 348ff., 
462, 528f£., 542f. 
Approximation einer stetigen Abbil
dung 318ff., 473f., 543ff.; <-Appro
ximation 341, 376ff. 
<-Approximation eines stetigenKom
plexes 341. 

Simplizialer Komplex 127,136,141,149, 
152f., 254ff., 334, 528ff. 

Simpliziale Unterteilung eines Komple
xes 134ft., 243, 254ff. (Kap. VI, § 2). 

Simplizialzerlegung eines Polyeders 129, 
140, 311, 318ff., 354ff., 364. 

-, krumme 150, 328ff. 
Singularer Punkt eines Polyeders 400. 
Singulare Seite eines homogen-dimens. 

Komplexes 190, 253, 400ff. 
Singularitaten eines Richtungsfeldes 

535, 549ff. 
Singularitatenfreie Realisation des Ner

yen (= Euklidische) 161, 368ff. 
Sperner, Lemma u. Satz liber Uber

deckungen eines Simplexes 376, 378. 
Sphare 33f., 150, 358, 453ff., 479, 481ff., 

502, 504, 509ff. (Kap. XIII, § 2), 
515f., 527, 533. 

Spharische Mannigfaltigkeit 92, 150. 
- Umgebung yom Radius e (= <-Um

gebung) eines Punktes 32, 599. 
Spiegelung des Euklid. Raumes u. der 

Sphare 482f. 
Spur eines Autohomomorphismus 569ff. ; 

529ff. 
Stabiler Punkt, Raum; stabiles Poly

eder 523f. 
Stark berandender Zyklus 183, 212. 
Starke Erweiterung eines Raumes 93. 

Kette von Simplexen 189. 
Komponente eines homogen-dimens. 
Komplexes 189f. 
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Stark-stetige Abbildung 65f. 
Stark zusammenhangender Komplex 

189£., 280, 399. 
a-Stelle einer Abbildung 467ff. 
Stern, baryzentrischer 147ff. 
- , kombina torischer 131 f. 
-,offener 131, 317, 545. 
Stetige Abanderung einer stetigen Ab

-" bild. 56,489 (vgl. homotope Abbild.). 
Abbildung 52ff. (Kap. I, § 3), 61 ff. 
(Kap. I, § 5), 95ff. (Kap. II, § 2, 3), 
107ff., 119ff., 132f., 313ff. (Kap. 
VIII, besonders § 3 u. 6), 367f., 
372ff., 405ff., 457ff. (Kap. XII, be
sonders § 2-4), 498ff. (Kap. XIII), 
527ff. (Kap. XIV, § 1-3). 
-, in einem Punkt 54. 
Funktion 29, 56f., 73ff., 80, 96, 100. 

Stetig homologe Zyklen 335ff. 
Stetige Homologieklassen 336, 341 f., 

345 ff. 
Stetiger Komplex 333f., 341, 
Stetige Schar stetigerAbbildungen56, 501. 
- Zerlegung eines Raumes 67, 95ff. 

(Kap. II, § 2), 122. 
Stetiger Zyklus 334ff., 423ff. (Kap. XI, 

§ 2). 
Stetigkeit, gleichmaBige 102f. 
Stetigkeitsbedingung von Cauchy 53£. 
- von Heine 58. 
Stiefel, Systeme von Richtungsfeldern 

552. 
Streckenkomplex 1, 15, 212, 284ff. 
Stuckweise affine Abbildung 174. 
Stfitzebene 600. 
Summe von Mengen 24. 
-, direkte, von Gruppen 560ff. 
Summenzyklus 289, 452. 
Symmetrieaxiom des metrischen Rau-

mes 27. 

Teilkomplex eines Komplexes 130,171, 
Tietzesches Trennungsaxiom 68. 
Topologische Abbildung 1, 52, 81 if., 

1 09f., 119ff., 132 f., 323 ff. (Kap. 
VIII, § 4), 359, 369, 474ff. 

Topologisch aquivalente Mengen u. 
Raume 52. 

- gleichwertige Metriken 28, 31 ff. 
Topologische Invariante 31Off. 

Invarianz der absoluten Gebiets
grenze 392. 
- der Bettischen Gruppen 327, 339, 
355ff.; der O-dimens. 209. 

Topologische Invarianz der Bettischen 
Zahlen 355. 
- der Dimensionszahl des Euklid. 
Raumes 325f., 379, 486; eines Poly
eders 355. 
- der n-dimens. Zyklen eines n
dimens. Komplexes 329f. 
- des einfach geschlossenen Kom
plexes 331, 

des Gebiets 312, 396, 456, 475. 
- des geschlossenen Komplexes330. 
- des homogen-dimens. Komplexes 
400. 
- des Homologietypus von Abbil
dungen 331 f. 
- des Indexes einer a-Stelle einer 
Abbildung 476. 
- - - eines Fixpunktes 539:f. 
- - - einer Singularitat eines 
Richtungsfeldes 540f. 
- der inneren Punkte u. Randpunkte 
einer Menge im Euklid. Raum 396. 
- des irreduzibel geschlossenen 
Komplexes 331. 
- der Komponentenzahl des Kom
plements eines Kompaktums im 
Euklid. Raum 312, 390. 
- des lokalen Grades einer Abbil
dung 476. 
- des naturlichen Moduls eines ir
reduz. geschloss. Komplexes 331. 
- der Ordnung eines Punktes in 
bezug auf einen Zyklus 476. 
- der Orientierbarkeit eines regu
lar zusammenhangenden Komplexes 
403 f. 
- der Pseudomannigfaltigkeit (be
randet oder geschlossen) 403. 
- des Randes eines absoluten Kom
plexes 524. 
- der reguJaren Gebietsgrenze 392. 
- des regularen Zusammenhangs 
eines Komplexes 402. 
- des singularen Teils eines homo
gen-dimens. Komplexes 401 f. 
- des starken Zusammenhangs 
eines Komplexes 399. 

Topologischer Isomorphiesatz 326. 
- Korper 20. 
Topologisch konvergente Mengenfolgen, 

topolog. Limes 112ff. 
Topologisches Produkt 35, 56, 86. 
Topologischer Raum Kap. I, insbeson

dere 37ff. 
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Topologischer Typus eines Raumes 52. 
Topologische Zuordnung 25ff. (Kap. I, 

§ 1), 40ff. 
- -, schwachste 63. 
Torsion 212, 218f., 238f., 390, 440. 
Torsionsbasis 439. 
Torsionsgruppe 212ff., 216, 222f., 226, 

230£., 277ff., 306ff., 440. 
Torsionskoeffizient 214, 216. 
Torus 206, 212, 267, 526, 532. 
Total-beschrankter Raum 104f. 
Trager (auch: -element, -simplex) eines 

Punktes oder einer Teilmenge eines 
Komplexes 129, 133, 134, 242. 

To-Raum 58f£' (Kap. I, § 4). 
T1-Raum 59ff. (Kap. I, § 4-6), 85, 93ff. 
T 2-Raum (= Hausdorffscher, s. dort) 

67ff. (Kap. I, § 6). 
Ta-Raum (= regularer, s. dort) 68. 
T 4-Raum (= normaler, s. dort) 68. 
T 5-Raum (= vollstandig normaler) 69. 
Trennungsaxiome 58ff. (Kap. I, § 4), 

67ff. (Kap. I, § 6). 
- fiir Zerlegungen 69f. 
Triangulation = Simplizialzerlegung. 
Typus, topologischer, eines Raumes 52. 
-, kombinatorischer, eines Komplexes 

127. 

Oberdeckung eines Polyeders, bary
zentrische 147ff. (Kap. III, § 4). 

- eines Raumes 47f., 90, 487. 
-, abgeschlossene 47f., 73, 104, 352ff., 

377f., 487. 
-,abzahlbare 47,78, 85f. 
-, endliche 47, 73, 85f., 104, 352ff. 

(Kap. IX, § 2- 3). 
--', offene 47f., 73, 78f., 85f., 90, 100f., 

317, 364ff. 
e-Uberdeckung 47, 104, 353ff. 
Uberdeckungssatze 78f., 85, 87,101, 487. 
Uberdeckungssatz von Heine-Borel, 

schwacher 85. 
- von Heine-Borel-Lebesgue 87, 101. 
Uberfiihren, eine Abbildung in eine 

andere 320. 
e-Uberfiihrung (= e-Verschiebung, s. 

dart) 110, 380. 
Uberfiihrungssatz, dimensionstheoreti

scher 370f. 
Ulam s. Borsuk 486. 
Umgebung 30ff., 42ff., 54, 58ff., 67ff. 

eines Punktes 32, 34, 58; einer 
Menge 58, 130ff., 147. 

Umgebung, absolute 42, 58ff. 
-, Euklidische 3, 7, 401, 404. 
- ,retrahierbare 342. 
-, spharische 32, 599. 
e-Umgebung eines Punktes 32; einer 

Menge 58, 598. 
Umgebungsaxiome von Hausdorff 43. 
Umgebungsraum 31f., 34,42. 
Umgebungssystem 30f., 34f, 42. 
-, absolutes 42. 
Umgebungssysteme, gleichwertige 31. 
Umlaufzahl 463, 467, 483f. 
Ummetrisierung 33. 
Umschlingung 455. 
Uneigentliche Seite 126, 156, 242, 606, 

61L 
Unendlich-dimensionales Kompaktum 

364, 37L 
Unendlicher Komplex 127, 253. 
Unendliches Polyeder 129, 143ff., 358ff. 
Unikoharenter Komplex 292. 
Unterteilung eines Komplexes 134ff. 

(Kap. III, § 2), 146, 254ff. (Kap. VI, 
§ 2), 314ff. (Kap. VIII, § 1). 327, 
349, 351, 362, 404. 
einer kon vexen Zelle 133 f. 

-, baryzentrische 135 ff. 
-, gemeinsame, zweier Zerlegungen 

eines Polyeders 14L 
-, simpliziale 134ff., 243, 254ff. (Kap. 

VI, § 2). 
Unzerlegbares Kontinuum 19, 391. 
Urbild 5L 
Urysohnscher Einbettungssatz 81 ff. 

(Kap. I, § 8), ill. 
- Metrisationssatz 88f. 

Vektorfeld 478f., 481 f., 534f. 
Vereinigungsmenge 24. 
Verkettetes Mengensystem 48. 
e-verketteter Raum 116. 
O-verketteter Raum 117. 
Verschiebung, kanonische 349, 352f.,362. 
-, natiirliche 349f. 
e-Verschiebung (= e-Uberfiihrung) 110, 

174, 198, 365ff. 
Verschlingungszah12, 416ff., 458; Brou

wersche Deutung ais Charakteristik 
493ff. (Anh. zu Kap. XII). 

Verschiingungsintegral von GauLl 497. 
Verschlungene Zyklen 416f., 430ff. 

(Kap. XI, § 3); Polyeder 447. 
Vielfachheit einer a-Stelle 470f. 
Vietorissches Trennungsaxiom 67. 
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Vietoris s. Mayer 299. 
Vollkugel 374, 468, 479f. 
Vollstandig homologe Abbildungen 211, 

229, 236ff., 315, 321, 509, 517, 525ff. 
homologie-aquivalente Eckpunktbe
reiche u. Komplexe 21Of., 229, 254, 
258, 327· 

Vollstandiger Homologietypus s. voll
standig homologe Abbildungen. 

- metrischer Raum 104ff. (Kap. II, 
§ 4). 

Vollstandig normaler Raum (= To-
Raum) 69. 

Weg, geschlossener 332, 341, 462ff., 526. 
\VeierstraBscher Approximationssatz 80. 
- Satz von der oberen Grenze 96, 100. 
WeierstraB s. auch Bolzano 88, 107. 
Wesentliche Abbildung s. Abbildungen. 
\Vesentliches Element einer Zerspaltung 

252. 
\Vesentlicher Raum (Polyeder), auf sich 

519ff., 525. 
-, relativ zu einer Teil

menge 521f. 

Zelle 7. 
-, kombinatorische s. kombinatorische 

Zelle. 
-, konvexe s. konvexe Zelle. 
'-, konvex-kombinatorische (= kk-Zel

Ie) 249. 
-, krumme (= Element, s. dort) 149, 

151. 
-,orientierte 249, 303. 
Zellenhulle 127, 201, 249, 260. 
-, krumme 149. 
Zellenkomplex, geometrischer 126ff. 

(Kap. III, § 1, 2), 249f., 301 ff. 
-, krummer 149. 
Zellenrand (= Komplexsphli.re) 127, 

202, 249, 260f., 453. 
Zellenzerlegung 129,150f. 
Zellenzerlegungen, duale 427 f. 
Zellenzerlegung, krumme 149. 
Zellenzerspaltung 240ff. (Kap. VI, § 1); 

in weiterem Sinn 252ff. 
Zentralprojektion 614f. 
Zentralunterteilung 135. 
Zerlegung eines topologischen Raumes 

durch eine Menge 380. 
des Euklid. Raumes durch Punkt
mengen (Kompakten u. Polyeder) 
380ff. (Kap. X, § 1, 2), 434f., 450ff. 
(Anh. zu Kap. XI); der Ebene 426. 

Zerlegung eines Polyeders, simpliziale 
129, 140, 311, 318ff., 354ff., 364. 
eines Raumes in disjunkte abge
schlossene Mengen 61 ff. (Kap. I, § 5), 
69f., 95ff. (Kap. II, § 2), 122. 

Zerlegungsraum 63, 96f. 
-, schwacher 66f., 97f. 
Zerlegungssatz fur den Euklid. Rc.um 

379ff. (Kap. X). 
- s. auch Jordanscher u. Jordan

Brouwerscher Satz. 
Zerspaltungeines Komplexes 241ff., 272f. 
-, algebraische 243ff.; in weiterem 

Sinne 252. 
Zuordnung, topologische 25ff. (Kap. I, 

§ 1), 40ff. 
Zusammenhangende Menge 48 ff. ,118. 
Zusammenhangender Raum 47ff. 
- Komplex 185ff., 208f., 292 (s. auch 

stark u. regular zusammenhangend). 
Zusammenhangendes Polyeder 187, 532, 

542 (s. auch regular zusammen
hangend). 

Zusammenhangslose Menge 50. 
Zyklischer Charakter 589. 
Zyklus eines Eckpunktbereichs oder 

Komplexes in bezug auf verschiedene 
Koeffizientenbereiche 176ff. (Kap. 
IV, § 4), 244ff., 259ff., 289ff., 304·ff.; 
n-dimens. Zyklus eines n-dimens. 
Komplexes 194ff., 212, 240, 275ff. 
(Kap. VII, § 1), 329ff., 489ff. 
des n-dimens. Euklidischen Raumes 
415ff. (Kap. XI, § 1-3), 44~,ff.; 

(n - l)-dimens. Zyklus 384f., 458ff., 
535f. 
erster u. zweiter Art 219ff., 230f., 
438f. 

-, berandender 181ff., 227f., 335ff. 
-, berandungsfahiger 179f. 
-, einfacher 280. 
-, ganzzahliger 183, 217, 275, 430ff. 
Zyklen, homologe 181 ff., 329, 335, 451. 
-, homotope 337, 339£., 459, 525· 
Zyklus, irreduzibler 279£.,341,445, 525. 
-, krummer 328ff., 333. 
-, schwach oder stark berandender 183, 

212£. 
-, stetiger 334ff., 423ff. (Kap. XI,:§ 2). 
Zyklen, stetig homologe 335ff. 
Zyklus, trivialer oder nicht trivialer, 

mod m, 219f. 
e-Zyklus 178. 
Zylinder tiber einem Komplex 196ff. 



Verlag von Julius Springer in Berlin 

Ein"achste Grundbegriffe der Topologie. Von Paul 
Alexandroff. Mit einem Geleitwort von Da vid Hi! bert. Mit 25 Abbildungen. 
V, 48 Seiten. 1932. RM 3.60 

Vorlesungen tiber Topologie. Von B. v. Kerekjart6. 1. Fll!.chen
topo 1 0 gi e. ( .. Grundlehren der mathematischen Wissenschaften", Band VIII.) 
Mit 60 Textfiguren. VII, 270 Seiten. 1923. RM 10.35 

Vorlesungen tiber die Theorie der Polyeder unter Ein
schluG der Elemente der Topologie. ( .. Grundlehren der mathema
tischen Wissenschaften", Band XL!.) Von Ernst Steinitzt. Aus dem NachlaG 
herausgegeben und ergl!.nzt von Hans Rademacher. Mit 190 Abbildungen. 
VIII, 351 Seiten. 1934. RM 27.-; gebunden RM 28.80 

Knotentheorie. Von Kurt Reidemeister. ( .. Ergebnisse der Mathematik", 
Band I, Heft I.) Mit!I4 Figuren. VI, 74 Seiten. 1932. RM 8.75 

On the Problem 0" Plateau. By Tibor Rad6. ( .. Ergebnisse der 
Mathematik", Band II, Heft 2.) With 1 Figure. III, 109 Pages. 1933. 

RM 12.80 

Theory 0" Linear Connections. By D. J. Struik. ("Ergebnisse 
der Mathematik", Band III, Heft 2.) VII, 68 Pages. 1934. RM 8.60 

Theorie der konvexen Korper. Von T. Bonnesen und W. Fenchel. 
( .. Ergebnisse der Mathematik", Band III, Heft I.) Mit 8 Figuren. VII, 
164 Seiten. 1934. RM 18.80 

Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathe
matischen und philosophischen Inhalts. Mit erll!.uternden 
Anmerkungen sowie mit Ergl!.nzungen aus dem Brief
we c h s e I Can tor - De d e kin d. Herausgegeben von Ernst Zermelo nebst 
einem Lebenslauf Cantors von Adolf Fraenkel. Mit einem Bildnis. VII, 
486 Seiten. 1932. RM 48.-

Grundlagen der Mathematik. Von D. Hilbert und P. Bernays, 
G6ttingen. Erster Band. ( .. Grundlehren der mathematischen Wissenschaften", 
Band XL.) XII, 471 Seiten. 1934. RM 36. -; gebunden RM 37.80 

Zu be%iehen durch jede Buchhandlung 



Verlag von Julius Springer in Berlin 

Vorlesungen uber Grundlagen der Geometrie. Von 
Professor Dr. Kurt Reidemeister, Konigsberg i. Pr. ( .. Grundlehren der mathe
matischen Wissenschaften", Band XXXII.) Mit 37 Textfiguren. X, 147 Seiten. 
1930. RM 9.90; gebunden RM 11.34 

Vorlesungen uber hohere Geometrie. Von Felix Klein t. 
Dr itt e Auflage, bearbeitet ~und herausgegeben von W. B I a s c h k e, Professor 
der Mathematik an der Universitat Hamburg. ("Grundlehren der mathe
matischen Wissenschaften", Band XXII.) Mit I01 Abbildungen. VIII, 
406 Seiten. 1926. RM 21.60; gebunden RM 22.68 

Vorlesungen uber projektive Geometrie. Mit besonderer 
B er ii c k s ich t igu n g d er v. S tau d t s c hen 1m agin ar th e 0 rie. 
( .. Grundlehren der mathematischen Wissenschaften", Band XLII.) Von 
C. Juel, Professor emeritus an der Technischen Hochschule Kopenhagen. Mit 
87 Figuren. XI, 287 Seiten. 1934. RM 21.-; gebunden RM 22.50 

Vorlesungen uber nicht-euklidische Geometrie. Von 
Felix Klein t. Fiir den Druck neu bearbeitet von W. R 0 s e man n. ("Grund
lehren der mathematischen Wissenschaften", Band XXV!.) Mit 237 Abbil
dungen. XII, 326 Seiten. 1928. RM 16.20; gebunden RM 17.55 

Vorlesungen uber neuere Geometrie. Von Professor Moritz 
Pascht. Zweite Auflage. Mit einem Anhang: Die Grundlegung der 
G e 0 met ri e in his tor i s c her E n t w i c k 1 u n g von M a x D e h n, Pro
fessor an der Universitat Frankfurt a. M. ("Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften", Band XXII!.) Mit insgesamt !I5 Abbildungen. X, 275 Seiten. 
1926. RM 14.85; gebunden RM 16.20 

Geometrie. Von Felix Klein t. Dr itt e Auflage. Ausgearbeitet von 
E. Hellinger. Fur den Druck fertiggemacht und mit Zusatzen versehen 
von Fr. Seyfarth. (Teil II der "Elementarmathematik vom hoheren 
Standpunkte aus" und zugleich Band XV der , Grundlehren der mathema
tischen Wissenschaften".) Mit 157 Abbildungen. XII, 302 Seiten. 1925. 

RM 13.50; gebunden RM 14.85 

Anschauliche Geometrie. Von D. Hilbert und S. Cohn-Vossen. 
("Grundlehren der mathematischen Wissenschaften", Band XXXVI!.) Mit 

330 Abbildungen. VIII, 310 Seiten. 1932. RM 24.-'; gebunden RM 25.80 

Einf'uhrung in die analytische Geometrie der Ebene 
und des Raume~. Von A. Schoenfiiest, wei!. Professor an der 
Universitat Frankfurt a. M. Z wei t e Auflage. ("Grundlehren der mathe
matischen Wissenschaften", Band XX!.) Bearbeitet und durch sechs Anhange 
erganzt von M. D e h n, Professor an der U niversita~ 'Frankfurt a. M. Mit 
96 Textfiguren. X, 414 Seiten. 1931. RM 22.50; gebunden RM 23.94 

Zu bez£ehen durch jede Buchhandlung 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




