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Vorrede znr ersten Auflage. 
Das Buch, dessen erster Band hiermit an die Öffentlichkeit tritt, 

soll kein Schulbuch im eigentlichen Sinne des Wortes sein. Die Leser, 
an die wir uns wenden, sind einerseits die Lehrer, die, wie wir hoffen, 
darin Anregung finden mögen, ihren Unterrichtsstoff sachgemäß aus
zuwählen und, namentlich in den höheren Klassen, zu vertiefen; anderer
seits Studierende, die bei ihren Berufsstudien die höhere Mathematik 
betreiben und dabei eine Anlehnung an die Elemente und Auffrischung 
und Ergänzung früher erworbener Kenntnisse suchen. 

Es ist unmöglich, nach einem wissenschaftlichen Gesichtspunkt den 
Begriff der Elementarmathematik scharf abzugrenzen. Wenn man, wie 
wohl versucht worden ist, die Elementarmathematik da aufhören läßt, 
wo der Grenzbegriff einsetzt, so erhält man zwar in der Arithmetik 
ein gut abgegrenztes Gebiet, das so ziemlich die ganze Zahlentheorie 
enthalten könnte, das sogar, konsequent weitergebildet, zu alle dem 
führen könnte, was nach Kroneckers Ansicht in der Mathematik über
haupt legitim ist. Aber bereits die Irrationalzahlen, also schon Quadrat
wurzeln und Logarithmen, müßten davon ausgeschlossen werden. Ande
rerseits muß man aber in der Geometrie noch alles das zu den Ele
menten rechnen, was der Konstruktion mit Lineal und Zirkel zugäng
lich ist, und da läßt sich, wenn man eine Verbindung zwischen Arith
metik und Geometrie anstrebt, die Quadratwurzel nicht vermeiden. 

Es wird also die Abgrenzung des Stoffes der Elementarmathematik 
durch äußere Gründe, besonders auch durch pädagogische Rücksichten 
bestimmt werden, und wir sind sicher, daß darin jeder erfahrene Lehrer 
mit uns übereinstimmen wird. 

Weniger leicht aber ist eine Übereinstimmung der Meinungen über 
die beste Auswahl und Begrenzung des Stoffes zn erwarten. Diese werden 
und müssen von der Individualität und wissenschaftlichen Neigung des 
Lehrers, von der Beschaffenheit des Schülermaterials, vor allem aber 
auch von den Zielen und Aufgaben abhängen, die sich der Unterricht 
stellt. 

Sieht man es als die vornehmste Aufgabe der wissenschaftlichen Er
ziehung an, dem Geiste eine allseitig harmonische Ausbildung zu geben, 
die in ihm schlummernden Kräfte zu wecken und zu üben und ihn zu 
einer höheren Auffassung des Lebens zu befähigen, so wird die Ein
richtung des Unterrichts eine andere sein müssen, als wenn es sich dar
um handelt, eine gewisse Summe nützlicher Kenntnisse und Fertigkeiten 
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auszubilden, die den Jüngling so früh wie nur möglich gerüstet und 
kampfbereit der harten Notwendigkeit des Lebens gegenüberstellen. 

Der zuletzt genannte Zweck drängt dahin, den Stoff des Unterrichts 
auszudehnen, möglichst viel den Elementen zuzuweisen, damit das spätere 
Fachstudium sich nicht bei den vorbereitenden Disziplinen aufzuhalten 
braucht und gleich bei seinem speziellen Gegenstand einsetzen kann. 

Es liegt aber auf der Hand, daß dies nur auf Kosten der Tiefe und 
Gründlichkeit möglich ist, und die Gefahr besteht, daß dabei der eigent
liche Bildungswert des mathematischen Unterrichts nicht voll zur Geltung 
kommt. 

Dieser letztere ist zudem für die verschiedenen Individualitäten ein 
sehr verschiedener. Die mathematische Produktion hat etwas von kilnst
Ierischer Tätigkeit an sich, und zwar nicht bloß die eigentliche schöpfe
rische Tätigkeit, sondern auch die Produktion im kleinen, die sich in 
der Lösung von Aufgaben oder auch nur beim genauen Verstehen ma
thematischer Gedankenfolgen zeigt. Sie kann durch ihre Anschaulichkeit 
den Geist vollständig gefangennehmen und ist dem dafür Organisierten 
eine Quelle reichsten Genusses. Und dies gilt nicht minder von der ab
strakten Anschauung im Reiche der Zahlen als von den Raumanschauungen 
der Geometrie. 

Es ist mir daher auch nicht zweifelhaft, daß für einen im höchsten 
Sinne erfolgreichen mathematischen Unterricht eine gewisse spezifische 
Begabung erforderlich ist, womit nicht bestritten werden soll, daß es 
sehr wohl möglich und für die logische Zucht des Denkens notwendig 
ist, einem jeden normal begabten Schüler ein mathematisches Wissen 
und Verstehen in gewissem Umfang zu gewähren, die ihm bei jedem 
künftigen ·Studium von Nutzen sind. 

In dem Zwiespalt dieser doppelten Aufgabe liegt wohl die größte 
Schwierigkeit, mit der der mathematische Unterricht zu kämpfen hat, 
und dem Lehrer, der diese beiden Aufgaben in richtiger Weise ver
einigen soll, müssen nicht nur gründliche Kenntnisse, sondern tiefere 
mathematische Bildung und feines Gefühl für die Schönheit der Mathe
matik zu Gebote stehen .... 
· Es soll hier dem Lehrer vollkommene Freiheit gelassen werden, unter 

dieser Fülle je nach seiner wissenschaftlichen Neigung die Auswahl zu 
treffen. Denn nur da kann eine fruchtbare Einwirkung auf den Schüler 
erwartet werden, wo auf der Seite des Lehrers selbst noch Interesse an 
dem Gegenstand des Unterrichts lebendig ist. 

Es ist bei der Bearbeitung unseres Buches Gewicht auf eine strenge 
Entwicklung der logischen Voraussetzungen gelegt, in deren Erkenntnis, 
sowohl für die Arithmetik als für die Geometrie, uns die Forschung 
der letzten Jahrzehnte wesentlich gefördert hat. Fiir eine strenge und 
einfache Auffassung des Zahlbegriffes ist besonders von den Schriften 
von Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen (Braunschweig 
1888), Stetigkeit und irrationale Zahlen (Ebda. 1872) eine fruchtbare 
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Anregung ausgegangen. Auf diese Schriften stützen sich auch die Be
trachtungen der ersten Abschnitte. Diese Partien, die sich nur an den 
gesunden Menschenverstand wenden und zum Verständnis keinerlei ma
thematische oder philosophische Spezialkenntnisse verlangen, finden ihre 
Stelle sachgemäß am Eingang. Gleichwohl wird zu ihrer richtigen Auf
fassung eine gewisse Reife des Urteils vorausgesetzt, uud daher dürfte 
dem noch nicht vollständig Eingeweihten zu raten sein, das Studium des 
Buches mit den späteren Kapiteln zu beginnen, die den eigentlich ma
thematischen Stoff enthalten. 

Es dürfte wohl möglich sein, in einer gut vorgebildeten Prima 
einige dieser prinzipiellen Fr,agen in der Form einer philosophischen 
Propädeutik zu behandeln. Doch ist dabei Vorsicht anzuraten, denn 
ein halbes Verständnis ist hierbei so gut oder schlimmer wie gar keines. 

Für die Mehrzahl der Schüler wird es weit nützlicher und anregen
der sein, wenn der Unterricht nach der Seite der Anwendungen hin 
ausgebildet wird, wozu ja durch die jetzt wohl überall angenommene 
Prüfungsordnung für Oberlehrer ein erfreulicher AnstoS gegeben ist. 
Diese Anwendungen können zur Belebung des mathematischen Unter
richts viel beitragen, fördern das Interesse und können auch durch 
Pftege des Zeichnens und die der Mathematik so wohl anstehende Ge
nauigkeit und Sorgfalt in der Ausführung des Kleinen und Einzelnen 
den erzieherischen Wert dieses Unterrichtszweiges steigern .... 

Straßburg, im Juli 1903. 
H. Weber. 

Vorrede zur vierten Auflage. 
Am 27. Mai 1913 ist Heinrich Weher, der große mathematische 

Forscher, der vorbildliche Lehrer und unerreichte Meister schlicht('r 
und klarer Darstellung dahingegangen. Als dann auch sein treuer Mit
arbeiter J osef Wellstein am 24. Juni 1919 wenige Wochen nach seiner 
Vertreibung aus dem Lande, dem er seine besten Kräfte gewidmet hatte, 
gestorben war, habe ich es für eine Ehrenpflicht erachtet, der Auf
forderung der Firma B. G. Teubner nachzukommen und eine neue Auf:,. 
lage des ersten Bandes der Enzyklopädie der Elementarmathematik zu 
veranstalten. Es ist vor allem mein Bestreben gewesen, das Werk 
meiner ehemaligen hochverehrten Kollegen an der deutschen Universität 
Straßburg, denen ich in jahrelangem persönlichem und wissenschaftlichem 
Verkehr nahegestanden habe, in ihrem Sinn zu erhalten und weiter
zuführen, und dem Buch die hervorragende Stellung, die es unter den 
wissenschaftlichen Darstellungen der Elementarmathematik unbestritten 
einnimmt, auch in seiner neuen Gestalt zu wahren. 

Immerhin bin ich an diese Aufgabe nur nach sehr reiflicher Über
legung und nicht ohne Bedenken herangetreten, denn ich war mir be
wußt, daß grade der vorliegende erste Band erhebliche Änderungen und 
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Zusätze erfahren mußte, die zum Teil schon Web er, wie er mir wieder
holt geäußert bat, für notwendig gehalten hatte. Zunächst wurde in 
der Anordnung des Stoffes besonderes Gewicht auf einen lückenlosen 
systematischen Aufbau gelegt. Unter diesem Gesichtspunkt bedarf es 
kaum einer Rechtfertigung, daß die Gleichungen ersten und zweiten 
Grades sowie die Determinanten aus der Arithmetik in die Algebra, da
gegen die zahlentheoretischen Abschnitte aus der Algebra in die Arith
metik verwiesen wurden. Aus demselben Grunde wurden die komplexen 
Zahlen von den quadratischen Gleichungen losgelöst und im Anschluß 
an Rarnilton und W eieretraß rein arithmetisch in einem besonderen 
Abschnitt behandelt, mit dem dann die Darstellung der Entwicklung und 
allmählieben Erweiterung des Zahlbegriffs abgeschlossen ist. 

Weiter aber hat der Inhalt des Werkes, ohne den bisherigen Rahmen 
zu überschreiten, eine bedeutende Vermehrung erfahren, so daß sein 
Umfang von 31 Bogen auf 35 Bogen angewachsen ist. Von den zahl
reichen Zusätzen seien als die wichtigsten die folgenden bervorgehoben:1) 

In der LOO.re von den irrationalen Zahlen, welche bisher allein auf 
den Dedekindschen Schnitt gegründet war, wurde eine Darstellung auf 
Grund der Zahlenfolgen hinzugefügt. An sie schließt sich die Erörterung 
des Grenzbegriffes und die mengentheoretische Betrachtung der reellen 
Zahlen. 

Die Theorie der quadratischen Reste, die in den früheren Auflagen 
bis zum Gaußsehen Lemma geführt worden war, bat durch Aufnahme 
des schönen Beweises von Frohenins für das Reziprozitätsgesetz ihren 
Abschluß erhalten. Bei den quadratischen Formen wurde an Stelle der 
Zerlegung einer Zahl in eine Summe von zwei Quadraten allgemeiner 
die Darstellung durch die Formen x9 + m y2, welche keine neuen Hilfs
mittel erfordert, behandelt. Die Theorie der periodischen Kettenbrüche 
wurde im Zusammenhang mit den quadratischen Irrationalzahlen verein
facht lllld erweitert. 

In der Algebra wurden die Elemente der Theorie der linearen Sub
stitutionen und Matrizen hinzugefügt, welche die natürliche Quelle 
für das Multiplikationsgesetz der Determinanten bilden. Ferner wurde 
die Interpolation nach Lagrange und Newton, der Begriff der Stetig
keit (Rollesches Theorem) und die Elemente der Galoisschen Theorie 
entwickelt, an die sich die Auflösung der kubischen und biquadratischen 
Gleichungen sowie die GaußseheMethode zur Lösung der Kreisteilungs
gleichungen anschließt. Der schöne Abschnitt über Unmöglichkeits
beweise blieb fast gänzlich unverändert, nur habe ich geglaubt, den 
klassischen Ruffini-Abelschen Beweis nicht übergehen zu dürfen, 
weil er besonders deutlich den Grund für die Auflösbarkeit der Glei
chungen bis zum vierten Grad erkennen läßt. 

1) Die neu bearbeiteten oder neu hinzugekommenen Paragraphen sind im In
haltsverzeichnis und im Text durch einen Stern gekennzeichnet. 
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Das dritte Buch, Analysis, wurde völlig neu bearbeitet. Von Einzel
heiten, die hier anders als in den früheren Auflagen dargestellt oder 
neu hinzugekommen sind, möge auf die systematische Behandlung der 
unendlichen Reihen, auf die Einführung der Exponentialfunktion, die 
Reihenentwicklungen der trigonometrischen und zyklometrischen Funk
tionen und die Erläuterung des Begriffes der allgemeinen Potenz hili
gewiesen werden. 

Besonderes Gewicht wurde auf die Ergänzung der historischen und 
literarischen Hinweise gelegt. Ohne darin die Vollständigkeit anzu
streben, wie man sie von Spezialwerken verlangen darf, sind sie doch 
so vermehrt worden, daß sie ein Bild der geschichtlichen Entwicklung 
gewähren und die Kenntnis der wichtigsten Quellen vermitteln können. 

Nachdem ich so die wesentlichsten Zusätze, die das Werk erfahren 
hat, angedeutet habe, muß ich über eine bedeutsame Weglassong Rechen
schaft ablegen: Der kurze Abschnitt über Infinitesimalrechnung, den 
Weher bei der zweiten Auflage unter dem Einfluß der damals ein
setzenden Bewegung für die Aufnahme der Differential- und Integral
rechnung in den Schulunterricht hinzugefügt hatte, ist in der vorlie
genden Auflage wieder fortgeblieben. Nicht etwa als ob damit irgend
wie eine Gegnerschaft gegen die Behandlung der Infinitesimalrechnung 
im Unterricht zum Ausdruck kommen soll. Diese Frage ist seit mehr 
als zehn Jahren entschieden, und es gibt wohl keinen in lebendi!!:er 
Fühlung mit der Schule stehenden Mathematiker, der nicht in der Hin
leitung zu den Elementen der Infinitesimalrechnung im Zusammenhang 
mit der Ausgestaltung des Funktionsbegriffs das Ziel des mathemati
schen Unterrichts erblickte. ~rotzdem habe ich geglaubt, von einer 
Aufnahme dieses Gegenstandes absehen zu müssen, denn eine Darstellung, 
die der Wichtigkeit des Stoffes und der Behandlung der übrigen Teile 
des Werkes entsprechen würde, hätte den mir zur Verfügung stehenaen 
Rahmen bei weitem überschritten, und auf der anderen Seite wider
strebte es mir, den Gegenstand nur in einem Anhang darzustellen, der 
die Bedeutung und den Umfang des Gebietes nicht ahnen läßt und nach 
Webers eigenen Worten nicht ausreicht, den Leser auch nur in die 
Anfangsgründe der Differentialrechnung einzuführen. Eine solche skizzen
hafte Darstellung würde den Bedürfnissen des Leserkreises, für den das 
Buch in erster Linie bestimmt ist, in keiner Weise genügen und würde 
die Anschaffung eines besonderen Werkes über Differential- und Integral
rechnung, das wohl jeder Mathematiker besitzen muß, nicht überflüssig 
machen. Grade für dieses Gebiet stehen ja auch vorzügliche Darstel
lungen kleineren und mittleren Umfangs zu Gebote, von denen nur die 
von· Hieberbach und von Fricke genannt seien. 

Aber auch gewichtige innere Gründe sprachen gegen die Aufnahme 
der Infinitesimalrechnung. Wenn sie auch Gegenstand des Schulunter
richts ist, so kann ich sie doch nicht mehr zur Elementarmathematik 
rechnen. Die Begriffe Elementarmathematik und Schulmathematik decken 
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sich nicht. Wie die Elementarmathematik viele Gebiete umfaßt, die 
nicht Gegenstand des Schulunterrichts sind, wofür sich genügend Bei
spiele in allen Teilen dieses Werkes finden, so mag auch die Schul
mathematik durch Behandlung der Differential- und Integralrechnung 
die Grenzen der Elementarmathematik überschreiten. Gewiß gibt es 
keine genaue festbegrenzte Begriffsbestimmung, was man unter Ele
mentarmathematik zu verstehen hat, denn man kann eben das Wort 
"elementar" in verschiedener Weise deuten, aber grade deshalb darf man 
sehr wohl derjenigen Auffassung - ich möchte sie die pädagogisch
historische nennen -, die das Wesen der Elementarmathematik in der 
relativen Einfachheit und Leichtverständlichkeit erblickt und ihren 
Umfang von dem jeweiligen Stande der Wissenschaft abhängig macht, 
eine andere, die wissenschaftlich-systematische gegenüberstellen, wo
nach die Elementarmathematik die Grundbegriffe entwickeln und die 
Kenntnisse verschaffen soll, die die Vorbedingung zum Verständnis der 
übrigen Teile der Mathematik bilden. Diese Auffassung bedeutet gegen
über der ersten ebensowohl eine Erweiterung, wie auch eine Einschrän
kung des Gebietes der Elementarmathematik. Sie umschließt die Unter
suchung der axiomatischen Grundlagen sowie die Erörterung der grund
legenden Begriffe, wie Grenzbegriff, Stetigkeit, Konvergenz, Funktion, 
Gruppenbegriff, Invariante; auf der anderen Seite aber sucht sie die 
Grenzen des Gesamtgebietes abzustecken und verzichtet darauf, immer 
neue Gebiete in den Bereich der Elementarmathematik einzubeziehen. 
In diesem Sinne habe ich versucht, die Elementarmathematik als Grund
lage der Gesamtmathematik und in lebendiger Beziehung mit den übrigen 
Teilen der Wissenschaft darzustellen, hiebt als eine Darstellung vom 
höheren Standpunkt aus, sondern - wenn man so sagen darf - zum 
höheren Standpunkt bin.1) Das Werk in seiner jetzigen Gestalt will 
den Leser in allen Teilen bis an die Schwelle der höheren Mathematik 
führen, aber nicht an eine verschlossene Tür, sondern es entläßt ihn 
überall mit einem Ausblick auf weite Gebiete, zu denen es ihm den Zu
gang eröffnet hat. So führt die Arithmetik bis an die Theorie der 
Zahlenkörper, die Algebra bis zur algebraischen Gruppentheorie heran, 
und in der Analysis sind durch die ausführliebe Behandlung des Grenz
begriffs und die Theorie der elementaren Funktionen alle Grundlagen 

1) Hiermit ist gleichzeitig das Verhältnis des vorliegenden Werkes zu den 
bekannten Vorlesungen von F. Klein, Elementarmathematik vom höheren Stand
punkt aus, 2. Aufl. Leipzig 1911 angedeutet. In diiSen wird, nicht in Form einer 
systematisch geordneten Entwicklung, sondern in freien Exkursen der Unterrichts
stoff der Elementarmathematik vom Standpunkt der heutigen Wissenschaft rück
schauend dargestellt und in umfassender Synthese gezeigt, wie sich die Schul
mathematik in das Gesamtgebände der Wissenschaft einordnet. Es wird daher 
nicht nur die Kenntnis der Elementarmathematik, sondern überhaupt der wichtig
sten mathematischen Disziplinen vorausgesetzt und so erscheinen diese Vor
lesungen als Abschluß und Krönung des Lehrgebäudes, dessen Aufbau in dem 
Yorliegenden Werk dargestellt ist. 
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gegeben, um unmittelbar die Infinitesimalrechnung anzuschließen. Hier
mit scheint mir ßin besserer und natürlicherer Abschluß erreicht, als 
wenn man die Grenze mitten durch die Differentialrechnung legt und 
etwa die gewöhnlichen Differentialquotienten noch zur Elementarmathe
matik, die partiellen zur höheren Mathematik rechnet. 

In manchen Besprechungen der früheren Auflagen war die Bezeich
nung des Werkes als Enzyklopädie beanstandet worden. Weber 
hatte diesen Titel im Anschluß an eine Vorlesung über Elementar
mathematik gewählt, die er unter der gleichen Bezeichnung zu halten 
pflegte, und er verstand darunter eine übersichtliche, alle Gebiete be
rührende Darstellung. Wenn man aber nach dem üblichen Sprach
gebrauch unter einer Enzyklopädie eine vollständige Aufzählung aller 
Einzeluntersuchungen versteht, wobei die methodische Entwicklung und 
Begründung in den Hintergrund tritt, so trifft dies allerdings für das 
vorliegende Werk nicht zu, welches grade auf die systematische Dar
stellung das Hauptgewicht legt und die Einzelergebnisse unter dem Ge
sichtspunkt ihres inneren Zusammenhangs und ihrer Bedeutung für die 
Gesamtwissenschaft auswählt. Dennoch habe ich es nicht für ratsam 
gehalten, den bisherigen Titel fallen zu lassen, denn unter ihm hat sich 
das Werk eingebürgert und einen festen Platz in der Literatur errungen. 

Schließlich ist es mir eine angenehme Pflicht, den Herren Bi e ber
bach und Hellinger für manchen Rat und manche fördernde Anregung1 

die ich bereits bei der Fertigstellung des Werkes von ihnen erhalten 
habe, meinen herzlichen Dank auszusprechen. In gleicher Weise bin ich 
den Herren W. Jacobsthal, Loewy und Szasz zu großem Dank ver
pflichtet. Sie haben sich mit vieler Mühe und Sorgfalt an der Korrektur 
beteiligt und das Werk durch viele wertvolle Bemerkungen bereichert. 

Frankfurt a. M., im Dezember 1920. 
Paul Epsteiu. 
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Erstes Buch. 

Arithmetik. 
Erster Abschnitt. 

Elementare Mengenlehre. Natürliche Zahlen. 
§ 1. Einleitung. 

1. Indem Buche von N esselmann, Kritische Geschichte der Algebra, 
Berlin 1842, findet sich der Ausspruch: 

"Der Begriff der Zahl ist ein einfacher und dem Geist ur
sprünglich gegebener; deshalb sind alle Versuche, denselben 
wissenschaftlich zu definieren, ebensowohl gescheitert, wie 
die Bemühungen, die Euklidischen Grundsätze zu beweisen.'' 

In der Tat sind uns weder aus dem ·Altertum noch aus dem Mittel
alter glückliche Versuche bekannt, in den dunklen Ursprung des Zahl
begriffs Licht zu werfen. Was uns von Pythagoras und den Pytha
goreern überliefert wird, sind mystische Spiele mit Zahlen, die zwar 
arithmetische Wahrheiten enthalten, nicht aber zur Aufhellung des Zahl
begriffs an sich beitragen. Und die Definitionen, die Euklid gibt, sind 
ähnlich wie seine geometrischen Definitionen nur vVorterklärungen, die 
den Begriff schon voraussetzen. 

Der denkende Geist aber erkennt keine Schranke an, und wo eine 
offene Frage ist, da muß er weiter grübeln. So hat sich auch die neuere 
Forschung nicht mit dem ein für allemal gegebenen Zahlbegriff beruhigt, 
sondern hat nicht ohne Erfolg versucht, in die Entstehung dieses Be
griffs weiter einzudringen. Bei Kant findet sich wenig über den Zahl
begriff.1) Ihm ist Mathematik, die in seinem System eine große Rolle 
spielt, in erster Linie Geometrie. Er setzt die Arithmetik in eine ana
loge Beziehung zur Zeit, wie die Geometrie zum Raum 2), und dies ist 
auch sonst eine verbreitete Meinung.3) Obwohl diese Anschauung in ge
wissem Sinne ihre Berechtigung hat, faßt sie den Zahlbegriff doch nach 
unserer Auffassung nicht in seiner Reinheit und Allgemeinheit. Darauf 
hat bereits Herbart 1824 hingewiesen. 

1) Vgl. Michaelis, t.Jber Kants Zahlbegriff. Progr. Charlottenburg 1884. 
2) Vgl. Kant, Prolegomena. § 10. 
3) Auch Sir W. R. Hamilton (Dublin Transactions 17, 1837) hat den Ur

sprung des Zahlbegriffs in der Zeitvorstellung gesehen. Vgl. Hanke!, Vorlesungen 
über die komplexen Zahlen, Leipzig 1867, S. 17. Cayley, British Assoc. 1883 
(W orks 11. Bull. des sciences mathem. (2), 8 (1884)). V o ß, Über das Wesen der 
Mathe·-"atik. Zweite Aufl. Leipzig 1913, S. 33. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopadie I. 4. Auf!. 1 



2 I. Elementare Mengenlehre. Natürliche Zahlen §1. 

Dieneuere Mathematik hat die Untersuchungen über den Zahlbegriff 
von sich aus aufgenommen. Gauß hat in einem Briefe an Bessel vom 
9. April1830 ausgesprochen, daß er die Zahl, im Gegensatz zum Raum, für 
ein Produkt unseres Geistes halte, und man hat versucht, die Erzeugung 
dieses Begriffes auf noch fundamentalere Vorgänge unseres Denkens, 
die Verkn üpfung von Dingen untereinander und die Bildung 
von Gattungsbegriffen, Klassen (Ideen im Sinne Platons) zurückzu
führen. Die Erforschung dieser Zusammenhänge, soweit sie mathemati
scher Natur ist, ist ein Zweig der Mengenlehre, der sich mit den 
'Grundfragen der Größenlehre beschäftigt und die gewöhnliche Zahl als 
einen besonderen Fall eines allgemeineren Begriffs auffaßt. 

2*. Gegen die V ersuche, den Begriff der natürlichen Zahle\J. mengentheo
retisch zu begründen, bestehen gewichtige Bedenken. Man hat eingewendet, 
daß die Grundbegriffe der Mengenlehre bereits die Anschauung der Iteration 
und der natürlichen Zahlenreihe voraussetzen, daß man in diesen beiden Vor
stellungen ein letztes Fundament des mathematischen Denkens zu erblicken 
habe.1) Tatsächlich gehen auch die meisten neueren Darstellungen der Grund
lagen der Arithmetik sogleich von der natürlichen Zahlenreihe aus. Immer
hin ist doch zuzugeben, daß die Vorstellung der endlichen Menge dem Begriff 
der Anzahl vorhergeht. Schon die Tiere haben die Fähigkeit, einzelne Mengen 
aufzufassen und V erändemngen an ihnen wahrzunehmen (die Ente und ihre 
Jungen, der Schäferhund und seine Herde), und auch in der Entwicklung des 
einzelnen Menschen ist schon im ersten Lebensjahr ein Gesamteindruck einer 
Menge von gleichartigen Objekten und eine Vergleichung bestimmter Mengen
eindrücke zu beobachten.2) Aber auch selbst von den ersten Zahlenvorstel
lungen 3) 2, 3, 4 .. ist es noch ein weiter Weg bis zur Erfassung der Zahlen
reihe. Die Schöpfung einer universellen, von Raum und Zeit unabhän
gigen Vergleichsrp.enge, deren Elemente alle individuellen Quali
täten bis· auf die eine der Stellung innerhalb der Reihe abgestreift 
haben, setzt ein hochentwickeltes Abstraktionsvermögen voraus. Aber man 
kann wohl die Entwicklung bis zu diesem Punkte als vormathematisch be
zeichnen und ihre Betrachtung der Philosophie und Psychologie zuweisen. 

3. Um uns in der Welt zurechtzufinden und mit anderen zu verstän
digen ist uns die Fähigkeit gegeben, unter der Flut ineinanderspielen
der Eindrücke, Empfindungen, Gedanken gewisse Gruppen herauszu
heben und als "Dinge", "Einheiten", "Objekte unseres Denkens" 
aufzufassen. Es ist niemals möglich, sämtliche Merkmale eines einzelnen 

1) H. Weyl, Das Kontinuum. Leipzig 1918. S. 19, 37. Vgl. auch Poincare, 
L'enseignement math. 1 (1899), 160. 

2) Vgl. D. Katz, Psychologie und mathematischer Unterricht. Abhandlungen 
über den mathem. Unterricht in Deutschland 3, 8. Leipzig 1913. E. Mach, 
Erkenntnis u. Irrtum. Leipzig 1906. S. 323. 

3) Die Eins wird ursprünglich nicht als Zahl aufgefaßt. Der Ausspruch des 
Theon von Smyrn a (um 130 n. Chr.), ov-r:c oe iJ p,ovas ttl?~i1'p,6s, wird von den 
Verfassern von Rechenbüchern bis ins 16. Jahrhundert wiederholt, ja noch 1740 
schreibt Buffon in einer französischen Übersetzung von Newtons Fluxions
rechnung: L'unite n'est point un nombre. 
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Objekts genau anzugeben. Die ,,Dinge" sind gewissermaßen Maxima (V er
dichtungsstellen) in unserem Empfinden und Denken. Eine Vielheit von 
Dingen fügen wir zu einem neuen Ding zusammen und nennen dieses 
eine "Menge", z. B. eine Schulklasse als Menge ihrer Schüler, eine 
Stadt als Menge ihrer Einwohner oder als Menge ihrer Häuser, ein Re
giment Soldaten, einen Wald. 

4:. In den beiden ersten Auflagen dieses Werkes waren die Betrachtungen 
über das Wesen und den Zweck der Zahlen auf den allgemeinen Mengen
begriff gegründet und dabei nach der Definition von Dedekind zwischen 
endlichen und unendlichen Mengen unterschieden. So unverfänglich dieser 
Weg auch auf den ersten Blick erscheint, so zeigt sich doch eine gewisse 
Schwierigkeit in dem dabei benutzten Satze, daß es immer noch Dinge gibt, 
die nicht in einer gegebenen Menge enthalten sind. Diese Eigenschaft kommt 
offenbar der Menge aller Dinge nicht zu, auf die Dedekind 1) den Nachweis 
der Existenz unendlicher Mengen gründet. 

Diese und ähnliche Widersprüche, die in dem allgemeinen Mengenbegriff 
liegen, sind unauflöslich, sofern man die Menge als den Inbegriff aller ihrer 
Elemente auffaßt. Am handgreifliebsten sieht man dies bei dem sogenannten 
Russellschen Widerspruch.2) Er besteht in folgendem: 

Es gibt Mengen, die sich selbst nicht enthalten, und das sind die gewöhn
lichen, bei denen die Menge selbst als etwas von ihren Bestandteilen Unter
schiedenes aufgefaßt wird; andererseits gibt es auch Mengen, die sich selbst 
enthalten, z. B. die Me:pge aller Dinge, und besonders die durch negative Prä
dikate bestimmten Begriffe, z. B. der Begriff Nicht-Mensch. V ersuchen wir 
nun die Menge M aller Mengen m zu bilden, die sich selbst nicht enthalten. 
Wenn die Menge M sich selbst nicht enthält, so ist sie ein m und muß ~ls 
solches in M aufgenommen werden, d. h. wenn M sich selbst nicht enthält, 
so muß M sich selbst enthalten; ebenso: wenn M sich selbst enthält, so kann 
M sich ·selbst nicht enthalten. 

Aus der allgemeinen Definition der Mengen kann man also sich selbst 
widersprechende Begriffe ableiten, zu denen vor allem der Begriff der Menge 
aller Dinge gehört. 

Wenn Kaut unter 'den "Antinomien der reinen Vernunft" den Begriff der 
Welt als widersprechend nachweist, so hat er diese Tatsache wohl erkannt; 
denn was ist die Welt anderes als die Menge aller Dinge? 

Die Elementarmathematik kann sich aber mit diesen bei den un
endlichen Mengen auftretenden Schwierigkeiten nicht befassen, kann aber 
auf der andern Seite nicht ganz auf die Erörterung des Ursprungs ihrer 
Grundlagen verzichten. Ich stelle daher an die Spitze der elementaren 
Mathematik eine elementare Mengenlehre, die von vornherein dar
auf verzichtet, den Begriff des Unendlichen zu erfassen, und nur end
liche Mengen 3) in Betracht zieht. Man gelangt auf diesem Wege, von 

1)R.Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen. Braunschweig1888. No. 66. 
2) B. Russell, Tbe principles of Mathematics. Cambridge 1903. 
3) Vgl. E. Zermelo, Über die Grundlagen der .Arithmetik. Atti del IV. con

gresso intern. dei matematici. Rom 1909. Acta. math. 32 (1909). A. Schoen
flies, Akad. Ameterdam 1920. Math. Ann. 83 (1921). 

1* 
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dem Standpunkt der Empirie ausgehend, zu einer Erklärung des all
gemeinen Zahlbegriffs. 

5*. In neuerer Zeit macht sich immer mehr das Bestreben geltend, die 
einzelnen Gebiete der Mathematik axiomatisch zu begründen, ohne ihre 
Objekte zu definieren, d. h. man fragt nicht, was sind diese Objekte, son
dern man postuliert nur ihre Existenz und stellt ein System von Axiomen 
für die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen und Verknüpfungen auf, 
von dem aus das ganze Gebiet rein begrifflich durch logische Schlüsse auf
gebaut wird.1) In dieser ·weise wurde zuerst die Geometrie vor allem durch 
Hilbert begründet und man hat dann auch für die Arithmetik Axiomen
systeme aufgestellt, welche sofort den Inbegriff aller reellen Zahlen und die 
für sie geltenden Gesetze der Addition und Multiplikation liefern. 2) Andere, 
vor allem Peano 3), haben nur für die natürlichen Zahlen ein System von 
Axiomen entwickelt. Aus ihnen hat man dann in üblicher Weise durch all
mähliche Erweiterung die übrigen Zahlenarten abzuleiten. 

§ 2. Geordnete Mengen. 
1. Eine Menge heißt geordnet, wenn durch irgendeine Fest

setzung bestimmt ist, welches von zwei verschiedenen Ele
menten dieser Menge das kleinere sein soll, und wenn diese 
Ordnung für drei Elemente oc, oc', oc" der Menge zur Folge hat, 
daß, wenn oc kleiner als oc', oc' kleiner als a" .ist, auch oc kleiner 
als oc" ist. 

Eine Menge, die so geordnet werden kann, heißt ordnungsfähig. 
Ist das Element oc kleiner als a', so sagt man auch: oc' ist größer 

als a. 
Zur Erläuterung dieser Definition bemerke ich folgendes: 
DieWorte "größer" und "kleiner" sind nur der Kürze wegen gewählt; 

man könnte ebensogut "früher" und "später", "höher" und "tiefer", "wei
ter rechts" und "weitßr links" oder irgend ähnliche Ausdrücke brauchen. 
An ein physisches Größer und Kleiner braucht dabei nicht gedacht zu 
werden. 

Zur Bezeichnung der Größenordnung dient folgendes Zeichen: 
Bedeutet A. eine Menge und oc, oc' zwei ihrer Elemente, so bedeuten 

(1) oc<oc', a'>oc 

1) VgL A. Sc hoenflies, Jahresb. d. Deutsch. Ma.th.- Ver. 20 (1911). 
2) D. Hilbert, Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 8 (1900), wieder abgedruckt 

in dess. Verf. Grundlagen d. Geometrie, 2. Aufl. Leipzig 1903. E. V. Huntington, 
A set of postulates of real algebra. Trans. Amer. Math. Soc. 6 (1905). V gl. die 
eingehenden Untersuchungen bei A. Loewy, Lehrb. d. Algebra 1. Leipzig 1915. 

3) G. Peano, Arithmetices principia. Turin 1889. K. Grelling, Die Axiome 
der Arithmetik, Diss. Göttingen 1910. K. Boehm, Heidelberg. Akad. 1911. 
Vgl. Hilbert, Über die Grundlagen der Logik und Arithmetik. Verhandl. "des 
ffi. Internat. Mathematikerkongresses Heidelberg 1904 (Grundlagen d. Geometrie 
4. Aufl. 1913, VII. Anhang). C. Caratheodory, Vorl. über reelle Funktionen. 
Leipzig 1918. 
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dasselbe, nämlich a ist kleiner als a', a' ist größer a. Ist a" ein drittes 
Element von A, so sollen 

a< a', a' < a" die Beziehung a < a'' 

zur Folge haben. Wir sagen dann, das Element a' liegt zwischen a 
und a". In diesen Formeln ist das, was man Größencharakter der 
Ordnung nennt, enthalten. 

Ist A eine Menge ohne Rücksicht auf eine Ordnung, so wollen wir 
unter A dieselbe Menge mit einer bestimmten Ordnung verstehen. 

Daß es Mengen gibt, die geordnet werden können, und auf mehr
fache Weise, zeigt die Erfahrung, z. B. die fünf Finger der Hand, Punkte 
einer geradlinigen Strecke usw. Damit begnügen wir uns. Die Frage, ob 
es auch Mengen gibt, die nicht geordnet werden können, gehört der 
transzendenten Mengenlehre an und wirii'hier nicht erörtert. 

2. Eine Menge B heißt ein Teil einer Menge A, wenn jedes 
Element ß von B zugleich ein Element von A ist; B heißt ein 
echter Teil von A, wenn wenigstens ein Element inA existiert, 
das ni eh t in B enthalten ist. 

Eine Menge, die nur aus einem einzigen Element besteht, hat keinen 
echten Teil. Jede andere Menge aber ·besitzt echte Teile. 

Ist A' ein Teil von A und A" ein Teil von A.', so ist auch A" 
ein Teil von A.. Wenn A' ein echter ~eil von A., oder A" ein echter 
Teil von A' (oder beides) ist, so ist auch A" ein echter Teil von A. 

Ist B ein echter Teil von A, so gehören die Elemente, die in A, 
aber nicht in B enthalten sind und nur diese, einer Menge C an, die 
wir die Ergänzung von B zu A nennen. Wir schreiben, um dies 
Verhältnis anzudeuten: 

A = B + C oder A = C + B. 
Es ist auch C ein echter Teil von A, und B ist die Ergänzung von C. 
Sind B und C zwei Mengen, so können wir eine mit A = B + C zu 

bezeichnende Menge bilden, in die wir ein Element dann und nur dann 
aufnehmen, wenn es entweder in B oder in C (oder auch in beiden) 
vorkommt. Gibt es kein Element, das zugleich in B und in Centhalten 
ist, so sind Bund C echte Teile von A und die Ergänzungen vonein
ander. 

3. Jeder Teil einer ordnungsfähigen Menge ist ordnungs
fähig. 

Ist nämlich A eine geordnete Menge und B ein Teil von A, so ist 
auch B geordnet, wenn wir festsetzen, daß irgend zwei Elemente ß, {J' 
von B dieselbe Größenbeziehung zueinander haben, die ihnen in A zu
kommt. Wir sagen dann, B ist nach A geordnet. 

4. Sind B und (J geordnete Mengen, die keine gemein
schaftlichen Elemente haben, so ist auch A = B + C ord
n ungsfähig. 

Gehören nämlich zwei verschiedene Elemente a und a' von A zu 
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demselben Teil, z. B. zu B, so sollen sie in A ebenso wie in B geordnet 
sein (Fall a). 

Gehört aber IX zu B und IX' zu C, so soll IX < IX' sein (Fall b ). 
Um nachzuweisen, daß bei dieser Anordnung von A der Größen

charakter gewahrt bleibt, seien a, a', a" drei verschiedene Elemente 
von A, und es sei nach der getroffenen Ordnung in Ä 

(2) IX< a', a' < IX". 

Es ist zu beweisen, daß daraus 
(3) IX< IX" 

folgt. Wir haben hierbei vier Fälle zu unterscheiden: 
1. o: gehört zu 0; dann gehören auch a' und a" zu 0 (wegen (b)) 

und daraus folgt (3) nach der in (J festgesetzten Ordnung. 
2. o: gehört zu B, a' zu 0; dann gehört wieder o:" (wegen (2) und 

(b)) zu C und folglich ist (3) nach (b) befriedigt. 
3. a gehört zu B, a' zu B, a" zu C; dann folgt wieder (3) aus (b). 
4. IX" gehört zu B; dann müssen a und a' ebenfalls zu B gehören, 

und (3) folgt aus der Ordnung in 11. 

§ 3. Endliche Mengen. 
1. Eine Teilung einer geordneten Menge Ä in zwei Teile B + 0 

heißt ein Schnitt, wenn jedes Element von B kleiner ist als jedes Ele
ment von 0. Die beiden Teile B, G,heißen der untere und der obere 
Abschnitt von Ä. Wir bezeichnen einen Schnitt durch 

(1) A=BIO. 
2. Wenn in einer geordneten Menge A ein Element IX0 vorkommt, 

das die Eigenschaft hat, daß !ür jedes von o:0 verschiedene Element o: 
aus A 
(2) a0 < a 

ist, so heißt a0 das kleinste Element in A. Es kann nicht mehr als 
ein kleinstes Element geben; denn wäre a0' ein zweites, so wäre nach 
(2) a0 < a0', und es könnte nicht zugleich a0' < a0 sein. 

Ebenso heißt ein Element a1 aus A das größte Element, wenn für 
jedes von IX1 verschiedene Element IX 

tX < IX1 

ist. Es gibt auch nicht mehr als ein größtes Element. 
Eine geordnete Menge Ä heißt geschlossen, wenn es in ihr 

ein größtes und ein kleinstes Element gibt. 
3. Eine Menge A heißt endlich, wenn sie so geordnet wer

den kann, daß Ä selbst und jeder Abschnitt von Ä geschlos
sen ist. 1) 

1) Diese Definition einer endlichen Menge ist von Stäckel, Jahresb. d. Deutsch. 
Math.-Vereinigung 16, 425 (1907) gegeben worden. 



§ 3. Endliche Mengen 7 

Daß der so definierte Begriff der endlichen Menge nichts Widerspre
chendes hat, lehrt die Erfahrung. 

Eine Menge, die nur aus einem einzigen Element besteht, ist an sich 
schon geordnet, und da das eine Element zugleich größtes und kleinstes 
ist, auch geschlossen. Eine solche Menge hat außer sich selbst keine 
Abschnitte und ist also endlich. 

Eine aus zwei Elementen bestehende Menge hat außer sich selbst 
noch einen unteren und einen oberen Abschnitt von je einem Element 
und ist also endlich. 

Wenn eine geschlossene Menge A aus mehr als zwei Elementen 
besteht, so gibt es außer dem kleinsten IX0 und dem größten IX1 noch 
wenigstens ein inneres Element, d. h. ein Element IX, das den Be
dingungen IX0 < IX < IX1 genügt. 

4:. Jedes innere Element IX einer geordneten Menge .A erzeugt zwei 
Schnitte in folgender Weise. Man nehme in B alle Elemente von .A. 
auf, die kleiner sind als IX, in 0 alle Elemente, die größer sind als IX, 

und IX selbst nehme man entweder zu B oder zu 0. Je nachdem man 
IX zu B oder zu 0 nimmt, wählen wir die Bezeichnung: 

(3) .A. =Ba+ 0 oder .A. = B +Ga. (4) 

Ist die Menge A geschlossen, so können wir durch das kleinste 
Element IX0 einen Schnitt erzeugen, bei dem der untere Abschnitt B 
nur aus dem einen Element IX01 der obere aus den anderen Elementen 
besteht. Nehmen wir aber hier IX0 zu 0, so ist 0 die ganze Menge .A., 
und für B bleibt nichts übrig. Trotzdem sprechen wir auch dann noch 
von der Menge B; wir nennen sie die Nullmenge und bezeichnen sie 
durch 0. Entsprechendes gilt für das letzte Element 1X1 von .A.. Um die 
Bezeichnung (3), ( 4) auch für diese Fälle anzuwenden, müssen wir setzen: 

(5) 
Ba.= 1Xo oder ]J = 0, Ca.= .A., 
Ba,= .A., 0 = 0 oder Ca1 = 1X1 • 

Es ist also das eine oder das andere Mal: 

(6) .A. = 0 + .A. und .A. = .A. + 0. 

Besteht .A. nur aus einem Element IX1 das zugleich größtes und klein
stes ist, so ist zu setzen: 

Ba.= Ba.= IX, Ca.= Cal = IX, 

5. Ist die Menge A endlich, so sind alle ihre Abschnitte endlich. 
Wenn wir dann in der Bezeichnung (3), ( 4) das größte Element von B 
mit ß, das kleinste Element von 0 mit r bezeichnen, so ist für das den 
Schnitt erzeugende Element IX 

ß<IX<r, 

und es gibt kein Element in .A, das zwischen ß und IX oder zwischen 
« und r läge; denn jedes etwa vorhandene von IX1 ß, r verschiedene 
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Element von A ist entweder kleiner als ß (wenn es zu B gehört) oder 
größer als r (wenn es zu C gehört). Damit ist bewiesen: 

In jeder endlichen Menge A von mehr als zwei Elementen 
gibt es zu jedem inneren Element a ein zunächst gelegenes 
kleineres Element ß und ein zunächst gelegenes größeres 
Element y. Diese Elemente ß und r heißen die Nach bar
elemente von a. 

Zu dem kleinsten Element a0 von A gibt es nur ein größeres und 
zu dem größten Element a1 nur ein kleineres Nachbarelement. 

Sind ß und r die Nachbarelemente von a, so ist a das größere Nach
barelement von ß und das kleinere Nachbarelement von 'Y· 

In einer endlichen Menge A wird jeder Schnitt BI C durch das 
größte Element von B oder durch das kleinste Element von C erzeugt. 

6. Jeder Teil einer endlichen Menge ist selbst eine end
liche Menge. 

Um diesen Satz zu beweisen sei A eine geordnete endliche Menge 
und .A' ein nach A geordneter Teil von A. 

Ist B' I C' irgendein Schnitt in .A', so kann man erstens einen 
Schnitt BI C in A in der Weise herleitep, daß man in B jedes Element 
von B' aufnimmt und außerdem die Elemente a, die kleiner sind als 
ein Element in B'. Die Ergänzung von B ist dann C. 

Der Abschnitt B von A hat dann ein größtes Element ß und dieses 
ist zugleich das größte Element von B'. Denn ß muß gewiß zu B' ge
hören, denn sonst müßte nach der Definition von B ein größeres Ele
ment in B' enthalten sein, und ß wäre nicht das größte Element von 
B; und es kann kein größeres Element als ß zu B' gehören, weil sonst 
ß nicht das größte Element von B wäre. 

Zweitens bilden wir einen Schnitt B0 i C0 in A, indem wir in B 0 

nur die Elemente aufnehmen, die kleiner sind als ein Element in B'. 
Die Ergänzung von B 0 ist C0 • Dann besitzt der Abschnitt 0 0 von A 
ein kleinstes Element r und dieses ist zugleich das kleinste Element 
von B'. 

Ebenso beweist man, daß C' ein kleinstes und ein größtes Element 
hat, und damit ist gezeigt, daß sowohl die ganze Menge A' wie auch 
jeder Abschnitt von A' geschlossen ist. Es ist demnach A' nach 3. eine 
endliche Menge. 

7. SindBund 0 endliche Mengen ohne gemeinsames Ele
ment, so ist auch die aus beiden zusammengesetzte Menge 
A = B + C endlich. 

Denn zunächst ist A geordnet, wenn wir festsetzen, daß jedes Ele
ment von B kleiner sein soll als jedes Element von C, und daß inner
halb B und C die Ordnung von B und (J auch in A beibehalten wer
den soll. 

Ein unterer Abschnitt von A ist dann entweder B selbst oder ein 
unterer Abschnitt von J1 oder ein unterer Abschnitt von (J verbunden 
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mit der ganzen Menge lJ und hat daher ein größtes und kleinstes 
Element. Ebenso zeigt man, daß jeder obere Abschnitt von .A eine ge
schlossene Menge ist, und daß folglich .A endli~h ist. 

§ 4:. V ollständige Induktion. 
1. Ein allgemeiner Satz ~' der von jedem Element einer 

endlichen Menge .A etwas aussagt, ist vollständig bewiesen, 
wenn es gelingt, die beiden folgenden Punkte darzutun: 

1. Der Satz ~ gilt für das kleinste Element a0 von .A. 
2. Wenn ~ für irgendein Element a von A gilt, und es 

gibt zu a ein größeresNach barelement a', so gilt~ auch für a'. 
Angenommen, es sei ~ nicht für alle Elemente von A. richtig, so 

bilden wir eine Teilmenge C von .A, in die wir alle Elemente von A. 
aufnehmen, für die ~ nicht gilt. Nach § 3, 6. hat (J ein kleinstes Ele
ment y, und nach der Voraussetzung 1. ist y von a0 verschieden. Folg
lich hat y ein kleineres Nachbarelement a, für das ~ gilt, da y das 
kleinste Element ist, für das ~ nicht gilt. Dann ist aber ~ nach 2. auch 
richtig für y. Folglich kann die Menge() nicht existieren und der Satz 
ist bewiesen. Man nep.nt ihn den Satz von der vollständigen In
duktion. 

Wir machen eogleich eine Anwendung auf den Beweis des folgen
den Satzes: 

2. Ist A. eine Menge, die sich bei irgendeiner Anordnung 
.Aals endlich erwiesen hat, so treffen die Kriterien der End
lichkeit(§ 3, 3.2_auch dann noch zu, wenn eine beliebige mög
liche Ordnung A von A. zugrunde gelegt wird. 

Die Behauptung ist offenbar richtig, wenn die Menge A. aus einem 
einzigen Element a0 besteht, weil es dann nur eine Ordnung gibt. 

Besteht A. nicht aus einem einzigen Element und ist ß das kleinste 
oder ein inneres Element von A., so teilen wir A. nach § 3, 4:. so ab: 

A. = BfJ+ C 

und nehmen an, der Satz 2 sei richtig für die ~enge Bß. 
Ist a das größere Nachbarelement von ß in A, so ist 2. nach 1. be

wiesen, wenn seine Richtigkeit nach dieser Voraussetzung für die Menge 
Ba= Bß + a dargetan ist. . _ 

Nehmen wir zun_ii.chst eine Ordnung Ba von Ba, bei der a das gr~ßte 
Element ist, so ist ~4 geschlossen, und jeder §chnitt ist entweder 11f1J a 
oder ein Schnitt in Bfl; die Abschnitte von Ba sind also nach Voraus
setzung geschlossen. Ebenso schließt man, wenn a das kleinste Element 
von Ba ist. 

Ist a ein inneres Element von Ba, so ist Ba geschlossen, und a ist 
auch ein inneres Element für einen der beiden Abschnitte eines nicht 
durch a erzeugten Schnittes, und beide sind folglich geschlossen. Wird 
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aber ein Schnitt in B" durch a so erzeugt, daß a zum unteren Abschnitt 
gehört, so ist der obere Abschnitt zugleich ein Abschnitt in Bfi, und 
wiederum sind beide Abschnitte geschlossen. Ebenso wird gefolgert, 
wenn a zum oberen Abschnitt gehört. Damit ist der Beweis des Satzes 
2 vollendet und zugleich gezeigt, daß die Definition § 3, 3. einer end
lichen Menge unabhängig ist von der Art, wie die Menge geordnet ist. 

3*. Der Satz von der vollständigen Induktion ist eines der wichtigsten 
und häufigst augewandten •Mittel mathematischer Beweisführung. Schon 
Euklid (Elemente IX, 8) macht stillschweigend von ihm Gebrauch.1) Um 
1654 wurde er von Pascal unter Hinweis auf Maurolycus 2) ausgesprochen. 
Früher hat man ihn gewöhnlich auf Jakob Bernoulli 3) zurückgeführt und 
als Schluß von n auf n + 1 bezeichnet. Den ersten Beweis des Satzes 
hat Dedekind4) gegeben, doch hat Poincare 5) gegeniiber allen Beweisen 
hervorgehoben, daß sie auf einem rekurrenten Verfahren beruhen und den zu 
beweisenden Satz benutzen, so daß in Wirklichkeit der Satz ein unbeweisbares 
fundamentales Prinzip vorstelle, das man nicht auf einfachere logische Be
griffe zurückführen könne. 

§ 5. Abbildung, Äquivalenz. 

1. Wenn ich in d~r Folge von zwei endlichen Mengen .A und B 
spreche, soll immer darunter verstanden sein, daß sitt keine gemein
schaftlichen Elemente haben. Es ist dadurch nicht ausgeschlossen, 
daß in .A und B Elemente vorkommen, die objektiv identisch sind; wir 
wollen nur übereinkommen, sie als verschieden zu bezeichnen, je nach
dem sie zu .A oder zu B gehören. Es könnte in diesem Sinne selbst B 
ein Teil von .A oder mit .A dem tatsächlichen Inhalte nach identisch sein. 

2. Zwei endliche Mengen .A und .A' heißen äquivalent, wenn sie 
so miteinander in Verbindung gebracht werden können, daß jedes Ele
ment a von A. mit einem Element a' von A.' ein Paar bildet, und daß 
jedes Element a' von .A' in einem und nur in einem dieser Paare vor
kommt (z. B. die Finger der rechten und linken Hand). Die Äquivalenz 
ist also gegtmseitig. Wir drücken sie in Zeichen so aus: 

A. "" A.'' .A' "" A. . 
Sind die die Äquivalenz begründenden Verbindungen zwischen den Eie-

1) Vgl. W. Lorey, Unterrichtsbl. f. Math. u. Naturw. 27 (1921). 
2) Maurolycus von Messina, Arithmeticorum libri duo 1537 (veröffentlicht 

1575). Vgl. G. Vacca, Amer. Math. Soc. Bull. (2), 16 (1909). M. Cantor, Ztschr. 
f. math. u. naturw. Unt. 33 (1902), 536. 

3) Acta Ernditorum 1686; Opera, Genevae 1744; 1, 282. 
4) Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig 1888. 

Vgl. Zermelo, Atti del IV. congresso intemat. dei matematici. Rom 1909. Acta 
math. 32 (1909). 

5) Poinca.re, Revue de metaphysique et de morale 2 (1891), 13 (1905/6). 
Wissenschaft u. Hypothese. Leipzig 1904. Vgl. Couturat, Les principes des 
mathematiques. Paris 1905. Weyl, Das Kontinuum. Leipzig 1918. 
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menten von A und A' hergestellt, so sagen wir, A' sei auf A abge
bildet, und nennen zwei verbundene Elemente auch entsprechende 
Elemente. 

3. Sind zwei Mengen A' und A" mit einer dritten A äqui
valent, so sind sie auch untereinander äquivalent. Denn ist in 
der Äquivalenz A' ""'A das Element IX' mit IX verbunden und in 
A""' A das Element a" mit a, so ist dadurch auch IX' mit diesem be
stimmten IX" verbunden und ebenso umgekehrt irgendein a" mit einem 
bestimmten a'. 

Denken wir uns im Sinne von 1. eine Menge A zweimal gesetzt, so 
können wir sagen, daß jede Menge sich selbst äquivalent ist. 

Ist die Menge .A geordnet, so kann jede äquivalente Menge A' gleich
falls geordnet werden, indem man, wenn IX< ß Elemente von .A sind, 
den entsprechenden Elementen IX' und ß' in A' dieselbe Größenbezie
hung gibt. Dem kleinsten und größten Element IX0 und ~ von A ent
sprechen dann das kleinste und größte Element a0' und a/ von .A'. 
Daraus folgt: 

4. Ist A eine endliche Menge, so ist jede mit A äquivalente 
Menge gleichfalls endlich. 

Wenn irgendeine Menge M mit einer Menge A und zugleich mit 
einem Teil A' von A äquivalent wäre, so wäre nach 3. A mit einem 
Teil A' von sich selbst äquivalent. Es gilt aber der Hauptsa•tz: 

5, Eine endliche Menge A kann nicht mit einem echten 
Teil von A. äquivalent sein. 

Zum Beweise wenden wir die vollständige Induktion an. Sei also 
.A irgendwie geordnet, und wir behalten die Bezeichnung von§ 3, 4. 
bei. Der zu beweisende Satz ist dann richtig für die Menge Ba.= a0 , 

denn diese Menge besteht nur aus einem Element und hat keinen 
echten Teil, ist also auch nicht einem echten Teil von sich selbst 
äquivalent. 

Sei ß irgendein Element von Ä und ß < IX1, und es sei unser Satz 
als richtig erkannt für die Menge Bß, d. h. es sei Bß nicht einem echten 
Teil von sich selbst äquivalent. Es sei a das größere Nachbarelement 
von ß. Ist dann Ba einem echten Teil B,.' von sich selbst äquivalent, 
so sind drei Fälle möglich: 

1. Ba' enthält nicht das Element a. Das Element a in B,. wird 
dann einem anderen Element a' in B,.' entsprechen, das zu Bß gehört. 
Ist dann Ba'= B/ +IX', so ist B/ ein echter Teil von B1n UH.d da 
Ba= B{J + a ist, so ist, wenn wir die verbundenen Elemente a, a' aus 
Ba und Ba' entfernen, eine Abbildung von Bß auf Bi hergestellt, die 
nach V orauss~tzung nicht :rpöglich ist. 

2. Ba' enthält das Element a, und dieses Element entspricht sich 
selbst in der Abbildung von Ba und Ba'· Dann ist B; = B' +IX und 
B1/ ist wieder ein echter Teil von Bß, da Ba' ein echter ?eil von Ba 
sein soll. Durch Entfernung des mit sich selbst verbundenen Elementes 
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a ist also wieder eine Abbildung von B 8 und B,/ hergestellt, die nicht 
möglich sein soll. ' ' 

3. Ba' enthält das Element a, aber in der Abbildung von Ba auf 
Ba' entspricht dem a, als Element von Ba aufgefaßt, das Element a' von 
B(J, und als Element von Ba' aufgefaßt, das Element a" von B(J (a' und 
a" können identisch sein, sind aber von a verschieden und daher in 
Bfl enthalten). Ich lasse nun alle Verbindungen in der Abbildung von 
Ba auf Ba' bestehen mit Ausnahme der Verbindungen aa' und a" a. 
Diese löse ich und verbinde a mit a und a' mit a". Dann ist wiederum 
Ba auf Ba' abgebildet, und ich bin auf den Fall 2. zurückgekommen. 

Hiermit ist die Aussage über das Element a, nämlich "Ba ist nicht 
mit einem echten Teil seiner selbst äquivalent", erwiesen für das kleinste 
Element a0 , ferner für irgendein Element a, unter der Voraussetzung, 
daß sie für das kleinere Nachbarelement ß gilt. Es sind also die Voraus
setzungen der vollständigen Induktion erfüllt, und der Satz ist demnach 
auch richtig für das größte Element a11 d. h. für die Menge A selbst. 

6. Es seien nun A und M irgend zwei endliche Mengen. Dann sind 
vier Möglichkeiten denkbar: 

1. A äquivalent mit M, 
2. A äquivalent mit einem echten Teil M' von M, 
3. M äquivalent mit einem echten Teil A' von A, 
4. weder A noch ein echter Teil von A mit M oder einem echten 

Teil von M äquivalent. 
Wir wollen nachweisen, daß von diesen vier Möglichkeiten immer 

nur eine der drei ersten zutreffen kann, daß aber auch eine immer zu
treffen muß. 

Das erste folgt aus dem Satz 5., denn wäre gleichzeitig A "" 1Jf. und 
A'"' M, so wäre auch A"' A', was nach 5. unmöglich ist, also können 
3. und 1. und ebenso 2. und 1. nicht gleichzeitig bestehen. 

Daß aber auch 2. und 3. nicht zusammen bestehen können, sieht 
man so ein: Es sei A auf M' abgebildet; dann ist zugleich A' aUf einen 
Teil M" von M' abgebildet, also A' "' M", und M" ist ein echter Teil 
von M. Wäre nun zugleich A' "' M, so wäre M"' M", entgegen dem 
Satze 5. 

Schließlich ist klar, daß 4. weder mit 1. noch mit 2. noch mit 3. 
zusammen bestehen kann. 

Um nachzuweisen, daß immer eine der drei Möglichkeiten 1. 2. 3. 
eintreten muß, daß also der vierte Fall ausgeschlossen ist, nehmen wir 
an, es treffen 1. und 3. nicht zu, es sei also M weder mit A noch mit 
einem Teil von A äquivalent, und es ist zu zeigen, daß dann A mit 
einem Teil von M äquivalent sein muß. 
_ Dazu hilft uns wieder die vollständige Induktion. Es seien A und 
M irgendwie geordnet, und es werden die Bezeichnungen von § 3, 4:., 
beibehalten. 
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Es ist dann zunächst klar, daß Ba = a0 auf einen Teil von M, etwa 
auf das kleinste Element /Lo von M, ~bbildbar ist. 

Es sei B~ auf einen Teil M von M abgebildet. Es muß dann M 
von M vers~hieden sein, weil nach Voraussetzung M mit keinem Teil 
von A. äquivalent sein soll. Demnach gibt es ein Element !L von M, 
das nicht in M' enthalten ist. Wir verbinden a mit !L und haben 
Ba= Bfl + a auf M' + !L abgebildet. M' + !L ist aber wieder ein 
Teil vo~ M, und zwar ein echter (nach der Voraussetzung). Es ist also 
B11 auf einen echten Teil von M abgebildet, und damit sind die Voraus
setzungen der vollständigen Induktion erfüllt. Setzen wir also a = cc11 

so folgt, daß A. mit einem Teil von M äquivalent ist. 
Wir wählen zur Bezeichnung von 1., 2., 3. die Zeichen 

1. A.""' M, 2. A.-< M, 3. M-< A. 
oder l.M"'A., 2.111>-A., 3. A.>M. 

Es ergibt sich unmittelbar, wenn .A., Bund 0 endliche Mengen sind: 
Ist A. -< B und B -< 0, so ist auch A. -< 0. 
Ist A.>B " B>-0, "" " A>-0. 
Ist A. > B, so ist auch .A. + 0 >- B + 0. 

§ 6. Zahlen. 
1. Bei der Schaffung des Zahlbegriffs gehe ich von einer beliebigen 

endlichen Menge A. aus und gebe ihr durch ein bestimmtesWortein Merk
mal a, das ich ihre Z ah 1 nenne, und setze dabei fest, daß jede mit A. ä q u i
valente Menge dasselbe Merkmal a haben soll, daß aber dieses Merkmal 
keiner anderen als den mit A äquivalenten Mengen zukommen soll. Es 
gehört also zu allenmit A. äquivalenten Mengen dieselbe Zahl a. 

Gehe ich statt von A von einer mit A. äquivalenten Menge A' aus 
und gebe dieser das Merkmal a, so erhält A dasselbe Merkmal. Be
zeichnet man irgend zwei äquivalente Mengen als zur seihen K·lasse 
gehörig, so kann man sagen: 

Die Zahl a ist das Merkmal oder der Gattungscharakter 
der durch A bestimmten Klasse. Ordne ich die in irgendeiner 
Reihenfolge genommenen Elemente einer Menge A in anderer Weise 
an, so ist die neue aus denselben Elementen gebildete Menge der Menge 
A äquivalent, folglich ist die zur Menge gehörige Zahl unab
hängig von der Anordnung. 

Die hiermit erklärten Zahlen heißen, zum Unterschied von anderen 
später auftretenden Zahlen, auch natürliche Zahlen oder Anzahlen 
(Kardinalzahlen). 

2. Sind A. und B irgend zwei endliche Mengen, und a, b ihre Zahlen, 
so schreiben wir: 

1. a = b ( a gleich b) , wenn 
2. a < b (a kleiner als b), 

" 3. a > b (a größer als b), 
" 
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Will man nur ausdrücken, daß zwei Zahlen a und b nicht gleich 
sind, ohne anzugeben, welche die größere ist, so schreibt man wohl 
auch a + b. 

Aus § 5, 3. folgt: 

Ist a = c und b = c, so ist auch a = b, 

ferner aus § 5, 6., daß zwischen zwei Zahlen a und b immer eine und 
nur eine der drei Beziehungen 

a<b, a=b, a>b 
besteht, und endlich aus dem Schluß von § 5: 

Ist a<b und b<c, soistauch a.<c. 
Die Zahlen sind hierdurch der Größe nach geordnet, und zwar mit 

Größencharakter (§ 2). 

3. Ist a irgend eine Zahl, so bilden die Zahlen, die kleiner 
als a oder gleich a sind, eine endliche Menge von der Zahl a. 

Dies ergibt sich wieder aus der vollständigen Induktion. Wir nehmen 
eine geordnete endliche Menge A und benutzen die frühere Bezeichnung. 
Der Satz ist dann richtig für Ba; ihr wird die Zahl 1 zugeordnet. 

Es sei a ein beliebiges, von °a0 verschiedenes Element, und ß sein 
kleineres Nachbarelement. Die Zahlen von Ba und B{J seien a und b. 
Unser Satz sei richtig für BP; dann hat die Menge der Zahlen, die 
kleiner als b oder gleich b sind, dieselbe Zahl wie Bß, also b, und wir 
können diese Zahlen auf die Elemente von BfJ beziehen. Beziehen wir 
noch die Zahl a auf das Element a, so ergibt sich die Richtigkeit des 
Satzes für Ba und damit also auch für A selbst. 

Wir nennen das Element a nach der Zahl a der Menge Ba das at• 
Element und erhalten so die Ordinalzahlen. 1) 

4; Wenn man zwei endliche MengenBund C ohne gemein
sames Element mit den Zahlenbund c zu einerneuen Menge .A 
vereinigt, die dann nach § 3, 7. gleichfalls endlich ist, und 
die Zahlahaben möge, so ist a durch b und c vollständig be
stimmt, und man setzt a = b + c oder = c + b. Zugleich ist a 
größer alsbundgrößer als c. 

Besteht 0 nur aus einem Element, so hat es die Zahl c = 1 und 
a = b + 1 ist die größere Nachbarzahl zu b. 

1) In unserer Darstellung erscheint also die Kardinalzahl als der ursprüng· 
liehe, die Ordinalzahl als ein abgeleiteter Begriff. Eine andere Auffassung, die 
von der Ordinalzahl ausgeht und die Kardinalzahl durch die letzte bei einer Ab
zählung auftretende Zahl gewinnt, istnamentlich vonHelmholtz und Kronecker 
vertreten worden (Festschrift für Ed. Zeller 1887). Vgl. hiergegen E. G. Hus
serl, Philosophie der Arithmetik, Halle 1891, Capelli, Giorn. di mat. 39 (1901). 
Eine ausführliche Darlegung der Bedeutung der Ordinalzahlen und Kardinal
zahlen für den mathematischen Anfangsunterricht bei W. Jacobsthal, Das 
Lyzeum 1 (1914). 
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5. Ist a ein inneres Element der Menge .l und ß das kleinere, r das 
größere Nachbarelement, sind b, a, c die Zahlen von Bfl, Ba, Br, so 
ist nach 2. b < a < c 

und weder zwischen b und a noch zwischen a und c liegt eine weitere 
Zahl. Es hat also jede Zahl, mit Ausnahme von 1, eine kleinereN ach
barzahl, und solange eine endliche Menge als Teil einer umfassenderen 
Menge betrachtet werden kann, hat auch jede Zahl eine größereN ach
barzahl. Man bezeichnet die beiden Nachbarzahlen von a mit a - 1 
und a + 1. 

6*. Man kann die Elemente einer Menge paarweise miteinander ver
binden. Dabei können zwei Fälle eintreten: Entweder lassen sich die 
Elemente ohne Rest paaren; dann heißt die Menge paarig, ihre zu
gehörige Zahl grade. Oder es bleibt bei der Paarung ein Element 
übrig, dann heißt die Menge unpaarig, ihre Zahl ungrade. Durch 
Hinzufügung eines Elements wird aus einer paarigen Menge eine un
paarige und umgekehrt, es wechseln also in der Zahlenreihe grade und 
ungrade Zahlen miteinander ab. 1 ~st eine ungrade Zahl, und damit ist 
von jeder Zahl festgelegt, ob sie grade oder ungrade ist. 

7. Nach 2. lassen sich die Zahlen zwar mit Größencharakter ordnen, 
da von irgend zwei verschiedenen Zahlen stets entschieden ist, welche 
die größere ist. Sie 'bilden aber keine endliche Menge; denn es ist 
mir keine endliche Menge bekannt, aus der ich nicht durch Hinzufügung 
eines weiteren Elementes eine neue Menge bilden könnte, die dann eine 
größere Zahl hat.1) Hiernach gibt es keine größte Zahl. 

8. Die natürlichen Zahlen, wenigstens die kleineren, haben in allen 
Sprachen bestimmteNamenund außer denNamennoch abkürzende Zeichen 
1, 2, 3, ... , und von einer zweckmäßigen Wahl dieser Zeichen ist der 
Fortschritt in der Rechenkunst und damit die Mathematik sehr wesentlich 
abhängig. Bei der Zählung reichhaltiger Mengen bedient man sich des 
Hilfsmittels, daß man gewisse Gruppen von Zahlen zu neuen Einheiten 
zusammenfaßt, und nicht mehr die Einzeldinge, sondern diese Gruppen 
zählt. Dies tut schon die Sprache in den Wortbildungen wie zehn, 
zwanzig, dreißig, hundert, zweihundert usw., vollkommener aber noch 
unser dezimales Zi:ffernsystem. Dabei muß, wenn irgendeine Ziffer a 
geschrieben wird, durch irgendein Merkmal angedeutet werden, welches 
die Einheit der gezählten Dinge ist. In einem primitiven Zustand der 
Rechenkunst geschah dies dadurch, daß die Ziffern, je nach der Einheit, in 
verschiedenen Rubriken einer Tabelle oder eines Rechenbrettes (A bacus) 
verzeichnet wurden. Demgegenüber war es ein unvergleichlicher Fort-

1) Die Aussage, daß zu jeder endlichen Menge ein Element hinzugefügt 
werden kann, ist als ein Axiom anzusehen. (V gL H öl der, Die Arithmetik in 
strenger Begründung, Leipzig 1914, S, ö,) Auf ihr beruht die unbegrenzte Fort
setzbarkeit der Zahlenreihe. 
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schritt, daß durch ein besonderes Zeichen, die Null, "0", angedeutet 
wurde, daß eine der Rubriken nicht ausgefüllt sei, also gar keine Ein
heit enthielt. Dadurch wurde der ganze Apparat der Rubriken über
flüssig, da durch den Stellenwert der Ziffern die Art der Einheiten, die 
gemeint sind, hinlänglich bezeichnet wird. Dies ist der einfache Grund
gedanke, auf dem unser heutiges so vollkommenes Ziffernsystem beruht, 
demgegenüber es eine auffallende und sehr unbequeme Disharmonie der 
deutschen Sprache ist, daß wir im Sprechen die Ziffern in anderer Reihen
folge nennen, als wir sie schreiben1), z. B. dreihundert fünf und sechzig 
=365. 

In theoretischen Untersuchungen brauchen wir häufig Buchstaben 
für Zahlen, wie wir es in den vorangehenden Betrachtungen bereits 
mehrfach getan haben, um kürzer und präziser als durch Worte aus
drücken zu können, daß gewisse Aussagen nicht nur für bestimmte, 
sondern für beliebige Zahlen gelten. Diese Buchstaben bedeuten aber 
nicht, wie etwa im Griechischen, bestimmte Zahlen, sondern es soll ge
stattet sein, für solche Buchstaben jede beliebige Zahl zu setzen. Die 
Operation mit solchen allgemeinen Zeichen oder Symbolen wird 
Buchstabenrechnung oder Algebra (im weiteren Sinne) genannt. 2) 

§ 7. Geschichtliches zum ersten Abschnitt. 
1. Mehr als früher wird in unseren Tagen der Geschichte der Mathe

matik Interesse entgegengebracht; besonders im Unterricht sollte das ge
schichtliche Moment betont werden, um die :Mathematik aus ihrer isolierten 
Stellung gegenüber den anderen Fächern herauszuheben und als wichtiges, 
nicht zu entbehrendes Glied in der allgemeinen Kulturentwicklung erkennen 
zu lassen.8) Es gibt eine Reihe vortrefflicher Werke sowohl über das Ge
samtgebiet der Geschichte der Mathematik wie über die Mathematik einzelner 
Zeitalter und Völker sowie auch über die Geschichte bestimmter mathe
matischer Disziplinen. Wir machen hier einige der wichtigsten namhaft. 

J. Tropfke, Geschichte der Elementar-Mathematik. 2 Bände. Leipzig 1902, 
1903.- M. Canto:r, Vorlesungen über die Geschichte der Mathematik. 4 Bände. 
Leipzig 1901-1908. Das grundlegende Werk zur Geschichte der Mathematik, 
bis 1799 reichend, von erstaunlicher Gründlichkeit und Reichhaltigkeit, wenn 
auch natürlich manche Urteile durch die fortschreitende historische Forschung 
modifiziert worden sind. Zahlreiche Bemerkungen und Berichtigungen von Ein
zelheiten in der von Eneström herausgegebenen Zeitschrift Bibliotheca mathe
matica, Leipzig.- J. E. Montucla, Histoire des mathematiques. 2m• edit. 3 Bde. 
Paris 1799-1802. - A . .Arneth, Geschichte der reinen Mathematik. Stuttgart 
1852.- S. Günther und H. Wieleitner, Geschichte der Mathematik. (Samm
lung Schubert.) 3 Bände. Leipzig 1908-1921. - J. L. Heiberg, Naturwissen
schaften und Mathematik im klassischen Altertum. (Aus Natur u. Geisteswelt, 

1) W.Förster ,Zeitschr.für math. u. naturw. Unterr.31(1900),A. Sch ülke,Ebda. 
4:6 (1915). 

2) Algebra im engeren Sinne ist die Lehre von den Gleichungen. 
3) Vgl. M. Gebhardt, Die Geschichte der Mathematik im mathematischen 

Unterricht. (Abhandlungen üb. d. math. Unterr. in Deutschland 3, 6). Leipzig 1912. 
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Bd. 370.) Leipzig 1912. - G. Loria, Le scienze esatte nell'antica Grecia. 
Modena. 1893-1902. - C. A. Bretschneider, Geometrie und Geometer vor 
Euklid. Leipzig 1870. - H. G. Zeuthen, Die Lehre von der Kegelschnitten 
im Altertum. Kopenhagen 1886.- F. Nesselmann, Die Algebra der Griechen. 
nach den Quellen bearbeitet. Berlin 1842. - M. Schl\lidt, Zur Entstehung 
und Terminologie der elementaren :Mathematik. Leipzig 1914. - H. Hankel, 
Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter. Leipzig 1874. -
H. Suter, Die Mathematiker und Astronomen der Araber. Abh. z. Gesch. d. 
Math. 10 (1900), H (1902). - H. G. Zeuthen, Geschichte der l\Iathematik im 
Altertum und Mittelalter. Kopenhagen 1896. - H. G. Z eu then, Geschichte 
der Mathematik im XVI. und XVII. Jahrhundert. Leipzig 1903. - G. J. Ger
hard, Geschichte der Mathematik in Deutschland. München 1877. - M. Chasles, 
Aperc;u historiqua sur l'origine et le developpement des methodes en Geometrie. 
3 . .Aufi. Paris 1889. - G. Loria, Die hauptsächlichsten Theorien der Geometrie 
ir. ihrer früheren und jetzigen Entwicklung. Leipzig 1888. - A. v. Braunmühl, 
Vorlesungen über Geschichte der Trigonometrie. 2 Bände. Leipzig 1900-1903. 
- M. Simon, Die Entwicklung der Elementargeometrie im 19. Jahrhundert. 
Leipzig 1906. Interessant und temperamentvoll, aber recht subjektiv; reichhaltig, 
aber nicht in allen Teilen gleichmäßig, und nur unter vorsichtiger Nachprüfung 
zu benutzen. - F. Rudio, Geschichte des Problems von der Quadratur des 
Zirkels. Leipzig 1892. - A. Mitzscherling, Das Problem der Kreisteilung. 
Leipzig 1913. - F. Engel u. P. Stäckel, Die Theorie der Parallellinien von 
Euklid bis Gauß. Leipzig 1895. - Viele Angaben zur Geschichte der Mathe
matik auch in R. Baltzer, Die Elemente der Mathematik. 2 Bände. Leipzig 
1885. - L. Matthiessen, Schlüssel zur Sammlung von Heis. 2 Bände. Köln 
1872. - R. Wolf, Geschichte der Astronomie. München 1877. - R. Wolf, 
Handbuch der Astronomie. 2 Bände. Zürich 1890-1892. 

Schließlich sei noch auf den der Mathematik gewidmeten Band in dem 
großen Sammelwerk "Die Kultur der Gegenwart" III, 1, Leipzig, hingewiesen, 
der sich vor allem die Darlegung der kulturellen Bedeutung der Mathematik, 
ihrer Stellung innerhalb der Geistesgeschichte sowie ihrer erkenntnistheoretischen 
Grundlagen zur Aufgabe gemacht hat. Bis jetzt sind folgende Teile erschienen: 
H. G. Zeuthen, Die Mathematik im Altertum und im Mittelalter.- A. Voß, 
Die Beziehungen der Mathematik zur Kultur der Gegenwart. - H. E. Time:r
ding, Die Verbreitung mathematischen Wissens und mathematischer Auffassung. 
- A. V o ß, iJ Ger mathematische Erkenntnis. 

2. Die auf den allgemeinen Mengenbegriff gegründeten Betrachtungen 
über das Wesen der Zahlen gehen in erster Linie auf die Untersuchungen 
von Dedekind zurück, die er in seiner kleinen Schrift: Was sind und 
was sollen die Zahlen?, Braunschweig 1888, in klassischer Vollendung 
dargestellt hat. Daneben seien die folgenden Werke über den Zahlbegriff 
und die Grundlagen der Arithmetik genannt: 

E. G. Husserl, Philosophie der Arithmetik. Halle 1891. - G. Frege, 
Die Grundlagen der Arithmetik. Breslau 1884.- G. Frege, Grundgesetze der 
Arithmetik. Jena 1893/1903. - M. Pasch, Grundlagen der Analysis. Leipzig 
1909. - M. Pasch, Der Ursprung des Zahlbegriffs, Arch. d. Math. u. Phys. (3) 
28 (1919). - L. Couturat, De l'infini mathematique. Paris 1896.- H. Weyl, 
Das Kontinuum. Leipzig 1918. - J. H. T. Müller, Lehrbuch der allgemeinen 
Arithmetik. Halle 1855. - H. Graßmann, Lehrbuch der Arithmetik. Berlin 
1861. - E. Schröder, Lehrbuch der Arithmetik. Leipzig 1873.- 0. Hölder, 
Die Arithmetik in strenger Begründung. Leipzig 1914. - H. Burkhardt, Al
gebraische Analysis (Funktionentheor. Vorlesungen 1, 1). Leipzig 1908.- Stolz
Gmeiner, Theoretische Arithmetik, 2 Bände. Leipzig 1911/15. A. Loewy, 

Weber u. Wellstoin, Enzyklopadie I. 4. Anfl; 2 
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Lehrbuch der Algebra 1. Leipzig 1915. - A. Pringsheim, Vorlesungen über 
Zahlen- und Funktionenlehre 1, 1. Leipzig 1916. 

3. Ein V ersuch, das Zusammenfassen von Zahlengruppen zu höheren 
Einheiten wissenschaftlich durchzubilden, findet sich bei dem großen 
griechischen Mathematiker Arehirnedes in einer verloren gegangenen 
Schrift an Zeuxippus und in einer sehr merkwürdigen uns erhaltenen 
Schrift, die den Namen 1/Ja!tphr;s (der Sandrechner) führt!) und auch 
darum bemerkenswert ist, weil sie Nachrichten über die kosmologi
,schen Anschauungen und Kenntnisse der Alten enthält. 

Interessante Mitteilungen über die bei verschiedenen Völkern und 
zu verschiedenen Zeiten üblichen Zahlwörter und Zahlbezeichnungen 
findet man in dem schönen nachgelassenen Werke von H. Hank~l, 
Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und im Mittelalter, Leipzig 
1874, sowie in der sehr lesenswerten kleinen Schrift von E. Löffler, 
Ziffern und Ziffernsysteme der Kulturvölker in alter und neuer Zeit. 
(Matbem.-phys. Bibliothek, Bd. 1), Leipzig 1912. 

Aus neuerer Zeit haben wir zwei Beispiele der Bildung von Zahl
wörtern, die aus dem praktischen Bedürfnis hervorgegangen sind; näm
lich das Wort "Million'', das etwa von 1500 an in Italien aufkam, und 
"Milliarde" für Tausendmillion, das, ebenfalls bereits im 16. Jahr
hundert vorkommend, erst in unseren Tagen zu einem allgemein g~ 
brauchten Ausdruck wurde. Beide Wörter sind italienische V ergröße
rungsformen von mille, tausend. 

4. Unser heutiges Ziffernsystem stammt unzweifelhaft aus Indien.2) 

Allerdings findet sich das Positionsprinzip, wenn auch noch in un
vollkommener Gestalt, bereits im dritten Jahrtausend v. Ohr. bei den 
Babyloniern. Indisch aber ist einmal die Bezeichnung der Zahlen von 
1 bis 9 durch je ein Zeichen, dann aber vor allem die Erfindung der 
Null, deren Gebrauch erst die Schreibung von Zahlen von beliebiger 
Größe ermöglicht. Vor kurzem hat man die erstaunliche Entdeckung 
gemacht, daß in einem ganz anderen Teile der Erde, bei den Maya
Indl.anern in Yukatan lange vor der Entdeckung Amerikas das Posi
tionsprinzip mit Einschluß der Null in Gebrauch war.3) Es hatten je
doch die Mayas nicht ein Dezimal-, sondern ein Vigesimalsystem 
(mit der Grundzahl20), für die Zahlen 1 bis 19 hatten sie sehr einfache 

1) Archimedis opera omnia, ed. Reiberg, Leipzig 2,, 242; deutsch von 
F. Kliem, Berlin 1914, S. 343. Archimedes stellt sich die Aufgabe, sehr große 
Zahlen zu benennen, und kleidet sie in die Frage nach einer Zahl, die größer ist 
als die Anzahl der Sandkörner in einer Kugel von der Größe des Weltalls. 

2) Der russische Forscher N. B u b,u o w (Arithm. Selbständigkeit d. europ. 
Kultur, Berlin 1914) tritt sehr lebhaft für den griechischen Ursprung unseres 
Ziffernsystems ein. 

3) Vgl. F. Cajori, The Zero a.nd Principle of Loca.l Va.lue used by the Maya. 
Science (2) 44 (1915). S. Günther, Münch. Sitzungsber. 1917. Über vigesimale 
Systeme vgl. A. v Humboldt, Journ. f. Math. 4 (1829); A. F.Pott, Diequinare 
und vigesimale Zählmethode, Halle 1847 u. 1868. 
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nur aus Punkten und Strichen zusammengesetzte Zeichen 1) und sie 
setzten die Ziffern einer Zahl vertikal untereinander. Angesichts dieser 
Eigentümlichkeiten erscheint ein Zusammenhang mit Indien aus
geschlossen, wenn auch die Mayakultur in anderer Beziehung manche 
Berührungspunkte mit asiatischen Kulturen aufweist.2)-Die Geschichte 
der wunderbar vollkommenen und nicht mehr zu übertreffenden Erfin
dung des indischen Ziffernsystems verliert sich im Dunkel der Vorzeit; 
sie ist aber im siebenten Jahrhundert unserer Zeitrechnung bereits in 
vollendeter Gestalt nachweisbar.3) Daß gerade von Indien eine solche 
Schöpfung ausging, erklärt Hankel daraus, daß die Phantasie der Inder 
den Ausdruck des religiös Erhabenen und unfaßbar Großen in über
mäßig großen Zahlen findet.4) (Es gibt sechshunderttausend Millionen 
Söhne der Buddhas, d. h. der verschiedenen Inkarnationen Buddhas, vier
undzwanzigtausend Billionen Gottheiten und ähnliche noch abenteuer
lichere Zahlen.) 

Ins Abendland kam die neue Rechenkunst durch •die Araber, die in 
Spanien und Nordafrika ihre Sitze hatten, und verdrängte die wohl von 
den Römern überlieferte unvollkommene Form des Rechnens mit dem 
Rechenbrett (Abacus), die den Gebrauch der Null noch nicht kannte. 
Die neue Rechenart wurde als "Algorithmus" bezeichnet und die 
sich ihrer bedienten, hießen "Algorithmiker", zum Unterschied von den 
"Abacisten", mit denen sie zuzeiten in schroffem Gegensatz stan
den.5) Über den Ursprung des Namens "Algorithmus" war man lange 
im Zweifel, bis neuere Forschungen es außer Zweifel gesetzt haben, 
daß das Wort die Entstellung des Namens eines arabischen Mathema
tikers Muhammed ihn Musa Alchwarizmi ist6.) Das weitverbreitete 
und hochgeschätzte Werk dieses Gelehrten über die Rechenkunst 

1) Die Null wurde durch ein muschelförmiges Zeichen angegeben. 
2) Vgl. Wieleitner, Ztschr. f. math. Unterr. 49 (1918). 

3) Vgl. Löffler, Zur Geschichte der indischen Ziffern. Arch. f. Math. u. Phys. 
(3), 19 (1912). 

4) Vgl. des jungen Buddha Rechenstunde in Edwin Arnolds schöner 
Dichtung "Die Leuchte Asiens", Leipzig, R.eclam S. 18. Sie beruht auf uralten 
buddhistischen Überlieferungen. 

5) Vgl. Friedlein, Die Zahlzeichen und das elementare Rechnen der Grie
chen und Römer und des christlichen Abendlandes vom VII. bis XIII. Jahrhundert. 
Erlangen 1869. 

6) Der Name Alchwarizmi ist ein Gentilname "der Mann aus Chwarezm", 
worunter das Land am unteren Oxus (das heutigen Chiwa) verstanden wird. Dem
nach war Alchwarizmi, obwohl er in arabischer Sprache schrieb, ein Perser. Auf 
ihn ist auch die Bezeichnung Algebra 'zurückzuführen, denn sein Hauptwerk, 
das bedeutendste arabische mathematische Lehrbuch, hat den Titel Aldschebr 
walmu~ä.bala. Darin bedeutet dschebr (al ist Artikel) das "Einrichten" einer 
Gleichung, so daß auf beiden Seiten nur positive Glieder stehen, mukä.bala. da
gegen die Vereinigung gleichartiger Glieder zu einem Glied. Ruska, Zur älte
sten arabischen Algebra und Rechenkunst, Heidelb. Akad. 1917, übersetzt diese 
Worte mit "Ergänzung und Ausgleichung". 

2* 
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stammt aus dem ersten Viertel des 9. Jahrhunderts, ist aber nur 
in einer erst 1857 aufgefundenen lateinischen Übersetzung auf uns ge
kommen. Heutzutage versteht man unter Algorithmus eine Rechen
vorschrift, die ein gesuchtes allgemeines Resultat für jeden besonderen 
Fall finden lehrt, ohne doch das Endresultat in einer abgeschlossenen 
Gestalt zu geben. (V gl. Euklidischer Algorithmus § 17 .) 

Der bedeutendste Vertreter der Ahaeisten ist der berühmte Gerbert 
(Papst Silvester II). Zur Verbreitung des Algorithmus im Abendland 
haben am meisten zwei Mathematiker des 13. Jahrhunderts beigetragen: 
Leonardo von Pisa, genannt Fibonacci (Filius Bonacii) (Li ber 
Abaci) und der aus Deutschland stammende Jordanus Nemorarius 
(Algorithmus demonstratus). Der letztere verwendet für die Null 
die Bezeichnung cifra1), entstanden aus dem arabischen as-sifr, welches 
seinerseits eine Übersetzung der indischen Bezeichnung sunya (leer) für 
Null ist. Hieraus ist weiterhin unser Wort "Ziffer" für jedes der zehn 
Grundzeichen und das französische chiffre und zero abgeleitet. 

Es dauerte noch lange, bis die indischen Ziffern in den Gebrauch 
des täglichen Lebens übergingen. Noch 1299 wurde in Florenz den Kauf
leuten ihre Benutzung untersagt. Bei uns finden sie sich erst um die 
Mitte des 16. Jahrhunderts allgemein angewendet, wozu das berühmte 
Rechenbuch des Adam Riese (1522) nicht wenig beigetragen hat. 

5*. Als Erfinder der Buchstabenrechnung ist Vieta anzusehen, der 
in seiner "In artem analyticam Isagoge", Tours 1591, als Erster 
allgemeine durch Buchstaben ausgedrückte Größen mit Operations
symbolen untereinander verknüpfte. Im Laufe des 17. Jahrhunderts 
von Oughtred, Harriot, Descartes weiter ausgebildet, hat sie dann 
unter den Händen vonLeibniz undEuler im wesentlichen ihre heutige 
vollendete Gestalt erhalten. Die Bedeutung der Buchstabenrechnung 
liegt vor allem darin, daß sie eine internationale Zeichensprache 
darstellt, durch die man jeden algebraischen Satz ohne ein verbindendes 
Wort in der kürzesten Form und in eindeutiger, jedes Mißverständnis 
ausschließender Weise aussprechen kann. Ferner aber bildet sie ein 
mächtiges Instrument der mathematischen Forschung. Ohne sie wäre 
die wunderbare Entwicklung der Mathematik seit dem Beginn des 
17. Jahrhunderts nicht möglich gewesen. Jeder Fortschritt in der Be
zeichnung eröffnet zugleich der Forschung neue Wege und ermöglicht 
die Erschließung von Gebieten, die vorher nicht zugänglich waren 
(Differential- und Integralrechnung, Determinanten, Matrizenrechnung). 
Dies hat schon Vieta erkannt, indem er die Möglichkeit voraussah, mit 
Hilfe der Buchstabenrechnung "nullum non solvere problema", vor allem 
hat abe;r Leibniz bei vielen Gelegenheiten auf die Wichtigkeit einer 
richtig gewählten Bezeichnung hingewiesen. 

1) So noch bei Euler und Gaull. 
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1. Die Addition der Zahlen ist durch den Satz § 6, 4:. eingefiih.rt. 
Um zwei Zahlen a, b zu addieren, vereinigt man zwei Mengen .A, B 
mit den Zahlen a, b zu einer einzigen Menge A + B und verst-eht unter 
a + b die Zahl dieser Menge A + B. Das in der Formel 
(1) a + b = b + a 
ausgedrückte Gesetz heißt das kommutative Gesetz der 
Addition. 

Um die Addition praktisch auszuführen, bleibt nichts übrig, als 
zwei Repräsentanten der Zahlen a, b, z. B. die Finger oder. Rechen
pfennige an denWerten der auswendig gelernten Zahlenreihe abzuzählen, 
d. h. also, die fundamentale Tätigkeit, auf der alles Rechnen beruht, ist 
das Zählen.1) a und b werden addiert, indem man von der Zahl a aus 
um b Anzahlen weiterzählt. Hat man die Resultate der Addition der 
kleineren Zahlen, etwa von 1 bis 9, dem Gedächtnis eingeprägt, so geben 
die unserem dekadischen Ziffernsystem angepaßten bekannten Regeln 
ein Verfahren, um das Resultat in allen Fällen verhältnismäßig leicht 
zu :finden. 

2. Es seien .A, B, C drei Mengen mit den Zahlen a, b, c. Man kann 
sie zu einer einzigen Menge vereinigen, und zwar entweder indem man 
zunächst A und B vereinigt und die so erhaltene Menge mit 0 oder in
dem man A mit der Vereinigungsmenge von B und 0 vereinigt. Auf 
beide Arten erhält man dieselbe Menge, d. h. es ist 

(.A + B) + 0 == A + (B + 0). 
Auf die Zahlen übertragen gibt dies das assoziative Gesetz der 

Addition: 
00 0+ij+c=a+~+4 

Verbindet man dieses Gesetz mit dem kommutativen, so kann man 
zwölf verschiedene Ausdrüclie für dieselbe Summe erhalten und hat 
folgende Vorschrift, um die Summe zu bilden: 

Man vereinige irgend zwei der drei Zahlen a, b, c zu einer Summe 
und vereinige dann diese Summe mit der übrig gebliebenen dritten Zahl 
zu einer neuen Summe. Daa Resultat ist unabhängig von der Auswahl 
der beiden ersten Zahlen; die Klammern sind dann nicht mehr erforder
lich und man schreibt: 

s = a + b + c. 

1) Vgl. M. Simon, Methodik der elementaren .Arithmetik, Leipzig 1906, S. 6. 
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3. Auf Grund des assoziativen Gesetzes können wir nun die Summe 
von beliebig vielen Summanden bilden. 

Es sei eine Menge R von Zahlen 

(R) a, b, c, d, . . . , n 

gegeben. Ihre Anzahl möge r sein. Man greife zwei beliebige von 
ihnen heraus und vereinige sie zu einer Summe. Dadurch entsteht 
eine Menge von r- 1 Zahlen, in der man wieder zwei beliebige Zahlen 
zu einer Summe vereinigt, und so fährt man fort, bis man nur noch eine 
Zahl hat. Diese Zahl ist unabhängig von der Art, wie man jedesmal 
die zwei Zahlen herausgegriffen hat, also unabhängig von der Anord
nung der Rechnung. Wir nennen sie die Summe der Zahlen a, b, c, ... , n 
und setzen, wenn wir sie mit s bezeichnen, 

s = a + b + c + d + · · · + n. 

Zum Beweis nehmen wir die vollständige Induktion zu Hilfe. Der 
Satz ist, .wie wir in 1. und 2. gesehen haben, richtig, wenn r = 2 oder 
r = 3 ist. (r = 2 allein würde hier nicht genügen, da bei zwei Sum
manden das assoziative Gesetz noch nicht zur Geltung kommt.) Wir 
nehmen also seine Richtigkeit an für die Summe von r - 1 Summan
den und beweisen ihn unter dieser Voraussetzung für r Summanden 
( r. > 3). Wir vereinigen also in dem System R zunächst irgend zwei 
Summanden zu einer Summe, und es ist offenbar nur Sache der Be
zeichnung, wenn wir diese a und b nennen. Wir kommen also zu 
einer Menge R' von r- 1 Zahlen: 

(R') (a + b), c, d, ... , n. 

Ebenso können wir zuerst b und c vereinigen, also eine Menge R", 
gleichfalls von r - 1 Zahlen bilden: 

(R") (b ) d a, + c , , ... , n, 
oder wir können zuerst c und d vereinigen und erhalten die Menge 

(R"') a, b, (c + d), ... , n. 

Nach der Voraussetzung sind nun in R', R", R"' die Summen der 
Zahlen von der Anordnung der Rechnung unabhängig, und es läßt sich 
diese weitere Rechnung so führen, daß nach dem nächsten Schritt 
R' und R" sowohl als R' und R"' identische Systeme ergeben, nämlich 

R' und R": (a+b+c), d, .. . , n, 
R' und R"': (a+b), (c+d) ... , n. 

Es geben also R', R" und R"' dieselben Summen, wie bewiesen werden 
sollte. 

Bei der Berechnung verfährt man bekanntlich so, daß man die 
Summanden in einer beliebigen Reihenfolge untereinander schreibt, und 
dann, von unten oder von oben anfangend jede folgende Zahl zu der be-
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reits gebildeten Summe addiert. Das Ergebnis dieser Rechnung ist vou 
der Reihenfolge unabhängig, in der die Addition vorgenommen wird. 

4. Die Addition enthält als besonderen Fall die Vorschrift, nach der 
wir aus einer Zahl m die nächst größere m + 1 definiert haben, und es 
läßt sich die Addition auch allein aus den beiden Relationen: m + 1 
ist die nächste Zahl nach m und a + (b + 1) = ( a + b) + 1 erklären.1) 

Es ergibt sieh ferner leicht aus den letzten Sätzen in § 5 und aus den in 
§ 6, 2. gegebenen Bestimmungen über größer und kleiner, daß die Summe 
eines Teiles der Zahlen a, b, c, ... kleiner ist als die Summe aller; ferner 
daß die Summe größer wird, wenn einer oder einige der Summanden 
vergrößert· werden, d. h. also: 

(3) Ist a > b, so ist a + c > b + c. 
Man bezeichnet dies als die Monotonieeigenschaft der Addition. 

Ein Ausdruck von der Form a + b, worin a und b unbestimmte Zahlen 
bedeuten, wird auch ein Binom genannt. Ebenso heißt a + b + c ein 
Trinom und allgemein eine Summe aus mehreren unbestimmten Sum
manden ein Polynom. Die einzelnen Summanden heißen die Glieder 
des Polynoms.2) 

§ 9. Multiplikation. 
1. Anstatt eine endliche Menge A nach den Einzeldingen in ihr ab

zuzählen, kann man sie auch nach bestimmten äquivalenten Teilmengen 
abzählen, indem man etwa immer je fünf Dinge zusammennimmt. Sei B 
eine solche Teilmenge, b ihre Zahl, so daß durch wiederholtes Heraus
greifen von je b Dingen endlich die ganze Menge A erschöpft werde; 
dann ist also die Zahl der Menge A: 

b + b + b +. ·'· + b. 
Man hat also eine Summe aus lauter gleichen Summanden zu 
bilden. Hierfür hat man eine eigne Bezeichnung eingeführt. Es seien 
a Summanden vorhanden, die alle gleich b sind, und es sei die Summe 
aller dieser Zahlen zu bilden, also z. B. 

b + b + b für a = 3, 

b + b + b + b für a = 4. 
Die Summe dieser a Zahlen b bezeichnet man mit a · b oder auch nur 
mit ab (spr. a mal b ), und nennt diese Bildung die Multiplikation 

1) So bei H. Graßmann, Lehrb. d. Arithmetik, Berlin 1861. Vgl. 0. Hölder, 
Die Arithmetik in strenger Begründung, Leipzig 1914, oder A. Loewy, Lehrbuch 
d. Algebra, 1, Leipzig 1916. 

2) Bei Euklid, EI. X, 36 kommt der Ausdruck ix tJvo ot~otux~w11 (ex duobus 
naminibus) für eine aus zwei inkommensurablen Teilen zusammengesetzte Strecke 
vor. Daraus ist Binom und weiterhin Trinom, Polynom abgeleitet; der letzte 
Ausdruck, als aus einem lateinischen und einem griechischen Wortstamm zu
sammengesetzt, ist sprachlich nicht richtig gebildet. Vgl. Stiickel, Bibi. Math. 
(3), 4: (1903). 
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oder das Multiplizieren (Vervielfältigen) der Zahl b mit der 
Zahl a. 

Die Zahl b heißt der Multiplikand, die Zahlader Multiplikator, 
da.s Resultat der Multiplikation ab heißt das Produkt von a und b. 

Nach der Definition ist a · 1 = a, und wir wollen auch, was in 
dem Vorigen noch nicht enthalten war, 1 · b = b setzen. Man bildet 
von dieser Formel ausgehend das Produkt für höhere Multiplikatoren 
aus dem für niedrigere, also durch Rekursion, nach der Formel 

(1) (a+1)b=ab+b, 
die unmittelbar aus der Definition der Multiplikation folgt. · 

2. Das kommutative Gesetz. 
Der erste Hauptsatz über die Multiplikation ist das kommutative 

Gesetz, welches darin besteht, daß das Resultat der Multiplikation das 
gleiche bleibt, wenn man den Multiplikator mit dem Multiplikanden 
vertauscht; es läßt sich durch die Formel 

(2) ab= ba 
ausdrücken. 

Der Beweis dieses Satzes läßt sich durch vollständige Induktion 
führen. Wir denken uns a endliche Mengen B, die wir, um sie von
einander zu unterscheiden, mit B 11 B2, ••• , Ba bezeichnen wollen. Keine 
zwei dieser Mengen sollen ein gemeinsames Element haben, dagegen 
sollen sie alle von gleicher Zahl b sein. Das Produkt ab ist dann die 
Zahl der Menge M, die man erhält, wenn man alle diese B1, B2, ••• , Ba 
zu einer einzigen Menge vereinigt. 

Wir fügen nun zu jeder der Mengen B11 B 2, ••• , Ba noch ein neues 
Element hinzu, so daß b in b + 1 übergeht, also zu der Menge M noch 
a neue Elemente. Geht dadurch M in M' über, so ist die Zahl von 
M' gleich ab+ a. Auf der anderen Seite ist diese Zahl aber auch 
gleich a(b + 1 ), woraus sich 
(3) ab+ a = a(b + 1) 

ergibt, und diese Formel gilt auch für b = 1. Für b = 1 ist aber nach 
der Definition ab= ba. Nehmen wir also an, es sei für irgendein b 
die Formel (2) bewiesen, so folgt aus (3): 

a(b + 1) = ba + a, 
und wenn man in (1) a durch b und b durch a ersetzt, so folgt: 

ba + a = (b + 1) a, also a(b + 1) = (b + 1)a, 

d. h. die Richtigkeit der Formel (2) für das nächst größere b. Damit 
sind aber die Grundlagen für die vollständige Induktion gewonnen und 
ist also das kommutative Gesetz allgemein bewiesen. 

Hiernach ist es nicht mehr notwendig beim Produkt zwischen Multi
plikator und Multiplikand zu unterscheiden. Man nennt sie daher beide 
unterschiedslos die Faktoren des Produktes. 
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3. Das assoziative Gesetz. 
Ich denke mir jedes Element der sämtlichen Mengen B11 B2, ••. , Ba 

durch eine Menge C ersetzt. Alle diese Mengen C sollen von der glei
chen Zahl c sein, aber keine zwei sollen ein gemeinschaftliches Element 
enthalten. Ich vereinige nun alle Elemente dieser Mengen C zu einer 
einzigen Menge P, deren Zahl zu bestimmen ist. 

Die Anzahl der Mengen C ist aber ab, und folglich ist die Anzahl 
der Elemente von P gleich (ab)c. 

Andererseits ist die Anzahl der in jedem B enthaltenen Elemente 
gleich bc, und da die Anzahl der Mengen B gleich a ist, so ist die 
Anzahl der Elemente in P auch gleich 

a(bc). 
Daraus ergibt sich die Formel: 

l~ ~~c=a0~ 
in der das assoziative Gesetz enthalten ist. 

V er bindet man dieses Gesetz mit dem kommutativen, so kann man 
zwölf verschiedene Ausdrücke für dasselbe Produkt erhalten. 

Die Rechenregel läßt sich dann in folgende Vorschrift zusammen
fassen. Man vereinige irgend zwei der drei Zahlen a, b, c zu einem 
Produkt und vereinige dann dieses Produkt mit der übrig gebliebenen 
dritten Zahl zu einem neuen Produkt. Das Resultat ist unabh~ngig 
von der Auswahl der beiden ersten Zahlen und wird, da die Klammern 
nun nicht mehr erforderlich sind, mit 

m = abc 
bezeichnet. m heißt das Produkt -der drei Zahlen a, b, c, und diese 
heißen die Faktoren des Produktes. Ein Zahlenfaktor in einem 
Produkt, welches außerdem noch Buchstabenfaktoren enthält, wie z. B. 
der Faktor 3 in 3ab, heißt Koeffizient. 

Man kann sich diesen Beweis des kommutativen und assoziativen 
Gesetzes dadurch anschaulich machen, daß man sich die Elemente der 
Menge C etwa als Kugeln denkt, die in Reihen von je a angeordnet sind; 
b dieser Reihen werden zu einem Hechteck angeordnet, und c dieser 
Rechtecke werden dann noch übereinander geschichtet. Die ganze An
ordnung hat dann die Gestalt eines rechtwinkligen Prismas, bei 'dem 
auf drei in einer Ecke zusammenstoßenden Kanten a, b und c Kugeln 
angeordnet sind. Man kann dann diese Kugeln auf drei verschiedene 
Arten zu Rechtecken schichten und in jedem Rechteck auf zwei ver
schiedene Arten zu Heihen anordnen. 

4:. Ganz entsprechend wie bei der Addition kann man das Produkt 
aus beliebig vielen Faktoren bilden. Man habe irgend eine Menge von 
Zahlen a,b,c,d, ... ,n. 

Ihre Anzahl sei 1'. Man greife zwei beliebige von ihnen heraus und ver-
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einige sie zu einem Produkt. Dann bleibt eine Menge von r- 1 Zahlen1 

in der man wieder zwei beliebige Zahlen zu einem Produkt vereinigt, 
und so fährt man fort, bis man nur noch eine Zahl hat. Diese Zahl ist 
unabhängig von der Art, wie man jedesmal die zwei Zahlen heraus
gegriffen hat, also unabhängig von der Anordnung der Rechnung. Sie 
heißt das Produkt der Faktoren a, b, c, .... , n, und wenn wir sie 
mit P bezeichnen, so schreibt man: 

P= abcd ... n. 
Der Beweis wird genau wie bei der Addition (§ 8, 3.) durch voll

ständige Induktion geführt, indem man dort nur anstatt der Summen 
die Produkte bildet. 

5. Aus den entsprechenden Sätzen für die Addition(§ 8) ergibt sich 
sofort das Monotoniegesetz der Multiplikation: 

Ist a > b, so ist auch ac > bc. 
Um so mehr folgt aus a > b, c > d: 

ac > bd. 
Durch vollständige Induktion leitet man daraus den Satz ab, daß ein 
Produkt von beliebig vielen Faktoren vergrößert wird, wenn irgend 
welche dieser Faktoren vergrößert werden und die übrigen ungeändert 
bleiben. Als Korollar ergibt sich noch, daß ein Produkt ac nur 
dann gleich bc sein kann, wenn a = b ist. 

§ 10. Produkte von Summen. 
1. Das distributive Gesetz der Multiplikation. 
Wenn von den beiden Faktoren eines Produktes der eine als Summe 

von mehreren Summanden gegeben ist, so läßt sich das Produkt als 
Summe einer gleichen Anzahl von Summanden darstellen, ohne daß man 
erst die Summanden zu einer einzigen Zahl zu vereinigen braucht. 

N ehrneu wir nämlich an, es sei eine Summe 

s=a+b+c+···+k 
mit einer Zahl m zu multiplizieren, so ist dieses Produkt nach der De
finition der Multiplikation gleich einer Summe, in der m Summanden 
gleich a, ebenso· m Summanden gleich b usf., endlich m Summanden 
gleich k sind. Da wir die Summanden in beliebiger Reihenfolge ad
dieren können, so können wir zunächst alle a vereinigen, d. h. das Pro
dukt ma bilden, sodann alle b, also das Produkt mb, zuletzt das Pro
dukt mk bilden. Man erhält hiernach: 

ms = ma + mb + mc + · · · + mk. 
Um anzudeuten, daß man die ganze Summe a + b + · · · + k mit der Zahl 
m zu multiplizieren hat, bedient man sich einer Klammer und schreibt: 

(1) m(a + b + c + ... + k) = ma + mb + mc + · · · + mk. 
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Nach dem kommutativen Gesetz der Multiplikation hat man aber auch 

(2) (a + b + c + · · · + k) m = am + bm + cm + · · · + km. 
Die Formeln (1), (2) stellen das distributive Gesetz der Mul

tiplikation dar. Hiervon macht man im elementaren Rechnen Ge
brauch, wenn man z. B. im Kopf 53 · 7 = 50 · 7 + 3 · 7 ausrechnet. 
Auch das Multiplizieren beliebig großer Zahlen im dekadischen 
Zahlensystem mit Hilfe des "kleinen Einmaleins" beruht auf dem distri
butiven Gesetz. 

Es kommt oft vor, daß eine Summe in der Form 

ma + mb + mc + · · · + mk 
gegeben ist, also alle Glieder einen gemeinsamen Faktor besitzen. Man 
kann cl,ann die Summe in ein Produkt 

m(a + b + c + · · · + k) oder (a + b + c + · · · + k)m 
verwandeln. Diese Operation nennt man das Ausklammern des 
Faktors m. 

2. Wenn der zweite Faktor m selbst wieder als Summe gegeben ist: 

m = a' + b' + c' + · · · + h', 
so kann man auf die rechte Seite von (1) oder (2) dieselbe Regel noch
mals anwenden und erhält so den Satz: 

Um das Produkt der beiden Summen 

(a + b + c + · · · + k)(a' + b' + c' + · · · h') 

zu bilden, multipliziert man jeden Summanden der einen 
Summe mit jedem Summanden der anderen und nimmt die 
Summe aller so gebildeten Produkte. 

Enthält die· erste Summe r, die zweite r' Summanden, so enthält das 
Produkt rr' Summanden. Denn jeder der r Summanden am, bm, cm, 
... , km auf der rechten Seite von (2) ist in r' Summanden zerlegt. 

3. Statt eine Reihe vonZahlen durch die aufeinanderfolgenden Buch
staben a, b, c, ... zu bezeichnen, benutzt man bisweilen auch einen und 
denselben Buchstaben, etwa a, und fügt zur Unterscheidung der Zahlen 
noch eine Marke, einen "Index", bei 1), also a1, a2, •• .', ar. Der Index 
selbst wird häufig wieder durch einen Buchstaben bezeichnet, der dann 
die Zahlen 1, 2, ... , r bedeuten kann, etwa 

a(ll, a=1,2,8, ... ,r. 

Die Summe s der Zahlen a17 a2, ••• , ar kann dann so dargestellt werden: 

1) Die Einführung der Indizes geht auf Leibniz zurück. 
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wo das Zeichen~ (griechisch sigma.) als Abkürzung für das Wort Summe 
anzusehen ist; 1 und r heißen die Grenzen für a. Wenn die Angabe 
dieser Grenzen nicht nötig erscheint, so schreibt man auch wohl: 

S=~aa. 
a 

Der Inhalt des Satzes 2. kann nach dieser Bezeichnung in der For
mel zusammengefaßt werden: 

(3) (~aa) (~ b,8) = ;e aab,~, 
und dieser Satz läßt sich dann auch auf Produkte aus mehreren Fak
toren ausdehnen, z. B. 

(4) 

Man kann in diesen Formeln auch die Klammern weglassen. 

§ 11. Potenzierung. 
1. Ebenso wie man aus der Addition gleicher Summanden auf die 

Multiplikation geführt wurde, so führt die Betrachtung der Multipli
kation gleicher Faktoren auf eine neue Rechenoperation, das Poten
zieren. 

Es soll ein Produkt aus n Faktoren gebildet werden, die alle ein
ander gleich, etwa gleich a sind. Das Resultat dieser Rechnung heißt 
die nte Potenz von a. Man schreibt: 

(1) aa ... a == a", 
wo man sich auf der linken Seite die n Faktoren a zu denken hat; 
a heißt die Grundzahl oder Basis, n der Exponent der Potenz; 
man sagt dafür auch "a zur nten Potenz" oder kürzer "a zur nten" 
oder "a hoch n". Diente Potenz einer Zahl a nehmen, heißt auch "die 
Zahl a. in diente Potenz erheben". 

Wegen der Anwendung in der Geometrie wird insbesondere die 
zweite Potenz von a, also a2, auch das "Quadrat von a" oder ,,a-Qua
drat", die dritte Potenz a6 der "Kubus von a" genannt. 

Als erste Potenz von a wird a selbst genommen: 
(2) a 1 = a. 
Da die Multiplikation einer jeden Zahl mit dem Multiplikator 1 den 
Multiplikanden selbst wieder ergibt, so folgt für jeden Exponenten n: 
(3) 1"=- 1. 

Der Hauptsatz über die Potenzen, qessen Beweis sich unmittelbar 
aus der Definition ergibt, lautet: 



§ 11. Potenzierung 29 
2. Zwei Potenzen von derselben Grundzahl werden mit

einander multipliziert, indem man die Exponenten addiert 
und die Grundzahl beibehält. In Zeichen also: 

(4) 

Rechts und links steht nämlich ein Produkt aus m + n Faktoren a. Der 
Satz läßt sich ohne weiteres durch vollständige Induktion auf ein Pro· 
dukt von beliebig viel Faktoren übertragen und lautet dann: 

(5) 

worin m, n, ... , q beliebige Zahlen sind. 

3. Wenn man in (5) die Exponenten m, n, ... , q alle einander 
gleich annimmt, so ergibt sich der zweite Satz über die Potenzen: 

Eine Potenz wird potenziert, indem man die Exponenten 
multipliziert und die Grundzahl beibehält. In Zeichen: 

(6) 

4:. lnfolge des kommutativen Gesetzes der Multiplikation kann ein 
Produkt von mehreren Faktoren dadurch mit n potenziert werden, daß 
man jeden einzelnen Faktor in die nt• Potenz erhebt und das Produkt 
dieser Potenzen nimmt, also: 

(7) (abc · · ·)11 = a11 b11 C"· · ·. 

Wenn man hierin die Basiszahlen alle einander gleich nimmt, so 
erhält man nach (5) wieder den Satz 3. 

5. Unser dekadisches Zahlensystem beruht auf den Potenzen der 
Zahl 10. Die nte Potenz von 10 wird mit einer 1 und n Nullen ge
schrieben, und diese Potenzen bilden die Einheiten der verschiedenen 
Ordnungen. Eine r-stellige Zahl { abc ... mn} hat die Bedeutung 

(8) a10r+ b10"- 1 + clOr- 2 + · · · + m10 + n. 
Die Faktoren 1, 10, 102, ••• 10r heißen der Stellenwert der Ziffern 
n, m, ... a. Um aber den Stellenwert der Ziffern unzweideutig zu er
kennen, muß man auch andeuten, welche Potenzen etwa in der Reihe 
fehlen, und dafür ist das Zeichen 0 (Null) erfunden, das in die Reihe 
der Ziffern aufgenommen werden muß. Demnach hat man in (8) unter 
a, b, c, ... , m, n Zeichen aus der Reihe 

o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

zu verstehen. Wenn eine Ziffer beim Rechnen darüber hinausgeht, so 
hat man die Formel anzuwenden: 

(a + 10) 10,. = lQr+t + a10r. 

Die Vorschriften für die Multiplikation dekadischer Zahlen beruhen, 
wie man sieht, auf dem Satze § 10, 2. 
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Mit Ausnahme von 1 kann man jede Zahl g als Grundzahl eines Zahlen
systems mit g Ziffern 0, 1, 2, ... (g - 1) nehmen. Das theoretisch einfachste 
ist das dyadische System mit der Grundzahl 2, welches mit nur zwei Zif
fern 0 und 1 auskommt (Leibniz, Math. Schriften, herausg. von C. J. Ger
hardt 7, 223). 

Die Babyionier benutzten ein von den Sumerern (den Ureinwohnern von 
Babylonien) überkommenes Sexagesimalsystem mit der Grundzahl 60, in dem 
jedoch die Zahlen unter 60 dekadisch geschrieben wurden.1) 

Bei den Potenzen gilt weder das kommutative noch das assoziative 
Gesetz, denn ab ist et.was anderes als ba, z. B. 25 = 32, 52 = 25, und 
ebenso ist a<mn) etw-as anderes als (am)n, z. B. 2<23>=28 =256,(22) 3= 26 =64. 
Aus diesem Grunde hat man, abgesehen von einzelnen V ersuchen, die 
Bildung neuer Rechenoperationen auf dem Wege, wie man aus der Ad
dition die Multiplikation abgeleitet hat, nicht weiter fortgesetzt, obwohl 
sie an sich möglich wäre, indem man für Basis und Exponenten die
selbe Zahl setzt. Die Gesetze dieser Operationen sind nicht einfach, und 
das praktische Bedürfnis im Leben und in der Wissenschaft hat eine 
solche Verallgemeinerung noch nie notwendig gemacht. 

6*. Schon die Babyionier kannten Quadrat- und Kubikzahlen (Tafeln 
von Senkereh ca. 2000 v. Chr.). Höhere Potenzen treten erst bei Diopha.nt 
ca. 250 n. Chr. auf. Um die Ausbildung der Potenzrechnung machten sich 
vor allem die deutschen Cossisten 2) verdient (Rechenbücher von Adam 
Riese 1524, Christoph Rudolff 1525, Michael Stifel1544). Die heu
tige Schreibweise der Potenzen geht aufDescartes (Geometrie 1637) zurück. 

Das Wort Potenz tritt als Übersetzung von ovva(l-tr;, womit die griechi
schen Mathematiker das Quadrat einer Zahl bezeichneten, zuerst bei Bom
belli, .Algebra 1572, auf und bedeutet zunächst auch nur die zweite Potenz. 
In allgemeiner Bedeutung wird es erst im 18. Jahrhundert üblich, doch wur
den bis zum Ende dieses Jahrhunderts daneben noch die Bezeichnungen Digni
tät (Tartaglia 1556) und Potestät (Vieta 1591) gebraucht. 

Die Bezeichnung Exponent ist von Michael Stifel, Arithmetica in
tegra 1544, eingeführt worden. 

§ 12. Subtraktion. 
1. Wenn wir aus einer endlichen Menge A einen echten Teil B 

ausscheiden, so bleibt eine endliche Menge übrig, die wir mit A - B be
zeichnen. Ih:r:e Zahl c ist durch die Zahlen a und b von A und B voll
ständig bestimmt. Wir schreiben: 

c=a-b 
und nennen a-b, gelesen "a minus b", die Differenz oder den Un
terschied von a und b und die Operation, durch die diese Differenz 

1) Vgl. E. Löffler, Die arithm. K.enntnissse d. Babyionier u. das Sexagesimal
system. Arch. d. Math. u. Phys. (3) 17 (1911). 

~) "Co.ß" gleichbedeutend mit Algebra, vom italienischen cosa, womit man 
(a.ls Übersetzung für die von Leonardo Pisa.no um 1200 eingeführte Benennung 
res) im 15. Jahrhundert die Unbekannte bezeichne~. 
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gefunden wird, die Subtraktion. a heißt der Minuend, b der Sub
trahend. 

Da B ein echter Teil von .A ist, so folgt, daß der Minuend stets 
größer sein muß als der Subtrahend. 

2*. Zu einer allgemeineren Auffassung der Subtraktion gelangt man 
auf folgendem Wege: 

Die bisher betrachteten Operationen Addition, Multiplikation und 
Potenzierung heißen direkte Operationen. Bei ihnen sind jedesmal 
zwei Zahlen a und b gegeben und es wird nach bestimmter Rechenvor
schrift eine dritte Zahl c gefunden. Ist aber bei einer solchen Operation, die 
wir ~ nennen wollen, das Resultat c und eine der beiden Zahlen, etwa 
a, gegeben, so wird die andere Zahl b durch eine neue Operation~' ge
funden, welche man die zu~ inverse Operation nennt. Da für die 
Addition und Multiplikation das kommutative Gesetz gilt, macht es 
keinen Unterschied, ob von den Zahlen a und b die eine oder die an
dere gegeben ist, also gibt es für diese Operationen nur je eine inverse 
Operation. 

Die inverse Operation der Addition ist die Subtraktion. Bei ihr 
ist also die Aufgabe: 

Es soll eine Zahl gefunden werden, die, zu einer gegebenen 
Zahl addie.rt, eine gegebene Summe ergibt. 

Eine zu bestimmende Zahl wird gewöhnlich durch einen der letzten 
Buchstaben des Alphabets bezeichnet. Ist a der gegebene Summand, 
c die gegebene Summe, wobei also c > a sein muß, so wird die Auf
gabe der Subtraktion durch die Formel 

(1) 
ausgedrückt. Eine solche Gleichheit von zwei Ausdrücken, welche die 
Aufgabe der Ermittlung einer bestimmten Zahl in sich schließt, heißt 
eine Gleichung. 

Man schreibt nun die gesuchte Zahl x in der Form 
(2) x = c- a, 
d. h. man versteht UBter c- a diejenige Zahl, die zu a addiert 
die Zahl c ergibt: 
(3) a+(c-a)=c. 

Wegen des kommutativen Gesetzes der Addition ist dann auch 

(3)' (c-a)+a=c. 
3*. Das Bestehen der Gleichung (1) bedingt auch die Richtigkeit 

der Gleichung (a + x) + b = c + b . 
für irgendeine Zahl b, oder infolge des assoziativen und kommuta
tiven Gesetzes der Addition: 

(a + b) + x = c + b. 
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Hieraus folgt aber x = (c + b) - (a + b), d. h. es ist 

( 4) c - a = ( c + b) - ( a + b) . 
Setzt man hier auf der rechten Seite c an Stelle von (c + b) und a an 
Stelle von (a + b), so ist links (c- b) an Stelle von c und (a-b) an 
Stelle von a zu setzen, wobei aber jetzt für die drei Größen a, b, c die 
Größenbeziehung b < a < c bestehen muß. Gleichung ( 4) ergibt dann 
nach Vertauschung der beiden Seiten: 

(5) c-a=(c-b)-(a-b), 

und wir haben in (4) und (5) den Satz: 
Eine Differenz bleibt ungeändert, wenn man.Minuend und 

Subtrahend gleichzeitig um dieselbe Zahl vermehrt oder ver
mindert. 

4*. Es sei 
(6) x = a + (b- c), 

also zu einer Zahl a das Ergebnis der Subtraktion (b - c) zu addieren, 

so ist x + c = a + (b - c) + c 
oder nach (3)' 
folglich 

x+c=ct+b 
x = (a + b)- c. 

Hierin kann man noch a und b vertauschen, ohne dttß x sich än
dert, ferner kann man auf (6) das kommutative Gesetz der Addition an
wenden, also folgt: 

(7) a + (b -c)=(a+ b) -c=(b-c) +a=b + (a-c) = (a-c) + b. 

Man sieht hieraus, daß man, ohne Mißverständnis befürchten zu müssen, 
die Klammer weglassen kann und hat dann 

(8) a+b-c=b+a-c=b-c+a=a-c+b, 

welches das assoziative Gesetz für Addition und Subtraktion ausspricht. 

5, Es sei x = a - (b + c), 

so folgt x + (b + c) = a = (x + c) + b, 

hieraus x + c = a - b und x = a - b - c, mithin 

(9) a - (b + c) = a - b - c. 
Ist aber x = a - (b - c), 

so folgt mit Benutzung von (7) 

hieraus 

(10) 

x + (b- c) = a = (x- c) + b, 

x - c = a - b und x = a - b + c, folglich 

a - (b - c) = a - b + c. 

(9) und (10) enthalten die oft gebrauchte Regel der Subtraktion von 
Klammerausdrücken: 
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Anstatt einen Klammerausdruck als Ganzes zu subtrahie

ren, kann man die Klammer weglassen und hat dann jedes 
Additionszeichen in ein Subtraktionszeichen zu verwandeln 
und umgekehrt. 

Die Monotonieeigenschaft der Subtraktion, die sich leicht aus den 
Sätzen des § 5 über die Äquivalenz endlicher Mengen ergibt, drückt 
sich in dem Satz aus: 

Ist a > b > c, so ist a- c > b- c. 

§ 13". Negative Zahlen. Die ganzen Zahlen. 
1. Innerhalb der natürlichen Zahlen ist jede Addition ausführbar, 

d. h. eine Addition von irgendwelchen natürlichen Zahlen führt immer 
wieder zu einer bestimmten natürlichen Zahl. Man sagt, die natürlichen 
Zahlen bilden einen geschlossenen Bereich in bezug auf die Addi
tion. Sie bilden damit auch in bezug auf Multiplikation und Poten
zieren einen geschlossenen Bereich, denn diese Operationen sind nur 
als A.ddttionen von besonderer Art aufzufassen. Ebenso ist der Bereich 
der Vielfachen einer Zahl geschlossen in bezug auf die drei direkten 
Operationen, dagegen ist der Bereich der ungraden Zahlen oder der 
Bereich der Potenzen. einer Zahl nur in bezug auf Mllltiplikation und 
Potenzieren geschlossen, nicht aber in bezug auf die Addition. 

In bezug auf die Subtraktion ist der Bereich der natür
lichen Zahlen nicht geschlossen, denn es sind innerhalb der natür
lichen Zahlen nur solche Subtraktionen ausführbar, bei deqen der Mi
nuend größer als der Subtrahend ist. Will man sich nicht auf 
Subtraktionen dieser Art beschränken, so muß man den Bereich 
der bisher bekannten Zahlen erweitern, indem man neue Zah
len erfindet. Diese Zahlen sind "freie Schöpfungen unseres 
Geistes" 1), um aber mit ihnen rechnen zu können, muß man ihnen 
Gesetze vorschreiben, durch die sie dem vorhandenen Lehrgebäude ein
gefügt werden, und hierbei läßt man sich von dem Prinzip der Per
manenz leiten, welches - schon von jeher stillschweigend angewen
det - zum erstenmal von HankeP) in seiner Bedeutung für den 
systematischen Aufbau der Arithmetik erkannt und formuliert worden 
ist. Es fordert, daß die schon bekannten Rechenregeln für die bisheri· 
gen Zahlen als besondere Fälle in den Regeln für die neuen Zahlen 

1) Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig 1872. 
Vgl. Gauß an Bessel 21. XL 1811 (Gauß' Werke 10, 1, 363): "Man sollte nie 
vergessen, daß die Funktionen, wie alle mathematischen Begriffszusammen
setzungen, nur unsere eignen Geschöpfe sind und daß, wo die Definition, von 
der man ausging, aufhört einen Sinn zu haben, man eigentlich nicht fragen 
soll, was ist, sondern was conveniert anzunehmen, damit ich immer con
sequent bleiben kann. So z. B. das Produkt aus Minus>< Minus." Vgl. § 47, 2. 

2) H. Hankel, Vorlesungen üb. d. komplexen Zahlen. Leipzig 1867. 
Weber u. Wellstein, Enzyklopädie I. 4 • .A.ufl.. 3 
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enthalten sein sollen und daß die für die bisherigen Zahlen gel
tenden Gesetze nach Möglichkeit für die neuen Zahlen auf
recht erhalten werden. Es ist aber dieses Prinzip nicht etwa als 
ein Beweismittel anzusehen 1), wie überhaupt die Regeln für die neuen 
Zahlen nicht bewiesen, sondern festgesetzt werden, vielmehr muß man 
bei Anwendung des Prinzips der Permanenz noch nachweisen, daß die 
Übertragung der Rechenvorschriften auf das erweiterte Zahlengebiet 
nicht zu Widersprüchen führt. 

2. Betrachten wir nun zunächst Subtraktionen, bei denen der Mi
nuend gleich dem Subtrahend ist, so handelt es sich um die Er
findung einer Zahl x, der man die Eigenschaft 

a+x=a 
zuschreibt. Für die Addition dieser Zahl x soll das assoziative Gesetz 
gültig bleiben. Dann ergibt sich genau wie in § 12, 3., daß die Formeln 
( 4) und (5) für c = a bestehen bleiben, d. h. es ist 

a-a=~+~-~+~-0-~-~-~ 
und dies bedeutet, daß die Zahl x vom Wert der Zahl a unabhängig 
ist. Wir bezeichnen sie durch 0 und haben, welches auch der Wert 
vo;n a sein mag, wenn wir noch für die neue Zahl das kommutative 
Gesetz 3J.s gültig annehmen: 

(1) 

a-a=O 
a+O=O+a=a. 

Damit ist die Null, die bis jetzt die Bedeutung einer Ziffer hatte, als 
Zahl eingeführt. Sie entspricht der Nullmenge in § 3, 4:. 

3. Ist jetzt der Minuend kleiner als der Subtrahend, also z. B. 
die Subtraktion 3- 7 auszuführen, so schreibt man: 

3 - 7 = 3 - (3 + 4) 

und hat, indem man die Formel § 12, (9) für gültig erklärt: 

3-7=3-3-4=0-4. 

Man führt also die Subtraktion zunächst so weit aus, als es möglich ist, 
indem man 3 subtrahiert, erhält damit 0 und hat dann noch 4 zu 
subtrahieren. 

So kann man jede derartige Subtraktion m eine andere mit dem 
Minuenden 0 verwandeln. Allgemein 

a!.-b=O-(b-a). a<b 
Diese Subtraktionen mit dem Minuenden 0 führt man nun 

als neue Zahl ein, und da der Minuend bei ihnen immer derselbe ist, 

1) Hankel bezeichnet das Prinzip als einen hodegetischen (d. i. weg
weisenden) Grundsatz, der uns zur Festsetzung der a.n sich willkürlichen Ver
knüpful!gsgesetze für die neuen Zahlen einen Leitfaden liefert. 
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kann man ihn weglassen und schreibt einfach - 4 an Stelle von 0 - 4. 
Allgemein ist also 
(2) -a=O-a, 
d. h. die im Bereich der natürlichen Zahlen nicht ausführbare 
Sn btraktion 0- a wird sei bst als die neue Zahl- a eingeführt 
und auf Grund der Definition der Subtraktion schreibt man dieser Zahl 
die Eigenschaft zu, daß sie zu a addiert 0 ergibt; in Zeichen 

(3) a + (- a) = 0. 

4:. Die hiermiteingeführtenZahlennenntmannegative Zahlen und 
entsprechend werden dann die bisherigen Zahlen positive Zahlen ge
nannt. Das Minuszeichen bei den negativen Zahlen hat den Charakter 
als Operationssym hol, den es ursprünglich gemäß der Definition (2) 
hatte, verloren und dient zur Kennzeichnung der Zahl als negativer 
Zahl. E!'l heißt das Vorzeichen der Zahl. Ebenso gibt man einer 
positiven Zahl, wenn es darauf ankommt, sie als solche zu kennzeichnen, 
das Vorzeichen +. Die positiven und negativen Zahlen, einschließlich 
der Null, faßt man unter der gemeinsamen Bezeichnung ganze Zahlen 
zusammen. Die beiden Zahlen + a und - a, deren Summe gleich 0 ist, 
heißen entgegengesetzte Zahlen. Diese Bezeichnung ist gegenseitig, 
sobald man in (3) für die Addition der beiden Zahlen das kommutative 
Gesetz als gültig annimmt. Die 0 ist sich selbst entgegengesetzt: + 0 
und - 0 sind identisch. Die entgegengesetzte zur entgegengesetzten 
ist wieder die ursprüngliche Zahl, d. h. es ist 

(4) -(-a)=+a, 
denn es ist nach (3) und (2) 

a = 0 - (- a) = - (- a ). 
Damit sind zugleich die Formeln (1) auch für negativeaalsgültig erklärt. 

Bedeutet a eine positive oder negative Zahl, so wird von den beiden 
entgegengesetzten Zahlen + a und- a die positive Zahl der absolute 
Wert oder der absolute Betrag von a genannt und mit J aJ bezeich
net. Es ist also beispielsweise 1- 5J = 5. 

5. Für die ganzen Zahlen stellen wir durch folgende Vorschriften 
eine Größenordnung her: 

1. Sind a und b positive Zahlen und ist a größer als b, so 
soll - a kleiner als - b heißen. 

Dies soll auch noch für b = 0 gelten, also folgt: 
2. Die positiven Zahlen sind größer als Null, die negativen 

kleiner als Null. 
3. Jede positive Zahl soll größer sein als jede negative. 
Hierdurch ist erreicht, daß für irgend zwei ganze Zahlen a und b 

immer eine und nur eine der drei Beziehungen 

a < b, a = b, a > b 
3* 
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stattfindet und daß ferner für irgend drei ganze Zahlen a, b, c, wenn 

a < b und b < c ist, auch a < c folgt. 

Durch diese Festsetzungen ist jeder ganzen Zahl ein bestimmter 
Wert beigelegt. Man nennt ihn znm Unterschied vom absoluten Wert 
auch wohl den relativen Wert der Zahl. Es sind hiermit die ganzen 
Zahlen in eine bestimmte, auf doppelte Weise unbegrenzt fortschreitende 
Reihe gebracht: 

... - 4, - 3, - 2, - 1, 0, + 1, + 2, + 3, + 4, .... 

Hierin ist jede Zahl größer, als jede links von ihr stehende, und 
kleiner, als jede rechts von ihr stehende Zahl. 

6. Um die Reihe der positiven und negativen Zahlen mit konkreten 
Dingen in Beziehung zu setzen und damit dem Verständnis näher zu 
bringen, hat man sich unter der "Null" nicht soviel wie "Nichts" vor
zustellen, sondern eine gewisse unbestimmt gelassene, aber feste Anzahl 
von Dingen, mit der als Normalzahl die jeweilig betrachtete Anzahl 
verglichen wird. Eine positive Zahl bedeutet dann einen Überschuß, 
eine negative Zahl einen Fehlbetrag gegenüber dieser NormalzahL Auf 
Grund dieser Auffassung ist es möglich, die Reihe der ganzen Zahlen 
zur Abzählung von Dingen zu benutzen, die quantitativ in einer gegen
sätzlichen Beziehung stehen, wie etwa Einnahmen und Ausgaben, Ther
mometergrade über und unter dem Gefrierpunkt, nördliche und südliche 
geographische Breite, positive und negative Elektrizität. 

Diese Auffassung liegt auch der geometrischen Veranschau
lichung der Zahlenreihe durch die Punkte einer graden Linie zugrunde. 
Sie ist von ganz besonderer Bedeutung, denn auf ihr beruht die für den 
Unterricht sehr wichtige anschauliche Ableitung der arithmetischen 
Gesetze, ferner aber bildet sie die Grundlage für jede Anwendung 
der Algebra auf die Geometrie, vor allem für die analytische 
Geometrie und die geometrischen Anwendungen der lnfinitesimal
rechn ung. 

Auf einer geraden Linie wählen wir einen Punkt P0 , den Null
punkt. Von ihm aus können wir in zwei Richtungen auf der Geraden 
fortschreiten und es ist zwischen den Punkten in der einen und der 
andern Richtung eine gewisse gegensätzliche Beziehung hergestellt. Eine 
von diesen Richtungen nennen wir die positive, die andere die nega-

0 

Fig. 1. 

+1 
0 

+2 

tive Richtung. In der positiven Richtung nehmen wir einen weiteren 
Punkt P1 und tragen dann die Strecke P0 P1 von P 1 aus in positiver 
Riehtung, von P0 aus in negativer Richtung beliebig oft auf der Geraden 
ab. So erhalten wir eine nach beiden Seiten unbegrenzte Reihe äqui
distanter Punkte, P2 , P3 , P4 ••• in positiver Richtung von P 1 aus 
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und P_ 1, P_ 2 , P_ 31 •.. in negativer Richtung von P0 aus. Und nun 
veranschaulichen wir uns irgendeine ganze Zahl a durch den Punkt Pa, 
dessen Index gleich der Zahl ist; wir nennen den Punkt Pa das Bild 
der Zahl a und bezeichnen ihn auch kurz als den "Punkt a". Der ab
solute Betrag I a I >yird durch den Abstand des Punktes a vom Null
punkt dargestellt. 

7. Die negativen Zahlen treten zum ersten Mal bei den Indern auf; sie 
miissen zur Zeit von Bhas kara (geb. 1114 n. Chr.) bereits ganz bekannt 
gewesen sein. Im Abendland haben sie erst seit der Entstehung der analy
tischen Geometrie volles Bürgerrecht erlangt, wenn sich auch schon bei Leo
nardo Pisano (um 1225), bei Nicolas Chuquet (1484), Michael 
Stifel (1544) u. a. richtige Anschauungen finden. 

t~er die Geschichte der geometrischen V eranschaulichnng der Zahlen, 
vor allem über den Anteil des Bischofs Nicolas Oresme (um 1350) vgl. 
Krazer, Zur Gesch. d. graphischen Darstellung, Jahresb. d. Deutsch. Math.
Ver. 24 (1915) und Wieleitner, Bibl. Math. 14 (1915). 

§ 14. Addition und Subtraktion im Bereich der ganzen Zahlen. 

Für das Rechnen mit den ganzen Zahlen geben wir nun aus eigener 
Machtvollkommenheit Vorschriften, wobei wir uns von dem oben aus
gesprochenen Permanenzprinzip leiten lassen. 

1. Addition. Es seien a, b zwei ganze Zahlen mit den absoluten 
Werten a, ß, und es sei a < ß. 

Dann setzen wir, falls 

a b 

+ + 
(1) + 

+ 

(2) 

a+b=a+ß 
a+b=ß-a 
a + b =- (ß- a) 
a + b =- (a + ß) 

a + b = b + a. 

Hierbei kann die 0 sowohl den positiven als den negativen Zahlen zu
gezählt werden. 

Mit Hilfe der Punktreihe (Fig. 1) läßt sich die Addition auf folgende 
A.rt veranschaulichen: 

Um zu einer Zahl a eine Zahl·b mit dem absoluten Werte ß 
zu addieren, zählt man, je nachdem b positiv oder negativ ist, 
von dem Punkte a aus ß Punkte nach vorwärts oder rückwärts 
weiter. Der Endpunkt, auf den man dabei kommt, ist das Bild 
der Zahl a + b. 
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2. Subtraktion. Unterderselben Voraul!lsetzung a~ß setzen wir, falls 

a b 
+ + a-b=- (ß- a) 

(3) + a - b = - ( a + ß) 
+ a-b=a+ß 

a-b=ß-a 
(4) b-a=-(a-b). 

Man sieht, daß in (1) und (3) die Addition und Subtraktion der natür
lichen Zahlen und der Null enthalten ist und daß sich hiernach be
liebige Zahlen, welche Größenbeziehung sie auch haben mögen, addieren 
und. subtrahieren lassen. Immer ist das Resultat eine ganz bestimmte 
Zahl der Reihe. 

3. Die Formeln (3) in Verbindung mit (1) zeigen, daß für irgend 
zwei ganze Zahlen 
(5) a - b = a + (- b ). 

ist. In Worten: Die Subtraktion irgendeiner Zahl ist gleich
bedeutend mit der Addition der entgegengesetzten Zahl. 

Hierdurch sind die beiden Operationen zd einer einzigen verschmolzen 
und die Monotonieeigenschaft spricht sich in dem einen Satz aus: 

Sind a, b, c irgend drei ganze Zahlen und ist a > b, so ist 
auch a + c > b + c. 

Aus den Formeln (1) und (3) folgt der Satz: 
Der absolute Betrag einer Summe ist höchstens gleich der 

Summe der absoluten Beträge der einzelnen Summanden. 
Er läßt sich sogleich aufmehr als zwei Summanden ausdehnen1), also: 

(6) I a + b + c + · · ·I < I a I + I b I + I c I + .. ·, 
und es findet dabei Gleichheit nur statt, wenn die Summanden gleiche 
Vorzeichen besitzen. 

4:. Das assoziative Gesetz der Addition. Das kommutative 
Gesetz der Addition haben wir in der Formel (2) bereits angenommen. 
Das assoziative Gesetz würde sich in der Formel 

(7) (a + b) + c = a + (b + c) 
aussprechen, worin a, b, c irgend drei Zahlen sind, deren absolute Werte 
wir mit a, ß, r bezeichnen wollen. 

Dieses Gesetz folgt aus den Definitionen (1 ), (2). Die Zahl der Fälle, 
die man nach den Vorzeichen und der Größe der Zahlen a, b, c zu unter
scheiden hat, vermindert sich dur.ch die Bemerkung, daß die Formel (7), 
wenn sie für irgendein Zahlensystem a, b, c als richtig angenommen 
wird, auch richtig bleibt, wenn a mit b oder b mit c oder c mit a ver-

1) Man mache sich den Satz mit Hilfe der geometrischen Darstellung der 
Zahlen anschaulich klar. Dann erscheint er so gut wie "selbstverständlich". 
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tauscht wird, oder wenn a, b, c durch - a, - b, - c ersetzt wird. 
Demnach genügt es, wenn wir die Formel (7) als richtig erweisen unter 
der Voraussetzung IX< ß < r und c positiv (also r = c). 

Es bleiben also nur noch vier Fälle zu berücksichtigen, je nach 
den Vorzeichen von a und b. Nach (7) und (1) wäre für diese vier 
Fälle zu beweisen: 

1. a und b positiv: 

(IX + ß) + r = IX + (ß + r) 
2. a negativ, b positiv: 

(ß- IX) + r = (ß + r) - IX 

3. a positiv, b negativ: 

r- (ß- er:)= IX+ (r- ß) 

4. a und b negativ: 

r- (IX+ ß) = (r- «)- ß, f >IX+ ß, 
(IX + ß) - r = IX - (r - ß), r < a + ß. 

Die Richtigkeit diese:t: Formeln weist man in jedem dieser Fälle 
leich~ nach. Um sich z. B. von der Richtigkeit von 2. zu überzeugen, 
nehme man eine Menge B von der Zahl {J, entferne daraus eine Menge 
.A von der Zahl IX7 und füge eine Menge C von der Zahl r hinzu; die 
hierdurch sich ergebende Menge kann mit (B- .A) + G oder mit 
(B+ G)- A bezeichnet werden. 

5. Wenn man nun genau das V erfahren beobachtet, das wir in § 8, 3. 
angewandt haben, so ergibt sich das allgemeinere Gesetz: 

Wenn man die Summe einer beliebigen Menge ganzer 
Za1Üen (Summanden) zu bestimmen hat, so vereinige man zu
nächst zwei beliebige dieser Su.mmanden zu einer Summe; 
von dem so gebildeten neuen System von weniger Elementen 
vereinige man wieder zwei und fahre so fort, bis eine einzige 
Zahl übrig geblieben ist. Diese Zahl ist unabhängig von der 
Reihenfolge, in der die einzelnen Rechenoperationen vorge
nommen waren, und heißt die Summe der sämtlichen Zahlen. 

6. Das kommutative und assoziative Gesetz nimmt für die Sub
traktion eine andere Form an, die sich aber aus der für die Addition 
leicht ergibt, wenn man die Subtraktion als Addition der entgegen
gesetzten Zahlen ansieht. Die betreffenden Formeln lauten, wenn a, b, c 
irgendwelche Zahlen sind, 

a - b = - (b - a) (wie ( 4) ), 

( a + b ). - c = a + (b - c ), 
( a - b) + c = a - (b - c) = a + ( c - b), 

(8) 

~-~-c-a-0+~-0-~-~ 
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Durch diese Formeln wird die bereits in § 12 für den Bereich der 
natürlichen Zahlen ausgesprochene Regel über die Subtraktion von 
Klammern auf beliebige ganze Zahlen ausgedehnt. Es ist danach 

(9) a-(b+c+···+n)=a-b-c-···-n. 
Ein aus Additionen und Subtraktionen zusammengesetzter Ausdruck 

heißt ein Aggregat, die einzelnen Zahlen, die zu addieren oder zu sub
trahieren sind, heißen die Glieder des Aggregats. 

§ 15. Multiplikation im Bereich der ganzen Zahlen. 
1. Wenn wir die Multiplikation wie in § 9 als eine wiederholte Ad

dition derselben Zahl erklären, so können wir den Begriff auch auf den 
Fall ausdehnen, daß der Multiplikand negativ oder Null ist. Es ist dann, 
wie sich aus der Formel (9) des vorigen Paragraphen sofort ergibt, 
wenn a und b natürliche Zahlen sind: 

(1) 
(2) 

a(- b) =-(ab), 
a·O =0. 

Für einen negativen Multiplikator aber gibt diese Definition der Multi
plikation keinen Sinn, und es steht noch bei uns, welche Bedeutung 
wir diesen Zeichen geben wollen. Wir setzen also als Definition ciieser 
Multiplikatio'\1: ' 
(3) (-a)·b=-(ab), 
(4) (-a)(-b)= ab, 
(5) 0. b = 0. 
Die Formel (3) ergibt sich aus (1 ), wenn man das kommutative Gesetz 
voraussetzt, und die Formel ( 4) folgt aus der Annahme, daß (3) auch 
noch für negative b gelte, und aus § 13 (4). Die Formel (5) endlich 
folgt nach dem kommutativen Gesetz aus (2).1) 

2. Auf Grund dieser Formeln und der Festsetzungen über die Größen
anordnung der ganzen ZahJ.en ergibt sich aus dem Monotoniegesetz der 
Addition das Monotoniegesetz der Multiplikation: 

Ist a > b, so ist 
für irgendeine positive Zahl c: ac > bc 
" " negative " c: ac<bc 

dagegen ist für c = 0: ac = bc. 
In den Formeln (1) bis (5) ist für die Multiplikation beliebiger 

ganzer Zahlen a, b das kommutative Gesetz 

(6) ab= ba 
enthalten, und wir ersehen aus ihnen: 

1) A. L oewy, Lehrb. d. Algebra, Leipzig 1916, S. 888 gründet die Multipli
kation der ganzen Zahlen auf die zwei Formeln a ·1 = a und a (b + 1) =ab+ a. 
indem er festsetzt, daß sie für alle positiven und negativen Zahlen gelten sollen • 
Hiermit lassen sich die obigen Regeln für die Multiplikation beweisen. 
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Ein Produkt aus zwei Zahlen ist dann und nur dann gleich 

Null, wenn mindestens ein Faktor gleich Null ist. 
Die Multiplikationzweier positiver oderzweiernegativer 

Zahlen gibt eine positive Zahl. 
Die Multiplikation einer positiven und einer negativen 

Zahl gibt eine negative Zahl. 
3. Das assoziative Gesetz für die Multiplikation lautet: 

(7) (ab)c = a(bc) 

und läßt sich, indem man die einzelnen Fälle der Vorzeichen durchgeht, 
aus dem Gesetz für positive Zahlen und den obigen Bestimmunge_n ab
leiten. Damit ist dann aber auch der allgemeine Satz über ein Produkt 
aus beliebig vielen Faktoren: 

P= abc · · ·k, 
wie in § 9, 4. bewiesen, wonach man bei der Bildung dieser Größe erst 
zwei beliebige Faktoren vereinigen kann, und dann wieder zwei usf., bis 
man auf eine Zahl gekommen ist, und diese Zahl ist unabhängig von 
der Anordnung der Rechnung. 

Man kann hiernach über das Vorzeichen eines Produktes den folgen
den Satz aussprechen: 

Ein Produkt ist positiv oder negativ, je nachdem die An
zahl der negativen Faktoren grade oder ungrade ist. 

4 *· .Auch das distributive Gesetz bleibt für die Multiplikation 
der ganzen Zahlen gültig und damit behält auch der Satz § 10, 2. über 
das Produkt von zwei Summen für beliebige ganzzahlige Summanden 
seine Gültigkeit. .Als besonders wichtige Beispiele dieses Satzes mögen 
die drei folgenden hervorgehoben werden: 

(a + b)(a + b) oder (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 

(8) (a- b)(a- b) oder (a- b)2 = a2 - 2ab + b2 

( a + b) ( a - b) = a2 - b2• 

o. Nachdem das Produkt aus einer beliebigen .Anzahl von Faktoren 
erklärt ist. ergibt sich von selbst der Begriff der Potenz einer nega
tiven Zahl; eine solche Potenz ist positiv, wenn der Exponent eine 
grade Zahl ist, und negativ, wenn der Exponent eine ungrade Zahl ist: 
(9) (- a )n = u!', wenn n grade, 

= - a", wenn n ungrade. 

Im besondern ist also das Quadrat einer negativen Zahl 
immer positiv. 

Als besonderen Fall heben wir noch hervor: 

(10) (- 1)" = + 1, wenn n grade, 
= - 1, wenn n ungrade. 
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Diese Formel wird häufig angewandt, um knrz auszudrücken, daß 
eine von n abhängige Zahl bei gradem n poRitiv, bei ungradem n ne
gativ ist. Z. B. kann man danach die Formeln (9') so darstellen: 

(- a)" = (- 1)na". 

6*. Nach Festsetzung der Rechenvorschriften sind die Operationen 
der Addition, Subtraktion und Multiplikation im Bereich der ganzen 
Zahlen eindeutig und unbeschränkt ausführbar, d. h. jede dieser Opera
tionen zwischen ganzen Zahlen führt wieder zu einer bestimmten gan~en 
Zahl. Die ganzen Zahlen bilden einen geschlossenen Bereich in be
zug auf die Addition, Subtraktion und Multiplikation (nicht aber in 
bezug auf Potenzierung, da wir Potenzen mit negativen Exponenten 
nicht erklärt haben). 

Dritter Abschnitt. 

Division. Rationale Zahlen. 

§ 16. Division und Teilbarkeit der Zahlen. 
1. Wenn a und b natürliche Zahlen sind, so läßt sich der 

positive Multiplikator m immer so bestimmen, daß mb größer 
als a ist. 

Wenn nämlich a = 1 ist, so ist der Satz offenbar für jedes b richtig; 
denn da b > 1 ist, so braucht man nur n > 1 anzunehmen, um nb > 1 
zu erhalten. Daraus folgt aber, wenn a eine beliebige Zahl ist, nab > a, 
also mb > a, wenn m > na ist. 

Wenn b < a ist, so wird es unter allen Zahlen, für die mb > a ist, 
eine kleinste geben. Diese ist größer als 1 und soll mit q+ 1 bezeich-
net werden, so daß qb < a < (q + 1)b 

ist. Setzen wir also a- qb = r, 

so wird r = 0, falls qb = a ist, sonst positiv und kleiner als b. Daraus 
ergibt sich: 

Sind a, b zwei gegebene natürliche Zahlen und b<a, so kann 
man eine positive Zahl q und eine Zahl r, die gleich 0 oder 
größer als 0, aber kleiner als bist, so bestimmen, daß 

(1) a=qb+r 

wird, und die Zahlen q, r sind durch a und b eindeutig be
stimmt. 

Die Aufgabe, die Zahlen q und r ans gegebenen a und b zu bestim
men, heißt die Division von a durch b; a heißt der Dividendus, 
b der Divisor. Die Zahl q heißt der Quotient, r der Rest der 
Division. Man sagt, bist qmal in a enthalten und der Rest ist r. 
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Diese Aufgabe ist z. B. zu lösen, wenn es sich, wie häufig im Leben, 

darum handelt, eine Menge von a unteilbaren Dingen in b gleiche Teile 
zu teilen. Im allgemeinen wird dies nicht ohne Rest möglich sein. 

Wie die Zahlen q und r gefunden werden, wenn a und b in 
dekadischer Schreibweise gegeben sind, wird im elementaren Rechen
unterricht gelehrt. 

2. Wenn der Rest gleich Null ist, so sagt man auch: b geht in 
a auf, oder a ist durch b teilbar, oder b ist ein Divisor oder 
Teiler oder ein Faktor von a, die Division von a durch b geht 
auf, oder endlich a ist ein Vielfaches oder Multiplum·von b. 

Es ist also a durch b teilbar, wenn es eine ganze Zahl m gibt, 
durch die die Gleichung 
(2) a = mb 
erfüllt wird. Hier ist also von einer Multiplikation das Produkt a 
und ein Faktor b gegeben, und es soll der andere Faktor m gefunden 
werden. Mithin ist die Operation, durch die m bestimmt wird, die in
verse Operation zur Multiplikation. m heißt der Quotient von 
a und b. Man schreibt auch, um dies anzudeuten: 

m = a : b oder m = ~ oder m = %· 
in Worten: m ist gleich a geteilt durch b. 

Wenn man die Definition der Teilbarkeit verallgemeinert, kann 
man sagen: 

Die Zahl 0 ist durch jede positiye oder negative Zahl teil
bar. Denn die Gleichung (2) ist für jedes b befriedigt, wenn a = 0 und 
m = 0 ist. Ist a durch b teilbar, so ist a auch durch -b, sowie 
- a durch + b n•d durch - b teilbar. Der Quotient von zwei 
Zahlen mit gleichem Vorzeichen ist positiv, von zwei Zahlen 
mit verschiedenen Vorzeichen negativ. Unter den Teilern 
einer Zahl verstehen wir aber immer nur die natürlichen (positiven) 
Zahlen, welche in der gegebenen Zahl aufgehen. 

Jede Zahl ist durch sich selbst und durch die Zahll teilbar. 
Denn (2) ist befriedigt, wenn a = b und m = 1, und wenn b = 1, 
a = m ist, d. h. es ist a a a = 1 und 1 = a. 

Keine von Null verschiedene Zahl ist durch Null teilbar. 
Denn die Gleichung (2) ist für b = 0 nur dann erfüllt, wenn a = 0 ist. 
Sind aber a und b gleich Null, so kann m jede Zahl sein. 

3. Ferner ergeben sich aus der Definition folgende Sätze: 
Ist ein Faktor eines Produktes durch b teilbar, so ist das ganze Pro

dukt durch b teilbar. Es kann aber auch das Produkt durch b teilbar 
sein, ohne daß einer der Faktoren durc~ b teilbar ist; 3 · 4 ist z. B. durch 
6 teilbar, ohne daß 3 oder 4 durch 6 teilbar wäre. 
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Sind zwei Zahlen a und b durch eine dritte c teilbar, so ist auch 
a + b und a- b durch c teilbar, und dies ist als besonderer Fall in dem 
allgemeineren Satz enthalten: 

Sind mehrere Zahlen a1, a2, a3, .•• alle durch b teilbar, und 
sind c1, c2, c3, •.• beliebige Zahlen, so ist auch die Zahl 

al cl + as Cs + as Cs + . . . 
durch b teilbar. 

Nach (2) gibt es nämlich Zahlen m1, m2, m3, .•• , so daß 

... ' 
folglich ist 

a1Ct + a2c2 + a3c3 + · · · = b(m1c1 + m2c2 + m3c3 + · · ·) = b · M. 

§ 17. Größter gemeinschaftlicher Teiler. Euklidischer 
Algorithmus. 

1. Wenn zwei natürliche Zahlen a, b durch eine dritte c teilbar sind, 
so heißt c ein gemeinschaftlicher Teiler von a und b. Da ein 
Teiler einer Zahl nicht größer als diese Zahl selbst sein kann, so muß 
es unter allen Teilern zweier Zahlen a, b einen größten geben. Dieser 
heißt der größte gemeinschaftliche Teiler oder auch das größte 
gemeinschaftliche Maß der beiden Zahlen a, b, und es ist eine fun
damentale Aufgabe der Arithmetik, dieses größte gemeinschaftliche 
Maß zweier gegebener Zahlen zu finden. Diese Aufgabe löst ein schon 
bei Euklid angegebenes Verfahren, das darum der Euklidische Al
gorithmus1) oder der Algorithmus des größten gemeinschaftlichen 
Teilers heißt, den wir jetzt darlegen wollen. 

2. Es seien a und a1 die beiden gegebenen Zlttllen, deren größter 
gemeinschaftlicher Teiler gesucht ist, die wir als positiv voraussetzen. 
Sind sie einander gleich, so ist ihr Wert zugleich ihr größter gemein
schaftlicher Teiler. Wir nehmen sie also ungleich an und setzen dem
nach a > a1• Wir dividieren a durch a1 und bekommen, wenn die Di
vision nicht aufgeht, einen Rest, der kleiner als a1 ist, und den wir mit 
a, bezeichnen; nun dividieren wir a1 durch a2 und bekommen, wenn 
auch diese Division nicht aufgeht, einen Rest a3 , der kleiner als a2 ist. 
Wenn wir so fortfahren, so erhalten wir stets kleinere Reste, und es 
muß daher nach einer bestimmten Anzahl solcher Divisionen endlich 
eine Division kommen, die aufgeht. Denn die aufeinanderfolgenden Zahlen 
au a2, a3, •.• bilden als Teil der endlichen Menge der Zahlen, die gleich 
a1 oder kleiner als a1 sind(§ 6, 3.) selbst eine geordnete endliche Menge 
und müssen folglich ein letztes Element haben. Ist man bis zu diesem 
letzten Rest gekommen, so muß die Division aufgehen, und die Rech
nung ist beendet. Das V erfahren wird in den nachstehenden Formeln 

1) Euklid, EI. VII, 2. 



§ 17. Größter gemeinschaftlicher Teiler. Euklidischer Algorithmus 45 
ausgedrückt, in denen die Quotienten der Divisionen mit q, q1, ..• , q,._ 1 

bezeichnet sind: 

(1) 

Wir behaupten: 

a =q 

an-2 = qn-2. an-1 +an, 
an-1 = q,._l. a,.. 

a,. ist der größte gemeinschaftliche Teile~ von a und a1 • 

Geht man nämlich die Gleichungen rückwärts von der letzten zur 
ersten durch, so folgt aus der letzten Gleichung, daß a,. ein Teiler von 
a,._v damit aus der vorletzten, daß a .. auch Teiler von a,._ 2 , weiterhin 
von a,._ 3 usf., schließlich von a1 und a ist. Andererseits ist nach der 
ersten Gleichung jeder gemeinsame Teiler von a und a1 auch Teiler von 
a9 , also nach der zweiten auch Teiler von a3 usf., schließlich von a,.. 
Man sieht also : 

1. a,. ist ein Teiler von a und a1 . 

2. Jeder gemeinsame Teiler von a und a1 ist ein Teiler von a,.. 
Ist nun d der größte gemeinsame Teiler von a und a1 , so folgt 

aus 1.: a,. <·d, aus 2. a,. > d, 
folglich muß a,. = d 

sein. Als Korollar ergibt sich daraus noch: 
Jeder Teiler zweier Zahlen ist auch Teiler 

gemeinschaftlichen Maßes. 
Als Beispiel für diesen Algor,ithmus mag gelten: 

6552 = 14 . 44B + 280, 
448 = 1 . 280 + 168, 
280 = 1 . 168 + 112' 
168 = 1 ·112 + 56, 
112 = 2. 56 

ihres größten 

oder in übersichtlicher und leicht verständlicher Anordnung: 

14 1 1 1 2 
6552 : 448 : 280 : 168 : 112 : 56 
6272 280 168 112 112 
280 T68 112 -56 -ö 

Es ist also 56 der größte gemeinschaftliche Teiler von 6552 und 448. 
3. An Stelle der Gleichung 

a =qb + r 
kann man bei der Aufsuchung des größten gemeinschaftlichen Teilers 
auch die Gleichung a = (q + l)b _ (b _ r) 
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benutzen, und dies wird dann vorteilhaft sein, wenn b - r kleiner als r, 
also 2r größer als b ist; in diesem Fall nennt man die negative Zahl 
- (b- r) den absolut kleinsten Rest der Division von a durch b. 
Setzt man die Rechnung in dem Algorithmus (1) mit diesem absolut 
kleinsten Reste fort, so kommt man schneller zum Ziel. 

In unserem Beispiel würde die Rechnung auch so geführt werden 
können: 

oder 

6552 = 15. 448- 168, 
448 = 3 . 168 - 56' 
168 = 3. 56 

15 3 3 
6552 : 448 : 168 : 56 
6720 504 168 

-168 -56 0 

also wesentlich kürzer. 
4:. Ebenso kann man auch bei mehr als zwei Zahlen nach dem 

größten gemeinschaftlichen Teiler fragen, worunter die größte unter 
den Zahlen verstanden wird, die in allen diesen Zahlen enthalten sind. 
Die Aufgabe, diesen zu finden, kann auf die vorige zurückgeführt 
werden durch die folgende Bemerkung: 

Ist d der größte gemeinschaftliche Teiler zweier Zahlen a, b, so ist 
jeder Teiler der drei Zahlen a, b, c auch Teiler von d und c, und jeder 
Teiler von d und c ist auch Teiler von a, b, c. Demnach ist auch der 
größte gemeinschaftliche Teiler von d und c zugleich der größte gemein
schaftliche Teiler von a, b, c. 

5. Zwei Zahlen, deren größter gemeinschaftlicher Teiler gleich 1 
ist, die also außer der Einheit keinen gemeinsamen Teiler haben, heißen 
relativ primeZahlen (die eine ist relativ prim zur anderen) oder 
teilerfremde Zahlen.1) Man sagt wohl auch, indem man den selbst
verständlichen Teiler 1 nicht mitrechnet, Zahlen ohne gemein
samen Teiler. 

Solche teilerfremde Zahlen sind z. B. 3 und 7, 15 und 49, 105 und 
128. Ob zwei vorgelegte Zahlen a, b teilerfremd sind oder nicht, kann 
man immer, und zwar auch bei großen Zahlen, durch eine verhältnis
mäßig einfache Rechnung nach dem EuklidischenAlgorithmus entscheiden, 
bei dem sich, wenn a und b relativ prim sind, der größte gemein
schaftliche Teiler a,. = 1 ergeben muß. 

6. Es gilt nun der folgende Fundamentalsatz: 
Ist ein Produkt ab durch m teilbar, und sind a und m teiler

fremd, so ist b durch m teilbar. 
Man erkennt die Richtigkeit dieses Satzes aus dem Algorithmus 

1) Euklid, El. VII, Def. 12. 
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(1 ), wenn man annimmt, daß a und a1 = m relativ prim. sind. Dann 
muß sich a11 = 1 ergeben, also: 

(2) 

an-:il = qn-s·a,._l + 1, 
und durch Multiplikation aller dieser Formeln mit b: 

ba = q ·ba1 + ba2 , 

(3) ba1 = q1 ·ba2 + ba8 , 

ban_ 2 = q,._ 9 ·ba,._ 1 + b. 
Ist nun ba durch a1 teilbar, so folgt aus der ersten Gleichung, daß auch 
ba2 durch a1 teilbar ist, ferner aus der zweiten, daß auch ba3 durch a1 
teilbar ist usw. (vollständige Induktion), daß also alle ba11 ba1, ba8, •• • , 

ba.,_ 11 b durch a1 = m teilbar sein müssen. Darin ist aber der zu be
weisende Satz enthalten. 

Sind a und b zwei Zahlen mit dem größten gemeinschaftlichen 
Teiler d, und ist 
(4) a =da', b = db', 
so sind a' und b' teilerfremd. Denn hätten diese beiden Zahlen noch 
einen gemeinschaftlichen Teiler e > 1, so wäre ja a und b durch de 
teilbar, und d wäre nicht der größte gemeinschaftliche Teiler. 

7. Eine Zahl, die durch jede der beiden Zahlen a, b teilbar ist, heißt 
ein gemeinschaftliches Vielfaches (Multiplum) der beiden Zahlen 
a und b. Unter allen gemeinschaftlichen Vielfachen dieser beiden 
Zahlen muß eines das kleinste sein, und alle anderen sind durch dieses 
kleinste teilbar. 

Denn ist eine Zahl m durch a und durch b teilbar, so ist sie auch 
(in der Bezeichnung (4)) durch da' teilbar, hat also die Form 

m = da'n. 
Soll diese Zahl noch durch db' teilbar sein, so muß a'n durch b' 

und folglich, da a' und b' relativ prim sind (nach 6.), n durch b' teilbar 
sein. Ist n = b'e, so ist m = da'b'e. 

Es ist also jede durch a und durch b teilbare Zahl durch da'b' = abjd 
teilbar, und abjd ist daher das kleinste gemeinschaftliche Viel
fache1) der beiden Zahlen a und b. 

Dieses kleinste gemeinschaftliche Vielfache ist also bekannt, sobald 
der größte gemeinschaftliche Teiler ven a und b ermittelt ist. 

8. Ebenso wie beim größten gemeinschaftlichen Teiler können wir 
auch den Begriff des kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen auf ein 
System von mehr als zwei Zahlen übertragen. Man erhält das kleinste 

1) Euklid, El. VII, 34. 
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gemeinschaftliche Vielfache einer Anzahl von Zahlen a, b, c, d, . . . da
durch, daß man irgend zwei dieser Zahlen, etwa a, b, herausgreift und 
durch ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches ersetzt. Dadurch hat 
man eine Zahl weniger und man fährt dann in derselben Weise so lange 
fort, bis nur eine einzige Zahl übrig geblieben ist. 

§ 18. Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen. 

Eine natürliche Zahl, die außer sich selbst und der Einheit keinen 
Teiler hat, heißt eine Primzahl. Zahlen, die mehr Faktoren haben, 
heißen zusammengesetzte Zahlen. Die Zahl1 nimmt eine Ausnahme
stellung ein; sie ist die einzige, die nur einen Divisor hat, während alle 
anderen mindestens zwei Teiler haben. Es ist in mancher Hinsicht 
zweckmäßig, die Zahl 1 nicht mit zu den Primt~ahlen zu rechnen, so 
daß man dreierlei Arten von Zahlen zu unterscheiden hat: die Einheit, 
die Primzahlen und die zusammengesetzten Zahlen. Es ist dies 
natürlich eine reine Zweckmäßigkeitsfrage, und es wird auch in der 
Tat häufig die Einheit mit zu den- Primzahlen gerechnet, wie es auf 
den ersten Blick natürlicher erscheint. Wir wollen aber die Unter
scheidung zwischen der Einheit und den Primzahlen machen, weil sich 
dann manche Sätze kürzer aussprechen lassen. 

Von den Primzahlen gelten folgende Sätze: 
1. Wenn ein Produkt zweierZahlen ab durch eine Prim

zahl p teilbar ist, so muß wenigstens der eine der Faktoren 
a, b durch p teilbar sein. 1) 

Denn wenn a nicht durchp teilbar ist, so sind a undp relativ prim, 
weil p eben keinen anderen Teiler als p und 1 hat. Wenn daher ab 
durch p teilbar ist, so ist b nach § 17, 6. durch p teilbar. 

Der Satz läßt sich ohne weiteres dahin verallgemeinern: 
Ist ein Produkt aus mehreren l!'aktoren a, b, c, d, ... durch 

eine P:rimzahl p teilbar, so ist wenigstens einer der Faktoren 
durch p teilbar. 

2. Jede zusammengesetzte Zahlmist auf eine und nur auf 
eine Weise als ein Produkt aus Primzahlen darstellbar oder, 
wie man sich ausdrückt, in Primfaktoren zerlegbar. 

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir zunächst, daß jede zu
sammengesetzte Zahl m wenigstens durch eine Primzahl teilbar ist. 
Denn ist m zusammengesetzt, so hat es einen Teiler m1 , der kleiner als 
m und größer als 1 ist. Ist m1 selbst noch zusammengesetzt, so muß 
es wieder einen kleineren Teiler m, haben, und wir kommen also, wenn 
wir diesen Schluß fortsetzen, endlich zu einem Teiler, der eine Primzahl 
sein muß. Ist also p1 ein Primteiler von m und 

(1) 

1) Euklid, El. VII, 30. 
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so ist m1 kleiner als m, und muß, wenn es keine Primzahl ist, wieder 
einen Primteiler p2 haben. Ist dann 
(2) m = p1p1 m1 , 

so können wir ebenso weiter schließen, und gelangen wiederum dazu, 
daß endlich einer der Faktoren m11 m2, ••• eine Primzahl sein muß~ da 
es nicht ohne Ende natürliche Zahlen gibt, die kleiner als eine ge
gegebene Zahl m sind. Demnach gibt es eine Zerlegung von m in Prim
faktoren, deren Anzahl n sei: 

(3) m = P1PsPs · · .p,.. 
Unter den Primzahlen p17 p2, •• • , p,. kann natürlich auch dieselbe mehr
mals vorkommen, und gleiche Primfaktoren lassen sich zu einer Potenz 
zusammenfassen. Wir können dann, wenn :n:mal die Primzahl p, xmal 
die Primzahl q, Qmal die Primzahl r usf. vorkommt, schreiben: 
(4) m = p7tq"~ .. . , 
worin jetzt die Primzahlen p, q, r, ... voneinander verschieden sind, 
:n: + x + Q + · · · = n ist. 

Daraus folgt dann auch leicht, daß diese Zerlegung 'nur auf eine 
Weise möglich ist. Denn nach 1. kann in der durch die Formel ( 4) 
zerlegten Zahl m keine andere Primzahl aufgehen, als p, q, r, ... , und 
die Primzahl p kann nicht öfter als :n:mal, q nicht öfter als xmal darin 
aufgehen usf. 

3. Die Menge der Primzahlen ist unendlich.1) 

Sei nämlich «, ß, y, ... , w die Reihe der Primzahlen von der ersten 
an bis zu einer bestimmten Primzahl w und bilden wir das um 1 ver
mehrte Produkt dieser Zahlen: 

(5) a = «ßr . .. w + 1, 
so ist diese Zahl a größer als w und kann doch durch keine Primzahl 
der Reibe a, ß, r, ... , w teilbar sein; denn bei der Division von a 
durch jede dieser Primzahlen bleibt der Rest 1. Es muß also .Q ent
weder selbst eine Primzahl sein oder durch eine Primzahl über w teil
bar sein. Folglich gibt es, wie groß auch die Primzahl w ist, immer 
noch Primzahlen > ro. 

Man kann auch, wenn n irgendeine natürliche Zahl ist, das um 1 
vermehrte Produkt aller Zahlen von 1 bis n, also die Zahl 

N = (1 · 2 · 3 .. · n) + 1 
betrachten. Sie ist durch keine der Zahlen 2, 3, ... n teilbar, folglich 
muß es, wie groß man auch n annimmt, immer noch Primzahlen> n 
geben, oder genauer, es muß Primza)llen geben, die zwischen n und N 
liegen. (Mündliche Mitteilung von 0. Szasz.) 

1) Euklid, El IX, 20. Einen zweiten sehr einfachen -Beweis dieses Satzes 
von E. Kummer werden wir in § 60 kennen lernen. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopädie I. 4. Auf!. 4 
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Die Auffindung der Primteiler einer zusamm~ngesetzten Zahl oder die 
Entscheidung darüber, ob eine vorgelegte Zahl Primzahl sei oder nicht, 
ist weit schwieriger als etwa die Auffindung des größten gemeinschaft
lichen Teilers zweier gegebenen Zahlen. Eine allgemeine direkte Me
thode zur Lösung dieser Aufgabe besitzen wir nicht, wie denn überhaupt 
die Erforschung der Verteilungsgesetze der Primzahlen zu den tiefsten 
Problemen der Arithmetik gehört. Hier mag noch folgendes bemerkt 
werden. 

4. Es gibt einfache Kennzeichen dafür, ob eine gegebene dekadisch 
geschriebene Zahl N durch die ersten Primzahlen 2, 3, 5 teilbar ist. Es 
sei nämlich, wenn die Zahl N mit n Ziffern geschrieben wird, 

N= {a1 a 2 .•• a,.} = a1 ·10"- 1 + a2 ·10"- 2 + · · · + a,;_ 1 ·10 + a". 

Da nun 10 und alle seine Potenzen durch 2 und durch 5 teilbar sind, 
so wird N durch 2 oder durch 5 teilbar sein, wenn a,., d. h. die 
letzte Ziffer von N, durch 2 oder durch 5 tei~bar ist. 

Zur Vervollständigung können wir noch beifügen, da 100 durch 4 
und durch 25 teilbar ist, daß N durch 4 oder durch 25 teilbar sein 
wird, wenn' a,._1 10 +an, d. h. die aus den beiden letzten Ziffern 
{ a,._ 1 a,.) von N dekadisch geschriebene Z~hl durch 4 oder durch 25 
teilbar ist. Und auf dieselbe Weise lassen sich Kriterien der Teilbarkeit 
durch 8 oder durch 125 angeben und ähnlich mit höheren Potenzen 
von 2 oder von 5. 

Bezeichnen wir ferner mit q die sogenannte Quersumme von N, 
d. h. die Summe der Ziffern ohne Rücksicht auf' ihren Stellenwert: 

q = a1 + a2 + · · · + a,., 
so ist 

N- q = a1 (10"- 1 - 1) + a2 (10"- 2 - 1) + · · · + a,._ 1 (10- 1), 

und da nun 10- 1 = 91 102 - 1 = 99, 108 -1 = 999, ... alle 
durch 9 teilbar sind, so ist auch N -q durch 9 teilbar. Wenn also von 
den beiden Zahlen N, q die eine durch 3 oder durch 9 teilbar ist, so 
gilt das gleiche von der anderen, und wir erhalten die Regel: 

Eine Zahl N ist durch 3 oder durch 9 teilbar, wenn ihre 
Quersumme durch 3 oder durch 9 teilbar ist. 

Ähnlich ergibt sich, wenn wir mit q' die Summe 

q' = a,.- a,._ 1 + a,._ 2 - a"_ 8 + · · · ± a1 bezeichnen, 

N- q' = a,._ 1(10 + 1) + a,._ 2 (1011 - 1) + a"_ 8 (108 + 1) + · ·. 
und da nun 10 + 1 = 11, 102 - 1 = 99, 108 + 1 = 1001, ... durch 
11 teilbar sind, so folgt, daß N gleichzeitig mit q' durch 11 teilbar 
ist oder nicht. 
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5*. Eine recht einf~~oche TeUbarkeitsregel, die für viele Divisoren an

wendbar ist, ~t die folgende 1): 

Es sei m nicht durch 2 oder 5 teilbar und 10 1-' + 1 das kleinste mit 1 
endigende Vielfache von m. (Ein solches gibt es, wie man leicht sieht, 
immer.) Die nach Wegstreichung der Ziffer 1 übrig bleibende Zahl I" 
heiße die Teilbarkeitszahl von m. Um die Teilbarkeit irgend einer 
Zahl n = 10a + a durch m zu untersuchen, multipliziere man die Einer a 
mit der Teilbarkeitszahl I" und ziehe das Produkt von der·nach Streichung 
der Einer übrig bleibenden Zahl a ab. Man erhi\lt dann eine Zahl n '= a- a ""' 
und nur wenn diese durch m teilbar ist, ist es auch n. Ist n' = 10a' + a', 
so berechnet man ebenso n" = a'- a'~.&, und in dieser Weise fortfahrend 
gelangt man schließlich zu einer genügend kleinen Zahl, deren Teilbarkeit 
durch m man sofort beurteilen kann. 

Ist die Teilbarkeitszahl 1-' > ~, so kann man dafür die komplemen

täre Teilbark1:1itszahl ii; = m- p. nehmen und hat dann das Produkt 
der Einer a mit ii; zu der Zahl a zu addieren. 

Beweis. Es ist n' = a- «/.f., also 

10n' = 10a- 10af' = 10a + a- a(10~-t + 1) 

= n- a(10p. + 1). 

Nach Voraussetzung ist 10~-t + 1 durch m teilbar, also ist n nur durch 
m teilbar, wenn n' es ist, weil m zu 10 teilerfremd ist. 

Nimmt man die komplementäre Teilbarkeitszahl, so ist 

n' = a + aii; = a + a(m - ~.&) 

und lOn' = 10a +"10a(m- f.') 
= 10a + a + 10am- a(10~-t + 1) 
= n + 10am- a(10~.& + 1'), 

woraus ebenso wie oben zu schließen ist, daß n nur gleichzeitig mit n' durch 
m teilbar ist. 

Für m . 3, 9, 11 gibt der Satz, wie man leicht sieht, die bekannten 
oben angegebenen Teilbarkeitsregeln. 

Für m = 7 ist 1-t = 2, man hat also das Doppelte der Einer von der 
nach Streichung der Einer übrig bleibenden Zahl abzuziehen. 

Beispiel: n = 588152243 
6 

218 
16 

505 
10 

588140 
16 
42 durch 7 teilbar, also auch n. 

1) Vgl. Züge, Arcb. d. Math. u. Phys. (3) 4: (1903) mit Hinweisen auf ältere 
Literatur. 

4* 
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Für m = 13 ist I"' = 9, also fi = 4 und man hat das 4fache der Einer 
zu der· nach Streichung der Einer übrig bleibenden Zahl zu addieren. 

Beispiel: n = 7 4546589 
36 

694 
16 

485 
20 

568 
32 

488 
32 

780 durch 13 teilbar, also auch n. 
Für m = 19 ist I"' = 17, also Ii = 2; man hat das Doppelte der Einer 

zu der nach Streichung der Einer übrig bleibenden Zahl zu addieren. 
6. Wenn die Zahl m keine Primzahl ist, so kann sie in zwei Fak

toren zerlegt werden, deren jeder größer als 1 ist. Ist also m =ab und 
a < b, so ist a2 < m, und es muß also unter den Faktoren von m 
wenigstens einen geben, dessen Quadrat nicht größer ist als m. Um 
also festzustellen, ob eine vorgelegte Zahl m eine Primzahl ist oder 
nicht, wird man zunächst nach 4. untersuchen, ob sie durch 2, 3, 5, 11 
teilbar ist. Ist das nicht der Fall, so dividiert man weiter durch alle 
Primzahlen, deren Quadrat nicht größer ist als m, die man als bekannt 
voraussetzen muß, und wenn alle diese Divisionen nicht aufgehen, so 
ist sie gewiß eine Primzahl. Wenn also z. B. eine Zahl unter 100 durch 
2, 3, 5, 7 nicht teilbar ist, so ist sie eine Primzahl. Desgleichen hat 
man bei Zahlen bis zu 10000 nur die Divisionen mit den Primzahlen 
unter 100 zu versuchen usf. 

7. Die Frage nach der Ermittlung der Primzahlen hat schon die Mathe
matiker des Altertums beschäftigt. Von Eratosthenes ist uns unter dem 
Namen "Sieb" ( x6uxtvov cribrum Eratosthenis) ein Bruchstück erhalten, in 
dem eine einfache Methode gelehrt wird, um alle Primzahlen bis zu einer 
gegebenen Grenze zu ermitteln. Sie besteht in folgendem: 

Man schreibe alle Zahlen bis ·zu der vorgeschriebenen Grenze der Reihe 
nach auf und beginne dann von der ersten Primzahl 2 an jede zweite Zahl 
durchzustreichen. Dann sind alle Vielfachen von 2 (nicht aber 2 selbst) 
durchgestrichen. Hierauf zähle man von der nächsten stehen gebliebenen 
Zahl, also von 3 an weiter, die bereits durchstrichenen Zahlen mitzählend, 
und durchstreiche jede dritte Zahl, und so fahre man fort, immer von der 
nächstfolgenden nicht durchstrichenen Zahl an so viel weiter zu zählen und 
durchzustreichen, als diese Zahl angibt. Was schließlich noch stehen geblieben ist, 
sind allein die PrimzahJen. Nach 6. braucht man damit aber nur so lange fort
zufahren, als das Quadrat der Ausgangszahl einer Zählung nicht größer ist als 
die größte Zahl der Reihe. So hätte man z. B. bei der Ermittlung der Primzahlen 
unter 121 = 112 nur die Vielfachen von 2, 3, 5, 7 zu durchstreichen.1) 

1) P. Stäckel (Heidelb. Akad. 1917) hat das Verfahren des Eratosthenes zum 
Ausgangspunkt für tiefere zahlentheoretische Untersuchungen genommen. 
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Die Anwendung des Siebes sowohl wie die unmittelbare Division durch 

die bekannten Primzahlen erreicht natürlich bei großen Zahlen bald eine 
Grenze, über die sie der allzugroßen Rechnungen wegen nicht mehr zum 
Ziele führen können. Die Ermittlung der Teiler sehr großer Zahlen oder 
die Entscheidung darüber, ob sie Primzahlen sind, gehört zu den schwierigsten 
Aufgaben der Mathematik. Man hat sich darum bemüht, die Faktoren der 
Zahlen und die Primzahlen unter einer gewissen Grenze in Tabellen zu
sammenzustellen. Man hat jetzt solche Faktorentafeln 1) bis 107 und kennt 
dadurch alle Primzahlen unter 10000000. Ihre Anzahl beträgt 664579. 
Unter hundert gibt es 25, unter tausend 168, unter zweitausend 303 Prim
zahlen. Meissel (Math. Ann. 2 (1870), 3 (1871)) hat ein sinnreiches Ver
fahren angegeben, um die Zählung der Primzahlen in einem Gebiet auf die 
Zählung in einem kleineren Gebiet zurückzuführen. So fand er (Math. Ann. 
21 (1883)), daß es unter 100 Millionen 5 761455 Primzahlen gibt. Die 
größte bekannte Primzahl ist 2) 

~ 261 - 1 = 2305843009213693951. 

Zur Zerlegnng sehr großer Zahlen hat man die Hilfsmittel der höheren 
Arithmetik herangezogen, im besonderen die Theorie der quadratischen Formen. 

§ 19. Brüche. 
1*. Wir haben§ 16, 2. gesehen, daß die Division einer Zahl a durch 

eine andere Zahl b, wenn a durch b teilbar ist, als die inverse Operation 
zur Multiplikation aufgefaßt werden kann. Die Aufgabe der Division 
lautet hiernach: 

Es soll eine Zahl bestimmt werden, die mit einer gegebenen 
Zahl multipliziert, ein gegebenes Produkt ergibt. Oder anders 
ausgedrückt: Es soll eine Zahl x aus ~er Gleichung 

bx=a 
bestimmt werden. Die gesuchte Zahl x schreibt sich in der Form 

a x = a : b oder x = b , 

d. h. man versteht unter : diejenige Zahl, die mit b multipliziert, 
die Zahl a ergibt: 

~ · b = a. 

1) Solche Tafeln sind von L. Chernac berechnet bis 1020000, von J. Ch. 
Burckhardt bis 3036000, von Z. Da·se für die 7te bis 9te Million, von Glaisher 
für die 4te bis 6'" Million, die umfangreichste von Lehmer, Factor tables for 
the first ten millions. Publications of the Carnegie Instit. Washington 1910. 
Eine kleinere Tafel für den Handgebrauch (bis zu 400000) findet sich in der 
"Sammlung mathematischer Tafeln'' nach Vega, h~rausgegeben von Hülsse. 
Berlin 1865, ein Bericht über solche Tafeln in Gauß' Werken 2, 181 f. Eine 
Tafel aller Primzahlen bis 10 006 721 hat Lehm er, Publ. of Carnegie Instit. 
Washington 1914, herausgegeben. 

2) Dies ist zuerst von Seelhoff konstatiert und später von anderen be
stätigt worden (Ztschr. f. Math. u. Phys. 81 (1886)). Nach Powers, Am. Math. 
Monthly 18 (1911) ist auch 289-1 Primzahl. 
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Das Zeichen : hat zunächst für uns nur einen Sinn, wenn a ein Viel

faches von b ist. Wie wir aber früher die Umkehrung der Addition 
verallgemeinert haben und dadurch zur Einführung einer neuen Zahlen
art, der negativen Zahlen, veranlaßt wurden, so können wir auch die 
Aufgabe der Division verallgemeinern, aber nur wenn wir das Reich 
der Zahlen abermals erweitern und neben den bisher benutzten ganzen 
Zahlen neue Zahlen, die gebrochenen Zahlen oder Brüche, ein
führen. Dies geschieht, indem wir uns zunächst in formaler Weise ein 
Begriffssystem bilden und eine Vorschrift des Rechnens feststellen. 
Aber dieses neue Zahlensystem ist dann wiederum geeignet, um gewisse 
Beziehungen der Dinge der Außenwelt darzustellen oder abzubilden. 

2. Zu dem Begriff eines Bruches gelangen wir am einfachsten auf 
folgendem Wege. Es sei m ein Zeichen, das jede Zahl der ganzen 
Zahlenreihe bedeuten kann (Null, positiv, negativ) und n ein Zeichen 
für eine positive Zahl. Das aus diesen beiden Zeichen zusammen-

gesetzte Zeichen m;,. oder m, gesprochen: m (geteilt) durch n oder m n 
nta1, ist also durch irgend zwei Zahlen m und n vollständig bestimmt. 
Man nennt es eine gebrochene Zahl oder einen Bruch; m heißt der 
Zähler, n-der Nenner des Bruches.1) 

Es werden nun folgende Festsetzungen getroffen: 
1. Der Wert eines Bruches sollungeändert bleiben, wenn 

man Zähler und Nenner mit derselben (positiven) Zahl multi
pliziert, d. h. es soll 

(1) 
sem. 

m =~m 
n qn 

Danach kann ein gemeinsamer Teiler im Zähler und Nenner eines 
Bruches weggelassen werden, ohne daß der Bruch in seinem Wert ge
ändert wird, z. B. t = t = ~ usf. 

Die Unterdrückung eines gemeinschaftlichen Teilers, also das Er-

setzen von 'l!!! durch m, heißt den Bruch mit q heben oder kürzen. qn n 

Die umgekehrte Operation, d. h. das Ersetzen von '/11,_ durch qm heißt 
n qn 

den Bruch mit q erweitern. 
Es gibt nach dieser Festsetzung für jeden Bruch beliebig viele ver

schiedene Formen, die alle denselben Wert bezeichnen; unter diesen 
gibt es eine gewisse einfachste Form, die man auch die reduzierte 
Form nennt; man erhält sie, wenn man mit dem größten gemeinschaft
lichen Teiler von Zähler und Nenner hebt. In einem reduzierten Bruch 
sind Zähler und Nenner relativ prime Zahlen. 

1) Die Bezeichnung "Bruch" ist eine Übersetzung des Ausdrucks numerus 
ruptus bei Leonardo von Pisa (in späteren mittelalterlichen Schriften fractio) und 
dieses ist wiederum eine wörtliche Übersetzung des arabischen al-kasr. 
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Wir können mehrere Brüche immer so darstellen, daß der Nenner 
in allen derselbe wird. Wir brauchen nur als gemeinschaftlichen 
Nenner irgendein gemeinschaftliches Vielfaches m der einzelnen 
Nenner zu nehmen und dann durch Erweitern die gegebenen Brüche 
alle auf diesen Nenner zu bringen. Z. B. können wir drei beliebige 

Brüche !!'__ _b -~ so darstellen, wenn wir n = a1 b1 c1 setzen: 
al' bl' t;_ 

a ab1 c1 b bc1 a1 j _!!_ = ca1 b1 • 

a1 = -n-'' b1 = -n- 1 c1 n 

Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller Nenner einer 
Anzahl von Brüchen heißt der Hauptnenner dieser Brüche. 

2. Zwei Brüche mit demselben Nenner sollen dann und nur 
dann einander gleich sein, wenn sie auch denselben Zähler 
haben. Andernfalls soll der der größere sein, der den grö
ßeren Zähler hat. 

Diese Festsetzung ist infolge des Monotoniegesetzes der Multipli
kation verträglich mit der Bestimmung 1. Auch ist die Grundvoraus
setzung für jede Größenfestsetzung befriedigt: Sind a, ß, r drei Brüche 
und IX> ß, ß > r, so ist auch IX> r· Wir können die Größenbe
stimmung aucq in die Formel zusammenfassen: 

S . d a p· b · B ·· h · t 1n a = -, =-b zwei ruc e, so 1s 
at 1 

(2) a; ß, je nachdem ab1 ; ba1 • 

Dies ergibt sich, wenn man die beiden Brüche mit dem gemeinsamen 
Nenner a1 b1 darstellt: b b 

a=~ ß=~· 
albt' atbt 

Sind zwei reduzierte. Brüche einander gleich: ~ = bb , also nach (2) 
al 1 

ab1 = ba11 so folgt nach § 17, 6., da a und a1 und ebenso b und b1 re-
lativ prim sind, daß a ein Teiler von b, aber auch b ein Teiler von a sein 
muß und ebenso a1 ein Teiler von b17 aber auch b1 ein Teiler von a1• 

Das ist aber nur möglich, wenn a1 = b1 (weil a1 und b1 positiv sind) und 
a = b ist. Es besteht also der Satz: 

Es gibt für jeden Bruch nur eine reduzierte Form. Weiß man von 

zwei Brüchen !!'__ und _bb_, daß sie reduziert und einander gleich sind, so 
al 1 

müssen die Brüche identisch, d. h. a = b und a1 = b1 sein. 

3. Das Zeichen T soll wie früher die Bedeutung 

a 
~ f=a 

haben, d. h. ein Bruch mit dem Nenner 1 soll gleich der ganzen Zahl 
sein, die den Zähler bildet. Es ist also t = 1, folglich nach (1) auch 

(4) !!'__=1. 
a 
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Ferner ist, wenn a = mb ist, nach (1) 
a rnb m 
b-=b =T=m. 

Es hat also, sobald a ein Vielfaches von b ist, das Zeichen : dieselbe 
Bedeutung wie früher (§ 16). 

Durch (3) sind die ganzen Zahlen unter die Reihe der gebrochenen 
Zahlen eingeordnet. Die früher festgesetzte Gr(Jßenordnung der ganzen 
Zahlen ist in der für die Brüche geltenden enthalten. Ein Bruch mit 
den Zähler 0 hat den Wert O, Brüche mit positivem Zähler sind positiv, 
mit negativem Zähler negativ. 

Hierdurch ist die Gesamtheit der gebrochenen Zahlen mit Einschluß 
der ganzen positiven und negativen Zahlen in eine Reihe geordnet, die 
wir die Reihe der rationalen Zahlen nennen. Ebenso wie bei den 
ganzen Zahlen unterscheiden wir auch bei den rationalen Zahlen den 
absoluten Wert von dem relativen Wert. Bei dem absoluten Werte 
werden nur die absoluten oder positiven Werte miteinander verglichen, 
während bei der relativen .Anordnung die negati ~en Zahlen immer kleiner 
sind als die positiven, und von zwei negativen die die größere ist, die 
den kleineren absoluten Wert hat. Ein Bruch, dessen absoluter Wert 
kleiner als 1 ist, heißt ein echter Bruch. Ein echter Bruch ist also 
nach (2) ein solcher, dessen Zähler dem absoluten Werte nach kleiner· 
als der Nenner ist. 

3. Um ein anschauliches Bild und zugleich eine wichtige Anwendung 
der Brüche auf reale Dinge zu erhalten, teilen wir auf der Geraden, die 
uns die ganzen Zahlen veranschaulicht hat (Fig. 1), jedes Intervall in 
eine bestimmte Anzahl, etwa n gleiche Teile und zählen auf den so ge
wonnenen Teilpunkten (mit Einschluß der schon in Fig. 1 vorhandenen) 

vom Nullpunkt aus in positiver Richtung die Zahlen + 1 , ±~, + 3 , ... , n n n 
· t· R. ht d. z hl - 1 - 2 - 3 D. p m nega 1ver IC ung 1e a en -~- , -·, -- , . . . . 1ese unkte n n n 
geben dann ein Bild der Größenordnung aller der Brüche, die den 
Nennern haben oder durch Heben oder Erweitern auf den Nenner n 
gebracht werden können. In den Anwendungen, etwa bei Maßstäben, 
wird gewöhnlich n gleich 10 oder gleich einer Potenz von 10 ange
nommen. 

4:. Aus (2) folgt, daß von zwei positiven Brüchen mit dem
selben Zähler der der kleinere ist, der den größerenN enner 
hat. Denn wenn a = b und a1 > b11 so ist ab1 < ba1 • Man kann da
her beliebig viele Brüche finden, deren absoluter Wert kleiner ist als 
der eines gegebenen Bruches. So wird der Bruch 1/., um so kleiner, je 
größer n ist, und man kann, wenn a;b ein beliebig gegebener positiver 
Bruch ist, n so groß annehmen, daß 1/n < a;b. Dieser Satz ist ein be
sonderer Fall des allgemeineren: 
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Sind a, {J zwei beliebige ungleiche rationale Zahlen, so 
kann man beliebig viele rationale Zahlen finden, die der Größe 
nach zwischen a und {J liegen. 

Es sei nämlich a = !!:_, {J = bb und a < {J, also ab1 < ba1 und folg-
at 1 

lieh ba1 - ab11 eine positive ganze Zahl. Man kann daher den Multi-
plikator q so bestimmen, daß q(ba1 - ab1) größer als eine beliebige 
Zahl r wird (§ 16, 1), daß also beliebig viele ganze Zahlen zwischen 
qab1 und qb~ liegen. Ist x eine solche Zahl, so ist 

qab1 < x < qb~ 
und folglich 

a x b 
-<~<-· at qat bt bt 

5*. Nach diesem Satz ist es nicht möglich, die rationalen Zahlen, 
wie die ganzen Zahlen, ihrer Größe nach derart in eine bestimmte Reihen
folge zu bringen, daß man zu einer rationalen Zahl eine unmittelbar 
benachbarte kleinere oder größere rationale Zahl angeben kann. 

Geometrisch bedeutet der Satz, daß man zwischen zwei rationalen 
Punkten der Geraden beliebig viel neue rationale Punkte einschalten 
kann. Das ist anschaulich evident; es heißt nichts anderes, als daß man 
jede Strecke in eine beliebige Anzahl gleich großer Teile teilen kann. 
Man sagt, die rationalen Punkte liegen überall dicht. 

Bei der Darstellung der rationalen Zahlen durch die Teilpunkte eines 
Maßstabes verbindet sich mit dem Begriff des .Abnehmens der absoluten 
Werte die Vorstellung von einer immer kleiner werdenden Strecke, und 
ähnlich ist es bei allen .Anwendungen der gebrochenen Zahlen auf reale 
Dinge. Begrifflich liegt aber in der getroffenen Festsetzung über die 
Größenordnung nichts von einer objektiven Kleinheit oder Größe. 

6. Wir haben bisher den Bruch ~ nur für positive Nennen~ erklärt, n 
und im Grunde genommen ist dies auch ausreichend. Manchmal ist es 
aber zweckmäßig, auch negative Nenner zuzulassen. Nur die Zahl 
Null wollen wir als Nenner nicht benutzen. Wir erklären diese 
Brüche mit negativem Nenner durch die Gleichung: 

(5) m -m ------ = --- -- = - -·· . 
-n n n 

Damit ist dann die Beschränkung der Formel (1 J auf positive Zahlen q 
aufgehoben. Man kann dafür irgendeine ganze Zahl (außer 0) nehmen. 

§ 20. Rechnen mit Brüchen. 
1. Um Brüche zu addieren oder zu subtrahieren, bringt man 

sie nach § 19 auf denselben Nenner, am besten auf den Hauptnenner. 
Diese Operation heißt auch das Einrichten oder Gleichnamig
machen der Brüche. 



58 III. Division. Rationale Zahlen § 20. 

Wenn dann a b 
a=n, ß=-n 

ist, so definieren wir als Summe' und als Differenz: 
a+b a-b 

(1) a + ß = -n ~-, a - ß = -n- · 

Haben a und ß nicht denselben Nenner, sei also a · .!!:._, ß = bb , so 
at 1 

werden sie gleichnamig, wenn man den ersten Bruch mit b11 den zweiten 
mit a1 erweitert. Dann wird 

(2) a + ß = ~-~1-+ b a1 , a _ ß = a b1 - b a1 . 

atbt atbt 

So erhält man als Summe und als Differenz von irgend zwei Brüchen 
wieder einen Bruch, aber nicht immer in reduzierter Form ( z. B. t 
+ 1\ = /2 + f2 = 1\ = j). Das Resultat ist unabhängig von der beson
deren Form, in der a, ß angenommen sind; denn wenn wir a und ß mit 
q erweitern, so erscheint auch a ± ß in einer durch q erweiterten Form. 

Hiernach ist die Bildung von Summen aus beliebig vielen gebrochenen 
Zahlen von selbst klar, und auch die Gesetze, die wir in § 8 und § 14 
für das Rechnen mit ganzen Zahlen kennen gelernt haben, gelten hier 
unverändert. Es ist überhaupt das Rechnen mit Brüchen, sofern es sich 
nur um Addition und Subtraktiqn einer bestimmten Anzahl von Brüchen 
handelt, nichts anderes als das Rechnen mit ganzen Zahlen, angewandt 

auf eine bestimmte Art von Dingen, deren Einheit _!._ heißt. Was dem n 
Bruchrechnen eigentümlich ist, ist nur das vorläufige Einrichten der 
Brüche und zuletzt im Endresultat das Heben überflüssiger Faktoren. 

2. Multiplikation. Unter dem Produktzweier Brüche .!!:._ und _bb 
at 1 

verstehen wir den Bruch _a bb • Es ergibt sich daraus also die Vor
al 1 

schrift, die wir gleich auf das Produkt aus beliebig vielen Faktoren 
ausdehnen können: 

Um Brüche zu multiplizieren, multipliziert man sämt
liche Zähler und sämtlicheN enner miteinander. Das Produkt 
der Brüche ist ein Bruch, der zum Zähler das Produkt der 
Zähler und zum Nenner das Produkt der Nenner hat. 

Im Resultat kann man natürlich unter Umständen gemeinsame Fak
toren im Zähler und im Nenner heben. Die Multiplikation ganzer 
Zahlen ist als Spezialfall in dieser Multiplikation enthalten. Daß das 
kommutative und das assoziative Gesetz auch für diese Art der 
Multiplikation gilt, ist eine unmittelbare Folge der Definition, weil diese 
Gesetze im Zähler und im Nenner des Produktes gelten. Aber auch 
das distributive Gesetz bleibt nach den Festsetzungen über die 
Addition und Multiplikation bestehen und damit gelten auch für die 
Multiplikation der rationalen Zahlen dieselben Gesetze wie bei den 
ganzen Zahlen. 
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So gilt auch für die Zeichenbestimmung dieselbe Regel, wie früher, 

nämlich, daß das Produkt positiv oder negativ ist, je nachdem die An
zahl der negativen Faktoren gerade oder ungerade ist. 

Ein Produkt ist auch hier dann und nur dann= 0, wenn 
mindestens ein Faktor= 0 ist. 

Eine Abweichung findet aber in bezug auf die Ordnung der abso
luten Größe statt. Es gilt nämlich jetzt der Satz: 

Das Produkt aß ist dem absoluten Werte nach kleiner oder 
größer als a, je nachdem ß ein echter oder ein unechter Bruch 

ist. Denn setzen wir a = ~, ß = bb, so ist aß nach § 19 (2) kleiner 
al 1 

oder größer als a, je nachdem aa1 b kleiner oder größer als aa1 b1 , also, 
wenn a, a1 positiv vorausgesetzt werden, je nachdem b < b1 oder b > b11 

d. h. je nachdem ß ein echter Qder ein unechter Bruch ist. 
3. Sind a, ß, r Brüche, so kann, wenn r von Null verschieden ist, 

nur dann ar = ßr sein, wenn a = ß ist. Dies ergibt sich aus§ 19, (2). 

Denn ist IX=~. I~= bb' r =-~.so ist, wenn IX'Y = ßr ist: a1 1 c1 

ac bc 
a1 C1 b1 C1 

oder, wenn man den ersten Bruch mit b17 den zweiten mit a1 erweitert: 

acb1 = bca1 

und da c von Null 
satz von § 9: 

verschieden ist, so folgt hieraus nach dem Schluß-

oder a = ß. 
4. Division. Nun können wir im Bereich der rationalen Zahlen auch 

die Aufgabe der Division allgemein stellen und lösen. 
Es seien a, ß zwei gegebene rationale Zahlen. Es wird eine Zahl; 

gesucht, mit der man ß multiplizieren muß, um a zu erhalten, 
also eine Zahl, die der Bedingung 

(2) IX= ;ß 
genügt. Die Aufgabe hat offenbar keine Lösung, wenn ß = 0 und a 
nicht = 0 ist, weil dann das Produkt ;ß für jedes ; den Wert 0 hat. 
Sind aber a und ß beide = 0, so ist jede beliebige Zahl ~ eine Lösung 
der Aufgabe. Ist aber ß nicht= 0, so kann die Aufgabe nur eine 
Lösung haben. Denn angenommen, sie hätte zwei Lösungen ; und ;', 
so müßte ;ß = r ß sein, was nach 3. nicht möglich ist, wenn ; von r 
verschieden ist. 

Es handelt sich also nur noch darum, irgendeine Lösung von (2) 

zu ermitteln. Eine solche ist aber, wenn a = ~. ß = ·b~. ist: 
al t 

(3) ; = 6~' 
denn dann ist 
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Wir nennen die Bildung der Zahl ; die Division von a durch 
{J und a den Dividendus, {J den Divisor, ~den Quotienten und 
schreiben 

( 4) ; = a : {J oder ; · 

Für den Fall, daß a und {J ganze Zahlen sind, a = a, ß = b, erhalten 

wir für ~ den Bruch : , und wenn b in a aufgeht, eine ganze Zahl. Die 

Aufgabe, ganze Zahlen ohne Rest zu dividieren, kann also im allge
meinen nur durch Brüche gelöst werden und ist als Spezialfall in der 
Division von Brüchen enthalten. 

5*. Nach 2. können wir die Lösung (3) auch schreiben: 

(5) ; = ~. b1_. 
a1 b 

Ist a = {J, also _ll__ = bb , so wird ; = 1, also 
at 1 

. ~- • bl = 1 
b1 b . 

SolcherationalenZahlen: und~ ,deren Produkt gleich 1 ist, heißen 
1 

reziproke Zahlen. Ist ~- = ß, so ist nach (4) die reziproke Zahl 
1 

mit t· zu bezeichnen und man erhält sie, indem man in ß Zähler und 

Nenner miteinander vertauscht. Nach ( 4) und (5) kann man nunmehr 
schreiben: 

(6) 

und hat daher den Satz: 
Um einen Bruch a durch einen Bruch ß zu dividieren, hat 

man a mit dem reziproken Werte von ß zu multiplizieren. 
Daß die Gleichung (2) für ß = 0 entweder gar keine oder eine ganz 

unbestimmte Lösung hat, ist der Grund, warum man in der Arithmetik 
die Division durch Null und damit Brüche mit dem Nenner Null ein 
für allemal ausschließt. In gewissen Teilen der höheren Analysis ist 
es dagegen zweckmäßig, auch dem Zeichen -~ eine Bedeutung beizulegen. 

6*. Nach den hiermit getroffenen Festsetzungen über das Rechnen 
mit Brüchen sind die Operationen der Addition, Subtraktion, Multi-. 
plikation und Division im Bereich der rationalen Zahlen eindeutig und 
unbeschränkt ausführbar. Jede solche Operation zwischen rationalen 
Zahlen führt wieder zu einer bestimmten rationalen Zahl. Man nennt 
daher diese Operationen die rationalen Operationen und einen Be
reich von Zahlen, der in bezugauf die rationalen Operationen geschlossen 
ist, einen Rationalitätsbereich oder einen Zahlenkörper. Wir 
können also sagen: 

Die rationalen Zahlen bilden einen Zahlenkörper. 
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7. Potenzierung. Nachdem der Begriff der Multiplikation fest
gestellt ist, ergibt sich die Potenzierung von selbst. Es ist, wenn 0: 
ein Bruch und n eine natürliche Zahl ist, a!' ein Produkt ans n Fak
toren, die alle gleich a sind. a heißt die Basis, n der Exponent, a" 

· a . (a)" an d1e nte Pote\).z von a. Ist a = b' so ISt a"' = b = bn · 

Diese Ausdrücke sind zunächst nur erklärt, solange der Exponent 
eine positive ganze Zahl ist. Wir erweitern aber jetzt den Begriff, in
dem wir ihn auf negative Exponenten und auf den Exponenten 0 
ausdehnen. Dies gelingt, wenn wir der fundamentalen Gleichung 

(7) 

die sich für positive ganzzahlige m und n aus der Definition ergibt, 
allgemeine Gültigkeit für beliebige ganzzahlige Exponenten zuschreiben. 

Setzen wir demnach in (7) n = 0, so folgt amao = am und daraus, 
wenn a und folglich am von Null verschieden ist, was wir jetzt 
voraussetzen wollen, 

(8) 

Setzen wir dann aber in (7) n = - m, so folgt: 

also 
ama-m = a0 = 1 1 

(9) 

Wenn also Formel (7) für alle ganzzahligen Exponenten 
Gültigkeit haben soll, so muß a0 = 1 unda-mals der reziproke 
Wert von am angenommen werden. 

Auf Grund dieser Festsetzungen erstreckt sich nun die Reihe der 
Potenzen einer Zahl nach beiden Seiten ins Unendliche: 

a, 

und es entsteht darin jede Potenz aus der links benachbarten durch 
Multiplikation mit a oder aus der rechts benachbarten durch Division 
mit tt. 

8*. Ist a ein positiver unechter Bruch, also a > 1, so wächst an 
zugleiqh mit n, wie sich aus der Erklärung der Potenz durch wiederholte 
Multiplikation ergibt. 

Sei a = 1 + r, also r eine positive Zahl, so ist 

a 2 = a + ar > 1 + 2r 
a3 >a+2ar>1+3r, 

und durch vollständige Induktion folgt für jede ganze positive Zahl m: 

am> 1 + mr 
oder, da r = a - 1 ist: 
(10) am > 1 + m(a- 1). 
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Man kann, wenn man m genügend groß nimmt, erreichen, daß 1 + m( a --1) 
größer wird als eine beliebig gegebene Größe c. Daraus ergibt sich: 

Wenn a > 1 ist und c eine beliebig gegebene positive Zahl, 
so gibt es einen positiven Wert m, so daß a" > c für jeden 
Exponenten n 2: m. 

Durch den Übergang zu dem reziproken Wert folgt daraus, daß 
man, wenn a < 1 ist, m so groß nehmen kann, daß a" für jeden Ex
ponenten n 2: m unter einen beliebig gegebenen positiven Wert c 
heruntersinkt. 

9*. Kehren wir zu dem Fall a > 1 zurück, • so können wir das 
Wachsen der Potenz a" mit wachsendem n noch etwas genauer ver
folgen. Nach (10) ist um so mehr 

(11) am>r·m, 
worin r = a - 1 eine von m unabhängige positive Zahl ist. 

Ist k + 1 eine beliebig gegebene positive ganze Zahl, so kann man, 
wie groß auch die ganze Zahl n sei 1 immer zwei aufeinander folgende 
Vielfache von k + 1 angeben, zwischen denen n liegt, also: 

(12) (k+ 1)m<n<(k+ 1)(m+ 1), 
und wenn man also beide Seiten der Ungleichung (11) zur Potenz k + 1 
erhebt, so ergibt sich, da a11 > a(k+l)m ist: 

(13) a" > rk+lmk+l. 

Es ist ferner nach (12) 

m > k ~ 1 - 1 = k ~ i ( 1 - k_~_!) . 

Sei nun E ein positiver echter Bruch, also 0 < E < 1, und n > "1" +_!_an
-s 

genommen, dann ist 1 - k ! 2 > E1 mithin m > k~ 1 , folglich nach (13) 

a" > (k ~ 1)k+1. nk+l. 

Ist nun c eine beliebig gegebene Größe, so kann man n so groß an· 
nehmen, daß 

( '/E )k+l 
n· 7e+t >c 

wird, und dann ist 
(14) 

Hiermit ist bewiesen: 
Ist a > 1, keine beliebig gegebene natürliche Zahl, c eine 

beliebig große positive Zahl, so ist, wenn n einen hinlänglich 
großen Zahlenwert überschritten hat, a" > cnk. 

Man drückt dies auch so aus, daß man sagt, a" wachse mit dem 
Exponenten n stärker als jede noch so hohe Potenz von n. 

10*. In § 15, 4. haben wir die wichtige Formel 

(15) ai-b2 =(a+b)(a-b) 



§ 20. Rechnen mit Brüchen 63 
erwähnt, durch die eine Differenz von zwei Quadraten in ein Pro
dukt verwandelt wird. Wir wollen diese Formel allgemein auf eine 
Differenz von zwei Potenzen mit gleichen Exponenten aus
dehnen, indem wir den folgenden Satz beweisen: 

Es ist für jeden positiven ganzzahligen Exponenten n 

(16) a"- b" = (a"- 1 + a"- 2b + a"- 3b2 + · · · + ab"- 2 + b"- 1) (a-b). 

Wir führen den Beweis durch vollständige Induktion. Für n = 2 
stimmt Formel (16) mit (15) überein. Sei sie nun bis zu einem be
stimmten Exponenten n als richtig erkannt, so ist zu zeigen, daß sie 
auch für den Exponenten n + 1 richtig ist. Es müßte dann also 

(17) a"+ 1 - b"+1 = (a" + a"- 1b + a"- 2b2 + · · · + ab"- 1 + b") (a-b) 
sein. Wir bezeichnen die erste Klammer in (16) kurz mit F .. , die ent
sprechende in (17) mit Fn+l' Dann ist, wie man leicht sieht, 

also 
F.,+1 ·(a-b)= (a" + b: F .. ) (a-b)= a"+ 1- a"b + b · F,. ·(a-b). 
Nach Voraussetzung ist aber F .. · ( a - b) = a" - b", folglich 

F .. +1 ·(a-b)= a"+ 1- a"b + b(a"- b .. ) = a"+ 1 - b"+ 1, 

womit (1 7) und unser Satz bewiesen ist. 
Man kann den Satz auch in folgender Form aussprechen: 
Eine Differenz von zwei gleich hohen Potenzen ist immer 

durch die Differenz der Grundzahlen teilbar und der Quo
tient ist: 

a"-b11 

(18) ___ = a"-1 + an-2b + an-Sb2 + ... + abn-2 + b"-t. 
a-b 

Diese Fotmel gilt für positive und negative Werte von a und b; nur 
der Fall a = b ist auszuschließen. Schreiben wir -b an Stelle von b, so 
ist zu unterscheiden zwischen graden und ungradenExponentenn. Sei 

1. n grade = 2m, so folgt nach 2.: 
a2m_ b2m 

(19) ___ = a2m-1 _ a2m-2b + a2m-Sb2 _ ... + ab2m-S _ b2m-1 
a+b ' 

d. h. die Differenz von zwei Potenzen mit gleich hohen graden 
Exponenten ist durch die Summe der Grundzahlen teilbar. Da sie 
nach dem vorigen Satz auch durch die Differenz der Grundzahlen teil
bar ist, so muß sie nach (15) durch die Differenz der Quadrate der 
Grundzahlen teilbar sein. Dies folgt auch unmittelbar aus (18), da 
a2rn - b'Jm = (a2)m- (b2)m ist. 

2. n ungrade =2m+ 1. Dann ist nach (18), wenn dort - b an 
Stelle von b gesetzt wird: 

(20) 
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d. h. die Summe von zwei Potenzen mit gleich hohen ungraden 
Exponenten ist durch die Summe der Grundzahlen teilbar. 

So ist z. B. nach (18) und (20) für den Exponenten 3: 

• b 8 a• + b8 
a_- -- a2 + ab + b2 2 b + b2 ~~a +-b = a - a . 
a-b ' 

(21) 

11*. Nehmen wir in (18) a = 1 und schreiben q an Stelle von b, so 
erhalten wir: 

(22aj 1 + + t + + n-1 1-q" q q .. . q = ~---
1-q 

oder auch, wenn wir den Bruch mit - 1 erweitern: 

(22b) 1 + q + q2 + ... + qn-1 = qn -1. 
q-1 

Die erste Formel wird man für q < 1, die zweite für q > 1 anwenden. 
Für q = 1 versagen diese Formeln (ebenso wie (18) für a = b), man 
erhält aber dann direkt für die Summe auf der linken Seite den Wert n. 

Als Beispiele führen wir an: 
1. q = 2: 

1 + 2 + 22 + 23 + • · • + 2n-l = 2n- 1. 

2. q = {-, wobei wir gleichzeitig in (22a) n + 1 an Stelle von n 
schreiben: 1 1 1 1 1 

1 + 2 + 2 2 + -23 + ... + 2" = 2 - 2". 

Die Glieder 1, q, q2, q3, ••• q"- 1 der Summe (22) bilden eine sogenannte 
geometrische Reihe. Sie haben die Eigenschaft, daß jedes Glied aus 
dem vorhergehenden durch Multiplikation mit demselben Faktor q hervor
geht, oder daß der Quotient aus je zwei aufeinanderfolgenden 
Gliedern konstant = q ist. Das Anfangsglied der Reihe ist hier 
= 1; allgemeiner lautet die geometrische Reihe von n Gliedern 
mit dem Anfangsglied a und dem Quotienten q: 

a, aq, aq2, aq3, ••• aq"- 1 • 

Sie entsteht aus der Reihe mit dem Anfangsglied 1 durch- Multiplikation 
jedes Gliedes mit a; wir können daher auch sofort die Summe S der 
n ersten Glieder angeben und haben nach (22) 

(23a) 
1-q" q"-1 S = a---- = a----
1-q q-1 

oder auch 
(23b) 

aq"-a 8=---· 
q-1 

§ 21. Endliche Dezimalbrüche. 

1*. Die am häufigsten vorkommenden Rechnungen mit Brüchen, 
nämlich Additionen und Subtraktionen erfordern das Aufsuchen des 
gemeinsamen Nenners und das Gleichnamigmachen der Brüche. Sie 
werden also sehr erleichtert, wenn alle Brüche von vornherein denselben 
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Nenner besitzen. Diesen Zweck erfüllen die Dezimalbrüche, die 
man - besonders seit der Einführung des dezimalen Maßsystems -
im gewöhnlichen Leben, aber auch beim wissenschaftlichen Rechnen 
(Astronomie, Geodäsie) fast aussschließlich verwendet.1) Sie bedeuten 
im Grunde nur eine konsequente Fortbildung des dekadischen Ziffern
systems. Bei einer dekadisch geschriebenen Zahl 

{a,.a,._1 • • · a1 a0 } = a,. · 10" + a,._ 1 ·10"- 1 + · · · + a1 -10 + a0 

ist der Stellenwert jeder Ziffer der 10. Teil vom Stellenwert der links 
benachbarten Ziffer. Man kann daher die Schreibweise nach rechts fort-

setzen und Ziffern mit dem Stellenwert 1
1
0 = 10-t, 1~ 2 - 10- 2 , 1~8 

= 10- 3 ••• anfügen, wenn man nur andeutet, wo die Potenzen mit nega
tiven Exponenten beginnen. Das geschieht durch das Komma. So er
hält man einen Dezimalbruch: 

{ a,.a,._t · · · at ao, "t "a · · · am} 
und dieser bedeutet die Zahl 

an -10" + an-l ·10n-l + · · · + a1 ·10 + a0 + :~ + 1";~+ · · · +io~· 
Es wird also durch das Komma der ganzzahlige Teil der Zahl von 
dem gebrochenen Teil getrennt. Besitzt die Zahl keinen ganzzahligen 
Teil, d. h. ist es eine Zahl zwischen 0 und 1, so schreibt man eine Null 
vor das Komma. 

Ein Hauptvorzug der Dezimalbrüche gegenüber den gewöhnlichen 
Brüchen besteht darin, daß man an ihnen sofort die Größenordnung der 
betreffenden Zahl erkennt, so daß man ohne weiteres mehrere Zahlen 
der Größe nach miteinander vergleichen kann. Ein Nachteil dagegen 
ist es, daß auch ganz einfache Brüche, wie -}, t, t 1 sich nicht durch 
endliche Dezimalbrüche darstellen lassen. (V gl. § 31 und § 66.) 

2. Man rechnet mit den Dezimalbrüchen nach denselben Methoden 
wie mit ganzen Zahlen. 

1) Schon die Babyionier verwendeten entsprechend ihrem Ziffernsystem 
Sexagesimalbrüche mit den Nennern 60, 602, ••• (Tafeln von Senkereh um 2000 
v. Ohr.), während um dieselbe Zeit die .Ägypter merkwürdigerweise Brüche mit 
demselben .Zähler ·1 (Stammbrüche) benutzten, was eine viel größere Rechen
fertigkeit erfordert (Rechenbuch des .Ahmes) . .Auch die wichtigste Zahlentabelle 
des .Altertums, die Sehnentafel des Ptolemäus (H 11eral1] avv1:a~'~ um 150 
n. Ohr.) gibt die Länge der Sehnen zu gegebenen Zentriwinkeln in Sexagesimal
brüchen. .Als Erfinder der Dezimalbrüche ist Vieta (Oanon mathematicus 1579) 
anzusehen. Unabhängig von ihm sind der Holländer Simon Stevin (1585) und 
der Schweizer Jobst Bürgi (1592) auf sie gekommen. Die Verbreitung der De
zimalbruchrechnung geht Hand in Hand mit der Verwendung der Zahlentabellen 
(trigonometrische und Logarithmentafeln), deren mühsame und außerordentlich 
sorgfältige Berechnung das Verdienst der MatheJilatiker des ausgehenden 16. 
und beginnenden 17. Jahrhunderts ist. Näheres darüber wird im Abschnitt über 
die Logarithmen gesagt werden. 

Weber u. Wellstein, .Enzyklopädie I. 4. Aufl. 5 
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Beim Addieren und beim Subtrahieren muß man die Zahlen so 
schreiben, daß die Kommata in allen Zahlen, also die Ziffern von gleichem 
Stellenwerte, untereinander stehen. Hängt man dann am Ende Nullen 
an, bis alle Zahlen die gleiche Stellenzahl nach dem Komma haben, so 
kann man ganz so rechnen, als ob kein Komma vorhanden wäre, hat 
aber' im Resultat das Komma wieder an die gleiche Stelle zu setzen, 
die es in den einzelnen Zahlen innehat. 

3. Ist ein Dezimalbruch mit 10 zu multiplizieren, so rückt man 
das Komma um eine Stelle nach rechts, und wenn mit lOh zu multi
plizieren ist, um h Stellen nach rechts. Hat man durch 10 oder durch 
lOh zu dividieren, so rückt das Komma um eine oder um h Stellen 
nach links. Diese Operation ist immer ausführbar, wenn man am An
fang oder am Ende die nötige Anzahl von Nullen anhängt. 

4:. Wenn man zwei Dezimalbrüche a und ß zu multiplizieren hat, 
von denen der erste p,, der zweite v Stellen nach dem Komma hat, so 
läßt man zunächst die beiden Kommata weg, d. h. man multipliziert 
die ganzen Zahlen lO.ua und lO~ß. Das Produkt ist lO.U+"aß, und man 
muß also, um aß zu erhalten, noch mit lO.u+v dividieren, d. h. man muß 
p, + v Stellen des gefundenen Resultates hinter das Komma setzen. 
Hierdurch ist die Multiplikation von Dezimalbrüchen auf die Multipli
kation ganzer Zahlen zurückgeführt. 

5*. Hat man einen Dezimalbruch a mit p, Stellen durch einen Dezimal
bruch ß mit v Stellen nach dem Komma zu dividieren, so führt man 
statt dessen die gleichwertige Division lü"a: lO~ß aus, d. h. man läßt 
im Divisor das Komma weg und rückt im Dividenden das Komma um 
die Anzahl der Stellen, die der Divisor hatte, nach rechts. Dann wird 
wie beim Rechnen mit ganzen Zahlen dividiert und im Quotienten wird 
das Komma gesetzt, sobald beim Dividieren die letzte Ziffer des ganz
zahligen Teils heruntergeholt ist. 

6. Abgekürzte Dezimalbrüche. Der Stellenwert einer Ziffer 
eines Dezimalbruches wird um so kleiner, je weiter rechts die Ziffer 
steht. Es kommt nun oft vor, daß man bei Zahlenangaben oder 
Rechnungen die am weitesten rechts stehenden Ziffern von einer ge
wissen Stelle an nicht mehr berücksichtigt ("vernachlässigt"), sei es, 
weil sie nicht bekannt sind, sei es, weil bei der Natur der besonderen 
Aufgabe nichts darauf ankommt. Das Weglassen dieser Ziffern heißt 
Abkürzen des Dezimalbruches. So muß man z. B. bei allen ma
thematischen Tabellen (Logarithmentafeln, trigonometrischen Tafeln 
usw.) die Tafelwerte nach einer bestimmten Anzahl (3-, 5-, 7-) Stellen 
abbrechen. Bei der Kreisberechnung rechnet man mit der bekannten 
Zahl :n; = 3, 14 ... oder vielmehr man ersetzt sie durch einen abge
kürzten Dezimalbruch; die Anzahl der Stellen, die man beibehält, 1·ichtet 
sich nach der Genauigkeit, die man erreichen will oder kann. Wenn 
z. B. der Radius bis auf 10~0 seiner Länge genau gemessen ist, hat es 
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keinen Zweck, mehr als vier Dezimalstellen der Zahl n zu berück
sichtigen. 

Das Abkürzen eines Dezimalbruchs wird nach folgender Regel vor
genommen, die sich unmittelbar aus dem Begriff des Dezimalbruchs 
ergibt: 

Ist die erste der weggelassenen Ziffern größer als 4, so 
erhöht man die letzte der beibehaltenen Ziffern um 1; andern
falls läßt man sie unverändert. 

Der Fehler, den man dabei begeht, beträgt höchstens eine halbe 
Einheit der letzten beibehaltenen Stelle. Wird der Dezimalbruch nur 
um eine Stelle verkürzt und ist diese gleich 5, so ist der Fehler der 
gleiche, ob man nun di~ letzte Stelle um 1 erhöht oder nicht. In diesem 
Falle empfiehlt es sich zur Ausgleichung der Fehler bei einer größeren 
Anzahl von Dezimalbrüchen die letzte Stelle, wenn sie eine grade Zahl 
ist, zu erhöhen, wenn ungrade, beizubehalten. 

Über das Rechnen mit abgekürzten Dezimalbrüchen vgl. Lüroth, 
Vorlesungen über numerisches Rechnen, Leipzig 1900; Möller, Die 
abgekürzte Dezimalbruchrechnung, Wien 1906; N euendorff, Prak
tische Mathematik (Aus Natur u. Geisteswelt Nr. 341), Leipzig 1917. 

§ 22*. Endliche Kettenbrüche. 
1. Es seien a und a1 zwei positive teilerfremde Zahlen und a > ar 

Wir wenden aufsie den Euklidischen Algorithmus an und erhalten 
eine Kette von Gleichungen (§ 17, 6.): 

(1) 

a =q a1 +a2 

at = qt a2 + aa 

a"_ 1 = q"_ 1 a" + 1 
a .. =q" ·1 

mit abnehmenden Resten a2, a3 , ••. , so daß 

a > a1 > a2 > · · · > a .. > 1 
ist. Betrachten wir nun die rationalen Zahlen 

a (2) at at an-1 -=x a = xl, a ~x2, ... ' -a- = x,._t, a ' 1 ! 8 .. 
so ist nach (1) 1 

X =q + ~~-
:.Cl 

xt = ql +...!... 
x2 

x2 = q2 +...!... 
Xs 

(3) 
1 

x"_l = q .. -t +-:;-
" x .. = q,., 

5* 
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und hierin bedeutet allgemein q; den Quotienten der Division _!!i___, also 
die größte in xi enthaltene ganze Zahl. Es ist daher ai+t 

qi < X;< qi + 1' 
wobei das Gleichheitszeichen nur für i = n besteht. 

2. Man kann die Gleichungen (3) unabhängig von den Gleichungen (1) 
auch so erklären, daß man einen gegebenen unechten Bruch x als ge
mischten Bruch schreibt; der ganzzahlige Bestandteil ist q, der übrig 

bleibende echte Bruch ist ~, also x1 wiederum ein unechter Bruch, mit 
xt 

dem man ebenso verfahrt usf. Im Grunde stimmt das natürlich mit 
dem Euklidischen Algorithmus überein, und nur auf Grund dieses .Al
gorithmus erkennt man, daß für irgendeine rationale Zahl x die Kette 
der Gleichungen (3) stets abbricht, d. h. daß sich schließlich ein ganz
zahliges x,. = q,. einstellt. 

Nehmen wir z. B. a = 480, a1 = 139, so erhalten wir durch den Eu
klidischen Algorithmus: 

(4) 

3 24:152 
480 : 139 : 63 : 13 : 11 : 2 : 1 
417 126 52 11 10 
-----~---

63 13 11 2 1 

Die Gleichungen (3) dagegen haben die Form: 
480 63 1 

X = 139 = 3 139 = 3 + X1 

X = 139 = 2 13 = 2 + _!_ 
1 63 63 X2 

63 11 1 
Xs = 13 = 4 13 = 4 + x8 (5) 

=1+_!_ 
x4 

13 2 
Xs= 11 = 111 

11 1 
X=- =5-

4 2 2 =5+_!_ 
Xs 

x5 = 2. 
3. Setzen wir in der ersten Gleichung von (3) für x1 seinen Aus

druck aus der zweiten Gleichung, dann für x2 seinen Ausdruck aus der 
dritten Gleichung usf., für x,._ 1 seinen Ausdruck aus der vorletzten 
Gleichung ein, so erhalten wir nacheinander: 

1 1 1 
(6) X = q + - = q + - 1 = .. · = q + -

xt qt+x2 qt+···+-1- 1 

und wenn 
oder 

(7) 

qn-l+x' 
n 

wir schließlich für x,. seinen Wert q,. einführen, so wird x 
a 1 -=q+- 1 1 

at llt+~-+···+-- 1 
q! qn-1 + -· 

q,. 
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Ein solcher Ausdruck heißt ein (endlicher) Kettenbruch. 1) Die 
ganzen positiven Zahlen q, q17 .. . ,q,. heißen die Teilnenner, die ra
tionalen Zahlen x17 x2, ... , x,. die vollständigen Quotienten des 
Kettenbruchs. Wir benutzen an Stelle von (7) die bequemere Schreib
weise: 

a a = (q, ql, ... ' q"_u q,.). 
1 

(8) 

So liefert also das obige Beispiel den Kettenbruch 

~~~ = (3, 2, 4, 1, 5, 2): 
Man kann diese Schreibweise auch auf die Gleichungen (6) anwenden 

und irgendeine von ihnen in der Form 

(9) X = (q, qll · · ·, qv-17 Xv) 
ausdrücken, wo dann allerdings die xv nicht ganze Zahlen, sondern, wie 
man aus ( 6) und ( 7) erkennt, gleich den Kettenbrüchen 

(10) Xv = (qv, qv+l 1 • • • 1 q,.) 
sind. Man kann sagen, der vollständige Quotient xv ist der Restketten
bruch, wenn man den Kettenbruch (8) mit dem Teilnenner qv-l abbricht. 

Wir können nun auch die Beschränkung, daß a > a1 sein soll, fallen 

lassen. Ist ~ ein positiver echter Bruch, so wird lediglich der erste 
al 

Teilnenner q = 0; er kann dann in (7) weggelassen werden, nicht aber 
in der Schreibweise (8). So ist z. B. 

~~ = (0, 3, 2, 4, 1, 5, 2). 
Sogar negative Werte könnten wir für a zulassen; dann würde q 

als nächste ganze Zahl <~negativ, die übrigen Teilnenner dagegen 
al 

blieben positive ganze Zahlen. Wo nichts anderes bemerkt ist, wollen 
wir aber immer auch q als nicht negativ voraussetzen. 

4:. Wir können den Kettenbruch (8) noch etwas modifizieren. Es 
ist nämlich im Algorithmus (1) der Rest a" > 1, also auch q,. > 1. 
Schreiben wir nun 

q,.= q,.-1 + f, 
so haben wir in (7) den letzten Teilnenner q,. 
nenner q .. - 1 und 1 ersetzt. Es ist also auch 

durch die beiden Teil-

(8a) .!!:..=(q,q11 .•. ,q .. - 11 q,.-1,1), 
al 

so daß wir für jede rationale Zahl zwei Kettenbruchentwick
lungen haben, von denen die eine mit einem Teilnenner > 1, die an
dere mit dem Teilnenner 1 schließt. Man hat es also in der Hand, eine 

1) Genauer bezeichnet man ihn als regulären Kettenbruch zum Unterschied 
von den allgemeinen Kettenbrüchen, bei denen an Stelle der Zähler 1 irgend
welche Zahlen stehen und auch die Teilnenner q, ... , q .. nicht ganze Zahlen zu 
sein brauchen. 
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grade oder ungrade Anzahl von Teilnennern zu erhalten. In un
serm Beispiel haben wir als zweite Entwicklung 

N~ = (3, 2, 4, 1, 5, 1, 1). 

5. Durch den Euklidischen Algorithmus wird die Aufgabe gelöst, 
eine gegebene rationale Zahl in einen Kettenbruch zu verwandeln. U rn
gekehrt ist natürlich jeder endliche Kettenbruch eine rationale 
Zahl und es erwächst die Aufgabe, einen gegebenen Kettenbruch als 

rationale Zahl ~ darzustellen. Ihre Lösung wird sich von selbst er-
a1 . 

geben, wenn wir den Zusammenhang des Wertes x des Ketten
bruchs mit den vollständigen Quotienten x11 x2 , •.• näher unter
suche.u.. Es ist nach (3) 
(ll) X= qx1 + 1 

xt 

d . h" . 1 . t un , wenn wtr term x1 = q1 + ·- emse zen, 
X~ 

X= (qq1 + 1) X~+ q. 
qtxl + 1 

Hier kann man wieder x! durch q2 + _!_ ersetzen usf. und erhält so 
Xs 

einen Ausdruck von der Form 

(12) 

Daß dies allgemein richtig ist, beweist man durch vollständige In
duktion. Führt man nämlich x,, = q~ + _ _!_ ein, so ergibt sich: 

x~+l 

(qvA,, + A;) Xv+l + A~ 
X= B' ' (q"Bv+ .")x"+l + B~ 

also ein Ausdruck von derselben Form wie in (12). Er muß m der 
dort benutzten Schreibweise identisch sein mit 

folglich ergibt sich zunächst: A.;+ 1 = A~, B;+ 1 = B", also auch 
(13) A; = A~_ 11 B/ = B."_ 1 

und damit 
(14) A"+ 1 = q."A" + A."_ 11 B"+ 1 = q."B." + B."_ 1 • 

Mit Rücksicht auf (13) haben wir nun für den Zusammenhang zwi
schen x und irgendeinem vollständigen Quotienten x." : 

(15) 

6. Durch die Formeln (14) ist in den beiden Reihen von Zahlen: 

(16) Ao, All A2, As, ... ' A,.+1 
B0 , B11 B2 , B3 , •.• , Bn+·1 
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jede Zahl durch die beiden vorhergehenden Zahlen bestimmt und man 
braucht nur die beiden ersten Zahlen ..40 , ..41 bzw. B0 , B1 zu kennen, 
um nacheinander alle Zahlen der beiden Reihen berechnen zu können. 
Setzt man aber in (15) für 11 den Wert 1 und vergleicht mit (11), so 
:findet man : 
(17) .A0 =1, A 1 =q; B0 =0, B1 =1. 

Solche Ausdrücke wie in den Formeln (14), welche jede Zahl einer 
Reihe durch eine Anzahl vorangehender Zahlen bestimmen, nennt man 
Rekursionsformeln. Die in (17) gegebenen Werte der Zahlen, die als 
bekannt vorauszusetzen sind, um alle übrigen Zahlen der Reihe berechnen 
zu können, heißen die Anfangsbedingungen der Rekursion. Wir können 
also sagen: Für die Zahlen der beiden Reihen (16) gelten die
selben Rekursionsformeln mit verschiedenen Anfangsbedin-
gungen. 

In unserem Beispiel aus 2. haben wir 

q. 1 3 2 4 1 5 2 

A. \ 1 3 7 31 38 221 480 
B. I 0 1 2 9 11 64 139 

(18) 

Für die zweite Kettenbruchentwicklung desselben Bruches 
dieses Täfelchen mit 

{18a) 

5 1 1 

38 221 259 480 
11 64 75 139 

schließt 

7. Führt man in (15) an Stelle des vollständigen Quotienten x" den 
Teilnenner q. ein, so erhält man damit, wie sich aus (9) erweist, an 
Stelle von x den Wert des Kettenbruchs (q, q17 q2 , ••• , q"). Anderer-

seits wird aber nach (14) die rechte Seite von (15) gleich ~·+t, folglich 
ist v+ 1 

.Av+l ( ) 
(19) 13- = q, qv q2, · · ., q" · 

, v+l · 

Diese Brüche heißen für 11=0, 1,2, ... , n die Näherungsbrüche 
des Kettenbruchs (8). Ihre Zähler und Nenner werden durch die Re-

kursionsformeln (14) berechnet. Der letzte Näherungsbruch ~>t:':J, gibt 
n+l 

den Wert des Kettenbruchs (8). So sind nach (18) die Näherungsbrüche 
des Kettenbruchs (3, 2, 4, 1, 5, 2): 

3 7 31 38 291 480 
1' 2• -9-, fi) 64' l39. 

Aus (14) ergibt sich, da alle q" positive ganze Zahlen sind, daß 

ist, d. h.: 
Die Zähler und Nenner der aufeinanderfolgenden Nähe

rungsbrüchewachsen ununterbrochen.1) 

1) Nur in dem besonderl)n Fall, daß q1 = 1 ist, ist B 1 = B1 und die Nenner 
wachsen erst von B 2 an. 
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8. Wir multiplizieren die erste Formel in (14) mit Bv, die zweite 
mit A. und subtrahieren dann die beiden Formeln. Es folgt: 

A.+tB.- B",+1A.= A.-tB.- B._1 A. 
oder, wenn man beiderseits mit(- 1)"'+1= (-1)•· (-1) multipliziert: 

(- 1)"'+ 1 (A",+1B",- B",+ 1 A",) = (-1)•(A",B,,_l- BvAv-1)· 
Es hat also der Ausdruck (-1)v(A,,Bv_ 1 - B",A"_ 1) für alle Werte 

von v denselben Wert; nimmt man aber v = 1, so wird nach (17) dieser 
Wert (-1) · (- 1) = 1 und es folgt der Satz: 

Zwischen den Zählern und Nennern von irgend zwei auf
einanderfolgenden Näherungsbrüchen besteht die Beziehung 

(20) A"Bv-1- B"Av-1 = (- 1)"'. 
9. Hieraus ergeben sich wichtige Folgerungen. Zunächst schließt 

man, daß die Zahlen Av und B" keinen gemeinsamen Teiler haben können, 
denn ein solcher müßte auch Teiler von + 1 sein, also: 

Sämtliche Näherungsbrüche sind reduzierte Brüche. 
Ebenso müssen auch Av und A",_ 1 sowie B~ und Bv_ 1 relativ prim 

sein, also: 
Die Zähler undebenso dieNennervon je zwei aufeinander

folgenden Näherungsbrüchen sind teilerfremde Zahlen. 
10. Wir betrachten die Differenz zwischen irgendeinem Näherungs

bruch und dem Wert x des ganzen Kettenbruchs und haben nach (15) 

A", A", Avx", + .Av-l A"Bv-1- B"Av-1 --X=--------= 
oder B. B. Bvx.+B",_ 1 B.(B.x.+B._ 1) 

(21) .A",- X= (- 1)"' 
B. Bv (B.x" + B"_ 1) 

Diese Differenzen sind für v = 1, 2, 3, ... abwechselnd negativ und 
positiv und der Nenner auf der rechten Seite wird nach 7. immer größer. 
Daraus folgt: 

Die Näherungsbrüche sind abwechselnd kleiner und 
größer als der Wert x des Kettenbruchs und nähern sich ihm 
von beiden Seiten immer mehr, bis schließlich der Näherungs-

bruch ~n+ 1 mit x zusammenfällt. 1) 
n+l 

Es bilden also die Näherungsbrüche mit ungradem Index 

.Al As .A5 
B 1 ' B3 ' B5 1 ••• 

eine aufsteigende, die Näherungsbrüche mit gradem Index 

.A2 A. As 
J1--;' B 4 ' 13-;' ... 

1) Man mache sich diese Art der Annäherung geometrisch auf der Zahlen
geraden klar. 
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eine absteigende Zahlenreihe, aber so, daß jede Zahl der ersten Reihe 
kleiner bleibt als jede der zweiten Reihe. Die Differenz zwischen zwei 
entsprechenden Brüchen der beiden Reihen, also zwischen zwei aufein
anderfolgenden Näherungsbrüchen wird mithin, absolut genommen, 
immer kleiner und ist nach (20) 

(22) A. A"_1 (-1)" 
B"- B"_ 1 = B"B"_ 1 • 

11. Die Näherungsbrüche dienen dazu, eine gegebene rationale Zahl 
angenähert durch einfachere Brüche zu ersetzen. Wir nennen dabei 
von zwei reduzierten Brüchen den mit dem kleineren Nenner den ein
facheren. Es besteht nun der Satz: 

Jeder zwischen zwei aufeinanderfolgenden Näherungs
brüchen gelegene Bruch ist weniger einfach als jeder der 
beiden Näherungsbrüche. 

Wenn nämlich der Bruch ; zwischen den beiden Näherungsbrüchen 

~"- 1 und ;• liegt, so haben die beiden Differenzen 
-v-1 ." 

A" - A"_l und A - :4-v-1 
B" B"_ 1 B B.-t 

dasselbe Vorzeichen (positiv oder negativ, je nachdem v grade oder un
grade ist), und der absolute Wert der ersten Differenz ist größer als der 
der zweiten: 

oder nach (22): 

Hieraus folgt: 

und da der zweite Faktor rechts eine positive ganze Zahl, also mindestens 
gleich 1 ist, so ist 

B>B", 

also in der Tat BA weniger einfach als BA" und erst recht als A"_ 1 • 
v Bv-1 

12. Formel (21) läßt die Genauigkeit erkennen, mit der die Zahl x 
durch die Näherungsbrüche ihres Kettenbruchs angenähert dargestellt 
wird .. Es ist x" > q" (das Gleichheitszeichen nur für v = n), mithin 
B"x" + B"_ 1 > B"+ 1 und daher 

(23) lA. -xl<-~1 -
B" = B"B"+ 1 ' 

wo das Gleichheitszeichen nur für v = n gilt. 
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Mithin ist um so mehr 

(24) 

Es ist also der Unterschied eines Näherungsbruches gegen 
den wahren Wert des Kettenbruches kleiner als das reziproke 
Quadrat vom Nenner des Näherungsbruches. 

Weiter zeigt der in 11. bewiesene Satz, daß jeder Näherungsbruch 
;~ die beste Näherung darstellt, die man mit Brüchen von nicht größe
re"m Nenner erreichen kann, indem jeder Bruch, der näher am wahren 
Wert des Kettenbruchs liegt, notwendig einen größeren Nenner haben 
muß. 

Auf dieser Eigenschaft der Näherungsbrüche beruht die Verwendung 
der Kettenbrüche, um Brüche mit großen Zahlen möglichst angenähert 
durch einfachere Brüche zu ersetzen.1) So ist z. B. der Kettenbruch für 
den auf 11 Dezimalstellen abgekürzten Wert von n: = 3,14159265359 

(3, 7' 15, 1, 292, 1, 1, ... ) 

mit den Näherungsbrüchen 
!_ ~ 333 355 103 993 
1' 7' lOG I li3• 3310~1 

Der zweite Bruch ist der schon von Archimedes2) angegebene, im 
elementaren Rechnen meist benutzte Näherungswert 3 t; der vierte 
Bruch, der durch die Aufeinanderfolge der Zahlen 113355 leicht zu 
merken ist, stammt von Adriaen Metius (dem Älteren 3), gest. 1607). 
Er unterscheidet sich nach (23) von dem wahren Wert um weniger als 
113 . ~3102 = 3 74~526 , stimmt also in den ersten sechs Dezimalstellen mit dem 
Wert von n: überein.4) 

1) Zuerst bei Daniel Sch wen ter, Geometriae practicae tractatus (1618), dann 
bei Huygens, Descriptio automati planetarii (1698). In diesem Werke wird ein 
Planetarium mit Zahnrädern beschrieben, bei denen die Anzahl der Zähne sich 
möglichst genau wie die Umlaufszeiten der Planeten verhalten müssen. Huygens 
kannte bereits den Satz 11. 

2) Die Bedeutung der Leistung von Ar c h i m e des liegt vor allem darin, daß 
er 7t in zwei Grenzen, nämlich 3$i < 7t < 3+ einschließt. 

3) Zum Unterschied von dem Sohn gleichen Namens. Dieser Näherungswert 
soll schon vor Metius von Valentin Otho 1573 dem Wittenberger Mathema
tiker Praetorius mitgeteilt worden sein. 

4) J. Wallis (Algebra 1685) hat den Kettenbruch für 7t bis auf 34 Teilnenner 
entwickelt und die Näherungsbrüche berechnet. Vgl. Lagrange, Zusätze zu 
Eulers Algebra (1774) (Ostwalds Klassiker Nr. 103). P. Harzer, Jahresb. d. 
Deutsch. Math. Ver. U (1905), 324. 
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1 .. In der Reihe der natürlichen Zahlen sind die zweiten Potenzen 
(Quadrate) von anderen natürlichen Zahlen enthalten, z. B. 

(1) 1 = 12, 4 = 22, 9 = 32, 16 = 42, 25 =52, 

36 = 62, 49 = 72, 64 = 82, 81 = 92, 100 = 102 ; 

diese Zahlen 1, 4, 9, 16, ... nennt man Quadratzahlen und die Zahlen 
1, 2, 3, 4, ... , deren zweite Potenzen sie sind, ihre Wurzeln (genauer 
Quadratwurzeln). Man schreibt, um dies Verhältnis anzudeuten: 

1 = y'1, 2 =- y'4, 3 = 'V9, 4 = Vf6 usf. 

2*. Es bedeutet also das Zeichen VD eine Zahl, deren Quadrat 
gleich der positiven Zahl D ist. Ist 

x = y.D, so ist x'A = D , 

und umgekehrt. Die Berechnung einer Quadratwurzel ist also die in
verse Operatio.n einer Potenzrechnung, wobei der Wert der 
Potenz (=D) und der Exponent (=2) gegeben ist und die Grund
zahl gesucht wird. Diese Aufgabe hat zunächst nur dann eine Lösung, 
wenn D das Quadrat einer Zahl ist, z. B. 

Y295 = ! ' denn 296 = :: = (!f. 
Man bemerkt zugleich, daß für y'9 mit demselben Recht wie+ 3 auch- 3 
genommen werden kann, denn das Quadrat von - 3 ist ebenfalls 
gleich 9; man schreibt y'9 = + 3. Allgemein hat man, wenn x2 = D 
ist, für V D sowohl + x wie - x, die Quadratwurzel hat zwei entgegen
gesetzte Werte, sie ist zweiwertig. Wenn nichts anderes gesagt ist, 
wollen wir aber unter VD immer den positiven Wert verstehen. 

3. Wir stellen uns die folgende Aufgabe: 
Es ist eine dekadisch geschriebene ganze Zahl a gegeben; 

es soll entschieden werden, ob a eine Quadratzahl ist oder 
nicht und im ersten·Fall ihre Wurzel, im zweiten die. größte 
in a enthaltene Quadratzahl und deren Wurzel bestimmt 
werden. 

Die Rechnung, die zur Lösung dieser Aufgabe führt, wird das 
Wurzelziehen oder Radizieren genannt und durch das vor die Zahl 
a gesetzte Zeichen y angedeutet. Die Zahl a heißt der Radikand. 
Wenn a im ersten Hundert liegt, so kann die Aufgabe durch die Zu
sammenstellung (1) als unmittelbar gelöst betrachtet werden. 
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Wir nehmen an, sie sei gelöst für eine gewisse Zahl a, d. h. es sei 
eine Zahl a gefunden, die der Bedingung 

(2) a2<a<(a+l)2 

genügt. Wir wollen daraus die Lösung für eine Zahl 

(3) a1 = lOOa + lOb + c 

ableiten, in derb, c Ziffern bedeuten. Es entsteht dann~ aus a durch 
Anhängen der beiden Ziffern b c, und a1 wird also mit zwei Ziffern mehr 
geschrieben als a. Wir suchen also eine Zahl a1 , die der Bedingung 

genügt. Wir setzen 
a12 < al < ( ~ + 1 )2 

(4) 

und haben also ß so zu bestimmen, daß 

(5) (lOa+ ß)2 < a1 < (lOa+ ß+ 1)2. 

Hierin muß nun ß ebenfalls eine einziffrige Zahl sein; denn wäre 
ß > 10, so würde hieraus in Verbindung mit (3) und (5) folgen: 

lOO(a + 1)2 < (10a + ß)2 < 100a +lOb+ c, 

also 

oder, da :o + 1~: kleiner als 1 und ( a + 1 )2 eine ganze Zahl ist: 

(a+1)2 <a, 

was der Voraussetzung (2) widerspricht. 
Demnach verlangt (5), wenn man darin nach der ersten Formel (8) 

in § 15 (10a + ß)2 = 100a2 + 20aß + ß2 

einführt, daß die größtmögliche Zahl ß bestimmt werde, die der Be
dingung 
(6) ß(20a+ß) <: 100(a-a2) +lOb+ c 

genügt, und da ß nur einen der Werte 0, 1, 2, ... 9 haben kann, so 
wird diese Bestimmung bald gelingen. Um einen Anhalt dafür zu ge
winnen, dividiert man die Zahl lO(a- a2) + b durch 2a und erhält in 
dem Quotienten einen vorläufigen Wert von ß, der aber unter Um
ständen noc~ um eine oder mehrere Einheiten verkleinert werden muß; 
bei einiger Ubung ist die Rechnung leicht und schnell zu führen. Hier
auf beruht der bekannte Algorithmus des Wurzelziehans 1), von dem wir 
hier nur ein Beispiel anführen wollen: 

1) Die Abteilung des Radikanden zu je zwei Ziffern findet sich schon bei 
den Indern (Aryabhatta um 450 n. Chr.) Wesentlich in der heutigen Form 
erscheint der Algorithmus in dem zu seiner Zeit sehr verbreiteten Rechenbuch 
des Gemma Frisius 1540. 
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V7J64JOOJOO = 2764 
4 

471-364 
7 329 

54613500 
6 3276 

5524,22400 
4 22096 

304 

77 

Zu der zweiten Ziffer 7 führt die Division 36:4, die eigentlich 9 er
geben würde, was aber auf ß = 7 gemindert werden muß, damit 
ß(20a + ß) die Zahl 364 nicht übersteigt. 

Es ist also 27642 oder 7639696 die größte in 7640000 enthaltene 
Quadratzahl und 

7640000 = 27642 + 304. 

4:. Durch dasselbe V erfahren kann man einen Dezimalbruch be
stimmen, dessen Quadrat sich so wenig als man will von der gegebenen 
Zahl a unterscheidet. 

Zu diesem Zwecke sucht man die größte ganze Quadratzahl a2, die 
in 102"a enthalten ist. Dann ist 

(7) a2 < 102na < (a + 1)2, 

und wenn man dann "n = 1 ~,.- setzt, so ist 

(8) a! < a < ( a" + l~ .. r 
Man erhält die Zahl 102"a aus a, indem man 2n Nullen anhängt, und 
dann a,. aus a, indem man die letzten n Ziffern von a hinter ein Komma 
setzt. Wenn man dann die letzte Ziffer von a,. um eine Einheit erhöht, 
so erhält man bereits einen zu großen Wert. 

Diese Zahlen a,. heißen die zu dem Zeichen Ya gehörigen Nähe
rungswerte oder kurz die Näherungswerte für ya, ohne daß damit 
Ya als Za.hl eingeführt ist. So ist in obigem Beispiel 27,64 ein Nähe
rungswert der Quadratwurzel aus 764, tl. h. es ist 

27,642 < 764 < 27,652• 

Ebenso kann man aber auch verfahren, um die genäherten Werte 
der Quadratwur?>eln aus Dezimalbrüchen zu erhalten. Man hat nur die 
Stellen vom Komma aus nach beiden Seiten paarweise abzuschneiden, 
nötigenfalls nach Anhängen einer Null am Ende. 

5*. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhält man eine Reihe von 
Dezimalbrüchen, die mit immer größerer Annäherung den Wert der 
Quadratwurzel aus a angeben, d. h. deren Quadrate sich immer weniger 
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von a unterscheiden. So erhält man für y2 der Reihe nach die Nähe
rungswerte 

(9) 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; 1,414213 ... 

Diese Werte bilden eine aufsteigende Reihe. Ihre Quadrate sind (auf 
7 Stellen verkürzt) 

1,96; 1,9881; 1,999396; 1,9999616; 1,9999899; 1,9999984; ... , 

sie nähern sich also immer mehr dem Wert 2, bleiben aber sämtlich 
kleiner, als dieser. Wir bilden eine zweite Reihe von Werten, indem 
wir bei jedem Wert' der Reihe (9) die letzte Dezimalstelle um 1 er
höhen, also 

(10) 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143; 1,41422; 1,414214 ... 

Dies ist eine absteigende Reihe. Die Quadrate dieser Zahlen si.rrd 

~,25; 2,0164; 2,002225; 2,0002102; 2,0000182; 2,0000012 ... , 

sie nähern sich von oben her immer mehr dem Wert 2. 

6*. An Stelle von Dezimalbrüchen können wir auch Reihen von 
gewöhnlichen Brüchen bilden, welche mit steigender Annäherung den 
Wert einer Quadratwurzel darstellen. Betrachten wir z. B. die Reihe 

(11) 1_. _3_. 1_, .!1. !!. !l!J, 289, 
1 ' 2 ' 5 ' 12' 29' 70' 169' ... ' 

so erkennen wir zunächst das folgende Bildungsgesetz: 
Der Zähler eines jeden Bruches ist gleich der Summe aus dem Zähler 

und dem doppelten Nenner des vorhergehenden Bruches, der Nenner 
eines jeden Bruches ist gleich de1· Summe von Zähler und Nenner des 
vorhergehenden Bruches. Ist also p". der Zähler, qn der Nenner des nten 

Bruches, so ist 

(12) 

Durch diese Rekursionsformeln kann man, ausgehend von p 1 = 1, 
q1 = 1, der Reihe nach Zähler und Nenner der aufeinanderfolgenden 
~rüche so weit man will berechnen. Aus den Formeln (12) ß.ndet man 
leicht, daß P!- 2q! =- (p!_1 - 2q!_ 1) ist, mithin 

(-1)n(P!- 2q!) = ( -1)n-l(P!-1- 2q!-t)· 

Es hat also dieser Ausdruck für alle Indizes n denselben Wert, und 
da - (p~- 2qi) = 1 ist, so sieht man, daß allgemein 

(13) P!- 2q! = (-1)n 

ist. Hieraus folgt aber: 

(14) p2 (-1)" _.!l:_=2+------· 
~~~ q! 
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In der Tat ist er= 1 1 = 2-1%, 

(:r = 9 1 
4 = 2 + 21' 

(!r = 
49 1 

=2--25 l)ll 

e7r 289 1 
12 = 154 = 2 + 12~' 

(41)2 1681 1 
29 = 841 = 2 - 29~ 

Nun nehmen die Nenner q,., wie die Rekursionsformeln (12) zeigen, 
mit wachsendem n zu, und da sie ganze positive Zahlen sind, so über
schreiten sie schließlich jeden vorgegebenen Wert. Folglich nähern sich 

nach (14) die Quadrate der Brüche p,. mit wachsendem nimmer mehr 
q,. 

dem Wert 2 und unterscheiden sich von ibm sch1ießlich so wenig, wie 
man nur will, d. h. die Brüche stellen Näherungswerte für 1f2 mit 
steigender Annäherung vor. Man sieht noch aus (14), daß die Quadrate 
der Brüche abwechselnd kleiner und größer als 2 sind. Wir können 
daher die Reihe (11) in zwei Reihen scheiden: 

1; f; ~; ~~~; ... 
Jl.. !J. j!J!. 577. (15) 
2 ' 12' 70' 408 ' ••• 

Von diesen Reihen ist die erste aufsteigend, die zweite absteigend. Es 
bleiben dabei die Zahlen der ersten Reihe sämtlich kleiner als irgend
eine Zahl der zweiten Reihe, aber der Unterschied zwischen je zwei 
übereinanderstehenden Zahlen in beiden Reihen wird immer kleiner 
und sinkt schließlich, wenn man weit genug geht, unter jeden noch so 
kleinen vorgegebenen Betrag. Das letztere ist leicht zu zeigen. Es ist 
nach (12), wenn man die erste Gleichung mit q,._ 1 , die zweite mitp"_ 1 

multipliziert und die beiden Gleichungen voneinander subtrahiert: 

p,.q"_l - fJ.,.p,._ 1 =- (P!- 1 - 2q~_ 1) oder nach (13): 

P,.fJ.,.-1- fJ.,.Pn-1 = (-1)", 
:ß 1 }" h Pn Pn-1 (- 1)" 

0 g IC : q;,~- q,._1 = q,.q,._1 1 

woraus sofort die obige Behauptung folgt. 
7*. Schließlich sei noch ein Verfahren zur Berechnung von Nähe

rungswerten für eine Quadratwurzel erwähnt, welches bereits von 
Heron von Alexandria (um 120 v. Chr.) angegeben worden.ist. Es 
sei yD zu berechnen und D keine Quadratzahl, aber a2 die kleinste 
Quadratzahl > D, so daß ( a - 1 )2 < D < a2• 

Wir berechnen eine Reihe von Zahlen: 

(16) a1 = ~ ( a + ~); a2 == ~ ( a1 + ~); 
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und werden später(§ 104, 4:.) zeigen, daß sie mit wachsender .Annäherung 
Näherungswerte für y D darstellen. Wir wollen dies nur für den Fall 
D = 2 genauer betrachten. Hier ist a = 2, also erhalten wir die Brüche 
(wenn wir a = 2 als oten Bruch hinzunehmen) 

(17) 2; t; H; !~~; m~~~; 
p 

Ist a". = Q: der nt• Bruch, so findet man aus (16) leicht die Rekur-

sionsformeln (für n = 2, 3, ... ) 

P"' = P!-1 + DQ!-1i Q,. = 2Pn-1 Qn-v 
und hieraus folgt: .P!- DQ~ = (P!_ 1 - DQ!_1) 2, also, wenn man m 
der Reihe der Indizes zurückgeht: 

P!- DQ! =(Pi_ DQnsn-1. 

In unserem Fall (D = 2) wird also (außer für n = 0) P;i- 2 Q! = 1, 
p! 1 

folglich Qi = 2 + Q~ · 
Es bilden also die Zahlen (1 7) eine absteigende Reihe und ihre Quadrate 
nähern sich von oben her außerordentlich rasch dem Wert 2. Das Qua
drat des letzten Bruches in (17) unterscheidet sich von 2 um weniger 
als 5 ·10- 12• Die Zahlen der Reihe (17) stimmen, wie man sieht, von 
der zweiten an mit gewissen Zahlen der Reihe (11), und zwar mit der 
2., 4:., 8., 16., ... allgemein mit der 2n-ten Zahl überein. 

Die aus gewöhnlichen Brüchen gebildeten Reihen (11) und (17) 
lassen- zum Unterschied von der Dezimalbruchreihe (9)- sofort ein 
Gesetz erkennen, nach dem sie unbegrenzt fortsetzbar sind. 

§ 24:. Irrationalzahlen. 
1. Ob eine natürliche Zahl Quadratzahl sei oder nicht, läßt sich 

leicht entscheiden, wenn die Zerlegung dieser Zahl in ihre Primfaktoren 
bekannt ist. Sind nämlich a, b, c, ... voneinander verschiedene Prim
zahlen, IX, ß, r, ... positive Exponenten, und ist 

m = aabflcr .•. ' 

so ist m dann und nur dann eine Quadratzahl, wenn die Exponenten 
a, ß, r, ... sämtlich grade Zahlen sind. 

Es folgt dies aus dem Satze, daß sich eine natürliche Zahl nur auf 
eine Art in Primfaktoren zerlegen läßt. 

Ist diese Bedingung erfüllt, und also a=2a', ß=2 ß', r=2r', ... , 
so erhält man die ·wurzel aus m in der Form 

Y m = aa' bfl' er' .... 

Ist aber m keine Quadratzahl, so gibt es auch keinen Bruch 1!_ 

dessen Quadrat gleich m wäre, denn das Quadrat :!2 eines jed!~ 
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nicht ganzzahligen reduzierten Bruches ist stets wieder ein solcher 
Bruch (Eutokios, Kommentar zu Archimedes, um 500 n. Chr.). 

Ebenso kann ein reduzierter Bruch m nur dann das Quadrat n 
eines anderen reduzierten Bruches 1!__ sein, wenn m und n beide Qua-

q 
dra tzahlen sind. Denn aus der Gleichheit der reduzierten Brüche 
m p2 
-= 2 folgt m = p 2, n = q2 (vgl. § 19, 2.)1) n q 

2. Es stößt also hier die Aufgabe, die Operation des Potenzierens 
umzukehren (schon des Potenzierens mit 2), auf eine Schranke. Die 
Aufgabe ist ebensowenig lösbar wie die Aufgabe der Division beliebiger 
ganzer Zahlen vor der Einführung der Brüche. 

Will man diese Lösung trotzdem erzwingen, so bleibt nichts übrig, 
als eine abermalige Erweiterung des Zahlbegriffs durch die Einführung 
neuer Zahlen, die man im Gegensatz zu den rationalen Zahlen Irra
tionalzahlen nennt. Diese neuen Zahlen sind, wie die Zahlen über
haupt, freie Schöpfungen unseres Geistes, und es ist lediglich eine 
Zweckmäßigkeitsfrage, ob wir diesen erweiterten Begriff benutzen und 
Namen dafür gebrauchen wollen oder nicht. Für den praktischen 
Rechner, der seine Operationen doch nur an rationalen Zahlen aus
führen kann, ist diese Frage allerdings ziemlich gleichgültig. Aber 
nicht nur die innere Harmonie des Gebäudes der Arithmetik fordert 
eine solche Erweiterung des Zahlbegriffs, ohne die die Ausdrucksweise 
und die Formulierung vieler Sätze äußerst schwerfällig und weitläufig 
werden würde, sondern auch die Geometrie führt mit Notwendigkeit dazu. 

3*. Wir haben gesehen, daß jeder rationalen Zahl ein bestimmter 
Punkt auf einer Graden entspricht; aber es entspricht nicht umgekehrt 
jedem Punkt der Graden eine rationale Zahl. Konstruieren wir z. B. 
die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck, dessen beide Katheten 
gleich der Einheitsstrecke sind, und tragen sie vom Nullpunkt aus in 
positiver Richtung auf der Geraden ab, so erhalten wir einen Punkt, 
der dem Zeichen y2 entspricht, für den es also keine entsprechende 
rationale Zahl gibt. So kann man alle Quadrp.twurzeln aus positiven 
rationalen Zahlen mit Zirkel und Lineal konstruieren und sieht jeden
falls, daß, obgleich in jedem noch so kleinen Stück der Graden unend
lich viele rationale Punkte liegen, es noch unzählig viele Punkte gibt, 
denen keine rationale Zahl zugeordnet ist. Mit diesen Punkten kann 
man genau dieselben Konstruktionen vornehmen, die man an den ra
tionalen Punkten zur Veranschaulichung der arithmetischen Operatio
nen ausführt, also wird man natu.rgemäß darauf geführt, auch den nicht 
rationalen Punkten "Zahlen", d. h. bestimmt definierte arithmetische 

1) Einen anderen Beweis, bei dem die Sätze über Zerlegbarkeit einer Zahl 
in Primfaktoren nicht vorausgesetzt werden, gibt Dedekind in der Schrift 
"Stetigkeit und irrationale Zahlen", Braunschweig 1872. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopädie I. 4, Auf!. 6 
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Gebilde zuzuordnen. Dies ist der Weg, der historisch zu den irratio
n,_alen Zahlen geführt hat. 

Der V ersuch, sich allgemein für die Begriffsbildung der irrationalen 
Zahlen auf die Raumanschauung zu berufen und Zahlen gradezu als 
Punkte auf einer Geraden zu erklären, so daß also jedem Punkt eine 
bestimmte Zahl entspricht, bietet für eine. strenge Behandlung be
trächtliche Schwierigkeiten. Zunächst erhält man so nur die irrationalen 
Zahlen, welche genau konstruierbaren Punkten der Geraden entsprechen. 
Um dann auch anderen auf arithmetischem Weg sich darbietenden irra
tionalen Zahlen, höheren Wurzeln, Logarithmen usw. Punkte zuzuordnen, 
muß man ein Axiom über die grade Linie voranstellen, daß auch um
gekehrt einer jeden Zahl ein bestimmter Punkt der Geraden 
entspricht (Axiom von G. Cantor, Math. Ann. 5 (1872), 128). Das 
gleiche leistet das zuerst von Dedekind formulierte Stetigkeits
axiom über die grade Linie 1), welches folgendermaßen lautet: 

Wenn die Gesamtheit der Punkte einer (etwa horizontal ge
richteten) Geraden derart in zwei Klassen .A. und .A.' zerfällt, 
daß jeder Punkt aus A links liegt von jedem Punkt aus A', so 
gibt es einen bestimmten Punkt a, der die Gerade so in zwei 
Teile zerschneidet, daß der eine Teil alle Punkte aus A, der 
andere alle Punkte aus .A.' enthält. 

Diese Axiome über die gerade Linie stammen aber aus der Natur 
unserer Raumanschauung und lassen sich rein begrifflich in keiner 
Weise bestimmen. Die Annahme eines solchen Axioms genügt also 
einer rein arithmetischen Auffassung des Zahlenbegriffes nicht, so sehr 
sie sich durch die Anschaulichkeit empfiehlt. Wir werden uns ihrer 
daher auch im folgenden zwar nicht zur Beweisführung, wohl aber zur 
Erleichterung des Verständnisses und zur Fixierung der Gedanken, 
gleichsam wie einer Zeichensprache, bedienen, und wollen die Lehre 
von den irrationalen Zahlen rein arithmetisch begründen. Wir 
stützen uns dabei auf den von Dedekind 2) geschaffenen Begriff des 
"Schni ttesu. 

4. Eine Einteilung der (positiven und negativen) rati'Onalen 
Zahlen in zwei Klassen A, A' von der Art, daß jede Zahl von A klei
ner ist als jede Zahl von .A.', heißt ein Schnitt im Gebiete der ra
tionalen Zahlen. 

Einen solchen Schnitt bezeichnen wir durch (.A.j.A.'); die rationalen 
Zahlen aus A sollen mit a, die aus A' mit a' bezeichnet sein. In der-

1) Auch das Axiom der Intervall~chachtelung (Ascoli, Rend. Ist. 
Lomb. (2) 28 (1895), vgl. Bieberbac~.• Differentialrechnung, Leipzig 1917) er
füllt denselben Zweck. V gl. § 28, 3. Uber die geometrischen Postulate, welche 
gemacht werden müssen, um die Punkte der Graden den Zahlen der Zahlen
reihe zuordnen zu können, vgl. auch H i I b e rt, Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl. 
Leipzig 1909. F. Schur, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1909. 

2) Deaekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872. 
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seihen Weise brauchen wir die anderen Buchstaben. Wir nennen A die 
linke, A' die rechte Seite des Schnittes. 

Eine rationale Zahl r erzeugt zwei Schnitte (RIR'). 
Wenn wir nämlich alle Zahlen, die kleiner als r sind, zu R, alle 

Zahlen, die größer als r sind, zu R', und r selbst entweder zu R oder 
zu R' zählen, dann ist· r selbst die größte Zahl von R oder die kleinste 
von R'. Schnitte, die auf diese Weise entstehen, nennen wir rationale 
Schnitte. 

Es gibt aber auch Schnitte, die nicht so durch rationale 
Zahlen erzeugt werden können: diese nennen wir dann irra
tionale Schnitte. Wir sehen dies an folgendem Beispiel: 

Man nehme in .A alle Zahlen a auf, deren Quadrat kleiner als 2, in 
A' alle Zahlen, deren Quadrat größer als 2 ist. Dann sind alle ratio
nalen Zahlen untergebracht, da ~s keine Zahl gibt, deren Quadrat gleich 
2 ist, und jede Zahl a ist kleiner als jede Zahl a Es gibt aber keine 
größte Zahl in .A und keine kleinste in A'; denn ist a2 < 2, so können 
wir eine natürliche· Zahl n so annehmen, daß 

( 1 ) 2 2 2a 1 a+n; =a+--;-+ 11;2 <2 

wird, und dann ist zwar a + ~ > a, aber doch noch ·(a + ~r < 2; 
und ebenso läßt sich zeigen, daß es keine kleinste Zahl a' gibt. 

5. Es ist also (Aj.A') ein rationaler Schnitt, wenn es ent
weder ein größtes a oder ein kleinstes a' gibt, dagegen ein. 
irrationaler Schnitt, wenn es weder ein größtes a noch ein 
kleinstes a' gibt. 

Man kann also, wenn ( A jA') irrational ist, zu jedem a noch größere 
a und zu jedem a' noch kleinere a' finden. 

In jedem Schnitt (AjA') gibt es beliebig viele Zahlenpaare 
a, a', deren Unterschied a'- a kleiner ist als eine beliebig ge
gebene positive Zahl d. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir eine Zahl a0' aus A.' und eine 
a0 aus A und wählen eine natürliche Zahl n so, daß der Bruch 

~=a,fJ.'-ao<d 
n 

wird. In der Reihe der Zahlen 

a0 , a0 +~, a0 +2o, ... , a0 +n~=a0' 
wird dann eine letzte a0 + k~ in A. enthalten sein, die wir mit a be
zeichnen; die darauf folgende Zahl a' = a0 + (k + 1) ~ gehört zu A.'. 
Dann ist also a' _ a = ~ < d. 

Bei einem irrationalen Schnitt gibt es zwischen diesen beiden Zahlen 
a, a' noch beliebig viele andere sowohl ·in A. als in A.', bei einem ra
tionalen Schnitt wenigstens in einem der beiden Teile. 

6* 
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Den beiden durch eine rationale Zahl r erzeugten ratio
nalen Schnitten ordnen wir nun eben diese Zahl r zu. 

Einem irrationalen Schnitt ordnen wir ein Individuum 
einerneuen Zahlenart, eine Irrationalzahl zu, die wir mit a be
zeichnen. Wir sagen, der Schnitt (A[.A') definiert oder en;eugt die 
Zahl a; man kann sogar sagen, der Schnitt (.A[A') ist die Zahl a, und 
kann schreiben: (A\A') = a. 

Für die nächsten Betrachtungen soll daran festgehalten werden, daß 
die kleinen lateinischen Buchstaben rationale, die griechischen Buch
staben irrationale Zahlen bedeuten. 

6*. Es sei g eine feste Zahl der linken Seite, g' eine feste Zahl. der 
rechten Seite des Schnittes (A\...4'), so ändert es nichts am Wesen des 
Schnittes und der durch ihn erzeugten Zahl, wenn wir von .A alle 
Zahlen < g oder von A' alle Zahlen > g' fortlassen. Je nachdem wir 
das eine oder das andere tun, nennen wir den Schnitt linksseitig oder 
rechtsseitig begrenzt, tun wir beides, so soll er beiderseits be
grenzt heißen. Wir bezeichnen den Schnitt in diesen drei Fällen durch 
uCA\A') oder (A\A')g' oder g(A\.A'\!· 

7. Es kommt jetzt darauf an, die Irrationalzahlen in eine Größen
ordnung zu bringen, in der auch die rationalen Zahlen, und zwar ihrer 
Größe nach, eine Stelle finden. 

Wir betrachten zwei verschiedene Schnitte ( A [.A') und ( B \ B'). Wenn 
es nur eine Zahl a' gibt, die zugleich ein b ist, so ist dies die kleinste 
aller a' und zugleich die größte aller b; die Schnitte sind rational und 
haben denselben Zahlen wert (a = ß). Wir definieren also folgender
maßen: 

Die Zahl a heißt kleiner als ß, wenn es wenigstens zwei 
Zahlen a' gibt, die zugleich Zahlen b sind. 

Es gibt dann auch unendlich viele solche Zahlen a' = b. Die Figur 2 

A 

B ll 

c C' 

veranschaulicht dies 
Verhältnis, und ein 
Blick auf sie beweist 
zugleich den Satz: 

Ist a < ß und 
ß < r, so ist auch 
a<r· 

Diese Größenbe-
Fig. 2 stimmung stimmt für 

die rationalen Zahlen mit der gewöhnlichen überein, wenn man den 
rationalen Schnitten die sie erzeugenden rationalen Zahlen als Werte 
beilegt, denn von zwei rationalen Zahlen ist die erste kleiner als die 
zweite, wenn eine dritte rationale Zahl existiert, die größer ist als die 
erste und kleiner als die zweite. 
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Ist (.A.I.A.') ein Schnitt, so ist jede Zahl - a' kleiner als jede Zahl 
- a. Bezeichnen wir also die Inbegriffe der Zahlen.- a, - a mit - .A 
und - A.', so ist auch (- .A.' 1-.A.) ein Schnitt. Die durch ihn erzeugte 
Zahl wird mit - a bezeichnet und heißt die zu a entg-egengesetzte 
irrationale Zahl. 

8. Man könnte versuchen, durch weitere Anwendung des Prinzips 
der Schnitte noch zu neuen Zahlenarten zu gelangen. Daß dies nicht 
möglich ist, ergibt sich durch folgende Betrachtung: Es sei (AI A') ein 
Schnitt im Gebiete der rationalen und irrationalen Zahlen, so daß also 
jede Zahl a aus A kleiner ist als jede Zahl a' aus A'. Ein solcher Schnitt 
wird aber immer durch eine bestimmte rationale oder irrationale Zahl 
erzeugt, in der Weise, daß sie entweder die größte Zahl in A oder die 
kleinste in A' ist. Irgendeine rationale Zahl r ist nämlich entweder in 
A oder in A' enthalten. Bezeichnet man die ersten rationalen Zahlen 
mit a, die zweiten mit a', so ist ein Schnitt (.AI.A') und dadurch eine 
rationale oder irrationale Zahl tJ erklärt. Ist a in A enthalten, aber nicht 
die größte Zahl in A, so gibt es in A auch rationale Zahlen a, die größer 
sind als a, und mithin ist auch tJ größer als a, und ebenso· sieht man, 
daß, wenn a' in A' aber nicht die kleinste Zahl in A' ist, o < a' ist. 
Es bleibt also für o nur noch die Möglichkeit übrig, daß es die größte 
Zahl in A oder die kleinste Zahl in A' ist. Der Schnitt (AI A') erzeugt 
also keine andere Zahl als (.A.J.A'). 

Die Gesamtheit der rationalen und irrationalen Zahlen nennt man 
reelle Zahlen und nach dem eben Gesagten kann man irgendeine 
Zahl auch durch einen Schnitt im Gebiete aller reellen Zahlen be
stimmen. 

9*. Wir definieren nun: 
Eine Gesamtheit (Menge) von Zahlen heißt stetig, wenn sie überall 

dicht istl) und wenn in jedem Schnitt (AJA') entweder A• eine größte 
oder A' eine kleinste Zahl besitzt. 

Danach können wir also sagen: 
Die Menge der reellen Zahlen ist stetig. 
Dagegen ist die Menge der rationalen Zahlen nicht stetig. Bei 

einer stetigen Menge ist durch jeden Schnitt eine zur Menge gehörige 
Zahl bestimmt, und umgekehrt, sobald dies bei einer überall dichten 
Menge der Fall ist, ist die Menge stetig. 

Man kann den Begriff der Stetigkeit auf geordnete Mengen über
haup~ übertragen, d. h. auf Mengen, bei denen nach einer bestimmten 
Vorschrift von je zwei Elementen a und b das eine als das frühere, das 
andere als das spätere gekennzeichnet ist. Dies trifft z. B. für die Punkte 
auf einer Geraden zu und es wird also eine überall dichte Punktmenge 
stetig sein, wenn durch jede Zerlegung in zwei Teilmengen ein Punkt 

1) Vgl. § 19, ·5. 
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der Menge bestimmt wird. Dies ist aber grade die Eigenschaft, die das 
Axiom von Dedekind der graden Linie zuschreibt, folglich ist dieses 
Axiom gleichbedeutend mit der Aussage: 

Die Menge aller Punkte auf einer Geraden ist stetig. 

§ 26*. Beschränkte Zahlenmengen. Obere und untere Schranke. 
1. Eine Menge von reellen Zahlen kann auf Grund des Cantor

achen Axioms über die grade Linie immer in Beziehung gesetzt wer
den zu einer Menge von Punkten auf einer Geraden, dergestalt, daß 
jeder Zahl der Zahlenm"enge ein Punkt der Punktmenge entspricht und 
umgekehrt. Es entspricht daher jeder Aussage über die Zahlenmenge 
eine solche über die Punktmenge, mit der einen Menge hat man auch. 
die andere erforscht. Deshalb kann IDan Zahlen und Punkte, sowie 
Zahlenmenge und Punktmenge geradezu als synonyme Begriffe ansehen, 
und man gebraucht für Zahlenmenge sehr häufig die Bezeichnung (line
are) Punktmenge. 

Eine Punktmenge '1: heißt nach oben beschränkt, wenn es eine 
Zahl T giebt, die größer ist als jede Zahl von ~- Eine solche Zahl T 
nennen wir eine obere Außenzahl für die Menge. Mit T zugleich ist 
auch jede Zahl > T eine obere AußenzahL 

Ebenso heißt eine Punktmenge nach unten beschränkt, wenn es 
eine Zahl t gibt, die kleiner ist als jede Zahl der Menge. t heißt eine 
untere Außenzahl für die Menge und jede Zahl <t ist ebenfalls eine 
untere Außenzahl. 

Ist eine Punktmenge sowohl nach oben wie nach unten beschränkt, 
so heißt sie einfach eine beschränkte Punktmenge. Zwischen jeder 
unteren und jeder obere:p. Außenzahl liegen dann sämtliche Zahlen der 
Menge. 

2. Es liege eine nach oben beschränkte Menge '1: vor. Irgendeine 
Zahl von '1: heiße -r. Dann kann man eine Einteilung sämtlicher reeller 
Zahlen in zwei Klassen vornehmen: in die eine Klasse A' nimmt man 
alle oberen Außenzahlen für die Menge '1: auf, in die andere Klasse A 
alle übrigen Zahlen. Damit hat man einen Schnitt (AJA') im Gebiete 
aller reellen Zahlen bewirkt. Er bestimmt eine rationale oder irrationale 
Zahl r und diese heißt die obere Schranke 1) von%. 

1) Den hier gebrauchten Bezeichnungen stellen wir diejenigen gegenüber, die 
man meistens in der Literatur vorfindet: 

obere Außenzahl 
untere 

obere S 
untere ehranke 

obere Schranke obere G 
untere untere renze. 

Wir haben uns in der Benennung "obere (untere) Schranke" in der hier ge
brauchten Bedeutung an M. Pasch, Math. Ann. 30 (1887), 122; Monatsh. f. Math. 
u. Phys. 26 (1915), 303 angeschlossen, denn einmal versteht man nach dem ge
wöhnlichen Sprachgebrauch unter einer Sehranke einen Gebietsabschluß, dem 



§ 25*. Beschränkte Zahlenmengen. Obere und untere Schranke 87 

Nach § 24, 5. gibt es in (A[A') beliebig viele Zahlenpaare r, r', 
deren Unterschied kleiner ist als eine beliebig gegebene positive Zahl; 
andererseits gibt es mindestens eine Zahl .,; der Menge, die kleiner ist als r', 
aber nicht kleiner als r, und keine Zahl 't kann größer als y sein, denn 
jede Zahl > y ist obere Außenzahl für die Menge i:. Es muß also sein: 

r < 't < r < r', 
worin die Gleichheitszeichen nicht alle zu gleicher Zeit bestehen können. 
Es ergibt sich daraus der Satz, der zugleich die obere Schranke ein
deutig bestimmt: 

Die obere Schranke einer Menge i: ist eine Zahl, die durch 
keine der Zahlen 't übertroffen wird, der aber doch Zahlen .,; 
bis auf jeden Grad nahe kommen. 

Ebenso gibt es für eine nach unten beschränkte Punktmenge eine 
untere Schranke. Sie wird durch keine Zahl der Menge unter
schritten, es kommen ihr aber doch Zahlen der Menge beliebig nahe. 

Dle Menge der positiven Zahlen ist nach unten beschränkt und hat 
die Null zur unteren Schranke. Die Menge der echten Brüche ist be
schränkt; die untere Schranke ist - 1, die obere Schranke + 1. 

3. Bei einer endlichen Menge ist die untere Schranke gleich der 
kleinsten, die obere Schranke gleich der größten Zahl der Menge. Bei 
einer unendlichen Menge brauchen, wie grade die Beispiele eben zeigen, 
die obere und die untere Schranke nicht zur Menge zu gehören. Wenn 
sie dazu gehört, so nennt man die obere Schranke das Maximum, die 
untere Schranke das Minimum der Menge. Es ist also die obere Schranke 
entweder das Maximum der Menge oder das Minimum aller oberen 
Außenzahlen, ebenso die untere Schranke entweder das Minimum der 
Menge oder das Maximum der unteren Außenzahlen. 

Ist (A/A') ein Schnitt, der die Zahl a erzeugt, so ist a 
gleichzeitig die obere Schranke aller Zahlen a und die untere 
Schranke aller Zahlen a'. 

§ 26. Rechnen mit Irrationalzahlen. 
1 *. Wir haben nun die fundamentalen Rechenoperationen im Ge

biete der Irrationalzahlen zu erklären. 
Sind a und ß irgend zwei durch die Schnitte (A.[A.') und (B/B') 

man von einer Seite her beliebig nahe kommen kann, ferner aber sind. die 
Ausdrücke obere (untere) Grenze die genaue "Übersetzung von limes superior 
und limes inferior und sollen doch etwas ganz anderes bedeuten. Gauß hat 
bereits um 1800 diese Begriffsbestimmungen besessen, wie aus einem in seinem 
Nachlaß gefundenen Manuskript zur Reihenlehre hervorgeht (Werke 101 , 391, 
vgl. auch die Dissertation, Werke 3, 10). Später ist dann Bolzano selbständig 
zu ihnen gekommen und auf ihn geht die erste Veröffentlichung hierüber zu
rück (Rein analytischer Beweis d. Lehrsatzes usw., Prag 1817, auch in 
Ostwaids Klassikern Nr. 153). Aber auch sie blieb damals fast völlig unbe
kannt, und so war es Cauchy (Cours d'analyse 1821) vorbehalten, diese Begriffe 
zu allgemeiner Anerkennung zu bringen. 



88 IV. Irrationale Zahlen § 26. 

definierte Zahlen, so verstehen wir unter A + B die Gesamtheit der 
Zahlen a + b, unter A' + B' die Gesamtheit der Zahlen a' + b'. Dann 
ist stets a + b < a' + b', folglich ist die Menge A + B nach oben, die 
Menge A' + B' nach unten beschränkt. Es habe die Zahlenmenge A + B 
die obere Schranke r, die Menge A' + B' die untere Schranke r'· Ist 
r eine Zahl aus A + B, so gehört jede kleinere rationale Zahl ebenfalls 
zur Menge, folglich muß jede nicht zu A + B gehörende rationale Zahl 
größer sein als jede Zahl der Menge, d. h. sie muß eine obere Außenzahl 
für die Menge sein. Daraus folgt aber, daß jede rationale Zahl < r zu 
A + B gehört. Ebenso schließt man, daß jede rationale Zahl ~ r' zu 
A' + B' gehören muß. 

Die beiden Schranken r und r' können aber nicht vonein
ander verschieden sein. 

Denn e"s gibt in beliebiger Nähe von r' und größer als r' eine Zahl 
a' + b' und in beliebiger Nähe von r und kleiner alsreine Zahl a + b, 
und es ist a' + b' > a + b. Daher ist zunächst r' > r. Es kann aber 
nicht r'> r sein, da es Zahlen a, a'; b, b' geben muß, deren positive 
Differenzen a'- a und b'- b unter jede Grenze heruntersinken, womit 
dann auch die Differenz ( a' + b') - ( a + b) unter jede Grenze herab
sinkt. Die beiden Zahlen r und r' sind also nicht voneinander ver
schieden. Damit ergibt sich aber: 

Die Mengen A + B und A' + B' erzeugen einen Schnitt 
(A +BI A' + B'), und die durch ihn definierte Zahl ist r· Wir 
nennen diesen Schnitt die Summe der Schnitte (.AI A') und (BI B') 
oder damit gleichbedeutend die Summe der Zahlen a und ß und schreiben: 

(1) (AI A') + (BI B:) = (A + BI A' + B') 

oder r = ix + ß' 
definieren also: 

Unter der Summe a + ß zweier Zahlen a und ß versteht 
man die gemeinsame (obere und untere) Schranke aller Summen 
a + b und a' + b '. 

2 *· Die Subtraktion einer Zahl ß von einer Zahl a definiert man 
am einfachsten als die Addition der entgegengesetzten Zahl. Ist 

ß =(BI B'), 

so ist die entgegengesetzte Zahl (§ 24, 7.) 

- ß = (- B' 1- B), 

also ist nach (1) als Differenz der Schnitte zu schreiben: 

(2) (.AI A') - (BI B') = (A - B' I A'- B) 

und man hat als Definition: 
Unter der Dif,ferenz von zwei Zahlen a und ß versteht man 

die gemeinsame (obere und untere) Schranke der Zahlen a-b' 
und a'- b. 
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3*. Die Multiplikation erklären wir zunächst für positive Zahlen 

a, ß. Dabei nehmen wir für eine der Zahlen, etwa ß, einen durch eine 
positive Zaltl h linksseitig begrenzten Schnitt. Sei also 

a = (AI A'), ß = h(B I B'), 

so verstehen wir unter AB die Gesamtheit der Zahlen ab, unter A' B' 
die Gesamtheit der Zahlen a'b'. Die Zahlenmenge AB ist nach oben 
beschränkt und habe die obere Schranke y, die Menge A'B' ist nach 
unten beschränkt, die untere Schranke sei y'. Dann ist jede rationale 
Zahl< r eine Zahl aus AB, jede rationale Zahl> r' eine Zahl aus 
.A. 'B'. Man zeigt aber wieder, daß die beiden Schranken r und r' zu
sammenfallen 1), und damit ergibt sich, daß die Mengen AB und A'B' 
einen Schnitt (.ABi .A.' B') = r 
erzeugen, welcher von h unabhängig ist (weil jedenfalls y' von h unab
hängig ist). Wir nennen ihn das Produkt von a und ß, also: 

Unter dem Produkt aß der positiven Zahlen a und ß ver
stehen wir die gemeinsame (obere und untere) Schranke der 
Zahlen ab und a'b'. 

Diese Überlegungen bleiben gültig, wenn ein Faktor null ist. Für 
a . 0 kann man einen Schnitt annehmen, dessen linke Seite durch alle 
negativen rationalen Zahlen und 0, die rechte Seite durch alle positiven 
rationalen Zahlen gebildet wird. Dann wird, wenn wieder ß = h(B I B') 
ist (AB/A'B') ein ebensolcher Schnitt wie a, also auch r = 0. 

Die Multiplikation negativer Zahlen kann in derselben Weise durch 
einseitig begrenzte Schnitte erklärt werden. Einfacher ist es, wenn wir 
dieselben Regeln wie bei den rationalen Zahlen gelten lassen, wonach 

(- a) · ß = a · (- ß) =-aß; (- a) · (- ß) =aß. 

4:*. Ein durch zwei positive Zahlen h, h' beiderseits begrenzter 
Schnitt "(BIB')h' definiert eine positive Zahl ß. Dabei durchlaufen die 
Zahlen b von Bund b' von B' alle rationalen Zahlen zwischen h und h', 

mithin ~,und ~ alle rationalen Zahlen zwischen ~, und ~' und es ist 

jedes ;, kleiner als jedes ~ · Diese Zahlen erzeugen also einen beider

seits begrenzten Schnitt l (~, / ~) ~. Die durch ihn definierte Zahl 
h' h 

heißt die reziproke Zahl von ß und wird mit ~ bezeichnet. 

Das Produkt der beiden Zahlen ß und ~ ist nach 3. gleich der ge-

1) Es muß nämlich, wenn man genau so schließt wie in 1, zunächst •/ ~ r 
sein, aber es kann nicht y' > "/ sein, da die Differenz 

a'b'- ab= t[(a'- a)(b' + b) + (b'- b)(a' + a)] 

zugleich mit 0:- a und b'- b unter jede Größe herabsinkt. 
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b b' 
meinsamen (oberen und unteren) Schranke der Zahlen 1)' und b · 
Diese ist aber gleich 1, denn es ist für alle b, b': 

b b' 
v< 1 <b-, 

also gilt für die obere Schranke r der t- und die untere Schranke r' der ~-
b b' 
V < r < 1 < r' < b. 

Da aber r und r' zusammenfallen, so muß r = r' = 1 sein, und 
es folgt: 

Hiermit definiert man die Division et : ß von zwei positiven Zahlen 

als die Multiplikation von et mit der reziproken Zahl~-· Nach 

3. ist also als Quotient der beiden Zahlen der Schnitt 

( A lA') 
B'/B =r 

anzunehmen, so daß man .sagen kann: 
Unter dem Quotienten et: ß zweier positiver Zahlen ver

steht man die gemeinsame (obere und untere) Schranke der 

Zahlen -~ und ~~· · 
Für die Division negativer Zahlen sollen die Regeln wie bei den 

rationalen Zahlen gültig bleiben, also 
-ct ct lX -ct {)(. rr = - ß = - 7f; =-ß = ~- · 

Der Divisor muß immer von Null verschieden sein. 

5. Diese Definitionen der vier Grundoperationen erlangen erst prak
tischen Wert durch den folgenden wichtigen Satz, den wir den Satz 
von der Stetigkeit nennen wollen. 

Es seien a, ß zwei beliebige Zahlen, immer mit der Beschränkung, 
daß bei der Division a;ß der Wert ß = 0 ausgeschlossen ist, und es be
deute f( a, ß) = (! das Resultat einer der vier mit diesen Zahlen vorzu
nehmenden Grundoperationen et + ß, et- ß, aß, a;ß, ferner f(a, b) = r 
das Resultat der mit den rationalen Zahlen a, b ausgeführten näm
lichen Rechenoperation. Es seien dann zwei rationale oder auch 
irrationale Zahlen h, h' von der Art, daß 

h< Q <h' 

ist, beliebig gegeben. Man kann sie so annehmen, daß die Differenz 
h'- h beliebig klein wird. Dann lassen sich die Zahlen a11 a/, b11 b/ 
so bestimmen, daß 
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und daß für jedes rationale Zahlenpaar a, b, das der Bedingung genügt 

(3) a1 < a < a/, b1 < b < b1', 

die Ungleichung 
h <r<h' 

besteht. Oder in Worten ausgedrückt: 
Man kann dem Resultat einer Rechnung f(a, ß) mit Irra

tionalzahlen durch die gleiche Rechnung mit rationalen Zah
len f(a, b) beliebig nahe kommen, wenn man nur die Zahlen 
a, b den Zahlen a, ß genügend nahe annimmt. 

Solche Zahlen a, b heißen Näherungswerte der Zahlen IX, ß. 
Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus der Definition 

der Rechenoperationen mit irrationalen Zahlen,. und es wird genügen, 
auf eine derselben etwas genauer einzugehen. Nehmen wir also die 
Addition IX + ß; da (} die obere Schranke der a + b und die untere 
Schranke der a' + b' ist, so kann man, wenn c, c' in dem(} erzeugenden 
Schnitt ( 0 I 0') beliebig gegeben sind, zwischen c und (} ein a + b, das 
wir mit a1 + b1 bezeichnen, einschieben, und ebenso zwischen Q und c' 
ein a1' + b1', so daß die Differenz (a1' + b1') - (a1 + b1) beliebig klein 

wird. Es ist also c< a1 + b1 < Q < a/ + b1: < c'. 
Wenn aber nun a und b den Ungleichungen (3) genügen, so ist 

a1 + b1 < a + b < a/ + b/, 

und damit ist der Beweis geführt. 
6. Dieser Satz gestattet nun eine Verallgemeinerung: 
Fundamentalsatz der Stetigkeit. Ist Q das Ergebnis einer 

durch beliebige Wiederholung der vier Grundrechnungsarten 
aus den Zahlen IX, ß, r, ... zusammengesetzten Rechnung 
F(a, ß, r, ... ), werden ferner zwei Zahlen h, h' so angenom-
men, daß h < (} < h', 

wobei die Differenz h'- h beliebig klein werden kann, so kann 
man die Zahlen a1, a/; b1, b1'; c11 t;'; ... so bestimmen, daß 

a1 < IX< a/; Q1 < ß < b/; c1 < r < c/, ... , 
und daß, wenn die rationalen Zahlen a, b, c, ... den Bedingungen 

( 4) a1 < a < a/; b1 < b < b/; c1 < c < c/; ... 
genügen, auch r = F(a, b, c, .. . ) der Ungleichung 

h < t· < h' genügt. 

Wir beweisen diesen Satz leicht aus dem speziellen Fall 5. durch 
vollständige Induktion. 

Wir nehmen den Satz als bewiesen an für ein Zahlensystem a, ß, r, ... 
und die Rechenoperation 

{(IX, ß, r, ... ) = (} 
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und für ein zweites Zahlensystem [L, v, ... und die Rechenoperation 

rp([L, v, ... ) = 6; 

wir wollen ihn daraus ableiten für eine zusammengesetzte Rechen-
operation: F(+' ) 

I' rp = 7:. 

Wir nehmen also die zwei Zahlen h, h' so an, daß 

h < T: < h' 

ist. Nach dem Satze 5. können wir dann für (J und 6 Werte k, l, k', l' 
so bestimmen, daß 
(5) k < (J < k', l < (j < l', 
und daß F(r, s) auch zwischen den Grenzen h und h' liegt, wo r und s 
Näherungswerte von Q, 6 zwischen den Grenzen (5) bedeuten, also: 

(6) k < r < k'; l < s < l'. 
Dann aber können wir nach der Voraussetzung, daß der Satz für die Ope
rationen {, rp bereits bewiesen sei, für die Zahlen a, ß' r, ... ' 1-L' V' ••. 

wieder rationale Näherungswerte a, b, c, ... , m, n, ... innerhalb hin
länglich enger Grenzen setzen, so daß die dadurch entstehenden Zahlen 

f(a, b, c, .. . ) = r, rp(m, n, ... ) = s 

in den Intervallen (6) liegen, und damit ist der Beweis des Satzes all
gemein geführt. 

7. Diese Sätze geben nicht nur dem praktischen Rechner die Ge
wißheit, daß er durch seine Rechnungen, die der Natur der Sache nach 
nur mit Näherungswerten geschehen können, jeden vorgeschriebenen 
Grad der Genauigkeit erreichen kann; sie geben uns auch das theore
tischwichtige Resultat, daß eineGleichungoder eineUngleich ung, 
die für alle rationalen Zahlen als richtig erkannt ist, auch 
für irrationale Zahlen richtig bleibt. 

Jede Gleichung zwischen rationalen Zahlen kann in die Form ge
bracht werden: 
(7) f(a, b, c, ... ) = 0, 

wo f irgendeine wiederholte Anwendung der vier Grundrechnungs
arten bedeutet. Ist nun eine solche Gleichung richtig für alle möglichen 
rationalen Zahlen a, b, c, .. . , so muß sie auch für irrationale a, ß, r, ... 
richtig bleiben, d. h. es ist auch 

f(a, ß, r, ... ) = 0. 
Wäre nämlich einmal f(a, ß, r, ... ) nicht Null, sondern z. B. positiv, 
so nehme man zwei positive Zahlen h, h' so an, daß 

h<f(a, ß, r, ... )<h'; 

dann wäre aber auch für gewisse rationale Näherungswerte f(a, b, c, .. . ) 
zwischen h und h' enthalten, also positiv, entgegen der Annahme (7). 

Ebenso verhält es sich mit Ungleichungen. Wenn z. B. {und rp zwei 
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Rechenverbindungen sind, und es gilt für alle rationalen Zahlen a, b, ... , 
die der Bedingung rp(a, b, ... ) > 0 genügen, der Satz, daß auch 
f(a, b, .. . ) > 0 ist, so ist für alle irrationalen Zahlen, die der Bedingung 
rp(a, ß, .. . ) > 0 genügen, f(a, ß, .. . ) > 0. Denn wäre rp(a,ß, ... ) >0, 
aber f(a, ß, : . . ) < O, so nehme man zwei negative Zahlen h, h' und 
zwei positive Zahlen k, k' so an, daß 

h < f(a, ß, ... ) < Tt, k < rp(a, ß, ... ) < k' 

ist. Dann kann man für die a, ß, ... solche Näherungswerte a, b, ... 
annehmen, daß rp(a, b, ... ) noch positiv und f'(a, b, .. . ) negativ bleibt, 
was der Annahme widerspricht. 

§ 27*. Definition der irrationalen Zahlen durch Paare 
verbundener Folgen. 

1. Durch den Fundamentalsatz der Stetigkeit ist die Ersetzung der 
irrationalen Zahlen durch rationale für das praktische Rechnen als be
rechtigt erwiesen, es gibt uns aber die Begriffsbestimmung der irra
tionalen Zahlen durch die Dedekindschen Schnitte nicht sogleich ein 
Mittel an die Hand, solche rationalen Näherungswerte zu finden. Nun 
sind wir aber schon in den Beispielen des § 23 von den Näherungs
werten ausgegangen, um eine Vorstellung von den irrationalen Zahlen 
zu gewinnen, und wir brauchen nur für die Beispiele in § 23, 5. und 6. 
die gemeinsamen Merkmale hervorzuheben und auf allgemeine Zahlen 
zu übertragen, um eine andere Definition der irrationalen Zahlen zu haben. 

Wir schicken voraus: Unter einer Folge von Zahlen versteht man eine 
unendliche Menge von Zahle:p, in der jede nach einem vorgeschriebenen 
Rechenverfahren zu bildende Zahl ihren bestimmten Platz hat, so daß 
man die Zahlen der Reihe nach numerieren und durch Indizes unter
scheiden kann. Eine Folge heißt monoton, wenn entweder jede Zahl 
nicht kleiner oder jede Zahl nicht größer als die vorhergehende 
Zahl ist. Im ersten Fall heißt die Folge monoton aufsteigend, im 
zweiten Fall monoton absteigend.1) 

Es möge eine Rechenvorschrift vorliegen, nach der man zwei 
Folgen vo'll rationalen Zahlen 

al' a2' as' a"' .. . 
a/, a2', a3', a.; .. . 

erhält mit den folgenden Eigenschaften: 
1. Die erste Folge sei monoton aufsteigend, also: 

al < a2 < as < a"' ... 
2. Die zweite Folge sei monoton absteigend, also: 

a/ > a2' > a3' > a4' ... 

1) Man mache sich das nicht nur begrifflich, sondern durch die geometrische 
Darstellung auch anschaulich klar. 
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3. Keine Zahl der ersten Folge sei größer als die entsprechende 
der zweiten Folge, also: 

a1 < a,'; a2 < a2'; a3 < a3' ••• 

4. Die Differenz von je zwei entsprechenden Zahlen der beiden Fol
gen soll schließlich beliebig klein werden, d. h. es soll zu jeder beliebig 
gegebenen positiven Zahl E einen Index n geben (der von E abhängen 
wird), so daß alle folgenden Differenzen 

Gebraucht man mit G. Kowalewski 1) den .Ausdruck fast alle für 
"alle mit .Ausnahme einer endlichen .Anzahl'', so kann man auch 
sagen: 

Es sollen fast alle Differenzen von je zwei entsprechenden 
Zahlen der beiden Folgen kleiner als eine beliebig gegebene positive 
ZahlE sein. 

Sind diese vier Bedingungen erfüllt, so wollen wir die beiden Folgen 
verbundene Folgen nennen . 

.Aus 1. 2. 3 folgt leicht: keine Zahl der ersten Folge ist größer als 
irgendeine Zahl der zweiten Folge. Denn wäre ai> ak'; so wäre, wenn 
i < k ist, nach 1. ak' < ai < ak, was 3. widerspricht, dagegen wenn k < i 
ist, nach 2. a; > ak' > a;', ebenfalls im Widerspruch zu 3. 

2. Es können nun zwei Fälle eintreten: 
I. Es gibt eine rationale Zahl r, welche zwischen je zwei ent

sprechenden Zahlen liegt, so daß für jedes n 

an< r < a".'. 

Wir behaupten, es gibt dann auch nur eine solche rationale Zahl, 
denn gäbe es eine zweite s, die wir größer als r annehmen können, so 
wäre s - r = d eine bestimmte positive Zahl und es wäre 

an< r < s <an'· 

Dann wäre aber a".'- an> d für jeden Index n und das widerspricht 
der Bedingung 4., wonach von einem bestimmten Index an an' - a". 
kleiner als eine beliebig gegebene positive Zahl, also auch kleiner als 
d werden soll. 

Man sagt in diesem Fall, die beiden Folgen bestimmen die Zahl r. 
Ein Beispiel werden wir im nächsten Paragraphen kennen lernen. 

II. Es gibt keine rationale Zahl, welche beständig zwischen zwei 
entsprechenden Zahlen der beiden Folgen liegt. Dies ist z. B. in dem 
Beispiel § 23, 6. der Fall. Man sieht nämlich leicht, daß die Quadrate 
der dort in (15) angegebenen Zahlen zwei Folgen von der in I betrach
teten .Art bilden, indem je zwei entsprechende Quadrate die rationale 

1) G. Kowalewski, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung, 
Leipzig 1909. 
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Zahl 2 einschließen. Würden nun die beiden i'olgen (15) eine ratio
nale Zahl bestimmen, so wäre das Quadrat dieser Zahl gleich 2, und 
das ist, wie wir gesehen haben, unmöglich. 

In diesem Falle sagt man, die beiden Zahlenfolgen bestimmen 
eine neue, irrationale Zahl a. 

Die a11 ~. a3 ... heißen die unteren, die a/, a2', a3' ... die oberen 
Näherungswerte von a. 

Von dieser Definition ausgehend trifft man nun Festsetzungen über 
die Größenbeziehungen und über die fundamentalen Rechenoperationen 
mit diesen Zahlen und baut die Lehre von den irrationalen Zahlen ganz 
entsprechend so auf, wie wir es auf Grund der Dedekindschen Defi
nition getan haben. Wir· wollen dies hier nicht näher ausführen1), son
dern nur zeigen, wie man die Dedekindsche Theorie mit der vorliegen
den in Verbindung setzen kann. 

3. Sei (AI A') ein Schnitt im Gebiete der rationalen Zahlen, so 
kann man auf beliebig viel Arten aus A eine aufsteigende, aus A' eine 
.absteigende Folge von Zahlen auswählen, so daß die Bedingung 4. er-

füllt ist. Sind a1, a2, a3 , • • • zwei solche Folgen und ist c eine beliebig 
al G·a as ... 

gegebene positive Zahl, so wird von einem bestimmten Index m ab 

(1) 

Die beiden Folgen sind also verbundene Folgen und bestimmen eine 
Zahl a, deren Wert nach den in dieser Theorie getroffenen Größenfest
setzungen immer zwischen einem unteren und einem oberen Näherungs
wert liegt, so daß für jedes m 

(2) am < a < a~, ist. 

Sei nun ~1, ~2, ~3, • • • ein zweites aus dem Schnitt herstellbares Paar 
alaaa3··· 

verbundener Folgen, so ist von einem bestimmten Index n ab 

(3) 

wo wieder 8 eine beliebig gegebene positive Zahl bedeutet. Es läßt 
sich zeigen, daß die durch dieses Paar von Zahlenfolgen definierte Zahl 
Ci mit a zusammenfallen muß. 

Für jeden Index n ist 

( 4) a,. < " < an'· 

1) Es sei auf die eingehende Darstellung bei A. Loewy, Lehrbuch der Algebra., 
Leipzig 1915, S. 60 ff., verwiesen. Die Definition der irrationalen Zahlen durch ver
bundene Folgen, die sich, wie wir sehen, eng an die gebräuchlichen Näherungs
verfahren anschließt, ist zuerst von P. Bachmann, Vorlesungen über die Natur 
der Irrationa.lzahlen, Leipzig 1892, entwickelt worden. Sie ist verwandt mit der 
Cantorachen Definition, Math. Ann. 5 (1872), 123 und ausführlicher 21 (1883), 
564, doch geht Cantor nur von einer nicht notwendig monotonen Folge aus. 
Dies entspricht unserem dritten Beispiel in § 23, 7. 
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Wären nun " und a verschieden und etwa a > a, so daß " - a = d 
einen bestimmten positiven Wert besitzt, so wäre nach (2) und ( 4) 

d < a~- a". 

Nach (1) und (3) ist aber 

(a~- a") + (a"'- am) < c + s = TJ· 

Hier sind die eingeklammerten Differenzen positiv, also ist um so mehr 
a~- ä,.. < 1J und es wäre also d < 1J· 

Es ist aber 1J eine beliebig gegebene positive Zahl, könnte also kleiner 
als d angenommen werden, folglich muß d = 0 und "= a sein. Man 
sieht also: 

Wie man auch in einem Schnitt zwei verbundene Zahlen
folgen auswählt, so gehört zu ihnen stets dieselbe reelle 
Zahl. 

Man kann nicht sagen, daß eine irrationale Zahl im Sinne Dede
kinds und eine durch Paare verbundener Folgen definierte Zahl das
selbe ist. Es handelt sich ja bei diesen Definitionen nicht um etwas 
objektiv Existierendes, so daß es etwa nur zwei verschiedene Be
trachtungsweisen desselben Gegenstands wären, sondern es sind zwei 
selbständige Gedankenschöpfungen. Aber infolge der Festsetzungen 
über die Größenbeziehungen und die fundamentalen Operationen ist 
ein vollständiges gegenseitiges Entsprechen hergestellt. Jede Aussage 
über die einen Zahlen läßt sich wörtlich auf die anderen Zahlen über
tragen, es ist daher für jeden arithmetischen Satz gleichgültig, ob man 
sich dabei unter den Zahlen Schöpfungen im Sinne Dedekinds oder 
im obigen Sinne vorstellt.l) 

§ 28 *· Begriff des Grenzwertes. 

1. Wir können die Begriffsbestimmung einer reellen Zahl durch 
verbundene Zahlenfolgen auch noch unter einem anderen Gesichtspunkt 
auffassen. Betrachten wir die verbundenen Folgen 

0,3 0,33 0,333 0,3333 

0,4 0,34 0,334 0,3334 ... ' 
so bestimmen sie die rationale Zahl t, denn jede der oberen Zahlen ist 
< t, jede der unteren> t. Wir sehen das sofort, wenn wir die Unter
schiede der einzelnen Zahlen gegen die Zahl t berechnen. Es ist 

1) Vgl. Perron, Was sind und was sollen die irrationalen Zahlen? Jahresb. 
d. Deutsch. Math. Ver. 16 (1907). Eingehende Besprechung der verschiedenen 
Einführungen der Irrationalzahlen und des Nachweises, daß sie sich gleichwertig 
vertreten können bei .A. L o e wy, Lehrb. d. Algebra S. 257 und 284. 
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1 1 
s - o,~ = 3 . 10 ; 0,4 

1 2 
-3""" 3. 10 

__!_- ö 33 1 
3 ' 3 ·101 ' 

1 2 
0•34 -3 = 3·101 

1 1 1 2 
3 - 0,333= 3 ·lOs j 0,334- a = 3 ·lOs USf. 

Es haben also die oberen wie die unteren Zahlen die Eigenschaft, 
daß ihre (positiv genommenen) Unterschiede gegen eine bestimmte 
rationale Zahl schließlich kleiner werden als jeder noch .so kleine posi
tive Wert. Man sagt in diesem Fall, die Zahlen der einen wie der andern 
Folge nähern sich dem Grenzwerttoderhaben die Zahlt als Grenze. 
Allgemein definiert man 1): 

Es liege ein.e Zahlenfolge ct> c2 , c3 ••• vor (die nicht mono
ton zu sein braucht). Gibt es dann eine Zahl r von der Art, 
daß die Differenzen der Zahlen c gegen r, absolut genommen, 
schließlich kleiner werden als eine beliebig gegebene positive 
Zahl, so sagt man, die Folge der c ist konvergent und besitzt 
r zum Grenzwert oder sie konvergiert gegen den Grenzwert 
r, und man schreibt: 
(1) 

gelesen: ,,Iimes von c,., wenn n gegen Unendlich geht". Die Angabe 
n--+ oo kann man, wo kein Mißverständnis zu befürchten ist, auch 
weglassen. 

Die Folge c11 c,, c3 , ••• besitzt also einen Grenzwert r, wenn es 
zu jeder gegebenen positiven Zahl E einen Index n gibt, so daß 2) 

(2) Ir- c,.+., I< E für •=l,J,S, •.. 

Insbesondere hat man für r = 0 die Begriffsbestimmung: 
Eine Folge von Zahlen besitzt den Grenzwert Null, wenn 

die absoluten Werte der Zahlen schließlich kleiner werden 
als eine beliebig gegebene positive Zahl, wenn es also zu jedem 
(noch so kleinen) positiven E einen Index n gibt, so daß 

I c,.+" I< s für .-=t,s,s, ... 

2. Der Begriff des Grenzwertes ist von fundamentaler Wichtigkeit. 
Er gehört zu den Grundbegriffen der Analysis, d. h. desjenigen Teils 
der Mathematik, der sich mit unendlichen Prozessen (Reihen, Produkte, 
Kettenbrüche, Differential- und Integralrechnung) beschäftigt. Es sei 
deshalb eine zweite Fassung für die Definition gegeben, die ihrer Aus
drucksweise nach der geometrischen Anschauung entlehnt ist, aber auch 
ganz unabhängig davon formuliert werden kann. 

1) Diese Definition bezieht sich vorläufig, d. h. vor der Schöpfung der irra
tionalen Zahlen, nur auf rationale Zahlen, insbesondere auf rationale Grenzwerte. 

2) W alli s, Arithmetica infinitorum, 1665. 
Weber u. Welhtein, Enzyklopädie I. 4 Aufl. 7 
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Denken wir uns die Zahlen c11 c2, c3 ••• der Folge sowie die Zahl i' 
als Punkte der Zahlengeraden dargestellt, so bedeutet die Bedingung 
(2), daß alle Punkte cn+v vom Punkt r eine Entfernung besitzen, die 
kleiner ist als c. Man sagt dann, die Punkte cn+ v liegen in einer (durch 
die Größe c bestimmten) Umgebung des Punktes 7'· Um dies arith
metisch auszudrücken, definieren wir zunächst: 

Die Gesamtheit der Zahlen z zwischen zwei Zahlen a und 
b, für die also 

ist, heißt das Intervall (a,b). Die Zahlen a und b heißen die EBd
punkte des Intervalls; sie werden, wenn nichts anderes gesagt ist, nicht 
zum Intervall gerechnet. Die Di:fl"erenz b - a heißt die Länge des 
Intervalls. 

Sei nun c irgendeine positive Zahl, so nennen wir das Intervall 
(r- s, r + s) eine Umgebung der Zahl 7'· Und nun können wir die 
Definition des Grenzwertes sehr einfach so aussprechen: 

Eine Folge von unendlich vielen Zahlen c11 c2, c3 ••. besitzt 
einen Grenzwert r, wenn in jeder1) Umgebung von r fast alle 
Zahlen der Folge liegen. 

3. Kehren wir zu unserem Beispiel zurück und sei also eine rationale 

Zahl r durch die Folgen a1, a2, a3, • · • bestimmt, so ist beständig 
a1 a2 a3 ••• 

am<r<a~, 

also für irgenaeinen Index n + v: 

und es gibt daher nach der Grundeigenschaft 4. der verbundenen Folgen 
(§ 27, 1.) zu jeder positiven Zahl c einen Index n, so daß für alle 
größeren Indizes n + v 

[ r- an+~ I< c und I ' I i r- an+v < c. 
Dies bedeutet aber: 

Ist eine rationale Zahl r durch die Folgen a1 a2 aa · · · a/ a2' a 3' 

bestimmt, so ist 
(3) r = lim an = lim a,.'. 

Betrachten wir die durch je zwei entsprechende Zahlen gebildeten 
Intervalle (a11 a/); (a2 , a;); (a3 , a8') ••• , 

so sehen wir, daß ihre Länge immer kleiner wird und schließlich unter 
jeden angehbaren positiven Betrag sinkt und daß jedes Intervall voll
ständig innerhalb des vorhergehenden Intervalls liegt, d. h. jede Zahl 
eines Intervalls gehört auch zu dem unmittelbar vorangehenden Inter-

1) Also auch in jeder noch so kleinen Umgebung. 
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vall, die Intervalle sind ineinander geschachtelt. 1) Der Grenzwert r 
erscheint dann als die einzige Zahl, die allen Intervallen gemeinsam ist. 
In ihr kommt begrifflich der Prozeß der lntervallschachtelung, wenn 
auch nach unendlich vielen Schritten, zum Abschluß, er ist vollendet.2) 

4-. Hat man aber zwei verbundene Folgen a1, a2, a3 ,' • · , die keine 
al a2 as ... 

rationale Zahl bestimmen, so liegt auch hier eine Intervallschachtelung 
vor, aber jetzt gibt es keine rationale Zahl, die allen Intervallen gemein
sam ist, der Prozeß der Intervallschachtelung ist im Gebiete der ratio
nalen Zahlen unvollendbar. Hier greift nun die Schöpfung der irra
tionalen Zahl ein. Sie postuliert die Existenz einer Zahl, die den un
endlichen Prozeß begrifflich zum Abschluß bringt. Für diese Zahl a 
werden solche Größenfestsetzungen getroffen, daß beständig 

am < a < a~ 
ist und daraus folgt wie oben (wenn wir mit c,. die Elemente der einen 
oder der anderen Folge bezeichnen), daß für jede gegebene positive Zahl 
E von einem bestimmtem Index 'ij ab 

I«- c,.+~ I< E für "=1,2,s, .. 

ist und infolge dieser mit (2) übereinstimmenden Eigenschaft wird jetzt 
die irrationale Zahl a als der gemeinsame Grenzwert der a,. u:Qd a,.' be
zeichnet: 

(4) a = lim a,. = lim a,.'. 

Es ist also nicht so, daß die irrationale Zahl als ein Grenzwert de
finiert wird, sondern auf Grund ihrer Definition durch die beiden Zahlen
folgen und der Festsetzungen über ihren Größencharakter und die fun
damentalen Rechenoperationen zeigt sich, daß sie die Eigenschaft besitzt, 
die wir bei den rationalen Zahlen als charakteristisch für einen Grenz
wert angesehen haben. 

Wir können nun bei der Definition des Grenzwertes durch die Un
gleichungen (2) die Beschränkung auf rationale Zahlen fallen lassen 
und sie überhaupt auf Folgen von reellen Zahlen ausdehnen. Wir 
können dann auch verbundene Folg~n von reellen (nicht nur rationalen) 
Zahlen betrachten; sie ergeben eine lntervallschachtelung und es bleibt 
die Eigenschaft bestehen, daß die beiden Folgen einen gemeinsamen 
Grenzwert besitzen. 

5. Wir betrachten das folgende Beispiel. Es seien a und b positive 
Zahlen und a < b. Wir berechnen aus ihnen eine Folge von arithmetischen 
und geometrischen Mitteln ( vgl. § 38, 4-.): 

1) Bieberbach, Differentialrechnung, Leipzig 1917. 
2) Vgl. B. Kerry, System einer Theorie der Grenzbegrift'e, Leipzig und Wien 

1890, worin die erkenntnistheoretischen und psychologischen Grundlagen des 
Grenzbegriffes sehr scharfsinnig untersucht werden. 

7* 
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a1 =a+b b1 = Jlba1 , 
2 

a2 
at + bl 

bi =~, =--2--, (5) 

allgemein 

(6) 

mithin a1 < b1 • Ebenso a2 < b2 , a3 < b8 , •.• Damit ergibt sich, daß 

a < a1 < a2 < a8 , 

und b > b1 > bs > b8 , 

ist, d. h. die (an} bilden eine monoton aufsteigende, die ( b,.} eine monoton 
absteigende Folge, und jede Zahl der ersten Folge ist kleiner als die ent
sprechende Zahl der zweiten Folge. Weiter folgt aus (6), da 

b12 - a1 2 = (b1 + a1) (b1 - a1) = 2 a2 (b1 - a1) 

und a1 < a2 ist: 

ebenso: 

b1 - a1 < i (b - a) , 
b2 - a2 < ± (b1 - at) 

allgemein bn- an<-} (bn-l- a,._l) 
und wenn man alle diese Ungleichungen multipliziert und die gemeinsamen 
Faktoren auf beiden Seiten, welche sämtlich positiv sind, fortläßt: 

1 
b,.- an< 4" (b - a). 

Es wird mithin die Differenz von je zwei entsprechenden Zahlen schließ
lich beliebig klein. Aus alledem ergibt sich jetzt: 

Die Zahlen a ab1 a2 ···bilden zwei verbundene Folgen und 
b 1 b2 .•• 

besitzen einen gemeinsamen Grenzwert.1) 

Diese beiden konvergenten Folgen sind für die Kreisberechnung von 
großer Bedeutung. Auf ihnen beruht die Methode des Arehirnedes zur Be
rechnung des Kreisumfangs mit Hilfe der ein- und umgeschriebenen Viel
ecke. Ist um der Umfang des eingeschriebenen, Um der des umbeschriebenen 
regelmäßigen m·Ecks, so bestehen die Formeln 

Setzen wir 

_1_ = __1:_ (u1 + _1_); t~~m = Yum u~:. 
U2m 2 m Um 

1 
a=--U.n' 

b = _1_ u , 
m 

so werden also 

a0 b1 die entsprechenden Zahlen für das ein- und umbeschriebene 2m·Eck. 

1) Die Existenz dieses Grenzwertes hat zuerst J. Gregory, Exercitationes 
geometricae, London 1668 bewiesen. 
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Der Grenzwert der Folgen ist der reziproke Wert des Kreisumfangs, also 1) 

(beim Radius 1) 

lim a = lim b = __!:_ • 
" " 2n 

6. Durch die Ungleichungen (2) kann man zwar entscheiden, ob eine 
Zahl r Grenzwert einer Folge ist, sie geben aber kein Mittel an die 
Hand, um ohne Kenntnis von r bei einer vorgelegten Folge von Zahlen 
zu erkennen, ob sie einen Grenzwert besitzt. Dies witd durch den 
folgenden Satz geleistet 2): 

Eine Folge von Zahlen ·c11 c2, c3 ••• ist dann und nur dann 
konvergent, wenn es. zu jeder positiven ZahlE einen Index n 
gibt, so daß alle auf c,. folgenden Zahlen innerhalb des Inter
valls (c,.- s, c,. + s) liegen, daß also 

(7) I c" .- c,.+>' I< E für ~=1,2,s, ... 

ist. Zunächst ist leicht zu zeigen, daß, wenn die Folge einen Grenzwert 
r besitzt, dann die Ungleichungen (7) bestehen. Es gibt nämlich dann 

zu einer vorgegebenen positiven Zahl, die wir mit ; bezeichnen, eine 

Zahl m, so daß für jeden Index n > m: 

/r- c,.l <; · 
Nun ist c,.- cn+v = (c,.- r) + (r- c,.+~), folglich nach § 14, (6): 

I cn - cn+v I <I c"- r I + i r- c,.+~ I < E. 

Daß aber umgekehrt bei Erfüllung der Bedingungen (7) die Folge 
konvergiert, zeigt man so: 

Wir scheiden sämtliche reelle Zahlen in zwei Klassen. In die eine 
Klasse A nehmen wir jede Zahl auf, die von fast allen Zahlen der 
Folge übertroffen wird, d. b. zu jeder Zahl a aus A gibt es einen 
Index m, so daß alle cm + ,u > a sind. Alle übrigen reellen Zahlen bilden 
die Klasse A'. Dann ist jede Zahl aus A kleiner als jede Zahl aus A', 

1) Bezeichnet man allgemein den Grenzwert für irgendwelche Anfangswerte 

a, b mit M (a, b), so ist M(ar b) = b · M ( i• 1) und wenn man : = cos x setzt, 

so kann man zeigen, daß 
sinx 

M(cos x, 1) ==; -
X 

ist. Geht man für die Kreisberechnung nach Arehirnedes vom regelmäßigen 
Sechseck aus, so ist 

a 1 ~ 1- n . 1 b = 2 v 3, also x = 6 , sm x = 2 und 

1 IJ. 1 
M(a,b) = 6 · :r;; = 211: • 

2) Bolzano, Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes usw. (1817), 8. 35 
(Ostwalds Klassiker Nr. 153, 8. 21). Cauchy, Cours d'analyse (1821), 8. 125. 
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also ist (Ai A') ein Schnitt im Gebiete aller reellen Zahlen und bestimmt 
nach § 24, 8. eine Zahl r· 

Sei nun c." eine Zahl aus A, so ist, da nach (7) alle übrigen cn+v im 
Intervall ( cn- s, cn + E) liegen, c., + E eine Zahl aus A' und r sowie fast 
alle c liegen im Intervall (c .. , cn + s), d. h. es muß zu der vorgegebenen 
Zahl E einen Index m geben, so daß alle cm+u innerhalb (c .. , cn + s) 
liegen, und dann ist sicher 

(8) !r-cm+.ul<s für .u=l,!,s, ... 

Ist aber cn eine Zahl aus A', so ist cn - E eine Zahl aus A, und r 
sowie fast alle c liegen im Intervall (cn- s, cn). Daraus folgt wiederum 
das Vorhandensein einer Zahl m zu der vorgegebenen Zahl E, so daß 
die Ungleichungen (8) bestehen. Damit ist aber die Zahl r als Grenz
wert der Folge nachgewiesen. 

7. Eine jede konvergente Folge muß natürlich beschränkt sein. Für 
die besonders wichtige Klasse der monotonen Folgen genügt diese 
Eigenschaft zur Konvergenz und es besteht der Satz: 

Eine beschränkte monotone Folge ist immer konvergent 
und besitzt, je nachdem sie aufsteigend oder absteigend mo
noton ist, die obere oder untere Schranke als Grenzwert. 

Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition des Grenzwertes in 2., 
denn in jeder Umgebung der Schranke liegen fast alle Zahlen der Folge. 

8. Der Begriff des Grenzwertes kann einem allgemeineren Begriff 
untergeordnet werden. 

ljls liege irgendeine unendliche 1) Punktmenge vor. Eine Zahl heiße 
Häufungswert oder Häufungspunkt der Menge, wenn sich in jeder 2) 

Umgebung der Zahl Zahlen der Menge befinden. 
Ein Häufungspunkt braucht nicht selbst zur Menge zu gehören. 

So hat z. B. die Punktmenge 8) 

1 0 1 1 3 s 5 7 11 15 21 31 4.3 
' ' -f, T1 T• T• T1 ü1 ü• ü• ä• ä41 ~~ · · · 

die zwei Häufungspunkte f und : , von denen der erste der Menge an
gehört, der zweite nicht. 

Es besteht nun der wichtige Satz von Bolzano- W eierstraß: 
Jede beschränkte Punktmenge hat p::tindestens einen Häu

fungswert. 
Der Satz ist für die Anschauung beinahe selbstverständlich, denn 

wenn sich auf einer begrenzten· Strecke unendlich viel Punkte befinden 

1) Wenn nichts anderes gesagt ist, verstehen wir von jetzt ab unter einer 
Menge immer eine unendliche Menge. 

2) Also auch in jeder noch so kleinen Umgebung. 
8) Bezeichnet man die Elemente der Menge der Reihe nach mit a1 , b1 , a!, 

b., ... , so ist .e.llgemein an = Han-l + a.,_ 2) und bn = Hbn-l + !). 
Man mache sich die Lage der Punkte geometrisch auf der in großem Maßstab 
gezeichneten Strecke 01 klar. Die oben angegebenen Häufungspunkte sind 
arithmetisch leicht nachzuweisen. 
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sollen, so müssen sie sich notwendig an mindestens einer Stelle in un
endlicher Anzahl anhäufen. Arithmetisch wird er so bewiesen: 

Es sei ~ eine beschränkte Punktmenge. Dann lassen sich immer 
Zahlen a17 b1 angeben, so daß innerhalb des Intervalls ( a1, b1) sämtliche 
Zahlen der Menge liegen. Wir halbieren das Intervall durch den Punkt 
c1 = -}(a1 + b1); dann liegen mindestens i~ einem der beiden Intervalle 
(au c1) und (c11 b1) noch unendlich viel Zahlen der Menge, z. B. im 
Intervall ( a1, c1). Wir schreiben dann a1 = a2, c1 = b2, teilen das Inter
vall (a,, b'fl) durch den Punkt c2 = t(all + b2) und bezeichnen eines der 
beiden entstehenden Teilintervalle, welches noch unendlich viel Zahlen 
der Menge enthält (mindestens ein solches ist immer vorhanden) mit 
(a3 , b3). So kann man unbegrenzt fortfahren und erhält eine Inter
vallschachtelung, bei der jedes Intervall halb so groß, wie das vor-

hergehende ist. Die Endpunkte : 1 ; 2 ba3 • • • der Intervalle bilden ein 
1 2 3 ... 

Paar verbundener Folgen und die durch sie bestimmte Zahl r ist 
ein Häufungspunkt der Menge, denn r ist ein innerer Punkt aller 
Intervalle (~, b1), (a2, b2) ••• und jedes Intervall enthält unendlich viel 
Zahlen der Menge.1) 

9. Die obere Schranke aller Häufungswerte einer Menge 
nennt man den Iimes superior, die untere Schranke aller Hän· 
fungswerte den Iimes inferior der Menge. 

Die obere und ebenso die untere Schranke aller Häufungswerte sind 
aber, wie man unmittelbar einsieht, selbst Häufungswerte, d. h. es gibt 
einen größten und einen kleinsten Häufungswert und man kann sagen: 

Der Iimes superior ist der größte, der Iimes inferior der 
kleinste aller Häufungswerte. 

In dem obigen Beispiel ist, wenn wir die Elemente der Menge mit 
c17 c2 , c3 , • • • bezeichnen 2): 

lim sup cn = } , lim inf C11 = f. 
Gemäß der Definition am Schluß von 2.ist der Grenzwert einer Folge zu

gleich ein Häufungswert, und zwar muß er der einzige Häufungswert sein, 
denn wenn es noch andere gäbe, so könnten nicht in jeder Umgebung des 
Grenzwertes fast alle Zahlen der Folge liegen. Es ergibt sich daraus: 

Bei einer konvergenten ~'olge fallen der lim sup und der 
lim inf mit dem Grenzwert der Folge zusammen: 

lim c,. = lim sup cn = lim inf c,.. 

§ 29*. Rechnen mit Grenzwerten. 
1. Im folgenden werden wir eine Zahlenfolge a1 , a2, a3 , ••• einfach 

mit { a,.) bezeichnen. 
Es sei { a,.) eine konvergente Folge und lim a,. =a. Multipliziert 

1) Anstatt die Intervalle jedesmal zu halbieren, kann man irgendwelche Teil
punkte nehmen, wenn nur lim (an- bn) = 0 ist. 

2) Man schreibt für lim sup c,. und lim inf c,. auch lim c,. und lim cn. 
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man jede Zahl der Folge mit einer festen Zahl c, so bleibt die 
Folge konvergent und es multipliziert sich der Grenzwert der 
Ji'olge ebenfalls mit c, d. h. es ist 
(1) lim ca,. = c lim a,.. 

Es gibt nämlich wegen der Konvergenz von { a,.} zu jeder positiven 

Zahl -
1 

s , einen Index n, so d.aß c, 

I I< 8 für ~=t,t,a, .. a- a,.+Y fCi 
Hieraus folgt: 

ca-can+vl<s für .-=1,2,3, ... 

und darin ist der .Satz enthalten. 
2. Es seien { a,.} und { b,.} zwei konvergente Folgen und 

lim a,. = a; lim b,. = ß. 
Dann bestehen die Sätze: 
Die durch Addition von je zwei entsprechenden Z~~;hlen der 

beiden Folgen gebildete Folge { a,. + bn l ist konvergent und 
ihre Grenze ist a + ß, also: 
(2) lim (a,. + bn) = lim a,. + lim b,.. 

Beweis: Zu jeder positiven Zahl : gibt es einen 1) Index n, so daß 

für alle v ==! 1, 2, 3, ... 

I an+v- a I< i und I bn+v- ß I< ; · 
Dann ist nach § 14, ( 6): 

I (a,.+v + bn+v)- (a + ß) I< I an+v- IX I+ I bn+•- ß I< s, 
und darin liegt der obige Satz. 

Ganz entsprechend beweist man den Satz: 
Die durch Subtraktion von je zwei entsprechenden Zahlen 

der beiden Folgen gebildete Folge { a,.- bn} ist konvergent, 
und es ist 
(3) lim (a,.- b .. ) = lim a,.- lim b,.. 

Diese Sätze kann man sogleich auf beliebig viele Folgen und die 
durch Addition oder Subtraktion ihrer entsprechenden Elemente ent
stehenden Folgen ausdehnen. 

3. Die durch Multiplikation von je zwei entsprechenden 
Zahlen der beiden Folgen gebildete Folge {a,.b,.} ist kon
vergent und ihre G;renze ist aß, also: 
(4) lim (a,.b,.) = lim a,. ·lim b11 • 

Beweis: Setzt man 
an+• = a + Q,.,:., bn+v = ß + 0n+vl 

1) Man kann fiir beide Folgen denselben Index annehmen, denn wenn schon 

I am+f".- a I < ; für p. = 1, 2, 3, ... und m < n ist, so braucht man nur die 

Ungleichungen für IL = 1, 2, 3 ... (n - m) wegzulassen. 
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so gibt es zu jeder positiven Zahl h einen Index n, so daß für alle 
V = 1, 2, 3, . . . I I < h I 11 I < h 

Q,.+~ I I i n+• • 
Es wird nun 

1 a,.+.bn+•- aß I= I ao,.+• + ß!!n+• + Q,.HI1,.+•: <Cl a I+ I ß I+ o)h. 
Nehmen wir h < 1 und E >(I a I+ I ß [ + 1)o an, so wird 

1 a"+"b"+"- aß 1 < s für •=1,2,s, ... 

4. Ist keine Zahl der Folge {b.,} gleich Null und auch 
ß = lim b,. von Null verschieden, so ist die durch Division von 
je zwei entsprechenden Zahlen der beiden Folgen gebildete 

Folge {:"} 
II 

(5) 

konvergent und ihre Grenze ist ; , also: 

lim (i~~) = ~= ~= · 
Beweis: Es ist bei Anwendung derselben Bezeichnungen wie beim 

vorigen Beweis: 

\
. an+v _!:_I= J {Ja,.+,,-ab,.+vl I= [{JQ,.+v-aa,.+vl < (1 + 1_!:_ 1)-~~ . 
. b,.+v fJ JfJbn+vJ J{Jb,.+v[ ' {J [b,.+v[ 

Da keine Zahl b"' Null ist, so besitzt die Folge der I b,.\ eine positive 
untere Schranke B und es ist I b,.+• I 2 B, und wenn man jetzt 

E > ( 1 + I ; /); annimmt, so folgt: 

I ~=~-:- - f I < s für v = 1, 2, s, ... 

5. Aus dem letzten Satz ergibt sich: 
Ist die durch Multiplikation von je zwei entsprechenden 

Zahlen gebildete Folge { a,.b,.} sowie die Folge {b,.} konvergent 
und ist lim (a.,.b11 ) = r, lim b,. = ß und letzteres von Null ver
schieden, so konvergiert auch die Folge { a,.} und es ist 

lim a =.!.. · n {J 

Es ist nämlich nach 4. 
lim (a,. b,.) 1. r 
lim b,. = Im a,. = /f. 

6. Wir können nun die Sätze 1. bis 4. auf mehrere konvergente 
Folgen bei wiederholter Anwendung der vier Grundoperationen aus
dehnen und erhalten damit den folgenden allgemeinen Satz: Es möge 
eine endliche Anzahl von konvergenten Folgen {a,.}, {b,.}, 
{ c,.} ... vorliegen, und es sei 

(6) lim a,. = a, lim b,. = ß, lim c,. = r, ... , 
ferner bedeute F(a, b, c, .. . ) das Ergebnis einer durch eine end
liche Anzahl von rationalen Operationen aus den Zahlen 
a, b, c, ... zusammengesetzten Rechnung, bei der jedoch kein 
Nenner Null ist oder den Grenzwert Null besitzt, so erhält 
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man durch Ft,_a,., b", c,.., ... ) wieder eine konvergente Folge 
mit dem Grenzwert 

(7) lim F(a,.., b,., c", .. . }= F(a, J3, y, .. . ). 

Dieser Satz entspricht, wie man sieht, dem Fundamentalsatz der 
Stetigkeit in § 26, er besagt aber mehr als dieser, da die Zahlen a,., b,., 
cn ... nicht wie dort rational zu sein brauchen. 

§ 30. Unendliche Dezimalbrüche. 
1 *, Die hier besprochenen Erzeugungsweisen der irrationalen Zahlen 

geben noch keinen Aufschluß darüber, wie nun die irrationalen Zahlen 
in der Gesamtheit der reellen Zahlen verteilt sind, ja sie lassen für sich 
allein gar nicht erkennen, ob es überhaupt irrationale Zahlen gibt. Wir 
haben kein allgemeines Kennzeichen dafür, ob ein Schnitt oder ein Paar 
verbundener Zahlenfolgen eine rationale oder irrationale Zahl liefert. 
Zwar kennen wir durch das Beispiel der Quadratwurzeln rationaler 
Zahlen unendlich viele irrationale Zahlen, es ist aber doch von großer 
Bedeutung, eine Darstellung aller reellen Zahlen zu besitzen, welche in 
jedem Fall erkennen läßt, ob eine rationale oder eine irrationale Zahl 
vorliegt. Solcher Darstellungen gibt es mehrere. Eine der einfachsten 
und für das gewöhnliche Rechnen die wichtigste ist die Darstellung 
einer jeden reellen Zahl durch einen (endlichen oder unendlichen) De
zimalbruch. 

2 •. Es sei A,. ein Dezimalbruch mit n Stellen nach dem Komma und 
es sei eine Rechenvorschrift, eine Formel oder ein Algorithmus ge· 
geben, durch den man aus A" in eindeutiger Weise einen Dezimalbruch 
A,.+ 1 gewinnen kann, der eine Stelle mehr enthält als A,., in allen 
früheren Stellen aber mit A,. übereinstimmt. Dieser Algorithmus soll 
so beschaffen sein, daß er ohne Ende fortsetzbar ist. Ein solcher Al
gorithmus ist z. B. die genäherte Berechnung der Quadratwurzel aus 
einer nicht quadratischen Zahl nach § 23. Wir nennen die durch den 
Algorithmus erzeugte Ziffernreihe mit dem Komma an einer bestimmten 
Stelle einen unendlichen Dezimalbruch. 

Jedem unendlichen Dezimalbruch läßt sich eine bestimmte Zahl in 
folgender Weile zuordnen: Setzt man 

(1) 

so ist, wenn n > 0 ist, A' ein Dezimalbruch, der aus A,. entsteht, wenn 
n • 

man die letzte Ziffer um eine Einheit erhöht (wobei, wenn die letzte 
Ziffer von A., gleich 9 ist, 0 dafür gesetzt und die vorangegangene 
Ziffer um 1 erhöht wird). A,.+l entsteht aus A,. durch Anhängen einer 
( n + 1 )ten Ziffer z und es ist 
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woraus hervorgeht: 
(2) .A.,. < .A.,.+l < .A.~+l < .A.~. 

Die Zahlen .A.1, A2 , A 3 , ••• bilden also eine monoton aufsteigende, 
die Zahlen .A.;, A;, .A.~, ... eine monoton absteigende Folge, und da 

jedes A,. < .A~ ist und die Differenz .A.~ - A,. = 1 ~,. für ein genügend 

großes n unter jeden beliebigen positiven Wert heruntersinkt, so sind 
{.A.,.} und {.A~} zwei verbundeneFolgen.1) Die durch ~ie definierte Zahl 
a heißt der Zahlenwert des unendlichen Dezimalbruchs. Die A,. 
sind die unteren, die A~ die oberen Näherungswerte. Ersetzt man beim 
Rechnen die Zahl a durch .A.,., so sagt man, es ist mit einer n-stelli
gen Genauigkeit (oder auf n Stellen gena u) a=A,.. Ist die (n + 1)t• 
Stelle > 5, so nimmt man statt A,. besser den oberen Näherungswert .A.~. 

3. Umgekehrt können wir jeder positiven Zahl a einen unendlichen 
Dezimalbruch zuordnen, wobei wir einen endlichen Dezimalbruch durch 
Hinzufügung von Nullen auch als unendlichen Dezimalbruch auffassen. 
Wir ordnen die rationalen Brüche mit dem Nenner 10" der Größe nach 
und bezeichnen den größten unter ihnen, der nicht größer als a ist, mit 
A,., setzen also 
(3) .A.,. < a < .A.~. 
Es gibt dann eine und nur eine tZiffer z, für die 

(4) Än+l<a<A~+ll 

und wir können also den Dezimalbruch .A." in eindeutiger Weise so fort
setzen, daß a als die obere Schranke der A.,. erscheint. Man sagt dann, 
die Zahl a ist durch den unendlichen Dezimalbruch dargestellt. 

4*. Es ist noch die Frage zu beantworten, ob zwei verschiedene un
endliche Dezimalbrüche denselben Zahlenwert haben können. 

Nehmen wir an, es haben zwei verschiedene Dezimalbrüche mit den 
unteren Näherungswerten A,. und B,. denselben Zahlenwert a, so müssen, 
wenn man n groB genug wählt, A" und B,. an irgendeiner Stelle von
einander verschieden sein. Seien ak und bk die ersten Ziffern, die in A.,. 
und B,. nicht übereinstimmen, und sei etwa ak < bk. Dann ist 

(5) 

Nach (2) ist, sobald n > m ist, B,. > Bm, A.~ < A.~, mithin 

B,. - A.~ > Bm .- A.,;. 
oder, wenn wir B,. - A.~ = LI.. setzen: 

(6) LI,.> Llm für n;;>m. 

Nach (5) ist also für jedes n > k 

(7) 

1) Vgl. das Beispiel § 23, ö. 



108 IV. Irrationale Zahlen § 31. 

Haben nun die beiden Dezimalbrücqe denselben Wert, so muß 

(8) limLl,. = 0 

sein, also Li,. mit wachsendem n unter jeden Betrag sinken, folglich 
muß nach (7): b" -· ak -1 = 0 und daher nach (5): Li"= 0 und nach 
(6): A,. > 0 für jedes n > k sein. Damit ergibt sich aber, daß jedes 
dieser Li.,= 0 sein muß, denn nach (6) bilden die A,. eine monoton 
aufsteigende Folge und wenn eine von diesen Zahlen > 0 wäre, könnte 
nicht lim Li,.= 0 sein. Es folgt also für jedes n > k: 

(9) 

Wenn nun die (n + 1 )ten Ziffern der beiden Dezimalbrüche mit 
a,.+ 11 b,.+ 1 bezeichnet werden, so ist 

B B + b,.+t 
n+l = n 10n+T I 

A' - A + an+t_±l n+l,- n 10n+1 

und da diese beiden Zahlen nach (9) einander gleich sein müssen: 

also nach (9): 

d. h. 

B + _!J_,..±l = A + ~_tt_±_! 
" 10"+ 1 " 10"+ 1 ' 

Da aber a,.+1 nicht größer als 9 sein kann, so muß b,. +l = 0, an+l = 9 
sein, sobald n > k ist; und dann haben auch in der Tat die beiden De
zimalbrüche A,. und B,. denselben Grenzwert, nämlich den endlichen 
Dezimalbruch Bk. Zwei Dezimalbrüche wie z. B. 2,42999 ... und 
2,43000 ... haben denselben Zahlenwert 2,43, ebenso 1 = 0,999 .. . 

§ 31. Verwandlung gewöhnlicher Brüche in Dezimalbrüche. 

1. Ein gewöhnlicher Bruch kann nur dann als endlicher Dezimalbruch 
geschrieben werden, wenn er durch Multiplikation mit einer Potenz von 
10 in eine ganze Zahl verwandelt werden kann. Dies ist dann und nur 
dann möglich, wenn in der reduzierten Form des Bruches m;,. der 
Nennern keine anderen Primfaktoren enthält als 2 und 5, wenn 
also n = 2a5b ist, wo a und b ganze Zahlen sind; denn dann ist, wenn 
c ganzzahlig und nicht kleiner als die größere der beiden Zahlen a und 
bist, m/"10" eine ganze Zahl. 

Haben wir aber irgendeinen positiven Bruch m;", so können wir diesen 
auf folgendem Wege mit Dezimalbrüchen in Beziehung setzen. 

Nach dem Verfahren der Division können wir einen Quotienten s 
und einen Rest m1 so bestimmen, daß 

(1) m=zn+m1 

wird. Darin istzeine ganze Zahl, die positiv oder auch Null ist. Ebenso 
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ist m1 positiv und kleiner als n und nur dann gleich Null, wenn m 
durch n teilbar, also m/n eine ganze Zahl ist. 

Wir verfahren nun ebenso mit 10m11 setzen also 

(2) 10m1 = z1 n + m2 , 

und somit ist 10m1 > z1 n, 

also z1 < 10. Es ist also z1 eine Ziffer (0, 1, 2, .. . , 9). Ist m2 = 0, 
so ist "'/,. gleich dem Dezimalbruch { z, z1 }, ist aber m2 positiv, so ist 
es kleiner als n, und wir können nach derselben Regel fortfahren: 

10m2 = z2 n + m3 

(3) 10m3 = z3n + m4 

10m,= z, n + m,+ 1 , 

solange keine der Größen m11 m2 , ••• , m,, die sämtlich kleiner als n 
sind, Null geworden ist. Die z11 z2 , ••• , z, sind Ziffern, während z 
auch eine größere ganze Zahl sein kann. Es folgt nun aus (1), (2), (3): 

usf. 

und hieraus: m z1 z2 z. m. + 1 n- = z + 10 + 102 + · · · + 1o• + n-:-1o• ' 

oder als Dezimalbruch geschrieben: 

(4) 

Ist m,+1 = 0, so ist damit "'/ .. in einen Dezimalbruch verwandelt, und 
dies kann also nur in dem vorher erwähnten Falle eintreten, wenn n (bei 
reduzierter Darstellung des Bruches) die Form 2a 5b hat. In anderen 
Fällen kann der Algorithmus, welcher, wie man sieht, nichts anderes 
als die gewöhnliche Division des elementaren Rechnens ist, unbegrenzt 
fortgesetzt, also in ( 4) die Zahl s beliebig groß angenommen werden. 
Der Dezimalbruch 

(5) 

ist dann immer kleiner als der gemeine Bruch 

(6) r = ~' 

und da ma+ 1 < n ist, so ist der Unterschied r- A, kleiner als 1~., wird 

also um so kleiner_, je größer die Stellenzahl des Bruches A, ist, und 
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sinkt, wenn s groß genug ist, unter jeden vorgeschriebenen Zahlenwert 
herab; mithin ist die Folge { .A,} konvergent und ihr Grenzwert 

r = lim A,. 

Die Ermittelung des Dezimalbruches .A, aus 7' heißt (wenn auch un
eigentlich) die Verwandlung des gemeinen Bruches in einen Dezimal
bruch. Man schreibt dann auch die Gleichung ( 4), i,ndem man den Rest 
m,+d10•n nicht mit in die Bezeichnung aufnimmt und die unbegrenzte 
Fortsetzbarkeit durch Punkte andeutet: 

(7) 

Bei der Berechnung der Ziffern z1 , z2 , ••. ist es gleichgültig, ob der 
Bruch "'/n zuvor in die reduzierte Form gebracht ist oder nicht, ob 
also m und n einen gemeinschaftlichen Teiler haben oder nicht. 

2*. Enthält der Nenner n außer 2 und 5 noch andere Primfaktoren, 
so ist das durch die Gleichungen (1 ), (2), (3) angedeutete Divisionsver
fahren unbegrenzt fortsetzbar. Nun sind aber die positiven ganzen 
Zahlen rn11 m.2 , m3 , ••• sämtlich kleiner als n, es kann also nur höch
stens n- 1 verschiedene unter ihnen geben, folglich muß einmal eine 
Zahl m(l auftreten, die gleich einer früheren Zahl ma .ist. Ist ß = a + f, 
so ist also ma+f=ma. Dann zeigen aber die Gleichungen (3), daß auch 
Za+f = za, ferner ma+f+l = ma+ll za+f+l = za+li ma+f+2 = ma+ll 

Za+/+ 2 = Za+Si ... schließlich maHJ-l = ma+f-ll .Za+!f-l = Za+f-1 

und darauf wieder ma+ 2f = ma+f = ma, Za+Jf __:. Za+f = Za ist, und 
nun wiederholen sich die Ziffern 

(8) 

unbegrenzt in der nämlichen Reihenfolge, der Dezimalbruch wird 
periodisch mit der Ziffernfolge (8) als Periode. Wir können auch die 
endlichen Dezimalbrüche zu den periodischen rechnen mit der Periode 
0 (oder 9) und haben damit den Satz: 

Jede rationale Zahl läßt sich in einen periodischen De
zimalbruch verwandeln. 

Ist a = 1, so beginnt die Periode sogleich nach dem Komma und · 
der Dezimalbruch heißt rein periodisch. Ist a > 1, so gehen der 
Periode noch Ziffern hinter dem Komma voran, die sich später nicht 
mehr in derselben Reihenfolge wiederholen, der Dezimalbruch heißt 
gemischt periodisch. 

Die Periode des Dezimalbruchs, der zu einer rationalen Zahl mit 
dem Nenner n gehört, besteht höchstens aus n- 1 Ziffern. Wir werden 
später (§ 66) Genaueres hierüber aussagen können. 

3*. Wir beweisen nun die Umkehrung des vorigen Satzes: 
Jeder periodische Dezimalbruch ist gleich einer ratio

nalen Zahl. 
Beim Beweis können wir von der Periode 0 (oder 9) absehen, denn 
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dann ist der Dezimalbruch endlich und gewiß gleich einer rationalen 
Zahl. 

Es sei m eine dekadisch geschriebene f-stellige ganze Zahl: 

(9) m = { e1 z2 •.• z 1 }, 

und wir nehmen an, daß nicht alle Ziffern e gleich 0 oder 9 seien. 
Wir bilden nacheinander Zahlen m1 = m, m1 , m3 , m4 , ••• indem wir 

jedesmal die erste Ziffer links wegnehmen und rechts ansetzen, also: 

m1 = {z1z2 ... zt-tzf} = zt ·101-1 + z2 .1Qt-2 + ... + zf 

m2 = {z2 Z3 • · • z1 z1 } • = Z2 ·101-l + Z3 ·101- 2 + · · · + Z1 

m3 = {z3 z4 • • • z1z2 } = z3 ·101- 1 + z4 -101- 2 + · · · + z2 

mf = {zfz1 .•. zf-2 zf-1} = zt. lüf-1 + s1. 101-2 + ... + zt-1· 

Die folgende Zahl m/+ 1 stimmt wieder mit m1 überein, und so wieder
holen sich die f Zahlen m1 ..• m1 unbegrenzt in derselben Reihenfolge. 
Diese Zahlen sind sämtlich kleiner als 101 - 1. 

Es bestehen nun, wie man leicht sieht, zwischen je zwei aufeinan
der folgenden Zahlen die Gleichungen: 

10m1 = z1(10f- 1) + m2 

10m2 = z2 (101- 1) + m3 

10m1 = ztC10f- 1) + m1 

und diese Gleichungen wiederholen sich unbegrenzt in der nämlichen 
Reihenfolge. Fügen wir zu ihnen als erste Gleichung: 

m=Ü·(l01-1)+m11 

so haben wir ein System von Gleichungen, wie in (1), (2), (3), durch 

welches der echte Bruch iorm 1 in einen Dezimalbruch entwickelt wird. 

Dieser wird, wie man sieht, rein periodisch mit der Periode s1 s2 ••• z1 
nämlich 

(10) 
m -------

io<- 1 = {O, Z1z2 · • · st · · ·} 

Fügt man hier eine beliebige ganze Zahl a hinzu, so ist damit der obige 
Satz für jeden rein p~riodischen Dezimalbruch bewiesen. Es wird 

(11) { ---·-- }- +{Z1 Z2~_{az1 Z2 ••• z1 }-a. 
a, Z1 Z2' ' 'Zt' · . - a 10' -1 - 101 - 1 

Liegt aber ein gemischt periodischer Dezimalbruch < 1 vor, bei dem 
der Periode k Dezimalstellen vorausgehen, so daß diese nicht periodi
schen Stellen für sich eine k-stellige Zahl a bilden, so verwandelt sich 
.der Dezimalbruch durch Multiplikation mit 10k in einen rein periodi
schen Dezimalbruch von der Form (11), folglich ist der gemischt 
periodische Dezimalbruch 
(12) {0 } (az1 Z2 ' .•• z1 } -a 

, a Z1 Z2 • • • zf · · · = k t ) 10 (10 -1 
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und wenn noch eine beliebige ganze Zahl hinzugefügt wird, ist sodann 
jeder periodische Dezimalbruch als eine rationale Zahl dargestellt und 
damit der obige Satz vollständig bewiesen. 

Wir sehen zugleich: 
Der Dezimalbruch für eine rationale Zahl~ ist rein perion 

disch oder gemischt periodisch, je nachdem der Nenner n 
relativ prim zu 10 ist oder nicht. 

4*. Hiermit haben wir nun ein sehr einfaches Mittel zur Unter
scheidung der rationalen und irrationalen Zahlen gewonnen. Nach 
§ 30, 3. läßt sich jede reelle Zahl durch einen Dezimalbruch darstellen, 
und nun sehen wir: 

Jeder periodische Dezimalbruch stellt eine rationale Zahl, 
jeder nichtperiodische unendliche Dezimalbruch eine irratio
nale Zahl dar. 

§ 32*. Unendliche Kettenbrüche. 
1. Während die Darstellung der reellen Zahlen durch Dezimalbrüche 

in erster Linie für das praktische Rechnen von Wichtigkeit ist, ist für 
die Wissenschaft die Darstellung durch Kettenbrüche von größerer Be
deutung. 

Wir haben in § 22 die Kettenbruchentwickelung einer rationalen 
Zahl x aus einer Kette von Gleichungen 

1 1 1 
x = q + -' xl = ql + -' x'l = q2 + -' xl x2 Xs 

(1) 

abgeleitet, worin allgemein q1 die größte in X; enthaltene ganze 
Zahl bedeutet, also 

(2) qi < x, < qi + 1. 
Für jede rationale Zahl x bricht diese Kette von Gleichungen ab; 

man gelangt schließlich immer zu einer ganzen Zahl xn = q .. und X 
wird durch den endlichen Kettenbruch 

(3) X= (q, ql, q2, · · · q,.) 
dargestellt. Ist aber x eine irrationale Zahl, so bricht die Kette der 
Gleichungen (1) nicht ab. Sämtliche Zahlen x11 x2 , x3 , •.• sind irrational 
und es besteht in (2) niemals das Gleichheitszeichen. Man kann nun 
aus dem Algorithmus (1) ebenfalls einen Kettenbruch ableiten: 
(4) (q, ql1 q2, ... ), 

aber dieser bricht nicht ab, es ist ein unendlicher Kettenbruch, 
und man hat zu fragen, was man darunter verstehen soll. Bei einem 
solchen Kettenbruch kann man aber nach den Rekursionsformeln § 22, 
(14) und (17) eine unbegrenzte Reihe von Näherungsbrüchen ~v be

rechnen, deren Nenner mit v über alle Grenzen wachsen, und auf G~und 
von § 22, 10. können wir jetzt sagen: 
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Die Näherungsbrüche eines unendlichen Kettenbruchs 

(5) .Al As As und ~ ~ As 
B 1 ' B 3 ' B 6 ' B 1 ' B 4 ' B 6 ' 

bilden ein Paar verbundener Folgen, sie definieren also eine be
stimmte reelle Zahl, und diese nennt man dßn Wert des unendlichen 
Kettenbruchs. Man sagt, der unendliche Kettenbruch konvergiert 
gegen diesen Wert. 

2. Wir beweisen den Satz: 
Jeder unendliche Kettenbruch hat einen irrationalen Wert. 
Es muß nämlich der Wert des Kettenbruchs zwischen je zwei ent-

sprechenden Zahlen der beiden verbundenen Folgen (5), also zwischen 
je zwei aufeinanderfolgenden Näherungsbrüchen liegen. Wäre der Wert 

eine rationale Zahl t, so wäre also für jedes k 

.Au-1 < A < -~"-· 
Bu- 1 B Bu 

Nach§ 22, 11. müßte dann aber B> Bu, also größer als jeder Nenner 
irgendeines Näherungsbruches sein, und das ist unmöglich, da dieN enner 
Bv mit v über jede Grenze wachsen. 

3. Man sieht nun leicht, daß der Wert des unendlichen Ketten
bruchs (q, .q11 q1 , .•• ) mit der irrationalen Zahl x übereinstimmt, die 
durch den Algorithmus (1) zu diesem Kette.t;tbruch führt. Nach§ 22, (24) 
ist nämlich: 

(6) 

es gibt also, da die B., mit v unbegrenzt wachsen, zu jeder (noch so 
kleinen) positiven Zahl E einen Index n, so daß 

I An+v I' .. [ ~ - x < Ii fur "= 1, 2, 3, ... 
1 n+v 

Dies bedeutet aber nach§ 28, 1., daß die Folge der Näherungs
brüche gegen den Grenzwert x konvergiert, also 

I . .A" X= 1m~ 
1'-+ao B" 1 

und das ist gleichbedeutend mit der Aussage, daß x die durch die ver
bundenen Folgen (5) definierte reelle Zahl ist. Wir schreiben: 

X= (q, qll q!, ... ) 
und erhalten für irgendeine vorgegebene Irrationalzahl x durch den 
Algorithmus (1) einen bestimmten unendlichen Kettenbruch. 

4. Es wäre aber denkbar, daß zwei irgendwie gegebene unendliche 
Kettenbrüche 

(7) (q, q11 q2 , ••• ) und (r, r 11 r 2 , ••• ), 

die nicht in allen Teilnennern übereinstimmen, denselben Wert besitzen. 
Wir zeigen, daß dies nicht der Fall ist. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopädie I. 4 . .A.nfl. 8 
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Seien q~c und r I< die ersten voneinander verschiedenen Teilnenner der 
beiden Kettenbrüche und 

; = (qk, qk+l1 .. ); 11 = (rk, rktu .. . ). 

Dann stimmen die Näherungsbrüche der Kettenbrüche (7) bis zum kten 

Näherungsbruch .ABk überein und dieWerte dieser Kettenbrüche sind nach 
k 

§ 22, (15): .Aks + .Ak-1 und Ak1J + ~=1. 

Diese Werte sind dann und nur dann einander gleich, von ; = 11 ist. 

Nun ist aber qk<; < qk+ 1; rk< '1'/ < rk+ 1, 

d. h. ; und 11 liegen in verschiedenen Intervallen in der Reihe der ganzen 
Zahlen, können also nicht einander gleich sein und folglich haben auch 
die Kettenbrüche ( 17) verschiedene Werte. 

Zusammenfassend haben wir also hiermit den Satz: 
Jede irrationale Zahl läßt sich auf eine einzige Art in 

einen Kettenbruch entwickeln und dieser ist notwendig un
endlich_ 

§ 33*. Mengentheoretische Betrachtung der reellen Zahlen. 
1. Bei der allmählichen Erweiterung des Zahlengebiets, die uns 

von den natürlicheu Zahlen der Reihe nach zu den ganzen, den ratio
nalen und schließlich zu der Gesamtheit der reellen Zahlen geführt hat, 
haben wir jedesmal zu den vorhandenen Zahlen eine unendliche Menge 
von neuen Zahlen hinzugefügt. Von einem naiven Standpunkt aus 
könnte man versucht sein, die "An~hlen" dieser unendlichen Mengen 
zu vergleichen, und man würde etwa urteilen, daß die Anzahl der ne
gativen ganzen Zahlen ebenso groß sei wie die der positiven, dagegen 
die Anzahl der rationalen Zahlen unendlich mal größer, da ja schon in 
jedem noch so kleinen Intervall unendlich viele rationale Zahlen liegen, 
daß aber wiederum die Anzahl der irrationalen Zahlen unendlich mal 
größer sei als die der rationalen Zahlen, da man z. B. schon durch be
liebige rationale Operationen mit der Quadratwurzel aus einer einzigen 
rationalen Zahl unendlich viel irrationale Zahlen erhält. Einige ein
fache Beispiele aber zeigen, daß diese gefühlsmäßige Übertragung des All
zahlbegriffes auf unendliche Mengen zu merkwürdigen Folgerungen führt. 

1. Betrachtet man die Menge der graden Zahlen 

1 ° 2, 2. 2, 3. 2, 4. 2, 

oder allgemein die Menge der Vielfachen einer Zahl n, so erscheint 
ihre Anzahl ebenso groß wie die der natürlichen Zahlen. 

2. AB und A' B' seien zwei Strecken von verschiedener Länge auf 
zwei Graden. Vom Schnittpunkt S der Graden AA' und BB' projizie
ren wir alle Punkte der einen Strecke auf die andere. Dann entspricht 
jedem Punkt P von AB ein Punkt P' von A'B', also müßte man 



§ 33*. Mengentheoretische Betrachtung der reellen Zahlen 115 

schließen, daß die Strecke A' B' ebensoviel Punkte enthält, wie die 
längere Strecke .AB.1) E~ würde daraus folgen, daß es iu jedem Inter-
vall gleich viel reelle Zahlen gibt. 8 

Dasselbe kann man arithmetisch so zeigen: 
Es seien a und b reelle Zahlen und a < b. 

Läßt man in dem Ausdruck a + A. (b - a) die 
Zahl 1 alle positiven reellen Werte < 1 durch
laufen, so erhält man alle reellen Zahlen in dem 
Inter-Vall (a, b). Es gibt also in,_ jedem Intervall A B 
ebensoviel reelle Zahlen, wie es Werte l gibt, Flg. s. 
d. h. ebensoviele Zahlen wie im Intervall (0, 1). Sind a und b rationale 
Zahlen und nimmt man für A. auch nur die rationalen Werte im Inter
vall (0, 1), so würde folgen, daß auch die Anzahl der rationalen Zahlen 
in jedem beliebigen Intervall dieselbe ist. 

Diese merkwürdigen Erscheinungen, die offenbar dem Grundsatz, daß 
das Ganze größer ist als jeder (echte) Teil, widersprechen, gehören zu 
den Paradoxien des Unendlichen. 2) 

2. Aber mit der Feststellung solcher Paradoxien kann sich die 
Wissenschaft nicht beruhigen. Sie sind ein Zeichen dafür, daß man mit 
Begriffen operiert hat, die nicht genügend geklärt sind, sei es, daß sie 
nicht scharf genug definiert sind oder daß ihre Definition in dem Be
reich, in dem man sie angewandt hat, nicht gültig ist. Das letztere ist 
hier der Fall, indem wir den Begriff der Anzahl, der nur für endliche 
Mengen definiert ist, nicht sinngemäß auf unendliche Mengen übertragen 
haben.3) Man muß also entweder auf derartige Versuche, unendliche Men
gen zu vergleichen, verzichten oder man muß von einem umfassenderen 
Begriff ausgehen, der den Begriff der Anzahl bei endlichen Mengen in sich 
schließt und auf unendliche Mengen anwendbar bleibt. Dies hat Georg 

1) Ist M der Mittelpunkt von .A.' B' und führt man dieselbe Zuordnung ein
mal für die Strecken .A.' Mund .AB, soda.nn für MB' und .AB aus, so ~rde 
folgen, daß die Strecke .A.' B' doppelt so viel Punkte enthält wie die längere 
Strecke .AB. 

2) B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, Leipzig 1851. Neu heraus
gegeben von A. Höflerund H. Hahn. Leipzig 1921. Schon Galilei, Discorsi 
1638 (Oswalds Klassiker No. 11) bringt zur Erläuterung der Unbegreiflichkeit des 
Unendlichen das Beispiel, daß die Anzahl aller Quadratzahlen ebenso groß sei, 
wie die ihrer Grundzahlen, also wie die Anzahl aller natürlichen Zahlen. Das 
erscheine um so merkwürdiger, als die Quadratzahlen in der Reihe der Zahlen 
immer seltener auftreten, ihre Zwischenräume immer größer werden, so daß man 
also auch meinen könne, daß die Anzahl aller Quadratzahlen gegenüber der Anzahl 
aller natürlichen Zahlen verschwindend klein sei. 

3) Ualilei sagt, die Attribute "gleich", "größer", "kleiner" haben für 
das Unendliche keine Bedeutung, sondern gelten nur für endliche Größen. - Auch 
der Grundsatz, daß das Ganze größer ist als jeder Teil, bezieht sich nur auf 
endliche Mengen und man ist nicht berechtigt, ihn auf unendliche Mengen an
z"~J,wenden. Vgl. G. Cantor, Zeitschr. für Philosophie u. philos. Kritik 91 (1886), 
.Abschnitt VIII, 7. ' 

8* 
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Cantor getan, und er ging dabei von dem Begriff der gegenseitigen 
Zuordnung der Elemente von zwei Mengen aus. 

3. Eine endliche Menge ~ wird abgezählt, indem man jedem Ele
ment der Menge eine bestimmte Zahl der Zahlenreihe 1, 2, 3 ... zu
ordnet. Ist die Abzählung vollendet, so hat man der Menge 5lt: eine ge
wisse Teilmenge { 1, 2, 3, ... N} der Menge aller natürlichen Zahlen 
zugeordnet, die wir mit 91 bezeichnen wollen. Diese Zuordnung ist ein
deutig umkehrbar oder eineindeutig, d. h. jedem Element a von 5lt: 
entspricht ein bestimmtes Element n von 91 und umgekehrt entsl>richt 
bei dieser Abzählung dem Element n von 91 das eine Element a von ~. 
Eine solche eindeutig umkehrbare Beziehung zwischen zwei Mengen haben 
wir schon in § 5 betrachtet; man nennt sie Äquivalenz und schreibt: 

m ""' 91, 
gelesen: 5lt: äquivalent ~R Man kann also sagen: 

Eine endliche Menge abzählen bedeutet eine Äquivalenz 
herstellen zwischen der Menge und einer Teilmenge der 
Menge aller natürlichen Zahlen. 

Nennen wir diese Teilmenge 91 die Abzählungsmenge der Menge 
~ und ist !B eine mit ~ äquivalente Menge, so ist auch )B "' 91, also: 

Äquivalente endliche Mengen besitzen dieselbe Abzäh
lungsmenge. 

Durch die Abzählungsmenge ist als gemeinsamer quantitativer Be
griff fiir alle äquivalenten endlichen Mengen die Anzahl der Elemente 
bestimmt. Man gebraucht hierfür anch die Bezeichnung Kardinalzahl 
oder Mächtigkeit und kann mithin sagen: 

Jede endliche Menge hat die Mächtigkeit ihrer Ab-
zählungsmenge. .. 

4. Den Begriff der Aquivalenz kann man nun auf unendliche 
Mengen übertragen. So ist z. B. nach dem Cantorschen Axiom über 
die gerade Linie (§ 24, 3.) die Menge der Punkte auf einer Strecke äqui
vale.nt der Menge der reellen Zahlen in einem bestimmten Intervall. 
So haben wir ferner in Fig. 3 eine eindeutig umkehrbare Zuordnung 
der Punkte der Strecken AB und A'B', es sind also die beiden unend
lichen Punktmengen äquivalent. Ebenso ist durch eine Kurve 2. Ord
nung auf Grund der Polarenverwandtschaft eine eindeutig umkehrbare 
Beziehung zwischen den Punkten und den Geraden der Ebene, also eine 
Äquivalenz zwischen zwei unendlichen ·Mengen hergestellt. 

Kehren wir zu den Beispielen in 1. zurück, so sehen wir nun, daß 
die dort bemerkten Paradoxien jedesmal darin bestehen, daß eine Menge 
auftritt, welche einer echten Teilmenge von ihr selbst äquiva-
1 en t ist. Dies kann bei einer endlichen Menge niemals eintreten (§ 5, 5. ), 
andererseits aber ist eben diese Eigenschaft ein Kennzeichen für un
endliche Mengen überhaupt, so daß sie von Dedekind gradezu als 
D e fini ti o n für eme unendliche Menge benutzt worden ist.1) Wir 

1) Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig 18'72. 
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wollen das nicht tun, sondern betrachten als Kennzeichen für eine un
endliche Menge, daß keine aus ihr herausgegriffene endliche Teilmenge 
die Menge erschöpft, und wollen die in der Dedekindschen Definition 
ausgesprochene Eigenschaft beweisen. 

5. Zuvor definieren wir: 
Eine zur Menge der natürlichen Zahlen äquivalente 

Menge heißt abzählbar. 
"'Es ist also eine Menge abzählbar, wenn sie ebenso aufgebaut werden 

kann, wie die Reihe der natürlichen Zahlen, d. h. wenn man ihre Ele
mente in eine bestimmte Reihenfolge bringen kann, so daß jedes Element 
eine ihm allein zukommendeN ummer erhält. Die Gesamtheit der Elemente 
oder die ganze Menge stellt sich dann als eine Folge a11 a2 , a3 ••• dar. 

Dasselbe, was für die endlichen Mengen die Abzählungsmenge be
deutet, ist für die abzählbaren Mengen die Menge der natürlichen Zahlen. 
Wir übertragen auch auf sie den Begriff der Mächtigkeit und sagen: 

Eine abzählbare Menge hat die Mächtigkeit der Menge 
der natürlichen Zahlen. 

6. Man sieht nun leicht: 
Jede unendliche Teilmenge einer abzählbaren Menge ist 

abzähl bar. 
Greift man nämlich aus einer abzählbaren Menge a11 a2, a8 • •• unend

lich viel Elemente heraus, so werden diese die Indizes n1, n2, n3 ••• be
sitzen, die der Reihe der natürlichen Zahlen eineindeutig zugeordnet 
sind, d. h. die Indizes werden wiederum eine abzählbare Menge bilden. 
Die Menge der herausgegriffenen Elemente a .. ,, a"., a" • ... ist aber zur 
Menge der Indizes äquivalent, also ist sie ebenfalls abzählbar. 

Hieraus folgt nun unmittelbar: 
Jede unendliche Teilmenge einer abzählbaren Menge ist 

der ganzen Menge äquivalent. 
Weiter ist leicht zu sehen: 
Jede unendliche Menge besitzt abzählbare Teilmengen. 
Greift man nämlich irgendeine endliche Teilmenge a1 , a2, ••• a,. aus der 

Menge heraus, so kann sie die Menge nicht erschöpfen, und man kann für 
jedes n zu dem Element a .. ein folgendes Element a"+1 herausgreifen. 

7. Hiermit können wir nun die oben angeführte charakteristische 
Eigenschaft aller unendlichen Mengen beweisen, nämlich: 

Jede unendliche Menge besitzt Teilmengen, die der ganzen 
Menge äquivalent sind. 

Sei nämlich IDl eine unendliche Menge, so besitzt sie sicher eine 
abzählbare Teilmenge ~- Ist ~ die Menge aller übrigen Elemente, so 
kann man schreiben: IDl = ~ + ~. 
Irgendeine unendliche Teilmenge m' von~ ist aber, wie gezeigt worden ist, 
zu ~ äquivalent. Vereinigt man sie mit ~' so ist \ll' + ~"' ~ + ~' aber 
2!' + ~ = ID'l' ist eine Teilmengevon IDl und es ist also in der Tat ID1'"' IDl. 
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8. Die Bedeutung des Begriffs der abzählbaren Menge tritt klar 
hervor, wenn wir uns jetzt den schönen Sätzen zuwenden, welche 
die Natur der reellen Zahlen auf das merkwürdigste erhellen und die 
Grundlage für die große Schöpfung Georg Cantors, die allgemeine 
Mengenlehre bilden.1) 

Wir wollen die Sätze, um sie hervorzuheben, numerieren. 
I. Die Menge der rationalen Zahlen ist abzählbar. 
Der Satz ist bewiesen, wenn es gelingt, die rationalen Zahlen m 

einer Folge r1 , r2 , r3 ..• anzuordnen. 
Wir nehmen die positiven rationalen Zahlen ~ in reduzierter Form 

an und suchen alle diejenigen aus, deren Zähler und Nenner dieselbe 
Summe N = a + b ergeben; es gibt davon nur eine endliche Anzahl, 
die wir nach steigenden Zählern ordnen. Dann schieben wir noch neben 
jede Zahl die entgegengesetzte ein. So haben wir z. B. für N = 12 die 
rationalen Zahlen 1 15 57 71111 

111 -u:, T1 -7, 5' -5, T' -T· 

Schreiben wir nun die Zahlen für N = 1, 2, 3, 4, ... nebeneinander, 
so erhalten wir eine Folge: 

0 1 1 • 1 1 2 2. 1 1 s - _!. 1 1 2 2 
ll ll -T, 21-2, -f, -T, SI 31 1• ll ,, -,, SI --s, 
3 3 ' '. 2• --2, T1 -T, ... , 

in der jede rationale Zahl und jede nur einmal an einer ganz bestimm
ten Stelle auftritt. Damit ist aber der Satz bewiesen. 

Wir haben früher(§ 19, 5.) die Menge der rationalen Zahlenüberall 
dicht genannt, weil sich überall, d. h. in jedem noch so kleinen Inter
vall rationale Zahlen befinden. Dem gegenüber ist die Menge der na
türlichen Zahlen nirgends dicht, d. h. zu jeder Zahl a der Menge 
gibt es eine zweite natürliche Zahl b, so daß in dem Intervall ( a, b) 
keine Zahl der Menge liegt. Und nun haben wir die merkwürdige Tat
sache, daß die überall dichte Menge der rationalen Zahlen die gleiche 
Mächtigkeit besitzt wie die nirgends dichte Menge der natürlichen 
Zahlen. Es ist eben die Menge der rationalen Zahlen nur bei einer be
stimmten Anordnung, nämlich nach der Größe, überall dicht; dadurch, 
daß wir diese Anordnung zerst.ört haben, ist die Menge in eine nirgends 
dichte verwandelt. 

Mit der Gesamtheit aller rationalen Zahlen ist auch die Menge der 
rationalen Zahlen in irgendeinem Intervall abzählbar. 

9, Es erhebt sich jetzt die Frage, ob man auch über die Menge der 
irrationalen Zahlen eine entsprechende Aussage machen kann. Da gibt es 
zunä~hst über eine ausgedehnte Klasse von irrationalen Zahlen einen Satz 
von Canto r, der allerdings einige Kenntnisse in der Algebra voraussetzt. 

Eine Gleichung nten Grades 

-----~- a0 x" + a1x"- 1 + · · · + a,._1 x + a,. = 0, 
1) G. Cantor, Joum. f. Math. 77 (1874-). Vgl. auch Jahresb. d. Deutsch. Math. 

V er. 1 (1892). 
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bei der a0 positiv und von Null verschieden vorausgesetzt werden kann, 
hat nicht mehr als n Lösungen.1) Sind die Koeffizienten a0 , a1 , ••• a,. 
ganze Zahlen, so nennt man jede Lösung eine algebraische Zahl. 
Sobald n>1 ist und nicht besondere Bedingungen zwischen den Koeffi
zienten erfüllt sind, ist jede algebraische Zahl eine irrationale Zahl, aber 

auch jede rationale Zahl : gehört als Lösung der Gleichung bx-a=O 
zu den algebraischen Zahlen. Es gehören ferner zu ihnen alle beliebig 
hohen Wurzeln (Quadratwurzeln, Kubikwurzeln usw.) ·aus rationalen 
Zahlen und irgendwelche alge_braische Verbindungen solcher Wurzeln, 
dann aber auch unendlich viele Zahlen, die sich gar nicht durch eine 
endliche Anzahl von rationalen Operationen und Wurzeln berechnen 
lassen. Von jedem Grad gibt es unendlich viele Gleichungen mit ganz
zahligeu Koeffizienten und reellen Lösungen. Es erscheint deshalb die 
Menge der algebraischen Zahlen unfaßbar viel größer als die Menge 
der rationalen Zahlen, und bei der geometrischen Darstellung erfüllen 
die algebraischen Punkte die Zahlengrade unendlich viel dichter als 
die rationalen Punkte. Trotzdem gilt d!lr Satz: 

Il. Die Menge der algebraischen Zahlen ist abz~ählbar. 
Zum Beweis bildet man den Ausdruck 

N = n - 1 + I ao I + I atl + · · · + I a,. I· 
Zu jedem positiven ganzen Wert von N gibt es nur endlich viele Werte 
für n, und zwar kann n, da laol mindestens 1 ist, nur die Werte 1, 2, 
... N haben. Nimmt man für n einen dieser Werte an, so gibt es dann 
nur endlich viele Werte für die Koeffizienten a0 , a11 ••• a,.. Folglich 
gibt es auch zu jedem gegebenen Wert von N nur endlich viele Glei
chungen. Bei der Bildung dieser Gleichungen kann man außer a0 auch 
a,. als von Null verschieden voraussetzen, denn für a,. = 0 kann die Glei
chung nach Division durch x auf eine Gleichung mit kleinerem N zurück
geführt werden. So gibt es z. B. für N = 4 die folgenden Möglichkeiten: 

n= 1 laol+la1 j=4; a0 =1, a1 =+3 
2 +2 
3 +1 

n=2 laol+la1!+la21=3; a0 =1, a1 =±1, 
1 0 
2 0 

n=3Ja0 l+la1 l+la2 l+!a3 1=2; a0 =1, a1 = 0, a1 = O, a3 =±1. 

Dies sind 16 verschiedene Gleichungen. 
Denken wir uns so für N = 1, 2, 3, ... die zugehörigen Gleichun

gen aufgeschrieben und die zum gleichen N gehörigen in eine bestimmte 
Reihenfolge gebracht, so wird jede mögliche Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten an einer ganz bestimmten Stelle stehen, also folgt zunächst: 

1) Es handelt sieb hier nur um reelle Lösungen. 
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Die Gesamtheit der algebraischen Gleichungen mit ganz
zahligen Koeffizienten bildet eine abzählbare Menge. Denken 
wir uns weiter zu jeder Gleichung die reellen Lösungen aufgeschrieben 
und die zum gleichen N gehörigen auch in eine bestimmte Reihenfolge, 
z. B. der Größe nach, gebracht, wobei wir die Lösungen, die vorher 
(bei kleineren N) schon einmal dagewesen sind, weglassen, so erhalten 
wir eine Folge, in der jede algebraische Zahl und jede nur einmal an 
einer ganz bestimmten Stelle auftritt. Damit ist Satz II bewiesen: 
Auch die Gesamtheit der reellen algebraischen Zahlen hat 
nur die Mächtigkeit der Menge der natürlichen Zahlen. 

10. Angesichts der ungeheuren Erweiterung der Zahlenmenge durch 
die algebraischen Zahlen liegt die Vermutung nahe, daß damit die Ge
samtheit aller reellen Zahlen erschöpft sei. Dann wäre jede reelle Zahl 
eine algebraische und es gäbe für die Menge der reellen Zahlen keine 
andere Art des unendlich vielen als die Mächtigkeit der natürlichen 
Zahlen. Dann wäre es aber. zwecklos, einen besonderen Begriff des ab
zählbar Unendlichen einzuführen, solange man kein Beispiel einer an
deren Art aufweisen kann. Nun hat zwar "SChon 1844 der französische 
Mathematiker Liouville (Journ. de math. 16 (1851)) nachgewiesen, 
daß es unendlich viele nicht algebraische Zahlen gibt, also Zahlen, 
die keiner algebraischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten ge
nügen, aber über ihre Mächtigkeit gibt erst der III. Satz von Cantor 
Aufschluß und er zeigt zugleich, daß es tatsächlich noch andere als nur 
abzählbare Mengen gibt. Der Satz lautet nämlich: 

III. Die Menge aller reellen Zahlen ist nicht abzählbar. 
Beim Beweise machen wir· davon Gebrauch, daß man jede reelle 

Zahl durch einen unendlichen Dezimalbruch darstellen kann. 1) Wäre, 
nun die Menge aller reellen Zahlen abzählbar, so wäre es auch die 
Menge der Zahlen im Intervall (0, 1) und es wäre denkbar, diese Zahlen 
in einer Folge z1 , z2 , z3 •.• von Dezimalbrüchen anzuordnen. Sei dies 
die Folge: o 

Z1 = ' "1 "s "s · · · 
Zs 10, ßtßsßs · · · 

Zs = 0, Yt'J's Ys · · · 

so kann man leicht eine reelle Zahl bilden, die dem Intervall angehört und 
sicher in dieser Folge nicht vorkommt. Ändert man nämlich irgendwie 
die erste Dezimalstelle des ersten Bruches, die zweite des zweiten, all
gemein die nte Dezimalstelle des nten Bruches, wählt also an Stelle von 
«u ß2, rs, d'4 ... andere Ziffern: 

a=f=al, ß+ß2, r+rs, d'=l=d'4 ... 
und vermeidet nur, daß von einer gewissen Ziffer an lauter Nullen oder 
lauter 9 auftreten, so ist der Dezimalbruch 

1) Man kann dabei die endlichen Dezimalbrüche auch als unendliche ent
weder mit der Periode 0 oder der Periode 9 auffassen. 
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z = 0~ aßr8 ... 
sicher von jedem der Dezimalbrüche z11 s2 , z3 ••• verschieden. 1) Es 
umfaßt also, entgegen der Annahme, die Folge z11 z2 , z3 , ••• nicht sämt
liche Zahlen des Intervalls (0, 1 ), die Menge dieser Zahlen und damit 
auch die Menge aller reellen Zahlen ist nicht abzählbar.2) 

Die Menge der reellen Zahlen besitzt also eine andere Mächtigkeit 
als die Menge der natürlichen Zahlen. Man nennt sie die Mächtigkeit 
des Kontinuums. 

Die Menge aller reellen Zahlen ist äquivalent der Menge der Zahlen 
im Intervall (0, 1).3) Diese wiederum ist, wie wir in 1. gesehen haben, 
äquivalent der Menge der Zahlen in einem beliebigen Intervall (a, b). 
Hieraus folgt also: 

Die Menge der reellen Zahlen in irgendeinem Intervall 
hat die Mächtigkeit des ·Kontinuums. 

Es bilden also in jedem Intervall die reellen Zahlen eine nicht ab
zählbare, dagegen die algebraischen Zahlen eine abzählbare Menge, so 
daß die algebraischen Zahlen sozusagen nur einen verschwindenden Teil 
der reellen Zahlen darstellen. Das Reich der nicht algebraischen oder 
transzendenten Zablen4),das sichhier eröffnet, istnochfast gänzlich 
unerforscht. Schon die Entscheidung, ob eine vorgelegte Z~hl algebra
isch oder transzendent ist, bietet derartige Schwierigkeiten, daß sie bis 
jetzt nur bei einer einzigen Klasse von Zahlen5), zu denen auch die aus 
der Kreismessung bekannte Zahl 7t gehört, gelungen ist. Wir werden 
hierauf im letzten Abschnitt näher eingehen. 

§ 34*. Geschichtliches zum vierten .Abschnitt. 
i. Die Entdeckung des Irrationalen ist eine der größten Leistungen der 

griechischen Mathematik. Es war der Satz des Pythagoras, der notwendig 
auf die Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen führen mußte, und es waren 
zunächst einzelne Beispiele, wie y'2, V3, y5 bis y' 1 7 (Theodor von Ky-

1) Man nennt dieses in der Mengenlehre häufig angewendete Beweisver
fahren das Diagonalverfahren. 

2) Einen anderen sehr einfachen Beweis hat H. Poincare, Mathem. Vor
lesungen an der Univers. Göttingen 4., Leipzig 1910, S. 15 gegeben. 

3) Man sieht dies, wenn man z. B. die Zahlen im Intervall (o, _!_) durch al = _!_ 
2 4x 

auf die Zahlen > ~ und die Zahlen ( ~ , 1) durch x' = 1 - 4 (1 ~ Xj auf die 

Zahlen < ~ abbildet. Man kann auch leicht die Zahlen in einem beliebigen 

Intervall (a, b) auf die Gesamtheit der reellen. Zahlen abbilden. 
4) Die Bezeichnung "transzendent" für nichtalgebraische Gebilde (Zahlen, 

Funktionen, Kurven) geht auf Leibniz (1686) zurück. Er spricht von Größen 
(quantitates), die jede algebraische Gleichung irgendwelchen Grades übersteigen, 
hat also schon den Begriff der transzendenten Zahl, ohne jedoch ihre Existenz 
nachzuweisen. Dies hat erst Liouville, Journ. de ma.th. 16 (1851) getan. 

li) Wir sehen dabei ab von Zahlen, wie die von Liouville (a. a. 0.) und 
M aille t (Introduction a la. theoriedes nombres tran;Bcenda.nts. Paris 1906), welche 
a.d hoc konstruiert sind, so da.J.I sie transzendent sind. 
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rene ), deren irrationaler Charakter nach~ewiesen wurde 1); das eigentlich Be
deutsame aber und für die Geschichte der Mathematik Entscheidende war 
die Erfassung der Idee des Irrationalen, nämlich die rein begrifflich ge
wonnene, durch keine sinnliche Anschauung unterstützte Erkenntnis, daß die 
Diagonale des Quadrats über der Einheitsstrecke oder die Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 1 und 2 Strecken von gänzlich 
anderer Natur darstellen aJs alle bis dahin betrachteten Strecken. 

Die erste systematische Theorie der Irrationalzahlen hat Enklid im 
X. Buch seiner Elemente gegeben. Sie tritt in vollständig geometrischem Ge
wand auf; es werden nicht rationale und irrationale Zahlen, sondern kom
mensurable und inkommensurable Strecken betrachtet. 2) Diese geometrische 
Darstellung bildete über 2000 Jahre di~ Grundlage der Lehre von den 
reelleu Zahlen. :Nlan identifizierte sie direkt mit den Strecken einer Geraden 
und erklärte eine Zahl durch das Verhältnis irgendeiner Strecke zur Ein
heitsstrecke.3) Daneben aber machte sich doch seit Michael Stifel (1545) 
Hand in Hand mit der Entwicklung der Algebra und der Reihenlehre und 
durch den Gebrauch der Dezimalbrüche immer mehr der arithmetische Cha
rakter der irrationalen Größen geltend, aber erst dem 19. Jahrhundert war 
es vorbehalten, den Begriff der reellen Zahl vollständig losgelöst von geo
metrischen Vorstellungen rein arithmetisch zu begründen. Außer D e d e k in d 
und Cantor ist hier vor allem Weierstraß zu nennen, der in seinen 
Vorlesungen seit den 60er Jahren die irrationalen Zahlen durch beschränkte 
monotone Folgen von Pattialsummen unendlicher Reihen definierte. Mit der 
Cantorschen Definition durch Zahlenfolgen berührt sich eng die Darstellung 
von M eray. 4) 

1) Platon, Theaetet 147. ·Die Entdeckungsgeschichte des Irrationalen vor 
Euklid ist dunkel. Man hat Pythagoras selbst (um 650 v. Chr.) als Entdecker 
bezeichnet, doch kann wohl nur der Beweis der Irrationalitltt von lf2 den jün
geren Pythagoreem (um 450) zugeschrieben werden; sicher bezeugt ist die Ein
sicht in die Natur des Irrationalen erst für die Zeit Platons (um 400). Vgl. 
G. Junge, Wann haben die Griechen das Irrationale entdeckt? Progr. Berlin 
1907. H. Vogt, Die Entdeckungsgeschichte des Irrationalen. Bibl. Math. (3) 10 
(1909/10). H. G. Zeuthen, Sur l'origine de la connaissance des quantites irra
tionelles. Akad. Kopenhagen 1915. 

2) Euklid kennt nur die natürlichen Zahlen. Kommensurable Größen (vgl. § 36) 
verhalten sich zueinander wie Zahlen (X, 5), inkommensurable Größen dagegen 
nicht (X, 7). Die Begriffe kommensurabel (av/1-fLE't(!CX t.tErs.ß-rl) und inkommen
surabel (&av/1-/1-Et:(!cx II-·) decken sich vollkommen mit rational und irrational, 
nicht aber die Bezeichnungen 6rp:6~; und &l.oyo~;. E uklid nennt Q1/'r:6~; eine Strecke, 
von der entweder die Länge kommensurabel zur Länge der Einheitsstrecke oder 
das Quadrat kommensurabel zum Quadrat der Einheitsstrecke ist, so 
daß also die Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl, obgleich inkommensurabel 
zur Einheitsstrecke, als qrp:6~ bezeichnet wird. Dagegen heißt jede Zusammen
setzung von solchen Quadratwurzeln &l.oyo~; (X, 21, 36, 55-66). Andere Irratio
nalitäten kommen nicht vor, es handelt sich also immer nur um Strecken, die 
mit Lineal und Zirkel konstruierbar sind. Streng genommen ist mithin die Eukli
dische Geometrie nicht eine Geometrie im Kontinuum, sondern in einer unstetigen 
Mannigfaltigkeit, in der jedoch sämtliche Axiome mit Ausnahme des Vollständig
keitsaxioms (vgl. Hflbert, Grundla.gen der Geometrie) erfüllt sind. 

3) Newton 1685 (Arithmetica universalis 1707). 
4) Dedekin d, Stetigkeit und irrationale· Zahlen. Braunschweig 1872. 

Cantor, Math. Ann.o (1272), ausführlicher 21 (1883) mit einer sehr interessanten 
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2. Die Mengenlehre, welche die beinahe zweieinhalbtausendjährige Ge

schichte der irrationalen Zahlen zum Abschluß gebracht hat, ist eine der jüngsten 
mathematischen Disziplinen. Den Anstoß zu ihrer Entwicklung gaben teils 
Fragen, wie sie Bernhard Bolzano in seinen Paradoxien des Unend
lichen (nachgelassenes Werk 1851) beschäftigt haben, teils funktionen
theoretische Probleme (trigonometrische Reihen), aber weit darüber hinaus 
ist sie in Arithmetik, Analysis und Geometrie von größter Bedeutung für die 
Klärung und scharfe Erfassung der Grundbegriffe geworden. Ihr eigentlicher 
Begründer ist Georg Cantor, der sie seit 1873 (Journ.f. Math. 77) in einer 
großen Reihe von Abhandlungen 1) ausgebaut hat. Einen sehr eingehenden zu
sammenfassenden Bericht über die Entwicklung der Mengenlehre hat 
A. Schoenflies, Jahresb. d. Deutsch. Math. Ver. 8 (1900), neu bearb. 1913, 
zweiter Teil 1908, gegeben. Zur ersten Einführung eignet sich die Dar
stellung von A. Fraenkel, Einleitung in die Mengenlehre, Berlin 1919. Zu 
eindringanderem Studium sei verwiesen auf: G. Hessenberg, Grundbe
griffe der Mengenlehre, Göttingen 1906; B. Russel, The principles of Ma.
thematics, Cambridge 1903/12; F. Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre, 
Leipzig 1914. 

Zu Beginn dieses Jahrhunderts hatte die Mengenlehre durch die Auf
stellung der schon in § 1 erwähnten Paradoxien 2) eine ernsthafte Krisis 
durchzumachen. Es wurde dadurch das Vertrauen zu den logischen Grund
lagen der Lehre erschüttert und es machte sich sogar bei Mathematikern, 
die die Mengenlehre durch wichtige Untersuchungen gefördert hatten (Poin
care, Borel) eine weitgehende Skepsis geltend. Daher war es von der größ
ten Bedeutung, daß E. Zermelo (Untersuchungen über die Grundlagen der 
Mengenlehre, Math. Ann. 65 (1908)) die Mengenlehre axiomatisch so be
gründete, daß die Paradoxien ausgeschlossen wurden.3) 

Besprechung der Theorien von Dedekind und Weierstraß. Eine eingehende 
Darstellung der Theorie von W e i er s traß mit vielen historischen und literarischen 
Hinweisen hat G. Mittag- Leffler, Tohoku math. Journ. 17 (1920) gegeben. 
M er a y, Revue des societes savantes: sciences mathem. 1869. Le9ons nouvelles 
sur l'analyse infinitesimale Paris 1894. Eine vergleichende Betrachtung der ver
schiedenen Begriffsbestllm;nungen der Irrationalzahlen bei L o e w y, Lehrbuch der 
Algebra 1, 254ff., 284. Zur Begründung des Rechnens mit den Irrationalzahlen 
und zur Theorie der Grenzwerte vgl. R. Baire, Theorie des nombres. irrationels, 
des limites et de la continuite. Paris 1905. Schließlich sei auf 0. Perron, 
Irrationalzahlen, Berlin 1921, hingewiesen. 

1} Math. Ann. von Bd. 15 (1879) an; Acta Math. 2 (1883); Grundlagen einer 
allgem. Mannigfaltigkeitslehre, Leipzig 1883; Zur Lehre vom Transfiniten, 
Halle 1890. 

2) Russel, The principles of Mathematics 1, 366. Richard, Acta Math. 30 
(1906). H. Poincare, Revue de Metaphys. et de morale 13 (1905), 14 (1906). 
Schoenflies, Jahresb. d. Deutsch. Math. Ver. 10 (1906), 20 (1911). F. Bern
stein, Jahresb. d. Deutsch. Math. Ver. 28 (1919). 

3) Zur axiomatischen Begründung der Mengenlehre vgl. Brouwer, N. Arch. 
f. Wisk. (2) 12 (1917); Jahresber. d. deutsch. Math. Ver. 28 (1919). Schoenflies. 
Akad. d. Wiss. Amsterdam 1920. Math. Ann. 83 (1921). 
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Fünfter Abschnitt. 

Meßbare Größen. Verhältnisse und Proportionen. 
§ 35. Meßba11keit. 

§ 35. 

1. Wir haben nun die Frage zu erörtern, in welcher Weise der Zahl
begriff, der, wie schon mehrfach hervorgehoben ist, ein rein geistiger 
ist, auf die Dinge der Außenwelt angewandt wird. Die Anwendung der 
natürlichen Zahlen geschieht einfach durch das Zählen, wie schon 
im ersten Abschnitt auseinandergesetzt ist, worauf wir hier nicht noch 
einmal zurückkommen wollen. Die gebrochenen rationalen und die 
irrationalen Zahlen werden durch die Tätigkeit des Messensaufdie 
Außenwelt angewandt. 

Da keine Messung mit absoluter Genauigkeit ausgeführt werden 
kann, auch unsere geometrischen Konstruktionen uns keine wirklichen 
Punkte, Linien oder Flächen liefern, so genügen zur Darstellung em
pirisch gegebener Größenverhältnisse die rationalen Zahlen; nirgends 
ist hier eine Nötigung zu weitergehenden Zahlenbildungen. 

Gleichwohl können wir uns nicht wohl des Gedankens entschlagen, 
daß z. B. die Diagonale eines Quadrates oder die Kreisperipherie eine 
ganz bestimmte Länge haben, die durch Zahlen ausdrückbar sind; und 
ähnlich ist es bei Zeiträumen oder Gewichten; und wir sind geneigt an
zunehmen, daß das ganze Zahlenreich in den meßbaren Dingen sein 
Aquivalent findet. 1) 

2. Wir erblicken das Wesen der Meßbarkeit einer Menge (z. B. 
Längen, Zeiträume, Massen) in folgenden Bestimmungen: 

1. Zwei Elemente a, b der Menge können einander gleich sein, und 
wenn sie es nicht sind, ist eine von ihnen die größere, die andere die 
kleinere. 

2. Ist a irgendein Element der Menge, so gibt es Elemente, die 
kleiner sind als a (unbegrenzte Teilbarkeit). 

3. Sind a, b zwei (gleiche oder verschiedene) Elemente, so gibt es 
ein drittes Element c = a + b der Menge, das der Summe der beiden 
Elemente gleich ist. Die Summe ist größer als jeder der Summanden. 

Für die Summenbildung gelten das kommutative und das asso
ziative Gesetz der Addition. 

4. Ist b kleiner als· c, so gibt es ein bestimmtes Element a = c - b 
von der Beschaffenheit, daß a + b = c ist. 

1) So klar und einfach der Stetigkeitsbegriff im Gebiete der reinen Zahlen 
uns vor Augen liegt, so schwer - vielleicht unmöglich - ist es, zu einem Ver
ständnis der Stetigkeit bei den meßbaren Größen, also bei den Objekten der 
Außenwelt, zu gelangen. 

Paul du Bois-Reymond hat in dem Buch über "Allgemeine Funktionen
theorie" (Tübi~gen 1882) diese Frage studiert und kommt zu dem Ergebnis, daß 
zwei verschiedene einander ausschließende Standpunkte, der idealistische und 
der empiristische, gleich möglich und gleich berechtigt sind. 
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5 .. Durch WiederholuugderSummenbildung aus mehreren gleichen 

Elementen a gelangt man zu dem Begriff de1:1 Vielfachen ma, worin m 
eine natürliche Zahl ist. Für die Vielfachen gilt das Axiom des Ar~.hi
medes1), das sich aber schon bei Euklid V, 8 findet und wahrschein
lich von Eudoxus herrührt: 

Sind a und.b irgend zwei Elemente der Menge, so gibt es 
immer ein Vielfaches ma von a, das größer ist als b. Es gibt 
also in einer meßbaren Menge weder ein kleir.stes noch ein größtes 
Element, und aus 2., 3., 4. folgt, daß es zwischen irgend zwei ver
schiedenen Elementen noch andere Elemente gibt, daß also die Menge 
überall dicht ist. 

6. Ist a ein beliebiges Element der Menge und n eine natürliche 
Zahl, so exi!:!tiert ein Element b von der Beschaffenheit, daß n b = a ist. 

Dieses Element b heißt der nte Teil von a und wird mit b = -~ be-
n 

zeichnet. Daß es nicht zwei verschiedene solche Elemente b gehen kann, 
ist eine leicht zu ziehende Folgerung aus Q.en anderen Voraussetzungen. 
Denn ·ist b' > b, so ist nb' = nb + n(b'- b) größer als nb. 

Wir bezeichnen der Kürze wegen bisweilen die Gesamtheit der unter
einander gleichen· Elemente auch als ein Element. 

§ 36. Kommensurable Größen. 
1. Zwei Elemente a, b einer meßbaren Menge heißen kommensura

bel, wenn zweinatürliche Zahlenp,qangegeben werden können, so daß 

(1) qa=pb 

ist. Die Gleichung (1) besagt, daß, wenn wir a in p Teile, b in q Teile 
teilen (nach § 35, 6.), diese Teile einander gleich sind: 

(2) !!'__ =!!... = d 
p q ' 

und daß dann a = pd, b = qd ist. Es ist also dein gemeinschaft
liches Maß von a und b (daher "kommensurabel"). 'Man sagt in diesem 
Falle, die Elemente a und b verhalten sich wie die beiden 
Zahlen p und q. 

2. Die Gleichung ( 1) bleibt bestehen, wenn die Elemente a, b mit dem
selben Multiplikatou vervielfältigt oder durch denselben Teiler geteilt 
werden, und dasselbe gilt, wenn die Zahlen p, q mit einem gemeinschaft
lichen Faktor multipliziert, oder wenn ein gemeinschaftlicher Teiler 
weggehoben wird. Das Verhältnis der Zahlen p, q bleibt daher unge-

ändert, wenn der numerische Wert des Bruches p_ ungeändert bleibt, 
q 

1) Archimedes, tTher die Kugel und den Zylinder, 5. Postulat. Das Axiom 
ist•in ®r Arithmetik beweisbar auf Grund des Stetigkeitsaxioms. Vgl. 0. Stolz, 
Math. Ann. 22 (1883) u. 39 (1891). · 0. Hölder, Ber. d. Sächs. Gesellsch. d. Wiss. 
53 (1901). Hilbert, Grundlagen der Geometrie. 
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und man kann also die Verhältnisse zweier Zahlen und folglich auch 
die Verhältnisse irgend zweier kommensurablen Elemente der meß
baren Menge den rationalen Brüchen eindeutig zuordnen. Man 
deutet dann die Gleichheit des Verhältnisses statt durch ( 1) auch durch 
die Gleichung a p 

a : b = p : q oder b=q 
a a' p 

an, und man nennt das Verhältnis b größer als ein anderes ll = -q, , 
wenn der Bruch ;p_ größer ist als P: · q q 

3. Man nennt a und b Zähler und Nenner des Verhältnisses. Ist a = b, 
so ist ihr Verhältnis = 1. Ist das Verhältnis g_ gegeben, so kann man 

q • 
von den beiden Elementen a, b eines noch beliebig annehmen. 
Denn ist z. B. p, q und b gegeben, so teile man das Element pb in 
q Teile, um das Element a zu erhalten, das der Gleichung (1) genügt. 
Hält man dieses eine Ele~ent b fest, so erhält jedes andere Ele
ment a der Menge, das mit b kommensurabel ist, eine bestimmte Zahl 

_'[)__ zugeordnet, und das Element b selbst erhält die Zahl 1. Es heißt 
q 

darum die Einheit einer Maßbestimmung. Die Wahl der Einheit steht 
in unserer Willkür und wird durch Zweckmäßigkeitsgründe bestimmt. 
Von größter Wichtigkeit aber ist es, namentlich für wissenschaftlichen 
Gebrauch, daß die Einheit unzweideutig definiert sei und zu jeder Zeit 
unverändert wieder aufgefunden werden kann. Freilich kann diese 
Forderung niemals mit absoluter Strenge erfüllt werden, aber es sind 
große Mittel aufgewandt worden, um ihr nach Möglichkeit zu genügen. 

§ 37. Inkommensurable Größen. 
1. Für praktische Zwecke ist die Annahme, daß die zueinander in 

ein Verhältnis gesetzten Größen kommensurabel, und ihre Verhältnisse 
daher rational seien, ausreichend. Um aber vollständige Äquivalenz 
zwischen den Zahlen und meßbaren Größen herzustellen, müssen wir 
noch einen Schritt weiter gehen und auch irrationale Verhältnisse be
trachten. 

Nach dem Begriff der Meßbarkeit ist, wenn e, irgendein Element 
einer meßbaren Menge undreine positive rationale Zahl ist, regleich
falls ein bestimmtes Element derselben Menge. Ist nun a irgendein 
Element dieser Menge, so erhalten wir einen Schnitt (RIR') wenn wir 
alle Zahlen r, für die re < a ist, zu R und alle Zahlen r', für die r' e > a 
ist, zuR' rechnen, wobei eine Zahl r, für die re == a ist, wenn sie existiert, 
nach Belieben zu R oder zu R' gerechnet werden kann. Durch diesen 
Schnitt (RJR') ist eine reelle Zahl a definiert, und diese Zahl ordnen ~ir 
dem Element a zu. Wir setzen ae = a, und nennen a die Maßzahl 
des Elementes a. Diese Zahl ändert sich natürlich, wenn das Element e, 
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das die Einheit dieser Maßbestimmung darstellt, geändert wird. Ist 
{Je= b ein anderes Element derselben Menge, und ist a < b, so ist 
auch a < {J. 

Daß es zu jedem Paar a, e einer meßbaren Menge eine bestimmte 
Maßzahl a gibt, ist hiernach eine Folgerung aus den Voraussetzungen, 
durch die wir die Meßbarkeit definiert haben; daß es aber auch umge
kehrt bei gegebenem e zu jeder Zahl a ein bestimmtes Element a 
gibt, dessen Maßzahl a ist, ist eine Voraussetzung über die meßbare 
Menge, die wir, vermöge einer Art innerer Anschauung, zu machen ge
neigt sind, und die wir von jetzt an machen wollen. In dieser Eigen-
schaft besteht das, was wir die Stetigkeit der Menge nennen. Für 
die Längenmessungen ist diese Voraussetzung durch die Axiome über 
die gerade Linie von Cantor oder von Dedekind oder durch das Axiom 
der Intervallschachtelung gegeben(§ 24, 3.). Diese Axiome werden 
sinngemäß auf den Raum und auf andere meßbare Mengen übertragen 
und sprechen damit auch diesen die Eigenschaft der Stetigkeit zu. 

Eine sinnliche Vorstellung kann mit diesem Begriff der Stetigkeit 
nicht verbunden werden, und keine äußere Erfahrung kann sie uns je
mals bestätigen oder widerlegen. 

2. Hiernach gehen wir zu einer allgemeinen Definition der Verhält
nisse über. 

Euklid (EI. V, Def. 5) gibt folgende Definition 1): Wenn a, b zwei 
Elemente einer meßbaren Menge sind und A, B zwei Elemente einer 
zweiten oder auch derselben meßbaren Menge, so nehme man irgend 
zwei natürliche Zahlen m und n. Es tritt dann von den folgenden drei 
Fällen immer einer und nur einer ein: 

(1) ma < nb, ma = nb, ma > nb. 
Wenn nun immer, welche Zahlen m, n man auch nehmen 

mag, gleichzeitig auch 

(2) m.A < nB, mA = nB, mA > nB 
ist, so verhält sich a zu b wie A zu B. 

Wir bezeichnen dies durch die Gleichung 

(3) a : b = A : B. 
Wir bemerken noch, daß hierbei die Elemente der meßbaren Menge 

im absoluten Sinn (als positive Größen) zu verstehen sind. Es ergibt 
sich hieraus: 

Das Verhältniszweier positiver Zahlen a und fJ ist gleich 

dem Verhältnis der Zahl ; zu der Zahl 1, also 

(4) a: fJ = ; : 1. 

1) Man nimmt an, daß die Lehre von den Proportionen in der euklidischen 
Darstellung bereits auf Eudoxus zurückgeht. 
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Denn aus 
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ma;nß 

a< 
folgt durch Division mit ß: m {f > n · 1. 

§ 37. 

Wir betrachten also die Zahl i als Maß für das Verhältnis der Zahlen 

a und ß und für alle diesem gleichen Verhältnisse. 
3. Das Verhältnis zweier Elemente a, b einer meßbaren 

Menge ist gleich dem Verhältnis ihrer Maßzahlen a, ß. Wenn 
nämlich 
~) ma<nß 

ist, so kann man zwischen m a und n ß zwei rationale Zahlen einschieben, 
die man in der Form mr, ns annehmen kann, und zwar so, daß 

(6) ma < mr < ns < nß. 

Es ist dann a < r und s < ß, und folglich ist, wenn e die Einheit be-

deutet, a <er, es< b 
und mithin nach (6) 
(7) ma < nb. 

Ebenso kann man, wenn die Ungleichheit (7) vorausgesetzt wird, zwei 
rational; Vielfache er, es der Einheit e so annehmen, daß 

(8) ma < mer < nes < nb 

wird, und daraus folgt: 

(9) 

a<r, s<ß, 
ma <nß. 

also: 

Ebenso kann man zeigen, daß die beiden Ungleichungen ma > nb und 
ma > nß stets miteinander verbunden sind, woraus dann weiter folgt, 
daß auch ma = nb immer ma = nß zur Folge hat und umgekehrt. 

Hiernach ist der Quotient j auch das Maß für das Verhältnis von 

a zu b und ist von der Wahl der Einheit e unabhängig. Mit den Maß
zahlen kann man rechnen wie mit allen Zahlen; es frägt sich aber, 
welche Bedeutung man den Ergebnissen dieser Rechnung beizulegen hat. 

Der Addition und der Subtraktion pflegt man nur dann eine Be
deutung beizulegen, wenn die Maßzahlen derselben meßbaren Menge 
angehören; man wird z. B. nicht Zeiträume und Längen addieren oder 
subtrahieren. Beziehen sich aber beide Maßzahlen auf dieselbe Einheit, 
z. B. die Längeneinheit, so gibt ihre Summe und ihre Differenz die 
Maßzahl für die Summe und Differenz der gemessenen Größen in der 
gleichen Einheit. 

Dies folgt bei rationalen Maßzahlen aus den Bestimmungen des § 36 
und für irrationale aus der vorausgesetzten Stetigkeit. 

Das Produkt von Maßzahlen gibt die Maßzahlen in einer neuen 
Menge, deren Einheit als das Produkt der Einheiten der beid~n Faktoren 
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definiert wird, und ebenso ist es bei den Quotienten. So ist das Pro
dukt zweier Langen ein Flächenmaß, das Produkt dreier Längen ein 
Körpermaß, der Quotient einer Länge durch eine Zeit ist eine Geschwindig
keit. Der Quotient zweier Maßzahlen derselben Menge ist aber ein V er
hältnis und als solches eine reine Zahl. 

(1) 

§ 38. Proportionen. 

1. Eine Gleichung der Form 

a: b = c: d, 

in der a, b, c, d Elemente meßbarer Mengen sind, heißt eine Proportion. 
Die Gleichung hat nur dann einen Sinn, wenn sowohl a zu b als c zu d 
ein Verhältnis hat, d. h. wenn a und b einerseits, c und d andererseits 
derselben meßbaren Menge angehören. Es können aber wohl 
die Mengen, der die beiden Paare a, b und c, d angehören, voneinander 
verschieden sein, z. B. die eine das System von Kräften, die andere das 
System von Längen sein, und hierauf beruht die zur Versinnlichung 
oft gebrauchte "Darstellung" der Größen irgendeiner Menge durch 
Strecken. 

a, b, c, d heißen die Elemente der Proportion 1), a die erste, b 
die zweite, c die dritte, d die vierte Proportionale. 

Sind a, ß, r, ~ die Maßzlllllen von a, b, c, d, so ergibt sich aus (1) 
eine Zahlenproportion oder eine Gleichheit von zwei Quotienten: 

(2) a : {Y 'Y : ~ , oder ; = ~ , 

und aus den arithmetischen Folgerungen aus dieser Gleichung kann man 
entsprechende Folgerungen über die a, b, c, d ziehen. 

Wenn von den vier Zahlen a, ß, r, ~ drei beliebig gegeben s.ind, so 
ist die vierte eindeutig bestimmt. Daraus folgt, da nach unserer Voraus
setzung zu jeder Maßzahl eine bestimmte meßbare Größe gehört: 

Wenn von den vier Elementen einer Proportion drei be
liebig g·egeben sind, so ist das vierte dadurch eindeutig be
stimmt. 

2. Aus {2) folgt ; = {- sowie ; = ~ . Hieraus läßt sich aber nur 

dann ein Schluß über die a, b, c, d ziehen, wenn a und c ein Verhältnis 
zueinander haben, d. h. wenn die vier Elemente a, b, c, d derselben 
Menge angehören. Unter dieser Voraussetzung aber ergibt sich: 

Man kann in einer Proportion sowohl die beiden mittleren 

1) Den oft gebrauchten Ausdruck ,,Glieder der Proportion" möchten wir 
lieber vermeiden, weil wir unter "Gliedern" nur die einzelnen Bestandteile eines 
Aggregats verstehen wollen. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopadie I. 4. Auf!. 9 
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Elemente wie auch die beiden äußeren Elemente miteinander 
vertauschen. Aus a: b = c: d folgt 

a: c = b: d und d: b = c: a. 

3. Mittlere Proportionale. 
Wenn in der Proportion (1) die zweite und die dritte Proportionale 

einander gleich sind, so nennt man sie die mittlere Proportionale 
zwischen dem ersten und vierten Element. Kann man, wenn a, b be
liebig gegeben sind, ihre mittlere Proportionale immer bestimmen? 
Kann man also ein Element x finden, das der Proportion 

(3) a: X= X: b 

genügt? Selbstverständlich ist das nur möglich, wenn a und b derselben 
Menge angehören. Dann aber ergibt sich, wenn a, ß, ~ die Maßzahlen 
von a, b, x sind, aus (3): 

a: ~ = ~ : ß, 

folglich 

Die Bestimmung der mittleren Proportionale führt also auf eine Qua
dratwurzel. 

Wenn a und b Längen sind, so ist die mittlere Proportionale die 
Seite eines Quadrates, das dem aus den. Seiten a und b konstruierten 
Rechteck flächengleich ist. 

4*. Die mittlere Proportionale von zwei positiven Zahlen a und ß, 
also~= y;ß, nennt man auch das geometrische Mittel der beiden 
Zahlen. Ist a < ß, so ist a2 <aß< ß2, folglich 

a<N<ß. 
Zum Unterschied hiervon heißt die halbe Summe der beiden Zahlen, 

also 11- = "t ß das arithmetische MitteP) von a und ß, und es ist 

auch (für positive a und ß): 

a<"tP<ß. 
Es besteht der Satz: 

Das arithmetische Mittel von zwei positiven Zahlen ist 
immer größer als das geometrische Mi.ttel. 

Es ist nämlich (a + ß)2 = (a- ß)2 + 4aß, folglich ~ ~ ß)• >aß 

und "tP > Yaß. 

1) .All · · t M a1 + a2 + · · · + a,. d arithmetische Mittel der n geme1n 1s = n as 

Zahlen av ~ • ... a,.. 
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9. Die Aufgabe 3. läßt sich folgendermaßen erweitern: Es sollen 

zwischen zwei Größen a und b zwei mittlere Proportionalen einge
schaltet werden, d. h. es sollen zwei Größen x, y so bestimmt werden, daß 
(4) a:x=x:y=y:b. 
Nennen wir die Maßzahlen a, ;, 17, ß, so ergibt sich: 
(5) a : ; = ; : 11 = fJ: ß, 
und aus dieser Proportion folgt: 

""' = ~2, p; = 'rjt, aß= ;'1'/, 
also: a'ß = ;s, aß2 = '1'/s, mithin 1) 

~ = "f!a11 ß, fJ = ilaß2, 
und hierdurch ist die Proportion (5) und folglich auch ( 4) erfüllt. Es 
ist aber a 2 ß die Maßzahl für den körperlichen Inhalt einer quadratischen 
Säule, deren Grundfläche ein Quadrat von der Seite a und deren Höhe 
b ist, und ~ ist die Maßzahl für die Seite eines Würfels, dessen Kubik
inhalt a2 ß ist. Die Proportion (4) löst uns also die Aufgabe, eine 
quadratische Säule in einen inhaltsgleichen Würfel zu verwandeln, und 
durch Kombination mit der Aufgabe 3. erhalten wir dann die Verwand
lung eines beliebigen Parallelepipedons in einen Würfel. 

Die Annahme b =- 2a führt auf das berühmte Delische Problem 
der Würfelverdoppelung.2) 

6. Der goldene Schnitt. Eine gegebene Strecke a soll so in 
zwei Teile x und a - x geteilt werden, daß der größere Teil x die 
mittlere Proportionale ist zwischen der ganzen Strecke a und dem 
kleineren, Teil a - x. Es soll also die Proportion 
(6) a: x = x: (a- x) 
oder, wenn a, ; die Maßzahlen von a und x sind, die Gleichung 
; 2 = a(a- ;) oder ;(; + a) = as 

bestehen. Schreibt man dies: 

(; + ; _ ; ) (; + ; + ; ) = a2, 

so folgt nach der Formel (a-b) (a + b) = a2 - b2 : 

und daraus: 

(; + ; r- ~~ = a2 

(; + ;r = ~ all 

; + ::_ = ay'f> 
2 2 

1) Wir nehmen hier den Begri:lf der Kubikwurzel, der erst im nächsten Ab
schnitt näher erläutert wird, vorweg. 

2) Die Delier sollen, als eine Krankheit bei ihnen wütete, durch das Orakel 
angewiesen worden sein, einen Altar des Apollo, der Würfelgestalt hatte, zu 

9* 
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folglich: 1) ~ = ; (y5- 1) = 0,618a. 

Es ist also der größere Abschnitt 0,618a, der kleinere 0,382a. (Vgl. 
hierzu § 103, 2.) 

Der "goldene Schnitt", wie ihn eine spätere Zeit genannt hat, hatte bei 
den Pythagoreern eine mystische Bedeutung. In der griechischen Baukunst 
soll er als dem Auge besonders wohlgefälliges Verhältnis vielfache V er
wendung gefunden haben. Eingehend ist die ästhetische Bedeutung des 
goldenen Schnittes in dem unter Leonardo da Vincis Einfluß und Mit
wirkung entstandenen Werke "Divina Proporzione" von Luca Paciuolo 
(1509) behandelt. Zur neueren Literatur über den goldenen Schnitt ist zu 
erwähnen: A. Zeising, Neue Lehre von den Proportionen des menschlichen 
Körpers aus einem bisher unbekannt gebliebenen, die ganze Natur und 
Kunst durchdringenden, morphologischen Grundgesetz entwickelt, Leipzig 
1845. Dieses Grundgesetz ist der goldene Schnitt, dessen Vorkommen Zeising 
nicht nur beim menschlichen Körper, sondern überall in Natur und Kunst 
nachzuweisen versucht. Ferner F. X. Pfeifer, Der goldene Schnitt. Augs
burg 1885; H. E. Timerding, Der goldene Schnitt (Math. Bibl. Bd. 32), 
Leipzig 1918. 

Sechster Absc,hnitt. 

Potenzen und Logarithmen. 
§ 39. Wurzeln. 

1*. Zur Potenzrechnung gibt es zwei inverse Operationen. Sie 
entspringen aus den folgenden beiden Aufgaben: 

I. Gegeben der Wert der Potenz c und der Exponent n. Gesucht 
die Grundzahl x. Es soll also 

sein. Diese Aufgabe führt auf das Radizieren oder die Wurzel
rechnung. 

II. Gegeben der Wert der Potenz c und die Grundzahl a. Ge
sucht der Exponent z. Es soll also 

a• = c 
sein. Diese Aufgabe führt auf die Logarithmenrechnung. Wir be
handeln zunächst die Wurzelrechnung. 

2. Ist n eine natürliche Zahl und c eine beliebige positive 
Zahl oder Null, so gibt es eine und nur eine positive Zahl x 
und für c = 0 nur die Zahl x = 0, die der Bedingung 

xn = c 

!erdoppeln. Eine geometrische Lösung des Problems wird Pl aton zugeschrieben. 
Uber die Geschichte und die Lösungen des Problems vgl. Enriques, Fragen 
der Elementargeometrie 2. Leipzig 1907. Th. Vahlen, Konstruktionen und 
Approximationen Leipzig 1911. 

1) Das Zeichen = möge "angenähert gleich" bedeuten. 
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genügt. Daß es nicl;lt mehr als eine solche Zahl geben kann, ist eine 
Folge des Satzes, daß xn für positive x mit x zugleich wächst. Es kann 
also, wenn x von y verschieden ist, nicht x" = yn sein. 

Um bei positivem c die Existenz einer Zahl x nachzuweisen, bil
del;l wir' einen linksseitig begrenzten Schnitt 0(X\X'), indem wir alle 
positiven Zahlen, deren nte Potenz kleiner als c oder gleich c ist, zu X, 
die, deren nte Potenz größer als c ist, zu X' rechnen. Es sind dann alle 
positiven Zahlen in X oder in X' untergebracht, und wenn x die durch 
diesen Schnitt erzeugte Zahl ist, so ist x" = c. 

Denn wäre x" < c, so müßte es nach dem Satze von der Stetigkeit 
(§ 26, 6.) auch Zahlen in X' geben, deren nte Potenz kleiner als c wäre, 
was der Definition von X' widerspricht, und aus dem gleichen G-runde 
kann auch nicht X"> c sein. 

Die so bestimmte Zahl x heißt diente Wurzel aus c, und man be-
zeichnet sie: ?:r X= yC. 

Sie ist immer irrational, außer wenn c die nte Potenz einer rationalen 
Zahl ist. n heißt der Wurzelexponent. Die positive Zahl c, die 
auch selbst eine irrationale Zahl sein kann, heißt der Radikand. Der 
Fall n = 1 bietet kein Interesse, da in diesem Falle x = c wäre. Die 
zweite Wurzel, die am häufigsten vorkommt, heißt auch die Quadrat
wurzel, und bei dieser wird der Wurzelexponent 2 oft weggelassen, 
so daß Jlc so viel bedeutet wie f/c. Die dritte Wurzel wird Kubik
wurzel genannt . .Allgemein heißen die Zahlen yc auch Radikale. Es 
ist -vo=o; rr = 1. 

3. Für das Rechnen mit Radikalen gelten die Formeln 

(1) nr= ":Fb- !!;~b· yä va 
va r - va ' Vb = li 

oder in Worten: 
Um zwei Radikale von gleichem Exponenten n zu multi

plizieren oder zu dividieren, nimmt man diente Wurzel aus 
dem Produkt oder dem Quotienten der Radikanden. 

Es ergibt sich dies einfach aus dem kommutativen Gesetz der Multi-
plikation, wonach ('Va yb)" = (Vat ('Vbl = ab. 

Der Satz läßt sich sogleich auf ein Produkt von mehr als zwei 
Radikalen ausdehnen und liefert für den Fall, daß die Radikale alle 
einander gleich sind 
(2) (ya)m = jlam. 

q f/P Aus (xP)2 = (~)P = a;P2 = a folgt xP = va und X= Va, aber auch 

x2 = ya und x = f!Va und schließlich auch x =Pya. Es ist also 

(3) f/Va = vva = PY'a 
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4:. Über die Größenbeziehungen der Wurzeln. gelten die folgenden 
Sätze: 

1. Ist a > b, so ist Ya > j/b, oder in Worten: 
Eine Wurz·el wächst mit dem Radikanden. 
Denn wäre Va < Yb, so wäre auch yan < yb", d. h. a < b. 
Es ist 'j!I ~ 1, folglich, wenn a > 1 ist, auch V ä > 1. 

p q • 
2 .. Ist a > 1 und p > q, so ist 1 < ya < ya, d. h.: 
Ist der Radikand größer als 1, so ist auch die Wurzel größer 

als 1, nimmt aber n'lit wachsendem Wurzelexponenten ab. 
3. Ist a < 1 und p > q, so ist 1 > Ya > Ya, d. h.: 
Ist der Radikand kleiner als 1, so ist auch dieWurzelkleiner 

als 1, nimmt aber mit wachsendem Wurzelexponenten zu. 
Diese drei letzten Sätze fassen wir in den einen noch genaueren zu

sammen: 
4. Ist a ein beliebiger positiver Radikand und sind a, a' 

irgend zwei Zahlen, die der Ungleichung 

a < 1 < a' 
genügen, so ist immer 

a<va < a', 

wenn n eine gewisse von a, a, a' abhängige Grenze über· 
schritten hat. 

Alle diese Sätze sind leicht aus § 20, 8. zu beweisen. Es ist nämlich, 
wenn a und folglich nach 1. auch va größer als 1 und p > q ist, 
()!af > (i/a)2 , d. h. a > Wa)2 und folglich Va > Ya, wie der Satz 2. 
behauptet, und dies braucht man nur auf den reziproken Wert von a 
anzuwenden, um den Satz 3. zu erhalten. 

Ferner ist, wenn a < 1 < fl ist, für jeden hinlänglich großen Ex· 
ponenten n, was auch a sein mag 

a" < a < a'", 

und daraus ergibt sich 4. nach 1. 
5*. Man kann den Satz 4. auch in folgender Form aussprechen: 
Betrachtet man für ein positives a die Folge von Zahlen 

(4) y'ä, l/ä, Va, ... , 'j!ä, .. . , 
so liegen in jeder Umgebung der Zahl 1 fast alle Zahlen der Folge. 
Hieraus folgt aber nach § 28, 2.: 

Ist a eine beliebige positive Zahl, so ist 

lim Va = 1. 

Nach 4:., 2. und 3. ist die Folge (4) für a > 1 monoton ab
nehmend, f'ür 0 < a < 1 monoton wachsend. 
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6.* Die Gesamtheit der bisher betrachteten Operationen, also die 
rationalen Operationen und die Rechnungen mit beliebig hohen W ur
zeln, faßt man unter dem Namen algebraische Operationen zu
sammen. 

§ ro. Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten. 
1. Der Nachweis der Existenz der Wurzeln eröffnet uns nun den 

Weg, die" Potenzen, die wir in§ 20 für positive und negative ganzzahlige 
Exponenten erklärt haben, auch Iür gebrochene und selbst irrationale 
Exponenten zu definieren. 

Aus dem Begriff der Potenz war die Formel 

(1) (am)" =um" 

abgeleitet und es war immer 
(2) a-m = 1 : um, tX0 = 11 

worin m und n positive oder negative ganze Zahlen sein konnten und a 
eine beliebige Zahl war, die wir jetzt, um anzudeuten, daß sie auch 
irrational sein kann, mit griechischem Buchstaben bezeichnen. 

Es fragt sich nun, können wir mit dem Zeichen "'"' einen Begriff ver-

binden, wenn p, eine gebrochene Zahl, p, =!!... ist? 
q 

Wollen wir hierbei große Komplikationen vermeiden, so müssen wir 
an der Voraussetzung festhalten, daß die Basis a eine positive Zahl 
sei.1) Die Formel (1) gibt uns dann durch das Prinzip der Permanenz 
Antwort auf unsere Frage. Wir erklären die Formel für gebrochene 

Exponenten m = p, = 1!_ als gülttg, setzen n = q und haben 
q 

(3) ( tXf<)9 = aP, 

und es ist also 1) 

(4) 

und wenn die Formel (3) auch für negative p, gültig bleiben soll, so 
ergibt sich, indem man p in - p verwandelt: 

(5) 

(6) 

af.t = 1 :a-f.<. 

Nach dieser Definition ist 
n- )_ 
YtX = a", 

1) Die allgemeinste Begriffsbestimmung einer Potenz kann erst viel später 
(§ 130) gegeben werden. 

2) Potenzen mit gebrochenen Exponenten treten zuerst (natürlich nicht in 
der modernen Bezeichnungsweise) bei Nicolas Oresme (um 1350) auf, doch 
blieb dies ganz vereinzelt. Man begegnet ihnen wieder im Laufe des 16. J a.hrhunderts, 
aber erst Newton (Binomischer Lehrsatz 1666, Philosophiae natura.lis principia. 
1687) hat die Bedeutung der verallgemeinerten Potenzen erkannt und syste
matisch mit ihnen gerechnet. 
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d. h. jede Wurzel kann aufgefaßt werden als eine Potenz mit 
dem reziproken Exponenten. Es geht, damit die Wurzelrechnung 
ebenso in der Potenzrechnung auf wie die Subtraktion in der Addition 
und die Division in der Multiplikation. 

Nach (4) ist für jeden Exponenten fl' 

1"' = 1. 
Für die verallgemeinerten Potenzen haben wir nun die folgenden Sätze. 
2. Es ist 

(7) a.u+•=rti'a', (af')'=af". (8) 

Setzen wir nämlich m 
!"' = p' 

n 
V=

q' 

so ist, wenn p, q positiv angenommen werden, 
(a.u+•)Pq = arnq+np = amqa"P, 

und folglich, indem man die pqte Wurzel zieht, 
P!J;-- P!J~ P!J;-a.u+•=ya"'qanp= yamq yanP=a~'a'. 

Ebenso ist (Ca~')')~= (a"')" = an"'= ifamn 
und nach § 39, (3): 

3. Ist a > 1 und IL > v, so ist 
(9) a~' > a•. 
Denn es ist ( ai'_)P2 = amq, ( a•)P 2 = a .. P, 

und wenn !l- > v ist, so ist mq > np, folglieh 
( a"')Pq > ( a•)P2, 

und daraus die Formel (9). 
4:. Ist a > 1 und c irgendeine Zahl > 1, so ist für jedes positive /l-, 

das unter einer hinlänglich kleinen Zahl fi'o liegt, 
(10) 

1 

Bestimmen wir nämlich p so, daß cP > a ist, so ist c > aP > af', we:rin 
fl' < _!_ ist. Die Ungleichung (10) ist also befriedigt für jedes fl', das p 
der Bedingung 0 < fl' < _!__ 

p 

genügt. In dem Falle, daß 0 < a < 1 ist, gelten die Formeln, die 
man aus (9) und (10) durch Vertauschung des Zeichens< mit> erhält. 

5. Ist a > 1, und sind a, a' untere und obere Näherungswerte von a, 
sind ferner c und c' zwei der Bedingung 

(11) c<rxP<c' 
genügende Zahlen, so ist, wenn 0: - a hinlänglich klein ist, 

(12) c < al' < a'~' < c'. 
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Man hat nämlich, um dies zu erreichen, a und a' nur so anzu-
nehmen, daß 1 1 

CJi < a < a < a' < c'li wird. 

6. Nun läßt sich auch leicht eine Potenz mit irrationalem Ex
ponenten erklären. Es sei ~ eine Irrationalzahl, die durch den Schnitt 
(XJX') erzeugt wird, und x, x' seien Zahlen aus X, X'. Es sei ferner 
a eine positive Zahl, die wir größer al~ 1 voraussetzen wollen. Dann 
ist immer x < x' und folglich 

(13) 

Daraus folgt, daß die Zahlenmengen a"' eine obere, a"'' eine untere 
Schranke haben, und diese heidenSehranken können nicht verschieden 
sein. Bezeichnen wir sie nämlich mit ß und ß', so kann ß' nicht kleiner 
als ß sein. Denn es gibt immer Zahlen x, für die ax der Schranke ß, 
und Zahlen x', für die a"'' der Schranke ß' beliebig nahe kommt. Wäre 
also ß > ß', so könnte man x, x' so annehmen, daß ax > ct"' wäre, was 

der Formel ( 13) widerspricht. Wäre aber ß < {f, also ~ ein unechter 

Bruch, so wäre 
1 < ~' < a"''-"', 

wie auch x, x' gewählt sind. Das aber ist nach 4-. unmöglich, da x'- x 
beliebig klein werden kann. 

Wir verstehen nun, wenn a > 1 ist, unter 

ß =IX; 

die gemeinsame (obere und untere) Schranke von a"', a"''. 

Ist aber 0 < a < 1, so ist _.!.. = a' > 1 und wir verstehen unter a~ 
" den reziproken Wert von a';: 

> 1 
a' = -i?~· 

Damit haben wir die Potenz für jede positive Grundzahl und jeden 
reellen Exponenten erklärt. 

7. Wir beweisen nun den Satz: 
Ist ß = a; und berechnet man mit Näherungswerten a, a' 

und x, x', welche a und ~ einschließen, die Potenzen b = a"', 
b' = a'"'', sind endlich c, c' zwei Zahlen, die der Bedingung 

c < a~ < c' 

genügen, so kann man, wenn man 0:- a und x'- x hinlänglich 
klein wählt, erreichen, daß auch die Zahlen b und b' in dem 
Intervall (c, c) liegen. 

Zunächst ist nämlich c < a"' < a; < a'"'·< c', sobald x'- x unter eine 
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hinlänglich kleine Zahl heruntergesunken ist. Dann aber kann man 
nach 6. a' - a so klein annehmen, daß 

c < a"' < «!' < a; < a'"' < a'x' < c', 
und hierin ist der Beweis des Satzes enthalten. 

8*. Wir wollen den hier gewonnenen allgemeinen Potenzbegriff 
auch auf das Rechnen mit Grenzwerten (§ 29) übertragen. 

Durch wiederholte Anwendung von § 29, 3. ergibt sich: 
Ist lim a,. ==- a und p eine ganze positive Zahl, so ist 

(14) lim (a~) = aP. 

Da nach § 29, 4:.: lim ( a;;-P) = lim (_!__) = ~(-) = c.:-P ist, so gilt die-
a~ hm a~ 

ser Satz auch, wenn p eine ganze negative Zahl und a =F 0 ist. 
Wir beweisen jetzt die Umkehrung dieses Satzes, nämlich: 
Hat man eine konvergente Folge {a~} von qten Potenzen 

mit positiven Grundzahlen a,. und positivem ganzzahligen 
Exponentenq und istlim(a~)=ß, so konvergiert auch die Folge 
{ a,.) und es ist lim a,. = tß. ' 

Sei zunächst ß nicht Null. Nach § 28, 6. gibt es zu jeder positiven 
Zahl E einen Index n, so daß 

I a2 - a2 I < E für v = 1, 2, s, ... n+v n 
Nach § 20, 10~ kann man hierfür schreiben: 

E > I a - a 1·1 a2 - 1 + a2- 2 a + ... + a2- 11. n+,. n n+'V n+" n n 

Für die Werte, die der zweite Faktor bei v = 1, 2, 3, ... annimmt, 
gibt es, da alle a,. positiv sind und da lim a~ + 0 ist, eine positive von 
Null verschiedene, von n unabhängige untere Schranke M, also ist 
um·so mehr 

E > lan+v- a,.l· M und la,.+v-a,.l < .:.r · 
Hieraus folgt aber wiederum nach § 28, 6., daß die Folge { a,. } kon

vergiert. Ist dann 2 lim a,. = a, so ist nach (14) lim (a~) = a2 oder ß = rx.q 

und folglich a = f/jj. 
Ist aber ß = 0 oder lim (a~) = 0, so gibt es zu jedem positiven E 

einen Index n, so daß I q I< f·· a,.+vl E ur v=1,2, 3, ... 

Es ist aber laz+»l = lan+ 7 12, also folgt: 

Ia,.+" I< f'E" 
und daraus folgt, daß auch die Folge { a .. } gegen Null konvergiert. 

9*. Hiermit können wir nun weiter zeigen: 
Ist p irgendeine ganze Zahl, q eine ganze positive Zahl 

und ist { a,.} eine konvergente Folge positiver Zahlen mit 
lim a,. = a, so ist 

( !!..) .L 
lim a;: = aq. 
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Sei nämlich a""f:=b,., so ist W,:=b~ und nach (14) 1imb~=aP1 
und hieraus folgt nach dem eben bewiesenen Satz: 

lim b,. = lim (a!-) ""' f' aP = a f. 
Es ist also jetzt bewiesen: 
Ist { a,.) eine konvergente Folge positiver Zahlen und 

lima,.=a, so ist für jeden rationalen Exponenten x 
(15) 1im (a:) =IX"' 

Damit gilt aber der Satz auch für jeden reellen Exponenten. 
Ist nämlich s irgendeine reelle Zahl und sind x1 , x11 zwei rationale 

Zahlen, welche s einschließen: x1 < ~ < x2 , so ist 1) 

t ' a:• < a~ < a~~ und U.Z. < a; < a"'•. 

Nimmt man nun irgendeine Umgebung U von a~, so kann man nach 7. 
das Intervall (x11 x'J) so klein wählen, daß IX"'• und a"'- innerhalb U liegen, 
dann liegen aber nach dem Begriff des Grenzwerts (§ 28, 2.) fast alle 
a:- und fast alle a:•, mithin auch fast· alle a~ in U, d. h. uJ ist der 
Grenzwert der a~. 

Hiernach läßt sich der Fundamentalsatz von der Stetigkeit (§ 29, 6.) 
dahin erweitern, daß in der Rechenvorschrift F(a, ß, r, ... ) auch Po
tenzen von positiver Basis mit irrationalen Exponenten vorkommen 
dürfen, und hieraus folgt weiter, daß alle Sätze über Potenzen mit ra
tionalen Exponenten auch für irrationale Expo:Renten richtig bleiben. 

§ 41. Logarithmen. 
1. Nach dem, was wir im vorigen Paragraphen bewiesen haben, 

ist, wenn a eine p·ositive und x eine beliebige Zahl ist, die posi
tive Zahl c durch die Gleichung 

c =·a"' 
eindeutig definiert. 

Wir können nun an die zu Beginn von § 39 gestellte Aufgabe II. 
herantreten, indem wir fragen: 

Wenn c und a irgendwie gegebene positive Zahlen sind, 
gibt es dann immer einen Exponenten x? Oder: Zu welcher 
Potenz muß mall die positive Zahl a erheben, um die gegebene 
positive Zahl c zu erhalten? 

Diese Zahl x wird der Logarithmus von c für die Basis a ge-
nannt, und man schreibt: " 

x =log c. 

1) Es sind hier die Zahlen a,. > 1 ·vorausgesetzt. Ist 0 < a,. < 1, so hat man 
nur a!' und a!• zu vertauschen, sonst ändert sich nichts an der Betrachtung. 
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So ist 2 der Logarithmus von 4 für die Basis 2; 6 der Logarithmus 
von 64 für die Basis 2; 3 der Logarithmus von 1000 für die Basis 
10 usf. Der Logarithmus von 1 für jede Basis ist Null, weil a0 

immer gleich 1 ist. 
Da ·auch 1x für jedes x gleich 1 ist, so gibt es zur Basis 1 nur für 

dieZahl1 einen Logarithmus, und dieseristvollständig unbestimmt. 
Die Basis 1 ist daher für praktische Zwecke nicht verwendbar. Wir 
nehmen, was an sich nicht nötig wäre, die Basis größer als 1 an. Da 
unter dieser Voraussetzung a"' für positive x größer, für negative x 

kleiner als 1 ist, und da überdies a-x = ~ ist, so folgt, daß Zahlen a 
> 1 positive, Zahlen< 1 negative Logarithmen haben, und daß 

zwei zueinander reziproke Zahlen c und ..!:.. entgegengesetzt c 
gleiche Logarithmen haben. 

2. Daß aber für gegebene c und a immer ein Logarithmus existiert, 
können wir wieder mit Hilfe des Schnittes nachweisen. Wir vereinigen 
alle Zahlen x, für die a"' < c ist, in ein System X, und die Zahlen x', für 
die a>~ > c, in ein System X'. Dann ist jedes x' größer als jedes x, und 
wir haben einen Schnitt (XIX'), der eine Zahl~ definiert. Wäre nun 
a~ größer als c, so müßte es ein x geben, für das c < ax < a; wäre, was 
der Definition des x widerspricht, und ebenso kann a~ nicht kleiner als 
c sein und muß folglich gleich c sein. Wir sehen also: 

Jede positive Zahl c hat für eine von 1 verschiedene posi
tive Basis einen und nur einen-Logarithmus. 

a 
Ist x = Ioge, so wird p der Numerus von x für die Basis a ge-

nannt, so daß jede der beiden Gleichungen 
a a 

x = log c, c = num x 

nur eine andere Schreibweise derselben Tatsache ist. 
3. Die Grundformeln für die Rechnung mit Logarithmen ergeben 

sich aus den entsprechenden Formeln für die Potenzen. Diese setzen 
wir in die Form 

worin x, x11 x2 , p, beliebige reelle Zahlen bedeuten können. Setzen 
wir 

so können auch y, y11 Yt beliebige, aber nur positive Zahlen sein, und 
wir haben 

x = logy, x1 = logy11 x2 = logy2, 

worin der Einfachheit halber die Basis a in die Bezeichnung nicht mit 
aufgenommen ist. Die Formeln (1) schreiben sich jetzt: 
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Dru·aus ergibt sich: 

X1 + X2 = log(YtYll), x1 - x2 =log~, p,x = log(yl'), 

oder für beliebige positive Zahlen y, y1, y2 und ein beliebiges positives 
oder negatives 11: 

(2) log~: = log y1 - log y2 , 

log (y.u) = 11- log y. 

Es bestehen also die Sätze: 
Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summe 

der Logarithmen der Faktoren. 
Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Diffe

renz des Logarithmus des Dividenden und des Logarithmus 
des Divisors. 

Der Logarithmus einer Pptenz ist gleich dem Produkte 
des Exponenten mit dem Logarithmus der Basis. 

4:. Sind a und b zwei positive Zahlen; so ist nach der Definition des 
Logarithmus b 

a = bloga 1 

folglich, wenn x beliebig ist: 
b 

ax = bx log a = y. 
a b b 

Daraus folgt: x = logy, xloga = logy, oder 
b b a 

(3) logy = loga ·logy. 

Diese Formel vermittelt den Übergang von einer Basis a zu emer an
deren Basis b. Man sieht: 

Aus den Logarithmen für eine Basis a erhält man die Log
arithmen für eine andere Basis b, indem man die ersten 1og

b 
arithmen mit der festen Zahlloga multipliziert. 

5*. Man braucht daher nur die Logarithmen für eine bestimmte 
Basis zu berechnen, und als solche tritt zuerst in der Logarithmentafel 
von Henry Briggs 1) 1617 die Ba,sis 10 auf. Die Logarithmen mit 
dieser Basis heißen daher auch Briggssche, besser aber gewöhnliche 
Logarithmen, und wir verstehen von jetzt ab unter dem Zeichen log a 

1) Logarithmorum Chilias prima, London 1617, die 8-stelligen Log
arithmen der Zahlen bis 1000 enthaltend. Bereits 1624 lieb Briggs die Arith
metica logarithmica mit den 14-stelligen Logarithmen der Zahlen von 1 bis 20000 
und 90000 bis 100000 folgen. 'Obrigens hat, nach dem ZE-ugnis von Briggs 
selbst, schon Neper die Wahl der Basis 10 empfohlen. (Brief von Briggs an 
Kepler vom 19. 2. 1625, abgedruekt in Kepleri Opera omnia 7, 311; Neper, 
Constructio (vgl. § 42, 1), Appendix.) 
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(ohne Angabe einer Grundzahl) immer einen- derartigen Logarithmus. 
Die Vorzüge der Basis 10 bestehen in folgendem: 

1. Eine dekadisch geschriebene Zahl mit m Ziffern vor dem Komma 
liegt zwischen 10m-l und 10m, folglich liegt ihr gewöhnlicher Loga~ith
mus zwischen m- 1 und m (mit Ausschluß der oberen Zahl m); d. h. der 
ganzzahlige Teil des Logarithmus ist gleich m - 1. Man nennt ihn die 
Charakteristik oder Kennzahl und hat also die Regel: 

Die Kennzahl eines gewöhnlicheil Logarithmus ist um 1 
kleiner als die Anzahl' der Ziffern im ganzzahligen Teil des 
Numerus. 

2. Man kann jede Zahl in der Form 

:& = { a, al asas ... } . 1Qk 

schreiben, worin a eine der Ziffern 1, 2, ... 9 und k eine positive oder 
negative ganze Zahl (oder Null) bedeutet. Es ist dann 

(4) logz={Ü,a1 a 1 «Xa ... }+k, 

also k die Kennzahl des Logarithmus. 
Die Dezimalstellen des Logarithmus, also die Ziffernfolge a1 a2 a8 •.. 

nennt man .die Man tisse 1), und man sieht: 
Die Logarithmen von allen Zahlen, die sich nur durch die 

Stellung des Kommas (und durch eine Anzahl Nullen am Anfang 
oder Ende) unterscheiden, haben dieselbe Mantisse. So ist 2) 

log 58,07 = 1.763 9518 

log 580700 = 5.763 9518 

log 0,05807 = 0.763 9518 - 2. 

Die Logarithmentafeln enthalten nur die Mantissen der Logarith
men; die Kennzahl ist in jedem Fall leicht zu bestimmen. Zahlen zwi
schen 0 und 1, die also init O, ... beginnen, haben negative Logarith
men; man -schreibt sie aber immer wie in ( 4) mit positiver Mantisse 
und negativer Kennzahl k und hat dann nur mit positiven Dezimal
brüchen zu rechnen. Sehr häufig, vor allem bei den Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen nimmt man statt k die feste Zahl - 10, 
schreibt also z. B. log 0,05807 = 8.763 9518- 10. 

1) mantissa =Zugabe. W allis (1685) benutzt dieses Wort zur Bezeichnung 
der Dezimalstellen bei irgendeinem Dezimalbruch und ihm ist Gauß, Disquisi
tiones arithmeticae (1801) Art. 312 gefolgt, während die übliche Beschränkung 
auf die Dezimalstellen eines Logarithmus auf Euler, Introductio (1748) § 112, 
zurückgeht; danebim wird das Wort von Euler auch in der Bedeutung des 
Restes einer unendlichen Reihe gebraucht (vgl. Burkhardt, Math. Ann. 70, 
170 (1911)). • 

2) Im praktischen Rechnen gebraucht man bei Logarithmen gewöhnlich den 
Punkt an 8telle des Kommas. 
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§ 42*. Elementare Berechnung der Logarithmen. 
1. Schon in der ältesten Schrift über Logarithmen 1), in John Nepers 

Mirifici Logarithmorum canonis constructio (Appendix) ist ein einfaches 
Verfahren angegeben, welches dann von Briggs zur Berechnung seiner 
Tafeln benutzt worden ist. Es beruht auf der Formel 

logyab = i-(loga + logb), 

d. h. der Logarithmus des geometrischen Mittels von zwei Zahlen 
ist gleich dem arithmetischen Mittel der Logarithmen der bei
den Zahlen. Es genügt nun zur Bestimmung aller Logarithmen die Log
arithmen der Zahlen zwischen 1 und 10 zu kennen. Sei also 1 < z < 10, so 
nehmen wir a=1, b=10, also loga=O, logb=1, berechnen Väb= v'iö=m 
und haben logtn = 0,5. Es liegt dann die Zahl z (wenn sie nieht gerade 
gleich y/10 ist) entweder im Intervall (1, m) oder (m, 10). Im einen wie 
im andern Falle bezeichnen wir den unteren Endpunkt des Intervalls mit 

a1 , den oberen mit b1 , also a1 < z < b1 , berechnen • ~ = m1 und 
log 111 = t (log a1 +log b1). Damit haben wir ein neues Intervall (a2, b1), in 
dem z liegt, nämlich entweder (a0 m1) oder(~, b1) und für m2 =V a2b2 ist 
log m2 = -~-(log a2 + log b2). In dieser Weise fortfahrend stellen wir sowohl 
für z wie für log z eine Intervallschachtelung her, durch die wir den ge
suchten Logarithmus mit jeder beliebigen Annäherung finden. Ein Beispiel 
(Berechnung von log 5) ist in L. Eulers Introductio in analysin infini
torum ~) (1748) § 106 vollständig durchgeführt. Es erfordert 20 Quadrat
wurzelausziehungen, um log 5 auf 7 Dezimalstellen zu finden. Angesichts 
dessen steht man staunend vor der ungeheuren Rechenarbeit, die Briggs 
und sein Nachfolger Adriaen Vlacq geleistet haben, um die Logarithmen 
aller Zahlen von 1 bis 100000 auf 10 und 14 Dezimalstellen zu berechnen.8) 

Sie haben damit die Grundlage für fast alle folgenden Logarithmentafeln 
geschaffen. 

2. Von den zahlreichen anderen elementaren Methoden zur Berechnung 
der Logarithmen erwähnen wir nur noch eine, ebenfalls schon von Briggs 
benutzte Methode, die sich durch besondere Einfachheit auszeichnet.4) Es sei 

log a = x, also a = 10"'. 

Durch fortgesetztes Quadrieren berechnen wir a2, a', a 8, a16 ••• und zerlegen 
dabei jede Potenz in einen Faktor zwischen 1 und 10 und eine Potenz von 
10, also z. B. für a = 2: 

1) Dem Erscheinungsjahr (1619) nach allerdings die zweite Veröffentlichung; 
sie ist aber früher verfaßt als Nepers erste Schrift: Mirifici Logarithmorum 
ca.nonis desQriptio 161.4. Die Constructio wurde 1889 von W. R. Macdonald in 
englischer Übersetzung neu herausgegeben. 

2) Übersetzung von Maser, Berlin 1885, S. 77. Dasselbe Beispiel bei Tropfke, 
Gescli. d. Elementarmath. 2, 168 und Loewy, Lehrbuch d. Algebra 1, 224. 

3) H. Briggs, Logarithmorum Chilias prima, London 1617; Arithmetica 
logarithmica, 1624 (14-stellig), vervollständigt in der von A. Vlacq besorgten 
2. Aufi., Gouda 1628 (10-stellig). 

4) Vgl. K. Kommerell, Arch. d. Math. u. Phys. (3) 28 (1920). 
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28 = 2,56 . 101; 216 = 6,554 . 104; 23~ = 4,295 . 109; 

264 = 1,845 • 1019 ; 2128 = 3,403 . 1038 ; 

2512 = 1,341 . 10154; 2 10~' = 1,798. 10308 ; 

24096 = 1,044 . 101233. 

2256 = 1,158 . 1077 ; 

22048 = 3,232 . 10616; 

Hat man so 
(1) 

berechnet, so ist 

(2) 

a2"= m · 10a, 

10a < a~ < 10"'+ 1 

a a+1 
2" <Joga<~-

folglich 

Man erhält also ein Paar verbundener Folgen (; , a t 1), durch die log a 

mit beliebiger .Annäherung ermittelt werden kann. 
Wenn, wie bei der letzten Potenz im obigen Beispiel, worin n = 12 ist, 

m nahe an 1 liegt, so erhält man mit ;" einen sehr guten Näherungswert 

für log a. So ergibt sich nahezu 

log 2 = !m = o,so1o25. 
1 

Mit Hilfe einer Tabelle 1) für die Wurzeln 102" (die sich allein durch Qua-

dratwurzeln berechnen lassen) und für die Brüche ;,. läßt sich die Genauig

keit sehr vergrößern. In ·der ersten Tabelle findet man zu der Zahl nt 

(s. (1)) zwei Tafelwerte, so daß 
1 1 

102''+ 1 < m < 102' 

und dann ist 
a+__l.__ a+.L 

10 2''+1< a~ < 10 2•, folglich 

a 1 a 1 - + ----- < log a < - + ---- · 
2" 2"+•+ 1 2" 2"+• 

1 
Es ist also das Intervall für log a, welches in (2) die Länge 2--n hat, auf 

"+1• + 1 verkleinert. 
2 

1 1 

In unserm Beispiel (m = 1,044) ist 1026 < m < 102' , also v = 5 und 
1 1 1 

2 ,.+•+i = 218 = 0,000004, 2,.+-; = 0,000008, folglich 

0,301029 <log 2 < 0,301033, 

so daß auf 5 Dezimalstellen log 2 = 0,30103. 

1) Eine solche Tabelle findet sich bei Callet, Tables portatives de log
arithmes bis n = 60 auf 30 Dezimalstellen, in verkürzter Form (bis n = 20 auf 
10 Dezimalstellen) wiedergegeben bei Loewy, Lehrb. d. Algebra. 
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§ 4:3. Historisches iiber die Logarithmen. 

1. Als mit dem Aufleben der Wissenschaften im 15. und 16. Jahrhundert 
die Astronomie wieder lebhafter betrieben wurde, da erwachte mächtig das 
Bedürfnis nach neuen wirksameren Hilfsmitteln zur Erleichterung der vielen 
numerischen Rechnungen und zur Bewältigung der großen durch die Beob
achtungen gelieferten Zahlenmengen. 

Besonders beschwerlich und zeitraubend war immer die Ausführung der 
~I:ultiplikation, und daher war man bestrebt, sie durch Addition zu ersetzen. 
Daß die ersten V ersuche, dies zu erreichen, nicht zn den Logarithmen führ
ten, sondern an die trigonometrischen Funktionen anknüpften, war natür
lich, da die trigonometrischen Funktionen schon vom Altertum her ein 
bekanntes und vertrautes Hilfsmittel waren, das durch die geometrische 
Anschauung leicht verständlich schien, während der Begriff der Exponential
funktion, also der Potenzen mit gebrochenen Exponenten der damaligen Ma
thematik ganz fern lag. Dazu kam, daß in den trigonometrischen Tafeln, vor 
allem in dem berühmten Opus Palatin um (1596) des GeorgJoachim Rhae
ticus bereits ein vortreffliches Hilfsmittel für den Rechner vorlag. So ent
stand die Methode, die unter dem eigentümlichen Naman der Prostha
phaeresis bekannt ist (von 1t(IOO"{l-Euts und &.rpdQEO'tg, Hinzufügung und Weg
nahme); ihr Wesen bestand in der Benutzung der trigonometrischen Formeln: 

sin a sin ß = 22 (cos (a-ß)- cos (a + ß)), 

cos a cos ß = i, ( cos (a - ß) + cos (a + ß) ). 

Sollte also das Produkt zweier Zahlen (kleiner als 1) gefunden werden, 
so konnte man aus den Tafeln zu diesen Zahlen Winkel a, ß finden, deren 
Kosinus oier Sinus sie waren. Dann hatte man von der Summe und der 
Differenz dieser Winkel "Wieder die Kosinus zu suchen und die Summe 
bzw. Differenz durch 2 zu dividieren. 

Das V erfahren ist zwar viel umständlicher als die logarithmische Rech
nung und gestattet z. B. nicht eine so unmittelbare Anwendung auf Division, 
Potenzieren, Radizieren, es beruht aber doch auf demselben Grundgedanken 
und wird durch die moderne Auffassung der trigonometrischen Funktionen 
als Exponentialfunktionen mit imaginären Exponenten mit den Logarithmen 
in eine unmittelbare Beziehung gesetzt. 

Erfunden .wurde diese Methode von dem Nürnberger Pfarrer Johannes 
'\Verner, sie geriet aber wieder in Vergessenheit und wurde erst wieder 
aufgefunden und weiter ausgebaut auf der Sternwarte Uranienburg des 
Tycho Brahe (seit 1580) und am Hofe des um die Astronomie hoch
verdienten Kurfürsten Wilhelm IV. in Kassel von Paul Wi ttich und Jobst 
Bürgi. 1) 

2. Alle diese Versuche wurden aber durch die Logarithmen weit über
flügelt. Wie die meisten großen Kulturfortschritte ist auch die Erfindung 
der Logarithmen nicht ohne Vorläufer und unvollkommene Versuche, und 

1) Vgl. v. Braunmühl, Vorlesungen über die Geschichte der Trigonometrie, 
Leipzig 1903. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopil.die I. 4.Aufl. 10 
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die Frage der Prioritll.t läßt sich nicht absolut sicher entscheiden.1) Schon 
in der Sandrechnung des Archimedes 2) findet sich eine Stelle, in der 
gezeigt ist, daß in einer Reihe von Zahlen, die, von der Einheit an
fangend, in geometrischer Proportion stehen, das Produkt zweier Zahlen er
halten wird, wenn man in der Reihe die Zahl sucht, die von der ersten so 
weit absteht wie die zweite von der Einheit. Das ist, wie man sieht, der 
Grundsatz des logarithmischen Rechnens. Aber erst in dem Zeitalter der 
Wiedergeburt der Wissenschaft nimmt auch dieser Gedanke in der Praxis 
des Rechnens einen Platz ein. 

Der merkwürdigste unter den Vorläufern ist Michael Stifel. In seiner 
im Jahre 1545 in Niirnberg gedruckten Arithmetica integra setzt er die 
Zahlen einer arithmetischen Reihe mit denen einer geometrischen 3) 

durch die folgende Zusammenstellung in Beziehung: 

-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6 

1- t {- 1 2 4 8 16 32 64 

Die Zahlen der oberen Reihe nennt er die Exponenten. 4) Er weiß, daß 
die beiden Reihen nach beiden Seiten hin fortgesetzt werden können, daß der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division in der ersten Reihe Multi· 
plikation, Division, Potenzieren, Radizieren in der zweiten entspricht, und 
kennt also die fundamentalen Eigenschaften der Logarithmen. Daß aber für 
alle zwischenliegenden Zahlen der zweiten Reihe Zahlen in der ersten Reihe 
eingeschaltet werden können, wodurch die Logarithmen erst zu. einem stets 
anwendbaren praktischen Hilfsmittel des Rechnens werden, davon findet 
sich bei Stifel keine Spur. Aber die von ihm gegebene Anregung hat weiter 
gewirkt und sie läßt sich auch bei den beiden Männern nachweisen, denen 
wir die ersten wirklichen Logarithmentafeln verdanken. Es waren J obst 
Biirgi und J ohn Neper, die ungefähr gleichzeitig und unabhängig von
einander auf den Gedanken kamen, die geometri~he Reihe dadurch zu ver· 
dichten, daß sie den Quotienten von je zwei aufeinanderfolgenden 
Gliedern sehr nahe an 1 annahmen. 

J o bst Biirgi, aus Lichtensteig in Toggenburg, wirkte die längste Zeit 
seines Lebens in Kassel und in Diensten des Landgrafen Wilhelm IV., der 
ihn seiner mechanischen Geschicklichkeit wegen besonders schätzte, da
zwischen auch in Prag, wo er mit Kepler in Verbindung stand. Seine 
"Arithmetische und Geometrische Progreß-Tabuln" sind zwischen 1603 und 
1611 entstanden, aber erst 1620 im Druck erschienen. Die Einrichtung 
dieser Tafeln ist die folgende: Zu der Reihe der Zahlen x,. = 10n, worin 

1) Über die Geschichte und die Bedeutung der Einführung der Logarithmen 
vgl. Gutzmer, Zum Jubiläum der Logarithmen, Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 
23 (1914). 

2) Arehirnedis opera ed. Reiberg 2, 271. 
3) Bei einer arithmetischen Reihe sind die Differenzen, bei einer 

geometrischen Reihe die Quotienten von je zwei• aufeinanderfolgenden 
Zahlen konstant. 

4) Für positive Exponenten findet sich diese Zusammenstellung und der 
Multiplikationssatz bereits in dem sehr bedeutenden Werk von N. Chuquet, Le 
Triparty en la science des nombres 1484, welches allerdings bis 1880 Manuskript 
geblieben ist. 
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n die Zahlen 0, 1, 2, 3, ... durchläuft, bildet er eine Reihe von Zahlen Y .. , 
indem er y0 = 108 annimmt und jedesmal zu dem letzten berechneten y den 
zehntausendsten Teil addiert. Es ist also 

Yn + 1 = Yn + 1:o"oo = Y,. ( 1 + 1~•) · 
Die Zahlen X10 durchlaufen also eine arithmetische, die Zahlen y~ 

eine geometrische Reihe mit dem Quotienten 1,0001, und es ist 

( 1 )" ( 1 )fo"'• Y,. = 108 1 + 10• = 108 1 + 10• 

oder, wenn wir ( 1 + i~•)w = 1,0001toooo = fJ 

"'n 
setzen, Yn = 108. ßto•. 

Folglich ist X =-= 105 ltg (k) · n 108 

Es stellt also die Tafel von B ör gi eine Logarithmentafel vor mit der Basis1) 

fJ- 2,718145926 ... 

3.* Infolge der Verzögerung des Druckes der Bürgischen Tafel hat John 
Neper, Baron von Merchiston, geh. 1550 in der Nähe von Edinburg, gest. 
1617, den Ruhm, die erste Logarithmentafel herausgegeben zu haben. Es 
war die 1614 im Druck erschienene Mirifici logarithmorum canonis de
scriptio. 

In einer sehr sinnreichen Weise macht sich Neper zu einer Zeit, da 
unser heutiger Funktionsbegriff noch nicht ausgebildet war, die stetige Folge 
von Logarithmen und Zahlen anschaulich. 2) Er denkt sich zwei Punkte 
gleichzeitig in Bewegung. Der eine bewegt sich gleichförmig mit der G!l
schwindigkeit c auf einer geradlinigen Bahn. Der andere bewegt sich auf 
einer Strecke von der Länge eins; 3) er geht vom Anfangspunkt ebenfalls mit 
der Geschwindigkeit c aus, aber seine Geschwindigkeit nimmt ab, so daß sie 
in jedem Augenblick proportional der noch zu durchlaufenden Strecke ist. 
Neper nennt dann den in einer bestimmten Zeit zurückgelegten Weg des 
ersten Punktes den Logarithmus des Weges, den der zweite Punkt in diesem 

1) Man findet diese Zahl am besten durch Reihenentwicklung von log ß = 

10 4 log( 1 + 1~.)· Um dann ß aufzuschlagen, ist die 12-stellige Tafel von Namur, 

Brüssel 1877, benutzt worden. 
2) Unsere Darstellung gibt den gedanklichen Inhalt der Nepersehen Über

legung in der heuti~en Ausdrucksweise wieder. 
a) Bei N epe.r hat diese Strecke (Radius oder Sinus totus) die Länge 10 7• 

Ihm kam es nämlich vor allem auf die Erleichterung der trigonometrischen 
Rechnungen an, deshalb enthält seine Tafel in Wirklichkeit die Logarithmen der 
Sinuswerte für die Winkel von 0° bis 90°, und es war seit Rhaeticus üblich, 
die Sinus als Strecken in einem Kreis mit dem Radius 10 7 aufzufassen. Des
halb treten bei Neper nur ganze Zahlen auf, wo wir siebanstellige Dezimal
brüche schreiben würden. 

10* 
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Augenblick noch vor sich hat. Diese Begriffsbestimmung hätte 60 Jahre 
später, nach Erfindung der Differentialrechnung, unmittelbar zu den natür
lichen Logarithmen gefiihrt.1) Wir wollen den Nepersehen Gedanken noch 
etwas weiter verfolgen. Wir zerlegen die ganze Zeit t in n Zeitelemente 't'i 
in jedem Zeitelement lege der erste Punkt den Weg a zurück, dann ist sein 
Weg in der Zeit t: 

(1) 

Der zweite Punkt macht im ersten Zeitelement ebenfalls den Weg a = a1. 

Das Verhältnis dieses Weges zum ganzen noch zu durchlaufenden Weg ist 
a : 1 = a und dieses soll an jeder Stelle des Weges unverändert bleiben, d. h. 
es ist der Weg im zweiten Zeitelement u2 = a (1- a). Der noch übrige 
Weg ist 1- 11- a (1 - a) = (1- a)ll und daher derWeg im dritten Zeit
element a8 = a (1- a)l1, der dann noch übrige Weg (1- a)11 - a (1 - a)' 
= (1- a)3• Allgemein ist nach Verlauf von n Zeitelementen, also nach der 
Zeit t der noch zu durchlaufende Weg des zweiten Punktes 

(2) Yn = (1- ay. 
Es bilden also die x,. (die Logarithmen) eine arithmetische, die Yn (die 

Numeri) eine geometrische Reihe und die Zahlen in beiden Reihen folgen 
um so dichter aufeinander, je kleiner man a nimmt. Nach (1) und (2) ist 

"'n 
'!ln = (1 - a) u, folglich, wenn man 

(3) (1 - a)'tri = E 

setzt: 

Eine konsequente Durchführung des Nepersehen Gedankens erfordert, 
daß man in (3) zum Grenzwert für a---+ 0 übergeht; dann wird E gleich 
~em reziproken Wert von e, der Basis der natürlichen Logarithmen. Diesen 
Übergang konnte Neper noch nicht ma~hen, aber er bringt es doch durch 
sehr kunstvolle Berechnungsweisen fertig, daß seine (auf 7 Stellen berech-

1) Der Weg des ersten Punktes in der Zeit t ist c · t. 
lst v die Geschwindigkeit des zweiten Punktes zur Zeit t und 8 der bis da

hin zurückgelegte Weg, so soll 
ds 

v = dt = c (1 - 8) 

sein mit der Anfangsbedingung 8 = 0 für t = 0, und daraus folgt: 

ct =- Zn (1- 8). 
,-1 

Es ist also log nep (t - s) = - ln (1 - 8) = log (1 - 8), 

d. h. der Nepersehe Logarithmus einer Zahl hat den entgegenge
setzten Wert des natürlichen Logarithmus, oder er ist der Logarithmus 
zur Basis 1 je. Diese Basis ist kleiner als 1; deshalb werden die Logarithmen der 
Zahlen < 1 positiv. Dies hatNepermit Absicht so gemacht; er sagt (Descriptio 
S. 5): Da man besonders häufig mit Sinuswerten und mit Zahlen kleiner als eins 
zu tun hat, richtet man es ein, daß ihre Logarithmen positiv werden. 
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neten) Logarithmen weiter fortgesetzt bis auf 14 Stellen mit den Loga

rithmen zur Basis ~ übereinstimmen würden.1) 

4.* Der leitende Gedanke bei Bürgi und Neper ist, wie wir gesehen 
haben, wie bei Stifel die Vergleichung einer arithmetischen und einer 
geometrischen Reihe. Die heute in der Elementarmathematik und im 
Unterricht allein gebräuchliche Auffassung des Logarithmus als Exponenten 
einer Potenz mit gegebener Basis und der Logarithmenrechnung als einer 
inversen Operation zur Potenzrechnung findet sieb erst um die Mitte des 
ll:l. Jahrhunderts und ist vornehmlich durch Leonhard Eulers Schriften2) 

Gemeingut der Mathematiker geworden. Immerhin stecken in dieser üblichen 
Definition des Logarithmus Schwierigkeiten (Beschränkung auf positive Basen 
und Numeri), über die man im Unterricht stillschweigend hinweggeht, weil 
sie nur durch eine tiefere funktionentheoretische Betrachtungsweise geklärt 
werden können.8) Demgegenüber weist F. Klein darauf hin, daß die Auf
fassung von Bürgi und Neper mehr dem modernen Standpunkt entspricht 
und bei konsequenter Weiterbildung ungezwungen zu ·der wissenschaftlich 

besten Definitio~ des Logarithmus durch das Integral Jd: oder durch die 

Hyperbelquadratur führt:") 
6.* Durch die Einführung der dekadischen Logarithmen und das Er

scheinen der ersten vollständigen Logarithmentafel ( Aritbmetica logarithmica 
ed. H. Vlacq, Gouda 1628) wurden die Logarithmen von Bürgi und Neper 
sogleich völlig verdrängt. Die Tafeln von Vlacq enthalten die 10-stelligen 
Logarithmen der Zahlen von 1 bis 100000 und bilden die Grundlage für 
fast alle späteren Tafeln. Sie sind 1794 von Vega unter dem Titel The
saurus logarithmorum 5) neu herausgegeben worden. Die ursprUnglieh vor
handenen Fehler (ungefähr 6 %0) hat man im Laufe der Zeiten ausgemerzt 
und heutzutage können die gebräqchlichen Tafeln als völlig fehlerfrei gelten_ 

Man hat im praktischen Gebrauch erkannt, daß für die meisten Anwen
dungen der Logarithmen lOsteilige Tafeln nicht notwendig sind, und so sind 

1) V gl. die englische Ansgabe von N epersConstrnctio,Edinburg1889,S. 92. Fer
ner M. Koppe, Progr. d. Andreas-Realgymn., Berlin 1893. Sitznngsb. d. Berl. Math. 
Ges. 3 (1904), 48. Ein Rechenfehler, der Nepers Logarithmen um 3,7 · 10-1 ihres 
Wertes zu klein gemacht hat, ist bereits 1624 in der Nachberechnung des Ben
jamin Ursinus, Magnus Canon triangulorum, Kölln (= Berlin), verbessert worden. 

2) Introductio in analysin infinitorum, Lausanne 17 48. Vollständige Anlei
tung zur Algebra, Petarsburg 1770. 

3) Vgl. F. Klein, Elementarmathematik vom höheren Standpunkt aus. I. Teil. 
Leipzig 1911, S. 323. 

4) E. Borel, Die Elemente der Mathematik, deutsch von Stäckel, Leipzig 
1919, behandelt die Logarithmen vom Standpunkt Bürgis und Nepers. Vgl. 
auch M. Koppe, Progr. Berlin 1893. Eine schöne efementare Darstellung des 
Zusammenhangs der Hyperbelquadratur mit den Logarithmen findet sich bei 
Hadamard, Ler;ons de geometrie elementaire 2, chap. Vill. Paris 1901. 

5) Photozinkographische Reproduktion Florenz 1895. Die Tafel von V e g a 
enthält auch die Wolframsche 48stellige Tafel der natlirlichen Logarithmen 
für die Zahlen bis 2200 und für die Primzahlen bis 10 009 (neu herausgegeben von 
W. Thiele, Dessau 1908). Wiclitige Bemerkungen zum Thesaurus und über die 
noch in ihm enthaltenen Fehler bei Gauß, Werke 3, 257. 
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vor allem für astronomische und geodätische Rechnungen die siebanstelligen 
Tafeln die verbreitetsten geworden. Für viele Zwecke, besonders im Schul
unterricht, aber auch in naturwissenschaftlichen Anwendungen, die keine 
große Genauigkeit gestatten, sind selbst sieben Stellen noch zu viel und zu 
unhandlich, und man hat Tafeln mit 6, mit 5 und selbst mit 4 Stellen 
herausgegeben.1) 

Es kommen aber in den Naturwissenschaften, besonders der Astro
nomie, und auch in zahlentheoretischen Untersuchungen 9) Fälle vor, in 
denen selbst die siebanstelligen Tafeln nicht ausreichen, und es ist darum 
für den Mathematiker notwendig, si.ch auch einige Übung in dem Gebrauch 
mehrsteiliger Tafeln zu erwerben. Vollständige Tafeln von größerer i:)tellen
zahl sind nicht in Gebraueh; sie müßten, um ausführlich genug zu sein, 
außerordentlichen Umfang haben oder würden sehr umständliche Inter
polationsrechnung erfordern.3) Schon der lOsteHige Thesaurus umfaßt 300 
Seiten in folio und erfordert bei der Interpolation die Berücksichtigung der 
zweiten Differenzen. Es gibt verschiedene sinnreiche V erfahren, um das Auf
suchen vielstelliger Logarithmen auf die Benutzung weniger Tafeln von ge
ringem Umfang zu reduzieren. Eins davon ist bereits von Briggs in seiner 
Arithmetica logarithmica 1624 angegeben und später oftmals wieder entdeckt 
worden. Es beruht darauf, daß man jede positive Zahl zwischen 1 und 10 
mit Hilfe leicht ausführbarer Divisionen in der Form 

z = a ( 1 + ~) ( 1 + 1~;) ... 
darstellen ·kann, worin die a, a11 a2 , ••• einziffrige ganze Zahlen bedeuten, 
von denen auch - abgesehen von der ersten - einige Null sein können.4) 

Hatmannun Tafeln der Logarithmen von 1,2, ... 9; 1,1, ... 119; 1,01, ... 1,09; 
allgemein von l,Om1, ... 1,0m9, worin, Om für m aufeinanderfolgende Nullen 
steht, so findet man log z durch Addition der Tafelwerte, die den einzelnen 
Faktoren in der obigen Darstellung von z entsprechen. Solche Tafeln hat 

1) Einen ausführlichen Bericht über alle wichtigeren Logarithmentafeln hat 
Glaisher erstattet (Report on mathematical tables. 43. Meeting of the British 
Association, London 1874). Vgl. auch Enzyklopädie d. math. Wiss. 1, 985 mit 
zahlreichen Nachträgen in der französischen Ausgabe. Die neuaste mehr als 
7stellige Tafel ist die von J. Bauschinger und J. Peters, Tafel der 8stelli
gen Logarithmen der Zahlen von 1- 200000. Leipzig 1910. 

2) Tiefgehende arithmetische Untersuchungen, die der Theorie 'der elliptischen 
Funktionen angehören, haben gezeigt, daß für bestimmte ganzzahlige Werte von 

1::., nämlich für A = 19, 43,67, 163 die Zahlen z = e"'VA" gewissen ganzen Zah
len .A sehr nahe kommen. ·So ist z. B. für A = 67, .A = 147197952744, für 
1::. = 163, A = 262 537412640 768 744; und im letzteren Fall unterscheidet sich z 
von .A um weniger als 10-n. Die direkte Berechnung dieser Zahl A würde 
etwa 18stellige .Logarithmen erfordern. Vgl. Hermite, Theorie des equations 
modulaires, 8. 48. H. Weber, Lehrbuch der Algebra S (Elliptische Funktionen), 
Braunschweig 1908, § 69, 125, 134, 405. 

3) Über das Interpolieren vgl. § 91. 
4) Man kann auch: negative Werte für die Zahlen a1 , a!, ... zulassen und 

dadurch oft eine schnellere Annäherung erreichen, muß aber dann natürlich eine 
Tafel fiir die Logarithmen der betreffenden Faktoren besitzen. 
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Briggs a.uf 15 Stellen bis m = 8 berechnet.1) Die im Unterricht ziemlich 
verbreitete 5stellige Tafel von Gre ve enthält die betreffenden Logarithmen 
auf 12 Stellen bis m = 12, die Tafel von Schrön auf 16 Stellen bis m = 9, 
die Tafel von Petets und Stein auf 52. Stellen bis m = 25. 

Siebenter Abschnitt. 

Komplexe Zahlen. 
§ 44:*. Komplexe Zahlen mit zwei Einheiten.!) 

1. Überblicken wir noch einmal die einzelnen Stufen der Entwick
lung des Zahlbegriffs, so haben wir nach Schöpfung der ganzen positiven 
und negativen Zahlen zuerst dje rationalen, dann die irrationalen Zahlen 
eingeführt und konnten ihnen jedesmal einen Größencharakter solcherart 
beilegen, daß die neuen Zahlen zwischen die alten eingeschaltet werden. 
Dieses V erfahren hat in dem Gesamtbegriff der reellen Zahlen seinen 
Abschluß gefunden; er ist nicht mehr erweiterungsfähig in dem Sinn, 
daß zwischen irgend zwei reelle Zahlen neue Zahlen eingeschaltet wer
den können (§ 24, 8). Trotzdem sind selbst in diesem umfassenden 
Zahlengebiet noch nicht alle Rechnungen unbeschränkt ausführbar. So 
gibt es unter den reellen Zahlen keine Quadratwurzel aus einer 
negativen Zahl, ebenso keinen Logarithmus einer negativen 
Zahl (bei positiver Basis). Man sieht sich daher wiederum vor die Not
wendigkeit gestellt, den Zahlbegriff zu erweitern, und man wird zu 
neuen Zahlen geführt, die nicht in die Reihe der .bisherigen Zahlen ein
geordnet werden können. 

2. Wir kombinieren je zwei reelle Zahlen a, b zu einem Zahlen
paar (a, b) und betrachten dies als ein neues Zahlengebilde 8); wir 

1) Von anderen vielstelligen Logarithmentafeln seien genannt: 
A. Steinhauser, Hülfstafeln zur präzisen Rechnung 20stelliger Logarithmen. 

Wien 1880. 
R. Hoppe, Tafeln zur 80stelligen logarithm. Rechnung. Leipzig 1876. 
C. Börgen, Logarithmisch-trigonom. Tafel auf 11 Stellen (Publikationen 

d. Astr. Gesellsch. XII). Leipzig 1903. 
J. Peters u. J. Stein, 52stellige Logarithmen. (Veröff. d. astron. Rechen

inst. Nr. '3). llerlin 1919. 
Eine eingehende Besprechung derartiger Tafeln hat A. J. Ellis, Proc. of the 

Royal Society of London Sl (1881), 401 gegeben. 
Vgl. auch J. Lüroth, Vorlesungen über numerisches Rechnen. Leipzig 

1900. M. Koppe, Berechnung der Logarithmen auf viele Stellen. Sitzungsber. 
Berl. Math. Ges. 16 (Arch. d. Ma.th. u. Phys. (3) 26 (1917)). 

2) In diesem Paragraphen wird die Theorie der Gleichungen ersten und 
zweiten Grades vorausgesetzt. 

3) Die Einführung der Zahlenpaare zw: Begründung der Lehre von den kom
plexen Zahlen geht auf W. R. Itamilton (Dublin Transact. 17 (1836)) zurück. 
Man kann aber . (i.berhaupt die Zahlenpaare benutzen, um neue Zahlen zu er
klären. Die Natur dieser Zahlen hängt dann von den Festsetzungen ab, die für 
das Rechnen mit ihnen getroffen werden. So hat Weierstra.ß (vgl. H. Pade, 
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nennen es eine komplexe Zahl und bezeichnen sie auch wohl durch 
einen Buchstaben u = (a, b). Die reellen Zahlen a und b heißen die 
Komponenten von u. 

Für diese neuen Zahlen setzen wir solche Rechenregeln fest, daß die 
für die bisherigen Zahlen geltenden Gesetze nach Möglichkeit bestehen 
bleiben und daß die reellen Zahlen als besondere Zahlenpaare unter den 
komplexen Zahlen enthalten sind. Wir definieren zunächst die Addi
tion und Subtraktion durch 1) 

(1) (a,b)±(c,d)=(a+c,b±d). I 
Für c = 0, d = 0 ist also 

(a, b) + (0,0) = (a, b), 
d. h. es gibt ein Zahlenpaar (0,0), welches, zu einem beliebigen Zahlen
paar addiert, dieses nicht ändert. Wir bezeichnen es, wie bei den reellen 
Zahlen mit 0, also 

(2) (0, 0) = o, 11 
und es soll auch umgekehrt nur dann ( a, b) = 0 sein, wenn a = 0 und 
b = 0 ist. Dann ist nach (1) auch für eine komplexe Zahl: 

(3) u-u=O 

und wir nennen zwe1 komplexe Zahlen dann und nur dann 
einander gleich: 

( a, b) = ( c, d), wenn 

also wenn 
(a, b)- (c, d) = O, 
a = c und b = d 

Wir schreiben ferner, wie bei reellen Zahlen, 

0-u=-u 
und haben nach (1) und (2) 

w -~~-0~-~ 

ist. 

Irr 
Nach diesen Festsetzungen besteht für die Addition der komplexen 

Zahlen das kommutative und assoziative Gesetz und es ist die Sub
traktion die Umkehrung der Addition. Jedoch gibt es für die Addition 
der komplexen Zahlen kein Monotoniegesetz (§ 8, 4:), w~il wir für die 
komplexen Zahlen keine Größenfestsetzungen getroffen haben. 

3. Ist tt eine positive ganze Zahl, so bezeichnen wir eine Summe 
von n gleichen Zahlenpaaren (a, b) mit n (a, b) und betrachten dies als 

Premieres le9ons d'algebre ;llem., Paris 1892) die negativen Zahlen, J. Tannery 
(Le9ons d'arithm. Paris 1894) die Brüche als Zahlenpaare (vgl. § 19) eingeführt. 
Vgl. L. Couturat, De l'infini mathematique, Paris 1896. Hölder, Die Arithm. 
in strenger Begründung, Leipzig 1914. 

1) Um die ]'estsetzungen, auf denen die Theorie der komp,lexen Zahlen be
ruht, deutlich hervortreten zu lassen, haben wir sie durch römische Ziffern ge
kennzeichnet. 
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das Produkt der Zahl n mit dem Zahlenpaar (a, b). Nach (1) haben 
wir dann 

n (a, b) = (na, nb). 

Schreiben wir hier, unter tn ebenfalls eine positive ganze Zahl 

verstanden, !!!: a und !!!: b an Stelle von a und b, so wird 
n n 

(m m ) n n a, n b = ( m a, m b) = m ( a, b) . 

Es ist aber m ( a, b) = ( n · ;) ( a,b) , 

und, wenn wir für das Produkt auf der rechten Seite das assoziative 
Gesetz als gültig erklären, 

m ( a, b) = n · [; ( a, b) J , 
also n --a--b =n· -(ab) (·m m ) [m J 

n 'n n' ' 

folglich haben wir ~ (a b) = (~ a !!!: b) 
n ' n ' n 

anzusetzen. 

Dies gibt die Multiplikation eines Zahlenpaars mit einer beliebigen 
positiven rationalen Zahl, und wenn wir noch für jede negative ratio
nale Zahl - r: 

(- r) (a, b) =- [r(a, b)] 

festsetzen, so führt die Forderung der Stetigkeit (§ 26, 7) dazu, daß 
für jede reelle Zahl (J 

(5) Q (a, b) = (Qa, Qb) IV 

sein soll. Es ist also für Q = 0 und (a, b) = u: 
(6) 0. u = 0. 

Sind ferner Q, 6 irgendwelche reellen Zahlen, so folgt aus 

QU = (Qa, Qb), ou = (oa, ob) 
nach (1) und (5): 

(JU + ou = ((Q + o) a, (Q + o) b) = (!,J + o) (a, b) oder 

(7) QU + ou = Ü! + o) u, 

d. h. für die Multiplikation einer komplexen Zahl mit reellen Zahlen 
gilt das distributive Gesetz. 

4:. Wir führen nun zwei besondere Zahlenpaare 

(8) (1,0) = e1 , (0,1) = e2 

ein und nennen sie die komplexen Einheiten. 
Dann ist nach (5) 

(a,O)=ae1 , (O,b)=be2 , 

ferner nach (1) ( a, b) = ( a, 0) + ( 0, b) , 
also folgt: 
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Die komplexe Zahl (a, b) stellt sich mit Hilfe der kom
plexen Einheiten in der Form 

(9) 

dar.1) Die Natur der komplexen Zahlen hängt hiernach allein von der 
Natur der Einheiten ab. Je nach den Gesetzen, die man für die Einheiten 
vorschreiben kann, gibt es verschiedene Arten von komplexen Zahlen. 

Setzt man 

so wird 
(10) (a, 0) = a, 

es sind also in der Tat die reellen Zahlen als besondere Fälle unter den 
komplexen Zahlen enthalten. 

5. Die Gesamtheit der mit zwei bestimmten Einheiten eu t; gebil
deten komplexen Zahlen soll ein System komplexer Zahlen heißen. 
Man erhält sie, ·indem man in (9) für a und b alle möglichen reellen 
Zahlen annimmt. 

Zwei Zahlen u17 u1 eines Systems komplexer Zahlen heißen (linear) 
unabhängig, wenn zwischen ihnen keine Beziehung von der 
Form 

c1 u1 + c2 u2 = 0 

mit reellen Koeffizienten c1, ~ stattfindet. 
Es besteht nun der Satz: 
Alle Zahlen eines Systems komplexer Zahlen lassen sich 

linear und homogen durch zwei unabhängige Zahlen des Sy
stems darstellen. 

Seien nämlich 

(11) 
wl = «t e1 + «2e2 

Ws = ßt et + ß2 e2 

zwei unabhängige Zahlen des Systems. Dann kann man diese Gleichun
gen nach e1 und e2 auflösen und findet ( vgl. § 7 4, 5.) 

worm 
(12) 

1) Die Darstellung einer jeden komplexen Zahl in der ]'orm (9) beruht, wie 
man sieht. unmittelbar auf der Festsetzung I für die Addition. Wir können also 
auch sagen, wir haben für die komplexen Zahlen vorausgesetzt, daß sie sich in 
der Form (9) darstellen lassen. Man kann nun anstatt dieser speziellen Fest
setzungen für die Addition und späterhin für die Multiplikation allgemein fra
gen: wie muß man Summe und Produkt von zwei Zahlenpaaren erklären, wenn 
für sie die Axiome der Arithmetik bestehen bleiben sollen. Bi e b erb a c h, Math. 
Zeitschr. 2 (1918) hat gezeigt, daß es genügt, Summe und Produkt als stetige 
Funktionen der Komponenten vorauszusetzen und daß alsdann nur auf die 
Zahlen von .der Form (9) ein System aufgebaut werden kann, das allen zu stel
lenden Bedingungen genügt. 
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Wäre 8 = 0, so wäre nach ( 6) {l2 ro1 - «ll ro2 = 0 und - {l1 ro1 + « 1 ro1 = O, 
also ro1 und ro2 nicht unabhängig, also muß d' von Null verschieden 
sein und es folgt: 

(13) 

Irgendeine Zahl des Systems ist 

u = ae1 + be2 • 

Führt man hier für e1 und e2 die Ausdrücke (13) ein, so folgt: 

(14) 

und damit ist der Satz bewiesen. Man kann ihn auch in folgender Form 
aussprechen: 

An Stelle eines Paares e11 e2 von Einheiten kann man 
irgend zwei unabhängige Zahlen des Systems als Einheiten 
wählen. 

6. Wir kommen zur Multiplikation und stellen die Forderung: 
V. Das Produkt von zwei Zahlen des Systems soll wieder

um eine Zahl desselben Systems sein. 
Wir betrachten zunächst nur Produkte von Einheiten und for

dern für sie sogleich die Erfüllung des kommutativen Gesetzes. 
Dann können wir sagen: 

VI. Es muß drei Paare reeller Zahlen A-11 A-2; flul'ti v1, v2 ge-
ben, so daß ' 

et el = (11, 12) ==" 11 et + A-2e2' 
(15) 

e~e2 = (v11 v2) = v1e1 + vlle2 • 

Diese Gleichungen nennen wir die Grundformeln des Systems 
komplexer Zahlen. Durch sie ist die Natur des Systems bedingt. 

Sind nun u = ae1 + be2, v = ce1 + de2 irgend zwei. Zahlen des Sy
stems, so setzen wir fest, daß ihr Produkt nach den Regeln zu bilden 
ist, die für die Multiplikation von Aggregaten reeller Zahlen gelten, also 

(16) uv= (ae1 + be,) (ce1 + de2 ) =ace1e1 + (ad + bc) e1 e2 + bde2 e2• VII 
Hierdurch ist auch für die Multiplikation dieser beliebigen kom

plexen Zahlen das kommutative Gesetz gewährleistet. Es gilt aber 
für sie, wie man leicht sieht, auch das distributive Gesetz. 

Denn sind 
u = (a, b); v = (c, d); w = (f, g) 

drei komplexe Zahlen, so ist 

und 
u + v = (a t c, b + d) 

uw = afe1 e1 + (ag + bf) e1 e2 + bgelle2 

vw = cfe1 e1 + (cg + df) e1 e2 + dge2 e2 , 
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folglich nach (7), da e1 e1, e1 e2, elle2 wiederum Zahlen des Systems sind: 

uw + vw = (a + c) fe1 e1 + [ (a + c) g + (b + cl) f] ~ ell + (b + a) ge2e2 

= [(a + eh+ (b + d)e2](fe1 + ge2) oder 

uw + vw = (u + v) w. 
Führen wir nun in (16) für die Produkte der Einheiten die Aus

drücke (15) ein, so folgt: 
Das Produkt von zwei komplexen Zahlen ist wiederum 

eine komplexe Zahl desselben Systems: 

(17) (a, b)(c, d) = (p, q) 
und es ist darin 

p = acl1 + (ad + bc)p,1 + bdv1 

q = acA.2 + (ad + bc)p,2 + bdv2 . 
(18) 

7, Weiterhin soll nun auch das assoziative Gesetz der Multipli
kation erfüllt sein, also für drei Zahlen u = ( a, b); v = ( c, d), u; = ({, g): 

(uv)w = u(vw). 

Dies muß zunächst für die Einheiten gelten, also 

(19) (e1e1)e2 = e1(e1e2); (e1 e2)e2 = e1(e2e2). VIII 
Setzt man hier für die Produkte in den Klammern die Ausdrücke aus 
(15) ein, so folgt: 

(etet)e2 = llele2 + l2e2e2 = (J..tll't + l2vl)el + (l1tt2 + l2v2)e2, 

et(ele2) = ll'telel +1L2e1e2 = (ltttt + !tt!ta)el + (A2!t1 + ll'2ll'2)ea, 

( el e2) e2 = ll'1 el e2 +!La e2e2 ""' Ctt1 ll't + ll'2 vl) et + C!Ltll'2 + ll'2 v2)e2, 
et (eae2) = V1 et et + V2e1 e2 = (J..l vl -t- l1'1 v2)el + (l2vl + ttav2)~ · 

Es erfordern also die Gleichungen (19), daß zwischen den reellen Zahlen 
111 12 ; p,1 , p,2 ; v11 v2 die Bedingungen 

A2V1 = ll't ll'2' 
(20) At!L2 + A2V2 = J..2p,l + !121L2, 

IL1 IL1 + IL2 vl = A1 vl + !11 V2 
erfüllt sind. Weiter aber sieht man leicht, daß, sobald für die Einheiten 
das assoziative Gesetz gilt, es auch für irgend drei komplexe Zahlen 
u, v, w besteht, also folgt: 

Die Gleichungen (15) und (20) sind die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen für die Gültigkeit des kommu
tativen, distributiven und assoziativen Gesetzes der Multi
plikation komplexer Zahlen. 

8. Wir schreiben die Gleichungen (20) in der Form 

A2V1 = ll'tll'2, 

l2(ll1 - v2) = ll'2 (J..l - IL2), 

!LdiLt- v2) = V1 (..1.1 -!La)· 
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Man sieht, daß wenn nicht gleichzeitig ~ = p,2 und p,1 = v 2 ist, die erste 
Gleichung aus den beiden andern folgt. 

Diese Gleichungen werden befriedigt, wenn wir 

lt-f.ts=ß(J, f.tt-vs=ßo, lll=rQ, f.tl!=yo, P.t=-tX(J, vl=-ao 

mit beliebigen reellen Zahlen IX, ß, y, Q, 6 annehmen, also 

ll • ßQ + ro, 12 = yq, 
(21) P.t=y6, 

111 =- ao, 112 =- aQ- ßo, 

und htermit erhält man alle Lösungen der Gleichungen (20). Durch 
die w ahl dieser f'ünf Zahlen C(.' ß' r I Q' (j ist das V erhalten der Ein
heiten nach (15) und damit das System der komplexen Zahlen bestimmt. 

Aus den Gleichungen (21) ergeben sich sogleich die Beziehungen: 

al1 +ßt-t1 +yv1 =0, 
al, + ßp,2 + y112 = 0. 

(22) 

Diese vergleichen wir mit den Formeln (18) und finden den folgenden 
merkwürdigen Satz: 

Wenn für zwei komplexe Zahlen (a, b) und (c, d) die Be-
dingungen ac = at, ad + bc = ßt, bd = rt 
erfüllt sind, wobei t eine beliebige nicht verschwindende 
reelle Zahl ist, so wird das Produkt der beiden komplexen 
Zahlen Null, ohne daß. ein Faktor Null wird. 

Setzen wir t.,.. abs, so folgt aus der ersten und dritten Gleichung 
c = ab·s, d = yas, und diese Werte in die zweite Gleichung eingesetzt 
ergehen: 
(23) ra2 - ßab + ab2 = 0. 

Dies zeigt aber, daß das Produkt (a, b)(c, d) dann und nur dann ver

schwindet, ohne daß ein Faktor Null wird, wenn _!J_ = x eine Lösung a 
der quadratischen G lei eh ung 

(24) tXx2 - ßx + r = 0 

und gleichzeitig ~ = L ist. Man zeigt leicht, daß ~i}__ die andere 
C "X C 

Lösung der Gl'eichung ist. Damit es derartige Zahlen (a, b) und 
( c, d) gibt, muß die Gleichung reelle Lösungen haben, und dies ist dann 
und nur dann der Fall, wenn die Diskriminante ß2 - 4ay nicht negativ 
ist.l) Wir nennen ß9 - 4cty die Diskriminante des Systems und 
haben den Satz: 

In allen Systemen komplexer Zahlen mit negativer Dis-

1) Vgl. § 78. 
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kriminante und nur in diesen Systemen verschwindet ein 
Produkt nur dann, wenn ein Faktor Null i!lt. 

IX. Da wir den Satz aus der elementaren Arithmetik über das Null
werden eines Produkts jedenfalls beibehalten wollen, haben wir uns 
also im folgenden auf Systeme mit negativer Diskriminante zu 
beschränken.1) 

9. Für diese Systeme besteht der Satz: 
Es gibt eine bestimmtekomplexe Zaht 

(26) e = c1 e1 + E2 e2 , 

welche, mit einer beliebigen Zahl u des Systems multipliziert, 
diese nicht ändert, so daß also 

ue= u 

ist. Diese Zahl e heißt der Modul des Systems komplexer Zahlen. 
Man sieht zun~chst, daß es nicht mehr als einen Modul geben kann. 

Denn wäre e' ein zweiter Modul, so wäre 

ee' = e und ee' = e' e = e, also e = e'. 

Ist nun u = ae1 + be,, so ist mit Rücksicht auf (15) 

ue = ac1 (Ä1 e1 + 42 e,) + ac2 (tL1 e1 + t-t2e2) 

folglich: 
+ bc1(p,1e1 + t-t2e2) + bc2 (v1 e1 + v2e2) = ae1 + be., 

1) Multipliziert man in (22) die erste Gleichung mit e1 , die zweite mit e2 
und addiert die beiden Gleic~ungen, so folgt mit'Rüeksicbt auf (15): 

(25) ~ei + fle1 e2 + re~ = o. 
Hieraus könnte man schließen, daß (nach Division durch e~) das VerhilJ.tnis 

~ = x die quadratische Gleichung 
es 

~x'+ ßx + r = 0 
befriedigt, und es könnte scheinen, als ob es andere Systeme komplexer Zahlen, 
als solche mit negativer Diskriminante gar nicht geben könne, denn für eine 

nicht negative Diskriminante hätte die Gleichung reelle Lösungen und ~ wäre 
e 

reell. Diese Überlegung ist aber nicht richtig, denn wir haben noch gai nicht 

definiert, was wir unter der Division durch ei und unter dem Quotienten ~ 
e 

verstehen sollen. Der richtige Schluß ist folgender: 1 

Sind ro und w' die Lösungen der quadratischen Gleichu11.g, so kann man an 
Stelle der quadratischen Form (25) auch schreiben: 

~(e1 -roe1)(e1 -w'e2)=0, 

und hieraus folgt im Fall einer nicht negativen Diskriminante (also w, w' reell) 
aufs neue, daß ein Produkt verschwinden kann, ohne daß ein Faktor Null ist. 

Würden wir auch Systeme mit nicht negativer Diskriminante zulassen, so 
würden sehr wichtige Sätze der .Algebra nicht bestehen bleiben. So gä.be es 
z. B. Gleichungen ersten Grades ax = b mit nicht verschwindendem a (und über
haupt Gleichungen jeden Gra.des), welche unendlich viele Lösungen hä.tten (vgl.l2). 
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(27) 

Komplexe Zahlen mit zwei Einheiten 

a = a(c1 l 1 + E2 p,1) + b(E1ti1 + E2v1), 

b = a(c1 .l2 + c2 p,2) + b(E1 tL2 + E2 v2). 

159 

Diese Gleichungen sollen für alle beliebigen Werte von a und b 
stattfinden, also auch für a = 1, b = 0, sowie a = 0, b = 1. Damit 
folgt aber: 

(28) 

El Al + E2 tlt = 1 
El ~ + Ellllll - 0 
cltll + E2V1 = 0 
Eti.t2 + EllV2 = 1, 

und sobald umgekehrt diese Gleichungen erfüllt sind, gelten die Glei
chungen (27) für alle Werte von a und b. 

Aus den beiden ersten Gleichungen (28) berechnen wir E1 und E2 • 

Zunächst ist mit Benutzung von (21) die Determinante 

l1ti2- l2t11 = r(uQ' + ß~o + y62) = rf, 
wobei f die quadratische Form 

(29) f = 1XQ2 + ß~6 + yo2 

bedeutet, und es wird dann 

Elyf= tl2 = 'ftl, E2Yf=- ,l,2 =- 'f(!, 

folglich, sobald f nicht Null istl): 

(30) El = ; , E2 = - 7, 
und diese Werte befriedigen auch, wie man leicht sieht, die beiden 
letzten Gleichungen (28). 

Es kann aber f nur Null werden, wenn die reelle Zahl~= x eine 
() 

Lösung der quadratischen Gleichung 

ux2 + ßx + r = 0 
ist. Die Diskriminante ß2 - 4u r dieser Gleichung ist aber nach Vor
aussetzung negativ, folglich hat die Gleichung keine reelle Lösung und 
f wird tatsächlich nicht Null. 2) Damit ist die Existenz des Moduls e 
bewiesen, und zwar ist 

(31) 

10. Wir vereinfachen die weitere Betrachtung bedeutend, wenn wir 
denModuleals die eine Einheit wählen: Wir setzendahere1 =e. 
Dann werden die Grundformeln (15) 

ee=e, ee2 =e2 , e2e2 =v1e+v2 e2 , 

mithin 11 =1, 12 =0; ti1 =0, p,2 =1. 

1) r kann nicht Null sein, sonst wäre die Diskriminante = pt, also nicht 
negativ. 

2) fisteine definite Form (§ 6S). 
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Damit ergibt sich aus (21): 

Q=O, 
1 o=-, 
r 

§ 44*. 

V =-l_· 
2 r 

Der Modul e hat genau die Eigenschaften der reellen 
haben, da nach (5) für jede komplexe Zahl u 

Zahl 1 , ja wir 

U ·1 =U 

ist und es nur einen Modul geben kann, direkt e = 1 zu setzen. Die 
zweite Einheit bezeichnen wir dann mit j und haben somit als Grund· 
formein des Systems: 

1·1=1; l·j=j·1=j; '2 ct ß . J =----). r r 
Die letzte Formel ergibt nach Multiplikation mit r die quadratische 
Gleichung für j: yj2 + ßj + a = 0. 

Aus ihr folgt, wenn wir sie mit 4 r multiplizieren (§ 7 8, 2.): 

(2yj + ß)ll = ß2- 4ay. 
Die rechte Seite ist die Diskriminante des Systems und nach Voraus-
setzung negativ. Wir setzen 

(32) ß2 - 4ar =-Li, 

also Li positiv und haben (2rj+tfJ' = _ 1 L1 . 

Nunmehr führen wir auch an Stelle von j eine neue Einheitl), nämlich 

(33) 2 r~:t 1 = i 

ein und haben damit die Einheiten 1 und i mit den Grundformeln 

(34) 1 . 1 = 1; 1 . i = i . 1 = i; i. i = - 1. 

Es besteht also der wichtige Satz: 
Alle Systeme komp\exer Zahlen mit negativer Diskrimi

nante lassen sich auf das System mit den Einheiten 1 und i 
zurückführen. 

11. Die mit diesen Einheiten gebildeten Zahlen 

a + bi 
heißen im eigentlichen Sinne komplexe Zahlen und wir wollen unter 
dieser Bezeichnung fortan auch nur diese Zahlen verstehen. i heißt die 
imaginäre Einheit oder auch entsprechend der letzten Formel (34) 
die Quadratwurzel aus -1. Wegen (-i)2=i2 =-1 ist diese Qua
dratwurzel zweiwertig und es ist zu schreiben ll): 

v=-~f=+i. 

1) Den sehr leichten Nachweis, daß die Einheiten 1 und i unabhängig sind, 
überlassen wir dem Leser. 

2) Der Buchstabe i für y.=l. tritt zuerst bei Euler in einer 1777 verfaßten, 



§ U*. Komplexe Zahlen mit zwei Einheiten 161 

Es wird also von den komplexen Zahlen da.s geleistet, was wir oben 
in J. gewünscht haben, nämlich Quadratwurzeln aus negativen 
Zahlen ausdrücken zu können. Es ist nämlich 

V-c=±iVc:-
a heißt der reelle Teil, bi der imaginäre Teil der komplexen Zahl 
a+b.i. Eine komplexe Zahl, deren reeller Teil =Ü ist, also bi, heißt 
(rein) imaginär, und zwar positiv oder negativ imaginär, je nachdem 
b positiv oder negativ ist. Zwei Zahlen, die sich nur durch das Vor
zeichen des imaginären Teiles unterscheiden, also a + bi und a- bi 
heißen konjugiert komplex. Die zur Zahl u konjugiert komplexe 
Zahl wird gewöhnlich durch u bezeichnet. 

12. Für die Addition, Subtraktion und Multiplikation haben wir 
nach den für die allgemeinen komplexen Zahlen aufgestellten Gesetzen 
die Formeln 

(35) 
(a+bi) + (c+di)=(a±c) + i(b+:d), 
(a + bi)(c + d&) = ac- bd + i(ad + bc). 

Das Produkt von zwei konjugiert komplexen Zahlen 

(36) uu = (a + bi)(a-bi) = a2 + b2 

ist immer reell und positiv. Nur wenn eine der Zahlen (und damit 
auch die andere) Null ist, wird es Null. 

Es ist jetzt noch die Division der komplexen Zahlen zu erledigen. 
Sind also die Zahlen u = a + bi, v = c + di gegeben, so wird eine 
Zahl z = x + yi gesucht, so daß 

uz = v oder (a+bi)(x+yi) = c + di 

ist. Es muß also 
berechnet man: 

ax - by = c, bx + ay = d 

ac+bd 
X= at + b"' 

so daß wir schreiben können 

(37) c + di = ~_:__±b~ + i a_d_=_l}_c. 
· a+bi a'+b' a"+b• 

sem und hieraus 

Wir sehen, daß die Division immer und nur auf eine einzige 
Art ausführbar ist, sobald a2 + b2 und damit der Divisor a + bi von 
Null verschieden ist. Dasselbe gilt nach dem Schlußsatz in 10 für 
jedes System komplexer Zahlen mit negativer Diskriminante. Es hat 
also eine Gleichung ersten Grades uz = v mit nicht verschwin-

in seinen Inst. calc. integr. 4, 184, Petersb. 179! abgedruckten Abhandlung auf; 
allgemeine 'Verbreitung fand diese Bezeichnung durch Gauß, Disqu. arithm., 
Leipzig 1801, § 337. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopadie I. 4.Aul!. 11 
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dendem u immer eine und nur eine Lösung. Man überzeugt sich 
leicht, daß auch alle übrigen Gesetze der Division gültig bleiben. Wir 
wollen dies nur an dem Beispiel der Addition von Brüchen zeigen. 
Sind z = .!_, z' = v: zwei Brüche mit komplexen Zählern und Nennern, 

u u 
so ist uz = v, , ' , 

UZ =V, 

also wenn wir die erste Gleichung mit u', die zweite mit .u multipli
zieren (mit Benutzung des kommutativen Gesetzes) 

uu's = vu', uu'z' = uv', 
mithin wegen des distributiven Gesetzes: 

uu' (s + s') = vu' + uv', 

d d h + ' d ;" + v' vu' + uv' · b · d ll B ·· h un a er z z o er~ ;;- = uu' 1 Wie ei enree en ruc en. 

Als Ergebnis unserer ganzen Untersuchung können wir nunmehr 
den Satz aussprechen: 

Unter den komplexen Zahlen mit zwei Einheiten haben 
allein die System.e mit negativer Diskriminante die Eigen
schaft, daß alle Gesetze aus der Arithmetik der reellen Zahlen 
für sie bestehen bleiben. 

13. Jede Rechnung mit komplexen Zahlen führt wieder zu einer 
solchen Zahl A + Bi. Ersetzt man in der Rechnung überall i durch 
- i oder mit anderen Worten jede Zahl durch die konjugierte kom
plexe Zahl, so erhält man auch als Resultat den konjugiert komplexen 
Wert A-Bi. 

U. In gleicher Weise, wie die Zahlen mit zwei Einheite:p, hat man 
komplexe Zahlen mit drei, vier, allgemein mit n Einheiten gebildet, 
also Zahlen von der Form 

u = x1e1 + x2 e2 + · · · + x,.en, 
worin x11 x 2 , ••• xn reelle Zahlen bedeuten, und hat untersucht, ob die 
Gesetze für das Rechnen mit reellen Zahlen auf sie übertragbar sind.1) 

Es hat sich gezeigt, daß dies in vollem Umfang nicht möglich ist, son
dern daß man bei Zahlensystemen mit mehr als zwei Einheiten immer 
irgendein Gesetz preisgeben muß, z. B. das kommutative Gesetz der 
Multiplikation oder den Satz, daß ein Produkt nur verschwinden kann, 
wenn einer der Faktoren Null ist.2) Es besteht also der wichtige Satz, 
daß es außer dem System der gewöhnlichen komplexen Zahlen 

1) Hamilton, Lectures on Quaternions, Dublin 1863. Gra.ßma.nn, Aus
dehnungslehxe, Berlin 1862. Vgl. Hanke!, Theorie der komplexen Zahlen
systeme, Leipzig 1867. Stolz u. Gmeiner, Theor.Arithm. 2. Bd. Leipzig, 1911>. 
Study, Theorie d. komplexen Größen (Enzykl. d. math. Wiss. 1, 1). 

2) Vgl. Weierstra.ß, Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten 
komplexen Größen, Gött. Nachr. 1884. Dedekind, ebd. 1886, 1887. Study, 
ebd. 1889, 1898. 
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(welches die reellen Zahlen als besonderen Fall enthält), kein Zahlen
system gibt, in welchem sämtliche arithmetischen Gesetze 
bestehen bleiben.1) Trotzdem ist auch die Theorie der höheren kom
plexen Zahlen, vor allem der Zahlen mit drei und vier Haupteinheiten, 
für die das kommutative Gesetz der Multiplikation nicht gilt') (Vek
torenrechnung und Quaternionen), von großer Bedeutung wegen 
der wichtigen Anwendungen in Geometrie, Mechanik und Physik. 

§ 45*. Geometrische Darstellung der komplexen Zablen.3) 

1. So wie man die reellen Zahlen durch die Punkte einer graden 
Linie darstellen kann, so kann man die komplexen Zahlen durch die 
Punkte in einer Ebene veranschaulichen. Wir nehmen in einer Ebene 
zwei zueinander rechtwinklige Geraden und auf jeder von ihnen eine 
bestimmte Richtung an, die wir die positive Richtung nennen. Die ent
gegengesetzte Richtung heißt die negative Richtung. Die beiden Ge
mden nennt man die Koordinatenachsen, die eine die x-Achse, 
die andere die y-Achse. Der Schnittpunkt 0 dieser Achsen heißt der 
Nullpunkt oder Anfangspunkt. Der durch eine Drehung von 90° 
von der positiven x-Achse nach der positiven y-Achse hin bestimmte 
Drehungssinn wird als positive Drehung bezeichnet. Durch die Achsen 
wird die Ebene in vier Gebiete- Quadranten - zerlegt, die in der 
Reihenfolge numeriert werden, wie sie bei einer positiven Drehung von 
der positiven .x-Achse aus erreicht werden. 

Um nun die Lage irgendeines Punktes P in der Ebene zu bestim
men, fällt man von ihm die Senkrechten PP:z und PP11 auf die Achsen 
und mißt (nach Festsetzung einer Längen-
einheit) dieAbschnitte OP."=xund OP,=y 
und gibt ihnen das positive oder negatiye 
Vorzeichen, je nachdem sie, von 0 aus ge
rechnet, in die positive oder negative Rich
tung der Achse fallen. So erhält man zu 
jedem Punkt P zwei Zahlen (x, y)1 und diese 
nennt man die rechtwinkligen Koordinaten 
von P. Umgekehrt aber gehört zu jeaem Paar 
reeller Zahlen (.x, y) ein bestimmter Punkt") 
und diesen Punkt betrachtet man als 

li 

I/I 

I 

PyJ------,P 

!I 

0 p.., 

IV 

l!'ig.;L. 

1) Diesen Sati'hat schon' Gauß in der berühmten Selbstanzeige seiner 
zweiten .Abhandlung über die biquadratischen Reste (1831), Werke 2, 
178, ohne Beweis ausgesprochen. 

2) Vgl. Jahnke, Vo:rlesun~en über die Vektorenrechnung. Leipzig 1905. 
Klein u. Sommerfeld, Theorie d. Kreisels l, Leipzig 1897. 

3) In diesem Paragraphen werden die Grundbegriffe der Trigonometrie vor
ausgesetzt. 

4) Dies ist eine Folge des Cantorachen .Axioms über die grade Linie 
(§ 24), wonach einer jeden reellen Zahl a: ein Punkt P." der a:-.Achse, einer Zahl y 
ein Punkt Py der y-.Achse zugeordnet ist. 

11* 
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das Bild der komplexen Zahl s =- x + yi und nennt ihn auch den 
Punkt 1. Auf diese Weise entspricht jedem Punkt der Ebene eine kom
plexe Zahl und jede komplexe Zahl wird durch einen und nur einen 
Punkt der Ebene dargestellt. Wir gebrauchen daher die Worte Zahl z 
und Punkt z in gleicher Bedeutung. Die Ebene als Träger der Zahlen 
wird in diesem Zusammenhang auch die Zahlenebene, die x-Achse 
als Träger. der reellen Zahlen auch. die reelle Achse, die y-Achse als 
Träger der rein imaginären Zahlen auch die imaginäre Achse genannt. 
Je nach den Vorzeichen von x und y verteilen sich die Punkte z auf 
die vier Quadranten, nämlich 

Quadrant 

y 

I 

+ 
+ 

n/m 
I 

+ 

IV 

+ 

Der zur entgegengesetzten Zahl von z gehörige Punkt - z liegt 
symmetrisch zum Punkt z in bezugauf den Nullpunkt, der zur 

konjugiert komplexen Zahl z = x- yi 
z gehörige Punkt liegt symmetrisch zum 

.... -'1 Punkt z oder ist das Spiegelbild von z 
... !'.... :Y in bezugauf die reelle Achse. 

_... 'P I 

-----... -,..-.l<..:......:~x!:--+-- 2. Außer durch rechtwinklige Koordi-
.,........ naten kann man einen Punkt P auch durch ... 

-• z Polarkoordinaten festlegen, und zwar 
durch seine (immer positiv zu nehmende) 

Fig. 5. Entfernung 0 P = r vom Nullpunkt und 
durch den Winkel rp, den der Strahl OP mit der positiven x-Achse 
bildet. Dieser Winkel wird immer im positiven Drehungssinn von der 
positiven x-Achse aus und ,n Bogenmaß 1) gemessen. Er ist nur bis 
auf eine beliebige Anzahl von ganzen U mdrehuugen bestimmt. Zu einem 
gegebenen Punkt gehören alle Winkel rp + 2br (k = O, + 1, + 2, ... ), 
die man aus einem von ihnen, den man zwischen 0 und 2% annehmen 
kann, durch Addition oder Subtraktion beliebiger Vielfacher von 2:n: 
erhält. Dr,r Zusammenhang zwischen den rechtwinkligen und den Polar
koordinaten ist durch die Formeln 

(1) x = r cosrp, y = r sin1p 

gegeben, es ist also die komplexe Zahl z = x + yi: 

(2) z = r ( cos rp + i sin rp ). 

1) D. h. der Winkel wird durch die Länge .des zugehörigen Kreisbogens mit 
dem Radius 1 gemessen. Die Länge dieses Kreisbogens wird auch der Arcus 
des Winkels genannt und die Größe eines Winkels in Bogenmaß ist 

7t 0 q/' 
arc <p = 180 <p - 2os264,s ' 

wenn <p 0 die Größe des Winkels in Graden, <p" dieselbe in Sekunden bedeutet 
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Diese Darstellungsform für irgendeine komplexe Zahl ist von der 

größten Bedeutung. Wir wollen sie die Polarform nennen. Sie ist 
durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet: 

Die Polarform für eine komplexe Zahle ist ein Produkt einer po
siti~n reellen Zahl r mit einer komplexen Zahl. Die Zahlt gibt 
den Abstand des Punktes e vom Nullpunkt an und wird der absolute 
Wert von z genannt. Man bezeichnet ihn durch lzl und hat nach dem 
Satz des Pythagoras: 

(3) r = lzl = Vx2 +y'. 
+ 

Nach § 44, (36) ist das Quadrat des absoluten Wertes einer Zahl 
gleich dem Produkt der Zahl mit der konjugiert komplexen Zahl: 

(4) r2 = s :z. 
Alle Zahlen von gleichem absoluten Wert liegen auf einem Kreis 

um den Nullpunkt. 
Der zweite Faktor der Polarform ist eine komplexe Zahl 

vom absoluten Wert 1, denn es ist nach einer Grundformel der 
Trigonometrie - die übrigens sofort aus (1) zu schließen ist -

(5) cos2 cp + sin2 'P = 1. 
Er hängt nur von dem Richtungswinkel 1) q1 ab und soll deshalb die 
Richtungsfunktion von z genannt werden. Wir schreiben: 

(6) cos cp + i sinqJ = E(cp) 
und haben also für die Polarform der komplexen Zahl 

(7) z = ,. · E('P)· 
Jede Richtungsfunktion wird durch einen Punkt auf dem Einheits
kreis, d. i. der Kreis mit dem Radius 1 um den Nullpunkt, dargestellt. 

Alle Zahlen mit gleicher Richtungsfunktion liegen auf einem vom 
Nullpunkt ausgehenden Strahl. 

Der Richtungswinkel ist nach (1) durch die Formeln 

oder durch 

X 
cos cp = r' sin 'P = lL 

r 

(8) tg 'P = ~ 
i1) 

bestimmt. Man findet aber durch die Tangensfunktion den Winkel nur 
bis auf Vielfache von n, hat also zur Bestimmung des Quadranten, 
in dem cp liegt, zu (8) noch hinzuzunehmen, daß das Vorzeichen von 

c~s rp mit dem Vorzeichen von x übereinstimmen muß. Hierdurch 
!lln rp y 

1) Für diesen Winkel sind auch andere Bezeichnungen, wie Neigung, Ar.imut, 
Amplitude, gebräuchlich. Die ebenfalls häufig vorkommende Bezeichnung Ar
gument ist nicht glücklich gewählt, denn sie wird auch in ganz anderer Bedeu
tung für die unabhängige Variable bei einer Funktion gebraucht. 
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ist dann der Richtungswinkel bis auf eine beliebige Anzahl von 
ganzen Umdrehungen, also bis auf Vielfache von 2n bestimmt. 
Die Funktionen cos q> und sin cp und damit auch die Richtungsfunk
tion ändern sich nicht, wenn man den Winkel rp um eine beliebige 
Anzahl von ganzen Umdrehungen verändert, d. h. für jede ~nze 
Zahl k ist 
(9) E(rp + 2kn) = E(cp). 

Zur konjugierten Zahl z von e gehört auch der konjugierte Wert 
der Richtungsfunktion E ( rp) = cos cp - i sin rp. Andererseits hat z den 
Richtungswinkel 2:n:- rp oder - cp, folglich ist E(rp) = E(- cp) und 

(10) 
und nach (4) 
(11) 

E(- rp) = cos q>- i sin rp 

E(q>)E(- cp) = 1, 

was mit (5) gleichbedeutend ist. 
3. Da nach Annahme des Punktes 0 ein Punkt P der Ebene durch 

die Länge und Richtung der Strecke OP festgelegt ist, so kann man 
die durch den Punkt P dargestellte Zahle auch durch die gerichtete 

~ 

Strecke OP versinnlichen. Eine solche Strecke heißt ein Vektor 
und wir wollen die Vektoren durch die den zugeordneten Zahlen ent-

~ 

sprechenden deutschen Buchstaben bezeichnen 1), schreiben also 0 P = 3· 
Ein Vektor ist allein durch Läng~ und Richtung einer Strecke gekenn
zeichnet, er ist aber nicht an einen bestimmten Punkt gebunden. 

~ --+ 
Zwei Vektoren AB und A'B' sollen dann und nur dann einander gleich 
sein, wenn sie gleiche Länge und gleiche Richtung haben, wenn also 
der eine durch eine Parallelverschiebung in den andern übergeführt 
werden kann. Infolge dieser Festsetzung kann man sieh von dem zu
fällig gewählten Nullpunkt freimach~n und den die Zahl e darstellenden 
Vektor beliebig in der Ebene parallel verschieben. 

~ 

Ist Q eine positive reelle Zahl, so versteht man unter QAB einen 
--+ . 

mit AB gleichgerichteten Vektor, dessen Länge das Q-fache der Länge 
--+ 

von AB ist. Ein Vektor von der Länge 1 heißt ein Einheitsv~ktor. - ~ Ist r die Länge von AB= 0, & der mit AB gleichgerichtete Einheits-
vektor, so ist: 
(12) 0 = r~. 

Dies entspricht der Darstellung der komplexen Zahl in der Polar-

1) Die Beziehung zwischen den Za.!llen und den Vektoren (wie auch zwischen 
den Zahlen und den Punkten) ist eine Äquivalenz in dem bereits früher(§ 33, 3) 
erläuterten Sinne. Wir behandeln hier die Theorie der Vektoren nur so weit, wie 
es die Lehre von den komplexen Zahlen erfordert. Sie wird, zugleich mit ihren 
Anwendungen auf die Mechanik, in Band 3 (Abschnitt I und XIII) eingehend 
dargestellt. 
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form. Die Richtungsfunktion ist äquivalent dem mit 3 gleichgerichteten 
Einheitsvektor. 

. -- --4:. Unter der Summe von zwe1 Vektoren .AB und BC ver-
----+-

steht man den Vektor .AC: - -- --.AB+ BC =.AC. 

Man findet die Summe· als Schlußseite des durch die Vektoren AB 
----+-

und BO bestimmten Dreiecks. Man sieht leicht, daß C 

diese Addition der Vektoren vollständig der früher de- d 
finierten Addition der komplexen Zahlen entspricht. Die 
Summe von zwei komplexen Zahlen 8 

s1 = x1 + iy11 s9 = x2 + iy1 .d 
Fig 6. 

ist 

Der Punkt mit den Koordinaten x1 + x21 y1 + y2 ist die dem Null
punkt gegenüberliegende Ecke des durch die drei Punkte 01 z1 , s, be
stimmten Parallelogramms. Behält man vori diesem !I 
nur die Ecken O, Zn z1 + z2 bei, so kommt man so
fort auf die oben erklärte Addition der Vektoren. --5. Einen gegebenen Vektor n =.AC kann man 
auf unendlich Viele Arten in eine Su~me von zwei 

----+- - 0 -.X 
Vektoren zerlegen. Sei .AB + BC eine solche Zer- Fig. 7. - --legung, ~ der Einheitsvektor auf AB, e2 derjenige auf BC, seien ferner - --a und b die Längen der beiden Vektoren, so ist .AB= ae11 BC- be2 , 

mithin: 
(13) 3 ==; ae1 + be2• 

Hierin kommt deutlich zum Ausdruck, daß die Menge der Vektoren 
i:q einer Ebene äquivalent ist der Menge der komplexen Zahlen mit 
zwei Einheiten.1) - --6. Zwei Vektoren AB und BA von gleicher Länge und entgegen-
gesetzten Richtungen heißen entgegengesetzt. Ihre Summe ist ein Vektor 
der Länge Null, ein Nullvektor, den man einfach mit 0 bezeichnet:' 

(14) --AB+ BA= 0. 

1) Zwischen den Einheiten eu e! muß nach § 44, (26) eine homogene qua
dratische Gleichung mit negativer Diskriminante bestehen. Ist oo der Winkel 
zwischen den beiden Einheitsvektoren, so lautet diese Gleichung: 

e1 s - 2~ ~ cos oo + e! 1 = 0 

mit der Diskriminante 4 (cos! ro - 1) =- 4 sin2 ro. Für die gewöhnlichen 

komplexen Zahlen ist e1 = 1, e2 = '1, 01 = ; , also cos w - 0 und die Gleichung 

wird i! + 1 = 0. 
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----+ --Unter der Differenz AB- BO von zwei Vektoren versteht man den -- --Vektor, der zu BO addiert den Vektor AB ergibt. Die Subtraktion 
. -c von BG ist gleichbedeutend mit der Addition des ent-

--+ -- --gegengesetzten Vektors 0 B, und wenn 0 B = B C' ist, 
so ist: --------------AB-BO= AB+ CB=AB+ BC' =AC'. 

In der Tat ist, wie man sofort sieht: 

Fig. 8. --------AC'+ BC= AO' + G'B= AB. 
Damit hat man die nebenstehende Konstruktion der Differenz der bei
den Vektoren. 

7, Um beliebig viele Vektoren zu addieren, trägt man sie aneinander 
an, so daß der Anfangspunkt jedes Vektors mit dem Endpunkt des 
vorangehenden zusammenfällt. Man erhält so einen gebrochenen 
Streckenzug, und der Vektor vom Anfangspunkt nach dem Endpunkt 
des Zuges ist die verlangte Summe. Man zeigt leicht, daß dieser Vektor 
von der Reihenfolge, in der man die ein
zelnen Vektoren aufträgt, unabhängig ist. 

Fig.9. 

0 
Fig.lO. 

,_cp1 -_." __ 

8. Es seien z11 z2 zwei komplexe Größen mit den absoluten Werten 
r1, r, und den Richtungswinkeln fJJu lp2• Die Summe z1 + z2 habe den 
absoluten Wert R. Dann ist in dem Dreieck aus r 11 r 2, R der Winkel 
............ 
r1 r2 = :r- ( lp2 - fJJ1) und nach dem Kosinussatz ist: 

R 2 = r11 + r22 + 2r1 r2 cos (cp2 - cp1). 

Da der Kosinus immer zwischen - 1 und + lliegt, so ist: 

r~ + r;- 2r1r2 < R2 < ri + r~ + 2r1 r1 

oder (r1 - r2) 2 < R 2 < (r1 + r2) 2, folglich: 

(15) 
Das ist der Satz: 

Der'absolute Wert einer Summe ist niemals größer als die 
Summe der absoluten Werte der Summanden und niemals 
kleiner als die positive Differenz dieser absoluten Werte. 

Man sieht leicht, daß in (15) das Gleichheitszeichen nur stehen 
kann, wenn die Punkte z1 und z2 mit dem Nullpunkt in einer graden 
Linie liegen, und zwar ist R = r1 + r 2 , wenn die Punkte auf derselben 
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Seite vom Nullpunkt aus, R = \r1 -r2\, wenn sie auf verschiedenen 

Seiten liegen. In beiden Fällen ist der Quotient~= + ':! reell. z, - r, 
Die zweite Ungleichung (15), welche die wichtigere ist, schreiben 

wir in der Form j.z1 +.z~l < js1 \ + js,\ 

und können sie sofort auf eine beliebige endliche Anzahl von Summan
den ausdehnen (vgl. § 14, 3): 

(16) \z1 + z2 + · · · + s,.\ < \t1 \ + \z~\ + · · · + \z,.j, 
wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn die Verhältnisse von je 
zwei Summanden reell und positiv sind. 

9. Bedeutet z eine beliebige, a eine feste komplexe Zahl, so erhält 
man den Punkt .z' = z + a 1 indem man den Punkt z um den Vektor a 
verschiebt. Macht man dies mit allen Punkten z der Ebene, so wird 
jeder Punkt in der Richtung des Vektors a um die Strecke !a[ ver
schoben, die ganze Ebene wird also in sich um ein bestimmtes Stück 
verschoben. Eine solche Veränderung sämtlicher Punkte der Ebene 
nennt man eine Transformation und die hier vorliegende Transfor
mation heißt eine Translation oder Parallel:verschiebung, also: 

Die Transformation 
(17) 

bedeutet eine Translation der Ebene. Bei ihr bleibt kein im End
lichen gelegener Punkt der Ebene ungeändert. 

10. Wir wenden uns zur Multiplikation der komplexen Zahlen. 

Seien in Polarform z1 = 'i't E(rpt), Zs = r,E(rp,), 

so ist .ztz2 = rtr1E(cp1)E(cp2). 

Das Produkt der beiden Richtungsfunktionen ist 

( cos 'Pt + i sin cp1) ( cos rp2 + i sin cp1) = cos cp1 cos cp1 - sin ffJt sin cp2 

+ i ( sin ffJt cos rp2 + cos cp1 sin cp2) • 

Nach den Additionsformeln der trigonometrischen Funktionen ist abert) 

cos cp1 cos cp2 - sin 'Pt sin cp2 = cos CffJt + cp2), 

sin cp1 cos cp2 + cos 'Pt sin cp2 = sin ( ffJt + q;2), also folgt: 

( cos 'Pt + i sin cp1)( cos cp2 + i sin rp,) = cos (cp1 + rp2) + i sin (cp1 + cp2) 

oder 

(18) 

Es besteht also der wichtige Satz: 
Das Produkt von zwei Richtungsfunktionen ist wiederum 

eine Richtungsfunktion, deren Richtungswinkel gleich der 
Summe der Richtungswinkel der einzelnen Funktionen ist. 

1) Vgl. Bd. 2, § 31. 
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Das Produkt der beiden komplexen Zahlen s1 = r1 E ( qJ1) und 
z, = r2 E(qJ2 ) ist also 

Z1Zt = rlr2E(qJl + fPs) 

und hat wiederum Polarform, mithin ist r1 r2 gleich dem absoluten Wert 
von z1 s1 , d. h.: 

Der absolute Wert eines Produkts ist gleich dem Produkt 
der absoluten Werte der einzelnen Faktoren und der Rich
tungswinkel des Produkts gleich der Summe der einzelnen 
Richtungs winkel. 

11. Dieser Satz liefert die folgende Konstruktion des Produkts der 
beiden Zahlen: 

Man nehme auf der reellen Achse den Punkt + 1 und konstruiere 
zu dem Dreieck 01z1 ein ähnliches und ähnlich gelegenes Dreieck Oz2 z. 

Dann ist z der Punkt, der das Produkt s1 z~ 
repräsentiert. Es ist nämlic}l der Richtungs
winkel von z gleich q;1 + q;2 und für den ab
soluten Wert r von z folgt aus der Propor
tion r: rs = r1 : 1, daß r = r1 rs ist. Kürzer 
lautet die Konstruktion: Man drehe den 

z1 Vektor b1 um den Winkel qJ2 und vergrößere 
ihn im V erhältnie r2 : 1. 

Ist a = Iai· E(a) eine feste Zahl, so be
steht die Transformation tl = az, ausgeübt 

.x auf alle Punkte z der Ebene, in einer Dre-
Fig.ll. hung um den Nullpunkt um den Winkel" 

undeiner Ähnlichkeitstransformation mit dem Nullpunkt als Ähn
lichkeitspunkt, bei der alle Strecken im Verhältnis I a I : 1 vergrößert 
werden. Wir bezeichnen sie als eine Streckung vom Nullpunkt aus und 
nennen daher die ganze Transformation eine Drehstreckung, also: 

Die Transformation 
(19) z' = a~t 

bedeutet eine Drehstreckung der Ebene um den Nullpunkt. 
Die feste Zahl a heißt der Parameter der Drehstreckung. 

Die Verbindung der beiden Transformationen (17) und (19) gibt die 
allgemeine ganze lineare Transformation 

(20) :l = as + b. 
Sie kann so ausgeführt werden, daß man zuerst eine Drehstreckung 
z1 = as um den Nullpunkt und dann eine Translation :/ ~ z1 + b vor· 
nimmt. Setzt man aber, falls, wie man annehmen darf, a von 1 ver-

schieden ist z = F- + _!_ und z' = ( + __ 11____ so geht (20) über in 
' "' 1-a 1- a' 

~ = af; und dies ist eine Drehstreckung um den Punkt r; = 0 oder 
b z =- 1 _ a, a. h.: 
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Die aUgemeine ganze lineare T!ansformation a'""' az + b 
bedeutet eine Drehsheckung mit dem Parameteraum den 

b 
Punkt-~· 

1-a 

Bei dieser Transformation geht jede Figur in eine ihr gleichsinnig 
ähnliche Figur über und es läßt sich leicht zeigen, daß sie die allge
meinste Ähnlichkeitstransformation in der Ebene ist.l) Bei ihr 
bleibt ein im Endlichen gelegener Punkt ungeändert~ 

12. Formel (18) bleibt bestehen1 wenn man rp2 durch 27t-1Jls oder 
1 I 

durch- rpz, also E(1J12) durch E(-.rp2) = E(cps) ersetzt. Dann wird 

(21) E(cp1 ) E( ) 
E(cpt) = fPl- rpg ' 

d. h.: Der Quotient von zwei Richtungsfunktionen ist wieder
um eine Richtungsfunktion, deren Richtungswinkel gleich 
der Differenz der Richtungswinkel der einzelnen Funktio
nen ist. 

Hiermit wird der Quotient der beiden komplexen Zahlen z1 =r1E(rp1) 

und z2 = r 2 E(IJ1,): 

und dies hat wiederum Polarform, mithin ist ":t der absolute Wert 
z ~ 

von ...! • Es folgt: 
z~ 

Der absolute Wert eines Quotienten ist gleich dem Quo
tienten der absoluten Werte und der Richtungswinkel des 
Quotienten gleich der Differenz der Richtungswinkel. 

Der Quotient z = ~ wird durch den Punkt dargestellt, der zu dem 
z~ 

Einheitspunkt ebenso liegt, wie der Punkt s1 zum Punkt sa, d. h. man 
mache das Dreieck Olz dem Dreieck Os2s1 gleichsinnig ähnlich. 

13. Der reziproke Wert der Zahl z = r E( rp) ist 

(22) z' = ]:__ = !:_E(- rp). z r 

Man kann s' so wie eben angegeben konstruieren. Besser führt man 
die Konstruktion in zwei Schritten ans, indem man zuerst den zu s' 
konjugierten Punkt ~ = i' =- ]:_E(rp) sucht und diesen an der reellen r 
Achse spiegelt. Bei der ersten Transformation wird also jeder Punkt s 

1) Eine allgemeine Ähnlichkeitstransformation ist nämlich durch Angabe 
von zwei Pu.11kten Zu z1 bestimmt, die in zwei andere gegebene Punkte z/, z./ 
übergehen sollen. Jedem weiteren Punkt z3 entspricht dann ein Punkt z;, so 
daß das .d(z/zz'z8')......,ß(Z1 Z1 Z3 ) ist. Aus den beiden Gleichungen e1'=az1 +b 
und z,'=az2 +b lassen sich aber die Konstanten a, b der Transformation be
stimmen. 
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vom absoluten Wert r übergeführt in den auf dem Strahl 0 z gelegenen 

Punkt b vom absoluten Wert :. ; man nennt sie deshalb die Trans
formation durch reziproke Radien. Es ist auch die kürzere Be

zeichnung Inversion dafür ge
bräuchlich.1) Sie ist für die Geo-

z metrie, die Funktionentheorie 
und die mathematische Physik 
von sehr großer Bedeutung. Für 
je zwei entsprechende Punkte 

!E----+-->:--.!r--• ist aiso 

J<'ig.12. 

Oz ·Ob= 1. 

Man erkennt daraus, daß die 
Punkte f! und b sich gegen
seitig entsprechen ; dieselbe 
Transformation, die z in b über
führt, verwandelt b in :, und 

wenn man die Transformation zweimal nacheinander ausführt, so kommt 
jeder Punkt in seine ursprüngliche Lage zurück. 

Für die Transformation durch reziproke Radien ist der Einheits
kreis von fundamentaler Bedeutung. Je zwei entsprechende Punkte z 
und b werden durch den Einheitskreis harmonisch getrennt.!) Daher 
kann man b als Schnittpunkt der Polaren von z mit dem Strahl 0: 
konstruieren (Fig. 12). Jeder Punkt innerhalb des Einheitskreises geht 
durch die Transformation in einen Punkt außerhalb d'es Kreises über 
und umgekehrt; alle Punkte des Einheitskreises und nur diese Punkte 
bleiben bei der Transformation ungeändert. 

Die Koordinaten aller Punkte z = x + yi, welche auf einem Kreis 
liegen, befriedigen eine Gleichung von der Form 

a(x~ + y9) + 2bx + 2cy + d = 0 

mit reelle.!l Koeffizienten a, b, c, d oder wegen 

x2 + y2 = zz, 2x = z + z, 2y =- i(z- z): 
(23) Az z + Bz + 11 z + D = 0, 

worm A und D reell, B und 11 konjugiert komplex sind. Bei der 

1) Eine eingehende Darstellung der Inversion mit elementargeometrischen 
Mitteln wird in Bd. 2, § 8 gegeben. 

2) Nimmt man an Stelle des Einheitskreises einen Kreis mit dem Radius k 
und läßt diesen wachsen, indem der Mittelpunkt in einer bestimmten Richtung 
ins Unendliche wandert, so geht für k~oo der Kreis in eine GerlAie über, und 
der Abstand von je zwei entsprr,chenden Punkten z und t wird durch die Ge
rade halbiert, d. h. die Transformation durch reziproke Radien wird zur Spie
gelung an der Geraden. Man bezeichnet deshalb in der Funktionentheorie die 
Transformation durch reziproke Radien auch als Spiegelung am Kreis. 
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Transformation durch reziproke Radien ist z = ~- und z = _; zu setzen 
I> z 

und dann geht Gleichung (23) nach Weglassung der Nenner über in 

(24) Dz'z' + Bs'·+ Bz' + A = o, 
und dies ist wiederum die Gleichung eines Kreises. Es folgt: 

Bei der Transformation du.rch reziproke Radien geht jeder 
Kre.is wiederum in einen E;reis über.1) 

Unter Umständen kann auch ein Kreis in eine grade Linie über., 
gehen (die dann als besonderer Fall eines Kreises anzusehen ist), näm
lieh wenn D = 0 ist. Dann geht der durch (23) dargestellte Kreis 
durch den Nullpunkt, also: 

Jeder Kreis durch den Nullpunkt und nur ein solcher Kreis 
verwandelt sich bei der Transformation durch reziproke Ra
dien in eine Gerade, und umgekehrt verwandelt sich jede Ge
rade in einen Kreis durch den Nullpunkt. 

Die T1·ansformation z' = _!:_ setzt sich zusammen aus einer Inversion z 
und einer Spiegelung an der reellen Achse, aber die Reihenfolge, in 
der man die beiden Transformationen vornimmt, ist gleichgültig. Ein 
Punkt z wird, wenn man ihn zuerst an der reellen Achse spiegelt 

und dann die Inversion ausführt, in denselben Punkt l = _!._ verwän-z 
delt. Bei dieser Transformation bleiben zwei Punkte der Zahlenebene, 
s = + 1 und z = - 1, und nur diese ungeändert. 

14. Die bisher betrachteten Transformationen (1 7), (19), (20), (22) 
sind Sonderfälle der allgemeinen gebrochenen linearen Trans-
formation 

, az+ß 
(25) z = 1-~+-8 , 

worin a, ß, y, h feste komplexe Zahlen bedeuten. Ist y=O, so haben 
wir eine ganze lineare Transformation von der Form (20). Wir können 
also?' von Null verschieden voraussetzen. Dann ist, wie man leicht 
sieht: , a ah-ßr 

z = r-- -')'z+if' 

Ist ah- ßr = 0, so ist z' gar nicht von z abhängig und man hat keine 
Transformation.2) Wir nehmen also an, daß ah-:- ßr = L1 von Null 

1) Eine solche Transformation nennt man nach Möbius ('Nerke 2, 213 und 
246) eine K:.eisverwan d tschaft. Man sieht geometrisch unmittelbar ein, daß 
anch jede Ahnlichkeitstransformation und die Spiegelung an einer Geraden 
Kreisverwandtschaften sind. 

2) Man kann sie auch eine uneiaentliche Transformation nennen. Jedem 

Punkt z mit Ausnahme von z =-{-,entspricht der Punkt z' = :'_, dem Punkt 

z = --' --~ entspricht jeder beliebige ~unkt z'. ')' 
" . 



174 VII. Komplexe Zahlen § 46? 

verschieden ist. Man kann nun;;' aus IJ durch die folgenden nachein
ander ausgeführten Transformationen erhalten: 

J 1 , .d " 
;;1 = ;; + 1' zll = zl ' z = - r ;;2 + r ' 

und man sieht also: 
Jede gebrochene lineare Transformation läßt sich zu· 

sammansetzen aus einer Translation, einer Inversion, einer 
Spiegelung an der reellen Achse und einer allgemeinen lhn
lichk ei ts transformation. 

Alle diese Transformationen sind Kreisverwandtschaften, also folgt: 
Bei jeder gebrochenen linearen Transformation gehtjeder 

Kreis wiederum in einen Kreis über. 

§ 46*. Potenzen nnd Wurzeln von komplexen Zahlen. 
1. Die einfachsten Potenzen komplexer Zahlen sind die Potenzen 

der imaginären Einheit: 

i = i, i 2 =- 1, i 8 =- i, i4 = + 1. 

Von hier ab wiederholen sich bei den weiteren Potenzen die Zahlen 
i, - 1, - i, + 1 in derselben Reihenfolge, also ist allgemein 
(1) i4 k= + 1, iH+l= i, i4k+l!= -1, iH+S=- i, 
und dieses gilt für alle ganzzahligen (auch negativen) Werte von k, 

wenn wir, wie bei reellen Grundzahlen, i-n= ~ erklären. Diese Werte 
~ 

der Potenzen von i sind zu benutzen, um ein Produkt von beliebig vie: 
len komplexen Zahlen ( a1 + b1 i) ( a2 + b2 i) · · · ( a,. + b" i) und weiterhin, 
wenn alle Faktoren einander gleich werden, diente Potenz einer kom
plexen Zahl als eine komplexe Zahl .A +Bi darzustellen. So wird z. B. 

(atbi)2 =a2 -b2 +2iab 
(a + bi)5 = a3 - 3ab2 + i(3a2b- b3). 

(2) 

Die Ausdrücke für die höheren Potenzen kann man mit Hilfe des bi
nomischen Lehrsatzes (§ 55) sofort hinschreiben. 

2. Bei weitem einfacher wird die Berechnung der Potenzen kom
plexer 'Zahlen, wenn man von der Polarform ausgeht. Der Satz 
§ 45, 10. über ~as Produkt von zwei Richtungsfunktionen läßt sich 
sofort auf beliebig viele Faktoren ausdehnen. Es ist 

(3) E(cp1)E(rp2) · • • E(cp .. ) = E(rp1 + rp2 + · · · + rp,.), 
und wenn wir hier rp1 = rp2 = · · · = Cf!n = rp setzen: 

E(cp)" = E(ncp) 
( cos rp + i sin cp )" = cos nrp + i sin nq;. 

(4) oder 

Das ist der berühmte Satz von Moivre 1): 

1) Der Satz, den Moivre wohl schon um 1707 gekannt hat, findet sieh dem 
Inhalt nach zuerst in seinem Werk Miscellanea analytiea (1730), in der obigen 
Form dagegen bei Euler, Introductio (1748). 
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Diente Potenz einer Richtungsfunktion ist wie!lerum eine 

Richtungsfunktion, deren Richtungswinkel gleich dem n-fa
chen des gegebenen Richtungswinkels ist. 

Damit wird also diente Potenz einer komplexen Zahl z=rE(rp): 

(5) zn = r"(cos mp + i sinnp) 

und dies ist wiederum eine Polarform, also folgt: 
Der absolute Wert der nten Potenz einer komplexen Zahl 

ist gleich der nten Potenz des absoluten Wertes der Grundzahl 
und der Richtungswinkel der nten Potenz gleich dem n-fachen 
Richtungswinkel der Grundzahl. 

3. Vergleicht man die durch die Moivresche Formel gegebenen 
Ausdrücke für die Potenzen von cos rp + i sin <p mit denen, die man 
durch direkte Ausrechnung findet, so ergeben sich wichtige Beziehungen 
zwischen den Potenzen der trigonometrischen Funktionen und den 
Funktionen der Vielfachen des Winkels. Wir wollen dies nur für n = 2 
und n = 3 ausführen. Nach (2) und (4) ist: 

(cos cp + i sin rp) 2 = cos2 <p - sin2 rp + 2i cosrp sin «p = cos 2rp + i sin2<p 

( cos cp + i sin rp )3 = cos3 <p - 3 cos tp sin2 rp + i (3 cos2 cp sin rp - sin3 rp) 
= cos 3 tp + i sin 3 tp , 

folglich: 

(6) cos 2rp = cos2 rp- sin2 tp; sin 2rp = 2 sin <p cos rp; 
cos 3rp = cos3 rp- 3 cos <p sin2 rp; sin 3rp = 3 cos2 <p sin rp- sin8 rp. 

Führt man hier entweder sin2 <p = 1 - cos2 rp oder cos2 rp = 1 - sin2 <p 
ein, so folgt: 

(7) cos 2 <p = 2 cos2 rp - 1 = 1 - 2 sin2 «p 
(8) cos 3rp = 4 cos8 <p - 3 cos tp; sin 3rp = 3 sin <p - 4 sin3 rp 

und hieraus: 

(9) 
cos2 rp = f +-} cos2rp; sin2 rp = ~--} cos2rp; 

cos3 rp = ! cos tp + !- cos 3 rp; sin5 'P = i" sin p - } sin 3 rp. 

4. Wir ersetzen in der Moivreschen :Formel <p durch ~'P, worin n 
~~ irgendeine positive rationale Zahl bedeutet, und haben 

E(: <J>r- E(mrp) = E(«p)m. 

Schreiben wir nun, wie bei einer reellen Grundzahl, 
m 

1/E('PJ"'= E(rp)-;;;, 
'm 

so folgt: E(tpf' = E(: 'P). 
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Setzen wir weiter, wie bei reellen Potenzen, z-k = z~, so wird mit 

Rücksicht auf§ 45, (10): 

E(q;f~=~= ~ --E(-~«J>)· 
·- E(-n cp) E(cp)"' 

Die beiden letzten Formeln besagen aber, daß Formel (4) für jeden 
rationalen positiven oder negativen Exponenten n gültig ist.1) 

5. Nehmen wir m = 1, so erhalten wir diente Wurzel aus einer 
Richtungsfunktion 

(10) V cos iP+Ts1nq; = cos ::E.. + i sin ::E.. . n n 

Dies ist aber nicht der einzige Wert, den wir für die nte Wurzel finden 
können. Sei nämlich k eine beliebige ganze Zahl und ersetzen wir in 

(4) q; durch cp + 2h 1 so wird nach § 45, (9): 
n 

( rp + 2kn:) ) E n - -n-- = E( «p + 2k:Jt) = E(«p , 

also: ( (cp + 2k"))" E(q;) = E ----n-:-- · 

Es ist also jede Richtungsfunktion E(P_±;,12k") für beliebiges ganz

zahliges k eine nte Wurzel von E(rp). Dies ergibt aber n verschiedene 
Werte für die nte Wurzel. Dividieren wir nämlich k durch n und sei 
q der Quotient, x der Rest dieser Division, so ist k = qn + x und darin 
"eine der Zahlen'·O, 1, 2, ... n- 1. Damit wird aber 

E(cp_+n2 ~-n_) = E(P_+?~~1r_ + 2qn) = E(p_ +n~x:_~), 

d. h. für alle möglichen ganzzahligen k nimmt E(cp + :kn) keine an

deren Werte an, als für k = 0, 1, 2, ... n - 1. Daß aber diese· n Werte 
alle voneinander verschieden sind, sieht man am einfachsten geometrisch 

ein. Schreiben wir zur Abkürzung 2 nn = o, so sind die Richtungsfunk-

t . E(!Jl+2kn) f" k-() 1 1· 1onen --;;-- ur - , , ... n - . 

(11) E(~), E(-~+<t), E(: + 2<}'), ... , E(: + (n -1)o). 

Ihnen entsprechen Punkte E0 , E11 E 2 , ••. E,._ 1 des Einheitskreises, 
und jeder Punkt entsteht aus dem vorhergehenden durch Drehung um 

2n 
0 = n-' also folgt: 

1) Sie ist auch für n = 0 gültig, wenn für eine komplexe Grundzahl z0 = 1 
erklärt wird. 
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Die Punkte E0 , Eu ... E,._~ teilen die Peripherie des Ein

heitskreisesinn gleiche Teile. 
Es sind also in der Tat die n Richtungsfunktionen (11) alle von

einander verschieden und wir haben den Satz: 
Die nte Wurzel aus einer Richtungsfunktion besitzt n ver

schiedene Werte: 

(12) !f/ . . cp + 2h . . cp + 2kn 
y COSqJ + ~ Slll q> =- COS --n,-+ l Slll--n-- j (k=O,l, S, ... ," -1) 

und die entsprechenden Punkte der Zahlenebene bilden die 
Ecken eines dem Einheitskreis eingeschriebenen regelmäßi
gen n-Ecks. 

6. Nach dem Satz über die Multiplikation von Richtungsfunktionen 
(§ 45, 10.) ist die rechte Seite in (12) ein Produkt von zwei Richtungs-

funktionen mit den Richtungswinkeln .«!' .. und 2 k" ·und man kann für n n 
(12) auch schreiben: 

(13) 'VE(q>) =-E(:) EC!")' 
d. h. man erhält die n Werte der nt•n Wurzel, indem man einen der 
Wurzelwerte jedesmal mit einer der n Richtungsfunktionen 

(14) (2kn) 2kn . . 2kn 
wk = E -- - cos- + ~ sm--; n n n 

(k=O,l,t, ... ,n-1) 

multipliziert. Für qJ = 0, also E(rp) = 1, wird aber nach (13): 

EC!n) =}/I, 

d. h. die n Zahlen w0 , w11 ••• ro,._ 1 haben die Eigenschaft, daß ihre 
nte Potenz gleich 1 ist. Man nennt sie die nt•n Einheitswurzeln und 
kann auch sagen: 

w0 , ro11 .•• ro"_ 1 sind die Lösungen der Gleichung n1•n Grades 

(15) X"= 1. 

Die entsprechenden Punkte der Zahlenebene teilen den Einheitskreis 
vom Punkt ro0 = 1 aus in n gleiche Teile. Deshalb heißt die Gleichung 
(15) auch dii Kreisteilungsgleichung nten Grades. 

Auf Grund des Moi vreschen Satzes ist 

2kn .. 2kn ( 2n .. 2"')" 
Wl: = COS -- + ~ Slll-- = COS - + 1- Sln- · n n n n 

Wir setzen 

(16) 
2n .. 2n 

cos r; + ~ sm--;;- = w 

und haben den Satz 1): 

1) An Stelle von ro kann man &uch andere Einheitswurzeln wählen, nämlich 
jede Einheitswurzel ro", bei der "' zu n relativ prim ist (§ 105, 2.). 

Weber u. Wellstein, Enzyklopadie I. 4 Auf!. 12 
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Dienten Einheitswurzeln sind die Potenzen 

ro0, rol, ro!, . . . ro"- 1 

der Einheitswurzel ro. 
Hieraus folgt der Satz: 
Die Summe allernten Einheitswurzeln ist Null. 
Es ist nämlich diese Summe (§ 20, 11) 

mn-1 
1 + ro + ro2 + . . . + ron -1 = m - 1 ' 

§ 46*. 

und hier ist der Zähler Null und der Nenner von Null verschieden. 

Fig.lS. 

7. Für die einfachsten Fälle sind die 
Einheitswurzeln: 

n = 2: + 1, -1 

n=4: +1, i, -1, -i. 

Für die dritten Einheitswurzeln 
schreiben wir E an Stelle von w, also 

2n •• 2n 
E = COBS + ~ Sm-3 • 

Man sieht leicht geometrisch, daß der reelle Teil von E gleich - t, der 

imaginäre Teil gleich { y'3 ist, entsprechend den bekannten Werten 

cos 2 n = cos 120° = - ~, sin 2n = sin 120° - ~ "~ 13. 3 2 3 2r 

Es sind also die komplexen dritten Einheitswurzeln 
1 · 1 i ~r (17) E = - 2 + i ys, E2 = - 2 - 2-r 3 

und für sie bestehen die Beziehungen 

1+c+c2 =0; 

8. Wir betrachten nun die nte Wurzel 
Zahl e = r E ( fP) und es sei irt Polarform 

Dann ist die nte Potenz 
fZ = ~E(~). 

aus irgendeiner komplexen 

QnE(nfi) = r E(qJ) = r E(rp + 2k1t) 1 

folglich ist der absolute Wert der nten Wurzel 

(J = (Vr). 
worunter der positive reelle Wert von l/r zu verstehen ist, und 

1P+2kn 
ft = -n--, also nach (12) und (13): 

E(ft) = l/E(rp) = E( :)ro•; (k=D,1,2, ... ,a-ll 
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Damit wird 
(18) 
und man sieht: 

Geschichtliches zum siebenten Abschnitt 179 

(k=0,1,2, ..• n-1) 

Die nte Wurzel aus einer komplexen Zahl hat n verschie
dene Werte, die man aus einem von ihnen durch Multipli
kation mit den nten Einheitswurzeln erhält. Die entsprechenden 
Punkte der Zahlenebene liegen auf dem Kreis um den Nullpunkt mit 
dem Radius (Vr) und teilen die Peripherie in n gleiche Teile. 

Der Richtungswinkel ffJ kann immer zwischen 0 und 2~ (mit Aus
schluß der oberen Grenze) angenommen werden: 

0 ~ cp < 2:;r. 

Dann liegt : zwischen 0 und 2: und es ist CV'r)E( :) derjenige 

Wert von yi mit dem kleinsten positiven Richtungswinket Man nennt 
ihn den Hauptwert der n1•n Wurzel und schreibt: 

(19) (Vr)E(:) =-= (Vz) · 

Der entsprechende Punkt ist unter den n Teilpunkten des Kreises der. 
erste, der bei einer positiven Drehung von der positiven reellen Achse 
aus erreicht wird. Hiermit sind nun die n Werte von fit: 
(20) vl =(VI)· ro\ (k=O, 1, ..• , n-1) 

2n .. 2n ro = cos- + t sm - --· n n worin 

§ 4:7*. Geschichtliches zum siebenten Abschnitt. 
1. Auf die komplexen Zahlen wurde man durch das Problem der Quadrat

wurzel aus einer negativen Zahl geführt. Bhaskara (um 1150) erklärte, 
es gibt keine Quadratwurzel aus einer negativen Zahl, und dies war auch 
durch viele Jahrhunderte die Ansicht der Mathematiker.1) Trotzdem rechnete 
man seit Ca.rdano (1545) mit diesen Quadratwurzeln nach den für die 
reellen Zahlen geltenden Regeln und kam niemals zu einem Widerspruch. 
~fan hatte also den eigentümlichen Zustand, daß man mit Zahlen, die man 
selbst als unmögliche oder eingebildete Größen ( quantitates impossibiles seu 
imaginariae (Leibniz)) bezeichnete 2), wie mit "wirklichen" Zahlen rechnete, 
und daß, während über ihre Begründung die größte Unklarheit und Unsieher
heit8) herrschte, ihre Verwendung immer mehr zunahm und ihre Wichtigkeit 

1) Sie ist auch selbstverständlich richtig, sobald m&n genauer sagt, es gibt 
unter den reellen Zahlen keine Quadratwurzel ans einer negativen Zahl. 

2) Vgl. Euler, Algebra (1770), 1, § 143. 
S) Noch Cauchy, Cours d'a.nalyse (1821) meint, daß ein Ausdruck mit kom

plexen Zahlen, wie z. B. da11 Multiplikationsgesetz der Richtungsfunktionen, buch
etil.blich genommen, unrichtig sei und keinen Sinn habe. Das hat ihn aber nicht 
abgehalten, mit solchen unexakten und sinnlosen Ausdrücken zu arbeiten und 

12* 
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und ihr Nutzen in den verschiedensten Gebieten der Mathematik immer deut
licher hervortraten. Nur mit Hilfe der komplexen Zahlen konnte man Glei
chungen dritten Grades mit drei reellen Wurzeln algebraisch lösen (Bom
belli 1572), konnte man den Fundamentalsatz der Algebra aussprechen 
(Girard 1629), ebenso den Satz, daß zwei Kurven mter und nter Ordnung 
sich in mn Punkten schneiden (Bezout 1779) und nur mit ihnen konnte 
Eul er (17 48) den wunderbaren Zusammenhang zwischen den trigonome
trischen Funktionen und der Exponentialfunktion aufdecken. Aber in diesem 
entdeckungsfreudigen Zeitalter finden wir nur vereinzelte und unzureichende 
Bemühungen, um für die Lehre von den komplexen Zahlen eine sichere 
Grundlage zu schaffen, so daß noch 1831 Gauß sagen konnte, die imagi
nären Zahlen seien weniger eingebürgert als nur geduldet und erschienen 
wie ein an sich inhaltleeres ZeichenspieL 

2. Nach G. Can tor 1) können wir in zwei Bedeutungen von der Wirklichkeit 
oder Existenz der Zahlen wie überhaupt irgendwelcher Begriffe und Ideen spre
chen. "Einmal dürfen wir die Zahlen insofern als wirklich ansehen, als sie auf 
Grund von Definitionen in unserem Verstande einen ganz bestimmten Platz 
einnehmen, von allen übrigen Bestandteilen flnseres Denkens aufs beste unter
schieden werden und zu ihnen in bestimmten Beziehungen stehen". Diese A.rt 
der Realität nennt Can tordie immanente Realität. Ihr steht gegenüber 
die transien t e Realität, bei der den Zahlen insofern Wirklichkeit zugeschrie-

. ben wird, "als sie für einen Ausdruck oder ein Abbild von Vorgängen und Be
ziehungen in der dem Intellekt gegenüberstehenden A.ußrmwelt gehalten werden 
müssen". Cantor meint, daß diese beiden Arten der Realität stets sich zu
sammenfinden in dem Sinne, daß ein als immanent existierender Begriffimmer 
in gewissen Beziehungen auch eine transiente Realität besitzt. 2) 

Für die Mathematiker des 18 .. Jahrhunderts gab es nur die transiente 
Realität. Die gewöhnlichen Zahlen galten als "wirkliche" Zahlen, weil man 
sie mit den Punkten oder den Strecken auf einer Graden in Beziehung 
setzen konnte, ja -indem man gradezu die Zahlen mit ihren geometrischen 
Bild!lrn identifizierte 3), schrieb man ihnen eine objektive Realität außerhalb 
des denkenden Subjekts zu und bezeichnete demgegenüber die komplexen 
Zahlen, denen keine Objekte der Außenwelt zu entsprechen schienen, als "ein
gebildete" Zahlen. Es blieb daher Gauß durchaus in den Anschauungen 
seiner Zeit, wenn er die Berechtigung der komplexen Zahlen aus ihrer geo
metrischen Darstellung ableitete.4) Er bewies ihre transiente Realität 

die Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderlichen zu schaffen. In 
späteren Veröffentlichungen (z. B. Exercices de mathematiques von 1847) hat 
sich Cauchy dem Standpunkt von Gauß genähert; vgl. Valson, Vie et trava.ux 
de Cauchy 2. partie (1868). 

1) Math. A"Q.n. 21 (1883), 562. 
2) Cantor erinnert an Spinoza, Ethik II, prop. VII: ordo et connexio idea

rum idem est ac ordo et connexio rerum. Man kann auch an Hegels Lehre 
denken, daß alles Wirkliche vernünftig und alles Vernünftige wirklich sei. In 
gewissem Sinn wiederholt sich in der Gegenü)Jerstellung von immanenter und 
transienter Realität de:r alte Gegensatz zwischen Nominalismus und Rea
lismus. 

3) Newton, Arithmetica universaUs (1707). 
4) Der erste, der die komplexen Zahlen durch die Punkte und Vektoren in 

einer Ebene dargestellt bat, war der dänische Feldmesser Caspar Wessel, 
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und das war eben die einzige .Art der Realität, die man als solche anerkannte. 
Es unterliegt aber kaum einem Zweifel, daß Gauß auch die immanente 
Natur des Zahlbegriffs erkannt, ja in ihr das eigentliche Wesen der Zahlen 
erblickt hat, doch hat er diese Auffassung • nur in vertrauten Briefen zum 
Ausdruck gebracht, wahrscheinlich weil sie der damaligen Zeit zu fremdartig 
erschienen wäre. So heißt es in e~em Brief an BesseJl) vom 9. 4. 1830: 
"Wir müssen in Demut zugeben, daß, werrn die Zahl 8los unseres 
Geistes Produkt ist, der Raum auch außer unserem Geist eine Realität hat." 
Es ist derselbe Gedanke, der 40 Jahre später von Dedekind in die Form 
gekleidet wurde, daß die Zahlen "freie Schöpfungen unseres Geistes" 
seien, und in der heutigen Mathematik ist diese Ansicht von der immanenten 
Natur des Zahlbegriffes die herrschende geworden. Can tor sagt, daß die 
Mathematik 2) bei der Ausbildung ihres Ideenmatelials einzig und allein auf 
die immanente Realität ihrer Begriffe Rücksicht zu nehmen und daher 
keinerlei Verbindlichkeit habe, sie auch nach ihrer transien ten Realität 
zu prüfen. Dabei sei sie nur ,,an die selbstredende Rücksicht gebunden, 
daß ihre Begriffe sowohl in. sich widerspruchslos sind, als auch in festen 
durch Definitionen geordneten Beziehungen zu den vorher gebildeten und be
währten Begriffen stehen. Im besonderen ist sie bei der Einführung neuer 
Zahlen nur verpflichtet, Definitionen von ihnen zu geben, durch welche 
ihnen eine solche Bestimmtheit und unter Umständen eine solche Beziehung 
zu den älteren Zahlen verliehen wird, daß "sie sich in gegebenen Fällen unter
einander bestimmt unterscheiden lassen. Sobald eine Zahl allen diesen Be
dingungen genügt, kann und muß sie als existent und real in der Mathematik 
betrachtet werden." Legt hierCantor allein Gewicht auf die Definitionen, 
durch welche die neuen Zahlen geschaffen werden, so müssen wirheute hin
zufügen, daß, um mit den Zahlen arbeiten zu können und sie dem Lehrgebäude 

doch blieb seine sehr bemerkenswerte, in den Abh. d. dän. Akad. 1798 erschie
nene Arbeit damals gänzlich unbekannt' und wurde erst 100 Jahre später wieder 
aufgefunden und in französischer Übersetzung (Essai sur la representation ana
lytique de la direction, Kopenhagen 1897) neu herausgegeben. Auch die Schrift 
von Argand, Essai sur une maniere de representer les quantites imaginaires 
dane les eonst.ructions geometriques, Paris 1806 (Neudruck 1874), wurde wenig be
achtet, und so war es Gauß, der vor allem durch die schöne und lichtvolle 
Darstellung in seiner SelbstanztJige der zweiten Abhandlung üb. die biquadra
tischen Reste, Gött. Gel. Anzeigen 1831, die geometrische Versinnlichung der 
komplexen Zahlen zum Allgemeingut der Mathematiker gemacht hat. Er be
diente sich ihrer nachweisbar bereits im Jahre 1811 (Brief an Be s s e l vom 
18. 12. 1811), war aber höchst wahrscheinlich schon 1796 bei Abfassung der Dis
quisitiones arithm. und seiner Dissertation über den Fundamentalsatz der Algebra 
in ihrem Besitz. V gl. A. Frän kel, Zahlbegriff u. Algebra bei Gauß. Gött. 
Nachr. 1920. 

1) Gauß Werke 8, 201. 
2) Cantor spricht also nicht nur von der Arithmetik, sondern von der 

Mathematik überhaupt. Der hierin liegende Gedanke, daß auch die g e o m e
trisehen Begriffe, soweit sie Gegenstand der reinen (oder nach Cantor freien) 
Mathematik sind, immanenter Natur seien, ist von Hilbert, Grundlagen der 
Geometrie (1899) im einzelnen ausgeführt und zu allgemeiner Anerkennung ge
bracht worden. Und in unseren Tagen scheint auch die mathematische Physik 
in der allgemeinen Relativitätstheorie die gleiche Entwicklung zu nehmen. (V gl. 
Weyl, Raum, Zeit, Materie, Berlin 1920, S. 263.) 
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der Mathematik einzugliedern, vor allem ein System von Axiomen 1) aufzu
stellen ist, durch welche der Gebrauch der Zahlen festgesetzt wird und ihre 
Theorie in sich widerspruchsfrei aufgebaut werden kann. 

Für die komplexen Zahlen wird die immanente Begriffsbestimmung 
und der axiomatische Aufbau geleistet durch die H amiltonsche Theorie der 
Zahlenpaare (die wie schon § 44, 2 •. erwähnt, überhaupt zur Definition 
neuer Zahlen benutzt werden können) und durch das System der für die reellen 
Zahlen geltenden Axiome. 

Achter Abschnitt. 

Kombinatorik. 
§ 48. Permutationen. 

1*. Die Kombinatorik beschäftigt sich mit der Untersuchung der ver
schiedenen Arten, wie man die Elemente einer gegebenen endlichen Menge 
anordnen oder zu Teilmengen :14USammenfassen kann. Es handelt sich da
bei in erster Linie um die Bestimmung der Anzahl; wie oft eine gewisse 
Art der Anordnung oder Zusammenfassung möglich ist. 

Die Anfänge der Kombinatorik reichen bis in das griechische Altertum 
zurück. Im Mittelalter finden wir recht weitgehende Kenntnisse (Anzahl der 
Permutationen und Kombinationen ohne Wiederholung) bei den Indern ( B has
kara um 1150), in noch höherem Maße im Abendland bei Levi ben 
Gerson.ll) In der jetzigen Form wurde die Kombinatorik von Pascal, Leib
niz, Wallis U:nd vor allem von Jakob Bernoulli begründet, dessen Ars 
conjectandi ( 1713) noch heute das grundlegendeWerk bildet. Eine ausführliche 
Darstellung hat Netto, Lehrbuch der Kombinatorik, Leipzig 1901, gegeben. 

2. Eine endliche Menge von Dingen, derenAnzahl wir mit n bezeichnen 
wollen, können wir auf mehrere verschiedene Arten abzählen, d. h. wir 
können diesen Dingen auf verschiedene Arten die Zahlen 1, 2, 3, ... , n 
zuordnen, oder wie wir auch sagen können, es lassen sich diese Dinge 
auf mehrere Arten anordnen. 

Ein einzelnes Ding läßt sich natürlich nur auf eine Art anordnen, 
zwei Dinge a, b auf zwei .Arten ab, ba, drei Dinge a, b, c auf sechs 
Arten abc, acb, bac, bca, cab, cba. Man' erhält diese Anordnungen, 
wenn man jedes der drei Elemente a, b, c an die erste Stelle setzt und 
dann die beiden übrigen in je zwei Anordnungen folgen läßt. 

Diese verschiedenen Anordnungen heißen die Permutationen der 
n Elemente der Menge. Die Permutationen bilden, wie die ersten 
Fälle zeigen, selbst eine endliche Menge; dies wollen wir nun durch voll
ständige Induktion allgemein beweisen, indem wir zugleich die Anzahl 
der Permutationen von n Elementen bestimmen. 

Wir nehmen also an, daß die Anzahl der Permutationen von n - 1 
Elementen a1 , a2 , ••• , a., _1 endlich sei und bezeichnen diese Zahl mit 
li_(n --::_1)·~-Wir fügen nun noch ein nte• Element an hinzu, und können 

1) Vgl. Schoenflies, Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 20 (1911). 
2) Sefer maassei choseheb (die Praxis des Rechners 1321) hrsg. v-on G. Lange, 

Frankfurt 1909. J. Carlebaoh, Levi ben Gersou als Mathematiker. Berlin 1910. 
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dieses in jeder der Permutationen der n - 1 Elemente an die erste, die 
zweite, die dritte usf., zuletzt an die nte Stelle setzen. Auf diese Weise 
erhalten wir aus jeder Permutation der n -1 Elemente n Permutationen 
der n Elemente, und diese sind alle voneinander verschieden. Hieraus 
~gibt sieh: 
(1) ll(n) = nli(n- 1). 

Nun ist ll(1) = 1, II(2) = 2, also ll(3) = 2 · 3 und allgemein (na~ 
der Tollständigen Induktion) 

(2) ll(n) = 1·2·3···n, 
d.h.: Die Anzahl der Permutationen von nElementenistg_leich 
dem Produkt aller ganzen Zahlen von 1 bis n. 

Dieses Produkt wird auch durch 

1·2·3···n = n! 

bezeichnet und die Fakultät von n (n-Fakultät) genannt. 
Die Formel (1) läßt sich verallgemeinern. Denn istmeine natür

liche .Zahl und m < n, so ist 

(3) II(n) = (m + l)(m t 2)· ·· nU(m). 
Die Zahl H(n) wächst sehr schnell mit n. Es ist 

iifn) /-i---}-: -2~ 1!0 7:0 50:0 40!20 362:80 
10 

3628800. 

In bezug auf das. Wachsen der Fakultäten gilt der folgende allgemeine 
Satz: 

3. Ist a eine beliebige positive Zahl, größer als 1, so kann 
man m so groß annehmen, daß n! > a" ist, so bald n > m ist. 

Um den Satz zu beweisen, nehme man eine ganze Zahl p > a an. 

Dann ist ~ = .1)- ein positiver echter Bruch, und es ist, wenn n eine noch 
p 

größere ganze Zahl als p ist, jeder der Brüche P .:;_ 1 , P ~ 2 , . • • , : 

kleiner als .1)-, foiglieh das Produkt aller dieser n - p Brüche 
n-p 

_____ a _____ < .{}-"-P 

(P+ 1) (P+ 2) · ··n . 

Multipliziert man dies mit aP/p!, so folgt nach (3): 

(4) 
a" aP.a-n - <--
n! a-Pp! 

Jet~t läßt sich aber nach § 20, 8. m so groß annehmen, daß für jedes 
n>m .l)o~ < .1)-Pa-Pp! 
wird, und dann ist die rechte Seite von (4) und folglich auch die linke 
ein echter Bruch und mithin 
(5) n!>a". 



184 VIII. Kombinatorik § 48. 

4:, Die n Elemente einer Menge wollen wir durch die Ziffern 1, 2, 
3, ... , n, bezeichnen. Unter den Permutationen ist eine: 

E=123 ... n 

in der die Ziffern tn ihrer natürlichen Reihenfolge angeordnet 
sind, und diese nennen wir die Hauptpermutation. Irgendeine 
andere sei A = a1a2a3 .•. a,., 

worin al aliaS •.. a,. dieselben Ziffern 1 2 3 ... n, nur 
Reihenfolge, bedeuten. 

Für n = 3 z. B. haben wir sechs Permutationen: 

A1 = 12 3, 
A2 = 2 3 1, 

A8 = 3 12, 

A,= 13 2, 
A5 = 213, 
A 6 =321. 

m einer anderen 

Um eine Permutation A aus der Hauptpermutation E abzuleiten 
kann man so verfahren: Ist 1 von a 1 verschieden, so lasse man in E 
zunächst 1 mit a1 den Platz tauschen. Hierdurch ist a 1 an die richtige 
Stelle gekommen und wird nun nicht weiter verstellt. Ist aber schon 
a1 = 1, so lasse man das erste Element an seiner Stelle· Hat a1 seinen 
Platz bekommen, M verfahre man auf dieselbe Art mit der dann an 
zweiter Stelle stehenden Zahl, und man gelangt so nach höchstens 
n- 1 solchen Umstellungen zu irgendeiner vorgeschriebenen Permuta
tion A. Diese Umstellungen von nur zwei Elementen heißen Trans
positionen, und es ergibt sich also, daß man jede Permutation 
durch eine Reihe nacheinander ausgeführter Transpositionen 
aus der Hauptp.ermutation ableiten kann. Ebenso kann man aber 
auch, von jeder anderen als der Hauptpermutation ausgehend, durch 
Transpositionen zu einer vorgeschriebenen Permutation gelangen. Dies 
kann aber auf unendlich viele vel"schiedene Arten geschehen, z. B. so, 
daß man zuerst blindlings Transpositionen in beliebiger Anzahl ausführt 
und dann erst planmäßig in der beschriebenen Art fortfährt. 

5.* Bisher haben wir die Elemente der Menge alle als verschieden 
angenommen. Es mögen nun unter den n Elementen auch solche von 
gleicher Beschaffenheit1) vorhanden sein, und zwar a Elemente a, ß Ele
mente b, r Elemente c . . . . Die Gesamtzahl aller Elemente sei n. Denkt 
man sich zunächst die Elemente a alle verschieden, ebenso die Ele
mente b usw., so gibt es n! Permutationen. Von diesen werden bei 
Aufhebung der Verschiedenheit der a je a! Permutationen, die in allen 
übrigen Elementen außer in der Stellung der a übereinstimmen, ein-

ander gleich, ebenso von den übrigbleibenden n,! Permutationen je ß! 
cx. 

Permutationen, wenn die b einander gleich werden usf., also folgt: 

1) Dies soll natürlich nicht bedeuten, daß diese Elemente in jeder Hinsicht 
übereinstimmen, sondern nur in demjenigen Merkmal, welches gerade bei der 
jeweilig vorliegenden Aufgabe ins Auge gefa.ßt wird, z. B. in der Farbe. 
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Die Anzahl der Permutationen von n Elementen mit a 
gleichen Elementen a, ß gleichen b, ... ist 

tl! 
a! ~! y! ... 

§ 49. Grade und ungrade Permutationen. 
1. Die n! Permutationen der n Ziffern 1, 2, 3, ... , n lassen sich nach 

folgendem Gesichtspunkt in zwei Klassen teilen: 
Wenn in einer Permutation A eine höhere Ziffer einer niedrigeren 

vorausgeht, so nennen wir dies eine Inversion. Wenn man also irgend 
zwei Eiernente aM a,_ aus A herausgreift und h < k ist, so bilden diese 
eine Inversion, wenn a,. > ac ist, und keine Inversion, wenn a,. < ak ist. 
Jede Permutation A weist also eine bestimmte Anzahl von In
versionen auf, mit Ausnahme der Hauptpermutation E, die gar keine 
Inversion hat. Die Permutation n, n- 1, n- 2, ... , 1 z. B. hat 1) 

(n- 1) + (n- 2) + (n- 3) + .. · + 1 = -}n(n -1) 

Inversionen, und dies ist die Maximalzahl von Invereionen, die vor
kommen kann. In dem obigen Beispiel n = 3 ist die Anzahl der In-
versionen von A 1 , A 2 , A3 , A4,, AG, A 6 

0, 2, 2, 1, 1, 3. 

Wir teilen nun die Permutationen nach der .Anzahl .der Inversionen in 
zwei Klassen ein: 

Permutationen mit einer graden Anzahl von Inversionen 
(einschließlich Null) heißen grade Permutationen. 

Permutationen mit einer ungraden Anzahl von Inversionen 
heißen ungrade Permutationen. 

Bei n = 3 sind A 11 A 2 , A 8 grade, A47 A5 , A 6 ungrade Permutationen. 

2. Jede Transposition ändert die Anzahl der Inversionen 
um eine ungrade Zahl. Dies sieht man auf folgende Weise ein: 
Nehmen wir an, in einer Permutation A kowme a" vor a1 (d. h. h < k), 
und wir vertauschen a,. mit ak, so wird in den Inversionen mit den 
Elementen, die vor a,. oder nach a1 stehen, nichts geändert. 

Ist a1 ein Element, das in A zwischen a,. und ak steht, so bieten die 
beiden Paare 

aM a1; a" a1 

keine, sine oder zwei Inversionen, und die Paare 

a., a1; a11 an 
zwei, eine oder keine Inversion, also hat sich dureh die Vertauschung 

1) Hier ist die bekannte Formel über die Summe einer arithmetischen Reihe 
Torweggenommen (vgl. § 66). Man findet sie leicht,, indem man je zwei gleich 
weit von den Enden abstehende Summanden zusammenfaßt. 
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von ah und ak die Anzahl dieser Inversionen um zwei vermehrt, nicht 
geändert, oder um zwei vermindert, also jedenfalls um eine grade Zahl 
verändert. Endlich, wenn a,., ak eine Inversion bietet, so bietet ak, a,. 
keine, und wenn a,., a.k keine Inversion bietet, so bietet ak, a,. eine 
Inversion, also eine Änderung um 1. Damit ist aber unsere Behauptung 
erw1esen. 

Daraus folgt sofort: 
.3. Die Anzahl der graden Permutationen ist ebenso groß 

wie die der ungraden Permutationen, nämlich ~~n! Denn wenn 
man in allen Permutationen A irgend zwei Elemente miteinander ver
tauscht, so geht jede grade Permutation in eine ungrade und jede un
grade in eine grade Permutation über und niemals zwei verschiedene Per
mutationen in die gleiche. 

4:. Wenn man alle Permutationen der n Elemente aus der Haupt
permutation durch wiederholte Transpositionen ableitet, so gilt der Satz: 
Wie man die Operationen auch anordnen mag, so erhält man 
die graden Pern;tutationen durch eine grade Anzahl, die un
graden durch eine ungrade An~zahl von Transpositionen aus 
der Hauptpednutation. 

Denn 'jede Transposition ändert ja die Anzahl der Inversionen um 
eine ungrade Zahl. 

5*. Es seien x11 x2, ••• , x", beliebige, aber untereinander verschie
dene Zahlen. Wir bilden das Produkt aller Differenzen von je zwei 
dieser Zahlen : 

PE= (x1 - x2) (x1 - x3) ••• (x1 - x",) 

(1) 
(x2 - x3) ••• (x2 - x,.) 

(x,._ 1 - x,.) 

und nennen es das zur Hauptpermutation E gehörige alternierende 
Produkt. Dann ist das zur Permutation A gehörige alternierende 
Produkt: 

(2) 

Dieses Produkt unterscheidet sich von PE höchstens durch das Vor
zeichen, und da PE bei jeder Transposition sein Vorzeichen ändert, so 
sieht man: 

P.A und PE haben gleiche Vorzeichen, wenn A eine grade 
Permutation, entgegengesetzte Vorzeichen, wenn A eine un
grade Permutation ist. 
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§ 50. Zusammensetzung der Permutationen. 
1. Die Permutationen .A von n Elementen sind, wenn sie auch keine 

Zahlgrößen sind, doch einer mathematischen Behandlung auf Grund von 
Rechenregeln zugänglich, die eine gewisse Analogie mit den Regeln 
der gemeinen Arithmetik haben, in wesentlichen Punkten aber davon 
abweichen. Diese Rechenoperationen im Gebiete der Permutationen sind 
von großer Bedeutung für die Algebra, und da sie zugleich von ganz 
elementarer Art sind und ein schönes Beispiel für die freie Schöpfung 
von solchen Operationen geben, so wollen wir sie hier in Kürze be
trachten. 

2. Um von der Hauptpermutation von n Elementen 

E=123 ... n 

zu einer anderen Permutation 

.A = a1~a3 ... an 
zu gelangen, hat man das Element 1 durch a1, das Element 2 durch 
a,, ... , das Element n durch a,. zu ersetzen. Diese Operation nennt man 
eine Substitution und bezeichnet sie übersichtlieh in der Weise, daß 
man das Element, welches für ein anderes zu setzen ist, unter dieses 

(~~reibt, also ( 1 2 3 ... n) = ( a ) ' 
a1 a2 a8 ••• an a,. 

worin a die Werte 1, 2, ... n in der natürlichen Reihenfolge annimmt. 
Wir bezeichnen diese Substitution auch durch einen einzigen Buch

staben, etwa 2r, und nennen (1) die Substitution 5[(. Diese Substitution~ 
führt also von der Hauptpermutation E zu der Permutation A. 

Es ist nun offen bar für das Resultat gleichgültig, in welcher Reihen
folge man die alten Elemente 1, 2, 3, ... , n durch die neuen a11 a10 ••• , a., 
ersetzt, ob man z. B. zuerst 1 durch a17 dann 2 durch a2 oder zuerst 
2 durch a2, dann 1 durch a1 ersetzt, und es kann daher die Substitu
tion ~ auch so geschrieben werden: 

( 213 ... n) 
a 2 a1 a3 •.. a,. 

oder allgemeiner, man kann die einzelnen Paare übereinander 
stehen'der Ziffern in (1) beliebig permutieren, ohne daß die Bedeutung 
dieses Zeichens sich ändert. 

Nehmen wir irgendein Elementbaus der Reihe 1, 2, 3, ... , n heraus, 
so geht dieses durch die Substitution 2( in ab über, und wenn also 

B = b1 b1 bs ... bn 

eine beliebige Permutation der n Elemente ist, so können wir 2( auch 

so darstellen: (b b b ) (b ) (2) ~ = 1 2 • · · n = a • 
ab, ab • ... abn aba 
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Wir sagen dann, wir haben auf die Permutation B die Substitution ~ 
ausgeübt. Die Substitution ~ steht aber zu der Permutation A in einer 
gewissen ausgezeichneten Beziehung, insofern A die Permutation ist, 
die durch ~ aus der Hauptpermutation E entsteht. 

3*. Zwei Substitutionen~ und~ kann man nacheinander ausführen, 
indem man zuerst durch die Substitution ~ von der Hauptpermutation 
zu der Permutation .A übergeht und dann auf .A die Substitution~ aus· 
übt. Man schreibt dies: 

(3) ~)8 _ ( 1 2 ... n) (a1 a2 •.• a,.) 
- ala2 ... a" ,ba,ba, ... ban . 

Es ergibt sich also eine neue Permutation: 

(4) M = ba bn_ · ·· ba 
1 -> n 

und diese hätte man auch durch eine einzige Substitution IDl aus der 
Hauptsubstitution ableiten können. Es ist also 

(5) ·wc = ~'B 

oder 
(6) 

Hiermit ist also ein bestimmtes V erfahren definiert, nach dem man aus 
zwei Substitutionen eine dritte ableitet, also eine Rechenvorschrift 
im Gebiete der Substitutionen. Sie wird in Form einer Multiplikation 
geschrieben, bedeutet aber natürlich keine wahre Multiplikation. Man 
nennt diese Operation zwischen Substitutionen Komposition oder 
Zusammensetzung. 

Anstatt von den Substitutionen kann man auch von den entsprechen· 
den Permutationen reden und es ist dann 

(7) M=AB 
die aus A und B zusammengesetzte Permutation. 

Nehmen wir z. B. für n = 4 die Substitutionen 

(1 2 3 4) 
~= 1342' 

(1 2 3 4) 
~= 3214' 

so ist 2!>8 = (1 2 3 4) (1 3 4 2) = (1 2 3 4) 
1342 3142 3142' 

dagegen m ~ = (1 2 3 4) (s 2 1 4) = (1 2 3 4) 
3214 4312 4312 

Man sieht also, daß für die Komposition das kommutative Gesetz 
nicht allgemein gilt. 

Die Zusammensetzung der entsprechenden Permutationen 

..4.=1342, B=3214 
ergibt: AB= 3 1 4 2, BA= 4 3 1 2. 
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Da es ganz auf dasselbe hinausläuft, ob wir die Kompositionen an 

den Substitutionen oder an den Permutationen vornehmen, brauchen 
wir zwischen beiden nicht weiter zu unterscheiden und können unter 
A, B, 0 ... sowohl Permutationen, wie auch die entsprechenden Substi
tutionen verstehen. 

4:. Diese Komposition läßt sich nun wiederholen. Ist C eine dritte 
Permutation, so können wir 0 mit M =.AB zusammensetzen, also 
(.AB)O bilden. Dies ist aber dasselbe wie .A(BC), und es gilt also für 
die Komposition der Permutationen des assoziative Gesetz. 

Um sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur die einzelnen 
Kompositionen nach der Vorschrift 3. zu bilden. 

Es sei 

dann ist 

Andererseits ist 

AB)= ( 0 ( 1 2 .. •) ( 1 2 .. ·) 
- a1 a1 . . • c6, c6 • •.• 

also (AB) 0 = A(BO), 
wodurch das assoziative Gesetz bewiesen ist. Wir ·können also in der 
Bezeichnung die Klammern weglassen und nun die aus A, B, C (in dieser 
Reihenfolge) komponierte Permutation mit ABC bezeirhnen. Ebenso 
lassen sich Permutationen in beliebiger Zahl komponieren, wobei ein 
.und dieselbe Permutation auch mehrmals vorkommen kann. 

ö. Eine Permutation A bleibt ungeändert, wenn sie mit 
der Hauptpermutation komponiert wird, gleichviel in welcher 
Reihenfolge diese Komposition stattfindet, d. h. es ist 

(8) EA=AE=A. 
Dies ergibt sich unmittelbar aus (6). Es spielt also E bei der 

Komposition dieselbe Rolle wie die Einheit bei der Multiplikation, 
und wenn daher bei der Komposition mehrerer Permutationen die 
Hauptpermutation vorkommt, so kann diese überall weggelassen werden. 

6. Man kann dieselbe Permutation A mehrmals mit sich selbst kom
ponieren und kann das Resultat dieser Kompositionen zweckmäßig nach 
Art der Potenzen bezeichnen: 

A = .A1, AA = A3, AAA = A 3, 
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Bei diesen Potenzen gilt dann infolge des assoziativen Gesetzes, wie 
bei den Potenzen von Zahlen, die Beziehung 

(9) A..U A.v = Al' +•, 
wo 1-1- und v ganze positive Zahlen sind und A.u A" die Komposition 
von A..u und A• bedeutet. Diese Formel gilt auch noch für p, = 0 und 
v = 0, wenn man definitionsweise 

A.O=E 

setzt, was wieder durch die Analogie von E mit der Zahl 1 nahege· 
legt wird. 

7. Zu jeder Permutation A. gibt es eine und nur eine A', 
die der Bedingung 
(10) A.A.' = E 

genügt. Denn soll AB= E sein, so muß nach 3. 

ba, = 1, ba,. = 2, ... , ba,. = n 

sein; und da nun die a1, all, •• _., a,. mit den Ziffern 1, 2, ... , n in einer 
bestimmten Ordnung übereinstimmen, so sind hierdurch b11 b9 , •• • , b. 
eindeutig bestimmt. 

Die Permutation A' heißt die zu A entgegengesetzte oder 
reziproke Permutation. 

Reziproken Permutationen entsprechen reziproke Substitutionen. 

D ( 1 2 3 ... n) . . 
ie zur Substitution A = reziproke Substitution ist 

a1 ~a3 ... a,. 
A' = (a1.a2 ... a,.). 

1 2 ... n 
8. Die Reziproke von der Reziproken ist wieder die ur

sprüngliche Permutation 4. 
Aus A.A.' = E folgt nämlich A.' A.A' = A' E = A.', und wen~ A" zu 

A' reziprok, also A' A" =Eist: A.' A.A' A" = A' A" = E, folglich auch, 
wenn man im ersten Gliede dieser Doppelgleichung A.' A." = E setzt: 

A'A.=E, 

d. h. .A zu .A' reziprok, wie bewiesen werden soll. Betrachtet man 
wieder E als Einheit, so bezeichnet man zweckmäßig A' als die - 118 

Potenz von .A und setzt also .A' = A-1• Es ist dann 
(11) A.A- 1 = A.- 1A = E. 

9. Danach lassen sich auch Potenzen mit negativen Exponenten 
erklären; denn die Gleichung (9) verlangt, wenn wir p, =- v setzen: 

.A.-v Ä" = E, 

d. h. A.-" ist die reziproke Permutation von A.•, und (9) gilt dann 
auch, wenn 1-1- oder v negativ sind. 
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10. Der Begriff der reziproken Permutationen gestattet nun noch 
die Erklärung einer Operation, die der Division analog ist, im Ge
biete der Permutationen. Wenn nämlich in 

entweder 0 und .A oder C und B gegeben sind, so erhält man die dritte 
Permutation B oder A nach den Formeln: 

B = A- 10, A = CB- 1• 

Hieraus schließt man: 
Sind A, M, N Permutationen und ist entweder AM= AN 

oder MA =NA, so müssen Mund N identisch sein. 
11. Komponiert man zwei grade oder zwei ungrade Permutationen, 

so entsteht eine grade Permutation. Komponiert man aber eine grade 
mit einer ungraden, so entsteht eine ungrade Permutation. 

Da die Permutation E zu den graden gehört, so folgt, daß zwei 
entgegengesetzte Permutationen A und A- 1 zu derselben Art gehören. 

§ 61. Darstellung der Permutationen durch Zyklen. 

1. Um eine 1Jbersicht über die Mannigfaltigkeit der Permutationen 
gegebener n Elemente zu gewinnen und zugleich die Komposition leichter 
ausführen zu können, dient eine andere Darstellung der Permutation, 
nämlich durch ihre Zyklen. 

Wir betrachten eine bestimmte Permutation 

A = a1a2a8 ••• a,., 

und die Substitution m: = ( 1 2 3 · · · n) welche E in A über
a1a2a3 •.• a,. ' 

führt. 
Ein beliebiges Element r von E geht durch m: m ar über, 

das ,, ar " E " " 
m: 

" aar " ; 
wir schreiben aar = a; 

das Element a~ " E " " m: " aa• " ; r 

" " 
In der Reihe 

ist jedes Element sowohl durch das vorhergehende wie durch das fol
gende eindeutig bestimmt. Da aber die Anzahl der Elemente nicht 
größer als n ist, so muß in dieser Reihe ein bereits früher dagewesenes 
Element wiederkehre;n, und das erste, das zum zweitenmal wiederkehrt, 
muß r sein, weil eben jedes Glied der Reihe seinen Vorgänger bestimmt. 
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Ist ar<11 - 1) = r, so ist damit ein Zyklus von h Gliedern geschlossen, 
den wir so darstellen 

~1 = (ra,.a/ ... a,.<•-'l). 

Auf das letzte Element a,.<"-'l muß man sich das erste, r, wieder 
folgend denken. 

Es kann vorkommen, daß h = 1 ist; dann ist a,. = r, und das Ele
ment r steht also in A, an derselben Stelle wie in E. 

Wenn wir statt von r von a,. oder a/ usw. ausgehen, so erhalten 
wir die Zyklen 

( ' (h 2) ) ( ' " (h- 2) ) a,.a,. ... a,. - r , a,. a,. ... a,. ra,. , ... , 

die wir als nicht wesentlich verschieden betrachten. 
2. Wenn h < n ist, so sind durch ~1 die Elemente noch nicht er

schöpft. Wir nehmen dann eine Ziffer s, die in ~1 noch nicht enthalten 
ist, und bilden einen zweiten Zyklus: 

~~ = (sa.a; .. . a,<k- 2l) 

von k Gliedern, und fahren so fort, bis alle Ziffern erschöpft sind. Auf 
diese Weiseo kann man die ganze Permutation A in Zyklen auflösen, 
und diese Zyklen sind durch A vollständig bestimmt. Aber auch um
gekehrt ist durch die Gesamtheit der Zyklen die Permutation .A voll
ständig bestimmt. Denn in diesen Zyklen ist genau angegeben, welches 
Element an irgendeiner, etwa an ster Stelle steht. Man kann daher 
die Permutation A durch die Zyklen eindeutig bezeichnen: 

(1) .A = ~1 ~! ••• , 

wobei die Reihenfolge, in der die ~1, ~2, ••• geschrieben werden, 
gleichgültig ist. Jede der Ziffern 1, 2, 3, ... , n kommt bei 
dieser Darstellung in einem aber auch nur in einem der 
Zyklen vor. 

Die eingliedrigen Zyklen bedeuten Elemente, die in A an ihrer natür
lichen Stelle stehen, und diese werden bei der Darstellung (1) gewöhn
lich nicht geschrieben, so daß in dieser Darstellung nur die gegen E 
veränderten Elemente vorkommen. E selbst besteht aus lauter ein
gliedrigen Zyklen. 

Die zweigliedrigen Zyklen sind dasselbe, was wir in § 48 Trans
positionen genannt haben. 

Beispiel: Es sein= 7 und 

(2) .A = (5 2 3)( 4 1 7 6). 

Die entsprechende Substitution ist dann 

(12 3 4 56 7) 
7351246' 

und die Permutation A ist 7 3 5 1 2 4 6, denn (2) verlangt, daß 1 in 7, 
2 in 3, 3 in 5, 4 in 1, 5 in 2, 6 in 4, 7 in 6 übergeht. 
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3. Bei der Darstellung der Permutationen durch Zyklen wird die 

Ausführung der Kompi'Jsition vereinfacht. Wir setzen 
A = a1 a2 a 3 •.• a,., B= b1 b2 b3 ••• b,., 

und wollen AB = b a, b ~ . .. b a,. in seine Zyklen auflösen. 
Ist r ein beliebiges Element, so kommt in A ein Zyklus (ra,. ... ) 

vor, ebenso kommt in B der Zyklus ( arba,. . .. ) und in AB der Zyklus 
(r, ba,. , ... ) vor. 

Daraus ergibt sich 'die folgende einfache Vorschrift, um die Zyklen 
von AB zu bilden: Wenn auf ein beliebiges Element r in doo Zyklen von 
A das Elements folgt und aufs in den Zyklen von B das Element t 
so folgt auf r in den Zykl~n von AB das Element t. 

4:. Die Übung an einigen beliebig herausgegriffenen Beispielen wird 
mit diesem V erfahren leicht vertraut machen. Nehmen wir etwa n = 7 
und 

so wird 

A = ( 5 2 3) ( 4 1 7 6), B = (1 2 4 7 3) (5 6), 
AB= (1 3 6 7 fl 4 2) 

und es hat also AB nur einen Zyklus. Die Permutation .AB ist 
AB=316247ö. 

Nehmen wir noch eine Permutation C = (4 7) hinzu, bei der also 
1 2 3 5 6 an ihrer natürlichen Stelle stehen, so ergibt sich 

ABC= (1 3 6 4 2) (5 7) 

und die Permutation ABC ist 

ABC=3162745. 

5. Sehr einfach ist bei der Darstellung durch Zyklen die Bildung 
der Potenze.Q. einer Substitution. Man hat, um A 2 aus .A abzuleiten, in 
jedem Zyklus immer ein Element zu überspringen. Um .A3 zu erhalten, 
überspringe man zwei Elemente usf. So ist bei den oben benutzten 
Beispielen 

.A_2 = (5 3 2) ( 4 7) (1·6)' 
A3 = (5) (3) (2) (4·6 7 1) = (4 6 7 1). 

Wenn man Au bildet, so erhält nutn lauter eingliedrige Zahlen, also 
die Hauptpermutation. Man sieht, daß bei der Potenzierung ein Zyklus 
in zwei oder auch in mehrere Zyklen zerfallen kann. 

6. Wenn wir die Permutationen durch Zyklen in der Weise dar
stellen, daß wir eingliedrige Zyklen nicht schreiben, so stellt jeder Zyklus 
von h Gliedern für sich eine bestimmte Permutation dar; man nennt sie 
eine zyklische Permutation. So ist z. B. pei n = 7: 

(5 3 2) = 1 5 2 4 3 6 7 . 

Das Nebeneinanderstellen verschiedener Zyklen hat dann genau die 
Bedeutung der Komposition im früheren Sinne; diese Komposition ist, 
sobald die Zyklen kein gemeinsames Element. enthalten, kommutativ. 

Weber u. Wellshin, Enzyklopädie I. '· Aufl. 13 
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Wir wollen solche Zyklen voneinander unabhängig nennen, und 
haben den Satz: 

Jede Permutation läßt sich (abgesehen von der Reihen
folge) auf eine einzige Art aus unabhängigenzyklischen Per
mutationen zusammensetzen. 

Wenn wir den Zyklus (1 2 3 ... h- 1) mit der Transposition 
(h, h- 1) komponieren, so ergibt sich: 

(h, h- 1) (1 2 3 ... h- 1) = (1 2 3 .... h - 1, h)' 
und daraus folgt, daß man einen Zyklus von h Gliedern in h- 1 
Transpositionen auflösen kann: 

(1 2 3 ... h) = (h, h- 1) (h- 1, h- 2) ... (2, 1), 
worin die Zusammenstellung auf der rechten Seite die Bedeutung der 
Komposition hat. Man schließt hieraus: Ein Zyklus gehört zu 
einer graden oder einer ungraden Permutation, je nachdem 
die Gliederzahl des Zyklus ungrade oder grade ist. 

Hat man also irgendeine Permutation in ihre Zyklen aufgelöst, so 
gehört die Permutation zu den graden oder zu den ungraden, je nach
dem die Anzahl der Zyklen mit grader Gliederzahl grade oder un
grade ist. 

§52. Permutationsgruppen. 
1. Ein aus der Gesamtheit der Permutationen von n Ele

menten herausgegriffenes System @ 

(®) A1 , A 2 , A 3 , • • • , Au 
heißt eine Permutationsgruppe, wenn die aus irgend zwei 
Permutationen AM Ak von @ nach dem Kompositionsgesetz 
gebildete Permutation A A _ A 

h k- l 

ebenfalls zu dem System @ gehört. 
Die Anzahl der Permutationen, die in@ vor kommen, beißt 

die Ordnung der Gruppe. 
Die Gesamtheit aller Permutationen der n Elemente ist nach dieser 

Definition eine Gruppe ~ von der Ordnung n! 
In dieser umfassenden Gruppe sind aber auch noch engere Gruppen 

enthalten, die man Untergruppen von~ nennt, und die Bildung und 
Erforschung dieser Untergruppen ist eine besonders .für die Algebra 
fundamentale Aufgabe. 

So ist z. B. die Gesamtheit aller graden Permutationen der n Ele
mente eine Untergruppe von der Ordnung t n! (nicht aber die Gesamt
heit der ungraden Permutationen, denn die Zusammensetzung von zwei 
ungraden Permutationen ergibt eine grade Permutation). 

2.* Zu den wichtigsten Untergruppen der Gruppe ~ gehört die 
Gruppe der Potenzen einer Permutation A, also der Permutationen 
(1) A, A2, AS, A4, ... 
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Man sieht sofort, daß sie eine Gruppe bilden, denn nach §50, (9) 

erhält man durch Zusammensetzung von irgend zwei dieser Permutatio
nen wiederum eine Permutation derselben Reihe. 

Da die Anzahl aller Permutationen von n Elementen endlich ist, so 
können die Permutationen (1) nicht alle verschieden sein, und es muß 
in der Reihe irgend einmal eine vorher schon dagewesene Permutation 
wiederkehren. Wenn eine der Potenzen .A_k zum erstenmal mit dem 
Exponenten k + IX wiederkehrt, so ist 

.A_k = .A_k + a 

und daraus folgt: .A_a = E. 

Es besteht also der Satz: 
Für jede Permutation .A. gibt es einen kleinsten Exponen

ten a, so daß .A_a die Hauptpermutation ist. 
Dieser Exponent heißt die Ordnung der Permutation .A.. Die Reihe 

E, A., .A_21 .A_S1 ••• A_a-1 

enthält lauter verschiedene Permutationen, denn wäre .Aß= Ar und 
(3 < r < IX, so wäre A.r-1" = E und da r- ß < a wäre, so wäre A a nicht 
die niedrigste Potenz, die gleich der Hauptpermutation ist. Erhebt 
man .A. in eine Potenz, deren Exponent ein ~ielfaches von a tst, so er
hält man immer E, und wenn umgekehrt eine Potenz Am= 'E ist, so 
muß m ein Vielfaches von IX sein, denn andernfalls wäre m = p,a + v 
und 0 < v < a Jind es wäre Am= .A_v = E, also wiederum .A_a nicht die 
niedrigste Potenz, die gleich der Hauptpermutation ist. Die Gesamtheit 
der aufeinanderfolgenden Potenzen von .A. besteht aus einer unendlichen 
Wiederholung der Reihe (2f), die darum diePeriodevon A genannt wird. 

Wir haben damit den Satz: 
Die Periode irgendeiner Permutation A. bildet eine Unter

gruppe der allgemeinen Permutationsgruppe \ß, deren Ord
nung gleich der Ordnung von .A. ist. 

Aus der Bildung der Potenzen eines Zyklus (§ 51, 5.) sieht man, daß 
tlie Ordnung einer zyklischen Permutation gleich der Glie
derzahl ihres Zyklus ist, und daraus folgt leicht: 

Die Ordnung irgendeiner Permutation ist gleich dem 
kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Gliederzahlen der ein
zelnen voneinander unabhängigen Zyklen, aus denen sich 
die -Permutation zusammensetzt. 

3. Wenn in einer Gruppe & eine Permutation A. von der Ordnung 
a vorkommt, so kommen auch alle Potenzen von A., zunächst die mit 
positiven Exponenten, darin vor, folglich auch Aa = E. Man sieht also: 

Jede Gruppe enthält als Untergruppe die Periode einer 
jeden zu ihr gehörigen Permutation und insbesondere die 
Hauptpermutation E, welche für sich eine Gruppe von der 
Ordnung 1 bildet. 

13* 
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Nach der Erklärung der Potenzen mit negativen Exponenten: 
A-kAk = E = A", 

ist A-k = Aa-k, und daraus folgt, daß, wenn A in der Gruppe @ vor
kommt, auch A-t, d. h. die zu A reziproke Permuta,tion, darin enthalten 
sein muß. 

4,. Es besteht der wichtige Satz: 
Die Ordnung einer Gruppe ist durch die Ordnung emer 

jeden Untergruppe teilbar. 
Sei nämlich @ eine Gruppe von der Ordnung g und ~ eine Unter

gruppe von der Ordnung h. 
Die Permutationen 

(~) B11 B 2 , •. • , Bh 

von ~ sind alle in @ enthalten. Sie mögen die Gruppe @ noch nicht 
vollständig erschöpfen, und es sei A 1 eine in @, aber nicht in ~ ent
haltene Permutation. Wir bilden durch Komposition das System 

(~) 

Diese h Permutationen sind alle in @ enthalten, aber sie sind nicht 
nur untereinander, sondern auch von den h Permutationen ( ~) verschie
den. Denn wäre etwa BrAt= B,A11 so wäre Br = B,, und wäre 
Br~ = B,, so wäre .A,_- ~1B,, also .A1 gegen die Voraussetzung in 
.\) enthalten. 

Demnach enthalten(~) und (~1 ) zusammengenommen 2hPermuta
tionen von @. Wenn damit die Gruppe @ nicht erschöpft ist, so kann 
man eine Permutation A2 aus @ nehmen, die weder in (~) noch in 
(~1) vorkommt, und die Reihe 

(~,) B1 A 2 , B 2 A 2 , ••• , BhA, 
bilden, deren sämtliche Elemente wieder 1.) zu @ gehören, 2.) 'Unter
einander verschieden sind, 3.) von den Permutationen (.\)) und (~1) ver
schieden sind. Denn wäre etwa BrA2 = B,A11 so würde folgen: A2 = 
B;1 B,A11 und es würde also, da B;-t B. ein B ist, A2 gegen die Vor
aussetzung in (~1 ) vorkommen. Demnach haben wir in (p), (~), (~) 
zusammen 3h Permutationen aus@. Und so können wir, da die Anzahl 
der Permutationen von@ endlich ist, so lange fortfahren, bis die ganze 
Gruppe @ erschöpft ist. Ist die letzte Reihe, die wir so gebildet haben, 

(~k-t) BtAk-t' B2Ak-u · · ·, BhAk-u 
so ist g=hk. 

Damit ist der Satz bewiesen. Der Faktor k, welcher angibt, wie oft 
die Ordnung der Untergruppe in der Ordnung der Gruppe enthalten ist, 
heißt der Index der Untergruppe. 

Als spezielle .Anwendung des Satzes ergibt sich: Die Ordnung 
einer Permutationsgruppe und die Ordnung irgendeines 
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Elementes ist immer ein Teiler von n!. Für jede Permuta
tion .A. ist .A." 1 = E. 

5.* Die Reihen ~u ~21 ••• ~k-t von je h Permutationen nennen wir 
die zu ,P konjugierten Systeme.1) Sie sind in ihrer Gesamtheit von 
der Wahl der Permutationen A,., .A2, ••• A,~:_1 unabhängig, d. h. wählt; 
man an ihrer Stelle andere .A~, .A.~, ... .A.k-.1 (wobei nur an der Bedin
gung festzuhalten ist, daß die Permutation .A.~ in den vorangehenden 
Systemen und in .\) nicht vorkommt), so vertauschen sich nur die Sy
steme ~ , ... 5ll.~:_1 untereinander. Es ist nämlich, da die konjugierten 
Systeme alle in.\) nicht vorkommenden Permutationen enthalten, irgend
eine der Permutationen .A.~ = BI'.A,_, also Al = B;;1 .A.~ und B.Al = 
B.,B;;1 .A.~ = B!!,A~, d. h. das ganze System (~l) geht in das System(~~) 
über. 

Das Produkt von zwei Permutationen Bl.A, und BI'.A.1 eines Systems 
gehört diesem System nicht an, denn wäre B,_.A.,BI'A, = B.A1, so wäre 
BlA,BI'= B. und .A1 = B;:1B.B,;;t, d. h. A, wäre gegen die Voraus
setzung eine Permutation aus ~- Es sind also die konjugierten Systeme 
keine Gruppen. Wenn man aber die Permutationen irgend
eines Systems sn:, links mit .A.j1 komponiert, so bilden die Per
mutationen 
(,P,) A;--1 B 1 A., .A.j1 B2A1, ••• A.;-1 Bh.A, li=t, 2, ... , k -t> 

eine Gruppe ,P,. Diese Gruppen zusammen mit der Gruppe ,P, also 

.p, .\)11 ~2' ... .Pk-1 

nennt man ein System von untereinander konjugierten Unter
gruppen der Gesamtgruppe IM. Sie sind alle von derselben Ordnung 
h und vom gleichen Index k. 

6. * Während die konjugierten Systeme alle verschieden sind, ist 
das bei den konjugierten Untergruppen nicht immer der Fall. Nehmen 
wir z. B. bei den Permutationen von vier Elementen als Untergruppe ~ 
die Periode eines viergliedrigen Zyklus (1 2 3 4), wobei wir die Haupt
permutation E, die bei der Komposition die Rolle der Einheit spielt, 
mit (.1) bezeichnen. Die Untergruppe ist dann 

(1 2 3 4); (1 3) (2 4); (1 4 3 2); (1). 

Sie ist von der Ordnung 4, also, da die ganze Permutationsgruppe von 
der Ordnung 24 ist, vom Index 6. Zur Bildung der konjugierten Sy
steme benutzen wir die zweigliedrigen Zyklen 

A1 = (12), A2 = (13), .A.8 = (14), A.4 =- (23), .A.5 = (34) 

und erhalten: 

1) Die sonst wohl vorkommende Bezeichnung als Nebengruppen von t) ist 
nicht zweckmäßig, denu die konjugierten Systeme sind keine Gruppen. 
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(2 3 4); (1 3 2 4); (1 4 3); (1 2) 

(1 2) (3 4); (2 4); (1 4) (2 3); (1 3) 

(1 2 3); (1342); (2 4 3); (1 4) 

(1 3 4); (1 2 4 3); (1 4 2); (2 3) 

(1 2 4); (1 4 2 jl); (1 3 2); (3 4). 

Komponieren wir die Permutationen jeder Reihe links mit der zu 
A; reziproken Permutation, die in diesem Pali mit Ai übereinstimmt, 
so erhalten wir die zu ,P konjugierten Untergruppen, und es zeigt sich, 
daß je zwei Untergruppen miteinander übereinstimmen. Es bleiben als 
konjugierte Untergruppen nur die Perioden der drei viergliedrigenZyklen: 

(1234); (13)(24); 

(1 2 4 3); (1 4) (2 3); 

(1 3 2 4); (1 2) (3 4); 

(1 4 3 2); (1) 
(1342); (1) 

(1 4 2 3); (1). 

Von besonderer Bedeutung für die Gruppentheorie und Algebra sind 
solche Untergruppen~' für die alle konjugierten Untergrup
pen identisch werden. Man nennt dann ,P eine ausgezeichnete 
oder invariante Untergruppe. So ist z.B. die Gruppe~ der graden 
Permutationen eine ausgezeichnete Untergruppe der Gruppe \13 aller 
Permutationen, denn ist A eine grade, Birgendeine ungrade Permu
tation, so ist B- 1.AB wiederum eine grade Permutation. Andere Bei
spiele ausgezeichneter Untergruppen werden wir sogleich kennen lernen. 

7. Es ist leicht, für jedes n gewisse einfache Gruppen von niedriger 
Ordnung zu bilden, z. B. die Perioden der einzelnen Permutationen. Von 
weit größerem Interesse besonders für die Algebra sind die Gruppen 
von den höheren Ordnungen, und in der Bildung solcher Gruppen liegt 
ein großes wichtiges Problem, von dessen vollständiger Lösung wir 
noch weit entfernt sind. Verhältnismäßig einfach ist aber der Bau der 
Gruppen in den ersten Fällen n = 3, n = 4 zu überschauen. 

Für n = 3 bestehen die 6 Permutationen außer der Hauptpermuta
tion aus drei Transpositionen und zwei dreigliedrigen Zyklen: 

(1); (1 2); (1 3); (2 3); (1 2 3); (1 3 2). 

Darin ist die Gruppe der graden Permutationen 

(1); (1 2 3); (1 3 2) 

von der Ordnung 3 enthalten, die zugleich die Periode von (1 2 3) oder 
von (1 3 2) ist. Ferner drei konjugierte Untergruppen der zweiten Ord
nung, die der Perioden von (1 2), (1 3), (2 3). Weitere Gruppen sind 
nicht darin enthalten. 

8. Für n = 4 haben wir 24 Permutationen, die wir folgendermaßen 
durch die Zyklen darstellen können: 
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Hauptpermutation: 

Permutationsgruppen 

(1) 
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6 zweigliedrige Zyklen: 

3 Paare zweigliedriger Zyklen: 

8 dreigliedrige Zyklen: 

(1 2); (1 3); (1 4); (2 3); (2 4); (3 4). 

(1 2) (3 4); (1 3) (2 4); (1 4) (2 3). 

(2 3 4); (2 4 3); (1 3 4); (1 4 3); 
(1 2 4); (1 4 2); (1 2 3); (13 2). 

(1 2 3 4); (1 2 4 3); (1 3 2 4); 
(1 4 3 2); (1 3 4 2); (1 4 2 3). 6 viergliedrige Zyklen: 

Die Gruppe der 12 graden Permutationen ist 

(1); (1 2) (3 4); (1 3) (2 4); (1 4) (2 3); 

(2 3 4); (2 4 3); (1 3 4); (143); (12 4); (1 4 2); (12 3); (13 2). 

Darin ist eine ausgezeichnete Untergruppe von der Ordnung 4 ent
halten: 

(1); (1 2) (3 4); (1 3) (2 4); (1 4) '(2 3). 

Diese Untergruppe heißt die Vierergruppe; sie ist von besonderer 
Bedeutung für die Auflösung der Gleichung vierten Grades, ebenso wie 
drei konjugierte Untergruppen achter Ordnung, deren eine ist: 

(1); (1 2) (3 4); (1 3) (2 4); (1 4) (2 3); 

(1 2); (3 4); (1 4 2 3); (1 3 2 4), 

aus der man die beiden anderen durch Vertauschung von 1 mit 3 und 
von 1 mit 4 erhält. (V gl. § 99, 3.) 

9. Für n = 5 gibt es 120 Permutationen, und in dieser Gesamtheit 
ist eine merkwürdige Gruppe von der Ordnung 20 enthalten, die wir 
auf folgendem Wege bilden können: 

Wir bezeichnen die Ziffern 1 2 3 4 5 mit x, und es seien a, b zwei 
ganze Zahlen, von denen a durch 5 nicht teilbar ist. Mit ihnen berech
nen wir den Ausdruck ax + b für die verschiedenen Werte von x und 
nehmen jedesmal den Rest nach dem Divisor 5. Dann erhalten wir eine 
der Zahlen 1, 2, 3, 4, 0, für welch letztere wir auch 5 nehmen können, 
und so stellt der Ausdruck ax + b wieder dieselben Ziffern 1, 2, ~' 4, 5 
in anderer Reihenfolge dar. Es ist also ax + b der algebraische Aus
druck für eine Permutation, oder 

für eine Substitution, aber nicht jede Permutation der fünf Elemente 
ist in dieser Weise darstellbar. So gibt z. B. 2x + 3 die Permutation 

52 41 3. 

Wenn man zwei solcher Permutationen zusammensetzt, so erhält man: 

(:x + b) (:, x + b') ~ (:x + b) (:'~at ~ b) + b') = (:a'x + a'b + b')' 
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also eine Substitution derselben Form, z. B. 

oder ausgeführt 

( 1 2 3 4 5) (1 2 3 4 5) = (1 2 3 4 5) (52 4 1 3) = (1 2 3 4 5) 
52413 54321 52413 14253 14253 

oder durch Zyklen dargestellt: 

(1 53 4) (1 5) (2 4) = (2 4 53). 

Nun kannajeden der vier Werte 1, 2, 3, 4, dagegen b jeden der fünf 
Werte 0, 1, 2, 3, 4 haben, und wir erhalten zwanzig verschiedene 
solche Ausdrücke ax + b, die uns eine Untergruppe der Permutations
gruppe 120. Ordnung liefern. Sie enthält die folgenden durch Zyklen 
dargest~llten Permutationen: 

1 a=l 1 2 1 3 1 4 

-;=-~, =r=~=: c~ 4 ~~-,=i,~=-=:,=~=:~='=I -~(i~:c' =~~===r==~~=;=~=~=; =!~= 
2 II (1 3 52 4) (1 4 52) II (1 52 3) (2 5) (3 4) 
3 (14253) I (1534) (2453) I (12)(35) 
4 (15432) (2354) (1254) (13)(45) 

10.* In derselben Weise kann man für jedes n eine Untergruppe 

mit den Substitutionen (:x + b) bilden, in denen man für a alle zu n 
relativ primen Zahlen, die kleiner als n sind, für b jede der Zahlen 
0, l, 2, ... , n- 1 nimmt und die Zahlen ax + b für x = 1, 2, ... , n 
durch ihre R.este .hach dem Divisor n ersetzt (wobei an Stelle des Re
stes 0 die Zahl n genommen wird). Die so gewonnene Untergruppe der 
Permutationen von n Elementen heißt die lineare Gruppe. Für n = 4 
hat man a = 1, 3 und b = 0, 1, 2, 3 zu nehmen und erhält die Per
mutationen: 

(1); (1 2 3 4); (1 3) (2 4); (1 4 3 2) 
(1 3); (1 4) (2 3); (2 4); (1 2) (3 4); 

also eine der in 8. angeführten Untergruppen achter Ordnung. 

§53. Kombinationen und Variationen ohne Wiederholung. 
Binomialkoeffizienten. 

1. Es sei eine Menge N von n verschiedenen Elementen gegeben. 
Man soll aus dieser Menge k Elemente herausgreifen. Auf wie viele 
verschiedene Arten ist die~ möglich'? Oder, etwas anders ausgedrückt, 
wie viele verschiedene Teilmengen K von der Zahlklassen 
sich aus den Elementen einer Menge von der Zahl n bilden? 
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Die Mengen K heißen die Kombinationen kter_ Klasse der Ele
mente von N, uud um auszudrücken, daß ein und .dasselbe Element 
von N nicht zweimal in einer Menge M vorkommen soll, nennt man 
die K auch die Kombinationen ohne Wiederholung. 

Es handelt sich also um die Bestimmung der Anzahl der Kombina
tionen kt•r Klasse ohne Wiederholung von n Elementen. 

Wir bezeichnen diese Zahl durch das Zeichen O~kJ. Die Frage, die 
wir gestellt haben, hat nur so lange einen Sinn, als k nicht größer als 
n ist. Ist k = n, so gibt es nur eine Menge K, nämlich N selbst, und 
folglich ist 

0~) = 1. 

Ein anderer Fall läßt sich auch noch leicht erledigen, nämlich k = 1. 
Für diesen Fall sind die Kombinationen, die wir suchen, die einzelnen 
Elemente von N selbst, und folglich ist 

0(1)_ 
"-n. 

N ebmen wir als ein weiteres Beispiel n = 3, so können wir aus den 
Elementen a, b, c die Kombinationen bilden: 

k = 1: a, b, c; a;1> = 3, 

k = ~= bc, ca, ab; 0~2> = 3, 
k = 3: abc; 0~S) = 1. 

Auch für die nächsten Fälle n = 4, 5, 6 läßt sich leicht die Zahl Of:J 
durch wirkliche Abzählung ermitteln. Ehe wir diese Zahl allgemein be
stimmen, führen wir noch einen neuen Begriff' ein. 

2*. Wenn wir in den Kombinationen 7;;ter Klasse von nElementen 
die Elemente auf alle Weisen permutieren, so erhalten wir die Varia
tionen kt•r Klasse von n Elementen. Ihre Anzahl werde mit Y[.kJ 
bezeichnet. Sie läßt sich leicht ermitteln. 

Man erhält die Variationen zweiter Klasse, indem man jedes der 
n Elemente mit jedem der n - 1 übrigen Elemente vereinigt, also ist 

v~> = n ( n - 1) . 
Die Variationen dritter Klasse erhält man.., indem man die zwei Ele

mente einer jeden Variation zweiter Klasse mit jedem der n - 2 übri
gen Elemente vereinigt, also ist 

v~> = n (n- 1) (n- 2). 
Hiermit ergibt sich sogleich durch vollständige Induktion: Die An
zahl derVariationen kterKlasse ohneWiederholungvonnEle
menten ist 
(1) V~J = n (n- 1) (n- 2) ... (n- k + 1). 

3*. Damit haben wir aber zugleich auch die gesuchte Anzahl der 
d,.kJ der Kombinationen kter Klasse. Da nämlich die Variationen kter 
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Klasse durch Permutation der Elemente aus den Kombinationen kte• 
Klasse entstehen, so entstehen aus jeder Kombination k! Variationen, 
also muß 

sein, und es folgt: 
Die Anzahl der Kombinationen kter Klasse ohne Wieder

holung von n Elementen i]3t 

(2) c(k) - n (n - 1) (n - 2) •.. (n - k + 1) 
n- 1·2·3 ... k 

Die Zahlen O~kJ sind, ihrer Bedeutung entsprechend, notwendig 
ganze Zahlen, folglich muß in dem Ausdruck für O~kJ der Zähler durch 
den Nenner teilbar sein, d. h. 

Das Produkt von irgend k aufeinanderfolgenden natür
lichen Zahlen ist durch das Produkt der k ersten Zahlen 
teilbar. 

4:*. Für den in (2).gefundenen Ausdruck, der uns noch oft begeg
nen wird, ist ein besonderes Zeichen üblich. Man schreibt: 

(3). n (n -:- 1) (n - 2) ... (n - k + 1) = (n) 
1·2·3... k k' 

gelesen "n über k", und nennt diese Zahlen wegen ihrer Bedeutung für 
den im nächsten Abschnitt zu behandelnden binomischen Lehrsatz die 
Binomialkoeffizienten (abgekürzt ~~). Dabei heißt n der Expo-

nent, k die Nummer des ~sr, so daß also (;) als der k18 m~ zum Expo

nenten n zu bezeichnen ist. 
Es kann k !J.UCh größer als n genommen werden. Dann wird aber 

regelmäßig ein Faktor im Zähler von (3) Null, also 

(~)=ü für k>n 

(und positive ganzzahlige n). 
Erweitert man den Bruch in (3) mit den im Zähler noch fehlenden 

natürlichen Zahlen bis 1 abwärts, also mit 1 · 2 · 3 . . . ( n - k), so er
hält man für den ~sr den Ausdruck 

(4) G) = kl (n n}_ k)l. 

5*. Zu jeder Kombination kter Klasse von n Elementen gehört eine 
Kombination (n- k)1•• Klasse, welche aus den nicht in der ersten Kom
bination vorhandenen Elementen gebildet ist, folglich muß 

c<k) = c<n- k) 

n " ' 

sein. Dies folgt auch unmittelbar aus (4), da man darin kund n- k 
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vertauschen darf. Diese Formel erklärt man auch für k = 0 noch für 
gültig, setzt also 

(6) (~) = (:) = 1. 

Dann muß man, wenn auch Formel (4) noch anwendbar bleiben soll, 

(7) 0! = 1 

setzen, was auch "mit der Rekursionsformel § 48, ( 1) für die Fakultäten 
für n = 1 übereinstimmt. 

6*. Die Formeln (5) und (6) zeigen, daß in der Reihe der zu einem 
bestimmten Exponenten n gehörigen (von Null verschiedenen) m~ 

je zwei gleich weit vom Ende abstehende m~ denselben Wert besitzen; 
die Reihe ist symmetrisch. Für graden= 2m steht in der Mitte ein 

~inzelner ISst(:), für ungrade n =2m sind in der Mitte zwei gleiche 

mst (:) = (m ~ 1) vorhanden. So sind z. B. die 5B~ 

für n=4 1 4 6 4 1 

für n = 5 1 5 10 10 5 1 

7*. Nach der Art ihrer Entstehung aus den Anzahlen der Kombi
nationen sind die 5B~ zunächst nur für positive ganzzahlige Exponenten 
zu bilden. Nichts hindert aber in Formel (3) für n irgendeine reelle 

oder sogar komplexe Zahl zu nehmen. Dann sind also die lßsr (~) für 

beliebige Werte der Exponenten definiert, während k immer nur eine 
positive ganze Zahl (oder Null) bedeuten kann. Allerdings ist dann 
Formel ( 4) für nicht positive ganzzahlige n nicht mehr anwendbar. 
Man sieht leicht, daß in der Reihe der zu einem bestimmten Exponen
ten gehörigen 5B~, sobald n nicht eine natürliche Zahl ist, kein m~ 
Null wird, und daß die Reihe ohne Ende fortgesetzt werden kann. 

8. Wir können die Zahlen O~l noch auf einem anderen Wege be
stimmen, wodurch wir noch eine wichtige Eigenschaft der ~Bst kennen 
lernen. 

Wenn wir zu den n Elementen a11 a2 , ••• an der Menge N noch ein 
Element a,. + 1 hinzufügen, so erhalten wir eine Menge N' von n + 1 
Elementen: 

Unter den Kombinationen K' dieser Elemente zu je k sind zunächst die 
Kombinationen K der Menge N enthaltP.n, dann aber noch die, die man 
erhält, wenn man zu den Kombinationen der MengeN zu k- 1 Ele
menten das eine Element an + 1 hinzufügt. Diese Erwägung liefert so
fort die Rekursionsformel: 
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oder 

Hieraus können wir, wenn die Q3s:f für alle Exponenten < n bekannt sind, 
unter Benutzung von (6) die Q3~ für den Exponenten n + 1 berechnen. 
Durch die Relation (8)" und durch die Werte 

(!1) G(O) = 1 Q(n) = 1 
" ' n 

ist also o;;l einden tig bestimmt. Da nun der Ausdruck (3), wie man 
durch Einsetzen leicht erkennt, den Bedingungen (8)", (9) genügt, so 
ist die Richtigkeit damit aufs neue bewiesen. 

Die Rekursionsformel (8)b gestattet noch schneller als die allgemeine 
Formel (3), die ~S'r sukzessive zu berechnen; man leitet aus der Reihe 

der G) die Reihe der (n t 1) dadurch her, daß man je zwei. aufein

anderfolgende Zahlen addiert1), z. B. für n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7: 

1 
1 1 

t 2 1 
1 3 3 1 

1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 
1 7 21 35 35 21 7 1 

Das Verzeichnis der~~ in dieser Anordnung heißt das Pascalsehe Drei
eck (Pascal um 1654); es :fin_det sich aber bereits um 1300 in einer chi
nesischen Schrift Tschuh schi kih; ferner in der Arithmetica integra (1544) 
des Michael Stifel und in der Invention nouvelle en l'algebre (1629) von 
Albert Girard. 

§54. Kombinationen und Variationen mit Wiederholung. 
Wir erweitern die Aufgabe des § 53 in der Weise: 
1. Es sei gegeben eine MengeN von n Elementen: 

N = a1 a1 ••• a,.; 
es sind daraus Mengen K von je k Elementen zu bilden, wo
bei dasselbe Element mehrmals in einer Menge auftreten 
darf. 

Diese Mengen M heißen die Korn binationP.n kter Klasse von 
n Elementen mit Wiederholung.- Die Anzahl dieser Kombina-
nationen, die wir mit r~l bezeichnen, ist zu bestimmen. 

1) In dem hier folgenden Verzeichnis der '8~ ist (~) = 1 gesetzt worden. 
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Hier ist nun die Beschränkung nicht mehr nötig, daß k kleiner 
als n sei. Es können vielmehr k und n beliebige positive ganze Zah
len sein. 

Setzen wir k = 1, so haben wir jedes Element von N einmal zu 
nehmen, und es folgt: 
(1) r~l) = n. 

Nehmen wir n = 1, so haben wir nur ein K, nämlich das, welches aus 
der k-maligen Wiederholung des einen Elementes von N besteht, also 

(2) r (k) -1 
1 - • 

Nehmen wir n =- 2 und k beliebig, so enthält N nur zwei Elemente 
a, b, und wenn wir die k-malige Wiederholung eines Elementes der 
Kürze wegen durch eine Potenz a• andeuten, so erhalten wir die Kom
binationen: 1/<. 

Es ergibt sich also 
(3) 

Zur Bestimmung von r.,. (kl wollen wir uns des rekurrierenden V erfahrans 
ähnlich wie in §53, 8. bedienen.1) 

2. Wir fügen zu N, noch ein Element a.,. + 1 hinzu, leiten also aus 
N eine MengeN' von der Zahl n + 1 ab: 

N' = a1 a1 .•• a,.a,.+ 1 • 

Unter den Kombinationen K' dieser Elemente zu je k mit Wiederholung 
sind zunächst alle Mengen K enthalten, deren Anzahl r~kl ist. Damit 
sind alle die Kombinationen K' erschöpft, die das neue Element a,.+ 1 

nicht enthalten. Wenn man au's den übrigen, die das Element a,.+ 1 

ein- oder mehrmals enthalten, dieses Element einmal wegnimmt, so 
bleiben alle Kombinationen mit Wiederholung der Menge N' zu je 
k - 1, und nur diese übrig, deren Zahl r<!: ~l beträgt. Daraus ergibt 
sich also die Relation: 
(4) r<"> = r<" -I) + r<"> 

n+1 n+1 n• 

Wenn wir in dieser Formel k durch k- 1, k- 2, ... , 2, 1 ersetzen2), 

1) Zur direkten Bestimmung von r"w vgl. H. F. Scherk, Journ. f. Math. 3 
(1828), F. A. Förstema.nn, ebda. 13 (1835) und die Darstellung dieser Beweise 
bei C. Färber, Grundlehren d. Mathem. 1. Leipzig 1911; A. Loewy, Lehrbuch 
d. Algebra, Leipzig 1916. 

2) Für k = 1 hat man nach (1) 

r<1l = n + 1 = 1 + r(l) .,. + 1 .. ' 

also ist r~0! 1 = 1 zu nehmen. 
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so ergibt sich: 

VIII. Kombinatorik 

r<kl = r<k -1) + r<k) 
n+l n+1 n 

§64. 

und wenn wir alle diese Gleichungen addieren und dann die auf bei-
d S ·t ft t d G ··ß r<k- 1) r<'l 1 en e1 en au re en en ro en n + 1 ,... ,.+ 1 weg assen: 

(5) r<kl+' = 1 + r<tl + r<2J + ... + r<k>. 
n n n n 

Es sind also die r~~~ für ein bestimmtes n vollständig bestimmt, wenn 

alle r~l bekannt sind. Nun sind aber die r~l nach (2) alle = 1, und 

folglich sind durch die Formeln (1), (2) und (4) die r~l eindeutig be
stimmt. 

Diesen Bedingungen genügt aber 

(6) r(k) = c<k) = (n + k - 1) 
n n+k-1 k ' 

denn durch diese Annahme gehen die Gleichungen (1), (2) und (4) 
über in 

die nach §53 erfüllt sind. Nach §53, (3) ergibt sich also: 
Die Anzahl der Koml;linationen k1"' Klasse von nElemen

ten mit Wiederholung beträgt: 

(7) r(k) = 1! (n +_!l._(n + 2) ... (n + k - 1). 
11 1 . 2. 3 . . . k 

3. * Formel (5) enthält einen Satz über eine Summe von )SSl, näm
lich, wenn man darin n + 1 an Stelle von n schreibt und das erste 

Glied 1 durch G) ersetzt: 

Die hier auf der linken Seite auftretenden 5ß~ bilden im Pascal
sehen Dreieck die nte zu einem Schenkel parallele Reihe, wenn man den 
Schenkel mit den Zahlen 1, 1, 1 ... als nullte Reihe bezeiChuet. Die 

Summe der Reihe, also der jS ~ (n + ! + 1) findet sich im Dreieck links 

unterhalb der letzten Zahl der Reihe, z. B. für n = 2, k = 4. 

1 + 3 + 6 + 10 + 15 = 35. 
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4:.* Sehr leicht ist die Anzahl der Variationen kt•r Klasse von 

n Elementen mit Wiederholung zu bestimmen. Man fragt also, wie 
oft kann man aus n Elementen a1 , a2, a8 , ••• , a,. jedesmal k Elemente 
mit Wiederholung kombinieren und danach auf alle Arten permutieren? 

Die gesuchte Anzahl sei (p~kl. 
Für k = 1 hat man nur die n Elemente von N selber zu nehmen, 

also ist q><tl = n . 
" 

Die Variationen 2ter Klasse mit Wiederholung erhält man, wenn 
man jedes Element von N mit sich selbst sowie mit jedem andern zu
sammenfügt, also 

und es ist 

a"a11 a,.a2 , ••• a"a.,. 
q><2l = n2. 

n 

Hat man so bis zur k -1 ten Klasse alle Variationen mit Wiederholung 
gebildet, so erhält man die Variationen kter Klasse, indem man jede Va
riation (k - 1 )ter Klasse mit jedem Element von N vereinigt, folglich ist 

iP(k) = n . q,<k -1) 
n n ' 

und hieraus folgt mit Benutzung von q,~l = n sofort: 
Die Anzahl der Variationen kt•r Klasse von n Elementen 

mit Wiederholung beträgt 

(9) 

Neunter Abschnitt. 

Binomischer und polynomischer Lehrsatz. 
Arithmetische Reihen. 

§ 5o. Der binomische und polynomische Lehrsatz. 
1. Es mögen x, a1 , a2 , ••• , a,. irgendwelche Zahlen bedeuten, und 

es sei das Produkt der n Faktoren: 

(1) F" =- (x + a1) (x + a2) (x + a3) • • • (x + a .. ) 
auszurechnen. Nach den Sätzen des§ 10 ist für n = 2 und n = 3 

F 2 = x2 + (a1 + a2)x + a1 a11 

F 8 = x3 + (a1 + a2 + a8)x2 + (a1 a2 + a1 a3 + a2 a3)x + a1 a2a8 , 

und durch vollständige Induktion beweist man, daß man fdr F" all
gemein einen Ausdruck von der Form 

(2) F" =X"+ .A.1 x"- 1 + .A2x"- 2 + · · · + A._1 X+ A", 
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erhält, worin A1 die Summe der Größen a11 a2 , ••• , a", A 2 die Summe 
der Produkte zu je zweien, A 3 die Summe der Produkte zu je dreien 
usf. und endlichA,. das Produkt aller a17 a2 , ••• , a,. bedeutet. Wir wollen 
dies, indem wir für d~ Summen das Zeichen"S anwenden, so darstellen: 

(3) A 1 =S(a1), A2 =S(a1a2), A 8 =S(a1a2a3), ... , A,.=a1 a2 ... a". 
Denken wir uns für die a17 a2 , ••• , an bestimmte gegebene Zahlen 

gesetzt, während x als ein Zeichen betrachtet wird, das jede beliebige 
Zahl bedeuten kann, so heißt der Ausdruck F,. eine ganze Funktion 
von x vom Grade n. Die Zahlen ..A11 A,, .. . , A,. sind die Koeffi
zienten dieser Funktion. 

2. In den Ausdrücken A 11 A 2 , ••• , A,. kommen in den einzelnen 
Summanden die Kombinationen ohne Wiederholung zur ersten, 
zweiten, dritten Klasse usw. der n Elemente ~' all, .. . , a,. vor. Die 
Anzahlen der Glieder in diesen Summen sind daher: 

Von besonderem Interesse ist uns hier der Fall, daß die a11 a2 , •• • , a,. 
alle einander gleich sind. Ist ihr gemeinsamer Wert a, so ergibt sich: 

A 1 ={;)a, A2 =(;)a2, A3 =(;)a8, ... , A"=a", 

und aus (1) und (2) folgt die Formel: 

(4) (x + a)" = x" + (;)axn-t + (;)a2x"- 2 + · .. + ( n _:_ 1 )a"- 1x+ a". 

Diese wichtige Formel heißt der binomische Lehrsatz. Sie dient 
dazu, die nte Potenz eines Binoms (x + a) nach Potenzen von x 
und a zu ordnen. Sie ist nach absteigenden Potenzen von x und 
aufsteigenden Potenzen von a geordnet. 

Wegen des Auftretens in dem binomischen Lehrsatze werden die 
Zahlen 

die Binomialkoeffizienten genannt. 
Die Formel (4) lautet, wenn man für die ~~ ihre Werte einsetzt: 

(5) 

und für die ersten Fälle n = 2, 3, 4, 5: 

(x + a)2 = x2 + 2ax + a2, 

(x+a)3 =x3 +3ax2 + 3a11 x +a8, 
(6) 

(x + a)4 = xt + 4ax3 + 6a2x2 + 4a8x + a4, 

(x + a)5 =x"+ 5ax4 + 10a2x3 + 10a8x'+ 5a4 x + a5• 

Setzt man x -== 1, so ergibt die Formel (5): 
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(7) (l + )" 1 + +n(n-1) 2 +n(n-1)(n-2) 5 + + 11 a = na -T-2 -a 1 . 2 . 3 a · · · a, 
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und hieraus erhält man auch wieder leicht die allgemeine Formel, weil 

(x + a)"= x"(l + :r ist. 

3*. Wir setzen in Formel (7) einmal a = 1 und dann a =- 1 und 
erhalten: 

(~)+(~)+(;)+···+ (:)=2" 
(~)- (~) + (;)- ... + (- 1)"(:) = 0. 

(8) 

Die erste Formel gibt die Summe aller fB~ zum gleichen Exponen
ten, also die Summe der Zahlen in irgendeiner Reihe des Pascalsehen 
Dreiecks. Die zweite :Formel ist für ungrade Exponenten eine direkte 
Folge der Symmetrieeigenschaft der ~~- (§ 53, 6.) 

Durch Addition und Subtraktion der beiden Formeln ergibt sich: 

(~) + (;) + (:) + ... = 2"-1 
(9) 

(;) + (;) + (;) + ... = 2"-1. 

4:. Wir wollen die beiden Formeln 

(1 + a)m = (;) + (7)a + (;)a' + ... + (:)am, 

Q- + a )" = ( ~) + (:) a + (;) a1 + ... + (:) a", 
in denen m und n beliebige positive ganze Zahlen sind, miteinander 
multiplizieren und erhalten: 

(1 + a)m+n= (;) (~) + [(;){;) + (7) (~)Ja 

+ [(;)(;) + (7)(;) +(~)(~)Jas+ .... 
Diese Summe muß aber gleich 

(mtn) + (mtn)a+ (mtn)a2 + ... 
sein, mithin führt die Vergleichung der beiden Ausdrücke zu folgenden 
Relationen zwischen den msr: 

oder allgemein für irgendein k: 

Weber u. Wellotein, Enzyklopädie I. 4. Aal!. 
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Man nennt diese Formel auch wohl das Additionstheorem 1) 

der }B~. 
5. In § 53, ( 4) sind die ?S 5t in der Form 

(~) = k!(:! kj! 

dargestellt. Setzen wir k = cc, n- k = ß, also a + ß = n, und schrei
ben y für a, so erha,lten wir aus ( 4) die Formel: 

""' n' (11) (x + y)" = ~ a! ß1xayß, 

und hierin ist die Summe E auf alle möglichen Zerlegungen der Zahl 
n in zwei Summanden, deren keiner negativ ist, zu erstrecken. 

In dieser Form läßt sich der binomische Satz verallgemeinern. 
Es seien x, y, z, ... unbestimmte Größen, deren Anzahl r sei, und 

n eine positive ganze Zahl, die auf alle möglichen Arten in r nicht 
negative ganzzahlige Summanden cc, ß, r, ... zerlegt wird: 

(12) n=a+ß+r+···. 
Dann ist 

(13) 

worin sich die Summe auf alle Zerlegungen (12) erstreckt. 
Der Beweis dieser Formel, die für r = 2 richtig ist, ergibt sich 

durch vollständige Induktion. \Vir nehmen an, sie sei für r - 1 Sum
manden y, z, ... schon bewiesen., Setzen wir dann u = y + z + · . ·, 
so ist nach ( 11) 

(14) (a+v=n) 

und nach der für r- 1 als richtig vorausgesetzten Formel (13) 

• ~ v! "Y u = t:i!l--y·· f! ••. , 
I'. r .. .. (ß + 7' + · · · = v) 

und es ergibt sich somit aus (14) die Formel (13) für r Summanden. 
Diese Formel wird der polynomische Lehrsatz genannt. 

Beispielsweise ist für r = 3, n = 3 

(x + y + z)s= xs + ys + zs 

+ 3(yz2 + zy2 + zx2 + xz2 + xy2 + yx2) + 6xyz. 

§ 56. Arithmetische Reihen. 
1. Eine geordnete Reihe von Zahlen, deren jede folgende um die

selbe Zahl größer ist als die vorhergehende, bildet eine arithmetische 
Progression oder eine arithmetische Reihe(§ 43, 2.). 

1) Es ist zuerst von Euler, Novi comm. Petrop. 19 (1774) ausgesprochen 
und zum Beweise des binomischen Lehrsatzes benutzt worden (vgl. § 124). 
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Wir können die arithmetische Progression auch definieren als eine 
Zahlenreihe, in der die Differenz zweier aufeinanderfolgende:r 
Zahlen unveränderlich oder konstant ist. Diese konstante Differenz 
heißt auch die Differenz der arithmetischen Reihe. 

So bilden die natürlichen Zahlen in ihrer natürliclJ.en Ordnung eine 
arithmetische Reihe mit der Differenz 1, die graden oder die ungraden 
Zahlen für sich eine arithmetische Reihe mit der Differenz 2, die Zahlen
reihe 1, 4, 7, 10, 13, ... oder 2, 5, 8, 11, 14, ... oder 0, 3, 6, 9, 12, ... 
arithmetische Progressionen mit der Differenz 3, die Vielfachen einer 
Zahl b eine arithmetische Reihe mit der Differenz b usf. Die Zahlen 
einer solchen Reihe können auch gebrochen und negativ sein, und 
ebenso braucht die Differenz keine ganze Zahl zu sein. Ist die Differenz 
positiv, so heißt die Reihe steigend, ist sie negativ, fallend oder 
absteigend. 

Die allgemeine Form einer arithmetischen Progression ist, wenn a 
und b beliebige Zahlen sind: 

a, a + b, a + 2b, a + 3b, a + 4b, .... 
a ist das Anfangsglied, b die Differenz. 

Wenn n der Reihe nach die Werte 0, 1, 2, 3, ... annimmt, so ist 
a + nb das allgemeine Glied einer arithmetischen Reihe. 

2*. Die wichtigste hier zu lösende Aufgabe ist die Summe von 
n aufeinander folgenden Gliedern einer ,arithmetischen Reihe zu 
bestimmen. Das kann kürzer als durch wirkliche Ausführung der Ad
dition mittels einer allgemeinen Formel geschehen, die wir jetzt ableiten 
wollen. Handle es sich um die Summe der n ersten Zahlen einer arith
metischen Progression: 

(1a) S = a + (a + b) + (a + 2b) + · · · + (a + (n- l)b), 

und schreiben wir das Schlußglied: 

(2) a + (n- 1)b = t, 
so ist die gesuchte Summe mit umgekehrter R'eihenfolge der Summan~ 
den auch 

(1b) S=t+(t-b)+(t-2b)+··· +(t-(n-l)b). 

Je zwei entsprechende Glieder von (1a) :und (1 b) ergeben die Summe 
a + t, folglich ist 28 = n(a + t) und 

(3) 

Man nennt at t den Mittelwert der Reihenglieder und hat also: 

Die Summe einer arithmetischen Reihe von n Gliedern ist 
gleich dem n-fachen des Mittelwerts der Reihenglieder.1) 

1) Von K. F. Gauß wird erzählt, daß er in seinem ersten Schuljahr, als der 
Lehrer die Aufgabe stellte, alle Zahlen 1 bis 100 zu addieren, blitzschnell die 

14* 
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Für a = 1, b = 1 hat man die Reihe der natürlichen Zahlen; 
es ist t = n und 

(4) . n(n+ 1) 
1 + 2 + 3 + · · · + n = - 2-. 

Für a = 1, b = 2 erhält man die Reihe der ungeraden Zahlen; 
es wird t = 2n - 1 und 

(5) 1 + 3 + 5 + · .. + (2n- 1) = n2. 

Diese Summe wird sehr hübsch durch die schon 1m Altertum be
kannte Figur 14 veranschaulicht. 

3. Die Zahlen tn(n + 1) stellen sich z. B. bei folgender Aufgabe 
ein: Es sollen Kugeln in einem Dreieck so in Reihen angeordnet wer-
• f • , den, daß die erste Reihe eine, die zweite zwei, 

: l : die dritte drei, ... , die nte Reihe n Kugeln 

____ j t t ~~~!~~? ri':;e;:::!~fz~~l ~~:e~~!;:lng:~;~ 
l ~ nach der Formel (4) durch die Zahl 

·----·e,------- r s = n(n + 1) 

~ 1 2 
I I ... ----·----·----· ' 

I 
I 
I 
I ·----·----·----·----· 

Fig.U. 

dargestellt, und aus diesem Grunde heißen diese 
Zahlen Dreieckszahlen oder Trigonal
zahlen. Die Dreieckszahlen sind der Reihe 
nach 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, ... 

Ebenso erhält man durch die in der obigen Figur angedeutete 
Anordnung von 1, 3, 5, 7, .•. Kugeln Quadrate, und die Anzahl der 
Kugeln in den einzelnen Quadraten sind die Viereckszahlen oder 
Quadratzahlen 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ... 

Aus der Formel n(n: 1) + n(n; t) = n1 ersieht man, daß die 

Summe der nten und (n - 1 )ten Dreieckszahl die nte Viereckszahl ist, 
was auch die geometrische Anschauung zeigt. 

4*. Entsprechend kann man 1, 4, 7, 10, ... allgemein 3,1--2 Kugeln 
zu regelmäßigen Fünfecken anordnen, so daß daS' nte Fünfeck 

1 + 4 + 7 + 10 + · · · + (3n- 2) = n(S~ - 1) 

Kugeln enthält. Diese Summen (für n = 1, 2, 3, ... ): 

1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, .. . 

sind die Fünfeckszahlen. 
In dieser Weise kann man fortfahren; man kann 1, 1 + (m - 2), 

Summe (505<1) niederschrieb und die Tafel mit den Worten: "da ligget se" auf 
den Tisch warf. Er hatte intuitiv die Formel (3) erkannt und sogleich die 
Summe vor sich gesehen. 
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1 + 2(m- 2), 1 + 3(m- 2), ... Kugeln zu regelmäßigen m-Ecken 
zusammenlegen. Die Anzahl der Kugeln im nten Vieleck ist 

n(n-1) ) n (6) n + ~2 -(m- 2 = 2 [(m- 2)n- (m- 4)]. 

Diese Zahlen für n = 1, 2, 3, ... sind die m-Ecks- oder Polygonal
zahlen. Über sie hat Diophant eine besondere Schrift verfaßt (deutsch 
von G. Wertheim, Leipzig 1890), aber schon zur Zeit Pla tonshaben 
sich die griechischen Mathematiker mit ihnen beschäftigt. 

§ 57. Arithmetische Reihen höherer Ordnung. 

1. Betrachten wir irgendeine Reihe .A von Zahlen, die nach einem 
gegebenen Gesetz fortschreiten, 

ao, all a2, as, ... , 

und bilden die Differenz je zweier aufeinanderfolgender Glieder 

b0 == a1 - a0 , b1 = a2 - au b11 = a3 - a2, ••• , 

so heißt die Reihe der b, also 

bo, bu b2, ... ' 

die Reihe der ersten Differenzen von A. 
Aus dieser können wir wieder die Differenzen bilden: 

Co= Ol- bo, t; = b2- bll ... ' 
und erhalten eine Reihe 

(A) 

(B) 

(C) 

die die Reihe der zweiten Differenzen von A heißt, und auf diese 
Weise können wir fortfahren und die Reihe der dritten, vierten, 
Differenzen bilden. 

(1) 

Wir nennen a0 das nullte, a1 das erste Glied der Reihe usf. 
Durch Addition der Glieder der Reihe B ergibt sich: 

und es ist also das nte Glied der Reihe A gleich der Summe der n 
ersten Glieder der Reihe B, vermehrt um das A:afangsglied a0 • 

Die Reihe A ist eine arithmetische, wenn die Glieder der Reihe 
B alle einander gleich (konstant) sind. Ist aber B selbst eine arith
metische Reihe, so heißt A eine arithmetische Reihe zweiter Ord
nung. Allgemein definieren wir eine arithmetische Reihe kter Ord
nung dadurch, daß die Reihe ihrer ersten Differenzen eine 
arithmetische Reihe (k -l)te• Ordnung ist, und daraus ergibt 
sich, daß bei einer arithmetischen Reihe kter Ordnung die Glie
der der kten Differenzenreihe konstant sind. 
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So zeigt sieh z. B., daß die Reihe der Quadratzahlen 

1 4 9 16 25 36 
3 5 7 9 11 

2 2 2 2 

eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung, die Reihe der Kubik
zahlen 1 

7 
8 27 

19 
12 18 

6 

37 

6 

64 125 216 
61 

24 30 
6 

91 

eine arithmetische Reihe dritter Ordnung ist. 
Die Summen S11 der n + 1 ersten Glieder einer arithmeti

schen Reihe kter Ordnung bilden eine arithmetische Reihe 
(k + 1 )ter Ordnung, denn die Differenzen Sn- sn-1 = an bilden eine 
arithmetische Reihe kter Ordnung. Die Reihe der Dreieekszahlen, über
haupt jede Reihe von Polygonalzahlen ist also eine arithmetische Reihe 
zweiter Ordnung. 

2*. Man kann die allgemeine Form der Glieder einer arithmetischen 

Reihe kter Ordnung durch die Binomialkoeffizienten ( ~) darstellen. Es 

besteht nämlich der Satz: 

Das nte Glied einer arithmetischen Reihe kter Ordnung mit 
dem Anfangsglied a0 ist 

(2) an= a0 + (;) b0 4- ( ; ) C0 + · · · + ( ~) r 0 

und darin sind b0, c0 , ••• r0 die Anfangsglieder der ersten, zwei
ten, ... kten Differenzenreihe. 

Der Beweis dieses Gesetzes ergibt sich durch vollständige Induktion. 
Die Formel ist nämlich offenbar richtig für k = 1, denn die Glieder der 
arithmetischen Reihe erster Ordnung sind von der Form an= a0 + nb0 . 

Wir nehmen also die Richtigkeit für die Reihe (k - 1yer Ordnung als 
erwiesen an. 

Sei nun A die gegebene arithmetische Reihe kter Ordnung und B 
die Reihe ihrer ersten Differenzen, von der also c0 , d0 , ••• r0 die An
fangsglieder der verschiedenen Differenzenreihen sind, und wir nehmen 
an, daß ihr nt•• Glied b11 in der Form darstellbar sei: 

b,. = b0 + (;) C0 + · · · + (k: 1)ro. 
Bilden wir hiernach die Ausdrücke für b0, b1 , bj, ... , so wird nach 

(1) das nte Glied der Reihe A: 
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a,.=a0 + b0 

+bo+ (:)co 
+ b0 + G)co 

( 7.: - 1) (k- 1) (k - 1) + bo + 1 Co + 2 do + ... + k- 1 ro 

'. 
+ bo+ c~-;:- 1)co+ (11

-;
1)do+ ... + (~=!)ro· 

Wenn wir hier addieren, so erhält das Anfangsglied der 1-'ten Diffe
renzenreihe mit Benutzung von§ 53, (f>) den Koeffizienten: 

(:= !) + (IL~ 1) + (:~ ~) + ... + (;= ~) 
= (IL ~ 1) + ( n + (IL t 1) + ... + (: = ~) . 

Die Reihe auf der rechten Seite hat aber nach § 54, 3. die Summe 

(n : 10) = (;) und wir erhalten für a,. in der Tat den Ausdruck (2). 

Die Summe der n + 1 ersten Glieder der Reihe A: 

sn = a0 + a1 + a2 + · · · + a,. 

ist selbst das (n + 1)te Glied einer arithmetischen Reihe (k + 1yer Ord
nung, deren Anfangsglied Null ist und deren erste, zweite, ... (k + 1 )te 
Differenzenreihe die Anfangsglieder a0 , b0 , ••• r 0 haben, folglich ist 

(3) (n+ 1) (n+ 1) (n+ 1) s,. = 1 ao + 2 bo + ... + k + 1 ro 
3. Die Binomialkoeffizienten (;) sind ganze Funktionen kten Grades 

von n, und man kann auch umgekehrt die Potenz nk linear durch 

(;), (k _:. 1), · · · (;) ausdrücken. Hiernach ergibt sich aus (2): 

Das nt• Glied a,. einer arithmetischen Reihe kter Ordnung 
ist eine ganze Funktion kt•n Grades von n, un'd jede Reihe, 
deren nt•• Glied von der Form 

(4) 

ist, ist eine arithm.etische Reihe kter Ordnung. 
Aber die Bestimmung der Koeffizienten in (2) ist einfacher als in ( 4). 

4. Nehmen wir als erstes Beispiel dieReihe der Quadratzahlen, 
so ist a0 = 0, b0 = 1, c0 = 2 und wir erhalten nach (3): 
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(5) 

s,.=-= C'tl) + 2(nt 1) = (n~ 1)n + (n+ l);(n-1) 
P+ 21 + 32 + ... + n 2 = n(n+1~~2n+ 1). 

oder 

Für die Reihe der Kubikzahlen ist a0 = O, b0 = 1, c0 = 6, 
d0 - 6, also 

s,.- ("~ 1) + 6 e~t 1) + 6 (nt 1) = (nt 1) + 6 (n; 2) oder 

(6) 

Es besteht also der hübsche, bereits den Indern (Brahmagupta um 
600 n. Chr.) und Arabern (Alkarchi um 1000) bekannte Satz, daß die 
Summe der n ersten Kubikzahlen gleich dem Quadrat der 
Summe der n ersten natürlichen Zahlen ist. Man beweist ihn 
auch leicht durch die Zerlegung der Kubikzahlen in aufeinanderfolgende 
ungrade Zahlen (Nikomachus von Gerasa um 100 n. Chr.): 

t8=1; 2 8 =-3+5; 33 =7+9+11; 43 =13+15+17+19; ... 

Allgemein ist die Reihe der kten Potenzen der natürlichen Zahlen 
eine arithmetische Reihe kter Ordnung. Über sie vgl. § 128, 6. 

5*. In § 54, 3. haben wir die Zahlen in irgendeiner Reihe des 
Pascalseben Dreiecks parallel zum (rechten oder linken) Rande sum
miert. Diese Zahlen bilden arithmetische Reihen höherer Ordnung, und 
zwar die Zahlen der nten Reihe: 

(7) 1 (n+ 1) (n+ 2) (n+ 3) ... 
' 1 ~ 2 ' 3 ' 

eine arithmetische Reibe nter Ordnung. Die ihr vorangehenden 
parallelen Reihen im Pascalseben Dreieck sind die Differenzenreihen 
dieser nten Reihe und es sind die Anfangsglieder der nullten, ersten, 
zweiten, ... nten Differenzenreihe 1) die ~~ zum Exponenten n: 

(8) 

Die Zahlen der Reihe (7) heißen die figurierten Zahlen nte• Ord
nung. Bezeichnen wir die kte von ihnen mit 

(9) 

so können wir die Summe §54, (8) auch schreiben: 
k 

(10) ;EFto> = Ft•+tl, 
i=O 

d. h. die Summe der k + 1 ersten figurierten Zahlen nter Ordnung ist 
die kte figurierte Zahl (n + l)ter Ordnung. 

1) Die nullte Differenzenreihe einer Reihe A ist die Reihe selber. 
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Die figurierten Zahlen zweiter Ordnung: 

1, 3, 6, 10, 15, 21, 

sind die Dreieckszahlen. Die aus ihnen gebildeten Summen, also die 
figurierten Zahlen dritter Ordnung: 

1, 4, 10, 20, 35,, 56, ... 

heißen Tetraederzahlen oder dreiseitige Pyramidalzahlen. Sie geben 
die Anzahlen von Kugeln an, die man in regelmäßigen Tetraedern auf
schichten kann. Entsprechend erhält man aus den Summen der Vier
eckszahlen die vierseitigen Pyramidalzahlen, allgemein aus den Summen 
der m·Eckszahlen die m-seitigen Pyramidalzahlen. Man erhält für 
sie mit Benutzung von §56, (6) den Ausdruck: 

(ntl) + (ntl)(m- 2), 

und dies gibt für n = 1, 2, 3, ... die Anzahl von Kugeln an, die sich 
zu regelmäßigen m·seitigen Pyramiden aufschichten lassen. 

Zehnter Abschnitt. 

Zahlenkongrnenzen. Potenzreste. Quadratische Reste. 
§58*. Kongruente Zahlen. Vollständiges Restesystem. 

1. In diesem und dem folgenden Abschnitt sollen die Elemente der 
Zahlentheorie behandelt werden. Man versteht darunter denjenigen 
Teil der Arithmetik, der sich mit den besonderen Eigenschaften der 
ganzen Zahlen beschäftigt.1) Wir werden daher im folgenden, wenn 
nichts anderes bemerkt ist, immer nur mit ganzen Zahlen zu tun haben. 

Es seien a und b positive oder negative Zahlen, meine positive Zahl. 
Man definiert dann: 

Die beiden Zahlen a und b heißen kongrqent nach dem 
Modul m, we,nn ihre Differenz durch m teilbar ist. 

Man schreibt dies: 
(1) a=b(modm) 
und liest: "a kongruent b nach dem Modul m" oder auch "m odulo 
m". 2) Eine solche Formel wird eine Kongruenz genannt. So ist z. B. 
53 = 87 (mod 17) oder 14 =- 12 (mod 13). 

Die Kongruenz (1) ist gleichbedeutend mit 

a-b= km, 

1) Während die elementare Zahlentheorie von den Eigenschaften der ganzen 
rationalen Zahlen handelt, erforscht die höhere Zahlentheorie die für die gan
zen algebraischen Zahlen bestehenden Gesetze. Wir werden dieses Gebiet 
nur bei den quadratischen hrationalzahlen (§ 71-73) berühren. 

2) "modulo m" ist als Abla.tivus absolutus aufzufassen: "indem m Mo
dul ist." 
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worin k eine ganze Zahl, also auch mit 

(2) a =km+ b, 

und umgekehrt folgt aus dem Bestehen einer solchen Gleichung, daß a 
und b nach dem Modul m kongruent sind. Eine derartige Gleichung 
tritt aber bei der Division von a durch m auf. Es ist dann nämlich 

(3) a=qm+r, 

und darin ist q der Quotient, r der Rest der Division, also r immer eine 
der m Zahlen 
(4) 0, 1, 2, .... m- 1. 

Aus (3) ergibt sich also: 
Jede Zahl ist ihrem Rest in bezugauf den Divisor als Mo

dul kongruent. 
Oder auch: 
Jede Zahl ist in bezug auf einen Modul m einer bestimm

ten Zahl der Reihe (4) kongruent. 
Die Kongruenz a = 0 ( mod m) 

ist gleichbedeutend mit der Aussage, daß a durch m teilbar ist. 
2. Durch den letzten Satz wird eine Einteilung aller ganzen 

Zahlen in bezug auf einen Modul m begründet. Man weist nämlich 
alle Zahlen, die einer bestimmten Zahl der Reihe (4) mod m kongruent 
sind, einer Klasse zu und nennt dies eine Restklasse (mod m). So 
verteilen sich dann alle ganzen Zahlen auf m Restklassen. Je zwei Zah
len derselben Restklasse sind mod m kongruent, sie geben bei der Di
vision durch m denselben Rest; zwei Zahlen aus verschiedenen Rest
klassen sind niemals mod m kongruent, sie geben bei der Division ver
schiedene Reste. 

Nehmen w1r nun aus jeder Restklasse eine Zahl, also im ganzen 
m Zahlen: 
(5) a1 , a2 , a3 , ••• am, 

so werden diese in einer gewissen Reihenfolge den Zahlen 0, 1, 2, ... 
m - 1 kongruent sein. Ein solches System einander nicht kongruenter 
Zahlen, das also in bezug auf den Divisor m alle möglichen Reste und 
jeden nur einmal liefert, heißt ein volles Restesystem für den Mo
dul m. Derartige Systeme kann man am•·unendlich viele Arten bilden. 
Unter ihnen ist das System (4) das System der kleinsten positiven 
Reste. 

Es läßt sich immer ein volles Restesystem für einen Modul m an-

geben, dessen sämtliche Zahlen zwischen -~und + ~ (mit .Ausschluß 

der unteren Grenze) liegen. Man braucht nur von dem System ( 4) die 

Zahlen < ~ beizubehalten und die Zahlen, welche größer als~ sind, 
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um m zu vermindern. Das so erhaltene System heißt das System der 
absolut kleinsten Reste für den Modul m (vgl § 17, 3.). So sind 
z. B. die absolut kleinsten Reste mod 8: 

- 3, - 2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4. 

§ 59*. Rechnen mit Kongrnenzen. 
1. Wenn der Modul im Verlauf einer Rechnung nicht geändert wird, 

so kann man ihn in der Bezeichnung bisweilen weglassen, ohne ein Miß
verständnis befürchten zu müssen. In diesem Sinne sind die folgenden 
Kongruenzen zu verstehen. 

Für das Rechnen mit kongruenten Zahlen sind die folgenden Sätze 
wichtig: 

Sind zwei Zahlen einer dritten kongruent, so sind sie nach 
demselben Modul einander kongruent: 

Ist a = c und b = c, so ist a = b. 
Nach den beiden ersten Kongruenzen ist nämlich a = c + am und 

b = c + ßm mit ganzzahligen a und ß; folglich ist a- am = b - ßm 
oder a = b + rm mit ganzzahligen r oder a = b (mod m). 

Ganz entsprechend beweist man: 
2. Ist a = a und b = ß, so ist auch 

a + b = cx + ß, a-b= a-ß, ab= aß. 
Auf diesen Sätzen beruht ein von den Indern erfundenes und bis in 

die neuere Zeit verbreitetes Probeverfahren, um die Richtigkeit weit
läufiger Rechnungen zu prüfen, die aus Addition, Subtraktion und Mul
tiplikation zusammengesetzt sind. Man wähle einen beliebigen Modul n 
und reduziere alle Zahlen, die in der Rechnung vorkommen, auf ihre 
Reste nach dem Modul n. Dann muß das Resultat der Rechnung in 
ihrer ursprünglichen und in der so vereinfachten Gestalt denselben Rest 
geben. Am besten eignen sich die Moduln n = 9 und n = 11, weil man 
dabei die Reste aller Zahlen nach § 18, 4. sehr leicht findet (N euner
probe, Elferprobe ). 

Aus den obigen Sätzen folgt leicht: 
Eine Kongruenz bleibt richtig, wenn man auf beiden Sei

ten mit derselben ganzen Zahl multipliziert: 
Ist a = b, so ist na = nb. 
Eine Kongruenz bleibt richtig, wenn man beide Seiten 

auf dieselbe Potenz erhebt: 
Ist a = b , so ist ah = bh . 
3. Ist acx = bß und a = ß 

und zugleich a und ß relativ prim zum, so ist auch a = b. 
Es ist nämlich aa- bß = a(a- ß) + ß (a-b), und wenn daher 

aa- bß und a-ß durch m teilbar sind, so ist auch ß(a- b) durch 
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m teilbar. Ist also ß (und damit auch a) relativ prim zum, so ista-b 
durch m teilbar (§ 17, 6.). 

Nimmt man a = ß, so folgt hieraus: 
Haben in der Kongruenz a = b (mod m) die beiden Zahlen a und b 

einen gemeinsamen Teiler d, der zum relativ prim ist, so bleibt die 
Kongruenz für denselben Modul richtig, wenn man sie beiderseits durch 

d dividiert, also j = ~ (mod m). 
Haben aber d und m einen größten gemeinsamen Teiler D, so gilt 

die nach Division durch d erhaltene Kongruenz nur für den Modul ;, 

also~=~ (mod ;)· 
Ist nämlich a =da', b = db' und d = Dd', m = Dm', wobei d' und 

m' relativ prim sind, so solla-b = Dd' (a'- b') durch m teilbar, also 
d' (a'- b') durch m' teilbar sein und daraus folgt, daß a'- b' durch m' 
teilbar ist. 

So haben z. B. in der Kongruenz 72 = 192 (mod 60) beide Seiten 
den Faktor 24, der mit dem Modul 60 den größten gemeinsamen Tei
ler 12 besitzt, also folgt aus der obigen Kongruenz 3 = 8 (mod 5). 

§ 60*. Reduziertes Restesystem. Satz von Fermat. 
1. "\V enn m und n relativ prime Zahlen sind und m = qn + r ist, so· 

muß auch r zu n relativ prim sein, denn ein gemeinsamer Teiler von" 
und r wäre auch Teiler von m. Aus dem vollen Restesystem für den 
Modul n fallen dann, wenn man nur die zu n teilerfTemden beibehält, 
einige aus; jedenfalls der Rest 0. 

Wir bezeichnen die Anzahl der zu n relativ primen Zahlen in der 
Reihe 0, 1, 2, ... n- 1 mit v oder, um die Abhängigkeit von n deut
licher auszudrücken, mit rp ( n ), setzen also 

(1) v = rp(n) 

und bezeichnen die in irgendeinem vollen Restesystem enthaltenen 
relativen Primzahlen zu n mit 

(2) 

Ein solches System von Zahlen heißt ein reduziertes Reste
system für den Modul n. Das in der Reihe der Zahlen 0, 1, 2, ... 
n - 1 enthaltene reduzierte Restesystem sei 

(3) 

Zu diesen Zahlen gehört jedenfalls die Zahl 1 sowie die Zahl n - 1. 
Die Zahlen in irgendeinem reduzierten Restesystem sind in einer ge
wissen Reihenfolge den Zahlen (3) kongruent. 

Wir geben einige Beispiele für die Reihe (3): 
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n = 6 1, 5, q> (6) = 2 
n = 7 1, 2, 3, 4, 5, 6 q> (7) = 6 
n = 12 1, 5, 7, 11 q> (12) = 4 
n=30 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23,29 q>(30)=8. 

2. Ist n eine Primzahl p, so sind alle Zahlen < p mit Ausnahme 
von 0 zu p teilerfremd, folglich besteht das reduzierte Restesystem aus 
den Zahlen 
(4) 
und es ist 

1, 2, 3, ... , p - 1 
q>(p)=p-1. 

Multipliziert man die Zahlen der Reihe ( 4) mit irgendeiner durch 
p nicht teilbaren, also zu p teilerfremden Zahl a, so bilden die Zahlen 
(5) a, 2a, 3a, ... (p- l)a 
wiederum ein reduziertes Restesystem ( mod p ), denn erstens sind diese 
Zahlen alle relativ prim zu p und dann sind sie alle einander modp in
kongruent, denn wären zwei von ihnen kongruent ka = la (mod p ), so 
würde daraus folgen: k = l ( mod p ), d. h. es wären zwei Zahlen der Reihe 
( 4) kongruent und d~s ist unmöglich, da die Differenz von irgend zwei 
dieser Zahlen kleiner als p ist und daher nicht durch p teilbar sein 
kaun. Die Zahlen der Reihe (5) sind also in einer gewissen Reilien
folge den Zahlen (4) modp kongruent, also ist das Produkt der Zahlen 
(5) dem Produkt der Zahlen ( 4) kongruent, d. h. 

aP- 1 • 1. 2 · 3 ... (p -1) =d · 2 · 3 ... (p- 1) (modp), 
und hier kann man nach § 59, 3. auf beiden Seiten den gemeinsamen 
zu p relativ primen Faktor 1 · 2 · 3 ... (p - 1) fortlassen und erhält den 
berühmten Satz von Fermat: 1) 

Für jede durch die Primzahl p nicht teilbare ganze 
Zahl a ist 
(6) atJ-I = 1 (modp). 

3. Wegen der Wichtigkeit des Satzes sei noch ein zweiter Beweis 
gegeben, der zugleich eine hübsche Anwendung des binomischen Lehr
satzes darstellt. 2) Nach § 55 ist 

(a + l)li = 1 + (~)a + (~)\ll + ... + al'. 

Hier sind die m~ (i), (~), ... (PP 1) durch die Primzahlen p 

teilbar, denn nach § 53, 4. ist 

( ~) k! (p- k)! = p! 
1) Tn einem Briefe an Fren icle vom 18. Oktober 1640 ohne Beweis mit

geteilt. 
2) L. Euler, Comm. Petrop. ad ann. 1736. Ein anderer sehr einfacher Be

weis von Gauß (Diaquisitiones arithm. § 51) mit Hilfe des polynomischen Lehr
satzes ist seillern Wesen nach bereits von Leibniz (um 1697) gegeben, aber 
erst in seinem Nachlaß gefunden worden. (Lei bniz, Math. Schriften 7, 180.) 



222 X. Zahlenkongruenzen. Potenzreste. Quadratische Reste § 60*. 

und für 0 < k <p ist weder k! noch (p- k)! durchp teilbar, während 
p! durch p teilbar ist. Demnach ergibt sich, daß für jede ganze Zahl 
a der Ausdruck 

(7) ( a + 1 )P - aP - 1 -= [ ( a + 1 f - ( a + 1)] - ( aP - a) 
durch p teilbar ist. Setzen wir a = 1, so folgt, daß 2P - 2 durch p 
teilbar ist, und wenn wir also annehmen, es sei bereits bewiesen, daß 
aP - a für irgendein a durch p teilbar ist, so folgt aus (7) das gleiche 
für ( a + 1 )P - ( a + 1 ). Damit ist durch vollständige Induktion bewie
sen, daß für jedes ganzzahlige a die Differenz aP - a = a ( aP- 1 - 1) 
durch p teilbar ist, und wenn nun a nicht durch p teilbar ist, so muß 
also aP- 1 - 1 durch p teilbar sein. 

4-. Wir wollen nun allgemein die Anzahl rp ( n) der zu n relativ primen 
Zahlen, die kleiner als n sind, bestimmen. 

Ist zunächst n = pa eine Potenz einer Primzahl, so hat man, 
um die Reihe (3) zu erhalten, aus 0, 1, 2, ... , n - 1 alle durch p teil
baren Zahlen 

O,p, 2p, .. . , (i -1)p, 

auszuscheiden. Das sind ~ = pa-t Zahlen. Demnach ist für diesen Fall 
p 

(8) ·rp(n) = pa _ pa-1 =Pa (1- {J). 
5. Wenn sich n in zwei zueinander teilerfremde Faktoren a, b zer

lEWen läßt, so setzen wir 
(9) z = ay - bx. 

Hierin bedeute x jede der Zahlen 0, 1, 2, ... , a - 1 , 
y " " " o, 1, 2, ... ' b - 1 . 

z stellt dann im ganzen ab = n Zahlen vor, unter denen keine zwei 
nach n denselben Rest haben. Denn wäre 

z- z' = a(y- y')- b (x- x') 
durch n =ab teilbar, so müßte b (x- x'), und da b relativ prim zu a 
ist, auch x- x' durch a teilbar sein, und da x und x' kleiner als a 
s,ind, so müßte x- x' = 0, •lso x = x' sein, und ebenso schließt man, 
daß y = y' sein müßte. Demnach erhält man, wenn man die Reste von 
z nach n =ab sucht, aus (9) jeden der Reste 
(10) 0, 1, 2, ... , n- 1 
und jeden nur einmal. 

Nun ist aber z dann und nur dann relativ prim zu n, wenn x rela
tiv prim zu a und y relativ prim zu b ist. Denn eine Primzahl, die in 
a und z aufgeht, muß in x, und eine, die in b und z aufgeht, in y auf
gehen. Will man also aus der Reihe (10) der Reste von z die aus
scheiden, die mit n einen gemeinschaftlichen Teiler haben, so hat man. 
aus der Reihe der Zahlen x die auszuscheiden, die mit a, und aus der 
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Reihe der Zahlen y die, die mit b einen gemeinschaftlichen Teiler 
haben. Es bleiben also <p(a) Zahlen x und q;(b) Zahlen y und q;(n) 
Zahlen z, und es folgt, da jedes dieser x mit jedem y kombiniert wer
den kann: 

Sind a und b relativ prime Zahlen, so ist 

(11) q; (ab)= rp(a) q; (b). 
So ist z. B. rp(210) = <p (7) q; (30) = 6 · 8 = 48. 

Man erklärt diesen Satz auch für b = 1 gültig und hat dann 

q;(1) = 1. 
6. Formel (11) läßt sich sofort auf mehrere Faktoren a, b, c ... ans

dehnen, von denen keine zwei einen. Teiler gemeinsam haben; damit er
gibt sich nun mit Benutzung von (8) für irgendeine Zahl n: 

Sind p, q, r ... die sämtlichen voneinander verschiedenen 
Primzahlen, die in n aufgeben, t~o ist: 

(12) q;(n)=n(1-i) (1-~) (t-~) ... 
Hiernach ist z. B. 

rp(60) = 60 (1- ~-) (1- i) (1- t) = 16, 
rp(210) = 210 (1- -D (1- t) (1- t) ~1- t) = 48. 

7. Auf die durch Formel (11) ausgedrückte Eigenschaft der Anzahlen 
<p(n) hat Kummer 1) einen sehr einfachen Beweis des Satzes VOJ der un
endlichen Anzahl der Primzahlen gegründet. 

Gäbe es nur endlich viele Primzahlen a, ß;· r, ... , ro und wäre P = 
aßr ... ro das Produkt von ihnen allen, so gäbe es mit Ausnahme der Zahl 1 
überhaupt keine zu P relativ prime Zahl, also wäre <p(P) = 1. 

Andererseits müßte nach ( 11) aber <p (P) = (ct- 1) (ß -1) ... (ro- 1 J 
sein und dies ist sicher größer als 1. Es führt also die Annahme, daß es 
nur endlich viele Primzahlen gebe, zu einem Widerspruch. 

8. Wir beweisen nun den folgenden Satz, der eine charakteristische 
Eigenschaft der Anzahlen q;(n) ausspricht: 

Sind d11 d2 , d3 , ••• die sämt-lichen Teiler von n (zu denen auch 
die Zahl 1 und die Zahl n selbst gerechnet werden), so ist 

(13) q;(d1 ) + q;(d2) + rp(d3) + ... = n. 
Sei nämlich !!.. ein positiver echter Bruch und D der größte gemeinsame n 
Teiler von a und n, so daß a = aD, n = dD und a relativ prim zu d 
ist, so ist J die reduzierte Form des Bruches ~- Umgekehrt wird jeder 

reduzierte echte Bruch, dessen Nenner ein Teiler d von n, also dessen 
Zähler relativ prim zu d ist, wenn man ihn mit D = i erweitert, gleich 

einem echten Bruch von der Form !!... Es gibt also in der Reihe der n 

1) E. E. Kummer, Berl. Monatsber. 1878. Der Grundgedanke dieses Beweises 
findet sich bereits bei Euler, Comm. Arith. Coll. 2, 518. 
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echten Brüche mit dem Nenner n: 

1 2 3 n 
n,' n,' -;"' · · · -;; 

§ 61. 

zu jedem Teilerd von n im ganzen cp (d) Brüche, deren reduzierte Form 
den Nenner d besitzt, und da es insgesamt n Brüche sind, so folgt da
mit sogleich der Satz (13). Sei z. B. n =56, so sind die sämtlichen 
Teiler von n: 1, 2, 4, 7, 8, 14, 28, 56 
und es ist 

cp(l) = 1, cp(2) = 1, cp(4) = 2, cp(7) = 6, cp(8) = 4, «p(14) = 6, 

rp (28) = 12, cp (56) = 24. 

Die Summe dieser Zahlen ist in der Tat =56. 
9. Wir machen nun für einen allgemeinen Modul n dieselbe Uber

legung, die uns oben für einen Primzahlmodul zum Fermatschen Satz 
geführt hat. Es sei 
(14) (>1, Qs, · · · ~. 

ein reduziertes Restesystem für den Modul n, also v = «p ( n ). Multipli
ziert man diese Zahlen mit irgendeiner zu n relativ primenZahl a, 
so bilden die Zahlen 
(15) a~,>11 a~,>2 , ••• aQ,. 

wiederum ein reduziertes Restesystem (mod n), denn sie sind alle rela
tiv prim zu n und keine zwei von ihnen sind mod n kongruent, sonst 
wären es auch die entsprechenden Zahlen der ersten Reihe. Folglich 
sind die Zahlen der Reihe (15) in einer gewissen Reihenfolge den Zah
len (14) mod n kongruent und daher ist das Produkt der Zahlen (15) 
kongruent dem Produkt der Zahlen (14): 

a• ·(11(19 ••• Q.,.=fhl?2 ••• Q.(modn). 

Hier kann man durch den gemeinsamen, zu n relativ primen Faktor 
lhl?s ... Q.,. dividieren und erhält den verallgemeinerten Ferroat
scben Satz 1): 

Für jede zu n relativprimeZahl a ist 

(16) alfw•l = 1 (mod n). 

§ 61. Kongruenzen ersten Grades. 

1*. Eine Kongruenz 
(1) ax=b (modm), 

in der a, b und m gegebene ganze Zahlen sind und die ganze Zahl x 
gesucht ist, heißt eine Kongruen·z ersten Grades oder eine lineare 

1) Euler Nov. Corom. Petr. 8 (1760-61). Co=ent. arithm. coll. 1, 274. 
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Kongruenz. Sie ist gleichbedeutend mit der Aufgabe, zwei ganze Zahlen 
x und k zu bestimmen, so daß 

ax=km + b 

ist. Für das Folgende empfiehlt es sich, andere Bezeichnungen zu 
wählen. ·wir ersetzen x, k, m, b durch y, x, b, c und haben die Aufgabe: 

Es seien a, b, c gegebene ganze Zahlen. Es werden zwei 
ganze Zahlen x, y gesucht, die der Gleichung 

(2) ay- bx = c 
genügen. 

Eine solche Gleichung mit mehreren Unbekannten heißt eine unbe
stimmte Gleichung ersten Grades; man könnte, wenn eben nur diese 
Gleichung ohne jede einschränkende Voraussetzung vorliegt, für eine 
Unbekannte, z. B. x, jeden beliebigen Wert annehmen und erhielte zu 
jedem Wert von x einen gewissen Wert von y. Fügt man, wie hier, die 
Bedingung hinzu, daß x und y ganze Zahlen sein sollen, so nennt 
man die Aufgabe eine diophantische, obgleich sie bei Diophant 
nicht vorkommt, denn dieser fordert bei seinen unbestimmten Gleichun
gen nur Lösungen in rationalen (nicht notwendig ganzen) Zahlen, 
was im vorliegenden Fall trivial wäre. 

Die Gleichung (2) bleibt ungeändert, wenn wir gleichzeitig a in - a 
und y in -- y verwandeln. Ebenso wenn wir gleichzeitig b in - b und 
x in - x oder c in - c, x in - x, y in - y verwandeln. Daher beschrän
ken wir die Allgemeinheit nicht, wenn wir annehmen, a, b und c seien 
positiv. Wäre eine dieser Zahlen, etwa b, gleich Null, so käme die 
Aufgabe auf die Division von c durch a zurück. Wir schließen also 
diesen Fall aus. 

2. Wenn die beiden Zahlen a, b einen gemeinschaftlichen Teiler d 
haben, so kann die Aufgabe gewiß nur dann Lösungen haben, wenn 
auch c durch d teilbar ist; es muß also der größte gemeinsame 
Teiler von a und b auch Teiler von c sein. Dann aber können wir 
in der Gleichung (2) alle Glieder durch diesen größten gemeinsamen 
Teiler teilen. Diese Operation denken wir uns ausgeführt, was auf die 
Annahme hinauskommt, die wir jetzt machen wollen, daß a und b tei
lerfremde Zahlen seien. 

Daß unter dieser Voraussetzung die Aufgabe immer eine Lösung 
hat, folgt leicht aus dem Vorhergehenden. Wir haben nämlich in 
§ 60, 5. gesehen, daß der Ausdruck 

z =ay- bx 

ein volles Restesystem für den Modul ab durchläuft, wenn a; und y volle 
Restesysteme für die Moduln a und b durchlaufen. Es mv.ß also dar
unter auch eine Zahl vorkomme11, die nach ab denselben Rest gibt wie 
c, die also gleich c + kab gesetzt werden kann, wennkeine ganze Zahl 

Weber u Wellstein, Enzyklopädie I. 4. Autl. 16 
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ist. Demnach gibt es drei ganze Zahlen x, y, k, die der Gleichung 

ay- bx = c + kab 
oder a(y- kb)- bx = c 

genügen. Hierdurch ist aber auch die Gleichung (2) befriedigt, wenn 
dort x, y - kb fü:r: x und y gesetzt wird. 

3. Wir nehmen an, es sei eine Lösung x0, y0 der Gleichung (2).ge
funden, also 
(3) a,y0 - bx0 = c. 

Aus dieser einen lassen sich dann alle übrigen leicht finden. Ziehen 
wir nämlich die Gleichung (3) von der Gleichung (2) ab, so folgt: 

(4) a(y- y0 ) = b(x- x0). 

Es muß also das Prodnkt b (x - x0) durch a teilbar sein, und da a 
und b als teiMrfremd angenommen sind, so muß x - x0 durch a teilbar 
sein. Wir bezeichnen den Quotienten, der eine ganze Zahl ist, mit t, 
setzen also x- x0 = ta. Wenn man diesen Wert für x- x0 in (4) ein
setzt und durch a dividiert, so folgt y- y0 = tb, also: 

(5) x = x0 + ta, y = Yo + tb. 

Umgekehrt ergibt sich aus (5), was auch t sein mag: 

ay - bx = ay0 - bx0 , 

und wenn also x0 , y0 der Gleichung (2) genügen, so genügen auch x, y 
der Gleichung. Wenn also die Gleichung (2) überhaupt eine Lösung 
hat, so hat sie auch unendlich viele, die alle aus der einen Lösung durch 
die Formeln (5) abgeleitet werden können. 

4. Wir können nun eine Vereinfachung vornehmen, wodurch die 
allgemeine Aufgabe 1 auf einen speziellen Fall zurückgeführt wird. 

Genügen x0 , y0 der Gleichung 

(6) ay0 - bx0 == 1, 

so geben die beiden Zahlen x = cx0 , y = cy0 eine Lösung der Glei
chung (2), wie man sofort erkennt, wenn man die beiden Seiten (6) mit 
c multipliziert. 

Hierdurch ist die Aufgabe 1 auf die folgende einfachere zurück
geführt: 

Es seien a, b zwei positive ganze Zahlen ohne gemein
schaftlichen Teiler; es wird ein Paar ganzer Zahlen x, y ge
sucht, das der Gleichung 
(7) ay- bx = 1 

genügt. Aus einer Lösung dieser Gleichung erhält man alle andern 
nach den Form!lln(5). Man kann also immerpositi-ve Lösungen finden. 

o. Ist a = 1, so kann man x ganz beliebig annehmen und erhält 
11 = bx + 1 und ebenso wenn b == 1 ist, x = ay - 1. Sind aber a und b 
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größer als 1, so kann man in (5) für t den Quotienten, mithin für x0 

den Rest der Division von x durch a annehmen, so daß 

O<x0 <a 
wird. Dann aber ist 

0 < ay0 = 1 + bx0 <ab + 1, 

also, da y0 nicht gleich b sein kann, weil sonst 1 durch b teilbar sein 

mübte: 0 < Yo < b. 

Sind a und b größer als 1, so gibt es eine und nur eine 
Lösung der Aufgabe (7), in der x und y positiv und kleiner 
als a und b sind, und diese Lösung nennen wir die ·kleinste posi
tive Lösung. 

6*. Zur Auflösung der Gleichung (7) werden vorzugsweise zwei 
Methoden angewendet. Die eine stammt von Bachet de Meziriac 1) 

und wurde in der heute üblichen Form von Euler2) wiedergegeben. 
Die zweite ist die Methode von Lagrange.3) Sie beruht auf den Ketten
brüchen und war ihrem Wesen nach bereits den Indern4) bekannt. 
Wir wollen die beiden Methoden miteinander verbinden und werden 
sehen, daß sie auf dasselbe hinauslaufen. 

Wir schreiben in (7) der Gleichmäßigkeit halber a1 an Stelle von b 
und x1 an Stelle von y, haben also dann die Gleichung 

Das Verfahren von Bachet besteht nun darin, daß er zunächst x 
durch x1 ausdrückt: a:x1 _ 1 

'{1;=--
al 

und die Division ~ ausführt. Sei q der Quotient, a2 der Rest, also 
al 

(9)1 a = qa1 + a2, a2 < a17 

so wird 

Hier muß das zweite Glied auf der rechten Seite wieder eine ganze Zahl 
sem. Wir setzen sie 

x = qx1 + x2 

a1 x2 - a2x1 =- 1, 

also 

und 

1) Problemes pla.isans et delectables qui se font par les nombrfls, 2me ed. 
1624. Neue Ausgabe, Paris 1905. 

2) Comm. Petrop. ad. a.nn. 1734/36, S. 46. Algebra (1771), 2, Kap. 1. 
S) Mem. de Berlin 1768, S. 220. 
4) Zerstäobungsmethode des Aryabha.tta (um 500 n. Chr.). Vgl. Cole

brooke, Algebra with Aritbmetic a.nd Mensura.tion from the Sa.nscrit of Brahma
gupta. a.nd Bhascara. London 1817. 

15* 
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und drücken nun x1 durch x1 aus: 

Wir verfahren hiermit wie oben, indem wir a1 durch ai dividieren. Ist 

so wird 

und wenn wir einführen: 

und 

a2 x8 - a8 x2 = 1 

Fährt man so fort, indem man jedes x~ durch das folgende x~+l aus
drückt und jedes a~ durch a.,+ 1 dividiert!), so hat man in der Kette der 
Gleichungen (9\, (9)2 ••• offenbar den Euklidischen Algorithmus 
für das Zahlenpaar (a, a1). Er möge mit den Gleichungen 

(9)" 
(9)"+ 1 an = q .. · 1 
schließen. Wir können es dann immer einrichten, daß die Anzahl der 
Gleichungen grade, also n ungrade wird(§ 22, 4:.). Neben diese Glei
chungen treten die Gleichungen (8)11 (8)2 , ••• , allgemein 

(8).,+ 1 a,.x~+l- a.,+ 1 x" = (- 1)" 
und die Gleichungen (10)11 (10)2 , ••• , allgemein 

(10)"+ 1 x" = q"x,.+l + x,.+ 2• 

Die letzte der Gleichungen (8) für v = n wird, da an+l = 1 ist, 

a,.x.,+ 1 - x,. =- 1, 

x,. = a,.x"+l + 1 

also 

und dies ist, da a,. = _q .. , die letzte der Gleichungen (1 0), so daß also 
x,.+ 2 = 1 zu nehmen ist. Wir fügen aber noch eine Gleichung 

(11) X"+ 1 =t·1 
hinzu und können nun in der Reihe der Gleichungen (10) rückwärts 

1) Das Verfahren wird abgekürzt, wenn man die Divisionen nicht nach den 
kleinsten positiven, sondern nach den absolut kleinsten Resten ausführt. 
Man hat dann einen modifizierten Euklidischen Algorithmus (vgl. § 17, 3.) und 
ihm entspricht ein Kettenbruch "nach nächsten Ganzen" von der Form: 

+ EI 

q ql +~ 
ql +· ··, 

worin die Teilzähler E1 , E1 , • • • die Werte + 1 oder - 1 haben können. Schon 
Lagrange hat derartige Kettenbrüche hltra.chtet. (Zusätze zu Eulers Algebra. 
1774, Ostwaids Kl&ssiker Nr.103.) 
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gehend nacheinander die Unbestimmten x,., x,._ 11 xn_ 2, ... schließlich 
x1 und x durch t ausdrücken. Das ist dann die Lösung von Bachet. 

7*. Andererseits ldhrt die Ketttl der Gleichungen (10), die wir hier 
noch einmal zusammenstellen: 

x =qx1+x, 
x1 = qlx2+ Xs 

xn = qnxn+l + 1 
x,.+1 =- t · 1 

naturgemäß zu der Kettenbruchentwicklung 

(12) X 
- = (q, q1, .•. q1&, t). xt 

Hier kann t als ein vollständiger Quotient aufgefaßt werden, 
infolge der Gleichungen (9): 

(13) (q, qll · · · qn) =.!!:... 
at 

ist, so ist nach § 22, Ö.: 
x at+a 

X 1 ~ a,t+~' 
worin 

; = (q, qt, · · · qr.-t) 
1 

(14) 

und da 

den vorletzten Näherungsbruch des Kettenbruchs (13) bedeutet. 
Es muß also mit einem noch zu bestimmenden Zahlenfaktor E: 

EX = tX + at, EX1 = t:t1 + a1 t 
sein. Hieraus folgt: E ( ax1 - a1 x) = a a1 - a 1 t:t. 

Die linke Seite hat nach (8)1 den Wert E, die rechte nach § 22, (20) 
(wenn man darin v = n + 1 setzt) den Wert 1, also ist E == 1, und 
wenn wir nun wieder a 1 und x1 durch b und y und entsprechend a 1 

durch ß ersetzen, so haben wir den Satz von Lagrange: 
Um die diophantische Gleichung 

ay- bx= 1 

in ganzen Zahlen aufzulösen, entwickle man~in einen Ketten

bruch mit einer graden Anzahl von Teilnennern und berechne 

den vorletzten Näherungsbruch i· Dann sind 

x = a, y = ß 
die kleinsten positiven Lösungen der Gleichung und man er
hält alle Lösungen durch 

x = a + at, y = ß + bt, 
wenn man für t irgendwelche ganze Zahlen nimmt. 

Wir hätten diese Lösung natürlich sofort aus § 22, (20) erschließen 
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können, wie es auch Lagrange getan hat, dann wäre aber der Zu
sammenhang mit der Lösung von Bachet nicht hervorgetreten. 

Der Vollständigkeit halber fügen wir hinzu, .daß man in derselben 
Weise die Lösungen der Gleichung 

(15) ay-bx==-1 

findet, nur daß man dabei ; in einen Kettenbruch mit einer ungraden 

Anzahl von Teilnehmern entwickelt. 
Sei z. B. die Gleichung 

1000y - 221x = 1 
vorgelegt, so lautet der Euklidische Algorithmus: 

4:119115 
1000 : 221 : 116 : 105 : 11 : 6 : 5 : 1 
884 116 105 99 6 ~ 5 
116 105 11 6 5 I o 

also 1~2°~ = (4, 1, 1, 9, 1, 1, 4, 1). 
Die Berechnung der Näherungsbrüche liefert: 

q~ 4 1 1 9 1 1 4 1 
A, 1 4 5 9 86 95 181 819 
B~ 0 1 1 2 19 21 40 181 

folglich sind dfe Lösungen 

1000, 
221 

X= 819 + 1000t, y = 181 + 221 t. 
Ist aber die Gleichung 

480x + 139y = - 1 

zu lösen, so setze man x = - x '. Die Gleichung wird 

139y- 480x' = -1. 

Es ist (§ 22, 3.) !~g = (0, 3, 2, 4, 1, 5, 2). 

Der vorletzte Näherungsbruch ist (§ 22, 6.) gleich 
x' = 64 + 139t und 

X= - 64 - 139t, y = 221 + 480 t. 
8*. Kehren wir nun zu der linearen Kongruenz 

(1) ax ........ b (mod m) 

folglich ist 

zurück, so ist zunächst klar, daß, wenn eine Zahl x = a die Kongruenz 
befriedigt, dann auchjede Zahl der zugehörigen Restklasse x=a(modm) 
eine Lösung ist. Wir betrachten die Gesamtheit dieser untereinander 
kongruenten Zahlen als eine Lösung der Kongruenz und aus 2 und 3 
folgt nun: 

Die Kongruenz (1) ist dann und nur dann lösbar, wenn der 
größte gemeinsame Teiler von a und m auch Teiler von b ist. 
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Sind a und m relativ prim, so hat die Kongruenz stets eine 

und nur eine Lösung. 
Hiermit beweist man leicht: 
Haben a und m den größten gemeinsamen Teiler d, so hat 

die Kongruenz d inkongruente Lösungen. 
Denn ist a = a' d, m = m' d, 

so muß auch b durch d teilbar, also b = b' d sein und die vorgelegte 
Kongruenz (1) geht nach Division durch d in 

a' x = b' (mod m') 

über. Diese hat, da a' und m' relativ prim sind, nach dem Modul m' 
nur eine Lösung x = a (mod m'), dagegen nach dem Modul m die d 
inkongruenten Lösungen 

x = a, a + m', a +2m', ... a + (d- l)m' (mod m). 

9. Ist b = 1 oder b = - 1, so müssen notwendig a und m relativ prim 
sein, wenn die Kongruenz lösbar sein soll, und es folgt: 

Für jede zum teilerfremde Zahl a gibt es. eine bestimmte 
Restklasse x = a (mod m), so daß 

(16) aa = 1 (mod m) 

und eine zweite Restklasse x = ß (mod m), so daß 

(17) aß= -1 (mod m) ist. 

§ 62. Der Satz von Wilson. 

I. Der soeben ausgesprochene Satz enthält, sobald der Modul eine 
ungrade Primzahl p ist, in seinem ersten Teil als speziellen Fall den 
folgenden Satz: 

Zu jeder durch p nicht teilbaren Zahl a gibt es in der Reihe 
der Zahlen 1, 2, .. . p -1 eine bestimmte Zahl a, so daß die 
Kongruenz aa = 1 (mod p) 
erfüllt ist. 

Diese Zahl a kann unter Umständen gleich a sein, aber nur dann, 
wenn a = 1 oder a = -1 (oder, was dasselbe ist, a =p- 1) (modp) 
ist. Denn ist a = a, so ist aa- 1 = a2 - 1 = (a -1) (a + 1) nur dann 
durch p teilbar, wenn entweder a - 1 oder a + 1 durch p teilbar ist. 
Für alle anderen Zahlen a = 2, 3, ... p - 2 ist die zugehörige Zahl a 
von a verschieden und daher zerfallen die Zahlen 2, 3, ... p - 2 in Paare 
von Zahlen a, a, deren Produ'\rt = 1 ist. Das Produkt der beiden übrigen 
Zahlen ist 1 · (p - 1) ==:= - 1. Folglich ist 

(1) 1 · 2 · 3 ... (p- 1) =- 1 (mod p). 
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Dies ist auch für p = 2 richtig, denn es ist 1 = -1 (mod 2). Wir haben 
damit den wichtigen Lehrsatz von W ilson 1): 

Für jede Primzahl p ist die Zahl (p- 1)! + 1 durch p 
teilbar. 

Der Satz gilt aber auch nur für Primzahlen, denn ist p eine zu
sammengesetzte Zahl, so geht jeder Teiler von p in (p- 1)! auf, folg
lich ist dann (p -1)! + 1 durch keinen Teiler von p, mithin auch nicht 
durch p teilbar. Der W il so n sehe Satz enthält also ein sicheres Kenn
zeichen für eine Primzahl, das aber wegen der großen damit verbundenen 
Rechnung praktisch nicht anwendbar ist. 

2*. Von dem Wilsonschen Satz machen wir eine wichtige An
wendung, indem wir von dem folgenden Satz ausgehen, der sich un
mittelbar aus dem zweiten Teil des Satzes am Schluß des § 61 ergibt: 

Zu jeder durch die ungrade Primzahl p nicht teilbaren 
Zahl a gibt es in der Reihe der Zahlen 1, 2, ... , p- 1 eine be
stimmte Zahl ß, so daß die Kongruenz 

(2) aß=- 1 (modp) 
erfüllt ist. 

Diese Zahl ß kann unter Umständen gleich a sein. Dann ist 
ß2 =- 1 (mod p) oder x = ß ist eine Lösung der Kongruenz 

(3) x2 + 1 ' 0 (ruodp). 

Offenbar ist danli auch - ß eine Lösung dieser Kongruenz. 
Ist ~ irgendeine andere Lösung, so muß ; 2 = ß 2, also (~- ß) (~ + ß) 

durch p teilbar, folglich entweder ~=ß oder ~=-ß(modp) sein. 2) Es 
bat also die Kongruenz, wenn sie überhaupt lösbar ist, zwei und nur 
zwei Lösungen aus der Reihe 1, 2, .. . p- 1, nämlich neben ß noch 
p ~ ß. Ihr Produkt ist 

ß(p- ß) =- ß2 = 1 (modp). 
Die übrigen Zahlen der Reihe 1, 2, ... p- 1 zerfallen in -}(p - 3) 

Paare, deren Produkt jedesmal = - 1 ist, folglich i~t 
p-3 p-1 

(p- 1)! = (- 1)2 - =- (- 1)-,--

Nach dem Wilsonschen Satz muß dies aber ==- 1 sein, also muß 

1) Zuerst erwähnt in Warings Meditationes algebraicae, (1770) mit der An
gabe, daß der Satz von Sir John Wilson herrühre, aber bereits 1682 warLeib
niz, wie aus einem Manuskript auf der Bibliothek zu Hannover hervorgeht, im 
Besitz des Satzes. Vgl Mahnke, Bibi. math. (3), 13 (1912). Waring meinte, der Satz 
sei sehr schwer zu beweisen, da es keine Bezeichnung (notatio) gäbe, durch die 
man allgemein eine Primzahl ausdrücken könne. Hierzu macht Gauß (Disqu. 
arithm. 76) die hübsche Bemerkung: At nostro quidem iudicio huius modi veli
tates ex notionibus potins quam ex notationibus hauriri debebant. Den 
ersten Beweis des Wilsonschen Satzes hat Lagrange gegeben (Mem. de l'Ac. 
de Berlin 1771). 

2) Beide Kongruenzen können nicht gleichzeitig bestehen, sonst müßte ihre 
Differenz 2 {J durch p teilbar sein. 
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t(p- 1) eine grade Zahl sein. Man kann sie gleich 2k setzen und 
es wird dann p = 4k + 1. Wir haben damit den Satz: 

Ist die Kongruenz (3) lösbar, so muß p eine Primzahl von 
der Form 4k + 1 sein. 

3*. Nehmen wir nun an, die Kongruenz sei nicht lösbar, so ist 
in (2) niemals ß = a und die Zahlen 1, 2, ... p- 1 zerfallen in t(p- 1) 
Paare, deren Produkt jedesmal == - 1 ist. Daher ist jetzt 

p-1 

(p- 1)! = (-1)!- (modp), 

und da dies nach dem W ilsonschen Satz = - 1 sein muß, so muß 
t(p- 1) eine ungrade Zahl sein. Wir können sie gleich 2k + 1 
setzen, es wird dann p = 4k + 3 und wir haben den Satz: 

Ist die Kongruenz (3) nicht lösbar, so muß p eine Primzahl 
von der Form 4k + 3 sein. 

4:*. Aus den beiden letzten Sätzen ergibt sich nun der wichtige 
zuerst von Euler 1) bewiesene Satz: 

Die Kongruenz x2 + 1 = 0 (mod p) 
• 

ist für einen Primzahlmodul dann und nur dann lösbar, wenn 
p eine Primzahl von der Form 4k + 1 ist, und sie besitzt als
dann zwei inkongruente Lösungen. 

Anders ausgedrückt: 
Istp eine Primzahl von der Form 4k + 1, so gibt es ganze 

Zahlen x, für die x 2 + 1 durch p teilbar wird. Ist aber p von 
der Form 4k + 3, so ist das nicht möglich. 

6. Für die Primzahlen der ersten Klasse kann man die Lösung der 
Kongruenz (3) leicht mit Hilfe de W ilso nschen Satzes finden. Es ist 

p-1=-1 modp 

p-2=-2 

p-1 

mithin 1·2·3 ... (p-1)=(-l)--,---(1·2·3 ... P 2 
1rmodp, 

und da die linke Seite nach dem Satz von WilsÖn kongruent- 1 ist, 
so folgt: P+ 1 

( 3 p-1)' ( )~2 d ( 4) 1 · 2 · · · · - 2- = - 1 mo p. 

Es ist also, wenn p eine Prim·ahl von der Form 4k + 1 ist: 

( p-1)2 d 1 · 2 · 3 · · · - 2 = - 1 mo p, 

1) Opusc. anal. 1 (1783), 64, 121. 
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dagegen wenn p von der Form 4k + 3 ist: 

(1· 2 · 3 · · · P_2 1f:::+ 1 modp. 

Die erste Kongruenz zeigt, daß die Kongruenz (3) durch 

(5) x = ± (:[1__ 2 1)! modp 

gelöst wird. Ist z. B. p = 29, so ist x::: ± 14! mod 29. Nun findet man 
die folgenden Kongruenzen mod 29: 

4! = 24:::- 5; 5! =- 25::: 4; 
71=-35=::=-6; 8!=-48:::10; 

10! = 30::: 1; 111 = 11; 
13! =- 169 == 5; 14! = 70 = 12, 

folglich sind die Lösungen der Kongruenz 
x 2 + 1 =O(mod29): 

6! = 24=-5; 
9!=90=3; 

12!= 132=-13; 

x =::= 12 (mod 29) und x == 17 (mod 29). 
In der Tat ist 

12i + 1 = 145 = 5. 29; 179 + 1 = 290 = 10. 29. 
Bei großen Werten von p läßt sich freilieh diese Methode zur Be

rechnung von X praktisch nicht an wenden. Für solche Zahlen hat 
Gauß 1 ) ein auf der höheren Arithmetik beruhendes Hilfsmittel zur 
schnellen Berechnung angegeben. 

§ 63*. Kongrnenzen höheren Grades. 
1. In der soeben behandelten Kongruenz x2 + 1 = 0 ( mod p) haben wir 

eine Kongruenz zweiten Grades oder eine quadratische Kongruenz. Wir be
trachten nun allgemein eine Kongruenz nt•n Grades in bezugauf einen 
Primzahlmodul: 

(1) .A0x" + ..41 x"- 1 + · · · + A,._ 1x + A,.::: 0 (mod p ). 
Die Koeffizienten A0 , ...4.1 , ••• An sind ganze Zahlen, die nur hinsichtlich 

des Moduls p bestimmt sind, d. h. eine jede kann durch eine zur seihen Rest
klasse gehörige Zahl ersetzt werden. Glieder, deren Koeffizienten durch p 
teilbar sind, können weggelassen werden. Der erste Koeffizient kann als durch 
p nicht teilbar vorausgesetzt werden, da sonst die Kongruenz nicht vom nten 
Grad wäre. Es läßt sich also eine Zahl k bestimmen, so daß .A0 k = 1 (modp) 
ist. Mit dieser Zahl können wir die Kongruenz (1) multiplizieren und er
halten eine Kongruenz mit dem ersten Koeffizienten 1 : 

x"' + a1x"- 1 + · · · + an_ 1x + a,. = 0 (modp). 
2. Die linke Seite der Kongruenz (1) ist eine ganze Funktion 2): 

1) Disquisitiones arithmeticae § 319. 
2) Im folgenden werden einige einfache Sätze iiber ga.nze l<'unktionen vor

ausgesetzt, die im zweiten Buch abgeleitet werden. 
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f(x) = A 0 x" + A 1 x"- 1+ · · · + A,._ 1 x +An, 

die wir aber nur für ganzzahlige Werte von x betrachten. 
Gibt es eine ganze Zahl a, die, flir X eingesetzt, f(x) durch die Primzahl 

p teilbar macht, so heißt a eine Lösung der Kongruenz 

(2) f(x) = 0 (modp). 
Genügt a dieser Bedingung, so genügt ihr auch jede mitazurgleichen Rest
klasse mod p gehörende Zahl und die Gesamtheit dieser untereinander kon
gruenten Zahlen wird als eine Lösung aufgefaßt. 

Ist der letzte Koeffizient, das absolute Glied A., = 0 (modp), so besitzt 
die Kongruenz üie Lösung x = 0 (mod p ). Spalten wir aber die höchste 
allen Gliedern gemeinsame Potenz von x ab, so bleibt eine Kongruenz mit 
von Null verschiedenem absoluten Glied, und diese kann nur Lösungen be
sitzen, die nicht durch p teilbar sind. Dies können wir im folgenden 
voraussetzen, wollen also annehmen, daß außer A 0 auch A,. durch p nicht 
teilbar ist. 

3. Daß es Kongruenzen gibt, die überhaupt keine Lösung besitzen, haben 
wir an dem einfachen Beispiel x2 + 1 = 0 (mod p), wenn p eine Primzahl 
der Form 4k + 3 ist, gesehen. Hier besteht also kein dem Fundamentalsatz 
der Algebra entsprechendes Theorem.1) Wohl aber gilt der Satz: 

Eine Kongruenz nten Grades für einen Primzahlmodul p kann 
niemals mehr als n Lösungen haben. 

Der Beweis wird d~rch vollständige Induktion geführt. Der Satz ist für 
n == 1 bereits als richtig erkannt(§ 61, 8.). Wir setzen voraus, daß er für 
eine Kongruenz (n - 1 )ten Grades erwiesen sei, und beweisen, daß er dann 
auch für eine Kongruenz nt;n Grades gilt. 

Es seien x und a zwei unbestimmte Größen. Dann ist 

f(x)- f(a) = A 0(x"- a") + A1(xn- 1 - a"- 1) + · · ·_ + .An_1 (x- a). 
Auf der rechten Seite ist jede Klammer durch x - a teilbar (§ 20, 10.), folg
lich kann man schreiben: 

f(x)- f(a) = (x- a)f1 (x), 
und darin ist {1 (x) eine ganze Funktion (n - l)ten Grades mit ganz
zahligen Koeffizienten. Ist nun « eine Lösung der Kongruenz (2), so ist 
f(a) = 0 (modp), mithin: 

(3) f(x) = (x- a)f1 (x) (modp). 

Es ist also außer für x = a die Kongruenz f( x) ==:: 0 nur erfüllt für 
solche Werte von x, die auch f1(x) = 0 machen.2) Setzen wir also für diese 
Kongruenz (n -l)ten Grades voraus, daß sie höchstens n -1 inkongruente 
Lösungen besitzt, so folgt, daß f(x) nicht mehr als n Lösungen besitzen kann. 

4. Aus dem eben bewiesenen Sa~z folgt, daß eine Kongruenz nt•n Grades, 
die für mehr als n inkongruente Werte von x erfüllt ist, eine identische Kon
gruenz, d. h. für jeden ganzzahligen Wert von x erfüllt sein muß. Jeder 

1) Vgl. § ~4. 
2) Hier kommt die Primzahleigenschaft des Moduls zur Geltung, denn nur 

für einen solchen Modul folgt aus der Kongruenz (x- ct) {1 (x) = 0 (mod p), daß 
entweder (x- a) oder (1 (x) durch p teilbar sein muß. 
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Koeffizient ist dann durch den Modul p teilbar. Dies kann man benutzen, 
um den Wilsonschen Satz sehr einfach zu beweisen, wobei man allerdings 
den Fermatschen Satz voraussetzt. 

Nach dem Satz von Fermat ist die Kongruenz 

xl'- 1 - 1 = 0 (modp) 

für jede durch p nicht teilbare Zahl, also für die Zahlen 1, 2, ... p - 1 er
füllt. Dieselben Zahlen erfüllen aber auch die Kongruenz 

(x- 1)(x- 2) ... (x- (p -1)) = 0 (modp), 

also hat auch die Kongruenz 

(x- 1) (a:- 2) ... (x- (p- 1))- (#- 1 - 1) = 0 (modp) 

diese p - 1 Zahlen zu Lösungen. Dies ist aber eine Kongruenz (p- 2)t•n 
Grades, denn das Glied xP- 1 hebt sich weg; folglich ist es eine identische 
Kongruenz und sie muß also auch für den Wert x = 0 ( mod p) erfüllt sein, 

d. h. 1 · 2 · 3 ... (p- 1) + 1 = 0 (modp). 

5. Wir können weiter' den F erma tschen Satz benutzen, um den Grad 
einer Kongruenz, sobald er größer als p - 2 ist, zu erniedrigen. Es ist, da 
die Kongruenz nur Lösungen haben kann, die nicht durch p teilbar sind, in
folge des Fe rm a tschen Satzes für A = 1, 2, 3, ... 

x 2(P- 1) = 1 (modp), xl(p- 1)+.u = a;fL (mod p). 

Es kann daher jeder über p - 2 hinausgehende Exponent durch seinen 
kleinsten positiven Rest mod (p - 1) ersetzt werden und es bleibt eine Kon
gruenz vom Grade S,p- 2. 

Ist z. B. die Ko~uenz 

3 x 7 + 2 x6 - x" + 3 x4 + 2 x3 - x2 + 3 x + 4 = 0 ( mod 5) 
vorgelegt, so kann man die vier ersten Glieder durch 3 x 3 + 2 a:2 - x + 3 
ersetzen und erhält: x2+ 2 x + 2 = 0 (mod 5) 

oder (x + 1)2 + 1 :=: 0 (_mod 5), 

also die beiden Lösungen x :=: 1 und x = 2 (mod 5). 
Bei dieser Graderniedrigung kann es vorkommen, daß das absolute Glied 

= 0 ( mod p) wird (wenn z. B. in der obigen Kongruenz das absolute Glied 
nicht 4 sondern 2 wäre). Dann hat man die verbleibende Kongruenz, da 
die ,Lösung x = 0 ausgeschlossen ist, durch die allen Gliedern gemeinsame 
Potenz von :x zu dividieren. In dem obigen Beispiel (mit dem absoluten 
Glied 2) erhielte man: a;2 + 2x = 0 (mod 5) 

x+2 :=:Q, 

also nur die eine Lösung x = 3 (mod r>). 
6. Die Kongruenz nt•n Grades f(x) = 0 (mod p) möge eine Lösung 

x = a1 besitzen. Dann ist nach (3): 

f(x) = (x- a1) f1(a:) (modp), 

und darin ist (1 ( x) eine ganze ganzzahlige Funktion ( n - 1 )t•n Grades, die 
man findet, indem man f(x) durch x- ~r1 dividiert und alle vorkommenden 
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Koeffizienten nach dem Modul p reduziert. Hat auch die Kongruenz f1 (x) = 0 
eine Lösung x =alt, so ist 

{ 1 (x) = (x- a2)f2(x), 

und so kann man weitergehen, bis man zu einer Funktion fl'(x) = cp(x) 
kommt, für die die Kongruenz cp(x) = 0 keine I .. ösung besitzt. Dann ist 

( 4) f(x)- (x- a1) (x- a3) ••• (x- at-<)cp(x). 

Wenn eine solche Kongruenz möglich ist, also die Kongruenz f(:r) = 0 min
destens eine Lösung besitzt, wollen wir die Funktionf(x) linear zerlegbar 
nach dem Modul p (oder mod p) nennen. Dagegen heiße die Funktion cp ( x) 
vom (n- 11-)ten Grade linear unzerlegbar mod p. Jeder Faktor auf der 
rechten Seite von ( 4) oder ein Produkt von mehreren dieser Faktoren möge 
ein echter Teiler von f(x) nach dem Modul p heißen.1) Die Zerlegung (4) 
von f( x) ist nur auf eine Weise möglich, denn 1. kann es keine zu den a, 
inkongruente Lösung ß geben, sonst würde aus f(ß) = 0 auch cp(ß).= 0 
folgen und es wäre cp(x) linear zerlegbar, und 2. ist cp(x) als Quotient der 
mod p ausgeführten Division f(x): g(x), wo g(x) ~ (x- a1) ... (x-a,u) ist, 
eindeutig bestimmt. Die Lösungen «11 ••• , a,u brauchen nicht alle verschieden 
zu sein.2) Wir zählen jede so oft, wie sie in der Zerlegung (4) auftritt. 

7. Wenn bei dem obigen Verfahren jede der Funktionen ~(x) linear zer
le gbar ist, so erweist sich schließlich cp ( x) einer festen Zahl A kongruent 

und es wird f(x) = .A(x _ a1) (x _ a2) ••• (x-an)· 

Die Funktion f(x) heißt alsdann vollständig zerlegbar modp und die 
Kongruenz f(x) = 0 hat so viele Lösungen, wie ihr Grad anzeigt. 

Man sieht sofort: 
Jeder echte Teiler einer vollständig zerlegbaren Funktion ist 

ebenfalls vollständig zerleg bar. 
Ein Beispiel einer vollständig zerlegbaren Funktion haben wir in der 

Fermatschen Funktion F(x) = xp-1_ 1. 

Es ist F(x) = (x- 1) (x -- 2) ... (x- (p- 1)) (modp). 

8. Zwei Funktionen l(x), g(x) können einen gemeinsamen Teiler 3) mod p 
haben. Ist dann 

f(x) = D(x) · {1 (x) (rnodp), g(x) == D(x) · g1 (x) (modp), 

1) Bezeichnet man die rechte Seite von (4) mit F(x) und sind ß1 , ß1 ..• ß,. 
die nach Entfernung von a 1 ••. ai" übrig bleibenden Reste des vollständigen 
Restesystems mod p, so kann man auf beliebig viele Weisen eine ganze Funktion 
..p (x) bestimmen, für die die Kongruenzen 

1/J(ßi) =::= 1 (modp) i=l,ll, ..... 

erfüllt sind - man braucht nur tp (x) =: a-(x) (x- ß1 ) · · · (X- ß.) + 1 mod p mit 
einer l1eliebigen ganzen Funktion a-(x) anzunehmen - und dann ist für alle 
ganzzahligen Werte von x 

f(x) = F(x) tp (x) (mod p). 

Diese Funktionen ..p (x) sind nicht als Teiler von f(x) anzusehen. Sie sind 
auch nicht durch Division von f(x) durch F(x) zu erhalten. 

2) So enthält in dem Beispiel von 5. die Funktion 3x7 + 2x8 - x 5+ 3x4 

+ 2 :p3 - a:i + 3 X + 2 mod ö den echten Teiler (x - 13) 2• 

S) Wir verstehen jetzt unter Teiler immer einen echten Teiler. 
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und haben f&x) und g1 (x) keinen gemeinsamen Teiler, so ist D(z) der 
größte gemeinsame Teiler von f(x) und g(x) llach dem Modulp. Jede 
Lösung von D(x)=O ist eine gemeinsame Lösung der Kongruenzen f(x)=O 
und g(x) = 0. Aber auch umgekehrt: 

Jede gemeinsame Lösung von f(x) = 0 und g(x) = 0 ist eine 
Lösung der Kongruenz D(x) = 0. 

Wäre nämlich eine solche Lösung x = a nicht Lösung von D(x) = 0, 
so wäre sie eine gemeinsame Lösung von {1 (';;) = 0 und g1 ( x) = 0. Dann 
h!ttten aber {1 (x) und g1 (x) den gemeinsamen Teiler (x- a) modp, und D(x) 
wäre nicht der größte gemeinsame Teiler. 

9. Wir sind jetzt imstande, die genaueAnzahl der Lösungen einer 
Kongruenz f(x)=O zu bestimmen. Sämtliche Lösungen dieser Kongruenz 
sind auch Lösungen der Fermatschen Kongruenz 

F(x) = xP- 1 - 1 = 0 (modp), 

mithin sind sie auch Lösungen der Kongruenz D(x) = 0, wenn D(x) den 
größten gemeinsamen Teiler vonf(x) undF(x) nach dem Modulp bezeichnet. 
Dieser ist aber als 'feiler von F(x) vollständig zerlegbar, also folgt: 

Die Anzahl der inkongruenten Lösungen einer Kongruenz 
f(x) = 0 (modp) ist gleich dem Grad des größten gemeinsamen 
Teilers von f(x) und der Fermatschen Funktion xP- 1 -- 1. 

Zum Aufsuchen des größten gemeinsamen Teilers von zwei ganzEm Funk
tionen hat man ein dem Euklidischen Algorithmus vollständig entsprechen
des Verfahren.1) Man hat nur hier, wo man überall ganzzahlige Koeffizienten 
haben will, jeden D1visor, dessen erster Koeffizient c0 von 1 verschieden is~ 
mit einer Zahl k zu multiplizieren, für die c0k = 1 (mod p) ist. Natürlich 
hat man auch nur die durch p nicht teilbaren Koeffizienten auf ihre kleinsten 
Reste mod p reduziert beizubehalten. 

Beispiel: Sei die Kongruenz 

f(x) = ~- zl+ 4x3 + 5x2 - 2x- 1 = 0 (mod 7) 
vorgelegt, so sucht man den größten gemeinsamen Teiler von f(x) und x6-1. 

x +1 x9-4x+l 
zü -1 :x5-x4+4x3+5x2-2x-1 :x3+3x2+x-1 

-x6+af>-4x4-5x3+2x2+x -x5-3x4-x3+x2 

-x5+x4-4x3-5x2+2x+l +4x4+5x8+4x2-4x 
-3x4-9x3-3x2+3x - -x3-3x2-x+1 

=-3x(x8+ 3x2+x-1) 7 x3+ 7x2- 7 x=O( mod 7) 
Es ist also 

D (x) = x3 + 3 x2 + x - 1 

= (x + 1)3 - 2x- 2 

= (x + 1)[(x + 1)l1 - 2] = (x +1)[(x + 1)1 - 9] 

= (x + 1) [(x + 1) + 3] [(x + 1)- 3] 
= (x- 6) (x - 3) (x - 2) (mod 7). 

1) Vgl. § 89. 
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Die vorgelegte Kongruenz hat also die drei Lösungen 

x:== 2 (mod 7), x = 3 (mo4 7), x = 6 (mod 7). 

10. Eine quadratische Funktion f(x) = ax9 + bx + c ist ent
weder linear unzerlegbar oder vollständig zerlegbar, d. h. die Kongrusnz 
f(x) = 0 (modp) hat entweder keine oder zw'ei Lösungen. Im letzteren 
Fall muß f(x) ein echter Teiler von x,P- 1 - 1 sein. 

Nehmen wir f(x) = x2 + 1, so ist xP- 1 - 1 nur für p-1-4k durch 
x1 + 1 teilbar, also ergibt sich der bereits im vorigen Paragraphen be-
wiesene Satz: · 

Die Kongruenz x 11 + 1 = 0 (modp) ist für einen Primzahlmodul 
dann und nur dann lösbar, wenn p von der Form 4k + 1 ist. 

11. Es sei f(x) = xm- 1 und d der größte gemeinsame Teiler 
von m nnd p - 1, also m = d • "'' p- 1 = d • J und p. und o relativ 
prim. Dann haben 

xm-1 = (xd)"-1 und :x;P- 1 - 1 = (xd)J-1 

den größten gemeinsamen Teiler: 
D(x) = xa- 1 

und es folgt: Die Kongruenz 

(5) xm-l:==O(modp) 

bat d inkongruente Lösungen. 
Wir heben zwei Sondertalle hervor: 
Ist m relativ prim zu p -1, so ist d = 1, der grllßte gemeinsame 

Teiler von xm-1 und xP- 1 - 1 ist x -1, folglich: 
Ist m rela~iv prim zu p -1, so hat die Kongruenz (5) unr die 

eine Lllsung x = 1 (modp). 
Ist aber m = d ein Teiler von p- 1, so ergibt sich: 
Die Kongruenz 

(6) xd-1=0(modp), 

worin d ein Teiler von p- 1 ist, hat d inkongruente Lllsungen. 
Die Lllsungen der Kongruenz (5) stimmen mit den Lösungen der Kon

gruenz ( 6) überein. 

§ 64*. Die Potenzreste. 
1. Es seien a und n zwei Zahlen ohne gemeinschaftlichen 

Wir bilden die aufeinanderfolgenden Potenzen von a: 

(1) a1, a2, a8, ••• 

und suchen ihre kleinsten positiven Reste nach n : 

(2) ~t' (ls, (ls' · · · · 

Teiler. 

Da a und alle seine Potenzen zu n teilerfremd sind, so sind auch 
die ~ teilerfremd zu n, sie gehören zu einem reduzierten Restesystem 
mod n und es gibt unter ihnen höchstens v = cp(n) voneinander 
verschiedene. Darin bedeutet p(n) die in § 60 betrachtete Anzahl 
der zu n relativ primen Zahlen, die kleiner als n sind. 
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Ist aber Qk = Qk+l' so ist ak+t- a" = a"(al- 1) durch n teilbar, 
und folglich ist auch at- 1 durch n teilbar. Es folgt: 

Für jede zu n relativ primeZahl a gibt es positive Expo
nenten(, für die 
(3) at = 1 (mod n) 

ist. Den kleinsten von diesen Exponenten f wollen wir den Minimal
exponentenvon a für den Moduln nennen. 

2. Aus (3) folgt, wenn q eine beliebige positive ganze Zahl ist 

( 4) aq f = 1 ( mod n). 
Es gilt aber auch umgekehrt: 
Jeder Exponent k, für "'den 

a" = 1 (mod n) 

ist, ist ein Vielfaches der Minimalexponenten f von a. Denn 
zunächst muß k ~ f sein, sonst wäre f nicht der Minimalexponent. 
Man kann also k = qf +f' 
setzen, worin 0 ~ f' < f ist. Dann folgt aber 

und wegen ( 4) 

a" = aqt. at' = 1 (mod n) 
at' = 1 (mod n). 

Wäre nun f, welches doch < f ist, von Null verschieden, so wäre 
wiederum f nicht der Minimalexponent. Also muß notwendig ( = 0 
und k = qf sein. 

3. Von den f Potenzen 
(5) at, a~, a3, ••• al 
können nicht zwei denselben Rest nach n geben, denn aus al' = a" und 
p, < v < f würde folgen a"- ~-'- = 1 und es wäre v - p. < (, also f nicht 
der Minimalexponent. Wir erhalten also f verschiedene Reste 

(6) <'1 ' Q2' Qs' · · · Q r' 
worin flJ = 1 ist. Geht man aber zu höheren Potenzen at+t, af+2, ... 

weiter, so bekommt man dieselben Reste in derselben Reihen
folge wieder und man kommt also durch Potenzieren von a aus dem 
System (6) niemals heraus. Die Q11 Qu.;. 'lt heißen die Potenzreste 
von a für den Modul n; sie sind alle relativ prim zu n. Wenn nun 
f < cp(n) ist, so gibt es wenigstens noch einen zu n teilerfremden Rest 
r1, der nicht unter den Potenzresten enthalten ist, und dann sind die 
Reste von 
(7) 

alle sowohl untereinander als auch von den Resten der Potenzen (5) 
verschieden. Denn wäre r1 a~-'- = av, so würde r 1 =; a"-1'- (oder wenn 
p, > v wäre, r1 = af-!1.+") folgen und es müßte entgegen der Annahme 
r1 unter den Resten von (5) vorkommen. 



§ 64*. Die Potenzreste 241 
Demnach ergibt die Reihe (7) lauter neue und voneinander ver

schiedeneReste,undesist2{<<p(n). Ist 2(< cp(n), so gibt es einen zu 
n teilerfremden Rest r2, der unter den Resten von (5) und von (7) nicht 
vorkommt. Die Zahlen 
(8) r2 a\ r2 a2, •.• r2 a/ 

geben wieder lauter verschiedene Reste, die auch von den Resten der 
Reihen (5) und (7) verschieden sind. Denn wäre etwa r 1 aJ' = r2 a", so 
würde rt =r1al'-" (oder r2 = r1a1-•+,u) folgen und es würde r2 gegen 
die Voraussetzung in der Reihe (7) vorkommen. Es ist also jetzt 
3{ < <p(n). 

Man sieht, wie dieser Schluß fortzusetzen ist; solange die Reihe der 
zu n teilerfremden Reste nicht erschöpft ist, kommen jedesmal f neue 
Reste zu den bisherigen hinzu. Es muß also schließlich eine -letzte Reihe 
(9) 

geben, mit der dann sämtliche zu n teilerfremden Reste erschöpft sind. 
Dann sind also sämtliche cp ( n) Reste auf e Reihen von je f Resten ver
teilt und es ist 
(10) cp(n) = ef. 
Damit ist, wenn wir noch (3) berücksichtigen, erstens der verallge
meinerte Fermatsche Satz(§ 60, 9.), daß für jede zu n teilerfremde 
Zahl a a'l'<n) = 1 (mod n) 

ist, von neuem bewiesen, dann aber auch der Satz, der, wenn wir den 
verallgemeinerten Fermateehen Satz voraussetzen, schon aus 2. folgt: 1) 

Der Minimalexponent für irgendeine zum Moduln teiler
fremde Zahl a ist immer ein Teiler von cp(n). 

4:. Die e Reihen von je f Resten, in welche das reduzierte Reste
system für den Modul n nach Wahl einer Grundzahl a zerfällt, nennen 
wir die Perioden der Reste für die Grundzahl a. Die erste Periode 
wird durch die Potenzreste (6) von a gebildet, die Zahlen einer anderen 
Periode werden erhalten, indem man die Potenzreste mit einem in den 
vorangehenden Perioden noch nicht aufgetretenen Rest multipliziert. 
Wir wollen dies an einigen Beispielen erläutern. 

1. Es sei n = 13, a = 5, so ergibt sich: 

51 = 5' 52 = 12' 53 = 8' 5' = 1. 
Es ist also f = 4, und da 97(n) = 12 ist, so ist e = 3 und es gibt für 
die Grundzahl 5 drei Perioden der Reste nach 13. Die zweite Periode 

1) Man beachte die Ähnlichkeit dieses Satzes und seines Beweises mit dem 
Satz §52, 4, über Permutationsgruppen. In der Tat gehört die Lehre von 
den Potenzresten der Gruppentheorie, und zwar der Theorie der A bei sehen oder 
kommutativen endlichen Gruppen an. V gl. Ab e l, Journ. f. Math. 4 (1829), 
(<Euvres 1, 482; Ostwa.lds Klassiker 111, 6.). 

Weber u. Wellstein, Enzyklopädie I. 4.Aull. 16 
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erhält man, wenn man z. B. die Reste der ersten mit r1 = 2 multi-
pliziert, also 10 11 3 2 

' ' ' ' 
und die dritte Periode, wenn man die Reste der ersten mit r2 = 4 multi-
pliziert: 7, 9, 6, 4. 

Bei anderer Wahl von r1 und r 2 erhält man dieselben beiden Perioden, 
nur in anderer Anordnung. 

2. Sei wieder n = 13, aber a = 10, so ist 

101 = 10, 102 = 9, 103 = 12, 104 = 3, 105 = 4, 106·= 1, 

also f = 6 und e = 2; es gibt zwei Perioden. Mit r 1 = 2 erhält man 
als zweite Periode: 7 ~ 11 6 8 2 

' [)' ' ' ' . 
3. n = 17, a= 3 

31 '= 3, 32 = 9, 33 = 10, 34 = 13, 36 = 5, 36 = 15, 37 = 11, 38 -16, 

39 =14, 310 =8, 311 =7, 312 =4, 313 ==:12,314 =2, 315 =6, 316 =1. 

Hier ist f = 16 = <p(n); es gibt nur eine Periode für die Grundzahl3. 
Eine solche Zahl a, welche nur eine Periode für die Reste liefert, oder 
deren Minimalexponent f= tp(n) ist, heißt eine primitive Wurzel 
von n. 

4. n = 21, a"" 4: 

41 - 4, 42 = 16, 43 = 1. 

Es ist f = 3, <p(n) = 12, also e = 4; es gibt vier Perioden. 
5. Es sei der Modul n in zwei relativ prime Faktoren n1 und nll zer

legbar, und es sei {1 der Minimalexponent von a für den Modul n11 f<t 

der Minimalexponent für den Modul n2• Dann besteht der Satz: 
Der Minimalexponentfeiner Zahl a für den Moduln= »tn, 

ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Minimal
exponenten {1 und {2• 

Soll nämlich af = 1 (mod n) sein, so muß af- 1 sowohl durch n1 

wie durch n2 teilbar, also f ein Vielfaches von ft und von {2 sein. Und 
umgekehrt, sobaldfein gemeinschaftliches Vielfaches von·!;_ und ( 2 ist, 
ist a/- 1 durch n1 und durch n2 , folglich auch durch n teilbar. 

§ 65 *. Potenzreste für einen Primzahlmodul. Primitive Wurzeln. 
1. Der Modul n, über den wir bisher keine Voraussetzung gemacht 

haben, sei jetzt eine ungrade Primzahl p. Dann ist tp(n) = p- 1 
und der Satz § 64, 3. lautet: 

Der Minimalexponent für irgendeine durch p nicht teil
bare Zahl a ist immer ein Teiler von p- 1. 

Wir wollen nachweisen, daß es auch wirklich zu jedem Teilerd von 
1! - 1 Zahlen a gibt, für die d Minimalexponent ist, und ihre Anzahl 
llestimmen. 
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Alle Zahlen mit dem Minimalexponenten a müssen sich jedenfalls 
unter den Lösungen der Kongruenz 

(1) XCZ-1=:0(modp) 

befinden. Nehmen wir nun zunächst an, es gebe eine Zahl a mit dem 
Minimale:;ponenten d, so sind die Potenzreste 

(2) l,lt, Qs, · · • fJd, 
welche nacheinander den Potenzen 

a, a', ..• a4 

kongruent sind, sämtlich Lösungen der Kongruenz (1) und sind unter
einander inkongruent, folglich stellen sie, da die Kongruenz nicht mehr 
als a Lösungen haben kann (§ 63, 3), alle Lösungen dieser Kongruenz 
vor. Es folgt: 

Alle Zahlen mit dem gleichen Minimalexponenten wie eine 
Zahl a finden sich unter den Potenzresten von a vor. 

2. Weiter besteht der Satz: 
Irgendeiner der Potenzreste f!m = am, dessen Exponent m 

mit d den größten gemeinsamen Teiler 6 besitzt, hat den Mi-

nimalexponenten : · 

Sei nämlich m = hm', d = hd' 

und m' relativ p:rim zu d'; dann ist 

(am)ti' = ar1m'd! = atl.m' = 1 (modp), 
tl. 

d. h. nd = 1 \"'m- . 

Es ist also jedenfalls der Minimalexponent d0 von <'m ein Teiler von : = d'. 

Setzen wir daher 
(3) 
so wird 

Andererseits folgt aus ('~ = 1 = (am)d. = am'rJa., daß m' {Jd0 ein Viel
faches von d = k6d0 , also m' ein Vielfaches von k: 

(4) m'= kl 

sein muß, und aus (3) und (4) ergibt sich, da d' und m' relativ prim 
sind, daß nur k = 1 sein kann. Es ist also in der Tat der Minimal-
exponent von (lm d 

do = a: = ""F" 

Ist rJ = 1, so wird d0 = d, und dies zusammen mit dem Satz lliefert nun: 
3. Ist a eine Zahl mit dem Minimalexponenten d, so erhält 

man alle Zahlen mit dem gleichen Minimalexponenten durch 
die Potenzreste <'m = am (modp), deren Exponenten m zu d rela
tiv prim sind. 

16* 
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Gibt es also zu einem gegebenen Divisor d von p - 1 überhaupt 
eine Zahl a mit diesem Minimalexponenten, so gibt es cp(d) solcher 
Zahlen, folglich gibt es entweder keine oder cp(d) Zahlen mit dem Mini
malexponenten d. Es bezeichne allgemein 

1/l(d) = 6. cp(d) 
die Anzahl der Zahlen mit dem Minimalexponenten d. Dann kann e 
nur entweder den Wert Null oder 1 haben. 

Sind nun d11 d2, d3 , ••• die sämtlichen Teiler von p- 1 und 1/J(d,) 
= E,cp(d,) (i=1,2,s, ... ) die zugehörigen Anzahlen der Zahlen mit den 
Minimalexponenten d,, so besitzt jede der Zahlen 1, 2, 3, ... p- 1 einen 
bestjmmten Teiler zum Minimalexponenten, folglich muß 

1/J(d1) + 1/l(d9) + 1/l(d3) + · · · = p- 1 
oder E1cp(d1) + 62 cp(d2) + c3 cp(d3) + · · · = p- 1 
sein. Andererseits ist nach dem § 60, 8. bewiesenen Satz 

cp(d1) + cp(d2) + cp(d3) + · · · = p- 1, 
also folgt: (1- 61)cp(d1) + (1- 62)rp(d2) + · · = 0. 

Hier ist aber kein Glied auf der linken Seite negativ, folglich muß 
jedes einzelne Glied Null sein, ood da keine der Zahlen rp(d,) ver
schwindet, so ergibt sich, daß alle Zahlen 6 = 1 sind und allgemein 
1/J(d) = cp(d). Wir haben damit den Satz: 

Zu jedem Divisor d von p -1 gibt es cp(d) Zahlen, die diesen 
Divisor zum Minimalexponenten mod p besitzen. 

So haben wir z. B. für p = 13 die folgende Tabelle sämtlicher 
Potenzreste mod 13: 

d= 1 

d= 2 

d= 3 

d= 4 

d=12 

1 2 

1 
----·· 

12 1 

3 9 
9 3 

5 12 
H 12 

4 1:1 
10 9 

2 4 
6 10 

11 4 
7 10 

3 4 5 

1 
1 

8 1 
5 1 

12 9 10 
12 3 4 

8 3 6 
8 9 2 
[) 3 7 
ö 9 11 

6 7 8 9 10 11 12 

I 
1 

12 11 9 6 10 7 1 
12 7 3 6 4 11 1 
12 2 9 8 10 6 1 
12 6 3 8 4 2 1 

Hier stehen in der obersten Zeile die Exponenten, in der ersten 
Spalte die Teiler von 12, in der Spalte unte1· dem Exponenten 1 die 
Grundzahlen a. Es ist also z. B. 68 = 3 (mod 13). 

4:. Von besonderer Wichtigkeit sind die Zahlen mit dem größt
möglichen Minimalexponenten p- 1. Man nennt sie die primitiven 
Wurzeln von p. Wir sehen: 
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Es gibt cp(p- !}primitive Wurzeln einer Primzahl p. Ist 
g eine primitive Wurzel von,p, so sind die Reste der Potenzen 
(5) g, 9z, g•, •.. !1'-1 
alle modp inkongruent und durch p nicht teilbar. Sie bilden also ein 
reduziertes Restesystem mod p und stimmen in einer gewissen Reihen
folge mit den Zahlen der Reihe 

überein oder: 
1, 2, 3, ... p- 1 

Jede durch p nicht teilbare Zahl a 
Potenz einer pl~D'itiven Wurzel 

ist modp durch eine 

a = ga (modp) 

darstellbar. Man nennt" den Index von a für die Basis g. Wegen 
!f-1 = 1 (mod p) ist ga+k(p-1) = ga (mod p), 

es ist also der Index " nur bis auf Vielfache von p - 1 bestimmt und 
man kann schreiben: ind (a) = tx mod (p _ l). 

Für die Potenz gP- 1 kann man in der Reihe (5) auch .9° = 1 nehmen, 
so daß also für jede primitive Wurzel als Basis 

ind 1 = 0 
ist. Ferner folgt aus 

gP-1- 1 = (/;
1

- 1) (gP~ 1+ 1) = 0 (modp), 
p-1 

da nicht g -s = 1 sein kann, daß für jede primitive Wurzel 
p-1 

g-2 =- 1 (modp), 

also ind (- 1) = ind (p- 1) = P 2 
1 mod (p- 1) ist. 

Für p = 13 und g = 2 haben wir folgende Tabelle für die Indizes 
aller durch 13 nicht teilbaren Zahlen: 

a 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

ind (a) \ 0 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6 

Solche Indextafeln sind von J aco bi für die Primzahlen unter 1000 
berechnet und unter tlem Titel ,,Canon arithmeticus", Berlin 1839, ver
öffentlicht worden. Eine Indextafel für die Primzahlen unter 100 
findet sich bei G. Wertheim, Anfangsgründe der Zahlenlehre 1), 

Braunschweig 1902. 
5. Man erkennt ohne weiteres die folgenden Sätze für die Indizes, 

die wir nicht ausdrücklich in Worten zu formulieren brauchen: 

1) Dasselbe Werk enthält eine Tafel der kleinsten primitiven Wurzeln für 
die Primzahlen unter 6200. Sie ist von Korkine und Posse, Acta math. So 
(1912) auf alle Primzahlen < 10000 ausgedehnt worden. 
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ind (a · b) = ind (a) + ind (b) mod '(p- 1) 
ind (a") = n · ind (a) mod (p- 1). 

Auf ihnen beruht die Anwendung der Indextafeln, die der Verwendung 
der Logarithmen vergleichbar ist. So löst man z. B. die lineare Kon-
gruenz ax = b (modp), 

indem man ind (x) = ind (b)- ind (a) mod (p- 1) 
berechnet und x in der Indextafel aufsucht. 

Beispiel: p = 13; g = 2. 

72x = 43 (mod 13) 
7 x = 4 (mod 13) 

ind (x) = ind 4- ind 7 =- 9 = 3 (mod 12) 
x = 8 (mod 13). 

6. Unter einer primitiven Wurzel für einen zusammenge
setzten Moduln versteht man eine Zahl mit dem Minimalex
ponenten rp(n). Die Reste der Potenzen einer primitiven Wurzel 

g, gl, gs, ... g'P ~n) 

sind mod n inkongruent und relativ prim zu n, sie bilden also ein re
duziertes Restesystem mod n. Wir wollen. hier die Theorie dieser 
primitiven Wurzeln nicht entwickeln, sondern nur erwähnen, daß es 
nicht für jeden zusammengesetzten Modul primitive Wurzeln gibt.1) Es 
ist z. B. nach dem Fermatschen Satz a6 - 1 für jedes zu 3 und 7 teiler
fremde a durch 3 und durch 7, also auch durch 21 teilbar, d. h. für 
n = 21 ist der größtmögliche Wert des Minimalexponenten = 6, während 
'P(n) = 12 ist. Es besteht der Satz, daß nur die ungraden Prim
zahlen und ihre Potenzen sowie die mit 2 multiplizierten Po
tenzen von ungraden Primzahlen primitive Wurzeln haben. 

§ 66. Periodische Dezimalbrüche. 
1. Die Theorie der Potenzreste gestattet eine Anwendung auf die 

Dezimalbrüche, durch die ein gewöhnlicher Bruch dargestellt werden 
kann. Wir werden dabei die Ergebnisse des § 31 von neuem ableiten 
und erweitirn. 

Es seien m und n positive relativprimeZahlen u:lld n nicht durch 2 
und nicht durch 5 teilbar, also relativ prim zu 10. Wir betrachten den 
reduzierten Bruch m r=-· n 

Ein solcher Bruch läßt sich, wie wir in§ 31 gesehen haben, in einen 

1) Vgl. P. Epstein, Potenzreste für zusammengesetzte Moduln, Arch. f. Math. 
u. Phys. (3). 12 (1907). 
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unendlichen Dezimalbruch verwandeln, dessen Mantisse 1) wir mit 

Z(m) = {z1z2z3 z4 ••• } 

bezeichnen. Zwei solche Brüche r = mfn und r' = m'fn mit demselben 
Nennern haben dann und nur dann dieselbe Mantisse, wenn ihr Unter
schied eine ganze Zahl, also m - m' durch n teilbar ist, oder: 

Es i:,~t dann und nur dann 

wenn 

Z(m) = Z(m'), 

m=m' (modn). 

Da es rp(n) verschiedene zu n teilerfremde Reste gibt, so gibt es 
also auch «iJ(n) verschiedene Mantissen Z(m) fürdenselben Nennern. 

2. Aus der Mantisse von r erhält man die von lür dadurch, daß 
man die erste Stelle von Z(m) wegläßt, also mit z2 anfängt, und durch 
wiederholte Anwendung dieses Verfahrens ergibt sich für jeden posi
tiven Exponenten k: 

Z(lOkm) = { zk+tzk+ 2zk+ 3 .•. ). 

Wenn aber 101 = 1 (mod n) 
ist, so ist 101m= m, folglich nach 1. 

Z(lO'm) = Z(m), 

d. h. es ist z 1 + 1 = z17 z1+2 = z2 , z1 +s = z8, .... 

Die Ziffern der Mantisse wiederholen sich also von der 
f + lt•n Stelle an genau in derselben Reihenfolge wieder, wie 
von der ersten. 

Umgekehrt ist nur dann Z(lOkm) = Z(m), wenn lükm = m, also 

lOk =d (mod n) 
ist, d. h. wenn k ein Vielfaches des Minimalexponenten f von 10 ist. 
Es wird also für k = f zum erstenmal Z(lOkm) = Z(m). 

Die Ziffern der Mantisse zerfallen in Gruppen von je {, die wir so 
bezeichnen: P(m) = { z1 z2 ••• z,}. 

Diese Gruppe wiederholt sich in Z(m) immer in derselben Reihen
folge, und sie wird die Periode der Mantisse genannt. Man nennt da
her auch die Mantisse Z(m) und den Dezimalbruch, in den sich r ver
wandeln läßt, periodisch, und die Zahl (bezeichnen wir als die Länge 
der Periode für den Nennern. Vlir haben also den Satz: 

Ein gemeiner Bruch, dessen Nennern relativ prim zu 10 
ist, läßt sich in einen periodischen Dezimalbruch verwandeln 
dessen Periodenlänge gleich dem Minimalexponenten von 10 
für den Moduln ist. 

3. Um die übrigen Brüche gleich zu erledigen, bemerken wir, daß 
sich jeder Bruch ß durch Multipl~kation mit einer Potenz lük i~ einen 
solchen verwandeln läßt, der die Faktoren 2 und 5 nicht mehr im 

1) Vgl. § 41, o. 
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Nenner enthält, der also in einen periodischen Dezimalbruch verwandel
bar ist. Um von 10kß zu ß zurückzukehren, hat man in diesem Dezimal
bruch das Komma um k Stellen nach links zu verschieben. Dadurch 
treten vor die Strlle z1 , also vor den Beginn der ersten Periode, noch 
andere Ziffern, die die Periodizität stören. Die Periodizität beginnt dann 
erst nach der Jclen Stelle der Mantisse. Man nennt daher diese Dezimal
brüche gemischt periodisch, während die, bei denen die Periode 
gleich hinter dem Komma einsetzt, rein periodisch heißen. 

4. Da man einen Dezimalbruch mit 10 multipliziert, indem man das 
Komma um eine Stelle nach rechts rückt, so erhält man die folgenden 

Perioden aller Brüche m;, deren Zähler m;-10im (mod n) f[i.r i=O,l, ... f-1 
n 

sind: 

P( 10m) = { Z2 Z3e, ... Z1 }, 

P(l02 m) = {e8e4e5 ••• z2 }, 

P(10f- 1m) - { e/'~1 e2 ••• z1 _ 1 }. 

Man nennt dies einen Zyklus von Perioden. Ist nun rp(n) = e {, 
so hat man für e verschiedene Werte von m solche Perioden zu bilden, 
um die Mantissen aller Brüche mit dem Nenner n zu erhalten; es 
gibt e Zyklen von Perioden. Ist e = 1, f = «p(n), also 10 primitive 
Wurzel von n, so gibt es nur einen Zyklus und es genügt ein einziger 
Wert, etwa m = 1, um alle echten Brüche mit dem Nenner n in Dezi
malbrüche zu verwandeln.1) Für diese Werte von n braucht man also 
nur eine einzige Periode zu berechnen, die dann cp(n) Glieder hat. Ist 
e > 1, so braucht man mehrere solche Perioden, die dafür um so 
kürzer sind. 

5. Wir nehmen als erstes Beispiel n = 7. Wir dividieren in der 
gewöhnlichen Weise: 

10 : 7 und erhalten 142 857 ... 
ao 

20 
60 
40 

50 
1. 

Die Periode ist also hier 142857, und die fettgedruckten Zahlen sind 
die Reste der Potenzen von 10. Demnach erhält man einen Zyklus: 

1) In der oben erwähnten Tabelle der primitiven Wurzeln von Wertheim 
sind die Primzahlen unter 10 000, für welche 10 primitive Wurzel ist, besonders 
hervorgehoben. 
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-} = 0,142857 .. . 
t = 0,428571 .. . 
t = 0,285714 .. . 
t = 0,857142 .. . 
t = 0,571428 .. . 
} = 0,714285 ... , 

und wo die Punkte stehen, wiederholen sich die voranstehenden Perioden. 
Hierdurch sind mit einem Schlage alle echten Brüche mit dem Nenner 7 
in Dezimalbrüche verwandelt. 

tJ. Für n = 13 hat man folgende Rechnung: 

10: 13 ergibt 076923 ... 
100 

90 
120 

30 
4:0 

1. 

Die Periode hat also hier nur sechs Glieder, weil der Minimalex-
ponent von 10 mod f3 gleich 6 ist und man erhält den Zyklus: 

·ls = 0,076923 .. . 
f~ = 0,769230 .. . 
t\ = 0,692 307 .. . 
H = 0,923076 .. . 
fa = 0,230769 .. . 
ts = 0,307 692 ... . 

Um alle Brüche mit dem Nenner 13 zu erhalten, braucht man eine 
zweite Periode, die man aus irgendeinem der fehlenden Zähler ableiten 
kann. Nimmt man etwa [s, so hat man: 

20: \3 ergibt 153846 
70 
50 
llO 

60 
80 

2. 

Wir haben also den zweiten Zyklus: 
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[3 = 0,153846 .. . 
{3 = 0,538461 .. . 
i~ = 0,384615 .. . 
H = o,846153 .. . 
!s = 0,461538 .. . 
l~ = 0,615384 ... . 

Damit sind alle Brüche mit dem Nenner 13 erledigt. 
7*. In den beiden Beispielen besteht jede Periode aus zwei Hälften 

und die Ziffern der einen Hälfte ergänzen die der anHern paarweise zu 9. 
Wir sagen, die zweite Hälfte bildet die dekadische Ergänzung der 
e1·sten. Man sieht sogleich, daß dieses immer dann eintritt, wena die 

Perioden der Brüche m und 1 -- ~ = ?1,_:::-'171 zum gleichen Zvklus ge-n n n • 
hören. Dann muß aber n- m = m · 10"' (mod n), folglich 

- 1 _ 10" (mod n) 
sein. Wir haben also den Satz: 

Die Periode des Dezimalbruchs für einen Bruch mit dem 
Nennern besteht dann und nur dann aus zwei Hälften, die 
sich dekadisch ergänzen, wenn sich unter den Potenzresten 
von 10 nach demModulnder Rest- 1 vorfindet. 

Dies ist, wie man leicht sieht, immer der Fall, wenn der :Nennern 
eine ungrade Primzahl oder eine Potenz einer solchen und der 
Minimalexponent von 10 (oder die Länge der Periode) eine grade 
Zahl ist. 

8*. Wenn n = n1 n2 und n1 relativ prim zu n2 ist, so ergibt sich aus 
dem Satz § 64, 5: 

Die Länge der Periode der Dezimalbrüche für einen aus re
lativ primenFaktoren ZusammengesetztenNenner n=n1n2 n8 ... 

ist gleich dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen der 
Periodenlängen füralle die Brüche, deren Nenner dieeinzelnen 
Faktoren n11 n1 , ••• sind. 

9. Da, wenn f die Periodenlänge für den Nenner n ist, 101- 1 
durch n teilbar sein muß, so hat man alle Nenner n, die eine gegebene 
Periodenlänge f haben, unter den Teilern von 101- 1 zu suchen. Um
gekehrt ist die Periodenlänge eines. Bruches, dessen Nenner ein Teiler 
von 1 Ot - 1 ist, entweder gleich f oder gleich einem Teiler von f Es 
gibt also nur eine bestimmte Anzahl von Nennern solcher Brüche, die 
eine gegebene Periodenlänge f haben. 

Beispielsweise kommen eingliedrige Perioden nur beiden Nennern 
n = 3 und n = 9 vor: 

t = 0,33 . . ' t = 0,111 .... 
Die Periodenlänge 2 kommt nur bei Brüchen vor, deren Nenn-er ein 
Teiler von 99 ist, also bei n = 11, 33, 99, die Periodenlänge 3 bei 
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Brüchen, deren Nenner Teiler von 999 = 27 · 37 sind, usf. Bei größeren 
Periodenlängen bietet die Zerlegung von 1()f - 1 in seine Primfaktoren 
Schwierigkeiten, zu deren Überwindung, wenn man die Zerlegung nicht 
aus den vorhandenen Tafeln entnehmen will oder kann, besondere Kunst
griffe angewendet werden müssen.1) Es ist z. B.: 

104 - 1 = 9 . 11 ; 101' 
10!)- 1 = 9. 41. 271, 

106 - 1 = 27 . 7 . 11 . 13 . 37' 

107 -1 = 9. 239. 4649, 

108 - 1 = 9. 11 . 73 . 101 . 137. 

Alle hier vorkommenden Faktoren als Nenner ergeben höchstens acht
gliedrige Perioden. 

10. Gauß hat die periodischen Dezimalbrüche in den Disqu. arithm. 
art. 313-318 eingehend behandelt. Er gibt dort eine Tabelle, die für 
alle Primzahlen und Primzahlpotenzen unter 100 die Perioden voll
ständig enthält, und diese Tabelle ist, auf die Primzahlen und Primzahl
potenzen unter 1000 fortgesetzt, im 2. Band der Werke S. 411 aus 
Gauß' Nachlaß veröffentlicht. Gauß zeigt an der angeführten Stelle, 
wie man mit Hilfe dieser Tafeln die Dezimalbruchentwicklung der Brüche, 
deren Nenner mehrere verschiedene Primfaktoren enthalten, auch für 
sehr große Nenner ableiten kann, indem man diese Brüche als Summen 
von Brüchen darstellt, die die einzelnen Primfaktoren zu Nennern haben. 

Zu erwähnen ist hier noch •die Programmabhandlung von H. Bor k, 
Periodische Dezimalbrüche, Berlin 1895, die außer der Entwicklung der 
Hauptsätze über periodische Dezimalbrüche eine Tafel nach Rechnungen 
von F. Keßler enthält, in der zwar nicht die Periode selbst, aber die 
Länge der Perioden für alle Primzahlen unter 100000 angegeben ist. 
Diese Tabelle ist von H. Hertz er, Arch. d. Math. u. Phys. (3) 2 (1902) 
bis zur Primzahl 111~29 ausgedehnt worden. Ferner sei hingew'iesen 
auf J. Mayer, Über die Größe der Periode eines unendlichen Dezimal
bruches, Progr. Burghausen 1887;88. J. Sachs, Tafeln zum mathem. 
Unterricht, Progr. B.-Baden 1898. 

§ 67*. Quadratische Reste. 
1. Eine Zahl a heißt quadratischer Rest vdn m, wenn sie nach 

dem Modul m einer Quadratzahl kongruent ist, wenn also die Kongruenz 

(1) x2 = a (mod m) 
lösbar ist. Besitzt sie keine Lösung, so heißt a quadratischer Nicht
rest von m. 

1) Bis f=-=46 findet sich die Faktorenzerlegung bei C.G.Reuschle, Neue 
zahlentheor. Tabellen, Progr. Stattgart 1856. 
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x2 = (m- x)2 (mod m), 

§ 67* 

daher geben unter den Quadraten der Zahlen eines vollständigen Reste-
systems mod m: Oll, 1ll, 22, ... (m _ 1)2 

je zwei Zahlen x 11 und (m- x)2 denselben Rest nach m, und andere 
Reste als diese können b~i der Division von Quadratzahlen durch m 
nicht auftreten. Man erhält daher gewiß alle quadratischen Reste aus 
der Division der Zahlen x 2 durch m und braucht dabei x nicht größer 
als t m anzunehmen. Es folgt: 

Die Anzahl der quadratischen Reste von m ist höchstens 
gleich t m + 1. 

Die übrigen Reste von m, die niemals Reste von Quadratzahlen sein 
können, sind die quadratischen Nichtreste. Ihre Anzahl ist min
destens gleich tm-1. 

So erhält man z. B. für m = 15 unschwer als 

quadratische Reste: O, 1, 4, 6, 9, 10 

,, Nichtreste: 2, 3, 5, 7, 8, 11, 12, 13, 14. 

2. Wir betrachten im folgenden nur die quadratischen Reste und 
Nichtreste von ungraden Primzahlen und schließen dabei ein für 
allemal den selbstverständlichen Rest 0 aus. Man erhält die quadrati
schen Reste der Primzahl p als Heste der Zahlen 

(2) ll 22 3~ (P - 1)2 1, ', ... --2-· 

Von diesen geben keine zwei Zahlen xll und y 2 nach p denselben Rest, 
denn sonst müßte x2 - y2 = (x + y) (x- y) durch p teilbar sein, was 
nicht möglich ist, da je~er der beiden Faktoren kleiner als p ist. Es sind 
also die kleinsten positiven Reste der Reihe (2) sämtlich voneinander 
verschieden, und wir haben den Satz: 

Unter den Zahlen 1, 2, 3, ... p-1 des .reduzierten Reste-

systems einer ungraden Primzahl p sind ~2 1 quadratische 
Reste und ebensoviele Nichtreste. 

Ist g eine primitive Wurzel vonp, so bilden diePotenzeng0,gi,g2, ••• gP- 2 

ein reduziertes Restesystem modp. (§ 65, 4.) Von ihnen sinddiegraden 
Potenzen 

offenbar quadratische Reste von p, und zwar sämtliche quadratischen 

Reste, da ihre Anzahl~ 2 
1 ist; folglich stellen die ungraden Po

tenzen gl, gs, g5, ... gP-ll 

die quadratischen Nichtreste von p vor. 
Wo kein Mißverständnis zu befürchten ist, werden wir fortan an

statt "quadratische Reste" schlechtweg "Reste" sagen. 
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3. Die folg.ende Tabelle enthält die Reste und Nichtreste der Prim
zahlen bis p = 23, und zwar sind die Reste durch +, die Nichtreste 
durch - gekennzeichnet.1) 

p 111 1213\4\ ö 16\7jsj9jtojujt2\tSI14It6jtsjt7•1S\t9j2oj2lj22 
_ 3 11±=-'--1 ___ 1__1 __ 1_\_1_1 ____ __ \ __ 
=ij'±== + ___ t __ , ___ I_L ____ ---1--

++-+--I I I ----

~±I + + +\ I I= +i. ==-=l===t== ~--~ 
13 + 1- + + - - - - + + -, + ----1-----------------__ __...__ 

11 + + -, + - - - + +- - - + - + +I 
----------~------

--~--

19 + -j-1+ + + +- +-+----+I+_ 
23'+\+l+'+i= +i=i+l+ =1= +i+i==l+i=t+ =i==l= 

Um anzudeuten, ob eine Zahl a Rest oder Nichtrest einer Primzahl 
p ist, bedient man sich zweckmäßig eines von Legendre eingeführten 

Zeichens (i) und versteht darunter einen der Werte + 1 oder - 1, 

und zwar sei 

(i) = + 1, wenn a quadratischer Rest vonp, 
(3) 

(i) =- 1, " 
a ,, Nichtrest " p. 

Man nennt diesen der Zahl a in bezug auf den Modul p zugeordne

ten Wert des Legendreschen Symbols (i) den (quadratischen) Rest-

charakter der Zahl a (modp). Die obige Tabelle gibt direkt die Rest
charaktere der Zahlen in bezug auf die betreffenden Primzahlen. So 
ist z. B. 

(~) = + 1 ; (f.z-) = - 1. 

Mit a ist gleichzeitig jede zur selben Restklasse gehörige Zahl Rest 
oder Nichtrest von p, d. h.: 

Ist a=a'(modp), soist 

(4) 

4:. Wir wollen das Legendresche Symbol in Beziehung setzen mit 
einem von E uler angegebenen Kennzeichen, um zu entscheiden, ob eine 
Zahl a Rest oder Nichtrest von p ist. Man nennt es das Eulerache 
Kriterium. 

Für jede durch p nicht teilbare Zahl x ist nach dem Fermateehen 
Satz 

1) Gauß (Werke 2, 399) hat eine Tafel der quadratischen Reste der Prim
zahlen bis 603 berechnet. 
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( 
p-1 ) ( p-1 

[J;P- 1 - 1 = X -2-- - 1 X 2- + 1) = 0 (modp). 

Es ist also für jede solche Zahl x 
p-1 p-1 

entweder x-1-= 1 (modp) oder x~=-l(modp). 

Beide Kongruenzen können nicht gleichzeitig für dieselbe Zahl x be
stehen, sonst müßte ihre Differenz 2 durch p teilbar sein. 

Ist nun a ein quadratischer Rest von p, so gibt es eine Zahl c, so daß 
c<t = a (modp) 

ist, .und es ist wieder nach detn Fermatschen Satz 
p-1 

a-<t- = cP- 1 = 1 (modp), 

folglich genügt jeder quadratische Rest der Kongruenz 
p-1 

x-s-= 1 (mod p). 

Dieser Kongruenz genügen alle P -; 1 quadratischen Reste, und weil 

sie nach § 63, 3. nicht mehr Lösungen haben kann, so genügt ihr kein 
Nichtrest. Die quadratischen Nichtreste müssen also der zweiten Kon-
gruenz p-1 

x-: = -1 (modp) 
genügen. Hiermit ergibt sich das Eulerache Kriterium 1): 

Eine Zahl a ist quadratischer Rest oder Nichtrest von p, 
je nachdem p-1 p-t 

a T- = + 1 oder a-a-=- t (mod p) ist. 

Mit Hilfe des Legendreschen Symbols wer.den nun diese beiden 
Kongruen~en in eine zusammengefaßt: 

Es ist für jede durch p nicht teilbare Zahl a 
p-1 

(5) a-9- == (*) (modp). 

5. Aus der letzten Kongruenz entspringt ein wichtiger Satz über 
das Rechnen mit den Legendreseben Symbolen und in Verbindung 
damit über die quadratischen Reste und Nichtreste. Es ist für eine 
zweite durch p nicht teilbare Zahl b 

p~l b 
b-2 = (:p) (modp), 

folglich: p-t p-!_ (a) (b) 
a 2 b 2 = P P (modp). 

1) Euler, Opusc. ana.l. 1 (1783), 242. Der Satz läßt sich auch sehr einfach 
ohne Hilfe des Fermatschen, aber mit Benutzung des Wilsonschen Satzes 
ganz analog dem Satz § 62, 2. 3. beweisen. 
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p-l p-l p-1 

Andererseits ist a-~- b--,;- = (abf2- = (a;) (modp), also folgt: 

Für irgend zwei durchp nicht teilbare Zahlen a undbist 

(6) 

Es wird also e;) = + 1, wenn (i) und (%) gleiche Vorzeichen, 

(1) = - 1, wenn (~) und (%) ungleiche Vorzeichen haben. Hieraus 

folgt aber: 
Das Produkt von zwei Resten oder von zwei Nichtresten 

ist ein Rest. 
Das Produkt aus einem Rest und einem Nichtrest ist ein 

Nichtrest. 
So ist für p = 23 

CA) = + 1, G-l) = - 1, ca) = - 1, <~) = + 1 

Cis) m) = e'2~4) = cts) = + 1; cm <~) = e;:) = m) = + 1. 
(Ia) (H) = (~) = (}~) = - 1. 

6. Nehmen wir in der Kongruenz (5) a =- 1, so wird sie 
p-1 

C~/) = (- 1)-1 (mod p). 

Da aber hier die rechte wie die linke Seite nur den Wert + 1 oder 
- 1 haben kann, so folgt an Stelle der Kongruenz die Gleichung 

(7) ( 1) ~-1 
~ = (-1) l! • 

Die rechte Seite hat den Wert+ 1, wenn P-; 1 grade= 2k, also 
p-1 

p = 4k + 1, sie hat den Wert- 1, wenn - 2- ungrade = 2k + 1, 

also p = 4k + 3 ist. Damit haben wir den wichtigen, von Fermat 1) 

aufgestellten, aber erst von Euler 2) bewiesenen Satz: 
Die Zahl- 1 (oder p-1) ist quadratischer Rest aller Pri~

zahlen von der Form 4k + 1 und Nichtrest aller Primzahlen 
von der Form 4k + 3. 

Dieser Satz ist ~leichbedeutend mit dem bereits §62, 4:. sowie §63, 10. 
bewiesenen Satze. 

1) Fermat,. Varia op. math. (1679), 168. Diese Werke wurden erst nach 
Fermats Tode (er starb 1666) von seinem Sohne herausgegeben. Die Ent
deckung des Satzes ist etwa um 1640 anzusetzen. 

2) Enler, Opusc. anal. 1 (1788), 64, 121. 
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Nach (4) und (6) ist (P; a) = (~ a) = ( P 1) (~) und auf Grund 

des eben bewiesenen Satzes kann man schließen: 
Ist p = 4k + 1, so sind in der Reihe der Zahlen 

1, 2, 3, ... p- 1 

je zwei gleichweit von den Enden abstehende Zahlen gleich
zeitig Reste oder Nichtreste. Ist aber p == 4k + 3, so ist 
immer eine der beiden Zahlen ein Rest, die andere ein 
Nichtrest. 

Die Tabelle in 3. läßt dies deutlich erkennen. 
7. Das Eulerache Kriterium liefert zwar theoretisch ein Mittel zu 

entscheiden, ob eine gegebene Zahl a Rest oder Nichtrest einer gegebe
nen Primzahl p ist, aber praktisch ist es für größere Zahlen kaum an
wendbar, es beantwortet auch (außer für a =- 1) nicht die Frage: 
von welchen Primzahlen ist eine gegebene Zahl a Rest, von 
welchen ist sie Nichtrest? Diese Frage wird allgemein durch d~n 
Reziprozitätssatz beantwortet, man kann sie aber in jedem einzelnen 
Fall durch einen Satz von Gauß entscheiden, der unter dem Namen 
Gaußsches Lemma 1) bekannt ist. 

Es sei a eine durch p nicht teilbare Zahl. Wir bilden die i- (p - 1) 
Vielfachen von a: 
(8) p-1 a, 2a, 3a, ... - 2- a 

und betrachten die absolut kleinsten Reste dieser Zahlen modp. 
Sie werden unter den Zahlen 

(9) 1 2 p-l ± ,± ' ... ±-2-
zu suchen sein und eine gewisse Anzahl p, von ihnen wird negativ 
sein. Unter diesen absolut kleinsten Resten kommen aber nicht zwei 
mit dem gleichen absoluten Wert vor, denn das könnte nur der Fall 
sein, wenn für zwei Zahlen ha und ka der Reihe (8) entweder ha=ka 
oder ha = - ka wäre, es müßte also entweder h - k oder h + k durch 
p teilbar sein und das ist nicht möglich, da jede der Zahlen h und k 
kleiner als }p ist. Demnach stimmen die Zahlen (9) vom Vorzeichen 
und von der Reihenfolge abgesehen mit den Zahlen 

1 2 3 p- 1 
'' , ... -2-

überein, mithin besteht für ihr Produkt P die Kongruenz 

P = (- 1)f' · 1 · 2 · 3 ... P -;;-__!_ (mod p). 

. 1). Ga..uß (We:ke 2, 51) bezeichnet den Satz als Lemma (Hilfssa.tz), weil er 
1bn be1 semem dritten und fünften Beweise des Reziprozitätsgesetzes benutzt. 
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Anaererseits ist aber P auch dem Produkt .der Zahlen (8) kongruent: 

p-1 
- p-1 P = a ~ · 1 · 2 · 3 ... ---2 , 

folglich ist 
p-1 

(10) a --2- = (-1)"' (modp) 

und mit (5) ergibt sich jetzt: 

(11) (~) = (-lt. 

Wir haben also in der Abzählung der negativen absolut klein
sten Reste (9) ein einfaches Mittel, um in jedem Fall den Restcharakter 
einer Zahl zu bestimmen, und können nunmehr das Gaußsehe Lemma 
aussprechen: 

Eine durch p nicht teilbare Zahl a ist quadratischer Rest 
oder Nichtrest von p, je nachdem unter den absolut kleinsten 
Resten der Zahlen (8) eine grade oder ungrade Anzahl nega
tiver vorkommt. 

8. Wir wooden das Gaußsehe Lemma an, um zu bestimmen, von 
welchen Primzahlen die Zahl 2 Rest, von welchen sie Nichtrest ist. 

Die Reihe ( 8) lautet für a = 2 

(1~) 2, 4, 6, 8, ... p - 1 

und dies sind gleichzeitig die kleinsten positiven Reste dieser Zah
len. Die Anzahl p, der negativen absolut kleinsten Reste stimmt 
überein mit der Anzahl unter den Resten (12), welche größer sind 

als !!.. · Sei nun 
2 

1. p = 4k + 1. Dann lautet die Reihe (12): 

2, 4, 6, ... 2 k 1 2 k + 2, ... 4k. 

D1e nach dem Strich stehenden Reste sind > ~, ihre Anzahl ist k, 

also ist p, = k und es folgt: 
Die Zahl 2 ist Rest, wenn k grade = 2m, also p = 8 m + 1 , 

,, " 2 " Nichtrest, " k nngrade =2m + 1, " p = 8 m + 5. 
Ist aber 
2. p = 4k + 3, so lautet die Reihe (12): 

2, 4, 6, ... 2k 1 2k + 2, ... 4k + 2 

und die Anzahl der Reste > ~ ist }1- = k + 1. Es folgt: 

Die Zahl 2 ist Rest, wenn k ungrade= 2m+ 1, also p = 8m + 7, 
" " 2 .,, Nichtrest, " k grade = 2m, " p = Sm+ 3. 

Weber u. Wellstein, Enzyklop<>die I. 4. Auf!. 17 



258 X. Zahlenkongruenzen. Potenzreste. Quadratische Reste § 67*· 

Zusammenfassend haben wir: 
Die Zahl 2 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von 

der Form 8m + 1 und Sm + 7, Nichtrest aller Primzahlen von 
der Form 8m + 3 und 8m + 5. 

Mit diesem Satz kann man den Satz 6. über den quadratischen Rest
charakter von - 1 verbinden und findet: 

Die Zahl- 2 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von 
der Form 8m + 1 und Sm+ 3, Nichtrest aller Primzahlen von 
der Form 8m + 5 und Sm+ 7. 

9. Wir wollen ferner das Gaußsehe Lemma auf den Fall a = 3 an
wenden. Die Reihe (8) lautet dann: 

(13) p-1 3, 6, 9, ... 3 . -2-. 

Jede ungrade Primzahl ist entweder von der Form 6k + 1 oder Gk + 5. Sei 
1. p = 6k + 1. Dann laut.et die Reihe: 

3, 6, 9, ... 3k 1 3(k + 1), ... 3. 2k 1 3(2k + 1), ... 3. 3k. 

Wir haben sie in drei Teile zerlegt. Die Zahlen im ersteh Abschnitt 
sind alle < ~-, die im zweiten sind zwischen ~ und p, die Zahlen im 
dritten Abschnitt sind > p. Ihre kleinsten positiven Reste sind 

2, 5, 8, ... 3k- 1' 

also alle< t' folglich ist die Anzahl IL der negativen absolut 
kleinsten Reste gleich der Anzahl der Zahlen des zweiten Abschnitts 
und es wird 

1L = k. 
Ist aber 
2. p = 6k + 5, so lautet die Reihe (13): 

3, 6, 9, ... 3k l3(k + 1), ... 3(2k + t) 1 3(2k + 2) ... 3(3k + 2). 

Hier sind wieder die Zahlen des dritten Abschnitts > p, ihre klein
sten positiven Reste sind 

1, 4, 7, ... 3k + 1' 

also alle < ~, ebenso wie die Zahlen des ersten Abschnitts, während die 

des zweiten Abschnitts zwischen t und p liegen. Sie allein liefern ne
gative absolut kleinste Reste und ihre Anzahl ist 

(14)ll 

Mit den Werten (14)1 und (14)9 für p, erhält man nun leicht den 
Satz: 
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Die Zahl 3 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von 

der Form 12m+ 1 und 12m+ 11, Nichtrest aller Primzahlen 
von der Form 12m+ 5 und 12n.; + 7. 

Man schließt daraus sogleich, daß die Zahl - 3 quadratischer Rest 
aller Primzahlen von der Form 1:!m + 1 und 12m+ 7, Nichtrest der 
Primzahlen von der Form 12m+ 5 und 12m+ 11 ist und kann dafür 
einfacher sagen: 

Die Zahl- 3 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von 
der Form 6k + 1, Nichtrest aller Primzahlen von der Form 
6k + 5. 

10. Wir nehmen nun die allgemeine in 7. ausgesprochene Aufgabe 
in Angriff. Ist a eine positive zusammengesetzte Zahl, so kann man 

auf Grund von (6) die Berechnung des Symbols GD auf die Symbole 

für die einzelnen Faktoren von a zurückführen. Dabei kann man von 
allen quadratischen Faktoren absehen, denn für jede Quadratzahl c1 ist 

(~) = + 1. Spaltet man also von a den größten darin enthaltenen 

quadratischen Teiler ab, so bleibt eine nur aus einfachen Primfaktoren 
zusammengesetzte Zahl. Sie kann die Primzahl 2 und noch eine Anzahl 
ungrader Primzahlen, aber jede nur einmal enthalten. Es ist also das 

Symbol (~)zurückgeführt auf die Symbole(~) und (i), wenn qirgend

eine ungrade von p verschiedene Primzahl bedeutet. Ist a eine nega

tive Zahl, so kommt noch das Symbol ( P 1) hinzu. Die Symbole ( P ~) 

und G-) sind mit den obigen Sätzen bestimmt, es bleibt also noch das 

Symbol (i) zu ermitteln oder die folgende Aufgabe zu lösen: 

Von welchen ungraden Primzahlen p ist eine gegebene 
ungrade Primzahl q Rest, von welchen ist sie Nichtrest? 

11. Diese Aufgabe wird allgemein durch'das berühmte Reziprozi
tätsgesetz (abgekürzt RG) gelöst, welches zuerst von Euler1) ausge
sprochen, dann auch von Legendre durch Induktion gefunden, aber 
erst von Gauß bewiesen worden ist. 

Der Inhalt des Gesetzes läßt sich so aussprechen: 
Ist von den beiden ungraden Primzahlen p, q wenigstens 

eine von der Form 4k + 1, so ist q Rest oder Nichtrest von p, 
je nachdempRestoder Nichtrest von q ist. Sind beide Prim
zahlen p, q von der Form 4k + 3, so ist q Rest von p, wenn p 
Nichtrest von q ist und umgekehrt. 

1) Euler, Opusc. anal. 1 (1783), 64. J"egendre, Rist. de l'Ac. des Sc. (1785) 
4,65. Gauß, Disqu. arithm. (1801) § 131 ff. Gauß hat diesen seinen ersten Be
weis bereits im April 1796 nach einem Jahr des angestrengtestau Nachdenkens 
gefunden. (Vgl. Werke 2, 4.) 

17* 
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Mit Benutzung des Legendreschen Symbols läßt sich der Satz in 
die eine Gleichung 

(15) 
p-1 q-1 

(~) (i) = (- lf2. -2 

zusammenfassen. Dieser Satz ist einer der wichtigsten der Zahlentheorie 
und es sind für ihn eine Fülle von Beweisen gegeben worden.1) Gauß ist 
immer und immer wieder auf ihn zurückgekommen; er hat bis zum Jahre 
1818 sechs auf ganz verschiedenen Grundlagen beruhende Beweise ge
geben und zwei weitere fanden sich noch in seinem Nachlaß.~) Die spä
tere Forschung ist auf den von ihm eröffneten Wegen wei.tergegangen; 
sie bat die verschiedensten Gebiete der höheren Mathematik, die Theorie 
der Potenzreste, der quadratischen Formen, der höheren Kongruenzen, 
der Reihen, der Kreisteilungsgleichungen ztir Begründung des Satzes 
herangezogen, und die hiermit verknüpften Untersuchungen haben 
wiederum befruchtend auf jene Gebiete gewirkt und zu sehr wichtigen 
Fortschritten der Wissenschaft geführt. Gleichzeitig ist es gelungen, den 
Beweis des Satzes immer einfacher und durchsichtiger zn gest"alten3), so 
daß er, um den sich zuerst ein Euler und ein Legendre vergeblich 
bemüht haben, jetzt mit ganz elementaren Mitteln geführt werden kann. 
Wir geben hier den schönen Beweis von Frobenius.4) 

12. Ehe wir an den Beweis des RG herantreten, wollen wir an 
einem BeiRpiel zeigen, daß es uns tatsächlich in den Stand setzt, die 
Aufgabe aus 7. zu lösen. 

Es sei der Restcharakter der Zahl 5 zu bestimmen. Für jede un
grade Primzahl p können wir eine der Formen 10m+ 1, 10m+ 3, 
10m+ 7, 10m+ 9 ansetzen. Nach dem RG ist immer, da 5 von der 
Form 4k + 1 ist, 

(i) = (t)' 
also ist, je nachdem p von einer der vier Formen ist, 

(%) =. com/ 1) = (~) = 1 

(~) = con;;~) = (~) ~- 1 

(*) = (~orn5+ 7) = (~) = -l 

(i) = como+ 9) = (~) = 1. 

1) Einen Bericht über die wichtigsten Beweise bis 1883 hat 0. Baumga.rt, 
Üb. d. quadr. Reziprozitätsgesetz, Leipzig 1885, gegeben. Er wurde in wesent
lichen Teilen ergänzt und fortgeführt von P. Bachmann, Niedere Zahlenth. 1 
(1902), der 52 Beweise aufzählt. 

2) Die Gaußsehen Beweise sind deutsch von Netto in Ostwalde Klassikern 
Nr. 14 herausgegeben worden. 

:>) Zu den einfachsten Beweisen gehört der des Pfarrers Zell er, Berl. Mo
natsber. 1872. (Vgl. <lazu Dedekind, Festschrift f. H. Weber, Leipzig 1912.) 

4) Frobenius, Üb. d. quadr. Reziprozitätsgesetz. Berl. Sitzungsb. 1914. 
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Es ist also die Zahl 5 quadratischer Rest aller Primzah

len von der Form 10m+ 1 und 10m+ 9, Nichtrest aller Prim
zahlen von der Form 10m+ 3 und 10m+ 7. 

Ein zweites Beispiel möge zeigen, wie man mit Hilfe des RG den 
Wert eines vorgelegten Legendreschen Symbols auch für große Zah
len ermitteln kann, wo man mit dem Eulerschen Kriterium kaum zum 
Ziel kommt. 

Es sei der Wert des Symbols G~:D zu bestimmen. 
Unter wiederholter Anwendung des RG und des Restcharakters 

von 2 (Satz 8) erhält man: 

( 1087) - (1847) ( 760) ( 4 ) ( 9 ) ( 5 ) ( 19 ) 
1847 - - 1o-87 = - los7 """ - 1087 1os7 1087 io87 

= + (!ll[J) (!~~) = G) (/9) - - 1 . 

Es ist also 1087 Nichtrest von 1847 lmd folglich nach dem RG 
1847 oder 760 Rest von 1087. 

13. Beim Beweise des RG gehen wir von dem Gaußsehen Lemma 
aus. Nach ihm ist 

(16) (i) = \-1)", (~) = (- 1y, 

wenn p, die Anzahl der negativen absolut kleinsten Reste mod p der 
Zahlen 

(17) 
p-1 q, 2q, 3q, ... -2-q, 

v die entsprechende Anzahl mod q der Zahlen 

t'18) 2 3 q - 1 b d t t , p, p, p, ... - 2-p e eu e . 

Wir bezeichnen die Zahlen der Reihe (17) mit qx, die der Reihe 
(18) mit py, verstehen also unter x eine Veränderliche, die die Werte 

(19) 
p-1 1, 2, 3, ... -2-, 

unter y eine Veränderliche, die die Werte 

(20) 1, 2, 3, ... q ~ 1 annehmen kann. 

Der absolut kleinste Rest mod p einer Zahl aus (17) ist qx- pm, 
falls m so gewählt wird, daß 

p p 
-2<qx-pm<2 

ist. Zu jedem x gibt es nur einen solchen Wert von m. Von diesen 
Resten sind nur die negativen zu betrachten, für die also 

-~<qx- pm<O. 

Es ist also für jedes solche m 
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folglich ist 

0 < qx <pm < qx + ~ <p2q + ~' 
0 < m < q t_!_, 

§ 67*. 

d. h. die Zahlen m gehören derselben Reihe (20) an, wie die 
Veränderliche y. Man kann daher y an Stelle von m schreiben und 
findet: 

Die Anzahl fL gibt an, für wieviel Wartepaare x, y 

(21) -~<qx-py<O 

ist, wenn die x auf die Zahlen (19), die y auf die Zahlen (20) be
schränkt werden. 

Entsprechend gibt die Anzahl v an, für wieviel Wertepaare x, y 
unter den gleichen Bedingungen 

oder 
(22) 

-f<py-qx<O 

O<qx-py<f ist. 

Die Gesamtzahl der überhaupt zulässigen W erlepaare x, y ist 

p-1 q-1 
Q=-2-·-2-, 

aber davon entsprechen nur 11 Paare der Bedingung (21) und v Paare 
der Bedingung (22). 

14:. Wir gewinnen eine anschauliche Vorstellung über diese Warte
paare x, y, wenn wir uns die Bedingungen (19), (20), (21), (22) geo
metrisch klarmachen.1) 

Wir deuten x, y als rechtwinklige Koordinaten und nennen 
die Punkte mit ganzzahligen x, y Gitterpunkte. Wir betrachten ein 
Rechteck, dessen eine Ecke 0 im Nullpunkt, die zweite A auf der 

x-Achse mit der Abszisse x =Pt 1 , die dritte B auf der y-Achse mit 

der Ordinate y = q t 1 liegt. Die vierte Ecke 0 hat dann die Koordi

naten Pt 1 I q t 1 . Innerhalb dieses Rechteckes liegen 

( ) p- 1 q- 1 G" 23 Q = - 2 - · - 2 - 1tterpunkte. 

Wir zeichnen nun drei grade Linien mit den Gleichungen 

p 0 q qx-py=- 2 , qx-py= , qx-py=+ 2 · 

1) Eine solche geometrische Veranschaulichung findet sich bereits in dem 
Beweise von Eisenstt>in, Journ. f. Math. 28 (1844), 246. Wir setzen hier die 
elementarsten Begriffe der analytischen Geometrie voraus. 
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Sie sind parallel. Die et"ste geht durch den Punkt P(O I t) auf der 

y-Achse und durch den Punkt P' (~I q t 1) auf der Seite BO des 

Rechtecks; die dritte geht durch den Punkt Q (t I 0) auf der x-Achse 

und durch den Punkt Q' (P }__!I n auf der Seite AG des Rechtecks. 

Die zweite Grade verläuft parallel zu diesen beiden Graden durch den 
Nullpunkt. Man sieht nun sogleich, daß den IL Wertepaaren x, y, welche 
die Bedingung (21) erfüllen, die Gitterpunkte zwischen der ersten und 
zweiten Graden, dagegen deh v 

B Wartepaaren x, y, welche die Be- 1----.---r--,.---.---,----,-7---'i 

dingung (22) erfüllen, die Gitter-
9-lf--t--+--t---t-rh~~ punkte zwischen der zweiten und ·2 

dritten Graden entsprechen. Es 
liegen also zwischen der 
Graden PP' und der Graden 
QQ' im ganzen IL + v Gitter
punkte. Man sieht sehr leicht, 
daß kein Gitterpunkt auf den drei 
Graden im Innern des Rechteckes 

Fig.15. 

p-1 
% 

A 

liegt. Die übrigen Gitterpunkte innerhalb des Rechtecks liegen in den 
Dreiecken PB P' und Q A Q'. Diese sind aber kongruent und kommen 
durch eine halbe Umdrehung um den Mittelpunkt M des Rechtecks 
zur Deckung, folglich enthalten sie dieselbe Anzahl !}' von Gitterpunk
ten.1) Es ist daher die Gesamtzahl der Gitterpunkte 

Q=IL+v+2a, 
folglich : (- 1 )<' = (- 1 )'' + Y, 
und mit (16) und (23) llrhält man jetzt: 

(p) (q) ~-~ q p =(-1) 2 2' 

womit das RG bewiesen ist. 

Elfter Abschnitt. 

Quadratische Formeu. Quadratische Irrationalzahlen. 
Periodische Kettenbrüche. 

§ 68*. Ans der Lehre von den quadratischen Formen. 
1. Ein Ausdruck von der Form 

(1) f = ax2 + bxy + cy2, 

in dem a, b, c gegebene feste Zahlen, x, y dagegen unbestimmte Zahlen 

1) Dieser Schluß kann auch leicht rein arithmetisch bewiesen und damit der 
ganze Beweis seines geometrischen Gewandes entkleidet werden. 
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bedeuten, heißt eine (binäre) quadratische Form.1) Es sei zunächst 
mindestens einer der beiden Koeffizienten a und c, etwa a von Null ver
schieden. Multipliziert man dann f mit 4a, so wird 

4af = 4a2x11 + 4abxy + 4acy2 

= (2ax + by)2 - (b2 - 4ac)y2• 

Der Ausdruck 
(2) b2 - 4ac=D 

ist von grundlegender Bedeutung und heißt die Diskriminante 2) der 
Form. Setzen wir noch: 2ax + by = z, 
so ergibt sich 
(3) 4af = s2 - Dy2• 

Hieraus entspringt, je nach dem Vorzeichen der Diskriminante, eine 
sehr wichtige Einteilung der quadratischen Formen. 

1. Ist die Diskriminante negativ, also D =-A und LI positiv, 
so sind sicher a und c von Null verschieden und haben gleiches Vor-
zeichen, und es ist 4af = z2 + Jy2. 

Hier kann die rechte Seite, was für Werte man auch für y und z, 
also auch für x und y annehmen mag, niemals negativ werden, und 
sie wird nur Null, wenn gleichzeitig y = 0 und z = 0, a1so auch x = 0 
ist. Für alle sonstigen Werte von x und y wird die rechte Seite stets 
positiv und die Form hat stets das Vorzeichen von a (und c ). 

Eine solche Form, die nur Null wird, wenn die Unbestimmten x 
und y gleichzeitig Null sind, und sonst nur Werte eines bestimmten 
Vorzeichens annimmt, heißt eine definite Form. Es besteht also 
der Satz: 

Eine quadratische Form mit negativer Diskriminante ist 
definit. 

2. Ist aber die Diskriminante positiv, so kann die rechte Seite 
in (3) und damit auch{, je nach der Wahl von y und s oder von x 
und y sowohl positive wie negative Werte haben und kann Null werden, 
ohne daß y und s einzeln verschwinden. Eine solche Form heißt inde
finit, also: 

Eine quadratische Form mit positiver Diskriminante ist 
indefinit. 

Hier können wir gleich den Fall erledigen, daß a = 0 ist (und b 
von Null verschieden, sonst würde die Form gar nicht. von x abhängen). 
Dann ist f = y(bx + cy) sicher indefinit, denn die beiden Faktoren 
können je nach Wahl von x und y sowohl gleiche wie entgegengesetzte 

1) Die Bezeichnung binär (zweifach) bezieht sich auf die Anzahl der Un
bestimmten. 

2) Gauß nimmt den mittleren Koeffizienten b immer als grade Zahl an 
und bezeichnet den vierten Teil der Diskriminante als Determinante der Form. 
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Vorzeichen haben, und da auch die Diskriminante D = b2 positiv ist, 
so bleibt also der obige Satz für diesen Fall gültig. 

Ist die Diskrimante Null, so hat die Form zwar auch für alle von 
Null verschiedenen Werte von z stets das Vorzeichen von a, aber sie 
wird nicht nur Null, wenn x und y gleichzeitig Null sind, sondern für 
alle Werte, die 2ax + by = 0 machen. 

2. In der Zahlentheorie werden die Koeffizienten a, b, c und die Un
bestimmten x, y als ganzzahlig vorausgesetzt. Ist dann 

ax2 + bxy + cy2 = N, 

so sagt man, die Zahl N wird durch die Form dargesteil t, und man 
nennt ein Wertepaar (x, y), für welches die Form den Wert N besitzt, 
eine Darstellung von N. Es ist eine Hauptaufgabe in der Lehre von 
den quadratischen Formen zu untersuchen, welche Zahlen durch 
eine gegebene Form dargestellt werden, wenn man darin für x 
und y alle möglichen Werte einsetzt. Es genügt aber, solche Dar
stellungen (x, y) zu betrachten, in denen x und y relativ prim sind 
- man nennt sie eigentliche Darstellungen --, denn wir brauchen nur 
jede Zahl, die durch die Form eigentlich dargestellt wird, mit einer 
Quadratzahl d2 zu multiplizieren, um die Zahlen zu erhalten, für welche 
!lie darstellenden Zahlen (x, y) den größten gemeinsamenTeilerd besitzen. 

Wir bezeichnen jetzt die mit den Unbestimmten x, y gebildete Form 
(1) genauer durch f(x, y) = ax2 + bxy + cys. 

Wird sie mit anderen Werten ;, 7J der Unbestimmten gebildet, so 

ist zu schreiben: f(~, TJ) = a ~2 + b; 7J + C7J2. 

Formel (3) wird, wenn wir darin für ~ seinen Ausdruck einsetzen: 

(4) 4af(x, y) = (2ax + by)2 - 1Jy2• 

In derselben Weise wie diese Formel erhält man, wenn man (1) 
mit 4c multipliziert: 

(5) 4cf(x, y) = (bx + 2cy)2 - 1Jx2• 

Hierzu kommt als dritte Formel, wenn wir (1) mit 2b multiplizieren: 

(6) 2bf(x, y) = (2ax + by)(bx + 2cy) + Dxy. 
Multiplizieren wir nun Formel ( 4) mit ; 2, Formel ( 5) mit 7J21 Formel 

(6) mit 2 ~1J und addieren die drei Formeln, so folgt, wie man leicht sieht: 

(7) 4f(x, y)((;, TJ) = [(2ax + by); + (bx + 2cy)1J]2 - JJ(xn- y~)l'. 

Es seien nun x und y teilerfremde Zahlen, also f(x1 y) eine .aigent
liche Darstellung der Zahl N = f(x, y). 

Dann lassen sich nach § 61, 5. immer zwei teilerfremde Zahlen ;, 'I 
bestimmen, so daß xr; _ y; = 1 

ist. Setzen wir dann f(~, 'I) -= N' 
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und 
so ist nach (7) 

(2ax + by)g + (bx + 2cy)r; = M, 

4NN'=M2 -D, 
folglich muß die Kongruenz 

D = M 2 (mod 4N) 
bestehen. Wir haben also den Satz: 

Damit eine Zahl N durch eine vorgelegte quadratische 
Form eigentlich darstellbar ist, muß die Diskriminante der 
Form quadratischer Rest von 4N sein. 

Diese Bedingung ist notwendig für die Darstellbarkeit der Zahl 
N durch die Form, aber sie reicht nicht hin. Es kann D quadratischer 
Rest von 4N sein, ohne daß N durch die Form darstellbar ist. So ist 
z. B. die Zahl N = 23 nicht durch die Form x2 + 5 y2 darstellbar 1 ob
gleich die Diskriminante D =-20 quadratischer Rest von 4 N = 92 ist. 

3. Wir wollen uns hier nur mit den einfachsten definiten quadra
tischen Formen, und zwar mit der Darstellung von Primzahlen 
durch die Formen 
(8) x2 + my2 

für bestimmte einfache Werte von m beschäftigen.1) Es gibt darüber 
eine Reihe von Sätzen, die zum Teil schon auf Fermat zurückgehen 
und von Euler und Lagrange 2) bewiesen worden sind. Wir können 
sie einheitlich und in sehr einfacher Weise auf Grund des folgenden 
Satzes von Eichenberg 3) erledigen: 

Ist die kleinste allerpositiven ungraden Primzahlen, für die 
-m quadratischer Rest ist, durch die Form x2 +my2 darstell
bar, so ist jede Primzahl, für die- m quadratischer Rest ist, 
auf eine und nur eine Weise durch diese Form darstellbar. 

Wir schicken eine oft gebrauchte Identität voraus, durch welche das 
Produkt von zwei Formen der Gestalt (8) auf zwei Arten wieder als eine 
derartige Form dargestellt wird, nämlich: 
(9) (a2 + mb2)(a2 + mß2) = A 2 + mBs, 
worin entweder A = aa + mbß, B =aß- bcx 
oder A = aa- mbß 1 B =aß + ba. 

Man bestätigt diese Identität leicht durch Ausrechnen. Besser aber 
leitet man sie ab, indem man die beiden Faktoren auf der linken Seite 
in ihre konjugiert komplexen Faktoren zerlegt, also 

(a + ifmb) (a- iVmb) (a + iVmß)(a- iVmß). 
-----

1) Die Theorie der indefiniten quadratischen Formen wird in den § 71-73 
berührt. 

2) Fermat, <Euvres 1, 293. Euler, Com. arithm. coll. 1, 174, 210, 287. 
Lagrange, Nouv. Mem. Berl. 4 (1773), 265, 6 (1775), 323. 

3) S. Eichenberg, tJber das quadr. :{teziprozitätsgesetz und einige qua.dr. 
Zerfällungen der Primzahlen. Diss. Göttingen 1886. 
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Multipliziert man den ersten mit dem letzten Faktor und den zweiten 
mit dem dritten, so folgt: 

[aa + mbß- tVm(aß- ba)] [aa + mbß + iVm(aß- ba)] 
= (aa + mbß)2 + m(aß- ba)1• 

Multipliziert man aber den ersten Faktor mi~ dem dritten und den 
zweiten mit dem vierten (oder setzt - b an Stelle von b ), so erhält 
man für das Produkt den Wert: 

(aa- mbß)2 + m(aß + ba)2• 

4. Zum Beweise des Satzes von Eichenberg brauchen wir den 
Hilfssatz: 

Ist eine durch die Form (8) darstellbare Zahl in ein Pro
dukt zerlegbar: 
(10) A 2 + mW = p · P, 
in welchem p eine Primzahl ist, die ebenfalls durch die Form 
(8) darstellbar ist, so ist auch der andere Ji'aktor P durch 
diese Form darstellbar. 

Es sei also p = a2 + mbt, so setzen wir: 

(11) 

Es ist 

a.A + mbB 
a=-~----

a2 + mb' 1 

aB- b.A 
ß = ai + mb•' 

(aB+ bA) (aB- bA) = a2 B 2 - b2A2 
= B 2(a2 + mb2)'- b2(A2 + mB2) 

= p(B2 - Pb2), 

folglich ist eine der Zahlen aB± bA durch p = a2 + mb2 teilbar. Wir 
können aber das Vorzeichen von b so wählen, daß immer aB- b A die 
durch p teilbare Zahl ist, mithin ist ß eine ganze Zahl. 

Nun ist nach (9) 

(12) (aA + mbB)2 + m(aB- bA)2 = (a2 + mb2)(A2 + mB2), 

also muß auch aA + mbB durch p teilbar sein und folglich ist auch 
a eine ganze Zahl. Nach (11) und (12) ist aber 

...4. 1 + mB2 

a2 + mß~ = a• + mb• = P, 
und der Satz ist bewiesen. 

6. Wir gehen jetzt an den Beweis des Satzes von Eichenberg. Es 
sei - m quadratischer Rest einer ungraden Primzahl p, welche nur 
nicht die kleinste Primzahl von dieser Eigenschaft sein darf. Wir setzen 
zunächst voraus, alle Primzahlen < p, von denen - m quadratischer 
Rest ist, seien durch die Form x2 + my2 darstellbar. Jede durch diese 
Form darstellbare Zahl ist ::2: m, folglich ist die angenommene Primzahl 
p > m. Weil - m quadratischer Rest von p ist, so gibt es eine Zahl 
s, so daß zi = _ m (mod p) 
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ist. Diese Kongruenz hat zwei Lösungen, die man kleiner als p an
nehmen kann; eine von ihnen ist grade, die andere ungrade. Man kann 
also immer erreichen, daß 
(13) z9 + m = g · p 
ungrade ist. Dann ist also auch g ungrade. 

Da z <p- 1 f!.nd m < p ist, so folgt: 

z2 + m < p2 -- 2 p + 1 + p < p', 
mithin ist in (13) g < p. 

Ist y eine in g enthaltene Primzahl, also ungrade, so folgt aus (13) 
daß - m quadratischer Rest von r ist, folglich ist nach Voraussetzung 
r durch die Form (8) darstellbar und man kann setzen 

r = a2 + mb2• 

Es sei nun g · p = r · P = (a2 + mb2) • P, 
so ist g . p = ~2 + m · 1! eine durch die Form (8) darstellbare Zahl, von 
der ein Primzahlenfaktor y ebenfalls durch die Form dargestellt wird. 
Folglich wird nach dem obigen Hilfssatz auch P durch die Form dar
gestellt und man hat 

p = a2 + m ß2 = J!_ • p = 9t . p 
r 

~d ~<~ 

Sondert man aus g1 wieder einen Primzahlfaktor y1 ab, so daß 

p = 9t · P = Yt · pll 

so ist nach Voraussetzung y1 durch die Form (8) darstellbar, folglich 
nach dem Hilfesatz auch P 11 also 

und 

Pt -. atll + m ß1ll = Ut . p = 92 . p r. 
9s <9t· 

So sondert man aus dem Produkt g · p nach und nach alle Prim
faktoren von g ab. Das reduzierte Produkt ist immer wieder durch die 
Form ( 1) darstellbar, und man erhält zuletzt p durch diese Form dargestellt: 

p = x2 '+ my2• 

Es folgt also jetzt, daß wenn die kleinste ungrade Primzahl, von 
der - m quadratischer Rest ist, durch die Form darstellbar ist, auch 
die nächstfolgende Primzahl dieser Art es ist, und so weitergehend ge
langt man zu dem Resultat, daß dann alle Primzahlen, von denen - m 
quadratischer Rest ist, durch die Form darstellbar sind. 

6. Es ist nun noch zu zeigen, daß eine Primzahl p nur auf eine 
Weise durch die Form x 11 + m'!l dargestellt werden kann. Dabei werden 
die vier Darstellungen (+ x, + y), die sich nur durch das Vorzeichen 
von x oder y unterscheiden, als nicht voneinander verschieden angesehen. 
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Wäre nun p auf zwei Weisen durch die Form darstellbar, also 

(14) p = xll + mys = ; 2 + m'l'/2 

und ; 9= ± x, r; 9= + y, 
so wäre nach (9) 
(15) p 2 = (x~ + my17)ll + m(x'YJ- y;)ll. 

Nun ist 
(x"1- y;) (X'YJ + y;) = X!'YJ! _ yll~2 

= "12(xa + mya) _ y2(~2 + m'I'Ja) 
= p('YJ2- y2), 

folglich müßte eine der beiden Zahlen X'YJ ± y ~ durch p teilbar und von 
Null verschieden sein. Wir können das Vorzeichen von y so wählen, daß 
XrJ- y ~ die durch p teilbare Zahl ist. Dann wäre aber ( X'YJ - y ~]2 ';;?.p2 

und das ist nach (15) für m > 1 nicht möglich. Es bleibt also nur noch 
der Fall m = 1 und es müßte dann X'YJ- y; = + p und 

(16) x; + Y'YJ = 0 

sein. Es sind aber x und y, ebenso wie ; und "1 jedenfalls teilerfremde 
Zahlen, folglich müßte nach (16) die Zahl x durch 'YJ, aber auch "1 durch 
x teilbar sein, und ebenso y durch ;, aber auch ~ durch y, d. h. es 
könnte nur x = ± "1 und y = ± ; 

sein und die beiden Darstellungen (14) (für m = 1) wären identisch. 
Damit ist der Satz von Eichenberg vollständig bewiesen. 
7. Wir wenden den Satz auf den Fall m = 1, also auf die Form 

(17) x2 + yll 

an. - 1 ist quadratischer Hest aller Primzahlen von der Form 4k + 1. 
Die kleinste von ihnen, 5 ist in der Form (17) darstellbar: 

5 = 12 + 22, 

und es besteht daher der berühmte Satz von Fermat: 
Jede Primzahl von der Form 4k + 1 läßt sich auf eine und 

nur eine Weise als Summe von zwei Quadraten darstellen. 
Zur Ergänzung sei bemerkt, daß keine Primzahl von der Form 

4k + 3 sich als Summe von zwei Quadraten darstellen läßt, 
denn von den beiden Quadraten müßte das eine grade, also von der l!'orm 
4l, das andere ungrade, also von der Form 4n + 1 sein (weil die Summe 
von zwei graden oder von zwei ungraden Quadraten eine grade Zahl, 
also keine Primzahl ist), folglich die Summe der beiden Quadrate. von 
der Form 4k + 1. 

8. Wir beweisen nun: 
Jede ungrade Primzahl, die in der Summe von zwei teiler

fremden Quadraten aufgeht, ist von der Form 4k + 1, also 
wiederum eine Summe von zwei Quadraten. 
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Ist nämlich 

so folgt: 

x 2 + y2 =p · P, 
x 2 =- y2 (modp). 

Es kann aber y nicht durch die ungrade Primzahl p teilbar sein, 
sonst wäre es auch x und die beiden Zahlen wären nicht teilerfremd. 
Es läßt sich also eine Zahl y' bestimmen, so daß 

yy' == 1 (modp) 

ist (§ 61, 9.) Multipliziert man dann die obige Kongruenz mit y'2, so folgt: 

(xy')2 =- 1 (mod p), 

folglich ist - 1 quadratischer Rest von p, und p muß von der Form 
4k + 1 sein. 

9. Ein Produkt mehrerer Summen von je zwei Quadraten 
ist wiederum eine solche Summe, nämlich nach der Identität (9): 

(18) (a2 + b2) (a2 + ß2) = (aa + bß)2 + (aß- ba)2• 

Als besonderer Fall ist hierin entha1ten, daß auch das Doppelte 
einer Summe von zwei Quadraten wieder eine solche Summe ist (man 
braucht nur a = ß = 1 zu setzen): 

2(a2 + b2) = (a + b)2 + (a- b)2• 

Nun ist eine Summe von zwei teilerfremden Quadraten entweder 
ungrade (wenn das eine Quadrat grade, das andere ungrade ist) oder 
das Doppelte einer ungraden Zahl (wenn beide Quadrate ungrade 
sind). Also folgt jetzt aus Satz 8: 

Jeder Teiler einer Summe von zwei teilerfremden Quadraten 
ist wiederum eine Summe von zwei Quadraten. 

10. Wir nehmen weiter in dem Satz von Eichenberg m = 2, be
trachten also die Form 
(19) x2 + 2yz. 

Nach § 67, 8. ist - 2 quadratischer Rest der Primzahlen von der 
Form 8k + 1 und Sk + 3. Die kleinste dieser Primzahlen ist: 

3 = 12 + 2 · P, 
also durch die Form (19) darstellbar. Es folgt der Satz: 

Jede Primzahl von der Form 8k + 1 oder Sk + 3 ist auf 
eine einzige Weise als Summe eines einfachen und eines 
doppelten Quadrats darstellbar. 

Man sieht sehr leicht, daß für die Primzahlen Sk + 1 die Zahl x 
ungrade, y grade, dagegen für die Primzahlen 8k + 3 beide Zahlen x 
und y ungrade sein müssen. 

Die Primzahlen 8 k + 1 sind also sowohl durch die Form x2 + y2 

wie durch die Form x2 + 2y2 darstellbar. 
11. Nehmen wir noch m = 3, so haben wir die Form: 

(20) xt + 3y2, 
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und es ist nach § 67, 9. die Zahl - 3 quadratischer Rest der Prim
zahlen von der Form 6 k + 1. Die kleinste von ihnen ist 

7 = 22 + 3. 12, 

also durch die Form (20) darstellbar, und es folgt: 
Jede Primzahl von der Form 6k + 1 ist auf eine einzige 

Weise als Summe eines einfachen und eines dreifachen 
Quadrats dar stell bar. 

Es sind also die Primzahlen von der Form 24k + 1 durch jede der 
drei Formen x2 + y2, x 2 + 2 y2, x2 + 3y2 darstellbar. 1) 

12. Aus dem letzten Satz können wir leicht eine andere Zerlegung ab
leiten, die ebenso wie die übrigen hier betrachteten Zerlegungen in der 
Lehre von der Kreisteilung von Wichtigkeit ist. In der Darstellung 
einer Primzahl p = 6 k + 1: 

p = x2 + 3y2 

kann x niemals durch 3 teilbar sein, wohl aber y. In diesem Fall 
kann man schreiben: 

(21a) 4p = (2x)2 + 3(2y)2 = (2xl + 27 c:r. 
Ist aber y nicht durch 3 teilbar und eine grade Zahl, so kann y 

nur von der Form 6k + 2 oder 6k + 4 sein. x muß dann ungrade, also 
von der Form 6l + 1 oder 6l + 5 sein. In jedem Fall muß dann ent
weder x + y oder x- y durch 3 teilbar sein. 

Ist y nicht durch 3 teilbar und eine ungrade Zahl, so kann y nur 
von der Form 6k + 1 oder 6k + 5 sein. x muß dann grade, also von 
der Form 6l + 2 oder 6l + 4 sein, also wieder entweder x + y 
oder x- y durch 3 teilbar. 

Nun ist 4p = (1' + 3 · P)(x2 + 3yll) 

und wenn x + y ==:: 0 (mod 3) ist, so schreiben wir: 

(21b) 4p = (x- 3y)'J + 3(x + y) 2 = (x- 3y)8 + 27(xt y_Y. 
Ist aber x- y = 0 (mod 3), so ist 

(21c) 4p = (x + 3y)2 + 3(x- y)2 = (x + 3y)2+ 27 (xi"_Yr. 
Die drei Formeln (21) werden in 'den Satz zusammengefaßt: 
Das Vierfache einer jeden Primzahl von der Formp= 6k + 1 

läßt sich in der Form 

(22) 4p = X2 + 27 Y2 

darstellen. Diese Darstellung ist nur auf eine Weise möglich. Denn 
wäre 

1) Ausgedehnte Tabellen für die Darstellung von Primzahlen durch eine 
dieser Formen bei Jacobi, Werke 6, 295 
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4p = X2 + 27 Y 2 = X 12 + 27 Y11 

und X1 =l= +X, Y1 =l= + Y, so wäre 

(23) 16p2 = (X2 + 27 P)(X/ + 27 Y12) 

= (XX1 + 27 YY1) 2 + 27(XY1 - Y~)!. 
Nun ist 

(XY1 - YX1)(XY1 + YX1 ) = X2 Y12 - Y2 X12 

= Y12(X'J· + 27 Y2)- P(X12 + 27 Y/) 
= 4p(Y12 - P), 

folglich eine der Zahlen X Y1 + YX1 durch p teilbar und von Null ver
schieden. Durch geeignete Verfügung über das Vorzeichen von Y kann 
erreicht werden, daß X~ - YX1 durch p teilbar, also 

I XYl- YXl I ?:.p 
wird. Dann wird aber in ( 23) die rechte Seite ?:. 27 p 2 im Widerspruch 
mit der linken Seite. 

§ 69. Pythagoreische Dreiecke. Rationale Dreiecke. 
1. Es ist eine uralte Wahrnehmung, deren Geschichte sich im Dunkel 

der Vorzeit verliert, daß ein Dreieck mit den Seiten 3, 4, 5 (in irgend
einer Längeneinheit gemessen) ein rechtwinkliges Dreieck ist; diese 
drei Zahlen sind durch die arithmetische Eigenschaft ausgezeichnet, daß 
das Quadrat der größten unter ihnen gleich der Summe der Quadrate 
der beiden anderen ist (5 2 = 32 + 42). Diese Tatsachen enthalten den 
einfachsten Fall des pythagoreischen Lehrsatzes, und die Historiker 
sind der Meinung, daß diese arithmetische Wahrnehmung das Ur
sprüngliche, die Quelle für den geometrische Satz gewesen sei. 

Allgemein nennt man ein rechtwinkliges Dreieck ein pythago
reisches, wenn sich seine Seiten, in irgendeiner Einheit gemessen, in 
ganzen Zahlen ausdrücken lassen, und um alle pythagoreischen Drei
ecke zu finden, hat man also die arithmetische Aufgabe zu lösen, alle 
natürlichen Zahlen x, y, z zu finden, die der Bedingung 

(1) 

genügen. Drei solche Zahlen nennt man pythagoreische Zahlen. 
2. Um diese Aufgabe zu lösen, machen wir zunächst die Bemerkung, 

daß wir aus jeder Lösung von (1) beliebig viele andere ableiten können, 
wenn wir die drei Zahlen x, y, z mit einem und demselben Faktor multi
plizieren. Ebenso können wir, wenn x, y, z den größten gemeinsamen 
Teiler h haben, die Gleichung (1) durch h2 dividieren und erhalten 
daraus eine Lösung, in der x, y, z keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. 
Hiernach können wir uns auf die Annahme beschränken, daß x, y, e 
keinen gemeinsamen Teiler haben. Dann können aber auch nicht zwei 
von diesen drei Zahlen einen gemeinsamen Teiler haben; denn sind zwei 
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von diesen Zahlen durch irgendeine Primzahl q teilbar, so muß wegen 
(1) auch die dritte durch q teilbar sein. 

Demnach dürfen keine zwei der Zahlen x, Y1 z einen ge
meinsamen Teiler haben. 

Es können also auch nicht zwei dieser Zahlen grade sein. Anderer
seits können die Zahlen x, y nicht beide ungrade sein. Denn ist x = 2 h + 1, 
y = 2 k + 1, so ist 

x2 + y'i = 4(h3 + k2) + 4(h + k) + 2, 
und diese Zahl ist durch 2, aber nicht durch 4 teilbar. Sie kann also 
keine Quadratzahl sein, da jede grade Quadratzahl durch 4 teilbar sein 
muß. Wir beeinträchtigen daher die Allgemeinheit nicht, wenn wir x 
ungrade, y grade und z ungrade annehmen. Dann schreiben wir die 
Gleichung (1) in der .Form: 

(2) y2 = z2 - x2 = (z + x) (z- x). 
Hierin sind z + x und s - x grade Zahlen, wir können also 

z + x =2m, z- x. = 2n 
setzen und es folgt: FJ.== m + n, x = m- n, 
woraus zu schließen ist, daß m und n ungleichartige 1), teilerfremde 
Zahlen sein müssen. Nun folgt aus (2) 
(3) y2 = 4mn, 
und daraus ergibt sich, d~ß m und n Quadratzahlen sein müssen. Denn 
wenn m irgendeinen Primfaktor in einer ungraden Potenz enthielte, so 
müßte dieser wenigstens noch einmal in n enthalten sein, was der An
nahme widerspricht, daß m und n relativ prim seien. 

Es ist daher m = a2, n = b2, wobei a, b ungleichartige Zahlen 
ohne gemeinschaftlichen Teiler (a > b) sind, und folglich 2): 

(4) x = a2 - b2, y = 2ab, s = a2 + b2• 

Umgekehrt genügen, wenn a, b irgend zwei Zahlen sind, diese Aus
drücke der Gleichung (1 ). Demnach sind durch die Formeln ( 4) alle 
möglichen pythagoreischen Dreiecke dargestellt. Man erhält beispiels-
weise: a=2, b=1, x= 3, y=- 4, Z= 5, 

a=3, b=2, X= 5, y=12, Z=13, 
a = 4, b = 1, x = 15, y = 8, z = 17. 

3*. Wir wollen die Formeln (4) noch auf eine andere Weise ableiten. 
Zufolge der vorgelegten Gleichung (1) soll z ein Teiler einer Summe 

1) Zwei Zahlen heißen ungleichartig, wenn die eine grade, die andere 
ungrade ist. 

2) Diese Formeln treten zum erstenmal bei dem indischen Mathematiker 
Brahmagupta' (um 600 n. Chr.) auf. Sie finden sich aber ihrem Wesen nach 
bereits bei Diophant. 

Weber u. Wellstein, Enzyklepadie L 4,. Anfi. 18 
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von zwei teilerfremden Quadraten sein, folglich muß es nach § 68, 9, 
selbst eine Summe von zwei Quadraten sein, also fJ = a2 + b2• 

Dann wird aber 
FJ2 = x2 + y2 = (a2 + b2) (a2 + b2) 

oder nach § 68, (18) 

x2 + y2 =(ab+ ab)2 + (aa- bb)2 = (2ab)2 + (a2 - b2?. 
Es wird also Gleichung (1) durch x = a 2 - b2, y = 2 ab be{riedigt. 

4*. Im folgenden betrachten wir auch pythagoreische Dreiecke mit 
rationalen (nicht nur ganzzahligen) Seiten. Um sie zu erhalten, hat 
man nur in (4) für a und birgendwelche rationalen Zahlen anzunehmen, 
oder auch die nach ( 4) berechneten ganzen Zahlen x, y, fJ durch eine be
liebige ganze Zahl zu dividieren.1) 

Bei einem pythagoreischen Dreieck ist auch der Inhalt 

J = txy = ab(a2 - b2) 

eine rationale Zahl. Das ist bei einem beliebigen schiefwinkligen 
Dreieck mit rationalen Seiten a, b, c im allgemeinen nicht der Fall, denn 
nach der bekannten Formel des H eron ist 

(5) 

worin 8 der halbe Umfang des Dreiecks: 

a+b+c 8=----
2 ' 

81 = 8 - a, 82 = 8 - b, 83 = 8 - c 

die durch die Berührungspunkte des einbeschriebenen Kreises erzeugten 
Seitenabschnitte 2) sind, und wenn man für a, b, c irgendwelche rationalen 
Zahlen nimmt, so wird der Inhalt im allgemeinen eine irrationale Zahl. 
Man kann nun aber nach schiefwinkligen Dreiecken mit rationalen Seiten 
fragen, bei denen der Radikand in (5) das Quadrat einer rationalen Zahl, 
also auch der Inhalt rational wird. Ein solches Dreieck nennt man 
ein rationales Dreieck. Durch Multiplikation der Seiten mit einer 
geeigneten Zahl ( wodmch das Dreieck in ein ihm ähnliches Dreieck 
übergeht), kann man immer erreichen, daß die Seiten und der Inhalt 
ganze Zahlen werden. 

Wir können nun alle rationalen Dreiecke mit Hilfe der pythago-

1) Es ist kein wesentlicher Untersehied zwischen Dreiecken mit rationalen 
und mit ganzzahligen Seiten. Man bn,ucht nur die Seiten eines rationalen Drei
ecks in einer anderen Längeneinheit zu messen, um ein ganzzahliges Dreieck 
zu erhalten. 

2) Wir notieren zu sofortigem Gebrauch die Beziehungen 
s = S 1 + S1 + s8 , a = s2 + 88 , b = 88 + 81 , c == s1 + 81 • 
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reischen Dreiecke herstellen. 
auf die Seite a: 

Es ist nämlich eine Höhe, z. B. die Höhe 

h= 2J 
a 

und die durch sie bewirkten Abschnitte 1) auf a sind 

a•+c2 -b' q= . 
2a 

Man sieht also: 
In einem rationalen Dreieck sind auch die Höhen und alle 

Höhenabschnitte rational. 
Daraus folgt aber sogleich: 
Ein rationales Dreieck zerfällt durch irgendeine Höhe in 

zwei pythagoreische Dreiecke. 
Man braucht also, um rationale Dreiecke zu erhalten, nur immer 

zwei pythagoreische Dreiecke mit einer gemeinsamenKatbete 
aneinander zu setzen, und zwar erhält man jedesmal zwei rationale 
Dreiecke, je nachdem man die beiden pythagoreischen Dreiecke von der 
gemeinsamen Kathete aus nach verschiedenen Seiten oder nach der
selben Seite aneinander setzt. So kann man aus zwei beliebigen pytha
goreischen Dreiecken rationale Dreiecke erzeugen, indem man die Seiten 
jedes Dreiecks mit geei-gneten Faktoren multipliziert, so daß sie in einer 
Kathete übereinstimmen. Nehmen wir z. B. die beiden ersten oben an
geführten pythagoreischen Dreiecke (3, 4, 5) und (5, 12, 13), so kann 
man aus ihnen acht rationale Dreiecke erhalten 2): 

X y z I a b c I J 
I 

{ 15 20 25 r 56 25 39 420 
15 36 391 16 25 39 120 

g~ 16 20 1 21 20 13 126 
5 13 11 20 13 66 

{ 20 15 251 63 25 52,630 
20 48 52 33 25 52 330 

{ 12 9 15 1 14 13 15/84 
12 5 13 4 13 15 24 

Das vorletzte dieser Dreiecke findet sich bereits bei Heron. 

5*. Aber auch ohne Benutzung der pythagoreischen Dreiecke kann 
man direkt rationale Dreiecke herstellen. Ein recht einfaches V er
fahren ist das folgende, das wir mit Hilfe. bekannter Sätze aus der Tri
gonometrie ableiten. 

1) Diese Formeln gelten auch, wenn ein Winkel an der Seite a stumpf ist; 
ma.n hat dann nur den in die Verlängerung von a fallenden Höhenabschnitt als 
negativ anzunehmen. 

2) Sehr ausführliche Tafeln von pythagoreischen und rationalen Dreiecken 
bei J. Sachs, Tafeln zum mathem. Unterricht. Progr. B.-Baden 1905 u. 1908. 

18* 
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In einem rationalen Dreieck ist auch der Radius des einbe-
schriebenen Kreises J 

€! = 8 
rational und mit ihm auch die Kotangenten der halben Dreiecks
winkel 

ctg!:.. = ~ ctgl_ = !_!_ ctg:L = ~-
2 (!' 2 f!' 2 (! 

Ihre Summe ist 
t a t 13 t 1 81 + Si + Ss 8 c g2 + c g2 + c g2 = --(!-- == ~~ 

ihr P1·odukt 
a {J r s s s J' s1 t;> 1 s ctg- ctg- ctO'- = ~ =-==- =- folglich: 2 2 o :l (ls S(ls S(!s (!' 

a 13 r a {J y ctg 2 + ctg 2 + ctg 2 = ctg 2 ctg 2 ctg 2 · 

Wir nehmen nun für ctg; und ctg ~ beliebige positive rationale 
Zahlen, deren Produkt größer als 1 ist, und berechnen aus ihnen: 

ctg !:.. + ctg 1._ 
(6) ctgL = 2 2 

2 etg !:.. ctg 1_ - 1 
2 2 

Sei n der Hauptnenner dieser drei Zahlen, so wird 

(7) ctg !:.. = m1 ctg 1._ = m, ctO" L = ms 
2 n' 2 n' 1':>2 n 

sein und wenn D den größten gemeinsamen Teiler von m1 , m1 , m, be
deutet, so kann man 
(8) ~ ~ ~ st =. D ' s, = D ' Ss == D 

setzen und dann werden die Seiten des rationalen Dreiecks 
(9) a = s2 + s8 , b = s8 + s11 c = 81 + s1 . 

Zur Berechnung des Inhalts hat man 

(10) 

Der Radius (l wird nicht immer ganzzahlig ausfallen, wohl aber die 
Seiten und der Inhalt, weil s, s11 s2, s8 und daher auch J 2 ganze Zahlen 
sind, und die Quadratwurzel aus einer ganzen Zahl, wenn sie rational 
ist, wieder eine ganze Zahl sein muß. 

« 9 13 s Nehmen wir z. B. ctg- = - ctg- = - so wird 2 7 1 2 2 1 

r 39 1a 
ctg2 = 14: 14 = 3. 

Der Hauptnenner der drei Zahlen ist n = 14 und 
m1 18 m1 21 m8 42 -n = a' -n = 14' -n = 14 · 



§ 70. Das Fermatsche Problem 

Der größte gemeinsame Teiler der Zähler ist D = 3, mithin 

s1 = 6, s~ = 7, s6 = 14, 
a=21, b-20, c=13, 

(J=V, s=27, J=1!·27=126. 
Zur Probe berechnet man 

J = y'27. 6. 7. 14 = y'9. 36-:-72- = 3. 6. 7 = 126. 
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6*. An die Aufgabe der Herstellung von pythagoreischen und ratio
nalen Dreiecken schließen sich allgemeinere Aufgaben an, von denrn 
wir nur eine kurz berühren wollen.1) 

Entsprechend der zwischen drei Zahlen x, y, z bestehenden pytha
goreischen Gleichung kann man die Aufgabe stellen, vier ganze Zahlen 
x, y, z, t zu bestimmen, welche die Gleichung 

x2 + y2 + z2 = ts 
befriedigen. Geometrisch bedeutet das die Bestimmung eines recht
winkligen Parallelepipeds mit ganzzahligen Kanten und ganzzahliger 
Diagonale oder die Ermittelung einer Richtung mit ration11.lem Richtungs
kosinus. Das in 3. angegebene V erfahren führt unmittelbar zur Lösung 
der Gleichung in folgender Form: 

Man wähle vier beliebige ganze Zahlen a, b, c, d, zwei von ihnen 
grade und zwei ungrade, dann wird die Gleichung durch die Werte 

x = ac + bd, y = ad- bc, z = {-(a2 + b2 - c2 - d2) 

t = t(a2 + b2 + c2 + d2) 

befriedigt. Nehmen wir z. B. a = 4, b = 5, c = 2, d = 3, so erhalten wir: 

x=23, y=2, z=14, t=27 
und es ist 232 + 2' + 142 = 27 2 • 

§ 70. Das Fermatsche Problem. 
1*. In seinem Handexemplar der Arithmetik des Diophant 2) macht 

Fermat zu der pythagoreischen Aufgabe, eine gegebene Quadratzahl 
in zwei Quadrate zu zerfällen (2. Bu_ch, 8. Aufgabe) die Bemerkun~: 

1) Über andere, bei weitem schwierigere Aufg-aben vgl. H. Schubert, Die 
Ganzzahligkeit in der algebr. Geom., Leipzig 1905. Ferner über rationale 
Vierecke: E. E. Kummer, Journ. f Math. 3'i (1848), Schwering, ebenda lll'i 
(1896), Haentzschel, Sitzb. Berl. Math. Ges. 13 (1914), 14 (1915); iibFr rati
nale Tetraeder: Schwering, Progr. Diiren 1898, Güntsche, Sitzb. Btlrl. Math. 
Ge!l. 6 (1907), Baentzschel, ebenda 12 (1913), H (1915), 17 (1918), 0. Schulz, 
Tetraeder mit rationalen Maßzahlen der Kanten und des Volumens, Halle 1914, 
F. N eiß, Rationale Dreiecke, Vierecke und TtJtraeder, Diss. Leipzig 1914. 

2) Ausgabe von Bachet de Meziriac, Paris 1621. Die Randbemerkungen 
von Fermat finden sich in dem von seinem Sohn veranstalteten Abdruck der 
Bachetaehen Ausgabe (Toulouse 16i0). Sie sind außer in Fermats Werken 
in der Übersetzung des Diophant von G. Wertheim, Leipzig 1890, aufge
nommen. 
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Dagegen ist es ganz unmöglich, einen Kubus in zwei Kuben, 
ein Biquadrat in zwei Biquadrate und allgemein irgendeine 
Potenz außer dem Quadrat in zwei Potenzen von demselben 
Exponenten zu zerfällen. Hierfür habe ich einen wahrhaft 
wunderbaren Beweis entdjeckt, aber der Rand ist zu klein, ihn 
zu fassen. 

Fermat behauptet also, daß es für keinen ganzzahligen Exponenten 
n > 2 ganze (von Null verschiedene) Zahlen x, y, z gibt, die der Gleichung 

(1) 
genügen. 

Von Fermats Beweis dieses Satzes ist keine Spur erhalten und es 
ist trotz der Bemühungen der bedeutendsten Mathematiker 1) bis auf den 
heutigen Tag nicht gelungen, den Satz allgemein zu beweisen. Trotz
.dem ist an seiner Richtigkeit kaum zu zweifeln, denn für eine große An
zahl von Werten des Exponenten n ist der Beweis geführt. Die ersten 
Schritte hierin hat Euler 1) getan, indem er den .Satz für die beiden 
Fälle n = 3 und n = 4 bewiesen hat. Für n = 5 ist er von Dirichlet 11) 

bewiesen worden, und Kl}.rnmer 1) hat durch die Hilfsmittel der höheren 
Zahlentheorie einen Beweis gegeben, der eine ganze ausgedehnte Klasse 
von Werten für n umfaßt; zu ihnen gehören alle Primzahlen < 100 
und die aus ihnen zusammengesetzten Zahleu. Darüber hinaus ist es 
gelungen, für alle Primzahlen p < 7000 (mit einer Ausnahme) zu be
weisen, daß die Ferma tsche Gleichung in ganzen durch p nicht teil
baren Zahlen unlösbar ist.3) 

2. Für den Fall n = 4 läßt sich der Beweis ganz elementar führen. 

1) Euler, Legendre, Abel, Cauchy, Dirichlet, Kummer, um nur die 
berühmtesten zu nennen. G a.uß hat es abgelehnt, sich mit dem Theorem als 
isoliertem Satz zu beschäftigen, hat aber angedeutet, daß sich an ihn Ideen zu 
einer großen Erweiterung der höheren Arithmetik anknüpfen (Brief an Olbers, 
21. 3. 1816). Diese Erweiterung hat Kummer in der Schöpfung der alge
braischen Zahlen vorgenommen, die zu den größten mathematischen Leistungen 
des 19. Jahrhunderts gehört, und es waren seine Bemühungen um den F er
matschen Satz, die ihn dazu geführt haben. (Vgl. Hensel, Festschr. z. 100. Ge
burtstag von E. E. Kummer. Abh. z. Gesch. d. Math. 29 (1910).) 

2) Euler, Comm. Acad. Petr.lO (17118) (n=4); Novi Comm. Petr. 8 (1760) 
(n = 3); Algebra II, § 204, 234. 

Dirichlet, Journ. f. Ma.th. 3 (1828); Kummer, .Journ. f. Math. 40 (1850); 
Abh. Aka.d. Berlin 1857. 

3) Dickson, Quart. Journ. 40 (1908). 
Auf die Flut der Beweise, welche die Aussetzung des bekannten Wolfskehl

preises seit 1908 hervorgerufen bat, braucht hier nicht eingegangen zu werden. 
Sie haben den Fermatschen Satz nicht bewiesen, wohl aber einen beschämen
den Tiefstand der allgemeinen mathematischen Bildung, und sie bieten kein mathe
matisches, sondern nur ein kulturgeschichtliches und pRychologiscbes Interesse. 

Eine zusammenfassende Darstellung der Untersuchungen über den Satz von 
Fermat hat P. Bachmann, Das Fermatproblem, Berlin 1919, gegeben. Vgl. 
auch desselben Verfassers Niedere Zahlentheorie 2, Leipzig 1910. 
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Wenn die Gleichung 
(2) 

eine Lösung in ganzen positiven Zahlen x, y, z besitzt, von denen keine 
verschwindet, so hat auch die Gleichung 

(3) :xf + y4 = ~ll 

eine solche Lösung; umgekehrt, wenn Gleichung (3) keine Lösung hat, 
so ist auch Gleichung (2) unlösbar. Es genügt also oder gibt sogar noch 
mehr, als wir verlangen, wenn wit- die Unmöglichkeit von (3) beweisen. 
Hat aber die Gleichung (3) überhaupt Lösungen, so wird es unter diesen 
eine (oder vielleicht mehrere) geben, in der ~ so klein wie möglich ist. 
In dieser Lösung, die wir nun unter x, y, ~ verstehen, können x und y 
keinen gemeinsamen Teiler d habent sonst hätte ~ den Faktor d2 und 
durch Division der Gleichung durch d4 erhielte mau eine Gleichung der
selben Form mit einem kleineren ~ als Lösung. 

Die Gleichung (3) ist für die Zahlen x2, y2, ~ eine pythagoreische 
Gleichung, folglich gibt es nach § 69, 2. zwei teilerfremde ungleich
artige Zahlen a und b, so daß 

(4) x2 = a2 - b2, y2 == 2ab, ~ = a 2 + b2 , 

und zwar muß a die ungrade, b die grade Zahl sein, denn andernfalls 
wäre x2 := 3 (motl 4), was unmöglich ist. Es sind dann a und 2b relativ 
prim, also muß jede der beiden Zahlen, d.a ihr Produkt ein Quadrat ist, 
selbst ein Quadrat sein; wir setzen 

(5) a = ~1 2, 2b == 4ß2• 

Nach der ersten Gleichung in ( 4) ist x2 + b2 = a2, also wiederum eine 
pythagoreische Gleichung, so daß wir 

(6) x = a 12 - b1 'J, b = 2a1 b11 a = a12 + b1ll 

mit teilerfremden ungleichartigen Zahlen a1 , b1 ansetzen können. Nun 
folgt nach (5) ß2 b = a1 11 

also ist jede der Zahlen a1 und b11 da sie teilerfremd sind, wiederum 
ein Quadrat: 

und die letzte der Gleichungen (6) zusammen mit der ersten in (5) er-
gibt jetzt: x14 + Y/' = ~1 2. 

Das ist eine Gleichung von derselben Form wie Gleichung (3), aber in 
ihr wäre nach der letzten Gleichung ( 4) ~/· < 6, also um so mehr ~1 < t. 
und dies widerspricht der Annahme, daß ~ die kleinste Zahl ist, die die 
Gleichung (3) befriedigt. Es gibt fblglich keine ganzen Zahlen x, y, 6, 
die der Gleichung (3) und daher auch keine ganzen Zahlen x, y, e, die 
der Gleichung (2) genügen. 



280 XI. Quadrat Formen. Quadrat. Irrationalzahlen. Period. Kettenbrüche § 71*. 

§ 71 *. Quadratische Irrationalzahlen. 
1. Wir haben (§ 20, 6) einen Bereich von Zahlen, der in bezug auf 

die rationalen Rechenoperationen geschlossen ist, in dem also irgend
welche Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Divisionen 
immer wieder zu Zahlen des Bereichs führen, einen Rationalitäts
bereich oder Zahlenkörper genannt. Der einfachste Zahlenkörper, 
der sich zunächst darbietet, ist der Körper der rationalen Zahlen. 
Er heißt auch der natürliche Rationalitäts bereich. Er ist in 
jedem anderen Körper enthalten, denn ist ro irgendeine von Null 
verschiedene Zahl eines Körpers, so gehört auch die Zahl ro : ro = 1 zu 
dem Körper, und von der Zahl 1 gelangt man durch rationale Operatio
nen zu jeder anderen rationalen Zahl. 

Man gewinnt nun aus dem natürlichen Rationalitätsbereich neue 
Zahlenkörper, indem man irgendwelche nicht im rationalen Zahlenkör
per enthaltene, also irrationale Zahlen a, ß, y, ... hinzunimmt oder, 
wie man es nennt, adjungiert. Die Gesamtheit der aus diesen Zahlen 
durch rationale Operationen entstehenden Zahlen bildet einen neuen 
Rationalitätsbereich. Natürlich darf man voraussetzen, daß keine der 
Zahlen a, ß, y, ... aus den andern durch rationale Operationen berech-
net werden kann. So erhält man z. B. durch Adjunktion von 112 und 
}"8 keinen andern Rationalitätsbereich als durch Adjunktion von ß 
allein, denn 118 = 2 }"2. 

2. Als die einfachsten irrationalen Zahlen kann man die Quadrat
wurzeln aus rationalen Zahlen ansehen; wir werden also den einfachsten 
irrationalen Zahlenkörper erhalten, wenn wir zum natürlichen Ratio
nalitätsbereich eine solche Quadratwurzel adjungieren. Den so ent
stehenden Zahlenkörper nennt man einen quadratischen Zahlen
körper und jede in ihm enthaltene irrationale Zahl heißt eine quadra
tische IrrationalzahL 

Ist nun d eine positive rationale Zahl, so werden die graden Poten
zen von V d rationale Zahlen, die ungraden Potenzen rationale Vielfache 
von 1ld sein, und jede Irrationalzahl des mit 11J gebildeten quadrati
schen Zahlenkörpers wird sich auf die Form 

m+nVd ro = -----·~-= 

P + qya 
mit rationalen m, n, p, q bringen lassen. Durch Erweitern dieses Bruches 
mit einer geeigneten ganzen Zahl wird man aber für die hier auftreten
den rationalen Zahlen lauter ganze Zahlen herstellen können und so 
können wir gleich d, m, n,p, q als ganze Zahlen (dabei d als positiv und 
nicht quadratisch) voraussetzen. Erweitern wir dann1) den Bruch mit 
p- q 11d-, so wird der Nenner eine ganze Zahl, und wenn wir noch 

1) Ist q = 0, so ist das nicht notwendig. 
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einen Faktor vor der Quadratwurzel unter diese nehmen,, so erhalten 
wir jede (reelle) quadratif'che Irrationalzahl in der Form 

B +VA (1) (J) = -0-

mit ganzen Zahlen B und 0, von denen jedenfalls C nicht verschwindet 
und einer positiven ganzen Zahl A, die keine Quad1~atzabl ist. Unter 

YA verstehen wir immer den positiven Wert der Wurzel. Wir können 
noch annehmen, daß A nicht durch das Quadrat eines gemeinsamen 
Teilers von B und C teilbar ist, denn sonst könnte man den Bruch mit 
diesem Teiler kürzen. 

3. Wir wollen aber an Stelle von (1) eine speziellere Form für ro, 
die sich immer herstellen läßt, der weiteren Betrachtung zugrunde 
legen. Wir behaupten: 

Jede quadratische Irrationalzahl läßt sich durch Erweitern mit 
einer bestimmten Zahl t auf eine und nur eine W e.ise auf die Form 

(2) -b+VD 
(J)= ---

c 

bringen, worin b und c ganze Zahlen, Deine positive nicht quadratische 
ganze Zahl, die der Bedingung genügt, daß b2 - D durch c teilbar 
ist, worin ferner, wenn die ganze Zahl 

(3) 
b 2 - D ----=a c 

gesetzt wird, die drei Zahlen a, b, c keinen gemeinsamen Teiler 
besitzen. 

Erweitern wir nämlich (1) mit t und setzen 

(4) Ct=c, Bt=-b, t2A=D, 
so wird b2 - D = (B2 - A) t2 • 

Soll dies durch c = Ct teilbar sein, so muß (B2 - A) t durch C 
teilbar sein. Wir nehmen für t die kleinste positive Zahl, die dieses 
bewirkt. Sie ist 

(5) c 
t =Ii· 

wenu d der größte gemeinsame Teiler von B 2 - A und C, und zwar 
versehen mit dem Vorzeichen von C. Dann wird 

(B 2 - l!.)t B' - 1:!. 
(6) a= -c-=--(r-· 

Die so bestimmten Zahlen a, b, c können keinen gemeinsamen Teiler 
haben, denn ein solcher Teiler o könnte zunächst nicht Teiler von t. 
sein, weil a und t nach (5) und {6) relativ prim sind, er müßte also nach 
(4) gemeinsamer Teiler von B und C sein. Ferner hätte D = b2 - ac 
= t 2A den Teiler o2, also wäre A durch o2 teilbar. Dies widerspricht 
aber der Annahme, daß A nicht durch das Quadrat eines gemeinsamen 
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Teilers von B und C teilbar sein soll. Weiterhin ist die durch (5) be
stimmte Zahlt die einzige, die die Form {1) in die Form (2) unter Er
füllung der vorgeschriebenen Bedingungen überführt, denn jede andere 
Zahlt', welche (B2 -b.)t' durch C teilbar macht, wäre ein Vielfaches 
nt von t und es hätten dann a, b, c den gemeinsamen Teiler n. 

Wir nennen die gemäß den obigen Bedingungen bestimmte Form (2) 
die Normalform der quadratischen Irrationalzahl ro und 

(7) D=b2 -ac 
die Determinante der Zahl ro. 

N ehrneu wir z. B. 

so ist B = 3, 0 = 12, b. = 245, B 2 - b. = - 236; der größte gemeino 
same Teiler von C und B 2 - b. ist d = 4, also t = 1f = 3. Damit er-
gibt sich: a =_50, b = _ 9, c = 36, 

D = 9 . 245 = 2205 und in der Tat D = b2 - ac. Die Normalform 
von ro ist 9 + y22oo ro = -----. 

36 

4:. Nehmen wir in (2) die Quadratwurzel mit negativem Vorzeichen, 
so erhalten wir eine neue quadratische Irrationalzahl derselben Determi
nante: 

oder in Normalform 

(8) 

I -b-y'D ro =---~~ 
c 

-c 

Sie heißt die zu ro konjugierte Zahl; umgekehrt ist, wie man so
gleich sieht, ro die zu ro' konjugierte Zahl. 

Die Zahl ro ist durch die Zahlen a, b, c vollständig bestimmt. Wir 
schreiben, um die Abhängigkeit von diesen Zahlen anzudeuten: 

(9) ro = { a, b, c} . 

Wechselnbund c ihr Vorzeichen, währendDunverändert bleibt, so 
wechselt nach (3) auch a nur sein Vorzeichen, folglich ist nach (8) 
für die zu ro konjugierte Zahl zu schreiben: 

(10) ro' = {- a, - b, - c} . 
Aus (2) folgt nun: VD = b + cro 

- y'D = b + cro', und aus (8): 

es wird also sowohl für fJ = ro wie für z = ro' 

oder 
(b + cz)2 - D = 0 

b2 - D + 2bcz + c2z3 = 0. 
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Setzen wir hier nach (3) b2 - D = ac und dividieren durch den nicht 
verschwindenden Faktor c, so folgt: 

Die beidenkonjugierten lrra tionalzahlen ro und ro' genügen 
derquadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten1) 

(11) a+2bz+cz2 =0. 

In dem obigen Beispiel ist die zu ro konjugierte Zahl 

, s - 1 v 5 - 9 + y'22o5 
(iJ = -~12-- = ~--=--36--

und die beiden Zahlen ro und ro' befriedigen die Gleichung 

36z2 - 18z- 59= 0. 
Aus (8) folgt noch: 1 c 

---;-=b+'JI:V 

oder, wenn wir mit - b + Y D erweitern und D - b2 =- ac einsötzen: 

(12) 

(13) 

_ __1:__ =- b_+VD 
ro' - a ' 

1 
--; = {- c, b, - a}. 

(i) 

oder auch 

5. Eine quadratische Irrationalzahl ro heißt reduziert, wenn sie 
selbst und gleichzeitig auch die Zahl·-!, größer als 1 ist. 

(i) 

Es ist also mit ro auch - !, reduziert, dagegen ist ro' eine negative 
(i) 

Zahl zwischen 0 und - 1. Aus diesen Bedingungen 

(14) ro > 1; - 1 < ro' < 0 

folgt: m+ro'>O; wm'<O; ro-m'>1 

oder nach ( 2) und ( 8) : 

2y'D > 1. 
c 

Hieraus ersieht man: 
Bei einer reduziertenZahl ro={a,b,c} ist immer c positiv, 

dagegen a und b negativ. 
Wir fassen die Bedingungen (14) zusammen, indem wir schreiben: 

(15a) 0 < ~m' < 1 < ro. 

1) Setzen wir z = '!!._ und multiplizieren mit x 1, so wird die Gleichung 
X 

ax'+2bxy + cy2 =0. 
Hier steht auf der linken Seite eine indefinite binäre quadratische 

Form von der positiven Diskriminante 4b1 - 4ac = 4D. Die Theorie der 
reellen quadratischen Irrationalzahlen ist identisch mit der The01ie dieser qua
dratischen Formen. 
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F""h . b 1 d 1 . ~ lgt u ren w1r a er - un --, sem, so 10 
(I) (I) 

(15b) 
1 1 0<-<1<--. 
(I) (I) 

und sowohl (15a) wie (15b) enthalten die notwendigen und hin
reichenden Bedingungen, damit ro eine reduzierte Zahl ist. Auf Grund 
der Formeln (2), (8), (12) ist dies gleichbedeutend mit 

O<!"Q_+b <1 <VD~ 
c c 

und 
o < vn + b < 1 < VD- b, 

-a -a 

und da c und - a positiv sind, so folgt: 
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 

daß ro = ( a, b, c} eine reduzierte Zahl ist, lauten: 

(16a) 
oder auch 

O<VD+b<c<VD-b 

(16b) 0 < VD + b < - a < V D- b. 

Sei z. B. die Determinante D gegeben und C= 1, so folgt aus (16a): 

- b < y D < - b + 1, 

also ist - b die größte ganze Zahl < y D. Nennen wir sie r, so wird 
a = b2 - D = r 2 - D und wir sehen: 

Zu jeder Determinante D gibt es mindestens eine redu
zierte Zahl, nämlich 

(1 7) ( r 2 - D, - r, 1 } = r + y D, 

worin r die größte in V J) enthaltene ganze Zahl bedeutet, also 

6. Aus (16a) folgt 
(18) 

und hieraus schließt man: 

r<VD<r+l. 

Für jede Determinante D gibt es nur eine endliche Anzahl 
r~duzierter Zahlen. 

Es können nämlich nach (18) bei gegebenem D fi\r b nur die nega
tiven ganzen Zahlen zwischen 0 und - yi5 in Betracht kommen, also 
die Zahlen -1, -2, ... , - r. Nimmt man eine von ihnen, etwa 
b=-m, so können naeh (16a) für c nur solche Teiler von b2-D=m2-D 
genommen werden, die zwischen y.' D + b und Y D - b liegen, also 

(19) r- m + 1 < c < r + m. 

Mit b und c ist a bestimmt und es gelten für - a dieselben Grenzen 
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wie für c. Die Zahlen w, bei denen a, b, c keinen gemeinsamen Teiler 
haben, sind die reduzierten Zahlen der Determinante D. 

Nehmen wir z. B. D = 189, so ist r = 13 und wir haben folgende 
Tabelle: 

b I b1 _ D I Schranken für ~· a l 
i -a und c c 

- 1 1 - 188 1 13, 14 1 - ~-

___ 2 _ _:1~ __ 1_85 _ __._1 __ 12_,_1_5 _ _._I ________ _,__! __ _ 

-------3--~~------1-80--~~---1--l-,_1_6 __ ~1-------~~--~~----}~ ____ , 
- 4 1 -173 1 10, 11 1 - 1 

----------~----------~---------~----------~-------1 
_____ 5 __ ~1 _____ 16_4 __ _:1 ____ 9_,1 _8 _____ 1~ ______ 1~------

- 6 I _ 153 I 8, 19 l, ________ 1_~ ___ ._l ____ 1_~----~ 
--~- -·~ ,. --1 li l! - 7 -140 

------8 ---'-,-----1-25----·~---6~21-1____ - 1 

1---------~----------~~-- -------~---------+--------
- 9 - 1o8 5, 22 - 6 I 

- 9 I 
18 
12 

9 
6 

-12 
-18 

__ 1o ___ l'----__ 8_9 ___ -'c-l_ 4, ~!3- --r----=----~-- -=-
--------1-1--~~------68 __ !, ______ 3_, -2--4 _ I = 1 *---1-lf-

-12 - 45 2, 26 
1 - 3 

- 6 
- 9 
-16 

15 
9 
5 
3 I I 

-------1-3 _ ____!_ _______ 2_0 __ __._
1
-----1.-2-G--.,----_ -r------- ~g ----

- 4 5 
- 5 4 
-10 2 
-20 1 

Lassen wir die Zahlen, bei denen a, b, c einen gemeinsamen Teiler 
besitzen, fort, so bleiben die folgenden 16 reduzierten Zahlen 1) der 
Determinante f89: 

{- 9, - 6, 17} {- 17, - 11, 4} {- 4, - 13, 5} {- 5, - 12, 9} ; 
{- 17, - 6, 9} { - 9, - 12, 5) {- 5, - 13, 4) {- 4, - 11, 17} ; 
{- 7,- 7, 20} {- 20, -13, 1} {-1, -1:}, 20} {- 20,- 7, 7}; 
{-10, -7, 14} {-14, -7, 10} {-10, -13, 2) {- 2, -13, 10}. 

1) Die hier gewählte Reihenfolge wird im folgenden Paragraphen begründet. 
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§ 72*. Periodische Kettenbrüche. 

1. Es sei ro = { a, b, c} = - b + yn eine quadratische Irrationalzahl c 
der Determinante D und q eine ganze Zahl. Dann ist 

1 
(1) ro -··~ 1-ro-q 

ebenfalls eine quadratische Irrationalzahl derselben Determinante, denn 

es ist c c ( yD + b + c q) 
ro= = 

1 -b-cq+JID D-bz-2bcq-c'qt 

oder wegen D - b2 = - ac 
b + cq +VD - b1 +YD 

(2) rol = - a- 2bq----.:_cq2 = Cl 

folglich 
(3) 
wonn 
(4) 

a1 =-c 
b1 =- b- cq 
c1 =-a-2bq-cq2• 

Haben a, b, c keinen gemeinsamen Faktor, so haben auch a11 b1, c1 

keinen solchen, denn jeder gemeinsame Teiler von a1, b11 c1 müßte nach 
der ersten Gleichung auch Teiler von c, dann nach der zweiten auch 
Teiler von b und nach der dritten Gleichung auch Teiler von a sein. 
Aus der Normalform für ro erhält man also auch ro1 in der Normalform. 

Zwei solche Zahlen ro und ro1 derselben Determinante oder 
{ a, b, c} und { a11 b;, c1 }, 

bei denen (nach (4)) a1 = - c ist und b1 + b durch c teil bar, heißen 
benachbart, und zwar ro1 rechts benachbart zu ro. Zwischen zwei 
benachbarten Zahlen besteht immer eine Beziehung, wie in (1); denn 
ist b1 + b = - q c, so wird 

ro _- b1 + yD _ D- b1 2 _ -~ = ... _._c__. __ _ 
1 - Cl - c1 (yD + b1 ) - lfD + bt vn·- b - qc 

1 
oder ro1 = -- · 

(j) -q 
2. Ist nun ro eine reduzierte Zahl und nimmt man für q die 

größte in ro enthaltene ganze Zahl, so ist ro1 ebenfalls reduziert. 
Dann ist nämlich 
(5) 

und da- 1 < ro' < 0 ist, auch 

(6) q < q- ro' < q + 1, 

folglich ist ro1 = - 1- > 1 und auch-...!,= q- ro'> 1, d. h. ro1 re-
ro- q rot 

duziert, und es ist nach (6) auch q die größte in--!.. enthaltene 
(IJ1 
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ganze Zahl. Man sieht auch sofort, daß nur bei dieser Wahl von q die 
Zahlen ro und ro1 gleichzeitig reduziert sind, denn nimmt man q größer, 
so wird ru - q und damit auch ro1 negativ, nimmt man q kleiner, so 
wird ro- q > 1, also ro1 < 1. Wir können also sagen: 

Zu jeder reduzierten Zahl gibt es eine und nur eine nach 
rechts benachbarte reduzierte Zahl. 

So kann man von einer reduzierten Zahl ro der Determinante D 
ausgehend eine Reihe von reduzierten Zahlen: 

bilden, von denen jede zur vorhergehenden nach rechts benachbart ist. 
Da aber die Anzahl der reduzierten Zahlen einer Determinante endlich 
ist, so muß man nach einer Zahl ron-t zu einer schon vorher dagewesenen 
Zahl gelangen, und da jede der Zahlen auch die vorhergehende Zahl 
bestimmt, so kann die zuerst wiederkehrende Zahl nur ro selbst sein, 
und dann wiederholen sich die Zahlen ro1, ro2, ••• in derselben Reihen
folge. Man erhält also eine Periodevon reduzierten Zahlen: 

(7) ro, ro1, ro2, ••• , ro,. _1 • 

Sind durch eine solche Periode noch nicht alle reduzierten Zahlen 
der Determinante D erschöpft, so bildet man, von einer bisher noch 
nicht aufgetretenen reduzie:r:ten Zahl ausgehend, eine zweite Periode und 
fährt so fort, bis alle reduzierten Zahlen in Perioden untergebracht 
sind. So haben wir in dem obigen Beispiel für D = 189 alle reduzierten 
Zahlen in vier Perioden von je vier Zahlen angeordnet. 

3. Zwischen den benachbarten reduzierten Zahlen ro, ro1 besteht 
nach (1) der Zusammenhang 

(8) 

und es ist dabei q die größte in ro enthaltene ganze Zahl. Ebenso be
stehen zwischen je zwe1 aufeinanderfolgenden Zahlen der Periode (7) 
die Gleichungen: 1 

rol = ql +-
012 

(8) ro2 = q2 + ..!... 
OJs 

1 
ro,._l = q,._t + (.; 

und von da ab wiederholen sich die Gleichungen in derselben Reihen
folge. Es sind darin q, q11 q2, ••• q,._ 1 die größten in ro, ro11 ro2, ... ro,._ 1 
enthaltenen ganzen Zahlen, und auch diese Zahlen wiederholen sich 
periodisch. Sie sind nach ( 4) bestimmt durch 1) 

1) Alle Zahlen b sind negativ, alle c positiv, daher q, q11 q1, •.. positiv, wie 
es sein muß. 



288 XI. Quadrat. Formen. Quadrat. lrratronalzahlen. Period. Kettenbrüche § 72*. 

Die Gleichungen (8), die wir uns unendlich oft wiederholt denken 
müssen, liefern aber unmittelbar die Kettenbruchentwicklung der 
irrationalen Zahl w. Wir erhalten für sie einen unendlichen Kettenbruch: 

(10) 

dessen Teilnenner sich periodisch wiederholen, und da die Periode 
q, q11 q2 , ••• , q11 _ 1 sogleich bei dem ersten Teilnenner beginnt, nennt 
man den Kettenbruch rein periodisch. 1) Wir haben somit den 
wichtigen Satz: 

Jede reduzierte quadratische Irrationalzahl läßt sich in 
einen reinperiodischen Kettenbruch entwickeln. 

Die Kettenbruchentwicklungen für w1, w2, ••• haben dieselbe Periode, 
nur mit verschobenem Anfang, also: 

wl = (qu q2, · · · • q:=l-~q, · · .) 
W2 = (q2, qs, .----:-:;-q:q~' · · .) 

w,. -1 = (qn-11 q, • · ., qn-21 · · .). 

Für die ersten Zahlen der in § 71, 6. ermittelten Perioden der De
terminante 189 = 9 · 21 erhalten wir so mit Hilfe der Formeln (9) 
die Kettenbruchentwicklungen: 

6 + a -v21 c-- - ) {- 9, - 6, 17 J = --17-- = 1, 6, 5, 2, .. . 

{- 17' - 6, 9} = ~+: yiii = (2,~~--6, 1, ... ) 

{- 7,- 7, 20} = 7 + 2~yiii = (1~26;--i~, ... ) 
7 + 3JI:!1 (-~-- ) {- 10,- 7, 14} = ---14- = 1, 2, 13, 2, .... 

4:. Wir wöllen nicht ausführlicher auf die Theorie der periodischen 
Kettenbrüche 2) eingehen, sondern nur noch die Kettenbruchent
wickelung einer Quadratwurzel genauer betrachten, zuvor aber 
einen allgemeinen Satz beweisen, der uns dabei von Nutzen sein wird. 

Aus den Gleichungen (8) ergeben sich, wenn wir sie in umgekehrter 

1) Ein Kettenbruch, bei dem die Perioden nicht sogleich bei dem ersten 
Teilnenner beginnen, heißt gemischt periodisch. 

2) Die Lehre von den periodischen Kettenbrüchen ist nach wichtigen Vor
arbeiten von Euler im wesentlichen von Lagrange geschaffen worden (Mem. 
Berl. 2-l (1770); Zusätze zu Eulers Algebra (1774), au<Jh Ostwaids Klass. Nr. 103). 
Den Zusammenhang mit den qdadratischen Formen hat Gauß (Disqu. arithm.) 
aufgedeckt. Wir sind mit einigen Modifikationen der Darstellung von H. Web er, 
Algebra 1 (1898), XI. Abschn., Arch. d. Math. u. Phys. (3), 4 (1903) gefolgt. 
Übrigens waren die ersten überhaupt betrachteten Kettenbrüche periodische, aber 
nicht reguläre(§ 22, 3) Kettenbrüche (Bombelli 1572, Cataldi 1613). 
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Reihenfolge betrachten und zu den konjugierten Zahlen übergehen, die 
folgenden Gleichungen: 

1 , 1 ' 1 , 
- ro'= q,._l- ro,._v- -,- = q"_2-ron-27 .... ,---; = q- ro. 

00n-l 001 

Hier sind die Zahlen auf der linken Seite sämtlich positiv und größer 
als 1. Wir führen für sie die Bezeichnungen 

1 1 1 
- ---; = OJ' - -, = 001' ... ' - ·-,-- = ro n -1 

ro ro1 ro"_ 1 

ein und haben dann: 

(11) 

I 1 ·=·· ro 

Nun ist, wie in 2. bemerkt wurde, q die größte in ro1 enthaltene 
ganze Zahl;· daher sind auch q1, q2 , ••• , qn-t die größten in ro2, 

ro3 , ••• , ro enthaltenen ganzen Zahlen, und die Gleichungen (11) liefern 

uns also die Kettenbruchentwicklung von ro =- ~~: 
ro 

(12) - -!. = (q,._l, qn-21 · · ., q17 q, • · .). 
ro 

Die Periode dieses Kettenbruchs hat dieselben Teilnenner, wie der 
Kettenbruch ~10) für ro, aber in umgekehrter Reihenfolge. Wir nennen 
zwei solche Perioden invers und haben somit den Satz von Galois 1): 

Die Kettenbruchentwicklungen für die beiden reduzierten 

Zahlen ro und-~-, haben inverse Perioden. 
ro 

Ein Beispiel hierfür haben wir oben in den Kettenbrüchen für 
die Zahlen 

6 + a V21 (----- ) __ 1_7 __ = 1, 6, 5, 2, ... 6 + 3 y'21 ( ) und - 9 -- = 2, 5, 6, 1, .... 

Es ist in der Tat, wenn die erste Zahl mit ro bezeichnet wird, 

1 17 17(a"V2i+6) 6+aJI21 
- ro'= 3y'21-S = -189-~- ---9--· 

§ 73*. Quadratwurzeln aus ganzen Zahlen. 
Die Fermatsche Gleichung. 

1. Es sei D eine positive nicht quadratische ganze Zahl und r die 
größte in y.D enthaltene ganze Zahl. Dann ist, wie wir in § 71, 5. ge
sehen haben, r + VD eine reduzierte Zahl, sie besitzt also eine rein 

1) Galois, .A.nn. de math. pures et appl. 19 (1828). 
Weber u. Wellstein, Enzyklopädie I. 4.Aufl. 19 
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periodische Kettenbruchentwicklung. Diese muß mit dem Teilnenner 
2r anfangen, also: 

(1) r + YD = (2r, q11 q2, . :-., q11 _ 11 2r, ... ). 

Hieraus folgt aber, wenn wir beiderseits r abziehen: 

(2) 

I ... ljj · t 1 1 f I 1· h h d S t st r + r ..u = ro, so IS - --, = ,;--- -, o g Ic nac em a z 
00 yD-r 

von Galois: 1 (---·---------~----- ) YD- r = qn-11 q,._s, · · ., qu 2r, · · ·,· 

Andererseits folgt aus (2): 

.ffi-__!____ = (qv q2,-:-:~;q:~;,-2r, ... ). 
v.u-r 

Da aber eine irrationale Zahl nur auf eine Weise in einen unend
lichen Kettenbruch entwickelt werden kann (§ 32, 4.), so müssen die 
beiden letzten Kettenbrüche in den einzelnen Teilnennern überein
stimmen, d. h. es muß 

qn-1 = ql1 q,._g = q2, ·q,._g = q3, • · · 

sein. Es sind also in der Reihe der Einzelnenner q1 , q2 , ..• , q,._ 1 je 
zwe1 gleich weit von den Enden abstehende Elemente einander gleich, 
die Reihe ist symmetrisch. Der Kettenbruch (2) für YD hat daher 
die Gestalt: 

(3) 

und wir haben den Satz: 1) 

Der Kettenbruch für die Quadratwurzel aus einer ganzen 
Zahl ist gemischt periodisch. Der Periode geht ein Teil
nenner voraus, welcher gleich der größten in der Quadrat
wurzel enthaltenen ganzen Zahl ist, und die Periode schließt 
mit dem Doppelten dieses Teilnenners. Der übrige Teil der 
Periode ist symmetrisch. 

2. Als Beispiel wollen wir y59 in einen Kettenbruch entwickeln 
und bemerken, daß man in derselben Weise die Kettenbruchentwicklung 
für jede (reelle) quadratische Irrationalzahl findet. Es ist hier r = 7j 
wir setzen: 

1) Legendre, Theorie des nombres, deutsch von Maser, Leipzig 1893, 
1 § 32. Der Satz gilt iibrigens fiir die Quadratwurzel aus jeder rationalen Zahl. 
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,fi:Q 1 1 r 59 -= w = 7 + - , also w1 = V59 "'t 59-7 

(jJl = 1 + _!__ 
ro ' 2 

ll)ll = 2+_!_ 
ro ' a 

roa = 7 + _!__ 
ro ' • 

ro"' = 2 + _!__ 
ro ' 6 

ro5 = 1 + _!__ 
ro ' 6 

1 
ro6 = 14 +-

ro ' 7 

y69+7 
10 

und nun wird, wie man sogleich sieht, ro7 = w17 womit sich dann die sechs 
Zahlen w17 ••• , ro6, welche alle reduziert sind, in derselben Reihenfolge 
unbegrenzt wiederholen. Es ergibt sich also die Kettenbruchentwicklung: 

V59 = (7, 1, 2, 1, 2, 1, 14, ... ), 
welche in der Tat die Form (3) besitzt. 

3. Man kann mehrere Perioden zusammenfassen und als eine 
neue Periode betrachten, z. B. in y'39 = (6, .r,-12, ... ) die Periode 
4, 12, 4, 12. Eine Periode, die sich nicht mehr in kleinere Pe
rioden zerlegen läßt, heißt primitiv. Eine primitive Periode kann 
aus einer graden oder ungraden Anzahl von Teilnennern bestehen. Bei 
einer graden Anzahl von Teilnennern, wie bei Y59 besitzt der symme
trische Teil ein unpaares mittleres Element, wir nennen ihn spitz
symmetrisch; bei einer ungraden Anzahl von Teilnennern hat der 
symmetrische Teil zwei gleiche mittlere Elemente, er heiße !lach
symmetrisch, wie z. B. bei 

y61 = (7, 1, 4, 3, 1, 2, 2, 1.1 3, 4, 1, 14, ... ). 

4:. In dem Kettenbruch (3) betrachten wir die Näherungsbrüche 
bis zum Schluß des symmetrischen Teils einer Periode. Der den Ketten
bruch abschließende vollständige Quotient ist 

(2r, q1 , q" .. . , q11 2r, ... ) = r + VD, 
und zwischen ihm und dem Wert YD des Kettenbruchs (3) besteht 
nach § 22, ö. die Beziehung: 

y.D = .A.(r + y:O) + .A"-1, 
B"(r + VD) + B•-1 

wenn .A., und A"-1 die beiden letzten Näherungsbrüche des endlichen B" B"-1 
19* 
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Kettenbruchs (r, q11 q2 , ••• , q2 , q1 ) bedeuten. Multiplizieren wir hier 
beiderseits mit dem Nenner, so folgt: 

(r B" + B"_ 1)'JI.i5 + DB" = r A" + A"_ 1 + A,. V.D, 
und hier müssen die rationalen und die irrationalen Glieder auf beiden 
Seiten einzeln einander gleich sein, also: 

(4) 
A,. = rB" + B"_ 1 

DB" = rA" + A"_ 1 • 

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit A", die zweite mit B. 
und ziehen sie voneinander ab, so erhalten wir mit Rücksicht auf 
§ 22, 8. den Satz: 

Zwischen dem Zähler und dem Nenner eines Näherungs
bruchs am Schluß des symmetrischen Teils der Kettenbruch-
entwicklung von VD besteht die Beziehung: 

(5) A" 2 - D B" z = (- 1 )". 

Darin bedeutet v die Anzahl der Teilnenner bis zu dem Schlußglied 
des symmetrischen Teils irgendeiner Periode. Ist also n die Anzahl der 
Teilnenner einer primitiven Periode, so kann v irgendein Vielfaches 
kn von n sein und ee bestehen die Gleichungen: 

(6) k= 1,!,S, ... 

5. Diese Gleichungen enthalten die Lösung einer berühmten Auf
gabe, welche Fermat im Jahre 1657 in einem Gelehrtenwettstreit den 
englischen Mathematikern gestellt hat, nämlich die G 1 eich u n g 

(7) 

worin D eine positive nichtquadratische ganze Zahl ist, 1n 
ganzanZahlen aufzulösen. 1) 

1) Diese Aufgabe, die in der Theorie der quadratischen Formen und (was 
auf dasselbe hinausläuft) in der Lehre von den quadratischen Zahlenkörpern von 
fundamentaler Bedeutung ist, wird infolge eines Irrtums von Euler häufig auf 
den englischen Mathematiker Pell zurückgeführt, von dem man kaum etway 
anderes weiß, als daß er mit der "PaUschen Gleichung" nichts zu tun hat. Es 
wäre endlich Zeit, daß diese gänzlich unbegründete Bezeichnung aus der Literatur 
verschwände, nachdem bereits Lagrange (Zusätze zu Eulers Algebra 1774) 
den Sachverhalt richtig dargestellt hat. V gl. G. W ertheim, Abh. z. Gesch. d. 
matb. ~iss. 9 (1899); H. Konen. Gesch. d. Gleichung t 2 - Du• = 1, Leipzig 
1901. Ubrigens ist die Aufgabe bereits von den Indern nach einem im wesent
lichen mit der Kettenbruchmethode übereinstimmenden Verfahren (Zerstäubungs
verfahren) gelöst worden (vgl. Colebrooke, Algebra with Arithmetic from the 
Sanscrit of Brahmagupta and Bhaskara; Hankel, Zur Gesch. d. Math. im Altert. 
u. Mittelalter). Ein Jahr nach Fermats Heransforderung gab Lord Brouncker 
eine von W allis veröffentlichte Lösungsmethode, die aber nicht erkennen laßt, daß 
sie immer zu einer Lösung führt. Euler bat diese Methode in seiner Algebra (1770) 
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Zur Lösung der Aufgabe entwickelt man VD in einen Kettenbruch. 
Hat die primitive Periode dieses Kettenbruchs eine grade Anzahl n von 
Teilnennern, also einen spitzsymmetrischen Teil, so wird die Glei
chung gelöst durch die Zähler und Nenner der Näherungsbrüche bis 
zum vorletzten Element einer jeden Periode: 

(8) k=l, 2,3, ... 

Ist aber n ungrade, besitzt also die Periode einen flach
symmetrischen Teil, so kommen nur die Näherungsbrüche bis zum 
vorletzten Element der zweiten, vierten, sechsten, ... Periode in Be
tracht, und man hat in (8) nur die graden Werte von k zu nehmen. Für 
die ungraden Werte von k dagegen sind x und y Lösungen der Gleichung 

~ ~-D~=-1. 

Die 11-,ermatsche Gleichung hat also für jedes positive nichtquadra
tische D unendlich viele Lösungen. Von diesen sind am wichtigsten die 
kleinsten Lösungen, die man durch (8) erhält und die, wie Lagrange 
gezeigt hat, überhaupt die kleinsten positiven Lösungen sind, nämlich 
wenn 

n grade: X = An, y = Bn 
n ungrade: X= A 211 , y = Bs,.. 

Aus ihnen kann man, wie Lagrange ebenfalls bewiesen hat, alle 
anderen Lösungen ableiten. 

Für D =59 sind die Näherungsbrüche des Kettenbruchs 

yb9 = (7, 1, 2, 7, 2, 1, 14, ... ) 
7 8 23 169 36\ 530 
l' -i-,. ·a-· 22• 47• 69• .. ·, 

also sind, da n grade ist, x = 530, y = 69 die kleinsten Lösungen der 
Gleichung x2 - 59y2 = 1. 

6. Die Gleichung (9) ist zum Unterschied von der Fermatschen 
Gleichung nicht für jedes positive nichtquadratische D lösbar, sondern nur 

dann, wenn die primitive Periode des Kettenbruchs von VD aus einer 

wiedergegeben. Die Auflösung der Fermateehen Gleichung mit Hilfe der Ketten

bruchentwicklungvon y'.l)" geht bereits aufEuler zurück (Nov. Com. Petr. ad ann. 
1765), aber Lagrange (Mise. Taurin. 4 (1768), Zusätze zu Eulers Algebra (1774)) 
gebührt das Verdienst, nachgewiesen zu ha):>en, daß die Gleichung immer lösbar 
ist und daß man durch die Kettenbruchmethode sämt liehe Lösungen erhält. Eine 
Tafel der kleinsten Lösungen der Fermatschen Gleichung bis D = 1000 mit 

den Kettenbruchentwicklungen von y':D ist von Degen, Canon Pellianus, Kopen
hagen 1817, berechnet. Sie ist von Cay ley (Collected math. papers 13) bis 
D = 1500, von Whitford, The Pell equation, New York (1912), bis D = 1700 

(die Kettenbrüche für v'D bis D ~ 2012) fortgesetzt worden. 
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ungraden Anzahl von Teilnennern besteht. Weiche ZahlenD aber diese 
Eigenschaft haben, ist bis jetzt noch nicht allgemein festgestellt. Jeden· 
falls muß D, da es ein Teiler von x2 + 1 , also einer Summe von zwei 
teilerfremden Quadraten ist, selbst eine solche Summe sein (§ 68, 9.), 
aber diese Bedingung reicht zur Lösbarkeit der Gleichung (9) 
nicht hin, wie schon das Beispiel D = 34 = 52 + 32 zeigt, denn es ist 
VM= (5, 1, 4, 1, 10, ... ), also n = 4 und die Gleichung x2 - 34y2 = -1 
nicht lösbar. 

Ist die Gleichung (9) lösbar, so sind 

1; =An, 1J = B,. 

ihre kleinsten positiven Lösungen, und dann sind 

X = 2 1;2 + 1 1 y = 2 1; 1] 

die kleinsten positiven Lösungen der Fermatschen Gleichung. Man 
braucht also auch bei ungradem n nur die Näherungsbrüche bis zum 
vorletzten Element der ersten Periode zu berechnen. 

So sind z. B. für D = 29 die Näherungsbrüche von 

Y29 = (5, 2, 1, 1, 2, 10, ... ) 
6 11 16 27 70 

T' 2' 3' 5' 13' · · · 

also ; = 70, 1] = 13 die kleinsten Lösungen der Gleichung 

x'- 29y2 = -1 

und danach x = 9801, y =- 1820 die kleinsten Lösungen der Gleichung 

x'- 29y' = 1. 



Zweites Buch. 

Algebra. 

Zwölfter Abschnitt. 

Gleichungen ersten Grades. Determinanten. 

§7 4:. Gleichungen erstenGrades mit einer und mit zweiUnbekannten. 

1. Wir haben im dritten Abschnitt die Division durch die folgende 
Aufgabe eingeführt: 

Wenn a und b gegebene Zahlen sind, so soll eine Zahl x 
gefunden werden, die der Bedingung 

(1) ax=b 

genügt, und wir haben gesehen, daß es immer eine und nur eine 

Zahl x = !!_ gibt, die dieser Forderung genügt, ausgenommen, wenn 
a 

a = 0 ist. Ist dann b nicht = 0, so gibt es keine Zahl x, ist aber zu
gleich b = 0, so genügt jede beliebige Zahl, für x gesetzt, der Be
dingung (1). 

Man nennt (1) eine Gleichung ersten Grades mit einer U n
bekannten x, und jeden Wert der Zahl x, welcher die Gleichung be
friedigt, eine Lösung dieser Gleichung. 

In den Übungsbüchern :find.en sich zahlreiche Aufgaben, in denen 
es sich meistetls darum handelt, eine Frage aus dem täglichen Leben 
oder aus irgendeiner Wissenschaft in die Form einer solchen Gleichung 
zu seizen. Diese Aufgaben haben zum Teil eine vieltausendjährige Ge
ßchichte. Alle Zeiten und alle Kulturvölker haben zu ihnen beigesteuert.1) 

1) Wir nennen hier nur das altägyptische Rechenbuch des Ahmes, die 
arithmetischen Epigramme der griechischen Anthologie, die Algebra des Mu
ha.mmed ibn Musa., den Liber Abaci des Leonardo von Pisa, die Rechen
bücher des Luca Paciuolo und der deutschen Cossisten. Die so überlieferten 
Aufgaben sind zum größten Teil reine Verstandesübungen und als solche von 
hohem Wert, sie entfernen sich aber häufig sehr weit von den Verhältnissen des 
wirklichen Lebens. Man legt deshalb mit Recht in neuerer Zeit mehr Gewicht 
auf Aufgaben, welche die große Bedeutung der Gleichungen für die tatsächlichen 
Bedürfnisse des praktischen Lebens und der Wissenschaft hervortreten lassen. 
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Auch die Regeldetriaufgaben der Rechenbücher führen, wenn man die 
gesuchte Anzahl mit x bezeichnet, auf Gleichungen ersten Grades. 

2*. Wir wollen die Aufgabe 1. unter einem anderen, allgemeineren 
Gesichtspunkte betrachten. Wir nehmen die linke Seite von (1) für 
sich und bezeichnen sie mit einem Buchstaben 

(2) y=ax. 

Hierin ist a eine gegebene feste Zahl, dagegen wird x als veränder
lich angesehen. Wir nehmen für x irgendwelche verschiedene Werte; 
zu jedem Wert von x gehört ein bestimmter Wert von y. Eine solche 
Größe y, deren Wert durch den Wert einer anderen Größe x 
bedingt ist, nennt man eine Funktion 1) von x. Insbesondere 
heißt in (2) y eine lineare Funktion von x. Mit x ist auch y ver
änderlich: Man nennt x die unabhängige, y die abhängige Ver
änderliche. Um anzudeuten, daß y eine Funktion von x ist, gebraucht 
man dafür auch die Bezeichnung f(x) oder cp(x), 1/J(x) u. dgl. Man kann 
nun die Aufgabe 1. auch folgendermaßen formulieren: 

Für welchen Wert der unabhängigen Veränderlichen x nimmt die 
lineare Funktion y = ax einen gegebenen Wert y = b an? 

Behalten wir an statt b den Buchstaben y bei, so haben wir als 
Lösung der Aufgabe 

(3) X= JL. 
a 

Wir können also sagen, die Auflösung einer Gleichung ist gleichbe
deutend mit der Umkehrung einer gegebenen Funktion, wobei die ur
sprünglich unabhängige Veränderliche durch die abhängige V eränder
liche ausgedrückt wird. 

3*. Wiederum zu einer anderen Formulierung der Aufgabe gelangen 
wir, wenn wir in (1) auf beiden Seiten die feste Zahl b subtrahieren. 
Die Gleichung wird dann 
(4) ax-b=O. 

1) Beispiele: Der Preis einer Fahrkarte eine Funktion der Entfernung; die
Höhe der Steuer eine Funktion des Einkommens; die mittlere Temperatur eines 
Ortes eine Funktion der geogr. Breite sowie der Meereshöhe; der Druck eines 
Gases eine Funktion des Volumens und der Temperatur. . 

Wir wollen immer voraussetzen, daß eine Funktion durch einen bestimmten 
Ausdruck, eine Formel gegeben ist, mit der jeder Funktionswert y durch Ein
setzen des Wertes von x berechnet werden kann. Das entspricht dem älteren 
auf Leibniz zurückgehenden, vor allem aber durch J ohann Bernoulli und 
Eu! er in Aufnahme gekommenen Funktions begriffe. Die obige umfa1sendere 
Definition ist von Dirichlet, Repert. d. Pbys. 1 (1837) (Ostwalds Klass. Nr. 116) 
gegeben worden, man kann sie aber ebenfalls bereits bei Euler finden (lnstit. 
calc. diff., Petrop. 17 65, pag. VI). Sie begreift auch Funktionen, die nicht durch 
eine bestimmte allgemeine Formel gegeben sind, wie z. B. eine Funktion, die 
fiir alle rationalen x den Wert 1, für alle irrationalen x den Wert 0 hat. V gl. 
A. Pringsheim, Grundlagen d. allg. Funktionenlehre (Enzykl. d. math. Wiss. 2, 1). 
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Man hat damit, w1e man sagt, die Gleichung auf Null gebracht. Die 
linke Seite 
(5) Y = ax- b . ' 
ist, wenn wir x als veränderlich ansehen, wieder eine Funktion von x, 
die man ebenfalls eine lineare Funktion nennt.!) Die durch die 
Gleichung (1) oder ( 4) gestellte Aufgabe kann also auch so ausge
sprochen werden: 

Für welchen Wert der unabhängigen Veränderlichen x hat die li
neare Funktion y = ax - b den Wert Null'? 

Man nennt einen solchen Wert von x einen Nullpunkt der Funk
tion. Allgemein können wir also sagen: 

Die Auflösung einer auf Null gebrachten Gleichung ist 
gleichbedeutend mit der Ermittelung der Nullpunkte einer 
gegebenen Funktion. 

4*. Es seien nun zwei Gleichungen ersten Grades mit zwei 
Unbekannten vorgelegt. Sie lassen sich immer auf die Form 

a1 x + b1 y = c1 

a2 x + b2 y = c2 
(6) 

bringen, worin au b1 , c1 ; a2 , b2 , c2 gegebene Zahlen sind. Wir können 
annehmen, daß mindestens eine der Zahlen b1, b2 von Null verschieden 
ist, denn sonst würde die Unbekannte y gar nicht auftreten. Sei also b1 

von Null verschieden, so findet man aus der ersten Gleichung: 

(7) 

d. h. y als (lineare) Funktion von x. Diesen Ausdruck setzt man für y 
in die zweite Gleichung ein und erhält: 

a~x + ~2 (c1 - a1 x) = c2 . 
1 

Dies ist eine Gleichung mit der einen Unbekannten x. Man sagt, 
man hat die Unbekannte y eliminiert (herausgeschafft). Aus dieser 
Gleichung folgt leicht: 

x(a1 b11 - a2 b1) = c1 b9 - c2b1 

und es ergibt sich, sobald der Ausdruck a1 b2 - a2 b1 von Null ver
schieden ist, für x der Wert: 

c1 b, - c2 b1 X=------· 
a1 b,- atb1 

Mit diesem Wert V()n x findet man dann aus (7) einen bestimmten 
Wert von y. 

1) Die Funktion in (2) ist hierin als besonderer Fall für b = 0 enthalten. 
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Ö*. Das hier benutzte Verfahren, bei dem man eine Unbekannte mit 
Hilfe der einen Gleichung durch die andere Unbekannte ausdrückt und 
den gefundenen Wert in die zweite Gleichung einsetzt (substituiert), 
nennt man das Substitutionsverfahren. Hierbei werden die beiden 
Unbekannten nicht gleichmäßig beh.andelt. Ihm ist ein symmetrisches 
V erfahren vorzuziehen, worunter man ein solches versteht, bei dem 
mehrere gleichartig in der Aufgabe vorkommende Größen auch im 
weiteren V er lauf der R.eclmung gleichmäßig behandelt werden. Ein 
derartiges V erfahren ist das folgende: 

Man multipliziert die Gleichungen (6) einmal mit den l!'akt01·en 
b2 , - b1 und nachher mit - a2 , a1 und addiert jedesmal die beiden 
Gleichungen. Dabei wird im ersten Fall y, im zweiten x eliminiert, 
und man erhält: 

(8) 
x(a1 b11 - a2 b1) = c1 b2 - c2 b1 

y(atb2- a2bt) = atc2- allct 

Der hier auftretende Faktor von X und y: 

~ ~~-~~=D 

heißt die Determinante des Gleichungssystems (6). Man schreibt 
dafür auch: 

(10) 

und nennt diese Verbindung der vier Zahlen a11 b11 a2 , b2 eine D eter
minante zweiten Grades. Es lassen sich dann auch, wie man sieht, 
die Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichungen (8) als Determi
nanten schreiben, und man hat den Satz: 

Wenn die Determinante D des Gleichungssystems (6) 
von Null verschieden ist, so gibt es ein und nur ein Zahlen-
paar: 

(11) 

welches den Gleichungen genügt. 

6*. Ist aber D = O, so können wir annehmen, daß keine der Zahlen 
a11 b11 a2, b2 Null ist, denn aus b1 = 0 oder a2 = 0 würde a1 b, = O, also 
a 1 ~ 0 oder b1 = 0 folgen, es würde also in (6) entweder eine der bei
den Gleichungen oder eine der beiden Unbekannten y oder x nicht vor
handen sein. Dann folgt aber aus a1 b2 - a1 b1 = 0 

ai b2 

a1-=b1' 

also, wenn man den Wert dieses Bruches mit l bezeichnet: 

all = la11 b2 = lb1• 
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Die beiden Gleichungen (6) sind dann: 

a1x + b1y = c1 
l(a1 x + b1 y) = c2 , 

also muß, damit die Gleichungen miteinander verträglich sind, c2 =Ä.c1 oder 

a2 bi c2 

a-l =Ii: =~ 

sein. Dann ist aber nicht nur D = 0, sondern es sind auch die andern 
Determinanten 

(12) \ c1 bb1 I = O, : al ct \ = 0 
fCll 2 )all clll 

und die Gleichungen (6) sind nicht unabhängig voneinander, indem die 
zweite aus der ersten durch Multiplikation mit Ä. hervorgeht. Man kann 
dann für X einen beliebigen Wert annehmen und berechnet dazu y nach 
(7). Zusammenfassend haben wir den Satz: 

Wenn die Determinante D des Gleichungssystems (6) ver
schwindet und es ist eine der Determinanten (12) von Null 
verschieden, so widersprechen sich die beiden Gleichungen 
{6) und es gibt keine Lösung. Sind aber mit D auch gleich
zeitig die beiden Determinanten (12) Null, so ist eine der 
Gleichungen (6) eine Folge der andern und es gibt unendlich 
viele Lösungen. 

7 *· Wir wollen noch etwas näher auf die Determinanten zweiten 
Grades eingehen. 

Die Zahlen a11 b1, a2, b2 heißen die Elemente der Determinante 

at b1 i b 
l=albll-alll· 

1 a2 b2 i 

Sie besteht aus zwei Zeilen (Horizontalreihen) und zwei Spalten 
(Vertikalreilien) von je zwei Elementen. 

Der Wert der Determinante ändert sich nicht, wenn man b1 und a, 
miteinander vertauscht; es ist 

I a1 b1 1=1 a1 a9 ~·, 
a1 b2 b1 b, 

d. h.: Der Wert einer Determinante bleibt ungeändert, wenn 
man die Spalten zu Zeilen und die Zeilen zu Spalten macht. 

8*. Bei Vertauschung der beiden Zeilen miteinander wird 

I a, 
a1 

b1 II 

b ' ll 

und dasselbe gilt, wenn man die beiden Spalten vertauscht, also: 
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Bei Vertauschung von zwei Zeilen oder von zwei Spalten 
ändert die Determinante nur ihr Vorzeichen. 

9*. Es mögen die Elemente einer Zeile einen gemeinsamen Faktor 
besitzen, also a1 == ma1 , b1 = mß1 . Dann ist: 

\ 
ma1 mß1 1- ( b _ ß ) I at ßt I - m at 2 t a2 ~ m \' 

a2 b2 , a2 b2 

Das Entsprechende gilt, wenn die Elemente einer Spalte einen ge
meinsamen Faktor haben, also: 

Ein gemeinsamer Faktor der Elemente einer Zeile oder 
einer Spalte kann vor die Determinante genommen werden. 

§ 75*. Gleichungen ersten Grades mit drei Unbekannten. 

1. Ein System von drei Gleichungen ersten Grades mit drei Un
bekannten x, y, z hat allgemein die Form: 

a1 X + b1 y + c1 Z = d1 

(1) a2x + b2 y + c2z = d2 

a5 x + bsY + c3 z = d8 

mit gegebenen festen Zahlen a" bi, ci, di (i=1,2,s). 

Zur Auflösung der Gleichungen wollen wir ein von Bezoutl) an
gegebenes Verfahren anwenden, durch welches zwei Unbekannte 
gleichzeitig eliminiert werden. Wir multiplizieren die Gleichungen der 
Reibe nach mit zunächst unbestimmten Zahlen u11 u2 , u3 und addieren 
die Gleichungen. Dann suchen wir u11 u2, u3 so zu bestimmen, daß die 
Koeffizienten von y und z Null werden. Es soll also: 

b1u1 + b2u2 + b3 u3 = 0 
(2) 

c1 u1 + c2 u2 + c8 u3 = 0 

sein. Haben wir u1 , u2, u3 diesen Gleichungen entsprechend bestimmt, 
so sind y und z eliminiert und es bleibt eine Gleichung mit x allein: 

(3) (a1u1 + a2u2 + a3 u3)x = d1 u1 + d2 u2 + d3 u3 • 

Betrachten wir die Gleichungen (2) als Gleichungen für die Un
bekannten u2, u8, so haben wir nach 5, 8 und 9 des vorigen Paragraphen: 

Wir schreiben zur Abkürzung:. 

1) Bezou t, Theorie generale des equations algebriques. 1779. 
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(4) 

und haben 

Dies~ Gleichungen, mithin auch die Gleichungen (2) sind befriedigt, 
wenn w1r 

setzen 1), und dann wird nach (3) 

(5) (a1 a1 + a2 a~ + a3 a3)x = d1 a1 + d2 a2 + d3 a8 • 

In derselben Weise können wir x und z eliminieren, wenn wir die 
Gleichungen (1) der Reihe nach mit v1, v2, v8 multiplizieren und addieren, 
und dann v1, v2, v3 durch 

c1 v1 + c2 v2 + c3 v8 = 0 
(6) 

a1v1 + a2 v2 + a3 v3 = 0 

bestimmen. Wir erhalten dann eine Gleichung 
bekannten y. Schreiben wir zur Abkürzung: 

(7) I Cs c, I = ßt, I Ca cl I = ßu 
a2asl aaat, 

so sind die Gleichungen (6) durch 

VI = ß11 Vs = ß21 Vs = ß$ 

befriedigt und wir haben für y die Gleichung 

mit der emen Un-

(8) (b1ßt + b2ß2 + baßs)Y = d1ß1 + d2ß2 + daßs· 

Schließlich multiplizieren wir die Gleichungen (1) mit den Größen 
w1 , w2 , w8 , für die 

a1 w1 + a1 w9 + a8 w3 = 0 

b1 w1 + b2 w2 + b3 w3 = 0 
(9) 

sein soll. Wir setzen: 

(10) \ a2 aa I _ ·1 a8 a1 ; _ 
b b I - rl, b b I - r2, 

2 3 3 1 I 

Dann sind die Gleichungen (9} durch 

Wl = Y11 W2 = Y21 Wa = Ys 

befriedigt und wir haben für ;; die Gleichung 

(11) (c1r1 + csr2 + csra)z = d1r1 + d2r2 + dara· 

2. Der Faktor von x in (5) ist, wenn wir darin die Werte der De
terminanten ~' a2, a3 aus ( 4) einführen: 

1) Allgemein können wir für uu u2 , u3 ein beliebiges Vielfaches von a,., 
a2 , a8 nehmen, wir würden aber immer auf die Gleichung (5) kommen. 
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(12) D = a1 7J2c8 - a1 b3 c2 + a2 b3 c1 - a2o1 c3 + a3 b1 c9 - a8 b2 cu 
und wenn wir ebenso die Faktoren von y und z in (8) und (11) aus
rechnen, so sehen wir, daß diese eben denselben Wert D be
sitzen. Man nennt den Ausdruck D die Determinante des Gleichungs
systems (1) und schreibt dafiir auch: 

(13) 
at bt cl 

D= a2 b2 c2 

as bs Cs 

Dies ist eine Determinante dritten Grades, gebildet aus 3 · 3 = 9 
Elementen. Die Determinanten zweiten Grades a11 ß;, Y; (i=l,2,s) heißen 
die Unterdeterminanten von D. 

Die rechte Seite in (5) entsteht aus dem Faktor von x, wenn man 
darin a11 a2 , a3 durch dv d2 , d3 ersetzt. Ebenso entstehen die rechten 
Seiten in (8) und (11) aus den Faktoren von '!1. und z, wenn man in 
ihnen b1 , b2 , b3 bzw. Cp c2 , c3 durch d11 d2 , d3 ersetzt. Es sind. mithin 
diese Ausdrücke auf der rechten Seite in (5), (8) und (11) ebenfalls 
Determinanten dritten Grades, die aus der Determinante D entstehen, 
indem man darin die erste oder die zweite oder die dritte Spalte durch 
dll d2, d3 ersetzt. Wir bezeichnen diese Determinanten mit 

il1 b1 c1 ,. a1 d,_ c1 ! : a1 b1 d1 

(14) D1 = d2 b2 c2 , D 2 = a2 d2 c2 i, D8 = i a2 b2 d2 

ds bs Cs I as ds Cs I I as bs ils 

und haben nunmehr den Satz: 
Wenn die Determinante D des Gleichungssystems (1) von 

Null verschieden ist, so gibt es ein und nur ein Lösungssystem 

(15) X = ~ 1 1J = ~ 1 Z = % • 
3. Ist aber D = O, so sind die Gleichungen (5), (8) und (11) nur 

erfüllbar, wenn auch gleichzeitig die anderen Determinanten D1 = 0, 
D2 = O, D3 = 0 sind. Man kann dann x willkürlich annehmen. Wenn 
nun nicht sämtliche Unterdeterminap.ten von D Null sind, sondern etwa. 
a1 = b2 c8 - b8c9 von Null verschieden, so sind y und z durch die Glei-
chungen b d 

2 y+c2 z= 2 -aix 
b8 y + c8 z = il8 - a3 x 

eindeutig bestimmt, so daß zu jedem willkürlich gewählten Wert von 
x ein bestimmter Wert von y und von z gehört. Wir sehen also: 

Wenn die Determinante D des Gleichungssystems (1) ver
schwindet und es ist eine der Determinanten D11 D2 , D 3 von 
Null verschieden, so widersprechen sich die Gleichungen (1) 
und es gibt keine Lösung. Sind aber mit D auch gleichzeitig 
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D11 D2, D3 Null, während die Unterdeterminanten von D nicht 
sämtlich verschwinden, so bleibt eine Unbekannte will
kürlich. 

Wenn aber auch sämtliche Unterdeterminanten von D verschwinden, 
so können wir doch annehmen, daß nicht sämtliche Elemente von D 
Null sind, denn dann würde das Gleichungssystem (1) gar nicht existie
ren. Sei also Cs von Null verschieden, so folgt aus der letzten 
Gleichung (1): 

(16) 

und dies, in die beiden ersten Gleichungen (1) eingesetzt, gibt: 

(17) ß2x- ally = dl Cs- dscl 
- ßlx + aly = d!cs- dac2, 

und wenn also a1 = ß1 = a2 = ß2 = 0 ilst, so muß, wenn diese Glei
chungen möglich sein sollen, auch d1 c3 -d3 c1 =0,d2 c3 -d3 c2 =0 
sein, und dann sind die Gleichungen (17), mithin auch die G-leichungen 
(1) für beliebige x, y erfüllt. Zu jedem Wertepaar x, y erhält man aus 
(16) einen bestimmten Wert vou e. Es bleiben also in diesem Falle 
zwei Unbekannte willkürlich. 

§ 76*. Determinanten nt•n Grades. Gleichungen ersten Grades 
mit n Unbekannten. 

1. Wir wollen uns das Bildungsgesetz der Determinante dritten 
Grades nach Formel ( 12) des vorigen Paragraphen genauer ansehen. 
Die Determinante 

I al bl cl I 
D =I a2 b2 c2 

as bs es! 
besteht aus neun Elementen, welche in drei Zeilen und drei Spalten 
quadratisch angeordnet sind. Die von der oberen linken Ecke ausgehende 
Diagonale des Quadrats heißt die Hauptdiagonale, das Produkt der 
Elemente in der Hauptdiagonale 

a1 bll Cs 

heißt das Hauptglied der Determinante. In ihm treten sowohl die 
Buchstaben wie die Zahlen in der natürlichen Reihenfolge auf." Aus 
diesem Hauptglied erhält man nach (12) alle übrigen Glieder der Deter
minante, indem man die Buchstaben a, b, c in der natürlichen 
Reihenfolge beibehält und die Indizes 1, 2, 3 auf alle mög
lichen Weisen permutiert. Jedes Glied ist also ein Produkt 

aa b{J c'Y, 
wobei aß r eine Permutation von 1 2 3 bedeutet, und dieses Glied 
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wird nun mit dem positiven oder negativen Zeichen genom· 
men, je nachdem aß r eine grade oder ungrade Permutation 
von 1 2 3 ist (§ 49). 

2. Dies kann man wörtlich auf eine beliebige Anzahl von Elementen 
übertragen und erhält so die Begriffsbestimmung einer Determinante 
nt•n Grades. Sie besteht aus n2 Elementen, welche in n Zeilen und 11 

Spalten quadratisch angeordnet sind. Um die Stelle eines Elements in 
der Determinante sogleich erkennen zu lassen, bezeichnen wir es durch 
einen Buchstaben a mit zwei Indizes 1), von denen der erste die Zeile, 
der zweite die Spalte angibt, in der das Element steht. So bedeutet a28 

das dritte Element in der zweiten Zeile (oder das zweite in der dritten 
Spalte), allgemein a,k das k18 Element der iten Zeile und die Indizes i, k 
können unabhängig voneinander die Werte 1, 2, ... , n annehmen. Die 
Determinante nt•n Grades schreibt sich dann: 

(1) 

Das Produkt der Elemente in der Hauptdiagonale 

A = a11 a22 • • • a"" 

heißt das Hauptglied der Determinante. 
Unter dem Wert der Determinante versteht man ein Aggregat von 

Produkten, die sich aus dem Hauptglied in der Weise ableiten, daß 
man die ersten Indizes in ihrer natürlichen Reihenfolge bei
behält und die zweiten Indizes auf alle möglichen Arten per
mutiert. Den so gebildeten Produkten 

(2) An = alk a, k ... ankn 
1 • 

gibt man das positive oder negative Zeichen, je nachdem die 
Permutation 'lt = k1 k2 ••• k,. von 1 2 ... n grade oder ungrade 
ist. Wir erhalten so n! Glieder Att (mit Einschluß von A) und der 
Wert der Determinante kann durch 

(3) D = 1:: + An 

bezeichnet werden. So wird z. B. die Determinante dritten Grades 

1) Diese Bezeichnung durch Doppelindizes nnd die Einführung der Deter
minanten geht auf Leibniz zurück (Brief an l'Höpital 28. 4. 1693, Acta Erud. 
1700). Sein Verfahren zur Auflösung line;1rer Gleichungen wurde durch G. Cra
mer aufs neue entdeckt, der zuerst die Lehre von den Permutationen auf die 
Determ~nanten anwandte (lntroduction a l'analyse des courbes algebriques, Genf 
1750), Jedoch kamen die Determinanten erst durch die Arbeiten von Cauchy, 
Journ. de l'ec. polyt. cah. 17 (1812) und J aco bi, Journ. f. Math. 22 (1841) (auch 
Ostwaids Klass. Nr. 77 u. 78) zu allgemeiner Verwendung. 
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au aa als au a22 ass - all a2s a32 

a21 a22 a2s = + al2 a2s ast - a12 a21 aas 

as1 as2 aaa ! j- ata a21 aa2 - a1a a22 aat , 

was mit Rücksicht auf die veränderte Bezeichnung mit § 75, (12) über
einstimmt. 

Jedes der Glieder Alt hat n Faktoren und in diesen Faktoren kommt 
jeder erste und jeder zweite Index einmal vor. Es enthält also jedes 
Glied der Determinante ein Element aus jeder Zeile und aus 
jeder Spalte. 

3. Wenn man innerhalb der Produkte Alt die Faktoren miteinander 
vertauscht, so ändern sich die einzelnen Produkte nicht; man kann also die 
Faktoren auch so anordnen, daß die zweiten Indizes in ihrer natürlichen 
Reihenfolge 1, 2, ... , n stehen. Dann haben die ersten Indizes die zu 
:1t reziproke Permutation n' erfahren. Da 1t und tt' nach §50, 11. 
gleichzeitig grade oder ungrade sind, so können wir die Determinante 
auch dadurch ber~chnen, daß wir in dem Hauptglied A die ersten 
Indizes permutieren und die zweiten in ihrer natürlichen Reihenfolge 
lassen, während für die Bestimmung des Vorzeichens dieselbe Regel 
wie in 2. gilt. Dies können wir auch so ausdrücken: 

Der Wert einer Determinante bleibt ungeändert, wenn man 
die Spalten zu Zeilen und die Zeilen zu Spalten macht. 

4:. Wenn man in den Permutationen 7t irgend zwei der Ziffern mit
einander vertauscht, so gehen die graden Permutationen in ungrade, die 
ungraden in grade über, also jedes Glied Alt in ein anderes, das in der 
Determinante D mit dem entgegengesetzten Zeichen vorkommt. Die 
Vertauschung zwei er zweiten Indizes entspricht aber der Vertauschung 
zweier Spalten, und da nach 3. das für die Spalten Gesagte auch für die 
Zeilen gilt, so besteht der Satz: 

Bei Vertauschung von zwei Zeilen ode:a von zwei Spalten 
ändert die Determinante nur ihr Vorzeichen. 

5. Wenn die entsprechenden Elemente von zwei parallelen Reihen 
einander gleich sind, so bleibt bei Vertauschung der beiden Reihen die 
Determinante ungeändert und iändert gleichzeitig nach 4:. ihr Vor
zeichen. Das ist nur möglich, wenn die Determinante den Wert Null 
hat, also: 

Wenn in einer Determinante die entsprechenden Elemente 
zweier Zeilen oder zweierSpalten einander gleich sind, so 
hat die Determinante den Wert Null. 

6. Wir suchen unter den Gliedern der Determinante D alle diejeni
gen heraus, die den Faktor a11 • enthalten. Um sie zu bilden, hat man 
die ersten Indizes 2, 3, ... , n in ihrer natürlichen Reihenfolge zu lassen 
und die zweiten Indl'zes 2, 3, ... , nunter Berücksichtigung der Vorzeichen
regel zu permutieren. Bezeichnen wir den Inbegriff aller dieser Glieder 
mit a11 Aw so ist also A 11 eine Determinante (n-l)ten Grades, in 

Weber u.Wellstcin, Enzyklopadie I. 4.Aufl. 20 
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welcher die 1 weder als erster noch als zweiter Index vorkommt. Man 
erhält sie aus der Determinante D, wenn man darin die beiden in a11 

sich schneidenden Reihen streicht. 
Nun kann man durch bloße Vertaustbungen von Zeilen und Spalten 

ein beliebiges Element a;k an den Platz von a 11 bringen. Man braucht 
nur die it• Zeile über die i- 1 vorangehenden Zeilen und die kle 
Spalte über die k- 1 vorangehenden Spalten hinwegzuschieben 
Dabei multipliziert sich aber die Determinante mit dem Faktor 
(- 1)i+k-ll = (-l)i+k. Man hat also den Satz: 

Setzt man den Inbegriff aller der Glieder von D, die den 
Faktor aik enthalten, gleich aik Aw so ist A,~ eine Determi
nante (n- 1)t•n Grades, die man aus D erhält, wenn man die 
beiden Reihen, die sich in a;k schneiden, streicht und das 
Vorzeichen (- 1 )'+k hinzu fügt. 

Diese mit bestimmten Vorzeichen versehenen Determinanten A;1 

heißen die Unterdeterminanten von D. In den Gliedern von A;; 
kommt weder der erste Index i noch der zweite Index k vor. 

7. Nach 2. enthält jedes Glied vonDein und nur ein Element aus 
jeder Zeile und jeder Spalte. Es muß sich also die Determinante, wenn 
man die mit den Elementen der iten Zeile oder der kten Spalte multipli· 
zierten Glieder zusammennimmt, so darstellen lassen: 

(4a) 

(4b) 

D = a; 1 An + a; 2 A; 2 + · · · + a;n A;,. 

D = auAu + a2k A2k + ... + ank A .. k· 

(i=l,ll, ... ,n) 

(k=l,ll, ... ,n) 

Man nennt dies die Entwickelung der Determinante nach Elementen 
der ~"ten Zeile bzw. kten Spalte. 

Ersetzen wir die Elemente a, 11 a121 ••• , a;n durch die Elemente 
ah1 , ah 2 , ... , ahn einer anderen Zeile, so verschwindet nach 5. die De
terminante. Die Unterdeterminanten Aw ... , A,n werden dabei nicht 
geändert, da sie kein Element der iten Zeile enthalten. Es ist also, so
bald h, i zwei verschiedene der Indizes 1, 2, ... , n bedeuten: 

(5a) 

und ebenso, wenn wir in ( 4 b) die Elemente f1u, .a2 "' ••• , a,.k durch die 
Elemente a1 h1 a24 , •• • , a,.h einer anderen Spalte ersetzen, also h, k zwei 
verschiedene der Indizes 1, 2, ... , n bedeuten: 

(5b) nlh Au+ an ~k + · · · + a,.h Ank = 0. (h:j=k) 

Diesen .Formeln entsprechen für die Determinanten dritten Grades 
die Formeln (2), (6) und (9) im vorigen Paragraphen. 

8. Aus (4a) und (4b) ergibt sich sogleich der Satz: 
Enthalten alle Elemente einer Zeile oder Spalte einen ge

meinschaftlichen Faktor, so kann dieser Faktor vor die ganze 
Determinante genommen werden. 
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Auch der folgende Satz, den man sogleich aus den Formeln ( 4) ab
liest, wird häufig angewendet: 

Wenn alle Elemente einer Zeile oder Spalte mit Ausnahme 
eines Elements Null sind, so ist der Wert der Determinante 
gleich diesem von Null verschiedenen Element, multipliziert 
mit der zugehörigen Unterdeterminante. 

Multipliziert man (5 a) mit einem unbestimmten Faktor l und addiert 
dann zu (4a), so folgt: 

D = (ail + lahl)A11 + · · · + (a1,. + ).ah,.)A1,., 

und da man dasselbe mit (5b) und (4b) machen kann, so können wir 
den folgenden Satz aussprechen, worin man unter "Reihe'' nach Belieben 
Zeile oder Spalte verstehen kann: 

Eine Determinante ändert sich nicht, wenn man die mit 
einem beliebigen Faktor multiplizierten Elemente einer 
Reihe zu den entsprechenden Elementen einer parallelen 
Reihe addiert. 

9. Wir wollen diese Sätze anwenden, um eine gewisse Determinante 
nten Grades zu berechnen, die in der Algebra von Wichtigkeit ist. 

Es seien a1, '4l, . .. , a,. irgendwelche Zahlen. Wir bilden mit ihnen 
die Determinante 1) 

1 . 1 ... 1 

a1 a! ... a. 
(6) a/ a19 •.. a,.1 

a~-1 a;-1 ... a:-1 
Die Determinante ändert sich nicht, wenn man von den Elementen der 

iien Sp.aJte die entsprechenden Elemente der kten fi3palte subtrahiert, also ist: 

1 1 0 ... 1 
... a,. 
••• a".2 

a;-1 a;-1 ... a:-1- a~-1 ... a:-1 
Jetzt enthalten aber sämtliche Elemente der t"ton Spalte den Faktor 

cc,- a,. (§ 20, 10. ), folglich ist P durch jede Differenz a1- a,. von irgend 
zwei der Zahlen a1; ••• , «,. teilbar. Wir setzen daher: 

P = 0 · ( a, - a1) ( a8 - a1) •.• ( a,. - ~) 
(a3 - a2) ••• (a,.- cts) 

1) Diese Determinante wurde für n == 3 zuerst von Vandermonde, Hiat. 
de l'acad., Paris 1771, allgemein von Cauchy, Journ. de l'ec. polyt. cah. l'i 
(1812) betrachtet. 

20* 
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und haben jetzt noch 0 zu bestimmen. Denkt man sich die Klammern 
alle au~multipliziert, so wird ein Glied 

(7) 

auftreten und kein anderes mit den gleichen Potenzen der IX. Man sieht 
das am einfachsten, wenn man die übereinanderstehenden Klammern, 
von rechts beginnend, miteinander multipliziert. Das Glied (7) kann 
dann nur als Produkt der ersten Glieder in jeder Klammer erscheinen. 
Andererseits ist das Hauptglied der Determinante (6) 

"2 IXa 2 IX' s •.• IX""- 1 

und es gibt kein anderes Glied mit den gleichen Potenzen der IX. Hier
aus folgt, daß 0 = 1 sein muß. Gewöhnlich nimmt man in den Diffe
renzen IXi - ak die Zahl mit dem kleineren Index als Minuenden. Kehrt 
man also in P alle Differenc:en um, so multipliziert sich P mit 

n(n -1) 

(- 1)1+2+3+ .. ·+(n-1) = (- 1)-,-
und der Wert der Determinante (6) ist (vgl. § 49, 5.): 

n(n-1) 

(8) P(a11 IX2 , ••. , IX")= (-1r2 -(1X1 -a2)(a1 -1X3) .•• (a1 -a,.) 

(a1 - a3) ••• (a2 - t:t10) 

(1X,._ 1 - a,.). 
10. Die Sätze ( 4 b) und (5 b) führen nun sehr einfach zur Auflösung 

eines Systems von n Gleichungen ersten Grades mit n Unbekann
ten. Wir schreiben sie am übersichtlichsten, wenn wir die Unbekannten 
mit x11 x2, ••• , x,. und die Koeffizienten mit doppelten Indizes bezeichnen: 

a11 x1 + a11 x2 + · · · + a1 ,. x,. = c1 

(9) a21 x1 + a22 x2 + · · · + a271 x,. = c, 

a,. 1 x1 + anll x2 + · · · + a,.,.x,. = c",. 

Die Determinante IJ der a"' .heißt die Determinante des Systems. 
Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit den Unter

determinanten Au, Aw ... , Aftk und addiert die Gleichungen, so ver
schwinden nach (4 b) und (5b) die Koeffizienten aller x mit Ausnahme 
des Koeffizienten von x"' der gleich IJ wird, also folgt: 

(10) 

Die rechte Seite ist wiederum eine Determinante nten Grades, 
die aus IJ entsteht, wenn man darin die kte Spalte~"' a2", •• ·, ank 
durch c11 c2, •• • , c,. ersetzt. Wir bezeichnen sie mit D" und haben 
den Satz: 

Wenn die Determinante D des Gleichungssystems (9) von 
Null verschieden ist, so gibt es ein undnur ein Lösungssystem 
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(11) D, D1 D,. xl = D' xll = D' ... , x,. = !F. 

Ist aber D = 0, so bleiben eine oder mehrere Unbekannte willkür
lich oder die Gleichungen können einander widersprechen. Wir gehen 
darauf nicht näher ein. 

11. Ist in der ersten Gleichung (9) die rechte Seite c1 = O, so heißt 
die Gleichung homogen. Ein System von n homogenen Gleichungen 

a11 x1 + au x2 + · · · + a1 ,. x,. = 0 

(12) a21 x1 + an x 2 + · · · + a2n X 71 = 0 

an13\ + a,.2x2 + ... + a,.nx,. = 0 

ist natürlich befriedigt, wenn man alle Unbekannten x1 , x!l, ... , x,. 
gleich Null annimmt und sobald die Determinante D des Systems von 
Null verschieden ist, gibt es nach (10) keine anderen Lösungen. Es 
besteht somit der Satz: 

Damit ein System von homogenen Gleichungen Lösungen 
besitzt, die nicht sämtlich verschwinden, muß notwendig die 
Determinante des Systems 
(13) D = 0 

sein. Sei nun D = 0 und das System (12) durch Werte x11 ••• , x,. be
friedigt, die nicht sämtlich verschwinden, so sind durch dien Gleichun
gen nicht die Unbekannten selbst, sondern nur ihre Verhältnisse be
stimmt. Man sieht nämlich sofort, daß für irgendein l auch 

lx11 lx2 ~ ••• , lx .. 

Lösungen von (12) sind. 
Ist D = 0 und ist wenigstens eine Unterdeterminante A," von Null 

verschieden, so erhält man nach ( 4 a) und (5 a) ein Lösungssystem, bei 
dem nicht sämtliche x verschwinden, wenn man setzt: 

(14) x1 = ll.A, 11 x2 = ll.A,2 , ••• , x,. = .L.4.1,. 

mit einem willkürlichen Faktor l, d. h. x1, x2, ••• , x,. sind proportio
nal den Unterdeterminanten irgendeiner Zeile von D. 

Sind aber außer D auch alle Unterdeterminanten A,k = 0, so werden 
auch in (14) alle Lösungen x1 ••. x,. Null. Es gibt aber auch in diesem 
Fall von Null verschiedene Lösungen, zu deren Darstellung man die 
Unterdeterminanten der Unterdeterminanten heranziehen muß. Hierauf 
wollen wir aber nicht eingehen. 

§ 77*. Lineare Substitutionen und Matrizen. Multiplikation 
der Determinanten. 

1. Es mögen jetzt x11 x11 , ••• x,. irgendwelche unbestimmte oder 
veränderliche Größen bedeuten. Führt man an ihrer Stelle neue Größen 
Y1 , y2, •.• y,. mit Hilfe von n linearen Gleichungen 
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(1) 

XII. Gleichungen ersten Grades. Determinanten 

X1 ==an Yt + au Yt + · · · at .. Y .. 
x, = a2t Yt + a22 Y2 + · · · a,,.y,. 

x,. = a,.ttlt + an2 y2 + · · · a,.,.Y,. 

§ 'l'l*. 

ein, worin die n3 Koeffizienten a," bestimmte gegebene Zahlen (Kon
stanten) bedeuten, so nennt man dies eine lineare Substitution. Die 
Substitution ist durch Angabe der Koeffizienten bestimmt. An Stelle 
der Gleichungen ( 1) genügt daher ein Verzeichnis der Koeffizienten, das 
man in der Form 

schreibt. Man nennt es eine Matrix und bezeichnet die Substitution 
einfach durch die Matrix ihrer Koeffizienten oder auch durch 

(2) X= 2!(y). 

Diese Gleichung ist aufzufassen als eine symbolische Schreibweise, 
in der die Gleichungen (1) zusammengefaßt sind. 

Die Matrix 2l bedeutet keine Zahl, sondern ein quadratisch angeord
netes System von n2 Zahlen. Aber jeder Matrix ist ein bestimmter 
Zahlenwert zugeordnet, nämlich die aus den n 11 Zahlen gebildete Deter
minante, die wir mit dem entsprechenden lateinischen Buchstaben be
zeichnen, also 

a,.t a,.s ... a,.,. I 
2. Aus den Gleichungen (1) kann man auch umgekehrt die Größen 

y11 y1, ... , y,. durch die x11 xl!, ... , x,. ausdrücken. Dabei muß man 
aber voraussetzen, daß die Determinante A nicht verschwindet. 
Dann ergibt sich, ·daß die y11 y2 , ••• y,. wiederum durch eine lineare 
Substitution mit den x1 , x2 , ••• x,. zusammenhängen; wir schreiben sie: 

Yt = all xl + "a XII+ ... + "tnx,. 

(3) Ys = 1Xu X1 + "21 Xs + · · · + tXanX,. 

Yn = a"1 X1 + a111 x2 + · · · + a,.,. x,. 
und nach § 76, (10) ist darin 1) 

(4) Ak, "tk--:r· 
Die Matrix des Gleichungssystems (3) bezeichnet man mit 

1) Man beachte die Vertauschung der Indizes auf beiden Seiten. 
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Sl(-1 = (::.~: ::: ~: ) 

a,.l "n2 ..• "nn 

und nennt sie die zu Sll reziproke Matrix. Dann kann man für die 
Gleichungen (3) symbolisch 
(5) y = Sl(- 1(x) 

schreiben. 
3. Wir üben nun auf die Größen y1 , y2 , ••• , Yn wiederum eine lineare 

Substitution aus und ersetzen sie durch neue Größen s11 s2 , ••• , z". mit 
Hilfe der Gleichungen 

y1 = b11 .e1 + b11 z2 + · · · + b1 ,.z,. 
(6) Y2 = b21 Zt + b22 ß2 + · · · + b211 ßn 

oder symbolisch 
(7) y = m(z), 
worin m die Matrix 

/ bu b12 · • · bl n \) 

m = 1 ~21 ~29 : . • • b2 ~ 
\bnl bn2 ... bnn / 

bedeutet. Auch ihre Determinante 

I bu b12 • · • bln 

sei von Null verschieden. 
4 •. Übt man auf die x11 x2, ••• , x,. zuerst die Substitution (1) aus 

und dann auf die y11 y1 , ••• , Yn die Substitution (6), so hat man die 
x11 x21 ••. , x,. durch die s1 , z2 , ••• , z". ersetzt. Dies kann man in einem 
Schritt tun, indem man aus (6) die Ausdrücke für y1., y2 , ••• , Yn in (1) 
einführt. Dann erhält man aber wiederum eine lineare Substitu
tion und man sieht: 

Zwei lineare Substitutionen hintereinander ausgeführt. 
lassen sich durch eine einzige lineare Substitution ersetzen, 

Dieser Satz spricht die Gruppeneigenschaft der linearen Substi
tutionen aus 1) ( vgl. § 52). 

Wir schreiben die Substitution, welche die x11 x2 , ••• , x,. durch die 
z11 zi, .. . , z,. ausdrückt: 

1) Die exakte Definition der Gruppe erfordert außer dieser Eigenschaft die 
Gültigkeit des assoziativen Gesetzes (6.) nnd die Existenz der Einheitsmatrix ('i.) 
und der reziproken Matrix (2.). 
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(8) 

(9) 

XII. Gleichungen ersten Grades. Determinanten 

x1 = c11 z1 + c12 z2 + · · · + c111 z,. 
x2 = c21 zl + ci2 z2 + ... + c2nzn 

x = ~(z), 

worin ~ die Matrix der c,k bedeutet. 

§ 77*. 

oder 

Führt man aber in (1) die Ausdrücke der y1 , ..• , Yn aus (6) ein, so 
findet man leicht c1k als Koeffizient von Z~o in der it•n Gleichung, nämlich 

(10) i= 1,2, .. . 71 

k=1,2, .. " 

5. Man kann die Ersetzung der Variablen y11 •••• , Yn durch die 
zv ... , z,. auch an den symbolischen Gleichungen (2) und (7) vor
nehmen und erhält aus (2), indem man y durch ?S(z) ersetzt die sym-
bolische Gleichung: x = 5l(?ß(z). 

Man schreibt deshalb auch: 
(11) a:; = 5ll\S, 

und nennt ~ die aus 5l( und m zusammengesetzte Matrix. Die 
Zusammensetzung von zwei Matrizen geschieht gemäß Formel (10). Wir 
schreiben auch wohl: c =(ab). 

•k •k 

und haben für die Bildungsweise dieser Elemente die Regel: 
Irgendein Element (ab),k der zusammengesetzten Matrix 

wird gebildet, indem man jedes Element der it•n Zeile von~ 
mit dem entsprechenden Element der kt•n Spalte von ?S multi
pliziert und alle diese Produkte addiert. 

6. Entsprechend der Schreibweise (11) nennt man die Matrix ~ 
auch das Produkt der Matrizen 5ll und m, muß aber wohl beachten, da'ß 
die Zusammensetzung der Matrizen im allgemeinen nicht kommuta
tiv ist. Die Elemente der Matrix ?S2! sind 

(ba);k= bilau+ b;2a2k+ ... + b;,.ank' 

und sie sind, wenn nicht die Elemente aik und bik besondere Bedingungen 
erfüllen, von (ab );k verschieden. 

Haben aber zwei Matrizen 5ll und ?S die Eigenschaft, daß (ab);k = (ba)1k 

für alle i und k wird, so ist 5l( ?S = ?S 5l( 

und man nennt 5l( und ?S vertauschbar. 
Dagegen gilt für die Zusammensetzung der Matrizen das assozia

tive Gesetz, d. h. für irgend drei Matrizen 5ll, ?S, ~ist 
(2! m) ~ =j 2! cm ~). 

Es ist nämlich das allgemeine Element von (2! ?S) ~' wenn wir uns 
der Summenzeichen bedienen und die Summationsbuchstaben fL, v die 
Werte 1, 2, ... , n durchlaufen lassen: 
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(ab)ucu+ (ab); 2 cu+ · · ·=~(ab);f,c,.,.~<=~~a;"b7 ,.,.c,.,.k, 
I' I' " 

und dies stimmt überein mit dem allgemeinen Element von &(~~): 

ail(bc)u + a; 2 (bc)u + · · · = ~ a,.(bc)"k = ~~a;7b7 ,.,. cl'k' 
• I' " 

7. Wir setzen die Matrix & mit ihrer reziproken Matrix &- 1 zu
sammen und finden auf Grund der Formeln § 76, (4) und (5), daß die 
Elemente (aa);k nur die Werte 1 oder 0 besitzen, je nachdem die In
dizes i, k einander gleich sind oder nicht. Wir erhalten also als Produkt 
der beiden Matrizen die Matrix 

(
1 0 0 ... 0) 
0 1 0 ... 0 

? ~ 1 ..... ~ = ~-
0 0 0 ... 1 

Man nennt sie die Einheitsmatrix und es ist 

(12) 2(2(-1 = ~. 

Mit Hilfe der angegebenen Formeln in § 76 sieht man sofort, daß auch 
2(- 1 ~ = ~ ist, d. h.: 

Eine Matrix ist mit ihrer reziproken Matrix vertausch bar. 
Die Matrix~ spielt bei der Zusammensetzung der Matrizen die Rolle 

der Einheit, denn es ist auf Grund von (10) 

(13) ~~ = ~~ = 21:. 

Die Formeln (12) und (13) ermöglichen es, wenn ein Produkt von 
zwei Matrizen und ein Faktor, d. h. eine der beiden Matrizen, gegeben 
ist, die andere Matrix eindeutig zu bestimmen. 1) Aus ~~=~findet 
man, indem man links mit 2(- 1 zusammensetzt: 

5B = 2(-1~, 

und wenn man rechts mit ~- 1 zusammensetzt: 

~ = ~m-1 

8. Wird eine Matrix mit sich selbst zusammengesetzt, so schreibt 
man 21: ~ = 21:2• Setzt man dies wiederum mit ~ zusammen, so ist nach 
dem assoziativen Gesetz 

(21: 21:) m: = m: (~ 2()' 

d. h. 2( und ~2 sind vertauschbar und man kann daher für ihr Produkt 
~s schreiben. So fortfahrend gelangt man zu den Potenzen der Matrix &. 
Je zwei von ihnen sind vertauschbar und es ist 

2f"'21:" = 2(m+n. 

1) Das Rechnen mit Matrizen ist vornehmlich durch Frobenius, Journ. f. 
Math. 84: (1878), ausgebildet worden. 
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Die reziproke Matrix zu 2!" ist die nt• Potenz von &- 1 und wird mit 
2{-" bezeichnet. 

9. Die reziproke Matrix zu <t = &~ ist 
(t-1= ~-lSl(-1, 

denn durch Zusammensetzung dieses Produkts mit &~ ergibt sich die 
Einheitsmatrix Q:. Es ist also ein Element von (t- 1 

'Y11: ~ (ß a)u = ß11 "u + ßts"u + · · · + ß,,.ad, 

oder, wenn man hier die Werte der a, ß, r nach ( 4) 

einführt: Ck; AA:lBli + AuB21 + ... +Ab B,.; (AB)~:, 
0 = AB -== AB . 

Hieraus folgt 
Cu= l(AB);k 
C= l.AB 

mit einem von i und k unabhängigen Faktor l. Uns interessiert vor 
allem die letzte Gleichung. Sie muß eine Identität sein, d. h. wenn man 
in der Determinante 0 die Ele,nente C;k durch die a und b ausdrückt 
und die Determinante entwickelt, so muß sie Glied für Glied mit dem 
ausgerechneten Produkt auf der rechten Seite übereinstimmen. Nun 
liefert die Hauptdiagonale Cu Cu •• . c,.,. von 0, wenn man darin für die 
C;; ihre Ausdrücke nach (10) einführt, ein Glied 

a11 b11 a2!b32 ••• a.,,.b,.,., 
und sonst kann dies Glied in 0 nicht auftreten. Auf der rechten Seite 
aber erhält man durch das Produkt der Hauptdiagonalen von A und B 
das Glied 

also folgt, daß A. = 1 ist, mithin 

Q~ C-A~ 
und wir haben den Satz: 

DieDeterminante des Produktszweier Matrizen ist gleich 
dem Produkt der Determinanten der einzelnen Matrizen. 

Dies ist gleichbedeutend mit dem Satz von der Multiplikation 
der Determinanten: 

Das Produkt von zwei Determinanten gleichen Grades ist 
gleich einer Determinante desselben Grades, die man durch 
Zusammensetzung der Matrizen der gegebenen Determinanten 
erhält. 

10. Als Beispiel wollen wir das Quadrat der § 76, 9. betrachteten 
Determinante P (a11 a2, ••• , a,.) berechnen, und zwar multiplizieren wir 
die Determinante mit der durch Vertauschung der Zeilen und Spalten 
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entstehenden Determinante, welche denselben Wert hat. Es handelt sich 
also um das Produkt: 

1 1 ... 1 1 "1 
I ll-1 ' "1 ... "1 

"t "z ... a,. 1 "s a22 ... a;-1 

a' 1 
a2 2 ... a,.z 1 (X3 "ss ... a~-1 

an-1 
1 

a;-1 ... a~-1 1 a,. ""~ ... a:-1 

Als Elemente der Produktdeterminante erhält man 
gleich hoher Potenzen der a11 a111 ••• , a,., und wenn man 

a/' + a," + ·. · + a,." = sk für k=O,t,2, ... 

die Summen 

setzt, so ergibt sich mit Berücksichtigung des Wertes der Determinante 
P(a11 a21 • •• , a,.) nach§ 76,(8) 

So s1 Ss 

II(a,- a~.:)' = sl s, Ss 
i<k 

... s"_1 

... s" 

s"_1 Sn s,.+l ... S:~n-s 

worin auf der linken Seite das Produkt der Quadrate aller Differenzen 

a.- a" für ~:i.~.~.·.::.",.- 1 und i < k d. h. das Quadrat des alternieren
den Produktes (§ 49, 5.) steht. 

11. Bei der Ableitung des Multiplikationssatzes haben wir die De
terminanten A und B von Null verschieden vorausgesetzt. Von dieser 
Voraussetzung können wir uns freimachen, wobei wir uns auf die ein
fachsten Eigenschaften der ganzen Funktionen stützen.1) Es ist also zu 
beweisen, daß, sobald eine der beiden Determinanten oder beide Null 
sind, auch die nach (10) gebildete Determinante 0 verschwindet. 

Sei die Determinante A == O, so können wir Zahlen t so wählen, 
daß die Determinante 

I a11 + t a12 

At= a21 au + t 
I ~Oll· 

nicht verschwindet. Es ist nämlich At eine ganze Funktion nten Grades 
von t, und wenn sie für jeden Wert von t Null wäre, so müßte jeder 
Koeffizient Null sein. Das ist aber nicht der Fall, denn t" hat den 
Koeffizienten 1. Das konstante Glied ( d. h. das Glied ohne t) in der Ent
lung von .A, ist A = O, also hat die Funktion A 1 die Gestalt 

A,= D1 t + D2t2 + · · · + D,.t", Dn= 1. 

Auf die Determinanten A.1 und B kann man das Multiplikations-

1) Vgl. Abschnitt XIV. 
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gesetz anwenden, wenn B =j= 0 vorausgesetzt wird, und man sieht, daß 
irgendein Element der Produktdeterminante gleich c,k + tb,k wird, also: 

c11 + tb11 c12 + tb12 ••• c1 ,. + tb1 n 

c21 + tb21 c22 + tb22 ••• c2n + tbh 

c,tl + tb,. 1 c112 + tbn2 ... c,.,. + tb,.,. 

oder nach Potenzen von t entwickelt: 

C1 =C+E1t+E2 t 2 +···+E,.t", En=B. 

Andererseits ist 01 = BD1 t + BD2 t2 + · · · + BD,.t", 

und da diese beiden Ausdrücke für jedes t gelten, für das A 1 =j= 0 ist, 
so müssen sie Glied für Glied übereinstimmen und es folgt in der 
Tat C= 0. 

Sind aber beide Determinanten A und B gleich Null, so kann man 
wieder zunächst A durch eine nicht verschwindende Determinante At er
setzen. Dann ist, wie eben bewiesen, die Produktdeterminante AtB = 01 

gleich Null, und zwar identisch für jedes t, für das At =j= 0 ist, folglich 
ist ihr konstantes Glied C = 0. 

Dreizehnter Abschnitt. 

Quadratische, kubische und biquadratische Gleichungen. 

§ 78*. Quadratische Gleichungen mit reellen Koeffizienten. 

1. Eine Gleichung zweiten Grades oder eine quadratische Glei
chung mit einer Unbekannten hat allgemein die Form 

(1) ax2 + b x + c = 0. 

Hierin mögen die Koeffizienten a, b, c zunächst gegebene reelle 
Zahlen sein. Auf der linken Seite der Gleichung steht eine quadrati
sche Funktion von x: 
(2) f(x) = ax! + bx + c, 

und die Auflösung der Gleichung ist gleichbedeutend mit der Bestim
mung der N nilpunkte der Funktion. 

Das erste Glied ax' heißt das quadratische Glied, das zweite bx 
das lineare Glied, das dritte c das konstante Glied der Gleichung. 

Man kann immer annehmen, daß a nicht Null ist, sonst wäre die 
Gleichung nicht quadratisch. 

Ist b = O, so fehlt das lineare Glied und die Gleichung 

ax2 + c = 0 
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heißt rein quadratisch. Sie ist immer durch Ausziehen einer Quadrat
wurzel lösbar und besitzt, falls e =!= 0 ist, zwei Lösungen: 

X1=+ -v-:, X2=- -v-:· 
Sobald a und e verschiedene Vorzeichen haben, sind beide Lö

sungen reell, haben aber a und e g leiehe Vorzeichen, so sind die 
Lösungen imaginär. 

Ist c = O, so lautet die Gleichung ax2 + bx = 0 oder 

x(ax + b) = 0. 

Sie ist erfüllt, wenn 1.) x = 0 oder 2.) ax + b = 0 ist, d. h. sie zer
iällt in zwei lineare Gleichungen und besitzt, falls b + 0 ist, die zwei 
Lösungen: 

b 
X =0 X=--· 

1 ' 2 a 

2. Ist b nicht Null, so heißt die Gleichung gemischt quadratisch 
Um sie zu lösen, multiplizieren wir sie mit 4a; dann wird sie 

4a2x2 + 4 abx + 4ac = 0, 

also, wenn man auf beiden Seiten b2 - 4 ac addiert: 

4a2 x 2 + 4abx + b2 = b2 - 4ac. 

Die linke Seite ist gleich (2 ax + b )2, und wenn wir zur Abkürzung 

(3) b1 - 4 ac = D 
setzen, so folgt: 
(4) (2ax+b)2 =D. 

Hierdurch ist die .Auflösung der gemischt quadratischen 
Gleichung auf die einer rein quadratischen Gleichung zurück
geführt. Es ergibt sich aus (4): 

2ax+b=±YD 

und damit als Lösung von (1): 
-b±y' D (5) X= __ 2_a __ , 

Die durch (3) definierte Zahl D ist von entscheidender Bedeutung 
für die Lehre von den quadratischen Gleichungen. Sie heißt die Dis
kriminante1) der Gleichung oder besser der quadratischen Funktion 
ax2 + bx + e. Von der Natur der Diskriminante hängt wesentlich die 
Natur der Lösungen der Gleichung ab. Man sieht, daß für alle Werte 
von D, mit Ausnahme von D == 0, die Gleichung zwei Lösungen 2) be-

1) discriminare = entscheiden. 
2) Die Lösungen einer Gleichung werden auch häufig als die Wurzeln der 

Gleichung bezeichnet. Gegen diesen Sprachgebrauch wendet sich F. Klein, Ele
menta.rma.th. v. höh. Standpunkt 1, 316. 
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sitzt. Ist D = O, so erhält man für x nur einen Wert - 2ba · Man sagt 

dann aber, die beiden Lösungen fallen zusammen oder die Gleichung 
besitzt eine Doppelwurzel und kann somit den allgemeinen Satz aus
sprechen: 

Jede quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten 
hat zwei Lösungen: 

-b+VD -b-]ID 
(6) xt = --2-a-, x2= 2a ' 

und zwar besitzt sie, wenn die Diskriminante 

D > 0: zwei (verschiedene) reelle Lösungen 

D = 0: " zusammenfallende (reelle) Lösungen X=- 2ba 

D < 0: " konjugiert komplexe " 

3. Häufig ist es vorteilhaft, das lineare Glied mit dem Faktor 2 an
zunehmen, also die quadratische Gleichung in der Form 

(7) Ax2 + 2 Bx + 0 = 0 

anzusetzen. Die Diskriminante wird dann D = 4W - 4A 0 = 4.d, wobei 

(8) Lf=B2 -AO 

(nach Qauß) die Determinante der quadratischen Funktion genannt 
wird. Die Lösungen der Gleichung (7) sind 

(9) X= -B1"y.d-

und die Natur der Lösungen ist durch das Vorzeichen von .d in der
selben Weise wie oben durch das Vorzeichen von D bestimmt. 

4. Da der Koeffizient von x9 immer von Null verschieden ist, kann 
man die Gleichung durch ihn dividieren. Man kann daher jede quadra
tische Gleichung auf die Gestalt 

(10) x 2 + px + q = 0 

bringen, und diese nennt man dieNormalform der quadra.tis~hen Glei
chung. Bei ihr ist also wesentlich, daß das quadratische Glied den Koef
fizienten 1 hat. Die Diskriminante ist: 

die Lösungen sind : 
D=p2 -4q=4(P: -q), 

(11) X 1 = - ~ + V~2 
- q ~ X 1 = - ~ - V~~ ---~, 

und für die Natur der Lösungen gilt: 

p1 > 4 q : beide Lösungen reell und verschieden 
p 2 = 4q: ,, " " zusammenfallend: 
p 2 < 4 q: " " konjugiert komplex. 

X=-!!__ 
2 
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Im ersten Fall kann man auch über das Vorzeichen der Lösungen 
folgendes aussagen: 

Beide Lösungen sind positiv, wenn p < 0, q > 0, sie sind ne
gativ, wenn p > 0, q > O, und es ist eine positiv, die andere ne
gativ, wenn q<O (bei beliebigem Vorzeichen vonp). Man kann dies 
in dem Satz zusammenfassen: 

Bei positiver Diskriminante ist die .Anzahl der pösitiven 
Lösungen der Gleichung x2 + px + q = 0 gleich der .Anzahl 
der Zeichenwechsel in der Reihe 1, p, q. 

§ 79*. Quadratische Gleichungen mit komplexen Koeffizienten. 
1. Sind die Koeffizienten der quadratischen Gleichung komplexe 

Zahlen, so bleiben die Formeln des vorigen Paragraphen bestehen. Es 
wird dann aber auch die Diskriminante im allgemeinen eine komplexe 

Zahl sein: D = m + ni, 

und es erwächst die Aufgabe, die Quadratwurzel aus einer kom
plexen Zahl zu berechnen oder auch die rein quadratische Gleichung 

z2 = m + ni 
aufzulösen. Sei z = u + iv, also z2 = u2 - v2 + 2 iuv, so hat man zur 
Bestimmung von u und v die beiden Gleichungen: 

(l) 
u~- vll = m 

2uv =n 
Dies sind zwei Gleichungen zweiten Grades 1) mit zwei Unbekannten. 

Um sie zu lösen, erheben wir jede von ihnen ins Quadrat, also 

u" - 2 u2v2 + v4 = m 2 

4u2v2 = ns. 

Durch .Addition dieser Gleichungen folgt u4 + 2 u2v2 + v4 = m 2 + nll 
oder (u2 + v1) 2 = m2 + n2 und hieraus: 

u2 + v2 = Ym' +n-\ 
wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Diese Gleichung zu
sammen mit der ersten in (1) ergibt durch .Addition und Subtraktion: 

ll m-t-fV~ 2 -m+JI~n•. 
U = 2 -, V = -- 2 ' 

und diese beiden Werte sind immer positiv, welche reellen Werte die 
Zahlen m, n auch haben mögen. Also ist 

(2) U = ± -v m + V;'+ n° 1 V = ± -v- m + t~' + n'. 

1) Die zweite Gleichung ist ebenfalls vom zweiten Grad, denn der Grad einer 
Gleichung wird angegeben durch den grÖßten Wert, den die Summe der Expo
nenten der Unbekannten in den einzelnen Gliedern der Gleichung besitzt. 
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Dies würde, je nach der Zahl der Vorzeichen, vier Wertepaare u, v 

liefern. Von diesen Kombinationen sind aber infolge der zweiten Glei
chung (1) nur zwei zulässig, nämlich, sobald n positiv ist, die beiden 
Paare mit gleichen Vorzeichen, dagegen sobald n negativ ist, die 
mit entgegengesetzten Vorzei~hen. Es hat also die Quadratwurzel 
aus einer komplexen Zahl zwei Werte, die sich nur durch das Vorzeichen 
unterscheiden. 

2. Dieses letzte Ergebnis ist uns schon von § 46 her bekannt. Ist 
in Polarform m + ni = r ( cos rp + i sin rp), 

so haben wir fiir die Quadratwurzel aus der komplexen Zahl die beiden 
Werte 

'Vr (cos-f +isin n 
und 

Vr ( cos ( ~- + x) + i sin ( -f + x)) = - 'Vr ( cos i- + i sin :) , 
also 
(3) Vm +ni = ± vr (cos: + isin :), 

worin Vr den positiven Wert der Quadratwurzel bedeutet. Nach be
kannten Formeln der Goniometrie ist aber 

cos !!!_ = 1 /! + cos q, 
2 V 2 ' 

und die Vorzeichen dieser Quadratwurzeln sind so zu wählen, daß ihr 
Produkt das Vorzeichen von sin rp qder von n besitzt.l) Führt man hier 

m m 
coscp =- = --- e'n o .c l t· ,. Jlml+ n' 1 ' s !0 g . 

q> -v~+ y;;-+ ~ 
COS-= 

2 2r ' 
• .!!!_ _ -v=-;;+ V m1 + n 1 

sm 2 - 2r ' 

und hieraus ergeben sich nach Multiplikation mit Yr dieselben Werte 
für u und v wie oben in (2). 

§ 80*. Quadratische Funktionen. 

1. Die quadratische Gleichung 

(1) ax2 +bx+c=0 

mit irgendwelchen reellen oder komplexen Koeffizienten hat, wie wir 
gesehen haben, immer zwei Lösungen x1 und x2, die dann und nur dann 
zusammenfallen, wenn die Diskriminante verschwindet. 

Es bedeute nun x eine unbestimmte Zahl (Veränderliche), der wir 

1} Wegen 2 sin 'f2- cos !!!_ = sin «p. 
2 



§ 80*. Quadratische Funktionen 321 

irgend beliebige Werte beilegen können. Es nimmt dann auch die 
quadratische Funktion 

(2) f(x) = ax2 + bx + c 

je nach der Wahl von x verschiedene Werte an und sie wird nur Null, 
wenn man x = x1 oder x = x2 wählt. Wir wollen aber nur als bekannt 
annehmen, daß die Gleichung ( 1) eine Lösung x = x1 besitzt. Dann ist 

0 = a.;:r12 + bx1 + c, 

und wenn wir dies von (2) abziehen, so folgt: 

f(x) = a(x2 - X 12) + b(x- x1) 

oder wegen x 2 - x12 = (x + x1)(x- x1): 

f(x) = (x- x1)[a(x + x1) + b]. 

Hier sind aber die beiden Faktoren auf der rechten Seite lineare 
Funktionen von x. Für den zweiten Faktor können wir schreiben: 

wor1n 

(3) 

a(x + x1) + b= a(x- x2) 

b 
x2 =- xl- a 

f(x) = a(x- x1) (x - x2) 

wird. Wir haben damit den Satz: 

ist, so daß also 

Jede quadratische Funktion läßt sich in ein Produkt von 
zwei linearen Funktionen zerlegen. 

Die Zerlegung (3) ist eine identische Zerlegung, d. h. sie gilt für 
jeden beliebigen Wert von x. Um sie zu finden, hat man die Gleichung 
f'(x) = 0 aufzulösen. Sei z. B.: 

f(x) = 6x2 + 19x- 42, 

so ist die Diskriminante: 

D = 192 + 4 . 6. 42 = 1369 = 372, 

folglich die Lösungen der Gleichung f(x) = 0: 

- 19 + 37 3 -19- 37 14 
X1 = · 12--- = -2-' X2 == --12 ___ =- -3 

und daher: 

f(x) = 6(x- }) (x + ~3~) = (2x- 3)(3x + 14). 

2. Bei der Ableitung der Zerlegung (3) haben wir nur vorausgesetzt, 
daß die Gleichung f(x) = 0 eine Lösung besitzt; von der Gestalt dieser 
Lösung haben wir keinen Gebrauch gemacht. Wir können aber mit 
Hilfe der Ausdrücke für x1 und x2 Formel (3) verifizieren. Multiplizieren 
wir in (3) die Klammern aus, so folgt 

f(x) = ax2 + bx + c = a[x2 - (x1 + x2)x + x1 x2], 

Weber u. Wellatein, Enzyklop!l.die I. 4. Auß. 21 
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und da dies für alle beliebigen Werte von x gelten soll, so müssen die 
Koeffizienten gleicher Potenzen von x einander gleich sein, also: 

b c 
( 4) xl + x2 = - a' xl x2 = a' 
und diese Beziehungen folgen auch in der Tat sofort aus den Aus
drücken § 78, (6) aus welchen sich außerdem noch 

yn 
(5) xl- X2 =- -a, 
also D ~ a9(X1 - x2) 2 

ergibt; hierin zeigt sich unmittelbar, daß die Diskriminante dann und 
nur dann verschwindet, wenn x1 = x2 ist. 

3. Hat die quadratische Gleichung die Normalform x' + p x + q = 0 
so ist 
(6) x1 + x2 =- p, x1 x, = q, (x1 - x2) 2 = D, 
und wir haben den Satz: 

Bei einer in Normalform gegebenen quadratischen Glei
chung ist die Summe der Lösungen gleich dem negativen 
Koeffizienten des linearen Gliedes, das Produkt der Lösungen 
gleich dem konstanten Glied und die Diskriminante gleich 
dem Quadrat der Differenz der Lösungen. 

Von der Umkehrung dieses Satzes wird häufig Gebrauch gemacht, 
nämlich: 

Kennt man von zwei Zahlen u und v ihre Summe und ihr Produkt: 

u + v = m, uv = n, 
so sind u und v die Lösungen der quadratischen Gleichung 

x2 -mx +n = 0, 
und man kann nach Belieben die eine der Lösungen für u, die andere 
für v nehmen. 

§ 81*. Allgemeine Auflösung der kubischen Gleichungen. 
1. Eine Gleichung dritten Grades oder eine kubische Gleichung 

mit einer Unbekannten kann immer auf die Form 

(1) x8 + ax2 + bx + c = 0 
gebracht werden. Durch Einführung einer anderen Unbekannten kann 
man aber erreichen, daß das quadratische Glied wegfällt. Setzt. 
man nämlich 

(2) 

so wird 

a 
X=Z-3, 

2a a 2 

x2 =z2 --z+-s 9 ' 

i 3 2 a' as x =Z -az +--se--27 , 
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und wenn man diese Ausdrücke in (1) einsetzt, so heben sich die Glie
der mit s', und man erhält eipe Gleichung von der Form: 

(3) z3 + pz + q = 0, 
a' 2a3 ab 

worm p=b-s-, q= 27---g+c. 

Diese Form (3), die immer herstellbar ist, nennt man dieN ormal
form der Gleichung dritten Grades. Wir legen sie der Auflösung zu
grunde und setzen s als Summe von zwei zunächst ·unbestimmt ge
lassenen Zahlen: 
W s=u+v 
an. Dann können wu noch den Größen u und v eme Bedingung 
auferlegen. Es ist 

z3. = u3 + 3u2v + 3uv' + v3 

= u 3 + v3 + 3uv(u + v), 
Gleichung (3): also wird die 

u8 + v3 + (3uv + p)(u + v) + q = 0. 

Schreiben wir nun für u und t! die Bedingung 

(5) 3uv=-p 
vor, so reduziert sich die letzte Gleichung auf 

(6) u3 +v3 =-q, 
und wenn wir jetzt Gleichung (5) auf die dritte Potenz erheben, also: 

(7) s s p" 
U V =- 27-, 

so haben w1r in (6) und (7) die Summe und das Produkt der beiden 
Zahlen u3, v3• Es folgt also nach § 80, 3: 

u3 und v11 sind die Lösungen der quadratischen Gleichung 
p" 

(8) t 2 + qt - 27 = 0. 

Diese Gleichung heißt die quadratische Resolvente der kubischen 
Gleichung. Sind t11 t9 ihre Lösungen, so hat man noch die beiden 
reinen kubischen Gleichungen: 

(9) u3 = tu v8 = t2 

aufzulösen, um u und v und damit z zu finden. Es genügt auch, aus 
der ersten Gleichung u zu bestimmen, und dann berechnet man nach (5): 

v = - tu. Es ist also die Lösung der kubischen Gleichung zurück

geführt auf die Lösung einer quadratischen und einer reinen 
kubischen Gleichung. 

2. Man findet u durch Berechnung der Kubikwurzel aus t1. Diese hat 
aber drei verschiedene Werte (vgl. § 46, 8.) und wenn wir unter u einen 
bestimmten, etwa den Hauptwert verstehe-n, so sind die beiden anderen 

21* 
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Werte EU und e2u, worin E und E' die komplexen dritten Einheits
wurzeln (vgl. § 46, 7 .) bedeuten. Zu dem bestimmten Wert von u 
gehört entsprechend (5) ein ganz bestimmtes v, also ein bestimmter 

vV ert der l!t; und dann gehört ZU EU der Wert E2 v, ZU E9 U der Wert 
E v, so daß da.s Produkt der zusammengehörigen Werte immer dasselbe 

uv =- f ist. Folglich erhalten wir für z die drei Werte: 

(10) 

und haben den Satz: 

z1 ~ u + v 

z2 - EU+ E2v 

Zs = E2U + EV 

Jede Gleichung dritten Grades hat drei Lösungen. 

Von diesen können unter Umständen zwei oder alle drei Lösungen 
zusammenfallen. 

Setzt man in (10) die Werte von E und E2 ein: 

1 i-v- 1 iV3 E = - - + - 3 E1 = - - - - 3 
2 2 ' 2 2 ' 

so erhält man für z, und z3 : 

u + v i(u- v)-,;-._-
(11) z2 =- -2--- + -2-- "3, 

~ ~ _ u+v _ i(u- v)-,/;5'3 
"'S 2 2 I' '-'. 

3. Um die Lösungen der Gleichung (3) durch die Koeffizienten p 
und q auszudrücken, haben wir zunächst die Resolvente (8) aufzulösen. 
Ihre Diskriminante ist: 

worin 

(12) 

mithin -sind die Lösungen von (8): 

tl =- i +v'Li, 
und die Lösung der kubischen Gleichung (3): 

(13) z = V- ~ + V LI + V- i - yd'. 

Diese Formel umfaßt alle drei Lösungen, wenn wir das Zeichen V 
als dreiwertig ansehen und immer diejenigen Werte der beiden Kubik-

wurzeln einander zuordnen, deren Produkt gleich - ~ ist. Sie ist zum 

erstenmal von Cardano in seiner Ars magna de rebus algebraicis, 
Nümberg 1545, veröffentlicht und heißt deshalb die CardanischeFor
mel. Er hat sie von Tartaglia erfahren, jedoch hatte bereits um 1515 
Scipione del Ferro die kubische Gleichung gelöst, seine Lösung aber 



§ 81 *. Allgemeine Auflösung der kubischen Gleichungen 325 

nicht veröffentlicht, sondern sie mehreren Mathematikern ohne Beweis 
mitgeteilt. 

4:. Die Bedeutung der Cardanischen Formel liegt darin, daß sie die 
Lösung der kubischen Gleichung in Gestalt eines geschlossenen Aus
drucks mit einer endlichen Anzahl von algebraischen Operationen 
(§ 39, 6.) liefert. Man sagt deshalb: 

Die Gleichungen dritten Grades sind algebraisch auflösbar. 
Dagegen ist für die wirkliche Berechnung der Lösungen einer vor

gegebenen kubischen Gleichung mit numerischen Koeffizienten die Car
danische Formel Ton geringerer Bedeutung. Abgesehen davon, daß sie, 
wie wir sehen werden, für den Fall von drei reellen Lösungen versagt, 
werden bei rationalen p und q die beiden Kubikwurzeln im allgemeinen1) 

irrational, auch wenn z rational ist, so daß eine rationale Lösung 
der Gleichung als Summe von zwei irrationalen Zahlen erscheint. Es 
wird daher ein V erfahren vorzuziehen sein, welches die Ermittlung ratio
naler Lösungen auf rationalem Wege gestattet ( vgl. § 90, 1 ). Hat man 
aber eine irrationale Lösung zu bestimmen, so wird man mit einem der ge
bräuchlichen Annäherungsverfahren (vgl. XVI. Abschnitt) mit geringerem 
Rechenaufwand dieselbe Annäherung erzielen, wie mit der Cardanischen 
Formel. Für die Bedürfnisse der Praxis kommt man in den meisten 
Fällen am schnellsten mit einem graphischen V erfahren zum ZieP) 

5. Sind die Koeffizienten der Gleichung reelle Zahlen, so kann man 
aus dem Vorzeichen von L1 die Natur der Lösungen erkennen. Ist 

1. LI positiv, so sind die Lösungen t1, t2 der Resolvente reell und 
verschieden; nimmt man für u = l/t; den reellen Wurzelwert, so wird 
auch v reell und von u verschieden, also folgt aus (10) und (11): 

Für LI>O hat die kubische Gleichung eine reelle und zwei 
konjugiert komplexe Lösungen. 8 __ _ 

2. Ist LI Null, so ist tl = t2 reell, also auch u =V reell=- v-:
und die Lösungen werden z1 = 2u, z2 = Zs =- u. Es folgt: 

Für LI= 0 hat die kubische Gleichung eine reelle und zwei 
zusammenfallende reelle Lösungen. 3) 

3. Ist LI negativ, so sind t1 und t2 konjugiert komplex. Dann 
werden aber auch u und v konjugiert komplex4), u + v also reell und 

1) Jedenfalls immer wenn yLi irrational ist. 
2) Vgl. etwa H. v. Sanden, PraktischeAnalysis, Leipzig 1914. R. Mehmke, 

Leitfaden zum graphischen Rechnen, Leipzig 1917. 
3) Man sieht leicht, daß sich die Wurzeln rational durch die Koeffizienten 

ausdrücken lassen, nämlich z1 = Sq, z2 = z8 =- Sq · Vgl. Weltzien, Arch. 
p 2p 

d. Math. u. Phys. (3) 28 (1920). 
4) Dies ergibt sich sofort, wenn man t1 und t2 in der Polarform 

t1 = (>(COS qJ + i sin g~), t! = Q(COB qJ -· i sin g~) 

annimmt. Von den drei Werten für v = l/t;' ist der zu u konjugiert komplexe 
Wert zu nehmen, weil das Produkt uv reell sein muß. 
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u- v rein imaginär 1 folglich alle drei Lösungen Z11 1!21 s3 reell. Es 
folgt: 

Für L1 < 0 hat die kubische Gleichung drei verschiedene 
reelle Lösungen. 

Dieser Fall wird noch besonders zu behandeln sein. 
Diese Sätze gelten nicht nur für die Gleichung (3), sondern auch 

fi:ir die allgemeine kubische Gleichung (1), da deren Lösungen aus denen 

der Gleichung (3) einfach durch Subtraktion von ~ gefunden werden. 

Zusammenfassend haben wir den Satz: 
Jede kubische Gleichung mit reellen Koeffizienten hat 

mindestens eine reelle Lösung. Die beiden anderen Lösungen 
sind entweder reell und verschieden (A < 0) oder reell und 
zusammenfallend (A = 0) oder konjugiert komplex (A > 0). 

Alle drei Lösungen von (3) fallen, wie man leicht sieht, nur dann 
zusammen und sind Null, wenn p = 0 und q = 0 ist; dann reduziert sich 

die Gleichung auf z3 = 0 1 die allgemeine Gleichung (1 )1 da z = x + : 
ist, auf (x + :r = 0 oder x3 + ax' + ~2 x + ;~ = 0 mit der Lösung 

a 
X=--3-· 

6. Der eben abgeleitete Satz läßt erkennen, daß für die kubische 
Gleichung die aus den Koeffizienten der Gleichung zusammengesetzte 
Größe LI dieselbe Rolle spielt, wie bei der quadratischen Gleichung die 
Diskriminante. Wir wollen zeigen, daß sich LI in einfacher Weise 
durch die Lösungen der kubischen Gleichung ausdrücken läßt .. Wir 
bilden nach (10) und (11) die Differenzen der Lösungen 

3 i~ 3 i~ 
/!1 - z2 = 2 ( U + V) - 2 ( U- V), z1 - Zs ~ 2-( U + V) + 2 ( U - V). 

Ihr Produkt ist 

(z1 - z2) (z1 - z8 ) = H u + v )2 + t( u - v )2 

= 3 ( u' + uv + v2). 

Multipliziert man dies noch mit s2 - z3 = i y3 ( u - v ), so ergibt sich: 

(z1- z2) (z1 - z3) (s2- z3) = Y- 27 (u3- v3) = 2Y~27 LI, 

weil u3 - v8 = t1 - t2 = 2VA ist. 
Das Quadrat dieses Produkts 

(14) D = (zl- z2)2 c~l- Zs? (z,- Zs)2 

nennt man die Diskriminante der kubischen Gleichung und 
es ist also 
(15) D =- 108A =- 4p3 - 27q2• 

Die Differenzen der Lösungen der Normalgleichung (3) sind gleich 
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den entsprechenden Differenzen der Lösungen der allgemeinen 
kubischen Gleichung, also ist auch 

D = (xl - x2)2 (xl - Xs)2 (x2 - xs)2, 

und wenn wir in (15) die Ausdrücke von p und q nach 1. einführen, 
so erhalten wir nach leichter Rechnung die Diskriminante der allgemeinen 
kubischen Gleichung ausgedrückt durch die Koeffizienten 1): 

(16) D = a2b2 + 18abc- 4a5c- 4b8 - 27 c2• 

Wir können jetzt in dem obigen Satz an Stelle von LI die Diskri
minante D einführen. Er lautet dann: 

Eine kubische Gleichung mit reellen Koeffizienten hat, 
wenn D > 0 ist, 3 reelle verschiedene Lösungen, 

" D = 0 " 3 reelle Lösungen, von denen zwei oder 
alle drei zusammenfallen, 

" D < 0 " 1 reelle und 2 konjugiert komplexe Lö
sungen. 

§ 82*. Kubisch~ Gleichungen mit drei reeJlen Lösungen. 

1. Die kubische Gleichung 

z3 + pz + q = 0 

hat dann und nur dann drei reelle Lösungen, wenn 
q2 PS 

(1) .d = 4- + 27 <-..0 

ist. Dann muß notwendig p negativ sein. Schreibt man LI=- R, 
3 ------

WO nun R positiv, so wird u =V- ; +iYR, man erhält also durch· 

die Cardanische Formel die Lösungen der Gleichung als Summen von 
Kubikwurzeln aus konjugiert komplexen Zahlen. Man könnte daran 
denken, die Kubikwurzel aus einer komplexen Zabl in ähnlicher Weise 
zu finden, wie wir oben in § 78 die Quadratwurzel aus einer komplexen 
Zahl ermittelt haben. Setzen wir also allgemein: 

(2) ym-+ ni = p, + vi, 

so ergeben sich, wenn wir auf die dritte Potenz erheben und die reellen 
Teile und ebenso die imaginären auf beiden Seiten einander gleich 
setzen, zur Bestimmung von p, und v die Gleichungen: 

(3) p,8 - 3ttv2 = m, 3tt2v- v3 = n. 

Hieraus findet man leicht (tt2 + v2) 3 = m2 + n2 , also 

p,2 + v2 = (!, 

1) Vgl. auch § 96, (9) und § 99, (9). 



328 XIII. Quadratische, kubische und biquadratische Gleichungen § 82*. 

wenn zur Abkürzung der positive reelle Wurzelwert 

\1m2+ n2 = Q 

gesetzt wird. Führt man dann v2 = Q - p,2 in die erste Gleichung (3) 
ein, so wird sie 4p,s _ 3Qp, _ m = 0 

oder, wenn 2p, = s ist: 
(4) s3 --3Qs-2m=0. 

Für diese kubische Gleichung in s ist aber nach § 81, (12): 
.d = m2 _ (>s · _ n2, 

also negativ und die Lösung der Gleichung ( 4) erfordert wiederum die 
Berechnung einer Kubikwurzel aus einer komplexen Zahl. 1) Wir kommen 
also auf diese Weise nicht weiter und eine tiefere Untersuchung zeigt, 
daß man die Kubikwurzel aus einer komplexen Zahl durch reelle alge
braische Operationen nicht berechnen kann. 2) Hierauf werden wir später 
(§ 112) näher eingehen. 

2. Man ist daher zur Berechnung der Kubikwurzeln 

u = -v- -~- + iyR, V= -v- ~ -qiR 

auf den in § 46 angegebenen Weg mit Hilfe der Polarform angewiesen. 
Sei also in Polarform 

- { + i V R ~ (> ( cos q; + i sin q; ), 
(5) 

- ~ - iyR- = Q(eos q;- i sin q;), 

so ist 2 q' p" 
(> = T + R = - 21' 

folglich, da p negativ ist und (> positiv reell sein muß: 

(6) () = - ~ -v- ~ . 
(7) 

Den Richtungswinkel findet man dann aus 
q 3q 

cos q; = - 2 (I = -v- p-' 
2p -3 

und zwar, je uach dem Vorzeichen von cos q;, im ersten oder zweiten 

Quadranten, da sin q; = }" R positiv ist. 
(I 

Aus (6) folgt für die positive reelle Kubikwurzel: 

~~-- ~;--. 
1) Es wird einfach s = 2f:L = r m + ni + r m- ni. 
2) Man hat deshalb den Fall der kubischen Gleichung mit negativem ..d 

oder mit drei reellen Lösungen den casus irreducibis genannt. Diese Bezeich
nung ist veraltet und sollte verschwinden, denn mau versteht heutzutage unter 
irreduzibel etwas ganz anderes. 
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(8) 

Kubische Gleichungen mit drei reellen Lösungen 

s- V p V(>= -a-
und damit wird nach (5): 

3 ;- -q· --~---~= ---.P 'P . . 'P 
u = } - 2- + ~ yR = V- 3 ( cos 3 + ~ sm 3 ) 

-v--~--- -v=-q .- p fJJ ··'P v = -- - - ~ ,; R = -- (cos --- ~ sm -) 
2 " 3 3 3 • 

(9) 
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Das Produkt uv ist, wie es sein soll, gleich - ~ . Die andern 

Werte der Kubikwurzeln erhält man, indem man rp durch cp + 2:n: und 
rp + 4:n: ersetzt. Beachtet man dann, daß 

cp + 2-.n: 'P- n 'P + 4n 'P + n 
cos 3 = - cos -3-' cos --3- - = - cos --a-

ist, so ergeben sich durch .Addition der Gleichungen (9) die Lösungen 
der kubischen Gleichung in der Form 

z = 2 1 I- _p__ cos .J'. 
1 V a a 

(10) z = - 2 1 ;::~-p cos (!P- - ~) 
2 V 3 3 a 

z3 = - 2 -v=- ~- cos (: + -~) · 
Hierzu gehört noch Formel (7) zur Bestimmung von cp oder anstatt 

ihrer die Formel: 

(11) 
qiR 

tgcp=--~· 
q 

Da die Summe der Lösungen, wie man sogleich aus § 81, (10) ersieht, 
Null ist, so muß von den drei reellen Lösungen immer mindestens eine 
positiv und eine negativ sein, und zwar wird nach unseren Formeln (10) 
immer z1 positiv und z2 negativ. Hiermit ergibt sich aus der sogleich 
(§ 83, 2.) zu beweisenden Formel z1 z2 z3 =- q, daß immer z3 das Vor
zeichen von q hat. 

3. Die eben behandelte .Aufgabe der Kubikwurzel 
aus einer komplexen Zahl ist identisch mit der be
rühmten .Aufgabe der Dreiteilung des Winkels.1) 

Ist L .A. OB= rp, AB der Bogen mit dem Radius 1, 

00 = cos cp, so wird man den Winkel .AOB' = ~ 0~--~:--~ 
konstruieren können, wenn man die Strecke Fig.t6. 

00' = cos.!.. 
3 

1) Über die Geschichte und die Lösungen dieses Problems vgl. A. Mitz scher
ling, Das Problem der Kreisteilung, Leipzig 1913. Th. Vahlen, Konstruktienen 
und Approximationen, Leipzig 1911. Den Zusammenhang zwischen der Auf
lösung der Gleichungen dritten Grades mit drei reellen Lösungen und der Drei
teilung des Winkels hat bereits V i e ta erkannt. (De aequationum recognitione 
1591, aus dem Nachlaß herausg. 1615 und Supplementum Geometriae 1593.) 
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konstruieren kann. Es kommt also die Aufgabe darauf hinaus, aus dem 

Wert von cos cp den Funktionswert cos i zu berechnen. Zwischen die
sen beiden Funktionen besteht aber eine kubische Gleichung, die wir 

schon in § 46 (9) aufgestellt haben. 1) Wir haben nur : an Stelle von 

cp zu setzen und haben dann fUr JJ = cos i die Gleichung 

z3 - t e - t cos q; = 0 

oder wenn wir 2 z = u setzen: 

u3 - 3u- 2 cos q; = 0. 

Für sie ist Li = cos2 cp - 1 = - sin2 cp negativ, die Gleichung hat 

drei reelle Lösungen, die für y:._ { = 1 durch die Formeln (10) gegeben 
sind. Auf diesem Umstand, daß die Aufgabe auf eine Gleichung dritten 
Grades führt, beruht es, daß es (abgesehen von Ausnahmefällen) nicht 
möglich ist, einen Winkel mit Lineal und Zirkel in drei 
gleiche Teile zu teilen. Wir kommen hierauf später (§ 110) zurück. 

~ 83*. Funktionen dritten Grades. 
1. Die kubische Funktion 

(1) f(x) = x 8 t ax2 + bx + c 
mit irgendwelchen reellen oder komplexen Koeffizienten verschwinde 
für x = Xv also: 0 s 2 

= x1 + ax1 + bx1 + c. 
Dann folgt, wenn wir dies von (1) abziehen: 

f(x) = (x3 - X 13) + a(x2 - x12) + b(x- X1). 

Hier enthält jede Klammer den Faktor (x- x1) und es ist 

f(x) = (x- x1)[x2 + xx1 + x1 2 + a(x + x1) + b] oder 
(2) f(x) = (x- x1 )[x2 + (x1 + a)x + x1 2 + ax1 + b]. 

Sobald also eine Lösung der Gleichung f(x) = 0 bekannt ist, läßt 
sich die kubische Funktion in ein Produkt aus einer linearen und 
einer quadratischen Funktion zerlegen. Die beiden Nullpunkte der 
quadratischen Funktion sind die anderen Lösungen x2 , x3 der kubi
schen Gleichung. Man kann also, wenn man eine Lösung der Gleichung 
(1) kennt, di~ beiden anderen durch Lösung einer quadratischen Glei
chung finden. Nach § 79 ist dann 

x 2 + (x1 + a)x + x1 2 + ax1 + b = (x- x2)(x- x8). 

1) Dasselbe leistet die an demselben Ort gegebene Gleichung zwischen 
sin rp und sin !!_ . 

3 
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Führen wir dies in (2) ein, so ergibt sich der Satz: 
Mit Hilfe der Lösungen x11 x2 , x3 der kubischen Gleichung 

f(x) = 0 läßt sich die Funktion f(x) in ein Produkt aus drei 
linearen Faktoren zerlegen: 

(3) 

2. Multiplizieren wir in dieser Gleichung die Klammern aus und 
vergleichen in ( 1) und (3) die Koeffizienten gleich hoher Potenze~ von 
x miteinander, so ergeben sich zwischen den Koeffizienten und den 
Lösungen der kubischen Gleichung die wichtigen Beziehungen 
(Vieta 1591): 

(4) 
x1 + x2 + x3 ~ - a 

x 2x3 + x8x1 + x1x, = b 
x1 x2 x8 =- c. 

Diese Beziehungen, vor allem die erste und dritte, kann man bei der 
Auflösung numerischer Gleichungen als Probe für die Richtigkeit der 
berechneten Lösungen benutzen. 

3. Auf Grund der Formeln (4) kann man bei reellen Koeffizienten 
a, b, c über die Vorzeichen der reellenWurzeln entscheiden, ohne 
erst die Gleichung aufzulösen. 1) Ist nämlich LI positiv, also die Dis
kriminante D negativ, so sind zwei Lösungen, etwa x2 und x8 kon
jugiert komplex, x2 x3 ist positiv und x1 hat das Vorzeichen vou- c. 

Ist aber D positiv oder Null, also alle drei Wurzeln reell, so ist, 
wenn x1 , x2, x3 positiv sind, nach (4): 

a<O, b>O, c<O. 

Diese Bedingungen sind notwendig, damit alle drei Wurzeln positiv 
sind. Sie sind aber auch hinreichend, denn wenn keine der Wurzeln 
verschwindet und eine oder drei Wurzeln negativ sind, so ist c > 0. 
Sind aber zwei Wurzeln, etwa x2 , x3 negativ und x1 > 0, so ist c < 0 
und entweder a > 0 oder, wenn a < 0, mithin x1 >- (x2 + x3) ist 

b = X2Xs + xl(x2 + xs) < x2xs- (xa + xaY' =- Xa2- XaXs- Xa2, 

also b < 0. Ist endlich eine Lösung Null, so muß notwendig c ver
schwinden. 

Ebenso schließt man, daß die notwendige und hinreichende Bedingung, 
damit alle drei Wurzeln negativ sind, in den Ungleichungen 

a>O, b>O, c>O 

besteht. Wir erhalten daher unter Voraussetzung einer positiven oder 
verschwindenden Diskriminante die folgende Tabelle, worin n die An
zahl der positiven Wurzeln bedeutet: 

1) V gl. H. Web er, Lehrb. d. Algebra, Bra.unschweig (1898) 1, § 83. 
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a b c I 
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Das Resultat dieser Betrachtung können wu m dem Satz aus
sprechen 1): 

Ist die Diskriminante positiv oder Null und sind die Ko
effizienten der kubischen Gleichung alle von Null verschie
den, so ist die Anzahl derpositiven Lösungen gleich der An
zahl der Zeichenwechsel in der Reihe 1, a, b, c. 

Dieser Satz bleibt nach dem Schlußsatz in § 78, 4:. auch für c = 0 

bestehen. Man hat dann, wenn a 2 > 4b ist, nur die Anzahl der Zeichen
wechsel in der Reihe 1, a, b zu betrachten. 

Wenn aber einer der beiden Koeffizienten a oder b verschwindet und 

c + 0 ist, so ist entweder x1 + x2 + x8 = 0 oder _! __ + __!__ + 2.. = 0, also 
a:1 x~ a:3 

können für D > 0 nicht alle Wurzeln von gleichen Zeichen sein und 
wir haben eine oder zwei negative Lösungen, (die für D = 0 zu
sammenfallen), je nachdem c positiv oder negativ ist. 

§ 84 *. Eine wichtige kubische Gleichung. 

1. Es seien: 

a21 au a~s 

aa1 aa2 ass 

reelle Zahlen, vondenen je zwei symmetrisch zur Hauptdiagonale 
(a11, a22, a33) geschriebene einander gleich sind, also: 

(1) 

Mit diesen Zahlen und einer Unbekannten Q bildet man die folgende 
Determinante dritter Ordnung und setzt sie gleich Null: 

au- Q aa a1s 

(2) aa1 a22- Q au I =0. 

as1 an ass- Q I 
-----------~ 

1) Dieser Satz ist ein besonderer Fall der Zeichenregel von Descartes 
(§ 101), welche also für quadratische und kubische Gleichungen die genaue An
zahl der positiven Wurzeln liefert, während sie für Gleichungen höheren Grades 
im allgemeinen nur eine obere Grenze für diese Anzahl ergibt. 
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Dies gibt entwickelt und mit - 1 multipliziert eme Gleichung 
dritten Grades für Q: 

rl- (an + a22 + aas) (> 2 + (A.n + Ä22 +Ass) Q- A = 0, 

worin .A die aus den Zahlen aik gebildete lJeterminante und A.w .Ä22, .Ä38 

ihre Hauptunterdeterminanten 

All~ a22 asa- a 22s• Ä22 = ass ap- a 2s1' Ass= au a22- a 212 

bedeuten. 
Diese Gleichung und ihre Verallgemeinerung auf den ntell Grad (ge

bildet mit n 2 reellen Größen aw für die a;k = aki ist), ist in verschiede
nen Gebieten der Mathematik von sehr großer Bedeutung. So dient sie 
in der analytischen Geometrie des Raumes zur Bestimmung der Haupt
achsen einer Fläche zweiter Ordnung, ferner tritt sie in der Mechanik 
bei der Theorie der kleinen Schwingungen, in der Astronomie bei der 
Berechnung der Säkularstörungen auf. 

2. Die wichtigste Eigenschaft dieser Gleichung (und der entsprechen
den allgemeinen Gleichungen) wird durch den folgenden Satz ausgedrückt: 

Die Gleichung (2) hat nur reelle Lösungen. 
Zum Beweise dieses Satzes greifen wir auf die Ausführungen über 

homogene lineare Gleichungen in § 76, 11. zurück. Das Bestehen der 
Gleichung (2) ist die Bedingung dafür, daß das Gleichungssystem: 

oder 

13'1 

( a11 - Q) x1 + a12 x2 + a13 X3 = 0 

a21 xl + ( as2 - (>) x2 + a2s Xs = 0 

as1 x1 + ass x2 + ( ass - Q) Xs = 0 

1?X1 = all X1 + a12 »2 + als Xs 

(>X2 = a21 x1 + au x2 + a2s Xs 

QXs =- as1 X1 + as2 X2 + 0ss Xs 

Lösungen x0 ~' x8 besitzt, die nicht sämtlich verschwinden. 
Zu jedem derartigen System -von Lösungen x11 x2 , x3 kann man die 

konjugiert komplexen Werte x1, x2, x3 bilden. Mit ihnen multiplizieren 
wir der Reihe nach die Gleichungen (3) und addieren sie. Dann folgt 
mit Rücksicht auf (1): 

Q (x1 x1 + x 2x2 + x3x3) = a11 x1 x1 + a 22 x2x2 + a38 X 8 X3 

+ a 23 (x2x3 + x3x2) + a31 (x3x1 + x1x3) + a12 (x1X2 + X2X1). 

Hier ist der Faktor von Q eine positive reelle Zahl, die nur ver
schwinden könnte, wenn gl~ichzeitig x1 = 0, x2 = 0, x8 = 0 wäre, was, 
wie eben erwähnt, allsgeschlossen ist. Die rechte Seite ist, wie man sich 
leicht überzeugt, ebenfalls reell, und daraus folgt, daß jedes mit einem 
Lösungssystem x11 x2, x8 von (3) verträgliche Q, d. h. jede Lösung der 
Gleichung (2) reell sein muß. 
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§ 85*. Auflösung der biquadratischen Gleichung. 

1. Die allgemeine Gleichung vierten Grades oder biquadratische 
Gleichung 
(1) x'+ax3 :.rbx2 +cx+d=0 
läßt sich durch die Substitution 

(2) x = z'- '!'_ 
4 

auf die einfachere Form 
(3) z4 + pz2 + qz + r = 0 
bringen, in der das Glied mit der dritten Potenz der Unbekannten fehlt. 
Die Koeffizienten p, q, r sind leicht zu bildende Verbindungen der 
Koeffizienten a, b, c, d. 

Zur Auflösung der Gleichung (3) kann man nach einem V erfahren 
von Euler1) in ganz ähnlicher Weise zu Werke gehen wie bei der 
kubischen Gleichung. Man setzt: 

(4) 2z=u+v+w 
und bildet hiervon das Quadrat und die vierte Potenz: 

4z 2 = u2 + v2 + w2 + 2(uv + vw + wu) 
16z4 = (u~ + v2 + w2) 2 + 4(u2 + v2 + w 2)(uv + vw + wu) 

+ 4(u2 v! + v2 wll + w 2u2) + 8uvw(u + v + w). 

Führt man dies in die mit 16 multiplizierte Gleichung (3) ein, so folgt: 

(5) (u2 + v2 + w2) 2 + 4(uv + vw + wu)(ull + v1 + w2 + 2p) 

+ 4p(u2 + v2 + w2) + 8(uvw + q)(u + v + w) 
+ 4(u2v2 + v2w2 + w!!u2) + l6r = 0. 

Man kann den Zahlen u, v, w noch zwei Bedingungen vorschreiben 
Sei also: 

(6) 
(7) 
so wird aus (5): 

u2 + v2 + w2 = - 2p 
UVW=-q 1 

(u2 + v2 + w2) 2 + 4p( ull + vt + w2) + 4(u2v2 + v2w2 + w2u2) + l6r = 0 

und dies ergibt mit Benutzung von (6): 
(8) u2v2 + v2w2 + w2u2 = pll- 4r. 

1) L. Euler, C'omm. Petrop. ad ann. 1732(33. Die erste Lösung der all
gemeinen biquadratischen Gleichung gab Ludovico Ferrari, ein Schüler des 
Cardano, mitgeteilt in dessen Ars magna. 1545. Für den Unterricht ist ein 
Verfahren von P. Epstein, Ztschr. f. ma.th. u. na.turw. Unt. 3S (1902), geeignet, 
welches die Auflösung der biquadratischen Gleichung mit den Formeln für den 
Inhalt, den umbeschriebeneri und einbeschriebenen Kreis eines Dreiecks in Be
ziehung setzt. 
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Erhebt man nun noch (7) ins Quadrat, so sieht man zusammen mit 
(6) und (8) nach § 83, 2., daß u2, v2, w 2 die Lösungen der kubi
schen Gleichung 

(9) t3 +2pt2 +(p2 -4r)t-q2 =0 
sind. Diese Gleichung heißt die kubische Resolvente der biquadra
tischen Gleichung. Sind t1, t2, t3 ihre Lösungen, so kann man: 

(10) u = -v~' V = y~' w = Yta 
setzen. Die Vorzeichen dieser drei Quadratwurzeln sind nach (7) so zu 
wählen, daß ihrProduktgleich- q ist. Es sind daher nur vier Kombi-
nationen dieser Quadratwurzeln zulässig, und wenn man unter~' Yi2 , 

v1a" eine bestimmte Wertekombination versteht, die die Gleichung (7) 
erfüllt, so hat man als Lösungen der biquadratischenG leichung: 

(11) 

zl = t(~ + yt~ + Vt;) 
z2 = -H Vt: - yt; - Vt;) 
Z3 = H-Vt1 + Yt; - Yfs) 
z ( = -H- yi~ - -vt; + yi;). 

Die Lösungen einer biquadratischen Gleichung lassen sich, wie wir 
s~hen, durch eine endliche Anzahl algebraischer 'Operationen finden, 
daher sagt man: 

Die Gleichungen vierten Grades sind algebraisch auf
lösbar. 

Über die wirkliche numerische Berechnung der Lösungen gilt das 
bei den kubischen Gleichungen (§ 81, 4:.) Gesagte in erhöhtem MaJ.\o. 

2. Sind die Koeffizienten der Gleichung reell, so sind, da t1 t9 t8 ~ q2 

positiv istl), folgende drei Fälle möglich: 
1. t1, t2, fs reell und positiv; dann hat die biquadratische Gleichung 

vier reelle Wurzeln. 
2. Eine der Wurzeln von (9), etwa t1 positiv, die anderen t2 , t3 ne

gativ. Sind dann t2 und ts verschieden, so sind alle vier Wurzeln 
s11 e2, z3, e4 komplex, und zwar z1 konjugiert mit z2 und z3 konjugiert 
mit z4 • Ist aber t2 = t8 , so sind s1 und z2 konjugiert komplex und 
s3 = z <l reell. 

3. Zwei Wurzeln von (9), etwa t2 , t3 konjugiert komplex, t1 positiv 
reell. Die Quadratwurzeln bestimmen wir so, daß fl; und Jlf;" konju
giert komplex sind, womit dann das Vorzeichen von yi; entsprechend 
der Gleichung (7) festgelegt ist. Es werden dann Z1 und z2 reell, Zs 

und s, konjugiert komplex. 

1) Von dem Fall, daß q = 0 ist, können wir absehen, weil sich dann die 
biquadratische Gleichung auf die in zi quadratische Gleichung z4 + pz 1 + r = 0 
reduziert. 
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§ 86*. Die Diskriminante der biquadratischen Gleichung. 

1. Welcher von den eben angeführten drei Fällen stattfindet, läßt 
sich aus den Koeffizienten der gegebenen Gleichung erkennen, ohne daß 
man erst die Gleichung aufzulösen braucht. Zu diesem Zweck bildet 
man zunächst die Differenzen: 

Z1 - Z 2 = Vt2 + yt;;", z3 - z4 = yt;- Vt3 , 

z1 - z3 = Y~ + yi;, Z 2 - Z4 = Yt1 - Yfs, 
Z1 - Z4 = Y~ + Yt~, Z2 - z3 = V~ - Y~, 

und findet durch Multiplikation: 

(1) ~-~~-~~-~~-~~-~~-~ 
= (t1 - t2) (t1 - t3) (t2 - t8). 

Das Quadrat dieses Produkts heißt die Diskriminante der biqua
dratischen Gleichung und man sieht: 

DasVerschwinden der Diskriminante ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, daß die biquadratische 
Gleichung eine Doppelwurzel hat. 

Ferner ergibt sich aus (1): 
DieDiskriminante der hiquadratischen Gleichung ist gleich 

der Disktiminante ihrer kubischen Resolvente. 
Es läßt sich also entsprechend § 81, (16) die Diskriminante durch 

die Koeffizienten der Gleichung § l:S5, (9) und damit auch durch die 
Koeffizienten der biquadratischen Gleichung ausdrücken (vgl. § 99, 4:.). 

2. Hieraus folgt sofort nach § 85, 2., Fall 3: 
Ist die Diskriminante D negativ, so hat die biquadratische 

Gleichung zwei reelle und zwei komplexe Lösungen. 
Ist aber D ~ 0, so ergibt sich, wenn wir § 83, 3. auf die kubische 

Resolvente anwenden: 
Damit die biquadratische Gleichung vier reelle Lösungen 

hat, von denen auch zwei (aber nicht mehr) zusammenfallen 
können, ist notwendig und hinreichend, daß 

p < 0, p 2 - 4r > 0. 
In alleil anderen Fällen hat die Gleichung bei positivem D v1er 

komplexe Lösungen. 
3. Soll die Gleichung zwei Paare gleicher Wurzeln, etwa z1 = z, 

und z3 = z4 haben, so muß t2 = 0 und t3 = 0 sein. Das ist nur der 
Fall, wenn q = 0, p2 _ 4 r = 0 

ist, und je nachdem p negativ oder positiv ist, werden die beiden Paare 
reell oder komplex (und zwar rein imaginär) sein. Die Wurzeln sind 
dann z1 = z2 = tY=-2p, z3 = z4 =- {-Y=-2p. 
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Die Gleichung besitzt dann und nur dann drei gleiche Wurzeln 

e2 = e3 = z~, die notwendig reell sind, wenn t1 = t2 = t3 ist. Dann 
ist die kubische Resolvente identisch mit 

( t + 2p)B = t 3 + 2pi2 + ~p• t + Sp" = 0 
3 3 27 

und dies mit § 85, (9) verglichen, ergibt p~- 4r = 4r und - q2 = 82~· 
oder: 

Damit die biquadratische Gleichung drei gleiche Wurzeln 
besitzt, ist notwendig und hinreichend, daß 

pll + 12r = 0 und 8p3 + 27 q2 = 0 

. D' w l 'd al/-2.11 tll 2p ISt. Ie urze n sm zl = 2 r - 3' z2 = z3 = z4 = - 2 V -3. 
Endlich sind alle vier Wurzeln einander gleich, und zwar alle 

Null, wenn p = q = r = 0 ist. 

Vierzehnter Abschnitt. 

Ganze Funktionen. 
§ 87. Definition der ganzen Funktionen und ihrer Wurzeln. 

1. Unter einer ganzen Funktion versteht man einen Ausdruck 
von der Form 

(1) f (x) = a X" + a x"- 1 + a xn- 2 + · · · + a x + a 0 1 2 n-1 nl 

worin n eine ganze positive Zahl ist und die a0 , a11 a2 , •• • , a,. bestimmte 
gegebene Zahlen bedeuten, die man die Koeffizienten der Funktion 
f(x) nennt; x ist ein Zeichen für eine unbestimmte Zahl (V eränder-
1 i ehe), die jeden beliebigen Zahlenwert annehmen kann. Ist a0 von 
Null verschieden, so heißt n der Grad der Funktion f(x). Es kann 
auch n = 0 sein. Dann reduziert sich die Funktion auf eine von Null 
verschiedene feste Zahl a0 • Die Koeffizienten können, wenn nichts anderes 
bemerkt ist, irgendwelche reellen oder komplexen Zahlen sein. 

Wir werde11 auch Funktionen von mehreren Veränderlichen x11 x2 , 

... , x"' zu betrachten haben und verstehen unter einer ganzen Funk
tion eine solche, die ,durch Addition, Subtraktion und Multiplikation 
aus den Veränderlichen und irgendwelchen festen Zahlen zusammen
gesetzt ist. Ein Quotient von zwei ganzen Funktionen heißt eine ra
tionale Funktion. Die ganzen Funktionen sind als besondere Fälle 
unter den rationalen Funktionen enthalten. 

In diesem Paragraphen sprechen wir nur von ganzen Funktionen 
einer Veränderlichen. 

2. Ganze Funktionen können addiert, subtrahiert und multipliziert 
werden, wobei die Rechenregeln für Polynome angewandt werden. Das 
Resultat dieset Operationen ist wieder eine ganze Funktion. Man ordnet 

Weber u. W'ellstein, Enzyklopädie I. 4. A.ufl. 22 
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diese Funktionen, indem man alle Glieder, die die gleiche Potenz von 
x enthalten, in eines zusammenfaßt und diese Glieder von links nach 
rechts entweder nach aufsteigenden oder nach absteigenden W erlen des 
Exponenten hinschreibt. So ist z. B. 

(a0 x2 + a1 x + a2)(b0 x3 + b1x2 + b2x + b3) 

= a0b0 x5 + (a0 b1 + a1 b0)x4 + (a0 b2 + a1 b1 + a2 b0)x3 

+ (a0b3 + a1 b2 + a2b1)x2 + (a1 b3 + a2 b2)x + a2b3 • 

Wenn man zwei Funktionen nt•n und mten Grades f(x) = a0x" + · · · 
und <p(x) = b0 xm + · · · miteinander multipliziert, so iängt das geordnete 
Produkt f(x)rp(x) mit dem Gliede a0 b0 xm+n an, also: 

Der Grad eines Produktes von zwei ganzen Funktionen ist 
gleich der Summe der Grade der Faktoren. 

3. Zwei Funktionen f(x) und rp(x) heißen identisch gleich, wenn 
sie von gleichem Grade sind, und wenn die Koeffizienten gleicher 
Potenzen in beiden die nämlichenWerte haben; beideFunktionen 
haben dann für jeden beliebigen Zahlenwert von x denselben numerischen 
Wert und umgekehrt müssen, wie man leicht sieht zwei Funktionen, die 
für jeden beliebigen Wert von x gleicheWerte besitzen, identisch gleich 
sein. Die Funktion f( x) ist demnach nur dann identisch Null, wenn die 
Koeffizienten a0 , a11 ••• , a,. alle gleich Null sind. Eine solche identisch 
verschwindende Funktion hat keinen bestimmten Grad. 

Von der Identität hat man die Gleichheitzweier Funktionenf(x)=<p(x) 
zu unterscheiden, die nur für einzelne besondere Werte von x 
stattfindet. 

Während also die identisch-e Gleichheit f(x) = 0 verlangt, daß die 
Koeffizienten a0 , a., ... , a,. alle den Wert Null haben, kann man 
andererseits nach solchen Werten von x fragen, für die f(x) bei nicht 
durchweg verschwindenden Koeffizienten verschwindet. Ein solcherWert 
x1 heißt ein Nullpunkt oder eine Wurzel von f(x) oder auch eine 
Wurzel der Gleichung f(x) = 0. Wenn die Frage so gestellt wird, 
heißt x auch die Unbekannte der Gleichung, für die der bestimmte 
Wert x1 gesucht wird, wobei vorläufig noch offen bleibt, ob ein sol
cher Wert immer existiert. 

4:. Wenn die Koeffi~ienten a0 , a1 , .•• , a,. reell sind, so heißt f(x) 
eine reelle Funktion. Hat eine reelle Funktimreine komplexe Wurzel 
X1 = a + ßi, so ist 

(2) a0 (a + ßi)" + a1(a + ßi)n-t + · · · + a,._ 1 (a + ßi) + a,. = 0. 

Daraus folgt, da man nach § 44, 13. überall i durch - i ersetzen kann 
daß auch 

(3) a0(a- ßi)'" + a1(a- ßi)"- 1 + · · · + an_ 1 (a- ßi) + a,. == 0 

sein muß. Es ist also auch x1 = a- ßi eine Wurzel von f(x). Dieses 
wichtige Ergebnis sprechen wir als Satz aus: 
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Bei einer reellen Funktion f(x) können komplexe Wurzeln 
nur paarweise vorkommen, und zwar so, daß je zwei Wurzeln 
konjugiert komplex sind. 

§ 88. Division ganzer Funktionen. Die Derivierten. 
1. Das Rechnen mit ganzen Funktionen hat mannigfache Analogie 

mit dem Rechnen im Gebiete der ganzen Zahlen. Von besonderer Wich
tigkeit sind die Regeln für die Division. 

Es seien 

(1) 
f(x) = a0 x"' + a1 x"'- 1 + · · · + a"_ 1x + a,., 

rp(x) = b0 xm + b1xm-l + · · · + bm_1x+ bm 

zwei Funktionen von den Graden n und m, also a0 und b0 von Null 
verschieden; wir nehmen n > m an. 

Di Funktion f(x) heißt teilbar durch rp(x), wenn es eine 
ganze Funktion Q(x) von der A.rt gibt, daß f(x) = lf!(X) Q(x) ist. 

Nach § 87, 2. muß Q(x) vom Grade n- m sein. Sind f(x) und 
fJJ(x) von gleichem Grade (n = m), so ist Q(x) vom Grade Null, also 
eine feste Zahl, und f(x) unterscheidet sich von fJJ(x) nur um einen 
konstanten Faktor. 

Ist f(x) nicht durch 'P(x) teilbar, so kann man doch eine ganze 
Funktion Q(x) vom Graden- m bestimmen, so daß das Produkt rp(x) Q(x) 
in den ersten n- m + 1 Koeffizienten mit f(x) übereinstimmt. 

Sei nämlich 

(2) Q(x) = q0 xn-m + q1xn-m- 1 + · · · + qn-m-lX + q,._m, 

und setzen wir die Koeffizienten des Produktes lf!(x)Q(x), von a0 auf
steigend, den Koeffizienten der Funktion f(x) gleich, so ergeben sich 
die Gleichungen: 

ao ~ boqo, 

al = boq1 + bl qo, 

a2 = boq2 + bl ql + b2qo, 
(3) 

a"_m = boqn-m + blqn-m-1 + .... 
Die Bildung dieser Gleichungen ist sehr leicht, weil man immer nur 

darauf zu sehen hat, daß in dem Ausdruck für a., die Summe der In
dizes von b,qk, also i + k, gleich v werde. Die Summe ist nur so weit 
fortzusetzen, daß der Index von b nicht größer als m wird. 

Hier haben wir nun ein System von n- m + 1 Gleichungen ersten 
Grades, aus dem die n- m + 1 Unbekannten q0 , q!t ... , qn-m bestimmt 
werden können. Es ist aber ein Gleichungssystem von besonders ein-

22* 
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fachem Bau; man findet nämlich aus der ersten dieser Gleichungen 
q0 = a0fb0 • Ist q0 gefunden, so ergibt die zweite Gleichung: 

q1 = (a1 - b1q0)/b0 ~ (a1 b0 - b1 a0)jb01 usf., 

und man erhält in den Nennern immer nur Potenzen von b0, das nach 
Voraussetzung von Null verschieden ist. 

Ist diese Bestimmung ausgeführt, so stimmt das Produkt fP(X) Q(x) 
in den Koeffizienten von x", x"-1, ... , xm mit f~x) überein, und die 
Differenz f(x)- cp(x) Q(x) ist eine ganze Funktion 

(4) R(x) = r0 xm-l + r1 xm-'.1 + · · · + rm_ 1 X + "m-u 

deren Grad höchstens= m- 1 ist. Er kann aber auch niedriger sein, 
wenn r 0 oder r 0 und r 1 usf. verschwinden. Wir haben dann also 

(5) f(x) = fP(x) Q(x) + R(x). 

Diese Operation heißt die Division von f(x) durch q;(x); f(x) heißt 
der Dividendus, fP(x) der Divisor, Q(x) der Quotient, R(x) der Rest. 
Ist f(x) und q;(x) gegeben, so sind Q(x) und R(x) eindeutig dadurch 
bestimmt, daß der Grad von R(x) kleiner sein soll als der Grad von q;(x). 

Dies ist genau wie bei der Division ganzer Zahlen(§ 16, 1.), nur daß 
beim Rest nicht der kleinere Zahlenwert, sondern der niedrigere Grad 
in Betracht kommt. Man kann auch die Rechnung ganz so anordnen, 
wie bei der Division dekadischer Zahlen, wie folgendes Beispiel zeigt, 
bei dem 

f(x) ~ 3x' + 3x3 - 5x2 + 2x- 8, fP(x) = x2 + 2x- 5 

angenommen ist: 

3x4 + 3x8 - 5x1 + 2x- 8-: x2 + 2x- 5 =-= 3x1 - 3x + 16 
- gx4 - 6x8 + 15x2 

- 3x3 + 10x2 + 2x 
+ 3x3 + 6x2 - 15x 

16x2 - 13x- 8 
- 16x2 - 32x + 80 

- 45x + 72. 

Es ist also Q(x) = 3x2 - 3x + 16, R(x) - - 45x + 72. 

2. Die Funktion f(x) ist dann und nur dann durch q;(x) teil
bar, wenn der Rest R(x) identisch Null ist, also wenn 

r 0 =0, r1 =0, ... , rm_ 1 =0. 

Um auch hierfür ein Beispiel zu geben, nehmen wir 

f(x) = x4 + x8 - 4x2 - x + 1, fP(x) = x2 - x -1, 

und erhalten: 
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x4 + x3 - 4x!- x + 1: x1 - x- 1 = x'l + 2x- 1, 
-xt+x:~+x' 

2x3 - 3x2 - x 
- 2x3 + 2x2 + 2x 

---- ----------· 

-x2 +x+ 1 
+x2 -x-1 

--····----· 

0 
also x4 + x3 - 4x'- x + 1 = (x2 - x- 1) (xll + 2x- 1). 

34:1 

3. Besonders einfach gestaltet sich die Division, wenn der Divisor 
vom ersten Grade oder eine lineare Funktion ist. Wir wollen ihn 
in der Form q;(x) = x- a annehmen und bezeichnen den Quotienten, 
um ,auch seine Abhängigkeit von a hervortreten zu lassen, mit Q(x, a). 
Man hat in (3) b0 = 1, b1 = - a zu setzen und erhält zur Bestimmung 
der q: 

a1 = q1- aqo, 

a2 = q2- aqv 

und daraus findet man: 

qo = ao, 
q1 = a0 a + a11 

(6) q2 = a0a2 + a1 IX+ a11 , 

q,._1 = aoan-1 + alan-ll + a2an-ll + ... + an-11 

und der Rest wird hier vom Grade Null, d. h. von x unabhängig. Wir 
können ihn leicht bestimmen, wenn wir in f(x) = (x- a) Q(x, a) + R 
für x den Zahlenwert a setzen; dann wird (X - a) Q ( x, a) - 0, und es 
folgt R = f(a), also 

(7) f(x) = (x- a) Q(x, a) + f(a). 

Ist f(a) = O, so ist f(x) durch x- a teilbar, und wir haben den Satz: 
Die Funktion f(x) ist dann und nur dann durch x-" teil

bar, wenn IX eine Wurzel von f(x) ist. 
Man nennt dann x- IX einen Wurzelfaktor von f(x). 
4. Soll f(x) durch (x- IX)S teilbar sein, so muß Q(x, ct) durch (x- a) 

teilbar, also Q (IX, a) = 0 sein. Es ist aber nach ( 6) : 

Q(IX, IX)~ qoiXn-1 +.qliXn-2 + ... + q,._l 

= na0 a"- 1 + (n- 1)a1 IX•- 2 + (n- 2)~ a"- 3 + .. · + 2a,._ 2 a + a"_ 1 . 

Man führt nun die Funktion 

(8) f'(x) = na0 x"- 1 + (n -1)a1 x"- 2 + · · · + 2a,._ 2 x + a,._ 1 
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ein und nennt sie die derivierte oder abgeleitete Funktion Ton 
f(x). Dann ist 
(9) Q(a,a)=f'(a), 

und als notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß f(x) durch 
(x- a)i teilbar ist, ergibt sich f(a.) = 0, f'(a) = 0 oder in Worten: 

Die Funktion f(x) ist dann und nur dann durch (x-aY1 teil
bar, wenn a eine gemeinsame Wurzel von f(x) und seiner De
rivierten f'(x) ist. 

5*. Ist bei der gegebenen Funktion a0 = 1, a 1 = a2 =···~an= 0, 
so folgt nach (8): 

Die Derivierte der Funktion f(x) ~ x" ist 

(10) f'(x) = nx"- 1 • 

Hat die Funktion f(x) einen konstanten Wert 0, also 

ao = al = ... = an-1 = o, a,.- c, 
SO ist ( (X) = 0 1 d. h.: 

Die Derivierte einer Konstanten ist Null. 
Haben a0 , a11 ••• , a,. einen gemeinsamen Faktor c, so daß 

f(x)- cp(x) 
geschrieben werden kann, so hat auchf'(x) denselben Faktor und es wird 

f'(x) = crp'(x). 
Ist f(x) eine Summe von zwei Funktionen· 

f(x) = rp(x) + 1/l(x), 
also jeder Koeffizient von f(x) die Summe entsprechender Koeffizienten 
von rp(x) und 1/J(x), so wird 

(11) f'(x) = rp'(x) + 1/l'(x), 
d. h. Die Derivierte einer Summe ist gleich der Summe der 
Derivierten. 

6*. Ersetzen wir in (9) die Unbestimmte a durch x, so folgt: 

f'(x) = Q (x, x), 
d. h.: Man bildet die Derivierte von f(x), indem man den Quo-
tienten · 
(12) Q(:c, a) = f(~ = ~(a) 
ausrechnet und nachher a =- x setzt. Wir schreiben: 

f'(x) = (f<;_~(a)t=., 

Ist z. B. f(x) = (x- c)", so erhält man Q(x, a), wenn man in der 
Formel § 20, (18): 

a"-b" 
a-b = an-1 + an-2b + a"-llb2 + ... + bn-1 
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x - c für a und a - c für b setzt. Wird dann a = x genommen, so 
wird a = b = x- c und es folgt: 

Die Derivierte der Funktion (x- c)" ist 

(13) f'(x)=n(x-c)n- 1, 

was für c = 0 mit (10) übereinstimmt. 
7*. Setzt man in (12) a = x + h, so wird der Quotient 

f(x + h)- f(x) 
---- ~-----·--·-·· 

h 

und dies wird zur Derivierten von f(x), wenn man nach der Ausrech
nung h = 0 setzt, also: 
(14) f'(x) = (l<x+h)-f(x)) 

h h=O 

Es ist aber 

115) f(x + h) = a0 (x +h)n + a1 (x + h)n-l + all(x + h)n-ll + ·· · + a .. , 

und wenn man hier die Potenzen von x + h nach dem binomischen 
Lehrsatz entwickelt und die Glieder mit gleich hohen Potenzen von h 
zusammenfaßt, so erhält man einen Ausdruck von der Form 

(16) f(x + h) = f(x) + h{1(x) + h2{ 2 (x) + · · · + h .. f,.(x), 

worin {11 h_, ... , fn Funktionen von x sind, die h nicht enthalten. 
Es wird dann 

f~:+ h~ -(_(x) = ft (x) + hf2(x) + hzfs(x) + ... + h"-lf .. (x). 

Setzt man hier rechter Hand h = O, so folgt: 

(17) f'(x) = { 1 (x) 
und wir haben den Satz: 

Die Derivierte von f(x) istgleich dem Koeffizienten von h, 
wenn man f(x + h) nach Potenzen von h entwickelt. 

Man kann also schreiben: 

(18) f(x + h) = f(x) + hf'(x) + h2F(x, h),· 

worin F(x, h) eine ganze Funktion von x und h, und zwar in beiden 
vom Grade n - 2 bedeutet. 

8*. Ist f(x) ein Produkt von zwei Funktionen 

f(x) = q; (x) t/J(x), 

so ist f(x + h) = q;(x + h) t/J(x + h). 

Schreibt man hier nach (18): 

q;(x + h) = q;(x) + hq;'(x) + h2 tP(x, h) 
t/J(x + h) = tfJ(x) + hl//(x) + h'"IJ.f(x, h), 

so wird f(x + h) = f(x) + h[q;(x)tfJ'(x) + tfJ(x)q;'(x)] + h2F(x, h), 
also folgt: 



344 XIV. Ganze Funktionen § 88. 

Die Derivierte eines Produkts f(x) = rp(x)l/J(x) ist 

(19) f'(x) = !P(x)l/J'(x) + 1/J(x)rp'(x). 

9*. Die Derivierte f' (x) einer ganzen Funktion ist nach (8) eben
falls eine ganze Funktion. Man kann daher von ihr wiederum die Deri
vierte bilden. Man nennt sie die zweite Derivierte von f(x) und be
zeichnet sie mit f" ( x ), und in gleicher Weise fortfahrend gewinnt man 
die dritte, vierte ... Derivierte von f(x). So erhält man unter wieder
holter Anwendung der Formeln in 5. eine Reihe von Funktionen von 
immer niedrigerem Grad: 

f(x) = aoxn + alxn-1 + ~xn-2 +... + a.,. 

f'(x) = na0 xn- 1 + (n-1)a1 x"- 2 + (n-2)asxn-a + · · · + a,._ 1 

(20) f"(x)= n(n -1)a0 x"- 2 + (n- 1)(n- 2)a1 xn-s 

+ (n-2)(n-3)a2x"-' + · · · + 2a,._ 2 

f<">(x) = n(n-1)(n- 2) · · · 2 · 1 · a0 • 

Die nte Derivierte ist eine Konstante; mit ihr kann man die Reihe 
abbrechen. 

Sei z. B. 

so ist 
f(x) = x' - 4x2 + 3 x + 5, 

f' (x) = 4x3 - 8x + 3 

f"(x) = 12x2 - 8 

f'" (x) = 24x 

f<4>(x)- 24. 

Setzt man in (20) überall x = 0, so folgt: 

f(O) = a"' f'(O) = a,._ 11 f"(O) = 2a .. _2 , f'"(O) = 31 a,._" ... ' 
allgemein "=0, 1, !, ... , • 

Es drücken sich also die Koeffizienten von f(x) durch die Werte 
der Derivierten für x = 0 aus und es ist 

X~ S n 

f(x) = f(O) + x['(O) + 2!{"(0) + ;! {"'(0) + · · · + :r fl"l(O). 

Dies ist ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes, den wir jetzt 
ableiten wollen. 

10*. Wir multiplizieren die Gleichungen (20) der Reihe nach mit 1, 
n, h' hs h" a aa· · · d · a· Gli a , :t:2' 1 . 2 . 8 , · •. ,I:~ un a 1eren ste, m em Wir 1e e er 

mit gleichen Faktoren a,. zusammenfassen. Dann erhalten wir: 
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f(x) + hf'(x) + ~~ f"(x) + ~; f'"(x) + ... + ~~f<"l(x) 

= a [x" -t- nx"- 1 h + 1! (n - 1) x"-~ h2 + · .. + h"] 
0 1-2 

+ al [x"- 1 + (n -1 )x"- 2h + (n- ?(;_::-:~) x"- 3h2 + ... -t- h"- 1] 

+ a2 [xn-l! + (n-2)x"- 3h + (f1,_={{--- 3lx"- 4h2 + · · · + h"- 2] 

+ a"_ 1 (x + h) + a". 
Auf Grund des binomischen Lehrsatzes ist dies aber auch: 

a0 (x + h/' + a1 (x + h)"- 1 + a2 (x + h)"- 2 + ... + a,. 
und dies ist, wie in (15), die ursprüngliche Funktion f, gebildet für den 
Wert x + h der Veränderlichen. Es besteht also die wichtige Formel:1) 

(21) f(x + h) = f(x) + lil' (x) + ~: f"(x) + ~: f"' (x) + · · · + ~~ fC"l(x) 

und wir haben damit die Funktionen {1 (x), Mx), ... , fn(x) in (16) 
ermittelt. 

Nehmen wir hier x = 0 und schreiben dann x an Stelle von h, so 
erhalten wir die Formel am Schluß von 9. 

11*. Man bezeichnet auch bisweilen die Derivierten durch den Buch
staben D mit beigefügtem Index, nämlich: 

f'(x) = DJ(x); f"(x)=Dd(x); f'"(x)=D3{(x); .. . , f<Yl(x)=D,f(x). 
Es ist also z. B. für f(x) = x": 

D1 x"=nx"- 1 ; D'J.x"=n(n-I)x"- 2 ; ••• , 

allgemein D"x" = n (n -1) ... (n- v + 1)x"-" == (n- n!'~')! x"-Y. 

Diese Formel gilt natürlich nur, solange 11 nicht größer als n ist. 
Für v = n ist D,.x" = n!, und wenn v größer als n ist D"x" = 0. 

12. Aus den in 6. abgeleiteten Eigenschaften der ersten Derivierten 
ergeben sich sogleich die entsprechenden Sätze für die höheren Deri-

vierten: DJc) = 0; D"(cf(x)) = cD..f(x) 
D"(rp(x) + l/J(x)) = D"rp(x) + D"lfJ(x) 

und allgemein, wenn f1 (x), f2(x), ... ganze Funktionen, c0 , c11 c2, ... 

Konstanten sind: 

D"(c0 + ctf1 (x) + c2{ 2(x) + · · ·) = c1 D"f~ (x) + c2DJ2 (x) + · · · 
13. Formel (19) führt zu einer Verschärfung des Satzes !. Es sei 

nämlich f(x) = (x- _ a)mf1 (x), 

1) Diese Formel stellt den berühmten Ta.ylorschen Lehrsatz für den be
sonderen Fall einer ganzen Funktion -nt•n Grades dar. (Brook Taylor, Me
thodus incrementorum, London 1716.) 
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und f1(x) nicht mehr durch x-a teilbar, also x-a ein genau m-facher 
Faktor von f(x); es ergibt sich dann : 

f'(x) = (.:c- a)m- 1{\x- a)ft'(x) + mf~(x)), 
und daraus folgt: 

Wenn x- a ein m-facher Wurzelfaktor von f(x) ist, so ist 
x- a ein (m- 1)-facher Wurzelfaktor von ((x). 

Damit folgt aber weiter, daß x- a ein (m- 2)-facher Wurzelfaktor 
von ('(x), ein (m-3)-facher von ("(x) ist usf., schließlich ein ein
facher Wurzelfaktor von j'<m-ll(x), und wir haben den Satz: 

Ist x-a ein genau m-facher Wurzelfaktor von f(x), so ist 
f(a) = f'(a) = f"(a) = ... = r<m-lJ(a) = 0, aber r<ml(a) =l= 0. 

H. Ist x1 eine Wurz.el von f(x), so können wir f(x) = (x- x1)(1 (x) 
setzen, wo (1 (x) eine Funktion vom Grade n - 1 ist, und aus 3. geht 
hervor, daß die höchste Potenz x"- 1 von x in f1 (x) denselben Koeffi
zienten a0 hat, wie x" in f(x). Hat (1 (x) eine Wurzel x2 , so können wir 
ebenso (1 (x) ~ (x- x2)f2 (x) setzen usf. Es ist also, wenn alle die so 
gebildeten Funktionen {, (11 ( 2 , •.• Wurzeln haben, und die letzte 
{"_ 1 (x) = a0(x- x") ist, 
(22) f(x) = a0(x- x1) (x- x2) (x- x3) ... (x- x,.). 

Daraus folgt, daß eine Funktion nten Grades niemals mehr 
als n Wurzeln haben kann. 

Denn wenn f(x) die n Wurzeln x11 x2 , ••• , x,. hat, so muß x; eine 
Wurzel von f~(x), x3 eine Wurzel von f2 (x) sein, usf., und die Zer
legung (22) ist möglich. Ist dann airgendeine Wurzel von f(x), so muß 
(a - x1)( a - x2) ••• ( a - xn) = 0, also a einer der Zahlen x11 x2 , ••• , xn 
gleich sein. 

Wenn sich daher in einem besonderen Falle bei einer Funktion 

nten Grades, f(x) = aox" + alxn-1 + ... + a", 

~ehr als n Werte von x nachweisen lassen, für die f(x) verschwi'ndet, 
so bleibt nichts übrig, als da.ß die Koeffizienten a0 , a1 , a2 , ••• , a" alle 
verschwinden, also f(x) identisch (für jedes beliebige x) verschwindet. 
Wir können dem eben ausgesprochenen Satze auch die folgende Form 
geben, in der er in vielen Fällen ein wichtiges Beweismittel bietet: · 

Wenn eine Funktion nten Grades von x für mehr als n Werte 
von x verschwindet, so muß sie identisch verschwinden. 

15. Hierau~ folgt sogleich der Satz: 
Wenn von zwei Funktionen nten Grades bekannt ist, daß sie 

für mehr als n Werte von x übereinstimmen, so stimmen sie 
für alle Werte von x überein, d. h. sie sind identisch. 

Die Differenz der beiden Funktionen verschwindet nämlich für mehr 
als n Werte, muß also identisch verschwinden. 

16. Unter den Zahlen x1 , x2, ••• x,. der Zerlegung (22) kann aber 
ein und dieselbe Zahl mehrmals vorkommen. Immerhin ist dann f(x) 
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in n Faktoren ersten Grades zerlegt, aber die Anzahl der verschiedenen 
Wurzeln ist kleiner als n. Um die Übereinstimmung in der Ausdrucks
weise herzustellen, spricht man in diesen Fällen trotzdem von n Wurzeln, 
indem man eine oder einige der Wurzeln mehrmals, nämlich so oft 
zählt, als der betreffende Faktor (x - x,) in (22) vorkommt. Man hat 
es dann mit sogenannten mehrfachen vVurzeln zu tun, und nach 4. 
ist x, eine mehrfache Wurzel, wenn es eine gemeinschaftliche 
Wurzel von f(x) und f'(x) ist. 

Ist X1 eine v1 -fache, x2 eine v2 -fach,e, allgemein X; eine v;-fache 
Wurzel, und ist (? die Anzahl der verschiedenen Wurzeln, so ist 

(23) 

und 

f(x) = a0(x- xS1 (x - x2Y' . .. (x- xf!YQ 

v1 + v 2 + · · · + vf! = n. 

§ 89. Größter gemeinschaftlicher Teiler. 

1. Zwei ganze Funktionen f(x) und {1 (x), wofür wir bisweilen auch 
kürzer f und ft schreiben, die eine gemeinschaftliche Wurzel haben, 
haben auch einen gemeinschaftlichen Teiler. Denn ist x1 eine ge
meinschaftliche Wurzel, so sind beide Funktionen durch die lineare 
Funktion x- x1 teilbar. Es können aber auch f(x) und ft (x) gemein
schaftliche Teiler höheren Grades haben. Haben f(x) und f1 (x) keinen 
gemeinschaftlichen Teiler, also auch keine gemeinschaftliche Wurzel, so 
heißen sie teilerfremd oder relativ prim. 

Da die Divisionsregeln der ganzen Funktionen dieselben sind wie 
die der ganzen Zahlen, so kann man wie dort den Euklidischen Al
gorithmus zur Ermittlung der gemeinschaftlichen Teilerzweier Funk
tionen anwenden (§ 1 7). 

Es seien f und {1 zwei gegebene Funktionen der Grade n und n1, 

und es sei n > n1• Man kann dann durch Division nach § 88, 1. eine 
Reihe von Quotienten Q, Q11 Q,, ... und Funktionen ( 2 , { 3 , ... von 
abnehmenden Graden n2 , n3 , • . • bilden, so daß 

(1) 

f = Qfl + (2, 

ft = Qd2 + fa, 

f2 = Q2fa + f~, 

Diese Reihe von Gleichungen läßt sich so lange fortsetzen, wie die 
Division nicht aufgeht. Da aber die Grade der {2 , { 3 , ••• immer kleiner 
werden, so muß die Division schließlich aufgehen. So kommt man zu
letzt zu Gleichungen 

(2) 

und hieraus läßt sich, genau wie bei den Zahlen, schließen, daß (" ein 
Teiler aller vorangehenden Funktionen (.._ 11 (._ 2, ... , t;_, f ist, und daß 
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jeder Teiler von f und fJ. zugleich Teiler von ~, fa, ... , f" sein muß. Es 
heißt darum(,. der größte gemeinschaftliche Teiler von f und {1 

(wobei das größer oder kleiner sich auf den Grad bezieht). 
Die letzte Funktion(" kann auch vom nullten Grade, d. h. von x 

unabhängig, eine von Null verschiedene Zahl sein, und durch eine Zahl 
ist jede Funktion teilbar; sie zählt nicht als Te1ler. In diesem Falle sind 
f und (1 teilerfremd. 

Der größte gemeinschaftliche Teiler zweier Funktionen 
kann also durch rationale Operationen aus den Koeffizienten 
der gegebenen Funktionen abgeleitet werden. 

2. Man kann nun auch durch rationale Rechnung entscheiden, 
ob eine ganze Funktion mehrfache Wurzeln hat, indem man die Funk
tion f(x) und ihre Abgeleitete f' (x) auf ihre gemeinsamen Teiler unter
sucht. Wir nehmen folgendes Beispiel: 

f(x) = x6 - 2x5 + 2x + 1, 
f'(x) = 6x5 - 10x4 + 2. 

Da es bei dem größten gemeinschaftlichen Teiler nicht auf einen 
allen Gliedern gemeinsamen Zahlenfaktor ankommt, kann man, um 
Brüche zu vermeiden, bei Ausführung des Algorithmus (1) ·die Funk
tionen (, (11 (!, ... mit beliebigen festen Zahlen multiplizieren oder 
dividieren. Wir multiplizieren in unserem Beispiel f(x) mit 9 und divi
dieren f'(x) durch 2, gehen also von den Funktionen 

f = 9x6 _- 18x5 + 18x + 9 
( 1 = 3x5 - 5x4 + 1 

aus. Die erste Division ergibt: 
f = (3x- l)fJ.- 5.(x4 - 3x- 2); 

als zweiten Divisor {2 kann man x4 - 3 x - 2 wählen und erhält: 

ft = (3x- 5) {2 + 9(x2 - x- 1), 

und die dritte Division mit f~ = x2 - x- 1 geht auf und ergibt: 

t; = (x2 + x + 2)fs. 
Es ist also x2 - x- 1 der größte gemeinschaftliche Teiler von f(x) 

und f'(x), und man findet leicht: 

f(x) = (x2 + 1)(x2 - x- 1)2, 

f'(x)= 2(3x3 -2x2+ x-1)(x2 -x-l). 

Um die mehrfachen Wurzeln von f(x) zum Vorschein zu bringen, 
hat man x1 - x - 1 in lineare Faktoren zu zerlegen, also die Gleichung 
x1 - x- 1 = 0 aufzulösen. Ihre Lösungen sind 

1 y'ö , 1 y'6 
m=-2+~2, m=-2-2' 

also folgt: f(x) = (x2 + 1)(x- m)2(x- m')ll. 
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3. Wenn man die Faktoren, die einfach, zweifach, dreifach 1 ••• in 
einer Funktion f(x) aufgehen, zusammenfaßt, so kann man setzen: 

(3) f(x) = P1P22 Ps3 P4' · · · P/, 
worin die PuPs, P 3 , •.• ganze Funktionen sind, von denen keine einen 
mehrfachen Faktor und keine zwei einen gemeinschaftlichen Teiler 
haben. Es ist nicht ausgeschlossen, wird sogar meistens vorkommen, 
daß unter den P 1 , P 2 , P3 , •.• einige fehlen. Die Funktionen P1, P2, P3, ••. 

kann man durch den Algorithmus des größten gemeinschaftlichen Teilers, 
also durch rationale Rechnung, aus den Koeffizienten von f(x) ableiten. 
Es ist nämlich n,ach § 88, ] 3. 

~(x) = p2pssP/ ... 

der größte gemeinschaftliche Teiler'von f(x) und f"(x), und daraus er-
gibt sich : f (x) . 

ft cx) = F(x) = P1P2PsP4 · · · 

Der größte gemeinschaftliche Teiler von F(x) und {1 (x) ist daher 

Q = P2PsP4 .. . , 

und folglich ist P1 = /Q · Verfährt man ebenso mit~ (x), wie hier 

mit f(x), so findet man P2 usf. 
Es ist hierbei zu bemerken, daß wir nur bei der Herleitung 

des Verfahrens vorausgesetzt haben, daß f(x) in ein Produkt linearer 
Faktoren zerlegt sei. Die Anwendung des Verfahrens selbst setzt die 
Kenntnis dieser Faktoren nicht voraus. Da wir späterhin sehen werden, 
daß sich jede Funktion {(x) in lineare Faktoren zerlegen läßt, so ist 
damit das V erfahren allgemein gerechtfertigt. Die Begründung des 
Verfahrens ohne die Zerlegung von f(x) vorauszusetzen, ist schwieriger 
und kann nicht mehr zu den Elementen gerechnet welilen.1) 

4:. Aus dem Euklidischen Algorithmus läßt sich der Satz ableiten: 
Sind f(x) und {1 (x) zweigegebene teilerfremde Funktionen, 

so können zwei andere eben falls teilerfremde Funktionen 
F(x), F 1 (x) so bestimmt werden, daß 

(4) F(x)f(x) + F 1 (x){1 (x) = 1 

wird. Wir bemerken zunächst, daß sich die Aufgabe nicht wesentlich 
ändert, wenn auf der rechten Seite von ( 4) statt 1 ein anderer von Null 
verschiedener Zahlenwert c steht; durch die Lösungen der einen Auf
gabe hat man auch die der andern. 

Um aber Fund F 1 in (4) zu finden, hat man die Formeln (1) und (2) 
anzuwenden, in denen, wenn f und ft relativ prim sind,{., eine von Null 
verschiedene Zahl wird. Wenn man also aus der ersten der Gleichungen 
(1) (2 entnimmt und in die zweite und dritte einsetzt, dann aus der 
zweiten fs entnimmt und in die folgenden einsetzt, und so fortfährt, so 

1) Vgl. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Auf!., 1, § 20. 
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erhält man zuletzt aus der ersten Gleichung (2) eine Gleichung von der 
Form ( 4), und die Aufgabe ist gelöst. 

Um ein einfaches Beispiel zu betrachten, nehmen wir: 

f = x 2 - x - 1, f~ = x 2 + 1, 
und erhalten: x2 - x- 1 = (x2 + 1)- (x + 2), 

x 2 + 1 = (x + 2)(x- 2) + 5. 

Hieraus indem man die erste Gleichung mit x - 2 multipliziert und 
zur zweiten addiert: 

(x2 - x- 1)(x- 2) + (xz + 1)(3- x) = 5. 

Folglich ist F(x) = x- 2, F 1 (x) = 3- x. 
Unter der gleichen Voraussetzung über f und (1 , nämlich daß sie 

teilerfremd seien, kann man auch die Gleichung befriedigen: 

(5) 

wenn w(x) eine beliebig gegebene ganze Funktion ist. Man hat nur die 
Gleichung (4) mit w(x) zu multiplizieren und dann für F(x) w(x) und 
F 1 (x) w(x) wieder F(x) und F 1 (x) zu schreiben. 

§ 90. Reduzible und irreduzible Funktionen. 
1. Wir nehmen jetzt an, daß in der ganzen Funktion nten Grades 

(1) f(x) = a0x" + a1x"- 1 + · · · + a,._1X + a,. 
die Koeffizienten ganze Zahlen seien. Eine solche Funktion heißt 
ganzzahlig. 

Ist a0 von Null verschieden, so können wir die Auffindung der 
Wurzeln von (1) auf den Fall zurückführen, daß a0 = 1 ist. Wenn wir 
nämlich (1) mit a0 n-l multiplizieren, so ergibt sich: 

a0n-lf(x) = (a0 x)" + a1 (a0x)n-l + alla0(a0x)"-· 2 + · · · + anao"-\ 

und wenn wir also 

a0 x=.y, a1 =b1 , a2 a0 =b2, ... , a,.ao"- 1 =b .. , a0"- 1f(x)=rp(y) 

setzen, so ist 

(2) rp(y) = yn + blyn-1 + b2yn-2 + ... + b,., 

und die b1, b2, ••• , bn sind ganze Zahlen. 
Die Wurzeln von f(x) erhält man, indem man die Wurzeln von rp(y) 

durch a0 dividiert. 
Man wird nun zunächst nach den· etwa vorhandenen rationalen 

Wurzeln von f(x) oder rp(y) fragen. Ist P(2 eine Wurzel von rp(y), wo
rin p, q teilerfremde ganze Zahlen sind, von denen q positiv angenommen 
sei, so muß 
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sein. Hieraus folgt aber, daß p" durch q teilbar sein müßte, was, da p 
und q relativprimsein sollen, nur möglich ist, wenn q = 1 ist. Es folgt: 

Eine rationale Wurzel von rp(y) muß eine ganze Zahl sein. 
Ist aber p eine solche Wurzel, so ist 

p" + blpn-1 + b2pn-2 + • .. + bn-tP + bn = 0, 
und daraus folgt, daß bn durch p teilbar sein muß. Um also festzu
stellen, ob eine rationale Wurzel von rp(y) vorhanden ist oder 
nicht, hat man die sämtlichen Divisoren von b,. zu ermitteln 
und jeden von ihnen, mit positivem und negativem Zeichen, 
versuchsweise für y in rp(y) einzusetzen. Wenn p einer dieser 
Divisoren ist, für den rp(p) = 0 wird, so ist p eine rationale 

Wurzel von rp(y) und 'fl_ eine rationale Wurzel von {(x). 
ao 

Es ist dann rp (y) durch y-p teilbar, und das Resultat der Division 
ist rp (y) = (y- p) rp1 (y ), worin rp1 (y) eine ganzzahlige Funktion (n-1 y•n 
Grades mit dem Anfangskoeffizienten 1 ist ( vgl. § 88, 3). 

2. Eine Funktion mit rationalen, aber nicht ganzzahligen Koeffi
zienten kann durch Multiplikation mit einer ganzen Zahl, nämlich mit 
dem Hauptnenner der Koeffizienten, in eine ganzzahlige verwandelt 
werden. Der größte gemeinschaftliche Teiler aller Koeffizienten a0 , a1, 

... , an einer ganzzahligen Funktion f"(x) heißt der Teiler der Funk
tion. Eine Funktion, deren Teiler= 1 ist, heißt primitiv. Jede Funk
tion f(x) mit rationalen ganzen oder gebrochenen Koeffizienten 
läßt sich i11 die Form k{1 (x) bringen, worin {1 (x) eine primitive ganz
zahlige Funktion undkeine ganze oder gebrochene rationale 
Zahl ist. Soll der Koeffizient der höchsten Potenz von f~ (x) positiv 
sein, so ist diese Darstellung nur auf eine Weise möglich. 

3. Eine Funktion {(x) mit rationalen Koeffizienten heißt reduzibel 
oder zerleg bar, wenn sie sich in zwei Faktoren f~ (x), ~(x) mit ra
tionalen Koeffizienten zerlegen läßt, deren jeder die Veränderliche 
x wirklich enthält. Ist eine solche Zerlegung nicht mä'glich, so heißt 
f(x) irreduzibel oder unzerlegbar. 

Der größte gemeinschaftliche Teilerzweier Funktionen {(x) und F(x) 
mit rationalen Koeffizienten hat, wie aus dem Algorithmus § 89 hervor
geht, ebenfalls rationale Koeffizienten. Wenn also f(x) irreduzibel ist, 
so sind nur zwei Fälle möglich: entweder ist F(x) durch f(x) teilbar, 
oder F(x) ist relativ prim zu f(x). Im letzteren Falle haben f(x) und 
F(x) keine gemeinschaftliche Wurzel. Daraus folgt der für die Gleichungs
theorie außerordentlich wichtige 

Hauptsatz 1): Hat die Funktion F(x) mit der irreduzibeln 
~'unktion f(x) eine Wurzel gemeinsam, so ist F(x) durch f(x) 
teilbar, und es sind also alle Wurzeln von f(x) zugleich Wur
zeln von F(x). 

1) N. H. Abel, Sur une classe particuliere d'equations resolubles algebrique
ment. Journ. f. Math. 4 (1829). Ostwalds Klass. Nr. 111. 
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Aus diesem Satz folgt: 
Eine Wurzel einer irreduzibeln Gleichung kann nicht 

gleichzeitig einer Gleichung niedrigeren Grades mit ratio
nalen Koeffizienten genügen. 

4. Wenn eine ganzzahlige Funktion 

(1) f(x) = a0x" + a1 x"- 1 + · · · + a._1 x + a,. 
zerlegbar ist, so kann man nach 2. zwei ganze Zahlen h und m so 
bestimmen, daß 
(2) hf(x) = mtp(x)'I/J(x) 
ist, worin tp(x), '1/J(x) primitive ganzzahlige Funktionen sind. 
Außerdem können wir voraussetzen, daß h positiv und relativ prim zu 
m sei. Wir wollen nachweisen, daß unter dieser Voraussetzung k = 1 
sein muß. Setzen wir zu diesem Zwec\:: 

(3) tp(x) = b0 xf.l + b1xll- 1 + · · · + bf.l_ 1x + bf.l, 
1/J(x) = c0 x" + c1 x"- 1 + · · · + c,._ 1 x + c,., 

worin p, + v = n ist, so ergibt sich aus (2) durch Ausführung der 
Multiplikation: 

ha0 == mb0 c0 , 

ha1 = m(b0 c1 + b1 c0), 

{4) ha9 = m(b0 c1 + b1 c1 + b1 c0), 

ha3 = m(b0 c8 + b1c2 + bsc1 + b8c0), 

Diese Gleichungen sind nach einem leicht ersichtlichen Gesetz zu 
bilden; es muß nämlich in jedem Gliede der rechten Seite die Summe 
der Indizes von b und c gleich dem Index von a auf der linken Seite 
sein. Rechts fallen natürlich· alle die Glieder weg, in denen der Index 
von b größer als p, oder der von c größer als v ist. 

Ist nun p. irgendein Primfaktor von h, so kann dieser nach der 
Voraussetzung, daß cp und '1/J primitiv seien, weder in allen b noch in 
allen c aufgehen, und es sei br das erste der b und c, das erste der c 
das durch p nicht teilbar ist. Es ist dann: 

(5) 
b0, b11 .•• , br _1 teilbar, 
Co, Cv .•• , c,_l " ' 

br nicht teilbar d;urch p, 

c, " " " p. 
Es kann vorkommen, daß schon b0 oder c0 durch p nicht teilbar sind; 
dann ist r oder s gleich 0 zu setzen. 

Nun nehmen wir aus den Gleichungen ( 4) die r + s + 1 te heraus 
und schreiben sie so: 

(6) har+• = m(brc. + br-1cs+l + br_,c,+l + ... 
+ br+lcs-l + br+2C•-2 + · · ·). 

Es ist aber bA nach (5) durch p nicht teilbar während die anderen 
Glieder br_ 1 C,+ 11 •• • , br+ 1 c,_ 1 , •• • durchp teilb~ sind, und folglich ist 
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der Klammerausdruck durch p nicht teilbar. Da aber h und damit die 
linke Seite von (6) durch p teilbar ist, so müßte m durch p teilbar sein, 
was der Voraussetzung widerspricht, daß h und m relativ prim sind. Es 
kann also keine Primzahl p in h aufgehen, folglich muß h = 1 sein 
und wir bekommen aus (2): 

(7) f(x) = mq;(x)l/J(x). 

ö. Setzt man demnach h = 1, so zeigen die :Formeln (4), daß m in 
allen a und daher auch im Teiler von f(x) aufgehen muß. Ist aber mk 
der Teiler von f(x), so können wir wie oben aus (6) schließen, daß k = 1, 
also m der Teiler von f( x) sein muß. Ist {( x) primitiv, so ist m = 1, 
und wir haben den Satz: 

Eine primitive reduzible ganzzahlige Funktion läßt sich 
in primitive ganzzahlige Faktoren zerlegen. 

6. Willll q;(x) oder 1/J(x) selbst wieder reduzibel sind, so können sie 
nach dem gleichen Satze wieder zerlegt werden, da aber die Grade der 
Faktoren immer niedriger sind als der Grad des Produktes, so muß diese 
Zerlegung abbrechen, und wir gelangen zu dem Satze: 

Eine primitive reduzible ganzzahlige Funktion läßt sich 
in eine endliche Anzahl irreduzibler primitiver Faktoren 
zerlegen: 

18) 

Der Grad n von f(x) ist gleich der Summe der Grade der Faktoren 
rp11 q;9, ••• , cp",, und daher ist v höchstens gleich n, und dieser größte 
Wert wird nur erreicht, wenn die Faktoren alle vom ersten Grade sind. 

7. Die irreduziblen Faktoren sind analog den Primzahlen im Ge
biete der ganzen Zahlen, und es gilt wie dort der Satz: 

Die Zerlegung (8) einer primitiven reduziblen Funktion 
f(x) ist, abgesehen von dem Vorzeichen der Faktoren q;, nur 
auf eine Art möglich. 

Denn aus dem in 3. Gesagten schließt man wie bei den Zahlen 
(§ 18, 1.), daß ein Produktzweier (oder mehrerer) Funktionen nur dann 
durch eine unzerlegbare Funktion ljJ teilbar ist, wenn wenigstens einer 
der Faktoren durch ljJ teilbar ist. Ist also ljJ ein unzerlegbarer Faktor, 
der in dem Produkt (8) aufgeht, so muß 1/J in einer der Funktionen rp, 
etwa in q;11 aufgehen und kann sich daher von q;1 nur durch einen kon
stanten Faktor unterscheiden. Sind aber beide Funktionen ganzzahlig 
und primitiv, so muß dieser Faktor ± 1 sein. 

8. Nehmen wir an, in der ganzzahligen Funktion f(x) sei der Ko
effizient a0 = 1, und diese Funktion sei zerlegbar in zwei Faktoren rp11 

1/J1, deren Koeffizienten rationale ganze oder gebrochene Zahlen sind, 
und in denen die höchsten Koeffizienten ebenfalls = 1 sind, so können 

Weber u. Wellstein, Enzyklopädie I. 4. Aull. 23 
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wir zwei positive ganze Zahlen h1, h2 so bestimmen, daß h1 qJ1 = qJ, h2 t/J1 = tjJ 
ganzzahlig und primitiv werden. Dann folgt aber h1 h2f = qJt/1, und wie 
in 4:. ergibt sich h1 h2 = 1 und folglich h1 = h2 = + 1. 

So bekommen wir den Satz von Gauß (Disq. arithm. Art. 42): 
Ist die ganzzahlige Funktion 

f(x) = x" + alxn-1 + a2xn-2 + ... + a,. 
in die beiden Faktoren 

qJ(x) = x~' + b1xf'- 1 + ... + b", 

t/J(x) = x" + c1 x"- 1 + · · · + c,., 
zerlegbar, so müssen die b;, c, ganze Zahlen sein. 

9. Bei einer numerisch vorgelegten Gleichung kann man durch plan
mäßiges Probieren feststellen, ob sie reduzibel oder irreduzibel ist. Ein 
Verfahren hierfür ist von Kronecker angegeben und von Runge ver
einfacht worden.1) Von Wichtigkeit ist ein Satz von Schoentmann~J, 
der für eine ausgedehnte Klasse von Gleichungen die Irreduzibilität 
erkennen läßt. Er lautet: 

Sind die ganzzahligen Koeffizienten a1 , a2 , ••• , a,. einer 
Funktion f(x)=x"+a1 x"- 1 + · · · + a .. alle durch eine Primzahl 
p teilbar, der letzte a" aber nicht durch p 2, wobei die Zahl 0 
als durch jede Primzahl teilbar gilt, so ist f(x) irreduzibel. 

Um ihn zu beweisen, nehmen wir an, es sei 

f(x) = x" + a1:c"- 1 + a2x"- 2 + · · · + a,._1x + a,. 

zerlegbar in die beiden Funktionen: 

fP(x) = x~' + b1 x~'- 1 + b2xf'- 2 + · · · + b"_1 x + b", 
t/J(x) =X" + c1 x"- 1 + C2 x•- 2 + · · · + C,._ 1 X + C,.. 

Es sind dann die b11 b2, ••• , bf'' c11 c2, •• • , c,., wenn sie rational sein 
sollen, nach 8. ebenfalls ganze Zahlen, und die Ausführung der Multi
plikation gibt das Formelsystem, das wir nun in umgekehrter Reihen
folge wie in 4:. anordnen: 

a,. = b"c,., 
a,._ 1 = b,. c,._ 1 + b,._ 1 c,., 

(9) a,._ 2 = b,.c"_ 2 + b,._ 1 c"_ 1 + b"_ 2 c", 

1) Kronecker, Journ. f. Math. 94 (1883), Runge, ebenda 99 (1886). 
2) Schoenemann, Journ. f. Math. 82, 100 (1846). Det Satz ist auch von 

Eisenstein, Journ. f. Math. 89 (1850) angegeben word~n und wird daher trotz 
der Reklamation von Schoeneman~, ebenda 40 (1850), gewöhnlich als Eisen
steinscher Satz bezeichnet. Andere Kennzeichen der Irreduzibilität hat Perron, 
Journ. f. Math. 132 (1907) gegeben. 
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Zunächst gelten diese Formeln nur unter der Voraussetzung, daß v > ft 
ist; um sie aber auch für v < ft anwenden zu können, müssen wir c0 = 1 
und jedes c mit negativem Index = 0 setzen. 

Ist nun a". durch p, aber nicht durch p 2 teilbar, so folgt aus a".=bl'cv, 
daß von den beiden Faktoren der eine, etwa b1,, durch p teilbar sein 
muß, der andere c,. aber nicht. Da aber an-1! an-!, .. , av alle auch 
durch p teilbar sind, so f,·lgt aus (9), daß auch bl'_11 bl'_ 2, •.• , h1 durch 
p teilbar sein müssen; dann aber ergibt die letzte dieser Gleichungen, 
durch die a" bestimmt ist, den· Widerspruch, daß auch c" durch p teilbar 
sein müßte'. Es ist also eine Zerlegung von f{x), wie wir sie ange
nommen haben, nicht möglich und damit ist der ::Satz bewiesen. 

Hieraus folgt z. B. die Irreduzibilität der Funktion 5ten Grades: 

f(x) = af'- 4x- 2. 

10. Die vorzüglichste Anwendung dieses Satzes ist die auf die 
Kreisteilungsgleichung (§ 102). 

Die Funktion xn- 1 hat den Faktor x- 1, ist also reduzibel. Führt 
man aber die Division aus, so ergibt sich nach § 20, 11.: 

x"-1 
X= -- = x" -l + x"- 2 + · · · + x + 1. x-1 

Die Gleichung: 
x"-1 + xn-2 + ... + x+ 1 = 0 

heißt die Kreisteilungsgleichung, und die Funktion X ist unter 
der Voraussetzung, daß n eine Primzahl ist, i'rreduzibel. 
Dieser wichtige Satz der Kreisteilungslehre ist zuerst von Gauß, später 
von mehreren anderen auf verschiedene Art bewiesen.1) Der einfachste 
Beweis ist wohl der von Schoenemann.2) Setztman nämlich: x = z + 1, 
so ergibt sich nach dem binomischen Satz: 

x"~ 1 = (z+ !t_-:!_ = zn-l + (n)zn-2 + (n)zn-3 + ... + ( n ) . 
x-1 z 1 2 n-1 

Die Binomialkoeffizienten (;), (;) , ... , (n .:_ 1) sind aber nach 

§ 60, 3., wenn, wie vorausgesetzt, n eine Primzahl ist, alle durch n 

teilbar, und der letzte (n .:_ 1) = n ist nicht durch n2 teilbar. Es folgt 

also nach dem Satz von Schoenemann: 
X ist eine irreduzible Funktion von z und folglich auch 

von x. 
11. Die Begriffe der Reduzibilität und Irreduzibilität werden noch 

in einem weiteren Sinne gebraucht. 

1) V gl. M. Ru th in g er, Die Irreduzibilitäts beweise der Kreisteilungsgleichung. 
Diss. Straßburg 1907. 

2) Schoenemann, Journal f. Math. 32 (1846) § 61. Eisenstein, Ebda. 
39 (1850). 
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Eine irreduzible Funktion kann nämlich in Fltktoren zerfallen, die 
in ihren Koeffizienten außer rationalen Zahlen noch eine bestimmte 
irrationale Zahl, z. B. V- 1 oder y2 oder irgendeine andere Irrationa
lität enthalten. Die Funktion ist dann irreduzibel innerhalb des na
tiir liehen Ra tionali tä t s b ereichs ffi, dagegen reduzibel innerhalb 
eines Rationalitätsbereichs ffi', der durch Adjunktion der betreffenden 
Irrationalität zu ffi entsteht (vgl. § 71, 1.). Andere Funktionen werden 
auch in dem erweiterten Rationalitätsbereich ffi' noch irreduzibel sein. 
Sie können dann durch Adjunktion einer weiteren lrrrationalität, also 
in einem neuen Rationalitätsbereich ffi" reduzibel werden. Man muß 
also, wenn man von einer irreduziblen Funktion spricht, immer den Ra
tionalitätsbereich angeben, innerhalb dessen die Funktion irreduzibel ist. 

So ist z. B. x2 + 1 irreduzibel im Gebiete der rationalen Zahlen, 

dagegen reduzibel nach Adjunktion von i = V- 1 ; denn es ist 
x2 + 1 = (x + i)(x- i). 

Die Funktion x4 - 8x3 - 8x- 8 ist reduzibel nach Adjunktion von 

, 13, nämlich: 4 8 s 8 8 r X- X- X-

= [x1 - 4x- 2 + 2VS(x + 1)][x2 - 4x- 2- 2VS(x + 1)]. 

Dagegen bleibt x4 - 2 x2 + 2 auch nach Adjunktion von Jl2 noch 
irreduzibel, wird aber reduzibel durch darauf folgende Adjunktion von 

V2+2V2= 

x4 - 2x2 + 2 = (x2 - xY2 + 2JI2 + y2)(xa + xV2 + 2Y2 + Jl2). 

Auch bei dieser erweiterten Bedeutung der Irreduzibilität bleibt der 
Hauptsatz 3. bestehen: 

Sind die Koeffizienten von F(x) und f(x) in dem erweiter
ten Rationalitätsbereich enthalten, und ist f(x) in diesem 
erweiterten Bereiche irreduzibel, so ist, wenn F(x) mit f(x) 
eine Wurzel gemeinschaftlich hat, F(x) durch f(x) teilbar und 
alle Wurzeln von f(x) sind daher gleichzeitig Wurzeln vonF(x). 

§ 91 *· Interpolationsformeln von Lagrange und Newton. 

1. Eine Funktion y = cp(x) vom Grade n: 

(1) y = a0 x" + a1 x"- 1 + · · · + a 11 _ 1 x + a,. 

hat n + 1 Koeffizienten a0, a11 ••• , a,.. Diese lassen sich so bestimmen, 
daß die Funktion für n + 1 gegebene We)."te x01 x11 •• • , x,. von x 
ebensoviel gegebene Werte y0 , Yu .. . , y,. annimmt. Man sagt 
dann, man hat die Funktion cp(x) aus den n + 1 gegebenen Funktions
werten interpoliert. Au:s § 88, 15. ergibt sich, daß es nur eine solche 
Funktion geben kann. 
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Zur Bestimmung der a; hat man die n + 1 Gleichungen 

(2) rp(xo) = Yo, rp(xt) = Yu · · ., rp(x,.) = Yn· 
Diese Gleichungen sind in den Koeffizienten o0 , a1, ••• , a,. linear 

und die Koeffizienten sind durch sie eindeutig bestimmt, wenn die De
terminante des Systems nichtNull ist. Es ist leicht zu zeigen, daß diese 
Determinante gleich dem Produkt aller Differenzen x, - xk ist ( vgl. 
§ 76, 9.), daß sie also nicht Null ist, wenn, was selbstverständlich an
genommen ist, die X; alle voneinander verschieden sind. Wir 
können aber die Betrachtung der Determinante umgehen und die Funk
tion rp ( x) direkt herstellen. 

2. Wir bilden eine Funktion (n + 1y•n-Grades, welche die gegebe
nen Werte von x zu Nullpunkten hat, nämlich: 

(3) f(x) =-= (x- Xo)(x - X1) ... (x- Xn) 
und setzen 

(4) J(x) = -~" (x) 
X-Xo 10 ' 

f(x) f(x) 
-- = ft (x), ... -- = f .. (x). 
a:-x1 x-x,. 

Dies sind Funktionen nten Grades und es ist, wenn i nicht gleich k ist, 

f.(xk) = 0 

und nach § 88, 6. und 13.: 
(5) f~(x1) = f'(x;) =+ 0. 
Setzen wir also 

(6) 

so ist für i =f= k: 

und "" .ist also 

f1 (x) ( ) 
f" (x,) = g, X ' 

(7) Y = YoU0 (x) + YtUt (x) + · · · + y,.g,.(x) 
eine Funktion, die den Bedingungen (2) genügt. 

Mit Benutzung von (3), (4), (5), (6) ergibt sich: 

i=O,l,2 .... , n 

(x-x,)(x-xll) ... (x-x,.) + (x-x0)(x--x2) ... (x-x,.) y = y ' 'Yt ------- '-';------7---=-:-
0 ~x0 - x 1)(x0 - x,) ... (x0 - x,.) (x1 -x0 )(x1 -x,) ... (x1 -x,.) 

+ + (x-x0 )(x-x,) ... (x-x,._1 ) ... y 
"(x,.-x0)(a;,.-x1) ••• (x,.-x,._ 1 )' 

(8) 

und diesem Ausdruck sieht man sofort an, daß er die Aufgabe löst, 
nämlich eine ganze Funktion nten Grades darstellt, die in den Punkten 
x0, x1, •• • , x,. die Werte y0 , y1, •• • , y,. annimmt. 

Setzen wir in (7) für glx) die aus (4) und (6) folgenden Ausdrücke 

( f(x) 
g, x) = f'(x,)(x- x;) 

und für y, die Bezeichnung rp(x,), so erhält man: 

" 
(9) rp (x) ""' rp (x,) 

f(x) = ~ f'(x;) (x-x;)' 
t=O 
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und diese Formel ist für jede ganze Funktion cp(x) von niedrigerem Grad 
als f(x) identisch erfüllt. 

Jede der drei Formeln (7), (8), (9), die wesentlich dasselbe bedeuten, 
wird die Interpolationsformel von Lagrange 1) genannt. Sie wird 
z. B. benutzt, um eine Funktion, von der man nicht das eigentliche 
Gesetz, sondern nur einzelne Werte, etwa durch Beobachtung kennt, an
genähert durch eine ganze Funktion darzustellen. 

3. Auf der linken Seite in Ul) haben wir einen Quotienten von zwei 
ganzen Funktionen; man nennt ihn eine rationale Funktion. Auf 
der rechten Seite steht eine Summe von besonders einfachen Brüchen, 
indem jeder Bruch einen konstanten Zähler und als Nenner einen 
Wurzelfaktor der Funktion f(x) hat. Diese Brüche heißen Partial
brüche und die Formel von Lagrange gibt also die Zerlegung 
einer rationalen Funktion in Partialbrüche, wenn die Zähler
funktion von niedrigerem Grad als die Nennerfunktion ist und die 
letztere nur einfache Wurzelfaktoren besitzt. Machen wir z. B. für 
cp(x) die beiden Annahmen cp(x) = 1 und cp(x) =f'(x), so erhalten wir 
die Partialbruchzerlegungen: 

n n 

(10) 1 ~ 1 f'(x) = ~~1-· 
f(x) = ..:::.,; (x- x,)f"(x;); ((x) ..:::.,; x - x1 

•=0 •=0 
Nehmen wir 

so ist 

mithin: 

q;(x) = x2 - 3x + 4 
f(x) = x3 + x2 - 57 x + 135 = (x- 3)(x- 5)(x + 9), 

f'(x) = 3x2 + 2x- 57, 
X0 =3, .:l\=5, X2 =-91 

f'(x0) =- 24, cp(x0) = 4 
f'(x1) = 28, cp(x1) = 14 
f'(x2) = 168, q; (x2) = 112, 

x 2 - 3x + 4 1 1 2 
a;8 + X 2 - 67 X+ 136 =- 6(x.::._3) + 2(X.:__ o) + 3(x+9) • 

Ist q;(x) von gleichem oder höherem Grad als f(x), so kann man 
zuerst durch Division von q;(x) durch f(x) den Quotienten Q(x) und 
einen Rest tp1 (x) bestimmen, so daß 

q;(x) = Q(x)f(x) + «p1 (x), 
dann ist q;1 (x) von niedrigerem Grad als f(x) und 

ffJ(X) = Q(x) + fPt (x) 
f(x) f(x) ' 

d h. k fPt (x) · P t• lb ·· h un 1er ann man "{(x) m ar 1a ruc e zerlegen. 

1) La.grange, Nouv. Mem. de l'Acad. de Berl. 1792/93 (CEuvres o, 627); 
Le9ons elementaires 1795 (V. le9on) (ffiuvres 7, 285). Vorher aber schon bei 
E. Waring, Philos. Trans. 69 (1779;. 
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4:. Für den Fall, daß die Werte für die unabhängige Veränderliche 
äquidistant sind, d. h. in gleichen Abständen aufeinanderfolgen, hat 
bereits Newton eine Interpolationsformel aufgestellt. Dieser Fall ist 
von besonderer Wichtigkeit für das praktische Rechnen, vor allem für 
das Entwerfen und den Gebrauch mathematischer Tabellen. Man leitet 
die N ewtonsche Formel am einfachsten aus der Formel für das all
gemeine Glied einer arithmetischen Reihe J.;t•r Ordnung (§ 57, 2.) ab. 

Wir bezeichnen den konstanten Unterschied der aufeinander folgen
den Werte von x mit Llx, also: 

x1 - x0 = x2 - x1 = x3 - x2 = · · · = Li x, 
mithin: 
(11) X1 = X0 + LJx, X2 = X0 + 2LJx, ... , Xn = X 0 + ndx. 

Wir bilden, wie in§ 57, von den Funktionswerten y0 , y1, y2, •.• die 
aufeinanderfolgenden Differenzenreihen und gebrauchen dabei die Be
zeichnungen 1): 

Yo+l - Y; = Lly,; Lly,+t - Lly; = Li9Y;; L12Yi+t- L12Y; = L18y, · · • 
Wir haben also folgendes Schema: 

Xo xt Xs Xs x4 -----~~ 
Yo Yt Y2 Ys '!h Yn 

Llyo Llyl Lly'J Llys 
Ll'Yo LJ2yl LJ'ly! 

LisYo LJSyl 

Irgendein Funktionswert Ym ist bestimmt durch den Anfangswert 
y0 und die Anfangsglieder der einzelnen Differenzenreihen, und zwar 
ist 2) nach §57, 2. für m = 0, 1, 2, ... , n: 

_ m A +m(m-1) A'J +···+m(m-1) ... (m-n+1) An 

Ym-Yo+ 1 LJ!/o 1·2 LJ Yo 1-a ... n LJ Yo· 

Nach (11) können wir m = Xm .dx Xo setzen. Wir schreiben x und y 

an Stelle von xm und Ym. Dann ist 

m = x .a:o' m- 1 = ~ .dxxt' m- 2 = x_:i-I2' ... 

und es wird 

(12) = + x-x0 .dy0 + (X-X0)(X-X1) .d'Yo_ + ... 
Y Yo 1 .dx 1·2 .dx' 

+ (x -x0)(x- X 1) • • • (x -xn:-J2 ~:~o. 
1·2 .. ·n .dxn 

1) Die Schreibweise L1 2y bedeutet soviel wie Ll(Lly), d. h. die Differenz der 
ersten Differenzen. Ebenso L1~y soviel wie .d(LJ'y) usf. Man verwechsle nicht 
.d'y mit .dy', welches das Quadrat von .dy also (Lly)2 bedeutet. 

2) Ist m < n, so schließt der Ausdruck mit LJrny0 , alle folgenden Glieder 
werden Null. 
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Nehmen wir nun x als veränderlich an, so haben wir hier eine 
ganze Funktion nten Grades, die in den äquidistanten Punkten 
x0 , x11 •• • , x,. die Werte y0 , y11 ••• , y,. annimmt. Formel (12) löst 
also die vorliegende Aufgabe; sie heißt die N ewtonsche Inter
p olatio nsformel.l) 

5. Im einfachsten Fall n = 1 ist y eine lineare Funktion. Sie ist 
durch zwei Funktionswerte y0 , y1 bestimmt und es ist (wir schreiben 
für L1y0 einfach Lly): 
(13a) 

oder 

(13b) 

.dy 
y = Yo + (x- Xo) .d x 

+ ( )Yt- Yo y=y0 x-x --··· 
Oxt-Xo 

Das ist die aus der analytischen Geometrie bekannte Gleichung einer 
Geraden durch zwei gegebene Punkte, die sich auch aus nebenstehender 

y 

Figur ergibt. Sie ist die Grundformel für das 
Interpolieren beim Gebrauch mathematischer Ta
bellen (Logarithmentafeln, Tafeln trigonometri
scher Funktionen usw.). Diese Tafeln enthalten 
die Werte einer Funktion auf eine bestimmte An

-...1-------,!:---~- zahl von Dezimalstellen, und es folgen die Werte 
"" "'• für die unabhängige Veränderliche (Argument) 

Fig.n. äquidistan t so dicht aufeinander, daß die Funk-
tionswerte auf längere Strecken konstante Differenzen zeigen. Man kann 
sagen: In einem genügend kleinen Bereich (dessen Größe von der 
Anzahl der beibehaltenen Dezimalstellen abhängt) verhält sich die 
Funktion wie eine lineare Funktion 2) (vgl. hierzu § 103, 2.). 

Geometrisch bedeutet dies, daß man die Kurve, durch welche die 
Funktion mit Hilfe rechtwinkliger Koordinaten dargestellt wird, zwischen 
zwei genügend benachbarten Punkten durch die Sehne zwischen diesen 
Punkten ersetzen kann. 

Ändert sich das Argument von x0 a:?-sgehend um~' so ist nach (13a) 
oder nach der Figur die gleichzeitige Anderung der Funktion: 

(14) 'YI=~.dy_ 
., .dx 

Gewöhnlich mißt man~ in Zehnteln des festen Intervalls Llx, schreibt 

also dafür ~ ~; und hat dann: 

(15) 1j=~~J 

und hier können Lly und 1J in Einheiten der letzten Dezimalstelle der 
Tafelwerte ausgedrückt sein. 

1) Newton, Philos. nat. principia math. (1687), 3. Buch, Lemma V. 
2) Notwendige Voraussetzung iat hierbei, daß die b'unktion innerhalb des 

Bereichs stetig ist (vgl. § 92). 
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Solange 0 < ~ < Lfx ist, liegt eine eigentliche Interpolation vor. 
Läßt man aber für; auch negative Werte oder Werte> Lfx zu, geht 
also über das Intervall (x0 x1) hinaus, so handelt es sieb um eine Extra
polation. Sie ist nur zulässig, soweit man sich überzeugt hat, daß 
die Kurve für die Funktion auch außerhalb des Intervalls mit genügen
der Annäherung durch die Gerade ersetzt werden kann. 

6. Bei Tabellen mit vielen Dezimalstellen (z. B. 10- und mehrsteHi
gen Logarithmentafeln) kann man öfters die Argumente nur in solchon 
Abständen aufeinanderfolgen lassen, daß nicht die ersten Differenzen, 
sondern erst die zweiten Differenzen der Funktionswerte streckenweise 
konstant werden; die Tafeln würden sonst zu umfangreich werden. Die 
Interpolationsformel für diesen Fall ist nach (12): 

(16) 
L1 y (x- x 0)(x- x1 ) LJ'y 

Y = Yo + ( x - xo) -.::tx + ------2-- Li x• · 

Durch diese Formel wird die Funktion innerhalb eines Bereichs, in 
dem die zweiten Differenzen konstant sind, durch eine quadratische 
Funktion ersetzt. Geometrisch bedeutet das, daß die Kurve, durch welche 
die Funktion dargestellt wird, innerhalb eines entsprechenden Bereichs 
durch eine Parabel ersetzt werden kann. 

Zum praktischen Gebrauch beim Interpolieren setzen wir in Formel 

(16) wieder x- x0 = ~ 1;, y- y0 = 'YJ· Dann ist x-x1 =X- x0 - Ax 

= - (10 ---;..!) A:J}_ und die Formel liefert: 

(1 7) t'l = ; ~'!{ - ~ (10 - §) .LJ'y. 
"I 10 2 100 

7. Wir wollen dies auf ein Beispiel anwenden. Es soll der Log
arithmus der Zahl 

e = 2,7182B182846 

durch Interpolation aus dem zehnstelligen Thesaurus logarithmorum 
von Vega gefunden werden. Man findet darin die Logarithmen der 
fünf aufeinanderfolgenden Zahlen: 

Es ist also 

27182 
3 
4 
5 
6 

43428 14081 
29 73851 
31 33615 
32 93373 
34 53126 

159 770 
764 6 

758 6 

753 5 

Ay = 159770, 

; = 8,182846, 

LJ!y =- 6 

10-; = 1,817154. 

Abgekürzte Multiplikation ergibt 
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~ ~g = 130737.32 

s (1o- s) L11Y 5 - -··-2- 100 = 0.4 
130737.8 

0.4342814081 
log e = 0.4342944819, 

§ 92*. 

was auf 10 Dezimalstellen richtig ist.1) Der Einfluß der zweiten Diffe
renzen macht also nur etwa eine halbe Einheit der zehnten Dezimal
stelle aus. 

§ 92*. Stetigkeit. 
1. Es sei f(x) eine für alle reellen Werte von x in einem Intervall 

(ab) erklärte Funktion und x durchlaufe irgendeine konvergente Folge 
von Werten x11 x2, x8 , ••• mit dem Grenzwett lim x,. = ~. 

Wenn daun jedesmal die Folge der zugehörigen Funktionswerte 
f(x1), f(x2), f(x3), ••• ebe:nfn.lls konvergiert und 

lim f(x,.) = f(lim x,.) = rm 
ist, so heißt die Funktion stetig für x = ~-

Diese Eigenschaft kommt aber nach § 29, 6. den ganzen Funktionen 
zu, und wir haben den Satz: 

Jede ganze Funktion ist stetig für alle endlichen Werte 
der unabhängigen Veränderlichen. 

2. Da man jede reelle Zahl ~ als Grenzwert einer Folge von ratio
nalen Zahlen { x,.} auffassen kann, so sieht man: 

Eine stetige Funktion ist für alle reellen Werte von x in 
.einem Intervall bestimmt, wenn man nur ihre Werte für alle 
rationalen x im Intervall kennt. 

Dieser Satz wird gewöhnlich in folgender Fassung angewendet 9): 

Hat man für alle rationalen· Werte von x in einem Inter
vall einen Ausdruck f(x) für eine stetige Funktion gefunden, 
so gilt dieser Ausdruck auch für alle irrationalen Werte von 
3; in dem Intervall. 

3. Für jede stetige Funktion gilt der Satz: 
Sind a und b zwei Werte der unabhängigen Veränderlichen 

und ist f(a) = a, f(b).= ß, so nimmt die Funktion, während x 
von a nach b geht, jeden zwischen a und ß liegenden Wert an. 

Sei a < ß und rJ irgendeine Zahl zwischen a und ß: 

a<n<ß, 
1) Unter Umständen kann die letzte Dezimalstelle um eine Einheit unsicher 

ausfallen. V gl. § 131, 6. 
2) V gl. § 26, 8., wo der Satz für rationale Funktionen von mehreren Ver

änderlichen ausgesprochen ist. 
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so wird also behauptet, daß es eine zwischen a und b liegende Zahl .; 
gibt, so daß rm = 1} 

ist. Wir bilden den Funktionswert für die Mitte a t b des Intervalls 

(ab) und setzen, falls 1) 

1. f (a t b) < 1} : I! t b = au 

2. f .(a + b) -2-- > 1}: a=a1, a+b=b 
2 1 

und f(a1) = a1, f(b1) = ß1· 
In beiden Fällen ist 

In dieser Weise f~hren wir fort und erhalten Punkte a2, b2 ; a3, b3; ••• 

und die zugehörigen Funktionswerte a2, ß2 ; a3 , ß3 ; ••• , so daß 1J be
ständig zwischen jedem Paar dieser Funktionswerte liegt: 

a2 < 1J < ß2 
(1) aa<TJ<ßa 

Die Intervalle (ab), (a1 b1), (a2b2), ••• bilden eine Intervallschachte
lung; sie definieren also eine Zahl .; und es ist 

lim a11 = lim b.,. = .;. 

Infolge der Stetigkeit der Funktion sind dann die Folgen { a.,.} und 
{ ß .. } ebenfalls konvergent und besitzen den gleichen Grenzwert: 

lim a,. = lim ßn = {(;), 

und dieser Grenzwert muß wegen der Ungleichungen (1) notwendig 
gleich 'YJ sein. 

4-. Als besonderer Fall ist in dem eben bewiesenen Satz der folgende 
enthalten: 

Zwischen zwei Werten der unabhängigen Veränderlichen, 
für die eine stetige Funktion entgegengesetzte Vorzeichen 
besitzt, gibt es wenigstens einen Wert, für den die Funktion 
verschwindet. 

Stellt man die Funktion y = f(x) geometrisch dar, indem man je 
zwei zusammengehörigeWerte (x I y) als rechtwinklige Koordinaten eines 
Punktes auffaßt, so erhält man als Bild der Funktion eine stetige Kurve, 
und der Satz ist gleichbedeutend mit der Aussage, daß eine Kurve, 
welche zwei auf verschiedenen Seiten der x-Achse liegende Punkte ver
bindet, mindestens einmal die x-Achse treffen muß. Man hat diesen 
Satz früher als selbstverständlich angesehen. Den ersten Beweis hat 

1) Ist f (~ t b) = 1J, so ist der Satz schon bewiesen. 
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Bolzano versucht. 1) Er kam nicht ganz zum Ziele, weil der Begriff 
der stetigen Funktion zu damaliger Zeit noch nicht klar genug ent
wickelt war. 

5. Liegt zwischen zwei Werten von x, für die f(x) entgegengesetzte 
Vorzeichen besitzt, mehr als ein Nullpunkt von f(x), so kann es nur 
eine ungrade Anzahl sein, denn nach je zwei einfachen Nullpunkten 
nimmt f(x) wieder das gleiche Vorzeichen an. Dabei müssen aber 
Nullpunkte, in denen f"(x) sein Vorzeichen nicht ändert, eine 
grade Anzahl von Malen gezählt Wflrden; in ihnen sind eben eine 
grade Anzahl von einfachen Nullpunkten zusammengefallen. 

Entsprechend kann es zwischen zwei Werten von x, für die 
f(x) das gleiche Vorzeichen hat, entweder keinen oder nur eine 
grade Anzahl von einfachen Nullpunkten geben. 

6. In dem Satz § 29, 6. ist auch bereits der Begriff der Stetigkeit 
für Funktionen von mehreren Veränderlichen enthalten. Wir werden 
danach sagen: 

Eine Funktion F(x, y) von zwei Veränderlichen ist stetig für ein 
bestimmtes Wertepaar x = ~' y = r;, wenn zu irgend zwei konvergenten 
Folgen { xn}, { y"} der Veränderlichen mit den Grenzwerten lim xn = ~' 
lim Yn = r; eine konvergente Folge von Funktionswerten F(xn, Yn) ge-
hört und 1· F( ) F(t ) · t 1m X,., Yn = \:>' 1) IS . 

n-+oo 

Von einem Wertepaar (x11 y1) der Veränderlichen kann man auf un
endlich viele Arten zu einem zweiten Paar (x2 , y2) übergehen. Deutet 
man die Veränderlichen (x, y) als rechtwinklige Koordinaten in einer 
Ebene, so entspricht einem stetigen Übergang von einem Wertepaar 
zum andern irgendeine Kurve, welche die beiden Punkte (x11 y1) und 
(x2, y~) verbindet. Es besteht nun der Satz: 

Sind (a, b) und (a', b') zwei Wartepaare der Veränderlichen 
x, y und ist F(a, b) = r, Fia', b') = y', so nimmt die Funktion 
auf jeder die beiden Punkte (a 1 b) und (a', b') verbindenden 
Kurve jeden Wert zwischen r und r' an. 

Irgendeine die beiden Punkte verbindende Kurve ist gegeben durch 
zwei stetige Funktionen einer Veränderlichen t (unter der man sich 
z. B. die Zeit vorstellen kann): 

X= rp(t), y = t/J(t), 
wenn darin t alle Werte eines Intervalls etwa von 1: nach 1:' durchläuft und 

rp('r) = a, 
rp(1:') = a', 

t/J(1:) = b, 
t/J(1:') = b' 

ist. Zu jedem Wert von t gehört ein Punkt (x, !I) der Kurve und da-

1) Bolzano, Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, daß zwischen zwei 
Werten, die ein entgegengesetztes Resultat gewähren, wenigstens eine reelle 
Wurzel der Gleichung liegt. Prag 1817 (Ostwalds Klass. Nr. 153). 
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mit ein bestimmter Wert der Funktion F(x, y); es ist also die Funktion 
längs der Kurve als eine stetige Funktion von t anzusehen, die für t = -r 
den Wert y, für t = -r' den Wert r' besitzt. Damit ist aber unser Satz 
auf Satz 3. zurückgeführt und die Funktion nimmt, während t von 't" 

nach -r' geht, also während (x, y) auf der Kurve wandert, jeden Wert 
zwischen r und y' an. 

7. Als besonderer Fall ist in diesem Satz der folgende enthalten: 
Hat eine stetige Funktion F(x, y) in zwei Punkten ent

gegengesetzte Vorzeichen, so liegt auf jeder die beiden 
Punkte verbindenden Kurve wenigstens ein Punkt, in dem die 
Funktion verschwindet. 

§ 93*. Der Satz von Rolle. 

1. Nach § 88, 7. ist die Derivierte f'(x) emer ganzen Funktion 
gleich dem Wert des Quotienten: 

((x + h) - f(x) 
h 

wenn man darin nach der Ausrechnung h = 0 setzt. Dieser Quotient 
ist eine ganze, mithin stetige Funktion von h, folglich hat er für hin
reichend kleine h das Vorzeichen von f'(x) und es folgt: 

Ist f(x) positiv, so ist für positive genügend kleine h immer 

f(x- h) < f(x) < f(x + h), 

ist f'(x) negativ, so ist: 

f(x- h) > f(x) > f(x + h). 
Im ersten Fall nennt man die Funktion an der Stelle x wachsend, 

im zweiten Fall abnehmend, also: 
Wo die Derivierte f'(x) positiv ist, wächst die Funktion 

f(x), wo f'(x) negativ ist, nimmt f(x) ab. 

2. Es seien a und ß zwei aufeinanderfolgende reelle Nullpunkte der 
Funktion f(x) und a < ß. Dann ist zwischen a und ß die Funktion ent-
weder nur positiv oder nur negativ. Im ersten Fall ist sie, wenn iJ eine 
genügend kleine positive Zahl ist, bei a + o wachsend, bei ß- o ab
nehmend, im zweiten Fall verhält sie sich umgekehrt. Jedenfalls er
gibt sich, daß die Derivierte am Anfang des Intervalls (aß) das 
entgegengesetzte Vorzeichen wie am Ende hat. 

Bezeichnen wir mit Kronecker das Vorzeichen (signum) einer 
Zahl a mit sg a, so können wir dies in der Form ausdrücken: 

Ist o eine genügend kleine positive Zahl, so ist: 

(1) sg f'(a + o) =- sg f'(ß- d'). 
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Hieraus folgt aber nach§ 92, 3., da f'(x) ebenso wie f(x) eine stetige 
Funktion ist, unmittelbar der wichtige Satz von Rolle 1): 

Zwischen zwei aufeinanderfolgenden reellen Nullpunkten 
der Funktion liegt mindestens ein Nullpunkt der Derivierten. 

Stellt man die Funktion y = f(x) geometrisch dar, indem man jedes 
Paar zusammengehöriger ·werte (x, y) als rechtwinklige Koordinaten 
in der Ebene deutet, so erhält man eine bestimmte Kurve, und der 
Rollesche Satz ist gleichbedeutend mit der anschaulich evidenten Aus
sage, daß es zwischen zwei Schnittpunkten der Kurve mit der x-Achse 
immer Punkte gibt, in denen die Kurventangente zur x-Achse parallel ist. 

Eine direkte Folgerung aus dem Rolleschen Satz ist: 
Zwischen zwei aufeinanderfolgenden reellen Nullpunkten 

von f'(z) liegt höchstens ein Nullpunkt von f(z). 
3. Es möge f(x) = 0 nur reelle Wurzeln haben, nämlich, der 

Größe nach geordnet, x11 x2 , •.• , xll, und zwar sei x1 eine v1-fache, x2 

eine v2-fache Wurzel usf. Dann hat f'(x) = 0 bei x1 eine (v1 -1)-fache, 
bei x2 eine (v2 - 1)-fache, bei x3 eine (v3 - 1)-fache Wurzel usf. (§ 88, 13.), 
und überdies zwischen x1 und x2 , zwischen x2 und x3 usf., jedesmalmin
d.estens eine reelle Wurzel. Das sind 

v1 + v2 + · · · v I! - Q + (Q - 1) = n - 1 
Wurzeln, und da f'(x) vom (n- 1)ten Grade ist, so sind das alle Wur
zeln von f'(x)= 0. Es besteht also der Satz: 

Hat f(x) = 0 nur reelle Wurzeln, so hat auch f'(x) = 0 nur 
reelle Wurzeln, und von diesen sind die, die nicht mit mehr
fachen ·wurzeln von f(x) zusammenfallen, einfache Wurzeln, 
die durch die Wurzeln von f(x) getrennt werden. 

Bildet man die höheren Derivierten f"(x), f"'(x) ... von f(x) und 
wendet auf f'(x), f"(x), dann auf f"(x), f'"(x) usw. den obigen Satz an, 
so folgt: 

Hat f(x) nur reelle Wurzeln, so haben auch f'(x), f"(x), 
f'"(x), ... nur reelle Wurzeln, und bei jeder Derivierten sind 
die Wurzeln, soweit sie nicht mit den mehrfachen Wurzeln 
von f(x) zusammenfallen, einfach und werden durch die Wur
zeln der vorhergehenden Derivierten getrennt. 

4:. Wir wollen diesen Satz auf eine wichtige Klasse von Funktionen 
anwenden. Die Funktion 2nten Grades 

(2) 
hat nur die beiden reellen Nullpunkte + 1 und - 1 und beide sind 
n-fache Nullpunkte. Sie sind also für die erste Derivierte (n -1)-fache, 

1) Rolle, Traite d'algebre 1690. Der Satz setzt, wie man sieht, nur die 
Stetigkeit von f(x) und f'(x) im Intervall (a:, ß) voraus; es brauchen nicht 
notwendig ganze Funktionen zu sein. Es genügt sogar, nur die Stetigkeit von 
((x) und die Existenz der Ableitung ('(x) vorauszusetzen (vgl. z. B. Kowalews ki, 
Grundzüge d. Differential- und Integralrechnung, 2. Auf!., Leipzig 1919). 
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für die zweite ( n- 2)-fache, ... für die ( n- 1 )1" Derivierte einfache N nU
punkte. Außerdem hat f'(x) zwischen - 1 und + 1 einen einfachen 
Nullpunkt, f'(x) zwei einfache Nullpunkte, f"'(x) drei einfache Null
punkte usw., die sich jeweils zwischen dieN ullpunkte der vorhergehenden 
Funktion einschieben. Die n1" Derivierte f<"l(x) ist eine ganze Funktion 
n1•n Grades von x, die die Punkte- 1 und + 1 nicht mehr als Null
punkte besitzt. Sie hat nur reelle und einfache Wurzeln, die sämtlich 
zwischen - 1 und + 1 liegen. 

Wir führen die ganzen Funktionen 

1 
P,.(x) = 2". n! f<"l(x) 

ein und schreiben dafür auch nach § 88, 11. mit Rücksicht auf die 
Bedeutung von f(x): 

1 
(3) P .. (x) = 2 ... n!D .. [(x2 - 1)"] n=1,2,S,. 

Diese Funktionen sind von sehr großer Bedeutung in verschiedenen 
Gebieten der Mathematik und mathematischen Physik und heißen 
Kugelfunktionen. Für sie besteht also der Satz: 

Die Kugelfunktionen besitzen nur reelle und einfacheN oll
punkte, welche sämtlich zwischen - 1 und + 1 liegen. 

5. Um P,.(x) als ganze Funktion von x darzustellen, entwickeln wir 
f(x) = (x2 - 1 ).,. nach dem binomischen Lehrsatz: 

f(x) = (x2 _ 1)" = x2" _ (~) x2n-2 + (~) x2n-4 _ ... 

Die Derivierten dieser Funktion sind: 

f'(x) = 2nx2"- 1 - (~)(2n- 2)x2n-s + (;)(2n- 4)x2"- 5 - •• 

f"(x) = 2n(2n- 1) x2n-l!- (~) (2n -2)(2n- 3) x2"-4 

+ (;) (2n- 4) (2n- 5) x2"- 6 - • • • 

Es wird also :/(n) (x) oder 

(4) 2"P,.(x) = (2,.")x"- (~)(2";-2)x"-2 + (;)(in;-')x"-' _ ... 

Für die ersteh Werte von n finden wir hiernach: 

P 1(x)=x, 
Pi(x) = {- (3x2 - 1) 
P8 (x) = {-(5x8 - 3x) 
P 4 (x) = t (35x'- 30x2 + 3) 
P 5 (x) = }(63x6 - 70x8 + 15x) 
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§ 94:. Der Fundamentalsatz der .Algebra. 

1 *· Wir haben bei den Gleichungen ersten bis vierten Grades ge
sehen, daß sie immer Lösungen besitzen, und zwar jedesmal so viele 
(reelle oder komplexe) Lösungen, wie der Grad der Gleichung beträgt. 
Dasselbe hat sich bei den reinen Gleichungen jeden Grades, also bei 
.den Gleichungen xn = .A gezeigt, deren Lösungen die n verschiedenen 
Werte von y:fi sind. Wir beweisen nun den entsprechenden Satz für 
jede algebraische Gleichung, nämlich: 

Jede Gleichung nten Grades besitzt n Wurzeln. 
Hierbei ist jede Wurzel IX von f(x) so oft zu zählen, wie der Wurzel

faktor x- IX in der Zerlegung von f(x) auftritt. 
Dieser Satz ist so wichtig, daß man ihn den Fundamentalsatz 

der Algebra genannt hat. 
Zum Beweis des Satzes genügt es, zu zeigen, daß jede Gleichung 

nt•n Grades f(x) = 0 für jedes n wenigstens eine Wurzel hat. Denn ist 
a eine solche Wurzel, so hat die ganze Funktion (n- 1y•n Grades 

__f(x) ebenfalls eine Wurzel ß usf. und man schließt daraus, daß f(x) x-a 
in n Wurzelfaktoren zerlegbar ist. 

Wir brauchen uns bei der Funktion f(x) nicht auf reelle Koeffizien
ten zu beschränken. Wenn wir aber die Existenz einer Wurzel für 
jede Funktion mit reellen Koeffizienten nachgewiesen haben, so folgt 
sie auch für Funktionen mit komplexen Koeffizienten. Denn sind h (x), 
f 2 (x) zwei Funktionen, deren Koeffizienten konjugiert komplex sind, so 
hat f(x) = { 1 (x)f2 (x) reelle Koeffizienten. Hat nun f(x) eine Wurzel a, 
so ist entweder h (IX)= 0 oder f~(a) = 0. Nehmen wir an, es sei 
{ 1 ( ") = 0, so ist {2 ( ii) = 0, wenn ii die zu IX konjugierte Zahl ist, und 
es hat also sowohl {1 (x) als f,(x) eine Wurzel. Hiernach bleibt uns 
noch übrig, den Fundamentalsatz in der folgenden Fassung zu beweisen: 

Jede ganze Funktion f(x) mit reellen Koeffizienten hat 
wenigstens eine reelle oder komplexe Wurzel. 

Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit den Koeffizienten 
von x" als 1 annehmen, setzen also die Funktion f(x) in der Form 

f(x) = xn + a1 x"- 1 + a2 x"- 2 + · · · + a" voraus. 

Ist a" = O, so hat die Gleichung die Wurzel x = 0; Wir können also 
.a,. =F 0 voraussetzen. 

2*. Für ausgedehnte Klassen von Gleichungen läßt sich die Existenz 
einer Wurzel sehr leicht beweisen. Zunächst gilt der Satz: 

Jede Gleichung ungraden Grades hat mindestens eine 
reelle Wurzel, deren Vorzeichen dem des konstanten Gliedes 
<t,. entgegengesetzt ist. 

Es gibt nämlich, sobald n ungrade ist, eine positive Zahl X, so daß 
für alle x<- X die Funktion f(x) negativ, für alle x> X die Funktion 
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f(x) positiv ist. Folglich gibt es nach § 92, 4-, mindestens einen Wert 
zwischen - X und + X, für den die Funktion verschwindet. Für x = 0 
wird aber f(x) = a,., ist also a,. positiv, so gibt es sicher eine Wurzel 
zwischen 0 und -X, ist a,. negativ, so gibt es eine Wurzel zwischen 
0 und + X. Weiter ist leicht zu zeigen: 

Jede Gleichung graden Grades mit negativem konstantem 
Glied hat mindestens eine positive und eine negative reelle 
Wurzel. 

Es gibt nämlich, sobald n grade ist, eine positive Zahl X, so daß 
sowohl für alle x <-X wie auch für alle x >X die Funktion f(x) 
positiv ist. Für x = 0 ist f(x) = a,., also negativ, folglich liegt minde
stens eine reelle Wurzel zwischen 0 und - X und eine zwischen 0 
und+ X. 

Um den Fundamentalsatz vollständig zu beweisen 1 wäre also nur 
noch die Existenz einer Wurzel für eine Gleichung graden Grades mit 
positivem konstanten Glied nachzuweisen, aber dieser Fall ist unvergleich
lich viel schwieriger als die beiden obigen Fälle. 1) Der erste, der den 
Satz allgemein bewiesen hat, war Gauß; er hat drei auf ganz verschie
denen Grundlagen beruhende Beweise des Fundamentalsatzes gegeben.ll) 
Von diesen ist der erste, den Gauß mit 20 Jahren (1797) gefunden 
und a1s Doktordissertation (1799) veröffentlicht hat, 50 Jahre später 
aber (1849) wesentlich vereinfacht und verbessert hat, so einfach und 
anschaulich, daß es wohl möglich sein dürft~, ihn mit elementaren 
Kenntnissen zu verstehen. Bei dem V ersuch, ihn in dieser Weise dar
zustellen, folgen wir der zweiten Fassung. 8) 

3. Wir bezeichnen jetzt die Veränderliche in der ganzen Funktion 
nten Grades mit z, also 

(1) f(z) = s" + a1z"- 1 + a2 Z''- 2 + · · · + a,. 

mit gegebenen reellen Koeffizienten a1 , all, ... , a,.. Es ist nachzu
weisen, daß es eine reelle oder komplexe Zahl gibt, die, für s ge
setzt, f(s) . zu Null macht. Wir setzen s = x + iy und stellen z 
nach § 45 durch die Punkte einer Ebene dar. Dann hat in jedem 
Punkte dieser Ebene die Funktion f(z) einen bestimmten Wert, und 
es ist zu zeigen, daß es wenigstens einen Punkt gibt, in dem f(s) den 
Wert Null hat. Ein solcher Punkt mag ein Wurzelpunkt von f(z) 

1) Vgl. den zweiten Beweis von Gauß (1816) § 20 und den Beweis von 
Gord a. n, Math. Ann. 10 (1876). 

2) Gauß, Werke Bd. 3. Ostwaids Klassiker Nr. 14. 
3) Der Fundamentalsatz wurde zuerst von Albert Girard (Invention nou

velle en l'algebre 1629, Neudruck Leiden 1884) ausgesprochen. Die bedeutend
sten Mathematiker des 18. Jahrhunderts, d'Al em bert (1746), Euler (1749), 
Lagrange (1772) haben sich bemüht, ihn zu beweisen. Diese und andere Ver
suche hat Gauß in seiner Dissertation sehr klar und ausführlich besprochen. 
Vgl. G. Loria, Il teorema fondamentale, Rivista. di mat. 1891; Hibl. math. 1891. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopadie 1. 4. Aud. 24 
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heißen. Trennen wir in f(z) den reellen von dem imaginären Teil, so 
möge sich 
(2) f(z) = X + i Y 
ergeben. Darin sind X und Y stetige Funktionen von x und '!Ii man 
kann sie leicht bilden, indem mau den binomischen Satz auf die Poten
zen von x + iy anwendet. Einfachere Formeln ergeben sich aber, wenn 
man Polarkoordinaten anwendet, aus dem 1\Ioivreschen Satz. Setzt 
man nämlich s = r ( cos rp + i sin rp ), 

so wird z't = r" ( cos krp + i sin k cp), und man erhält: 

(3) X=r"cosnrp+a1 r"-1 cos(n-1 )rp +a2r"- 2cos(n-2)tp +···+a,., 
Y =r"sinntp+ a1 r"- 1 sin(n-1)rp+a2r"-' sin(n-2)rp+··+a71_ 1rsintp. 

4. Es soll hier noch ein anderer Ausdruck für X und Y gegeben 
werden, aus dem wir gleich einen Schluß ziehen werden, der für das 
Folgende wichtig ist. 

Wir setzen tg : = t. Dann drücken sich cos cp und sin rp rational 

durch t aus: 1 _ t• . 2t 

und es wird 

COS 1p = 1 + t• 1 SlD !p = 1 + t"' 

(1 + it) 1 

z=r-l+tr· 

Wenn wir dies in (1) einführen und mit (1 +t2)" multiplizieren, so folgt: 

(1 + t2)"(X+i Y)=r"(1 +it)2"+a1r"-1(1+it)2"-2(1+t2)+···+a"(1 +t2)". 

Wenn wir hier auf die einzelnen Glieder den binomischen Satz an
wenden und nach t ordnen, so werden X und Y von der Form: 

F(t) !P (t) 
(4) X= (1 +-iif' y = (Tf~ t"l'' 
worin F(t) und <P(t) ganze Funktionen von t von den Graden 2n und 
2n- 1 (höchstens) sind. Außerdem sind F(t), t1J(t) ganze Funktionen 
von r vom Grade n, die höchstens für eine endliche Anzahl von W erlen 
r in bezugauf t i"dentisch verschwinden können. 

5. Alle Punkte der xy-Ebene, denen ein konstanter Wert von r 
entspricht, liegen auf einem Kreise mit dem Radius r, dessen Mittel
punkt im Koordinatenanfangspunkt liegt. Wir wollen diesen Kreis mit 
(r) bezeichnen. Will man die Punkte ermitteln, in denen eine der 
Funktionen X, Y auf einem solchen Kreise verschwindet, so hat man 
die Gleichungen F(t) = 0, t1J(t) = 0 für ein gegebenes r zu lösen und 
zu beachten, daß zu jedem Wert von t ein Wert von cos cp und von 
sin cp, also ein Punkt des Kreises gehört. 

Die Funktion Y wird auch noch Null für t = oo, d. h. rp = % 1 und 
dies gilt auch bei X, wenn der Grad von F(t) niedriger als 2n sein 
sollte. Aus den Graden der Funktionen F(t), t1J(t) schließen wir als
dann den Satz: 
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Jede der beiden Funktionen X, Y kann auf einem Kreise (r), 

auf dem sie nicht identisch verschwindet, höchstens in 2n Punkten 
Null werden. 

Daraus folgt, daß keine der Funktionen X, Y in einem 
Flächenstück überall gleich Null sein kann. 

Die Wurzelpunkte der Funktion f(s) sind die Punkte, in denen 
gleichzeitig X= 0, Y = 0 wird. 

6. Die ferneren Betrachtungen knüpfen wir zunächst an die Funktion 
Y an und stellen folgenden Satz auf: 

Man kann r so groß annehmen, daß die Funktion Y auf 
dem Kreise (r) im Vorzeichen mit sin n<p übereinstimmt, wenig
stens überall da, wo sin nrp dem absoluten Werte nach über 
einer beliebig kleinen gegebenen Zahl .ft liegt. 

Man sieht dies sofort ein, wenn man Y in die Form setzt: 

Y = rn (sin nrp + ~- sin (n- 1) rp + ;;. sin (n- 2)9' + · · ·), 
worin man dann r so groß annehmen kann, daß die Summe aller auf 
das erste folgenden Glieder absolut kleiner ist als eine beliebige Größe, 
also auch kleiner als .& , und dann entscheidet das erste Glied über das 
Vorzeichen. Hieraus ergibt sich folgendes: 

Wir markieren auf einer Kreisperipherie (r). die Punkte, in denen 
n 2n 3n (2n-1)n 

cp=O, n' n' n' ... , 
ist und bezeichnen diese Punkte 
durch die Ziffern 

0, 1, 2, ... , 2n- 1. 
Wir erhalten dann auf der Kreis-

peripherie 2n Intervalle _,.. 
(01), (12), (23), ... , (2n-l,O) 

'II. 

/ 

in denen sin n rp abwechselnd po- 5
*"" -------------4o 

sitiv und negativ ist. (Fig. 18 zeigt 
diese Einteilung für den Fall n = 5.) 

6 Schließen wir also die nächste 
NachbarschaftderTeilpunkte aus 
und nehmen r hinlänglich groß, so 
ist in diesen Intervallen auch Y ab
wechselnd positiv undnegativ.1) 

Fig.18. 

1) Was wir hier die Nachbarschaft der Teilpunkte nennen, sind die Strecken 
auf dem Kreise (1·), in denen 

lcn 11 kn 11 ---<tp<-=-+-
'11. 'II. 'II. fl 

ist, wenn 11 durch .ft = sin 11 und 0 < 'l'j < ~ bestimmt ist. 
2 

24* 
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Daraus folgt nach § 92, 7., daß Y in der Nachbarschaft 
eines jeden der 2n Teilpunkte durch Null gehen muß, und 
nach 5. kann es in keinem anderen Punkte der Kreisperip-herie 
Null werden. 

Da auch das Vorzeichen von X (bei hinlänglich großem r) durch 
das Vorzeichen des ersten Gliedes rn cos ncp bestimmt wird, so ergibt 
sich weiter, daß X in der Nachbarschaft der graden Teil
punkte 0, 2, 4, ... , 2n- 2 und in diesen Teilpunkten selbst 
positiv, in den ungraden Teilpunkten 1, 3, 5, ... , 2n- 1 
negativ ist. 

7. Wie wir in 5. gesehen haben, ist es nicht möglich, daß Y in einem 
Flächenstück überall verschwindet. Ji'olglich ist die Ebene in Felder 
geteilt~ in denen Y positiv und negativ ist, und diese Felder sind von
einander getrennt durch Linien, in denen Y verschwindet. 

Von einem der Intervalle (2h, 2h + 1) des Kreises (r), in dem Y 
positiv ist, erstreckt sich nun zunächst ein Fliichenstreifen, in dem Y 
positiv bleibt, außerhalb des Kreises (r), und dieser Streifen schließt 
sich um so mehr dem Sektor von cp = 2hnjn bis cp = (2h + 1)njn an, 
je weiter er sich vom .Mittelpunkt entfernt. Dieses Flächenstück, in dem 
Y positiv bleibt, muß sich aber noch ins Innere des Kreises fortsetzen. 
Den Teil, der im lnnern des Kreises liegt, bezeichnen wir mit H. Hier

bei sind mehrere Formen 
zu unterscheiden, wobei 
Flächenstücke, die sich 
nur in einzelnen Punkten 
berühren, als nicht zusam
menhängend betrachtet 
werden: 

Entweder H endigt im 
lnnern des Kreises und 
hat alsoaußer(2h, 2 h+ 1) 
keinen Teil der Kreisperi
pherie zur Grenze, oder 
es erstreckt sich H bis zu 
einem andern Intervall 
(2k, 2k + 1), oder es teilt 
sichHin zwei oder mehr 
Äste, derenjederan·einem 
Intervall ('2l, 2l + 1) en-

Fig.19. digt. 1) 

Ein Beispiel des ersten Verhaltens geben in unserer Figur 19 die 
Flächen (0, 1, a) oder (2, 3, c). Das zweite Verhalten zeigt ( 8, 9, a, 

1) Diese geometrischen Betraehtungen über den Verlauf de1· Kurven im Innern 
des Kreises sind von A. OstrowRki, Gött. Nachr. 1920, Beiheft, arithmetisch 
vollständig streng dargestellt worden. 
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b, 6, 7). Die Teilung in mehrere .Äste kommt in diesem einfachen Bei
spiel nicht vor. 

Es wäre auch denkbar, daß im Innern einer der Flächen H ein 
Flächenstück wie eine Insel liegt, in dem Y wieder negativ wäre; ein 
solches Verhalten (was übrigens, nebenbei bemerkt, nicht vorkommen 
kann) würde· aber unsern Schluß auch nicht stören. 

8. Wir denken uns nun die Begrenzung einer Fläche H in dem 
Sinne durch wandert, daß man das Innere von H immer zur Linken hnJu. 
Dann wird jedes Intervall des Kreises, das in dieser Begrenzun~: vor
kommt, in dem also Y positiv sein muß, ebenfalls so durchwandert, daß 
das Kreis-Innere zur Linken liegt, d. h. von einem graden Teilpunkt 
nach dem nächstfolgenden ungraden. Der Weg um H herum verläßt 
also die Kreisperipherie bei ungraden Teilpunkten und trifft sie wieder 
bei graden Teilpunkten. 

Betrachten wir einen TeilS dieses Weges, der von dem Punkte 
2 h + 1 durch das Innere bis zu einem Punkte 2 k führt, so ist längs S 
überall Y = 0. Im Punkte 2h + 1 ist aber X negativ und im Punkte 
2k ist X positiv. Folglich muß X auf dem Wege S wenigstens in 
einem Punkte gleich Null werden, und dieser Punkt ist ein Wurzel
punkt, dessen Existenz somit nachgewiesen ist. Zum bessern Ver
ständnis vergleiche man die Figur 19, die ungefähr der Annahme 

f(z) = z5- 4z- 2 

entspricht. Die Gleichung bat drei reelle Wurzeln a, ß, rund zwei kon
jugiert komplexe E und 6. 

Auf dem Wege (1, a, 0) liegt der Wurzelpunkt a, auf (9, a, b, 6) 
liegt ß, auf (5, b, 4) liegt r, auf'(3, c, 2) liegt E, auf (7, d, 8) liegt "f. 

Fünfzehnter Abschnitt. 

Symmetrische Funktionen. Invarianten von 
Permutationsgruppen. 

§ 95*. Symmetrische Funktionen. 

1. Sind x11 x2 , ••• , x,. irgendwelche unbestimmten Größen, so können 
wir eine Funktion nten Grades von x bilden, deren Wurzeln diesen Größen 
sind, nämlich 

(1) 

Multiplizieren wir aus und ordnen nach Potenzen von x, so ergibt sich: 

(2) f(x) = x" + a1x"- 1 + a2 xn- 2 + · · · + a,., 
und darin ist - a1 die Summe der x0 a9 die Summe der Produkte je 
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zweier x., - a3 die Summe der Produkte zu je dreien usf., endlich ± a" 
das Produkt aller x •. Wir schreiben, wie in§ 55, 1.: 

(3) 

- a1 = S(x1) 

a2 = S(x1 x2) 

+ a,. = x1 x2 ••• x,.. 
Man kann also die Koeffizienten der Funktion f(x) rational 
und ganz durch die Wurzeln der Funktion ausdrücken.1) 

Die Summen auf der rechten Seite von (3) bleiben ungeändert, 
wenn die x1 , x2, ••• , xn beliebig untereinander permutiert werden. Sie 
heißen die symmetrischen Grundfunktionen. 

2. Allgemein definieren wir: Eine Funktion S(x11 x2, ••• , x,.) der 
n Größen x17 x2, ••• , x,. heißt eine symmetrische Funktion, wenn 
sie bei beliebigen Permutationen der xl' x2 , ••• , x,. ungeändert 
bleibt. Da jede Permutation aus Vertauschungen von immer nur zwei 
Elementen zusammengesetzt werden kann (§ 48, 5.) so ist eine symme
trische Funktion bereits dadurch gekennzeichnet, daß sie bei allen Ver
tauschungen von je zwei Größen X; und xk ungeändert bleibt. Wir wer
den immer nur ganze symmetrische Funktionen betrachten. 

3. Irgendein Glied einer symmetrischen Funktion wird die Gestalt 

haben, worin A ein konstanter (d. h. von den x1 ••• x,. unabhängiger) 
Koeffizient ist und die Exponenten a1 •.• an ganze positive Zahlen sind. 
Die Summe der Exponenten a1 + a2 + · · · + a,. nennt man die Dimen
sion des Gliedes. Ein Aggregat von Gliedern gleicher Dimension heißt 
homogen. 2) Faßt man in einer symmetrischen Funktion alle Glieder 
gleicher Dimension zusammen, so muß jeder homogene Bestandteil für 
sich symmetrisch sein, da durch Permutation der Variablen die Dimen
sion nicht geändert wird. Hiernach ist es leicht, allgemein eine homo
gene symmetrische Funktion von gegebener Dimension aufzustellen. 
So ist z. B. der allgemeine Ausdruck für eine homogene symmetrische 
Funktion von drei Variablen und der Dimension 4: 

1) Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten und den Wurzeln einer 
Gleichung ist zuerst von Vieta, De aequationum recognitione et emendatione 
1591 (gedruckt 1615) aufgedeckt worden. 

2) Die Grundeigenschaft einer homogenen Funktion F(x1 , Xs, ... , xn) von 
der Dimension l. ist diese: Ersetzt man die Variabeln durch tx0 txs, .. .. tx , 
unter t eine beliebige Zahl verstanden, so multipliziert sich die Funktion mit 
tl, also 
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(4) 
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a(x1' + x/· + X34) 

+ b(xtsxll + xtsxs + xllsxt + x2sxs + XssXt + XssXs) 
+ c(xt~x22 + xtsxss +.xll2 Xss) 

+ d(xtliXzXs + x22xsxt + Xa2xl:r2), 

worin a, b, c, d~konstante Koeffizienten bedeuten. 
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Hier ist jeder mit demselben Koeffizienten multiplizierte Bestand
teil wiederum für sich eine symmetrische Funktion und er ist durch 
Angabe seines ersten Gliedes völl1g bestimmt. Man kann, wenn man 
für diese einzelnen Bestandteile das Summenzeichen S verwendet, die 
obige symmetrische Funktion kurz so schreiben: 

aS(x1') + bS(x13x2) + cS(x12X22) + dS(x12x2x8). 

4. Von den symmetrischen Funktionen gilt der folgende für die 
ganze Algebra wichtige Satz von W aring 1): 

Jede symmetrische Funktion S(x11 x2 , ••• , x,.) kann rational 
und ganz durch die symmetrischen Grundfunktionen ausge
drückt werden. 

Dies bedeutet, daß man durch Addition, Subtraktion und Multipli
kation einen Ausdruck F(a17 a2 , ••• , a,.) zusammensetzen kann, so daß 

S(x1 , x2 , • •. , x,.) = F(a11 f1, ... , a,.) 
eine Identität wird, wenn für a11 a2 , ••• , a,. die Ausdrücke aus (3) ein
gesetzt werden. 

Von diesem Satz hat W aring einen einfachen Beweis gegeben, 
mit dem der von Gauß in seinem zweiten Beweis des Fundamental
satzes der Algebra (1816) gegebene seinem Wesen nach übereinstimmt.2) 

Er läßt zugleich den Aufbau einer jeden symmetrischen Funktion erkennen 
und liefert ihre Darstellung durch die symmetrischen Grundfunktionen. 

Wir denken uns diejenigen Glieder der symmetrischen Funktion, 
die .in sämtlichen Exponenten übereinstimmen, in ein Glied vereinigt 
und nennen von zwei Gliedern 

~ = .Axta'Xsa• ... x,.an' ~ = Bxl•xl·· .. x,l" 
~,das höhere, wenn unter den Differenzen 

"1 - ßu "2 - ßt' · · ·' a,. - ß n 

die erste, die von Null verschieden ist, einen positiven Wert hat, wenn 
also entweder a1 > ß1 oder a1 = ß11 a2 > ß2 oder a1 = ß11 ct2 = ß2 , 

a3 > ß3 usf. Gleich hohe Glieder kann es nicht geben, sonst müßten 
sie in allen Exponenten übereinstimmen, folglich gibt es ein höchstes 
Glied: 
(5) ~ = Axla'Xlla •... xna". 

1) W ari n g, Miscellanea analytica. Cambridge 1762. 
2) Gauß, Werke 3, 36 (auch Ostwalde Klassiker Nr. 14). In ganz anderer 

und ebenfalls sehr einfacher Weise hat Cauchy, Exercices de mathematiques 4: 
(1829); <Euvres (2) 9, 132, den Satz bewiesen. 



376 XV. Symmetrische Funktionen. Invarianten von Permutationsgruppen § 95*. 

In diesem bilden die Exponenten eine abnehmende oder wenig
stens niemals zunehmende Zahlenreihe, d. h. es ist 

«1 ~ «2 2 «8 • .. 2 a,., 
denn wäre etwa a2 > a17 so würde das durch V ertauscpung von x1 und 
Xs aus 5l( entstehende Glied Axl a, x2 a, Xs a, . .. x,. a,.' das gleichfalls in s 
als symmetrischer Funktion vorkommen muß, höher sein als 5!(, und 5l( 
wäre nicht das höchste Glied. Es findet sich daher unter den Differenzen 

"1- «s, «s- «s, · • ., "n-1- a,. 
keine negative Zahl. 

Man sieht ferner, daß a1 der höchste überhaupt in S vorkommende 
Exponent ist, denn gäbe es einen höheren Exponenten a > a11 so gäbe 
es auch ein Glied mit x1 a, und dieses Glied wäre höher als 21:. Alle 
Glieder, die in einer symmetrischen Funktion vorkommen können, sind, 
abgesehen von den Koeffizienten, durch das höchste Gliea (5) oder 
durch die "Ordnung" (a1 , a1, ••• , a,.) vollständig bestimmt; es gibt-nur 
eine endliche Anzahl und sie lassen sich in einer bestimmten Reihenfolge 
ordnen, so daß jedes Glied höher ist als das darauf folgende. So hat 
die obige symmetrische Funktion ( 4) die Ordnung ( 4, 0, 0) und die Glieder 
sind in folgender Reihenfolge zu ordnen: 

x1 ', xt sxs, xt sxs, x12xss, xlllxllxs, xt2xss, xt Xs s, xt x/'xs, xt x,xs s, 
s 4 s llll s";~ x1 x8 , x2 , xll x8 , x2 x8 , x2 x8 , x3 . 

Sind Ax1a,x1a• ••• x,.a,. und B:t/'':t./• ... xln die höchsten Glieder von 
zwei symmetrischen Funktionen, so ist ihr Produkt höher als das 
Produkt von irgend zwei anderen Gliedern A' x1 a,' x, a.' • •• x,. a,.' und 
H x/h' x,ß.' . .. x,.fln' der beiden Funktionen, denn da die erste icht ver
schwindende Differenz der "•- a/ und der {J,- {J; positiv ist, muß auch 
die erste nicht verschwindende Differenz der ( a, + {J,) - ( a/ + fJ7) = 

(a,- a/) + (ß,- ß.') positiv sein. Es folgt: 
Das höchste Glied in einem Produkt von mehreren symmetrischen 

Funktionen ist gleich dem Produkt der höchsten Glieder der einzelnen 
Faktoren. 

Nun sind die höchsten Glieder der symmetrischen Grundfunk
tionen a1 , ~; a8 , ••• , a,. der Reihe nach: 

:t11 X1X91 X1 X2X37 ••• , X1 X2 X8 •••• X,. 

Bilden wir also das Produkt 

(6) 

so ist das eine symmetrische Funktion, deren höchstes Glied nach rich
tiger Bestimmung des Vorzeichens mit dem höchsten Glied 5l( von S 
übereinstimmt. Die Differenz 

S-P = S' 
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ist wiederum eine symmetrische Funktion, deren höchstes Glied 
niedriger ist als das von S. Von dieser Funktion S' kann man 
ebenso ein Produkt P' von Potenzen der a11 .•• , a,. (mit einem geeig
neten konstanten Koeffizienten) abziehen, so daß das höchste Glied der 
Differenz S'- P' = S" niedriger ist als das von S', und in dieser Weise 
fortfahrend, erhält man eine Reihe symmetrischer Funktionen mit immer 
niedriger werdenden höchsten Gliedern und gelangt endlich zu einer 
Funktion S<"">, für welche die Differenz S<n>- p<n> = 0 wird. Dann 
stellt sich aber, wie man sofort sieht, die gegebene Funktion S in der 
Form 
(7) S = P + P' + P" + · · · + P<"> 
dar, und damit ist der obige Hauptsatz bewiesen. 

5. Nehmen wir als Beispiel die symmetrische Funktion 

S = S(x12x9 2x8), 

d.h. die Summe aller Produkte xa2x/xr, die man mit irgend drei der 
Zahlen x1 , x9 , ••• , x,. bilden kann. 

Nach (6) und (3) ist hier p = _ a2 a8 , 

~0 8--~~+~ 
Berechnet man nun - a2 a8 , so ist 1) • 

- a2 a8 = (x1 Xs + · · ·) (x1 x2x3 + · · ·) 
=.S(x1 2x22x3) + 3S(x12x2x3 x4) + 10S(x1x2 X 3 X4 x6). 

(8) 

Weiter ist S(x12x2 x3 x4) = -- a1 a4 + S" 
und - a1 a4 = (x1 + · · ··) (x1 x2 x8 x4 + · · ·) 

= S(x19x2 x8x4) + 5S(x1 X 2 X8 x4 x5) 

Führt man hier S (x1 x2 x3 x4 x5 ) = - a5 ein, so folgt: 

S(x1 2x2x3 x4) =- a1 a4 + 5a5 

und damit nach (8): 

S(x12x22x3) = 3a1 a4 - a2 a8 - 5a5 • 

6. Das Produkt P in (6) ist in den a11 a2 , ••• , a,. vom Grad a1 und 
das ist auch der Grad der nach (7) durch die Koeffizienten dargestellten 
Funktion S, "denn die Produkte P', P", ... sind alle von niedrigerem 
Grad. 

Gehen wir an Stelle der Funktion (2), welche als ersten Koeffizienten 
1 hat, von der Funktion 

f(x) = a0 x" + a1 x"- 1 + · · · + a,. 

1) Es ist zu beachten, daß bei der Multiplikation der Klammern das Pro
dukt x1 'x, 1.x3 nur einmal entsteht, dagegen das Produkt x1 1x1 x8 x4 dreimal, 
nämlich ans x1 x, • ~ X 8 X4, x1 x, · x1 x, x4 , x1 :.e4 • :.e1 x, :.e8 , und ebenso das Produkt 
:.e1 x1 x3 x4 x6 zehnmal, nämlich durch Multiplikation von XaXß mit Xax6x0, wo 
a, (I irgend zwei der Zahlen 1, 2, 3, 4, 6 und a, b, c die drei übrigen Zahlen 
bedeuten. 
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aus, so besagt der Hauptsatz, daß sich jede symmetrische Funktion der 

Wurzeln von f(x) als ganze rationale Funktion von a1 , ~ •••• , a..: a0 a0 a0 

darstellen läßt. Sie ist in a0 , a1 , ••• , an homogen von der Dimension 
Null (vgl. S. 374, Fußnote 2). In ihr tritt als höchste Potenz im Nenner 
a0a• auf, also folgt: 

Ist a1 der höchste Exponent, mit dem jede Wurzel in der 
symmetrischen Funktion S auftritt, so ist a0a•S eine ganze 
homogene Funktion a1ter Dimension von a0 , a1 , a2, ••• , a,.. 

§ 96*. Diskriminanten. 

1. Zu den wichtigsten symmetrischen Funktionen gehören die Dis
krimin'anten, deren Bedeutung für die Lehre von den Gleichungen 
wir schon im dreizehnten Abschnitt kennen gelernt haben. Die Diskrimi
nante einer Funktion nten Grades mit den Wurzeln x11 x9 , • •• , x,. wird 
definiert als das Produkt der Quadrate sämtlicher Wurzel
differenzen: 

D = (x1 - x2)2 (x1- x3)2 (x1- .x4)2 ... (x1- x,.)2 

(x2- x8)2 (x2- x4)2 ... (x2- xn)2 

(1) (xa- x4)2 ... (xs- x,.)2 

(xn-1- x,.)2. 

Sie ist das Quadrat des bereits § 491 5. erwähnten Differenzenpro
duktes P. 

Diese Produktdarstellung läßt die wichtigste Eigenschaft der Dis
kriminante erkennen, nämlich: 

Die Diskriminante wird dann und nur dann Null, wenn 
zwei Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 zusammenfallen. 

Da man nun nach d~m Satz von W aring die Diskriminante allein 
mit Hilfe rationaler Operationen durch die Koeffizienten der Gleichung 
darstellen kann, so kann man, ohne die Gleichung aufzulösen, erkennen, 
ob sie eine Doppelwurzel besitzt oder nicht. Für die quadratische, ku
bische und biquadratische Gleichung haben wir dies durchgeführt, wollte 
man aber für die Darstellung der Diskriminante das W aringsche Ver
fahren anwenden, so würde man schon in den einfachsten Fällen, z. B. 
bei der kubischen Gleichuug, zu sehr umständlichen Rechnungen genötigt 
sein. Man schlägt daher einen anderen Weg ein. 

2. Wenn die Gleichung f(x) = 0 eine Doppelwurzel X; besitzt, so 
muß mit f(x) gleichzeitig die Derivierte ((x) für x = x1 verschwinden 
(§ 88, 4.) d. h. es müssen für x =X; die Gleichungen 
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(2) 

Diskriminanten 

x" + a1 x"- 1 + a2 xn- 2 + · · · + a,._ 1 x + a,. = 0 
nx"- 1 + (n-1)a1x"- 2 + ... + a,._1 = 0 
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gleichzeitig erfüllt sein. Wenn man aus diesen Gleichungen x elimi
niert, so erhält man eine Beziehung zwischen den Koeffizienten 
(3) F(a11 a2 , •• • , a,.) = 0, 
und diese muß erfüllt sein, wenn die beiden Gleichungen gleichzeitig 
bestehen sollen, d. h. wenn f(x) = 0 eine Doppelwurzel besitzen soll. 

Die Elimination von x aus den Gleichungen: (2) läßt sich rational 
ausführen und liefert für die Funktion F in (3) eine Determinante 
(2n-1)ten Grades, die sich unschwer auf eine solche (n-l)ten Grades 
zurückführen läßt.1) Wir wollen für die kubische Gleichung diese Deter
minante aufstellen. 

(4) 

3. Es handelt sich also darum, aus den beiden Gleichungen 

f = x3 + a1 x2 + a2 x + a3 = 0 
(= 

x zu eliminieren. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 3, die zweite 
mit x und erhalten durch Subtraktion 
(5) 3(- xf' = a1x 2 + 2a2 x + 3a3 = 0. 

Aus den beiden quadratischen Gl<:lichungen ( 4) und (5) leiten wir 
zwei lineare Gleichungen her, indem wir zuerst Gleichung ( 4) mit a11 

Gleichung (5) mit 3 multiplizieren und subtrahieren; es folgt 
(6) 2(a12 -3a2)x+a1 a9 -9a8 =0. 

Ferner multiplizieren wir Gleichung ( 4) mit 3 a3 , Gleichung (5) 
mit a 2 • Wenn wir dan~ subtrahieren, so erhalten wir eine quadratische 
Gleichung ohne konstantes Glied, und da für allgemeine Werte der 
Koeffizienten a 2 , a8 keine Wurzel von f = 0 und f' = 0 Null ist, können 
wir die Gleichung durch x dividieren und erhalten 
(7) (a1 a1 - 9a3)x + 2(a22 - 3a1 a3) = 0. 

Damit also die Gleichungen f = 0 und f' = 0 gleichzeitig bestehen 
sollen, müssen die beiden linearen Gleichungen (6) und (7) gleichzeitig 
erfüllt sein, und das ist der Fall, wenn die Bedingung 

(S) [2(a12 -3a2) a1 a2 -9a3 I=O 
\ a1 a2 - 9a3 2(a2 2 - 3afa3) 

erfüllt ist. Dies ist im Fall der kubischen Gleichung die Beziehung (3), 
die bestehen muß, damit die Gleichung eine Doppelwurzel besitzt, folg
lich muß die Determinante (8) gleichzeitig mit der Diskriminante ver
schwinden. Die Ausrechnung der Determinante ergibt: 

1) Euler, Introdactio in anal. infinit. (1748), 2, Cap. 19. Bezout, Mem. 
Acad. de Paris 1764; Sylvester, Phil. Mag. 16 (1840). 
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4(~2 - 3a2)(a22 - 3a1a3)- (a1a 2 - 9a3) 2 

= 3 a12al +54 a1 c;a8 - 12 a13a8 - 12 a28 - 81 a81 • 

Nun ist aber nach (1) das höchste Glied der Diskriminante (im 
Sinne von §95,4.) .x1211 - 2.x22"- 4 ••• x"9_ 1, folglichmuß nach§ 95,(6) 
das Prodqkt a12a 22 a3 2 •• a;_ 1 , also im vorliegenden. Fall a12a 23 ein 
Glied der Diskriminante sein, mithin erweist sich der obige Aus
druck als das Dreifache der Diskriminante, und die Diskriminante der 
kubischen Gleichung 1)' wird übereinstimmend mit § 81,(16): 

(9) D = a12a 22 + 18 a1 a2a3 - 4 a13 a3 - 4a28 - 27 a82 • 

4. Der höchste Exponent, mit dem jede Wurzel in der Diskriminante 
auftritt, ist 2 n - 2, also folgt nach (1) und § 95, 6.: 

Ist P das Differenzenprodukt der Wurzeln der ganzen Funktion 

(10) f(x) = aox" + a1x"- 1 + ... +an, so ist 

(11) LJ = a0sn-2 ps 

eine homogene Funktion (2 n- 2)ter Dimension von a0 , a1 , ••. , a,.. Sie 
heißt die homogene Diskriminante der Funktion f(x). 

Für die kubische Funktion erhält man nach (9) als homogene Dis
kriminante: 

L1 = a12a22 + 18a0 a1a 3a3 - 4a/a3 - 4a0 a13 - 27 a02a31• 

5. Wir wollen noch eine fundamentale Eigenschaft der Diskriminante 
ableiten. Wir ersetzen in (10) die Veränderliche x durch das Verhältnis 

; von zwei Veränderlichen und multiplizieren die Funktion mit y". Dann 

erhalten wir eine homogene Funktion nter Dimension von x und 11: 

(12) f(x, y) = a0 x" + a1x"- 1y + a2 x"- 2y 2 + · · · + a,.y" 

Man nennt sie auch eine binäre Form nten Grades. Sie kann immer 
an Stelle der inhomogenen Funktion f(x) verwendet werden; insbesondere 
wird sie in der ausgedehnten Invariantentheorie der binären Formen der 
Betrachtung zugrunde gelegt. Diese Theorie geht davon aus, daß man in der 
Form ( 12) an Stelle der V erii.nderlichen x, y neue Veränderliche ~, 1J durch 
eine lineare Substitution 

(13) 

mit konstanten Koeffizienten a, ß, r, J einltihrt. Die Determinante der 
Substitution 
(14) aJ- ßr = r 

wird von Null verschieden vorausgesetzt. Durch die Substitution (13) geht 
f(x, y) in eine binäre Form nten Grades von ~ und 11: 

(15) cp(~. n) = bo~" + b1~;n-l11 + bs~tt-11}2 + ... + b.,.'tj" 

1) Vgl. auch § 99, (9). 
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über, worin sich die neuen Koeffizienten b0 , •.• , Q,. aus den alten a0 , •.• , a,. 
und den Substitutionskoeffizienten IX, ß, I'• 8 zusammensetzen; z. B. wird, wie 
man sogleich sieht: bo = f(tX, r); b .. = f(ß, J). 

6. Unter der Diskriminante der Form f( x, y) versteht man die durch ( 11) de
finierte homogene Funktion Li von a0 ,a1 , ••• , a,.. Dieselbe Funktion, gebildetmit 
den b0 , b1 , ••• , b., ist die Diskriminante Li' der transformierten Form rp (~, '11 ). 
Sie muß sich durch dif:l a0 , a17 ••• , a., und die Substitutionskoeffizienten 
darstellen lassen, und wir wollen nun zeigen, daß .zwischen Li und Li' ein 
sehr einfacher Zusammenbang besteht. 

Die Funktion f(x, y) stellt sich mit Hilfe der Wurzeln x11 x2 , •.. , x,. als 

Produkt f(x, y) = a0 (x _ yx1 ) (x _ yx2) ••• (x- yx .. ) 

dar. Ersetzt man aber auch die Wurzeln x1 durch Verhältnisse xi von je 
Y• 

zwei Zahlen und schreibt zur Abkürzung die Determinanten zweiten Grades 

so wird 
xy1- yx1 = (xy1), •=l,l!, ... , .. 

(16) 

worin .A = -~ ist. 
Yt Yi • · • Yn 

Die Diskriminante von f(x, y) 1st nach (11) 

Li= a0an-s fi (x• _ x")'· i=l,ll, ... ,n-1 
t<k Y; Yk k=1,s, ... ,n. 

Hier tritt jedes y, in 2 (n- 1) Faktoren der rechten Seite auf, also wird, 
·wenn man die Bezeichnung 

X;YJ:- '!J;X~c = (xiyk) einführt: 

(17) Li= ,A.lln-2 I/(x,'!h)'J. 
•<" 

Hier stehen unter dem Produktzeichen 2 n(n 2 l) = n(n-1) Faktoren. 

Ersetzt man jetzt mit Hilfe der Substitution (13) x, y durch s, 'rJ und 
durch die entsprechende Substitution 

x, = a~, + ßn,, '!J; = ri;. + Jn. 
x1, '!Ii durch ~ .. '1/;, so wird zunächst auf Grund des Multiplikationsgesetzes 
der Determinanten (§ 77, 9.): 

(xy,) = ~(sn,); (x,yk) = r(l;,nk). 
Die FunktionJ(x, y) in (16) geht dann über in 

rp(~. '11) = .A' C~1J1) (li1Jll) · · · (i;n,.) 
und darin ist .A' = r" .A. Die Diskriminante von rp (~, 1J) wird nach (17): 

oder 

(18) 
Wir haben also den Satz: 



382 XV. Symmetrische Funktionen. Invarianten von Permutationsgruppen § 97. 

Bei einer linearen Transformation der Form f(x, y) von der 
Determinante r bleibt die Diskriminante bis auf einen Faktor 
r"(n-l} ungeändert. 

Eine solche Funktion S (a0 , a17 ••• , a,.) de1· Koeffizienten von f(x, y), 
die bei einer linearen Transformation von f nur eine Potenz rl der Substi
tutionsdeterminante als Faktor ausscheidet, so daß also die transformierte 
Funktion 

ist, nennt man eine Invariante von f vom Gewicht l. Wir sehen also: 
Die Diskriminante einer binären Form nten Grades ist eine In

variante vom Gewicht n(n -1). 

§ 97. Potenzsummen der Wurzeln. 
1. Wir wollen noch eine Gattung einfacher symmetrischer Funk

tionen betrachten, nämlich die Potenzsummen, d. h. die Summen 
gleich hoher Potenzen der Wurzeln: 

(1) s,.= x1k + x1k + x8k + · · · + x,,i'. (k=l,ll,s ... ) 

Um sie durch die symmetrischen Grundfunktionen auszudrücken, gehen 
wir auf die zweite Formel (10) in § 91 zurück, indem wir sie schreiben: 

(2) f'(x) = f(x) + f(x) + ... + f(x) • 
x-x1 x-x1 x-x,. 

Die linke Seite ist 

(3) f'(x) = nx"- 1+ (n-l)a1x"- 2 + (n-2)a1 x"- 8 + · · · + a,._ 1 • 

Auf der rechten Seite haben wir 

(4) f(x) -= xn-1 + q xn-1 + q xn-8 + ... + q x-x1 , 1 ll ,._1, 

und darin ist nach § 88, (6): 

ql = X1 + a1 
qll = x1 2 + at xl + as 
qs = xls + alx12 + a2x1 + as 

qn-l = xln-1 + a1xln-2 + allx1n-8 + ... + a"_1. 

Behandelt man die übrigen Glieder in (2) in derselben 'weise und 
nimmt dann die Summe aller Glieder, so werden die Koeffizienten von 
x"-t, x"-ll, x"- 3, ... der Reihe nach: 

n; s1+na11 s2+a1s1+na2, s8+a1s2+a1s1+na3, ... , 
und durch Vergleichung mit den Koeffizienten in (3) erhalten wir das 
folgende System von Formeln: 

(5) 

s1 +a1 =0 
S2 + a1 s1 + 2a2 = 0 

s3 + a1 s9 + a2 s1 + 3a3 = 0 
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Aus ihnen lassen sich die Potenzsummen s1 , s2 , • •• , s,._ 1 nachein
ander alfl Funktionen der symmetrischen Grundfunktionen a1 , a2 , •••• , 

a._1 berechnen. Man erhält so: 

(G) 

sl =- al 

82= a12_ 2a:a 

s3 =- a13 + 3a1 a2 - 3a8 

s4 = a14 - 4a12a2 + 4a1 a3 + 2a22 - 4a4 

2. Um auch die höheren Potenzsummen s,., s,.+u s,.+ 1 , ••• zu finden, 
hat man nur zu beachten, daß für jede Wurzel X; und einen beliebigen 
Exponenten k 

x."f(x.) = 0 = x.n+k+ a1 x.n+k-t + a2 x.n+k- 2 + · · · + a x." 
s.a a 1 z , na 

ist. Bildet man die Summe über alle x0 so erhält man für k = 0, 1, 2, 3, ... 

(7) 

' 
s,. + alsn-1 + a2sn-2+ ... + nan = 0 

s,.+ 1 + a1sn + a,s,._1 + · · · + a,.s1 = 0 

s,.+ 2 + a1 s,.+ 1 + a2 s,. + · · · + a,.s2 = 0 

und hieraus kann man nacheinander s,., s,.+ 1 , s,.H, ... berechnen.1) 

Die Formeln (7) schließen sich unter der Annahme a,o+ 1 = a,.+ 2 = 

an+S = · · · = 0 unmittelbar an die Formeln (5) an. 
Aus den Formeln (5) und der ersten Formel (7) kann man auch 

umgekehrt die symmetrischen Grundfunktionen a1 ••• a,. durch die 
s1 ..• s,. ausdrücken, und man sieht dann weiterhin, daß sich jede 
symmetrische Funktion als ganze Funktion (aber nicht mit 
ganzzahligen Koeffizienten) der Potenzsummen darstellen läßt. 

§ 98*. Invarianten einer Permutationsgruppe. Elemente der 
Galoisschen Theorie. 

1. Es sei f(x) = 0 eine Gleichung nt•n Grades mit lauter verschie
denen Wurzeln Xp xll, ... ,X70• Wir nennen sie die Grundgleichung. 
Die symmetrischen Funktionen der Wurzeln bleiben bei allen Permuta
tionen der Variablen a:1 , x2, ••• , x,. ungeändert. Diese n! Permutationen 
bilden die im achten Abschnitt betrachtete Gruppe~· Wir nennen nun 
in Erweiterung des § 96, 6. eingeführten Begriffes eine ganze rationale 
Funktion 2), die bei bestimmten Änderungen (Transformationen) der Va-

1) Die ersten .Ausdrücke für Potenzsummen hat .Albert Girard in seiner 
Invention nouvelle en l'algebre (1629) gegeben. Die obigen Formeln stammen von 
Newton, Arithmetica universalis (1707). 

2) In diesem Paragraphen sprechen wir nur von ganzen Funktionen. 
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riablen ungeändert bleibt, invariant gegenüber diesen Transformationen 
oder eine Invariante derselben. Wir können also sagen: 

Die symmetrischen Funktionen der Wurzeln einer Glei
chung nten Grades sind Invarianten der Gruppe aller Permu
tationen von n Elementen. 

Sie lassen sich, wie wir gesehen haben, rational durch die Koeffi
zienten der Gleichung ausdrücken, und umgekehrt ist jede rationale 
Funktion der Koeffizienten eine symmetrische Funktion der Wurzeln. 

Durch die Koeffizienten a1 , a;., .. . , a" der Gleichung ist ein Zahlen
körper oder Rationalitätsbereich definiert (vgl. § 90, 11.), nämlich 
die Gesamtheit der Zahlen, die sich aus a1 , ••• 7 a,. durch rationale Opera
tionen berechnen lassen. Wir bezeichnen diesen Zahlenkörper mit 
.Q(a1 , ... , a,.) oder kurz mit .Q, und nennen ihn auch den Grundkörper. 
Dann können wir sagen: 

Jede symmetriscqe Funktion- der Wurzeln x17 x2 , ••• , x,. ist 
ei,ne Zahl des Grundkörp~rs .Q,, und umg,ekehr~ ist jede Zahl 
des Körpers eine symmetrische Funktion der Wurzeln, mit
hin eine Invariante der Gruppe~ aller Permutationen. 

Man nennt deshalb die Gruppe ~ auch die Gruppe der allge
meinen Gleichung nt•n Grades oder die symmetrische Gruppe 
oder auch nach dem Mathematiker 7 der zuerst ihre große Bedeutung 
für die Algebra erkannt hat, dieGaloissche Gruppe 1) der Gleichung 
für den Körper .Q. 

2. Eine Invariante einer Gruppe ist auch gleichzeitig Invariante 
einer jeden Untergruppe. Wir wollen aber unter einer Invariante einer 
Untergruppe .\) nur eine solche Funktion verstehen, die bei den Per
mutationen von ,P und nur bei diesen Permutationen ungeändert 
bleibt. Wo es zur Vermeidung von Mißverständnissen nötig ist, nennen 
wir sie auch eine eigentliche Invariante von ~· So ist z. B. das 
Differenzenprodukt P (vgl. § 49,6.), dessen Quadrat die Diskriminante 
ist 2), eine eigentliche Invariante der Gruppe der graden Permutationen, 
denn es bleibt ungeändert bei allen graden Permutationen, ändert da
gegen bei jeder ungraden Permutation sein Vorzeichen. Man nennt die 
Grupp~ der graden Permutationen auch die alternierende Gruppe 
und jede lnvariante dieser Gruppe eine alternierende Funktion. 
Es besteht der Satz: 

Jede alternierende Funktion ist ganz und rational durch 
P und die Koeffizienten der Gleichung darstellbar. 

1) Nur bei einer allgemeinen Gleichung mit unbestimmten voneinander 
una.bhä.ngigen Koeffizienten und bei besonderen Klassen von speziellen Glei
chungen stimmt die Ga.loissche Gruppe mit d-er Gesamtgruppe !)3 aller Permu
tationen überein. Für alle anderen speziellen Gleichungen oder bei Adjunktion 
neuer Größen zum Körper SI. wird die Galoissche Gruppe eine Untergruppe von~ 
(vgl. 8. und 4.). 

2) Durch Formel (1) in§ 49 ist das Vorzeichen der Quadratwurzel ]/i5=P 
festgelegt. 
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Wenn nämlich eine solche Funktion Q durch irgendeine Trans
position, etwa (x1 , x2) in Q' übergeht, so geht Q' durch eine abermalige 
Transposition wieder in Q über, denn die Zusammensetzung von zwei 
Transpositionen entspricht einer graden Permutation; die Funktion kann 
aber überhaupt keinen andern Wert erhalten als Q und Q', weil jede 
ungrade Permutation aus einer graden durch nachträgliche Ausführung 
der Transposition (x17 x2) erzeugt werden kann. Demnach ist Q + (/ eine 
symmetrische Funktion. Die Differenz Q- Q' ändert bei der Ver
tauschung (x1 , x2 ) ihr Vorzeichen, versohwindet also, wenn x1 = x2 ist. 
Es ist daher Q - Q', als ganze Funktion von x1 aufgefaßt, durch x1 - x9 

teilbar und ebenso auch durch alle übrigen Differenzen x,- xk, also 

auch durch das Produkt P = VD. Der Quotient _Si P Q' ist aber wie

der eine symmetrische Funktion. Setzt man also 

Q+ Q'=2A, Q- Q'=2Byii, 

so sind .A und B ganze rationale Funktionen der Koeffizienten und 
es wird 
(1) 

3. Durch Adjunktion von VD zu dem Grundkörper S!. entsteht ein 
neuer Körper S!,', und der obige Satz läßt sich auch so ausdrücken: 

Jede alternierende Funktion ist eine Zahl des Körpers a' 
und jede Zahl dieses Körpers ist eine alternierende Funktion, 
d.h. invariant gegenüber der alternierenden Gruppe. 

Wir nennen deshalb die alternierende Gruppe die Galoissche 
Gruppe der Gleichung für den durch Adjunktion von y'D aus 
dem Grundkörper entstehenden Körper a. 

Derselbe Körper Q' entsteht, wenn wir statt VD irgendeine eigent
liche Invariante y der alternierenden Gruppe zu Q, adjungieren. Jede 
solche Invariante ist nach (1) Wurzel einer quadratischen Gleichung 

(2) y2 + ay + ß = 0 

mit Koeffizienten aus a. Es reduziert sich also die Galoissche Gruppe 
der Grundgleichung (d. h. die Gruppe ~ aller Permutationen) bei Ad
junktion einer Wurzel der Gleichung (2) auf die alternierende. Gruppe. 

4. Wir wollen ·diese Betrachtungen auf beliebige Permutations
gruppen ausdehnen und gehen nun von einer Grundgleichung f(x) = 0 
aus, deren Koeffizienten nicht mehr unbestimmte, voneinander unab
hängige Zahlen zu sein brauchen, sondern irgendwelche spezielle nume
rische Werte haben können. Weiter verstehen wir jetzt unter !!in er 
Invariante einer Permutationsgruppe ® schon eine solche Funktion 
der Wurzeln, die bei den Permutationen von@ numerisch ungeändert 
bleibt. Es kann nämlich vorkommen, daß eine Funktion der Wurzeln 
bei gewissen Permutationen ihre Form ändert, aber infolge der Bezie-

Weber u. Wellstein, Enzyklopädie I. 4. Anti. 25 
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hungen, die auf Grund der Gleichung zwischen den Wurzeln bestehen, 
ihren numerischen Wert beibehält.1) 

Sei (8) der Rationalitätsbereich der Koeffizienten der Gleichung, dann 
definieren wir: 

Eine Permutationsgruppe @ heißt die Galoissche Gruppe 
der Gleichung für den Körper ®, wenn jede numerische Inva
riante von@ eine Zahl aus (8) und umgekehrt jede Zahl aus@, 
als Funktion der Wurzeln betrachtet, der Gruppe gegenüber 
numerisch invariant ist. 

5. Sei ~ eine Untergruppe der Gruppe @. Dann ist nach § 52, 4. 
die Ordnung g von @ ein Vielfaches der Ordnung h von ,P: 

g = hk, 

und k ist der Index der Untergruppe S). Die sämtlicheng Permuta
tionen von@ lassen sich auf die k konjugierten Systeme~' ~11 ..• , ~.1:- 1 
von je h Permutationen verteilen, und aus diesen erhält man wie in 
§ 52,5. die zu S) konjugierten Untergruppen ~11 ••• , ~.1:-t· 

Es sei nun y eine (eigentliche) Invariante der Untergruppe~' 
d. h. also y behalte bei allen Permutationen von ~ seinen numerischen 
Wert, nehme aber bei jeder nicht zu ·~ gehörigen Permutation aus @ 
einen hiervon verschiedenen Wert an. Dann geht y durch alle Permu
tationen eines konjugierten Systems~. in einen bestimmten Wert yi über, 
und überhaupt kann y durch alle Permutationen aus @ nur k Werte 

· y, Yu Ys, · · ., Y.~:-1 
annehmen. Diese Werte Y; sind Invarianten der zu ,P konjugierten 
Untergruppen und heißen konjugierte Werte. Sie sind alle ver
schieden. Bezeichnet man nämlich den durch eine Permutation P 
aus y hervorgehenden Wert mit yp, so ist, wenn H eine Permutation 
aus $;}, .A, eine solche aus ~. ist, y = YH, y1 = YHA1 = YA1 , Y2 = YHA, = YA,· 
Wäre etwa y1 = y2 , so müßte !J.A1 = YA., also y = y..tJ..A1_ 1 sein, es wäre 
also .A2 A1- 1 eine Permutation H der Untergruppe~ und .A2 = HA11 

d. h. es würde A2 eine Permutation des kQnjugierten Systems 2!1 sein, was 
bei der Bildung der konjugierten Systeme ausgeschlossen ist (§52, 4.). 

Die symmetrischen Grundfunktionen der y: 

Y + Y1 + Ys + · · · + Y.1:-1 =- bt 
YYt + YYs + · · · bll 

YYt'!h · · · Y.~:-t = ± b.~: 
bleiben bei allen Permutationen aus @ ungeändert, folglich sind sie 
nach 4. Zahlen des Rationalitätsbereichs ®. Es besteht also der Satz: 

1) So haben z. B. bei der Gleichung x" - 2 x - 6 = 0 die Funktionen 
X 1 2 -x1 x8 , x2 1 -:r8 x1 , x8 2 -x1 x1 

den gleichen numerischen Wert 2, mithin ist x 1 - x x eine numerische Invariante 
der zyklischen Gruppe (1 2 3). 1 2 8 
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Jede Invariante einer Untergruppe der Gruppe® vom In
dex k ist Wurzel einer Gleichung kten Grades, deren Koeffi
zienten sich rational durch die Koeffizienten der Grund
gleichung ausdrücken. 

Diese Gleichung, der die k konjugierten Werte y, y11 .•• , y",_ 1 ge
nügen, heißt eine Resolvente der Gleichung f(x) = 0; sie lautet: 

(3) cp(y) = yk + b1yk- 1 + ... + b", = 0, 
und wenn wir in p die unbestimmte Variable t einführen, so ist 

(4) p(t) = (t-y)(t-y1) ••• (t- Yk-1). 

6. Die Gleichung (3) ist in @ irreduzibel. Denn wäre rp(t) in 
zwei Faktoren 1/J(t) und x(t) mit Koeffizienten ans @ zerlegbar und 
wären etwa y, y1 , • •• , yq die Wurzeln von 1/J(t) = 0, so wären die sym
metrischen Grundfunktionen dieser Wurzeln Zahlen aus @ und blieben 
bei allen Permutationen von ® ungeändert. Man könnte aber auf diese 
Funktionen eine Permutation aus ® anwenden, durch die y in irgendeine 
nicht zu den y1 •.. Yq gehörige Wurzel Ym überginge, also müßte auch 
Ym eine Wurzel von 1/J(t) sein. Folglich muß 1/J(t) alle Wurzeln von 
q;(t) besitzen, d. h. rp(t) ist irreduzibel. 

7. Weiter besteht der Satz 1), der eine Verallgemeinerung des in 2. 
bewiesenen Satzes darstellt: 

Jede rationale Funktion der x11 •. • , xn, die durch die Per
mutationen einer Untergruppe numerisch nicht geändert wird, 
läßt sich rational durch eine eigentlicheinvariante der Unter
gruppe und die Koeffizienten der Grundgleichung darstellen. 

Sei nämlich z eine solche Funktion, y eine Invariante der Unter
gruppe, so entsprechen den konjugierten Werten 

y, Yt, • · ., Yk-t 

die Werte 

Wendet man auf diese beiden Reihen von Werten irgendeine Permuta
tion P aus ® an, so tritt eine gewisse Permutation der Werte ein, und 
zwar in beiden Reihen dieselbe Permutation, denn geht y" durch P in 
Y~ über, so geht gleichzeitig z in z" über. Mit der auf der linken Seite 
der Gleichung (3) auftretende:ri Funktion bilden wir nun 

rp(t) (-•- + ~ + ... + zk-1 ) = 1Jl(t). 
t- y t-y1 t- Yk- 1 

Dies ist eine ganze Funktion (k- 1 )t•n Grades von t und zugleich eine 
rationale Funktion der x1 ••• xn, die bei allen Permutationen aus ® un
geändert bleibt; folglich drücken sich ihre Koeffizienten rational durch 
die Koeffizienten der Gleichunk nt•n Grades aus. Da rp (t) keine gleichen 

1) Lagrange, Reflexions sur la resolution algebrique des equations. Mem. 
de l'acad. de Berlin (1770/71). 

25* 
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Wurzeln hat, kann man auf:~:~ die Interpolationsformel vonLagrange 

(§ 91, (9)) anwenden und findet: 
..p(y) 

s = rp' (y)' 

womit s in der Tat rational durch y und die Koeffizienten der Gleichung 
dargestellt ist. 

8. Nach diesem Satz gehört also jede Funktion, die durch die Permuta
tionen einer Untergruppe ~numerisch nicht geändert wird, einem Körper 
fB)' an, der durch Adjunktion einer eigentlichen Invariante von ~ zum 
Grundkörper fBJ entsteht. Umgekehrt ist natürlich jede Zahl aus fBl in
variant gegenüber ,P, und nach 4-. ist also ~ die Galoissche Gruppe 
der Gleichung für den Körper fBJ'. Es besteht also der Satz: 

Wenn man dem Grundkörper fBJ eine eigentliche Invariante 
einer Untergruppe~ von@ adjungiert, so reduziert sich die 
Galoissche Gruppe auf die Gruppe ~-

9. 1st~ eine ausgezeichnete Untergruppe, so sind alle kon
jugierten Untergruppen mit ~ identisch (§ 52, 5.), folglich sind die 
konjugierten Werte y, y11 ••• , Yk-l oder die Wurzeln der Gleichung (3) 
sämtlich Invarianten von ~'und aus dem Satz 7. schließt man: 

Ist~ eine ausgezeichnete Untergruppe, so ist jede Wurzel 
der Gleichung (3) rational durch eine von ihnen darstellbar.1) 

§ 99*. Anwendung der Permutationsgruppen auf die Auflösung 
der kubischen und biquadratischen Gleichungen. 

1. Die Theorie der Permutationsgruppen gibt einen Einblick in das 
eigentliche Wesen der M~:>thoden zur Auflösung von algebraischen 
Gleichungen. Der leitende Gedanke dabei ist, daß man die Gruppe der 
Gleichung stufenweise abbaut, indem man dem Grundkörper nach
einander Invarianten von Untergruppen adjungiert, die durch Resol
venten von der Art wie Gleichung (3) bestimmt werden. Die Glei
chung ist als gelöst zu betrachten, wenn man ihre Gruppe so weit er
niedrigt hat, daß sie nur noch aus der identischen Transformation, d. h. 
aus der Hauptpermutation E besteht. Die Gruppe möge dann voll
ständig reduziert genannt werden. Jede Wurzel ist alsdann ln
variante dieser Gruppe· und es ist ein Rationalitätsbereich bekannt, dem 
die sämtlichen Wurzeln angehören. Wir wollen dies für die kubischen 
und biquadratischen Gleichungen "durchfübren.2) 

1) Eine durch Klarheit und Einfachheit ausgezeichnete Einführung in die 
Galaissehe Theorie bietet die Abhandlung von 0. Bolza., On the theory of 
substitutionsgroups and its applica.tions to algebric equations. Amer. Journ. ot 
Math. 13 (1891). 

2) Di~ hier angedeutete Auffassung der Auflösung einer Gleichung stammt 
von Galo1s (1832) Die dieser Auffassung entsprechenden Methoden zur Auf
lösung der kubischen und biquadratischen Gleichungen sind aber schon von 
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2. Die Gruppe der allgemeinen kubischen Gleichung 

x3 + a1 x2 + a2 x + a3 = 0 

ist die Gruppe der Permutationen von drei Elementen. Sie reduziert 
sich bei At;ljunktion von V D auf die alteruierende Gruppe 

(1) (1), (123), (132), 
welche zugleich die einzige ausgezeichnete Untergruppe ist. 

Bilden wir nun mit der komplexen dritten Einheitswurzel E die 
Größen 1) 

(2) 3u = x1 + EX2 + c2x3 , 3v = x1 + E2x 11 + Ex8 , 

so gehen u und v bei Anwendung der drei Transpositionen über in (wir 
gebrauchen das Zeichen "'zur Abkürzung für "geht über in"): 

bei der Transposition (x2x3): u '""v, v'"" u 

" " 
" " 

" 
" 

(x1 x2): U'"'-'EV 1 Vr-vE 2U 

(x1 x5): tt......, E2v, v......, EU. 

Es bleibt also bei allen Transpositionen das Produkt uv ungeändert, wäh
rend u3 und v5 ineinander übergehen, d. h. uv ist eine symmetrische 
Funktion und u8 und v3 sind konjugierte alternierende Funk
tionen von x11 x2 , x5 • Wir können daher setzen: 

(3) u 3 = .A + BVD, v8 = .A- By'l), 
worin .A und B ganze rationale -Funktionen von a11 a2 , a8 sein werden, 
und haben 

(4) 
x1 + EX2 + E2X3 = 3 fi.A-=;::-B}/D
x1 + E1X2 + liXs = 3 f! A- BYD. 

Adjungieren wir eine der beiden Kubikwurzeln, so gehört die andere auch 
zum Rationalitätsbereich, weil uv eine symmetrische Funktion ist, und 
die Gruppe ist vollständig reduziert, weil u und v durch jede Permuta
tion außer der Hauptpermutation E verändert werden. Nimmt man 
zu (4) noch die Gleichung 

xt+x2+xs=-at 
hinzu, so folgt: ;;- ;r-------

x1 =- a~ +VA+ BVD +V .A.- By'D 

(5) x2 = -1- + &2f! A + ByD + E V'A- By'If 

X8=- a~ +EVA+ ByD + E,-f! A- BYD. 

Lagrange, Nouv. mem. de l'acad. de Berlin (1770/71), <Euvres 3 angegeben 
worden. Er hat damit die Grundlagen geschaffen, auf denen dann Abel und 
Galois das Gebäude der mod~tfnen Algebra errichtet haben. 

1) Wir adjungieren also die Einheitswurzel E oder, was auf dasselbe hinaus
lltuft, die Irrationalität Y-3. 
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Diese Ausdrücke haben den Bau der Cardanischen Lösung der 
kubischen Gleichung und wir haben also fast ohne Rechnung diese Form 
als notwendig für die Lösungen erkannt. 

Es sind jetzt noch u und v als Funktionen von a11 a2 , a3 zu er· 
mitteln. Zu diesem Zweck bilden wir die symmetrischen Funktionen 
uv und u8 + v3• Es ist, wie leicht zu sehen, 

(6) 9uv = S(x12)- S(x1 x2) = (a12 - 2a2)- a2 = a12 - 3a2 • 

Ferner ist u8 + v8 = (u+v)(u+ev)(u+c2v) 

und 3(u+v) =2x1 -x2 - x3 =3x1 +a1 

3(u + ev) = t 2(- x1 - x2 + 2x3) = (3x3 + a1) E2 

3(u + E2v) = t(- x1 + 2x2 - x3) = (3x9 + a1) E, 

folglich: 

(7) 2.A. = U3 + V3 = (~i- + X1) e~ + Xz) (a~ + Xs) 

={'!_t_)s-a (a1 )2+a ~1_-a =-2a1 8 +a1 a1 -a 
\ 3 1 3 s 3 s 27 3 s· 

Aus (6) und (7) ergibt sich nun: 
27u3 und 27 v8 sind die Lösungen der quadratischen Re 

solvente 
(8) t'+ (2a13 - 9a1 a2 + 27a3)t + (a12 - 3a2) 8 = 0, 

also V= !_ l!!t 
3 V 2, 

und die Kubikwurzeln sind so zu wählen, daß 9uv = a12 - 3as wird. 
Man kann auch, ohne diese quadratische Gleichung aufzustellen, 

direkt u3 und v3 finden, wenn man neben (7) noch 

u8 - v8 = (u-v)(u-Ev)(u-E2v) 
bildet. Man erhält: 

27 (u8 - v3) = (t- c2)(1- t)(c2 -1)(x1 -x8)(x8 -x1)(X1 -x2) 

=Y-27D. 
Das Quadrat dieses Ausdrucks ist die Diskriminante der Gleichung (8), 
und es ist also die Diskriminante D der kubischen Gleichung gegeben 
durch 
(9) - 27 D = (2a1 8 - 9a1 a2 + 27 a3) 2 - 4(a/- 3a2) 3• 

3. Zur Auflösung der biquadratischen Gleichung 

x'+ a1 x3 +a;x2 + a3 x + a4 = 0 

gehen wir aus von der bereits § 52, 8. angegebenen Untergruppe achter 
Ordnung der Gruppe aller Permutationen von vier Elementen: 

(~) (1); (12)(34); (13)(24); (14)(23); (12); (34); (1423); (1324). 

Setzt man diese Permutationen mit zwei nicht zu ihnen gehörigen, z. B 
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mit (14) und (13), zusammen, die man bei der Komposition an die 
zweite Stelle setzt, so erhält man die konjugierten Systeme: 

(&1) (14); (1243); (1342); (23); (124); (143); (234); (132), 

(~) (13); (1234); (24); (1432); (123); (134); (142); (243), 

die zusammen mit ,P die ganze Gruppe von 24 Permutationen ausmachen. 
Eine Invariante der Untergruppe ,P ist 

(10) y = x1x2 + x3 x4 • 

Sie geht durch Anwendung von &1 und &ll in 

Yl = xlxs + x,x,, 

Yt = xlx, + XsXa 

über und die drei konjugierten Werte y, y11 y2 sind Wurzeln einer 

kubischen Gleichung ys + b1y2 + b2 y + bs = O, 

deren Koeffizienten symmetrische Funktionen der x, sind. Man findet 

leicht: - bl = S(y) = S(xlxs) = a2 

b2 = S(yy1) = S(x12 X2x3) = S(x1)S(x1x2 x3)-4x1 x2x3x4 

= a1 a3 - 4a4 

- ba = YY1Y2 = B(X13X2X3 X4) + S(x12X22X32) 

S(x18 xllx3 x4) = x1x2x3 x4S(x1 2) = a4(a/- 2a2) 

S(x/·x22x32) = (Sx1x2 x3) 2 - 2S(x12x2llx8 x4) = a32 - 2~a4, 

folglich: b :r 4 2 
- 3 = a1 a4 - a2 a4 + a3 • 

Die kubische Resolvente lautet also: 

(11) y8 - a2 y2 + (a1 a8 - 4a4)y- (a12a4 - 4a»a4 + a3 9) = 0. 

Bilden wir jetzt die Größen 

(12) 
tl = Hxl + Xs- Xs- x,)s 

t2 = t(x1 - x2 + x3 - x4) 2 

ts = t(X1 - X2 - X8 + x4) 2, 

so sieht man, daß t1 ebenfalls eine Invariante der Untergruppe ,P und 
t2 , t3 die dazu konjugierten Werte (oder Invarianten der konjugierten 
Untergruppen) sind; es müssen sich also t11 t2 , t3 rational durch y bzw. 
y1 und y, ausdrücken. Man findet leicht: 

a t 
t1 =--;j,--a,+y 

(13) 
a t 

t2 = -} - a, + Y1 
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Adjungieren wir (lie Quadratwurzeln aus diesen Zahlen, so ist die Gruppe 
vollständig reduziert, denn ~, "Vt;, "Vt; bleiben bei keiner Permuta
tion außer der Hauptpermutation ungeändert. Von diesen drei Quadrat
wurzeln ist aber eine durch die beiden anderen bestimmt, so daß nur 
zwei von ihnen zu adjungieren sind, denn es ist 

~Yt;Yt; = t (x1 + Xs- x3 - xJ(x1 - X2 +x3 -x4)(x1 -x2-x1 + x4.) 
eine symmetrische Funktion. Multipliziert man aus, so ergibt sich: 

8 "Vt; Jlt;yt;;" = S(x1 3)- S(x1 2x2) + 2 S(x1x2 x8) 

(14) = (- a13 + 3a1 a2 - 3a8) + (a1 a9 - 3a8)- 2aa 
=- a/+ 4a1 a1 - 8a3 • 

Zieht man in den drei Gleichungen (12) die Quadratwurzel und nimmt 
die Gleichung 

hinzu, so erhält man für die Wurzeln der biquadratischen Gleichung: 

(15) 

xl = tCY4 + vt; + Yt~) 
X2 = ~ (~-0;- Jl~) 

Xs = t (- Yt; + 0;- YfJ - ai 
X4= t(-V~- yt; + Jlt;) -1-· 

Setzt man in der kubischen Gleichung (11) 

a ' Y =t-_!_+a 4 21 

so erhält man die Resolvente der Eulerachen Auflösung der biquadra
tischen Gleichung; sie geht für a1 = 0 in die § 85, 1. gefundene Resol
vente über. 

4:. Um die Gleichung (11) von der zweiten Potenz der Unbekannten 
zu befreien, macht man die Substitution 

(16) 3y=u+a2 , 

und es ergibt sich durch leichte Rechnung für u die Gleichung 

(17) u3 -3A.u-B=O, worin 

(18) 

Diese symmetrischen Funktionen A und B heißen die erste und 
Zl_Veite Invariante der biquadratischen Gleichung. 1) 

1) Homogen gemacht lauten sie a1 1 -3a1 a8 + 12 a0 a4 und 27 a1 'a, + 27 a 0 aa 1 

+ 2 a, 3 - 72 a0 a1 a, - 9 a1 a1 a8 • Sie sind im Sinn von § 96, 6. Invarianten der bi
nären Form vierten Grades vom Gewicht 4 bzw. 6. 
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Gleichung (17) ist die einfachste kubische Resolvente für die bi
quadratische Gleichung. Ihre Wurzeln u, u11 u2 sind konjugierte Werte 
für die gleiche Untergruppe~' wie y, y11 y2 • Man kann ~ie leicht nach 
(16) durch die Wurzeln der biquadratischen Gleichung ausdrücken. 
Führt man die Größen 

v = Yt- Y2 = (xt- x2)(xa- x"') 
(19) v1 = y2- y = (x1 - x3)(x4- x2) 

V2 = Y - Yt = (xt- X4)(x2- Xs) 
ein, so wird 
(20) u = v2 - v11 u1 = v- v2 , u2 = v1 - v. 

Nach (19) ist die Diskriminante D der biquadratischen Gleichung gleich 
der Diskriminante der kubischen Resolvente (11 ). Da aber nach (16) 

U1 - Us == 3(yt- Ys), Us- ut = 3(y2- Yt), ul- u = 3(yt- Y} 
ist, so ist die Diskriminante der Resolvente (17) gleich 271 · D. Sie ist 
aber nach § 81, (15) (für p =- 3A, q =- B) auch 4 · 27 A 8 - 27 B 2, 

also folgt: 
Für die Diskriminanten der biquadratischen Gleichung gilt 

(21) 27 D = 4A3 - B 2• 

6. Anstatt von der Untergruppe f) kann mah auch von der alter
nierenden Gruppe®, die eine ausgezeichnete Untergruppe ist, ausgehen, 
d.h. man adjungiert yn. In ihr ist die Vierergruppe 

(1); (12)(34); (13)(24); (14)(23) 

wiederum eine ausgezeichnete Untergruppe vom Index 3 (vgl. 
§52, 8.), von der die oben angeführten Größen v, v1 , v2 konjugierte 
Invarianten sind. Sie müssen also einer kubischen Gleichung genügen, 
deren Koeffizienten sich rational durch die Koeffizienten der biquadra-
tischen Gleichung und J(.D ausdrücken. Man findet 1): 

V+ V1 + V2 = 0 
vv1 v2 =- yD, 

ferner: vvt + VVz + vt vll = YY1 + YYz + YtYs- '!l- Yt2 - Ys2 

= 3(YYt + YY2 + YtYs)- (y + Yt + Y2)2, 

oder nach (11) und (18): 

vv1 + vv2 + v1v2 = 3(a1 a3 - 4a4)- a22=- A. 

Wir haben also die kubische Resolvente 

(22) v3 - Av + YD = 0. 

1) Wegen des Vorzeichens der Quadratwurzel in der zweiten Formel vgl. 
die Fußnote S. S84. 
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Sie muß nach § 98, 8. die Eigenschaft haben, daß jede ihrer Wurzeln 
rational in @ durch eine von ihnen darstellbar ist. Man kann dies fol
gendermaßen bestätigen. Nach (20) und (17) ist 

(V-· v1)(v- v1)(tJ1 - v2) = uu1u1 = B, 

ferner VV=-y'D=v2-A 1 2 V 1 

also 

Multipliziert man die beiden letzten Formeln miteinander, so folgt 
mit Rücksicht auf (22): 

B(v1 - v2) = (3v1 - A)(4A- 3v2) 

= - 9v4 + 15.Av2 - 4A~ 

= 6Av' + 9v}"D- 4.A2 

und dies zusammen mit v1 + v2 = - v zeigt in der Tat, daß sich v1 

und v2 als quadratische Funktionen von v mit Koeffizienten aus @) dar
stellen lassen. 

Man braucht also neben V D nur die eine Wurzel v der Gleichung (22) 
zu adjungieren, findet dann nach (20) und (16) die Werte tMit, y1 , sodann 
nach (13) die Größen t11 t2 , t8 und hat damit nach (15) die Wurzeln 
der biquadratischen Gleichung. 

Sechzehnter Abschnitt. 

Auflösung numerischer Gleichungen durch Näherung. 
§ 100*. Berechnung der Funktionswerte einer ganzen Funktion. 

Obere und untere Grenzen für die reellen Wurzeln. 

1. Für den praktischen Rechner ist die Frage nach der algebra
ischen Auflösung der Gleichungen weniger wichtig als die angenäherte 
Berechnung der Wurzeln einer Gleichung, deren Koeffizienten nume
risch gegeben sind. Man will also z. B. eine Wurzel auf fünf Dezimal
stellen berechnen, d. h. man will zwei rationale Zahlen vom Unter-

schied 1~5 finden, zwischen denen ~ine Wurzel liegt. Diese Aufgabe 

läßt sich immer lösen, und es gibt dafür so einfache und wirksame Me
thoden, daß man sie selbst bei Gleichungen dritten und vierten Grades 
der Berechnung der algebraisch1om Ausdrücke, wie siez. B. die Cardani
sche Formel gibt, oft vorziehen wird. Es handelt sich dabei immer um 
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Gleichungen mit reellen Koeffizienten und in erster Linie um die 
Berechnung der reellen Wurzeln dieser Gleichungen.1) 

2. Die numerische Auflösung einer Gleichung beruht auf einem 
planmäßigen Probieren. Man setzt verschiedene Werte für x in die 
linke Seite f(x) ein und sucht unter ihnen zwei solche Werte IX und ß, 
für die {(IX) und f(ß) verschiedene Vorzeichen haben. Dann ist man 
sicher, daß zwischen IX und ß wenigstens eine Wurzelliegt (§ 92, 4.) Man 
wird dann suchen, das Intervall (aß) so zu verengen, daß schließlich 
nur eine Wurzel darin liegt. Hat man für alle reellen Wurzeln solche 
Intervalle gefunden, so hat man, wie man sagt, die Wurzeln getrennt, 
und durch weitere Verkleinerung der Intervalle wird man die Wurzeln 
in immer engere Grenzen einschließen. 

3. Es wird daher zunächst von Wichtigkeit sein, ein einfaches V er
fahren zu haben, um zu gegebenen Werten von x die Funktionswerte 
von f(x) zu berechnen. Sei 

(1) 

mit positivem Koeffizienten a0, den wir auch unbeschadet der Allgemein
heit gleich 1 annehmen können. 

Wir führen die Funktionen ein: 

fo(x) = ao 
f1 (x) = a0 x + a1 

(2) { 2 ( x) = a0 x 2 + a1 x + a2 

k=0,1,2, .. , n 

und nennen sie die Partialfunktionen von f(x). Die letzte von ihnen 
{,.(x) ist gleichbedeutend mit f(x). Man berechnet die Partialfunktionen 
der Reihe nach sehr einfach durch die Rekursionsformeln 

(3) 

4:. Ist z. B.: 
(4) f(x) = af + 3x8 - 7 x2 - 4x- 5, 

so ist ({0 = 1 können wir weglassen): 

f1 =x+3 
{2 = xft- 7 

fa = xfs- 4 
f = {, = x{8 - 5. 

1) Über die Geschichte der Näherungsmethoden vgl. F. Cajori, A history 
of the arithmetical methods of a.pproximation to the roots of numerical equations. 
Colorado College Publ. 12 (1911). Viele Angal.>en über die ältere Geschichte der 
nu~erischen Gleichungen auch bei Fourier, Analyse des equations determinees, 
Pans 1831, deutsche Ausgabe mit zahlreichen Zusätzen von A. Loewy, Ostwaids 
Klass. Nr. 127. 
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Damit erhält man für verschiedene Werte von x: 

X ft ft fs f 
0 3 -7 -4 - 5 

(5) 1 4 -3 -7 -12 
2 5 3 2 - 1 
3 6 11 29 82 

Für x = 3 sind alle Partialfup.ktionen positiv. 
5. Aus den Rekursionsformeln (3) erkennt man nun: 
Wenn für einen bestimmten positiven Wert von x die k 

ersten Partialfunktionen {11 fu· .. , (,.positiv werden, so bleiben 
sie positiv und wachsend für jeden größeren Wert von x. 

Hieraus folgt der Satz von Laguerre1): 

Wenn für einen positiven Wert a sämtliche Partial
funktionen 
(6) f~(a), (2 («), ... , f._ 1 (a), f(a) 
positiv sind, so wird für kein x > a die Funktion f(x) Null, d. h. so 
ist a eine obere Grenze für die reellen Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0. 

6. Wendet man diesen Satz auf die Funktion f(- x) an, so erhält man 
auch eine untere Grenze für die Wurzeln. Wir setzen: 

(- 1)nf(- x) = f(x). 
(7) f(x) = aox"- al ,xn-1 + as.xn-2- ... 

mit den Partialfunktionen 

(8) 

und es besteht der Satz: 

f1 = UoX- al 

fs ~ xfl + as 
fs = xfs-as 

. . ' 

Dann ist 

Wenn für einen positiven Wert ß sä.m tliche Partial
funktionen 
(9) ftCfl), f2Cß), ... , f.-tCß), f(ß) 
positiv sind, so ist - ß eine untere Grenze für die reellen 
Wurzeln der Gleichung f(x) = 0. 

7. In unserem Beispiel ist 

((x) = x'- 3.x3 - 7 .x1 + 4x- 5 
ft=-X- 3 

fs =xft-7 
fs = xfs + 4 

r = r, = x r 3 - 5. 

1) La.guerre, Nouv. Ann. de ma.th. {2) 19 (1880). 
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Für verschiedene positive Werte von x wird: 

X ft f2 fs f 
0 -3 -7 4j- 5 

(10) 1 -2 -9 - 51-10 
I 

2 -1 -9 -141-33 
3 0 -7 -17 -56 
4 1 -3 - 81-37 
5 2 3 19 90 

Die Tabellen (5) und (10) zeigen, daß alle reellen Wurzeln der 
Gleichung (4) zwischen den Grenzen -5 und +3 liegen und daß 
zwischen - 5 und - 4 sowie zwischen + 2 und + 3 mindestens je eine 
Wurzel liegt. 

§ 101 *. Die Zeichenrrgel von Descartes. 

l. Bei dem eben behandelten Beispiel haben wir zwar Intervalle 
gefunden, in denen alle Wurzeln liegen müssen, wir wissen aber noch 
nicht, wie viele Wurzeln in jedem Intervall liegen. Die wichtige Frage 
nach der .Anzahl der reellen Wurzeln in einem gegebenen Intervall wird 
durch den Sturmsehen Lehrsatz (§ 102) genau beantwortet. Vor der 
Entdeckung dieses Satzes hat man verschiedene Regeln aufgestellt, die 
zwar keine ganz präzise und allgemeine .Antwort geben, aber doch bei 
ihrer Einfachheit in vielen Fällen mit Nutzen angewandt werden. Der 
bekannteste und einfachste dieser Sätze ist die Cartesische Zeichen
regeP). Sie gibt eine obere Grenze für die Anzahl der positiven 
Wurzeln. 

2. Es sei f(x) = 0 eine Gleichung nten Grades mit reellen Koeffi
zienten. Das absolute Glied sei nicht Null, so daß also x = 0 nicht 
unter den Wurzeln enthalten ist. Man zählt in der nach absteigenden 
Potenzen von x geordneten Funktion f(x), wie oft ein Wechsel in 
den Vorzeichen der Koeffizienten eintritt. Fehlende Potenzen 
von x werden nicht mitgerechnet, nicht etwa mit dem Koeffizienten 
Null in Ansatz gebracht. Dann besagt die Zeichenregel von Descartes:. 

Die Anzahl der positiven Wurzeln ist höchstens gleich oder 
um eine grade Zahl kleiner als die Anzahl der Zeichenwechsel 
in den Koeffizienten der Gleichung. Dabei werden mehrfache 
Wurzeln nach dem Grad ihrer Vielfachheit gezählt.· 

t) Der Satz findet sich andeutungsweise schon bei Cardano (1549), deut
lich ausgesprochen, jedoch ohne Beweis bei Descartes, Geometrie (1637). In 
dem Treatise of Algebra von J ohn Wallis (1685) wird die Entdeckung des 
Satzes mit Unrecht Harriot zugeschrieben, daher wurde er früher vielfach der 
Harriotaehe Lehrsatz genannt. Vgl. Gauß, Beweis eines algebraischen Lehr
satzes, Werke 3, 67. 
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Wir geben für diesen Satz den schönen Beweis von Laguerre mit 
Hilfe der vollständigen Induktion 1), und zwar wird zuerst der erste 
Teil des Satzes bewiesen, daß die Anzahl der positiven Wurzeln höch
stens gleich der Anzahl der Zeichenwechsel ist. 

3. Es sei V die Anzahl der Zeichenwechsel, x die Anzahl der posi
tiven Wurzeln einer vorgelegten Gleichung. Sind alle Koeffizienten 
positiv, so kann die Gleichung keine positive Wurzel haben, d. h. 

für V = 0 ist x = 0. 
In diesem Fall (wo V< 1 ist) erweist sich also die Descartes

sche Regel als richtig. Es wird nun gezeigt, daß der Satz, wenn er für 
V< v als richtig erkannt ist, auch für V= v richtig ist. 

Es seien a,ß zwei aufeinanderfolgende positive Wurzeln vonf(x) = 0. 
Wir bilden mit der Abgeleiteten f(x) die Funktion 

cp(x) = xf'(x)- kf(x), 
worin k eine vorläufig noch unbestimmte reelle Zahl bedeutet. Dann ist 

cp(a) = af'(a), cp(ß) = ßf'(ß), 
also sg cp(a) = sg f'(a), sg cp(ß) = sg f'(ß), 
folglich nach § 931 (1) für genügend kleine positive 8 

sg cp(a + 8) =- sg cp(ß- 8). 
Hierau~rschließt man, daß zwischen je zwei aufeinanderfolgen

den positiven Wurzeln von f(x) = 0 mindestens eine Wurzel 
von cp(x) =- 0 liegt. · 

Ist x' die Anzahl der positiven Wurzeln von cp(x) = 0, so ist also 
(1) x';;:;;x-1, 

und dies bleibt auch richtig, wenn f(x) = 0 mehrfache positive Wurzeln 
besitzt, denn jedem-fache Wurzel von f(x)=O ist eine (m-1)-fache 
Wurzel von cp(x) = 0. 

Ist nun 
f(x) = a0 x" + a1 x"- 1 + · · · + a"_,.x~' + a"_.x"+·: · + a"., 

so ist: 

·cp(x )=(n-k)a0x"+(n-1-k)a1 x"'-1+ ·· ·+(p,-k)a"_.ux"+(v-k)a"_,.x• + ·· · 
= b0 x" + b1x"- 1 + · · · + b x~'- + b x" + · · · · n-p n-y 

x~' und x• seien zwei ~ufeinanderfolgende Potenzen in f(x) und es 
finde dort ein Zeicpenwechsel statt, also sg a ... _,. =- sg a"_,.. vVir 
wählen jetzt für k irgendeine Zahl zwis.chen v und p,: 

v<k<p,, 

d~n ist p,-k positiv, v-k negativ, also ist bei (bn-~t' b"_") kein 
Zeichenwechsel und es haben in cp(x) alle Koeffizienten b0 , b~' ... bis 

1) Laguerre, Journ. de Math. (3), 9 (1883), Oeuvres 1, 3. 
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bn-~t dasselbe Zeichen wie die entsprechenden Koeffizienten in f(x), 
dagegen alle anderen von bn-~ an das entgegengesetzte Zeichen, folglich 
bleiben alle übrigen Zeichenwechsel und -folgen außer dem einen un
geändert und es hat cp(x) einen Zeichenwechsel weniger als f(x). Ist v 
die .Anzahl der Zeichenwechsel bei f(x), v' die bei rp(x), so ist 

(2) v' = v- 1. 

Nach Voraussetzung ist die Des c arte s sehe Regel für Y < v richtig, 
also ist sie für die Gleichung cp(x) = 0 richtig, d. h. es ist 

n:' < v' 
oder nach (1) und (2) 

x,-1 <v-1, folglich 

d. h. die Regel ist auch für Y = v richtig. 
4:. Um nun auch den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, beachte 

man, daß für genügend große x > c die Funktion f(x) beständig das 
Vorzeichen von a0 hat, also liegen alle positiven Wurzeln im Intervall 
(0, c). Ist sg f(O) = sg f(c) oder sg an= sg a0, so ist nach § 92, o. die 
.Anzahl x, der positiven Wurzeln grade, ist sg an=- sg a0 , so ist 1t 

ungrade, also können wir schreiben: 

sg (a0 a11) = (- 1 )1t • 

.Andererseits ist, wenn a0 , a,, au, a., ... , a'l, an die aufeinander
folgenden Koeffizienten von f(x) sind, 

sg (a0 a11) = sg (a0 a,) sg (a,a~<) sg (a~<a.) ... sg (a'la") = (- 1)V, 

folglich ist x, = Ymod 2, und da x, ~ Y ist, so kann x, nur um eine 
grade Zahl kleiner als Y sein. 

o. Der hiermit bewiesene Satz gibt nun auch sogleich eine obere 
Grenze für die .Anzahl der negativen Wurzeln, denn jeder negativen 
Wurzel von f(x) entspricht eine positiveWurzelvon f(-x). Wir braJichen 
also nur die Regel von Descartes auf die Funktion f(- x) oder auf 
die Funktion f(x) (§ 100, 6.) anzuwenden und finden: 

Die Anzahl der negativen Wurzeln von f(x) ist höchstens 
gleich oder um eine grade Zahl kleiner als die Anzahl der 
Zeichenwechsel in den Koeffizienten von f(x). 

6. Nehmen wir z. B. die oben behandelte Gleichung 

f(x) = x4 + 3x8 - 7 x 2 - 4x- 5 = 0, 

so ist {(x) = x4- 3x3 - 7 x2 + 4x - 5. 

f(x) hat einen, f(x) drei Zeichenwechsel, folglich hat die Glei
chung sicher nur eine positive Wurzel, die nach§ 100, 7. zwischen 2 
und 3 liegt, und entweder eine oder drei negative Wurzeln. Diese 
müßten nach § 100, 7. alle zwischen - 5 und - 4 liegen, und dann 
würden nach dem Satz von Rolle im gleichen Intervall mindestens 
zwei Wurzeln von f'(x) liegen. Es ist aber 



400 XVI. .Auflösung numerischer Gleichungen durch Näherung 

f'(x) = 4x8 + 9x2 - 14x- 4 mit V= 1, 

f'(x) = 4x3 - 9x2 - 14x. + 4 " V= 2, 

§ 102. 

also hat f'(x) = 0 eine positive und entweder keine oder zwei nega
tive Wurzeln. Es ist aber 

für x=O f(x) =- 4 

((x) = + 15, 
" 

X=-1 

also liegt eine Wurzel von f(x) = 0 zwischen 0 und - 1. Zwischen 
-5 und -4 können daher keine zwei Wurzeln von f(x) = 0 liegen, 
folglich liegt in diesem Intervall nur eine Wurzel der gegebenen 
G !eich ung f(x) = 0. Die Gleichung hat zwei reelle, mithin ein Paar 
konjugiert komplexe Wurzeln. 

§ 102. Der Sturmsehe Lehrsatz. 
1. Die wissenschaftliche Grundlage für jede Näherungsmethode zur 

Auflösung algebraischer Gleichungen bildet der Sturm sehe Lehrsatz1), 

der uns lehrt, mit Sicherheit zu ermitteln, wie viele Wurzeln einer ge
gebenen Gleichung zwischen zwei gegebenen Grenzen liegen. Der Satz, 
dessen Grundgedanke überaus einfach ist, beruht auf der Stetigkeit der 
ganzen Funktionen, nach der eine solche Funktion bei stetiger Ver
änderung von x nicht von positiven zu negativen Werten übergehen 
kann, ohne durch den Wert Null hindurchzugehen. 

2. Wenn a eine Wurzel von f(x) ist, so ist f(x) durch x- a teil
bar, und wenn wir 
(1) f(x) = (x- a)F(x) 

setzen, und mit<p1 (x) die Derivierte vonf(x) bezeichnen, so ist(§ 881(9)) 

F(a) = <p1 (a). 

Wir nehmen an, daß f(x) und <p1 (x) keine gemeinsame Wurzel haben, 
oder daß f(x) zuvor von etwa vorhandenen mit <p1 (x) gemeinsamen Fak
toren befreit sei (§ 89). Dann ist <p1 ( a) und folglich auch F( a) von 
Null verschieden und kann positiv oder negativ sein. Es wird dann 
F(x) dasselbe Zeichen haben wie cp1 (x), solange x nahe genug bei a 
liegt. Aus (1) ergibt sich dann: 

Ist <p1 (a) positiv, und geht x wachsend durch a hindurch, so geht 
f(x) wachsend durch 0, d. h. von negativen zu positjven Werten. 

Ist aber cp1 (a) negativ, so geht f(x) bei seinem Verschwinden immer 
von positiven zu negativen Werten. 

Wir können beides zusammenfassen, indem wir sagen: 
Wenn x wachsend durch eine Wurzel von f(x) hindurch-

1) Ch. Sturm, Bull. des sciences mathem. 11 (1829). Mem. de l'aca.d. des 
sciences de Paris. Savants etrang. 6 (1835). Ostwaids :lpassiker Nr. 143. 
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geht, so gehen die Funktionen f(x), cp1 (x) von verschiedenen 
zu gleichen Zeichen über. 

3. Wir führen nun eine Kette von Divisionen aus, wie wenn es sich 
darum handelte, den größten gemeinschaftlichen Teiler der beiden Funk
tionen f(x), cp1 (x) zu finden, nur mit dem Unterschied in der Bezeich
nung, daß wir die jedesmaligen Reste mit - cp2, - cp3, ... bezeichnen. 
Sind dann Q, Q1, Q2, ••• die Quotienten, so erhalten wir die Gleichungen: 

f = Qcpl- cp2, 

{2) 

cpm-2 = Qm-2cpm-1- cpm, 
und da die Grade der Funktionen{, cp11 cp2 , ... immer abnehmen, so 
können wir den Algorithmus so lange fortsetzen, bis cpm von x unabhängig 
geworden ist. Nach der Voraussetzung, daß f und cp1 keinen gemeinsamen 
Teiler haben, ist cpm von Null verschieden. Aus dieser Annahme 
folgt auch, daß in der Reihe der Funktionen 

(3) {, cp11 CJJ21 • • ·I CJJm 
für keinen Wert von x zwei benachbarte Glieder cpv, cp.,+ 1 zu
gleich ve-rschwinden können, da für einen solchen auch f und cp1 

verschwinden müßten. Man nennt diese Reihe (3) eine Sturmsehe Kette. 
4:. Für irgendeinen Wert von x zählen wir in der Reihe (3) einen 

Zeichenwechsel, wenn zwei aufeinanderfolgende Glieder verschie
dene Zeichen haben, und eine Zeichenfolge, wenn sie dasselbe 
Zeichen haben. \Venn dabei etwa eine der Funktionen rp1 , ... , cpm-l 
verschwindet, so wird sie bei der Zählung der Zeichenwechsel weg
gelassen. 

Für jeden Wert von x haben wir also eine bestimmte Anzahl von 
Zeichenwechseln. Der Sturmsehe Satz hat dann folgenden Inhalt: 

Sind a und ß zwei Werte von x, für die f(x) nicht ver
schwindet, und a < ß, so ist die Anzahl der zwischen a und ß 
gelegenenWurzeln 1) von f(x) gleich der Anzahl der beim Über
gang von x=a zu x=ß verlorenen Zeichenwechsel der Sturm
sehen Kette (3). 

5. Der Beweis dieses Satzes ist jetzt sehr einfach: Ein Verlust oder 
Gewinn an Zeichenwechseln kann nur dann eintreten, wenn eine der 
Funktionen derSturmscheu Kette durch Null geht. Ist aber 0 < v < m, 
und ist cp.,(x0) = 0, so ist nach (2) rp.,_ 1 (x0) =- rp.,+ 1 (x0), und cp.,_1 
und rp.,+ 1 habe'll. also für x = x0 und in der Nähe dieses Wertes 
entgegengesetztes Zeichen. In der Reihe der drei benachbarten 
Funktionen (worin für v = 1 als erste Funktion f(x) zu setzen ist) 

(4) cp._1(x), cp.,(x), cp,.+ 1 (x) 

1) Nach 2. wird vorausgesetzt, daß f(x) nur einfache Wurzeln besitzt, doch 
hat Sturm seinen Satz auch auf Gleichungen mit mehrfachen Wurzeln ausgedehnt. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopadio L 4. Auf!. 26 
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wird also vor wie nach dem Durchgang durch x0 ein Zeichenwechsel 
gezählt, und es tritt also kein Verlust oder Gewinn von Zeichen
wechseln ein. Dieses gilt auch, wenn etwa cp~(x) fÜr x = a oder für 
x = fJ verschwindet. Dann bieten cp.-u cp"+ 1 bei a oder fJ einen Zeichen
wechsel und diesen zeigen dann auch die drei" Funktionen cp"_ 11 cp", 
cp"+ 1 unmittelb_ar hinter a oder vor ß. M 

Da cpm überhaupt nicht durch Null geht, so kann also eine Anderung 
in der Anzahl der Zeichenwechsel nur dann eintret.en, wenn x durch 
eine Wurzel von f(x) hindurchgeht. Daß aber dabei jedesmal ein 
Zeichenwechsel verloren geht, haben wir schon in 2. gezeigt, und 
hiermit ist der Sturmsehe Satz bewiesen. 

6 *. Bei näherer Prüfung der zum Beweis des Satzes erforderlichen 
Voraussetzungen sehen wir: 

Es ist nicht grade notwendig, daß die Funktion cp1 (x) die Derivierte 
von f(x) ist, sondern nur, daß sie in den Nullpunkten von f(x) 
innerhalb des Intervalls dasselbe Vorzeichen wie die Deri
vierte hat. Ferner sind wir für die Funktionen der Sturmsehen 
Kette nicht an das Divisionsverfahren gebunden, sondern es wird nur 
vorausgesetzt: 

1. Es sollen keine zwei aufeinanderfolgenden Funktionen 
im seihen Punkt des Intervalls (aß) verschwinden. 

, 2. In jedem Nullpunkt einer Funktion innerhalb des Inter
valls sollen die vorangehende l}.nd die nachfolgende Funktion 
entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

3. Die letzte Funktion cpm soll im Intervall ihr Vorzeichen 
nicht ändern. 

Bei Anwendung des Divisionsverfahrens kann man bei der Bildung 
der aufeinanderfolgenden Funktionen der Kette positive Zahlenfaktoren 

·zusetzen oder weglassen, weil dadurch an den Vorzeichen nichts geändert 
wird. Wenn man dabei zu einer Funktion cpm kommt, die im Intervall 
ihr Vorzeichen nicht ändert, z. B. zu einer quadratischen Funktion mit 
negativer Diskriminante, so kann man die Rechnung abbrechen. 

7 *. Nehmen wir z. B. die Funktion: 

f(x)=x5 -4x-2, 
so erhalten wir 1): cp1 (x) = 5x'- 4 

cp,(x) = 8x + 5 
cp3 (x) positiv. 

Man hat folgende Vorzeichenverteilung (V = Anzahl der Zeichen
wechsel): 

1) Den Zahlenwert von CJis braucht man nicht zu berechnen; man weiß, d&ß 
er konstant ist, und da im Nullpunkt x =- t von cp1 die vorangehende Funk
tion cp1 nicht Yersehwindet und negativ ist, so ist auch cp8 von Null verschieden 
und positiv. 
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~_j ___ (_~~- <fls V 
-CIO + + 3 

0 + + 1 
+=I + + + + o 

Es gehen also beim Durchlaufen der negativen x zwei Zeichen
wechsel, beim Durchlaufen der positiven x ein Zeichenwechsel verloren, 
folglich hat die Funktion zwei negative und eine positive Wurzel. 

Wir bilden weiter die Tabelle: 

X f fPl fP2 'Ps V 

·• + + 3 - .... 
-1 + + + 2· 

0 + + 1 
1 + + + 1 
2 + + + + 0 

Hier haben wir bei x = - 2 und x = + 2 die nämliche Verteilung 
der Vorzeichen, wie vorher bei - oo und + oo, also liegen sämtliche 
reellen Wurzeln in dem Intervall (- 2, + 2), und zwar je eine im Inter
vall (- 2, - 1 ), (- 1, 0), ( + 1, + 2). Die beiden anderen Wurzeln sind 
konjugiert komplex. 

§ 103 *. Regula faJsi. 

1. Hat man, wie in § 100, 4-. zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen 
gefunden, zwischen denen eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0 liegt, so 
liegt es am nächsten, zur genaueren Bestimmung der Wurzel die Tabelle 
der Funktionswerte y = f(x) ausführlicher zu berechnen. So kann man, 
wenn man die Intervalle für x in der Tafel zuerst 0,1, dann 0,01, 0,001 usw. 
macht, die Wurzel nacheinander auf eine, zwei, drei ... Dezimalstellen 
bestimmen. Wir wollen dies gleich an einem Beispiel erläutern. Sei 
die Gleichung 
(1) x8 - 7x- 7 ~ 0 

zu lösen. Aus der Zeichenregel 
positive Wurzel hat. Es ist 

von Descartes folgt, daß sie eme 

für x=3 

X=4 
f(x) = -1 

f(x) = + 29, 

also liegt die Wurzel zwischen 3 und 4, und zwar vermutlich viel näher an 
3. Wir berechnen: x I x3 [ 7 x + 7 1 f(x) 

-- 3,0_1_ 27,000 i 28,0 II - 1,000 

3,1 29,791 ! 28,7 + 1,091 

mithin liegt die Wurzel ungefähr in der Mitte zwischen 3,0 und 3,1. 
26* 
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Weiter haben wir: 
X xs 7x + 7 f(x) 

3,04 28,094 28,28 -0,186 
3,05 28,373 28,35 + 0,023 

also x zwischen 3,04 und 3,05, und zwar vermutlich näher bei dem letz
teren Wert. Wir nehmen nun das Intervall 0,001 und gehen von 3,05 
aus rückwärts. 

(2) 

X 

3,050 ! 

3,049 
3,048 
3,047 I 

28,3726 
ß447 
3168 
2890 

1 x + 1 __ I __ fix_) ___ _ 
28,3500 

3430 
3360 
3290 

I + 0,0226 
+ 0,0017 209 

-00192 209 

' -0 0400 208 

' 
Es liegt also x zwischen 3,048 und 3,049, und zwar vermutlich 

näher bei dem letzteren Wert. 
2. Durch Interpolieren kann man den gefundenen W erl von x noch 

weiter verbessern. Wir sehen in (2), daß die Differenzen der Funktions
werte nahezu konstant sind. Dies kommt daher, daß wir nur auf vier 
Dezimalstellen genau gerechnet haben. In Wirklichkeit bilden die 

Funktionswerte, wenn wir alle Dezimalstellen 
berücksichtigen, also 9-stellig rechnen, eine arith
metische Reihe dritter Ordnung (§57, 3.). Für 
den hier vorliegenden Genauigkeitsgrad können wir 

--u.J.--....'~:::;L-/-.--l·:....b- also die Funktion f(x) durch eine lineare Funktion 
oder - geometrisch gesprochen - die Kurve 
y = f(x) zwischen zwei genügend benachbarten 
Punkten A, B durch die Sehne ersetzen. An Stelle 
des zu bestimmenden Schnittpunkts der Kurve 

Fig. 20• mit der x-Achse tritt der Schnittpunkt der Sehne. 
Dieser läßt sich aber leicht bestimmen. 

Es seien a und b die Werte von x für die Punkte .A und B; die 
zugehörigen Funktionswerte seien - a und ß, also 

f(a) =- a, f(b) = ß. 
Die Veränderung von x zwischen A und B wird mit 

Llx=b-a 
bezeichnet. Die gleichzeitige Veränderung der Funktion ist 

Lly=a+ß. 
Im Schnittpunkt S der Sehne mit der x-Achse sei x = a + .;. Dann 

gehört zu dem Zuwachs oder der Verbesserung ~. die an den Nähe
rungswert a anzubringen ist, die Veränderung a der Funktion, folglich 

ist nach§ 91, (14) oder nach der Figur: a = ~ _.d!l_ und daher 
.da; 

(3) .dx 
~=a-· 

<-~y 
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Wollen wir für unser Beispiel ; in Einheiten der vierten Dezimale 
haben, so ist Lix = 10 zu nehmen; a und Liy können wir auch in Ein
heiten der vierten Dezimale messen. Dann ist nach Tabelle (2): 

a = 3,048, a = 192, Liy = 209, 

mithin ; = 1920: 209 = 9,2, 

folglich erhalten wir für die positive Wurzel der Gleichung (1) den 
Näherungswert: x = 3,04892. 

Auf sieben Stellen gerrau ist x = 3,0489173, wir haben also eme 
fünfstellige Genauigkeit erzielt. 

3. Setzen wir in (3) die Werte von Lix und Lfy ein, so folgt: 
a(b- a) b- a 

(4) ; = ~ß =- f(a) f(b)- f(a) 

und der verbesserte Wert von x wird 

(5) a + ; = ~±__b': = af(b)- bf(a). 
a + fJ {(b)- f(a) 

Diese Formel ist unter der Bezeichnung ,,Methode des falschen An
satzes" oder Regula falsi bekannt und schon seit dem Altertum in 
Gebrauch.1) Der Name rührt daher, daß man zuerst die "falschen" 
Werte a und b in die Gleichung einführt. Dann erhält man als 
Funktionswerte an Stelle von Null die ,,Fehler" f(a) und f(b) und setzt 
nun die Verbesserungen von a und b proportional diesen :Fehlern, 

d: h. man bestimmt x aus : =: = ~;;, woraus sich die Formel (5) er
gibt. 

§ 104:*. Das Näherungsverfahren von Newton. 
1. Die Formel ( 4) des vorigen Paragraphen, für die wir in der Be

zeichnungsweise des § 88, 3. auch schretben können 

(1) ~ =- Q~~:)b)' 
gibt den Schnit~unkt der Sekante AB mit der x-Achse für jede Lage der 
Punkte A, B auf die Kurve. Wir halten nun den Punkt A fest und 
lassen B auf der Kurve nach A hinwandern. Fällt dann schließlich B 
mit A zusammen, so wird die Sekante zur Tangente der Kurve im 
Punkt A und aus (1) wird nach§ 88, (9): 

(2) ; =- p~)' 

1) Das Verfahren läßt sich bis zu dem ägyptischen Rechenbuch des Ahmes 
(um 1800 v. Chr.) zurückverfolgen. Den Indern (Aryabhatta um 500 n. Ohr.) und 
Arabern (Liber augmenti et diminutionis um 1100, vielleicht nach Muha.mmed 
ibn Musa um 8'25, Ibn Albanna um 1300) war es ganz geläufig. Vgl. L. 
Matthi~ssen, Grundzüge der antiken und modernen Algebra, Leipzig 1878, 
§ 84ff. Über den Fehler bei Anwendung der Regula falsi vgl. Lüroth, Vorl. 
üb. num. Rechnen, Leipzig 1900. 
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Man erhält also durch 

(3) 
f(a) 

a + ~ = a - f'(a) 

§ 104*. 

den Schnittpunkt der Tangente im Punkt .A mit der x-Achse. 
Ist a schon ein guter Näherungswert für die Wurzel, wie man ihn leicht 
durch das eben geschilderte tabellarische V erfahren auf eine oder zwei 
Dezimalstellen finden kann, so erhält man durch (3) in den meisten 
Fällen eine größere Annäherung und kann durch wiederholte Anwen
dung der Formel die Wurzel recht schnell mit beliebiger Genauigkeit 
berechnen. 

Dieses Verfahren ist vonNewtonangegeben worden.1) Man gelangt 
dazu auch leicht von der Formel § 88, (18) aus. Es ist, wenn a + ~ 
eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0 ist, f(a + ·~) = 0 oder 

f(a) + U'(a) + ~~ F(a, ~) = 0 

und hieraus folgt unter der Annahme, daß die Verbesserung ; sehr klein 
ist und daher nur die erste Potenz in Betracht kommt, übereinstimmend 

mit (2): f(a) + U'(a) = 0. 

2. Wir wollen das V erfahren auf die Gleichung 

x5 - 4x- 2 = 0 

anwenden. Sie hat, wie wir§ 102, 7. gesehen haben, eine positive Wurzel 
zwischen 1 und 2. 

Für 

" 

x = 1,5 ist f(x) = - 0,406. 

x = 1,6 " f(x) = + 2,086, 
wir gehen daher vom Näherungswert a = 1,5 aus. Es ist 

f'(x) = 5x' -1. 
Die Rechnung verläuft folgendermaßen, wobei man sich mit Vor

teil des Rechenschiebers bedienen wird: 

-~a _ _j 
1,5 
1,519 
1,51851 

f(a) 

- 0,406 
+ 0,011 
-0,000048 

f'(a) 

21~31 

22,62 
22,585 

; 
+ '0,019 
-0,00049 
+ 0,000002 

Die Zahlen der letzten Zeile sind mit sieheusteiligen Logarithmen 
gerechnet und es ist also mit der hierbei erreichbaren Genauigkeit 

X= 1,518512. 

1) Newton, Analysis per aequationes 1669 (gedruckt 1704). Der Grund
gedanke findet sich bereits bei Vieta, Oe numerosa ... revolutione 1595 (gedruckt 
1600). Über die Bedingungen, unter denen das Verfahren anwendbar ist, vgl. 
Fourier, Analyse des equations determineea, Paris 1831 (Ostwalds Klass. Nr. 127). 
Weber, Algebra 1, Laguerre, Oeuvres 1, Faber, Journ. f. Ma.th. 138 (1910), 
146 (1916). 
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3. Man kann ohne nennenswerten Mehraufwand an Rechnung das 

N ewtonsche Verfahren in vielen Fällen erheblich verschärfen. Sei a 
ein guter Näherungswert, den man z. B. durch einmalige Anwendung 
des Verfahrens g~funden hat, so ist f(a) = f schon nahe an Null.~) 
Wir nehmen an, daß die dritten und höheren Potenzen von {für unsere 
Rechnung nicht mehr in Betracht kommen. Das Newtonsehe Verfahren 
liefert nun als nächsten Näherungswert: 

l a1 =a- ( 

und hieraus als weiteren Näherungswert: 
f(a,) 

a2 = al - ((a,). 

Nun ist (( a1 ) = f( a - ~ ), folglich nach § 88, (21 ), wenn man dort 

a an Stelle von x und - ~' an Stelle von h setzt: 

~c ) • r r' + r r" " t" ,. a1 =' - T. 2('~ = 2('- ' 

und nach derselben Formel ist, wenn wir sie auf die Funktion 

f'(x + h) = f'(a- {)anwenden: 

f' (al) = r-+ f" + ... ' 
wovon wir nur das erste Glied brauchen. Es wird 

und damit 

(4) 

Nehmen wir also als Verbesserung des Näherungswertes a 
f ('[! 

~ =- f'- -2{'8' 

so erreichen wir damit ungefähr dasselbe wie durch zweimalige An
wendung des N ewtonschen Verfahrens, aber mit geringerer Rechnung, 
denn ~~r das zweite Glied in ( 4) genügt in den meisten Fällen eine ein
fache Uberschlagsrechnung. 

Nehmen wir z. B. die Gleichung 2) 

x8 - 2x- 5 = 0, 
so ist f'(x) = 3x2 - 2, f"(x) = 6x. 

1) Wir lassen bei f(a) und weiterhin bei den Derivierten f' (a), f"(a) die Be
zeichnung des Arguments a fort. 

2) Diese Gleichung ist schon von Newton und nach ihm von fast allen 
großen Algebraikern als Beispiel benutzt worden. 
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x=2 
x=3 

wird 

" 

f(x) =- 1, f'(x) = 10 
f(x) = + 16. 

§ 104*. 

Gehen wir also von dem Näherungswert x = 2 aus, so wird der 
folgende Näherungswert a = 2,1. Mit ihm berechnet man 

f(a) = 0,061; f'(a) = 11,23; f"(a) = 12,6 

nnd es wird ; = - 0,005432 - 0,000017 = - 0,005449, mithin 

X= 2,094551 

mit sechs richtigen Dezimalstellen. 

4:. Wir wollen das N ewtonsche Verfahren noch auf die reine Glei
chung mten Grades 

anwenden, worin D eine positive reelle Zahl bedeuten möge. Hier ist 
f(x) = x"'- D, f'(x) = mxm-1, also erhält man aus einem Näherungswert 
x0 einen folgenden 

und entsprechend die weiteren Näherungswerte x2 , x3 , •• , allgemein: 

(5) 

Für m = 2 ist das Verfahren identisch mit dem Verfahren des Heron 
zur Berechnung der Quadratwurzel (§ 23, 7.) 

Wir wollen zeigen, daß jede positive Zahl als Ausgangswert x0 brauch
bar ist, d. h. eine konvergente Folge Xv x 2 , .•• mit dem positiven Wert 
von YD als Grenzwert liefert. Wir setzen diesen Wert V .D = w und haben 

X - W = X - W - f!!_o_m- wm 
1 0 m-1 

oder (§ 20, 10.): 
mx0 

[ xm-1+wxm-2+w'x"'-s+···+wm-1] x - w = (x - w) 1 - 0 0 0 
t o mxo'"' 1 

=(x -w)[l-cp(x.,w)J 
0 mx0m-1 ' 

indem 1"ir den Zähler des Bruches abkürzend mit 97(x0 , w) bezeichnen. Sei nun 

1. x0 > w, so ist 0 < 9J(:h0 , w) < mx0m-l, 

mithin 

und 

0 < x1 - w < x0 - w 

YD <xt <xo· 

Da also auch x1 > w ist, so folgt ebenso y D < x2 < x1 usf., und man 
sieht (§ 28, 7.): 

Die Zahlen x11 x2 , ••• bilden eine beschränkte monoton ab
steigende, also konvergente Folge. 

Ist aber 
2. 
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mithin 1- :(:~:-~~ negativ, und da x0 - w ebenfalls negativ ist, so wird 

x1 - w positiv, und wir haben von x1 ab wieder den vorigen Fall. Der eben 
formulierte Satz gilt also, von welcher positiven Zahl x0 man auch ausgehen 
mag. 

Daß aber die Folge ( X11 ) die positive ry:D als Grenzwert besitzt, ist un
mittelbar aus ( 5) einzusehen, denn es ist danach 

und hieraus folgt wegen der Konvergenz der Folge: 

limxn"' = D, 
11~00 

womit der Beweis erbracht ist. Fügt man zu der Folge x1 , x2 , x3 , ••• eine 
zweite Folge , D D 

X X,=-~---
1 = x;:m.:::i' I a;2m-1' 

hinzu, so zeigt man leicht, daß sie monoton aufsteigend ist, daß die Differenzen 
x,. - x,.' sämtlich positiv sind und schließlich beliebig klein werden, und 
daraus schließt man 1) 

X1X2Xs···. Die Folgen , , , s1nd verbundene Folgen, und sie be-
xlxllxs··· 

stimmen den positiven Wert der V.D: 
l. 1· ' 'Tf!ID lm xn = 1m x,. = y • 

Siebzehnter Abschnitt. 

Kreisteilung. 
§ 105*. Begriff und geometrische Bedeutung der Kreisteilungs

gleichungen. 
1. Bereits im siebenten Abschnitt haben wir gesehen, daß die Lö

sungen der Gleichung 
(1) X 11 - 1 = 0 

oder die nten Einbei tswurzeln geometrisch durch die Punkte darge
stellt werden, die den Einheitskreis vom Punkte x = 1 aus in n gleiche 
Teile teilen. Deshalb heißt die Gleichung (1) die Kreisteilungsglei
chung. Ihre Wurzeln sind (§ 46, 6.): 

(2) 
oder 

k· 2k:1r; •. 2kn 
m = cos - + ~ sm -

n n 
k=0,1,2, ... ,n-1 

(3) 1, m, m2, ro 3, • • • w" - 1, 

wenn 
2n .. 2n 

m = cos - + ~ sm --n n 

1) Eine andere Behandlung dieser Folgen, wobei die Existenz der tD nicht 
vorausgesetzt wird, bei A. Loewy, Lehrbuch d. Algebra 1, 196. 
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ist. Mit wk gehört auch die konjugiert komplexe Zahl w"-k oder 

k 2b: .. 2kn w- = cos ~ - ~ s1n -
n n 

zu den nt•n Einheitswurzeln. 

2. Da wkn = 1 ist für jede ganze Zahl k, so können in (3) an Stelle 
der Exponenten 0, 1, 2, · · ·, n - 1 auch die Zahlen irgendeines vollen 
Restesystems mod n treten (vgl. §58) und zwei nte Einheitswurzeln 
wa und wß sind dann und nur dann einander gleich, wenn a = ß 
mod n ist. 

Haben k und n einen von 1 verschiedenen größten gemeinschaftlichen 
Teiler d und ist k = dk', n = dn', so ist 

1c 2k'n . . 2k'n 
ro = cos - --, + $ sm -,-n n 

und dies ist zugleich eine Einheitswurzel vom Grade n' < n. 
I t b k I t . · k ( k)h 2khn .. 2khn s a er re a 1v pnm zun, so ann w =cos~~~+~sm~~-

n n 
nur gleich 1 sein, wenn h = n oder ein Vielfaches von n ist, es ist also 
dann wk nicht zugleich Einheitswurzel von niedrigerem Grad als n. Man 
nennt in diesem Falle wk eine primitive nto Einheitswurzel. Man er
hält alle primitiven nten Einheitswurzeln, wenn man in wk den Exponen
tenkein reduziertes Restesystem mod n durchlaufen läßt (vgl. § 60); 
ihre Anzahl ist also gleich cp(n). Anstatt durch ro kann man alle nten 

Einheitswurzeln auch als Potenzen irgend einer anderen primitiven nten 

Einbei tswurzel darstellen. 
Ist n eine Primzahl p, so ist jede Potenz ro, ro1, ••• , roP- 1 eine 

primitive Einbei ts wurzel. 

3. Durch Abspaltung des Wurzelfaktors x- 1 erhält man aus der 
Gleichung (1) eine Gleichung (n- 1)ten Grades: 

(4) xn-1 + xn-2 + ... +X+ 1 = 0. 

Ihre Lösungen sind die nten Einheitswurzeln w, w1 , •.. , w"- 1• Setzt 
man also -in (4) für x irgendeine Potenz w", wo nur h nicht durch 
n teil bar sein darf, so ist 

(5) 1 + w" + w2h + ... ro<n- l)h = 0. 

Ist aber h durch n teilbar, so ist jedes Glied dieser Summe gleich 1 und 
die Summe hat den Wert n. 

Die Gleichung (4) wird, wenn n eine Primzahl ist, im eigentlichen 
Sinn als Kreisteilungsgleichung bezeichnet. 

4:. In den Formeln (2) sind die Wurzeln der Kreisteilungsgleichung 
durch die trigonometrischen Funktionen, also in transzendenter (nicht 
algebraischer) Form dargestellt. Hiervon. ist gänzlich verschieden die 
Aufgabe der algebraischen Auflösung, deren Wesen wir§ 99, I. kurz 
erläutert haben. Sie besteht darin, die Lösung so weit wie möglich 
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mit algebraischen Hilfsmitteln 1), nämlich durch Zurückführung auf 
Gleichungen niedrigeren Grades durchzuführen. Hierin besteht das eigent
liche Problem in der Theorie der Kreisteilungsgleichungen. lt,ür die ein
fachsten Fälle (n = 2, 3, 4) haben wir sie bereits in § 46, 7. erledigt. Die 
Bewältigung des allgemeinen Problems stellt eine der größten Leistun
gen von Gauß dar. 2) 

5. Ehe wir an die Auflösung der Kreisteilungsgleichungen heran
treten, wollen wir kurz die geometrische Bedeutung der Theorie berühren. 
Wir nennen den der Einheitswurzel al entsprechenden Punkt der Zahlen
ebene die k1• Ecke des regelmäßigen n-Ecks. 

Aus dem n-Eck können wir durch geometrische Konstruktion (Win
kelhalbieren) das 2n-Eck, aus diesem das 4n-Eck usw. ableiten. Alge
braisch erhält man s2,. aus s,. durch Quadratwurzelausziehen: 

{ü) s211 = Yl + ts,.- "Jil- }s,.. 
Wir können uns daher auf die Betrachtung von Vielecken mit un

grader Seitenzahl beschränken. 
Für ein ungrades n läßt sich aber die Seite s,. direkt durch die n1•n 

Einheitswurzeln ausdrücken. Es ist 

S = ~ Slll --- = Slll ::t- --- =' Bill ~~ • ----" · n 2 . ( ") 2 . (n-1 2:n:) 
" n n 2 n ' 

folglich 

(7) ( 
11 -1 n -1) s,. = - i w- 2-- - ro- -2-- . 

Die Seite des regelmäßigen 2n-Ecks ist 

S = "" Sln ~ = :0. COS -- - --- = ~ COS ~- -- • ~ 'J . n '> (" n) ') (n- 1 2n) 
2" 2n :l 2n 4 n 

= - 2 cos (~ + .!!_) = - 2 cos (t!.f_~ . ~-1!:) 
2 :ln 4 n ' 

also, je nachdem n- 1 oder n + 1 durch 4 teilbar, mithin n von der 
Form 4m + 1 oder 4m- 1 ist: 

n-1 n-1 

n = 4m + 1 ro4+ro--4 

(8) n+1 n+ 1 

n = 4m- 1 s2 ,. =- ro 4 - ro .t • 

6. Istnein Produkt von zwei teilerfremden Zahlen, n =ab, so lassen 
sich zwei positive ganze Zahlen k, l so bestimmen, daß 

bk- al = ·1 

1) Gänzlich umgehen läßt sich die Verwendung der trigonometrischen Funk
tionen nur bei den Kreisteilungsgleichungen, die allein durch quadratische Glei
chungen gelöst werden können (vgl. § 107, 12.). 

2) Disquisitiones arithmeticae, Sectio septima. Gauß beschäftigte sich be
reits 1795 in seinem ersten Semester im Alter von 18 Jahren mit den Kreistei
lungsgleichungen. Die entscheidende Entdeckung der Konstruierbarkeit dee. Sieb
zehnecks gelang ~hm am 29. März 1796 (Brief an l:lerling vom 6. 1. 1819; 
Werke 10, 125). Über Vandermonde als Vorgänger von Gauß vgl.A. Loewy, 
Jahresb. d. Math.-Ver. 27 (1918). 
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wird (§ 61). Dann ist 
2n 2kor 2ln n-=--a---b 

und man erhält die Seite des n-Ecks, wenn man den kten Punkt des 
a-Ecks mit dem z_ten Punkt des b-Ecks verbindet. So ergibt sich z. B. die 
Seite des 15-Ecks, wenn man die zweite Ecke des Fünfecks mit der 
ersten des Dreiecks verbindet. 

Hiernach können wir uns im folgenden mit der Betrachtung solcher 
Polygone begnügen, deren Seitenzahl eine ungrade Primzahl oder eine 
Potenz einer solchen ist. 

7. Durch die algebraische Auflösung der Kreisteilungsgleichungen 
wird die Frage der Konstruierbarkeit der regelmäßigen Vielecke ent
schieden. Die elementaren geometrischen Konstruktionen verwenden keine 
anderen Hilfsmittel als Lineal und Zirkel, sie bestehen also in dem Zie
hen einer endlichen Anzahl von geraden Linien und Kreisen. Es sind 
aber die Schnittpunkte von Kreisen und ebenso von Kreisen,und gera
den Linien, wie in der analytischen Geometrie gezeigt wird, algebraisch 
durch die Wurzeln quadratischer Gleichungen bestimmt, und umgekehrt 
kann man Quadratwurzeln aus gegebenen Zahlen, wenn man diese Zah
len durch Strecken darstellt, geometrisch mit Lineal und Zirkel kon-
struieren. Es folgt also: 1 

Wenn sich die Seite eines regelmäßigen Vielecks:alge braisch 
durch eine Reihe von quadratischen Gleichungen' bestimmen 
läß-t, so ist die .Konstruktion des Vielecks mit Lineal und Zir
kel allein ausführbar, und umgekehrt: Wenn die Konstruktion 
eines regelmäßigen n-Ecks mit Lineal und Zirkel allein mög
lich ist, so führt die algebraische Bestimmung der nten Ein
heitswurzeln, also die Auflösung der entsprechenden Kreis
teilungsgleichung, aufeineKette von quadratischen Glei
chungen. 

§ 106*. Die Kreisteilungsgleichungen bis zum elften Grad. 

1. Die Gleichung 

(1) x"- 1 +x"- 2 + .. ·+x+1=0, 

worin n-1 eine grade Zahl ist, gehört zu den reziproken Gleichun 
gen. Darunterversteht man Gleichungen, derenWurzeln paarweise reziprok 

sind, so daß mit a auch zugleich 2_ eine Wurzel ist. Eine solche Glei-
" chung kann auf eine quadratische und eine Gleichung von der halben 

Gradzahl zurückgeführt werden. Beachtet man nämlich, <laß fiir die Lö-

d K • t 'l 1 . h 1 1 2 1 n+l 1 sungen er rets e1 un gsg e1c ung xn- =- , x"- = -,, · · · x 2 = -n-=-T 
X X X-2--

ist, und setzt !"~-1 =v, so folgt, daß Gleichung (1) gleichbedeutend ist mit 



Die Kreisteilungsgleichungen bis zum elften Grad 

(2) (x" + _!_) + (x"- 1 + ··-1 ) + ... + (x + -1-) + 1 = 0. x• x•-1 x 

Man setzt nun: 1 
x+-=:~ 

X (3) 

und findet leicht: 

(4) 

x' + _!_ = z2 -- 2 x• 
1 

x3 + --. = z5 - 3z 
X" 

1 
x4 + - = ,;!l- 4z2 + 2 x• 

x5 + _; = .z5 - 5z3 + 5z. 
{1: 

413 

So kann man allgemein :If + ~ als ganze Funktion k1•n Grades von z 

ausdrücken, und Gleichung (2) geht dadurch in eine Gleichung n 2_!ten 

Grades in z über. Die Lösungen dieser Gleichung sind: 

1 2 1 • 1 
w+- w +- ··· w +-

ro' ro 2 ' ' 00'' 
oder 

2n , 47t (n- l)n 
(6) 2 cos -- 2 cos -- · · · 2cos---. 

n ' n' ' n 

Denkt man sich diese Werte durch Auflösung der Gleichung in z be
stimmt, so findet man die nten Einheitswurzeln durch die quadratische 
Gleichung (3). 

Dieses Verfahren ist für manche Kreisteilungsgleichungen, insbe
sondere für die niedrigsten Grade (bis n = 11) mit Vorteil anwendbar. 1) 

2. :Für n = 5 lautet die Gleichung (2): 

Sie geht für 

(6) 

x2 + -1 + x + _!_ + 1 = 0. x• x 
1 z=x+---x 

z2 + z- 1 = 0 
mit den Lösungen 

- 1 + V5 27t . 1t 
Z = · --- = 2 COS - = 2 Slll -

2 5 10 

nach ( 4) über in 

(7) 
1 -1- y5 .j 4:Jt 1t n • 3 :Jt 

Z = -· · --- = 2 COS - - = - 2 COS -··· = - Z Slll -1·0- • 
2 5 5 

Bei z ist das positive Vorzeichen der Quadratwurzel zu nehmen, weil 
2 :n: 't' . t COS 5 pOSl lV lS • 

1) Genauer für die Kreisteilungsgleichungen von Primzahlgrad p = 2q + 1, 
. p- 1 . d . P. hl. B wonn q = - 2- w1e erum eme nmza 1st, 7.. . p = 5, 7, H, 23, 47 ... und 

für n= 9. 
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Wie man sieht, ist z die Zehneckseite, -z' die Seite eines über
schlagenen Zehnecks, das man erhält, wenn man in dem einfachen 
Zehneck immer zwei Eckpunkte überspringt. 

Aus Gleichung (6) folgt: 

1: z = s: (1 - z), 

d. h. die Zehneckseite ist gleich dem größeren Abschnitt des 
nach dem goldenen Schnitt geteilten Radius (§ 38, 6.). 

Aus (7) ergibt sich mit Rücksicht auf (6): 

2 sin 2_n = y4=-z2 = yi+3 =, !ö+-v5 = f' 
n V ~2 ' 

(8) 

und f ist die Seite des regelmäßigen Fünfecks, {' die Seite des über
schlagenen Fünfecks (Pentagramm). 

Die fünften Einheits
wurzeln sind: 

2n .. 2n 
(JJ = COS Ö + ~ Sill 5 

=~ + (z + if') 

• 4n .. 4n 
w· = COS r;· + ~ Bill 5 

1 c , ·n = 2 z+t 

und die konjugiert kom
plexen Werte zu diesen 
Zahlen. 

3. Um die Größen z 
und-z' zukonstruieren, 
zeichne man ein recht
winkliges Dreieck ABO 
mit den Katheten 1 und 

Fig. 21. t; die Hypotenuse ist 

lV5. Wenn wir hiervon die Strecke t abschneiden, so bleibt s, und 
wenn wir t hinzufügen, so ergibt sich - ff. In der Figur ist also die 
Strecke AM= s und AN= - z'. 

Eine schöne Konstruktion des regelmäßigen Fünfecks, die gleichzeitig 
alle Eckpunkte gibt, hat v. Staudt angegeben.1) 

4. Für n = 7 haben wie zunächst die Gleichung 

1) v. Staudt, Journ. f. Math. 24 (1842). Schröter, ebda 7o "(1873). Vgl. die 
sehr reichhaltige ßchrift von Mitzscherling, Das Problem der Kreisteilung. 
Leipzig 1913, S. 24. 
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(x3 + ;s)+(x2 + :~)+(x+ :)+1=0. 

Sie geht für nach ( 4) über in 

(9) 

Ihre Wurzeln sind 

z3 + p} - 2z - 1 = 0. 
2:n: z = 2 cos-
7 

z = 2 cos ~ = - 2 sin -~ 
1 ' 7 14 

2 6:n: 2 n z2 = cos 7 = - cos 7 . 

Hier ist -e1 die Seite des regelmäßigen 14-Ecks. Die Gleichung hat also
drei reelle irrationale 1) Wurzeln, folglich ist sie irreduzibel. In § 110 
wird gezeigt, daß das Siebeneck nicht mit Lineal und Zirkel kon
struier bar ist. 

5. Für n = 9 gibt es nur 6 primitive Einheitswurzeln, nämlich w, 
rot, w4, w5, w7, ro8• Dagegen sind w3 und w6 zugleich dritte Einheitswur
zeln. In der Gleichung der neunten Einheitswurzeln muß also die Glei
chung der dritten Einheitswurzeln x2 + x + 1 = 0 enthalten sein. In 
der Tat ist 

x8 + x7 + x6 + x 5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 = (x2 + x + 1) (a:-6 + x3 + 1) 
und die primitiven neunten Einheitswurzeln genügen der Gleichung 

oder 

Für 

x6 +x3 + 1 =0 
1 

x3 + 8 + 1 =0. 
X 

1 x+--=1 
X 

ergibt sich nach ( 4) die irreduzible Gleichung 9) 

(10) e3 - 3z + 1 = 0 

mit den Wurzeln 2:n: z = 2 cos-
9 

2 4:n: 0 • n z1 = cos 9 = .:. sm 18 

Sn n: z2 = 2 cos 9 = - 2 cos 9; 

z1 ist die Seite des regelmäßigen 18-Ecks. Auch das Neuneck ist 
nicht mit Lineal und Zirkel konstruierbar (§ 110). 

1) Wäre eine Wurzel rational, so müßte sie eme ganze Zahl sein (§ 90,-1.) 
das ist sicher keine von den drei Wurzeln. 

2) Diese Gleichung ist identisch mit der Gleichung für die Dreiteilung des 
Winkels von 120° (§ 82, 3). 
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Dasselbe gilt von dem Elfeck, bei dem wir für z = x +_!_auf die Gleix 
chung fünften Grades 

z5 + z-1- -izö- i5z9 + ßz + 1 = 0 
geführt werden. 

§ 107*. Methode von Gauß zur Lösung der Kreisteilungs
gleichungen. 

1. Wir wollen die Methode von Gauß zur Lösung der Kreisteilungs
gleichungen in ihren Grundzügen darstellen und beschränken uns dabei 
auf Gleichungen vom Primzahlgrad n = p. 

Bereits in § 90, 10. ist mit Hilfe des Satzes von Schoenemann ge
zeigt worden, daß die Kreisteilungsgleichung 

(1) Xp-l + xP- 2 + · • ·+X+ 1 = 0 
irreduzibel ist. Die Lösungen sind 

(2) 
und keine dieser Lösungen befriedigt eine Gleichung von niedrigerem 
Grad mit rationalen Koeffizienten (§ 90, 3). Der Körper der Koeffizienten 
von• (1) ist der natürliche Rationalitätsbereich ffi. 

2. Die Grundlage für die Gauß s c h e Methode bildet der geniale 
Gedanke, die Lösungen (2) in anderer Reihenfolge anzuordnen. Wir 
können nämlich nach§ 105,2 an Stelle der Exponenten 1, 2, · · ·, p -1 
in (2) irgendein reduziertes Restesystem r 11 r 2, • · · rp-l für den Modulp 
nehmen. Nach§ 65 kann man aber ein reduziertes Restesystem mod p 
durch die Potenzen einer primitiven Wurzel von p 

1, g, g2, gs, ... gv- 2 

darstellen, und es sind daher die Lösungen (2) in 
auch durch 
(3) w roll wll" wu' ... rogP-2 

' ' ' ' 

anderer Anordnung 

gegeben. In dieser Reihenfolge ist jede Lö~mng die gte Potenz der 
vorhergehenden Lösung. Die gt• Potenz der letzten Lösung führt 
wegen gP- 1 _ 1 mod p wieder zu der ersten: die Lösungen sind in 
einem Zyklus angeordnet. 

3. Man kann in (3) die Potenzen ga auch durch ihre kleinsten (po
sitiven oder negativen) Reste mod p ersetzen. Wir schreiben zur Ab
kürzung1): 
( 4) ga = [ a] mod p 

und haben für die Lösungen in der Anordnung (3) 
(5) w[ol, co[ll1 w[2l, ... w[p- 21. 

1) Zur Vermeidung von Mißverständnissen sei bemerkt, daß Gauß das Zei
chen [ a:] in anderer Bedeutung, nämlich für m« benutzt. 
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Für die Symbole [ a] gelten die folgenden leicht zu erweisenden Regeln: 
1. Es ist dann und nur dann [ a] = [ a'], wenn a = ct' mod (p -1) 
2. Es ist [a] [ß] = [a + ß]. 
3. Es ist [p - 1] = [0] = 1 mod p. 
Die Summe der Lösungen (5) stimmt überein mit der Summe der 

Lösungen (2), und diese ist nach (1) gleich - 1, also 
(6) ro[ol + ro[Il + m[tl + ... + m[p-tl = _ 1. 

(. Wir beweisen nun den Satz: 
Jede ganze Funktion von m mit rationalen Koeffizienten, 

die bei derSubstitution(m, ro[1l) numerisch ungeändert bleibtl), 
hat einen rationalen Wert. 

Jede ganze Funktion von m kann unter Berücksichtigung von ro'P = 1 
und von GleicJmng ( 1) auf die Form 

(7) h(ro) = a1w + a 1 m 2 + · · · + aP_ 1 ro'P- 1 

gebracht werden, mithin, da die Potenzen ro~-' abgesehen von der Reihen
folge mit den ro[aJ übereinstimmen, als homogene lineare Jfunktion der 
letzteren dargestellt werden, also 

h(m)- c0 ro[OJ + c1 ro[lJ + · · · + c11 _ 2 ro[p-!J, 

und wenn die Koeffizienten der ursprünglichen ganzen Funktion rational 
sind, so werden es auch die a1, a.2, • • ·, aP_1 und die c0, c1, • • ·, cp-t sein. 
Ersetztman ro durch ro[1l, so sollh(m) seinen Wert beibehalten, also ist auch 

h(m) = c0 ro[1l + c1 ro[2l + · · · cP_ 2 ro[0l, mithin 

0=(c11 _il-c0) ro[0l+(c0 - c1)ro[lJ +(c1 - c2) ro[SJ + · · · +(c11 _ 8-c11 _ 2) row-•J. 

Dividieren wir hier durch ro, welches immer von Null verschieden ist, 
so würde eine Gleichung (p - 2)t•n Grades für ro mit rationalen Koef
fizienten bleiben. Dies ist aber wegen der Irreduzibilität der Kreis
teilungsgleichung nicht möglich, folglich müssen alle Koeffizienten der 
Gleichung Null sein; es folgt: 

c0 = c1 = 1; = · · · = c11 _ 1 

und die vorgelegte Funktion hat den Wert: 

h(m) = c0 (ro[0J + roPl + · · · + ro[p-tJ) =- c0 • 

Damit ist der Satz bewiesen. 
Sind die Koeffizienten in der ursprünglichen Gestalt von h(ro) ganze 

Zahlen, so hat auch h(ro) einen ganzzahligen Wert. 
o. Bei der Substitution ( ro, ro[1l) werden die Wurzeln ro[0l, ro[1l, · · · ro[p-21 

durch ro[1l, ro[2J, · • • ro[0l ersetzt, d. h. die Substitution ist gleichbedeutend 
mit der zyklischen Permutation 

" = (0, 1, 2, ... p - 2). 

1) d. h. welche ungeändert bleibt, wenn man m durch m[ 1l = rog ersetzt. 
Weber u. Wellstein, Enzyklopadie I. 4 . .A.ufi. 27 
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Die wiederholte Anwendung dieser Permutation liefert die Periode (§52, 2) 

(~) 

Sie bildet eine Permutationsgruppe (p - 1 yer Ordnung und heißt die 
zyklische Gruppe~- Mit Benutzung der Begriffsbildungen aus § 98 
können wir daher Satz 4: auch in der Form aussprechen: 

Jede Invariante 1) der zyklischen Gruppe (mit rationalen 
Koeffizienten) hat einen rationalen Wert. 

Umgekehrt aber ist leicht zu sehen: 
Jede ganze Funktion der Einheitswurzeln mit rationalen 

Koeffizienten, welche einen rationalen Wert besitzt, ist eine 
Invariante der zyklischen Gruppe. 

Jede solche Funktion läßt sich nämlich auf die Form (7) bringen, 
und wenn sie den rationalen Wert c besitzt, so folgt aus der Irreduzi
bilität der Kreisteilungsgleichung, daß 

a1 = a2 = · · · = aP_1 = - c 

sein muß. Folglich hat die Funktion die Form 

- c(w + m2 + ... + mP- 1) =- c(w[OJ + w[ll + ... + w[p-2J) 

und das ist eine Invariante der zyklischen Gruppe. 
Aus den beiden letzten Sätzen folgt nunmehr auf Grund von § 98, 4. 
Die zyklische Gruppe~ ist dieGaloisscheGruppederKreis

teil ungsgleichung. 
6. Zur Auflösung der Kreisteilungsgleichung gehen wir nun in der§ 99, 1. 

angedeuteten Weise vor, indem wir Invarianten von Untergruppen der 
Gruppe ~ durch Resolventen bestimmen und dem Rationalitätsbereich ffi 
adjungieren. 

Die Ordnung p- 1 der Gruppe ~ ist immer eine grade Zahl, also 
sicher keine Primzahl. Sei 
(8) p -1 = ef 

irgend eine Zerlegung von p - 1 in zwei Faktoren, so ist 

eine zyklische Untergruppe tt•r Ordnung von ~' und zwar, wie man auf 
Grund von§ 52 leicht einsieht'), eine ausgezeichnete Untergruppe. 
Der Permutation ~· entspricht die Substitution ( w, w[•l) in den Einheits
wurzeln. 

Entsprechend der Zerlegung (8) kann man die Lösungen (5) der 
Kreisteilungsgleichung in e Gruppen von je f Lösungen einteilen, indem 

1) Wir verstehen hier unter einer Invariante durchweg im Sinn von § 98, 4. 
eine numerische Invariante, also eine rationale Funktion der Gleichungswurzeln, 
die bei allen Permutationen einer Gruppe numerisch ungeändert bleibt. 

2) Man beachte, daß für die Zusammensetzung der zyklischen Permutationen 
das kommutative Gesetz gilt. 
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man von einer Lösung ausgehend immer die ete darauf folgende Lösung 
dazunimmt. Man bildet die Summe der Lösungen in jeder Gruppe und 
erhält damit die f-gliedrigen Perioden: 

'YJo = rolOJ + rol•j + rof2eJ + .' .. + ro[(f-l)eJ 

(9) 'Ylt = mPl + rol•+lJ + ml2•+1J + .. m[(f-1)e+1J 

'Y},_ 1 = rol•-1J + ro[2e-1J + m[3eoot1J ... + ro[p-2J. 

Diese sind alle voneinander verschieden 1) und bilden, wie man leicht 
mit Hilfe der Regeln in 3. erkennt, ein System konjugierter Invari
anten der Untergruppe~ •. Hieraus folgt nach§ 98, ö. und 9.: 

Die e Perioden 'YJo, 'Y}p .. ·, 'Yle-l sind die Lösungen einer irredu
zibeln Gleichung eten Grades mit gauzzahligen Koeffizienten, 
und jede Periode ist rational durch eine von ihnen darstellbar. 

7, Um diese Gleichung aufzustellen, braucht man nicht, entsprechend 
§ 98, 5. die symmetrischen Funktionen der 'YJo · • • 'Y/e-l zu berechnen. Man 
benutzt vielmehr den folgenden Satz: 

Jede Invariante der Untergruppe ~. läßt sich als homo
gene lineare Funktion der Perioden mit rationalen Koeffi
zienten darstellen. 

Jede solche Invariante ist nämlich eine ganze Funktion von ro mit 
rationalen Koeffizienten und kann daher nach 4. in der Form 

tp ( ro) = c0 rol0l + c1 rol1l + · · · + c,_1 rol•- 11 

+ Ct(i)[e] + Ce+l OJ[e+ I] + . • . + C2e-l ro(2e-l] 

+ C ro[2e] + C ro(2e+1J +,,. + C ro[Se-1] 
2e 2<+1 Se-1 

+ c(f-l)ew[(f-l)e] + ... + cp-2ro[p-2] 

angesetzt werden. Ersetzt man ro durch rol•J, so wird 

tp( rol•l) = Co rol•l + cl rol•+ 1J + ... + c,_l rol2 e-lJ 

+ c.+lro[2e+1J + ... + c2e-lro[3e-1] 

+ c(/-l)erol•J +... + cp-2rol•-1J, 

und da tp(ro) bei der Substitution (ro, rol•l) seinen Wert nicht ändern soll, so 

folgt: tp(rol•l)- tp(ro) = 0 = c~o- ~:.)ro[•J + (cl-ce+l)rol•+l] + ... 
+ (c.- c2 .) rol2•J + (Ce+ I- c2 •+l)ro[2e+ lJ + ... 

Hieraus schließt man, wie in 4. wegen der Irreduzibilität der Kreis
teilungsgleichung, daß 

Co= Ce= C2e = ... = c(f-l)e 

Cl= Ce+!= C2e+l = ... = C(f-l)e+l 

., 
1) Das folgt aus der Irreduzibilität der Kreisteilungsgleichung. 

27* 
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allgemein ca = cke+a sein muß, und wenn man nun in dem Ausdruck 
für 'P ( m) die Glieder mit gleichen Koeffizienten zusammenfaßt, so er
hält man, entsprechend der Behauptung des Satzes 

(10) p(m) = CofJo + C1 "11 + · · · + c,_t '1],_1. 

Hat 'P ( m) ursprünglich ganzzahlige Koeffizienten, so sind auch die Koef
fizienten der "1a ganze Zahlen. 

8. Auf Grund dieses Satzes läßt sich das Produkt von je zwei Peri
oden in der Form (10) mit ganzzahligen Koeffizienten darstellen. So 
bilde man1): 

7Jo7Jo = aoo'I'Jo + ao1 "11 + · · · + ao,e-11le-1 

(11) 

oder 
(aoo- 1Jo)1Jo + aot1lt + · · · + ao,e-11Je-1 = 0 

ato"lo + (au -1Joh1 + · · · + at,e-11le-t = 0 

a,-1,o1Jo + a,-1,1"11 + · · · + (a,_1,e-1- 'I'Jo)"1.-t = 0. 

Da wegen der Irreduzibilität der Kreisteilungsgleichung keine der 
Perioden fJo, rJu ..• 'Y/,_ 1 Null sein kann, so kann dieses System von 
homogenen linearen Gleichungen nur bestehen, wenn die Determinante 
des Systems verschwindet (§ 76, 11.), also folgt: 

Die Periode 'Y/o ist Lösung der Gleichung 

... ao,e-1 

(12) 

und da dies eine Gleichung vom et•n Grad ist, so hat sie wegen 
der Irreduzibilität alle Perioden 'Y/o, 'YJu •.• 'YJ._ 1 zu Lösungen. 

9. Hat man durch Cliese Gleichung die Perioden bestimmt, so kann 
man die Wurzeln der Kreisteilungsgleichung mit Hilfe des folgenden 
Satzes finden: 

Die f Einheitswurzeln, aus denen eine Periode zusammen
gesetzt ist, genügen einer Gleichung tt•n Grades, deren Koef
fizienten lineare ganzzahlige Funktionen der Perioden sind. 

Dies folgt sofort auf Grund des Satzes 7. aus dem Umstand, daß die 
symmetrischen Grundfunktionen der f Einheitswurzeln Invarianten der 
Untergruppe ~. sind. 

1) Bei der Bildung dieser Gleichungen hat man die Beziehung 

1Jo + 1Jt + .. · + 1Je -1 = - 1 

zu berücksichtigen, die mit (6) gleichbedeutend ist. 
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Man hat also für die p - 1 Einheitswurzeln e Gleichungen vom 
fWD. Grad: F ( ) 0 v ( ) 

1 z = , .J.' 2 z = 0, ... F.(z) = O, und es muß 

zP- 1 + zP- 2 +. · · + z + 1 = F 1(z)F2(z) ... F.(z) 

sein, d. h. die Kreisteilungsgleichung, die im natürlichen Ra
tionalitätsbereich irreduzibel ist, wird nach Adjunktion der 
Perioden reduzibel. Nach Satz 6. genügt die Adjunktion einer 
Periode und zur Ermittlung der Einheitswurzeln genügt auch die Auf
lösung einer Gleichung Fa(z) = O, denn mit einer Einheitswurzel hat 
man durch Potenzieren derselben auch alle übrigen. 

10. Die Gleichungen Fa(z) = 0 lassen sich aber ebenso behandeln, 
wie die Gleichung (1). Es möge f weiter in Faktoren zerlegbar sein, 

f = e'f'. 
Dann ist 

(~ ... ) 
eine ausgezeichnete Untergruppe f''"r Ordnung von ~. und jede Periode 
zerfällt in e' Unterperioden, welche konjugierte Invarianten von ~ ••. sind, 
z. B. '1/o in die Unterperioden 

1Jo' = ro[OJ + ro[«'J + 00 [tee'J + ... + 00 [(!' -l)ee'J 

r;.' = roC•J + roC•C•'+l)J + roC•\2•'+1)1 + ... + ro[•(</'-ll<'+l)J 

'fl' _ ro[t(t'-1}] + 00[t(2e'-1)] + ro[e(Be1 -l)] + .. ·+ro[e(/-1)] 
"le("'-1)- • 

Bei der Substitution ( ro, wC•l) permutieren sich diese Unterperioden zy
klisch; ihre symmetrischen Grundfunktionen sind also Invarianten der 
Untergruppe ~. und daher nach Satz 7. linear und homogen durch die 
Perioden 'llo·• ••• , r;._ 1 darstellbar. Es folgt: 

Die e' Unterperioden, welche eine Periode 'lla zusammen
setzen, genügen einer Gleichung et•n Grades, deren Koeffi
zienten sich linear und ganzzahlig durch die Perioden 1]0, .. • r;,_1 

ausdrücken. 
Diese Gleichung ist nach § 98, 6. im Rationalitätsbereich ffi('qa) 

irreduzibel 1), und nach § 98, 7. ist jede der ee' Unterperioden rational 
durch eine von ihnen darstellbar. 

Weiter schließt man dann, wie oben, daß die in einer Unterperiode 
auftretenden Einheitswurzeln Lösungen einer Gleichung {'ten Grades 
sind, deren Koeffizienten sich linear und ganzzahlig aus den Unterperi
oden zusammensetzen. 

11. Ist auch f' noch in Faktoren zerlegbar, so kann man in der· 
selben Weise vorgehen und die Unterperioden '1)1 weiter zerlegen, und 
dieses Verfahren kann man fortsetzen, solange noch eine Faktoren-

1) D. h. in dem Ra.tiona.litätsbereich, der durch Adjunktion von 11a zum na
türlichen Rationalitätsbereich entsteht. 
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zerlegung möglich ist. So gelangt man schließlich zu der von Gauß 
angegebenen Lösungsvorschrift: 1) 

Es sei in Primfaktoren zerlegt 

p-1=aßy ... v 

P 1 p-1 • 
und man setze ---=-- = a, ~- = b 

a aß ' 
p-1 
aßr =C ... 

Man wähle eine primitive Wurzel von p und verteile die p-1 Einheits
wurzeln auf a Perioden r; von a Gliedern, zerlege jede dieser Perioden 
in ß Perioden rl von b Gliedern, jede dieser Unterperioden in r Perioden 
r;" von c Gliedern usf. 

1.- Die Perioden r; sind bestimmt durch eine Gleichung aten Grades 
mit ganzzahligen Koeffizienten. 

2. Nach Adjunktion einer Wurzelr; dieser Gleichung sind die Peri
o.den r;' bestimmt durch a Gleichungen ßten Grades mit Koeffizienten 
aus ffi(r;). 

3. Nach Adjunktion elner Wurzel r;' von einer dieser Gleichungen 
sind die Perioden r;" bestimmt durch aß Gleichungen rten Grades mit 
Koeffizienten aus. ffi ( 1), r;'). 

In dieser Weise fortfahrend gelangt man schließlich zu einer Glei
chung vten Grades, welche nur Einheitswurzeln zu Lösungen hat. 

12. Durch dieses Verfahren von Gauß wir~ die Auflösung derKreis
teilungsgleichung, sobald p- 1 eine Potenz von 2 ist, lediglich auf 
die Lösung einer Reihe von quadratischen Gleichungen zurückgeführt. 
Nehmen wir hinzu, daß, sobald p- 1 noch andere Primzahlen außer 2 
enthält, die Auflösung der Kreisteilungsgleichung auf irreduzible Glei
chungen von höherem als dem zweiten Grad führt, die sich, wie wir 
sehen werden, nicht durch eine Kette von Quadratwurzeln lösen lassen 
(vgl. § 109, 4.), so ergibt sich mit Rücksicht auf § 105, 7. der Satz: 

Die Teilung des Kreises in n gleiche Teile oder die Kon
struktion des regelmäßigen n-Ecks ist dann und nur dann 
mit Lineal und Zirkel ausführbar, wenn n entweder keine un
graden Primfaktoren oder nur solche von der Form 2m+ 1 und 
jeden nur einfach enthält. 

Dfeser Satz von Gauß 2) st,ellt einen der wichtigsten Fortschritte in 
der Elementarmathematik seit dem Altertum dar. Er fügte den mit der 
Dreiteilung und Fii.nfteilung zusammenhängenden, schon zu Euklids 
Zeiten bekannten Vielecken, zu denen 2000 Jahre hindurch keine an
deren gekommen waren, eine Reihe von weiteren mit Lineal und Zirkel 
konstruierbaren Vielecken hinzu und zeigte, warum bei den andern Viel
ecken, dem 7-Eck, 9-Eck, 11-Eck, 13-Eck usw. die Konstruktion nicht 
möglich ist. 

Damit 2m + 1 eine Primzahl ist, muß m eine Potenz von 2 sein, 

1) Disqu. arithm. § 852. 2) Disqu. arithm. § 865. 
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denn wenn m einen ungraden Faktor ~ enthält, so daß m = qp,, so ist 
2m + 1 = (22)~< + 1 durch 22 + 1 teilbar. Es kommen also nur Zahlen 
von der Form 22" + 1 in Betracht, und in der Tat sind das für v = 0, 
1, 2, 31 4 Primzahlen, nämlich 

V= 0 21 + 1 = 3 

1 2~ +1=5 
2 24 + 1 = 17 
3 2~ + 1 = 257 
4 216 + 1 = 65537. 

Ferm at vermutete, daß alle Zahlen von der Form 22" + 1 Primzahlen 
seien, aber Eu I er 1) hat nachgewiesen, daß für v = 5: ' 

232 + 1 = 4294967297 = 641. 6700417 

ist. Auch für v = 6 und v = 7 ergeben sich zusammengesetzte Zahlen ll); 
es ist daher die Frage, ob die Anzahl der konstruierbaren Vielecke von 
ungrader Seitenzahl endlich sei oder nicht, noch offen. 

§ 108*. Die Kreisteilungsgleichungen dreizehnten und sieb
zehnten Grades. 

1. Für p = 13 ist g = 2 eine primitive Wurzel (vgl. § 65, 3.). Die 
Reihe der Einheitswurzeln § 107 (5) wird also, wenn wir die Expo
nenten auf die absolut kleinsten Reste mod. 13 reduzieren: 

ro, ro2, ro41 ro- 5, ro8, ro6, ro- 1, ro- 2, ro- 4, ro5, ro- 81 ro- 6. 

Wir verteilen sie, entsprechend der Zerlegung 12 = 3 · 4 (also 
e = 3, f = 4) auf die drei Perioden: 

(1) 

1Jo = ro + w-" + m-1 + w5 

"11 =roll+ ros + w-2 + ro-s 

·r;2 = ro4 + ro6 + m-4 + w-6 

und bilden die Produkte fJofJo1 fJofJ1, 1Jo'YJll· Wir erhalten dafür, we1m wir 
wk + ro-k = r1: setzen, unschwer: 

1Jo1Jo = rll + rs + 2r4 + 2rs + 4 

1Jo1J1 = r1 + 2r2 + 2rs + r4 + r, + r6 
W'12 ·== 2yl + r2 + rs + r4 + 2y5 + 1's 

oder, wenn wir in der ersten Gleichung + 4 durch - 4 ( fJo + 1Jt + 1Jl!) 
ersetzen ,., ,., __ 4'1 _ 3,., _ 2"" 

"10 "10 - 0 "11 "12 

(2) 'YJo '1}1 = fJo + 2 rJt + 1]2 

fJo'YJt = 2fJo + 111 + 'YJs · 

1) Euler, Comm. Petrop. 1732/33. 
2) Lucas, Comptes rendus 1877 (2) 8. 136. 
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Hieraus folgt nach § 107, 8., daß '1'/o, 'I'Ju "1t Wurzeln der kubischen 
Gleichung 

(3) 

-4-s -3 
1 2 -s 
2 1 

-2 
1 

1-s 

zs + z2 - 4z + 1 = 0 

Führen wir in ( 1) für ro seinen Wert 
2n . . 2n 

ro = cos 13 +-& sm 13 
ein, so wird 1) 

=-0 oder 

sind. 

'I'Jo = 2 ( cos -~= + cos 1~3n) 
-in 6n 

= 4 COS- COS-· 
13 13 

(4) 111 ""'2(eos ~= + cos ~:) 
n 5n 

-4 cos 13 cos 13 

( Sn 12n) 2n 10n 2n Sn r;1 = 2 cos 13 + cos 13 = 4 cos 13 cos 13 == - 4 cos 13 cos 13 · 

Daraus folgt, daß Gleichung (3) nur reelle Lösungen, und zwar, da 
in den letzten Ausdrücken alle cos positiv sind, zwei positive und eine 
negative Lösung hat; der Größe nach geordnet, haben die Lösungen die 

Reihenfolge 'I'Ji < 0 < '1'/o < 111• 

Nach § 107, 6. müssen sich 111 und "1t rational durch 'I'Jo darstellen 
lassen. Es ist aber ,11 + r;2 = _ 1 _ 1Jo 

und nach der ersten Gleichung (2) 

31'}1 + 2r;! = - 4'1'/o- 'I'Jos 

Hieraus findet man: 2 2 2 
(5) 'I'J1 = - '1'/o - '1'/o + 

'I'Js = 1Jo2 + '1'/o- 3. 

2. Wir adjungieren r;0 und zerlegen es in die Unterperioden 

, 1 2 2n r;0 = ro + w- = • cos 13 
(6) 

, 5 5 2 10n 3n 
'~'~s = ro + w- = cos - = - 11 cos - · ., 13 13 

Dann ist , + , , , 
'1'/o 'I'Js=1Jo, "1o1Js=1Js, 

folglich sind r;; und r;11' Lösungen der quadratischen Gleichung 

1) Im folgenden wird wiederholt von der Formel 

COS a + COB P = 2 COS « + ~ COB a- {j 
2 2 

Gebrauch geuru&cht 
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t'- not+ 1111 = 0 oder nach (5) 

t2 - fJo t + 'YJo 2 + 1Jo - 3 = 0. 
(7) 

Sie ha.t nach (6) eine positive und eine negative Lösung. Die erstere 
ist fJo'· 

Adjungieren wir jetzt auch n0', so ist die Einheitswurzel w durch 
die quadratische Gleichung 

(8) wll - 'YJo' w + 1 = 0 

bestimmt. Ihre Lösungen sind konjugiert komplex, und ID ist die 
Lösung mit positivem imaginären Bestandteil. 

Es ist also in der Tat, wie es die allgemeine Theorie verlangt, die 
Kreisteilungsgleichung 13ten Grades entsprechend derZerlegung 12= 3· 2 · 2 
auf eine kubische und zwei quadratische Gleichungen zurückgeführt. 

3. Für p = 17 ist eine primitive Wurzel g = 6. Die Reihe der 
Einheitswurzeln ist 

(9) 

Wir bilden aus ihnen die zwei Perioden 

1Jo = ID + w2 + w4. + ws + w-1 + ID-s + w-• + ID-s 

1Jt = w6+ ID-5 + w1 + ID-s + w-6 + ro5 + w-7 + OJs. 

Die Reihe der Exponenten in fJo ist den graden Potenzen g0 , g2, 

g4. •.. von g, die der Exponenten in 1]1 den ungraden Potenzen g\ g3, 

g5, ... mod 17 kongruent; daraus folgt (vgl. § 67, 2.): 
Die Exponenten in fJo durchlaufen die quadratischen 

Reste, die Ex-ponenten in 1]1 die quadratischen Nichtreste 
von 17. 

Dies gilt allgemein für die Perioden von P 2 -~ Gliedern. 

Bezeichnen wir die quadratischen Reste mit Q, die Nichtreste mit v, 
so können wir schreiben: 

Die Summe der Perioden ist lJo + 1]1 = - 1. 
Ihr Produkt stellt sich in der Form 

f/pf/1 = ~ (lJ~+Y 

dar. Dies ist eine Summe von 64 Gliedern, und wir zeigen, daß unter 
den 64 Exponenten (! + v jede Zahl des reduzierten Restesystems mod 17 
und jede gleich oft, also viermal vorkommt. Man sieht nämlich, daß bei 
der Multiplikation viermal der Exponent 1 auftritt (w4 . w-3, IDs· w-7, 
w- 11 • w3, w- 4 • ID5). Ist also 

1 = Q + .v = Q' + v' = Q" + v" = f/" + v"' mod 17, 
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so ist für eine beliebige zu 17 relativ prime Zahl k 
k = k(! + kv = k(!' + kv' = k(!" + kv" = k(!'" + kv"' 

und diese vier verschiedenen Darstellungen sind, da kp und kv niemals 
beide gleichzeitig Reste oder gleichzeitig Nichtreste sein können, tmter 
nen (! + V enthalten. Es kommt also in der Tat jeder. Exponent k 
viermal vor, und es ist ~ 

'YJofJI = 4~ wk = ·- 4. 
Wir haben also für die Perioden r;0, '~h die quadratische Gleichung 

(10) z9 + z - 4 = 0 
mit der Diskriminante D = 17. Nun ist, wenn wir in (9) 

2n + .. 2n w = cos 17 ~ sm 17 
einführen, 

( 2n 4n Sn 16n) 
fJo = 2 cos 17 + cos 17 + cos 17 + cos 17 

( Sn n 12n 4n) 
= 4 cos 17 cos 17 + cos 17 cos 17 

( n Sn 4n 6n) 
= 4 cos 17 cos 17 - cos 17 cos 17 > 0. 

Dagegen 
( 12n lOn Un 6n) 

1J1 = 2 cos 17 + cos 17 + cos 17 + cos 17 

( n lln 10n 4n) 
= 4 cos 17 cos 17 + cos17 cos T7 

( n 6n 4-n 1n) 
= - 4 cos 17 cos 17 + cos 17 cos 17 < 0. 

Es ist also 1Jo die positive, r11 die negative Lösung der Gleichung (10): 

-1+Vl7 -1-Vl7 1Jo = ----2 -- ' 1}, = 2 . 

4. Wir zerlegen weiter r;0 in die Unterperioden 
, Sn 5n 

r;0 = w + ro4 + w- 1 + w- 4 = 4 cos 17 cos 17 
(11) 

1J·' = ro2 + ro8 +ro-ll+ ro- 8 =- 4 cos 6 " cos 7" • 17 17 

und haben 1Jo~ + 1J/ = r;0,, 1}0' r;2' = 1Jo + r;1 = - 1, 
folglich sind 1Jo' und r;2' Lösungen der Gleichung 
(12) z2 - rJoZ- 1 = 0, 
und zwar r;0' die positive, r;2' die negative Lösung. 

Ebenso besteht für die Unterperioden 

r;/ = w6 + ro 7 + ro- 6 + w- 1 = - 4 cos ': cos 4 " 
17 17 

1]3' = w- 5 + w-s + ro5 + ro 3 = 4 cos 2" cos Sn 
17 17 
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die Gleichung 

(13) z2 - n1z- 1 = 0 

und es ist n1 ' die negative, ns' die positive Lösung. 
5. Diese vier Unterperioden müssen sich rational durch eine von 

ihnen (und no) darstellen lassen. Wir wollen 'YJs' durch no' darstellen, 
weil wir sogleich davon Gebrauch zu machen haben. Es ist 

rJo,'YJs' =2(m:+m-l+w4+w-4) +w2+m-2+ms+m-s+ ws+ m- 6+w7+w-7 

= 2'YJo' + 'YJ2' + '1)1, = no' + 'YJo + 'YJ/ = 'YJo' + 'YJo + 111- ns' 

= 'YJo' - 1 - ns', mithin 
' 7}; -1 

'YJs = 7Jo' + 1. 

Diese gebrochene rationale Funktion von no' läßt sich noch in eine 
ganze Funktion von 'YJo' und 'l)o umwandeln. Es ist mit Benutzung von 
(12) und (10) 

, (7j0'-1)' 'Tio''-27]0 '+1 7Jo1lo'-27J0'+2 
'YJs = 1);'2-...__ 1 . = 7}0 7}0 7Jo 1lo 

= 1- .!. + _2_, = 1- 7Jo + 1 + _1_ ('YJ +l)('YJ '-'Y}) 
1lo 7Jo 7Jo 2 2 0 0 o 

1 7Jo 1 , 7Jo' 710 1 (4 ) d 2· - 2 + 2 'l)o 'l)o + 2 - -2- - 2 - 'YJo 0 er 

(14) 'YJs' = + Cno'YJo' + no'- rJo- 3). 

6. Wir zerlegen nun weiter no' in 
" 1 2 2n 'YJo = m + w- = cps T7 

(15) 
" 4 4 2 Sn 'YJ4 = w + w- = cos tf 

und haben rJo" + 'YJt = 'Y}0', YJo" 'YJt = rJs', 
folglich no" und rJt Lösungen der Gleichung 

(16a) z2- 'YJo'z + 'YJs' = 0 

oder nach (14) 

(16b) z2 - 'YJo' z + i('YJo'YJo' + 'YJo'- 'YJo- 3) = O, 

und zwar 'YJo" die größere der beiden Lösungen. 
Schließlich finden wir jetzt die Einheitswurzel w aus der Gleichung 

(17) w2 - 'YJo" w + 1 = 0. 
Sie hat zwei konjugiert komplexe Lösungen, und w ist die Lösung mit 
positivem imaginären Bestandteil. 

7. Es ist also die Auflösung der Kreisteilungsgleichung siebzehnten 
Grades auf die Lösung von vier quadratischen Gleichungen, entsprechend 
der Zerlegung 16 = 2 · 2 · 2 · 2 zurückgeführt. Zur Konstruktion des 

Siebzehnecks braucht man nur bis zur Periode 'YJo" = 2 cos ~; zu gehen. 
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Von den vielen elementargeometrischen Konstruktionen sei nur die von 
Staudt erwähnt, die außer dem Kreis, in dem das Siebzehneck einge
schrieben wird, nur grade Linien benutzt. 1) 

Achtzehnter Abschnitt. 

Unmöglichkeits beweise. 
§ 109. Durch Quadratwurzeln auflösbare Gleichungen •. 

1. Es gibt eine Reihe berühmter geometrischer Konstruktionsaufgaben, 
um die man sich von altersher vergeblich bemüht hat, bis schließlich bei 
jeder der Beweis geführt wurde, daß ihre Lösung unmöglich sei, d. h. daß 
sie nicht mit Lineal und Zirkel gelöst werden könne.2) Hierhin gehört 
die Dreiteilung des Winkels, die Verdoppelung eines Wür· 
fels, die Konstruktion des regelmäßigen Siebenecks, die 
Quadratur des Kreises. 

Die geometrische Konstruierbarkeit ist, wie wir gesehen haben 
(§ 105, 7 .), mit der algebraischen Tatsache gleichbedeutend, daß die ge
suchte Größe aus den gegebenen durch eine Reihe von Quadratwurzeln 
ableitbar sei. Einfacher läßt sich dies so ausdrücken: 

Jede. konstruierbare Größe x muß in einem Rationalitäts
bereich' enthalten sein, der aus dem der gegebenen Größen 
duroll sukzessive Adjunktion einer Reihe von Quadratwurzeln 
abgeleitet ist. · 

Diese Quadratwurzeln können möglicherweise in mehrfach verschie
dener Reihenfolge adjung\ert werden. Wenn es sich z. B. um eine 
Summe V~+ Yß handelt, so ist es gleichgültig, welche der beiden 
Wurzeln zuerst ausgezogen wird; dagegen ist in einem Ausdruck wie 

Y rx + ß Yr zuerst Vr zu suchen, und dann kann erst V rx + ß Vr ge.
funden werden. Wir bezeichnen den ursprünglichen Rationalitätsbereich 
mit ffi und denken uns eine Reihenfolge festgesetzt, in der wir die 
Quadratwurzeln adjungieren. Die letzte Quadratwurzel, die zu ad-

1) v. Staud t, Journ. f. Ma.th. 24 (1842), Schröter, ebda. 76 (1873). Eine 
vollständige Übersicht aller Konstruktionen hat R. Goldenring, Die elementar
geometrischen Konstruktionen des regelmäßigen Siebzehnec.ks, Leipzig 1916, ge
geben. Vgl. auch Enriques, Fragen der Elementargeometrie 2. Leipzig 1907; 
Mitzscherling, Das Problem der Kreisteilung, ebda 1913. Eine rein geo
metrische Analyse bei Vahlen, Konstruktionen und Approximationen, Leipzig 
1911. Die Gleichung ,xuv- 1 = 0, die nächste nur durch Quadratwurzeln auf
lösbare Kreisteilungsgleichung von Primza.hlgrad, ist von F. J. Richel o t, Journ. 
f. Math. 9 (1833), A. Ca.yley, ebda 41 (1861) und J. Schumacher, Arch. d. 
Math. u. Phys. (3) 20 (1913) behandelt worden. 

2) Schon Plato n soll (nach dem Zeugnis von Plutarch) die Forderung 
aufgestellt haben, daß bei einer strengen geometrischen Konstruktion keine 
anderen Werkzeuge als Zirkel und Lineal angewendet werden dürften. Zur 
Theorie der mit Zirkel und Lineal ausführbaren Konstruktion vgl. Enriqnes, 
Fragen d. Elementargeom. 2, Leipzig 1907. 
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jungieren ist, bezeichnen wir mit ytr. Der Rationalitätsbereich, in dem 
yii noch nicht enthalten ist, heiße der vorletzte Rationalitäts
bereich. Es ist dann yii nicht in dem vorletzten Rationalitäts
bereich enthalten, dagegen sind alle geraden Potenzen von yo darin 
enthalten, und folglich kann jede konstruierbare Größe x in der Form 
dargestellt werden: a + b VO 

X = -'---'---
c + dJIO ' 

worin a, b, c, d Größen des vorletzten Rationalitätsbereiches sind. Er
weitert man, wenn d + 0 ist, diesen Bruch mit c - ayO, so ergibt sich: 

(a + byo)(c- dyo) 
X = ------ct...:._-tFO____ ' 

und wenn man setzt, so folgt: 

(1) 

worin y, z im vorletzten Rationalitätsbereich enthalten sind. Der Nenner 
es- d2 8 kann nicht verschwinden, da () nicht das Quadrat einer Größe 
des vorletzten Rationalitätsbereiches sein soll. 

2*. Aus der Darstellung (1) folgt, daß eine Zahl x, die bei einem 
Vorzeichenwechsel von yo ihren Wert nicht ändert, dem vorletzten 
Rationalitätsbereich angehören muß, denn aus x = a + b y{f =a-b yo 
folgt b = Ü· und x = a. Daraus ergibt sich weiter, daß eine Zahl, die 
bei allen Vorzeichenwechseln aller adjungierten Quadrat
wurzeln ungeändert bleibt, demursprünglichen Rationalitäts
bereich ffi angehört, während umgekehrt eine Zahl, die bei gewissen 
Vorzeichenwechseln der Quadratwurzeln ihren Wert ändert, nicht rational 
1n den ursprünglich gegebenen Größen sein kann. 

3. Nach (1) ist x die Wurzel einer quadratischen Gleichung 

f"(x) = x2 - 2yx + (y2 - fJs2) = 0, 

<leren Koeffizienten im vorletzten Rationalitätsbereiche enthalten sind. 
Sie hat außer x = y + zYO noch die Wurzel x1 = y- zyO. Ist V81 

die vorletzte der zu adjungierenden Quadratwurzeln, so können wir 
die Gleichung f"(x) = 0 auch so darstellen: 

f"(x) = I]J(X) + V01 t/J(X) = Ü. 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit qJ - V 81 tfJ, so erhalten Wlr 
eine Gleichung vierten Grades: 

{ 1 (x) = qJ(x)2- 01 'I/J(x) 2 = 0, 

in der auch die vorletzte Quadratwurzel V81 nicht mehr vorkommt. Be
zeichnen wir die positiven Werte der Quadratwurzeln mit "JIO = r, 
V 81 = r1 und deuten die Abhängigkeit der Wurzel x von diesen Werten 
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durch x(r, r1) an, so sind die Wurzeln der Gleichung vierten Grades 

x(r, r1); x(- r, r1); x(r,- r1); x(- r, - r1). 

Die Gleichung läßt sich in die Form 

f1 (x) = fPt (x) + -vo; 1/!1 (x) = 0 

bringen, worin yo; die vorvorletzte Quadratwurzel ist. Hieraus kann 
wieder die Gleichung gten Grades: 

fs(x) = fPx(x)ll- 021/J1(x)2 = 0 
abgeleitet werden, und so können wir fortfahren, bis alle adjungierten 
Quadratwurzeln herausgeschafft sind. 

4:*. So kommen wir schließlich, wenn die Anzahl der adjungierten 
Quadratwurzeln rn ist, zu einer Gleichung F(x) = 0 vom 2m-ten Grad 
mit Koeffizienten aus ffi, welche außer x noch alle Werte 'x11 x2, ••• , x" 
zu Wurzeln hat, die man aus x erhält, wenn mau die Vorzeichen der 
darin vorkommemlen Quadratwurzeln auf alle Weisen ändert, und nach 
der Art, wie die Gleichung gebildet wurde, kann sie auch keine anderen 
Wurzeln haben. In der Tat ist die Anzahl p, + 1 der Wurzeln 1) grade 
2m, aber ihre Werte sind nicht immer alle verschieden. So bleibt 

z. B. der Ausdruck Ya+ Yb + Va - vt bei einer Vorzeichenänderung 
von Vb ungeändert. Seien x11 x2, ••• , x"' die voneinander verschiedenen 
Wurzeln, und bedeute jetzt x eine unbestimmte Veränderliche, so sind 
nach 2. die Koeffizienten der Funktion 

<I>(x) = (x- x1)(x - x2) .•• (x- x,.) 

Zahlen aus ffi, denn die symmetrischen Funktionen von x11 x2, • • , x, 
bleiben bei allen Vorzeichenänderungen der Quadratwurzeln ungeändert. 

Ferner aber ist w(x) irreduzibel in ffi,, denn irgendein Faktor 
W1 (x), der nur einen Teil der Lösungen x1, x2 , ••• , x" zu Wurzeln hat, 
kann nicht Koeffizienten aus ffi besitzen, da die symmetrischen Funk
tionen dieser Wurzeln nicht bei allen Vorzeichenänderungen der Quadrat
wurzeln ungeändert bleiben (vgl. § 98, 6.). 

Weiter. sieht man l~icht, daß jede der verschiedenen Wurzeln x!, ... 1 x" 
von <I>(x) m F(x) gle1ch oft vorkommt, denn sonst würden w1ederum 
die symmetrischen Funktionen der Wurzeln von F(x) nicht bei allen 
Vorzeichenänderungen der Quadratwurzel ungeändert bleiben und würden 
also nicht zu ffi gehören. Daraus folgt, daß die Funktion F(x) 
gleich einer gewissen Potenz von w(x), mithin der Grad 2m von 

1) Es kommen nämlich zu der Wurzel x hinzu: (~) Wurzeln, wenn je eine 

der Quadratwurzeln ihr Vorzeichen ändert, (';)Wurzeln, wenn immer zwei Qua

dratwurzeln gleichzeitig ihre Vorzeichen ändern usf., im ganzen sind es also 

1 + (7) + (~) +(';)+···=2m Wurzeln. 
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F(x) ein Vielfaches des Grades vo11 «P(x) ist, und damit haben wir 
den Satz: 1) 

Damit eine irreduzible Gleichung allein durch Quadrat
wurzeln aufgelöst werden kann, muß ihr Grad eine Potenz 
von 2 sein. 

Natürlich ist dieser Satz nicht umkehrbar, denn schon eine aU
gemeine Gleichung vierten Grades erfordert zu ihrer Auflösung Kubik
wurzeln, und eine Gleichung achten Grades läßt sich aUgemein über 
haupt nicht durch Wurzelzeichen auflösen. 

Dagegen zeigt die Gaußsehe Auflösungsmethode, daß für die 
Kreisteilungsgleichungen von Primzahlgrad p der Satz umkehrbar 
ist. Damit die Gleichung allein. durch Quadratwurzern auflösbar ist, 
ist notwendig und hinreichend, daß der Grad p- 1 der irreduzibeln 
Kreisteilungsgleichung eine Potenz von 2 sei. 

§ 110. Eine kubische Gleichung ist nicht durch 
Quadratwurzeln lösbar. 

1. Aus dem eben gefundenen Satz folgt unmittelbar, daß eine irre
duzible kubische Gleichung mit rationalen Koeffizienten nicht durch 
eine Kette von Quadratwurzeln lösbar ist. Dies läßt sich auch sehr ein
fach direkt beweisen. 

Wir können, wie schon früher gezeigt, eine kubische Gleichung 
durch rationale Rechnung auf die Form 

(1) x3 +px+q=0 
bringen und es seien p und q gegebene rationale Zahlen. Bezeichnen 
wir mit x11 x2, x3 die drei Wurzeln dieser Gleichung, so ist 

~ ~+%+~=Q 
Es möge nun eine dieser Wurzeln, etwa x1 , durch eine Kette von 

Quadratwurzeln bestimmbar sein. Dann ist, wenn wir mit VO die letzte 
Quadratwurzel bezeichnen, nach dem vorigen Paragraphen 

(3) x1 = y + zy{f, 
worin y, 11, () dem vorletzten Rationalitätsbereiche angehören. Dagegen 
können wir annehmen, daß ye nicht dem vorletzten Rationalitäts
bereiche angehöre, und daß 11 von Null verschieden sei. 

1) L. Wantzel, Journ. de math. 2 (1837), J. Petersen, Theorie d. a.lgebr. 
Gleichungen, Kopenhagen 1878. Der Satz i1t als besonderer Fall in dem folgen
den enthalten, den .A. Loewy, Jahresb. d deutsch. Math.-Ver. 26 (1917); 30 (1922) 
allein auf Grund der Fundamentaleigenschaft der irreduziblen Gleichungen(§ 90, S.) 
bewiesen hat: Damit eine irreduzible Gleichung nt•n Grades d ur eh 
eine Kette von Hilfsgleichungen der Grade h1 , h2 , ••• hk aufgelöst 
werden kann, muß n ein Teiler von h1 h2 ••• hk sein. Für 

hl = h! = ... = hk = 2 
hat man den obigen Satz. 
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Setzen wir den Ausdruck (3) in (1) ein, so ergibt sich eine Glei
-chung von der Form 

worin 

rational durch die früheren Quadratwurzeln dargestellt sind. Da .aber 
yo durch diese nicht darstellbar sein soll, so muß .A = 0 und B = 0 
sein, und es folgt also, daß auch y- zVO eine Wurzel von (1) ist, die, 
da .e nicht Null ist, von der Wurzel x1 verschieden ist; sie sei x1 • Aus 
(2) ergibt sich aber dann: 

x3 = - (x1 + x2 ) = - 2y. 
Es hängt also x3 nur von den früheren Quadratwurzeln ab. 

Da nun x3 keine rationale Zahl ist, so muß noch eine der yo 
vorangehende V 01 vorhanden sein, und es ist 

Xs = Yt + Z1 %t · 
Ebenso wie vorhin schließt man jetzt, daß eine der beiden andem 

Wurzeln, etwa x1 ·gleich- 2y11 also von VO (und von VOJ unabhängig 
sein muß, was wegen (3) unserer Annahme widerspricht, daß VB nicht 
durch die früheren Quadratwurzeln ausdrückbar sei. Wir haben also 
damit den Satz: 

Eine kubische Gleichung mit rationalen Koeffizienten, 
die keine rationalen Wurzeln hat, ist niemals durch eine Kette 
von Quadratwurzeln lösbar. 

2. Dieser Satz ist unmittelbar anwendbar auf die W ürfelver
doppelung, die von der Gleichung x3 = 2 abhängt (vgL § 38, 5.), 
ebenso auf die Probleme des regelmäßigen Siebenecks nnd Neun
ecks. Denn die Gleichungen, von denen diese Probleme abhängen, sind 
nach§ 106: 

y3 + y2 - 2y- 1 = 0' y3 - 3y + 1 = 0' 
und diese Gleichungen haben keine rationalen Wurzeln. 

3. Die Trisektion des Winkels hängt von derGleichungab(§82,3.): 

(4) x3 -3x=2cos.ß-. 

Setzen wir cos 4t = a, so lautet diese Gleichung: 

(5) x3 -3x-2a=0, 
und die Aufgabe kann so gefaßt werden, daß aus zwei beliebig gegebenen 
Strecken, von denen die eine die Längeneinheit, die andere a ist, die Strecke 

x= 2cos:konstruiert werden soll. Für unendlich viele besondere Werte 

von a ist diese Aufgabe lösbar, z. B. für a = 0 (Dreiteilung des rechten Win

kels) oder für a= ~ V2 (Dreiteilung des Winkels von 450) oder a- cos ~; 
(Dreiteilung des Zentriwinkels des regelmäßigen Siebzehnecks). Man 
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braucht, um andere konstruierbare Fälle zu finden, nur irgendeine aus 
der Einheit durch Konstruktion ableitbare Strecke cx zu nehmen und 
2a=a3-3a zu setzen. Dann ist x=a eine Wurzel unserer Gleichung. 

Lassen wir aber a unbestimmt, so kann die Gleichung (5), wie oben 
bewiesen ist, nur dann durch Quadratwurzeln lösbar sein, wenn sie eine 
Wurzel hat, die rational durch a ausdrückbar ist. 

Daß dies im allgemeinen unmöglich ist, schließt man daraus, daß 
man unendlich viele rationale Werte von a angeben kann, für die diese 
Gleichung keine rationale Wurzel hat. Ein solcher Wert ist 

z. B. a =-~~für den 4t = 2
3n und x = 2 cos 2

9n ist. Diese Annahme 

führt auf das reguläre Neuneck, das, wie wir gesehen haben, nicht kon
struierbar ist. 

Um andere Fälle dieser Art zu finden, setze man: 
m 

cos 4t = -, nx = y, n 

worin m, n ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind. Dann wird 
die Gleichung (4): 
(6) y8 - 3n'y = 2mn2, 

und wenn (4) eine rationale Lösung hat, so muß (6) eine ganzzahlige 
Lösung haben. Dies ist aber z. B. unmöglich, wenn n durch eine un
grade Primzahl p, aber nicht durch deren Quadrat teilbar ist, weil dann 
y durch p und folglich die linke Seite von (6) durch p8, die rechte nur 
durch p 2 teilbar wä're.1) 

§ 111. Reduktion einer irreduziblen Funktion dureh Adjunktion. 
1. Es sei q;(x) eine im Rationalitätsbereich .Q irreduzible Funktion 

nten Grades und r eine ihrer Wurzeln. Ist dann x(x) eine ganze Funk
tion im Rationalitätsbereich, so kann x(r) nur dann verschwinden, 
wenn x(x) durch q;(x) teilbar ist(§ 90, 11.). Ist x(r) nicht gleich Null, 
also x(x) und cp(x) teilerfremd, und ist 1/J(x) irgendeine andere ganze 
Funktion im Rationalitätsbereich, so kann man nach § 89, 4. die beiden 
ganzen Funktionen F(x) und F1 (x) so bestimmen, daß 

F(x)x(x) + F 1 (x)<p(x) = 1/J(x), 
und folglich ist, wenn wir x = r, also <p(r) = 0 setzen: 

1/J(r) = F(r). 
z(r) 

Es ist also jede Zahl 'I'}=~(~~~ die durch rationale Operationen ausrund 

aus Zahlen des Rationalitätsbereiches abgeleitet werden kl!onn, als ganze 

1) tlber die Geschichte des Problems der Trisektion und die große Anzahl 
der Lösungen mitHilfe vonKurven und Näherungskonstruktionen vgl.Enriques, 
}'ragen der Elementargeometrie 2; Mitzscherling, Das Problem der Kreis
teilung. 

Weber u.Wellstoin, Enzyklopädie I. 4.Aufl 28 
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Funktion F(r) von r mit rationalen Koeffizienten darstellbar. Da man 
überdies die Potenzen rl' für k > n vermöge der Gleichung rp(x) = 0 
durch die niedrigeren Potenzen bis zur (n--l)t•n ausdrücken kann, so 
folgt, daß jede Zahl fJ des dur~h Adjunktion von r erweiterten 
Rationalitätsbereichs in der Form 

(1) 
dargestellt werden kann, worin a0 , a1, ••. , a"_ 1 dem ursprüng
lichen Rationalitätsbereich .Q, angehören. Diese Darstellung ist nur auf 
eine Weise möglich, weil sich aus zwei solchen Darstellungen durch 
Subtraktion eine Gleichung (n- 1 )ten oder niedrigeren Grades für r er
geben würde, die wegen der Irreduzibilität von rp(x) nicht existiert. 

2. Wir wollen die Wurzeln von rp(x) mit 

r, rlt r2, . . ' rn-1 
bezeichnen. Wenn wirr in (1) durch r1 , r2 •• • , r"_ 1 ersetzen, so er
halten wir ( fJ eingeschlossen) n Zahlen 
(').) - fJ, f/11 1i2• · ·' fJn-1• 
die wir konjugierte Zahlen nennen. Jeder Permutation von r, r11 

... , r,._ 1 entspricht eine Permutation der fJ, fJo ... , 'fi,._ 1 und umgekehrt. 
Daraus folgt, daß eine Funktion, die bei jeder Vertauschung der fJ, '1/u 
... , 1),._ 1 ungeändert bleibt, also jede symmetrische Funktion der 
1J1 'IJt, ... , f/,._1 auch eine symmetrische Funktion der r, r11 •• , r"_ 1 und 
folglich eine Zahl des Rationalitätsbereichs .Q, ist. So ist insbe· 
sondere die Summe 

S('YJJ = 'YJ + 'YJt + "12 + · · · + fJ,._p 
welche man die Spur von fJ nennt und das Produkt 

N(TJ) = fJf/1 f/2 · · · 'Yin-11 
das die Norm von fJ genannt wird, im Rationalitätsbereich .Q 
enthalten. 

3. Ist in einem besonderen Fall 

fJ = 'YJt = f/2 = · · · = "1n-1J 

so ist S(fJ) = nrJ, also 'fJ selbst im Rationalitätsbereich ent· 
halten. Umgekehrt sind auch für eine im Rationalitätsbereich enthal· 
tene Zahl fJ = a0 die konjugierten Werte alle einander gleich. Es folgt: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 1J 
selbst im Ration.alitätsbereich .Q, enthalten ist, ist die, daß 
die konjugierten Werte von fJ alle einander gleich sind. 

4:. Endlich sei hier an den Satz erinnert, der nach § 90, 11. aus der 
Irreduzibilität von rp(x) folgt, daß, wenn irgendeine Gleichung 
F(r)=O mit Koeffizienten des Rationalitätsbereiches richtig 
ist, auch F(r1) = 0, F(r2) = 0, ... , F(rn_ 1) = 0 sein muß. 

5. Wir nehmen nun an, es sei irgendeine ganze Funktion f(a:) vom 
Primzahlgrad m im Rationalitätsbereich irreduzibel, sie werde aber 
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reduzibel durch Adjunktion einer Wurzel r von cp(x). Den Koeffizienten 
der höchsten Potenz von x in f(x) nehmen wir gleich 1 an. 

Wir deuten die ~erlegung von f(x) in zwei Faktoren des erweiter
ten Rationalitätsbereiches so an: 

f(x) = "h (x, r)f2 (x, r), 

worin {1(x, r), f~(x, r) ganze Funktionen der Gradem11 m2 sind, deren 
Koeffizienten rational von r abhängen, also Zahlen der Form (1) sind. 
Auch in {1 und {3 seien die Koeffizienten der höchsten Potenz von x 
gleich 1. 

Nach dem Satze 4:. ist dann auch 1) 

((x) = ( 1 (x, r1){3 (x, r1), 

f(x) = ft(x, r,._t)fll(x, rn-1), 
und wenn man alle diese Gleichungen multipliziert und 

(1(x, r)f1(x, r 1) ••. { 1 (x, r,._1) = N{1(x, r) = F1(x), 

f/x, r) f~(x, r1) ••• f~(x, rn_ 1 ) = N[;(x, r) = F 2(x) 

setzt, so ist 
(3) 

Darin sind F1 (x), F 3 (x) ganze Funktionen der Grade nm1, nm2 , deren 
Koeffizienten als. symmetrische Funktionen der Wurzeln von cp(x) im 
Uationalitätsbereich enthalten sind. 

Da f(x) irreduzibel angenommen war, so muß nach (3) sowohl 
F 1 (x) als F 3 (x) eine Potenz von f(x) sein. Sei also 

F 1 (x) = f(x)P', F 2(x) = f(x)P•, 

und folglich, durch Vergleichung der Grade: 

mp1 = nm11 mp2 = nm2, m1 + m2 = m. 

Da nun m1 und m2 kleiner als m und folglich nicht durch die Prim
zahl m teilbar sind, so muß n durch m teilbar sein und wir haben den 
Satz: 2) 

Eine irreduzible Funktion f(x) vom Primzahlgrad m kann 
nur reduzibel werden durch Adjunktion der Wurzel einer 
Gleichung, deren Grad durch m teilbar ist. 

1) Es ist nämlich, wenn wir (1 (x, r) t;. (x, r)- f(x) = F(r) setzen, zunächst iden
tisch F(r) = 0 für alle Werte von x, mithin insbesondere für alle dem Rationalitäts
bereich a angehörenden Werte. Folglich ist Satz 4. auf die Gleichung F(r)= 0 
anwendbar, und es ist J?(r1) = 0 (i = 1, 2, ... , n -1) zunächst für alle Werte von x 
aus a. Dann bestehen aber diese Gleichungen nach § 92, 2. ebenfalls für jedes x. 

2) Auch dieser Satz ist in dem Satz von Loewy (§ 109, 4.) als besonderer 
Fa.ll enthalten. 

28* 
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§ 112. Kubische Gleichungen mit drei reellen Wurzeln. 
Eine Gleichung von der Form xn - a = 0 heißt eine reine Glei

chung, jede ihrer Wurzeln Va heißt ein Radikal des Rationali
tätsbereichs von a vom Graden. 

Bei einer kubischen Gleichung mit drei reellen Wurzeln gibt die 
Cardanische Formel diese Wurzeln nur als- Summen von zwei kom
plexen Radikalen (§ 82). Aus den Sätzen des vorigen Paragraphen 
können wir jetzt dfln folgenden Satz ableiten: 

Eine irreduzible Gleichung dritten Grades mit drei reellen 
Wurzeln und rationalen Koeffizienten kann nicht durch reelle 
Radikale gelöst werden. 

Wenn eine irreduzible kubische Gleichung f(x) =0, deren Koeffizienten 
wir rational annehmen, eine Wurzel hat, die durch eine Kette von reellen 
Radikalen darstellbar ist, so können wir die aufeinander folgenden 
Wurzelexponenten als Primzahlen annehmen. Denn eine Wurzel mit 
zusammengesetzten Exponenten r = yO kann, wenn m = pq ist, ersetzt 

'I! I-
werden durch r = ·v yO, also durch mehrmals nacheinander ausgeführtes 
Radizieren mit Primzahlexponenten. Wir fügen dann der Reihe nach 
alle diese Radikale bis auf das letzte dem Rationalitätsbereich hinzu, 
wodurch die Gleichung noch nicht zerfällt. Erst durch Hinzufügung 
des letzten llad1kals r, das nach § 111, 5. vom dritten Grade sein muß, 
tritt ein Zerfallen ein. Es erhält also eine Wurzel die Form 

x1 = a + br + er~, 
worin a, b, e rational durch die früheren Radikale ausdrückbar sind, 
während r = iJo nicht durch die früheren Radikale rational darstellbar 
ist. Hieraus folgt, daß () nicht die dritte Potenz einer im R.ationalitäts· 
hereich enthaltenen Größe a sein kann; denn von den drei Werten a, Ea, 
c2a, die dann r haben könnte, wo E eine komplexe dritte Einheitswurzel 
bedeutet, wäre nur a reell; also müßte das r.eelle r gegen die Voraus· 
setzung gleich a sein. Daraus ergibt sich aber, daß auch 

xll = a + erb + E2r2e, 

:r3 = a + E2rb + cr1e 

w·urzeln der gegebenen kubischen Gleichung sein müssen; denn aus 
§ 111, 4:. folgt, daß mit f(x1) zugleich f(x2) und f(x3 ) ·verschwinden 
Nun ist hier 

-1 + iya 
c =- 2 ' 

2 -1-iy'J" c =----
2 ' 

und da a, b, e reell sind, so können xi und x3 nur dann reell sein, wenn 

rb = r!c 
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ist. Wären b und c gleich 0, so wäre x1 = a, also f(x) durch x- a teil
bar, also gegen die Voraussetzung schon vor Adjunktion von r reduzibel. 

Daher müßte r = .!!__, d. h. r rational durch die früheren Radikale aus-
c 

drückbar sein, was gleichfalls der Voraussetzung widerspricht.1) 

§ 113. Darstellung der Einheitswurzeln durch Radikale. 
1. Ist a eine Zahl des Rationalitätsbereichs .Q, und ist die reine Glei

chung x"- a = 0 in .Q, irreduzibel, so kann natürlich keines der Radi-
kale ya zum Rationalitätsbereich gehören. Umgekehrt aber .gilt der 
folgende Satz von Ab e 12): 

Ist n eine Primzahl, so ist rp(x) = x"- a nur dann in .Q, re
duzibel, wenn (wenigstens) eines der Radikale ya zum Ratio
nalitätsbereich gehört, mithin wenn a dient" Potenz einer Zahl 
des Rationalitätsbereichs ist. 

Für n = 2 ist diese1· Satz einleuchtend, denn für n = 2 wird 
rp(x) = (x- ya) (x + Ya), und diese Faktoren sind nur dann rational, 
wenn ya rational ist. 

V ersteht man für ein ungrades n unter ya = r eine bestimmte der 
verschiedenen nten Wurzeln, z. B. wenn a reell ist, die reelle, unter ro 

die nt" Einheitswurzel cos 2 n + i sin 2n, so sind die sämtlichen Wur-n n 
zeln von rp(x) = 0: 
(1) r, ror, w2r, .. . , oo"- 1r. 

Wenn nun rp(x) zerfällt, etwa in das Produkt qJ1 (x)rp2 (x), worin der 
Grad fL von rp1 ( x) = x~' + b1 x~'- 1 + · · · + b fl kleiner als n ist, so werden 
die Wurzeln von rp1 ( x) unter denen von rp ( x) zu suchen sein, und da 
(-l}"b,. = b dem Produkte der Wurzeln von rp1 (x) gleich ist, so ist 
b == ro"r~', worin k eine ganze Zahl ist und b dem Rationalitätsbereich 
angehört. Erhebt man diese Gleichung in die nte Potenz, so folgt mit 
Rücksicht auf r" = a: 
(2) b" = afl. 

Da nun aber !"' kleiner als die Primzahl n und folglich !"' und n relativ 
prim sind, so kann man die ganzen Zahlen p, q so bestimmen, daß 
pn + q(J, = 1 wird(§ 61). Wegen (2) ist dann: 

a = aP"aq,u = (a"bq)", 
folglich a die nte Potenz einer Zahl des Rationalitätsbereiches. Sobald 
also a nicht eine solche nte Potenz ist, zerfällt rp(x) nicht. In diesem 
Falle wollen wir jedes Radikal ya irreduzibel in .Q, nennen. 

1) Der hier gegebene Beweis•stimmt im wesentlichen mit dem von Gegen
bauer, Monatsh. f. Math. 4 (1893) überein. Andere Beweise haben Mollame, 
Rend. Ace. Napoli (1890), Hölder, Math. Ann. 38 (1891) und Kneser, Math. 
Ann. 41 (1893) gegeben. 

2) N. H. Abel, Journ. f Math. 1 (1826), <Euvres ed. Sylow et Lie 1, 72. 
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2. Eine Zahl heißt durch Radikale darstellbar, wenn sie 
zu einem Rationalitätsbereich gehört, der aus dem Bereich 
der rationalen Zahlen durch sukzessive Adjunktion von ir
reduziblen Radikalen des jeweils vorangegangenen Rationali
tätsbereiches abgeleitet ist. 

Eine Gleichung, die durch eine endliche Anzahl von Radikalen lÖs
bar, also auf reine Gleichungen zurückfiihrbar ist, heißtalgebraisch 
auflösbar.1) 

3. Zu den algebraisch auflösbaren Gleichungen gehören die Kreis
teilungsgleichungen 2), und zwar beweisen wir den Satz: 

Mag m eine Primzahl oder zusammengesetzt sein, so sind 
alle mten Einheitswurzeln durch Radikale von niedrigerem 
Grad als m darstellbar. 

Der Satz ist richtig in den ersten Fällen, denn für m = 1 und m ~ 2 
haben wir nur die rationalen Einheitswurzeln + 1, - 1, für m = 3 
haben wir die Einheitswurzeln: 

-1+v'-a -1-v=-:~ 
2 2 

die also aus der reinen Gleichung zweiten Grades x! + 3 = 0 abgeleitet 
werden. Die vierten Einheitswurzeln + i, - i ergeben sich aus der 
reinen Gleichung x 2 + 1 = 0. 

Wir wollen nun die vollständige Induktion anwenden und annehmen, 
der Satz sei bewiesen für alle Einheitswurzeln, deren Grad m1 kleiner 
als m ist. Können wir ihn unter dieser Voraussetzung beweisen, so ist 
er allgemein bewiesen. Hierbei sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nach
demmeine zusammengesetzte Zahl oder eine Primzahl ist. 

4. Sei m eine zusammengesetzte Zahl, 

m = pm1 , 

p eine in m aufgehende Primzahl und m1 > 1, also m1 < m, p < m. 
Ist r eine mte Einheitswurzel, so ist rP = a eine Einheitswurzel vom 

Grade m1 und folglich nach der Voraussetzung durch Radikale von nied
rigerem Grad als m1 darstellbar. Es ist also r Wurzel der reinen Glei
chung xP - a = 0, und diese ist, wenn a in dem bis dahin gebildeten 
Rationalitäts hereiche nicht die pte Potenz einer Größe des Bereichs ist, nach 
1. irreduzibel. Folglich ist r ein irreduzibles Hadikal des Rationalitäts
bereichs von a und durch Radikale von niedrigerem Grad als m darstellbar. 

Ist aber a = bP die pte Potenz einer Größe des Bereichs und (! eine pt.e 
Einheitswurzel, so ist r = (! b, und nach der Voraussetzung ist, da p < m 
ist, (! gleichfalls durch Radikale von niedrigerem Grad als m darstellbar. 

1) H. Weber (Lehrb. d. Algebra 1) ne!lllt die algebraisch auflösbaren 
Gleichungen auch metazyklisch, weil sich ihre Theorie unmittelbar an die der 
zyklischen Gleichungen anschließen läßt. 

2) Wir verstehen hier unter t.ler Kreisteilungsgleichung die Gleichung der 
primitiven mten Einheitswurzeln (~ lOö, 2.). 
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5. Es bleibt der Fall übrig, daß m = p eine Primzahl ist. In die
sem Falle sind allept•n Einheitswurzeln, mit Ausnahme von 1, primitiv 
(§ 105, 2.), und wenn man eine von ihnen mit ro bezeichnet, also etwa 

2n .. 2n 
üJ = COS - + ~ Slll - 1 p p 

so sind die primitiven Ei:q.heitswurzeln vom Grade p: 
~-p-1 

. ' "' 

Wir ordnen sie, wie in § 107, mit Hilfe einer primitiven Wurzel g 
von p in einem Zyklus: 

(3) ro[OJ, ru[1J, ... ' ro[p-1J' 

und es sei E irgendeine (p-1)16 Einheitswurzel, also da p-1 <p 
ist, nach unserer Voraussetzung eine durch Radikale von niedrigerem 
Grad als p - 1 darstellbare Zahl. 

Wir adjungieren die Zahl E dem Rationalitätsbereiche und betrachten 
die Funktion 1J: 
(4) 1/J(ro) = w[OJ + Ero[1l + c2ro[•J + · · · + EP- 2w[P- 2l, 

die eine ganze Funktion von ro ist. 
Wenn wir hierin w durch m(ll ersetzen, so geht 1/J(ro) in 

l/l(ro[1l) = ro[1l + Ero[2l + E2ro[8l + · · · + cP- 2w[0l 

über und da cP- 1 = 1 ist, so ist 1/J(ro) = c1/1(ro[11) und ebenso 

l/l(ro[1l) = E1/J(ro[2l), 1/J(ro[2l) = cl/l(ro[31),.. . Daraus folgt: 
1/J(ro)P-1 = l/l(ro[1J)p-1 = 1/J(ro[2l)P-1 = ... = 1/J(ro[p-2J)p-1 

und es ergibt sich also: 

1/J(ro)P-1 = _1__ [1/J(ro)P-1 + 1JI(ro[1J)p-1 + ... + tt>(ro[p-2J)P-1]. 
p-1 

Die rechte Seite dieses Ausdruckes ist aber eine symmetrische 
Funktion der Wurzeln ro, ro[1l, ro[2l, ... , w[p-l!J und kann daher rational 
ausgedrückt werden. Dieser Ausdruck wird aber außer rationalen Zahlen 
noch E enthalten. Bezeichnen wir mit A eine Größe des durch E er
weiterten Rationalitätsbereiches, so ist: 

1/J(ro)P- 1 = A, 

und die Bestimmung von 1/J ( ro) ist auf eine Reihe von Radikalen zurück
geführt, deren Grade die in p- 1 aufgehenden Primzahlen q sind. Wenn 
bei den hierbei nacheinander auftretenden reinen Gleichungen 

1) Ausdrücke dieser Form hat zuerst Lagrange zur Auflösung von Glei
chungen benutzt (Mem. de l'ac. de Berlin 1770/71). Man nennt sie deshalb 
Lagrangesche Resolventen. Es wird also die Bezeichnung "Resolvente" in 
doppelter Bedeutung gebraucht. Die zur Auflösung der kubischen und biqua
dratischen Gleichung dienenden Ausdrücke u, V in § 99, (2) und y'f,", llt;, "JI't; 
in § 99, (12) sind Lagrangesche Resolventen. 
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aft- a = 0 eine reduzible vorkommen sollte, also a = b2 ist, so tritt 
nach 4,. an Stelle von Va eine qte Einheitswurzel, die nach Voraus
setzung durch Radikale darstellbar ist. Hieraus folgt: 

Die Zahlen 1/J(w) sind durch Radikale von niedrigerem Grad 
als p -1 darstellbar.1) 

6. Nach § 105, (5) bestehen für die Einheitswurzeln c die Formeln 

(5) 2c = 0, 2c2 = 0, ... , .EEP- 9 = 0, 
worin sich die Summen über alle c erstrecken. Schreiben wir nun, um 
die Abhängigkeit von E anzudeuten, 

w + cw[1l + E2CD[:IJ + · · · + cp-!CD[p-!J =1/J(CD, E), 

setzen hierin für E seine p - 1 verschiedenen Werte, und bilden die 
Summe 1:1/J(CD, E) aller dieser Funktionen, so folgt wegen (5): 

( 6) CD = ~ ~ 1/J ( CD1 E) 
p- '. 

und es ist also auch CD durch Radikale darstellbar, deren Grade die in 
p -1 aufgehenden Primzahlen sind, und damit ist der Satz 3. bewiesen. 

7. Hiernach können wir die Definition 2. so erweitern: 
EineZahl heißt durchRadikale darstellbar, wenn sie durch 

sukzessive Adjunktion von Wurzeln reiner Gleic}lungen von 
Primzahlgrad ausdrückbar ist, mögen diese reduzibel oder 
irreduzibel sein. 

Denn ist a = b" die nte Potenz einer Größe des vorangehenden 
Rationalitätsbereiches, und setzen wir x = by, so geht die Gleichung 
x" - a = 0 in y" - 1 = 0 über und diese Gleichung ist durch Radikale 
lösbar. 

5 lU. Die Gleichung fünften Grades ist im allgemeinen nicht 
algebraisch auflösbar. Erster Beweis. 

1. Es sei jetzt f(x) eine irreduzible Funktion von ungradem Prim
zahlgrad n mit rationalen Koeffizienten, von der wir voraussetzen 
wollen, daß sie .durch eine Kette von Radikalen (die nicht reell voraus
gesetzt zu werden brauchen) reduzibel wird. Der Koeffizient des 
höchsten Gliedes sei 1. Wir bilden einen Rationalitätsbereich, in den 
wir alle zur Reduktion von f nötigen Radikale mit Ausnahme des letzten 
aufnehmen, so daß also f(x) auch in diesem Rationalitätsbereich noch 
irreduzibel ist. Wenn dieser Rationalitäts hereich die nt• Einheitswurzel 
E noch nicht enthält, so fügen wir diese noch hinzu, wodurch abermals 
keine Zerfällung eintreten kann. Denn nach§ 113 ist E durch 
eine Kette von Radikalen darstellbar, deren Grad niedriger ist als n, 
und durch sie kann nach § 111, o. keine Reduktion der Funktion nt•n 

1) Nur für p = 3 wird 'IJI(co) ein Radikal vom Grade p -1, weil hier p -1 
eine Primzahl ist. 
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Grades f(x) bewirkt werden. Die Adjunktion eines möglicherweise über
flüssigen Radikals ist ja immer gestattet. 

Die E rechnen wir also mit zu den "früheren Radikalen". Das letzte 
Radikal r, durch das die Zerfällung eintritt, muß nach § 111, 5. vom 
Grade n sein. Es sei also r = W, und r sei nicht rational durch die 
früheren Radikale ausdrückbar. Dann kann (} nicht die nt• Potenz einer 
Größe a des Rationalitätsbereiches sein, weil sonst r = Eka ebenfalls im 
Rationalitätsbereiche enthalten wäre. 

2. Da hiernach x"- (J irreduzibel ist, so kann man nach § 111, 4-. 
in jeder Gleichung, die außer den Größen des Rationalitätsbereiches noch 
r enthält, r durch Er, E1r, E3r, .. . , .s"- 1r ersetzen. 

Ist z. B. für irgendeine rationale Funktion 'ljJ 

1/J(r) = 1/J(.sr), 

so ist auch 1/J(.sr) = 1/J(E2r) = 1/J(.s3r) = · · · = 1/J(.s"- 1r), und es ist 
also 1/J(r) selbst im Rationalitätsbereich enthalten (§ 111, 3.). 

3. Es werde jetzt also f(x) durch Adjunktion von r reduzibel, und 
f(x, r) sei ein Faktor von f(x), der auch nach Adjunktion von r 
nicht weiter zerlegbar ist. Der Koeffizient der höchsten Potenz werde 
immer gleich 1 angenommen. 

Wenn aber f(x, r) ein Faktor von f(x) ist, so gehen nach § 111,~. 
die n Faktoren 

(1) f(x, r), f(x, .sr), f(x, E2 r), f(x, .s3r), ... , f(x, .sn- 1r) 

alle in f(x) auf. Diese Faktoren sind alle zugleich mit f(x,r) irreduzibel, 
und es sind keine zwei miteinander identisch, da sie sonst nach 2. alle 
identisch und folglich rational sein müßten, was der Annahme wider
spricht, daß f(x) erst nach Adjunktion von r reduzibel werde. Es haben 
also auch keine zwei der Funktionen (1) einen gemeinschaftlichen Teiler, 
da ein solcher rational durch r darstellbar und doch in einer der irre
duziblen Funktionen (1) enthalten wäre. Das Produkt 

(2) F(x) = Nf(x,r) = f(x,r)f(x, .sr)f(x,.s'r)f(x, .s8r) .. . f(x,.sn- 1r) 

ist aber rational und folglich durch die irreduzible Funktion f(x) teilbar, 
und da es keine anderen Faktoren als solche, die auch in f(x) aufgehen, 
enthalten kann, so ist es eine Potenz von f(x). 

Diese Potenz muß aber hier die erste sein, da ein linearer Faktor, 
der in F(x) mehr als einmal vorkäme, ein gemeinsamer Faktor zweier 
Funktionen (1) sein müßte. Es ist also, wenn Ekr = rk gesetzt wird: 

(3) f(x) ,_ f(x, r) f(x, r 1) f(x, r2) f(x, r 8) ••• f(x, rn_ 1), 

und die f(x, r) sind in bezug auf x vom ersten Grade. Man erhält also 
die Wurzeln von f(x), wenn man die Faktoren f(x, r) gleich Null setzt, 
und sie haben nach § 111, 1. sämtlich die Form: 

(4) 
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worin die a0, a1, a11 , ••• , a,._ 1 Größen des vorletzten Rationalitäts
bereiches sind. 

4, Die Funktion nten Grades f(x) muß immer mindestens eine 
reelle Wurzel haben, da n ungrade ist und die komplexen Wurzeln 
nur paarweise vorkommen können; es sind daher entweder alle Wurzeln 
reell, oder es sind zwei komplf>x und n- 2 reell, oder es sind vier kom
plex und n - 4 reell usf. 

Wir wollen uns nun die sukzessive Adjunktion der Radikale in der 
Weise angeordnet denken, daß wir zu jedem komplexen Radikal (1, 

das noch keine Zerfällung von f(x) bewirkt, gleichzeitig daskonjugiert 
komplexe () adjungieren. Das ist offenbar gestattet, da die Adjunktion 
eines möglicherweise überflüssigen Radikals nicht schadet. 

Wenn nach dieser Anordnung r = y(j das erste zerfällende Radikal 
ist, so sind nur folgende Fälle möglich: 

1. Ist 0 reell, so kann, da die nte Einheitswurzel E dem Rationalitäts
bereich angehört, auch r reell angenommen werden. 

Wenn dann x1 eine reelle Wurzel von f(x) ist, so sind die Koeffi
zienten a0 , av a2 , «:11 ••• , a,._ 1 in (4) gleichfalls reell; denn ihre kon
jugiert komplexen Zahlen a0, a1, a1, a8, ••• , « .. _1 gehören nach unserer 
Voraussetzung gleichfalls zum Rationalitätsbereich, und es ist 

x1 = ao + att· + &2 r2 + . . + a,. -1 r"- t' 

also 

(ao- «o) + (al- a1)r + (a2- «s)r2 + ... + (a,._l- a,._l)rn-l = 0. 

Dies ist aber, da x"- 0 irreduzibel ist, nur möglich, wenn 

a0 -a0 =0, a1-a1 ==0, a2-a2=0, a3-a3 =0, .. , a,._1 -a,._1 =0, 

also die a; reell sind. 
Die n- 1 anderen Wurzeln von f(x) sind: 

(5) 

x2 = a0 + ca1 r 

Xs = «o + E2alr 

+ c2a2rll + .. 
+ E4 a2r2 + · · · 

+ c'"-ta,._J1·"·-t' 

+ 82(n-lla"_ 1ru-t, 

x,. = ao + E"-talr + E2(n-llallr2 + ... + c<n-t)•a .. _tr"-1, 

die nach 3. alle voneinander und von x1 verschieden sind. 

Nun sind "-t 

konjugiert komplex mit 

und folglich 

konjugiert komplex mit 

E, E11, •• , E--T 

~;n-1 

' ... ' 
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Wir sehen also: 
Ist das zerfällende Radikal reell, so hat die Funktion f(x) 

eine reelle und n-1 paarweise konjugiert komplexe Wurzeln. 1) 

2. Ist () komplex und ii konjugiert komplex mit(), so sind alle Wur
zeln von x" = () komplex; zu jeder von ihnen, r, gibt es eine bestimmte 
Zahl r, die eine Wurzel von x" - jj = 0 ist und, es ist 

(6) rr = r1r1 = r 9 r2 = · · · = r,._ 1r,._ 1 =V ()0 = R 

reell. Setzen wir also in Polarform 

() = a(cos cx + i sin a), Ö = a(cos a- i sin a) 
mit positivem a, so wird 

>:J-( a • • ") 'fC( IX • • ") r = V a COS ·n + t Slll n 1 f = V a COS n - Z Slll n 1 

R = Va2• 

Wir wollen nun anstatt r zuerst die reelle Zahl R adjungieren, wean 
sie nicht schon im Rationalitätsbereich et1thalten ist, und haben nun 
wieder zwei Fälle zu unterscheiden: 

2a. Es tritt bereits durch Adjunktion vonReine lteduktion 
von f(x) ein. Dann ist die AdjunktiOn von r nicht mehr erforderlich, 
un~ daR ein reelles Radikal ist, so kommen wir auf den Falll. zurück. 

2b. Es tritt durch Adjunktion von R noch keine Reduktion 
von f(x) ein, wozu auch der Fall gehört, daß R rational ist (wie z. B. 
in der Cardanischen Formel bei den kubischen Gleichungen). 

Dann ist die Adjunktion von r selbst noch notwendig zur Lösung 

der Gleichung. Mit r ist aber auch zugleich schon r = ~ adjungiert. 

Ist dann x1 = 1/J(r) reell, so ist 

(7) 1JI(r)=17J(r)=1ß(~), 
worin 1JI die Bedeutung hat, daß alle in 'ljJ vorkommenden komplexen 
Zahlen des Rationalitätsbereiches durch ihre gleichfalls dem Rationali
tätsbereich angehörigen konjugiert komplexen Zahlen zu ersetzen sind. 

Die Gleichung (7) bleibt aber bestehen, wenn darin r durch jede der 
Wurzeln r11 r2 , r8 , •• • , r,._ 1 von x" -0 ersetzt wird, und' da nach (6) 

h R - "t "t auc - = r 1 , ••. 1s , so 1s : ,.1 
t/l(r1) = i[i(r1), t/J(r2) = lfi(r2), •. , t/J(r,._ 1) = ![j(r,._1), 

d. h. allen Zahlen 1/J(r), 1/l(r1), 1JI(r2), '1/Jlrs), ... , '1/J (r .. _1) sind reell. 
Es folgt: 
Ist das zerfällende Radikal komplex, so hat die Funktion 

f(x) lauter reelle Wurzeln 

1) Hieraus folgt wieder, da.ß eine irr~duzible kubische Gleichung mit drei 
reellen Wurzeln nicht durch reelle Radikale lösbar ist. 
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Nunmehr haben wir also den Satz: 
Eine algebraisch auflösbare Gleichung vom Prim zahl

grad n hat entweder nur eine oder n reelle Wurzeln.1) 

5. Für den Fall n = 5 gibt dies den folgenden Satz: 
Eine irreduzible durch Radikale IösbareGleichung fünften 

Grades mit rationalen Koeffizienten hat entweder fünf reelle 
Wurzeln oder eine reelle und vier komplexe Wurzeln, nie
mals drei reelle und zwei komplexe Wurzeln. 

Um also nachzuweisen, daß nicht jede Gleichung fünften Grades 
durch Radikale gelöst 'Werden kann, haben wir nur zu zeigen, daß es 
irreduzible Gleichungen fünften Grades mit rationalen Koeffizienten 
gibt, die drei reelle und zwei konjugiert komplexe Wurzeln haben. 
Dies kann aber durch unzählige leicht zu bildende Beispiele erhärtet 
werden. 

So ist z. B., wie wir schon früher aus dem Schönemannsehen Krite
rium geschlossen haben (§ 90, 9.), die Funktion 

f(x) = x5 - 4x- 2 

irreduzibel und sie hat nach § 102, 7. drei reelle und zwei konjugiert 
komplexe Wurzeln. Die Gleichung f(x) = 0 ist sonäch nicht 
durch Radikale lösbar. 

§ 115*. Zweiter Beweis. 

I. Wir wollen von dem eben bewiesenen Satz einen zweiten Beweis 
geben, der deutlicher den inneren Grund erkennen läßt, weshalb die Glei
chungen bis zum vierten Grad algebraisch auflösbar sind und die Ton 
höherem Grad allgemein nicht mehr. 

Es sei 
(1) f(x) = x" + a1x"- 1 + a2 x"- 2 + · · · + a,. = 0 

eine allgemeine Gleichungnten Grades, d. h. es mögen keine Beziehungen 
zwischen den Wurzeln x1 , x2 , ••• , x,. bestehen, so daß sie wie unab
hängige Veränderliche angesehen werden können. Dem Rationalitäts
bereich der Koeffizienten denken wir uns von vornherein die im Lauf 
der weiteren Entwicklung etwa notwendigen Einheitswurzeln hin
zugefügt und bezeichnen ihn dann mit ffi. 

2. Die Gleichung sei algebraisch auflösbar durch sukzessive Ad
junktion von Radikalen (!, 61 ";, • • • Die beiden letzten zu adjungieren
den Radikale seien 1J und () und es sei () Lösung der reinen Gleichung 
von Primzahlgrad 

(2) (}P = .A. 

Dann ist .A eine Zahl des vorletzten Rationalitätsbereichs ffi((>, 6 1 ";1 ••• , v), 

1) Dieser Satz rührt von Kronecker her (Monats her. Berl. Akad. 1856). 
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den wir kurz mit mq bezeichnen. Eine Lösung der Gleichung stellt sich 
dann nach § 111, 1. in der Form 

(3) X= «0 + a1 0 + ~{}2 + · · · + ap_ 1 (}P- 1 

dar und darin sind a 0 , • .. , aP_ 1 Zahlen aus m,r 
Wir können an Stelle von 0 immer ein anderes Radikal {}' bestim

men, so daß in der entsprechenden Darstellung von x durch ()' der 
Koeffizient von 0' gleich 1 wird. Sei nämlich a ein von Null ver-
schiedener Koeffizient in (3) und setzen wir ~ 
W ~~=W 
so ist O'P = a~A~', also 0' wiederum ein Radikal des Rationalitätsbe
reiches m'l. 

Da p. zu p relativ prim ist, lassen sich zwei ganze Zahlen r und s 
bestimmen, so daß 11-r + ps = 1 
ist. Dann ist 

(5) 
(}'r 

()=().ur. ()P• = -A' = a '{)'r 
~r r 1 
~,, 

worin rx/ = a;r A• wiederum eine Zahl aus at'l ist. 
Durch Einführung von (5) in (3) erhält man nun in der Tat x in 

der Form x = ßo + {}' + ßs0'2 + ßsO's + ... + ßp-1 ()'p-l 

3. Wir können uns das Radikal {} schon gleich so gewählt denken, 
daß in (3) der Koeffizient von 0 gleich 1 ist. Die übrigen Lösungen 
der Gleichung (2) seien 011 02, ••• OP_ 1, also 

01 =wO, 02 = w2 0, ... OP_ 1 = roP- 1 0, 

worin ro eine p1" Einheitswurzel bedeutet. Denken wir uns den Aus
druck (3) für x in die Gleichung (1) eingesetzt, so geht f(x) in eine 
Funktion F(O) vom (P.-::- tY•n Grad über mit Koeffizienten aus m'l. Es 
ist aber die Gleichung (2) nach § 113, L in m'l irreduzibeP), folglich be
stehen nach § 111, 4. gleichzeitig die Gleichungen 

F(O) = O, F(01 ) = 0, F(02) = 0, ... F(OP_ 1) = 0. 

Dies bedeutet aber, daß Gleichung (1) auch durch alle Werte x, 
(i = 1, 2, .. . p -1) befriedigt wird, die man erhält, wenn man {} in (3) 
durch o. ersetzt. Wir haben also hiermit p Wurzeln von (1): 

x = «o + () + a202 + ... + "p-1 ()P-1 

+ () + ll 2 ...L ' ()p-1 
X1 =«o 1 «2ut '· ·i«p-1 1 

xp-1 = "o + ()p-1 + a2 0~-1 + .. + «p-1 o;=~· 
Wir multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach mit mP, roP- 1, 

1) Der Fall, daß .A die p1" Potenz einer Zahl aus ffi,1 ist, ist ausgeschlossen, 
denn dann wäre auch (} eine Zahl aus ffiq. 
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roP- 2, ... ro. Dann wird das zweite Glied in jeder Gleichung gleich 9 
und wenn wir addieren, so fallen nach § 105 (5) alle übrigen Glieder 
fort und es folgt (da roP- 7 =ro-" ist): 

(7) 

d.h. das Radikal ()ist eine ganze rationale Funktion der Wur
zeln von (1). 

4. Wählen wir in (7) an Stelle der p Wurzeln x, x11 .. xP_1 alle 
möglichen Permutationen von je p Wurzeln der Gleichung (1), so er
halten wir andere ganze Funktionen ()', 8", ... der Wurzeln, und wenn 
wir die Funktion ' 

(8) g(y) = (y - (}P) (y - (}'P) (y - ()"P) •.. 

bilden, so werden die Koeffizienten symmetrische Funktionen der Wur
zeln von (1 ), mithin Zahlen aus 91 sein. Eine Lösung der Gleichung 
g(y) = 0 ist y = ()P = .A., eine Zahl aus m'l, und wenn für das vorletzte 
Radikal 11 die neue Gleichung 

(9) 112 = B 

besteht (q Primzahl), so kann y bei geeigneter Wahl von 'rJ in der Form 

(10) Y = ßo +"' + ß2 1l2 + · · · + ß2-1"19- 1 

angesetzt werden. Setzt man hier für "'die anderen Wurzeln 1j1, 1j2, .•• 

1j2_ 1 von (9) ein, so folgt ebenso, wie in 3., daß man an Stelle von y 
andere Wurzeln y1 = (J'P, '!Ja = ()"P, ••. von g(y) erhält und daß 'rJ eine 
ganze Funktion der y, y11 y2 •• • , mithin auch der Wurzeln von (1) ist. 

So kann man fortfahren und hat schließlich den Satz: 
Bei jeder algebraisch auflösbaren Gleichung sind sämt

liche zur Auflösung erforderlichen Radikale ganze rationale 
Funktionen der Wurzeln. 

5. Es sei jetzt ~ das erste zu adjungierende Radikal und 

(11) Qa=M 

die für Q bestehende reine Gleichung. Dann ist Meine Größe aus ffi 
(noch vor Adjunktion einer Einheitswurzel), also eine symmetrischP. 
Funktion der Wurzeln. Der Exponent a kann als Primzahl angenom
men werden. 

Das Radikal Q wird, als Funktion der Wurzeln betrachtet, keine 
symmetrische Funktion sein, sonst würde es ebenfalls zu 91 gehören 
und es wäre nicht nötig, es zu adjungieren. Es wird also Transposi
tionen, etwa T = (x1x1) geben, die eine ate Wurzel Q in eine andere 
'!' = OJf! überführen, wo jetzt ro eine ate Einheitswurzel bedeutet. Wir 
schreiben: 
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Wenden wir hierauf nochmals die Transposition T an, so kommt 

(JT'- = W(JT = W2Q• 

447 

Aber es ist T' = E, die Hauptpermutation, also QT'- = Q, und daher 
roll= 1, d. h. es muß a = 2 sein und es folgt: 

Das erste zu adjungierende Radikal ist immer eine Qua 
dratwurzel. 

Drückt man die symmetrische Funktion M durch die Wurzeln 
aus, so muß sich 'nach 4:. die Quadratwurzel (J =V M rational be
rechnen lassen und es muß f! bei jeder Transposition (xaxp) sein 
Zeichen wechseln, da das oben über x11 x2 Gesagte für jedes Paar xa, xß 
gilt. Hieraus folgt weiter (§ 98, ~.): 

Bei den algebraisch auflösbaren Gleichungen ist als 
erstes Radikal immer die Quadratwurzel· aus der Diskrimi
minante zu adjungieren. 

6. Der durch Adjunktion von Q erweiterte Rationalitätsbereich werde 
mit ffi (!') bezeichnet. Die in ihm enthaltenen Größen sind die symme
trisch~n und die alternierenden Funktionen; sie bleiben bei allen 
Permutationen der alternierenden Gruppe, also bei einer graden Anzahl 
von Transpositionen, ungeändert. Es besteht aber der Satz: 

Eine grade Anzahl von Transpositionen läßt sich immer 
durch eine Anzahl von dreigliedrigen Zyklen ersetzen. 

Je zwei Transpositionen haben nämlich entweder eine oder keine 
Ziffer gemeinsam und in einem oder dem andern Falle ist 

(aß)("r) = (aßr); (aß)(yd') = (ßr~)(aßr). 

Umgekehrt entspricht, wie die erste Formel zeigt, jeder dreiglied'rige 
Zyklus einer graden Anzahl von Transpositionen. Hierbei ist natürlich 
Voraussetzung, daß mindestens drei Wurzeln vorhanden sind. 

Ist nun 6 das nächste zu adjungierende Radikal, welches die Gleichung 

(12) 

befriedigt, so ist N eine Größe aus ffi (Q) und bleibt bei jeder drei
gliedrigen zyklischen Permutation ungeändert, 11 dagegen nicht, sonst 
würde f1 auch zu ffi(Q) gehören. Es gibt also einen dreigliedrigen 
Zyklus S, durch den r1 in E!l1 übergeht, wo E eine bte Einheitswurzel be
aeutet; dann ist 

und da 6:1 =Eist, so muß <: 8 = 1, also b = 3 sein Es folgt: 

Bei den allgemeinen auflösbaren Gleichungen dritten und 
höheren Grades ist als zweites Radikal eine Kubikwurzel zu 
adjungieren. 
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7. Gibt es nun mindestens fünf Wurzeln, so bleibt N in (12) auch 
bei jedem fünfgliedrigen Zyklus U ungeändert, denn es ist 

(1 2 3 4 5) = (1 2 3) (1 4 5). 

Dabei bleibt 6 entweder ungeändert, oder es geht in &6 oder in E'€1 
über. In den beiden letzten Fällen aber würde sich wegen U5 = E ganz 
entsprechend, wie oben, entweder c5 = 1 oder c10 = 1 ergeben und das 
ist unmöglich, da E komplexe dritte Einheitswurzel sein muß. Es bliebe 
also nur die Möglichkeit, daß tJ bei jedem fünfgliedrigen Zyklus unge
ändert bleibt. Nun läßt sich aber jeder dreigliedrige Zyklus aus 
zwei fünfgliedrigen Zyklen zusammensetzen, z. B. 

(1 2 3) = (5 4 2 1 3)(1 3 2 4 5). 

folglich müßte 6 auch bei jedem dreigliedrigen Zyklus ungeändert blei
ben und das ist nach 6. ausgeschlossen. Es gibt also keine Funktion 6, 
die Gleichung (12) ist unmöglich und damit ist erwiesen, daß eine all
gemeine Gleichung von höherem als dem vierten Grad nicht 
durch Radikale auflösbar ist. 

Zugleich sieht man, daß die Auflösbarkeit der kubischen und bi
quadratischen Gleichungen darauf beruht, daß es bei ihnen nicht 
alternierende Funktionen 11 gibt, deren dritte Potenz eme 
alternierende Funktion ist. Für die kubische Gleichung ist 

6 = x1 + sx2 + c2x8 

eine solche Funktion (§ 99, 2.), für die biquadratische Gleichung, wenn 
wir die Bezeichnungen von § 99, 3. verwenden: 

6=y+cyl+E2Y2· 

8. Hiermit ist der Beweis geführt, daß es nicht möglich ist, mit einer 
endlichen Anzahl von algebraischen Operationen eine Funktion x der n 
unbestimmten Größen av a2 , •• • , a,. zu bilden, welche der Gleichung 

X"+ a1 x"- 1 + · · · + a,. = 0 

identisch genügt. Damit ist aber noch nicht entschieden, ob nicht viel
leicht für alle rationalen Werte von a" a 2 , ••• , a,. Zahlen x durch 
Wurzelziehen aus rationalen Zahlen abgeleitet werden können, die die 
Gleichung befriedigen. Diese Frage wird durch den ersten Beweis in 
§ 114 ebenfalls im verneinenden Sinn beantwortet. 

9. Nachdem im 16. Jahrhundert die Auflösung der kubischen und bi
quadratischen Gleichungen geglückt war, war die algebraische Auflösung der 
Gleichungen fünften Grades eins der wichtigsten Probleme der mathemati
schen Forschung. Hervorragende Mathematiker des 17. und 18. Jahrhun
derts, Leibniz, Tschirnhaus, Euler, Lagrange haben sich darum be· 
müht, und vorwiegend aus ihren Bemühungen sind in dieser Zeit die Fort
schritte der Algebra hervorgegangen, das Problem aber blieb ungelöst. Erst 
gegen Ende des 18. Jahrhunderts begann man zu zweifeln, ob die Lösung 
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überhaupt möglich sei. Gauß spricht sich in seiner Doktordissertation vom 
Jahre 1799 (vgl. § 94, 2.) deutlich hierüber aus. Er betont, daß die Auf
lösung in dem bisherigen Sinne nichts weiter sei als die Zurückführung auf 
reine Gleichungen und daß nichts zu der Annahme berechtige, daß diese Zu
rückführung allgemein möglich sei. Er kündigt sogar darüber weitere Unter
suchungen an 1 ), die sich indessen in seinem Nachlaß nicht vorgefunden haben, 
aber in demselben Jahr wurde in Italien ein ernstlicher Versuch gemacht, 
die Unmöglichkeit der Auflösung der Gleichungen fünften Grades zu be
weisen. Dies geschah von Pa o l o Ru ffin i in seinem Lehrbuche: Teoria generale 
delle equa.zioni, Bologna 1799, welches vornehmlich diesem Beweis gewidmet 
ist, und weiterhin in noch fünf Abhandlungen, deren letzte 1813 erschien. 2) 

Ruffinis Versuche sind sehr beachtenswert; er ist durch sie ein erster Begründer 
der Gruppentheorie geworden. Seinem Beweise von 1813 konnten wir in diesem 
Paragraphen von 5. an im wesentlichen folgen Dagegen vermißt man bei ihm 
den Nachweis, daß die Radikale rationale Funktionen der Wurzeln sind. 
Diese Lücke wurde von Niels Hendrik Abel, Journ. f. Math. 1 (1826) 
ausgefüllt und damit war erst der Satz vollständig bewiesen. Seine Beweis
führung haben wir oben (2, 3, 4) in einer von Kronec·ker 3) vereinfachten 
Darstellung wiedergegeben. Erfordert dieser Teil des Beweises noch einige 
algebraische Rechnung, so beruht der Beweis in der Theorie von Galois 
ganz auf gruppentheoretischen Betrachtungen und ist damit auf die einfach
sten Prinzipien zurückgeführt. Doch muß hierfür auf die Lehrbücher der 
Algebra verwiesen werden. 4) 

1) Gauß, Disq. arithm. Art. 359. Vgl. auch Werke 10,1, S. 505,507. 
2) Vgl. Burkhardt, Die Anfänge der Gruppentheorie und Pa.olo Ruf

fini, Zeitschr. f. Math. und Physik, Hist.-liter. Abt. 37 (1892). 
3) Kronecker, Berl. Monatsber. 1879. 
4) Vgl. Weber, Algebra, 2. Auf!.. 1, § 183 ff. 

Weber u. Wellstein, Enzyklot>ädie I. 4. A.ufl 29 



Drittes Buch. 

Analysis. 
Neunzehnter Abschnitt. 

Unendliche Reihen. 
§ 116*. Begriff der Konvergenz und Divergenz. 

1. Unter einer Reihe versteht man eine gesetzmäßige Aufeinander
folge von Zahlen irgendwelcher Art: 

at, a2, as, .. 
und man nennt diese Zahlen die Glied er der Reihe. Die Reihe heißt 
unendlich, wenn das Gesetz so beschaffen ist, daß es ohne Ende 
angewendet werden kann, daß also zu jedem Index n das entsprechende 
an berechnet werden kann. Wir betrachten zunächst nur Reihen mit 
reellen Gliedern. 

Eine solche unendliche Reihe bilden z. B. die natürlichen Zahlen 
1, 2, 3, ... und allgemeiner die Glieder einer arithmetischen Progression 
a, a + b, a + 2b, a + 3b, ... oder die Glieder einer geometrischen Pro
gression 1, a, a/, a~, . . . oder die Zahlen 1\ 2k, 3" .... mit beliebigem 
Exponenten k. 

Allgemein kann man die Glieder einer Reihe auffassen als die Werte 
f(v) einer Funktion, bei der die Variable die ganzzahligen Werte 
v = 1, 2, 3, . . . durchläuft.1) Den für irgendein ganzzahliges n ge
bildeten Ausdruck f(n) oder an nennt man auch das allgemeine Glied 
der Reihe. 

2. Aus einer Reihe 
(1) 
leiten wir eine zweite Reihe 

ab, indem wir setzen: 
sl = at 
s2 = at + o2 
s,1 = a1 + a2 + o~ 
s4 = a1 + a2 + a3 + a.1 

s,. ---~ a1 + a2 + u:1 + · · · + a,.. 

1) Es braucht also die Funktion für !ctndere als ga.nzza.hlige Werte der Va
riablen nicht definiert zu sein, z. B. f( v) die vt• Primzahl. 
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Die Zahlen s1 , s2 , s8 , • •• heißen die Partialsummen der Reihe (1). 
Wir definieren nun, indem wir uns auf die Begriffsbestimmungen in 

§ 28 stützen: 
Eine unendliche Reihe heißt konvergent, wenn ihre Par

tialsummen eine konvergente Folge bilden.1) 

Es ist also die Reihe (1) konvergent, wenn der Grenzwert 

(2) lim s., = S 

existiert. Besitzt aber die Folge der Partialsummen keinen Grenzwert, 
so heißt die Reihe divergent. 

Nach § 28, 1. kann man also sagen: 
Die unendliche Reihe (1) ist konvergent, wenn es eine be

stimmte ZahlSund zu jeder gegebenenpositiven ZahlE einen 
Index n gibt, so daß 

(3) I S- Sn+,. I < E für • = 1, ~- :1, .. 

Bei einer konvergenten Reihe nennt man den Grenzwert S die 
Summe oder den ~ert der Reihe (1) und schreibt: 

S = a 1 + a 2 + a8 + a4 + · · · 
Diese Schreibweise soll bedeuten, daß man beim Summieren der Reihen
glieder, wenn man nur genügend viele Glieder nimmt, dem Wert S so 
nahe kommen kann, wie man nur will. Man kann also die unendliche 
Reihe benutzen, um den Wert von S mit beliebiger Annäherung zu be
rechnen, und in der Tat bilden die Reihen, wie wir sehen werden, das 
wichtigste und manchmal das einzige Hilfsmittel zur Berechnung der 
Werte bestimmter Zahlen oder Funktionen. 

3. Die durch W eglassung einer Anzahl von Anfangsgliedern aus 
der Reihe (1) entstehenden Reihen 9) 

(4) an+l + an+2 + an+S + ... 
nennt man die Restreihen der Reihe (1). Sie sind gleichzeitig mit(1) 
konvergent oder divergent. Es sind nämlich die Partialsummen der 
Reihe ( 4) 

61 = Sn+l - s., 112 ~s"+2- sn, .. . , 6,. = Sn+•· ~Sn, ... , 

mithip existiert lim 11~ dann und nur dann, wenn lim sn+•· existiert, 
) 1 -).-00 1'-)-00 

d. h. wenn die Reihe (1) konvergiert, und es ist in diesem .Falle die 
Summe der Reihe (4) lim 6" = S- sn. Diese Differenzen 

'lt = 1, 2, 3, ... 

1) Wa.ring, Meditationes a.lgebr. Cambridge 1770. 
2) Man schreibt eine unendliche Reihe meistens schon in Form einer Summe, 

auch wenn ihre Konvergenz oder Divergenz noch nicht entschieden ist. 
2ll* 
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nennt man die Reste der konvergenten Reihe (1) und nach (3) gibt 
es zu jeder positiven Zahl ~ einen Index n, so daß 

I (),.+~I< E für "= 1,2,s, ... , 

d. h.: Bei einer konvergenten Reihe konvergieren die Reste 
gege'n den Grenzwert Null. 

4. Durch den Satz § 28, 6. haben wir die Möglichkeit, die Konver
genz einer Reihe zu entscheiden, ohne eine Annahme über die Zahl S 
zu machen, nämlich : · 

Die unendliche Reihe (1) ist dann und nur dann konver
gent, wenn es zu jeder positivenZahlE einenlndexn gibt, so daß 

(5) I s,.+,.- s,.l < E für v= 1,2,s .. 

Es sind aber s,.+"- s .. = t1" die Partialsummen der Restreihe (4): 

S,.+"- Sn= an+l + an+2 + an+S +. •. + !!n+~' 
wir haben also den Satz: 

Eine unendliche Reihe ist dann und nur dann konvergent, 
wenn es zu jeder positiven ZahlE eine Restreihe gibt, deren 
Partialsummen,_ absolut genommen, sämtlich kleiner als E 

bleiben. 
ö. Nehmen wir als erstes Beispiel die Reihe 1) 

1 + t + ·t + fö + 15 + .. ·, 
worin die Nenner die Reihe der Dreieckszahlen (§ 56, 3.) durchlaufen. 
Man kann die Reihe auch schreiben: 

2 2 2 2 
1-2 + 2--:a +3.4 + 4-5 + ... 

Das allgemeine Glied ist 

2 ( 1 1 ) 
a .. =n<n+1)= 2 -:n-n+1 

und die Partialsummen sind 

allgemein 

s1 = 1 = 2(1- t) 
s2 ={-=2(1-}) 
s3 = f = 2(1 -f) 

., 

s,. = 2 ( 1 - ~ ) + 2 ( ~ - ~ ) + 2 ( ~ - ~ ) + . 

=2(1- - 1-)-n+t 

Daraus sieht man, daß lim sn existiert und daß 

lim s,. = 2 

·+2(~--~-) n n+l 

1) Diese Reihe wurde als eines der ersten Beispiele für eine unendliche Reihe 
bereits von Lord Brouncker, Phil. Trans. 1668 betrachtet. 
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ist. Die Reihe konvergiert also und ihre Summe ist 2. Wir können 
schreiben: 

1 + + + t + lo + f5 + ... = 2. 

Man sieht auch, daß die Reihe recht langsam konvergiert. Um die 
Summe auf drei Dezimalstellen genau, also mit einem Fehler von we
niger als 0,0005 zu erhalten, müßte man, wie man aus dem Wert von 
s,. sieht, etwa 4000 Glieder addieren. 

6. Weiter betrachten wir die Reihe 

1 + + + ·~· + ·~ + i\ + ... 
mit dem allgemeinen Glied 1) a,. = 2

1n · 

Die Partialsummen sind 
S0 = 1 = 2-1 

s1 = t = 2- ~ 

S 2 = f = 2-! 

allgemein (vgl. § 20, 11.) 
Sa = 1; = 2-1, 

(6) 
1 1 1 1 1 

s,. = 1 + 2 + 2ll + 2• + ... + 2" = 2 - 2". 

Daraus folgt, daß lim s,. = 2 ist, die Reihe konvergiert, und es ist 

1 + t + 1 + i + t& + ... = 2. 

'Formel (6) zeigt den Grad der Annäherung, aen man durch die Be
rechnung der Partialsummen erreicht. Um die Reihensumme mit eineru 
geringeren Fehler als 100t000 zu finden, muß man 21 Glieder (n = 20) 
summieren. 

7. Die eben betrachtete Reihe ist ein besonderer Fall der unend
lichen geometrischen Reihe 

(7) 1 + x + x2 + x3 + x4 + ... , 
worin x irgendeine reelle Zahl bedeuten kann. Die Partialsumme s,. ist 
nach § 20, 11. 

(8) s = 1 +X+ x2 + .. + xn-1 = !_:-x" = .. _1 __ - x" -· 
n 1-x 1-x 1-x 

Ist nun x ein (positiver oder negativer) echter Bruch, so istlimx"=0, 
, n~~ 

folglich existiert der Grenzwert lim s,. und wir haben den Satz: 
Die unendliche geometrische Reihe konvergiert, sobald 

i X I< 1 ist und ihre Summe ist 

(9) 1 2 3 1 +x+x +x +· .. =--· 1-x 

1) Wir bezeichnen hier das Anfangsglied mit a0 und entsprechend die Par
tialsummen mit s0, 811 s" ... 
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Die Reihe bleibt konvergent, wenn man - z an Stelle von x schreibt 
und es ist 

(9a) 1 , 3 4 1 -x+x -x +x -···=--· 
, 1+x 

Ist aber x ~ 1, so gibt es bei der Reihe (7) keinen Grenzwert für die 
Partialsummen; sie wachsen über jeden noch so großen Betrag. Ebenso 
gibt es, wenn x < -1 ist, in (8) keine Grenze für die Potenzen x", also 
auch nichtfür sn, und bei x = -1, also bei der Reihe 1-l+ 1-1 + 1-· · · 
sind die Partialsummen abwechselnd 1 und O, besitzen also auch keinen 
Grenzwert. Es folgt: 

Sobald I x I> 1 ist, divergiert die unendliche geometrische 
Reihe. 

Zu den konvergenten geometrischen Reihen gehören auch die peri
odischen Dezimalbrüche. Ist nämlich 

ein unendlicher Dezimalbruch mit der Periode z1z2 ••• z1 und wird die 
dekadische geschriebene Zahl 

{z1z2 •• z1 } = m 

gesetzt, so ist der Dezimalbruch gleichbedeutend mit der Reihe 1) 

= 1~1 ( 1 + 1~f + 1:27 + 0 0 
·) 

Hier steht in der Klammer eine unendliche geometrische Reihe, bei der 

x = 1~1 = 10-1 ist, folglich ist 

m 1 111 

r = uv ·1-=-to-f == 1:of -1' 

wie wir schon § 31, 3 auf anderem Wege gefunden haben. 
Auch ein nicht periodischer unendlicher Dezimalbruch läßt sich als 

eine unendliche Reihe auffassen: 

Die Reihe konvergiert; ihre Partialsummen sind die in§ 30 mit A 11 A2, 

A5, ••• bezeichneten endlichen Dezimalbrüche und die durch den Dezi
malbruch dargestellte reelle Zahl a = lim An ist die Summe der Reihe. 

1) Hier ist von dem Satz Gebrauch gemacht, daß eine konvergente Reihe 
konvergent bleibt, wenn man jedes Glied mit einer festen Zahl c multipliziert 
und daß sich dann die Summe der Reihe ebenfalls mit c multipliziert, denn 
jede Partialsumme .•,. geht in es,. über und es ist (vgl. § 29, 1.): 

lim es" = c lim s" = eS. 
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8. Lange Zeit haben die Mathematiker sich mit den unendlichen Reihen 
besch!!.ftigt, ohne sich eigentlich um ihre Konvergenz und Divergenz zu 
kümmern. Während des ganzen achtzehnten Jahrhun~erts hat man unbe
denklich mit divergenten Reihen gearbeitet. Indem man z. B. in der For
mel (9a), die doch nur unter Voraussetzung der Konvergenz der Reihe, 
also für I x I< 1 abgeleitet ist, x = 1 oder x = 2 setzte, erhielt man für 
die Reihe 1- 1 + 1 - 1 + · · · als Summe t, für die Reihe 1 - 2 + 4 
- 8 + 16- · · · als Summe t und man bemühte sich, die unzureichende 
mathematische Begründung dieser merkwürdigen Resultate durch metaphy
sische oder theologische Gründe zu ersetzen (Leibniz 1696, Grandi 1703). 
In ähnlicher Weise (nämlich als Werte von Potenzreihen für x = 1) hat 
Euler Reihen wie 1"- 2" + 3n- 4"+ ···oder 1!- 2! + 3!- 4! + · · · 
summiert. Man schrieb also jeder l!'ormel Allgemeingültigkeit und eine Art 
selbständigen Daseins unabhängig von ihrer Entstehung zu und glaubte sich 
berechtigt, für die Variablen ganz beliebige Werte einsetzen zu dürfen. 1) 

Die Bedenken, welche 'hiergegen von Varignon (1712), Nikolaus II. 
Bernoulli (1743), d'Alembert (1768) geäußert wurden, blieben verein
zelt und hatten keinen Einfluß auf die Zeitrichtung. Erst zu Anfang des 
neunzehnten Jahrhunderts brach sich die Überzeugung Bahn, daß nur die 
konvergenten Reihen Existenzberechtigung haben und nur aus ihnen sich 
sichere Schlüsse ziehen lassen. Vor allem waren es die Arbeiten von Gauß, 
Abel und Cauchy, die dieser Anschauung zum Siege verhaifen 2) und da
mit das Gefühl für logische Strenge und Exaktheit der Beweisführung 
weckten, das $dtdem ein Kennzeichen der mathematischen Forschung bildet. 

9. In neuerer Zeit ist es gelungen, auch große Klassen von divergenten 
Reihen einer strengen Behandlung zugänglich zu machen. Man hat verschie
dene Methoden dabei angewandt, denen der gemeinsame <.Tedanke zugrunde 
liegt, daß man die divergente Reihe mit gewissen konvergenten Prozessen 
in Beziehung bringt und deren Grenzwert als Wert der Reihe ansieht. 

1) Zu welchen Konsequenzen dies führt, zeigt ein Beispiel der binomi
schen Reihe (§ 124, 8.) 

-- 1 1 1·3 ' 1·3·6 
}"1- z~= 1- --z- ---- z"- ---z ·- -- ------z•- · · , 

2 2·4 2·4·6 2-4·6·8 

wenn man darin z = 2 einsetzt, wo dann die imaginäre Einheit als Summe 
reeller Zahlen erscheint. l!'ür die Auffassung von Euler kommt vor allem die 
Abhandlung De seriebus divergentibus (Novi Uomm. Ac. Petrop. I) 1764/66) in 
Betracht. Zur Geschichte der Benutzung divergenter Reihen vgl. Reiff, Gesch. 
d. unendl. Reihen, Tübingen 1889; Burkhardt, Math. Ann. 70 (1911). 

2) Gauß, Abhandlung über die hypergeometrische Reihe 1812; Abel, Unter
suchung der binomischen Heihe 1826 (Ostwalds Klass. No. 71); Cauchy, Cours 
d'analyse 1821. In der genannten Abhandlung Art. 3 (Werke 3, 126) sagt Gauß: 
"Es ist klar, daß sich die Untersuchung naturgemäß auf die Fälle zu beschränken 
hat, in denen die Reihe konvergiert und daß die Frage nach dem Wert der Reihe 
für x> 1 keinen Sinn hat." Und vierzig Jahre später (1. September 1850) schreibt 
er an Schumacher: "Reihen haben eine klare Bedeutung, wenn sie konver
gieren; diese Klarheit der Bedeutung fällt weg mit dieser Bedingung ... Ich habe 
[die Gültigkeit des Gebrauchs der divergenten Reihen] nie anerkannt . . . und 
überall, wo ein~ Veranlassung war, die Zulässigkeit der Reihen nur unter der 
Bedingung der Konvergenz ... entschieden ausgesprochen." Vgl. auch den Brief 
von Abel an Holroboe, 16.1.1826 (N. H. Abel, Memorial. Leipzig 1902). 
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Solche divergente Reihen, bei denen dieses möglich ist, nennt man s um
mierbar, und je nach der Art des konvergenten Prozesses unterscheidet man 
verschiedene Arten oor Summierbarkeit. So kann man z. B. eine divergente 
Reihe unter Umständen mit einem konvergenten Kettenbruch in Beziehung 
setzen und der Wert des Kettenbruchs kann dann als Wert der Reihe gel
ten. Vor allem aber ist eine ausgedehnte Theorie divergenter Reihen ent
standen, die auf der Bildung gewisser Mitte 1 werte beruht. 1) Wir wollen nur 
den einfachsten Fall betrachten. 

Die Reihe 
(~) a1 + a1 + a3 + a4 + ... 
konvergiert, wenn die Folge der Partialsummen 

(®) 
konvergent ist. Bildet man nun die arithmetischen Mittel der Par
tialsummen, also 

(=') ~+~ ~+~+~ 
'<:.I su -2-, 3 ' ... , 

so zeigt man leicht, daß mit (®) auch gleichzeitig die Folge (®'),und zwar 
zum selben Grenzwert konvergiert. 2) Es kann aber vorkommen, daß ( ®') 
konvergiert, ohne daß (@i) konvergiert. Dann ist die Reibe (m:) diver
gent, aber mit Hilfe der Folge ( @i') wird sie summierbar und als i,lJren Wert 
definiert man 

s=lim 8t+ 8z+···+s ... 

Nehmen wir z. B. die Reihe 

1-1+1-1+1-···, 
so ist die Folge (®): 

1, 0, 1, o, 1, 0 0 0' 

mithin die Folge (®'): s 1 4 
1, f, t }, 5• T• 7• 

Es ist also für ungerade n 

81 + s2 +~-~ _ n + 1 _ _!:_ _!__ 
n - 2n - 2 + 2n' 

für grade n dagegen ist dieser Mittelwert gleich f, also folgt: 

lim ~!j-__s. j-__:_:_: +_~ = _!:_ 
n 2' 

und dieses ist im oben angeführten Sinn der Wert der Reihe 

1-1+1-··· 

10. Besonders wichtig und durch einfache Eigenschaften ausgezeich
net sind die Reihen mit nur positiven Gliedern. Bei ihnen bilden 
die Partialsummen eine monoton aufsteigende Folge (§ 27, 1.) und 
aus § 28, 7. folgt: 

1) Hölder, Math. Ann. 20 (1882); Cesaro, Bull. d. sciences math. (2), 14 
(1890); Borel, Le9ons sur les series divergentes, Paris 1901. Perron, Math. 
Zeitschr. 6 (1920). 

2) V gl. den Zusatz am Schluß dieses Bandes. 
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Eine Reihe mit nur positiven Gliedern ist.dann und nur 
dann konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen be
schränkt ist, und die obere Schranke dieser Partialsummen 
ist gleich der Summe der Reihe. 

Ist aber die Folge der Partialsummen nicht beschränkt, so läßt sich 
zu jeder Zahl N ein Index n angepen, so daß von s,. alle Partialsummen 
größer als N sind, und die Reihe ist divergent. 

11. Die Reihe 
(10) 1 + t + t + t + } + ... 
mit dem allgemeinen Glied a,. = _1_ heißt die harmonische Reihe; n 
wir wollen zeigen, daß sie divergiert. Es ist nämlich 

Folglich· ist 

allgemein 

l>t 
t+t>~ 

i + } + t + + > ~ oder f 
t+t + ... " 

st. > t, Ss > ~, S7 > ~ , 815 > -~ ' 
k 

Sllk-1 > -2 . 

1 
i 

.. ' 

Nimmt man also bei gegebenem N den Index n > 22N- 1, so sind 
von s., ab alle Partialsummen > N. Folglich ist die Reihe divergent. 

12. Aus einer konvergenten Reihe kann man durch den folgenden 
Satz beliebig viele andere konvergente Reihen ableiten. 

Ist 

eine konvergente Reihe mit nqr positiven Gliedern und 

kl' kll, ks, k4, ... 

eine beschränkte Folge von positiven oder negativen Zahlen, 
so ist auch die Reihe 

(11) k1 a 1 + k2 a2 + k3 a3 + · · · konvergent. 

Bezeichnen wir nämlich die Partialsummen der Reihe (11) mit o11 o2, 

o3 , •.• , so ist 

11,.+.- o,. = kn+l an+l + kn+2an+2 + ... + k,.+.an+v' 

Nach Voraussetzung können aber alle Zahlen k, ihrem absoluten 
Werte nach eine endliche Schranke g nicht überschreiten: 

also ist 

I k, I <g, 

I 11,.+,.- 0n I < u I a,.+l + a .. +2 + · · · + an+ •. i 

j6,.+"- 6,.! <g[s,.+.-s,.! < E,. 
oder 
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wenn - was we_gen der Konvergenz der ersten Reihe immer möglich 
ist - der Index n so bestimmt wird, daß bei vorgegebener positiver Zahl s 

I I< E fu''r s,.+•- s,. g 1'=1,s,s, .. 

Damit ist die Konvergenz der Reihe (11) erwiesen. 1) 

Gibt man den Zahlen k1 , k,, k3 , •• - nur die Werte 0 oder 1, so folgt: 
Eine konvergente Reihe mit nur positiven Gliedern bleibt 

ko;p.vergent, wenn man beliebig viele Glieder fortläßt. 
Nimmt man ferner für die k1, k2 , k3 , • • • nach Belieben die Werte 

+ 1 oder - 1, so erhält man den Satz: 
Alle Reihen, die aus einer konvergenten Reihe mit nur po

sitiven Gliedern dadurch hervorgehen, daß man die Vorzeichen 
der Glieder ganz beliebig_ abändert, sind konvergent. 

§ 117*. Kennzeichen der l{onvergenz. 
1. Die bisher gegebenen Kennzeichen für die Konvergenz setzen die 

Kenntnis der Partialsummen voraus. In den meisten Fällen ist es aber 
nicht möglich, die Partialsummen in eine solche Form zu bringen, daß 
man direkt ihr V erhalten bei wachsendem n beurteilen kann. Es sind 
daher die obigen Kennzeichen(§ 116, 2., 4:., 10.) praktisch nur wenig an
wendbar; man kann. aber aus ihnen andere Kennzeichen gewinnen, durch 
die man schon aus den Gliedern der Reihe die Konvergenz oder Di
vergenz entscheiden kann. 

Zunächst ist zur Konvergenz notwendig, daß die Glieder der Reihe 
den Grenzwert· Null besitzen, d. h. zu jeder positiven Zahl h muß es 
einen Index n geben, so daß für jeden größeren Index m 

(1) la,,.J<<l. 

Setzt man nämlich in s 116, (5) c = : , so gibt es einen Index n, so 

daß flir alle m > n 

J s"' - s,. I < : und 

Nach § 14, 3. ist aber 

·I s"' -sm-1 I= I (s", -s,.) + (s,. -sm-1) I< I s".- s,.! +I s,.- Sm-1 I' 
~~~ I I ~ Sm- Sm-1 < u 

und dies ist gleichbedeutend mit (1 ). 
Diese Bedingung ist aber, wie das Beispiel der harmonischen Reihe 

in § 116, 11. zeigt, nicht hinreichend zur Konvergenz. 
2. Es gibt aber eine wichtige Klasse von Reihen, bei denen die Be-

1) Der Satz ist ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes, welcher § 119, 4. 
bewiesen wird. 
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dingung (1) zur Konvergenz hinreicht, nämlich die alternierenden 
Reihen mit monoton abnehmenden Gliedern. Unter einer alternierenden 
Reihe versteht man eine Reihe, deren Glieder abwechselnd positiv und 
negativ sind, also eine Reihe von der Form 

(2) a.1 - a2 + a3 - a4 + · · ·, 
wo alle a,. positiv sind. Für sie gilt der Satz von Leibniz 1): 

Eine alternierende Reihe, deren Glieder beständig ab
nehmen und schließlich beliebig klein werden, ist konvergent. 

Es soll also 
at > a2 > as > a J > ... 

und lim an= 0 sein. 
Die Partialsummen der Reihe (2) sind 

..,] -c ~ al 82 ~~ (jl -- a2 = sl - a2 

8 8 = 81 - (a2 --- a8 ), s4 = 8 2 + (a3 -- a<t) = 8 3 - a4 

s5 = 8~ -·- (a.J.- a5 ). 8H = 84 J.. (a5 -- rt<;) = s~ - a6 

Die eingeklarn merten Differenzen sind alle positiv, also bilden die 
s11 8 3 , 85 , ••• eine monoton absteigende, die 82, 84 , s6 , •.• eine monoton 
aufsteigende Folge. Weiter aber ist 

81 > s2, 83 > 8,, 85 > 86 , •.• 

und lim (s~n-l- 82 n) = lim a2 ,. = 0. 
Daraus folgt, daß die beiden Folgen verbundene Folgen sind 

(§ 27, 1. und § 28, 4:.), folglich bestimmen sie eine Zahl 

s = lim 82n--1 = lim 82n' 

d. h. die Reihe ist konvergent.2) 

So ist also z. B. die Reihe 
~ 

1-~-+{--t+i-oo• 

konvergent und ihre Summe liegt zwischen -} und 1, während die
selben Glieder, mit gleichen Vorzeichen genommen, eine divergente Reihe 
ergeben. 

3. Der Satz von Leibniz ist als besonderer Fall in dem folgenden 
Satze enthalten 3): 

Es sei c11 c2 , c3 , •.. eine monoton abnehmende Folge posi
tiver Zahlen und lim cn = o, 

1) Leibniz (um 1674), Math. Schriften 3,926 (Briefan Joh. Bernoulli 10.1.1714). 
2) Man kann auch sagen, . weil alle Zahlen der ersten Folge > s2 , alle 

Zahlen der zweiten Folge < s1 sind, daß die erste nach unten, die zweite nach 
oben beschränkt ist, und wegen lim (s~n-l- s271) = 0 muß dann lim s2n-l = lims2n 
sein. Man mache sich die Entstehung des Grenzwertes durch Intervallschachte
Jung auch geometrisch klar, indem man die Partialsummen s1 , s2 , s8 , ••• auf der 
Zahlengeraden aufträgt. 

3) Abel, Journ.f.Math.l (1826). 
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ferner u11 u2 , u3 , ••• eine Folge positiver oder negativer Zahlen 
von der Eigenschaft, daß die Partialsummen 

(3) 
beschränkt sind; dann ist die Reihe 

(4) 
konvergent. 

Zum Beweise drücken wir u11 u2 , ••• , un durch die Partialsummen (3) 
aus, nämlich 

ul = ~ ' Us = u2 - ~' Us = Us - u2' ... ' u .. = u .. - un -1 ' 

und haben dann für die nt• Partialsumme der Reihe ( 4) 

Sn= Cl ul + Cs(U2- Ul) + Cs(U:,- Us) + .. + c,.(U,.- U,._l) 
= U1 (c1 - c2) + U2 (c2 - c5) + · + Un_ 1 (c,._ 1 - c,.) + U".c,.. 

Da nun die unendliche Reihe 

(c1 - c2) + (c2 - c3 ) + (c3 -- c4 ) + · · = c1 

aus lauter positiven Gliedern besteht und konvergiert, und da die 
U11 U2 , U3 , ••• absolut genommen alle kleiner als eine endliche Zahl g 
bleiben, so ist nach § 116, 12. auch di~ Reihe 

(5) ul (cl- c2) + U2(c2- Cs) + Us(Cs- c4) + ... 
konvergent, und da sich Uncn der Grenze Null nähert, so ist lim s,. 
gleich der Summe dieser Reihe, d. h. die Reihe ( 4) konvergiert zur selben 
Summe, wie die Reihe (5). Man nennt diese Umwandlung der ersten 
Reihe in die zweite die Abelsche Umformung. 

Nimmt man für u1 , tt 2 , u3 , u4,.-. die Zahlen+ 1, -1, + 1, -1, ... , 
so erhält man den Leibnizschen Satz über die alternierenden Reihen. 
Eine Anwendung des allgemeinen Satzes werden wir § 134, 5. kennen 
lernen. 

4:. Ein einfaches und oft benutztes Hilfsmittel zum Nachweis der 
Konvergenz bildet die Reihenvergleichung. Es sei 

(m:) al + a2 + as + ... 
eine Reihe von nur positiven Gliedern. Kann man nun eine zweite Reihe 

(~) b1 + b2 + b3 + · · · 
nachweisen, von der kein Glied kleiner ist als das entsprechende Glied 
der ersten Reihe, also 1) 

al < bl, a2 < b2, as < bs, ... , 

und weiß man, daß die Reihe ~ konvergiert, so konvergiert auch die 
Reihe ~ und die Summe von m: ist' kleiner als die Summe von Ql 

Es sind nämlich die Partialsummen von m: kleiner (oder jedenfalls 
nicht größer) als die entsprechenden Partialsummen von ~- Diese bilden 

1) Hier soll nicht durchgängig das Gleichheitszeichen gelten, sonst wäre 
W mit !!3 identisch. 
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aber eine beschränkte Folge, sind also sämtlich kleiner als eine endliche 
Zahl B, folglich sind auch alle Partialsummen von SZ( kleiner als B, sie 
sind also ebenfalls beschränkt, und die Reihe V! ist nach § 116, 10. k~n
vergent. 

Man nennt die Reihe~ eine Majorante der Reihe~. Ist umgekehrt 
die Reihe & divergent, so divergiert auch jede Majorante von~. 

5. Nehmen wir z. B. für & die Reihe 
1 1 1 

1 + ~· + 3' + 42. + ... ' 
so ist 

1 1 1 1 1 1 
1 = 1' 2" < ~2, if' < 2-.-3' 42 < 3. 4' .. ' 

also ist 1 + _!__ + -1- + --~ + _!__ + · .. 
1·2 2·3 3·4 4·5 

eine Majorante von (6). Diese Reihe konvergiert aber und ihr Wert ist 
gleich 2, denn ihre Glieder sind vom zweiten Glied ab die Hälfte der 
Glieder der Reihe§ 116, (6), folglich konvergiert auch die Reihe (6) und 
ihre Summe ist kleiner als 2. 

Mit der Reihe (6) konvergieren dann alle Reihen 
1 1 1 

(7) 1 + 27< + Sk + 4k + ... ' 
worin k irgendeine reelle Zahl > 2 sein kann. 

6. Man kann aber nachweisen, daß diese Reihen auch schon konver
gieren, wenn nur k > 1 ist. Man verfährt dabei ähnlich wie § 116, 11. 
Setzen wir: 1 1 1 1 1 1 

Uo = 1, U1 = 2:r + 3k' U2 = 4T + 5k + 6k + 7~<• · · · 
1 1 1 1 

allgemein uv = 2;;1 + (2•-tl.)k + (2_v_ + •tf + · · · + (2"+1_ 1l' 
so besteht u,. aus 2• Gliedern, und es ist 

2" 1 
u" < 2"k = ;><k-t) · 

Nim.mt man v = 0, 1, 2, 3, .. ·. so ist also, wie man sieht, die Reihe 
1 1 1 

1 + 2k_:l + 2il(k-1) + 23(k-lj + ... 
eine Majorante der Reihe u0 + u1 + u9 + u8 + · · ·, die ihrerseits mit 
der Reihe (7) übereinstimmt. Diese Majorante ist aber eine unendliche 

geometrische Reihe, welche konvergiert, sobaid 2k~t < 1, also ~i < ~, 
mithink > 1 ist. Es konvergiert also auch die Reihe (7), sobald k > 1 ist. 

Ist aber k < 1, so ist 
1 1 1 1 1 1 

1 = 1' 2k > 2' Sk > a' 4k > 4' 

d. h. die Reihe (7) ist in diesem Fall eine Majorante der harmonischen 
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Reihe, und da diese divergiert, so ist auch die Reihe (7) divergent. Wir 
haben also den Satz 1): 

Die Reihe 1 + 1 + 1 + 1 + 2k 3k 4k ... 

k on ver giert, wenn k > 1 ist; sie di vergi er t, wenn k < 1 ist. 
7. Mit Hilfe des Prinzips der Reihenvergleichung hat man Regeln 

abgeleitet, um aus dem Verhalten der Glieder die Konvergenz oder 
Divergenz einer vorgelegten Reihe zu entscheiden. Man nennt sie 
Konvergenzkriterien und unterscheidet Kriterien erster und zweiter 
Art, je nachdem in ihnen die einzelnen Glieder selbst oder V erbin
dungen mehrerer Glieder auftreten. Ein solches Kriterium, welches 
für alle Fälle anwendbar ist, gibt "Els nicht; es gibt aber einige ein
fache und doch weitreichende Kriterien 2), die wir jetzt betrachten 
wollen. Wir beschränken uns dabei auf Reihen mit nur positiven 
Gliedern. 

8. Kriterium erster Art von Cauchy. 
Aus den Gliedern der Reihe 

al + a2 + as + a 4 + ... 
bilden wir die Folge 

(8) 

Wenn fast alle 3) Zahlen dieser Folge kleiner sind als ein 
bestimmter echter Bruch, so konvergiert die Reihe. Wenn 
aber unendlich viele Zahlen der Folge größer als 1 oder gleich 
1 sind, so divergiert die Reihe. 

Im ersten .l!'all gibt es eine positive Zahl () < 1, so daß von einem 
bestimmten n ab 

Va,. < () für jedes v > n. 
Dann sind also vom nten Glied ab alle Reihenglieder 

a.< O> 
mithin ist die konvergente geometrische Reihe 

()•• + ()n+ 1 + ()n+2 + (J~H + 
eine Majorante der Restreihe 

an+ an+l + an+2 + an+S + ... ' 
folglich ist diese und damit auch die vorgelegte Reihe konvergent. 

Sind aber unendlich viele Zahlen der Folge (5) 'Jili: ~ 1, so sind 
unendlich viele Reihenglieder a~ 2 1 und die Reihe divergiert. 

1) Waring, Meditationes algebraicae. Cambridge 1770. 
2) Cauchy, Analyse algebrique (1821), Cap. VI, § 2. 
3) d. h: alle mit Ausnahme einer endlichen Anzahl (vgl. § 27, 1.). 
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9. Kriterium zweiter Art von Cauchy. 
Wir bilden die Verhältnisse von je zwei aufeinanderfolgenden Glie

dern der Reihe, also die Zahlenfolge 

(9) a! a. a4 a5 
~' a;-, a;, a~-, ... , 

Wenn fast alle Zahlen dieser Folge kleiner sind als ein 
bestimmter echter Bruch, so konvergiert die Reihe. Wenn 
aber fast alle Zahlen größer als 1 oder gleich 1 sind, so diver
giert die Reihe. 

Im ersten Fall gibt es eine positive Zahl '1'/ < 1 , so daß von einem 
bestimmten n ab 

- 2 
an+~< 1Jan+l < r; a" 

a"+S < r;an+2 < r;sa,,. 

Es ist also die konvergente geometrische Reihe 

a,.(r; + 'Y/2 + 11s + 'fJ.t + .. ·) 
eine Majorante der Restreihe 

an+!+ an+2 + an+S + an+4 +.'.I 
folglich ist diese und damit auch die vorgelegte Reihe k~vergent. 

Im zweiten Fall ist 

a,. < an+l < o"+2 < an+3:::; ... ' 

und die Reihe divergiert. 
10. Die Zahlenfolgen (8) und (9) können mehrere Häufungswerte

besitzen (§ •28, 8. ), und es werden fast alle Zahlen der Folge kleiner als 
ein echter Bruch sein, wenn der größte Häufungswert kleiner als 
1 ist; dagegen werden fast alle Zahlen größer als 1 sein, wenn der 
kleinste Häufungswert größer als 1 ist. Bei dem Kriterium erster 
Art findet aber Divergenz schon statt, wenn nur unendlich viele (also 
nicht "fast alle") Zahlen der Folge größer als 1 sind, und dazu genügt 
es, daß der größte Häufungswert größer als 1 ist. Wir haben also: 

Konvergenz 

Divergenz 

K ri teri um erster Art 

lim sup 'V an< 1 

lim sup 'ifti: > 1 

Kriterium zweiter Art 

lim sup a,.+l < 1 
an 

lim inf an+t > 1. 
a,. 

Wenn eine der beiden Folgen konvergiert, so iällt für sie der lim sup 
und der lim inf mit dem Grenzwert zusammen, und wenn insbesondere 
die Folge (9) konvergiflrtl), so besteht ein enger Zusammenhang zwi
schen den beiden Kriterien, der sich in folgendem Satz aussprichtll): 

1) Unter dieser beschränkenden Annahme hat bereits W aring, Meditatione~ 
algebraicae (1770) das Konvergenzkriterium zweiter Art ausgesprochen. 

2) Cauchy, .-\nalyse algebrique (1821), Cap. II, § 3. 
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Wenn die Folge (9) konvergiert, so konvergiert auch die 
Folge (8) und beide Folgen haben denselben Grenzwert. 

Sei nämlich lim C:n + 1 = a, und (p, q) ein beliebig kleines Intervall, in 
an 

dem a, liegt: p < a < q. 

Dann werden von einem gewissen Index m ab alle Zahlen der Folge (9) 
in dem Intervallliegen und man erhält: 

pam < am+1 < qafT, 

pam+l < am+l < qam+1 
pam+2 < am+S < qam+2 

pan-1 < a,. < qa,._ll 

und indem man alle diese Ungleichungen multipliziert und den posi
tiven Faktor am+la'm+ 2 ..• an-t weghebt: 

p"-mam < a,. < q"-""am 
Pm a"' q"' p" < ···· a11 < -- a,. < -- a,. < q". 
am. am am 

und daraus 

Wir setzen zur Abkürzung die feste positive Zahl :: = ß 
halten durch 11\..uszieben der nten Wurzel: 

p < vßva:: < q. 

und er-

Es liegen also bei genügend großem m für alle Zahlen n > m die 
Zahlen Vß Va: in demselben beliebig kleinen Intervall wie der Grenz-
wert a, also folgt: 1. 'V' J:lll/- _ 

Im p ya,.- a. 
n~oo 

Nach § 39, 5. ist aber lim Vß = 1 und folglic"h nach§ 29, ö. in der 
Tat, wie behauptet, 

10 v·- 1' a,.+l Im a = a = 1m~- . 
" a,. 

11. Anwendungen der beiden Konvergenzkriterien werden wir später 
kennen lernen. Hier wollen wir nur zeigen, daß die Kriterien nicht immer 
anwendbar sind. Nehmen wir z. B. die oben betrachteten Reihen 

(10) 1 1 1 
1 +2i+3k+4k+···, 

so ist an+t = nk 1 

a,. (n + 1)k = (1 + ~r' 

folglich ist für jedes k mit Benutzung von 10.: 

10 an+1 1" v- 1 1m-~= rm a = . a n 

" 
Hieraus läßt sich nichts über die Konvergenz schließen und es gibt 

ja auch unter den Reihen (10) sowohl konvergente wie divergente Reihen. 
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Ebenso versagen die Konvergen:r.kriterien bei der Reihe § 116, (6) mit 

dem allgemeinen Glied a,. = n (n ~ i) · Es ist 

an+l n 1 a:- = n+-2 = 1 +'7:' 
folglich wiederum a v--lim _n_±j_ = lim a,. = 1. 

a,. 
Man kann aber grade aus den Reihen (10), deren Konvergenz und Di

vergenz wir direkt untersucht haben, ein neues Kriterium erster Art für 
solche Fälle herleiten, in denen die beiden ersten Kriterien im Stich 
lassen. 

12. Wenx 
der Art, daß 
die Reihe. 

ein Exponent k > 1 gefunden werden kann von 
die Folge { nka,.} 'beschränkt ist, so konvergiert 

Es liegen dann nämlich die Zahlen nka,. = cn alle unter einer end

lichen Grenze, und da nach 6. die Reihe 1 + 2~ + 3~ + 4~ + · · · für 
k > 1 konvergiert, so konvergiert nach § 116, 12. auch die Reihe 

c + ~~ + ~·- + c4 + · · · = a + a + a. + a + · · · 1 2k gk 4k 1 2 ~ 4 

So ist z. B. für die Reihe in § 116, 5. 
2 2n• 2n n a = ----·-- = -· ·--

" n<n+1) n+l' 

also { n9 a,.} eine beschränkte Folge mit der oberen Schranke 2, folglich 
konvergiert die Reihe. 

13. Wenn aber na,. mit n über alle Grenzen wächst oder 
einen von Null verschiedenen Grenzwert hat, so divergiert 
die Reihe.1) 

Denn es läßt sich dann eine positive Zahl c annehmen, so daß fast alle 
Produkte na,. > c sind, und es gibt also eine endliche Zahl m derart, daß 
für allen> m 

a >~-
" n 

ist. Es ist also die Restreihe 

am+l + a.m+2 + am+S + ... 
eine Majorante der Reibe 

c (;-~! + m-t 2 + ;n-~ a + · · ) ' 
und da diese nach § 116,11. divergiert, so divergiert auch die Restreihe 
und damit auch die Reihe a1 + a51 + a8 + a4 + · · · 

Hiernach ist z. B. die Heihe 
1 1 1 1 

a+7i + a+2ß + ~-.f.-3~ + ~+-4-~ + ·. ·, 
1) Die Kriterien in 12. und 13. rühren ebenfalls von Ca.uchy her (Anc. 

Exerc. de Math. 2 (1827),, 221). 
Weber u. Wellstein, Enzyklopadle I. 4,. Auf!. 30 
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in der {J eine positive Zahl ist, divergent, denn es ist 

l. 1. n 1. 1 1 Im na = Im ---- = 1m ----- = ---, 
n a+ßn n-+oo~+tJ (J 

n 

und dieser Grenzwert ist von Null verschieden. 

§ 118*. Bedingte und unbedingte Konvergenz. 

I. Es sei 
(~) 

eine Reihe mit irgendwelchen positiven oder negativen Gliedern. Wir 
nennen sie die Reihe ~. Ersetzt man alle negativen Glieder durch die 
entgegengesetzten positiven, bildet also die Reihe der absoluten 
Werte 

(~*) I at I + I a2! + I as I + 1 a,~,l + · · ·, 
so möge sie dieAbsolutreihe der Reihe 2! heißen und mit m:* bezeich
net werden. Wir können dann den Satz am Schluß von § 116 in der 
Form aussprechen: 

Wenn m:* konvergiert, dannkonvergiert auch m:. 
Das Umgekehrte ist nicht richtig: es·kann eine Reibe konvergieren, 

ohne daß ihre Absolutreihe konvergiert, wie das Beispiel 

(1) 1 - t + t - t + ~~- - ... 
zeigt. Wir können also zwei Arten der Konvergenz unterscheiden: 

l. Eine Reihe heißt absolut konvergent, wenn ihre Absolutreihe 
konvergiert. 

2. Eine Reihe heißt bedingt konvergent, wenn sie selbst kon
vergiert, ihre Absolutreihe aber divergiert. 

Man sieht leicht: Eine konvergente Reihe, die nur eine endliche An
zahl von Gliedern eines Vorzeichens besitzt, ist absolut konvergent. Es 
muß also eine bedingt konvergente Reihe unendlich viele 
positive und unendlich viele negative Glieder besitzen. 

2. Um die beiden Arten von Reihen genauer zu untersuchen, wollen 
wir in der Reihe m: die positiven und negativen Glieder unterscheiden. 
Es seien 

die positiven, 

die negativen Glieder. Die mit den absoluten Werten dieser Glieder ge
bildeten Reihen werden mit 58 und @: bezeichnet, also: 

(58) b1 + b2 + b3 + b4 + · · · 
(@:) c1 + c2 + c3 + c4 + · · · 

Die Partialsumme.n der Reihen ~' )S, @: seien 
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A,. = a1 + a2 + a3 + · · · + a,. 
B. = b1 + b2 + b3 + · · · + b,. 

C. = c1 + c2 + c~ + · · · + c, .. 
Falls die Reihen konvergieren, seien A, B, 0 ihre Summen. 
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= 1,!, s,. 

Die Partialsummen von 51( setzen sich aus denen von ~ und lt zu
sammen. Es ist 
(2) Al= BP-- C,. 

und J.., fl-, v wachsen gleichzeitig ins Unendliche. Wenn ~ und lt kon
vergieren, so ist 

lim B 1,- lim O. ~= lim (B,. - O.) = lim A;" 

d. h.: Wenn beide Reihen jß und~ konvergieren, so konvergiert 
auch 51( und es ist 
(3) A = B- 0. 

Unter dieser Voraussetzung ist auch die Absolutreihe von m: kon
vergent, denn ihre Partialsummen sind BfJ. + 0,., und umgekehrt kann 
21.* nur konvergieren, wenn sowohl ~ wie lt konvergieren. Es folgt: 

Eine Reihe konvergiert dann und nur dann absolut, wenn 
die Reihe der positiven Glieder und ebenso die Reihe der ne
gat:ven Glieder konvergiert. 

3. Von den absolut konvergenten Reihen gilt der Satz: 
Eine absolut konvergente Reihe bleibt konvergent und 

konvergiert stets zur selben Summe, wenn man auch die Glie
der irgendwie umordnet. 

Daß dieser Satz trotz des kommutativen Gesetzes der Addition nicht 
selbstverständlich ist, werden wir weiterhin bei den bedingt konvergenten 
Reihen erkennen. 

Eine solche Reihe, deren Konvergenz und Summe unabhängig ist 
von der .Anordnung der Glieder, heißt unbedingt konvergent. Wir 
behaupten also: 

Jede absolutkonvergente Reihe ist unbedingt konvergent. 
Wir beweisen den Satz zunächst für eine Reihe mit nur positiven 

Gliedern: 
(!l) dl + a2 + da + d4, + ... 

Sie sei konvergent und ihre Su;nme sei D. Durch irgendeine Um
stellung der Glieder entstehe daraus die Reihe 

(<!)') 

Zu jeder Partialsumme n; von SD' kann man eine größere Partial
summe D,, von '1) nachweisen, man braucht nur D,. so weit zu erstrecken, 
daß alle Glieder von D~ darin vorkommen, also 

n;<n .. 
30* 
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Daraus folgt, daß die Reihe '1)' ebenfalls konvergiert und daß ihre 
Summe D' nicht größer sein kann als die Summe D: 

D'<D. 
Eb('nso aber läßt sich zu jeder Partialsumme von '1) eine größere 

von 'l)' bilden und es ist daher auch 

D.::;;:D'. 

Die beiden Ungleichungen sind aber nur miteinander verträglich, wenn 

D=D' 
ist und damit ist der Satz für Reihen mit nur positiven Gliedern bewiesen. 

Sei jetzt die Reihe 2L in 1. eine absolut konvergente Reihe mit po
sitiven und nejlativen Gliedern. Dann sind nach 2. auch 18 und ~ ab
solut konvergent. Jeder Umordnung der Glieder von m:, durch die die 
Reihe~' ent~teht, entspricht eine bestimmte Umordnung in den Reihen 
18 und @:. Dabei bleiben aber, wie eben bewiesen, die SummenBund 0 
dieser Reihen ungeändert, folglich bleibt auch die Summe von ~· die-
selbe wie die von 5U: A = B _ 0. 

Nehmen wir vorweg, daß der hierinit bewiesene Satz 3 bei einer 
bedingt konvergenten Reihe nicht gilt, so sehen wir, daß die Be~riffe 
absolute und unbedingte Konvergenz sich decken und wir brauchen 
nur die letztere Bezeichnung beizubehalten. 

4. Wenn von dPn beiden Re1hen 18 und 12: in 2. die eine konvergiert, 
die andere divergiert, dann folgt aus (2), daß die Reihe 51{ divergiert . 
.Anders ist es aber, wenn die Reihen jß und @: beide divergieren. Dann 
wird zwar die Absolutreihe ~* sicher divergiPren, aber die Partial
summen Al von 51l können einen Grenzwert besitzen und es liegt bedingte 
Konvergenz vor. Es folgt: 

Bei einer bedingt konvergenten Heihe divergiert sowohl 
die Reihe der positiven Glieder wie auch die der negativen 
Glieder. 

So sind z. B. bei der bedingt konvergenten Reihe 

(4) L = 1 - t + -}- t + -}- · .. 
die Reihen 
(UJ 1 + t + t + t + .. · 
und 
(@) t + t + l + ~- + ... 
divergent, wie sich auch aus § 117, 13. ergibt. 

Hier zeigt sich nun eine eigentiimliche Erscheinung. Die Partial
summen der Reihen (U) und (@) sind 

1 1 1 1 
U,. = l + 3 + 5 + 7 + · · '+ 2n-1 1 

1 1 1 1 1 
G,. = i + 4 + 6 + -s- + · .. + 2-n · 
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Dazu nehmen wir die Partialsumme der harmonischen Reihe 

s =1+_1:-+_!_+~+···+-1_ __ 
" 2 3 4 n 

Dann ist S" = 2G,., 

ferner die 2nte Partialsumme der Reihe (4) 

dagegen 

(5) 

L2n = U"- G", 
82 " = u .. + 0 11 = 2G2n, 

L'jn = 2 ( U" - G2,.). 
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folglich 

Es ist aber U,. - G211 die Summe der 3n ersten Glieder der Reihe 

(6) 1- -}-- { + {-- t-} +;-lo-h+ ... 
und Gleichung (5) zeigt, daß auch diese Reihe konvergiert. Sie besteht 
aus denselben Gliedern wie die Reihe ( 4), nur in anderer Anordnung, 
indem auf ein positives Glied immer zwei negative Glieder folgen und 
nach (5) ist ihre Summe mcht mehr gleich L, sondern 

(7) E = tL. 
Dieses Resultat, daß die Summe einer Reihe von der Anordnung der 
Glieder abhängen kann 1), erscheint auf den ersten Blick paradox, weil 
es dem kommutativen Gesetz der Addition zu widersprechen scheint. 
Wir müssen uns aber vor Augen halten, daß die Gesetze der Arithmetik 
durchaus auf der Voraussetzung beruben, daß nur eine endliche An
zahl von Operationen ausgeführt wird, und daß sie daher hier, wo eine 
unendliche Anzahl von Glie1lern umgestellt wird, nicht ohne weiteres an
wendbar sind. 

Ma'n kann sich das Resultat (7) durch die Überlegung klar machen, 
daß in der Partialsumme L3'". von (6) zwar alle Glieder von L271 vor
kommlm, aber noch eine gewisse Anzahl negativer Glieder, die in ( 4) 
erst später auftreten, und die Anzahl dieser Glieder wächst mit n ins 
Unendliche. 

5. Wollen wir dieses Verhalten der bedingt konvergenten Reihen 
allgemein untersuchen, so haben wir also anzunehmen, daß die beiden 
Reihenmund ~mit nur positiven Gliedern divergieren. Damit durch 
Zusammensetzung von lB und ~ eine konvergente Reihe entsteht, muß 
weiter angenommen werden, daß die Glieder der beiden Reihen gegen 
Null konvergieren, also 

(8) limb.,.=O limC8 =Ü. 

Wir bilden nun die Reihe 21: in der Weise, daß wir zunächst eine An-

1) Auf die~e Erscheinung bei den bedingt konvergenten Reihen hat zuerst 
Lejeune Dirichlet in seiner berühmten Abhandlung über die Primzahlen in 
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za.hl 1) positiver Glieder b17 b2, ••• , dann eine Anzahl negativer Glieder 
- c11 - cll, •• • , hierauf wieder einige positive Glieder b, dann wieder 
negative Glieder - c nehmen usf., wobei jedoch zu beachten ist, daß 
die Glieder b sowohl als - c in ihrer Reihenfolge zur Verwendung 
kommen, ohne daß eines übergangen wird. E~ läßt sich dann zeigen 2): 

Man kann die Anordnung, in der die Glieder von 58 und ~ 
in der Reihe~ auftreten, so treffen, daß diese Reihe konver
giert und einen ganz beliebigen Wert .A. ergibt. 

Nehmen wir. A positiv an, so können wir, da die Reihe 58 diver
giert, zunächst so viele Glieder b summieren, daß durch das zuletzt 
hinzugefügte b die Summe größer als A wird. Dann ist der Über
schuß über A sicher nicht größer als das zuletzt hinzugefügte b. Hier
auf nimmt man so viele Glieder - c, bis die Summe eben wieder unter 
A. heruntergesunken ist; der Unterschied ist dann nicht größer als das 
zuletzt abgezogene c. Darauf addiert man Glieder b, bis man wieder 
über .A. gekommen ist, und fährt so beliebig lange fort. Der Unter
schied zwischen der Summe und der Zahl A ist immer höchstens gleich 
dem zuletzt beigefügten Glied b oder - c und kann also wegen (8) 
unter jede Grenze heruntergebracht werden. Die so gebildete Reihe W 
konvergiert also gegen A. Ist .A. negativ, so fangen wir mit Gliedern 
- c an und verfahren ebenso. Damit ist der Satz bewiesen. 8) 

Es lassen sich also aus irgend zwei divergenten Reihen mit nur 
positiven zum Grenzwe1·t Null abnehmenden Gliedern bedingt konver
gente R.-ihen bilden, die durch geeignete Anordnung der Glieder jede 
beliebige Summe ergeben. 

§ 119". Reihen mit komplexen Gliedern. 
1. Wir wollen nun auch Reihen mit komplexen Gliedern betrachten 

und müssen zunächst definieren, was wir unter dem Grenzwert einer 
Folge von komplexen Zahlen verstehen wollen. 

Wir erinnern an die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen 
und an die Definition des absoluten Wertes einer komplexen Zahl 

Z =X+ iy. 
Man versteht darunter die positive Zahl 

r = I z I = v? + y2. 
Geometrisch bedeutet das den Abstand des Bildpunktes z vom Nullpunkt. 

1) Diese .Anzahl kann auch Null sein. 
2) Dieser Satz stammt von Riemann (Habilitationsschrift über die Theorie 

der trigonometrischen Reihen 18M, veröffentlicht Gött . .A.bh. 14 (1867)). 
3) Streng genommen ist nur gezeigt, daß .A der Grenzwert besti=ter 

Partialsummen von ~ ist. Es läßt sich aber leicht zeigen, daß .A auch der 
Grenzwert aller Partialsummen ist, denn es liegen zwischen je zwei der nach 
dem obigen Verfahren gebildeten Partialsummen fast alle Partialsu=en 
von~ 
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Der absolute Wert einer Differenz von zwei komplexen Zahlen I a - b I 
ist gleichbedeutend mit dem Abstand der beiden Punkte a und b. 

Ist E irgendeine positive Zahl, so nennen 
wir die Gesamtheit der Punkte ~' für die 

(1) iz-~1<~: 

ist, eine Umgebung des Punktes z. Diese 
Punkte ~ erfüllen das Innere eines Kreises 
mit dem Radius E um z. 

Ist z=x+iy, ~=~+i1J, so folgt 
aus der Ungleichung (1): 

(2) ; X - ~ I < Ii \ y - 1j I < E. 

Umgekehrt zieht das Bestehen dieser Un
gleichungen die Ungleichung 
(3) ! z - ~ i < iJ 
nach sich, wo iJ = E y'2. 

Fig. 22. 

Man erkennt dies ohne weiteres aus Fig. 21 oder analytisch aus 
der Formel 

i z- ~ i = vcx--=--~)a+~il-~1/r'~ 
Und nun definieren wir ganz entsprechend wie in § 28, 2: 

Eine Folge von unendlich vielen komplexen Zahlen z11 z2, 

z5, ... heißt konvergent und ihr Grenzwert ist z, wenn in jeder 
Umgebung von z fast alle Zahlen der Folge liegen, wenn also 
zu jeder gegebenen Zahl E ein Index n gefunden werden kann, so daß 

(4) jz-z,.+.\<~: für~=J,s,s ... 

Ist z,. = x,. + iy.,, z = x + iy, 
so bestehen nach (2) gleichzeitig mit ( 4) die Ungleichungen 

(5) I X- xR+.\ < Ii und \ y- Yn+•l < E 

und daraus folgt die Existenz der Grenzwerte 

(6) lim x,. = x, lim y,. = y. 

Umgekehrt folgt aus dem Bestehen der Ungleichungen (5 ), daß für jedes 
positive iJ = cy'2 bei genügend großem n 

I z- z .. +. I < iJ 

wird, und damit haben wir den Satz: 
Eine Folge von komplexen Zahlen s,. =x,.+ iy,. (n=l,2,s, .. .) 

konvergiert dann und nur dann gegen einen Grenzwert 
z = x + iy, wenn die reellen Folgen {x,.} und (y,.} konvergie
ren und es ist dann x == limx,., y = lim y". 

2. Haben wir nun eine unendliche Reihe von komplexen Zahlen 

(~) cl + c2 + Ca + c4 + ... 
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mit dem allgemeinen Glied 
cn =an+ ib,., 

so werden wir sie als konvergent bezeichnen, wenn die Partialsummen 

On= Cl + c2 + Cs + ... + cn 

gegen einen Grenzwert 0 = A + iB konvergieren. Es ist aber 

On= A,. + iB,., 

worin A., und B,. die Partialsummen der reellen Reihen 

(~) a1 + o 2 + a5 + a4 + · · · 
(~\ b1 + b2 + b3 + b4 + · · · 
bedeuten und nach dem letzten Sat1. in 1. können wir sagen: 

Eine unendliche Reihe C& mit komplexen Gliedern kon
vergiert dann und nur dann, wenn oie aus den reellen Be
standteilen und die aus den imaginiiren Bestandteilen ge
bildeten Beiben ~und ~ für sich konvergieren, und wenn 
A und B die Summen dieser Reihen sind, so ist 

C=A+iB 
die Summe der Reibe ~. 

a. r ... t c = a + ib, also 1 c 1 = Va2 + b2, so ist 

1 a 1 < 1 c 1 und 1 b 1 < 1 c 1 . 

Es ist also die Absolutreihe von~ 

(~*) 

eine Majorante der Ab .. olutreihe ~* von ~ und der Absolutreihe ~* 
von 18. \\ enn also ~* konvt>rgiert, so konvergieren auch ~* und lB*, 
mit diesen konvergieren abe1· auch ~und 18, und zwar unbedingt, und 
damit konvergi('ft auch ~ Es folgt: 

Eine unendliche Reihe ~ mit komplexen Gliedern kon
vergiert, wenn ihre Absolutreihe Ci* konvergiert, und da dann 
~und >.B unbedingt konvergieren, so ist auch~ nn bedingt konvergent. 

Der l:3atz läßt sich ebensowenig wie der entsprechende Satz bei 
reellen Reihen umkehren. Es kann sehr wohl vorkommen, daß ~ie 
Reihe ~ konvergiert, während die Absolutt·eihe ~* divergiert, nämlich 
dann, wenn von den konvergenten Heihen ~ und ~ wenigstens eine 
bedingt konvergiert. Dann ist auch ~ bedingt konvergent. 1) 

4. Ist die H.eihe 
cl + Cs + Cs + c4 + ... 

unbedingt konvergent und ist 

kt, k2, ks, k4, ... 

1) Vgl. Steinitz, Journ. f. Math. 143 (1913). 
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irgend eil1e Folge komplexer Zahlen, deren absolute Werte 
sämtlich unter einer endlichen positiven Zahl g bleiben, so 
ist auch die Reihe 

klcl + k2c2 + kscs + ... 
unbedingt konvergent. 

Es ist nämlich 

lklctl<gjctl, lk2c91<9iCll, lkscsl<gjca!, ... , 

sobald also I C1 I + I C2 I + I C3 I + · · · 
konvergiert, so konvergiert auch die Reihe 

I kl C1 I + I k2 c2 I + I ka Ca I + · · · 

§ 120. Reclmen mit unendlichen Reihen. 

1. Wir betrachten zwei konvergente Heihen mit reellen oder kom
plexen Gliedern 1) A = ao + a1 + a2 + as + ... 
( 1) B = b0 + b1 + b2 + bs + · · · 
Ihre Partialsummen seien A", B,., für n = 0, 1, 2, 3, ... , also 

A = lim An, B = lim Bn. 
Setzen wir 

(2) a0 +b0 =c0 , a1 ±b1 =c11 a2 ±b2 =c2 , ••• , 

worin überall gleichzeitig das obere oder das untere Zeichen genommen 
wird, und bilden die Reihe 

co+cl+c2+cs+"· 
mit den Partialsummen C,., so ist 

C,.=A~ + B,.. 

Lassen wir n ins Unendliche wachsen, so ergibt sich, daß auch C,. 
gegen einen Grenzwert C konvergiert und es ist 

(3) C=A+B. 
Damit ist bewiesen: 

Wenn man bei zwei konvergenten Reihen je zwei ent
sprechende Glieder addiert (subtrahiert), so ist die ent
stehende Reihe wiederum konvergent und ihrWert ist gleich 
der Summe (Differenz) der Werte der beiden Reihen. 

Der Wert einer Reihe wird nieht geändert, wenn wir eine endliche 
Anzahl von Gltedern mit dem WerteNull voranstellen oder einschieben. 
Daraus folgt, daß man die Summe 0 auf sehr mannigfache Art bilden 

1) Wir bezeichnen die ersten Glieder nicht mit a1 , bu sondern mit a0 , b0, 

was nachher für die Multiplikation bequemer ist. 
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kann, indem man die Glieder a,., b,. auf verschiedene Arten einander zu
ordnet, z. B. 

C = b0 + (a0 + b1) + (a1 + b2) + a2 + (a8 + b3) + · · · 
oder C = a0 + a1 + ( a11 +b0) + (a8 + b1) + b9 + ( a4 + b3) + · · 

2. Nicht ganz so einfach liegen die Dinge bei der Multiplikation. 
Es seien zunächst 

(4) A=a0 +a1 +a2 +a8 +··· 
B = b0 + b1 + b2 + b3 + · · · 

zwei reelle konvergente Reihen mit nur positiven Gliedern. Wenn 
wir bei der Multiplikation der beiden Reihen so verfahren, wie bei der 
Multiplikation zweier endlicher Polynome, so haben wir jedes Glied 
der einen Reihe mit jedem der anderen zu multiplizieren und dann die 
Summe aller Produkte zu nehmen. Wir ordnen diese Produkte so an, 

·daß wir alle Produkte a"'b" mit demselben Wert p. + v der Index
summe in ein Glied zusammenfassen, d. h. wir bilden die Zahlen: 

Co=Oobo 
c1 = a0 b1 + rt1 b0 

(5) c2 = aob2 + a1 h1 + n2bo 

Wir bilden die Summe 

Gm = c0 + C1 + C!i + · · · + Cm 

und wollen sie mit dem Produkt A11 B,. von zwei Partialsummen der 
Reihen ( 4) vergleichen. 

In dem Produkt A,.B., kommen alle Produkte aPb" vor, in denen 
gleichzeitig p. z n und v < n ist, aber keine anderen Glieder. 

In Cm kommen alle Glieder a~'b" vor, in denen p, + v < m ist, und 
keine anderen. Nehmen wir also m = 2n, so enthält Om gewiß alle 
Glieder von A,.B,., aber außerdem noch andere, in denen p, oder 21 größer 
als n ist. Da nun alle a"., b" positiv sind, so folgt 

A,.B,.<Oh, 
und wenn n' > 2n ist, um so mehr 

(6) A .. B,. < 0,.,. 
Andererseits kommen unter den Gliedern a~' b,. von A,.B .. neben anderen 
alle die vor, in denen p + v < n ist, denn in keinem dieser Glieder 
kann p. oder 21 größer als n sein. Dies sind aber die Glieder von 0,., also 
folgt: C <AB .. " .. 
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oder, wenn wir n durch n' ersetzen: 

(7) 0,., < An,Bn .. 
Aus (6) uud (7) ergibt sich aber 

(8) .A,. B,. < Cn, < A,.. B,. .. 

A.B,. und .A,., B,,., konvergieren aber nach demselben Grenzwert .AB, 
folglich konvergieren auch die Summen 0,., gegen diesen Grenzwert, d. h. 

Die Reihe 

ist konvergent und ihre Summe ist 

0=AB. 

Für das Folgende ist noch zu bemerken, daß die Differenz 

(9) D,. = A"B"- 0,. 

eine Summe von positiven Produkten a,.b" ist und bei wachsendem n 
gegen den Grenzwert Null konvergiert. 

3. Nun seien allgemein 

U = u0 + u1 + u2 + u3 + · · · 
V= v0 + v1 + v2 + v3 + · · · 

zwei unbedingt konvergente Reihen mit den Partialsummen U,., V,. 
und es seien ( 4) ihre Absolutreihen. Wir bilden eine neue Reihe 

Wo + wl + w2 + Ws + ... 
nach demselben Gesetz, wie wir aus den Reihen (4) die Reihe der c ab
geleitet haben, also 

(10) 

und es sei 

Die Differenz 

·wo= UoVo 

wl = UoVl + ·nl Vo 

Ws = UoVa + Ul'Vl + U2Vo 

Wm = 1.1:0 + ·w1 + Wa + · · · + W",. 

Li,. = U,. V,. - W,. 
besteht aus einer Summe von Produkten u# v., und wenn man diese 
durch ihre absoluten Werte al'b" ersetzt, so geht .d" in D. über. Dem
nach haben wir nach dem Satze, daß der absolute Wert einer Summe 
nicht größer ist als die Summe der absoluten Werte (§ 45, 8.): 

i Li,. I< D,. 
und mithin hat auch J.d,. I und damit auch .d,. den Grenzwert Null. 
Daraus folgt aber lim W,. = lim U,. . lim V., 
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d. h. auch die Reihe (10) ist konvergent und ihre Summe ist 

W=UV. 
Es ist aber 

§ 121*. 

und da die Reihe der c konvergent ist, so konvergiert auch die Reihe 
der I w,. 1, d. h. die Reihe (10) ist unbedingt konvergent. Damit haben 
wir d!:'n Satz 1): 

Wenn man aus zwei unbedingt konvergenten Reihen mit 
den Summen U und V nach den Formeln (10) eine neue Reihe 
bildet, so ist auch diese unbedingt konvergent und ihre 
Summe ist W=UV. 

Zwanzigster Abschnitt. 

Potenzreihen. Die ßinomialreihe. 
§ 121*. Konvergenz einer Potenzreihe. 

1. Es sei c0, c11 c2, ••• eine unendliche Folge von reellen oder kom
plexen Konstanten, s eine komplexe Veränderliche. Mit ihnen bildet 
man die Reibe 
(~) 

und nennt sie eine Potenzreihe nach s. 
Das einfachste Beispiel einer Potenzreihe bildet die unendliche geo· 

metrische Reihe 1 + s + z2 + zs + ... 
und es zeigt, daß eine Potenzreihe für gewisse Werte von z konver
gieren, für andere divergieren kann. 

2. Um die Konver~enz oder Divergenz einer Potenzreihe allgemein 
zu beurteilen, benutzen wir das Konvergenzkriterium er~ter Art von 
Cauchy, und zwar wenden wir es auf die Absolutreihe von~ 

(~*) I Co I + I Cl I r + I Cs I r' + I Cs I 7"3 + · · · 
an, worin r = ] z I den absoluten Wert von z bedeutet. Wir haben also 
nach § 117, 8. die Folge 

(1) I C1 Ir, Vic;! r, VTG;l r, ... , VI c,. Ir, .. · 
zu betrachten und die Reihe ~* konvergiert oder divergiert, je nach
dem der größte Häufungswert dieser Folge kleiner oder größer als 1 
ist. Im ersten Fall konvergiert mit ~* auch die Reihe ~. und zwar 
unbedingt, im zweiten Fall divergiert mit~* auch~' denn aus Vic,.l r> 1 
folgt I c,. I r" > 1 oder I c,.z~> I > 1, und dies soll für unendlich viele n 
gelten, es kann also d1e Reihe ~ nicht konvergieren. 

1) Cauchy, Cours d'analyse 1821. 
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Sei nun 0 der größte Häufungswert der Folge 

(2) 1 cl 1 • vrc;t , VIC~L ... , v1C.:L ... , 
so ist Cr der größte Häufungswert der Folge (1) und wir finden: 

Die Potenzreihe ~ konvergiert, wenn r < ~, sie divergiert, wenn 
1 r> (f" 

Alle Punkte z, für die r < ~ ist, liegen innerhalb eines Kreises um 

den Nullpunkt mit dem Radius ~ , alle Punktf', für die r > ~· ist, 
liegen außerhalb dieses Kreises. Diesen Kreis nennt man den Kon ver
genzkreis von ~ und wir haben also den Satz: 

Die Potenzreihe konvergiert unbedingt für jeden Punkt 
im Innern des Konvergenzkreises. sie divergiert für jeden 
Punkt außerhalb des Konvergenzkreises. Der Radius des Kon
vergenzkreises ist 

(3) 

worin C den größten Häufungswert der Folge (2) bedeutet.1) 

3. Für den besonderen Fall, daß der Grenzwert lim j ~n+l j existiert, 
n~oo Cn. 

hat nach § 117, 10. auch die Folge (2) einen Grenzwert, der mit jenem 

übereinstimmt, es ist also dann C = lim jc,.c: 1 I und es folgt: 

(4) 

Der Konvergenzradius ist 

l . I c,. I 
(! = liD '~-·' 

n~oo cn+l 

falls dieser Grenzwert existiert. 
4:. Für die unendliche g•~ometrische Reihe ist, wie man sofort siebt, 

der Konvergenzradius gleich 1; die Reihe konvergiert in jedem Punkt 
innerhalb des Einheitskreises, sie divergiert in jedem Punkt außerhalb 
dieses Kreises. 

Es kann vorkommen, daß man als Konvergenzradius Q == 0 erhält. 
Dann divergiert die Reihe für jedes z außer z = 0. Nehmen wir z. B. 

1 + z + 2! z2 + 3! z3 + 4! s4 + · · ·, 
so ist 

also existiert der Grenzwert 

lim 1.5!._ I = O, 
cn +1 

die Reihe ist außer für z = 0 überall divergent. 

1) Cauchy, Cours d'analyse (1821), Cap. VI, § 4. 
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Betrachten wir aber die Reihe 

(6) 

so ist jetzt I ~~: 1 1 = n~ 1' 

folglich lim 1
1 
c"+l 1· = lim vrc,:--1 = O, es wird 0 = 0 und der Konvergenz-

c,. ' 
radins unendlich, d. h.: 

Die Reihe (6) konvergiert für jeden Wert von z. 
5. Über das V erhalten der Potenzreibe in den Punkten der Peri

pherie des Konvergenzkreises läßt sich allgemein nichts aussagen. Es 
kann hier je nach der Natur der Reihe Konvergenz oder Divergenz 
stattfinden, die Reihe kann auch in einzelnen Punkten auf dem Konver
genzkreis konvergieren, in andern divergieren. 

Die geometrische Reihe z. B. divergiert auf dem ganzen Konver
genzkreis, da ja der absolute Wert aller Glieder gleieh 1 ist. 

. . z2 z 3 z1 • D1e Re1he z _:.. 2 + 3 - T + · · · dagegen, welche ebenfalls den Em-
heitskreis zum Konvergenzkreis hat, konvergiert für z = + 1 und diver
giert für z = - 1. 

G. Wir wollen die Art der Konvergenz einer Potenzreihe noch etwas 
näher betrachten und eine bemerkenswerte Eigenschaft feststellen. 

Eine Potenzreihe stellt in jedem Punkt z innerhalb ihres Konvergenz· 
kreises eine Funktion von z 

f(z) = c0 + c1z + c9 z2 + c3 z3 + · · · 
dar. Eine solche durch eine Potenzreihe definierte Funktion nennt man 
eine analytiscl1c Funktion. 

Die nte Partialsumme der Reihe sei 

f,.(z) = c0 + c1z + c9 z2 + · · · + c"Ff' und 
(7) f(z) = fr,(z) +r"(z). 
Hier ist also f,.(s) eine ganze Funktion nten Grades und r,.(s) der nte Rest: 
(8) r (z) = c z" + 1 + c z" + 2 + . -. n "+l n+2 

Ist wieder 0 der größte Häufungswert der Folge (2), so kann man bei 
festem ~ > 0, n so groß wählen, daß für alle v > n 
(9) \ C7 I < (0 + ~) 7 

wird. Ferner sei 5r(Q) der Konvergen4kreis, st(Q) ein konzentrischer 
Kreis mit einem Radius t>o < p, so ist nach (3) 0 

0Qo = (J < 1. 
Man kann immer (>0 so wählen, daß irgendein Punkt z innerhalb ~(!l) 
auch ii?- Inn~rn von ~(~0) liegt und dann ist, wenn 1 z 1 =rund~ klein 
genug 1st, siCher (0 + ~)r < (J und daher nach (9)"für alle v > n: 

I c.z"l = : c,. I r• < ( c + ~)" r" < e··. 
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Hiermit folgt aus (8): 

I r,.(z) I < ()n+l + ()n+2 + ()n+B + · · oder 

\·,·1o) I C I on+l r,. z) < 1=-e' 
mithin um so mehr für jeden Index v > n: 

(Jn + 1 

I r.(z) I < 1-- l( 

Die rechte Seite i~t von z unabhängig, also gilt diese Ungleichung 
für jeden Punkt z im Innern von Sl'(Q0). Ist E eine beliebig ge
gebene positive Zahl, so kann man bei genügend großem n immer er-

on+l 
reichen, daß 1 _:-0 < E wird, und dann wird 

l r~(z) I< c 

für jedes v > n und jedes z innerhalb ~(1.>0). 
Sei nun allgemein 

(11) a0(z) + a1 (z) + a2 (z) + · · · 
eine Reihe, deren Glieder Funktio~en einer Variablen tJ sind. Die Reihe 
konvergiere für jeden Wert von z innerhalb eines Gebietes~ der z-Ebene 

und es sei rn(tJ) = an+l(z) + an+2(z) + ... 
der nte Rest. Wenn dann zu jedem beliebigen positiven E jedesmal ein 
n bestimmt werden kann, so daß für alle v>n und für jedes z inner
halb des Gebietes ~ beständfg 

(12) lr,.(z) [ < c 
ist, so nennt man die Reihe (11) gleichmäßigkonvergent innerhalb~

Hiernach können wir also sagen: 
Eine Potenzreihe konvergiert gleichmäßig innerhalb ihres 

Kon vergenzkreises. 

§ 122*. Stetigkeit einer Potenzreihe. 
1. Für die gleichmäßig konvergenten Reihen besteht der wichtige 

Satz 1): 

1) Auf diesem Satz beruht vornehmlich die Bedeutung des Begriffes der 
gleichmäßigen Konvergenz fl1r die Theorie der Funktionen. Die Einführung dieses 
Begriffe~ gebt auf die Arbeiten von G. G. Stokes, Cambr. Trans. 7 (1847) und 
Pb. L. Seidel, Abh. Akad. Ml1nchen li Kl. o (184ll) zurück. Stokes gab auch 
zuerst einfache Beispiele von ungleichmäßig konvergenten Reihen, so u. a. die Reihe 

X X X 

i~+ x + (1 .f x)(l-+ ·2x) + (1 + 2x)(1+ 3x) + · · • 

= (~- 1-:fx) + (1~-x- i;2x) + (1;2x -1;ax) + ·- · 
Die n'• Partialsumme ist s.,(x) = 1- :. , die Reihe konvergiert also für 

1 nx 
alle Werte x ~ 0 und ihre , Summe ist 

fiir .r, > 0: s(x) = 1, für x = 0: s(x) = 0, 
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Es sei a0(z), a1 (z), a2 (z), ... eine Folge von steti~oten Funk
tionen in einem Gebiet ~der z-Ebene, und die mit ihnen ge-
bildete Reihe f(z) = 00 (z) + a1 (z) + a2 (z) + ... 
konver~iere gleichmäßig in m:. Dann ist auch ihre Summe f(z) 
eine in ~ stetige Funktion von z. 

Beweis. Jede Partialsumme 

f,.(z) = a0 (z) + a1 (z) + ... + a,.(z) 
ist als Summe von endlich vielen steti~en Funktionen ebenfalls stetig, 
d. h. wenn ein veränderlicher Pnnkt ~ in m: eine konvergente Folge mit 
dem Grenzwerte z durchläuft, so durchläuft auch (,.(;) eine konvergente 
Folge mit dem Grenzwert fn(z), was wir durch 

lim (,.(Ü = {,.(z) 
;~z 

andeuten. 1) Man kann also erreichen, daß bei gegebenem positiven E 

für alle Punkte in einer gewissen Umgebung von s der Unterschied 

(2) I {,.(z)- fnm I< i-
wird. Ist ferner 
(3) 
so kann man wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (1) er
reichen, daß bei genügend großem n für irgend zwei Punkte z 
und ~ innerhalb m: 
(4) ! r,.(z) I< ; , I r,.W I<~ · 
wird. Nun ist 

I f(z)- f(b) I = I{,. (z)- {,.(6) + r,.(z) -- r,.m I 
<I {,.(z)- t~m I+ I r,.(z) I+ Ir,.(~) I, 

und jetzt folgt nach (2) und (4), daß zu jedem positiven E eine 
Umgebung von z gefunden werden kann, so daß für alle Punkte 
; i~dieser Umgebung I f(z) -fW I< E 

mithin ist s(x) für x~O eine unstetige Funktion, obgleich alle Reihenglieder stetig 

sind. Für x > 0 ist der nto Rest r., (x) = -+1 , und man sieht, daß man bei 
1 nx 

gegebenem positiven E < 1 keinen Wert n angeben kann, so daß für alle x> 0 

beständig r,.(x)<e ist, denn für jedes x<~-(~-1) wird r,.(x)>e. DieReihe 

konvergiert also ungleich mäßig- in jedem Intervall 0 < x ~ a. 
1) V gl. § 92, 1. Allerdings haben wir dort nur reelle Funktionen betrachtet, 

aber wenn t = s + i 1J ist, so iijt fn (t) = rp,. (s, 71) + i 1/1,. (s, 11) und darin sind rp" und 
1/ln als Summen von endlich vielen reellen stetigen Funktionen von zwei Ver
änderlichen stetig, d. h. es ist 

lim cpn (6, 71) = rp11 (x, y), lim 1/1,. (6, ?J) = 1p,. (x, y), 
~~"' ~~"' 
q~y q~y 

und daraus folgt nach § 119, 1. der obige Grenzwert. 
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ist. Dies bedeutet aber, daß fm für 6---+ z dem Grenzwert f(z) zustrebt: 

lim {(6) = f(z), 
i-+• 

d. h. daß die Funktion an der Stelle z stetig ist. 
Hiermit ist Satz 1. bewiesen, und wir sehen insbesondere: 
Eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion 

f(z) = a0 + a1z + a2 z2 + a3z3 + · · · 
ist an jeder Stelle innerhalb ihres Konvergenzkreises stetig.1) 

2. Dieser Satz besagt nichts über das V erhalten der Funktion f(t), 
wenn b von Punkten im Innern des Konvergenzkreises in einen Punkt 
auf dem Kreis übergeht. Hierüber gibt ein Satz von AbeP) Aufschluß, 
den wir in der folgenden speziellen Fassung beweisen, wie wir ihn später 
zu benutzen haben werden: 

Die Potenzreihe 

f(z) = a0 + a1z+ a2 .z~ + a3 z3 + · · · 
möge den Einheitskreis zum Konvergenzkreis besitzen und 
für z = 1 gegen A konvergieren: 

(5) A = a0 + a1 + a2 + a3 + · · · 
Wenn dann z von kleineren reellen Werten in den Punkt 1 
übergeht, so geht f(z) in den Wert A über, d. h. es ist 

lim f(z) = A. 
x-+1 

Zum Beweise drücken wir die Koeffizienten der Potenzreihe wie m 
§ 117, durch die Partialsummen der Reihe (5) aus. Es ist 

a0 = A0 , a 1 = A 1_- A0 , a2 = A 2 - A 11 ••• , a,. = A,.- A,._ 11 .•• 

also 
{,.(e) = a0 + a1 z + a2 z~ + · · · + a"z" 

"= A 0 + (A1 - A0)z + (.A2 - A 1)z2 + · · · + (A,.- A,._ 1)z" 
= (1- z) (A0 + A1 z + A 2 z2 + · · · + A,._ 1 z"- 1) + A,.z" 

Ist nun 0 < z < 1, so hat z" für n -- oo den Grenzwert O, während 
A,. wegen der Konvergenz von (5) endlich bleibt. Demnach ist, so 
lange z < 1 ist 

f(z) = (1-e) (A0 + A 1 z + A2z' + · ·:), 
1) N. H. Abel, Untersuchungen über die Reihe 1 + T~ + m(~. 2 .!2 x' + .. ·, 

Journ. f. Math. 1 (1826). Ostwaids Klass. Nr. 71. 
2) Der Satz findet sich ebenfalls in der berühmten Abhandlumg von Abel 

über die binomische Reihe. Daß er nicht selbstverständlich ist, wie man vielleicht 
meinen könnte, sieht man daraus, daß die Potenzreihe für z < 1 unbedingt, da
gegtn die Reihe (5) unter Umständen nur bedingt konvergiert. Man kann a.lso 
nicht von vornherein behaupten, daß der Wert der Potenzreihe für s = 1 mit dem 
Wert der Reihe (5) in dieser Anordnung übereinstimmt. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopädie I. '· Aufl: 31 



482 XX. Potenzreihen. Die Binomialreihe § 122*. 

und die Reihe für f(z) ist also in eine andere verwandelt, welche gleich
falls für 0 < z < 1 konvergiert. Wir setzen nun für ein endliches n 

F,.(z) = A 0 + A 1z + A2z2 + · · · +~,.z" 
R(z)=A z"+ 1 +A z"+ 2 +··· 'tt n+l n +2 

Dann wird 
(6) 

Die Koeffizienten A.,. + 1 , A,. +2, ... von R,. (z) unterscheiden sich bei 
genügend g1·oßem n beliebig wenig von der Summe A der Reihe (5), 
so daß bei gegebener positiver Zahl E von einem bestimmten n ab 

I A,. +" - A. I < c für ,. = 1, 2, ~ ••.. 

Bildet man also 

R,.(z) -A.(z"+l+zn+ll + .. ·)= (A,.+l- A)zn+ 1+ (A.,.+ 2-A)z"H+. ·. 
so wird der absolute Wert dieser Differenz 

(7) 
1 A.zn+l I ~:zn+1 

I R (z)-- <---~· 
" 1-z 1-<· 

Nun ist nach (6): 

f(z)- A. == (1- z)F,.(z)- A.(l-z"+ 1) + (1 -- z) R,.(z)- Az"+t, 
mithin nach (7) 

I f(z)- AI< I (1- z) F,.(z)- A(l- z"+ 1) I+ Ez"+l. 

Ist jetzt "1 eine beliebig gegebene positive Zahl, so wird bei genügend 
großem n Ezn+t < f"1, 
und wenn dies erreicht ist, kann man bei der Annäherung von z an 1 
bewirken, daß auch 

I (1- z)F,.(z)- A(l- z"+l) I< fn 
wird, und dann ist, wenn z genügend nahe an 1 geko..tnmen ist 

I f(x)- AI < "1, 

d. h. in der Tat lim f(s) = A 
"'-+-1 

3. Es kommt häufig vor, daß die Koeffizienten einer Potenzreihe 
ihrerseits Funktionen einer Veränderlichen t sind. Dann stellt 
die Reihe überaU da, wo sie konvergiert, eine Funktion von s und t 

(8) f(z, t) = c0 (t) + c1 (t)z + c1(t)z2 + · · · 
dar, aber das Konvergenzgebiet, also der Radius des Konvergenzkreises 
in der z· Ebene, wird im aUgemeinen von dem jeweiligen Wert von t ab
hängen. Wir nehmentalsreelle Variable an und betrachten sie in einem 
Intervall (t11 t2 ), welches wir kurz mit 'l: bezetehnen. Für jeden Wert 
von t innerhalb % möge die Reihe als Funktion von z konvergieren 
und es möge jedesmal der Konvergenzradius (!(t) einen gewissen von t 
unabhängigen positiven Betrag p0 überschreiten. Wenn dann t das 
Intervall ~ durchläuft, so gtbt es für die Werte Q (t) eine untere Schranke 
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;:;;;; l>o und diese ist der Radius eines Kreises, in dem die Reihe (8) 
als Funktion von z für alle Werte t des Intervalls konvergiert. Wir nennen 
ihn den zum Intervall % gehörigen Konvergenzkreis und bezeichnen 

ihn mit Sf'x. Ist sein Radjus gleich ~' so hatreinen endlichen Wert 
und bedeutet die obere Schranke aller Zahlen 

innerhalb %. 
O(t) = lim sup 'VJ cn(t)! 

4, Wir beweisen nun den Satz: 
Sind die Koeffizienten der Potenzreihe stetige Funktionen 

einer reellen Variablen t innerhalb eines Intervalls %, so ist 
innerhalb des zugehörigen Konvergenzkreises auch die Summe 
f(z, t) eine stetige Funktion von t. 

Schreiben wir nämlich wie in (3): 

f(z, t) = f .. (z, t) + rn(z, t), 
so ist f"' (z, t) eine Summe von endlich vielen stetigen Funktionen von t, 
also selbst eine stetige Funktion von t. Den Index n können wir so groß 
wählen, daß für alle v > n und genügend kleines positives d': 

!c,.(t) i <(T+o)• 

wird. Darin hat Tfür alle t denselben Wert und für jedes z (vom absoluten 
Wert r) innerhalb ~~ist rr = .{}- < 1. Es wird daher wie in§ 121, (10) 

, .{tn+l 

I rn(z, t) I < 1={)-

und darin ist die rechte Seite von dem bestimmten Wert t unabhängig, 
und nun können wir bei beliebig gegebenem positiven E die Zahl n so 
groß wählen, daß für jeden Index "_, > n und jedes t innerhalb %: 

I r,. (z, t) i < s 
wird. Dies bedeutet aber, daß die Reihe (8) nicht nur als Funk
tion von z, sondern innerhalb % auch als Funktion von t 
gleichmäßig konvergiert, und hieraus folgt auf Grund von Satz 1. 
unmittelbar der obige Satz. 

Wenn also die Variable T in % eine konvergente Folge mit dem 
Grenzwert t durchläuft, so ist 

lim f(z, r) = f(z, t). 
~4-t 

Diese Formel ist gleichbedeutend mit 

lim L c.(T)Z'" = ;2 limc,{T).z', 
't~t V 1 1~t 

sie spricht also die Vertauschbarkeit des Iimes- und des Summen
zeichens aus und besagt, daß, um den Grenzwert der Reihe für -r ~ t 
zu erhalten, man gliedweise zur Grenze übergehen kann. 

81 * 
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§ 123*. Methode der unbestimmten Koeffizienten. Grade und 
ungrade Funktionen. 

1. Wenn zwei Potenzreihen in einem Gebiet, welches den 
Nullpunkt enthält, konvergieren und in allenPunkten gleiche 
Werte besitzen, wenn also für jedes e innerhalb des Gebietes 

a0 + a 1 z + a2 z2 + a3 z3 + · · · = b0 + b1 z + b2 z2 + b3 z3 + · · · 
ist, so sind die Reihen identisch, d. h. die Koeffizienten gleich 
hoher Potenzen von z müssen einander gleich sein: 

ao = bo' at = bu a2 = ba' ... 
Setzt man nämlich z = O, so ergibt sich wegen der Stetigkeit a0 = b0 ; 

es ist also auch 

a1 z + a2z'3 + a3 z8 + · · · = b1z + b2z2 + b3 z8 +. · ·, 
und da dies im ganzen Konvergenzgebiet, also auch für nicht ver
schwindende Werte von ~ gilt, so muß für solche z 

a1 + a2z + f1s z9 + · · · = b1 + b2z + b3 z2 + · · · 
sein. Wegen der Stetigkeit gilt dies auch für z = 0, also folgt ebenso 
wie vorhin, daß al = bl sein muß usf. 

Auf diesem Satz beruht die Methode der unbestimmten Koef
fizienten, welche seit Descartes, vor allem aber seit Leibniz 1) 

namentlich von den Mathematikern des achtzehnten Jahrhunderts mit 
Vorliebe benutzt wurde, um. eine vorgelegte Funktion in eine Reihe zu 
entwickeln. Ein einfaches Beispiel mag dies erläutern. 

Es sei die Aufgabe, die Funktion ~1 1 in eine Reihe zu entwickeln. 
-1 

Man setzt die Entwicklung an: 
1 

1- z = ao +atz+ a2z2 + aszs + ... 
Wenn die Reihe in einem gewissen Gebiet konvergiert, so darf man 
sie mit (1 - z) multiplizieren und das Produkt konvergiert dann ebe;n
falls (§ 120, 3.). Man erhält dadurch: 

1 = a0 + (a1 - a0 )z + (a2 - a1)z2 + (a3 - a2)z3 + · · · 
und dies soll für jeden Wert z innerhalb des Konvergenzgebietes richtig 
sein. Die linke Seite kann man als eine Potenzreihe auffassen, bei der 
außer dem ersten Glied alle Koeffizienten Null sind. Nach dem obigen 
Satz folgt also: 

a0 = 1, a1 - a0 = 0, a2 - a1 = O, a3 - a2 = 0, ... 
mithin 

1) Descartes, Geometrie, 1637 (Deutsch von L. Schlesinger, Berlin 1894); 
Newton, Brief an Leibniz 24. 10 1676; Leibniz, .Manuskript von J676, Math. 
Werke 6, 106; Acta Erudit. 1693 (Ostwalds Klass. Nr. 162). 
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und die gesuchte Entwicklung lautet: 

1 1 2 s 
-1 -= +s+s+s+··· -z 

Zur strengen Durchführung der Methode ist aber immer auch der Nach
weis zu eJ·bringen, daß die gefundene Reihe konvergiert. Das ist hier 
der Fall für alle Werte von z innerhalb des Einheitskreises. 

2. Als besonderer Fall ist in dem obigen Satz der folgende ent-
halten: 

Wenn eine Potenzreibe in einem gewissen Gebiet, in dem 
sie konvergiert, überall den Wert Null besitzt, so verschwin
det sie identisch, d. h. alle Koeffizienten müssen Null sein. 

3. Eine Funktion heißt eine grade Funktion, wenn zu entgegen
gesetzten Werten der Variablen gleiche Werte der Funktion gehören, 
wenn also f( _ x) = f(x) 

ist. Dagegen heißt eine Funktion eine ungrade Funktion, wenn zu 
entgegengesetzten Werten der Variablen auch entgegengesetzte Werte 
der Funktion gehören, also 

f(- x) =- f(x). 
Es besteht der Satz: 

Ist eine gradde Funktion i:a einem Gebiet, welches den ungra e 
.K ullpunkt enthält, durch eine Potenzreihe darstellbar, so ent-

hält die Reihe nur graded Potenzen von x. 
ungra e 

Ist nämlich f(x) = a0 + a1 x + a2 x2 + a3 x3 + · · ·, so gehört mit 
einemWert x auchjedesmal- x zum Konvergenzgebiet der Heihe, also ist 

((- x) = a0 - a1 x + a2 x2 - a3 x8 + · · · 
1st nun f(x) eine grade Funktion, so folgtdurch Subtraktion, daß im ganzen 
Konvergenzgebiet 

sein muß; das ist aber nur möglich, wenn alle Koeffizienten a~> a31 ~' •.• 

Null sind. Ist aber f~x) eine ungrade Funktion, so ergibt sich ebenso 
durch Addition, daß im ganzen Konvergenzgebiet 

a0 + a2 x 2 + a4 x4 + · · · = 0 
sein muß und daraus folgt a0 = a2 = a4 = · · · = 0. 

§ 12!*. Die Binomialreihe. 
1. Wir haben in § 55 den binomischen Lehrsatz für ganze positive 

Exponenten abgeleitet. Danach war, wenn n eine natürliche Zahl ist, 

(1) 
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und darin sind die Binomialkoeffizienten 

(n) = n(n -1)(n- ~2 
3 1. 2. 3 ' ... ' 

allgemein 
(n) = ·J1,(n ~ 1)(n- 2) .. ·j~_-:-_k_± 1). 
k 1·2·3 .. -/,:. (2) 

Für ganze positiven bricht die Reihe (1) mit dem Glied (:)s"=z" 
ab; alle folgenden Binomialkoeffizienten werden Null. 

Ist aber n keine gilnze positive Zahl, so kann man, wie wir schon 
§53, 7. bem:e~,;kt haben, die Binomialkoeffizienten für k=1, 2, 3, ... 
berechnen, aber keiner von ihnen wird Null, man erhält eine unbe
grenzte Folge, und die mit diesen Koeffizienten gebildete Reihe (1) wird 
eine unendliche Reihe. 

So ist z. B. für 

n=-1 (;) =-1, (;) = -i-1' (;) =~-1, (;)=+1, 
n=-2 (;) = -2, (;) =+ 3, (;) =-4, (;)=+5, 

1 
(;) = 

1 (;) =-~: :, (n) 1·1·3 (n) 1·1·3·5 n= ! 2-, 3 =+ 2·4--6' 4 = ·- 2·4·6·8' 

n= _.1 
~ (7) =--L (n) 1 · 3 

2 =2-4 1 • n=-~ 3 2·4·6' 
(n) 1·3·5·7 -+--4 - 2·4·6·8' 

Es erheben sich nun zwei Fragen: 
1. Für welche Werte von fJ konvergiert die Reihe? 
2. W elchP. Funktion von z stellt die Reihe dar, sobald sie kon

vergiert? 
2. Die erste Frage ist sogleich zu beantworten. Das Verhältnis von 

zwei aufeinanderfolgenden Koeffizienten ist 

ck+l = n- ~ = n- ~- i 
ck k + 1 k + 1 ' 

mithin existiert der Grenzwert lim 1
1 
~ 71 Ir= 1 und daraus folgt nach 

§ 121, 3.; k -Ho Ck 

Die Binomialreihe (1) konvergiert unbedingt in allen 
Punkten innerhalb des Einheitskreises, sie divergiert über
all außerhalb des Kreises. 

Es ist also der Konvergenzradius der Reihe ganz unabhängig vom 
Werte von n. 

3. Zur Beantwortung der zweiten Frage benutzen wir das Additions
theorem der Binomialkoeffizienten 

Wir haben es § 55, 4:. unter der Voraussetzung ganzzahliger m, n ab-
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geleitet, es läßt sich aber auch leicht allgemein durch vollständige In
duktion beweisen. Offenbar ist für jedes reelle m und n 

also Formel (3) richtig für k=O und k=l. Wir nehmen sie für irgend
ein k als erwiesen an und beweisen, daß sie alsdann auch für k + 1 gilt. 
Dazu führt die Formel 

(4) (n-k)(~)=(k+1)(k~ 1), 
die sich unmittelbar aus (2) ergibt. 

Wir multiplizieren also Formel (3) mit m + n- k und zerlegen die
sen Multiplikator bei den einzelnen Gliedern der rechten Seite in der 
w·. eise. m + n- k = (n- k) -t- m 

= (n- k + 1) + (m -1) 
= ( n - k + 2) + (m - 2) 

Dadurch ergibt sich: 

(m + n-k)(mTn) = (~) (n-k) (~) + (7) (n -k+ 1) (k _: 1) 

+ (;) (n- k + 2) (k .:_ 2) + · · · + m (~) (:) + (m -1) (7) (lc n 1) + · · · 
oder nach (4): 

(k+ 1)(;t~) = (k+ 1)(~) (k ~ 1) + k(7) (;) + (k -1)(;) (k _: 1) + .. . 

+ (7) (;) + 2 (;) (k _: 1) + .. . 
Wenn man hier die untereinander stehenden Glieder addiert, so läßt 
sich der Faktor (k + 1) wegheben und es folgt: 

(;t;) = (;)(k ~ l) + Gt) (~) + (;) (k _: 1) + · · · 
was nun in der Ta't nichts anderes ist als die Formel (3), wenn man 
darin k in k + 1 verwandelt. 

4. Die Summe der Binomialreibe (1) wollen wir nun unter der Vor
aussetzung, daß die Reihe konvergiert, al"so I z I < 1 ist, mit ffJ(n) be
zeichnen. Sie ist eine stetige Funktion von n (§ 122, 4.). Wir multipli
zieren zwei solche Reihen: 

(5) 
ffJ(m) = G) + G)z + G)z~ + {:;)zs + ... , 

ffJ (n) = G) + (';) z + (;) i 2 + (;) z3 + ... , 
nach der Vorschrift des § 120, 3. und erhalten für die Glieder der Pro
duktreihe: 
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(~)G) = (mtn) 
[(~)(~) + (7)(~)} ·= (min)e 
[(~)(;) + (7)(;) + G)(~)Jz2 = (m;n) z2, 

also folgt: 
Für lzl<l und beliebigeWerte von m und n ist 

(6) cp(m)cp(n) = ~p(m + n). 
Eine solche Beziehung zwischen den Werten einer Funktion für ver
schiedene Werte des Arguments nennt man eine Funktionalglei
chung und wir haben jetzt die .Aufgabe, eine stetige Funktion zu finden, 
die diese Funktionalgleichun8> befriedigt.1) 

5. Die Gleichung (6) spricht die charakteristische Eigenschaft der 
Potenzen aus und wir können in der Tat nachweisen, daß die Funk
tion cp ( n) als eine nt• Potenz aufgefaßt werden muß. 

Setzt man in (6) nacheinander m = n, 2n, 3n, ... , so folgt: 

cp(2n) = cp(n)~p(n) = cp(n)2, 

1p (3n) = cp(2n)q:(n) = cp(n)8, 

cp(4n) = cp(3n)~p(n) = cp(n)4, 

. ' 
allgemein für positives ganzzahliges k: 

(7) cp(kn) = ~p(n)". 

Daraus folgt für n = 1, da nach (5): ~p(l) = 1 + z ist: 

cp(k) = ~p(l)k= (1 + z)•. 

Damit ist zunächst der binomische Lehrsatz für ganze positive Expo
nenten von neuem bewiesen.2) 

6. Nehmen wir ferner in ( 6): m = - n und beachten, daß nach (5): 
cp(O) = 1 ist, so folgt: ' 

(8) 1 cp(-n) = --. 
<p(n) 

Dies gibt für ganze negative Exponenten 
1 

cp(-lc) = (l+z)k= (1+z)-k, 

d. h. der binomische Lehrsatz bleibt richtig für negative ganz
zahlige Exponenten, sobald Jzl < 1 ist. So ist für die .Exponenten 
-1, -2,-3: 

I) Ca.uchy, Cours d'ana.lyse 1821. 
2) Natürlich kann hier die Beschränkung 1 z 1 < 1 wegfallen, da. IP (k) eine 

abbrechende Reihe darstellt. 
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- 1- = 1 - z + z2 - z3 + :f - · · · 1+t 

- 1- = 1 - 2z + 3z2 - 4z3 + 5z'- · · · (1+z)' 

- 1 - = 1 - 3z + 6z2 - 10z3 + 15z'- · · · (1+t)3 
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7. Sei jetzt p 

sitive ganze Zahl. 

haben 

eine positive oder negative ganze Zahl, q eine po

Wir setzen in (7): k = q, n = E_, also kn = p und q 

tp(p) = !p ( ~ y = (1 +z)P, 

folglich 
p 

tp (;) = (1 +z)2. 

Es ist also für alle rationalen Werte von n 
(9) 

und wegen der Stetigkeit der Funktion rp(n) gilt diese Gleichung 
nach § 92, 2. für jeden reellen Exponenten n. Damit haben wir den 
allgemeinen binomischen Lehrsatz, der für die ganze Analysis von fun
damentaler Bedeutung ist: 

Für jeden positiven oder negativen reellen Exponenten n 
und für jedes z innerhalb des Einheitskreises ist 

(1 +z)" = 1 + (7)z + (;)z2 + {;)z~ + ... 
Hierzu ist aber zu bemerken, daß die Potenz (1 + z)" für nichtganz· 
zahlige Exponenten mehrdeutig ist; so wissen wir, daß es für rationale 

Expone:i:lten n = !!_ im ganzen q 'V erte für die Potenz gibt. Auf Grund q 
der Stetigkeit können wir aber sagen: 

Die binomische Reihe stellt denjenigen Wert der Potenz 
(1 +z)" dar, der für z-0 stetig in den Wert 1 übergeht. 

Damit ist also die Potenz (1 + z)" für 1 z [ < 1 und jedes reelle 11 

als einwertige Funktion von z definiert. 
Wir wollen die Theorie der Binomialreihe hier nicht weiter verfolgen; 

wir verweisen bierfür auf die berühmte Abhandlung von N. H. AbeP), 
in der auch der Fall komplexer ExponentPn in Betracht gezogen und 
insbesondere das Verhalten der Reihe auf dem Konvergenzkreis, also 
für jzj = 1 untersucht wird. 

1) Untersuchungen über die Reihe 1 + m x + m(m- 1) x' + . ·., Journ. r. 
1 1. 2 

1Iath. 1 (1826). Ostwaids Klnssihr Nr. 71. 
Der allgemeine binomische Lehrsatz wurde von Newton um 1666 aufge

funden (Analysis per aequationes, 1669 der Akademie eingereicht, aber erst 1704 
zum erstenmal gedruckt). Den ersten durchaus einwandfreien Hewe:s für reelle 
z und n hat Euler, Comm. Petrop. 19 (1775) geführt. 
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8. \Vir wollen die Binomialreihe zur Berechnung 
wurzel benutzen. Es ist für n = -~ (vgl. 1.) 

§ 124*. 

einer Quadrat-

(10) 
~~~ -- 1 1. 1 2 1·1. 3 3 1 ·1. 3. 5 "' v 1 +z = 1 + -z ----z + -----z- -----z + ... 

~ 2·4 2·4·6 2·4·6·8 

Ist nun z. B. }"2 zu berechnen, so dürfen wir natürlich nicht einfach 
z = 1 setzen, weil ja die Konvergenz der Reihe nur für [z[ < 1 bewiesen 
ist.l) Man geht so vor, daß man eine Quadratzahl q~ sucht, durch deren 
Multiplikation mit 2 man in die-Nähe einer anderen Quadratzahl kommt, 
also etwa 2 q2 = p 2 + 1 oder 2 q2 = p~- 1, d. h. man nimmt für p und q 
Lösungen der unbestimmten Gleichungen p2 - 2 q2 = - 1 oder p2 - 2 q~ 
= + 1 (vgl. § 73). Dann ist im einen oder anderen Falle 

q V2 = Vffif--1 = p yi + }2 oder q }"2 = p V i-=~, 
man nimmt z = 1, oder z = - _1:"_ und berechnet die Quadratwurzel auf 

p p 
der rechten Seite mit Hilfe der Reihe (10). Durch Multiplikation mit 
!Z. erhält man dann }"2. 
q 

So gehört z. B. zu q = 5 der Wert p = 7 und es ist z = ir; und 
y2 = t V 1 +-4~. Zur bequemeren Berechnung der Reihe bezeichnet man 
jedes Glied durch einen Buchstaben, also 

y:C+z = 1 + A 1 - A~ + A3 - A4 + ... 
und hat 1,0 

A1 = ~ = ~=0,010204081ö33; A2 = ~A1 = ~~ =0,000052061641 

A3 "= ~ A 2 = :;== 531242; A, = 1As ~= 1~j~ = 6776 

A = 7 z A = A•= 97 · A =~·' A = A, 1 
5 10 4 70 ) 6 4 5 6ö 

1,01 020±612972 
- 0,00005.0068418 

1,o1o152544554 = vr=t~. 

0,000052068418 

Hiermit erhält man y2 = 1,414213562376 und dieser Wert ist nur um 
3·Einheiten der letzten Stelle zu groß. 

Dieselbe Rechnung kann man benutzen, um y3 zu finden, denn es ist 
16 · 3 = 49.- 1, also y3 = -i yf=:-fs und die Quadratwurzel auf der 
rechten Seite ist ~ r -----

V 1 - z = 1 - A 1 - A2.- A3 - A 4 -- • · • 

1) Allerdings konvergiert in diesem Fall die Reihe auch für z = 1, was man 
sofort auf Grund des Satzes von Leibniz über alternierende Reihen(§ 117,2.) er
kennt, aber die Konvergenz ist so schwach, daß die Reihe praktisch nicht ver
wendbar ist. 
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mit den oben berechneten Werten der A 11 A 2 , •.. Es ist also zu nehmen 

0,010204612972 
+ 0,0000520684l8 

0,010~56681390 

o,9897433186to = lit- 419 , 

und es wird y3 = 1,732050807567, um 2 Einheiten der letzten Stelle 
zu klein. 

Einundzwanzigster Abschnitt. 

Die Exponentialfunktion und die trigonometrischen 
Funktionen. 

§ 125". Die Zahl e. 
l. Im sechsten Abschnitt haben wir gesehen, daß der Begriff des Log .. 

arithmus ursprünglich aus der V ergleichung- einer arithmetischen und 
einer geometrischen Reihe erwachsen ist und daß den ersten Log
arithmentafeln von Bürgi und Neper der Gedanke zugrunde liegt, die 
geometrische Reihe so weit wie möglich zu verdichten. Dies kommt 
darauf hinaus, als Basis für die Logarithmen eine Zahl von der Form 

(1) 

zu wählen, worin n eine sehr große Zahl ist, und es werden die Zahlen 
der geometrischen Reihe, d. h. die Numeri um so dichter aufeinander 
folgen, je größer man n nimmt. Man wird also naturgemäß dazu geführt, 
diese Zahlen e,. bei wachsendem n zu untersuchen. Wir nehmen dabei 
zunächst n als ganze Zahl an und entwickeln (1) nach dem binomi
schen Lehrsatz, also: 

, 1 n(n-1) 1 n(n-1)(n-2)··· (n-(n-1)) 1 e = 1-1 n · -- -1- ---------- · -- ,, + · · · + ----------------- . --
n n ' 1 · 2 n- 1 · 2 · 3 .. n n" 

oder 
e = 2 + (1--~-). !_ + (1--1-) (1-~-) . ..!_ + ... (2) " n 2! n n 3! 

Daraus ist zunächst zu schließen, daß alle Zahlen e,. > 2 sind, da alle 
Glieder positiv sind. Andererseits erhalten wir, wenn wir für alle Diffe-

renzen 1 - __.!:__, 1-_!_, ... 1-n-2 die größere Zahl 1 setzen: 
n n n 

(3) 
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Nun ist 2! = 2, 3! > 22, 4! > 23, •• , n! > 2"-t, also folgt aus (2) 
um so mehr (vgl. § 20, 11.) 

e <2+..!:_+..!:_ +2..+···-1-·=3--1-. n 2 2• 2s 2n-1 2n-1 

Es sind also alle Zahlen e,. < 3, sie bilden eine beschränkte Folge und 
müssen daher eine obere Sehranke besitzen (§ 25). Diese Schranke, 
welche die wichtigste Konstante der reinen Mathematik dar
stellt, wollen wir bestimmen; sie wird allgemein mit dem Buchstaben e 
bezeichnet. , 

2. Wir beweisen weiter, daß die Zahlen e,. mit n zugleich 
wachsen. Zu dem Ende bemerken wir, daß die Summanden auf der 
rechten Seite von (2) alle positiv sind, und daß wir also den Ausdruck 
verkleinern, wenn wir einen Teil der Glieder weglassen. Ist also m < n, 
so ist 

(4) e > 2 + (1- .!_) · _!_ -L • · • + (t- .!_) (1-~) .. · (1-m- 1). _!_ . 
"' n 2!' n n n m! 

Ferner ist 

um so mehr 

1 1 2 2 
1 - -- > 1 - - 1 - -- > 1 - -, . . . und mithin 

n Wi ' n m 

e > 2 + (1 - _!_) ..!:_ + ( 1 - .!-) (1 - _!_) ..!:_ + · · · 
"' m 2! , m m a! 

+ 1-- 1-- ... 1----. ( 1 ) ( 2) ( m -1) 1 
m m m m! 

Die rechte Seite ist aber, wie Formel (2) zeigt, gleich em, also folgt in 
der Tat: e,. > em, wenn n > m. 

Die Zahlen e,. bilden also eine monoton aufsteigende Folge, 
und da sie beschränkt ist, so konvergiert sie und besitzt die obere 
Schranke als Grenzwert~), d. h. es ist lim e" = e oder 

(5) hm 1+- =e. . ( 1 )" 
t~-+CI'J n 

3. Man kann in ( 4) für jedes gegebene m die Zahl n so groß anneh

men, daß die Faktoren 1 - _.!:_, 1-..!., . . . 1 - m - 1 der EiJJheit be-
n n n 

liebig nahekommen, und da e >e,. ist, so folgt zusammen mit (3) für 
jedes beliebige m: 

1 1 1 e>2+-+--+ .. ·+- >e. 2! 3! m! m 

Da nun e = lim em ist, so ist e auch der Grenzwert der Summen 

2 + 2\ + · · · + ;n\ und daraus folgt: 

Die Zahle ist die Summe der unendlichen Reihe 

1) Dieser Grenzwert ist zum erstenmal wohl von Daniel Bernoulli (Brief 
an Goldbach 30. I. 1728) bemeikt worden. 
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(6) 
1 1 1 1 

e = 1 + if + 2! + 3-f + 4! + · · · 
Hiermit ist die Konvergenz dieser Reihe bereits nachgewiesen. Sie 

folgt aber auch aus dem Cauchyschen Kriterium zweiter Art(§ 117), 
denn es ist 

also lim an+! = 0. 
a,. 

4. Um eine Schätzung für die Größe des Fehlers zu gewinnen, den 
man begeht, wenn man bei der Berechnung von e die Reihe bis zu einem 

bestimmten Glied -\ summiert, setzen wir: m. 
1 1 1 

e= 1 +u+ 2! + ... + tnl +Li".. 

Dann ist Li". die Restreihe 

1 1 1 
,dm = (m + 1)1 + (tn + 2)! + (m + sr! + ... 

1 ( 1 1 1 ) 
= m! m+l + (m+t)(m-t-2) + (m+1)(m+2)(m+3) + · · · ' 

und wenn wir in den Nennern die Faktoren m + 2, m + 3, alle 
durch m + 1 ersetzen, so folgt: 

1[1 1 1 J 1 1 
.dm < m! m+1 + ('mi- 1)' + (m-t-1) 3 + · · · = lnf -- --(-,-----"-1-). 

(m+1) 1---
oder m+t 

(7) L1 1 
m<m.m! 

Wir haben also den Satz: 

Bricht man die R.eihe (6) für e mit dem Glied-.!., ab, so ist m. 
der Fehler, den man begeht, kleiner als der mte Teil des letzten 
Gliedes. 

Geht man z. B. bis zum Glied 1 ~ 1 , so ist, da 10! = 3628800 ist, der 

Fehler kleiner als 3 . 10-8• 

Die Berechnung der Reihe (6) ist einfach, denn man hat, um ein 

Glied ~~ zu erhalten, nur das vorangehende Glied durch m zu dividieren. 

Bis auf 32 Dezimalstellen ist 

e = 2,7182818284 59045 2353G 02874 7135266 .. 

5. Wir ruachen uns jetzt von der Voraussetzung ganzzahliger n in 

dem Ausdruck ( 1 + ~ )" frei und beweisen den Satz: 

Die Zahlen ev = (1 + -t-)" 
besitzen, wenn v irgendeine unbegrenzt wachsende F'olge 
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reeller Zahlen durchläuft, einen Grenzwert und dieser ist 
gleich der Zahle. 

Jede Zahl v liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen 

n;S;v<n+l. 
Dann ist 

1+----- < 1+- < 1-1-- <11+- < 1-t--( 1 )n ( 1)n ( 1)' ' 1)n+l ( 1)n+l 
n+l "' = ' v \ v = n ' 

__ 1 __ (1 + - _l __ )n + 1 < (1 + ~)'' < (1 + _1_) (1 + ~)" 
1+_1_ n+1 v n n 

n+t 

mithin oder 

- _e_n:t:t__ < e < e (1 + _1:_) 
1 ,. n n ' 

1+n+1 
und daraus folgt, da mit v auchnunbegrenzt wächst: 

lim e,. =, lim e,. = e. 

6. Wir können den Satz 5 noch dahin erweitern, daß e. auch dann 
noch die Grenze e hat, wenn v durch eine Folge von negativen Zahlen 
hindurch gegen - oo geht. Sei nämlich v = - p, und p, positiv, 

so ist 

also 

e = 1+-( 1 )-" 
-,u -!L ' 

1-_!_ 
1 ( 1 ) ( 1 )I'- 1 "' 

e_l' = 1--; 1- ~ = (1 + _1_)"-1' 
ep-l e =-----

-~< 1 
1-

IL 

1"-1 

und lime_ 11 =lime"_ 1 =e. 
!J-+"" 

§ 126". Die Exponentialfunktion. 

1. Sei z irgendeine reelle Zahl, aber nicht Null. Wir setzen in 

§ 125, 5.: V= r Dann geht p, gleichzeitig mit V gegen 00 (unter Um

ständen gegen- oo, was mit Rücksicht auf§ 125, 6. an den folgenden 
Betrachtungen nichts ändert) und es ist 

lim (1 + ~) • = e. 
I'~'" I" 

Welches auch der Wert von z sein mag, so werden von einem gewissen 

p, ab sicher alle Grundzahlen (1 +~) positiv sein. Dann kann man 
aber nach § 40, 9. auf beiden Seiten, und zwar links unter dem lim
Zeichen, mit z potenzieren und findet!): 

1) Euler, Mise. Berol. 7 (1743). Eine elementare Einführung der Exponen
tialfunktion auf Grund des Zinseszinsbegriffes in Fortführung eines Gedankens 
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(1) lim (1 + ~)" = e', 
~·-., IL 

und dies bleibt, wie man sieht, richtig für z = 0, gilt also für alle 
reellen Werte von z. Dabei kann p, irgendeine unbegrenzte wachsende 
Folge reeller Zahlen durchlaufen. 

Betrachtet man z als Veränderliche, so ist c' eine Funktion von z; 
man nennt sie die Exponentialfunktion. 

2. Man kann diese Funktion durch eine unendliche Reihe darstellen. 
Für ein ganzzahliges positives n ist 

(1 + ..:._)" = 1 + .z + (1- 2.) z' + (1 - _!_) (1- ~-) -~ + · · · n n 2! n n 3! 

+(1-~)(1-:)···(1-~: 1)~~-
Wir zerlegen diesen .Ausdruck in zwei Bestandteile Z1 + Z 2 , indem wir 
für m < n setzen: 

z. = 1 + z + (1-2.) _:_! + ... + (t-_!__) (1--~) ... (1- '1)1·_-=--:-~) ~ 
1 n 2! n n n m! 

Z2 = (1--~) (1--!-) ... (1- :) <~:;11)! + · · · 
+ (1--~) (1- !) ... (1-~n ~)f;. 

Ist r dar absoluteWert von z, so ist, da alle Faktoren ( 1 _: ~) 7 ( 1-~-), 
(1 -~), ... kleiner als 1 sind 

, rm+l r"'+2 r" 
IZ21 <<"1+1)! + (m+2)! + .. ·+ :n:· 

Setzen wir daher 
z• zs Z'' 

(2) e,. (z) = 1 + z + 2! + 3! + · .. + n ! 

und führen die unendliche Reihe ein: 
z2 z3 

(3) e(z) = 1 + z + 2-1 + 31 + · · ·, 
welche nach § 121,4:. für jeden Wert von z konvergiert, so ist 

(4) - \Z9 \ < eJr)- e".(r) < e(r)- em(r). 
Hält man m fest, so lassen sich bei genügend großen n die in Z1 auf

tretenden Faktoren (1- :), (1- !), ... (1-m; 1) dem Wert 1 be
liebig nahe bringen, folglich kann man durch genügende Vergrößerung 
von n den Unterschied IZ1 - em(s) I kleiner als eine beliebige positive 
Größe machen. 

von Jakob Bernoulli bei Loewy, Algebra (1916), S. 391 und eingehender in 
dess. Verf. Mathematik des Geld- und Zahlungsverkehrs, Leipzig 1920, 8. 215 
u. 226. 
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Es ist nun 

(1+ :)"- e(s) = (Z1 -em(s))- (e(s)-em(s)) + Z2 , 

also mit Rücksicht auf (4): 

j ( 1 + ~ r- e(s) I< !Zl- em(s) + le(z)- em(s)j + le(r) -em(r) . 

Man nehme nun zunächst m so groß, daß 

I e(z)- em (s) I und I e(r)- em (r) I 
beide kleiner werden als eine beliebige positive Größe i, was wegen 

der Konvergenz der Reihe (3) möglich ist, und darauf n so groß, daß 

auch jZ1 - em(s) I< i- werde; dann wird 

\ ( 1 + : ) " - e(z) I < E. 

Dieser Unterschied kann also bei genügend großem n unter jede be
liebig kleine Größe gebracht werden, folglich ist 

Iim (1+ :)"=e<zJ, 
n-+oo 

und nach (1) hat mannun für die Exponentialfunktion dieReihen-
entwicklung1): · 
f5) z z' z8 z• 
\ e'=l+l!+2,+3!+4!+··· 

Es hat also diese unendliche Reihe für alle reellenWerte von s die Po
tenz e" zur Summe. Dies wollen wir durch die Reihe selbst bestätigen. 
Zunächst ist, wenn wir die Reihe wieder mit e(z) bezeichnen: 

{6) e(O) = 1, e(l) = e. 

Wir bilden die Reihe für irgend zwei Werte x und y und multipli
zieren die beiden Reihen e(x) und e(y) nach der § 120, 3. angegebenen 
Regel. Mit Benutzung der dortigen Bezeichnungen haben wir für 
n=1,2,3, ... xn yn 

un=n!' v .. =nl' Uo=Vo= 1 

. x" xn-1 y xn-2 y 2 y"' 
und es Wird w = - + ~--- ~ + ·-- - + ... + - oder, da 

" n! (n-1)! 1! (n-2)12! · n! 

(n n~)Tk! = (~) ist(§ 53, <1.): 

wn = :, (xn + (~) xn-ly + (;) x"-2y2 +· .. + y") = (x~1Yl". 
Nimmt man dazu w0 = 1, so sieht man, daß die Reihe der w" nichts an
deres ist als e (x + y) und es folgt 

{7) e(x)e(y) = e(x+y). 
Das ist aber die charakteristische Funktionalgleichung der Poten~n, 

1) Newton, Analysis per aequationes (um 1666). 
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wie wir sie schon § 124 betrachtet haben, und durch eine ganz ent
sprechende Überlegung, wie dort, ergibt sich 1), daß in der Tat, unter 
Berücksichtigung der Bedingungen (6), für jedes reelle x 

e(x) = ~ 
sein muß. 

3. Beachten wir aber jetzt, daß die Reihe e(z) auch für jedes kom
plexe z konve1·giert, so können wir sie benutzen, um die Potenzen 
von e mit komplexen Exponenten zu definieren. Wir sagen: 

Unter der Potenz e" mit irgendeinem komplexen Exponen
ten z verstehen wir die analytische Funktion(§ 121, 6.) 

~ z z! z:: 

e· = 1 + i! + :!-! + s! + ... 
.l!'ür sie bleibt die in (7) ausgedrückte fundamentale Eigenschaft der 
Potenzen, bei der wir über x und y nichts vorausgesetzt haben, bestehen. 

Nach § 122 sehen wir: 
Die Exponentialfunktion e• ist eine in der ganzen Zahlen

ebene stetige Funktion von e. 
4,, Nehmen wir in der Exponentialreihe -ß an Stelle von e, so wird 

(8) 

Auch diese Reihe konvergiert für jeden Wert von z; es wird also e-z 
für keinen endlieben Wert von z unendlich und daraus folgt: 

Die Exponentialfunktion bleibt für jeden endlichen Wert 
der Variablen von Null verschieden. 

Durchläuft aber s eine unbegrenzt abnehmende Folge reeller Werte, 
so konvergiert e• gegen Null; man schreibt dies: 

lim e" = 0 

und sagt auch: e" wird Null für ß=-oo. 

5. Wenn die reelle Variable x alle positiven Werte von 0 nach oo 
durchläuft, so geht die Exponentialfunktion beständig wachsend (wie 
die Reihe unmittelbar zeigt) von 1 nach oo. Geht X=-x' durch alle 
negativen Werte von 0 nach - oo, (also x' von 0 nach + oo), so nimmt 
e"' = r;-:c' = ~ beständig ab von 1 bis 0. Es folgt: 

e"' 
Wenn die Variable alle reellen Werte von -oo bis +oo 

durchläuft, so nimmt die Exponentialfunktion beständig 
wachsend alle positiven Werte von 0 bis oo an. 

Eine anschauliche Vorstellung von dem Gesamtverlauf der Funk
tion y = e"' für reelle Werte der Variablen gewinnt man durch die gra
phische Darstellung, indem man zu möglichst vielen Werten x als 
Abszissen die zugehörigen Werte y als Ordinaten aufträgt. Die Ge-

1) Es handelt sich hier, wie in§ 124, um die Ermittlung stetiger Lösungen 
der Fnnktionalgleichung. 

Weber u. Wellstein, Enzyklopl>die I .• l.Aufl. 32 
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samtheit der Punkte, die man so erhalten kann, bildet eine stetige 
Kurve, die von dem Punkte 1 auf der y-Achse aus sich nach der Seite 
der positiven x immer weiter von der x-Achse entfernt, nach der Seite 
der negativen x sich der x-Achse immer mehr nähert, ohne siejedoch 
im Endlichen jemals zu erreichen. 

§ 127*. Die Funktionen sinx nnd cosx. 
I. Setzen wir in der Exponentialfunktion z = ix, worin x eine reelle 

Variable bedeutet, und führen· in der Reihe die s<:hon in § 46, 1. angege
benen Werte der Potenzen von i ein, so erhalten wh·: 

ix x! ix~ x4 ix5 x8 

&x = l + ll - :Ü - 3! + 4T + ·51 - 6T - ... 

Da die Reihe unbedingt konvergiert, können wir die Reihenfolge der 
Glieder beliebig abändern, ohne den Wert der Reihe zu ändern. Wir 
führen daher zwei neue Funktionen durch die folgenden Reihen em, 
welche fiir jedes x unbedingt konvergieren: 

x 2 x• x• 
c(x) = 1 - 2.f + 4f - 6T + · · · 

(1) 
x xs xa x1 

s(x) = 1i- a( + 5T -7! + · · · 
und haben dann 
(2) &x = c(x) + is(x). 

2. Von diesen Funktionen c(x) und s(x) können wir sogleich fol
gende Eigenschaften feststellen: 
(I) c(O) = 1; s(O) = 0 

(II) 

(III) 

lim s(x) = 1. 
:c+O X 

c(-x) = c(x); s(-x)=-s(x), 
also c(x) eine grade Funktion, s(x) eine ungrade Funktion. 

Weiter ist die Produktgleichung 
&<x+y) = ei:x:, rfll 

gleichbedeutend mit 

c(x+y)+is(x+y) = (c(x)+is(x))(c(y)+is(y)) 
und durch Trennung des reellen Teils vom imaginären folgt: 

c(x+ y) = c(x)c(y)- s(x)s(y) 

s(x + y) = s(x)c(y) + c(x)s(y). 
(IV) 

Setzen wir hier in der ersten :Formel y=-x, so folgt mit Rücksicht 
auf (I) und (III): 
(3) c(x)2 + s(x)2 = 1. 

3. Diese Formeln stimmen, wie man sieht, vollständig mit den Grund
formeln für die trigonometrischen Funktionen cos x und sin x überein. 
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Wir wollen dies insbesondere nur für die Formel li zeigen, für die 
anderen verweisen wir auf die Elemente der Trigonometrie. 

Es sei AB ein Kreisbogen mit dem Radius gleich der Längeneinheit 
und dem spitzen Winkel x, den wir in Bogenmaß messen, so daß also 
auch die Länge des Bogens AB gleich x ist. Wir fällen von B die 
Senkrechte BE auf CA und errichten in A die Senkrechte AD bis 
zum Schnitt D mit dem Radius CB. Dann ist 

BE= sinx, AD = tgx, CE= cosx. 
Der Flächeninhalt des Dreiecks CE B ist aber, wie die Figur zeigt, 

kleiner als der des Sektors GAB, und dieser D 
ist wiederum kleiner als das Dreieck CAD, und 
es ist 

Dreieck CEB = ~ sin x cosx, 

Sektor GAB=~ x, 

Dreieck CAD =; tgx, 0 

. h t sinx d' U l . h 'b woraus s1c wegen g x = --- Je ng e1c ung erg1 t: cosx 
. sinx 

SlD X COS X < X < cos X, 

und hieraus kann man ableiten: 
sinx 1 cosx < ---- < 

X COSX 

E A 
Fig.ll3 . 

Da nun, wenn x hinlänglich verkleinert wird, cos x der Einheit beliebig 
nahe gebracht werden kann, so folgt: 

Wenn x sich dem Werte 0 nähert, so nähert sich der Quo-
tient sin:: dem Werte 1 und es ist z 
(4) . sin x hm -- - = 1. 

x-+0 X 

4. Wir beweisen nun den wichtigen Satz, daß durch die Eigen
schaften I, II, III, IV die Funktionen cos x und sin x unzwei
deutig definiert sind, daß also zwei stetige Funktionen c(x) und 
s(x), welche diesen Formeln genügen, mit cos x und sin x identisch 
sein müssen. 

Zufolge der Gleichung (3), welche aus den Formeln I, III, IV abge
leitet ist, liegen die reellen Werte von c(x) und s(x) sämtlich zwischen 
- 1 und + 1. Wir können also 

(5a) c(x) = cos cp 
und dann entsprechend (3) 
(5b) s(x) = sin cp 
setzen. Darin ist cp eine von x abhängende Veränderliche, also eme 
Funktion rp(x), die wir uns in gewohnter Weise als Winkel deuten 

32* 
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mögen. Eine Änderung von qJ um Vielfache von 2 n läßt die Funktio
nen cos qJ und sin tp1 mithin auch c(x) und s(x) ungeändert, wir dürfen 
also noch eine Festsetzung über einen Anfangswert von q>(x) treffen. 

N a.ch I soll für x = 0 : cos qJ = 1, sin tp = 0 sein, also können wir 

(6) fJJ(O) = 0 
annehmen. 

Wir setzen jetzt für drei Werte x, y und (x + y) der ursprünglichen 
V a.ria.blen 

fJJ(X) = 'Pt• 
und haben nach IV: 

q;(x + y) = IPs 

c(x + y) = cos cp3 = cos qJ1 cos qJ2 - sin cp1 sin q;2 = cos ( !p1 + cp2) 

s(x + y) = sin cp8 = sin qJ1 cos qJ2 + cos cp1 sin q;2 = sin ( q;1 + q;2)1 

folglich muß fJJs = cp1 + cp2 sein 1) oder: 
Die Funktion cp muß die Funktionalgleichung 

(7) cp(x + y) = q; (x) + q;(y) 

befriedigen. Hieraus wollen wir qJ bestimmen.2) Es folgt sofort für n 
Veränderliche x17 x2 , •.• , x": 

q;(x1 + x2 + · · · + x,.) = q;(x1) + cp(x,) + · · · + q;(x") 

und daraus, wenn x1 = x2 = · · · = x,. = x ist: 

(8) 
also für x = 1 
(9) 

worm 

q; (nx) = ntp(x), 

q;(n) = na, 
q;(l) = a 

Ferner folgt aus (8) und (9) für x = m : 
n 

cp(m) = nq; (:) = am, 

mithin 

gesetzt i,st. 

Es ist also für jedes rationale x und dann wegen der Stetigkeit 
auch für jedes irrationale: 8) 

q;(x) = ax. 

Jetzt ist nur noch a zu bestimmen und dazu dient die Formel Il. Es ist 

s(x) sin cp sin 9' --=---=a--
x X 9' 

1) Infolge der Festsetzung (6) können hier keine Vielfachen von 2n hinzu
kommen, wie man aus (7) sieht, wenn man darin y = 0 setzt. 

2) Cauchy, Cours d'analyse 1821. 
3) Dieses Resultat gilt auch für negative x, denn nach (6) und (7) ist, wenn 

man y=-x setzt: 9'(-x)=-cp(x). 
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und daher wegen (6) und (4) 

1 = lim s_(~ = a lim sincp = a. 
:t-+0 X rp-+0 cp 

Es ist also einfach cp = x und damit gezeigt, daß in der Tat auf Grund 
der Eigenschaft en I, II, III, IV 

c(x) = cosx, s(x) = sinx 
sein muß. 

9. Gehen wir nun auf 1. zurück, so sehen wir: 
Für die Funktionen cos x und sin x bestehen die überall 

konvergenten Reihenentwicklungen1): 

a;ll x4 xa 
COS X = 1 - 2i + 4 ! - 6J + · · · 

(10) . x• x• x7 

Sill X = X - St + Öl - i! + · · · 
und es ist 2): 

(11) e'x= cosx + i sinx. 

Ersetzt man hier x durch - x, so folgt: 

(12) e- ix = cos x - i sin x. 

Wir können jetzt die Funktionen cos x und sin x durch die Reihen (10) 
oder- was dasselbe ist- durch die Eulerache Beziehung (11) defi
nieren und sind sicher, daß wir damit dieselben Funktionen haben, die 
in der Trigonometrie durch geometrische Betrachtungen eingeführt 
werden. 

Die in (11) und (12) auftretenden Verbindungen dieser Funktionen 
sind uns bereits im siebenten Abschnitt bei der Theorie der komplexen 
Zahlen begegnet, und wir sehen jetzt, daß die dort eingeführte Rich
tungsfunktion E( cp) nichts anderes ist als die Exponentialfunktion fJ'P. 
Daraus ergeben sich ohne weiteres alle Eigenschaften der Richtungs
funktionen, insbesondere folgt aus der Formel 

der Satz von Moi vre: 

(13) (cos x + i sin x)'" = cos nx t i sin nx. 
und zwar nunmehr für jeden reellen Wert von n. 

6. Aus (11) und (12) erhält man die Funktionen cos x und sin x 
durch die Exponentialfunktion ausgedrückt: 

1) Newton, .Analysis per aequationes (um 1666). Bei der Verwendung die
ser Reihen zur Berechnung der Funktionen bestimmter Winkel ist zu beachten, 
daß die Winkel in Bogenmaß zu messen sind. 

2) Dies ist die berühmte l!'ormel von Euler (um 1740), Mise. Berol. 'Z (1743). 
Introductio in anal. infinit. (1748) . .Als Vorläufer von Euler ist Roger Cotes 
anzusehen, der in seiner Hapnonia mensurarum, Cambridge 1722, einen Satz 
gibt, der inhaltlich mit i::c =log (cos x + i sin x) übereinstimmt. V gl. Bibl. math. 
(3), 2 (1901). 
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(14) 
. e'x- e-ix 
SlllX=-~-· 

Hierdurch oder durch die Reihen (10) sind aber die Funktionen nicht 
nur für reelle Werte, sondern für jeden komplexen Wert von x de
finiert und es bleiben für sie die Eigenschaften I, II, III, IV bestehen. 
Für die Funktionen mit rein imaginärem Argument hat man besondere 
Bezeichnungen eingeführt. Man setzt 

"'+ -x cos (ix) = e 2 e = Cos x 
(15) 1 . . e"' + e-x • 

T sm (~x) = --2 - = Smx 

und nennt diese Funktionen den hyperbolischen Cosinus und Sinus, 
denn sie hängen in ähnlicher Weise mit der gleichseitigen Hyperbel 
zusammen, wie die Funktionen cos und sin mit dem Kreise. Für diese 
Funktionen besteht nämlich die Beziehung 

Cos2 x - Sin2 x = 1, 

und man kann daher die Koordinaten ;, r; irgendeines Punktes einer 
gleichseitigen Hyperbel mit der Gleichung ; 2 - r; 2 = a2 in der Form 

; = a Cos qJ, r; = a Sin p 

darstellen. Mit Benutzung der hyperbolischen Funktionen hat man als 
Werte der Funktionen cos und sin für das komplexe ArgumentS= x + i !J 

cos (x + iy) = cosx Cosy- i sinx Siny 

sin ( x + i y) = sin x Cos y + i cos x Sin y. 
(16) 

7. Durch die Eulersche Formel (11) wird auch ein Zusammenhang 
zwischen den beiden wichtigen Zahlen e und n hergestellt. Die Zahl n 

kann dadurch definiert werden, daß ; die kleinste positive Zahl 

ist, für die cosx=Ound dann nach (3) sinx = 1 ist.1) Nach (11) ist dann 

(17) 

1) Daß es eine solche Zahl gibt, kann man so erkennen: Es ist cos 0 = 1 
und, wie man leicht aus der Reibe sieht, cos 2 negativ, also gibt es eine kleinste 

positive Zahl ; < 2, so daß cos ; = 0 ist. Dann ist nach (3) sin ; entweder 

+ 1 oder - 1. Nun ist nach IV, wenn man a; = ; und - y an Stelle von 

y setzt 
( n ) . n . cos 2 - y = sm 2 smy. 

Geht y von 0 bis ; , so ist die linke Seite beständig positiv, sin y ist aber für 

kleine positive y jedenfalls, auch positiv, also muß sin ; = + 1 sein. 
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Damit folgt weiter: 
(18) e11 ; = - 1, 
Es ist also 
(19) e+ srri = e, 

d. h. die Exponentialfunktion e• ändert sich nicht, wenn e um 
2n-i oder um ein Vielfaches von 2 ";i vermehrt wird. Man nennt 
deshalb e' eine periodische Funktion mit der Periode 2";i. 

Aus (19) ergibt sich für z = x1:: 

COB X + i sin X = COS (X + 2 %) + i sin (X + 2% ), 

also cos x = cos(x + 2n); sinx = sin(x + 2n). 

Die trigonometrischen Funktionen sind periodische Funk
tionen mit der reellen Period'e 2";. 

8. Nach der ersten Formel (18) ist 
e+tri = - et, 

also iolgt für z = xi: 

COS (X + %) = - COS X, sin (x + :n:) =- sinx. 

Dies zeigt, wenn wir uns auf die Sinusfunktion beschränken, daß 
sin x für alle Vielfachen von :n: Null wird, also für 

X = k:n: (k = 0, ± 1, ± 2, ... ) 

Wir beweisen, daß sin x keine anderen Nullpunkte als diese 
besitzt. 

Schreiben wir, um anzudeuten, daß die Variable auch komplexe 
Werte haben kann, z an Stelle von x und sei sin z = 0, so ist cos s 
= ± 1, also ei• = + 1. 

Ist nun z = x + iy, so ist also e- v · ei"' = ± 1, mithin 

e-11 cosx = ± 1, e-11 sinx = 0. 

Durch Quadrieren und Addition dieser Gleichungen ergibt sich e- 2 " = 1, 
also y = 0 und z = x, d. h. die Sinusfunktion hat nur reelle Nullpunkte. 
Hätte nun sin x einen Nullpunkt, der nicht ein Vielfaches von "; wäre, 
etwa x = ; und kn < ; < (k + 1) ";, so wäre auch ~ - k"; ein Nullpunkt, 
d. h. es gäbe einen Nullpunkt im Intervall (0, n-). Dann würde aber 

aus sinx = cos (; - x) folgen, daß die Kosinusfunktion einen Null-

punkt im Intervall (- :J-, + -~) hätte. Das ist aber nach 7. ausge

schlossen.1) 

1) Von Ta.feln für die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funk
tionen nennen wir: F. Becker und C. E. van Orstrand, HyperhoHe Functions. 
Washington 1909 (Smithsonian Inst.); K. Hayashi, Fünfstellige Tafeln der Kreis
und Hyperbelfunktionen sowie der Funktionen i" und e-"'. Berlin 1921. 
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§ 128*. Die Bernoullischen Zahlen. Die Reihen für tgx und ctgx. 

1. Wir wollen nun auch Reihenentwicklungen für die Funktionen 
tg x und ctg x finden. Betrachten wir zunächst die letztere Funktion, 
so ist nach § 127, (14): 

cosx . e''"+ e-ire 
ctgx = sinx = 't Jx+ e_,,. 

oder, wenn wir den Bruch mit t!,. erweitern, 
• e2iz + 1 

(1) ctg x = z ~-~-
e11'"- 1 

Wir führen nun die Funktion 

(2) f(z) = _!___ e' + 1_ 
2 e'-1 

ein und suchen sie in eine Potenzreihe zu entwickeln. Daun ist 

(3) ctg x = _!_ f(2ix). 
X 

Zur Reihenentwicklung von f(z) benutzen wir die Methode der unbe
stimmten Koeffizienten (§ 1~3). Setzt man - z an Stelle von z und er
weitert mit e•, so ist: 

z e-•+t z 1+e' 
f(- z) =- -2 --::-;-1 =- 2 -1 -. = f(z), 

e -- - e 

also f(z) eine grade Funktion. 
Führt man ferner in (2) für e• die Reihe ein, so ist 

(4) 

z' 
1 2+z+2!+··· 

f(z) = 2-- z z• ' 
1+2!+3!+··· 

und dies ergibt für z = 0: f(O) - 1. 

Wir setzen deshalb entsprechend § 123, 3. eine Reihenentwicklung 
von der Form 

(5) !__ e' + 1 = 1 + ~.! zs + Bs e' + Bs z& + ... 
2 e'-1 2! 4! 6! 

an und haben die Koeffizienten B 11 B2 , B3 , ••• zu bestimmen. 
2. Wir denken uns links den Ausdruck (4) eingesetzt, multiplizieren 

auf beiden Seiten mit der Reihe im Nenner: 1 + ;, + :; + · · ·, und 
setzen die Koeffizienten gleich hoher Potenzen auf beiden Seiten ein
ander gleich. Dann liefern die Koeffizienten von z2 n: 

1 1 B 1 B2 + + B,. 
2·(2n)! (2n+tl!+2!(2n-=1)I+4!(2n-3)! ··· (2n)!ll. 

Wir multi plizif'ren beiderseits mit (2 n + 1 )! und bringen das erste Glied 
rechts auf die linke Seite. Dann folgt mit Rücksicht auf§ 53, (4): 
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(6) cn:1)Bt + en: 1)B2+cn: t)Ba +···+ C~7:1)B.,=n-~· 
Das sind für n = 1, 2, 3, ... Rekursionsformeln, durch die man die

Zahlen B11 B2 , Bs, ... der Reihe nach berechnen kann. 
Vergleicht man aber die Koeffizienten von z"'+ 1 miteinander, so er

hält man: 

1 1 + B, + B, + + B,. 2(2n+1)! = (2n+2)T 2!(2n)! 4!(2n-2)! ··· (2n)!2!' 
und wenn man hier mit (2 n + 2)! multipliziert und wieder das erste 
Glied nach links bringt: 

(7) c n: 2) Bt + e n f 2) B! + (2 n: 2) Bs + ... + c n2 :- 2) Bn = n. 
Zieht man hiervon die Formel (6) ab, so wird der Koeffizient von Bk 
(vgl.§53,(8b)) (2n+2)-(2n+1) = (2n+1), 

2k 2k 2k-1 
also folgt: 

(S) (2n + 1) B + (2 n + 1) B + (2 n + 1) B + ... + (2 n + 1) B = 1_ • 
1 1 3 2 5 s 2n-1 " ::l 

Jede der Formelgruppen (6), (7), (8) - am besten wohl die letzte -
kann zur Berechnung der Zahlen B 11 B 2 , B3 , •.• dienen. So erhält 
man nacheinander für n = 1, 2, 3: 

3Bt=t 
5B1 + 10B2 =} 

7 B1 + 35B2 + 21B3 = t 

BI= t 
B2=- to 
B3 = t~r 

Diese rationalen Zahlen B1,B2, B3 , ... heißen die Bernoullischen Zah
len, denn sie treten zuerst in dem nachgelassenen Werk von Jakob 
Bernoulli, Ars conjectandi (1713) (Ostwalds Klassiker Nr. 107, 108) 
auf. Sie spielen in verschiedenen Gebieten der Mathematik (Analysis, 
Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitsrechnung) eine wichtige Rolle. Die 
Zahlen sind (in der von uns gewählten Bezeichnungsweise) abwechselnd 
positiv und negativ.1) Sie nehmen - absolut genommen - anfangs 
mit wachsendem Index ab, wachsen aber später sehr rasch ins Unge
heure. Die sieben ersten Zahlen sind 

Die 62 ersten Zahlen hat Adams, Journ. f. Math. 85 (1878) be
rechnet. Die letzte von diesen ist von der Größenordnung 3,2 · 10108 

(vgl. § 136, 5.). 
3. Wir werden später(§ 136, 4:.) zeigen, daß die mit den Bernoulli

schen Zahlen gebildete Reihe (5) in einem gewissen Gebiet konvergiert. 

1) Dies wird durch die Formel § 136, (8) bewiesen. 
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und damit ist dann die Berechtigung der Entwicklung nachgewiesen. 
Setzen wir in ihr z = 2 ix, so erhalten wir nach (3) die Reihe 

(9') ct()' x = ~- 2 B 1 (2x) + 2 B2 (2x)3 - 2 Ba (2 x)5 + .... 
0 X 2! 4! 6! 

4-. Um auch für tg x eine Entwicklung zu finden, bilden wir 

z e•- 1 e!= + 1 z e• + 1 
q;(z) = 2 e' + 1 = z e2• -l - 2 e•- l 

oder cp(z) = f(2z)- f(z). 
Führt man hier rechts die Reihe (5), gebildet für 2z und für e, ein und 
multipliziert noch mit 2, so folgt: 

(10) 

(11) 

e• -1 zt z4 

z e• + 1 = Al 2! + A2 4! + As 

A,. = 2 (22"- 1)B,. 

worm 

n= 1,!,3, •.. 

ist. Diese Zahlen A,. sind, was wir hier nicht beweisen wollen, sämt
lich ganze Zahlen. Die ersten sind 

1, - 1, 3, - 17, 155, - 2073, 38227. 
Für diese Zahlen leiten wir aus (10) ganz ähnlich wie in 2. Rekur

sionsformeln ab, indem wir nach Division der Formel durchs für e'-1 
und e• + 1 ihre Reihen einführen und die erstere Reihe Glied für Glied 
dem .Produkt der zweiten Reihe mit der rechten Seite gleichsetzen. 
Dann liefern die Koeffizienten von z2n nach Multiplikation mit (2n + 1)!: 

(12) en:1) Al+ en-:1) As + en:1)As + ... 

+ (2 n + 1) A = 2n + 1 
2n " ' 

durch die man für n = 1, 2, 3, ... nacheinander die Zahlen A11 A9, 

A3 , ••• direkt ohne Benutzung der Bernoullischen Zahlen berechnen kann. 
Addieren wir hierzu das Doppelte der Formel (6) und berücksich

tigen, daß 

ist; so erhalten wir neue Rekursionsformeln für die Bernoullischen Zahlen 

(13) (2n: 1). 22B1 + (2 n: 1). 24B~ + ... + C~! 1) 22>1B,.= 2n, 

von denen wir noch Gebrauch zu machen haben. 
5. Setzt man in (10): z = 2ix, so wird die Funktion 

. e2ix_ 1 . e'"'-e-ix 
2 ~X ~21x +-l = 2 ~X -;ix +-~=-~:"- = - 2 X tg X, 

und man erhält die Reihenentwicklung: 

(14) tO"X = A (2x)- A (2x)s + A S2x)"- ... 
0 1 2! 2 4! s 6! . 

Die praktische Be~eutung der Reihen (9) und (14) ist nicht eben groß, 
da. s1e nur iür kleme Werte von x genügend schnell konvergieren. 
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6. Die Bernoullischen Zahlen treten auch, wie ebenfalls bereits Jak. 
Bernoulli erkannt hat, bei der Berechnung der Summen gleich hoher 
Potenzen der natürlichen Zahlen von 1 bis n auf. Wir setzen 

(15) Bk= 1k+ 2•+ 3k + ... + nk für k=O,t,~,s, ... 

also S0 = n, und bilden die Summe von Exponentialfunktionen: 

(16) 

Führen w1r links die Reihen für die Funktionen ff ein, so wird die 
Summe 

(17) 

Diese Reihe konvergiert für jedes s, denn sie ist eine Summe von end
lich vielen überall konvergenten Reihen. 

Wir entwickeln nun :;tuch die rechte Seite von (16) in eine Potenz
reihe. Es ist e'"-1 n 2 z n 8 z1 n4 z3 

---;-~ = n + -2, + -.,-, + -4, + · · · 
"_, • y. • 

und nach (5) 

/~ 1 = ~ :: + ~ + ~ = 1 + ; + ~~ .e2 + :t· zt + :~ .zs + .... 
Das Produkt der beiden Reihen konvergiert mindestens im Konvergenz
gebiet der zweiten Reihe, also können wir es nach § 123, 1. mit der 
Reihe (17) vergleichen, und das Glied mit z'< liefert uns, wenn wir noch 
·mit k! ~ultiplizieren: 

(18) S =-nk+l + nk + (k) B,nk-1+ (k) B,nk-s+ (k)Bsnk-5 + ... 
k k+l 2 1 2 3 4 56 

Dieser Ausdruck schließt für grade lc = 2m mit Bm · n, für ungrade 

k =2m+ 1 (abgesehen von k = 1) mit 2 m2+ 1 Bm · n2• 

So erhält man für die ersten Werte von k: 

(19) 

n(n + 1) 
2 

n(n+ 1)(2n+1) 
6 

n'(n + 1)' 
4 

n(n + 1)(2n + 1)(3n' + 3n- 1) 
30 
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Aus (18) kann man noch einen vornehmlich von den Mathematikern des 
17. Jahrhunderts 1) oft benutzten Grenzwert entnehmen, nämlich: 

(20) 

§ 129. Darstellung des Sinus und Kosinus durch unendliche 
Produkte. 

1. Neben der Darstellung der Funktionen durch unendliche Reihen 
ist auch die Entwicklung in unendliche Produkte von Wichtigkeit. 

q1 , q2 , q8 , • • • sei eine unendliche Folge von Zahlen vom absolu
ten Wert < 1. Das unendliche Produkt 

Q = (1 + q1) (1 + q2)(1 + q3) · · • 

heißt konvergent, wenn die Partialprodukte 

Q,. = (1 + ql) (1 + q2) .. ·(1 + q.,) 
einen endlichen, von Null verschiedenen Grenzwert Q besitzen. 

Wenn aber kein endlicher Grenzwert für die Q,. existiert oder wenn 
lim Qn = 0 ist, so heißt das unendliche Produkt divergent.2) 

Das Produkt Q,. schreibt man auch kurz: 
n 

Qn =TI C1 + q.) 
1'=1 

und entsprechend das unendliche Produkt: 

"" 
Q = TI (1 + q.). 

1'=1 

Wir wollen nur Produkte betrachten, bei denen alle Zahlen q17 q2, 

q3 , ••• reell sind und gleiche Vorzeichen haben, und sie seien zunächst 
sämtlich negativ. Wir schreiben deshalb: 

(1) 
Q = (1 - q1) (1 - q2) (1 - qs) · · · 

Q,. = (1 - ql) (1 - q2) • · · (1 - qn) 
mit positiven q1 , q2, q3 , ..• 

1) Cavalieri, Fermat, Roberval, Torricelli. Gewöhnlich wird die Be
stimmung dieses Grenzwertes W a 11 i s (Arithmetica infinitarum 1605) zugeschrieben, 
doch hat die,er nur aus den ersten Fällen für k = 1, 2, 3 durch (unvollständige) 
Induktion auf die allgemeine Formel geschlossen. Fiir k = 1, 2 hat bereits 
Arehirnedes den Grenzwert bei der Inhaltsbestimmung von Flächen und Kör
pern benutzt. V gl. Bd. 2, § 84. Man kann diesen Grenzwert auch auf verschiedene 
andere Arten, und zwar für beliebiges reelles k >- 1, z. B. sehr einfach auf 
Grund eines allgemeinen Satzes von Ca u chy über Grenzwerte bestimmen (vgl. E. 
Cesaro, Element. Lebrb. d. algebr. Analysis, Leipzig 1904, S. 110). 

2) Würden wir ein unendliches Produkt, bei dem lim Q,. = 0 ist, konver
gent nennen, so könnte ein konvergentes Produkt Q verschwinden, ohne daß 
ein Faktor Null wäre, z. B. Q = f . } . ~ . t ... 
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Neben dem Produkt betrachten wir die unendliche Reihe 

(2) 

mit den Partialsummen s,. = q1 + q2 + q3 + · · · + q,.. Dann besteht der 
Satz: Für jedes n ist 

(3) 1-s,. < Q,. < 1. 

Daß Q,. < 1 ist, ersieht man unmittelbar, da alle Faktoren 1 - q1 , 

1 - q2, ••• positive Zahlen < 1 sind. 
Für n = 2 ist 

Q2 = 1 - (ql + qs) + fJ1 q2 > 1 - Sv 

also die Ungleichung (3) richtig. Wir nehmen sie für irgendein n als 
erwiesen an und bilden: 

Qn+l = Q,. (1 - q,.+l) > 1 - (s,. + qn+l) + snqn+l > 1 - s,.+l, 

also ist sie auch für n + 1 richtig und damit (3) allgemein bewiesen. 
2. Wir nehmen jetzt an, daß die Reihe (2) konvergiert und es 

sei zunächst ihre Summe s < 1. Dann gilt für alle Partialsummen: 

0 < s,. < s < 1, 

und nach (3) liegen alle Produkte Q,. zwischen den beiden positiven 
Werten 1 - s und 1. Andererseits bilden die Qn eine monoton abneh
mende Folge, also besitzen sie eine positive untere Schranke Q > 1- s 
und es existiert ein von Null verschiedener Grenzwert 

lim Qn = Q, 

d. h. das unendli ehe Produkt (1) ist konvergent. 
Von der Annahme, daß die Summe s der Reihe (2) kleiner als 

Eins sei, können wir uns jetzt freimachen. Denn wenn die Reihe über
haupt konvergiert, so kann man v so groß annehmen, daß die Summe 
q•+l + q•+! + · · · < 1 ist. Dann konvergiert aber, wie eben bewiesen 
ist, das Produkt (1- q.+1)(1- q•+t) · · ·, folglich auch das Produkt 
(1 ), das sich hiervon nur durch eine endliche Anzahl Faktoren unter
scheidet. 

3. Betrachten wir jetzt unter denselben Voraussetzungen über die 
Größen q11 q2 , q3 , ••• die Produkte 

(4) 

so sind sie sämtlich > 1 und bilden eine monoton zunehmende Folge. 
Dagegen ist das Produkt 

folglich ist 

(5) 

Q .. Q;, = c1 - qn c1 - q;) ... c1 - q!) < 1, 
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Die Q~ haben daher eine obere Schranke Q', und es existiert ein von 
Null verschiedener Grenzwert 

lim Q: = Q', 
d. h. das unendliche Produkt 

(6) (1 + q1) (1 + q2)(1 + q3) • • • 

ist konvergent. 
4.* Sei jetzt aber d\e Reihe (2) divergent, dann wachsen ihre Par

tialsummen s .. über jede beliebige noch so große Zahl, und da Q~ > 
1 + s,. ist, so wachsen auch die Partialprodukte Q~ über jede Grenze 
und das Produkt (6) divergiert. Dagegen gilt für die Partialprodukte 
Q,. beständig 1 

0 < Qn < Q~' 
folglich ist dann lim Q,. = 0, d. h. auch das Produkt (1) ist divergent. 

5*. Damit haben wir den wichtigen Satz: 
Ein unendliches Produkt von einer der Formen 

(1-q1)(1-q2)(1- q2)... oder (1 + q1) (1 + q2)(1 + q8 ) •• • , 

worin die q11 q2 , q3 , ••• positive Zahlen bedeuten 1), konvergiert 
oder divergiert, je nachdem die' Reihe 

q1 + q2 + qs + · · · 
konvergiert oder divergiert. 

Man beweist auch leicht ganz entsprechend wie § 118, 3., daß diese 
Produkte unbedingt konvergieren, d. h. daß ihr Wert von der Anord
nung der Faktoren unabhängig ist. 

6. Wir wollen nun eine Produktentwicklung für die Sinusfunktion 
ableiten. Wir gehen aus von der Moivreschen Formel: 

(cosz + isinz)" = cosnz + isinnz 
für irgendein positives ganzzahliges n, und wenden auf die linke Seite 
den binomischen Lehrsatz an. Dann ergibt sich: 

cos nz + i sin nz = cos" z + i {;) cos"- 1 z sin z - (;) cos"- 2 z sin' z 

- i (;) cos"- 8zsin3z + (:) cos"- 4 zsin4 e + ·· ·, 
folglich, wenn wir die imaginären Teile auf beiden Seiten einander gleich 
setzen und durch sine dividieren 2): 

(7) sin nz (n) 1 (n) 8 . 2 (n) 5 ... 4 --.-- = cos"- z - cos"- z sm z + cos"- e sm z- · · · sm z 1 3 5 " 

1) Bei dem ersten Produkt haben wir noch anzunehmen, daß keine der 
Zahlen q = 1 ist. Dio Voraussetzung, ~aß die q1 , q .. , q8 , ••• sämtlich <1 
sein sollen, dürfen wir fallen lassen, da im Fall der Konvergenz der R.eihe (2) 
sicher nur eine endliche Anzahl der q > 1 sein kann. 

2) Diese Formel und die entsprechende für cos nz wurde schon 1590 von 
Vieta. (Opera ed. Schooten, S. 295) angegeben. 
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Sei jetzt n =2m -1- 1 eine ungrade Zahl. Setzen wir zur Abkürzung 

sin~ z = t, 
also coslle = 1- t, so wird (7): 

(8) 8!:nf = (;) (1- t)m- (;) (1- t)m-lt + (:) (l- t)m- 2 t2 - • • ., 

mithin die rechte Seite eine ganze Funktion v~m Grade m. Schreiben 
wir: 

si~nz = F(t) 
smz ' 

und sind tu t2 , ••• t". die Wurzeln von F(t), so können wir also setzen 
sinnz 
----.----- = a (t - t) (t - t) ... (t - t) 
SlU z 0 1 2 m ' (9) 

worin a0 von t unabhängig ist. Durch Vergleichung des Koeffizienten 
von tm mit dem in (8) erhalten wir (§ 55, 3.): 

(10) 

Andererseits ist nach (9) für t = 0, also auch für z = 0: 
. sinnz 

hm --;-- = a0 t1 t2 ••. tm, 
•-+O Sln Z 

aber mit Benutzung von § 127, 3.: 

l . sinnz 1. sinnz z 
1m ---.---- = 1m----·-.-· n = n, 
.~o sm z z-+O nz s1n z 

was mit (7) übereinstimmt, wenn man dort ~ = 0 setzt. Es ist also 

(11) a0 t1 f2 ••• tm . n 
und aus (9) erhält man: 

(12) sin nz = nsinz(1- k) (1- ~) ... (1- i~) · 
Nun verschwindet si.n n~ außer für z = 0 dann und nur dann, wenn 
nz = k";, ein Vielfaches von ";ist; folglich sind die Wurzeln von F(t) 
alle in der Form 
(13) tk= (sin nnkr 

enthalten, wenn k eine ganze Zahl ist. k = 0 führt aber nicht zu einer 
Wurzel, weil nach (11) F(O)=n ist. Ferner ist 

tk = t_k = tn-k = t.,.+k, 
also erhalten wir alle voneinander verschiedenen Werte von tk, wenn 
wir in (13) k = 1, 2, 3, ... , m set~n. 

7. Wir setzen jetzt z = nx, also t = sin2 n.'l: und haben nach (12) n n 
und (13) die Produktentwicklung 1) 

1) Euler, Introduotio, Lausanne 1748. Die Verwendung dieses endlichen 
Produkts zur Ableitung der unendlichen Produktentwicklung der Sinusfunktion 
geht auf Cauchy, Cours d'analyse 1821 zurück. 
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{14) 
/ 1fX) m sin 2 ~-

. . nx n 
S!ll7tX = n Sln-rr(l----- . 

n . tnk 
k=l stn -

n 
Außerdem liefert (11) in Verbindung mit (10): 

n-1 
ll 

2"- 1 f[sin2 ~~ = n. 
k=l 

Wir wollen in (14) zur Grenze für n ~ oo übergehen. Zunächst ist (nach 

§ 127, 3. oder mit Hilfe der Reihe für sinn:) 

(15) lim n sin nx = 7tX. 
n 

Weniger einfach ist das V erhalten der weiteren Faktoren in (14) bei 
wachsendem n zu beurteilen, denn in don späteren Faktoren wird k m 

sin n k mit n unendlich groß. Wir haben aber für ein festes k 
n 

. nx . -n:x nk 
sm- stn-

lim __ n_ = lim ·· __ n_ • _n_ · _!!?._ = .!!._ 
n-+co • nk n~oo nx . nk k k' 

sm- - stn-
n n n 

{16) ( 
sin!nx) . n x' hm 1 - --- = 1 - - · 

n~«> • 2 nk ki 
stn --

n 

Wir werden also dazu geführt, das Produkt 

(17) Q,(x)-D (1-::~). 
worin p, zunächst eine feste Zahl bedeutet, für wachsende n mit dem 
Produkt 

P,.(x) = (1- ~)(1- ~)(1- ~') ... (1- ;:) 
~u vergleichen. 
Produkts 

Diese P,." (x) sind Partialprodukte des 

P(x)=(1-~i)(l-~)(1-x;) ... , 

welches konvergiert, da die Reihe 
1 1 1 1+-+-+--+··· 4 9 16 

nach § 117, 5. konvergent ist. 
8. Wir setzen noch 

(18) 

unendlichen 



§ 129. Darstellung des Sinus und Kosinus durch unendliche Produkte 513 

Dann konvergiert auch dieses unendliche Produkt und kommt wegen 
der Konvergenz von P(x) für hinlänglich großes p, der Einheit be
liebig nahe. 

Halten wir in (17) zuerst p, fest und lassen n ins Unendliche wachsen, 
so wird nach (16) 
(19) lim Ql'(x) = Pu(x), 

n-+oo 

und wenn wir jetzt auch 11 ins Unendliche wachsen lassen, so wird 

(20) lim Pl'(x) = P(x). 
Andererseits ist nach (14) 
(21) sinnx=nsin n: Qp,(x)RI''(x), 

m ( sin•nx) 
R'l'(x) = fi 1--.- ;k 

k=~<+l sm•-
n 

wenn wir 

setzen. Dieses Produkt ist sicher kleiner als 1. Wir können es mit 
dem Produkt Rl' in Verbindung bringen. 

9*. Nach § 127, 3. ist, wenn 14 zwischen 0 und ; liegt, 

sin .z < z < tg .z. 
Ferner kann man leicht zeigen, daß gleichzeitig 

I • 
2 < SlDZ 

ist. Aus der Ungleichung z < tg 14 folgt nämlich: 

.z cos z < sin z 
und für O<z< ~ ist f<cosz, also ; <sin.z. Dies bleibt aber auch 

richtig, wenn ~ < z <;, denn : wächst nur noch bis : = 0,785 ... 

und sin .z ist schon bei .z = ·~ gleich 0,866 ... und wächst von da be

ständig bis z = ~ . 

Es ist demnach, wenn k < fn = m + { ist, was in (14) zutrifft: 

folglich: 

sin #X< #X 
fl n ' 

. nx 
Sln--· 

n 2x ----<-. nk k 
Bln---

n 

und 

Damit wird aber 

. ak >nk 
Sln- -

n 2n' 

1 >R'"(x) > (1- ~ ~:).) (1- (~ ~:).) ... (1- ~~), 
also nach (18) um so mehr: 

1 >R;.(x) >R"(2x). 
Weber u. Wellstein, Enzyklopädie I. !. Aufi. 33 
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Da nun BP bei genügend großem p, beliebig nahe an 1 gebracht 
werden kann, so gilt das gleiche von R'p und aus (21) und (15) folgt 
nun, da~ Q,.(x), wenn n und 11 genügend groß gewählt werden, dem 
Werte smnx beliebig nahe kommt. Nach (19) und (20) kommt aber 

nx 
Q,.(x) bei hinlänglich großem n und p, auch dem Werte P(x) beliebig 
nahe, also folgt sin nx 

--;x = P(x). 

Damit ist die wichtige Produktentwicklung gefunden 1): 

sin nx = ";a; ( 1 - ~~) ( 1 - f) { 1 - ~~ ... 
oder 
(22) 

.. 
sin nx = ";x rr ( 1 - ;;), 

k=l 

und diesefl Produkt konvergiert für jeden reellen und komplexen Wert 
von x. 

Diese Produktdarstellung entspricht ganz genau der Zerlegung einer 
ganzen Funktion in ihre Wurzelfaktoren. Sie läßt sofort die unendlich 
vielen Nullpunkte der Funktion sin nx, nämlich x = 0, ± 1, + 2, 
+ 3, ... erkennen.») 

1 0*. Wir können jetzt auch leicht für die Kosinusfunktion eine Pro
duktentwicklung ableiten. Dazu dient uns die Formel 

(23) sin2nx = 2sinnx cosnx. 
CX> 

Es ist sin2nx = 2nx n (1-;~). 
k=l 

Die Partialprodukte 

IIllR = (1- 4:) (1- ~:~ (1- 4:) ••• (1- (::)',) 
zerlegen wir in zwei Faktoren: 

II2n = P .. Q .. , 
indem wir in P .. die Faktoren mit ungraden Nennern, m Q,. die mit 
graden Nennern zusammenfassen, also 

P .. = (1- ~~) (1- 4:) (1- ~~) ... (1-·(:!::1>,), 
Q .. = (1- ':) (1- 41~) (t- 43~) ... (t- (::;,) 

oder Qn = { 1 - ~) ( 1 - :) ( 1 - ~) ... ( 1 - ~) . 

1) Eule Ir um 1742 (Opera posthuma, Petersb.1862, S. 521), Introductio 1748. 
2) Will man statt sin nx die Funktion sin z haben, so hat man na.tüxlich 

nur nx = z, also x = !__ zu setzen. 
1t 
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Dann ist 2nx lim ll2 n = 2nx lim Pn lim Q,.. 
Die linke Seite ist sin 2nx. Auf der rechten ist nx lim Q .. = sinnx, 
also folgt nach (23): cos nx = lim pn oderl) 

QD 

(24) cos nx = IT { 1 - (2 k4:!_'1),). 
k=l 

Diese Produktentwicklung läßt sogleich die Nullpunkte der Funk
tion cos nx, nämlich x = ± t, ± t, + L ... er~ennen. 

Zweiundzwanzigster Abschnitt. 

Der natürliche Logarithmus und die zyklometrischen 
Funktionen. Trigonometrische Reihen. 

§ 130*. Der natürliche Logarithmus und die allgemeine Potenz. 
1. Wir wollen, den Gedankengang von Bürgi und Neper weiter 

verfolgend, die Zahl e als Basis eines Logarithmensystems wählen 
(§ 125, 1.). Diese Logarithmen zurGrundzahle nennt man natürliche 
Logarithmen. Ist also 
(1) w = e", 
so ist z der natürliche Logarithmus (log nat) von w. Man schreibt: 

(2) z = lnw 

und liest: Iogarithmus naturalis von w. 
2. Hat man allgemein eine Funktion 

(3) w = f(z), 
so daß also zu jedem Wert von z ein bestimmterWert von w gehört, so 
kann man sich auch umgekehrt die Aufgabe stellen, zu gegebenen 
Werten von w die entsprechenden Werte von z zu ermitteln. Man faßt 
also (3) als eine Gleichung auf, durch deren Auflösung man z als Funk
tion von w erhält: 
(4) z = cp(w). 

Diese Funktion cp nennt man die Umkehrung der Funktion f oder 
die zu f inverse Funktion. Wir können also sagen: 

Der natürliche Logarithmus ist die Umkehrung der Ex
ponentialfunktion. 

Die Beziehung zwischen den Funktionen f und rp ist gegenseitig: es 
ist auch f die Umkehrung der Funktion cp. 

3. Nach § 41, 4. besteht zwischen dem log nat einer Zahl und dem 
Logarithmus für irgendeine Basis der Zusammenhang 

b b lnu 
(5) logu = loge · lnu = illli-· 

1) Eulerum 1742. 
33* 
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Man erhält also aus den natürlichen Logarithmen die gewöhnlichen 
(Briggsschen) Logarithmen durch Multiplikation mit der festen Zahl 

p, = loge = 0,43429 44819 032518276511289 ... 

Diese Zahl heißt der Mo du 1 der gewöhnlichen Logarithmen. 
Umgekehrt hat man, um die natürlichen Logarithmen zu erhalten, 

die gewöhnlichen Logarithmen mit 

2._ = ln 10 = 2,30258 50929 94045 68401 79914 .. 

" zu multiplizieren. 
4. Bezeichnen wir wieder die unabhängige Variable mit s, so ist die 

Funktion ln s durch die Beziehung 
(6) /4 = e}n•. 

definiert. Hierdurch ist aber nicht ein bestimmter Wert iür ln s fest
gelegt, denn die rechte Seite bleibt ungeändert, wenn man zu dem Ex
ponenten ein beliebiges Vielfaches von 2~i addiert(§ 127, 7.). Bedeutet 
also Ln z einen bestimmten Wert des log nat von z, so sind alle Werte, 
welche der Beziehung (6) entsprechen, durch 
(7) Lnz+2kni 1:=0,±1,±2,±3, .. 

gegeben. Jeder von ihnen ist als natürlicher Logarithmus von z zu be 
trachten, mit anderen Worten: 

Der natürliche Logarithmus ist eine unendlich vielwer
tige Funktion, und man erhält die zu einemWert z gehörigen 
Funktionswerte, indem man zu einem der Funktionswerte 
beliebige Vielfache von 27ti hinzufügt. 

Jede der Wertereihen (7) f'ür ein bestimmtes k nennt man einen 
Zweig der Funktion lognat. 

Istzeine positive reelle Zahl, so gibt es immer einen reellen 
Wert Lns, welcher der Beziehung (6) entspricht, und wenn s von 0 
nach oo geht, so durchläuft Ln g alle reellen Werte von - oo bis + oo. 
Man nennt Lns den Hauptwert des natürlichen Logarithmus. 

5. Man kann nun aber auch den Logarithmus einer komplexen 
Zahl erklären. Es sei in Polarform 

(8) f5 = r(cos ({J + isin fJI) = re''P = enr+icp. 

Dann ist r eine positive reelle Zahl und cp kann man in den Grenzen 

~ -7t<cp<~ 

annehmen. Die unendlich vielen Werte des natürlichen Logarithmus 
sind dann durch 
(10) lns=1nr+icp+2k1ti k=O,±l,±2, ... 

gegeben, und hierin kann man für ln r den Hauptwert nehmen. Man 
nennt 
(11) Ln s = Lnt· + icp, -n<'P«:::.,. 
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den Hauptwert des log nat von ss und hat 

Ins= Lnz + 2 kni. 

Ist z. B. z = -1 = e11 i, so ist In (-1) = (2k+ 1)ni, und iür irgend
eine reelle negative Zahl - a ist, 

(12) ln(-a)=Lna+(2k+l)n:i k=o,±t,±2, ... 

Der lognat einer negativen Zahl ist eine komplexe Zahl, 
deren imaginärer Bestandteil ein ungrades Vielfaches von 

.. t 1) Xl lS . 

6. In der elementaren Logarithmenrechnung (§ 41 ), wo es sich nur 
um Logarithmen positiver reeller Zahlen handelt, kann man sich auf die 
Hauptwerte beschränken. Wollte man das auch bei den Logarithmen 
negativer oder komplexer Zahlen tun, so würde schon das Gesetz über 
den Logarithmus eines Produkts nicht mehr allgemein gelten. Wenn 
nämlich bei den Hauptwerten 

Ln 1~1 = Ln r 1 + iq;1 , Ln tt2 =Ln r 2 + iq;2 

die Summe fPt + fJJs > :n; 

ist, so ist Ln (u1 u2) = Ln u1 +Ln tt2 - 2xi. 
7. Nunmehr sind wir auch in der Lage, die al1gemeine Potenz 

für irgendeine komplexe Grundzahl und einen komplexen Exponenten 
zu definieren. 

Wir verstehen unter der allgemeinen Potenz {a•} die Ex
ponentialfunktion 
(13) {a') =e•lna. 

Hier hat man für ln a die unendlich vielen Werte der Funktion ein
zusetzen und es ist also 

Wir schreiben : 
{a') = e•(Lna+l!kni) 

(14) a• = ezLna 

und nennen dies den Hauptwert der Potenz. Nach § 126,(5) haben 
wir für ihn die überall konvergente Reihe: 

• z1 (Lna) 2 z8 (Lna) 8 

(15) a = 1 + zLna + --2-! - + 31 + · · · 
Die allgemeine Potenz ist also 

(16) {a') = a>. e2kz:ti k=0,±1,±2,±S, .. 

1) Über die Logarithmen negativer Zahlen wurde im achtzehnten Jahrhundert 
lebhaft gestritten. Leibniz (Acta Rrudit. 1712) vermutete, daß log(- 1) ima
ginär sei, während J oh. Bernoulli im gleichen Jahr zu beweisen versuchte, 
daß log(- x) =log x sei. Der Streit wurde erst von Euler, Hiat. de l'Acad. de 
Berlin I) (17 49) auf Grund der von ihm entdeckten Unendlichvieldeutigkeit der 
Logarithmen entschieden, aber noch 1761 vertrat d'Alembert den Standpunkt 
von Joh. Bernoulli. 
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Zu einem bestimmten k gehört ein bestimmter Wert { a•} k· Ist z 
eine ganze Zahl, so ist e'Jkzru = 1 für jedes k, es gibt also nur einen 

Wert o/ für die Potenz; ist e = : eine gebrochene Zahl, so gibt es n 

Werte. Für alle übrigen (irrationalen oder komplexen) Werte von z 
sind alle { a• } k voneinander verschieden und { a• } hat unendlich viele 
Werte. Die allgemeine Potenz zeigt also, während z die Reihe der reellen 
Zahlen durchläuft, ein sehr kompliziertes V erhalten; sie ist bald ein
wertig, bald endlich vielwertig, bald unendlich vielwertig und zeigt 
diesen ihren wechselnden Charakter in unendlich benachbarten Punkten. 
Auch sind die Gesetze der elementaren Potenzrechnung nicht ohne wei
teres auf die allgemeinen Potenzen übertragbar. So ist z. B. das Produkt 
zweier Potenzen mit gleicher Grundzahl 

{a")k{a~}, = e<u+t>)Lna+2(ku+lw1ni 

= au+t>.e2(ku+lt>)ni. 

Es ist also bei allgemeinen u und v nur für k = l 

{au)k{a")k= {au+•)k. 

8. Man operiert deshalb vorwiegend mit dem Hauptwert der Potenz, 
von dem man ja durch (16) jederzeit zur allgemeinen Potenz übergehen 
kann, und versteht unter einer Potenz schlechtweg immer den Haupt
wert. Er ist durch die Reihe (15) definiert und ist eine einwertige 
analytische Funktion des Exponenten s. Für ihn gelten, wie in der ele
mentaren Potenzrechnung, die Gesetze: 

a0 = 1 1' = 1. 

Dagegen sind die Sätze über das Produkt zweier Potenzen mit glei
chen Exponenten und über das Potenzieren einer Potenz nicht mehr un
beschränkt gültig. Wir wollen dies nur für den Fall reeller Expo
nenten zeigen. Es sei wie in 6. 

Lna1 = Lnr1 + irp11 Lna2 = Lnr2 + ig;91 

so ist 

Ist jetzt rp1 + cp9 > :n:, so ist 

al•a.t," = (a1a'J)>. e2:ni 

Ist ferner Lna =Ln r + icp, 
Ln(a•) = Ln(e•Lna) = .sLna + 2mni, 

und darin ist die ganze Zahl m so zu bestimmen, daß 

- "; < srp + 2m:n: ~ :n: 

mithin 

so ist 



§ 131*. Die logarithmische Reihe 

ist. Es wird dann, wenn auch u ein reeller Exponent ist 

also 

(a')" = euLn(a")= euzLna+2mun•, 

(a!Y.l, = attz. e2mun:i. 
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9. Außer der Reihe (15) haben wir auch in der Binomialreihe 
eine Darstellung einer Potenz mit beliebigen (reellen) Exponenten. Es 
ist aber die Frage, ob die Binomialreihe denselben Wert der Potenz 
liefert wie die Reihe (15). Die Antwort ergibt sich sofort, wenn wir 
daran denken, daß die binomische Reihe nach § 124, 7. denjenigen Wert 
der Potenz (1 + z)" darstellt, der für e-- 0 stetig in den Wert 1 über
geht. Dasselbe gilt aber für die Reihe (15), wenn wir darin a durch 
1 + s und s durch n ersetzen, also finden wir: 

Durch die binomische Reihe 

( 1 + z )" = 1 + ( ~ ) z + (; ) z2 + ( ~) zs + ... 
wird der Hauptwert der Potenz dargestellt. 

§ 131*. Die logarithmische Reihe. 

1. Aus der Reihe § 130, (15) leiten wir die neue Reihe 

a"- 1 z (Ln a)f zt (Ln n1 3 

-z- = Lna + --2--! - + -if! .... + ... 

ab. Sie gilt für jedes reelle oder komplexe a und ist eine stetige Funk
tion von z, a,lso ist ihr Wert für z = 0 gleich dem Grenzwert der linken 
Seite für s-- 0 und wir sehen: 

Der Hauptwert des natürlichen Logarithmus irgendeiner 
Zahl kann durch den Grenzwert 

(1) 
a'-1 lim ---· ·-- = Ln a 

.~o z 
definiert werden.1) 

1) Diesw: Grenzwert, der als solcher erst bei Euler (Comm. Petrop. 6 ad 
a.nn. 1730,31) auftritt, liegt ber(;!,its der Keplerschen Berechnung der Logarithmen 
zugrunde. Kepler (Chilias logarit}).morum 1624) berechnet, um den Logarithmus 
einer Zahl a zu finden, eine Folge von mittleren Proportionalen mit festgehal
tenem vierten Element M = 100000, nämlich 

xl = '}.t'aM, x2 = vx;.-.M' Xg = V XI M' ... 

Für dien'" Zahl findet man xt = aMt"- 1 = ir M 211 , also x,. = M V:M-· 
Kepler geht bis n = 30, also 2"= 1073741824, berechnet M- x11 =6n und 
nennt 2"sn den Logarithmus der Zahl a. Nach heutiger Anschauung wäre also 
dieser Keplersche Logarithmus durch den Grenzwert 

A.(a) = lim Mm (1- -"'V~) 
m~oo M 
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Diese Definition bat nur dann einen Sinn, wenn wir die Potenz a• 
nicht durch die Reihe§ 130, (15), die ja selbst den lognat voraussetzt, 
definieren, sondern etwa durch die binomische Reihe. Wir wissen dann 
nach § 130, 9., daß wir durch die Binomialreihe denselben Wert der 
Potenz erhalten wie durch die Reihe§ 130, (15). Wir haben also, wenn 
wir in (1) 1 + z an Stelle von a und fL an Stelle von z schreiben: 

(2) lim (1 + zt - 1 = Ln (1 + z) 
p~O !" 

und hierin ist 

(1 + z)~' = 1 + ( ~) z + ( ~) zs + ( ~) z3 + ... 
für alle Werte z innerhalb des Einheitskreises, also sobald 

(3) i s I< 1. 
Hieraus ergibt sich nun: 

(1 + zY'_-=-!:= z + P.=! z~ + (p.- 1) (p, -:-_~lzs+ (~- 1) (p. -_2) (':"_- S},e' + ... 
p. 2 2-3 2·3·4 

und dies ist nach § 122, 4:. eine stetige Funktion von p,, also können wir 
beiderseits zur Grenze für p.-+0 übergehen und finden nach (2) die 
wichtige logarithmische Reihe: 

z2 zs z4 
(4) Ln(l + z) = z- 2 + 3-4 + · · ·, 
gültig f"ür jedes z innerhalb des Einheitskreises.1) 

2. Die Reihe konvergiert auch noch für z = 1 und nach dem Satz 
Ton Abel (§ 122, 2.) ist dann ihr Wert gleich Ln2, also 

(5) Ln2 = 1- t + t- t + · · · 

zu definieren oder, wenn wir M zur Einheit nehmen, 

( m--) a~'-1 
l(a) =limm 1-lfa =-lim--=-Lna. 

rn~., p-+0 IL 

Es stimmt also der Keplersche Logarithmus, wie es sein Urheber beabsichtigt 

hatte, mit dem N apersehen Logarithmus (zur GNJ.ndzahl ..!._, vgl. § 43, 3.) über-
e 

ein. Dieselbe Berechnungaweise wie Kepler hat Hurwitz, Math. Ann. 70 (1911) 
einer elementaren Theorie des Logarithmus zugrunde gelegt. Über das Verfahren 
von Briggs (Arithmetica logatithmica 1624), welches ebenfalls auf der Berech
nung mittlerer Proportionalen beruht (§ 42, 1.), vgl. Lagrango, Le«;ons sur le 
calcul des fonctions, 1806, IV.le«;on. H. G. Z euthen, Gesch. d. Math. im 16. u. 17. 
Jahrh. Leipzig 1903, S. 138. 

1) Diese Reihe war neben der geometrischen das erste Beispiel einer unend
lichen Reihe. Sie wurde von Nicolaus Mercator (Logarithmotechnia, London 
1668) durch gliedweise Integration der geometrischen Reihe abgeleitet. Die Reihe 
(6) wurde gleichzeitig von Lord Brouncker, Phil. Trans.1668 durch Quadratur 
der Hyperbel gefunden: Die Ableitung der Reihe (4) aus der Binomialreihe geht 
auf H &lley, Phil. Trans. 19 (1695) zurück. 
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Wir haben damit die Summe dieser bereits § 118 betrachteten be
dingt konvergenten Reihe gefunden. Zur wirklichen Berechnung von 
Ln 2 ist sie wegen ihrer überaus langsamen Konvergenz nicht geeignet. 

3, Überhaupt ist die Reihe (4) nur für kleine Werte von z prak
tisch anwendbar. Man kann aber aus ihr andere Reihen gewinnen, ditt 
für die Berechnung der Logarithmen von großer Wichtigkeit sind. 

Ersetzen wir z durch - z, so folgt: 
z2 z" z• (6) Ln (1-z) =- z- -2- 3-4- ... , 

und wenn wir diese Reihe von (4) subtrahieren: 

(7) 1 1 + z z8 z·' z' -Ln-- = z + -- + -+ - + · .. 2 1-z 3 ö 7 

Seien nun p, q zwei positive Zahlen und setzen wir 
p-q t+z p :z = -- so wird --- = -
p+q' 1-Z q 

und man erhält: 

(8) Lnp-Lnq=2(~~~+ ~ ~+:r++(~~~)"+· .. )· 
Hieraus ergibt sich für q = x, p = x + 1: 

(9) Ln(x+1)-Lnx=2A.(2x+1), 

worin l (2 x + 1) die Reihe 
1 1 1 

(10) l(2x+ 1) = 2x-Ti + a\2x+ 1)" + 5(2x+1t + · · · 

bedeutet. Diese Reihe konvergiert für jedes positive x (und für alle ne
gativen x < - 1 ), und wenn man für x der Reihe nach die Werte 
1, 2, 3, ... nimmt, so erhält man nach (9) die natürlichen Logarithmen 
von 2, 3, 4, . . . So wird für x = 1 

Ln2 = 2 (-1 -l- _! ___ + -1 -- + _1_ + · · ·) 
3 I 3 • 38 Ö • 3 5 ' 7 • iJI 

und diese Reihe konvergiert viel schneller als die Reihe (5). 
4:. Noch viel besser konvergierende Reihen zur Berechnung von 

Ln 2 und zugleich von Ln 3 und Ln 5 erhält man auf folgende Weise ~ 
Man setzt in (9): 

1.) x = 15 = 3 · 5, also x + 1 = 16 = 2\ 2x + 1 = 31 

2.) X = 24 = 23 • 3 1 X + 1 = 25 = 52, 2 X + 1 = 49 

3.)x~80=24 ·5, x+1=81=34 , 2x+1.=161. 

Dann folgt: 4Ln2- Ln3- Ln5 = 2A.(31) 

-3Ln2- Ln3+2Ln5=2l(49) 

-4Ln2+4Ln3- Ln5=2l(161). 

Auf der rechten Seite stehen außerordentlich schnell konvergierende 
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Reihen. Nimmt man nur drei Glieder, so wird bei der ersten Reihe der 
Fehler kleiner als 

2 ( 1 1 ) 2 
7·317 1+a1!+314+··· =7·3P(31 2 -1) 

und dies ist < 1: 11 • Bei den andern Reihen ist der Fehler noch be
deutend kleiner. 

Hat man die Werte der Reihen auf eine bestimmte Anzahl Dezimal-
stellen. berechnet, so findet man aus den drei Gleichungen: 

Ln2 = 14A.(31) + 101(49) + 61(161) 
Ln3 = 221 (31) + 161 (49) + 10 l (161) 
Ln5 = 32A.(31) + 24l(49) + 14A.(161). 

Man ·kann dann auch Ln 10 = Ln 2 + Ln 5 berechnen und hat damit 
nach § 130, 3. auch den Modul p,. Setzt man ferner in (9) 

x = 4374 = 2 · 37, also x + 1 = 4375 =54 · 7, 2 x + 1 = 8749, 
so ergibt sich : 

Ln 7 =Ln2 + 7Ln3 -4Ln5 + 2A.(8749), 
und hier hat schon das zweite Glied der Reihe keinen Einfluß auf die 
11 te Dezimalstelle. Damit kennt man dann die natürlichen Logarithmen 
aller ganzen Zahlen von.2 bis 10. 

5. Wir kommen noch einmal auf die Reihe (4) zurück und setzen 
h darin z = - · Dann wird 
X 

(11) Ln(x + h)- Lnx = -~- 27:~ + · · · 
Wenn h sehr klein ist im Vergleich zu x, so werden wir nur das 

erste Glied der Reihe zu berücksichtigen haben. Wir wollen zu gewöhn
lichen Logarithmen übergehen und haben also 1) 

(12) log(x + h) -log x ~ h~ · 
X 

Hieraus wollen wir eine Formel für die Differenz der Tafel
werte an einer Stelle der Logarithmentafel ableiten. In einer fünf
stelligen Tafel sind die Numeri x vierstellige ganze Zahlen, ihre Unter
schiede h = 1, also wird die obige Differenz 

(13) Alogx =log (x + 1) -logx = -~ · 

Um sie in Einheiten der fünften Dezimalstelle auszudrücken, hat man 
diesen Bruch mit 10~ zu multiplizieren, also ist die Differenz der Lo
garithmen an der Stelle x der Tafel 

Lflogx = 43429 Einheiten der fünften Dezimale. 
X 

1) Das Zeichen ~ bedeutet so viel wie "annähernd gleich". 
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So ist z. B. bei x = 2000 : Lllog x ~ 21,7, also die Tafeldifferenz an 
dieser Stelle gleich 22. 

6. Die Näherungsformel (12) zeigt, daß für kleine Änderungen 1i 
des Numerus die Änderungen des Logarithmus zu h proportional sind. 
Hierauf beruht dasInterpolieren beim Gebrauch der Logarithmentafel 
(vgl. § 91). Wir wollen sehen, welchen Fehler man dabei begehen kann. 
Es sei x ein in der Tafel enthaltener Numerus, also bei fünfstelligen 
Tafeln eine vierstellige ganze Zahl; der zugehörige Wert in der Tafel 
(Tafellogarithmus) sei log*x, der richtige Logarithmus sei 

(14) log x =log* x + .t0 . 

Dann ist 10 der Fehler, der durch das V er kürzen des Wertes von log x 
auf fünf Dezimalstellen entsteht; wir können ihn in Einheiten der fünf
ten Stelle ausdrücken und es ist 

llol < 0,5. 
Entsprechend ist für den in der Tafel unmittelbar folgenden Numerus 

x + 1: log(x + 1) = log*(x + 1) + 11 und j.t1 1 < 0,5. 

Die Tafeldifferenz ist Li*= log* ( x + 1) - log* x, die Differenz der 
wahren Logarithmen: 

(15) A = log(x + 1) -logx =Li*+ l 1-l0 . 

Nach (11) ist 

(16) Li=.!__....!!:_ +_1':_ -··· 
x 2x2 3x8 

Ist nun x + h ein Numerus zwischen x und x + 1, so ist nach (11): 
p,h p,h' p,h8 

L1 =log (x + h) - log x = -- - - + - - · · · h x 2x" :lx3 

( 1 - h 1-h" 1 - h8 ) 

= hLJ + t-th -2x>-- :fa:• + 4"X'- · · · 

Sehreiben wir Llh = hLl + '1'}, so wird also 

't1 = h (1 - h) (-~ - II. 1 +_~ + II. ! + h_+_~: - • " ·) ' 
., 2x• r 3x8 r 4x4 

Hier ist die Reihe auf der rechten Seite für 0 < h < 1 und x > 1 un
bedingt konvergent; man kann also ihre Glieder beliebig umstellen. 
Wir fassen die Glieder mit gleichen Potenzen von h zusammen und er
halten 
(17) "l = h (1- h) (Q1 - hQ2 + h2 Q3 - · · ·). 

Darin sind n =....!!:_ __ 1!:_+···=1':_-LJ 
"1 2x~ 3x" x ' 

1?2 = 3~3 - 4~. + ... = Li - -~ + 2~21 
n, = 4p.x• - ~~• - ... = J'_ - _!!:__ + _!!:__ - Li "V v~ X 2x• 3x8 ' 
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die Restreihen der Reihe (16). Diese ist aber eine alternierende Reihe 
mit abnehmenden Gliedern, mithin sind ihre Partialsummen abwechselnd 
größer und kleiner als L1 und die Qu Q2 , (>3 •••• sind positive, zum 
Grenzwert 0 abnehmende Zahlen (§ 117, 2.). Daher ist auch die Reihe 
in (17) eine alternierende Reihe mit abnehmenden Gliedern und infolge-
dessen ist h (1 h) / h (1- h) 

1i < - · !h <,. lA- -2x2- · 

Der Zähler h (1 - h) = t - (h - -~-) 2 hat seinen größten Wert für 
h = t und wird dann gleich {-; der kleinste Numerus in der Tafel ist 
x = 1000, mithin wird 

I n J < _l"_ -< 0 06 · 10- 6 
., 8. 106 ' ' 

d. h. weniger als 0,006 Einheiten der fünften Stelle. 
7. Zu dem Numerus x + h findet man aus der Tafel durch Inter

polation den Logarithmus 

log*(x + h) = log*x + [hA*], 

worin [hA*] die nächste ganze Zahl bei hA* bedeutet. Schreiben wir 

log* (x + h) =log* x + hA* + 0, so ist 101 < 0,5. 

Nach (14) und (15) wird jetzt 

log*(x + h) = logx -l0 + h(Lf- ),1 + 10) + 8 

=log x + hA- (1- h) l 0 - hl1 + 0 
c~- log (x + h)- 1J- (1- h)l0 - hl1 + 0. 

Setzen wir log*(x + h) =log (x + h) ::_ l~o~ so ist .1!.4 der gesamte 
Aufschlagsfehler und wir erhalten 

\l,. 1 < (1 - h) flo 1 + h ll1 i + 1 o 1 + i n 1 < t,oo6. 
Wir sehen also, daß der Fehler beim Gebrauch der Logarithmen

tafeln unter Umständen eine Einheit der letzten Dezimalstelle 
erreichen kann.1) Dies gilt sowohl für fünfstellige, wie für siebanstellige 
Tafeln, welche als Numeri die fünfstelligen ganzen Zahlen enthalten. 

Nehmen wir z. B. x+h= 65765,46=N, so liefert die siebanstellige 
Tafel durch Interpolation log N = 4.817 9978. Auf zehn Stellen ist aber 

log N = 4.8179978622, 

also müßte der siebanstellige Logarithmus lauten: 4.817 9979. 

§i 132*. Die zyklometrischen Funktionen. 
1. Die zyklometrischen Funktionen sind die Umkehrungen 

der trigonometrischen Funktionen. Ist 
(1) z = sin rp, 

1) Vgl. hierzu Lüroth, Vorles. über numerisches Rechnen. Leipzig 1900. 
Loewy, Lehrb. d. Algebra, 8. 364:ff. 
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so nennt man rp, als Funktion von z betrachtet, den Arcussinus von e 
und schreibt: 
(2) p = arc su:.u. 

Man deutet also p, wie in der elementaren Trigonometrie, als Winkel 
und die Bezeichnung arcsin z bedeutet den Arcus, dessen Sinus 
gleich s ist. Es ist also z. B. 

. 0 0 . 1 1t arcs1n = , arcsm2 = -6, arcsin1 = ~ 
2 

und die Länge des Viertelkreisbogens zum Radius 1 ist daher gleich 
arc sin 1. Wegen dieser engen Beziehung zur Kreismessung bezeichnet 
man den arcsin und die verwandten Funktionen als zyklometrische 
Funktionen. 

Von den Formeln (1) und (2) zieht immer die eine die andere nach 
sich. 

2. Zu einem Wert z des Sinus gehört aber nicht nur ein Wert des 
Arcus. Es ist sinrp=sin(p+2kx), und sinp=sin(x-rp), deshalb 
gehören zu einem bestimmten Wert z einmal alle Werte des Arcus, 
die aus einem durch Addition beliebiger Vielfacher von 2n hervor
gehen, ferner diejenigen Werte, welche die eben genannten zu x er
gänzen, mit anderen Worten: 

Die Funktion arcsin ist eine unendlich vielwertige Funk
tion, und wenn einer ihrer Werte für ein bestimmtes z mit Aresins 
bezeichnet wird, so erhält man alle Werte der Funktion für dieses s durch 

(3) arcsinz = Arcsinz + 2kx 

und arcsinz =- Arcsinz + (2k+ 1):n:. 
.1: = 0, ± 1, ± 2,. " 

3. Für reelle rp ist immer 

-l<z<l, 

also gehören auch nur zu diesen \V erten von s reelle Werte der arc sin

Funktion, und zwar durchläuft z alle diese Werte, wenn rp von - ~ bis 

+ ; geht. Man kann daher unter den zu einem bestimmten z gehören

den Werten der arcsin-Funktion emen auswählen, der zwischen-~ 
und+ ~ gelegen ist: 

(4) - !'_ < Are sin z ::::;;: " 
:l = -2 

Diesen Wert nennt man den Hauptwert der arcsin-Funktion. 
4. Ebenso kann man die Funktion 

s = cos tp 

umkehren und erhält die Funktion 
p = arccosz, 

z.B. 
"; 

arc cos 0 = 2 , arc cos 1 ~ 0, arc cos (- 1) = n. 
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Da aber cos «p = sin ( ~ - q>) ist, so ist 

7t • arc cos z = 2 - arc sm z 

und daher ist es nicht notwendig, die arc cos-Funktion einzuführen. 
ö. Ist aber 

(5) f! = tgq>, 
so ist umgekehrt 
(6) «p = arctgs, 

d. h. «p ist der Arcns, dessen Tangens gleich z ist. So z. B. 
n n 

arc tg 0 = 0, arc tg 1 = T, arc tg <X> - 2 · 

Es ist tgcp = tg(q> + ~), 
also gehören zu einem bestimmten Wert z der tg-Fnnktion unendlich 
viele Werte des Arcus, die ans einem von ihnen durch Addition belie
biger Vielfacher von ~ hervorgehen: 

Die Funktion arctg ist unendlich vielwertig und es ist 

arctge = Arctge + k~. .t=O,±l,±s, ... 

Darin kann der Hauptwert Arctgz für reelle z durch 

festgelegt werden. 
n A " --< rctgs<-2 = 2 

6. Schließlich haben wir als Umkehrung der Funktion 

z = etgq> 
die arc etg-1!-,unktion «p = arcctge, sie läßt sich aber wegen 

ctg cp = tg (; - q>) 

auf die arc tg-Fnnktion zurückführen: 
n arcetgz = 2 - arctge. 

§ 133*. Die Arctg-Reihe und die Berechnung der Zahl :r. 

1. Von den Reihen, die man für die zyklometrischen Funktionen 
aufstellen kann, wollen wir nur die für die arctg-Funktion ableiten. 
Wir gehen aus von dem Ausdruck der .Funktion tg «p durch die Expo
nentialfunktion (§ 128): 

und finden daraus: 

1 e'Jirp -1 
tgm==-:- . =-=e 

-r t ehrp + 1 

e~u 'P == !~±~. 
1-iz 
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(1) 

Es ist mithin cp oder, was dasselbe ist, 
1 1 + iz arc tg e = <>""""' ln -1 --. , 
.:.$ -$Z 
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d. h. die arc tg-Funktion läßt sich auf den natürlichen Logarithmus zu
rückführen. Den unendlich vielen Zweigen der Funktion In. ( vgl. § 130, 4.) 
entsprechen die unendlich vielen Zweige der arctg-Funktion. Nehmen 
wir für diese den Hauptwert, also 

- ~ < Are tg z < !!_ 
2 = 2' 

so folgt für die Funktion ln 

- n' < _;.ln! + ~z < n'. 
t 1-'I.Z = 

Nun ist In 1
1 + ~z nach (1) für reelle z rein imaginär 1) und Wlr -tz 

sehen also nach § 130, 5.: 
Dem Hauptwert der arctg-Funktion entspricht der Haupt

wert des log nat. 
2. Wir haben daher nach§ 131, (7) unmittelbar die Reihenentwicklung 

(2) 

welche für jedes z innerhalb des Einheitskreises konvergiert.ll) 
Sie konvergiert auch für e = + 1 und nach dem Satz von A. bel 

(§ 122, 2.) ist ihr Wert für e = 1 gleich Are tg 1 = : und wir erhalten die 

berühmte Reihe: 

(3) 
n 1 1 1 - = 1 - -- + - - - + ... 
4 3 5 7 ' 

die allerdings zur praktischen Berechnung von n nicht geeignet ist. 
3. Besser konvergierende Entwicklungen zur Berechnung von n 

findet man auf Grund des Additionstheorems der arc tg-Funktion. 

1) Man zeigt dies auch so: Sei 

mit reellen a und b, so ist 

1+iz . 
ln--. -= a + $b 

1-u 

1 +~z =ea+ib=ea,(cosb+isinb). 
1-u 

Hieraus folgt, wenn man den Bruch mit 1 + iz erweitert und die reellen und 
imaginären Teile auf beiden Seiten einander gleich setzt: 

a, b 1- z• " . b 2z 
e cos = 1 +z!' e sm =i+z2-· 

Die Summe der Quadrate ergibt eh = 1, folglich muß a = 0 sein. 
2) Diese Reihe wurde von J ames Gregory (Brief an Collins 15. II. 1671) 

gefunden. Die Reihe (3) hat dann auch Leibniz 1674 selbständig entdeckt. 
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Ist X= tg p, y = tgt/1, 
cp= arctgx, t/J = a.rctgy, 

so ist nach der Additionsformel für die Tangensfunktion 

mithin 

(4) 

t ( - tg !p + tg 1/J - ~ + y 
g cp+'IP)-1-tgcptg'ljl-1-xy' 

cp + '1/> = arc tg 1x + 1L 
-xy 

arc tg x + arc tg y = arc tg 1x + Y • -xy 

also 

oder 

Diese Formel gilt auch für die Hauptwerte, nur ist, wenn die Summe 

links aus dem Intervall (- ; , + ; ) heraustritt, auf dieser Seite noch 7t 

hinzuzusetzen oder abzuziehen. 

~. Bestimmt man nun x und y als echte Brüche, so daß 1x+!L = 1 -xy 
wird, so ist nach ( 4) "' 

T = Are tg x + A.rc tg y. 

Nimmt man z. B. x = ; , so wird y = t und es ergibt sich die For
mel von Euler 1): 

(5) 1t 1 1 -=.Are tct- + A.rc tg-
4 ° 2 3 ' 

welche, wenn man darin nach (2) die Reihen einsetzt, viel schneller kon
vergiert als die Reihe (3). 

6. Wenn man in (4) noch eine dritte Funktion arctg z addiert und 
die Formel nochmals anwendet, so ergibt sich: 

arctgx+arctgy+ arctgz=arctg x+y+z-xyz, 
1-xy- xz-yz 

und wenn man x, y, z als echte Brüche so bestimmt, daß 

x + y + z- xyz_ = 1 
1-xy-xz-yz 

wird, so erhält man: 

: = Are tg x + Are tg y + A.rc tg z. 

So kann man z. B. x = {-, y = ~~ , z = } wählen und es wird 

(6) 1f 1 1 1 
- = Are tg - + .Are tg- + Are tg - · 4 2 6 8 

Nach dieser Formel bat Dase 11) die Zahl -n: bis auf 200 Dezimal
stellen berechnet. 

1) Briefe an Goldbach 9. A.pril1748 und 28. Mai 1746. 
2) Jouxn. f. Math. 27 (18,4). 
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6. Eine noch bessere Formel ist bereits 1706 von John Machinl) 

angegeben und zur Berechnung von n auf 100 Dezimalstellen angewandt 
worden. Er geht von einem spitzen Winkel a aus, für den 

tga = f 
ist, also a = Arctgi. 

Dann ist tf1'2a 2 tgox 5 tg4a 2 tg2_~-- = 120 
0 = f:::_ tg2 .X = 12' = 1- tg1 (2a) 119' 

also tg4a sehr nahe an 1 und daher 4a mir wenig größer als ~ = arctg1. 

Es ist aber 4 a = A.rc tg H-~ = 4 .Are tg-~· 

Wir setzen in (4) x+ y 120 
1--=-xy=Ü!i' X= 1, also 

1 + Y 120 und finden 1 
1- y = 119 '!I= 239. 

Folglich ist n 120 1 
- = A.rc tcr ---- - Are tO' --
4 ° 119 ° 239 

oder 

(7) n A 1 1 
- = 4 rctg-- A.rctg-· 
4 5 239 

Mit Hilfe dieser Formel hat Shanks die Berechnung von n bis auf 
707 Stellen fortgeführt.2) A.uf 32 Stellen ist 

"; = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50 ... 

7. Die in den beiden letzten Abschnitten betrachteten Funktionen, 
auf der einen Seite die Exponentialfunktion und die trigonometrischen 
Funktionen, auf der anderen Seite ihre Umkehrungen, Logarithmus und 
zyklometrische Funktionen werden die elementaren transzenden
ten Funktionen genannt. Im Mittelpunkt ihrer Theorie steht die 
Eulerache Formel (§ 127, 5.), durch die der innere Zusammenhang 
zwischen trigonometrischen Funktionen und Exponentialfunktion, sowie 
zwischen zyklometrischen Funktionen und Logarithmus gegeben ist. 

§ 134. 'l1rigonometrische Reihen. 
1*. Es sei 

(1) 
eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten und dem Konvergenzradius R. 
Führen wir darin für die komplexe Variable z ihre Polarform 

(2) z = 1· ( cos <p + i sin tp) 
ein, so konvergiert also die Reihe für r < R. 

1) Veröffentlicht in der Synopsis von W. J ones, London 1706. Daß in ihr 
das Zeichen :~~: zum erstenmal auftritt, ist nicht zutreffend. Es findet sich bereits 
bei Oughtred, The key of the Mathematics, London 1647. Auch Ba~row ge
braucht es schon vor 1669 in seinen Vorlesungen (Mathematicae lectiones, Lon
don 1684). Vgl. W. Rouse Ball, Recreations mathematiques 2, 28~. Paris 1908. 

2) Shanks, Proc. Roy. soc. London 21 (1872), 22 (1873). Vgl. Ztschr. f. 
ma.th. u. naturw. Unterr. 26 (1896). 

Weber u. Weus•ein, Enzyklnpadie J. 4.Aufl. 
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Durch Einführung der Potenzen 

z• = r"(cosncp + isinn«p) 
und Trennung der reellen und imaginären Bestandteile zerfällt die 
Reihe (1) in zwei Reihen: 

.A(r, rp) = a0 + a1 r cos 9' + a~1·2 cos 2cp + a3r3 cos 3 9' + · · · 
(3) B(r, rp) = a1rsiurp + asr2 sin2«p + a3 r 5 sin 3cp + · · · 
und diese konvergieren nach § 119, 4. unter derselben Bedingung wie die 
Reihe (1), also für r <Rund jeden Wert von 9'· 

Wir haben also hier Reihen, die nach Kosinus und Sinus der 
Vielfachen eines Winkels fortschreiten. Derartige Reiben nennt 
man trigonometrische oder - nach dem Mathematiker, der vor 
allem ihre Theorie begründet hat - Fouriersehe Reihen. 

2*. Wir wollen hier nur ~e aus der Binomialreihe hervorgebenden 
trigonometrischen Reihen etwas näher betrachten und führen also in der 
Reihe 

(4) 

auf beiden Seiten für z die Polarform (2) ein. Ist dann 

(5) 1 + li1 = ~ (cos () + isin 0), 
so wird ~z = (1 + rcos cp)i + r 2 sin2cp = 1 + 2 r cos 9' + r 2, also (! 

die positive Quadratwurzel 

( 6) Q = Jl 1 + 2 r cos tp + r 2 • 

Der Richtungswinkel fJ ist bestimmt durch 

oder auch durch 

() 1 + r cos <p cos = _____,_ __ _:.... 
q ' 

. () rsin91 
SlD =-

q 

(7) tg () r sin tp 
= 1 +t"COStp• 

Hierdurch ist () zunächst nur bis auf Vielfache von " bestimmt. Wir 
können also 

0 = 80 + k" und darin - ; < 00 < ; 

setzen. Nun ist aber nach (ö) 
(8) (1 + z)!' = (>·" (cosp,O + isinp,8) 
und dies soll für z = 0 gleich 1 werden (§ 124, 7. ). Für e = 0 ist r = 0, 
also nach (6) und (7) Q = 1, tg () = 0. Es ergibt sich also fJ = k<Je und 
nun folgt aus (8): sin p.k" = O. 

Soll dieses für jedes beliebige p, stattfinden, so muß die ganze 

Zahl k = 0 sein. Denn wäre k nicht Null, so würde z. B. für p, = 2
1k 

sich sin p,k% = 1 ergeben. Damit ist fJ eindeutig bestimmt. Es ist immer 

der aus (7) sich ergebende Wert im Intervall (- ; , + ; ) zu nehmen, 



§ 134. Trigonometrische Reihen 531 
und daraus folgt nach § 133, 1., daß (J der Hauptwert der arc tg
Funktion: 

(9) A r sin qJ (} = rc tg 1 + rcos-q; ist. 

3*. Führen wir nun auf der rechten Seite von (4) die Potenzen von 
z nach 1. ein und setzen dann auf beiden Seiten die reellen und ebenso 
die imaginären Teile einander gleich, so erhalten wir die trigonometrischen 
Reihen 

(Ju cos !L (J = 1 + ( n r cos g; + ( ~) rll cos 2 g; + ( ~) r 3 cos 3 <p + ... 
(10) 

Q~' sin p, fJ ~~ ( n r sin «J!, + (;) r 2 sin 2 g; + ( ~) 1·3 sin 3 <p + · · · 
und hierin sind Q und (} durch (6) und (9) bestimmt. Diese Reihen 
konvergieren ebenso wie die Reihe ( 4) für r < 1. 

4:*. Nach (10) ist 

e'"cosl-'0-1 ~~--1 2 2 (!k-1)(~t-2) 5 3 
~ --- = r coB <p + ~--~ r coB cp + -----· ~-r cos <p + · · · 

'"' 2 2·3 
(l~'sinfLO . 1-'-1 2 • 2 (p.-1)(!1--2) s · 3 
-IL-- = r Blll <p + --2- r Bin !p + --2 ~3- r Bin <p + · · · 

Die Reihen auf der rechten Seite sind (als Potenzreihen uach r) 
stetige Funktionen von IL (§ 122, 4,.); wir können also beiderseits zur 
Grenze für p,--+ 0 übergehen. Setzen wir aber auf der linken Seite für 
cos IL(J die Reihe 11 2o~ 

COS II. (} = 1 - -- + • • • 
r 2! ' 

so wird Q~'-COSfL0-1 f/'-1 fL • 
"' = _ti ___ -2 Q'' 0" + ... ' 

folglich nach § 131, 1.: 

. (!~'-cosp.0-1 1 ( hm -----~~----- = Ln (J = ~Lu 1 
}l-+0 fL 2 

+2rcos<p+r). 

Ferner ist nach § 127, 3. 

• Q~' sin fLO . sin p,O ,. sin cp hm ---~- = hm --· = fJ =Are tg-----
1' -+O fL 1,-+ 0 fL 1 + r cos cp 

und wir erhalten also, wenn wir in den obigen Reihen IL = 0 setzen: 
1 r• ,.a 
2 Ln (1 + 2 rcos <p + r2) =r cos rp- ~2-cos2g; +a cos 3 <p- • .. 

(11) 
A t r sin fP rc g · 

1 + r cos cp 
. r' . ,.s . 

= r Slll !p - 2 Bin 2 «p + -ll- Bin 3 <p - • · · 

Die erste Reihe geht für g; = 0 in die Reihe für Ln (1 + r), die 

zweite für <p = i- in die Reihe für Are tg r über. 

5. Die interessantesten Resultate ergeben sich aber, wenn wir be-
34* 
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merken, daß nach dem Satz§ 117, 3. diese Reihen auch noch für r= 1 
konvergieren. Wir haben nur in dem Satz 

C1=1, Cs=t, Cs=t, C4=t, ··· 
zu nehmen und dann noch zu zeigen, daß die Summen 

U,. = COB•«p- COS 2 fP + COS 3 qJ- · · · ± COS tHp, 

V,.= sincp- sin2rp + sin3 q>- · · · + sin nrp 
in endlichen Grenzen bleiben. Dies er~bt sich leicht aus den Formeln 

2 cos ~ cos ncp = cos ( n- ~) rp + cos ( n + ~) p, 

2 cos ~ sinnp = sin (n- ~) rp + sin(n + ~) rp. 

Wendet man diese Formeln auf die einzelnen Glieder der Summen an, 
so ergibt sich: 

2 U,. cos ~ = (cos : + cos ! <p) - ( cos : q> + cos ~ rp) + · · · 

( 2n-1 2n+l ) ± cos -2- <p + cos -2- <p 

cp 2n+l = COB 2 ± COS - 2- <p, 

2 V,. cos ~ = ( sin ~ + sin ! rp) - ( sin : + sin + rp) + · .. 

( . 2n-1 +. 2n+t ) ± sm - 2- q; Sill - 2- cp 
• cp • 2n +1 = Slll 2 ± Sill - 2- fP· 

Wir müssen nur den Fall ausnehmen,, daß cos : = O, also <p = ± ~ 
ist. Abgesehen von diesem Fall zeigen aber die vorstehenden Formeln, 
da sin ( n + f) <p und cos (n + f) <p bei wachsendem n nur zwischen 
-1 und + 1 schwanken, daß U,. und V,. niemals über bestimmte 
Grenzen hinausgehen. 

In dem ausgeschlossenen Fall rp = ± ~ werden alle Glieder der 
Reihe U,. gleich - 1, und u .. wird also bei wachsendem n negativ un
endlich. Die Glieder von V,. aber werden alle gleich Null und folglich 
V,. selbst ebenfalls. 

6. Nachdem also die Konvergenz festgestellt ist, können wir nach 
§ 122, 2. den Wert der Summen (11) für r = 1 ermitteln, wenn wir auf 
der linken Seite r in 1 übergehen lassen. Dadurch wird 

"J.I1+2rcoscp +r2 = "J.I2(1+cosrp)=2cos ~, 

Are tg ~~ = Are t<T ein rp = Are tg (tg ~) = !! · 
1 + r cos <p 0 1 + cos <p 2 2 
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In diesen Formeln ist - % < p < % und folglich cos : positiv, 

'P • h n d :n: 1 'f ZWISC en - 2 un + 2 ge egen. 

Damit erhalten wir also aus (11) die Entwicklungen: 

Ln (2 cos .!!!..) = cos cp- _!._ cos 2 cp + !_ cos 3~p- !_ cos 4cp + · · ·, 
(12) 2 2 3 4 

cp. 1.2 1.3 1.4 
2 = sm p - 2 sm cp + ~3- sm cp - 4~ sm cp + · · · . 

Was den ausgeschlossenen Fall cp =% betrifft, so hört in der ersten 
dieser Reihen die Konvergenz auf, und ebenso wird die linke Seite un
endlich. In der zweiten Formel bleibt die Konvergenz zwar bestehen, 

der Wert der Summe ist aber nicht gleich ; , sondernNull. 

7. Setzen wir in der zweiten Formel (12) cp = x und cp = "- x, 
so erhalten wir zwei Formeln: 

X • 1.') 1.3 1.4 
2 = Sill X - 2 Slll .., X + 3 Sill X - 4 Slll X + · · ·, 

,.:-x . 1 . 2 1 . 3 1 . 4 - 2 - = Sill X + 2 Sill X + 3 Slll X + 4 Sill X + · · · 1 

(13) 

von denen die erste in dem Intervall 

(14) -rc < x < + rc, 
die zweite in dem Intervall 0< x< 2% 

gültig ist. Die beiden Formeln haben also einen gemeinsamen Gültig
keitshereich: 
(15) Ü <X<%. 

Wenn wir sie addieren, so folgt für dieses Intervall 

(16) 
n. 1. 3 1. 5 1. 7 ~~ = sm x + - sm x + ~- sm x +- sm x + · · · 
4, 3 5 7 ' 

und es zeigt sich hier das merkwürdige Resultat, daß die konvergente 
Reihe der rechten Seite, deren Glieder stetige Funktionen von x sind, 

eine von x unabhängige Summe hat. Für x = ; geht sie in die 

Leibnizsche Reihe über (§ 133, 2.). 

8. Von dem V erhalten dieser Reihen kann man sich eine geometrische 
.Anschauung bilden. Wir setzen: 

f(x)=sinx- ~ sin 2x+ ~ sin3x- }sin4x+···, 

() . 1.3 1.5 1.7 cp X = Sill X + a Sill X + 5 Sill X + 7 Slll X + · · ·, 
(17) 

und da die Reihen auf der rechten Seite dieser Formeln nicht bloß in 
den Intervallen (14) und (15), sondern nach 6. für alle x konvergieren, 
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so sind durch (17) zwei Funktionen von x definiert, deren Werte in dem 
Intervall (15) durch die Formeln ( 13) und (16) bestimmt sind. 

Nun ist aber für jedes ganzzahlige n 

sin (- nx) =- sin nx, sin n(x + 2:~t) = sin nx, . 
und folglich genügen die Funktionen f(x), <p(x) den Bedingungen 

f(- x) =- f(x), <p(- x) =- <p(x), 
f(x+2:~t)= f(x), <p(x+21!;)= <p(x). 

Außerdem ist 

f(O) = 0, cp(O) = O, {(:~t) = O, <p(tr:) = 0 

und für 0 < x < :~t: f(x) = : , cp(x) = : · 

Hierdurch sind aber die Werte von f(x), cp(x) für alle Werte von x 
bestimmt. 

Trägt man den Wert von x als Abszisse auf und y = f(x) oder 
y = <p(x) als die zugehörige Ordinate, so erhält man eine graphische 
Darstellung dieser Funktionen, die durch die stark ausgezogenen Linien 
in Fig. 24 für f(x) und in Fig. 25 für cp(x) gegeben ist. 

9 

Fig. 24 

.1f 
I ., ,j ~1 I· ~ l.r l X 

J.1l 

~ Fig. !5. 

Man sieht, daß f(x) und <p(x) unstetige FunKtionen siri~, ob
wohl die Glieder der Reihen, durch die sie definiert sind, stetige 
Punktionen sind (vgl. Fußnote S. 479). 

9. Eine klare Vorstellung von dem Zustandekommen solcher Un
stetigkeiten gibt Fig. 26, in deren vier Teilen die ausgezogenen Kurven 
durch die Gleichungen 
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. . 1.3 . 1.3 1.5 y = sm x, y =Sill x + 3 sm x, y = sm x + 3 sm x + 5 sm x, 

. 1.3 1.5 1.7 !J = Sill X + S Slll X + 5 Sln X + -i Sm X 

dargestellt sind, während die punktierten Kurven die einzelnen Glieder 
dieser Summen darstellen. Alle diese Kurven gehen durch die Punkte 0, 
± n, ± 2n, ... ; sie sind stetige Kurven, aber jede folgende steigt in den 
Stellen x = kn steiler auf als die vorhergehende, und sie nähern sich 
sehr merklich unter wellenförmigen Schwankungen der in Fig. 26 dar
gestellten Gestalt an. 1) 

10*. Auf die trigonometrischen Reihen wurde man schon um die Mitte 
des achtzehnten Jahrhunderts durch Probleme der mathematischen Physik 

"" ---41E;:<-=--=-="-'-----------:*'=>•-------·~r ___ _ 

~ 

,, ....... ---.......... , 
~--+-----''"7------Jf;___-~,--/r, --y------;-;-·-

....... ___ , 

... __ _ 

Ftg. SS. 

1) Figuren dieser Art sind in großem Maßstabe und in mannigfacher Ge
stalt unter F. Kleins Leitung ausgeführt. Die Figur 26 ist dem Werke von 
W. E. Byerly, An elementary treatise on Fouriers series (Boston 1893) ent
nommen und findet sich auch in dem Werke von R. Fricke, Analytisch-funk
tionentheoretische Vorlesungen (Leipzig 1900). 
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geführt und schon damals wurde die Aufmerksamkeit auf die merkwürdigen 
Erscheinungen gelenkt, die wir zum Teil oben kennen gelernt haben, daß 
nämlich eine Reihe von stetigen Funktionen eine unstetige Funktion dar
stellen kann, ferner, daß ein Ausdruck für die Reihe, der in einem Inter
vall gilt, unter Umständen in einem andem Intervall nicht mehr gültig ist, 
endlich daß man auch Funktionen, die nur durch eine Vorschrift und nicht 
durch eine Formel gegeben sind (sogenannte willkürliche Funktionen) 
durch eine trigonometrische Reihe darstellen kann. Diese Reihen sind dann 
bis heute ein wichtiger Gegenstand mathematischer Forschung geblieben, und 
sie sind für die reine wie für die augewandte Mathematik von gleicher Be
deutung. Im achtzehnten Jahrhundert haben sich Daniel Bernoulli, 
Claira u t, Euler, d' Alem bert, Lagrange mit ihnen beschäftigt und dann 
hat Fourier in seinem großen Werk Tbeo.rie analytique de la chaleur(1822) 
eine umfassende Theorie ausgebildet. Die strenge Behandlung der trigono
metrischen Reihen beginnt mit der berühmten Abhandlung von Dirichlet, 
Journ. f. Math. 4 (1828), (Ostwalds Klass. Nr. 116). In ihr findet sich die 
heute allgemein angenommene Definition des Funktionsbegriffs (vgl. § 74, 2.), 
wie er sich grade auf Grund der oben erwähnten Erscheinungen heraus
gebildet hat. 

Wir konnten hier nur die Begriffsbestimmung der trigonometrischen Reihen 
und die allereinfachsten Beispiele geben. Die eigentliche Theorie, vor allem 
die Ermittlung der Reihe ( d. h. die Bestimmung der Koeffizienten), wenn die 
darzustellende Funktion gegeben ist, ferner die Untersuchung, welche Funk
.tionen durch Fouriersehe Reihen darstellbar sind, gehört vollständig der 
Integralrechnung an. 

Dreiundzwanzigste'r Abschnitt. 

Produktdarstellung für. :-e.. Die Potenzsummen ~(2n). 

Die Enlersche Konstante. 
§ 135*. Produktdarstellung für ~. Die Stirlingsche Formel. 

1. Setzt man in der Produktentwicklung der Funktion 
(§ 129, (22)) X = f, so .ergibt sich zunächst: 

(1) 
~ = (1 - ..!..) (1 - ..!..) (1 - ..!..) ... 
1t ~· 4i 6" 

1·3 3·5 5·7 
=2.2·4·4·6·6 ... 

(2) 4 3 . 3 5 . 5 7 . 7 
-;;="2:4·4·6·6·8··· 

sin ,.;c 

also 

Dieser Ausdruck ist unter dem Namen des Wallissehen Produkts 1) be-
kannt. • 

1) J ohn W allis, Arithmetica infinitorum, Oxford 1655. Die Produkte (1) 
und (2) sind bei dieser Schreibweise unbedingt konvergent. Schreibt man aber 
2133557 4 ~35577 .. - = - · - · - · - · ·-- • - • · · und --· = - · - . -· . - . - . - . · . so smd s1e 
:n; :l24466 :n; ~44668' 
nur bedingt konvergent. 



§ 135*. Produktdarstellung für "· Die Stirlingscne Formel 537 

Für (1) können wir auch schreiben 

_ _!_ = lim P 
n n~oo "' 

worm p =1·3·3·5 ... (2n-1)(2n+_!2, 
n 2·2·4·4... 2n · 2n 

Es ist also 

(3) " 1. 2 · 2 · 4 · 4 · 6 · 6.:. 2n . 2n 
= lill 

2 1 · 3 · 3 · 5 · 5 · 7 ... (2n -1) (2n + 1) 

und daraus folgt 

(4) ~ = (1 - L) (1 - !:.-) (1 - .!._) ... 
4 32 5 2 72 

Formel (3) kann man auch schreiben: 
" . 2 2 • 4'. s• .t. . (2 n)• 1 
2 = hm 32 .52 • 7" ... (2n- 1)2 2n + 1' 

und wenn man rechts mit lim 2n2~ ~ = 1 multipliziert: 

" . 2'. 4'. s•... (2n)• 1 
2 = hm 3'. o•~•-:-:. (2n ~i)'' 2n · 

Dividiert man hier durch ~und zieht die Quadratwurzel, so folgt: 

lim 2·4·6·_:_:_ __ ~. _1_= 1 
a:-5.7. .. (2n-1) Jlnn: 

oder auch wenn man den Bruch mit 2 · 4 · 6 ... 2n = 2n · nl erweitert: 

(5) lim (nl)' . 2 "" = 1. 
(2n)! Jlnn 

2. Diesen Grenzwert können wir zur Ableitung einer wichtigen 
Formel benutzen, welche die Fakultät 

1· 2 · 3 ... n = n! 

für große n näherungsweise darstellt. 
Wir gehen aus von der Formel § 131, (9), indem wir darin x = n 

setzen : ( 1 ) 2 2 2 
ln 1 + n = 2n+l + 3(2n + 1)3 + 5(2n+ 1)5 + ... 

Sie ergibt: 

(n + -H ln (1 + ~) = 1 + a(2nl-1f" + 5(2}f-i)' + · · · 

1 [ 1 1 -, 
< 1 + 3(2n+ 1) 2 1 + (2nTi)i + (2n+1) 4 + "J 

Es ist aber 

1 [ 1 J 1 1 1 (1 1 ) 
(2·;;;+1)2 1 + (2n+ 1)' + .. • = (2n + 1) 2 -1 = 4n(n+l) = 4 n- n + 1 I' 

also folgt: 

1 < (n + ~) ln (1 + !) < 1 + ~;;- lll(n1+ 1)' 
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und wenn man diese drei wachsenden Zahlen als Exponenten von e nimmt: 

(6) 

Wir führen nun eine Folge von Zahlen 

(7) 

em. Dann ist. 

also nach (6) 

n! e" a,. = -----i· 
n"+2 

a,.-- = _!._ (1 + -~)" + ! 
a,.+ 1 e n 

1 1 

1 < _a,._ < e 1S.. -~+!). 
an+1 

Hieraus leitet man zwei Reihen von'Ungleichungen ab: 

a,. > a,. + 1 > a. +' > · · · 
1 1 

und ae- 12 ;;<a e-1!(•+ 1><··· n n+l 
1 

Es bilden also die Zahlen a,. eine abnehmende, die Zahlen a,.e-1!; eine 
wachsende Folge und die Differenz zwischen zwei entsprechenden Zahlen 

1 

a,.- a,.e-1lln sinkt bei wachsendem nunter jeden beliebigen positiven 
Betrag. Mithin haben wir hier zwei verbundene Folgen (§ 27) und 
es existiert der Grenzwert 
(8) 

so daß beständig 

ist. Wir können also 

ist. Dann wird nach (7) 

(9) 

lim a,. = a, 
1 

a e-""<a<a 
" n 

1 6 n+- -n+-
n! =an 8 e 1211 

setzen, worin 

und hierin ist noch der von n unabhängige Faktor a zu bestimmen. 
3. Führen wir 2n an Stelle von n ein, so wird 

1 6' 
lln+- -h+--

(2n)! = a(2n) 2 e !h, 

worin auch 0 < (}' < 1. 

Ferner ist 
6 

( ·t)• o Jn+1 -2n+-n., • = a•n e 6 ", mithin 

1 6 6' 
(n!)" n 2- .,. -ll4n 
-·· =a---·e 
(2n) I 2>1 +.! ' 

2 ll 



§ 136*. 

folglich 

Die Potenzsummen ~(2n) 

1 

(n'"22n+-~a: = lim _,___._, -
(2n)! yn 

a = Y2Jt. 
Damit haben wir das Ergebnis: 

Es ist 
1 fl 

(10) 
- -- 1l + -- - u + --

n! = Jl2n;n 2e th' 
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oder nach (5) 

worin fJ eine nicht näher bestimmte positive Zahl< 1 bedeutet, also 
kann fiir große n näherungsweise gesetzt werden: 

- n+_!-
(11) n!=V2Jt·n 2 e-". 

Dies ist die berühmte Formel von Stirling 1), welche in Funk
tionentheorie, Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematischer Physik 
fast iiberall da angewendet wird, wo es sich um Abschätzung großer 
Zahlen handelt. Eine eingehendere Untersuchung, die der Theorie der 
Gammafunktion angehört, zeigt, daß die Größe fJ in (10) mit wachsen
dem n gegen 1 konvergiert. Man hat daher an Stelle von (11) mit 
größerer Annäherung 

(12) 
1 1 ----- -n+- -n+-

n! =V2:n:n lle un. 

Diese Formel gibt schon für kleine n recht genaue Ergebnisse. 
Nehmen wir z. B. n = 10, so ist 

log 

V2:n: 0.3990899 
1 

nn+ ~- 10.5 
tr" -4.3429448 

1 

e12n 0.0036191 
6.5597642 

Der Numerus hiervon ist 3628810, dagegen 10!- 3628800. 

§ 136*. Die Potenzsummen ~(2n). 
1. Wir haben die Produktentwicklung der Sinusfunktion (§ 129; 

mit der Zerlegung einer ganzen Funktion in ihre Wurzelfaktoren ver
glichen. Diese Analogie wollen wir weiter verfolgen und auf die Berech
nung der Potenzsummen der Wurzeln ausdehnen. 

1) Stirling, Methodus diffcrentialis 1730. Die hier gegebene schöne Ab
leitung der Formel stammt von Cesaro, Elementares Lehrb. d. algebr. Ana
lysis, Leipzig 1904, S. 104, 395. 
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Wenn wir das Predukt 

(1) 

ausmultiplizieren, so wird sich eine ganze Funktion 2nt•n Grades: 

(2) P,. = 1 + a1 x! + a2x4 + · · · + a"x~n 
ergeben und darin sind - a1 , a2,- a3 , a47 • · • +an die symmetri
schen Grundfunktionen der n Wurzeln: 

1 1 1 1 1 - -- - ···-· 
' 4 ' \+ ' 16' nt 

Nach § 97 bestehen daher zwischen den Potenzsummen 
1 1 1 1 

sk = 1 + 2'" + S'k + 4'f + ... + n•k 

und den symmetrischen Grundfunktionen die Beziehungen 

s1 + a 1 = 0 

(3) sll + a1 s1 + 2a2 = 0 
s1 + a1 sll + a1s1 + 3a3 = 0 

sin n:e 2. Lassen wir n ins Unendliche wachsen, so geht P,. in nx 
über. Hierfür haben wir nach § 127, 5. die Reihenentwicklung 

und es ist also 

(4) 
. ,_,& 

hma8 =-7!, 

Andererseits gehen die sk in die unendlichen Reihen 
r 1 1 1 1 
Im sk = + 2!k + 3"k + 4'1 + ... k:;::: 1,2, 3, .•. 

über, die, wie wir § 117, 5. gesehen haben, sämtlich konvergieren und 
bestimmte numerische Werte haben. Man kann diese Summen als Werte 
einer gewissen Funktion einer komplexen Variablen u ansehen 1): 

(5) ~(u) = 1 + 21u + ;u + ;., + · · · 
Sie ist durch diese Reihe für jedes u, dessen reeller Bestandteil > 1 ist, 
definiert und es ist lim sk = ~(2k) "= 1, 2,s, ... 

1) Diese Reihe ist als Funktion einer komplexen Variablen zuerst von Rie
ma nn in seiner berühmten Arbeit über die Anzahl der Primzahlen unter einer 
gegebenen Größe (Berl. Monatsb. 1859) betrachtet worden und heißt deshalb auch 
die Riemannsche Zetafunktion. Sie ist für die Fragen, die mit der Ver
teilung der Primzahlen zusammenhängen, von der größten Bedeutung. 

Die numerischen Werte von t(k) finden sich auf 8 Stellen bei Serret
Scheffers, Lehrb. d. Diff. u. Int.-Rechg. 2. Kap. IV, auf 82 Stellen bei Stieltj es, 
Acta. Ma.th. 10 (1887) und Gla.isher, Quart. Joum. 4:5 (1914). 
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Hiertür schreiben wir vorübergehend zur Abkürzung ~u und haben nun, 
wenn wir in (3) zur Grenze für n- oo übergehen, nach (4) 

n' 
~2- 3! = 0 

n' n 4 3n6 

~s- 3!~4 + ö! ~2- 7T = 0. 

Hieraus kann man die Summen ~2 , ~4 , ~6 , ••. nacheinander berechnen 
und erhält so 1): 1 1 1 1!;2 

~ (2) = 1 + 2:! + 32 + 4' + ... = 6 

(7) 1 1 1 n:• 
~(4) = 1 + 24 + 34 + 4 4 + ... = 9o 

1 1 1 n 6 

~(6)- 1 + 2ß + 3&- + 46 + ... = 945. 

3. Zwischen diesen Summen und den Bernoullischen Zahlen be
steht ein enger Zusammenhang. 

Dividieren wir die nte Gleichung in (6) durch n2", so lautet sie: 

(2n~1)! ;, - (2n.:_3)1 ~ + (2n~ö)! !~-: .. +(-l)"- 1 ~~·~ = (2n ~1)! · 
Wir multiplizieren sie mit (2 n + 1)! und setzen: 

Dann erhalten wir: 

en:1) Ot + cn:l) 02 + cn:-1) Os+ ... + cn2~1) 0,. =n. 

Hieraus können wir für n = 1, 2, 3, ... der Reihe nach die Zahlen 0 .. 
berechnen. Multiplizieren wir aber beiderseits mit 2, so haben wir 
hier genau die Rekursionsformeln § 12/:l, (13), und da nach der ersten 
Reihe ( 7) 01 = t = 2 B 1 ist, so ist allgemein 

0,.= 22n- 1 B ... 

Wir haben also für die Summen 
1 1 1 

~(2n) = 1 + 2,11 + 3 ,,.. + 4'" + · · · 
die Darstellung 2) 

(8) 

1) Euler, Comm. Acad. Petrop. ad ann. 1734/35. Vgl. Stäckel, Bibl. 
math. (3), 8 (1907). 

2) E uler hat sich sehr bemüht, auch die Zetafunktion für, ungrade 
Werte des Arguments dmch beka.nnte Konstanten auszudrücken, dies ist aber 
bis heute nicht gelungen. 
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4:. Wir können jetzt auch die Frage nach dem Konvergenzgebiet 
der Reihe § 128, (5) 

(9) .!_ -~ + 1 = 1 + Bt z2 + B, zt + B._ z6 + ... 
2 e"-1 2! 4! 6! 

erledigen, die dort noch offen geblieben war. Aus ( 8) folgt nämlich: 

lim V'fc:n)! I = 2~ 
und damit ergibt sich nach § 121, 2.: 

Die Reihe (9) konvergiert innerhalb eines Kreises um den 
Nullpunkt mit dem Radius 2";. 

Dieser Wert des Konvergenzradius hängt damit zusammen, daß die 
durch die Reihe dargestellte Funktion : ~ ~ ~ für s = 2n:i und keinen 
näher am Nullpunkt gelegenen Punkt unen~ich wird. 

5. Ferner gibt uns die Formel (8) Aufschluß über die Werte der 
Bernoullischen Zahlen für große Werte von n. Wir erhalten 
nämlich, da ~(2n) für genügend große n dem Wert 1 beliebig nahe 
kommt, mit Benutzung der Formel § 135, (12) angenähert: 

1 

(10) (-1)n- 1 B,. = 4"}1'%n(~irn eliifi. 

Dies ergibt z. B. für n = 62 mit Benutzung siebanstelliger Logarithmen 
log (- B 62) = 108.50459, 

also B6i in Ubereinstimmung mit der Adamssehen Tafel eine 109-stel
lige Zahl, welche mit den Ziffern 31958 ... beginnt. 

6. Mit den Reihen ~(2n) hängen andere Reihen zusammen, deren 
Summen sich jetzt auch leicht angeben lassen. Zunächst die alternieren
den Potenzsummen 

1 1 1 
1 - 2t>• + atn- 4in +... n=1,2,3, ... 

Da sie und ebenso die Reihen ~(2n) unbedingt konvergieren, können 
wir f"ür sie schreiben: 

1 + 2in + 3!,. + · · · -2~n (1 + 2!,. +sin + ... ) = (1- 2i!-1) 1:(2n) 

und aus (8) ergibt sich: 

(11) 1 1 1 n2n(2in-l_ 1) B 
1- 2~" + 3in- 4u + ... = (-1)n-1 ---(2n)! __ _!t, 

Nehmen wir ferner die Summen der reziproken Potenzen der ungraden 
Zahlen 1 1 1 

1 + s~n + ö 1 ,. + 7'" + ... ' 
so ist diese Reihe identisch mit 

1 + 2! .. + 3!" + 4!-" + ... - :.1!,.(1 + 2!" + a!" + .. -) = (1- 2! .. ) ~(2n), 
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mithin ergibt sich mit Rücksicht auf§ 128, (11): 
1 1 1 n•n(2"'-1) 

1 + s>~" + 5~" + 7-i-,i + ... = (-1)"-t- 2. (2n)! B,. 
(12) 

= (- l)n-1 ~-~- .A . 
· 4(2n)! " 

Für n = 1 geben (11) und (12): 

(1) 

1 1 1 n 2 

1 - 2' + 3"- 4° + ... = 12 

1 1 1 n' 1 + a• +5. + 7i + · · · = -s · 

§ 137*. Die Euterselle Konstante. 

1. Die Potenzsummen 
1 1 1 

'(n) = 1 + 2n + lf'' + 4-" + ... 
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stehen in engem Zusammenhang mit einem gewissen Grenzwert, der in 
der Integralrechnung und in der höheren Zahlentheorie eine wichtige 
Rolle spielt. 

Wir wissen, daß die harmonische Reihe 

1+-~-+~ + ~ +··· 
divergiert. Über die Art dieser Divergenz gibt nun der folgende Satz 
Aufschluß: 

Die Partialsummen der harmonischen Reihe wachsen in 
der Weise, daß die Differenzen 

(2) D'l = 1 + ~ + { + · · · ~ -In q 

für q-+oo gegen einen endlichen Grenzwert konvergieren. 
Wir können also sagen, die Partialsummen wachsen in demselben 

Maße wie der natürliche Logarithmus. 
2. Zum Be"feise bilden wir: 

D9 - Dq-l =+-In q + ln (q- 1) = ~- + ln (1- ~), 

oder mit Benutzung der Reihenentwicklung für In ( 1- ~) (§ 131, (6)) 

(3) 

Hieraus folgt: 

l4) 

D -D =- _!_- 1 _ _!_ ___ _ 
q q-1 2qz llq 3 4q' 

D'~-D'~_ 1 <0, 

Dq_ 1 >Dq>D9 + 1 >··· 
Die D2 bilden also eine absteigende Folge. 
3. Betrachten wir aber andererseits die Zahlen 

mithin: 

(5) 
, 1 1 1 1 

D = D + 1 - - --- = 1 + -- + -- + · · · -l- -- -In (q + 1) 
'~ q q+t 2 a q ' 
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so ist Dq'-Dq'- 1 =-i-ln(q+l)+lnq={--In (1 + ~), oder 

(6) D'-D' =_!. __ __!_+-1 -··· 
q q-l 2q2 3q8 4q4 

Folglich ist Dq'- D2'_ 1 > 0 und daher 

(7) D 2'_t < D 2' < n;+t < ·· · 
Die D2' bilden also eine aufsteigende Folge. 

Beachten wir weiter, daß die Zahlen D; beständig kleiner bleiben 
als die Zahlen Dq, daß aber ihr Unterschied D9.- D 2' =In (1 + :) 
gegen Null konvergiert, so sehen wir, daß wir in (4) und (7) zwei 
verbundene Folgen haben und daß also durch sie eine be-
stimmte Zahl r=limD =limD' 

q q 

definiert ist, für die beständig 
1 

(8) Dq - q < y < Dq 

ist. Damit ist die Behauptung in 1. bewiesen. Die Zahl 

(9) r=lim(l+ ~ + !+···+-q~---lnq) 
q-+oo 

heißt die Eulersche Konstante. 1) 

4:. Aus den Formeln (3) und (6) können wir Reihenentwicklungen 
zur Berechnung von r ableiten. Wir bilden die Formel (3) für q = 2, 3, 
4, ... ,q: 1 1 1 

D2 - D1 = - 2~ - ~s- 4 . 2• - · • · 

1 1 1 D -D =-------··· 3 2 2· 3' 8·38 4·84 

1 1 1 D-IJ =-------------- ... q q-t 2-q' s.qs 4·q4 

und finden durch Addition, wenn wir zur Abkürzung 
1 1 1 

2• + 3• + . . . + q" = S/q) 

setzen und D1 = 1 einführen: 

(10) D2 == 1- tSll(q)- fSa(q1- tS,(q)- · · · 
Als Summe einer endlichen Anzahl von konvergenten Reihen ist auch 
diese Reihe konvergent. Nach (8) ist also für jedes q: 

1 1 1 1 1 1 - q - -i.!- 82 (q_) - -:!- 83 (q) - · · · < 'Y < 1 ~ 2- 82 (q) - 3 S, (q) - · · · 

1) Euler, Comm. Ac. Petrop. '1 ad ann. 1734/35. 
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Für q-+ oo wird lim S1(q) = ~(k)- 1 = ~1 - 1, geht man also in 

q-+oo 

der Reihe (10) gliedweise zur Grenze über, so erhält man eine Reihe: 

(11) d'= 1-f(~2 -1) --H~s -1)-! (~4 -1)- • · · 

Wir beweisen, daß d' = lim D2, also d' = r ist. Zunächst sieht man 
leicht, daß die Reihe konvergiert, denn nach§ 117, 6. ist: 

1 2k- 1 1 
~ < --~-- ·· ~ - mithin ~ - 1 <~--- und 
k 1 - _l___ 2k- 1_ 1 ' k 2k -1 - 1 

2.1:-1 

1 1 1 1 1 
2C~2- 1) + 3 (~s - 1) + · · · < 2(2= i) + 3(2,-=.-1) + 4(2 8 -1) + · · ·' 
und hier konvergiert die Reihe auf der rechten Seite stärker als die 
R 'h 1 1 1 1 el e + 2' + 3•- + 4' + ... 

Bilden wir jetzt mit (10) und (11) die Differenz D2 - d' und setzen 

1 1 1 
(~.- 1)- Sk(q) = (lif1.jk + (q +-2)k + (q+ 3)• + ... = 6j;(q), 

so wird Dq- o = f62(q) + i63 (q) + · · · 
Nun ist 1 1 1 1 

(q + 1)2 < q (q + 1) = q - q + 1; 

1 1 1 

(q + 2)1 < q + 1 - q + 2 ' 

also 61 (q) < ~ , und da offenbar tJ, (q) < q_L 2 62 (q) ist, so ist 

1 
6.(q) < k-1. 

q 
Hiermit ergibt sich 

ebenso 

1 1 1 111 1 
Dq- 0 < 2q + 3q• + 4q8 + ... < (j + q' + qs + ... = q-t' 

d. h. in der Tat lim D 2 = o. Wir haben also für die Eulerache Konstante 
die Entwicklung 

(12) r = 1- H~2 -1)- H~a- 1)- H~ -1)- .. · 

5. In derselben Weise finden wir aus der Gleichung (6), wenn wu 
sie für q = 2, 3, 4, ... , q bilden und addieren: 

D2'- D/ = fSll(q)- }S3 (q) + {-St(q)- · · · 

oder, da nach (5) D1'- 1 -In 2 ist: 

D2' = 1 -In 2 + {-82 (q)- tS8 (q) + }S~(q)- · · ·, 

und nun folgt durch eine ganz ähnliche Überlegung, wie oben, aus den 
für alle q geltenden Ungleichungen 

D' D' 1 
q < r< 2 + i+1' 

Weber u. Wallatein, Enzyklopädie I. 4. J.ufl. 35 
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wenn wir zur Grenze für q--+- oo übergehen:. 

(13) r -1-ln2 +t(~2 -1)--H~s-1)+ -H~, -1)-··· 

Schließlich ergeben sich aus den Reihen (12) und (13) durch Addition 
und Subtraktion die Entwicklungen: 

(14J r = 1-{-ln2--H~s -1)- H~5 -1) --H~-1)-· ·· 

ln2=(~s-1) +-}(~4 -1) +-H~s -1)+ · · · 

Von diesen Reihen ist die Reihe (14) zur Berechnung von r am 
besten geeignet, vorausgesetzt, daß man In 2 genügend genau kennt. 
Es gibt auch viel schneller konvergierende Entwicklungen, mit denen 
man r auf viele Dezimalstellen berechnet hat. Es ist 

r = 0,57721 56649 01532 86060 65120 90 ... 

Vierundzwanzigster Abschnitt. 

Transzendenz von e und n. 
§ 138*. Problemstellung. Geschichtliches. 

I. Bereits im vierten Abschnitt (§ 33, 9.) haben wir den Begriff der 
algebraischen Zahl erläutert. Man versteht darunter eine Zahl w, 
welche Wurzel einer Gleichung 

(1) 

mit rationalen Koeffizienten ist. Darin kann man immer C0 und 
C,. von Null verschieden und überdies C0 , q, ... , 0". als ganze Zahlen 
ohne gemeinsamen Teiler voraussetzen. 

Von den reellen algebraischen Zahlen haben wir nachgewiesen, daß 
sie die Zahlenreihe überall dicht erfüllen, aber daß sie sie nicht er
schöpfen. Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzählbar, dagegen 
die Menge aller reellen Zahlen ist nicht abzählbar, es muß also außer 
den algebraischen Zahlen noch andere Zahlen geben. 

Eine nicht algebraische Zahl heißt eine transzendente Zahl. 
Man versteht also darunter eine Zahl, welche keiner Gleichung von 
der Art wie die Gleichung (1) genügt. Die Menge dertranszendenten 
Zahlen ist nicht abzählbar. 

Unser Ziel ist, nachzuweisen, daß die Zahlen e und~ transzen
dent sind. 

2. Wenn eine Zahl, als Strecke aufgefaßt, aus der Einheitsstrecke 
mit Lineal und Zirkel konstruiert werden kann, so ist sie gewiß al
gebraisch, und zwar noch von besonderer Natur, denn sie muß dann 
durch eine Kette von quadratischen Gleichungen bestimmt sein 
(§ 109). Mit dem Beweis der Transzendenz von ~ ist also auch das 
alte herfihmte Problem der Quadratur des Kreises erledigt, indem 
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gezeigt ist, daß die Seite eines mit dem Kreise inhaltsgleichen Qua
drates in keiner Weise mit Lineal und Zirkel aus dem Durchmesser des 
Kreises konstruiert werden kann.1) 

3. Von der Zahl e läßt sich auf Grund der Reihe 

1 1 . 1 1 
e = 1 + 1! + 2T + · · · + n! + (n+1)! + · · · 

sehr einfach beweisen, daß sie eine irrationale Zahl ist.ll) Wäre näm

lich e eine rationale Zahl, e = }!_, so gäbe es unter den Fakultäten 
q 

1 !, 2!, 3!, ... sicher einen!, die durch q teilbar wäre. Dann wäre also 
n!e eine ganze Zahl Andererseits ist aber 

1 _ N 1 1 
n.e- J.. + n+-1 + (n-=t-!)(n-=t=-2) + ... ' 

worin N eine ganze Zahl ist. Der Rest ist 
1 1 1 1 1 1 

n+ 1 + (n+ 1) (n + 2) + · · · < i~+ 1 + (n +-i)! + (n+l)S + · · · = -,y;, 
1 

also N < n!c < S + -, n 

mithin kann n!e keine ganze Zahl sein. Wir kommen also durch 
die Annahme, daß e rational sei, zu einem Widerspruch. 

Weiterhin hat dann Liouville 3) bewiesen, daß e auch nicht Lösung 
einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten sein kann, 
und schließlich hat Hermite4) den Beweis der Transzendenz geführt. 

4. Für die Zahl :n: hat Lambert5) zum erstenmal nachgewiesen, 
daß sie irrational ist. Er benutzte dabei die Kettenbruchentwicklung 
der Tangensfunktion. Der erste Beweis für die Transzendenz von :n: ist 
Lindemann gelungen. W eierstraß hat ihn vereinfacht, und in der 
Folgezeit wurde der Beweis sowohl für e wie für n: durch Hilbert, 
Hurwitz, Gordan, Vahlen6) so elementar gestaltet, daß wir ihn hier 

1) F. Rudio, Geschichte des Problems von der Quadratur des Zirkels. Leipzig 
1892. 

2) J. B. Fourier in Stainville, Melanges d'analyse algebrique (1815). Das
selbe ergibt sich auch sofort aus der schon von Euler, Com. Ac. Petr. 9 (1737) 
gefundenen unendlichen Kettenbruchentwicklung 

~-±~ = (2, 6, 10. 14, 18, ... ) . 

3) Journ. de math. I) (1840). 4) Comptes rendus '1'1 (1873). 
5) J. H. Lambert, Beiträge zum Gebrauche der Mathematik, Berlin (1770), 

2, 140. (Wieder abgedruckt in der oben erwähnten Schrift von Rudio.) 
6) Lindemann, Berl. Sitzungsber. 1882, W eierstraß, ebda.1885. Hilb ert, 

Hurwitz, Gorda.n, Ma.th. Ann. 43 (1893). Vahlen, ebda. 53 (1900). Vgl. des 
letztgenannten Verfassers Konstruktionen und Approximationen, Leipzig 1911. Eine 
vergleichende Darstellung aller Beweise bietet die Monographie von Hessen
berg, Transzendenz von e und x, Leipzig 1912. 

35* 
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ohne alle Hilfsmittel aus der höheren Mathematik führen können. Unsere 
Darstellung schließt sich eng an den Beweis von Gordan an, vermeidet 
aber die dort benutzte Symbolik. 

§ 139. Eigenschaften der. Exponentialfunktion. 
1. Im folgenden werden wir von dem Begriff der Derivierten 

einer ganzen Funktion (§ 88, 9.) Gebrauch machen und werden für die 
höheren Derivierten die Schreibweise aus § 88, 11. benutzen. 

Wir verstehen unter v irgendeine positive ganze Zahl und multi
plizieren die für jedes reelle oder komplexe x geltende Exponentialreihe 

x' .xa x"-1 
ez = 1 + x + 2! + 8! + · .. + (J' _ 1) 1 + ... 

mit v! Dann ergibt sich: 

(1) v!e" = vx•- 1 + v(v- 1)x•-s + · · · + v! + U", 

und darin bedeutet U" die unendliche Reihe 

(2) 
.x"+1 x•+' 

U.,. = x• + JO + 1 + (v + 1) (JO + 2) + · · · 
Die Glieder der ganzen Funktion, welche in (1) der Reihe. U. vor

aufgeht, sind die aufeinanderfolgenden Derivierten von x" und wir können 
schreiben: 

oder 
.". 

(3) v!e"' = ~ JJax• + U,.. 
a=l 

Hierin kann der Summationsbuchstabe a von 1 bis zu irgendeiner 
ganzen Zahl m ~ v gehen, da alle .Abgeleiteten ])ax", bei denen a > v 
ist, Null sind. 

2. Wir stellen jetzt die Gleichung (3) für v =-= 1, 2, ... , m auf, mul
tiplizieren der Reihe nach mit unbestimmten Faktoren y11 r" .. . , rm 
und addieren. Dann ergibt sich : 

e"(l!r1 + 2lr2 + 3lra + · · · + m!r"') 
m 

(4) - ~ D.,(y1x + y,x' + · · · + rmx"') 
"=1 

+ 1'1 ul + 1'2 u, + ... + r ... um. 
Führen wir die Bezeichnung ein: 

rp(x) = rlx + J'sX2 + ... + rmx"', 
so ist rp(x) eine der Bedingung rp(O) = 0 genügende, sonst aber will
kürliehe ganze Funktion von x, und wird dann 

(5) cp'(x) + rp"(x) + q/"(x) + ... + rp<"'>(x) = cZJ(x) 
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gesetzt, so ist 
q>(O) = r1 + 2!rt + 3!rs + · · · + m!r,.., 

und wenn endlich noch 

U(x) = Yt U1 + rs Us + · · · + 'Ym Dm 
ist, so läßt sich die Gleichung ( 4) so darstellen: 

(6) eXIP(O) = q>(x) + U(x). 
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In dieser Formel, die das Fundament für alles Folgende bietet, ist 
w(O) von x unabhängig, lli(x) eine ganze Funktion von x vom Grade 
m -1, und U eine durch eine unendliche Reihe ausgedrückte Funktion 
von x. 

3. Für den absoluten Wert \ D I dieser Funktion können wir aber 
eine obere Grenze angeben. Es ist nämlich für jedes positive v 

1 1 1 1 1 1 
v+1<T, (v-t=lfCv+2)<t:2, (v+1)(v+2J(v+3J<3T, ... , 

und wenn wir also mit r den absoluten Wert von x bezeichnen, so folgt 
aus (2): 

( r r• r 3 ) I U 11 < r" 1 + -+ - + - + · · · " 1! 2! 3! 

oder I U.! < r"e. 
Bezeichnen wir daher mit 

die absoluten Werte von 
Y11 r~, · · ·, rm, 

so ergibt sich aus der Definition von U(x): 

I U(x) I< (c1r + c2r2 + · · · + cmrm)e", 
oder wenn wir 
(7) 
setzen: 
(8) I U(x) / < F(r)e". 

Hierin geht F(r) aus q;(x) dJldurch hervor, daß man für die Ver
änderliche X und die Koeffizienten ru r2, ... ' rm die absoluten Werte 
r, c11 ct, ... cm setzt. 

§ 14:0. Transzendenz von e. 
1. Um nun zu beweisen, daß e eine transzendente Zahl ist, gehen wir 

indirekt zu Werke. Wir nehmen an, e sei Wurzel einer algebraischen 
Gleichung nten Grades, 

(1) 

worin die 00 , 0 11 0 21 ••• , 0,. ganze Zahlen sind, von denen die erste 
0 0 und die letzte C,. von Null verschieden sind; wäre nämlich 0 0 = 0, 
1110 brauchte man nur die Gleichung (1) durch eine Potenz von e zu divi-
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dieren, um eine Gleichung von derselben Form zu erhalten, in der das 
von e unabhängige Glied von Null verschieden ist. 

2. Setzen wir in der Grundformel § 139, (6) x = 1, 2, ... , n, so er-

gibt sich: e4J(O) = «P(1) + U(1), 

e2«P(O) = «11(2) + U(2), 

e" «P(O) = w(n) + U(n), 

und wenn wir diese Gleichungen mit oll c,, ... ' c,. multiplizieren, 
addieren und beiderseits 00 q)(O) zufügen, so erhalten wir wegen (1): 

00 «P(O) + 01 tP(1) + 02 «P(2) + · · · + 0,. w(n) 
(2) + 01 U(1) + O'j U(2) + · · · + 0,. U(n) 

=(00 +qe+02 e2 +···+O,.e")w(O)=O, 

oder auch so geschrieben: 

" " 
(3) L 0" «P(v) + ~ C,, U(v) = 0. 

~=0 ··=1 

Hierin ist nach § 139, (5) 
"' 

(4) «P(v) = ~ «p(!<l(v), 
"= 1 

wobei 9'(x) eine der Bedingung 9'(0)=0 genügende, sonst aber willkür
liche gallZ'e Funktion von x und 9'(!<l(x) die p.te Ableitung von «p(x) ist. 

3. Wenn wir nun zeigen können, daß bei irgendeiner Annahme über 
die noch ganz willkürlichen Koeffizienten ro rs, ... , r m, d. h. über die 
willkürliche Funktion q>(x) die Gleichung (3) unmöglich ist, so folgt, 
daß die Annahme einer Gleichung (1) unzulässig war, daß also e eine 
transzendente Zahl ist. 

Dies wird aber erwiesen sein, wenn wir über cp(x) so verfügen 
können, daß 

1. die erste Summe EO., 4'( v) eine nicht verschwindende ganze Zahl ist, 
2. die zweite Summe EO,. U(v) dem absoluten Werte nach kleiner 

als 1 ist; dann können die beiden Summen zusammen nicht Null ergeben. 

4. Wir nehmen, was immermöglichist, einePrimzahlp an, diegrößer 
ist als n und setzen: 

( ) :xf!- 1(a:-l)P(x- 2'1' · · · (x-n,)'' 
«p X == (p- 1)1 ' 

wodurch die Bedingung cp(O) = 0 befriedigt ist. 
Der Grad m dieser Funktion ist np + p - 1. Wir wollen uns die9e 

Funktion entwickelt denken nach aufsteigenden Potenzen von x oder von 
x - 1, x - 2, ... , x - n. Wir erhalten dann folgende verschiedene 
Darstellungen: 
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(p- 1)! tp(x) =, xP- 1(x- 1)P(x- 2)P ... (x- n)P 

= (T'p-l:;VP-1 + aPXP +, .. + amxm 
(5) 

= bp(x- v)v + bp+l (x- v)P+ 1 + · · · + bm (x- v)"', 
(11 :::= 1, 2, 3, .. , n). 

Niedrigere Potenzen von x und von x - v kommen nicht darin vor, 
da tp(x) durch xP- 1 und durch (x- 1)1', ... , (x'- n)P teilbar ist. Es 
!!ind darin ap-u aP, ... , am, bP, bp+V ... , bm ganze Zahlen. 

5. Aus (5) ergibt sich durch Division mit xP- 1 : 

(.x- l)P(x- 2)P · · · (x- n)P = ap-t + aPx +. · · + a.mxm-P+t, 

und wenn man in dieser identischen Gleichung x = 0 setzt: 

ap_ 1 = ± 1P · 2P ... nP = ± (n!)P. 

Dies ist, weil p eine Primzahl und größer als n ist, also in keinem der 
Faktoren 1, 2, ... , n aufgeht, eine durch p nicht teilbare ganze 
Zahl. 

Weiter aber ist, weil tp(x) erst mit der (p- 1)i•n Potenz von x an-
mn~: 0 0 1'1 = ' ... ' 1'p-2 = ' 

_ ap-l av am 
'Yp-1-(-p-_ 1)!' rP=(J_)=-iF' ... ,rm=(p- 1)!' 

und demnach, wenn man die Abgeleiteten von «p(x) für x = 0 nach 
§ 88, (20) bildet: 

tp(O) = 0, tp'(O) = 0, «p"(O) = 0, ... , p<P- 2>(0) = O, 
tpCP-1J(O) = ap-11 

tpCPl(O) = (pp!a:) 1 = pa", 

9J(p+1J(O) '=P(P + l)ap+l' 

<p<"'>(O) = p(p + .1) ... ma".. 

Es sind also alle Derivierten <p<~'l(O) ganze Zahlen, <p(p-ll(O) 
nicht durch p teilbar, und alle andern tpV•l(O) entweder gleich 
Null oder durch p teilbar, und folglich ist auch die Summe 
0(0) = .E«p(}<l(O) eine durchp nicht teilbare ganze Zahl. 

6. Wenn wir in der Formel § 88, (21) 
hi hm 

«p(x + h) = tp(x) + h«p'(x) + 21 <p"(x) +. ·. + fii! tpC"'l(:r) 

x - v, h = x - v setzen, so ergibt sich: 

( ) ( . ) '( ) (X-'11)' "( . (X-1t)m ... ,J( ) tpX =ffJ v)+(x-v tp v,+ -~--<p v)+ .. ·+--m1-'--tpl" v, 

und aus der dritten Darstellung (5) folgt für v = 1, 2, ... , n: 
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cp(v) = 0, tp' (v) = 0, ... , cp<P- 1l(v) = 0, 

tp<Pl(v) ~= pbP, 
tp<P+ 1l(v) = p(p+ l)bp+t, 

tpC"'>(v) = p(p+ 1) ... mbm, 

§ 140. 

folglich sind alle cpC"l(v) entweder Null oder durch p teilbare ganze 
Zahlen. Es sind also auch die Summen «1>(1), «1>(2), ... , tP(n) 
durch p teilbare ganze Zahlen. 

7. Hieraus folgt, daß auch 
,. 

"2:C"«P(v) = 00 «1>(0) + C1 !11(1)+ C2 w(2) + · · · + C,.<P(n) 
.-=0 

eine ganze Zahl ist, und wenu wir p so groß annehmen, daß die (von 
Null verschiedene) Zahl C0 nicht durch p teilbar ist, so ist auch diese 
Summe nicht durch p teilbar, also vonNull verschieden. 

Dies ist nach 3. der erste Teil des zu führenden Beweises. 
8. Der zweite Teil, der sich auf das V erhalten von U bezieht, ist 

nun einfach nach der Ungleichung § 139, (8) zu führen. Es kommt hier 
zunächst darauf an, die Funktion F(r) zu bilden, die sich aus cp(x) er
gibt, wenn man x, rt, r2, ... ' rm durch ihre absoluten Werte r, Cu 
... , cm ersetzt. 

Wenn man eine Funktion 

;t:- alxl-1 + as;t:-s- ... ' 

deren Glieder alternierende Vorzeichen haben, mit x- b multipliziert, 
so erhält man wieder eine Funktion mit alternierenden V orzeich.en: 

x/'+ 1 - (a1 + b)xk + (a:a+ ba1)af-t- · · ·, 

und wenn man die Vorzeichen in beiden Faktoren gleich macht, also 
af + a1 a,-<-t + a2x!'- 2 + · · · und x + b miteinander multipliziert, so er
hält man ein Produkt: 

x/'+ 1 +(a1 + b)xk"+ (a2 + ba1)xk-t + · · ·, 
das aus dem ersten dadurch entsteht, daß man darin ebenfalls alle Vor
zeichen gleich macht. 

9. Wenn man diesen einfachen Satz wiederholt anwendet, so folgt, 
daß das ausgerechnete und geordnete Produkt 

cp(x) = xP- 1 (x-1/(x-2)P ... (x-=_nl' 
(p-1)! 

alternierende Vorzeichen hat und in das Produkt 

F(x) = x1'- 1 Cx+~(x+_2JfJ. :(:-r,_+ nf 
(p-1)! 

übergeht, wenn man allen Koeffizienten das positive Vorzeichen gibt, 
mit anderen Worten, daß die gesuchte Funktion 
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F(r) = r"- 1 (r + if(r + 2)P ... (r + nf 
(p -1)! 

ist, und daß also nach § 139, (8) 

(6) I U(x)l < F(r)er ist. 

10. Setzen wir zur Abkürzung 

v(v+ 1)(v+2) ... (11 +n) = Q,, 

so ist nach ( 6) 
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Nun nähert sich aber, da die Reihe für lf für alle x konvergiert, 
ihr allgemeines Glied xm: m! mit unendlich wachsendem m für jedes x 
der Grenze Null ( vgl. auch § 48, 3. ). Man kann also auch die Primzahl 
p so groß nehmen, daß v _ 1 

"" (p-lf! 

beliebig klein wird, und da e"Q.: v endlich ist, so kann auch I U(v)i 
und folglich auch die Summe EC. U(v) beliebig klein, also insbesondere 
auch kleiner als 1 gemacht werden. 

Dies ist nach 3. der zweite Teil des Beweises, und es ist also be
wiesen: 

Die Zahl eist eine transzendente Zahl. 

§ 141. Transzendenz von n. 

I. Auf den gleichen Grundlagen beruht der Beweis, daß die Zahl :tt 
eine transzendente Zahl ist, und zwar stützt er sich auf die durch die 
Gleichung 
(1) 1 + e•n = 0 
ausgedrückte Beziehung zwischen e und n. 

Wenn n eine algebraische Zahl ist, so ist auch i:tt eine algebraische· 
Zahl. Denn ist ;(n) = 0 eine rationale Gleichung, der die Zahl n ge
nügt, so ist auch ;(n);(-:tt)=O. Ist nun y=i:tt, so ist ;uyH(-iy) 
= 'lf!(Y) = 0, und die Koeffizienten von t/J(y) sind reelle rationale 
Zahlen. 

2. Es sei t/J vom vt•n Grade und 

(2) Yu Y2, Ys, · · ., Y. 
seien die Wurzeln von 1/1, unter denen die Zahl :tti vorkommt. Demnach 

ist wegen (1) (1 + eY•)(l + eY•)(1 + eY•) .•. (1 + eY•) = 0 

oder, wenn wir ausmultiplizieren: 

(3) 1 + .Ee'" + EeY,Hk + ,l;ev;+!lk+Y! + ... = 0, 

worin die erste Summe XJeYi sich auf alle Wurzeln (2) erstreckt, die 
zweite .Ee11o+!lk auf alle Kombinationen je zweier Y; + !l.t (ohne Wieder
holung), die dritte .lie +Yk+Yr auf alle Kombinationen zu dreien usf 
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3. Die symmetrischen Funktionen dPr v Größen y, sind nach unse
rer Voraussetzung rationale Zahlen (ganz oder gebrochen), und die 
v Größen y, genügen der rationalen Gleichung tb(x) = 0. 

Die symmetrischen Funktionen der tv(v-1) Größen y,+y1 (z. B. 
ihre Potenzsummen) sind zugleich symmetrische Funktionen der y., 
also ebenfalls rationale Zahlen, und es sind also die Yi + Yk ebenfalls 
die Wurzeln einer rationalen Gleichung 1fr1(x) = 0. 

Das gleiche gilt von den Summen '!/; + y1 + y" deren Anzahl 
tv(v- 1 )(v- 2) ist; auch diese sind die Wurzeln einer rationalen Glei
chung tfr2 (x) = 0 usf. 

Das Produkt 
(4) .,P(x).,P1 (x)1f2(x) . .. 
ist also eine ganze Funktion von x, die verschwindet, wenn für x eine 
der Zahlen 
(5) YP Y; + yk, y, + Y~c +Yn . . . gesetzt wird. 

4:. Unter diesen Zahlen (5) kann die Zahl Null ein oder mehrmals 
enthalten sein. Wenn wir annehmen, daß 0- 1 mal die Zahl Null dar· 
unter vorkomme, so ist 0 eine positive ganze Zahl, mindestens 
= 1. Sie wird nur dann = 1, wenn die Null unter den Größen (5) 
nicht vorkommt. 

Das Produkt (4) enthält dann C -1 mal den Faktor x, und weBD 
wir diesen absondern und die Koeffizienten dahn durch Multiplikation 
mit dem Hauptnenner N zu ganzen Zahlen machen, so ergibt sich eine 
Funktion mit ganzen rationalen Koeffizienten: 

(6) x(x) = N x1- 0 tb(x)1f1 (x)1f2 (x) ... , 

deren Grad wir gleich n setzen, deren Wurzeln 

(7) Xu X2, X3 , •.. , X n 

die von Null verschiedenen unter den IJrößen (5) sind und nach (3) 
der Gleichung genügen: 

(8) 0 + ff"> + e~ + ~ + · · . + e"'n = 0. 
Da Null unter den Wurzeln (7) nicht vorkommt, so ist z(O) von Null 
verschieden. 

Es kommt nicht darauf an, ob unter den Größen (7) dieselbe Zahl 
mehrmals vorkommt; jedenfalls kommt aber die Zahl xi darunter vor. 

6. Nun gehen wir zurück auf die Gleichung§ 139, (6): 
(9) ff"!.P(O) = «P(x) + U(x), 

setzen darin nacheinander x == x1 , x2 , • • • , x,., addieren und fügen beider
seits CcP(O) hinzu. So erhalten wir nach (8): 

04>(0) + IP(a;) + cP(x1) + · · · + ~(x,.) 
{10) + U(x1) + U(x'l) + · · · + U(x .. ) 

= ~(0)(0 + e"'• + e"'• + · · · + Ir•) = 0, 
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und der Grundgedanke des Beweises ist nun ganz derselbe wie in 
§ 140, 3. Wir beweisen, daß man über die Funktion cp(x) so verfügen 
kann, daß 

n 

1) O.P(O) + :2 «P(x~) eine nicht verschwindende ganze Zahl, 
v=l 

" 
2) L U(x") kleiner als 1 wird. 

fl=l 

Dann erweist sich die Gleichung (10) als unmöglich, und die Annahme, 
11' sei eine algebraische Zahl, ist widerlegt. 

6. Die Funktion x(x) in (6) hat die Form 

x(x) = axn + alxn-1 + a2xn-2 + ... + a,.., 

worin die Koeffizienten a, a11 a2, ••• , a,. ganzzahlig, a und a,. von Null 
verschieden sind und a positiv angenommen werden kann; multiplizie
ren wir mit a"- 1 und setzen: 

ax = z, a1 = b11 aa2 = b2 , a2 a8 = b8 , •.• , a"- 1 an = bn, 

so ergibt sich eine Funktion: 

(11) a"- 1x(x) = fJ(z) = zn + b1 zn- 1 + b2z"- 2 + · · · + b1,, 

deren Koeffizienten ganze Zahlen, und deren Wurzeln 

(12) 
die Produkte 
(13) sind. 

7. Wir machen jetzt über die zur Bildung von IP(x) in der Formel 
(10) verwendete Funktion cp(x) die Annahme: 

(14) tp(X) = zP~~~ffi)~ = a_"_P_-~x~:)~X(X)'/' I 

worin p eine hinlänglich große Primzahl ist. Der Grad m von tp (x) ist 
gleich np + p -1 und es ist cp(O) = 0. 

Nach Potenzen von z geordnet, sei: 

(O(z))P = A0 + A 1 z + A2 z2 +- · · 
= A0 + A 1ax + ~a2x2 + · · ·, 

worin die A.0, A 11 A 2, ••. ganze ·Zahlen sind, und wenn man s = 0 setzt, 
so folgt Ao = b: , 
also A.0 von Null verschieden. Ferner wird 

(p- 1)! cp(x) = A.0 aP- 1 xP- 1 + ..A1 aPxP + A2 aP+ 1 x~'+ 1 + ... 
und folglich 
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fP'(O) = 0, q/'(0) = O,. ., rp{p-!J(O) = 0, 
fP(p-lJ(O) = A0aP- 1 = b~aP-t, 

fP(PJ(O) = p.A1 aP1 

fP<P+ 1>(0) = p(p + 1)A2 nP+ 1, 

§ 141. 

Nehmen wir also p größer als die größere der beiden 
Zahlen a, b,., so ist rpCP- 1>(0) nicht durch p teilbar, während 
alle übrigen fP<.u>(O) entweder gleich Null oder durch p teil
bar sind. Folglich ist 

7ft 

41(0) =~1 tp<•l(O) 
"=1 

eine durch p nicht teilbare ganze Zahl. 
8. Nach § 88, (21) ist wegen O(z1) = 0: 

O(z1 + h) = hfJ' (z1) + ~; ()" (z1) + · · · + ~~ (}(nl(z1), 

also wenn wir h = z - z1 setzen : 

fJ(z) = (z- zt) fJ'(zt) + (z 2 ~t)" (}" (zl) + ... + (z ntt)" (}<"l(zl), 

worin die Koeffizienten fJ'(z1), •• • (J(nl(z1) ganze Funktionen von z1 mit 
ganzzahligen Koeffizienten sind. Hiervon nehmen wir die pte Potenz, 
multiplizieren mit zP-l = (z1 + (Z- z1))P-I, 

welches wir nach dem binomischen Lehrsatz entwickeln können und 
ordnen dann nach aufsteigenden Potenzen von z - z1 ; so erhalten wir 
nach (14) eine Entwicklung von der Form 

(p -1)! tp(x) = (z- z1)P B1 (z1) + (z- z1)P+1 B,(s1) + .. · 
= aP(x- x1f B 1 (z1) + aP+l(x - x1)P+1 B 2 (z1) + · · ·, 

worin die Koeffizienten B1 (s1), B 2 (z1), •.. ganze Funktionen von z1 mit 
ganzzahligen Koeffizienten sind. 

Daraus folgt nun wie oben: 

tp'(x1) = 0, rp"(x1) ~ 0, ... , rp<P-ll(x1) ~ 0, 

fP{pl(xt) = paP Bl (zl), 
tp{p+ 1l(x1) =p(p+ l)aP+ 1B 1 (.e1), 

und folglich, wenn wir 

setzen: 
Q(z1) = aP B1 (s1) + (p + l)aP+l B2(z1) + · · · 

m 

(15) 41(.1\) = ~ tp<">(x1)=pQ(z1), 

v=l 
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worm 

eine ganze Funktion von s1 ist, deren Koeffizienten Q0 , Q1 , Q2 , ••• 

ganze Zahlen sind. 
Diese Formeln gelten unverändert, wenn x11 s1 durch x2 , zll, ... , 

x,., s,. ersetzt werden. 
9. Wenn man dann die aus (15) sich ergebenden Formeln addiert, 

so folgt: .. 

,:2 Q(z~) = nQo + Qls1 + Q2S2 + Q3s3 + · · ·, 
..-=1 

worin s1 = Z:z~, 8 2 = .Ez11
2, s3 = :Ez,3, ••• die Potenzsummen der z sind. 

Diese werden aber aus (11) nach denN ewtonschen Formeln (§ 97,(5)) 
bestimmt: 

82 + s1 b1 + 2b2 = 0, 
s8 + s2 b1 + s1b2 + 3b3 = O, 

und ergeben sich also als ganze Zahlen. Daraus folgt: 

" " 
Die Summe L} «">(x") = p ~ Q(z.,) ist eine durch p teilbare 

>=1 

ganze Zahl. 
Nehmen wir daher p größer an als die (von Null verschiedene) Zahl 

C, so ergibt sich mit Rücksicht auf 7.: 
Die Summe 

C«>(O) + IP(x1) + 4>(x2) + · · · + IP(x,.) 

ist eine durch p nicht teilbare ganze Zahl, also sicher nicht 
Null. 

Damit ist nach 5. der erste Teil des Beweises geführt. 
10. Um auch den zweiten Teil zu erledigen, müssen wir die Funktion 

F(r) betrachten, die man erhält, wenn man in der geordneten Funk
tion cp (x) die Variable x und die Koeffizienten durch ihre absoluten 
Werte ersetzt. 

Zu diesem Zwecke setzen wir: 

x(x) = a(x- x1) (x- x2) ••• (x- x"), 

und erhalten für q;(x) nach (14) die Formel: 

(p- 1)! rp(x) = a"P+P- 1xP- 1(x- x1)P(x-x2)P ... (x- x")P. 

Die Koeffizienten dieses Ausdruckes entstehen durch Multiplikation 
und Addition aus den Größen: 

a, - x1 , - xll, . . . - x,., 
und die absoluten Werte dieser Koeffizienten sind daher kleiner (oder 
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jedenfalls nicht größer) als die Zahlen, die man erhält, wenn man diese 
Größen durch ihre absoluten Werte 

ersetzt, do h. sie sind nicht größer als die Koeffizienten der Funktion: 

a"P+v- 1xP- 1(x + ·r1)P(x + r2)P 0 0 0 (x !f- r,.)P. 

Setzen wir also 

f(r) = c~"+ 1 r(r + r1) (1· + r1) o 0 0 (r + r,.), 
so ist für jedes positive r 

F(r) < a;~;~l)! 
und kann daher durch hinlängliche Vergrößerung von p beliebig klein 
gemacht werden. 

Es kann also auch nach § 139, (8) der absolute Wert von U(x.) 

" 
und damit der absolute Wert der Summe~ U(x.) beliebig klein, also 

~=1 

auch kleiner als 1 gemacht werden, und damit ist auch der zweite Punkt 
in 6. erledigt und vollständig nachgewiesen: 

Die Zahl n ist eine transzendente Zahl. 
Das altberühmte und vielumworbene Problem der Quadratur des 

Kreises ist hierdurch endgültig erledigt. 
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ten Koeffizienten 484 
Metius, Adriaen (1527 bis 
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Michaelis 1 
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Minimalexponent 240 
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Mittag-Leffler, G. 123 
mittlere Proportionale 130 
Mitz.scherling,A. (1879 bis 

1912) 17' 329, 414, 428 
Möbius, A. F. (1790--1868) 
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Modul einer Kongruenz 

217 Lorey, W. 10 
Loria, G. 17, 369 1 - der gewöhnlichen Lo· 
Loewy, A. 4, 18, 23, 40, 

95f., 123, 143, 205, 362, 
395, 409, 411, 431, 435, 
495, 524 

garithmen 516 
lV!oivre, A. (1667--1754': 

174, 501. 
Molla.me, V. 437 

36* 



564 
Möller, M. 67 
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Monotonieeigenschaft der 
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- der Multiplikation 26, 

40 
- der Subtraktion 33,38 
Montucla, J. E. (1725 bis 

1799) 16 
Muhai!lmed ibn Musa (um 

820) 19, 295, 405 
Müller, J. H. T. 18 
Multiplika.tion 23 
- von Brüchen 58 
- irrationaler Zahlen 89 
- lmD1plexer Zahlen 169 
- der Determinanten 314 

- absolut konvergenter 
Reihen 475 

Näherungsbrüche eines 
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-für"; 74 
Näherungswerte für eine 

Quadratwurzel 77 
Namur 147 
natürliche Logarithmen 

148, 515ff. 
- Zahlen 13 
negative Zahlen 33 
Neiß, F. 277 
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Neper, John (1550-1617) 

141, 143, 147 
Nesselmann, G. H. T.(1811 
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Netto,E.(1846-1919) 182 
Neuendorff 67 
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N ewton,Isaac(1643-1727) 

2, 122, 135, 180, 359 f., 
383, 406, 484. 489, 496, 
501 
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fahren 405 ff .. 
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Chr.) 216 

nirgends dicht 118 
Norm 434 
Null als Ziffer 16, 18, 29 
- als Zahl 34, 36 
Nullmenge 7 
Nullpunkte einer ganzen 

Funktion 338 
Numerus 140 

Olbers, H. (1758-1840) 
278 

Operationen, direkte und 
inverse 31 

- rationale 60 
- algebraische 135 
Opus Palatinum 145 
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Ordnung einer Gruppe 194 ganzen Exponenten 28 
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Funktion 376 Exponenten 61 
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Ostrowski, A. 372 - mit irrationalen Expo-
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- allgemeine 517 

x, Zahl 66, 74, 101, 121 Potenzen einer Permuta-
- Reihen für 527:ff. tion 190 
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- Transzendenz 553ff. Pot~nzreihen 476ff. 
Paciuolo, Lues. (etwa 1446 - Stetigkeit 4 79 ff. 

bis 1514) 132, 295 - gfeichmäßige Konver-
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Paradoxien der Mengen- Potenzreste 239:ff. 

lehre 3, 123 - für einen Primzahlmo-
- des Unendlichen 116 dul 242ff. 
Partialfunktionen 395 Potenzsummen der Wur-
-summen 451 zelneinerGleichung382 
Pascal,Blaise(1623-1662) -der natürlichen Zahlen 

10, 182, 567 507 
-sches Dreieck 204,209, - t(2n) 539:ff. 

216 Pott, A. F. 19 
Pa.~ch, M. 17, 86 Powers 58 
Pea.no, G. 4 Praetorius, J. (1537 bis 
Pell, J. (1610-1685) 292 1616) 74 
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lungsgleichung 419 ff. - Wurzeln 244, 252 
periodische Dezimalbrü- Primzahlen 48ff. 

ehe 111 ff., 246 :ff., 454 - unendliche Anzahl der 
- Kettenbrüche 288ff. 49, 223 
Permanenzprinzip 33 Pringsheim, A.18, 296,567 
Permutationen 182:ff., 187 Produkt 24 
- mit Wiederholung 184 Proportion 129 
- zyklische 193 Prosihaphaeresis 146 
Permutationsgruppen Ptolemaeus (um 160 n. 

194ff., S83ff. Chr.) 66 
Perron, 0. 96, 123,354,456 Punktmenge 86 
Pervuschin, J. 567 Pyramidalzo.hlen 217 
Peters, J. 150, 151 Pythagoras (um 550 v. 
Petersen, J. 431 Chr.) 1, 121 
Pfeifer, F. X. 132 \ pythagoreische Dreiecke 
Pla.ton (429-348) 122,132, 272 ff. 

428 \ 
Plutarch (46-120 n. Chr.) 

428 I 
Poincare, Henri (1854 bis ! 

1912)2, 10,121,123,567 
Polarform einer kom-

plexen Zahl 165 
Polygonalzahlen 213 
Polynom 23 
polynomischer LehrRatz 

210 
Positionsprinzip 18 
positive Zahlen ar, 
Posse, C. 246 

quadratische Formen 
263ff. 

- Funktionen 3201f. 
- Gleichungen 316ff. 
- - Normalform 318 
- Irrationalzahlen 280ff. 
- - konjugierte 282 
- - reduzierte 283 
- - benachbarte 286 
- Reste 251 ff. 
-r Restcharakter 263 
Quadratur des Kreises 54 7 

, Quadratwurzel 75ff. 



Quadratwurzel aus nega
tiven Zahlen 161 

- Kettenbruchentwick
lung 288 ff. 

- aus einer komplexen 
Zahl 319 

Quadratzahlen 211! 
Quadratzahlen, Reihe der 

214, 216 
Quersumme 60 
Quotient 42 

Ra,dikal 133, 436 ff. 
Radikand 76. 133 
Radizieren 70, 132 tl'. 
rationale Dreiecke 27 4 if. 
- Operationen 60 
-Zahlen 56 
Rationalitäts hereich 60 

280, 366, 384, 428 
- natürlicher 280 
reduzible Funktionen 

351 ff. 
reduzierte quadratische 

Irrationalzahl 283 ff. 
regelmäßiges n-Eck 17 7, 

409ff. 
- Fünfeck und Zehneck 

414 
- Siebeneck und Neun-

eck 415, 432 
- Siebzehneck 428 
Regula falsi 403 ff. 
Reiff, R. 455 
Reihe, binomische 485 ff. 
- für e 493 
- für die Exponential-

funktion 496 
- für sin x, cos x 501 
- für t~x, ctg x 504ft'. 
- loganthmische 519fT. 
- für a.rctg z 526 
-n arithmetische 185, 

210ff. 
-- geometrische 64 
-- unendliche 450ft'. 
- mit nur positiven Glie-

dern 456, 462 ff. 
- absolut konvergente 

466ff. 
- bedingt konvergente 

466 ff. 
-- unbedingtkonvergente 

467 
- mit komplexen Glie-

dern 470ff. 
- Rechnen mit 473ft'. 
-trigonometrische 529fT. 
Reihenvergleichung 460 
reine Gleichungen 368, 408 
Rekursionsformeln 71 
relativ prime Zahlen -!6 
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schen Gleichung 323, 
390 

- der biquadratischen 
Gleichung 335, 391fT. 

- einer Gleichung 387 
- Lagrangesche 439 
Restcharakter, quadra

tischer 253 
Rest 42 
Reste einer unendlichen 

Reihe 462 
Restesystem, volles 218 
- reduziertes 220 
Restklasse 218 
Restreihe 451 
Reuschle, C. G. (1812 bis 

1875) 251 
.reziproke Permutation 190 
- Zahlen 60 
Reziprozitätsgesetz der 

quadratischen Reste 
:l69ff. 

Rhaeticus. G . .J. (1514 bis 
1576) 145, 14 7 

Richard 123 
Richtungsfunktion 165, 

501 
Richelot,l<'.J. (1808 1875) 

428 
Riemann, B. (1826-1866) 

470, 540 
Riese, Adam (1492-1559) 

20, llO 
Roberval, G. (1602---1675) 

508 
Holle, M. (1652--1719) 361\ 
- Satz von 365 ff. 
Rudio, F. 17, 547 
Rudollf, Chr. (um 1530) 30 
.Ruffini, P. (1765-1822) 

449 
Runge, C. 354 
Ruska 1!1 
Russe!, B. 3, 123 

Sachs, .J. 251, 275 
Sanden, H. v. 325 
Sandrechnung des Arehi-

rnedes 18 
Scherk, H. F.(1798--1885) 

205 
Schluß von n auf n + 110 
Schmidt, M. 17 
Schnitt in einer geordne

ten Menge 6 
- im Gebiete der ratio

nalen Zahlen 82 
- im Gebiete der reellen 

7.ahlen 85 
- begre"Qzter 84, l:\9 

565 
Schoenflies,A. 3, 4,123,182 
Schoenemann, Th. (1812 

bis 1868) 354 f., 416 
.Schranke, obere und un

tere 86, 102. 104 
Schröder, E. (1841---190~) 

18 
Schrön, L. 151 
Schröter, H. (1829-1892) 

414, 428 
Schubert, H. (1848-19111 

277 
Schülke, A. 16 
Schulz, 0. 277 
Schumacher, H. Chr.(1780 

bis 1850) 455 
- .J. 428 
Schur, F. 82 
Schwenter,D. (1585 -1636) 

74 
Schwering, K. 277 
Seelhoff 53 
Senkereh, Tafeln von 30, 

65 
Sexagesimalsystem 30, 65 
Shanks, W. 529 
Sieb des Eratostbenes 52 
Simon, M. (1844-1918) 

17, 21 
So=erfeld, A. 163 
·Spengler, 0. 567 
8pinoza, B. (1632-1677) 

180 
Spur 434 
Stäckel, P. (1862-1919) 

6, 17, 23, 52, 14'!1 
Staudt, Ch.r . . v. (1798 bi~ 

1867) 414, 428 
Stein, J. 151 
Steinhauser, A. 151 
Steinitz, E. 472 
Stellenwert 29 
stetige Menge 85, 127 
Stetigkeit 362 ff. 
- Satz von der 90, 107 
-einer Potenzreihe 4 79 f[ 
Stetigkeitsaxiom 82, 86, 

127 
Stevin, 8. (1548-1620) 65 
Stieltjes, Th . .J. (1856 bis 

1894) 540 
Stifel, Michael (1487 bis 

1567) 30, 37, 122, 146, 
204 

Stirling, J. (1692-1770) 
539 

-sehe Formel 539 
Stolz, 0. (1842-1905) 18, 

125, 162 
Study, E. 162 
Sturm,.J.C.J<'.(1R03- t86ö) 

400 
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Sturmscher Lehrsatz 400ft'. 
Substitution 187, 298 
- lineare 309 :ft". 
Substitutionsgruppe 311 
Subtrahend 31 
Subtraktion 30 
summierbare Reihen 456 
Suter, H. 17 
Sylvester, J.J.(1814-1897) 

379 
symmetrische Funktionen 

373ft". 
--- Grundfunktionen 374 
-Gruppe 384 
System komplexer Zahlen 

154 
Szasz, 0. 49 

Ta.nnery, J. 152 
Tartaglia,N. (1501-15ii7) 

30, 324 
'faylor,B.(1685--1731)345 
Teilbarkeitsregeln 50ft'. 
Teiler einer Zahl 43 
- einer ganzen Funktion 

351 
teilerfremde Zahlen 46 
- ganze Funktionen 34 7 
Teilmenge 117 
'fetraederzahlen 217 
Theodor von Kyrene (um 

400 v. Chr.) 121 
Theon von Smyrna (um 

130 n. Chr.) 2 
Timerding, H. E. 17, 132 
'forricelli,E. (1608-1647) 

508 
Transformation 169 
-durch reziproke Radien 

172 
- ganze lineare 170 
- gebrochene lineare 173 
transiente Realität 180 
Translation 109 
Transposition 184 
tca.nszendenteFunktionen 

elementare 529 ' 
- Zahlen 121, ö46ff. 
Trigonalzahlen 212 
trigonometrische Ji'unktio-

nen 498ft". 
- Reihen 529 :ft". 
Trinom 23 
Tro-pfke, J. 7. 16 14:3 
Tschirnhaus,E.w'.v. (1651 

bis 1708) 448 
Tycho Brahe (1546- 1601) 

145 

überall dicht 57, 85, 118 
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Umkehrung einer Funk-

tion 515, 524 
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Reihen 467 

unendliche Produkte508ff. 
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428ft". 
Unterdeterminanten 302, 
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variante 198, 388, 418 
Ursinus, B. (1587-1633) 

149 

Vacca, G. 10 
Vahlen, Th. 132, 329, 428, 
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Va.lson, A. 180 
Vandermonde, A. T.(1735 

bis 1796) 307, 411 
Variationen 201 
- mit Wiederholung 207 
Varignon, P. (1654-1722) 

455 
Vega, G. von t1756-1802) 

53, 149 
Vektor 166 
Veränderliche 320, 337 
verbundene Folgen 94 
Verhli.ltnis 125 
Verwandlung gewöhn· 

1icher Brüche in De· 
zima.lbrüche 108 ff., 
246ft". 

Viereckszahlen 212, 217 
Vierergruppe 199, 893 
Vieta, F. (1540-1603) 20, 

30, 65, 329, 831, 374, 
406, 510 

Vlacq, A. (gest. 1655) 143, 
149 

Vogt, H. 122 
vollständige Induktion 9 
Voß, A. 1) 17 

W a.chsen der Potenz mit 
dem Exponenten 62 

- der Fakultäten 183 
W a.llis, J. (1616-1703) 

74, 97, 1!2, 182, 292, 
397' 508, 536 

Waring, E. (1734-1798) 
232, 358, 376, 451, 462f. 

Weber, H. (1842-1913) 
150, 288, 331, 349, 406, 
438, 449 

W eierstraß, K. (1815 bis 
1897) 103, 122, 151,162, 
547 

W eltzien, C. 325 
Wemer, J. (1468-1528) 

145 
W ertheim, G. (1843 bis 

1902) 21ß, 245, 248, 
277, 292 

Wessel, C. (1745-1818) 
180 

Weyl, H. 2, 10, 17, 181, 
567 

Whitford 293 
Wieleitner, H. 16, 19, 37 
Wilhelm IV., Landgraf 

von Hessen (1532 bis 
1592) 145, 146 

Wilson, J. (1741-1793) 
232 

-scher Satz 231 :ff., 236, 
254 

Wittich, P. (gest. 1587) 
397 

Wolfram 149 
Wolf, R. (1816-1893) 17 
Wolfskehl,P.(1856-1906) 

278 
Würfelverdoppelung 131, 

432 
Wurzelexponent 133 
Wurieln 132ft". 
- aus einer komplexen 

Zahl 175ft". 
- Berechnung der m1"" 

408 
Wurzeln einer Gleichung 

oder einer ganzen Funk
tion 317, 338 

- komplexe 339 
- mehrfache 346 
- Anzahl der 346 
- Existenz der 368ft. 
- rationale 350 
Wurzelfaktor einer ganzen 

Funktion 341 

Zahlen, natürliche 13 
- gerade und ungerade 

15 
- negative 33 
-ganze 35 
- positive 35 
- entgegengesetzte 35 
- rationale 56 

reziproke 60 
--- irrationale 80, 121 



Zahlen reelle 86 
- komplexe 160 
- algebraische 118, 546 
- transzendente 121, 546 
Zahlenkörper 60, 280, 384 
Zahlenpaar 151, 182 
Zähler 64 
Zeichenregel von Des -

cartes 332,' 397 :ff. 
Zeising, A. (1810-1876) 

132 

Ergänzungen und Zusätze 

Zeller, Chr. (gest. 1899) 
260 

zerlegbare Funktionen 351 
Zermelo, E. 3, 10, 123, 568 
Zetafunktion 640 
Zeuthen, H. G. (1839 bis 

1920) 17, 122, 520 
Ziffernsystem, indisches 

18 
~ der Maya-Indianer 18 
Züge, H. (1851-1902) 51 

567 
Zusammensetzung der 

Permutationen 187 
Zusammensetzung von 

Matrizen 312 
Zweige einer analytischen 

Funktion 516 
Zyklen 191 
zyklische Gruppe 418 
zyklische Permutation 193 
zyklometrische Funktio-

nen 524ff. 

Ergänzungen und Zusätze. 
Zu Seite 2, Fußnote 3) vgl. Pascal, Pensees (1670) Ausg. Firmin-Didot, 1877, 

s. 25. 

Zu § 1, 6. Die Grundlegung der .Arithmetik ist neuerdings Gegenstand leb
hafter Erörterung geworden. Einen sehr radikalen, fast nihilistischen Standpunkt 
nehmen Brouwer und Weyl ein, indem sie die bisherigen Definitionen der 
reellen Zahlen und die üblichen Beweismethoden angreifen und vor allem die 
Verwendung des Satzes vom Widerspruch verwerfen (vgl. besonders W eyl, Über 
die neue Grundlagenkrise der Mathematik. Math. Zeitschr. 10 (1921)). Dem
gegenüber hat Hilbe rt seine schon 1900 in Angriff genommene axiomatische 
Begriindung nunmehr durch Aufstellung eines vollständigen Systems von Axiomen 
und Nachweis ihrer Widerspruchslosigkeit fertig ausgebaut (wobei der Satz vom 
Widerspruch in positiver Wendung zur Geltung kommt), zu dem ausgesprochenen 
Zweck, der Mathematik den alten Ruf der unanfechtbaren Wahrheit bei voller 
Erhaltung ihres Besitzstandes wiederherzustellen (vgl. Hilbert, Neubegründung 
der Mathematik. .Abhandl. aus dem math. Seminar d. Hamburgischen Uni
versität I (1922)). 

Zu§ 4 und § 34, 2 vgl. auch H. Poincare, Wissenschaft und Methode, 
Leipzig 1914, S. 128-180. 

Zu § 7, 1. und § 34, 1. Eine schöne Darstellung der Entwickluni" und Be
deutung der griechischen Mathematik und ihres Zusammenhangs mit der antiken 
Philosophie im Rahmen einer Widerlegung der willkürlichen Geschichtskonstruk
tionen in dem vielbesprochenen Buche von 0. Spengler, Der Untergang des 
Abendlandes bietet E. Frank, Mathematik und Musik und der griechische Geist, 
Logos 9. (1921). 

Zu § 7, 2. Die Vorlesungen über Zahlenlehre von .A. Pringsheim sind in
zwischen mit de;m. Erscheinen der dritten Abteilung vollendet worden und geben 
eine umfassende Darstellung der Lehre von den reellen und komplexen Zahlen 
und den unendlichen Prozessen (Reihen, Produkte, Kettenbrüche). 

Zu Seite 53, Zeile 17 v. o. Diese Zahl ist schon 1883 von dem russischen 
Geistlichen J. Pervuschin als Primzahl erkannt und ziffernmäßig ausgerechnet 
worden (Verb. d. ersten internat. Math.-Kongresses. Leipzig 1898, S. 165). Nach 
E. Lucas, C. R. 82 (1876) ist auch 2m- 1 eine Primzahl. Sie stellt eine 
39-ziffrige Zahl vor, die aber noch nicht ausgerechnet ist. 

Zu Seite 83, Zeile 14ff. Der Schluß von 4: ist besser folgendermaßen zu ge
stalten: Es sei D eine positive rationale Zahl, aber nicht das Quadrat einer 
solchen Zahl. Man nehme alle positiven Zahlen, deren Quadrat größer als D ist, 
in .A.' auf, alle übrigen Zahlen in .A. Dann sind alle rationalen Zahlen unter
gebracht, und jede Zahl aus A ist kleiner als jede Zahl aus .A', man hat also 
einen Schnitt (A I A '). Es gibt aber in .A keine größte Zahl und in A' keine 
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kleinste. Denn ist x eine positive Zahl aus A, x eine Zahl aus A', also lr1 < D, 
:x:' • > D, und berechnet man aus ihnen die Zahlen 

x(D-xt) 2Dx , , x' 2 -D x''+D 
y=x+7+n=x'-=FD' 11 =x ----w- =~, 

so sieht man, daß mit x und x' auch y und y' rational und y > x, 0 < y' < x 
ist, und man zeigt leicht, daß y'l. < D und y' 1 > D ist. Mithin gehört y zu A 
und y' zu .A', und man kann also zn jeder Zahl aus A eine größere finden, die 
noch zu .A. gehört, und zu jeder Zahl aus A' eine kleinere, die noch zu A.' ge
hört. Fo~glich gibt es in A keine größte und in A.' keine kleinste Zahl. 

Zu Seite 94, Zeile 17 v. o. An Stelle der indirekten Schlußweise besser: 
Für i < k ist nach 1. und 3. a; ~ ak;;;: aA,, dagegen für i > k nach 2. und 3. 
a,;S a;~ ak. 

Zu Seite 123, Zeile 25 v. o. Das Axiomensystem von Zermelo wurde auf 
seine Unabhängigkeit untersucht und vervollständigt von A.. Fra.enkel, Jahresb. 
d. deutsch. Math.-Ver. 30 (1921) S. 97, Math. Ann. 86 (1922). 

Zu Seite 133, Zeile 4ft'. Anstatt des begrenzten Schnittes bildet man besser 
einen Schnitt (X 1 X') im Bereich aller reellen Zahlen, indem man alle positiven 
Zahlen, deren n•• Potenz größer als c ist zu X', alle übrigen reellen Zahlen 
zu X rechnet. 

Zu Abschnitt X und XI. In dem großen Werk von L. E. Dickson, History 
-of the tbeory of numbers, Publications of the Carnegie Inst. Bd. 1 und 2 
Washington 1919/20 (ein dritte11 Band in Vorbereitung) ist die Entwicklung del' 
Zahlentheorie mit nicht zu überbietender Sachkenntnis und Vollständigkeit dar
gestellt. Es enthält die gesamte Literatur mit Inhaltsangabe einer jeden Arbeit. 

Seite 349, Zeile 4 v. u. statt "{1 eine von Null verschiedene Zahl" lies: 
t~ eine von Null verschiedene Zahl. 

Zum XIX. und XX. Abschnitt. Die Lehre von den Reihen ist in dem kürz· 
lieh erschienenen Werk von K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen 
Reihen, Berlin 1922 eingehend dargestellt worden. 

Zu Seite 456, Zeile 16. Der Vollständigkeit halber sei der Beweis dieser 
Behauptung nachgetragen. Setzen wir 

8 st+s,+···+sn 
n= fl, ' 

so ist zu zeigen, daß mit lim s,. = s auch gleichzeitig lim Sn existiert und daß 
beide Grenzwerte einandett gleich sind. 

Zu jedem positiven s gibt es ein n, so daß für jeden Index m > n: 

lsm-sl<E 
ist. Aus der leicht zu erweisenden Identität 

8 - s = ~ (S - s) + (s-n+ 1- s) + (s,.n- s) -±~_:_:±(Sm_::_~ 
m m ft m 

folgt also 

Man kann nun immer eine Zahl n' > n so bestimmen, daß für jedes m > n 

~IB -s1'<E • m 1' 

wird; dann wird 

für jedes m > n', d. h. es ist in der Tat lim Sm= s 



Die angegebenen Preise 
sind Grundpreise, die gegenwärtig (Oktober 1922), den jetzigen Herstellungs- und 
allgemeinen Unkosten entsprechend, mit der Teuerungsziffer So (fUr Schulbücher, mit * 

bezeichnet, mit 50) zu vervielfältigen sind. 

Encyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch f.Lehreru. 
Studierende. V.Dr.H. Weberu.Drj. Wellstei'n, weil.Prof.a.d. Univ.Straßburg. 
In 3Bdn. gr.S. I.Bd.: Elementare Algebra u. Analysis. V.H.Weber. 4.Aufi. 
neubearb. von Dr. P. Epstein, Prof. a. d. Univ. Frankfurt a. M. Mit 26 Fig. 
im Text. [XVI u. 568 S.J II. Bd.: Elemente der Geometrie. Von H. Weber, 
J. Wellstein u, W.Jacobsthal. 3· Aufl. [XII u. 596 S.J 1915. Geb. M. 18.-. 
III. Bd.: Augewandte Elementar. Mathematik. Von H. Weber, J. Wellstein u. 
R. H.lVeber. In 2 Teilen. I. Teil: Mathematische Physik. Mit einem Buch 
über Maxima und Minima von H. Weber u. J. Wellstein. Bearb. von R. 
H. Weber. 3. Aufi. [U. d. Pr. 22.] li. Teil: Darstell. Geometrie, graph. Statik, 
Wahrscheinlichkeitsrechn., polit1scheArithmetik u. Astronomie. VonJ. Weil
stein, H. Weber, H. Bleicher u. J. Bauschinger. 3· Auf!. [U. d. Pr. 1922.] 

"Das Buch ist ein mathematisches Handbuch ersten Ranges und sowohl zur 
Neuerwerbung mathematischen Wissens als auch zur Wiederholung vortrefl:lich geeignet. Es 
l.ann dabe-r Jedem Freunde der Mathematik, jedem Seminarabiturienten, der auf diesem Gebiete 
weiter arbeiten will, jedem Studierenden der Mathematik - und noch manchem darüber 
hinaus auf das wärmste empfohlen werden." (Pädagogische Zeitung.) 
Grundlehren der Mathematik. Für Studierende u. Lehrer. ln 2 Tellen. 
Mit vielen Fig. gr. 8. I. Teil: Die Grundlehren der Anthmetik u. Algebra. 
Bearb. von Geh. Hofrat Dr, E. Netto, weil. Prof. an der Univ. Gießen, und Dr. 
C. Färber, weil. Oberrealschulprof. in Berlin. 2 Bände. I. Band: Anthmetik. 
Von C. Fdrber. Mit 9 Fig. [XV u. 410 S.] 191 I. Geb. M. 13.40. II. Band. 
Algebra. Von E. Netto. JXIl u. 232 S.] 1915. Geh. M, 12.80. II. Teil: Die 
Grundlehren der Geometrie, Bearb. von Geh. Reg.-Rat Dr, W. Frs. Meyer, 
Prof. an der Univ. Königsberg, und Realgymnasiald1r. Prof. Dr. H. Thieme, 
2 Bände. I. Band: Die Elemente der Geometrie. Bearb. von H. Tht'eme. 
Mit 323 Fig. fXIl u, 394 S.J 1909. Geb. M. 22.-. II. Band. [In Vorb.J 

"Das ganze Werk ist in allen seinen Teilen anreg-end und mit sicherer Klarheit ge .. 
schrieben. In lückenlosem Aufbau erhebt sich vor dem Leser allmählich das ganze Gebäude 
der elementaren Arithmetik; ein Ideenzusammenhang erfordert mit logischer Konsequenz 
den nächsten. Das Buch wird namentlich dem praktischen Schulmann die besten Dtenste 
leisten." (Jahrbuch über die Fortschntte der Mathematik.) 
Handbuch der Elementarmathematik für Lehrer. Von Prof. Dr. 
K. Schwen'ng, Dir. am Gymnasium an der Apostelkirche in Cöln. Mit 193 Fig. 
[VIII u. 407 S.J gr. 8. 1907. Geb. M. 8.-

,, ... Um unser Urteil über das vorliegende Werk gleich vorauszunehmen, so halten wir 
es in der Tat für ein ausgezeichnetes Hilfsbuch :für den Lehrer der Mathematik, der in Ihm 
nicht nur eine wissenschattlich einwandfreie Darstellung der Prinzipien und Theorien findet, 
sondern sicher auch viele Anregung, gew1ssen Fragen zu eigener Untersuchung näherzutreten 
sowie endlich setnen Unterricht zu beleben und zu vertiefen." 

(Zeitschrift f"l.ir den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht,) 
Elemente der Mathematik. Von Dr. E. Bore!, Prof. an der Sorbonne zu 
Paris. In 2Bdn. Dtsch. Ausg. von Geh. Hofrat Dr. P.Stäckel, weil. Prof. a. d. Univ. 
Heidelberg. l.Bd. :Arithmetik u.Aigebra nebstd.Elementen d.Differentialrechn. 
2.Aufl.M.56Textfig. u.J Taf.[XVIu.404S.] 8. 1919. Geh.M. xo.-, geb.M.13.20 
II. Bd.: Geometrie. M1t einer Einführung in die ebene Trigonometrie. 2. Aufl. 
Mit 442 Fig. u. 2 Taf. (XVI u. 380 S.J 8. 1920. Geh. M. 9-40, geb. M. 18.40 

Die weitverbreitE>ten Lehrbücher der elementaren Mathematik von Borel erfüllen die in 
neuerer Zeit immer dringender f'rhobene Forderung; daß die Begriffe und Sätze der Mathe· 
matik in Beziehung zum wirklichen Leben gebracht werden und bei den Schülern die Fähig~ 
keit zur mathematischen Erfassung der Vorgänge in Natur und Gesellschaft erweckt und 
gekräftigt wird. Der erste Band zeigt, wie der Lehrgang in Arithmetik und Algebra zu 
gestalten ist, wenn der Ji.,unktionsbegriff von der Unterstufe an herangezogen und aus den 
ersten Andeutungen zu voller Klarheit herausgearbeitet werden soll. Der zweite Band gibt 
einen Aufbau der Geometrie, der von den Erscheinungen d,es täghchen Lebens ausgeh~ die 
Enklidtsche Starrheit durch ausgiebige Benutzung dec Bewegungen überwindet und die geo· 
metrische Anschauung in den Vordergrund stellt. Bei der neuen Ausgabe hat der Heraus· 
geber den Te-xt sorgf.iltig durchgesehen. Mehrfachen Wünschen entsprechend sind die Grund
begriffE' der Diff~.. .. rentialrecbnll.rtP' ill den ersten Band aufgenommen und die Anweisungen für 
das numt"rist:be I<C"cllllt.'TI PrWle'lt··rt und vermehrt worden. Der zwf"ite Band bat durch die 
Hinzufügung eines Kapitels über die ebene Trigonometrie und einer kurzen Einführung in 
die Parallelperspektive eine Ergänzung und Abrundung erfahren. Auch sind die Lösungen 
der zahlreichen Aufgaben mehr als IOoo in beiden Bänden zusammengenommen-, die früher 
als besondere Hefte erschienen waren, jetzt den Bände-n angehängt worden. 
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=======Die angegebenen Preise========= 
sind Grundpreise, die gegenwärtig (Oktober 1922), den jetzigen Herstellungs- un 
allgeml}inen Unkosten entsprechend, mit der Teuerungsziffer So (Iür Schulbücher, mit 

bezeichnet, mit 5 o) zu vervielfältigen sind. 

Elemente der Mathematik Von J. Tannery, Prof. an der Univ. Paris. 
Mit einem geschichtlichen Anhang von P. Tannery. Autorisierte deutsche 
Ausgabe von Prof. Dr. P. Klaeß in Echternach. Mit einem Einführungswort 
von Geh. Reg.-Rat Dr. F. Klein, Prof. an der Universität Göttingen. 2. Aufl. 
Mit r84 Fig. [XII u. 339 S.] gr. 8. 1921. Geh. M. 6.-, geb. M. 7--

"Das Ruch bietet schon stoffheb sehr viel, da es neben der Elementarmathematik auch 
die zur Lektüre naturwtssenschafthcher Bücher heute unerlä.ßlichen Grundbegriffe der hoheren 
Mathematik vermittelt; aber sein Hauptreiz liegt in der Darstellungsform. Selten ist wohl 
ein mathematisches Lehrbuch geschrieben wordea, das so frei ist von leerem Formelwe!>en, 
das so mutig allen unnötigen Ballast preisgibt, wie das vorhegende Werk.'' 

(Naturwissenschaftliche Rundschau.) 

Lehrbuch der Mathematik und Sammlung von Aufgaben. Zum 
Selbstunterricht und für die Vorbereitung auf die Mittelschullehrerprüfung 
und auf die Reifeprufung am Realgymnasium. Im Anschluß an die Baltm
Maiwaldsche Seminarausgabe des mathematischen Unternchtswerkes von 
Prof. H. Müller, weil. Gymnasiald1rektor in Berlin, bearb. von Dr.j. Plath, 
Geh. Reg.- und Schulrat in Luneburg Lehrbuch der Mathematik. MJt 
184 (zum Teil farbigen) Fig. 3· Aufl. [VIII u. 294 S.] gr. 8. 1919. Geb. M. 8.-. 
Sammlung von Aufgaben. 2 Aufl. [VIII u. 296 S.J gr. 8. 1911. Geh. 
M.6.-,geb.M.8.-.Ergebnisse hierzu. 3.Aufl [6rS.J gr.8. 1920.Geh M.z.So 

"Man mag das "\V erk aufschlagen, wo man will, überall dieselbe Abrundung des reichhaltig 
bemesseneu Pensums und vor allen Dingen überall dieselbe Anpassung an die Eigentiimlich~ 
keiten des Selbstunterrichts. Zahlreiche schöne Figuren kommen dem V erlangen nach An· 
schauung entgegen.' (Deutsche Scbule.) 

Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus. Von Geh. 
Reg .·Rat Dr. F. K Iein, Prof. a. d. U niv. Göttingen. Ausarb. von Dr. E. Hellinger, 
Prof.a.d. Univ. Frankfurt. gr.8. 2.Aufl. I. Teil: Arithmetik, Algebra, Analysis. 
[Vlllu.614S.] 1911. II.Teil:Geometrie. [V1Ilu.547S.) 1914. Geh.jeM.7-5o 

"Es ist ganz unmöglich, von dem reichen ·Inhalt des Buches eine auch nur einigermaßen 
zutreffende Vorstellung zu geben; ein jeder möge es selber lesen. Die Darstellung im ein· 
zeinen ist glänzend und geistreich." (Südwestdeutsche Schulblätter.) 

Einführung in die höhere Mathematik. Von. Hofrat Dr. E. Czuber, 
Prof. an der Technischen Hochschule Wien. 2., durchg. Aufl. Mit II4 Fig. 
[X u. 382 S.) gr. 8. 1921. Geb. M. 12.20 

Das Buch umfaßt eine recht eingehende Entwicklung des Zahlbegriffs, die Darstellu~g 
von Zahlen durch unendliche arithmetische Prozesse, eine Einführung in die Funktionentheone, 
im Anschlusse daran die Elemente der Differentialrechnung, weiter die Determinantentheorie, 
endlich die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes. 

Kurzgefaßte Vorlesungen über verschiedene Gebiete d~r höheren 
Mathematik mit Berücksichtigung der Anwendungen. Von Geh. 
Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn. Hochschule in Braunschweig, 
Analytisch-funktionentheoretischer Teil. Mit 102 Fig. [IX u. 520 S.) gr. 8. 
1900. Geb. M. 17.-

Dieses analytisch-funktionentheoretische Kompendium soll für die Studierenden der Mathe
matik zur Einlührung in eine Reihe von Disziplinen der höheren Analysis und Funktionen~ 
theorie dienen, deren Studium sich unmittelbar an die grundlegenden Vorlesungen über Diffe· 
rential- und Integralrechnung anschließen kann. 

Repertorium der höheren Mathematik. 2., völlig umgearbeitete 
Aufl. der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker 
hrsg. von Dr. P. Epstein, Prof. an der Universität Frankfurt a. M., und Dr. 
H. E. Timerding, Prof. an der Techn. Hochschule Braunschweig. 2 Bände 
in 4 Teilen. 8. I. Band: Analysis. Hrsg. von P. Epstein und R. Rothe. 
I. Hälfte: Algebra, Differential- und Integralrechnung. 3· Aufl. (In Vorb. 22.) 
[Il. Hälfte in Vorb.] Il. Band: Geometrie. Hrsg. v. H. E. Timerding. 
I. Hälfte: Grundlagen und ebene Geometrie. Mit 54 Fig. (XVI u. 524 S.] 1910. 
Geb. M. 16.-. II. Hälfte: Raumgeometrie. 2. Auf!. Mit 12 Fig. im Text. 
[XII u. 628 S.] 8. 1922. Geh. M. 12.-, geh. M. 15.-
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Die angegebenen pretje 
lfttl' o; r u n bpr elf e, ble gegenwärtig (Qlht.t922), ben jef.ligen qerftellungs,u.aUgem. Unlloften ent• 
f!ltelflenb, miU. ileuerungs0iffer80 (fiir Scf!ulbüd}er, mit* lle3eld1net, mit 50) 3Uueruieifältlgen finll. 

flus natur unb <bei ftesroelt 
.Jebet Battb Itart. m. 1.20, geb. m. 1.60 

mttt~ematilt 
rtaturtl!lffenflflaften, matl)ematill unb mebi3in Im lllalfiflflen tlltertum. Don Prof. Dr. 
J. t. li e I b er g. 2. ftufl. ffiit 2 Siguren. (Bb. 370.) 
lflnfü~rung in ble mat{)ematik. Don (J)berl.W.menbtlsi ol)n. mll425ig. im ilert. (Bb. 503.) 

mat~ematlfdle Sormetfammlung. a:in ll1ieberl)olungsbud) ber Cl:lementarmatqematif. 1. ttrltl)• 
metil unb fllgebra. li. (J;eometrie. Don proj. Dr. S. Jafobi. (Bb. 646/47.) 
Aritl)metlk unb Algebra 3um Selbftunterri<f)t. Don (J;el).Stublenrat p.a:ran\1. mit 3al)lr.Sig. 
I. [eil: Die Red}nungsarten. (jjlei<f)ungen erjten <Drabes mit emer unb me~reren Unbefannten. 
Clileid]ungen 3tll<tten <Drabes. 7. tluf[. mit 9 Slg. Im ll:ert. (Bb. 120.) ll.llell: (Jileid}uugen. 
arttl)metijd}e unb geometrijd)e Reil]en. 3ittfes3ins• unb Rentenred)nung. 1Iompiere 3al)len. Btno• 
mlld}er S::eljrfat. 5. auf[. mit 21 U:ertfiguren. (Bb. 205.) 
tel)rbud} b.,r Red}enuorteile. S<f)uellred}nen unb Red)enfun[t. Don Jng. Dr. J. Bojfo. mtt 
3al)lreid}en Ubungsbeifptelen. (Bb. 739.) 
Girapl)tfdjes Red!nen. Don Prof. <D. prölß. mit 164 S!g.i.ll:ert. (Bb. 708.) 
Die grll!llllfcl)e DarfteUung. <Eine allgemeinuerltänMid)e, burd) 3<1l]lreid}e Belfple!e aus allen 
C!iebieten ber ll11ffenfd)aft unb Prarls erläuterte .:,,,;,;.,,""'' in ben Smn unb ben <Debraud) ber 
metl)obe. Don ljoftat Prof. Dr. s. auerbadJ .•. ,:,1ft. !liu 139 Stg. 1.1Iert. (Bo. 437.) 

Prakti!d!e matl)ematlk. Von :Prof. Dr. R. neuenbo r ff. 
l.ll~fl: OiropT). Darit<T!UnMn. tl<rfiir?.t.n,d]n.•n. D.H l1rd}n. m. tra~<Hm. mr<IJ.llrcl)enl)!lfsmittel. 

HdUflll Ht••il•ll'H I rn l.igl.(,•t·,•rr f[1,11,rt,tl' 11111·1,·1.:11 ~ r, m•lllll~. J.,oerb.fiu)l. mrt ~·-~ ~ h1.U.I O:af. (Bb.341.) 
JJ.ll:eil: lbeom. lleid)nen, projeftionslel)re, SlridJenmeffung, l<örpermeHung. mu 133Sig. (Bb.526.) 

!taufmännt[d)es Relflnen 3um Selbltunterrlcl)t. Don Stubienrat 11. Drö!L (Bb. 724.) 

Die Recl!enmafd}lnen u. b. mat d]lnenrecflnen. Don Reg .• Rat Dipl.•Jng.ll. S::e n3. mll43ftbb. ( 490.) 

maue unb ffieffen. Don Dr. ID. 13locf. mit 34 ftbbllbungen. (Bb. 385.) 
lflnfül!rung in ble Uektorrelflnung. Don prof. Dr. s. Jung. (Bb. 668.) [Jn Dorb.1922.] 

iflnfüflrung in ble Jnflnltertmalredlttung mit einer l)iftor. Überfid]t. Don Prof. Dr. 
Cfi.llomalemsfL 3 .• uerb. tlufl. mtt 19 Slg. (Bb. 197.) 
Dlfjerentlalred)nung mttrr t1trii,fii,·l11i~u"'t 1." l't<tlt. Antt•.ln bertred}nif, m1t3al)lr. Beifp. u. ftufg. 
uerfel)en. Don Stubienra1 [Ir. m. r i "~'""· 3.1lulf. llill l5 Sig. im lrert u. 161 Elufg. (Bb. 387.) 
Jntegralrecl)nung unterBerüd'iit:f}tlgung b.praft anro.in berir ed)n if, mit 30l)Ir.Belfpielen u.Etufgaben 
uerfel)en. Von Stublenrat Dr. m. s:: 1 n b o m. 2. flufl. mu 43 Sig. im lrert u. 200 Elufg. (13b 673.) 

Differentlalgleld!ungen, unter 'Bcrü,f[fd)fimrna ber praftifd)en tlnmenbung in ber cted)nlf mit 
3al)lreid}en 13eifplelen unb Elufgabrtt '''""'''"· l'~ll Stubienrat Dr. m. S::inbow. mit 38 Stguren 
im U:ert unb 160 aufgaben. (13b. 589.) 
ausgleid)ungsrelflnung nalfl ber metl)obe ber kleln{ten Qluabrate. Don (J;el). tteg .• nat 
Prof. a:.lj e g e man n. mtt 11 Siguren im !Lert. (Bb. 609.) 

Planimetrie 3um Selbftunterrld)t. Don Clie~. Stubienrat p. <i: r an il· 3. ElufL mlt94 Sig. (Bb. 340.) 

ifbene 1Irlgonometrie 3.Selllftunterr. Don Clieq.Stubienrat p.a:: r an il· 3.ElufL mu 505lg. (l3b.431.) 

Spl)ärl{d)e 1Irlgonometrie 3· 5 elbftunterricflt. V. Cfiel). Stublenr.p. Cl: ra nt. mit 27 Sig. (Bb. 605.) 

t\nall!tlfd]e Gieometrie ber C!bene 3um Selbftuntetrllflt. Don Clie~. Stubienrat p. <i:ranl,J. 
3. auf!. mit 55 Siguren. (Bb. 504.) 
Q;eometrlfd]es 3eld]nen. 'Don :!leicl)enl. a. S cfl u bei s f J!. mtt 172 Etbb.lm lrert u. a.12ltaf. (Bb.568.) 

Dar[tellenbe Q;eometrie. Don Prof. p. B. SI! tfl tt. mit 59 Slg.l. ttert. (Bb. 541.) 

profelitlonslel!rt. Die redjtmin!el!ge parallelprojeftion unb i(Jre anmenbung auf bie Darftenung 
ted}nlfd}er Cfiebflbe neb!t tlnl). über b. ld)iejminlelige :parallelp:rojeftlon, in fur3er lellfllfa\il. Dar{t. f. 
Selb[tunterr. u. Sd)ulgebraud). Don 3eilflenleqrer a. Sd) u b e is fJ!. mit 208 Slg.l. 1Iep. (13b. 564.) 

Q;runb3üge ber perf!lektloe nebft anmenbungen. Don Prof. Dr. K. Doel}!emann. 2., uerfl. 
Eluflage. mit 91 Siguren unb 11 flbbilbungen. (Bb. 510.) 
Pllotogrammetrie. l:lon Dr •• ::Jng.lj. S::üfcfler. mtt 78 Slg. im 1Iert u. a. 2 1Iafeln. (Bb 612.) 
matl!ematlfcl)e S!liele. Don Dr. W. tll)re ns. 4., uerb. Etufl. mtt 11IItelbflb u. 78 Sig. (Bb. 170.) 

Das Sd!ad!!!liel unb Ieine ltroteglflflen prin3l!llen. Don Dr. m.tange. 3. Elufl. lliit 2 Bilb· 
nl[fen, 1 Slflacl)brettafel unb 43 Diagrammen. (Bb. 281.) 

U er I a g u o n B. <6. tle u b n er i n i: e i p 3 t g u n b Be r Ii n 
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Die angegebenen Preise 
lind 8 r u n d p roll a, die gegenwlrtlg (Oktober 1922), den Jetzlaea H8N1ellnp- allll &llfllllltlnen Unkoate• 
labpreellellll •Hw T•eru••ll6'er 80 (tlr Sohulllllollar, •H• bezeloUet, llit 10) 111 viii'Vleltlilllgea allld. 

Mathematisch-Physikalische Bibliothek 
Gemeinverstandliehe Darstellungen aus der Mathematik 
u. Physik. Unter Mitwirkung von Fachgenossen hrsg. von 

Dr. W. Lietzmann aad Dr.A. Wlttlng 
OberStud.·Dir.d.ObelrealachulezaGc'lttiqea Obentudiellrat, ~.i.Dresclea 

Fast alle Bindehen entbal1en zahlreiche P'lg'Uren. kL 8. Kart. te M. L-. 
DleSammlang, diellleiazelnkloßichen BAndehen in zwaogloserFolgellaraalaqeben winl, 
bezweckt, allen denen, die lateresse an den m&lhemalisch·physlkalllchen Wiaseaschlltea 
babea. ee Ia aoacnehmer Form za ermc'lgUchea. sieb llber clae gemeinhin ln den Scholea 
Gebotene hinaus lU belebrea. Die Baudehen geben alao teDs eine V ertlefung soleher ele
mentarer Probleme, die allgemeinere kulturelle Bedeatoag oder besoaderee wilscnschelt· 
llchesOewicht haben, teils sollensie Dinge behandeln, die den Leser, obne zu groleAnlorde
llllllleJl an sellle Kenntnisse lU stellen, in neue Gebiete der Mathematik aad Physik eanlllbrea. 

Bisher sind erschienen (1912/22): 
Der Becrlfl der IabilD selaer IOCisellen uad Karte und Kroki. Voa H. W olff. (8d.27.) 
lalllorl8dlen Eatwldtluaa. Von H. Wie· Dte Grundlqea IIDBII'er Zettreellonna. Voa 
le II n er. ; 1 darchaeaeb. Auft. (Bd. 2.) A. 8 ar a eh. (Bd. 29.) 

llllera aad Zm-JJteme. Von B •. L6fller. Die matllemaL Gruadlacen c1. VartlllloDio .. 
2..neubearb. AaiL 1: Die Zahlaetchea ~er Vererbungslehre. Von P.Hie beseiL (24.) 
aliea Kultamlker. (Bd.l,) II: Die Z. tm Math tlk d BI I I V M. S hl 
Mittelalter and lll der Neuzeit. (Bd. 34.) ema u 0 oc e. oa c pa. 

Die 7 Rechaunaeartea mK arraemetnea zu. (Bd. 42.) 
lea. Von H. Wleleltaer. 2.1\uß. (Bd. 7.) MalbematlkandMslereL 2Telleln t Bande. 

llnflhi'IUII ln 10e laiJDitnlmalrechnnnc. Von 0. Wo IIL (IId. 20121.1 
Von A. Williaa. 2. Aoß. 1: Dte Dille- DerGoldeaeSchatiL Vontt.P..Timerdlaa. 
nntlai-,II:Die lnte~ralrechauna.(Bd.9n.41.) (Bd. 32.) 

Wahnchelnllehkeillrechauoa. v. 0. M ei I· BeiBpteluarG.-ICblcbteder Mathematlt. Von 
ner. 2.Aaflaae. 1: Oraodlehren. (8d.4.) A. WilliDR 11od M. Oebhard. (IId. I&.) 
II: Anwendaqea. (Bd,33.) Matbematlker-Aaekdolea. Voa W.Ahreas. 

Vom perlodllcll• Delimalbruch aar Zalalaa• 2. AaiL (Bd. 18.) 
t11eor1e. Mon A. Lemaa. (Bel. 19.) Die Qudratar d.ln...._ Von B. Beutel. 

Der pJlbqonleclle Lehl1lll mit ein- Afto 2. AIIIL (84.12.) 
laUdt anf du Feratallclle Problem. Voa Waateckt der Fehler? Voa w.Lietamaaa 
D!.~:~:!::'C:.!~etJi~~tta<:.l:;.~•-· and V.Trier. 2.Aafl. (Bd.lO.) 
Anwead.d.Metbaded.kotlerLProlckttonea. GelaelDIDIIse der Recbeallllllller. Von Pli. 
Von R.Rotbe. 2., Yerb. AaR. (BeL 36/36.) Maeoachea. 2. Aaf!. (BeL ta.) 

Metbodea llU 1.11111111 pomeltt8eber Aal· Rlelen uad Zwerp Iai Zalllellnldle. Voa 
pbea. Von B. Kent. (Bd. 26.) W. Lietzmaaa. 2. ,\an. (Hd 25.) 

Elnfßhrancta die ~elltiYeGeometrle. V an Die malhematlscbett Oruadlapa derLebcne-
M. Zacllarlu. 2. Aaft. (Bd. 6.) Yenlcherana. Von H. Schtllae. (84. 46.) 

lonatrako- 18 llepeuter l!bea. Voa Die Fallceaetze. Voa H. B. Timerdlnc. 
P. Zeh llle. (Bd. 11.) 2. Aaft. (Bel. 1.) 

Nlchleulllldtsetae Geometrie ta der Knael- Atom· aad Qaltllealh...ae. Von P. Klrcll-
elaene. Von W. Diec II. (Bd. 81.) beraer. (Bd. 44.45.) _ 

Bintabrang ID die T._elrle. Von A. loaeatbMrle. voa p Brlaer (Bd.lq 
Wiltlna (Bd. 43.) • • · 

AbgeldltlleReebaung.V.A.WIItlng.(Bd.47) D• RelalffltiiBprhlltp. Leichlfalllch eat
Funllllonea,ScbaabUder.fllllldlotlllafe ... Von wickelt 90D A. ADiler sbach. (Bd.89.) 
A. Willlna. (Bd.48.) DnlltlldulleErde? VoaW.Braaner.(l7.) 

llntahraacl.d.N--.raplde. V.P.Lacke:r. Theorie der Planelenlaewecuac. Voa P. 
LDie FaakOoastelter (28.) ILDieZeichnana Metll. 2. llllltl· Auß. (Bd. L) 
ala Reebenmaschlne. (87.) ' 

Tlleorte und Pralll dn lqaritllm. Rechen• ........._ d. Hlmmela tDitelnlaeh.lllltn
eehl~berL V.A.Rohrberr.2.Aaft.(Bd.23.) meatea, Voa Fr. Raa eh. 2.Anll. (Bd.l4.l 
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