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Yorwort.

Im Gegensatz zu der Mehrzahl der im letzten Jahrzehnt erschienenen
Lehrbiicher der technischen Mechanik legt das geplante Werk, von
dem hier der erste Band vorliegt, den Hauptwert auf die praktischen
Anwendungen.

Die theoretischen Darlegungen sind in einer Reihe vorziiglicher
Biicher bis zu jedem Grade der Vertiefung und Breite der Darstellung
auseinandergesetzt; es fehlte aber immer noch ein Buch, das nicht
nur dem Aunfinger eine Einfithrung in das Gebiet, sondern auch dem
in der Praxis stehenden Fachmann einen Uberblick iiber das bisher
von anderer Seite Geleistete gibt. Die Unsumme geistiger und praktischer
Arbeit, die in den, vielen Abhandlungen unserer technischen Zeit-
schriften vergraben liegt, ist bisher mit Ausnahme einiger weniger
Arbeiten fast génzlich unausgenutzt und unbeachtet geblieben, oft
genug nicht einmal in den beteiligten Kreisen des betreffenden Sonder-
gebietes der Technik bekannt geworden. Z. B. wire der Einsturz der
Miinchener Maximiliansbriicke vor ihrer Fertigstellung wohl vermieden
worden, wenn die in Abschnitt 14 dieses Bandes gebrachten, durchaus
nicht neuen Standsicherheitsuntersuchungen bei gewslbten Stiitzflichen
allgemeiner bekannt gewesen wiren.

Der Verfasser hat es sich deshalb zur Aufgabe gemacht, in lang-
jahriger Arbeit das Wichtigste und Wesentlichste aus der technischen
Zeitschriftenliteratur zu sammeln, und hofft, da8 seine Arbeit dadurch
nicht nur ein Lehrbuch fiir den Anfianger, sondern auch ein Handbuch
fiir den werktitigen Ingenieur sein wird. Da es unmoglich ist, in der
Jetztzeit eine allgemeine Maschinenlehre wie zur Zeit WeiBBbachs
und Grashofs zu schaffen, so mufl eben die Mechanik es iibernehmen,
in ihren Beispielen alles beizubringen, was eine praktische Maschinen-
lehre, wie sie unsere Zeit notwendig gebraucht, ersetzen konnte.

Freilich kommt das in dem ersten, nur die Anfangsgriinde ent-
haltenden Bande am wenigsten zum Ausdruck; immerhin diirften
unter den mitgeteilten Beispielen manche sein, die weit iiber das land-
laufige Beispielmaterial hinausgehen und so dem praktisch arbeitenden
Ingenieur wertvollen Anhalt gewihren koénnen. Um eine gewisse
Vollstandigkeit zu erreichen, ist der Verfasser an einigen Stellen auch
itber den Stoff hinausgegangen, der ausschlieBlich mit Hilfe der Gleich-
gewichtsbedingungen bewiltigt werden kann; der Nachweis der Richtig-
keit jener Ausfithrungen wird an spiterer Stelle erbracht werden.

Da das Buch so ausgestaltet werden muBte, daB es gleichzeitig als
methodisches Lehrbuch zu benutzen ist, so sind die Anforderungen,
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die es an mathematische und technische Vorkenntnisse stellt, sehr
gering ; es geniigen die Grundlehren der Algebra bis zu den Potenzsitzen
und die der Geometrie bis zu den Ahnlichkeitssitzen. Die weiter-
gehenden Lehren der Mathematik sind in aller Kiirze eingeschoben
bzw. vorausgestellt. In englischen Lehrbiichern findet man vielfach
diese in Deutschland oft als unwissenschaftlich verschrieene Art der
Behandlung, — falls es sich nicht etwa um die Auseinandersetzung der
Vektorenrechnung handelt. Sie bietet jedenfalls den Vorteil, daBl der
Anfanger die gerade gebrauchten Angaben aus anderen Wissensgebieten
an der betreffenden Stelle vorfindet, ohne sie erst in anderen Biichern
nachschlagen zu miissen oder ohne sie, was erfahrungsgemiB das
hiufigste ist, unverstanden hinzunehmen. Natiirlich kénnen und
sollen diese eingestreuten kurzen Abschnitte kein Lehrbuch der Mathe-
matik ersetzen; vielleicht zeigen sie aber, wie manche, auch abstrakte
Gebiete der Mathematik in anschaulicher Weise entwickelt und darge-
stellt werden konnen. Daf einige Angaben iiber Zahlenrechnungen
und ihre Fehlergrenzen an den Anfang gestellt wurden, erschien dem
Verfasser angesichts der Vernachlassigung, die diese Dinge im mathe-
matischen Unterricht der Vorstufe erfahren, eine dringende Notwendig-
keit. Denn dafl die Genauigkeit technischer Berechnungen infolge der
Ungenauigkeit oder Unsicherheit der grundlegenden Angaben keine
sehr weitgehende sein kann, ist etwas, was immer wieder betont werden
mubBl und was der erste Abschnitt an einigen landlaufigen Beispielen
zeigen soll. Rein praktische Unterrichtserfahrungen veranlafiten den
Verfasser auch, das Differential-d durch den Druck so hervorzuheben,
daB keine Verwechslungen moglich sind.

Man wird bei einer genaueren Durchsicht des Bandes finden, daB
die grundlegenden Tatsachen, Erfahrungen und Versuche mit einer
gewissen Breite behandelt werden, daBl dagegen die weiteren Aus-
filhrungen kiirzer und knapper gehalten sind. Es geniigt das auch
vollstandig, denn wenn die Grundlagen hinreichend klar geworden
sind, bereiten die weiteren Entwicklungen keine wesentlichen Schwierig-
keiten. Besonderer Wert wurde darauf gelegt, die groftmogliche An-
schaulichkeit zu erreichen; zu dem Zweck wurde ein reichhaltiges
Figurenmaterial neu gezeichnet.

Die folgenden Bénde werden enthalten:

Band II: Die Statik der Maschinenteile,

Band III: Die Grundziige der Bewegungslehre und
die Dynamik starrer Korper,

Band IV: Die Hauptsidtze der Festigkeitslehre und
ihre Anwendungen.

Es ist dafiir vorgesorgt, daBl diese Bande bis Ostern 1922 er-
scheinen koénnen.

Altona, im Dezember 1920.
P. Stephan
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Yorwort.

Der vorliegende Band 1aBt vielleicht deutlicher als der erste das
Ziel erkennen, das der Verfasser vor Augen hatte: Es sollte nicht blof3
eine moglichst knappe Darlegung der Grundgesetze der technischen
Mechanik gegeben, sondern vor allen Dingen ihre Anwendung auf die
einschlagigen Félle der maschinentechnischen Praxis gezeigt werden.

Das Buch enthilt deshalb die Erfahrungszahlen, die zur Zeit vor-
liegen, in groBerer Vollstdndigkeit als die meisten Hand- und Nach-
schlagebiicher. Man kann den Beispielrechnungen entnehmen, daf3 die
jetzt vorliegenden Zahlenwerte fast immer geniigen -—— am wenigsten
vielleicht im letzten Abschnitt —, um sichere Vorausberechnungen zu
gestatten. Die Ubereinstimmung mit den angezogenen Versuchsergeb-
nissen ist jedenfalls keine gemachte, sondern ergibt sich von selbst
aus den anderen Versuchen entstammenden Ausgangswerten.

Wenn auch eine gewisse Vollstindigkeit bei der Behandlung des
Stoffes angestrebt wurde, so war es natiirlich doch unméglich, sie rest-
los durchzuftihren. Es war auch nicht beabsichtigt, etwa ein Rezept-
buch zu schaffen, das fir jeden in der Praxis einmal vorkommenden
Fall sofort die Lésung in einem fertig vorgerechneten Beispiel liefert.
Wohl" aber soll es die Anleitung bieten, auch andere ibnliche oder
weitergehende Probleme zu lésen; zu dem Zweck sind die Hinweise
auf einschligige Arbeiten gegeben worden.

Im bewuliten Gegensatz zu der gebrauchlichen Darstellung hat der
Verfasser den Wirkungsgrad der Getriebe auf rein statischem Wege
erklirt und berechnet. Man entgeht dadurch mit Sicherheit einer zu
ganzlich verfehlten Ergebnissen fithrenden miBlverstandlichen Auf-
fagsung der Arbeitsgleichung. Wohin die letztere fithren kann, lehrt
eine vor einigen Jahren in einer anerkannt guten technischen Zeit-
schrift verdffentlichte Berechnung des Belsplels 113. Es wird darin
zahlenmiBig nachgewiesen, daB, wenn in das Getriebe auf der einen
Seite 6 PS eingeleitet werden, auf der anderen Seite 3,3 PS heraus-
kommen und im Getriebe selbs‘u 96,4 PS wirken, und das, nachdem
das Perpetuum mobile bereits 70 bzw. 65 Jahre vorher durch Ma yer
und Helmholtz erledigt worden ist. Diese eigenartige Rechnung
wird in mehreren Zuschriften von anderen Seiten noch ausdriicklich
als richtig anerkannt! Der Hinweis dirfte wohl ohne weiteres die
Zweckmafligkeit des vom Verfasser gewihlten Weges beglaubigen, der
im tibrigen genau so einfach ist wie die iibliche Arbeitsgleichung.

Altona, im Juni 1921.
P. Stephan.
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I. Die Grundlehren der Statik.

Die technische Mechanik ist die Lehre von den Kriften und dem
Zusammenhang zwischen den Kriften und den Bewegungen bzw.
Forménderungen der Koérper, und zwar gibt die Mechanik diese Zu-
sammenhinge nach Mafl und Zahl an. Sie benutzt zu dem Zweck alle
Hilfsmittel der Mathematik und Rechenkunst unter Zugrundelegung
von vereinbarten bzw. zum Teil gesetzlich vorgeschriebenen MaB-
einheiten.

1. Lingen, Flichen, Riume.

Als K6rper bezeichnet die Stereometrie, ein Zweig der Mathematik,
der sich ausschliellich mit der Erérterung der rdumlichen Abmessungen
befallt, ein beliebiges Raumgebilde von gewisser Form und festgelegten
Abmessungen.

Als Raummal gilt in der technischen Praxis des europaischen
Festlandes das Kubikmeter (m3) bzw. seine Unterteile Kubikdezimeter
(dm?®) und Kubikzentimeter (cm?).

1 m3 = 1000 dm3
1 dm3 = 1000 cm?.

Es ist ebenso wie das FlachenmaB (S. 3) aus dem LingenmaB abgeleitet.

Nurkleine Rauminhalte kénnen unmittelbar, entweder bei Fliissigkeiten mit dem
MeBgefi oder bei festen Korpern mit dem Pyknometer, einer genau ausgemessenen
Glasflasche mit Wasserinhalt, und einer Wage bestimmt werden. Sonst findet
man die Rauminhalte durch Rechnung nach Aufmessung mehrerer Lingen.

Das Langenmal der technischen Praxis des europiischen Fest-
landes ist das Meter (m). Es ist der gerade Abstand zweier Striche
auf dem im Bureau des Poids et Mesures in Breteuil aufbewahrten
UrmaBstab, und zwar bei 0° C.

1m= 40000 905 des auf einem Meridian in Hohe des Meeresspiegels ge-

messenen Umfanges der Erde?).
Ferner werden benutzt die Unterteile Dezimeter (dm), Zentimeter
{cm), Millimeter (mm),

1m = 10dm,
1dm = 10 cm,
1cm = 10 mm,

1) Wallisch, Astronom. Nachrichten 1915.
Stephan, Technische Mechanik. I. 1



2 Die Grundlehren der Statik.

und das vielfache Dekameter (Dm) in einzelnen Féllen, sonst fiir groBe
Lingen das Kilometer (km),

1 Dm = 10 m,
1 km = 1000 m.

AuBer geraden Strecken kénnen auch wenig gekriimmte mit einem
hinreichend biegsamen MaBstab gemessen werden oder durch Zerlegung
in kleine Einzelstrecken, die genau genug als gerade aufgemessen werden
konnen.

Zeichnerisch laft sich der Kreisbogen AB = & auf seiner Tangente
als AC mit groBer Annéherung auftragen, wenn man BA um die Hilfte
iiber 4 hinaus nach D verlingert und mit DB aus D den Kreisbogen BC

schlagt (Fig. 1) 2). Soll die gerade Strecke AC auf einen gegebenen
Kreisbogen, den sie in 4 tangiert, als 4B aufgetragen werden (Fig. 2)
so wird AD = 1 1 AC gemacht und aus D mit DC der Kreisbogen CB
geschlagen?).

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4.

Beide Aufzeichnungen konnen mit dem Spitzenzirkel ohne Ziehen von Hilfs-

linien ausgefithrt werden. Genau ist AC = « — 0,00093 - &3, so daB das Ver-
fahren bis zum Viertelkreis ohne wesentlichen Fehler — er betrigt in dem Fall
erst 0,6 v. H. — benutzt werden kann.

Die Linge des ganzen Kreisumfanges L wird aus dem Durchmesser d

(Fig. 3) durch Multiplikation mit der Zahl 7= = 3,1416 g?gefunden:

L=n-d. (1)

Die Rechnung mit der haufig bequemeren Zahl ? ergibt den Endwert nur

um das 1,0004fache zu grof.

Die Liange eines beliebigen flachen Bogens (Fig. 4) von der Sehnen-
lange b und der Hohe A kann mit guter Anniherung als die eines Parabel-
bogens berechnet werden:

8 [h\* 64 [h\*
L=b-{14+_--|-)——=-{-]11|- 2
Beispiel 1. Die Tabelle der Kreisbdgen ergibt fiir den Halbmesser 1:
Zentriwinkel o« . . . . . . . 45° 75° 90°
Sehnenldnge . . . . . . . . 0,7654 1,2175 1,4142
Bogenhshe . . . . . . .. 0,0761 0,2066 0,2929

%) Verfahren von Rankine; Beweis Duffing, D. p. J. 1917.
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Verhdltnis : 6 . . . . . . . 0,0994 0,16965 0,2071
Klammerausdruck der Formel 2 1,0257 1,0714 1,1324
Berechnete Linge L . . . . . 0,7851 1,3044 1,6014
Wirkliche Lange L . . . . . 0,7854 1,3090 1,5708
Unterschied 4. . . . . . . . —0,0003 —0,0046 — 0,0306
Fehler 4:L . . . . . . .. —0,00038 —0,0035 —0,0195

Man kann demnach die Formel (2) auch fiir Kreisbogen bis zum Zentriwinkel
55° anwenden, ohne einen Fehler von mehr als 0,1 v.H. zu machen, oder bis
zum Zentriwinkel 80° mit einem F¥ehler von etwa 1 v. H. Bei dem Verhéltnis
h:b<1:20 kann das letzte Glied der Klammer immer weggelassen werden.

Zu beachten ist, daB} jede praktische Messung mit gewissen Fehlern
behaftet ist, die zum gréften Teil von der Art der benutzten MeBein-
richtung und der auf die Messung verwendeten Sorgfalt abhéngen.

Die Mefifehler f einer groBeren Messung konnen sich addieren zu
dem sog. gr6B8ten Fehler, der gleich der Summe aller einzelnen
Fehler ist:

fmaw = 2. @3)

Die Summierung der jedesmaligen FEinzelmessungen liefert den

Mittelwert und zugleich den groBten MeBfehler. Der wahrschein-

liche Fehler ist geringer, da nicht anzunehmen ist, dafl bei einer groferen

Zahl von Messungen alle Fehler nach derselben Richtung gemacht
werden. Ks ist

fw = 0:674 * fmaa: . (4’)

Beispiel 2. Die Aufmessung eines rechteckigen Zimmers mit dem Meterstab
ergibt bei Anwendung ziemlicher Sorgfalt etwa

Lénge I Breite b Héhe A
1000 + 1 mm 1000 4- 1 mm 1000 + 1 mm
1000 +1 ,, 1000 -1 , 1000 4-1 ,,
1000 -1 ,, 1000 +1 ,, 1000 -1 ,,
1000 -1 ,, 1000 41 ,, 254 +1 ,,
1000 4-1 ,, 30741 ,, 3954 £ 4 mm

652 +1 ,, 4307 + 5 mm
5652 + 6 mm

Die wahrscheinlichsten Werte sind somit nach Formel (4)
Liange [ = 5,652 4 0,004 m ,
Breite b = 4,307 + 0,003 ,, ,
Hoéhe A= 3,254 40,003 ,, .

In der technischen Mechanik sind vielfach die Inhalte von bestimmten
Flachen zu ermitteln, was nach den Regeln der Geometrie, eines Zweiges
der Mathematik, erfolgt.

MaB der Flache ist in der technischen Praxis des europiischen
Festlandes das Quadratmeter (m2) bzw. seine Unterteile Quadrat-
dezimeter (dm?), Quadratzentimeter (cm?2): _

1 m2 = 100 dm?, 1 } § _{
1dm? = 100 cm?2. _[[ || ll 1
Es ist der Flicheninhalt des Rechteckes (Fig. 5): -
-~ —
F=1-b, (5) Fig. 5.
1*
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der Flicheninhalt des Parallelogramms (Fig. 6):
F=1-b, )
der Flicheninhalt des Dreiecks (Fig. 7):
F=1-1.b, 6)
Geradlinig begrenzte Vielecke werden in Rechtecke oder Parallelo-
gramnme oder Dreiecke zerlegt, deren Flicheninhalte einzeln berechnet
und dann addiert werden.

So ergibt sich fiir das Trapez (Fig. 8) durch zweimalige Anwendung
von Formel (6) -

F=j-h-(@+0) 0
und fiir <.ien Kreisinhalt durch vielfache Anwendung von Formel (6)
gemELB Flg.g FZZ(%'AL"").

Aus der Summe konnen die allen Gliedern gemeinsamen unveréinderlichen
Faktoren herausgezogen werden:

F=1.r-3(1L).

1 — po— b —»
| antnianbaia "f | —
| ﬁ i Y
[
[ - J: |/ T 4 -4 1‘\
—1— ] L"———a,———-—-—: JA
Fig. 6. Fig. 7. Fig. 8. Fig. 9.

Nun ist nach Formel (1)

SAdLy==n-d
und so mit r = }d
—T T RTINS L

N By F i d?=0,7854-d 14 dz. (8)

\ J Der Fliacheninhalt eines Parabelabschnittes

| I— 1 (Fig. 10) ist

o——h ——! 9

Fig. 10. F= 3 b.h (Beweis S.107). 9)

Der Inhalt eines flachen Bogens (Fig. 4) wird ebenfalls mit sehr guter
Anniherung als der eines Parabelabschnittes berechnet.

Um den Inhalt einer beliebig begrenzten Fliche zu berechnen,
teilt man ihre Linge I in n gleiche Teile und zieht durch die Teilpunkte
Parallelen, deren auBerste die Fliche genau einschliefen (gewShnlich
geniigt die 10-Teilung, die mit Hilfe eines verschiebbaren Parallelen-
gitters ausgefithrt werden kann). Jede Einzelfliche kann dann meistens
genau genug als Trapez aufgefait werden, und man bemerkt, dafl bei
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fortlaufender Anwendung der Formel (7) alle
Hohen doppelt vorkommen mit Ausnahme der

ersten und letzten, deren Lingen schitzungs- A p,
weise 80 bestimmt werden, dafl die anschlieBende h,
erste bzw. letzte krummlinige Fliche durch ! 2
ein von ihnen begrenztes Trapez ersetzt wird "X b,
(Fig. 11). Man erhilt so die Trapezregel: Fig. 11.
l
th‘(%h0+h1+h2+k3+~-~+%hn)- (10)

Man kann die Hohen einzeln aufmessen oder gleich hintereinander (die erste
und letzte nur zur Hilfte) auf einer beliebig gezogenen Geraden abstechen, so-
daB fiir die Rechnung nur zwei Lingenmessungen nétig werden.

Man erhélt nur dann richtige Werte, wenn die einzelnen Teilstiicke
der Flachenbegrenzung sich von geraden’ Linien nicht wesentlich unter-
scheiden. Anderenfallsist an der betreffenden Stelle in der Mitte zwischen
zwei Hohen eine weitere einzulegen, von der in die Formel (10) nur die
Hilfte einzusetzen ist, wihrend die beiden benachbarten Hohen zu 2/,
in Anrechnung kommen. Oder es ist die Simpsonsche Regel zu be-
nutzen, die zwei aufeinanderfolgende gekriimmte Teilstiicke der Flichen-
begrenzung als einen Parabelbogen auffalBt:

11
Fzg';;b‘(h0+4h1+2h2+4h3+2h4+--~+hn)> (11)

worin die Anzahl » der Teilungen eine gerade Zahl sein muf?).

e =7d ——
Fig. 12. Fig. 13.

Der Inhalt der Mantelflache eines geraden Kreiszylinders
ist nach Fig. 12

F=a.d-h, (12)
derjenige der Mantelfliche eines geraden Kreiskegels nach Fig. 13
F=an-d-s. (13)

Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras fiir das rechtwinklige Dreieck
d \2
s2=h2+ (3d)2 oder s=h- ]/1‘—[— <Q7&> ,

3) Beweis siehe z. B. Duffing, Leitfaden der Kurvenlehre. 1911.
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so dafl man auch setzen kann:

T ACE
F:n-d-h-l/1+(%> . (14)

Der Inhalt der Kugeloberflache betragt (Beweis S. 118)
Fen.de. (15)

Allgemein ist zu beachten, daB ein richtiger Endwert nur erhalten
wird, wenn die verschiedenen Lingen bei der Berechnung in demselben
MalB eingesetzt werden.

Beispiel 3. Zu berechnen ist die Grundfliche des in Beispiel 2 aufgemessenen
rechteckigen Zimmers.
Nach Formel (5) ist

F=1-b= (5652 + 0,004) - (4,307 - 0,003) m?

+ 5,652 - 4,307 = -+ 24,343164 m®
+5,652-0,003 = - 0,016956 ,,
+0,004 - 4,307 = £+ 0,017228 ,,
F0,004-0,003 = + 0,000012 ,,

Das Ergebnis ist 24,34 4 0,03 m?2.

Die ,,genaue® Zahlenrechnung ist demnach verkehrt; im allgemeinen geniigt
fiir die technische Praxis die Genauigkeit des 25 cm langen Rechenstabes.

Gegeniiber den kleinen Grifien erster Ordnung (in der zweiten und dritten
Zeile der Ausrechnung) sind kleine GriBen zweiter Ordnung (in der vierten Zeile)
immer zu vernachlissigen. Auch die Rechnung mit kleinen Gréfen erster Ord-
nung kann gewohnlich iiberschligig geschehen.

Hat der Wert x den Fehler f, und der Wert y den Fehler f,, so hat
das Produkt z -y den Fehler

f=*f@-faty-fr)- (16)

Beispiel 4. Zu berechnen sind die beiden Seitenflichen des in Beispiel 2

aufgemessenen Zimmers.
Nach den Formeln (5) und (16) ist

Tliche 2: F=1-%h= (5652 - 0,004) - (3,254 + 0,003)
, = 18,39 % (0,017 -+ 0,014)
=18,39 I 0,03 m?;

Fliche 3: F=1b-h= (4307 - 0,003) - (3,254 -+ 0,003)
= 14,01 = (0,013 + 0,010)
= 1401 =+ 0,02 m2.

Beispiel 5. Der Zylinder einer Dampfmaschine hat — im Mittel aus sechs
Messungen bestimmt — den Durchmesser D = 420,5 4- 0,1 mm, die von der
einen Seite des Kolbens ausgehende Kolbenstange hat den Durchmesser d = 84,7
+ 0,1 mm. Zu berechnen ist der mittlere Inhalt beider Kolbenflichen (Fig. 75).

Es ist nach Gleichung (5)

fiir die eine Kolbenseite: F,= —- D2,

fiir die andere Kolbenseite: Fy= —- D% —

R

Wy

Damit wird der mittlere Flicheninhalt

1 d2
Fami B+ F)= 70—y ay=7 02 (1-5 0.
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Man berechnet zuerst nach der Formel
(@ +b)2=0a242-a-b+ b2

422% = (40 + 2)2 = 1600 -+ 160 + 4 = 1764. a7
Zur Ermittlung des Wertes von 42,052 benutzt man die Formel
(@ +b)- (¢ — b) = a? — b2 (18)

in der Form a?= b2+ (@ + b)-{a — b):
42,052 = 422 + 84,05 - 0,05 = 1764 - 4,2 = 1768,2 cm2

Der Fehler betriigt nach Formel (16) mit z = y = 42,05 em? und f, = f,
= 0,01 cm?

f=2-42,05- 0,01 co 8,4 cm?2
Entsprechend erhilt man

8,472 = (8,5 — 0,03)2 = 72,25 — 0,51 = 71,74 cm?
mit dem Fehler 2-8,5-0,01 = 0,17 cm?2
Damit folgt schlieflich
F, = TZ“ (1768,2 - 8,4 — 35,9 1 0,1)
= 0,7854 - (1732,3 4 8,5)
= 1353 + 7 cm?2

Wenn die Fehlerrechnung der Einfachheit halber ganz beiseite gelassen wird,
ist die letzte Stelle der in ganzen Quadratzentimetern angegebenen Fliche
bereits bei genauer Aufmessung bis auf 0,1 mm schon vollig unsicher.

Die einseitige Kolbenstange verringert uriter normalen Verhéltnissen die
mittlere Fliche um rund 2 v. H.

Beispiel 6. Die Mantelfliche eines geraden Kreiskegels vom Grundkreis-
durchmesser d = 24,3 cm und der Hohe h = 16,2 cm ist zu berechnen.

Formel (14) ergibt

/ d \? _
F:n-d«h-]/ 1+ (ﬁ—) — 724,316,211 0,752 cm?.
Zur Ausrechnung der Wurzel kann hier die Niherungsgleichung benutzt werden

Va?+ y2= 0,960 -2 + 0,368 - y , (19)
worin 2 >y sein mull. Das Ergebnis ist

um 6,1v. H. zu klein fir y = =,
s 4,0 ’ I s n Y= 0’9 x,
i) 1’9 ’ s I3 »w Y= 0,8{1},
) 0’3 29 29 s » Y= 057 x,
2 153 3 2 ofd »w Y= 0;6 x.
Von y = 0,6 x an rechnet man genauer mit der einfacheren Formel
MMtz=1+3"2; (20)
das Ergebnis ist
um 0,9 v. H. zu grof} fiir 2 = 0,3,
L] 0’4 ” ’ ’ 5y &= 0)2 ’
I 0’]- 39 3» 9 2y RB= 0;]- .

Demnach wird
F=x2-234-16,2-(0,960 -+ 0,368 %) - 1,011 cm?,
worin der letzte Faktor den Fehler der Wurzelberechnung ausgleicht.
F = 1488 cm?2.
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Fur die Berechnung einfacher Rauminhalte gilt:
- 3/| beim rechteckigen Quader nach Fig. 14
l V=1.b-h. (21)
Hat [ den MeBfehler f,, b den MeBfebler f,, 7 den
Fig. 14. MefBfehler f,, so ergibt das Produkt
V=_0+H)- (0 +1fa)- (4 15)
mit Vernachlissigung der kleinen GroBen hoherer Ordnung

V=1-b-hek (b fy+41-hefytbehefy). (22)

Beispiel 7. Der Rauminhalt des in Beispiel 2 aufgemessenen Zimmers ist
zu berechnen. :
Man erhilt nach Formel (21)

V = 5,652 - 4,307 - 3,254 = 79,20 m3

und gemédB Formel (22) mit den Angaben des Beispiels 3

24,34 - 0,003 = 0,073 m?3
18,39 - 0,003 = 0,055 ,, 3 4+ 0,184 m3.
14,01 - 0,004 = 0,056 ,,

Der wahrscheinliche Fehler des Rauminhaltes betrigt trotz recht genauer
Aufmessung doch etwa 0,18 m? oder 0,23 v. H. des Mittelwertes, so da8 die An-
gabe von mehr als einer Dezimalstelle eine gar nicht vorhandene Genauigkeit
vortduscht.

Fiur ein beliebiges Prisma mit parallelen End-
flichen z. B. nach Fig. 15 gilt

V—=F-h, (23)

A also fiir den geraden Kreiszylinder mit Formel (8)
7

Fig. 15. V=" -dh (24)

Ein Prisma nach Fig. 15 kann durch zwei ebene, durch die Ecken
gelegte Schnitte in drei Pyramiden von gleichem Rauminhalt zerlegt
werden. Es gilt somit fiir jede Pyramide von der Grundfliche F
und der Hohe A

V=1-F.h. (25)
Der Rauminhalt der Kugel vom Durchmesser d ist (Beweis S. 119)

V= Z-ds (26)

Anders gestaltete Réume werden in einfachere Teile, fiir die die
Formeln (21) bis (26) zutreffen, zerlegt (Anwendung z. B. S. 120).

Beispiel 8. Der Hub der Dampfmaschine, deren mittlere Kolbenfliche in
Beispiel 5 berechnet wurde, sei aufgemessen zu 5 = 751 4 0,3 mm. Anzugeben
ist der mittlere Hubraum des Zylinders.
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Man erhélt nach Formel (23)

V= (1353 &+ 7) - (75,1 -+ 0,03) em?®
= 13,53 - 7,51 -+ (7,51 - 0,07 + 13,53 - 0,003) dm?
= 101,61 4 (0,53 - 0,04) dm3.
Der Fehler der Hubmessung ist von verschwindend geringer Bedeutung, also
V = 101,6 + 0,6 dm3.

2. Korper und ihre Zustinde.

Die in Abschnitt 1 gegebene Erklirung des Begriffes Korper
im Sinne der Stereometrie ist fiir die Mechanik nicht ausreichend. Denn
der Lichtkegél eines Scheinwerfers, der nur ein besonders heraus-
gehobener, bei jeder Bewegung des Spiegels wechselnder Teil des
allgemeinen Luftraumes ist und dessen Ende sich unbestimmt verliert,
kann im Sinne der Mechanik nicht als Kérper angesehen werden. Fiir
sie ist der stoffliche Inhalt des Kérpers, der ihm oder seiner Art eigen-
timlich ist, von mehr Bedeutung als die haufig nebensschliche dufere
Form; denn er allein, die sogenannte Masse, ist der Trager aller physi-
kalischen Eigenschaften des Kérpers. Die Mechanik erklirt demnach:
Korper ist ein allseitig geschlossenes Raumgebilde, das durchweg mit
Masse angefiillt ist, die natirlich je nach Art des Korpers sehr ver-
schieden zusammengesetzt sein kann.

Zur vollstandigen Erklarung aller in der reinen Mechanik unter-
suchten Erscheinungen geniigt es, wenn iiber die Verteilung dieser
Masse im Korper die einfache, durch den groben Augenschein immer
bestiatigte Annahme gemacht wird, daB sie den vom Korper ein-
genommenen Raum stetig ausfiillt. Porése Kérper enthalten hiernach
mindestens zwei verschiedene Massen, die eigentliche Korpersubstanz
und die die Poren ausfiillende Luft, Fliissigkeit, Bindesubstanz und dgl.
Abgesehen wird also in der Mechanik von dem Aufbau der Kérper
aus Molekiilen, Atomen, Elektronen, die voneinander durch verhiltnis-
mifig grofe, wenn auch fiir unsere Sinneswahrnehmung duferst kleine
Zwischenrdume getrennt sind.

Der Zustand der Masse eines Korpers kann sehr verschieden be-
schrieben werden, z. B. durch Angabe der Temperatur, der elektrischen
Ladung usw.; in der Mechanik ist in erster Linie der Aggregatzustand
von Belang, und manche fiir die allgemeine Beschreibung wichtigen
Zustinde, z. B. die elektrische Ladung, werden gar nicht oder nur
nebenhin beachtet. Man unterscheidet nun die drei Hauptaggregat-
zustinde fest, flussig, gasférmig, und entsprechend wird das weite
Gebiet der Mechanik eingeteilt in die Mechanik der festen, der fliissigen,
der gasformigen Korper. AuBerdem gibt es noch die beiden Uberginge
des teigférmigen und des dampfférmigen Zustandes. Der erstere hat
in der Mechanik nur geringes Interesse, mehr Bedeutung kommt den
Schittungen koérniger Einzelkorper zu, die in ihrem Verhalten eine
Zwischenstellung zwischen den festen und den fliissigen Kérpern ein-
nehmen. Von besonderem Wert ist die Mechanik der Dampfe infolge
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der umfassenden Anwendung in den Dampfmaschinen, den Kiihl-
maschinen und im Haushalt der Natur.

Die festen Koérper werden ihrerseits wieder unterschieden in starre
und nachgiebige. Starre Korper sind solche, die unter dem EinfluB
gulerer Krifte (Abschnitt 3) ihre Form nicht d4ndern, wahrend nach-
giebige unter dem EinfluB von Kriften eine Forminderung erleiden.

Der Zusatz ,,unter dem Einflul} &uerer Krifte* ist notwendig, weil die Form-
dnderung durch Raumvergréferung oder -verkleinerung bei der Erhéhung bzw.
Erniedrigung der Temperatur des Korpers kein Unterscheidungsmerkmal im Sinne
der Mechanik bildet. Diese Forminderung infolge Anderung des Temperatur-
zustandes kommt ja allen Arten von Korpern zu, wenn auch in verschiedenem Mafe.

Die tdgliche Erfahrung lehrt sogleich, dafi es vollkommen starre
Korper nicht gibt; vielmehr erleiden alle, auch die festesten Korper,
eine mehr oder weniger groBe Forminderung, sobald die betreffenden
Krifte hinreichend gro8 sind. Jedoch kénnen die in der technischen
Praxis hauptsichlich zu Konstruktionsteilen verwendeten Korper in
erster Anniherung als starr angesehen werden, da man naturgemif
im allgemeinen darauf sieht, daB die etwaige Formanderung mindestens
klein ausfallt.

Die nachgiebigen Koérper sind wieder elastisch oder unelastisch.
Elastische Korper sind solche, die eine unter der Einwirkung von
aubBeren Kriften angenommene Forminderung nach Aufhéren der
Kraftwirkung wieder vollstindig riickgéngig machen, wihrend die
unelastischen die einmal erlittene Forminderung beibehalten.
Mit Riicksicht auf die erstrebte Dauerhaftigkeit der Konstruktion ist
das Interesse an den unelastischen Korpern verhaltnisméfig gering;
und ihr Verhalten wird im AnschluB an das der elastischen untersucht.

Eine weitere wichtige Unterscheidung des Zustandes eines Korpers
ergibt die Beriicksichtigung der Zeit. Wenn wihrend der Beobachtungs-
zeit der Korper sowohl als Ganzes als auch in allen einzelnen Teilen,
z. B. eine Dampfmaschine, die Lage zu der Umgebung nicht #ndert,
so sagt man, der Korper befindet sich in Ruhe, anderenfalls befindet
er sich in Bewegung. Man erkennt, da man zwei Bewegungen zu
unterscheiden hat, die fortschreitende, etwa der Lokomotive oder
des Lokomotivkreuzkopfes, und die Drehbewegung, z. B. der Rader.
Selbstverstindlich kénnen beide Bewegungen auch gleichzeitig auftreten.

3. Kriifte.

Die Mechanik beruht, wie jede Naturwissenschaft, auf den Er-
fahrungen, die an den Erscheinungen in der Natur und Technik ge-
wonnen sind, und auBerdem auf Versuchen, die zur Erforschung
bestimmter Einzelheiten mit entsprechend vorgearbeiteten Einrichtungen
angestellt werden.

Man greift deshalb zur Erklirung des Begriffes Kraft auch auf die
allgemeine Erfahrung zuriick, die besagt, daf Kraft eine durch Muskel-
anstrengung ausgeiibte Einwirkung ist, die sich entweder als Zug oder
Druck kenntlich macht. Diese Erklirung trifft aber nur die Korper-
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krafte lebender Wesen und nicht die in den Baukonstruktionen, Ma-
schinen usw. auftretenden Krifte. Da es aber der Zweck aller Trag-
konstruktionen und Maschinen ist, die Korperkrifte lebender Wesen
durch solche zu ersetzen, die das tote, wenn auch oft bewegte Material
hiufig in bedeutend vergroBertem Malle zu iibertragen bzw. auszuiiben
vermag, so kann man erkliren, um einen moglichst sinnfélligen, allgemein
giiltigen Ausdruck zu erhalten: Kraft ist ein durch Muskelanstrengung
bewirkter oder sie ersetzender Zug oder Druck?).

Im iibrigen vermeidet die Mechanik, Untersuchungen anzustellen
itber das Entstehen der Krifte, mogen es nun Muskel-, Gewichts-,
magnetische oder sonstige Krifte sein. Dies ist vielmehr eine Aufgabe
der Physik, und die Mechanik nimmt die Kriifte, ohne auf ihre Herkunft
einzugehen, einfach als gegeben hin. Am einfachsten lassen sie sich
fir den Anfang als Muskel- oder Gewichtskréifte vorstellen.

An einer gegebenen Kraft ist zu unterscheiden ihre Groéfle, die
Wirkungslinie, die Richtung in der Wirkungslinie und die Angriffsstelle.

Ein Maf der Grofie wird erhalten durch Vergleich der Wirkung
der untersuchten Kraft mit derjenigen einer bekannten Kraft auf den
gleichen Korper. Muskel- und Schlagkrifte kénnen z. B. verglichen
werden durch die von ihnen hervorgerufene Bewegung eines Korpers,
etwa eines Steines oder Balles; diejenige Kraft gilt als die groBere,
die den gleichen Koérper weiter bewegt. Dieser Vergleich ist aber hiufig
nur ein iiberschligiger; ruhende Krifte, die man genauer messen will,
beurteilt man deshalb an ihren Einwirkungen auf Federn oder dgl.

Fin technisches Instrument zum
zahlenmifigen Vergleich von Zug-
kriften ist das Dynamometer. Es
besteht aus zwei krittigen Blattfedern
nach Fig. 16, deren Verldngerung stark
vergrofert auf einen Zeiger iiber-
tragen wird. Fiir kleinere Krifte be-
nutzt man oft die sog. Kiichenwage, die aus zwei parallelen Schraubenfedern

besteht, deren Ausdehnung ebenfalls vergrofSert auf einen Zeiger iibertragen wird.
Geeicht werden die Dynamometer mit Hilfe von Gewichten.

Die Gewichts- und Krafteinheit ist in der technischen Praxis
des europaischen Festlandes das Kilogramm (kg) bzw. die Tonne (t)
oder bisweilen. das Gramm (g).

1t = 1000 kg,
1 g = 0,001 kg.

Das Kilogramm ist das Gewicht des in Breteuil aufbewahrten Kilo-
grammstiickes, das Gewicht von 1,00004 dm?® chemisch reinen Wassers
bei 4° Celsius, gemessen auf dem 45. Breitengrad in Hohe des Meeres-
spiegels und umigerechnet auf den luftleeren Raum.

Der erste Zusatz ist erforderlich, weil sich der eingenommene Raum
einer abgemessenen Menge Wasser wie der eines jeden Korpers mit

4) Galilei, Szienza della mecanica, 1592; Wehage, Z.d. V.d. 1. 1905;
Schreber, D. p.J. 1908.
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der Temperatur &ndert; bei 4° C nimmt eine bestimmte Wassermenge
den kleinsten Raum ein. Die beiden folgenden Zusitze sind nétig,
weil sich das Gewicht derselben Masse mit dem Abstand vom Erdmittel-
punkt dndert, der letzte, weil die umgebende Luft das Gewicht einer
bestimmten Masse etwas verringert.

Die Wirkungslinie einer Kraft, das ist die Linie, in der ihre
Wirkung erfolgt, kann unmittelbar mit einem durch Muskelanstrengung
oder durch ein Gewicht gespannten Faden zur Anschauung gebracht
werden (Fig. 17). Sie ist demnach eine Gerade.

Y 2 Die in Fig. 23 dargestellte Ausnahme,

dafl ein schweres Seil in einer Kurve durch-
héngt, ist nur scheinbar. Die genaue Uber-
legung (Abschnitt 16) lehrt, daB die Ab-
weichung des Seiles von der geraden Linie
nur durch sein Gewicht, also durch eine
zweite, zur ersten hinzutretende Kraft ent-
steht.

Dieselbe geradlinige Form der Wir-
kungslinie findet sich genau so bei
Druckkraften. Das Gewicht in Fig. 18
li ubertragt sich durch einen geraden (in

77 der Skizze gestrichelten) Holzpfosten

Fig. 17. Fig. 18.  guf die Unterlage und kann dort am

Zeiger der Federwage abgelesen wer-

den. Daran wird nichts gedndert, wenn der Pfosten etwa nach

den ausgezogenen Linien ausgeschnitten wird. Die Wirkungslinie

ist immer eine gerade, gleichgiiltig, welche Form das Ubertragungs-
glied hat.

Die Lange der Schnur oder ‘des Seiles in Fig. 17 oder der Druck-
stange in Fig. 18 ist ohne Einfluf} auf die Kraftwirkung des betreffenden
Gewichtes auf die Befestigungsstelle bzw. Unterlage, und man hat z. B.
bei Seilschwebebahnen Seiltriebe von 10 km Linge ohne Unterbrechung
oder Zwischentibertragung ausgefithrt. Die Angriffsstelle einer Kraft

kann also in ihrer Wirkungslinie beliebig
4, verschoben werden, ohne dafl die Kraft-

- wirkung auf die Unterstitzung oder dgl.
%ﬂ irgendeine Anderung erleidet.
~ — Dieser Erfahrungssatz bedarf jedoch einer
5&1 ! Einschriankung, denn es ist klar, dal} bei der
| Verschiebung des Gewichtes in der Wirkungs-
| linie nach oben, wie es z. B. Fig. 19 darstellt,
die Wirkung aufgehoben wird, wenn das Ge-
! wicht auf der Wandkonsole steht. Das gleiche
i gilt, wenn das Gewicht auf einen Biigel ge-

|

l

|

|

| . 2.

i Z setzt wird, dessen einer Arm so nachgiebig
(;) 4 ist, daBl es weggleitet (Fig.20), oder wenn

7 7, es auf einen Zwischenkérper gesetzt wird,

Fig. 19. Fig. 20. der eine selbsténdige Bewegung ausfithrt
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(Fig. 21). Der Satz gilt also nur, wenn
die neue Angriffsstelle mit der alten un-
verinderlich verbunden ist.

" In der Wirkungslinie kann die Kraft
entweder die eine oder die andere Rich-
tung haben. Gewohnlich gilt die Ver-
einbarung, dafl in der lotrechten Wir-
kungslinie die nach dem Mittelpunkt
der Erde hin gerichtete Kraft als positiv
gerechnet wird; dann ist eine aufwirts
gerichtete eine negative Kraft. In der
wagerechten Linie wird hiufig die vom Fig. 21.

Beschauer aus nach rechts gehende Rich-
tung als die positive bezeichnet; die nach links gehende ist dann die
negative.

Eine Kraft kann auf einen Kérper nur von einem anderen Kérper
ausgeilbt werden, was meistens durch unmittelbare Berithrung geschieht,
aber auch durch Ferniibertragung wie bei den magnetischen, elek-
trischen, Gravitationskriften erfolgen kann. Da beide Koérper nur in
ihrer Bezeichnung als erster oder zweiter unterschieden werden, tat-
sichlich aber einander véllig gleichwertig sind, so mufl an der gegen-
seitigen Einwirkungsstelle Korper 4, der dort auf Kérper B eine Kraft
ausiibt, auch eine Kraftwirkung vom Koérper B aus erleiden
von gleicher Angriffsstelle, Wirkungslinie und Gréfle, nur
sind die Richtungen beider Krifte entgegengesetzt 5).

Beispiel 9—14. Ein Korper, der sich mit einem gewissen Druck
auf eine Unterlage stiitzt, erfihrt seinerseits in der Beriihrungs-
fliche den gleichen Gegendruck, was besonders bei nachgiebigen
Korpern deutlich in Erscheinung tritt (Fig. 22).

Ein Schleppdampfer zieht mit einer gewissen, mit dem Dyna-
mometer mefBbaren Kraft an dem geschleppten Kahn; umgekehrt
halt dieser den Schleppdampfer mit der gleichen Kraft zuriick
(Fig. 23). Wenn etwa das Verbindungsseil reiBt, schieft der dann

nicht mehr zuriickgehaltene Schleppdampfer mit grofer Geschwin-
digkeit voran.

Bei einem SchuB ‘wird durch die H M
Pulvergase nicht nur auf das Ge- ——
schof eine Kraft ausgeiibt, sondern v MF‘—U—L
auch eine ebenso groBe auf das Fig. 23
Gewehr oder Geschiitz, die sich 8. 2o
als Riickschlag bemerkbar macht.

Ein Magnet zieht ein frei bewegliches Stahlstiick auf einige Entfernung mit
einer bestimmten, leicht meBbaren Kraft an. Genau die gleiche Kraft iibt aber
auch das Stahlstiick auf den Magneten aus, wenn man es festhilt und der Magnet
etwa auf einer Korkunterlage im Wasser schwimms.

Wird der Schienenkreis einer Spielzeugeisenbahn mit einer leichten Unterlage
an mehreren Schniiren aufgehéngt, die nach einem an der Zimmerdecke befestigten
diinnen Draht zusammenlaufen, so treiben die zwischen den Ridern und den
Schienen wirkenden Kriifte sowohl die Lokomotive vorwiirts als auch die Schienen-
bahn in entgegengesetzter Richtung zuriick.

®) Newton, Philosophiae naturalis principia mathematica. 1687.
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Die Erde zieht jeden Korper mit einer gewissen Kraft an, z. B. auch den
Mond. Sie erfiahrt aber von dem betreffenden Korper dieselbe Gegenkraft, die
sich beim Mond durch die Einwirkung auf das Meerwasser als Ebbe und Flut
kenntlich macht.

Man entnimmt den vorstehenden Beispielen noch, da eine Kraft
das Bestreben hat, dem angegriffenen Korper eine Bewegung zu erteilen,
falls er vorher ruhte, oder die Bewegung eines bewegten Korpers zu
gndern, oder schliellich am angegriffenen Kérper, wenn er hinreichend
nachgiebig ist, eine Forménderung herbeizufiihren. Tritt auBler der
etwaigen Formanderung keine Bewegung oder Bewegungsinderung
ein, so kann man schlieBen, dall noch andere Krifte an dem Korper
angreifen, die der ersten das Gleichgewicht halten.

Die Lehre vom Gleichgewicht heifit die Statik; ihr ist der weitaus
groflere Teil dieser Hefte gewidmet. Die Lehre vom Zusammenhang
der Bewegungsianderungen mit den Kréften ist die Dynamik, deren
Behandlung sich mit Hiilfe des d’Alembertschen Satzes auf die Statik
zuriickfithren laft.

Vielfach werden die Darlegungen dieses Abschnittes umgekehrt vorgetragen,
indem zuerst festgesetzt wird: Kraft ist die Ursache einer Bewegung oder Be-
wegungsidnderung. Stillschweigend wird hierbei die unter dem EinfluB einer Kraft
hiufig bemerkbare Forminderung, z.B. die Zusammendriickung einer ein-
geschlossenen Fliissigkeit durch eine grofie Druckkraft, als eine Bewegung der
entsprechenden Teile aufgefat. Die gleiche Forminderung der Fliissigkeit wird
aber auch durch eine Temperaturerniedrigung erzielt, und man miiite dann folge-
richtig die Temperaturinderung auch als eine Kraft ansehen, was jedoch aus
anderen Griinden unzulissig ist. Die vorstehende Erkldrung des Begriffes Kraft
hat nur dann Berechtigung, wenn man sich von vornherein ausschlieflich mit

der Dynamik befafit.

Andert eine Kraft wihrend der Dauer der Beobachtung ihre Grofe
oder Wirkungslinie oder Richtung, wie z. B. die Kolbenkraft einer
Dampf- ofer Gasmaschine, so ist sie verinderlich; anderenfalls wird
sie als gleichbleibend oder konstant bezeichnet.

4. Kraft, Flichendrueck, Lingenhelastung.

Zu beachten ist, daBl der deutsche Sprachgebrauch mit dem Wort
,,Druck® zweierlei bezeichnet: Einmal die am Anfang des Abschnittes 3
erorterte, in Kilogramm gemessene Druckkraft und weiter den Flachen-
druck zwischen festen Kérpern, den Flissigkeitsdruck einer Fliissigkeit
oder den Gasdruck eines gasformigen Korpers, die sich ebenfalls als
Flichendruck an einer festen Wandung oder dgl. bemerklich machen.
Der Flichendruck wird angegeben in Kilogramm auf ein Quadratzenti-
meter (kg/cm?2), bisweilen auch Kilogramm auf ein Quadratmeter
(kg/m?); er wird also erhalten, indem man die Druckkraft P durch die
Druckfliche F dividiert:

P=75- 27)
Umgekehrt ergibt sich die von einem bestimmten Fliissigkeits- oder
Gasdruck p auf eine Fliche F ausgeibte Kraft zu

P=p-F. (27a)
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Hiufig wird zur Abkiirzung fir Kilogramm auf ein Quadratzenti-
meter gesetzt Atmosphére (at).

Der mittlere Druck der die Erde umgebenden Luftatmosphire betréigt in
Hohe des Meeresspiegels 1,033 at.

Beispiel 15. Der Kreuzkopf einer Dampfmaschine liege etwa in der Mitte
des Hubes mit der Kraft P == 2500 kg auf seiner Gleitbahn, die rechteckige Fléche
des Gleitschuhes habe die Abmessungen b = 20 cm und [ = 35 cm. Zu ermitteln
ist der Flachendruck p zwischen Gleitschuk und Gleitbahn.

Man erhilt aus Formel (27)

2500
P=5"35

Um die Abnutzung so klein wie moglich zu halten, betragt der grofite Flachen-
druck je nach Bauart der Maschine 3 bis 5 at.

= 3,58 at.

Beispiel 16. Auf den in Beispiel 5 berechneten Kolben der Dampfmaschine
wirke auf der Deckelseite der Kesseldruck p; = 10 at vermindert um den Druck-
verlust in der Zuleitung 0,5 at, auf der Kurbelseite der Gegendruck des Konden-
sators p, = 0,1 at. Anzugeben sind die entsprechenden beiden Druckkrifte.

Nach Beispiel 5 ist die Flache des Kolbens auf der Deckelseite

F, = 1388 & 7 cm?2, also nach der Formel (27a) die Kraft
P, = (1388 £+ 7) - 9,5 = 13 186 + 67 kg,

so daB einzusetzen ist P oo 13 250 kg, wenn es sich um die Angabe des groften
Wertes handelt.
Entsprechend ergibt Beispiel 5 als Kolbenfliche auf der Kurbelseite F, = 1332
+ 7 cm, mithin betrigt die Gegenkraft
P, = (1338 £ 7)-0,1 = 133 4 1 kg,

so dafl mit P, o> 130 kg zu rechnen ist.
Beim Riickgang des Kolbens wirkt der Dampfdruck p, auf die Fliche F,
und p, auf die Fliche F,; es ist dann

Pyp= (1332 +£7):9,5=12720 kg,
wenn der groBtmogliche Wert angegeben werden soll, und
P, = (1388 4- 7) - 0,1 o> 140 kg.

Beispiel 17. Der grofite Verpuffungsdruck einer Gasmaschine betrigt etwa
bei Betrieb mit

Leuchtgas . . . . . . . . . ... ... p=23 at
Kraftgas . . . . . . . . ... =21,,
Benzindampf . . . .. . . . ... p=16,,
Treib6l im Gleichdruck-Dieselmotor . . . p =40,

Anzugeben ist die gréfite Kolbenkraft bei einem Kolbendurchmesser D = 420 mm.
Die Kolbenfliche ist nach Formel (8)
11
— Il .492 — 2
F 14 42 1386 cm?,
deren Wert mit Riicksicht auf die unvermeidlichen Ungenauigkeiten der Aus-
fithrung und Messung auf 1390 cm? abzurunden ist.
Damit erhilt man nach Formel (27a) die Kolbenkraft

bei Leuchtgas . . . . . . . . . .. P = 1390 - 23 o~ 32 000 kg
, Kraftgas . . . .. ... .. P=1390"- 21 29 200 ,,
,» Benzindampt . . . . . . . .. P =1390 16 o> 22 200 ,,

,» Treibdl im Gleichdruckmotor . . P = 1390 - 40 oo 55 600 ,,
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Da der Gasdruck um halbe, bisweilen sogar um ganze Atmosphiren schwankt,
so ist eine genauere Angabe der Kraftgrofie unbrauchbar.

Beispiel 18. Bei geeigneter Schmierslzufuhr verteilt sich der Zapfendruck
nahezu gleichformig iiber die Projektion der Zapfenfliche F = I+d (Bd. II). Der
Kurbelzapfen einer Betriebsdampfmaschine vom Zylinderdurchmesser D = 420 mm
habe die Abmessungen ! = 170 mm, d = 130 mm (Fig. 24); als grofter Flichen-
druck im Kurbelzapfenlager wird gewhnlich p, = 60 at zugelassen. Anzugeben
ist der héchste Dampfdruck p,, mit dem die betreffende, mit Kondensation
arbeitende Maschine betrieben werden kann.

Bezeichnet p, = 0,1 at den Gegendruck des Kondensators, so ist nach Ab-
schnitt 5 der gesamte Kolbendruck, wenn Beispiel 5 beachtet wird:

T

P= 7 D (p — p)-0,98
_‘ und fiir den Zapfendruck gilt
1 P=1-d-p.
Fig. 24. In der Néhe der Totlage des Kolbens sind beide Krifte ein-

ander gleich, demnach wird
T
T D (=) -0,98=1-dp,

woraus folgt
l-d-p 13-17 - 60
PN . S T e

p + 0,1 = 9,6 at.
i D?-0,98

P =

Beispiel 19, Eine Dampfleitung habe den lichten Durchmesser d, = 150 mm
und die Wandstérke d, = 12 mm. Anzugeben ist die bei p = 10 at vom Dampf
auf das Rohrende der Aus-
dehnungsstopfbiichse aus-
geiibte Druckkraft und der
erforderliche Durchmesser
d, des Entlastungsringes,
damit der Druck ginzlich
aufgehoben wird (Fig. 25).

Die Druckkraft ist

P:%-(d%—d?,)-p:n-(do—i—éo)-éo-p:n-16,2-1,2-10m6100kg.

Wenn p in kg/em? benutzt wird, miissen die Lingen in cm eingesetzt werden.
Fiir den Entlastungsring muB gelten

T T
7 @E—d)p=y-(di—dj)-p,
woraus folgt
di=2-d2 —di,
also
dy=1V2-17,4% — 15,02 = }/2 - 303 — 225 = 381 ~ 19,8 cm,
mithin

0 =4%-(19,8 — 17,4) = 1,1 cm.

Beispiel 20, Ein Fabrikschornstein von quadratischem Querschnitt hat die
Hohe % = 22 m, die untere Breite b, = 1,8 m, die obere bo = 1,2 m. Zu berechnen
ist die vom Wind auf die Schornsteinsiule ausgeiibte grofite Kraft.
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Als groften Winddruck auf lotrecht stehende ebene Flichen rechnet man bei
Schornsteinbauten®)im deutschen Binnenland gewéhnlich p = 125 und 150 kg/m?,
in Bayern p = 150 kg/m?, im
Kiistengebiet der Nordsee |

p= 200 kg/m?2. Die vom Wind S f =~
getroffene Fliche hat nach p ” j i ‘f
Formel (7) den Inhalt i } “ k
F=1-(1,8+1,2)-22=33m; f? D” } J
damit wird nach Formel (27a) o ——— -1

die mafigebende Windkraft fiir

einen im Binnenlande errich-
teten Schornstein
P = 33-125 oo 4130 kg.

Beispiel 21. Eine Gas- ‘5
behilterglocke hat den Durch-
messer D= 10,2 m und die
freie Hohe % = 5,1 m. Anzu-
geben ist die groBte vom Winddruck darauf ausgeiibte Kraft (Fig. 26).

In Preuflien ist als Winddruck auf lotrechte ebene Flichen bei gewdhulichen
Bauten anzusetzen?) fiir

Fig. 26.

Wandteile bis zu 15 m Hoéhe p = 100 kg/m?,
Wandteile zwischen 15 und 25 m Héhe und

Décher bis 25 m Hohe p = 125kg/m?,
Wandteile und Dicher iiber 25 m Hohe, Eisen-

gitterwerke, Holzgeriiste und Masten p =150 kg/m?,
mit einem Eisenbahnzug besetzte Briicken p=150k" /m?,
leere Briicken p = 250 kg/m2.

Von der Mantelfliche eines Zylinders erfahrt jedoch nur ein Teil, dessen Breite
das 0,683 fache des Zylinderdurchmessers betrigt, den Winddruck, wie z. B. an einem
dem Schlagregen ausgesetzten Pfahl nachgepriift werden kann®). In die Rechnung
wird gewohnlich?) der Faktor §°) eingefiihrt.

Man erhdlt also mit p = 125 kg/m? die Winddruckkraft

P=3%-D-h-p=23%-10,251-125 = 4350 kg.

Aufler dem Flachendruck oder der Flichenbelastung wird auch
oft die Belastung fir die Léngeneinheit benutzt:

P
=7, (28)

die meist in kg/m, bisweilen auch t/m angegeben wird.

Beispiel 22, TFiir eine einfache gewdlbte StraBenbriicke von der Linge I = 9 m
und der Breite b = 6 m betréigt das Eigengewicht einschlieBlich Pflasterung i. M.
¢ = 1,0 t/m2, die Belastung durch Menschengedringe gewthulich ¢, = 0,20 t/m?2,
nur wenn die Menschen so gedringt stehen, daB jede Bewegung ausgeschlossen
ist, kann die Belastung bis auf 500 kg/m? steigen®), schlieBlich die Geléinder-
belastung ¢ = 0,12 t/m. Anzugeben ist das Gesamtgewicht der durch Menschen-
gedringe voll belasteten Briicke und die gesamte auf das Gelinder ausgeiibte Kraft.

%) PreuBiischer MinisterialerlaB von 1902.

) Bestimmungen iiber die bei Hochbauten anzunehmenden Belastungen
von 1919.

8) Irminger, Z.d. B. 1898; Moormann, Z. d. B. 1902.
%) Bohny, Z.d. B. 1912; Hunscheidt, Z d. B. 1916.

Stephan, Technische Mechanik. I. 2
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Nach Formel (27a) ist die Briickenlast
P=F-p=9-6-(1,014 0,20) = 64,8t
bzw. im Héchstfall
P=9-6-(1,0+ 0,50) = 81,0 t.
Nach Formel (28) ist die Geldnderdruckkraft
P=1-¢=9-0,12=10,8%.

II. Die Krifte.

5. Krifte in derselben Wirkungslinie.

Greifen an dem Korper 4 in Fig. 27 zwei Krifte P, und P, nach
entgegengesetzten Richtungen, aber in derselben Wirkungslinie an,
so bleibt der Koérper nur dann in Ruhe, wenn beide Krifte einander
gleich sind. Schon ein kleines Ubergewicht auf einer Seite geniigt,
um eine Bewegung hervorzurufen,
diestets in der Richtung der groBeren
Kraft stattfindet. Beide Sitze sind
grundlegende Erfahrungstatsachen,
die durch eine Versuchsanordnung
nach Fig. 27 leicht nachgepriift wer-
den koénnen. :

Die Bewegung geht um so schnel-
ler vor sich, je groBer unter sonst
gleichen Umsténden der Unterschied
beider Krifte ist, und man erkennt

7 7 daraus, daB fiir die entstehende Be-

Fig. 27. wegung ausschlaggebend die -Kraft

R = P, — P, ist, die als Mittelkraft

der beiden gegebenen bezeichnet wird. Dieser Ausdruck findet seine
Erklarung in Abschnitt 6.

Fiir das Gleichgewicht gilt dagegen die Bedingung P, — P, = 0.

An dem Sachverhalt wird nichts geindert, wenn jede der beiden
Krifte P, und P, aus mehreren beliebigen Einzelkriften besteht,
wie das die Fig.27 schon andeutet. Legt man einer jeden Kraft je
nach ihrer Richtung gemiB den in Abschnitt 3 getroffenen Verein-
barungen das Vorzeichen - oder — bei, so kann man bei beliebig
vielen, in derselben Wirkungslinie angreifenden Kriften die Gleich-
gewichtsbedingung aussprechen:

Die Summe aller Krifte muB 0 ergeben:

>P—0. (29)

Besteht kein Gleichgewicht, so ergibt sich eine Mittelkraft von der
GroBe und Richtung

R=3P. (30)
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Beispiel 28, Der Widerstand eines Elbkahnes betrigt in einem Kanal etwa
P, = 75kg; der Kahn soll von 3 Mann geschleppt werden. Welche Kraft P,
hat jeder Mann bei gleicher Verteilung auf die drei Leute zu leisten?

Formel (29) ergibt

3P,—P,=0,
also
p, 75
P]_-—?——?——25kg.

Beispiel 24. Anzugeben ist die gesamte auf den Kolben wirkende Druck-
kraft bei der Dampfmaschine, deren Kolbenkrifte in Beispiel 16 berechnet wurden.
Beim Hingang des Kolbens ist die Kraft

P= P, — P,= 13250 — 130 = 13 120 kg,
beim Riickgang

P = 12720 — 140 = 12 580 kg,
worin jedesmal die Hochstwerte genommen sind.

Beispiel 25. Eine Reihen-Dampfmaschine (mit hintereinander liegenden
Zylindern) nach Fig. 28 haben die

' E ] ) E 1,

Fig. 28.

i
- :
2z
-7
G
»
' om—.

Kolbendurchmesser D; = 330 mm, D, = 600 mm,
Kolbenstangendurchmesser @, = 65 mm, d,=90mm, d;= 110 mm,
zugehdrigen Dampfdriicke p, = 9,5 at, P, = 2,8 at, pg = 0,1 at.

Anzugeben ist die gesamte auf den Kreuzkopf ausgeiibte Dampfkraft.
Man erhilt nach Formel (27a) die 4 Kolbenkrifte

+Pi= 47 (DI —d)py, FP= (DY —d]) s,
T 7T
—Py= — (D} — &) pa, —Py= — (D} — &) - py.

Damit wird nach Formel (30) die Mittelkraft

i
R= 3 (Di'py—di-py— Dt pp+di-po+ Di-py—di - py— Di - ps + di - p3)
oder

R=7 [p (D} —d) + p," (D} = DY) — py - (D} — ),

R =0,7854+[9,5.(33% — 6,52) - 2,8 - (602 — 332) — 0,1 - (602 — 112)].
Nach Formel (18) macht man den Unterschied der Quadrate fiir die Rechnung
mit dem Rechenschieber bequemer:
R =0,7854-(9,5-39,5-26,5 4 2,8-93-27 — 0,1 -71 - 49)
und erhiilt so
R = 13180 kg.
2%
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6. Das Kriiftedreieck.

Es seien drei Kriafte von bestimmter GroBe vorhanden, deren Wir-
kungslinien in derselben Ebene liegen (Fig. 29); die Bedingungen sollen
angegeben werden, unter welchen sie sich im Gleichgewicht befinden, so
dall also der angegriffene Korper
in Ruhe bleibt oder seine etwa vor-
handene Bewegung nicht andert.

Der Versuch zeigt, daf} sich die
drei Schniire, an welchen die Be-
lastungsgewichte hingen, immer wie-
der in derselben Weise einstellen,
solange die Gewichte unverindert
bleiben. Es gibt also nur eine Gleich-
gewichtslage fiir einen Korper, auf
den drei gegebene Krifte einwirken,
deren Wirkungslinien der obigen Vor-

Fig. 29. aussetzung entsprechen. In dieser
Gleichgewichtslage schneiden sich

die drei Wirkungslinien in einem Punkt (Fig.29). Wird jetzt eine
Schnur, die durch aufgesetzte Perlen in gleiche Abstéinde geteilt ist,
nach Art der Nebenfigur zusammengelegt, so erhalt man im Falle des
Gleichgewichts und nur dann ein geschlossenes Dreieck, dessen Seiten
parallel zu den Wirkungslinien der drei Krafte sind und deren Léngen
den Gréflen der Krifte entsprechen. Man gelangt so zu dem Satz:

Drei in derselben Ebene wirkende Krafte sind im Gleichgewicht,
wenn ihre Wirkungslinien durch denselben Punkt gehen und in einem
beliebigen LingenmaBstab nach Grofe’ und Richtung hintereinander
abgetragen ein geschlossenes Dreieck bilden.

Da in diesem, immer wieder benutzten Satz die Kraftgrofie durch
eine Linge abgebildet wird, so pflegt man in der technischen Praxis
eine Kraft allgemein durch eine Gerade darzustellen, in der ein ange-
setzter Pfeil die Kraftrichtung anzeigt.

Der obige, der unmittelbaren Anschauung entnommene Satz!®) wird
durch alle Erfahrungen als mit groBter Genauigkeit zutreffend bestatigt.

Beispiel 26, Ein wagerechter Ausleger wird durch die Last @ = 500 kg am
freien Ende beansprucht, gehalten wird er dort durch
eine Zugstange, die unter dem Winkel & = 39° gegen die
Wagerechte geneigt ist (Fig. 30). Anzugeben sind die im
Ausleger und in der Zugstange

auftretenden Spannkrifte.
Man zeichnet das Kriftedrei-
eck etwa im MafBstabe 500 kg
(7 4 = 20 mm, also 1 mm = 25 kg und
erhilt aus Fig. 31 durch Aufmessen

M

N\\VE
)

Q 4 8, =31 mm = 2531 = 775 kg,
‘S:' S2:37 i) =2537=925 sy o
Fig. 30. Fig. 31. Man bemerkt, da3 unter.sonst

19 S tevin , de Beghinselen der Weegkonst, 1586. Varignon, Projet d’une
nouvelle mécanique. 1725,
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gleichen Verhéltnissen beide Spannkrifte | 160 |
wachsen, wenn der Winkel « verkleinert
wird.

Beispiel 27. Bisweilen findet sich die
Bogenlampenaufhdngung nach Fig. 32. An-
zugeben sind die Zugkrifte S; und S, in
den Halteseilen bei dem Lampengewicht
P = 15,6 kg fiir die Stellungen 1, 2, 3, 4,
in welchen das Seil 2 mit der Lotrechten
die Winkel x = 5°, 30°, 55°, 85° bildet.

Man zeichnet die Gewichtskraft P etwa Fig. 32.
in dem Kriftemafistab 1 kg = 1 mm lotrecht
und zieht durch die

Endpunkte die Pa-
rallelen zu den Sei-
len 1 und 2 fir
jede der vier Stel-
lungen (Fig. 33).
Die  Aufmessung
ergibt dann

Fig. 33.

8= 18 8,0 14,5 78,3 mm bzw. kg,
8, = 14,9 13,5 15,6 78,3 mm bzw. kg.

Aus den gestrichelten Linien der Fig. 33 ist zu folgern, da es unmdoglich ist,
ein belastetes Seil wagerecht auszuspannen, da in dem Fall die Spannkraft un-
endlich groB wird, denn parallele Linien schneiden sich erst im Unendlichen.

Beispiel 28. Auf einer Bogenbriicke mit
3 Gelenken befindet sich die FEinzellast Q
@ = 10 t in der gezeichneten Stellung (Fig.34).
Zu ermitteln ist die Richtung und Gréfe der
beiden Widerlagerdriicke N, und N,.

Der leere Briickenteil CB tbertrigt die
Widerlagerkraft N, in Richtung der geraden
Verbindungslinie BC der beiden Gelenke.
Da nun Gleichgewicht bestehen soll und
nur drei Kriifte vorhanden sind, so miissen
sie sich in dem Punkt O schneiden, der durch die Wirkungslinien von @ und N,
bestimmt ist. Damit ist auch die Wirkungslinie A0 der Kraft N, festgelegt.

Es kann somit das Kriftedreieck der Fig. 35 gezeichnet
werden, Ist 7 B. der Kriftemalstab 10t = 20 mm ange- N,
nommen worden, so ergibt die Aufmessung

N, = 24 4mm = 12,2¢, :
N,=222mm = 11,1t. N

Die Richtung von N, bleibt also dieselbe, solange die Q
Last @ sich auf der ersten Hilfte der Briicke befindet.

Beispiel 29. Fiir den mit @ = 20 t belasteten Derrick- Tig. 35.
kran nach Fig. 36 sind die Spannkrifte S; in dem Kranaus-
leger und §, in den Halteseilen anzugeben fir die 3 Ausladungen a = 20,
15, 10 m. Die Liinge des Auslegers bis zur Mittelachse der Kransiule betrigt
I = 22,50 m, die Hohe bis zur Mitte der Rolle » = 15,50 m.

Die in einem beliebigen KréiftemaBstab gezeichneten Kriftedreiecke der
Fig. 37 sind dem Lageplan ahnlich; mithin gilt

fiir alle Belastungen

Fig. 34.

! 22,5
Si=0Qry =255

=29,0¢
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und bei den Ausladungen a = 20 15 10m
20 20 20
— 2.9 = =
8, 155 0,7 15.5 15,3 55 11,5 ¢
8, = 26,7 19,75 14,85 t,
e worin die Faktoren des Bruches
LA 155 ..
et \1\ \\\\ 20 die Linge der Halteseile von
, ’Q P == Mitte Rolle bis Mitte Siule an-
/ N geben.
\ \
\\ \ 1
\
A B
AN
l AR

Fig. 36. Fig. 37.

Beispiel 30. In der Royal-George-Schlucht hingt die Kisenbahnstrecke der

Denver- und Rio-Grande-Fisenbahn auf einer Strecke von 82,6 m Linge an

: Hingewerken nach Fig. 38 1),

Anzugeben ist die Spannkraft S

der Streben, wenn die Zugstangen
mit P = 50t belastet sind.

S

P S
Fig. 38. Fig. 39.

Das Kriftedreieck ist das in Fig.’39 in einem ganz beliebigen KréftemafBstab
wiedergegebene. ' Aus den #hnlichen Dreiecken der Fig. 38 und 39 folgt dann

S :%- P =Y)1165% 4 6,102: 6,10,

also -

i et

,]{} = 1-50-)4,656 =539t

Bei Benutzung der Ahnlich-
keitsbeziehungen geniigt eine

// I ItItG N ganz iiberschligige Aufzeichnung
I e ——— ey g———— wy E der Kriftedreiecke.
7N T /N PP .
AN 1=3,5m LN oem Beispiel 31. Um Schienen
/O 'y 1

) ) AR N ] und Tréiger anzuheben, benutzt
M man auf den Lagerplidtzen der
- Eisenwerke Elektromagnete in

T ' der durch Fig. 40 veranschau-
Fig. 40. lichten Anordnung. Jeder der

1y 7.d.V.d. I 1906.
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beiden Magnete habe bei einer Tragfahigkeit von 1200 kg das FEigengewicht
900 kg. Anzugeben ist die GroBle der Spannkrifte in den Ketten §; und in dem
Absteifungstriger S,.

Die Belastung einer Seite betrigt P = 1200 4 900 = 2100 kg. Das Krifte-
dreieck ist das in Fig. 41 in einem beliebigen KriftemaBstab dargestellte. Man
erhélt aus dhnlichen Dreiecken

S8,: P=14%-1:h, 8, : P=yY(&-)2+R2:h, s,
also .
I 2100-35 .
Sy =P gy = "5 g = 20ke, p
T I\ 2
slzp-]/1+ (_l) = 2100 -}/ 2,196 co 3100 kg. 5
2h Fig. 41.

Beispiel 32, An einem Blechschornstein nach Fig. 42
ruft der Winddruck an dem Haltering die XKraft
P = 510 kg hervor (Beispiel 107). Anzugeben ist
die Belastung @ der Schornsteinséiule und die Spann-
kraft 8, in der Verankerung 1, wenn gegeben ist
hy + hy = 18,2m. a = 15,5 m.

Das in Fig. 43 in einem beliebigen KriftemaBstab
gezeichnete Kriftedreieck gibt sogleich aus den Pfeil-
richtungen an, dafBl die Verankerungskraft §;, am Ring
zieht und die Schornsteinsiule auf den Ring die
nach oben gerichtete Druckkraft @ ausiibt. Aus den
dhnlichen Dreiecken folgt

Q:P=(hy+hs):a,

Sl :P=1l:a,
worin nach dem Satz des Pythagoras Q
einzusetzen ist: [ = ]/(h2 + hy)? 4+ at S
Somit wird

g=p- M 7: hs =
— 510-18,2 Fig. 43. Fig. 42.
T’SN GOOkg,
ol VTR g 1/ [TV
§=P- = P.]1 4(—a—) =640 |1 (15’5)“ 510 - /2,38 o 790 kg.

Beispiel 33. An einem Kabelkran nach Fig. 44 betrigt die Belastung der
im Mittel unter 45° geneigten Pendelstiitze @ = 18,2 t. Der wagerecht gemessene

£

&=

Fig. 44. Tig. 45. Tig. 46.

Abstand der beiden Stiitzenspitzen ist @ = 200 m, der lotrecht gemessene A — 83 m.
Welche Druckkréfte wirken auf die Pendelstiitze und auf die feste Stiitze, bzw.
welcher Zug im Tragseil und in dem unter 45° geneigten Verankerungsseil der
festen Stiitze ? )
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Das Kriftedreieck fiir die Pendelstiitze zeigt Fig. 45. Die durch den Schnitt-
punkt der Stiitzenkraft S, und der Seilspannkraft §, gezogene wagerechte Linie
teilt die Last @ in @ und @, sie ist als zweite Kathete in dem 45°-Dreieck eben-
falls Q". Das untere Dreieck ist nun dem Dreieck der Hauptfigur 44 #hnlich,
so dafl man erhilt

Q:Q =h:a, aso @' =¢ ._2.
Aus Q" 4- @ = @ folgt hiermit
Q = J,h,_
14

Aus dem oberen Dreieck der Fig. 45 liefert der Satz des Pythagoras

V] /9 Vo 2 18,2 . 14:,].4
8 =107+ Q =¢q 12 =¢- Vﬁh = i e 182t

Tre 1o

aus dem unteren Dreieck erhilt man ebenso

1 /h\2
S [\ T4y (5> 18,2 - 1,086
SZZVQiz_i_Q’_/z:Q'. 1L_!_ Z) =¢9. = > ~ 14,0t .
a 14 h 1,415
a
Fiir die feste Stiitze ist das Kriftedreieck in Fig. 46 dargestellt. §, ist dem
Dreieck der Fig. 45 entnommen worden. Die Zugkraft S, im Ankerseil soll wieder

unter 45° gegen die Wagerechte geneigt sein, das Dreieck ist also dem ersten
kongruent, und man hat sofort

die Druckkraft in der Stiitze S;= @ = 18,2,
die Spannkraft im Ankerseil §;= 5;= 18,2t.

Die Anordnung der Zugstangen und des Belastungsgewichtes E
der Fig. 47 entspricht vollig der der Fig. 26, und die Kraft B ist also
nach dem dazu gesetzten Kriftedreieck (Fig.48) in Gleichgewicht

Q
3 Q p
P M P
Fig. 48. Fig. 47. Fig. 49.

mit den beiden vom Angriffspunkt der Kraft R schriag nach aufwirts
gerichteten Stangenkriften P und @, die das gemeinsame Mittelgelenk
festhalten.

Umgekehrt kann nach den Darlegungen in Abschnitt 3 von den
Gegenkriften P und @ gesprochen werden, mit welchen die Last B am
gemeinsamen Gelenk in beiden Stangenrichtungen nach unten zieht.
Das entsprechende Kriftedreieck ist das in Fig. 49 noch einmal wieder-
gegebene, und man sagt in dem Fall, die Mittelkraft R ist in die beiden
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Seitenkrifte P und @ zerlegt worden, deren Pfeile im Endergebnis
ebendahin fithren, wie derjenige der Kraft R:

Die Mittelkraft ist die SchluBllinie des aus den beiden Seitenkriften
gebildeten Dreiecks.

Die Bezeichnungen erklaren sich aus
Fig. 50, die den Sachverhalt noch einmal
darstellt.

Beispiel 40. TFig. 51 stellt die Lage der Trag-
seile einer Drahtseilbahn beim Ukergang iiber eine
Bergkuppe dar. Die Spannkraft des Tragseiles fiir
die vollbeladenen Wagen habe die wagerechte
Seitenkraft H, = 18,0 t und die des Tragseiles fiir die leer zuriickgehenden Wagen
die Seitenkraft H, = 11,0 t. Anzugeben sind die Belastung V der mittleren Stiitze
der Fig. 51 und die in den Seilen davor und dahinter auftretenden Spannkrifte
S, bzw. 8,.

Man zerlegt die Seilspannkrifte §; und 8, zu beiden Seiten der Stiitze in
ihre wagerechten und lotrechten Seitenkrifte (Fig. 52). Da Gleichgewicht be-
stehen soll, so sind die in dieselbe Wirkungslinie fallenden, entgegengesetzt ge-
richteten Krifte H einander gleich, und weil das fiir alle Stiitzen in gleicher Weise
zutrifft, wird H als die fiir das ganze Tragseil unveridnderliche Spannkraft in
erster Linie angegeben. ’

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke der Fig. 51 und 52 folgt

a,:62,43 L 1h,=396 ] A
[a3=17,u| H /v_TVz
h,-19.65 7, VM -, : H

5
Fig. 51. Fig. 52.
Vl-——H-kl, V2=H-£—2—,
a0 [
A A
S, =H- -1, S, = H-—2
41 &)

Nun ist nach dem Satz des Pythagoras I = Va2 + A%, also

(s Byt | W
SI=H-V1 o) Sz————H-Vl—!—(—Zi) :
1 2

und mit den Zahlenwerten der Fig. 51 ist somit fiir die Seite der vollbeladenen
Wagen
19,65 3,96

V.= 180" <+ 62,43 17,38

> = 18,0 - (0,3148 — 0,2278) = 1,57 t,

2
19’65) = 18,861,

_ 1/
8,, = 18,0 ‘/1 + (62,43

8,, =18,0 - V 1+ <13£3%>2 = 18,46 t,
und fiir die Seite der leeren Wagen
V,= 11,0 - (+ 0,3148 — 0,2278) = 0,96 t,
18,86

S =110 35

= 11,53 ¢,
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18,46
81, =11,0. 18,0

Zu beachten ist, dal ¥ durch Addition der Einzelbetrige ¥V, und V, erhalten
wird, wenn beide Neigungswinkel des Tragseiles unterhalb der durch den Stiitz-
punkt gezogenen Wagerechten liegen.

Das die Wagen bewegende Zugseil greift daran etwa 0,50 m unterhalb der
Tragseile an; auf jeder Stutze befinden sich etwa 2,0 m unterhalb des Tragseiles
noch Tragrollen fiir das zwischen den Wagen freihdngende Zugseil. Steht nun
ein Wagen auf der mittleren Stiitze, so gelten fir das auf den Tragrollen der
beiden benachbarten Stiitzen aufliegende Zugseil dieselben Formeln, nur ist &,
um 1,50 m vergrofert und A, um denselben Betrag verkleinert.

Ist die wagerechte Seitenkraft der Zugseilspannkraft H,= 0,40t, so ver-
mehrt sich die Belastung der Stiitze aufler um das Wagengewicht noch um

21,15 2,46
62,43 17,38

= 11,22 t.

V,=0,40- <+ ) = 0,40 - (0,3389 — 0,1415) = 0,79 t.

Beispiel 41. Zu berechnen ist der Durchhang f des Tragseiles eines Kabel-
kranes nach Fig. 53 von der Spannweite ] = 250 m, dessen Seil mit der Kraft
S = 15,0 t gespannt ist, unter der in der Mitte stehenden Belastung P == 2050 kg.

Wird das Kréfte-
dreieck aus der Be-
lastung P und den
beiden Spannkriften
8 in einem beliebigen
KriftemalBstab auf-
gezeichnet (Fig. 54),
Fig. 53. so folgt aus den #hn-

lichen Dreiecken

K 1-P:S=f:1.

P Hierin ist einzusetzen
, s 1N e 1, e
Fig. 54. l—l/(gl> +f_-2 l11+<27)

oder mit Formel (20)

b (e e ]
=l ]

2
In der ersten Anndherung kann die kleine Grofle <L> vernachlassigt werden,
und man erhélt !

Damit wird

2,05-250

f = W = 8,43 m.
Der genaue Wert bestimmt sich dann zu

2
f=2843. [] 42 (82’(5%) } = 8,43 - 1,0023 = 8,45 m.

Wire statt der Seilspannkraft S ihre wagerechte Seitenkraft H = 15,0t
gegeben, so wire der erste Wert schon der endgiiltige.
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Teilt die Last P bei einer anderen als der Mittelstellung die Linge I in die
beiden Abschnitte a; und a, (Fig. 55), so nimmt das Kriftedreieck die Gestalt
der Fig. 56 an, und die Last P wird durch die gestrichelte Wagerechte H in die
beiden Teilkréfte V; und V, zerlegt. Aus &hnlichen Dreiecken folgt dann

Vi:H=Ff :a,, Vo:H=1{ :a,, e A a—>
also ‘6;\' 7 J/Sz'
1 1
/o= H-f = 7, = H =
V=g VamHL g \tp
Durch Addition beider Werte er- Fig. 55.
gibt sich
p:H.f’.(i+L):H.f’.m, ‘“S\
a, [¢2 Ay " Gy v
1 H

also l/'
;P oaga Py ’
f =FH "1 Fig. 56.

Hierin ist noch die Kraft H durch die groBere Seilkraft 8; auszudriicken,
indem man wieder den #hnlichen Dreiecken entnimmt

" e 1 -~ 1
T e
1

a4

Damit erhiilt man schlieBlich

=P aa Ly
f_Sl' 1 '[1—"’2-'(‘11)}5

worin der Klammerausdruck nur als Berichtigung benutzt wird.

Grundlehren der Trigonometrie. In einen Kreis vom Halbmesser 1 sei
von einem als Nullachse geltenden Durchmesser aus ein Winkel & eingezeichnet
(Fig. 57). Die den freien Schenkel 0A von der £ F

Linge 1 auf die Achse OB projizierende Linie AC s
ist der Sinus des Winkels & (sinx) und die Pro- /

jektion W_dgr Kosinus dieses Winkels (cosw).
Das Stiick BD der von der Achse aus im Punkt
B bis zum freien Schenkel des Winkels « an den ¢B
Kreis gezogenen Tangente ist die Tangente des
Winkels (tg«) und das Stiick DE der von dem End- - T
punkt D der zur ersten Achse senkrechten Achse i}

OD an den Kreis gezogenen Tangente bis zum
freien Schenkel des Winkels « ist seine Kotangente Fig. 57.
(cotg ).

Es bestehen nun folgende Zusammenhinge zwischen den durch die vor-
stehenden Erklirungen festgelegten Winkelfunktionen:

Aus idhnlichen Dreiecken wird entnommen
BD:AC—0B:0C oder BD=—2C,

Q

)
Q

sin «
tg o= cosx (31)
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EF:0E—0B:BD oder HF—
BD
cotgo = 1 32
8= (32)
Der Satz des Pythagoras liefert
00* + AC* =04°
oder sin? x -}- cos?2x =1, (33)
also
sino = |1 — cos?a und cosox = J1 — sin2o . (34 u. 35)
Wird die Formel (34) in Formel (31) eingesetzt, so ergibt sich
tea= | s~ (36)
und entsprechend durch Verbindung von Formel (35) ynd (32)
cotg o = V—le —1. (37)
sin?x
Hieraus kann wieder ausgerechnet werden
1 . 1
COSKX = —— bzw. Sinx =— 7';?‘; . (38 u. 39)
V1 + tga ¥1 + cotg2w

Andert sich der Winkel von 0° steigend bis 90°, oder wenn man statt der
T
2
der Sinus von 0 bis 1 und fillt der Kosinus von 1 bis 0, dabei wichst die Tangente
von 0 bis co und sinkt die Kotangente von oo bis 0.

Man bemerkt ferner, dafB sich fiir kleine Winkel & Sinus, Tangente und
Bogen (arc ) nur ganz unerheblich voneinander unterscheiden und der Kosinus
von 1 wenig abweicht, und zwar ist

Orade die entsprechenden Bogenléngen einsetzt, zwischen 0 und , S0 steigt

bis auf 0,001 genau fir & < 2%°,
w0003, o <7455,
Y bRl 0701 2 ” (x < 8 °

sinx = tgo = arex, coso = 1.

Der Sinus wird von der wagerechten Nullachse aus nach oben positiv ge-
rechnet, er ist also auch im IL Viertelkreis, wo « zwischen % und = betrégt,

positiv, dagegen im III. und IV. Viertelkreis bei & zwischen = und 2 negativ.
Der Kosinus wird von der senkrechten Achse aus nach rechts als positiv gerechnet,
er ist also im II. Viertelkreis und im III. negativ, dagegen im IV. wieder positiv.
Mit Hilfe von Formel (31) erhilt man hieraus, daB die Tangente und also nach
Formel (32) auch die Kotangente im L. und III Viertelkreis positiv ist, dagegen
im II. und IV. negativ.

Man entnimmt der Fig. 57 leicht die folgenden Umrechnungen:

sin(»%;{:oc): -+ cosx , cos(%-—oc): +sinx,
sin(z — &) = +sino, cos (g + oc) = — sin«, (49)

sin (7 + &) = — sino cos(w + o) = —coso .
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Fiir die Tangente erhilt man die entsprechenden Formeln am einfachsten durch
Benutzung von Formel (31).

Hat die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks nicht die Lénge 1, sondern
irgendeine andere, z. B. ¢, so haben die Katheten den c-fachen des oben angegebenen
Wertes, also mit den Bezeichnungen der Fig. 58 die Grofien

a=c-sinx, b=c-cosx. (41)
Durch Division beider Gleichungen folgt in Verbindung mit
Formel (31)
a
o

Ein beliebiges schiefwinkliges Dreieck (Fig. 59) wird
durch die Héhe A, in zwei rechtwinklige zerlegt, und es gilt

tgo. (42)

hy=c-sinf bzw. hy=>0-siny.

Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke folgt hieraus der Sinus-
satz:

b sing
¢ siny

(43)

Aus dem rechten Dreieck der Fig. 59 erhélt man
hy="5-siny und wu=>b-cosy,
aus dem linken Dreieck wird entnommen
=t ?=hwt+@a—u2=hrta?—2-a-u+ ul
oder mit den vorstehenden Werten
c2=102-sin%y a2 —2-a-b-cosy + b?-cos?y,
und nach Formel (33) folgt hieraus der Kosinussatz:
c2=a?2+b62—2-a-b-cosy.
Wird die Mittelkraft B in zwei aufeinander senk-
recht stehende Seitenkrifte P und ¢ zerlegt, von
welchen P mit B den Winkel « einschliefit (Fig. 60),
so ist nach den Formeln (41)
P=R-.cosux, (45)
@ =R-.sinx, (46)
und der Winkel & wird oft bestimmt, wenn P und @
gegeben sind, aus
Q

t = 2.
ga = (47)

Beispiel 42, Ein Schiff ist im Hafen von zwei Schlep-
pern zu ziehen, von denen der eine die 1,5fache Zugkraft
des anderen besitzt. Wie gro8 ist der Winkel # zu nehmen,
wenn & o 20° gewdhlt wird, und wie verteilt sich der Schiffs-
widerstand R auf beide Schlepper (Fig. 61)?

Man entnimmt dem Kriftedreieck der Fig. 62 nach dem
Sinussatz Formel (43)

L siné = 1,5 - 0,342 = 0,513,
P,

mithin § o 31°. Fig. 61. Fig. 62.

sinf =
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Ferner ist
R = P,-cosx + P,-cosff = P, -0,94 + P,-0,86.

Die Zugkraft des ersten Schleppers wird zum 0,94ten Teil ausgenutzt, dagegen
die des zweiten, schwiicheren, nur zum 0,86ten Teil.

Beispiel 43. Ein Seilscheibenschwungrad habe das Eigengewicht G ~ 4750 kg,
der Seilzug von insgesamt @ = 2650 kg wirkt unter dem Winkel & = 30° nach
aufwirts (Fig. 63). Anzugeben ist die Gesamtbelastung der Welle.

Das an die Fig. 63 gesetzte Kriftedreieck
zeigt die Mittelkraft R der beiden gegebenen
Seitenkrifte in einem beliebigen KriftemafBstab,
und man findet nach dem Kosinussatz Formel (44)

R \
R2:G2+Q2~2-G-Q-cos(%—o¢)
4 /
oder mit Benutzung der betreffenden Formel (40)
R2=@G%- [1 + (Q)2—2-Q—.Sinzx}
G q ’
also
Fig. 63. _a/ _(?_)2 Q.
: R_—G'l/l+<6rv —20 sin« ,

R = 4750 -}1 + 0,558% - 2 - 0,558 - 0,50 == 4750 - /0,752 = 4120 kg.

Beispiel 44. Ein Treibriemen umfaBt die Riemenscheibe mit dem Winkel
« = 165°. Die Spannkrifte im Riemen sind §; = 850 kg und S, == 460 kg. Zu
bestimmen ist die dadurch entstehende Belastung der Welle.
Aus dem zur Fig. 64 zugesetzten Kriftedreieck er-
hilt man mit Hilfe des Kosinussatzes Formel (44)
R:=08}+48;—2-8,-8;cosw

oder mit Benutzung der entsprechenden Formel (40)

S
S, \2 S
R2=S2-[1 + (—2) + 222 ccos (z — o),
H 5, 3, ( )
g S,  mithin
Fig. 64. RB=8;-}1+0,541% + 2-0,541 - 0,966

s = 850 - 2,337 = 1300 kg.
Um mit kleinen, leicht zu iibersehenden Zahlen zu arbeiten, emp-
fiehlt es sich, stets die Ausrechnung in der angegebenen Weise vorzunehmen.
Fiir verschiedene Verhiltnisse von 8, : S, und verschiedene Winkel « ergibt
sich der Verlauf von R: 8, aus Fig. 65.

Beispiel 45. Das Lastseil eines Aufzuges sei nach Fig. 66 gefiihrt. Die Last
betrage P = 600 kg, die Neigung des schriigen Seiltrumes gegen die Wagerechte
tgoe = 4. Anzugeben ist die Grofie der auf die Lager ausgeiibten Driicke ¥ und H.

4

Fiir die Rolle I liefert die Fig. 67 die zeichnerische Lésung: Die beiden Seil-
krifte P ergeben die Mittelkraft R, die ihrerseits zerlegt wird in die senkrechte
Seitenkraft V, und die wagerechte H,. Die gestrichelte Hilfslinie ergibt

H, = P-cosx,

Vi= P+ P:sina = P(1 + sinx).
Fiir die Rolle II gilt die Fig. 68, und man erhélt hieraus

H, = P-cosx,

Vo= P — P-sina = P(l —sin«).
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Werden noch die Formeln (38) und (39) angewendet, so folgt
P 600 600

H =H,= — = — = 480 kg,
V1 + tg2x 1L 9 5
V 16 4
180 175 170 165 160 755 150 145 140°
14,56
1,55
1£,54
S
—— ’}a:,\y 1,53
1,52 — ’
—]
7 7,51
59
1,50 F——_
1,49
48
w ] J0
1,47
146
[ 25
1,45
144
2)? \ 1,43
42
! <3
1,47
1,40
1,39
1,38
180 185 190 195 200 205 210 215 220°
Fig. 65.
V—P-1—|——l——-—~600‘1+ ! ~600-8—960k
! V1 ¥ cotg2a V1+16) 5 &
9
K I
1\ ]
v
I H, 1
7 -
P
P
P v,
Fig. 66.

1
V=P {1l — ——— ) = 600-
? ( Vl—i—cotgzoc) (
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Beispiel 46. Auf dem Xabelkran nach Fig. 44 verkehre eine Laufkatze,
die einschlieBlich der Last P = 2,8t wiegt. Anzugeben sind die Krifte in den
beiden Stiitzen bzw. im Seil, wenn die Katze dicht davor steht, ferner der Durch-
hang f bei Stellung der Katze in der Mitte und die GroBe der Seilspannung in
diesem Fall.

Die lotrechte Belastung S, der festen Stiitze vergréfert sich um das Gewicht P,
8, und 8, bleiben unverindert, wenn die Last dort steht.

Bei Stellung der Last P auf der Pendelstiitze erfihrt @ eine entsprechende
Vergroflerung, und das ganze Kriftedreieck der Fig. 45 verlingert sich ent-
sprechend nach unten. Man entnimmt der demgemil abgeinderten Fig. 45

8 :8, =@+ P):Q,
8, :8,=@+ P):Q,

also

S’1=Sl-(1 +-3—) - 18,2-(1 428 ) = 21,0,

ST 18,2
Sy =8, (1 + 5) —14,0- (1 - 0,154) = 16,1 t.

Das Kriftedreieck fiir die Mitte mit der Belastung P ist bereits in Fig. 54
dargestellt worden. Wihrend aber bei wagerecht ausgespanntem Seil die beiden
Spannkrifte des durchhingenden Seiles einander gleich sind (Beispiel 41), sind
sie bei verschieden hohen Stiitzpunkten verschieden. Wird die Spannkraft S,
des unbelasteten Seiles in das der Fig. 54 fiir die geneigte Kabelbahn ent-
sprechende Kraftedreieck eingetragen, so wird die Kraft P dadurch zerlegt in
P’ und P”. Durch den Vergleich dhnlicher Dreiecke erhélt man dann

P :S,=1f:%4-1 uwnd P’:8,=f:%-1,
also
P = pP'=%-P.
Damit Hefert jede der vorstenenden Gleichungen

8,1
f_4-P'

Die GroBe der beiden jetzt vorhandenen Seilspannkrifte berechnet man nach
dem Kosinussatz Formel (44):

: 2
S;2=S§+(%~P)2—2-Sz-%P-coso¢:Siﬁ-[l—l—( P ) ——-cosoc},

o
R

2
S;’2=S§+(%P)2—2-82-%P-cos(n—oc)=SI§-{1—i—( ) +£-cosoc]
2-8, S,

Nun ist nach der Hauptfigur 44

und nach Formel 38
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2
folglich 8 = 8, - ]/1 + (2_%> _ Sfi %7142
2 2 a
Vl +(%)
2
=140 ]/1 e —

= 14,0 - 1,010 — 0,077 = 13,5 t,

8y = 14,0 - 1,010 4 0,077 = 14,6 t.

Das Tragseil erfahrt somit die groBte Beanspruchung, wenn die Laufkatze
dicht bei der Pendelstiitze steht.

Die Korper I und IT beriihren sich in der Fliche F
(Fig. 69). Der erstere werde von der Kraft P senkrecht
zur Beriihrungsfliche F gegen den zweiten gepreBt. Er
erfahrt dann vom Korper II einen Gegendruck N, der
nach Abschnitt 3 in die Wirkungslinie von P fallt,
gleich groB ist und nur die entgegengesetate Rich-
tung hat.

Wird jetzt der Korper I durch eine gegen die
Flichennormale um den beliebigen Winkel & geneigte
Kraft P angedriickt (Fig. 70), so kann man P in die
beiden Seitenkrifte P; = P .cosx und Py, = P-sinx
zerlegen. Nach dem Vorhergehenden ist dann N mit P,
im Gleichgewicht und die Seitenkraft P,, fur die keine
Gegenkraft in der glatten Fliche F vorhanden ist, wirkt
auf eine Verschiebung des Koérpers I hin. Der Stiitz-
druck hat also in diesem Fall die Gro8e und Richtung P, :

Zwei sich in einer Fliche beriihrende Koérper wir- 3
ken stets derart aufeinander ein, dafl die Stiitzdriicke Fig. 70.
senkrecht zur Beriihrungsfliche stehen.

Der Satz trifft auch zu, wenn die Beriihrung in

einer Kante (Fig.71) oder in einem Punkt erfolgt
(Fig. 72). ’

Das Kriftedreieck zeigt nicht
alle Krifte an ihrer Angriffsstelle
wirkend an, sondern mindestens

- eine seitswarts verschoben, z. B. in

Fig. 70 die Kraft P,. Legt man
Fig. 71. Wert darauf, daf die Krifte im Fig. 72.
Konstruktionsplan simtlich an ihrer
Angriffsstelle erscheinen, so zeichnet man das Krafteparallelo-
gramm bzw. Krifterechteck, wie z. B. im Fall der Fig. 75.

Beispiel 47 und 48. Um zwei Teilstiicke eines grofien Maschinenrahmens
oder dergl. miteinander fest zu verbinden, werden an der Teilfuge Stahlstiicke

Stephan, Technische Mechanik. I. 3
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nach Fig. 73 warm eingelegt, die sich beim Erkalten zusammenziehen und so
die Fuge dicht schlieBen. Um den Druck mdéglichst gleichmiBig iiber die ganze
Fuge wirken zu lassen, werden die Anlageflichen etwas schrig ausgetiihrt.
Parallel zur Fuge laufende Anlageflichen wiirden

die #uBeren Teile der Fuge nicht mehr gentgend
. fest zusammenpressen.
Um die nachgiebige Packung einer Stopfbiichse

gut gegen die Kolbenstange zu driicken, wird der
Grundring und die RotguBausfiitterung der Stopi-
biichse nach TFig. 74 abgeschragt.

Fig. 73.
Beispiel 49. Das Hingewerk nach Fig. 75,
dessen Streben mit der Wagerechten den Winkel x = 40°
einschlieBen, ist in der Mitte durch die Last P = 5,3t be-
lastet. Anzugeben sind die dadurch in den einzelnen Balken
hervorgerufenen Krifte.
Die Last P wird durch die mittlere Zugstange nach
dem oberen Knotenpunkt iibertragen und zerlegt sich dort
nach den beiden Strebenrichtungen §. Man entnimmt dem

a7 N

., S—

7/11////;&“-
0T I 0
—a=

. Krifteparallelogramm
Fig. 74. S_%'PH 265 i
T sina ~ 0,6428 :

Die Pfeile zeigen an, dafl 8 auf
die Streben als Druckkraft wirkt, die
sich auf die unteren Knotenpunkte
iibertrigt. Sie wird dort in die senk-
recht zur Autflagerfliche stehende Kraft

4 V und die wagerechte H zerlegt, und
& man erhédlt aus dem Krifterechteck

é 7 Fig. 75.

V=S~sinoc=%-P= 2,65t,
H=8"-cosx=1-P-cotga = 2,651,192 = 3,17+¢.

V ist nach Fig. 75 die auf das Auflager ausgeiibte Druckkraft und H die in dem
wagerechten Balken wirkende Zugkraft.

Bei einem doppelten Hingewerk nach Fig. 76 ergibt sich in gleicher Weise

N S5, 8;= P :sina,
RY P e also doppelt so groB als
A i~ N beim einfachen Hange-
7 ml B ! \4 werk,
7 ﬁ = H & S, = P : cosox
. und weiter
Fig. 76. V=P,
He= — 8= — 2.
cos &

Freilich gilt diese Berechnung nur fiir das symmetrische und symmetrisch be-
lastete Héngewerk, wie es Fig. 76 darstellt.

Beispiel 50. Die Fig. 77 stellt das Kurbelgestinge einer Dampfmaschine in
dem Augenblick dar, wo die Schubstange am weitesten aus der Mitte ausschligt.
Beim Rechtsgang der Maschine wirkt die Kolbenkraft P in der gezeichneten
Richtung, sie zerlegt sich am Kreuzkopfzapfen in Richtung der Schubstange und
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senkrecht zur Gleitbahn des Kreuzkopfes. Das Krifteparallelogramm lehrt,
daB § eine auf die Schubstange ausgeiibte Druckkraft und ebenso I eine Druck-
kraft auf die untere Fiihrung ist.

Aus dhnlichen Dreiecken folgt

N:P=r:l, also N=P-%.

- /_ r\2
S=VP2+N2=P-l1+<7) . Fig. 7.
Bei liegenden Dampfmaschinen gewohnlicher Bauart ist stets

%:%, mithin N=%-P und S = 1,020- P,

bei stehenden Dampfmaschinen gewdhnlicher Bauart oder bei liegenden mit
groBlen Umdrehungszahlen ist

r 1 1 1
7= 45’ mithin N= is P und S=1025-P,
bei stehenden Schnelliufern ist
r 1

s 1
=1’ mithin N——4 P und S8=1032-P.
Beim Riickgang des Kolbens ist P eine auf den Kreuzkopfzapfen wirkende
Zugkraft und sie zerlegt sich nach Fig. 78. Die GroBe der Krafte bleibt dieselbe,
ebenso die Richtung von N, die wieder
eine auf die untere Fiilhrung wirkende
Druckkraft ist. Dagegen wirkt § jetzt
als Zugkraft auf die Schubstange.
Bei links umlaufenden Antriebs-
maschinen wirkt der Kreuzkopfdruck & Fig. 78.
auf die obere Fiithrung. Bei Pumpen und
Kompressoren ist es umgekehrt; sie 188t man deshalb gewShnlich links herumlaufen.
Die Krifte sind bei etwa halber Fiillung des Dampfzylinders mit Frischdampf,
die bei Verbundmaschinen oft vorkommt, die groBften im Gesténge auftretenden.
Bei Verpuffungsgasmaschinen ist bei der gezeichneten Kurbel- und Kolbenstellung
der Gasdruck nur noch } des hochsten, so daB die gréfite Schubstangenkraft
bei der hinteren Totlage des Kolbens auftritt.
Bei irgendeiner beliebigen Stellung des Kolbens (Fig. 79) ist

N = P-tgp. _
Ferner ist aus der Skizze der Zusammen- Pp S ! *\
hang zu entnehmen - N A T T

\ /
l-sinf = r-sinx, S-
also sinf = % ~gine. Fig. 79.
Nun ist nach Formel (37)
1 sin
tgf= = ﬁ
V 1 1 J1 —sin%g
sin2f

und bei den kleinen Werten von g nach Formel (20)

tgf = sin g (l + % -sinzﬂ) = %~sin o [l + ; (% sintx)z] .
g%
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1
507 © daB
man es bei iiberschligigen Rechnungen aufler Ansatz lassen kann, In dem Fall
kann auch der Kolbenweg aus der Totlage bis in die der Kurbelstellung « ent-
sprechende als 7+ (1 — cosx) angesehen werden.
\ Ist nun der Verlauf des Dampfdruckes hinter

dem Kolben durch p; in Fig. 80 gegeben und der
| Gegendruck vor dem Kolben durch p,, so ist die
| Kolbenkraft bei einseitiger Kolbenstange geméalB
L ‘ Beispiel 5 P — % D%+ (p, — 0,98  py) .
2 Der einem beliebigen Wertepaar von p, und 2,
7

zugeordnete Betrag von sina ist in Fig. 80 eben-
| falls eingetragen. der bei gewshnlichen liegenden

Bei -;: =% ist der Héchstwert des zweiten Gliedes der Klammer

: r | Maschinen im Verhéiltnis%: % verkleinert wer-
! den mull, um tgp zu erhalten. Der so bestimmte
Verlauf von tgg ist gleichfalls in Fig. 80 eingezeich-
. net. Den Kreuzkopfdruck fiir eine beliebige Kur-

Fig. 80. bel- bzw. Kolbenstellung erhdlt man dann zu

N= D% (3 — 0,98 p,) - tgf,

worin gewOhnlich der Zahlenfaktor 0,98 ohne merk-
lichen Fehler auf 1 abgerundet werden kann. Den Ver-

lauf von N : % . D2 gibt dann die Fig. 81 fiir die Fiil-

lungen 12,5 und 25 v. H. an, und zwar fiir eine Kon-
densationsdampfmaschine von 9 at Eintrittsspannung
des Dampfes.

Wird der Flacheninhalt dieser Kurve nach For-
mel (10) oder (11) bestimmt und der so erhaltene
Fig. 81. Wert durch die Linge 2 - » dividiert, so ergibt sich

schlieflich der Mittelwert des Kreuzkopfdruckes

?——ﬂ bei der Normalfiillung 12,5 v.H.zu N = jZ— - D2.0,52,

+ , Hochstfillung 25 ,, ,, N:%-DZ'O,SO.

Beispiel 51. Welchen Neigungs-
winkel muf die Fahrbahn eines Ufer-
kranes nach Fig. 82 haben, dessen Lauf-
katze erst dann nach oben fahren soll,

7T & wenn das Fordergefdl @
bis an die Laufkatze heran-
N/
Q

gezogen ist?

Die Zugkraft im Win-
denseil ist bei der gezeich-
neten Anordnung die Hilfte
770 Q Q der Last: P=4-Q.

Auf die Katze wirken
& . die drei Krifte: Lastzug @,

Fig. 82. Fig. 83.  Seilzug P, Cegendruck N

der um den Winkel & gegen

die Wagerechte geneigten Fahrbahn. Die Katze ist im Gleichgewicht, bleibt
also in der Ruhestellung stehen, wenn diese drei Krifte ein geschlossenes
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Dreieck bilden (Fig. 83). Das Dreieck ist rechtwinklig und enthélt den
Winkel « zwischen @ und N. Man erhilt demnach

sinoc:£=l also o = 30°.

Q 27
Die Belastung der Fahrbahn betrigt
N =Q-cosx =@ -0,866 .

Beispiel 52. Anzugeben ist der Grund, weswegen die Achsschenkel der Land-
fuhrwerke etwas nach unten gekropft werden.

Auf den Radkranz wirkt von unten der Gegendruck @ der Strafie und auf
die Nabe der senkrecht zur Zapfenfliche stehende Druck N (Fig. 84). Beide
Kriifte setzen sich nun nach dem beigefiigten Kréftedreieck zu einer
Mittelkraft R zusammen, die bestrebt ist, das Rad immer wieder
gegen den Bund der Achse zu schieben und dadurch den Vorsteck-
splint bzw. die Achsmutter zu entlasten.

Das Rad erhilt etwas Sturz, damit die Wirkungslinien der
Kraft N, die in der Mitte der Zapfenlinge angreift, und der
Kraft @, die etwa in der Mitte der Felgenbreite wirkt, sich unge-
fahr am Zapfenumfang schneiden.

Die Unterachsung betrigt gewdhnlich o = 4°20’; damit
ergibt sich

R=Q-sinx = 0,0756 - Q.

Beispiel 53. Eine Dachfliche von der Breite b = 7,2m und
der Linge I = 5,0 m mit der Neigung & = 35° gegen die Wage- __
rechte sei durch Schnee belastet. Anzugeben ist die groBte vom Fig- 84.
Schneedruck ausgeiibte Kraft.

Je nach der Hohenlage des betreffenden Ortes hat die Schneelast, die sich
bilden kann, eine gewisse Ho6he. Die grofite Schneelast fiir 1 m? wagerechter
Flache betrigt in Deutschland bei der Erhebung % m iiber den Meeresspiegel!?)

%)
= 4
7 70(1* 500/ °

Man kann der Einfachheit halber ansetzen:

bei der Meereshohe =0 bis 200m: ¢
ys s ' h=200 ,, 500m: ¢
2 2 29 h = 500 I 1000 m: g¢q

Auf einer geneigten Fliche von der in der Schriige
gemessenen Breite b (Fig. 85) hat die Schneelast nur die
Breitenausdehnung b - cosx und es gilt demnach fiir QL J/

die norddeutsche Tiefebene r J’F/ 7
Q=1-b-cosa-g=150-72-0,819-75= 2210 kg. b
Die Kurve SS der Fig. 87 gibt den Verlauf des
Schneedruckes fiir F = 1 m? und ¢ = 75 kg/m? in Ab-
hingigkeit vom Neigungswinkel « an. Tig. 85.
Die amtlichen Vorschriften?) verlangen

bei «==20°  25°  30°  35°  40°  45°  >45°
g=1 70 65 60 55 50 0 kg/m?.
Beispiel 54. Eine Dachfliche von der Breite b = 7,2m und der Linge

I=5,0m habe die Neigung & = 35° gegen die Wagerechte. Anzugeben ist die
grofite darauf vom Wind ausgeiibte Druckkraft.

75 kg/m?),
20 ,,

1
340 ,,

[

12) Schaller, Beton u. Eisen 1909.
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Der groBte, bei gewohnlichen Baukonstruktionen in Mitteldeutschland ein-
zusetzende Winddruck betrigt p = 125 kg/m? (Beispiel 20), und zwar auf eine
lotrecht stehende Fliche. Eine unter dem Winkel & gegen die Wagerechte ge-

neigte Fléche, deren lotrechte Projektion die Flidche F ist, hat die GroBe F;, = si%{x

(Fig. 86). Die Windkraft p - F' zerlegt sich nun in
’ eine an der Fliache F; vorbeistreichende Seitenkraft
0 und eine senkrecht dazu gerichtete
1
Pi=F-:p=F-p, -sino.
Fig. 86. Wird hierin noch aus der vorstehenden Glei-
chung eingesetzt
P F=F, sinx,
m
foo 1 so folgt schlieBlich?)
110 Py =F,-p-sinx,
100 R also mit den gegebenen'
% Zahlenwerten
80 P =172-50-125
L -0,5736 = 1480 kg.
0 Die Kurve WW der
60 Fig. 87 gibt die Grofe
7& des senkrecht zur Flache
50 F, wirkenden Wind-
20 | druckes in Abhéngigkeit
S5 vom Neigungswinkel «
30 an unter Zugrundele-
w gung von F, =1 m?
20 und p = 125 kg/m?2
70 Freilich ist diese bei
Bauten vorgeschriebene
0 Berechnung’) wenig zu-
x- 10 20 S0 40 s0 60 70 do  90° verlissig®).
Fig. 87.
7. Das ebene Kriftevieleek.
7 An einem Korper greifen die Krifte
P, und P, an (Fig. 88), die nach Fig. 89
e zu einer in derselben Ebene wirkenden
VA E p Mittelkraft R, zusam-
£ ! P Z mengesetzt werden
/ kénnen. Durch den
P B Schnittpunkt der Wir-
’ %, kungslinien von P, und
Fig. 88. Fig. 89 P, gehe noch eine wei-

tere Kraft P, ebenfalls
in derselben Ebene, die wieder mit R, zu der Mittelkraft R, vereinigt
werden kann. Soll nun der Korper im Gleichgewicht sein, so mu8 an
ihm noch eine vierte Kraft P, angebracht werden, deren Wirkungslinie

B) Foppl, Z d. V.d. L 1912; Haedicke, Z d. V.d. I. 1919
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mit der von R, zusammenfillt und deren GréBe gleich der von R, ist,
die aber die entgegengesetzte Richtung hat (Fig. 88). Da die Wirkungs-
linie von R, nach dem Vorhergehenden durch den gemeinsamen Schnitit-
punkt der drei Krifte P,, P,, P,
geht, so lauft auch diejenige von P,
durch denselben Punkt:

Vier in derselben Ebene wirkende
Krafte sind im Gleichgewicht, wenn
ihre Wirkungslinien durch denselben
Punkt gehen und das aus ihnen ge-
bildete Krifteviereck geschlossen ist.

Die Richtigkeit des hier aus dem
Satz vom Kraftedreieck hergeleite-
ten Vierecksatzes kann durch einen
Versuch nach Fig. 90 nachgepriift
werden. Fig. 90.

Indem man nétigenfalls die Zu-
sammensetzung der’ gegebenen Krifte in derselben Weise noch weiter
fortfithrt, gelangt man zu dem Schlufl, daf dem obigen Satz vom
Krafteck Geltung fiir beliebig viele in einer Ebene wirkende Krifte
zukommt, deren Wirkungslinien sich
in demselben Punkt schneiden.

Beispiel 55. Anzugeben sind die Spann-
krifte in den Streben 1 und 2 des skizzier-
ten Drehkranesin Fig. 91 unter der Belastung
Q@ =06,0t.

Der Kettenzug nach dem Windwerk
betrigt P=34:Q=30t.

Man zeichnet das Krifteviereck, indem
man zuerst die bekannten Krifte Q und P
nach GréBe und Richtung etwa in dem MaB-
stab 1t = 5 mm aneinander antrigt (Fig. 92),
an das freie Ende von P die Richtung der
Strebe 1 ansetzt und an den Anfang von @
die Richtung der Strebe 2. Beide Linien
werden zum Schnitt gebracht und darauf
die Pfeile von 8, und S, eingefiigt derart,
daB alle Pfeile die Figur in- demselben Sinne
durchlaufen.

Durch Aufmessen erhilt man dann

S =495 mm = 9,9t%,
S, = 89,0 mm = 17,8 t.

8, ist, da der Pfeil vom Angriffspunkt weg gerichtet ist,
eine Zugkraft, S,, da der Pfeil zum Angriffspunkt hin ge-
richtet ist, eine Druckkraft.

Man erkennt, daB beide Spannkrifte unter sonst gleichen Verh#ltnissen

um so grofler werden, je spitzer der Winkel zwischen S, und §, ist (vgl.
Beispiel 26).

Beispiel 56. Anzugeben sind die Spannkrifte §; und §, in den Streben 1
und 2 des Speicherkranes nach Fig. 93, wenn gegeben ist: Q = 250 kg, I = 2,0 m,
h=18m, a =120 m.

Fig. 92.
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Das Krifteviereck ist das in Fig. 94 im Kriftemafistab 100 kg = 1 cm ge-
zeichnete; darin ist §, parallel zu der geraden Verbindungslinie der beiden End-
punkte der Strebe 2 gezogen. Man entnimmt der Fig. 94:

Fig. 94.

L = 45mm = 450 kg,
8, = 75 mm = 750kg.

Beispiel §7. Anzugeben ist
die Beanspruchung der Siule
des Derrickkranes Fig. 95 bei
den drei dargestellten ILagen
des Auslegers durch die Seil-
ziige der vierstringigen Flaschen-
ziige fiir die Last und den Aus-
leger, wenn im {ibrigen die An-
gaben des Beispiels 29 gelten.

Beim vierstringigen Draht-
seilflaschenzug kann die Kraft
im letzten Seiltrum angesetzt

Fig. 95. werden zu Q' = lij -Q bzw.

- P. Damit ergeben sich in bezug auf den an der Kransiule ange-

P =

brachten Zapfen der Seilrollen die in den Fig. 96 a, b, ¢ nach Gréfe und Richtung
einander angetragenen Krifte, die sich zu der Mittelkraft B zusammensetzen. Letz-
tere wird wieder zerlegt in die lotrecht wirkende
Druckkraft ¥V und die wagerechte Zugkraft H.

1,15
4

Fig. 96a.

Man erhilt so aus den im KriftemaBstab 1t = 0,75 mm gezeichneten Kraft-
ecken fiir
20 15 10 m,
1 3L7t,
21,9 9,3 t.
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Mit Hilfe der Formeln (25) und (26) kann die Aufgabe, bei einer
Anzahl von Kriften, deren Wirkungslinien in einem Punkt zusammen-
laufen, diejenige Kraft zu bestimmen, die zur Erhaltung des Gleich-
gewichtes noch erforderlich-ist, auch rechnerisch gelost werden: Man
zerlegt alle gegebenen Kréfte nach zwei beliebig gewiblten, aufeinander
senkrecht stehenden Richtungen in

XiZPi'COSOC,; YiZP,;°SiIIOC,;,

wie das die Fig. 97 fir die Kraft P, an-
deutet, und erhilt so zwei Reihen von
Kriften in derselben Wirkungglinie.
Nach Formel (29) besteht in jeder Reihe
Gleichgewicht, wenn die Bedingung er-
fullt ist
2X=0 bzw. 2Y =0,

so daf man hieraus die Gréfe von X,
und Y, bestimmt.

Dann ist nach dem Satz des Pythagoras

P=X+7,,
und die Neigung gegen die X-Achse wird ermittelt aus
Y,
X,

tgo, =

Beliebig viele, in derselben Ebene angreifende Kréfte, deren Wir-
kungslinien durch denselben Punkt gehen, befinden sich im Gleich-
gewicht, wenn sowohl die Summe der wagerechten als auch die Summe
der lotrechten Seitenkrifte je Null ergibt.

Der Satz wird gewohnlich in der vorstehenden Fassung ausgesprochen, da
lotrechte Krifte und entsprechend wagerechte in der technischen Praxis am
hiufigsten vorkommen. Gelegentlich kann jedoch statt der wagerechten eine
bestimmte andere Bezugslinie vorteilhafter sein; die ,,lotrechte* mufl dann aber
unter allen Umstinden senkrecht zur ersten stehen.

Beispiel 58. Gegeben sei (Fig. 97)

Nr.1l: P=1900kg, «= 30°
. 20 P=23500,, o= 45°
o 3 P=2200,, &=120°
. 4 P =29250,, , &= 342°.

Anzugeben ist die GréBe und Richtung der Kraft Py, die mit den gegebenen
im Gleichgewicht ist.

Nr. cos K sin o Xkg Ykg
1 -+ 0,866 4+ 0,500 -+ 1645 + 950
2 -+ 0,707 -+ 0,707 -+ 2475 + 2475
3 -4 0,500 — 0,866 -+ 1905 — 1100
4 — 0,951 -+ 0,309 — 695 -+ 2140
5 — — — 5330 — 4465

0 0
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Damit wird nach Formel (19) und der dort gemachten Bemerkung iiber ihre
Genauigkeit

Py = (0,960 - 5330 + 0,368 - 4465) - 1,02 = 6900 kg,
ferner

— 4465
— 5330

tgo = = 4- 0,838,

also
® oo 40° -+ 180° = 220°,

denn der Winkel muB im dritten Kreisviertel liegen, da X und Y beide negativ sind.
Um die Rechnung zu erleichtern, wihlt man vorteilhaft die X-Achse derart,
daB sie mit einer Kraft, z. B. etwa P,, zusammenfillt.

8. Krifte im Raum an einem Punkt.

Wenn die Krafte nicht in derselben Ebene wirken, sondern von
einem Punkt nach verschiedenen Richtungen im Raum verlaufen, so
wird die Aufgabe in zwei oder bisweilen auch mehr Einzelaufgaben
fur in derselben Ebene wirkende Krifte zerlegt.

Die Losung ist besonders einfach bei v6llig symmetrischer Anordnung
oder, wenn die Ebenen der beiden Teilaufgaben senkrecht zueinander
stehen.

Beispiel 59, Ein Elektromagnet von 900 kg Eigengewicht und 1200 kg Trag-
fahigkeit ist nach Fig. 98 an 4 Ketten aufgehéngt. Zu berechnen ist die Spann-
kraft in jeder Kette.

Die Kraft @ = 2100 kg verteilt sich gleichmaBig iiber die' 4 Ketten. Fir

jede Ose gilt demnach das Kriftedreieck der Fig. 99, dessen Winkel o sich be-
stimmt aus

oo — 50 E
° 7% 3
Man erhilt aus dem Dreieck den Kettenzug
_e. 1
P= 4 cosa’
q also mit Formel (38)
, ¢ P= g Y1+ tgPs
und die in wagerechter Richtung auf die Ose
N wirkende Kraft
Fig. 99. H=%tgex.
Mithin ist
2100 2
P= 21OOV 1,444 = 630 kg.

Mit Riicksicht auf etwa eintretende einseitige Belastung und kleine Un-
genauigkeiten der Kettenlingen bemiBit man die Ketten fiir 4 dieses Wertes.
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Beispiel 60. Der Haupttriger eines Bockkranes besteht aus drei Fachwerk-
winden, die nach Fig. 100 miteinander verbunden sind). Die Hochstbelastung
durch den Raddruck der Laufkatze betriigt @ = 2,5t. Anzugeben ist ihre Ver-

teilung auf die drei Fachwerkwinde. qQ Q

Die Kriiftedreiecke fiir die beiden oberen Knotenpunkte |~ 1247 4—1
sind in Fig. 101 dargestellt. Aus der Ahnlichkeit mit den A
[

]

Dreiecken der Hauptfigur folgt

f
l
241 :
— Q= . = 1,01
P,=Q 5908 0,404 - 2,5 = 1,01 ¢, ]
082 1 120.5¢ I l
p2:Q.%20’5 = Q- J1 + 0,4042 E P ‘
= 1,069 - 2,5 = 2,875 t. b :
2 |

Mit diesen Belastungen sind die betreffen- b
den ebenen Fachwerke zu berechnen.

Beispiel 61. An einem Telegraphen- q |

mast, der ¢ = 16 Leitungen trigt, deren  Fig. 101, Fig. 100.
jede im Hochstfall mit § = 110 kg ange-
spannt ist, wird die Leitungsfilhrung um « = 30° abgelenkt (Fig. 102). Anzu-
geben sind die Richtung des Verankerungsseiles, die Spannkrifte, die den Mast
und das Verankerungsseil beanspruchen, wenn letzteres mit dem Mast den Winkel
B = 25° bildet

Die Gesamtspannkraft der Dréhte betrigt auf
jeder Seite des Mastes T

arafle s 0y

P—i-8—=16-110 = 1760 kg. AS

Das Krifteparallelogramm ist das im Grundril der
Fig. 102 dargestellte, und man erkennt, daB die
Mittelkraft B den stumpfen Winkel = — « halbiert.
Die lotrechte Ebene der Verankerung mufB also mit
den lotrechten Ebenen, die durch zwei aufeinander-
£ bilden, R
wenn ein Zugseil die Verankerung bewirken soll; im \§&

Fall einer Druckstange als - Verankerung muf der k F

Winkel ~ —2~_oc betragen.

folgende Tragstangen gehen, den Winkel

Die GroBe von R bestimmt sich nach dem Kosinus-
satz Formel (44) zu

R=P-J1+1—2-cose = P-}2-(1 — cosq)

= 1760 - /20,134 = 910 kg.

Das Kriftedreieck fiir die Zerlegung von R in §;
und §, enthilt der Aufrif der Fig. 102, dem man
entnimmt

8, = R-cotgx = 910 - 2,145 — 1950 kg, .
S = R: sina— 910 : 0,466 = 2160 kg, Fig. 102.

Zu 8, tritt noch das halbe Gewicht der auf jeder Seite befindlichen Drahte,
sowie der Quertriiger und schliefllich der Stiitze selbst.

Eine hiufig wiederkehrende Aufgabe ist, die Krifte in den Streben
eines dreiseitigen Bockes zu bestimmen, auf dessen Spitze eine oder

1y Z.d. vV.d. L 1902.
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mehrere bekannte Krifte einwirken. Auch hier findet die Zerlegung
in zwei Aufgaben der Ebene statt, die freilich sehr verschieden vor-
genommen werden kann.
— T T g
|

—

I

n

BN
//,V]/A

Fig. 1032 u. b.

Beispiel 62. Der in der Fig. 103 skizzierte Scherenkran soll die Héchstlast
Q=80+t tragen, der Kettenzug betrigt
P =21t  Anzugeben sind die in den
drei Streben wirkenden Spannkrifte, wenn
der Kran ganz ausgelegt ist (Stellung I)
und wenn er ganz zuriickgezogen ist
(Stellung IT).

1. Volle Ausladung nach vorn:

Man zeichnet zuerst das Krifteviereck
fiir die Auslegerspitze des in der Zeichen-
ebene der Fig. 103a gelegenen
Strebensystems (Fig. 104) etwa,
im Kréiftemafstab 1t=4mm
und erhélt so

8, =355mm = 71t Zug,
8S; = 79,0 mm = 158 t Druck.

Dabei ist angenom-

men worden, daB die

“  Dbeiden vorderen Streben
8, eine volle Platte S}
bilden. Diese Platte ist

in Fig. 103b soweit zu-

00777

}-‘i‘”l,ﬁ_ﬂ

4Em

S

2

Ia

N

)

L)

Fig. 104.

()

$a

P

>

riickgedreht gezeichnet

" worden, daB die Strebe

84 der Fig. 103 a lotrecht
in der strichpunktierten
Lage steht. Sieerscheint

Fig. 105. Fig. 106. Fig. 107. dann in Fig. 103b in

unverkiirzter GréBe und

wird an der Spitze in ihrer Ebene durch die oben ermittelte Kraft 8, belastet. Das
Kriftedreieck fiir den Fall ist in Fig. 105 wiedergegeben, und man mifit auf
8, = 40,5 mm = 81 t Druck.
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II. Stellung ganz nach hinten: i
Das Krifteviereck fiir die Zeichenebene der Fig. 103a ist jetzt das in Fig. 106
dargestellte und man entnimmt ihm

8; = 20,5 mm = 41 t Druck,
S} =3L,0mm =62t

8} wird dann wieder in derselben Weise zerlegt wie unter I,
und man erhilt jetzt aus Fig. 107

8, = 16,0 mm = 32 t Druck.

Beispiel 63. Auf den in Beispiel 32 Fig. 42 unter-
suchten Blechschornstein wirke der Winddruck P = 640 kg
in umgekehrter Richtung. Anzugeben ist die dadurch in den
Zugstangen 2 und 3 hervorgerufene Spannkraft.

Man bestimmt zuerst fir die Ebene der Seitenansicht der
Fig. 42 auf demselben Wege wie in Beispiel 32

S;:P-Vl—i— (@?

Das XKriftedreieck fiir die Ebene der beiden Zugstangen
2 und 3 (Fig. 108) ist das in Fig. 109 aufgetragene, und man
entnimmt den &hnlichen Dreiecken

Szzé'SQZI/z—(%—C)E: e=“/@>ﬁ’ Fig. 109.

worin gemaf Fig. 42 einzusetzen ist
= (hy+ k)2 +b2 und 2= 4- (a2 —b?),
so dafl man erhilt

B (27

1o e S b
So= g oS V”W—?Sz T k)
L ()

Wird hierin noch der obige Wert von S eingesetzt, so folgt schlieSlich mit
b=a+c0860°=1-a:

o= 5 [T

ebenso groBl, wie in dem Fall, dafl der Winddruck nur von einer einzigen Zug-
stange aufgenommen wird.

Die grofite lotrechte Belastung der Schornsteinsiule wird demgemiB bei
Winddruck nmgekehrt zu der in Fig. 42 eingezeichneten Pfeilrichtung erhalten,
und sie betrigt

Q’:p.hz_—;;ﬁz:g.Q.

Wird die Siule von vier gleich geneigten und den Umfang in vier gleiche
Teile zerlegenden Zugstangen gehalten, so ruft der auf die Siule gerade in der
Mitte zwischen zwei Stangen wehende Wind in ibnen die Spannkrifte

8, =8,:/2
hervor, und die Sdulenbelastung wird in dem Fall

Q=Q-72.
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Beispiel 64. Anzugeben sind auf rein zeichnerischem Wege die in den drei
Streben des in Fig. 110 dargestellten Bockgestelles durch die an der Spitze 4
angreifende Kraft P hervorgerufenen Spannkrifte.

Man projiziert zuerst den Schnittpunkt ¢’ der Wirkungslinie der AufriB-
projektion der Kraft mit der Grundrifiebene in die Grundrifprojektion nach ¢’
herunter. Die Gerade B(C’ ist dann die in der Grundrifiebene liegende Spur der

durch die Strebe 1 und die Kraft P gehenden Ebene. Ebenso ist B;B} die Spur
der durch die Streben 2 und 3 gehenden Ebene im Grundrif. Beide Spuren
schneiden sich in B’, und A’B’ ist die Grundrifprojektion der Schnittgeraden
beider Ebenen, deren AufriBprojektion durch Hinaufloten nach 4”’B’ erhalten
wird. Jetzt wird das Krifte-
dreieck gezeichnet fiir die drei
in derselben Ebene befindlichen
Krifte P, S§;, §, und zwar
in beiden Projektionen, wie
Fig. 111 angibt.

Die Gegenkraft von S,
(mit dem doppelten Pfeil) ist
nun Belastung der Stibe 2
und 3 und liegt ebenfalls in

By C'B' B
| |

Fig. 111. Fig. 112.

deren Ebene. Wird das Kriftedreieck aus 8, S;, S5 in beiden Projektionen an
das "erste herangesetzt, so hat man die Projektionen der drei gesuchten Stab-
krifte damit ermittelt!s).

Thre wirkliche Grofe findet sich aus der Uberlegung, daB beide Projektions-
ebenen und somit alle darin befindlichen Projektionen aufeinander senkrecht
stehen, daB also die wahre GriéBe die Hypotenuse des aus den beiden Projek-
tionen gebildeten rechtwinkligen Dreiecks ist. Die Fig. 112 liefert hiernach die
wahren GréBen der Strebenkriifte, ebenso wie die der Belastung P.

Man bemerkt, daB hier nur eine allgemeinere Darstellung des in Beispiel 62
behandelten Sonderfalles mit Hilfe der Regeln der darstellenden Geometrie ge-
geben ist.

Die zeichnerische Losung wird besonders einfach, wenn eine Projektion der
Kraft P mit der eines Stabes zusammenfillt oder ganz verschwindet.

Im zweiten Fall, wo P’ = P = 1200 kg eine lotrechte Last ist (Fig. 113)
zeichnet man in einem beliebigen MafBstab das Kriftedreieck der GrundriBebene
aus 8y, S,, S, (Fig. 114) und dariiber zwischen den Projektionsloten den Linien-
zug der AufriBebene Sy, S, 84, der durch die Kraft P geschlossen werden muf.
Man entnimmt der Zeichnung jetzt nachtriglich den KriftemaBstab 1200 kg

15) Culmann, Die graphische Statik. IL. Aufl. 1875.
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= 85,5 mm oder 1 mm = 14,05kg und setzt die Projektionen der Stabkrifte
rechtwinklig aneinander (Fig. 115). Durch Aufmessen ergibt sich dann

S; = 28,5 mm = 400 kg,
S, = 43,5 mm = 610 kg,
8; = 58,0 mm = 815 kg.

In shnlicher Weise ist zu verfahren, wenn die Projektion eines Stabes ver-
schwindet.

Wenn eine Projektion der Kraftwirkungslinie, etwa P’, mit der eines Stabes,
etwa §,, zusammenfillt, arbeitet man in der betreffenden Projektionsebene mit,
der vorldufig nur der Rich-
tung nach bekannten Mittel-
kraft R = P’ 4+ 8] der
beiden und trennt diese
Mittelkraft dann gem&l
den Ergebnissen der zweiten
Projektion. Im iibrigen ent-
spricht die Losung der vor-
stehenden. In das recht-
winklige Projektionskreuz
zur Ermittlung der wahren
GroBen ist auch die ge-
gebene Kraft P mit ihren
Projektionen P’ und P”
einzutragen, die jetzt erst
den Kriftemafstab angibt.

Die allgemeine Aufgabe
ist auch ohne Zuhilfenahme
rdumlicher  Uberlegungen
16sbari®): Da der rdumliche
Linienzug P, S8, Sy, S im
Fall des Gleichgewichtes
geschlossen sein muf, so ist
auch jede Projektion des-
selben ein geschlossenes
ebenes Viereck, dessen
Ecken auf den Projektions-
loten iibereinander liegen.

Man trigt also P’
= A’B’ und P’ = A" B"”
im Grund- und Aufriff in
einem bestimmten Krifte-
malBstab auf, setzt etwa an
P’ die Parallelen zu den
GrundriBprojektionen der
Stdbe 1 und 3 (Fig. 116
und 117) an und zieht .
hierdurch die Parallele ¢’D’ Fig. 115. Fig. 114.
zu der GrundriBprojektion
des Stabes 2; die letzten Eckpunkte dieses willkiirlichen Kriftevierecks werden

in die AufriBprojektion nach C” D" hinaufgelotet. Da nun ¢’ ganz beliebig ge-
wihlt wurde, so ist die vierte, durch den Anfangspunkt von P’/ gezogene

Linie 4”7 D" im allgemeinen nicht parallelzu der AufriBiprojektion des Stabes 3.
Man zieht jetzt im Grundriff eine zweite Parallele ¢’d’ wieder willkiirlich und
lotet die neuen Eckpunkte in den AufriB hinauf nach ¢/’ und d’’; die vierte Linie
A”d” dieses Zuges ist im allgemeinen wieder nicht parallel zur Aufrifiprojektion
des Stabes 3. Zieht man jetzt aber die richtige Parallele durch 4”, so schneidet
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sie die Verbindungsgerade D’’d’ in einem Punkt D, der der richtige ist. Denn
ein nochmaliges Probieren lehrt, daB alle Punkte D’* der AufriBiprojektion immer
auf derselben Geraden liegen, mithin auch der richtige Punkt. Die Vervollstén-
digung der beiden so richtig bestimmten Kréftevierecke in Auf- und Grundrif3
vom Punkt D aus ist jetzt leicht gemacht; die Eckpunkte miissen alle in beiden
Projektionen genau senkrecht iibereinander liegen. Die wahre GroSe der Stab-
krifte wird wieder gem#B Fig. 115 rechtwinkligen Dreiecken entnommen,

Die rein rechnerische Losung
derselben Aufgabe ist so umstéind-
lich, daB sie kaum ausgefiihrt wer-
den dirfte. Es geniigt, die nach-
stehenden Angaben beizubringen.

Durch den Angriffspunkt 4 der
Kraft P sind drei aufeinander senk-
recht stehende Achsen gelegt, mit
welchen P die Winkel «, y, g ein-
schlieft (Fig. 118). Durch die Achsen

i
l
|
!
l
{
|
|
|
|
1
|
|
|
l
i
|
|
|
1

B
/////P f
E/ —1 /
/
D
z Y, F
2 /P’
Z (.1
A X C
Fig. 118.

sind im Punkt 4 drei aufeinander senkrechte Ebenen gelegt worden
und ebenso durch den Endpunkt B der Kraftstrecke P drei dazu
parallele Ebenen, so dafl ein Parallelepiped entstanden ist.
Man erhiilt nun aus den entsprechenden rechtwinkligen Dreiecken
die drei Seitenkrifte, in welche P auf die Weise zerlegt worden ist:
Aus Dreieck 4BC': X = P-cos«x,
’ , ABD: Y =P-cosf, (48)
o » ’ ABE: Z = P -cosy.
16) Miiller - Breslau. Graphische Statik der Baukonstruktionen. 1887.
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Zieht man in der X Y-Ebene ACFD die Mittelkraft P’ von X und Y,
so gilt nach dem Satz des Pythagoras

P2 — X2 Y2,
ferner ebenso in dem Dreieck ABF
P2 = P24 72,
womit man erhalt:
P?=X24 V24 72, (49)

Die Gleichung wird benutzt, um die Mittelkraft aus den gegebenen
drei im Raum senkrecht aufeinander stehenden Seitenkriften der
GroBe nach zu ermitteln. Die Neigungen von P gegen die einzelnen
Seitenkrifte bestimmt man dann aus den Formeln 48.

Setzt man in Formel 49 die Gleichungen 48 ein, so folgt

P2 = P%.cos’o + P2%-cos?ff + P2.cos?y
oder
1 = cos?a + cos?f + cos?y (50)

als Bedingung, der die drei Neigungswinkel entsprechen miissen. Sie
dient zur Kontrolle der richtigen Bestimmung der Winkel.

Greifen nun in einem Punkt mehrere Krifte P nach verschiedenen
Richtungen des Raumes an, so fiihrt man die obige Zerlegung gems
den Gleichungen 48 fir jede einzelne Kraft aus. Sollen die gegebenen
Krafte im Gleichgewicht sein, so muf8 fiir jede Achse die Bedingung
(29) erfillt sein:

2X=0,3Y=0,3Z=0. (51)

Krifte, deren Wirkungslinien sich in einem Punkt schueiden, sind
nur dann im Gleichgewicht, wenn die Summe aller Seitenkrifte nach
drei aufeinander senkrecht stehenden Richtungen je Null ergibt.

Man erhilt so drei Gleichungen ersten Grades firr die Krifte. Die
réumliche Aufgabe der an einem Punkt angreifenden Kriifte gestattet
also, drei Unbekannte zu bestimmen, entweder, wenn alle Richtungen
gegeben sind, drei KraftgroBien, oder, wenn alle KraftgroBen gegeben
sind, drei Richtungen oder die anderen sich hieraus ergebenden Zu-

sammenstellungen, zwei Kraftgroen und eine Richtung bzw. umge-
kehrt.

9. Parallele Kriifte in derselben Ebene.

Es soll festgestellt werden, ob die drei in der
Zeichenebene wirkenden parallelen Krifte P,,
P,, P, der Fig. 119im Gleichgewicht sind. Nach
den Angaben in Abschnitt 6 sind drei in der-
selben Ebene befindliche Krafte im Gleich-
gewicht, wenn das in einem beliebigen Lingen- Fig. 119.

Stephan, Technische Mechanik. I. 4
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maBstab aufgetragene Kraftedreieck geschlossen ist und die Wirkungs-
linien durch denselben Punkt gehen.

Das Kriftedreieck fillt im vorliegenden Fall in eine Gerade zusam-
men — zur besseren Veranschaulichung ist P, seitwirts als Gegen-
gerade herausgezeichnet — (Fig. 122), so dall die obige Bedingung fiir
parallele Krifte in die des Abschnittes 5 iibergeht: Die algebraische
Summe aller Krifte muBl Null ergeben. Die drei parallelen Wirkungs-
linien kommen jedoch erst in einem unendlich fern gelegenen Punkt zum
Schnitt, gleichgiiltig welche Lage die drei Krifte zueinander haben, und
es ist klar, daBl, wenn P, mit P, und P, etwa in der gezeichneten Lage
der Fig. 119 im Gleichgewicht ist, sie es in der gestrichelten oder einer
beliebigen anderen Lage nicht sein kann.

Man gelangt zu der Losung, wenn man an die Krifte P; und P,
in derselben Wirkungslinie zwei gleiche, aber entgegengesetzt gerich-
tete Krifte P’ ansetzt, die sich
ja gegenseitig aufheben und des-
halb keine Anderung an dem
urspriinglichen Krifteverhiltnis
hervorrufen. Jede dieser Zusatz-
krafte wird nun mit P, bzw. P,
zu einer Mittelkraft R, bzw. R,
vereinigt (Fig. 120); die beiden R
schneiden sich jetzt in einem Punkt, und Gleichgewicht unter R, , R,, P,
besteht nach Abschnitt 6 nur dann, wenn die Wirkungslinie von P,
durch diesen Schnittpunkt geht!?).

Der Vorgang kann z. B. durch einen Versuch nach Fig. 121 veran-
schaulicht werden. Eine langere Schnur, die gerade ausgespannt nach
der gestrichelten Linie verlauft, wird
an ihren Enden durch zwei Stifte
unter den seitlichen Tragrollen fest-
gehalten und durch die Kraft Pg
vermittels eines Gleithakens belastet.
Der Haken wird unter sonst glei-
chen Verhiltnissen immer in eine
ganz bestimmte Stellung gleiten und
zwar die, daBl wenn die GroBlen von
P, und P, wieder durch eine Perlen-
schnur dargestellt werden, die drei
> von den Endpunkten der Krifte

Fig. 121. parallel zu den drei Schnurrich-

tungen gezogenen Fiaden sich in

einem Punkt O schneiden (vgl. Fig. 122). Man nennt das von dem

Tragseil der Kraft P, gebildete Dreieck das Seileck, den Schnitt-

punkt der dazu parallelen Linien den Pol, was nur eine andere Be-

zeichnung fiir Punkt ist, und die von dem Pol nach den Enden des
Krafteckes gehenden Linien die Polstrahlen.

Da die Lange der Schnur, an der P, in Fig. 121 héngt, ganz be-
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liebig gewihlt werden kann, bzw. in Fig. 120 die GroBe der Krifte P’
oder die Lage ihrer Wirkungslinie bzw. die der Tragrollen in Fig. 121,
so ist auch die Lage des Poles O eine ganz beliebige.

Die gestellte Aufgabe wird demnach am ein- c
fachsten erledigt, indem man die gegebenen Krafte
auf einer Geraden in einem beliebigen KriaftemaB-
stab auftragt (Fig. 122), wobei ihre algebraische

Summe Null ergeben muf}, einen Pol O an belie- 0
biger Stelle der Zeichenebene wihlt, von dort aus
die Polstrahlen 04, OB, OC nach den Endpunkten B

der drei Krafte zieht und nun in dem gegebenen B

Krifteplan (Fig. 123) zu OA die Parallele a an

beliebiger Stelle zwischen den Wirkungslinien von

P, und P, eintragt, von dem Endpunkte dieser

Strecke @ auf P, die Parallele b zum Strahl OB und von dem End-

punkt der Strecke a auf P, die Parallele ¢ zum Strahl OC zieht. Gleich-

gewicht besteht nur dann, wenn P, durch den Schnittpunkt von b und ¢

geht, d. h., wenn auBler dem Krafteck auch

das Seileck geschlossen ist. a

Wird noch die Lénge der von der Wir- F

kungslinie der Kraft P, im Seileck heraus- ¢

geschnittenen Strecke mit d bezeichnet, die b

Teilstrecke von a zwischen P, mit a,, so

folgt aus den &dhnlichen Dreiecken der Fig. 123

und 122 Fig. 123.
&, = % und -
d Py d s

Durch Division beider Gleichungen erhilt man

Fig. 122.

5

a P,

Pl OF (52)
Wenn Gleichgewicht besteht, teilt die dritte Kraft den Abstand der
beiden anderen im umgekehrten Verh#ltnis ihrer GréBen.

Gewohnlich wird der Abstand nicht in einer beliebigen Schrigen

gemessen, sondern man mifit den kiirzesten, senkrecht zu den Wirkungs-
linien der Krifte stehenden. Schreibt man in dem Fall die Gleichung 52
als Produktengleichung, so lautet sie

Pi-a,=P,-a,. (53)

Man bezeichnet nun das Produkt aus der Grofle einer Kraft und

ihrem senkrechten Abstand von einem bestimmten Punkt oder einer

bestimmten Geraden oder Ebene'?), die nur parallel zur Wirkungslinie

der Kraft verlauft, als Drehmoment oder kurz Moment der Kraft
in bezug auf diesen Punkt bzw. diese Gerade oder Ebene:

M=a-P. (54)

17} Monge, Traité élémentaire de Statique. 17886.
4%
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Man rechnet das Drehmoment als positiv, wenn es rechtsdrehend
ist, und als negativ, wenn es linksdrehend ist (Fig. 124). Da die Kraft
in kg und der Abstand in m gemessen wird, so ist das Mafl des Dreh-
momentes das Meterkilogramm (mkg). Bisweilen rechnet man auch

mit Metertonnen (mt) bzw. Zentimeterkilogramm (kag)
/\\
\

1 emkg = 0,01 mkg,
1mt = 1000 mkg.

* Der Ausdruck Moment ist hier nur eine Abkiirzung fir
) die durch Formel (54) bestimmte Rechenoperation, etwa wie
die Ausdriicke Quadratwurzel oder dritte Potenz einer Gréfle

)\ bestimmte Rechenoperationen angeben.
Mit dieser Bezeichnung geht die Gleichung (53) iiber in

Fig. 124.

< M, — M,=0: (55)
Im Falle des Gleichgewichtes dreier paralleler Krifte ist die algebraische
Summe der Momente von zwei Kraften in bezug auf die Wirkungs-
linie der dritten gleich Null.

Nachgepriift werden kann der Satz durch einen Versuch nach
Fig. 125. Das Gewicht der freihingenden, um ihren Mittelzapfen
drehbaren Scheibe ist gleich dem Gegengewicht 1. Werden nun in
gleichen Abstinden von der Lotrechten durch den Mittelpunkt der
Scheibe die gleichen Krafte 2 und 3 angeordnet, so besteht Gleich-

AL T — = :

IR

7

Fig. 125.

gewicht, wenn die entsprechenden Gegenkrifte 2 und 3 an der Drehachse
der Scheibe nach oben wirkend angebracht werden. Sind die Absténde
der Krifte 2 und 3 von der Lotrechten durch die Scheibenachse ver-
schieden (Fig. 126), so miissen ihre Grofien im umgekehrten Verhalt-
nis der Abstinde stehen [Formel (52)], damit keine Drehung der Scheibe
eintritt, und die Gegenkraft muBl wieder gleich ibrer Summe sein, damit
die Scheibe nicht heruntersinkt.

Bisweilen ist die folgende Umformung des Drehmomentes von
Vorteil: Der Angriffspunkt 4 der Kraft B (Fig. 127) sei durch die ge-
gebene Lange ! mit dem Punkte O verbunden, in bezug auf den das
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Drehmoment genommen werden soll. Dann gilt gemidf Formel (54)
M = R-.a, worin @ der senkrechte Abstand der Wirkungslinie von
R vom Bezugspunkt O ist. Man kann nun R in zwei Seitenkrifte zer-
legen, deren eine P; senkrecht zu Isteht, wahrend
die Wirkungslinie der anderen P, mit [ zusam-
menfiallt. Die beiden Dreiecke, die von den
Seiten B, P;, P, bzw. I, a, R gebildet werden,
sind dhnlich, und man erh#lt somit

R:P,=1:a

oder

R-a=P,-1:
Das Drehmoment einer Kraft in bezug auf einen bestimmten Punkt
ihrer Ebene kann ersetzt werden durch das Produkt aus Entfernung
des Angriffspunktes der Kraft von dem gegebenen Punkt und ihrer
Seitenkraft senkrecht zu dieser Entfernung.

Beispiel 65. Auf einen Korper wirken in dem Abstand ¢ = 2,37 m die beiden
parallelen Krifte P, = 325 kg und P, = 550 kg nach derselben Richtung. An-
zugeben ist die Gr6Be und Lage der Stiitzkraft N, die ihnen das Gleichgewicht hilt.

Man kann die Aufgabe zeichnerisch nach der zu Fig. 123 gegebenen Vor-
schrift 16sen. Auf rein rechnerischem Wege ergibt sich

N = P, + P, = 325 - 550 = 875 kg
entgegengesetzt zu P; und P, gerichtet.

Nun gilt nach Formel (52}

@ _ Py ]
a, Py
oder wenn hierzu beiderseits 1 addiert wird,
Gyt Pth
a, [ P, 2
bzw. mit den obigen Bezeichnungen L@ o | 2
2 1
a_ N ) L
ay Py’
also P
P, 325
=q--t=237.22° _ —
=0 =237 g5 =088 m, Fig. 128.

a=a — ay = 2,37 — 0,88 = 1,49 m.
Beispiel 66. Das Schwungrad einer Dampfmaschine belastet die Welle mit
P = 4750 kg; die Abstinde der Schwungradmitte von den beiden Lagermitten
betragen a; = 110 cm und a, = 75cm (Fig. 128). Anzugeben sind die beiden
Lagerdriicke N, und N,.

Die drei Krifte sind einander parallel. Man benutzt also Formel (55), indem
man zuerst die Momentengleichung in bezug auf die Wirkungslinie von N, aufstellt:
+N, (@ +a) —Pray=0,

75
also N=p-—% _ L
S =P oo 4750 185N1930kg'
Nun wird die Momentengleichung fiir die Wirkungslinie von N, aufgestellt:

+Pray— Ny (@, +a)) =0,

110
also N, = P'*——‘—t—l———: Riininhudl
9 ata 4750 55 2820 kg.
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Einen Nachweis fiir die Richtigkeit der Rechnung gibt dann der Summensatz:
Ny+No=P bzw. 1930 + 2820 = 4750 kg.

. Beispiel 67. Eine Drahtseilscheibe ist belastet mit P — 380 kg, Ihre Mitte
ist um a; = 12cm von dem vorderen Lager entfernt; der Abstand der beiden
Lager betrigt a = 32 cm (Fig. 129). Zu berechnen sind die beiden Lagerdriicke
N, und N,.

Um N, zu ermittein, wird die Momentenglei-
chung fiir die Wirkungslinie von N, aufgestellt:
—N,-a+ P-a,=0,
also :
Ny=1P-% 350 2 520k,
= a ] a 32
=, T somit gréBer als P!
A . Um N, zu bestimmen, wird die Momenten-
) a; 4 gleichung fiir die Wirkungslinie von N, aufgestellt:
1 )P 4N, a4+ P-a,=0,
N also
Fig. 129, Ny= —P-%— — 350 %N — 140 kg,

Der negative Wert von N, besagt, daf die Richtung von N, in Fig. 129 falsch
eingetragen wurde; es ist klar, daB die obere Lagerschale des zweiten Lagers die
Welle halten mul}, damit sie nicht von der Kraft P umgekippt wird.

Die Richtigkeit der Rechnung wird nachgewiesen durch

N, —Ny=P bzw. 520 — 140 = 380 kg.
In der Fig. 123 und den dabei stehenden Darlegungen ist ange-
nommen worden, dal P, diejenige Kraft ist, die den beiden anderen
P, und P, das Gleichgewicht halt. Ebenso gut kann natiirlich P, als
die Kraft angesehen werden, die den beiden P, und P; das Gleichge-
wicht halt, oder auch P, als diejenige, die mit P, und P, im Gleichge-
wicht ist. Die Fig. 123 lehrt sofort, dafi, wenn die beiden ersten Kriifte
entgegengesetzt gerichtet sind, die dritte die Richtung der kleineren
hat und auBerhalb beider auf der Seite der groferen liegt.

Auch aus dieser Uberlegung heraus hiitte man sofort in Beispiel 67 die Rich-
tung von N entgegengesetzt zur gezeichneten eintragen miissen.

Die Gegenkraft von P in Fig. 123 ist die Mittelkraft der beiden an-
deren. Die Fig. 122 lehrt dann, wenn P, entgegengesetzt angenommen
wird: Die Mittelkraft zweier paralleler Krafte ist gleich ihrer alge-
braischen Summe. Dasselbe ergibt sich, wenn etwa die Gegenkraft
von P, als Mittelkraft von P; und P; betrachtet wird.

In Fig. 130 sei R die Mittelkraft der beiden parallelen Krafte P,
und P,, so dal R = P, 4 P,ist. Dann besteht aullerdem die Glei-
chung 53: P,-a, = P,-a,. In bezug auf die in einem beliebigen
Abstand xz von P, gezogene, zu den Wir-

B
I kungslinien der Krifte parallele Gerade 4B
a x Jx ist nun das Drehmoment der Mittelkraft
Bl L @ lp | My=R-(@+a)=R-z+ (P + Py-ay
A oder

Fig. 130. Mp=R-x+ P,-a,+ Py-a,,
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und die Summe der Drehmomente der Seitenkrifte ist

2Mp=Py-x+ P, (2 + x)
= (Py+ Py)-x+ Py-(a + a,)
=R-xz+ Py-a;,+ P;-a,

oder, da P, :a, = P, a, ist,
Mp= 2 Mp: (56)

Das Drehmoment der Mittelkraft paralleler Krifte ist gleich der alge-
braischen Summe der Drehmomente der Einzelkréfte in bezug auf die-
selbe zu den Kriften parallele Gerade oder Ebene.

Die Formel (53) ist nur ein Sonderfall dieses Satzes fir * = — a, .

Beispiel 68. Zwei auf einer Siule von der Kopfbreite b = 40 cm zusammen-
stoBende Unterziige belasten den Siulenkopf mit P; = 34t bzw. P, = 28,1t in
der Mitte jeder Auflagerfliche (Fig. 131). Anzugeben ist der Ausschlag der Mittel-
kraft R aus der Séulenachse.

Der Satz vom Drehmoment der Mittelkraft ergibt

b b
T P, 1
Mit R = P, 4 P; erhidlt man hieraus

b P,— P, 40 34—28]1
- . == = 0,95
O= 4P, F P, 4 3iyasi  ¥em

nach der Seite der groBeren Kraft P;.

Bei verschiedener Liange der Unterziige oder auch bei
gleichlangen, wenn die Lastenverteilung nicht ganz gleich- .
maBig ist, greift die Siulenbelastung B stets auBerhalb Fig. 131.
der Sdulenachse an.

Sind mehr als zwei parallele Krifte in derselben Ebene vorhanden,
so kann man zuerst zwei von ihnen zu einer Mittelkraft zusammen-
setzen, deren GréBe sich durch algebraische Summierung R, = P, + P,
ergibt, und deren Lage nach dem Satz vom Drehmoment der Mittel-
kraft Mp, = Mp; + Mp, bestimmt wird. Diese Mittelkraft wird dar-
auf mit der dritten Kraft in derselben Weise vereinigt zu R, = R, + P,
= P, + P, + P, deren Drehmoment in bezug auf dieselbe, zu den
Wirkungslinien der gegebenen Krifte parallele Gerade den Betrag hat

Mp, = AMRl + MP3 = MP1 + MPz + MP3 .

Der obige Satz [Formel (56)] gilt also allgemein fiir beliebig viele
parallele Krafte.

R-a= +P,-

1 a .
Beispiel 69. Gegeben seien die parallelen : Jl
Krifte der Fig. 132: 1 B b4
P,= +440kg, P, = +340kg, y %2
P,— —300kg, P,= —200 kg, P b
deren Abstinde von der Wirkungslinie der Kraft R
P, betragen
;= —245m, ay=+1,25m, a;= 43,35m. Fig. 132.

Anzugeben ist die Grofe und Lage der Mittelkraft R.
Die algebraische Summe der Krifte liefert sofort

B = 2P = 4440 4 340 — 300 — 200 = 280 kg.
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Ebenso liefert die algebraische Summe der Drehmomente in bezug auf die Wir-
kungslinie von P,
Mp= R-1=440-0 — 340 - 2,45 — 300 -1,25 — 200 - 3,35
=0 — 833 — 375 — 670 = —1878 mkg,
also
1878

7280 T

Die in Fig. 132 ganz iiberschligig eingetragene Mittelkraft R ist sowoh! der
Grofe als auch der Lage nach unrichtig angegeben.

Zur Erleichterung der Rechnung bezieht man die Momente moglichst auf die
Wirkungslinie einer Kraft. Es ergibt sich fiir alle Abstinde das gleiche Vor-
zeichen, wenn dazu die #uflerste Wirkungslinie des ganzen Kriftesystems ge-
wihlt wird.

Soll eine Anzahl paralleler Krafte im Gleichgewicht sein, so darf
keine Mittelkraft entstehen, d. h. ihre algebraische Summe muB} Null
ergeben. Demzufolge muf} ihr Drehmoment in bezug auf jede beliebige,
zu den in derselben Ebene angenommenen Wirkungslinien der Krifte
parallele Gerade ebenfalls Null sein. Fiir den Fall des Gleichgewichtes

gelten also die Bedingungen

= —6,71 m.

SP=0,3XM=0. (57)

3
'

f 2 L 1 Beispiel 70. Ein Unterzug von der Linge
ll a, | a 2 o a @, f = 5,1 m wird durch die dariiberliegenden
I ]

)

3]
&
&

Tréager belastet mit je P = 18,0t; die Ab-
stinde der Lasten betragen
l N, a=12m, a,=03m, a,=09m.

Anzugeben sind die Auflagerkrifte N; und

Fig. 133. N,, wenn der Abstand der Auflager von-
einander [ = 4,8 m betrigt (Fig. 133).

Werden die Drehmomente auf die Wirkungslinie von N, bezogen, so gilt:

—Ny -1+ Pyray+ Py-(ay+a) + Py (ag + 2a) + Py~ (@, +3a) =0,

=

also N, = ITJ (4a, -+ 6a)= 148’80 ©(4-0,9 +6-1,2) = 40,5 t.
Entsprechend erhdlt man in bezug auf die Wirkungslinie von N,
N, = 1;-(4a1—}— 6a) = 14—8’8q (4-0,3+6-1,2)=315¢.
”””” Die vorstehenden
E B

Aufgaben sind auch
auf rein zeichneri-
Blg| schem Wege losbar..
Sind z. B. drei paral-
lele Krifte P,, P,,

|
I
|
|
E BI gegeben (Fig. 134)
|
J

N— P,in derselben Ebene
| By und soll die vierte
Fig. 134. Fig. 135. Kraft P, gesucht wer-

den, die mit ihnen im
Gleichgewicht ist, so setzt man zuerst die Krafte P, und P, zur Mittel-
kraft E,,, zusammen (Fig. 135), deren Lage im Krifteplan der Fig. 134



Kriftepaare, LY

durch das Seileck gefunden wird, das parallel zu den Polstrahlen der
Fig.135 an beliebiger Stelle eingetragen wird. Jetzt wird R,,, mit P,
vereinigt zur Kraft P,, die gleich der algebraischen Summe aller ge-
gebenen Krifte ist, aber die entgegengesetzte Richtung hat (Fig. 135),
und das zugehorige Seileck an das erste in Fig. 134 herangezeichnet.
Der Schnittpunkt der duBlersten beiden Seillinien gibt einen Punkt
der Wirkungslinie von P, an.

Man erkennt sogleich, dal fiir die praktische Ausfithrung die bei-
den gestrichelten Linien wegfallen kénnen. Man trigt also an belie-
biger Stelle die Seillinien parallel zu den Polstrahlen hintereinander ein,
und das entstehende Seileck mufl geschlossen sein, wenn Gleichgewicht
zwischen den Kraften 'vorhanden ist1%).

10. Kriftepaare.

In den Figuren 136a und b ist die Losung der Aufgabe dargestellt.
die Mittelkraft R’ zweier paralleler, aber entgegengesetzt gerichteter
Krifte P; und P, zu finden, und zwar fiir den besonderen Fall

% B

o

l

P, = —3 P,. DieMit-
telkraft R’ befindetsich
nun nach den 8. 54 ge-
machten Feststellun-
gen auBerhalb der bei-
den gegebenen Krifte
in einem bestimmten Abstand & von P,, der, wie die Aufmessung
lehrt, gleich der doppelten Entfernung der beiden gegebenen Krifte
voneinander ist.

In den Figuren 137a und b ist dieselbe Aufgabe fiir den besonderen
Fall P, = —#% P, behandelt. R ergibt sich halb so groB als wie im
ersten Fall der Fig. 136, aber doppelt so weit von P, entfernt.

Das Drehmoment M = R.b in bezug auf die Wirkungslinie von
P, ist also beidemal desselbe. Je mehr die GréBe von P, sich der von
P, nahert, desto weiter riickt die sich entsprechend verkleinernde
Mittelkraft R von P, und P, ab, wihrend das Drehmoment M in bezug
auf die Wirkungslinie, von P, immer dasselbe bleibt.

Wenn schliefilich P, = — P, gemacht wird, erhilt man R = 0;
jedoch ist dann der Abstand b = oo. Das Produkt M = 0. oo ist

Fig. 137a. bix Fig. 137h.
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nun im allgemeinen weder O noch oo, sondern hat einen bestimmten
endlichen Wert, im vorliegenden Fall M = R’- b = R” - b":

Zwei gleich groBe, aber entgegengesetzt gerichtete parallele Krafte
ergeben keine Mittelkraft, haben aber ein ganz bestimmtes Drehmoment
M . Man bezeichnet sie als Kraftepaari®). Das Kriftepaar bildet
neben den Einzelkriften, die eine Bewegung des angegriffenen Kor-
pers in ihrer Richtung hervorzurufen suchen, ein zweites Element der
Statik. Hs hat das Bestreben, dem Korper, auf den es einwirkt, eine

Drehung zu erteilen, und man unter-

8 a P scheidet je nach dem Drehsinn rechts-

Pl a P — drehende Kriftepaare, z. B. das der
TP Fig. 138a, und linksdrehende, z. B. das

- der Fig. 188b. Das MaB der Drehbe-

Fig. 138a. Fig. 138b. strebung ist das Drehmoment M = P - a,

das Produkt aus der GroBe der parallelen
Krifte und ihrem Abstand, und zwar gilt allgemein die Vereinbarung,
dafl die Momente rechtsdrehender Kriftepaare positiv, die links-
drehender negativ gerechnet werden.

Zum Nachweis dafiir, daB das Drehmoment das MaB der Drehbe-
strebung ist, kann die Vorrichtung nach Fig. 139 benutzt werden. Das
Gewicht 1 hilt dem am Drehbolzen der Scheibe angreifenden Schei-
bengewicht 1 das Gleichgewicht. Wird jetzt in einem bestimmten seit-

lichen Abstand vom Drehbolzen das

Gewicht 2 an die Scheibe gehingt,

so erteilt es der Scheibe eine gerad-

linige Bewegung nach unten, die
nur dann wegfillt, wenn ein glei-

ches, oben angebrachtes Gewicht 2

die Scheibe mit derselben Kraft nach

oben zieht. Es ist aber noch kein

Gleichgewicht vorhanden, sondern

die durch Anziehen der Befesti-

gungsschraube des Mittelbolzens

7 etwas gebremste Scheibe dreht sich

Fig. 139. so lange, bis der Faden des an die

Scheibe gehidngten Gewichtes 2 mit

der Richtung des nach oben ziehenden Fadens zusammenfillt. Hangt

man das Gewicht 2 weiter nach auBen an die Scheibe an, z. B. im dop-

pelten Abstand, so dreht sich die Scheibe schneller in die Gleichgewichts-

lage. Dieselbe Zeit ist unter sonst gleichen Umsténden zur Drehung

notig, wenn der frithere Abstand beibehalten aber das Gewicht 2 unten
und oben verdoppelt wird.

Hin Kriftepaar kann in seiner Wirkung durch ein beliebiges andere
von demselben Drehsinn und dem gleichen Drehmoment ersetzt werden,

18) Poinsot, Klements de Statique. 1804.
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wie die vorstehende Darlegung lehrt, denn nur das Drehmoment ist
fir seine Wirkung von Bedeutung:
P a
M = P.a,:z. (@-n) = (P.n)g,

worin n eine ganz beliebige unbenannte Zahl sein kann.

Das Drehmoment eines Kraftepaares ist in bezug auf jeden belie-
bigen in seiner Ebene gelegenen Drehpunkt dasselbe. Denn setzt man
fir den willkiirlich angenommenen Bezugs-

punkt O der Fig. 140 die Drehmomente beider q

Krifte geméf3 den Angaben S. 51 an, so ergibt a ar

sich als Gesamtdrehmoment der beiden paral- | a {o

lelen und gleichen Krifte B 4 -
M =+P -a;— Py-ay Fig. 140.

=P.(a,—a))=P-a

Deutet in Fig. 140 O die senkrecht zur Zeichenebene verlaufende
Drehachse des Korpers an, auf dem das Kréaftepaar (P;, P,) links-
drehend einwirkt, so 4ndert sich nach
dem Obigen an dem Drehbestreben
oder der Wirkung des Kraftepaares
nichts, wenn O eine andere als [
die gezeichnete Lage zu dem Krifte- 3
paar hat oder wenn bei festgelegter CUITUN
Drehachse O das Kraftepaar irgend- 1 DR SRA
eine andere Lage dazu hat: Ein
Kriftepaar kann in seiner Ebene

beliebig verschoben werden, solange 3 |
nur die Angriffsstellen mit dem Kor- = ==2 %
per unveranderlich verbunden sind 7 7
(vgl. S. 12). Fig. 141.

In Fig. 125 sind z. B. vorhan-

den zwei in dieselbe Wirkungslinie fallende Krifte 1, das Gewicht der
Scheibe und das entsprechende Gegengewicht, ein rechtsdrehendes
Kraftepaar (2, 2) und ein linksdrehendes (3, 3) von gleichem Dreh-
moment. In Fig. 141 ist das Kriftepaar (2, 2) auf die linke Halfte der
Scheibe  verschoben,
wahrend sonst alles
sachlich unveréndert
geblieben ist.  Die
Scheibe befindet sich
dabei ebensoim Gleich-
gewicht, wie im Fall
der Fig. 125.

Beispiel 71. Bei jeder DQ I:H Q

Handwinde wandert das
Drehmoment, bestehend Fig. 142.
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aus dem Druck bzw. Zug P der Hand und dem entsprechenden Gegendruck im
Wellenlager bei jeder Umdrehung einmal um den ganzen Kurbelkreis herum
(Fig. 142).

An dem kistenformigen Korper der Fig. 143 greifen in den Eck-
punkten 4 und B die gleichen, aber entgegengesetzt gerichteten Krifte
P, und P, an, deren Wirkungslinien der Einfachheit halber mit den
parallelen Kanten des Korpers zusammenfallen. Sie bilden also ein
in der Ebene 4BCD wirkendes Kriftepaar. Jetzt werden in dem Eck-
punkt E zwei Krifte P; und P, von derselben GréBe wie die ersten an-
gebracht, deren Wirkungslinien in dieselbe Kante EH fallen, so daB
sich ihre Wirkungen aufheben, und ebenso in dem Eckpunkt F die
wiederum allen gleichen und parallelen Krifte
l}i Py und Py, deren Wirkungslinien mit der

‘B Kante F @ zusammenfallen und die sich so-
P ~_| _ 457, mit gleichfalls aufheben. Man kann nun P,
v E_ > F 2 mit Py zu einer Mittelkraft von der GroBe 2 P
— vereinigen, die in der Mitte der oberen Fliche
| y ABFE nach oben wirkt, und ebenso P, mit P,
2T T 7C zuder in demselben Punkt nach unten wir-
% kenden Mittelkraft 2 P. Beide Mittelkrifte
I heben sich wieder gegenseitig auf, und es
b bleiben somit von allen Kriften nur die
Fig. 143. . 1o Lo

beiden P, und Py iibrig, die ein in der Ebene
EFGH wirkendes Kriftepaar von gleichem Drehmoment wie das erste P,
und P, bilden. Durch den angewandten Kunstgriff ist das Krifte-
paar (P, P,) durch das (P, Pg) ersetzt worden: Man kann ein Krifte-
paar auch in eine zu seiner Ebene parallele Ebene verschieben, ohne
daf an der Einwirkung auf den Korper etwas geindert wird, wenn

nur beide Ebenen unveridnderlich miteinander verbunden sind.

Beispiel 71 und 72, Ob an der Seiltrommel der Fig. 142 die Last @ an der
vorderen Stelle 4 der Trommel héingt oder an der hinteren B oder an irgendeiner
anderen dazwischen, ist gleichgiiltig; das zum Aufwinden erforderliche Dreh-
moment P -a bleibt immer dasselbe.

Ebenso kann man die Antriebsriemenscheibe einer Transmission an beliebiger
Stelle auf der Welle anordnen, ohne daf} eine Anderung des erforderlichen Dreh-
momentes eintritt.

Q,

Es seien in derselben Ebene zwei Kriftepaare
gegeben von den Drehmomenten M, = +P.a und
M,=—@-b. Man kann nun die beiden Krifte-
paare so verschieben, dafl die Krifte ¢, und P, in
dieselbe Wirkungslinie nach entgegengesetzten Rich-
p tungen fallen, wie Fig. 144 zeigt; beide ergeben dann

die Mittelkraft R = +Q; — P,. Schreibt man die
Q, Gleichung der Kraftmomente in bezug auf die Wir-
kungslinie von €, auf, so erhdlt man

M=—(@Q,— P)-b+ Py-(a —b)
oder nach Auflésung der Klammern, wenn noch die Unterscheidung
der gleichen Krifte beiseite gelassen wird.

el
<~

TFig. 144.
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M=-@Q-b+P.-b+P-a—P-b
- +P 0 — Q - b ’
das ist nach dem Obigen
M=M 4+ M,.

Soll nun Gleichgewicht bestehen, so muf3 nach Formel (53) fiir die
drei parallelen Krifte R, @,, P, die Bedingung erfillt sein, dafl die
Drehmomente (@; — P;) - b und P, - (@ — b) in bezug auf die Wirkungs-
linie von @, gleich sind, aber entgegengesetzten Drehsinn haben, wor-
aus im vorliegenden Fall folgt M = 0 oder

M, +M,=0:
Zwei verschiedene in derselben oder in parallelen Ebenen an dem-
selben Korper wirkende Kraftepaare sind im Gleichgewicht, wenn die
algebraische Summe ihrer Dreh-
momente Null ergibt (vgl. S. 52).

Ein Beispiel dafiir veranschau-
licht die Fig. 145. Die Scheibe ist
im Gleichgewicht, denn es ist

—Gy-4+2G,-2=0.

Wenn nicht Gleichgewicht be-
steht, ist die algebraische Summe der
Drehmomente beider Kraftepaare
das Moment des bei der Zusammen-

setzung beider Kriftepaare ent- —_
stehenden neuen Kriftepaares. T 'F‘ s s 7
M=M,+M,. 18 TR

Einen unmittelbaren Nachweis dafiir liefert die Fig. 146. Gegeben
sind die beiden an demselben Kérper angreifenden Kriftepaare (P,P,)
und (@,@,) von den Momenten M; = +P.a bzw. M,= —Q-b.
Man verwandelt das letztere Kriiftepaar in ein solches | |
von gleichem Moment, aber dem Abstand @ durch die Q qQ

Rechnung —@Q" -0 = —Q-b,also @ = Q- %, und be- B

wegt dieses Kriftepaar in seiner Ebene derart, daB es die

Y

in Fig. 146 gezeichnete Lage erhilt. Durch Zusammen- '%
setzen der Krafte ergibt sich sogleich das Gesamt- Q
kriftepaar vom Moment M = R.e mit den Kriften b
R =P — . Nun ist
M=Ra=(P—-Q)-a=P.-a—@Q -a Q,
b ig. 1486.
=Pa—Q2.a=Poa—Qb=M -+, &

Wirken mehr als zwei Kriftepaare in derselben oder in parallelen
Ebenen auf einen Korper ein, so addieren sich die Drehbestreben aller
algebraisch und fiir den Fall des Gleichgewichtes gilt’

ZM=0.
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Gleichgewicht besteht also nur, wenn die simtlichen auf den Kor-
per einwirkenden Krifte weder eine Einzelkraft liefern, die eine gerad-
linige Bewegung in ihrer Richtung hervorzubringen sucht, noch ein
Kriftepaar, das eine Drehbewegung verursacht. Es gelten also ganz
allgemein als Gleichgewichtsbedingungen fiir Krifte in derselben Ebene
die drei Beziehungen

1: 2X =0,
2:2Y =0, (57)
3:2M=0.

Beispiel 73. Zu ermitteln sind die groBten Auflagerkrifte des GieBereikranes
nach Fig. 147. Er ist belastet mit @ = 2t in der gréBten Ausladung a = 4,2 m,
das gesamte Eigengewicht betrigt etwa (= 2t, dessen Wirkungslinie um
b= 1,05m von der Hauptsévle entfernt ist. Die beiden Lager haben den Ab-
stand % = 4,0 m.

Der Kran stiitzt sich mit der wagerechten Grundzapfenfliche auf das FuB-
lager; dagegen wirkt also dort eine senkrechte Kraft V. Das obere Lager sichert
den Kran gegen Umfallen mit der wagerechten Kraft H,; und das untere gegen

Auspendeln mit der ebenfalls wage-
rechten Kraft H,. Weitere duBere
m o] Krifte sind nicht vorhanden.

J Es bestehen mithin die Gleich-

gewichtsbedingungen:

>'V 1. fiir die wagerechten Krifte:
b H +H,=0,

also
Q H, = —H,.
2. fiir die senkrechten Krifte:
+Q+G@—V =0,
Fig. 147. also

V=04 G=4t.

3. fiir die Drehmomente in bezug auf denjenigen Punkt, durch den die
Wirkungslinien der meisten Krifte gehen, also die Mitte des unteren

Lagers:
H +Q-a+G-b—H, -h=0,
= also
HIZ_Q'Q:Q,.'.E

2:42 }2-1,05
/ — ho =263t

Man bemerkt, dafl (H, H,) das
den Kran haltende Kriftepaar ist
und (V,Q + @) das ihn kippende,
aus den beiden Kriftepaaren (QG)
und (@) zusammengesetzte.

Fio. 148 Beispiel 74, TFiir den Derrick-

& ’ kran in Fig. 148 ist bei der groBten

Ausladung @ = 20 m, ferner ist

h=185m, b=122m. Die groBte Last betrigt @ = 20t, die Kigengewichte

sind G, = 4,0t, G, =4,5t, G5 = 3,0t. Zu ermitteln sind die GréBen der Auf-
lagerkrifte 7 und H.
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Man erhdlt sofort
V=@Q+ 2ZG=315¢%
und aus der Momentengleichung fiir den Angriffspunkt von ¥

—}—H~7z+03-%~G1-%_Q-a:0,

also
1 a b
H=7(Q'“+G1‘§‘—Ga'§')
1 421,7
_ . (90 - . —8.61)= ! _998¢.
15 (207200 +4-100 —3 61) = g% A

Auf einen Kérper wirke an einer Stelle die Kraft P, (Fig. 149),
an einer anderen Stelle werden in derselben Wirkungslinie die beiden
zu P, parallelen Krafte P, und P, entgegengesetzt zueinander ange-
bracht, und zwar seien die drei Krifte von gleicher Gréfe. Da P, und P
sich unmittelbar aufheben, so dandern sie an dem Be-
lastungszustand des Korpers nichts. Nun kann man Er
(P, P,) als Kraftepaar vom Moment P -a auffassen und a
P, als die um die Strecke a parallel zu sich selbst ver-
schobene Kraft P, . Man gelangt so zu dem Satz:

Eine Kraft kann parallel zu sich selbst beliebig ver- & B
schoben werden, wenn nur ein in der Verschiebungsebene Fig. 149.
wirkendes Kraftepaar hinzugefiigt wird, dessen Moment
aus der GroBe der Kraft und dem Verschiebungsweg gebildet ist.

Da Kriftepaare unbewegliche Korper, die sich nicht drehen kénnen,
mindestens zu verbiegen suchen, so heillt dieses Moment das Bie-
gungsmoment und die verschobene Kraft, die bei Tragern gewohn-
lich quer zur Tragerachse steht, die Querkraft. Die Biegungsmomente
und zum Teil auch die Querkrafte sind fiir die Berechnung von Triagern
jeder Art mafgebend, wie die Zug- und Druckkrafte fir Zugbinder,
Saulen, Kolbenstangen usw. Man stellt das Biegungsmoment oft durch
einen gebogenen Pfeil dar (Fig. 150).

Umgekehrt kann aus der Fig. 149 auch der Satz entnommen werden :
Ein Kriftepaar (P, P,) vom Moment M kann mit einer Einzelkraft P,
zusammengesetzt werden ; man erhilt daraus die Einzelkraft P, parallel

zu sich selbst verschoben um den Betrag a = % Die Richtung der

P
Verschiebung bzw. im ersten Fall den Drehsinn des entstandenen
Kriftepaares bestimmt man am besten durch Wiederholung der Fig. 149.

Beispiel 75. Der an einem Ende wagerecht eingespannte Triger der Fig. 150
von der Linge [ = 2,4 m wird am freien Ende durch eine nach unten wirkende
Kraft P = 2450 kg belastet. Anzugeben ist die Beanspruchung an der z = 1,5m
vom freien Ende entfernten Stelle und an der Einspannungsstelle.

Man verschiebt die Belastung P parallel zu sich selbst um die Strecke z
nach der zu untersuchenden Stelle und erhdlt dort wirkend die Querkraft P
und das rechtsdrehende Biegungsmoment

M,= Pz = 2450 1,5 = 3675 mkg.
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Im Abstande [ vom freien Ende ist die Querkraft dieselbe, das Biegungs-
moment hat dort den Wert

M [4
N |
¥ z
N
Fig. 150.

a,

M, = P-1= 2450 - 2,4 = 5880 mkg.

P Es ist gleich dem Einspannungsmoment M, das erforder-

lich ist, um den Triger festzuhalten, hat aber die ent-
gegengesetzte Drehrichtung. Den Verlauf des Biegungs-
momentes iiber die Trégerlinge gibt die Fig. 151 wieder.
Die Auflagerkraft N ist nach der zweiten Gleichge-
wichtsbedingung der Formeln (57) gleich der Belastung P.
An der Auflagerstelle, wo demnach die Querkraft @ = P
— N =0 ist. hat das Biegungsmoment seinen gréBten Wert.

Beispiel 76. Anzugeben ist der Verlauf des Biegungs-
momentes und der Querkraft fiir den eingespannten Triger
nach Fig. 152.

Die Gleichgewichtsbedingungen (57) liefern

a) N=P + P,

P und der Verlauf der Querkraft wird durch Fig. 153

; wiedergegeben. Zwischen zwei Einzelkriften ist die

I Querkratt unverinderlich.

Fig. 152.

b) M=P2'02+P1’(a1+a2),

und der Verlauf des Biegungsmomentes ist in Fig. 154
dargestellt. Zwischen zwei Einzelkriften #ndert sich
das Biegungsmoment entsprechend der Entfernung

[+

Fig. 153.

von der einen oder anderen Kraft; die seinen Verlauf
angebende Linie ist also eine geneigte Gerade. Das
grofte Biegungsmoment kann demnach bei Belastung
des Trégers durch Einzelkrifte nur an einer Stelle
auftreten, wo eine Kraft auf den Triger einwirkt.

Beispiel 77. Anzugeben ist der Verlauf des Bie-

gungsmomentes und sein grofiter Wert fiir den auf
zwei Stiitzen gelagerten wagerechten Triger, der durch
eine Einzelkraft P belastet ist, die zwischen den Stiitzen
angreift (Fig. 155), ferner die GréBe und der Verlauf
der Querkraft.
Nach den Angaben des Beispiels 63 erhdlt man
durch Anwendung der Momentengleichung in bezug
auf die Wirkungslinie der Auflagerkraft N,:

+N{l—P-¢cy=0,
also

LG
>

Das Biegungsmoment fiir die Angriffsstelle von Pist

Y —
N, =

(58)

Ci°Cy
7 .

An den Auflagerstellen hat das Biegungsmoment
den Wert Null; da seine GroBe entsprechend der

M= +N, ¢,=P- (59)

Entfernung vom Auflager wichst, so erreicht es
unter der Last P den groften Wert (Fig. 156).
Geht man etwa von der anderen Seite des Trigers

Fig. 157

aus, so ergibt sich
c ¢
M= —-p.-1 2

T
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An jeder Stelle treten zwei Biegungsmomente auf, Moment und Gegenmoment,
von gleicher Grofle, aber entgegengesetztem Drehsinn.

Die Querkraft hat von dem Auflager 1 bis zur Last P den iiberall gleichen
Wert N;. Unter der Last dndert sie sich um den Betrag P, geht also durch
Null und hat von dort bis zum Auflager 2 den Wert N, (Fig. 157). Be-
merkt sei, dafl die Querkraft zwar unter der Last den Wert Null hat, jedoch
dicht daneben die in Fig. 157 veranschaulichten Werte, so daB fiir eine
genaue Trigerberechnung die groflere Querkraft @ = N; mit beriicksichtigt
werden mufl.

Beispiel 78. Fiir den in Fig. 158 dargestellten Triger mit den beiden Lasten P
an den tberkragenden Enden ist der Verlauf des Biegungsmomentes festzustellen.
Die beiden Stiitzdriicke N; und N, sind aus
Grinden der Symmetrie einander gleich. Das |p A P
Moment iber einer Stiitze ist nach Beispiel 75

M = P-c. Da die Momentenlinie zwischen zwei ——
benachbarten Kriften durch eine Gerade dargestelit e | o2 e !
wird, so ist das Biegungsmoment zwischen den N,
Stiitzen iiberall dasselbe (Fig. 159). N, *

Auch die Rechnung liefert das gleiche Ergebnis: Fig. 158.
In dem beliebigen Abstand z von der Stiitze N, ist

= —P-(¢c+a)+ N, 2,
und, da N, = P ist, M
M= —P-c.
Fig. 159.

Die Querkraft hat auf den AuBenstrecken ¢
den Wert P, sie sinkt iiber den Stiitzen auf Null
und behélt diesen Wert zwischen beiden Stiitzen bei. Der Triger ist also
zwischen den Stiitzen ausschlieBlich durch das iiberall gleiche Biegungsmoment
P - ¢ beansprucht.

Beispiel 79. Fiir den Standdreh- gegom @
kran nach Fig. 160 gilt das Umgekehrte b

des in Beispiel 73 berechneten Gieflerei-
kranes. Das Eigengewicht G oo 350 kg
kann ungefihr in der Mittellinie der
Standsiule einwirkend angenommen
werden. p
Man erhélt dann mit @ = 1t aus den YA
drei Gleichgewichtsbedingungen (57): b ‘
a) H,= H,,
b) V=Q+G=135¢, e — -

¢) in bezug auf die Mitte des
o) )

oberen Drehzapfens

+H ch= +Q ca,

also %
a 3

H=¢Q = 1 = 3t.

Auf die Standsiule wirkt oben die /N

Kraft H, in der entgegengesetzten Rich- V4 \\\ W

tung der Fig. 160; die Saule wird an I Wi\

einer beliebigen Stelle zwischen A, und Je=Hmmy

H, beansprucht durch das Biegungs- //\ A\

moment M = H -z, das den groBiten 7N \

Wert bei H, erreicht:

Mmax:H'h=3'1:3mt, Flg 160.
Stephan, Technische Mechanik. I.

& ([T
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wo die Querkraft H, — H, = O ist, wihrend sie an den Zwischenstellen iiberall
den Wert H, hat. Fiir alle unterhalb H, befindlichen Stellen ist das Biegungs-
moment dasselbe Mm.x = 3 mt, jedoch tritt dort keine Querkraft mehr auf.
Den Verlauf beider zeigt Fig. 161.

Beispiel 80. Auf die freistehende Schornstein-

"h m sdule der Fig. 162 vom Gewicht G; = 111,5t wirkt

| | in wagerechter Richtung der Winddruck P = 4,71 t
in der Hohe A, = 12,74 m (Beispiel 100).

Um die Beanspruchung der Fliche zwischen

Schornsteinschaft und Fundament zu ermitteln,

|

|
P | verschiebt man die Kraft P parallel zu sich selbst
i dorthin (P’) und hat nun das Biegungsmoment
13 A% M, = P-h hinzuzufiigen. Ferner ist die Fliche
! G I noch belastet mit dem Gewicht @, der Séule. Man
P PG setnt jetzt G4 und M, zusammen und erhilt da-
,rh? M _qz durch @, in der Richtung des Winddruckes ver-

— PG schoben (Fig. 163) um den Betrag
2
a My Pk 4711274
T e G 111,5
Um die Beanspruchung der Fundamentsohle zu finden, wird P bis dorthin

verschoben um den Betrag h, = 2,0 m, und das Biegungsmoment an der Stelle
betrdgt dann

Fig. 162. Fig. 163. = 0,54 m.

My=P-(hy +hy) =M, L+ P+,

B-12¢ Das gesamte Gewicht von
%07, Schornsteinsiule und Funda-
ment betrage

om y Ge= 1115+ 357 = 147,21,

? das mit dem Moment M, zu-
412 sammengesetzt wird und so um
: den Betrag
2,9¢ %_ M, + Ph_z
G2 GZ

4,71 - (12,74 + 2,0)
= 00,4
g5t 147,2 ~0.47m
in Richtung des Winddruckes
verschoben ist.

Die Ausschlige a; und a,
diirfen  einen  bestimmten
Hochstbetrag  nicht  iiber-
schreiten.

E-148¢ Bl-24Z=|R
4,0 2,0 A4 19

!
- [

C 1

-2

&
I
f

79¢

3,7¢

l

Beispiel 81. Fiir den in
Fig. 164 mit seinen Belastungen
3,7me %5 %0 47 dargestellten wagerechten Tri-
' ger auf zwel Stiitzen ist der
Verlauf der Querkraft und des
Biegungsmomentes anzugeben.

Es miissen zuerst die beiden
Auflagerkrafte berechnet wer-
den. Die Momentengleichung

Fig. 164.

in bezug auf die Wirkungslinie von N, liefert

1-(1,8-5424-3+24-2+12-1)
190 +72+48+1,2) =37t
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ebenso die Momentengleichung fiir die Wirkungslinie von N,
Ny=1-(1,8-1+24-3+24-4+12-5)
=3%-(1,84+72+96+460)=41¢.
Die Proberechnung ergibt
1,84+24+24+12=37+41¢t.
Jetzt konnen die Querkrifte bestimmt werden:
zwischen N, und P, ist @ = N, = 3,7t,
I Pl ’9 Pz ’» Qle‘Plngt}
» P, ,, Py, Q=N,— P, —P,= —0,5¢,
It} P3 2 P4 ’ Q=N1—P1—P2—P3:—2,9t,
» P, , Ny, Q=N,—P,—P,—P,— P,=—N,= —4,]1t.
Die Biegungsmomente fiir die Wirkungslinien der einzelnen Krifte ergeben
sich wie folgt:
bei N, ist My=0,

w» Py, M;=37-1=3Tmt,
” Pz ” AM2: ,7'3—1,8'2=’7,5m’c,
’ P3 ’» M3=4,1'2——1,2-1=7,0mt,

Vorteilhaft wird jetzt von der Seite der Auflagerkraft N, aus gerechnet:

bei P, ist M, =4,1-1= 4,1 mt,

ys No oy My=0.
Durch geradliniges Verbinden der etwa im MaBstabe 1 mt = 3 mm aufgetragenen
Werte erhdlt man die Momentenkurve.

Die Fig. 164 lehrt, daB bei einem durch mehrere Einzelkrifte belasteten
Triager die Querkraft in der Nihe des grofiten Biegungsmomentes klein ist, so
daf sie im allgemeinen nicht beriicksichtigt zu werden braucht.

Das grofite Biegungsmoment tritt immer an der Stelle des Trigers
auf, wo die Querkraft durch Null geht. Hat néamlich in einem Quer-
schnitt I eines beliebig belasteten Trigers, der vom freien Ende um
die Strecke = entfernt ist, das Biegungsmoment den Wert M und die
Querkraft den Wert @, so hat in einem dicht benachbarten Querschnitt IT
im Abstande dz vom Querschnitt I (Fig165) das Biegungsmoment zu-
genommen um den Betrag d M = @ - dx, wobei das eine kleine GréSe
zweiter Ordnung bildende Moment der Belastung zwischen den beiden
Querschnitten I und II vernachlassigt ist. Hieraus folgt

Q= i (60) I
dx —
Aus dem kleinen Dreieck mit den Katheten Q
dM und dx erhdlt man nun die Neigung der
Momentenkurve zwischen I und II zu dy L =z

An der Stelle, wo das grofite Moment auftritt, M V
mubl die Momentenkurve parallel zur Stabachse & y
verlaufen, so daf§ dort tge = 0 ist oder nach der Fig. 165.
vorhergehenden Gleichung (60) @ = 0.

Man benutzt diesen Zusammenhang, um in bequemer Weise die

Stelle des groften Biegungsmomentes zu bestimmen.
5%
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Beispiel 82. Die Querkraftaufstellung der Fig. 164 liefert sogleich den Ort
des groften Biegungsmomentes unter der Last P,. Die Berechnung der Quer-
kraft bis zur fraglichen Stelle kann sehr haufig ohne Miihe im Kopf gemacht
werden.

Die vorstehenden Darlegungen gelten ganz allgemein. Der grofite oder kleinste
Wert einer GroRe y, die von einer gegebenen Verdnderlichen x abhingig ist, ist
derjenige, fiir den bei der zeichnerischen Auftragung des Verlaufes von y die
Tangente an die betreffende Kurve parallel zur z-Achse liegt, wo also die Gleichung
erfillt wird

dy
dz 0. (61)

Trigt man die Belastung der Fig. 164 in einem beliebigen Kriftemafstab,
am einfachsten dem der Querkraftlinien, hintereinander ab (Fig. 166) und zieht
von den Kraftendpunkten die Parallelen zu den zugehérigen Momentenlinien,
die in Fig. 167 noch einmal wiederholt sind, z. B. durch den gemeinsamen Punkt
von P; und P, in Fig. 166 die Parallele zu der zwischen P; und P, in Fig. 167

P B B
L a; a-a, E
| | B
N % N,
| % B (4]
|
|
e a, NN
YQ P

Fig. 167. P Fig. 166.

verlaufenden Momentenlinie, so schneiden sich alle Parallelen in einem Punkt O.
Denn die gleich schraffierten Dreiecke beider Figuren sind einander &bnlich, da
alle Seiten parallel sind; demnach verhalten sich die Hohen H der Dreiecke der
Tig. 166 zu den Grundlinien P wie die Langenunterschiede a zu den Ordinaten-
unterschieden  in Fig. 167. Die MaBstibe sind nun in folgender Weise gewihlt,
wie die Aufmessung ergibt:

Fig. 166: Kriifte P: 1t wirkliche GroBe = 5,0 mm,

Hohe H: = 20’0 9 9
Fig. 167: Linge a: 1lm » ,» =100 ,,,
Hohe Yy: 1 mt 29 T} = 2’5 3 -
Es ist also
10,0 20,0
2,5 50°

ein Zusammenhang, der zugleich mit der zuerst aufgefiihrten Bedingung nur be-
stehen kann, wenn H fiir alle Dreiecke dieselbe Linge hat, d. h. die Parallelen
der Fig. 166 alle durch den Punkt O gehen.

Tin Vergleich der Fig. 166 und 167 mit den Fig. 120 und 123 lehrt sofort:
Die Momentenlinie ist das Seileck, das fiir einen beliebigen Pol in den Krifte-
plan eingetragen werden kann.

Die Momentenlinie kann hiernach ohne jede Rechnung gezeichnet werden.
MiBt man die Ordinaten y der Momentenlinie im LéngenmaBstabe und den Pol-
abstand H im KriftemaBstab oder auch umgekehrt ab, so ergibt das Produkt
den wahren Wert des Momentes.

Beispiel 83. In Fig. 164 bzw. 167 ist
y, = T,4mm, y,= 15,0 mm, Y, = 14,0 mm, y,= 8,2 mm.
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Damit wird mit

H—9- tmm. C —5¢.
5 mm
ylzll%o-”l,él: 74cm, also M,=5+ 74= 370 cmt,
Y, = 10 - 15,0 = 150 em, ye M, = 5-150 = 750 cmt,
y; =10 -14,0 = 140 cm, v M, = 5-140 = 700 cmt,
y,=10- 82= 82cm, v M,=5+ 82=410cmt
oder mit
H= QS-E)Qmm-vﬂ—z 250 em
10 mm
yy=1- 7,4=148¢t, also M, = 250-1,48 = 370 cmt,
Yo = +-15,0=3,00t, ’s M, = 250 - 3,00 = 750 cmt ,
Yy = 1+14,0 = 2,80 t, ’ M, = 250 - 2,80 = 700 cmt,
Yg=1- 82=164¢, ’s M, = 250 - 1,64 = 410 cmt .

Wenn der Lingen- und der KriftemaBstab in bequemen einfachen Zahlen
gewihlt wird, liefert die Aufmessung ohne besondere Umrechnung die Grofe der
Biegungsmomente. Auch in anderen Fillen kommt man leicht zum Ziel, wenn
man zuerst das Produkt aus der in mm aufgenommenen Lénge H mit dem Krifte-
maBstab und dem LangenmaBstab berechnet, z. B. im vorliegenden Fall

1 10 t cm em -t
Al . . — i P
25 5 100" mm  mm 0,50 mm l-x z

und nun jede Aufmessung der y damit multi-

pliziert, also N l N,
M, = 0,50+ 7,4= 370 cmt,
M, = 0,50 - 15,0 = 750 cmt, .
M — 0,50 - 14,0 — 700 cmt, Fig. 168.
M, = 0,50 - 8,2 = 410 cmt.

Beispiel 84. Auf einen wagerechten, an den Enden frei aufliegenden Hiange-
bahntriger von der Linge [ = 4,2 m verkehrt eine Einzellast P = 650 kg. An-
zugeben ist der Verlauf des Biegungsmomentes und der Querkraft unter der Last.

Die Fig. 168 stellt eine beliebige Lage der Einzellast dar. Nach den Ermitt-
lungen der vorhergehenden Beispiele ist das jeweilige grofte Biegungsmoment
an der Angriffsstelle der Last P vorhanden. Es hat nach der Berechnung in
Beispiel 77, wenn dort die Bezeichnungen der Fig. 168 eingefiihrt werden, den Wert

u,—=p. 209
!
Den Hochstwert erhidlt man fiir
= L 70 Mpax = P-—li.
2 4

Das Verhiltnis beider Werte zueinander ist

P-x-(l—x)
M, _ ! _4.£.(1 i)
L A
4

und hieraus folgt

Mzzp.p.%(l_ﬁ),
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Fiir die zahlenmiBige Ausrechnung teilt man den Tréiger etwa in sechs gleiche
Teile von der Linge 0,7 m. Es ist dann

P-12=0,65-4,22 = 11,46 tm?,
und hiermit ergibt sich die folgende Aufstellung:

1
F_o L 2 2 4 5

! 6 6 6 6 6
x x 5 8 9 8 5
7 (1“7)20 36 36 36 36 36 °
M,=0 1,592 2,549 2,867 2,549 1,592 0 mt.

Die betreffenden Werte sind in Fig. 169 aufgetragen. Die Momentenlinie ist
eine Parabel.

Die Querkraft @ ist auf jeder Seite der Last gleich dem zugehérigen Auflager-
druck. Fiir z = 0 hat man @ = P, fiir einen beliebigen Wert von x ist @ = P - % ,
fir z = —;— ist @ = ~2]i , filr = [ ist wieder @ = P. Den Verlauf der Querkraft

stellt somit die Fig. 170 dar. Fiir ihre Beriicksichtigung gilt das in Beispiel 77
Gesagte.

Beispiel 85. Uber einen an beiden Enden unterstiitzten Krantriger von der
Liange I==19,2m laufen die beiden Raddriicke der Laufkatze P; = 5,3t und
P,=4,7t in b= 2,0m Abstand (Fig.171). Festzustellen sind die Biegungs-

momente fiir jedes 1o der Trégerlinge und der Verlauf der Querkraft.

P P Bei der gezeichneten Last-
b |2 stellung ist nach Formel (61) das

x Moment der ersten Last fiir die

Angriffsstelle der Kraft

1{

X x
sy et (1)

l und das der zweiten Last fiir
ihre Angriffsstelle

Fig. 171.
M,= pz.lz.%"l. (1 _ﬁ%ﬁ%
ihr Verlauf ist in Fig. 172 iiber derselben Achse aufgetragen.

Das Biegungsmoment der zweiten Last ist an der Stelle, wo P, angreift,
verkleinert auf den Betrag

M, M, x
’ LT
M=y
- .z._{ﬂ_.< _i_!?_)
b =Pt \l=7 —7)
Fig. 172. und das Gesamtmoment an der

Stelle z ist hiermit

2 b
R S RS IS IR R

oder

Mx=z-x-{(P1+P2)-(1_i)—Pz-%}. (62)
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Wird noch eingesetzt x = 112 -1, worin ¢ die ganzen Zahlen von 1-—12
darstellt, so folgt )
M, =12 .

St Py (1) -

12’ 12,
oder mit den gegebenen Zahlenwerten
. v 4,7-2,0]
M,=192-1,6-i {10 1 ‘ﬁ) AT

. )
= 30,7274 - [10-(1 —E) ~0,49] mt .

Damit erhdlt man die folgende Zusammenstellung:
/ ) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
10- (1 — é) = 9,167 8,333 7,500 6,667 5,833 5,000 4,167 3,333 2,500 1,667 0,833

[—1= 8,667 7,843 7,010 6,177 5,344 4,510 3,677 2,843 2,010 1,177 0,343
M, = 266,6 482,9 645,8 759,0 820,8 1006,6 801,7 698,7 555,7 361,6 —

Die zweite Zeile der Zusammenstellung wird sofort durch einfache Addition
niedergeschrieben, wenn sie von der rechten Seite begonnen wird. Die dritte
folgt daraus durch Abziehen von 0,490 und die vierte durch Multiplikation der
Werte der dritten Zeile mit 30,72 - 3.

Fiir den 11. Knotenpunkt des Obergurtes kann kein M, mehr angegeben
werden; es ist klar, daB fiir den

rechten Teil des Trigers die Stel- b
lung der Laufkatze maBgebend M,
ist, bei der P, aufeinem Knoten-

)

I

[
punkt steht. In dem 'Fall gilt | M |
nach Fig. 173 ; M, 1M |

I I
Mzzpz.lz.gg,.(l_i;_), Le x . l-x ﬁ!
. 5 Fig. 173.
z — x—
Ml___Pl.lz._“l‘__.(l~ ; >,
A PO St S .z.<£¥i ( _1)
M =DM, Sy =Pt l) 1
also
, x b
o= (1= 2) |y TPt (63)
Wird hierin wieder z = % -1 eingesetzt, so gilt jetzt

_ . ﬁfi).[ Lpyet .,’LJ
Sl Lo I (R SRR P
oder mit den gegebenen Zahlenwerten

M, = 368,64 - (1 - 1%) -[0,883 - § — 0,552] mt.
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