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Vorwort.

e

Seit dem Erscheinen des ersten Bandes dieses Werkes sind, namentlich
in Frankreich und England, mehrere Biicher iiber physikalische Maass-
bestimmungen verdffentlicht worden, und es sind dieselben auf die Gestaltung
dieses Werkes insofern von Einfluss gewesen, als sie mich bhewogen haben,
den besondern Zweck, der mit diesem Buche erreicht werden sollte, ndch
schérfer hervortreten zu lassen, als es urspriinglich in meiner Absicht lag.
Ich wollte eine moglichst vollstdndige, auf sicherer theoretischer Grundlage
basirte Arbeit liefern.

Das Thema freilich ist anscheinend mehr von praktischer Bedeutung,
und gewiss ist es von grosster Wichtigkeit, die Schlussergebnisse in jedem
Fall in fiir den Gebrauch moglichst bequemer Form zu geben. Aber die
Physik ist noch nicht soweit, dass die ihrem Gebiet angehorenden praktischen
Arbeiten rein schematisch behandelt werden konnten, und nicht wenige
dieser Arbeiten bilden noch jetzt den Gegenstand eingehendster wissen-
schaftlicher Untersuchung. Zudem glaube ich nicht, dass jemand eine
Wissenschaft oder eine Kunst mit Erfolg betreiben kann, der ihre Grund-
lagen nicht kennt und sich nur an die erlernten Regeln hilt; und gerade
in den Naturwissenschaften ist eine gehorige Einsicht in das Wesen der
Sache notwendig. Sind doch die schtnen Maassbestimmungen, die wir in
fast allen Gebieten der Physik besitzen, zu einem sehr grossen Teil von
Ménnern reinster theoretischer Geistesrichtung ausgefiihrt.

Deshalb ist auf die Durchbildung der Theorie ganz besondere Sorgfalt
verwendet, und wenn infolge dessen fiir das Endresultat manche Ent-
wickelung zu cingehend und manche Formel unndtig erscheinen sollte, so
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Iv Vorwort.

bitte ich zu bedenken, dass es mir fernlag, eine Instruction fiir physi-
kalische Maassbestimmungen zu schreiben, dass ich nach Vorgang von
Kohlrausch diese Maassbestimmungen als Wissenschaft habe behandeln
wollen. Wo die nidhern Darlegungen kein intellectuelles Interesse boten
und lediglich eine mehr oder weniger geschickte Handhabung der Analyse
hervortreten lassen konnten, habe ich die Arbeit vieler Wochen in wenige
Zeilen zusammengedringt, sonst sind die physikalischen und analytischen
Grundlagen zu den Endergebnissen eingehend entwickelt.

Bei der Darlegung dieser Endergebnisse habe ich zunichst moglichste
Vollstindigkeit und Genauigkeit zu erreichen gesucht und die Vereinfachung
der Formeln durch Niherungsrechnungen aus diesen Formeln selbst ab-
geleitet; Rechnungen von vornherein in N#herungen zu fiihren, widerstrebt
dem Physiker, der ja auch Mathematiker ist, ein wenig, und schien mir auch
darum nicht angebracht zu sein, weil ein solches Verfahren oft der Einsicht
in das Wesen der Sache Abbruch tut und nicht selten auch die Uebersicht
itber den Wert des Erreichten erschwert. Dass aber die Correctionsrechnung
auch fiir den Physiker von hoher Bedeutung ist, wird, glaube ich, in diesem
Werke klar genug hervortreten. Die Anleitungen fiir die praktische"Aus-
fithrung der Maassbestimmungen habe ich teils aus eigenen teils aus Anderer
Erfahrungen zusammengestellt, hier kam es mir fast nur auf Angabe dessen,
was zu tun ist und auf welche Punkte Theorie und Erfahrung besonders zu
achten verlangen, an; man weiss ja auch, dass die Praxis sich kaum anders
als durch die Praxis selbst lehren ldsst.

Es ist iiberall erst das Wesen der betreffenden Maassbestimmung dar-
gelegt, dann habe ich die zugehorigen Instrumente und Apparate in ihrer
Einrichtung und Benutzung kurz beschrieben, hierauf die ndtige theoretische
Entwickelung fiir die Rechnung vorgenommen und meist mit einer Unter-
suchung der Fehlerquellen unter Angabe der zur Vermeidung der Beobach-
tungsunsicherheiten notigen Vorsichtsmaassregeln geschlossen. In letzterer
Beziehung konnte Vollstindigkeit nur erstrebt, nicht erreicht werden.

Obgleich ich bemiiht gewesen bin, jeden Abschnitt fiir sich selbst als
ein vollstindiges Ganze zu gestalien, habe ich doch oft auf Unter-
suchungen die an anderer Stelle gefiihrt sind oder noch gefiihrt werden
sollen, hinweisen miissen. Das wird die praktische Benutzbarkeit dieses
Werkes vielleicht ein wenig beeintrichtigen, konnte aber, wenn die Arbeit
systematisch durchgefiihrt werden sollte, nicht vermieden werden. Beispiele
glaube ich in gentigender Zahl eingeflochten zu haben.



Vorwort. v

In den Literaturangaben fiirchte ich von der Vollstindigkeit weit ent-
fernt geblieben zu sein, denn da ich das meiste erst aus eigener Ueber-
legung entwickelt habe, wird mir bei dem nachtréiglichen Studiren der be-
reits vorhandenen entsprechenden Arbeiten manches entgangen sein. Wo
ich gezwungen war, anderweitige Arbeiten zu benutzen oder in einzelnen
Teilen geradezu zu iibernehmen, was ja bei einem solchen Werke nicht zu
vermeiden ist, fehlt natiirlich die Angabe der Quelle nicht.

Der vorliegende Band enthélt allein die Maassbestimmungen fiir Langen,
Massen, Raumgehalte und Dichtigkeiten. Er ist sehr umfangreich geworden,
es haben aber hier naturgemiss viele Untersuchungen Platz finden miissen,
welche auch fiir alle andern in dem folgenden Bande zu behandelnden
Maassbestimmungen von Wichtigkeit sind.

Beim Lesen der Correcturen haben mich mein Freund Herr Dr. Levy
und die Herrn Drr. Plato und Niebour unterstiitzt, ich habe denselben
meinen verbindlichsten Dank auszusprechen.

Berlin, im Mai 1888. B. Weinstein.
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Erster Abschnitt.

Theorie der Einheiten und Dimensionen.
Praktische Fundamentaleinheiten.

Ehe ich die Auseinandersetzung der hauptséchlichen physikalischen
Maassbestimmungen beginne, habe ich darzutun, wie Messungsergebnisse auf-
zufassen und auszudriicken sind. Die Festsetzungen und Regeln, die in diesem
Abschnitt gegeben werden sollen, gelten fiir alle beliebigen Maassbestimmuungen
und haben sich mit unserer Wissenschaft selbst ausgebildet. Ein Teil von ihnen
ist einfach und von einer gewissen Selbstverstindlichkeit, ein anderer beruht
auf Uebereinkommen oder vorgefassten, aber bei dem dermaligen Stande unserer
Wissenschaft als am meisten wahrscheinlich angenommenen, Ansichten iiber die
Vorginge bei den einzelnen Naturerscheinungen.

I. Einheiten und Dimensionen.

1. Vergleichseinheiten und abgeleitete Einheiten. Wir nennen die-
jenigen Grossen, welche eine abstracte Zahl benannt machen, das heisst,
der Quantitit, die eine solche Zahl ausdriicken soll, eine bestimmte, an-
schauliche Bedeutung verleihen, die Benennungen oder Einheiten dieser Zahl.
Die Einheiten selbst sind concrete Griossen, sei es, dass sie durch ganz
bestimmte Gegenstinde reprisentirt werden, oder dass uns fiir dieselben eine
bestimmte Anschauung gegeben ist.

Bei der Messung einer physikalischen Grisse stellen sich die Einheiten
entweder von selbst ein — und das geschieht bei den einfachen Messungen —,
oder sie ergeben sich — wie bei zusammengesetzten Messungen und Unter-
suchungen — aus der Berechnung der betreffenden Messung, wobei natiirlich
in den zur Berechnung dienenden Formeln die Grossen, die als Einheiten
dienen sollen, vorgesehen sein miissen. Einheiten der ersten Art wollen wir
Vergleichseinheiten. oder Relativeinheiten, Einheiten der zweiten Art abgeleitete
Einheiten nennen.

Die Benutzung von Vergleichseinheiten bei der Bestimmung der Quantitit
einer physikalischen Grisse setzt voraus, dass man etwas zur Verfiigung

Weinstein, Lehrbuch I 1
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hat, womit die betreffende Grosse geradezu verglichen werden kann; die
Zahl, welche dann die aus der Messung erschlossene Quantitit der Grosse
angiebt, driickt aus, wie oft die benutzte Vergleichsgrisse in derselben ent-
halten ist. Solche Vergleichsgrossen sind stets da anwendbar, wo man
ausser der zu messenden Quantitit, eine andere Quantitit ganz derselben
Art besitzt, die man ihrem Betrage nach enftweder schon kennt, oder ein
fiir alle Mal als bekannt festsetzt. Man sagt dann, dass man die betreffende
Grosse durch sich selbst, soll heissen: durch eine Grosse gleicher Art ge-
messen hat, und es héngt diese Grosse dann auch immer nur von einer
Einheit ab. In dieser Weise verfahren wir zum Beispiel, wenn wir Strecken
mit gegebenen Maassstiben ausmessen.

Es ist nun nicht bei allen physikalischen Grossen moglich, zur Kenntnis
ihrer Quantitdt durch eine einfache Vergleichung mit einer einzigen Grosse
zu gelangen, oft bekommt man sie nur durch sehr zusammengesetzte
Messungen, bei denen eine Vergleichsgrosse mehrfache Anwendung findet,
oder gar mehrere Vergleichsgrossen herangezogen werden miissen. Auch
hier kann dann im Schlussresultat die gesuchte Quantitit der betreffenden
Grosse immer noch durch eine ihr gleichartige Grosse ihren Ausdruck finden,
50, als wenn sie mit dieser Grosse direct verglichen worden wiire; aber meist
haben die Einheiten, die der erhaltenen Quantitit zu Grunde: liegen und den
Zahlenausdruck fiir sie benannt machen, mit der betreffenden Grosse nichts
zu tun, sind ganz anderer Art als diese, und miissen als abgeleitete Ein-
heiten bezeichnet werden.

Bei vielen physikalischen Grossen ist es dem Belieben des Experimentators
anheimgestellt, ob er sie durch Vergleichseinheiten oder durch abgeleitete
ausdriicken will, er muss sich dann durch den Zweck, zu dem er die Messung
ausfiihrt, leiten lassen. So kann man das Volumen eines Korpers von
Cylinderform entweder durch hydrostatische Wagung, also durch Vergleichung
mit einem entsprechenden Volumen Wasser, oder durch Ausmessung -von
Héhe und Durchmesser mit einem Maassstab bestimmen; kommt es
weniger auf Genauigkeit der Bestimmung als auf Schnelligkeit und Ein-
fachheit der Ausfilhrung an, so wird man die letztere Methode anwenden,
das Volumen in abgeleiteten Einhciten ausdriicken, will man gehorige
Genauigkeit erreichen, so fiihrt man die Bestinmung durch hydrostatische
Wigung aus, das betreffende Volumen ist dann in Vergleichseinheiten ge-
messen, und die Vergleichseinheit ist der Raumgehalt eines bestimmten
Hohlmaasses, etwa ein Liter.

2. Die Fundamentaleinheiten. Absolute Maassbestimmungen. Die
Erfahrung lehrt, dass alle bis jetzt in Frage kommenden physikalischen
Grossen durch drei Grdssen nach ihrer Quantitdt geschitzt werden konnen;
es reichen drei Grissen aus, um fiir die Quantititen aller physikalischen
Grossen bestimmte Anschauung zu erlangen, die diese Quantititen aus-
driickenden Zahlen benannt zu machen. Wir bezeichnen diese Grossen als
Fundamentalgrossen und die Einheiten, durch welche sie selbst gemessen
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werden, und die natiirlich Grossen derselben Art von beliebiger, aber ein
fiir alle Mal festgesetzter Quantitit vorstellen, als Fundamentaleinheiten.
Wo von einer Einheit allgemein, ohne Bezugnahme auf die Grosse dieser
Einheit, gesprochen wird, soll einfach FEinheit gesagt werden, wo mghr
der Betrag der Einheit in Frage kommt, soll das Wort Einheitsbetrag be-
nutzt werden. Wir werden also auch zwischen Fundamentaleinheiten und
den Einheitsbetriigen der Fundamentaleinheiten zu unterscheiden haben. Eine
Messung, welche die Quantitit einer Grosse in Fundamentaleinheiten ergiebt,
wird als eine absolute Messung bezeichnet; die Zahl, die diese Quantitdt in
jenen Einheiten ausdriickt, heisst der absolute Betrag der betreffenden Grosse.
Die Bezeichnung ,absolut hat zunichst keine andere Bedeutung, als dass
sie in Erinnerung bringen soll, wie ein einziges, zudem sehr beschriénktes
System von Einheiten, allen physikalischen Maassbestimmungen zu Grunde
liegt; wirklich ist ja die Tatsache, dass nur wenige Grossen ausreichen
uns von der Quantitéit aller idbrigen unter einander so ungleichartigen
Grossen eine Anschauung zu verleihen, durchaus nicht vorauszusehen ge-
wesen. Es mag daher das sonst etwas verrufene absolut, da es sich um
Kennzeichnung einer so wichtigen Tatsache handelt, auch hier beibehalten
werden.

8. Das mechanische Maasssystem. Lénge, Zeit und Masse als Funda-
mentalgrossen. Welche drei Grossen man als Fundamentalgrossen annimmt,
ist mathematisch betrachtet gleichgiltig, physikalisch wird man diejenigen
vorziehen, die unserer Anschauung am néchsten stehen, ihr urspriinglich
sind, und das sind die als mechanische Grossen bezeichneten. Ueber
zwei dieser mechanischen Grossen hat von vornherein Einigkeit geherrscht,
man hat von je her Raum und Zeit als Fundamentalgrossen betrachtet,
wenn man auch bei praktischen Messungen der Einfachheit wegen nicht den
Raum fiir sich, sondern eine Abmessung desselben, die Linge, als Funda-
mentalgrosse zur Anwendung bringt. Bei der dritten Grosse schwankte man
zwischen Masse und Kraft, jetzt wird ziemlich allgemein Masse als dritte
Fundamentalgrosse angenommen, doch wird nicht selten bei der Festsetzung
der Masseneinheit auf Kraftiusserungen zuriickgegangen.

BEs darf nicht verschwiegen werden, dass fir die Wahl mechanischer
Grossen als Fundamentalgrissen noch andere Umstinde entscheidend sind.
Einmal geht das Bestreben der neueren Physik dahin, alle Naturerscheinungen
auf mechanische Vorginge zuriickzufiihren, weil solche Vorgénge unserer
Anschauung am leichtesten zugiinglich sind; und in der Tat scheint die
Erfahrung dieses Bestreben auf das kriftigste zu unterstiitzen, die bis jetzt
niher erforschten physikalischen Krifte haben sich als mechanischen Kriften
dquivalent erwiesen, und fiir mehrere physikalische Erscheinungen ist es
bereits gelungen, ihre Gesetze unter der Annahme, dass ihnen gewisse
mechanische Vorginge zu Grunde liegen, vollstindig zu entwickeln, Das
ist ein theoretischer Grund fiir die Wahl mechanischer Grossen als
Fundamentalgrossen, Praktisch sind aber mechanische Grossen, und zumal

1
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die drei hervorgehobenen, darum so ganz besonders geeignet, weil an ihnen
Messungen sich am leichtesten und genauesten ausfiihren lassen, und weil
von ihnen bestimmte Quantititen bei geeigneter Definition sowohl am
ehegten zu erhalten als wieder herzustellen sind.

Nicht bei allen physikalischen Grossen ist der Ausdruck der Quantitit:
durch die Fundamentaleinheiten sofort anschaulich, denn wenn in einem
solchen Ausdruck z. B. eine Quadratwurzel aus einer Masse vorkommt, so
wissen wir nicht, was wir uns darunter denken sollen; in solchen . Fillen
ist dann wenigstens eine gewisse Potenz der betreffenden physikalischen
Grosse, oder besser gesagt, das Product zweier der betreffenden Grosse
gleichartigen Grossen, in anschaulichen Grossen ausdriickbar. Der Ausdruck
durch Fundamentaleinheiten ist auch nicht einmal immer eindeutig, man
kann fiir manche physikalische Grossen ihre Quantitit in verschiedener
Weise durch die Fnndamentaleinheiten ausdriicken, je nach den Gesichts-
punkten, die man geltend macht. Indessen kann hierauf und auf das vorher
angedeutete an dieser Stelle noch mnicht ndher eingegangen werden, es
soll spiter bei der Behandlung der einzelnen Grossen das notige gesagt
werden.

4., Das Maasssystem mit nur zwei Fundamentalgrossen. Es ist darauf
hingewiesen worden, dass unter Zuziehung des Newton’schen Gravitations-
gesetzes sogar ein System mit nur zwei der Fundamentalgrissen zum Ausdruck
aller Quantititen ausreichen muss. In der Tat ist einerseits nach den durch
alle Erfahrungen bestéitigten Gesetzen der Dynamik, eine bewegende Kraft
gleich einer Masse multiplicirt mit einer Beschleunigung, und andererseits,
wenn diese bewegende Kraft von der Anziehung zweier Massen herriihrt,
proportional dem Product dieser Massen, dividirt durch das Quadrat ihrer
Entfernung von einander. Sagen wir also im zweiten Fall statt ,proportional®
»gleich“, so haben wir die beiden Gleichungen
Masse. Lénge . Masse. Masse

Kraft =—

Kraft =7t Zeit Lénge. Lange

und wenn eine bestimmte Kraft, gemessen durch Masse und Beschleunigung,
denselben Betrag aufweisen soll, wie gemessen durch Masse und Linge
unter Vermittelung des Newton’schen Gravitationsgesetzes, so muss die
Beziehung stattfinden

Linge  Masse d Linge . /Masse
(Zeit): ~ (Lange)?’ %" Zeit — V Tange

Es ist dann eine der drei Grossen, Lidnge, Zeit und Masse, durch die
beiden andern mitbestimmt. '

Nun ist es bemerkenswert, dass einerseits in allen bis jetzt fiir physi-
kalische Grissen aufgestellten Ausdriicken durch die drei Fundamental-
grossen niemals Zeit, wol aber Linge und Masse in gebrochenen Potenzen
vorkommen, und andererseits die Exponenten solcher gebrochenen Potenzen
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stets Vielfache von 1/, sind. Benutzt man also jene obige Beziehung, so
werden iiberall die gebrochenen Potenzen ganz fortfallen, und man wird so
stets Ausdriicke bekommen, die nur anschauliche Grossen enthalten. Darin
scheint ein grosser Vorteil des Maasssystems mit nur zwei der Fundamental-
einheiten zu liegen.

Aber wir konnen verstandesmissig keine der drei genannten Grossen
von den andern ableiten; die Forderung, eine Masse aus Léinge und Zeit,
oder eine Zeit aus Linge und Masse, oder eine Linge aus Masse und Zeit
anschaulich zusammenzusetzen, muss uns ungereimt erscheinen, und es ist
besser, die gebrochenen Potenzen bei dem Ausdruck von Grossen beizu-
behalten, fiir welche wir vorliufig ohnedies noch keine Vorstellung haben,
(den magnetischen und elektrischen) als bei so klaren Grossen, wie es die
mechanischen sind, nicht zu verstehende Beziehungen und diese durch Gesetze,
deren Allgemeingiltigkeit noch keineswegs als geniigend erwiesen anzusehen
ist, einzufiihren.

Wir bleiben also bei drei Fundamentalgrossen stehen und wiahlen,
gemiss den Festsetzungen von Gauss, Linge, Zeit und Masse als Grund-
grossen fiir alle Maassbestimmungen.

5. Festsetzung in Bezug auf die Bezeichnung von Einheiten. Um fiir
Einheiten bequeme Symbole zu gewinnen, die zugleich an die Grossen selbst
erinnern, bezeichne ich die Grossen durch lateinische grosse oder kleine
Buchstaben, und benutze vorldufig fir die Einheiten die entsprechenden
Buchstaben der deutschen Alphabete; € oder | ist also eine Lingeneinheit,
wenn L oder / eine Linge angiebt, dhnlich sollen M oder m Massen, M
oder m Masseneinheiten, 7' oder ¢ Zeiten, € oder t Zeiteinheiten bedeuten.

6. Homogenitit in Bezug auf die benennenden Einheiten. Dimen-
sionen physikalischer Grossen. Wenn nun eine Zahl benannt wird, so ge-
schieht das dadurch, dass man hinter die Zahl ihre Benennung hinzufiigt.

Aus wie vielen Gliedern aber auch der Ausdruck fiir eine Quantitit be-
stehen mag, so missen doch alle diese Glieder genaw dieselben Benennungen
tragen. Dieser Satz ist als ein Axiom zu betrachten und bedarf keines Be-
weises, denn es ist von selbst klar, dass nur gleichartige Grossen zu Summen
zusammengefasst werden konnen.

Seine Richtigkeit zugegeben, kann man also in jedem Falle die Be-
nennungen wie einen gemeinschaftlichen Factor vor alle Glieder ziehen, und
daraus erhellt, dass der allgemeine Ausdruck in Fundamentaleinheiten fiir
die Quantitit irgend einer Grisse X ist,

D X =n®MEIT.

n, a, B, 7 sind Zahlen, und zwar geben a, B, y die Exponenten, in
welchen die drei Fundamentaleinheiten vertreten sind, » aber misst die
Quantitit der Grosse X. Man driickt sich gewdohnlich so aus, dass man

sagt, es sei die betreffende Grisse X von den Dimensionen MPIT.
Den obigen Satz fasst man dann in die Form:
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Wenn irgend eine Grisse einem Aggregat von Gliedern gleich ist, so
miissen alle diese Glieder von ganz gleichen Dimensionen sein.

Wo man voraussehen kann, dass die Dimensionen bekannt sind, la.sst
man die Benennungen fort, schrelbt also X = », man darf aber nicht ausser
Acht lassen, dass diese Schreibweise nur eine abgekiirzte ist.

Wenn #»=1 ist, wird die Quantitit der betreffenden Grisse ebenfalls 1,
die Einheit einer Grisse X ist also definirt durch

1) x = mbgr.
Da die Dimensionen einer beliebigen Quantitit einer Grosse dieselben

sein miissen wie die ihrer Einheit, so reicht es aus, fir diese Einheit ihre
Dimensionen anzugeben, man hat dann fiir jede andere Quantitit »

X =nX.

7. Heranziehung der Dimensionen zur Controle von Formeln. Der
Satz von der Homogenitit der Dimensionen kann bequem zur Controle von
Formeln verwendet werden, Man untersucht alle Glieder der zu controlirenden
Formel auf ihre Dimensionen — was sich immer sehr leicht und schnell
ausfiihren 1dsst —, findet man bei allen Gliedern genau dieselben Dimensionen,
s0 kann die Formel richtig sein, weichen aber die Dimensionen auch nur eines
Gliedes von denen der andern Glieder ab, so muss die Formel falsch sein.

Diese Controle durch die Dimensionen empfiehlt sich ausserordentlich;
sie schiitzt zwar nicht vor falschen Formeln, denn fehlende Glieder und
falsche Zahlenfactoren oder unrichtige Zeichen kann sie nicht nachweisen,
aber sie enthiillt vorhandene Absurdititen, und darum ist es gut, an jeder
Formel, ob man sie selbst entwickelt oder von Andern genommen hat, erst
die Probe durch die Dimensionen zu machen.

8. Ableitung der Dimensionen physikalischer Grossen. Zu der Kenntnis
der Dimensionen einer Grosse in Bezug auf vorgeschriebene Fundamental-
grossen kann man nur gelangen, wenn man diese Grosse mit andern Grossen
in Verbindung zu setzen vermag, deren Dimensionen in Bezug auf die
betreffenden Fundamentalgrossen bereits bekannt sind. Den Dimensions-
bestimmungen liegen also Fermeln zu Grunde, die Beziehungen zwischen
verschiedenartigen Grossen aussprechen. Die Entdeckung dieser Beziehungen
bildet ja eine Hauptaufgabe der physikalischen Untersuchungen, und nur
weil man die bei elektrischen, magnetischen, thermischen, u. a. Erscheinungen
hervortretenden Grossen mit mechanischen Grossen hat in Beziehung bringen
konnen, ist man im Stande, alle diese Grossen durch mechanische Einheiten
ZU messen.

Nun scheidet sich das gesammte Formelmaterial des Physikers in Grund-
formeln und abgeleitete Formeln, jene besonders einfachen Verhiltnissen
entsprechend und meist als Naturgesetze bezeichnet, diese complicirtern
Bedinguugen angepasst und aus jenen durch analytische Entwickelung -er-
schlossen. An sich ist es gleichgiltig, ob man zur Erkennung der Dimensionen
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eine Grundformel oder eine aus ihr abgeleitete Formel benutzt, man geht
aber gewdhnlich von den Grundformeln aus, weil diese meist die einfachsten
und am leichtesten zu interpretirenden sind.

Es ist dagegen durchaus nicht gleichgiltig, aus welcher Erscheinungs-
klasse man die Formel zur Bestimmung der Dimensionen einer Grosse nimmd.
So ist es bekannt, dass die Quantititen elektrischer Grossen in ganz ver-
schiedenen Dimensionen auftreten, je nachdem man die Dimensionen fiir eine
Quantitat Elektricitdt ans den elektrostatischen oder elektromagnetischen Er-
scheinungen bestimmt. Der Grund, warum wir bei vielen Grossen ihre Dimen-
sionen nicht eindeutig zu bestimmen vermdgen, kann zunichst darin liegen,
dass wir fiir die betreffenden Grossen selbst noch keine Vorstellung besitzen,
wir wissen z. B. noch durchaus nicht, was Elektricitit ist, trotzdem wir mit den
Wirkungen der Elektricitit wol vertraut sind, darum ist es auch noch
praktisch ohne Belang, in welchen Dimensionen wir eine Quantitit Elektricitat
ausdriicken, die Dimensionen sollen nur fiir die Quantitéat, nicht fir die
Elektricitit selbst Anschauung verleihen. Zweitens kann der Grund auch
darin liegen, dass wir, weil die Erfahrung uns in Bezug auf die betreffende
Grosse noch nicht alles gelehrt hat, nicht die geeignete Formel zur Ableitung
der Dimensionen benutzen. Ich will mich hieriiber, weil das einen sehr
wichtigen Punkt betrifft, etwas niher auslassen.

9. Formeln, aus welchen die Dimensionen am besten abzuleiten sind.
Beurteilung aus der Unverdnderlichkeit der Proportionalititsfactoren. Als
was man auch die Dimensionen der physikalischen Grossen betrachten mag,
ob man sie als etwas rein formales, conventionelles ansieht, lediglich dazu
eingefiihrt, um die notigen Maasseinheiten auf die tunlich geringste Anzahl
zu reduciren, oder ob man ihnen eine tiefere, das Wesen der betreffenden
Grissen beriihrende Bedeutung beilegt, jedenfalls sollte man diese Dimensionen
so zu bestimmen suchen, dass sie fiir die betreffende Grosse unter allen
Umstinden gilt. Nun enthalten die physikalischen Formeln ausser den
einzelnen nach ihren Dimensionen bekannten und nicht bekannten Grdssen
noch sogenannte Proportionalititsfactoren — ein solcher Factor ist zum Bei-
spiel die Attractionsconstante — die zur Reduction der nach ihren Dimensionen
nicht bekannten auf die nach ihren Dimensionen bekannten Gréssen dienen.
Da, wo nach ihren Dimensionen nicht bekannte Grossen nicht vorhanden
sind, werden die Zahlenwerte dieser Factoren durch die betreffenden Formeln
selbst direct bestimmt, wie zum Beispiel der Zahlenwert der Attractions-
constante. Wo aber eine nach ihren Dimensionen erst zu bestimmende
Grosse steht, dient dieser Factor, indem man ihm einen Zahlenwert beilegt,
meist wahlt man dazu die Zahl 1, zur Ableitung dieser Dimensionen. Es
ist nun klar, dass die Festsetzung einer bestimmten Zahl fiir eine Grosse
nur dann berechtigt ist, wenn diese Griosse ganz invariabel ist, wenn sie
ganz und gar nicht von dussern Umstinden abhingt, sonst ist diese Grosse
kein einfacher Proportionalititsfactor mehr, sondern fithrt eine selbststandige
Bedeutung und ist selbst als physikalische Grosse zu hbetrachten,
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Nehmen wir zum Beispiel die Attractions- oder Repulsionswirkung zweier
mit gleichen Elektricititsmengen e geladener Punkte; die Erfahrung lehrt,
dass diese Wirkung direct proportional dem Producte der Elektricitditsmengen
und umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung r der Tréger dieser
Mengen ist. Die bewegende Kraft, die infolge ihrer Ladungen der eine
Punkt auf den andern ausiibt, ist also

2
K= Cﬁ .
Hier ist ¢ der Proportionalitdtsfactor.

Da wir nicht wissen, was Elektricitit ist, eine bewegende Kraft uns
ihren Dimensionen nach aber wol bekannt ist, legt man dem Factor ¢ den
Zahlenwert 1 bei und sagt damit, man wolle die Dimensionen einer Elek-
tricititsmenge so bestimmen, dass das Quadrat einer Quantitit derselben
dieselben Dimensionen hat, wie eine bewegende Kraft multiplicirt mit dem
Quadrat einer Linge.

Aber nun fragt es sich, ob denn der Factor ¢, nachdem die Dimensionen
von e¢ so bestimmt sind, auch wirklich unter allen Umstéinden denselben
Zahlenwert 1 beibehdlt, ob man nicht bei andern Verhaltnissen gezwungen
ist, diesen Zahlenwert abzuindern. Wir konnen diese Frage experimentell
dadurch entscheiden, dass wir die Attraction beziiglich Repulsion der beiden
einmal geladenen Punkte bei unverinderter Entfernung in verschiedenen
Medien messen, etwa erst weun zwischen den Punkten Luft, dann wenn
Stickstoff, Wasserstoff oder irgend ein anderes isolirendes Gas sich befindet,
dann wenn feste oder fliissige Isolatoren u. s. f. vorhanden sind, indem wir zu-
gleich die Dimensionen der Zwischenmedien mannigfach variiren. Kann ¢ wirk-
lich als Zahl betrachtet werden, dann muss in allen diesen Verhiltnissen die be-
wegende Kraft dieselbe sein: lehrt die Erfahrung, dass diese Kraft mit der Natur
und vielleicht auch Ausdehnung des zwischen den Punkten sich erstreckenden
Mittels variirt, dann haben wir kein Recht, ¢ als Zahl zu behandeln, wir miissen
diese Grosse — vorausgesetzt, dass die bewegende Kraft immer noch nach dem-
selben Gesetz mit Grosse der Ladung und Entfernung abandert — als aus zwei
Factoren zusammengesetzt ansehen, einem, der in der Tat als Zahlenfactor be-
trachtet werden kann, und einem, der eine selbststindige physikalische Be-
deutung hat; bezeichnen wir den einen mit %, den andern mit v, so ist also
eigentlich zu schreiben 9
E=Iy 2—2

und hierin sind zwei Grossen nach ihren Dimensionen unbekannt, y und e,
und die obige Formel fiir sich reicht nicht aus, ihre Dimensionen zu be-
stimmen. Man muss also entweder neue Erfahrungen sammeln, die zu einer
zweiten Gleichung zwischen mechanischen Grossen und e und 7 fiithren, oder
aber, man muss eine andere Beziehung zwischen Elektricititsmengen und
mechanischen Grossen suchen, die nicht mit den #ussern Verhiltnissen ab-
dndert. Tut man das nicht, so gelangt man nur zu Maassen, die speciellen
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Verhiiltnissen angepasst sind; man kann dann dieselben Maasse allerdings
auch allgemein in allen andern Verhiltnissen anwenden, ist aber zugleich
gezwungen, die betreffende Grundformel je nach den Verhéltnissen mit immer
andern Factoren zu versehen, die nicht allein von den besondern specifischen
Eigenschaften der Zwischenmittel abhéngen. Also:

Dimensionen, die allgemein gelten sollen, leitet man am besten aus
Formeln ab, deren accessorische Grissen, die sogenannten Proportionalitiits-
factoren, von den dussern Verhiltnissen entweder gane unabhdngig sind, oder
doch nur durch die specifische Natur dieser Verhdltnisse bestimmt werden, die
also jedenfalls thre Dimensionen stets beibehalten.

Diese Regel ist nicht immer beachtet worden, und wenn auch vom
formalen Standpunkt aus betrachtet jedes Maasssystem, consequent durch-
gefithrt und richtig angewendet, ausreicht, wird man doch diejenigen Systeme
vorziehen miissen, die bei gleicher Consequenz Unabhingigkeit von &ussern
Verhéltnissen aufweisen.

Weiteres allgemein giltiges lidsst sich bei dem dermaligen Stande unserer
Wissenschaft iiber die Wahl der Dimensionen nicht sagen, zumal so schon
bei vielen Grossen die Angabe ihrer Dimensionen nur durch Hypothesen
ermodglicht wird; bei der speciellen Behandlung der einzelnen Grossen wird
noch einiges zu bemerken sein.

II. Das Rechnen mit den Einheiten.

Was die Rechnung mit den Dimensionen von Grossen anbetrifft, so
besteht dieselbe durchgingig in einfachen Proportionsrechnungen. Drei
Hauptaufgaben sind es besonders, die dabei in Betracht kommen: die Er-
setzung gewisser Fundamentalgrissen durch andere Grossen, die Einfihrung
neuer, accessorischer Einheiten oder Zusammenfassung von gewissen Dimen-
sionen zu einer einzigen Dimension, die Umwandlung gewihlter Einheits-
betrage in andere Einheitsbetrige.

Es ist leicht zu iibersehen, nach welchen Regeln man zu verfahren hat,
wenn eine dieser Aufgaben gestellt ist.

10. Transformation von Einheiten. Ich setze zunichst das Verfahren
bei der Ersetzung von Fundamentalgréssen durch andere Grossen aus-
einander.

Es sei die Quantitit einer Grosse, gemessen in den Einheiten €, M, £,
also in Linge, Masse, Zeit

X =ne* MY,
wir wollen an Stelle der Masse It den Betrag einer anderen Grosse K setzen,
welche in den Einheiten € M, T ausgedriickt, bestimmt ist durch

E=nMF T,
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durch Elimination von R finden wir sofort

“ 18 I B

Fg @ (_,)B~
7

Nun sollfe K die neue Fundamentaleinheit werden, wir haben also K zu
ersetzen durch & und bekommen

(11T X=nt

a

SEC T PN
av) X—=ng Pg 8 se‘*(i)ﬂ-

Es bedeute zum Beispiel K die Quantitit einer bewegenden Kraft und
zwar die der bewegenden Schwerkraft zu Paris. Die drei Fundamental-
einheiten seien Centimeter, Gramm, Secunde, fiir die wir spiter die Be-
zeichnungen ¢, g, s benutzen werden. Dann ist in diesen Einheiten, wie die
Erfahrung gelehrt hat, annihernd

KE=981 ¢Higpt13-2,
Wir haben also
o = -+ la B,__'_ + ]> -flz— 27 n = 981.

Soll also diese bewegende Schwerkraft die neue Einheit bilden, so wird

" a-Bgr+BaB,
X= (9818 ¢ &
Um das Beispiel noch weiter zu specialisiren, sei die ihrer Quantitit nach
zu bestimmende Grosse ebenfalls eine bewegende Kraft, dann ist a« =+ 1,

B=+1, 1=—2, also

n
X= 781_ R-

Fir # =1 geht X iber in X, somit zeigt sich die Quantitit einer
bewegenden Kraft, wenn sie durch die bewegende Schwerkraft in Paris
ausgedriickt wird, 981 mal so klein, als wenn sie durch die Fundamental-
einheiten Centimeter, Gramm, Secunde gemessen wird. Die Zahl 981
spielt die Rolle eines Reductionsfactors, es ist diejenige Zahl, mit der man
eine Quantitdt einer bewegenden Kraft, wenn sie in Teilen der bewegenden
Schwerkraft zu Paris ausgedriickt ist, zu inultipliciren hat, um sie in
Centimeter, Gramm, Secunde ausgedriickt zu erhalten.

Eine Masse durch eine beschleunigende Kraft zu ersetzen, ist nicht
moglich, weil die beschleunigende Kraft in unsern Fundamentalgrissen aus-
gedriickt die Masse gar nicht enthdlt. Wo man von der Ersetzung der
Masseneinheit durch die Krafteinheit redet, meint man auch stets eine
bewegende Kraft, wenngleich man nicht selten die dabei in Betracht
kommende bekannte Schwere - Constante g, als ,Beschleunigung® bezeichnet.
Nennen wir die bewegende Kraft, die die Erde auf 1 Gramm in Paris
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ausiibt, das ,Gewicht* dieser Masse in Paris, so bedeutet die soeben als
Beispiel behandelte Transformation die Ersetzung der Masseneinheit durch
eine Gewichtseinheit, das heisst die Ersetzung der Masse 1 Gramm durch
das Gewicht von 1 Gramm in Paris. Wir werden spater sehen, dass die
so. genannten ,Gewichte“ nicht zu Gewichts- sondern zu Massenbe-
stimmungen dienen, also nicht mit den hier definirten Gewichten verwechselt
werden diirfen.

11. Einfiihrung neuer Einheiten; Zusammenfassung vorhandener
Einheiten. In entsprechender Weise, wie die Vertauschung von Einheiten,
lasst sich die Einfithrung neuer Einheiten behandeln.

Soll zu den in dem Ausdruck fiir die Quantitit einer Grisse schon
vorhandenen Einheiten noch eine neue Einheit, fir die der Ausdruck
durch jene Einheiten bekannt ist, eingefiilhrt werden, so scheidet man in
dem zu transformirenden Ausdruck von den Einheiten so viele Potenzen ab,
als in dem Ausdruck fiir die neue Einheit vertreten sind, und ersetzt diese
abgeschiedenen Potenzen durch die neue Einheit.

Sei also wieder
X =n2* M3

und die neu einzufiihrende Einheit

E=n¢MmFar,
dann sind die in dem Ausdruck fir X abzuscheidenden Potenzen €“ smf"s*',
und es wird

W) X=Je ek

oder, da K die neue Einheit bedeutet,

V1) X=se g -Fgrre

Die Potenz von & ist, wie man sieht, noch beliebig, will man von dieser
neuen Einheit die ete Potenz haben, so wird

(VII) X= ;”; grmwegpf —Fegrorege

Gewohnlich stellt sich die Aufgabe sehr einfach, und ist e durch das,
was man durch die Abscheidung der Dimensionen erreichen will, vor-
geschrieben.

Sei zum Beispiel
X =ntfmig?,

schreiben wir das in der Form
X=netmiz-teg—!
und fiihren eine Geschwindigkeit
KE=ne3"!
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als neue Einheit ein, so wird
= Sdmbgigr,

Um zu Zahlen zu gelangen, nehme ich fiir die als neue Einheit eingefiihrte
Geschwindigkeit die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts im Vacuum,
dann ist, wenn S = einer mittlern Zeitsecunde, & = 1 Centimeter angesetzt
wird, nach Foucault’s Versuchen

K=29836.10°¢3 ",
somit

" jo—6 ot gpig—1g+1
X= 2983610 EMITR

und die Einheit von X ist

—6 g—lg+t
%= gags 0" € M

Wir werden spiter sehen, dass im absoluten elektrostatischen Maass-
system X eine elektrische Stromstirke bedeutet. Die elektrostatische Einheit
der Stromstirke ist also Gramm, Centimeter, Secunde, und Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Lichts zu Einheiten genommen — durch einen Aus-
druck von der obigen Form gegeben, dass aber diese Form nicht ohne
Interesse ist, wird dem Leser bekannt sein.

Ohne besondere Bedeutung und nur um das Beispiel fortzusetzen
gewihlt, ist noch die Einfiihrung der bewegenden Schwerkraft auf die Masse
1 Gramm. Es ist diese Kraft, wie oben schon bemerkt, in Paris etwa

G=981¢ I m+rig—2,

wir haben also in dem Ausdruck fir ¥ abzuscheiden %' M*'Z~? und
bekommen so — Centimeter, Gramm, Secunde bewegende Schwerkraft in
Paris und Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts im Vacuum zu Einheiten
gewahlt —, . .
_ 1 —6 -+t gm—34g+1
x__—_——29836.981 107° @R =M 237
In derselben Weise, wie man die Einheiten vermehrt, kann man sie
auch vermindern. So sieht man ohne weiteres, dass, wenn man in dem

g hgmigt! abscheidet, an Stelle dieser Grosse

letzten Ausdruck
®—% gesetzt werden kann, es ist also auch
- 1
298361/981

wo die 5 Einheiten sofort auf 2 reducirt sind.

10—8 @+% &1,
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12. Transformation der Einheitshetrige. Die dritte Aufgabe, die beim
Rechnen entgegentritt, besteht in der Verwandlung von Ausdriicken fiir
Quantititen, die sich auf bestimmte Betrige einmal gewihlter Fundamental-
einheiten beziehen, in andere Zahlengrissen, die andere Betrige dieser
Fundamentaleinheiten zur Grundlage haben.

Es sei der Ausdruck fiir eine Quantitit einer bestimmten Grisse

X=n®MPgT ...

n ist der Zahlenwert dieser Quantitit, er sei vollstindig bekannt, wenn fiir die:
Fundamentaleinheiten €, M, <, ... ganz bestimmte Betriige vorgeschrieben
sind, etwa fiir € ein Centimeter, MM ein Gramm u. s. f. Verstehen wir jetzt
unter & M, I, ... geradezu diese vorgeschriebenen Betrige und bezeichnen
mit [, m, t, ... andere Betrige derselben Fundamentalgrissen, deren
Relationen zu den frithern Betrigen bekaunt sind, so haben wir

E=unl, M=nm, IT=rmnst, ...

und hierin sind %;, n, %, ... als gegebene Zahlen anzusehen.
Fithren wir also in dem Ausdruck fiir die Quantitit X an Stelle der
Einheitsbetrige € M, S, ... die [, m, t, ... ein, so wird

VIII) X=unn"nnt ... "mft7.

der neue Zahlenwert fiir die Quantitit ist hiernach nnl“mﬂn;‘ <« d. h. gleich
dem alten Zahlenwert multiplicirt mit den Zahlen, welche angeben, wie oft
die neuen Einheitsbetrige in den alten enthalten sind, jede dieser Zahlen zu
der Potenz erhoben, die der entsprechenden Einheit zugehort.

Fiir eine numerische Anwendung der obigen Regel sei X die bewegende
Schwerkraft in Paris auf ein Gramm; €, 9, T mogen wie bisher Lingen-
einheit, Masseneinheit, Zeiteinheit bedeuten.

Zunichst ist, wenn die Einheitsbetrige 1 Centimeter, 1 Gramm, 1 mittlere
Zeitsecunde sind, und diese Betrige gerade mit €, M, § bezeichnet werden,

X =981¢M3T ~2

Wihlen wir jetzt fiir die Einheitsbetrage 1 Meter, 1 Kilogramm, 1 mittlere
Zeitminute und bezeichnen diese Betrige mit [, m, {, so ist, wie man weiss,

1 1 1

E=100" M=100™ =4

t,

somit
1 1 (1\72 2 —2
X=981 100 1000 (a}) [mt = 35,316 Imt -
Wir wollen ferner in dieselbe Grisse statt der metrischen Einheits-
betrdge englische einfithren, | bedeute also 1 Yard, m 1 pound (avoir-
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dupois), $ lassen wir stehen, dann ist (die Tabellen fiir die Verhiltnisse der
englischen Maasse zu den metrischen werden spiter gegeben werden)

2=0,01093631, M = 0,00220462 m,
somit
X = 981.0,0109363.0,00220462(m3 %= 0,023 649 (m3 2.

Alle drei Zahlen 981; 35,316; 0,023649 driicken genau dieselbe Grosse
aus: ndmlich die bewegende Kraft, die die Schwere in Paris auf die Masse
1 Gramm ausiibt, also, wie wir auch sagen kionnen, das Gewicht eines
Gramm in Paris, aber in der ersten sind die Benennungen Gramm, Centi-
meter, Secunde; in der zweiten Kilogramm, Meter, Minute; in der dritten
Avoirdupois-Pfund, Yard, Secunde.

Ist statt der bewegenden Kraft die beschleunigende zu bestimmen, so
haben wir die drei obigen Zahlen durch die Masse 1 Gramm und zwar in
Einheiten von 1 Gramm, 1 Kilogramm, 1 Avoirdupois- Pfund zu dividiren,
die drei Zahlen fir die Beschleunigung sind dann beziiglich 981; 35316;
10,729; wieder stellen alle drei Zahlen dieselbe Grisse dar, wenn auch in
verschiedenen Einheiten. Bezeichnen wir diese beschleunigende Kraft mit @,
so ist also

G = 981 (Centim.) (Secunde) > = 35316 (Meter) (Minute) 2
= 10,729 (Yard) (Secunde) 2.

Vermdge derselben durchlaufen fallende Korper in Paris in einer Se-
cunde 981/2 = 490,5 Centimeter beziiglich 10,729/2 = 5,365 Yard, und in
einer Minute 35316/2 = 17658 Meter.

Als zweites Beispiel, welches Verinderungen von Einheitsbetrigen mit
Transformation der Einheiten verbinden soll, wihlen wir die Berechnung
der Newton’schen Gravitationsconstante fiir verschiedeme Einheitsbetrige
und die Vergleichung von Krafteinheiten mit bestimmten Attractionen. Sei
M die Masse der Erde, R der Radius derselben, m die Masse irgend eines
andern auf der Oberfliche der Erde befindlichen Kérpers, dann ist, unter
der Voraussetzung, dass die Erde Kugelform hat und als aus concentrischen
Schichten gleicher Dichte zusammengesetzt angesehen werden darf, die
Attractionsconstante K zu berechnen aus der Gleichung

Mm
=2

2

Bewegende Kraft der Erde = K
oder auch aus

G = Beschleunigende Kraft der Erde = K u

IR
Nehmen wir wieder Ceuntimeter, Gramm, Secunde als Einheitsbetrige,
so ist angendhert
M = 6061.10% Gramm, R = 637028320 Centimeter,
G = 981 (Centimeter) (Secunde) ™2,
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Damit wird

. (637028320)2
6061.10%

= 6568.10~ ! (Centimeter)® (Gramm)~*(Secunde) 2

981 (Centimeter)® (Gramm)™* (Secunde) >

Wollen wir statt Centimeter und Gramm Meter und Kilogramm ein-

fithren, so ist die obige Zahl mit (100) 1000 zu multipliciren, und es wird

K = 6568.10 ' (Meter)’ (Kilogramm) ™! (Secunde) 2.

Hiernach ist die bewegende Attraction zweier homogener kugelférmiger
Himmelskérper von den Massen m,, m, in der Entfernung r

1 m' 2 (Centimeter)®(Gramm) ™ * (Secunde) ™ %.

A =6568.10"

Driicken wir die Massen in Grammen und die Entfernung in Centimeter

aus und setzen m, = »n, Gramm, m,= n, Gramm, r = »' Centimeter, so dass
also n,, ny, #' reine Zahlen sind, so wird

A =6568.10" " % (Centimeter) (Gramm) (Secunde) ™ *

Fiir den Fall #, = ny=»'=1 haben wir

A = 6568.10~ ' (Centimeter) (Gramm) (Secunde)™ 2.

Bezeichnen wir also den Einheitsbetrag einer bewegenden Kraft —
Centimeter, Gramm, Secunde als Einheiten vorausgesetzt —, mit &, so wird
A =6568.10"11K, die Attractionsconstante 6568.107 ! bezeichnet hiernach
diejenige bewegende Kraft, die zwei homogene kugelformige Korper von den
Massen 1 Gramm auf einander ausiiben, wenn ihre Mittelpunkte um einen
Centimeter von einander entfernt sind, oder, wie wir auch sagen konnen,

der Einheitsbetrag fiir bewegende Kriifte -— ausgedriickt durch Centimeter.,
1011
Gramm, Secunde — ist 5563 oder 15220 000 Mal so gross wie die Attraction

jener Korper von je ein Gramm Masse in der Entfernung 1 Centimeter.
Benutzen wir den zweiten Ausdruck fiir die Attractionsconstante, so wird

A= 6568.10 L2 (Meter)® (Kilogramm)~* (Secunde)

Indem wir hier die Massen nach Kilogramm, die Entfernung nach
Meter rechnen, wird

14 ”1 ”2

A =16568.10" (Meter) (Kilogramm) (Secunde) ™ ?



16 Rechnen mit Einheiten. [12.

Wollen wir jetzt den betreffenden Korpern die Massen 1 Gramm geben,
und die Entfernung ihrer Mittelpunkte zu 1 Centimeter ansetzen, so hitten
1

. 1 .1 . .
WIr 7 =1500" " =1000° ® — 100 2% machen, dann wire genau dieselbe

Attraction, die wir vorhin betrachtet haben, ndmlich die zweier Gramme in
der Entfernung 1 Centimeter

A =6568.10" ¢ (Meter) (Kilogramm) (Secunde) ™2
Wenn wir aber auch jetzt n,= n,=n'=1 setzen, so wird

A = 6568.10~ 1* (Meter) (Kilogramm) (Secunde)™ 2.

Dann ist jedoch die Bedeutung von A4 eine andere, und zwar giebt diese
Grosse nunmehr die Attraction zweier homogener kugelfsrmiger Korper von
den Massen 1 Kilogramm, deren Mittelpunkte von einander 1 Meter ent-
fernt sind, auf einander — ausgedriickt in Einheiten einer bewegenden
Kraft, deren Benennungen Meter, Kilogramm und Secunde sind — oder
auch eine Krfﬁeinheit, die durch Meter, Kilogramm und Secunde gemessen

10t

wird, ist 6568° das heisst 1522000000 Mal so gross als die Attraction zweier

kugelférmiger homogener Korper von den Massen 1 Kilogramm, deren Mittel-
punkte um 1 Meter von einander abstehen.

Endlich wollen wir noch in A4 = 6568.10 (Centimeter) (Gramm) (Se-
cunde)‘z die Benennung durch &/981 ersetzen, & bedeutet dann, wie
wir frither gesehen haben, dié bewegende Kraft der Schwere in Paris; es
wird aber

A= Gé’gf 10~ "®=6,70.10" !'®.

Die bewegende Kraft, die die Erde auf ihrer Oberfliche auf die Masse

o1
1 Gramm ausiibt, ist hiernach 670 oder 1,409.10%, also mehr als Zehn-
bl

tausendmillionen Mal so gross als die Attraction dieser in Form einer
homogenen Kugel gedachten Masse 1 Gramm auf eine ihr gleiche, ebenfalls
kugelférmige Masse, deren Mitte von der ihrigen um 1 Centimeter absteht.

Diese Beispiele werden geniigen darzutun, wie sehr Vorsicht bei der
Transformation von Einheiten und Einheitsbetrigen geboten ist; sie
sollten aber auch zeigen, wie man durch solche geeignete Transformationen
sich leicht fiir Grossen eine Anschauung verschaffen kann, die sonst dem
Verstindnis, weil man noch keine geniigende Erfahrung hat, fern stehen.
Ueberhaupt ist es von grossem Vorteil, sich von den Quantititen, die man
zahlenmissig niederschreibt, auch eine bestimmte Vorstellung zu machen,
sei es, dass man dieselben mit Quantititen anderer Grossen, die aus der
Erfahrung schon geldufig sind, vergleicht, sei es, dass man sich an die er-
fahrene Wirkung einer andern Quantitit derselben Grosse erinnert. Selbst-
verstindlich giebt die Vorstellung der Quantitdt einer Grosse noch nicht
immer auch eine Vorstellung von der betreffenden Grosse selbst.
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IIl. Die praktischen Einheitsbetrige.

13. Festsetzung der Fundamentalgrossen. Wir wollen nunmehr fiir
alles folgende festsetzen, dass die Fundamentalgrossen, auf welche die Quan-
tititen aller physikalischen Grossen bezogen werden sollen, Linge, Masse
und Zeit sind; als Fundamentaleinheiten haben wir dann Lingeneinheit,
Masseneinheit, Zeiteinheit anzusehen, das heisst eine bestimmte Lénge,
die zur Messung aller andern Léngen; eine bestimmte Masse, die zur
Messung aller andern Massen; eine bestimmte Zeit, die zur Messung aller
andern Zeiten dient. Welche Lénge, Masse, Zeit als diese Einheiten an-
genommen werden, ist an sich gleichgiltig, man wird aber natiirlich nur
solche Einheiten wihlen, welche allgemein bekannt sind.

14. Natiirliche und arbitrire Einheitsbetrige. Man kann nun die
Betriige solcher Einheiten in zweierlei Weise festsetzen, entweder man stellt
fiir dieselben eine bestimmte Definition auf, die es jedem ermdglicht, sich
diese Einheiten fiir sich jederzeit herzustellen; oder man verfertigt bestimmte
Représentanten beliebig angenommener Betrige der betreffenden Grossen
und sieht diese Reprisentanten als die allen Messungen zu Grunde zu
legenden Einheiten an.

Einheiten, die nach dem ersten Verfahren festgesetzt sind, werden als
natirliche Finheiten bezeichnet, Einheiten, denen das zweite Verfahren zu
Grunde liegt, kann man willkirliche (arbitrire) nennen.

Es ist klar, dass arbitrire Einheiten voraussetzen, dass bestlmmte
Repriisentanten (standards, étalons) derselben irgendwo aufbewahrt werden,
man darf daher wol annehmen, dass das urspriingliche Maasssystem, dessen
die Menschen sich bedienten, das matiirliche war; in der Tat weisen auch
die Namen ,Fuss ,Elle“ u.s.f. auf solchen natiirlichen Ursprung der
betreffenden Maasse hin., Indessen hat man sich doch schon sehr frith
gendtiet gesehen, die der Natur entnommenen Einheitsbetrige durch be-
stimmte Reprisentanten zu fixiren, die dann an Stelle der natiirlichen Ein-
heiten traten, und so ist das Maasssystem wenigstens fiir Linge und Masse
ein gemischtes geworden und bis auf den heutigen Tag geblieben.

Es ist frither heftig dariiber gestritten worden, ob man das Maasssystem
besser natiirlich oder arbitrdr wihlt. Die Verteidiger des arbifriren Maass-
systems konnten mit Recht geltend machen, dass einerseits diejenigen Be-
trige fiir Linge und Masse — von der Zeit wird spiter die Rede sein —,
die wir aus der Natur leicht entnehmen konnen, wie zum Beispiel die Liange
eines Fusses, eines Armes u.s. f., zu variabel seien, als dass sie der Definition
von Maasseinheiten zu Grunde gelegt werden konnten, die Betriige aber,
die wir als unveridnderliche Grossen ansehen diirften, wie der mittlere Durch-
messer und die Masse der Erde, eine Wellenlinge einer bestimmten Frauen-
hofer’schen Linie gemessen im Vacuum u.s.f., nur mit Aufwand ausser-
ordentlicher Kosten und Arbeit nutzbar gemacht werden konnten, und dass
andererseits, da wir die von der Natur gelieferten Betrige nicht ohne weiteres

Weinstein, Lehrbuch II. 2
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jedesmal zur Anwendung bringen kénnen, wir uns doch von ihnen Reprisen-
tanten herstellen miissen, die eben wieder arbitrir sind, weil wir nicht die
Sicherheit haben konnen, dass sie vollig den natirlichen Betrigen ent-
sprechen. Dagegen konnten die Anhinger des natiirlichen Maasssystems
mit nicht minderem Recht vorhalten, dass die Festsetzung arbitrirer Maass-
einheiten von der Annahme ausgeht, dass die Reprisentanten derselben
absolut unverinderlich seien, die Erfahrung aber gelehrt habe, wie alles
korperliche im Laufe der Zeit Verinderungen unterliege, dass ferner, wenn
durch einen bosen Zufall ein solch arbitrirer Reprisentant eines Einheits-
betrags verloren ginge oder vernichtet wiirde, eine Wiederherstellung
desselben unmoglich und damit die notwendige Continuitdt der Maass-
bestimmungen unterbrochen sei.

Da die Argumente beider Teile unwiderleglich sind, so hat sich im
Laufe der Zeit von selbst herausgestellt, dass man einen Mittelweg ein-
schlagen miisse. Jetzt verfihrt man in den civilisirten Léndern allgemein
so, dass man entweder Maasseinheiten aus der Natur definirt und dann der
Definition tunlichst genau entsprechende Repridsentanten derselben herstellt,
die an Stelle der definirten treten, oder erst Repréisentanten fiir Maass-
einheiten in mehr oder minder arbitrirem Betrage construirt und diese dann
mit durch die Natur gegebenen entsprechenden Grossen sorgfiltig vergleicht.
So besitzt zwar kein Volk wirklich natiirliche Maasseinheiten, aber die
arbitriren Maasseinheiten lassen sich durch natiirliche Grossen ausdriicken,
selbstverstindlich mit der Genauigkeit, die der derzeitige Stand unserer
Wissenschaft gestattet.

15. Unterabteilungen und Vielfache von Maasseinheiten. Ein zweiter
Punkt betrifft die Einteilung einmal bestimmter Maasseinheiten in Unter-
abteilungen. Hier stehen sich zwei Systeme gegeniiber, das Duodecimal-
(und das mit diesem zusammenhingende Sezagesimal-) und das Decimal-
system. Da unsere jetzige Arithmetik auf dem Zehnersystem gegriindet ist,
diirfte die Teilung der Einheiten in Zehntel und Potenzen von Zehntel der
in Zwolftel und Potenzen von Zwolftel vorzuziehen sein, indessen ist die
letztere bei der Zeit so ausschliesslich in Gebrauch gekommen, dass bisher
alle Versuche, sie durch eine Decimalteilung zu ersetzen, fehlgeschlagen
sind, und bei der Linge und Masse bildet sie noch jetzt fiir viele Maass-
systeme die Grundlage. Es ist auch dieser Punkt, weil er mehr das Rechnen
betrifft, nicht von principieller Bedeutung, wenngleich wahrscheinlich die
schone und consequente Decimalteilung des metrischen Maasssystems nicht
wenig zu der Verbreitung dieses Systems beigetragen hat.

16. Aeltere Einheitsbetrige fiir Linge und Masse. Von weit grosserer
praktischer und wissenschaftlicher Bedeutung ist die Einheitlichkeit des
Maasssystems. Der ideale Zustand wire, wenn auf der ganzen Erde
nur ein Maasssystem herrschte; diesen Zustand haben wir noch nicht er-
reicht, und wenn wir ihm auch nicht mehr fern sind und fiir die nichste
Zukunft nur noch zwei Systeme, das metrische und das englische, in Frage
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kommen, kann dem Physiker doch nicht erspart werden, sich mit ver-
schiedenen Maasssystemen, sei es, dass dieselben jetzt noch in Gebrauch
sind oder frilher in Gebrauch waren, vertraut zu machen. Die Relationen
zwischen denselben sind jetzt meist hinlinglich bekannt; neben dem enorm
angewachsenen Handelsverkehr zwischen den Volkern hat namentlich die
Geodisie die Regierungen gezwungen, diese Relationen auf das genaueste
feststellen zu lassen.

Ich werde im Folgenden einiges Historische tiber Maasssysteme, zunichst
iilber die der Linge und Masse, zusammenstellen, dabei eingehender nur
die Entstehung des metrischen und jetzigen englischen Systems behandeln.
Die Arbeiten namentlich bei der Herstellung der metrischen Maasseinheiten
sind fiir die physikalischen Maassbestimmungen nicht minder wie fiir die
geoditischen von grundlegender Bedeutung geworden und sie gereichen den
Minnern, die sie ausgefiihrt haben, zum ewigen Ruhme.*)

Die Maasssysteme der Vilker des Altertums fiir Linge und Gewicht
scheinen alle einen und denselben Ursprung gehabt zu haben, wenigstens
lassen sie sich, wie Bockh nachgewiesen hat, auf das Maasssystem des
alten chaldiischen Reiches Babylon zuriickfithren. Von hohem Interesse
ist ‘dabei, dass schon damals Linge und Masse nicht unabhingig von
einander festgesetzt wurden, aber wihrend wir jetzt bei der Definition der
Masseneinheit die Léngeneinheit zu Hilfe nehmen, wurde im babylo-
nischen Maasssystem umgekehrt die Léngeneinheit aus der Masseneinheit
abgeleitet.

Im Mittelalter und bis in die neueste Zeit hinein herrschten eine
unzihlige Menge von Maasssystemen, und es variirten die Maasse nicht blos
von Land zu Land, sondern in vielen L#ndern von Stadt zu Stadt. In
England freilich ist den Maasseinheiten schon sehr friith grosse Aufmerksam-
keit geschenkt worden, verhaltnisméssig eingehende Bestimmungen iiber die-
selben existirten daselbst schon vor mehr als 900 Jahren, wenn auch die auf die
heutige Zeit erhaltenen Hauptreprdsentanten solcher Einheiten nicht alter als
300 Jahre sein mochten. In Frankreich gehen die Bestrebungen, ein geordnetes
Maasssystem zu schaffen, ins 14. Jahrhundert zurtick, es kam zwar bis gegen
das Ende des vorigen Jahrhunderts kein gesetzliches System zu Stande, doch
gab es unter den vielen daselbst gebréuchlichen Maassen ein Lingenmaass,
welches seine staatliche Anerkennung dadurch documentirte, dass**) , ein Modell
eines Vielfachen von ihm in Paris zur allgemeinen Benutzung aufbewahrt
wurde. Es bestand aus einer mit Klammern an das Gemé#uer des Chatelet
befestigten Schiene von Eisen mit zwei Vorspriingen. Die Entfernung
dieser Vorspriinge wurde als Toise bezeichnet, und Biirger, die die Richtig-

*) Eingehendes tber die verschiedenen Maasssysteme findet man in: Dove,
Maass und Messen; Karsten, Encyklopadie der Physik, Bd. I, Cap. III; Muncke in
Gehlers physikalischem Lexicon, Bd. VIa, Artikel Mass.

*¥) Peters, Zur Geschichte und Kritik der Toisen-Maass-Stabe, Metronomische
Beitrige No. 5. Herausgegeben von der Kaiserl. Normal-Aichungs-Commission.
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keit ihrer Maassstédbe controliren wollten, taten dies dadurch, dass sie diese
Maassstidbe zwischen die Vorspriinge durchschoben. Da bei der Feststellung
des metrischen Maasssystems die Toise — wenn auch nicht die des Chételet,
sondern eine aus ihr abgeleitete, die Toise du Pérou — zur Grundlage
diente, hat dieses Modell eine gewisse historische Bedeutung. Auch fiir
die Gewichtseinheit existirte in Paris ein Modell in Gestalt der Pile de
Charlemagne zu 50 Marc, welches jetzt ein Alter von 600 Jahren haben
diirfte. Hochst mannigfaltiz waren die Maasssysteme in den deutschen
Staaten und Stddten, und es ist bekannt, dass noch in unserem Jahr-
hundert fast jeder Staat sein eigenes Maasssystem besass.

Gegen das Ende des vorigen Jahrhunderts, als die Maassverwirrung
sich namentlich fiir die geoditischen Arbeiten verderblich gezeigt hatte,
wurde in der ersten Pflegerin dieser Arbeiten, in Frankreich, das metrische
Maasssystem fixirt, welches sich jetzt fast die ganze Welt erobert hat und dem
auch unser Maasssystem angehort. Seit der Zeit datirt auch die Reform
aller anderen Maasssysteme und die grosse Riihrigkeit, die in unserm Jahr-
hundert auf dem Gebiete der Metronomie herrscht.

17. TUrspriingliche Vorschlige fiir ein einheitliches Maasssystem.
Vorschlige fir ein einheitliches Maasssystem sind gleich gemacht worden,
als man in den Naturwissenschaften exactere Messungen auszufiihren anfing,
und da man bald einsah, dass allgemeine Maasseinheiten vor allen Dingen
internationalen Charakter tragen miissen, kam man schon friith auf den
Gedanken, diese Einheiten der Natur zu entnehmen. Man fand auch gleich
fir die Léngeneinheit — und fiir diese machte sich der Mangel eines
einheitlichen festen Maasses am meisten fithlbar — die beiden natiir-
lichen Maasse, welche noch jetzt zur Grundlegung und Controle dienen.
Huyghens schlug 1664 vor, die Langeneinheit aus der Linge des einfachen
Secundenpendels abzuleiten, und zwar wollte er in seinem 1673 erschienenen
Horologium Oscillatorium den dritten Teil jener Linge als Einheit unter
der Bezeichnung pes horarius festsetzen. Spater, als man erkannte, dass
die Pendellinge nicht unter allen Breiten gleich sei, fiigte er noch die
Angabe einer bestimmten Breite hinzu. 6 Jahre nach Huyghens Vorschlag,
1670, trat der Franzose Mouton in einem in Lyon gedruckten Werke mit
dem Project auf, die Grosse der Erde als Grundlage fiir Maassbestimmungen
zu benutzen; die Einheit der Linge sollte die Strecke sein, die einer
Bogenminute eines grossten Kreises auf der Erdoberfliche gleich ist, die
Unterabteilungen dieser Einheit, die er als Meile bezeichnet, wollte er nach
dem Decimalsystem einrichten. Nachher ist dieses Project noch vielfach
modificirt worden, bis es mit gewissen Aenderungen und nihern Fest-
setzungen in dem metrischen System seine Verwirklichung fand.

Es verging aber noch fast ein Jahrhundert, ehe man einen dieser
Vorschlige ernstlich in Angriff nahm. Zwar hatten Picard und spéter
Bouguer und Lacondamine Huyghens’ Gedanken warm empfohlen,
und der letztere hatte sogar nach Beendigung der so beriihmten Lingen-
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messungen in Peru, die in Verbindung mit den gleichzeitigen Messungen
von Clairaut und Maupertuis in Lappland eine Entscheidung iiber die
Gestalt der Erde herbeifiihren sollten, unter dem Aequator die Linge des
Secundenpendels daselbst in Stein einhauen und mit der Unterschrift
Mensurae naturalis exemplar, wtinam et wniversalis versehen lassen, aber
der erste entscheidende Schritt wurde wol nicht vor 1790 getan.

18a. Entstehung des metrischen Maasssystems. Im Beginn dieses
Jahres machte Talleyrand der Assemblée Constituante einen diesbeziiglichen
Vorschlag, am 6. Mai stattete de Bonnai Bericht ab und am 8. schon
cerliess die Assemblée ein Decret, wonach der Konig gebeten werden sollte,
den Konig von England aufzufordern, eine Commission von Mitgliedern der
Royal Society zu ernennen, die im Verein mit einer franzosischen Commission
aus Mitgliedern der Académie des sciences unter irgend einem Breitengrade
die Linge des Secundenpendels bestimmen, und aus dieser dann einen un-
verdnderlichen Reprisentanten (modéle) fiir alle Maass- und Gewichts-
bestimmungen ableiten sollte. Das Decret hielt sich, wie man sieht, an
Huyghens Vorschlag.

In Tatigkeit trat nur die franzosische Commission unter dem Namen
Commission de U Académie, es gehorten derselben an Borda, Lagrange,
Laplace, Monge und Condorcet, Namen, die der Physiker und Mathe-
matiker nur mit einem Gefiihle der Ehrfurcht und Bewunderung aussprechen
kann. Der Bericht dieser Commission, datirt vom 19. Marz 1791, ging
iber den engen Rahmen hinaus, der im Decret vorgesehen war, denn er
discutirte zugleich den zweiten Vorschlag fiir die natiirliche Langeneinheit,
den, diese Einheit aus der Grosse der Erde abzuleiten. Er entscheidet sich
geradezu fiir diesen zweiten Vorschlag und beantragt als Einheit der
Lange den zehnmillionten Teil eines Viertels eines Meridiankreises zu wihlen,
diese Lénge spater noch mit der Linge des Secundenpendels unter 45°
Breite zu vergleichen und die Einheit der Masse dadurch darzustellen, dass
man ein durch Teile der neuen Lingeneinheit gemessenes Volumen destillirten
Wassers von der Temperatur des schmelzenden Eises im Vacuum wigt.

Zur Ableitung der neuen Lingeneinheit war es nun durchaus nétig,
die Grosse eines Meridianquadranten mit irgend einem Maass auszumessen,
da man aber die Erde mit sehr grosser Anniherung als ein abgeplattetes
Rotationssphiroid ansehen kann, geniigt es, schon ein Stiick eines solchen
Quadranten auszumessen.

Die Commission schlug denn auch eine solche Messung vor und
wéhlte natiirlich das zu messende Bogenstiick seinem weitaus grossten
Teile nach in Frankreich, und zwar den zwischen Dunkerque und Barcelona
reichenden Bogen.

Am 26. Mirz 1791 adoptirte die Assemblée diesen Plan der aka-
demischen Commission, und nachdem derselbe vier Tage spiter die Konig-
liche Sanction erhalten hatte, wurde die Akademie beauftragt, Commissare
zur Ausfiihrung der notigen Arbeiten zu wihlen.
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Man ist spiter bei diesen Vorschligen der ersten Commission der
Akademie nicht ganz stehen geblieben. Namentlich wurde die Definition
der Gewichtseinheit dadurch modificirt, dass man dem Wasser nicht die
Temperatur des schmelzenden Eises, sondern diejenige vorschrieb, bei
welcher dasselbe seine grosste Dichtigkeit hat, und zwar aus dem ausschlag-
gebenden Grunde, weil die Dichtigkeit des Wassers bei 0°, wo dasselbe in
Eis iibergeht, nicht mehr definirbar ist, dann aber auch, weil man so sich
von allen Temperaturscalen unabhingig zu machen glaubte. Ferner
setzte man noch fest, bei welcher Temperatur der Stab, der die neue
Léngeneinheit darstellen sollte, dem zehnmillionten Teil eines Erdquadranten
gleich zu sein hatte. Im wesentlichen gab aber dieser Bericht allen Arbeiten
der Commissare, die die Akademie sofort ernannte, die Directive.

Die Hauptarbeit fiel Méchain und Delambre zu, welche die Linge
des angegebenen Bogens zu messen hatten. Es mussten diese Messungen
im Sturme der Revolution ausgefiihrt werden, zu einer Zeit, da in Frank-
reich jeder, dessen Titigkeit und republicanische Gesinnung nicht sofort
klar war, vom aufgeregten und um seine Freiheit besorgten Volke mit
Gefangnis oder Tod bedroht war.

Man kann auch der Zahigkeit und Kiihnheit jener beiden Manner nicht
genug Bewunderung zollen, die ihren Auftrag zum Heil der Wissenschaft
und zur Ehre ihres Vaterlandes mit grosster Sorgfalt, trotz der Schwierig-
keiten, die ihnen entgegentraten, mit Miihseligkeiten aller Art kidmpfend,
oft in Lebensgefahr, zu Ende fiihrten.

Die Messung der Pendellinge haben Borda und Cassini bewerk-
stelligt, der erstere hat auch die Ausdehnung der benutzten Maassstibe
bestimmt, und namentlich die mechanischen Arbeiten, die gerade hier
bei der Festsetzung mneuer Maasseinheiten von grosster Bedeutung waren,
geleitet.

Indessen wurde am 8. August 1793 die Akademie unterdriickt; die
Commission zur Feststellung der Maasseinheiten liess man bestehen, suchte
sie aber von den Elementen zu reinigen, denen man nicht geniigende
republicanische Gesinnung zutraute, und setzte Borda, Lavoisier, La-
place, Coulomb, Brisson und Delambre ab, und so schien die glinzende
Untersuchung, zumal man auch provisorische Maasseinheiten decretirte,
scheitern zu sollen. Es gelang aber bald die Machthaber umzustimmen,
und nachdem ein Decret vom 18. Germinal an III bestimmte, spiter an-
zufithrende Festsetzungen in Bezug auf die endgiltige Definition der neuen
Maasseinheiten getroffen hatte, ordnete das Gesetz vom 18. Brumaire
eine neue, von dem Comité d’instruction publique zu wihlende Commission
an, die die Arbeiten bis zur vollstindigen Erledigung leiten sollte. Es ge-
horten dieser wichtigsten aller Commissionen an: Berthollet, Borda,
Brisson, Coulomb, Delambre, Hauy, Lagrange, Laplace, Méchain,
Monge, Prony, Vandermonde, und unter der Leitung dieser Minner,
zu denen spiter Darcet, Legendre und Lefévre-Gineau und durch



18h.] Die metrische Langeneinheit, 23

Cooptation eine Reihe Gelehrter anderer Staaten, namentlich van Swinden
fiir die batavische und Tralles fiir die helvetische Republik traten, ist das
grosse Werk zu Ende gefiihrt worden.

Die Publication, die die Untersuchungen selbst sowie die Resultate
enthilt, umfasst drei starke Binde, die von 1806—1810 in Paris erschienen
sind. Sie ist von Delambre redigirt und trigt den Titel Base du Systéme
Métrique décimal. Zu bedauern ist nur, dass nicht alle Teile der Unter-
suchung in gleicher Vollstindigkeit dargelegt sind, namentlich ist die
Auseinandersetzung der Ableitung der Gewichtseinheit durch den Mangel
der Originalbeobachtungen von empfindlicher Kiirze. Von grosser Vorsicht
zeugt es aber, dass man die definitiven Rechnungen nicht allein von den
Beobachtern ausfiihren liess, sondern noch vier andere Forscher dazu zog,
die alle unabhingig von .einander nach selbstersonnenen Formeln zu
arbeiten hatten. Die letzten Resultate sind auch nicht von den Experimen-
tatoren selbst gezogen. Zwei auswirtige Forscher, van Swinden und
Tralles, haben dieselben abgeleitet und dem Institut National in feierlichen
Sitzungen im Monat Prairial an VII. mitgeteilt.

Am 4. Messidor desselben Jahres iibergab die Commission der Akademie
dem Staatsarchiv zu Paris einen Platinstab, der bei der Temperatur
des schmelzenden Eises die Linge ein Meter, wie dieselbe der Definition
gemdss sich aus den Messungen des Bogens zwischen Dunkerque und
Montjouy (bei Barcelona) ergeben hatte, und einen Platincylinder, der die
Masse ein Kilogramm haben sollte, der Definition entsprechend, im luftleeren
Raum also so viel wiegen sollte, wie ein Kubikdecimeter destillirtes Wasser,
letzteres im Zustand seiner griossten Dichtigkeit (bei 4° Celsius) genommen.
Nach ibrem Aufbewahrungsort heissen dieses Meter und dieses Kilogramm,
Archivmeter und Archivkilogramm (méfre des archives und kilogramme des
archives), und es bilden diese beiden Stiicke die Grundeinheiten der Lingen-
und Maassbestimmungen nicht blos in Frankreich, sondern bald der ganzen
civilisirten Welt.

18b. Ableitung der metrischen Lingeneinheit, des Meter. Nach
diesem historischen Ueberblick ist noch klarzulegen, wie diese Einheiten
aus ihren Definitionen mit Hilfe der bezeichneten Messungen gewonnen sind.

Da die Masseneinheit mit Hilfe der Lingeneinheit erst abgeleitet ist,
bildet die Bestimmung der Léngeneinheit das Fundament des ganzen Maass-
systems. Der Definition nach sollte diese Léngeneinheit, das Meter, der
zehnmillionte Teil eines Meridianquadranten sein. Einen ganzen Quadranten
zu messen geht noch jetzt nicht an, man bestimmt also die Linge dieses
Quadranten, indem man ein Stiick desselben ausmisst und zugleich seinen
Winkelwert beobachtet. Wire die Erde eine Kugel, so wiirde es gleichgiltig
sein, an welcher Stelle des Quadranten dieses Stiick liegt, man wiirde
ihre Grosse sofort aus jedem beliebigen Stiick eines Quadranten ableiten
konnen. Da die Erde aber sehr angenihert die Gestalt eines abgeplatteten
Rotationsellipsoids besitzt, muss man die Lage der Endpunkte des ge-
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messenen Stiickes, die geographische Breite derselben, genau angeben.
Derselbe Umstand bringt es aber auch noch mit sich, dass die Messung
einer einzigen Strecke iliberhaupt nicht ausreicht, da ein Rotationsellipsoid
erst durch zwei Durchmesser bestimmt ist. Man muss also mindestens
zwei solche, auf demselben Meridian oder auch aunf verschiedenen Meri-
dianen gelegene Strecken messen. So bekommt man zwei Gleichungen,
aus denen sich die beiden Durchmesser der Erde, oder auch die Lénge
eines Meridianquadranten und die Abplattung berechnen lassen. Hieraus
ersieht man, dass, weil ein ganzer Erdquadrant nicht gemessen werden
konnte, das Meter sich nicht fiir sich allein, sondern nur zugleich mit der
Abplattung der Erde bestimmen liess.

Die franzosische Commission hat nur eine Strecke gemessen, die zweite
notige Gleichung entnahm sie den Messungen, die 50 Jahre vorher Bouguer
und Lacondamine in Peru ausgefiihrt hatten. Nun haben die letzt-
genannten Forscher ihre Messungen mit einem eisernen Stab bewerkstelligt,
der ungefihr die Lange der frither erwihnten Toise du Chételet besass, und
nachmals unter dem Namen Toise du Pérou zu grosser Berithmtheit gelangt
ist. Die franzosische Commission musste also ihre Messungen auch -auf
dieser Toise du Pérou basiren. Man liess von Lenoir vier Stibe aus
Platin herstellen, deren jeder etwa zwei Toisen lang war, und maass die-
selben mit der Toise du Pérou aus; einer dieser Stibe, mit No. 1 bezeichnet
und Module genannt, diente dann allen andern zur Grundlage, und in Ein-
heiten seiner Linge wurden auch zunichst alle Messungsergebnisse ausge-
driickt. Die Schlusszahl fiir die Linge des gemessenen Bogens konnte,
da man die Relation zwischen dem Module und der Toise du Pérou kannte
— nach van Swinden sollte der halbe Module bei der Temperatur 1275
der hundertteiligen Scale genau so lang sein, wie die Toise du Pérou bei 13°
der Réaumurschen Scale — in Einheiten der Toise du Pérou angegeben werden.
So hatte man zwei homogene Gleichungen fiir die Bestimmung der Abplattung
und des Meter, und es ist hiernach klar, dass die aus demselben resultirende
Linge fir das Meter nichts anderes angab, als welcher Teil der Toise du
Pérou (diese bei 13° Réaumur genommen) die neue Léngeneinheit, das
Meter, sein sollte. Indem man dann einen Stab aus Platin anfertigte, der
bei der Temperatur des schmelzenden Eises genau so lang war, wie jener
Teil der Toise du Pérou bei 13° der Réaumur’schen Scale, hatte man die
der Definition entsprechende Lingeneinheit, das Meter, eben jenes métre des
archives. Es hat sich spiter herausgestellt, dass die Zahl ?%4—’ die die
Commission fiir die Abplattung, indem sie von Beobachtungen in Peru
allein die Bouguers benutzte, glaubte annehmen zu miissen, zu klein ist,

1 .
man weiss jetzt, dass diese Zahl sehr nahe 300 ist, und Delambre ist,
weil er auch Lacondamine’s Messungen zu Rate zog, der Wahrheit viel

niher gekommen, denn er fand 309"
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Die Toise du Pérou zu 864 Linien gerechnet, machte die Commission
das Meter gleich 443,296 Linien. Genau der Definition entsprechend, hitte
diese Zahl etwas grosser sein miissen, darnach ist die eigentliche Langen-
einheit des metrischen Systems nicht der zehnmillionte Teil des Erdquadranten,
sondern das individuelle meétre des archives (bei0°), und so ist auch diese
Einheit spiter allgemein angenommen worden. Wahrscheinlich entspricht
die, hiernach eigentlich arbitrire, metrische Langeneinheit ihrer natiirlichen
Definition bis auf weniger als 0,019/, gewiss aber kann sie aus dieser
Definition jederzeit mit hinreichender Genauigkeit reconstruirt werden.

18¢c. Ableitung der metrischen Masseneinheit. Was die zweite Einheit
in dem System der metrischen Maasse anbetrifft, so kann es keinem Zweifel
unterliegen, dass man sich bei der Definition derselben voll bewusst gewesen
ist, dass man eine Einheit fir Massen, nicht fiir Gewichte, hat schaffen
wollen. Freilich wird diese Einheit oft als unité de poids bezeichnet, aber
jede ndhere Erlauterung, die gebracht wird, weist darauf hin, wie man
darunter nur eine Masseneinheit verstanden hat. Es ist merkwiirdig, dass
man spiter aus dem Begriff der Masseneinheit einen Begriff der Gewichts-
einheit hat machen konnen, das, was wir Gewichtstiicke nennen, sind Massen.
Gewicht ist an sich eine Kraft und zwar die anziehende Kraft der Erde und
ist nur dadurch in die Massenbestimmungen hineingekommen, dass wir mit
Hilfe dieser Kraft Massen am leichtesten mit einander vergleichen konnen.
Zwei Massen sind fiir uns gleich, wenn die bewegenden Krafte, die die Erde
auf sie ausiibt, gleich sind; diese bewegenden Krifte sind die Gewichte der
Massen. Aber es ist durchaus nicht ndtig, dass wir Massen mit einander
durch ihre Gewichte vergleichen, wir konnten es zum Beispiel auch durch
ihre Stosswirkungen tun, wo die bewegende Kraft der Erde auf dieselben,
die Gewichte, gar nicht mehr in Frage zu kommen brauchte.*) Ich komme
spiter, wenn es sich um Massen und Kraftbestimmungen handelt, darauf
zuriick, hier war nur hervorzuheben, dass die Einheit, die die franzosische
Commission festsetzen wollte, eine Masseneinheit ist, es ist demgeméss auch
nirgend auch nur die geringste Andeutung dariiber, dass man diese Einheit
auf einen bestimmten Ort hat beziehen wollen, wie es doch wegen der
Variabilitdt der Schwerkraft der Erde nitig gewesen wire, wenn man eine
Gewichtseinheit hitte construiren wollen.

Die Masseneinheit sollte nun diejenige Menge destillirtes Wasser grosster
Dichte (von der Temperatur 4° der hundertteiligen Scale) sein, welche den
Raum eines Wiirfels ausfiillt, dessen Seite den zehnten Teil des Meter, ein
Decimeter, lang ist. Dieses Kubikdecimeter destillirtes Wasser im Zustand
seiner grossten Dichte ist das Kilogramm. Da es nun nicht angeht, sich
in jedem Falle ein solches Kubikdecimeter Wasser herzustellen, wurde gleich

*) Siehe auch die Auseinandersetzungen von Forster in der Publication der
Kaiserl. Normal-Aichungs-Commission: Die Herstellung und wiederkehrende Prifung
der Haupt- und Controlnormale.
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verfiigt, dass ein fiir alle mal aus einer dauerhaften festen Substanz ein
Korper hergestellt werden sollte, der genmau soviel Masse besitzt wie jenes
Kubikdecimeter Wasser. Es wurde aber angenommen, dass ein Korper mit
diesem Kubikdecimeter Wasser gleiche Masse besitzt, wenn die bewegende
Kraft der Erde unter gleichen Verhiltnissen auf ihn so gross ist, wie auf
dieses Kubikdecimeter Wasser, eine Annahme, an deren Berechtigung sich
nicht gut zweifeln ldsst. Endlich wurde noch hinzugefiigt, dass jede
andere Wirkung, die nicht proportional den Massen vor sich geht, bei der
Herstellung des betreffenden das Kubikdecimeter Wasser ersetzenden Korpers
vermieden oder in Rechnung gezogen werden sollte. Man weiss, dass die
Luft durch den Auftrieb eine solche nicht den Massen proportionale Wirkung
ausiibt, und daher schreibt sich die nihere Bestimmung, dass der betreffende
Korper dem Kubikdecimeter Wasser gleich sein sollte, wenn beide sich im
Vacuum befinden.

Hiernach hitte die Commission zwei Operationen ausfithren miissen,
einmal ein Kubikdecimeter destillirtes Wasser grosster Dichte und dann
einen festen Korper von gleicher Masse wie dieses Kubikdecimeter Wasser
herstellen miissen. Sie ist aber aus leicht verstindlichen Griinden in etwas
anderer Weise verfahren.

Lefdvre-Gineau, dem die Commission die Fixirung der Masseneinheit
fibertragen hatte, liess sich einen iiberall geschlossenen Messingcylinder®)
herstellen, dessen Hohe seinem Durchmesser gleich war und etwa 2,435 Deci-
meter betrug. Das Gewicht dieses Cylinders im luftleeren Raum, abziiglich
seines Gewichts in destillirtem Wasser von grosster Dichte, beide Gewichte
gemessen mit beliebigen Gewichtstiicken, giebt dann das Gewicht der von
dem Cylinder verdringten Wassermenge. Kennt man also noch das Volumen
des Cylinders in Kubikdecimeter, so weiss man, wie viel Stiicke der benutzten
Gewichte dem Gewicht dieses so bestimmten Volumens Wasser gleich sind,
kann also auch die Anzahl Gewichtstiicke angeben, welche gerade einem
Kubikdecimeter des Wassers von der angegebenen Beschaffenheit an Masse
gleich kommen. Dadurch ist der Reprdsentant dieser Masseneinheit gewonnen,
der dann seinerseits durch irgend einen andern Reprisentanten ersetzt werden
kann, Genauer wird das Verfahren spater bei der Theorie der Wigungen
auseinandergesetzt werden, hier ist noch das Tatsdchliche anzugeben.

Das Volumen des Cylinders musste Lefévre-Gineau durch directe Aus-
messung seiner Héhe und seines Durchmessers bestimmen. Da man nicht an-
nehmen konnte, dass der Cylinder seiner geometrischen Definition absolut
entsprach, so wurden Hohe und Durchmesser an sehr vielen Stellen bestimmt; es
wurden 37 zu der mittleren Hohe symmetrisch und auf der Grundfliche

*) In dem ersten Bericht von Tralles iiber Lefévre-Gineau’s Arbeit wird
das Metall des Cylinders wie auch das der benutzten Gewichtsticke stets cuivre genannt,
in dem allgemeinen Bericht an die Akademie aber immer laiton, und es kann wol
auch keinem Zweifel unterliegen, dass beide Bezeichnungen Messing (oder Bronze?)
andeuten sollen.
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gleichmissig verteilte Hohen und 48 Durchmesser, die zu je 6 auf 8 #qui-
distante Querschnitte symmetrisch verteilt waren, gemessen. So ergab sich als
mittlere Hohe 0,2437672 Meter und als mittlerer Durchmesser 0,2428368 Meter,
das Volumen also zu 11,2900054 Kubikdecimeter, alles bezogen auf 1756 der
hundertteiligen Scale. In richtiger Erkenntnis, dass ein Vollcylinder von
dieser Grosse keine genaue Wigung mehr gestattete, liess Lefévre-Gineau
denselben hohl herstellen, und da dann das Volumen zu sehr von den Ver-
héltnissen der umgebenden Atmosphére abhingig gewesen wire, machte er
den Innenraum durch ein enges Rohr mit der &usseren Luft communiciren,
welches bei den Wigungen im Wasser natiirlich aus dem Wasser heraus-
ragte. Die Wagungen im Wasser sind nicht bei der Temperatur ausgefiihrt,
bei welcher das Wasser seine grosste Dichte hat (4° C.), sondern in der Néhe
der Temperatur des schmelzenden Eises (im Mittel bei 0,3° C.). Lefévre-
Gineau hat aber, um spater auf die Temperatur der grossten Dichte des
Wassers tibergehen zu konnen, untersucht, wie die Dichte des Wassers sich
mit steigender Temperatur dndert. Wie der Cylinder waren auch die Gewicht-
stiicke, mit denen die Wagungen ausgefiihrt wurden, aus Messing, ein Stiick
war in beliebiger Grosse angenommen, die andern bildeten durch sorgfiltige
Wigung genau ermittelte Teile dieses Stiickes; spéter sind dann die Stiicke
auch mit der frither erwédhnten pile de Charlemagne verglichen worden. Die
Masseneinheit stellte sich also zuerst dar in Stiicken des bei den Wagungen
benutzten Gewichtsatzes, man fertigte aber sofort einen Platincylinder an,
der diesen Stiicken an Masse gleichgemacht wurde, und dieser Platincylinder ist
dasKilogramm des archives und bildet die Masseneinheit des metrischen Systems.

In wie weit dieses Kilogramm des archives seiner Definition entspricht,
ist noch nicht ausgemacht, wahrscheinlich betrigt seine Abweichung von
dem definitionsméassigen Betrage weniger als 0,01 °/,, einige wollen sie sogar
auf nur 0,001 9/, ansetzen, gewiss ist, dass die Arbeiten zur Herstellung der
Gewichtseinheit mit bewunderungswiirdiger Umsicht und Sorgfalt ausgefiihrt
worden sind, wir wiirden sie jetzt, nur weil wir bessere Instrumente haben
und auch etwas mehr Erfahrungen iiber die Eigenschaften der einzelnen
zur Anwendung gekommenen Substanzen besitzen, vielleicht mit noch grosserer
Genauigkeit bewerkstelligen konnen.

Es ist auf die Art, wie die metrischen Maasseinheiten hergestellt sind,
nicht blos darum so genau eingegangen, weil diese Einheiten fiir unser
ganzes Maasssystem von grundlegender Bedeutung sind, sondern auch weil
die Arbeiten selbst ungemein lehrreich sind, einige Teile des dritten Bandes
der Base du Systéme métrique décimale konnen noch jetzt zum eifrigen
Studium nicht warm genug empfohlen werden.

18d. Das Raummaass im metrischen System. Unterschied zwischen
Liter und Kubikdecimeter. Fiir das biirgerliche Leben ist ausser dem
Lingen- und Massenmaass noch von grosser Wichtigkeit das Raummaass;
dieses ist im metrischen System eigentlich ein doppeltes. Einmal wird die
Raumeinheit abgeleitet allein aus der Lingeneinheit, dann aber auch aus
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der Masseneinheit. Aus der Léngeneinheit abgeleitet ist die Raumeinheit,
der Raum eines Wiirfels, dessen Seite 1/,, des Meter, ein Decimeter, lang
ist. Aus der Masseneinheit abgeleitet ist es derjenige Raum, den ein Gefiss
bei der Temperatur des schmelzenden Eises (bei 0°) haben muss, wenn es
gerade ein Kilogramm destillirtes Wasser von der grossten Dichte (von der
Temperatur 4° der hundertteiligen Skale) fassen soll. Jene Raumeinheit
wird das Kubikdecimeter, diese das Liter genannt.

Wiare nun das Kilogramm genau entsprechend seiner Definition her-
gestellt, so miissten beide Raumeinheiten identisch sein, ein Liter wire dasselbe
wie ein Kubikdecimeter, das ist allerdings nicht der Fall, das Kilogramm
des archives ist nicht ganz seiner Definition gemiss, und darum darf man
Kubikdecimeter mit Liter nicht confundiren, aber die Abweichung des Liter
von dem Kubikdecimeter ist anscheinend nur gering und so wird dem grossen
Vorteil, den das metrische System fiir sich hat, dass namlich die Verbindung
zwischen Raumeinheit, Masseneinheit und Langeneinheit die denkbar einfachste
ist (denn nichts hindert uns, statt des Meter 1/,, seiner Linge als Langen-
einheit anzusehen), nur wenig Abbruch getan. Die andern Maasssysteme
befinden sich in dieser Beziehung in so sehr viel ungiinstigerer Lage, dass
in einigen die Raumeinheit ohne Riicksicht auf die Masseneinheit oder auf
die Léngeneinheit hat hergestellt werden miissen.

18e. Nomenklatur im metrischen Maasssystem. Endlich ist noch
einiges tiber die Unterabteilungen und Vielfachen der Einheiten und die
Bezeichnung derselben zu sagen. Fiir Linge wie fiir Masse sind die Unter-
abteilungen durch successive Division, die Vielfachen durch successive
Multiplication mit 10 gebildet. Es ist also durchgingig die dekadische
Rechnung durchgefithrt. Bei den Bezeichnungen bildet fiir Linge das Meter,
fir Masse das Gramm die Grundlage, und es werden Vielfache durch Vor-
setzung griechischer, Teile durch Vorsetzung lateinischer Zahlworter benannt,
Van Swinden besonders soll Urheber der so geschickten Nomenklatur des
metrischen Systems sein, es ist aber zu bemerken, dass diese Nomenklatur
schon in dem Gesetz vom 18. Germinal an 3 eingefiihrt ist. Die dekadische
Teilung selbst ist schon von der ersten Commission vorgeschlagen worden.

19. Internationale Verbreitung des metrischen Maasssystems. In
Frankreich trug man sich nach Fertigstellung der Langen- und Masseneinheit
mit der stolzen Hoffnung, es werde das neue Maasssystem bald iiberall An-
erkennung finden, und eben um den andern Nationen den Entschluss, das
fremde Maasssystem anzunehmen, zu erleichtern, hatte man, wie erwihnt,
eine grosse Anzahl auswartiger Gelehrter zu der Commission der Akademie
zugezogen, ja sogar die Verkiindigung der Schlussresultate Nichtfranzosen
anvertraut. Die wissenschaftliche Welt hat sich auch ziemlich frith dieses
so consequenten und gutfundirten Maasssystems beméachtigt, aber die
Regierungen haben sich nur schwer entschliessen kénnen, es gesetzlich
einzufiithren, trotzdem fast alle grosseren Staaten ihre Maasseinheiten — die
sogar zum grossten Teil erst nach dem metrischen System genau fixirt wurden
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— schon sehr friih mit den franzosischen vergleichen liessen. Auch da, wo
das Maasssystem auf das metrische basirt wurde, nahm man wenigstens
andere Einheitsbetrige — meist 1/; des Meter — an und vermied die schone
Einteilung des metrischen Systems. Selbst das nach dem franzdsischen
weitaus bestfundirte Systemn, das frithere preussische, ging lieber auf die
altfranzosische Maasseinheit, die Toise, zuriick.

Eine Wendung der Dinge trat ein, als durch Gesetz vom 17. August 1868
das metrische System zum obligatorischen gesetzlichen Maasssystem im ganzen
Norddeutschen Bunde eingefiihrt wurde. Kurze Zeit nachher, im Beginn des
Jahres 1869 schlug die franzisische Regierung die Einberufung einer inter-
nationalen Commission unter dem Namen Commission internationale du méh e
vor zur gemeinsamen Beschlussfassung iiber das metrische System. Es sagten
zwar alle grosseren Staaten zu, und die franzoésischen Delegirten traten auch
sofort zusammen, aber erst nach Beendigung des mittlerweile zwischen
Deutschland und Frankreich ausgebrochenen Krieges konnte eine er-
spriessliche T#tigkeit beginnen. Bis zum Jahre 1875 dauerten die Ver-
handlungen dieser internationalen Commission, und sie fithrten zu jener am
20. Mai in Paris von den contrahirenden Staaten unterzeichneten Convention
du métre, die eine einheitliche Grundlage fiir die Maasssysteme fast aller
civilisirten Staaten geschaffen.

Die Staaten, die der Convention beigetreten sind, scheiden sich in drei
Gruppen, solche, bei denen das Maasssystem obligatorisch ist (Deutschland,
Oesterreich-Ungarn, Belgien, Spanien, Frankreich, Italien, Portugal, Ruménien,
Serbien, Norwegen, Schweiz, Argentinische Republik, Peru, Venezuela), solche,
bei denen es facultativ ist, also neben dem gesetzlichen Maasssystem be-
steht (Grossbritannien, Schweden, Tiirkei, Nordamerika), endlich noch Staaten,
die es zwar noch nicht einmal facultativ benutzen, aber offenbar seine Ein-
fithrung vorbereiten (Russland, Dénemark).

Nach dieser Convention ist das métre des archives die Einheit der Lénge,
das Kilogramm des Archives die Einheit der Masse. Damit nun die contra-
hirenden Staaten mit authentischen Copieen dieser Einheiten versehen werden
konnen, ist ein Comité international des poids et mesures, bestehend aus
14 Mitgliedern, constituirt, welches fiir die Herstellung solcher Copieen zu
sorgen hat. Dem Comité ist zur Ausfiilhrung der metronomischen Arbeiten
ein stidndiges Bureau international des poids et mesures beigegeben, welches
jetzt mit den feinsten Apparaten ausgeriistet ist und in Sévres bei Paris
seinen stdndigen Sitz hat. Die Copieen werden aus einer Mischung ven
90 Procent Platin mit 10 Procent Iridium hergestellt, ihre mechanische
Ausfithrung ist einer franzisischen Section fibertragen. Diese Section hat
auch je eine der Copieen fiir Meter und Kilogramm mit dem Meter beziiglich
Kilogramm des Archives zu vergleichen, und diese so direct auf die Grund-
einheiten bezogenen Maasse sind dann als Prototype der internationaler
Maasseinheiten im Bureau, unter gemeinsamer Aufsicht des Bureau, des
Comité und der franzosischen Regierung, aufzubewahren, Die Urmaasse
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fiir die einzelnen Staaten werden durch Vergleichung mit diesen Prototypen
gewonnen, so dass diese nunmehr an Stelle der Archiveinheiten treten. Diese
Vergleichungen auszufiihren, ist die Hauptaufgabe des internationalen Bureaus.

Ueber dem Comité, das alljihrlich wenigstens einmal in Paris zusammen-
treten muss, steht noch eine internationale Conferenz, die etwa alle sechs
Jahre sich vom Comité Bericht erstatten ldsst, die Arbeiten dieses Comités
zu sanctioniren hat und ihrerseits neue Arbeiten anregt. Den Vorsitz in
derselben fithrt der jeweilige Prisident der franzisischen Akademie.

Seit Abschluss dieser Convention sind zwdlf Jahre vergangen, und
in dieser Zeit sind eine Menge wichtiger metronomischer Fragen gelost, und
wenn auch die internationalen Urmaasse, weil ihre mechanische Herstellung
und metronomische Untersuchung mit nicht geringen Schwierigkeiten ver-
bunden ist, noch nicht vollendet sind, darf man doch mit Stolz auf das
schon erreichte sehen. Das Hauptverdienst an der Verbreitung des metrischen
Maasssystems gebiihrt der Wissenschaft, dann aber in erster Linie dem
Staate Preussen, welcher ein ausgezeichnet fundirtes Maasssystem aufgab,
um ein im Princip besseres einzufiithren.

20. Das metrische Maasssystem in Deutschland; gesetzliche Einheiten
und Bezeichnungen. In Deutschland ist jetzt das metrische Maasssystem
consequent in allen seinen Teilen durchgefiihrt; nachdem das Reich dasselbe
vom Norddeutschen Bunde iibernommen hatte, sind durch Gesetz vom
11. Juli 1884 (Reichsgesetzblatt 1884, No. 20) auch die letzten Ueberbleibsel
des alten Maasssystems getilgt.

Die gesetzlichen Bestimmungen sind folgende:

Artikel 1. Die Grundlage des Maasses und Gewichtes ist das Meter.

Das Meter ist die Einheit des Lingenmaasses. Aus demselben werden
die Einheiten des Flachenmaasses und des Korpermaasses — Quadratmeter
und Kubikmeter — gebildet.

Das Gewicht des in einem Wiirfel von einem Zehntel des Meter Seiten-
linge enthaltenen destillirten Wassers im luftleeren Raume und bei der
Temperatur + 4 Grad des hundertteiligen Thermometers bildet die Einheit
des Gewichts und heisst das Kilogramm.

Artikel 2. Als Urmaass gilt derjenige Platinstab, welcher im Besitz
der Koniglich Preussischen Regierung sich befindet, im Jahre 1863 durch
eine von dieser und der Kaiserlich Franzisischen Regierung bestellte
Commission, mit dem in dem Kaiserlichen Archive zu Paris aufbewahrten
Metre des Archives verglichen und bei der Temperatur des schmelzenden
Eises gleich 1,00000301 Meter befunden worden ist.

Artikel 5. Als Urgewicht gilt das im Besitz der Koniglich Preussischen
Regierung befindliche Platinkilogramm, welches mit No. 1 bezeichnet, im
Jahre 1860 durch eine von der Koéniglich Preussischen und der Kaiserlich
Franzosischen Regierung niedergesetzte Commission mit dem in dem Kaiser-
lichen Archive zu Paris aufbewahrten Kilogramme prototype verglichen und
gleich 0,999999842 Kilogramm befunden worden ist.
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Artikel 3. Es gelten ausser den in Artikel 1 aufgefiihrten Namen der
Maasseinheiten zur Bezeichnung von Teilen und Vielfachen derselben folgende

Namen.

A. Lingenmaasse. -

Der tausendste Teil des Meter heisst das Millimeter.
Der hundertste Teil des Meter heisst das Centimeter.
Tausend Meter heissen das Kilometer.

B. Flachenmaasse.

Hundert Quadratmeter heissen das Ar.
Zehntausend Quadratmeter oder hundert Ar heissen das Hektar.

C. Korpermaasse.

Der tausendste Teil des Kubikmeter heisst das Liter.

Der zehnte Teil des Kubikmeter oder hundert Liter heissen das Hekto-
liter. Zuldssig ist auch die Bezeichnung von Flichen oder Riumen durch
die Quadrate oder Wiirfel des Centimeter und des Millimeter.

Artikel 6. Es gelten fiir Teile und Vielfache der in Artikel 1 ge-
nannten Gewichtseinheit folgende Namen:

Der tausendste Teil des Kilogramm heisst das Gramm.

Der tausendste Teil des Gramm heisst das Milligramm.

Tausend Kilogramm heissen die Tonne.

Artikel 9. Nach beglaubigten Copicen des Urmaasses (Artikel 2)
und des Urgewichts (Artikel 5) werden die Normalmaasse und Normal-
gewichte hergestellt.

Fiir die abgekiirzten Bezeichnungen gelten durch Bundesratsbeschluss

folgende Normen:

A. Lingenmaasse.
Kilometer
Meter .
Centimeter .
Millimeter

B. Flichenmaasse.

Quadratkilometer .
Hektar

Ar . ..
Quadratmeter .
Quadratcentimeter
Quadratmillimeter

C. Korpermaasse.
Kubikmeter .
Hektoliter ..
Liter . . . . . . .
Kubikcentimeter
Kubikmillimeter

km
m
cm
mm

gkm
ha

qm
qem
qmm

chm
hl

ccm
cmm
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D. Gewichte.

Tonne. . . . . . . . . . ¢
Kilogramm . . . . . . . . kg
Gramm . . . . . . . . . g
Milligramm . . . . . . . . mg

Ferner ist noch hinsichtlich der Anwendung der Bezeichnungen fest-
gesetzt:

1. Den Buchstaben werden Schlusspunkte nicht beigefiigt;

2. Die Buchstaben werden an das Ende der vollstindigen Zahlen-
ausdriicke — nicht tiber das Decimalkomma derselben — gesetzt,
also 5,37 m, — nicht 5®37 und nicht 5m 37 cm;

3. Zur Trennung der Einerstellen von den Decimalstellen dient das
Komma — nicht der Punkt —, sonst ist das Komma bei Maass-
und Gewichtszahlen nicht anzuwenden, insbesondere nicht zur Ab-
teilung mehrstelliger Zahlenausdriicke. Solche Abteilung ist durch
Anordnung der Zahlen in Gruppen zu je drei Ziffern, vom Komma
aus gerechnet, mit angemessenem Zwischenraum zwischen den
Gruppen zu bewirken.

21. Erlduterungen zu den vorstehenden Festsetzungen. Zur nidhern
Erlduterung dieser Bestimmungen mogen noch die folgenden Bemerkungen
hinzugefiigt werden.

Der Artikel 1 dieser Maass- und Gewichtsordnung setzt die Lingen-
und Gewichtseinheit gemiss ihren theoretischen Definitionen fest; da aber
Gewissheit, dass dieser Definition genau entsprechende Reprisentanten her-
zustellen seien, nicht zu erlangen ist, fihren gleich Artikel 3 und 5 die
theoretischen Einheiten auf praktische zuriick, und zwar unter Vermittelung
des bezeichneten preussischen Meters und Kilogramms auf die als métre,
beziiglich kilogramme des archives schon charakterisirten Einheiten.

Die Reductionen dieser preussischen Urmaasse auf die metrischen sind,
wie im Gesetz bemerkt, 1860 -ausgefiihrt worden; spater (1883) sind unter
Zuhilfenahme anderer Maasse ihre Beziehungen zu dem Archivmeter und
Archivkilogramm nochmals bestimmt worden, und dabei hat sich die gesetz-
liche Reductionszahl fiir das preussische Urmeter fast genau bewahrheitet,
die Reductionszahl fiir das preussische Urkilogramm in dem Gesetz ist mog-
licherweise etwas (0,1 mg) zu gross.

Genau entsprechend der theoretischen Definition fiir die Gewichtseinheit
ist anch die Definition des Liter gehalten, da man aber Volumina mit einiger
Genauigkeit in den wenigsten Fillen anders als durch Wasser- (oder Queck-
silber-) wigung bestimmen kann, deckt sich das praktische Liter nicht mit
dem theoretischen. Einen praktischen Représentanten fiir ein Liter her-
zustellen, hitte keinen Wert, denn einerseits beziehen sich ja Volumen-
messungen nicht allein auf innere Volumina, sondern auch auf dussere, und
andererseits ist die directe Vergleichung von Riumen mit einander nur in
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roher Weise ausfilhrbar. Das Gesetz ist darum auf den Unterschied, der
zwischen dem Kubikdecimeter und dem Liter existiren kann, nicht weiter
eingegangen, und konnte auf denselben nicht eingehen, weil man ihn noch
nicht kennt, die Wissenschaft muss aber diese beiden Grossen einstweilen
sorgfiltig auseinanderhalten. ‘

Der Leser darf sich nicht daran stossen, dass das Kilogramm als Gewicht
definirt ist, das Wort Gewicht ist hier nur gewihlt, weil das Gesetz vor-
ziiglich die Interessen des Verkehrs berticksichtigen muss, Gewicht aber ein
allen sehr geldufiger Begriff ist. Es unterliegt jedoch keinem Zweifel, dass
hier nichts anderes definirt werden sollte, als eine Masseneinheit, sonst hiitte
noch, wie bei Gelegenheit der franzosischen Definition der Masseneinheit
schon bemerkt ist, noch eine nihere Beziehung auf den Ort, wo dieses Ge-
wicht die Einheit sein sollte, hinzugefiigt werden miissen. Allerdings ist
nicht zu leugnen, dass das Wort ,Gewicht“ in der Definition in zweierlei
Bedeutung gebraucht ist; im Eingang der Definition soll es offenbar einen
Druck bezeichnen, sonst hitte ja die Hinzufiigung, dass dies Gewicht im
luftleeren Raum, das heisst unter Fortschaffung des Gegendruckes der um-
gebenden Atmosphire gemessen werden soll, keinen Sinn, spéterhin kann
es aber gar nichts anderes als eine Masse bedeuten, zumal der Artikel 5
sofort eine solche Masse angiebt. Es ist schon frither bemerkt worden,
dass solche Definitionen von Masseneinheiten durch Gewichte so zu verstehen
sind, dass sie zweierlei festsetzen: einmal, Massen sind einander gleich,
wenn die Erde auf sie unter denselben Verhiltnissen gleiche bewegende
Krifte (und das sind Gewichte) ausiibt; zweitens Korper, welche unter
denselben Verhiltnissen, wie sie fiir die betreffende bezeichnete Masse (z. B. das
Kubikdecimeter Wasser von 4° Wirme) herrschen, durch die Erde dieselbe
bewegende Kraft erieiden, sollen als Masseneinheiten angesehen werden. Um die
nicht sofort klare Hinzufiigung ,unter denselben Verhéltnissen“ zu vermeiden,
wird gleich bestimmt angegeben, dass alles auf absolut leeren Raum bezogen
werden soll, dass die Korper auch in Bezug auf ihre Lage zur Erde (und
den umgebenden Massen und Himmelskorpern, wenn man noch genauer’
reden will,) vollig iibereinstimmen miissen, wird als selbstverstindlich
vorausgesetzt. Dass die Sache so und nicht anders zu verstehen ist, wird
in der authentischen Interpretation dieser Gesetze durch die erwihnte
Publication der Kaiserlichen Normal-Aichungs-Commission scharf hervor-
gehoben.

Was endlich die Bezeichnungen der Maasse und Gewichte betrifft, so wird
es gut sein, wenn der Leser sie ausschliesslich in Anwendung bringt, selbst-
verstindlich kann er auch noch die Bezeichnungen, die nicht obligatorisch
sind, wie Decimeter ‘(dc) fiir den zehnten Teil des Meter, Milliliter (ml)
fiir den tausendsten Teil des Liter u. s. f. benutzen. Es ist neuerdings
Brauch geworden, ein Einheitssystem, in welchem Centimeter, Gramm,
Secunde die Fundamentaleinheiten sind, als ein (C. G. 8.) System zu be-
zeichnen, und dieser Brauch hat leider schon sehr weite Verbreitung ge-

Weinstein, Lehrbuch 1L 3
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funden, hier soll dasselbe System conform den gesetzlichen Bestimmungen
nur durch (¢, g, s) symbolisirt werden.

22. Die englischen Maasseinheiten. Nichst dem metrischen ist das
wichtigste Maasssystem das englische. Dieses Maasssystem soll wurspriing-
lich auch ein natiirliches gewesen sein, jetzt kann man es wol nur als
ein arbitriares bezeichnen.

Die Grundlage fiir Lingenmessungen in diesem Maasssystem bildet das
Yard. Das Yard hat 3 Fuss (Foot), der Fuss 12 Zoll (Inch); 2 Yard nennt
man Fathom, 51/, Yard heissen Rod, Pole oder Perch, 22 Yard (oder 100 Links)
bilden eine Chain, 220 einen Furlong und 1760 eine Mile. Das Yard hat
sich seit Jahrhunderten in annahernd gleicher Liénge erhalten, es soll von
Heinrich I. im Jahre 1101 nach der Linge seines Armes bemessen sein.
Fiir Massenbestimmungen waren friilher in England besonders 2 Pfunde in
Gebrauch; das eine, Troy pound genannt, diente vornehmlich zum Abwégen
von Edelmetallen, das andere, als Awoirdupois pound (abgekiirzt Ib.) be-
zeichnet, war dem Handelsverkehr gewidmet. Von beiden Pfunden wurden
Reprisentanten amtlich aufgehoben (in den exchequer chambers); jenes wurde
in 12, dieses in 16 Unzen (Oumce, Oz) geteilt, jenes hatte 5760, dieses
7000 ‘Gran (Grains).

Im Jahre 1758 wurde vom Parlament eine Commission ernannt zur
Feststellung der Maasseinheiten, und diese Commission liess unter mog-
lichstem Anschluss an die vorhandenen Maasse ein neues Yard und ein
neues Troy-Pfund aus Messing anfertigen, die die neuen Einheiten bilden
sollten. Es dauerte aber bis 1824, ehe diese neuen Einheiten legalisirt wurden,
und an ihnen sollte man erfahren, wie sehr ein natiirliches Maasssystem
einem willkiirlichen vorzuziehen ist. Sie befanden sich ndmlich unter Aufsicht
des Clerks des House of Commons, und als das Parlamentshaus am 16. October
1834 ein Raub der Flammen wurde, gingen sie mit zu Grunde. Nun musste
eine neue Commission niedergesetzt werden, um die Maasseinheiten wieder-
zufinden. Zwar hatte das Gesetz von 1824 bestimmt, dass jenes zerstorte
Yard zu 36 Zoll zu rechnen sei, von denen 39,1393 die Linge des Secunden-
pendels in London ausmachen- sollten, und dass das zerstorte Troy pound
5760 Grains gleichzuachten sei, von denen 252,458 (aus Messing herzu-
stellende) soviel wiegen sollten wie ein Kubikzoll destillirtes Wasser bei der
Temperatur 62° Fahrenheit und dem Barometerstand 30 Zoll, sodass dadurch
anscheinend die verlorenen Maasseinheiten mussten wiedergefunden werden
konnen; aber die Commission bemerkte bald, dass die Experimente, die die
Beziehung des Yard zur Pendellinge geliefert hatten, nicht so durchgefiihrt
waren, dass man nach jener gesetzlichen Angabe das Yard in seiner alten
Lange aus der Pendellinge wiederzufinden hoffen durfte, ebensowenig konnte
man sich auf die Bestimmung des Verhiltnisses des Pound zum Kubikzoll
Wasser verlassen. Die Commission schlug daher vor, die neuen Einheiten
lieber aus vorhandenen Copieen der alten herzustellen, mit der Modification,
dass an Stelle des Troy-Pfundes das Avoirdupois-Pfund treten sollte. Und so
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geschah es. Airy leitete die Wiederherstellung des Yard (sie wurde von
Baily und nach dessen Tod von Sheepshanks ausgefiihrt), Miller die des
Pfundes, und so beruht das neue Yard auf 5 Stiben, deren Relationen zu
dem verlorenen Yard durch friihere mehr oder minder genaue Vergleichungen
bekannt waren, das neue Pfund auf 2 Platinpfunden, deren eines dem be-
kannten Astronomen Schumacher gehérte, das andere sich im Besitz
der Royal Society zu London befand. Die Arbeiten waren dusserst miihselig
und langwierig, und wie sehr man auch die Hingebung der ausfithrenden
Gelehrten und den Scharfsinn, mit dem sie zu Werke gingen, um einen
wirklichen Anschluss an die alten Einheiten zu gewinnen, bewundern muss,
es kann keine Frage sein, dass namentlich das neue Pfund wirklich eine
neue Masseneinheit ist, denn leider war von dem alten Pfund das Volumen
nicht bestimmt worden und musste aus einer Zeichnung desselben, die natur-
gemiss die Dimensionen nicht genau wiedergeben konnte, abgeleitet werden.

Die jetzigen englischen Maasseinheiten werden als Imperial Standard
Yard und Imperial Standard Pound bezeichnet.

Das Yard ist auf einem Bronzestab festgelegt, und zwar ist es dic
Entfernung der Mitten zweier quer zum Stab auf Goldpflockchen, die ihrer-
seits auf dem Grund zweier bis in die Mitte der Substanz des Stabes gehender
Hohlungen eingelassen sind, gezogener Striche, wenn der Stab die Temperatur
62° der Fahrenheitschen Scale (16%/;° der hundertteiligen Scale) hat und
ausserdem so gelagert ist, dass er nirgend verbogen ist.

Das Pfund reprisentirt, wie bemerkt, ein Avoirdupois-Pfund, es besteht
aus einem Platincylinder mit abgerundeten Kanten, der etwas unterhalb
der oberen Fliche von einer Rinne durchfurcht ist, in die die Gabel ein-
greifen soll, mit der es beim Gebrauch angehoben werden muss.

Durch Gesetz*) von 1878 ist bestimmt, dass dieses Urmaass und Ur-
gewicht in dem Standards departement des Board of Trade aufgehoben
werden sollen.

Nach ihnen sind die vier directen als Parliamentary Copies bezeichneten
Copicen gesetzlich als Maasseinheiten anerkannt, davon wird eine in der
Royal Mint, eine in der Royal Society, die dritte in der Sternwarte zu
Greenwich bewahrt, die vierte ist in dem neuen Westminster Palast ein-
gemauert,

Nach ihrer Herstellung sind die Maasseinheiten auf das sorgfaltigste mit
den metrischen Maasseinheiten verglichen worden, und indem in dem bezeich-
neten Gesetz die Resultate dieser Vergleichungen legale Anerkennung fanden,
ist schon damals im Grunde genommen das englische Maasswesen auf das
metrische zuriickgefithrt worden. Spéter (1884) hat man, wie erwihnt,
die metrischen Maasse neben den englischen als legale zugelassen, und man
darf wol erwarten, dass, was jetzt facultativ besteht, bald obligatorisch
werden wird.

*) Weight and Measures Act,

3&
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Im englischen Maasssystem existirt keine einfache Beziehung zwischen
der Lingen-, Raum- und Gewichtseinheit, hier ist die Raumeinheit lediglich
auf die Gewichtseinheit bezogen, und zwar ist dieselbe als der Raum definirt,
der 10 Pfund destillirtes Wasser fasst, diese 10 Pfund gewogen mit Messing-
gewichten bei einer Lufttemperatur von 62° Fahrenheit (162/;°> der Cente-
simalscale) und bei einem Luftdruck von 30 Zoll. Diese Raumeinheit, die
zur Ausmessung innerer wie dusserer Volumina dienen soll, heisst Gallone
(Gallon), ein Viertel von ihr ist ein Quart (Quart), ein Achtel eine Pinte
(Pint); zwei Gallonen geben ein Peck, acht ein Bushel u. s. f.

23. Anderweitige Maasssysteme. An die altern englischen Maasse an-
geschlossen sind die nordamerikanischen Maasse und die russischen. Jene
entsprechen ganz den englischen Maassen, diese zum Teil. Die Grundlage
des russischen Langenmaasses ist die Saschene gleich 7 englische Fuss, sie
wird in 3 Arschinen zu 28 Zoll oder 16 Verschock jede geteilt; die russischen
Zolle sind hiernach ebenso gross, wie die englischen.

Das Pfund dagegen hat in Russland eine besondere Definition, es ist gleich
dem Gewichtim luftleeren Raum von 25,019 Kubikzoll destillirtesWasser von 131/,°
der Réaumurschen Scale. Dasweitere iiber dierussischen Maasse darfiibergangen
werden, da die russischen Schriftsteller meist in metrischen Maassen rechnen.

Fir das Studium &lterer Arbeiten ist es fiir den Physiker von Wert,
auch mit dem frithern preussischen Maasssystem vertraut zu sein. Hier geniigt
es aber, die Relationen dieses Systems zum metrischen anzufiihren, und das
wird spater geschehen, doch sei bemerkt, dass die gesetzliche Geltung des
bezeichneten Maasssystems von 1816 datirt.

Die notigen Tafeln zur Reduction der einzelnen Maasseinheiten auf
einander finden sich am Ende dieses Bandes.

24. Bezugsquellen fiir Einheiten fiir Linge und Masse. Da alle
Messungen auf den drei Fundamentaleinheiten beruhen, ist es fiir den
experimentirenden Physiker natiirlich von grosster Bedeutung zu wissen,
wie er zu richtigen Reprisentanten dieser Einheiten zu gelangen vermag.
Sehen wir von der Zeiteinheit ab, tiber die bei der Behandlung der Zeit-
messungen das notige gesagt werden wird, so handelt es sich also um den
Besitz eines seiner Linge nach bekannten Maassstabes und eines bekannten
Gewichtes oder ganzen Gewichtsatzes; direct gelangt man zu diesem Besitz,
wenn man sich an Institute wendet, die selbst mit bekannten Maassen
versehen sind und auch die Mittel haben, Maasse mit einander zu ver-
gleichen. Da die Beziehungen der Einheiten in den verschiedenen Systemen
zu einander nunmehr hinlénglich festgestellt sind, geniigt es, die Verhiltnisse
fir die metrischen Einheiten anzugeben.

Oberste Instanz fiir die Ausgabe der metrischen Einheiten ist das schon
erwihnte internationale Comité, speciell das Bureau international des poids
et mésures®). Sodann kommen in den einzelnen Staaten die mit der Leitung

*) Pavillon de Bréteuil, Sévres bei Paris.
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und Ueberwachung des Aichwesens, sowie die mit der Aichung selbst be-
trauten Einrichtungen. In erster Linie sind hier die besondern, das ganze Maass-
und Gewichtswesen des betreffenden Landes regulirenden Institute zu nennen,
welche nicht nur in jhren Beziehungen zum Archivmeter und Archivkilogramm
auf das genaueste bekannte Maasse und Gewichte besitzen, sondern auch
mit allen und den feinsten Mitteln ausgeriistet sind, ihnen eingesandte
Lingen und Gewichte zu bestimmen. Fiir Deutschland ist das maassgebende
Institut die Kaiserliche Normal-Aichungs-Commission in Berlin*) (Enke-
platz 3a), fiir Oesterreich die entsprechende Commission in Wien.

Die mit der directen Beaufsichtigung des Aichwesens in engern Be-
zirken betrauten Awfsichisbehirden in Deutschland, ausschliesslich Bayern,
welches keine eigentlichen Aufsichtsbehorden hat, 23 an der Zahl, und in den
Hauptstiddten der Lander und Provinzen domicilirt, und die eigentlichen Aich-
dmter erhalten ihre Normale von den frither genannten Instituten, und zwar in
den Abstufungen als Gebrauchsnormale, Controlnormale und Hauptnormale —
letztere besitzen nur die Aufsichtsbehorden — sowohl solche fiir die gewdhn-
lichen Verkehrsgegenstinde, als auch solche fiir die mit grosserer Genauigkeit
und aus dauerhafterem Material gearbeiteten sogenannten Précisions-Maasse
und Gewichte. Die Hauptnormale dienen zur Controle der Controlnormale,
diese zu der der Gebrauchsnormale, letztere werden bei der Aichung selbst
angewendet. Mit genauen Angaben iiber ihr Verhdltnis zu den metrischen
Einheiten sind jedoch nur die Hauptnormale versehen, die Fehler der Control-
und Gebrauchsnormale werden zwar auch an der Ausgabestelle der Normale
bestimmt, jedoch nicht weiter den Aufsichtshehdorden mitgeteilt, fiir sie sind
nur bestimmte Fehlergrenzen vorgeschrieben, die nicht iiberschritten werden
diirfen und die in Tabellen auf der folgenden Seite angefiihrt sind.**)

Nach diesen Tabellen wird der Leser, im Falle er ein Normal eines
Aichungsamts oder einer Aufsichtsbehorde benutzt, die Genauigkeit, die er
diesem Normal zuschreiben darf, ermessen konnen. Die Hauptnormale
brauchen ihren Nominalbetrigen nicht so genau zu entsprechen, wie die
Control- oder selbst Gebrauchsnormale, weil ihre etwaigen Abweichungen
von diesen Nominalbetrigen der betreffenden Behorde in dem Beglaubigungs-
schein mitgeteilt werden; bei ihnen darf man also nicht vergessen, sich diese
Abweichungen zur Kenntnis geben zu lassen.

Ich habe mich auf die bei uns in Deutschland geltenden Einrichtungen
und Vorschriften beschrinken miissen, sie sind nicht viel anders in den
andern Lindern.

*) Bayern hat seine Commission fir sich in Minchen, muss jedoch die von ihm
anzuwendenden Normale von der Commission des Reiches beziehen.

**) Aichordnung fir das Deutsche Reich, und ferner: Fehlergrenzen der aich-
pflichtigen Gegenstinde, im Auftrage der Kaiserlichen Normal-Aichungs-Commission
zusammengestellt von A. Baumann,
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I. Lingenmaasse.

Fehlergrenzen
Gegenstand Gebrauchs- Control-
normale normale
Meter aus Messing fir Pricisionsmaasse 0,04 mm —
Meter aus Messing fir gewdhnliche
Maasse . . . . . . . . . . . o1 0,05 mm *)
Meter aus Holz . . . . . . . . 0,3 —
Doppel-Meter aus Holz . . . . . . 0,6 —
Meter aus Stahl mit Anschlag . . . 0,3 —
Doppel-Meter aus Stahl . . . . . . — oL
Bandmaass von 20 Meter aus Stahl . 16 —

II. Gewichte.

Fehlergrenzen
Gegenstand Gebrauchsnormale Controlnormale
fiir Verkehrs-|fiir Pracisions-| fir Verkehrs- |fiir Pricisions-|

gewichte gewichte gewichte gewichte

50 kg 2000 mg 500 mg 1000 mg | 250 mg
20 ,, 1600 400 800 200
10 ,, 1000 ,, 250 500 125
5, 500 125 250 62,5
2, 240 ,, 60 120 30
1, 160 40 80 20
500 g 100 ,, 25 50 12,5
200 ,, 40 , 10 , 20 5 »
100 ,, 2 6 12 3,
50 ,, 20 , 5 10 2,5
20, 12, 3 6 1,5
10, 8, 2 . 4 1,
5, 6, 1,6 , 24, 0,6 .
2, 5, 1,2, 1.2, 0,3
1, 4, 1,0, 0,8 02
500 mg — — 0,4, 01
200 — — 04, 01
100 ,, — — 0,4, 01
50 ,, — — 02, 0,05 .,
20 , — - 0,2, 0,05
10 , — — 0,2, 0,05
5, — — 0.1,*)| 0,025,
2, - — 01,*)| 0,02 ,

1 » - - 091 ”**) 0701 »

*) Die Abteilungen 0,5; 0,2; 0,1 m haben zu Fehlergrenzen 0,025 m.
**) Die Fehler miissen bis auf 0,02 mg bekannt sein.




Zweiter Abschnitt.
Mechanische Messungen.

—_——

Unter mechanische Messungen versteht man Messungen an Grossen, die
beim Gleichgewicht und der Bewegung der Korper in Frage kommen; es
gehoren dazu ausser Messungen an den drei Fundamentalgréssen Linge,
Zeit, Masse noch solche von Riumen, Flichen, Winkeln, Kriften, Momenten,
Arbeiten u. s. f. Allen mechanischen Messungen zu Grunde liegen die
Lehren der Mechanik; oft ist man gezwungen, auch die Lehren der andern
Zweige der Physik, namentlich die der Optik und der Wirme, heranzuziehen,
allein das geschieht dann meist, um die Ausfiihrung der betreffenden
Messungen zu ermdglichen, oder um aus einmal ausgefithrten Messungen
auch fiir andere Verhdltnisse Nutzen ziehen zu konnen.

Man konnte noch die mechanischen Messungen in 2 Gruppen verteilen,
in statische Messungen und in dynamische, indessen hat eine solche Zwei-
teilung praktisch wenig Bedeutung. Im folgenden ist die Teilung nach den
einzelnen in Frage kommenden mechanischen Grissen durchgefiibrt. Es
bilden aber die mechanischen Messungen die Grundlage fiir alle physikalischen
Maassbestimmungen.

A) Liingenmessungen.

Bei den Langenmessungen handelt es sich um Ausmessung von Strecken
durch andere bekannte Strecken, also durch Strecken, deren Verhiltnis zu
der gewidhlten Léngeneinheit bekannt ist. Ob solche Messungen geradezu
bestimmte Korper betreffen (Stabe, Fliissigkeitssdulen u. s.f.) oder sich auf
Entfernungen beziehen, das Verfahren ist im Wesentlichen iiberall dasselbe.

Man fiihrt Lingenmessungen in zweierlei Absicht aus, einmal weil man
die Lange einer gerade vorliegenden Strecke fiir einen bestimmten Zweck
kennen will, dann aber auch, weil man die betreffende Strecke spéterhin
bei verschiedenen Gelegenheiten zu benutzen hat. Im ersten Fall hat man
es lediglich mit der Ausmessung der betreffenden Strecke zu tun, im zweiten
kann man aber nicht umhin, auch die Verhiltnisse, unter denen die be-
treffende Strecke sich befindet, zu studiren, und zu untersuchen, wie sich
diese Strecke #ndert, wenn die Verhiltnisse in bestimmter Weise variirt
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werden. Es scheidet sich so unsere Aufgabe in zwei Teile; wir haben
von den Lingenmessungen schlechthin zu reden, zu zeigen, wie in einem
vorliegenden Fall eine Strecke auszumessen ist, dann sind auch die Umstdnde
vorzufithren, welche Lingen beeinflussen konnen, und es ist auseinander-
zusetzen, wie man diese Beeinflussungen entweder vermeiden oder in
Rechnung zu ziehen vermag. Es enthilt aber der Abschnitt iiber Lingen-
messungen eine Menge Untersuchungen, die wir auch in den folgenden
Teilen zu brauchen haben werden.

IV. Das Principielle der Vorrichtungen und Methoden bei
Lingenmessungen.

25a. Directes Abmessen. Die wesentliche Operation bei Lingen-
messungen besteht darin, dass man die zu messende Strecke auf bekannte
Strecken iibertrdgt, und die verschiedenen Methoden, die man hat, solche
Messungen auszufithren, weichen von einander nur in der Art ab, wie diese
Uebertragung bewerkstelligt wird.

Am einfachsten verfihrt man, wenn man die zu messende Strecke
direct auf die messende, etwa einen Maassstab, auflegt oder unmittelbar an
dieselbe anlegt und zusieht, wie weit die Enden der zu messenden Strecke
von den Enden der messenden abstehen. Ist zum Beispiel die gesuchte
Lénge A', die bekannte A und iiberragt, wenn A’ auf 4 oder unmittelbar
an A gelegt ist, das linke Ende von A’ dasjenige von 4 um A, das
rechte von A’ dasjenige von 4 um A., so haben wir

IX) A=A+ A+ A,

Die Grosse A sollte uns bekannt sein, die Bestimmung der Griossen A bildet
vornehmlich die Aufgabe der Messung.

25b. Messung durch Uebertragung. Die einfachen Uebertragungs-
vorrichtungen (Zirkel, Stangenzirkel, Diopter). Wenn man A’ nicht auf 4
aufzulegen und auch nicht neben A hinzulegen vermag, iibertrigt man A’
auf 4 mit Hilfe einer andern Strecke, die selbst sich direct auf A iiber-
tragen ldsst. Man iibertragt erst die Strecke A’ auf eine Strecke Z und
dann L auf A. Hilfsmittel, die zur Uebertragung von Strecken auf einander
dienen, bezeichnet man als Zirkel, oder besser als Uebertragungsvorrichtungen
und zwar als mechanische, wenn die Begrenzungen der Hilfsstrecke materiell
sind, als optische, wenn dieselben durch Absehlinien gebildet werden.

Als mechanische Uebertragungsvorrichtung kann man schon einen ge-
wohnlichen Zirkel verwenden, man offnet die Schenkel desselben so weit, bis
deren Spitzen die Enden von A’ gerade beriihren. Oft benutzt man einen
Stangenzirkel, eine starre Stange, auf welcher zwei in Spitzen auslaufende
Querstiicke (auch Arme, Anschlige oder Backen genannt) beliebig verschoben
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werden konnen, man verschiebt das eine Querstiick gegen das andere so
lange, bis die Spitzen die Enden von A’ beriihren, in beiden Fillen ist A’
reprasentirt durch die Entfernung zwischen den Spitzen des Zirkels und
kann nun in dieser Repridsentation leicht auf A iibertragen werden. Oft
hat der Maassstab A selbst schon zwei Querstiicke, von denen das eine
festgelegt, das andere gegen dieses verschiebbar ist. Er bildet dann selbst
einen Stangenzirkel oder Kalibermaassstab, und das verschiebbare Querstiick
heisst Zeiger oder Index. In diesem Falle legt man die zu messende
Strecke A’ mit ihrem einen Ende an das feste Querstiick an und verschiebt
das bewegliche Querstiick auf dem Maassstab so lange, bis 4’ ganz und
gerade zwischen die beiden Querstiicke hineinpasst; die auf dem Maassstab
abzulesende Entfernung der Querstiicke giebt die gesuchte Linge.

Bei den optischen Uebertragungsvorrichtungen wird die zu messende
Liange, wie bemerkt, zwischen zwei Abseh- oder Visirlinien genommen. Da
jede Linie durch zwei Punkte erst bestimmt ist, muss hier die Einrichtung
so getroffen werden, dass das Auge des Beobachters zwei hinter einander
liegende Punkte zur Deckung bringt. Man befestigt also an einer Stange
(auch Prisma oder Schiene genannt) quer zu derselben zwei verschieb-
bare Stiicke, deren jedes zwei auf einander folgende Visirstellen trigt.
Jedes dieser Querstiicke mit den zugehorigen Visirstellen wird als Diopter
bezeichnet; ein optischer Stangenzirkel besteht also aus einer Stange mit
zwei verschiebbaren Dioptern. Fixirt man die Stange in einer besondern
Lage, bringt erst die beiden Visirstellen des einen Diopters im Durchsehen
mit einander und mit dem gegeniiberliegenden Ende des zu messenden
Stabes A’ zur Deckung und verschiebt das andere Diopter auf der Stange
so lange, bis im Durchsehen auch seine beiden Visirstellen sich mit ein-
ander und mit dem zweiten Ende des zu messenden Stabes A4’ decken, so
ist A’ reprisentirt durch die Entfernung der beiden Linien, die durch die
beziiglichen Visirstellen jedes Diopters hindurchgehen.

Indem man jetzt den Stangenzirkel zu der messenden Strecke A
in genau dieselbe Lage bringt, die er gegen A’ hatte, kann man durch
Hindurchsehen durch die Visirstellen jedes Diopters, wobei wieder diese
Visirstellen zur Deckung gebracht werden, beurteilen, an welchen Stellen
die Visirlinien diese Strecke treffen, oder wo sie an den Enden dieser Strcke
vorbeigehen.

Die gebriauchlichen optischen Uebertragungsvorrichtungen unterscheiden
sich von einander durch die Einrichtung der Visirstellen. Man sieht leicht,
dass eine grosse Zahl Constructionen solcher Visirstellen moglich ist.
Zum Beispiel kann jedes Querstiick zwei hinter einander liegende Zinken
tragen, die eingekerbt sind, die Spitzen der Kerben sind dann die Visir-
stellen; oder es konnen diese Zinken jede mit einer feinen Oeffnung ver-
sehen sein, die Visirlinie geht dann an jedem Stiick durch diese Oeffnungen
durch; oder es kann jede Zinke mit einer grossen Oeffnung versehen sein,
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die von zwei sich kreuzenden diinnen Féiden iiberspannt ist, die Kreuzungs-
punkte der Fadenpaare sind hier die Visirstellen; oder man fixirt die Abseh-
linien durch die optischen Axen von Fernrohren und Mikroskopen. Je nach
dem Grad von Genauigkeit, die man bei der Messung erreichen will, wird
man die eine oder andere Einrichtung wihlen.

Die Uebertragung kann man entweder so bewerkstelligen, dass man
die beiden Lingen nach einander unter die Vorrichtung bringt, oder so,
dass man mit der betreffenden Vorrichtung erst die eine Strecke abnimmt,
die Vorrichtung zu der andern Strecke hinbringt und auch diese abnimmt.
Wie man aber verfahrt, vor allen Dingen kommt es darauf an, dass
wahrend der Uebertragung weder die Uebertragungsvorrichtung noch die
Strecken sich #ndern.

26. Die Comparatoren und Kathetometer. Wo man nun kleine Ver-
dnderungen, weil es auf grosse Genauigkeit nicht ankommt, nicht zu scheuen
hat, braucht man Uebertragungsvorrichtungen in ihrer einfachsten Con-
struction, und zwar zumeist mechanische, deren Stange zugleich als Maass-
stab dient, und fihrt die Uebertragung freihdndig aus. Fiir genaue
Messungen hat man aber Vorrichtungen construirt, die einerseits es ge-
statten, die Uebertragung der Langen auf einander unter Ausschluss erheb-
licherer Verdnderungen auszufiihren und andererseits bei dieser Uebertragung
gleichmissige Verhaltnisse gewéhrleisten. Man bezeichnet diese Vorrichtungen,
wenn die Uebertragung bei horizontaler Lage der Stange — hier Prisma
genannt — oder der Lingen geschieht, als Comparatoren, und wenn
bei dieser Uebertragung Prisma und Langen vertical gerichtet sind, als
Kathetometer. Indessen sind diese beiden Arten von Uebertragungs-
vorrichtungen principiell von einander nicht verschieden, und man kann gar
wohl, sowohl nach der Einrichtung als nach dem Gebrauch, das Kathetometer
auch als Comparator ansehen; zur genaueren Unterscheidung mag man das
Kathetometer als Verticalcomparator bezeichnen, den eigentlichen Comparator
aber Horizontalcomparator nennen. In gewissen Constructionen dient das
Prisma des Kathetometers zugleich als Maassstab, man ibertragt dann nicht
die Langen, sondern misst dieselben, und dann ist die Benennung Katheto-
meter ganz bezeichnend.

Der Horizontalcomparator besteht im wesentlichen aus einer horizon-
talen Unterlage fir die auf einander zu iibertragenden Lingen und der
Uebertragungsvorrichtung, welche auf zwei zu beiden Seiten der Unterlage
senkrecht aufragenden Pfeilern horizontal ruht.

Besitzt diese Vorrichtung zwei von einander getrennte Vlslremrlchtungen
deren jedes fiir sich auf dem Prisma verschoben werden kann, so heisst der
Comparator, weil dann die Verschiebung der Uebertragungsvorrichtung bezw.
der Strecken quer zu dem Prisma geschieht, ein Transversalcomparator.
In diesem Falle visirt man jede der Strecken mit beiden Visirvorrichtungen
und zwar an dem einen Ende mit der einen, an dem andern mit der andern.
Bei der Uebertragung hat man dann entweder das Prisma zu bewegen oder
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die Strecken. Ist der Apparat so eingerichtet, dass bei der Uebertragung
die Strecken in Ruhe bleiben und die Uebertragungsvorrichtung bewegt
wird, so tragen die Pfeiler auf ihren obern Enden horizontale parallele
Gleitflichen, Schienen, das Prisma ist mit Rollchen versehen, mit denen
es auf diesen Flichen aufliegt, und kann dann leicht horizontal hin- und
hergeschoben werden. Da es dabei wiinschenswert ist, dass dasselbe in
allen Lagen seiner Enden auf den Gleitflichen einer und derselben Linie
im Raume parallel ist, versieht man auch entweder beide Gleitflichen mit
Gleitrinnen, in welche die Rillchen eingreifen, oder wenn man die so be-
werkstelligte Zwangfithrung, die zu Deformationen des Prisma Veranlassung
geben kann, vermeiden will, giebt man nur einer der Gleitflichen eine
Gleitrinne und versieht das Prisma an seinem einen Ende mit Réllchen,
an dem andern mit einer in einer Pfanne sich drehenden Kugel.

Bei den andern Comparatoren stellt man die Uebertragungsvorrichtung
fest und bewegt lieber die auf einander zu iibertragenden Lingen; bei diesen
ruht die Unterlage auf einem Wagen, der auf festen Schienen rollt und den
man nur zu verschieben hat, wenn man statt der einen Lénge die andere
unter die Uebertragungsvorrichtung bringen will.

Eine zweite Klasse von Comparatoren bilden die Longitudinalcompara-
toren. Hier sind die beiden Visirvorrichtungen mit einander fest verbunden,
sie befinden sich auf einem auf dem Prisma verschiebbaren Stiick, dem
Schlitien, und die eine Visirvorrichtung dient zum Visiren auf die Enden der
einen, die andere zum Visiren auf die der anderen Strecke. Das Prisma ist
hier festgelegt und auch die Strecken brauchen nicht bewegt zu werden, dafiir
wird der Schlitten mit den Visirvorrichtungen parallel zu den Strecken
(longitudinal) verschoben.

Comparatoren dieser oder der voraufgehend angegebenen Construction
finden namentlich da Anwendung, wo die anf einander zu tiibertragenden
Liéngen durch Striche oder Punkte auf Korpern abgegrenzt sind.

Eine besondere Klasse von Comparatoren bilden die oft als Fuihlhebel-
comparatoren bezeichneten Apparate, bei denen ein mechanischer Stangen-
zirkel zur Anwendung kommt, der gleich auf der Unterlage fiir die Léngen
angebracht ist; hier dient die Unterlage als Stange, die begrenzenden An-
schlige ragen aus derselben hervor, und es ist von ihnen meist einer fest-
gelegt, der andere parallel zur Unterlage verschiebbar. Derartige Compara-
toren werden oft benutzt, wenn die auf einander zu iibertragenden Strecken
durch die Léngen von Korpern zwischen ihren Enden gegeben sind.

Da man hier erst den einen Kérper und dann den andern zwischen die
Anschlige zu bringen hat, ist man selbstverstindlich grosseren Fehler-
quellen ausgesetzt, als bei den andern Comparatoren; man hat daher auch
Apparate construirt, die die Einrichtungen der voraufgehend beschriebenen
Comparatoren mit denen . dieser vereinigen. Man kann dann aber die Unter-
lage mit ihren Anschligen nicht eigentlich mehr als Stangenzirkel ansehen,
es dienen vielmehr die Anschlige dann nur noch dazu, statt der zu messen-
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den Entfernungen zwischen den Enden von Korpern Lingen zu substituiren,
die auf Korpern durch Striche oder Punkte abgegrenzt sind. Jede der
Anschlige trigt auf der obern Seite eine Marke (einen Strich oder Punkt),
und indem man den betreffenden Korper zwischen die Anschlige legt, bildet
die Linge, mit der man es zu tun hat, nicht mehr die Linge dieses Korpers,
sondern die Entfernung zwischen den Marken auf den Anschligen; kennt
man die Entfernungen dieser Marken von den beziiglichen mit den Enden des
Korpers in Berithrung kommenden Enden der Anschlige, so hat man durch
die obige Substitution nichts weiter getan, als die betreffende Lénge um bekannte
Stiicke vergrossert, die man dann spdter in Abzug bringt. Die Anschlige
haben hier den besondern Namen Zusatzstiicke oder Contactstiicke erhalten.

Fiir das Kathetometer sind die auf einander zu iibertragenden Lingen
vertical gerichtet, demgemiss steht beim Kathetometer das Prisma senk-
recht. Wo es die Construction mit sich bringt, ist das Prisma um eine
verticale Achse drehbar. Die Drehbarkeit kann in mannigfacher Weise be-
werkstelligt sein, zumeist ist sie dadurch erreicht, dass ein Ende des Prisma
abgedreht und in eine entsprechend ausgearbeitete Vertiefung eines Untergestells
eingesetzt ist, oder dadurch, dass das Prisma zwischen Spitzen gestellt ist,
die von den horizontalen Teilen eines festen Rahmens ausgehen. Wenn das
Kathetometer nur einem bestimmten Zweck dienen soll, zum Beispiel zur
Ablesung der Stinde von Quecksilbersiulen in einem fest aufgestellten Baro-
meter oder Manometer, kann es unmittelbar an die Stelle befestigt werden,
wo die zu messenden Strecken sich befinden, oder sonst eine feste Auf-
stellung erhalten. Seine Construction vereinfacht sich dann erheblich, und
namentlich kann, wenn der Maassstab durch das Prisma des Kathetometers
selbst gegeben ist, oder der Maassstab unmittelbar an die zu messende
Strecke angebracht ist, die Einrichtung zum Drehen des Prisma fortfallen;
und wo eine Drehvorrichtung doch notig ist, kann sie in der einfachsten
Weise hergestellt sein, etwa so, dass das Prisma zwischen zwei sich gegeniiber-
stehenden verticalen, in irgend einer Weise festgelegten Spitzen gestellt wird.

Wie beim Comparator unterscheidet man auch hier Transversal-Katheto-
meter von Longitudinal - Kathetometern; bei jenen sind die zum Visiren
dienenden Instrumente getrennt und die Uebertragung geschieht dem-
geméss durch Drehung des Prisma um seine Axe; bei diesen sitzen die
Instrumente auf demselben Schlitten, eines derselben dient zum Visiren
auf die Enden der einen, das zweite wird zum Visiren auf die Enden der
andern Strecke benutzt.

Die Prismen der Uebertragungsvorrichtungen sind bei den Comparatoren
wie bei den Kathetometern aus geraden prismatisch oder drehrund, oder
in irgend einer andern Form bearbeiteten Stiben (meist aus Metall) her-
gestellt, auf denen die Absehvorrichtungen sich beliebig hin- und herschieben
und feststellen lassen. Bei prismatischer Form folgen diese Abseh-
vorrichtungen bei ihrer Verschiebung von selbst schon einer und derselben
Linie; bei drehrunder ist eine Rinne in die Stange eingearbeitet, in welche
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ein Vorsprung der Absehvorrichtung eingreift, oder es besitzt umgekehrt
das Prisma einen Grat, der in eine der Absehvorrichtung gehérige Rinne
hineinpasst.

27. Das Principielle in der Einrichtung der Messungsvorrichtungen.
Was die Absehvorrichtungen selbst betrifft, so sind dieselben meist so con-
struirt, dass sie nicht blos zur Fixirung der Uebertragungslinien dienen,
sondern auch die Messung selbst bewerkstelligen lassen. Allgemein konnen
wir die Aufgabe der Messung dahin précisiren, dass wir sagen, es muss
angegeben werden, um wieviel die Absehlinien der betreffenden Ueber-
tragungsvorrichtungen parallel mit sich selbst und den zu vergleichenden
Strecken verschoben werden miissen, wenn man von der Stellung, in welcher
sie die zu messende Strecke cinfassen, zu der iibergeht, in welcher die
messende Strecke zwischen sie passt. 'Wir wollen vorldufig annehmen, dass eine
solche Verschiebung der Absehlinien parallel mit sich selbst und mit den zu ver-
gleichenden Strecken moglich ist; dann geniigt es offenbar, parallel
zum Prisma in der Néhe jeder der Absehvorrichtungen eine Scale fest an-
zubringen, auf deren Teilung ein von der betreffenden Absehvorrichtung
ausgehender fester Zeiger hinweist; man kann dann auf dieser Scale ab-
lesen, um wieviel die betreffende Absehvorrichtung beim Uebergang von der
einen Linge auf die andere hat verschoben werden miissen. Im wesent-
lichen ist dies auch die Methode, der man bei solchen Messungen folgt.
Es seien die beiden Scalen gleichmissig in gewisse bekannte Intervalle ge-
teilt; stehen die Zeiger in der ersten Lage der Absehvorrichtungen bei dem
Strich m, beziehungsweise #,, in der zweiten Lage bei dem Strich m; be-
ziehungsweise #,, so betrug die Verschiebung der einen Absehvorrichtung
m(')—mo, die der andern 7, — 7, und die zu messende Lénge ist um
my, — m, == (n, — n,) Intervalle grosser oder kleiner als die bekannte Strecke.
Das + Zeichen gilt, wenn die Teilung auf der einen Scale entgegengesetzt
lduft wie auf der andern, das — Zeichen, wenn diese Teilung auf beiden
Scalen gleiche Richtung verfolgt.

Nun werden natiirlich nicht in allen Féllen die Zeiger jedesmal gerade auf
volle Intervallstriche hinweisen, man muss vielmehr im allgemeinen die
Lage der Zeiger zwischen den Einteilungsmarken bestimmen, und das kann
durch Abschiitzen des Abstandes eines solchen Zeigers von dem vorauf-
gehenden oder folgenden Scalenstrich geschehen; sind diese Abstinde fiir
die Zeiger in der ersten Lage p,, v,, in der zweiten p, v;, so hat man
fir die ganze Verschiebung mey + pj — my — pg %= (my + vy —n; —v,).
Die v und p. sind Briiche, und zwar Bruchteile eines Intervalls auf den Scalen.

Die Verschiebung wird um so genauer bestimmt sein, je sicherer
die Abschitzung geschieht, sie wird aber auch um so genauer bestimmt sein,
je kleiner die Einheit ist, in der die geschitzten Bruchteile auszudriicken sind,
je kleinere Intervalle also die Scalen tragen; und wenn diese Intervalle
hinreichend klein sind, wird man die Abschétzungsfehler ganz vernachldssigen

diirfen.
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Hiernach haben wir zwei Gesichtspunkte fiir die Sicherung der Messung,
entweder man bringt die Abschidtzungsfehler auf das geringstmogliche
Maass, oder man giebt den Scalen ganz kleine Intervalle.

Von dem ersten Gesichtspunkt aus wird man zunichst verlangen, dass
der Beobachter sich hinlingliche Uebung i Abschitzen aneignet; da aber
immerhin bei noch so grosser Uebung das Schitzungsvermogen eine gewisse
Grenze nicht iiberschreiten kann (von einem Millimeterintervall vermag man
bei grosser Uebung noch etwa den zwanzigsten Teil abzuschitzen), hat man
gesucht, diese Abschitzung durch Hilfsvorrichtungen zu unterstiitzen.

28. Der Vernier oder Nonius. Die bekannteste und am meisten an-
gewandte Vorrichtung ist der von dem Franzosen Vernier 1631 erfundene
und jetzt nach ihm benannte Vernier (frither als Nonius bezeichnet); es reducirs
dieser Vernier die Abschiatzung auf die Beurteilung, ob zwei einander ent-
gegenlaufende Striche zusammenfallen, bringt also eigentlich die Ab-
schdtzung auf eine Ablesung. Denken wir uns ndmlich die Absehvor-
richtung statt mit einem Zeiger mit einer kleinen Scale versehen, die mit
der der Absehvorrichtung gegeniiber liegenden festen Scale in gleicher Hohe
und parallel verlauft, so wird irgend ein Strich dieser mit der Abseh-
vorrichtung sich verschiebenden Scale den Zeiger abgeben konnen. Wir
wollen annehmen, dass die Teilung der beweglichen Scale mit der der
festen nach derselben Richtung verlduft und als Zeiger den ersten Strich
jener Scale — den OStrich oder Zeigerstrich — ansehen. Ist diese beweg-
liche Scale 1n ebenso grosse Intervalle geteilt wie die feste, so werden in
irgend einer Lage der Scalen gegeneinander immer alle Striche der beweg-
lichen Scale um dasselbe Stiick vor oder hinter den Strichen der festen
Scale stehen, wie der Zeigerstrich; wenn jedoch an der beweglichen Scale
die Intervalle kleiner oder grisser als an der festen sind, wird es kommen,
dass einer ihrer Striche mit einem Strich der festen Scale zusammenfillt
(das heisst mit diesem eine gerade Linie bildet), auch wenn der Zeigerstrich
zwischen zwei Strichen der festen Scale steht. Welcher Strich mit einem
Strich der festen Scale zusammenfallen muss, das hingt zunichst von der
Lage des Zeigerstrichs ab, dann aber auch von dem Verhiltnis, in welchem
die Grosse der Intervalle der beweglichen Scale zu der der Intervalle der
festen stehen; kennt man aber dieses Verhéltnis und hat den betreffenden
mit einem Strich der festen Scale coincidirenden Strich herausgefunden, so
muss es offenbar moglich sein, die Lage des Zeigerstrichs zu bestimmen.

Gewdhnlich richtet man die Teilung der verschiebbaren Scale so ein,
dass sie A+ 1 oder A — 1 Intervalie auf einer Strecke besitzt, auf welcher
die feste Scale A Intervalle hat; es werden also die Intervalle der ver-
schiebbaren Scale um 1/(A + 1) kleiner bezw. und 1/(A — 1) grosser als die der
festen genommen. Fallt der Zeigerstrich mit dem nten Strich der festen
Scale zusammen, so wird der ihm folgende Strich, wir bezeichnen ihn mit
Strich 1, um 1/(A + 1) bezw. 1/(\— 1) vor oder hinter (vor und hinter
beziehen sich auf die Richtung, in der die Teilung fortschreitet) dem % -+ 1ten,
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der nichstfolgende — Strich 2 — um 2/(A + 1) bezw. 2/(A — 1) vor oder
hinter dem # -+ 2ten, allgemein der ¢+ lte — Strich ¢ — um 4/(A 4 1)
bezw. ¢/(\ — 1) vor oder hinter dem # + iten zu liegen kommen, soll also
umgekehrt der ¢ - 1te Strich der beweglichen Scale mit dem # + éten
der festen zusammenfallen, so muss der Zeigerstrich um ¢/(A + 1) bezw.
4/(\ — 1) hinter oder vor dem nten Strich der festen Scale liegen, finden
wir hiernach, dass in der Tat der 7+ lte Strich der beweglichen Scale
mit einem Strich der festen Scale coincidirt, so schliessen wir sofort, der
Zeigerstrich liege um é/(A + 1) bezw. ¢/(\ — 1) Teile hinter oder vor dem
nten Strich, hinter, wenn die Intervalle der beweglichen Scale kleiner
sind als die der festen, vor, wenn sie grosser sind als diese. Sollte
die Teilung der verschiebbaren Scale der der festen entgegenlaufen, so hat
man in der voraufgehenden Auseinandersetzung die Richtungsbestimmungen
»vor“ und ,hinter“ mit einander zu vertauschen. Die Abschitzung der Lage
des Zeigerstrichs gegen den #ten Strich ist also in der Tat auf eine Ablesung
zuriickgefiihrt, ndmlich auf die Ablesung der Nummer desjenigen Strichs
der beweglichen Scale, der zuerst mit einem Strich der festen zusammenfallt.

Beispielsweise seien 10 Intervalle der beweglichen Scale so lang wie
9 der festen. Es ist dann A=9; finden wir, dass, wihrend die Teilungen
bei den beiden Scalen gleichlaufend sind, der Strich 6 (bei der obigen
Festsetzung, wonach der erste Strich, der Zeigerstrich, die Nummer O tragen
soll, der 7te Strich) der beweglichen Scale — diese ist eben der Vernier —
mit einem Strich der festen coincidirt, wihrend der Zeigerstrich zwischen
dem nten und % -+ 1ten Strich der festen Scale steht, so bedeutet das, dass
der Zeigerstrich um 6/,, eines Intervalls der festen Scale hinter dem #nten
und um %/, vor dem # -+ lten Strich steht. Besisse der Vernier zehn
Teile auf 11 der festen Scale, so wiirde eine Coincidenz des sechsten
Striches mit einem Strich der festen Scale darauf hinweisen, dass der
Zeigerstrich um 6/, des Intervalls vor dem nten Strich, ¢/;, hinter dem
n— lten steht. Im ersten Fall wire die Ablesung # + 0,6 Intervalle, im
zweiten » — 0,6 oder » — 1 + 0,4 Intervalle. Hier kionnen wir durch
directe Ablesung die Lage des Zeigerstrichs nur bis auf 0,1 des Intervalls
bestimmen. Hat der Vernier 20 Teile auf 19 Teile der festen Scale, so
wire A + 1 = 20, eine Coincidenz des siebenten Striches des Vernier mit einem
Strich der festen Scale deutet an, dass der Zeigerstrich um 7/;, oder 0,35
Teile eines Intervalls hinter dem #ten liegt; bei diesem Teilungsverhiltnis
und ebenso bei dem, wo der Vernier 20 Teile auf 21 Teile der festen Scale
besitzt, vermogen wir die Lage des Zeigerstrichs durch directe Ablesung
bis auf 0,05 eines Intervalls der festen Scale genau zu fixiren. Bei einem
Verhiltnis von 100 zu 99 oder von 100 zu 101 wiirden wir schon eine
Genauigkeit von 0,01 des Intervalls erlangen.

Ueberhaupt ist die durch directe Ablesung des coincidirenden Strichs
zu erreichende Genauigkeit in der Bestimmung der Lage des Zeigerstrichs
um so grosser, je niher die Intervalle des Vernier demen der festen Scale
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an Grosse kommen. Indessen kann man die Genauigkeit nicht beliebig
weit treiben, sondern nur soweit, als man eben den Strich unzweifelhaft
zu erkennen vermag, der mit einem Strich der festen Scale coincidirt. Bei
zu geringem Unterschied in der Grosse eines Intervalls auf dem Vernier
und auf der festen Scale werden aber mehrere Striche des Vernier mit
Strichen der Scale zusammenzufallen scheinen, und wir werden nicht mehr im
Stande sein anzugeben, welcher von ihnen wirklich mit einem Strich der
Scale coincidirt. Man vermag, wie es scheint, zwei gentigend feine Striche,
die, wenn sie zusammenfallen, mit ihren Enden unmittelbar zusammenstossen
und eine ununterbrochene Linie bilden, noch als getrennt aufzufassen, wenn
sie etwa 0,03 mm von einander entfernt sind; wenn also zum Beispiel der
Vernier 100 Intervalle auf 99 der festen Scale trigt, und diese feste in
mm geteilt ist, so werden uns wol 5 Striche desselben mit solchen der
festen Scale zu coincidiren scheinen, und wir werden nicht wissen, welcher
von ihnen wirklich mit einem Strich der Scale coincidirt. Hier verhiilfe
uns also das grosse Genauigkeit versprechende bedeutende Verhiltnis zwischen
den Vernier-Intervallen und den Intervallen der festen Scale factisch zu keiner
grossern Genauigkeit, als wir zum Beispiel mit einem Vernier erreichen wiirden,
der nur 50 auf 49 oder 50 auf 51 Intervalle der festen Scale trigt. Will
man doch durch Vergrdsserung des Verhéltnisses der Vernier-Intervalle zu
den Intervallen der festen Scale die Genauigkeit tunlichst weit treiben, so
muss man noch Hilfsmittel zur Anwendung bringen, die das Erkennen des
Coincidenzstriches erleichtern und sichern. Es bestehen diese Hilfsmittel
in Lupen oder gehorig vergrosserndern Mikroskopen, mit denen man die
Striche des Vernier betrachtet und die die Zwischenrdume zwischen Strichen,
die wir mit blossem Auge als solche nicht haben erkennen konnen, indem
sie entweder gestatten, das Auge denselben recht nahe zu bringen, oder
vergrosserte Bilder derselben entwerfen, erkennbar machen.

In der praktischen Ausfithrung bringt man die festen Scalen gleich an die
Prismen an, indem man die Teilung direct auf deren Korper oder auf mit den-
selben festverbundene Streifen auftrigt, die Absehvorrichtungen tragen dann
die Vernier und, wenn notig, die Lupen oder Mikroskope zur sichern Ablesung
des mit einem Strich der festen Scale coincidirenden Striches. Der Vernier
bekommt nicht mehr Intervalle, als dem Genauigkeitsverhaltnis entspricht.

29. Ocularmikrometer. Nach der zweiten Methode sucht man die
Bestimmung der Lage der Absehvorrichtungen dadurch zu sichern, dass
man die Bedeutung der Abschitzungsfehler soweit als moglich reducirt,
indem man, wie bemerkt, den (festen) Scalen eine aus tunlichst kleinen
Intervallen bestehende Teilung giebt. Nun fillt es dem unbewaffneten
Auge schon schwer, Intervalle, deren Grosse auch nur wenig unter 0,2 mm
liegt, gehorig aus einander zu halten, und da solche Scalen, wenn die
zweite Methode von Erfolg sein soll, oft mit sehr engen Teilungen (bis zu
Intervallen von 0,01 oder gar 0,001 mm) versehen sein miissen, ist man
gezwungen, diese Teilungen vergrossert zur Erscheinung zu bringen.
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Auf directem Wege gelangt man zu einer solchen Vergrosserung, wenn
man die betreffenden Scalen durch Lupen und Mikroskope betrachtet. Bei
denjenigen Uebertragungsvorrichtungen, welche Mikroskope oder Fernrohre als
Absehvorrichtungen benutzen, verwendet man die Oculare dieser Mikroskope
oder Fernrohre selbst zum Betrachten der Scalen. Man legt dann diese
Scalen in den Bildebenen der Oculare innerhalb der optischen Instrumente
fest, muss aber natiirlich die Scalen aus Glas herstellen. Richtet man das
als Absehvorrichtung. dienende Mikroskop oder Fernrohr auf ein Ende der
zu messenden Strecke und stellt dasselbe so ein, dass das vom Objectiv
entworfene Bild des betreffenden Endes in die bezeichnete Bildebene
zu liegen kommt, so sieht man dieses in der Ebene der Scale und
kann durch Ablesen und Schitzen die Stelle der Scale fixiren, die diesem
Ende entspricht. Geht man dann zum Maassstab iiber, so vermag man
in derselben Weise auch bei diesem die Lage seines Endes oder eines
bekannten Teilstriches auf der Scale zu bestimmen, die Differenz der
Scalenablesungen giebt an, um wieviel diese entsprechenden Enden von
einander abstehen. Man sieht jedoch, dass diese einfache Einrichtung —
sie wird als Ocular- oder Glasmikrometer bezeichnet — nur angewandt
werden kann, wo man beim Uebergang von der einen Linge auf die andere
die Absehvorrichtungen selbst auf dem Prisma nicht zu verschieben braucht,
wo also, wenn die Langen unmittelbar nebeneinander ligen, die entsprechenden
Enden beide zugleich im betreffenden optischen Instrument gesehen werden
konnten. )

Die Bedingung ist also, dass entweder die zu messende Lénge
nahezu so gross ist, wie der Maassstab, oder dass dieser Maassstab eine
Teilung tragt, die so eng ist, dass, wie auch die Absehvorrichtung gestellt
ist, immer wenigstens ein Strich im Gesichtsfeld erscheint.

Es ist darum hier auch von keinem mit der Absehvorrichtung ver-
bundenen Zeiger die Rede.

Die Vergleichung geschieht dann mit dem Intervall auf dem Maass-
stab, welches zwischen den Strichen eingeschlossen ist, auf welche man
gefihrt wird, wenn man von der zu messenden Linge auf den Maass-
stab ibergeht. Diese Léinge muss natiirlich auch bekannt sein, sie
ergiebt sich aus der Ablesung der Nummern der betreffenden Striche,
falls der Maassstab solche Nummern fiir seine einzelnen Striche trigt
und diese Nummern auch in den Mikroskopen oder Fernrohren gesehen
werden konnen. Wenn auf dem Stab keine Nummern aufgeschlagen sind,
oder diese Nummern, weil das Gesichtsfeld der benutzten optischen Instrumente
zu klein ist, nicht gesehen werden, schneidet man sich ein Stiickchen Papier
spitz zu, verschiebt dieses auf dem Maassstab, bis man im betreffenden
Instrument die Spitze des Papierstiickchens den betreffenden Strich, dessen
Lage in der Scalenteilung abgelesen ist, erreicht hat; der Strich ist dadurch
fixirt, und seine Nummer kann durch directes Hinsehen auf den Maassstab
abgelesen oder durch Abzéhlen gefunden werden.

Weinstein, Lehrbuch I 4
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30. Schraubenmikrometer. Bei der zweiten Art von Vergrosserung
ist die Scale selbst in eigenartiger Weise hergestellt. Es besteht niamlich
diese Scale aus einer Schraube, die einzelnen Ginge der Schraube stellen
die Scalenstriche vor, die Zwischenrdume zwischen den Gé#ngen geben die
Intervalle. Dreht man eine Schraube in einer zugehoérigen Mutter, so
entspricht einer vollen Umdrehung eine Verschiebung der Schraube (oder
der Mutter, je nachdem die Mutter oder die Schraube festgelegt ist), um
ein Intervall, eine Ganghohe. Wir versehen jetzt die Schraube an ihrem
Kopf mit einer senkrecht zu ihrer Axe stehenden Scheibe, einer Zrommel,
vom Radius 7, verschiebt sich die Schraube um eine Ganghohe 6, so bewegt
sich ein Punkt des Scheibenrandes durch den Weg 2wr; geschieht die Ver-
schiebung der Schraube nur um den nten Teil der Ganghdhe, um 8/n, so
legt ein Punkt des Scheibenrandes den Weg 2nr/n zuriick. Wie klein nun
auch d/% sein mag, man wird stets » so gross wihlen konnen, dass die
Drehung um 2nr/z deutlich sichtbar ist. Die Schraube mit der Trommel
bietet also ein Mittel, unmerkbare Translationsbewegungen in deutlich mess-
baren Rotationsbewegungen zum Vorschein kommen zu lassen, und darauf
beruht eben die zweite Art der Vergrosserung; in der Tat ist hier jedes
Intervall (eine Ganghdhe der Schraube) ersetzt durch den Umfang der Trommel.
Ist die Trommel an jhrem Umfang in % Teile geteilt, so gehort zu einer Drehung
derselben um einen dieser Teile, also um 360/% Grad eine Verschiebung
der Schraube um den nten Teil der Ganghdhe. Sei zum Beispiel die Gang-
hohe der Schraube 0,1 mm, der Radius der Trommel 10 mm, so entsprechen
dem 0,1 mm die 62,8 mm des Trommelumfanges; da man nun eine Drehung
dieser Trommel, bei welcher ein Punkt ihres Umfanges 0,5 mm zuriicklegt,
ohne Schwierigkeit constatiren kann, vermag man eine Verschiebung der

Schraube von % mm zu erkennen, und diese Verschiebung von etwa
k]

1 Tausendteil Millimeter ist auf ein halbes Millimeter vergrissert.

Bei der Anwendung wird aber die Schraube nicht blos benutzt, um
die Verschiebung der Absehlinie zu messen, sondern zugleich auch um
diese Verschiebung selbst hervorzubringen. Die zugehérige Einrichtung
richtet sich nach der Construction der Absehvorrichtung.

Ist das als Visirstelle etwa dienende Fadenkreuz, beziehungsweise das
Parallel-Fadenpaar ein fiir alle Mal in der Absehvorrichtung festgelegt, so
wird die Absehlinie in Bezug auf die Absehvorrichtung eine ganz unver-
riickbare Lage haben, will man also die Absehlinie parallel mit sich selbst
verschieben, so hat man die ganze Vorrichtung parallel mit sich selbst
zu bewegen, und das die betreffende Absehvorrichtung tragende Stiick,
der Schlitten, ist so construirt, dass diese Verschiebung durch Drehung
der Schraube bewerkstelligt werden kann. Es besteht desshalb dieser
Schlitten aus zwei an einander verschiebbaren Teilen, der eine Teil
kann an dem Prisma festgeklemmt werden und ist selbst zu einer
Fithrung ausgearbeitet, der andere tragt die Visirvorrichtung, ist als Schlitten
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gefertigt und sitzt an dem ersten, der ihm zur Fiihrung dient. In jenem
ist die Schraube um ihre Axe frei drehbar gelagert, mit diesem die
Mutter zur Schraube fest verbunden.

In der andern Einrichtung wird das Fadenkreuz, beziehungsweise das
Parallelfadenpaar, selbst mit Hilfe der Schraube verschoben. Hier sind die
Faden (wenigstens in den gewdhnlichen Einrichtungen) an einem in der
Absehvorrichtung liegenden Rahmen befestigt, der eine Mutter trigt, in
die die Génge der Schraube eingreifen. Die Schraube wird sc¢ gehalten,
dass sie selbst bei ihrer Drehung sich nicht verschiebt, sie bewegt dann die
Mutter und mit dieser den Rahmen mit den Faden nach vorwérts oder riickwarts.

Die erste Einrichtung kommt dann zur Anwendung, wenn die zu ver-
gleichenden Lingen so sehr von einander verschieden sind, dass ihre ent-
sprechenden Enden, selbst wenn diese Lingen Seite an Seite liegen, nicht
zugleich im Gesichtsfeld der betreffenden Absehvorrichtung erscheinen, man
also, nachdem das Ende der einen Linge eingestellt ist, um das Ende der
andern Liénge zu sehen, die Absehvorrichtung verschieben muss. Es hat
diese Einrichtung den Vorteil, dass die Einstellung immer an derselben
Stelle der Absehvorrichtung geschieht. Ein grosser Nachteil derselben ist
aber, dass die Schraube das ganze Instrument bewegen muss, da dabei der
Bedingung, dass die Absehlinie sich immer parallel mit sich selbst ver-
schieben soll, nur schwer geniigt werden kann.

Die zweite Einrichtung kann nur da Anwendung finden, wo die ent-
sprechenden Enden der Léngen (oder ein Ende der zu messenden Lénge
und ein Strich des Maassstabes) gleichzeitig im Gesichtsfelde erscheinen,
oder wo fiir jede Linge eine besondere Visirvorrichtung zur Anwendung
kommt. Man hat dann beim Uebergang von dem einen Ende auf das
andere lediglich mit Hilfe der Schraube das Fadenkreuz oder das Fadenpaar
von dem einen Ende zu dem andern iiberzufiihren.

Um die Drehung der Schraube bei dem Uebergang von einem Ende aut
ein anderes zu messen, ist die Trommel der Schraube auf ihrem Umfang in
gleiche Teile (zum Beispiel in 100 Intervalle zu je 3°,6) geteilt. Der Trommel
gegeniiber steht ein Index — ein zugespitztes Metallstiick oder ein auf
einem Metallstiick gezogener Strich — der auf dem sich nicht verschiebenden
Teil der Absehvorrichtung fixirt ist, und man hat beim Drehen der Schraube
lediglich die Anzahl der Trommelteile zu zihlen, die bei dem Index
vorbeigehen.

Sei der Durchmesser der Trommel in Millimeter gemessen d, die Anzahl
der Intervalle, in welche ihr Umfang geteilt ist, 2, die Ganghdhe der Schraube 8,
der lineare Betrag der Verschiebung bei einer Drehung der Trommel um
ein Trommelteil, wieder in Millimeter, =, dann ist

0 . d
d dquivalent nd; t= ;und dquivalent % )

© giebt den Verschiebungswert eines Trommelteils an.

4*
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V. Ausfiihrung einfacherer Lingenmessungen.

Wir gehen jetzt dazu iiber, die einzelnen Operationen bei der Aus-
fihrung einer Léngenmessung auseinanderzusetzen und die Mittel zur
Vermeidung beziehungsweise Beriicksichtigung der bei solchen Messungen
moglichen Fehler klarzulegen.

31. Einfache Messungen, Correction fiir thermische Ausdehnung.
Ueber solche Messungen, bei welchen der Maassstab mit freier Hand an die
auszumessende Linge angelegt wird, ist nicht viel zu sagen. Man hat nur
dafiir zu sorgen, dass der Maassstab der zu messenden Lénge tunlichst
nahe parallel verlduft. Man legt dabei den Maassstab neben oder unter,
beziehungsweise hinter die zu messende Linge, jedenfalls aber so, dass die
Teilstriche oder Enden des Maassstabs den Enden dieser Linge so nahe
kommen als mdglich, und dieses darum, weil man hier fir die Absehlinien
keine Fithrung hat. Der Maassstab wird so angelegt, dass das eine Ende
der zu messenden Linge mit seinem Anfang oder irgend einem Strich, etwa
dem 7 + 1, dem Strich » (wenn, wie das iiblich, der erste Strich mit 0
bezeichnet wird), zusammenfillt. Trifft dann das andere Ende der Lénge
ebenfalls auf einen Teilstrich, etwa auf den # -+ lten, den Strich %, und
ist die Lénge eines Intervalls auf dem Maassstabe gleich A, so hat man fiir
die gesuchte Linge

A'=(n—m)h\
Fallt das zweite Ende zwischen den % + 1 und # -+ 2ten Strich, so ist
abzuschétzen, wie viel Bruchteile des Intervalls es den # -+ lten Strich
iiberragt, hat die Abschitzung p Bruchteile ergeben, so wird

X) A=mn—m+ pw)h

A die Grosse des Intervalls auf dem Maassstab muss bekannt sein. Die
jetzigen Maassstdbe sind in Zehnteile, Hundertteile oder Tausendteile des
Meter geteilt, also in Decimeter, Centimeter oder Millimeter. Da aber alle
Korper sich mit steigender Temperatur ausdehnen oder zusammenziehen,
sind die Intervalllingen eines Maassstabes nicht constant.

Die auf einem Maassstab seine Lange bezeichnende Zahl bezieht sich
immer auf eine bestimmte Temperatur, die als Normaltemperatur bezeichnet
wird, nennen wir diese ¥, die Linge eines Intervalls bei dieser Normal-
temperatur Ay, den linearen Ausdehnungscoefficienten der Substanz, aus
welcher der Maassstab besteht, o, so ist fiir eine Temperatur ¢

A=2 (14 a(t—9)),
und man hat
XI,) A=2(1+at—9)(n—m+yp).
oder
XI,) A=m—m+p)y+a(t—38)m—m+ p)l,
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das mit « multiplicirte Glied wird als Correction fiir die Temperatur be-
zeichnet; Ay bedeutet bei unsern Maassstiben Meter, Decimeter, Centimeter
oder Millimeter und ist durch die Teilung des Maassstabes gegeben, « muss
man von vornherein kennen, #, die Temperatur des Maassstabes wihrend der
Messung, liest man an einem in der Nidhe desselben aufgestellten Thermo-
meter ab; endlich & ist auf dem Maassstab mitverzeichnet (indem angegeben
ist, der Stab hat seine normale, das heisst auf ihm verzeichnete, Linge bei
Temperatur 0° oder 13° ... der hundertteiligen oder Fahrenheitschen oder
Réaumurschen Temperaturscale) oder wird als allgemein durch die gesetz-
lichen Vorschriften bekannt angesehen; bei unsern Maassstiben ist, wenn
eine besondere Angabe fehlt, § gleich 0° gleich der Temperatur des
schmelzenden Eises.

Es sei zum Beispiel der Maassstab ein in Millimeter geteiltes Stahl-
meter, Ay ist hier ein Millimeter, «, wenn als Temperaturscale die hundert-
teilige zu Grunde gelegt wird, 0,00001, & soll 0° sein, der Stab soll also
zwischen seinen Enden oder zwischen den Endstrichen genau 1 m lang sein,
wenn er sich in einer Temperatur gleich der des schmelzenden Eises befindet.
Die Temperatur wihrend der Abmessung der gesuchten Lange sei zu 20°,5 C.
abgelesen. Ist dann durch Ablesung der Nummern der Teilstriche, die den
Enden der zu bestimmenden Lénge entsprechen, m = 16, » = 618, und
durch Schitzen, um wie viel das zweite Ende den Teilstrich 618 iiberragt,
w=0,3 gefunden, so haben wir

A’ = (618 — 16 + 0,3) (1 + 0,00001.20,5)mm
= (602,3 + 0,12) mm = 602,42 mm,

die 0,12mm stellen die Correction fiir die Temperatur dar.

Wire die Normaltemperatur 13° R. und besdssen wir zur Ablesung der
Temperatur wihrend der Messung ein Réaumur-Thermometer, so wiirde
sich statt 20,5 die Temperatur zu ¢/,.20,5=16°4 R. ergeben, und
wir miissten a zu 0,00001.%/, = 0,000012 ansetzen; die Ablesungen auf dem
Maassstabe wiirden dann natiirlich auch andere sein als oben angegeben.
Hat man zur Ablesung wieder ein Celsiusthermometer, so muss man die
Angabe 13° R. fir die Normaltemperatur durch Multiplication mit %/, in
Celsiusgrade oder die abgelesene Temperatur 20,5 durch Multiplication
mit ¢/, in Réaumurgrade verwandeln; tut man das erstere, so ist «=0,00001,
tut man das letztere, so hat man « = 0,000012 anzusetzen.

Im ganzen ist, wie man sieht, Beobachtung und Rechnung sehr einfach,
aber dafiir sind auch die zu befiirchtenden Fehler sehr gross und das directe
Verfahren ist meist schon nicht mehr anwendbar, wenn die gesuchte Linge
auf 0,1mm genau eruirt werden soll.

32. Messung mit Kalibermaassstiben. Zu giinstigern Resultaten
gelangt man, wenn man einen Maassstab anwendet, der selbst als Stangen-
cirkel eingerichtet ist (solche Maassstibe werden oft auch als Kaliber-
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maassstiibe bezeichnet). Bs hat ein solcher Maassstab einen festen Arm und
ein auf demselben bewegliches Stiick und der erstere kann auf demselben den
Nullstrich der Teilung markiren. Man fasst die zu bestimmende Linge
zwischen diese Arme und liest die Stellung des beweglichen Arms auf dem
Maassstab ab. Gewdhnlich trigt dieser Arm auch noch einen Vernier,
wodurch der Ablesung eine gewisse Genauigkeit gewahrleistet ist, alsdann
kann der erste Strich, der Nullstrich, dieses Vernier, wenn der Maassstab
unmittelbar zu Messungen dienen soll, in der Verlingerung der innern Linie
des Arms liegen, die dann den Zeiger abgiebt.

Sind die Arme so eingerichtet, dass sie auf den einander zu-
gekehrten Seiten einander parallel verlaufen, so hat man bei der Messung
nur noch dafiir zu sorgen, dass die zu messende Linge, wenn sie selbst
aus einer festen Substanz besteht, oder wenigstens von festen Substanzen
begrenzt wird, damit Verbiegungen vermieden werden, ohne Zwang zwischen
den Armen liegt und zweitens dem Maassstab parallel verlduft.

Mangel in der Parallelitit der Arme ldsst die zu messende Linge
zu lang finden, wenn die Arme auf einander zulaufen, zu kurz, wenn
dieselben auseinandergehen. Es kann aber ein solcher Mangel entstehen,
wenn die Arme selbst nicht genau gearbeitet sind, wenn der Stab
krumm ist, wenn der bewegliche Arm nicht fest genug geht, sondern
schlottert. Die Arme fiir sich kann man controliren, indem man die-
selben zusammenschiebt, lassen sie nach ihrer Zusammenschiebung einen
Parallelspalt zwischen sich, so darf man sie als parallel gearbeitet ansehen,
hat dieser Spalt die Form eines Dreiecks oder irgend einer andern aus nicht
parallelen Seiten zusammengesetzten Figur, so sind auch die Arme nicht
parallel. Kriimmungen im Maassstab kann man mit blossem Auge nur er-
kennen, wenn sie schon ziemlich erheblich sind, dagegen ist es verhaltnis-
missig leicht zu entscheiden, ob der bewegliche Arm zu lose auf dem Stab sitzt.

Es ist leicht, den Einfluss all dieser hervorgehobenen Fehler rechnerisch
zu untersuchen, es ist aber viel einfacher, diese Fehler in ihrer Gesammt-
wirkung durch den Versuch zu eliminiren, indem man die Parallelitit der
Arme in mehreren ihrer Stellungen gegen einander untersucht. Sind
die Arme in einer Stellung nicht parallel, so wird ein zwischen die-
selben geschobener starrer Stab nicht in allen Lagen gerade hineinpassen,
laufen die Arme nach riickwirts verlingert zusammen, so wird man
den Stab dem Maassstab nicht in stets paralleler Lage zu demselben beliebig
nahe bringen konnen, laufen sie nach vorwirts zusammen, so wird man
den Stab vom Maassstab nicht in stets paralleler Lage zu demselben beliebig
zu entfernen vermogen. Man schiebt also einen Stab zwischen den Armen,
die man mit seinen Enden einmal in Beriihrung gebracht hat, parallel zum
Maassstab hin und her, die Arme sind parallel, wenn dabei die Be-
wegung ohne andern Widerstand, als er beim Gleiten iiberhaupt auftritt,
vor sich geht und der Stab auch an keiner Stelle lose wird. Kennt man
aus andern Untersuchungen auch noch die Linge des Stabes, so vermag
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man auch noch leicht die eventuelle Abweichung von der Parallelitit zu
berechnen. Doch wird von dem Einfluss solcher Richtungsabweichungen
spater die Rede sein.

Die Berechnung der Linge aus den Ablesungen auf dem Maassstab
geschieht hier genau so wie im vorigen Fall und auch die Correction fiir die
Temperatur des Maassstabes ist keine andere.

Es ist klar, dass man Kalibermaassstibe nicht bei allen Gelegenheiten
mit gleicher Genauigkeit anzuwenden vermag; wo man die betreffenden
Léngen zwischen ihre Arme bringen kann, versprechen sie eine grossere
Genauigkeit, als man durch directes Anlegen eines Maassstabes erreicht, wo
man aber die zu messende Linge mit ihren Armen nur anzuvisiren
vermag, bekommt man nicht viel mehr, als durch directe Abmessung, da
hier die Fehler des Anvisirens von derselben Grossenordnung sind, wie bei
directer Ausmessung.

33. Absehlinien, parallaktische Fehler. Der mannigfachsten und, bei
gehoriger Einrichtung, genauesten Anwendung fihig sind diejenigen Messungs-
methoden, bei welchen eine wirkliche Uebertragung der zu messenden Linge
auf den Maassstab vorgenommen wird. Hier ist es nun vor allen Dingen
notig, dass die die Uebertragung bewerkstelligenden Visirlinien wohl
definirt sind. Es gewdhrleisten aber nicht alle Diopter solche vollstindig
definirte Visirlinien.

Um einsehen zu kénnen, worauf es hier ankommt, wollen wir den all-
gemeinsten Fall eines Diopters in Betracht ziehen, bei welchem die Visirlinie
dadurch bestimmt ist, dass sie durch zwei hinter einander liegende Visirstellen
des Diopters der Uebertragungsvorrichtung und das Ende einer der Strecken
hindurchgehen soll, und das Auge des Beobachters selbst sich diese Abseh-
linie festlegen muss. Das Auge hat hier zugleich drei Stellen zu
fixiren, namlich die beiden zur Deckung zu bringenden Visirstellen
des Diopters und das betreffende Ende einer der zu vergleichenden Strecken.
Da es aber nicht auf alle drei gleichzeitig accommodiren kann, sieht es
bald die eine, bald die andere deutlich, und der Beobachter hat Miihe, zu
entscheiden, wann die drei Stellen sich wirklich decken. In dem Bestreben,
die Stellen, die er zur Deckung bringen soll, iiberhaupt zu sehen, wird er
sogar geflissentlich bald iiber die eine, bald iiber die andere Stelle hinweg-
sehen, und so wird er die drei Stellen in ein Dreieck nicht in eine
gerade Linie anordnen, er hat statt der einen Visirlinie meist zwei, von
denen die eine durch die beiden Visirstellen, die andere durch eine Visirstelle
und das Stabende oder jede durch das Stabende und je eine Visirstelle
hindurchgeht.

Man nennt den Winkel zwischen den bezeichneten Linien die Parallaxe,
den Fehler, der aus der Existenz der Parallaxe resultirt, parallaktischen
Fehler. Letzterer wird gemessen durch den Abstand der beiden Linien am
Stabende beziehungsweise an der ersten Visirstelle des Diopters gemommen
in Richtung der zu messenden Strecken; ist also die Entfernung des an-
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visirten Endes von der ersten Visirstelle » und die Parallaxe 3, so kann der
parallaktische Fehler, weil die Parallaxe bei einigermassen geniigender Ein-
stellung nur klein sein wird, durch

XII) ¢=rHsinl”

wiedergegeben werden, wo ¥ als in Bogensecunden gemessen angenommen
ist. Der parallaktische Fehler ist also um so grosser, je bedeutender », der
Abstand der anvisirten Stelle von der ersten Visirstelle ist; er wéchst auch
mit der Grosse der Parallaxe, der Betrag dieser Parallaxe héngt aber in
erster Linie ab von der Fahigkeit des Beobachters, drei Gegenstinde zugleich
mit geniigender Aufmerksamkeit zu betrachten, in zweiter Linie kommt auch
die Einrichtung der Visirstellen in Frage. Die Theorie setzt voraus, dass
die Visirstellen Punkte oder scharfe Linien sind, in den praktischen Dioptern
werden dieselben natiirlich eine gewisse Ausdehnung haben, und diese Aus-
dehnung muss schon fiir sich eine gewisse Unsicherheit in der Lage der
Visirlinie bedingen. Im Allgemeinen ist die hieraus resultirende Unsicherheit
um so kleiner, je weiter die beiden Visirstellen von einander abstehen,
Diopter mit nicht zu nahen Visirstellen lassen eine geringere Parallaxe
befiirchten, als solche mit einander ganz nahen Visirstellen.

34, Bedeutung der optischen Einrichtung der Visirvorrichtungen.
Aber der parallaktische Fehler lasst sich dadurch verkleinern, dass man r
klein genug nimmt; kann man 7 geradezu gleich Null machen, so ver-
schwindet ¢ vollstindig. Man miisste hiernach, um den parallaktischen
Fehler zu vermeiden, das anvisirte Object geradezu in die erste (dem Auge
nichste) Visirstelle verlegen, und das erreicht man, indem man von dem
Object optisch ein Bild entwirft, welches in die Ebene der ersten Visirstelle
fallt, indem man also Comparatoren und Kathetometer in Anwendung bringt,
die zum Visiren mit optischen Instrumenten versehen sind. Um die notigen
Vorsichtsmaassregeln bei der Benutzung solcher optischen Einrichtungen zu
Messungen genau darlegen zu konnen, sei zuerst an einige Lehren der
Theorie der optischen Abbildung, die wir auch noch weiterhin oft genug
brauchen werden, erinnert.

Es werden aber die einzelnen Betrachtungen nicht im Zusammenhang
vorgefiihrt, sondern mit den Bemerkungen, die tiber die uns hier beschaftigenden
Messungen zu machen sind, verwebt werden.

VI. Abschweifung iiber Abbildung vermittelst optischer
Instrumente.

35a. Optische Systeme; Object und Bild. Ein optisches System bildet
eine Zusammenstellung von gleich oder verschieden brechenden und reflec-
tirenden Medien. Die Trennungsflichen zwischen den einzelnen Medien
eines optischen Systems werden kugelférmig hergestellt oder wenigstens
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als kugelférmig angesehen. Ein optisches System ist centrirt, wenn die
Mittelpunkte der trennenden Kugelflichen alle auf einer und derselben
geraden Linie liegen. Diese gerade Linie heisst die geometrische oder
optische Aze oder die Cenirale des Systems. Strahlen, welche von einem
Punkte ausgehen, werden als homocentrische Strahlen bezeichnet, schneiden
sich diese Strahlen nach Durchsetzung des optischen Systems wieder in einem
Punkte, so heisst dieser Punkt das Bild des Ausgangspunktes, und er ist mit
dem Ausgangspunkt der Strahlen conjugirt.

Mehrere Ausgangspunkte fiir Strahlenbiische! fasst man als Object zu-
sammen, die conjugirten Punkte derselben setzen dann das Bild des Objects
zusammen. ’

In der geometrischen Optik betrachtet man nur ebene Objecte, also
Punkte und Curven, die in einer Ebene liegen, und Stiicke einer Ebene selbst
oder aber Objecte, die so weit von dem betreffenden optischen System ab-
stehen, dass sie, von diesen aus gesehen, als eben erscheinen. In weiterer
Beschrinkung nimmt man noch die Objecte in Ebenen an, welche die
Centrale senkrecht scheiden.

Das Medium des optischen Systems, in welchem sich das Object befindet,
bezeichnen wir als das ersfe, dasjenige, in welchem die Strahlen verlaufen,
welche vorwarts oder riickwirts verlingert das Bild herstellen, als das lefzte
Medium des Systems; den Raum, den das erste Medium einnimmt, kénnen
wir Objectraum, denjenigen, der vom letzten Medium ausgefiillt wird,
Bildrawm nennen.

In Bezug auf irgend eine Stelle des Raumes liegen diejenigen Medien,
welche dem Object zugewandt sind, nach vorne, die andern nach hinten.
Befindet sich an dieser Stelle selbst ein Object, so heisst das von den
vordern Medien entworfene Bild desselben das wordere Bild, das von den
hintern Medien entworfene das hintere Bild.

35b. Strahlenbegrenzung.*) Von jedem Punkt eines Objects konnen
eine grosse Menge von Strahlen und nach sehr verschiedenen Richtungen
ausgehen, ist das Object selbstleuchtend oder besitzt es die Eigenschaft,
auffallendes oder durchgehendes Licht vollstéindig zu zerstreuen, so sendet
jeder Punkt nach allen moglichen Richtungen Strahlen aus. Zur Formirung
des Bildes konnen aber naturgemiss nicht alle Strahlen beitragen, sondern
von jedem Punkt nur so viele, als eben in das optische System Eingang
finden. Die wirksame Strahlenmenge wird in unsern optischen Instrumenten
durch die Fassungen der Linsen oder gewisse vor, hinter oder zwischen den
Linsen angebrachte Diaphragmen abgegrenzt. Bestimmend fiir die Strahlen-
begrenzung ist diejenige Oeffnung in dem Instrument, durch welche die

*) Fir diesen Artikel und an vielen andern noch zu erwihnenden Stellen sind
die schonen leider in so vielen Zeitschriften zerstreuten Arbeiten Abbes auf dem
Gebiete der geometrischen Optik und Helmholtz’ Darlegungen in seiner physiologischen
Optik maassgebend gewesen.
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Strahlen, welche sich im Bilde wirklich vereinigen, gerade noch hindurch
gehen; wir nennen diese Oeffnung die Hauptiffnung oder das Hauptdiaphragma
des Instruments, gleichgiltig, ob sie von dem Rand einer Linse oder dem
irgend einer Blende gebildet wird.

Das von dem Hauptdiaphragma durch die vor demselben liegenden
Linsen entworfene Bild, das vordere Bild, heisst die Eintrittsoffnung des
Instruments, das durch die hinter demselben liegenden Linsen entworfene,
das hintere Bild, die Auwstritisoffnung des Instruments. Hiernach ergiebt
sich, dass Eintrittsoffnung und Austrittséffnung Bilder von einander in Bezug
auf das ganze Instrument sind. Liegt das Hauptdiaphragma vor dem
Instrument, so bildet es selbst die Eintrittsoffnung, die Austrittsoffnung ist
dann das von dem ganzen Instrument entworfene Bild, in diesem Falle ist
das Diaphragma meist durch den Rand des ersten Objectivglases gegeben,
so dass die Austrittsoffnung das Bild dieses Randes darstellt.

Wie man von Eintritts- und Austrittsoffnung des ganzen Instruments
spricht, kann man natirlich auch von Eintritts- und Austrittséffnung bei
einzelnen Teilen des Instruments reden, so von den Oeffnungen des Objectiv-
systems oder des Ocularsystems oder irgend einer Combination von Linsen
des ganzen Instruments.

Die zur Formirung des Bildes wirksamen Strahlen fiillen die Eintritts-
offnung vollstédndig aus, ebenso fiillen die vom Bilde ausgehenden Strahlen
die Austrittsoffnung vollstdndig aus.

Kein vom Object ausgesendeter Strahl ist im Bilde wirksam, der nicht
die Eintrittséffnung selbst oder gehorig verlingert schneidet; alle vom
Bild tiberhaupt ausgesendeten Strahlen gehen selbst oder gehdrig verlingert
durch die Austrittséffnung.

Von allen Strahlen, welche von dem in der Axe des Systems liegenden
Punkt des Objects ausgehen, kommen im Bilde nur diejenigen zur Geltung,
welche in einem Kegelraum verlaufen, dessen Basis die Eintrittsoffnung ist,
nach ihrem Austritt bilden sie einen Kegel, dessen Spitze im Bilde des
Axenpunkts des Objects liegt und dessen Basis die Austrittséffnung ist.
Allgemein verlaufen von allen von irgend einem Punkt des Objects aus-
gesendeten Strahlen diejenigen, welche im_ Bilde wieder zur Wirkung kommen,
in einem Kegel, dessen Spitze in dem betreffenden Objectpunkt liegt und
dessen Basis die Eintrittsoffnung ist, und es bilden diese Strahlen nach
ihrem Austritt einen Kegel, dessen Spitze das Bild des betreffenden Object-
punkts ist und dessen Basis die Austrittséffnung abgiebt.

Umgekehrt fiillen alle in irgend einem Punkt der Eintrittséffnung sich
kreuzenden Strahlen einen Kegel aus, dessen Basis das Object ist, und alle
in irgend einem Punkt der Austrittsoffnung sich kreuzenden geben einen
Kegel, als dessen Basis das Bild erscheint.

Wir konnen also auch sagen: Fiir Object und Bild bewerkstelligen
Eintrittsoffnung und Austrittsoffnung, fiir Eintrittséffnung und Austritts-
offnung Object und Bild die Strahlenbegrenzung.
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Ein Strahl, der durch conjugirte Punkte von Object und Bild geht,
geht auch durch conjugirte Punkte von Eintritts- und Austrittséffnung und
ein Strahl, der conjugirte Punkte von Eintritts- und Austrittséffnung
trifft, trifft auch zwei conjugirte Punkte von Object und Bild. Strahlen,
welche vom Object durch den Rand bezw. die Mitte der Eintrittsoffnung
gehen, berithren also nach den Brechungen durch die vor dem Haupt-
diaphragma liegenden Linsen den Rand bezw. die Mitte des Hauptdiaphragmas
und nach den Brechungen durch die hinter dem Hauptdiaphragma liegenden
Linsen den Rand bezw. die Mitte der Austrittstffnung.

Man nennt von den Strahlen, die irgend ein Objectpunkt aussendet,
denjenigen, dessen Richtung durch die Mitte (den Axenpunkt) der Eintritts-
offnung (also auch nach den verschiedenen Brechungen durch die des Haupt-
diaphragmas und der Austrittséffnung) fiihrt, den Hauptstrahl dieses Punktes.

Die Hauptstrahlen eines Objects sollen sich also im Axenpunkt der
Eintrittsoffnung kreuzen, es sind ihnen im Bilde Strahlen conjugirt, die sich
im Axenpunkt der Austrittséffnung kreuzen. Die Hauptstrahlen sind die
Axenstrahlen der von den einzelnen Punkten des Objects bezw. des Bildes
ausgehenden und zur Wirksamkeit kommenden Lichtkegel, bringt man also
beim Durchsehen durch das Instrument das Auge an die Stelle, wo die
Mitte der Austrittsoffnung liegt, so kommen gerade diese Strahlen zur Wahr-
nehmung und da sie eben die Mitten der einzelnen Kegel bilden, zu dem
alle iiberhaupt vom Bild ausgehenden Strahlen sich in der Austrittsoffnung
zusammendréngen, hat das Auge die vorteilhafteste Stellung eingenommen.

Man bezeichnet daher auch die Mitte der Austrittséffnung als den
Augenpunkt des Instruments. In den Fillen, wo das hintere Bild des Haupt-
diaphragmas reell ist, ist die Austrittséffnung deutlich sichtbar, indem sie
iiber dem Ocular als kleine helle Kreisfliche erscheint (sie heisst dann auch
Ramsdenscher Ocularkreis), hier hat es keine Schwierigkeit, das Auge
in die vorteilhafteste Stellung zu bringen. Wenn aber das hintere Bild
des Hauptdiaphragmas virtuell ist, giebt es keinen reellen Augenpunkt, also
auch keine reelle vorteilhafteste Stellung fiir das Auge, man muss dann das
Auge wenigstens dicht an die Ocularlinsen bringen.

In ganz derselben Weise, wie die Hauptstrahlen des Objects und des
Bildes, konnen wir die Hauptstrahlen der Eintritts- und Austrittsoffnung
definiren als diejenigen Strahlen, welche von den einzelnen Punkten dieser
Oeffnungen durch den Axenpunkt des Objects bezw. des Bildes gehen.

Die Hauptstrahlen von Object und Bild sind offenbar bestimmend fiir
das Verhéltnis der Grisse von Object und Bild zur Entfernung von den
Linsen des Systems, sowie fiir die Neigung der eintretenden und austretenden
gussersten Strahlenkegel des ganzen Objects bezw. Bildes; die von Eintritts-
und Austrittsoffnung fir die Neigung der &ussersten Strahlen, die von der
Mitte des Objects eintreten, von der des Bildes austreten konnen. Beide
Arten von Hauptstrahlen haben in der Theorie der Abbildung grosse Be-
deutung, wie wir noch spiter sehen werden, doch haben nur die letztern
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Hauptstrahlen zu besondern, das optische System selbst betreffenden Be-
zeichnungen gefiihrt, die gleich erwdhnt sein mdgen.

Der Winkel, den zwei am stirksten gegen einander geneigte Haupt-
strahlen der Eintrittséffnung im Axenpunkt des Objects einschliessen, heisst
die Winkeliffnung des Instruments in der betreffenden Lage des Objects
fiir den Axenpunkt desselben. Wird das Instrument immer in derselben
Entfernung vom Object benutzt und ist die Ausdehnung des Objects im
Verhiltnis zur Entfernung von der Eintrittséffnung klein — wie das bei
messenden Instrumenten der Fall — so kann man von einer Winkel-
offnung des Instruments schlechtweg sprechen. Bestimmend fiir die Leistungs-
fahigkeit eines Instruments ist aber nicht sowohl diese Winkeloffnung als
vielmehr, wie Abbe theoretisch und experimentell iiberzeugend nachgewiesen
hat, das Product aus dem Verhiltnis des Brechungsexponenten () des ersten
Mediums zu dem (%) des letzten irz den Sinus des halhen Oeffnungswinkels

(#); man nennt dieses Product, 5, Sin, die numerische Apertur, Apertur

oder Oeffnung des Instruments.

Die weitern Darlegungen miissen wir in zwei Teile spalten, je nachdem
es sich um Abbildung selbstleuchtender oder um Abbildung vermittelst
reflectirten und gebrochenen, einer Lichtquelle entnommenen Lichtes sichtbar
gemachter Objecte handelt. Letztere soll spater untersucht werden.

35c. Die reine geometrische Optik. Wir legen den Betrachtungen
zundchst Strahlen zu Grunde, die an jeder Stelle ihres Weges von der
Centrale des Systems nur um eine gegen die Radien der betreffenden
Trennungsflichen der Medien kleine Griosse abweichen. Die nachfolgend
aufzufithrenden Gesetze gelten also mit ausreichender Genauigkeit nur fiir
solche in der Nihe der Centrale verlaufende Strahlen. Ferner nehmen wir
an, dass wir es nur mit Strahlen zu tun haben, die alle gleich brechbar sind.

Homocentrische Strahlen sind auch nach Durchsetzung eines optischen
Systems homocentrisch, das heisst, das Bild eines leuchtenden Punktes ist
wieder ein Punkt. Es wird dieses Bild hervorgebracht durch den Schnitt-
punkt aller von dem betreffenden Punkt ausgehenden, das System brechender
Flachen durchsetzenden Strahlen. Daraus folgt, dass bei einem optischen
System jeder Teil desselben (unter Teil ein Stiick verstanden, welches von
allen Medien etwas enthélt, nicht etwa ein aus einzelnen Medien zusammen-
gesetztes) den Punkt abbildet. Das ganze Bild kommt durch Zusammen-
fallen aller durch die einzelnen Teile des Systems hervorgebrachten Bilder
zu Stande, und es ergiebt sich hiernach, dass wenn von den einzelnen Medien
eines brechenden Systems ein Teil hinweggenommen oder abgeblendet wird,
die Lage des Bildes dadurch keine Beeintrichtigung erleidet. Das von der
Halfte, einem Drittel oder iberhaupt irgend einem Teil des brechenden
Systems entworfene Bild eines Punktes liegt also an derselben Stelle,
wie das von dem ganzen brechenden System bewerkstelligte. Das nimliche
gilt, wenn es sich nicht um einen Punkt, sondern um ein ausgedehntes
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Object handelt, auch hier darf man von jedem der brechenden Medien
beliebige Teile wegnehmen, ohne dadurch Lage und Grosse des Bildes zu
indern. Selbstverstindlich wird diese Lage sofort eine andere, sobald man
die Teile der brechenden Fliche nicht einfach wegnimmt oder unwirksam
macht, sondern an eine andere Stelle versetzt.

Das Bild eines Punktes liegt mit diesem Punkte und mit der Centrale
des abbildenden Systems in derselben Ebene. Punkte auf der Centrale
haben ihre Bilder ebenfalls auf der Centrale.

Das Bild einer geraden Strecke ist wieder eine gerade Strecke, steht
die Strecke senkrecht zur Centrale, so ist auch ihr Bild zu dieser Centrale
senkrecht geneigt; die Durchschnittspunkte mit der Centrale sind conju-
girte Punkte.

Das Bild eines Ebenenstiickes ist wieder ein Ebenenstiick; steht das
Ebenenstiick senkrecht zur Centrale, so ist auch sein Bild zu dieser Centrale
senkrecht. Die Durchschnittspunkte mit der Centrale sind conjugirte Punkte.

Object und Bild sind einander geometrisch dhnlich und in Bezug auf
einen gewissen Punkt zu einander perspectivisch.

Es ist nicht notig, dass jedem Object auch ein bestimmtes, reelles Bild
entspricht, es kann auch sein, dass dieses Bild erst construirt zu werden
vermag, wenn man die Strahlen in der Richtung, die sie nach Durchsetzung
des optischen Systems haben, nach riickwirts verlingert, das Bild heisst
dann ein virtuelles, oder nach Helmholtz ein polenticlles. Da das Auge die
Bilder immer dahin versetzt, wo die sie entwerfenden Strahlen sich
schneiden, so sieht dasselbe die virtuellen Bilder nicht minder als die
reellen, aber jene sieht es nur, wenn es sich in dem betreffenden Strahlen-
kegel befindet, sonst unter keiner Bedingung, diese dagegen kann man von
allen Seiten sichtbar machen, wenn man sie auf korperliche, diffus reflectirende
Gegenstinde, die Wand, einen Schirm u. s. f. fallen lisst, wobei dann das
Licht von diesen Gegenstinden nach allen Richtungen verbreitet wird. Es
ist klar, dass reelle Bilder nur dann zu Stande kommen kénnen, wenn die
vom Object ausgehenden Strahlen durch das optische System convergent
oder wenigstens nicht divergent gemacht werden; indessen entwirft ein und
dasselbe optische System je nach der Lage des Objects reelle oder virtuelle
Bilder von demselben.

Jedes optische Systemh ist vollstindig bestimmt durch 4 auf seiner
Centrale gelegene Punkte, man kennt aber 6 Punkte von fundamentaler
Bedeutung, und kann sich unter diesen 4 auswéhlen.

Zwei der Fundamentalpunkte sind die beiden Hauptbrennpunkte, deren
jeder sein Bild in der Unendlichkeit hat. Lichtstrahlen, die sich im ersten
Hauptbrennpunkt schueiden, verlassen das optische System in Linien, die zu
einander und zu der Centrale parallel verlaufen, Lichtstrahlen, die zum
optischen System in zu einander und zur Centrale parallelen Linien ankommen,
gehen nach Durchsetzung des optischen Systems wirklich oder nach riickwérts
verlingert durch den zweiten Hauptbrennpunkt.
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Da die Strahlen der Sonne als nahezu parallel angesehen werden kdnnen,
durchschneiden sich dieselben nach Durchgang durch ein optisches System
zugleich mit den Wirmestrahlen in dem zweiten Hauptbrennpunkt, und weil
sie dann, wenn dieser Punkt hinter dem optischen System liegt, in demselben
auf eine sehr kleine Stelle concentrirt sind, bringen sie daselbst eine grosse
Hitze hervor. Davon haben die Hauptbrennpunkte, die auch zuerst als
besonders wichtige Punkte erkannt worden sind, ihren Namen beigelegt
erhalten.

Ebenen, welche durch die Hauptbrennpunkte gehen, und die Centrale
senkrecht schneiden, heissen Hauptbrennebenen. Strahlen, die sich in einem
Punkte der ersten Hauptbrennebene schneiden, verlassen das optische System
zu einander parallel. Strahlen, die zu einander parallel ankommen, schneiden
sich nach Durchsetzung des optischen Systems in einem Punkte der zweiten
Hauptbrennebene. Jede Brennebene hat ihr also conjugirtes Bild in der
Unendlichkeit. '

Die beiden andern Fundamentalpunkte, die Hauptpunkte, sind von Gauss
entdeckt worden. Diese beiden Punkte sind zu einander conjugirt. Strahlen,

F  m, H
| b e
a c’
N S
i S2
F H, H
Fig. 1.

die durch den einen Punkt gehen, schneiden sich also nach Durchsetzung
des optischen Systems in dem andern Punkt; es sind aber die Hauptpunkte
ihrer Lage nach erst fixirt, wenn man die Ebenen betrachtet, die in ihnen
die Centrale senkrecht schneiden, die beiden Hauptebenen. Jede Haupt-
ebene ist das Bild der andern, ein Object, das in der einen Hauptebene
liegt, hat ein gleich grosses und gleich gerichtetes ihm gerade
gegeniiberliegendes (mit dem Object durch Linien, die der Centrale parallel
verlaufen, verbundenes) Bild in der andern Hauptebene. Will man also das
Bild eines Punktes einer Hauptebene haben, so fdllt man von diesem Punkte
ein Lot auf die andere Hauptebene, der Fusspunkt dieses Lots ist dann das
gesuchte Bild.

Mit Hilfe der Hauptebenen und Brennebenen kann man schon fiir jeden
gegebenen einfallenden Strahl den aus dem optischen System austretenden, und
fiir jeden Punkt sein Bild construiren. Es sei (Fig. 1) S der einfallende Strahl,
man setzt denselben bis zu seinem Durchschnitt ¢ mit der ersten Brenn-
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ebene F' und noch weiter bis zu dem b mit der ersten Hauptebene H, fort,
von b fillt man ein Lot bec auf die zweite Hauptebene H,, dann muss der
austretende Strahl jedenfalls durch ¢ gehen. Zieht man aber von @, dem
Durchschnitt mit der ersten Brennebene einen Strahl parallel mit der
Centrale, so geht dieser nach Durchsetzung des optischen Systems erstens
durch den Punkt ¢/, wo er die zweite Hauptebene H, trifft und ausserdem
durch den zweiten Hauptbrenupunkt f£,. Der diesem entsprechende aus-
tretende Strahl ist also vollstindig bekannt, und da er mit dem Strahl S
durch denselben Punkt der ersten Brennebene geht, muss der S entsprechende
austretende Strahl ¢'f, parallel sein, man findet also diesen austretenden
Strahl §', wenn man durch ¢ zu ¢'f, eine Parallele zieht.

Wenn man zu einem Punkt sein Bild construiren will, lisst man von
ihm irgend zwei Strahlen ausgehen und zieht, eventuell nach der oben
angegebenen Regel, die zugehorigen austretenden Strahlen. Der Punkt, in
dem sich diese austretenden Strahlen, wirklich oder nach riickwirts ver-
langert, schneiden, ist dann das gesuchte Bild. Am bequemsten ist die
Construction auszufithren, wenn man einen von den beiden Strahlen parallel

H, H,
P By

A NE Y,

H, H,

Fig. 2.

der Centrale wihlt, den andern durch den ersten Brennpunkt gehen lisst,
jenen hat man bis zur zweiten Hauptebene und von da durch den zweiten
Brennpunkt gehen zu lassen, diesen setzt man bis zur ersten Hauptebene
fort und ldsst ihn von dader Centrale parallel verlaufen. Die vorstehende
Figur 2 zeigt die Construction mit den beiden genannten Strahlen. P ist
der Punkt, dessen Bild gesucht wird; f£;, f, geben die Brennpunkte, S, S,
die gewdhlten Strahlen, H,, H, die Spuren der Hauptebenen, P’ ist das
Bild von P.

Das letzte Punktpaar, von Listing eingefiihrt, begreift die Knotenpunite,
es sind das Punkte, die auf der Centrale liegen und ebenfalls zu einander
conjugirt sind. Ein Strahl, der so einfillt, dass er wirklich oder gehorig
verlingert durch den ersten Knotenpunkt geht, verlduft also nach Durch-
setzung des optischen Systems wirklich oder gehorig verlingert durch den
zweiten Knotenpunkt, er ist aber — und dadurch sind die Knotenpunkte
definirt — dem e infallenden Strahl parallel. Zwei Strahlen, die durch
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den ersten Knotenpunkt gehen, schneiden sich hiernach, wenn sie aus dem
optischen System ausgetreten sind, wirklich oder gehorig verlingert im
zweiten Knotenpunkt und schliessen daselbst denselben Winkel ein wie die
einfallenden Strahlen im ersten Knotenpunkt.

Mit Hilfe der Knotenpunkte lassen sich Strahlen und conjugirte Punkte
ebenfalls leicht construiren. Sind (Fig. 3) %k,, %, die Knotenpunkte, so hat
man pur ¢ mit %, zu verbinden und durch ¢ zu ok, eine Parallele zu
ziehen, welche eben den austretenden Strahl zum einfallenden Sabc giebt;
oder man zieht vom zweiten Knotenpunkt %, eine Parallele zum einfallenden
Strahl Sab und verbindet den Durchschnitt d dieser Parallelen mit der
zweiten Hauptbrennebene mit dem Punkt ¢, ¢d ist dann der austretende Strahl.

Will man ferner zu einem Punkt sein Bild finden, so kann man ausser
einem der bei der ersten Construction bezeichneten Strahlen den zweiten
durch den ersten Knotenpunkt gehen lassen, die zu diesem Strahl durch
den zweiten Knotenpunkt gezogene Parallele stellt den zweiten austretenden

oM, H
H b e
a
S/ d
jj' k,/d k.
Fig. 3.

Strahl dar und ihr Schnittpunkt mit dem ersten austretenden Strahl giebt
das gesuchte Bild des Punktes (Fig. 2).

Die Entfernungen in Richtung der Axe eines optischen Systems werden
immer von den Hauptebenen gerechnet, und zwar bei den Objecten von
der ersten Hauptebene, bei den Bildern von der zweiten. Man ist ferner
iibereingekommen, alle Strecken, welche im Sinne der Fortpflanzung der
das System durchsetzenden Strahlen verlaufen, als positiv, alle, welche jenen
Strahlen entgegenlaufen, als negativ in Rechnung ‘zu setzen.

Die Entfernung der ersten Brennebene von der ersten Hauptebene
heisst die erste Hauptbrennweite, die der zweiten Brennebene von der zweiten
Hauptebene die sweite Hoauptbrennweite. Die Lage der Knotenpunkte ist
dadurch bestimmt, dass der erste Brennpunkt vom ersten Knotenpunkt um
die zweite Brennweite, der zweite Knotenpunkt vom zweiten Brennpunkt um
die erste Brennweite absteht, die Richtung dieser Entfernungen so genommen,
wie die Folge ihrer Endpunkte angegeben ist und der obigen Festsetzung
nach als positiv angesehen, wenn sie im Sinne der Fortpflanzung der Licht-
strahlen verlaufen.
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Die Knotenpunkte stehen von einander ebenso weit ab, wie die Haupt-
punkte, und es ist beziiglich der Brennpunkte der erste Knotenpunkt der
Symmetriepunkt zum zweiten Hauptpunkt, der zweite Knotenpunki der
Symmetriepunkt zum ersten Hauptpunkt.

Die Hauptbrennweiten werden durch die Brechungsvermdgen der
einzelnen Medien und die Radien der Trennungsflichen bestimmt, ihr Ver-
hiltnis zu einander hingt aber nur ab von dem Brechungsvermdgen des
Mediums, in welchem der einfallende Strahl sich bewegt, und dem desjenigen,
in welchem der austretende sich fortpflanzt, also von dem ersten und letzten
Medium des Systems, das ist von den beiden das System begrenzenden
Medien; und zwar ist jenes Verhiltnis gleich dem mit negativem Zeichen
genommenen Verhiltnis der Brechungsvermogen dieser Medien.

Wenn das optische System zu beiden Seiten von demselben Medium
begrenzt wird, wie das bei den zu Messungen dienenden optischen Vorrichtungen
der Fall ist, wo das letzte Medium wie das erste aus Luft besteht, sind die
beiden Brennweiten einander absolut gleich und fallen die Knotenpunkte in die
entsprechenden Hauptpunkte.

Legen wir in irgend einer Meridianebene des optischen Systems
Coordinatensysteme, deren zAxen in der Centralaxe des Systems verlaufen,
benutzen im Objectraum als Coordinatenursprung den ersten, im Bildraum
den zweiten Hauptpunkt, nennen £, /' die beiden Brennweiten des Systems,
2, y die Coordinaten eines Punktes des Objectraums, #', y' die eines Punktes
im Bildraum, so haben wir fiir zwei conjugirte Punkte von Object und Bild

XIII,) £+%=L
XIV,) y£+y§=m

und fiir die Brennweiten, wenn 7~ den Brechungsexponenten des ersten,
7' den des letzten Mediums angiebt

XV) fr=—2r

oder auch

X1z ) (@— 1) @—1) =/,
y_[—=z y_[r—2

XIVy) v 7 'y 7

Rechnen wir die 2, 2/  Ordinaten nicht von den beziiglichen Haupt-
punkten, sondern von den entsprechenden Brennpunkteu, und bezeichnen
sie als solche mit £ &, so bekommen wir die besonders von Abbe cultivirten
Formeln

XI11,) EE=1r,
£ a3
X1V,) %=7’%=F'

Weinstein, Lehrbuch II. 5
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Die Formeln gelten fiir alle beliebigen Meridianebenen. Das Verhéltnis

!

% bezw. % bestimmt die Lage des Bildes, das Verhﬁltnis‘% giebt die
wahre Vergrosserung (wirkliche Vergrosserung fiir ‘%>l, Verkleinerung
fiir %<1) des Objects im Bilde.

Fir ein kleines, die Centrale senkrecht schneidendes Ebenenstiick als
Object, und nur mit solchen Objecten haben wir es zu tun, sind z und 2’
fiir alle Punkte gleich gross, die Vergrisserung ist also fiir alle Strecken im
Object dieselbe, und die Grosse (' —a')/f’ oder f/(f—) giebt an, in welchem
Verhiltnis lineare Elemente im reellen bezw. virtuellen Bild grosser oder
kleiner sind als im Object. Die lineare Vergrdsserung eines Objects hingt
hiernach von dessen Abstand von dem ersten Brennpunkt oder von dem
Abstand seines Bildes vom zweiten Brennpunkt ab, diese Vergrosserung ist als
eine absolute Zahl zu betrachten, sie ist es, die bei Messungen in Frage
kommt, fiir das Betrachten von Gegenstinden mit optischen Instrumenten
ist eine andere Vergrosserung, die scheinbare, maassgebend, von der wir spiter
zu reden haben werden. '

35d. Optische Systeme mit constanter Vergrosserung (teleskopische
Systeme). Es kommen in der Praxis optische Systeme zur Anwendung,
bei denen die im Vorstehenden angegebenen Constructionen des Strahlen-
ganges und der Punktbilder nicht ausgefithrt werden konnen, weil ihre Brenn-
punkte beiderseits in unbegrenzte Fernen fallen. Man nennt ein optisches
System mit unendlich grossen Brennweiten ein teleskopisches System. Ein
solches System kann als aus zwei Teilsystemen zusammengesetzt angesehen
werden (und auch praktisch construirt werden), die so zu einander liegen,
dass der zweite Brennpunkt des vordern mit dem ersten Brennpunkt des
hintern Teilsystems zusammenfillt. Zur Auffindung und Construction des
Bildes eines Objects gilt hier der Satz: Der Abstand (@) zweier die Centrale
senkrecht schneidender Ebenen im Objectraum verhilt sich zum Abstand (a')
der Bilder dieser Ebenen im Bildraum wie das Product aus den beidéen
Brennweiten (f;, f;) des vordern Teilsystems zu dem Product der beiden
Brennweiten (f,, f;) des hintern Teilsystems; die lineare Vergrosserung ist
gleich dem Verhéltnis der ersten Brennweite des hintern Teilsystems zur
zweiten Brennweite des vordern Teilsystems: wir haben also

!
XVI) g flfl.’ g=£2;
@ ffy ¥y oA
Von auch fiir praktische Messungen grosser Bedeutung ist, worauf be-
sonders Abbe hingewiesen hat, namentlich die zweite Gleichung, insofern
sie lehrt, dass bei teleskopischen Systemen die Vergrosserung eine von der
Lage des Objects und seines Bildes vollstindig unabhingige, ganz constante
Grosse ist, wir kommen spater darauf zuriick.



36.] Strahlengang im Auge. 67

Strahlen, welche in einem teleskopischen System parallel eintrefen, ver-
lassen dasselbe auch parallel. Bringt man das Hauptdiaphragma an der
Stelle an, wo die beiden bezeichneten Brennpunkte der beiden Teilsysteme
zusammenfallen, so riicken die Eintrittsoffnung wie die Austrittsoffnung in
die Unendlichkeit, die Hauptstrahlen sind also sowohl fiir Object und Bild,
als fir Eintritts- und Austrittséffnung einander parallel und statt der Haupt-
kegel haben wir Haupteylinder.

36. Optik des Auges. Das Auge bildet zusammen mit der vor ihm
befindlichen Luft ein optisches System, das als aus mindestens 5 Medien
zusammengesetzt betrachtet werden muss, ndmlich aus der Luft vor dem
Auge, der Hornhaut (Cornea), der wisserigen Feuchtigkeit (humor aqueus)
zwischen Hornhaut und Linse, der Linsensubstanz, dem Glaskorper (humor
vitreus) zwischen Linse und Retina. Die Bilder, die das Auge von ausser-
halb befindlichen reellen oder virtuellen Objecten herstellt, fallen auf die
Retina, und zwar bei genauer Fixirung der betreffenden Objecte auf den
gelben Fleck (macula lutea), wobei das Bild des Punktes, auf den der Blick
sich direct richtet, in die in der Mitte des gelben Flecks befindliche Netz-
hautgrube zu liegen kommt. Der erste Brennpunkt des Auges liegt etwa
12,8 mm vor der Hornhaut, der zweite unmittelbar an oder auf der Retina,
die beiden Hauptpunkte sind von einander nur etwa 0,4 mm entfernt und
befinden sich ungefihr in der Mitte zwischen Hornhaut und Linse, die
beiden Knotenpunkte, die also auch um 0,4 mm von einander abstehen,
haben ihren Ort innerhalb der Linsensubstanz und zwar ist ihre Mitte um
etwa 0,5 mm von der Hinterfliche der Linse entfernt.

Wenn das Auge einen Punkt scharf fixiren will, so stellt es sich wie
gesagt so, dass das Bild dieses Punktes in die Netzhautgrube fillt, verbindet
man also die Netzhautgrube mit dem zweiten Knotenpunkt und zieht durch
den ersten Knotenpunkt eine Parallele zu dieser Linie, so muss diese gehorig
verlingert auf den fixirten Punkt treffen. Die Gesichislinie des Auges
besteht so aus zwei parallelen Teilen, dem ausserhalb des Auges befindlichen
Teil, der auf den ersten Knotenpunkt zugeht und dem innerhalb des Auges
verlaufenden, der von dem zweiten Knotenpunkt nach der Netzhaut-
grube fithrt. Da die Knotenpunkte nur wenig von einander entfernt sind,
kann man den einen Teil auch als eine Fortsetzung des andern ansehen,
die Gesichtslinie ist dann die Gerade, welche von dem fixirten Punkt auf
die Mitte zwischen den beiden Knotenpunkten des Auges zugeht und in der
Netzhautgrube ihr Ende findet.

Wenn also gesagt wird, es sollen mehrere hinter einander gelegene
Punkte zur Deckung gebracht werden, so heisst dies, das Auge und
die Punkte sind so zu stellen, dass diese Punkte bei scharfer Fixirung
eines derselben alle in die Gesichtsliniec zu liegen kommen, geschieht
das, so fallen ihre Bilder (oder wenigstens die Mittelpunkte der Zer-
streuungskreise) alle in die Netzhautgrube und iiber einander und das
Auge nimmt sie zusammen als einen Punkt wahr. Umgekehrt sieht das

5*



68 Optik des Auges. [36.

Auge nur einen Punkt, so geht die Gesichtslinie durch alle Punkte. Diese
Gesichtslinie ist dann die Absehlinie.

Wir konnen diese Gesichtslinie, weil sie in einem bestimmten Zustand
des Auges offenbar zwei ganz feste Punkte (den zweiten Knotenpunkt,
oder die Mitte zwischen den Knotenpunkten, und die Netzhautgrube)
hat, also vollstindig bestimmt ist, die Sehaxe des Auges nennen; Helm-
holtz*) hat nachgewiesen, dass sie nicht mit der Centralaxe des Auges
(auf der die Fundamentalpunkte liegen) zusammenfillt.

Betrachtet das Auge durch ein optisches Instrument das von letzterem
entworfene reelle oder virtuelle Bild eines Punktes, so richtet sich die
Gesichtslinie geradezu nach diesem Bilde hin. Liegt der urspriingliche
Punkt in der Centralaxe des Instruments, so befindet sich auch sein Bild
in dieser Axe, und die Gesichtslinie nimmt die Richtung dieser Axe an;
liegt der Punkt ausserhalb der Axe, so wird auch sein Bild die Axe ver-
lassen, alsdann ist die Gesichtslinie gegen die Centralaxe des Instruments
geneigt, bei reellen Bildern sieht das Auge schief gegen das Instrument auf
diese, bei virtuellen sieht es schief in das Instrument hinein. Immer aber
haben wir die Gesichtslinie als die Absehlinie anzusehen, nicht die Central-
axe des Instruments. Wir werden spater sehen, wie man von dieser Abseh-
linie, die ja, weil sie mit dem Auge sich hin und her bewegt, zur Fixirung
und Festhaltung bestimmter Richtungen ganz ungeeignet ist, auf die feste
Centralaxe iberzugehen vermag.

Wire das Auge ein starres optisches System, so konnte man nur solche
Gegenstinde scharf sehen, die von demselben in ganz bestimmter Entfernung
liegen. Das Auge hat aber eine gewisse Accommodationsfihigkeit fixr das
Sehen von Objecten in verschiedenen Entfernuvgen, die freilich nicht
unbeschrénkt ist. Den ndchsten Punkt, den das Auge noch scharf zu sehen
vermag, nennt man den Nahepunkt, den entferntesten den Fermpumkt. Der
Fernpunkt befindet sich bei einem normalen Auge in so grosser Entfernung,
dass man ihn als unendlich weit betrachten darf, wenn ein solches Auge
auf den Fernpunkt accommodirt ist, sagt man deshalb auch, es sei auf
Unendlich accommodirt, der Nahepunkt steht 2 bis 3 Decimeter vom Auge
ab. Ein Auge ist kurzsichtig, wenn der Fernpunkt nahe an dasselbe heran-
geriickt ist, es ist weitsichtig, wenn der Nahepunkt zu weit abliegt. Beim
Sehen spielt aber nicht allein die Klarheit, mit der man das betreffende
Object sieht, die Schéirfe des Bildes, das von dem Object auf der Netzhaut
entworfen wird, eine Rolle, sondern auch die Deutlichkeit, in der die Einzel-
heiten des Objects zur Wahrnehmung kommen. Diese Deutlichkeit ist aber
um so grosser, je niher das Object dem Auge liegt, sie ist allgemein eine
Function des Sehwinkels, unter dem das Object erscheint, und wichst zunichst
mit diesem Sehwinkel. Der Sehwinkel fiir ein lineares Object ist ein Winkel,
dessen Schenkel nach den Enden dieses Objects zulaufen und dessen Scheitel

*) Physiologische Optik, Ausgabe 1867, Seite 70.
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im Innern des Auges liegt. An welcher Stelle dieser Scheitel sich befindet,
héangt von der Art ab, wie man das Object betrachtet, fixirt man erst das
eine Ende des Objects scharf und dann das andere Ende. so werden sich
die beiden nach einander eingestellten Gesichtslinien in der Mitte zwischen
den Knotenpunkten schneiden, der Sehwinkel hat also seinen Scheitel in
der Mitte zwischen den Knotenpunkten, wenn man aber, wie es gewdhnlich
geschieht, beide Enden zugleich betrachtet, also eigentlich keines von beiden
scharf sieht, schneiden sich die Visirlinien, wie Helmh o1tz nachgewiesen hat®),
in dem Mittelpunkt des von der Hornhaut entworfenen Bildes der Pupille,
welches Bild natiirlich gerade da liegt, wo wir es an dem betreffenden Auge
durch die Hornhaut sehen, hier also wire dieser Pupillenmittelpunkt als
Scheitel des Sehwinkels anzunehmen. Fiir die Rechnung ist es meist gleich-
giltig, wohin man diesen Scheitel im Innern des Auges verlegt, fiir Messungen
wird man ihn vielleicht am bequemsten unmittelbar an der Hornhaut annehmen.
Je kleiner der Sehwinkel zwischen zwei Punkten ist, um so weniger vermag
das Auge diese Punkte von einander zu trennen, nach Helmholtz werden
unter gewohnlichen Verhaltnissen zwei Punkte als ein Punkt wahrgenommen,
wenn ihre Verbindungslinie unter einem Winkel von weniger als etwa 1’ er-
scheint. Die Grenze des Trennungsvermdgens ist aber variabel mit den &dussern
Verhiltnissen; beispielsweise kann man zwei Linien, welche eine helle Fliache
zwischen sich fassen, unter einem viel kleinern Sehwinkel noch trennen, als
zwei helle Linien auf dunkelem Grunde.

37. Wirkliche und scheinbare Grosse. Benutzung optischer Hilfs-
mittel. Wegen der Tatsache, dass Gegenstinde in verschiedenen Entfernungen

Fig. 4.

verschieden gross erscheinen, muss man die wahre Grosse von der schein-
baren unterscheiden, jene ist ganz bestimmt durch die linearen Abmessungen
des Objects gegeben, diese nimmt ab, wie die Entfernung des Objects vom
Auge zunimmt. Verlegen wir den Scheitel des Sehwinkels zwischen die

*) 1 c. Seite 88.
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Knotenpunkte des Auges und bezeichnen denselben mit K, mit AB die
Lange eines linearen Gegenstands, mit S;, S, die Gesichtslinien, mit £ die
Retina, so wird ab das Bild von AB sein, es ist aber

AB:ab= LK: K,
also
K

ab=ABLK-

LK konnen wir, vorausgesetzt, dass AB geniigend scharf gesehen wird, als
die Sehweite, S, bezeichnen, [K ist als Constante des betreffenden Auges zu
betrachten, also ist ab proportional AB/S. ab ist das Bild von AB, wir
beurteilen aber die scheinbare Grosse von AB nach der Grosse des Bildes.
Ist demnach G die wahre Grosse von AB, g die scheinbare, % ein Propor-
tionalitiatsfactor, so haben wir .
XVII) g=G 5

Es variirt ¢ mit G und mit S, ist nun G zu klein, so konnen wir g
vergrossern, indem wir S verkleinern, das Object also dem Auge ndher
bringen, weil aber das Auge nicht fiir beliebige Weitén accommodirbar ist,
kann S nicht kleiner gemacht werden als die kleinste Entfernung, in der
man noch deutlich sieht, ist die Entfernung des Nahepunktes von dem
mittleren Knotenpunkt ¢, so kann also S nicht unter ¢ sinken. Der grosste

Wert von ¢ ist darum

g

Reicht dieser nicht aus, um uns die Einzelheiten des Objects unter-
scheiden zu lassen, so miissen wir zu dem uns eigenen optischen Apparat,
dem Auge, noch ein optisches System zu Hilfe rufen. Ein solches System
kann eine Lupe oder ein Mikroskop sein, und es hat die Aufgabe von dem
betreffenden Object ein hinreichend grosses Bild zu entwerfen. Ist dieses
Bild reell, so kann es auf einem das Licht diffus reflectirenden Schirm auf-
gefangen werden; der Beobachter stellt sich so, dass das Auge in der zur
deutlichen Wahrnehmung der Einzelheiten des Bildes nétigen Entfernung
von dem Bild sich befindet und kann, wenn dieses Bild gehorig vergrossert
ist, nunmehr diese Einzelheiten unterscheiden. Wenn das Bild virtuell ist,
bringt man das Auge in die aus dem Instrument tretenden Strahlen und
stellt dann das Instrument so ein, dass das Bild in die deutliche Sehweite
riickt. Da das Auge Accommodationsfdhigkeit besitzt, hat das Wort ,,deutliche
Sehweite“ hier keine bestimmte Bedeutung, das Auge ist auch fiir Accommo-
dation zu verschiedenen Zeiten verschieden disponirt; man kann daher auch
dem Instrument bis zu einem gewissen Grade verschiedene Einstellungen
geben, das Bild alsoin verschiedene Weiten bringen, das Auge accommodirt
sich den verschiedenen Weiten an, und so kommt es auch, dass man namentlich
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bei andauernden Beobachtungen, weil die Accommodationsfahigkeit des Auges
sich gedndert hab, oft die Stellung des Instruments oder einzelner Teile
desselben &ndern muss. Gewohnlich stellt man bei mikroskopischen Beob-
achtungen unwillkiirlich das Instrument so, dass das Bild in den Nahe-
punkt zu liegen kommt, weil man eben weiss, dass das Object sich dem
Auge nahe befindet.

Wenn ein Gegenstand darum nicht deutlich gesehen zu werden vermag,
weil derselbe zu weit absteht und dem Auge auch nicht gendhert werden
kann, hat das anzuwendende optische System, es kann in diesem Fall
eine Brille oder ein Fernrohr sein, vor allen Dingen die Aufgabe, von dem
Gegenstand ein Bild in deutlicher Sehweite zu entwerfen. Sollte die schein-
bare Grosse selbst bei scharfem Sehen nicht ausreichen, die Einzelheiten
des Objects erkennen zu lassen, so hat das optische System das Bild grosser
darzustellen, als der Gegenstand dem Auge erscheint.

Man bemerkt aber, dass fiir das deutliche Sehen und Erkennen der Einzel-
heiten eines Objects mittelst eines optischen Systems maassgebend ist: das
Verhéltnis, in welchem die scheinbare Grisse des Bildes zu der scheinbaren
Grosse des Objects steht. Wir bezeichnen dieses Verhéltnis als die schein-
bare Vergrosserung. Ist also, wihrend das Auge das von dem optischen
System entworfene Bild betrachtet, die Entfernung dieses Bildes von dem
mittlern Knotenpunkt des Auges gleich S, die des Objects von demselben
Punkt gleich S, eine lineare Abmessung im Bilde gleich G’, eine entsprechende
im Object gleich G, so wird hiernach die scheinbare Vergrdsserung M des
Instruments

@l G2

S
SI

@$§

XVIII) M= %

G und S sind durch directe Abmessung, oder wo man an das Object
nicht heran kann, durch irgend welche andere Operationen zu bestimmen;
G' ist durch G, S und die Eigenart des optischen Systems bestimmt,
§' variirt von Auge zu Auge und bei demselben Beobachter von Zeit zu
Zeit und kann bei Benutzung von Mikroskopen gleich der Entfernung des
Nahepunktes vom mittlern Knotenpunkt des Auges, bei Benutzung von
Fernrohren gleich S selbst angenommen werden. Wie man G’ bestimmt,
wird spiter in dem Abschnitt tiber optische Maassbestimmungen, wo {iiber-
haupt tiber die Eruirung der Bestimmungsstiicke optischer Apparate die Rede
sein wird, darzulegen sein.
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VII. Lingenmessungen auf Apparaten mit optischen
Einrichtungen.

38. Die optischen Instrumente der Messapparate. Wir wenden diese
Lehren gleich auf die bei Comparatoren und Kathetometern in Anwendung
kommenden optischen Instrumente an. Es bestehen die mit den Apparaten fiir
Lingenmessungen verbundenen optischen Instrumente aus zwei Linsen-
systemen: dem Objectivsystem und dem Ocularsystem. Zwischen diesen
Systemen befindet sich als Visireinrichtung ein Fadenkreuz oder Parallel-
Fadenpaar. Das Objectivsystem soll ein reelles Bild des betreffenden ein-
zustellenden Objects in der Ebene der Visireinrichtung entwerfen, das
Ocularsystem dient, um von diesem reellen Bilde und der Visireinrichtung ein
virtuelles Bild zu geben, welches so gelegen ist, dass es von dem in das
Instrument hineinschauenden Auge deutlich und so gesehen wird, dass
dem Auge Object und Visirvorrichtung in einer Ebene zusammenzufallen
scheinen.

Die Objective dieser Instrumente bestehen aus einer Linse oder sind aus
mehreren Linsen zusammengesetzt, iiber deren Einrichtung spiter einigeé
zu sagen sein wird. Die als Ocular bezeichneten Teile sind fast immer aus
zwei Linsen gebildet, doch sind eigentlich nicht bei allen Ocularen die beiden
Linsen auch als Ocularlinsen zu betrachten, bei einer Classe von Ocularen
gehort die von den Strahlen zuerst getroffene Ocularlinse eigentlich noch zu
dem Objectivsystem. Wir wollen daher Ocular von Ocularlinsen unterscheiden,
jenes Wort soll den Teil des Mikroskops oder Fernrohrs bezeichnen, der
nichst dem Auge liegt und mechanisch fiir sich eine selbstindige Bedeutung
hat; dieses die zur Beobachtung des von dem Objectivsystem entworfenen
Bildes dienenden Linsen. Zur Anwendung kommen besonders zwei Arten
von Ocularen, das Ramsdensche und das Huyghenssche Ocular, beide so con-
struirt, dass der Einfluss der sphérischen und chromatischen Aberration
tunlichst vermieden wird, wovon spiter noch die Rede sein wird. Beide
Oculare bestehen aus zwei planconvexen Linsen, aber im Huyghensschen
Ocular haben beide Linsen ihre convexen Seiten nach vorn gerichtet,
im Ramsdenschen ist die convexe Seite bei der hintern Linse nach
vorn, bei der vordern nach hinten gerichtet, so dass beide Linsen mit
ihren convexen Seiten einander zugewendet sind.

In dieser angegebenen Stellung liegt die erste Brennebene beim
Huyghensschen Ocular, etwa in der Mitte zwischen den beiden Linsen,
beim Ramsdenschen unmittelbar vor der vordern Linse, die zweite
Brennebene befindet sich bei beiden Ocularen unmittelbar hinter der
hintern Linse. Die Bildebene des Objectivsystems liegt bei Anwendung
eines Ramsdenschen Oculars unmittelbar vor demselben, hier sind
also beide Linsen Ocularlinsen und das Ocular bildet ein kleines
Mikroskop, welches zur Betrachtung des vom Objectiv entworfenen Bildes
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dient. Fiir ein Huyghenssches Ocular ist die Bildebene zwischen
den beiden Linsen gelegen, es dient also die erste Linse dieses Oculars
noch zur Herstellung des Bildes und sie gehort mit dem eigentlichen
Objectiv zum Objectivsystem*), die hintere Linse kann als Lupe betrachtet
_werden.

Bezeichnen wir jetzt diejenige Ebene in dem Instrument, in welchem
das Fadenkreuz oder das Fadenpaar ausgespannt ist, als Mikrometerebene,
so konnen wir auch sagen: optische Instrumente mit Ramsdenschem
Ocular haben ihre Mikrometerebene vor dem Ocular, eine Verschiebung des
Oculars bedingt keine Verschiebung dieser Ebene. Diese Ebene ist in
solchen Instrumenten ein fiir alle mal fixirt, indem die Fidden auf einen
Rahmen gespannt sind, der sich im Rohr, welches das Objectivsystem trigt,
befindet.  Optische Instrumente mit Huyghensschem Ocular haben
ihre Mikrometerebene zwischen den beiden Linsen, verschiebt man das
Ocular, so verschiebt man um dieselbe Strecke auch die Mikrometerebene.

Ist das Instrument so eingerichtet, dass es beim Uebergang von der
Einstellung auf das eine Object zu der auf ein anderes als Ganzes be-
wegt werden muss, so besitzt es als Visirstelle ein in der Mikrometer-
ebene festgelegtes, auch nicht einmal in seiner Ebene verschiebbares Faden-
kreuz oder Fadenpaar, und das Ocular ist in diesem Falle meist ein Huy-
ghenssches; die Fiden sind hier auf einem Ring befestigt, der seinerseits
innerhalb des Ocularrohres fixirt ist, und die Ebene dieses Ringes ist die
Mikrometerebene.

Bei derjenigen Einrichtung, wo nicht das Instrument als Ganzes, sondern
nur die Visirstelle zu bewegen ist, wird das Fadenkreuz oder das Faden-
paar auf einen ebenen Rahmen gespannt, der in seiner Ebene und nur in
dieser verschoben werden kann. Hier braucht man meist Ramsdensche
Oculare, der Rahmen mit den Fiden ist dann in einem andern Rahmen
gelagert, der im Objectivrohr und senkrecht zur Objectivaxe befestigt ist,
und kann in diesem, der ihm zur Fithrung dient, gleiten.

Bei Comparatoren, wo die Uebertragungsvorrichtung horizontal liegt,
sind die optischen Instrumente an die Triger meist in verticaler Stellung
befestigt, sie stecken in verticalen Rohren, in denen sie sich auf- und ab-
schieben lassen.

Bei Kathetometern liegen die optischen Instrumente horizontal, sei es,
dass sie von Ringen oder Rohren gefasst sind oder dass sie auf Lagern,
die auf dem Prisma auf- und abgeschoben werden konnen, ruhen.

Wir wollen jetzt, um nicht die verschiedenen Bewegungen, die wir an
einem optischen Instrument bei wirklichen Messungen auszufithren haben,

*) In Bezug auf Abbe’s Auffassung der Functionen der einzelnen Linsen eines
Mikroskops siehe dessen Abhandlung: Beitrage zur Theorie des Mikroskops; Max
Schulz’s Archiv fir mikroskopische Anatomie, Bd. IX, S. 421 ff. und Dippel,
das Mikroskop, Seite 214.
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mit einander zu confundiren, feste Bezeichnungen fiir die einzelnen in Frage
kommenden Bewegungen einfiihren.

39. Festsetzung einiger Operationen und der Bezeichnungen fiir
dieselben. Ein Mikroskop oder Fernrohr von einem Object auf ein zweites
iibertragen, heisst dasselbe (eventuell mitsammt der Vorrichtung, an welcher
es befestigt ist) von einer Stellung, in welcher es auf dieses Object gerichtet
war, in eine andere bringen, in welcher es auf das zweite Object gerichtet
werden kann. In entsprechender Bedeutung soll von einer Uebertragung
auch gesprochen werden, wenn das optische Instrument unverriickt an seinem
Ort bleibt, aber an Stelle eines Objects ein anderes Object gesetzt wird.

Wenn wir ein optisches Instrument auf ein Object einstellen, so riicken
wir dieses Insrument oder das Object so, dass letzteres im Gesichtsfelde
des Instruments erscheint, neigen das Instrument oder das Object solange,
bis die Ebene, in welcher das Object liegt, die optische Axe des Instruments
senkrecht schneidet, und schieben Object und Instrument beide gegen
einander oder eines gegen das andere, bis das Object dem in das In-
strument schauenden Auge in voller Klarheit und Deutlichkeit erscheint.

Wir pointiren mit einem optischen Instrument auf eine Stelle eines
Objects, wenn wir, nachdem das Instrument auf das Object eingestellt ist,
dieses in seiner Ebene oder das Instrument parallel mit sich selbst oder
endlich das Fadenkreuz beziehungsweise Fadenpaar in seiner Ebene so be-
wegen, dass die zu fixirende Stelle des Objectbildes sich mit der Mitte des
Fadenkreuzes beziehungsweise Fadenpaars deckt.

Wie die Uebertragung bewerkstelligt wird, ist bei der summarischen
Beschreibung der Comparatoren und Kathetometer in Art. 26 bereits angegeben.

Bei der Einstellung wird das Riicken, wenn es das Object betrifft,
meist mit freier Hand ausgefiihrt; wird es an dem Instrument bewerkstelligt,
so geschieht es mit freier Hand oder mit Hilfe einer Schraube, im ersten
Fall wird das Instrument mit dem ganzen Schlitten, auf dem es sitzt, auf
dem Prisma der Uebertragungsvorrichtung geschoben, im zweiten Falle
bleibt der eigentliche Schlitten fest liegen und das Instrument wird auf
diesem Schlitten ganz in der in Art. 30 angegebenen Weise bewegt.

Das Ausrichten der Objectebene gegen die Centralaxe wird gewdhnlich
am Object ausgefiithrt, man giebt den optischen Instrumenten an den Com-
paratoren und Kathetometern ein fiir alle mal eine bestimmte Richtung,
etwa eine senkrechte bei den Comparatoren, eine horizontale bei den Katheto-
metern, das Ausrichten der Objectebene gegen die Centralaxe wird dann
dadurch bewerkstelligt, dass man diese Objectebene horizontal beziehungs-
weise vertical stellt; horizontal, wenn die Messung mit einem Comparator,
vertical, wenn sie mit einem Kathetometer ausgefiihrt wird. Was endlich
die eigentliche Einstellung auf das Object anbetrifft, so wird diese
durch Verschiebung des optischen Instruments in Richtung seiner Cen-
tralaxe nach dem Object hin beziehungsweise von diesem ab, oder durch
Verschiebung des Objects in einer zu seiner Ebene senkrechten Richtung
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nach dem Instrument hin beziehungsweise von diesem ab bewirkt. Bei
Instrumenten mit Ramsdenschem Ocular, wo die Bildebene fiir das
Objectivsystem (eben die Mikrometerebene) fest bestimmt ist, ist auch der
notige Abstand des Objects von dem Instrument (etwa von der ersten Linse)
fest vorgeschrieben, hat man mit einem solchen Instrument nach einander
auf verschiedene Objecte einzustellen, so miissen sich alle diese Objecte
in genan demselben Abstand von dem Instrument befinden, und wenn man
alle diese Objecte in eine und dieselbe Ebene gebracht und auf eines
derselben eingestellt hat, ist man sicher, auch jedes der andern nach Ueber-
tragung auf dieselben scharf zu sehen. Instrumente mit Huyghensschem
Ocular konnen allerdings ebenso benutzt werden, wie solche mit Rams-
denschem, ist bei denselben aber das Ocular in Richtung der Centralaxe
verschiebbar, so kann man, ohne das ganze Instrument oder das Object
verstellen zu miissen, lediglich durch Hineinstossen beziehungsweise Heraus-
ziehen des Oculars das Instrument verschieden entfernten Objecten adaptiren.
Indessen ist es unter allen Umstinden geraten, wihrend der Messungen an
den Instrumenten keine Manipulationen vorzunehmen, die nicht durchaus
notig sind, und man tut daher besser, wenn die Messung ein Einstellen auf
verschiedene Objecte erfordert, all diese Objecte in eine und dieselbe zur
Centralaxe des Instruments senkrechte Ebene zu bringen.

Das Pointiren auf ein Object wird mit Hilfe der Schraube ausgefiihrt,
sei es, dass diese das ganze Instrument bewegt oder nur die Faden in der
Mikrometerebene verschiebt. Da bei dem Pointiren die Einstellung sich
nicht dndern darf, muss da, wo durch die Schraube das ganze Instrument
bewegt wird, jedenfalls die mechanische Einrichtung so getroffen sein, dass
dasselbe sich wihrend der Bewegung weder hebt noch senkt, mnoch auch
irgendwie neigt; das ist, weil es sich dabei immerhin um bedeutende Massen
handelt, nicht leicht zu erreichen, und darum ist auch die Einrichtung,
wo nicht das ganze Instrument zu bewegen ist, sondern nur die Féaden
in der Mikrometerebene verschoben werden, vorzuziehen, indessen ist diese
Einrichtung nicht iiberall anwendbar (s. Art. 30).

Wir konnen jetzt den vollstindigen Verlauf der Ausmessung einer
Strecke unter Benutzung eines Comparators oder Kathetometers beschreiben.
Der leichtern Uebersicht wegen wollen wir aber Messungen mit dem Com-
parator von solchen mit dem Kathetometer trennen. Ferner wollen wir
annehmen, dass alle Operationen, die wir hier angeben, auch genau be-
werkstelligt werden konnen, wir werden spiter die Einfliisse einer nicht
genauen Ausfiihrung derselben untersuchen.

40. Einrichtung der Messungen auf dem Comparator. Wir betrachten
erst Messungen auf dem Transversalcomparator. Das Prisma des Comparators
soll horizontal liegen, und wenn es bei dem Uebergang von einer Linge
auf eine andere selbst verschoben werden muss, so soll die Verschiebung
80 vor sich gehen, dass dasselbe einerseits stets sich selbst parallel bleibt
und andererseits stets in einer und derselben Horizontalebene verharrt, es soll
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also sich keiner seiner Punkte heben oder senken, noch irgendwie drehen,
vor allen Dingen darf das Prisma aber dabei seine Gestalt nicht &ndern.
Dass es auch Comparatoren mit schrig gestellten Instrumenten und auch solche
wo die Uebertragung durch Drehung des Prisma geschieht, giebt, mag nur
nebenbei erwdhnt werden.

Wird bei dem Uebergang von einer Linge auf die andere die Unter-
lage der Strecken bewegt, so muss diese Bewegung unter ganz denselben Be-
dingungen vor sich gehen, wie sie bei der Bewegung des Prisma angegeben sind.

Die Mikroskope oder Fernrohre miissen den theoretisch an sie zu
stellenden Bedingungen geniigen, bei jedem Instrument sollen also die
Centralaxen der einzelnen Linsen zusammenfallen, und soll die Mikrometer-
ebene senkrecht zu der gemeinsamen Centralaxe der Linsen stehen.

Man richtet jedes Instrument so, dass seine Centralaxe eine lotrechte -
Stellung einnimmt, die Mikrometerebene also horizontal liegt, es muss aber
jedes Instrument mit dem Prisma so fest zusammenhingen, dass, wenn das
Prisma bei dem Uebergang von einer Linge auf die andere selbst zu ver-
schieben ist, die Mikrometerebenen sich weder heben noch senken, noch neigen,
noch auch zur Seite weichen konnen, sondern sich lediglich gradeaus bewegen.

Man bringt die zu messende Strecke mit dem Maassstab in eine und
zwar in dieselbe horizontale Ebene, sorgt also dafiir, dass die Linie, welche
die Enden der zu messenden Strecke und die Linie, welche die Enden des
Maassstabes mit einander verbindet — es konnen diese Enden entweder die
natiirlichen Enden der betreffenden Strecken sein, oder durch Punkte
und Striche markirt sein — horizontal in gleicher Hohe liegen. Besteht
eine der beiden Strecken aus mehreren von einander getrennten Teilen
(etwa der Maassstab aus zwei einzelnen Meterstdben oder aus einem
Meterstab mit an seine Enden von beiden Seiten anstossenden, ihn aus
einem Endmaass in ein Strichmaass verwandelnden Contactstiicken [Art. 26]),
so miissen diese Teile natiirlich ebenfalls alle in eine und dieselbe Horizontal-
ebene fallen. Zur Erleichterung und Sicherung der Horizontirung wird die
Unterlage fiir die zu vergleichenden Strecken selbst horizontal gestellt.

In der Horizontalebene, in welcher die Strecken sich befinden, sind die-
selben einander parallel zu riicken, und zwar so, dass sie beide der durch
die Centralaxe der beiden optischen Instrumente gehenden Ebene parallel
verlaufen.

Endlich werden die optischen Instrumente zunichst auf die Enden einer
der beiden Léngen eingestellt. Fiihrt man dann das Prisma mit den Instru-
menten auf die andere Strecke oder (je nach der Einrichtung des betreffenden
Comparators) diese andere Strecke auf ihrer Unterlage unter die Instrumente,
s0 miissen, wenn jene Vorarbeiten gehorig ausgefithrt sind, die Enden
dieser Strecke in beiden Mikroskopen oder Fernrohren innerhalb der beziig
lichen Mikrometerebene und scharf abgebildet gesehen werden kénnen.

Ich habe die Vorarbeiten fiir eine besondere Art von Comparatoren
beschrieben, im wesentlichen sind dieselben aber bei allen Comparator-
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einrichtungen dieselben, fast immer handelt es sich um Verticalstellung der
Centralaxen der optischen Instrumente, Horizontirung der Mikrometerebenen
und der zu vergleichenden Lingen und um Parallellegung der zu ver-
gleichenden Léngen sowohl in Bezug auf einander als in Bezug auf die
Ebene der Centralaxen. Hat etwa der betreffende Comparator nur ein
optisches Instrument, welches dann bald auf der einen, bald auf der andern
Seite benutzt wird, so ist die Ebene der Centralaxe diejenige Ebene, welche
die Centralaxe des Instruments in dessen beiden Lagen enthilt.

Besitzt der Comparator zwei mit einander fest verbundene, auf demselben
Schlitten aber in verschiedenen Entfernungen von dem Prisma sitzende
Instrumente, wobei letztere zusammen von der einen Seite nach der andern
lings des Prisma hin bewegt werden, so haben wir zwei solche Central-
axen-Ebenen, je eine fiir jedes optische Instrument in seinen beiden
Lagen, es sind dann aber diese Ebenen als parallel anzusehen, und sie
werden auch in der Tat parallel sein, wenn die optischen Instrumente
so fest mit einander verbunden sind, dass sie sich gegen einander wihrend
der Verschiebung lings des Prisma nicht verstellen konnen. Da ferner bei
dieser Einrichtung des Comparators jede der Strecken mit einem besondern
optischen Instrument betrachtet wird, kann es kommen, dass die beiden
Strecken nicht mehr in eine und dieselbe Horizontalebene gebracht zu
werden brauchen, es werden vielmehr die Ebenen, in welchen diese Strecken
liegen, verschieden von einander sein diirfen, wenn die betreffenden optischen
Instrumente nicht optisch gleich gebaut sind, etwa das eine Instrument stirker
gekriimmte Linsen hat, als das andere; legt man die Strecken jedoch auch
in diesem Fall in dieselbe Horizontalebene, so wird bei der Einstellung das
eine Instrument von der ihm zugewiesenen Strecke mehr oder weniger weit
zu entfernen sein als das andere, die Einstellung muss bei jedem Instrument
fiir sich ausgefithrt werden. Ist diese Einstellung aber an der einen Seite
bewerkstelligt, so miissen die Instrumente noch einstehen, wenn sie auf die
andere Seite gebracht sind, um die andern Enden zu betrachten.

41. Messung auf dem Comparator. Nachdem die im vorigen be-
zeichneten Vorarbeiten getroffen sind, beginnt man die eigentliche Messung.

Es besteht diese Messung in den Pointirungen auf die Enden der beiden
Lingen und den Ablesungen der beim Uebergang von den Pointirungen auf
die eine Lénge zu denen auf die andere ndtigen Verschiebung der Absehns-
linje. Allgemein kann man in der Anordnung der Messungen so verfahren,
dass man erst die Pointirungen auf der einen Seite ausfiihrt, und dann die
auf der andern Seite vornimmt. Man muss in dieser Anordnung vorgehen,
wenn dasselbe Instrument auf beiden Sciten zur Anwendung kommt, wenn
also der Comparator entweder nur ein optisches Instrument hat oder zwar
zwei Instrumente besitzt, diese aber fest verbunden auf demselben Schlitten
sich befinden. Bei der andern Einrichtung, wo auf jeder Seite ein optisches
Instrument vorhanden ist, kann man auch so verfahren, dass man die
Pointirungen erst an der einen Strecke ausfiihrt, also mit dem einen Instrument
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auf das eine, mit dem zweiten auf das andere Ende der betreffenden Strecke
pointirt und darauf die Pointirungen auf die Enden der andern Strecke aus-
filhrt. Die folgenden Auseinandersetzungen passen wir der zuerst ange-
gebenen Anordnung der Messungen an, sie sind ohne Schwierigkeit auf
jede andere Anordnung auszudehnen.

Der Uebergang von der Pointirung auf ein Ende der einen Strecke zu
der auf das gleich gelegene der andern Strecke wird, wenn notig, durch
eine Schraube bewerkstelligt. Ueber die Messung der Verschiebung ist
auch nichts weiter hinzuzufiigen, wenn letztere unmittelbar an einer Scale,
sei es mit oder ohne Zuhilfenahme eines Vernier, ausgefithrt wird, hier
gelten alle Bemerkungen und Formeln des Art. 28. Genauer haben wir
nur den Fall zu behandeln, wo die Schraube selbst zur Messung heran-
gezogen wird.

Es sei ein optisches Instrument auf ein Ende der zu messenden Strecke
eingestellt. Wir pointiren mit dem Instrument auf diese Strecke, indem wir
die Schraube so drehen, dass die Mitte des Fadenkreuzes beziehungsweise
des Fadenpaares dieses Ende zu decken scheint. Wir lesen die Stellung
des Index gegen die Teilung auf der Trommel ab, es stehe derselbe um (zu
schitzende) p Teile eines Trommelteils hinter dem  + 1 Trommelstrich,
das ist hinter dem Strich m. Dann fithren wir die Uebertragungsvorrichtung
auf die zweite Strecke, oder diese unter die Uebertragungsvorrichtung und
pointiren durch Drehen der Schraube auf das entsprechende Ende dieser
Strecke; wir zihlen die vollen Umdrehungen, die wir haben ausfiihren miisscn,
und lesen zuletzt die Lage des Index gegen die Trommelteile ab.

Sei die Anzahl der ausgefihrten Trommelumdrehungen A, und die
Stellung des Index # + v, wo » die Nummer des Striches angiebt, hinter
dem der Index steht, und v den in Teilen eines Trommelintervalls geschitzten
Abstand des Index von dem Strich # bedeutet, dann ist die ganze Drehung,
gemessen in Trommelteilen, Ae+ % + v — (m + ), wenn z angiebt, in wie-
viel Teile die Trommel geteilt ist. Hiernach betrégt die ganze Verschiebung

gemessen in Ganghohen dieser Schraube A +n——4%"iﬂ2; ist diese

Ganghohe bekannt und gleich 8, so haben wir also fiir die Verschiebung
a=(xz+n+v—9%+p,)%-

Wir haben nun die beiden Félle zu unterscheiden, wo beim Pointiren das
ganze Instrument verschoben wird, und wo nur die Faden in der Mikrometer-
ebene bewegt werden.

Im ersten Fall, wo das ganze optische Instrument durch Drehung der
Schraube verschoben wird, ist offenbar die Verschiebung a gleich der Strecke,
um welche die entsprechenden Enden der beiden Strecken (diese immer Seite
an Seite gedacht) auseinanderstehen; haben dann o', w/, #', '/, v, X, &', 2/
in Bezug auf die Enden der Strecken auf der andern Seite dieselbe Bedeutung
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wie die entsprechenden Buchstaben fiir. die hervorgehobenen, so wird also
die gesuchte Linge

— — 8
A=Ax+adta=A+=N+n'+vV—m'+ p.')yi‘ Ae+n+v—m-+ ya);-

Gewdhnlich sucht man natiirlich die Schrauben und Trommeln in allen
Instrumenten einander gleich herzustellen — und es sind dieselben identisch,
wenn der Comparator iiberhaupt nur ein optisches Instrument hat —, z kann
unter allen Umstinden 2’ gleich gemacht werden, & ldsst sich aber nicht
ohne weiteres so gross wie &' herstellen; wir wollen deshalb den Accent
zwar bei z fortlassen, bei & aber noch bebalten, dann ist

A1=A+Q\'Z—I—n'—|— vV—m + p Qe +n4+v—m+ ,L)a_
o 2

Die Zeichen sind doppelt geschrieben, um den Leser zur Vorsicht bei
ihrer Feststellung zu mahnen, er muss sich bei seinem Instrument erst
unterrichten, welche Zeichen zu wihlen sind. Wir wollen einer Grisse das
Symbol ~ vorsetzen, wenn iiber das Zeichen derselben erst entschieden werden
soll, dann haben wir

Y

XIX) A'=A~WNe+n'+V—m+ ;:')‘—;;~ O\e+n+v—m+p p,)%-

Im zweiten Fall, wo durch Drehung der Schraube allein die Mitte des
Fadenkreuzes beziehungsweise die des Fadenpaares verschoben wird, ist die

73!
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ausgefiihrte Verschiebung nicht mehr gleich dem Abstand der entsprechenden
Enden der beiden Lingen von einander, sondern gleich dem Abstand der
Bilder dieser Enden in der Mikrometerebene. Es stelle die vorstehende
Figur 5 einen Schnitt durch die Centralaxe des betreffenden optischen In-
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struments dar, K, sei der erste, K, der zweite Knotenpunkt des Objectivsystems,
M die Bildebene des Objectivs. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, die
beiden entsprechenden Enden E;, E, der beiden Léngen ligen ebenfalls in
der Schnittebene, dass wir also durch das Ocular beide Enden zugleich sehen.
Alle Strahlen, die von E, ausgehen, entwerfen von E, an der Stelle von I/
ein Bild, wo der dem Strahl E, K, parallele Strahl K, E' die Ebene M schueidet,
also in E;; alle Strahlen, die von E, ausgehen, vereinigen sich in dem
Punkt E,, wo der dem Strahl E,K, parallele Strahl K,E; die Ebene M
trifft. 'Wir pointiren daher erst auf E; und dann auf E;, und die
Verschiebung beim Uebergang von E; auf E, ist gleich der Entfernung
E E,. Nun sind die Dreiecke E E,K, und E E,K, einander &hnlich,
daher ist
L E K, K,m'
E\E,=E E,- BE,_ 1" EKm
Die Entfernung K;m des ersten Knotenpunkts des Objectivsystems von
der Ebene, in welcher die beiden zu vergleichenden Objecte, die beiden
Strecken, liegen, nenne ich x,, die des zweiten Knotenpunkts von der Bildebene
des Objectivs, die als mit der Ebene, in welcher die beiden Bilder der Objecte
liegen, zusammenfallend angesehen wird, x,, so haben wir
g ' X’Z x‘l ' ’
L E, ={1E1E2’ E E, =§;E1 Ey,
damit wird, indem wir entsprechende accentuirte Buchstaben fiir das andere
optische Instrument benutzen,

"oy Y

* o %, 0O e
XX) A'=A~;:—,—z-(m+m'+v'— w )~ é;()\z-i—m-*— v—m+ p).

Besteht das Objectivsystem aus einer einzigen Linse, so kann man fiir
%, den Abstand der Mitte der den Objecten zugewandten Fliche des Objectivs
von der Ebene, die die Objecte enthilt, setzen und unter x, die Entfernung
des Objectivs von der Ebene, in welcher die Faden liegen, verstehen. Da
jedoch hier wie im voraufgehenden Fall noch die & zu bestimmen sind,
welche einer directen Ausmessung nur schwer zuginglich sind, eruirt man

die notigen Grossen — das sind fiir den ersten Fall & und &', fiir den
% %
. 1 1 .
zweiten -0 und o o' — besser durch directe Versuche.
2 2

42. Bestimmung des Schraubenwerts eines Schraubenmikrometers.
Zur Bestimmung der bezeichneten Factoren legt man auf die Unterlage,
welche zur Aufnahme der zu vergleichenden Strecken dient, einen Korper
mit ebener Oberfliche, auf welcher mindestens zwei Striche gezogen sind, die
ein bekanntes Intervall, z. B. 1 mm, abgrenzen, welches in das Gesichts-
feld jedes der beiden optischen Instrumente vollstindig hineinpasst. Hat
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der Maassstab eine Einteilung, die so eng ist, dass in jedem der Mikroskope
immer mindestens zwei Striche zugleich gesehen werden, so kann man ein
Intervall dieses Maassstabs benutzen. Es sei die bekannte Linge des Inter-
valls «. Man pointirt im ersten Fall mit beiden Instrumenten, im zweiten
mit den Fadenkreuzen oder den Fadenpaaren bei beiden Instrumenten erst
auf den einen und dann auf den andern Begrenzungsstrich dieses Intervalls;
haben dann A, 2, vy, My, o5 Ay, %, Vg, My, 1, fir diese Pointirungen
entsprechende Bedeutungen, wie A, », v, m, p; X, #', v/, m', ', so resultiren
die beiden Gleichungen

0 I
o= ;O\oz“‘ 19+ Vo — Mg+ o),

Y im ersten Fall;
o= ;()\az—i—n&—i—vé—m;’—{— p.('))

% 0 —_—
@ =i;(z)‘o+ g+ Vo— Mo+ 1),
X im zweiten Fall.
« =Z;(Aoz + ng+ vg—mg+ )

0 . 0
Den Betfrag von u beziehungsweise den von xﬁ; nennt man den
2

Schraubenwert des betreffenden Instruments fiir eine Drehung der Schraube
um ein Intervall ihrer Trommelteilung. Es ist dieser Schraubenwert, wenn
wir ihn t nennen, allgemein

_ o
= Zhg+ 1y 4+ vp— my—+ puo.

XXI)

Es habe zum Beispiel die Schraube auf ihrer Trommel 100 Intervalle,
die Striche auf derselben zihlen dann von O bis 100 und es ist #= 100,
a sei gleich 1 Millimeter. Bei der Einstellung auf den ersten Strich des
Intervalls habe der Index zwischen dem Strich 11 und dem Strich 12 der
Trommel gestanden und zwar nach der Abschitzung um 0,6 des zwischen
Strich 11 und Strich 12 eingefassten Trommelteils, dann ist my= 11, p,= 0,6,
my—+ po=11,6. Bei dem Uebergang auf den zweiten Strich des Intervalls «
soll man die Schraube in Richtung der wachsenden Strichnummern 2mal
iiber den Strich 12 hinweggedreht haben, und die Pointirung sei so erfolgt,
dass der Index auf 23,5 gewiesen habe; dann ist 2y=2, also Ajz¢ =200;
#y+ Vo= 28,5, und wir bekommen fiir den Wert eines Trommelteils

_ 1 mm _ 1
T=3200 + 93,5 — 11,6 211,9

mm = 0,00472 mm.

Mit dieser Zahl 0,00472 haben wir also alle Ablesungen der betreffenden
Trommel zu multipliciren, wenn wir dieselben in Millimeter verwandeln
wollen.

Weinstein, Lebrbuch II. 6
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43. Beriicksichtigung der Temperatur bei den Maassstiben und
Bestimmung von Zusatzlingen. Weder A4, die Linge des von dem Maass-
stab zur Abmessung der gesuchten Strecke benutzten Stiickes, mnoch die
Schraubenbetrige t, v behalten immer denselben Wert, alle variiren sie,
wenn die Temperatur sich dndert. Besteht die Vergleichsstrecke, der Maass-
stab, nur aus einem Stiick oder auch aus mehreren sich unmittelbar an
einander reihenden Stiicken von gleicher Substanz, so hat man (Art. 31)

A=ng—n) (1 +at—)I,
woselbst #, und #, die Nummern der Striche sind, auf welche pointirt ist,
o den linearen Ausdehnungscoefficienten der Substanz des Maassstabes
bedeutet, 4 die Temperatur des Stabes angiebt, bei welcher ein Intervall
auf demselben die verzeichnete Linge [/ hat, endlich ¢ die Temperatur des
Stabes wihrend der Messung fixirt.

Ist die Vergleichsstrecke aus mehreren Teilen, die aus verschiedenen
Substanzen bestehen, zusammengesetzt, so hat man jeden dieser Teile mit
der seiner Substanz eigenen Ausdehnung einzufiihren.

Es bestehe, um den wichtigsten Fall zu behandeln, die ganze Vergleichs-
strecke aus einem Endmaass, der bei der Temperatur 9, seiner Normal-
temperatur, die Liange L hat und sich pro Grad Temperaturinderung fiir
die Léngeneinheit um die Strecke «;, ausdehnt, so wie aus zwei an die
Enden dieses Maasses anstossenden Zusatzstiicken, denen die Ausdehnungs-
coefficienten «, «' und die Normaltemperaturen 9, 4’ zugehoren. Die Striche
der Vergleichsstrecke, auf welche pointirt ist, liegen hier auf den Zusatz-
stiicken, und zwar je ein Strich auf je einem Zusatzstiick, sind ihre Ab-
stdinde von den beziiglichen mit ihnen in Berithrung befindlichen Enden
des zwischen ihnen liegenden Endmaasses bei den zugehdrigen Normal-
temperaturen 3, 9 gegeben durch 7, /, so hat man, wenn wihrend der
Messung Maass und Zusatzstiicke die Temperatur ¢ besitzen,

XXII) A=L({ + at— )+ 11 +at—9) + I (l + o't — ¥).

Alle auf der rechten Seite vertretenen Grissen miissen natiirlich einzeln
bekannt sein, man bestimmt aber nicht selten die beiden letzten Summanden
durch eine besondere Beobachtung auf einmal. Hierzu miissen die Zusatz-
stiicke so eingerichtet sein, dass man sie gegen einander schieben kann.
Man stellt danu diese Zusatzstiicke so gegen einander, dass sie sich mit
ihren zugewandten Enden berithren und in einer geraden horizontalen Linie
liegen, dann legt man mneben sie einen entsprechenden Maassstab und
misst mit Hilfe dieses die Entfernung zwischen den pointirten Marken
ganz so, wie wenn man es mit einer unbekannten Linge zu tun hat.
Wenn die Temperatur wahrend dieser Messung genau so hoch ist wie wihrend
der Messung, zu welcher die Zusatzstiicke benutzt wurden, bekommt man so
die Summe [(1+ at — 8)+ (1 + o't — ¥') unmittelbar, Bestehen die Zusatz-
stiicke aus gleicher Substanz, so geben die Summanden (2 + ) (1 + af— 9),
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alsdann darf man diese Grosse iiberhaupt bei irgend einer Temperatur
messen. Ist eine solche Messung bei der Temperatur ¢ ausgefiihrt und
hat dieselbe ergeben

C+0)A+at,— ) =1,
so wird fiir jede andere Temperatur ¢

l1+a(t—9)

oder mit geniigender Anniherung
C+)A4+at—N=4(1 + at—&).

Im andern Fall, wenn die Zusatzstiicke aus verschiedenen Substanzen
gearbeitet sind und die Bestimmung der betreffenden Grosse nicht genau
bei der Temperatur der eigentlichen -Messung ausgefiihrt werden kann,
muss man dieselbe bei mindestens zwei Temperaturen bewerkstelligen.
Man bekommt dann zwei oder mehr Gleichungen, aus denen 7 und 7
eventuell nach den Regeln der Ausgleichungsrechnung abzuleiten sind.
Gewohnlich fihrt man cine Reihe solcher Bestimmungen vor, eine andere
nach der eigentlichen Messung aus, um etwaigen Verinderungen der
Zusatzstiicke Rechnung tragen zu konnen und die Bestimmungen gewisser-
massen auf den Zustand der Zusatzstiicke wahrend der eigentlichen Messung
zu beziehen.

44, Veranderungen des Schraubenwerts. Im wesentlichen ebenso
einfach erledigt sich die Frage nach der Verdnderlichkeit des Schrauben-
werts in derjenigen Einrichtung, wo bei dem Uebergang von einer Pointirung
auf eine andere durch die Schraube das ganze Iustrument bewegt wird.
Hier hiangt der Schraubenwert allein von der Schraube ab, dndert sich die
Schraube nicht, so behilt auch der Schraubenwert seinen Betrag, variirt
die Schraube, so variirt auch der Schraubenwert. Die einzige zu beriick-
sichtigende Variabilitit der Schraube ist die durch Temperaturinderungen
bedingte. Sind die Ausdehnungscoefficienten der Substanzen, aus welchen die
Schrauben geschnitten sind, o, o', die Betrige der Schraubenwerte bei den
Temperaturen &, & gleich 7y, 73, so hat man fiir die Schraubenwerte bei
jeder andern Temperatur ¢

XXIII) t=1y(l4+ot—8), T=14(l +dt— V).

Ist also jedes der t fiir eine Temperatur bestimmt, so kann man den
Schraubenwert fiir jede andere Temperatur berechnen, und es wird
XXIV) A—d=~M +n+v—m+p) (1 +cr—_wﬁ)1§
~Ne 4w+ v—m'+ p') (1 + o't — )z,

6*
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Die Formel ist keine andere fiir Messungen auf dem Longitudinal-
comparator, nur haben wir die nicht accentuirten Buchstaben auf die
Pointirangen am Maassstab, die accentuirten auf die an der zu bestimmen-

den Strecke zu beziehen; Az +# +v—m + p. ist dann die Ablesungs-
differenz beim Uebergang von der Pointirung auf ein Ende des Maassstabes

zu der auf das andere Ende, MNe + %'+ v'— m’+ p’ hat die entsprechende
Bedeutung fir die zu bestimmende Strecke.

Gewohnlich richtet man sich bei Messungen so ein, dass man bei dem
Uebergang von einer Pointirung zur andern die Instrumente nur wenig
zu verschieben hat, alsdann darf man die Temperatur-Correction der
Schraubenwerte vernachldssigen, doch ist man nicht selten gezwungen, die
Schrauben auf bedeutende Strecken zu benutzen, und dann muss man den
Schraubenwert entweder fiir die betreffende Messung besonders bestimmen
oder die Temperaturcorrection zur Anwendung bringen.

Anders stellen sich die Verhiltnisse, wenn die Pointirung durch Ver-
schiebung des Fadenkreuzes oder Fadenpaares in der Mikrometerebene
geschieht, auch hier variirt zwar der Schraubenwert, weil durch Temperatur-
dnderung die Schraube ausgedehnt oder zusammengezogen wird, aber er
variirt auch, wenn die Knotenpunktdistanzen x,, x, Verdnderungen erleiden.

Diese Verianderungen konnen nun willkiirliche oder wieder durch
Temperaturvariationen bedingte sein.

Die als willkiirlich bezeichneten verdanken ihre Entstehung den
Unsicherheiten, die immer vorhanden sind, so oft es sich um die scharfe
Einstellung eines optischen Instruments auf ein Object handelt. Man
macht némlich bei nicht zu starken Instrumenten leicht die Erfahrung,
dass die Einstellung derselben innerhalb gewisser Grenzen variirt werden
darf, ohne dass deshalb der Deutlichkeit des Bildes Abbruch geschieht. Es
beruht das besonders auf der Fahigkeit des Auges fiir verschiedene
Entfernungen zu accommodiren, das Auge passt sich den verschiedenen
Entfernungen, in welchen das Bild bei verschiedenen Einstellungen
sich befindet, an, so weit wenigstens, als es nicht beschwerlich fillt.
Man wird also bei verschiedenen Reihen von Messungen nicht immer in
derselben Weise einstellen, also auch nicht immer dieselben Schrauben-
werte haben. Auch bei einer und derselben Messungsreihe kann der
Schraubenwert Verdnderungen erleiden, denn man ist manchmal gezwungen,
mitten in der Messung die Einstellung zu corrigiren. Im Beginn der
Messungen ndmlich, wenn das Auge noch nicht angestrengt ist, ist die
Accommodationsfahigkeit am grossten, am Ende derselben am kleinsten,
wenn also die Einstellung nicht so ausgefallen ist, dass das Bild sich in
der fiir das Auge bequemsten Entfernung befindet, so verliert dieses
Bild im Laofe der Messungen mehr und mehr an Deutlichkeit, &ndert
man aber, um das Bild wieder deutlich sehen zu kbnnen, die Ein-
stellung, so &#ndern sich auch die Knotenpunktdistanzen und damit die
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Schraubenwerte. Wir werden den Einfluss dieser willkiirlichen Aenderungen
der Schraubenwerte spiter, wenn wir die bei Léngenmessungen moglichen
Fehler discutiren, genauer verfolgen.

Was die regelmissigen durch Temperaturidnderungen bedingten
Aenderungen der Schraubenwerte betrifft, so zerfallen diese in drei Teile.
Der eine Teil betrifft den allein aus der Verkiirzung oder Verlingerung der
Schraube herriihrenden, der sich in ganz derselben Weise wie friiher
angegeben, in Rechnung ziehen lidsst. Der zweite resultirt aus der Aus-
dehnung oder Zusammenziehung der die Linsen haltenden Rohre, welche Aen-
derungen in den Entfernungen dieser Linsen von einander und damit in denen
der Knotenpunktdistanzen verursacht. Der dritte unbedeutendste endlich wird
bewirkt durch die mit den Temperaturvariationen verbundenen Aenderungen
der Brechungsvermégen der Linsen, die ebenfalls die Knotenpunktdistanzen
beeinflussen. Sicherlich wird man auch hier mit hinreichender Genauigkeit
sich der allgemeinen Formel

r=ry(1 + a1 D)

bedienen diirfen, aber dann hat man unter ¢ nicht mehr den Ausdehnungs-
coefficienten der Substanz der Schraube zu verstehen, sondern eine andere
Constante, die allen angegebenen moglichen Verdnderungen durch Temperatur-
variation zugleich Rechnung tragen helfen soll. Die obige Gleichung
bekommt darum besser die Form

T=a + bi,
wo @ und b unbekannte Grossen sind. Man wird dann auch nicht mehr
mit einer Schraubenbestimmung auskommen, sondern — um auch ¢ zu
erhalten — deren mindestens zwei ausfithren miissen. Aus solchen bei
den Temperaturen %, 8, ... bewerkstelligten Bestimmungen, die etwa die
Werte t;, 79, ... ergeben haben, folgen die Gleichungen

y=a+b%, p=a-+0bd, ...

aus denen @ und b nach dem Ausgleichungsverfahren zu berechnen sind.

Indessen tut man immer am besten, die Schraubenwerte fiir jede
Messungsreihe besonders zu bestimmen, indem man mit der Schraube in
der (Art. 42) angegebenen Weise ein bekanntes Intervall vor und nach
jeder Messungsreihe ausmisst; bei nicht zu ausgedehnten Messungsreihen
darf das Mittel aus beiden Bestimmungen als wirklicher Schraubenwert
benutzt werden. Ist man wahrend der Messungen gezwungen, die Ein-
stellung zu #ndern, so hat man vor der Aenderung wie nach derselben den
Schraubenwert zu bestimmen, um der durch diese Einstellungsinderung
bedingten Verinderung des Schraubenwerts Rechnung tragen zu konuen.

45a. Messungen mit dem Kathetometer. In ganz entsprechender Weise
sind die Vorarbeiten und Messungen bei Anwendung des Kathetometers
auszufithren, nur dass wir hier im allgemeinen vertical sagen miissen, wo
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wir beim Comparator von Horizontalitit, und horizontal, wo wir dort von
Verticalitit sprechen. Vorweg sei aber nochmals hervorgehoben, dass, wihrend
der Comparator, wie schon sein Name sagt, fast nur zur ,Vergleichung“ von
Léngen mit einander benutzt wird, wobei beide Léingen, die zu messende und
der Maassstab sich unter genau gleichen Verhiltnissen befinden und in genau
gleicher Weise behandelt werden, das Kathetometer nicht allein als Vertical-
comparator dient, sondern oft auch als wirkliches Messinstrument benutzt
wird, indem der Maassstab, an welchem die Abmessung der betreffenden
Lange geschieht, in das Prisma ein fiir alle mal eingelassen ist. In dieser
in physikalischen Laboratorien bevorzugten Einrichtung befinden sich Maass-
stab und zu messende Lénge nicht mehr in denselben Verhdltnissen, und
meist wird auch die Ablesung fiir die Pointirung des Maassstabes nicht in
derselben Weise ausgefiihrt wie die fiir die Pointirung der zu messenden
Lénge. Tch nehme zunichst an, dass das Kathetometer wirklich als Vertical-
comparator dienen soll, man mit demselben also zwei Strecken, die von ihm
selbst getrennt sind, zu vergleichen hat.

Man stellt das Kathetometer mit Hilfe der Fussschrauben (es sind deren
3 vorhanden) so, dass das Prisma vertical steht, ist das Kathetometer
constructiv gut ausgefiihrt, so darf sich das Prisma dann, wenn es um
seine Axe gedreht wird, weder neigen noch heben und senken, jeder
seiner Punkte muss bei einer solchen Drehung ein Bogenstiick eines
horizontal liegenden Kreises beschreiben.

Hat das Kathetometer zwei von einander getrennte optische Instrumente,
so sollen deren Axen horizontal und einander parallel verlaufen, die Ebene,
die beide Axen enthilt, muss vertical stehen. Wird dasselbe, wie das meist
geschieht, nur mit einem optischen Instrument benutzt, so muss die Axe
dieses Instruments horizontal liegen und bei der Auf- und Abbewegung lings
des Prisma stets horizontal und auch in der nimlichen Vertical-Ebene
bleiben. Ist das Kathetometer endlich mit zwei auf demselben Schlitten
neben einander sitzenden Instrumenten versehen, so miissen die Axen dieser
Instrumente bei Auf- und Abschieben des Schlittens parallele verticale
Ebenen beschreiben.

Die beiden zu vergleichenden Strecken sollen vertical gerichtet sein,
sind sie es, so laufen sie einander auch schon parallel. Muss zum Ueber-
gang von einer Strecke auf die andere das Prisma gedreht werden, so hat
man die Strecken so zu stellen, dass sie auf dem Mantel einer Cylinder-
fliche liegen, deren Axe in die Drehungsaxe des Prisma vom Katheto-
meter fallt.

Ueber Einstellung, Pointirung, die eigentliche Messung ist nichts zu
sagen, es geschieht hier alles genau so, wie bei Anwendung des Horizontal-
comparators, wie schon in Art. 41 besonders hervorgehoben ist. Wenn das
Kathetometer als eigentliches Messinstrument dient, hat es immer nur ein
optisches Instrument, es miissen natiirlich alle voraufgehenden Forderungen
in Bezug auf das Prisma, die zu messende Linge und die Axe des optischen
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Tostruments in ihren verschiedenen Lagen auch hier erfiillt sein. Den
Maassstab vertical zu stellen, liegt nicht in der Macht des Experimentirenden,
der construnirende Mechaniker muss diesen Maassstab dem Prisma schon so
einverleibt haben, dass er vertical verlduft, wenn das Prisma vertical gestellt
ist. Hier befindet sich der Maassstab mit der zu messenden Lénge nicht
mehr auf einer Cylinderfliche, das ist auch nicht nothig, weil hier keine
Drehungen des Prisma auszufiihren sind.

Die Messung geschieht mit diesem Kathetometer in ganz derselben
Weise wie mit dem Kalibermaassstab, in der Tat ist auch ein solches
Kathetometer nichts anderes als ein besonders feiner Kalibermaassstab. Man
stellt das optische Instrument auf das obere Ende der zu messenden Linge,
pointirt auf dieses Ende, indem man mit einer Schraube dieses Instrument
so lange hebt und senkt, bis das abgebildete betreffende Ende mit der Mitte
des Fadenkreuzes oder Fadenpaars zusammenfillt, und liest die Stellung des
Instruments auf dem Maassstab ab. Dann transportirt man das Instrument
lings des Prisma nach unten, klemmt dort den Schlitten fest und pointirt
in gleicher Weise auf das untere Ende der betreffenden Strecke. Die Ab-
lesung der Stellung des optischen Instruments in seiner obern und untern
Lage geschieht meist mit Zuhilfenahme eines Vernier. Der Vernier ist mit
dem Schlitten fest verbunden und seine Teilung lauft unmittelbar gegen die
Teilung auf dem Prisma aus, so dass seine Striche genau da aufhoren, wo
die des Maassstabes beginnen. Geht zum Beispiel die Teilung auf dem
Prisma von unten nach oben, und steht der Nullstrich des Vernier in
der untern Stellung des optischen Instruments iiber dem m -+ 1ten Strich
des Maassstabes, in der obern {iber dem #% -+ lten und zwar dort um p,
hier um v Teile eines Intervalls auf dem Maassstab, so haben wir die ge-
suchte Lange

A=m+v—m+p)(1+at—9)1

falls I die Linge eines Intervalls auf dem dem Prisma -einverleibten
Maassstabe, bei der auf demselben verzeichneten Normaltemperatur & ist.
v und p. werden nach Anleitung des Art. 28 gefunden, « bedeutet wieder
den thermischen Ausdehnungscoefficienten, als solchen hat man stets
den der Substanz des Prisma anzunehmen (also meist den von Messing),
selbst wenn die Teilung auf einem in das Prisma eingelassenen Streifen
aus einer andern Substanz aufgetragen sein sollte, vorausgesetzt aller-
dings, dass dieser Streifen mit dem Prisma seiner ganzen Linge nach
so fest verbunden ist, dass er eigene Bewegungen nicht auszufithren vermag.

45b. Correction wegen elastischer Dehnung oder Compression. Bei
Messungen mit dem Kathetometer hat man unter Umstéinden noch einer
besondern Correction Rechnung zu tragen. In diesem Falle ist namlich
der Maassstab vertical aufgehdngt oder aufgestellt, und wird also durch
sein eigenes Gewicht ausgedehnt oder comprimirt, seine Linge und die
seiner einzelnen Intervalle ist dann eine andere als in der horizontalen Lage,
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und da die angegebene Linge sich immer auf horizontale Lage bezieht,
muss man diese auf die verticale Stellung zuriickfihren. Nach den Lehren
der Elasticitdtstheorie ist die Ausdehnung (oder Compression) eines Stiickes
dz des Maassstabes (der immer als prismatisch oder cylindrisch geformt
angesehen werden kann), dessen Mitte von dem freien Ende um z absteht,
proportional dem unterhalb dieses Stiickes noch befindlichen Teil des
Maassstabes, also wenn wir die # von dem freien Ende aus rechnen, gleich
oaxdz. Die Gesammtverlingerung oder Verkiirzung des Maassstabes von
dem freien Ende bis zu der von diesem Ende um £ abstehenden Stelle ist

hiernach
13 &
6E= aSwdz= a (§) .
0

Fiir die Verlingerung oder Verkiirzung des zwischen den Strichen »
und s befindlichen Stiickes haben wir nach dieser Formel, wenn der Strich 0
am freien Ende liegt und die Linge eines Intervalls des Maassstabes mit 7
bezeichnet wird,

2___ 12 —_
XXV b= o m)2(”+m)zz

und noch allgemeiner fiir die Ablesungen #n +v, m + p. auf dem Maassstab

XXV) a=a(”+"—m“")2(”+”+m+”)12.

Der absolute Betrag dieser Grosse ist zu der gefundenen Lénge hinzu-
zufiigen, wenn der Maassstab aufgehdngt; von demselben abzuziehen, wenn
derselbe aufgestellt ist. Um diese Grosse zu berechnen, bedarf es noch
der Kenntnis von a. Experimentell gelangt man dazu, wenn man die
Lingendnderung des ganzen Maassstabes durch Verticalstellung ein fiir
alle mal bestimmt; ist diese ganze Linge Z, die beobachtete Léngen-
inderung A, so hat man

2A
a=ﬁ.

Zur Ausfithrung bestimmt man am einfachsten den Unterschied der

Lénge, die der Maassstab zeigt, wenn er aufgehingt ist gegen die, wenn

er aufgestellt ist, dieser Unterschied & ist gleich 2A, also A =3 Bei der

Aufstellung muss man, um das Umfallen zu verhindern, den Maassstab
stiitzen, man darf ihn aber nur stiitzen, nicht halten. Die Messung
geschieht mit dem Kathetometer, man hingt den Maassstab auf und stellt
die Instrumente des Kathetometers auf seine Enden ein, dann stellt man
den Maassstab auf und dreht die Mikrometerschrauben bis die Visirstellen
wieder die Enden beriihren; die an den Trommeln abzulesenden -Strecken,
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um welche die Schrauben haben gedreht werden miissen, bestimmen die
gesuchte Grosse.

Auf einem andern Wege bestimmt man « durch das Gewicht, den
Querschnitt und den Elasticitatscoefficienten der Substanz des Maassstabes,
ist dieses Gewicht P, der Querschnitt @, der Elasticititscoefficient I, so
hat man

2P
T E.QL’

o

oder wenn D die Dichtigkeit der Substanz des Maassstabes angiebt

XXVI) a=2D.

Die Grossen E und D finden -sich in Handbiichern der Experimental-
physik und in Sammelwerken fiir physikalische Constanten angegeben, fiir
die Substanzen ' Stahl, Messing, Platin hat man D=738; 8,4; 21,5;
E=21.108; 9.108; 17.10®8 Gramm und Centimeter zu Einheiten genommen,
somit wird fiir diese Substanzen « gleich 8.1077%; 2.107%; 24.107'° Centi-
meter als Einheit angesetzt. Die Dimension von « ist ¢~ '

Fiir einen Stab aus Messing von der Linge ein Meter wiirde hieraus
folgen A=10"%(100)% ¢, das ist 0,001 mm, eine recht kleine Grosse.
Es ist auch die Correction wegen Compression oder Dilatation durch das
Eigengewicht des Maassstabes nur bei sehr genauen Messungen in Betracht
zu ziehen.

Ist der Maassstab gleich in das Kathetometer eingelassen, so ist bei
Berechnung dieser Correction die Dichtigkeit und der Elasticitdtscoefficient
der Substanz des Prisma anzuwenden. ‘

Die Lénge, die man fiir die gesuchte Strecke durch Messung findet,
bezieht sich auf die Lage, die diese Strecke wihrend der Messung eingenommen
hat, will man dieselbe auf eine andere Lage beziehen, so hat man eine
Correction nach dem obigen Verfahren zu berechnen.

46, Systematische Einteilung der bei Lingenmessungen zu be-
fiirchtenden Fehler. Wir kommen jetzt, nachdem die zu den Léngen-
messungen dienenden Hilfsmittel beschrieben sind, deren Gebrauch dargelegt
ist und die Messungs- und Berechenmethoden der Hauptsache nach klar-
gestellt sind, zu der Discussion der bei Langenmessungen mdoglichen Fehler
undzur Angabe der Vorsichtsmaassregeln, die zu ihrer Verhiitung dienen kénnen.

Ich werde diese Fehler in drei Gruppen behandeln, und zwar in
der Einteilung:

Fehler der Einrichtung der Messungen,
Fehler der Messungsmittel,
Fehler der Messungen.
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Bei der Behandlung der ersten Gruppe von Fehlern haben wir uns an
die gemiss Art. 40 ff. durch Vorarbeiten zu erfiilllenden Anforderungen zu
halten. Diese Anforderungen beziehen sich auf Richtungen und Entfernungen,
auf Temperatur- und optische Verhéltnisse. Demgemiss zerfallen die Fehler
der ersten Gruppe in die drei Unterabteilungen:

Fehler der geometrischen und mechanischen Einrichtung,
Fehler der thermischen Einrichtung,
Fehler der optischen Einrichtung.

VIII. Die geometrisch-mechanische Einrichtung von
Lingenmessungen.

a) Vorrichtungen zum Horizontiren wund Verticalstellen von
Linien und Ebenen; (Libellen und Lote.) Bestimmung von
Nesgungen, Verticalabweichungen und Collémationen.

Betrachten wir zunichst die Anforderungen hinsichtlich der geometrischen
Einrichtung, so beziehen sich diese immer auf gewisse Richtungen, und
zwar auf zwei Richtungen, die horizontale und die verticale, und wir haben
anzugeben, welche Mittel man besitzt, um zu entscheiden, ob eine Strecke
eine dieser Richtungen einschligt oder nicht.

47. Die Libellen oder Niveaux. Das schirfste Priifungsmittel fir
horizontale Richtungen bietet die Libelle (auch Niveau und Senkwaage
genannt), das ist ein mit einer leicht beweglichen Fliissigkeit (etwa Aether)
bis auf eine iibrig bleibende kleine Blase gefiilltes rings geschlossenes Geféss.
Je nachdem das Gefiss die Form einer kreisformigen, oben mit einem Glas-
deckel geschlossenen Dose oder die einer Rohre mit geschlossenen Enden
hat, wird die Libelle als Dosenlibelle oder Rihrenlibelle bezeichnet.

Die Dosenlibelle ist an ihrer untern Fliche so abgeschliffen, dass auf
einer horizontalen Ebene die Blase genau in der Mitte des Deckglases
erscheint, stellt man also dieselbe auf eine Ebene und findet, dass die Blase
sich in die Mitte verfiigt, so ist man sicher, dass die Ebene horizontal ver-
lauft. Zur genauern Beurteilung der Lage der Blase sind auf dem Deck-
glase concentrische Kreise aufgetragen, die Blase ist so gewihlt, dass ihr
Radius zwischen den Radien dieser Kreise liegt, und sie hat sich so einzu-
stellen, dass ihr Rand mit diesen Kreisen concentrisch verliuft. Die Grosse
der Blase, welche von der Temperatur abhingt — sie wichst mit abnehmender
Temperatur — kann durch eine Schraube, die sich in die Fliissigkeit mehr
oder weniger tief hineindrehen lisst, gehorig variirt werden, man wihlt sie
am besten so, dass ihr -Durchmesser gleich dem arithmetischen Mittel
zwischen den Durchmessern der bezeichneten Kreise ist. Die Dosenlibelle
wird nur zur Priifung von Richtungen benutzt, nicht zur Bestimmung von
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Neigungen solcher Richtungen, sie soll nur anzeigen, ob eine Ebene hori-
zontal ist oder nicht, nicht aber die Abweichung von der Horizontalitat, die
Neigung der Ebene auch messen.

Die Rohrenlibelle dient nicht blos zur Horizontirung von Strecken,
sondern auch zur Bestimmung etwaiger Neigungen gegen die Horizontal-
ebene. Das Glasrohr ist in eine Metallfassung getan und kann in derselben
durch Verticalschrauben an dem einen oder andern Ende gehoben oder
gesenkt und durch Horizontalschrauben nach vorn oder hinten bewegt
werden, Auf ihrer obern Flache ist die Fassung ausgeschnitten und
das Glasrohr trigt zor Ablesung der Stellung der Blase eine Teilung.
Die Fassung ist entweder auf ihrer untern Seite eben abgeschliffen oder sie
trigt zwei zu V oder kreisformig ausgeschliffene Fiisse oder endlich sie hat
zwei in Haken endigende Arme. In der ersten Einrichtung der Fassung
dient die Libelle (als Aufsatelibelle) zur Bestimmung der Neigung von ebenen
Flichen und geraden Linien, in der zweiten (als Reiterlibelle) zu der von
cylindrischen oder prismatischen Korpern wie zum Beispiel fiir Fernrohre
oder Mikroskope von Kathetometern, in der dritten (als Anhdngelibelle) meist
zu der von Rotationsaxen (etwa bei Theodoliten und Passageinstrumenten),
hier wird sie an die Axe so gehingt, dass ihre Arme die beiden Axenenden
umklammern.

Die Blase einer Libelle wird nach mechanischen Grundsétzen immer
nach der hichsten Stelle gedringt, ist also die obere Begrenzung des innern
Raumes der Libelle, man nennt diese obere innere Begrenzung den Grat
der Libelle, gerade, so wird die Blase bei der geringsten Neigung sofort
nach dem betreffenden gehobenen Ende sich hinbegeben. Solche Libellen
mit geradem Grat sind unendlich empfindlich, und infolge dessen wird das
Arbeiten mit ihnen zur Unmoglichkeit. Man giebt deshalb den bezeichneten
Begrenzungen eine mehr oder weniger grosse Kriimmung, indem man bei Dosen-
libellen das Deckglas innen zu einer Kugelcalotte biegt oder ausschleift, deren
hochste Stelle sich in der Mitte des Glases befindet, bei Rohrenlibellen die Rohre
zu einem Kreishogen biegt oder an der obern innern Begrenzung tonnen-
formig ausschleift. Ist die Unterlage der betreffenden Libelle horizontal, so
befindet sich bei einer vollkommen justirten Libelle der hochst gelegene
innere Punkt in der Mitte derselben und die Blase stellt sich so ein,
dass ihre Mitte mit diesem mittlern Punkt zusammenfillt. Hat die Unterlage
eine gewisse Neigung, so wird ein anderer Punkt an die Stelle des mittlern
Punktes riicken, und die Blase stellt sich mit ihrer Mitte in diesen andern
Punkt. Welcher Punkt an Stelle der Mitte bei einer bestimmten Neigung
tritt, immer ist dieser Punkt so gelegen, dass ein von ihm aus-
gehender Radius der Libelle vertical verlauft, also horizontale
Sehnen senkrecht schneidet, wie weit er aber von dem urspriinglichen
Punkt absteht, das hingt von der Kriimmung der innern obern Begrenzung
ab, der Punkt wird von dieser Mitte um so weiter abstehen, je schwicher
diese Kriimmung ist. Die Kriimmung giebt ein Mittel, Libellen von ver-
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schiedener Empfindlichkeit herzustellen, grobe Libellen miissen eine starke,
feine eine schwache Kriimmung haben.

48. Empfindlichkeit der Libellen. Die folgenden Betrachtungen er-
strecken sich allein auf die Rohrenlibelle. Es stelle AMB die innere obere
Begrenzung der Libelle dar in horizontaler Lage, A’M'B’ in einer andern Lage,
wo ihre Axe A’B’ mit der horizontalen AB den Winkel ¢ einschliesst. 27
beziehungsweise M’ bezeichnen die Mitte der Libelle in den beiden Lagen.
In der ersten Lage ist der hochste Punkt M, in der zweiten ist es ein
anderer Punkt, Z, der von der Mitte M’ die Bogendistanz M'Z hat. Ist aber
N das Centrum des Bogens der Libelle,  der Radius derselben und ¢ der
Winkel ZN'M’, so haben wir

ZM'= req.

Da nun ZN’ vertical und parallel MN verlaufen muss, so ist Winkel
¢=ZN'M'=MCM'. Der Winkel MCI' aber ist der Winkel, um welchen

G Z

1

AD\ B

n

Z-

N
Fig. 6.

die Libelle aus ihrer urspriinglichen Lage herausgedrebt ist, also gleich
der Neigung ¢, ihrer Unterlage ¢. Wir haben darnach (wie man auch leicht
geometrisch ableitet) ¢ =4 und
ZM'= yi,
¢ ist hier in Teilen des Kreisumfanges ausgedriickt gedacht, rechnen wir
die Neigung in Secunden, so ist die rechte Seite durch die Zahl 206 265,
welche die Secundenanzahl des Bogens angiebt, dessen Linge gleich der
des Radius des betreffenden Kreises ist, zu dividiren, dann haben wir,
wenn wir noch den Ausschlag ZM’ der Libelle bei ihrer Neigung um den
Winkel ¢ mit @ bezeichnen, )
ri

@ = 206265

Hieraus ergiebt sich

XXVII,) i = 206265 ; -
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Zunichst lehrt diese Gleichung, wie die Neigung ¢ der Libelle aus dem
beobachteten Ausschlag ¢ und dem als bekannt vorausgesetzten Radius #
zu berechnen ist, dann aber zeigt dieselbe, dass fiir denselben Winkel ¢ der
Ausschlag @ um so grosser ist, je grosser der Radius der Libelle, je gerader
die innere obere Begrenzung der Rohre ist. Die Empfindlichkeit einer
Libelle wachst also mit wachsendem Radiuns. Soll zum Beispiel die Libelle
fiir eine Neigung von 5 Secunden einen Ausschlag von 1 mm geben, so
haben wir den Radius derselben so zu wihlen, dass

r = 206 265 %mm,

also gleich 41253 mm = 41,253 m wird, soll sie dagegen schon fiir eine
Neigung von 1 Secunde den Ausschlag 1 mm geben, so wird » = 206265 mm
= 206,265 m. Bei ganz feinen Libellen wird der Radius noch grosser
genommen, so dass einer Neigung von 1 Secunde 2 oder 3 mm Ausschlag
entsprechen. Da man solche Ausschlige ohne weiteres constatiren kann,
ist man mit solchen Libellen im Stande, mit Leichtigkeit Neigungen von
1 Secunde zu messen. Man kann iiberhaupt, wie schon bemerkt, die Em-
pfindlichkeit ins Unbegrenzte steigern, allein in Folge der stets vor sich
gehenden kleinen Erschiitterungen und Temperaturvariationen #&ndern sich
solche Neigungen bei der Unterlage sowohl, wie bei der Libelle fortwéihrend,
die Blase einer zu empfindlichen Libelle geht dann immer hin und her, und
deshalb ist ihre Ruhelage nicht mehr mit Sicherheit abzulesen. Noch schlimmer
ist es, wenn eine Fliche mit einer zu empfindlichen Libelle erst horizontirt
werden soll, die mechanischen Mittel, mit Hilfe deren die Horizontirung ausge-
fithrt wird (Schrauben oder Excenter), sind dann meist nicht fein genug, um die
notigen letzten kleinen einseitigen Hebungen oder Senkungen der Fliche aus-
fithren zu konnen, und so wendet man diese Mittel unwillkiirlich zu stark an, die
Libellenblase fihrt, indem man die zu grossen Hebungen oder Senkungen
durch Senkungen beziehungsweise Hebungen corrigirt, hin und her, und es
ist ein Zufall, wenn die Hebung oder Senkung gerade so ausfillt, dass
die Blase in der Mitte stehen bleibt. Es ist deshalb nicht ritlich, zu
empfindliche Libellen anzuwenden. Libellen, die fiir 1" Neigung 1 mm
Ausschlag ergeben, sind schon als sehr empfindlich zu bezeichnen, der
Physiker wird meist mit viel weniger empfindlichen Libellen auskommen.

49. Bestimmung der Neigung einer Linie mit einer richtigen Libelle.
Die Ablesung des Ausschlags geschieht an einer auf der obern Seite der
Rihre eingerissenen oder aufgetragenen Teilung in Millimetern oder Pariser
Linien u. s. f., welche von der Mitte nach beiden Seiten (wobei dann die
Nummern der Striche nach der einen Seite mit positiven, nach der andern mit
negativen Zeichen versehen werden konnen) oder von einem Ende nach dem
andern fortlaufend zahlt. Um diesen Ausschlag fiir eine bestimmte Neigung
angeben zu konnen, muss man die Stellung der Blase bei horizontaler
Richtung ihrer Unterlage kennen. Der Ausschlag ist dann gleich der Ab-
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lesung ihrer Mitte bei der betreffenden Neigung der Unterlage vermindert
um die Ablesung ihrer Mitte bei horizontaler Richtung der Unterlage. Die
Mitte der Blase ldsst sich zwar ohne weiteres nicht bezeichnen, man bekommt
aber die fir dieselbe geltende Ablesung aus dem Mittel der Ablesungen an
den Enden. Sei die Ablesung bei horizontaler Unterlage am linken Ende

m, am rechten #, bei geneigter links m', rechts »’, dann ist die Ablesung
! ’
fir die Mitte der Blase im ersten Fall m;—n’ im zweiten — _; i

wird der der Neigung der Unterlage entsprechende Ausschlag

>und es

m+n m+n

2 2

a=

und die Neigung ¢ selbst in Secunden

m+n"—m+n

XXVIL,) i = 206265 o

Der Ausdruck fiir ; enthilt im Nenner noch den Durchmesser der Libelle,
dieser lasst sich aber nicht direct ausmessen; um denselben zu eliminiren,
giebt man der Unterlage eine Neigung J, bestimmt diese mit irgend welchen
Mitteln und zugleich mit der Libelle. Sind M', N’ die Ablesungen fiir die
Iinden der Libellenblase bei dieser Neigung J der Unterlage, so hat man

m—+n —m+n

XXVILy) =M N—m¥n

J.

Wie man bei dieser Empfindlichkeitshestimmung verfihrt, wird spiter
auseinandergesetzt werden.

50. Einfluss der Temperatur auf die Libellenblase. Die Linge
der Blase hangt von der Temperatur ab. Gewdhnlich verfihrt man néimlich bei
der Construction von Libellen so, dass man die Rohre bei hoher
Temperatur mit der betreffenden Fliissigkeit (Aether, Alkohol oder Schwefel-
kohlenstoff) ganz fiilllt und an beiden Seiten zuschmelzt. Sinkt dann
die Temperatur, so zieht sich die Fliissigkeit zusammen und lisst einen mit
dem Dampf derselben gefiillten Raum, eben die Blase, zuriick. Die Blase
wird hiernach mit sinkender Temperatur immer linger, und sie kann
schliesslich so lang werden, dass ihr Ende schon bei missigen Neigungen
gegen das eine oder andere Ende der Rohre stosst, die Ablesungen also
unmoglich werden. Gute Libellen bekommen deshalb an ihrem -einen Ende
eine Kammer, die durch eine relativ enge Oeffnung mit dem eigentlichen
Libellenraum communicirt und etwas von der Fiillflissigkeit enthélt. Ist die
Blase zu lang geworden, so neigt man die Libelle so, dass die Blase gegen
das mit der Kammer versehene Ende stosst, es dringt dann ein Teil des
Dampfes in diese Kammer und bleibt auch daselbst, dagegen ein Teil der
Kammerfliissigkeit in die eigentliche Rohre, und so wird die Blase kiirzer.
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Ist die Blase, weil die Temperatur zu stark gestiegen ist, zu kurz, so neigt
man die Libelle nach der andern Seite. Dadurch geht Fliissigkeit aus der
Rohre in die Kammer und Dampf aus der Kammer in die Rohre, und die
Blase wird linger.

51. Bedingungen fiir die Richtigkeit einer Libelle. Wir haben bisher
die Libelle in ihrer vollkommnen Justirung behandelt. Zu einer voll-
kommnen Justirung gehort aber, dass

1) der Grat der Libelle wirklich ein Kreisbogen ist,

2) der Grat in einer Verticalebene liegt,

3) die Sehne des Grats, wenn die Libelle auf einer Horizontalebene oder
auf einem horizontal liegenden Kreiscylinder steht, horizontal verladuft,

4) die Fiisse (beziehungsweise Arme) der Libelle, gerechnet von den

Enden des Grats bis zu den Stellen, welche mit der Horizontalebene

beziehungsweise der Cylinderfliche in Berithrung sind, gleiche Lange

besitzen.

Die am wenigsten wichtige Bedingung ist die unter 2) angefiihrte,
wenn die Bedingungen ad 1), 3) und 4) erfiillt sind, darf, selbst wenn die
Krimmung innerhalb der Rohren durch Biegen hergestellt ist, von dieser
Bedingung ziemlich stark abgewichen werden. Wir wollen sie auch nicht
weiter beachten. Die Bedingungen unter 3) und 4) sind in der Discussion
von.einander nicht zu trennen.

Ob die Bedingung unter 1) erfiillt ist, erfahrt man am leichtesten, wenn
man die Empfindlichkeit mit verschiedenen Neigungen bestimmt; zeigen sich
die Ausschlige immer diesen Neigungen proportional, so darf man (voraus-
gesetzt, dass die Teilung auf der Libellenrdhre gleichmissig ist) diese
Bedingung als erfiillt ansehen.

Ueber das Verhalten einer Libelle gegen die Bedingungen unter 3) und
4) kann man sich Klarheit verschaffen, wenn man eine horizontale Ebene
und noch besser einen horizontal liegenden genau abgedrehten Kreiscylinder
hat. Erfiillt die Libelle jene Bedingungen, so darf die Blase ihren Ort
nicht indern, ob man die Libelle um eine Verticalaxe um 180° herumdreht
(umlegt, wie der technische Ausdruck lautet) oder ob man sie auf dem
Cylinder seitwirts nach vorn oder hinten dreht (ipp?). Eine solche Ebene oder
einen solchen Cylinder kann man sich natiirlich nicht so ohne weiteres ver-
schaffen, und wir miissen darum zusehen, welche Fehler bei Neigungs-
bestimmungen mit Hilfe einer Rohrenlibelle zu befiirchten sind, falls die
genannten Bedingungen keine Erfiillung finden.

52. Bestimmung der Neigung einer Linie mit einer nicht justirten
Libelle. Es sei also die Neigung ¢ einer Linie A mit einer Libelle zu be-
stimmen, deren Gratsehne, wenn die Libelle auf diese Linie aufgesetzt ist,
gegen die Horizontalebene H um den Winkel ¢ geneigt ist, und deren Fiisse
von einander verschiedene Lingen besitzen.

Die Fiisse der Libelle konnen schrig zu der Linie stehen, denken wir uns
aber von den Enden der Gratsehne Normalen auf die Linie gefillt, so dndert
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sich nichts, wenn wir an Stelle der wirklichen Fiisse der Libelle diese Nor-
‘malen als solche ansehen ; wir diirfen daher annehmen, dass die Fiisse derLibelle
so eingerichtet sind, dass sie, wenn die Libelle auf die Linie aufgesetat ist,
diese Linie senkrecht schneiden. Die Linge der einen Normale sei a, die dev
andern b, b—a vertritt dann die Differenz, die etwa zwischen der Lénge der
Fiisse und deren Neigung zur Gratsehne vorhanden ist.

Ich nehme an, dass die Gratlinie der Libelle in derselben Verticalebene
sich befindet, in welcher die Linie A liegt, die beistehende Figur stellt dann
die Verhdltnisse in dieser Verticalebene dar. Die Libelle sei zunichst so
aufgesetzt, dass der Fuss von der Linge @ zur Linken, der von der Lénge b
zur Rechten steht. Wie auch die Libelle beschaffen sein mag, die Blase
derselben stellt sich so, dass ihre Mitte den hochsten Punkt des Grats
einnimmt. Sei dies der Punkt Z, und gebe N den Mittelpunkt des Kreises,
dem der Gratbogen gehort, dann ist der Radius ZN eine Verticallinie.
Fithren wir jetzt ein Coordinatensystem zy ein, dessen z Axe die Richtung

v u_ 2z
P A
/ \\. A
e \»
Y ‘ \f\qj ~ /
= ;e
/ V N
Fig. 7.

der Horizontalen H, dessen y-Axe die der Verticalen V hat, so ist die Ordinate
des Punktes Z die grosste des ganzen Gratbogens. Bezeichnen wir aber
die Coordinaten des Libellencentrums N mit «, 8, den Radius des Grats
mit 7, so haben wir als Gleichung des Grats

(2 — o + (o — B2 =1
und wenn die Ordinate y des Punktes Z ein Maximum sein soll,
miissen nach bekannten Sdtzen die ersten Differentialquotienten der Grosse
y+e ((x— )? 4+ (y—p)?—r? ), wo ¢ ein counstanter Factor ist, nach x

und y einzeln verschwinden. Damit bekommen wir nach leichter Zwischen-
rechnung fiir die Coordinaten & v des hochsten Punktes Z

E=ua, n=00=x7r.

Von den beiden Zeichen von # haben wir natiirlich das obere Zeichen
zu wihlen, hiernach werden die Coordinaten von Z, also die der Mitte der

Libellenblase
E=a, n=0+r
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Die Grossen « und § sind einer directen Messung nicht zugénglich, wir
konnen sie aber leicht durch die Coordinaten der Enden des Gratbogens
oder, was dasselbe ist, durch die der Gratsehne, ausdriicken. Es seien die
Coordinaten des linken Endes #,, y, die des rechten 2, y,, dann bestehen
die beiden Gleichungen

(@, — ) + (g, — B)2 =1%,
(mg — a2+ (y, — P2 =1r2

Durch Subtraction der obern Gleichung von der untern bekommt man
zunéchst

2 —a,® — 2a (@ — @) + %* — 9" — W (1, —y) = 0.
Dividirt man durch #, — «, und setzt

Yo— Y . yt® — Yt Y
xz_wl_tgcp“"f7 2 =Z; 2 —y’

so wird aus dieser Gleichung
g—a=—x(y—B).
Indem man jetzt die erste Gleichung in der Form schreibt
(n—2—(@—2)) ' + (1 —y— 6 —y) =2

und fir «— 2 seinen Wert © (3 —y) substituirt, folgt fiir die links-
stehende Grosse

(=2 + 26 —) (0 — 2) 7 — 9 +7) + G — 9L+ )+ G—y)"

Es ist aber
— 2+ x Ty — & — hty Yo —
(2, — ) =2 — = 9 == 9 Ly —y=n— 9 o le
N T XY —Y__ Y — Y%
(@ —2)r= 2 wg—m 2

somit reducirt sich der Factor von 2 (8 — ) auf Null, und es bleibt

(B37) + (232) +a+ms—pr=r

Indem man nunmehr die beiden ersten Quadrate in der Form

wz—x12( !/2'—2/12)
( 2 ) ]+m?——x,>

Weinstein, Lehrbuch 11 7



98 Theorie der Libelle. [52.

schreibt und beachtet, dass (‘Z 3 Z ’) =2 ist, wird
2 — %

¢— v == —(252)

1/ (1 + +?) ist gleich cos?q, ich setze

12 = cos? @, 62 = sin? g,

B= !I:}:l/rg (z”_”‘)z

und aus der Gleichung ¢« —z= —1t (8 — ¥)

=z 22__“’2__ﬁ2_
o “":FT]/"Y ( .

2y — @, ist die Differenz der Abscissen der beiden Endpunkte der Libelle,
fiir empfindliche Libellen ist aber jedenfalls » sehr viel grosser als z, —,
(meist mehrere hundert Mal grosser). Wenn also die Libelle nicht gar zu
schlecht gearbeitet ist und es sich, wie es in der Praxis fast immer der
Fall ist, um Bestimmung kleiner Neigungen handelt, wird ¢ klein y also

dann wird

S — 2
nahezu 1 sein, und es ist jedenfalls (x2 3 x‘) gegen 72 72 von ganz unter-

geordneter Bedeutung.
Wir haben also

]

PEZCX
b=y

und damit fiir die Coordinaten des hochsten Punkts, der Einstellung der
Blasenmitte

ry

£E= 2 510,
=y +r(l=%y).
Die Zeichen von o und y héingen von unserm Beliecben ab, legen wir
das Coordinatensystem der Libelle so nahe als moglich und zihlen 2 positiv
nach der Richtung hin, in welcher die Libelle sich befindet, so ist,

wie eine leichte Ueberzeugung lehrt, bei 8 das sy mit dem negativen Zeichen
anzunehmen und bei o das 7o mit dem positiven, also zu setzen

=2+ 19,
n=y+r1—r),

z und y sind die Coordinaten des mittlern Punkts des Grats.
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Ich bezeichne diesen mittlern Punkt des Libellengrats mit 24 und nenne
den Bogen MZ=a den Ausschlag der Libelle, ist dann der Centriwinkel
MNZ, in Secunden gemessen, gleich ¢, so haben wir

—yz= Y

a=MUZ= 555965
Den Winkel ¢ kinnen wir aber leicht durch die Coordinaten z, y von
M und durch die §, n von Z ausdriicken. Ziehen wir nimlich von M eine
horizontale Sehne, so wird diese von ZNV in P senkrecht geschnitten, daher ist

sin ‘«p = ‘MT‘Pa

aber es ist offenbar MP =& — &, somit

. E—z 1o .
sin ¢ = ;= ,—o=sing,

der Winkel ¢ ist also nichts anderes als der Winkel ¢, den die Gratsehne mit
der Horizontalen einschliesst, und es wird

P .
%= 306265

o konnen wir messen, von r konnen wir auch annehmen, dass es messbar
ist, aber ¢ hingt nicht allein ab von der Neigung der Gratsehne gegen die
Linie, deren Richtung bestimmt werden soll, sondern auch von der Neigung
dieser Linie selbst. Bezeichnen wir die Neigung der Gratsehne gegen die
zu bestimmende Richtung mit A, so wird

o=1+ A
und
a___r(i + X
206265

und es enthilt diese Gleichung zwei unbekannte Grossen ¢ und A.

Wir brauchen daher noch eine Gleichung und miissen demgeméss mit
der Libelle noch eine Operation vornehmen. Diese Operation besteht darin,
dass wir die Libelle umlegen, sodass ihre Mitte zwar an derselben Stelle
bleibt, ihre Fiisse aber die Platze vertauschen, der Fuss & nach links, der a
nach rechts zu liegen kommt. Indem wir die Symbole der bis jetzt
betrachteten Grossen fiir die neue Lage der Libelle mit Accenten versehen,
haben wir fiir die Coordinaten der Blasenmitte nach der Umlegung

¥ =a' + 1o,

=y +r(l—7)

™
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Die Winkel zwischen den Ordinaten y;, y, und den entsprechenden
Fiissen b, a sind, wie aus der Figur leicht zu tiibersehen, beide einander
gleich und gleich der zu bestimmenden Neigung ¢, wir haben daher

%)=z, — (b— a)sini, z, =z, + (b—a) siné;

Y, =y + (b —a)cosi, y, =y, — (b— a)cosi.
Daraus folgt zunéchst, wie vorauszusehen war,
é=2 y=y
Die Mitte der Libelle behilt also bei der Umlegung ihren Platz. Um den

jetzigen Winkel ¢ zu bestimmen, haben wir

b Y= Yp— Y —2(0—a)cosi
T=tge T ay —» xy—a;+ 2(b—a)sing

Ich bezeichne die Lénge der Gratsehne mit I, dann ist
Yy — Yy, = Lsin ¢, x; — 2, = L cos ¢,

setzt man noch

2(—a

20—a)_,
so wird

. ,__sing —ccoss

T=t T cosg+ csing’
aber es ist

b—a . . .

7 ==ginA, somit ¢ = 2 sini

und

o __ sing—2sinhcoss _ sing —sin 6+ A) + sin (6 — )
" cose + 2sinksing cosg — cos (i + L) +cos (G — )

also weil ¢ + A=y ist
v=tgo =tg(@—N\),sin¢'=sin(G—1), ¢ =i—A\

Hiernach wird

] ¥ (i —_ )‘)
% = 206265°
und wir bekommen
a+a =_.2Li_
206265’

also die gesuchte Neigung
i + a’ 206265

XXIX,) 3 ;
und als Nebenresultat
XXX) kza—a@ﬁg@.

2 7
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Von welchem Punkte aus wir die Ausschlige messen, ist ganz gleich-
giiltig, wir miissen nur immer denselben Punkt nehmen. Die obige Gleichung
aber lehrt, dass, wenn eine Libelle den Bedingungen ad 3) und 4) nicht
geniigt, man mit derselben Neigungen von Linien, welche in Verticalebenen
liegen, wenn diese Neigungen eine bestimmte Grosse nicht iiberschreiten (es
muss ¢ + A so nahe O sein, dass rcos(¢ + L) gegen die halbe Léinge der
Libelle sehr gross ist), dadurch noch genau bestimmen kann, dass man die
Lage ihrer Blasenmitte in zwei Stellungen der Libelle abliest; man setzt die
Libelle aunf die Linie, liest die Stellung der Blasenmitte ab, dreht die Libelle,
indem man sie in der Mitte anfasst, um eine Verticalaxe um 180°, setzt sie
wieder auf und liest abermals die Lage der Blasenmitte ab. Sind die Ab-
lesungen der beiden Enden der Blase in der ersten Stellung der Libelle m
und #, in der zweiten »' und %', so hat man

a__:m-;—n, a=" ;—n > somit
’ ! 2
XXIX,) Z,_:m+n—l4—m+n _06265;
r
r eleminirt man wieder durch eine Empfindlichkeitsbestimmung (Beispiel

Art. 58).

53. Justirung einer Libelle. Das Umlegen der Libelle fiihrt noch zu
einem Verfahren, welches die Libelle zu justiren, die Rohre so zu richten,
dass die Gratsehne bei horizontaler Unterlage horizontal zu liegen kommt,
gestattet. Wir benutzen dazu ein ebenes Brett, welches an einem Ende
um Charniere drehbar ist, an dem andern Ende einen Fuss besitzt, der
durch eine Schraube gebildet ist, die in einer an das Brett befestigten
Mutter liuft. Dreht man diese Schraube, so wird der Fuss verlédngert
oder verkiirzt und das Brett, indem es sich um die Charniere dreht, an
dem Fussende gehoben oder gesenkt; man kann so dem Brett jede Neigung
gegen den Horizont erteilen. Wir setzen nun die Libelle so auf das Brett
auf, dass die Rohre ungefihr in eine Linie zu liegen kommt, die vom Fuss
auf die Charnierlinie senkrecht gezogen ist. Dann drehen wir die Fuss-
schraube des Bretts so lange, bis die Blase sich ungefihr in die Mitte der
Rohre einstellt, sei ; der Punkt der Rohre, wo die Mitte der Blase sich
befindet. Legen wir nun die Libelle um, so wird die Blase ihren Ort ver-
lassen und sich so stellen, dass ihre Mitte etwa den Punkt s, einnimmt;
drehen wir dann an den verticalen Stellschriubchen der Libelle, so dass
der Ausschlag M,m, auf die Hilfte sinkt und dann an der Fussschraube des
Bretts so, dass er noch weiter auf Null reduecirt wird, so steht die Mitte
der Blase wieder bei M;. Nun legen wir wieder um, die Libelle kommt
dann in ihre erste Lage zuriick; da aber die Neigungen der Libelle und
der Unterlage jetzt andere sind als frither, wird die Blasenmitte sich nicht
mehr bei M, einstellen; es sei der neue Einstellungspunkt M,, wir drehen
wieder die Fussschraube des Bretts, bis die Blasenmitte in die Mitte
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des Bogens M,M, bei M! zu stehen kommt. Legen wir die Libelle um
in die zweite Lage, so wird dann die Blasenmitte etwa bei m, sich ein-
stellen; die Hilfte des Ausschlages MIm, corrigiren wir mit den Stell-
schraubchen der Libelle, die andere Hilfte mit der Fussschraube des Bretts.
Dann legen wir wieder um, fithren die Blase mit der Fussschraube in die
Mitte M2 von M,1M,, legen um, corrigiren M 2m, zur Hélfte mit den Libellen-
schraubchen, zur Hilfte mit der Fussschraube, legen um... So fahren
wir mit Umlegen und Corrigiren fort, bis die Blase beim Umlegen ihren
Ort nicht mehr #ndert; alsdann ist gemiss unsern frithern Gleichungen

i+r=0,i—A=0,

also =0 und A =0; das Brett steht horizontal und die Gratsehne der
Libelle ist horizontal. Die Mitte der Libelle ist die Stelle, wo die Mitte
der Luftblase sich nunmehr befindet. Zahlen wir von dieser Mitte aus die
Ausschlige, so geben dieselben ohne weiteres die Neigung der Strecken,
auf welche die so justirte Libelle aufgesetzt ist.

54. Bestimmung der Empfindlichkeit einer Libelle. Wenn die Schraube
des Bretts — es heisst dasselbe Legebretf — mit einer geteilten Trommel
versehen und die Ganghohe dieser Schraube bekannt ist, kann man auch
noch die Empfindlichkeit der Libelle bestimmen. Man justirt Brett und
Libelle nach dem oben auseinandergesetzten Verfahren so, dass beide hori-
zontal verlaufen und liest die Stellung eines an dem Brett befestigten Index
gegen die Teilung der Trommel ab. Es zeige der Index an der Trommel auf »s.
Man dreht die Schraube etwa um A ganze Umdrehungen oder mehr oder weniger.
Zeigt jetzt der Index auf #, so betrigt die Verschiebung der Schraube gegen

ihre Mutter & (A + n—m)’ wo o die Ganghdhe und # die Anzahl der

auf der Trommel aufgetragenen Teile ist. Um diese Grosse ist auch das
betreffende Ende des Bretts gehoben oder gesenkt worden und wir konnen,
weil es sich hier naturgemiss nur um geringe Neigungen handelt, setzen

N ( n— m)
oA+
XXXI') tgl=——on-2 1.

"

u ist die Entfernung des Endes der Fussschraube von der Charnierlinie.
Da I nur klein sein sollte, haben wir auch in Secunden

5 (A + Lf”\)
XXXI) I= 206265 ———=—=.

Wir lesen an der Libelle den Ausschlag 4 ab, um welchen die Blase
sich in Folge dieses Neigens des Bretts von der Mitte entfernt hat, und
bekommen

A=—2r . _T _ 42
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also
r A %
206265 206265 5 (A L= m)
2

und hieraus fiir jede andere Neigung 7, der ein Ausschlag a entspricht,

. (1 +2= m)
XXXII) i = 206265 — =t

A %

Es sei die Trommel zum Beispiel in 100 Teile geteilt und die Gang-
hohe der Schraube gleich 1 mm, und durch Abmessung die Entfernung des
Fusses der Schraube von der Charnierlinie zu 200 mm gefunden, dann ist
¢=100, 6 =1mm, »=200mm. Urspriinglich zeige der Index auf die
Stelle 15,5 der Trommel, wir drehen die Trommel einmal herum, der Index
zeige auf 20,3, dann ist A=1, m = 15,5, » = 20,3,

4,8
1(1 -+ T(—)“a)
200 -

I ist also 1080,8 Secunden. Die Libelle sei von der Mitte aus nach beiden
Seiten in gleiche Teile, etwa Millimeter, geteilt; wir zdhlen nach links —, nach
rechts +. Wenn sie vollstéindig justirt ist und das Brett noch horizontal liegt,
stehe das linke Ende der Blase bei — 15,3, das rechte bei + 18,5; die der
Mitte der Blase entsprechende Ablesung ist dann :%_*——ISEZ =+ 1,6,
und bei + 1,6 liegt die eigentliche Mitte der Libelle. Nachdem das Brett
geneigt ist, stehe ihr linkes Ende bei -+ 25,2, ihr rechtes bei + 59,3, die
Mitte der Blase liegt dann bei + 42,2 und der den 1080,8 Secunden ent-

sprechende Ausschlag betrigt 42,2 — 1,6 = 40,6 Intervalle auf der Libelle.
Fiir eine Secunde wiirde also der Ausschlag betragen 1_%)%(6);—8’ d. i. 0,038,

I= 206265 = 0,00524 . 206265.

oder 10 Secunden Neigung der Unterlage wiirden an der Libelle sich in
einem Ausschlag von etwa 0,4 partes bemerkbar machen. Fiir jede andere
Neigung ¢ ist

__a

= 57038"

Da man Zehnteile eines Intervalls noch bequem schitzen kann, wiirde
man mit einer solchen Libelle noch Neigungen bis zu zwei Secunden messen
konnen.

Viele zu feinern Messungen dienenden Libellen sind noch empfindlicher,
geben fiir 10 Secunden einen oder gar 10 Teile Ausschlag.

55. Bestimmung der Neigung einer Ebene. Die Neigung einer Ebene
bestimmt man durch die Neigung zweier in ihr gelegener Linien. Es seien
diese Linien mit 4 und A’ bezeichnet. Die Neigung von A sei i, die von

i
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A’ sei ¢/, der Winkel zwischen 4 und A’ sei gleich 9. Denkt man sich
ein Coordinatensystem so gelegt, dass die z¢ Ebene horizontal, die y Achse
also vertical verlduft und dass die zy Ebene die Linie A enthélt und bezeichnet
die Richtungswinkel von 4 mit «, B, 7, von A’ mit o, #’, 7 und die der
Normale zur Ebene durch 4 und A’ mit A, p, v, so bestehen, weil

cosa = €084, c0sfB = sini, cosy =0, cosp’ = sind’
ist, die Gleichungen

{ cos® = cosi cos o'+ siné sind’,

sin?y'= cos%'+ cos?’,
1) 0 = cos) cosi + cosp. sing,
0 = cosX cosa’ + cosp siné’+ cosv cosy',
I sin?v == cos2\ + cos?p.

Die Linien A4, A’ konnen wir wihlen, wie wir wollen; nehmen wir sie
senkrecht zu einander, was fiir die Sicherheit der Bestimmung der Neigung
der Ebene am geeignetsten ist, dann ist cosd = 0, und eine einfache Rechnung
ergiebt

. sin%’ . sin?/ sin
XXXIV,) cosA== smz]/ 1 ~ oosh’ cosp =F coszl/l ~eosh’ cosy = £ oo
die Gleichungen bestimmen die Stellungswinkel der Ebene gegen das an-
gegebene Coordinatensystem. Der gesuchte Neigungswinkel » der Ebene
gegen die Horizontalebene ist gleich dem Neigungswinkel ihrer Normale
gegen die Verticale, also gleich p; wir haben demnach

 sin®
XXXIII,) cosx = cosi‘/ 1— s?l(?s%.-

Welches Zeichen zu wihlen ist, hingt von der Lage der Ebene zu
dem -Coordinatensystem ab, und es wird x ein Winkel ¢ oder = —e sein
konnen. Da nun die Blase der Libelle sich immer nach der hochsten Stelle
hinbegiebt, wird man an der Libelle selbst entnehmen konnen, welche Seite
der Ebene die hohere ist, indem man dann unter x lediglich den Neigungs-
winkel der Ebene gegen den Horizont versteht, ohne Riicksicht auf die dabei
in Betracht kommende Seite, und in Worten ausdriickt, welche Seite nach
unten, welche nach oben geht, kann man cosx immer positiv rechnen, also
schreiben

XXXIII,) cosx = cosz‘]/ 1— 21:;22. .

Mit der Libelle sind immer nur kleine Winkel zu bestimmen, ; und ¢
werden beide klein sein; wir konnen daher mit geniigender Anniherung
setzen
1 sin“’i’),

osx=1cost| 1 —5—=-
¢ ( 2 cos%
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oder auch x und ¢, ¢ in-Secunden gemessen

1_._1,_."_2_._ l_l__L I_LL_
2 (2062652 2(206265)? ( 2 (206265)2)
Hieraus ergiebt sich in geniigender Anniherung
XXXIII,) =2+ i% =2 +i2,

vorausgesetzt eben, dass die beiden Linien 4 und A4’, deren Neigungen ¢ und ¢
sind, senkrecht auf einander gewihlt sind. Ist das betreffende Ebenenstiick
nach einer Richtung zu schmal, so ldsst sich dieser Bedingung nicht geniigen,
weil die Libelle dann bei einer der beiden Linien keinen Platz auf der
Ebene findet. In diesem Falle ist cos% von Null verschieden, und man
bekommt aus dem Gleichungssystem 1) zunéchst

COSh = = S—li—ﬂ c0s2i — cos2d — sin?¢’ 4+ 2 cosd sin; sind’

1 . o e e e
XXX1V,) cosp = m]/ c0s2; — co0s?¥ — sin?y’ + 2 cos sins sind,

siné cos % — siné’
cos¢ sind

COSY = ¢

fiir die Stellungswinkel der Ebene, die Neigung ist wieder ., lassen wir
wie frither nur das positive Zeichen zu, so wird bis auf kleine Grossen

1w 1/ 217 7
—_——— e — 2
1— 3 @o6265)2 sina]/s“‘ % — zoezey T 2 0% Zoszeny: (206265)2

oder

XXXIII4) % —1/ i? + 2 —24¢ COS{}

T sind

Selbstverstindlich darf 8 nicht zu klein werden, es wird % auch immer
mindestens gleich 10° gemacht werden konnen.

Ist die Ebene horizontal, so miissen ¢ und ¢ und iiberhaupt die Nei-
gungen aller in derselben enthaltenen Linien Null sein. Die Libellenblase
darf ihre Stellung in der Mitte der Rohre nicht &ndern, wie man sie auch
auf der Ebene schieben oder drehen mag.

56. Bei der Bestimmung der Neigung einer Linie kommt es nicht
darauf an, ob die Libelle genau auf diese Linie oder auf eine gegen
dieselbe in horizontaler Richtung wenig geneigte andere Linie gesetzt
wird. Wir ziehen aus der Gleichung fiir die Neigung einer Ebene noch
eine andere wichtige Folgerung. Sind n#dmlich die Neigung x» der
Ebene und die ¢ der Linie A4 bekannt, so ist die Neigung jeder andern
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Linie A’ der Ebene, wenn diese Linie mit 4 den.Winkel § einschliesst, zu
bestimmen aus der Gleichung

cos?x sin?% = cos?i — cos?% — sin?s’ 4 2 cos$ sins sin7’,
Durch einfache Transformation geht diese Gleichung iiber in
sin?¢’ — 2 cos® siné siné’ = sin?$ sin?x — sin2;
und indem man diese quadratische Gleichung fiir sins’ auflost, bekommt man

siné’ = cos$ sins + sin 9 ]/ sin?x — sin?;,
oder

XXXV) sini’ = cos 9 (sini + tg 1/ sinx — sin%’) .

So lange nun, wie wir es bei der Bestimmung von x aus i und i fordern
miissen, & einen endlichen Betrag hat, cos! also keine allzu kleine Zahl repri-
sentirt, ist offenbar das zweite in der Klammer stehende Glied, tgﬁl/ sin?x— sin?,
von derselben Grossenordnung wie das erste, sini, so wie aber & selbst einen
sehr kleinen Winkel darstellt, wird dieses zweite Glied gegen das erste
unendlich klein. Die Neigung einer Linie A4’, welche mit einer andern
Linie A4 einen sehr kleinen Winkel bildet, unterscheidet sich hiernach von
der Neigung dieser Linie nur um eine gegen die Neigung dieser Linie selbst
noch sehr kleine Grosse, falls beide Linien einer Ebene angehoren, deren
Neigung sehr klein ist. Man wiirde also bei der Angabe der Neigung von
A’ einen Fehler zweiter Ordnung begehen, wenn man statt der wirklichen
Neigung dieser Linie die einer andern Linie A setzte, welche ebenfalls eine
nur sehr geringe Neigung besitzt und mit 4’ einen kleinen Winkel einschliesst.

Diese Folgerung hat eine praktische Bedeutung; es ist friiher, als von
der Bestimmung der Neigung einer Linie mit Hilfe einer Aufsatzlibelle die
Rede war, angenommen worden, dass der Grat der Libelle mit den Fiissen
und mit der betreffenden Linie in einer und derselben verticalen Ebene
liegen. Nun ist es nicht moglich, an einer Libelle ohne weiteres die Grat-
sehne anzugeben, man weiss daher auch nicht, ob jene Annahme in der
Wirklichkeit gerechtfertigt ist oder nicht, und da es sein kann, dass wenn
die Libelle auf die Linie aufgesetzt ist, ihr Grat die Linie kreuzt, so scheint
es, als ob man die frither angegebenen Formeln nicht unmittelbar an-
wenden darf. Die obige Folgerung lehrt aber, dass eine solche Abweichung
des Grats aus der Verticalebene, die die Linie enthilt, ohne Bedeutung fiir
die Bestimmung der Neigung dieser Linie ist, wenn diese Abweichung gering
ist und die Gratsehne nahezu horizontal verliuft, Annahmen, die man hier,
wo die Libelle unmittelbar auf die zu bestimmende Linie aufgesetzt wird,
wol machen darf; man bestimmt zwar nicht die Neigung der gegebenen
Linie, sondern die einer diese kreuzenden, aber die gesuchte Neigung unter-
scheidet sich von der gefundenen wum eine gegen diese selbst sehr
kleine Grosse.
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57. Bestimmung der Neigung eines cylindrischen Korpers (Fernrohr,
Mikroskop, Rotationszapfen u. s. f). Den dritten fiir uns wichtigen Fall
bildet die Bestimmung der Neigung eines cylindrischen Korpers, sei es, dass
dieser wie bei dem Kathetometer durch das Rohr eines Fernrohrs oder
Mikroskops gebildet wird, sei es, dass er wie beim Theodolit die Enden der
Drehungsaxe, die Zapfen eines solchen optischen Instruments abgiebt. Auch
hier handelt es sich um die Neigung einer Linie, der Axe des Cylinders,
aber da diese Axe im Innern des Korpers liegt, kann die Libelle nicht
mehr auf dieselbe direct aufgesetzt werden, man muss aus der Neigung,
die die Libelle anzeigt, wenn sie auf den Cylinder selbst aufgesetzt ist, auf
die Neigung der Axe schliessen.

Bei manchen in physikalischen Instituten gebrauchlichen Kathetometern
ist die Libelle von vornherein mit dem optischen Instrument und dieses
Instrument mit dem Schlitten fest verbunden, es bleibt dann nichts tibrig
als anzunehmen, dass der Mechaniker die Axe des Instruments der Grat-
sehne der Libelle schon parallel gemacht hat, die Neigung der Libelle wird
dann an Stelle der Neigung der Axe gesetzt und da solche Kathetometer
nur ein Instrument tragen und zum directen Abmessen von Strecken an
einer auf dem Prisma angebrachten Scale dienen, spielt auch eine etwaige
noch vorhandene Neigung der Axe des Instruments keine besondere Rolle,
vorausgesetzt, dass sie in der obern Lage des Instruments ebenso gross ist
wie in der untern.

Bei feinern Kathetometern und bei Theodoliten liegt das optische
Instrument in V/-Lagern und die Libelle kann frei aufgesetzt oder an
Armen aufgehéingt werden. Die Fiisse oder Arme der Libellen sind A -formig
ausgearbeitet, und es wird der Winkel dieser A so gross gemacht, wie der
der V-Lager. Hier kann man also mit der Libelle wie mit dem optischen
Instrument jede beliebige Bewegung ausfilhren, man kann namentlich beide
umlegen, das Instrument um seine Axe drehen und auch die Libelle, wéhrend
ihre Fiisse in steter Berithrung mit dem Rohr beziehungsweise den Zapfen
des Instruments sind, um diese Axe bewegen (um die Axe kippen).

Die in der Praxis vorkommenden cylindrischen Korper werden im all-
gemeinen nicht vollstindige Kreiscylinder sein, die Radien werden nicht
blos von Querschnitt zu Querschnitt, sondern auch in demselben Querschnitt
variiren konnen.

Nehmen wir aber an, dass uns ein Korper zur Verfiigung steht, der
vollkommen cylindrisch gestaltet ist, und setzen auf einen solchen Korper
eine Libelle auf, so wird die Blase, wenn jene gehorig justirt ist, ihre
einmal entsprechend der Neigung des Cylinders angenommene Stellung
nicht verlassen, wie wir auch die Libelle auf dem Cylinder hin und her
drehen (kippen) mogen. Es braucht die Libelle nicht einmal vollstindig
justirt zu sein, es ist nur erforderlich, dass die Ebene. die durch ihren Grat
geht, auch die Cylinderaxe enthdlt, in dieser Ebene darf der Grat irgend
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eine Neigung besitzen. Der Grat der Libelle soll also den Cylinder
nicht kreuzen.

Bei der Bestimmung der Neigung einer auf einer Ebene gelegenen
Linie mit Hilfe einer Aufsatzlibelle sahen wir, dass die Gratebene die Linie
wol kreuzen darf, wenn nur der Kreuzungswinkel und ebenso die Neigung der
Ebene klein genug ist. Sitzt nun eine Reiterlibelle auf einem Cylinder,
so kann zwar die erste Bedingung erfiillt sein, wenn die Gratebene die Axe
nur unter einem kleinen Winkel schneidet, aber die Ebene, welche die
beiden Linien enthélt, von denen die eine mitten zwischen den Libellen-
fiissen, auf dem Cylindermantel liegt, die andere durch den Schnitt der
Gratebene mit dem Cylindermantel bestimmt ist, kann je nach der Stellung
der Libelle auf dem Cylinder sehr verschieden stark geneigt sein. Je
mehr man die Libelle auf dem Cylinder nach vorn oder nach hinten kippt,
um so grosser wird die Neigung x dieser Ebene, und es kann kommen, dass x
einen so bedeutenden Betrag erreicht, dass die Grosse tg%)]/ sin?x —sin?¢’
durchaus von der Grossenordnung von tgd selbst wird. Alsdann stellt die
gemessene Neigung nicht mehr auch nur anndhernd die Neigung der zuerst
bezeichneten Linie dar. Man sieht aber sofort, wie eine solche Kreuzung
zwischen Cylinderaxe und Gratebene sich bemerkbar macht. Ist nidmlich
eine solche vorhanden, so weicht die Blase, sobald man die Libelle auf dem
Cylinder kippt, nach der einen oder andern Seite aus. Dasselbe geschieht
auch, wenn die Gratebene die Cylinderaxe nicht kreuzt, sondern nur vorn
oder hinten an derselben vorbeigeht.

Nachdem man also die Libelle nach dem in Art. 53 auseinander-
gesetzten Verfahren (wobei beim Kathetometer, falls der Schlitten der das
optische Instrument trégt, mit einer dieses Instrument einseitig hebenden und
senkenden Schraube versehen ist, die Justirung auf dem Instrument selbst
vorgenommen werden kann) mit Hilfe der verticalen Schréubchen so corrigirt
hat, dass die Gratsehne auf einer horizontalen Unterlage horizontal liuft,
benutzt man die horizontalen Schriubchen, um die Gratebene gehdrig zu
riicken. Man zieht aber von diesen Schriubchen das eine zuriick und schiebt
das andere vor, bis die Libelle, wie man sie auch auf dem Cylinder kippt,
kein Ausweichen der Blase mehr zeigt. Gewohnlich wird durch die Hori-
zontaljustirung die Verticaljustirung ein wenig verdndert, man muss deshalb
meist, nachdem jene ausgefiihrt ist, diese noch nachcorrigiren.

Hat man keinen vollkommenen Kreiscylinder (oder vollkommenen Kreis-
kegel) zur Verfiigung, so kann man die Horizontaljustirung nicht vollstindig
ausfithren. Meist sind aber die betreffenden Cylinder so gut gearbeitet, dass
der noch fehlende Betrag an der Justirung von ganz unbedeutender
Wirkung sein wird, geringe Unregelmissigkeiten in der Querschnittsform
spielen hier auch keine besondere Rolle.

Wenn die Libelle in der angegebenen Weise justirt ist, kann man sie
unmittelbar zur Bestimmung der Neigung von Cylinderaxen benutzen. Wir
wollen der grossern Allgemeinheit wegen annehmen, dass es sich um Be-
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stimmung der Neigung einer Kegelaxe handelt, die Libelle sei eine Reiter-
libelle (fiir eine Anhingelibelle sind die Betrachtungen und Resultate genau
dieselben).

Wir legen den Kegel in seine Lager so, dass sein breiteres Ende links
liegt, und setzen die Reiterlibelle auf. Ob die Lagerstiicke des Instruments
und die Fiisse der Libelle genau vertical gerichtet sind oder nichf, darauf
kommt es wenig an, wir nehmen daher an, dass die entsprechenden Lager
und Fiisse je in einer und derselben und senkrechten Ebene liegen und
stellen in der nachfolgenden Figur eine dieser Ebenen in der Vorderansicht
dar. Der Kreis ist der Querschnitt des Kegels an dem betreffenden Ende.

D E
! c \
I
A s B
M o
\ \j/
/,/
\/
N ,
L P
Fig. 8.

LMNOP giebt eine Anschauung vom Lager, ABCDE eine solche vom
aufstehenden Fuss der Libelle. Benutzen wir entsprechende accentuirte
Buchstaben fiir die entsprechenden Stiicke am andern Ende, so haben wir
also die Neigung von S8’ mit der Libelle zu bestimmen, falls S links,
S’ rechts liegt.

SS’ kann aus zwei Griinden gegen den Horizont geneigt sein; einmal,
weil die Radien an den beiden Enden des Korpers einander nicht gleich
sind und dann, weil die Lager nicht gleich hoch stehen und nicht gleich
gearbeitet sind; von dem letzteren Umstande konnen wir absehen, die Un-
gleichheit der Lager ist dquivalent einem Hoher- oder Tieferstehen eines
von ihnen. Ich nehme also an, dass MNO= M'N'0O', ACB= A'C'B’ ist,
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bezeichne den Winkel in den Lagern mit 2a, den in den Fiissen mit 28,
nenne » den Radius des Kegels am linken, ' den am rechten Ende und
lasse & die Hohe bedeuten, um welche das rechte Lager hoher oder tiefer
steht als das linke.

Legt man durch N eine horizontale Ebene, so steht S iiber derselben
um SN und C um CN; es ist aber

r 7 1 1
SN= Sine SC= sin{i’ also ON—T(SIDOL +W)
Entsprechend haben wir an dem rechten Ende, wo die Ebene die
Linie N’ in einem Punkte N schneidet, der um % hoher oder tiefer
als N liegt,

U U
Tk, 8'C=ors also O”N”—-r’( )
ina sinf sina smB

Nun ist aber SN — S'N” die Strecke, um welche S hoher oder tiefer
steht als S’; bezeichnen wir also die Neigung der Kegelaxe mit ¢, die Ent-
fernung der Lager mit H, so ist

SINII=

1 !
SN— S'N” _ sina S 1) —h
SS H ’

sinz =

dagegen die Neigung A der Libelle, diese als vollkommen justirt angenommen,
1

CN — C’N”_(sina sm[i)(r )—h.
H - H

sinh =

Diese Neigung ist es, die wir durch den Ausschlag @ der Libelle an-
gezeigt erhalten. Durch Subtraction finden wir dann

in\ i 1 r__i
sinA — sins = smf &

Legen wir jetzt den Kegel (unter Festhaltung der Libelle) um, so dass
sein linkes Ende nach rechts, sein rechtes nach links kommt, so wird, indem
wir die frithern Bezeichnungen mit Strichen versehen, an der linken Seite

— A — 7 1 1
SN=nq’8C= sinB CN=7 ( sina sinﬁ)’

an der rechten

sina

QAT QO — TN — 1 1
TN =t by 50 = i ON r(sma—i—smp)+h,
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somit
1
. SN—SN _sma "D
sinz= — = ’
SS’ H
1 1
.~ ON— N (sina+ sinﬁ)(r,—‘r)—h
sinA = — =
S8’ H
und durch Subtraction
= .= 1 (F—r)
sm)\-—smz—smﬁ T

Man findet nun aus den Gleichungen fiir sinA und sink

1 1 \(@r—7) _sink—sink
(sina sinﬁ) 7 2 )

Gewohnlich macht man die V Einschnitte in den Lagern ebenso weit,
wie in den Fiissen (Armen), also a« =_@; aber selbst wenn zwischen « und B
ein Unterschied von einigen Graden sein sollte, so darf man doch a=2§
ansehen, weil 1/sina + 1/sinf noch mit 7 —+' multiplicirt ist, welches
meist eine sehr kleine Grosse sein wird. Wir haben also aus der letzten
Gleichung

1 r—7"  sinh— sin &
sinf H 4

und damit bekommen wir fiir die Neigung der Axe in den beiden Lagen

. .. sinh—sink
sin A — sinz =—73
XXXVI,) .
.= . — sinA—sinA
sin)A — sinz =73

Wir haben also, da an Stelle der trigonometrischen Functionen die
Winkel gesetzt werden diirfen, fiir die Neigung der Axe in der

ersten Lage

XXXVL,)
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Dabei ist gedacht, dass bei der Umlegung des Korpers (Cylinders oder
Kegels) die Libelle nicht mit umgelegt wird, selbstverstindlich wird man
aber jedes der A aus zwei Ablesungen der Libelle ableiten, indem man die
Libelle in jeder Axenlage auch noch umlegt. Sind die Ausschlige in der

ersten Lage des Korpers a, o', in der zweiten a', @, so hat man nach Art. 52

a+a 2062656 — a + a 206265
= . sy A= .

2 r 2 r

Es ist hier vorausgesetzt, dass die Querschnitte der Enden des be-
treffenden Korpers vollkommene Kreise sind. Weichen diese Querschnitte
von der Kreisform ab, so wird die Neigung der Axe eine andere, sowie man
den Korper in seinen Lagern dreht; bei dem Theodolit zum Beispiel wird
dann die Neigung der Zapfenaxe variiren, sowie man das Fernrohr um die
Zapfen auf und ab bewegt. In diesem Falle bleibt nichts iibrig, als die
Neigung fiir jede Lage des Korpers in seinen Lagern zu bestimmen. Bei
dem Kathetometer, wo man das optische Instrument durchaus nicht in seinen
Lagern zu drehen notig hat, reicht es principiell aus, die Neigung nur
einmal zu bestimmen; beim Theodolit, bei welchem das Fernrohr in ver-
schiedenen Hohen angewandt wird, bestimmt man die Neigung etwa von 10°
zu 10° Hohe des Fernrohrs und interpolirt fiir die Zwischenlagen. Da man
aber bei nicht absolut fest aufgestellten Apparaten keine Sicherheit hat,
dass ihre Neigungen sich unverdndert erhalten, muss man auch bei Katheto-
metern die Neigung der Axen der optischen Instrumente jedesmal vor und
nach der Benutzung bestimmen. Hierbei hat man darauf zu achten, dass beim
Umlegen des Instruments dasselbe nicht um seine Axe gedreht wird.

58. Verticalstellung von Korpern. Die Bestimmung der Neigung eines
Korpers oder einer Linie gegen die Verticale, der Verticalabweichung, geschieht,
wo es auf grosse Geuauigkeit nicht ankommt, mit Hilfe des Senklots.

Das Senklot ist nichts weiter als ein Faden, der durch einen an sein
Ende festgebundenen schweren Korper straff gespannt und vertical gerichtet
ist. Eine Linie, welche vertical verlaufen soll, muss also dem Faden eines
solchen Senklots parallel sein, und man hat, namentlich wenn das Senklot
in der Niahe dieser Linie aufgehingt wird, die Linie so lange zu neigen,
bis sie sich mit dem Faden ihrer ganzen Linge nach deckt. Es geniigt aber
natiirlich nicht eine solche Deckung nur bei einer Lage des Fadens zur
Linie zu constatiren, es muss eine solche Deckung mindestens bei zwei
Lagen vorhanden sein; findet sie aber bei zwei Lagen statt, so ist man
sicher, dass sie immer stattfindet, wie man auch das Lot um die Linie
herumtragen mag, und die Linie ist vertical. (Bekanntlich benutzt man
hiufig statt des Senklots ein Fensterkreuz oder die Kante einer Wand; es
ergiebt sich aus dem obigen, dass man mit einem Fensterkreuz nicht aus-
kommen kann, man muss immer zwei haben und die Deckung mit beiden
constatiren.) Das Senklot ist aber nur brauchbar, wenn es darauf ankommt,
eine Linie vertical zu richten, oder an einer schon gerichteten Linie zu

A
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beurteilen, ob dieselbe vertical ist oder nicht. Messungen von Vertical-
abweichungen kann man mit demselben nicht gut ausfithren, zu solchen
Messungen dienen vielmehr die Libelle und der kiinstliche Horizont. Jene
wird angewendet, wenn die betreffende Linie in einem Korper enthalten ist,
der entweder mit einer ebenen Platte, oder irgend einem annéhernd horizontal
liegenden Korper in Verbindung steht, dieser bei der Bestimmung der
Verticalabweichung optischer Axen. ’

Es handele sich, um den fiir uns wichtigen Fall zu betrachten, um die
Verticalstellung des Prisma eines Kathetometers. Das Prisma ist in ein
Dreibein eingelassen,und kann unter Umstdnden um einen in eine entsprechende
Hohlung dieses Dreibeins eingepassten konischen Zapfen gedreht werden;
iiber dem Dreibein hat das Prisma einen ebenen breiten, fest angesetzten Ring.
Steht das Prisma senkrecht zu der Ringebene, so wird es vertical gerichtet sein,
wenn die Ringebene horizontal ist. Wenn aber eine Ebene horizontal sein
soll, miissen mindestens zwei Linien auf derselben horizontal verlaufen; man
setzt also eine Libelle in zwei tunlichst 90° gegen einander gerichtete Lagen
auf und berechnet nach Art. 56 die etwaige Neigung der Ringebene; diese
Neigung ist gleich der Verticalabweichung des Prisma.

Versieht man aber die Ringebene von vornherein mit Libellen, so muss
man hiernach mindestens zwei sich kreuzende Libellen anbringen und
hat die Fussschrauben des Dreibeins so zu drehen, dass beide Libellen
einspielen. Die Mechaniker bringen freilich meist nur eine Libelle an, sie ver-
lassen sich dann darauf, dass die Ringebene, die mit dem Prisma fest ver-
bunden ist, mit diesem gedreht werden und die Libelle so in verschiedene
Lagen gebracht werden kann. Der Experimentirende bringt die Libelle mit
Hilfe der Fussschrauben zum Einspielen, dreht das Prisma um etwa 90°,
bringt die Libelle halb zum Einspielen, dreht in die erste Lage zuriick und
bringt die Libelle halb zum Einspielen und fabrt so fort, bis die Libellen-
blase beim Drehen des Prisma ihre Stellung nicht mehr &ndert. Damit
ist, allerdings unter der Annahme, dass das Prisma ganz gerade ist und
die Rotationsaxe den Kanten desselben (namentlich der auf dem Prisma etwa an-
gebrachten Teilung) parallel und zur Ringebene senkrecht gerichtet ist, die
Verticalstellung bewirkt. Indessen, da man nicht sagen kann, in wie weit
diese Annahmen berechtigt sind, kann man sich auch mit dieser Vertical-
stellung nicht begniigen.

59. Bestimmung der Verticalabweichung bei Kathetometern. Bei
Kathetometern, die direct zur Messung von Strecken dienen, also den Maass-
stab in Form eines geteilten Streifens unmittelbar in das Prisma eingelassen
haben, kommt es, da hier wihrend der Messung Drehungen des Prisma
nicht ausgefiihrt zu werden brauchen, vor allen Dingen auf die Verticalitit
der Teilung an; diese ldsst sich aber nicht bestimmen und darum begniigt
man sich bei solchen Kathetometern (die ja auch meist bei weniger feinen
Messungen Anwendung finden) das Prisma in der angegebenen Weise
vertical zu stellen. '

Weinstein, Lehrbuch II. 8
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Bei Kathetometern, die als Verticalcomparatoren benutzt werden konnen,
stellt man zundchst das Prisma in der angegebenen Weise so gut als es geht
annihernd vertical, muss dann aber ausserdem die noch etwa iibrig gebliebene
Verticalabweichung der Rotationsaxe des Prisma bestimmen. Dazu verwendet
man die Libelle des auf dem Schlitten des Kathetometers sitzenden optischen
Instruments; indem man ihre Angaben bei verschiedenen durch Drehung um
die Rotationsaxe verdnderten Stellungen abliest, wodurch man die Neigung
irgend einer mit dem Instrument fest verbundenen Linie, eventuell die der
optischen Axe dieses Instruments erhilt, vermag man die Verticalabweichung
der Axe selbst abzuleiten.

Ich beziehe die Punkte der Linie, deren Neigung bestimmt wird, auf ein
festes rechtwinkliges Coordinatensystem x, y, 2, dessen zAxe vertical nach oben
lguft, die # und yAxe irgendwie in einer Horizontalebene gerichtet sind
und dessen Ursprung in irgend einem Punkt der Rotationsaxe gelegen ist.
Sind dann in einer bestimmten Lage der Libelle #, und 2, die verticalen
Coordinaten der Enden dieser Linie, so haben wir fiir die durch die
Libelle angezeigte Neigung ¢

o B9 — &
sing = QL 17

wo L die Lénge der Linie anzeigt. 2; und 2, hingen von der Lage der
Libelle ab und #ndern sich, wenn diese Lage durch Rotation um die Axe
eine andere wird. In welcher Weise #, und #2, von dem Rotationswinkel
und der Verticalabweichung der Axe bestimmt werden, findet man am ein-
fachsten durch Einfilhrung eines zweiten Coordinatensystems und Benutzung
der bekannten Formeln fiir die Transformation von Coordinaten in einander.
Das zweite Coordinatensytem sei mit & , { bezeichnet, sein Ursprung liege
in demselben Punkt der Rotationsaxe wie der von z, y, 2, die {Axe falle
mit der Rotationsaxe zusammen, die £ und nAxen seien mit dieser Rotations-
axe fest verbunden; wihrend der Rotation dreht sich dieses Coordinaten-
system mit, und es dndern sich dann die & 7. £ Coordinaten der betreffenden
Linie nicht. Wir haben nun

z = £ cos (§, z) + ncos (v, ) + £ cos (§, z),
‘1) Yy= E Cos (Ev Z/) -+ M €08 (7]7 y) —+ ¢ cos (K, .7/)7
2==Etcos (§ 2) + mcos (n,2) +  cos (¢, 2).

Wir werden von Coordinatentransformationen mnoch sehr oft Gebrauch

zu machen haben, es seien daher die hierzu ngthigen Gleichungen zusamimen-
gestellt, Ich benutze Kirchhoff’s Bezeichnungen®) und setze

cos (‘Ea x) = a,, €OS (n, x) = ay, €08 (£, x) = uy;
cos (‘tn y)= By, cos (n, y) =By, cos Gy = Bss
cos (Ev Z) =71, €08 (719 Z) ="y, COS (Ca z) =135

#) Kivchhoff, Vorlesungen iiber mathematische Physik 8. 44,
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also dass
z =0, + oy + 3¢,
y=08,8 + Ban + B3¢,
. 2="1&+ 1M+ 715
wird.

Die 9 Winkel lassen sich durch drei andere, &, ¢, £, ausdriicken, & ist
der Winkel zwischen der # und {Axe; ¢ giebt den Winkel, um welchen die
¢zxEbene um die zAxe gedreht werden muss, damit sie die {Axe in sich auf-
nimmt, und zwar in dem Sinne, in welchem man sie um 90° zu drehen hat,
um die y Axe in sie hineinfallen zu machen; 7 hat eine analoge Bedeutung
wie ¢, es ist der Winkel, um welchen die {£Ebene um die {Axe zu drehen
ist, bis sie die zAxe in sich aufnimmt, und zwar in dem Sinne, in welchem
man sie um 90° bis zur nAxe zu drehen hat. Man hat

a, = — c0S¢ cosf cost — sing sinf,

B, = — sin ¢ cosf cos¥ + cosg sinf,

Y, = —+ cosfsind;

a9 = — 08¢ sinf cost + sin @ cosf,
B) By = — sing sinfcostt — coso cosf,

Yo = -+ sinf'sind;
a3 = -+ cos¢ sind,
B3 = + sing sind,
13 = + cosd.

Wir gehen von einer Lage aus, bei welcher die £E{Ebene mit der
z#Ebene zusammenfillt, etwa wie diese nmach Norden gerichtet ist, und
drehen das Prisma so, dass diese Ebene von Norden durch Osten nach
Siiden und Westen (wie die Zeiger einer Uhr) geht. Zufolge der Werte von
Y1» T2» Y3 haben wir

cos (£ 2) = cosf'sind, cos (0, ) = sinfsind, cos (¢, ) = cosd,
und damit die uns vor allen Dingen interessirende Coordinate
2=t cosfsin® + nsinfsind + { cosd.

Hierin bleiben wihrend der Drehungé&, v, ¢ und der Winkel % ungeédndert, und
es variirt allein £ Die &, , { hingen von dem Ort in der Rotationsaxe ab, in
welchem wir den Coordinatenursprung denken, ich nehme diesen Punkt da
an, wo die Rotationsaxe von einer durch die Mitte der Linie gehenden
und gegen diese Axe senkrecht gerichteten Ebene geschnitten wird. Diese
Ebene ist dann die Ebene der £ und in derselben legen wir die £ und
nAxe so, dass sie mit der von der Mitte der nivellirten Linie nach dem
Ursprung gehenden (die Axe senkrecht schneidenden) Geraden gleiche
Winkel (jeden zu 45°) bilden.

8*
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Wir haben nun, wenn &, v, ¢, bezw. &, n,, ¢ fir ein bestimmtes /' die
Coordinaten der Enden der nivellirten Linie angeben

.. (& —E) cosfsin® + (qy —u,) sinf'sin® + (¢, —&,;) cosd
sini = 7 —

f sollte der Winkel sein, um welchen die & Ebene von der Stellung, wo sie
mit der zAxe zusammenfiel, herumgedreht ist, da man aber die Lage der {Axe
nicht kennt, ist auch die Lage der £ Ebene nicht angebbar, und darum ist
f eigentlich als unbekannte Grosse zu betrachten. Bezeichnen wir aber
mit £, den Wert von f bei der Lage der & Ebene, wo wir zum ersten
Mal die Libelle ablesen, so wird fiir jede andere Lage f=f,+ ¢ sein,
wo ¢ von dieser ersten willkiirlich angenommenen Lage gemessen wird
und gleich dem Winkel ist, um welchen die Libelle aus dieser ersten Lage
herausgedreht ist. Indem wir dann

sind

7 (G— E)cosfy+ (m— n)sinfy) =a,
- '

T (G —B)sinfy+ (ry—myoosfy) =B,

cos § Clz_c‘ =

setzen, wird
siné = acos¢ + Bsing + ~.

Die Gleichung enthilt die drei Unbekannten «, 8, 7 und die Variabele ¢.

Liest man die Libelle fiir drei Werte von ¢ ab, so hat man drei
Gleichungen, aus denen o, B, y zu berechnen sind. Quadrirt man aber die
Ausdriicke fiir « und 8, und addirt die Quadrate, so bekommt man

a2+ 2= sin?9 ((52‘2 51)2+ (7’12 Z 7)1)2) ,

LP=(E—8)+ (le— m)?+ G —8)?

also weil
ist
. Lo—{\2
a2+ ﬁ2= Sln2|()'(1 - (T) )
und zufolge des Betrages von 7
. ' 12
o? 4 B2 = sin?d (1 — cos—?&) =tg23(cos2# — v2).
Wenn nun, wie es in allen praktischen Fillen sein wird, die Vertical-

abweichung § der Rotationsaxe gering ist, ist tgd sehr klein, cos2d fast
gleich 1, und da y, wie leicht zu ersehen, der Sinus der Neigung der
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nivellirten Linie gegen eine die Rotationsaxe senkrecht schneidende Ebene
ist, wird auch y sehr klein sein, es ist also mit ausreichender Anniherung

tgd =/ a?+ 32
oder in Secunden gerechnet
XXXVII) § = 206265 /a?+ B2
Die drei Lagen, in denen wir die Neigung der Libelle beobachten,
konnen ganz beliebig gewdhlt werden, am besten nimmt man sie so, dass

sie von einander tunlichst weit abstehen, also etwa um 90° oder 120° von
einander abweichen. Unter der Annahme von 120° hat man

=0, $p=120, ¢;= 240,

somit
sing,=a + 7,
.. 1 1~
sxna,20=—§a+~2—l/3[3+“{,
- 1 |
31n324t)=_§“—§[/35+77

woraus folgt
sinidy + sing;g, + Sildgy,  éy 4 ty99 + dago
3 T 3.206265

y— 8ingy— Sinié;eq + Siniy— siniyy, _ 2iy— t190 — lgay ,
3 3.206 265

)

e
'

1 dio0 —lann,

1 .. .
= —]/“3: (sinéyg) — sindyy)) = ]/3 206265

also die gesuchte Neigung
2 /3 e T TN T T e
XXXVIL,) %= 3V (B —"ty20) + t190 (F199 — fa40) + B0 (Baso — i)-

Hétten wir statt der Drehungen um 120° solche um 90° ausgefiihrt,
so wire einfacher

XXXVIL,) $=p/2 |/ iag— i) + (fao— E10)>

Um welchen Winkel man auch zwischen den einzelnen Ablesungen der
Libelle drehen mag, keinesfalls kommt es darauf an, diesen Winkel genau
zu kennen oder einzuhalten. Will man also um Winkel von 120° drehen, so
kann man sich bei Abschitzung derselben ganz roher Mittel bedienen, indem
man etwa den oberen Ring des Dreibeins durch drei Marken in drei gleiche
Teile teilt, an das Prisma ein Stiickchen Draht als Index anklebt und die
Ablesungen der Libelle in den Stellungen vornimmt, wo der Draht nach



118 Theorie der Libelle, [59.

den einzelnen Marken hinweist, oder noch einfacher, indem man die Libelle,
wo es geht, nach den drei Fiissen des Untergestelis richtet.

Durch die Kenntnis des Winkels § ist die Lage der Rotationsaxe noch
nicht vollig bestimmt, wir miissen auch noch wissen, in welcher Vertical-
ebene die Axe bei einer gegebenen Aufstellung des Kathetometers sich
befindet, bediirfen also der Kenntnis desjenigen Winkels o, welcher
angiebt, um wieviel man die verticale zzEbene zu drehen hat, um sie in
eine Lage zu bringen, in welcher die Kathetometeraxe in sie fillt. Wir
denken uns zunichst das Coordinatensystem x, y, # so um die Verticalaxe #
gedreht, dass die nivellirte Linie, bei der Stellung, wo letztere die Neigung :
hat, der zzEbene parallel wird. Bezeichnen wir die Richtung dieser Linie
mit Z, so haben wir dann

cos(L, y) =0, cos(L, z) = cosi, cos(L, z)=sin(L, )= sini,

somit, wenn die Richtung der Kathetometeraxe wie bhisher durch ¢ be-
zeichnet wird,
cos (L, ) = cosicos(§, #) + sinicos(, #).
Es ist aber

_—4_ 1
COS(.L, C) =L = m
und nach den Gleichungen unter «)
cos (¢, ) = cosgsind, cos(, 2) = cos¥,

somit

1

— === 08¢ c0oS sind} +4- sins cost
cos & ¢ .

oder, weil 7 und & kleine Winkel sind, in Secunden

1 .
1= 306265 (08¢ + ),
also
206265 7 — i
08¢ =———g——"

Um den durch diese Gleichung bestimmten Winkel ¢ haben wir nur
eine Verticalebene, welche die Libeile in der Lage, in welcher wir
Neigung gleich ¢ gefunden haben (wie wir auch sagen konnen, die Libelle
in der Lage, wo sie die Neigung ¢ angiebt) zu drehen, bis wir zur Katheto-
meteraxe gelangen. Ist ¢ die angezeigte Neigung in der ersten Lage, also
die erste beobachtete Neigung ¢,, so wird das entsprechende ¢, etwa o,
bestimmt durch

206265 v — 4
oS @y = ﬁ'!_j)
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und wenn die andern Lagen der Libelle von dieser und von einander um
120° verschieden sind, hat man zufolge des Wertes von 7

— 2y 190+ bouo
39

Hat das Kathetometer zwei Schlitten mit zwei optischen Instrumenten
und zugehorigen Libellen, so beobachtet man an beiden Libellen und nimmt
aus den erhaltenen Betrigen fir 9 und ¢, Mittel. Ist dasselbe nur mit
einem Schlitten und einer zugehorigen Libelle versehen, so beobachtet man
in einer obern und einer untern Lage. Selbstverstdndlich bestimmt man
die Neigungen der Libelle in den einzelnen Lagen auch nicht durch eine
Ablesung, sondern durch zwei, indem man dazwischen die Libelle jedesmal
umlegt.*)

Zur Klarstellung des Verfahrens fithre ich folgendes Beispiel an:

An einem Kathetometer mit zwei Schlitten und zwei zugehorigen Libellen
sind in drei um je 120° verschiedenen Lagen folgende Ablesungen ge-
macht worden:

XXXVIII) cos @y =

obere Libelle untere Libelle
0°  120° 240° 0°  120° 240°
links 12,0 4,3 5,5 17,0 7.7 94
rechts 19,0 11,3 125 24,0 14,7 164
Libelle umgelegt.
links 9,2 18,3 168 — 1,7 140 124

rechts 2,2 11,3 98  +53 70 54

Die Libellen hatten eine von einem Ende zum andern fortlaufende
Teilung; die Stellen der Blasenmitten sind also die Mittel aus den beziig-
lichen links und rechts gemachten Ablesungen und ergeben sich zu

in der ersten Lage der Libellen

15,5 7,8 9,0 20,5 11,2 12,9
in der zweiten Lage der Libellen
5,7 14,8 13,3 1,8 10,5 8,9

Es ist nun klar, dass wir bei der oben angegebenen Numerirung der
Marken auf der Libelle zur Bildung von @ + a' (Art. 52) die Zahlen der untern
Reihe von denen der obern zu subtrahiren haben, wenn wir die Neigung einer
Linie als positiv ansehen, falls deren rechtes Ende nach oben weist. Wir
bekommen so fiir die Neigungen 4, 499, 494, unserer Ausgangslinie, in Teilen,
wie sie auf der Libelle angegeben sind, -+ 4,9; — 3,5; — 2,1; + 9,4; + 0,3;

*) Zu entsprechenden Formeln ist auch Herr Marek gelangt. Siehe dessen fiir
die Theorie des Kathetometers auch sonst sehr werthvolle Arbeit in Traveauz et
Mémoires du Bureaw international des poids et mésures Tome III pag. D 28.
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+ 2,0; und somit fiir die Verticalabweichung der Rotationsaxe: unten

)
?T 60,8 = 5,2, oben—;— /68,6 = 5,6. Ein Intervall der Libellenteilung ist
dquivalent 2”,05, also wird & = 10",7 bezw. 11”,5, im Mittel 11”,1. Fiir
den Winkel ¢, finden wir aus der Nivellirung mit der untern Libelle
—9,8—35—2,1 . —18,6+0,3+2,0
coSg, = 15.6 , aus dermitder obern cos ¢,= B T S
das ist 9,=170° bezw. 166°, im Mittel 168°; um diesen Winkel hat
man das Prisma von der ersten Stellung aus in dem Sinne, in welchem
man dasselbe bei der Nivellirung bewegt hat, herumzudrehen, bis die die
Libelle senkrecht schneidende Verticalebene auf die Rotationsaxe trifft.
Natiirlich gelten diese Zahlen nur fiir die besondere Stellung des
Kathetometers, in der die Bestimmung ausgefithrt ist, und in welcher es
Verwendung finden sollte; dndert man die Aufstellung des Kathetometers,
so dndern sich auch ¥ und ¢ und man muss die Bestimmung von neuem
ausfithren. Nur bei Kathetometern, die auf fest fundamentirten Pfeilern
aufgestellt sind, darf man fiir 9 und ¢, Unverdnderlichkeit wenigstens wihrend
einer gewissen Zeit beanspruchen und braucht diese Grossen nur hin und
wieder zur Controle zu bestimmen, bei Kathetometern, die von Ort zu Ort
transportirt werden und zudem auf den gewdhnlichen Fussboden ihre Auf-
stellung finden, sind die betreffenden Grossen vor jeder Benutzung
abzuleiten.

60. Priifung der Verticalitit von optischen Instrumenten. Fiir die
Priifung der Verticalitit der Axen von optischen Instrumenten, wie sie bei
Comparatoren angewendet werden, hat man noch kein bequemes und zugleich
befriedigendes Mittel. Angenéhert ist diese Verticalitit mit dem Senklot oder
mit einer auf das Lager des betreffenden Instruments aufgesetzten Libelle
zu untersuchen. Neuerdings ist auch ein Verfahren vorgeschlagen, welches
dem Verfahren der Astronomen bei sogenannten Nadirbestimmungen und dem
bei spectrometrischen Beobachtungen zur Verticalstellung des brechenden
Prisma iiblichen analog ist.

Das Princip ist das folgende. Denkt man sich innerhalb des Instruments
an irgend einer Stelle senkrecht zur Axe ein leuchtendes Fadennetz aus-
gespannt, so entwirft das Objectiv von diesem Netz ein Bild nach vorn,
das Ocular ein solches nach hinten. Befindet sich nun unterhalb des
betreffenden Instruments eine spiegelnde Ebene, so wird dieselbe die durch
das Objectiv nach vorn dringenden Strahlen des Netzes nach dem Objectiv
zuriickwerfen, dieses wird ein zweites Bild vom Netz herstellen, und
dieses zweite Bild kann dann wieder durch das Ocular beobachtet werden.
Im Ocular sieht man also bei geeigneter Einstellung desselben zwei Bilder,
eines von dem Fadennetz selbst und ein zweites von dem zweiten Objectiv-
bild dieses Netzes. Das zweite Objectivbild entsteht aber im Instrument
an der Stelle, welche conjugirt ist der Lage des ersten Objectivbildes,
wie sie durch die reflectirende Flache bestimmt wird. Steht also die
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optische Axe senkrecht zu dieser Fliche, so wird das zweite Objectivbild
genau da liegen, wo sich das Fadennetz selbst befindet, und der Beob-
achter sieht durch das Ocular beide Fadennetzbilder zusammenfallen.

Will man nun die Axe eines Instruments senkrecht richten, so stellt
man unter dasselbe einen sogenannten kiinstlichen Horizont hin, das ist
eine Schale mit einer Flissigkeit, als welche sich weitaus am besten Queck-
silber empfiehlt. Die Fliissigkeit stellt sich von selbst horizontal und wenn
man innerhalb des Instruments ein leuchtendes Fadennetz hat und dieses
Instrument so ausrichtet, dass die beiden Bilder, die nun durch das Ocular
vom Netz gesehen werden, ganz zosammenfallen, ist man sicher, dass die
optische Axe senkrecht zur Fliissigkeitsoberfliche, also auch vertical ist.

Bei der praktischen Ausfiihrung braucht man nicht selbstleuchtende
Netze, sondern beleuchtete, oder von einem hellen Hintergrund sich ab-
hebende. Man stellt innerhalb oder ausserhalb des Instruments iiber dem
Netz ein planparalleles Glaspldttchen unter 45° gegen die optische Axe
geneigt auf. Strahlen, welche auf dieses Plittchen von der einen Seite
auffallen, werden in Richtung der Axe in das Rohr hineinreflectirt und er-
hellen die Faden des Netzes oder den Hintergrund. Der Beobachter sieht
dann durch das Plittchen hindurch. Ist das Plittchen im Rohr des
Instruments angebracht, so muss natiirlich an der betreffenden Stelle das
Rohr aufgeschnitten sein, damit #usseres Licht zu dem Plittchen gelangen
kann; benutzt man, wie das namentlich von den Astronomen bei Nadir-
bestimmungen geschieht, das Fadennetz des Mikrometers selbst, so bringt
man zweckmissig das Plittchen zwischen Auge und Ocularlinse an. In
diesem Falle sieht man die Mikrometerfiden zugleich mit dem (zweiten)
Objectivbild derselben in der Mikrometerebene, und kann das Ocular
genau in der Stellung lassen, die es bei den Messungen selbst einnimmt,
wihrend man sonst das Ocular, wenn man keine verschwommenen Bilder
haben will (die iibrigens hier nicht viel schaden, weil beide Bilder in
derselben Ebene liegen und bis auf die Helligkeit oder Dunkelheit genau
gleich aussehen) der Lage des Fadennetzes anpassen muss.

Das, worauf noch besonders zu achten ist, ist, dass das Fadennetz
senkrecht zur optischen Axe geneigt ist, und dass dieses Netz selbst oder der
Hintergrund geniigend hell erscheinen.

Ueber die Einrichtung des kiinstlichen Horizontes ist nicht viel zu
sagen, die Schale soll mindestens 100 mm im Durchmesser haben, damit
die spiegelnde Fliche in ihrem mittleren Teil hinlinglich eben ist. Die
Fliissigkeit muss geniigendes Reflexionsvermogen haben, wird Quecksilber
genommen, so streicht man vor dem Gebrauch die Oberfliche mit einer
reinen Feder ab, um Unreinigkeiten (Amalgame, Oxyde u. s. f) zu ent-
fernen.

61. Neigungs-, Hohen- und Entfernungsdifferenzen. Durch die im
Voraufgehenden auseinandergesetzten Mittel und Methoden sind wir also in
den Stand gesetzt, wo es notig ist, die Horizontalitit oder Verticalitdt aller
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in Frage kommenden Stiicke herzustellen, beziehungsweise -etwa vorhandene
Abweichungen zu bestimmen. Handelt es sich zum Beispiel um die
Horizontalrichtung eines Maassstabs, so setzt man auf diesen Maassstab,
nachdem derselbe auf seiner Unterlage ungefihr horizontal hingelegt ist,
eine Rohrenlibelle und sieht zu, nach welcher Seite die Blase ausschligt,
geht sie nach links, so ist das linke Ende gegen das rechte zu hoch, man
muss also, wo die instrumentelle Einrichtung es gestattet, dieses Ende so
lange erniedrigen oder (was immer, eventuell durch untergeschobene Holz-
keile oder Papierlagen zu bewirken ist) das rechte so lange heben, bis die
Blase sich in die der Horizontalrichtung entsprechende Stelle begiebt; u. s. £.

Die andern mehr geometrischen Fehler der Einrichtung beziehen sich
auf Mangel an Parallelitit zwischen der zu messenden Strecke und dem
Maassstab, so wie (unter Umstinden) auf Nichtiibereinstimmung der Ebenen
beziehungsweise Cylinderflichen, innerhalb deren die zu vergleichenden
Strecken liegen.

Was zundchst die Verschiedenheit in der Hohe beziehungsweise die in
der Entfernung von einer bestimmten Axe betrifft, so kann dieselbe sogar
durch die besondere Einrichtung des Messapparates erfordert sein. Sie
spielt gar keine Rolle, sobald der Comparator und das Kathetometer auf
demselben Schlitten zwei optische Instrumente haben, von denen das eine zur
Pointirung auf die Enden der einen, das andere zur Pointirung auf die
Enden der andern Strecke dient (die Comparatoren und Kathetometer, wie
man sagt, Longitudinale sind), und bei Kathetometern, welche direct zur
Abmessung dienen, den Maassstab also in das Prisma eingelassen haben,
ist sogar die Entfernung des Maassstabes von der zu messenden Strecke sehr
gross. Misst man aber mit Apparaten, bei denen fiir beide Strecken die-
selben optischen Instrumente zur Verwendung kommen (Transversalcomparator
und Transversalkathetometer), so konnen die Abweichungen in der Hohe
oder Entfernung allerdings von Bedeutung werden, und zwar aus geometrischen
Griinden, sowohl wie aus optischen; die geometrischen liegen auf der
Hand, sobald man daran denkt, dass bei noch so guter Einrichtung kleine
Abweichungen in der Parallelitdt der Absehnslinien stets zu befiirchten sein
werden.

Grossere Verschiedenheiten in der Hohe beziehungsweise Entfernung
der zu vergleichenden Strecken kann man mit blossem Auge erkennen und
wenn sie nicht zum Verschwinden zu bringen sind, mit einem Maassstab
bestimmen. Kleinere kann man daran constatiren, dass, nachdem man auf
eine der Strecken eingestellt hat, die andere in dem betreffenden optischen
Instrument nicht deutlich genug erscheint. Man sieht leicht, dass diese
Fehler mit den Fehlern der Einstellung zusammenlaufen und bei der
Discussion dieser letztern Fehler werden wir ihnen, sowie den erw#dhnten
Fehlern aus optischen Griinden begegnen.

62. Nichtparallelitdit der zu vergleichenden Langen. Die Fehler
aus der Nichtparallelitit zwischen Maassstab und der zu bestimmenden
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Strecke brauchen nur zum Teil Fehler der Einrichtung zu sein,
zum Teil konnen sie auch dadurch verursacht sein, dass Unsicherheit
in Bezug auf das, was wir ,Enden“ der Strecken genannt haben, herrscht.
Die Parallelitit bezieht sich auf die geraden Linien, die die Enden der
Strecken verbinden. Man ist aber nicht immer in der Lage, angeben zu
konnen, welches das Ende einer Strecke ist. Bei Maassstiben sucht man
der Unsicherheit dadurch zu entgehen, dass man diese Enden fixirt; bei
Endmaassen gilt so im allgemeinen als angegebene Liinge die Linge der
Linie, welche die Mitten der Endquerschnitte verbindet, bei Strichmaassen,
deren Striche einander parallel laufen, beziehen sich die Langen auf die Ab-
schnitte einer Linie, welche senkrecht zu den Strichen oder parallel zur
Kante gezogen ist.

Bei andern Strecken ist es schwer oder ganz unmoglich, die Enden
mit Sicherheit anzugeben. So kann man, wenn es sich um die Ausmessung
einer in einer capillaren Glasrohre gehobenen Wassersiule handelt, zwar
das obere Ende als den tiefsten Punkt des Meniscus noch einigermaassen
erkennen, aber das untere Ende, welches in der Hohe des Niveau der
dussern Fliissigkeitsmasse, da wo dieselbe eine Ebene bildet, liegt, ist
schon schwer mit gewdhnlichen Mitteln gehorig zu fixiren. Hier giebt es
eine Menge namentlich optischer Methoden zur Fixirung der Stellen, die als
Enden zu betrachten sind, welche wir an andern Orten noch kennen
lernen werden.

Diese aus der Unsicherheit hinsichtlich der Enden der betreffenden
Strecken resultirenden Fehler sind organisch und kénnen meist nur durch
gehorige Variirung der Umsténde, unter denen beobachtet wird, wie wir an
einigen Beispielen sehen werden, unschidlich gemacht werden.

Stellen wir uns aber vor, dass diese Enden bei beiden Strecken gehorig
bekannt sind, so kommt es also darauf an, die dieselben verbindenden
Linien parallel zu richten.

Bei Strecken, welche vertical neben einander hingend sich befinden,
ist die Parallelitit schon durch die Verticalstellung erreicht, bei Strecken,
die aufrecht aufgestellt oder horizontal gelagert sind, muss man die Parallelitit
durch geeignete Neigung derselben gegen einander zu erreichen suchen.
Die Strecken sind parallel, wenn ihre Entfernung von einander iiberall die
némliche ist; nachdem man die eine Strecke gehorig eingestellt hat, schiebt
man die andere Strecke so, dass sie an beiden Seiten von jener gleich weit
(so weit als es die Einrichtung des Apparats erfordert) absteht. Uebrigens
erkennt man Abweichungen von der Parallelitit am hesten in den optischen
Instrumenten selbst, denn wenn eine solche \bweichung vorhanden ist,
werden die Bilder der Enden auf der einen Seite anders zu einander
gelegen sein, als auf der andern Seite.

Wenn eine Strecke mit mehreren hinter einander gelegten einzelnen
Strecken auszumessen .ist, etwa mit einem Endmaass und beiderseits an-
stossenden Zusatzstiicken, miissen die einzelnen Strecken eine ununter-
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brochene gerade Linie bilden oder wenigstens alle einander parallel laufen.
Im allgemeinen wird man die Parallelitit der Einzelstrecken dadurch her-
zustellen suchen, dass man sie erst in eine und dieselbe verticale Ebene
bringt und dann unter Zuhilfenahme einer Libelle horizontal richtet. Zusatz-
stiicke, die permanent fiir Vergleichung von Endmaassen mit einander oder
mit Strichmaassen dienen und als solche besonders construirt sind und
Pertinenzstiicke des betreffenden Comparators bilden, erhalten hiufig eine
optische Nebeneinrichtung, die das Parallelstellen derselben ermdoglicht.
Jedes Zusatzstiick ist mit einem sogenannten Collimator, dessen Axe die
Richtung seiner Axe selbst angiebt, festverbunden. Richtet man die Collimator-
axen zweier sich gegeniiberstehender Zusatzstiicke parallel, so sind auch die
Zusatzstiicke selbst parallel. Ein Collimaior ist nun nichts weiter als ein
Fernrohr, in welchem im Rohr in der Hauptbrennebene ein Fadennetz aus-
gespannt ist. Sendet dieses Fadennetz Licht aus, so wird dieses Licht durch
das Objectiv in zu einander und zur Axe parallelen Strahlen austreten. Treffen
dann diese Strahlen auf ein zweites dem ersten zugewandtes Fernrohr, dessen
Axe der des ersten Fernrohrs parallel ist, so werden dieselben sich in der
Hauptbrennebene dieses Fernrohrs vereinigen und daselbst ein Bild des
leuchtenden Fadennetzes des ersten Fernrohrs hervorbringen, dessen Axen-
punkt in den Axenpunkt dieses zweiten Fernrohrs fillt. Durch das Ocular
des zweiten Fernrohrs sieht man dann dieses Bild des Fadennetzes des ersten
Fernrohrs. Die Lage dieses Bildes bleibt ungeindert, so lange die Axen
der beiden Rohre einander parallel sind, man mag im Uebrigen ein Rohr
gegen das andere heben oder senken oder irgendwie nach seitwarts schieben.
Denn durch solche Translationen wird nichts weiter bewirkt, als dass der
aus dem Objectiv des ersten Fernrohrs austretende Strahlencylinder von dem
Objectiv des zweiten Fernrohrs an verschiedenen Stellen seines Querschnitts
getroffen wird. Die Strahlen treten in das zweite Fernrohr immer noch
parallel der Axe desselben ein und das Fadennetz wird, wenn auch durch
diese Translationen gewisse Teile des Objectivs, weil sie aus dem Strahlen-
cylinder herauskommen, unwirksam werden, immer noch an derselben Stelle
abgebildet, allerdings mit etwas geringerer Helligkeit (Art. 35¢).

Sowie aber die Axe eines Collimators gegen die des andern geneigt
wird, verlisst das Bild des Axenpunktes des Fadennetzes vom ersten Fern-
rohr den Axenpunkt des zweiten Fernrohrs. Sind also in beiden Fernrohren
die Axenpunkte markirt, so kann man diese beiden Fernrohre einander dadurch
parallel machen, dass man eins gegen das andere so lange dreht und neigt,
bis im zweiten Fernrohr der Axenpunkt mit dem Bild des Axenpunktes des
Netzes vom ersten Fernrohr zusammenfallt.

Man versieht nun, um auch im zweiten Fernrohr Marken zu haben,
auch dieses in der Hauptbrennebene des Objectivs mit einem Fadenneta.
Die Axenpunkte werden dann fixirt,” indem man als Fadennetz in beiden
Fernrohren zwei einander in der Axe schneidende Fiden oder Fadenpaare
benutzt. Im ersten Fall siecht man im zweiten Fernrohr zwei Fadenkreuze
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in derselben Ebene abgebildet, die man durch Neigen und Drehen zur
Deckung bringen muss, im zweiten zwei Bilder von dieser Form #, die
Mitten der Quadrate sind die Axenpunkte, und somit sind die Rohre so zu
neigen und zu drehen, dass bei jedem Fadenpaar eines der Netzbilder die
zwei Fiaden zu den entsprechenden Faden des entsprechenden Paares des
andern Netzbildes vollstindig gleich liegen. Wo andere Fadennetze in An-
wendung kommen, wird man in &hnlicher Weise verfahren konnen, wenn
man nur weiss, wo die Axenpunkte liegen. Sind die Mitten der Fadennetze
wirklich Axenpunkte der betreffenden Instrumente, so miissen sie sich, wenn
sie einmal zur Deckung gebracht sind, auch weiter noch einander decken,
wenn man auch eines der Instrumente oder beide um ihre Axen dreht.

Da man iibrigens das Netz des ersten Fernrohrs nicht ohne weiteres
selbstleuchtend machen kann, verfihrt man dhnlich, wie in Art. 60 angegeben
ist, indem man in dieses Fernrohr durch das Ocular Licht hineinschickt,
das Netz erscheint dann nicht leuchtend im zweiten Fernrohr, sondern dunkel
auf hellem Grunde. Collimatoren sind sehr geeignet, Linien in gewisse
Richtungen zu bringen und auch Neigungen von Linien gegen einander zu
bestimmen, sie finden bei den Astronomen namentlich zur Controle der
Axenlage festaufgestellter Instrumente die weitgehendste Anwendung und
auch wir werden ihnen noch oft begegnen.

b) Hinfluss von Neigungen und Drehungen auf Liingen-
messungen.

63. Vorbereitende Formeln. Nachdem so die einzelnen geometrischen
Fehler der Einrichtung vorgefiihrt und die Mittel sie zu erkennen dargelegt
sind, wollen wir ihren Einfluss auf die Messungen discutiren, um einerseits,
wo sie zahlenmdssig fixirt werden konnen, sie in Rechnung ziehen zu lernen,
und andererseits abzuleiten, welche von ihnen ganz besonders zu beriick-
sichtigen sind und welche man ausser Acht lassen darf. Ich fiihre die Unter-
suchung erst ganz allgemein und gehe dann zu speciellen Discussionen iiber.

Wir stellen uns also eine Uebertragungsvorrichtung irgend welcher Con-
struction vor, mit Hilfe deren zwei irgendwie gelegene Strecken A, 4’ auf
einander bezogen werden sollen. Durch einen irgendwo im Raume gelegenen
Punkt O legen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem, die z Axe gehe vertical
von oben nach unten, die y und zAxe sind dann horizontal gerichtet.

In diesem Coordinatensystem seien die Coordinaten der Enden von A
gleich #,, y;, 25 %y, ¥y, %y, die der Enden von A’ gleich 2}, i, #;
Ty, Yy, % Drilcken wir aus, dass x,— z, die Projection von A auf zAxe,
yp—y, die von A auf die yAxe u. s. f. ist, so bekommen wir die zwei
Systeme von je drei Gleichungen fiir 4 und A4’

zy,— x,= A cos(4, z) xy— o= A'cos(4', z)
7) Y=y =4Acos(4, y). | y;—y;= A'cos(4', y)
2, — &, = A cos(4, &) l &, — &= A'cos (4', 2)
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64. Theorie des Comparators. Um diese Darstellungen so umzuindern,
dass in ihnen die geometrische Einrichtung der Messungen zum Ausdruck
kommt, benutze ich den schematischen Algorithmus der Coordinaten-
transformation, dessen Hauptformeln im Art. 59 gegeben sind, indem ich
das System z, y, # in andere Systeme transformire, deren Axen in die in
Frage kommenden Richtungen fallen. Es kann diese Transformation ganz ohne
Bezugnahme auf die Besonderheit der Messung ausgefiihrt werden, da aber
das Verstindnis erheblich erleichtert wird, wenn man auf concrete Ver-
héltnisse zuriickgeht, will ich annehmen, dass es sich fiir uns um eine
Messung auf dem Comparator handelt. Ferner nehme ich, um eine be-
queme Ausdrucksweise zu gewinnen, an, dass es sich immer nur um hori-
zontale und verticale Richtungen handelt, Apparate, bei denen andere
Richtungen maassgebend sind, sind genau nach dem Schema zu behandeln,
welches bald fiir die obige Annahme entwickelt werden soll. Die Uebertragungs-
vorrichtung sei mit optischen Instrumenten versehen, sie kann dann ein oder
zwei solcher Instrumente besitzen, da aber bei jeder Vergleichung vier Poin-
tirungen ausgefiihrt werden, kénnen wir die Entwickelung so fithren, als ob es
sich um vier verschiedene Instrumente handelte, zwei zur Pointirung auf die
Enden von 4, zwei zu der auf die entsprechenden Enden von A'.

Es geniigt den Ausdruck fiir eine der Grossen A, A’ zu transformiren,
ich transformire den fiir A. Die Instrumente, die auf die Enden von A4
pointiren, seien mit I und II bezeichnet; ich denke mir diese Instrumente
ungefdhr auf die Enden von A eingestellt und zwar I auf das Ende
(#1, 91, #1), 1I auf das (zg, 99, #5), und fiilhre zwei neue Coordinatensysteme
& 015 & 1, 0o je ein System fiir jedes Ende vou A ein. Das Coor-
dinatensystem (£, 7, £); habe scinen Ursprung in einem Punkt der optischen
Axe des Instruments I, das (§, 1, £); in einem solchen der optischen Axe
des Instruments II; sind also z;, ¥, # die Coordinaten des betreffenden

Punkts von I, z,, y,, 2, die desjenigen von II, so geben diese Grossen
zugleich die Coordinaten der Urspriinge der neuen Systeme, und wenn die
Coordinaten in dem eingestellten Ende =, »,, #, von A in dem zugehorigen
System (£, , £); mit &, 7y, ¢, die in dem eingestellten Ende z,, y,, 2, von
A in dem zugehdrigen System (£, n, {); mit &, 15, {; bezeichnet werden,
und die Systeme der Richtungscosinusse der neuen Axensysteme gegen das
alte System nach den folgenden Schematen

& i Ui I & ’ B im| &
*ﬂb’ll_ %2 :“?,ﬂ ﬂ zo M ! A | Ay
= - _
|| B | B | B Y| g | P2 | Py
1 |M | Y2 | T3 & || V1| Ve | V3




-~

64.] Allgemeine Correctionsgleichung. 12

gewahlt werden, haben wir

2y — @y = Eyoy + 0,05+ Gyag, By — wy = Exh; + Mg+ Lok,
a) h—h= £:B1 + 0,82+ £iBs, Yo — Y= Eatts + Moo+ Cobis,

21— & =&Y + Y2 + Lits #g — &g == Egvy + MgV + LoV,
und damit

Eoh; +Maho + Lohy — Eyoy — myay— Lyag= A cos (4, 2) —(z, — 2),
3) Egthy + Mot + Lopgs— 8, — By — ;B = 4 cos(4, ?/)—(y_2— ?/1_)7
Egvi+ mave LoV — £y — MT2 — Lirs = A cos(4, 2) — (25— 2).

Von diesen Gleichungen brauchen wir nur eine, die erste Gleichung, zu
benutzen. Nach den in Art. 59 aufgefiihrten Formeln sind die neun
Richtungscosinusse «, B, 7 wie die A, p, v durch trigonometrische Functionen
von je drei andern Winkeln, die wir fiir das System (&, 0, {), mit o, 9, 7,
fir das (&, 7, {); mit ¢, ¥, /5 bezeichnen und deren Bedeutung derjenigen
der in Art. 59 analog ¢, ¥, f genannten Winkel entspricht. Wir wollen
aber erst unsere neuen Axensysteme specialisiren.

Da wir in dieser Betrachtung von allen optischen Fehlern der Ein-
richtung abstrahiren, haben wir die optischen Instrumente als fehlerfrei anzu-
sehen, namentlich soll also die Pointirungsrichtung bei jedem Instrument
senkrecht zur optischen Axe desselben verlaufen. Wir nennen die Ebene,
die durch die Pointirungsrichtung und die Axe geht, die Centralebene
des Instruments, und die Ebene, welche die Pointirungsrichtung und die
Fdden enthilt, die Mikrometerebene, den Schnittpunkt der optischen Axe
mit der Pointirungsrichtung die Mikrometermitte; Centralebene und Mikro-
meterebene sollen also bei allen Instrumenten einander senkrecht schneiden.
Diese beiden Ebenen nehmen wir zu Ebenen der £{ und der n{. Die
{Axen sollen die Pointirungsrichtungen, die £Axen die optischen Axen
der Instrumente, gerechnet von oben nach unten, sein, die nAxen stehen zu
diesen senkrecht, liegen in den Mikrometerebenen und sollen von hinten
nach vorn (in Bezug auf den Beobachter) gehen. Das Axensystem (£, v, §),
soll so gelegen sein, wie das (£, n, {),, also z. B. die Axe ¢, von links nach
rechts gehen, wenn £, von links nach rechts geht.

Bei diesen Annahmen iiber die neuen Coordinatensysteme konnen die
Winkel 9, 9, / noch irgend welche Werte haben, wir wollen daher auch
noch das System der z, y, # ndher specialisiren, es soll ndmlich die zAxe
mit der optischen Axe und der Pointirungsrichtung des Instruments I in
der niamlichen Ebene liegen. Alsdann konnen die % nur kleine Winkel sein
und wir diirfen, wenn diese Winkel in Secunden ausgedriickt werden und

fiir sinl1” = 20—61263 der Buchstabe e gesetzt wird, cos$ =1, sin$} =«

annehmen.
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Nach den Formeln in Art. 59 ist nun unter diesen Umstanden

1y =—cos(fy — ), ag=—sin(f;— ), a=cd cose,
Bi=+sin(fi —¢y), Bo=—cos(fi— 1), Bz =eB sin gy,
T=-+¢edcosf, Yp=-+edsinf, =1

Entsprechende Gleichungen bekommen wir fiir die Richtungscosinus A, p,
v des Systems (&, 4, {),, wenn wir den Index ; mit dem , vertauschen. Zwar
liegt die zAxe im allgemeinen nicht zugleich auch in der (§), Ebene,
der Centralebene des Instruments II, da jedoch diese Centralebene bei
guter Einrichtung der des Instruments I fast parallel sein wird, kann auch
% nur einen kleinen Winkel reprasentiren.

Nehmen wir nun von den drei Gleichungen fiir A die letzte, die welche
A cos(4, 2) ergiebt, so haben wir

XXXIX,) Acos(4, &) — (2 —2) =0 —{ +c (e ysinfy — n, &, sinfy)
+ e (Ey ¥y cos f, — &, B cos 1)),

f, ist der Winkel, um welchen man die (((),Ebene, die Centralebene von I,
von hinten nach vorn zu drehen hat, um dieselbe der zAxe parallel zu
machen, da die #Axe dieser Ebene schon parallel ist, haben wir ; =0 zu
setzen. Entsprechende Bedeutung hat 7, fiir das Instrument II, hier braucht
zwar, wie schon bemerkt, die zAxe der Centralebene nicht parallel, f; also
auch nicht O zu sein, jedenfalls wird aber f, von Null nur wenig ver-
schieden sein, und hiernach diirfen wir den von den v abhéngigen Teil ohne
weiteres vernachlissigen, zumal diese 7 selbst bei gehdriger Einstellung nur
unbedeutende Betrige erreichen konnen. In den Gliedern, die mit den
multiplicirt sind, ist es aber gestattet, die cosfj, cosf, durch 1 zu ersetzen,
und zwar gehen dabei nur Glieder, die mit 3 multiplicirt sind, verloren.
So bekommt man also

XXXIX,) Aecos (4, 8)— (o — ) =L — L+ G % — i 9y)
und dabei ist & als positiv gerechnet, weun die Pointirungsrichtung iiber
der horizontalen Richtung der zAxe verlduft.

Um noch den letzten Rest des alten Coordinatensystems auszumerzen,
fiihre ich ein drittes System (&, 4, £), ein. Der Anfang soll in der Mikrometer-
mitte von I liegen, die {,Axe moge von dieser Mitte nach der Mikrometer-

mitte von II hinfilhren, die £,Axe nehme ich in einer Verticalebene, die die
{,Axe enthdlt. Wir haben dann zundchst

2y — 2 = g cos (&, 2).
¢, ist die Entfernung der Mikrometermitte von I von der von II, wir bezeichnen
dieselbe durch a.
Ferner nennen wir die Neigung der £ Axe gegen die zAxe, die Vertical-
abweichung der £,Axe, ¢, positiv gerechnet, wenn die Reihenfolge der Axen
ist &, =, ¢, ist, den Winkel, um welchen man die zzEbene um die # Axe nach
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der yAxe von hinten nach vorn zu drehen hat, bis diese Ebene der £;Axe
parallel wird ¢,. Alsdann ist, weil die & {,Ebene zu der #Axe parallel steht,

2y — & = — @ COS Y, COST,.

Wenn die beiden Instrumente tatsdchlich nur ein Instrument in zwei
verschiedenen Lagen darstellen, wird @ nahezu horizontal liegen; aber auch
wenn I und II zwei besondere Instrumente sind, darf man doch @ als nahezu
horizontal ansehen, denn es ist gar kein Grund fiir den Mechaniker vor-
handen, demselben Apparat zwei verschiedene Instrumente zu verleihen.
Es kann also ¢, wie ein von 0° nur wenig verschiedener Winkel behandelt
werden, und da zufolge der besondern Annahme iiber das neue System
(&, ) =90° —i, ist, so bedeutet 4, auch die Neigung der { Aze. Wir
rechneten i, als positiv, wenn die £Axe gegen die zAxe nach hinten geneigt
ist. die Neigung 4, der {Axe soll also als positiv in Anschlag gebracht
werden, wenn diese Axe fiber der Horizontalebene liegt. Was aber den
Winkel ¢, betrifft, so wird dieser, weil die 2Axe in der Ebene (£{), liegen
sollte, (¢), jedoch als in demselben Sinne sich erstreckend angenommen ist
wie @, nahezu 180° sein, setzen wir also 5, = 180° — d¢,, so haben wir
hiernach

o 2 2 2 2
z2-z1=a(1 ——%6%“’)(1 ——2—é02)=a(1 —%8%2—%502).

Genau so, wie wir ¢ als {Axe eines Coordinatensystems angesehen
haben, konnen wir auch eine durch die Mikrometermitte von I gehende, zu A
parallele Linie als eine {Axe eines Coordinatensystems betrachten, und da
A sich in jeder Beziehung so verhilt wie @, haben wir unter Benutzung der
Bezeichnung ¢, ¢ fir Winkel, die den Winkeln ¢, ¢, entsprechen,

g2 g?,
cos (4, &) = 1—§8<p2——§z2,
wo ¢ die Neigung von A angiebt. Hiernach wird

Acos(4,2) —(— ) = A—a— 5 (A0 + %) — a (g +i?),
und damit bekommen wir
e? &?
Ad=a+08— +eEh—EY) +5 409"+ ) —5a (@’ + k)"

Fiir die Strecke A’ kinnen wir eine ganz entsprechende Gleichung auf-
stellen, zwar brauchen die hier maassgebenden Winkel /i, ;' nicht identisch
mit £, f; zu sein, da sie jedoch von diesen Winkeln nur wenig abweichen

Weinstein, Lehrbuch IL 9
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diirfen, konnen wir auch hier, wie eine leichte Ueberlegung zeigt, ihre Sinus
gleich 0, ihre Cosinus gleich 1 setzen und haben dann

A=a+—+eEH—8Y) + %ﬂ (A’(&‘c_o’2 +42) —a' (39,2 + z'(')‘é’))-

Ziehen wir von dieser Gleichung die Gleichung fiir A ab, so resultirt

XL) A=A+—0—G—)+d —a+e (¥, — £ — E9,+E9)
(4 (Og? + %) — @ (Go+ iy — ABg+ #) + 6 (g2,

Wenn die Einrichtung absolut vollkommen ist, stehen alle optischen
Axen vertical, sind alle andern in Frage kommenden Richtungen horizontal
und einander parallel und ist die Entfernung von I, IT ebenso gross wie
die von I’, II'. Alsdann gehen also alle Winkel in Null iiber, und es wird

A=A ——1).

Ly — & — (&, —¢,) stellt also das eigentliche Messungsresultat dar, und diese
Grosse oder deren Product in die Vergrosserungsziffern ist es auch, die
wir, wenn die Mikrometerebene die Centralebene senkrecht schneidet, wirklich
messen und an den Schrauben oder sonstigen Mikrometern tatsichlich
ablesen. Beim Transversalcomparator ist dann, wenn das Prisma mit den
Instrumenten festgelegt und der Uebergang von A auf A’ durch Heran-
schieben der Strecken geschieht, das System (E+n{); vollkommen identisch
mit (&' v {'); und das (€+¢), vollkommen identisch mit (&' n'¢')y; wenn zum
Uebergang von A auf A’ das Prisma mit den Instrumenten verschoben
wird, haben (E7{), und (¢ o' ¢'), die {nEbene gemeinsam und das nimliche
gilt von den Systemen (§7{), und (£ 7' {'),. Unter allen Umstinden sind
also die { und ¢’ von derselben Ebene aus gemessen. Beim Longitudinal-
comparator konnen zwar die Systeme (£+4¢); und (¥ %' '), und ebenso die
(En8, und (' 7' '), vollkommen unabhingig von einander sein, aber dafiir
stehen die Systeme (En{);, (§'7'¢), mit bezw. (EnL)y, (Fn¢)y in Ver-
bindung; bei vollkommener Einrichtung verschieben sich bei dem Transport
des Schlittens mit den Instrumenten von einer Seite nach der andern die
&€Ebenen von I und I in sich selbst und. wenn auch hier die ¢, ¢, und
Ly &, von verschiedenen EnEbenen aus gerechnet werden, konnen doch die
Differenzen {{— ¢, und {,— ¢, nur um eine und dieselbe Constante (um
die Strecke, um welche der Schlitten transportirt ist) willkiirlich bleiben, in der
Differenz {, — {, — ({; —¢,) verschwindet dann diese Willkiirlichkeit génzlich.
Wenn die Einrichtung nicht ganz vollkommen ist, treten zwischen den
einzelnen Coordinatensystemen Verschiebungen und Drehungen ein, denen
durch die weitern Glieder Rechnung getragen wird, ¢’ —a und die mit
e und ¢? multiplicirten Glieder sind also Correctionsgrossen, wenn kleine
Abweichungen von der vollkommenen Einrichtung vorhanden sind.
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Ich fiihre fiir diese Correctionsgrissen besondere Bezeichnungen ein,
und zwar setze ich

o —a=da,

e (B9 — &9 —& 8 +E9)=10,

1

g (a B2+ — alg? +i) =4

1
3¢ (4 0o+ i) — A (392 + 7)) = oC.
dann ist
XLy) A=A+ — +{ +da+0b—dc+8C,

und wir haben nunmehr die einzelnen Correctionen einer Discussion zu
unterziehen.

64a. Die Correction wegen Lingeninderung des Prisma. Von den
Correctionsgliedern ist oft das wichtigste Glied da. Beim Transversal-
comparator, wo man zwei von einander getrennte Instrumente hat, eines
zur Einstellung auf das links liegende Ende von A beziehungsweise A’,
eines zu der auf das rechts liegende Ende jeder der genannten Strecken,
sollte sich @ von &' garnicht unterscheiden, denn nachdem die die In-
strumente tragenden Schlitten einmal in eine den Strecken angepasste Ent-
fernung von einander gebracht und an dem Prisma festgeklemmt sind, diirfen
weitere Verstellungen nicht vorgenommen werden. Ist dennoch hier &’ von a
verschieden, so kann das aus drei Griinden geschehen sein; erstens weil die
Instrumente durch die unvermeidlichen Erschiitterungen und mechanischen
Einwirkungen seitens des Beobachters wahrend der Messungen kleine Aende-
rungen in ihrer Stellung erlitten haben, zweitens — und das gilt fiir Com-
paratoren, bei denen zum Uebergang von einer Strecke auf die andere das
Prisma mit den Instrumenten tibertragen wird — weil widhrend des Ueber-
ganges von A auf A’ das Prisma mit den Instrumenten irgend welche Ver-
biegungen erfahren hat, drittens weil wihrend der Messung Temperatur-
inderungen eingetreten sind, infolge deren das Prisma sich zusammen-
gezogen oder ausgedehnt hat.

Den Einfliissen der ersten Art konnen” wir nicht Rechnung tragen,
die Instrumente miissen fest genug gelagert sein, dass Erschiitterungen
und selbst kleine Drucke sie nicht verstellen. Ob das in hinreichendem
Maasse der Fall ist, sieht man an jedem Instrument am einfachsten, wenn
man auf eine bestimmte Stelle (etwa einen Strich des Maassstabs) pointirt
und dann absichtlich gegen das Instrument, den tragenden Schlitten, das
Prisma u. s. f. driickt, bei einem solchen Druck wird sich natiirlich die
Pointirung #ndern, liasst man aber mit dem Druck nach, so muss sich,
wenn alles in Ordnung ist, die alte Pointirung wieder herstellen. Wir
zahlen auch Fehler, die diesen Einfliissen zuzuschreiben sind, zu den zu-

9‘
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filligen, die durch gehorige Hiufung der Beobachtungen und geniigende
Variirung der Umstidnde zu eliminiren sind.

Die Einflisse der zweiten Art konnen sich wie gesagt nur bei Com-
paratoren geltend machen, bei denen zum Uebergang von einer Strecke auf
die andere eine Fortbewegung des Prisma mit den Instrumenten notwendig
ist. - Es sind diese Einflisse namentlich da, wo die Fortbewegung nicht
ganz ohne Zwang abgeht, die weitaus gefahrlichsten. Sie allgemein zu
discutiren hat keinen praktischen Wert, da man in vorliegenden Fillen alle
Verbiegungen und Torsionen doch nicht bestimmen kann. Am hiufigsten
hat man es mit einer einfachen Verbiegung zu tun. Ist zum Beispiel die
Strecke @ in der Einstellung auf A gerade, dagegen in der Einstellung
auf A’ durch einen solchen Zwang zu einem Bogen vom Radius B gebogen,
so tritt an Stelle von @ die Sehne dieses Bogens und wir haben, falls die
Hohe dieses Bogens (der ,Pfeil“ des Bogens) % ist

, ——— 2h? 2h?
a =]/a2—— 4h?=_a(1 - a2)—- -
somit
2
sg—— 21
@

Soll die Messung von dieser Seite bis auf 0,001 mm sicher sein, 8o

darf % nicht grosser sein alsl/o’ogl'a

stdben mit einander, wo @ ungefihr 1000 mm sein wird, nicht grésser sein

> also bei Vergleichung von 2 Meter-

1
als ]/% mm, das ist etwa 0,7 mm.

Die Verbiegung % ldsst sich durch einfache Nachmessung derselben
nicht wol bestimmen, man verschafft sich eine angendherte Kenntnis von ihr,
wenn man eine bekannte Strecke in verschiedenmen Stellungen des Prisma
nachmisst. Indessen wird bei der Einrichtung solcher Comparatoren schon
dafiir gesorgt, dass die Bewegung des Prisma so zwangfrei als moglich
geschieht; viele Comparatoren haben iibrigens ein festgelegtes Prisma, so
dass nicht die Instrumente, sondern die zu vergleichenden Strecken auf
ihrer Unterlage hin- und herzufahren sind, und bei solchen Comparatoren
fallen die genannten Einflisse ganz fort.

Die Einfliisse der dritten Art haben wir spater zu discutiren.

Beim Longitudinalcomparator ist entweder nur ein Instrument
zur Pointirung auf alle vier Enden vorhanden oder es existiren zwei auf
demselben Schlitten sitzende Instrumente, deren eines zur Pointirung auf
die Enden von A dient, deren anderes auf die Enden von A’ pointiren
soll. Da man hier in beiden Fiallen erst auf einer Seite auf 4 und 4’
ointirt, dann den Schlitten mit dem Instrument lings der Schiene nach
der andern Seite transportirt und auf die dort liegenden Enden von 4 und
A’ pointirt, ist, wenigstens wenn die Pointirungen an jeder Seite rasch
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auf einander folgten, von einer thermischen Correction da keine Rede. Von
den aus mechanischen Einfliissen sich herschreibenden Correctionen da ist auch
die durch Erschiitterungen und unwillkiirliche Einwirkung des Beobachters
etwa bedingte, ebenso wie bei den Messungen auf dem Transversalcomparator
durch Hiufung der Beobachtungen und Variirung der begleitenden Umsténde
zu eliminiren, wihrend die andere, etwa aus einer Biegung des Prisma
sich ergebende hier von vornherein fortfallt, weil bei Longitudinalcomparatoren
das Prisma festliegt und man sich immer so einrichtet, dass man da, wo
zwei Instrumente vorhanden sind, unter das eine Instrument die eine, unter
das andere die andere Strecke legt, und da, wo nur ein Instrument zu
allen Pointirungen dient, beide Strecken unmittelbar neben einander gelegt
werden, so dass sie zugleich im Gesichtsfelde erscheinen. Scheint hier-
nach ein Longitudinalcomparator hinsichtlich dieser Correctionen da vor
einem Transversalcomparator grosse Vorziige zu besitzen, so steht es ihm
hinsichtlich der folgenden Correctionen im allgemeinen nach.

64b. Die Correction wegen Verticalabweichung und Drehung der
optischen Instrumente. Die folgende Correction 8b ist meist die am wenigsten
bedeutungsvolle, sie hingt von den Abweichungen der Pointirungsrichtungen
von der festen ¢Axe, von den Entfernungen der Streckenenden, von
den Mikrometermitten der Instrumente wund den Abweichungen der
Pointirungsrichtungen von einander ab. Es konnen nun zundchst die Ab-
weichungen wieder aus mechanischen und aus thermischen Griinden
Veranderungen unterworfen sein. Die aus der Warmewirkung resultirenden
Verdnderungen der betreffenden Griossen konnen wir bei nicht zu grossen
Temperaturschwankungen unbedenklich vernachlissigen, denn sind schon
diese Verinderungen fiir sich nur klein, so erscheinen sie, weil mit & multi-
plicirt, noch betrichtlich verringert. Anders steht es mit den moglichen
mechanischen Aenderungen der einzelnen Abweichungen, hier konnen die-
selben sehr wol von der Ordnung der Abweichungen selbst sein.

Wir kionnen allgemein sagen, dass die § dadurch in die 9 tber-
gehen, dass die Instrumente bei Transversalcomparatoren wahrend des
Uebergangs von A4 auf A’, bei Longitudinalcomparatoren wahrend des
Uebergangs von der einen Seite der zu vergleichenden Strecken auf die
andere gegen einander Verdrehungen erleiden, wodurch bei jenen &, zu 9,
3, zu ¥, bei diesen & zu 9,, ¥, zu &, wird. Solche Verdrehungen
treten beim Transversalcomparator auf, wenn die Einrichtung so getroffen
ist, dass man zur Bewerkstelligung des Uebergangs von A4 auf A4’ das
Prisma mit den Instrumenten von A auf A’ iiberfiilhren muss und diese
Ueberfithrung entweder nicht ohne Zwang vor sich geht, so dass Verbiegungen
und Torsionen zu Stande kommen, oder mit Drehungen des Prisma verbunden
ist, vermdge deren dasselbe einen Kegelmantel, statt, wie es geschehen soll, eine
Ebene beschreibt. Beim Longitudinalcomparator aber erscheinen sie, wo
mit der Verschiebung des Schlittens zugleich eine Drehung desselben, sei es
wihrend der. Verschiebung oder spater beim Festklemmen in der neuen Lage
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vorfillt, und gerade hier konnen sie viel leichter eintreten als beim Trans-
versalcomparator.

Wir wollen zunichst von Verbiegungen und Torsionen absehen und bei
dem Transversalcomparator das Prisma, bei dem Longitudinalcomparator den
Schlitten als ein starres, mit den Instrumenten starr verbundenes System an-
sehen. In diesem Falle ist bei beiden Comparatorarten ¢, = ¢,, und es
dndern sich nur die 9. Die Aenderungen von &,, 9, in §,, ¥, beziehungs-
weise von &, 9, in §,, 9, konnen dann nur durch gewdhnliche Drehung
um irgend welche Punkte zu Stande kommen.

Beim Transversalcomparator ist der Uebergang von 8, in 8] und der
von &, in &, zu verfolgen.

Setzen wir sin®;=sin®, + 3(sind,) und beachten, dass cos#, = 7, ist,
so folgt

. ot cosd
8(sindy) = 8(y/1—1H) = — ﬁ Fg=— m%-
Wir zerlegen die ganze Drehung, die das Instrument I beim Ueber-
gang von A auf A' erleidet, in drei Componenten =, %;, p, nach den drei
Axen der £, ny, {;, also nach dem I zugehorigen Axensystem in seiner Ein-

stellung auf A. Alsdann haben wir,*) wenn diese Componenten in Bogen-
secunden ausgedriickt werden,

OYy=e(Y1 21— T2 ™0
also zufolge der frither gegebenen Betrige von ¢, und 1,
O3 =e(y, sind, cosf; — =, sind, sinf).
Hiernach wird
d(sin®,) = — e(y, cosf;— =, sinf;) cosd,,
und entsprechend
8(sindy) = — e(yyc08f5— mysinfy) cosdy,

fi und f, dirfen wir hier beide gleich Null annehmen, und da auch
cost; = cosB,=1 gesetzt werden kann, haben wir

sin¥, = sind, —ey,, sin¥,=sind,—ey,,
und die Correction &b geht iiber in
B =e(—&)%— E— &% — %5+ 1, §)).
8b zerfillt also in zwei Teile, dem
3, =2(G— )% = G—E)9,),

*) Kirchhoff, Mathematische Physik, Seite 50, Gleichungen 20).
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der fast allein von der ersten Einrichtung der Instrumente abhéngt, und dem
8by=— (U8 — .61,

der durch Drehungen der Instrumente bei dem Uebergang von 4 auf A4’
hervorgebracht wird.

Ganz ebenso finden wir bei dem Longitudinalcomparator, wo der Ueber-
gang von &,, ¥, in 8, bezw. 8§ zu betrachten ist,

8, = t-:((E;—— g —(E— 21)81)’
8b2= —_ E(XIIE' - XIE1)’

wo i, ¥, fiir die Instrumente I', I dieselbe Bedeutung haben, wie bei dem
Transversalcomparator y,, ¥, fiir diejInstrumente I, IL

Was den Teil 8b, anbetrifft, so sind die £ die Entfernungen der Mikro-
metermitten von den beziiglichen Strecken. Bei guter Einrichtung werden
§—E&und & —E,, bezw. §,—E& und &, —E nur geringe Betréige erreichen,
jedenfalls kann €, von §, und & von §, bezw. £, von & und &, von § nicht
mehr verschieden sein, als es die Deutlichkeit der Bilder in den Instrumenten
zulésst.

Setzt man fiir diese Differenzen selbst 5 mm an, was sehr viel ist und

in der Praxis kaum je erreicht werden wird, und nimmt $,= 2'= 120", so

ist der Term e(§,— &,)8, = é%gmm = 0,003 mm. Bis zu 2’ konnen die §

allerdings ansteigen, ohne besonders bemerkt zu werden, bei ganz genauen
Messungen wird man also die Glieder (§,—&;)%,— (§,—§)8,, bezw.
(&,—&,)9,— (§,—¥,) 9, anscheinend nicht ohne weiteres fortlassen diirfen. Bei
solchen ganz genauen Messungen werden aber dafiir auch die &— & und
€ —£&,, beaw. §,—& und E,— &, sehr klein ‘gehalten werden, weil man bei
solchen Messungen einerseits auf die Einstellung grissere Sorgfalt verwendet
und andererseits stirkere Vergrosserungen in den Instrumenten zur An-
wendung bringt, und mit der Vergrosserung die Spielweite der Einstellung
abnimmt, worauf wir spéter noch zuriickkommen werden. Da man nun die &
nur sehr selten wird experimentell bestimmen konnen, gewédhrt es eine ge-
wisse Beruhigung, wenn man wenigstens weiss, dass die von ihnen ab-
héngigen Glieder in den meisten Féllen nur unbetrichtliche Werte erreichen.

Der zweite Teil 0b, wird durch etwaige Drehung der Instrumente um
die nAxen bestimmt. Diese Axen sind einander nahezu parallel, laufen beide
nahezu horizontal und sind beide gegen das Prisma quergerichtet, es kommen
also nur Drehungen um horizontale, gegen die Pointirungsrichtungen senk-
rechte Axen in Frage; Drehungen um andere Axen haben keinen bemerk-
baren Einfluss.

Wir wollen erst annehmen, dass das Prisma mit den Instrumenten
sich wie ein starres System verhilt, alsdann haben jedenfalls y; und ¥,
bezw. y; und y, beide gleiches Zeichen. Bezeichnen wir das grissere von
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beiden mit y, so kann also die Correction 8b, den Wert ey (§,—&), bezw.
ey (§,— ;) nicht iiberschreiten. Beim Transversalcomparator ist &— & die
Differenz der Abstinde der Mikrometermitten von I’ und II' von den besziig-
lichen Enden der Strecke A’; sind also die Instrumente gleich construirt,
so wird diese Differenz jedenfalls nur gering sein und dann ist auch db; zu
vernachlissigen. Da hier beide Instrumente bei beiden Strecken zur An-
wendung kommen, ist gar kein Grund vorhanden, diese beiden Instrumente
verschieden zu gestalten, man wird darum auch selten 8b, zu beachten haben.

Bei dem Longitudinalcomparator konnen sich & und & auf verschiedene
Instrumente beziehen und wenn jedes dieser Instrumente nur bei einer
Strecke benutzt wird, ist es wol moglich und oft sogar — namentlich dann,
wenn sehr enggeteilte Scalen (Gitter) mit weitgeteilten zu vergleichen
sind — geboten, diese Instrumente optisch verschieden zu wihlen und dann
kann & —&, bis zu einem betrichtlichen Werte, bis zu 100 mm und mehr
ansteigen. Beim Longitudinalcomparator befinden wir uns also hinsichtlich
der Correction 8b nicht immer in der giinstigen Lage, wie bei dem Trans-
versalcomparator.

Wie dem auch sei, jedenfalls ist bei beiden Comparatorarten, wenn nur
die beiden Instrumente zusammen sich wie ein starres System drehen, vor-
nehmlich auf Drehungen der Instrumente um horizontale, gegen die Central-
ebenen quergerichtete Axen ganz besonders zu achten. Solche Drehungen
erscheinen bei dem Transversalcomparator, wenn zum Uebergang von 4
auf A’ das Prisma mit den Instrumenten vor- oder riickwirts geschoben
werden muss und die Unterlagen des Prisma, die Schienen, nicht ganz
parallel sind, sondern eine in Bezug auf die andere mehr nach oben oder
nach unten geht; bei dem Longitudinalcomparator, wenn der Schlitten
bei dem Transport von der einen Seite nach der andern, oder bei dem Fest-
klemmen, weil das Prisma nicht gerade ist oder unter dem Druck der
Klemmschraube sich biegt, sich nicht parallel bleibt, und hier gerade
konnen solche Drehungen leicht auftreten.

Wir konnen fiir diesen Fall, wo die Drehung wie bei einem starren
System vor sich gehen soll, statt der Drehungscomponenten um die n Axen
auch die um die x,y, # Axen einfiihren, welche fiir beide Instrumente die-
selben Betriige haben; es ist, wenn wir die Drehungen um diese z, y, ¢ Axen
mit ep, eg, er bezeichnen, zum Beispiel

X1 = %® + Bag + Yo7
somit zufolge der Seite 128 gegebenen Werte der ay, Bs 71
Y% = — psin(fy — 9,) — g cos(f; — ¢;) + r sind; sinfy
und weil f; =0, §; sehr klein ist,

X1 = sine; — ¢ Co0Sp;.
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Entsprechend ist mit gentigender Naherung

Y2 =P Singy — g COS Py,
A =psing, —geose, Yy =2p sing; — g cos 9],

und es wird

db,=c¢ (p (§; sing, — &, sing,) — ¢ (€, cosp, — &, cosp,) ),
bezw.

8b, = ¢ (p (§, sinp, — &, sing,) — g (£, cosp, — &, cos:p’z,)).

Diese Ausdriicke haben aber mehr theoretisches, als praktisches Interesse.

Wenn die Instrumente nicht mit einander starr verbunden sind, kann
jedes von ihnen unabhingig von dem andern, etwa durch Erschiitterungen,
Drehungen erleiden, es kénnen auch, namentlich bei dem Transversal-
comparator, Torsionen und Biegungen eintreten, vermdge deren ebenfalls
Drehungen zustande kommen. Wir diirfen dann nur von der ersten Form
fiir 6b, Gebrauch machen, haben aber kein Recht mehr, den y; und ¥,
bezw. den yj, y, gleiche Zeichen zuzusprechen, und es konnen die &b, zu
betrichtlichen Werten ansteigen. Indessen ist es nicht moglich, allgemeine
Beziehungen zwischen diesen Grossen aufzustellen, und man muss praktisch
darauf halten, dass eben solche selbstindige Drehungen und Biegungen
und Torsionen vermieden werden. Bei dem Transversalcomparator muss
also das Prisma gehorig rigid sein, bei beiden Comparatoren miissen die
Instrumente an dem Schlitten ganz fest geklemmt werden, bei dem Longi-
tudinalcomparator miissen die die einzelnen Teile des beide Instrumente
tragenden Schlittens fest in einander gefiigt sein. Ob diese Bedingungen
erfilllt sind, sieht man, wie schon bemerkt, am besten, wenn man die
Instrumente auf irgend welche Objecte einstellt und absichtlich starke
Erschiitterungen durch Stosse hervorbringt; die Objecte werden bei ge-
niigender Rigiditit nach eingetretener Ruhe an derselben Stelle des Gesichts-
feldes erscheinen, die sie vor den Erschiitterungen inne hatten, andernfalls
zeigen sie sich an andern Orten.

64c. Die Correction wegen Lagenénderung der optischen Instrumente.
Die dritte Correction &c ist bestimmt durch

e?r . . R ,
de=5 (& (3gy? + iy — a(Ge,? + i,9).
Wir diirfen hier ohne weiteres o' durch o ersetzen, denn wie wir gesehen

haben, konnen o’ und @ bei einigermassen guter Einrichtung und giinstigen
Umstinden nur wenig von einander verschieden sein. Es ist also

e? Nt . .
3c—§a(r)‘p09—6<p02 + to2 — t02).
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Der Wert von ¢ braucht nur angenshert bekannt zu sein und darf
auch durch den bekannten Betrag A des benutzten Teils des Maassstabes,
den wir mit A’ vergleichen, ersetzt werden.

Die Correction dc hiingt allein von den Verinderungen der optischen
Instrumente ab; wenn diese Verdnderungen fortfallen, verschwindet auch
diese Correction. Wir sehen wieder zunichst von Verbiegungen und Tor-
sionen, die die Instrumente gegen einander verstellen, ab und nehmen an,
dass 4, aus ¢, und dp, aus dp, dadurch entstanden ist, dass das Prisma
oder der Schlitten als starres System Drehungen erlitten hat. Fiihren wir
wieder die Drehungscomponenten ep, g, er des ganzen Systems um die Axen
der z, y, ¢ und ferner das in Art. 64 benutzte Coordinatensystem (£, v, £),,
in welchem die Axe { die Linie @ selbst ist, ein, so wird nach den heran-
gezogenen Lehren der Mechanik

cos(a’, &) =cos(a, 2) —e (c_} cos(yz) — pcos(COy)).
Hierin ist aber nach Art. 64

’ e? [ . g2 .
cos (@, &) =1 —5 (8,2 +4,?), cos(a, 2) =1 —3 (B92 + 14,2,

also bekommen wir

82 ’ - . -
— g (O, — 8¢ + i)? — 4,F) =p cos(§,y) — g cos (§,2)

8e = _—a(p cos (§,y) — ¢ cos (Cox)).
Es ist-nun (Art. 64)

cos (§yz) = sing,, cos(§yy) = — sing,,
also
cos (§oz) = + &iy, cos(y) = — ed9,
und
0c = ae® (poyo, + q4))-

Es verschwindet d¢ zunichst, wenn g und p beide Null sind, das Prisma
sich also um die Horizontal- und Verticalaxe nicht dreht, welche Drehungen
sie auch um die Pointirungsrichtung erleidet, wie auch von vornherein ein-
leuchtet. Ferner ist auch dc=0, wenn ¢/p= — d¢.fs, ist, wenn also die
Drehung des Prisma um die Horizontalaxe zu der um die Verticalaxe in
demselben Verhiltnis steht, wie die Neigung der Linie @ gegen die verticale
zz Ebene zu der Neigung gegen die horizontale #y Ebene. Es ist aber wol
nicht méglich zu entscheiden, ob bei einem gerade in Anwendung befind-
lichen Apparat eine dieser beiden Bedingungen erfiillt ist.

Vorhin sahen wir, dass bei der Verwandlung der & in ' durch Drehungen
allein vorziiglich die ¢ Componente in Frage kam, hier tritt noch die » Compo-
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nente hinzu. Im Ganzen ist also, wenigstens bei der hier gewihlten Art
der Correctionsrechnung, hinsichtlich der Drehungen des Prisma beziehungs-
weise des Schlittens (beim Longitudinalcomparator) als starres System
nur die Drehung zu beachten, welche um eine Axe vor sich-geht, die in
einer auf der Pointirungsrichtung senkrecht stehenden Verticalebene liegt.

Kommen wieder zu den Drehungen noch Verbiegungen und Torsionen
hinzu, so miissen wir bei der urspriinglichen Form der Correction dc stehen
bleiben.

64d. Die Correction wegen*Neigung und Nichtparallelitit der zu
vergleichenden Léingen. Die letzte Correction 8C hingt ganz allein von
der Lage der zu vergleichenden Strecken ab, und da diese beiden Strecken
im allgemeinen getrennt sein werden, wird zwischen d¢’, ¢ und o9, ¢ keine
Verbindung bestehen.

Es ist leicht zu zeigen, wie man die Winkel dp, 0¢’ einander gleich
machen kann, wenn die Linien, welche die Enden der Strecken verbinden,
woldefinirt sind, sei es dadurch, dass A und A’ selbst geradezu durch
mechanisch gezogene sichtbare Linien dargestellt sind, oder da, wo nur die
Enden charakterisirt sind, dadurch dass wenigstens zu denselben parallele
Linien (wie Kanten, Projectionen von Mantelflichen u. s. f.) existiren. Beim
Transversalcomparator benutzt man zuniichsteine der Strecken oder, wo sienicht
selbst sichtbar auftritt, eine ihr parallele Linie, um die Pointirungsrichtungen
der beiden Instrumente (I, II) in dieselbe Ebene zu bringen. Dazu dreht
man diese Instrumente in ihren Hiilsen so lange, bis die in ihren Mikro-
meterebenen durch Fiden markirten Pointirungsrichtungen mit dieser Linie
zusaminenzufallen scheinen. Riickt man nun die betreffende zweite Strecke
so zurecht, dass die sie charakterisirende Linie oder eine andere ihr parallele,
wenn die Instrumente auf ihre Enden eingestellt sind, im Gesichtsfeld der-
selben den, wie bemerkt, durch Faden markirten Pointirungsrichtungen
parallel lauft, so konnen jedenfalls 8¢ und d¢’ als einander hinldnglich
gleich angesehen werden, denn in der Correction 8C sind diese Grossen mit
e? multiplicirt. Eine der beiden Strecken, nidmlich A4, gehort einem Maass-
stab an; hier ist die notige gerade Linie durch die Kante des Maassstabes,
oder durch eine durch die Striche selbst gezogene Linie oder dadurch gegeben,
dass die Mitten der Striche ideell verbunden gedacht werden. Man wird
also zumeist den Maassstab benutzen konnen, um die Pointirungsrichtungen
in eine Ebene zu bringen.

Beim Longitudinalcomparator hat man die Pointirungsrichtung des
einen optischen Instruments an der einen, die des andern an der andern
Strecke zu richten, da man aber hier die Instrumente von einer Seite nach
der andern transportiren muss, kann man dieses Richten nicht allein an den
Instrumenten ausfithren, sondern muss zugleich auch die Strecken oder die
ihnen parallelen Linien richten. Nehmen wir die Strecke A und das Instru-
ment I, so legt man erst 4 so hin, dass es dem Prisma annihernd parallel ist
und zugleich an einem Ende im Gesichtsfeld von I erscheint, dann dreht man I
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in seiner Fassung, bis der die Pointirungsrichtung markirende Faden A4
parallel liduft; bringt man den Schlitten mit den Instrumenten nach der
andern Seite, so wird dort A nicht mit der Pointirungsrichtung tiberein-
stimmen, man corrigirt einen Teil durch kleine Stosse, die man A an
der betreffenden Stelle versetzt und den Rest durch Drehen des Instruments
in seiner Fassung, dann geht man wieder zuriick auf die Ausgangsstelle
und corrigirt dort in derselben Weise zur einen Halfte an A, zur andern
an dem Instrument u. s. f Ebenso verfihrt man mit 4’ und dem zuge-
horigen Instrument; hat aber A’ keine sichtbare, mit der zu messenden
Strecke zusammenfallende oder derselben parallele Linie, so legt man erst
an Stelle von A’ einen Stab mit gerader Kante, etwa A selbst, hin und
operirt mit diesem in der angegebenen Weise. Ersetzt man dann diesen
Stab durch A’, so hat man A4’ so zurecht zu riicken, dass das eine Ende im
Gesichtsfeld des Instruments in derselben Entfernung von dem die Pointirungs-
richtung markirenden Faden erscheint, wie nach Transportirung des Schlittens
und geeigneter Einstellung das andere Ende.

Es wire sehr gut, wenn man das Richten der Pointirungsrichtungen
nur ein fiir alle mal auszufithren brauchte, denn je weniger man an den
Instrumenten operirt, desto besser ist es, da man aber meist gezwungen ist
die optischen Instrumente bei jeder besondern Messung erst auf deutliche
Sichtbarkeit der Enden einzustellen und bei einer solchen Einstellung eine
mehr oder minder grosse Drehung der Instrumente in ihren Fassungen sich
nicht gut ganz vermeiden lisst, geht das nicht an; nur bei solchen Apparaten,
wo die Unterlage der Strecken sich hdoher und tiefer bringen lisst, kann
das Einstellen nicht an den Instrumenten, sondern an der Unterlage der
Strecken bewirkt werden, indem man diese so lange hebt oder senkt, bis die
Strecken im Gesichtsfelde der Instrumente deutlich und scharf erscheinen.

Man kann auch 0¢'2— 8¢? dadurch zum Verschwinden bringen, dass
man 0¢'= d¢ macht, bedenkt man aber, dass diese Winkel die Neigungen
der Strecken gegen die jeweilige Ebene der z#, diese aber, weil die x Axe unsern
Festsetzungen nach einmal in der Centralebene von Instrument I und dann
in der von I’ liegen sollte, in Bezug auf A’ nur dann der Ebene in Bezug
auf A parallel sein wird, wenn die Centralebenen von I und I' parallel
laufen, so sieht man, dass hierzu nicht ausreicht, die Strecken fiir sich in
parallele Ebenen zu bringen, die Hauptsache ist vielmehr, dass die Strecken
zu den zugehorigen wzEbenen dieselbe Neigung besitzen. Indessen wird
gerade diese von 0¢’2— d¢? abhingende Correction am wenigsten beachtet,
weil sich eben die Centralebenen geniigend parallel richten lassen.

Es hiéngt 8C nun noch ab von ¢2— 42 der Differenz der Quadrate der
Neigungen der Strecken gegen den Horizont. Diese Neigungen sind leicht
zu bestimmen, wenn die Lingen auf geebneten Flichen aufgetragen sind.
Auch dann, wenn etwa die Strecken Linien parallel sind, mit denen sie auf
der Unterlage aufliegen, sei es, dass diese Linien (wie bei Maassstiben)
geebneten oder (wie bei in Rghren eingeschlossenen Quecksilberfiden)
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cylindrisch gekriimmten Flichen angehéren, sei es, dass sie durch Vorspriinge
gelegt zu denken sind, kann man ¢ und ¢ messen, indem man die Neigung
der Unterlage in den Richtungen jener Linien mit Rohrenlibellen bestimmt.
Natiirlich wird man in diesen Fillen {iberhaupt ¢ und ¢ durch Horizontiren
der Strecken oder ihrer Unterlage zum Verschwinden zu bringen suchen.

Statt des Horizontirens der Strecken mit Libellen kann man sich auch
eines optischen von den Mechanikern Brunner*) vorgeschlagenen Ver-
fahrens bedienen. Man stellt, beispielsweise beim Transversalcomparator,
die Instrumente I, II auf Objecte ein, von denen man sicher ist, dass die-
selben in einer und derselben Horizontalebene liegen, bringt man dann die
zu vergleichenden Strecken auf ihrer Unterlage in solche Hohe, dass jede
von ihnen an beiden Enden gleich scharf gesehen werden kann, so kann
man annehmen, dass diese Enden bei jeder Strecke, soweit wenigstens, als es
der Spielraum fiir optische Einstellungen gestattet (Art. 37), in einer
Horizontalebene liegen. Die notigen Objecte verschafft man sich dadurch,
dass man zwei Schaalen mit Wasser fiillf und mit Lykopodium oder einem
feinen Pulver bestreut. Die eine Schaale stelll man unter das eine, die
andere unter das andere Instrument. Verbindet man nun beide Schaalen
durch einen Schlauch, so gelangen die beiden Wasserspiegel und mit ihnen
die auf ihrer Oberfliche schwimmenden Korperchen in genau dieselbe
Horizontalebene und wenn man nun mit den optischen Instrumenten auf
die beziiglichen Korperchen scharf einstellt, hat man den Zweck, die Instru-
mente derselben Horizontalebene anzupassen, erreicht. Diese Anpassung
kann lange Zeit erhalten bleiben und braucht nur hin und wieder controlirt
zu werden.

Die Correction 8C ist um so weniger bedeutend, je kleiner die zu
vergleichenden Strecken sind, ganz so wie die Correction d¢, so dass man sie
bei Messungen, die ganz geringe Strecken betreffen, etwa solche, die noch
nicht 100 mm erreichen, vernachldssigen darf.

64e. Eliminirung der Correctionen durch Vertauschung der zu ver-
gleichenden Strecken. Damit ist die Discussion der einzelnen Corrections-
glieder erledigt, und es ist diese Discussion insofern von Wert, als sie
gelehrt hat, worauf es ankommt, auf welche Eigenheiten des Apparates und
der geometrischen Einrichtung ganz besonders zu achten ist. Fragt man
aber danach, welche der Correctionsglieder sich gegebenen Falls wirklich
in Rechnung ziehen lassen, so zeigt sich, dass wir mit unsern jetzigen

2
Mitteln eigentlich nur die Terme %A(i’z—ﬁ) und a’'— @, und diese auch

nicht immer und in wvoller Strenge zu beriicksichtigen im Stande sind.
Alle andern Correctionsglieder haben mehr ideellen als praktischen Wert,
vor allen Dingen weil die auf die Pointirungsrichtungen sich beziehenden
Winkel einer experimentellen Bestimmung noch nicht zugénglich sind.

*) Bénoit in Traveaux et mémoires du Bureau international des poids et mésures.
Tome 1L
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Man kann sich aber von diesen Correctionen zum Teil frei machen,
wenn man die Messungen mehrmals und zwar jedesmal unter andern Ver-
héltnissen ausfithrt. Nicht blos ordnet man die ganze Messung symmetrisch
zur Mitte an, indem man die Pointirungen in der Folge A, A’, A’, A aus-
fiihrt, also in derselben Messungsreihe zwei vollstdndige und von einander
unabhingige Vergleichungen, und zwar erst von 4 mit 4’ und dann
von A’ mit A ausfithrt, sondern man tut gut, nach einer Messungsreihe
noch eine zweite vorzunehmen, nachdem man die zu vergleichenden Strecken
mit einander vertauscht hat. In der Tat hat man eine Messungsreihe
mit vertauschten Strecken ausgefiihrt und dabei die Pointirungen beispiels-
weise in der Folge A’, A, A, A’ vorgenommen, so bekommen bei sonst
unverdnderten Verhéltnissen fast alle von der Einrichtung der Instrumente
abhingigen Correctionsglieder das entgegengesetzte Zeichen, denn die
nicht accentuirten Buchstaben beziehen sich dann auf die Pointirungen
auf A’, die accentuirten auf die von 4, und man sieht leicht, dass so im
Mittel aus beiden Messungsreihen fast alle Correctionen (bis auf diejenigen,
welche von der Orientirung der Strecken selbst abhingen) herausfallen.

Andere Variirungen der Verhéltnisse bestehen in Umlegen der Strecken,
so dass die zuerst links gelegenen Enden nach rechts kommen. Dieses
Umlegen trigt wenig zur Vernichtung der hier behandelten Corrections-
grossen bei, ist aber zur Eliminirung anderer Correctionen, die wir spiter
noch kennen lernen werden, von bedeutendem Vorteil.

64f (Contactmessungen), Vergleichung zusammengesetzter Strecken,
Messungen mit Zusatzstiicken. Ich habe bis jetzt vorausgesetzt, dass die
Strecken A und A’ direct mit einander verglichen werden kénnen, jede von
ihnen eine fortlaufende Gerade bildet. Es ist aber schon in Art. 43 darauf
hingewiesen, dass man oft gezwungen ist, die Vergleichungen nicht an diesen
Strecken selbst auszufithren, sondern an diesen Strecken, nachdem man sie
beide oder eine von ihnen noch mit Zusatzstiicken (Contactstiicken) versehen
hat. Diese Zusatzstiicke bilden Verldngerungen der betreffenden Strecken,
die als bekannt anzusehen sind, und wenn sie erstens genau in Richtung
der betreffenden Strecken selbst verlaufen und zweitens deren unmittelbare
Fortsetzung bilden, bringt ihre Anwendung auch keine Complication in die
Rechnung, es bleibt die einfache in Art. 64 angegebene Formel bestehen.
Da man aber nicht unter allen Umstinden erwarten darf, diese beiden Be-
dingungen erfiillt zu sehen, haben wir noch zuzusehen, welche Correctionen
hier noch etwa hinzukommen.

Um die Untersuchung nicht unniitz zu compliciren, abstrahire ich zunichst
von der zweiten Bedingung, nehme also an, dass die betreffenden Enden
der Zusatzstiicke mit den Enden der Strecken A und A’ absolut zusammen-
fallen. Es seien die linken Zusatzstiicke an A und 4’ bezw. Z;, Z;, die
rechten bezw. Z , Z; die linken Enden der Strecken memne ich 7, 7, die
rechten 7, #/. Die Enden von Z,, Z, bezw. Z}, Z;,, welche mit den Enden
von A bezw. A’ in Beriihrung stehen sollen — sie sollen die Contactenden
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der Zusatzstiicke heissen — nenmne ich A, p,, bezw. X, ¢;, die Enden, auf
welche pointirt wird (Punkte oder Striche auf den Zusatzstiicken), 1,, o,
bezw. X, 0.

Zu vergleichen sind dann die Linien A =1/ und A'=1"y', gemessen
werden aber die Linien A,p. und Ajp.. Bezeichnet man diese letztern

Strecken mit A bezw. A’, die Zusatzstrecken mit a;, « ; a;, a., so wird

A=ko, A=Nhes oy=NL, a.=pp; =Nk, a =0

a,, oy sind als positive Betrige in die Rechnung einzufiihren, wenn die
Contactenden rechts von den Pointirungsenden liegen, als negative, wenn
sie sich links von diesen befinden. Umgekehrt sind «., o, wie negative
Grossen zu behandeln, wenn die Contactenden rechts von den Pointirungs-
enden liegen, wie negative, wenn sie links von denselben sich befinden.
Wann der eine oder andere Fall eintritt, hingt ganz von der Construction
der Zusatzstiicke ab.

Eine Beziehung zwischen A und A ist sehr leicht zu bekommen, wenn
man den Cosinus der Richtungswinkel von A in geeigneter Weise aus-
driickt.

Bezeichnen wir die #Coordinaten von A, A mit z, ¢
p;» p, Wit {, ., so haben wir zunéchst

. die von

2, — %

cos(A, &) = X

oder, wenn wir {, —{_ subtrahiren und addiren,
Acos(A, 2)=(s,— () + (L, —2) + (5, —C).

Es ist aber, wenn wir die Richtungen in der Erstreckung von links
nach rechts als positiv rechnen, also auch das Instrument I als das links
befindliche ansehen,

(2,—¢) =a,c08(a,, &), ({,—z) =0q,c08(x,, 2), ({,— L )=-Acos(4,z),
somit
A cos(A, 2) =a,cos(a,, 2) + a, cos (a,, &) + A cos(4, 2).

Nun liegen alle hier in Frage kommenden Linien nahezu horizontal,
fithren wir also Winkel 0¢ und ¢ in &hnlicher Bedeutung wie frither bei
A und @ ein, und symbolisiren diese Winkel nach dem folgenden Schema

i A Winkel 3¢, i,
» 4 » o9, i,
I Z] ” &PZ’ éza
n Z,- ” 6‘?7, J
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so haben wir analog wie in Artf. 64
2 &2
cos(A, 2)=1 —3 (092 +4?), cos(4, &)=1 —3 (02 + 22,
e? €2
cos(a,, 2)=1 ——§(6cpr9+ i,?), cos(ay, &) =1—5 (8¢,>+ .

Damit wird
A=A—a —a
e? = — N B N . .
—{AGe + ) — A(g* + ) — 0, (3, +4,) — o, (89, + 4, D)}

Wir haben nur die Buchstaben mit Accenten zu versehen, um sofort
auch die notige Gleichung fiir A’ zu bekommen, ndmlich

A=AN—o —q
— %Q{A'@'ﬂ + i) — A (392 + %) — &l (3¢L2 4 il 2) — o) (39,2 +4,2) }-
Nunmehr ergiebt die Subtraction dieser Gleichungen von einander
A’—A=A’——A—(a’r—ar+a;—a1)
- ?§{A' (32 + %) — A (392 + %) — o, (3¢, 2+1,2) — o) (3¢} *+ §; %) }
+E§2{ A (Bg? + %) — A (3¢? +4%) — a (39, 2+1i,2) — o, (39, 2+ 4,2) }-

Hierin ist A’— A bestimmt durch die Gleichung XL) auf Seite 130, nur
dass daselbst 8¢ und ¢ zu ersetzen sind durch dp und  und alle Grossen
zu beziehen sind auf die Einstellungen auf A und A’, also auf die
Enden A, p, bezw. A, p/.

@ — a,+ o, — o, bedeutet die Differenz in der Lénge der Zusatustiicke
und muss naturgemiss in Abzug gebracht werden.
2

Die folgenden mit % multiplicirten Glieder sind Correctionen, die
ganz der in A'— A vertretenen Correction ¢C entsprechen.

Bezeichnet man diese Correctionen mit 3C, so wird nach Eintragung
des Wertes fiir A’—A, falls — d¢c + 6C + 6C = (8C) gesetzt wird,

A— A=0— b — (&, —1,) — (. —a, -+ —a,) + a + b + (3C).

Wir haben nun

e? ~ - , ' o ~ — .
—dc+06C=+ 3 A’ (8924 %) — a' (00, 2+ 6,2) — A (B9% +-3%) + a (¢, 2+ 4, 2)
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und da wir ohne weiteres @’ durch A’ und @ durch A ersetzen diirfen

2 _ _ _ _
—dc+8C= +% (A’ (B2 — 89),2) + A’ (72— i 2) — A(Bpi— B9, )—A@—4,9)) -

Somit wird
3—2(60) =(— 8¢+ 3C +§C)
= A(B¢"2+ %) — A(dp2 + i2) — A’ (352 + i1 2) + A(Bp,2 + 4,2)
+ o (8¢, +4.7) —a, (3,2 +4.%) + oy (B, 2 + 4;%) — o, (B, 2 + 4, 7).

In dieser Gleichung kommen die Winkel 8¢ und 7 nicht mehr vor, das
sind aber gerade Winkel, fiir deren Grosse wir, weil die Linien A’ und A
ideelle sind, gar keine Controle haben.

Die Messung giebt nur A’— A, nicht aber A’ und A, da es sich jedoch
um Correctionsglieder handelt, konnen wir

A=At o 4o, A=A +a +aq

setzen. Es geht dann unsere Gleichung iiber in

2
BC) = G4 (392 — bg, 2 i — i}T) — A (3 — b+ 2—i,?)
+ a, (89,2 — By P+ 4,2 — i) — o, (B, *— 89 ° + 4,2 — §,?)
+ o (892 — B ® + 42— 4 %) — o, (Bp, — By *+ 4,7 — 4y ) |

und diese Correction, in der man noch A fiir A’ setzen darf, tritt jetzt an
Stelle der Correction — ¢ + 8C ein.

Bei der Einrichtung der Messungen hat man vor allen Dingen die 8¢
zum Verschwinden zu bringen, dazu ist notig, dass einerseits 4, Z , Z, und
andererseits A4’, Z,, Z; in je einer Ebene liegen. Ob das der Fall ist,
erkennt man wie frither daran, dass die Linien, die die bezeichneten
Strecken darstellen, den Fidden der Instrumente (oder dem Faden eines
Instruments in verschiedenen Stellungen auf dem Prisma), welche die
Pointirungsrichtungen markiren, parallel gesehen werden. Sind die &p
verschwunden, dann héngt die Correction nur noch von den Neigungen der
einzelnen in Frage kommenden Strecken ab, diese bestimmt man aber mit
Hilfe von Rohrenlibellen.

Ich setze jetzt

2
= B3 — B, 7 i) — ABgI— g3+ B —iy)) =04,
52 ' 2 o1y . ’ ’ e ’ .r .r
9 (ar (0,2 — 39y * + 4,2 — %) + & (&Pl P— 8gy 2+ i, 2 — 4 %)

— o, (09,2 — 892 + 4,2 — 4 %) — «, (89,2 — 3‘?024- 42— io2)) = da.

Weinsgtein, Lehrbuch IL 10
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und
o, + a;— (a,+ @) = Aa,
dann ist
XLI) A—A=(—C,— (¢ —¢)+0a+0b+ 04

— Ao + ba.

Diese Formel birgt die Gleichungen fiir eine Menge wichtiger Special-
fille in sich

1) A= A'=0. Man vergleicht zwei gebrochene Strecken ¢ + a; und
a, + o, mit einander und hat

XLL) o + oy — (0,4 0;) =8 — &, — (€ — &)+ da + 8b + da.

2) A=0, o, =a;=0. Man vergleicht eine Strecke 4’ mit der Summe
zweier an emander gelegter Strecken «, und «, weil jede von ihnen zu kurz
ist und eine Strecke von der Linge von A’ nicht zur Verfiigung steht.
Hier ist

. 2
A— (o) =8 — L— (=8 + 80 + 8b + 5 A3 — by *+i"—i} )

XLI,) &2 i . ‘ . .
? ) (“r (8¢, 2— 8y ® + 4,2 — 4y%) + &, (8¢, — 8y + 7,2 — 202))-

3) a;=0a, =0. Die Zusatzstiicke Z, und Z, dienen dann nicht zur
Verlingerung der Strecken, sondern nur um diésen auf einer Seite einen
festen Stiitzpunkt zu verleihen. In diesem Fall hat man iberhaupt nicht
vier Zusatzstiicke, sondern nur zwei, von jedem Paar ist ein Stiick
an die Unterlage festgeschraubt, das andere in einer Fiihrung in Richtung
seiner Axe verschiebbar. Man legt erst A’ gegen das feste Stiick, schiebt
das bewegliche zur Beriihrung und pointirt auf einen Strich dieses Stiickes,
dann nimmt man A’ fort, legt A gegen das feste Stiick an, schiebt das
bewegliche Stiick bis zur Berithrung heran und pointirt eventuell auf einen
andern Strich dieses Stiickes. Man hat dann natiirlich auch nur ein
Instrument, welches nicht verstellt werden darf, es ist also e =238b =0 zu
setzen und man bekommt

—A=4—t— @ — )+ A'(a<p'2+i'2)—A(aop?+ 52)—05 +q,

Verschiebt sich das Zusatzstiick (Contacteylinder) parallel mit sich selbst,
so0 ist 6(9,—6:9,, 4 =1, und die letzten Glieder gehen fiber in — (o) —a,)

(3,2 + 1, 2) 5 - Im allgemeinen ist «-— a,_ selbst schon klein, und man darf

itberhaupt d1e Correction fiir die Richtung des Contactcylinders fortlassen

Fiir andere Fille wird der Leser selbst die Formel leicht specialisiren konnen.
Gehen wir auf diese allgemeine Formel zuriick.
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Die rechtsstehenden Glieder der ersten Zeile sind genau dieselben
Grossen, die wir schon bei Messungen ohne Zusatzstiicke discutirt haben;
die beiden Glieder der zweiten Zeile sind neu hinzugekommen. Von diesen
beiden Gliedern ist Aa nicht als Correctionsglied anzusehen, es tritt unter
allen Umstinden auf, wenn nicht gerade die Léngen auf den Zusatzstiicken
S0 abgemessen sind, dass sie sich in A« gegen einander aufheben. Sind
diese Lingen bekannt, so kann man Aa aus der Definitionsgleichung
berechnen.

Gewohnlich bestehen nun die Zusatzstiicke, wo sie wirklich als solche
und nicht vielmehr als Maassstibe dienen, aus cylindrisch geformten
Korpern; an den Enden, welche mit den Strecken zur Beriithrung zu bringen
sind, wir nannten diese Enden Contactenden, also bei A, e;5 A py, sind
diese Korper eben oder kugelfsrmig oder konisch oder schneidenférmig
abgeschliffen, diese Enden liegen also in einer Ebene, einer Kugelfliche,
einer Kegelspitze oder einer Linie. Die andern Enden, A, o, X}, p,, wir
nannten sie die Pointirungsenden, sind Punkte oder Striche. Bei einigen
Zusatzstiicken befinden sich diese Pointirungsenden auf einer Ebene auf-
getragen, die in dem betreffenden Zusatzstiick so eingeschliffen ist, dass sie
auch das zugehorige Contactende in sich aufnimmt, hier bilden die Ver-
bindungslinien der Pointirungsenden mit den Contactenden die Zusatzstrecken,
und es kommt dann auf deren Liénge und Richtung an. Bei andern
Zusatzstiicken befinden sich die Pointirungsenden in hoherer oder tieferer
Lage als die Contactenden, hier sind die Z nicht mehr als Verbindungs-
linien definirbar. Wenn aber die Neigungen ¢ und 8¢ auf die Axen der
Zusatzstiicke selbst bezogen werden, kann man jedes der Z als diejenige
Linie auffassen, welche von dem Pointirungsende des betreffenden Zusatz-
stiickes parallel mit der Axe dieses Stiickes bis zu der Verticalebene hin-
fithrt, die durch das von dem Contactende beriihrte Ende der betreffenden
Strecke gelegt ist.

Wie auch die Zusatzstiicke eingerichtet sein mogen, jedenfalls ist,
namentlich weil die Enden der in Frage kommenden Zusatzstrecken Z so
ganz ungleichartig sind, eine directe Ausmessung der einzelnen Z selbst
dann nicht gut durchfithrbar, wenn die Contactenden und die Zusatzstrecken
sichtbar gemacht werden konnen. Da man aber meist weder iiber die Lage
der Contactenden noch {iber den Verlauf der Strecken « geniigend informirt
ist, bestimmt man, wie schon in Art. 43 hervorgehoben ist, lieber Aa
entweder auf einmal oder in seinen beiden Teilen o) + o/ und o, + a,.

Auf einmal kann man Ae nur bestimmen, wenn die Summe der Zusatz-
strecken zu A der Summe der Zusatzstrecken zu A’ so nahe gleich ist,
dass man eben «;+ « direct mit «, + «, zu vergleichen vermag. Es ist
nidmlich A« == o)+ « — (&, + «.), denken wir uns also, nachdem die Strecken
A, A’ fortgenommen sind, die je gegeniiberstehenden Zusatzstiicke so weit
gegen einander geschoben, bis die Contactenden zur Beriihrung kommen,
so haben wir zwei neben einander liegende Strecken o)+ o, und «,+ «,,

10*
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die wir mit einander vergleichen kénnen. Wir bekommen dann, indem wir
unsere fritheren Symbole beibehalten, sie aber, weil die Lagen der Instru-
mente und der Zusatzstiicke jetzt andere sein konnen als frither bei den
Messungen an 4 und A’, mit Horizontalstrichen versehen, dadurch, dass wir
in der allgemeinen Formel XLI) 4 und A4’ beide gleich Null setzen

Da=d}+ o, — (q,+ o) =0 —C—(E—) + 8a+ b + da.
Darf man annehmen, dass die Orientirung der Instrumente bei der Bestimmung
der Grosse A, abgesehen davon, dass die Instrumente einander haben
gendhert werden miissen, dieselbe ist, wie bei der Vergleichung von 4’
mit 4, und dass auch die Zusatzstiicke, wenn sie zu zwei und zwei an einander
geschoben sind, so liegen, wie da sie 4 beziehungsweise A’ beriihrten, so
haben wir _ . —

0a = 0a, 0b = 0b, Sa =0a.

In diesem Falle also erstreckt sich die Bestimmung nicht sowohl auf Aa

als vielmehr sofort auf A« — 8¢ — 8b — 8a und man bekommt

A—A=0—0— =) — G5+ G—L) + 4,
wo dann die einzige noch zu beriicksichtigende Correction 84 ist.
Wie weit eine solche Annahme berechtigt ist, muss man in jedem

besondern Fall untersuchen, im allgemeinen sind die Correctionen 8a, 8b, doa
von denen da, 8b, 0o verschieden, und man hat
XLI) A'—A={—0—C—t)—C—8)+{—{ +da+db
—8a— 8b+ da— da+-0A.

Ist die Summe der Zusatzstrecken zu A nicht nahezu gleich der der
Zusatzstrecken zu A4’, sondern von dieser so weit verschieden, dass man
nicht von derselben Einstellung aus auf die entsprechenden Enden von
@, + a; und e + «, pointiren kann, so vermag man nicht mehr «;+ o und
@, + o, mit einander direct zu vergleichen und muss jede dieser Summen fiir
sich bestimmen. Dazu bedarf man jedesmal eines Maassstabs. Die notigen
Formeln sind aber diejenigen, welche dem vorhin an zweiter Stelle ange-
fithrten Specialfall angehoren. Bedienen wir uns wieder aller frither benutzten
Symbole und geben ihnen den Index 1 oder 2, je nachdem sie sich auf die
Ausmessung von o, + a, oder o)+ o beziehen, so haben wir

2
oyt = dy e (G )y B — A, (P i,
X & . Lo - &2 . .
+3 o, (8,2 — 092+ 14,2 — %), + 3% (B¢, 2 — 89+ 4,2 —4,%),
. ) . , o o €2 e n , y
o+ aT=A2+ (§2—C'2—(C1———C1))2+0a2 +Obz——§A2(o? 2_030024_2!2_.7,02)2

52 IS ’ o - 32 ’ ’y ’ v n
+§'“r(°(?r2—6%2+ "72—"02)2'*'5“1(8‘?11_ By + 62— 4y ?),,
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woraus sich der Werth von Aa durch Subtraction der ersten Gleichung von
der zweiten ergiebt.

Hier und in den frither abgeleiteten Gleichungen stehen zwar immer
noch die « in der Mitte der Glieder, die als bekannt angesehen werden, aber
da sie nur als Factoren von Correctionsgliedern erscheinen, brauchen sie
nicht besonders genau bekannt zu sein, es geniigt fiir sie Betrige einzu-
setzen, die man in irgend einer Weise, eventuell durch directes Abmessen
mit einem angelegten Maassstab, erhalten hat. Wo die a selbst schon klein
sind, darf man die Correctionsglieder 8a iiberhaupt fortlassen.

Soweit wire alles in Ordnung und nicht complicirter als bei einfachen
Vergleichungen. Die Schwierigkeiten liegen auch nicht in den einzelnen
Bestimmungen, sondern in der Ungewissheit, in der man sich im allgemeinen
hinsichtlich der zur Beriithrung gebrachten Stellen befindet. Sollen ndmlich
die vorstehend angegebenen Formeln Anwendung finden konnen, so miissen:
1) bei der Vergleichung von A mit A’ die Zusatzstiicke genau mit den
Enden von A4 bezw. A’ in Berithrung stehen, oder wenn sie andere Punkte
beriihren, miissen die diese Punkte bezw. verbindenden Geraden die nim-
lichen Richtungen und L#ngen haben, wie die zu vergleichenden Strecken,
2) bei der Bestimmung von Aa, sei es durch directe Vergleichung von
o)+ o mit o)+ «_oder durch Ausmessung jeder dieser Grdssen fiir sich
die Stellen, die bei der Vergleichung von A’ mit 4 die Contactenden waren,
auch jetzt die Contactenden sein. Ob diese Bedingungen erfiillt sind oder
nicht, lisst sich mit einiger Sicherheit wol nur in sehr seltenen Fillen ent-
scheiden, man kann aber wenigstens bei den Stiicken, iiber deren Beschaffen-
heit man beliebig verfiigen darf, also bei der Vergleichsstrecke und den
Zusatzstiicken, darauf hinwirken, dass diese eine fiir die Erfilllung dieser
Bedingungen tunlich geeignete Begrenzung haben. Als solche Begrenzungen
ganz besonders geeignet sind bei den Endmaassen, und als Endmaass fungirt
hier die Vergleichsstrecke A, kleine ebene Flichen. Man lasst also ent-
weder das Endmaass an beiden Enden in stumpfe Kegel, deren Grundflichen
fein abgeschliffen sind, auslaufen oder man versieht den Stab an seinen
Enden mit fest eingefiigten Metall- oder Steinstiickchen, die an den
Aussenflichen eben und glatt abgeschliffen sind. Zu rohern Messungen
benutzt man wol auch Endmaasse, deren breite Endflichen eben und einander
moglichst parallel gehalten sind, die Mitten dieser Fldchen sollen dann die
Enden sein, oder Maasse, die beiderseits in Schneiden ausgehen, so jedoch,
dass die Schneide an dem einen Ende vertical, an dem andern horizontal
verlauft. Wie die Zusatzstiicke geformt sind, ist schon frither angegeben,
neuerdings hat man, um von der zweiten Bedingung so weit es geht unab-
héngig zu werden, diese Zusatzstiicke vorne, am Kopf, ganz kugelformig
abgeschliffen und die Pointirungsenden in die Mittelpunkte der beziiglichen
Kugeln verlegt.*) Befindet sich wirklich bei einem so geformten Zusatzstiick

*) Nach miindlicher Mitteilung des Mechanikers Reichel (Berlin).
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das Pointirungsende in dem Mittelpunkt der Kugel, so sind alle Linien, die
von demselben nach der Oberfliche der Kugel hinfithren, gleich lang, es
kommt also nicht darauf an, mit welchem Punkte dieser Kugelfliche das
Zusatzstiick die betreffendc Strecke oder ein anderes Zusatzstiick beriihrt,
mit andern Worten die Lage der Contactenden ist gleichgiltig. Doch er-
streckt sich die Unabhingigkeit von der Lage der Contactenden nur auf
die Grosse Aa, auf die allerdings am meisten zu achten ist; die mit den «
multiplicirten Correctionsglieder sind von dieser Lage nicht unabhingig,
da diese Glieder aber durch geeignete Einrichtung gehorig klein gehalten
werden konnen, scheint diese Construction der Zusatzstiicke grosse Vorteile
zu bieten.

Die Anwendung von Zusatzstiicken unterliegt aber noch aus anderen
Griinden einigen Bedenken; es ist ndmlich notwendig, dass ihre Contact-
enden die Enden der zu vergleichenden Strecken wirklich berithren; man
muss darum diese Stiicke mit einer gewissen Kraft gegen die Strecken
driicken und gedriickt halten und dadurch konnen Deformationen dieser
Strecken eintreten. Wo gar die zu bestimmende Strecke einem fliissigen
Korper angehort, ist die Anwendung von Contactstiicken mit noch grossern
Schwierigkeiten verbunden. Da es nun einerseits darauf ankommt, dass
Beriihrung stattfindet und andererseits jeder iiberfliissige Druck schadlich wirkt,
hat man sich mit Mitteln versehen, um entscheiden zu konnen, ob wirklich
Contact zwischen Zusatzstiick und Strecke vorhanden ist. Die Contact-
stiicke sind deshalb oft mit Fiihlhebelsystemen oder mit Libellen ver-
sehen, welche den Eintritt der Berithrung sofort anzeigen. Nun haben
Zusatzstiicke haufig gar keine andere Aufgabe, als an Stelle nicht gut
zu pointirender Enden der zu vergleichenden Strecken leicht zu poin-
tirende Marken zu schaffen. Sie sollen gewissermaassen diese Enden
sichtbar und scharf einstellbar machen. Hier kann man sie also durch
jedes andere Mittel ersetzen, das den gleichen Zweck erfiillt, und darum
benutzt man in solchen Fillen optische Mittel, die fiir Léngenmessungen
besonders eingehend durchdacht zn haben, das Verdienst Fizeaus ist, und
die in der neueren Zeit bei physikalischen Maassbestimmungen die weit-
gehendste Anwendung finden. Diese Mittel richten sich ganz nach der
Beschaffenheit der Enden.

Gehoren diese Enden Ebenen an, welche geniigend Licht reflectiren, so
nihert man denselben eine Spitze. Die betreffende Ebene entwirft ein Bild der-
selben, welches eben so weit hinter der Ebene liegt, als die Spitze sich vor
derselben befindet. Die Mitte zwischen Spitze und Bild derselben fillt also
gerade in die Ebene, ist also das Ende der betreffenden Strecke, und wenn
man auf diese Mitte pointirt, hat man auf dieses Ende pointirt. Hier ist also
jede Beriihrung vermieden; man muss nur die Spitze der Endebene so weit
nihern, dass man sie und ihr Bild zugleich im optischen Instrument sieht.
Es darf nicht verschwiegen werden, dass hier einige Vorsicht nétig ist. Ist
die Ebene zum Beispiel der Endquerschnitt eines Maassstabes, so wird
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beim Pointiren zwischen Spitze und Bild durch den Maassstab selbst
ein Teil des Gesichtsfeldes des benutzten Instruments verdeckt und das
Bild der Spitze wird in dem Instrument von einem andern Teil des
Objectivs desselben abgebildet als die Spitze selbst. Nach Art. 35c. sollte
es zwar gleichgiltig sein, durch welche Teile des Objectivs man einen Gegen-
stand abbilden lidsst; die dort entwickelten Gesetze gelten aber nicht in
aller Strenge fiir praktische Instrumente (wie wir noch spéter genauer sehen
werden), und es kann wol sein, dass das Objectivbild vom Bild der Spitze
in der Mikrometerebene nicht die Lage einnimmt, die ihm zukommen wiirde,
wenn bei seiner Herstellung das ganze Objectiv, oder wenigstens soviel von
demselben als bei der Abbildung der Spitze selbst tatig war, mitwirkte. In
einem solchen Falle ist die pointirte Mitte zwischen Spitze und Spitzenbild
nicht in dem Endquerschnitt des Stabes gelegen und markirt auch nicht das
Ende desselben. Noch grissere Complicationen konnen auftreten, wenn die
Verhiltnisse an den verschiedenen Enden verschieden sind, oder gar die
Enden an der zu bestimmenden Strecke in anderer Weise pointirt werden als
an der messenden.

Auf Einzelheiten wird bei Gelegenheit der Beschreibung barometrischer
Messungen und von Tropfenbestimmungen eingegangen werden.

65. Theorie des Kathetometers. Wesentlich nach denselben Principien
erledigt sich die Theorie der kathetometrischen Messungen, ich will aber
diese Theorie, die fiir den Physiker vielleicht von grosserem Interesse als
die des Comparators ist, auch von Grund aufbauen.

Wie frither denken wir uns den Apparat mit vier Instrumenten ver-
sehen, I, I’ sollen zu den Pointirungen auf die untern, II, II' zu den auf
die obern Enden der Strecken A, A’ dienen. Die Pointirungsrichtungen
sind aber hier nicht mehr nahezu horizontal, sondern nahezu vertical.

Wir sehen wieder von allen” Fehlern der optischen Einrichtung ab, die
Pointirungsrichtungen sollen also die optischen Axen, die Mikrometerebenen
die Centralebenen senkrecht schneiden.

Durch die Mikrometermitte von I ziehen wir 1) eine Linie vertical von
unten nach oben, 2) eine Linie von unten nach oben zusammenfallend mit der
Pointirungsrichtung von I, 3) eine Linie von hinten nach vorn zusammen-
fallend mit der Centralaxe des Instruments. Die erste und zweite Linie sollen
die 2 bezw. {Achse zweier Coordinatensysteme (z, ¥, 2), (& 7, {); geben, die
dritte Linie soll in Verbindung mit der ersten die zzEbene, in Verbindung
mit der zweiten die {EEbene festsetzen; da sie der Annahme nach zur
¢Axe senkrecht ist, soll sie die £Axe selbst sein. Es laufen hiernach die
z und £EAxe nahezu von hinten nach vorn, die y und nAxe nach der Seite,
und zwar, wie wir festsetzen wollen, von links nach rechts.

Entsprechend dem Axensystem (£, 0, {);, nehmen wir bei II ein System
&, 7, ), an, wo also die Pointirungsrichtung die {Axe, die Centralaxe die
EAxe ist.
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Fiihren wir wieder die Winkel &, £, 91, 8y, 73, 9o ein, so konnen bei
diesen Annahmen fiber die Coordinatensysteme (z, w, 2), (& =0, {); die
Winkel 7, f; und ¢;, ¢, alle mdglichen Betrige zwischen 0 und 360° an-
nehmen, dagegen sind die 8, 9,, die Verticalabweichungen der Pointirungs-
richtungen, jedenfalls sehr klein.

Wir haben nun wie frither, indem wir hier von den drei in Art. 64
angegebenen Gleichungen die dritte benutzen, unter Anwendung der dort
eingefiithrten - Bezeichnungen

Acos(4, &) — (g,— ) = Eyvi+ Mava+ Lovs— BT — e — &1 s
Hierin ist nach den allgemeinen Transformationsformeln des Art. 58

vy=¢eByc08f;, vo==seysinfy, vs=cosdy,
n=cdicosf;, Ta=cdysinfy, 13=rcosdy,
somit

Aeos(4, &) — (g—a) =L—{ \
+e (32 (Egcosfy + ngsinfy)— By (E cosf; + "hSinﬁ)) “‘% G2 — 4 3?).

Die Pointirungsrichtungen sind beide als von unten nach oben laufend
angesehen. Rechnen wir auch die Verbindungslinie ¢ der Mikrometermitte
von I mit der Mikrometermitte von II von unten nach oben als positiv, so
haben wir

(25— 2,) = acos(a, )= acosd,

indem wir wieder mit 9, die Verticalabweichung von @ bezeichnen. Ferner
ist auch

cos(4, #) = cosd,
also

. —_ 2
A0 (4, &) — (f— &) = (A — @) — 5 (482 —aby?)
und

Ad—a=0 —{+¢ (82(E2c0sf2 ~+ npsinfy) — & (& cosf; + nlsinfl))
2 2
— 5 (G2 — 1,80 + 5 (492 ab,).

Gewohnlich sind die £Abstinde der Mikrometermitten von den Enden
der Strecke A sehr viel grisser als die ¢, die nicht griosser sein konnen
als die Lange der Pointirungsschraube, ja die £ iiberragen oft selbst die 4 um
Vielfache von deren Lange, wir diirfen daher das von den ¢ abhiingige
Correctionsglied ohne weiteres fortlassen. Auch den mit den v multiplicirten
Correctionsgliedern brauchen wir weiter keine Beachtung zu schenken, da
diese n von dem Beobachter dadurch, dass dieser sich so einrichtet, dass
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die Enden der Strecke A nahezu in der Mitte des Gesichtsfeldes der beziig-
lichen Instrumente erscheinen, selbst schon beliebig klein gemacht werden
konnen. Wir bekommen also einfacher

A=a+L— + e(DyEyc08/5— 3 cosfy)+ %Z(A%}?— a¥y?)
und entsprechend
A'=a'4 §— { + (%€, cosf, — 8 £ cosf}) + %2(11’3’2—— a'd;?).
Durch Subtraction ergiebt sich dann
XLIO) A'— A=+, —,— (€ — ) +a'—a+ (¥, § cosfy — ¥ E cosfy

2
— 8, §y008f,+ 8, £ 005 ,) + 5 (A2 — @' 2— 492 +aby?)
und indem
a'— a = oa,
e (¥, Eycosf— ¥, & cosfy— B, € cosf,+ B, € cosf;) = b,

e

3 (@'%)2— ady?) = 3¢,
2

5 (4'Y?— A%2) =oC

gesetzt wird
XLIII,) A'—A=C—,— + L+ da+ 8b— dc + oC.

Die ¢ ¢ oder diese Grossen multiplicirt mit dem Vergrosserungs-
verhiltnis der Instrumente sind, da wir vollkommene optische Einrichtung
angenommen haben, das, was wir an den Mikrometern direct messen, die
andern Glieder geben die wegen mangelhafter Verticalitit u. s. f. notigen
Correctionen an.

Die weitere Betrachtung wollen wir fiir das Transversalkathetometer
getrennt von der fiir das Longitudinalkathetometer fiihren.

65a. Das Transversalkathetometer. Bei dem Transversalkathetometer
sind I und II die gesonderten Instrumente, man pointirt erst auf die Enden
von 4, dann dreht man eventuell das Prisma um seine Axe, bis I und
II auf A’ eingestellt sind (sie sind in dieser Stellung als I’, II' bezeichnet)
und pointirt auf die Enden von A4’

Correction fiir Lingenanderung des Prisma. Hinsichtlich der Correction
oa gilt alles, was in Art. 64a iiber dieselbe gesagt ist, bei dem Kathetometer
in gleicher Weise wie bei dem Comparator, es sind also auch hier Verbiegungen
und Temperaturdnderungen wihrend des Uebergangs von einer Strecke auf die
andere zu beriicksichtigen. Verbiegungen des Prisma konnen hier einmal da-
durch entstehen, dass die Drehung des Prisma nicht ganz zwangfrei vor sich
geht, weil etwa die Lager, in welchen die Zapfen (eines derselben oder
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beide) des Prisma ruhen und in welchen sie sich drehen miissen, in ihrer
innern Begrenzung nicht der Form der dussern Flidchen der Zapfen geniigend
angepasst sind. Sie konnen aber auch dadurch zu Stande kommen, dass
die Rotationsaxe nicht genau vertical steht, denn in diesem Falle wird
sowohl das Eigengewicht des Prisma als das Gewicht der auf demselben
festgeklemmten, das Instrument tragenden Apparatteile, das Prisma in ver-
schiedenen Stellungen auch verschieden stark biegen. Gegen die Verbie-
gungen an den Zapfen lisst sich bei einem einmal gegebenen Apparat
nichts tun, man darf aber bei einem nur einigermassen sorgfiltig gearbeiteten
Kathetometer von diesen Verbiegungen absehen. Verbiegungen durch das
Eigengewicht des Prisma suchen die Mechaniker dadurch zu reduciren, dass
sie dem Prisma bei grosser Starrheit moglichst wenig Masse verleihen, die
Prismen sind dreikantig oder cylindrisch und hohl. Endlich werden die
Verbiegungen durch die auf dem Prisma festgeklemmten Apparatteile so weit
als moglich in der Weise gehoben, dass man die Apparatteile so anordnet,
dass ihre Masse das Prisma von allen Seiten tunlich gleichmissig umgiebt,
und dass man die Teile, die eben nur auf einer Seite des Prisma liegen
konnen, auf der andern Seite durch Gegengewichte &dquilibrirt. Man sucht
sich immer so einzurichten, dass der Schwerpunkt aller am Prisma befind-
lichen Massen in der Rotationsaxe zu liegen kommt und auch daselbst
bleibt.

Ein gutes Mittel zur Priifung eines Kathetometers auf Verbiegungen
hat man in der Bestimmung der Lage der Rotationsaxe; fithrt man diese
Bestimmung gemiss dem in Art. 58 gegebenen Verfahren in verschiedenen
Hohen des das Instrument sammt der Libelle tragenden Schlittens aus,
etwa erst, wenn der Schlitten ganz oben, dann wenn er in der Mitte, zuletzt
wenn er ganz unten am Prisma festgeklemmt ist, so muss man fiir die in
Frage kommenden Winkel der Rotationsaxe immer dieselben Werte be-
kommen. Ergeben sich zu stark abweichende Werte, so kann man mit
Hilfe der dem Schlitten beigefiigten Aequilibrirgewichte, die auf Schrauben
laufen, nachcorrigiven, vorausgesetzt natiirlich, dass das Prisma iiberhaupt
gerade genug geschliffen ist.

Wenn die beiden zu vergleichenden Strecken einander so nahe liegen,
dass man sie beide zugleich in den Instrumenten beobachten kann, braucht
man das Prisma zum Uebergang von der einen Strecke auf die andere
nicht zu drehen, und der von etwaigen Verbiegungen herrithrende Teil der
Correction 6@ fillt ausser Betrachtung, es bleibt nur der durch Temperatur-
dnderungen verursachte.

Correction wegen Neigung der Rotationsaxe. Die Berechnung der
Correction 6b kann nur in Frage kommen, wenn man zum Uebergang von A
auf 4’ das Prisma drehen muss. Es gehort zu dieser Berechnung zunéchst
die Kenntnis der Lingen £, das sind die Entfernungen der Streckenenden
von den beziiglichen Mikrometermitten der Instrumente; hier bedarf es
so wenig wie bei Messungen auf dem Comparator besonderer Genauigkeit,
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eine rohe Abmessung bis auf 10 mm wird in den meisten Fillen mehr als
ausreichend sein.

Die andern in dieser Correction vertretenen Grossen sind die Winkel f
und §. Ueber die Winkel f£;, &,; f5, 9, kann man in gewisser Weise ver-
fiigen, denn diese hingen eben von der Einrichtung der ganzen Messung
ab, die Winkel 7/, 8{; f,, 3; sind aber nicht unserm Belieben anheim-
gegeben, denn da man zwischen den Messungen an den Instrumenten keinerlei
Verinderungen vornehmen darf, hingen diese Winkel ganz von der Ein-
richtung der Messungen und den Eigenheiten des betreffenden Apparates
ab. Wir wollen die fir uns hauptsichlich wichtigen Félle genauer discutiren.

Wir sehen von allen Torsionen und Verbiegungen ab, dann bewegt sich
das Prisma bei seiner Drehung behufs Uebergangs von 4 auf A’ wie ein
starres System. &, 9,; fi, fo konnen nun zunichst dadurch Veridnderungen
erleiden, dass die Drehung des Prismas nicht um eine verticale Axe vor sich
geht, die Rotationsaxe also geneigt ist, die so hervorgebrachte Correction &b
bezeichnen wir mit 8b,. Zweitens kann das Prisma wahrend der Drehung
auch noch Bewegungen um horizontale Axen durchmachen, sich also nach
vorn oder hinten oder seitwdrts neigen, auch dadurch werden die genannten
Winkel alterirt, und es wird zur Entstehung einer andern Correction &b,
Veranlassung gegeben. Endlich kann das Prisma wihrend der Drehung
sich noch parallel mit sich selbst verschieben, etwa heben oder senken u. s. f.

Wir beschiftigen uns erst mit der Correction 6b,; hier muss es offenbar
moglich sein die //, ¥ aus den £, 3, den Winkeln, die die Lage der Rotations-
axe bestimmen, und der Grosse der vorgenommenen Drehung zu berechnen. In
der Tat dreht sich dann das Prisma mit den Instrumenten wie ein starres
System, driicken wir das analytisch aus, so gelangen wir zu den nétigen
Formeln.

Um von bestimmten Verhiltnissen auszugehen, betrachten wir die auf
das erste Instrument beziiglichen Grossen. Wir denken uns die Rotationsaxe
als Axe eines neuen Cordinatensystems & +, {, die { Axe soll die Rotationsaxe
selbst sein, die £ Axe und n Axe sollen zundchst willkiirlich in irgend einer
zur Rotationsaxe senkrechten Ebene gelegen sein. F', @, 0 seien die die
Lage dieses Systems zum System der x, y, # charakterisirenden schon
mehrfach definirten Winkel £ ¢, 9.

Bei der Drehung des Prisma drehen sich vom neu eingefiihrten System
nur die £, nAxen, vom Axensystem (€, n, {), aber alle Axen mit, daher
erleiden zwar die Winkel £, ¢, & des letztern Systems alle Verdnderungen,
dagegen nimmt von den entsprechenden Winkeln des Systems &, 7, ¢ nur
der Winkel F einen andern Betrag F’ an, und es bleibt ®'= @, 8/=20.
Es sollte aber das ganze System starr sein , daher bleibt die Lage dieses
letztern Systems gegen das neu eingefithrte unveréndert, wir haben also

cos (', E;) = cos(§, El ), cos (¥, 7]'1) = cos(§, 7)1), oeey cos(, Cll) = cos (&, Cl)

Von diesen neun Gleichungen sind nur drei von einander unabhingig, die
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wir uns beliebig aussuchen konnen. Man ibersieht leicht, dass die bequemsten
Ausdriicke durch diejenigen Gleichungen geliefert werden, welche die { Axen
enthalten, es reichen von ihnen drei aus; der Symmetrie wegen nehmen wir
vier, und zwar die folgenden

OOS(E', C]',) — GOS(E, ‘:1)’ cos (1", C{) == COS(‘I), C1>7 COS(E;., C’) = GOS(EU C)v
cos(ny, L) =cos(y,, {)

und diese geben vier Gleichungen, von denen nur eine hingeschrieben zu
werden braucht, ndmlich

cos (¢, =) cos(¢, «) + cos(&’, y) cos({;, y) + cos (&, #)cos((;, #)
= cos(§, z) cos(¢y, x) + cos(§, g) cos(¢y, y) + cos(E, &) cos(ly, 2).

Wir haben nun unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass &, 3, und
0 kleine Winkel sind zunéchst

2
ay= ¢08 (§;, &) = — cos(fy— ¢1) +e§§}12 C0Sfy COSPy,

. g? .
Bi=cos (€, ) = + sin (fi— ¢) + 5812 o8 fy sin ¢y,
1= cos(E;, &)=+ e cosf},

. e? .
ag== €08 (ny, &) = — sin (fi— ¢;) + 5312 sin fy C0S ¢y,

By= cos(ny, ) = — cos(L— 1) + %2312 sin £, sin ¢y,
Ta= cos(¥;, ) = + edy sinfy,

ag==cos({;, #) =¢ed; cos¢y,

B3 = cos(&y, y) =By sing,,

13==cos({y, &) =1 _E;ﬁx?-

Versehen wir in den rechts stehenden Gliedern die Symbole mit Accenten,
so bekommen wir die neun Cosinus cos(§;, #), ..., cos({;, #), lassen wir
die Indices 1 fort und ersetzen 7, ¢, § durch F, ®, 0, so folgen die neun
Cosinus cos(E, ), ..., cos(¢, #), geben wir ausserdem noch F, 8, ®
Accente, so resultiren die neun Cosinus cos({, ), ..., cos({; #).

Indem wir jetzt mit den so bestimmten 36 Cosinus die hervorgehobenen
vier Gleichungen zusammensetzen, bekommen wir nach sehr einfachen
Zwischenrechnungen bis auf Glieder dritter Ordnung

1) ¥ sin(@—F'—¢;)+ 0 sinF'= 8, sin(® — F—¢,) + OsinF,
2) 9 co8(®—F'— ¢,) — 0 cos F'=1, cos(®@ — F—¢,) — B cos F;
3) Osin(g, —f, — ®) + ¥ sinf] =Osin(p, —f; —®) + B;sinf,
4)  Bocos(p; —f;, — @) — ¥ cosfy =Bcos(p, —f; —®) — I, cosf].
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Quadrirt man die beiden ersten Gleichungen und addirt sie, und quadrirt
man die beiden letzten und addirt sie, so gelangt man beide mal zu derselben
Endgleichung, daraus folgt schon, dass diese vier Gleichungen nicht unab-
hingig von einander sind. Es reichen aber diese Gleichungen aus, um die
gesuchten Grossen f,, ¢;, 9§, zu berechnen.

Ich multiplicire die erste Gleichung mit cos¥®’, die zweite mit sin F”
und addire, dann multiplicire ich die -erste Gleichung mit sin F”’, die zweite
mit — cosF’ und addire wieder, so bekomme ich

1) ¥ sin(®@—g)) =9, sin(® — ¢+ (F'— F)) — O sin(F'— F),
2) & cos(®— o)) =9 cos(® — g, + (F'— F))— Ocos(F'— F) + .

Aus der dritten und vierten Gleichung wiirden wir ganz entsprechende
Formeln erhalten, da es uns aber auf die Berechnung von ¥, cosf, und
¥ sinf, ankommt, wollen wir hier einige kleine Aenderungen treffen. Wir
bezeichnen die rechten Seiten der dritten und vierten Gleichung mit 7, Z,,
dann bekommen wir wie aus 1) und 2)

6 sin (¢, — @) = + 7, cosf{+ I, sinf],
8 cos (¢, — @) = — ¢, sinf;+ 1, cosf;+ ).
Nun multipliciren wir beide Gleichungen mit #) und setzen die unbekannten

Grossen
’ ! ’ 3 ’
¥ cosfij=w, Y sinfj=y,

dann wird
30 oY, sin(® — ¢)) = — x4, —y, 4,
4,) 0 cos (O — ¢;) — 8, 2= — y, [, + 2, 1,,
somit
2,09 sin (@ — o,) + 4,(%2— 0%, cos (® — ¢}))
== L+ ’
1,09, sin(® — ¢}) — 7, (¥,2— 8%, cos(® — ¢,))
Y= — 17+ 1?2 ’

Quadrirt man aber die beiden Gleichungen 3) und 4) und addirt, so
ergiebt sich

82— 209 cos(® — ;) =8, 2— 288, cos(® — ¢y),
es ist also auch

¥ 2— 89 cos (® — ¢}) = &, 2— 268, cos (P — »,) + OF cos (P — ),
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und hiernach wird

8(2,%;sin (@ —o}) -+, ¥, cos (@ —¢;)) +1,(8,2—269 cos((l)—-cpl))

h== 1,2+ 12
B(Z ¥ sin (@ —¢))—1, 8 cos((I)—q)l)) l (3 2-20% cos((I)——cpl))
h=— L2+ L2

Ich setze zur Abkiirzung

(D_qﬁ:;l’ F’—F=87
dann ist zunichst

= — O sin(¢, + f,) + 9 sinf,,
ly=+ 0 cos(¢, + f;) — 9, cosf,,
L2+ 0,2= 02+ 8,2— 28,0 cos¢,.
Ferner hat man nach 1,) und 2,)
&, sin(® — ¢}) = 8, sin(p, + 8) — O sins,
¥ cos (© — ¢} ) = &, cos(p, + 8) — O cosd + 8,

also wird auch

o 1,(9;sin (; + 8) — O 5ind) -+ 7, (9, cos (¢, + 8) — Bcosd)

= — l2+ lg T2
Z2(81 sin (¢, + 6) — O sin o)—l1 (z‘} cos (¢, + 8) — O cos b‘)
n=—"9 JREAS

Fithrt man hierin die Werte von 7, und 7, ein, so geht der Zihler des
mit O multiplicirten Gliedes von z, iiber in

09, (cos(2¢; -+ £, -+ 8) + cos (£, + 8)) — 8,2 cos (3,7, +8) — 0205 (¢, + £,+5).

Der Factor von 09, giebt 2 cos(¢, -+ £, -+ 8)cos ¢, der Zihler wird also
— cos(p; + f,+8) (024 8,2— 209, cosg,), das ist — (7, 2+ 5,2) cos (¢; + f,-+8).
Entsprechend ist der Zéhler des mit © multiplicirten Gliedes in g, gleich
— (4,24 L,») sin(p + f;+ 8). Man bekommt also
xy="0cos(, + fi+08) — by, y=0sin(e,+ fi+ )+ 1,

oder nach Ersetzung der /, und /, durch ihre Betrige

=0 (cos (¢ + £+ 8) — cos(g,+ £,)) -+ B cosf,
9= 0 (sin (¢, + £, + 8)— sin(¢y+£,)) + 9, sinfy.
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Entsprechende Werte haben wir fiir «,, y, und hiernach wird die
Correction 0b gleich

8by=e {0 [&, (cos (p,-+7;-+8)—cos (pa+11)) —E, (cos (g +f, +8)—cos (g1 + £, ]
+ (Eg—&,) 8, cosf, — (E, —&,) 8, cosf, -

Wenn die Einrichtung einigermassen richtig bewerkstelligt ist, werden
die £ von den entsprechenden £ nur wenig abweichen, aber selbst wenn
die Differenzen & —&, und & —E&, erheblichere Betrige erreichen sollten,
wird man doch e(§,—&,) und (&, — &) vernachlissigen diirfen, denn es ist,
wenn eine dieser Differenzen selbst 100 mm gleichkommt, ¢ multiplicirt mit
dieser Differenz etwa gleich 1/2060, und die vernachlissigte Correction be-
tragt fiir jede Secunde Verticalabweichung in der Pointirungsrichtung nur
0,0005 mm. Ein so hoher Unterschied in den Entfernungen & wird aber nie
eintreten konnen, denn da I’ und I, beziehungsweise II' und II ja dasselbe
Instrument représentiren, wird schon die Einstellung verlangen, dass £, sehr
nahe gleich & und & sehr nahe gleich £ gemacht wird. Wir diirfen
hiernach mit unter allen Umsténden ausreichender Genauigkeit

8, = e@{ g, (cos (pg 1y +8)—c0s (9, +1;)) —E; (cos (3, +7, +8)—cos (@ +f, ))}

setzen, ein Ausdruck, der durch Ueberfithrung der Differenzen von Cosinus
im Producte von Sinus iibergeht in

8y . [~ 8\ _ ¢ sin(a d
8b,= 2¢O sin 3 {El sin ((pl +f+ §) — 52 sin (<P2+fz>+ %)} .

0 ist die Verticalabweichung der Rotationsaxe, 6 hingt allein von dem
Winkel ab, um welchen man das Prisma drehen muss, um von A4 auf A’
iiberzugehen, und zwar ist 0 diesem Drehungswinkel geradezu gleich. Erstens
ist ndmlich nach der Definition 6 = F'— F, und zweitens bedeuten F, F”’
die Winkel, welche die ¢§Ebene vor beziehungsweise nach der Drehung gegen
die feste Verticale # bildet, ihre Differenz giebt also den Winkel, um welchen
die ¢£ Ebene, also auch das Prisma gedreht ist. Ferner haben wir g;—=® — o,,
9y=® — ¢,, ¢, und @, hingen also sowohl von der Lage der Rotations-
axe, wie von der der Pointirungsrichtungen der Instrumente in ihrer Ein-
stellung auf A ab, endlich sind £, /; allein durch diese Pointirungsrichtungen
bestimmt.

Wie man O bestimmt, ist frither, Art. 58, dargelegt worden, & braucht
man nur mit roher Anniherung zu kennen; man versieht das Prisma mit
einem Zeiger, welcher auf einen roh geteilten, etwa aus Papier aus-
geschnittenen, Kreisbogen hinweist, der annidhernd concentrisch mit der
Figuraxe des Prisma auf dem Gestelle des Kathetometers angebracht (etwa
aufgeklebt) ist, die Differenz der Ablesung der Stellung des Zeigers bei der
Pointirung auf A’ gegen die bei der Pointirung auf 4 kann fiir den
Winkel 6 angenommen werden. @ ergiebt sich zugleich mit © aus den in
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Art. 58 beschriebenen Nivellirungen. Die Winkel £, f; und ¢,, ¢, lassen
sich zwar nicht bestimmen, man kann sich aber bei geeigneter Construction der
Instrumente durch gehorige Einrichtung von ihnen unabhingig machen. Wenn
nimlich die Instrumente frei um ihre Figuraxen gedreht werden konnen, und die
Pointirungsrichtungen der Instrumente in den Gesichtsfeldern derselben
sichtbar gemacht sind, vermag man diese Richtungen zun#chst in eine und
dieselbe Ebene zu bringen. Die erste Bedingung ist erfiillt, wenn die In-
strumente nicht mit den Schlitten fest verbunden sind, sondern in kreis-
oder Vformigen Lagern freiliegen; um dann die Drehung der Instrumente
um ihre Axe mit gehoriger Feinheit ausfithren zu konnen und zugleich den-
selben nach einer Richtung einen Anschlag zu verleihen, der ihre ihnen
einmal verliehene Lage fixirt, ist das Lager jedes von'ihnen mit einem quer
zu dem betreffenden Instrument gerichteten vorstehenden Schriubchen ver-
sehen und bekommen die Instrumente selbst entsprechende Anschlige. Die
Instrumente werden mit freier Hand so gedreht, dass diese Anschlige gegen
die Schriubchen anliegen, dreht man dann ein Schriubchen nach vorwirts,
so driickt es den Anschlag des betreffenden Instruments und dreht so das-
selbe um seine Axe; dreht man das Schriaubchen nach riickwirts, so wird
der Anschlag frei und das Instrument kann mit der Hand nachgedreht
werden. -Natiirlich sind auch andere Vorrichtungen denkbar und iiblich.

.Die Pointirungsrichtungen sind wie beim Comparator durch Fiden
sichtbar gemacht, welche ihnen parallel, also wie diese nahezu vertical
laufen sollen. Es reicht fiir unsere Zwecke schon aus, wenn diese Fiden
mit den Pointirungsrichtungen nur in einer Ebene liegen. Ob das der Fall
ist, erkennt man am einfachsten bei denjenigen Constructionen, wo das be-
wegliche Fadenpaar aus zwei gekreuzten Fiaden besteht: dreht man hier die
zugehorige Mikrometerschraube, so darf man den Kreuzungspunkt dieser
Faden sich von dem Verticalfaden nicht entfernen sehen, fillt dieser Punkt
in einer Stellung mit dem Verticalfaden zusammen, so muss er, nach welcher
Richtung und wie weit man auch die Schraube dreht, stets mit demselben
zusammenfallen, liegt er ausserhalb desselben, was wol sehr selten der
Fall sein wird, so muss seine Bahn dem Verticalfaden parallel sein. Ist
das bewegliche Fadenpaar von zwei parallelen Fiden gebildet, so muss man
bei seiner Verschiebung im Gesichtsfeld durch Drehung der Mikrometer-
schraube es mit dem Verticalfaden stets denselben Winkel bilden und von
demselben an stets denselben Stellen geschnitten sehen; am besten tut man
auch hier an dem Fadenpaar irgend eine dem Verticalfaden recht nahe, durch
irgend eine Besonderheit, etwa ein Faserchen oder eine kleine Hervorragung
gekennzeichnete Stelle, ins Auge zu fassen und die Bewegung dieser Stelle
gegen den Verticalfaden zu verfolgen, es muss dieselbe, soll der Verticalfaden
mit der Pointirungsrichtung in derselben Ebene liegen, von dem Vertical-
faden stets gleich weit entfernt bleiben.

Hat man sich in dieser oder in irgend einer andern Weise davon iiber-
zeugt, dass die Verticalfiden mit den Pointirungsrichtungen in derselben
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Ebene liegen oder durch Parallelverschiebung in dieselbe Ebene gebracht
werden konnen, so hingt man in deutlicher Sehweite, also in der Entfernung
der zu vergleichenden Strecken ein Lot an einem feinen Faden auf. Richtet
man beide Instrumente auf dieses Lot, so wird man im allgemeinen in jedem
derselben den Verticalfaden das Bild des Lotfadens durchkreuzen sehen.
Man dreht dann mit Hilfe des Stellschriubchens die Instrumente so lange
um ihre beziiglichen Figuraxen, bis in jedem Instrument der Verticalfaden
dem Lotfaden parallel liuft. Die Verticalfiden, also auch die Pointirungs-
richtungen liegen dann in Verticalebenen. Bei gut construirten Apparaten
liegen sie sogar in einer und derselben Verticalebene, und wenn man
das Prisma dreht, muss man sie beide zugleich mit dem Lotfaden zur
Coincidenz bringen konnen.

Wir wollen annehmen, dass wir es mit einem so construirten Kathetometer
zu tun haben, dass man beide Pdintirungsrichtungen, die von I wie die von
II, nicht blos jede fiir sich in eine besondere Verticalebene zu bringen
vermag, sondern beide zugleich in dieselbe Verticalebene versetzen kann;
ferner wollen wir das Lot an der Stelle aufhéngen, wo sich nachher die
Strecke A befinden soll, sind die Pointirungsrichtungen in der angegebenen
Weise in eine Verticalebene gebracht, so ist diese Ebene sowohl zg, als
(EY),, als (£¢),Ebene, und da dann f=f,=0 und ¢,= @,=180° ist, haben
wir also

— o _ S . Py
Si“(‘?l‘*‘fx"‘%): Si“(?2+f2+ ~2—)=—— sm(‘l) +§‘)’
und damit
0 0
ob, = 20 sin% sin ((D + -2—) E—E).

Sind beide Instrumente optisch nahezu gleich, so wird & —§& nicht
besonders gross werden konnen, und da diese Differenz selbst bis 20 oder 30 mm
ansteigen darf, fillt in diesem Falle die Correction 6b, tiberhaupt als unerheblich
fort. Wir brauchen dann also weder die Neigungen der Instrumente noch
die der Rotationsaxe zu bestimmen, die einzige Operation, die wir vor den
Messungen an dem Kathetometer vorzunehmen haben, ist die, die Vertical-
fiden in eine und dieselbe Verticalebene zu bringen. Hitten wir das Lot
nicht an die Stelle angebracht, wo nachher 4 sich befinden soll, so wire
nicht mehr fi=f,=0 und ¢;= ¢,=180, aber jedenfalls wire immer noch
f1="1; und ¢, = ¢,, und man hitte

8

8b; = — 2¢0 sin o) sin((l)— ¢, + f1+%) E—E),

und auch hier kann die Correction 0b, fortgelassen werden.
Wenn man Bedenken tragt, diese Correction zu vernachlédssigen, tut man
gut, die Vergleichung zweimal auszufiihren und zwar das zweite mal, nachdem
Weinstein, Lehrbuch II. 11
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man vorher die Instrumente mit einander vertauscht hat. Die Correction 8b
ist dann bei der zweiten Vergleichung

.9 3\ .. ,
8by = — 2¢0 sin 5 cos ((I) — o, +f,+ §) E—¢&,).

Bildet man das Mittel aus beiden Vergleichungen, so fallt die Correction 85,
von selbst fort.

Ist das Kathetometer nicht so genau construirt, dass die Verticalfiden
nach der Justirung mit Hilfe des Lots in dieselbe Ebene zu liegen kommen,
so ist auch nicht mehr fj =/, und ¢; = @,; man kann dann zwar noch
f; oder f;, gleich 0 und ¢, oder ¢, gleich 180° ansetzen, aber eines der 7
und eines der ¢ bleibt stehen. Es sind nun zwar die Winkel f und ¢ der
Beobachtung nicht ohne weiteres zugénglich, wenn man aber die Pointirungs-
richtungen an beiden Instrumenten mit Hilfe desselben Lotfadens corrigirt
hat, wird die Correction 6b, tiberhaupt nur eine geringe Rolle spielen, wie
die voraufgehende Betrachtung erkennen ldsst.

Wir konnen die vorstehenden Entwicklungen gleich dazu benutzen, um
unter denselben Annahmen auch die Correction 8¢ zu discutiren. Es war

-
do=5(@9,2 — ad, ),

und es ist diese Correction ebenfalls durch die Einrichtung der Instrumente
bestimmt. Wir konnen zunichst ohne weiteres o' und @ beide durch A4
ersetzen und haben dann

g? .
de= 5 A (B2 —8,%).

Unter der bisher gemachten Annahme, dass das Prisma bei dem Drehen
von A auf A’ sich wie ein starres System bewegt, ist 92 — 8,2 durch die
Orientirung der Rotationsaxe zu bestimmen., Die Entwicklungen, die zur
Kenntnis dieser Differenz fithren, unterscheiden sich in nichts von denjenigen,
mit Hilfe deren wir die Winkel £, ¢;, 9; abgeleitet -haben; wir haben in
jenen Formeln nur f£, 8, ¢, durch £, 9, ¢, zu ersetzen. Es geht dann
iiber ¢, = ® — ¢, in ® — g, eine Grosse, die wir g, nennen wollen; & be-
halt seinen Wert und wir bekommen aus zwei den Gleichungen fir 2, #,
analog gebauten Formeln

#,2 = 9,2 4 202 — 209 cosp, + 20 (B cos(p, + ) — B cosd),
oder nach leichter Umformung

0 — 0
#,2— 8,2 =140 sin g{@ sing— §, sin (cpo + 5)};
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darnach wird 5 5
8¢, = 2¢2 A0 sin {9 sin5 — 9 sin (@ + 5)}

Wenn die Pointirungsrichtungen in der Stellung I, II der Instrumente
in der angegebenen Weise in eine und dieselbe und verticale Ebene haben
gebracht werden konnen, liegt @ mit diesen Richtungen in eben derselben
Ebene und wir haben f,= 0 zu setzen; alsdann ist o= ® — 180° und somit

8¢, = 2¢2 A0 sin IG sin - + 3, sin ((D + 62)}

Wir sahen vorhin, dass fiir diesen Fall die Correction 6b; vernachlissigt
werden durfte, hier zeigt sich, dass dc; selbst unter diesen so giinstigen
Verhiltnissen nicht ohne weiteres fortzulassen ist, und zwar darum nicht,
weil diese Correction A zum Factor hat und diese — die benutzte Maass-
stablinge — je mnach der Grosse der zu bestimmenden Strecke A’ einen
bedeutenden Betrag erreichen kann.

0 und @ konnen wir nach den Regeln des Art. 59 bestimmen, nicht
so leicht §,, denn a ist eine ideelle Linie und die Mikrometermitten sind
nicht zuginglich. Sind die Instrumente beide gleichgebaut, so darf man
an Stelle ihrer Mikrometermitten die Vorderpunkte ihrer Objective setzen;
indem man dann an das Objectiv von II ein Lot hilt, kann man aus der
Abweichung dieses Lots von dem Objectiv von I ungefihr auf die Vertical-
abweichung 9, schliessen; ist die gerade Entfernung des Lotfadens von dem
Objectiv I, wenn dieser Faden mit dem Objectiv II unmittelbar in Beriihrung

1
gebracht ist, gleich p, so haben wir §,= —:‘;—- Ein besseres Mittel, den

von ¥, abhingenden Teil von 8¢, zu beseitigen, hat man wieder in der Ver-
tauschung der Instrumente. Man fiihrt zwei Vergleichungen aus, einmal mit
I unten, II oben und dann mit IT unten, I oben; bei der zweiten Vergleichung
bekommt das mit 8, multiplicirte Glied das entgegengesetzte Zeichen, und
da 4, 6, ®, & dabei ungedindert bleiben, fillt im Mittel der beiden Ver-

8
gleichungen das Glied 2¢2. 4049, sin§sin(®+ %) fort. Die Voraussetzung,

von der man dabei ausgeht, ist dann die, dass jedes der Instrumente oben
genau so liegt, wie unten, so zwar, dass der Ort der Mikrometermitte bei
jedem Instrument in der obern Lage vertical iilber dem in der untern
Lage sich befindet, und hieraus erhellt schon, dass das Verfahren mit Vor-
sicht anzuwenden ist.

Es ist bis jetzt angenommen worden, dass das Prisma wihrend der
Drehung keine Translationen erleidet und auch keine andere Drehung
durchmacht, als die beabsichtigte, also namentlich sich nicht nach hinten
oder vorn, oder nach rechts oder links neigt. Translationen und Drehungen
um horizontale Axen sollten also nicht stattfinden. Es ist aber leicht zu
sehen, dass Translationen, selbst wenn sie stattfinden sollten, so gut wie

11*
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ganz einflusslos sind; parallel mit sich selbst darf sich das Prisma inner-
halb gewisser, aber ziemlich weiter Grenzen heben und senken, vorwérts
und riickwirts und seitwirts verschieben. Gefihrlich dagegen kinnen
Drehungen um horizontale Axen werden.

Correctionen fiir Neigungen des Prisma. Um den Einfluss solcher
nicht beabsichtigter, spontaner Drehungen schétzen zu konnen, betrachten
wir den allgemeinen Fall, wo wéhrend des Uebergangs von A auf A’ solche
Drehungen, die allerdings nur sehr klein sein werden, um irgend eine Axe
stattfinden. Obgleich diese Drehungen wiahrend der Drehung des Prisma
von 4 auf A’ vor sich gehen, konnen wir doch den Tatbestand so ansehen,
als ob die Imstrumente schon in ihrer Einstellung auf A die ihnen durch
jene spontanen Drehungen des Prisma zukommenden Drehungen' erleiden
und dann ohne weitere spontane Drehungen durch Drehung des Prisma
von A auf 4’ tibergefiihrt werden.

Die aus diesen Drehungen resultirende Correction 80 — sie soll mit
80’ bezeichnet werden — ist, wie man leicht sieht, bedingt durch die
Aenderungen der Grossen & v;, My Yo, &1 T3> G2 Vis Mg Vo, Co Va3 bezeichnen
wir diese Aenderungen, indem wir den betreffenden Grossen ein & vorsetzen,
und sehen von den aus diesen Bewegungen resultirenden Aenderungen der
€, 7, £ selbst ab, so haben wir

8b'= £y 8v; =+ My vy + Ly0vy — E; 8y; — 7y 8yp — ¢ 97,

Ich beziehe die spontane Drehung auf das feste Coordinatensystem der
z, Y, 2, messe die Drehungscomponenten in Secunden und nenne dieselben
ep, g, er. Wir haben dann, weil diese Componenten klein sind, nach schon
mehrfach benutzten Lehren der Mechanik:

o =e B — 0,9), &Yy =2 (Bap — a39), 73 = ¢ (B30 — 239),
Ov; =& (P12 — M), O =& (g — Asq), O3 ="c¢ (130 — A39),

oder zufolge der Seite 156 gegebenen Werte der in Frage kommenden
Richtungscosinus, bis auf zu vernachlissigende Grossen,

Sty =¢(psin(fi— 91) +geos(fi—gy)) | dvy==(psin (f—ps)+ gcos(i—92))

dry=e(gsin(f,— o) —peos(fi—ey) | =2 (gsin(fy— ) —peos(h—1s)) ,
8y, =22, (psing; —q cose,) Bvy =20, (pSin gy — g €08 3y).

Man bemerkt zunichst, dass » in diesen Gleichungen nicht vertreten
ist; Drehungen um eine Verticalaxe sind also einflusslos, was ja auch von

vornherein klar ist. Ferner sind 8y; und dv; beide selbst gegen dy....,
3vy klein, wir konnen also {,0v; — ¢, 8y; fortlassen. Tun wir das, so wird

8b'=ek, (psin (f; — 95) -+ ¢ €08 (fy— ¢a) )+ eny (5in (f— $2) —p €08 (f,— 5))
— ek, (p sin(f,— ¢1) -+ cos (. — o)) —eny (¢ sin (h— @) —p cos (i —9y)) .
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Die ep, eq, er sind nur kleine Grossen, da die n auch nur sehr klein sind,
werden nur die mit den £ multiplicirten Producte zu beachten sein, und
so wird

bd'=cep (52 sin (f,— @g) — &y sin(fy — cPl)) +¢&q (52 cos(fo—¢a) — &4 cos (h— ‘Pl)) .

Wenn die beiden Pointirungsrichtungen in der Seite 160 angegebenen
Weise in eine und dieselbe und verticale Ebene gebracht sind, haben wir
fi=Fh=0, ¢, =¢y=180° also

8b'=eq (& — &)

Hieraus ergiebt sich:

1. Auf die Correction 8b sind von Drehungen, die nicht um die
Rotationsaxe vorgenommen werden, nur die Drehungen von Einfluss, welche
um eine quer zu den Instrumenten gehende horizontale Axe geschehen, die
also das Prisma nach hinten oder vorn neigen.

2. Bei Apparaten, deren beide Instrumente einander optisch nahe gleich
sind, spielt diese Correction d%', wenn, wie verlangt werden muss, die
Pointirungsrichtungen in eine und dieselbe und verticale Ebene gebracht
sind, keine Rolle.

3. Will man der Correction 00’ dennoch Rechnung tragen, so fiihrt
man die Vergleichung zweimal aus, indem man nach der ersten Vergleichung
die Instrumente vertauscht und nimmt das Mittel aus beiden Vergleichungen.

Wir haben nun noch & cos(a, 2) zu bilden. Es ist zunichst

8(cos(a, #)) = e(p cos (L, ¥) — g cos (&, 2))-

¢, steht fiir @, n, ist eine zu @ senkrechte, von links nach rechts ge-
richtete Axe. Auch diese Variation ist von » frei. Fiihren wir wieder die
Winkel g, 9, ein, so wird

cos (¢, &) = cos ¢, sind, = ey cos g3 cos(¢y, ¥) = sing, sin¥y = e sing,

und
) (cos(a, z)) = e28,(p sing, — g c0sPy).

Damit wird der Teil von 8z und dc, welcher von der Aenderung der
Orientirung von @ durch die spontanen Drehungen herriihrt — er soll mit
da'— &c bezeichnet werden —

da'— 8¢'= ae?Y, (p sing, — g cos¢y).

Diese Correction ist, wie man sieht, auch nicht allein von ¢ ab-
hingig, sie bestimmt sich im allgemeinen durch den ganzen in die
Horizontalebene fallenden Teil der Drehung. Indessen ist diese Abhingig-
keit von der Drehungscomponente p nicht vorhanden, sobald es gelungen
ist, die beiden Pointirungsrichtungen in eine und dieselbe und verticale



166 Theorie des Transversalkathetometers. |65a.

Ebene zu bringen; in der Tat fillt dann a selbst in diese Ebene und man
hat, weil ja nichts hindert, die § Axe in dieselbe Ebene zu verlegen,
9o = 180°, somit 8a'— 8¢’ = as*Byg,

wo selbst nur noch die Drehung um die Queraxe vertreten ist. Man kann
aus dieser (;leichung ganz analoge Fuigerungen, wie aus der fiir die
Correction 0’ ziehen, némlich

1. Die durch spontane wihrend des Uebergangs von der einen Streck®
auf die andere eintretenden Drehungen zu den Correctionen da und 8¢ hinzu-
kommende Correction da’'— o¢’ héngt im allgemeinen allein von den
Drehungen um horizontale Axen ab; ist die Einrichtung so getroffen, dass
die Pointirungsrichtungen einmal in eine und dieselbe und verticale Ebene
fallen, so kommt von diesen Drehungen auch nur diejenige Drehung in
Frage, durch welche das Prisma nach vorn oder hinten geneigt wird. '

2. Will man der Correction da’'— ¢’ anndhernd Rechnung tragen, so
fiilhrt man die Vergleichung zweimal aus, indem man nach der ersten Ver-
gleichung die Instrumente vertauscht, und nimmt das Mittel aus beiden Ver-
gleichungen.

Experimentelle Untersuchung auf Translationen und Neigungen.
Obgleich diese Ergebnisse die Bedeutung der Drehungen um horizontale
Axen teils stark abgeschwicht, teils diesen Drehungen Rechnung zu tragen
gelehrt haben, ist es doch gut, an einem gegebenen Apparat die etwaige
Existenz und Grosse der Drehungen zu untersuchen, zumal man zugleich
durch eine solche Untersuchung auch die Kenntnis der zu 8¢ — é¢ hinzu-
zufiigenden Correction da’— oc' erlangt. Der Effect aller solcher Drehungen
zeigh sich in einem gewissen Heben oder Senken der Instrumente, da aber
zugleich mit den Drehungen auch wirkliche Translationen in Richtung der
Verticale stattfinden konnen, werden die in Erscheinung tretenden
Hebungen und Senkungen nicht allein von den Drehungen herriihren,
sondern zugleich auch von den etwa vorhandenen wirklichen Translationen
und nicht minder von der vorgenommenen Drehung um die Rotationsaxe.

Es sei H; die ganze an dem Instrument I beobachtete Hebung oder
Senkung bei der Drehung des Prisma von F'=F; bis F=F|; es setzt
sich I, aus 3 Teilen zusammen: 7%, dem durch verticale Translation des
Prismas bewirkten, /,, dem durch spontane Drehungen um horizontale Axen
entstandenen, %, dem durch die vorgenommene Drehung um die Rotations-
axe eingetretenen Teil, und es ist H,=h + hy+ h, Fir das
Instrument IT bezeichne ich die entsprechenden Grdssen mit Hy, hy,, hy,,
hyy. Es kommt nun fir die Vergleichung nicht H, und H, selbst, sondern
nur deren Differenz H, — H, in Frage, diese Differenz ist aber (h, — /)
+ (hgg — hyp) + (hyy — hy,). Bildet das Prisma mit den Instrumenten ein
starres System, so ist jedenfalls Ay, =h,, und ebenso h, =h, , somit
H,— H,=hy,—h,,. Es ist aber sehr leicht einzusehen, dass hy, — bk,
nichts anderes bedeutet als die frither von uns mit da’— 8¢’ bezeichnete



65a.])  Experimentelle Bestimmung von Hebungen beim Kathetometer. 167

Grosse, namlich die Grdsse 6(a cos (a, z)). Durch die Beobachtung der
Hebungen und Senkungen ist man also in den Stand gesetzt, diese Correction
zu da und —d¢; direct zu bestinmen. )

Es sind einige Methoden erdacht worden, etwaige Hebungen und Sen-
kungen des Prisma bei der Drehung zu constatiren und der Grosse nach
zu bestimmen, aber diese Methoden sind nicht besonders einfach und auch
nicht alle bei allen Kathetometern anwendbar. Die allgemeinste Methode ist
die von Lowenherz*) angegebene.

Ein gabelformig gebogener Draht trigt auf jeder Zinke eine herumlaufende
Marke und am Stiel ein Eisenstiick oder irgend einen andern beschwerenden
cylindrisch geformten Korper. Taucht man die Gabel mit dem Stiel in ein mit
Quecksilber gefiilltes, den beschwerenden Korper umschliessendes Rohr, so
schwimmt dieselbe, man stellt sie so, dass die Ebene der Zinken dem Prisma
parallel liuft. Man richtet eines der Instrumente aufdie linke Zinke und pointirt
die Marke, dreht das Prisma auf die zweite Zinke und pointirt auf die dieser
zugehorige Marke; dann dreht man die Gabel um 180 Grad, so dass die
Zinken ihre Plitze vertauschen, pointirt auf die betreffende Marke, dreht
das Prisma in die alte Stellung und pointirt auf die nunmehr gegeniiber-
stehende Marke. Sei die Hohe der Marke der zuerst rechts gelegenen Zinke
iiber der Marke der zuerst links gelegenen Zinke gleich %, die Hebung oder
Senkung des Prisma beim Drehen von der linken Zinke zur rechten gleich
== H,. Sind dann die Ablesungen an der Mikrometerschraube des Instruments
bei den verschiedenen Pointirungen in der angegebenen Reihenfolge 7;, 7y,
7y, l, und wachsen diese Ablesungen, wenn die Mikrometerfaden sich von
unten nach oben bewegen, so haben wir

rn—h=hFH,,
ly—r,=h=xH,
somit die gesuchte Hebung oder Senkung

(ry—4)— (o —19) .
92

K

H1=

Die Differenzen #, — J,, Jy — 7, sind zunéchst in Trommelteilen gegeben,
indem man sie mit dem Schraubenwert multiplicirt, verwandelt man sie in
metrisches Maass. Die so gefundene Grosse H, giebt die Hebung oder
Senkung des Prisma fiir die ausgefiihrte Drehung. Ist der Winkel F fiir
die Stellung des Prisma bei der Pointirung auf die linke Zinke Fy, bei der
auf die rechte F,, so betrigt diese Drehung F, — F;. Man transportirt
nun das Quecksilbergefiss sammt der schwimmenden Gabel so weit, dass

*) Miindliche Mitteilung. Im dbrigen soll das obige die Methode nur skizziren,
die Anwendung wird noch manches erfordern. Statt des gabelférmig gebogenen
Drahtes empfiehlt sich vielleicht eine capillare U-Réhre, die mit einer gut benetzenden
Flissigkeit (Alkohol) gefiillt ist. Siehe auch Marek in Traveaux et Mémoires du
Bureau international des poids et mésures, Tome III, Seite D 27.
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die linke Zinke da zu liegen kommt, wo frither die rechte war, die rechte
Zinke kommt dann noch weiter nach rechts, und man hat fiir die Drehung
von F'=F, bis F'=F, eine entsprechende Gleichung

I _Oy— ) —(—1y)
2 9 *
Indem man so mit Transportiren und Pointiren fortfihrt, kommt man

ganz um das Prisma herum und erlangt eine Reihe von Werten H in
folgender Zuordnung

H, H, Hy ... H,

1? 29 n—17
fir die Drehung Fy—F,, Fy—F,, F,—F,,... F, —F,

somit )
H,, H + H,, H+H,+ H,,
fiir die Drehung ¥,— F,, Fy— F|, F,—F,...
Bezeichnen wir jetzt die ganze Hebung von F, bis F; mit HY, wo

also H? = H, + Hy+---+ H,_,, so konnen wir, weil nachdem das Prisma
um 360° herumgedreht ist, die H sich wiederholen miissen,

@ F—F F,—F,
HY =a-+0bsin — ¢ cos
In P2

setzen, wir haben dann # — 1 Gleichungen von dieser Form, aus denen die
@, b, ¢ nach den im ersten Band gegebenen Regeln durch Ausgleichung
auszurechnen sind; am bequemsten fiir die Ausgleichung ist, wenn die
Zinken von einander einen solchen Abstand haben, dass die Betriige der
Drehungswinkel, die alle einander gleich sein werden, in 360° aufgehen,
es gelten dann die in Band I, Art.291d gegebenen Formeln. Kennt man die
Zahlenwerte der a, b, ¢, so vermag man spéter fiir jede andere Drehung
F'— F nach der Formel die zugehorige Hebung oder Senkung zu bestimmen.
Es gelten aber die so berechneten Hebungen nur fiir den Fall, wo die
Drehung von der Stellung des Prisma gerechnet ist, von welcher die
Beobachtung ausging, also von der durch F; charakterisirten Stellung,
man tut daher gut, diese sonst willkiirliche Stellung dadurch fest zu legen,
dass man unten an das Prisma sich eine Marke macht, die mit einer andern
auf dem Gestelle gezogenen Marke in jener Stellung coincidirt. Besser
noch versieht man das Prisma unten mit einem Zeiger, den Fuss mit einem
zur Axe concentrischen roh geteilten Kreis.

Die Correction 6C konnen wir fiir alle Kathetometer zugleich unter-
suchen.

656b. Das Longitudinalkathetometer. Wenden wir uns zunichst zur
Discussion der Correction da und b fiir Messungen mit dem Longitudinal-
kathetometer, so konnen wir einen Fall sofort erledigen. Besitzt nimlich
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das betreffende Kathetometer auf dem Schlitten nur ein Instrument, so
bildet es ein Mittelding zwischen dem Transversal- und Longitudinal-
kathetometer, man pointirt mit diesem Instrument auf das obere Ende von
A, dreht, wenn die Strecken nicht zugleich im Gesichtsfelde gesehen
werden konnen, das Prisma nach A’ hin und pointirt auf das entsprechende
Ende von A’, dann lisst man den Schlitten auf dem Prisma nach dem
untern Ende von A’ gleiten, pointirt auf dieses untere Ende von A4’, dreht
zurick nach A4 und pointirt das untere Ende von A. Fiir diesen Fall
gelten ohne weiteres alle iiber das Transversalkathetometer angestellten
Betrachtungen, die Correctionen da¢ und 6b sind hier genau so zu berechnen
wie dort. Neigungen des Prisma konnen hier Fehler von derselben Grossen-
ordnung wie bei dem Transversalkathetometer hervorbringen, von den
Translationen sind aber Hebungen und Senkungen hier mehr zu fiirchten.
Es wiirden solche Hebungen und Senkungen auch hier ohne Einfluss sein,
wenn sie bei der Zuriickdrehung auf 4 in entgegengesetztem Sinne vor
sich gingen, absolut aber denselben Betrag erreichten wie bei der Hin-
drehung nach A4’, im allgemeinen kann man aber nicht erwarten, dass das
Prisma in der zweiten Einstellung auf A genau wieder die Lage einnimmt,
die dasselbe bei der ersten hatte.

Genauere Untersuchung gebiihrt dem Falle, wo der Schlitten des
Apparats zwei Instrumente trigt, deren eines auf den Maassstab, deren
anderes auf die zu bestimmende Strecke pointirt. Drehungen des Prisma
von A auf A’ werden hier im allgemeiuen nicht ausgefiihrt, dagegen muss
der Schlitten mit den Instrumenten lings des Prisma von oben nach unten
oder von unten nach oben transportirt werden, Da bei diesem Transport
des Schlittens lings des Prisma durch Druck gegen das Prisma oder den
Schlitten leicht Verstellungen des ganzen Kathetometers und der Instrumente
eintreten konnen, ist es geboten, denselben so sorgfiltig als moglich zu
bewerkstelligen.

Am besten filhrt man die Messungen erst an den obern Enden
aus und ldsst den Schlitten, indem man ihn nur so weit mit der Hand
unterstiitzt, dass er nicht herabfillt, nach den untern Enden herab-
gleiten, muss man aber den Schlitten nach oben bringen, dann soll das so
geschehen, dass die hebende Kraft nur von unten nach oben angewendet
wird, also nicht seitwarts wirkt. Zugleich hat man sich vorzusehen, nicht
gegen die Instrumente zu stossen, um Verstellungen derselben gegen ein-
ander zu vermeiden,

Hinsichtlich der Correction da ist hier nichts zu bemerken, dieselbe
fallt aus den Griinden, die schon bei den Messungen mit dem Longitudinal-
comparator angefithrt sind, meist fort.

Bei der Correction 6b haben wir uns zu erinnern, dass die Pointirungen
von I und IT an demselben Instrnment ausgefiihrt werden, ebenso wie
die I' und II', bleiben also die Instrumente wéhrend ihrer Verschiebung
lings des Prisma sich selbst parallel, so haben wir &, =9, fi=/,
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¥ =19,, f{=F/; und es wird
3 = &9, cosf;(€,— &, ) — B, osf, (E,— ).

Ist das Prisma, welches zur Fithrung des Schlittens dient, nicht zu
sehr gegen die Verticale geneigt und laufen die Strecken A4 und A4’ einander
nahezu parallel, so darf man jedenfalls &, —& und §,—§& als der Null
sehr nahe kommend ansehen, die Correction 6b ist dann zu vernachldssigen,
es diirfen aber auch diese Differenzen erheblichere Werte erreichen, bis zu
10 mm und mehr ansteigen, ohne dass man unter diesen Umstéinden von
der Correction 6b Notiz zu nehmen braucht.

Im allgemeinen wird der Schlitten wihrend des Transports von den
obern Enden der Strecken nach den untern und umgekehrt und wahrend
des Festklemmens an das Prisma Drehungen erleiden, und nach solchen
Drehungen darf man nicht mehr die in Frage kommenden Winkel ein-
ander gleich setzen. Der Fall entspricht genau dem im voraufgehenden Art.
untersuchten Fall bei dem Transversalkathetometer, dort handelte es sich um
den Uebergang der Grosse £,9,cosf,—& 3 cosf, in &, &) cosfy— & & cosf,’,
hier um den von &9 cosf;—E&; 3, cosf, in &V, cosf,—E,8,cosfy, und da
die Berechnungen ganz den dort ausgefithrten gleichen, bekommt man
fiir die durch solche Drehungen verursachte Correction &b, wenn die durch
dieselbe Drehung bewirkten Verinderungen der & ausser Acht gelassen
werden, zunichst

o'= & 8y, — &, 1,

und durch Einfiihrung der Werte von dy; und oy,

o =e{& (psin(f;— o) + geos (f;— 4}))
—& (I’Sin(fi"‘ 91) + qeos(fy— ‘Pl))}-

Wir lassen diesen Ausdruck zunichst in seiner Allgemeinheit stehen
und wenden uns zu der Correction dc.

Wenn der Schlitten ganz ohne irgend welche Verdrehungen aus der
Lage I, I' in die II, IT' anlangt, beschreiben alle Punkte desselben einander
parallele Linien, es ist dann also auch @ parallel o', somit ¥ =8, und
hiernach d6¢=0. Bei vollkommen genauer Parallelfilhrung des Schlittens
fallt die Correction 8¢ fort. Treten dagegen spontane Drehungen ein, so
bewirken dieselben, dass @ und a’' einander nicht mehr parallel sind, es ist
dann auch nicht mehr &) =49, also auch nicht d¢=0. Indem wir fiir
diesen Fall die Correction 8¢ mit der 6z zusammenfassen und beachten,

dass da — dc gleich a’cos(a’, &) — acos(a, &) = #,— #,— (2,— #,) ist, wird
8¢’ — dc'= (¢y— #,) — (¢;— #,). Man hat nun, wenn die Translation in
Richtung der Verticale fiir I mit Z, fiir I’ mit Z’ bezeichnet wird,

;’2—;;,1: Z'+¢ (.771.p - 511Q)1 E;_—él= Z+¢ (.77117 _;1Q),
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also o L
8a’~.—8c'=Z’———-Z+s{(y'1—y1)p—(x'l——xl)q}.

‘Wir haben schon frither das Coordinatensystem z, y, # so gelegt ge-
dacht, dass sein Ursprung in die Mikrometermitte des Instruments I fiel,

dass also y === 0 ist, bedeuten also y;, 2 die relativen Coordinaten
der Mikrometermitten von I' gegen die Mikrometermitte von I, so wird

8a'— 8¢'=Z'— Z + ¢ (y, p — %,q).

Wenn der Schlitten sammt den Instrumenten sich wie ein starres
System bewegt, also Verstellungen der Instrumente gegen einander ausge-
schlossen sind, ist jedenfalls Z'= Z, und

8a'— 8= (y,p — &, ).

Correctionsrechnung fiir das gewGhnliche Kathetometer (mit Maass-
stab am Prisma). Bis hierher galten die Entwicklungen ganz allgemein
fiir alle Longitudinalkathetometer, wir wollen nun dieselben auf einige be-
sondere Constructionen anwenden.

Wir betrachten erst die Construction, die in physikalischen Laboratorien
am meisten angetroffen wird, wo das Kathetometer wie ein Kalibermaassstab
den Maassstab auf dem Prisma selbst tragt, und also als wirklich messender
Apparat Verwendung findet. Der Maassstab wird mit einem Nonius oder
einem Mikrometermikroskop abgelesen. Bei Benutzung eines Nonius, dessen
Striche, wie es durchaus notwendig ist, sich unmittelbar an die Striche des
Maassstabes anschliessen, ist £, geradezu gleich Null zu setzen, es wird also

3'= ek {psin(f{— ;) + geos (f; — 7))

und es kann diese Correction, wenn £, dadurch, dass zu den Pointirungen
auf die zu messende Strecke A’ ein Fernrohr benutzt wird, erheblich ist,
sehr bedeutend werden.

Wir konnen aber der vorstehenden Darstellung fiir diese Correction
eine einfachere und bequemere Form verleihen. Da n#mlich die Pointirungs-
richtung von I nicht mehr in Frage kommt, hindert nichts, die Rolle, die
wir frither dieser Pointirungsrichtung zugewiesen haben, auf I' zu fiber-
tragen. Wir denken uns also den Ursprung der Coordinaten #, g, # in die
Mikrometermitte von I’ verlegt und richten, wenn die Einrichtung des
Instruments I' es gestattet, dieses Instrument mit Hilfe des Lots so, dass
seine Pointirungsrichtung beim Pointiren auf A4’ in eine Verticalebene zu
liegen kommt; verlegen wir dann, wie wir diirfen, die 2z und (EEbene in
diese Verticalebene, so ist /=10, ¢, = 180°, somit

o= — :-:E'l q.
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Diese Formel gilt also allgemein fiir Kathetometer der bezeichneten
Einrichtung und zeigt, dass 60’ abhingt von der Drehung des auf die zu
bestimmende Strecke gerichteten Instruments um eine horizontale Queraxe,
und mit dieser Drehung und mit dem Abstande von der zu bestimmenden
Strecke wichst.

Fir die Correction 8a’'— 8¢ ist eine Vereinfachung allgemein nicht an-
gebbar, es ist dieselbe bei der jetzigen Wahl des Coordinatensystems

8a'— dc'= e (210 — Y1),
und es hingt dieselbe von den horizontalen Coordinaten des Index des

Nonius gegen die Mikrometermitte (den Index) des Instruments ab. Befindet
sich dieser Index, also auch der Rand des Nonius, und der des Maassstabes

in derselben Verticalebene wie die Pointirungsrichtung, so ist y;= 0 und z,
gleich dem Abstand dieses Index von der bezeichneten Mikrometermitte,
In diesem Falle ist die Correction da’— 8¢’ wie die 60’ nur durch die Drehung
q bestimmt, und es wird

8+ 8a'— 8= — eq (£, — @,).

Da die positive zAxe vom Instrument nach der zu bestimmenden Strecke

hinléuft, ist @, jedenfalls negativ, & — x, bedeutet also die Entfernung des
Noniusindex von der zu bestimmenden Strecke, oder wie wir auch sagen
konnen, den Abstand der zu bestimmenden Strecke von dem Maassstab des
Kathetometers; nennen wir diesen Abstand D, so wird

0b'+ da'— 8¢'= —eq D.

Gerade weil dieser Abstand in der Praxis unter Umstéinden sehr gross
werden kann, und Drehungen des Instruments, sei es bei der Verschiebung
desselben lings des Prisma, sei es wihrend der Festklemmung an das
Prisma, in der Tat leicht vorkommen konnen, ist das Kathetometer als
Messinstrument zu genauen Bestimmungen wenig geeignet, denn man ist
selten in der Lage, die vorgefallene Drehung und damit die notige Correction
mit geniigender Genauigkeit zu bestimmen. Am ehesten giebt sich eine
solche Drehung an dem Ausschlagen der mit dem Instrument verbundenen
oder auf dasselbe aufgesetzten Libelle zu erkennen, ist z. B. D=2m —
und in solcher Entfernung von der zu messenden Strecke hat der Physiker
das Kathetometer nicht selten zu benutzen — und soll die Messung mit einer
Genauigkeit von 0,01 mm ausgefiihrt werden, so hat man g bis 0,01/2000.¢,
das ist bis auf 206265/200000, also bis auf eine Secunde zu kennen ‘die Libelle
muss also so fein sein, dass sie eine Secunde Neigung durch einen Aus-
schlag anzeigt; so empfindlich wird aber wol selten eine einem Kathetometer
beigegebene Libelle sein. Viel giinstiger sind natiirlich die Verhiltnisse,
wenn man mit dem Kathetometer an die zu messende Strecke so nahe
herankommen darf, dass statt eines Fernrohrs ein Mikroskop angewendet
werden kann, in diesem Falle ist dann D erheblich kleiner, 500 oder gar
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nur 200 und weniger Millimeterj, und im gleichen Maasse ist auch die
Genauigkeit, mit der ¢ gekannt werden muss, verringert.

Die Voraussetzung, dass der Noniusindex in der Verticalebene, die die
Pointirungsrichtung des Instruments aufnimmt, sich befindet, ist in der
Praxis selten verwirklicht, aber da die Correction 8a'— 8¢’ hier meist iiber-
haupt gegen die o8b' zuriicktritt, darf man immer von der angeniherten

Formel
&'+ 8a'— o= —¢eqD

Gebrauch machen, zumal wenn 'der Index nicht zu sehr aus dieser Ebene
heraustritt.

Die Verhiltnisse #ndern sich, sobald der Maassstab nicht mit einem
Nonius, sondern mit einem Mikrometermikroskop abgelesen wird; da wir
dann nicht mehr § geradezu gleich Null setzen diirfen, behdlt auch der
Ausdruck fiir 80’ und da'— 8¢’ seine allgemeine Form und erfihrt nur fiir
besondere Constructionen eine Vereinfachung. Wo z. B. wie in dem neuer-
dings von Fuess®) construirten Kathetometer das Instrument I von dem
Ocular des Instruments I' gebildet wird, also I und I' eine und dieselbe
Pointirungsrichtung haben, sind £, und £, sowie ¢, und ¢; einander gleich
und wenn diese Pointirungsrichtung in eine Verticalebene gebracht ist,
fi="1f=0, ¢,=¢;=180°, und es wird &hnlich wie im vorigen Fall

o = — eq (F,— ,)-

g, ist hier Null, denn das Instrument I ist hier nichts weiter als eine
Lupe, die zur Betrachtung des Maassstabes dient und da hier z,=§,
ist, wird

da' — 8¢ = eqk, =0,
also
b’ + 80’ — 8¢’ = — eqf].

E'l giebt wieder den Abstand D des Maassstabes von der zu bestimmenden
Strecke, es wird also auch jetzt

00’ + 8a' — dc' = — eqD.

Insofern unterscheidet sich dieses Fuess’sche Kathetometer von dem
gewohnlichen Kathetometer nicht, aber bei ihm sind gerade die Bedingungen
erfiillt, die dort meist nur angenihert supponirt werden konnen, und zudem
wird das Instrument durch den Maassstab selbst so gefithrt, dass Drehungen
nur in geringem Maasse vorkommen konnen.

Correctionsrechnung fiir ein zu Vergleichungen dienendes Longi-
tudinalkathetometer (mit besonderem Maassstab). Wenn das Longi-
tudinalkathetometer nicht zum directen Abmessen, sondern zum Ver-
gleichen zweier Strecken mit einander eingerichtet ist, miissen wir auf

*) Zeitschrift fir Instrumentenkunde, Jahrgang 1886.
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die ullgemeinen Formeln zuriickgehen. Hier ist der Maassstab von dem
Prisma getrennt und befindet sich neben der zu bestimmenden Strecke.
Da dann auch die Instrumente I und I’ einander sehr nahe gleich sind,
werden &, &, von nahezu gleicher Grosse, und die Correction 8b', die bei
den direct messenden Kathetometern eine so hervorragende Rolle spielen
kann, tritt erheblich zuriick. Dafiir gewinnt die Correction da'— d¢’ an
Bedeutung, und es ist leicht zu sehen, dass wihrend dieselbe bei jenen
messenden Kathetometern vorzugsweise in der Form ea_c—'lq auftrat, hier das

zweite Glied ey, prévaliren wird. y, konnen wir als die Entfernung der
Figuraxen der beiden Instrumente ansehen, diese Entfernung ist leicht zu
messen, p bedeutet die Drehung des Schlittens um die Figuraxe des ersten
Instruments, und kann bestimmt werden, wenn der Schlitten ausser den
den Instrumenten parallelen Libellen noch eine gegen dieselben quer-
gerichtete Libelle trigt. Soviel ist klar, je niher die Instrumente einander
liegen und je mehr sie einander parallel laufen, desto unbedeutender werden
die Correctionsglieder, es ist aber freilich der Abstand der Instrumente von
dem nicht immer nach Belieben wihlbaren Abstand der zu vergleichenden
Strecken abhingig.

Weiter auf die Theorie der Longitudinalkathetometer einzugehen hat
keinen Zweck, die den Physiker hauptsichlich interessirenden Fille sind im
vorstehenden behandelt.

65c. Correction fiir die Verticalabweichung der zu vergleichenden
Strecken. Wir haben als letzte Correction noch die 8C. Es hingt diese
Correction ganz allein von der Orientirung der zu vergleichenden Strecken
ab, denn sie ist gegeben durch

Ny 52 rg’
20="3 (4'9,2— 49,2,

Fir A’ dirfen wir natiirlich einen N#herungsbetrag, A selbst, ein-
fithren, also

oC

I

g2 ,
3 A2 —18,2)

setzen. Von einer numerischen Bestimmung dieser Correction in einem
gegebenen Fall muss man meist absehen, denn so unzureichend unsere
Mittel sind, Strecken vertical zu stellen, noch unzureichender sind die Mittel,
welche die etwaigen Verticalabweichungen einem genauern Betrage nach
kennen lehren sollen. Aber allerdings darf man sich mit roheren Schétzungen
der Winkel begniigen, denn soll zum Beispiel, wie etwa bei barometrischen
Ablesungen, auf eine Strecke von 760 mm eine Genauigkeit von 0,01 mm in
der Correction 8C erreicht werden, so muss man die Verticalabweichungen
bis auf etwa 10 Minuten kennen, diese 10 Minuten gben bei einem Kreise
von 760 mm Radius einen Bogen von etwas mehr als 2 mm, eine Grisse,
die mit einiger Sorgfalt wol ausgelotet werden kann.
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Ist der Maassstab dem Kathetometer selbst einverleibt, wie bei den
direct messenden Kathetometern, so darf man in der Praxis 8 =0 setzen,
es bleibt dann 9

30="3 A",

Die Correction sieht zwar einfacher aus als die fiir den allgemeinern
Fall, aber die Schwierigkeit sie zu bestimmen, bleibt bestehen.

IX. Einfluss von elastischen Deformationen und nicht zwang-
freier Lagerung auf der Linge von Strecken.

66. Biegung eines Stabes durch das Eigengewicht. Eine Haupt-
quelle fiir systematische Fehler bei Lingenmessungen bildet der Einfluss
der Schwerkraft auf die Form des Maassstabes bezw. der zu messenden
Strecke. Ist nidmlich eine Strecke auf einen festen Korper aufgetragen,
und biegt sich der Korper unter dem Einfluss seines Eigengewichts, so
wird man, da die Biegung Formverinderungen und Zerrungen hervorruft,
nicht erwarten diirfen, die Lénge in der Grisse wiederzufinden, welche ihr
bei deformationsfreier Lage zukommt. Wie gross die Verlingerung oder
Verkiirzung durch elastische Deformation der Strecke ist, das hingt von der
urspriinglichen Form des betreffenden Korpers ab und von der Art, wie
dieser Korper gelagert ist.

Bei kathetometrischen Messungen nun, wo die Strecken senkrecht
gerichtet sein sollen, sind Verbiegungen im ganzen nur selten zu befiirchten,
und wo sie vorhanden sind, konnen sie, wenigstens wenn die Strecken an
einem Ende aufgehingt sind, nur geringe nicht zu beachtende Betrige
erreichen. Anders bei Messungen auf dem Comparator, hier sollen die
Strecken horizontal liegen, es kommt also immer das ganze Gewicht der
betreffenden Korper in Wirksamkeit, und wenn zum Beispiel der Maassstab
nicht mit seiner ganzen Fliche auf der Unterlage aufliegt, sondern diese
nur an einzelnen Stellen beriihrt, wird die Durchbiegung desselben eine
nicht unbedeutende sein konnen. Die Grésse der Durchbiegung und der
durch dieselbe bedingten Léngeninderung eines Korpers lisst sich bestimmen,
wenn man sowohl die Form der Unterlage als die des Korpers kennt.
Die analytischen Entwicklungen sind freilich nur fiir Korper von geringer
Dicke und Breite fiir sogenannte stabféormige Korper und fiir einfache
Verhiltnisse der Lagerung durchfiihrbar. Indessen hat man es bei Lingen-
messungen auf dem Comparator vorzugsweise mit Strecken, die auf stab-
férmigen (parallelepipedischen oder cylindrischen) Korpern aufgetragen sind,
zu tun.

Legt man diese Kérper direct auf die Unterlage, so werden, da Fliche
auf Fliche auflagert, die Beriihrungspunkte meist ungleichmissig und in
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nicht zu eruirender Weise verteilt sein, und man wird auch so die etwaige
Durchbiegung nicht zu iibersehen vermogen. Bessel hat darum in seiner
,,Darstellung der Untersuchungen und Maassregeln, welche in den Jahren 1835
bis 1838 durch die Einheit des preussischen Léngenmaasses veranlasst worden
sind,“*) vorgeschlagen, die zu vergleichenden Strecken nicht direct auf die
Unterlage zu tun, sondern durch je zwei cylindrisch oder prismatisch ge-
formte auf die Unterlage gelegte Korper zu unterstiitzen. Jede Strecke ruht
dann wie auf zwei Schneiden, und indem man diese Schneiden den Enden
der Strecke mehr oder weniger nahe bringt, hat man es in der Gewalt, die
Durchbiegung zu variiren. Bessel hat dann weiter eine wunderschone
Untersuchung iiber die Abhéingigkeit der Durchbiegung von der Lage der
Stiitzen gegen die Enden der betreffenden Strecke angestellt und im Verlaufe
derselben berechnet, an welchen Punkten die Strecke zu unterstiitzen ist,
wenn die aus der elastischen Deformation derselben resultirende Verinderung
ihrer Linge ein Minimum sein soll. Die Deduction ist so lehrreich und
gestattet ein so leichtes Weiterarbeiten, dass sie nicht iibergangen werden
darf. Es sei erst auf die Hauptmomente derselben hingewiesen und dann
gezeigt, wie man zu den Resultaten Bessels mit Hilfe der uns jetzt zur
Verfiigung stehenden Elasticitidtsgleichungen gelangt.

67. Bessels Theorie der Durchbiegung und vorteilhaftesten Auf-
lagerung. Wir wollen uns einen Stab von iiberall gleichem Querschnitt
auf zwei auf der Unterlage verschiebbare Schneiden aufgelegt denken, welch
letztere einander parallel und quer zum Stab gestellt sind. Alle Teile des
Stabes biegen sich; die Form, die der Stab annimmt, hingt aber ganz von
der Lage der unterstittzenden Schneiden ab, der Stab kann concav, convex
oder an den Enden convex, in der Mitte concav u. s. f werden. Wir kénnen
nun die ganze Deformation in zwei Teile zerlegen, in eine Kriimmung,
durch welche alle horizontal in Richtung des Stabes verlaufenden Fasern eine
und dieselbe Form annehmen, die Form, welche die in der Mitte gelegene
Faser bekommt, und in eine Drehung, welche jeden Querschnitt des Stabes
um eine in ihm liegende, durch seine Mitte parallel zu den Schneiden ver-
laufende Axe dreht. Mit diesen Deformationen wird streng genommen auch
eine Dilatation verbunden sein, diese ist aber praktisch so gering, dass sie
gar nicht in Betracht kommt.

Wir nehmen also an, dass jede Faser im deformirten Zustand dieselbe
Liange hat wie im nicht deformirten, da wir nun die Messungen an dem
deformirten Stabe ausfithren, so wird schon jede Faser dadurch kiirzer
oder linger erscheinen, dass sie gekriimmt ist, denn wir messen ihre
Projection auf eine Horizontalebene, rechnen aber mit ihrer wirklichen
Linge.

Ist ds ein Element der mittlern durch die Schwerpunkte aller Quer-

schnitte geheuden Faser, also \ds die Linge dieser Mittelfaser, und A die

*) Berlin 1839.
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Projection derselben auf eine Horizontalebene, so wird der durch die
Kriimmung allein veranlasste Fehler f;= A —\ds. Es sei ein Coordinaten-

system gegeben, dessen zy Ebene vertical steht und die Mittelfaser enthilt,
die Ordinate z laufe horizontal, die y vertical von oben nach unten. Sind
dann x,, z; die Abscissen der Endpunkte von s, so haben wir

, 2,
2
fi=2y—a;— \ds = (xy— ) — l/ 1+ (%) dz.
Zy z, ’

Da die Curve, in welche die Faser sich kriimmt, immer nur sehr flach

sein wird, diirfen wir % als eine sehr kleine Grosse behandeln, ersetzen

2
wir also die Wurzel durch 1+ %(%) > so folgt

¢ 1 ((dy\2?
XLIV,) fi=— 3 5(%) dz.

Der zweite Teil der Deformation sollte in einer Drehung der einzelnen
Querschnitte bestehen; ist ¢, der Winkel, um welchen ein Querschnitt, dessen
Mittelpunkt die Abscisse # hat, um seine horizontale Mittelaxe gedreht ist,
und giebt d die Entfernung einer Stelle im Querschnitt von der Mittelaxe
an, so hat sich diese Stelle durch den Bogen ¢,d geschoben, Es betrigt
darnach die von der Drehung der Querschnitte herrithrende Lingeninderung
einer von der Mittelfaser in Richtung der Verticalen um d abstehenden
Faser fiir die Strecke zwischen den Abscissen z, und z;, wenn die ¢ in
Secunden gemessen werden,

d
XLIVy) o= (%2, %=,) 906265 "

Die ganze Lingendnderung wird nunmehr

Ty
1(/du\2 d
XLIV) f=h+h=— -gy(a%) dz + (%, 92,) 306265

zy

Um diese Grosseist 4 kiirzer oder linger als sein Nominalbetrag. Wir haben
nun die einzelnen Grossen auf der rechten Seite der Gleichung zu bestimmen
y ist die Ordinate eines Punktes der Mittelfaser in deren deformirtem Zu-
stande, also die Strecke, um welche sich der betreffende Punkt gesenkt oder
gehoben hat. Bezeichnen wir das Drehungsmoment, welches auf die
einzelnen Teile des Stabes von der betreffenden Stelle ab bis zum Ende
hin wirkt, mit M, nennen F den Elasticititscoefficienten und A das Tragheits-
moment eines Querschnitts in Bezug auf seine horizontale Mittelaxe, um

Weinstein, Lehrbuch II. 12



178 Bessels Theorie der Durchbiegung von Stiben. [67.

welche der Querschnitt bei der Deformation sich dreht, so haben wir nach
bekannten Lehren der Elasticitatstheorie
d’y
E\ W—M .

M kann von einzelne Stellen des Stabes angreifenden Druckkriften
und Kréftepaaren, sowie von solchen Kriften herriihren, welche auf alle
Teilchen des Stabes wirken. In unserm Fall sind besondere Kriftepaare
nicht vorhanden; Drucke wirken nur an den Stellen, in welchen der Stab
unterstiitzt ist, und zwar, wenn wir die Unterstiitzungspunkte beiderseits in
derselben Entfernung von den beziiglichen Enden des Stabes annehmen,
in beiden Stellen Drucke von gleichem Betrage, und es sind das die Drucke,
die die Unterstiitzungen von dem Gewicht des Stabes erfahren; auf die ganze
Substanz aber wirkt die Schwerkraft..

Nennen wir also den Druck an jeder Unterstiitzungsstelle P, das Gewicht
des ganzen Stabes @, die Linge des Stabes L, die Entfernung der Unter-
stiitzungsstellen von den beziiglichen Enden ¢ und rechnen die Abscissen von
einem Ende des Stabes aus, so haben wir: fiir Punkte in dem Teil des Stabes
vom Anfang bis zur ersten Unterstiitzungsstelle M= P(a—=x) + P(L—a—x)

+ % (¢—=)dL; zwischen den beiden Unterstiitzungsstellen M, = P(L—a—x)

T L

~5(C——x)d§ ; von der zweiten Unterstiitzungsstelle bis zu dem Ende

5‘(5——x)dc An den Enden des Stabes wirken gar keine Krifte,

denn diese Enden ragen frei hervor, es muss also M;=0 fiir =0 und
My;=0 fir =L sein. Die erste Bedingung giebt eine Gleichung zur

. - G 1?2 . G . .
Bestimmung von P, némlich PL=—-Z 57 somit P=-——§, die zweite

ist von vornherein erfiillt. Wir bekommen hiernach fiir die drei Abschnitte,
in welche der Stab durch die beiden Unterstiitzungen zerlegt wird, indem

wir zur Abkiirzung 2E—C¢J—; =a setzen,
d2yl 2 2 .
aw=(L—x)—L(L—2x) =12, z=0bisz=a,

a%—(L—x)2—L(L——a—-x)=ac2+ La—z), z=abisze= 1L — a,

a2
ad—fé”=(L—x)2, #=IL—abhise=1L.
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Hieraus folgt unter Einfiithrung von Integrationsconstanten und in iiber-
sichtlicher Schreibweise

dy, , 8 z*
a%::cl—*——g-; y_—cl+cx+12

dy, _ , , %*_ L(@a—a) ’ zt  L(a—2)
“Gr = etT T g 3 =gt grtgt—
ays _ . (L—2) & —a)¢
‘A =BT 3 ) W=+ Tt

Die Bestimmung der sechs Constanten ¢ kniipft sich an sechs Be-

dingungen, die in den Unterstiitzungsstellen zu erfiillen sind. In diesen
d,

Stellen muss nidmlich der Continuitit wegen y,=y,, y,= W1 _ %,

Y3 d d
2 2, 2 2 z
lfi‘?;g %, ‘;i/; (fl:;:yg ‘jlgf -—Zy?’ sein, die beiden letzten Glelchungen

haben schon in den Differentialgleichungen Beriicksichtigung gefunden,
bleiben also nur vier Gleichungen iibrig. Beachtet man aber, dass an den
Unterstiitzungsstellen die Punkte fast gar keine Senkung erleiden kénnen,
wenn die Substanz des Stabes iiberhaupt nur hart genug ist, so wird man
fiir diese Punkte auch noch y=0 haben. Wir hekommen also

d a;
fir r=a: $h=0, 4,=0, 3 .1/1 d‘qf
firs=L—a: =0, y;=0, %=%

Durch diese sechs Bedingungen lassen sich alle sechs Integrationsconstanten
in einfacher Rechnung ableiten, man findet

d=c=+15 L (6ar+L(L— 6a))> cl—cg—-—_—ﬁ(a3+L(6a2+L(L Ga)))

=13 (6a2+L(L~—6a))a d=—1g (a4—L (L—a) (6a2+L(L—6a)))-

Die Gleichungen, die man nach Einfiihrung dieser Werte fiir die y erhilt,
stimmen vollstindig mit den von Bessel aus der directen Anwendung des
Princips der virtuellen Verriickungen erschlossenen iiberein.*) Wir brauchen
hier nur die Werte der Differentialquotienten.

" Wir wollen erst die scheinbare Verinderung der Mittellinie des Stabes
berechnen, die einzige, die wir zu beriicksichtigen haben, wenn der Stab ein
Endmaass darstellt, da dann die Nominallinge durch die Strecke, welche
die Mitten der Endquerschmtte verbindet, dargestellt wird. In diesem Fall ist

dy

f=f und =— §5 ( iz ) dz. Das Integral zerfillt in drei Teile, nach den
0

*) 1. c. Seite 128. Bei Bessel steht  fiir g und z fir x—-g, letzteres weil

der Coordinatenanfang in die Mitte des Stabes verlegt ist.
12*
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drei Abschnitten des Stabes, es ist nimlich

a L—a L
dy : _| (% : ay, ? dys :
j(%) dz —g‘(%) do + (% dx + (%) dz.
0 a L—a
Nach Einsetzung der Werte und Ausfilhrung der einfachen Integrationen
ergiebt sich fiir £, welches wir fiir diesen Fall f, nennen wollen,

_ 1((dy\, LT (17 a a\’ a\’
b= (i) = —sigalss—o(2) +13(z) +(7)

—60 (%—)4+ 42 (%)5+ 2 (%)6}

dem Betrage nach iibereinstimmend mit dem von Bessel gefundenen Wert.
Wir konnen nun & so wihlen, dass dieser Ausdruck ein Minimum wird. Die
aus der Differentiation des Klammerausdrucks resultirende Bedingung dafiir ist

() o(g) o) -(3) ()=

eine Gleichung 5ten Grades fiir %, aus welcher Bessel a = 0,22031 L findet.
Riickt man also die Stiitzen so, dass dieselben von den beziiglichen Enden

des Stabes um% bis i der Stablinge abstehen, so erleidet die Mittellinie

durch die Kriimmung allein die geringstmogliche Verdnderung. Es betrigt
aber die noch restirende Verdnderung, welche hier in einer Verkiirzung besteht,
7

— L
die wir £, nennen wollen, 0,0000025 2’ und nach Einsetzung des Betrages

von a?
G2L5

fo=—0,00000063 Tk

Hitten wir ¢ =0 genommen, den Stab also in seinen Enden unter-
27,5
stiitzt, so wire f,=— 0,000422 %a also nahezu 700 mal so gross.

Daraus ergiebt sich von wie grossem Vorteil Bessels Vorschlag hinsichtlich
der Unterstiitzung des Stabes ist.

Nehmen wir als Beispiel die Verhéltnisse des métre des archives. —
Dieses Meter besteht aus Platin und ist parallelepipedisch geformt; die
Linge L Dbetrigt natiirlich 100c¢, die Breite B=2,5¢, die Dicke
D=0,4c. Hieraus folgt das Gewicht G =100.2,5.0,4.21 =2100g, das
Trigheitsmoment eines Querschnitts in Bezug auf eine diesen Querschnitt

3
der Breite nach halbirende Axe ist A== 2112—)— =0,0133 ¢4. Fiir £ nehme ich
die frither (Art. 45b) gegebene Zahl 17.108. Wir bekommen also fiir dieses

— (2100)2 (100)> - .
Meter f,= — 0,0000006 das ist fy= —0,0006 mm, eine

(17)2108 (133)2 .
fast ganz unmerkbare Griosse. Legt man dagegen das Archivmeter so auf,



67.] Vorteilhafteste Lage der Unterstiitzungen. 181

dass dasselbe gerade an seinen Enden gestiitzt ist, so ergiebt sich
fo=—0,380 mm; das Meter wiirde also bei dieser letztern Auflagerung
um fast 4/10 mm verkiirzt erscheinen.

Wenn die Lénge des Maassstabes nicht durch seine Mittellinie, sondern
durch die Entfernung zwischen gewissen in dieser Mittellinie gezogenen
Strichen gegeben ist, haben wir, falls @,, @, die Abstinde der betreffenden
Striche von den entsprechenden Enden des Stabes sind, zuniichst fiir den

von der Kriimmung herriihrenden Teil der Verkiirzung f;= —gg(zz)

Bei der Ausfihrung der Integration haben wir drei Fﬁllea‘zu unter-
scheiden, je nachdem die begrenzenden Striche ausserhalb, innerhalb oder zum
Teil ausserhalb, zum Teil innerhalb der Unterstiitzungsstellen sich befinden.
Wir charakterisiren die zugehorigen f durch Accente.

Liegen die begrenzenden Stiche zwischen den Enden und den Unter-
stittzungsstellen, so dass a,, @, beide kleiner als @ sind, so ist

a 2 L—a 9 L—a, 9 L 2
. d
zfl=—j(%) dx—j(%) dx——j'(%) dz=——5.(d—z
a, a L—a 0 L
+§(dw) dx+§(dz du
0 L—a,

Das erste Integral ist schon bestimmt, und gleich 2f,, nach Aus-
rechnung der beiden andern Integrale resultirt

=t s (7 (100 o) (3
+14(1+6(%) 6(L>)(L4+L4) 16(L7 %))

Wenn die begrenzenden Striche zwischen den Unterstiitzungsstellen
selbst sich befinden, haben wir

'=—%S@z%)d”“1z4£“’{7(( -9 -@))-(0-D-@))

:—12(8%4—3)((1——%)5—(‘%5)—}-10(1——6 )(( ) (‘%4)
+20(12(%)2—(1 — 6%))((1——% 3—(‘% )
+60 = (1—-6(L))((1 )2_(‘.’_1 2)

ws(-s3) ((-@)-@)}
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Endlich kann eine begrenzende Marke innerhalb die andere ausserhalb
der Unterstiitzungsstellen vorhanden sein. Sei @, die erstere, a, die zweite
dann haben wir '

L—a,
mnr d 2 1 (l 3 " (e
fi'=— 25‘(0‘;/;) dx—gy(ﬁ-) dx =" (tir a,= a)
a, L-a

1

~ s (T (- s+ @) (B35 25D
+6 (%)2)((L—Laz)4_(Lza>4)_ 16(<L;ag)7__(Lza 7)>

Fragt man auch unter diesen Verhiltnissen nach den giinstigsten Unter-
stiitzungspunkten, so kann von solchen nur im ersten und dritten Fall,

a nr
nicht im zweiten die Rede sein. Die Gleichungen —%—_0 %:O fiir
die giinstigsten Betrdge von @ hingen- dann von den a;, a, ab und geben
fiir besondere Betrige dieser Grossen auch besondere Werte fiir a.
Wenn die Teilung des Maassstabes nicht in der Mittellinie liegt, sondern

in einer von dieser Linie um d abstehenden Ebene, so haben wir zu den

d
506265 (Pa, — )

hinzuzufiigen. Es ist nun, wie eine leichte Ueberlegung Iehrt tgcpr—-:%’

oben gegebenen Werten fiir die f; noch die Betrige der

somit, da die ¢ sehr kleine Winkel reprisentiren, ¢ = 206265 , und  wir
haben fiir die drei bezeichneten Fille als zu den £ hlnzuzufugende Grossen

((dJs)z_ - (d%)x_ ) )
A=, )0
( (d?/'«;) dJa)x . )

Mit den fiir die g—‘z gegebenen Betrdgen findet sich hieraus

2,__—L3d<(() ( ) (1+G(L) 6(%))),
= (- G0 -390 9-@)
== (5 () o) 5@+ ) 3 (- @)(3))

L —a,




68.] Langeninderung durch Drehung der Querschnitte. 183

Die Gesammtverinderung erhélt man aus den Summmen f/4f;,
fi'+ 1, "+, und diese Zahlen hat man zu den abgelesenen Betréigen
zu addiren, wenn es sich um den Maassstab handelt, und von den abge-
lesenen Betrigen abzuziehen, wenn die zu messende Linge in Frage kommt,
Das Resultat stellt sich als eine scheinbare Verlingerung dar, wenn die
betreffenden Zahlen positiv sind, als eine Verkiirzung, wenn dieselben negativ
ausfallen; was aber in einem besondern Fall eintritt, ob eine Verlingerung
oder eine Verkiirzung, das hingt ganz von der Lage der Unterstiitzungs-
punkte und der begrenzenden Striche ab.

Nehmen wir zum Beispiel an einem Endmaass die Linge nicht zwischen
den Mitten der Endquerschnitte, sondern zwischen deren auf der obern Fliche
liegenden Kanten, betrachten also als solche nicht die Mittellinie, sondern
eine Lingskante, so haben wir @, = a; =0, und somit

P (1 (=)=~ S (1 o) o (),

Liegen nun die Stiitzen so, dass die Mittellinie das Minimum ihrer

Durchbiegung erleidet, so wird 7, fast gleich Null, und da (ﬁ) fiir - diesen

2 2
Fall 0,22031 ist, zeigt £/ = — %‘%% ( 1+6(7) —6 (%)) 4o 0025%13_

eine scheinbare Verlingerung an.

Fir das Archivmeter ist d=0,2¢, somit unter Benutzung der auf
Seite 180 angegebenen Zahlenwerte f/’= -+ 0,0047 mm; um diesen Betrag
erscheint also bei der angegebenen Auflagerung die Lingskante des Archiv-
meter grosser als die Mittellinie und darpach ist die Linge dieser Kante
1m + 0,0047 mm.

Eine Faser dieses Meter, die um 1 mm von der die Mittellinie ent-
haltenden Horizontalschicht, der sogenannten wneuéralen Schicht, absteht, er-
scheint um 0,0023 mm verldngert; es ist also durchaus nicht gleichgiltig,
zwischen welchen Stellen der Endquerschnitte man das Meter definirt, man

. 1
darf sich von den Mitten dieser Querschnitte nicht um 5 mm entfernen, wenn
man das Meter bis auf 0,001 mm sicher haben will,

f' wird ohne Beriicksichtigung von £, gleich Null, wenn 1 +6a

—62 7= =0, also =0,2113 ist, fiir diesen Wert wird aber auch £, im a]l—

gemeinen sehr klem sein, und man kann ihn statt 0,22031 anwenden.

Wenn @, und @, nicht Null sind, werden sich die numerischen Rech-
nungen etwas verwickelter gestalten, ohne jedoch irgend welchen principiellen
Schwierigkeiten zu unterliegen.

68. Geeignete Formen fiir Maassstibe. Im allgemeinen ist die von
der Drehung der Querschnitte herrithrende Lingenidnderung grosser als die
durch die Kriimmung verursachte und bei relativ dicken Stiben kann sie so
gross werden, dass letztere dagegen fast ganz verschwindet. Die giinstigsten

2
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Verhiltnisse werden bei Stiben angetroffen werden, deren Linge durch
die Linge ihrer Mittellinie, oder wenigstens durch einen Teil dieser Mittel-
linie definirt ist. Bei Endmaassen bezieht man die Lidnge schon auf die
der Mittellinie; um auch bei Strichmaassen zu giinstigen und fiir die Rech-
nung iibersichtlichen Verhiltnissen zu gelangen, construirt man diese neuer-
dings so, dass die Teilungsebene in die sogenannte neutrale Schicht, das
ist in die horizontale Symmetrieebene des Stabes fillt, welche eben die
Mittellinie enthdlt, Die Englinder haben darum ihre Prototype, wie schon
(Seite 35) bemerkt, so eingerichtet, dass die Marken auf den Grund von
Vertiefungen aufgetragen sind, die in den Korper des betreffenden Stabes
bis zur Mitte eingearbeitet wurden. Es ist auch vorgeschlagen worden, bei
Staben, die nur an den Enden begrenzende Striche haben sollen, die Sub-
stanz an diesen Enden bis zur Mitte wegzuschneiden; die Enden nehmen
dann diese Form —J | an und die Striche sind auf die die Mittellinie
enthaltende Fliche aufgetragen.

Die beste Form fiir Maassstédbe ist wol die von Tresca®) vorgeschlagene
X- oder Trogform; die beistehende Figur stellt den Querschnitt eines Stabes

Fig. 9.

von dieser Form dar, die neutrale Schicht A4 bildet den Grund des Troges und
auf diesen Grund sind die Teilmarken aufgetragen. Es ist aber in dieser
Form noch mehr erreicht, als blos dass die Marken in der Ebene der Mittel-
linie liegen, denn sie ist so berechnet, dass etwa eintretende Verbiegungen
die geringstmdgliche Wirkung ausiiben. Nach den Formeln fiir die f gehort
dazu, dass a sehr gross, also das Gewicht recht klein, dagegen das Trig-
heitsmoment eines Querschnitts um seine horizontale Mittelaxe recht gross
ausfillt. Durch Aussparung der Substanz in der ganzen Linge des Stabes
ist das erstere, durch die besondere Form des Querschnitts das letztere
bewirkt. Wenn man einen so geformten Stab auf zwei Stiitzen legt, deren

*) Procés verbeaux, Commission international du métre 1872, pag. 197 ss.
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Entfernung von den beziiglichen Enden man je nach dem zu benutzenden
Intervall (je nach den Werten von @, und a,) unter Zuhilfenahme der
Formeln fiir die f; geeignet wihlt, kann man von allen Correctionen fiir die
Biegung ganz abstrahiren.

Neuerdings hat F. E, Neumann?®) vorgeschlagen, die Stibe, die ihre
Teilung auf ihrer Oberfliche in der Mitte derselben haben, einfach hoch-
kant zu stellen; es liegen dabei die Mitten der Teilmarken in der horizon-
talen Mittelebene. Man muss dann aber den Comparator so einrichten, dass
die optischen Instrumente horizontal gegen die Stabfliche gerichtet sind,
oder man muss ein besonderes System von Prismen und Spiegeln benutzen,
um die vom Stab reflectirten Strahlen in die vertical stehenden optischen
Instrumente hinein zu reflectiren.

Ueber die Form des zu messenden Korpers kann man natiirlich nichts
voraussagen. Handelt es sich um die Ausmessung von Quecksilberfiden,
die in Glasrohren eingefiihrt sind, so liegt die zu messende Strecke in der
Mittellinie, und man hat schon verhiltnismissig giinstige Verhiltnisse, die
man noch besser gestalten kann, wenn man die Rohre geeignet (es sind
wieder die Formeln fiir die f; maassgebend) unterstiitat.

69. Deformationen bei vertical gerichteten Strecken. Bei Strecken,
welche vertical gerichtet sind, kann die Biegung von Bedeutung werden,
wenn dieselben in horizontaler Lage nicht gerade, sondern krumm sind,
oder — falls die Strecken an beiden Enden gehalten werden — die Haltung
nicht zwangfrei geschieht. FEine Biegung wegen urspriinglicher Krummbheit
der Strecken wird man sehr selten zu befiirchten und noch seltener in
Rechnung zu ziehen haben. Wol aber kann es zu bedeutenden Fehlern
fiithren, wenn die Strecken nicht zwangfrei gehalten werden, es treten dann
Correctionsgrossen ganz von der Art derjenigen, die wir in Art. 64a be-
handelt haben, auf. Jedenfalls ist es wol besser, eine Strecke an einem Ende
aufzuhéngen, oder wenn es nicht anders geht, sie aufzustellen, als an beiden
Enden zu halten.

70. Widerstand der Lagerung gegen die thermische Ausdehnung
oder Zusammenziehung. Noch in anderer Beziehung kann die Lagerung
der Strecken von Wichtigkeit werden. Findet nidmlich bei horizontaler
Auflage eines Korpers auf eine Fliche Reibung zwischen dieser Fliche und
dem Korper statt, so setzt sich jeder Translation des Korpers ein gewisser
Widerstand entgegen. Der Korper wird sich dann auch bei eintretender
Temperaturinderung nicht frei ausdehnen oder zusammenziehen kinnen,
und so wird er einerseits eine ihm bei der betreffenden Temperatur nicht
zukommende Lange aufweisen und andererseits, weil er sich in einem
Zwangzustand befindet, sich nach oben oder unten kriimmen. Da wir nun
in einem solchen Fall die tatséichlichen Lingen messen und mit den Soll-

¥) Wild, Mélonges physiques et chimiques tirés du Bulletin de 1’Académie
impériale, St. Petersburg, Tome VIII, 15/27 Mai 1873,
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lingen rechnen, konnen wir zu falschen Zahlen gelangen. Wol haupt-
sichlich um dem Stab alle Freiheit fiir Bewegung zu gestatten und zugleich
die Last, die er auf die Unterlage ausiibt, ganz gleichmissig zu verteilen,
haben die Englander fiir ihre Fundamental-Lingenmessungen eine eigen-
artige Unterlage hergestellt, welche aus 8 Rollen besteht, die durch Hebel
so mit einander verbunden sind, dass sie alle gleich viel zu tragen haben.

Fiir den experimentirenden Physiker haben solche complicirte Ein-
richtungen keine Bedeutung, es darf aber zugleich hervorgehoben werden,
dass, falls die Stabflichen und die Unterlagen rein genug gehalten werden,
namentlich bei der Auflagerung’, nach Bessels Methode, wenn zugleich
die Unterstiitzung durch um Axen leicht drehbare Rollen geschieht,
wenig von den Widerstinden, die die Strecken bei Ausdehnungen und
Zusammenziehungen zu iiberwinden haben, zu fiirchten sein wird, zumal die
kleinen Erschiitterungen, die der Beobachter selbst gegen seinen Willen
verursacht, und die auch durch Aussere Bewegungen namentlich in grossern
Stadten stetig hervorgebracht werden, den Strecken die Widerstinde leichter
zu iiberwinden gestatten.

Viel gefihrlicher konnen solche Widerstinde werden, wo die Fassung
den Strecken die Moglichkeit sich auszudehneun oder zusammenziehen iiber-
haupt raubt, es kommen wieder Fehler von der in den Art. 64a behandelten
Art in Betracht. Man entgeht ihnen, wenn man die Temperatur wihrend
der Messung recht constant erhilt. Darauf kommen wir spater zuriick.

X. Die thermische Einrichtung von Lingenmessungen.

7la. Einrichtung fiir die Temperaturbestimmung. Die zweite Abteilung
der Fehler der Einrichtung betrifft die aus den thermischen Verhéltnissen
bedingten Fehler. Es treten solche Fehler ein, sobald -die Temperatur
entweder nicht genau genug bestimmt werden kann, oder zu sehr schwankt.

Die Temperaturbestimmungen beziehen sich immer auf die zu ver-
gleichenden Strecken, man misst die Temperatur entweder an den betreffenden
Strecken selbst, oder in der unmittelbaren Umgebung der Strecken. Im
ersten Fall stehen die Thermometer mit den Substanzen, denen die Strecken
angehdren, in Beriihrung und werden wol gar von ihnen an den Gefdssen
vollstindig umhiillt, im zweiten Fall befinden sich die Thermometer in der
Nihe der Strecken. Da die verschiedenen Stellen der Strecken verschiedene
Temperatur haben konnen, reicht es meist nicht aus, fiir jede Strecke die
Temperatur nur an einer Stelle zu bestimmen, man wird bei jeder Strecke,
wenn dieselbe lang ist, mindestens zwei Thermometer, je eines in der Nahe
eines Endes derselben, zur Anwendung bringen, und dieselben so legen,
dass die Gefisse sich in gleichen Abstinden von den beziiglichen Enden
befinden. Als Temperatur der betreffenden Strecke wird das Mittel aus den
Temperaturangaben der beiden zugehérigen Thermometer angesehen, indem
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man von der Annahme ausgeht, dass die Temperatur der Strecke vom einen
zum andern Ende gleichmissig zu- oder abnimmt. Hat man fiir jede Strecke
nur ein Thermometer zur Verfiigung, so legt man dieses so, dass sein
Gefiss in die Mitte der Strecke zu liegen kommt, bei proportionaler Ver-
teilung der Temperatur ist die Temperatur der Mitte zugleich die mittlere
Temperatur der ganzen Strecke. Befinden sich die beiden Strecken in
unmittelbarer Nihe neben einander, so wird man entweder iiberhaupt nur
ein Thermometer benutzen, das dann in die Mitte zwischen die Strecken zu
legen ist oder, wo man zwei anwenden kann, diese zwischen den Strecken
in gleichen Entfernungen von den Enden anordnen.

Je grosser der Ausdehnungscoefficient der Substanz einer Strecke ist,
um so genauer muss die Temperaturbestimmung ausfallen, jeder Fehler in
der Temperaturbestimmung geht mit dem Ausdehnungscoefficienten und der
ganzen Lénge der Strecke multiplicirt als Fehler in die Langenbestimmung ein.

71b. Einrichtung fiir gleichmissige Temperaturverteilung; Benutzung
von Schirmen, Wie man Thermometer zu Temperaturbestimmungen benutzt,
wird an einer andern Stelle auseinandergesetzt werden, abgesehen von den
Thermometern sind aber folgende Punkte bei den hier in Frage kommenden
Temperaturbestimmungen zu beachten:

1. Die Temperatur der Strecken darf wihrend der Messung keine plotz-
lichen Veridnderungen erleiden;

2. Die Temperatur der Strecken soll von der ihrer unmittelbaren Um-
gebung so wenig als moglich abweichen;

3. Lings jeder Strecke soll die Temperatur, wenn sie fiberhaupt von
Stelle zu Stelle variirt, gleichméassig zu- oder abnehmen.

Am besten ist es natiirlich, wenn die Temperatur weder nach Zeit noch
nach dem Ort variirt, vollstindige Gleichheit und Constanz der Temperatur
ist das Ideal eines jeden Metronomen, und dieses Ideal zu erreichen sind
eine Menge von Versuchen gemacht und Methoden erdacht worden. Der
Physiker, der meist mit geringern Mitteln arbeiten muss, wird sich mit den
einfachsten derselben zu helfen suchen miissen. Gleichheit der Temperatur
ist nur erreichbar, wenn die Umgebung der Strecken iiberall gleiche
Temperatur hat, man muss daher alle fremden Warmequellen so fern als
moglich halten; namentlich muss auch der Beobachter seine Eigenwirme so
wenig als moglich zur Geltung kommen lassen. Am besten schiitzt man
sich gegen Wirmestrahlung durch Schirme von Pappdeckel oder auf beiden
Seiten polirtem Metall oder von irgend einem Wollenstoff, der Beobachter
wird daher sowohl seine Eigenwidrme als andere Zustrahlungen durch solche
Schirme abzuhalten suchen. In welcher Weise Schirme allein durch ihre
Anwesenheit, selbst ohne Beriicksichtigung des Reflexionsvermogens, wirken,
ist sehr schon aus einem Abschnitt in Fouriers Werk: Théorie, Analytique de
la Chaleur®) zu ersehen. Es haben aber solche Schirme auch noch den

*) Deutsche Uebersetzung, Sechste Section.
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Vorteil, dass sie Luftstromungen und damit convectiv fortgefiihrte Wirme
abhalten.

Wir stiitzen uns dabei auf die Tatsache, dass man den Wirmeverlust
eines Korpers bezw. die Erwirmung eines Korpers durch #ussere Wirme-
quellen um so mehr verhindern kann, mit je mehr Hiillen man diesen
Korper umgiebt.

Es sei z. B. ein Korper von der Oberfliche § und der constanten
Temperatur = von einer Anzahl » von Hillen umgeben, deren Dicken e,
€y -+ 6,, deren Oberflichen S, S,, ..., S, sind; ¢ sei die dussere Leitungs-
und Strahlungsfahigkeit des Korpers, %; die der iten Hiille an ihrer innern,
H; die derselben Hiille an ihrer #ussern Fliche, %; die innere Leitungs-
falugkelt dieser selben Hiille, ¢ die Temperatur des Kmpels ¢ die der den-
selben umgebenden Luft, < die Temperatur der die #usserste Hiille um-
gebenden Luft, dann ist bei stationirem Zustande mit ausreichender

Genauigkeit®)
‘=ng e 1
g 2 5 ( kT E)

=1+ =y " (t—1").
149 Es ( F)

Da die Summen durchaus positive Glieder enthalten, nimmt der Bruch
der mit (¢ — <’) multiplicirt ist um so mehr den Wert 1 an, je mehr Glieder
diese Summen enthalten, also mit je mehr Hiillen der Korper umgeben ist.
Der Bruch convergirt auch um so mehr gegen 1, je geringer die innere
Leitungsfihigkeit und je geringer die #ussere Leitungsfihigkeit der Hiillen
ist, je grosser die Dicke der einzelnen Hiillen sich zeigt und endlich je enger
die Hiillen den Korper umgeben.

Man kann also einem Korper seine Temperatur erhalten oder die
Strahlung eines solchen Korpers gegen andere Korper hemmen, wenn man
denselben mit moglichst vielen, dicken, die Wirme in ihrer Substanz und
nach aussen schlecht leitenden und schlecht strahlenden Hiillen eng umgiebt.
Was einer Hiille an geringer innerer Leitungsfihigkeit der Substanz fehlt,
kann durch Dicke ihrer Wandung, was den nach dem Korper hingerichteten
Seiten aller Hiillen an schlechter dusserer Leitungsfihigkeit mangelt, kann
durch Vermehrung der Zahl der Hiillen ersetzt werden. Die dussere Leitungs-
fahigkeit wird, soweit sie wenigstens von der durch directe Strahlung ab-
héingenden Wirmeabgabe abhingt, auch dadurch verringert, dass man die
Oberflichen der Hiillen polirt und so reflectirend macht. Am besten ist es
natiirlich, wenn der Korper, dessen Wiarme vor Zerstreuung oder der vor
Wérmezustrahlung geschiitzt werden soll, von diesen Hiillen ganz umgeben
ist. Wo das nicht geht, bedient man sich statt der Hillen der Schirme,

*) 1. c. Seite 45,
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und es kann als Regel angesetzt werden, dass man diese Schirme dem
Korper nahe zu stellen hat, dessen Temperatur man constant zu halten sucht
bezw. in der Nihe desjenigen placirt, dessen Ausstrahlung man verhindern
will. Bei Lingenmessungen wird man also Schirme sowohl in der Nihe der
Wirmequellen als in der der zu vergleichenden Maasse anbringen.

Es schiitzen aber solche Schirme, wie bemerkt, nicht blos gegen zu-
geleitete und strahlende, sondern auch gegen convectiv fortgefithrte Warme,
weil sie die Luftstromungen aufhalten oder wenigstens von den Stellen, wo
sie verderblich wirken konnten, ablenken.

Oft ist man gezwungen bei kiinstlicher Beleuchtung zu arbeiten, die
Lichtquellen wirken dann zugleich als Wérmequellen, und zwar indem sie
einerseits ihre Umgebung und damit den Beobachtungsraum erwirmen und
andererseits den Strecken und Apparatteilen, die sie erleuchten, Wirme zu-
strahlen. Man stellt dann die Lichtquellen so weit entfernt auf, als nur ohne
die Beleuchtung zu sehr zu beeintrichtigen geht, sorgt fiir einen guten
Abzug der heissen Verbrennungsgase, indem man dieselben gleich in ein
Rohr eintreten ldsst, welches nach aussen fiihrt, und ldsst wol auch das zu
benutzende Licht erst durch durchsichtige, aber Wiarme absorbirende Sub-
stanzen wie Alaunldsungen hindurchgehen.

Von grossem Vorteil ist es auch, wenn man das umgebende Medium
von Zeit zu Zeit gehorig  durchrithren kann, es wird dadurch die Bildung
von verschieden temperirten Schichten, die Schichtung, verhindert. Natiirlich
ist eine solche Durchriihrung nur unter besondern Verhaltnissen, namentlich
wenn die Strecken sich in Fliissigkeiten befinden, moglich. Die Luft, wenn
sie umgebendes Medium ist, durchzuriihren, diirfte eher schidlich als niitzlich
sein, weil es sich hier meist um sehr grosse Quantititen handelt und die nach-
folgenden Stromungen, die nicht schnell genug aufhoren, Warme mechanisch
von allen Seiten in der verschiedensten Verteilung herbeifiihren.

72. Einfluss von Temperaturinderungen auf die Messungen. Die Aen-
derung der thermischen Verhiltnisse iibt ausser auf die Strecken auch auf
die einzelnen Teile der Apparate einen Einfluss aus. Es dndern sich mit
der Temperatur die Schraubenwerte, die optischen Axen, die Léngen der
Prismen u. s. f Ven den durch Temperaturinderungen bedingten Aende-
rungen an den optischen Instrumenten diirfen wir, da solche Temperatur-
inderungen immer in engen Grenzen gehalten werden miissen, wenn die
Messungen nicht selbst unpriicis ausfallen sollen, absehen. Halten wir uns
an die friiher eingefiihrten Grossen und Bezeichnungen, so konnen wir
sagen, dass Temperaturinderungen ganz besonders zur Entstehung von einer
Correction da Veranlassung geben, da wenigstens, wo von dieser Correction
iiberhaupt die Rede sein kann, also namentlich bei Transversalcomparatoren
und Transversalkathetometern. In der Tat, es ist bei diesen Apparaten
Sa=a'—a, und es miisste, abgesehen von etwaigen mechanischen Aen-
derungen, o'=a sein, wenn die Temperatur des Prisma wihrend der Poin-
tirungen an A dieselbe ist, wie wahrend der an A'. Ist das nicht der Fall,



190 Einfluss von Temperaturinderungen auf Lingenmessungen. [72.

so hat sich das Prisma in der Zwischenzeit ausgedehnt oder zusammengezogen,
und es wird im ersten Fall &/ > @, im zweiten a'<<a. Um wie viel &' von a
verschieden ist, hingt nicht blos von dem Ausdehnungscoefficienten der
Substanz des Prisma und der in der Temperatur eingetretenen Aenderung
ab, sondern auch davon, ob das Prisma sich iiberhaupt frei auszudehnen
vermag oder nicht, also an den Enden frei oder an andere fixirte Stiicke,
etwa Pfeiler, befestigt ist.

Ist das Prisma frei, so kommt die ganze thermische Ausdehnung in
Frage. Es sei die mittlere Temperatur des Prisma wihrend der Operationen
an A gleich ¢, die wihrend der Operationen an A’ gleich # und es bedeute
o den linearen Ausdehnungscoefficienten der Substanz des Prisma, so haben
wir

a'= a(l +o(t— t)).

Besteht zum Beispiel das Prisma aus Eisen, so haben wir, wenn die Tempe-
ratur in Celsiusgraden bestimmt ist, ¢ etwa gleich 0,000011, soll also a¢'— &
ein Tausendteil des Millimeter nicht tibersteigen, so muss

1000

t’—t<-——11 2

sein. Fiir @ = 1000 mm folgt hieraus #— ¢ << 0,1° C. etwa. Die Temperatur
des Prisma sollte also bis auf 1—10- Grad constant erhalten werden. Es indert

sich nun diese Temperatur ganz so wie die der Strecken, weil etwa die
Temperatur im Beobachtungsraum {iberhaupt variirt, dann aber, weil der
Beobachter naturgemiss dem Prisma sehr nahe steht und von seiner Korper-
warme ausstrahlt. Es ist nicht leicht und deshalb nicht iiblich, die Temperatur
des Prisma selbst zu bestimmen, man sucht, wie bemerkt, einesteils die
Temperatur des Beobachtungsraumes constant zu erhalten und andererseits
den Comparator durch cinen zwischen ihn und den Beobachter aufgestellten
Schirm oder Vorhang, der natiirlich die Operationen an den Instrumenten
nicht hindern darf, gegen die Strahlung des Beobachters zu schiitzen. Man
hat aber auch in der Anordnung der Messung ein Mittel, diesen Tempe-
ratureinfluss zu paralysiren. Geht man ndmlich von A’ wieder zuriick auf
A, so bekommt man, wenn dabei, dadurch dass das Prisma von der Temperatur ¢
auf die ¢#' gelangt ist, @’ sich in ¢” umgewandelt hat, unter Fortlassung der
Correctionen, mit denen wir uns jetzt nicht beschiftigen, die drei Gleichungen

A=, —( +a, A=(—(+ad, Z=§;’—— G+a.
Das Mittel aus der ersten und dritten Gleichung ist

A+d_ G+l Ly atad

2 2 2 2
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Zieht man das von der zweiten Gleichung ab, so wird
A+ 4 C2+C;,'_(C,_C1+C’l')+ , _a+a’
2 ! 2 2

!

- =g

2

und hierin ist
d=a(l+o(t—7), d'=a(l+o("—9)
also
a+a’  a(24+o(t'—1))
T2 T e T

Man kann nun, wenn plétzliche Temperaturinderungen ausgeschlossen
sind und es sich iiberhaupt nur um kleine Schwankungen handelt, immer
annehmen, dass die Temperatur proportional der Zeit anwichst oder fillt,
dass also ¢#'— ¢ sehr nahe das Doppelte von #— ¢ ist, man bekommt dann
@+ a")/2=a(1 + o(f—1)), das ist gleich &' und damit

A+4 . L+G (C' c1+c'1')
g~ "3 \"T 3 )
eine Gleichung, in der die Correction wegen der thermischen Aenderung
des Prisma nicht mehr vorkommt. In der Praxis wird die Anordnung
der Messungen ,symmetrisch zur Mitte“ (Bd. I, Art. 3) noch weiter ge-
trieben, wie schon in Art. 64 e hervorgehoben ist, namentlich fiilhrt man die
Messungen an beiden Strecken gleich oft aus, also nicht, wie oben der
Einfachheit halber angenommen, in der Folge 4, A’, A, sondern in der A4,
A', A, A. Der Erfolg ist aber der ndmliche und auch die angegebene
Formel bleibt bestehen, wenn man unter &y, ¢ die Mittel der entsprechenden
¢ in den Messungen an A’ versteht.

‘Wenn das Prisma an seinen Enden nicht frei ist, vermag dasselbe etwaigen
Ausdehnungen nicht ganz zu folgen und biegt sich. Da dann der Bogen,
in den @ ibergeht, anndhernd gleich a’=a(1 + o(t— t)) ist, so erscheint
@' verkiirzt und nédhert sich an Grosse dem @, so dass in diesem Falle die
Correction 8@ kleiner ist als sonst.

73. Ausgleichung der Temperatur. Jedenfalls erhellt aus diesen und
den voraufgehenden Darlegungen, dass man die Messungen nie sofort nach
der Einrichtung derselben vornehmen darf, man muss mit dem Beginn der
Messungen so lange warten, bis die einzelnen Apparatteile und die zu
vergleichénden Strecken ihre Temperatur mit der der Umgebung ins Gleich-
gewicht gebracht haben. Dadurch werden einerseits zu starke Temperatur-
dnderungen wihrend der Messung vermieden, und andererseits gewinnt die
Wirme Zeit von dem ungeordneten Zustand, in den sie durch das ungleich-
missige und eingreifende Arbeiten des Beobachters an den Apparatteilen
versetzt ist, in eine geordnete Verteilung iiberzugehen. Die Annahme, dass
die Warme in den entscheidenden Teilen des Apparates und in den Strecken
geordnet und insbesondere gleichmassig verteilt ist, bildet aber das Fundament
fir die Berechnung der Temperaturcorrectionen.

A'—
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XI. Die optische Einrichtung.

Bei der optischen Einrichtung ist zu achten: auf geniigende Helligkeit
der in den optischen Instrumenten von den Enden der zu messenden Strecken
erzeugten Bilder, die Klarheit und Correctheit dieser Bilder, die Coincidenz
der Bildebenen mit den Mikrometerebenen, die richtige Beleuchtung der
Mikrometerebenen, wo eine solche ndtig sein sollte. Ich will die vorgefiihrten
Punkte einzeln besprechen, da optische Einrichtungen in allen Zweigen
der Physik von der grossten Bedeutung sind.

a) Beleuchtung, Bildhelligkedt.

74. Gesetze der Beleuchtung, Abhingigkeit der Helligkeit und
Beleuchtungsstirke von der Natur der XKorper. Die Helligkeit des von
einem optischen Instrument entworfenen Bildes eines Objects hingt ab von
der Beleuchtung des Objects und von der Natur des benutzten optischen
Instruments. Bei einem und demselben Instrument ist sie um so grosser,
je stirker das Object selbst leuchtet, es kommt daher vor allen Dingen
darauf an, die Objecte. die man abbilden will, zweckentsprechend zu
beleuchten.

Die Beleuchtung eines selbst nicht leuchtenden Korpers wiirde am
einfachsten zu bewerkstelligen sein, wenn man unmittelbar {iber diesem
Korper eine Lichtquelle anbrdchte. Bei messenden Arbeiten sind wir aber
selbst bei Benutzung kiinstlicher Beleuchtung nicht immer in der Lage, die
Lichtquelle dem betreffenden Korper beliebig nahern zu kinnen und oft
auch nicht einmal im Stande, diesen Koérper direct in den Strahlenkegel der
Lichtquelle zu bringen. Wir miissen im allgemeinen die Lichtquelle, um
deren thermische Wirkungen auszuschliessen, so weit als moglich von dem
zu beleuchtenden Object entfernt halten und Spiegel und Linsen anwenden,
um das Licht an die Stelle hinzubringen, die wir erhellen wollen. Es fragt
sich also, wie wir Linsen und Spiegel zu wihlen und wie wir dieselben zu
stellen haben, wenn grosste Lichtstirke erzielt werden soll.

Maassgebend sind hier zundchst die Gesetze, nach denen leuchtende
Korper andere Korper beleuchten und die Regeln, nach welchen beleuchtete
Korper durch Reflexion oder Brechung das empfangene Licht weiter geben.

Korper, welche selbst leuchten, schicken das Licht nach allen
Richtungen aus, und um ein Maass fiir die Intensitit zu gewinnen, mit der
sie andere Korper zu erhellen vermdgen, schreiben wir ihnen eine gewisse
Leuchtkraft zu, indem wir darunter diejenige Lichtmenge verstehen, welche
dieselben in der Zeiteinheit von einer Flicheneinheit (oder, bei Korpern, die
wie Gase durch ihre ganze Masse leuchtend gesehen werden, von einer
Volumeinheit) normal aussenden. Die Stirke, mit der solche Korper
andere Korper beleuchten, hingt zunichst von der Form und Lage dieser
Korper ab. Es sind aber in Bezug auf die Beleuchtung einer gewissen Stelle
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eines Korpers nur diejenigen Strahlen wirksam, welche auf diese Stelle
zugehen; bezeichnen wir als Emanationswinkel eines Strahls den Winkel,
unter welchem dieser Strahl beim Ausgange von dem leuchtenden Korper
gegen die Normale an seiner Ausgangsstelle geneigt ist, als Incidenzwinkel
den Winkel, den dieser Strahl bei seiner Ankunft an die beleuchtete Stelle
mit der Normale daselbst einschliesst, so ist die Lichtmenge, die ein Element
des leuchtenden Korpers einem Element des beleuchteten zusendet, gleich
der Leuchtkraft jenes Elements multiplicirt mit dem Cosinus des Emanations-
winkels und dem des Incidenzwinkels, des weitern noch multiplicirt mit dem
Flacheninhalt des leuchtenden sowie mit dem des beleuchteten Elements
und dividirt durch das Quadrat der Entfernung der beiden Elemente von
einander.

Als Beleuchtungsstirke an einer Stelle des beleuchteten Korpers konnen
wir dann die ganze Lichtmenge bezeichnen, die diese Stelle von dem
leuchtenden Korper erhélt. Es braucht aber diese Beleuchtungsstirke nicht
identisch zu sein mit der Helligkeit, in welcher uns diese beleuchtete Stelle
erscheint, denn erstens wichst fiir unsere Beurteilung die Helligkeit nicht
durchaus proportional der Beleuchtungsstirke, und zweitens verhalten sich
die einzelnen Korper hinsichtlich der Weitergabe empfangenen Lichtes sehr
verschieden von einander.

Was zunéichst die Beeinflissung der Helligkeit von beleuchteten Korpern
durch die Natur dieser Korper sowohl hinsichtlich ihrer Substanz als hin-
sichtlich ihrer Oberflichenbeschaffenheit anbetrifft, so teilen wir alle Korper
ein in diffus reflectirende und regular reflectirende.

Diffus reflectirend sind diejenigen Korper, welche auf ihrer Ober-
fliche so viele kleine Rauhigkeiten haben, dass eine regelmissige Reflexion
nicht mehr zu Stande kommt, und ein auffallendes Lichtbiindel, weil seine
einzelnen Strahlen verschiedene Rauhigkeiten und an diesen Rauhigkeiten
verschieden geneigte Stellen treffen, Beugungen erleiden und nach allen
Richtungen zerstreut werden. Auch bei ihnen kaun man, wenn sie beleuchtet
sind, allgemein von einer Leuchtkraft reden, es hingt diese Leuchtkraft
an einem Element dann ab von der Stirke, mit der dasselbe von der eigent-
lichen Lichtquelle beleuchtet wird und von dem Reflexionsvermigen der
Oberfliche an diesem Element, sie ist beiden proportional. Sonst verhalten
sich solche diffus reflectirende Korper hinsichtlich der Weiterverbreitung des
Lichts ganz wie selbstleuchtende Korper, wenigstens bei nicht zu grossen
Incidenzwinkeln der: beleuchtenden Strahlen, und es gilt das nicht blos fiir
Beleuchtung durch solche Strahlen, welche von dem betreffenden Korper
zuriickgeworfen (reflectirt) werden, sondern auch fiir die Beleuchtung durch
solche Strahlen, die etwa durch Brechung in den Korper hinein gelangt
sind, nur dass die Leuchtkraft fiir jene Strahlen eine andere sein wird als
fiir diese.

75. Beleuchtung vermittelst reguldr reflectirender und brechender
Korper. Anders liegen die Verhiltnisse bei Kérpern mit ganz glatter Oberfléiche,

Weinstein, Lehrbuch 11, 13
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wo regulire Reflexion und regulire Brechung stattfindet. Fallt auf solche
Korper Licht und beleuchten dieselben dann ihrerseits, sei es durch die
reflectirten oder die gebrochenen Strahlen, andere Korper, so kann man hier
nicht mehr von einer Leuchtkraft derselben ganz allgemein reden, vielmehr ist
die Leuchtkraft einer Stelle derselben verschieden je nach dem Ort, an
welchem die durch die von dieser Stelle ausgehenden reflectirten oder ge-
brochenen Strahlen beleuchtete Stelle sich befindet. Fir die Anwendung
reicht es aus, nur die beiden Fille in Betracht zu ziehen, wo alles Licht
entweder reflectirt oder durchgelassen wird.

Beleuchtet eine durch einen leuchtenden Korper selbst beleuchtete Stelle A
eines total reflectirenden Korpers ihrerseits eine andere Stelle B, so ist die
Leuchtkraft derselben gleich der Leuchtkraft desjenigen Elements des selbst-
leuchtenden Korpers, auf welches man gefiihrt wird, wenn man die Strahlen,
die von A nach B hin reflectirt werden, von A aus geméiss der Reflexions-
regel (wonach der Incidenzwinkel dem Reflexionswinkel gleich zu machen
ist) riickwirts verfolgt. Aendert sich die Lage der beleuchteten Stelle B, so
kommt man zu andern und andern Stellen des selbstleuchtenden Koérpers, die
A zuzuschreibende Leuchtkraft wird also variiren konnen; wird man durch das
angegebene Verfahren auf Strahlen gefiihrt, die an dem leuchtenden Korper
vorbeigehen, so bedeutet das, dass die Stelle B iiberhaupt nicht erleuchtet
wird u. s. £ Die gesammte Beleuchtungsstirke in B bekommt man, indem
man allen Elementen der total reflectirenden Fliche die ihnen nach der
angegebenen Regel zukommende Leuchtkraft beilegt und nun die Beleuchtung
in B so berechnet, wie wenn diese Fliche selbstleuchtend wire. Ganz
entsprechend ist das Verfahren, wenn die Beleuchtung durch einen das
Licht regelmissig brechenden und ganz durchlassenden Korper geschieht.
Ist A die Stelle der Oberfliche, deren Leuchtkraft in Bezug auf die Be-
leuchtung einer durch die bei A gebrochenen Strahlen beleuchteten Stelle B
zu bestimmen ist, so verfolgt man die von 4 nach B gebrochenen Strahlen
von A riickwirts, die Leuchtkraft der Stelle der Lichtquelle, auf die man
dann gefiithrt wird, bestimmt die A beizulegende Leuchtkraft, nur ist hier
diese Leuchtkraft, wenn sie auf A ibertragen wird, noch zu multipliciren
mit dem Quadrat des Verhiltnisses des Brechungsexponenten des Mediums,
welches die beleuchtete Stelle B in sich birgt, zu dem Brechungsexponenten
des Mediums, in welchem die Lichtquelle liegt, so dass die 4 zuzuschreibende
Leuchtkraft in dem Quadrat dieses Verhéltnisses grosser wird als die
Leuchtkraft der Stelle der Lichtquelle, auf welche man durch die angegebene
Construction gelangt ist, wenn die beleuchtete Stelle in einem das Licht
starker brechenden Medium liegt als die Lichtquelle. Wandert die beleuchtete
Stelle von einem Medium in ein anderes, so wird sich hiernach die Leucht-
kraft, die A in Bezug auf dasselbe hat, nicht blos dadurch &ndern kénnen,
dass man durch Verfolgung der von 4 nach B gebrochenen Strahlen nach
riickwérts auf andere Stellen der Lichtquelle, die ja nicht iiberall gleiche
Leuchtkraft zu besitzen braucht, gefiilhrt werden kann, sondern auch dadureh,
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dass die verschiedenen Medien, in denen B der Reihe nach sich befindet,
verschiedene Brechungsexponenten zu haben vermdgen. Die ganze Be-
leuchtung bekommt man wieder durch Summation der Beleuchtungen durch
die einzelnen Teile der brechenden Flache.

Bei messenden Arbeiten geschieht die Beleuchtung dadurch, dass man das
Licht einer Lichtquelle, der Sonne oder einer Flamme entweder geradezu auf
die zu beleuchtende Stelle fallen l4sst, oder unter Vermittelung von reflectirenden
und brechenden Korpern (diffusreflectirende und brechende Flichen, Spiegel
oder Prismen und Linsen), jene Beleuchtung heisst direct, diese Kiinstlich.
Kiinstliche Beleuchtung wird zunéichst da angewendet, wo das zu beleuchtende
Object nicht so gelegen ist, dass man die Strahlen der Lichtquelle auf
dasselbe direct fallen lassen konnte; ferner bei solchen Gelegenheiten, wo
die directe Beleuchtung eine zu geringe Helligkeit liefern wiirde, sei es
dass die benutzte Lichtquelle zu schwache Leuchtkraft entwickelt oder dass
dieselbe zu dem Object nicht in die giinstigste Stellung gebracht werden
kann. In der Tat ist man sehr oft in der Lage, die Lichtquelle, weil
leuchtende Koérper auch Wérmestrahlen aussenden, vom Object so weit als
moglich entfernt halten zu miissen.

76. Regeln fiir kiinstliche Beleuchtung; Beleuchtung durch Plan-
spiegel, Concavspiegel und Linsen, diffus reflectirende und durchlassende
Flaichen. Wie man aber auch die Beleuchtung einrichten mag, zwei
allgemeine Regeln, die sich aus den vorstehenden Betrachtungen ergeben,
sind nicht ausser Acht zu lassen.

1. Man muss dafiir sorgen, dass die auf das Object fallenden Strahlen
dieses senkrecht treffen und von der Lichtquelle bezw. ihrem das Object
bestrahlenden Bilde senkrecht ausgehen.

2. Man hat die die Beleuchtung vermittelnden Korper (Spiegel, diffus
reflectirende Flichen, Linsen) immer so zu stellen und so gross zu wihlen,
dass kein Teil der Flamme unbenutzt bleibt. Die Grenzlinien der Spiegel
und Linsen sind also mindestens so ausgedehnt zu bestimmen, dass die
von ihren Punkten zur beleuchteten Stelle gehenden Strahlen nach dem
Reflexions- beziiglich Refractionsgesetz riickwirts verlingert die Flamme
bis zu deren Rand treffen.

Ist der betreffende Spiegel oder die betreffende Linse zu klein, so
bleibt ein Teil der Flamme unbenutzt. Indessen richtet sich, wie man
sieht, die den Spiegeln und Linsen zu erteilende Grosse nach der Lage
derselben zur Lichtquelle und zur zu beleuchtenden Stelle.

Wir kénnen beide Regeln in eine Regel zusammenziehen, indem wir sagen,
die Spiegel und Linsen sind so zu stellen, dass das von der zu beleuch-
tenden Stelle gesehene Bild der Flamme gerade iiber dieser Stelle
und ihr parallel erscheint und ausserdem die ganze Flamme darstellt.

Man kann dieser Regel natiirlich nicht immer gerecht werden, muss
aber die in ihr getroffenen Festsetzungen, da wo es auf eine kriftige Be-
leuchtung ankommt, so nahe als moglich zu erfiillen suchen.

13*
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Um an einem Beispiel zu zeigen, worauf es hier ankommt, wollen wir den
einfachen Fall betrachten, wo Licht einer Lichtquelle mit Hilfe eines ebenen
Spiegels auf eine kleine Fliche geworfen werden soll. ab= A stelle einen
Schnitt durch die Lichtquelle, cd=B einen solchen durch die zu beleuchtende
‘Flache dar. Auf dieser Flache errichten wir eine lotrechte Linie N und
senkrecht zu dieser Linie in einer Entfernung # ziehen wir eine andere Linie
a'b'= A', die gleich A ist und von IV halbirt wird. A’ betrachten wir als
das Bild der Lichtquelle 4, und wir haben nunmehr die dem planen Spiegel
zu erteilende Lage zu bestimmen. Es ist klar, dass es nicht immer méglich
sein wird, einen planen Spiegel so zu stellen, dass A’ wirklich das Bild
von A in demselben ist, es ist dazu notig, dass 4 und 4’ so zu einander
liegen, dass die ihre entsprechenden Enden verbindenden Linien ae’ und

Fig. 10.

bY' einander parallel laufen, sie mit diesen Linien zusammen ein Trapez
(nicht Parallelogramm) bilden. Wenn das aber der Fall ist, dann hat man
nur ae’ und b’ zu halbiren und durch die Halbirungspunkte e, f eine
Linie gk zu ziehen. Wo diese Linie den Lichtkegel a'd’cd vom Bild der
Lichtquelle nach dem zu beleuchtenden Object hin schneidet, liegt der
Durchschnitt des Spiegels mit der Ebene der Zeichnung, der Spiegel ist
also so zu stellen, dass sein Durchschnitt mit der Ebene der Zeichnung
durch die Linie af gebildet wird, welche durch den Lichtkegel aus gh
ausgeschnitten wird, und zugleich muss der Spiegel in dieser Ebene der
Zeichnung eine Ausdehnung haben, gje «f mindestens gleich kommt. Wie



76.] Beleuchtung mit einem ebenen Spiegel. 197

man von dieser Construction in der Ebene zu der im Raume iibergeht,
braucht nicht erst auseinandergesetzt zu werden. Man sieht aber, dass
diese Construction der dem Spiegel zu erteilenden Lage und Grdsse nicht
moglich ist, sobald aa’bb’ kein Trapez bildet und ab nicht gleich a'd’ ist,
sobald man also von den Enden ab der Lichtquelle keine zwei Parallellinien
ziehen kann, welche von einer auf die Normale IV des zu beleuchtenden
Objects senkrecht gezogene Linie ein Stiick a'b! ausschneiden, welches ab
gleich ist.

Ist nun die Lage des Bildes durch irgend welche Umstédnde vor-
geschrieben, so kann man die Lichtquelle immer so stellen, dass A4 und A4’
Bilder von einander in einem Planspiegel zu sein vermdgen; man hat von
den Enden a't’ des Bildes .4’ Parallelen zu ziehen und A so zu riicken,
dass seine Enden a, b in diese Parallelen fallen und zugleich aa’dd’ ein
Trapez wird. Je weiter A von A’ entfernt wird, desto ndher riickt der
Spiegel off an die zu beleuchtende Stelle B hin, man wird also die Licht-
quelle nicht iilber eine gewisse Entfernung hinaus von ihrem Bild fort-
riicken konnen.

Gewdhnlich ist die Lage der Lichtquelle gegeben und die des Bildes
beliebig; um dann, behufs Construction des Spiegels, das Bild in der durch
die beiden Regeln festgesetzten Stellung zu finden, halbirt man den
Neigungswinkel ¢ zwischen der Lichtquelle und dem zu beleuchtenden
Flichenstiick und zieht von der Mitte der Lichtquelle zu der Halbirungs-
ebene eine Parallelebene, wo diese Ebene die Normale N zur Mitte der zu
beleuchtenden Fliche schneidet, ist das Bild zu verlegen, man bekommt also
dieses Bild fiir den Durchschnitt A der Lichtquelle, indem man in der
angegebenen Schnittstelle eine Senkrechte zu N errichtet, die zu beiden
Seiten von N um die Hilfte von A hervorragt. Diese Construction ist in
der Figur 10 mit angedeutet, der Grund fiir dieselbe ist aber leicht zu
ersehen, Als Neigungswinkel ¢ ist dabei der Winkel zwischen der (zu
verwendenden) leuchtenden Seite der Lichtquelle und der zu beleuchtenden
Seite des betreffenden Fliachenstiicks anzusehen. Es ergiebt sich dann
leicht, dass das Bild um so weiter von B absteht, je grosser der so definirte
Neigungswinkel ist; betrigt dieser Winkel 180°, so riicken Bild und Spiegel
in die Unendlichkeit; geht |derselbe itber 180° hinaus, so wiirden Bild
und Spiegel das Licht nach der nicht zu beleuchtenden Seite von B hin-
senden. Je geringer die Neigung zwischen der zu beleuchtenden Stelle und
der Lichtquelle ist, um so niher riickt das Bild an B heran, da nun die
Beleuchtungsstirke dieses Bildes fiir B im quadratischen Verhiltnis zunimmt,
wenn sein Abstand von B abnimmt, so wird es vorteilhaft sein, jene
Neigung tunlichst gering zu machen, die Lichtquelle der zu beleuchtenden
Stelle so weit es geht parallel zu stellen, es versteht sich aber von selbst,
dass diese Neigung nicht beliebig klein gemacht werden kann. Die
Grenze fiir diesen Neigungswinkel ist in jedem Fall dadurch bestimmt, dass
der Spiegel noch vor der zu beleuchtenden Stelle stehen muss. Die
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Neigung kann also hochstens so klein gemacht werden, dass das in obiger
Weise bestimmte Bild von der zu beleuchtenden Stelle ebenso weit absteht
wie diese Stelle von der Lichtquelle, und wenn die Neigung so klein
gemacht ist, muss schon der Spiegel die zu beleuchtende Stelle schneiden.
Gewodhnlich kann man aber den Spiegel der zu beleuchtenden Stelle nur
bis zu einem gewissen Grade ndhern und dann ist der kleinstmogliche
Neigungswinkel noch grosser, als er der Theorie nach sein konnte.

Bei Beleuchtung mittelst des diffusen Tageslichts kann man den Spiegel
parallel mit sich lings der Normale der zu beleuchtenden Stelle beliebig
verschieben und hier hat man denselben gegen diese Normale um 45° zu
neigen.

Je weiter die Lichtquelle vom Object entfernt ist, desto grosser muss
der Spiegel sein; da man aber bei gleicher Fliche mit Concavspiegeln und
Linsen grossere Teile der Lichtquelle benutzbar machen kann, als mit
Planspiegeln unter denselben Umstédnden, wihlt man, wenn die Lichtquelle der
zu beleuchtenden Stelle nicht gentigend nahe gebracht zu werden vermag, statt
des Planspiegels einen Concavspiegel oder eine Linse, oder combinirt mit
dem Planspiegel eine Sammellinse. Man richtet sich dabei so ein, dass
das von dem Concavspiegel oder der Sammellinse entworfene Bild der
Lichtquelle kleiner als diese Lichtquelle wird und gerade auf die zu
beleuchtende Stelle fillt. Concavspiegel und Linse miissen so gross sein,
wie es die zweite Regel vorschreibt, den Concavspiegel stellt man in den
Weg der (eventuell durch einen Planspiegel erst auf ihn gelenkten) Licht-
strahlen und richtet ihn so, dass das von ihm entworfene Bild der Licht-
quelle so regelmissig als moglich aussieht. Sammellinsen setzt man
entweder zwischen Lichtquelle und Spiegel, oder wenn noch schéirfere
Beleuchtung gewiinscht ist, zwischen Spiegel und Object; im zweiten Fall
ist der Spiegel nach der vorstehend gegebenen Anleitung zu stellen
und die Linse parallel zum Object zu richten, und auch im ersten
Fall gilt in Bezug aut den Spiegel wieder dieselbe Anleitung, wenn die
Linse der Lichtquelle parallel steht, oft aber benutzt man die Linse
zugleich dazu, um die Strahlen der Lichtquelle der zu beleuchtenden
Fliche zuzuneigen, alsdann gilt fiir die Construction ‘der Lage des Spiegels
als Neigungswinkel zwischen Lichtquelle und Object anndhernd der Winkel
zwischen der Linse und dem Object.

Es geschieht nicht selten, dass bei der Anwendung einer vorgesetzten
Linse das Zuneigen der Lichtstrahlen sogar die Hauptabsicht ist, in diesem
Falle lisst man das von der Linse entworfene Bild wol auch auf den
Spiegel fallen, oder achtet, wo die Beleuchtung so schon stark genug ist,
auch garnicht auf die Lage des Bildes.

Es empfiehlt sich oft, statt des Spiegels eine diffus reflectirende Flache
zur Anwendung zu bringen. Da eine solche Fliche in Bezug auf Weitergabe
von Strahlen sich vollig so verhdlt, wie eine selbstleuchtende Fldche, ist
sie so zu stellen, dass ihre Mitte iiber der Mitte der zu beleuchtenden Stelle
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steht, und hier hat man dieselbe vor allen Dingen selbst so gut als mdglich
zu beleuchten, wobei die im Vorstehenden gegebenen Anleitungen zu befolgen
sind. Die Neigung der diffus reflectirenden Fliche gegen die Normale der
zu beleuchtenden ist aber so einzurichten, dass der Winkel dieser Normale
mit den auf die diffuse Fliche fallenden Strahlen anndhernd so gross wird,
wie der mit den von dieser Fliche zur zu beleuchtenden Stelle abgehenden
Strahlen. Wird die diffus reflectirende Fliche durch diffuses Tageslicht be-
leuchtet, so ist dieselbe gegen die beleuchtete Fliche um 45° zu neigen.

Flichen und Korper, welche Licht durchlassen, wie zum Beispiel die
Milchglasscalen von Thermometern, werden am besten von hinten beleuchtet,
indem das Licht auf ihre Riickseite concentrirt wird. Fiir die Durchleuchtung
solcher Korper behufs mikroskopischer Untersuchung derselben hat Abbe
einen besondern Apparat construirt, der fiir das ganze Object Lichtkegel
mit grosser Oeffnung liefert, aber jeden Punkt des Objects durch sehr enge
Lichtkegel zu beleuchten gestattet. Es wird dadurch die Aehnlichkeit zwischen
Object und Bild beférdert, die sphirische Aberration lings der Axe ein-
geschrinkt. Der Apparat kann ausserdem so gestellt und gedreht und durch
Blenden in seiner Wirkung modificirt werden, dass man jede nur wiinschens-
werte Art von Beleuchtung hervorzubringen vermag.*)

Eine Beleuchtung, die nach den vorstehend angegebenen Regeln aus-
gefiihrt ist, wollen wir eine centrale Beleuchtung nennen; Flichen, die central
beleuchtet sind, leuchten selbst am stérksten in Richtung ihrer Normale,
werden sie in dieser Richtung mit dem Auge oder mit einem optischen
Instrument betrachtet, so sind die im Auge beziehungsweise dem Instrument
hauptsichlich wirksamen Strahlen Centralstrahlen, Strahlen, die sich in einem
Punkt der Centralaxe (die hier mit der Normale der leuchtenden Fliche
zusammenfallen sollte) schneiden, und das ist fiir die richtige Abbildung
der betreffenden Fliche in dem Auge oder dem optischen Instrument von
der grossten Bedeutung, wie noch spiter klar gestellt werden wird.

77. Absolute Helligkeit und Leuchtkraft optischer Bilder. Bej
Messungen unter Zuhilfenahme dioptrischer Instrumente kommt nun nicht
allein die objective Beleuchtungsstirke der betreffenden Fliche in Frage,
sondern die Helligkeit, in welcher uns das von dem benutzten optischen
Instrument reell oder virtuell entworfene Bild erscheint. Hier hat die
Theorie zu einem Ergebnis gefiihrt, welches von Helmholtz erkannt und
angewendet worden ist, und von Abbe seine allgemeine Formulirung erhalten
hat,**) und unter Benutzung der in Art. 35a dargelegten Art der Strahlen-
begrenzung durch Eintritts- und Austrittsoffnung in folgenden Sitzen aus-
gesprochen werden kann.

1) Die Beleuchtung einer Stelle des Raumes durch das von einem

¥) Abbe: Max Schultzes Archiv fir mikroskopische Anatomie, Bd. IX,
Dippel, Das Mikroskop, Seite 274 ff.

*) Helmholtz, Theorie des Augenspiegels in dessen physiologischer Optik.
Abbe in der Jenaischen Zeitschrift von 1869.
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optischen System entworfene Bild des Objects wird dadurch erhalten, dass
man von dieser Stelle eine Kegelfliche durch den Rand der Austrittsoffnung
legt, diese bis zu dem Bilde des Objects fortsetzt und das Stiick des Bildes,
welches von dieser Kegelfliche ausgeschnitten wird, (aber nur dieses), als
selbstleuchtend betrachtet. Dabei kommt einem Element dieses Stiickes als
Leuchtkraft die Leuchtkraft desjenigen Punktes des Objects zu, auf den
man gefiihrt wird, wenn man die Verbindungslinie dieses Elements mit der
zu beleuchtenden Stelle des Raumes als Strahl ansieht und den Gang dieses
Strahls durch alle Linsen riickwérts verfolgt, noch multiplicirt mit dem
Quadrat des Verhiltnisses des Brechungsexponenten des Mediums, in welchem
das Bild entworfen wird, zu dem Brechungsexponenten des Mediums, in
welchem das Object liegt.

2) Die Beleuchtung einer Stelle des Bildes vom Object selbst, die Hellig-
keit der betreffenden Bildstelle, wird erhalten, wenn man diese Stelle als
durch die Austrittsoffnung beleuchtet ansieht, indem man dabei allen Punkten
dieser Oeffnung die gleiche Leuchtkraft zuschreibt, und zwar die Leucht-
kraft des Punktes des Objects, dessen Bild gerade die Stelle des Object-
bildes ist, fiir welche man die Helligkeit kennen lernen will, multiplicirt
mit dem Quadrat des Verhiltnisses des Brechungsexponenten des Mediums,
in welchem das Bild entworfen wird, zu dem Brechungsexponenten des Me-
diums, in welchem das Object liegt.

3) Die Lichtstirke eines optischen Systems wachst proportional dem
Quadrate der numerischen Apertur, unter Apertur bei Mikroskopen das Ver-
hiltnis des Brechungsexponenten des ersten Mediums zu dem des letzten
multiplicirt mit dem Sinus des halben Oeffnungswinkels (Art. 36b), bei Fern-
rohren den Durchmesser des Objectivs verstanden.

Aus dem ersten Satz erhellt, dass die einzelnen Punkte des Raumes
von dem Objectbild sehr verschieden stark beleuchtet werden; Punkte, die
so gelegen sind, dass die von ihnen nach dem Rand der Austrittsoffnung
gezogene Kegelfliche gehorig nach vorwirts oder riickwirts fortgesetzt das
ganze Objectbild umfasst, werden am stirksten beleuchtet; Punkte, deren
Lage es mit sich bringt, dass diese Kegelfliche iiberall am Objectbilde
vorbeigeht, erhalten gar kein Licht vom Objectbild, befinden sich an solchen
Stellen reflectirende Korper, so bleiben dieselben trotzdem ganz dunkel.
Die nachstehende, der Abbe’schen Abhandlung entnommene Figur stellt
die Verteilung der Beleuchtung durch das Objectbild d¢ unter Vermittelung
der Austrittséffnung By dar, im engschraffirten Raume bleiben alle Punkte
dunkel, im halbschraffirten werden die Punkte durch Teile des Bildes be-
leuchtet, z. B. o' durch das Stiick s¢, o durch das r¢, 0" durch das wo. Im
nichtschraffirten erhalten die Punkte von dem ganzen Objectbild Licht,
dort ist die Beleuchtung durch das Bild am stérksten.

Offenbar steht dieser Satz mit den in Art. 75, 76 vorgetragenen Lehren
in Verbindung, das optische System ist dort ein Plan- oder Concavspiegel
oder eine Linse, das Hauptdiaphragma ist die Spiegel- oder Linsenfliche
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und demgemdss fillt die Austrittsoffnung, wo nur ein Spiegel oder eine
Linse in Anwendung kommt, mit dieser Flache selbst zusammen.

Nach dem zweiten Satz miisste man die Diaphragmen, um eine tunlichst
grosse Helligkeit des Bildes zu erreichen, tunlichst gross nehmen, es ist
aber schon bemerkt, dass das nicht geht, weil mit der Grosse der Diaphragmen
die Menge der durchgehenden Randstrahlen zunimmt, das Bild also infolge
der sphirischen Aberration an Deutlichkeit einbiisst.

Der dritte Satz, der nicht unabhingig dasteht, lehrt, wie aus spiterhin
vorzutragenden Sitzen deutlich werden soll, dass dieselbe Grisse, die den
Grad der Aehnlichkeit zwischen Object und Bild bestimmt, auch fiir die
Lichtstirke von Bedeutung ist, mit der Apertur selbst wichst die Aehn-
lichkeit zwischen Bild und Object, mit dem Quadrate der Apertur die
Helligkeit des Bildes. Sind # und #' einander gleich, so wird die Apertur
sinu, Trockensysteme konnen also unter keinen Umstinden Bilder geben,
welche heller sind, als das Object unter gleichen Verhéltnissen.

Fig. 11.

78. Sichtbare Helligkeit optischer Bilder. Wir wenden diese Sitze
zunidchst auf das Auge selbst an.

Das Diaphragma des Auges ist die Pupille, das von der Pupille durch
die Hornhaut entworfene Bild (es liegt da, wo wir es an dem betreffenden
Auge von aussen sehen) die Eintrittsoffnung, das von der Linse bewerk-
stelligte (es liegt, weil der Pupillarrand fast der ersten und zweiten Haupt
ebene des Systems Linse, Glaskérper angehort, da, wo die wirkliche Pupille
sich befindet und ist auch so gross wie diese), die Austrittséffnung.
Kommt nun von einem gleichméssig heleuchteten oder gleichmissig selbst-
leuchtenden Fldchenelement ein Strahlenkegel ins Auge, dessen Basis am
Auge grosser ist als die Pupille, so bildet diese Pupille selbst das
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Hauptdiaphragma und die Beleuchtung des auf der Retina entworfenen
Bildes wird so gross, wie wenn die Pupille mit der Leuchtkraft des Objects
selbstleuchtend dieses Bild bestrahlte, sie ist, da man in unserm Fall
Emanations- und Incidenzwinkel beide als sehr klein ansehen darf,

B (i’)2l.m.c

” 82 ?

wenn I die Leuchtkraft des Objects, o die Fliche des Linsenbildes der
Pupille, (wie wir auch sagen konnen, der wirklichen Pupille), ¢ den Flichen-
inhalt des Objectbildes auf der Retina, 6 den Abstand dieses Bildes von
dem Linsenbild der Pupille (wie wir auch sagen konnen, von der wirklichen
Pupille), »' den Brechungsexponenten des Glaskorpers (humor vitreus), # den-
jenigen des Mediums, in welchem das Object liegt, angiebt. Stellen wir
jetzt zwischen Object und Auge ein Diaphragma, dessen Oeffnung so klein
ist, dass der vom Object ausgehende und durch das Diaphragma dringende
Strahlenkegel am Auge ankommend nicht mehr die ganze Pupille ausfiillt,
sondern einen Teil derselben freildsst, so ist dieses Diaphragma die
Eintrittsoffnung. Liegt dieses Diaphragma unmittelbar am Auge, so ist
als sein vorderes Bild die Umgrenzung des Strahlenkegels an dem Hornhaut-
bild der Pupille anzusehen (die Strahlen bis zu diesem Bilde geradlinig
fortgesetzt gedacht), das hintere Bild, die Austrittsoffnung, ist,dann das
Y

'—=1——7

Bild des vordern Bildes und kann, wie aus der Gleichung

weil hier, nach den Angaben in Art. 36 iiber die Lage der Hauptebenen
des Auges, # =0 gesetzt werden darf, dem vordern Bild des Diaphragma
selbst an Grosse gleich angesehen werden. Ist also der Flacheninhalt
des Durchschnitts zwischen Strahlenkegel und Hornhautbild der Pupille
gleich w’, so haben wir jetzt fiir die Beleuchtungsstirke des Bildes im Auge

AVE A
(7 \ Io's
=) %

B=BY,
w

Daraus folgt

fir o'= o und fir o'> o ist B'= B, dagegen fiir o'<<o ist B'<<B.
‘Was hier von einem Diaphragma gesagt ist, gilt in gleicher Weise auch
fiir den Fall, wo vor das Auge ein optisches Instrument gesetzt wird, fillt
der aus diesem Instrument in das Auge tretende Strahlenkegel das Horn-
hautbild der Pupille nicht aus, so erscheint das Object durch das Instrument
gesehen dunkler, als mit dem blossen Auge betrachtet, ist dieser Kegel so
breit, dass die Pupille ganz in denselben hineintauchen kann, so sieht man
das Bild so hell wie mit blossem Auge. Optische Instrumente konnen deshalb
auch nie Flichenstiicke heller erscheinen lassen, als man dieselben mit
blossem Auge sieht. Jedenfalls ist es, wo es auf Helligkeit ankommt,
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vorteilhaft, wenn die Austrittsoffnung des Instruments mindestens so gross
ist, dass der durch dasselbe aus dem Instrument in das Auge dringende
Strahlenkegel an der Pupille zum wenigsten so breit wird wie die Pupille selbst,

Messinstrumente, deren Hauptdiaphragma durch die Objectivoffnung
gegeben ist, entwickeln das hintere Bild desselben, die Austrittsoffnung, die
hier Ocularkreis genannt wird, meist unmittelbar iiber dem letzten Ocular-
glas als reelles Bild, man stellt dann das Auge so, dass die Pupille ungefihr
in der Ebene des Ocularkreises zu liegen kommt und nennt darum auch,
wie schon bemerkt, den Durchschnitt dieses Kreises mit der Axe des Systems
den Augenpunkt, hier muss also, soll grosste Helligkeit des Instruments
erzielt werden, die Objectivéffnung so gross gewahlt werden, dass der Ocular-
kreis die Breite der Pupille bekommt.

79. Gesichtsfeld. Von geringerer Bedeutung fiir den messenden Physiker
ist die Grosse des Gesichtsfeldes bei optischen Instrumenten. Da alle
Strahlen, welche aus dem Instrument dringen, durch die Eintrittséffnung
gehen miissen, so bestimmt diese Oeffnung auch das Gesichtsfeld, man iiber-
sieht mit dem Instrument den Teil des Objects, der von den Strahlen aus-
geschnitten wird, die vom ersten (im Sinne der Lichtbewegung) Knoten-
punkt des das vordere Bild des Hauptdiaphragma entwerfenden Linsen-
systems nach dem Rand dieses vordern Bildes verlaufen, Strahlen, die also
parallel sind den Strahlen, die vom zweiten Knotenpunkt desselben Linsen-
systems nach dem Rand des Hauptdiaphragma gehen.

Das Gesichtsfeld des Auges ist, wenn dasselbe keinen Punkt
scharf fixirt, bestimmt durch den Kegel, der von den Visirlinien nach dem
Rande des Hornhautbildes der Pupille geht, und weil dieser Kegel seine
Spitze im Mittelpunkt dieses Pupillenbildes hat, begreift das Gesichtsfeld
des Auges nahezu eine Halbkugel. Ist das Auge auf eine besondere Stelle
scharf eingestellt, so ist das Gesichtsfeld auch nicht viel kleiner, denn der
erste Knotenpunkt der Hornhaut liegt der Mitte der Pupille nahe genug. Die
Benutzung von optischen Instrumenten reducirt das Gesichtsfeld ausser-
ordentlich, und zwar im allgemeinen um so mehr, je stirker die Vergrosserung
derselben ist.

b) Aberrationen in der Abbildung; die Abbildung nicht selbst-
leuchtender Objecte.

Der zweite Punkt, auf den es bei der Anwendung optischer Hilfsmittel
ankommt, betrifft die Abbildung der zu betrachtenden Objecte.

Die in Art. 35b fiir die durch optische Systeme entworfenen Bilder vor-
gefiithrten Gesetze, haben nicht unbeschrinkte Giltigkeit. Sie sind, selbst
bei vollkommen centrirten Systemen, an die gleich im Eingang des be-
zeichneten Artikels aufgefiihrten Annahmen gebunden und gelten auch dann
ohne weiteres, nur wenn es sich um selbstleuchtende Objecte handelt. Sind
diese Annahmen nicht erfiillt, oder ist gar das optische System nicht centrirt,
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so treten Complicationen ein, die sich bei der praktischen Benutzung
optischer Instrumente sehr fithlbar machen, und deren Kenntnis die Vor-
aussetzung einer richtigen Anwendung dieser Instrumente bildet.

80. Einfluss mangelhafter Centrirung. Fehler in den Bildern, die daraus
resultiren, dass das optische System nicht centrirt ist, die Axen der einzelnen
Linsen also nicht zusammenfallen, sind als eigentliche Fehler der betreffenden
Instrumente zu bezeichnen. Da die Linsen meist in ihren Fassungen fest-
sitzen, liegt es nicht in der Macht des Beobachters, derartige Fehler zu
corrigiren. Man kann sie aber leicht daran erkennen, dass bei feststehendem
Instrument bei bester Einstellung auf das Object das Bild nicht in allen
seinen Teilen gleich deutlich erscheint, und zwar so, dass die Undeutlichkeiten
unsymmetrisch zur Axe verteilt sind. Dreht man ferner das Instrument um
seine Figuraxe, ohne den Abstand vom Object zu dndern, so werden deutliche
Stellen undeutlich, undeutliche deutlich, und es kann auch sein, dass dabei
gewisse Punkte im Bilde sich mitzubewegen scheinen. Es liefern solche
nicht gehdrig centrirte Systeme ein verzerrtes Bild vom Object, und gerade
deshalb konnen sie in die Messungen bedeutende Fehler einfiihren.

Nicht als eigentliche Fehler der Instrumente haben wir diejenigen Ab-
weichungen von den einfachen Abbildungsgesetzen anzusehen, welche von
der Nichterfiillung der fiir die Geltung dieser Gesetze notwendigen Be-
dingungen resultiren.

Wir wollen zunichst noch annehmen, dass es sich um die Abbildung
eines selbstleuchtenden Objects handelt, aber, wie es in der Praxis meist ge-
schieht, von den Bedingungen, dass die abbildenden Strahlen iiberall gegen
die Centralaxe wenig geneigt und ausserdem alle gleichfarbig sind, absehen.

Abweichungen von diesen Bedingungen bringen die allgemein als
Aberration der Strahlen bezeichneten Erscheinungen hervor, und zwar Ab-
weichungen von der Forderung hinsichtlich der Neigung der Strahlen,
Aberrationen — sogenannte sphdirische Aberrationen — vermoge deren ver-
erschiedene von einem Punkt ausgehende Strahlen sich nach Durchsetzung
des optischen Systems nicht mehr in einem Punkt wieder vereinigen,
sondern in mehreren mehr oder weniger weit von einander entfernten,
hinter und neben einander gelegenen Punkten kreuzen, und ein Object von
verschiedenen Teilen des Systems an verschiedenen Stellen und von dem-
selben Teil nicht in allen Stiicken in demselben Vergrosserungsverhiltnis
abgebildet wird. Abweichungen von der Forderung der Gleichfarbigkeit der
Strahlen, Aberrationen — sogenannte chromatische Aberrationen —, infolge
deren jedes Bild und jede sphérische Aberration sich so oft wiederholt, als
Farben in dem Strahlensystem vertreten sind.

Es ist hier nicht der Ort, die ganze ungemein complicirte Theorie der
Aberrationen zu behandeln, es seien nur die Hauptmomente hervorge-
hoben.

8la. Die sphérischen Aberrationen, aplanatische und orthoskopische
Systeme, Sehen wir zundchst von der sphérischen Aberration ab, so be-
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steht die Abbildung, wie frither bemerkt, darin, dass jeder (aus Stiicken aller
in Frage kommenden Medien zusammengesetzte) Teil des Systems fiir
sich ein Bild vom Object entwirft, und dass alle Bilder sich zu einem
Gesammtbild zusammensetzen. Wir miissen daher zundchst verlangen, dass
die einzelnen Bilder jedes Teils des Systems fiir sich klar und unverzerrt
ausfallen, und dann dass alle Bilder einander gleich werden und sich in
allen Teilen vollstindig decken.

Ist nun die Winkel6iffnung des von einem selbstleuchtenden Objectpunkt
durch die Eintrittséffnung gehenden Strahlenkegels zu gross, so werden
sich die Strahlen in mehreren (unendlich vielen) Punkten schneiden, und
da wir keinen dieser Bildpunkte besonders betrachten konnen, erscheint
statt eines scharfen Punktes als Bild des Punktes eine kleine helle Fliche,
ein Zerstreuungskreis. Das Gesammtbild des Objects ist also aus einzelnen
Zerstreuungskreisen zusammengesetzt, und nur wenn diese hinldnglich
klein sind — was eben geschieht, wenn der von jedem Punkt durch die
Eintrittsoffnung gehende Lichtkegel eng ist — kann das Bild deutlich
hervortreten. Das ,hinlédnglich® hat aber die Bedeutung, dass die Zer-
streuungskreise im Bilde kleiner sein sollen als die kleinsten linearen
Distanzen, die wir im Bilde noch sehen wollen.

Ist ferner das Object zu ausgedehnt im Verhaltnis zu seiner Entfernung
von den ersten Linsen des Systems, so werden die #ussersten Strahlen des
Objects mit Bezug auf irgend einen Punkt der Eintrittséffnung gegen ein-
ander mehr oder weniger stark geneigt sein, infolge dessen ist die Ver-
grosserung nicht einmal mehr in einem und demselben Partialbilde iiberall
von demselben Betrag und jedes der Partialbilder erscheint verzerrt.

Optische Systeme, in welchen alle Partialbilder eben sind und in den
entsprechenden Punkten alle zusammenfallen, nennt man aplanatische
Systeme. Die Bedingung des Zusammenfallens entsprechender Punkte
verlangt offenbar, dass selbst, wenn die Bilder verzerrt sind, die Verzerrung
alle Bilder in gleichem Maasse trifft. Aplanatische Systeme liefern also
scharfe Bilder, die aber nicht unverzerrt zu sein brauchen.

Optische Systeme, welche alle Partialbilder unverzerrt darstellen, also
in jedem Bilde iiberall das nidmliche Vergrisserungsverhiltnis aufweisen
(welches aber von Bild zu Bild variiren kann), heissen orthoskopische Systeme.
Ein optisches System ist in Bezug auf sphirische Aberration vollkommen,
wenn es aplanatisch und orthoskopisch ist.

Man ist nicht im Stande, die optischen Instrumente fiir alle Lagen des
Objects weder aplanatisch noch orthoskopisch herzustellen, man begniigt
sich daher, Aplanatismus oder Orthoskopicitit wenigstens fiir eine Lage zu
bewirken, fiir diejenige natiirlich, welche bei der Benutzung ganz besonders
in Frage kommt. Spricht man daher von aplanatischen oder orthoskopischen
Stellen eines Instruments, so meint man damit solche Stellen der Axe, von
welchen aus ein Object aplanatisch oder orthoskopisch abgebildet wird.
Die Stelle, die das Object einnimmt, und die ihr conjugirte im Bilde sind
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dann die zu einander aplanatisch bezw. orthoskopisch conjugirten
Punkte des optischen Instruments. Die Bedingung des Aplanatismus
kniipt sich an die Hauptstrahlen der Eintritts- und Austrittsoffnung, die
der Orthoskopicitit an die Hauptstrahlen von Object und Bild.

Zwei Punkte der Axe eines optischen Instruments sind zu einander
aplanatisch conjugirt, wenn fir ein leuchtendes Object, das in einem
derselben die Centralaxe des Systems schneidet, erstens jedem Punkt nur
ein Bildpunkt entspricht, und zweitens das Verhéltnis des Sinus des halben
Oeffnungswinkels des von einem Punkt des Objects durch einen Teil der
Eintrittsoffnung gehenden Strahlenkegels zu dem Sinus des halben Oeffnungs-
winkels des von dem conjugirten Punkt des Bildes durch den conjugirten
Teil der Austrittséffnung gehenden Strahlenkegels fiir alle Punkte des Objects
und fiir alle Teile der Eintrittsoffnung einen und denselben Wert aufweist.

Zwei Punkte der Axe eines optischen Systems sind zu einander ortho-
skopisch conjugirt, wenn fiir ein leuchtendes Object, das in einem derselben
die Centralaxe des Systems schneidet, das Verhiltnis der Tangente des halben
Oeffnungswinkels eines von einem Punkt der Eintrittsoffnung ausgehenden
und durch das Object begrenzten Strahlenkegels zu der Tangente des halben
Oeffnungswinkels eines von dem conjugirten Punkt der Austrittséffnung aus-
gehenden und durch das Bild des Objects begrenzten Strahlenkegels fiir alle
Punkte der beziiglichen Oeffnung einen und denselben Wert hat.

Dieser Wert ist in beiden Fillen gleich dem Verhiltnis des Brechungs-
exponenten im letzten Medium zu dem im ersten, multiplicirt mit der Ver-
grosserung fiir die betreffende Lage des Objects.

Bezeichnen wir die halbe Oeffnung von Lichtkegeln, die ihre Spitze im
Object bezw. Bild, ihre Basis in der Eintritts- bezw. Austrittsoffnung haben,
mit u, «'; die von Lichtkegeln, welche ihre Spitze in der Eintritts- bezw. Aus-
lrittséffnung, ihre Basis im Object bezw. Bilde haben, mit o, ¢/, und nennen
M die Vergriosserung, », %' die Brechungsexponenten des ersten und letzten

Mediums, so ist also . ,
sinu _n

fiir aplanatische Punkte: —— =—M,
sinu’  n
’
fiir orthoskopische Punkte: tgz: =2
tg o ”

Die Axen der betreffenden Kegel sind die Hauptstrahlen derselben mit
Bezug auf die Eintritts- und Austrittséffnung bezw. auf Object und Bild,
die w, %' und », v konnen also auch als die Neigungswinkel der dussersten
Strahlen der betreffenden Kegel gegen die zugehorigen Hauptstrahlen
angesehen werden.

Die Kegel brauchen natiirlich nicht Kreiskegel zu sein, die Oeffnungs-
winkel derselben konnen also von Meridian zu Meridian variiren, die obigen
Sitze bleiben aber bestehen; unter den halben Oeffnungswinkeln sind dann
die Neigungen der #ussersten Strablen gegen den Hauptstrahl in den ein-
zelnen Meridianen zu verstehen.
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nsinw ist die numerische Apertur des von einem Objectpunkt ein-
tretenden, #'sinw’ die des von dem zugehorigen Bildpunkt austretenden
Strahlenkegels, wie wir sagen konnen die conjugirte Apertur. Bei apla-
natischen Punkten stehen also diese Aperturen zu einander durch die ganze
Ausdehnung des Objects und Bildes in demselben Verhiltnis. Oder: das
Vergriosserungsverhiltnis der Apertur ist gleich dem Reciproken des linearen
Vergrosserungsverhéltuisses und demgemdss fiir alle von den einzelnen
Objectpunkten durch die einzelnen Teile der Eintrittsoffnung eintretenden
Strahlenkegel gleich gross.

Mangelhafte Orthoskopicitdt erkennt man leicht, wenn man durch
das betreffende Instrument eine regelméssige bekannte Zeichnung betrachtet.
Sieht man z. B. auf ein System sich rechtwinklig durchkreuzender Linien,
die ein Netz von Quadraten bilden, so erscheinen die Linien am Rande
gekrimmt und die Quadrate gehen von der Mifte zum Rande nach allen
Seiten mehr und mehr in sphérische Vierecke iiber.

Mangelhafter Aplanatismus giebt sich in einer gewissen Wdlbung des
Bildes zu erkennen, die sich so weit steigern kann, dass das Bild wie ein auf-
oder absteigender spitzer Kegel erscheint. Fihrt man ferner vor dem Objectiv
eines nicht aplanatischen Instruments mit einer engen Blende hin und her, so
sieht man durch das Gesichtsfeld eine Reihe von Bildern huschen, die weder in
ihrer Lage, noch in ihrer Grosse {ibereinstimmen. Es sind das die Bilder,
die von den einzelnen Teilen des Objectivs entworfen werden, und die
eigentlich alle denselben Ort einnehmen und gleich gross sein sollten.
Dass die Bilder auch ungleich hell erscheinen, hat mit dem Mangel an
Aplanatismus nichts zu tun.*¥)

81b. Chromatische Aberrationen. Die Aberrationen wegen der Ver-
schiedenfarbigkeit der vom Object ausgesendeten Strahlen unterscheiden
sich von den sphéirischen Aberrationen vor allem dadurch, dass sie auch bei
Abbildung sehr kleiner Objecte durch nur sehr enge Strahlenkegel auftreten
konnen. Vermdge derselben entstehen von jedem Objest so viele Bilder,
als Farben im Strahlenkegel vorhanden sind, und da diese Bilder nicht
blos an verschiedenen Stellen liegen, sondern auch verschiedene Grosse
haben, kommt kein deutlicher Gesammteindruck zu Stande und es treten
an den Raéndern des Objects und einzelner Teile desselben Farbensiume
auf, die auf die Messungen nicht ohne Einfluss sind. Alle chromatischen
Aberrationen lassen sich so wenig wie die sparischen Aberrationen, mit
denen sie**) eng verbunden sind, durch Einrichtung des optischen Systems

*) Abbe, dem auch die Aufstellung der genauen Bedingungen fiir Aplanatismus
und Orthoskopicitit zu verdanken ist, hat diese Untersuchung von optischen Systemen
mit Hilfe von engen Blenden eingefihrt und zu hoher Vollendung gebracht.
Wegen der geeigneten Apparale sei auf dessen Arbeiten verwiesen.

*) Abbe im neunten Band vom Schultze’schen Archiv fir mikroskopische
Anatomie.
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aufheben; denjenigen Teil derselben, der auch unabhéngig von der sphérischen
Aberration auftritt, hat man wenigstens fiir die Hauptfarben durch die be-
kannten achromatischen Combinationen von Linsen aus verschiedenem Glase
und durch besondere Zusammenstellungen von Linsen gleichen Glases un-
schédlich zu machen gesucht.

Achromatische Systeme werden aus zwei Linsen von verschiedenen Glas-
sorten (einer Sammellinse aus Kronglas und einer Zerstreuungslinse aus Flint-
glas) so gebildet, dass die beiden Hauptbrennpunkte, die in jeder Linse fiir
sich von Farbe zu Farbe variiren, in der Combination fiir die Hauptfarben
zusammenfallen. Treten in eine solche achromatische Combination Strahlen
von einem hinlédnglich fernen Object ein, so dass sie sich nahezu in der
zweiten Brennebene vereinigen, so fallen also die Bilder fiir die Hauptfarben
nahezu zusammen, nicht minder fallen die Bilder zusammen, wenn die
Strahlen von einem Object kommen, das in der Nihe des ersten Brenn-
punkts liegt, demnach das System nahezu parallel verlassen. Die Grossen
der Bilder in den verschiedenen Farben kionnen dann freilich von einander
verschieden sein und so wird das Gesammtbild im Innern farblos, am Rande
aber von einem mehr oder weniger breiten und intensiven Farbensaum um-
geben sein konnen. Solche Combinationen finden als Objective bei Fern-
rohren und Mikroskopen Anwendung.

Wenn man durch Zusammenstellung von gleichartigen Linsen der
chromatischen Aberration steuern will, macht man die beiden Hauptbrenn-
weiten fiir die Hauptfarben gleich; Strahlen, welche aus grosser Ferne
‘kommen, geben ebenso wie Strahlen, welche aus der Nihe des ersten Haupt-
brennpunktes ausgehen, in v,erscl}iedenen Ebenen gelegene Bilder, aber die Bilder

sind, wie die Gleichung ‘qi=]; lehrt, im Verhiltnis des £ vergrossert,

erscheinen also hier einem Auge, das sich in der Nahe der zweiten Hauptebene
des Systems befindet, unter gleichem Gesichtswinkel, so dass sie einander
decken, Farbensiume kommen also hier nicht zum Vorschein, aber die
Zerstreuungskreise sind in den verschiedenfarbigen Bildern verschieden gross,
und das Gesammtbild kann unklar werden. In dieser Weise corrigirt man
den fraglichen Teil der chromatischen Aberration in den am meisten ange-
wendeten Ocularen unserer Instrumente, woselbst die ungleiche Grisse der
Zerstreuungskreise nicht so sehr in Frage kommt.*)

Den Teil der chromatischen Aberration, der an die sphirische Aberration
gebunden ist, corrigiren die Mechaniker teilweise und nach verschiedenen
Principien, er tritt selbst bei Systemen, die fiir gerade durchgehendes Licht
farblose Bilder geben, sofort auf, sobald man Abbildungen vermittelst schief
einfallenden Lichts anwendet.

8lc. Einfluss der Aberrationen auf die Messungen. Fragen wir jetst
nach der Bedeutung dieser einzelnen Aberrationen fiir physikalische Mes-
sungen, so wird zunéchst der Undeutlichkeit der Bilder der relativ geringste

*) Dippel, Das Mikroskop Seite 43 ff.
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Einfluss zuzuschreiben sein. Man wird an Stelle von Pnnkten Zerstreuungs-
kreise sehen. So lange keine andern Aberrationen sich geltend machen,
wird aber in jedem Zerstreuungskreis alles symmetrisch zur Mitte sein, und
diese Mitten der Zerstreuungskreise vertreten vollig die scharfen Bilder der
einzelnen Punkte. Es kommt also nur darauf an, diese Mitten selbst zu
erkennen, und es miissen schon sehr schlechte Instrumente sein, bei denen
man bei sonst guter Einrichtung und Einstellung dieselben nicht soll an-
geben konnen. Nur darin konnen Instrumente mit undeutlichen Bildern
lastig sein, dass sie die Parallaxe nicht ganz vermeiden lassen und, weil
man keinen rechten Anhalt hat, ob man jedesmal in derselben Einstellung
beobachtet, zwingen den Schraubenwert ihrer Mikrometer in jeder Einstellung
zu bestimmen.

Von grosserer Bedeutung ist eine etwaige Verzerrung der Bilder,
sei es, dass dieselbe durch ungeniigende Centrirung der Linsen, sei es,
dass sie durch den in Folge der sphérischen Aberration eintretenden Mangel
an Orthoskopicitat hervorgebracht wird. Wenn eine grade Linie im Object
als krumme Linie im Bild erscheint, wird man bei der Pointirung auf ver-
schiedene Stellen derselben verschiedene Ablesungen am Mikrometer erhalten,
und da ferner #quidistanten Punktepaaren im Object auch nicht dquidistante
Punkipaare im Bilde zu entsprechen brauchen, wird man aus der Messung
der Distanz zweier Punkte im Bilde keinen Schluss auf ihren wirklichen
Abstand im Object ziehen konnen, selbst wenn man das Vergrosserungs
verhiltnis fiir ein anderes Punktpaar kennt. Es folgt hieraus, dass man be
Instrumenten, welche nicht geniigend orthoskopisch sind, nicht mehr allgemein
von einem Schraubenwert reden kann; der Schraubenwert hat bei der nim
lichen Einstellung in den verschiedenen Teilen des Gesichtsfeldes andere
und andere Werte, und man muss ihn demgemaiss, indem man das betreffende
Intervall oder auch das Instrument verschiebt, fiir die einzelnen Stellen des
Gesichtsfeldes bestimmen. Wenn man dann bei dem Uebergang von der
Pointirung auf ein Object zu der auf ein anderes die Faden durch einen
grossern Teil des Gesichtsfeldes hat filhren miissen, darf man als Schrauben-
wert weder den bei der ersten Pointirung noch den bei der zweiten
wihlen, sondern muss wenigstens das Mittel aus beiden Schraubenwerten
benutzen,

Da manvon optischen der Messung dienendenInstrumenten nurselten grosse
Oeffnung und grosses Gesichtsfeld verlangt, hilft man sich gegen den Mangel
an Deutlichkeit und Orthoskopicitit, indem man die Eintrittséffnung moglichst
klein macht, das Hauptdiaphragma eng wihlt und es so stellt, dass nur
Strahlenkegel mit geringen Oeffnungswinkeln eintreten konnen, und indem
man durch Ocularblenden die Randteile des Objectivbildes ausschliesst.
Man kann dann nur ein kleines Stiick des Objects iibersehen, aber dieses
wird durch den besten Teil des Objectivs abgebildet und kann durch
principiell richtig ausgefiihrte Beleuchtung auch geniigend hell gemacht
werden. Kleine Unbequemlichkeiten, die durch die Kleinheit des Gesichts-

Weinstein, Lehrbuch II. 14
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feldes verursacht werden, wie etwa, dass man iiber die Lage (die Nummer)
des pointirten Strichs auf dem Maassstab sich durch besondere Versuche
Klarheit verschaffen muss, fallen nicht in’s Gewicht.

Einen andern Einfluss als die sphirischen Abweichungen haben die
chromatischen, insofern sie die Lage der zu poiutirenden Stellen im Bilde,
die von Strichen oder Punkten, scheinbar verschieben. Es treten némlich
an diesen Stellen, wenn die chromatische Aberration nicht vermieden ist,
Farbensiiume auf, und zwar so, dass die verschiedenen Seiten verschieden
gefirbt sind. Ist nun zum Beispiel bei einem auf seine Mitte zu pointirenden
dunkeln Strich im Bilde die linke Seite blau, die rechte gelblich gefirbt, so
scheint uns in Folge des Farbencontrastes der Strich mehr links zu liegen
als es tatsichlich der Fall ist, und das, was uns als Mitte erscheint, liegt tat-
sichlich links von der Mitte. Pointiren wir dadurch, dass wir zwei Parallel-
fiden so einstellen, dass bei Abwesenheit aller Farben der linke Faden von
der linken Grenzlinie des Strichs ebenso weit absteht, wie der rechte von der
rechten Grenzlinie — wie man sagt durch Bisection — so beurteilen wir
die Gleichheit der bezeichneten Zwischenriume namentlich aus der gleichen
Helligkeit derselben. Hat aber der Strich zu seinen beiden Seiten Farben-
sdume, so sind wir nicht mehr im Stande, die Helligkeiten der beiden
Zwischenrdume zwischen den Fdden und den Strichgrenzen gegen einander
genau abzuwidgen und werden i allgemeinen geneigt sein, den heller
gefirbten Zwischenraum kleiner zu wahlen als den dunkler gefirbten; wir
schieben dann das Fadenpaar nach der Seite, die den dunklern Farbensaum
hat, heraus. Sollen wir endlich auf das Bild eines wirklichen Endes eines
Gegenstandes pointiren, etwa anf das Bild der Kuppe einer Quecksilbersiule,
so hindert uns ein vorhandener Farbensaum dieses Ende deutlich zu
erkennen, wir kénnen je nach den Umstinden zu hoch oder zu niedrig
pointiren.

Wie man die chromatische Aberration bei der Construction des
Instruments zum Teil vermeidet, ist schon gesagt, da dieselbe aber auch
bei sogenannten achromatischen Instrumenten, wenn schiefes Licht eindringt,
auftreten kann, hat man, wo die Objecte selbst spiegeln, die Beleuchtung
central zu wihlen, also Linsen und Beleuchtungsspiegel so zu stellen, dass
das Bild der Lichtquelle in dem reflectirenden Object in Richtung der Ver-
langerung der optischen Axe und diese senkrecht schneidend erscheint. In
der Tat sieht man, wenn bei centraler Beleuchtung alles im Bilde farblos
erscheint, sofort Farbensdume hervortreten, sobald man z. B. den Beleuchtungs-
spiegel dreht und in eine Stellung bringt, wo er das Bild der Lichtquelle
schief gegen das Object und schief in das Instrument wirft.

82. Abbildung von nicht selbst leuchtenden Objecten durch durch-
gehendes oder reflectirtes Licht. Wir kommen jetzt zu den Modificationen
der Bilder, die dadurch entstehen kionnen, dass die Objecte nicht selbst
leuchten, sondern erst mit durchfallendem oder reflectirtem Licht einer
Lichtquelle beleuchtet werden. Solche Objecte gelangen der gewdhnlichen
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Ansicht nach dadurch zur Wahrnehmung, dass die verschiedenen Teile
ihrer Substanz das Licht verschieden durchlassen oder reflectiren, undurch-
liassige und nicht reflectirende Stellen erscheinen schwarz auf hellem,
stark durchldssige und stark reflectirende hell auf dunklem Grunde. Eine
Abbildung solcher Objecte besteht also eigentlich in einer Abbildung aller
Strahlen der Lichtquelle mit den Modificationen, die sie beim Durchgang
durch das Object oder beim Riickprall von demselben erlitten haben, wie
wir sagen konnen, mit den durch die Objectstrmctur hervorgebrachten
Schatten und Lichtlinien und dem dem Object eigenen Firbungsvermigen.

Aber es kommt hier noch ein Besonderes hinzu, was in der Natur des
Lichts als Wellenbewegung begriindet ist. So oft ein Lichtkegel einen
seinen Fortgang an einzelnen Stellen ganz oder zum Teil hindernden
Korper passirt, sei es, dass er diesen durchzieht oder von demselben reflectirt
wird, erleidet er eine Zersplitterung in einzelne Lichtkegel, deren weitere
Wirkung nach dem Huyghens’schen Princip vor sich geht und welche
die als Diffraction oder Beugung bekannten Erscheinungen hervorrufen.
Objecte, an welchen eine Structur studirt werden soll, verursachen vermoge
dieser Structur selbst Diffraction des beleuchtenden Lichtes. Bringt man
das Auge in die Ebene des Objects, so sicht man die Lichtquelle oder,
falls das Object spiegelt, wie die Teilungsfliche eines Maassstabes oder
Gitters, das virtuelle Bild derselben von den unter dem Namen Frauenhofers
bekannten Diffractionserscheinungen umgeben, die virtuelle Beugungsfigur
der Lichtquelle. Und wenn das Object mit einem optischen System ab-
gebildet werden soll, kommen nicht mehr die Strahlen der Lichtquelle
mit den gewdhnlichen zuerst genannten Modificationen derselben in Frage,
sondern es ist hier der durch die Beugung am Object zerstreute mit
Maximis und Minimis der Lichtstirke und Firbung versehene Lichtbiischel
massgebend.

Die Beugungsfigur der Lichtquelle, also die Natur des Lichtbiischels,
der vom Object weiter geht, hiingt von der Structur des Objects ab, jeder
besondern Structur gehort eine besondere Beugungsfigur an. TUmgekehrt
ist durch die Beugungsfigur auch die Structur, die dasselbe hervorbringen
kann, bestimmt, jeder Beugungsfigur ist eine ganz bestimmte Structur des
beugenden Objects zugeordnet. Man kann von der Beugungsfigur kein
Stiick abschneiden, ohne sofort die Structur, die den Rest hervorzubringen
vermag, zu indern. Jeder Teil der Diffractionsfigur wird also durch eine
besondere Structur hervorgebracht, die Structur ist nur bestimmt, wenn
die ganze Beugungsfigur angeschaut wird. Es verlieren aber Teile der
Diffractionsfigur um so mehr in ihrer Bedeutung fiir die Bestimmung der
Structur, je lichtschwiicher sie sind, und es kann sein, dass man schon
eine der Structur sehr #hnliche Structur bekommt, wenn man bei der
Berechnung derselben aus der Beugungsfigur der Lichtquelle die licht-
schwichern Randteile dieser Beugungsfigur vernachlissigt oder sich ab-
geblendet denkt.

14%
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Was von der virtuellen Beugungsfigur der Lichtquelle und seinem Ver-
hiltnis zu der Structur gesagt ist, gilt in ganz gleicher Weise von dem
Beugungsbiischel, da. ja dessen Strahlen in ihrem Durchschnitt nach riick-
wirts die virtuelle Beugungsfigur hervorbringen. Fiihrt man dieses Biischel
durch ein optisches System, so wird dieses zunichst ein Bild der virtuellen
Beugungsfigur der Lichtquelle hervorbringen und zwar an dem dieser
Lichtquelle conjugirten Orte und in der Ausdehnung, in welcher die Apertur
des Systems es zulisst. Man sieht dieses Bild, wie es zum Beispiel von
dem Objectivsystem eines Mikroskops entworfen wird, wenn man das Ocular
herauszieht und in das Rohr auf das Objectiv hinabschaut; ist die Licht-
quelle hinlénglich weit entfernt, so erscheint dasselbe natiirlich in der
zweiten Hauptbrennebene des Objectivs. Auch das vom ganzen Mikroskop
entworfene Bild kann sichtbar gemacht werden. Von diesem Bild der
virtuellen Beugungsfigur kann man daher auf die Structur, welche die
Lichtzerstreuung veranlasst hat, nur schliessen, wenn alle abgebeugten
Strahlen in das optische System eingetreten sind: und wenn die nidmlichen
Strahlen, welche dieses Bild hervorgebracht haben, in ihrem Weitergang
durch das optische System ein neues Bild an der dem Object conjugirten
Stelle hervorbringen, kann dieses neue Bild dem Object in seiner Structur
nur dann dhnlich sein, wenn das ganze Beugungsbiischel an seiner Formirung
beteiligt ist.

Allgemein ist das an der dem Object conjugirten Stelle eines optischen
Systems entstehende Bild einem Object #hnlich, welches eine Diffractions-
erscheinung hervorbringen wiirde, wie sie das optische System von der
virtuellen Beugungsfigur der Flamme vermége der ihm eigenen Oeffnung
wirklich hervorbringt. Fehlen in diesem Bilde Teile der virtuellen Diffractions-
figur, so wird das dem Object conjugirte Bild kein Bild dieses Objects
selbst, und es ist dem Object um so undhnlicher, je mehr der lichtstarken
Teile der virtuellen Diffractionsfigur vom System nicht mit abgebildet werden.

Denken wir uns an der Stelle des Systems, an welcher das Bild der
virtuellen Diffractionsfigur erscheint, ein Diaphragma befestigt und zwar
von solcher Oeffnung, dass sein Rand mit dem Rand des bezeichneten Bildes
zusammenfallt, so dndert sich nichts in den Abbildungen. Das vordere Bild
dieses Diaphragma ist die Eintrittsoffnung und liegt natiirlich in der Ebene
der Lichtquelle, also in der der virtuellen Diffractionserscheinung; es schneidet
aber von dieser virtuellen Diffractionserscheinung soviel heraus, als im optischen
System abgebildet wird. Stellen wir uns daher vor, dass die Strahlen-
begrenzung unter allen Umstinden durch ein solches Diaphragma bewerk-
stelligt wird, so konnen wir sagen:

Damit das an der dem Object conjugirten Stelle auftretende Bild dem
Object gleiche, ist notwendig, dass die Eintrittsoffnung des optischen Systems
so gross ist, dass die ganze virtuelle Diffractionsfigur der Lichtquelle im
System abgebildet werden kann oder wenigstens nur ganz lichtschwache
Teile in Fortfall kommen konnen.
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Dass aber in einem aplanatischen optischen System durch das Zusammen-
wirken der in dem Bilde von der virtuellen Beugungsfigur der Lichtquelle
sich kreuzenden Strahlen an der dem Object conjugirten Stelle ein Bild
entstehf, und zwar ein solches, welches jedesmal dem Bilde der virtuellen
Beugungsfigur genau entspricht und dem Object gleicht, wenn in dem
Bilde dieser virtuellen Beugungsfigur kein Licht von irgend nennenswerter
Intensitit aussendender Teil der Figur selbst fehlt, hat Abbe, der um
die Theorie der optischen Instrumente so hochverdiente Forscher, dem wir
auch die genaue Untersuchung dieser Verhiltnisse verdanken, nachgewiesen.
Massgebend fiir die Aehnlichkeit zwischen Object und Bild ist hier die
numerische Apertur des Systems; die Aehnlichkeit wichst mit der Apertur, sie
wird zur Gleichheit, sowie die Apertur so gross geworden ist, dass alle Strahlen
des ganzen diffrangirten Lichtbiischels durch die Eintrittsoffnung konnen.

Da diese Apertur, wenn, wie das immer der Fall ist, das letzte Medium
des optischen Systems Luft, also #»'=1 ist, aus dem Product zweier Grossen
besteht, des Brechungsvermogens des Mediums, in welchem das Object liegt, und
des Sinus des halben Oeffnungswinkels, kann dieser Oeffnungswinkel fiir ein
gegebenes Object um so kleiner sein, je grosser das Brechungsvermigen
des ersten Mediums ist. Mit dem Oeffnungswinkel wachsen nun im all-
gemeinen die Aberrationen; es wird also vorteilhafter sein, kleinere Oeffnungs-
winkel und grossere brechende Kraft des das Object einhiillenden Mediums
zu wéhlen.

Die Zerstreuung des Lichtbiischels nimmt zu, sowie die Entfernung
zwischen den einzelnen Structurelementen des beugenden Objects abnimmt;
zur Betrachtung von beleuchteten Objecten muss man also Instrumente mit
um so grosserer Apertur haben, je enger die Structurelemente aneinander-
liegen, und da der Oeffnungswinkel « hochstens 90° erreichen kann, sucht
man die Apertur dadurch zu vergrossern, dass man das Object in ein stark
brechendes Medium einbettet. Gewdhnlich kommt dabei eine Fliissigkeit
zur Anwendung (Wasser, Glycerin u. a.), die als erstes Medium das Object
umgiebt und sich bis zur ersten Linse des betreffenden Systems erstreckt,
und man nennt Instrumente, die mit solchen Fliissigkeiten als erstes Medium
benutzt werden, Instrumente mit Immersion. Im Gegensatz dazu nennt
man Systeme mit Luft oder irgend einem andern Gas als erstem Medium
Trockensysteme. Die Immersion ist homogen, wenn die Immersionsfliissig-
keit ein eben so grosses oder nahezu eben so grosses Brechungsver-
mogen hat, wie die erste Linse des Instruments. Besteht die erste
(vorderste) Linse, wie das meist der Fall ist, aus Kronglas, so sind von
Abbe als sehr geeignete Immersionsfliissigkeiten erkannt worden:*) das
fliichtige Oel aus dem Holze des virginischen Wachholders, eine Mischung
von Fenchelol und Ricinustl, Copaivabalsam u.s. f., vor allen das gewthn-
liche Cedernholzdl.

*) Dippel, Das Mikroskop, S. 244 ff.
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Immersionssyteme haben fiir richtige und klare Abbildung ausserordent-
liche Vorziige vor den Trockensystemen, der messende Physiker wird aber
nur selten von ihnen Gebrauch machen.

Die Aehnlichkeit zwischen Object und Bild wird auch gefordert, wenn
man das Licht vom Object aus schief in das Instrument einfallen lisst; die
bei schiefer Incidenz bestimmende Apertur ist fiir die wichtigsten Fille
gleich der normalen Apertur #sinwu fiir gerade einfallende Kegel vermehrt
um die Grosse % sini, woselbst 7 den Winkel angiebt, den die Axe des
betreffenden Kegels mit der Centralaxe einschliesst. Bei schwierigen Objecten
wird man daher Beleuchtung mit schief einfallendem Licht zu wahlen haben,
wie man sie durch excentrische Stellung des Beleuchtungsapparats, durch
besondere eingeschaltete Prismen u. s. f. zu erreichen vermag.

83. Notwendige Oeffnung der optischen Instrumente bei Gitter-
messungen. Wenden wir nun diese Lehre von der Abbildung nicht selbst
leuchtender Objecte auf Maassbestimmungen an, so ergiebt sich vor allen
Dingen, dass man bei Messungen sehr kleiner Objecte, das heisst von
Objecten, deren Ausdehnung nicht ein betrichtliches Vielfache der Wellen-
linge von Licht mittlerer Brechbarkeit ist und bei Pointirungen auf Striche
oder Punkte, die einer Reihe dicht und regelméssig an einander gelagerier
Striche und Punkte angehdren, ganz besonders auf bedeutende Apertur des
Instruments zu sehen hat. Der Physiker kommt in eine solche Lage nament-
lich dann, wenn er Beugungsgitter auszumessen hat. Hier kann er, wie Abbe,
theoretisch wie experimentell gezeigt, zu den Gittern selbst ganz unéhnlichen
Bildern gelangen, wenn er dieselben mit Instrumenten von zu geringer
Apertur betrachtet. Ist zum Beispiel die Apertur nur so gross, dass von
dem — hier aus abwechselnden Maximis und Minimis bestehenden, im weissen
Licht zu Spectren ausgezogenen virtuellen Beugungsbild der Lichtquelle —
nur das erste Maximum, das Hauptmaximum im Instrument wirksam wird,
so sieht man lediglich das Gesichtsfeld gleichméssig erleuchtet; kommen
zu diesem Hauptmaximum beiderseits noch je ein zweites Maximum, so
zeigt sich ein vollstindiges Bild der Gitterlinien, welche sich von dem
durch das verwaschene Bild der Lichtquelle erhellten Hintergrund abheben,
aber mit fiberall gleichen Abstinden der Linien, wenn diese Abstinde im
Gitter selbst auch nicht gleich sein sollten. Verdoppelt, verdreifacht, ...
erscheinen die Linien, wenn nach dem Hauptmaximum nicht die néchsten,
sondern erst die zweiten, dritten, ... Maxima zugelassen werden u. s. f.

Aus denselben Griinden erscheint eine vereinzelte Linie oder ein ver-
einzelter Punkt im Bilde grosser, als es nach der Vergrisserung des
Instruments sein sollte.

Um dem Leser fiir die Wahl des Instruments einen Anhalt zu geben,
sei hier eine Tafel reproducirt, die Dippel nach Abbe’s Angaben zusammen-
gestellt hat. Es giebt dieselbe in den ersten angenommene Aperturen
(nsinw), in der zweiten, dritten und vierten die entsprechenden Winkel-
offnungen (2w) des Instruments fiir Trockensysteme, Systeme mit Wasser-
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immersion und Systeme mit homogener Immersion bei centraler Beleuchtung,
in der fiinften die Streifendistanz, die die Gitter bei gerader, in der sechsten
die, welche sie bei moglichst schiefer Incidenz haben diirfen, wenn sie
von Instrumenten mit den entsprechenden Aperturen mnoch sollen voll-
kommen #hnlich abgebildet werden konnen.

Oeffnungswinkel Streifen- | Streifen-
Apertur abstand abstand
Trocken- | Wasser- |Homogene in bei schiefer
system |immersion |Immersion | 0,001 mm | Beleuchtung
0,15 17° — — 1,70 —
0,20 23° —_ — 1,40 —
0,25 29° — — 1,00 _
0,30 35° — — 0,90 —
0,35 41° — — 0,80 —
0,40 47° — — 0,74 0,68
0,45 53° — — 0,70 0,60
0,50 60° — - 0,65 0,55
0,55 66° — - 0,60 0,50
0,60 74° - — 0,58 0,45
0,65 82° — — 0,55 0,42
0,70 90° — — 0,53 0,39
0,75 97° — — 0,50 0.36
0,80 106° — - 0,48 0,34
0,85 116° — — 0,46 0,32
0,90 128° 85° — 0,44 0,30
0,95 144° 91° — 0,42 0,29
1,00 180° 97° 82° 0,41 0,27
1,05 — 104° 86 0,39 0,26
1,10 — 112° 92 0,38 0,25
1,15 — 119° 98 0,36 0,24
1,20 — 128° 104 0,35 0,23
1,25 — 140° 113 0,34 0,22
1,35 — 156° 120 0,335 0,21
1,40 — — 128 0,32 0,20
1,45 — — 138 0,315 0,195
1,50 — — 145 0,30 0,19

Die Zablen der fiinften und sechsten Columne sind nach den aus der
Theorie der Fraunhoferschen Beugungs-Erscheinung folgenden Formeln:

A
e=—
a
fiir gerade,
A
=%

fiir moglichst schiefe Incidenz gerechnet, woselbst @ die Apertur (% sinw), A
die Wellenldnge des beleuchtenden Lichts, als welche hier die mittlere
Wellenldnge 0,00055 angenommen ist, und e die mit der betreffenden
Apertur noch abbildbare Streifendistanz giebt.
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Die engsten Gitter, die jetzt zu Wellenldingenmessungen benutzt werden,
haben einen mittleren Streifenabstand von etwas mehr als 0,001 mm. Die
obige Tafel giebt also bei weitem mehr, als man in der Physik in langer
Zeit wird brauchen konnen, sie kann aber auch bei manchen andern
Untersuchungen Anwendung finden und ist ausserdem sehr lehrreich in
Bezug auf das Verhiltniss der Trockensysteme zu den Immersionssystemen
und der geraden Beleuchtung zur schiefen. Abbe hat auch experimentelle
Mittel, die numerische Apertur eines optischen Systems zu messen, angegeben,
wir werden sie spater in dem optische Maassbestimmungen behandelnden Teil
kennen lernen; fiir Lingenmessungen geniigt einstweilen das Gesagte.

84, Einfluss von Schatten und Reflexen. Je mehr die Structur-
elemente eines beugenden Objects auseinanderriicken, desto mehr zieht sich
die virtuelle Beugungsfigur der Lichtquelle zusammen, um so geringer darf
daher die Apertur sein, und schliesslich, wol schon wenn der betreffende Ab-
stand 0,1 mm betrdgt, braucht man sich {iberhaupt nicht um die Apertur
zu kiimmern, da alle Instrumente die notige Apertur aufweisen. Theoretisch
bleibt das Verhdltnis zwischen dem Bild der Lichtquelle und dem des
Objects immer bestehen; an der der Lichtquelle conjugirten Stelle ent-
steht ein Bild der Lichtquelle, welches diese so abbildet, wie sie dem
Auge erscheint, wenn dasselbe sich in der Structur befindet und durch
diese die Lichtquelle ansight, an der dem Object conjugirten Stelle
tritt das Bild des Objects auf, welches das verwaschene Bild der Lichtquelle
zum Hintergrund hat und es kommen so etwaige dunkle Stellen dadurch
zum Vorschein, dass sie sich von diesem selben Hintergrunde abheben.
Aber je mehr die Beugungserscheinungen zuriicktreten, desto wichtiger
werden die Erscheinungen, welche sich durch etwaige ungleiche Helligkeit des
Bildes in seinen einzelnen Teilen und namentlich durch, durch etwaige Rauhig-
keiten hervorgebrachte Schatten und Reflexe bemerkbar machen. Starke
Reflexe an der zu pointirenden Stelle und starke Schatten beeinflussen die Be-
urteilung der Lage derselben und konnen bewirken, dass auf eine andere Stelle
pointirt wird, als man wollte. Solche Reflexe und Schatten entstehen an Hervor-
ragungen und Vertiefungen sowie an Structurunregelmissigkeiten im Object.
Betrachten wir aber die bei Lingenmessungen hauptsidchlich in Frage
kommenden Objecte, so bestehen dieselben aus Metall- oder Glasflichen, in
welche Striche, die Teilungsmarken, eingeritzt sind, die Striche bilden also
Graben mit zwei Wanden. Fillt nun das Licht nicht genau central auf einen
Strich, sondern schrig zu demselben, so wirft die eine Wand in den Grund des
Strichs einen Schatten, die andere wird an ihren obern Teilen ganz besonders
erleuchtet, und so scheint der Strich nach der Seite hin verriickt, von welcher
das Licht herkommt, und wenn wir pointiren, tun wir das nicht auf das wirk-
liche Bild des Strichs, sondern auf ein Bild, welches wir mehr oder weniger
nach der Richtung verschoben sehen, wo der Schatten sich markirt. Aehnlich
sind die Verhéltnisse bei Einstellungen auf gewisse Punkte von Flichen,
wofiir wir spaterhin ein Beispiel bei Barometerablesungen discutiren werden,
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Indem aber gezeigt ist, zu welch falschen Beurteilungen man bei Beob-
achtung von Gegenstinden, die erst erlenchtet werden miissen, gelangen kann,
ist auch schon angegeben, wie man sie wenigstens teilweise zu vermeiden
vermag. Man muss vor allen Dingen die Beleuchtung central machen;
wie gegen Farbensiume, so schiitzt die centrale Beleuchtung auch gegen
verderbliche Schatten und Reflexe. Grosser Schutz wird noch gewahrt, wenn
die Objectfliche nicht reguldr reflectirt oder bricht, sondern diffus, und
Maassstibe erhalten deshalb, wenn sie auch nicht gerade immer matt
polirt werden, wenigstens keine Glanzpolitur.

Was -von der Abbildung des Objects durch das Objectivsystem gesagt
ist, gilt in gleicher Weise von der des Fadennefzes durch das Ocular.

Bei den bei Langenmessungen benutzten Instramenten dient zur Sichtbar-
machung dieses Netzes dasselbe Licht, welches das Object abbildet, es wird
also das Objectivbild des Objects zusammen mit dem Fadennetz abgebildet
und zwar beide von genau denselben Strahlen so, als ob das Fadennetz dem
Objectivbild des Objects selbst angehorte. Wenn das Fadennetz fiir sich
noch eine besondere Beleuchtung hat, wie sie bei Betrachtung schwach
leuchtender oder punktformiger Objecte benutzt werden muss, treten gewisse
Complicationen ein*), die wir aber nicht hier, sondern an anderer Stelle
zu betrachten haben.

85. Entstellungsfehler. Endlich haben wir noch die Fehler zu be-
sprechen, welche von mangelhafter Einstellung des betreffenden optischen
Instruments hervorgebracht werden konnen.

Das Instrument ist richtig eingestellt, wenn die der Objectebene in Bezug
auf das Objectivsystem conjugirte Ebene, die Bildebene dieses Systems, genau
mit der Mikrometerebene zusammenféllt; alsdann sieht man, wenigstens unter
den uns hier allein beschiftigenden Verhiltnissen durch das Ocularsystem
Bild und Fiden so, als ob sie beide einem und demselben Object angehorten,
und auch wenn das Ocular selbst nicht genau -eingestellt sein sollte,
erscheinen die Zerstreuungskreise des Fadennetzes unter genau denselben
Verhiltnissen wic die des Bildes, und Bild und Fadennetz scheinen mit
einander unverriickbar fest verbunden zu sein.

Wie man also auch das Ocular einstellt, so sind die Messungen nur
mit den Fehlern behaftet, die aus etwaiger Undeutlichkeit der Bilder, welche
ein richtiges Pointiren erschwert, resultiren.

Anders verhdlt es sich, sobald die Objectivbildebene nicht in die
Mikrometerebene fallt. Ist die Mikrometerebene senkrecht zur optischen
Axe und diese Axe senkrecht zur Objectebene, so wird das Objectivhild
iitber oder unter der Mikrometerebene zu liegen kommen, aber dieser Ebene
parallel laufen; ist die Mikrometerebene nicht senkrecht zur optischen Axe
oder steht letztere nicht senkrecht zur Objectebene, so wird das Objectbild,

*) Forster: Beleuchtung von Mikrometereinrichtungen. Zeitschr, fiir Instrus
mentenkunde 1881, Seite 7 ff,, 119 ff,
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wovon man sich leicht unter Beihilfe der in Art. 35c. gegebenen Formeln
iiberzeugt, zwar immer noch eben sein, aber es wird die optische Axe schief
schneiden und auch wol gegen die Mikrometerebene geneigt sein. Im erstern
Falle kann man das Ocular, wenn man will, immer so einstellen, dass man
das ganze Bild des Objects scharf sieht, im letztern wird man im allgemeinen
nur einen geringen Teil des Objectbildes (und einen um so geringern, je
stirker die Vergrosserung des optischen Systems ist) iiberschauen.

Die Fehler, zu denen die Nichtcoincidenz zwischen Bildebene und
Mikrometerebene Veranlassung geben kann, lassen sich in solche der Paral-
laxe und solche der Vergrisserung sondern, die wir getrennt von einander
betrachten konnen.

85a. Parallaxe. Wir sprechen von einer vorhandenen Parallaxe, wenn
zwei Richtungen, die mit einander zusammenfallen sollten, gegen einander
geneigt erscheinen. Parallaxe kann aber beim Sehen mittelst optischer In-
strumente aus zwei Griinden entstehen. Indem die Objectivbildebene nicht
mit der Mikrometerebene coincidirt, entwirft das Ocular von dem Fadennetz
und dem Object nicht zusammenfallende virtuelle Bilder, sondern hinter
einander liegende getrennte, eines von dem Fadennetz, eines von dem Object-
bild; wie bei gewohnlichen Objecten wird also die Stellung der beiden Bilder
zu einander ganz von der Stellvng, die das Auge einnimmt, abhéngen; sieht
man in Richtung der optischen Axe hindurch, so decken sich beide Bilder
gerade, bewegt man das Auge nach rechts oder links von der Axe, so schiebt
sich das Objectbild gegen das Fadenbild scheinbar nach links oder rechts.
Aber durch diese geometrischen Verhiltnisse allein ist die Parallaxe noch
nicht vollstéindig bedingt, es kommt noch ein Umstand hinzu, der oft sogar
vorzugsweise zur Entstehung von Parallaxe Veranlassung giebt.

Wenn nimlich das virtuelle Ocularbild des Objectbildes in anderer Ent-
fernung vom Auge sich befindet als dasjenige vom Fadennetz, kann das Auge
nicht auf beide Bilder zugleich accommodiren und in Folge dessen werden die
Punkte eines von beiden oder auch beider sich auf der Netzhaut in Zer-
streuungskreise auflosen. Ein solcher Zerstreuungskreis ist nicht in allen
seinen Stellen gleich hell, wir beurteilen daher die Lage des zugehorigen
Punkts und damit auch die Richtungen der nach demselben hinfiithrenden
Linien nach der hellsten Stelle des Zerstreuungskreises, wie man sagt, nach
dem Lichtschwerpunkt desselben. Die Lage dieses Lichtschwerpunktes héingt
aber ganz von den Strahlen ab, die in das Auge gelangen, scheiden wir
von dem Kegel der von einem Punkte des virtuellen Ocularbildes von Object
oder Fadennetz ausgehenden Strahlen einen Teil ab, so #dndert sich die
Lichtverteilung im Zerstreuungskreis und der Schwerpunkt desselben erleidet
eine Verschiebung. Alle Strahlen, welche vom Ocularbild des Objects oder
des Fadennetzes iiberhaupt in das Auge dringen konnen, gehen nun durch die
Austrittséffnung des Instruments und die Eintrittséffnung des Auges (die
Pupille). Bewegen wir das Auge seitwirts, so werden sich also diese beiden
Oeffnungen seitlich gegen einander verschieben, es kann also in der Tat ein
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Abschneiden von Strahlen eintreten, und zwar geschieht ein solches, sobald
der aus dem Instrument durch die Austrittsoffnung gehende Strahlenkegel den
Rand der Pupille beriihrt, sobald die Austrittséffnung der Strahlen, genommen in
der Ebene der Pupille an den Rand dieser gelangt und in weiterer Beweguung von
diesem Rand geschnitten wird. Man sieht hieraus, dass man das Auge um
so mehr zur Seite wird bewegen miissen, um Strahlen abzuschneiden, je
kleiner die Austrittsoffnung der Strahlen in der Pupillenebene ist. Ehe ein
solches Abschneiden von Strahlen eintritt, verindern sich aber die Zer-
strenungskreise nicht merklich; bei Seitwirtsbewegung des Auges werden
also die Zerstreuungskreise um so eher ihre Lichtschwerpunkte verschieben,
je grosser die Austritts- und damit die Eintrittsoffnung ist und um so spéter,
je kleiner dieselbe ist, oder, wie wir auch sagen konnen (Art. 35b), je mehr
bezw. je weniger Strahlen von einem Objectpunkt in das Instrument hinein-
kommen und durch dasselbe hindurchtreten. Ist im ideellen Fall die Oeffnung
des Instruments so eng, dass von jedem Punkt des Objects nur ein Strahl
‘hineingelangt, so wiirden die Zerstreuungskreise auf der Retina sich zu
Punkten zusammenziehen und dann kann keine Bewegung des Auges die-
selben irgendwie in ihrer innern Beschaffenheit verdndern.

Wenn nun die virtuellen Bilder von Object und Fadennetz zusammen-
fallen, so heisst das, dass jeder Punkt der Mikrometerebene durch genau
dieselben Strahlen beleuchtet ist, genau dieselben Strahlen aussendet, wie
der mit ihm zusammenfallende Punkt des Objectivbildes. Schneiden wir
also von dem vom letztern ausgehenden Strahlenkegel etwas ab, so nehmen
wir ein gleiches Stiick gleicher Strahlen auch dem von dem entsprechenden
Mikrometerpunkt ausgesandten Kegel, und darnach &ndern sich die Zer-
streuungskreise beider Punkte in genau gleicher Weise; wie wir dann auch
das Auge bewegen mogen, wir dndern zwar die Zerstreuungskreise des Bild-
punkts und des Mikrometerpunkts jeden fiir sich, nicht aber ihr Verhalten
zu einander, der Mikrometerpunkt scheint in steter Coincidenz mit dem
Bildpunkt zu bleiben. Sowie aber Bildebene und Mikrometerebene nicht
zusammenfallen, sind die von den correspondirenden Punkten derselben aus-
gehenden Strahlenkegel nicht mehr identisch. In der Tat, von einem Bild-
punkt kommen alle Strahlen zur Wirkung, die vom conjugirten Objectpunkt
durch die Eintrittsoffnung des ganzen Instruments haben hindurchgehen
konnen, ein Mikrometerpunkt wird aber beleuchtet durch (Art. 35b) alle
Strahlen, die von denjenigen Punkten des Objectbildes ausgehen, welche
von einem nach vorwirts oder riickwirts verlingerten Kegel, dessen Spitze
in diesem Mikrometerpunkt liegt und dessen Mantel durch die Austritts-
offnung des Objectivsystems hindurchgeht, aus dem Objectbild des Objectiv-
systems ausgeschnitten werden. Von diesen Strahlen sind im Ocularbild
der Mikrometerebene nur diejenigen wirksam, welche durch die Eintritts-
offnung des Oculars hindurch konnen, aber wenn auch, wie das meist der
Fall sein diirfte, alle diese Strahlen durch die Ocularéffnung Durchgang
finden, so sind doch, wie aus dem obigen erhellt, die die Mikrometerpunkte
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sichtbar machenden Strahlenkegel ganz anders geartet, als die von den
entsprechenden Punkten des Objectivbildes ausgehenden.

Trotzdem also in dem Fall, mit dem wir es hier allein zu tun haben —
dass nimlich die Mikrometerebene durch das Objectivbild des Objects selbst
erleuchtet wird —, von den Punkten der Mikrometerebene keine Strahlen
ausgehen, die nicht auch Punkten des Objectivbildes des Objects angehoren,
also im Ocularbild der Mikrometerebene keine andern Strahlen als im Ocularbild
des ganzen Instruments zur Vereinigung kommen, sind doch die in ihren
Spitzen die Bilder der Mikrometerpunkte darstellenden Strahlenkegel von
andern Strahlen zusammengesetzt und anders geformt als die die Bilder der
Objectpunkte constituirenden, es werden also auch die Zerstreuungskreise
auf der Retina von den Mikrometerpunkten different sein von denen der
Objectpunkte. Wenn man jetzt durch Seitwirtshewegung des Auges einen
Teil der Austrittsoffnung aus der Pupille herausbringt, wird man von den
Strahlenkegeln der Mikrometerpunkte andere Strahlen abschneiden, als von
denen der Objectpunkte, es dndert sich dann die Lichtverteilung in den
Zerstreuungskreisen der Mikrometerpunkte in anderer Weise, als in denen
der Objectpunkte, die Schwerpunkte verschieben sich nicht mehr bei beiden
Arten von Zerstreuungskreisen in gleicher Weise und um gleiche Strecken,
und deshalb scheinen sich die Punkte der Mikrometerebene gegen die Punkte
des Objectbildes mit der Seitwirtsbewegung des Auges gleichfalls zu ver-
schieben. Diese besondere Art von Parallaxe vereinigt sich mit der frither
erwihnten und beide zusammen machen die ganze Parallaze aus. Ihr
Charakteristikum ist, dass sie mit abnehmender Oeffnung des Instruments
abnehmen muss, denn sowie die Oeffnung abnimmt, nehmen die von den
einzelnen Punkten des Objectbildes und, wie man aus den vorstehenden
Erorterungen sieht, auch die von den einzelnen Punkten der Mikrometerebene
ausgehenden Kegel an Strahlenmenge ab, zuletzt wenn von jedem Object-
punkt nur ein Strahl hindurch kann, wird auch noch jeder Mikrometerpunkt
nur von einem Strahl erleuchtet, er empfingt diesen Strahl von demjenigen
Punkt des Objectivbildes des Objects, der mit ihm und der Austrittstffnung
in gerader Linie liegt, und von keinem andern, und scheint sich mit diesem,
wie man auch das Auge bewegen mag, stets zu decken.

Darum ist es auch gut, jedem Bildpunkt als Mikrometerpunkt sich den-
jenigen Punkt der Mikrometerebene zugeordnet zu denken, welcher mit ihm
und der Mitte der Austrittséffnung des Objectivs in gerader Linie liegt.

Wir werden auch desshalb den Punkt, in welchem eine Linie von der Mitte
der Austrittséffnung nach einem Bildpunkt eine besondere Ebene schneidet, den
diesem Bildpunkt in der betreffenden Ebene correspondirenden Punkt nennen.

Da man bei vorhandener Parallaxe lediglich durch Bewegung des Auges
die verschiedensten Punkte von Objectbild und Mikrometerebene zur Deckung
bringen kann, wird die Pointirung auf einen Punkt des Objectbildes durch
jede Bewegung des Auges des Beobachters beeinflusst und um so mehr
beeinflusst, je stirker die Parallaxe ist. Es kommt also darauf an, entweder
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mit dem Auge immer nach derselben Richtung hinzusehen oder die Parallaxe
zu vermeiden.

Nach derselben Richtung immer hinzusehen gelingt mit einiger Leichtig-
keit nur wenn die Pointirungen immer an derselben Stelle der Mikrometer-
ebene ausgefithrt werden, also nur bei besonderer Einrichtung des mikro-
metrischen Apparates, und zwar bei derjenigen Einrichtung, bei welcher die
Mikrometerebene nur zur Aufnahme eines festen Index, ein festes Fadenpaar
oder Fadenkreuz, dient, die Pointirung also dadurch geschieht, dass man
mit einer ausserhalb des Instruments angebrachten Schraube das ganze
Instrument verschiebt (Art. 30).

Wenn die Messungen in der Mikrometerebene selbst ausgefiihrt werden,
liegen die zu pointirenden Stellen nicht immer in der Mitte des Gesichts-
feldes und auch nicht immer an derselben Stelle,-hier wird man das Auge
unwillkiirlich von der schon pointirten nach der zu pointirenden Stelle
hinwenden, und da man iiberhaupt nicht leicht den Kopf immer in derselben
Stellung behalten kann, ist es sicher besser, unter allen Umstinden die
Parallaxe zu vermeiden.

Die Parallaxe verschwindet, wenn die Bild- mit der Mikrometerebene genau
zum Zusammenfallen gebracht wird. Man stellt daher erst die Ocularlinsen so
ein, dass die Fiaden in der Mikrometerebene scharf gesehen werden und
verschiebt dann das ganze Instrument oder nur einen Teil desselben, bis
das zu pointirende Object deutlich und klar gesehen wird. Bewegt man
den Kopf vor dem Ocular hin und her, so darf das Objectbild keinerlei
Verschiebung gegen das Fadenbild zeigen, man muss Fadenbild und
Objectbild wie in einer Ebene liegend sehen.

Um die Probe auf Parallaxe mit einiger Genauigkeit ausfiihren zu
konnen, blendet man einen Teil des Objectivs durch Vorhalten eines
Schirmes oder besser einer Blende mit enger Oeffnung, die man noch hin
und her schieben kann, ab. Wie wir ndmlich gesehen haben, entwirft
jeder Teil des Objectivs ein Bild vom Object und der Gesammteindruck
kommt dadurch zu Stande, dass alle Bilder an der dem Object conjugirten
Stelle zusammenfallen. Sie fallen aber natiirlich nur an dieser Stelle zu-
sammen, vor und hinter derselben gehen die sie constituirenden Strahlen-
kegel getrennt. Wenn also das Auge auf die Mikrometerebene accommodirt
ist und diese nicht mit der Bildebene coincidirt, sieht es in dieser Ebene
nicht einBild von dem Object, sondern unzahlig viele Bilder. Die Bilder knnen
bei Benutzung der ganzen Objectivoffnung nicht von einander getrennt
werden, sie machen nur, dass das Gesammtbild unscharf und unregelmissig
erscheint. Lisst man aber, indem man vor dem Objectiv einen Schirm oder
eine Blende mit enger Oeffnung hin und her schiebt, nach und nach ver-
schiedene Teile des Objectivs wirksam werden, so sieht man auch deutlich,
wie sich das Bild des Objects im Gesichtsfeld hin und her schiebt. Es ist
nun sofort klar, wie man diese Erscheinung zur scharfen Einstellung auf
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das Object anwenden kann. So lange die Bildebene aus der Mikrometerebene
herausfillt, wird das Objectbild bei dem Hin- und Herschieben des Schirms
oder der Blende im Gesichtsfeld fortwihrend seinen Platz wechseln; so wie
die Einstellung so weit gediehen ist, dass die Bildebene mit der Mikrometer-
ebene coincidirt, bleibt das Objectbild, wenigstens wenn das optische System
hinlinglich aplanatisch ist, wie man auch den Schirm oder die Blende vor
dem Objectiv schieben und bewegen mag, unverriickt an derselben Stelle.
Man stellt also so lange ein, bis villige Unbeweglichkeit eingetreten ist.

Bei dieser ausgezeichneten Methode zur Vermeidung der Parallaxe hat
man jedoch darauf zu achten, dass man stets auf die Fiden accommodirt,
man hat also vor allen Dingen diese so genau als moglich, und zwar fiir
die miiheloseste Lage und Accommodation des Auges, das ist fiir den Fern-
punkt desselben einzustellen, und tut dann gut, immer nur die Fiden genau
anzusehen, bei dem Objectbild aber nur die etwaigen Bewegungen zu ver-
folgen und ja nicht Details in demselben unterscheiden zu wollen.

Fir die Einstellung des Oculars auf die Fiden sind besondere Methoden
und Hilfsmittel nicht von Noten, man hat nur fiir eine gute Beleuchtung des
Gesichtsfeldes durch diffuse Strahlen zu sorgen, damit das Fadennetz sich
gehorig abhebt und unter &hnlichen Umstéinden abgebildet wird, wie nachher
durch die Objectstrahlen. Deshalb legt man bei der Einstellung des Oculars
vor das Objectiv mit Vorteil ein weisses Blatt Papier hin, welches seinerseits
durch das Tageslicht oder mit Hilfe einer kiinstlichen Beleuchtung belichtet
wird. Das Schwierigste ist, mit dem Auge so in das Instrument hineinzu-
sehen, dass dasselbe sich unter dem geringsten Zwange befindet, auf den
Fernpunkt accommodirt ist, denn da man das Bild des Fadennetzes zu sehen
bestrebt ist, sucht man unwillkiirlich auf dasselbe zu accommodiren, ehe es
noch in die fiir das Sehen bequemste Entfernung gelangt ist. Daher kommt
es, worauf schon in Art. 36 hingewiesen ist, dass im Laufe einer Messungs-
reihe Undeutlichkeit der Bilder auftreten kann, die sich im Beginn der-
selben durchaus nicht gezeigt hat; das Auge hat bei der Einstellung des
Fadennetzes nicht auf die bequemste Entfernung accommodirt, ist im Laufe
der Messungen ermiidet und accommodirt nun nicht mehr auf die Mikrometer-
ebene; Parallaxe braucht mit der Undeutlichkeit nicht verbunden zu sein,
diese kommt nur zur Erscheinung, wenn bei der Einstellung die Bildebene
nicht genau in die Mikrometerebene gebracht ist.

Inzwischen ist nicht ausser Acht zu lassen, dass mit dem scheinbaren
Verschwinden der Parallaxe noch nicht genaue Coincidenz der Mikrometer-
ebene mit der Bildebene erreicht zu sein braucht, da immer noch kleine
Bewegungen zwischen Bild und Mikrometer existiren konnen, die man nicht
mehr zu constatiren vermag, zumal man selbst den Kopf in fortwihrender
Bewegung zu erhalten hat.

85b. Vergrosserungsverinderungen. Ueber den Einfluss variabeler
Vergrosserung auf die Messungen ist schon bei einer frithern Gelegenheit
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(Art. 44) einiges gesagt worden. Die Art, wie dieser Einfluss sich geltend
macht, hingt aber von der Art, wie wir beobachten, ab. Wenn nimlich
Bildebene und Mikrometerebene!, also auch die Ocularbilder dieser Ebenen,
nicht zusammenfallen, konnen wir entweder auf die Bildebene accommodiren
oder auf die Mikrometerebene oder auf irgend eine andere zwischen ihnen
befindliche Ebene.

Accommodiren wir auf die Bildebene, so messen wir in dieser Bildebene
und jedes Intervall im Bilde wird uns so vergrossert erscheinen, wie es die
Lage dieser Bildebene zur zweiten Hauptebene des Objectivsystems verlangt.
Stellen wir das Objectivsystem gegen das Object anders und anders ein,
so wird die Vergrosserung variiren, und zwar umgekehrt proportional dem
Abstande des Objects von der ersten Hauptebene des Objectivsystems. Nur
wenn das Objectivsystem ein teleskopisches ist, bleibt (Art. 35d) in der
Bildebene die Vergrosserung, wie auch die Einstellung ausfallen moge,
gleich gross, misst man in der Bildebene, so wire ein teleskopisches
System als Objectiv das beste Mittel, sich von der Abhingigkeit der Ver-
grosserung von der Einstellung frei zu machen, man brauchte (abgesehen
von thermischen Einflissen) den Schraubenwert nur einmal zu bestimmen
und konnte den einmal gefundenen Wert stets zur Anwendung bringen.

Gewdhnlich accommodirt man nicht auf das Objectbild, sondern auf die
Mikrometerebene, diese erscheint dann scharf, jemes projicirt sich auf die
Retina in Zerstreuungskreisen, und indem man die Messungen in der
Mikrometerebene ausfithrt, pointirt man nicht auf die Punkte des Object-
bildes selbst, sondern auf die Lichtschwerpunkte der Zerstreuungskreise,
so als ob das Retinabild des Objects herkime von einem Object in der
Mikrometerebene, welches genau so aus Zerstreuungskreisen zusammengesetzt
wire wie das Retinabild. Ist die Eintrittsoffnung des Objectivsystems relativ
gering, so dass von jedem Objectpunkt nur ein einziger Strahlenkegel ein-
tritt, dann darf man die Lichtschwerpunkte der Zerstreuungskreise in der
Mikrometerebene als an den Stellen liegend ansehen, in welchen die Bild-
punkte wirklich zu liegen scheinen. Es sind das die Stellen, in denen diese
Ebene von den Hauptstrahlen (denjenigen Strahlen, welche durch den
Mittelpunkt der Austrittsoffnung des Objectivsystems hindurchgehen) der
einzelnen Punkte des Objectivbildes des Objects geschnitten wird, also nach
unserer frithern Nomenklatur die correspondirenden Punkte des Object-
bildes, welche, wie wir sagen konnen, ein dem Objectbild in der
Mikrometerebene correspondirendes Bild zusammensetzen. Die Verbindungs-
linie eines Mikrometerpunktes, des ihm correspondirenden Bildpunktes und
des Mittelpunktes der Austrittsoffnung des Objectivsystems wird nun im
allgemeinen schief gegen die optische Axe geneigt sein, daher ist die
Vergrosserung des dem Objectbilde in der Mikrometerebene correspondirenden
Bildes nicht gleich der des Objectbildes selbst. Der Schraubenwert bei der
Messung in der Mikrometerebene stellt sich darnach auch verschieden von
dem bei der Messung in der Bildebene, und selbst wenn die wirkliche
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Vergrosserung in der Bildebene von der Einstellung unabhingig sein
sollte, kann der Schraubenwert in der Mikrometerebene immer noch mit
der Einstellung auf das Object variiren.

Hat man auch nicht auf die Mikrometerebene accommodirt, sondern auf
irgend eine andere Ebene, so geschehen die Messungen in dieser Ebene
an dem in dieser Ebene correspondirenden Bilde und die Vergrosserung ist
eine von der in der Mikrometerebene sowohl als von der in der Bildebene
verschiedene. '

Man sieht, wie mannigfaltig die Vergrosserungen variiren konnen, die bei
den Messungen in Frage kommen, und da man erstens nie sicher ist, die
Einstellung des Oculars und des Objectivs so getroffen zu haben, dass das
Objectbild mit dem Fadenbild genau zusammenfillt und beide scharf er-
scheinen, und zweitens die Accommodation des Auges sich im Laufe einer
Messung, wenn diese etwas zu ausgedehnt ist und die Einstellung nicht
gleich von vornherein so geschehen ist, dass die virtuellen Bilder in die
fiir das betreffende Auge bequemste Entfernung zu liegen kommen, #ndert,
wird die maassgebende Vergrosserung sowohl in verschiedenen Einstellungen
als selbst bei einer und derselben Einstellung variiren kionnen.

Es ist darum schon frither, wo noch von andern Griinden fiir die
Variabilitdt der Vergrosserung die Rede war (Art. 44), bemerkt worden,
dass man den Sehraubenwert nach jeder besondern Einstellung besonders
zu bestimmen hat und in einer und derselben Messung gut tut, sich
seines Betrages am Anfang der Messung und am Schluss derselben zu
versichern.

Abbe hat gezeigt, wie man die Verinderlichkeit der Vergrisserung
auch durch besondere Einrichtung des optischen Instruments vermeiden
kann. Stellt man zunichst das Objectivsystem aus zwei Linsen oder Linsen-
combinationen zusammen, die ein teleskopisches System geben, so ist die
wahre Bildvergrosserung unabhingig von der Entfernung des Objects vom
Objectiv, also unabhingig von der Einstellung des Objectivs.

Bringt man nun noch an der Stelle, wo die hintere Brennebene des
vorderen Teils des Objectivs mit der vordern Brennebene des hintern Teils
desselben zusammenfillt, eine relativ enge Blende, deren Oeffnung Eintritts-
und Austrittséffnung bestimmt, so tritt auch Unabhéngigkeit der Vergrosserung
von der Lage der Ebene, auf die man accommodirt, ein. In diesem Falle
nimlich liegt die Eintrittsoffnung in der Unendlichkeit und nicht minder
auch die Austrittsoffnung, die Hauptstrahlen laufen also der optischen Axe
parallel, jeder Hauptstrahl schneidet demmnach alle zur Axe senkrechten
Ebenen in gleichen Entfernungen von der optischen Axe. Da aber die
Lichtschwerpunkte der Zerstreuungskreise in irgend einer zur Axe senk-
rechten Ebene bei hinldnglich enger Oeffnung als mit den Durchschnitts-
stellen dieser Ebene mit den Hauptstrahlen zusammenfallend angesehen
werden konnen, so folgt, dass die Lichtschwerpunkte der einem bestimmten
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Bildpunkt correspondirenden Punkte in verschiedenen Ebenen immer gleich
weit von der Axe abstehen werden, das heisst eben, dass die Vergrosserung
in allen Ebenen gleich gross sein wird.

Hitten wir kein teleskopisches System als Objectiv zur Anwendung
gebracht, dagegen in die vordere Brennebene des Objectivs eine Blende
mit enger Oeffnung versetzt, so lige die Austrittséffnung auch jetzt noch in
der Unendlichkeit, fiir eine bestimmte Einstellung des Objectivs wére also
auch jetzt noch, wenn die Blendendffnung hinlinglich klein ist, die Ver-
grosserung von der Ebene, auf die accommodirt wird, unabhingig, aber
die Vergrosserung konnte von Einstellung zu Einstellung variiren, weil die
absolute Bildvergrisserung nicht von dem Abstand des Objects vom Objectiv
unabhingig gemacht ist.

Objectivsysteme nach Abbe’s Vorschlag diirften bei Messinstrumenten noch
nicht besonderen Eingang gefunden haben, ich glaubte aber diesen Vorschlag
hier besonders hervorheben zu miissen, weil er von der hohen Genialitit
Abbe’scher Untersuchungen in der geometrischen Optik glinzendes Zeugniss
ablegt und ansserdem auch von eminent praktischer Bedeutung zu sein scheint.

Wir sind auch im Besitz einiger experimenteller Untersuchungen iiber
den Einfluss picht geniigender Einstellung auf lineare Messungen. In seiner
Arbeit ,Sur I'influence de la mise au foyer et de I'inclinaison des microscopes
sur les mésures micrométriques®), in welcher auch schon die Bedeutung
enger Strahlenbiindel fiir Parallaxe und Vergrosserung hervorgehoben wird,
teilt Foerster folgende Zahlen mit. Zwei auf Metall durch je zwei Striche
fixirte Intervalle von etwa 0,4 mm wurden mit der Schraube eines Mikro-
meter-Mikroskops von 30facher Vergrosserung ausgemessen. In einem Ab-
stand des Objectivs von den Intervallen gleich 51,5 mm fanden sich diese
Intervalle in Teilen der Trommel im Mittel aus 5 Beobachtungen zu 396,25
bezw. 398,51. Dann wurden die Intervalle dem Mikroskop durch Herauf-
schrauben ibrer Unterlage um 0,2 mm gendhert. Eine nochmalige Messung
derselben ergab 397,92 bezw. 399,76. Die durch die Anniherung um
0,2 mm bewirkte Aenderung der Vergrosserung betrug hiernach 1,67 bezw.
1,25 Trommelteile. Da der Schraubenwert, etwa 0,001 mm betrug, entsprach
also einer Einstellungsinderung von 0,2 mm, einer Vergrosserungsinderung
von im Mittel 0,0014 mm, eine bei feinen Messungen durchaus nicht zu
vernachléssigende Grisse.

Forster zeigt in dieser Arbeit mit einer einfachen geometrischen
Construction, dass man das Verhiltnis der Vergrosserungsinderung zu der
Einstellungsinderung gleich dem Verhiltnis der linearen Objectgrosse zu
dem mittleren Abstand des Objects von dem ersten Knotenpunkt des
Objectivs setzen darf, und in der Tat verificiren die angefithrten und noch
andere von Hirsch**) erlangte Versuchsergebnisse dieses Gesetz.

*) Procés verbaux du comité international des Poids et Mesures, séances de 1878.
)1 e.

Weinstein, Lehrbuch II. 15
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In welchem Intervall man die Einstellung eines Mikroskops #ndern
kann, ohne durch die Undeutlichkeit des Bildes und erheblichere Parallaxe
gestdrt zu werden, hingt-ganz von der Vergrosserung des Mikroskops und
der Accommodationsfihigkeit des Auges ab.

XII. Bestimmung der Teilungsfehler von Maassstiben
und Scalen.

Die zweite Gruppe der Fehler sollte die Fehler der Messungsmittel um-
fassen. Wir verstehen unter Messungsmittel diejenigen Teile der Einrichtung,
welche direct zur Ausmessung benutzt werden, also vor allen Dingen den
Maassstab, dann auch die mikrometrischen Vorrichtungen, wie Glasmikrometer,
Vernier und Mikrometerschraube. Maassstab, Glasmikrometer, Vernier
reprasentiren bestimmte Strecken oder aus einer Reihe von Intervallen be-
stehende Scalen, bei ihnen kommt es darauf an, dass die zwischen irgend
welchen Marken enthaltene Linge genau bekannt ist. Nun ist bei solchen
Scalen die Linge, die sie selbst zwischen ihren Enden reprisentiren, sowie
die Grosse der Intervalle, nach welchen sie etwa geteilt sind, unmittelbar
angegeben, da aber die Herstellung bestimmter Lingen und die Einteilung
einer vorgelegten Linge in einzelne vorgeschriebene Intervalle sich mit ab-
soluter Genauigkeit nicht ausfilhren ldsst, muss man immer darauf gefasst
sein, dass die Sollwerte der betreffenden Linge und ihrer Intervalle sich
mit den wirklichen Werten nicht decken. Das, was aber in Frage kommt,
ist die wirkliche Lénge, und deshalb bedingt jedes Abweichen dieser wirk-
lichen Linge irgend eines Teiles des betreffenden Maassstabes von der ange-
gebenen einen Fehler fiir die Messung.

86. Totale Teilungsfehler. Um einen bestimmten Fall vor Augen zu
haben, wollen wir uns einen Stab vorstellen, der laut Angabe zwischen
seinen Enden (sei es, dass diese durch Striche oder durch die Endquer-
schnitte markirt sind) die Linge L haben soll und durch » + 1 Striche
oder sonstige Marken, wieder laut Angabe, in % gleiche Teile geteilt ist.
Wir bezeichnen die einzelnen Marken mit 0, 1, 2, ..., 4, ..., #.

Nach der Angabe ist also die Linge der Strecke zwischen der Marke O

und der ¢ gleich £z, und die zwischen der Marke O und der Marke x glelch

L
wt und allgemein die Léinge zwischen der Marke ¢ und der x gleich (x——z)—

Da wir nicht wissen, ob die Angabe der Lénge L fiir den ganzen Stab zu-
trifft, und ob die Einteilung des Stabes eine ganz genau der Angabe ent-
sprechende ist, nehmen wir an, es sei die factische Linge zwischen der
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Marke 0 und der 1 gleich 7, die zwischen O und 2 gleich %, allgemein die
zwischen O und i gleich 7, dann reprisentiren die Grissen

L L L L
Zl_;{’ l2~——-2;-’ 13—3;a AR l”‘—n;;a

die Differenzen zwischen den Sollwerten jener Lingen und den wirk-
lichen Betrigen derselben. Wir bezeichnen diese Differenzen mit &, &
3 ++ s &, und nennen dieselben die Fehler der betreffenden Liangen, derart
dass &; den Fehler der Linge des Maassstabes von seiner Marke O bis zu
seiner Marke ¢ angiebt. Aus der Definition der & folgt, dass & —&; den
Fehler der Linge des Maassstabes von seiner Marke ¢ bis zu der » bedeutet,
und dass &, den Fehler des ganzen Maassstabes festsetzt. Unter Einfiihrung
dieser Fehler ;, €, ..., &, driicken sich hiernach die wirklichen Léngen
zwischen der Marke O und den folgenden Marken aus durch

L L L L .,
XLVI) l1=;+51, l2= 2;4—52, l3=3;+53, ceuy ln=%;+ E",

also durch die Summen der Solllingen und der zugehorigen Fehler, und es
ist die wirkliche Linge A zwischen den Marken ¢ und x

XLVI) =Le—prg—t.

Hat man gerade diese Marken bei der Messung der Strecke .4’ benutzt,
L
so ist also A4 nicht gleich ;(x— t), sondern gleich dieser Strecke vermehrt

um £ —§ zu setzen. Gewohnlich nennt man die & in abgekiirzter Aus-
drucksweise die Fehler der betreffenden Marken, oder Striche, und die Diffe-
renzen &, — & die Fehler der betreffenden Intervalle.

87. Die innern Teilungsfehler und die Fehler fiir die Gesammtlange.
Wir wollen jetzt mit den Gleichungen fiir die wahren Léngen 7, 4, ..., I,
eine kleine Aenderung vornehmen, indem wir Z durch die wahre Lénge
L + &, ersetzen, es ist dann

L+g, &, L+¢g, £, L+E &
l= " +E1_Z, l2=2——n——+82—-2%—, v b =14 +Ei—‘2;;a'"a
und indem wir abgekiirzt

£ £, £,
Ell—;—_‘—El’ 812—2_72—: 929t 0 E;—"'z;;:Ez’ o

schreiben, wird -
U ’ U

L n L n Lo g
XLV,) ll=';+ Z‘—FEI, l2=2—77+ 2;—*-&2, ceey li=7’;;+z;+ei’

’

Die Fehler stellen sich jetzt allgemein dar durch i%—l— €5 ist nun
£/ =0, also die Linge der ganzen Strecke richtig angegeben, so bleibt fiir

15*
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den Fehler der Marke ¢ iibrig €,. Dieser Fehler besteht also unabhingig
von einem etwaigen Fehler der Gesammtlénge und kann nur noch in einer
unrichtigen Teilung der Strecke seinen Grund haben, darum nennt man die
g, die innern Teilungsfehler oder auch einfach Teilungsfehler an den einzelnen
Marken. Die ganzen Fehler setzen sich so zusammen aus den innern
Teilungsfehlern und den Fehlern fiir die Gesammtlinge; bestimmt man den
Fehler der Gesammtlange, wir wollen denselben fortan mit £ bezeichnen, und
die Teilungsfehler der einzelnen Marken, so hat man fiir die ganzen Fehler
XLVIL) E'1=El+;§—’ E;=52+%&"7 EQ=E3+%§;9 teey E;’——El—i—%’ cee

Der Teilungsfehler der Marke O ist Null, wir bezeichnen denselben der
Gleichartigkeit wegen mit &, ebenso ist der innere Teilungsfehler der letzten
Marke, der Marke #, gleich Null, die innern Teilungsfehler aller Marken
setzen sich also zu der Reihe

70T *HETRTI S 4

zusammen, wobei

ist.

Wir haben nun zuzusehen, wie die Componenten der ganzen Fehler ex-
perimentell bestimmt werden.

Ueber die Bestimmung des Fehlers der Gesammtlinge eines Maass-
stabes oder einer Scale ist nichts besonderes zu sagen, es wird derselbe
durch Vergleichung mit einem bekannten Maassstab so gewonnen, wie wir
es in den frithern Artikeln dargelegt haben. Einen Maassstab, dessen Fehler
bekannt sind, muss man also unter allen Umstinden besitzen. Davon ist
schon im ersten Abschnitt die Rede gewesen.

88. Bestimmung der innern und ganzen Teilungsfehler an einer be-
kannten Scale. Wahrend also der Physiker hinsichtlich des Fehlers der
Gesammtlinge seines Maassstabes durchaus auf fremde Hilfe angewiesen ist,
vermag er die etwaigen Einteilungsfehler desselben, wenn ihm die nétigen
Apparate zur Verfiigung stehen, selbst zu bestimmen. In der Tat rithren
ja die Einteilungsfehler lediglich davon her, dass eine bestimmte Festsetzung
iitber das Verhdltnis der einzelnen Intervalle zu einander und zum ganzen
Maassstab nicht genau befolgt worden ist; kennt man diese Festsetzung, so
muss es auch, da es sich nur um Differenzen gegebener Intervalle gegen
einander handelt, moglich sein, die etwaigen Abweichungen von derselben
ohne Zuhilfenahme genau bekannter Lingen zu eruiren. Bei Maassstiben
besteht die Festsetzung darin, dass die Intervalle, die durch eine fortlanfende
Reihe von Ziffern bezeichnet sind, einander gleich sein sollen, bei andern
Scalen konnen die fortlaufend bezifferten Intervalle stetig wachsen oder ab-
nehmen, dann ist aber stets das Gesetz, nach welchem sie wachsen oder
abnehmen sollen, als gegeben anzusehen. Wir werden spiter einen solchen
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.Fall von stetig sich dndernder Grosse der Intervalle ndher zu betrachten
haben, hier haben wir es allein mit Scalen zu tun, die ganz oder auf ge-
wissen Strecken gleichmissig geteilt sein sollen.
88a. Bestimmung mittelst einer bekannten Hilfsscale. Am ein-

fachsten verfihrt man bei der Bestimmung von Teilungsfehlern einer Scale,
wenn man diese Scale mit einer andern, deren Fehler schon bekannt
sind, Strich fiir Strich vergleicht. Ist also die bekannte Scale ebenso ge-
teilt, wie die” zu bestimmende, so vergleicht man, immer von der ersten
Marke angefangen, gleich lange Intervalle der beiden Scalen mit einander.
Ich bezeichne die Striche oder Marken ihrer Reihenfolge nach wie frither
mit 0, 1, 2, 3, ..., %, den wahren Betrag des Intervalls zwischen dem
Strich 0 und dem x auf der zu bestimmenden Scale mit (0x), auf der be-
kannten Hilfsscale mit [0x]. Die Vergleichungen geben jedes mal die nach
den frithern Anleitungen zu berechnende Differenz eines Stiickes auf der
zu bestimmenden Scale gegen ein entsprechendes auf der bekannten; nennt
man diese Differenz allgemein Z,,, so liefern also die Beobachtungen die
Gleichungen

01) —[01] =4,

(02) - [02] = loga

(03) - [03] = los’

(On)— [On] =1,,,.

Man hat % solche Gleichungen, kann von ihnen aber nur Gebrauch
machen, wenn die Hilfsscale vollkommen bekannt ist, die Werte ihrer Inter-
valle also durch eine voraufgegangene Untersuchung bestimmt sind.

Gewohnlich vergleicht man die Intervalle nicht gesondert von einander,
sondern gleich alle in einer Reihe. Man pointirt also erst auf die Striche 0,
dann auf die 1, 2, 3,..., #, ohne die Pointirungen auf Strich 0 zu wieder-
holen. Nur wenn man die Messung unterbricht, hat man bei der Wieder-
aufnahme derselben nochmals auf Strich 0 zu pointiren.

Im Grunde genommen besteht dieses Verfahren lediglich in einer Aus-
messung aller von der ersten Marke an gerechneten Intervalle mit Hilfe
einer als Maassstab dienenden Scale, und man bekommt nicht blos die innern
Einteilungsfehler, sondern gleich die ganzen Fehler an den einzelnen Marken
in der Temperatur, die wiahrend der Vergleichung geherrscht hat. Will
man von diesen ganzen Fehlern zu den innern Teilungsfehlern iibergehen,
so hat man den fiir die letzte Marke gefundenen Fehler nach den in Art. 87
gegebenen Formeln nach unten hin zu verteilen, und diese Fehler gelten
dann natirlich fir alle Temperaturen. In diesem Falle braucht man von
den Fehlern der Hilfsscale auch nur die inneren Teilungsfehler zu kennen.

Es seien die Nominalbetrige der Intervalle (01), (02), ..., (On) auf der
zu bestimmenden Scale (1), (2)..., (#), die ganzen Fehler an den Marken dieser



230 Bestimmung von Teilungsfehlern. 88a.]
Scale wie frither (£)), (£;), (E’), .. (£,), dann geben die Vergleichungen

fiir diese Fehler
XLVIIL) (E )— (E )+ [02]-(2) +1 03"
(E )“(5 )+[0n]—(%)+ om?

oder, wenn man die Nominalbetrige fiir die Intervalle der bekannten Scale
mit [1], [2],..., [#], die zugehorigen Fehler mit [£ ], [E;], ... [£,] be-

zeichnet,
ED=[1—O) + &) — [E] + [E] + %y
XLVIIL,) (Ez)— 2]— @+ (E )— I+ I+ 17 02°
(E )—[n]—(n)+(5 )—[EI+E, ]+

Sucht man nicht die ganzen Fehler an den einzelnen Marken, sondern
nur die innern Teilungsfehler, so hat man (§,) =0, und es ist der fiir (§,)
resultirende Wert zu verteilen. Es ist also allgemein

EIE)
n

n

E)=[1—0) + (EI—]) + 4,

Offenbar giebt aber [£)] — [s;)]—%([e;]w [£]) den innern Teilungs-
fehler der betreffenden Marke der bekannten Scale, das ist nach unserer
Nomenklatur [E, ]. Es wird also

(Eo) =0,
!
E)  =[1—O+EI+5,—1-"
!
xvin) &) =R1—@+ B+, -2

: : ,
G =[n—1—@—D+[,_, 1+, ,—@—1)"
¢) =o.

Das &), der Fehler der Marke, von der aus wir die Scale bestimmen,
ist entweder von vornherein gegeben (falls diese Scale vor der Marke, von
der aus wir sie bestimmen, noch andere Marken oder Striche hat), oder
gleich 0 (wenn die Marke O die erste Marke ist, die die Scale tiberhaupt
hat); die andern rechts stehenden Grossen sind alle als bekannt anzusehn,
[x] und (x) als gegebene Intervalllingen bezw. gegebene Nominalbetrige
von Intervalllingen, 7,, als durch die Beobachtung direct bestimmt.

Es ist nicht notig, dass die kleinsten Intervalle der Hilfsscale denen
der zu bestimmenden Scale anndhernd gleich sind oder, besser ausgedriickt,
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gleiche Nominalbetrige haben wie diese; es ist auch nicht notig, dass die
Hilfsscale von ihrer ersten Marke an benutzt wird, nur muss natiirlich die
Vergleichung von einer solchen Marke an begonnen werden, dass das zur
Verfiigung stehende Stiick der Hilfsscale der Linge der zu bestimmenden
Scale mindestens gleich kommt. Wir konnen also allgemeiner schreiben:

&) = () + [0%,] — [0]] — (1) + Z,,,
— (Ezg) = (&) + [0%,] — [o:z] — @)+
) = &) + [0x,]— [01] — (n) + 1,

Hier sind die Fehler in der Einheit ausgedriickt gedacht, welche der
Teilung der Hilfsscale zu Grunde liegt, es ist also anch angenommen, dass
die Nominalwerte der Intervalle der zu bestimmenden Scale in derselben
Einheit angegeben sind.

Wenn der Teilung der zu bestimmenden Scale eine andere Einheit zu
Grunde liegt als der der Hilfsscale, oder diese Teilung gar ungleichmissig
nach einem vorgeschriebenen Gesetz fortschreitet, so hat man die Nominal-
betrage (1), (2), ..., (%) erst in der Einheit, die der Hilfsscale zu Grunde gelegt
ist, zu berechnen. In diesem Falle handelt es sich nur um innere Teilungs-
fehler; & und , sind also gleich Null, die &' gehen in die £ iiber, und die
letzte Gleichung giebt so fort den Wert von (%), ndmlich

(n) = [0%,] — [0i] + 2,

Aus dem so gefundenen (%) sind dann alle andern Intervalle nach dem
als vorgeschrieben anzusehenden Gesetz zu berechnen. Bei gleichmissiger
Teilung zum Beispiel ist, wenn die zu Grunde gelegte Einheit durch e be-
zeichnet wird,

(") = ME,
somit .
o [0x,] — [0d] + ¢,
n

und hiernach
[0%,] — [0¢] + Z,,

=1 -
x. 1 — [0 1A
(2)—._—2[0"] 7EZ]+°",

w s, f.
Es wird also dann in Einheiten der Teilung der Hilfsscale

[O%,]— [0¢] + £,
n

(€,) = [0x,] —[0] + ,, —a ra=1,2,3,..., 7%

Gewodhnlich braucht man die Fehler in der Einheit ausgedriickt, welche
der Teilung der zu bestimmenden Scale zu Grunde gelegt ist; man be-



232 Bestimmung von Teilungsfehlern. 88a.]

kommt dieselben, wenn man die rechts stehenden Zahlen durch die Werte
von e dividirt, und zwar bei ungleichmissiger Teilung durch die Werte von
e, welche fiir die betreffenden Stellen gerade gelten. Als Betrag des e an
der Marke « kann man dabei mit geniigender Annidherung den Wert

_ (Oa+1)—(0a) + (0a)—(Oa—1)  (0a+ 1) —(0a —1)
fa 2 - 2 -

ansehen.
Bei der Rechnung bedient man sich am besten der Formeln

(0e) = [0%, ] — [0¢] + ¢,,,,
a=1,2, 3, ... n;

man schreibt die aus denselben resultirenden Werte der (01), (02),..., (0x)
in eine Columne, in die zweite Columne kommen dann die aus dem Betrag
von Ox unter Benutzung des noch etwa fiir die Teilung vorgeschriebenen
Gesetzes berechneten Nominalbetrige; man zieht die Zahlen dieser Columne
von den nebenstehenden Zahlen der ersten Columne ab und dividirt jede
der Zahlen dieser so gewonnenen neuen Columne durch die halbe Differenz
der in der ersten Columne verzeichneten Betrige des néchstfolgenden Inter-
valls gegen das nichstvorhergehende.

Wir wollen dieses meist angewandte und bequemste Verfahren der
Teilungsfehlerbestimmung vermittelst Vergleichung mit einer bekannten
Scale durch ein kurzes Beispiel klar machen.

Beispiel. Die Scale, wie die Hilfsscale sind beide nominell in
Decimeter geteilte Meterstabe; ihre Vergleichung ist auf einem Longitudinal-
comparator ausgefithrt. Der Comparator trug zwei mit einander fest verbundene
Mikroskope 7 und I’; Iist links, I’ rechts vom Beobachter, und ferner steht
TIetwas hinter I'. Die Mikroskope waren mit Schraubenmikrometern versehen
und hatten in der Mikrometerebene Parallelfiden. Die Schrauben liefen auf
einander zu; die Trommel des linken Mikroskops war also links, die des
rechten rechts von dem betreffenden Mikroskop. Die Teilung der Trommeln
war so eingerichtet, dass bei beiden, wenn die Schraube in Richtung der
wachsenden Ablesungen der Trommel gedreht wurde, das zur Pointirung
dienende Fadenpaar nach aussen, also beim linken Mikroskop nach links,
beim rechten nach rechts ging. Da aber die Objective verkehrte Bilder der
Objecte gaben, erschienen in den Mikrometerebenen Marken rechts von den
Centralen, wenn sie in Wirklichkeit links von denselben lagen und links,
wenn sie sich rechts befanden. Man habe zwei Intervalle (01) und [01] zu
vergleichen. Ich werde einen Fall behandeln, die andern sind in derselben
Weise zu erledigen. Es mogen beide Intervalle ihre O Marken links vom
Beobachter haben, [01] soll hinter (01) liegen. Man pointirt zufolge der obigen
Angaben mit dem linken Mikroskop, dem I, auf die Enden von [01], mit
dem rechten, dem I', auf die von (01). Es seien die Ablesungen der
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Trommeln von 7 und I’ bei den Pointirungen auf die beziiglichen Null-
marken [a,] bezw. (a,), jene fiir die 0 Marke von [01], diese fiir die von (01).
Nach den Pointirungen auf die Nullmarken verschiebt man den Schlitten
mit den Mikroskopen, bis dieselben auf die andern Marken eingestellt sind.
Die Strecke, um welche der Schlitten verschoben ist, sei C. Man pointirt
auf die Marke 1 von [01] und ebenso auf die Marke 1 von (01); die Trommel-
ablesungen seien [a,] und (#,). Ist nun [a,] grosser als [a,], so bedeutet das
nach den obigen Angaben iiber die Schrauben, dass das Fadenpaar von I,
nach der Verschiebung des Schlittens um die Strecke C, nach aussen, also
hier nach links hat gedreht werden miissen, um die Pointirung ausfiihren
zu konnen; da die Verschiebung nach rechts gegangen ist, so war sie also
zufolge der umgekehrten Lage des Bildes in der Mikrometerebene zu klein,
und es ist [01]> C; also

[01] = € + 7,([a,] — []) = C + 7,[a,] — ,[a,].

7, bedeutet den Linear-Werth eines Intervalls der Trommelteilung an 7,
ausgedriickt in Centimeter, Millimeter, oder sonst einem Teil des Meter.
Ist ferner (a;) grosser als (a,), so heisst das: das Fadenpaar von I’ hat nach
aussen, also hier nach rechts, bewegt werden miissen, um die Pointirung
ausfiihren zu konnen; die Verschiebung C, welche ebenfalls nach rechts vor
sich ging, war also, wieder wegen der umgekehrten Lage des Objectivbildes
zu gross, und es ist jedenfalls (01) << C, somit haben wir diesmal

(01) =C— 7, ((ay) — (@0)) = C + 7, ((ap) — (),

woselbst 7 fiir das Mikroskop I' dieselbe Bedeutung hat wie T, fiir I Zu
ganz denselben Gleichungen wiirden wir auch gelangt sein, wenn [a,] und
(@) kleiner als [a,] und (@,) sich ergeben hitte; es wire dann

[01]= € — 7, ([ag] — [a]) = C+ 7, ([a,] — [ay]),
O = C + 7, (@) — (@)= € — .. (@) — (@)

u. s. f. Wir bekommen hiernach fiir diese Anordnung der Scalen

(01) — [01] = (=, (@] + 7, () — (7, [a1] +7,(a)).

Bei den Beobachtungen fiir die beiden Stibe lagen diese so, wie die
Intervalle in dem behandelten Fall. Ich schreibe jetzt die Beobachtungen
hin und daneben die Rechnung, alles in Columnen geordnet (siehe folg. Seite).
Die Kopfiiberschriften geben die Bedeutung der in den einzelnen Columnen
stehenden Zahlen, und es ist nach dem Voraufstehenden nichts weiter hinzu-
zufiigen, als dass der Wert eines Trommelteils, t, und t,, sich aus besondern
Untersuchungen bei beiden Mikroskopen zu 0,05 mm ergeben hat.

Um aus der letzten Zahlencolumne die gesuchten innern Fehler des zu
bestimmenden Maassstabes zu bekommen, haben wir noch zu denselben die
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Nummern Abl(?lngeu Ab;est:;;lgtel'l (02)—[0x]
der er verwan I e [a]4p (@)|02)—[02]] =
Stiche | Mikrometer | 0,001mm |7 [a] <7 (@0 — 0] == ((0n) —[0n])
@ | [a] |ld] | ()
0 -+ 1700| -+ 13|+ 0,65|+ 35,00 + 35,65 0 0
1 |+ 708+ 6]+ 0,30+ 3530] —+3560 |+ 0,05 + 0,4
2 + 728| + 10|+ 0,50|+ 36,40] 436,90 | — 1,25 — 05
3 -+ 800|+ 3|+ 0,15|+4-40,00f - 40,15 | — 4,50 — 34
4 |+ 837 — 1|—0,05]4-41,85] +41,80 | — 6,15 — 4,6
5 |+ 993| 4+ 8|+ 0,15|+ 49,65 +49,80 | —14,15 — 12,2
6 -+ 1002| 4 14|+ 0,704 50,10, —+ 50,80 — 15,15 — 129
7 + 1016/ + 2|+ 0,10/450,80] 50,90 | — 15,25 - —126
8 |+ 1057 —12|—0,60/+ 52,85 -+ 52,25 | — 16,60 —13,6
9 |+1075| 4+ 2|+ 0,10+ 53,75] -+ 53,85 | — 18,20 — 14,8
10 + 795 — 6|— 0,30/4-39,75] 39,45 | — 3,80 0

als bekannt vorauszusetzenden innern Fehler des zur Bestimmung benutzten
Maassstabes hinzuzufiigen. Fiir diese innern Fehler sind aber aus einer
besondern Untersuchung gefunden

0; —1,9; —1,1; —0,2; +0,3; +3,9; +2,2; 4+ 3,1; +2,0; + 4,2; 0.

Addiren wir diese Zahlen zu den entsprechenden der Zahlen der letzten
Columne, so kommt schliesslich fir die gesuchten innern Fehler der Deci-
meter des zu bestimmenden Stabes

0; —1,5; —1,6; —3,6; —4,3; —8,3; —10,7; — 9,6; — 11,6; — 10,6; 0,

ausgedriickt in 0,001 mm.

Die auseinandergesetzte Methode erfordert zu ihrer Anwendung immer
den Besitz einer auf ihre Teilungsfehler schon untersuchten Scale. Es giebt
aber noch andere Methoden, zu deren Anwendung man nichts weiter
braucht als Intervalle, die den zn bestimmenden annahernd gleich sind.

88b. Hansens Methode zur Bestimmung von innern Teilungsfehlern
mit willkiirlichen Hilfsintervallen. Bestimmung mit einem Inter-
vall. Es sind diese Methoden namentlich von Hansen entwickelt worden,
und da die zur Anwendung kommende Theorie uns noch in sehr vielen
Gebieten der messenden Physik niitzlich sein wird, scheint ein genaueres
Eingehen auf die Materie geboten zu sein.

Es sei also eine Scale zu untersuchen, die in % einander nahezu gleiche
Intervalle geteilt ist. Offenbar wird man die Abweichungen der Intervalle von
einander kennen, wenn man ihre Abweichungen von einem bestimmten Inter-
vall anzugeben vermag. Wir verschaffen uns hiernach ein Intervall, welches
ungefihr so gross ist, wie eines der Intervalle der Scale und vergleichen
— in welcher Weise wird spiter gesagt werden — alle Intervalle der Scale
mit diesem Intervall.

Sind die richtigen Betrige der Intervalle der Scale zwischen den Marken,
welche sie einschliessen, und von denen wir immer die erste mit 0, die letzte
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mit % bezeichnen, (01), (12), (23) u. s. f., und die der Reihe nach ge-
fundenen Abweichungen dieser Intervalle von dem Hilfsintervall — es soll
dieses letztere mit 7, bezeichnet werden, — gleich Z),,7 5 0l05,.-+5 4,_,,>
so haben wir zunichst die Reihe von Gleichungen

O =F 412, 1) =F, 41y -, m—10)=F+1,

—1n"

Es ist aber unter Wiedereinfithrung der frither benutzten Symbole

L+¢ L+¢ L+§
(01) = i £E—E&, (12)———-—7—!—52—&1, <23)=T +E—E, ...,
L+t
(n—ln)=——n—+ﬁn—§n_1,
wobei £, und €, gleich O zu setzen sind, also haben wir, indem
L+t
f1—7=7h

gemacht wird, zur Bestimmung der gesuchten Grossen £, &, E,, ..., £,

E—6& = N+ loy
E—& =+l
§—E& =mn+bhs;

E"”—‘En_1=7]1+ l

n—1n"
Die nGleichungen enthalten zunichst die » + 1Grossen &), &, ..., £,
und dann noch die Grosse 7.; von jenen » -+ 1Grissen sind zwei bekannt, &,
und &, die beide Null sind, unbekannt bleiben also » — 1; die Grosse =,
ist auch bekannt, wenn der Fehler & der Gesammtlinge gegeben ist und
das Hilfsintervall f; seiner Lange nach bekannt ist, das erstere konnten wir
wol voraussetzen, das zweite aber nicht mehr, wenigstens nicht, wenn die
Methode allgemein anwendbar sein soll, 7, ist also auch als unbekannte
Grosse zu behandeln, und so beherbergen jene # Gleichungen »Unbekannte.
Die Ausrechnung der Unbekannten unter der Annahme, dass die / alle mit
gleicher Genauigkeit bestimmt sind, das heisst, dass man alle Vergleichungen
gleichartig ausgefilhrt hat, ist sehr einfach. Addiren wir zunichst alle

Gleichungen zusammen, so resultirt, weil £, =£,=0 ist,
O=nn +b +l,+- -+

n—1n?

also zundchst als Wert von 7,

_ by +ly+-r+ Zn—ln.
7

nm=

Ersetzen wir jetzt in den einzelnen Gleichungen w, durch seinen Wert,
den wir, weil er absolut genommen gleich dem arithmetischen Mittel der
{ ist, mit /, bezeichnen, so wird
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§1=_'g‘1+101=(n_ Dty — llz';lzm — =l )

by Tyl = 0T 2)11;* 2oy P

b= — Tty gy = (n—3)1, ,+(n— 3)ll2+(nn 30, ,—3l, ,——31,_,,
allgemein

LL) Ei=(”—i) =Dl (e — ) —il — il

n

Die Berechnung der Teilungsfehler stellt sich also einfach genug.

Hier macht Hansen aber eine wichtige Bemerkung. Der Annahme
nach sollten alle 7 mit gleicher Genauigkeit bestimmt sein, bezeichnen wir
also mit p den mittlern Fehler eines der 7, so stellt p zugleich die
mittlern Fehler aller [ dar. Es ist darum der mittlere Fehler eines der £
allgemein der des ;,, nach den Regeln des Art. 199 im ersten Band

" =”l/(%—i)2+ n—iP+--+m—0)+ 2+ - +42
. )

(n — ¢)? kommt ¢ mal, 2 also %» — ¢ mal vor, somit wird

(n—0%+n—1i) _ .l/z'(n——z').

n? n

Pe = P

Die mittlern Fehler der & sind also einander nicht gleich, sie wachsen
bis zur Mitte und nehmen dann wieder ab, und zwar sind die mittlern
Fehler zweier £ die zur Mitte symmetrisch liegen, einander gleich. Daraus
folgt, dass man mit der angegebenen Methode nicht alle Teilungsfehler mit
gleicher Sicherheit kennen lernt, die Sicherheit nimmt von beiden Seiten,
und zwar von beiden in gleicher Weise, zur Mitte ab.

Ist zum Beispiel %» = 10, die Scale also mit 10 Intervallen versehen, so
hat man fiir die mittlern Fehler der 9 Grossen £ der Reihe nach

16 9
10’ ”1/10 PLl/lo’ l*1/10 *“I/ 1/10’ ”1/10’ pLl'To’ "V 10’

Die Unsicherheit des Teilungsfehlers an der mittlern Marke ist also im
Verhiltnis von 5:3 grosser als die des Teilungsfehlers an der zweiten oder
vorletzten Marke. Fiir %= 100 wire die Unsicherheit des Teilungsfehlers
der mittlern Marke nahezu 5mal so gross als die der zweiten oder vor-
letzten Marke u. s. f.

Nun ist es klar, dass man stets bestrebt sein muss, die Teilungsfehler
s0 zu bestimmen, dass man bei allen gleiche Genauigkeit verbiirgen
kann, und eben in diesem Bestreben hat Hansen seine Methode erweitert.
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Bestimmung mit einer beschrinkten Anzahl von Intervallen.
Die Erweiterung geht dahin, dass man nach Ausfiihrung der voraufgehend
bezeichneten Vergleichung der einzelnen Intervalle mit einem denselben
nahezu gleichen Hilfsintervall erst immer zwei, dann immer drei u. s. f.
Intervalle mit entsprechenden neuen Hilfsintervallen, deren Grossen ungefiahr
denen von 2, 3, ... Intervallen der Scale gleichkommen, vergleicht.

Bezeichnen wir die Liénge eines Hilfsintervalls, das an Grosse dem von
% Intervallen der Scale gleichkommt, allgemein mit £,, so stellt sich hiernach
die Summe von Operationen dar durch

Vergleichung von £ mit (01), (12), (23), ceey (B—1m);
» » o » (02), (13), 29, coey (B —2m);
.oon » Bz » (03)7 (19), (25), coey (B—3m);
allgemein
» » i o» (00, (Ax+1), 2%+2), ..., (n—xn)

und von diesen Operationsreihen umfasst die erste %, die zweite # — 1, die
dritte »— 2, allgemein die xte »—x+ 1 Vergleichungen; so dass die erste #,
die zweite » — 1, die dritte » — 2, allgemein die xte » — % 4+ 1 Gleichungen
liefert. Nachdem wir die Gleichungen, zu denen die erste Operationsreihe
fiihrt, genauer abgeleitet haben, ist es leicht zu iibersehen, wie die der
folgenden Reihen laufen werden.

Wir setzen, indem wir der Vollstindigkeit halber die erste Operations-
reihe nochmals mit auffiihren,

L+¢ L+ L+% L+E
— = = T2 =y, =3, =g s

:—_‘nx’...,

ferner bezeichnen wir die beobachtete Differenz zwischen einem Hilfs-
intervall f; und der Summe von ¢ Intervallen auf der Scale, die also,
wenn die Intervalle von der Marke ¢ beginnen, bis zu der Marke ¢+ ¢ fort-
laufen, das heisst die Differenz (¢'¢'+4) — f;, mit 7, ., alsdann haben wir
aus den einzelnen Operationsreihen folgende Gleichungssysteme

88 =ho +n | &8 =h, +m | & =1L, +my
L8 =b, +n | §—8 =L, +my | §—§ =4, +m
E—8 =04y, +n | §-& =0, +m | §—& =L, +un,

En—' En—lz lnn—l +7]1 En—gn—&: nn-2 +7’2 | En_ En-—:-} = Zn n—3 + 7]3 ?

allgemein
Ex - E0 = Zx 0 + 0y
Ex—{-l - El = Zx+1 1 + nx K
Ex+2_E~2 = Zx+22 + M,
E" - Envx = lnn—x + nx *
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Im ganzen sind also, bei Benutzung von =x Hilfsintervallen,
n+n—1+n—2+:-+n—x+1, das ist ﬂ;_x-l—_l)

vorhanden, welche, weil & und £, beide gleich Null sind, # -+ x—1 Unbekannte

enthalten, und wir haben sonach (x—1) @; —2=% iiberschiissige

Gleichungen

Beobachtungsgleichungen. Nun wichst die Sicherheit der Bestimmungen

fiir die & je mehr iiberschiissige Beobachtungen uns zu Gebote stehen, je
" =1 —2—x%) .. . . .

grosser also 3 fiir ein 2gegeblenes n ist, den grossten

Wert erreicht aber- diese Grosse, wenn »= n;— ist, wir gelangen also

zur grossten Genauigkeit in der Bestimmung der gesuchten Grossen, wenn
wir die Vergleichungen mit %2_—1 Hilfsintervallen vornehmen. gn—?j—l
ist aber stets eine gebrochene Zahl, wir haben daher zur Erreichung grosst-
moglicher Genauigkeit entweder » =% oder x = — 1 zu wihlen; beide
Annahmen sind gleich gut, da die zweite eine Messung weniger erfordert,
und die erste eine Bestimmung der Gesammtlinge involvirt, die den
Operationen fremd ist, wihlen wir natiirlich diese, fiihren also Ver-
gleichungen mit » — 1 Hilfsintervallen aus.

Es ist nun nicht immer moglich und auch nicht immer notig, eine so
grosse Anzahl von Vergleichungen auszufiithren, wir setzen deshalb iiber x
zundchst nichts fest, fithren also die Discussion unter der Annahme, dass x
irgend eine zwischen 1 und % liegende Zahl ist.

Die Aufgabe, aus einem System von Gleichungen die wahrscheinlichsten
Werte der Unbekannten abzuleiten, hat im sechsten Abschnitt des ersten
Bandes schon ihre vollstindige Auflosung erfahren, und nach den dort ge-
gebenen Regeln wiirde auch hier die Rechnung zu fithren sein. Indessen
héngt die Anwendung jener Regeln ganz von den mit n,, ,, ..., 1, be-
zeichneten Grossen ab, denn da fiber die Hilfsintervalle £,, 7, ..., f, nichts
weiter vorausgesetzt ist, kann es in besondern Féllen vorkommen, dass die-
selben entweder nicht alle als unbekannt angesehen werden diirfen, oder
dass sie in irgend welchen Verbindungen mit den Intervallen der Scale
stehen; im ersten Fall scheiden eine Reihe'von Unbekannten aus, im zweiten
gruppiren sich die Unbekannten in anderer Weise und bekommen auch
andere Coefficienten.

Ich nehme an, dass alle Hilfsintervalle ihrer genauen Lange nach nicht
bekannt sind, und dass dieselben auch in keinen Beziehungen zu den zu
bestimmenden Intervallen stehen, die Hilfsintervalle sind dann unbekannte von
den £ unabhiingige Grossen, und unser System von Gleichungen ist nach
den €, &, ..., €, ;5 M, Mgy -.., 7, aufzuldsen.

Man kann die Gleichungen symmetrischer und bequemer gestalten, wenn
man auch § und &, als unbekannte Grossen behandeln, da aber diese beiden
Fehler bestimmt vorgeschriebene Werte haben sollen, sie sollten beide gleich
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Null sein, muss man, wenn in die Ausgleichung &, und &, mit einbegriffen
sein sollen, dieselbe so ausfiihren, dass den beiden Bedingungen

£,=0, £=0

geniigt wird. Wir haben es alsdann mit einer Ausgleichung unter Beriick-
sichtigung zweier Bedingungsgleichungen zu tun, und es kommen darnach
die im ersten Band Cap. XVIII gegebenen Regeln zur Anwendung. Da nur
zwei Bedingungsgleichungen zu geniigen ist, sind auch neben den Un-
bekannten £, ..., £,, M, ..., W, nur noch zwei Correlaten, die wir hier
mit A, )’ bezeichnen wollen, mitzurechnen. Nun sind die dort mit / be-
zeichneten Grossen fiir unsern Fall & und €,, somit haben wir

- —o. Sy Pk
_fl—oa '—f2—07 aeo_la 8En—l,

wihrend alle andern partiellen Diﬂ’erentiaiquotienten verschwinden.
Hiernach konnen wir den Normalgleichungen die Form geben®*)

@by + @y b @,k FAtaym A4y, =i,
0108 +ay, € e tagt, +agm, A+ tann, =h,

Gy 10b0F By byt 0,5, +a, gyt =104
@
n

ofy +a,8 +-+all +FN+am +tam =i

[

boso +bi1€1 +"'+b1nsn +b’11711+b112712+"'+b;xm =10,
Dyoky + gk +-o- 0,6, V) 0y Yyg g+ By m, =1y,

byooby T+ 08 o DLE, U Vgt F Y =1,

wozu noch kommt

Die a, o', b, V' sind nach den im IV. Abschnitt des ersten Bandes ge-

*) Es ist auf die Ableitung der Normalgleichungen besonders eingegangen, weil,
wie ich glaub<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>