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Vorwort. 
I •• 

Seit dem Erscheinen des ersten Bandes dieses Werkes sind, namentlich 
in Frankreich und England, mehrere Biicher uber physikalische Maass
bestimmungen veroifentlicht worden, und es sind dieselben auf die Gestaltung 
dieses Werkes insofern von Einfluss gewesel1, als sie mieh bewogen haben, 
den besondern Zweck, der mit dies em Buche erreieht werden sonte, noeh 
scharfer hervortreten zu lassen, als es urspriinglieh in meiner Absieht lag. 
Ich wonte eine mogliehst vollstandige, auf sieherer theoretischer Grundlage 
basirte Arbeit liefern. 

Das Thema freilieh ist anseheinend mehr von praktiseher Bedeutung, 
und gewiss ist es von grosster Wichtigkeit, die Sehlussergebnisse in jedem 
Fall jn fiir den Gebrauch mogliehst bequemer Form zu geben. Aber die 
Physik ist noeh nieht soweit, dass die ihrem Gebiet angehOrenden praktisehen 
Arbeiten rein schematiseh behandelt werden konnten, und nieht wenige 
dieser Arbeiten bilden noeh jetzt den Gegenstand eingehendster wissen· 
sehaftlieher Untersuehung. Zudem glaube ieh nieht, dass jemand eine 
Wissensehaft oder eine Kunst mit Erfolg betreiben kann, der ihre Grund
lagen nieht kennt und sich nur an die erlernten Regeln halt; und gerade 
in den Naturwissensehaften ist eine gehOrige Einsieht in das Wesen der 
Saehe notwendig. Sind doeh die sehOnen Maassbestimmnngen, die wir in 
fast allen Gebieten der Physik besitzen, zu einem" sehr grossen Teil von 
Mii.nnern reinster theoretiseher Geistesriehtung ausgefiihrt. 

Deshalb ist auf die Durehbildung der Theorie ganz besondere Sorgfalt 
verwendet, und wenn infolge dessen fur das En dre s uIta t manehe Ent

wickelung zu eingehend und manehe Formel unnotig erseheinen sollte, so 
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IV Vorwort. 

bitte ich zu bedenken, dass es mir fernlag, eine Instruction fUr physi
kalische Maassbestimmungen zu schreiben, dass ich nach Vorgang von 
Kohlrausch diese Maassbestimmungen als Wissenschaft habe behandeln 
wollen. W 0 die nahern Darlegungen kein intellectuelles Interesse boten 
und lediglich eine mehr oder weniger geschickte Handhabung der A.nalyse 
hervortreten lassen konnten, habe ich die Arbeit vieler Wochen in wenige 
Zeilen zusammengedrangt, sonst sind die physikalischen und analytischen 
Grundlagen zu den Endergebnissen eingehend entwickelt. 

Bei der Darlegung dieser Endergebnisse habe ich zunachst moglichste 
V ollstaudigkeit und Genauigkeit zu erreichen gesucht und die Vereinfachung 
der Formeln durch Naherungsrechnungen aus diesen Formeln selbst ab
geleitet; Rechnungen von vornherein in Naherungen zu fiihren, widerstrebt 
dem Physiker, der ja auch Mathematiker ist, ein wenig, und schien mir auch 
darum nicht angebracht zu sein, weil ein solches Verfahren oft der Einsicht 
in das Wesen der Sache Abbruch tut und nicht selten auch die Uebersicht 
iiber den Wert des Erreichten erschwert. Dass aber die Correctionsrechnung 
auch fiir den Physiker von hoher Bedeutung ist, wird, glaube ich, in diesem 
Werke klat genug hervortreten. Die Anleitungen fiir die praktische. A.us
fiihrung der Maassbestimmungen habe ich teils aus eigenen teils aus Anderer 
Erfahrungen zusammengestellt, hier kam es mir fast nur auf Angabe dessen, 
was zu tun ist und auf welche Punkte Theorie und Erfahrung besonders zu 
achten verlangen, an; man weiss ja auch, dass die Praxis sich kaum anders 
als durch die Praxis selbst lehren lasst. 

Es ist iiberall erst das Wesen der betreffenden Maassbestimmung dar
gelegt, dann habe ich die zugehorigen Instrumente und A pparate in ihrer 
Einrichtung und Benutzung kurz beschrieben, hierauf die notigo theoretische 
Entwickelung fUr die Rechnung vorgenommen und meist mit einer Unter
suchung der Fehlerquelleu unter Angabe der zur Vermeidung del' Beobach
tungsunsicherheiten notigen V orsichtsmaassregeln geschlossen. In letzterer 
Beziehung konnte Vollstandigkeit nur erstrebt, nicht erreicht werden. 

Obgleich ich bemiiht gewesen bin, jeden Abschnitt fUr sich selbst als 
ein vollstandiges Ganze zu gestalten, habe ich doch oft auf U nter
suchungen die an anderer Stelle gefUhrt sind oder noch gefiihrt werden 
sollen, hinweisen miissen. Das wird die praktische Benutzbarkeit dieses 
Werkes vielleicht ein wenig beeintrachtigen, konnte aber, wenn die Arbeit 
systematisch durchgefiihrt werden sonte, nicht vermieden werden. Beispiele 
glaube ich in geniigender Zahl eingeflochten zu haben. 



Vorwort. v 

In den Literaturangaben fUrchte ich von der V oIlstandigkeit weit ent
fernt geblieben zu sein, denn da ich das meiste erst aus eigener Ueber
legung entwickelt habe, wird mir bei dem nachtraglichen Studiren der be
reits vorhandenen entsprechenden Arbeiten manches entgangen sein. W 0 

ich gezwungen war, anderweitige Arbeiten zu benutzen oder in einzelnen 
Teilen geradezu zu ubernehmen, was ja bei einem solchen Werke nicht zu 
vermeiden ist, fehlt natiirlich die Angabe der QueIle nicht. 

Der vorliegende Band enthiilt allein die Maassbestimrnungen fUr Langen, 
Massen, Raumgehalte und Dichtigkeiten. Er ist sehr umfangreich geworden, 
es haben aber hier naturgemass viele Untersuchungen Platz :linden mussen, 
welche auch fUr aIle andern in dem folgenden Bande zu behandelnden 
Maassbestirnmungen von Wichtigkeit sind. 

Beirn Lesen der Correcturen haben mich mein Freund Herr Dr. Levy 
und die Herrn Drr. Plato und Niebour unterstutzt, ich habe denselben 
meinen verbindlichsten Dank auszusprechen. 

Berlin, im Mai 1888. B. Weinstein. 
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Erster Abschnitt. 

Theorie der Einheiten und Dinlensionen. 
Praktische Fundamentaleinheiten. 

II 

Ehe ich die Auseinandersetzung der hauptsiichlichen physikaliscben 
Maassbestimmungen beginue, habe ich darzutun, wie Messungsergebnisse auf
zufassen und auszndriicken sind. Die Festsetzungen und RegeIn, die in diesem 
Abschnitt gegeben werden sollen, geIten fiir alIe beIiebigenMaassbestimmungen 
und baben sich mit unserer Wissenschaft selbst ausgebiidet. Ein Teil von ihnen 
ist einfach und von einer gewissen Seibstverstiindlichkeit, ein anderer beruht 
aufUebereinkommen oder vorgefassten, aber bei dem dermaligen Stande unserer 
Wissenschaft ais am meisteu wahrscheinlich angenommenen, Ansichten iiber die 
Vorgiinge bei den einzelnen Naturerscheinungen. 

I. Einheiten und Dimensionen. 
1. Vergleichseinheiten und abgeleitete Einheiten. Wir nennen die

jenigen Grossen, welche eine abstracte Zahl benannt machen, das heisst, 
der Quantitltt, die eine solche Zahl ausdriicken solI, eine bestimmte, an
schauliche Bedeutung verleihen, die Benenn'Ulftgen oder Einheiten dieser Zahl. 
Die Einheiten selbst sind concrete Grossen, sei es, dass sie durch ganz 
bestimmte Gegenstiinde repriisentirt werden, oder dass uns fiir dieselben eine 
bestimmte Anschauung gegeben ist. 

Bei der Messung einer physikalischen Grosse stellen sich die Einbeiten 
entweder von selbst ein - und das geschieht bei den einfachen Messungen -, 
oder sie ergeben sich - wie bei zusammengesetzten Messungen und Unter
suchungen - aus der Berechnung der betreffenden Messung, wobei natiirlich 
in den zur Berechnung dienenden Formeln die Grossen, die ais Einheiten 
dienen sollen, vorgesehen sein miissen. Einheiten der ersten Art wollen wir 
Vergleichseinheiten oder Relativeinheiten, Einheiten der zweiten Art abgeleitete 
Einheiten nennen. 

Die Benutzung von Vergleichseinheiten bei der Bestimmung der Quantitat 
einer physikaliscben Grosse setzt voraus, dass man etwas zur Verfiigung 

Weinstein, Lehrbuch II. 
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hat, womit die betrefl'ende Grosse geradezu verglichen werden kann; die 
Zahl, welche dann die aus der Messung erschlossene Quantitat der Grosse 
angiebt, druclt aus, wie oft die benutzte Vergleichsgrosse in derselben ent
halten ist. 801che Vergleiehsgrossen sind stets da anwendbar, wo man 
ausser der zu messenden Quantitat, eine andere Quantitat ganz derselben 
Art besitzt, die man ihrem Betrage nach entweder schon kennt, oder ein 
fiir aUe Mal als bekannt festsetzt. Man sagt dann, dass man die betrefi'ende 
Grosse durch sich selbst, soIl heissen: durch eine Grosse gleicher Art ge
messen hat, und es hangt diese Grosse dann anch immer nur von einer 
Einheit abo In dieser Weise verfahren wir zum Beispiel, wenn wir 8trecken 
mit gegebenen Maassstaben ausmessen. 

Es ist nun nicht bei allen physikalischen Grossen moglich, zur Kenntnis 
ihrer Quantitat durch eine einfache Vergleichung mit einer einzigen Grosse 
zu gelangen, oft bekommt man sie nur durch sehr zusammengesetzte 
Messungen, bei denen eine Vergleichsgrosse mehrfache Anwendung findet, 
oder gar mehrere Vergleichsgrossen herangezogen werden mussen. Auch 
hier kann dann im 8chlussresultat die gesuchte Quantitat der betreffenden 
Grosse immer noeh durch eine ihr gleichartige Grosse ihren Ausdruck finden, 
so, als wenn sie mit dieser Grosse direct verglichen worden ware; abel' meist 
haben die Einheiten, die der erhaltenen Quantitat zu Grunde 1iegen und den 
Zahlenausdruck fUr sie benannt machen, mit der betrefl'enden Grosse nichts 
zu tun, sind ganz anderer Art als diese, und miissen als abgeleitete Ein
heiten bezeichnet werden. 

Bei vielen physikalischen Grossen ist es dem Belieben des Experimentators 
anheimgestellt, ob er sie durch Vergleichseinheiten oder durch abgeleitete 
ausdriicken will, er muss sich dann durch den Zweck, zu dem er die Messung 
ausfiihrt, leiten lassen. 80 kann man das Volumen eines Korpers von 
Cylinderform entweder durch hydrostatische Wagung, also durch Vergleichung 
mit einem entsprechenden Volumen Wasser, oder durch Ausmessung -von 
Hohe und Durchmesser mit einem Maassstab bestimmen; kommt es 
weniger auf Gell<1uigkeit der Bestimmung als auf 8chnelligkeit und Ein
faehheit der Ausfiihrung an, so wird man die letztere Methode anwenden, 
das Volumell in abgeleiteten Einheiten allsdriicken, will man gehOrige 
Genauigkeit _ erreichen, so fUhrt man die Bestimmung durch hydrostatisehe 
Wagung aus, das betrefl'ende Volumen ist dann in Vergleichseinheiten ge
mess en , und die Vergleichseinheit ist der Raumgehalt eines bestimmten 
Hohlmaasses, etwa ein Liter. 

2. Die Fundamentaleinheiten. Absolute Maassbestimmungen. Die 
Erfahrung lehrt, dass alle bis jetzt in Frage kommenden physikalisehen 
Grossen durch drei Grossen nach ihrer Quantitat geschiitzt werden konnen; 
es reichen drei Grossen aus, urn fiir die Quantitaten aller physikalischen 
Grossen bestimmte Anschauung zu erlangen, die diese Quantitaten aus
driickenden Zahlen benannt zu machen. Wir bezeichnen diese Grossen als 
Fundamentalgrossen und die Einheiten, durch welche sie selbst gemessen 
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werden, und die natiirlicll Grossen derselben Art von beliebiger, aber ein 
fiir alie Mal festgesetzter Quantitiit vorstellen, als Fundamentaleinheiten. 
Wo von einer Einheit allgemein, ollne Bezugnahme auf die Grosse dieser 
Einheit, gesprochen wird, solI einfach Einheit gesagt werden, wo IllQhr 
der Betrag ~er Einheit in Frage kommt, solI das Wort Einheitsbetrag be
nutzt werden. Wir werden also auch zwischen Fundamentaleinheiten und 
den Einheitsbetriigen der Fundamentaleinheiten zu unterscheiden haben. Eine 
Messung, welche die Quantitiit einer Grosse in Fundamentaleinheiten ergiebt, 
wird als eine absolute Messung bezeichnet; die ~ahl, die diese Quantitiit in 
jenen Einheiten ausdriickt, heisst der absolute Betrag der betre:ffenden Grosse. 
Die Bezeichnung "absolut" hat zunachst keine andere Bedeutung, als dass 
sie in Erinnerung bringen solI, wie ein einziges, zudem sehr beschranktes 
System VOll Einheiten, allen physikalischen Maassbestimmungen zu Grunde 
liegt; wirklich ist ja die Tatsache, dass nur wenige Grossen ausreichen 
uns von der Quantitat aller iibrigen unter einander so ungleichartigen 
Grossen eine Anschauung zu verleihen, durchaus nicht vorauszusehen ge
wesen. Es mag daher das sonst etwas verrufene absolut, da es sich urn 
Kennzeichnung einer so wichtigen Tatsache handelt, aueh hier beibehalten 
werden. 

3. Das mechanische Maasssystem. Lange, Zeit und Masse als Funda· 
mentalgrossen. Welehe drei Grossen man als Fundamentalgrossen annimmt, 
ist mathematiseh betraehtet gleichgiltig, physikaliseh wird mall diejenigen 
vorziehen, die un serer Ansehauung am naehsten stahen, ihr urspriinglich 
sind, und das sind die als mechanische Grossen bezeiehneten. Ueber 
zwei dieser mechanisehen Grossen hat von vornherein Einigkeit geherrscht, 
man hat von je her Raum und Zeit als Fundamentalgrossen betrachtet, 
wenn man auch bei praktisehen Messungen der Einfachheit wegen nicht den 
Raum fiir sieh, sondern eine Abmessung desselben, die Lange, als Funda
mentalgrosse zur Anweudung bringt. Bei der dritten Grosse schwankte man 
zwischen Masse und Kraft, jetzt wird ziemlich allgemein Masse als dritte 
Fundamentalgrosse angenommen, doeh wird nicht selten bei der Festsetzung 
der Masseneinheit auf Kraftausserungen zuriickgegangen. 

Es darf nieht verschwiegen werden, dass fur die Wahl meehaniseher 
Grossen als Fundamentalgrossen noeh andere Umstande en~scheidend sind. 
Einmal geht das Bestreben der neueren Physik dahin, aIle Naturerseheinungen 
auf me c han i s e he V organge zuriickzufiihren, weil solchc V organge un serer 
Ansehauung am leiehtesten zuganglich sind; und in der Tat seheint die 
Erfahrung dieses Bestreben auf das kriiftigste zu unterstiitzen, die bis jetzt 
naher erforschten physikalisehen Krafte haben sich als mecbanischen Kraften 
aquivalent erwiesen, und fur mehrere physikalische Erscheinungen ist es 
bereits gelungen, ihre Gesetze unter der Annahme, dass ihnen gewisse 
meehallisehe Vorgange zu Grunde liegen, vollstandig zu entwickeln. Das 
ist ein theoretischer Grund fiir die Wahl mechaniseher Grossen als 
Fundamentalgrossen. Praktiseh sind aber meehanische Grossen, und zumal 

l' 
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die drei hervorgehobenen, darum so ganz besonders geeignet, weil an ihnen 
Messungen sich am leichtesten und genauestell ausfdhren lassen, und weil 
von ihnen bestimmte Quantitaten bei geeigneter Definition sowohl am 
eh~ten zu erhalten als wieder herzustellen sind. 

Nieht bei allen physikalisehen Grossen ist der Ausdruek der Quantitat· 
durch die Fundamentaleinheiten sofort ansehaulieh, denn wenn in einem 
solehen Ausdruek z. B. eine Quadratwurzel aus einer Masse vorkommt, so 
wisseu wir nieht, was wir uns darunter den ken sollen; in solehen Fallen 
ist dann wenig·stens eine gewisse Potenz der betre:ffenden physikalischen 
Grosse, oder besser gesagt, das Product zweier der betre:ffenden Grosse 
gleiehartigen Grossen, in anschauliehen Grossen ausdriickbar. Der Ausdruck 
durch Fundamentaleinheiten ist aueh nieht einmal immer eindeutig, man 
kann fiir manehe physikalische Grossen ihre Quantitat in yersehiedener 
Weise durch die Fnndamentaleinheiten ansdriicken, je nach den Gesichts
punkten, die man geltend macht. Indessen kanll hierauf und auf das yorher 
angedeutete an dieser Stelle noeh nieM naher eingegangen werden, es 
soIl spater bei der Behandlung der einzelnen Grossen das notige gesagt 
werden. 

4. Das Maasssystem mit nur zwei Fundamentalgrossen. Es ist darauf 
hingewiesen worden, dass unter Zuziehung des Newton 'sehen Gravitations
gesetzes sogar ein System mit nur zwei der Fundamentalgrossen znm Ausdruek 
aller Quantitaten ausreiehen muss. In der Tat ist einerseits naeh den durch 
aIle Erfahrungen bestatigten Gesetzen der Dynamik, eine bewegende Kraft 
gleieh einer Masse multiplicirt mit einer Besehleunigung, und andererseits, 
wenn diese bewegende Kraft yon der Anziehung zweier Massen herriihrt, 
proportional dem Product dieser Ma~sen, dividirt durch das Quadrat ihrllr 
Entfernung von einander. Sagen wir also im zweiten Fall statt "proportional" 
"gleich", so haben wir die beiden Gleichungen 

Kraft = Mass~. La~~~; 
ZeIt. ZeIt 

Kraft = ~.asse. ~~sse , 
Lange. Lange 

und wenn eine bestimmte Kraft, gemessen dureh Masse und Beschleunigung, 
denselben Betrag aufweisen solI, wie gemessen durch Masse und Lange 
unter Vermittelung des Newt 0 n 'schen Gravitationsg·esetzes, so muss die 
Beziehung stattfinden 

Lange Masse Lange ,/Masse 
(Zeit)2 -:- (Lange)2' oder Zeit = V Lange· 

Es ist dann eine der drei Grossen, Lange, Zeit und Masse, dureh die 
beiden andern mitbestimmt. 

Nun ist es bemerkenswert, dass einerseits in allen bis jetzt flir physi
kalische Grossen aufgestellten Ausdriicken dureh die d rei Fundamental
grossen niemals Zeit, wol aber Lange und Masse in gebrocbenen Potenzen 
vorkommen, und andererseits die Exponenten solcher gebroehenen Potenzen 
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stete Vielfache von 1/2 sind. Benutzt man also jene obige Beziehung, so 
werden tiberall die gebrochenen Potenzen ganz fortfallen, und man wird so 
stets Ausdriicke bekommen, die nur anschanliche Grossen enthalten. Darin 
scheint ein grosser Vorteil des Maas$systems mit nur zwei der Fundamental
einheiten zu liegen. 

Aber wir konnen verstandesmassig keine der drei genannten Grossen 
von den andem ableiten; die Forderung, eine Masse aus Lange und Zeit, 
oder eine Zeit aus Lange und Masse, oder eine Lange aus Masse und Zeit 
anschaulich zusammenzusetzen, muss uns ungereimt erscheinen, und es ist 
besser, die gebrochel!-en Potenzen bei dem Ausdruck von Grossen beizu
behalten, fiir welche wir vorliiufig ohnedies noch keine Vorstellung haben, 
(den magnetischen und elektrischen) als bei so klaren Grossen, wie es die 
mechanischen sind, nicht zu verstehende Beziehungen und diese durch Gesetze, 
deren Allgemeingiltigkeit noch keineswegs als gentigend erwiesen anzusehen 
ist, einzufiihren. 

Wir bleiben also bei drei Fundamentalgrossen stehen und wahlen, 
gemass den Festsetzungen von Gauss, Lange, Zeit und Masse als Grund
grossen fiir aIle Maassbestimmungen. 

5. Festsetzung in Bezug auf die Bezeichnung von Einheiten. Um fUr 
Einheiten bequeme Symbole zu gewinnen, die zugleich an die Grossen selbst 
erinnem, bezeichne ich die Grossen durch lateinische grosse oder kleine 
Buchstaben, und benutze yorlaufig flir die Einheiten die entsprechenden 
Buchstaben der deutschen Alphabete; ~ oder 1 ist also eine Langeneinheit, 
wenn Loder 1 eine Lange angiebt, ahnlich sollen Moder 'm Massen, 9.n 
oder m Masseneinheiten, T oder t Zeiten, ~ oder t Zeiteinheiten bedeuten. 

6. Homogenitu.t in Bezug auf die benennenden Einheiten. Dimen
sionen physikalischer Grossen. Wenn nun eine Zahl benannt wird, so ge
schieht das dadurch, dass man hinter die Zahl ihre Benennung hinzufiigt. 

Aus wie vielen Gliedern aber auck der AusiJruck fur eine Quantitat be
steken mag, so 'mUssen dock alle diese Glieder genau dieselben Benennungen 
tragen. Dieser Satz ist als ein Axiom zu betrachten und bedarf keines Be
weises, denn es ist von selbst klar, dass nur gleichartige Grossen zu Summen 
zusammengefasst werden konnen. 

Seine Richtigkeit zugegeben, kann man also in jedem FaIle die Be
nennungen wie einen gemeinschaftlichen Factor vor aIle Glieder ziehen, und 
daraus erhellt, dass der allgemeine Ausdruck in Funda'mentaleinheiten fur 
die Quantitiit irgend einer Grosse X ist, 

J) X = n~"9.nP~T. 

n, 11, ~, "'( sind Zahlen, und zwar geben CIt, ~, "'( die Exponenten, in 
welchen die drei Fundamentaleinheiten vertreten sind, n aber misst die 
Quantitiit der Grosse X. Man driickt sich gewohnlich so ans , dass man 
sagt, es sei die betreffel1i1e Grosse X fJOn den Dimensionen ~"9.nP~T. 

Den obigen Satz fasst man daun in die Form: 
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Wenn irgend eine Grosse einem Aggregat von Gliedern gleich ist, so 
mitssen alle diese Glieder von ganz gleichen Dimensionen sein. 

Wo man voraussehen kann, dass die Dimensionen bekannt siud, Hisst 
man die Benennungen fort, schreibt also X = n, man darf aber nicht ausser 
Acht lassen, dass diese Schreibweise nur eine abgekiirzte ist. 

Wenn n = 1 ist, wird die Quantitiit der betreffenden Grosse ebenfalls 1, 
die Einheit einer Grosse X ist also definirt durch 

II) 

Da die Dimensionen einer beliebigen Quantitiit einer Grosse dieselben 
sein miissen wie die ibrer Einbeit, so reicht es aus, fiir diese Einbeit ibre 
Dimensionen anzugeben, man hat dann fur jede andere Quantitii.t n 

X=nx. 

7. Heranziehung der Dimensionen zur Controle von Formeln. Der 
8atz von der Homogenitii.t der Dimensionen kann bequem zur Controle von 
Formeln verwendet werden. Man untersucht alle Glieder der zu controlirenden 
Formel auf ilire Dimensionen - was sich immer sehr leicht und schnell 
ausflihren liisst -, findet man bei allen Gliedern genau dieselben Dimensionen, 
so kann die Formel richtig sein, weichen aber die Dimensionen auch nur eines 
Gliedes von denen der andern Glieder ab, so m us s die Formel falsch sein. 

Diese Controle durch die Dimensionen empfiehIt sich ausserordentlich; 
sie schiitzt zwar nicht vor falschen Formeln, denn fehlende Glieder und 
faische Zahlenfactoren oder unrichtige Zeichen kann sie nicht nachweisen, 
aber sie enthiillt vorhandene Absurditii.ten, und darum ist es gut, an jeder 
Formel, ob man sie selbst entwickelt oder von Andern genommen hat, erst 
die Probe durch die Dimensionen zu machen. 

8. Ableitung der Dimensionen physikalischer Grossen. Zu der Kenntnis 
der Dimensionen einer Grosse in Bezug auf vorgeschriebene Fundamental
grossen kann man nur gelangen, wenn man diese Grosse mit andern Grossen 
in Verbindung zu setzen vermag, deren Dimensionen in Bezug auf die 
betreffenden Fundamentalgrossen bereits bekannt sind. Den Dimensions
bestimmungen liegen also Fermeln zu Grunde, die Beziehungen zwischen 
verschiedenartigen Grossen aussprechen. Die Entdeckung dieser Beziehungen 
bildet ja eine· Hauptaufgabe der physikalischen Untersuchungen, und nur 
weil man die bei elektrischen, magnetischen, thermischen, u. a. Erscheinungen 
hervortretenden Grossen mit mechanischen Grossen hat in Beziehung bringen 
konnen, ist man im Stan de, aIle diese Grossen durch mechanische Einheiten 
zu messen. 

Nun scbeidet sich das gesammte Formelmaterial des Physikers in Grund
formeln und abgeleitete Formeln, jene besonders einfacben Verbiiltnissen 
entsprechend und meist als Naturgesetze bezeichnet, diese complicirtern 
Bedingungen angepasst und aus jenen durch analytische Entwickelunger
schlossen. An sicb ist es gleichgiltig, ob man zur Erkennung der Dimensionen 
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eine Grundformel oder eine aus ihr abgeleitete Formel benutzt, man geht 
aber gewohnlieh von den Grundformeln aus, weil diese meist die einfaehsten 
uud am leiehtesten zu interpretirenden sind. 

Es ist dagegen durehaus nieht gleiehgiltig, aus welcher Erseheinungs
klasso man die Formel zur Bestimmung der Dimensionen einer Grosse nimmt. 
So ist es bekaimt, dass die Quantitaten elektrischer Grossen in ganz ver
schiedenen Dimensionen auftreten, je nachdem man die Dimensionen fiir eine 
Quantitat Elektrieitat aus den elektrostatisehen oder elektromagnetisehen Er
seheinungen bestimmt. Der Grund, warum wir bei vielen Grossen ihre Dimen
sionen nieht eindeutig zu bestimmen vermogen, kann zunaehst darin liegen, 
dass wir fUr die betrtl:ffenden Grossen selbst noeh keine V orstellung besitzen, 
wir wissen z. B. noeh durehaus nieht, was Elektrieitii.t ist, trotzdem wir mit den 
Wirkungen der Elektrieitat wol vertraut sind, darum ist es aueh noeh 
praktiseh ohne Belang, in welehen Dimensionen wir eine Quantitat Elektrieitat 
ausdriiekenj die Dimensionen sollen nur fUr die Quantitat, nieht fiir die 
Elektrieitat selbst Ansehauung verleihen. Zweitens kann der Grund auch 
datin liegen, dass wir, weil die Erfahrung uns in Bezug auf die betre:lfende 
Grosse noeh nieht alles gelehrt hat, nieht die geeignete Formel zur Ableitung 
der Dimensionen benutzen. leh will mieh hieriiber, weil das einen sehr 
wiehtigen Punkt betri:ll't, etwas naher auslassen. 

9. Formeln, aus welchen die Dimensionen am besten abzuleiten sind. 
Beurteilung aus der Unveril.nderlicbkeit der Proportionalit!i.tsfactoren. Als 
was man aueh die Dimensionen der physikalisehen Grossen betrachten mag, 
ob man sie als etwas rein formales, eonventionelles ansieht, lediglieh dazu 
eingefiihrt, um die notigen Maasseinheiten auf die tunlieh geringste Anzahl 
zu reduciren, oder ob man ihnen eine tiefere, das Wesen der betre:ffenden 
Grossen bernhrende Bedeutung beilegt, jedenfalls sollte man diese Dimensionen 
so zu bestimmen snehen, dass sie ffir die betre:ffende Grosse' unter all en 
Umstanden gilt. Nun enthalten die physikalischen Formeln ausser den 
einzelnen nach ihren Dimensionen bekannten und nicht bekannten Grossen 
noch sogenannte Proportionalitatsfactoren - ein solcher Factor ist zum Bei
spiel die Attractionsconstante - die zur Reduction der nach ihren Dimensionen 
nicht bekannten auf die nach ihren Dimensionen bekannten Grossen dienen. 
Da, wo nach ihren Dimensionen nieht bekannte Grossen nieht '\;orhanden 
sind, werden die Zahlenwerte dieser Factoren dureh die betre:ffenden Formeln 
selbst direct bestimmt, wie zum Beispiel der Zahlenwert der Attractions
constanie. W 0 aber eine nach ihren Dimensionen erst zu bestimmende 
Grosse steht, dient dieser Factor, indem man ihm einen Zahlenwert beilegt, 
meist wahlt man dazu die Zahl 1, zur Ableitung dieser Dimensionen. Es 
ist nun klar, dass die Festsetzung einer bestimmten Zahl ffir eine Grosse 
nur dann berecbtigt ist, wenll diese Grosse ganz invariabel ist, wenn sie 
ganz und gar nicht von aussern Umstanden abhii.ngt, sonst ist diese Grosse 
kein einfaeher Proportionalitatsfaetor mehr, sondern fUhrt eine selbststandige 
Bedeutung und ist selbst als pbysikalisehe Grosse 2;U betraehten. 
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Nehmen wir zum Beispiel die Attractions- oder Repulsi!lnswirkung zweier 
mit .gleichen Elektricitatsmengen e geladener Punkte; die Erfahrung lehrt, 
dass diese Wirkung direct proportional dem Producte der Elektricitatsmengen 
und nmgekehrt proportional dem Qnadrate der Entfernung r der Trager dieser 
Mengen ist. Die bewegende Kraft, die infolge ihrer Ladungen der eine 
Punkt auf den andern ausiibt, ist also 

e2 
K=c-· r2 

IDer ist c der Proportionalitatsfactor. 
Da wir nicht wissen, was Elektricitat ist, eine bewegende Kraft uns 

ihren Dimensionen nach aber wol bekannt ist, legt man dem Factor eden 
Zahlenwert 1 bei und sagt damit, man woUe die Dimensionen einer Elek
tricitatsmenge so bestimmen, dass das Quadrat einer Quantitat derselben 
dieselben Dimensionen hat, wie eine bewegende Kraft llluitiplicirt mit dem 
Quadrat einer Lange. 

Aber nun fragt es sich, ob denn der Factor c, nachdem die Dimensionen 
von e so bestimmt sind, auch wirklich unter allen Umstanden denselben 
Zahlenwert 1 beibehii.lt, ob man nicht bei andern Verh~ltnissen gezwungen 
ist, diesen Zahlenwert abzuandern. Wir konnen diese Frage experimentell 
dadurch entscheiden, dass wir die Attraction beziiglich Repulsion der beiden 
einmal geladenen Punkte bei unveranderier Entfernung in verschiedenen 
Medien messen, etwa erst wenn zwischen den Punkten Luft, dann wenn 
Stickstofi', Wasserstofi' oder irgend ein anderes isolirendes Gas sich befindet, 
dann wenn feste oder fliissige Isolatoren u. s. f. vorhanden sind, indem wir zu
gleich die lJimensionen der Zwischenmedien mannigfach variiren. Kann c wirk
lich als Zahl betrachtet werden, dann muss in allen diesen Verhii.ltnissen die be
wegende Kraft dieselbe sein: lehrt die Erfahrung, dass diese Kraft mit der N atur 
und Vielleicht auch Ausdehnung des zwischen den Punkten sich erstreckenden 
Mittels variirt, dann haben wir kein Recht, c als Zahl zu behandeln, wir miissen 
diese Grosse - vorausgesetzt, dass die bewegende Kraft immer noch nach dem
selben Gesetz mit Grosse der Ladung und Entfernung abandert - als aus zwei 
Factoren zusammengesetzt ansehen, einem, der in der Tat als Zahlenfactor be
trachtet werden kann, und einem, der eine selbststandige physikalische Be
deutung hat; bezeichnen wir den einen mit k, den andern mit " so ist also 
eigentlich zu schreiben 

und hierin sind zwei Grossen nach ih:t;en Dimensionen unbekannt, , und e, 
und die obige Formel fUr sich reicht nicht aus, ihre Dimensionen zu be
stimmen. Man muss also entweder neue Erfahrungen sammeln, die zu einer 
zweiten Gleichung zwischen mechanischen Grossen und e mid, fiihren, oder 
aber, man muss eine andere Beziehung zwischen Elektricitatsmengen und 
mechanischen Grossen suchen, die nicht mit den aussern Verhiiltnissen ab
andert. Tnt man das nicht, so gelangt man nur zu Maassen, die speciellen 
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Verbaltnissen angepasst sind; man kann dann dieselben Maasse allerdings 
auch allgemein in allen andern Verbaltnissen anwenden, ist aber zugleich 
gezwungen, die betreWende Grundformel je nach den Verbaltnissen mit immer 
andern Factoren zu versehen, die nicht allein von den besondern specifischen 
Eigenschaften der Zwischenmittel abhangen. Also: 

Dimensionen, die allgemein gelten sorten, leitet man am besten O/US 

Formeln ab, deren accessorische ikossen, die sogenannten Proportionalitats
facroren, von clen aussern Verkaltnissen entwei1er gam unabkangig sind, oder 
dock nUN dturck die specifi,sche Natur dieser Verkaltnisse bestimmt werden, die 
also jedenfalls ikre Dimensionen stets beibehalten. 

Diese Regel ist nicht immer beachtet worden, und wenn auch vom 
formalen Standpunkt aus betrachtet jed e s Maasssystem, consequent durch
geftihrt und richtig angewendet, ausreicht, wird man doch diejenigen Systeme 
vorziehen miissen, die bei gleicher ConsequenzUnabhangigkeit von aussern 
VerhaItnissen aufweisen. 

Weiteres allgemein giltiges lIisst sich bei dem dermaligen Stande unserer 
Wissenschaft iiber die Wahl der Dimensionen nicht sagen, zumal so schon 
bei vielen Griit;sen die Angabe ihrer Dimensionen nur durch Hypothesen 
ermoglicht wird; bei der speciellen Behandlung der einzelnen Grossen wird 
noch einiges zu bemerken sein. 

II. Bas ReCihnen mit den Binheiten. 
Was die Rechnung mit den Dimensionen von Grossen anbetri:fft, so 

besteht dieselbe durchgangig in einfachen Proportionsrechnungen. Drei 
Hauptaufgaben sind es besonders, die dabei in Betracht kommen: die Er
setzung gewisser Fundamentalgrossen durch andere Grossen, die Einftihrung 
neuer, accessorischer Einheiten oder Zusammenfassung von gewissen Dimen
sionen zu einer einzigen Dimension, die Umwandlung gewahlter Einheits
betrage in andere Einheitsbetrage. 

Es ist leicht zu iibersehen, nach welchen Regeln man zu verfahren hat, 
wenn eine dieser Aufgaben gesteUt ist. 

10. Transformation von Einheiten. Ich setze zunachst das Verfahren 
bei der Ersetzung von Fundamentalgrossen durch andere Grossen aus
einander. 

Es sei die Quantitat einer Grosse, gem essen in den Einheiten ~, IDl, st, 
also in Lange, Masse, Zeit 

X = n~"IDl~stT , 

wir wollen an Stelle der Masse ID1 den Betrag einer anderen Grosse K setzen, 
welche in den Einheiten ~, ID1, 5t ausgedriickt, bestimmt ist durch 

K=n'~'" ID1W st1', 
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durch Elimination von m finden wir sofort 

a'~ iB B 
X=n5!:a -If ~"(-7(~y. (III) 

N"un sollte K die neue Fundamentaleinheit werden, wir haben also K zu 
ersetzen durch ,It und bekommen 

a'B T'f, B B 
X=n'i.!a-V ~r-T ,ltfi'(~,t. (IV) 

Es bedeute zum Beispiel K die Quantitlit einer bewegenden Kraft und 
zwar die der bewegenden Schwerkraft zu Paris. Die drei Fundamental
einheiten seien Centimeter, Gramm, Secunde, fUr die wir spliter die Be
zeichnungen c, g, s benutzen werden. Dann ist in diesen Einheiten, wie die 
Erfahrung gelehrt hat, annahernd 

Wir haben also 

rJ.' = + 1, W = + I, 'f' = - 2, n' = 981. 

SoIl also diese bewegende Schwerkraft die neue Einheit bilden, so wird 

X= n 5!:a -B 1T+2B,ltB . 
(98I)B 

Urn das Beispiel noch weiter zu specialisiren, sei die ihrer Quantitat nach 
zu bestimmende Grosse ebenfalls eine bewegende Kraft, dann ist rJ. = + I, 
~ = + 1, '( = - 2, also 

Fiir n = 1 geht X iiber in ,I, somit zeigt sich die Quantitlit einer 
bewegenden Kraft, wenn sie durch die bewegende Schwerkraft in Paris 
ausgedriickt wird, 981 mal so klein, als wenn sie durch die Fundamental
einheiten Centimeter, Gramm, Secunde gemessen wird. Die Zabl 981 
spielt die Rolle eines Reductionsfactors, es ist diejenige Zahl, mit der man 
eine Quantitlit einer bewegenden Kraft, wenn sie in Teilen der bewegenden 
Schwerkraft zu Paris ausgedriickt ist, zu lllultipliciren hat, urn sie in 
Centimeter, Gramm, Secunde ausgedriickt zu erhalten. 

Eine Masse durch eine beschleunigende Kraft zu ersetzen, ist nicht 
moglich, weil die beschleunigende Kraft in unsern Fundamentalgrossen aus
gedriickt die Masse gar nicht enthlilt. Wo man von der Ersetzung der 
Masseneinheit durch die Krafteinheit redet, meint man auch stets eine 
b ewegende Kraft, wenngleich man nicht selten die dabei in Betracht 
kommende bekannte Schwere - Constante g, als "Beschleunigung" bezeichnet. 
N ennen wir die bewegende Kraft, die die Erde auf 1 Gramm in Paris 
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ausiibt, das "Gewicht"- dieser Masse in Paris, so bedeutet die soeben als 
Beispiel behandelte Transformation die Ersetzung der Masseneinheit durch 
eine Gewichtseinheit, das heisst die Ersetzung der Masse 1 Gramm durch 
das Gewicht von 1 Gramm in Paris. Wir werden spii.ter sehen, dass die 
so' genanriten "Gewichte'! nicht zu Gewichts- sondem zu Massenbe
stimmungen dienen, also nicht mit den bier definirten Gewichten verwechselt 
werden -diirfen. 

n. Einfiihrung neuer Einheitenj Zusammenfassung vorhandener 
Einheiten. In entsprechender Weise, wie die Vertauschung von Einheiten, 
liisst sich die Einfiihrung neuer Einheiten behandeln. 

SoIl zu den in dem Ausdruck fiir die Quantitii.t einer Grosse schon 
vorhandenen Einheiten noch eine neue Einheit, fUr die der Ausdrnck 
durch jene Einheiten bekannt ist, eingefiihrt werden, so scheidet man in 
dem zu transformirenden Ausdruck von den Einheiten so viele Potenzen ab, 
als in dem Ausdruck fiir die neue Einheit vertreten sind, und ersetzt diese 
abgeschiedenen Potenzen durch die neue Einheit. 

Sei also wieder 

und die neu einzufiihrende Einheit 

K = n'~a.· 9J(W stT' , 

dann sind die in dem Ausdruck fiir X abzuscheidenden PoteJlzen ~", 9J(W stT', 
und es wird 

(V) X =~ ~"-,,, IDl~-~' ~T-l' K 
n' 

oder, da K die neue Einheit bedeutet, 

(VI) 

Die Potenz von Jt ist, wie man sieht, noch beliebig, will man von dieser 
neuen Einheit die E te Potenz haben, so wird 

(VII) 

Gewohnlich stellt sich die Aufgabe sehr einfach, 
was man durch die Abscheidung der Dimensionen 
geschrieben. 

Sei zum Beispiel 

schreiben wir das in der Form 

X = n~-!9J(-! st- 1 ~~-1 
und fiihren eine Geschwindigkeit 

K=n'~~-l 

und ist E durch das, 
erreichen will, vor-
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als neue Einheit ein, so wird 

Um zu Zahlen zu gelangen, nehme ich fiir die als neue Einheit eingefiihrte 
Geschwindigkeit die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts im Vacuum, 
dann ist, wenn ~ = einer mittlern Zeitsecunde, ~ = 1 Centimeter angesetzt 
wird, nach Foucault's Versuchen 

K = 29836 .106\,l~-\ 
somit 

und die Einheit von X ist 

r = _1_ 10- 6 ot smt<1"-l ",+1 
~ 29836 c:~ "" .J\ • 

Wir werden spater sehen, dass im absoluten elektrostatischen Maass
system X eine elektrische Stromstarke bedeutet. Die elektrostatische Einheit 
der Stromstarke ist also Gramm, Centimeter, Secunde, und Fortpflanzungs
geschwindigkeit des Lichts zu Einheiten genommen - durch einen Aus
druck von der obigen Form gegeben, dass aber diese Form nicht ohne 
Interesse ist, wird dem Leser bekannt sein. 

Ohne besondere Bedeutung und nur um das Beispiel fortzusetzen 
gewahlt, ist noch die Einfiihrung der bewegenden Schwerkraft auf die Masse 
1 Gramm. Es ist diese Kraft, wie oben schon bemerkt, in Paris etwa 

G = 981 ~+1 ~+1 ~-2, 

wir haben also in dem Ausdruck fiir 1: abzuscheiden ~+ 1 ~m+ 1 ~- 2 und 
bekommen so - Centimeter, Gramm, Secunde bewegende Schwerkraft in 
Paps und Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts im Vacuum zu Einheiten 
gewahlt -, 

_r= 1 10-6 fU6o-!<1n-tn-+1 
~ 29836. 981 ~.J\C • -:1'>1 .</. • 

In derselben Weise, wie man die Einheiten vermehrt, kann man sie 
auch vermindern. So sieht man ohne wei teres, dass, wenn man in dem 

letzten Ausdruck .~ ~-t ~-t ~ + 1 abscheidet an Stelle dieser Grosse 
V 981 . , 

®-t gesetzt werden kann, es ist also auch 

1: = 1 10- 6 @+t .\t+1, 
29836~ 

wo die 5 Einheiten sofon auf 2 reducirt sind. 
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12. Transformation der Einheitsbetrll,ge. Die dritte Aufgabe, die beim 
Rechnen entgegentritt, besteht in der Verwandlung von Ausdriicken fiir 
Quantitaten, die sich auf bestimmte Betrage einmal gewahlter Fundamental
einheiten beziehen, in andere Zahlengrossen, die andere Betrage dieser 
Fundamentaleinheiten zur Grundlage haben. 

Es sei der Ausdruck fiir eine Quantitiit einer bestimmten Grosse 

X=n~"~)l~~T ..• 

n ist der Zahlenwert dieser Quantitiit, er sei vollstiiudig bekannt, wenn fiir die' 
Fundamentaleinheiten ~, 1))(, :i, .. , ganz bestimmte Betrage vorgeschrieben 
sind, etwa fiir ~ ein Centimeter, I))( ein Gramm u. s. f. Verstehen wir jetzt 
unter ~, 1))(, ~, •.• geradezu diese vorgeschriebenen Betrage und bezeichnen 
mit I, ill, t, ... andere Betriige derselben FUlldamentalgrossen, deren 
Relationen zu den friihern Betragen bekannt sind, so haben wir 

g = nll, I))( = n2ill, ~ = nat, '" 

und hierin sind nl, n2' na, ... als gegebene Zahlen anzusehen. 
Fiihren wir also in dem Ausdruck fiir die Quantitat X an Stelle der 

Einheitsbetrage ~,I))(, ~, ••• die I, ill, t, .. , ein, so wird 

VIII) 

der neue Zahlenwert fur die Quantitiit ist hiernach nn1" n2~ na j ., ., d. h. gleiclt 
dem alien Zahlenwert multiplicirt mit den Zahlen, welche angeben, wie oft 
die neuen Einheitsbetriige in den alten enthalten sind, jede dieser Zahlen $U 
der Poten$ erhoben, die der entsprechenden Einheit zugehOrt. 

Fiir eine numerische Anwendung der obigen Regel sei X die bewegen de 
Schwerkraft in Paris auf ein Gramm; ~, WI, ~ mogen wie bisher Langen
einheit, Masseneinheit, Zeiteinheit bedeuten. 

Zuniichst ist, wenn die Einheitsbetrage 1 Centimeter, 1 Gramm, 1 mittlere 
Zeitsecunde sind, und diese Betrage gerade mit g, 1))(, ~ bezeichnet werden, 

X = 981 ~9)(~ -2. 

Wiihlen wir jetzt fiir die Einheitsbetriige 1 Meter, 1 Kilogramm, 1 mittlere 
Zeitminute und bezeichnen diese Betriige mit I, ill, t, so ist, wie man weiss, 

1 1 
I))( = 1000 ill, ~ = 60 t, 

somit 
1 1 (1)- 2 - 2 - 2 

X=981 100 1000 60 hut =35,3161illt . 

Wir wollen ferner in dieselbe Grosse statt der metrischen Einheits
betrage englische einfiihren, I bedeute also 1 Yard, ill 1 pound (avoir-
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dupois), st lassen wir stehen, dann ist (die Tabellen fiir die Verhaltnisse der 
englischen Maasse zu den metrischen werden spater gegeben werden) 

~ = 0,0109363 I, WI = 0,00220462 m, 
somit 

x = 981.0,0 109363.0,00220462Im~-2= 0,023649Im~-2. 

AIle drei Zahlen 981; 35,316; 0,023649 driickell genau dieselbe Grosse 
aus: namlich die bewegende Kraft, die die Schwere in Paris auf die Masse 
1 Gramm ausiibt, also, wie wir auch sagen konnen, das Gewicht eines 
Gramm in Paris, aber in der ersten sind die Benennungell Gramm, Centi
meter, Secunde; in der zweiten Kilogramm, Meter, Minute; in der dritten 
Avoirdupois-Pfund, Yard, Secuude. 

Ist statt der bewegenden Kraft die beschleunigende zu bestimmen, so 
haben wir die drei obigen Zahlen durch die Masse 1 Gramm und zwar in 
Einheiten von 1 Gramm, 1 Kilogramm, 1 Avoirdupois- Pfund zu dividiren, 
die drai Zahlen fiir die Beschleunigung siud dann beziiglich 981; 35316; 
10,729; wieder stell en aile drei Zahlen dieselbe Grosse dar, wenn auch in 
verschiedenen Einheiten. Bezeichnen wir diese beschleunigende Kraft mit G, 
so ist also 

G = 981 (Centim.) (Secunde)-2 = 35316 (Meter) (Minuter2 

= 10,729 (Yard) (Secunde)-2. 

Vermoge derselben durchlaufen faUende Korper in Paris in einer Se
cuude 981/2 = 490,5 Centimeter beziiglich 10,729/2 = 5,365 Yard, und in 
einer Minute 35316/2 = 17658 Meter. 

Als zweite~ Beispiel, welches Veranderullgen von Einheitsbetragen mit 
Transformatiou der Einheiten verbillden solI, wahlen wir die Berechnung 
der New to u 'schen Gravitatiousconstaute fiir verschiedene Eiuheitsbetriige 
und die Vergleichung vou Krafteinheiten mit bestimmteu Attractioneu. Sei 
M die Masse der Erde, R der Radius derselben, m die Masse irgeud cines 
andern auf der Oberfliiche der Erde befiudlicheu Korpers, dauu ist, unter 
der Voraussetzung, dass die Erde Kugelform hat und als aus concentrischen 
Schichten gleicher Dichte zusammengesetzt angeseheu werdeu darf, die 
Attractionsconstaute K zu berechnen aus del' Gleichuug 

oder aueh aus 

Mm 
Bewegeude Kraft der Erde = K R2 ' 

G = Beschleunigende Kraft der Erde = K:' . 
Nehmen wir wieder Ceutimeter, GramIll, Secunde als Eiuheitsbetriige, 

so ist angeniihert 

M = 6061. 1024 Gramm, R = 637028320 Ceutimeter, 

G = 981 (Centimeter) (Secunder2. 
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Damit wird 

(637028320)2 . 3 -1 -2 
K = 6061.1024 981 (CentImeter) (Gramm) (Secunde) 

= 6568. 10-11 (Centimeter)3 (Gramm)-1(Secunde)-2. 

Wollen wir statt Centimeter und Gramm Meter uud Kilogramm ein

fiihren, so ist die obige Zahl mit (l~O r ·1000 zu multipliciren, und es wird 

K = 6568. 1O-l4(Meter) 3 (Kllogramm)-l (Secunder2. 

Hiernach ist die bewegende Attraction zweier homogener kugeliormiger 
Himmelskorper von den Massen mil ma in der Entfernung r 

A = 6568.10-11 m) :n2 (Centimeter)3(Grammr 1 (Secunder 2. r 

Dl'iicken wir die Massen in Grammen nnd die Entfernnng in Centimeter 
ans nnd setzen ml = nl Gramm, rna = na Gramm, r = n' Centimeter, so dass 
also nl, n2, n' reine Zahlen sind, so wil'd 

A = 6568.10- 11 nt,~2 (Centimeter) (Gramm) (Secnnde)- 2. n 

Fiir den Fall nl = n2= n'= 1 haben wir 

A = 6568.1O- I1 (Centimeter) (Gramm) (Secunde)-2. 

Bezeichnen wir also den Eillheitsbetrag einer bewegenden Kraft -
Centimeter, Gramm, Secunde als Einheiten vorausgesetzt -, mit .st, so wird 
A = 6568. 1O-11 .st, die Attractiollsconstallte 6568.10- 11 bezeichnet hiernach 
diejenige bewegende Kraft, die zwei homogene kngelformige Korper von den 
Massen 1 Gramm anf einander ausiiben, wenn ihre MitteJpnnkte um einell 
Centimeter von eillander entfernt sind, oder, wie wir auch sagen konnen, 
der Eillheitsbetrag fiir bewegende Krafte -- ausgedriickt durch Centimeter, 

Gramm, Secunde - ist 6~0;~ oder 15220000 Mal so gross wie die Attraction 

jener Kurper von je ein Gramm Masse in der Entfernung 1 Centimeter. 
Benutzen wir den zweiten Ausdruck fiir die Attractionsconstante, so wird 

A = 6568.10- 14 m;.:'2 (Metel')3 (Kilogrammrl (Secunder2. 

Indem wir hier die Massen nach Kilogramm, die Entfernung nach 
Meter rechnen, wird 

A = 6568.10-14 nl ~2 (Meter) (Kilogramm) (Secunde)-2. 
n 
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Wollen wir jetzt den betre:ffenden Korpem die Massen 1 Gramm geben, 
und die Entfemung ihrer Mittelpunkte zu 1 Centimeter ansetzen, so hatten 

. 1 1,] h d" d' Ib WIr 1Zt = 1000' ~ = 1000' n = 100 zu mac en, ann ware genau lese e 
Attraction, die wir vorhin betrachtet haben, namlich die zweier Gramme in 
der Entfernung 1 Centimeter 

A = 6568.10- 16 (Meter) (Kilogramm) (Secunde)-2. 

Wenn wir aber auch jetzt n1 = ~= n'= 1 setzen, so wird 

A = 6568.10- 14 (Meter) (Kilogramm) (Secunde)-2. 

Dann iet jedoch die Bedeutnng von A eine andere, und zwar giebt diese 
Grosse nunmehr die Attraction zweier homogener kugelformiger Korper von 
den Massen 1 Kilogramm, deren Mittelpunkte von einander 1 Meter ent
fernt sind, auf einander - ausgedriickt in Einheiten einer bewegenden 
Kraft, deren Benennungen Meter, Kilogramm und Secunde sind ~ oder 
auch eine Krafteinbeit, die durch Meter, Kilogramm und Secunde gemessen 

wird, ist ~~~~, das heisst 1522000000 Mal so gross als dic Attraction zweier 

kugelformiger homogener Korper von den Massen 1 Kilogramm, deren Mittel
punkte um 1 Meter von einander abstehen. 

Endlich wollen wir noch in A = 6568.10- l1(Centimeter) (Gramm) (Se
cunde)-2 die Benennung durch @/981 ersetzen, @ bedeutet dann, wie 
wir frillier gesehen haben, die bewegende Kraft der Schwere in Paris; es 
wird aber 

A = 6::~ 10- 11@ = 6,70.10- 11@. 

Die bewegende Kraft, die die Erde auf ihrer Oberflache auf die Masse 
1011 

Gramm ausiibt, ist hiernach 670 oder ],409.1010, also mehr als Zehn-, 
tausendmillionen Mal so gross als die Attraction dieser in Form einer 
homogenen Kugel gedachten Masse 1 Gramm auf eine ihr gleiche, ebenfalls 
kugelformige Masse, deren Mitte von der ihrigen um 1 Centimeter abstebt. 

Diese Beispiele werden geniigen darzutnn, wie sehr Vorsicht bei der 
Transformation von Einbeiten und Einheitsbetragen geboten ist; sie 
sollten aber auch zeigen, wie man durch solche geeignete Transformationen 
sich Ieicht fiir Grossen eine Anschauung verscha:ffen kann, die sonst dem 
Verstandnis, weil man noch keine geniigende Erfahrung hat, fern stehen. 
Ueberhaupt ist es von grossem Vorteil, sich von den Quantitaten, die man 
zahlenmassig niederschreibt, auch eine bestimmte Vorstellung zu machen, 
sei es, dass man dieselben mit Quantitaten anderer Grossen, die auS der 
Erfahrung schon gelaufig sind, vergleicht, sei es, dass man sich an die er
fahrene Wirkung einer andern Quantitat derselben Grosse erinnert. Selbst
verstandlich giebt die Vorstellung der Quantitat einer Grosse noch nicht 
immer auch eine Yorstellung von der betre:ffenden Grosse selbst. 
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III. Die praktisClhen Einheitsbetriige. 
13. Festsetzung der Fundamentalgrossen. Wir wollen nunmehr rur 

alles folgende festsetzen, dass die Fundamentalgrossen, auf welche die Quau
titaten aller physikalischeu Grossen bezogen werden sollen, Lange, Masse 
und Zeit sind; als Fundamentaleinheiten haben wir dann Langeneinheit, 
Masseneinheit, Zeiteinheit auzusehen, das heisst eine bestimmte Lange, 
die zur Messung aller andern Langen; eine bestimmte Masse, die zur 
Messuug aller andern Massen; eine bestimmte Zeit, die zur Messung aller 
andern Zeiten dient. Welche Lange, Masse, Zeit als diese Einheiten an
genom men werden, ist an sich gleichgiltig, man wird aber naturlich nur 
solche Einheiten wahlen, welche allgemein bekannt sind. 

14. Natiirliche und arbitrare Einheitsbetrage. Man kann nun die 
Betrage solcher Einheiten in zweierlei Weise festsetzen, entweder man stellt 
fur dieselben eine bestimmte Definition auf, die es jedem ermoglicht, sieh 
diese Einheiten fUr sich jederzeit herzustellen; oder man verfertigt bestimmte 
Reprasentanten belie big angenommener Betrage der betreffenden Grossen 
und sieht diese Reprasentanten als die allen Messungen zu Grunde zu 
legenden Einheiten an. 

Einheiten, die nach dem ersten Verfahren festgesetzt sind, werden als 
natitrliche Einheiten bezeichnet, Einheiten, denen das zweite Verfahren zu 
Grunde liegt, kann man willkurliche (arbitriire) nennen. 

Es ist klar, dass arbitrare Einheiten voraussetzen, dass bestimmte 
Reprasentanten (standards, etalons) derselben irgendwo aufbewahrt werden, 
man darf daher wol ann ehmen, dass das urspriingliche Maasssystem, dessen 
die Menschen sich bedienten, das naturliche war; in der Tat wei sen auch 
die Namen "Fuss", "Ene" u. s. f. auf solchen naturlichen Ursprung der 
betreffenden Maasse hin. Indessen hat man sich doeh schon sehr fruh 
genotigt gesehen, die der Natur entnommenen Einheitsbetrage durch be
stimmte Reprasentanten zu mren, die dann an Stelle der naturlichen Ein
heiten traten, und so ist das Maasssystem wenigstens flir Lange und Masse 
ein gemischtes geworderi und bis auf den heutigen Tag geblieben. 

Es ist friiher heftig dariiber gestrittell worden, ob man das Maasssystem 
besser natiirlich oder arbitrar wahlt. Die Verteidiger des arbitraren Maass
systems konnten mit Recht geltend machen, dass einerseits diejenigeu Be
trage flir Lange und Masse - von der Zeit wird spater die Rede sein -, 
die wir aus der Natur leicht entnehmen konnen, wie zum Beispiel die Lange 
eines Fusses, eines Armes u. s. f., zu variabel seien, als dass sie der Definition 
von Maasseinheiten zu Grunde gelegt werden Mnnten, die Betrage aber, 
die wir als unveranderliche Grossen ansehen durften, wie der mittlere Dureh
messer und die Masse der Erde, eine Wellenlange einer bestimmten }<' r a u e n
hofer'schen Linie gemessen im Vacuum u. s. f., nur mit Aufwand ausser
ordentlieher Kosten und Arbeit nutzbar gemacht werden konnten, und dass 
andererseits, da wir die von der N atur gelieferten Betrage nicht ohne weiteres 

Weinstein, Lehrbuch II. 2 
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jedesmal zur Anwendnng bringen kiinnen, wir uns doch von ihnen Reprasen
tanten herstellen muss en, die eben wieder arbitrll.r sind, weil wir nicht die 
Sicherheit haben kiinnen, dass sie viillig den natfirlichen Betragen ent
sprechen. Dagegen konnten die Anhanger des natfirlichen Maasssystems 
mit nicht minderem Recht vorhalten, dass die Festsetznng arbitrarer Maass
einheiten von der Annahme ausgeht, dass die Reprasentanten derselben 
absolut unveranderlich seien, die Erfahrnng aber gelehrt babe, wie alles 
kiirperliche im Laufe der Zeit Verandernngen unterliege, dass ferner, wenn 
durch einen bOsen Zufall ein solch arbitrarer Reprasentant eines Einheits
betrags verloren ginge oder vcrnichtet wurde, eine Wiederherstellung 
desselben unmiiglich und damit die notwendige Continuitat der Maass
bestimmungen unterbrochen sei. 

Da die Argumente beider Teile unwiderleglich sind, so hat sich im 
Laufe der Zeit von selbst herausgestellt, dass man einen Mittelweg ein
schlagen musse. Jetzt verfahrt man in den civilisirten Landern allgemein 
so, dass man entweder Maasseinheiten aus der Natur definirt und dann der 
Definition tunlichst genau entsprechende Reprasentanten derselben herstellt, 
die an Stelle der definirten treten, oder erst Reprasentanten fUr Maass
einheiten in mehr oder minder arbitrarem Betrage construirt und diese dann 
mit durch die Natur gegebenen entsprechenden Grossen sorgfaltig vergleicht. 
So besitzt zwar kein Yolk wirklich naturliche Maasseinheiten, aber die 
arbitraren Maasseinheiten lassen sich durch natfirliche Grossen ausdrucken, 
selbstverstandlich mit der Genanigkeit, die der derzeitige Stand unserer 
Wissenschaft ge&tattet. 

15. Unterabteilnngen und Vielfache von Maasseinheiten. Ein zweiter 
Punkt betrifft die Einteilung einmal bestimmter Maasseinheiten in Unter
abteilungen. Hier stehen sich zwei Systeme gegenuber, das Duodecimal
(und das mit diesem zusammenhiingende Sexagesimal-) und das Decimal
system. Da unsere jetzige Arithmetik auf dem Zehnersystem gegrundet ist, 
durfte die Teilung der Einheiten in Zehntel und Potenzen von Zehntel der 
in Zwolftel und Potenzen von Zwolftel vorzuziehen sein, indessen ist die 
letztere bei der Zeit so ausschliesslich in Gebrauch gekommen, dass bisher 
aIle Versuche, sie dnrch eine Decimalteilung zu ersetzen, fehlgescblagen 
sind, und bei der Lange und Masse bildet sie noch jetzt fUr viele Maass
systeme die Grnndlage. Es ist auch dieser Punkt, weil er mebr das Rechnen 
betri:ft't, nicbt von principieller Bedeutung, wenngleich wahrscheinlich die 
schOne und consequente Decimalteilung des metrischen Maasssystems nicht 
wenig zu der Verbreitung dieses Systems beigetragen bat. 

16. Aeltere Einheitsbetrage ftir Lange und Masse. Von weit griisserer 
praktischer und wissenschaftlicher Bedeutung ist die Einheitlichkeit des 
Maasssystems. Der ideale Zustand ware, wenn auf der ganzen Erde 
nur ein Maasssystem herrschte; dies en Zustand haben wir noch nicht er
reicht, und wenn wir ihm aucb nicht mehr fern sind und fiir die nachste 
Zukunft nur noch zwei Systeme, das metrische und das englische, in Frage 
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kommen, hnn dem Physiker doch nicht ersparl werden, sich mit ver
schiedenen Maasssystemen, sei es, dass dieselben jetzt noch in Gebrauch 
sind oder friiher in Gebrauch waren, verlraut zu machen. Die Relationen 
zwischen denselben sind jetzt meist hinlanglich bekannt; neben dem enorm 
angewachsenen Handelsverkehr zwischen den Volkern hat namentlich die 
Geodasie die Regierungen gezwungen, diese Relationen auf das genaueste 
feststellen zu lassen. 

Ich werde im FoIgenden einiges Historische iiber Maasssysteme, zunachst 
iiber die der Lange und Masse, zusammenstellen, dabei eingehender nur 
die Entstehung des metrischen und jetzigen englischen Systems behandeln. 
Die Arbeiten namentlich bei der Herstellung der metrischen Maasseinheiten 
sind fiir die physikalischen Maassbestimmungen nicht minder wie fiir die 
geodatischen von grundlegender Bedeutung geworden und sie gereichen den 
Mannern, die sie ausgefiihrl haben, zum ewigen Ruhme.*) 

Die Maasssysteme der Volker des Al t e r tu m s fiir Lange und Gewicht 
scheinen alle einen und denselben Ursprung gehabt zu haben, wenigstens 
lassen sie sich, wie B 0 ckh nachgewiesen hat, auf das Maasssystem des 
alten chaldaischen Reiches Babylon zuriickfiihren. Von hohem Interesse 
ist . dabei, dass schon damals Lange und Masse nicht unabhangig von 
einander festgesetzt wurden, aber wahrend wir jetzt bei der Definition der 
Masseneinheit die Langeneinheit zu Hille nehmen, wurde im babylo
nischen Maasssystem umgekehrt die Langeneinheit aus der Masseneinheit 
abgeleitet. 

1m Mittelalter und bis in die neueste Zeit hinein herrschten eine 
unzahlige Menge von Maasssystemen, und es variirten die Maasse nicht bIos 
von Land zu Land, sondern in vielen Landern von Stadt zu Stadt. In 
England freilich ist den Maasseinheiten schon sehr friih grosse Aufmerksam
keit geschenkt worden, verhii.ltnismassig eingehende Bestimmungen iiber die
selben existirten daselbst schon vor mehr als 900 J ahren, wenn auch die auf die 
heutige Zeit erhaltenen Hauptreprasentanten solcher Einheiten nicht alter als 
300 Jahre sein mochten. In Frankreich gehen die Bestrebung'en, ein geordnetes 
Maasssystem zu schafl'en, ins 14. Jahrhundert zuriick, es kam zwar bis gegen 
das Ende des vorigen Jahrhunderts kein gesetzliches System zu Stande, doch 
gab es unter den vielen daselbst gebrauchlichen Maassen ein Langenmaass, 
welches seine staatlicheAnerkennung dadurch documentirte, dass**) "ein Modell 
eines Vielfachen von ihm in Paris zur allgemeinen Benntzung aufbewahrt 
wurde. Es bestand aus einer mit Klammern an das Gemauer des Chittelet 
befestigten Schiene von Eisen mit zwei Vorspriingen." Die Entfernllng 
dieser Vorspriinge wurde als Toise bezeichnet, und Biirger, die die Richtig-

*) Eingehendes uber die verschiedenen Maasssysteme :findet man in: Do v e, 
Maass und Messen; Karsten, Encyklopadie der Physik, Bd. I, Cap. ill; Muncke in 
Gehlers physikalischem Lexicon, Bd. VIa, Artikel Mass. 

**) Peters, Zur Geschichte und Kl'itik del' Toisen-Maass-Stabe, Metl'onomische 
Beitrage No.5. Herausgegeben von der Kaiserl. Normal-Aicbungs-Commission. 
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keit ihrer Maassstabe controliren wonten, taten dies dadurch, dass sie diese 
Maassstabe zwischen die Vorspriinge durchsehoben. Da bei del' Feststellung 
des metrischen Maasssystems die Toise - wenn auch nicht die des CMtelet, 
sondern eine aus ihr abgeleitete, die Toise du Perou - zur Grundlage 
diente, hat dieses Modell eine gewisse historisehe Bedeutung. Aueh fiir 
die Gewichtseinheit existirte in Paris ein Modell in Gestalt del' Pile de 
Charlemagne zu 50 Marc, welches jetzt ein Alter von 600 Jahren haben 
durfte. Hochst mannigfaltig waren die Maasssysteme in den deutschen 
Staaten und StMten, und es ist bekannt, dass noch in nnserem Jahr
hundert fast jeder Staat sein eigenes Maasssystem besass. 

Gegen das Ende des vorigen Jahrhunderts, als die Maassverwirrung 
sicn namentlieh fur die geodatischen Arbeiten verderblieh gezeigt hatte, 
wnrde in der erst en Pflegerin dieser Arbeiten, in Frankreich, das metrische 
Maasssystem fixirt, welches sieh jetzt fast die ganze Welt erobert hat und dem 
aueh unser Maasssystem angehort. Seit der Zeit datirt auch die Reform 
aller anderen Maasssysteme und die grosse Ruhrigkeit, die in unserm Jahr
hundert auf dem Gebiete del' Metronomie herrseht. 

17. Urspriingliehe Vorschliige fUr ein einheitliehes Maasssystem. 
Vorschlage fUr ein einheitliches Maasssystem sind gleicll gemacht worden, 
als man in den N aturwissenschaften exactere Messungen auszufiihren anfing, 
und da man bald einsah, dass allgemeine Maasseinheiten VOl' allen Dingen 
internationalen Charakter tragen mussen, kam man schon friih auf den 
Gedanken, diese Einheiten del' Natur zu entnehmen. Man fand aueh gleieh 
fiir die Langeneinheit - und fiir diese machte sich del' Mangel eines 
einheitlichen festen Maasses am meisten fiihlbar - die beiden natiir
lichen Maasse, welche noch jetzt zur Grundlegung und Controle dienen. 
Huyghens schlug 1664 VOl', die Langeneinheit aus del' Lange des einfachen 
Secundenpendels abzuleiten, und zwar wollte er in seinem 1673 erschienenen 
Horologium Oscillatorium den dritten Teil jener Lange als Einheit unter 
der Bezeichnung pes horarius festsetzen. Spater, als man erkannte, dass 
die PendelHinge nicht unter allen Breiten gleich sei, fiigte er noeh die 
Angabe einer bestimmten Breite hinzu. 6 Jahre nach Huyghens Vorschlag, 
1670, trat del' Franzose Mouton in einem in Lyon gedruckten Werke mit 
dem Project auf, die Grosse del' Erde als Grundlage flir Maassbestimmungen 
zu benutzen; die Einheit del' Lange sollte die Strecke sein, (lie einer 
Bogenminute eines grossten Kreises auf del' Erdoberflache gleich ist, die 
Unterabteilungen diesel' Einheit, die er als Meile bezeichnet, wollte er nach 
dem Decimalsystem einrichten. Nachher ist dieses Project noch vielfach 
modificirt worden, bis es mit gewissen Aenderungen und nahern Fest
setzungen in dem metrischen System seine Verwirklichung fand. 

Es verging abel' noch fast ein Jahrhundert, ehe man einen diesel' 
Vorschlage ernstlich in Angl'iff nahm. Zwar hatten Picard und spater 
Bouguer und Lacondamine Huyghens' Gedanken warm empfohlen, 
und del' letztere hatte sogar naeh Beendigung del' so beriihmten Langen-
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messungen in Peru, die in Verbindung mit den gleichzeitigen Messungen 
von Clairaut und Maupertuis in Lappland eine Entscheidung iiber die 
Gestalt der Erde herbeifiihren soliten, unter dem .A.equator die Lange des 
Secundenpendels daselbst in Stein einhauen und mit der Unterschrift 
Mensurae naturalis exemplar, utinam et universalis versehen lassen, aber 
der erste entscheidende Schritt wurde wol nicht vor 1790 getan. 

18 a. Entstehung des metrischen Maasssystems. 1m Beginn dieses 
Jahres machte Talleyrand der .A.ssemblee Constituante einen diesbeziiglichen 
Vorschlag, am 6. Mai stattete de Bonnai Bericht ab und am 8. schon 
erliess die .A.ssemblee ein Decret, wonach der Konig gebeten werden solIte, 
den Konig von England aufzufordern, eine Commission von Mitgliedern der 
Royal Society zu ernennen, die im Verein mit einer franzosischen Commission 
aus Mitgliedern der .A.cademie des sciences unter irgend einem Breitengrade 
die Lange des Secundenpendels bestimmen, und aus dieser dann einen un
veranderlichen Reprasentanten (modele) fiir aile Maass- und Gewichts
bestimmungen ableiten solIte. Das Decret hielt sich, wie man sieht, an 
Huyghens Vorschlag. 

In Tatigkeit trat nur die franzosische Commission unter dem Namen 
Commission de l'Academie, es gehOrten derselben an Borda, Lagrange, 
Laplace, Monge und Condorcet, Namen, die der Physiker und Mathe
matiker nur mit einem Gefiihle der Ehrfurcht und Bewunderung aussprechen 
kann. Der Bericht dieser Commission, datirt vom 19. Marz 1791, ging 
iiber den engen Rahmen hinaus, der im Decret vorgesehen war, denn er 
discutirte zugleich den zweiten V orschlag fiir die natiirliche Langeneinheit, 
den, diese Einheit aus der Grosse der Erde abzuleiten. Er entscheidet sich 
geradezu fiir dies en zweiten V orschlag und beantragt als Einheit der 
Lange den zehnmillionten Teil eines Viertels eines Meridiankreises zu wahlen, 
diese Lange spater noch mit der Lange des Secundenpendels unter 45° 
Breite zu vergleichen und die Einheit der Masse dadurch darzustellen, dass 
man ein durch Teile der neuen Langeneinheit gemessenes Volumen destillirten 
Wassers von der Temperatur des schmelzenden Eises im Vacuum wagt. 

Zur .A.bleitung der neuen Langeneinheit war es nun durchaus notig, 
die Grosse eines Meridianquadranten mit irgend einem Maass auszumessen, 
da man aber die Erde mit sehr grosser .A.nnaherung als ein abgeplattetes 
Rotationsspharoid ansehen kann, geniigt es, schon ein Stiick eines solchen 
Quadranten auszumessen. 

Die Commission schlug denn auch eine Bolche Messung vor und 
wahlte natiirlich das zu messende Bogenstiick seinem weitaus grossten 
Teile nach in Frankreich, und zwar den zwischen Dunkerque und Barcelona 
reich end en Bogen . 

.A.m 26. Marz 1791 adoptirte die .A.ssemblee diesen Plan der aka
demischen Uommission, und nachdem derselbe vier Tage spater die Konig
liche Sanction erhalten hatte, wurde die .A.kademie beauftragt, Commissare 
zur .A.usfiihrung der notigen .A.rbeiten zu wahlen. 
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Man ist spater bei diesen Vorschlagen der ersten Commission der 
Akademie nicht ganz stehen geblieben. Namentlich wurde die Definition 
der Gewichtseinheit dadurch modificirt, dass man dem Wasser nicht die 
Temperatur des schmelzenden Eises, sondern diejenige vorschrieb, bei 
welcher dasselbe seine grosste Dichtigkeit hat, und zwar aus dem ausschlag
gebenden Grunde, weil die Dichtigkeit des Wassers bei 0°, wo dasselbe in 
Eis ubergeht, nicht mehr definirbar ist, dann aber auch, weil man so sich 
von allen Temperaturscalen unabhii.ngig Zll machen glaubte. Ferner 
setzte man noch fest, bei welcher Temperatur der Stab, der die neue 
Langeneinheit darstellen soUte, dem zehnmillionten Teil eines Erdquadranten 
gleich zu sein hatte. Im wesentlichen gab aber dieser Bericht allen Arbeiten 
der Commissare, die die Akademie soforl ernannte, die Directive. 

Die Hauptarbeit fiel Mechain und Delambre zu, welche die Lange 
des angegebenen Bogens zu mess en hatten. Es mussten diese Messungen 
im Sturme der Revolution ausgeflihrl werden, zu einer Zeit, da in Frank
reich jeder, des sen Tatigkeit und republicanische Gesinnung nicht sofort 
klar war, vom aufgeregten und um seine Freiheit besorgten Volke mit 
Gefangllis oder Tod bedroht war. 

Man kann auch der Ziihigkeit und Kiihnheit jener beiden Manner nicht 
genug Bewunderung zollell, die ihren Auf trag zum Heil der Wissenschaft 
und zur Ehre ihres Vaterlandes mit grosster Sorgfalt, trotz der Schwierig
keiten, die ihnen entgegelltraten, mit Muhseligkeiten aller Art kampfend, 
oft in Lebensgefahr, zu Ende fiihrten. 

Die Messung der Pendellange haben Borda und Cassini bewerk
stelligt, der erstere hat auch die Ausdehnung der benutzten Maassstabe 
bestimmt, und namentlich die mechanischen Arbeiten, die gerade hier 
bei der Festsetzung neuer Maasseinheiten von grosster Bedeutung waren, 
geleitet. 

Indessen wurde am 8. August 1793 die Akademie unterdriickt; die 
Commission zur Feststellung der Maasseinheiten liess man bestehen, suchte 
sie aber von den Elementen zu reinigen, denen man nicht geniigende 
republicanische Gesinnung zutraute, und setzte Borda, Lavoisier, La
place, Coulomb, Brisson und Delambre ab, und so schien die glanzende 
Untersuchung, zumal man auch provisorischeMaasseinheiten decretirte, 
scheitern zu sollen. Es gelang aber bald die Machthaber umzustimmen, 
nnd nachdem ein Decret vom 18. Germinal an III bestimmte, spater all
zuflihrende Festsetzungen in Bezug auf die endgiltige Definition der neuen 
Maasseinheiten getroffen hatte, ordnete das Gesetz vom 18. Brumaire 
eine neue, von dem Comite d'instruction publique zu wahlende Commission 
an, die die Arbeiten bis zur vollstandigen Erledigung leiten sollte. Es ge
htirlen dieser wichtigsten aner Commissionen an: Berthollet, Borda, 
Brisson, Coulomb, Delambre, Hauy, Lagrange, Laplace, Mechain, 
Monge, Prony, Vandermonde, und unter der Leitung dieser Manner, 
Zu den en spater Darcet, Legendre und Lefevre-Gineau und durch 
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Cooptation eine Reihe Gelehrter anderer Staaten, namentIich van Swinden 
fii.r die batavische und Tralles fii.r die helvetische Republik traten, ist das 
grosse Werk zu Ende geidhrt worden. 

Die Publication, die die Untersuchungen selbst sowie die Resultate 
enthalt, umfasst drei starke Bande, die von 1806-1810 in Paris erschienen 
sind. Sie ist von Delambre redigirt und tragt den Titel Base du Systeme 
Mltrique decimal. Zu bedauern ist nur, dass nicht aIle Teile der Unter
suchung in gleicher Vollstandigkeit dargelegt sind, namentlich ist die 
Auseinandersetzung der Ableiiung der Gewichtseinheit durch den Mangel 
der Originalbeobachtungen von empfindlicher Kiirze. Von grosser Vorsicht 
zeugt es aber, dass man die definitiven Rechnungen nicht aHein von den 
Beobachtern ausfiihren liess, sondern noch vier andere Forscher dazu zog, 
die alle unabhangig von .einander nach selbstersonnenen Fonneln zu 
arbeiten hatten. Die letzten Resultate sind auch nicht von den Experimen
tatoren selbst gezogen. Zwei auswartige Forscher, van Swinden und 
Tulles, haben dieselben abgeleitet und dem Institut National in feierlichen 
Sitzungen im Monat Prairial an VII. mitgeteilt. 

Am 4. Messidor desselben Jahres iibergab die Commission der Akademie 
dem Staatsarchiv zu Paris einen Platinstab, der bei der Temperatur 
des schmelzenden Eises die Lange ein Meter, wie dieselbe der Definition 
gemass sich aus den Messungen des Bogens zwischen Dunkerque und 
Montjouy (bei Barcelona) ergeben hatte, und einen Platincylinder, der die 
Masse ein Kilogramm haben sonte, der Definition entsprechend, im luftleeren 
Raum also so viel wiegen sollte, wie ein Kubikdecimeter destillirtes Wasser, 
letzteres im Zustand seiner grossten .Dichtigkeit (bei 4° Celsius) genommen. 
Nach ihrem Aufbewahrungsort heissen dieses Meter und dieses Kilogramm, 
Archivmeter und Archivkilogramm (metre des. archives und kilogramme des 
archives), und es bilden diese beiden Stiicke die Grundeinheiten der Langen
und Maassbestimmungen nicht bIos in Frankreich, sondern bald der ganzen 
civilisirten Welt. 

lSb. Ableitung der metrischen Langeneinheit, des Meter. Nach 
dies em historischen Ueberblick ist noch klarzulegen, wie diese Einheiten 
aus ihren Definitionen mit Bilfe der bezeichneten Messungen gewonnen sind. 

Da die Masseneinheit mit Rilfe der Lallgeneinheit erst abgeleitet ist, 
bildet die Bestimmung der Langeneinheit das Fllndament des ganzen Maass
systems. Der Definition nach sollte diese Langeneinheit, das Meter, der 
zehnmillionte Teil eines Meridianquadranten sein. Einen ganzen Quadranten 
zu messen gebt noch jetzt nicht an, man bestimmt also die Lange dieses 
Quadranten, indem man ein Stiick desselben ausmisst und zugleich seinen 
Winkelwert beobachtet. Ware die Erde eine Kugel, so wiirde es gleichgiltig 
sein, an welcher Stelle des Quadranten dieses Stiick liegt, man wurde 
ihre Grosse sofort aus jedem beliebigen Stiick eines Quadranten ableiten 
konnen. Da die Erde aber sehr angenahert die Gestalt eines abgeplatteten 
Rotationsellipsoids besitzt, ~muss man: die Lage der Endpunkte des ge-
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messenen Stiickes, die geographische Breite derselben, genau angeben. 
Derselbe Umstand bringt es aber auch noch mit sich, dass die Messung 
einer einzigen Strecke iiberhaupt nicht ausreicht, da ein RotationseIlipsoid 
erst durch zwei Durchmesser bestimmt ist. Man muss also mindestens 
zwei solehe, auf demselben Meridian oder auch auf verschiedenen Meri
dianen gelegene Strecken messen. So bekommt man zwei Gleiehungen, 
aus denen sich die beiden Durchmesser der Erde, oder aueh die Lange 
eines Meridianquadranten und die Abplattung berechnen lassen. Hieraus 
ersieht man, dass, weil ein ganzer Erdquadrant nicht gemessen werden 
konnte, das Meter sich nicht fiir sieh allein, sondern nur zugleich mit der 
Abplattung der Erde bestimmen liess. 

Die franzosisehe Commission hat nur e in e Strecke gemessen, die zweite 
notige Gleichung entnahm sie den Messungen, die 50 Jahre vorher Bouguer 
und Lacondamine in Peru ausgefiihrt hatten. Nun haben die letzt
genannten Forscher ihre Messungen mit einem eisernen Stab bewerksteIligt, 
der ungefiihr die Lange der friiher erwahnten Toise du Chatelet besass, und 
nachmals unter dem Namen Toise du Perou zu grosser Beriihmtheit gelangt 
ist. Die franzosische Commission musste also ihre Messungen auch auf 
dieser Toise du Perou basiren. Man liess von Lenoir vier Stabe aus 
Plaiin herstelIen, deren jeder etwa zwei Toisen lang war, und maass die
selben mit der Toise du Perou aus; einer dieser Stabe, mit No.1 bezeiehnet 
und Module genannt, diente dann allen andern zur Grundlage, und in Ein
heiten seiner Lange wurden aueh zunachst aIle Messungsergebnisse ausge
driickt. Die Scblusszahl fur die Lange des gemessenen Bogens konnte, 
da man die Relation zwischen dem Module und der Toise du Perou kannte 
- nach van Swinden solite der balbe Module bei der Temperatur 12~5 
der hundertteiligen Scale genau so lang sein, wie die Toise du Perou bei 13° 
der Reaumursehen Scale - in Einheiten der Toise du Perou angegeben werden. 
So batte man zwei homo gene Gleichungen fUr die Bestimmung der Abplattung 
und des Meter, und es ist hiernach klar, dass die aus demselben resultirende 
Lange fur das Meter nichts anderes angab, als welcher Teil der Toise du 
Perou (diese bei 13° Reaumur genommen) die neue Langeneinbeit, das 
Meter, sein solIte. lndem man dann einen Stab aus Platin anfertigte, der 
bei der Temperatur des scbmelzenden Eises genau so lang war, wie jener 
Teil der Toise du Perou bei 13° der Reaumur'schen Scale, batte man die 
der Definition entspreebende Langeneinbeit, das Meter, eben jenes metre des 

1 
archives. Es hat sieh spater herausgestelIt, dass die Zahl 334' die die 

Commission ffir die Abplattung, indem sie von Beobaehtungen in Peru 
allein die Bouguers benutzte, glaubte annehmen zu miissen, zu klein ist, 

man weiss jetzt, dass diese Zahl sehr nahe 3~0 ist, und D elambre ist, 

weil er aueh Laeondamine's Messungen zu Rate zog, der Wabrheit viel 

naher gekommen, denn er fand 3~9 . 
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Die Toise du Perou zu 864 Linien gereehnet, maehte die Commission 
das Meter gleieh 443,296 Linien. Genau der Definition entspreehend, hatte 
diese Zahl etwas grosser sein muss en, darnaeh ist die eigentliehe Langen
einheit des metrisehim Systems nieht der zehnmillionte Teil des Erdquadranten, 
sonderD das individuelle metre des archives (bei 0°), und SO ist aueh diese 
Einheit spater allgemein angenommen worden. Wahrseheinlieh entsprieht 
die, hiernaeh eigentlieh arbitrare, metrisehe Langeneinheit ihrer natiirliehen 
Definition bis auf weniger als 0,01 %, gewisB aber kann sie aus dieser 
Definition jederzeit mit hinreiehender Genauigkeit reeonstruirt werden. 

18 c. Ableitung der metrischen lIasseneinheit. Was die zweite Einheit 
in dem System der metrisehen Maasse anbetrlfft, so kann es keinem Zweifel 
unterliegen, dass man sieh bei der Definition derselben voll bewusst gewesen 
ist, dass man eine Einheit fur Massen, nieht fur Gewiehte, hat seha:ffen 
wollen. Freilich wird diese Einheit oft als unite de poids bezeichnet, aber 
jede nahere Erlauterung, die gebracht wird, weist darauf hin, wie man 
darunter nur eine Masseneinheit verstanden hat. Es ist merkwiirdig, dass 
man spater aus dem Begri:ff der Masseneinheit einen Begrift' der Gewichts
einheit hat machen konnen, das, was wir Gewiehtstiicke nennen, sind Massen. 
Gewicht ist an sieh eine Kraft und zwar die anziehende Kraft der Erde und 
ist nur dadurch in die Massenbestimmungen hineingekommen, dass wir mit 
Hilfe dieser Kraft Massen am leichtesten mit einander vergleiehen kOnnen. 
Zwei Massen sind fUr uns gleich, wenn die bewegenden Kriilie, die die Erde 
auf sie ausubt, gleich sind; diese bewegenden Krafte sind die Gewiehte der 
Massen. Aber es ist durehaus nieht notig, dass wir Massen mit einander 
dureh ihre Gewichte vergleichen, wir konnten es zum Beispiel auch durch 
ihre Stosswirkungen tun, wo die bewegende Kraft der Erde auf dieselben, 
die Gewichte, gar nicht mehr in Frage zu kommen brauchte.*) leh komme 
spater, wenn es sieh urn Massen und Kraftbestimmungen handelt, darauf 
zuriick, hier war nur hervorzuheben, dass die Einheit, die die franzosische 
Commission festsetzen wollte, eine Masseneinheit ist, es ist demgemass auch 
nirgend auch nur die geringste Andeutung dariiber, dass man diese Einheit 
auf einen bestimmten Ort hat beziehen wollen, wie es doch wegen der 
Variabilitat der Schwerkraft der Erde n!itig gewesen ware, wenn man eine 
Gewichtseinheit hatte constrniren wollen. 

Die Masseneinheit solIte nun diejenige Menge destillirtes Wasser grosster 
Dicbte (von der Temperatur 4° der bundertteiligen Scale) seiu, welche den 
Raum eines W urfels ausftillt, des sen Seite den zehnten Teil des Meter, ein 
Decimeter, lang ist. Dieses Kubikdecimeter destillirtes Wasser im Zustand 
seiner grossten Dichte ist das Kilogramm. Da es nun nicht angeht, sich 
in jedem Falle ein solches Kubikdecimeter Wasser herzustellen, wurde gleich 

*) Siehe auch die Auseinandersetzungen von Forster in der Publication der 
Kaiserl. Normal-Aichungs-Commission: Die Herstellung und wiederkehrende Prnfung 
der Haupt- und Controlnormale. 
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verftigt, dass ein fiir aIle mal aus einer dauerhaften festen Substanz ein 
Korper hergestellt werden sonte, der genau soviel Masse besitzt wie jenes 
Kubikdecimeter Wasser. Es wurde aber angenommen, dass ein Korper mit 
diesem Kubikdecimeter Wasser gleiche Masse besitzt, wenn die bewegende 
Kraft der Erde unter gleichen Verhaltnissen auf ihn so gross ist, wie ~uf 
dieses Kubikdecimeter Wasser, eine Annahme, an deren Berechtigung sich 
nicht gut zweifeln Hisst. Endlich wurde noch hinzngefiigt, dass jede 
andere Wirkung, die nicht proportional den Massen vor sich geht, bei der 
HersteIlung des betreffenden das Kubikdecimeter Wasser ersetzenden Korpers 
vermieden oder in Rechnung gezogen werden sollte. Man weiss, dass die 
Luft durch den Auftrieb eine solche nicht den Massen proportionale Wirkung 
ausiibt, und daher schreibt sich die nahere Bestimmung, dass der betreffende 
Korper dem Kubikdecimeter Wasser gleich sein solIte, wenn beide sich im 
Vacuum befinden. 

Hiernach hatte die Commission zwei Operationen ausfiihren miissen, 
einmal ein Kubikdecimeter destillirtes Wasser grosster Dichte und dann 
einen festen Korper von gleicher Masse wie dieses Kubikdecimeter Wasser 
herstellen miissen. Sie ist aber aus leicht verstandlichen Griinden in etwas 
anderer Weise verfahren. 

Lefevre-Gineau, dem die Commission die Fixirung der Masseneinheit 
iibertragen hatte, liess sich einen iiberall geschlossenen Messingcylinder*) 
herstellen, des sen Hohe seinem Durchmesser gleich war und etwa 2,435 Deci
meter betrug. Das Gewicht dieses Cylinders im luftleeren Raum, abziiglich 
seines Gewichts in destillirtem Wasser von grosster Dichte, beide Gewichte 
gemessen mit beliebigen Gewichtstiicken, giebt dann das Gewicht der von 
dem Cylinder verdrangten Wassermenge. Kennt man also noch das V olumen 
des Cylinders in Kubikdecimeter, so weiss man, wie viel Stiicke der benutzten 
Gewichte dem Gewicht dieses so bestimmten V olumens Wasser gleich sind, 
kann also auch die Anzahl Gewichtstiicke angeben, welche gerade einem 
Kubikdecimeter des Wassers von der angegebenen Beschaffenheit an Masse 
gleich kommen. Dadurch ist der Reprasentant dieser Masseneinheit gewonnen, 
der dann seinerseits durch irgend einen andern Repraselltanten ersetzt werden 
kann. Genauer wird das Verfahren spater bei der Theorie der Wagungen 
auseinandergesetzt werden, hier ist noch das Tatsachliche anzugeben. 

Das Volumen des Cylinders musste Lefevre-Gineau durch directe Aus
messung seiner Hohe nnd seines Durchmessers bestimmen. Da man nicht an
nehmen konnte, dass der Cylinder seiner geometrischen Definition absolut 
entsprach, so wurden Hohe und Durchmesser an sehr vielen Stellen bestimmt; es 
wurden 37 zu der mittleren Hohe symmetrisch und auf der Grnndflache 

*) In dem ersten Bericht von Tralles uber Lefevre-Gineau's Arbeit wird 
das Metall des Cylinders wie auch das der benutzten Gewichtstucke stets cuivre genannt, 
in dem allgemeinen Bericht an die Akademie aber immer laiton, und es kann wol 
auch keinem Zweifel unterliegen, dass beide Bezeichnungen Messing (oder Bronze?) 
andeuten soli en. 
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gleichmassig verteilte Hohen und 48 Durchmesser, die zu je 6 auf 8 aqui
distante Querschnitte symmetrisch verteilt waren, gemessen. So ergab sich als 
mittlere Hohe 0,2437672 Meter und als mittlerer Durchmesser 0,2428368 Meter, 
das Volumen also zu 11,2900054 Kubikdecimeter, alles bezogen auf 17~6 der 
hundertteiligen Scale. In richtiger Erkenntnis, dass ein Vollcylinder von 
dieser Grosse keine genaue Wagung mehr gestattete, liess Lefevre-Gineau 
denselben hohl herstellen, und da dann das Volumen zu sehr von den Ver
haltnissen der umgebenden Atmosphare abhii.ngig gewesen ware, machte er 
den Innenraum durch ein enges Rohr mit der ausseren Luft communiciren, 
welches bei den Wagungen im Wasser natiirlich aus dem Wasser heraus
ragte. Die Wagungen im Wasser sind nicht bei der Temperatur ansgefiihrt, 
bei welcher das Wasser seine grosste Dichte hat (40 C.), sondern in der Nahe 
der Temperatur des schmelzenden Eises (im Mittel bei 0,3 0 C.). Lefevre
Gineau hat aber, nm spater auf die Temperatur der grossten Dichte des 
Wassers iibergehen zu kOnnen, untersncht, wie die Dichte des Wassers sich 
mit steigender Temperatur andert. Wie der Cylinder waren anch die Gewicht
stiicke, mit denen die Wagungen ansgefiihrt wurden, aus Messing, ein Stiick 
war in beliebiger Grosse angenommen, die andern bildeten durch sorgfaItige 
Wagung genau ermittelte Teile dieses Smckes; spater sind dann die Stiicke 
auch mit der friiher erwahnten pile de Charlemagne verglichen worden. Die 
Masseneinheit stente sich also zuerst dar in Stucken des bei den Wagungen 
benutzten Gewichtsatzes, man fertigte aber sofort einen Platincylinder an, 
der diesen Stiicken an Masse gleichgemacht wurde, und dieser Platincylinder ist 
dasKilogrammdes archives und bildet die Masseneinheit des metrischenSystems. 

In wie weit dieses Kilogramm des archives seiner Definition entspricht, 
ist noch nicht ausgemacht, wahrscheinlich betragt seine Abweichung von 
dem definitionsmassigen Betrage weniger als 0,01 %, einige wollen sie sogar 
auf nnr 0,001 % ansetzen, gewiss ist, dass die Arbeiten zur Herstellung der 
Gewichtseinheit mit bewunderungswiirdiger Umsicht und Sorgfalt ausgefiihrt 
worden sind, wir wiirden sie jetzt, nur weil wir bessere Instrllmente haben 
und auch etwas mehr Erfahrungen iiber die Eigenschaften der einzelnen 
zur Anwendung gekommenen Substanzen besitzen, vielleicht mit noch grosserer 
Genauigkeit bewerkstelligen kOnnen. 

Es ist auf die Art, wie die metrischen Maasseinheiten hergestellt sind, 
nicht bIos darum so genau eingegangen, weil diese Einheiten fiir unser 
ganzes Maasssystem von grundlegender Bedeutung sind, sondern anch weil 
die Arbeiten selbst ungemein lehrreich sind, einige Teile des drltten Bandes 
der Base du Systeme metrique decimale konnen nooh jetzt zum eifrigen 
Studium nicht warm genug empfohlen werden. 

lSd. Das Raummaass im metrisohen System. Unterschied zwischen 
Liter und Kubikdecimeter. Fiir das biirgerliche Leben ist ausser dem 
Langen- nnd Massenmaass nooh von grosser Wichtigkeit das Raummaass; 
dieses ist im metrisohen System eigentlioh ein doppeltes. Einmal wird die 
Raumeinheit abgeleitet allein aus der Langeneinheit, dann aber auoh ans 
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der Masseneinheit. Aus der Langeneinheit abgeleitet ist die Raumeinheit, 
der Raum eines Wiirfels, dessen Seite 1/10 des Meter, ein Decimeter, lang 
ist. Aus der Masseneinheit abgeleitet ist es deljenige Raum, den ein Gefass 
bei der Temperatur des schmelzenden Eises (bei 0°) haben muss, wenn es 
gerade ein Kilogramm destillirtes Wasser von der grossten Dichte (von der 
Temperatur 4° der hunderiteiligen Skale) fassen solI. Jene Raumeinheit 
wird das Kubikdecimeter, diese das Liter genannt. 

Ware nun das Kilogramm genau entsprechend seiner Definition her
gestellt, so mussten beide Raumeinheiten identisch sein, ein Liter ware dasselbe 
wie ein Kubikdecimeter, das ist allerdings nicht der Fall, das Kilogramm 
des archives ist nicht ganz seiner Definition gemass, und darum darf man 
Kubikdecimeter mit Liter nicht confundiren, aber die Abweichung des Liter 
von dem Kubikdecimeter ist anscbeinend nur gering und so wird dem grossen 
Vorteil, den das metrische System fUr sich bat, dass namlich die Verbindung 
zwiscben Raumeinheit, Masseneinheit und Langeneinheit die denkbar einfachste 
ist (denn nichts hindert uns, statt des Meter 1JI0 seiner Lange als Langen
einheit anzusehen), nur wenig Abbruch getan. Die andern Maasssysteme 
befinden sich in dieser Beziehung in so sebr viel ungfinstigerer Lage, dass 
in einigen die Raumeinheit ohne Rucksicht auf die Masseneinheit oder auf 
die Langeneinheit hat hergestellt werden mussen. 

18e. Nomenklatur im metrischen Maasssystem. Endlich ist noch 
einiges uber die Unterabteilungen und Vielfachen der Einheiten und die 
Bezeichnung derselben zu sagen. Ffir Lange wie ffir Masse sind die Unter
abteilungen durch successive Division, die Vielfachen durch successive 
Multiplication mit 10 gebildet. Es ist also durcbgaugig die dekadiscbe 
Rechnung durchgefuhrt. Bei den Bezeichnungen bildet fUr Lange das Meter, 
fUr Masse das Gramm die Grundlage, und es werden Vielfache durcb V or
setzung griechischer, Teile durch Vorsetzung lateinischer Zablworter benannt. 
Van Swinden besonders soIl Urheber der so geschickten Nomenklatur des 
metrischen Systems sein, es ist aber zu bemerken, dass diese Nomenklatur 
schon in dem Gesetz vom 18. Germinal an 3 eingeffihrt ist. Die dekadische 
Teilung selbst ist schon von der ersten Commission vorgeschlagen worden. 

19. Internationale Verbreitung des metrischen Maasssystems. In 
Frankreich trug man sich nach Fertigstellung der Langen- und Masseneinheit 
mit der stolzen Hofl'nung, es werde das neue Maasssystem bald uberall An
erkennung finden, und eben um den andem Nationen den Entschluss, das 
fremde Maasssystem anzunehmen, zu erleichtern, hatte man, wie erwahnt, 
eine grosse Anzabl auswartiger Gelehrter zu der Commission der Akademie 
zugezogen, ja sogar die Verkundigung der Schlussresultate Nichtfranzosen 
anvertraut. Die wissenschaftliche Welt hat sich auch ziemlich frfih dieses 
so consequenten und gutfundirten Maasssystems bemachtigt, aber die 
Regierungen haben sich nur schwer entschliessen konnen, es gesetzlich 
einzufUhren, trotzdem fast aIle grosseren Staaten ihre Maasseinheiten - die 
sogar zum grossten Teil erst nach dem metrischen System genau futirt wurden 
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- schon sehr friih mit den franzosischen vergleichen liessen. Aueh da, WO 

das Maasssystem auf das metrisehe basirt wurde, nahm man wenigstens 
andere Einheitsbetrage - meist 1/3 des Meter - an und vermied die schOne 
Einteilung des metrisehen Systems. Selbst das nach dem franzosischen 
weitaus bestfundirte System, das friihere preussische, ging Iieber auf die 
aItfranzosische Maasseinheit, die Toise, zuriick. 

Eine Wendung del' Dinge trat ein, als durch Gesetz vom 17. August 1868 
das metrisehe System zum obligatorischen gesetzlichen Maasssystem im ganzen 
Norddeutschen Bunde eingefiihrt wurde. Kurze Zeit nachher, im Beginn des 
Jahres 1869 schlug die franzosische Regierung die Einberufung einer inter
nationalen Commission unter dem N amen Commission internationale du met1 e 
vor zur gemeinsamen Beschlussfassung iiber das metrische System. Es sagten 
zwar aIle grosseren Staaten zu, und die franzosischen Delegirten traten auch 
sofort zusammen, aber erst nach Beendigung des mittlerweile zwischen 
Deutschland und Frankreich ausgebrochenen Krieges konnte eine er
spriessliche Tatigkeit beginnen. Bis zum Jahre 1875 dauerten die Ver
handlungen dieser internationalen Commission, und sie fiihrten zu jener am 
20. Mai in Paris von den eontrahirenden Staaten unterzeichneten Convention 
du metre, die eine einheitliche Grundlage fiir die Maasssysteme fast alIer 
civilisirten Staaten geschaffen. 

Die Staaten, die der Convention beigetreten sind, scheiden sich in drei 
Gruppen, solche, bei denen das Maasssystem obligatorisch ist (Deutschland, 
Oesterreich-Ungarn, Belgien, Spanien, Frankreich, Italien, Portugal, Rumanien, 
Serbien, N orwegen, Schweiz, Argentinische Republik, Peru, Veneznela), solche, 
bei den en es facultativ ist, also neben dem gesetzliehen Maasssystem be-· 
steht (Grossbritannien, Schweden, Tiirkei, Nordamerika), endlich noch Staaten, 
die es zwar noch nicht einmal facultativ benutzen, aber offen bar seine Ein
fiihrung vorbereiten (Russland, Danemark). 

Nach dieser Convention ist das metre des archives die Einheit der Lange, 
daR Kilogramm des Archives die Einheit der Masse. Damit nun die contra
hirenden Staaten mit authentischen Copieen dieser Einheiten versehen werden 
konnen, ist ein Comitli international des poids et mesures, bestehend aus 
14 Mitgliedern, constituirt, welches fiir die HerstelIung solcher Copieen zu 
sorgen hat. Dem Comite ist zur Ausfiihrung der metronomischen Arbeiten 
ein standiges Bureau international des poids et mesures beigegeben, welches 
jetzt mit den feinsten Apparaten ausgeriistet ist und in Sevres bei Paris 
seinen standigen Sitz hat. Die Copieen werden aus einer Mischung V0n 
90 Pro cent Platin mit 10 Pro cent Iridium hergestellt, ihre mechanische 
Ausfiihrung ist einer franzosischen Section iibertragen. Diese Section hat 
auch je eine der Copieen fiir Meter und Kilogramm mit dem Meter beziiglich 
Kilogramm des Archives zu vergleichen, und diese so direct auf die Grund
einheiten bezogenen Maasse sind dann als Prototype der internationaler 
Maasseinheiten im Bureau, unter gemeinsamer Aufsicht des Bureau, des 
Comite und der franzosischen Regierung, aufzubewahren. Die Urmaasse 
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fur die einzelnen Staaten werden durch Vergleichung mit diesen Prototypen 
gewonnen, so dass diese nunmehr an Stelle der Archiveinheiten treten. Diese 
Vergleiehungen auszufuhren, ist die Hauptaufgabe des international en Bureaus. 

Ueber dem Comite, das alljahrlich wenigstens einmal in Paris zusammen
treten muss, steht noch eine internationale Conferenz, die etwa aIle sechs 
Jahre sich vom Comite Bericht erstatten lasst, die Arbeiten dieses Comites 
zu sanctioniren hat und ihrerseits neue Arbeiten anregt. Den Vorsitz in 
derselben fiihrt der jeweilige Prasident der franzosischen Akademie. 

Seit Abschluss dieser Convention sind zwolf Jahre vergangen, und 
in dieser Zeit sind eine Menge wichtiger metronomischer Fragen gelost, und 
wenn auch die international en Urmaasse, weil ihre mechanische Herstellung 
und metronomische Untersuchung mit nicht geringen Schwierigkeiten ver
bunden ist, noch nicht vollendet sind, darf man doch mit Stolz auf das 
schon erreichte sehen. Das Hauptverdienst an der Verbreitung des metrischen 
Maasssystems gebiihrt der Wissenschaft, dann aber in erster Linie dem 
Staate Preuss en , welcher ein ausgezeichnet fundirtes Maasssystem aufgab, 
um ein im Princip besseres einzufiihren. 

20. Das metrische Maasssystem in Deutschland; gesetzliche Einheiten 
und Bezeichnungen. In Deutschland ist jetzt das metrische Maasssystem 
consequent in allen seinen Teilen durchgefiihrt; nachdem das Reich dasselbe 
vom N orddeutschen Bunde iibernommen hatte, sind durch Gesetz vom 
11. Juli 1884 (Reichsgesetzblatt 1884, No. 20) auch die letzten Ueberbleibsel 
des alten Maasssystems getilgt. 

Die gesetzlichen Bestimmungen sind folgende: 
Artikel 1. Die Grundlage des Maasses und Gewichtes ist das Meter. 
Das Meter ist die Einheit des Langenmaasses. Aus demselben werden 

die Einheiten des Flachenmaasses und des Korpermaasses - Quadratmeter 
und Kubikmeter - gebildet. 

Das Gewicht des in einem Wiirfel von einem Zehntel des Meter Seiten
lange enthaltenen destiIlirten Wassers im luftleeren Raume und bei der 
Temperatur + 4 Grad des hundertteiligen Thermometers bildet die Einheit 
des Gewichts und heisst das Kilogramm. 

Artikel 2. Als Urmaass, gilt derjenige Platinstab, welcher im Besitz 
der Koniglich Preussischen Regierung sich befindet, im Jahre 1863 durch 
eine von dieser und der Kaiserlich Franzosischen Regierung bestellte 
Commission, mit dem in dem Kaiserlichen Archive zu Paris aufbewahrlen 
Metre des Archives verglichen und bei der Temperatur des schmelzenden 
Eises gleich 1,00000301 Meter befunden worden ist. 

Artik el 5. Als Urgewicht gilt das im Besitz der Koniglich Preussischen 
Regierung befindliche Platinkilogramm, welches mit No.1 bezeichnet, im 
Jahre 1860 durch eine von der Koniglich Preussischen und der Kaiserlich 
Franzosischen Regierung niedergesetzte Commission mit dem in dem Kaiser
lichen Archive zu Paris aufbewahrten Kilogramme prototype verglichen und 
gleich 0,999999842 Kilogramm befunden worden ist. 
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Artikel 3. Es gelten ausser den in Artikell aufgefiihrten Namen der 
Maasseinheiten zur Bezeiehnung von Teilen und Vielfaehen derselben folgende 
Namen. 

A. Llingenmaasse. 
Der tausendste Teil des Meter heisst das Millimeter. 
Der hundertste Teil des Meter heisst das Centimeter. 
Tausend Meter heissen das Kilometer. 

B. Fliichenmaasse. 
Hundert Quadratmeter heissen das Ar. 
Zehntausend Quadratmeter oder hundert Ar heissen das Hektar. 

C. Korpermaasse. 
Der tausendste Tail des Kubikmeter heisst das Liter. 
Der zehllte Teil des Kubikmeter oder hundert Liter heissen das Hekto· 

liter. ZuHissig ist aueh die Bezeiehnung von FHiehen oder Raumen durch 
die Quadrate oder Wurfel des Centimeter und des Millimeter. 

Artikel 6. Es gelten fiir Teile und Vielfache der in Artikel 1 ge-
nannten Gewichtseinheit folgende N amen: 

Der tausendste Teil des Kilogramm heisst das Gramm. 
Der tausendste Teil des Gramm heisst das Milligramm. 
Tausend Kilogramm heissen die Tonne. 
Artikel 9. Nach beglaubigten Copieen des Urmaasses (Artikel 2) 

und des Urgewichts (.A.rtikel 5) werden die Normalmaasse und Normal
gewichte hergestellt. 

Fur die abgekurzten Bezeichnungen gelten durch Bundesratsbeschluss 
folgende Normen: 

A. Liingenmaasse. 
Kilometer kID 
Meter. m 
Centimeter em 
Millimeter mm 

B. Fliichenmaasse. 
Quadratkilometer qkm 
Hektar ha 
Ar. . . . . a 
Quadratmeter . qm 
Quadratcentimeter qcm 
Quadratmillimeter qmm 

Kubikmeter 
Hektoliter 

C. Korpermaasse. 

Liter . . 
Kubikcentimeter 
Kubikmillimeter 

cbm 
hI 
1 
ccm 
cmm 
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Tonne •• 
Kilogramm 
Gramm . 
Milligramm 

D. Gewichte. 
t 
kg 
g 
mg 

[21. 

Ferner ist noeh hinsiehtlicb der Anwendung der Bezeichnungen fest
gesetzt: 

1. Den Buchstaben werden Sehlusspunkte ni e h t beigefiigt; 
2. Die Bucbstaben werden an das Ende der vollstandigen Zahlen

ausdriicke - nieht iiber das Decimalkomma derselben - gesetzt, 
also 5,37 m, - nicht 5m,37 und nicht 5 m 37 cm; 

3. Zur Trennung der Einerstellen von den Decimalstellen dient das 
Komma - nicht der Punkt -, sonst ist das Komma bei Maass
und Gewiebtszahlen nicht anzuwenden, insbesondere nicht zur Ab
teilung mehrstelliger Zahlenausdriicke. Solche Abteilung ist durch 
Anordnung der Zahlen in Gruppen zu je drei Zi:ffern, vom Komma 
aus gereehnet, mit angemessenem Zwischenraum zwischen den 
Gruppen zu bewirken. 

21. Erli!.uterungen zu den vorstehenden Festsetzungen. Zur nahern 
Erlauterung dieser Bestimmungen mogen noch die folgenden Bemerkungen 
hinzugefUgt werden. 

Der Artikel 1 dieser Maass- und Gewichtsordnung setzt die Langen~ 
und Gewichtseinheit gemass ihren theoretischen Definitionen fest; da aber 
Gewissheit, dass dieser Definition genau entsprechende Reprasentanten her
zustellen seien, nieht zu erlangen ist, fUhren gleich Artikel 3 und 5 die 
theoretisehen Einheiten auf praktische zuriick, und zwar unter Vermittelung 
des bezeichneten preussischenMeters und Kilogramms auf die als metre, 
beziiglich kilogramme des archives schon eharakterisirten Einheiten. 

Die Reductionen dieser preussischen Urmaasse auf die metrischen sind, 
wie im Gesetz bemerkt, 1860 ·ausgefiihrt worden; spater (1883) sind unter 
Zuhilfenahme anderer Maasse ihre Beziehungen zu dem Archivmeter und 
Archivkilogramm nochmals bestimmt worden, und dabei hat sich die gesetz
liche Reductionszahl fUr das preussische Urmeter fast genau bewahrheitet, 
die Reductionszahl fiir das preussische Urkilogramm in dem Gesetz ist mog
lieherweise etwas (0,1 mg) zu gro.ss. 

Genau entsprechend der theoretischen Definition flir die Gewichtseinheit 
ist auch die Definition des Liter gehalten, da man aber Volumina mit einiger 
Genauigkeit in den wenigsten Fallen anders als durch Wasser- (oder Queck
silber-) wagung bestimmen kann, deckt sich das praktische Liter nicht mit 
dem theoretischen. Einen praktischen Reprasentanten fUr ein Liter her
zustellen, hii.tte keinen Wert, denn einerseits beziehen sich ja Volumen
messungen nicht allein aUf innere' Volumina, sondern auch auf aussere, und 
andererseits ist die direete Vergleichung von Raumen mit einander nur in 
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rober Weise ausflihrbar. Das Gesetz ist darum auf den Unterschied, der 
zwischen dem Kubikdecimeter und dem Liter existiren kann, nieht weiter 
eingegangen, und konnte auf denselbcn nieht eingehen, weil man ihn noeh 
nieht kennt, die Wissensehaft muss aber diese beiden Grossen. einstweilen 
sorgfliltig auseinanderhalten. 

Der Leser darf sieh nieht daran stossen, dass das Kilogramm als G e w i e h t 
definirt ist, das Wort Gewicht ist hier nur gewahlt, weil das Gesetz vor
zuglich die Interessen des Verkehrs berucksichtigen muss, Gewicht aber ein 
allen sebr gelaufiger Begri1f ist. Es unterliegt jedoch keinem Zweifel, dass 
hier nichts anderes definirt werden soUte, als eine Masseneinheit, sonst batte 
noeh, wie bei Gelegenheit der franzosischen Definition der Masseneinheit 
schon bemerkt ist, noch eine nahere Beziehung auf den Ort, wo dieses Ge
wicbt die Einheit sein sollte, hinzugefugt werden mussen. Allerdings ist 
nieht zu leugnen, dass das Wort "Gewicht" in der Definition in zweierlei 
Bedeutung gebraucht ist; im Eingang der Definition solI es offenbar einen 
Druck bezeicbnen, sonst hatte ja die Hinzufiigung, dass dies Gewicht im 
luftleeren Raum, das heisst unter Fortsehaffung des Gegendruckes der um
gebenden Atmospbare gemessen werden soU, keinen Sinn, spaterhin kann 
es aber gar nichts anderes als eine Masse bedeuten, zumal der Artikel 5 
sofort eine solehe Masse angiebt. Es ist schon friiher bemerkt worden, 
dass solche Definitionen von Masseneinheiten durch Gewiehte so zu verstehen 
sind, dass sie zweierlei festsetzen: einmal, Massen sind einander gleich, 
wenn die Erde auf sie unter denselben Verbaltnissen gleiche bewegende 
Krafte (und das sind Gewiehte) ausiibt; zweitens Korper, welche unter 
denselben Verbaltnissen, wie sie fiir die betreffende bezeichnete Masse (z. B. das 
Kubikdeeimeter Wasser von 4° Warme) herrschen, durch die Erde dieselbe 
bewegendeKraft erleiden, sollen alsMasseneinheiten angesehen werden. Um die 
nicht sofort klare Hinzufiigung "unter denselben V erhii.ltnissen" zu vermeiden, 
wird gleieh bestimmt al)gegeben, dass aUes auf absolut leeren Raum bezogen 
werden solI, dass die Korper auch in Bezug auf ihre Lage zur Erde (und 
den umgebenden Massen und HimmelskOrpern, wenn man noeh genauer' 
reden will,) vollig ubereinstimmen mussen, wird als selbstverstandlich 
vorausgesetzt. Dass die Sacbe so und nieht anders zu verstehen ist, wird 
in der authentisehen Interpretation dieser Gesetze dureh die erwahnte 
Publication der Kaiserlichen Normal-Aichungs-Commission scharf hervor
gehoben. 

Was endlieh die Bezeiehnungen der Maasse und Gewiehte betrifft, so wird 
es gut sein, wenn der Leser sie ausschliesslich in Anwendung bringt, selbst
verstandlich kann er auch noch die Bezeichnungen, die nicht obligatorisch 
sind, wie Decimeter (de) fiir den zehnten Teil des Meter, Milliliter (ml) 
fI1r den tausendsten Teil des Liter u. s. f. benutzen. Es ist neuerdings 
Brauch geworden, ein Einheitssystem, in welchem Centimeter, Gramm, 
Secunde die Fundamentaleinheiten sind, als ein (0. G. S.) System zu be
zeichnen, und dieser Brauch hat leider schon sehr weite Verbreitung ge-

Weinstein, Lehrbueh lJ. 3 
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fund en , hier soIl dasselbe System conform den gesetzlichen Bestimmungen 
nur durch (e, g, s) symbolisirt werden. 

22. Die englischen Maasseinheiten. Nachst dem metrischen ist das 
wichtigste Maasssystem das englische. Dieses Maasssystem soIl urspriing
lich auch ein natiirliches gewesen sein, jetzt kann man es wol nur als 
ein arbitrares bezeichnen. 

Die Grundlage fiir Langenmessungen in dies em Maasssystem bildet das 
Yard. Das Yard hat 3 Fuss (Foot), der Fuss 12 Zoll (Inch); 2 Yard nennt 
man Fathom, 51/ 2 Yard heissen Rod, Pole oder Perch, 22 Yard (oder 100 Links) 
bilden eine Chain, 220 einen Furlong und 1760 eine Mile. Das Yard bat 
sich seit J ahrbunderten in annahernd gleicher Lange erhalten, es solI von 
Heinrich 1. im Jahre 1101 nach der Lange seines Armes bemessen sein. 
Fiir Massenbestimmungen waren friiher in England besonders 2 Pfunde in 
Gebrauch; das eine, Troy pound genannt, diente vornehmlich zum Abwagen 
von Edelmetallen, das andere, als Avoirdupois pound (abgekiirzt lb.) be
zeichnct, war dem Handelsverkebr gewidmet. Von beiden Pfunden wurden 
Reprasentanten amtlich aufgehoben (in den exchequer chambers); jenes wurde 
in 12, dieses in 16 Unzen (Ounce, 0$) geteilt, jenes hatte 5760, dieses 
7000 'Gran (Grains). 

1m Jahre 1758 wurde vom Parlament eine Commission ernannt zur 
l!'eststellung der Maasseinheiten, und diese Commission liess unter mog
licbstem Anschluss an die vorhandenen Maasse ein neues Yard und ein 
neues Troy-Pfund aus Messing anfertigen, die die neuen Einheiten bilden 
souten. Es dauerte aber bis 1824, ehe diese neuen Einheiten legalisirt wurden, 
und an ihnen sollte man erfahren, wie sehr ein natiirliches Maasssystem 
einem willkiirlichen vorzuziehen ist. Sie befanden sich nailllich unter Aufsicht 
des Clerks des House of Commons, und als das Parlamentshaus am 1 (j. October 
1834 ein Raub der Flammen wurde, gingen sie mit zu Grunde. Nun musste 
eine neue Commission niedergesetzt werden, um die Maasseinheiten wieder
zufinden. Zwar hatte das Gesetz von 1824 bestimmt, dass jenes zerstorte 
Yard zu 36 Zoll zu rechnen sei, von denen 39,1393 die Lange des Secunden
pendels in London ausmachen. sollten, und dass das zerstorte Troy pound 
5760 Grains gleichzuachten sei, von denen 25:2,458 (aus Messing herzu
stellende) soviel wiegen sollten wie ein Kubikzoll destillirtes Wasser bei der 
Temperatur 62 0 Fahrenheit und dem Barometerstand 30 Zoll, sodass dadurch 
anscheinend die verlorenen Maasseinheiten mussten wiedergefunden werden 
konnen; aber die Commission bemerkte bald, dass die Experimente, die die 
Beziehung des Yard zur Pendellange geliefert hatten, nicht so durchgefiihrt 
waren, dass man nach jener gesetzlichen Angabe das Yard in seiner alten 
Lange aus der Pendellange wiederzufinden hoifen durfte, ebensowenig konnte 
man sich auf die Bestimmung des Verhaltnisses des Pound zum Kubikzoll 
Wasser verlassen. Die Commission schlug daher vor, die neuen Einheiten 
lieber aus vo~handenen Copieen der alten herzustellen, mit der Modification, 
dass an Stelle des Troy-Pfundes das Avoirdupois·Pfund treten soIlte. Und so 
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gesehah es. Airy leitete die Wiederherstellung des Yard (sie wurde von 
Baily und nach dessen Tod von Sheepshanks ausgefiihrt), Miller die des 
Pfundes, und so beruht das neue Yard auf 5 Staben, deren Relationen zu 
dem verlorenen Yard durch friihere mehr oder minder genaue Vergleichungen 
bekannt wareu, das neue Pfund auf 2 Platinpfunden, deren eines dem be
kannten Astronomen Schum acher gehorte, das andere sich im Besitz 
der Royal Society zu London befand. Die Arbeiten waren ausserst miihselig 
und langwierig, und wie sehr man auch die Hingebung der ausfiihrenden 
Gelehrten und den Scharfsinn, mit dem sie zu Werke gingen, um einen 
wirklichen Anschluss an die alten Einheiten zu gewiunen, bewundern muss, 
es kann keine Frage sein, dass namentlich das neue Pfund wirklich eine 
neue Masseneillheit ist, denn leider war von dem alten Pfund das Volumen 
nicht bestimmt worden und musste aus einer Zeichnung desselben, die natur
gemass die Dimensionen nicht genau wiedergeben konnte, abgeleitet werden. 

Die jetzigen englischen Maasseinheiten werden als Imperial Standard 
Yard und Imperial Standard Pound bezeichnet. 

Das Yard ist auf einem Bronzestab festgelegt, und zwar ist es die 
Entfernung der Mitten zweier quer zum Stab auf Goldpflockchen, die ihrer
seits auf dem Grund zweier bis in die Mitte der Substanz des Stabes gehender 
H6hlungen eingelassen sind, gezogener Striche, wenn der Stab die Temperatur 
62° der Fahrenheitschen Scale (16%° der hundertteiligen Scale) hat und 
ausserdem so gelagert ist, dass er nirgend verbogen ist. 

Das Pfuud repriisentirt, wie bemerkt, ein Avoirdupois-Pfund, es besteht 
aus einem Platincylinder mit abgerundeten Kanten, der etwas unterhalb 
der oberen Flache von einer Rinne durcbfurcht ist, in die die Gabel ein
greifen soll, mit der es beim Gebrauch angehoben werden muss. 

Durch Gesetz*) von 1878 ist bestimmt, dass dieses Urmaass und Ur
gewicht in dem Standards departement des Board of Trade aufgehoben 
werden sollen. 

Nach ihnen sind die vier directen als Parliamentary Oopies bezeichneten 
Copieen gesetzlich als Maasseinheiten allerkannt, davon wird eine in der 
Royal Mint, eine in der Royal Society, die dritte in der Sternwarte zu 
Greenwich bewahrt, die vierte ist in dem neuen Westminster Palast ein
gemauert. 

Nach ihrer Herstellung sind die Maasseinheiten auf das sorgfiiJtigste mit 
den metrischen Maasseinheiten verglichen worden, und indem in dem bezeich
neten Gesetz die ResuItate dieser Vergleichungen legale Anerkennung fan den, 
ist schon damals im Grande genommen das englische Maasswesen auf das 
metrische zuriickgefiihrt worden. Spater (11:;84) hat man, wie erwahnt, 
die metrischen Maasse neben den englischen als legale zugelassen, und man 
darf wol erwarten, dass, was jetzt facultativ besteht, bald ohligatorisch 
werden wird. 

*) Weight and Measures Art. 
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1m englischen Maasssystem existirt keine einfacbe Beziebung zwiscben 
der Langen-, Raum- und Gewichtseinbeit, bier ist die Raumeinbeit lediglicb 
auf die Gewicbtseinheit bezogen, und zwar ist dieselbe als der Raum definirt, 
der 10 Pfund destillirtes Wasser fasst, diese 10 Pfund gewogen mit Messing
gewicbten bei einer Lufttemperatur von 62° Fahrenbeit (16%° der Cente
simalscale) und bei einem Luftdrnck von 30 Zollo Diese Raumeinheit, die 
zur Ausmessung innerer wie iiusserer V olumina dienen solI, beisst Gallone 
(Gallon), ein Viertel von ibr ist ein Quart (Quart), ein Acbtel eine Pinte 
(Pint); zwei Gallonen geben ein Peck, acbt ein Bushel u. S. f. 

23. Anderweitige Maasssysteme. An die altern englischen Maasse all
gescblossen sind die nordamerikanischen Maasse und die russiscben. Jene 
entsprechen ganz den englischen Maassen, diese zum Teil. Die Grundlage 
des russischen Langenmaasses ist die Saschene gleich 7 englische Fuss, sie 
wird in 3 Arschinen zu 28 Zoll oder 16 Verschock jede geteilt; die russischen 
Zolle sind hiernach ebenso gross, wie die cnglischen. 

Das Pfund dagegen hat in Russland eine besondere Definition, es ist gleich 
dem Gewichtim luftleeren Raum von 25,0 19 Kubikzoll destillirtes Wasservon13 1j 3 ° 
derReaumurschen Scale. Dasweitere iiberdierussischenMaasse darfiibergangen 
werden, da die russischen Schriftsteller meist in metrisehen Maassen rechnen. 

Fiir das Studium alterer Arbeiten ist es fUr den Physiker von Wert, 
aueh mit dem friihern preussisehen Maasssystem vertraut zu sein. Hier geniigt 
es aber, die Relationen dieses Systems zum metrischen anzufiihren, und das 
wird spater geschehen, doch sei bemerkt, dass die gesetzliche Geltung des 
bezeichneten Maasssystems von 1816 datirt. 

Die notigen Tafeln zur Reduction der einzelnen Maasseinheiten auf 
einander finden sich am Ende dieses Bandes. 

24. Bezugsquellen fii.r Einheiten fii.r Lange und Masse. Da alIe 
Messungen auf den drei Fundamentaleinheiten beruhen, ist es fiir den 
experimentirendon Physiker natiirlich von grosster Bedeutung zu wissen, 
wie er zu richtigen Reprasentanten dieser Einheiten zu gelangen vermag. 
Sehen wir von der Zeiteinheit ab, iiber die bei der Behandlung der Zeit
messungen das notige gesagt werden wird, so handelt os sich also um den 
Besitz eines seiner Lange nach bekannten Maassstabes und eines bekannten 
Gewichtes oder ganzen Gewichtsatzes; direct gelangt man zu diesem Besitz, 
wenll man sich an Institute wendet, die selbst mit bekannten Maassen 
versehon sind und auch die Mittel haben, Maasse mit einander zu ver
gleichen. Da die Beziehungen der Einheitell in den verschiedenen Systemen 
zu einander nunmehr hinHinglich festgestellt sind, geniigt es, die Verhaltnisse 
fiir die metrischen Einheiten anzugeben. 

Oberste Instanz fUr die Ausgabe der metrischen Einheiten ist das schon 
erwiihnte internationale Comite, speciell das Bureau international des poids 
et mesures*). Sodann kommen in den einzelnen Staaten die mit der Leitung 

*) Pavillon de Bniteuil, Simes bei Pa.ris. 
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und Ueberwachung des Aichwesens, sowie die mit der Aichung selbst be
trautenEinrichtungen. In erster Linie sind hier die besondern, das ganzeMaass
und Gewichtswesen des betrefl'enden Landes regulirenden Institute zu nennen, 
welche nicht nur in ihren Beziehungen zum Archivmeter und Archivkilogramm 
auf das genaueste bekannte Maasse und Gewichte besitzen, sondern auch 
mit allen und den feinsten Mitteln ausgeriistet sind, ihnen eingesandte 
Langen und Gewichte zn bestimmen. Fur Deutschland ist das maassgebende 
Institut die Kaiserliche Normal-Aiehungs-Oommisswn in Berlin*) (Enke
platz 3a), fUr Oesterreich die entsprechende Commission in Wien. 

Die mit der directen Beaufsichtigung des Aichwesens in engern Be
zirken betrauten AufsiehtsbehOrden in Deutschland, ausschliesslich Bayern, 
welches keine eigentlichen AufsichtsbehOrden hat, 23 an der Zahl, und in den 
Hauptstadten der Lander und Provinzen domicilirt, und die eigentlichen Aieh
iimter erhalten ihre Normale von deu fruher genannten Instituten, und zwarin 
den Abstufungen als Gebrauchsnormale, Controlnormale und Hauptnormale -
letztere besitzen nur die AufsichtsbehOrden - sowohl solche fUr die gewohn
lichen Verkehrsgegenstande, als auch solche ffir die mit grosserer Genauigkeit 
und aus dauerhafterem Material gearbeiteten sogenannten Pracisions-Maasse 
und Gewichte. Die Hauptnormale dienen zur Controle der Controlnormale, 
diese zu der der Gebrauchsnormale, letztere werden bei der Aichung selbst 
angewendet. Mit genauen Angaben uber ihr Verhaltnis zu den metrischen 
Einheiten sind jedoch nur die Hauptnormale versehen, die Fehler der Control
und Gebrauchsnormale werden zwar auch an der Ausgabestelle der Normale 
bestimmt, jedoch nicht weiter den AufsichtsbehOrden mitgeteilt, fiir sie sind 
nur bestimmte Fehlergrenzen vorgeschrieben, die nicht uberschritten werden 
durfen und die in Tabellen auf der folgenden Beite angefUhrt sind.**) 

Nach diesen Tabellen wird der Leser, im FaIle er ein Normal eines 
Aichungsamts oder einer AufsichtsbehOrde benutzt, die Genauigkeit, die er 
diesem Normal zuscbreiben darf, ermessen konnen. Die HauptnormaJe 
brauchen ihren Nominalbetragen nicbt so genau zu entsprechen, wie die 
Control- oder selbst Gebrauchsnormale, weil iare etwaigen Abweicbungen 
von diesen Nominalbetragen der betrefl'enden BehOrde in dem Beglaubigungs
scbein mitgeteilt werden; bei ihnen darf man also nicht vergessen, sich diese 
Abweicbungen zur Kenntnis geben zu lassen. 

Ich habe mich auf die bei uns in Deutschland geltenden Einricbtungen 
und Vorschriften beschranken mussen, sie sind nicht viel anders in den 
andern Landern. 

*) Bayern hat seine Commission fiir sich in Munchen, muss jedoch die von ihm 
anzuwendenden Normale von der Commission des Reiches beziehen. 

**) Aichordnung fiir das Deutsche Reich, und ferner: Fehlergrenzen der aich
pflichtigen Gegenstande, im Auftrage der KaiserIichen Normal-Aichungs-Commissiou 
zllsammengestellt vOn 4. B.aumann. 
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I. Langenmaasse. 

Fehlergrenzen 
Gegenstand Gebrauchs- Oontrol-

normale normale 

Meter aus Messing fiir Prii.cisionsmaasse 0,04mm -
Meter aus Messing fur gewohnliche 

Maasse . . 0,1 " 0,05mm*) 
Meter aus Holz 0,3 

" -
Doppel-Meter aua Holz 0,6 

" -
Meter aus Stahl mit Anschlag . 0,3 

" 
-

Doppel-Meter aus Stahl . - 0,1 " Bandmaass von 20 Meter aus Stahl 1,6 
" 

-

II. Gewichte. 

Fehlergrenzen 

Gegenstand Gebrauchsnormale Controlnormale 
fiir Verkehrs- fiir Prii.cisions- fur Verkehrs- fur Prii.cisions-

gewichte gewichte gewichte gewichte 

50 kg 2000mg 500 mg 1000 mg 250 mg 
20 

" 1600 " 400 
" 

800 
" 

200 
" 10 " 1000 " 250 

" 
500 

" 
125 

" 5 " 500 
" 

125 
" 

250 
" 

62,5 ~ 

2 " 240 
" 

60 
" 

120 
" 

30 
" 

1 " 160 
" 

40 
" 

80 
" 

20 
" 500g 100 

" 
25 

" 
50 

" 
12,5 

" 200 " 40 . 10 
" 

20 
" 

5 
" 100 " 24 

" 
6 

" 
12 

" 
3 

" 50 " 20 
" 

5 
" 

10 
" 

2,5 
" 20 " 12 

" 
3 

" 6 
" 

1,5 " 
10 " 8 

" 
2 

" 4 
" 

1 
" 5" 6 

" 1,6 " 2,4 " 0,6 " 
2 " 5 

" 1,2 " 1,2 " 0,3 
" 

1 " 4 
" 1,0" 0,8 " 0,2 

" 500mg - - 0,4 " 0,1 
" 200 " - - 0,4 " 0,1 
" 100 " - - 0,4 " 0,1 
" 50 " - - 0,2 " 0,05 
" 20 

" - - 0,2 " 0,05 
" 10 

" 
- - 0,2 " 0,05 

" 5 
" 

- - 0.1" **) 0,025 " 
2 

" - - 0,1" **) 0,02 
" 1 

" - - 0,1 ,,**) 0,01 
" 

*) Die Abteilungen 0,5; 0,2; 0,1 m haben zu Fehlergrenzen 0,025 m. 
**) Die Fehler mussen bis auf 0,02 mg bekannt sein. 

[24. 



Zweiter Abschnitt. 
Mechanische Messungen. 

II 

Unter mechanische Messungen versteht man Messungen an Grossen, die 
beim Gleichgewicht und der Bewegung der Korper in Frage kommenj es 
geMren dazu ausser Messungen an den drei Fundamenta1grossen Lange, 
Zeit, Masse noch solche von Raumen, Flachen,Winkeln, Kraften, Momenten, 
Arbeiten u. s. f. Allen mechanischen Messungen zu Grunde liegen die 
Lehren der Mechanikj oft ist man gezwungen, auch die Lehren der andern 
Zweige der Physik, namentlich die der Optik und der Warme, heranzuziehen, 
aHein das geschieht dann meist, um die Ausfiihrung der betre:lfenden 
Messungen zu ermoglichen, oder um aus einmal ausgefiihrten Messungen 
auch fiir andere Verhaltnisse Nutzen ziehen zu konnen. 

Man Mnnte noch die mechanischen Messungen in 2 Gruppen verteilen, 
in statische Messungen und in dynamische, indessen hat eine solche Zwei
teilung praktisch wenig Bedeutung. Im folgenden ist die Teilung nach den 
einzelnen in Frage kommenden mechanischen Grossen durchgefiihrt. Es 
bilden aber die mechanischen Messungen die Grund1age flir aIle physikalischen 
Maassbestimmungen. 

A) Liingenmess1lIngen. 
Bei den Langenmessungen handelt es sich um Ausmessung von Strecken 

durch andere bekannte Streck en , also durch Strecken, deren Verhiiltnis zu 
der gewiihlten Langeneinheit bekannt ist. Ob solche Messungen geradezu 
bestimmte Korper betre:lfen (Stabe, F1iissigkeitssaulen u. s. f.) oder sich auf 
Entfernungen beziehen, das Verfahren ist im Wesentlichen iiberall dasselbe. 

Man fiihrt Langenmessungen in zweierlei Absicht aus, einmal weil man 
die Lange einer gerade vorliegenden Strecke fiir einen bestimmten Zweck 
kennen will, dann aber auch, weil man die betre:lfende Strecke spaterhin 
bei verschiedenen Gelegenheiten zu benutzen hat. 1m ersten Fall hat man 
es lediglich mit der Ausmessung der betre:lfenden Strecke zu tun, im zweiten 
kann man aber nicht umhin, auch die Verhiiltnisse, unter denen die be
tre:lfende Strecke sich befindet, zu studiren, und zu untersuchen, wie sich 
diese Strecke andert, wenn die Verhaltnisse in bestimmter Weise variirt 
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werden. Es scheidet sich so unsere Aufgabe in zwei Teile; wir haben 
von den Langenmessungen schlechthin zu reden, zu zeigen, wie in einem 
vorliegenden Fall eine Strecke auszumessen ist, dann sind auch die Umstande 
vorzufiihren, welche Langen beeintlussen kOnnen, und es ist auseinander
zusetzen, wie man diese Beeintlussungen entweder vermeiden oder in 
Rechnung zu ziehen vermag. Es enthalt aber der Abschnitt iiber Liingen
messungen eine Menge Untersuchungen, die wir auch in den folgenden 
Teilen zu brauchen haben werden. 

IV. Da.s Principielle der Vorrichtungen und lIethoden bei 
Lingenmessungen. 

25a. Directes Abmessen. Die wesentliche Operation bei Langen
messungen besteht darin, dass man die zu messende Strecke auf bekannte 
Strecken iibertragt, und die verschiedenen Methoden, die man hat. solche 
Messungen auszufiihren, weich en von einander nur in der Art ab, wie diese 
Uebertragung bewerkstelligt wird. 

Am einfachsten verfahrt man, wenn man die zu messende Strecke 
direct auf die messende, etwa einen Maassstab, auflegt oder unmittelbar an 
dieselbe anlegt und zusieht, wie weit die Enden der zu messenden Strecke 
von den Enden der messenden abstehen. 1st zum Beispiel die gesuchte 
Lange A', die bekannte A und iiberragt, wenu A' auf A oder unmittelbar 
an A gelegt ist, das linke Ende von A' dasjenige von A urn AI' das 
rechte von A' dasjenige von A urn Ar , so haben wir 

IX) A'=A + At + Ar • 

Die Grosse A solIte uns bekannt sein, die Bestimmung der Grossen A bildet 
vornehmlich die Aufgabe der Messung. 

25b. Messung durch Uebertragung. Die einfachen Uebertragungs
vorrichtungen (Zirkel, Stangenzirkel, Diopter). Wenn man A' nicht auf A 
aufzulegen und auch nicht neben A hinzulegen vermag, iibertragt man A' 
auf A mit Hilfe einer andern Strecke, die selbst sich direct auf A iiber
tragen lasst. Man iibertragt erst die Strecke A' auf eine Strecke Lund 
dann L auf A. Hilfsmittel, die zur Uebertragung von Strecken auf einander 
dienen, bezeichnet man als Zirkel, oder besser als Uebertragungsvorric/ttungen 
und zwar als mechanische, wenn die Begrenzungen der Hilfsstrecke materiell 
sind, als optische, wenn dieselben durch Absehlinien gebildet werden. 

Als mechanische Uebertragungsvorrichtung kann man schon einen ge
wohnlichen Zirkel verwenden, man ofi'nct die Schenkel desselben so weit, bis 
deren Spitzen die Enden von A' gerade beriihren. Oft benutzt man einen 
Stangensirkel, eine starre Stange, auf welcher zwei in Spitzen auslaufende 
Querstiicke (auch Arme, Anschlage oder Backen genannt) beliebig verschobeu 
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werden Mnnen, man verscbiebt das eine Querstiick gegen das andere so 
lange, bis die Spitzen die Enden von A' bemhren, in beiden Fii.llen ist A' 
reprasentirt durch die Entfernung zwischen den Spitzen des Zirkels und 
kann nun in dieser Reprasentation leicht auf A iibertragen werden. Oft 
hat der Maassstab A selbst schon zwei Querstiicke, von denen das eine 
festgelegt, das andere gegen dieses verschiebbar ist. Er bildet dann selbst 
einen Stangenzirkel oder Kalibermaassstab, und das verschiebbare Querstuck 
heisst Zeiger oder Index. In diesem FaIle legt man die zu messende 
Strecke A' mit ihrem einen Ende an das feste Querstuck an und vers'chiebt 
das bewegliche Querstuck auf dem Maassstab so lange, bis A' ganz und 
geratIe zwischen die beiden Querstucke hineinpasst; die auf dem Maassstab 
abzulesende Entfernung der Querstucke giebt die gesuchte Lange. 

Bei den optischen Uebertragnngsvorrichtungen wird die zu messende 
Lange, wie bemerkt, zwischen zwei Abseh- oder Visirlinien genommen. Da 
jede Linie durch zwei Punkte erst bestimmt ist, muss bier die Einrichtung 
so getroffen werden, dass das Auge des Beobachters zwei hinter einander 
liegende Punkte zur Deckung bringt. Man befestigt also an einer Stange 
(auch Prisma oder Schiene genannt) quer zu derselben zwei verschieb
bare Stiicke, deren jedes zwei auf einander folgende Visirstellen tragt. 
Jedes dieser Querstucke mit den zugehorigen Visirstellen wird als Diopter 
bezeichnet; ein optischer Stangenzirkel besteht also aus einer Stange mit 
zwei verschiebbaren Dioptern. Fixirt man die Stange in einer besondern 
Lage, bringt erst die beiden Visirstellen des einen Diopters im Durchsehell 
mit einander und mit dem gegeniiberliegenden Ende des zu messenden 
Stabes A' zur Deckung und verschiebt das andere Diopter auf der Stange 
so lange, bis im Durchsehen auch seine beiden Visirstellen sich mit ein
ander und mit dem zweiten Ende des zu messenden Stabes A' decken, so 
ist A' reprasentirt durch die Entfernung der beiden Linien, die durch die 
beziiglichen Visirstellen jedes Diopters hindurchgehen. 

Illdem man jetzt den Stangenzirkel zu der messenden Strecke A 
in genau dieselbe Lage bringt, die er gegen A' hatte, kann man durch 
Hindurchsehen durch die Yisirstellen jedes Diopters, wobei wieder diese 
Visirstellen zur Deckung gebracht werden, beurteilen, an welchen Stellen 
die VisirIinien diese Strecke treffen, oder wo sie an den Enden dieser Strcke 
vorbeigehen. 

Die gebrauchlichen optischen Uebertragnngsvorrichtungen unte:rscheiden 
sich von einander durch die Einrichtung der Visirstellen. Man sieht leicht, 
dass eine grosse Zahl Constrnctionen solcher Visirstellen moglich ist. 
Zum Beispiel kann jedes Querstuck zwei hinter einander liegenda Zinken 
tragen, die eingekerbt sind, die Spitzen der Kerben sind dann die Visir
stellen; oder es konnen diese Zinken jade mit einer feinen Oeffnung ver
sehen sein, die Visirlinie geht dann an jedem Stuck durch diese Oeffnungen 
dllrch; oder es kann jede Zinke mit einer grossen Oeffllung versehen sein, 
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die von zwei sich kreuzenden diinnen Faden iiberspannt ist, die Kreuzungs
punkte der Fadenpaare sind hier die Visirstellen; oder man fixirt die Abseh
linien durch die optischen Axen von Fernrohren und Mikroskopen. Je nach 
dem Grad von Genauigkeit, die man bei der Messung erreichen will, wird 
man die eine oder andere Einrichtung wahlen. 

Die Uebertragung kann ma.n entweder so bewerkstelligen, dass man 
die beiden Langen nach einander unter die Vorrichtung bringt, oder so, 
dass man mit der betre:lfenden Vorrichtung erst die eine Strecke abnimmt, 
die V orrichtung zu der andern Strecke hinbringt und auch diese abnimmt. 
Wie man aber verfahrt, vor allen Dingen kommt es darauf an, dass 
wahrend der Uebertragung weder die Uebertragungsvorrichtung noch die 
Strecken sich andern. 

26. Die Comparatoren und Kathetometer. Wo man nun kleine Ver
anderungen, weil es auf grosse Genauigkeit nicht ankommt, nicht zu scheuen 
hat, braucht man Uebertragungsvorrichtungen in ihrer einfachsten Con
struction, und zwar zumeist mechanische, deren Stange zugleich als Maass
stab dient, und fiihrt die Uebertragung freihandig aus. Fiir genaue 
Messnngen hat man aber Vorrichtungen construirt, die einerseits es ge
statten, die Uebertragung der Langen auf einander unter Ausschluss erheb
Heherer Veranderungen auszufiihren und andererseits bei dieser U ebertragung 
gleichmassige Verhaltnisse gewahrleisten. Man bezeichnet diese Vorriehtungen, 
wenn die Uebertragung bei horizontaler Lage der Stange - hier Prisma 
genannt - oder der Langen geschieht, als Oomparatoren, und wenn 
bei dieser Uebertragung Prisma und Langen vertical gerichtet sind, als 
Kathetometer. Iudessen sind diese beiden Arlen von Uebertragungs
vorriehtungen prineipiell von einander nicht verschieden, und man kann gar 
wohl, sowobl nach der Einrichtung als nach dem Gebraueh, das Kathetometer 
aueh als Comparator ansehen; zur genaueren Unterscheidung mag man das 
Kathetometer als Vertical comparator bezeichnen, den eigentlichen Comparator 
aber Horizontalcomparator nennen. In gewissen Constructionen dient das 
Prisma des Kathetometers zugleieh als Maassstab, man iibertragt dann nieht 
die Langen, sondern misst dieselben, und dann ist die Benennung Katheto
meter ganz bezeichnend. 

Der Horiz ontalcomparator besteht im wesentlichen aus einer horizon
talen Unterlage fiir die auf einander zu iibertragenden Lungen und der 
Uebertragungsvorrichtung, welche auf zwei zu beiden Seiten der Unterlage 
senkrecht aufragenden Pfeilern horizontal ruht. 

Besitzt diese Vorrichtung zwei von einander getrennte Visireinriehtungen, 
deren jedes fiir sich auf dem Prism a verschoben werden kann, so heisst der 
Comparator, weil dann die Verschiebung der Uebertragungsvorricbtung bezw. 
der Strecken quer zu dem Prisma geschieht, ein Transversalcomparator. 
In dies em Faile visirt man jede der Streeken mit be ide n Visirvorriehtungen 
und zwar an dem einen Ende mit der einen, an dem andern mit der andern. 
Bei der Uebertragung hat man dann entweder das Prisma zu bewegen oder 
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die Strecken. 1st der Apparat so eingerichtet, dass bei del' Uebertragung 
die Streck en in Ruhe bleiben und die Uebertragungsvorrichtung bewegt 
wird, so tragen die Pfeiler auf ihren obern Enden horizontale paraUele 
Gleitfiachen, Schienen, das Prisma ist mit RoUchen versehen, mit denen 
es auf diesen }i'Hichen aufliegt, und kann dann leicht horizontal hin- und 
hergeschoben werden. Da es dabei wiinschenswert ist, dass dasselbe in 
allen Lagen seiner Enden auf den Gleitflachen einer und derselben Linie 
im Raume parallel ist, versieht man auch entweder beide Gleitflachen mit 
Gleitrinnen, in welche die Rollchen eingreifen, oder wenn man die so be
werkstelligte Zwangfiihrung, die zu Deformationen des Prisma Veranlassung 
geben kann, vermeiden will, giebt man nur einer der Gleitflacilen eine 
Gleitrinne und versieht das Prism a an seinem einen Ende mit ROllchen, 
an dem andern mit einer in einer Pfanne sich drehenden Kugel. 

Bei den andern Comparatoren stellt man die Uebertragungsvorrichtung 
fest und bewegt lieber die auf einander zu iibertragenden Langen; bei diesen 
ruht die Unterlage auf einem Wag en, der auf festen Schienen rollt und den 
man nur zu verschieben hat, wenn man statt der einen Lange die andere 
unter die Uebertragungsvorrichtung bringen will. 

Eine zweite Klasse von Comparatoren bilden die Longitudinalcompara
toren. Hier sind die beiden Visirvorrichtungen mit einander fest verbunden, 
sie befinden sich auf ei n em auf dem Prisma verschiebbaren Stiick, dem 
Schlitien, und die eine Visirvorrichtung dient zum Visiren auf die Enden der 
einen, die andere zum Visiren auf die der anderen Strecke. Das Prisma ist 
hier festgelegt und auch die Strecken brauchen nicht bewegt zu werden, dafiir 
wird der Schlitten mit den Visirvorrichtungen parallel Zll den Strecken 
(longitudinal) verschoben. 

Comparatoren dieser oder der voraufgehend angegebenen Construction 
finden namentlich da Anwendung, wo die auf einander zu iibertragenden 
Langen durch Striche oder Punkte auf K1irpern abgegrenzt sind. 

Eine besondere Klasse von Comparatoren bilden die oft als Fiihlhebel
comparatoren bezeichneten Apparate, bei denen ein mechanischer Stangen
zirkel zur Anwendung kommt, der gleich auf der Unterlage ftir die Langen 
angebracht ist; hier dient die Unterlage als Stange, die begrenzenden An
schlage ragen aus derselben hervor, und es ist von Ihnen meist einer fest
gelegt, der andere parallel zur Unterlage verschiebbar. Derartige Compara
toren werden oft benutzt, wenn die auf einander zu iibertragenden Strecken 
durch die Langen von Korpern zwischen ihren Enden gegeben sind. 

Da man hier erst den einen Korper und dann den andern zwischen die 
Anschlage zu bringen hat, ist man selbstverstandlich grosseren Fehler
quellen ausgesetzt, als bei den andern Comparatoren; man hat daher auch 
Apparate construirt, die die Einrichtungen_ der voraufgehend beschriebenen 
Comparatoren mit denen. dieser vereinigen. Man kann dann aber die Unter
lage mit ibren Anscblagen nicht eigentlich mehr als Stangenzirkel ansehen, 
es dienen vielmehr die Anschlage dann nur noch dazu, statt der zu messen-
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den Entfernungen zwischen den Enden von Korpern Langen zu substituiren, 
die auf Korpern durch Striche oder Punkte abgegreuzt sind. Jede der 
Anschlage tragt auf der obern Seite eine Marke (einen Strich oder Punkt), 
und indem man den betreffenden Korper zwischen die Anschlage legt, bildet 
die Lange, mit der man es zu tun)lat, nicht mehr die Lange dieses Korpers, 
sondern die Entfernung zwischen den Marken auf den Anschlagen; kennt 
man die Entfernungen dieser Marken von den beziiglichen mit den Enden des 
Korpers in Beriihrung kommenden Enden der Anschlage, so hat man durch 
die obige Substitution nichts weiter getau, als die betreffendeLangeum bekannte 
Stiicke vergrossert, die man dann spater in Abzug bringt. Die Anschlage 
haben hier den besondern Namen Zusatzstiicke oder Contactstiicke erhalten. 

Fiir das Kathetometer sind die auf einander zu iibertragenden Langen 
vertical gerichtet, demgemass steht beim Kathetometer das Prisma senk
recht. Woes die Construction mit sich bringt, ist das Prisma um eine 
verticale Achse drehbar. Die Drehbarkeit kann in mannigfacher Weise be
werkstelligt sein, zumeist ist sie dadurch erreicht, dass ein Ende des Prisma 
abgedreht nnd in eine entsprechend ausgearbeitete Vertiefung eines U ntergestells 
eingesetzt ist, oder dadurch, dass das Prisma zwischen Spitzen gestellt ist, 
die von den horizontal en Teilen eines festen Rahmens ausgehen. Wenn das 
Kathetometer nur einem bestimmten Zweck dienen solI, zum Beispiel zur 
Ablesung der Stan de von Quecksilbersaulen in einem fest anfgestellten Baro
meter oder Manometer, hnn es unmittelbar an die Stelle befestigt werden, 
wo die zu messenden Strecken sich befinden, oder sonst eine feste Auf
stellung erhalten. Seine Construction vereinfacht sich dann erheblich, und 
namentlich kann, wenn der Maassstab durch das Prisma des Kathetometers 
selbst gegeben ist, oder der Maassstab unmittelbar an die zu messende 
Strecke angebracht ist, die Einrichtung zum Drehen des Prisma fortfallen; 
und wo eine Drehvorrichtung doch notig ist, kann sie in der einfachsten 
Weise hergestellt sein, etwa so, dass das Prisma zwischen zwei sich gegeniiber
stehenden veriicalen, in irgend einer Weise festgelegtp.n Spitzen gestellt wird. 

Wie beim Comparator unterscheidet man auch hier Transversal-Katheto
meter von Longitudinal-Kathetometem; bei jenen sind die zum Visiren 
dienenden Instrumente getrennt und die Uebertragung geschieht dem
gemass durch Drehung des Prisma um seine Axe; bei diesen sitzen die 
Instrumente auf demselben Schlitten, eines derselben dient zum Visiren 
auf die Enden der einen, das zweite wird zum Visiren auf die Enden der 
andern Strecke benutzt. 

Die Prismen der Uebertragungsvorrichtungen sind bei den Comparatoren 
wie bei den Kathetometern aus geraden prismatisch oder drehrund, oder 
in irgend einer andern Form bearbeiteten Stab en (meist aus Metall) her
gestellt, auf denen die Absehvorrichtungen sich beliebig hin- und herschieben 
und feststellen lassen. Bei prismatischer Form folgen diese A.bseh
vorrichtungen bei ihrer Verschiebung von selbst schon einer und derselben 
Linie; bei drehrunder ist eine Rinne in die Stange eingearbeitet, in welche 
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ein Vorsprung der Absehvorrichtung eingreift, oder es besitzt umgekehrt 
das Prisma einen Grat, der in cine der Absehvorrichtung gehOrige Rinne 
hineinpasst. 

27. Das Principielle in der Einrichtung der Messungsvorrichtungen. 
Was die Absehvorrichtnngen selbst betrifft, so sind dieselben meist so con
struirt, dass sic nicht bIos zur Fixirung der Uebertragungslinien dienen, 
sondern auch die Messung selbst bewerkstelligen lassen. Allgemein konnen 
wir die Aufgabe der Messnng dahin pracisiren, dass wir sagen, es muss 
angegeben werden, um wieviel die Absehlinien der betreffenden Ueber
tragungsvorrichtungen parallel mit sich selbst und den zu vergleichenden 
Strecken verschoben werden mussen, wenn man Ton der SteHung, in welcher 
sie die zu messende Strecke einfassen, zu der ubergeht, in welcher die 
messende Strecke zwischen sie passt. Wir wollen vorlaufig ann ehmen, dass eine 
solehe Versehiebung der Absehlinien parallel mit sich selbst und mit den zu ver
gleichenden Strecken moglich ist; dann genugt es offen bar, parallel 
zum Prisma in der Nahe jeder der Absehvorrichtungen cine Scale fest an
zubringen, auf deren Teilung ein von der betreffenden Absehvorriehtung 
ausgehender fester Zeiger hinweist; man kann dann auf dieser Scale ab
lesen, urn wieviel die betreffende Absehvorriehtung beim Uebergang von der 
einen Lange auf die andere hat verschoben werden miissen. 1m wesent
lichen ist dies auch die Methode, der man bei solchen Messungen folgt. 
Es seien die beiden Scalen gleichmassig in gewisse bekannte Intervalle ge
teilt; stehen die Zeiger in der ersten Lage der Absehvorrichtungen boi dem 
Strich mo beziehungsweise no' in der zweiten Lage bei dem Strich m~ be
ziehungsweise n~, so betrug die Verschiebung der einen Absehvorrichtung 
m~ - mo' die der andern no - no' und die zu messende Lange ist urn 
m~ - mo ± (no - no) Intervalle grosser oder kleiner als die bekannte Strecke. 
Das + Zeichen gilt, wenn die Teilung auf der einen Scale entgegengesetzt 
lauft wie auf der andern, das - Zeichen, wenn diese Teilung auf beiden 
Scalen gleiche Richtung verfolgt. 

Nun werden na~iirlich nicht in allen Fallen die Zeiger jedesmal gerade auf 
volle Intervallstriche hinweisen,· man muss vielmehr im allgemeinen die 
Lage der Zeiger zwischen den Einteilungsmarken bestimmen, und das kann 
dureh Abschiitzen des Abstandes eines solehen Zeigers von dem vorauf
gehenden oder folgenden Sealenstrieh geschehen; sind diese Abstande fiir 
die Zeiger in der ersten Lage 11-0' Yo' in der zweiten II-~, v~, so hat man 
fiir die ganze Verschiebung m~ + II-~ - mo - 11-0 ± (no + v~ -no - Yo)' 
Die v und II- sind Briiche, und zwar Bruchteile cines Intervalls auf den Scalen. 

Die Verschiebung wird urn so genauer bestimrut sein, je sicherer 
die Abschii.tzung geschieht, sie wird aber auch urn so genauer bestimmt sein, 
je kleiner die Einheit ist, in der die geschatzten Bruchteile auszudriicken sind, 
je kleinere IntervaIle also die Scalen tragen; und wenn diese Intervalle 
hinreichend klein sind, wird man die Abschiitzungsfehler ganz vernachlassigen 
durfen. 
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Hiernach haben wir zwei Gesichtspunkte fiir die Sicherung der Messung, 
entweder man bringt die Abschii.tzungsfehler auf das geringstmogliche 
Maass, oder man giebt den Scalen ganz kleine 1ntervalle. 

Von dem ersten Gesiehtspunkt aus wird man zuniichst verlangen, dass 
der Beobachter sich hinliingliche Uebung im A.bsehatzen aneignet; da aber 
immerhin bei noch so grosser Uebung das Schiitzungsvermogen eine gewisse 
Grenze nicht iiberschreiten kann (von einem Millimeterintervall vermag man 
bei grosser Uebung noch etwa den zwanzigsten Teil abzuschiitzen), hat man 
gesucht, diese Absehiitzung dumh Hilfsvorrichtungen zu unterstiitzen. 

28. Der Vernier oder Nonius. Die bekannteste und am meisten an
gewandte Vorrichtung ist der von dem Franzosen Vernier 1631 erfundene 
und jetzt nach ihm benannte Vernier (friiher als Nonius bezeichnet); es reducirt 
dieser Vernier die Absehiitzung auf die Beurteilung, ob zwei einander ent
gegenlaufende Striche zusammenfallen, bringt also eigentlich die A b
schiitzung auf eine Ablesung. Denken wir uns niimlich die A.bsehvor
rich tung statt mit einem ZeIger mit einer kleinen Scale versehen, die mit 
der der A.bsehvorrichtul1g gegeniiber liegenden festen Scale in gleicher Hohe 
und parallel verliiuft, so wird irgend ein Strich dieser mit der Abseh
vorriehtung sich verschiebenden Scale den Zeiger abgeben konnen. Wir 
wollen ann ehmen, dass die Teilung der beweglichen Scale mit der der 
festen nach derselben Richtung verliiuft und als Zeiger den ersten Strieh 
jener Seale - den OStrich odllr Zeigerstrich - ansehen. 1st diese beweg
liche Scale In ebenso grosse 1ntervalle geteilt wie die feste, so werden in 
irgend einer Lage der Scalen gegeneinander immer aIle Striche der beweg
lichen Seale um dasselbe Stiick vor oder hinter den Strichen der festen 
Scale stehen, wie der Zeigerstrich; wenn jedoch an der beweglichen Scale 
die 1ntervalle kleiner oder grosser als an der festen sind, wird es kommen, 
dass einer ihl'er Striche mit einem Strich der festen Scale zusammenfiillt 
(das heisst mit dies em eine gerade Linie bildet), aueh wenu der Zeig'erstrieh 
zwischen zwei Strichen del' festen Scale steht. Welcher Strich mit eiuem 
Strich der festen Scale zusammenfallen muss, das hiingt zuniichst von der 
Lage des Zeigerstrichs ab, dann aber auch von dem Verhiiltnis, in welchem 
die Grosse der Intervalle der beweglichen Scale zu der der 1ntervalle der 
festen stehen; kennt man aber dieses Verhii.ltnis und hat den betrefi'enden 
mit einem Strich der festen Scale eoincidirenden Strich herausgefunden, so 
muss es ofi'enbar moglieh sein, die Lage des Zeigerstriehs zu bestimmen. 

Gewohnlieh richtet man die Teilung der verschiebbaren Scale so ein, 
dass sie A + 1 oder A-I 1ntervalle auf einer Strecke besitzt, auf welcher 
die feste Scale A 1ntervalle hat; es werden also die 1ntllrvalle der ver
schiebbaren Scale um Ij(A + 1) kleiner bezw. und Ij(A - 1) grosser als die der 
festen genommen. Fiillt der ,Zeigerstrich mit dem nten Strich der festen 
Scale zusammen, so wird der ihm folgende Strich, wir bezeiehnen ihn mit 
Strich 1, um Ij(A + 1) bezw. Ij(A - 1) vor oder hinter (vor und hinter 
beziehen sich auf die Richtung, in der die Teilung fortschreitet) dem n + 1 ten, 
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der nachstfolgende Strich 2 - um 2/(1.. + 1) bezw. 2/(1.. - 1) vor oder 
hinter dem n + 2ten, allgemein der i + 1 te - Strich i - um i/eA + 1) 
bezw. i/(A - 1) vor oder hinter dem n + iten zu liegen kommen, solI also 
umgekehrt der i + 1 te Strich der beweg'lichen Scale mit dem n + iten 
der festen zusammenfallen, so muss der Zeigerstrich urn i/(A + 1) bezw. 
i/(A - 1) hinter oder vor dem n ten Strich der festen Scale liegen, :fi.nden 
wir hiernach, dass in der Tat der i + 1 te Strich der beweglichen Scale 
mit einem Strich der festen Scale coincidirt, so schliessen wir sofort, der 
Zeigerstrich liege um i/eA + 1) bezw. i/eA - 1) Teile hinter oder vor dem 
nten Strich, hinter, wenn die Intervalle der beweglichen Scale kleiner 
sind als die der festen, v 0 r, wenn sie grosser sind als diese. SolIte 
die Teilung der verschiebbaren Scale der der festen entgegenlaufen, so hat 
man in der voraufgehenden Auseinandersetzung die Richtungsbestimmungen 
"vor" und "hinter" mit einander zu vertauschen. Die Abschatzung der Lage 
des Zeigerstrichs gegen den nten Strich ist also in der Tat auf eine Able sung 
zuriickgefiihrt, namlich auf die Ablesung der Nummer desjenigen Strichs 
der beweglichen Scale, der zuerst mit einem Strich der festen zusammenfa.llt. 

Beispielsweise seien 10 Intervalle der beweglichen Scale so lang wie 
9 der festen. Es ist dann 1..= 9; :fi.nden wir, dass, wahrend die Teilungen 
bei den beiden Scalen gleichlaufend sind, der Strich 6 (bei der obigen 
Festsetzung, wonach der erste Strich, der Zeigerstrich, die Nummer ° tragen 
soIl, der 7 te Strich) der beweglichen Scale - diese ist ebon der Vernier -
mit einem Strich der festen coincidirt, wahrend der Zeigerstrich zwischen 
dem nten und n + 1 ten Strich der festen Scale steht, so bedeutet das, dass 
der Zeigerstrich um 6/10 eines Intervalls der festen Scale hinter dem nten 
und um 4/10 vor dem n + 1 ten Strich steht. Besasse der Vernier zehn 
Teile auf 11 der festen Scale, so wiirde eine Coincidenz des sechsten 
Striches mit einem Strich der festen Scale darauf hinweisen, dass der 
Zeigerstrich um 6/10 des Intervalls VOl' dem nten Strich, 4/10 hinter dem 
n - 1 ten steht. 1m ersten Fall ware die Ablesung n + 0,6 Intervalle, im 
zweiten n - 0,6 oder n - 1 + 0,4 Intervalle. Hier Mnnen wir durch 
directe Ablesung die Lage des Zeigerstrichs nur bis auf 0, I des Intervalls 
bestimmen. Hat der Vernier 20 Teile auf 19 Teile der festen Scale, so 
ware A + 1 = 20, eine Coincidenz des siebenten Striches des Vernier mit einem 
Strich del' festen Scale deutet an, dass der Zeigerstrich um 7/20 oder 0,35 
Teile eines Intervalls hinter dem n ten liegt; bei dies em Teilungsverhaltnis 
und ebenso bei dem, wo der Vernier 20 Teile auf 21 Teile der festen Scale 
besitzt, vermogen wir die Lage des Zeigerstrichs durch directe Ablesung 
bis auf 0,05 eines Intervalls der festen Scale genau zu :fi.xiren. Bei einem 
Verhaltnis von 100 zu 99 oder von 100 zu 10 1 wiirden wir schon eine 
Genauigkeit von 0,01 des Intervalls erlangen. 

Ueberhaupt ist die durch directe Ablesung des coincidirenden Strichs 
zu erreichende Genauigkeit in der Bestimmung der Lage des Zeigerstrichs 
um 80 grosser, je naher die Intervalle des Vernier denen der festen Scale 
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an Grosse kommen. Indessen kann man die Genauigkeit nicht belie big 
weit treiben, sondern nur soweit, als man eben den Strich unzweifelhaft 
zu erkennen vermag, der mit einem Strich der festen Scale coincidirt. Bei 
zu geringem Unterschied in der Grosse eines Intervalls auf dem Vernier 
und auf der festen Scale werden aber mehrere Striche des Vernier mit 
Strichen der Scale zusammenzufallen scheinen, und wir werden nicht mehr im 
Stande sein anzugeben, welcher von ihnen wirklich mit einem Strich der 
Scale coincidirt. Man vermag, wie es scheint, zwei geniigend feine Striche, 
die, wenn sie zusammenfallen, mit ihren Enden unmittelbar zusammenstossen 
und eine uuunterbrochene Linie bilden, noch als getrennt aufzufassen, wenn 
sie etwa 0,03 mm von einander entfernt sind; wenn also zum Beispiel der 
Vernier 100 Intervalle auf 99 der festen Scale tragt, und diese feste in 
mm geteilt ist, so werden uns wol 5 Striche desselben mit solchen der 
festen Scale zu coincidiren scheinen, und wir werden nicht wissen, welcher 
von ihnen wirklich mit einem Strich der S<lale coincidirt. Hier verhiilfe 
uns also das grosse Genauigkeit versprechende bedeutende Verhii.ltnis zwischen 
den Vernier-Intervallen nnd den Intervallen der festen Scale factisch zu Keiner 
gross ern Genauigkeit, als wir zum Beispiel mit einem Vernier erreichen wiirden, 
der nur 50 auf 49 oder 50 auf 51 Intervalle der festen Scale tragt. Will 
man doch durch Vergrosserung des Verhii.ltnisses der Vernier-Intervalle zu 
den Intervallen der festen Soole die Genauigkeit tunlichst weit treiben, so 
muss man noch Hilfsmittel zur Anwendung bringen, die das Erkennen des 
Coincidenzstriches erleichtern und sichern. Es bestehen diese Hilfsmittel 
in Lupen oder gehorig vergrosserndern Mikroskopen, mit denen man die 
Striche des Vernier betrachtet und die die Zwischenraume zwischen Strichen, 
die wir mit blossem Auge als solche nicht haben erkennen konnen, indem 
sie entweder gestatten, das Auge denselben recht nahe zu bringen, oder 
vergrosserte Bilder derselben entwerfen, erkennbar machen. 

In der praktischen Ausfiihrung bringt man die festen Scalen gleich an die 
Prismen an, indem man die Teilung direct auf deren Korper oder auf mit den
selben festverbundene Streifen anfiragt, die Absehvorrichtungen tragen dann 
die Vernier und, wenn notig, die Lupen oder Mikroskope zur sichern Ablesuug 
des mit einem Strich der festen Scale coincidirenden Striches. Der Vernier 
bekommt nicht mehr Intervalle, als dem Genauigkeitsverhiiltnis entspricht. 

29. Ocularmikrometer. Nach der zweiten Methode sucht man die 
Bestimmung der Lage der Absehvorrichtungen dadurch zu sichern, dass 
man die Bedeutung der Abschiitzungsfehler soweit als moglich reducirt, 
indem man, wie bemerkt, den (festen) Scalen eine aus tunlichst kleinen 
Intervallen bestehende Teilung giebt. Nun ram es dem unbewajfueten 
Auge schon schwer, Intervalle, deren Grosse auch nur wenig unter 0,2 mm 
liegt, gehiirig aus einander zu halten, und da solche Scalen, wenn die 
zweite Methode von Erfolg sein soIl, oft mit sehr eDgen Teilungen (bis zu 
Intervallen von 0,01 oder gar 0,001 mm) versehen sein miissen, ist maD 
gezwungen, diese Teilungen vergrossert zur Erscheinung zu bringen. 
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Auf directem Wege gelangt man zu einer solchen Vergrosserung, wenn 
man die betre:ffenden Scalen durch Lupen und Mikroskope betrachtet. Bei 
denjenigen Uebertragungsvorricbtnngen, welche Mikroskope oder Fernrohre als 
Absehvorrichtungell benutzen, verwendet man die Oculare dieser Mikroskope 
oder Fernrohre selbst zum Betrachten der Scalen. Man legt dann diese 
Sca1en in den Bildebenen der Oculare innerhalb der optischen Instrllmente 
fest, muss aber nattirlich die Scalen aus GIas herstellen. Richtet man das 
als Absehvorrichtnng. dienende Mikroskop oder Fernrohr auf ein Ende der 
zu messenden Strecke und stellt dasselbe so ein, dass das yom Objectiv 
entworfene Bild des betre.ffenden Endes in die bezeichnete Bildebene 
zu liegen kommt, so sieht man dieses in der Ebene der Scale und 
kann durch Ablesen und Schiitzen die Stelle der Scale :tixiren, die dies em 
Ende entspricht. Geht man dann zum Maassstab tiber, so vermag man 
in derselben Weise auch bei diesem die Lage seines Endes oder eines 
bekannten Teilstriches auf der Scale zu bestimmen, die Di:fferenz der 
Scalenablesungen giebt an, um wieviel diese entsprechenden Enden von 
einander abstehen. Man sieht jedoch, dass dlese einfache Einrichtung -
sie wird als Ocular- oder Glasmikrometer bezeichnet - nur angewandt 
werden kann, wo man beirn Uebergang von der einen Lange auf die andere 
die Absehvorrichtungen selbst auf dem Prisma nicht zu verschieben braucht, 
wo also, wenn die Langen unmittelbar nebeneinander lagen, die entsprechenden 
Enden beide zngleich im betre:ffenden optischen Instrument gesehen werden 
konnten. 

Die Bedingung ist also, dass entweder die zu messende Lange 
nahezu so gross ist, wie der Maassstab, oder dass dieser Maassstab eine 
Teilung tragt, die so eng ist, dass, wie auch die Absehvorrichtung gestellt 
ist, immer wenigstens ein Strich im Gesichtsfeld erscheint. 

Es ist darum hier auch von keinem mit der Absehvorrichtllng ver
bundenen Zeiger die Rede. 

Die Vergleichung geschieht dann mit dem Intervall auf dem Maass
stab, welches zwischen den Strichen eingeschlossen ist, auf welche man 
geffihrt wird, wenn man von der zu messenden Lange auf den Maass
stab tibergeht. Diese Lange muss naturlich auch bekannt sein, sie 
ergiebt sich aus der Ablesung der Nummern der betre:ffendeli Striche, 
falls der Maassstab solche Nummern fur seine einzelnen Striche tragt 
und diese Nummern auch in den Mikroskopen oder Fernrohren gesehen 
werden Mnnen. Wenn auf dem Stab keine Nummern aufgeschlagen sind, 
oder diese Nummern, weil das Gesichtsfeld der benutzten optischen Instrumente 
zu klein ist, nicht gesehen werden, schneidet man sich ein Stuckchen Papier 
spitz zu, verschiebt dieses auf dem Maassstab, bis man im betre:ffenden 
Instrument die Spitze des Papiersttickchens den betre:ffenden Strich, dessen 
Lage in der Scalenteilung abgelesen ist, erreicht hat; der Strich ist dadurch 
fixirt, und seine Nummer kann durch directes Hinsehen auf den Maassstab 
abgelesen oder durch Abzahlen gefunden werden. 

Weinstein, Lehrbuch n. 
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30. Schraubenmikrometer. Bei der zweiten Art von Vergrosserung 
ist die Scale selbst in eigenartiger Weise hergestellt. Es besteht namlich 
diese Scale aus einer Schraube, die einzelnen Gange der Schraube stellen 
die Scalenstriche vor, die Zwischenraume zwischen den Gangen geben die 
Intervalle. Dreht man eine Scbraube in einer zugehOrigen Mutter, so 
entspricht einer vollen Umdrehung eine Verschiebung der Scbraube (oder 
der Mutter, je nachdem die Mutter oder die Schraube festgelegt ist), urn 
ein Intervall, eine GanghOhe. Wir versehen jetzt die Schraube an ihrern 
Kopf mit einer senkrecht zu ihrer Axe stehenden Scheibe, einer Trammel, 
yom Radius r, verschiebt sich die Schraube urn eine GanghOhe a, so bewegt 
sich ein Punkt des Scheibenrandes durch den Weg 21tr; geschieht die Ver
schiebung der Schraube nur urn den nten Teil der Ganghohe, um a/n, so 
legt ein Punkt des Scheibenrandes den Weg 21tr/n zuriick. Wie klein nun 
auch aln sein mag, man wird stets r so gross wahlen konnen, dass die 
Drehung um 21tr/n deutlich sichtbar ist. Die Schraube mit der Trommel 
bietet also ein Mittel, uumcrkbare Translationsbewegungen in deutlich mess
baren Rotationsbewegungen zum Vorschein 'kommen zu lassen, und darauf 
beruht eben die zweite Art der Vergrosserung; in der Tat ist hier jedes 
Intervall (eine GanghOhe der Schraube) ersetzt durch den Umfang der Trommel. 
1st die Trommel an ihrem Umfang in n Telle geteilt, so gebOrt zu einer Drehung 
derselben urn einen dieser Teile, also urn 360/n Grad eine Verscbiebung 
der Schraube um den nten Teil der GanghOhe. Sei zurn Beispiel die Gang
hohe der Schraube 0,1 mm, der Radius der Trommel 10 mm, so entsprechen 
dem 0,1 mm die 62,8 mm des Trommelumfanges; da man nun eine Drehung 
dieser Trommel, bei welcher ein Punkt ihres Umfanges 0,5 mm zuriicklegt, 
ohne Schwierigkeit constatiren kann, vermag man eine Verschiebung der 

Scbraube von 1~516 mm zu erkennen, und diese Verschiebung von etwa , 
1 Tausendteil Millimeter ist auf ein halbes Millimeter vergrossert. 

Bei der Anwendung wird aber die Schraube nicht bIos benutzt, um 
die Verschiebung der Absehlinie zu messen, Bondern zugleich auch um 
diese Verschiebung selbst hervorzubringen. Die zugehorige Einrichtung 
richtet sich nach der Construction der Absehvorrichtung. 

1st das als Visirstelle etwa dienende Fadenkreuz, beziehungsweise das 
Parallel-Fadenpaar ein fiir aIle Mal in der Absehvorrichtung festgelegt, so 
wird die Absehlinie in Bezug auf die Absehvorrichtung eine ganz unver
riickbare Lage haben, will man also die Absehlinie parallel mit sich selbst 
verschieben, so hat man die ganze Vorrichtung parallel mit sich selbst 
zu bewegen, und das die betreffende Absehvorrichtung tragende Stiick, 
der Schlitten, ist so construirt, dass diese Verschiebung durch Drehung 
der Schraube bewerkstelligt werden hnn. Es besteht desshalb dieser 
Schlitten aus zwei an einander verschiebbaren Teilen, der eine Teil 
kann an dem Prisma festgeklemmt werden und ist selbst zn einer 
Fiihrnng ausgearbeitet, der andere tragt die Visirvorrichtung, ist als Schlitten 
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gefertigt und sitzt an dem ersten, der ihm zur Fiihrung dient. In jenem 
ist die Schraube um ihre Axe frei drehbar gelagert, mit dies em die 
Mutter zur Schraube fest verbunden. 

In der andern Einrichtung wird das Fadenkreuz, beziehungsweise das 
Parallelfadenpaar, selbst mit Hilfe der Schraube verschoben. Hier sind die 
Faden (wenigstens in den gewohnlichen Einrichtungen) an einem in der 
Absehvorrichtung liegenden Rahmen befestigt, der eine Mutter tragt, in 
die die Gange der Schraube eingreifen. Die Schraube wird so gehalten, 
dass sie selbst bei ihrer Drehung sich nicht verschiebt, sie bewegt dann die 
Mutter und mit dieser den Rahmen mit den Faden nach vorwarts oder riickwarts. 

Die erste Einrichtung kommt dann zur Anwendung, wenn die zu ver
gleichenden Langen so sehr von einander verschieden sind, dass ihre ent
sprechenden Enden, selbst wenn diese Langen Seite an Seite liegen, nicht 
zugleich im Gesichtsfeld del' betreffenden Absehvorrichtung erscheinen, man 
also, nachdem das Ende der einen Lange eing'estellt ist, um das Ende der 
andcrn Lange zu sehen, die Absehvorrichtung verschieben muss. Es hat 
diese Einrichtung den Vorteil, dass die Einstellung immer an derselben 
Stelle der Absehvorrichtung geschieht. Ein grosser Nachteil derselben ist 
aber, dass die Schraube das ganze Instrument bewegen muss, da dabei der 
Bedingung, dass die Absehlinie sich immer parallel mit sich selbst ver
schieben soIl, nul' schwer geniigt werden kann. 

Die zweite Einrichtung kann nur da Anwendung finden, wo die ent
sprechenden Enden der Langen (oder ein Ende der zu messenden Lange 
und ein Strich des Maassstabes) gleichzeitig im Gesichtsfelde erscheinen, 
oder wo fur jede Lange eine besondere Visirvorrichtung zur Anwendung 
kommt. Man hat dann beim Uebergang von dem einen Ende auf das 
andere lediglich mit Hilfe der Schraube das Fadenkreuz oder das Fadenpaar 
von dem einen Ende zu dem andern iiberzufuhren. 

Um die Drehung der Schraube bei dem Uebergang von cinem Ende aut 
ein anderes zu messen, ist die Trommel der Schraube auf ihrem Umfang in 
gleiche Teile (zum Beispiel in 100Intervalle zu je 3°,6) geteilt. Der Trommel 
gegeniiber steht ein Index - ein zugespitztes Metallstiick odeI' ein auf 
einem Metallstiick gezogener Strich - del' auf dem sich nicht verschiebenden 
Teil del' Absehvorrichtung fixirt ist, und man hat beim Drehen der Schraube 
lediglich die Anzahl der Trommelteile zu zahlen, die bei dem Index 
vorbeigehen. 

Sei der Durchmesser del' Trommel in Millimeter gemessen d, die Anzahl 
del' IntervaUe, in welche ihr Umfang geteilt ist, z, die Ganghohe del' Schraube fl, 
der lineare Betrag der Verschiebung bei einer Drehung del' Trommel um 
ein Trommelteil, wieder in Millimeter, ", dann ist 

I fl d . al 'ltd fl aquiva ent'ltd; ,,= -un aqUlv ent -, z z 
" giebt den Verschiebungswert eines Trommelteils an. 
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V. Ausfiihrung einfa.cherer Lii.ngenmessungen. 
Wir gehen jetzt dazu uber, die einzelnen Operation en bei der Aus

fdhrung einer Langenmessung auseinanderzusetzen und die Mittel zur 
Vermeidung beziehungsweise Beriicksichtigung der bei solehen Messungen 
mogliehen Fehler klarzulegen. 

31. Einfache Messungen, Correction fUr thermische Ausdehnung. 
Ueber solehe Messungen, bei welehen der Maassstab mit freier Hand an die 
auszumessende Lange angelegt wird, ist nicht viel zu sagen. Man hat nur 
daftir zu sorgen, dass der Maassstab der zu messenden Lange tunliehst 
nahe parallel verlauft. Man legt dabei den Maassstab neben oder unter, 
beziehungsweise hinter die zu messende Lange, jedenfalls aber so, dass die 
Tellstriehe oder Enden des Maassstabs den Enden dieser Lange so nahe 
kommen als moglieh, und dieses darum, weil man hier fUr die Absehlinien 
keine Fiihrung hat. Der Maassstab wird so angelegt, dass das eine Ende 
der zu messenden Lange mit seinem Anfang oder irgend einem Strich, etwa 
dem m + 1, dem Strich m ( wenn, wie das ublich, der erste Strich mit 0 
bezeichnet wird), zusammenfallt. Trifft dann das andere Ende der Lange 
ebenfalls auf einen Teilstrieh, etwa auf den n + lten, den Strich n, und 
ist die Lange eines Intervalls auf dem Maassstabe gleich A, so hat man fUr 
die gesnchte Lange 

..1.'= (n - m)A. 

Fallt das zweite Ende zwischen den n + 1 und n + 2ten Strich, so ist 
abzU5ehatzen, wie viel Bruchteile des Intervalls es den n + 1 ten Strich 
uberragt, hat die Abschiitzung IL Bruchteile ergeben, so wird 

X) ..1.'= (n-m + IL)A. 

A die Grosse des IntervaIls auf dem Maassstab muss bekannt sein. Die 
jetzigen Maassstabe sind in Zehnteile, Hundertteile oder Tausendteile des 
Meter geteilt, also in Decimeter, Centimeter oder Millimeter. Da aber aIle 
Korper sieh mit steigender Temperatur ausdehnen oder zusammenziehen, 
sind die Intervalllangen eines Maassstabes nicht constant. 

Die auf einem Maassstab seine Lange bezeichnende Zahl bezieht sich 
immer auf eine bestimmte Temperatur, die als Normaltemperatur bezeichnet 
wird, nennen wir diese {}, die Lange eines Intervalls bei dieser Normal
temperatur AI), den linearen Ausdehnungscoefficienten der Substanz, aus 
welcher der Maassstab bestel1t, ex, so ist fUr eine Temperatur t 

und man hat 

XIt ) 

oder 
Xl:!) A' = (n - m + IL) AI) + ex (t - {}) en - m + IL) A&, 
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das mit a multiplicirte Glied wird als Correction fiir die Temperatur be
zeichnet; Aa bedeutet bei unsern Maassstaben Meter, Decimeter, Centimeter 
oder Millimeter und ist durch die Teilung des Maassstabes gegeben, a muss 
man von vornherein kennen, t, die Temperatur des Maassstabes wahrend der 
Messung, liest man an einem in der Nahe desselben aufgestellten Thermo
meter ab; endlich {} ist auf dem Maassstab mitverzeichnet (indem angegeben 
ist, der Stab hat seine normale, das heisst auf fum verzeichnete, Lange bei 
Temperatur 0 ° oder 13°, '" der hunderiteiligen oder Fahrenheitschen oder 
Reaumurschen Temperaturscale) oder wird also allgemein durch die gesetz
lichen Vorschriften bekannt angesehen; bei unsern Maassstaben ist, wenn 
eine besondere Angabe fehlt, {} gleich 0°, gleich der Temperatur des 
schmelzenden Eises. 

Es sei zum Beispiel der Maassstab ein in Millimeter geteiltes Stahl
meter, Aa ist hier ein Millimeter, IX, wenn als Temperaturscale die hundert
teilige zu Grunde gelegt wird, 0,00001, {} soll 0° sein, der Stab soll also 
zwischen seinen Enden oder zwischen den Endstrichen genau 1 m lang sein, 
wenn er sich in einer Temperatur gleich der des schmelzenden Eises befindet. 
Die Temperatur Wahrelld der Abmessullg der gesuchten Lange sei zu ;lQo,5 C. 
abgelesen. 1st dann durch Ablesung der Nummern der Teilstriche, die den 
Enden der zu bestimmenden Lange entsprechen, m = 16, n = 618, und 
durch Schiitzen, um wie viel das zweite Ende den Teilstrich 618 iiberragt, 
fL = 0,3 gefunden, so haben wir 

A' = (618 -16 + 0,3) (1 + O,0000l.20,5)mm 

= (602,3 + 0,12)mm = 602,42mm, 

die 0,12mm stellen die Correction fur die Temperatur dar. 
Ware die Normaltemperatur 13° R. und besassen wir zur Ablesung der 

Temperatur wahrend der Messung ein Reaumur-Thermometer, so wiirde 
sich statt 20,5 die Temperatur zu %.20,5 = 16°,4 R. ergeben, und 
wir miissten a zu 0,00001. % = 0,000012 ansetzen; die Ablesungen auf dem 
Maassstabe wiirden dann natiirlich auch andere sein als oben angegeben. 
Hat man zur Ablesung wieder ein Celsiusthermometer, so muss. man die 
Angabe 13° R. fUr die Normaltemperatur durch Multiplication mit 5/4 in 
Celsiusgrade oder die abgelesene Temperatur 20,5 durch Multiplication 
mit 4/5 in Reaumurgrade verwandeln; tut man das erstere, so ist a=O,OOOOI, 
tut man das letztere, so hat man a = 0,000012 anzusetzen. 

1m ganzen ist, wie man sieht, Beobachtung und Rechnung sehr einfach, 
aber dafiir sind auch die zu berurchtenden Fehler sehr gross und das directe 
Verfahren ist meist schon nicM mehr anwendbar, wenn die gesuchte Lange 
auf 0,1 mm genau eruirt werden soll. 

32. Messung mit Kalibermaassstaben. Zu giinstigern Resultaten 
gelangt man, wenn man einen Maassstab anwendet, der selbst als Stangen
cirkeI eingerichtet ist (solche Maassstabe werden oft allch als Kaliber-
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maassstiihe bezeichnet). Es hat ein solcher Maassstab einen festen Arm und 
ein auf demselben bewegliches Stl\ck und der erstere kann auf demselben den 
Nullstrich der Teilung markiren. Man fasst die zu bestimmende Lange 
zwischen diese Arme und liest die Stellung des beweglichen Arms auf dem 
Maassstab ab. Gewohnlich tragt dieser Arm auch noch einen Vernier, 
wodurch der Ablesung eine gewisse Genauigkeit gewahrleistet ist, alsdann 
kann der erste Strich, der Nullstrich, dieses Vernier, wenn der Maassstab 
unmittelbar zu Messungen dienen soIl, in der Verlangerung der innern Linie 
des Arms liegen, die dann den Zeiger abgiebt. 

Sind die Arme so eingerichtet, dass sie auf den einander zu
gekehrten Seiten einander parallel verlaufen, so hat man bei der Messung 
nur noch dafiir zu sorgen, dass die zu messende Lange, wenn sie selbst 
aus einer festen Substanz besteht, oder wenigstens von festen Substanzen 
begrenzt wird, damit Verbiegungen vermieden werden, ohne Zwang zwischen 
den Armen Jiegt und zweitens dem Maassstab parallel verlauft. 

Mangel in der Parallelitat der Arme lasst die zu messende Lange 
zu lang finden, wenn die Arme auf einander zulaufen, zu kurz, wenn 
dieselben auseinandergehen. Es kann aber ein solcher Mangel entstehen, 
wenn die Arme selbst nicht genau gearbeitet sind, wenn der Stab 
krumm ist, wenn der bewegliche Arm nicht fest genug geht, sondern 
schlottert. Die Arme fUr sich kann man controliren, indem man die
selben zusammenschiebt, lassen sie nach ihrer Zusammenschiebung eineu 
Parallelspalt zwischen sich, so dan man sie als parallel gearbeitet ansehen, 
hat dieser Spalt die Form eines Dreiecks oder irgend einer andern aus nicht 
parallelen Seiten zusammengesetzten Figur, so sind auch die Arme nicht 
parallel. Kriimmungen im Maassstab kann man mit blossem Auge nur er
kennen, wenn sie schon ziemlich erheblich sind, dagegen ist es verhaltnis
massig leicht zu entscheiden, ob der bewegliche Arm zu lose auf dem Stab sitzt. 

Es ist leicht, den Einfluss all dieser hervorgehobenen Fehler rechnerisch 
zu untersuchen, as ist aber viel einfacher, diese Fehler in ihrer Gesammt
wirkung durch den Versuch zu eliminiren, indem man die Parallelitat der 
Arme in mehreren ihrer Stellungen gegen einander untersucht. Sind 
die .!rme in einer Stellung nicht parallel, so wird ein zwischen die
selben geschobener starrer Stab nicht in allen Lagen gerade hineinpassen, 
laufen die Arme nach riickwarts verlangert zusammen, so wird man 
den Stab dem Maassstab nicht in stets paralleler Lage zu demselbeu beJiebig 
nahe bringen konnen, laufen sie nach vorwarts zusammen, so wird man 
den Stab yom Maassstab nicht in stets paralleler Lage zu demselben beJiebig 
zu entfernen vermogen. Man schiebt also einen Stab zwischen den Armen, 
die man mit seinen Enden einmal in Beruhrung gebracht hat, parallel zum 
Maassstab hin und her, die Arme sind parallel, wenn dabei die Be
wegung ohne andern Widerstand, als er beim Gleiten uberhaupt auftritt, 
vor sich geht und der Stab auch an keiner Stelle lose wird. Kennt man 
aUs andern Untersuchungen auch noch die Lange des Stabes, so vermag 
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man auch noch leicht die eventuelle Abweichung von der Parallelitat zu 
berechnen. Doch wird von dem Einfluss solcher Richtungsabweichungen 
spater die Rede sein. 

Die Berechnung der Lange aus den Ablesungen auf dem MaasBstab 
geschieht hier genau so wie 'im vorigen Fall und auch die Correction fiir die 
Temperatur des Maassstabes ist keine andere. 

Es ist klar, dass man Kalibermaassstabe nicht bei allen Gelegenheiten 
mit gleicher Genauigkeit anzuwenden vermag; wo man die betre:lfenden 
Langen zwischen ihre Arme bringen kann, versprechen sie eine grossere 
Genauigkeit, als man durch directes Anlegen eines Maassstabes erreicht, wo 
man aber die zu messende Lange mit ihren Armen nur anzuvisiren 
vermag, bekommt man nicht viel mehr, als durch directe Abmessung, da 
hier die Fehler des Anvisirens von derselben Grossenordnung sind, wie bei 
directer Ausmessung. 

33. Absehlinien, parallaktisehe Fehler. Der mannigfachsten und, bei 
gehOriger Einrichtung, genauesten Anwendullg fahig sind diejenigen Messungs
methoden, bei welchen aine wirkliche Uebertragung der zu messenden Lange 
auf den Maassstab vorgenommen wird. Hier ist es nun vor allen Dingen 
notig, dass die die Uebertragung bewerkstelligenden Visirlinien wohl 
definirt sind. Es gewahrleisten aber nicM alle Diopter solche vollstandig 
definirte Visirlinien. 

Um einsehen zu Mnnen, worauf es hier ankommt, wollen wir den all
gemeinsten Fall eines Diopters in Betracht ziehen, bei welchem die Visirlinie 
dadurch bestimmt ist, dass sie durch zwei hinter einander liegende Visirstellen 
des Diopters der Uebertragungsvorrichtung und das Ende einer der Strecken 
hindurchgehen soIl, und das Auge des Beobachters selbst sich diese Abseh
linie festlegen muss. DaB Auge hat hier zugleich drei Stell en zu 
fixiren, namlich die beiden zur Deckung zu bringenden Visirstellen 
des Diopters und da~ betre:lfende Ende einer der zu vergleichenden Strecken. 
Da es aber nicht auf aile drei gleichzeitig accommodiren hnn, sieM es 
bald die eine, bald die andere deutlich, und der Beobachter hat Miihe, zu 
entscheiden, wann die drai Stellen sich wirklich decken. In dem Bestreben, 
die Stell en , die er zur Deckung bringen solI, iiberhaupt zu sehen, wird er 
sogar geflissentlich bald iiber die eine, bald iiber die andere Stelle hinweg
sehen, und so wird er die drei Stellen in ein Dreieck nicht in eine 
gerade Linie anordnen, er hat statt der einen Visirlinie meist zwei, von 
denen die eine durch die beiden Visirstellen, die andere durch eine Visirstelle 
und das Stabende oder jede durch das Stabende und je eine Visirstelle 
hindurchgeht. 

Man nennt den Winkel zwischen den bezeichneten Linien die Parallaxe, 
den FeWer, der aus der Existenz der Parallaxe resultirt, parallaktischen 
Fehler. Letzterer wird gemessen durch den Abstand der beiden Linien am 
Stabende beziehungsweise an der ersten Visirstelle des Diopters genommen 
in Richtung der zu messenden Strecken; ist also die Entfernung des au" 
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visirten Endes von der ersten Visirstelle r und die Parallaxe 3, so kann der 
parallaktische Fehler, weil die Parallaxe hei einigermassen geniigender Ein
stellung nur klein sein wird, durch 
XU) "p = r3 sin I" 

wiedergegeben werden, wo {} als in Bogensecunden gemessen angenommen 
ist. Der parallaktische Fehler ist also urn so grosser, je bedeutender r, der 
Abstand der anvisirten Stelle von der ersten Visirstelle istj er wachst aueh 
mit der Grosse der Parallaxe, der Betrag dieser Parallaxe hiingt aber in 
erster Linie ab von der Fahigkeit des Beobaehters, drei Gegenstande zugleich 
mit geniigender Aufmerksamkeit zu betrachten, in zweiter Linie kommt aueh 
die Einrichtung der Visirstellen in Frage. Die Theorie setzt voraus, dass 
die Visirstellen Punkte oder seharfe Linien sind, in den praktischen Dioptern 
werden dieselben natiirlich eine gewisse Ausdehnung haben, und diese Aus
dehnung muss scbon fiir sich eine gewisse Unsicherbeit in der Lage. der 
Visirlinie bedingen. Im Allgemeinen ist die hieraus resultirende Unsicherbeit 
urn so kleiner, je weiter die beiden Visirstellen von einander absteben, 
Diopter mit nicbt zu nahen Visirstellen lassen eine geringere Parallaxe 
befiircbten, als solcbe mit einander ganz nahen Visirstellen. 

34. Bedeutung der optischen Einrichtung der Visirvorrichtungen. 
Aber der parallaktische Fehler lasst sich dadurcb verkleinern, dass man r 
klein genug nimmtj kann man r geradezu gleicb Null macben, so ver
schwindet "p vollstandig. Man miisste biernacb, um den parallaktiscben 
Febler zu vermeiden, das anvisirte Object geradezu in die erste (dem Auge 
nacbste) Visirstelle verlegen, und das erreicht man, indem man von dem 
Object optisch ein Bild entwirft, welches in die Ebene der ersten Visirstelle 
rallt, indem man also Comparatoren und Katbetometer in Anwendung bringt, 
die zum Visiren mit optischen Instrumenten versehen sind. Um die notigen 
Vorsicbtsmaassregeln bei der Benutzung solcher optiscben Einriebtungen zu 
Messuugen genau darlegen zu kOnnen, sei zuerst an einige Lehren der 
Theorie der optischen Abbildung, die wir auch nocb weiterhin oft genug 
brauchen werden, erinnert. 

Es werden aber die einzelnen Betracbtungen nicbt im Zusammenhang 
vorgefiihrt, sondern mit denBemerkungen,die iiber die uns bier beschiiftigenden 
Messuugen zu macben sind, verwebt werden. 

VI. Abschweifung tiber Abbildung vermittelst optischer 
Instrumente. 

35 a. Optische Systeme; Object und Bild. Ein optisches System bildet 
eine Zusammenstellung von gleich oder verscbieden brecbenden und reflec
tirenden Medien. Die Trennungsflacben zwiscben den einzelnen Medien 
!lines optiscben Systems werden kugeIf6rmig bergesteUt oder wenigstens 
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als kugelformig angesehen. Ein optisches System ist cent1irt, wenn die 
Mittelpunkte der trennenden KugelfHichen aIle auf einer und derselben 
geraden Linie liegen. Diese gerade Linie heisst die geometrische oder 
optische Axe oder die Oentrale des Systems. Strablen, welche von einem 
Punkte ausgehen, werden als homocentrische Strahlen bezeichnet, schneiden 
sich diese Strahlen nach Durcbsetzung des optischen Systems wieder in einem 
Punkte, so heisst dieser Punkt das BUd des Ausgangspunktes, und er ist mit 
dem Ausgangspunkt der Strahlen conjugirt. 

Mehrere Ausgangspunkte fiir Strahlenbuschel fasst man als Object zu
sammen, die conjugirten Punkte derselben setzen dann das BUd des Objects 
zusammen. 

In del' geometrischen Optik betrachtet man nur ebene Objecte, also 
Punkte und Curven, die in einer Ebene liegen, und Stucke einer Ebene selbst 
odeI' aber Objecte, die so weit von dem betreffenden optischen System ab
stehen, dass sie, von diesen aus gesehen, als eben erscbeinen. In weiterer 
Bescbrankung nimmt man noch die Objecte in Ebenen an, welche die 
Centrale senkrecbt scbeiden. 

Das Medium des optischen Systems, in welchem sich das Object befindet, 
bezeichnen wir als das erste, dasjenige, in welchem die Strahlen verlaufen, 
welche vorwarts oder rtickwarts verJangert das Bild herstellen, als das letzte 
Medium des Systems; den Raum, den das erste Medium einnimmt, Mnnen 
wir Objectrattm, denjenigen, del' vom letzten Medium ausgefiillt wird, 
Bildraum nennen. 

In Bezug auf irgend eine Stelle des Raumes liegen diejenigen Medien, 
welche dem Object zugewandt sind, nach vorne, die and ern nach hinten. 
Be:lindet sich an dieser SteUe selbst ein Object, so heisst das von den 
vordern Medien entworfene Bild desselben das vordere BUd, das von den 
hintern Medien entworfene das hintere Bild. 

35 b. Strahlenbegrenzung. *) Von jedem Punkt eines Objects konnen 
eine grosse Menge von Strahlen und nach sehr verschiedenen Richtungen 
ausgehen, ist das Object selbstleuchtend odeI' besitzt es die Eigenschaft, 
auffallendes odeI' durchgehendes Licht vollstandig zu zerstreuen, so sendet 
jeder Punkt nach allen moglichen Richtungen Strahlen aus. Zur Formirung 
des Bildes konnen abel' naturgemass nieht all e Strahlen beitragen, sondern 
von jedem Punkt nul' so viele, als eben in das optische System Eingang 
:linden. Die wirksame Strahlenmenge wird in unsern optischen Instrumenten 
durch die Fassungen del' Linsen odeI' gewisse VOl', hinter odeI' zwischen den 
Linsen angebrachte Diaphragmen abgegrenzt. Bestimmend fiir die Strahl en
begrenzung ist diejenige Oeffnung in dem Instrument, durch welche die 

*) Fur diesen Artikel und an vielen andem noch zu erwahnenden Stellen sind 
die schiinen leider in so vielen Zeitschriften zerstreuten Arbeiten A b b e s auf dem 
Gebiete der geometrischen Optik und Helmholtz' Darlegungen in seiner physiologischen 
Optik maassgebend gewesen. 
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Strahlen, welche sich im Bilde wirklich vereinigen, gerade noch hindurch 
gehen; wir nennen diese Oe:lfnung die Hauptiiffnung oder das Hauptdiaphragma 
des Instruments, gleichgiltig, ob sie von dem Rand einer Linse oder dem 
irgend einer Blende gebildet wird. 

Das von dem Hauptdiaphragma durch die v 0 r demselben liegenden 
Linsen entworfene Bild, das vordere Bild, heisst die Eintrittsoffnung des 
Instruments, das durch die hinter demselben liegenden Linsen entworfene, 
das hintere Bild, die Austrittsoffnung des Instruments. Hiernach ergiebt 
sich, dass Eintrittso:lfnung und Austrittso:lfnung Bilder von einander in Bezug 
auf das ganze Instrument sind. Liegt das Hauptdiaphragma vor dem 
Instrument, so bildet es selbst die Eintrittso:lfnung, die Austrittso:/fnung ist 
dann das von dem ganzen Instrument entworfene Bild, in diesem Faile ist 
das Diaphragma meist durch den Rand des ersten Objectivglases gegeben, 
so dass die Austrittso:/fnung das Bild dieses Randes darstellt. 

Wie man von Eintritts- und Austrittso:/fnnng des g an zen Instruments 
spricht, kann man natiirlich auch von Eintritts- und Austrittso:/fnung bei 
einzelnen Teilen des Instruments reden, so von den Oe:lfuungen des Objectiv
systems oder des Ocularsystems oder irgend einer Combination von Linsen 
des ganzen Instruments. 

Die zur Formirung des Bildes wirksamen Strahlen fiiIlen die Eintritts
o:/fnung vollstandig aus, ebenso fiillen die vom Bilde ausgehenden Strahlen 
die Austrittso:/fnung v 0 II s tii. n dig aus. 

Kein vom Object ausgesendeter Strahl ist im Bilde wirksam, der nicht 
die Eintrittso:/fnung selbst oder gehorig verlangert schneidet; alle vom 
Bild iiberhaupt ausgesendeteu_Strahlen gehen selbst oder gehOrig verlangert 
durch die .Austrittso:lfnung. 

Von allen Strahlen, welche von dem in der Axe des Systems liegenden 
Punkt des Objects ausgehen, kommen im Bilde nur diejenigen zur Geltung, 
welche in einem Kegelraum verlaufen, dessen Basis die Eintrittso:/fnung ist, 
nach ihrem Austritt bilden sie einen Kegel, dessen Spitze im Bilde des 
Axenpunkts des Objects liegt und dessen Basis die Austrittso:lfnung ist. 
Allgemein verlaufen von allen von irgend einem Punkt des Objects aus
gesendeten Strahl en diejenigen, welche im~Bilde wieder zur Wirkung kommen, 
in einem Kegel, dessen Spitze in dem betre:lfenden Objectpunkt liegt und 
dessen Basis die Eintrittso:/fnung ist, und es bilden diese Strahlen nach 
ihrem Austritt einen Kegel, dessen Spitze das Bild des betre:lfenden Object
punkts ist und dessen Basis die Austrittso:lfnung abgiebt. 

Umgekehrt fiillen aHe in irgend einem Punkt der Eintrittso:/fnung sich 
kreuzenden Strahl en einen Kegel aus, dessen Basis das Object ist, und aIle 
in irgend einem Punkt der Austrittso:/fnung sich kreuzenden geben einen 
Kegel, als dessen Basis das Bild, erscheint. 

Wir konnen also auch sagen: Fiir Object und Bild bewerkstelligen 
Eintrittso:lfnung und Austrittsoffnung, fiir Eintrittso:/fnung und Austritts
o:/fnung Object und Bild die Strahlenbegrenzung. 
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Ein Strahl, der durch conjugirte Punkte von Object und Bild geht, 
geht auch durch conjugirte Punkte von Eintritts- und Austrittso:ffnung und 
ein Strahl, der conjugirte Punkte von Eintritts- und Austrittso:ffnung 
tri:fft, tri:fft auch zwei conjugirte Punkte von Object und Bild. Strahlen, 
welche vom Object durch den Rand bezw. die Mitte der Eintrittso:ffnung 
gehen, berfihren also nach den Brechungen durch die vor dem Haupt
diaphragm a liegenden Linsen den Rand bezw. die Mitte des Hauptdiaphragmas 
und nach den Brechungen durch die hinter dem Hauptdiaphragma liegenden 
Linsen den Rand bezw. die Mitte der Austrittso:ffnung. 

Man nennt von den Strahlen, die irgend ein Objectpunkt aussendet, 
denjenigen, dessen Richtung durch die Mitte (den Axenpunkt) der Eintritts
o:ffnung (also auch nach den verschiedenen Brechungen durch die des Haupt
diaphragmas und der Austrittso:ffnung) fUhrt, den Hauptstrahl dieses Punktes. 

Die Hauptstrahlen eines Objects sollen sich also im Axenpunkt der 
Eintrittso:ffnung kreuzen, es sind ihnen im Bilde Strahlen conjugirt, die sich 
im Axenpunkt der Austrittso:ffnung kreuzen. Die Hauptstrahlen sind die 
Axenstrahlen der von den einzelnen Punkten des Objects bezw. des Bildes 
ausgehenden und zur Wirksamkeit kommenden Lichtkegel, bringt man also 
beim Durchsehen durch das Instrument das Auge an die Stelle, wo die 
Mitte der Austrittso:ffnung liegt, so kommen gerade diese Strahl en zur Wahr
nehmung und da sie eben die Mitten der einzelnen Kegel bilden, zu dem 
aIle uberhaupt vom Bild ausgehenden Strahlen sich in der Austrittso:ffnung 
zus8mmendrangen, hat das Auge die vorteilhafteste Stellung eingenommen. 

Man bezeichnet daher auch die Mitte der Austrittso:ffnung als den 
Augenpunkt des Instruments. In den Fallen, wo das hintere Bild des Haupt
diaphragm as reell ist, ist die Austrittso:ffnung deutlich sichtbar, indem sie 
uber dem Ocular als kleine helle Kreistlache erscheint (sie heisst dann auch 
Ramsdenscher Ocularkreis) , hier hat es keine Schwierigkeit, das Auge 
in die vorteilhafteste Stellung zu bringen. Wenn aber das hintere Bild 
des Hauptdiaphragmas virtu ell ist, giebt es keinen reellen Augenpunkt, also 
auch keine reelle vorteilhafteste SteHung fUr das Auge, man muss dann das 
Auge wenigstens dicht an die Ocularlinsen bringen. 

In ganz derselben Weise, wie die Hanptstrahlen des Objects und des 
Bildes, konnen wir die Hauptstrahlen der Eintritts- und Austrittso:ffnung 
definiren als diejenigen Strahlen, welche von den einzelnen Punkten dieser 
Oe:ffnungen durch den Axenpunkt des Objects bezw. des Bildes gehen. 

Die Hauptstrahlen von Object und Bild sind o:ffenbar bestimmend fUr 
das VerhaItnis der Grosse von Object und Bild zur Entfernung von den 
Linsen des Systems, sowie fUr die Neigung der eintretenden und austretenden 
aussersten Strahlenkegel des ganzen Objects bezw. Bildes; die von Eintritts
und Austrittso:ffnung fUr die Neigung der aussersten Strahlen, die von der 
Mitte des Objects eintreten, von der des Bildes austreten konnen. Beide 
Arten von Hauptstrahlen haben in der Theorie der Abbildung grosse Be
deutung, wie wir noch spater sehen werden, doch haben nur die letztern 



60 Abbildung mittelst optischer lnstrrunente. [35e. 

Hauptstrahlen zu besondern, das optische System selbst betre:ffenden Be
zeichnungen geftihrt, die gleich erwahnt sein mogen. 

Der Winkel, den zwei am stii.rksten gegen einander geneigte Haupt
strahlen der Eintrittso:ffnung im Axenpunkt des Objects einschliessen, heisst 
die WinkelOffnung des Instruments in der betre:ffenden Lage des Objects 
fur den Axenpunkt desselben. Wird das Instrument immer in derselben 
Entfernung vom Object benutzt und ist die Ausdehnung des Objects im 
Verhaltnis zur Entfemung von der Eintrittso:ffnung klein - wie das bei 
messenden Instrumenten der Fall - so kann man von einer Winkel
o:ffnung des Instruments schlechtweg sprechen. Bestimmend fur die Leistungs
fahigkeit eines Instruments ist aber nicht sowohl diese Winkelo:ffnung als 
vielmehr, wie A. b b e theoretisch und experimentell uberzeugend nachgewiesen 
hat, das Prodnct aus dem Verhaltnis des Brechungsexponenten Cn) des ersten 
Mediums zu dem ('11,') des letzten in den Sinus des halQen Oe:ffnungswinkels 

(u); man nennt dieses Product " ~ sin u, die numerische Apertur, Apertur n 
oder Oeffnwng des Instruments. 

Die weitern Darlegungen mussen wir in zwei Teile spalten, je nachdem 
es sich urn Abbildung selbstleuchtender oder um Abbildung vermittelst 
re:O.ectirten und gebrochenen, einer Lichtquelle entnommenen Lichtes sichtbar 
gemachter Objecte handelt. Letztere soIl spater untersucht werden. 

35c. Die reine geometrische Optik. Wir legen den Betrachtungen 
zunachst Strahlen zu Grunde, die an jeder Stelle ihres Weges von der 
Centrale des Systems nur um eine gegen die Radien der betre:ffenden 
Trennungsflachen der Medien kleine Grosse abweichen. Die nachfolgend 
aufzuftihrenden Gesetze gelten also mit ausreichender Genauigkeit nur fiir 
solche in der Nahe der Centrale verlaufende Strahlen. Ferner nehmen wir 
an, dass wir es nur mit Strahl en zu tun haben, die aIle gleich brechbar sind. 

Homocentrische Strahlen sind auch nach Durchsetzung eines optischen 
Systems homocentrisch, das heisst, das Bild eines leuchtenden Punktes ist 
wieder ein Punkt. Es wird dieses Bild hervorgebracht durch den Schuitt
punkt aHer von dem betre:ffenden Punkt ausgehenden, das System brechender 
Flachen durchsetzenden Strahlen. Daraus folgt, dass bei einem optischen 
System jed e r T e i 1 desselben (unter Teil ein Stuck verstanden, welches von 
allen Medien etwas enthiilt, nicht etwa ein aus einzelnen Medien zusammen
gesetztes) den Punkt abbildet. Das ganze Bild kommt durch Zusammen
fallen aller durch die einzelnen Teile des Systems hervorgebrachten Bilder 
zu Stan de, und es ergiebt sich hiernach, dass wenn von den einzelnen Medien 
eines brechenden Systems ein Teil hinweggenommen oder abgeblendet wird, 
die Lage des Bildes dadurch keine Beeintrachtigung erleidet. Das von der 
HiiJfte, einem Drittel oder uberhaupt irgend einem Teil des brechenden 
Systems entworfene Bild eines Punktes Jiegt also an derselben Stelle, 
wie das von dem ganzen brechenden System bewerkstelligte: Das namliche 
gilt, wenn es sich nicht um einen Punkt, sondern urn ein ausgedehntes 
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Object handelt, auch hier darf man von jedem der brechenden Medien 
beliebige Teile wegnehmell, ohne dadurch Lage und Grosse des Bildes zu 
andern. Selbstverstandlich wird diese Lage sofort eine andere, sobald man 
die Teile der brechenden Flache nicht einfach wegnimmt oder unwirksam 
macht, sondern an eine andere Stelle versetzt. 

Das Bild eines Punktes liegt mit diesem Punkte und mit der Centrale 
des abbildenden Systems in derselben Ebene. Punkte auf der Centrale 
haben ihre Bilder ebenfalls auf der Centrale. 

Das Bild einer geraden Strecke ist wieder eine gerade Strecke, steht 
die Strecke senkrecht zur Centrale, so ist auch ihr Bild zu dieser Centrale 
senkrecht geneigt; die Durchschnittspunkte mit der Centrale sind conju
girte PUllkte. 

Das Bild eines Ebenellstiickes ist wieder ein Ebellenstiick; steht das 
Ebenenstiick senkrecht zur Centrale, so ist auch sein Bild zu dieser Centrale 
senkrecht. Die Durchschnittspunkte mit der Ceutrale sind conjugirte Punkte. 

Object und Bild sind einander geometrisch ahnlich und. in Bezug auf 
eillen gewissen Punkt zu einander perspectivisch. 

Es ist nicht notig, dass jedem Object auch ein bestimmtes, reeUes Bild 
entspricht, es kann auch sein, dass dieses Bild erst construirt zu werden 
vermag, wenn man die Strahlen in der Richtung, die sie nach Durchsetzung 
des optischen Systems haben, nach riickwarts verlangert, das Bild heisst 
dann ein virtuelles, oder nach H'e 1m h 0 It zein potentielles. Da das Auge die 
Bilder immer dahin versetzt, wo die sie entwerfenden Strahlen sich 
schneiden, so sieht dasselbe die virtuellen Bilder nicht minder als die 
reellen, aber jene sieht es nur, wenn es sich in dem betrefi'enden Strahl en
kegel befindet, sonst unter keiner Bedingung, diese dagegen kann man von 
allen Seiten sichtbar machen, wenn man sie aufkorperliche, difi'ns retlectirende 
Gegenstande, die Wand, einen Schirm u. s. f. fallen Hisst, wobei dann das 
Licht von diesen Gegenstanden nach allen Richtnngen verbreitet wird. Es 
ist klar, da~s reeUe Bilder nur dann zu Stan de kommen Mnnen, wenn die 
vom Object ausgehenden Strahlen durch das optische System convergent 
oder wenigstens nicht divergent gemacht werden; indessen entwirft ein und 
dasselbe optische System je nach der Lage des Objects reeIle oder virtuelle 
Bilder von demselben. 

Jedes optische System ist vollstandig bestimmt durch 4 auf seiner 
Centrale gelegene Punkte, man kennt aber 6 Punkte von fundamentaler 
Bedeutung, und kann sich unter dies en 4 auswahlen. 

Zwei der Fundamentalpunkte sind die beiden Hauptbrennpunkte, deren 
jeder sein Bild in der Unendlichkeit hat. Lichtstrahlen, die sich im ersten 
Hauptbrennpunkt schneiden, verlassen das optische System in Linien, die zu 
einander und zu der Centrale parallel verlaufen, Lichtstrahlen, die zum 
optischen System in zu einander und zur Centrale parallelen Linien ankommen, 
gehen nach Durchsetzung des optischen Systems wirklich oder nach riickwarts 
verlangert durch den zweiten Hauptbrennpunkt. 
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Da die Strahlen der Sonne als nahezu parallel augesehen werden kiinnen, 
durchschneiden sich dieselben nach Durcbgang durcb ein optisches System 
zugleich mit den Warmestrahlen in dem zweiten Hauptbrennpunkt, und weil 
sie dann, wenn dieser Punkt binter dem optischen System liegt, in demselben 
auf eine sebr kleine Stelle concentrirt sind, bringen sie daselbst eine grosse 
Hitze hervor. Davon haben die Hauptbrennpunkte, die auch zuerst als 
besonders wichtige Punkte erkannt worden sind, ihren Namen beigelegt 
erhalten. 

Ebenen, welche durch die Hauptbrennpunkte gehen, und die Centrale 
senkrecht schneiden, heissen Hauptbrennebenen. Strahlen, die sich in einem 
Punkte der ersten Hauptbrennebene schneiden, verlassen das optische System 
zu einander parallel. Strahl en, die zu einander parallel ankommen, schneiden 
sich nach Durchsetzung des optischen Systems in einem Punkte der zweiten 
Hauptbrennebene. Jede Brennebene hat ihr also conjugirtes Bild in der 
Unendlichkeit. 

Die beiden andern Fundamentalpunkte, die Hauptpunkte, sind von Gauss 
entdeckt worden. Diese beiden Punkte sind zu einander conjugirt. Strahlen, 

F H" Na 

I 
1 

b c 
IL C' 

s,. 
fz 

F H, N2 
Fig.t. 

die durch den einen Punkt gehen, schneiden sich also nach Durcbsetzung 
des optischen Systems in dem andern Punkt; es sind aber die Hauptpunkte 
ihrer Lage nach erst :fixirt, wenn man die Ebenen betrachtet, die in Ihnen 
die Centrale senkrecht schneiden, die beiden Bauptebenen. Jede Haupt
ebene ist das Bild der andern, ein Object, das in der einen Hauptebene 
liegt, hat ein gleich grosses und gleich gerichtetes ibm gerade 
gegeniiberliegendes (mit dem Object durch Linien, die der Centrale parallel 
verlaufen, verbundeDes) Bild in der andern Hauptebene. Will man also das 
Bild eines Punktes einer Hauptebene haben, so faUt man von diesem Punkte 
ein Lot auf die andere Hauptebene, der Fusspunkt dieses Lots ist dann das 
gesuchte Bild. 

Mit Hilfe der Hauptebenen und Brennebenen kann man schon ffir jeden 
gegebenen einfallenden Strahl den aus dem optiscben System austretenden, und 
fUr jeden Punkt sein Bild construiren. Es sei (Fig. 1) S der einfallende Strahl, 
man setzt denselben bis zu seiDem Durchschnitt a mit der ersten Brenn-
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ebene Fund noch weiter bis zu dem b mit der ersten Bauptebene H1 fort, 
von b fant man ein Lot be auf die zweite Hauptebene H 2, dann muss der 
austretende Strahl jedenfalls durch e gehen. Zieht man aber von a, dem 
Durchschnitt mit der ersten Brennebene einen Strahl parallel mit del' 
Centrale, so geht dieser nach Durchsetzung des optischell Systems erstens 
durch den Punkt c', wo er die zweite Hauptebene H2 trifft und ausserdem 
durch den zweiten Hauptbrenupunkt f2. Der diesem entsprechende aus
tretende Strahl ist also vollstandig bekannt:, und da er mit dem Strahl S 
durch denselben Punkt der erst en Brennebene geht, muss der S entsprechende 
austretende Strahl c'f2 parallel sein, man :/indet also diesen austretenden 
Strahl S', wenn man durch e zu c'f2 eine Parallele zieht. 

Wenn man zu cinem Punkt sein Bild construiren will, lasst man von 
ihm irgend zwei Strahlen ausgehen und zieht, eventuell nach der oben 
angegebenen Regel, die zugehOrigen austretenden Strahlen. Der Punkt, in 
dem sich diese austretenden Strahlen, wirklich oder nach riickwarts ver
langert, schneiden, ist dann das gesuchte Bild. Am bequemsten ist die 
Construction auszufiihren, wenn man einen von den beiden Strahlen parallel 

Fig. 2. 

der Centrale wahlt, den andern durch den ersten Brennpunkt gehen lasst, 
jenen hat man bis zur zweiten Hauptebene und von da durch den zweiten 
Brennpunkt gehen zu lassen, diesen setzt man bis zur ersten Hauptebene 
fort und lasst ihn von dader Centrale parallel verlaufen. Die vorstehende 
Figur 2 zeigt die Construction mit den beiden genannten Strahl en. P ist 
der Punkt, dessen Bild gesucht wird; ti, f2 geben die Brennpunkte, Sl' S2 
die gewahlten Strahlen, H1, H2 die Spuren del' Hauptebenen, P' ist das 
Bild von P. 

Das letzte Punktpaar, von Listin g eingefiihrt, begreift die Knotenpunkte, 
es sind das Punkte, die auf der Centrale liegen und ebenfalls zu einander 
conjugirt sind. Ein Strahl, del' so einfallt, dass er wirklich oder gehorig 
verlangert durch den ersten Knotenpunkt geht, verlauft also nach Durch
setzung des optischen Systems wirklich oder gehOrig verlangert durch den 
zweiten Knotenpunkt, er ist aber - und dadurch sind die Knotenpunkte 
definirt - dem e infallenden Strahl pa~allel. Zwei Strahlen, die durch 
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den ersten Knotenpunkt gehen, schneiden sich hiernach, wenn sie aus dem 
optischen System ausgetreten sind, wirklich odeI' gehorig verlangert im 
zweiten Knotenpunkt und schliessen daselbst denselben Winkel ein wie die 
einfaHenden Strahlen im ersten Knotenpunkt. 

Mit Hilfe del' Knotenpunkte lassen sich Strahlen und conjugirte Punkte 
ebenfalls leicht construiren. Sind (Fig. 3) k], k2 die Knotenpunkte, so hat 
man nur a mit kl zu verbinden und durch e zu 11k] eine Parallele zu 
ziehen, welche eben den austretenden Strahl zum einfallenden Babe giebt; 
oder man zieht vom zweiten Knotenpunkt 7c2 eine ParaIlele zum einfallenden 
Strahl Bab und verbindet den Durchschnitt d diesel' Parallelen mit der 
zweiten Hauptbrennebene mit dem Punkt e, cd ist dann der austretende Strahl. 

Will man ferner zu einem Punkt sein Bild tinden, so kann man ausser 
einem del' bei der ersten Construction bezeichneten Strahlen den zweiten 
durch den ersten Knotenpunkt gehen lassen, die zu dies em Strahl dureh 
den zweiten Knotenpunkt gezogene Parallele stellt den zweiten austretenden 

Fig. 3. 

Strahl dar und ihr Schnittpunkt mit dem ersten austretenden Strahl giebt 
das gesuchte Bild des Punktes (Fig. 2). 

Die Entfernungen in Richtung del' Axe eines optischen Systems werden 
immer von den Hauptebenen gerechnet, und zwar bei den 0 bj e cten von 
del' ersten Hauptebene, bei den Bildern von del' zweiten. Man ist ferner 
iibereingekommen, aIle Strecken, welche im Sinue del' Fortpfianzung del' 
daB System durchsetzenden Strahlen verlaufen, alB positiv, aHe, weiche jenell 
Strahlen entgegenIaufen, als neg'ativ in Rechnung 'zu setzen. 

Die Entferllung der ersten Brennebene von del' ersten Hauptebene 
heiBst die ersie Hauptbrennweite, die der zweit~n Brennebene von del' zweiten 
Hauptebene die zweite Hauptbrennweite. Die Lage del' Knoteupunkte ist 
dadurch bestimmt, dass del' erste Brennpunkt vom ersten Knotenpunkt urn 
die zweite Brennweite, del' zweite Knotenpunkt vom zweiten Brennpunkt urn 
die erste Brennweite absteht, die Richtung dieser Entfel'llungen so genommen, 
wie die Foige ihrer Endpunkte angegeben ist und del' obigen Festsetzung 
nach als positiv angesehen, wenn sie im Sinne der Portpflanzung del' Licht
strahlen verlaufen. 
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Die Knotenpunkte stehen von einander ebenso weit ab, wie die Haupt
punkte, und es ist beziiglieh der Brennpunkte der erste Knotenpunkt der 
Symmetriepunkt zum zweiten Hauptpunkt, der zweite Knotenpunkt der 
Symmetriepunkt zum ersten Hauptpunkt. 

Die Hauptbrennweiten werden durch die Breehungsvermogen der 
einzelneu Medien und die Radien der Trennungsflaehen bestimmt, ihr Ver
haltnis zu einander hangt aber nur ab von dem Breehungsvermogen des 
Mediums, in welch em der einfallende Strahl sieh bewegt, und dem desjenigen, 
in welehem der austretende sieh fortpflanzt, also von dem ersten und letzten 
Medium des Systems, das ist von den beiden das System begrenzenden 
Medien; und zwar ist jenes Verhliltnis gleieh dem mit negativem Zeichen 
genommenen Verhaltnis der Brechungsvermogen dieser Medien. 

Wenn das optisehe System zu beiden Seiten von demselben Medium 
begrenzt wird, wie das bei den zu Messungen dienenden optischen Vorriehtungen 
der Fall ist, wo das letzte Medium wie das erste aus Luft besteht, sind die 
beiden Brennweiten einander absolut gleieh und fallen die Knotenpunkte in die 
entsprechenden Hauptpuukte. 

Legen wir in irgend einer Meridianebene des optisehen Systems 
Coordinatensysteme, d eren x Axen in der Centralaxe des Systems verlaufen, 
benutzen im Objeetraum als Coordinatenursprung den ersten, im Bildrautn 
den zweiten Hauptpunkt, nennen f, f' die beiden Brennweiten des Systems, 
x, y die Coordinaten eines Punktes des Objeetraums, x', y' die eines Punktes 
im Bildraum, so haben wir fiir zwei eonjugirte Punkte von Object und Bild 

L+I'=l x x' , 

yl+y' r =0 x x' , 

und fiir die Brennweiten, wenll n den Brechungsexponenten des ersten, 
n' den des let.zten Mediums angiebt 

XV) 

oder aueh 

XIII2) 

n' 
f=-n f ; 

(x - f) (x'- f') = ff', 
y f-x 
i/=-f-' 

y' f'- x' 
y=-f-'-· 

Rechnen wir die x, x' Ordinaten nieht von den beziigIichen Haupt
punkten, sondern von den ent~preehenden Brennpunkten, und bezeiehnen 
sie als solehe mit e, ~', so bekommen wir die besonders von Abbe eultivirten 
Formeln 

XIIIa) 

XIVa) 

Weinstein, Lehrbuch ll. 

~ ~'= ff', 
y ~ 
il=7' 

t' ~' 'lL=_ . 
y f' 

5 
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Die Formeln geIten fiir aIle beliebigen Meridianebenen. Das Verhii.ltnis 
~ ~ t 

bezw. t bestimmt die Lage des Bildes, das Verhaltnis - giebt die 
x <; t Y . 
wahre Vergrosserung (wirkliche VergroBserung fUr -> 1, Verkleinerung , Y 
mr lL<l) des Objects im Bilde. 

Y 
Fur ein Heines, die Centrale senkrecht Bchneidendes Ebenenstuck als 

Object, und nur mit solchen Objecten haben wir es zu tun, sind x und ;e' 

mr ane Punkte gleich gross, die Vergrosserung ist also fUr alie Strecken im 
Object dieselbe, und die Grosse (f -~)/f oder fI(f-x) giebt an, in welch em 
VerhaItnis lineare Elemente im reellen bezw. virtuellen Bild grosser oder 
kleiner sind als im Object. Die !ineare Vergrosserung eines Objects hangt 
hiernach von dessen Abstand von dem ersten Brennpunkt oder von dem 
Abstand seines Bildes vom zweiten Brennpunkt ab, diese Vergrosserung ist als 
eine absolute Zahl zu betrachten, sie ist es, die bei Messungen in Frage 
kommt, mr das Betrachten von Gegenstanden mit optischen Instrumenten 
ist eine andere Vergrosserung, die schein bare, maassgebend, von der wir spater 
zu reden haben werden. . 

35 d. Optische Systeme mit constanter Vergrosserung (teleskopische 
Systeme). Es kommen in der Praxis optische Systeme zur Anwendung, 
bei denen die im Vorstehenden angegebenen Constructionen des Strahlen
ganges und der Punktbilder nicht ausgemhrt werden Mnnen, weil ihre Brenn
punkte beiderseits in unbegrenzte Fernen fallen. Man nennt ein optisches 
System mit unendlich grossen Brennweiten ein teleskopisches System. Ein 
solches System kann als aus zwei Teilsystemen zusammengesetzt angesehen 
werden (und auch praktisch construirt werden), die so zu einander liegen, 
dass der zweite Brennpunkt des vordern mit dem ersten Brennpunkt des 
hintern Teilsystems zusammenfallt. Zur Auffindung und Construction des 
Bildes eines Objects gilt hier der Satz: Der Abstand (a) zweier die Centrale 
senkrecht schneidender Ebenen im Objeetraum verhalt sich zum Abstand (a') 
der Bilder dieser Ebenen im Bildraum wie das Product aus den beiden 
Brennweiten Cfl , fD des vordern Teilsystems zu dem Product der beiden 
Brennweiten Ct;, f;) des hintern Teilsystems; die lineare Vergrosserung ist 
gleich dem Verhii.ltnis der ersten Brennweite des hintern Teilsystems zur 
zweiten Brennweite des vordern Teilsystems: wir haben also 

a fif; y' t; 
O}= f2f;' -y= f;" XVI) 

Von auch fur praktische Messungen grosser Bedeutung ist, worauf be
sonders A b b e hingewiesen hat, namentlich die zweite Gleichung, insofern 
sie lehrt, dass bei teleskopischen Systemen die Vergrosserung eine von der 
Lage des Objects und seines Bildes vollstandig unabhangige, ganz constante 
Grosse ist, wir kommen spater darauf zuruck. 
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Strahl en, welche in einem teleskopischen System parallel eintreien, ver
lassen dasselbe auch parallel. Bringt man das Hauptdiaphragma an der 
Stelle an, wo die beiden bezeichneten Brennpunkte der beiden Teilsysteme 
zusammenfallen, so riicken die Eintrittsoffnung wie die Austrittsoffnung in 
die Unendlichkeit, die Hauptstrahlen sind also sowohl fiir Object und Bild, 
als fiir Eintritts- und Austrittsoffnung einander parallel und statt der Haupt
kegel haben wir Hauptcylinder. 

36. Optik des Auges. Das Auge bildet zusammen mit der vor ihm 
befindlichen Luft ein optisches System, das als aus mindestens 5 Medien 
zusammengesetzt betrachtet werden muss, namlich aus der Luft vor dem 
Auge, der Hornhaut (Cornea), der wasserigen Feuchtigkeit (humor aqueus) 
zwischen Hornbaut und Linse, der Linsensubstanz, dem Glaskorper (humor 
vitreus) zwischen Linse und Retina. Die Bilder, die das Auge von ausser
halb befindlichen reellen oder virtuellen Objecten herstellt, fallen auf die 
Retina, und zwar bei genauer Fixirung der betreffenden Objecte auf den 
gelben Fleck (macula lutea), wobei das Bild des Punktes, auf den der Blick 
sich direct richtet, in die in der Mitte des gelben Flecks befindliche Netz
hautgrube zu liegen kommt. Der erste Brennpunkt des Auges liegt etwa 
12,8 mm vor der Hornhaut, del' zweite unmittelbar an oder auf der Retina, 
die beiden Hauptpunkte sind von einander nul' etwa 0,4 mm entfernt und 
befinden sich ungefahr in del' Mitte zwischen Hornhaut und Linse, die 
beiden Knotenpunkte, die also auch urn 0,4 mm von einander abstehen, 
haben ihren Ort innerhalb del' Linsensubstanz und zwar ist ihre Mitte urn 
etwa 0,5 mm von del' Hinterflache del' Linse entfernt. 

Wenn das Auge einen Punkt scharf fixiren will, so stellt es sich wie 
gesagt so, dass das Bild dieses Punktes in die Netzhautgrube fallt, verbindet 
man also die Netzhautgrube mit dem zweiten Knotenpunkt und zieht dUTCh 
den erst en Knotenpunkt eine Parallele zu dieser Linie, so muss diese gehorig 
verlangert auf den fixirten Punkt treifen. Die Gesichtslinie des Auges 
besteht so aus zwei parallelen Teilen, dem ausserhalb des Auges befindlichen 
Teil, del' auf den ersten Knotenpunkt zugeht und dem innerhalb des Auges 
verlaufenden, del' von dem zweiten Knotenpunkt nach del' Netzhaut
grube fiihrt. Da die Knotenpunkte nur wenig von einander entfernt sind, 
kann man den einen Teil auch als eine Fortsetzung des andern ansehen, 
die Gesichtslinie ist dann die Gerade, welche von dem fixirten Punkt auf 
die Mitte zwischen den beiden Knotenpunkten des Auges zugeht und in del' 
Netzhautgrube ihr Ende findet. 

Wenn also gesagt wird, es sollen mehrere hinter einander gelegene 
Punkte zur Deckung gebracht werden, so heisst dies, das Auge und 
die Punkte sind so zu stell en , dass diese Punkte bei scharfer Fixirung 
eines derselben ane in die Gesichtslinie zu liegen kommen, geschieht 
das, so fallen ihre BiIder (oder wenigstens die Mittelpunkte der Zer
streuungskreise) alle in die Netzhautgrube und liber einander und das 
Auge nimmt sie zusammen als einen Punkt wahr. Umgekehrt sieht das 

5* 



Optik des A.uges. [36. 

A.uge nur einen Punkt, so geht die Gesichtslinie durch aIle Punkte. Diese 
Gesichtslinie ist dann die A.bsehlinie. 

Wir konnen diese Gesichtslinie, weil sie in einem bestimmten Zustand 
des A.uges offenbar zwei ganz feste Punkte (den zweiten Knotenpunkt, 
oder die Mitte zwischen den Knotenpunkten, und die Netzhautgrube) 
hat, also volIstandig bestimmt ist, die Sehaxe des A.uges nennen; Helm
holtz*) hat nachgewiesen, dass sie nicht mit der Centralaxe des A.uges 
(auf der die Fundamentalpunkte liegen) zusammenfallt. 

Betrachtet das A.uge durch ein optisches Instrument das von letzterem 
entworfene reeUe oder virtuelIe Bild eines Punktes, so richtet sich die 
Gesichtslinie geradezu nach diesem Bilde hin. Liegt der lirspriingliche 
Punkt in der Centralaxe des Instruments, so befindet sich auch sein Bild 
in dieser Axe, und die Gesichtslinie nimmt die Richtung dieser Axe an; 
liegt der Punkt ausserhalb der Axe, so wird auch sein Bild die Axe ver
lassen, alsdann ist die Gesichtslinie gegen die Centralaxe des Instruments 
geneigt, bei reeUen Bildem sieht das A.uge schief gegen das Instrument auf 
diese, bei virtuellen sieht es schief in das Instrument hinein. Immer aber 
haben wir die Gesichtslinie als die A.bsehlinie anzusehen, nicht die Central
axe des Instruments. Wir werden spater sehen, wie man von dieser A.bseh
linie, die ja, weil sie mit dem A.uge ~ich hin und her bewegt, zur Fixirnng 
und Festhaltung bestimmter Richtungen ganz ungeeignet ist, auf die feste 
Centralaxe iiberzugehen vermag. 

Ware das A.nge ein starres optiscbes System, so konnte man nur solche 
Gegenstande scharf sehen, die von demselben in ganz bestimmter Entfemung 
liegen. Das A.uge hat aber eine gewisse Accommodationsfiihigkeit fiir das 
Sehen von Objecten in verschiedenen Entfernuugen, . die freilich nicht 
unbeschrankt ist. Den nachsten Punkt, den das A.uge noch scharf zu sehen 
vermag, nennt man den Nahepunkt, den entferntesten den Fernpunkt. Der 
Fempunkt befindet sich bei einem normalen Auge in so grosser Entfernung, 
dass man ihn als unendlich weit betrachten darf, wenn ein solches A.uge 
auf den Fempunkt accommodirl ist, sagt man deshalb auch, es sei auf 
Unendlich accommodirt, der Nahepunkt steht 2 bis 3 Decimeter yom A.uge 
abo Ein A.uge ist kurzsichtig, wenn der Fernpunkt nahe an dasselbe heran
geriickt ist, es ist weiisichtig, wenn der Nahepunkt zu weit abliegt. Beim 
Sehen spielt aber nicht aUein die Klarheit, mit der man das betreffende 
Object sieht, die ScMrfe des Bildes, das von dem Object auf der Netzhaut 
entworfen wird, eine Rolle, sondem auch die Deutlichkeit, in der die Einzel
heiten des Objects zur Wahrnehmung kommen. Diese Deutlichkeit ist aber 
urn so grosser, je naher das Object dem Auge liegt, sie ist allgemein eine 
Function des Sehwinkels, unter dem das Object erscheint, und wachst zunachst 
mit diesem Sehwinkel. Der Sehwinkel fiir ein lineares Object ist ein Winkel, 
dessen Schenkel nach den Enden dieses Objects zulaufen und dessen Scheitel 

*) Physiologische Optik, Ausgabe 1867, Seite 70. 



37.] Wirklicbe und scbeinbare Grosse. 69 

im Innern des Auges liegt. An welcher Stelle dieser Scheitel sich befindet, 
hangt von der Art ab, wie man das Object betrachtet, fixirt man erst das 
eine Ende des Objects scharf und dann das andere Ende, so werden sich 
die beiden nach einander eingestellten Gesichtslinien in der Mitte zwischen 
den Knotenpunkten schneiden, der Sehwinkel hat also seinen Scheitel in 
del' Mitte zwischen den Knotenpunkten, wenn man abel', wie es gewohnlich 
geschieht, beide Enden zugleich betrachtet, also eigentlich keines von beiden 
scharf sieht, schneiden sich die Visirlinien, wie Helmholtz nachgewiesen hat*), 
in dem Mittelpunkt des von del' Hornhaut entworfenen Bildes del' Pupille, 
welches Bild natiirlich gerade da liegt, wo wir es an dem betreffenden Auge 
durch die Hornllaut sehen, hier also ware dieser Pupillenmittelpunkt als 
Scheitel des Sehwinkels anzunehmen. I!'iir die Rechnung ist es meist gleich
giltig, wohin man diesen Scheitel im Innern des Auges verlegt, fUr Messungen 
wird man ihn vielleicht am bequemsten unmittelbar an del' Hornhaut annehmen. 
Je kleiner der Sehwinkel zwischen zwei Punkten ist, um so weniger vermag 
das Auge diese Punkte von einander zn trennen, nach He 1 mho It z werden 
unter gewohnlichen VerMltnissen zwei Punkte als ein Punkt wahrgenommen, 
wenn ihre Verbindungslinie unter einem Winkel von weniger als etwa I' er
scheint. Die Grenze des Trennungsvermogens ist aber variabel mit den aussern 
Verhaltnissen; beispielsweise kann man zwei Linien, welche eine helle Flache 
zwischen sich fassen, unter einem viel klein ern Sehwinkel noch trennen, als 
zwei helle Linien auf dunkelem Gmnde. 

37. Wirkliche und sch'einbare Grosse. Benutzung optischer Hilfs
mittel. Wegen der Tatsache, dass Gegenstande in verschiedenen Entfernungen 

R l 
b ;;~R, 

K 

II 

/;1 82 

A 
! I 

L B 

Fig'. ,I. 

verschieden gross erscheinen, muss man die wahre Grosse von der schein
baren unterscbeiden, jene ist ganz bestimmt durch die linearen Abmessungen 
des Objects gegeben, diese nimmt ab, wie die Entfernung des Objects vom 
Auge zunimmt. Verlegen wir den Scheitel des Sehwinkels zwischen die 

*) 1. c. Seite 88. 
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Knotenpunkte des Auges und bezeichnen denselben mit E, mit AB die 
Lange eines linearen Gegenstands, mit 810 82 die Gesichtslinien, mit R die 
Retina, so wird ab das Bild von AB sein, es ist aber 

AB:ab=LK:lK, 
also 

lK 
ab=AB LK' 

LX konnen wir, vorausgesatzt, dass AB geniigend scharf gesehen wird, als 
die Sehweite, S, bezeichnen, lK ist als Con stante des betrefi'enden Auges zu 
betrachten, also ist ab proportional AB/S. ab ist das Bild von AB, wir 
beurteilen aber die schein bare Grosse von AB nach der Grosse des Bildes. 
1st demnach G die wahre Grosse von AB, g die scheinbare, k ein Propor
tionalitatsfactor, so haben wir 

XVII) 

Es variirt g mit G und mit S, ist nun G zu klein, so konnen wir g 
vergrossern, indem wir S verkleinern, das Object also dem Auge naher 
bringen, weil aber das Auge nicht ffir beliebige Weittn accommodirbar ist, 
kann 8 nicht kleiner gemacht werden als die kleinste Entfernung, in der 
man noch deutlich sieht, ist die Entfernung des Nahepunktes von dem 
mittleren Knotenpunkt a, so kann also 8 nicht unter a sinken. Der grosste 
Wert von gist darum 

k g=G-· . 
a , 

Reicht dieser nicht aus, um uns die Einzelheiten des Objects unter
scheiden zu lassen, so miissen wir zu dem uns eigenen optischen Apparat, 
dem Auge, noch ein optisches System zu Hilfe rufen. Ein solches System 
kann eina Lupe odar ain Mikroskop sain, und as hat dia Aufgabe von dem 
betrefi'enden Object ein hinreichend grosses Bild zu entwerfen. 1st dieses 
Bild reell, so kann es auf einem das Licht di:lfus reflectirenden Schirm auf
gefangen werden; der Beobachter stent sich so, dass das Auge in der zur 
deutlichen Wahrnehmung der Einzelheiten des Bildes notigen Entfernung 
von dem Bild sich befindet und kann, wenn dieses Bild gehorig vergrossert 
ist, nunmehr diese Einzelheiten unterscheiden. Wenn das Bild virtuell ist, 
bringt man das Auge in die aus dem Instrument tretenden Strahlen und 
stent dann das Instrument so ein, dass das Bild in die deutliche Sehweite 
riickt. Da das Auge Accommodationsfahigkeit besitzt, hat das Wort "deutliche 
Sehweite" hier keine bestimmte Bedeutung, das Auge ist auch mr Accommo
dation zu verschiedenen Zeiten verschieden disponirt; man kann daher auch 
dem Instrument bis zu einem gewissen Grade verschiedene Einstellungen 
geben, das Bild also in verschiedene Weiten bringen, das Auge accommodirt 
sich den verschiedenen Weiten an, und so kommt es auch, dass man namentlich 
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bei andauernden Beobachtungen, weil die Accommodationsfahigkeit des Auges 
sich geandert hat, oft die Stellung des Instruments oder einzelner Teile 
desselben andern muss. Gewohnlich stelIt man bei mikroskopischen Beob
achtungen unwillkiirlich das Instrument so, dass das Bild in den N ahe
punkt zu liegen kommt, weil man eben weiss, dass das Object sich dem 
Auge nahe be:6.ndet. 

Wenn ein Gegenstand darum nicht deutlich gesehen zu werden vermag, 
weil derselbe zu weit absteht und dem Auge auch nicht genahert werden 
kann, hat das anzuwendende optische System, es kann in diesem Fall 
eine BrUle oder ein Fernrohr sein, vor allen Dingen die Aufgabe, von dem 
Gegenstand ein Bild in deutlicher Sehweite zu entwerfen. SolIte die schein
bare Grosse selbst bei scharfem Sehen nicht ausreichen, die Einzelheiten 
des Objects erkennen zu lassen, so hat das optische System das Bild grosser 
darzustellen, als der Gegenstand dem Auge erscheint. 

Man bemerkt aber, dass fiir das deutliche Sehen und Erkennen der Einzel
heiten eines Objects mittelst eines optischen Systems maassgebend ist: das 
Verhaltnis, in welch em die scheinbare Grosse des Bildes zu der scheinbaren 
Grosse des Objects steht. Wir bezeichnen dieses Verhii.ltnis als die schein
bare Vergrosserung. 1st also, wahrend das Auge das von dem optischen 
System entworfene Bild betrachtet, die Entfernung dieses Bildes von dem 
mittlern Knotenpunkt des Auges gleich 8', die des Objects von demselben 
Punkt gleich 8, eine lineare Abmessung im Bilde gleich G', eine entsprechende 
im Object gleich G, so wird hiernach die scheinbare Vergrosserung M des 
Instruments 

XVIII) 

G und 8 sind durch directe Abmessung, oder wo man an das Object 
nicht heran kann, durch irgend welche andere Operationen zu bestimmen; 
G' ist durch G, 8 und die Eigenart des optischen Systems bestimmt, 
8' variirt von Auge zu A.uge und bei demselben Beobachter von Zeit zu 
Zeit und kann bei Benutzung von Mikroskopen gleich der Entfernung des 
Nahepunktes vom mittlern Knotenpunkt des Auges, bei Benutzung von 
Fernrohren gleich 8 selbst angenommen werden. Wie man G' bestimmt, 
wird spater in dem Abschnitt iiber optische Maassbestimmungen, wo iiber
haupt iiber die Eruirung der Bestimmungsstiicke optischer Apparate die Rede 
sein wird, darzulegen sein. 
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VII. Lingenmessungen auf !pparaten mit optischen 
Binrichtungen. 

38. Die optischen Instrumente der lIessapparate. Wir wenden diese 
Lehren gleich auf die bei Comparatoren und Kathetometern in Anwendung 
kommenden optischen Instrumente an. Es bestehen die mit den Apparaten fiir 
Langenmessungen verbundenen optischen Instrumente aus zwei Linsen
systemen: dem Objectivsystem und dem Ocularsystem. Zwischen diesen 
Systemen befindet sich als Visireinrichtung ein Fadenkreuz oder Pjtrallel
Fadenpaar. Das Objectivsystem soIl ein reelles Bild des betre:ll'enden ein
zustellenden Objects in der Ebene der Visireinrichtung entwerfen, das 
Ocularsystem dient, um von diesem reeIlen Bilde und der Visireinrichtung ein 
virtuelles Bild zu geben, welches so gelegen ist, dass es von dem in das 
Instrument hineinschauenden Auge deutlich uud so gesehen wird, dass 
dem Auge Object und Visirvorrichtung in einer Ebene zusammenzufallen 
scheinen. 

Die Objective dieser Instrumente bestehen aus einer Linse oder sind aus 
mehrer~n Linsen zusammengesetzt, iiber deren Einrichtung spater einiges 
zu sagen sein wird. Die als Ocular bezeichneten Teile sind fast immer aus 
zwei Linsen gebildet, doch sind eigentlich nicht bei allen Ocularen die beiden 
Linsen auch als Ocularlinsen zu betrachten, bei einer Classe von Ocularen 
gehOrt die von den Strahlen zuerst getro:ll'ene Ocularlinse eigentlich noch zu 
dem Objectivsystem. Wir wollen daher Ocular von Ocnlarlinsen unterscheiden, 
jenes Wort solI den TeiIdes Mikroskops oder Fernrohrs bezeichnen, der 
nachst dem Auge liegt und mechanisch flir sich eine selbstalldige Bedeutung 
hat; dieses die zur Beobachtung des von dem Objectivsystem entworfenen 
Bildes dienenden Linsen. Zur Anwendung kommen besonders zwei Arten 
von Ocularen, das Ramsdensche und das Huyghenssche Ocular, beide so con
struirt, dass der Einfluss der sphiirischen und chromatischen Aberration 
tunlichst vermieden wird, wovon spater noch die Rede sein wird. Beide 
Oculare bestehen aus zwei planconvexen Linsen, aber im Huyghensschen 
Ocular haben beide Linsen ihre convexen Seiten nach vorn gerichtet, 
im Ramsdenschen ist die convexe Seite bei der hintern Linse nach 
vorn, bei der vordern nach hinten gerichtet, so dass beide Linsen mit 
ihren convexen Seiten einander zugewendet sind. 

In dieser angegebenen Stellung liegt die erste Brennebene beim 
Huyghensschen Ocular, etwa in der Mitte zwischen deu beiden Linsen, 
beim Ramsdenschen unmittelbar vor der vordern Linse, die zweite 
Brennebene befindet sich bei beiden Ocularen unmittelbar hinter der 
hintern Linse. Die Bildebene des Objectivsystems liegt bei Anwendung 
eines Ramsdenschen Oculars unmittelbar vor demselben, hier sind 
also beide Linsen Ocularlinsen und das Ocular bildet ein kleines 
Mikroskop, welches zur Betrachtung des vom Objectiv entworfenen Bildes 
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dient. Fur ein Huyghenssches Ocular ist die Bildebene zwischen 
den beiden Linsen gelegen, es dient also die erste Linse dieses Oculars 
noch zur Herstellung des Bildes und sie gebOrt mit dem eigentlichen 
Objectiv zum Objectivsystem*), die hintere Linse hnn als Lupe betrachtet 
werden. 

Bezeichnen wir jetzt diejenige Ebene in dem Instrument, in welchem 
das Fadenkreuz oder das Fadenpaar ausgespannt ist, als Mikrometerebene, 
so Mnnen wir auch sagen: optische Instrumente mit Ramsdellschem 
Ocular haben ihre Mikrometerebene vor dem Ocular, eine Verschiebung des 
Oculars bedingt keine Verschiebung dieser Ebene. Diese Ebene ist in 
solchen Instrumenten ein fiir alle mal fixirt, indem die Faden auf einen 
Rahmen gespannt sind, der sich im Rohr, welches das Objectivsystem triigt, 
befindet. Optische Instrumente mit Huyghensschem Ocular haben 
ihre Mikrometerebene zwischen den beiden Linsen, verschiebt man das 
Ocular, so verschiebt man um dieselbe Strecke auch die Mikrometerebene. 

1st das Instrument so eingerichtet, dass es beim Uebergang von der 
Einstellung auf das eine Object zu der auf ein anderes als Ganzes be
wegt werden muss, so besitzt es als Visirstelle ein in der Mikrometer
ebene festgelegtes, auch nicht einmal in seiner Ebene verschiebbares Faden
kreuz oder Fadenpaar, und das Ocular ist in diesem l!'alle meist ein Huy
ghenssches; die Faden sind bier auf einem Ring befestigt, der seinerseits 
innerhalb des Ocularrohres fixirt ist, und die Ebene dieses Ringes ist die 
Mikrometerebene. 

Bei derjenigen Einrichtung, wo nicht das Jnstrument als Ganzes, sondern 
nur die Visirstelle zu bewegen ist, wird das Fadenkreuz oder das Faden
paar auf einen ebenen Rahmen gespannt, der in seiner Ebene und nur in 
dieser verschoben werden kann. Hier braucht man meist Ramsdensche 
Oculare, der Rahmen mit den Faden ist dann in einem andern Rahmen 
gelagert, der im Objectivrohr und senkrecht zur Objectivaxe befestigt ist, 
und kann in diesem, der ihm zur Fiihrung dient, gleiten. 

Bei Comparatoren, wo die Uebertragungsvorrichtung horizontal liegt, 
sind die optischen Instrumente an die Trager meist in verticaler Stellung 
befestigt, sie stecken in verticalen Rohren, in denen sie sich auf- und ab
schieben lassen. 

Bei Kathetometern liegen die optischen Instrumente horizontal, sei es, 
dass sie von Ringen oder BOhren gefasst sind oder dass sie auf Lagern, 
die auf dem Prisma auf- und abgeschoben werden konnen, ruben. 

Wir wollen jetzt, um nicht die verschiedenen Bewegungen, die wir an 
einem optischen Instrument bei wirklichen Messungen auszufiihren haben, 

*) In Bezug auf Abbe's AuiJassung der Functionen der einzelnen Linsen eines 
Mikroskops siehe dessen A bhandlung: Beitrage zur Theorie des Mikroskops; M a x 
Schulz's Archiv fUr mikroskopische Anatomie, Bd. IX, S.421 iJ. und Dippel, 
das Mikroskop, Seite 214. 
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mit einander zu confundiren, feste Bezeichnungen fUr die einzelnen in Frage 
kommenden Bewegungen einftihren. 

39. Festsetzung einiger Operationen und der Bezeichnungen fUr 
dieselben. Ein Mikroskop oder Fernrohr von einem Object auf ein zweites 
aber&ragen, heisst dasselbe (eventuell mitsammt der V orrichtnng, an welcher 
es befestigt ist) von einer Stellung, in welcher es auf dieses Object gerichtet 
war, in eine andere bringen, in welcher es auf das zweite Object gerichtet 
werden kann. In entsprechender Bedeutnng soll von einer Uebertragung 
auch gesprochen werden, wenn das optische Instrument unverriickt an seinem 
Ort bleibt, aber an Stelle eines Objects ein anderes Object gesetzt wird. 

Wenn wir ein optiscbes Instrument auf ein Object einstellen, so rucken 
wir dieses Insrument oder das Object so, dass letzteres im Gesichtsfelde 
des Instruments erscheint, neigen das Instrument oder das Object solange, 
bis die Ebene, in welcher das Object liegt, die optische Axe des Instruments 
senkrecht schneidet, und schieben Object und Instrument beide gegen 
einander oder eines gegen das andere, bis das Object dem in das In
strument schauenden Auge in voller Klarheit und Deutlichkeit erscheint. 

Wir pointiren mit einem optischen Instrument auf eine Stelle eines 
Objects, wenn wir, nachdem das Instrument auf das Object eingestellt ist, 
dieses in seiner Ebene oder das Instrument parallel mit sich selbst oder 
endlich das Fadenkreuz beziehungsweise Fadenpaar in seiner Ebene so be
wegen, dass die zu fixirende Stelle des Objectbildes sich mit der MUte des 
Fadenkreuzes beziehungsweise Fadenpaars deckt. 

Wie die U ebertragung bewerkstelligt wird, ist bei der summarischen 
Beschreibung der Comparatoren und Kathetometer in Art. 26 bereits angegeben. 

Bei der Einstellung wird das Riicken, wenn es das Object betrifft, 
meist mit freier Hand ausgefiihrt; wird es an dem Instrument bewerkstelligt, 
so geschieht es mit freier Hand oder mit Hllfe einer Schraube, im ersten 
Fall wird das Instrument mit dem ganzen Schlitten, auf dem es sitzt, auf 
dem Prisma der Uebertragungsvorrichtung geschoben, im zweiten Falle 
bleibt der, eigentliche Schlitten fest liegen und das Instrument wird auf 
diesem Schlitten ganz in der in Art. 30 angegebenen Weise bewegt. 

Das Ausrich ten der Objectebene gegen die Centralaxe wird gewohnlich 
am Object ausgefiihrt, man giebt den optischen Instrumenten an den Com
paratoren und Kathetometern ein fur aIle mal eine bestimmte Richtung, 
etwa eine senkrechte bei den Comparatoren, eine horizontale bei den Katheto
metern, das Ausrichten der Objectebene gegen die Centralaxe wird dann 
dadurch bewerkstelligt, dass man diese Objectebene horizontal beziehungs
weise vertical stellt; horizontal, wenn die Messung mit einem Comparator, 
vertical, wenn sie mit einem Kathetometer ausgeftihrt wird. Was endlich 
die eigentliche Einstellung auf das Object anbetrifft, so wird diese 
durch Verschiebung des optischen Instruments in Richtnng seiner Cen
tralaxe nach dem Object hin beziehungsweise von diesem ab, oder dnrch 
Verschiebung des Objects in einer zu seiner Ebene senkrechten Richtnng 
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nach dem Instrument hin beziehungsweise von diesem ab bewirkt. Bei 
Instrumenten mit Ramsdenschem Ocular, wo die Bildebene fUr das 
Objectivsystem (eben die Mikrometerebene) fest bestimmt ist, ist auch der 
notige Abstand des Objects von dem Instrument (etwa von der ersten Linse) 
fest vorgeschrieben, hat man mit einem solchen Instrument nach einander 
auf verschiedene Objecte einzustellen, so miissen sich aIle diese Objecte 
in genau demselben Abstand von dem Instrument befinden, und wenn man 
aIle diese Objecte in eine und dieselbe Ebene gebracht und auf eines 
derselben eingestellt hat, ist man sicher, auch jedes der andern nach Ueber
tragung auf dieselben scharf zu sehen. Instrumente mit H u y g hen s s c hem 
Ocular konnen allerdings ebenso benutzt werden, wie solche mit Ram s
den s c hem, ist bei denselben aber das Ocular in Richtung der Centralaxe 
verschiebbar, so kann man, ohne das ganze Instrument oder das Object 
verstellen zu miissen, lediglich durch Hineinstossen beziehungsweise Heraus
ziehen des Oculars das Instrument verschieden entfernten Objecten adaptiren. 
Indessen ist es unter allen Umstanden geraten, wahrend der Messungen an 
den Instrumenten keine Manipulationen vorzunehmen, die nicht durchaus 
notig sind, und man tut daher besser, wenn die Messung ein EinsteIlen auf 
verschiedene Objecte erforderi, all diese Objecte in eine und dieselbe zur 
Centralaxe des Instruments senkrechte Ebene zu bring en. 

Das Poi n tir en auf eill Object wird mit Hilfe der Schraube ausgefiihrt, 
sei es, dass diese das ganze Instrument bewegt oder nur die Faden in der 
Mikrometerebene verschiebt. Da bei dem Pointiren die Einstellung sich 
nicht andern darf, muss da, wo durch die Schraube das ganze Instrument 
bewegt wird, jedenfalls die mechanische Einrichtung so getroffen sein, dass 
dasselbe sich wahrend der Bewegung weder heht noch senkt, noch auch 
irgendwie neigt; das ist, weil es sich dabei immerhin um bedeutende Massen 
handelt, nicht leicht zu erreichen, und darum ist auch die Einrichtung, 
wo nicht das g an z e Instrument zu bewegen ist, sondern nur die Faden 
in der Mikrometerebene verschoben werden, vorzuziehen, indessen ist diese 
Einrichtung nicht tiberall anwendbar (s. Art. 30). 

Wir konnen jetzt den vollstandigen Verlauf der Ausmessung einer 
Strecke unter Benutzung eines Comparators oder Kathetometers beschreiben. 
Der leichtern Uebersicht wegen wollen wir aber Messungen mit dem Com
parator von solchen mit dem Kathetometer trennen. Ferner wollen wir 
annehmen, dass aIle Operationen, die wir hier angeben, auch genau be
werkstelligt werden konnen, wir werden spater die Einfliisse einer nicht 
genauen Ausfiihrung derselben untersuchen. 

40. Einrichtung der Messungen auf dem Comparator. Wir betrachten 
erst Messungell auf dem Transversalcomparator. Das Prisma des Comparators 
soIl horizontal liegen, und wenn es bei dem Uebergang von einer Lange 
auf eine andere selbst verschoben werden muss, so solI die Verschiebung 
so vor sich gehen, dass dasselbe einerseits stets sich selbst parallel bleibt 
und andererseits stets in einer und derselben Horizontalebene verharrt, es solI 
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also sich keiner seiner Punkte heben oder senken, noch irgendwie drehen, 
vor allen Dingen darf das Prisma aber dabei seine Gestalt nicht andern. 
Dass es auch Comparatoren mit schrag gestellten Instrumenten und auch solcha 
wo die Uebertragung durch Drehung des Prisma geschieht, giebt, mag nur 
nebenbei erwahnt werden. 

Wird bei dem Uebergang von einer Lange auf die andere die Unter
lage der Strecken bewegt, so muss diese Bewegung unter gam; denselben Be
dingungen vor sich gehen, wie sie bei der Bewegung des Prisma angegeben sind. 

Die Mikroskope oder Fernrohre miissen den theoretisch an sie zu 
stellenden Bedingungen geniigen, bei jedem Instrument sollen also die 
Centralaxen der einzelnen Linsen zusammenfaIlen, und solI die Mikrometer
ebene senkrecht zu der gemeinsamen Centralaxe der Linsen stehen. 

Man riehtet jedes Instrument so, dass seine Central axe eine lotrechte· 
SteHung einnimmt, die Mikrometerebene also horizontal liegt, es muss abel' 
jedes Instrument mit dem Prisma so fest zusammenhangeu, dass, wenn das 
Prisma bei dem Uebergang von einer Lange auf die andere selbst zu ver
scbieben ist, die Mikrometerebenen sich weder heben noeh senken, noch neigen, 
noeh auch zur Seite weichen konnen, sondern sich lediglicb gradeaus bewegen. 

Man bringt die zu messende Strecke mit dem Maassstab in eine und 
zwar in dieselbe borizontale Ebene, sorgt also dafiir, dass die Linie, welche 
die End en der zu messenden Strecke und die Linie, welche die Endeu des 
Maassstabes mit einander verbindet - es konuen diese Enden entweder die 
natiirlicben Euden der betrefr'enden Streeken sein, oder durch Punkte 
und Striche markirt sein - horizontal iu gleicher Hohe lieg-en. Besteht 
eine der beiden Strecken aus mehreren von eiuander getrennten Teilen 
(etwa der Maassstab aus zwei einzelnen Meterstaben odeI' aus einem 
Meterstab mit an seine Enden von beiden Seiten anstossenden, ihn aus 
einem Endmaass in ein Strichmaass verwandelnden Contactstiicken [Art. 26]), 
so miissen diese Teile natiirlich ebenfalls aIle in eine und dieselbe Horizontal
ebene fallen. Zur Erleichterung und Sicherung der Horizontirung wird die 
Unterlage fur die zu vergleicbenden Strecken selbst horizontal gestellt. 

In der Horizontalebene, in welcher die Streeken sich befinden, sind die
selben einander parallel zu riicken, und zwar so, dass sie beide der dureh 
die Centralaxe der beiden optischen Instrumente gehenden Ebene parallel 
verlanfen. 

Endlich werden die optisehen Instrumente zunachst auf die Enden einer 
der beiden Langen eingeRtellt. Fiihrt man dann das Prisma mit den Instru
menten auf die andere Strecke odeI' (je nach der Einrichtung des betrefr'enden 
Comparators) diese andere Strecke auf ibrer Unterlage unter die Instrumente, 
so miissen, wenn jene Vorarbeiten gehOrig ausgefiihrt sind, die Enden 
dieser Strecke in beiden Mikroskopen oder Fernrohrell innerbalb der beziig 
licben Mikrometerebene und scharf abgebildet gesehen werden konnen. 

Ich habe die Vorarbeiten fiir eine besondere Art von Comparatoren 
beschrieben, im wesentlichen sind dieselben aber bei allen Comparator-
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einrichtungen dieselben, fast immer handeIt es sich um Verticalstellung der 
Centralaxen der optischen Instrumente, Horizontirung der Mikrometerebenen 
und der zu vergleichenden Langen und um Parallellegung der zu ver
gleichenden Langen sowohl in Bezug auf einander als in Bezug auf die 
Ebene der Centralaxen. Hat etwa der betrefi'ende Comparator nur ein 
optisches Instrument, welches dann bald auf der einen, bald auf der andern 
Seite benutzt wird, so ist die Ebene der Centralaxe diejenige E bene, welche 
die Centralaxe des Instruments in dessen beiden Lage n enthalt. 

Besitzt der Comparator zwei mit einander fest verbundene, auf demselben 
Schlitten aber in verschiedenen Entfernungen von dem Prisma sitzende 
Instrumente, wobei letztere zusammen von der einen Seite naeh der andern 
langs des Prisma hin bewegt werden, so haben wir zwei solche Central
axen-Ebenen, je eine fiir jedes optische Instrument in seinen beiden 
Lagen, es sind dann aber die-se Ebenen als parallel anzusehen, und sie 
werden aueh in der Tat parallel sein, wenn die optisehen Instrumente 
so fest mit einander verbunden sind, dass sie sieh gegen einander wahrend 
der Versehiebung langs des Prisma nieht verstellen Mnnen. Da ferner bei 
dieser Einriehtnng des Comparators jede der Strecken mit einem besondern 
optischen Instrument betrachtet wird, kann es kommen, dass die beiden 
Strecken nicht mehr in eine und die s e I be Horizontalebene gebraeht zu 
werden brauchen, es werden vielmehr die Ebenen, in welchen diese Strecken 
liegen, verschieden von einander sein diirfen, wenn die betrefi'enden optischen 
Instrumente nieht optisch gleieh gebaut sind, etwa das eine Instrument starker 
gekriimmte Linsen hat, als das andere; legt man die Strecken jedoch aueh 
in diesem Fall in dieselbe Horizontalebene, so wird bei der Einstellung das 
eine Instrument von der ibm zugewiesenen Strecke mehr oder weniger weit 
zu entfernen sein als das andere, die Einstellung muss bei jedem Instrument 
fiir sich ausgefiihrt werden. 1st diese Einstellung aber an der einen Seite 
bewerkstelligt, so miissen die Instrumente noeh einstehen, wenn sie auf die 
andere Seite gebraeht sind, um die andern Enden zu betraehten. 

41. Messung auf dem Comparator. Naehdem die im vorigen be
zeichneten Vorarbeiten ~etrofi'en sind, beginnt man die eigentliehe Messung. 

Es besteht diese Messung in den Pointirungen auf die Enden der beiden 
Langen und den Ablesungen der beim Uebergang von den Pointirungen auf 
die eine Lange zu denen auf die andere notigen Verschiebung der Absehns
linie. A1lgemein kann man in der Anordnung der Messungen so verfahren, 
dass man erst die Pointirungen auf der einen Seite ausfiihrt, und dann die 
auf der andern Seite vornimmt. Man m us s in dieser Anordnung vorgehen, 
wenn dasselbe Instrument auf be ide n Seiten zur Anwendung kommt, wenn 
also der Comparator entweder nur ein optisehes Instrument hat oder zwar 
zwei Instrumente besitzt, diese abel' fest verbunden auf demselben Schlitten 
sieh befinden. Bei del' andern Einriehtung, wo auf jed er Seite ein optisches 
Instrument vorhanden ist, kann man aueh so verfahren, dass man die 
Pointirungen erst an der einen Strecke ausfiihrt, also mit dem einen Instrument 
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auf das eine, mit dem zweiten auf das andere Ende der betre:ffenden Strecke 
pointirt und darauf die Pointirungen auf die Enden der andern Strecke aus
fiihrt. Die folgenden Auseinandersetzungen passen wir der zuerst ange
gebenen Anordnung der Messungen an, sie sind ohne Schwierigkeit auf 
jede andere Anordnung auszudehnen. 

Der Uebergang von der Pointirung auf ein Ende der einen Strecke zu 
der auf das gleich gelegene der andern Strecke wird, wenn notig, dureh 
eine Sehraube bewerkstelligt. Ueber die Messung der Versehiebung ist 
auch niehts weiter hinzuzufiigen, wenn letztere unmittelbar an einer Scale, 
sei es mit oder ohne Zuhilfenahme eines Vernier, ausgefiihrt wird, bier 
geIten aHe Bemerkuugen und Formeln des Art. 28. Genauer haben wir 
nur den Fall zu behandeln, wo die Schraube selbst zur Messung heran
gezogen wird. 

Es sei ein optisches Instrument auf ein Ende der zu messenden Strecke 
eingestellt. Wir pointiren mit dem Instrument auf diese Strecke, indem wir 
die Schraube so drehen, dass die Mitte des Fadenkreuzes beziehungsweise 
des Fadenpaares dieses Ende zu decken scheint. Wir lesen die Stellung 
des Index gegen die Teilung auf der Trommel ab, es stehe derselbe urn (zu 
schatzende) f.I. Teile eines Trommelteils hinter dem m + 1 Trommelstrich, 
das ist hinter dem Strich m. Dann fiihren wir die U ebertragungsvonichtung 
auf die zweite Strecke, oder diese unter die Uebertragungsv9rrichtung und 
pointiren durch Drehen der Schraube auf das entsprechende Ende dieser 
Strecke; wir zahlen die vollen Umdrehungen, die wir haben ausfiihren muss en, 
und lesen zuletzt die Lage des Index gegen die TrommeIteile abo 

Sei die Anzahl der ausgeflihrten Trommelumdrehungen A, und die 
Stellung des Index n + V, wo n die Nurnmer des Striches angiebt, hinter 
dem der Index steht, und V den in Teilen eines Trommelintervalls geseh1i.tzten 
Abstand des Index von dem Strich n bedeutet, dann ist die ganze Drehung, 
gemessen in Trommelteilen, M+ n + '1- (m + f.I.), wenn z angiebt, in wie
viel Teile die Trommel geteiIt ist. Hiernach betragt die ganze Verschiebung 

gemessen in GanghOhen dieser Schraube A + n + v - (m + f.I.); ist diese 
z 

GanghOhe bekannt und gleich a, so haben wir also fiir die Verschiebung 

--0 
a=(Az +n +'1 -m+ 11')-' z 

Wir haben nun die beiden Falle zu unterscheiden, wo beim Pointiren das 
ganze Instrument verschoben wird, und wo nUl die Faden in der Mikrometer
ebene bewegt werden. 

1m ersten Fall, wo das ganze optische Instrument durch Drehung der 
Schraube verschoben wird, ist o:ffenbar die Verschiebung a gleich der Strecke, 
um welche die entsprechenden Enden der beiden Strecken (diese immer Seite 
an Seite gedacht) auseinanderstehen; haben dann a', m', n', f.I.', v', A', a', z' 
in Bezug auf die Enden der Strecken auf der andern Seite dieselbe Bedeutung 
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wie die entspreehenden Buehstaben fUr. die hervorgehobenen, so wird also 
die gesuehte Lange 

--a' --a A'=A± a'±a=A±(A'", + n' + v'-m' + fL'), ± (A~+ n + v-m + fL)-· 
Z ~ 

Gewohnlieh sucht man natiirlieh die Schrauben und Trommeln in allen 
Instrumenten einander gleich herzustellen - und es sind dieselben identisch, 
wenn der Comparator liberhaupt nur ein optisehes Instrument hat--, s kann 
unter allen Umstanden s' gleich gemacht werden, a lasst sich aber nicht 
ohne weiteres so gross wie a' herstellen; wir wollen deshalb den Accent 
zwar bei s fortlassen, bei a aber noch bebaIten, dann ist 

A'=A + (A'S + n'+ v'- m'+/i.')Il'± (AZ + n + v - m:+fJ.)Il. 
z 

Die Zeichen sind doppelt geschrieben, um den Leser zur Vorsicht bei 
ihrer Feststellung zu mahnen, er muss sich bei seinem Instrument erst 
unterrichten, welche Zeichen zu wahlen sind. Wir wollen einer Grosse das 
Symbol'" vorsetzen, wenn liber das Zeichen derselben erst entschieden werden 
solI, dann haben wir 

XIX) 
__ Il' _-_a 

A'=AN(A's+n'+v'-m'+ fL')-"'(Az+n +v-m + fL)-· s z 

1m zweiten Fall, wo durch Drehung der Schraube allein die Mitte des 
Fadenkreuzes beziehungsweise die des Fadenpaares verschoben wird, ist die 

." ~""2"-'_"1'rJL_' ______ M 

m 
Fig. 5. 

ausgefiihrte Verschiebung nicht mehr gleieh dem Abstand der entsprechenden 
Enden der beiden Langen von einander, sondern gleich dem Abstand der 
Bilder dieser Enden in der Mikrometerebene. Es stelle die vorstehende 
Figur 5 eiDen Schnitt durch die Centralaxe des betreffenden optischen In-
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struments dar, KI sei der erste, K2 dllr zweite Knotenpunkt des Objectivsystems, 
M die Bildebene des Objectivs. Der Einfachheit wfilgen nehmen wir an, die 
beiden entsprechenden Enden Ell E2 der beiden Langen lagen ebenfalls in 
der Schnittebene, dass wir also durch das Ocular beide Enden zugleich sehen. 
Alle Strahlen, die von El ausgehen, entwerfen von EI an der Stelle von M 
ein Bild, wo der dem Strahl El KI parallele Strahl KiaE; die Ebene M schneidet, 
also in E~; alle Strahlen, die von E2 ausgehell, vereinigen sich in dem 
Punkt E~, wo der dem Strahl E2Kl parallele Strahl K2E; die Ebene M 
tritft. Wir pointiren daher erst auf E~ und dann auf E;, nnd die 
Verschiebung beim Uebergang von E~ auf E; ist gleicb der Entfernung 
E~E;. Nun sind die Dreiecke E~E;K2 und EIE2KI einander ahnlich, 
daher ist 

Die Entfernung KIm des ersten Knotenpunkts des Objectivsystems von 
der Ebene, in welcher die beiden zu vergleichenden Objecte, die beiden 
Strecken, liegen, nenne ich Xl' die des zweiten Knotenpunkts von der Bildebene 
des Objectivs, die als mit.der Ebene, in welcher die beiden Bilder der Objecte 
liegen, zusammenfallend angesehen wird, x2, so haben wir 

damit wird, indem wir entsprechende accentuirte Buchstaben flir das andere 
optische Instrument benutzen, 

x; 0' ___ xl 0 __ _ 
A'=A",-.-(A'z+m'+v'-m'+ p.') '" --(Az+m+ v - m+ p.). 

x2 Z )(.2 Z 
XX) 

Besteht das Objectivsystem aus einer einzigen Linse, so kann man fUr 
xl den Abstand der Mitte der den Objecten zugewandten Flache des Objectivs 
von der Ebene, die die Objecte enthii.lt, setzen und unter ~ die Entfernung 
des Objectivs von der Ebene, in welcher die Faden liegen, verstehen. Da 
jedoch hier wie im voraufgehenden Fall noch die a zn bestimmen sind, 
welche einer directen Ausmessung nur schwer zuganglich sind, eruirt man 
die notigen Grossen - das sind ffir den ersten Fall a und a', flir den 

* Xl ~ X' 
zwelten - 0 und ~ 0' - besser dnrch directe Versuche. 

)(.2 x2 

42. Bestimmung des Schraubenwerts eines Schraubenmikrometers. 
Zur Bestimmung der bezeichneten Factoren legt man auf die Unterlage, 
welche zur Aufnahme der zu vergleichenden Strecken dient, einen Korper 
mit ebener Oberflache, auf welcher mindestens zwei Striche gezogen sind, die 
ein bekanntes Intervall, z. B. 1 mm, abgrenzen, welches in das Gesichts
feld jedes der heiden optischen Instrumente Yollstiindig hineinpasst. Hat 
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der Maassstab eine Einteilung, die so eng ist, dass in jedem der Mikroskope 
immer mindestens zwei Striehe zugleich gesehen werden, so kann man ein 
Intervall (lieses Maassstabs benutzen. Es sei die bekannte Lange des Inter
valls (/.. Man pointirt im ersten Fall mit beiden Instrumenten, im zweiten 
mit den Fadenkreuzen oder den Fadenpaaren bei beiden Instrumenten erst 
auf den einen und dann auf den andern Begrenzungsstrich dieses Intervalls; 
haben dann "0' no' Yo' mo' fl.o; ,,~, n~, Y~, m~, fl.~ fiir diese Pointirungen 
entsprechende Bedeutungen, wie j" n, v, m, fl.; A', n', v', m', fl.', so resultiren 
die beiden Gleiehungen 

ersten Fall; 

zweiten Fall. 

a b·h . d xlo Den Betrag von -, eZle ungswelse en von - - nennt man den 
Z x2 Z 

&hraubenwert des betreffenden Instruments fiir eine Drehung der Sehraube 
urn ein Intervall ihrer Trommelteilung. Es ist dieser Sehraubenwert, wenn 
wir ihn 't" nennen, allgemein 

XXI) 
a 

ZAo+ no+ vo-mo+ fl.o 

Es habe zum Beispiel die Sehraube auf ihrer Trommel 100 IntervaIle, 
die Stdehe auf derselben zahlen dann von Obis 100 und es ist z = 100, 
a sei gleieh 1 Millimeter. Bei der Einstellung auf den ersten Strieh des 
Intervalls habe der Index zwischen dem Strieh 11 und dem Strieh 12 der 
Trommel gestanden und zwar naeh der Absehatzung urn 0,6 des zwischen 
Strieh 11 und Strieh 12 eingefassten Trommelteils, dann ist mo= 11, fl.o= 0,6, 
mo+ fl.o= 11,6. Bei dem Uebergang auf den zweiten Strieh des Intervalls (/. 
soll m.an die Sehraube in Riehtung der waehsenden Striehnummern 2 mal 
iiber den Strieh 12 hinweggedreht haben, und die Pointirung sei so erfolgt, 
dass der Index auf 23,5 gewiesen habe; dann ist 1..0= 2, also Aoz =200; 
nu + Yo = 23,5, und wir bekommen fUr den Wert eines Trommelteils 

1 mm 1 . , 
't"= 200 + 23,5 -11,6 =211,9 mm = 0,00472 mm. 

Mit dieser Zahl 0,00472 haben wir also alle Ablesungen der betrefI"enden 
Trommel zu IDultiplieiren, wenn wir dieselben in Millimeter verwandel n 
wollen. 

Weinstein, Lehrbuch II. 
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43. :Berti.cksichtigung der Temperatur bei den Maassstliben und 
:Bestimmung von Zusatzlil.ngen. Weder A, die Lange des von dem Maass
stab zur Abmessung der gesuehten Streeke benutzten Stiiekes, noeh die 
Schraubenbetrage '1:, -t behalten immer denselben Wert, aIle variiren sie, 
wenn die Temperatur sich andert. Besteht die Vergleiehsstreeke, der Maass
stab, nur aus einem Stiick oder auch aus mehreren sich unmittelbar' an 
einander reihenden Stiicken von gleieher Substanz, so hat man (Art. 31) 

.A ~ (n2- nt ) (1 + at- 3)1, 

woselbst n2 und 1Zt die Nummern der Striehe sind, auf welche pointirt ist, 
a den linearen Ausdehnungscoefficienten der Substanz des Maassstabes 
bedeutet, 3 die Temperatur des Stabes angiebt, bei welcher ein Intervall 
auf demselben die verzeichnete Lange 1 hat, endlich t die Temperatur des 
Stabes wahrend der Messung fixirt. 

1st die Vergleichsstrecke aus mehreren Teilen, die aus verschiedenen 
Substanzen bestehen, zusammengesetzt, so hat man jeden dieser Teile mit 
der seiner Substanz eigenen Ausdehnung einzufiihren. 

Es bestehe, um den wichtigsten Fall zu behandeln, die ganze Vergleichs
strecke aus einem Endmaass, der bei der Temperatur 31 , seiner Normal
temperatur, die Lange L hat und sich pro Grad Temperaturanderung fiir 
die Langeneinheit urn die Strecke at ausdehnt, so wie aus zwei an die 
Enden dieses Maasses anstossenden Zusatzstiicken, denen die Ausdehnungs
coeffieienten a, a' und die Normaltemperaturen 3, 3' zugehOren. Die Striche 
der Vergleichsstrecke, auf welche pointirt ist, liegen hier auf den Zusatz
stiicken, und zwar je ein Strich auf je einem Zusatzstiiek, sind ihre Ab
stande von den beziigliehen mit ihnen in Beriihrung befindlichen Enden 
des zwischen ihnen liegenden Endmaasses bei den zugehOrigen Normal
temperaturen 3, a' gegeben durch 1, 1', so hat man, wenn wahrend der 
Messung Maass und Zusatzstiieke die Temperatur t besitzen, 

XXII) .A = L(1 + a1 t - &1) + 1(1 + at - &) + l' (1 + a't - fJl). 

AlIe auf der rechten Seite vertretenen Grossen miissen natiirlich einzeln 
bekannt sein, man bestimmt aber nicht selten die beiden letzten Surnmanden 
durch eine besondere Beobachtung auf einmal. Hierzu miissen die Zusatz
stiicke so eingerichtet sein, dass man sie gegen einander schieben kann. 
Man stellt dann diese Zusatzstiicke so gegen einander, dass sie sich mit 
ihren zugewandten Enden beriihren und in einer geraden horizontalen Linie 
liegen, dann legt man neben sie einen entsprechenden Maassstab und 
misst mit Hilfe dieses die Entfernung zwischen den pointirten Marken 
ganz so, wie wenn man es mit einer unbekannten Lange zu tun hat. 
Wenn die Temperatur wahrend dieser Messung genau so hoch ist wie wahrend 
der Messung, zu welcher die Zusatzstiicke benutzt wurden, bekommt man so 
die Summe 1(1+ at- &)+l'(1 + a't-W) unmittelbar. Bestehen die Zusatz
stiicke aus gleicher Substanz, so geben die Surnmanden (l + l) (1 + tXt - a), 
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alsdann dan man diese Grosse iiberhaupt bei irgend einer Temperatur 
messen. 1st eine solche Messung bei der Temperatur tl ausgefiihrt und 
hat dieselbe ergeben 

so wird fiir jede andere Temperatur t 

-- 1+ cx(t- 3) 
(I + C)(I + at - 3) = ~ I + a(tl _ 3) , 

oder mit geniigender Annaherung 

1m andern Fall, wenn die Zusatzstiicke aus verschiedenen Substanzen 
gearbeitet sind und die Bestimmung der betreffenden Grosse nicht genau 
bei der Temperatur der eigentlichen ·Messung ausgefiihrt werden kann, 
muss man dieselbe bei mindestens zwei Temperaturen bewerkstelligen. 
l\lan bekommt dann zwei oder mehr Gleichungen, aus denen 1 und l' 
eventuel! nach den Regeln der Ausgleichungsrechnung abzuleiten sind. 
Gewohnlich fiihrl man (Jine Reihe solcher Bestimmungen vor, eine andere 
nach der eigentlichen Messung aus, urn etwaigen Veranderungen der 
Zusatzstiicke Rechnung tragen zu konnen und die Bestimmungen gewisser
massen auf den Zustand der Zusatzstiicke wahrend der eigentlichen Messung 
zu beziehen. 

44. Verl.nderungen des Schraubenwerts. 1m wesentlichen ebenso 
einfach erledigt sich die Frage nach der Veranderlichkeit des Schrauben
werts in derjenigen Einrichtung, wo bei dem Uebergang von einer Pointirung 
auf eine andere durch die Schraube das ganze lustrument bewegt wird. 
Hier hiingt der Schraubenwert allein von der Schraube ab, anderl sich die 
Schraube nicht, so behiilt auch der Schraubenwert seinen Betrag, variirt 
die Schraube, so variirt auch der Schraubenwert. Die ejnzige zu beriick
sichtigende Variabilitat der Schraube ist die durch Temperaturanderungen 
bedingte. Sind die Ausdehnungscoefficienten der Substanzen, aus welchen die 
Schrauben geschnitten sind, a, a', die Betrage der Schraubenwerle bei den 
Temperaturen 3, 3' gleich "&, "3' so hat man f~r die Schraubenwerte bei 
jeder andern Temperatur t 

XXIII) 

1st also jedes der " fiir eine Temperatur bestimmt, so kann man den 
Schraubenwert fur jede andere Temperatur berechnen, und es wird 

XXIV) A-A'="'(M + n + v-m + fL) (1 + at ~a)'t& 
",(,,'2'+ n'+ v'-rn'-+!;:') (I + a't- t}')T~. 
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Die Formel ist keine andere flir Messungen auf dem Longitudinal
comparator, nur haben wir die Dicht accentuirten Buchstaben auf die 
Pointirnngen am Maassstab, die aecentnirten auf die an der zu bestimmen-
den Strecke zu beziehen; M + n + v - m + JI. ist dann die Ablesungs
di:lferenz beim Uebergang von der Pointirnng auf ein Ende des Maassstabes 
zu der auf das andere Ende , 'A's + n' + v' - m' + JI.' hat die entsprechende 
Bedeutung fIir die zu bestimmende Strecke. 

Gewohnlich richtet man sieh bei Messungen so ein, dass man bei dem 
Uebergang von einer Pointirnng zur andem die Instrumente nur weDig 
zu versehieben hat, alsdann darf man die Temperatur-Correction der 
Schraubenwerte vernachlassigen, doch ist man nieht selten gezwungen, die 
Schrauben auf bedeutende Streeken zu benutzen, und dann muss man den 
Schraubenwert entweder fIir die betreffende Messung besonders bestimmen 
oder die Temperaturcorreetion zur Anwendung bringen. 

Anders stellen sich die Verhii.ltnisse,. wenn die Pointirnng durch Ver
schiebung des Fadenkreuzes oder Fadenpaares in der Mikrometerebene 
geschieht, auch hier variirt zwar der Schraubenwert, weil durch Temperatur
andernng die Schraube ausgedehnt oder zusammengezogen wird, aber er 
variirt auch, wenn die Knotenpunktdistanzen Xl' 'Xj! Verandernngen erleiden. 

Diese Verandernngen konnen nun willkiirliche oder wieder durch 
Temperaturvariationen bedingte sein. 

Die als willkiirlich bezeichneten verdanken ihre Entstehung den 
Unsicherheiten, die immer vorhanden sind, so oft es sich um die scharfe 
Einstellung cines optischen Instruments auf ein Object handelt. Man 
macht namlich bei nicht zu stark en Instrumenten leicht die Erfahrnng, 
dass die Einstellung derselben innerhalb gewisser Grenzen variirt werden 
darf, obne dass deshalb der Deutlicbkeit des Bildes Abbrnch geschieht. Es 
beruht das besonders auf der Fahigkeit des Anges fiir verschiedene 
Entfernungen zu accommodiren, das Auge passt sieh den verschiedenen 
Entfemungen, in welchen das Bild bei verschiedenen Einstellungen 
sich be:findet, an, so weit weDigstens, als es nieht beschwerlich faUt. 
Man wird also bei versehiedenen Reihen von Messungen nieht immer in 
derselben Weise einstellen, also aueh nicht immer dieselben Sehrauben
werte haben. Aueh bei einer und derselben Messungsreihe bnn der 
Sehraubenwert Verandernngen erleiden, denn man ist manchmal gezwungen, 
mitten in der Messung die Einstellung zu eorrigiren. 1m Beginn der 
Messungen namlich, wenn das Auge noell nicht angestrengt ist, ist die 
Accommodationsfahigkeit am grossten, am Ende derselben am kleinsten, 
wenn also die Einstellung nicht so ausgefaUen ist, dass das Bild sieh in 
der fiir das Auge bequemsten Entfemung hefindet, so verliert dieses 
Bild im Laufe der Messungen mehr und mehr an Deutliehkeit, andert 
man aber, um das Bild wieder deutlich sehen zu -):onnen, die Ein
stellung, so andem sich auch die Knotenpunktdistanzen und damit die 
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Schraubenwerte. Wir werden den Einfluss dieser willkurlichen Aenderungen 
der Schraubenwerte spater, wenn wir die bei Langenmessungen moglichen 
Fehler discutiren, genauer verfolgen. 

Was die reg elm ass ig e n durch Temperaturanderungen bedingten 
Aenderungen der Schraubenwerte betri:lft, so zerfallen diese in drei Teile. 
Der eine Teil betrifft den allein aus der Verkiirzung oder Verlangerung der 
Schraube herriihrenden, der sich in ganz derselben Weise wie frillier 
angegeben, in Rechnung ziehen lasst. Der zweite resnltirl aus der Ans
dehnung oder Zusammenziehung der die Linsen haltenden Rohre, welche Aen
derungen in den Entfernungen dieser Linsen von einander und damit in denen 
der Knotenpunktdistanzen verursacht. Der dritte unbedeutendste endlich wird 
bewirkt dnrch die mit den Temperaturvariationen verbundenen Aenderungen 
der Brechungsvermogen del' Linsen, die eben falls die Knotenpunktdistanzen 
beeinflussen. Sicherlich wird man auch hier mit hinreichender Genauigkeit 
sich der allgemeinen Formel 

't = 't&(1 + a t-8) 

bedienen dmen, aber dann hat man nnter a nicht mehr den Ausdehnungs
coefficienten der Substanz der Schraube zu verstehen, sondern eine andere 
Constante, die allen angegebenen moglichen Veranderungen durch Temperatur
variation zugleich Rechnung tragen heIfen solI. Die obige Gleichung 
bekommt darum besser die Form 

't=a+bt, 

wo a und b unbekannte Gross en sind. Man wird dann auch nicht mehr 
mit einer Schraubenbestimmung auskommen, sondern - um auch a zu 
erhalten - deren mindestens zwei ausfiihren muss en. Aus solchen bei 
den Temperatnren aI' l}2, '" bewerkstelligten Bestimmungen, die etwa die 
Werle 'tto 't2, ••• ergeben haben, folgen die Gleichungen 

'1:"1 = a + bl}t, '1:"2 == a + bl}2, ••. 

aus denen a und b nach dem Ausgleichungsverfahren zu berechnen sind. 
Indessen tut man immer am besten, die Schraubenwerte fiir jede 

Messungsreihe besonders zu bestimmen, indem man mit der Schraube in 
der (Art.42) angegebenen Weise ein bekanntes Intervall vor und nach 
jeder Messungsreihe ausmisst; bei nicht zu ausgedehnten Messungsreihen 
darf das Mittel aus beiden Bestimmungen als wirklicher Schraubenwert 
benutzt werden. 1st man wahrend der Messungell gezwungen, die Ein
stellung zu andern, so hat man vor der Aenderung wie nach derselben den 
Schraubenwerl zu bestimmen, um der durch diese Einstellungsanderung 
bedingten Veriinderung des Schraubenwerts Rechnung tragen zu konnen. 

45a. Messungen mit dem Xathetometer. In ganz entsprechender Weise 
sind die Vorarbeiten und Messungen bei Anwendung des Kathetometers 
auszufiihren, nnr dass wir hier im allgemeinen vertical sagen mussen, wo 
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wir beim Comparator von Horizontalitat, und horizontal, wo wir dort von 
Verticalitat sprechen. Vorweg sei aber nochmals hervorgehoben, dass, wahrend 
der Comparator, wie schon sein N arne sagt, fast nur zur "Vergleiehung" von 
Langen mit einander benutzt wird, wobei beide Langen, die zu messende und 
der Maassstab sieh unter genau gleichen VerhaItnissen befinden und in genau 
gleicher Weise behandelt werden, das Kathetometer nicht allein als Vertieal
comparator dient, sondern oft auch als wirkliehes Messinstrument benutzt 
wird, indem der Maassstab, an welchem die Abmessung der betreffenden 
Lange gesehieht, in das Prisma ein fUr aIle mal eingelassen ist. In dieser 
in physikalischen Laboratorien bevorzugten Einrichtung befinden sich Maass
stab und zu mess en de Lange nicht mehr in denselben Verhaltnissen, und 
meist wird auch die Ablesung ffir die Pointirung des Maassstabes nieht in 
derselben Weise ausgefUhrt wie die fUr die Pointirung del' zu messenden 
Lange. leh nehme zunachst an, dass das Kathetometer wirklich als Vertieal
comparator dienen soll, man mit demselben also zwei Strecken, die von ihm 
selbst getrennt sind, zu vergleichen hat. 

Man stent das Kathetometer mit Hilfe der Fussschrauben (es sind deren 
3 vorhanden) so, dass das Prisma vertical steht, ist das Kathetometer 
construetiv gut ausgefUhrt, so darf sich das Prisma dann, wenn es urn 
seine Axe gedreht wird, wedel' neigen noeh heben und senken, jeder 
seiner Punkte muss bei einer solchen Drehung ein Bogenstiick eines 
horizontal liegenden Kreises beschreiben. 

Hat das Kathetometer zwei von einander getrennte optische Instrumente, 
so sollen deren Axen horizontal und einander parallel verlaufen, die Ebene, 
die beide Axen enthalt, muss vertical stehen. Wird dasselbe, wie das meist 
geschieht, nur mit einem optischen Instrument benutzt, so muss die Axe 
dieses Instruments horizontalliegen und bei der Auf- und Abbewegung langs 
des Prisma stets horizontal und aueh in der namlichen V ertical-Ebene 
bleiben. 1st das Kathetometer endlich mit zwei auf demselben Schlitten 
neben einander sitzenden Instrumenten versehen, so miissen die Axen dieser 
Instrumente bei Auf- und Abschieben des Schlittens parallele vertieale 
Ebenen besehreiben. 

Die beiden zu vergleichenden Strecken sollen vertical gerichtet sein, 
sind sie es, 80 laufen sie einander auch schon parallel. Muss zum Ueber
gang von einer Streeke auf die andere das Prisma gedreht werden, so hat 
man die Streck en so zu stell en, dass sie auf dem Mantel einer Cylinder
flache liegen, deren Axe in die Drehungsaxe des Prisma yom Katheto
meter f1i.llt. 

Ueber Einstellung, Pointirung, die eigentliche Messung ist nichts zu 
sagen, es geschieht hier alles genau so, wie bei Anwendung des Horizontal
comparators, wie schon in Art. 41 besonders hervorgehoben ist. Wenn das 
Kathetometer als eigentliches Messinstrument dient, hat es immer nul' ein 
optisches Instrument, es miissen natiirlich alle voraufgehenden Forderungen 
in Bezug auf das Prisma, die zu messende Lange und die Axe des optischen 
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Instruments in ihren verschiedenen Lagen auch hier erfiilIt sein. Den 
Maassstab vertical zu stellt1n, liegt nicht in der Macht des Experimentirenden, 
der constrnirende Mechaniker muss diesen Maassstab dem Prisma schon so 
einverleibt haben, dass er vertical verlauft, wenn das Prisma vertical gestellt 
ist. Bier befindet sich der Maassstab mit der zu messenden Lange nicht 
mehr auf einer Cylinderffii.che, das ist auch nicht nothig, weil bier keine 
Drehungen des PJ'!sma auszufiihren sind. 

Die Messung geschieht mit diesem Kathetometer in ganz derselben 
Weise wie mit dem Kalibermaassstab, in der Tat ist auch ein solches 
Kathetometer nichts anderes als ein besonders feiner Kalibermaassstab. Man 
stent das optische Instrument auf das obere Ende der zu messenden Lange, 
pointirt auf dieses Ende, ind~m man mit einer Schraube dieses Instrument 
so lange hebt und senkt, bis das abgebildeta betreffende Ende mit der Mitte 
des Fadenkreuzes oder Fadenpaars zusammenfallt, und liest die Stellung des 
Instruments auf dem Maassstab abo Dann transportirt man das Instrument 
langs des Prism a nach unten, klemmt dort den Schlitten fest und pointirt 
in gleicher Weise auf das untare Ende der betreffenden Strecke. Die Ab
lesung der Stellung des optischen Instruments in seiner obern und untern 
Lage geschieht meist mit Zuhilfenahme eines Vernier. Der Vernier ist mit 
dem Schlitten fest verbunden und seine Teilung lauft unmittelbar gegen die 
Teilung auf dem Prisma aus, so dass seine Striche genau da aufhoren, wo 
die des Maassstabes beginnen. Geht zum Beispiel die Teilung auf dem 
Prisma von nnten nach oben, und steht der Nullstrich des Vernier in 
der untern Stallung des optischen fnstrumonts iiber dem m + 1 ten Strich 
des Maassstabes, in der obern iiber dem n + !ten und zwar dort um p., 
hier um v Teile eines Intervalls auf dem Maassstab, so haben wir die ge
suchte Lange 

A= (n+v -m+ p.)(1 + ex t-3) l, 

falls l die Lange eines Intervalls auf dem dem Prisma einverleibten 
Maassstabe, bei der auf demselben verzeichneten Normaltemperatur 3 ist. 
v und p. werden nach .A.nleitung des Art. 28 gefunden, ex bedeutet wieder 
den thermischen Ausdehnungscoefficienten, als solchen hat man stets 
den der Substanz des Prisma anzunehmen (also meist den von Messing), 
selbst wenn die Teilung auf einem in das Prisma eingelassenen Streifen 
aus einer andern Substanz aufgetragen sein solIte, vorausgesetzt aller
dings, dass dieser Streifen mit dem Prisma seiner ganzen Lange nach 
so fest verbunden ist, dass er eigene Bewegungen nicht auszufiihren vermag. 

45 b. Correction wegen elastischer Debnung oder Compression. Bei 
Messungen mit dem Kathetometer hat man unter Umstanden noch einer 
besondern Correction Rechnung zu tragen. In diesem FaIle ist namlich 
der Maassstab vertical aufgehangt oder aufgestellt, und wird also durch 
sein eigenes Gewicht ausgedehnt oder comprimirt, seine Lange und die 
seiner einzelnen Intervalle ist dann eine andere als in der horizontalen Lage, 
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und da die angegebene Lange sieh immer auf horizontale Lage bezieht, 
muss man diese auf die vertieale Stellung zumekfiihren. Nach den Lehren 
der Elastieitatstheorie ist die Ausdehnung (oder Compression) eines Stiiekes 
dx des Maassstabes (der immer als prismatiseh oder eylindrisch geformt 
angesehen werden kann), dessen Mitte von dem freien Ende urn x absteht, 
proportional dem unterhalb dieses Stiiekes noeh befindlichen Teil des 
Maassstabes, also wenn wir die x von dem freien Ende aus rechnen, gleich 
axdx. Die Gesammtverlangerung oder Verkiirzung des Maassstabes von 
dem freien Ende bis zu der von diesem Ende um e abstehenden Stelle ist 
hiernaeh 

Fiir die Verlangerung oder Verkiirzung des zwischen den Strichen n 
und m befindlichen Stiiekes haben wir naeh dieser Formel, wenn der Strich 0 
am freien Ende liegt und .die Lange eines Intervalls des Maassstabes mit l 
bezeichnet wird, 

XXV') 

und noch allgemeiner fiir die Ablesungen n + v, m + fJ. auf dem Maassstab 

XXV) 
,,_ (n+v-m-It)(n+v+m+It) ~ 
u- a 2 v. 

Der absolute Betrag dieser Grosse ist zu der gefundenen Lange hinzu
zufiigen, wenn der Maassstab aufgehangt; von demselben abzuziehen, wenn 
derselbe aufgestellt ist. Um diese Grosse zu bereehnen, bedan es noeh 
der Kenntnis von a. Experimentell gelangt man dazu, wenn man die 
Langenanderung des ganzen Maassstabes durch Vertiealstellung ein fiir 
aIle mal bestimmt; ist diese ganze Lange L, die beobaehtete Langen
anderung .6, so hat man 

2.6 
a= L2' 

Zur Ausftihrung bestimmt man am einfachsten den Untersehied der 
Lange, die der Maassstab zeigt, wenn er aufgehii.ngt ist gegen die, wenn 

er aufgestellt ist, dieser Untersehied {} ist gleieh 2.6, also .6 =;. Bei del' 

Aufstellung muss man, um das Umfallen zu verhindern, den Maassstab 
stiitzen, man dart ihn aber nur stiitzen, nieht halten. Die Messung 
gesehieht mit dem Kathetometer, man hii.ngt den Maassstab auf und stellt 
die Instrumente des Kathetometers auf seine Enden ein, dann stellt man 
den Maassstab auf und dreht die Mikrometerschrauben bis die VisirstelIen 
wieder die Enden bembren; die an den TrommelD abzulesendeD ·StreckeD, 
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um welche die Schrauben haben gedreht werden mussen, bestimmen die 
gesuchte Grosse. 

Auf einem andern Wege bestimmt man IX durch das Gewicht, den 
Querschnitt und den Elasticitatscoefficienten der Substanz des Maassstabes, 
ist dieses Gewicht P, der Querschnitt Q, der Elasticitatscoefficient E, so 
hat man 

2P 
IX. E.Q.L' 

oder wenn D die Dichtigkeit der Substanz des Maassstabes allgiebt 

XXVI) 

Dit' Grossen E und D finden· sich in Handbuchern der Experimental
physik und in Sammelwerken fUr physikalische Constanten angegeben, fUr 
die Substanzen . Stahl, Messing, Platin hat man D = 7,8; 8,4;21,5; 
E= 21.108; 9.108 ; 17.108 Gramm und Centimeter zu Einheiten genommen, 
somit wird fUr diese Substanzen IX gleich 8.10- 9 ; 2.10- 8 ; 24.10- 10 Centi
meter als Einheit angesetzt. Die Dimension von (l ist c -1. 

Fiir einen Stab aus Messing von der Lange ein Meter wiirde hieraus 
folgen 4 = 10-8 (100)2 c, das ist 0,001 mm, eine recht kleine Grosse. 
Es ist auch die Correction wegen Compression oder Dilatation durch das 
Eigengewicht des Maassstabes nur bei sehr genauen Messungen in Betracht 
zu ziehen. 

1st der Maassstab gleich in das Kathetometer eingelassen, so ist bei 
Berechnung dieser Correction die Dichtigkeit und der Elasticitatscoefficient 
der Substanz des Prisma anzuwenden. 

Die Lange, die man fur die gesuchte Strecke durch Messung findet, 
bezieht sich auf die Lage, die diese Strecke wahrend der Messung eingenommen 
hat, will man dieselbe auf eine andere Lage beziehen, so hat man eine 
Correction nach dem obigen Verfahren zu berechnen. 

46. Systematische Einteilung der bei Llingenmessungen zu be· 
fiirchtenden Fehler. Wir kommen jetzt, nachdem die zu den Langen
messungen dienenden Hilfsmittel beschrieben sind, deren Gebrauch dargelegt 
ist und die Messungs- und Berechenmethoden der Hauptsache nach klar
gestellt sind, zu der Discussion der bei Langenmessungen moglichen Fehler 
und zur Angabe der V orsichtsmaassregeln, die zu ihrer Verhutung dienen konnen. 

lch werde diese Febler in drei Groppen behandeln, und zwar in 
der Einteilung: 

Fehler der Einrichtung der Messungell, 
Febler der Messungsmittel, 
Febler der Messungen. 
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Bei der Behandlung der ersten Groppe von Fehlern haben wir uns an 
die gemiiss Art. 40 ii. durch Vorarbeiten zu erfiillenden Anforderungen zu 
halten. Diese Anforderungen beziehen sich auf Richtungen und Entfernungen, 
auf Temperatur- und optische Verhiiltnisse. Demgemass zerfallen die Fehler 
der ersten Groppe in die drei Unterabteilungen: 

}<'ehler der geometrischen und mechanischen Einrichtung, 
Fehler der thermiscben Einriehtung, 
}<'ehler der optischen Einriehtung. 

VIII. Die geometrisch . mechanische Einrichtung von 
Llngenmessungen. 

a) Vorrichtungen zum Horizontiren und Verticalstellen von 
Linien und Ebenen; (Libellen und Lote.) Bestimmung von 

Neigungen, Verticalabweichungen und Collirnationen. 
Betrachten wir zunachst die Anforderungen hinsichtlich der geometrischen 

Einrichtung, so beziehen sich diese immer auf gewisse Richtungen, und 
zwar auf zwei Richtungen, die horizontale und die verticale, und wir haben 
anzugeben, welche Mittel man besitzt, urn zu entscheiden, ob eine Strecke 
eine dieser Richtungen einschlagt oder nicht. 

47. Die Libellen oder Niveaux. Das schiirfste Priifungsmittel fiir 
horizon tale Richtungen bietet die Libelle (auch Niveau und Senkwaage 
genannt), das ist ein mit einer leicht beweglichen Fliissigkeit (etwa Aether) 
bis auf eine iibrig bleibende kleine Blase gefiilltes rings geschlossenes Gefliss. 
Je nachdem das Gefliss die Form einer kreisformigen, oben mit einem Glas
deckel geschlossenen Dose oder die einer Rohre mit geschlossenen Enden 
hat, wird die Libelle als DosenliJJelle oder ROhrenliJJelle bezeichnet. 

Die Dos en Ii bell e ist an ihrer untern Fliiche so abgeschliiien, dass auf 
einer horizontalen Ebene die Blase genau in der Mitte des Deckglases 
erscheint, stellt man also dieselbe auf eine Ebene und findet, dass die Blase 
sich in die Mitte verfiigt, so ist man sicher, dass die Ebene horizontal ver
lauft. Zur genauern Beurteilung der Lage der Blase sind auf dem Deck
glase concentrische Kreise aufgetragen, die Blase ist so gewahlt, dass ihr 
Radius zwischen den Radien dieser Kreise liegt, und sie hat sich so einzu
stell en, dass ihr Rand mit diesen Kreisen concentrisch verUi.uft. Die Grosse 
der Blase, welche von der Temperatur abhangt - sie wachst mit abnehmender 
Temperatur - kann durch eine Schraube, die sich in die Fliissigkeit mehr 
oder weniger tief hineindrehen lasst, gehOrig variirt werden, man wahlt sie 
am besten so, dass ihrDurchmesser gleich dem arithmetischen Mittel 
zwischen den Durchmessern der bezeichneten Kreise ist. Die Dosenlibelle 
wird nur zur Priifun~ von Richtunf!"en benutzt, nicht zur J3estimmung von 
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Neigungen solcher Richtungen, sie soIl nur anzeigen, ob eine Ebene hori
zontal ist oder nicht, nicht aber die Abweichung von der Horizontalitat, die 
Neigung der Ebene auch messen. 

Die Rohrenlibelle dient nicht bIos zur Horizontirung von Strecken, 
sondern ancll zur Bestimmung etwaiger Neigungen gegen die Horizontal
ebene. Das Glasrohr ist in eine Metallfassung getan und kann in derselben 
durch Verticalschrauben an dem einen oder andern Ende gehoben oder 
gesenkt und durch_ Horizontalschrauben nach vorn oder hinten bewegt 
werden. Auf ihrer obern Flache ist die Fassung ausgeschnitten und 
das Glasrohr tragt zur Ablesung der Stellung der Blase eine Teilung. 
Die Fassung ist entweder auf ihrer untern Seite eben abgeschliffen oder sie 
tragt zwei zu V oder kreisformig ausgeschliffene Fiisse oder endlich sie hat 
zwei in Haken endigende Arme. In der ersten Einrichtung der Fassung 
dient die Libelle (als AufsatiJlibeUe) zur Bestimmung der Neigung von ebenen 
Flachel1 und geraden Linien, in der zweiten (als Reiterlibelle) zu der von 
cylindrischen oder prismatischen Korpern wie zum Beispiel fur Fernrobre 
oder Mikroskope von Kathetometern, in der dritten (als AnhangeZibelle) meist 
zu der von Rotationsaxen (etwa bei Theodoliten und Passageinstrumenten), 
hier wird sie an die Axe so gehangt, dass ihre Arme die beiden Axenenden 
umklammern. 

Die Blase einer Libelle wird nach mechanischen Grundsatzen immer 
naeh der hOchsten Stelle gedrangt, ist also die obere Begrenzung des innern 
Raumes der Libelle, man nennt diese obere innere Begrenzung den Grat 
der Libelle, gerade, so wird die Blase bei der geringsten N eigung sofort 
nach dem betreffenden gehobenen Ende sich hil1begeben. Solche Libellen 
mit geradem Grat sind unendlich empfindlieh, und infolge dessen wird das 
Arbeiten mit ihnen zur Unmoglichkeit. Man giebt deshalb den bezeiehneten 
Begrenzungen eine mehr oder weniger grosse Kriimmung, indem man bei Dosen
lib ellen das Deckglas illnen zu einer Kugelealotte biegt oder ausschleift, deren 
hochste Stelle sieh in der Mitte des Glases befindet, bei Rohrenlibellen die Rohre 
zu einem Kreisbogen biegt oder an der obern innern Begrenzung tonnen
formig aussehleift. 1st die Unterlage der betreffenden Libelle horizontal, so 
befindet sieh bei eiller vollkommen justirten Libelle der hOchst gelegene 
innere Punkt in der Mitte derselben und die Blase stellt sieh so ein, 
dass ihre Mitte mit diesem mittlern Punkt zusammenfallt. Hat die Unterlage 
eine gewisse Neigung, so wird ein anderer Punkt an die Stelle des mittlern 
Punktes riieken, und die Blase stent 8ieh mit ihrer Mitte in diesen andern 
Punkt. Welcher Punkt an Stelle der Mitte bei einer bestimmten Neigung 
tritt, immer ist dieser Punkt so gelegen, dass e in von ihm aus
gehender Radius der Libelle vertical verlauft, also horizontale 
Sehnen senkreeht sehneidet, wie weit er aber von dem urspriinglichen 
Punkt absteht, das hiingt von der Kriimmung der inuern obern Begrenzung 
ab, der Punkt wird von dieser Mitte um so weiter abstehen, je sehwacher 
diese Kriimmun~ ist. Die Kriimmung giebt ein Mittel, Libellen von ver-
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schiedener Empfindlichkeit herzustellen, grobe LibelIen mtissen eine starke, 
feine eine schwache Krtimmung haben. 

48. Empfindlichkeit der Libellen. Die folgenden Betrachtungen cr
strecken sich allein auf die Rohrenlibelle. Es stelle AMB die innere obere 
Begrenzung del' Libelle dar in horizontaler Lage, A' M' B' in einer andel'll Lage, 
wo ihre Axe A' B' mit der horizontalen AB den Winkel i einschliesst. lJ1 
beziehungsweise M' bezeichnen die Mitte der Libelle in den beiden Lagen. 
In del' ersten Lage ist del' hOchste Punkt M, in del' zweiten ist es ein 
anderer Punkt, Z, der von der Mitte M' die Bogendistanz M' Z hat. 1st abel' 
N das Centrum des Bogens der Libelle, r del' Radius derselben und t:p del' 
Winkel ZN'M', so haben wir 

ZM'=rt:p. 

Da nun ZN' vertical und parallel MN verI auf en muss, so ist Winkel 
t:p = ZN'M'= MOM'. Der Winkel MOM' aber ist der Winkel, urn welchen 

,1' ____ ::Zr:==;..=-_ 

/ 
N'f 

Fig. 6. 

die Libelle aus ihrer ursprtinglichcn Lage herausgedreht ist, also gleich 
der Neigung i, ihrer Unterlage i. Wir haben darnach (wie man auch leicht 
geometrisch ableitet) t:p = i und 

ZlYi'= ri, 

i ist hier in Teilen des Kreisumfanges ausgedrtickt gedacht, rechnell wir 
die N eigung in Secunden. so ist die rechte Seite durch die Zahl 206 265, 
welche die Secundenanzahl des Bogens angiebt, dessen Lange gleich del' 
des Radius des betrefi'enden Kreises ist, zu dividiren, dann haben wir, 
wenn wir noch den Ausschlag ZlYl' del' Libelle bei ihrer Neigung u~ den 
Winkel i mit a bezeichnen, 

Bierans ergiebt sich 

XXVIII) 

d 
a =206265' 

i = 206265~. r 
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Zunachst lehrt diese Gleicbung, wie die Neigung i der Libelle aus dem 
beobachteten Ausschlag a und dem als bekannt vorausgesetzten Radius l' 

zu berechnen ist, dann aber zeigt dieselbe, dass fUr denselben Winkel i der 
Ausschlag a urn so grosser ist, je grosser der Radius der Libelle, je gerader 
die innere obere Begrenzung der Robre ist. Die Empfindlichkeit einer 
Libelle wachst also mit wachsendem Radius. SolI rum Beispiel die Libelle 
fUr eine Neigung von 5 Secunden einen Ausschlag von 1 mm geben, so 
haben wir den Radius derselben so zu wahlen, dass 

1 
r = 206265 "5mm, 

also gleich 41253 mm = 41,253 m wird, solI sie dagegen schon fiir eine 
N eigung von 1 Secunde den Ausschlag 1 mm geben, so wird r = 206265 mm 
= 206,265 m. Bei ganz feinen Libellen wird der Radius noch grosser 
genommen, so dass einer Neigung von 1 Secunde 2 oder 3 mm Ausschlag 
entsprechen. Da man solche AusschIage ohne weiteres constatiren kann, 
ist man mit solchen Libellen im Stande, mit Leichtigkeit Neigungen von 
1 Secunde zu messen. Man kann iiberhaupt, wie schon bemerkt, die Em
pfindlichkeit ins Unbegrenzte steigern, allein in Folge der stets vor sich 
gehenden kleinen Erschfitternngen und Temperaturvariationen andern sich 
solche Neigungen bei der Unterlage sowohl, wie bei der Libelle fortwahrend, 
die Blase einer zu empfindlichen Libelle gebt dann immer hin und her, uud 
deshalb ist ihre Ruhelage nicht mehr mit Sicherheit abzuIesen. N och schlimmer 
ist es, wenn eine FHiche mit einer zu empfindlichen Libelle erst horizontirt 
werden solI, die mechanischen Mittel, mit Hilfe deren die Horizontirnng ausge
fiihrt wird (Schrauben oder Excenter), sind dann meist nicht fein genug, urn die 
notigen letzten kleinen einseitigen Hebungen oder Senkungen der Flache aus
ffihren zu kiinnen, und so wendet man diese Mittel unwillkfirlich zu sta.rk an, die 
Libellenblase fahrt, indem man die zu grossen Hebungen oder Senkungen 
durch Senkungen beziehungsweise Hebungen corrigirt, hin und her, und es 
ist ein Zufall, wenn die Hebung oder Senkung gerade so ausiallt, dass 
die Blase in der Mitte stehen bleibt. Es ist deshalb nicht ratlich, zu 
empfindliche Libellen anzuwenden. Lib ellen, die fUr 1" Neigung 1 mm 
Ausschlag ergeben, sind schon als sehr empfindlich zu bezeichnen, der 
Physiker wird meist mit viel weniger empfindlichen Libellen auskommen. 

49. Bestimmung der N eigung einer Linie mit einer richtigen Libelle. 
Die Ablesung des Ausschlags geschieht an einer auf der obern Seite der 
Rohre eingerissenen oder aufgetragenen Teilung in Millimetern oder Pariser 
Linien u. s. f., welche von der Mitte nach beiden Seiten (wobei dann die 
Nummern der Striche nach der einen Seite mit positiven, nach der andern mit 
negativen Zeichen versehen werden konnen) oder von einem Ende nach dem 
andern fortlaufend zahlt. Um diesen Ausschlag fur eine bestimmte Neigung 
angeben zu kiinnen, muss man die Stellung der Blase bei horizontaler 
Richtung ihrer Unterlage kennen. Der Ausschlag ist dann gleich der Ab-
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lesung ihrer Mitte bei der betretfenden Neigung der Untedage vermindert 
um die Ablesung ihrer Mitte bei horizontaler Richtung der Unterlage, Die 
Mitte der Blase lasst sieh zwar ohne weiteres nicht bezeichneu, man bekommt 
aber die flir dieselbe geltende Ablesung aus dem Mittel der Ablesnngen an 
den Enden, Sei die Ablesung bei horizontaler Unterlage am linken Ende 
m, am reehten n, bei geneigter links m', reehts n', dann ist die Ablesung 

fli d' M'tt d BI ' t Fall m + n . 'te m'+ 'fI d r Ie 1 e er ase 1m ers en -2-' 1m zwe1 n 2 ,un es 

wird der der Neigung der Unterlage entspreehende Ausschlag 

m'+n' m+n 
a= 2 --2-

und die Neigung i selbst in Secunden 

i=206265 ml+n'~m+n. 

Der Ausdruck fiir i enthalt im Nenner noch den Durchmesser der Libelle, 
dieser lij.sst sich aber nicht direct ausmessen; um denselben· zu eliminiren, 
giebt man der Unterlage eine Neigung J, bestimmt diese mit irgend welchen 
Mitteln und zugleich mit der Libelle. Sind M', N' die Ablesungen fur die 
Enden der Libellenblase bei dieser Neigung J der UnterIage, so hat man 

. m'+n'-m+n 
3= J. M'+N'-m+n 

Wie man bei dieser Empfindlichkeitsbestimmung verfahrt, wird spater 
auseina~dergesetlt werden. 

50. Einiluss der Temperatur auf die Libellenblase. Die Lange 
der Blase bangt von der Temperatur ab. Gewohnlich verfahrt man namlich bei 
der Construction von Libellen so, dass man die Rohre bei hoher 
Temperatur mit der betreffenden Fliissigkeit (Aether, Alkohol oder Schwefel
kohlenstoff) ganz mIlt und an beiden Seiten zuschmelzt. Sinkt dann 
die Temperatur, so zieht sich die Flussigkeit zusammen und lasst einen mit 
dem Dampf derselben gefiillten Raum, eben die Blase, zuruck. Die Blase 
wird hiernach mit sinkender Temperatnr immer liinger, und sie kann 
schliesslich so lang werden, dass ihr Ende schon bei massigen Neigungen 
gegen das eine oder andere Ende der Rohre stiisst, die Ablesungen also 
unmoglich werden. Gute Libellen bekommen deshalb an ihrem -einen Ende 
eine Kammer, die durch eine relativ enge Oeffllung mit dem eigentlichen 
Libellenraum communicirt und etwas von der Fullfliissigkeit enthalt. 1st die 
Blase zu lang geworden, so neigt man die Libelle so, dass die Blase gegen 
das mit der Kammer versehene Ende stosst, es dringt dann ein Teil des 
Dampfes in diese Kammer und bleibt auch daselbst, dagegen ein Teil der 
Kammerliiissigkeit in die eigentliche Rohre, und so wird die Blase kurzer. 
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1st die Blase, weil die Temperatur zu stark gestiegen ist, zu kurz, so neigt 
man die Libelle nach der andern Seite. Dadurch geht Fliissigkeit aus der 
Rohre in die Kammer und Dampf aus der Kammer in die Rohre, und die 
Blase wird liinger. 

51. Bedingungen fiir die Richtigkeit einer Libelle. Wir haben bisher 
die Libelle in ihrer vollkommnen Justirung behandelt. Zu einer voll
kommnen Jnstirung gehort aber, dass 

1) der Grat der Libelle wirklich ein Kreisbogen ist, 
2) der Grat in einer Verticalebene liegt, 
3) die Sehne des Grats, wenn die Libelle auf einer Horizontalebene oder 

auf einem horizontal liegenden Kreiscylinder steht, horizontal verliiuft, 
4) die Fiisse (beziehungsweise Arme) del' Libelle, gerechnet von den 

Enden des Grats bis zu den Stell en , welche mit der Horizontalebene 
beziehungsweise del' Cylindertlache in Beriihrung sind, gleiche Lange 
besitzen. 

Die am wenigsten wichtige Bedingung ist die nnter 2) angefiihrte, 
wenn die Bedingungen ad 1), 3) und 4) erfiillt sind, darf, selbst wenn die 
Kriimmung innerhalb del' Rohren durch Biegen hergestellt ist, von dieser 
Bedingung ziemlich stark abgewichen werden. Wir wollen sie auch nicht 
weiter beachten. Die Bedingungen unter 3) und 4) sind in del' Discussion 
von)einander nicht zu trennen. 

Ob die Bedingung unter 1) erfiillt ist, erfahrt man am leichtesten, wenn 
man die Emp:lindlichkeit mit verscbiedenen Neigungen bestimmt; zeigen sich 
die Ausschlage immer diesen Neigungen proportional, so darf man (voraus
gesetzt, dass die Teilung auf der Libellenrohre gleichmassig ist) diese 
Bedingung als erfiillt ansehen. 

Ueber das Verhalten einer Libelle gegen die Bedingungen unter 3) und 
4) kann man sich Klarheit verschaifen, wenn man eine horizontale Ellene 
und noch bessel' einen horizontal liegenden genau abgedrehten Kreiscylinder 
bat. Erfiillt die Libelle jene Bedingungen, so darf die Blase ihren Ort 
nicht andern, ob man die Libelle um eine Verticalaxe um 1800 herumdreht 
(umlegt, wie der technische Ausdruck lautet) oder ob man sie auf dem 
Cylinder seitwarts nach vorn oder hinten dreht (kippt). Eine solche Ebene odeI' 
einen solchen Cylinder kann man sich natiirlich nicht so ohne weiteres ver
schaifen, und wir miissen darum zusehen, welche Fehler bei Neignngs
bestimmungen mit Hilfe einer Rohrenlibelle zu befiirchten sind, falls die 
genannten Bedingungen keine Erfiillung :linden. 

52. Bestimmung der Neigung einer Linie mit einer nicht justirten 
Libelle. Es sei also die N eignng i einer Linie A mit einer Libelle zu be
stimmen, deren Gratsehne, wenn die Libelle auf diese Linie aufgesetzt ist, 
gegen die Horizontalebene H um den Winkel tp geneigt ist, und deren Fiisse 
von einander verschiedene Langen besitzen. 

Die Fiisse der Libelle konnen schrag zu der Linie stehen, denken wir uns 
abel' von den Enden del' Gratsehne Normalen auf die Linie gefallt, so andert 
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sich nichts, wenn wir an Stelle del' wirklichen Fusse der Libelle diese Nor
-malen als solche ansehen; wir durfen daher annehmen, dass die Fusse der Libelle 
so eingel'ichtet sind, dass sie, wenn die Libelle auf die Linie aufgesetzt ist, 
diese Linie senkrecht schneid en. Die Lange der einen Normale sei a, die der 
and ern b, b-a vel'tritt dann die Differenz, die etwa zwischen der Lange del' 
Fusse und deren Neigung zur Grat.sehne vorhanden ist. 

Ich nehme an, dass die Gl'atlinie del' Libelle ill derselben Verticalebene 
sich befindet, in welcher die Linie A liegt, die beistehende Figur stellt dann 
die Verbaltnisse in dieser Verticalebene dar. Die Libelle sei zunachst so 
aufgesetzt, dass der Fuss von del' Lange a zur Linken, der von der Lange b 
zur Rechten steht. Wie auch die Libelle beschaffen sein mag, die Blase 
del'selben steUt sich so, dass ihre Mitte den hOchsten Punkt des Grats 
einnimmt. Sei dies del' Punkt Z, und gebe N den Mittelpunkt des Kreises, 
dem der Gratbogen gehOrt, dann ist der Radius ZN eine Verticallinie. 
Fiihren wir jetzt ein Coordinatensystem xy ein, dessen x Axe die Richtung 

Fig. 7. 

del' Horizontalen H, dessen :1j-Axe die del' Vel'ticalen V hat, so ist die Ordinate 
des Punktes Z die gl'osste des ganzen Gratbogens. Bezeichnen wir abel' 
die Coordinaten des Libellencentrums N mit a., ~, £len Radiue des Grats 
mit r, so haben wir als Gleichung des Grats 

ex - 0.)2 + (y -- 13)2 = 1'2, 

und wenn die Ordinate y des Punktes Zein Maximum seill solI, 
miissen nach bekauntell Satzell die erstell Differelltialquotiellten del' Grosse 
;1j + c (ex - 0.)2 + ey - ~r - 1'2), wo c eill cOllstalltel' Factor ist, nach x 
und y einzeln vel'schwinden. Damit bekommell wir nach leichter Zwischen
rechnung fUr die Coordinaten ~, "Ij des hOchsten Punktes Z 

; = a., "Ij = ~ ± r. 

Von den beiden Zeichen von l' haben wir naturlich das obere Zeichen 
zu wahlen, hiernach werden die Coordinaten von Z, also die del' Mitte der 
Libellenblase 

~ = 0:, "Ij = ~ + r. 
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Die Grossen ex und ~ sind einer directen Messung nicht zuganglich, wir 
konnen sie aber leicht durch die Coordinaten der Enden des Gratbogens 
oder, was dasselbe ist, durch die der Gratsehne, ausdrncken. Es seien die 
Coordinaten des linken Endes $u 111 die des rechten $2' !la, dann bestehen 
die beiden Gleichungen 

($1 - ex)2 + C!Jl - ~)2 = r2, 

($1} - a)2 + (!la - ~)2 = r2. 

Durch Subtraction der obern Gleichung von der untern bekommt man 
zunacbst 

Dividirt man durch $2 - $t und setzt 

tgtjl='; !It + !la_-;;; 
2 - ," 

so wird aus dieser Gleichung 

-; - ex = -, (y - ~). 

lndem man jetzt die erste Gleichung in der Form schreibt 

und flir ex -; seinen Wert ,(~ -?J) substituirt, folgt fiir die links
stehende Grosse 

Es ist aber 

!l2 - !l1 
2 ' 

Y2 - !It 
2 

somit reducirt sich del' Factor von 2 (~-y) auf Null, und es bleibt 

lndem man nunmehr die beiden ersten Quadrate in del' Form 

Weinstein, Lehrbuch ll. 
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schreibt uud beachtet, dass ('1/2 - '111)2 = ,,2 ist, wird 
X2 -Xl 

- r2 (X2 - Xl)2 
(~- y)2= 1+,,2- -2- . 

1/ (1 + ,,2) ist gleich cos2 rp, ich setze 

,2 = cos2 cp, 002 = sin2 cp, 
dann wird 

und aus der Gleichung at - i = -" (~ - '/I) 

at = X =F" V r2 "(2 - e2 -; Xl r . 

[52. 

X2 - Xl ist die Differenz der Abscissen der beiden Endpunkte der Libelle, 
fiir empfindliche Libellen ist aber jedenfalls r sehr viel grosser als X2 -Xl 

(meist mehrere huudert Mal grosser). Wenn also die Libelle nicht gar zu 
schlecht gearbeitet ist und es sich, wie es in der Praxis fast immer der 
Fall ist, um Bestimmung kleiner Neigungen handelt, wird cp klein "( also 

nahezu 1 sein, und es ist jedenfalls (X2 -; Xly gegen r2 "(2 von ganz unter

geordneter Bedeutung. 
Wir haben also 

a. = x=Frcr, 

und damit fiir die Coordinaten des hochsten Punkts, der Einstellung der 
Blasenmitte 

e= x=Froo, 

1j = Y + r (1 ± "(). 

Die Zeichen von a und "( hangen von unserm Belieben ab, legen wir 
das Coordinatensystem der Libelle so nahe als moglich und zahlen X positiv 
JJach der Richtung hin, in welcher die Libelle sich befindet, so ist, 
wie eine leichte Ueberzeugung lehrt, bei ~ das ry mit dem negativen Zeichen 
anzunehmen und bei 11. das roo mit dem positiven, also zu setzen 

e=x+ra, 
1] = 11 + r (1 - "(), 

i und i sind die Coordinaten des mittlern Punkts des Grats. 
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Ich bezeichne diesen mittlern Punkt des Libellengrats mit M und nenne 
den Bogen MZ = a den Ausschlag der Libelle, ist dann der Centriwinkel 
MNZ, in Secunden gemessen, gleich 1/1, so haben wir 

MZ rl/l 
a= = 206265· 

Den Winkel I/J konnen wir aber leicht durch die Coordinaten x, y von 
M und durch die e, "'I von Z ausdriicken. Ziehen wir namlich von Meine 
horizontale Sehne, so wird diese von ZN in P senkrecht geschnitten, daher ist 

•• f, MP sIn't =-, r 

aber es ist oft'enbar MP = e - w, somit 

•• f, e-;; ra . SIn 't = -- = -= a = sIn tp, r r 

der Winkel 1/1 ist also nichts anderes als der Winkel tp, den die Gratsehne mit 
der Horizontalen einschliesst, und es wird 

rtp 
a= 206265· 

a konnen wir messen, von r konnen wir auch annehmen, dass es messbar 
ist, aber tp hangt nicht allein ab von der Neigung der Gratsehne gegen die 
Linie, deren Richtung bestimmt werden solI, sondern auch von der Neigung 
dieser Linie selbst. Bezeichnen wir die N eigung der Gratsehne gegen die 
zu bestinlmende Richtung mit A, so wird 

und 
r (i + A) 

a= 206265 

und es enthalt diese Gleichung zwei unbekannte Grossen i und A. 
Wir brauchen daher noch eine Gleichung und miissen demgemass mit 

der Libelle noch eine Operation vornehmen. Diese Operation besteht darin, 
dass wir die Libelle umlegen, sodass ihre Mitte zwar an derselben Stelle 
bleibt, ihre Fiisse aber die Platze vertauschen, der F'uss b nach links, der a 
nach rechts zu liegen kommt. lndem wir die Symbole der bis jetzt 
betrachteten Grossen fUr die neue Lage der Libelle mit Accenten versehen, 
haben wir fiir die Coordinaten der Blasenmitte nach der Umlegung 

E'=aJ +ra', 

"'I' = il + r(l - I')· 
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Die Winkel zwischen den Ordinaten Y~, Y; und den entsprechenden 
Fiissen b, a sind, wie aus der Figur leicht zu iibersehen, beide einander 
gleich und gleich der zu bestimmenden Neigung i, wir haben daher 

x; = il\ - (b - a) sin i, x~ = X2 + (b - a) sin i; 
~=~+~-~~~~=~-~-~~~ 

Daraus folgt zunaehst, wie vorauszusehen war, 

Die Mitte der Libelle behalt also bei der Umlegung ihren Platz. Urn den 
ietzigen Winkel tp zu bestimmen, haben wir 

'-t ,_Y2'-Yl' _Y2-Yl.- 2 (b-a)cosi. 
't - g tp - X2' - x/ - X2 - Xl + 2 (b - a) sin i 

Ieh bezeichne die Lange der Gratsehne mit L, daun ist 

Y2 - Yl = L sin tp, X2 - Xl = L cos tp, 

setzt man noeh 

so wird 

aber es ist 

und 

2(b-a) 
L =0, 

, t ' sin tp - 0 cos i 
't = g '1' = cos '1' + 0 sin i ' 

b-a ., 't 2" -y;- = SIn 11., somI 0 = SIn II. 

, _ sin tp - 2 sin A cos i _ sinrp - sin (i + A) + sin (i - A) 
't - costp + 2 sinA sin i- cos '1' - cos (i + I,) + cos (i - A)' 

also weil i + A = '1' ist 

't' = tg '1" = tg (i - A), sin '1" = sin (i - A), 4' = i-A. 

Hiernach wird 

und wir bekommen 

also die gesuehte Neigung 

XXIX1) 

und als N ebenresultat 

XXX) 

, l' (i - A) 
a =206265' 

2t'i 
a + a' = 206265 ' 

. a + a' 206265 
'/=-----, 

2 r 

A=a-a'20626~. 
2 l' 
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Von welchem Punkte aus wir die Ausschlage messen, ist ganz gleich
giiltig, wir miis8'en nur immer denselben Punkt nehmen. Die obige Gleichung 
aber lehrt, dass, wenn eine Libelle den Bedingungen ad 3) und 4) nicht 
geniigt, man mit derselben Neigungen von Linien, welche in Verticalebenen 
liegen, wenn diese Neigungen eine bestimmte Grosse nicht iiberschreiten (es 
muss i + A so nahe 0 sein, dass r cos(i + A) gegen die halbe Lange der 
Libelle sehr gross ist), dadnrch noch genau bestimmen kann, dass man die 
Lage ihrer Blasenmitte in zwei Stellungen der Libelle abliest; man setzt die 
LibeHe auf die Linie, liest die SteHung der Blasenmitte ab, dreht die Libelle, 
indem man sie in der Mitte anfasst, urn eine Verticalaxe urn 1800, setzt sie 
wieder auf und liest abermals die Lage der Blasenmitte ab. Sind die Ab
lesungen der beiden Enden der Blase in der ersten Stellung der Libelle m 
und n, in del' zweiten m' und n', so hat man 

m+n 
a =--2-' 

, m'+n' 
a =--2-' somit 

. m + n + m' + n' 206265. z=---· .... ~~, 
4 r 

r eleminirt man wieder durch eine Empfindlichkeitsbestimmung (Beispiel 
Art. 58). 

53. Justirung einer Libelle. Das Umlegen der Libelle fiihrt noch zu 
einem Verfahren, welches die Libelle zu justiren, die Rohre so zu richten, 
dass die Gratsehne bei horizontaler Unterlage horizontal zu liegen kommt, 
gestattet. Wir benutzen dazu ein ebenes Brett, welches an einem Ende 
urn Charniere drehbar ist, an dem andern Ende einen Fuss besitzt, der 
durch eine Schraube gebildet ist, die in einer an das Brett befestigten 
Mutter lauft. DreM man diese Schraube, so wird der Fuss verlangert 
oder verkiirzt und das Brett, indem es sich Ulll die Charniere dreht, an 
dem Fussende gehoben oder gesenkt; man kann so dem Brett jede Neigung 
gegen den Horizont erteilen. Wir setzen nun die Libelle so auf das Brett 
auf, dass die Rohre ungefahr in eine Linie zu liegen kommt, die yom Fuss 
auf die Charnierlinie senkrecht gezogen ist. Dann drehen wir die Fuss
schraube des Bretts so lange, bis die Blase sich ungefahr in die Mitte der 
Rohre einstellt, sei Ml der Punkt del' Rohre, wo die Mitte der Blase sich 
befindet. Legen wir nun die Libelle urn, so wird die Blase ihren Ort ver
lassen und sich so stellen, dass ihre Mitte etwa den Punkt ml einnimmt; 
drehen wir dann an den verticalen Stellschraubchen der Libelle, so dass 
der Ausschlag MImI auf die Halfte sinkt und dann an der Fussschraube des 
Bretts so, dass er noch weiter auf Null reducirt wird, so steht die Mitte 
der Blase wieder bei MI' Nun legen wir wieder Ulll, die Libelle kommt 
dann in ihre erste Lage zuriick; da aber die Neigungen der Libelle und 
der Unterlage jetzt andere sind als friiber, wird die Blasenmitte sich nicht 
mehr bei Ml einstellen; es sei der neue Einstellungspunkt M 2, wir drehen 
wieder die Fussschraube des Bretts, bis die Blasenmitte in die Mitte 
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des Bogens M JM 2 bei Ml zu stehen kommt. Legen wir die Libelle um 
in die zweite Lage, so wird dann die Blasenmitte etwa bei 1n2 sieh ein
stellen; die Halfte des Aussehlages M 1m2 eorrigiren wir mit den Stell
sehraubehen der Libelle, die andere Halite mit der Fusssehraube des Bretts. 
Dann legen wir wieder urn, fiihren die Blase mit der Fnsssehraube in die 
Mitte M2 von M2M.~, legen urn, eorrigiren M21n3 zur Halfte mit den LibeHen
sehranbehen, zur Halfte mit der Fusssehraube, legen um... So fahren 
wir mit Umlegen und Corrigiren fort, bis die Blase beim Umlegen ihren 
Ort nieht mehr lindert; alsdann ist gemass unsern frtihern Gleiehungen 

i + A = 0, i-A = 0, 

also i = 0 und A = 0; das Brett steht horizontal und die Gratsehne der 
Libelle ist horizontal. Die Mitte der Libelle ist die Stelle, wo die Mitte 
der Luftblase sieh nunmehr befindet. Zahlen wir von dieser Mitte aus die 
Aussehlage, so geben dieselben ohne weiteres die Neigung der Streeken, 
auf welehe die so justirte Libelle aufgesetzt ist. 

54. Bestimmung der Empfindlichkeit einer Libelle. Wenn die Sehraube 
des Bretts - es heisst dasselbe Legebrett - mit einer geteilten Trommel 
versehen und die Ganghohe dieser Sehraube bekannt ist, kann man aueh 
noeh die Empfindliehkeit der Libelle bestimmen. Man justirt Brett und 
Libelle naeh dem oben auseinandergesetzten Verfahren so, dass beide hori
zontal verlaufen und liest die SteHung eines an dem Brett befestigten Index 
gegen die Teilung der Trommel abo Es zeige der Index an der Trommel auf'm. 
Man dreht die Sehraube etwa urn Aganze Umdrehungen oder mehr oder weniger. 
Zeigt jetzt der Index auf n, so betragt die Versehiebung der Sehraube gegen 

ihre Mutter a (A + n z 1n). WO 0 die Ganghohe und z die Anzahl der 

auf der 1'rommel aufgetragenen Teile ist. Urn diese Grosse ist aueh das 
betrefl'ende Ende des Bretts gehoben oder gesenkt worden und wir konnen, 
weil es sieh hier naturgemass nur um geringe N eigungen handelt, setzen 

XXXI') 

u ist die Entfernung des Endes der Fussschraube von der Charnierlinie. 
Da I nur klein sein sonte, haben wir aueh in Secunden 

O(A+n-~_) 
XXXI) I = 206265 z. 

u 

Wir lesen an der Libelle den Ausschlag .A ab, urn welchen die Blase 
sieh in Folge dieses N eigens des Bretts von dcr Mitte entfernt hat, und 
bekommen 

Ir r A 
A = 206265' 206265 = I' 
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also 
r A u 

206265 = 206265 a ( A + n 14 m) 
und hieraus fUr jede andere Neigung i, der ein Ausschlag a entspricht, 

a(>. n-m) 
i = 206265 ~ + -14- . 

A u 
XXXll) 

Es sei die Trommel zum Beispiel in 100 Teile geteilt und die Gang
hOhe der Schraube gleich 1 mm, und durch Abmessung die Entfernung des 
Fusses der Schraube von der Charnierlinie zu 200 mm gefunden, dann ist 
~ = 100, a = 1 mm, u = 200 mm. Urspriinglich zeige der Index auf die 
Stelle 15,5 der Trommel, wir drehen die Trommel einmal herum, der Index 
zeige auf 20,3, dann ist >. = 1, m = 15,5, n = 20,3, 

( 4,S) 
1 1 + 100 

1= 200 . 206265 = 0,00524.206265. 

list also 10S0,S Secunden. Die Libelle sei von der Mitte aus nach beiden 
Seiten in gleiche Teile, etwa Millimeter, geteilt; wir zahlen nach links -, nach 
rechts +. Wenn sie vollstandig justirt ist und das Brett noch horizontal liegt, 
stahe das linke Ende der Blase bei - 15,3, das rechte bei + IS,5; die der 

. AI' t d - 15,3 + IS,5 6 MItte der Blase entsprecbende b esung IS ann 2 = + 1, , 

und bei + 1,6 liegt die eigentliche Mitte der Libelle. Nachdem das Brett 
geneigt ist, stehe ihr linkes Ende bei + 25,2, ihr rechtes bei + 59,3, die 
Mitte der Blase liegt dann bei + 42,2 und der den 1080,S Secunden ent
sprechende Ausschlag betragt 42,2 - 1,6 = 40,6 Intervalle auf der Libelle. 

Fiir eine Secunde wiirde also der Ausschlag betragen l~i;,s' d. i. 0,03S, 

oder 10 Secunden Neigung der Unterlage wiirden an der Libelle sich in 
einem Ausschla:g von etwa 0,4 partes bemerkbar machen. Fiir jede andere 
N eigung i ist 

. a 
t=0,03S' 

Da man Zehnteile eines Intervalls noch bequem schii.tzen kann, wiirde 
man mit einer solchen Libelle noch Neigungen bis zu zwei Secunden messen 
konnen. 

Viele zu feinern Messungen dienenden Libellen sind noch empfindlicher, 
geben fUr 10 Secunden einen oder gar 10 Teile Ausschlag. 

55. Bestimmung der Neigung einer Ebene. Die Neigung einer Ebene 
bestimmt man durch die N eigung zweier in ihr gelegener Linien. Es seien 
diese Linien mit A und A' bezeichnet. Die N eigung von A sei i, die von 
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A' sei i', der Winkel zwischen A und A' sei gleich a. Denkt man sich 
ein Coordinatensystem so gelegt, dass die xz Ebene horizontal, die y Achse 
also vertical verlauft und dass die xy Ebene die Linie A enthiilt uud bezeichnet 
die Richtungswinkel von A mit ex, ~, ,,(, von A' mit ex', W, "i' und die der 
Normale zur Ebene durch A und A' mit A, 11-, 'I, so bestehen, weil 

COSOt = cosi, cos~ = sini, cos"( = 0, cosW = sini' 

ist, die Gleichungen 

1) 1
1 cos {} = cos i cos ex' + sin i sin i', 

sin2/= cos2ex' + cos2i', 
0= cosA cosi + cos p. sini, 
0= cosA cos ex' + cosp.sini'+ COS'l cos"(', 
sin2'1 = cos2A + cos2p.. 

Die Linien A, A' konnen wir wahlen, wie wir wollen; nehmen wir sie 
senkrecht zu einander, was flir die Sicherheit der Bestimmung der Neigung 
der Ebene am geeignetsten ist, dann ist cosa = 0, und eine einfache Rechnung 
ergiebt 

I sin2i' I sin2i' sin 
XXXIV!) cosA=+ sini 1 - --.-.' cosp. = =F cosi 1 ---2-" COS'l = ± -co 

cos·~ cos ~ I 

die Gleichungen bestimmen die Stellungswinkel der Ebene gegen das an
gegebene Coordinatensystem. Der gesuchte Neigungswinkel x der Ebene 
gegen die Horizontalebene ist gleich dem Neigungswinkel ihrer Normale 
gegen die Verticale, also gleich p.; wir haben demnach 

... / sinlli' 
cosx = += cos~ V 1 - cos2i' 

Welches Zeiclwn zu wahlen ist, hangt von der Lage der Ebene zu 
dem . Coordinatensystem ab, und es wird x ein Winkel e oder 7t - e sein 
kiinnen. Da nun die Blase der Libelle sich immer nach der hOchsten Stelle 
hinbegiebt, wird man an der Libelle selbst entnehmen kiinnen, welche Seite 
der Ebene die hOhere ist, indem man dann unter x lediglich den Neigungs
winkel der Ebene gegen den Horizont versteht, ohne Rticksicht auf die dabei 
in Betracht kommende Seite, und in Worten ausdrtickt, welche Seite nach 
unten, welche nach oben geht, kann man cos x immer positiv rechnen, also 
schreiben 

1--Sin2i' 
cosx = cosi 1 ---.' 

COS2t 

Mit der Libelle sind immer nur kleine Winkel zu bestimmen, i und i' 
werden beide klein sein; wir kiinnen daher mit gentigender Annaherung 
setzen 

( 1 Sin2i') cosx=cosi 1------;-, 
2 COS2t 
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oder auch x und i, i' in -Secunden gemessen 

1 x2 

1- 2" (206265)2 ( 1 i2 )' 1 i'2 ) 
1 -2(206265)2 (1 - 2' (206265)2 . 

Hieraus ergiebt sich in geniigender Annaherung 

vorausgesetzt eben, dass die beiden Linien A und A', deren Neigungen i und i' 
sind, senkrecht auf einander gewahlt sind. 1st das betreifende Ebenenstiick 
nach einer Richtung zu schmal, so lii.sst sich dieser Bcdingung nicht geniigen, 
weil die Libelle dann bei einer der beiden Linien keinen Platz auf der 
Ebene findet. In diesem Falle ist cosS von Null verschieden, und man 
bekommt aus dem Gleichungssystem 1) zunachst 

cos A = ± ~g~ 'I I cos2 i - cos2S - sin2i' + 2 eosS sini sini' 
SllltT V 

XXXIV2) eos!,- = =F ~ .. I cos2 i - eos23 - sin2i' + 2 cos3 sini sini', 
sm tT V 

sini cosS - sini' 
cosv = =F cosi sin3 

fiir die Stellungswinkel der Ebene, die Neigung ist wieder !,-, lassen wir 
wie friiher nur das positive Zeiehen zu, so wird bis auf kleine Grossen 

1 x2 

1 - '2' (206265)2 
1 .. I . i2 + i'2 ii' 

sin3 V sm2S - (206265)2 + 2 cos3 (206265)2 

oder 

Ji2 + i'2 - 2 ii' coslt 
Jt = V sin 3 . 

Selbstverstandlich dar! 3 nicht zu klein werden, es wird It auch immer 
mindestens gleich 10° gemacht werden Mnnen. 

1st die Ebene horizontal, so miissen i und i' und iiberhaupt die Nei
gungen aIler in derselben enthaltellen Linien Null sein. Die Libellenblase 
darf ihre Stellung in der Mitte der Rohre nicht andern, wie man sie auch 
auf der Ebene schieben oder drehen mag. 

56. Bei der Bestimmung der Neigung einer Linie kommt es nicht 
darauf an, ob die Libelle genau auf diese Linie oder auf eine gegen 
dieselbe in horizontaler Richtung wenig geneigte andere Linie gesetzt 
wird. Wir ziehen aus der Gleichung fiir die Neigung einer Ebene noeh 
eine andere wichtige Folgerung. Sind namlich die N eigung x der 
Ebene und die i der Linie A bekannt, so ist die Ncigung jeder andern 
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Linie A' der Ebene, wenn diese Linie mit A den. Winkel It einschliesst, zu 
bestimmen aus der Gleichung 

cos~x sin2f} = cos2i - cos2l} - sin2i' + 2 coslt sini sini'. 

Durch einfache Transformation geht diese Gleichung fiber in 

sin2 i' - 2 cosl} sini sini' = sin2 f} sin2x - sin2i 

und indem mall diese quadratische Gleichung fUr sini' auflost, bekommt man 

oder 
XXXV) 

sini' = coslt sini ± sin a y sin2x - sin2i, 

sini' = cosa (Silli ± tglt {Sin2x - sin2i). 
So lange nun, wie wir es bei del' Bestimmung von x aus i und i' forderu 

miissen, It einen endlichen Betrag hat, cos It also keine allzu kleine Zahl repra
sentirt, ist offenbar das zweite in der Klammer stehende Glied, tgf}ysin2x- sin2i, 
von derselben Grossenordnung wie das erste, sini, so wie aber f} selbst einen 
sehr kleinen Winkel darstellt, wird dieses zweite Glied gegen das erste 
unendlich klein. Die Neigung einer Linie A', welche mit einer andel'll 
Linie A einen sehr kleinen Winkel bildet, unterscheidet sich hiernach von 
der N eigung diesel' Linie nur um eine gegen die N eigung diesel' Linie selbst 
noch sehr kleine Grosse, falls beide Lillien einer Ebene angehoren, deren 
Neigung sehr klein ist. Man wiirde also bei del' Angabe der Neigung von 
A' einen Fehler zweiter Ordnung begehen, wenn man statt der wirklichen 
Neigung dieser Linie die einer andern Linie A setzte, welche ebenfalls eine 
nur sehr geringe N eigung besitzt und mit A' einen kleinen Winkel einschliesst. 

Diese ];'olgerung hat eine praktische Bedeutung; es ist friiher, als von 
der Bestimmung der N eigung einer Linie mit Hilfe einer Aufsatzlibelle die 
Rede war, angenommen worden, dass der Grat del' Libelle mit den Fiissen 
und mit del' betreffenden Linie in einer und derselben verticalen Ebene 
lie gen. Nun ist es nicht mog'lich, an einer Libelle ohne weiteres die Grat
sehne anzugeben, man weiss daher auch nicht, ob jene Annahme in del' 
Wirklichkeit gerechtfertigt ist odeI' nicht, und da es sein kann, dass wenn 
die Libelle auf die Linie aufgesetzt ist, ihr Grat die Linie kreuzt, so scheint 
es, als ob man die friiher angegebenen Formeln nicht unmittelbar an
wenden darf. Die obige Folgerung lehrt abel', dass eine 801che Abweichung 
des Grats aus der Verticalebene, die die Linie enthiilt, ohne Bedeutung fur 
die Bestimmung der N eigung diesel' Linie i8t, wenn diese Abweichung gering 
ist und die Gratsehne nahezu horizontal verlauft, Annahmen, die man hier, 
wo die Libelle unmittelbar auf die zu bestimmende Linie aufgesetzt wird, 
wol machen darf; man bestimmt zwar nicht die Neigung der gegebenen 
Linie, sondern die einer diese kreuzenden, abel' die gesuchte Neigung unter
scheidet sich von del' gefulldenen urn eine gegen diese selbst sehr 
kleine Grosse. 
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57. Bestimmung der Neigung eines cylindrischen Korpers (Fernrohr, 
Mikroskop, Rotationszapfen u. s. f.). Den dritten flir uns wichtigen Fall 
bildet die Bestimmung der Neigu.ng eines cylindrischen Korpers, sei es, dass 
dieser wie bei dem Kathetometer durch das Rohr eines Femrohrs oder 
Mikroskops gebildet wird, sei es, dass er wie beim Theodolit die Enden der 
Drehungsaxe, die Zapfen eines solchen optischen Instruments abgiebt. Auch 
hier handelt es sich urn die Neigung einer Linie, der Axe des Cylinders, 
aber da diese Axe im Innern des Korpers liegt, kann die Libelle nicht 
mehr auf dieselbe direct aufgesetzt werden, man muss aus der Neigung, 
die die Libelle anzeigt, wenn sie auf den Cylinder selbst aufgesetzt ist, auf 
die Neigung der Axe schliessen. 

Bei man chen in physikalischen Instituten gebrauchlichen Kathetometern 
ist die Libelle von vomherein mit dem optischen Instrument und dieses 
Instrument mit dem Schlitten fest verbunden, es bleibt dann nichts iibrig 
als anzunehmen, dass der Mechaniker die Axe des Instruments der Grat
sehne der Libelle schon parallel gemacht hat, die Neigung der Libelle wird 
dann an Stelle der N eigung der Axe gesetzt lind da solche Kathetometer 
nur ein Instrument tragen und zum directen Abmessen von Strecken an 
einer auf dem Prisma angebrachten Scale dienen, spielt auch eine etwaige 
noch vorhandene Neigung der Axe des Instruments keine besondere Rolle, 
vorausgesetzt, dass sie in der obern Lage des Instruments ebenso gross ist 
wie in der untern. 

Bei feinern Kathetometern und bei Theodoliten liegt das optischc 
Instrument in V -Lagern und die Libelle kann frei aufgesetzt oder an 
Armen aufgebiingt werden. Die Fiisse oder Arme der Libellen siud A -formig 
ausgearbeitet, und es wird der Winkel dieser A so gross gemacht, wie der 
der V -Lager. Bier kann man also mit der Libelle wie mit dem optischen 
Instrument jede beliebige Bewegung ausfiihren, man kann namentlich beide 
umlegen, das Instrument um seine Axe drehen und auch die Libelle, wahrend 
ihre Fiisse in steter Beriihrung mit dem Rohr beziehungsweise den Zapfen 
des Instruments sind, urn diese Axe bewegen (urn die Axe kippen). 

Die in der Praxis vorkommenden cylindrischen Korper werden im a11-
gemeinen nicht vollstandige Kreiscylinder sei11 , die Radien werden nicht 
bIos von Querschnitt zu Querschnitt, sondern auch in demselben Querschnitt 
variiren konnen. 

Nehmen wir aber an, dass uns ein Korper zur Verfiigung steht, der 
vollkommen cylindrisch gestaltet ist, und setzen auf einen solchen Korper 
eine Libelle auf, so wird die Blase, wenn jene gehorig justirt ist, ihre 
einmal entsprechend der Neigung des Cylinders angenommene Stellung 
nicht verlassen, wie wir auch die Libelle auf dem Cylinder hin und her 
drehen (kippen) mogen. Es braucht die Libelle nicht einmal vollstandig 
justirt zu sein, es ist nur erforderlich, dass die Ebene. die dmch ihren Grat 
geht, auch die Cylinderaxe enthiilt, in dieser Ebene darf der Grat irgend 
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eine Neignng besitzen. Der Grat der Libelle solI also den Cylinder 
nicht kreuzen. 

Bei der Bestimmung der Neignng einer auf einer Ebene gelegenen 
Linie mit Hilfe einer Aufsatzlibelle sahen wir, dass die Gratebene die Linie 
wol kreuzen dan, wenn nur der Kreuzungswinkel und ebenso die Neignng der 
Ebene klein genug ist. Sitzt nun eine Reiterlibelle auf einem Cylinder, 
so kann zwar die erste Bedingnng erfiillt sein, wenn die Gratebene die Axe 
nur unter einem kleinen Winkel schneidet, aber die Ebene, welche die 
beidp,n Linien enthalt, von denen die eine mitten zwischen den Libellen
ftissen, auf dem Cylindermantel liegt, die andere durch den Schnitt der 
Gratebene mit dem Cylindermantel bestimmt ist, kann je nach der SteHung 
der Libelle auf dem Cylinder sehr verschieden stark geneigt sein. Je 
mehr man die Libelle auf dem Cylinder nach vom oder nach hinten kippt, 
um so grosser wird die Neigung x dieser Ebene, und es kann kommen, dass x 
einen so bedeutenden Betrag erreicht, dass die Grosse tg 3V' sin2x-sin2i' 
durchaus von der Grossenordnung von tg 3 selbst wird. Alsdann stent die 
gemessene Neignng nicht mehr auch nur annahernd die Neignng der zuerst 
bezeichneten Linie dar. Man sieht aber sofort, wie eine solche Kreuzung 
zwischen Cylinderaxe und Gratebene sich bemerkbar macht. 1st namlich 
eine solche vorhanden, so weicht die Blase, sobald man die Libelle auf dem 
Cylinder kippt, nach der einen oder andern Seite aus. Dasselbe geschieht 
auch, wenn die Gratebene die Cylinderaxe nicht kreuzt, sondern nur vorn 
oder hinten an derselben vorbeigeht. 

Nachdem man also die Libelle nach dem in Art. 53 auseinander
gesetzten Venahren (wobei beim Kathetometer, falls der Schlitten der das 
optische Instrument tragt, mit einer dieses Instrument einseitig hebenden und 
senkenden Schraube versehen ist, die Justirung auf dem Instrument selbst 
vorgenommen werden kann) mit Hilfe der verticalen Schraubchen so corrigirt 
hat, dass die Gratsehne auf einer horizontalen Unterlage horizontal lauft, 
bellutzt man die horizontalen Schraubchen, um die Gratebene gehOrig zu 
riicken. Man zieht aber von dies en Schraubchen das eine zuriick und schiebt 
das andere vor, bis die Libelle, wie man sie auch auf dem Cylinder kippt, 
kein Ausweichen der Blase mehr zeigt. Gewohnlich wird durch die Hori
zontaJjustirung die Verticaljustirung ein wenig verandert, man muss deshalb 
meist, nachdem jene ausgefiihrt ist, diese noch nachcorrigiren. 

Hat man keinen vollkommenen Kreiscylinder (oder vollkommenen Kreis
kegel) zur Verftigung, so kann man die Horizontaljustirung nicht vollstandig 
ausftihren. Meist sind aber die betre:lfenden Cylinder so gnt gearbeitet, daBs 
der noch fehlende Betrag an der Justirung von ganz unbedeutender 
Wirkung sein wird, geringe Unregelmassigkeiten in der Querschnittsform 
spielen hier auch keine besondere Rolle. 

Wenn die Libelle in der angegebenen Weise justirt ist, kann man sie 
unmittelbar zur Bestimmung der Neigung von Cylillderaxen benutzen. Wir 
wollen der grossern Allgemeinheit wegen annehmen, dass es sich nm Be-
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stimmung der Neigung einer Kegelaxe handelt, die Libelle sei eine Reiter
liballe (fur eille Anhangelibelle sind die Betrachtungen und Resultate genau 
dieselben). 

Wir legen den Kegel in seine Lager so, dass sein breiteres Ende links 
Uegt, und setzen die Reiterlibelle auf. Ob die Lagerstiicke des Instruments 
und die Fusae der Libelle genau vertical gerichtet sind oder nicht, darauf 
kommt es wenig an, wir nehmen daher an, dass die entsprechenden Lager 
und Fiisae je in einer und derselben und senkrechten Ebene liegen und 
stellen in der nachfolgenden Figur eine dieser Ebenen in der Vorderansicht 
dar. Der Kreis ist der Querschnitt des Kegels an dem betreffenden Ende. 

D E 
c 

11 
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/ I \ \1 j \, 
N 

L p 

Fig. 8. 

LMNOP giebt eine Anschauung vom Lager, ABCDE eine solche vom 
aufstehcnden Fuss der Libelle. Benutzen wir entsprechende accentuirte 
Buchstaben fiir die entsprechenden Stucke am andern Ende, so haben wir 
also die Neigung von 88' mit der Libelle zu bestimmen, falls 8 links, 
8' rechts liegt. 

88' kann aus zwei Griinden gegen den Horizont geneigt sein; einmal, 
weil die Radien an den beiden Enden des Korpers einander nicht gleich 
sind und dann, weil die Lager nicht gleich hoch stehen und nicht gleich 
gearbeitet sind; von dem letzteren Umstande konnen wir absehen, die Un
gleichheit der Lag'er ist aquivalent einem Hoher- oder Tieferstehen eines 
von ihnen. Ieh nehma also an, dass lIINO = lII'N'O', ACB = A'C'B' ist, 
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bezeichne den Winkel in den Lagern mit 2a., den in den Fussen mit 2~, 
nenne r den Radius des Kegels am linken, r' den am rechten Ende und 
lasse h die Rohe bedeuten, um welche das rechte Lager hoher oder tiefer 
steht als das linke. 

Legt man durch N eine horizontale Ebene, so steht 8 uber derselben 
urn 8N und 0 um ON; es ist aber 

SN=-!--, 80=-!-, also ON=r(~+-.-l_). 
SIll(l Sill ~ Sill a. SIll~ 

Entsprechend haben wir an dem rechten Ende, wo die Ebene die 
Linie 8' N' in einem Punkte Nil schneidet, der urn h hoher oder tiefer 
als N liegt, 

S'N,,=-t-+h 8'0'= .r'A' also O'N"=r'(.!-+~+h)' SIll (l' SIll t' SIll (l SIll t' 

Nun ist aber 8N - 8' Nil die Strecke, um welche 8 hUher oder tiefer 
steht als 8'; bezeichnen wir also die N eigung der Kegelaxe mit i, die Ent
fernung der Lager mit H, so ist 

SN-S'N" 
sini= SS' 

_._1_ (r _ 1") _ h 
SIll a. 

H 

dagegen die Neigung A der Libelle, diese als vollkommen justirt angellommen, 

ON O'N" (_.I-+~)(r_r')_li 
sin A = - = SIll (l sm t' • 

H H 

Diese Neigung ist es, die wir durch den Ausschlag a der Libelle an
gezeigt erhalten. Durch Subtraction finden wir dann 

., .. 1 r-r' 
Sllll\-Sln~=-.- --. 

sm~ H 

Legen wir jetzt den Kegel (unter Festhaltung der Libelle) um, so dass 
sein linkes Ende nach rechts, sein rechtes nach links kommt, so wird, indem 
wir die friihern Bezeichnungen mit Strichen versehen, an der lin ken Seite 

SN=-.-,SO=-.-, ON=r' -.-+-.- , - 1"- "'- (1 1) 
sm (l sm ~ sm (l sm ~ 

an der rechten 

S 'N" r 1 S'c' _ r O'N" (1 1) 1 =-. -+rt, -~, =r -.--+~ +", SIll (J. SIll t' SIll (l sm t' 
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somit 
1 

.. SN - S'N" Silla (r'-r) - h 
sm~= -

SS' H 

. - ON - O'N" (Si~ex + ~~)(r'-r)-h smA = = ..l.,.;,;. __ --...~ ___ _ 

SS' H 

und durch Subtraction 

• - ."7 1 (r'-r) 
smA-sme=-.----· 

Slll~ H 

Man findet nun aUB den Gleichungen fiir sinA und sinl 

-+-( 1 1 )(r-r') 
sin a sin~ H 

sin A - sin1 
2 
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Gewohnlich macht man die V Einschnitte in den Lagern ebenso weit, 
wie in den Fiissen (Armen), also ex =~; aber selbst wenn zwischen ex und ~ 
ein Unterschied von einigen Graden sein sonte, so darf man doch ex = ~ 

ansehen, weil l/sinex + l/sin~ noch mit r-r' multiplicirt ist, welches 
meist eine sehr kleine Grosse sein wird. Wir haben also aus der letzten 
Gleichung 

1 r - 1" sinA - Sill A 
sin~ -n= 4, 

und damit bekommen wir fiir die Neigung der Axe in den beiden Lagen 

1
., " sin A - sin f 

sm,,- sm~ = 4: ' 

• - ."7 sinl-sinA 
smA-sme = 4, . 

Wir haben also, da an Stelle der trigonometrischen Functionen die 
Winkel gesetzt werden durfen, fur die Neigung der Axe in der 

XXXVL.!) 

I ersten Lage -
A-A 

i=A--4,-' 

t zweiten Lage 

- - A-A 
i=A+-4-' 
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Dabei ist gedacht, dass bei der Umlegung des Korpers (Cylinders oder 
Kegels) die Libelle nicht mit umgelegt wird, selbstverstiindlich wird man 
aber jedes der A aus zw~i Ablesungen der Libelle ableiten, indem man die 
Libelle in jeder Axenlage auch noch umlegt. Sind die Ausschliige in der 
ersten Lage des Korpers a, a', in der zweiten O!, a, so hat man nach Art. 52 

A = a ~ ri . 206;65, I = 0: i a 20:265 . 

Es ist hier vorausgesetzt, dass die Querschnitte der Enden des be
treffenden Korpers vollkommene Kreise sind. Weichen diese Querschnitte 
von der Kreisform ab, so wird die Neigung der Axe eine andere, sowie man 
den Korper in seinen Lagern dreht; bei dem Theodolit zum Beispiel wird 
dann die Neigung der Zapfenaxe variiren, sowie man das Fernrohr um die 
Zapfen auf und ab bewegt. In diesem Falle bleibt nichts iibrig, als die 
Neigung fiir jede Lage des Korpers in seinen Lagern zu bestimmen. Bei 
dem Kathetometer, wo man- das optische Instrument durchaus nicht in seinen 
Lagern zu drehen notig hat, reicht es principiell aus, die Neigung nur 
einmal zu bestimmen; beim Theodolit, bei welchem das Fernrohr in ver
schiedenen Hohen angewandt wird, bestimmt man die N eigung etwa von 10° 
zu 10° Hohe des Fernrohrs und interpolirt fiir die Zwischenlagen. Da man 
aber bei nicht absolut fest aufgestellten Apparaten keine Sicherheit hat, 
daBs ibre Neigungen sich unverandert erhalten, muss man auch bei Katheto
metarn die Neigung der Axen der optischen Instrumente jedesmal vor und 
nach der Benutzung bestimmen. Hierbei hat man darauf zu achten, dass beim 
Umlegen des Instruments dasselbe nicht urn seine Axe gedreht wil'd. 

58. Verticalstellung von Korpern. Die Bestimmung der Neigung eines 
Korpers oder einer Linie gegen die Vel'ticale, der Verticalabweichung, geschieht, 
wo es auf grosse Geuauigkeit nicht ankommt, mit Hilfe des Senklots. 

Das Senklot. ist nichts weiter als ein Faden, der durch einen an sein 
Ende festgebuudenen schweren Korper straff gespannt und vertical gerichtet 
ist. Eine Linie, welche vertical verlaufen solI, muss also dem Faden eines 
solchen Senklots parallel sein, und man hat, namentlich wenn das Senklot 
in der Nahe dieser Linie aufgehangt wird, die Linie so lange zu neigen, 
bis sie sich mit dem Faden ibrer ganzen Lange nach deckt. Es geniigt aber 
natiirlich nicht eine solche Deckung nur bei einer Lage des Fadens zur 
Linie zu constatiren, es muss eine solche Deckung mindestens bei zwei 
Lagen vorhanden sein; findet sie aber bei zwei Lagen statt, so ist man 
sicher, dass sie immer stattfindet, wie man auch das Lot urn die Linie 
herumtragen mag, und die Linie ist vertical. (Bekanntlich benutzt man 
haufig statt des Senklots ein Fensterkreuz oder die Kante einer Wand; es 
ergiebt sich aus dem obigen, dass man mit einem Fensterkreuz nicht aus
kommen kann, man muss immer zwei haben und die Deckung mit beiden 
constatiren.) Das Senklot ist -aber nur brauchbar, wenn es darauf ankommt, 
eine Linie vertical zu rich ten, oder an einer schon gerichteten Linie zu 
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benrteilen, ob dieselbe vertical ist oder nicht. Messungen von Vertical
abweichungen kann man mit demselben nicht gut ausfiihren, zu solchen 
Messungen dienen vielmehr die Libelle und der kiinstliche Horizont. Jene 
wird angewendet, wenn die betreffende Linie in einem Korper enthalten ist, 
der entweder mit einer ebenen Platte, oder irgend einem annahernd horizontal 
liegenden Korper in Verbindung steht, dieser bei der Bestimmung der 
Verticalabweichung optiseher Axen. 

Es handele sieh, um den fiir uns wichtigen Fall zu betrachten, um die 
Verticalstellung des Prisma eines Kathetometers. Das Prisma ist iu ein 
Dreibein eingelassen,und kann unterUmstanden um einen in eine entsprechende 
Hohlung dieses Dreibeins eingepassten konischen Zapfen gedreht werden; 
iiber dem Dreibein hat das Prisma einen ebenen breiten, fest angesetzten Ring. 
Stebt das Prism a senkrecht zu der Ringebene, so wird es vertical gerichtet sein, 
wenn die Ringebene horizontal ist. Wenn aber eine Ebene horizontal sein 
8011, miissen mindestens zwei Linien auf derselben horizontal verlaufen; man 
setzt also eine Libelle in zwei tunliehst 90° gegen einander gerichtete Lagen 
auf und berechnet nach Art. 56 die etwaige Neigung der Ringebene; diese 
Neigung ist gleieh der Verticalabweichung des Prisma. 

Versieht man aber die Ringebene von vornherein mit Libellen, so muss 
man hiernach minde stens zwei sich kreuzende Libellen anbringen und 
hat die Fussschrauben des Dreibeins so zu drehen, dass beide Libellen 
einspielen. Die Mechaniker bringen freilich meist nur eine Libelle all, sie ver
lassen sich dann darauf, dass die Ringebene, die mit dem Prisma fest ver
bun den ist, mit diesem gedreht werden und die Libelle so in verschiedene 
Lagen gebraeht werden kann. Der Experimentirende bringt die Libelle mit 
Hilfe der Fussschrauben zum Einspielen, dreht das Prisma um etwa 90°, 
bringt die Libelle halb zum Einspielen, drebt in die erste Lage zuriiek und 
bringt die Libelle halb zum Einspielen und fabrt so fort, bis die Libellen
blase beim Drehen des Prisma ibre Stellung nicht mehr andert. Damit 
ist, allerdings unter der Annahme, dass das Prisma ganz gerade ist und 
die Rotationsaxe den Kanten desselben (namentlich der auf dem Prisma etwa an
gebrachten Teilung) parallel und zur Ringebene senkrecht gerichtet ist, die 
Verticalstellung bewirkt. Indessen, da man nicht sagen kann, in wie weit 
diose Annahmen berechtigt sind, kann man sieh aueh mit dieser Vertical
stellung nieht begniigen. 

59. Bestimmung der Verticalabweichung bei Kathetometern. Bei 
Kathetometern, die direct zur Messung von Strecken dienen, also den Maass
stab in Form eines geteilten Streifens unmittelbar in das Prism a eingelassen 
haben, kommt es, da hier wahrend der Messung Drehungen des Prisma 
nicht ausgefiihrt zu werden brauchen, vor allen Dingen auf die Verticalitat 
der Teilung an; diese lasst sieh aber nicht bestimmen und darum begniigt 
man sicb bei solchen Kathetometern (die ja aucb meist bei weniger feinen 
Messungen Anwendung finden) das Prisma in der angegebenen Weise 
vertical zu stellen. 

Weinstein, Lehrbuch II. 8 
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Bei Kathetometern, die als Verticalcomparatoren benutzt werden konnen, 
steIlt man zunachst das Prisma in der angegebenen Weise so gut als es geht 
annahernd vertical, muss dann aber ausserdem die noch etwa ubrig gebliebene 
Verticalabweichung der Rotationsaxe des Prisma bestimmen. Dazu verwendet 
man die Libelle des auf dem Schlitten des Kathetometers sitzenden optischen 
Instruments; indem man ihre Angaben bei verschiedenen durch Drehung um 
die Rotationsaxe veranderten Stellungen abliest, wodurch man die Neigung 
irgend einer mit dem Instrument fest verbundenen Linie, eventuell die der 
optischen Axe dieses Instruments erh1i.lt, vermag man die Verticalabweichung 
der Axe selbst abzuleiten. 

Ich beziehe die Punkte der Linie, deren Neigung bestimmt wird, auf ein 
festes rechtwinkliges Coordinatensystem x, g, 10, dessen zAxe vertical nach oben 
lauft, die x und yAxe irgendwie in einer Horizontalebene gerichtet sind 
und dessen Ursprung in irgelld einem Punkt der Rotationsaxe gelegen ist. 
Sind dann in einer bestimmten Lage der Libelle 101 und 102 die verticalen 
Coordinaten der Enden dieser Linie, so haben wir fiir die durch die 
Libelle angezeigte Neigung i 

wo L die Lange der Linie anzeigt. 101 und $2 hangen von der Lage der 
Libelle ab und andern sich, wenn diese Lage durch Rotation um die Axe 
eine andere wird. In welcher Weise 101 und i!2 von dem Rotationswinkel 
und der Verticalabweichung der Axe bestimmt werden, findet man am ein
fachsten durch Einfiihrung eines zweiten Coordillatensystems und Benutzung 
der bekannten Formeln fiir die Transformation von Coordinaten in eillander. 
Das zweite Coordinatensytem sei mit ~, 1), 'bezeichnet, sein Ursprung liege 
ill demselben Punkt der Rotationsaxe wie der von x, y, z, die 'Axe falle 
mit der Rotationsaxe zusammen, die e und 1)Axen seien mit dieser Rotatiolls
axe fest verbunden; wahrend der Rotation dreht sich dieses Coordinaten
system mit, und es andern sich dann die e, 1), , Coordinaten der betre:ffenden 
Linie nicht. Wir haben nun 

ex) 

x = ~ cos (~, x) + 1) cos (1),:1) + , cos (', x), 
g = e cos (e, y) + 1) cos (1), g) + , cos (" g), 
z = e cos ce, 10) + II cos (ll, z) + , cos (', z). 

Wir werden von Coordinatentransformationen noch sehr oft Gebrauch 
zu machen haben, es seien daher die hierzu nothigen Gleichungen zusammeu
gestellt. Ich benutze K i r c h hoff's Bezeichnungen *) und setze 

cos (e, x) = Cl 1, cos (ll, x) = ex2, cos (', x) = (1.3; 

cos(a,g)=~l' cos(ll,g)=~2' cos("Y)=~3; 
cos (e, 10) = II> cos (1), z) = 12, cos (', z) = 13; 

") Kirchhoff, Vorlesungen liber mathematische PhYRik S. 44. 
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x = 0:1 ~ + 0;27) + O;:l~' 

'!J = ~1 ~ + ~2 7) + ~3~' 
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Die 9 Winkel lassen sicll durch drei andere, a, rp, t, ausdriicken, a ist 
der Winkel zwischen del' z und ,Axe; rp giebt den Winkel, um welchen die 
zxEbene urn die zAxe gedreht werden muss, damit sie die ~Axe in sich auf
nimmt, und zwar in dem Sinne, in welchem man sie urn 90 ° zu drehen hat, 
urn die '!J Axe in sie hineinfallen zu machen; f hat eine analoge Bedeutung 
wie rp, es ist del' Winkel, urn welchen die '~Ebene um die (Axe zu drehen 
ist, bis sie die z Axe ill sich aufnimmt, und zwar in dem Sinne, in welchem 
man sie um 90° bis zur 7) Axe zu drehen hat. Man hat 

0:1 = - cosrp cosfcosa - sinrp siut, 
~1 = - sin 'f cos f cos a + cos rp sin t; 
11 = + cosfsin a; 
7:2 = - cos'f sinf cosa + sin rp cos t, 
~2 = - sinrp sinfcos& - cosrp cost, 
12 = + sinfsina; 
0;3 = + cosrp sina, 
~3 = + sin'f sina, 
13 = + cosa. 

Wir gehen von einer Lage aus, bei welcher die E~Ebene mit del' 
xzEbene zusammenfiiIlt, etwa wie diese nach Norden gerichtet ist, und 
drehen das Prisma so, dass diese Ebene von Norden durch Osten nach 
Siiden und Westen (wie die Zeiger einer Uhr) geht. Zufolge del' Werte von 
11' 12, 1:1 haben wir 

cos (~. z) = cosfsina, cos (7), z) = sinfsina, cos (', z) = cosa, 

nnd damit die uns VOl' allen Dingen interessirende Coordinate 

z = ~ cosfsina + 7) sinfsina +, cosa. 

Hierin bleiben wahrend del' Drehung~, 7), ~ und der Winkel a ungeandert, und 
es variirt allein f. Die~, 7), ~ hangen von dem Ort in del' Rotationsaxe ab, in 
welchem wir den Coordinatennrsprung denken, ich nehme diesen Punkt da 
an, wo die Rotationsaxe von einer durch die Mitte der Linie gehenden 
und gegen diese Axe senkrecht gerichteten Ebene geschnitten wird. Diese 
Ebene ist dann die Ebene der ~7) und in derselben legen wir die ~ und 
1jAxe so, dass sie mit der von der Mitte der nivellirten Linie nach dem 
Ursprung gehenden (die Axe senkrecht schneidenden) Geraden gleiche 
Winkel (jeden zu 45°) bilden. 

8' 
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Wir haben nun, wenn E2, 1)2' ~2 bezw. ell 1)1' ~l fiir ein bestimmtes f die 
Coordinaten der Enden der nivellirten Linie angeben 

ce2 - e1) cosfsin& + (1)2 -1)1) sinfsin& + (~2 - ~1) cosl} . 
L sini 

( soUte der Winkel sein, urn welchen die e~Ebene von der SteHung, wo sic 
mit der zAxe zusammenfiel, herumgedreht ist, da man aber die Lage der ~Axe 
nicht kennt, ist auch die Lage der E~Ebene nicht angebbar, und darum ist 
(eigentlich als unbekannte Grosse zu betrachten. Bezeichnen wir aber 
mit (0 den Wert von f bei der Lage der e~Ebene, wo wir zum ersten 
Mal die Libelle ablesen, so wird flir jede andere Lage (= 10 + q, sein, 
wo q, von dieser ersten willkiirlich angenommenen Lage gem essen wird 
und glcich dem Winkel ist, um welch en die LibeHe aus dieser erst en Lage 
herausgedreht ist. Indllm wir daun 

setzen, wird 

sinl} ( . ) L CE2- ~1)cosfo+ (1)2- 1Jl)Slllft) =a, 

S~f} (_ (e2 - e1)siu(u + (1)2 -1)t)cosfo) =~, 
~2-~ 

cosf}-L~=j 

sini = acosq, + ~sinq, + "[. 
Die Gleichung enthlilt die drei Unbekannten ri, ~, j und die Variabele q,. 
Liest man die Libelle fiir drei Werte von ojJ ab, so hat man drei 

Gleichungen, aus denen rJ., ~, j zu berechnen sind. Quadrirt man aber die 
Ausdriicke flir rJ. und ~, und addirt die Quadrate, so bekommt man 

also weil 

ist 

a2+ ~2= sin2f} ( 1 - ~2 L ~t/) 
und zufolge des Betrages von j 

Wenn nun, wie es in allen praktischell Fallen sein wird, die Vertical
abweichung {} der Rotationsaxe gering ist, ist tg{} sehr klein, cos2l} fast 
gleich 1, und da ,,(, wie leicht zu ersehen, der Sinus der Neigung der 
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nivellirlen Linie gegen eine die Rotationsaxe senkreeht schneidende Ebene 
ist, wird aueh , sehr klein sein, es ist also mit ausreichender Annll.herung 

odeI' in Seeunden gerechnet 

XXXVII) {} = 206265 V a2+ ~2. 

Die drei Lagen, in denen wir die Neigung der Libelle beobachten, 
konnen ganz beliebig gewahlt werden, am besten nimmt man sie so, dass 
sie von einander tunlichst weit abstehen, also etwa um 90 0 odeI' 120 0 von 
einander abweiehen. Unter del' Annahme von 1200 hat man 

somit 

sini,,= a +" 
. . 1 1 ,I-r.t 

SlllJ120=-2" a +2 11 3 1'+)" 

. . 1 1 .r3r.t 
Slll'240=-"2 a -2" V 1'+)" 

woraus fo)gt 

sinio+siniI20+sin~4U io+iI20+~40 
)' = 3 = 3.206265 ' 

_ sinio- sini120 + sinio- sin~40 2io- i120 - ~4U 
a- 3 3.206265 ' 

r.t _ 1 (" .") _ 1 i 12" - ~40 
I' - Va SlD'120 - SlDt240 - y3 -~06265' 

also die gesuehte Neigung 

XXXVIII) a =~ Vio-Uu-':' iI2~Y+~2~(i;2o- i2~r+i240(i;40--iu)' 

Hatten wir statt del' Drehungell urn 1 :Wo solche um 900 ausgefiihrt, 
so ware einfaeher 

u-f ./C' . )2 C' ')2 11=J.I::"'V'90-1-" + /.90-/.180' 

Urn welchen Winkel man auch zwischen den einzelnen Ablesungen der 
Libelle drehell mag, keinesfalls komrnt es darauf an, diesen Winkel genau 
zu kennen odeI' einzuhalten. Will man also um Winkel von 1200 drehen, so 
kann man sich bei Absehll.tzung derselben ganz roher Mittel bedienen, indem 
man etwa den oberen Ring des Dreibeins dureh drei Marken in drei gleiehe 
Teile teilt, an das Prisma ein Stiiekehen Draht als Index anklebt und die 
Ablesungen der Libelle in den Stellungen vornimmt, wo der Draht naeh 
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den einzelnen Marken hinweist, oder noch einfacher, indem man die Libelle, 
wo es geht, nach den drei Fiissen des Untergestells richtet. 

Durch die Kenntnis des Winkels 3 ist die Lage der Rotationsaxe noch 
nicht viillig bestimmt, wir miissen auch noch wissen, in welcher Vertical
ebene die Axe bei einer gegebenen Aufstellung des Kathetometers sich 
befindet, bediirfen also der Kenntnis desjenigen Winkels <p, welcher 
angiebt, urn wieviel man die verticale :.czEbene zu drehen hat, urn sie in 
eine Lage zu bringen, in welcher die Kathetometeraxe in sie fant. Wir 
denken Uns zunachst das Coordinatensystem :.c, y, z so urn die Vertical axe z 
gedreht, dass die nivellirte Linie, bei der Stellung, wo letztere die Neigung i 
hat, der :.czEbene parallel wird. Bezeichnen wir die Richtung dieser Linie 
mit L, so haben wir dann 

cos(L, y) = 0, coseL,:.c) = cosi, cos(L, z) = sin(L, :.c) = sini, 

somit, wenn die Riehtung der Kathetometeraxe wie hisher durch C be
zeiehnet wird, 

coseL,~) = eosicos(',:.c) + sinieose', z). 

Es ist aber 
~2-~ j eoseL ~)= __ l=_ 

, L cos 3 
und nach den Gleichungen unter 11) 

cos(~,:.c) = cos <p sin 3, cos(',o6) = eos3, 

somit 

co! 3 =cosi coscp sin& + sini cost} 

oder, weil i und 3 kleine Winkel sind, in Secunden 

1 . ,= 206265 (&(\oscp + ~), 
also 

206265,- i 
coscp= & . 

Urn den durcb diese Gleichung bestimmten Winkel cp haben wir nur 
eine Verticalebene, welche die Libelle in der Lage, in welcher wir 
Neigung gleich i gefunden haben (wie wir aueh sagen kiinnen, die Libelle 
in der Lage, wo sie die Neigung i angiebt) zu drehen, bis wir zur Katheto
meteraxe gelangen. 1st i die angezeigte Neigung in der ersten Lage, also 
die erste beobachtete Neigung io, so wird das entsprecbende cp, etwa CPo, 
bestimmt durch 

206265,-io 
cos <Po = 3 
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und wenn die andern Lagen der Libelle von dieser nnd von einander run 
1200 verschieden sind, hat man zufolge des Wertes von j 

XXXVIII) - 2io+ it20+ ~o 
cosrpo = 33 

Hat das Kathetometer zwei Schlittell mit zwei optischen Instrumenten 
nnd zugehOrigen Libellen, so beobachtet man an beiden Libellen und nimmt 
aus den erhaltenen Betragen fUr 3 und rpo Mittel. 1st dasselbe nur mit 
einem Schlitten und einer zngehOrigen Libelle versehen, so beobachtet man 
in einer obern und einer untern Lage. Selbstverstandlich bestimmt man 
die Neigungen der Libelle in den einzelnen Lagen auch nicht durch eine 
Ablesung, sondern durch zwei, indem man dazwischen die Libelle jedesmal 
umlegt.*) 

Zur Klarstellung des Verfahrens fiibre ich folgendes Beispiel an: 
An einem Kathetometer mit zwei Schlitten und zwei zngehOrigen Libellen 

sind in drei um je 1200 verschiedenen Lagen folgende Ablesungen ge
macht worden: 

o bere Libelle nntere Libelle 
00 1200 2400 00 1200 2400 

links 12,0 4,3 5,5 17,0 7,7 9,4 
rechts 19,0 11,3 12,5 24,0 14,7 16,4 

Libelle umgelegt. 

links 9,2 
rechts 2,2 

18,3 16,8 
11,3 9,~ 

- 1,7 14,0 12,4 
+ 5,3 7,0 5,4 

Die Libellen hatten eine von einem Ende zum andern fortlaufende 
Teilung; die Stellen der Blasenmitten sind also die Mittel aus den beziig
lichen links und recbts gemachten Ablesungen und ergeben sich zu 

in der ersten Lage der Libellen 
15,5 7,8 9,0 20,5 11,2 12,9 

in der zweiten Lage der Libellen 
5,7 14,8 13,3 1,8 10,5 8,9 

Es ist nun klar, dass wir bei der oben angegebenen Numerirung der 
Marken auf der Libelle zur Bildung von a + a' (Art. 52) die Zahlen der untern 
Reihe von denen der obern zn subtrabiren haben, wenn wir die Neigung einer 
Linie als positiv ansehen, falls deren rechtes Ende nach oben weist. Wir 
bekommen so fUr die Neigungen io, i 120, ~(O unserer Ausgangslinie, in Teilen, 
wie sie auf derLibelle angegeben sind, +4,9;-3,5;-2,1; +9,4;+0,3; 

*) Zu entsprechenden Formeln ist auch Herr Marek gelangt. Siehe dessen fUr 
die Theorie des Kathetometers auch sonst sehr werth volle Arbeit in Traveaua; et 
Mimoires du Bureau international des poids et 1Msures Tome ill pag. D 28. 
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+ 2,0; und somit fur die Verticalabweichung der Rotationsaxe: unten 

} V 60,8 = 5,2, oben i V 68,6 = 5,6. Ein Intervall der Libellenteilung ist 

aquivalent 2",05, also wird {} = 10",7 bezw. 11",5, im Mittel 11",1. Fiir 
den Winkel CPo :tinden wir aus der Nivellirung mit der untern Libelle 

- 9,8 - 3,5 - 2,1. -18,6+0,3+2,0 
coscpo = 15,6 ' aus der mIt der obern cos CPo = 16,8 

das ist CPo = 170° bezw. 166°, im Mittel 168°; um diesen Winkel hat 
man das Prisma von der ersten SteHung aus in dem Sinne, in welchem 
man dasselbe bei der Nivellirung bewegt hat, herumzudrehen, bis die die 
Libelle senkrecht schneidende Verticalebene auf die Rotationsaxe trifft. 

Natiirlich geIten diese Zahlen nur fiir die b'esondere Stellung des 
Kathetometers, in der die Bestimmung ausgefiihrt ist, und in welcher es 
Verwendung :tinden sollte; andert man die Aufstellung des Kathetometers, 
so andern sich auch {} und cP und man muss die Bestimmung von neuem 
ausfiihren. N ur bei Kathetometern, die auf fest fundamentirten Pfeilern 
aufgestellt sind, darf man fUr {} und CPo Unveranderlichkeit wenigstens wahrend 
einer gewissen Zeit beanspruchen und braucht diese Grossen nur hin uud 
wieder zur Controle zu bestimmen, bei Kathetometern, die von Ort zu Ort 
transportirt werden und zudem auf den gewohnlichen FussbOden ihre Auf
stellung :tinden, sind die betreffenden Grossen vor. jeder Benutzung 
abzuleiten. 

60. Priifung der Verticalitll.t von optischen Instrumenten. Fiir die 
Priifung der Verticalitat der Axen von optischen Instrumenten, wie sie bei 
Comparatoren angewendet werden, hat man noch kein bequemes und zugleich 
befriedigendes Mittel. Angenahert ist diese Verticalitat mit dem Senklot oder 
mit einer auf das Lager des betreffenden Instruments aufgesetzten Libelle 
zu untersuchen. Neuerdings ist auch ein Verfahren vorgeschlagen, welches 
dem Verfahren der Astronomen bei sogenanllten Nadirbestimmungen und dem 
bei spectrometrischen Beo bachtungen zur Verticalstellung des brechenden 
Prisma iiblichen analog ist. 

Das Princip ist das folgende. Denkt man sich innerhalb des Instruments 
an irgend einer Stelle senkrecht zur Axe ein leuchtendes Fadennetz aus
gespannt, so entwirft das Objectiv von dies em Netz ein Bild nach vorn, 
das Ocular ein solches nach hinten. Be:tindet sich nun unterhalb des 
betreffenden Instruments eine spiegelnde Ebene, so wird dieselbe die durch 
das Objectiv nach vorn dringenden Strahlen des Netzes nach dem Objectiv 
zuriickwerfen, dieses wird ein zweites Bild vom Netz herstellen, und 
dieses zweite Bild kann dann wieder durch das Ocular beobachtet werden. 
1m Ocular sieht man also bei geeigneter Einstellung desselben zwei Bilder, 
eines von dem Fadennetz selbst und ein zweites von dem zweiten Objectiv
bild dieses Netzes. Das zweite Objectivbild entsteht aber im Instrument 
an der Stelle, welche conjugirt ist der Lage des ersten Objectivbildes, 
wie sie durch die reflectirende Flache bestimmt wird. Steht also die 
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optische Axe senkrecht zu dieser Flache, so wird das zweite Objectivbild 
genau da liegen, wo sich das Fadennetz selbst befindet, und der Beob
achter sieht durch das Ocular beide Fadennetzbilder zusammenfallen. 

Will man nun die Axe eines Instruments senkrecht richten, so stellt 
man unter dasselbe einen sogenannten kiinstlichen Horizont hin, das ist 
eine Schale mit einer FHissigkeit, als welche sich weitaus am besten Queck
silb~r empfiehlt. Die Fliissigkeit stellt sich von selbst horizontal und wenn 
man innerhalb des Instruments ein leuchtendes Fadennetz hat und dieses 
Instrument so ausrichtet, dass die beiden Bilder, die nun durch das Ocular 
vom Netz gesehen werden, ganz zusammenfallen, ist man sicher, dass die 
optische Axe senkrecht zur Fliissigkeitsoberflache, also auch vertical ist. 

Bei der praktischen Ausfdhrung braucht man nicht selbstleuchtende 
Netze, sondern b eleuch tete , oder von einem hellen Hintergrund sich ab
hebende. Man stellt innerhalb oder ausserhalb des Instruments iiber dem 
N etz ein pianparalleles Glasplattchen unter 45 0 gegen die optische Axe 
geneigt auf. Strahlen, welche auf dieses Plattchen von der einen Seite 
auffallen, werden in Richtung der Axe in das Robr hineinreflectirt und er
hellen die Faden des Netzes oder den Hintergrund. Der Beobachter sieht 
dann durch das Plattchen hindurch. 1st das Plattchen im Rohr des 
Instruments angebracht, so muss natiirlich an der betreft'enden Stelle das 
Rohr aufgeschnitten sein, damit ausseres Licht zu dem Plattchen gelangen 
kann; benutzt man, wie das namentlicb von den Astronomen bei Nadir
bestimmungen gescbieht, das Fadennetz des Mikrometers selbst, so bringt 
man zweckmassig das Plattchen zwischen Auge und Ocularlinse an. In 
diesem Falle sieht man die Mikrometerfaden zugleich mit dem (zweiten) 
Objectivbild derselben in der Mikrometerebene, und kann das Ocular 
genau iu der SteHung lassen, die es bei den Messungen selbst einnimmt, 
wahrend man sonst das Ocular, wenn man keine verscbwommenen Bilder 
haben will (die iibrigens hier nicht viel schaden, weil beide Bilder in 
derselben Ebene liegen und bis auf die Helligkeit oder Dunkelheit genau 
gleich ausseben) der Lage des Fadennetzes anpassen muss. 

Das, worauf noch besonders zu achten ist, ist, dass das Fadennetz 
senkrecht zur optischen Axe geneigt ist, und dass dieses Netz selbst oder der 
Hintergrund geniigend hell erscbeinen. 

Ueber die Einrichtung des kiinstlichen Horizontes ist nicht viel zu 
sagen, die Schale soll mindestens 100 mm im Durchmesser baben, damit 
die spiegelnde Flacbe in ihrem mittleren Teil hinlanglich eben ist. Die 
Fliissigkeit muss g'eniigendes Reflexionsvermogen haben, wird Quecksilber 
genommen, so streicbt man vor dem Gebrauch die Oberflacbe mit einer 
reinen Feder ab, um Unreinigkeiten (Amalgame, Oxyde u. s. f.) zu ent
fernen. 

61. Neigungs-, Hohen- und Entfernungsdiiferenzen. Durch die im 
V oraufgehenden auseinandergesetzten Mittel und Methoden sind wir also in 
den Stand gesetzt, wo es notig ist, die Horizontalitat odeI' Verticalitat aller 
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in Frage ~ommenden Stucke herzustellen, beziehungsweise "etwa vorhandene 
Abweichungen zu bestimmen. Handelt es sich zum Beispiel um die 
Horizontalrichtung eines Maassstabs, so setzt man auf diesen Maassstab, 
nachdem derselbe auf seiner Unterlage ungeiahr horizontal hingelegt ist, 
eine Rohrenlibelle und sieht zu, nach welcher Seite die Blase ausschlagt, 
geht sie nach links, so ist das linke Ende gegen das rechte zu hoch, man 
muss also, wo die instrumentelle Einrichtung es gestattet, dieses Ende so 
lange erniedrigen oder (was immer, eventuell durch untergeschobene Holz
keile oder Papierlagen zu bewirken ist) das rechte so lange heben, bis die 
Blase sich in die der Horizontalrichtung entsprechende Stelle begiebt; u. s. f. 

Die andern mehr geometrischen Fehler der Einrichtung beziehen sich 
auf Mangel an Parallelitat zwischen der zu messenden Strecke und dem 
Maassstab, so wie (unter Umstanden) auf Nichtubereinstimmung der Ebenen 
beziehungsweise Cylinderflachen, innerhalb deren die zu vergleichenden 
Strecken Hegen. 

Was zunachst die Verschiedenheit in der Hohe beziehungsweise die in 
der Entfernung von einer bestimmten Axe betri:fft, so kann dieselbe sogar 
durch die besondere Einrichtung des Messapparates erfordert sein. Sie 
spielt gar keine Rolle, sob aId der Comparator lInd das Kathetometer auf 
demselben Schlitten zwei optische Instrumente haben, von denen das eine zur 
Pointirung auf die Enden der einen, das andere zur Pointirung auf die 
Enden der andern Strecke dient (die Comparatoren und Kathetometer, wie 
man sagt, Longitudinale sind), und bei Kathetometern, welche direct zur 
Abmessung dienen, den Maassstab also in das Prisma eingelassen haben, 
ist sogar die Entfernung des Maassstabes von der zu messenden Strecke sehr 
gross. Misst man aber mit Apparaten, bei denen fiir beide Strecken die
s el ben optischen Instrumente zur Verwendung kommen(Transversalcomparator 
und Transversalkathetometer), so Mnnen die Abweichungen in der Hohe 
oder Entfernung allerdings von Bedeutung werden, und zwar aus geometrischen 
Grunden, sowohl wie aus optischen; die geometrischen Hegen auf der 
Hand, sobald man daran denkt, dass bei noch so guter Einrichtung kleine 
Abweichungen in der Parallelitat der Absehnslinien stets zu befiil'chten sein 
werden. 

Grossere Verschiedenheiten in der Hohe beziehungsweise Entfernung 
der zu vergleichenden Strecken kann man mit blossem Auge erkennen und 
weun sie nicht zum Verschwinden zu bringen sind, mit einem Maassstab 
bestimmen. Kleinere kann man daran constatiren, dass, nachdem man auf 
eine der Strecken eingestellt hat, die andere in dem betreffenden optischen 
Instrument nicht deutlich genug erscheint. Man sieht leicht, dass diese 
Fehler mit den Fehlern der Einstellung zusammenlaufen und bei der 
Discussion dieser letztern Fehler werden wir ihnen, sowie den erwahnten 
Fehlern aus optischen Grunden begegnen. 

62. NichtparallelitlLt der zu vergleichenden LlLngen. Die Fehler 
aus der NichtparaIleIitat zwischen Maassstab und der zu bestimmenden 
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S trecke brauchen nur zum Teil Fehler der Einrichtung zu sein, 
zum Teil kiinnen sie auch dadurch verursacht sein, dass UllEicherheit 
in Bezug auf das, was wir "Enden" der Strecken genannt haben, herrscht. 
Die Parallelitat bezieht sich auf die geraden Linien, die die Enden der 
Strecken verbinden. Man ist abel' nicht immer in der Lag'e, angeben zu 
konnen, welches das Ende einer Strecke ist. Bei Maassstaben sucht man 
der Unsicherheit dadurch zu entgehen, dass man diese Enden fixirt; bei 
Endmaassen gilt so im allgemeinen als angegebene Lange die Lange der 
Linie, welche die Mitten del' Endquerschnitte verbindet, bei Strichmaassen, 
doren Striche einander parallellaufen, beziehen sich die Langen auf die Ab
schnitte einer Linie, welche senkrecht zu den Strichen oder parallel zur 
Kante gezogen ist. 

Bei andern Streck en ist es schwer oder ganz unmoglich, die Enden 
mit Sicherheit anzugeben. So kann man, wenn es sich urn die Ausmessung 
einer in einer capillaren Glasrohre gehobenen Wassersaule handelt, zwar 
das obere Ende als den tiefsten Punkt des Meniscus noch einigermaassen 
erkennen, aber das untere Ende, welches in der Hobe des Niveau der 
aussern Fliissigkeitsmasse, da wo dieselbe eine Ebene bildet, liegt, ist 
schon schwer mit gewohnlicben Mitteln gehorig zu fixiren. Hier giebt es 
eine Menge namentlich optischer Methoden zur Fixirung der Stellen, die als 
Enden zu betrachten sind, welche wir an andern Orten noch kennen 
lernen werden. 

Diese aus der Unsicherheit binsicbtlicb del' Enden der betreffenden 
Strecken resu1tirenden Fehler sind organisch und konnen meist nur durch 
geh5rige Variirung der Umstande, unter denen beobachtet wird, wie wir an 
einigen Beispielen sehen werden, unschadlich gemacht werden. 

Stellen wir uns abel' VOl', dass diese Enden bei beiden Strecken geh5rig 
bekannt sind, so kommt es also darauf an, die dieselben verbindenden 
Linien parallel zu richten. 

Bei Strecken, welche vertical neben einander hiingend sich befinden, 
ist die Parallelitat schon durch die Verticalstellung erreicht, bei Strecken, 
die anfrecht aufgestellt oder horizontal gelagert sind, muss man die Parallelitat 
durch geeignete Neigung' derselben gegen einander zu erreichen suchen. 
Die Strecken sind parallel, wenn ibre Entfernung von einander iiberall die 
namliche ist; nachdem man die eine Strecke gehiirig eingestellt hat, schiebt 
man die andere Strecke so, dass sie an beiden Seiten von jener gleich weit 
(so weit als es die Einrichtung des Apparats erfordert) absteht. Uebrigens 
erkennt man Abweichungen von der Parallelitat am hesten in den optischen 
Instrumenten selbst, denn wenn eine solche \ bweichung vorhanden ist, 
werden die BiJder der Enden auf der einen t::ieite anders zn einander 
gelegen sein, als auf der andern Seite. 

Wenn eine Strecke mit mehreren hinter einander gelegten einzelnen 
Strecken auszumessen .ist, etwa mit einem Endmaass und beiderseits au
stof'senden Zusa.tzstiicken, miissen die einzelnen Strecken eine ununter-
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brochene gerade Linie bilden oder wenigstens alIe einander parallel laufen. 
1m allgemeinen wird man die Parallelitat der Einzelstrecken dadurch her
zustellen suchen, dass man sie erst in eine und dieselbe verticale Ebene 
bringt und dann unter Zuhilfenahme einer Libelle horizontal richtet. Zusatz
stucke, die permanent fur Vergleichung von Endmaassen mit einander oder 
mit Strichmaassen dienen und als solche besonders construirt sind und 
Pertinenzstucke des betreffenden Comparators bilden, erhalten hauflg eine 
optische Nebeneinrichtnng, die das Parallelstellen derselben ermiiglicht. 
Jedes Zusatzstuck ist mit einem sogenannten Collimator, des sen Axe die 
Richtung seiner Axe selbst angiebt, festverbunden. Richtet man die ColIimator
axen zweier sich gegenuberstehender Zusatzstucke parallel, so sind auch die 
Zusatzstucke selbst parallel. Ein Collimator ist nun nichts weiter als ein 
Fernrohr, in welchem im Rohr in der Hauptbrennebene ein Fadennetz aus
gespannt ist. Sendet dieses Fadennetz Licht aus, so wird dieses Licht durch 
das Objectiv in zu einander und zur Axe parallelen Strahlen austreten. Treffen 
dann diese Strahl en auf ein zweites dem ersten zugewandtes Fernrohr, dessen 
Axe der des ersten Fernrohrs parallel ist, so werden dieselben sich in der 
Hauptbrennebene dieses Fernrohrs vereinigen und daselbst ein Bild des 
leuchtenden Fadennetzes des ersten Fernrohrs hervorbringen, dessen Axen
punkt in den Axenpunkt dieses zweiten Fernrohrs fallt. Durch das Ocular 
des zweiten Fernrohrs sieht mau dann dieses Bild des Fadennetzes des ersten 
Fernrohrs. Die Lage dieses Bildes bleibt ungeandert, so lange die Axen 
der beiden Rohre einander parallel sind, man mag im Uebrigen ein Rohr 
gegen das andere heben oder senken oder irgendwie nach seitwarts schieben. 
Denn durch solche Translationen wird nichts weiter bewirkt, als dass der 
aus dem Objectiv des ersten Fernrohrs austretende Strahlencylinder von dem 
Objectiv des zweiten Fernrohrs an verschiedenen Stellen seines Querschnitts 
getroffen wird. Die Strahlen treten in das zweite Fernrohr immer noch 
parallel der Axe desselben ein und das Fadennetz wird, wenn auch durch 
diese Translationen gewisse Teile des Objectivs, weil sie aus dem Strahl en
cylinder herauskommen, unwirksam werden, immer J10ch an derselben Stelle 
abgebildet, allerdings mit etwas geringerer Helligkeit (Art. 35c). 

Sowie aber die Axe eines Collimators gegen die des andern geneigt 
wird, verlasst das Bild des Axenpunktes des Fadennetzes yom ersten Fern
rohr den Axenpunkt des zweiten Fernrohrs. Sind also in beiden Fernrohren 
die Axenpunkte markirt, so kann man diese beiden Fernrohre einander dadurch 
parallel machen, dass man eins gegen das andere so lange dreht und neigt, 
bis im zweiten Fernrohr der Axenpunkt mit dem Bild des Axenpunktes des 
Netzes vom ersten Fernrohr zusammenfallt. 

Man versieht nun, um auch im zweiten Fernrohr Marken zu haben, 
auch dieses in der Hauptbrennebene des Objectivs mit einem Fadennetz. 
Die Axenpunkte werden dann fixirt,' indem man als Fadennetz in beiden 
Fernrohren zwei einander in der Axe schneidende Faden oder Fadenpaare 
benutzt. 1m ersten Fall sieht man im zweiten Fernrohr zwei Fadenkreuze 
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in derselben Ebene abgebildet, die man dureh Neigen und Drehen zur 
Deckung bringen muss, im zweiten zwei Bilder von dieser Form #, die 
Mitten der Quadrate sind die Axenpunkte, und somit sind die Rohre so zu 
neigen und zu drehen, dass bei jedem Fadenpaar eines der Netzbilder die 
zwei Faden zu den entspreehenden Faden des entspreehenden Paares des 
andern Netzbildes vollstandig gleich lie gen. Wo andere Fadennetze in An
wendung kommen, wird man in ahnlicher Weise verfahren k5nnen, wenn 
man nUl' weiss, wo die Axenpunkte liegen. Sind die Mitten del' Fadennetze 
wirklich Axenpunkte der betreffenden Instrumente, so miissen sie sich, wenn 
sie einmal zur Deckung gebracht sind, auch weiter noch einander decken, 
wenn man auch eines der Instrumente oder beide urn ihre Axen dreht. 

Da man iibrigens das Netz des ersien Fernrohrs nicht ohne weiteres 
selbstleuchtend mach en kann, verfahrt man ahnlich, wie in Art. 60 angegeben 
ist, indem man in dieses Fernrohr durch das Ocular Licht bineinschickt, 
das Netz erscbeint dann nicht leuehtend im zweiten Fernrohr, sondern dunkel 
auf hellem Grunde. Collimatoren sind sehr geeignet, Linien in gewisse 
Richtungen zu bringen und auch N eigungen von Linien gegen einander zu 
bestimmen, sie find en bei den Astronomen namentlich zur Controle der 
Axenlage festaufgestellter Instrumente die weitgehendste Anwendung und 
aueh wir werden ihnen noch oft begegnen. 

b) E£nfluss von Ne£gungen und Drehungen a'lfi Langen
messungen. 

63. Vorbereitende Formeln. Nachdem so die einzelnen geometrischen 
Fehler der Einrichtung vorgefiihrt und die Mittel sie zu erkennen dargelegt 
sind, wollen wir ihren Einfluss auf die Messungen discutiren, urn einerseits, 
wo sie zahlenmassig fixirt werden k5nnen, sie in Rechnung ziehen zu lerneu, 
und andererseits abzuleiten, welche von ihnen ganz besonders zu beriick
sichtigen sind und welche man ausser Acht lassen dari. Ieh fiihre die U nter
suchung erst ganz aUgemein und gehe dann zu specieUen Discussionen iiber. 

Wir stellen uns also eine Uebertragungsvorrichtung irgend welcher Con
struction Yor, mit Hilfe deren zwei . irgendwie g'elegene Strecken A, A' auf 
einander bezogen werden soUen. Durch einen irgendwo im Raume gelegenen 
Punkt 0 legen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem, die x Axe gehe vertical 
yon oben nach unten, die 'II und zAxe sind dann borizontal gerichtet. 

In diesem Coordinatensystem seien die Coordinaten der Enden VO]] A 
gleich xl' 'Jh, Zl; x2, '112' Z2' die der Enden von A' gleieh x~, y~, Z;i 
x;, y~, z;. Driieken wir aus, dass x2- Xl die Projection von A auf xAxe, 
'112- '111 die von A auf die yAxe u. S. f. ist, so bekommen wir die zwei 
Systeme von je drei Gleichungen fiir A und A' 

X 2-xl= A cos (A, x) x;-x~=A'cos(A', x) 
"0 Y2- Yl= A cos (A, 'II) y;-y~=A'cos(A', 'II) 

.e'g-zl=Acos(A, z) .e';-z~=A'COR(A', z) 
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64. Theorie des Comparators. Um diese Darstellungen so umzuandern, 
dass in ihnen die geometrische Einrichtung der Messungen zum Ausdruck 
kommt, benutze ich den schematischen Algorithmus der Coordinaten
transformation, dessen Hauptformeln im Art. 59 gegeben sind, indem ich 
das System x, Y, i! in andere Systeme transformire, deren Axen in die in 
Frage kommenden Richtungen fallen. Es kann diese Transformation ganz ohne 
Bezug'nahme auf die Besonderheit der Messung ausgefiihrt werden, da aber 
das Verstandnis erheblich el'leiehtert wird, wenn man auf concrete Ver
haltnisse zuriickgeht, will ich annehmen, dass es sich fiir uns urn eine 
Messung auf dem Comparator halldelt. Ferner nehme ich, urn eine be
queme Ausdrucksweise zu gewil1nen, an, dass es sich immer nur urn hori
zontale und verticale Riehtungen handelt, Apparate, bei denen andere 
Richtungen maassgebend sind, sind genau nach dem Schema zu behandeln, 
welches bald fiir die obige Annahme entwickelt werden solI. Die Uebertragungs
vorrichtung sei mit optischen Instrumenten verse hen , sie kann dann ein oder 
zwei solcher Instrumenie besitzen, da abel' bei jeder Vergleichung vier Poin
tirungen ausgefiihrt werden, kOl1nen wir die Entwickelung so fiihren, als ob es 
sich urn vier verschiedene Instrumente handelte, zwei zur Pointirung auf die 
Enden von A, zwei zu der auf die entsprechenden Enden von A'. 

Es geniigt den Ausdruck fUr e i n e der Grossen A, A' zu transformirel1, 
ich transform ire den fiir A. Die Instrumente, die auf die Enden von A 
pointiren, seien mit I und II bezeichnet; ieh denke mil' diese Instrumente 
ungefiihr auf die Enden von A eingestellt und zwar I auf das Ende 
(Xj, Yj, $j), II auf das (X2' Y2, $2), und fiihre zwei neue Coordinatensysteme 
(~, 71, OJ; (~, 71, ')2' je ein System fUr jedes Ende VOll A ein. Das Coor
dinatensystem (~, 71. 01 habe seinen Ursprullg in einem Punkt der optischen 
Axe des Instruments I, das (~, 71, ~)2 in einem solchen der optisehell Axe 

des Instruments II; sind also Xl> -ih, $1 die Coordinaten des betreffenden 

Punkts von I, X2' 1;2' $2 die desjenigen von II, so gebell diese Grossen 
zugleieh die Coordinaten der Urspriinge der neuen Systeme, und wenn die 
Coordinaten in dem eingestellten Ende Xl' Y1' $1 von A in dem zugehorigcll 
System (~, 71, 01 mit ~j, 1J1l ~1l die in dem eingestellten Ende X2, Y2, $2 \'on 
A in dem zugehorigen System (~, 71, ~)2 mit ~2' 712, '2 bezeichnet werden, 
und die Systeme der Richtungscosinusse der neuen Axensysteme gegen das 
alte System nach den folg-enden Schematen 
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gewahlt werden, haben wir 

a) 
Xl - Xl = elal + 1)l a2 + 'laS' 

'1ft -til = el~1 + 1)1~2 + 'l~S' 
Sl- Sl = E(f1 + 1Jt"l'2 + ~lIS' 

und damit 

X2- a!; = e2)..1 + 1)2)..2+ '2"S' 

Y2 - ih= e2[1-l + 1)2[1-2+ '2[1-3' 

S2-Z:;= e2vl + 1)2v2 + '2vS, 

e2).., +1)2)..2+ '2)..3- e1111-1)la2- '11Xs= A cosCA, x)-Ca!;- x~), 
8) e2[1-l + 1)21-'-2+ '2I'-S- el~1-1)1~2- '1~3 = .A cos (A, y) -(ih - y---;'), 

e2v1 + 1)2V2 + '2Vg - elll - 1Jt"l'2 - 'tis = A cos (A, 10) -CZ:; - s-;). 
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Von dies en Gleichungen brauchen wir nur cine, die erste Gleichung, zu 
benutzen. Nach den in Art. 59 aufgefiihrten Formeln sind die neun 
Richtungscosinusse a, ~, I wie die ).., [1-, v durch trigonometrische Functionen 
von je drei andern Winkeln, die wir fur das System (e, 1), ')1 mit (jlr. l}l, ft, 
fur das ee, 1), ~)2 mit (jl2, l}2' f2 bezeichnen und deren Bedeutung derjenigen 
der in Art. 59 analog (jl, {}, f genannten Winkel entspricht. Wir wollen 
aber erst unsere neuen Axensysteme specialisiren. 

Da wir in dieser Betrachtung von allen optischen Fehlern der Ein
richtung abstrahiren, haben wir die optischen Instrumente als fehlerfrei anzu
sehen, namentlich solI also die Pointirungsrichtung bei jedem Instrument 
senkrecht zur optischen Axe desselben verlaufen. Wir nennen die Ebene, 
die durch die Pointirungsrichtung und die Axe geht, die Centralebene 
des Instruments, und die Ebene, welche die Pointirungsrichtung und die 
Faden enthiilt, die Mikrometerebene, den Schnittpunkt der optischen Axe 
mit der Pointirungsrichtung die Mikro'metermitte; Centralebene und Mikro
meterebene solI en also bei allen Instrumenten eiuander senkrecht schneiden. 
Diese beiden Ebenen nehmen wir zu Ebenen der e, und der 1) ,. Die 
,Axen sollen die Pointirungsrichtungen, die ~Axen die optischen Axen 
der Inst,rumente, gerechnet von oben nach unten, sein, die 1JAxen stehen zu 
diesen senkrecht, liegen in den Mikrometerebenen und sollen von hinten 
nach vom (in Bezug auf den Beobachter) gehen. Das Axensystem (e, 1), ')1 

solI so gelegen sein, wie das ee, 1), ')2' also z. B. die A.xe '2 von links nach 
rcchts gehen, wenn '1 von links nach rechts geht. 

Bei diesen Annahmen iiber die neuen Coordinatensysteme konnen die 
Winkel {}, r, f noch irgend welche Werte haben, wir wollen daher auch 
noch das System der X, y, z naher specialisiren, es soll namlich die sAxe 
mit der optischen Axe und der Pointirungsrichtung des Instruments I in 
der namlichen Ebene liegen. Alsdann konnen die l} nur kleine Winkel sein 
und wir diirfen, wenn diese Winkel in Secunden ausgedriickt werden und 

fur sin 1" = 206~65 der Buchstabe e gesetzt wird, cos {} = 1, sin l} = elt 

annehmen. 
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Nach den Formeln in Art. 59 ist nun unter diesen Umstanden 

al = - cos (ft - rpl), 0:2 = - sin Cfl - rpl), 
~l = + sin (ft - rpl), ~2 = - cos (ft - rpl), 
II = + S{}l cos ft, 12 = + E{}I sin ft, 

a3 = S{}1 cos rpj) 

~3 = e {}1 sin rpl' 
13 = 1. 

[6(. 

Entsprechende Gleichungen bekommen wir fiir die Richtungscosinus A, p., 
y des Systems (~, .'/. ~)2' wenn wir den Index 1 mit dem 2 vertauschen. Zwar 
liegt die z Axe im allgemeinen nicht zugleich auch in der (~~)2 Ebene, 
der Centralebene des InstTUments II, da jedoch diese Centralebene bei 
guter Einrichtung der des Instruments I fast parallel l'ein wird, kann auch 
lt2 nur einen kleinen Winkel reprasentiren. 

Nehmen wir nun von den drei GJeichungen fUr A die letztA, die welche 
A cos (A, z) ergiebt, so haben wir 

A cos (A, z) - (;2 - ;1) = ~2 - ~1 + E (1]2 {}2 sin f2 -1]1 f}1 sill ft) 
+ E (~2 {}2 cos f2 - ~I HI cos ft), 

fl ist der Winkel, um welchen man die (e~)1 Ebene, die Centralebene von I, 
von hinten nach vorn zu drehen hat, um dieselbe der zAxe parallel zu 
machen, da die zAxe dieser Ebene schon parallel ist, haben wir ft = 0 zu 
setzen. Entsprechende Bedeutung hat f2 fUr das Instrument II, hier braucht 
zwar, wie schon bemerkt, die zAxe der Centralebene nicht parallel, f2 also 
auch nicht 0 zu sein, jedenfalls wird aber f2 von Null nur wenig ver
schieden sein, und hiernach diirfen wir den von den 1] abhiingigen Teil ohne 
weiteres vernachlassigen, zumal diese 1] selbst bei gehoriger Einstellung nur 
unbedeutende Betrage erreichen konnen. In den Gliedern, die mit den E 
multiplicirt sind, ist es aber gestattet, die cos fl' cos f2 durch 1 zu ersetzen, 
und zwar gehen dabei nur Glieder, die mit 8 3 multiplicirt sind, verloren. 
So bekommt man also 

XXXIX2) A cos (A, z) - (;2 - ;1) = ~2 - ~1 + E (~2 112 - e1 HI) 

und dabei ist {} als positiv gerechnet, weun die Pointirungsriclltung ii be r 
del' llorizontalen Richtung del' zAxe verlauft. 

Um nocll den letzten Rest des alten Coordinatensystems auszumerzen, 
flillre icll eiu drittes System (~, 1], ~)o ein. Der Anfang solI in del' Mikrometer
mitte von I liegen, die ~oAxe moge von dieser Mitte nach der Mikrometer
mitte von II hinfiihren, die ~o Axe nehme ich in einer Verticalebene, die die 
~oAxe enthalt. Wir haben dann zunachst 

Z2 - Zl = ~o cos (~o, z). 

~o ist die Entfernung der Mikrometermitte von I von der von II, wir bezeicllnen 
dieselbe durch a. 

Ferner nennen wir die Neigung der EoAxe gegeu die x Axe, die Vertical
abweichung der ~uAxe, io, positiv gerechnet, wenn die Reillenfolge der Axen 
ist eo, x, ~o ist, den Winkel, um welchen man die xz Ebene U1ll die xAxe nach 
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der 1IAxe von hinten nach vorn zu drehen hat, bis diese Ebene der EoAxe 
parallel wird 'Jio. Alsdann ist, weil die eo Co Ebene zu der alAxe parallel steht, 

e2 - H;: = - a cos 'Jio cosio. 

Wenn die beiden Instrumente tatsachlich nur e i n Instrument in zwei 
verschiedenen Lagen darstellen, wird a nahezu horizontal liegen; aber auch 
wenn I und II zwei besondere Instrumente sind, darf man doch a als nahezu 
horizontal ansehen, denn es ist gar kein Grund fiir den Mechaniker vor
handen, dcmselben Apparat zwei verschiedene Instrumente zu verleihen. 
Es kann also io wie ein von 0° nur wenig verschiedener Winkel behandelt 
werden, und da zufolge der besondern Annahme iiber das neue System 
(Co, aI) = 90° - io ist, so bedeutet io auch die N eigung der ~ Axe. Wir 
rechneten io als positiv, wenn die eAxe gegen die alAxe nach hinten geneigt 
ist, die Neignng io der CAxe solI also als positiv in Anschlag gebracht 
werden, wenn diese Axe u ber der Horizontalebene liegt. Was aber den 
Winkel 'Jio betrifft, so wird dieser, weil die :tAxe in der Ebene ceC)l liegen 
sonte, Wl jedoch ala in demselben Sinne sich erstreckend angenommen ist 
wie a, nahezu 1800 sein, setzen wir also 'Jio = 1800 - arpo, so haben wir 
hiernach 

Genau so, wie wir a als CAxe eines Coordinatensystems angesehen 
haben, kiinnen wir auch eine durch die Mikrometermitte von I gehende, zu A 
parallele Linie als eine CAxe eines Coordinatensystems betrachten, und da 
A sich in jeder Beziehuug so verh1i.It wie a, haben wir unter Benutzung der 
Bezeichnung 'Ji, i fur Winkel, die den Winkeln 'Jio, io entsprechen, 

wo i die Neignng von A angiebt. Hiernach wild 

und damit bekommen wir 

Fiir die Streeke A' kiinnen wir eine ganz entspreehende Gleiehung auf
stellen, zwar brauchen die hier maassgebenden Winkel ti', 12' nieht identiseh 
mit Ii, 12 zu sein, da sie jedoeh von diesen Winkeln nur wenig abweichen 

W eillB t ein, Lehrbuch n. 9 
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diirfen, Mnnen wir auch hier, wie eine leichte U eberlegung zeigt, ihre Sinus 
gleich 0, ihre eosinus gleich 1 setzen und haben dann 

.A.' = a' + ~~- ~~ + I; (~~ a; - ~~ a~) + ~1;2(A'(a9'2 + i'2) - a' (o9~2+ i~2)} 

Ziehen wir von dieser Gleichung die Gleichung fiir A ab, so resultirt 

XLl) A' = A + ~; - ~~ - (~2 - ~l) + a' - a + I; (~; a~ - ~~ {}~ - e2 {}2 + ~l {}l) 

+ ~1;2 (A' (1l9'2 + i'2) - d (o9~2+ i~ 2) -A(lltp2 + i2) + a (1l90 2+ i02)} 

Wenn die Einrichtung absolut vollkommen ist, stehen aIle optischen 
Axen vertical, sind alle andern in Frage kommenden Richtungcn horizontal 
und einander parallel und ist die Entfernung von I, II ebenso gross wie 
die von 1', II'. Alsdann gehen also aIle Winkel in Null iiber, und es wird 

~; - ~~ - (~2 - ~l) stellt also das eigentliche Messungsresultat dar, und diese 
Grosse oder deren Product in die Vergrosserungsziffern ist es auch, die 
wir, wenn die Mikrometerebene die Centralebene senkrecht schneidet, wirklich 
messen und an den Schrauben oder sonstigen Mikrometern tatsachlich 
ablesen. Beim Transversalcomparator ist dann, wenn das Prisma mit den 
Instrumenten festgelegt und der Uebergang von A auf A' durch Heran
schieben der Strecken geschieht, das System (~1) ~)1 vollkommen identisch 
mit (~' 1J' n1 und das (~1) ')2 vollkommen identisch mit (~' 1)' n2; wenn zum 
Uebergang von A auf A' das Prisma mit den Instrumenten verschoben 
wird, haben (~1J ~)1 und (~' 1)' OJ die C 1) Ebene gemeinsam und das namliche 
gilt von den Systemen (~1) ~)2 und (~' 1)' ~')2. U nter allen Umstanden sind 
also die ~ und C' von derselben Ebene aus gemessen. Beim Longitudinal
comparator konnen zwar die Systeme (e 1) ~)1 und (e' 1)' ~')1 und ebenso die 
(e 1) ~)2 und (~' Tj' 02 vollkommen unabhiingig von einander sein, aber damr 
stehen die Systeme (h~)l' (e'1)'OJ mit bezw. (hQ2' (e'Tj"')2 in Ver
bindung; bei vollkommener Einrichtung verschieben sich bei dem Transport 
des Schlittens mit den Instrumenten von einer Seite nach der andern die 
e~Ebenen von I und I' in sich selbst und wenn auch hier die ~~, ~1 und 
"2' ~2 von verschiedenen hEbenen aus gerechnet werden, konnen doch die 
Differenzen ~~-~l und ~~-~2 nur urn ein,e und dieselbe Constante (urn 
die Strecke, urn welche der Schlitten transportirt ist) willkiirlich bleiben, in der 
Differenz ~; - '2 - (~~ - '1) verschwindet dann diese Willkiirlichkeit ganzlich. 

Wenn die Einrichtung nicht ganz vollkommen ist, treten zwischen den 
einzelnen Coordinatensystemen Verschiebungen und Drehungen ein, denen 
durch die weitern Glieder Rechnung getragen wird, a' - a und die mit 
I; und 1;2 multiplicirten Glieder sind also Correctionsgrossen, wenn kleine 
Abweichungen von der vollkommenen Einrichtung vorhanden sind. 
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Ich fUhre fUr diese Correctionsgrtissen besondere Bezeichnungen ein, 
und zwar setze ich 

dann ist 

a'-a= oa, 

€ (~;{}; - ~l {}~ - ~2 {}2 + El {}l) = ob, 

~e2(a'(0q>~2+i~2)- a (0q>02 +io2)=oc. 

~ e2 (A' (0q>'2 + i'2) - A (092 + i2) = 00. 

XL2) A'=A+'~-';-'2 +'1 +oa+ob-oc+oO, 

und wir haben nunmehr die einzelnen Correctionen einer Discussion zu 
unterziehen. 

64a. Die Correction wegen Langenanderung des Prisma. Von den 
Correctionsgliedern ist oft das wichtigste Glied oa. Beim Transversal
comparator, wo man zwei von einander getrennte Instrumente hat, eines 
zur Einstellung auf das links liegende Ende von A beziehungsweise A', 
eines zu der auf das rechts liegende Ende jeder der genannten Strecken, 
soUte sich a von a' garnicht unterscheiden, denn nachdem die die In
strumente tragenden Schlitten einmal in eine den Strecken angepasste Ent
fernung von einander gebracht und an dem Prisma festgeklemmt sind, diirfen 
weitere Verstellung'en nicht vorgenommen werden. 1st dennoch hier a' von a 
verschieden, so kann das aus drei Griinden geschehen sein; erstens weil die 
Instrumente durch die unvermeidlichen Erschiitterungen und mechanischen 
Einwirkungen seitens des Beobachters wahrend der Messungen kleine Aende
rungen in ihrer SteHung erlitten haben, zweitens - und das gilt fiir Com
paratoren, bei denen zum Uebergang von einer Strecke auf die andere das 
Prisma mit den Instrumenten iibertragen wird - weil wahrend des Ueber
ganges von A auf A' das Prisma mit den Instrumenten irgend welche Ver
biegungen erfahren hat, drittens weil wahrend der Messung Temperatur
anderungen eingetreten sind, infolge deren das Prisma sich zusammen
gezogen oder ausgedehnt hat. 

Den Einfliissen der e r s ten Art ktinnen c wir nicht Rechnung tragen, 
die Instrumente miissen fest genug gelagert sein, dass Erschiitterungen 
und selbst kleine Drucke sie nicht verstellen. Ob das in hinreiehendem 
Maasse der Fall ist, sieht man an jedem Instrument am einfaehsten, wenn 
man auf eine bestimmte Stelle (etwa einen Strich des Maassstabs) pointirt 
und dann absichtlich gegen das Instrument, den tragenden Schlitten, das 
Prisma u. s. f. driiekt, bei einem solchen Druck wird sich natiirIich die 
Pointirung andern, lasst man aber mit dem Druck nach, so muss sieh, 
wenn alles in Ordnung ist, die alte Pointirung wieder hersteHen. Wir 
zahlen auch Fehler, die diesen Einfliissen zuzuschreiben sind, zu den zu-

9* 
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falligen, die dureh gehOrige Raufung der Beobaehtungen imd geniigende 
Variirung der Umstande zu eliminiren sind. 

Die Einfliisse der zweiten A.rt konnen sich wie gesagt nur bei Com
paratoren geltend machen, bei denen zum Uebergang von einer Strecke auf 
die andere eine Fortbewegung des Prisma mit den Instrumenten notwendig 
ist. . Es sind diese Einfliisse namentlich da, wo die Fortbewegung nicht 
ganz ohne Zwang abgeht, die weitaus gefahrlichsten. Sie allgemein zu 
diseutiren hat keinen praktischen Wert, dB. man in vorliegenden Fallen alle 
Verbiegungen und Torsionen doch nicht bestimmen kann. A.m haufigsten 
hat man es mit einer einfachen Verbiegung zu tun. 1st zum Beispiel die 
Strecke a in der Einstellung auf A gerade, dagegen in der Einstellung 
auf At durch einen solchen Zwang zu einem Bogen vom Radius R gebogen, 
so tritt an Stelle von a die Sehne dieses Bogens und wir haben, falls die 
Rohe dieses Bogens (der "Pfeil" des Bogens) h ist 

somit 

at = va2 4h2 = a (1 _ 2h2) = a _ 2h2 , 
. a2 a 

2h2 
8a=--· 

a 

SolI die Messung von dieser Seite bis auf 0,001 mm sicher sein, so 

d rf h . ht·· . 1 .. /O,OOl.a lb' V I' h 2 M t a llle grosser sem a s V--2-' a so el erg elC ung von e er-

stab en mit einander, wo a ungefahr 1000 mm sein wird, nicht grosser sein 

als Yi mm, das ist etwa 0,7 mm. 

Die Verbiegung h lasst sich durch einfache Nachmessullg derselben 
nicht wol bestimmen, man verschafft sich eine angenaherte Kenntnis von ihr, 
wenn man eine bekannte Strecke in verschiedenen Stellungen des Prism a 
nachmisst. Indessen wird bei der Einrichtung solcher Comparatoren schon 
daflir gesorgt, dass die Bewegung des Prism a so zwangfrei als moglich 
geschieht; viele Comparatoren haben iibrigens ein festgelegtes Prisma, so 
dass nicht die Instrumente, sondern die zu vergleichenden Strecken auf 
ihrer Unterlage hin- und herzufahren sind, und bei solchen Comparatoren 
fallen die genannten Einfliisse gam fort. 

Die Einfliisse der dritten Art haben wir spater zu discutiren. 
Beim Longitudinalcomparator ist entweder nur ein Instrument 

zur Pointirung auf aIle vier Enden vorhanden oder es existiren zwei auf 
demselben Schlitten sitzende Instrumellte, deren eines zur Poilltirung auf 
die Enden von Adient, deren anderes auf die Enden von At pointiren 
soll. Da man hier in beiden Fallen erst auf einer Seite auf A und At 
ointirt, dann den Schlitten mit dem Instrument langs der Schiene nach 
der andern Seite transportirt und auf die dort liegenden Enden von A und 
AI pointirt, ist, wenigstens wenn die Pointirungen an jeder 'Seite rasch 
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auf einander folgten, von einer thermischen Correction 8a keine Rede. Von 
den aus mechanischen Einfliissen sich herschreibenden Correctionen 8a ist auch 
die durch Erschiitterungen und unwillkiirliche Einwirknng des Beobachters 
etwa bedingte, ebenso wie bei den Messungen auf dem Transversalcomparator 
durch Haufung der Beobachtungen und Variirung der begleitenden Umstande 
zu eliminiren, wahrend die andere, etwa aus einer Biegung des Prisma 
sich ergebende hier von vornherein fortfallt, weil bei Longitudinalcomparatoren 
das Prism a festliegt und man sich immer so einrichtet, daBs man da, wo 
zwei Instrumente vorhanden sind, unter das eine Instrument die eine, unter 
das andere die andere Strecke legt, und da, wo nur ein Instrument zu 
allen Pointirungen dient, beide Strecken unmittelbar neben einander gelegt 
werden, so dass sie zugleich im Gesichtsfelde erscheinen. Scheint hier
nach ein Longitudinalcomparator hinsichtlich dieser Correctionen 8a vor 
einem Transversalcomparator grosse Vorziige zu besitzen, so steht es ihm 
hinBichtlich der folgenden Correctionen im allgemeinen nacho 

64 b. Die Correction wegen Verticalabweichung und Drehung der 
optischen Instrumente. Die folgende Correction 8b ist meist die am wenigsten 
bedeutungsvoIle, sie hangt von den Abweichungen der Pointirungsrichtungen 
von der "festen eAxe, von den Entfernungen der Streckenenden, von 
den Mikrometermitten der Instrumente und den Abweichungen der 
Pointirungsrichtungen von einander abo Es konnen nun zunachst die Ab
weichungen wieder aus mechanischen und aus thermischen Griinden 
Veranderungen unterworf'en sain. Die aus der Warmewirkung resultirenden 
Veranderungen der betre1fenden Grossen konnen wir bei nicht zu gross en 
Temperaturschwankungen unbedenklich vernachlassigen, denn sind schon 
diese Veranderungen fUr sich nur klein, so erscheinen sie, weil mit e multi
plicirt, noch betrachtlich verringert. Anders steht es mit den moglichen 
mechanischen Aenderungcn der einzelnen Abweichungen, hier konnen die
selben sehr wol von der Ordnung der Abweichungen selbst sein. 

Wir konnen allgemein sagen, dass die {} dadurch in die {}' iiber
gehen, dass die Instrumente bei Transversalcomparatoren wahrend des 
Uebergangs von A auf A', bei Longitudinalcomparatoren wahrend des 
Uebergangs von der einen Seite der zu vergleichenden Strecken auf die 
andere gegen einander Verdrehungen erleiden, wodurch bei jenen {}1 zu {}~ , 
{}2 ZU &'2' bei diesen &1 zu &2' {}~ zu &; wild. Solche Verdrehungen 
treten beim Transversalcomparator auf, wenn die Einrichtung so getro1fen 
ist, dass man zur Bewerkstelligung des Uebergangs von A auf A' das 
Prisma mit den Instrumenten von A auf A' iiberfiihren muss und diese 
Ueberfiihrung entweder nicht ohne Zwang vor sich geht, so dass Verbiegungen 
und Torsionen zu Stande kommen, oder mit Drehungen des Prisma verbunden 
ist, vermoge deren dasselbe einen Kegelmantel, statt, wie es geschehen soIl, eine 
Ebene beschreibt. Beim Longitudinalcomparator aber erscheinen sie, wo 
mit der Verschiebung des Schlittens zugleich eine Drehung desselben, sei es 
wahrend der. Verschiebung oder spater beim Festklemmen in der neuen... Lage 
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vorfallt, und gerade bier konnen sie viel leichter eintreten als beim Trans
versalcomparator. 

Wir wollen zunachst von Verbiegungen und Torsionen absehen und bei 
dem Transversalcomparator das Prism a, bei dem Longitudinalcomparator den 
Schlitten als ein starres, mit den Instrumenten starr verbundenes System an
sehen. In diesem Falle ist bei beiden Comparatorarten CP~ = CPt' und es 
andem sich nur die 3. Die Aenderungen von 31 , 32 in 3~, 3;, beziehungs
weise von 31 , 3~ in 32 , 3; konnen dann nur durch gewohnliche Drehung 
um irgend welche Punkte zu Stan de kommen. 

Beim Transversalcomparator ist der Uebergang von 31 in 3~ und der 
von 32 in 3; zu verfolgen. 

Setzen wir sin3~= sin 31 + a(sin31 ) und beachten, dass cos 31 ='3 ist, 
so folgt 

Wir zerlegen die ganze Drehung, die das Instrument I beim Ueber
gang von A auf A' erleidet, in drei Componenten 'ltu Xl' PI nach den drei 
Axen der au 1111 C1, also nach dem I zugehOrigen Axensystem in seiner Ein
stellung auf A. Alsdann haben wir, *) wenn diese Componenten in Bogen
secunden ausgedrfickt werden, 

8"(3= e('l'1Xl- "(2'1t1), 

also zufolge der friiher gegebenen Betrage von II und '2 

a"(3 = e(XI sin 31 costi - 'ltl sin31 sinti). 

Hiernach wird 

a(sin31) = - e(XI costi- 'ltlsinti) cos 31, 

und entsprechend 

8 (sin 32) = - e(X2cos/2- 'lt2sin/2) cos32, 

ti und /2 diirfen wir bier beide gleich Null annehmen, und da auch 
cos 31 = cos 32 = 1 gesetzt werden kann, haben wir 

sin 3'1 = sin31 -exl' sinW2 = sin 311 -eX2' 

und die Correction 8b geht iiber in 

8b = e(Ce'2- e2)32- (e~ - e1)31 - X2e;+ Xl e~»). 
8b zerfallt also in zwei Teile, dem 

8b1 = e( (e; - e2)32 ;;: (e~ - e1) 31), 

*) Kirchhoff, Mathematische Physik, Seite 50, Gleichungen 20). 
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der fast allein von der -ersten Einrichtung der Instrumente abhli.ngt, und dem 

8b2 = - eCXlle;- Xl ~), 

der durch Drehungen der Instrumente bei dem Uebergang von A auf A' 
hervorgebracht ~d. 

Ganz ebenso :linden ~ bei dem Longitudimalcomparator, wo der Ueber
gang von 31 , 3~ in 3a bezw. 3; ZI1 betrachten ist, 

8b1= e(ce;- e~)3~ - CE2- ~)31)' 
8bll = - eCx~ a' - Xl El), 

wo Xi, Xl fiir die Instrumente 1', I dieselbe Bedeutung haben, wie bei dem 
Transversalcomparator Xl, XII fiir dieJlnstrumente I, II. 

Was den Teil 8b1 anbetri:lft, so sind die e die Entfernungen der Milcro
metermitten von den beziiglichen Strecken. Bei guter Einrichtung werden 
e; - ell und e~ - el , bezw. e; - e'1 und ell - e1 nur geringe Betrage erreichen, 
jedenfalls kann e~ von ~ und e~ von el , bezw. e; von ~ und ell von El nicht 
mehr verschieden sein, als es die Deutlichkeit der Bilder in den Instrumenten 
zulasst. 

Setzt man fiir diese Di:fferenzen selbst 5 rom an, was sehr viel ist und 
in der Praxis kaum je erreicht werden ~d, nnd nimmt 311 = 2'= 120", so 

ist der Term ece;- EIl)311 = 206~2065 mm = 0,003 mm. Bis zu 2' Mnnen die 3 

allerdings ansteigen, ohne besonders bemerkt zu werden, bei ganz genauen 
Messungen wird man also die Glieder (e~- e.g) Itll - (e~ - E1)31' bezw. 
(e; - e~ ) 3~ - (Ell - El ) 31 anscheinend nicht ohne weiteres fortlassen diirfen. Bei 
solchen ganz genauen Messungen werden aber dafiir auch die e; - ell und 
e~ - el , bezw. ell- e~ und ell - El sehr klein 'gehalten werden, weil man bei 
solchen Messungen einerseits auf die Einstellung grossere Sorgfalt verwendet 
und andererseits starkere Vergrosserungen in den Instrumenten zur An
wendung bringt, und mit der Vergrosserung die Spielweite der Einstellung 
abnimmt, worauf wir spater noch zuriickkommen werden. Da man nun die It 
nur sehr selten wird experimentell bestimmen konnen, gewahrt es eine ge
wisse Beruhigung, wenn man wenigstens weiss, dass die von ihnen ab
hii.ngigen Glieder in den meisten Fallen nur unbetrachtliche Werte erreichen. 

Der zweite Teil 8b2 wird durch etwaige Drehung der Instrumente um 
die l)Axen bestimmt. Diese Axen sind einander nahezu parallel, laufen beide 
nahezu horizontal und sind beide gegen das Prisma quergerichtet, es kommen 
also nur Drehungen um horizontale, gegen die Pointirungsrichtungen senk
rechte Axen in Frage; Drehungen um andere Axen haben keinen bemerk
baren Einfluss. 

Wir wollen erst annehmen, dass das Prisma mit den Instrumenten 
sich wie ein starres System verhalt, alsdann haben jedenfaUs Xl und XII, 
bezw. X~ und Xl beide gleiches Zeichen. Bezeichnen wir das gross ere von 
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beiden mit X, so bnn also die Correction ob2 den Wert exce~- e~), bezw. 
ex(e~- e2) nicht iiberschreiten. Beim Transversaleomparator ist e~- e~ die 
Differenz der Abstande der Mikrometermitten von l' und III von den beziig
lichen Enden der Strecke AI; sind also die Instrumente gleieh eonstruirt, 
so wird diese Differenz jedenfalls nur gering sein und dann ist aueh ob2 zu 
vernachliissigen. Da hier beide Instrumente bei beiden Streeken zur An
wendung kommen, ist gar kein Grund vorhanden, diese beiden Instrumente 
verschieden zu gestalten, man wird darum aueh selten ab2 zu beaehten haben. 

Bei dem Longitudinalcomparator konnen sich a~ und e2 auf verschiedene 
Instrumente beziehen und wenn jedes dieser Instrumente nur bei einer 
Streeke benutzt wird, ist es wol moglieh und oft sogar - namentlieh dann, 
wenn sehr enggeteilte Scalen (Gitter) mit weitgeteilten zu vergleiehen 
sind - geboten, diese Instrumente optisch versehieden zu wahlen und dann 
kann e;- '2 bis zu einem betriiehtliehen Werte, bis zu 100 mm und mehr 
ansteigen. Beirn Longitudinaleomparator befinden wir uns also hinsiehtlieh 
der Correction ob nieht immer in der giinstigen Lage, wie bei dem Trans
versalcomparator. 

Wie dem aueh sei, jedenfalls ist bei beiden Comparatorarten, wenn nur 
die beiden Instrumente zusammen sieh wie ein starres System drehen, vor
nehmlich auf Drehungen der Instrumente urn horizontale, gegen die Central
ebenen quergeriehtete Axen ganz besonders zu aehten. 801che Drehungen 
erseheinen bei dem Transversalcomparator, wenn zum Uebergang von A 
auf AI das Prisma mit den Instrumenten vor- oder riiekwiirts gesehoben 
werden muss und die Unterlagen des Prisma, die Sehienen, nieht ganz 
parallel sind, sondern eine in Bezug auf die andere mehr nach oben oder 
naeh unten geht; bei dem Longitudinaleomparator, wenn der 8ehlitten 
bei dem Transport von der einen Seite naeh der and ern, oder bei dem Fest
klemmen, weil das Prism a nieht gerade ist oder unter dem Druck der 
Klemmschraube sich biegt, sieh nieht parallel bleibt, und hier gerade 
konnen solche Drehungen leieht auftreten. 

Wir konnen fur diesen Fall, wo die Drehung wie bei einem starren 
System vor sich gehen soIl, statt der Drehungscomponenten urn die 1] Axen 
aueh die urn die x,y,~ Axen einfiinren, welehe fur beide Instrumente die
selben Betriige haben; es ist, wenn wir die Drehungen um diese x, y, ~ Axen 
mit ep, eq, er bezeiehnen, zum Beispiel 

somit zufolge der Seite 128 gegebenen Werte der rl2' ~2' 12 

Xl = - p sin(t;. - 'h) - q eosCt;. - rp1) + r sin 3-1 sin!; 

und weil f1 = 0, &1 sehr klein ist, 

Xl = p sinrp1 - q eosrp1' 
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Entsprechend ist mit geniigender Naherung 

X2 = p sin tp2 - q cos ~2' 

Xl = p sin ~l - q cos~l' X~ = p sin~~ - q cosrp~, 

und es wird 

ob2 = € (p (~~ sintpl - e; sintp2) - q (e~ cos '1'1 -~; COS~2) ), 

bezw. 

Diese Ausdriicke haben abel' mehr theoretisches, als praktisches Interesse. 
Wenn die Instrumente nicht mit einander starr verbunden sind, kann 

jedes von ihnen unabhangig von dem andel'll, etwa durch Erschiitterungen, 
Drehungen erleiden, es konnen auch, namentlich bei dem Transversal
comparator, Torsionen und Biegungen eintreten, vermoge deren ebenfalls 
Drehungen zustande kommen. Wir diirfen dann nul' von der ersten Form 
fUr ob2 Gebrauch machen, haben aber kein Recht mehr, den Xl und X2, 
bezw. den X~, Xl g lei c h e Zeichen zuzusprechen, und es kOnnen die ob2 zu 
betrachtlichen Werten ansteigen. Indessen ist es nicht moglich, allgemeine 
Beziehungen zwischen diesen Grossen aufzustellen, und man muss praktisch 
darauf halten, dass eben solche selbstandige Drehungen und Bieguugen 
und Torsionen vermieden werden. Bei dem Transversalcomparator muss 
also das Prisma gehorig rigid sein, bei beiden Oomparatoren miissen die 
Instrumente an dem Schlitten ganz fest geklemmt werden, bei dem Longi
tudinalcomparator miissen die die einzelnen Teile des beide Instrumente 
tragenden Schlittens fest in einander gefiigt sein. Ob diese Bedingungen 
erfiillt sind, sleht man, wie schon bemerkt, am besten, wenn man die 
Instrumente auf irgend welche Objecte einstellt und absichtlich starke 
Erschiitterungen durch Stosse hervorbringt; die Objecte werden bei ge
niigender Rigiditat nach eingetretener Ruhe an derselben Stelle des Gesichts
feldes erscheinen, die sie vor den Erschiitterungen inne hatten, andernfalls 
zeigen sie sich an andel'll Orten. 

64c. Die Correction wegen Lagen!lnderung der optischen Instrumente. 
Die dritte Correction oc ist bestimmt durch 

Wir diirfen hier ohne weiteres a' durch a ersetzen, denn wie wir gesehen 
haben, Mnnen a' und a bei einigermassen guter Einrichtung und giinstigen 
Umstanden nul' wenig von einander verschieden sein. Es ist also 

2 
oc=~a(a'D' ~-om 2 + i' 2 - i 2) 2 ro TO 0 o· 
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Der Wert von a braucht nur angenahert bekannt zu sein und darf 
auch durch den bekannten Betrag A des benutzten Teils des Maassstabes, 
den wir mit A' vergleichen, ersetzt werden. 

Die Correction oe hangt allein von den Veranderungen der optischen 
Instrumente ab; wenn diese Veranderungen fortfallen, verschwindet auch 
diese Correction. Wir sehen wieder zunachst von Verbiegungen und Tor
sionen, die die Instrumente gegen einander verstellen, ab und nehmen an, 
dass i~ aus io und 0'P~ aus o'Po dadurch entstanden ist, dass das Prisma 
oder der Schlitten als starres System Drehungen erlitten hat. Fiihren wir 
wieder die Drehungscomponenten sp, Eq, ar des ganzen Systems urn die Axen 
der x, y, z und ferner das in Art. 64 benutzte Coordinatensystem (~, lj, ~)o, 

in welchem die Axe ~ die Linie a selbst ist, ein, so wird nach den heran
gezogenen Lehren der Mechanik 

cos (a', z) = cos(a, z) - E (ifCOSC~oX) - pcosC~oY»). 

Hierin ist aber nach Art. 64 

E2 0.2 

cosCa', z) = 1 -"2 C0'P~ 2 + i~ 2), cos (a, z) = 1 -"2 (0'Po 2 + io 2), 

also bekommen wir 

2 

- ~ (D'P~ 2 - o'Po 2 + i~ 2 - io2) = P cos(~oY) - q cos(~Ox),j 
d. h. 

De = - a(p cos (~oy) - if cos (~ox)). 

Es ist·nun (Art. 64) 

also 

und 
oe = as2 (p0'Po + qio)' 

Es verschwindet oe zunachst, wenn q undp beide Null sind, das Prisma 
sich also um die Horizontal- und Vertical axe nicht dreht, welche Drehungen 
sie auch um die Pointirungsl'ichtung erleidet, wie auch von vornherein ein
leuchtet. Ferner ist auch oe = 0, wenn q/p = - 0'Po/io isi, wenn also die 
Drehung des Prisma um die Horizontalaxe zu der um die Verticalaxe in 
demselben Verhaltnis steht, wie die N eigung der Linie a gegen die verticale 
xz Ebene zu der Neigung gegen die horizontale zy Ebene. Es ist aber wol 
nicht moglich zu entscheiden, ob bei einem gerade in Anwendung befind
lichen Apparat eine dieser beiden Bedingungen erfiillt ist. 

Vorhin sahen wir, dass bei del' Verwandlung del' {} in {}' durch Drehungen 
allein vorziiglich die q Componente in Frage hm, hier tritt noeh die p Compo-
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nente hinzu. 1m Ganzen ist also, wenigstens bei der hier gewahlten Art 
der Correctionsrechnung, hinsichtlich der Drehungen des Prisma beziehungs
weise des Schlittens (beim Longitudinalcomparator) als starres System 
nur die Drehung zu beachten, welche um eine Axe vor sich -geht, die in 
einer auf der Pointirungsrichtung senkrecht stehenden Verticalebene liegt. 

Kommen wieder zu den Drehungen noch Verbiegungen und Torsionen 
hinzu, so miissen wir bei der urspriinglichen Form der Correction Be stehen 
bleiben. 

64d. Die Correction wegen10 N eigung und Nichtparallelitltt der zu 
vergleichenden Litngen. Die letzte Correction BO hangt ganz allein von 
der Lage der zu vergleichenden Strecken ab, und da diese beiden Strecken 
im allgemeinen getrennt sein werden, wird zwischen B<p', i' und B<p, i keine 
Verbindung bestehen. 

Es ist leicht zu zeigen, wie man die Winkel B<p, B<p' einander gleich 
machen kann, wenn die Linien, welche die Enden der Strecken verbinden, 
woldefinirt sind, sei es dadurch, dass A und A' selbst geradezu durch 
mechanisch gezogene sichtbare Linien dargestellt sind, oder da, wo nur die 
Enden charakterisirl sind, dadurch dass wenigstens zu denselben paraUele 
Linien (wie Kanten, ProjectioIien von Mantel:tlachen u. s. f.) existiren. Beim 
Transversalcomparator benutzt man zunachsteine der Strecken oder, wo sienicht 
selbst sichtbar auftritt, eine ihr parallele Linie, urn die Pointirungsrichtungen 
der beiden Instrumente (1, IT) in dieselbe Ebene zu bringen. Dazu dreht 
man diese Instrumente in ihren Hiilsen so lange, bis die in ihren Mikro
meterebenen durch Faden markirten Pointirungsrichtungen mit dieser Linie 
zusaIDmenzufallen scheinen. Riickt man nun die betre:ffende zweite Strecke 
so zurecht, dass die sie charakterisirende Linie oder eine andere ihr parallele, 
wenn die Instrumente auf ihre Enden eingestellt sind, im Gesichtsfeld der
selben den, wie bemerkt, durch Faden markirten Pointirungsrichtungen 
parallel lauft, so konnen jedenfalls B!jI und B!jI' als einander hinlanglich 
gleich angesehen werden, denn in der Correction BO sind diese Grossen mit 
e2 multiplicirt. Eine der beiden Strecken, namlich A, gehOrl einem Maass
stab an; hier ist die notige gerade Linie durch die Kante des Maassstabes, 
oder durch eine durch die Striche selbst gezogene Linie oder dadurch gegeben, 
dass die Mitten der Striche ideell verbunden gedacht werden. Man wird 
also zumeist den Maassstab benutzen konnen, urn die Pointirungsrichtungen 
in eine Ebene zu bringen. 

Beim Longitudinalcomparator hat man die Pointirungsrichtung des 
einen optischen Instruments an der einen, die des andem an der andern 
Strecke zu richten, da man aber hier die Instrumente von einer Seite nach 
der andem transportiren muss, kann man dieses Richten nicht aHein an den 
Instrumenten ausfiihren, sondem muss zugleich auch die Strecken oder die 
ihnen parallelen Linien richten. Nehmen wir die Strecke A und das Instru
ment 1, so legt man erst A so hin, dass es dem Prisma annahemd parallel ist 
und zugleich an einem Ende im Gesichtsfeld von I erscheint, dann dreht man I 
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in seiner Fassung, bis der die Pointirungsrichtung markirende Faden A 
parallel lauft; bringt man den Schlitten mit den Instrumenten nach der 
andem Seite, so wird dort.A nicht mit der Pointirungsrichtung iiberein
stimmen, man corrigirt einen Teil durch ,kleine Stosse, die man A an 
der betreffenden Stelle versetzt und den Rest durch Drehen des Instruments 
in seiner Fassung, dann geht man wieder zuriick auf die AusgangssteUe 
und corrigirt dort in derselben Weise zur einen Halfte an A, zur andern 
an dem Instrument u. s. f. Ebenso verfahrt man mit A' und dem zuge
bOrigen Instrument; hat aber A' keine sichtbare, mit der zu messenden 
Strecke zusammenfallende oder derselben parallele Linie, so legt man erst 
an Stelle von A' einen Stab mit gerader Kante, etwa A selbst, bin und 
operirt mit dies em in der angegebenen Weise. Ersetzt man dann diesen 
Stab durcb A', so bat man A'so zurecbt zu riicken, dass das eine Ende im 
Gesichtsfeld des Instruments in derselben Entfemung von dem die Pointirungs
ricbtung markirenden Faden erscheint, wie nacb Transportirung des Scblittens 
und geeigneter Einstellung das andere Ende. 

Es ware sehr gut, wenn man das Richten der Pointirungsricbtungen 
nur ein fiir alle mal auszuiiihren brauchte, denn je weniger man an den 
Instrumenten operirt, desto besser ist es, da man aber meist gezwungen ist 
die optiscben Instrumente bei jeder besondern Messung erst auf deutliche 
Sichtbarkeit der Enden einzustellen und bei einer solcben Einstellung eine 
mehr oder minder grosse Drehung der Instrumente in ihren Fassungen sicb 
nicht gut ganz vermeiden lasst, gebt das nicht an; nur bei sol chen Apparaten, 
wo die Unterlage der Streck en sich bOher und tiefer bringen lasst, kann 
das Einstellen nicbt an den Instrumenten, sondern an der Unterlage der 
Strecken bewirkt werden, indem man diese so lange hebt oder senkt, bis die 
Strecken im Gesichtsfelde der Instrumente deutlicb und scharf erscbeinen. 

Man kann auch Bcp/2- Bcp2 dadurcb zum Verschwinden bringen, dass 
man 8cp/= Bcp macht, bedenkt man aber, dass diese Winkel die Neigungen 
der Strecken gagen diejewailige Ebene der xe, diese aber, weil die xAxe unsern 
Festsetzungen nach einmal in der Centralebene von Instrument lund dann 
in der von l' liegen solIte, in Bezug auf A' nur dann der Ebene in Bezug 
auf A parallel sein wird, wenn die Centralebenen von I und l' parallel 
laufen, so sieht man, dass bierzu nicht ausreicht, die Strecken iiir sich in 
parallele Ebenen zu bringen, die Hauptsaehe ist vielmehr, dass die Streeken 
zu den zugebOrigen xe Ebenen dieselbe Neigung 'besitzen. Indessen wird 
gerade diese yon Bcp/2- Bcp2 abb1i.ngende Correction am wenigsten beachtet, 
weil sich eben die Centralebenan ganiigend parallel riehten lassen. 

Es h1i.ngt B 0 nun noch ab von i'2 _;'2 der Diffarenz der Quadrate der 
Neigungen der Strecken gagen den Horizont. Diese Neigungen sind leicbt 
zu bestimmen, wenn die Langen auf geebneten Flachen aufgetragen sind. 
Auch dann, wenn etwa die Streeken Linien parallel sind, mit denen sie auf 
der Unterlage aufliegen, sei es, dass diese Linien (wie bei Maassstaben) 
geebneten oder (wie bei in Robren eingeschlossenen Quecksilberfaden) 
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cylindrisch gekriimmten FHichen angehiiren, sei es, dass sie durch Vorspriinge 
gelegt zu denken sind, kann man i' und i messen,_ indem man die Neigung 
der Unterlage in den Richtungen jener Linien mit Rohrenlibellen bestimmt. 
Natiirlich wird man in dies en Fallen iiberhaupt i' und i durch Horizontiren 
der Strecken oder ihrer UnterJage zum Verschwinden zu bringen suchen. 

Statt des Horizontirens der Strecken mit Libellen kann man sich aueh 
eines optisehen von den Mechanikern B ru nne r*) vorgesehlagenen Ver
fahrens bedienen. Man stellt, beispielsweise beim Transversaleomparator, 
die Instrumente I, II auf Objecte ein, von denen man sicher ist, dass die
selben in einer und derselben Horizontalebene liegen, bringt man dann die 
zu vergleichenden Strecken auf ihrer Unterlage in solche Hohe, dass jede 
von ihnen an beiden Enden gleich scharf gesehen werden kann, so kann 
man annehmen, dass diese Enden bei jeder Strecke, soweit wenigstens, als es 
der SpielrauID flir optische Einstellungen gestattet (Art. 37), in einer 
Horizontalebene liegen. Die notigen Objecte verschafft man sich dadurch, 
dass man zwei Schaalen mit Wasser flillt und mit Lykopodium oder einem 
feinen Pulver bestreut. Die eine Schaale stellt man unter das eine, die 
andere unter das andere Instrument. Verbindet man nun beide Schaalen 
durch einen Schlauch, so gelangen die beiden Wasserspiegel und mit ihnen 
die auf ihrer Oberflache sehwimmenden Korperchen in genau dieselbe 
Horizontalebene und wenn man nun mit den optischen Instrumenten auf 
die beziiglichen Korperchen scharf einstellt, hat man den Zweck, die Instru
mente derselben Horizontalebene anzupassen, erreicht. _ Diese Anpassung 
kann lange Zeit erhalten bleiben und braucht nur hin und wieder controlirt 
zu werden. 

Die Correction a C ist um so weniger bedeutend, je kleiner die zu 
vergleichenden Strecken sind, ganz so wie die Correction ae, so dass man sie 
bei Messungen, die ganz geringe Strecken betre:ifen, etwa solche, die noch 
nicht 100 mm erreichen, vernachlassigen darf. 

64e. Eliminirung der Correetionen durch Vertauschung der zu ver
gleichenden Strecken. Damit ist die Discussion der einzelnen Corrections
glieder erledigt, und es ist diese Discussion insofern von Wert, als sie 
gelehrt hat, worauf es ankommt, auf welche Eigenheiten des Apparates und 
der geometrischen Einrichtung ganz besonders zu achten ist. Fragt man 
1\ ber danach, welche del' Correctionsglieder sich gegebenen Falls wirklich 
in Rechnung ziehen lassen, so zeigt sich, dass wir mit unsern jetzigen 

0:2 
Mitteln eigentlich nur die Terme "2 A(i'2 - i2) und a' - a, und diese auch 

nicht immer und iu voller Strenge zu beriicksichtigen im Stan de sind. 
AIle and ern Correctionsglieder ha ben mehr ideellen als praktischen Wert, 
vor allen Dingen weil die auf die Pointirungsrichtungen sich beziehenden 
Winkel einer experimentellen Bestimmung noch nicht zuganglich sind. 

*) Benoit in Traveaux et memoires du Bureau international des poids et mesures. 
Tome II. 
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Man kann sich aber von diesen Correctionen zum Teil frei machen, 
wenn man die Messungen mehrmals und zwar jedesmal unter andern Ver
haltnissen ausfiihrt. Nicbt bIos ordnet man die ganze Messung symmetrisch 
zur Mitte an, indem man die Pointirungen in der Folge A, A', A', A aus
fiihri, also in derselben Messungsreibe zwei vollstandige und von einander 
unabbangige Vergleichungen, und zwar erst von A mit A' und dann 
von A' mit A ausfiibri, sondern man tut gut, nacb einer Messungsreihe 
noch eine zweite vorzunehmen, nachdem man die zu vergleichenden Strecken 
mit einander vertauscbt hat. In der Tat hat man eine Messungsreihe 
mit veriauschten Streck en ausgefiibri und dabei die Pointirungen beispiels
weise in der Folge A', A, A, A' vorgenommen, so bekommen bei sonst 
unveranderten Yerhiiltnissen fast aIle von der Einrichtung der Instrumente 
abhangigen Correctionsglieder das entgegengesetzte Zeicben, denn die 
nicht accentuirten Buchstaben beziehen sicb dann auf die Pointirungen 
auf A', die accentuirten auf die von A, und man sieht leicbt, dass so im 
Mittel aus beiden Messungsreihen fast alie Correctionen (bis auf diejenigen, 
welche von der Orientirung der Strecken selbst abhiingen) berausfaUen. 

Andere Vamrungen der Verhaltnisse bestehen in Umlegen der Strecken, 
so dass die zuerst links gelegenen Enden nach recbts kommen. Dieses 
Umlegen tragt wenig zur Vernichtung der hier bebandelten Corrections
gross en bei, ist aber zur Eliminirung anderer Correctionen, die wir spater 
noch kennen lernen werden, von bedentendem Vorteil. 

64£. (Contactmessungen), Vergleichung zusammengesetzter Strecken, 
Messungen mit Zusatzstiicken. Ich habe bis jetzt vorausgesetzt, dass die 
Strecken A und A' direct mit einander verglichen werden konnen, jede von 
ihnen eine fortlaufende Gerade bildet. Es ist aber .schon in Art. 43 darauf 
bingewiesen, dass man oft gezwungen ist, die Vergleichungen nicht an diesen 
Strecken selbst auszufiihren, sondern an diesen Strecken, nacbdem man sie 
beide oder eine von ihnen nocb mit Zusatzstiicken (Contactstiicken) versehen 
hat. Diese Zusatzstiicke bilden Verlangerungen der betre:fl'enden Strecken, 
die als bekannt anzusehen sind, und wenn sie erstens genau in Richtung 
der betre:fl'enden Strecken selbst verlaufen und zweitens deren unmittelbare 
Fortsetzung bilden, bringt ihre Anwendung auch keine Complication in die 
Recbnung, es bleibt die einfache in Art. 64 angegebene Formel besteben. 
Da man aber nicht unter allen Umstanden erwarten dan, diese beiden Ite
dingungen erfiiUt zu sehen, baben wir noch zuzuseben, welche Correctionen 
bier noch etwa hinzukommen. 

Um die Untersuchung nicbt unniitz zu compliciren, abstrabire ich zunachst 
von der zweiten Bedingung, nehme also an, dass die betre:fl'enden EndeD 
der Zusatzstiicke mit den Enden der Strecken A und A' absolut zusammen
fallen. Es seien die linken Zusatzstiicke an A und A' bezw. Zl' Z;, die 
rechten bezw. Z,., Z~; die linkeD Enden der Strecken nenne ich t, C, die 
rechten r, r'. Die Enden von Zl' Z,., bezw. Z;, z;., welche mit den Enden 
von A bezw. A' in Beriihrung stehen sollen - sie sollen die Contactenden 
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der Zusatzstl1cke heissen - nenne ich Ar , PI' bezw. A~, P~, die Enden,auf 
welche pointirt wird (Punkte oder Striche auf den Zusatzstiicken), AI' Pr , 
bezw. A;, fl,. 

Zu vergleichen sind dann die Linien A = lr und A'= l'r', gemessen 
werden aber die Linien Al Pr und A; p~. Bezeichnet man diese letztern 
Strecken mit A bezw. A', die Zusatzstrecken mit rtl' rtr; a;, a~, so wird 

11." a~ sind als positive Betrage in die Rechnung einzufiihren, wenn die 
Contactenden rechts von den Pointirungsenden liegen, als negative, wenn 
sie sich links von diesen befinden. Umgekehrt sind ar , a~ wie negative 
Grossen zu behandeln, wenn die Contactenden rechts von den Pointirungs
enden liegen, wie negative, wenn sie links von denselben sich befinden. 
Wann der eine oder andere Fall eintritt, hangt ganz von der Construction 
der Zusatzstiicke abo 

Eine Beziehung zwischen A und A ist sehr leicht zu bekommen, wenn 
man den Cosinus der Richtungswinkel von A in geeigneter Weise aus
driickt. 

Bezeichnen wir die zCoordinaten von AI' Ar mit lOp ~" die von 
PI' Pr mit ~j' zr' so haben wir zunachst 

oder, wenn wir ~j - ~r subtrahiren und addiren, 

Es ist aber, wenn wir die Richtungen in der Erstreckung vou links 
nach rechts als positiv rechnen, also auch das Instrument I als das links 
befindliche ansehen, 

(zr- ~l) = aT Ms(a" e), (~r - Zj) = 11.1 cos(ap 10), (C1- ~r)=Acos(A, 10), 

somit 
A cos (A, z) = ar cos (a" z) + (1.1 cos (11.1' z) + A cos(A, 10). 

Nun liegen alIe hier in Frage kommenden Linien nahezu horizontal, 
fiihren wir also Winkel 0'1' und i in ahnlicher Bedeutung wie fruher bei 
A und a ein, und symbolisiren diese Winkel nach dem folgenden Schema 

zu A Winkel 0'1', i, 

" 
A 

" 0'1', i, 

" ZI " 0'1'1' ip 

" Z, " 0'1'" if' 
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so haben wir analog wie in Art. 64 

2 2 
COS(elr , z) = 1-~(1lq>/+ V), cos(C1.1' z) = 1 -~ (0q>/2+ i I 2). 

Damit wird 

A = A - elf - ell 
2 

- ~ { A (1lq>2 +t2) - A (0q>2 + i2) - elr(oq>r 2 + V) - ell (oq>l 2 + iI2)}. 

Wir haben nur die Buchstaben mit Accenten zu versehen, urn soforl 
auch die notige Gleichung fur A' zu bekommen, namlich 

A'= 1..'- el~- el; 

Nunmehr ergiebt die Subtraction dieser Gleichungen von einander 

A' - A = 1..'- A - (el~ - elr + el; - ell) 

2 
- ~{A' (0q>'2 + t'2) - A' (0q>'2 + i'2) - el~(Orp~ 2+ i~ 2) - el; (orp; 2 + i; 2) } 

2 
+~ {A (orp2 + i2) - A (Ilrp2 + i2) - C1.r (09r 2+i,.2) - ell (0~12+ i/2)}. 

Hierin ist A'- A bestimmt durch die Gleichung XL) auf Seite 130, nur 
dass daselbst orp und i zu ersetzen sind durch orp und i und aIle Grossen 
zu beziehen sind auf die EinsteIlungen auf A und A', also auf die 
Enden AI' Pr bezw. A;, p;. 

el~ - elr + el; - ell bedeutet die Differenz iu der Lange der Zusatzstucke 
und muss naturgemass in Abzug gebracht werden. 

2 
Die folgenden mit ~ multiplicirten Glieder sind Correctionen, die 

ganz der in .A.' - A vertretenen Correction Il C entsprechen. 

Bezeichnet man diese Correction en mit OC, so wird nach Eintragung 
des Wertes fUr A'-A, falls -oc + oC + oC= (I3C) gesetzt mrd, 

Wir haben nun 
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und da wir ohne weiteres a' dureh A' und a dureh A ersetzen dlirfen 

-Be+W= +~ (A'(Btp'2-Br~2)+A'(i'2_i~2) -A(Br2-Bro2)-A(i2-i02». 

Somit wird 
2 -
2(W) =(- Be + Be + 130) 
E 

+ a~(Br~ 2 + ir 2) - ar(Btpr 2 + ir 2) + a~(Btp~ 2 + i; 2) - a1 (Btpz 2 + iz2). 

In dieser Gleiehung kommen die Winkel Br und i nieht mehr vor, das 
sind aber gerade Winkel, fUr deren Grosse wir, weil die Linien A' und A 
ideelle sind, gar keine Controle haben. 

Die Messung giebt nur A' - A, nieht aber A' und A, da es sieh jedoeh 
urn Correetionsglieder handelt, konnen wir 

A' = A' + a~ + a~, A = A + ar + a1 

setzen. Es geht dann unsere GIeichung liber in 

CW)= 

und diese Correction, in der man noeh A mr A' setzen darf, tlitt jetzt an 
Stelle der Correction - Be + BO ein. 

Eei der Einrichtung der Messungen hat man vor allen Dingen die Btp 
zum Versehwinden zu blingen, dazn ist notig, dass einerseits A, Zr' Zz und 
andererseits A', Z~, Z; in je einer Ebene liegen. Ob das der Fall ist, 
erkennt man wie frliher daran, dass die Linien, die die bezeichneten 
Streck en darsteIIen, den Faden der Instrumente Coder dem Faden eines 
Instruments in verschiedenen Stellungen auf dem Prisma), welehe die 
Pointirungsliehtungen markiren, parallel gesehen werden. Sind die B:p 
verschwunden, dann hangt die Correction nur noeh von den Neigungen der 
einzelnen in Frage kommenden Streeken ab, diese bestimmt man aber mit 
Hilfe von Rohrenlibellen. 

leh setze j etzt 

2 
~ (A' Cotp'2 - o:p~ 2 + i' 2- i~ 2) - A (otp2 - otpO 2 + i2 - io 2) ) = OA, 

2 =--(0: Com'2- om'2+i'2-i(2)+a' Com'2-om'2+i'2_i'2) 2 ,. Tr TO r 0 Z Tl TO I 0 

- a,. (il'fr 2_ 01'0 2 + ir 2_ i0 2) - a1(il'f12_Il'fo2+ i{2- i0 2» = Ila 

Weinstein, Lehrbuch II. 10 
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dann ist 
XLI) 

Theorie des Comparators. 

A'- A = ~2-~2-(~~ -~1) + 8a + 8b + 8A 
-/111. + 811.. 

[6H. 

Diese Formel birgt die Gleichungen fUr eine Menge wichtiger Special
falle in sich 

1) A = A'= O. Man vergleicht zwei gebrochene Strecken a~ + ai und 
ar + 11.1 mit einander und hat 

XLII) a; + a; - (rt.r + a/ ) = ~; - ~2 - (~~ - ~l) + 8a + 8b + 811.. 

2) A = 0, a~ = ri/ = O. Man vergleicht eine Strecke A I mit der Summe 
zweier an einander gelegter Strecken ar und a~ weil jede von ihnen zu kurz 
ist und eine Strecke von der Lange von A' nicht zur Ve~gung steht. 
Bier ist 

. e2 
A'-(a +11. )=~' -~ -(~'-~ )+8a+8b+-A'(8!p'2_8cp'2+i'2_P) r 12211 2 0 0 

XLI2) _ ~ (rt. (8", 2_ 8", 2+ i 2_ i 2) +. a (a", 2_ 8m 2+ i 2_ i 2)). 2 r Tr TO r 0 I Tl TO I 0 

3) a/ = a~ = O. Die Zusatzstucke Z/ und Z; dienen dann nicht zur 
Verlangerung der Strecken, sondern nur urn diesen auf einer Seite einen 
festen Stiitzpunkt zu verleihen. In diesem Fall hat man iiberhaupt nicht 
vier Zusatzstiicke, sondern nur zwei, von jedem Paar ist ein Stiick 
an die Unterlage festgeschraubt, das andere in einer Fiihrung in Richtung 
seiner Axe verschiebbar. Man legt erst A' gegen das feste Stiick, schiebt 
das bewegliche zur Beriihrung und pointirt auf einen Strich dieses Stiickes, 
dann nimmt man A' fort, legt A gegen das feste Stuck an, schiebt das 
bewegliche Stiick bis zur Beriihrung heran und pointirt eventuell auf einen 
andern Strich dieses Stiickes. Man hat dann natiirlich auch nur ein 
Instrument, welches nicht verstellt werden darf, es ist also 8a = 8b = 0 zu 
setzen und man bekommt 

Verschiebt sich das Zusatzstiick (Contactcylinder) parallel mit sich selbst, 
so ist 8cp~ = 8cp;, i; = ir und die letzten Glieder gehen iiber in - (a~ - rt.,.) 

(8!Pr 2 + iT 2) ~. 1m allgemeinen ist a~ - ar selbst schon klein, und ~an darf 
iiberhaupt die Correction fiir die Richtung des Contactcylinders fortlassen, 
Fiir andere FaIle wird der Leser selbst die Formelleicht specialisiren konnen. 

Gehen wir auf diese allgemeine Formel zuriick. 
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Die rechtsstehenden Glieder der ersten Zelle sind genau dieselben 
Grossen, die wir schon bei Messungen ohne Zusatzstiicke discutirt haben; 
die beiden Glieder der zweiten Zelle sind neu hinzugekommen. Von diesen 
beiden Gliedern ist Aa nicht als Correctionsglied anzusehen, es tritt unter 
allen Umstanden auf, wenn nicht gerade die Langen auf den Zusatzstiicken 
so abgemessen sind, dass sie sich in Aa gegen einander anfheben. Sind 
diese Langen bekannt, so kann man Aa aus der Definitionsgleichung 
berechnen. 

Gewohnlich bestehen nun die Zusatzstiicke, wo sie wirklich als solche 
und nicht vielmehr als Maassstabe dienen, aus cylindrisch geformten 
Korpern; an den Enden, welche mit den Strecken zur Beriihrung zu bringen 
sind~ wir nannten diese Enden Contactenden, also bei A,., PI' Ai, P;, sind 
diese Korper eben oder kugelformig oder konisch oder schneideniormig 
abgeschliffen, diese Enden liegen also in einer Ebene, einer Kugelfliiche, 
einer Kegelspitze oder einer Linie. Die andern Enden, AI' P,., A~, p~, wir 
nannten sie die Pointirungsenden, sind Punkte oder Striche. Bei einigen 
Zusatzstiickell befinden sich diese Pointirungsenden auf einer Ebene auf
getragen, die in dem betre1ienden Zusatzstiick so eingeschli1ien ist, dass sie 
auch_ das zugehOrige Contactende in sich aufnimmt, hier bllden die Ver
bindungslinien der Pointirungsenden mit den Contactenden die Zusatzstrecken, 
und es kommt dann auf deren Lange und Richtung an. Bei andern 
Zusatzstiicken befinden sich die Pointirungsenden in hOherer oder tieferer 
Lage als die Contactenden, hier sind die Z nicht Dlehr als Verbindungs
linien definirbar. Wenn aber die Neigungen i und 8rp auf die Axen der 
Zusatzstiicke selbst bezogen werden, kann man jedes der Z als diejenige 
Linie auffassen, welche von dem Pointirungsende des betre1ienden Zusatz
stiickes parallel mit der Axe dieses Stiickes bis zu der Verticalebene hin
fiihrt, die durch das von dem Contactende beriihrte Ende der betre1ienden 
Strecke gelegt ist. 

Wie auch die Zusatzstiicke eingerichtet sein mogen, jedenfalls ist, 
namentlich weil die Enden der in Frage kommenden Zusatzstrecken Z so 
ganz ungleichartig sind, eine directe Ausmessung der einzelnen Z selbst 
dann nicht gut durchfiihrbar, wenn die Contactenden und die Zusatzstrecken 
sichtbar gemacht werden konnen. Da man aber meist weder iiber die Lage 
der Contactenden noch iiber den Verlauf der Strecken a geniigend informirt 
ist, bestimmt man, wie schon in Art. 43 hervorgehoben ist, lieber Aa 
entweder auf einmal oder in seinen beiden Tellen a~ + a; und a1 + a,. . 

Auf einmal kann man A'1. nur bestimmen, wenn die Summe der Zusatz
strecken zu A der Summe der Zusatzstrecken zu A' so nahe gleich ist, 
dass man eben a; + a~ direct mit '1.1 + a.,. zu vergleichen vermag. Es ist 
niimlich Aa = a; + i,. - (a1 + a,.), denken wir uns also, nachdem die Strecken 
A, A' fortgenoDlmen sind, die je gegeniiberstehenden Zusatzstiicke so weit 
gegen einander geschoben, bis die Contactenden zur Beriihrung kommen, 
so haben wir zwei neben einander liegende Strecken a; + a~ und al + an 

10· 
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die wir mit einander vergleichen konnen. Wir bekommen dann, indem wir 
unsere friiheren Symbole beibehalten, sie aber, weil die Lagen der Instru
mente und der Zusatzstiicke j-etzt andere sein Mnnen als friiher bei den 
Messungen an .A und A', mit Horizontalstrichen versehen, dadurch, dass wir 
in der allgemeinen Formel XLI) A und A' beide gleich Null setzen 

Aa.=a~+ ri .. - (a l + a .. ) = ~-~-(~- t;) + 8a + 8b + aa.. 
Darf man annehmen, dass die Orientirung der InstrDmente bei der Bestimmung 
der Grosse Aa;, abgesehen davon, dass die Instrumente einander haben 
genahert werden miissen, dieselbe ist, wie bei der Vergleichung von A' 
mit A, und dass auch die Zusatzstiicke, wenn sie zu zwei und zwei an einander 
geschoben sind, so liegen, wie da sie A beziehungsweise A' beriihrten, so 
haben wir 

aa = aa, ab = ab, aa; =aa. 

In diesem Falle also erstreckt sich die Bestimmung nicht sowohl auf Aa 
als vielmehr sofort auf Aa - aa - ab - 8a und man bekommt 

A'-A=~;-~2-(~'I-~I)-~;-~) + (~-~) + M, 

wo dann die einzige noch zu beriicksichtigende Correction aA ist. 
Wie weit eine solche Annahme berechtigt ist, mnss man in jedem 

besondern Fall untersuchen, im allgemeinen sind die Correctionen aa, ab, aa; 
von denen aa, ab, aa. verschieden, und man hat 

XLil) A' - A=~;- ~2 - c~~ -'1)-Cc;-~) + ~ - ~ + aa+ ab 

-aa- ab + aa- 8a+ aA. 
1st die Snmme der Zusatzstrecken zu A nicht nahezu gleich der der 

Zusatzstrecken zu A', sondern von dieser so weit verschieden, dass man 
nicht von derselben Einstellung aus auf die entsprechenden Enden von 
a~ + a.~ und Cl .. + a1 pointiren kann, so vermag man nicht mehr a~ + a~ und 
al + a,. mit einander direct zu vergleichen und mnss jede dieser Summen fUr 
sich bestimmen. Dazu bedarf man jedesmal eines Maassstabs. Die notigen 
Formeln sind aber diejenigen, welche dem vorhin an zweiter Stelle ange
fiihrten Specialfall angehiiren. Bedienen wir uns wieder aller friiher benutzten 
Symbole und geben ihnen den Index 1 oder 2, je nachdem sie sich auf die 
Ausmessung von al + a.. oder a~ + a;~ beziehen, so haben wir 

2 
III +a .. =A1 + (,~- '2-:(~~ -~1)\ + aa1 + 8b1 - ~Al (atp'2-8~~2+i'2_i'o 2)1 

+~a (am 2-8~ 2+i 2_i 2) +~a (arp 2_a~ 2+i 2-i 2) 2 r Tr 0 r 0 1 2 1 1 0 I 0 1, 

2 
a~+ a~ . A2+ (';-'2-C~~-~1»2+aa2+ab2-~A2ca~'2-0~~:I+i'2_i~2):I 

+ ~ a;' (o~' 2-om' 2+ i' 2_ i' 2) + ~a' (a~' 2_ a~' 2+ i' 2_ i' 2) 2 r r TO r 0:1 2 I I 0 I 0:1' 
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woraus sich der Werth von !:la durch Subtraction der ersten Gleichung von 
der zweiten ergiebt. 

Hier und in den fmher abgeleiteten Gleichungen stehen zwar immer 
noch die a in der Mitte der Glieder, die als bekannt angesehen werden, aber 
da sie nur als Factoren von Correctionsgliedern erscheinen, brauchen sie 
nicht besonders genau bekannt zu sein, es genugt fiir sie Betrage einzu
setzen, die man in irgend einer Weise, eventuell durch directes Abmessen 
mit einem angelegten Maassstab, erhalten hat. W 0 die a selbst schon klein 
sind, darf man die Correctionsglieder 8a uberhaupt fortIassen. 

Soweit ware alles in Ordnung und nicht complicirter als bei einfachen 
VergIeichungen. Die Schwierigkeiten liegen auch nicht in den einzeInen 
Bestimmungen, sondern in der Ungewissheit, in der man sich irri allgemeinen 
hinsichtlich der zur Beruhrung gebrachten Stellen befindet. Sollen namlich 
die vorstehend angegebenen Formeln Anwendung :linden Mnnen, so miissen: 
1) bei der Vergleichung von A mit A' die Zusatzstiicke genau mit den 
Enden von A bezw. A' in Beriihrung stehen, oder wenn sie andere Punkte 
beriihren, mussen die diese Punkte bezw. verbindenden Geraden die nam
lichen Richtungen und Langen haben, wie die zu vergleichenden Strecken, 
2) bei der Bestimmung von !:la, sei es durch directe VergIeichung von 
aE + a~ mit a, + ar oder durch Ausmessung jeder dieser Grossen fiir sich 
die Stellen, die bei der VergIeichung von A' mit A die Contactenden waren, 
auch jetzt die Contactenden sein. Ob diese Bedingungen erftillt sind oder 
nicht, lasst sich mit einiger Sicherheit woI nur in sehr seltenen Fallen ent
scheiden, man kann aber wenigstens bei den Smcken, iiber deren Besehaffen
heit man beliebig verfiigen darf, also bei der Vergleichsstreeke und den 
Zusatzstucken, darauf hinwirken, dass diese eine fiir die Erflillung diesel' 
Bedingungen tunlich geeignete Begrenzung haben. Als solche Begrenzungen 
ganz besonders geeignet sind bei den Endmaassen, und als Endmaass fungirt 
hier die Vergleichsstrecke A, kleine ebene Fl1i.chen. Man lasst also ent
weder das Endmaass an beiden Enden in stumpfe Kegel, deren Grundflachen 
fein abgeschlift'en sind, auslaufen oder man versieht den Stab an seinen 
Enden mit fest eingefiigten Metall- odeI' Steinstuckchen, die an den 
Aussenflachen eben und glatt abgeschliffen sind. Zu rohern Messungen 
benutzt man wol auch Endmaasse, deren breite Endflachen eben und einander 
moglichst parallel gehalten sind, die Mitten dieser Flachen sollen dann die 
Enden sein, oder Maasse, die beiderseits in Schneiden ausgehen, so jedoch, 
dass die Schneide an dem einen Ende vertical, an dem andern horizontal 
verlauft. Wie die Zusatzstiicke geformt sind, ist schon fmher angegeben, 
neuerdings hat man, urn von del' zweiten Bedingung so weit es geht unab
hangig zu werden, diese Zusatzstiieke vorne, am Kopf, ganz kugelformig 
abgeschliffen und die Pointirungsenden in die Mittelpunkte der beziiglichen 
Kugeln verlegt.*) Be:lindet sich wirklich bei einem so geformten Zusatzstiick 

*) Nach miindlicher Mitteilung des Mechanikers Reichel (Berlin). 
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das Pointirungsende in dem Mittelpunkt der Kugel, so sind aIle Linien, die 
von demselben nach der Oberflache der Kugel hlnfiihren, gleich lang, es 
kommt also nicht darauf an, mit welchem Punkte dieser Kugelflache das 
Zusatzstiick die betre:ffendc Strecke oder ein anderes Zusatzstiick beriihrt, 
mit andern Worten die Lage der Contactenden ist gleichgiltig. Doch er
streckt sich die Unabhii.ngigkeit von der Lage der Contactenden nur auf 
die Grosse aa, auf die allerdings am meisten zu achten ist; die mit den a 
multiplicirten Correctionsglieder sind von dieser Lage nicht unabhangig, 
da diese Glieder aber durch geeignete Einrichtung gehOrig klein gehalten 
werden konnen, scheint diese Construction der Zusatzstiicke grosse V orteile 
zu bieten. 

Die .A.nwendung von Zusatzstiicken uuterliegt aber noch aus anderen 
Griinden einigen Bedenken; es ist namlich notwendig, dass ihre Contact
enden die Enden der zu vergleichenden Strecken wirklich beriihren; man 
muss darum diese Stiicke mit einer gewissen Kraft gegen die Strecken 
driicken und gedriickt halten und dadurch konnen Deformationen dieser 
Strecken eintreten. W 0 gar die zu bestimmende Strecke einem fliissigen 
Korper angehOrt, ist die Anwendung von Contactstiicken mit noch grossern 
Schwierigkeiten verbunden. Da es nun einerseits darauf ankommt, dass 
Beriihrung stattfindet und andererseits jeder iiberfliissigeDruck schii.dlich wirkt, 
hat man sich mit Mitteln versehen, urn entscheiden zu konnen, ob wirklich 
Contact zwischen Zusatzstiick und Strecke vorhanden ist. Die Contact
stiicke sind deshalb oft mit Fiihlhebelsystemen oder mit Libellen ver
schen, welcbe den Eintritt der Beriihrung sofort anzeigen. Nun haben 
Zusatzstiicke haufig gar keine andere Aufgabe, als an Stelle nicht gut 
zu pointirender Enden der zu vergleicbenden Strecken leicht zu poin
tirende Marken zu scha:ffen. Sie sollen gewissermaassen diese Enden 
sichtbar und scharf einstellbar machen. Hier kann man sie also durch 
jedes andere Mittel ersetzen, das den gleichen Zweck erfiiIlt, und darum 
benutzt man in solchen Fallen optische Mittel, die fur Langenmessungen 
besonders eingebend durchdacbt zn haben,' das Verdienst Fize ails ist, und 
die in der neueren Zeit bei physikalischen Maassbestimmungen die weit
gehendste Anwendung finden. Diese Mittel rich ten sich ganz nach der 
Bescba:ffenheit der Enden. 

GehOren diese Enden Ebenell an, welche geniigend Licht refiectircn, so 
nahert mall denselben eine Spitze. Die betre:ffende Ebene entwirft ein Bild der
selben, welcbes eben so weit binter der Ebene liegt, als die Spitze sich vor 
derselben befindet. Die Mitte zwischen Spitze und Bild derselben fallt also 
gerade in die Ebone, ist also das Ende der betre:ffenden Strecke, und wenn 
man auf diese Mitte pointirt, bat man auf dieses Ende pointirt. Hier ist also 
jede Beriihrung vermieden; man muss nur die Spitze der Endebene so weit 
nahern, dass man sie und ihr Bild zugleich im optischen Instrument sieht. 
Es darf nicht verschwiegen werden, dass hier eillige Vorsicht notig ist. 1st 
die Ebene zum Beispiel der Endquerschnitt eines Maassstabes, so wird 
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beirn Pointiren zwischen Spitze und Bild durch den Maassstab selbst 
ein Teil des Gesichtsfeldes des benutzten Instruments verdeckt und das 
Bild der Spitze wird in dem Instrument von einem andern Teil des 
Objectivs desselben abgebildet als die Spitze selbst. Nach Art. 35c. sollte 
es zwar gleichgiltig~sein, durch welche Teile des Objectivs man einen Gegen
stand abbilden lll.sst; die dort entwickelten Gesetze geIten aber nicht in 
aller Strenge fiir praktische Instrumente (wie wir noch spll.ter genauer sehen 
werden), und es kann wol sein, dass das Objectivbild vom Bild der Spitze 
in der Mikrometerebene nicht die Lage einnimmt, die ihm zukommen wiirde, 
wenn bei seiner Herstellung das ganze Objectiv, oder wenigstens soviel von 
demselben als bei der Abbildungder Spitze selbst tll.tig war, mitwirkte. In 
einem solchen FaIle ist die pointirte Mitte zwischen Spitze und Spitzenbild 
nicht in dem Endquerschnitt des Stabes gelegen und markirt auch nicht das 
Ende desselben. Noch gross ere Complicationen konnen auftreten, wenn die 
Verhll.ltnisse an den verschiedenen Enden verschieden sind, oder gar die 
Enden an der zu bestimmenden Strecke in anderer Weise pointirt werden als 
an der messenden. 

Auf Einzelheiten wird bei Gelegenheit der Beschreibung barometrischer 
Messungen und von Tropfenbestimmungen eingegangen werden. 

65. Theorie des Kathetometers. Wesentlich nach denselben Principien 
erledigt sich die Theorie der kathetometrischen Messungen, ich will aber 
diese Theorie, die fiir den Physiker vielleicht von grosserem Interesse als 
die des Comparators ist, auch von Grund aufbauen. 

Wie friiher denken wir uns· den Apparat mit vier Instrumenten ver
sehen, I, I' soIl en zu den Pointirungen auf die untern, IT, IT' zu den auf 
die obern Enden der Strecken A, A' dienen. Die Pointirungsrichtungen 
sind aber bier nicht mehr nahezu horizontal, sondern nahezu vertical. 

Wir sehen wieder von allen Fehlern der optischen Einrichtung ab, die 
Pointirungsrichtungen sollen also die optischen Axen, die Mikrometerebenen 
die Centralebenen senkrecht schneid en. 

Durch die Mikrometermitte von I ziehen wir 1) eine Linie vertical von 
unten nach oben, 2) eine Linie von unten nach oben zusammenfallend mit der 
Pointirungsrichtung von I, 3) eine Linie von hinten nach vorn zusammen
fallend mit der Centralaxe des Instruments. Die erste und zweite Linie sollen 
die s bezw. ~Achse zweier Coordinatensysteme Cx, y, s), ee,"I), ~)1 geben, die 
dritte Linie solI in Verbindung mit der ersten die sx Ebene, in Verbindung 
mit der zweiten die ~eEbene festsetzen; da sie der Annahme nach zur 
~Axe senkrecht ist, soIl sie die EAxe selbst sein. Es laufen biernach die 
x und eAxe nahezu von hinten nach vorn, die y und "l)Axe nach der Seite, 
und zwar, wie wir festsetzen wollen, von links nach rechts. 

Entsprechend dem Axensystem ee, "I), ~)1> Dahmen wir bei IT ein System 
ce, "I), ~)2 an, wo also die Pointirungsrichtung die ~Axe, die Centralaxe die 
eAxe ist. 
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Fiihren wir wieder die Winkel &1> ti, 'PI' &2, f2' 'P2 ein, so konnen bei 
diesen Annahmen iiber die Coordinatensysteme (x, :/j, z), (~, YJ, ')1 die 
Winkel fl' (2 und 'PI' 'P2 aile moglichen Betrage zwischen 0 und 3600 an
nehmen, dagegen sind die &1' &2, die Verticalabweichungen der Pointirungs
richtungen, jedenfalls sehr klein. 

Wir haben nun wie friiher, indem wir hier von den drei in Art. 64 
angegebenen Gleichungen die dritte benutzen, unter Anwendung der dort 
eingefiihrten . Bezeichnungen 

Hierin ist nach den alIgemeinen Transformationsformeln des Art. 58 

somit 

"1 = eit2 cos{2, '12= s&2 sin{2, '13= COS&2, 

11=I;&tCosfl' 12=e&1sinj1' 13=cosal , 

Acos(A, z) - Cz;-z;,) = '2- '1 
+ I; (&2 (E2 COS {2 + YJ2sin/2)- a1 (el cos fl + YJl sinf1) - ~ (~2{}22- ~1 &12). 

Die Pointirnngsrichtungen sind beide als von unten nach oben laufend 
angesehen. Rechnen wir auch die Verbindungslinie a der Mikrometermitte 
von I mit der Mikrometermitte von II von unten naciL oben als positiv, so 
haben wir 

indem wir wieder mit &0 die Verticalabweichung von a bezeichnen. Ferner 
ist auch 

cos (A, r:) = cosa, 
also 

und 

A - a = ~2 - '1 + I; (&2(e2 coSt2 + YJ2 sinf2) - a1 eel costi + YJ1 sinfl» 
1;2 1;2 

- 2" ('2 a22 - ~1 a12) + 2" (Aa2- aao2). 

Gewohnlich sind die eAbstande der Mikrometermitten von den Enden 
del' Strecke A sehr viel grosser als die " die nicht grosser sein konnen 
als die Lange der Pointirungsschraube, ia die e iiberragen oft selbst die A um 
Vielfache von deren Lange, wir diirfen daher das von den , abh1ingige 
Correctionsglied ohne weiteres fortlassen. Auch den mit den YJ multiplicirten 
Correctionsgiiedern brauchen wir weiter keine Beachtung zu schenk en , da 
diese YJ von dem Beobachter dadurch, dass dieser sich so einrichtet, dass 
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die Enden der Strecke A nahezu in der Mitte des Gesichtsfeldes der bezug
lichen Instrumente erscheinen, selbst schon beliebig klein gemacht werden 
kOnnen. Wir bekommen also einfacher 

e2 
A = a + ~2- ~l + e({t2;2cos/2- 31el cosfi)+ "2 (A32- a302) 

und entsprechend 
2 

A'= a'+ ~~- '1 + e(3; e'\lcosf;- 3~ e~ cost;) + ~(A'j}'2-a'3~2). 

Durch Subtraction ergiebt sich dann 

XLllil ) A'- A = + ~~- ~2- (~~ - ~l) + a'- a + e(l}'2 E'2 cosf;- 3~ e~ cosf; 
II 

- 32 E2 cost; + 31 El cosf1)+ ~(A'j}'I1- a'3~2- A32+atto2) 

und indem 

ri-a=lia, 

e (3~ e;cosf2- 3~ e~ cosf; - 32 E2 cost; + 31 e1 cosft) = lib, 
2 

=-(a'3' 2_ aft 2) -lie 2 0 0 - , 

2 
~(.A'3'2 - ..432) = lie 

gesetzt wird 

XLI~) 

Die C, ~' oder diese Grossen multiplicirt mit dem Vergrosserungs
verhaltnis der Instrumente sind, da wir vollkommene optische Einrichtung 
angenommen haben, das, was wir an den Mikrometern direct messen, die 
andern Glieder geben die wegen mangelhafter Verticalitat u. s. f. notigen 
Correctionen an. 

Die weitere Betrachtung wollen wir fiir das Transversalkathetometer 
getrennt von der fur das Longitudinalkathetometer fiihren. 

65a. Das Transversalkathetometer. Bei dem Transversalkathetometer 
sind I und II die gesonderten Instrumente, man pointirt erst auf die Enden 
von A, dann dreht man eventuell das Prisma um seine Axe, bis lund 
II auf A' eingestellt sind (sie sind in dieser SteHung als I', II' bezeichnet) 
und pointirt auf die Enden von A'. 

Correction fUr Langenanderung des Prisma. Hinsichtlich der C~lITection 
lia gilt alles, was in Art. 64a iiber dieselbe gesagt ist, bei dem Kathetometer 
in gleicher Weise wie bei dem Comparator, es sind also auch hier Vel'biegungen 
und Temperaturanderungen wahrend des Uebergangs von einer Strecke auf die 
andere zu beriicksichtigen. Verbiegungen des Prisma konnen hier einma] da
durch entstehen, dass die Drehung des Prisma nicht ganz zwangfrei vor sich 
geht, weil etwa die Lager, in welchen die Zapfen (eines derselben oder 
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beide) des Prism a ruhen und in welchen sie sich drehen mussen, in ihrer 
innern Begrenzung nicht der Form der aussern Flachen der Zapfen geniigend 
angepasst sind. Sie Mnnen aber auch dadurch zu Stande kommen, dass 
die Rotationsaxe nicht genau vertical steht, denn in diesem Falle wird 
sowohl das Eigengewicht des Prisma als das Gewicht der auf demselben 
festgeklemmten, das Instrument tragenden Apparatteile, das Prisma iu ver
schiedenen Stellungen auch verschieden stark biegen. Gegen die Verbie
gungen an den Zapfen lasst sich bei einem einmal gegebenen Apparat 
nichts tun, man darf aber bei einem nur einigermassen sorgfaltig gearbeiteten 
Kathetometer von diesen Verbiegungen absehen. Verbiegungen durch das 
Eigengewicht des Prisma suchen die Mechaniker dadurch zu reduciren, dass 
sie dem Prisma bei grosser Starrheit moglichst wenig Masse verleihen, die 
Prism en sind dreikantig oder cylindrisch und hohl. Endlich werden die 
Verbiegungen durch die auf dem Prisma festgeklemmten Apparatteile so weit 
als moglich in der Weise gehoben, dass man die Apparatteile so anordnet, 
dass ihre Masse das Prisma von allen Seiten tunlich gleichmassig umgiebt, 
und dass man die Teile, die eben nur auf einer Seite des Prisma liegen 
konllen, auf der andern Seite durch Gegengewichte aquilibrirt. M.an sucht 
sich OOmer so einzurichten, dass der Schwerpunkt aller am Prisma befind
lichen Massen in der Rotationsaxe zu liegen kommt und auch daselbst 
bleibt. 

Ein gutes M.ittel zur Priifung eines Kathetometers auf Verbiegungen 
hat man in der Bestimmung der Lage der Rotationsaxe; fiillrl man diese 
Bestimmung gemass dem in Art. 58 gegebenen Verfahren ill verschiedenen 
Hohen des das Instrument sammt der Libelle tragenden Schlittens aus, 
etwa erst, wenn der Schlitten ganz oben, dann wenn er in der Mitte, zuletzt 
wenn er ganz unten am Prisma festgeklemmt ist, so muss man fiir die in 
]'rage kommenden Winkel der Rotationsaxe immer dieselben Werle be
kommen. Ergeben sich zu stark abweichende Werte, so kann man mit 
HUfe der dem Schlitten beigefiigten Aequilibrirgewichte, die auf Schrauben 
laufen, nachcorrigiren, vorausgesetzt natiirlich, dass das Prisma uberhaupt 
gerade genug geschliifen ist. 

Wenn die beiden zu vergleichenden Strecken einander so nahe liegen, 
dass man sie beide zugleich in den Instrumenten beobachten kann, braucht 
man das Prisma zum Uebergang von der einen Strecke auf die andere 
nicht zu drehen, und der VOIl etwaigen Verbiegungen herriihrende Teil der 
Correction 8a rallt ausser Betrachtung, es bleibt nur der durch Temperatur
anderungen verursachte. 

Correction wegen Neigung der Rotationsaxe. Die Berechnung der 
Correction 8b kann nur in Frage kommen, wenn man zum Uebergang von A 
auf A' das Prism a drehen muss. Es gehOrt zu dieser Berechnung zunachst 
die Kenntnis der Langen e, das sind die Entfernungen der Streckenenden 
von den bezuglichen Mikrometermitten der Instrumente; hier bedarf es 
so wenig wie bei Messungen auf dem Comparator besonderer Genauigkeit, 
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eine rohe Abmessung bis auf 10 mm wird in den meisten Fallen mehr als 
ausreichend sein. 

Die andern in diesel' Correction vertretenen Grossen sind die Winkel t 
und &. Ueber die Winkel fr, &1; f2' {}2 kann man in gewisser Weise ver
fiigen, denn diese hangen eben von del' Einrichtung del' ganzen Messung 
ab, die Winkel t;, &~; t;, &; sind abel' nicht unserm Belieben anheim
gegeben, denn da man zwischen den Messungen an den Instrumenten keinerlei 
Veranderungen vornehmen darf, hangen diese Winkel ganz von del' Ein
richtung del' Messungen und den Eigenheiten des beireffenden Apparates 
abo Wir wollen die fiir uns hauptsachlich wichtigen Falle genauer discutiren. 

Wir sehen von allen Torsionen und Verbiegungen ab, dann bewegt sich 
das Prism a bei seiner Drehung behufs Uebergangs von A auf A' wie ein 
starres System. &1' &2; f1' h konnen nun zunachst dadurch Veranderungen 
erleiden, dass die Drehung des Prism as nicht urn eine verticale Axe VOl' sich 
geht, die Rotationsaxe also geneigt ist, die so hervorgebrachte Correction Ob 
bezeichnen wir mit obI' Zweitells kann das Prisma wahrend del' Drehung 
auch noch Bewegungen urn horizontale Axen durchmachen, sich also nach 
vorn odeI' hinten odeI' seitwarts neigen, auch dadurch werden die genannten 
Winkel alterirt, und elS wird zur Entstehung einer andern Correction ob2 

Veranlassung gegeben. Endlich kann das Prisma wahrend del' Drehung 
sich noch parallel mit sich selbst versehieben, etwa heben odeI' seuken u. S. f. 

Wir beschaftigen uns erst mit del' Correction ObI; hier muss es offenbar 
maglich sein die f', &' aus den f, &, den Winkeln, die die Lage del' Rotations
axe bestimmen, und del' Grosse del' vorgenommenen Drehung zu berechnen. In 
del' Tat dreht sich dann das Prisma mit den Instrumenten wie ein starres 
System, driicken wir das analytisch aus, so gelangen wir zu den notigen 
Formeln. 

Urn von bestimmten Verhaltnissen auszugehen, betrachten wir die auf 
das erste Instrument beziig'lichen Grossen. Wir denken uns die Rotationsaxe 
als Axe eines neuen Cordinatensystems ~, 1], ~, die ~ Axe soll die Rotationsaxe 
selbst sein, die e Axe und 1] Axe sollen zunachst willkiirlich in irgend einer 
zur Rotationsaxe senkrechten Bbene gelegen sein. F, <1>, e seien die die 
Lage dieses Systems zum System del' IV, 1/, z charakterisirenden schon 
mehrfach definirten Winkel (, tp, ft. 

Bei del' Drehung des Prisma drehen sich vom neu eingefiihrten System 
nul' die e, 1] Axen, vom Axensystem (~, 1], ~)1 abel' aIle Axen mit, daher 
erleiden zwar die Winkel f, tp, {} des letztern Systems aIle Veranderungen, 
dagegen nimmt von den entsprechenden Winkeln des Systems ~, 1], ~ nul' 
del' Winkel F einen andel'll Betrag F' an, und es bleibt <1>'= <1>, tJ'= e. 
Bs sonte abel' das ganze System starr sein , daher bleibt die Lage dieses 
letztern Systems gegen das neu eingefiihrte unveriindert, wir haben also 

cos(~', e~) = cos (1;, 1;1)' cos (e', 1]~) = cos (1;, 1]1)' ... , cosW, 'D = cos(', '1)' 

Von dies en neun Gleichungen sind nul' drei von einander unabhangig, die 
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wir uns beliebig aussuchen konnen. .Man iibersieht leicht, dass die bequemsten 
.A.usdriicke durch diejenigen Gleichungen geliefert werden, welche die' Axen 
enthalten, es reichen von ihnen drei aus; del' Symmetrie wegen nehmen wir 
vier, und zwar die foIgenden 

cos(e', ~~) = cos(~, ~1)' cos(lj', ~~) = cos(lj, ~1)' cos(e~, ~') = cos(el' ~), 

cos (lj~, ~') = cos (111' ~) 

und diese geben vier Gleichungen, von denen nul' eine hlngeschrieben zu 
werden braucht, namlich 

cosce', :c) cos('~, :c) + cos(e', y) cos('~, y) + cos (e', &) cos('~, &) 

= cos(e, :c) cos ('1' x) + cos(~, y) COS('1, y) + cosce, &) COSC~1' &). 

Wir haben nun unter Beriicksichtigung des Ums.tandes, dass &1: &~ und 
8 kleine Winkel sind zunachst 

E2 
(Xl = COs(E1' x) = - cosCfi - tf1) + 2"l}12 COSfl cos 'PI' 

2 
~1= cos Cell y) = + sin (f1 - 'PI) + ~ &12 cos fi sin h, 

''11 = cos(e1, &) = + d}l cosfi, 
2 

CX2= cos (111, x) = - sin (fi - Cf1) + ~&12 sin fi COS'P1' 

2 

~2= COS(111, 21) = - cos ((1- Cf1) + ~&12 sin fi sin 'PI' 

12= COS(&l' $) = + e&l sinfi, 

(X3= COS(~l' x) = E&l COSCf1' 

~3 = cos ('1' Y) = d}l sin Cf1, 
E2 

13= COS(~l' f!) =1-"2&12. 

Versehen wir in den rechts stehenden Gliedern die Symbole mit .Accenten, 
so bekommen wir die neun Cosinus cos(e~, x), "', cos('~, $), lassen wil' 
die Indices 1 fort und ersetzeu (, 'P, {} durch F, <1>, 8, so foigeu die neun 
Cosinus cos(e, x), ... , cos(', z), geben wir ausserdem nocll F, 8, <1> 
.A.ccente, so resultiren die neun Cosinus cos(~', :c), ... , cos (,', &). 

Indem wir jetzt mit den so bestimmten 36 Cosinus die hervorgehobeneu 
vier Gleichungeu zusammensetzen, bekommen wir nach sehr einfachen 
Zwischenrechnungen bis auf Glieder dritter Ordnung 

1) &~ sin (<1> -J!'- 'P~) + 8 sinF'= &1 sin (<1> - F- 'PI) + f) sinF, 

2) &1 cos (<1> -p'- Cf1) - e cosF'= &1 cos (<1> -F- 'PI) - 11 cosF; 

3) 11 sin(Cf~ - ft - <1» + {}~ sinf; = El sin('P1 - f1 - <1» + {}1 sinft, 

4) 8 cos('jl~ - ft' - <1» - &~ cosf; = 8 COS('jll - fl -'- <1» - &1 costi· 



658.] Correction wegen Verticalabweichung der Rotationsaxe. 157 

Quadrirt man die beiden ersten Gleiehungen und addirt sie, und quadrirt 
man die beiden letzten und addirt sie, so gelangt man beide mal zu derselben 
Endgleiehung, daraus folgt schon, dass diese vier Gleiehungen nieht unab
h1i.ngig von einander sind. Es reiehen aber diese Gleiehungen aus, um die 
gesuehten Grossen f;, 'P~, &~ zu berechnen. 

Ieh multiplieire die erste Gleiehung mit eosF', die zweite mit sinF' 
und addire, dann multiplieire ieh dieerste Gleiehung mit sinF', die zweite 
mit - eosF' und addire wieder, so bekomme ieh 

11) {}~ sin(1D - tp~) = {}1 sin ( ID - 'PI + (F' - F») - 8 sin (F'- F), 

21) {}~ eos(1D - 'P~) =&1 eos(1D - 'P1+ (F'-F»)- 8eos(F'-F) + 8. 

Aus der dritten und vierten Gleiehung wfirden wir ganz entspreehende 
Formelu erhalten, da es uns aber auf die Berechnung von &'1 coSf; und 
{}~ sinf; ankommt, wollen wir hier einige kleine Aenderungen treffen. Wir 
bezeichnen die rechten Seiten der dritten und vierlen Gleichung mit 11 , 12 , 

dann bekommen wir wie aus 1) und 2) 

8 sin(tp~-ID) = + 11 cosf;+ 12 sinf;, 

8 cos(tp~ -ID) = -11 sinf; + 12 cosf; + &~. 

Nun mrutipliciren wir beide Gleiehungen mit {}~ und setzen die unbekannten 
Grossen 

daun wird 

8f}~ sin(1D - 'P~) = - ::1:111 - 'lit 12 , 

8f}~ cos(1D - 'P~) - {}12= - 'Iii 11 + ::1:112 , 

118f}~ sin(1D - 'Pt) + l2(f}~ 2_ 8f}~ eos(1D - <p~») 
::1:1 =- 112+ ~2 

'111=-
128f}~ sin(1D - 'P~) -11(3~2- 8f}~cos(1D - 'PI») 

112+ ~2 

Quadrirt man aber die beiden Gleichungen 3) und 4) und ad dirt , so 
ergiebt sich 

es ist also auch 
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und hiemach wird 

41 (113~ sin (IP-rp~) + 12 3~ cos(lP- tp~» + 12(312-241&1 cos (IP-tpl) ) 
Xt = - l:t2+ 122 ' 

e(!2 3'1 sin(lP-tp~)-113~ cos(lP-tp~) )-11 (&1 2 -28&1 cos (<I>-tp) ) 
1It = 112+ ~2 

Ich setze zur Abkiirzung 

dann ist zunachst 
IP-tpl= fh' F'-F= a, 

11 = - 41 sin cit" + Ii) + 31 sinfl, 

12= + 8 cos (it" + fl) - 31 cosfl, 

112+ ~2= 82+ 312- 23t 8 cos~. 

Ferner hat man nach 11) nnd 21) 

3~ sin(1P - tp~) = &1 sin(~ + a) - 8 sin a, 

3~ cos(1P - tp~) = 31 cos(~ + a) - 8 cosa + 8, 

also wird anch 

Fiihrt man hierin die Werte von l:t und 12 ein, so geht der Zahler des 
mit e multiplicirten Gliedes von XI iiber in 

eal (cos(2~1 + fl + a) + cOS(fl + a) )-312 cos (it"+fl +a)-82coscit" + fl+a). 

Der Factor von 8&1 giebt 2 COS(fh + fl + a) cos cPt, der Zahler wird also 
- COS(fh + fl + a) (82 + 312-28&1 COSfh), das ist -(112+~2)cos(it" +fl+a). 
Entsprechend ist der Zahler des mit 8 multiplicirten Gliedes in 111 gleich 
- Cl12+ ~2) sin(~ + fl + a). Man bekommt also 

XI = 8 cos (~I + fl + a) -~, 11 = 8 sin ( cPt + fl + a) + 11, 

oder nach Ersetzung der 12 und 11 durch ihre Betrage 

$1= 8(coS(~1 +ft+ o)-cos(cPt+fl» + a1 cosfl, 

Yl= 8(sin(~ +fl + a)- sin(~+rl» + 31 sinfl. 
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Entsprechende Werte haben wir fiir ilJ2' '112 und hiernach wird die 
Correction flb gleich 

flb1=e {8[~~( cos (~2+t;+fl)-coS(~2+fl))-~~ (cos(~ +1;. +fl)-cos(9;.+ ft»)] 

+ c~;- E2 ) {}2 cost; - (~~ - ~1){}1 cost;.}-

Wenn die Einrichtung einigermassen richtig bewerkstelligt ist, werden 
die ~' von den entsprechenden e nur wenig abweichen, aber selbst wenn 
die Differenzen e; - E2 und e~ - e1 erheblichere Betrage erreichen soUten, 
wird man doch ece;- ~2) und e(e~ - E1) vernachlassigen diirfen, denn es ist, 
wenn eine dieser Differenzen selbst 100 mm gleichkommt, e multiplicirt mit 
dieser Differenz etwa gleich 1/2060, und die vernachlassigte Correction be
tragt fiir jede Secunde Verticalabweichung in der Pointirungsrichtung nur 
0,0005 mm. Ein so hoher Unterschied in den Entfernnngen e wird aber nie 
eintl'eten Mnnen, denn da l' und I, beziehungsweise II' und II ja dasselbe 
Instrumentreprasentiren, wird schon die Einstellungverlangen, dass e; sehr 
nahe gleich e2 und e~ sehr nahe gleich e1 gemacht wird. Wir diirfen 
hiernach mit unter allen Umstanden ausreichender Genauigkeit 

flb1=e8{ ~'2 (coscrf; + t; +fl)-cos (?2 + t;») -e~ (cos C?1 +1;. +flJ-cos (rft +I;.»)} 
setzen, ein Ausdruck, der durch {JeberfUhrung der Differenzen von Cosinus 
imProducte von Sinus iibergeht in 

'b 2 o· fl f t' . (- f, + fl) t" (- +' + fl)1 0 1= Easm 2L"l sm (f'J+ 1 2" -"2 sm Cf2+'2 2 J' 
8 ist die Verticalabweichung der Rotationsaxe, fl h1ingt allein von dem 

Winkel ab, urn welchen man das Prism a drehen muss, urn von A auf A' 
iiberzugehen, und zwar ist fl dies em Drehungswinkel geradezu gleich. Erstens 
ist namlich nach der Definition fl = F'~ F, und zweitens bedeuten F, F' 
die WinI,el, welche die ,eEbene vor beziehungsweise nach del' Drehung gegen 
die feste Verticale z bildet, ihre Differenz giebt also den Winkel, urn welchen 
die ,e Ebene, also auch das Prisma gedreht ist. Ferner haben wir 9;. = <D - Cfl> 
q;-2= <D - Cf2, q;;: und g;2 hangen also sowohl von der Lage der Rotations
axe, wie von del' der Pointirungsrichtungen der Instrumente in ihrer Ein
steHung auf A ab, endlich sind ft, f2 allein durch diese Pointirungsrichtungen 
bestimmt. 

Wie man f) bestimmt, ist friiher, Art. 58, dargelegt worden, fl braucht 
man nul' mit roher Annaherung zu kennen; man versieht das Prisma mit 
einem Zeiger, welcher auf einen roh geteilten, etwa aus Papier aus
geschnittenen, Kreisbogen hinweist, del' annahernd concentrisch mit del' 
Figuraxe des Prism a auf dem Gestelle des Kathetometers angebracht (etwa 
aufgeklebt) ist, die Differenz der Ablesung del' SteHung des Zeigers bei der 
Pointirung auf A' gegen die bei del' Pointirung auf A kann fiir den 
Winkel fl angenommen werden. <D ergiebt sich zugleich mit 8 aus den in 
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Art. 58 beschriebenen Nivellirungen. Die Winkel 11' 12 und i'll' i'l2 lassen 
sich zwar nicht bestimmen, man kann sich aber bei geeigneter Construction der 
Instrumente durch gehOrige Einrichtung von ihnen unabhangig mach en. Wenn 
namlich die Instrumente frei um ihre Figuraxen gedreht werden konnen, und die 
Pointirungsrichtungen der Instrumente in den Gesichtsfeldern derselben 
sichtbar gemacht sind, vermag man diese Richtungen zunachst in eine und 
dieselbe Ebene zu bringen. Die erste Bedingung ist erfiillt, wenn die In
strumente nicht mit den Schlitten fest verbunden sind, sondern in kreis
oder V fOrmigen Lagern freiliegen; um dann die Drehung der Instrumente 
um ihre Axe mit gehOriger Feinheit ausfiihren zu konnen und zugleich den
selben nach einet Richtung einen Anschlag zu verleihen, der ihre ihnen 
einmal verliehene Lage fixirt, ist das Lager jedes von'ihnen mit einem quer 
zu dem betre:ft'enden Instrument gerichteten vorstehenden Schraubchen ver
sehen und bekommen die Instrumente selbst entsprechende Anschlii.ge. Die 
Instrumente werden mit freier Hand so gedreht, dass diese AnschHige gegen 
die Schraubchen anliegen, dreht man dann ein Schraubchen nach vorwarts, 
so driickt es den Anschlag des betre:ft'enden Instruments und dreht so das
selbe um seine Axe; areht man das Schraubchen nach riickwarts, so wird 
der Anschlag frei und das Instrument kann mit der Hand nachgedreht 
werden.,Natiirlich sind auch andere Vorrichtungen denkbar und iiblich. 

,Die Pointirungsrichtungen sind wie beim Comparator durch Faden 
sichtbar gemacht, welche ihnen parallel, also wie diese nahezu vertical 
laufen sollen. Es reicht fiir unsere Zwecke schon aus, wenn diese Faden 
mit den Pointirungsrichtungen nur in einer Ebene lie gen. Ob das der Fall 
ist, erkennt man am einfachsten bei denjenigen Construction en, wo das be
wegliche Fadenpaar aus zwei gekreuzten Faden besteht: dreht man hier die 
zugehOrige Mikrometerschraube, so darf man den Kreuzungspunkt diesel' 
Faden sich von dem Verticalfaden nicht entfernen sehcn, fant dieser Punkt 
in einer Stellung mit dem Verticalfaden zusammen, so muss er, nach welcher 
Richtung und wie weit mau auch die Schraube dreht, stets mit demselben 
zusam~enfallen, liegt er ausserhalb desselben, was wol sehr selten del' 
Fall sein wird, so muss seine Bahn dem Verticalfaden parallel sein. 1st 
das bewegliche Fadenpaar von zwei parallelen Faden gebildet, so muss man 
bei seiner Verschiebung im Gesichtsfeld durch Drehung der Mikrometer
schraube es mit dem Verticalfaden stets denselben Winkel bilden und von 
demselben an stets denselben Stellen geschnitten sehen; am besten tut man 
auch hier an dem Fadenpaar il'gend eine dem Verticalfaden recht nahe, durch 
irgend eine Besonderheit, etwa ein Faserchen oder eine kleine Hervorragung 
gekennzeichnete Stelle, ins Auge zu fassen und die Bewegung dieser Stelle 
gegen den Verticalfaden zu verfolgen, es muss dieselbe, soIl der Verlicalfaden 
mit der Pointirungsrichtung in derselben Ebene liegen, von dem Vertical
faden stets gleich weit entfernt bleiben. 

Hat man sich in dieser odel' in irgend einer andern Weise davon iiber
zeugt, dass die Verticalfaden mit den Pointil'Ungsrichtungen in derselben 
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Ebene liegen oder durcb Parallelverscbiebung in dieselbe Ebene gebracbt 
werden konnen, so hii.ngt man in deutlicber Sehweite, also in der Entfernung 
der zu vergleicbenden Streck en ein Lot an einem feinen Faden auf. Richtet 
man beide Instrumente auf dieses Lot, so wird man im allgemeinen in jedem 
derselben den Verticalfaden das Bild des Lotfadens durcbkreuzen sehen. 
Man dreht dann mit Hilfe des Stellscbraubcbens die Instrumente so lange 
um ibre beziiglicben Figuraxen, bis in jedem Instrument der Verticalfaden 
dem Lotfaden parallel Iauft. Die Verticalraden, also aucb die Pointirnngs
ricbtnngen liegen dann in Verticalebenen. Bei gut constrnirten Apparaten 
liegen sie sogar in einer und derselben Verticalebene, und wenn man 
das Prisma dreht, muss man sie beide zugleicb mit dem Lotfaden zur 
Coincidenz bringen konnen. 

Wir wollen annebmen, dass wir es mit einem so constrnirten Katbotometer 
zu tun baben, dass man beide Pointirungsricbtungen, die von I wie die von 
n, nicbt bIos jede fiir sicb in eine besondere Verticalebene zu bringen 
vermag, \!ondern beide zugleicb in dieselbe Verticalebene versetzen kann; 
ferner wollen wir das Lot an der Stelle aufh1i.ngen, wo sicb nacbber die 
Strecke A befinden solI, sind die Pointirungsricbtungen in der angegebenen 
Weise in eine Verticalebene gebracbt, so ist diese Ebene sowohl XfJ, als 
(e~)l' als (e~)2Ebene, und da dann Ii -12= 0 und trl = tr2= 1800 ist, haben 
wir also 

sin ( ~1 + Ii + { ) = sin ( ~2 + 12 + i) = - sin ( ~ + ~), 
und damit 

Sind beide Instrumente optisch nahezu gleich, so wird e~ - e~ nicht 
besonders gross werdon konnen, und da diese Dllferenz selbst bis 20 oder 30mm 
ansteigen darf, rallt in diesem FaIle die Correction ab1 iiberhaupt als unerheblich 
fort. Wir brauchen dann also weder die Neigungen der Instrumente noch 
die der Rotationsaxe zu bestimmen, die einzige Operation, die wir vor den 
Messungen an dem Katbetometer vorzunehmen haben, ist die, die Vertical
faden in eine und dieselbe Verticalebene zu bringen. Hatten wir das Lot 
nicht an die Stelle angebracht, wo nacbher A sich befinden solI, so ware 
nicht mehr Ii = 12= 0 und trl = C?2= 180, aber jedenfalls ware immer noch 
11 = 12 und trl = tr2, und man h1i.tte 

ab1 = - 2e8 sin ~ sin ( ~ - trl + ft + i) (e;- e~), 

und auch hier kann die Con:ection ab1 fortgelassen werden. 
Wenn man Bedenken tragt, diese Correction zu vernachlassigen, tnt man 

gut, die Vergleichung zweimal auszufiihren und zwar das zweite mal, nachdem 
Weinstein, Lehrbuch II. 11 
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man vorher die Inshumente mit einander vertauscht hat. Die Correction Bb 
ist dann bei der zweiten Vergleichung 

Bildet man das Mittel aus beiden Vergleichungen, so falIt die Correction 8b1 

von selbst fort. 
1st das Kathetometer nicht so genau construirt, dass die VerticaJiaden 

nach der Justirung mit Hilfe des Lots in dieselbe Ebene zu liegen kommen, 
so ist auch nicht mehr Ii. = f2 und 'PI = 'P2; man kann dann zwar noch 
Ii oder 12 gleich 0 und 'PI oder rp2 gleich 1800 ansetzen, aber eines der t 
und eines der rp bleibt stehen. Es sind nun zwar die Winkel fund rp der 
Beobachtung nicht ohne weiteres zuganglich, wenn man aber die Pointirungs, 
richtungen an beiden Instrumenten mit Hilfe desselben Lotfadens corrigirt 
hat, wird die Correction 8bl iiberhaupt nur eine geringe Rolle spielen, wie 
die voraufgehende Betrachtung erkennen lasst. 

Wir konnen die vorstehenden Entwicklungen gleich dazn benutzen, nm 
unter denselben Annahmen anch die Correction Be zn discutiren. Es war 

S2 
Bc= -(a'3' 2 _ a3 2) 2 0 0' 

und es ist diese Correction ebenfalls· durch die Einrichtung der Instrnmente 
bestimmt. Wir konnen zunachst ohne weiteres a' und a beide durch .A 
ersetzen nnd hab en dann 

Unter der bisher gemachten Annahme, dass das Prism a bei dem Drehen 
von A auf A' sich wie ein starres System bewegt, ist 3~ 2 - 30 2 durch die 
Orientirnng der Rotationsaxe zu bestimmen. Die Entwicklnngen, die zur 
Kenntnis dieser Differenz fUhren, unterscheiden sich in nichts von denjenigen, 
mit Hilfe deren wir die Winkel r;., rp~, 3~ abgeleitet. haben; wir haben in 
jenen Formeln nur Ii, 311 rpl durch fo, 30, rpo zu ersetzen. Es geht dann 
iiber rpl = ¢l - rpl in ¢l - rpo, eine Grosse, die wir rpo nennen wollen; 8 be
baIt seinen Wert und wir bekommen aus zwei den Gleichungen fUr XlO '111 
analog gebauten Formeln 

3~2 = 30 2 + 282 - 2830 C08~o + 28 (30 C08(~ + 8) - 8 C088), 

oder nach leichter Umformung 

3~2_ 302= 48 sin ;{8 sin;- Ito Sin( rpo +{)}; 
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darnach wird 
~ . f3 (~)} 

aCt = 2E2 AS sin ~ { S sin 2 - {to sin Cfo + ~ . 

Wenn die Pointirungsrichtungen in der SteHung I, II der Instrumente 
in der angegebenen Weise in eine und dieselbe und verticale Ebene haben 
gebracht werden konnen, liegt a mit diesen Richtungen in eben derselben 
Ebene und wir haben fo= 0 zu setzen; alsdann ist Cfo= <I> - 180 0 und somit 

aCt = 20:2 AS sin ~{S sin % + {to sin ( <I> + %)}. 
Wir sahen vorhin, dass fUr diesen Fall die Correction f3bt vernachHissigt 

werden durfte, hier zeigt sich, dass aCt selbst unter diesen so giinstigen 
Verhiiltnissen nicht ohne weiteres fortzulassen ist, und zwar darum nicht, 
weil diese Correction A zum Factor hat und diese - die benutzte Maass
stablange - je nach der Grosse der zu bestimmenden Strecke A' einen 
bedeutenden Betrag erreichen kann. 

e und <I> konnen wir nach den Regeln des Art. 59 bestimmen, nicht 
so leicht {to, denn a ist eine ideelle Linie und die Mikrometermitten sind 
nicht zuganglich. Sind die Instrumente beide gleichgebaut, so darf man 
an Stelle ihrer Mikrometermitten die Vorderpunkte ihrer Objective setzen; 
indem man dann an das Objectiv von II ein Lot halt, kann man aus der 
Abweichung dieses Lots von dem Objectiv von I ungeflihr auf die Verlical
abweichung {to schliessen; ist die gerade Entfernung des Lotfadens von dem 
Objectiv I, wenn dieser Faden mit dem Objectiv II unmittelbar in Beriihrung 

gebracht ist, gleich p, so haben wir 30 = ~ ! . Ein besseres Mittel, den 

von 30 abhiingenden Teil von aC2 zu beseitigen, hat man wieder in del' Ver
tauschung der Instrumente. Man fiihrt zwei Vergleichungen aus, einmal mit 
I unten, II oben und dann mit II unten, I oben; bei del' zweiten Vergleichung 
bekommt das mit 30 multiplicirte Glied das entgegengesetzte Zeichen, und 
da A, 8, <1>, a dabei ungeandert bleiben, flillt im Mittel del' beiden Ver-

gleichungen das Glied 20:2 AS 30 sin ~ sin( <I> + ~) fort. Die Voraussetzung, 

von der man dabei ausgeht, ist dann die, dass jedes del' Instrumente oben 
genau so liegt, wie unten, so zwar, dass der Ort del' Mikrometermitte bei 
jedem Instrument in der obern Lage vertical iiber dem in del' untern 
Lage sich befindet, und hieraus erhellt schon, dass das Verfahren mit Vor
sicht anzuwenden ist. 

Es ist bis jetzt angenommen worden, dass das Prisma wahrend der 
Drehung keine 'franslationen erleidet und auch keine andere Drehung 
durchmacht, als die beabsichtigte, also namentlich sich nicht nach hinten 
oder vorn, oder nach rechts oder links neigt. Translationen und Drehungen 
urn h 0 ri z 0 n t al e Axen soUten also nicht stattfinden. Es ist abel' leicht zu 
sehen, dass Translationen, selbst wenn sie stattfinden soUten, so gut wie 

11* 
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ganz einflusslos sind; parallel mit sich selbst darf sich das Prisma inner
halb gewisser, aber ziemlich weiter Grenzen heben und senken, vorwarls 
und riickwiirts und seitwarls verscbieben. Gefahrlich (lagegen konnen 
Drehungen um horizontale Axen werden. 

Correctionen fUr Neigungen des Prisma.. Um den Einfiuss solcher 
nicht beabsichtigter, spontaner Drehungen scbatzen zu Mnnen, betrachten 
wir den allgemeinen Fall, wo wahrend des Uebergangs von A auf A' solche 
Drehungen, die allerdings nur sehr klein sein werden, um irgend eine Axe 
stattfinden. Obgleich diese Drehungen wiihrend der Drehung des Prisma 
von A auf A' vor sich gehen, konnen wir doch den Tatbestand so ansehen, 
als ob die Instrumente schon in furer Einstellung auf A die ihnen durch 
jene spontanen Drehungen des Prisma zukommenden Drehungen: erleiden 
und dann ohne weitere spontane Drehungen durch Drehung des Prisma 
von A auf A' iibergefiihrl werden. 

Die aus diesen Drehungen resultirende Correction 8b - sie soIl mit 
8b' bezeichnet werden - ist, wie man leicht sieht, bedingt durch die 
Aenderungen der Grossen e1 'I, 1)1 'a, ~1 ,a, ea '1H 112 'la, ~2 '1a; bezeichnen 
wir diese Aenderungen, indem wir den betre:tfenden Grossen ein 8 vorsetzen, 
und sehen von den aus diesen Bewegungen resultirenden Aenderungen der 
e, 1), ~ selbst ab, so haben wir 

8b'= ea8v1 + 1)28'1a + ~28'1a - e18'1 - 1)18'2-C18'a. 

Ich beziehe die spontane Drehung auf das feste Coordinatensystem der 
x, ,!/, 1&, messe die Drehungscomponenten in Secunden und Denne dieselben 
ep, eq, eT. Wir haben dann, weil diese Componenten klein sind, nach schon 
mehrfach benutzten Lehren der Mechanik: 

8'1 = e (~lP - rtlq), 8,a = 11. (~aP - rt2q), 8,a = e (~aP - (laq), 
8'11 = e CfLIP - A1q), 8v2 = 11. CfLaP - A2q), aVg = 11. (fLaP - Aaq), 

oder zufolge der Seite 156 gegebenen Werle der in Frage kommenden 
Richtungscosinus, bis auf zu vemacblassigende Grossen, 

8'1 =e (p sin (ft- fP1) + q cos(ft -fP1)) 

8'2=e(qsin(ft - CP1)-pcosCf1-fPt)) 
a,a =11.231 (psinfP1-q cos CPt) 

8'11 = e (p sin «(,- 'Fa) + q cos «(,- fP2) ) , 

8v2=e(qsinC(,-CP2)-PCosC!2-fP2)) , 

8vs = e232 (p sin CP2 - q cos !P2). 

Man bemerkt zuniichst, dass T in diesen Gleichungen nicht vemeten 
ist; Drehungen um eine Verticalaxe sind also einflusslos, was ja auch von 
vornherein klar ist. Ferner sind 8,a und 8'1a beide selbst gegen a'l' ... , 
8'1a klein, wir konnen also ea8'1s - C1 8,a fortlassen. Tun wir das, so wird 

ab'=ee2(psinC(, - CP2) + qcos(t2-'Pa))+ e1)2(qsin (12- CP2)-P cos «(,- !P2)) 

-eet (p sin eft -fPt)+q cos(f'-fP1))-e1)t(q sin(ft -!Pt)-p cosCft-!pt)). 
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Die ep, eq, er sind nur kleine Grossen, da die 11 auch nur sehr klein sind, 
werden nur die mit den ; multiplicirten Producte zu beachten sein, und 
so wird 

W = ep ( E2 sin (12 - qJ2) - El sin ifl - qJl) + Eq (E2 cos (fa - qJa) - El ~os (Ii - qJl) ) . 

Wenn die beiden Pointirungsrichtungen in der Seite 160 angegebenen 
Weise in eine und dieselbe und verticale Ebene gebracht sind, haben wir 
fl = 12 = 0, qJl = CPa = 180·, also 

Bb'= Eq (el - Ea). 

Hieraus ergie bt sich: 
1. Auf die Correction 8b sind von Drehungen, die nicht urn die 

Rotationsaxe vorgenommen werden, nur die Drehungen von Einfluss, welche 
urn eine quer zu den Instrumenten gehende horizontale Axe geschehen, die 
also das Prisma nach hinten oder vom neigen. 

2. Bei Apparaten, deren beide Instrumente einander optisch nahe gleich 
sind, spielt diese Correction Bb', wenn, wie verlangt werden muss, die 
Pointirungsrichtungen in eine und dieselbe und verticale Ebene gebracht 
sind, keine Rolle. 

3. Will man der Correction 8b' dennoch Rechnung tragen, so fiihrt 
man die Vergleichung zweimal aus, indem man nach der ersten Vergleichung 
die Instrumente vertauscht und nimmt das Mittel aus beiden Vergleichungen. 

Wir haben nun noch B cos (a, I'J) zu bilden. Es ist zunachst 

a(cos(a, 1'J)=e(pcos(~o, y)-qcos(~o, x). 

~o steht fiir a, 110 ist eine zu a senkrechte, von links nach rechts ge
richtete Axe. Auch diese Variation ist von r frei. .Fiihren wir wieder die 
Winkel CPo, ao ein, so wird 

cos('o, x) = cosqJo sin{}o = Eao cos CPo; cos(~o, y) = sincpo sinfto = d}o sin 'Po 

und 

Damit wird der Teil von 8a und ae, welcher von der Aenderung der 
Orientirung von a durch die spontanen Drehungen herriihrt - er soll mit 
Ba' - Be' bezeichnet werden -

Ila'- Be'= ae:2ao (p sin 'Po - q cos 'Po). 

Diese Correction ist, wie man sieht, auch nicht allein von q ab
hangig, sie bestimmt sich im allgemeinen durch den ganzen in die 
Horizontalebene fallenden Teil der Drehung. Indessen ist diese Abbangig
keit von der Drehungscomponente p nicht vorhanden, sobald es gelungen 
ist, die beiden Pointirungsrichtungen in eine und dieselbe und verticale 
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Ebene zu bringen; in der Tat fallt dann a selbst in diese Ebene uud man 
hat, weil ja nicMs bindert, die eo Axe in dieselbe Ebene zu verlegen, 
fila = 180°, somit 

wo selbst nur noch die Drehung um die Queraxe vertreten ist. Man kann 
aus dieser Gleichung ganz analoge Flllgerungen, wie aus der fiir die 
Correction 8b' ziehen, namlich 

1. Die durch spontane wahrend des U ebergangs von der einen Strecke 
auf die andere eintretenden Drehuugen zu den Correctionen 8a und 8e hinzu
kommende Correction 8a' - 8e' hii.ngt im allgemeinen allein von den 
Drehungen um horizontale Axen ab; ist die Einrichtung so getroifen, dass 
die Pointirungsrichtungen einmal in eine und dieselbe und verticale Ebene 
fallen, so kommt von diesen Drehungen auch nur diejenige Drehung in 
Frage, durch welche das Prisma nach vorn oder hinten geneigt wird. 

2. Will man der Correction 8a' - 8e' annahernd Rechnung tragen, so 
fdhrt man die Vergleichung zweimal aus, indem man nach der ersten Ver
gleichung die Instrumente vertauscht, und nimmt das Mittel aus beiden Ver
gleichungen. 

Experimentelle Untersuchung auf Translationen und Neigungen. 
Obgleich diese Ergebnisse die Bedeutung der Drehungen um horizontale 
Axen teils stark abgeschwacht, teils diesen Drehungen Rechnung zu tragen 
gelehrt haben, ist es doch gut, an einem gegebenen Apparat die etwaige 
Existenz und Grosse der Drehungen zu untersuchen, zumal man zugleich 
dumh eine solche Untersuchung auch die Kenntnis der zu 8a - 8e hinzu
zufiigenden Correction aa' - ae' erlangt. Der Effect aller solcher Drehungen 
zeigt sich in einem gewissen Reben oder Senken der Instrumente, da aber 
zugleich mit den Drehungen auch wirkliche Translationen in Richtung der 
Verticale stattfinden konnen, ·werden die in Erscheinung tretenden 
Rebungen und Senkungen nicht allein von den Drehungen herriihren, 
sondern zugleich auch von den etwa vorhandenen wirklichen Translationen 
und nicht minder von der vorgenommenen Drehung urn die Rotationsaxe. 

Es sei HI die ganze an dem Instrument I beobachtete Rebung oder 
Senkung bei der Drehung des Prisma von F = F1 bis F =~; es setzt 
sich III aus 3 Teilen zusammen: h11 dem durch verticale Translation des 
Prismas bewirkten, h19 dem durch spontane Drehungen um horizontale Axen 
entstandenen, h13 dem durch die vorgenommene Drehung um die Rotations
axe eingetretenen Teil, und es ist HI = hu + h12 + h 13• Fiir das 
Instrument IT bezeichne ich die entsprechenden Grossen mit H2, h21' h22' 

h23• Es kommt nun fiir die Vergleichung nicht HI und H2 selbst, sondern 
nur deren Diffcrenz H2 - HI in Frage, diese Differenz ist aber (h21 - Itll) 

+ (h'2 - h12) + (h32 - h31). Bildet das Prisma mit den Instrumenten ein 
starres System, so ist jedenfalls h21 = h11 und ebenso h82 = h31' somit 
H2- Hl = "'22 - h12· Es ist aber sehr leicht einzusehen, dass ""2 - h12 

nichts anderes bedeutet als die friiher von uns mit 8a' - 8e' bezeichnete 
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Grosse, niimlich die Grosse /J (a cos (a, z). Durch die Beobachtung der 
Hebungen und Senkungen ist man also in den Stand gesetzt, diese Correction 
zu /Ja und -/Je1 direct zu bestimmen. 

Es sind einige Methoden erdacht worden, etwaige Hebungen und Sen
kungen des Prisma bei der Drehung zu constatiren und der Grosse nach 
zu bestimmen, aber diese Methoden sind nicht besonders einfach und auch 
nicht alie bei allen Kathetometern anwendbar. Die allgemeinste Methode ist 
die von Lowenherz*) angegebene. 

Ein gabelformig gebogener Draht tragt aufjeder Zinke eine herumlaufende 
Marke und am Stiel ein Eisenstiick oder irgend einen andern beschwerenden 
cylindrisch geformten Korper. Taucht man die Gabel mit dem Stiel in ein mit 
Quecksilber gefUlltes, den beschwerenden Korper umschliessendes Rohr, so 
schwimmt dieselbe, man stellt sie so, dass die Ebene der Zinken dem Prisma 
paraHellanft. Man richtet eines der Instrumente aufdie linke Zinke und pointirt 
die Marke, dreht das Prism a auf die zweite Zinke und pointirt auf die dieser 
zugehOrige Marke; dann dreht man die Gabel um 180 Grad, so dass die 
Zinken ihre Pliitze vertauschen, pointirt auf die betreffende Marke, dreht 
das Prism a in die alte SteHung und pointirt auf die nunmehr gegenuber
stehende Marke. Sei die Hohe der Marke der zuerst rechts gelegenen Zinke 
iiber der Marlie der zuerst links gelegenen Zinke gleieh h, die Hebung oder 
Senkung des Prisma beim Drehen von der linken Zinke zur reehten gleich 
± H1• Sind dann die Ablesungen an der Mikrometerschraube des Instruments 
bei den versehiedeuen Pointirungen in der angegebenen Reihenfolge '1, r 1, 

r2 , l2 und waehsen diese Ablesungen, wenu die Mikrometerfiiden sieh von 
uuten naeh oben bewegell, so haben wir 

rl - '1 = h + H l , 

' 2 - r2 = h + Hi' 

somit die gesuchte Hebung oder Senkung 

HI = Crl - ll) - (l2 - r2) . 
2 

Die Differenzen r 1 -ll' 12 - t"2 sind zunaehst in Trommelteilen gegeben, 
iudem man sie mit dem Sehraubenwert multiplieirt, verwandelt man sie in 
metrisehes Maass. Die so gefnndene Grosse H1 giebt die Hebung oder 
Senkung des Prisma fUr die ausgefiihrte Drehung. 1st der Winkel F fUr 
die SteBung des Prism a bei der Pointirung auf die linke Zinke F1, bei der 
auf die rechte F2 , so betragt diese Drehung F2 - Fl' Man transportirt 
nun das Queeksilbergefass sammt der sehwimmenden Gabel so weit, dass 

*) Mundliche Mitteilung. 1m ubrigen soil das obige die 1I1ethode nur skizziren, 
die Anwendung wird noch mancbes erfordern. Statt des gabelformig gebogenen 
Drahtes empfiehlt sich vielleicht eine capillare U·Rohre, die mit einer gut benetzenden 
Flussigkeit (Alkohol) gefUllt ist. Siehe auch Marek in Traveaux et Memoires du 
Bureau international des poids et mesures, Tome III, Seite D 27. 
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die linke Zinke da zu liegen kommt, wo friiher die rechte war, die rechte 
Zinke kommt dann noch weiter nach rechts, und man hat fiir die Drehung 
von F = Fa bis F = F3 eine entsprechende Gleichung 

H. - ('a- 1;) - (13 - rs) 
2- 2 • 

lndem man so mit Transportiren und Pointiren fortfahrt, kommt man 
ganz urn das Prisma herum und erlangt eitle Reihe von Werten H in 
folgender Zuordnung 

H 1, Ha, Hs' •••••• Hn_ 1• 

fiir die Drehung Fa - F 1 , F3 - Fa' F4 - F3 , '" Fn - Fn_1, 

somit 

H1 , H1 + H2 , Hl+Ha+Hs, 
fiir die Drehung Fa - F 1 , F3 - F 1 , F4 - F 1 , ••• 

Bezeichnen wir jetzt die ganze Rebung von Fl bis F; mit R(i), wo 
also R('}= Hl + Ha + ... + Hi _ 1 , so konnen wir, weil nachdem das Prisma 
um 360· hernmgedreht ist, die H sich wiederholen miissen, 

setzen, wir haben dann n - 1 Gleichungen von dieser Form, aus denen die 
a, b, c nach den im ersten Band gegebenen Regeln durch Ausgleichung 
auszurechnen sind; am bequemsten fiir die Ausgleichung ist, wenn die 
Zinken von einander einen solchen Abstand haben, dass die Betrage der 
Drehungswinkel, die aIle einander gleich sein werden, in 3600 aufgehen, 
es geIten dann die in Band l, Art. 291 d gegebenen Formeln. Kennt man die 
Zahlenwerte der a, b, c, so vermag man spater fUr jede andere Drehung 
F' - Fl nach der Formel die zugehOrige Rebung oder Senkung zu bestimmen. 
Es geIten aber die so berechneten Rebungen nur fiir den Fall, wo die 
Drehung von der Stellung des Prisma gerechnet ist, von welcher die 
Beobachtung ausging, also von der durch Fl charakterisirten Stellung, 
man tut daher gut, diese sonst willkurliche Stellung dadurch fest zu legen, 
dass man unten an das Prism a sich eine Marke macht, die mit einer andern 
auf dem GesteHe gezogenen Marke in jener SteHung coincidirt. Besser 
noch versieht man das Prisma unten mit einem Zeiger, den Fuss mit einem 
zur Axe concentrischen roh geteilten Kreis. 

Die Correction 8 a Mnnen wir fiir aIle Kathetometer zugleich unter
suchen. 

65 b. Das Longitudinalkathetometer. Wenden wir uns zunachst zur 
Discussion der Correction 8a und 8b fUr Messungen mit dem Longitudinal
kathetometer, so konnen wir einen Fall sofort erledigen. Besitzt namlich 



65 b.] Bewegung des Schlittens. 

das betreffende Kathetometer auf dem Schlitten nur ein Instrument, so 
bildet es ein Mittelding zwischen dem Transversal- und Longitudinal
kathetometer, mau pointirt mit diesem Instrument auf das obere Ende von 
A, dreht, wenn die Strecken nicht zugleich im Gesichtsfelde gesehen 
werden konnen, das Prisma nach A' hin und pointirt auf das entsprechende 
Ende von A', dann lasst man den Schlitten auf dem Prisma nach dem 
untern Ende von A' gleiten, pointirt auf dieses untere Ende von A', dreht 
zuriick nach A und pointirt das untere Ende von A. Fiir diesen Fall 
geIten ohne weiteres alle iiber das Transversalkathetometer angestenten 
Betrachtungen, die Correctionen fla und flb sind hier genau so zu berechnen 
wie dort. Neigungen des Prisma konnen hier Fehler von derselben Grossen
ordnung wie bei dem Transversalkathetometer hervorbringen, von den 
Translationen sind aber Hebungen und Senkungen hier mehr zu fiirchten. 
Es wiirden solche Hebungen und Senkungen auch hier ohne Einfluss sein, 
wenn sie bei der Zuriickdrehung auf A in entgegengesetztem Sinne vor 
sich gingen, absolut aber denselben Betrag erreichten wie bei der Hin
drehung nach A', im allgemeinen kann man aber nicht erwarten, dass das 
Prisma in der zweiten Einstellung auf A genau wieder die Lage einnimmt, 
die dasselbe bei der ersten hatte. 

Genauere Untersuchung gebiihrt dem FaIle, wo der Schlitten des 
Apparats zwei Instrumente tragt, deren eines auf den Maassstab, deren 
anderes auf die zu bestimmende Strecke pointirt. Drehungen des Prisma 
von A auf A' werden hier im allgemeinen nicht ausgeflihrt, dagegen muss 
der Schlitten mit den Instrumenten langs des Prisma von oben nach unten 
oder von unten nach oben transportirt werden. Da bei dies em Transport 
des Schlittens langs des Prisma durch Druck gegen das Prisma oder den 
Schlitten leicht Verstellungen des ganzen Kathetometers und der Instrumente 
eintreten konnen, ist es geboten, denselben so sorgfaltig als moglich zu 
bewerkstelligen. 

Am besten flihrt man die Messungen erst an den 0 bern Enden 
aus und lasst den Schlitten, indem man ihn nur so weit mit der Hand 
unterstiitzt, dass er nicht herabfallt, nach den untern Enden herab
gleiten, muss man aber den Schlitten nach oben bringen, dann soIl das so 
geschehen, dass die hebende Kraft nur von unten nach obell angewendet 
wird, also nicht seitwarts wirkt. Zugleich hat man sich vorzusehen, nicht 
gegen die Instrumente zu stossen, um Verstellungen derselben gegen ein
ander zu vermeiden. 

Hinsichtlich der Correction fla ist hier nichts zu bemerken, dieselbe 
fant aus den Griinden, die schon bei den Messungen mit dem Longitudinal
comparator angefiihrt sind, meist fort. 

Bei der Correction flb haben wir uns zu erinnern, dass die Pointirungen 
von I und II an demselben Instrument ausgefiihrt werden, ebenso wie 
die r und II', bleiben also die Instrumente wahrend ihrer Verschiebung 
langs des Prisma sich selbst parallel, SQ· haben wir 31 = all' Ii = /2, 
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3~ = 3~, t;= t;, und es wird 

8b = e(Wl cosf;(e~ -:- E'1) - 31 cost1 (ea- E1)). 

1st das Prisma, welches zur I!'ubrung des Schlittens dient, nicht zu 
sehr gegen die Verticale geneigt und laufen die Strecken A und A' einander 
nahezu parallel, so darf man j edenfalls a~ - e~ und e2 - a1 als der Null 
sehr nabe kommend ansehen, die Correction 8b ist dann zu vernachlassigen, 
es durfen aber auch diese Differenzen erhebHchere Werte erreichen, bis zu 
10 mm und mebr ansteigen, obne dass man unter diesen Umstanden von 
der Correction 8b N otiz zu nehmen braucht. 

1m allgemeinen wird der Schlitten wahrend des Transports von den 
obern Enden der Strecken nach den untern und umgekehrt und wahrend 
des Festklemmens an das Prisma Drebungen erleiden, und nach solchen 
Drehungen darf man nicht mehr die in Frage kommenden Winkel ein
ander gleich setzen. Der Fall entspricht genau dem im voraufgehenden Art. 
untersuchten Fall bei dem Transversalkathetometer, dort handelte es sich run 
den Uebergang der Grosse e232cost;- e131 COSfl in e~ W2 cost; - e~ W1 cosf1 ', 

bier um den von e~ 3~ cos ft - a131 cos ft in e; lYli cos f~ - ea 32 cos fa' und da 
die Berecbnungen ganz den dort ausgefiihrten gleicben, bekommt man 
fur die durch solche Drehungen verursachte Correction 8b, wenn die durch 
dieselbe Drehung bewirkten Veranderungen der a ausser Acht gelassen 
werden, zunachst 

ab' = e~ a')'~ - a1 8')'1 

und durch Einfiihrung der Werte von 8')'~ und 8')'1 

8b'= e {e~ (psin(f~ - tf'~) + qcos(f~ - rp~)) 

- e1 (psin<ti - tf'1) + qcos(ft - tf'l))}' 

Wir lassen diesen Ausdruck zunachst in seiner Allgemeinbeit stehen 
und wenden uns zu der Correction ae. 

Wenn der Schlitten ganz ohne irgend welche Verdrehungen aus der 
Lage I, I' in die II, II' anlangt, beschreiben aUe Punkte desselben einander 
parallele Lini!)n, es ist dann also auch a parallel a', somit Wo = 30 und 
hiernach 8e=0. Bei vollkommen genauer ParallelfUhrung des Schlittens 
fliUt die Correction 8e fort. Treten dagegen spontane lJrehungen ein, so 
bewirken dieselben, dass a und a' einander nieht mehr parallel sind, es ist 
dann auch nicbt mebr 3~= 30 , also auch nicht 8e = O. Indem wir fUr 
diesen Fall die Correction 8e mit der 8a zusammenfassen und beachten, 
dass aa-ae gleicha'cos(a', z)-acos(a, e)=$;-z~-(~-$l) ist, wird 
8a' - ae' = (~- :e~) - (~-$1)' Man bat nun, wenn die Translation in 
Richtung der Verticale fUr I mit Z, fUr I' mit Z' bezeichnet wird, 

~ -;~ = Z' + e Gi~p - x~q), ~-Zl = z.+ e (itp - x 1q), 
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also 

Wir haben schon frillier das Coordinatensystem x, 2/, S so gelegt ge
dacht, dass sein Ursprung in die Mikrometermitte des Instruments I fiel, 

dass also it = Xl = 0 ist, bedeuten also ~, x~ die relativen Coordinaten 
der Mikrometermitten von l' gegen die Mikrometermitte von I, so wird 

8a'- 8c'= Z'- Z + e cy~p - ;~q). 

Wenn der Schlitten sammt den Instrumenten sich wie ein starres 
System bewegt, also Verstellungen der Instrumente gegen einander ausge
schlossen sind, ist jedenfalls Z'= Z, und 

8a'- 8rf= e(YtP - i!;.q). 

Correctionsrechnung fiir das gewohnliche Kathetometer (mit Maass
stab am Prisma). Bis hierher gaIten die Entwicklungen ganz allgemein 
fUr alIe Longitudinalkathetometer, wir wollen nun dieselben auf einige be
sondere Constructionen anwenden. 

Wir betrachten erst die Construction, die in physikalischen Laboratorien 
am meisten angetro:ifen wird, wo das Kathetometer wie ein Kalibermaassstab 
den Maassstab auf dem Prisma selbst tragt, uud also als wirklich messender 
Apparat Verwendung findet. Der Maassstab wird mit einem Nonius oder 
einem Mikrometermikroskop abgelesen. Bei Benutzung eines Nonius, dessen 
Striche, wie es durchaus notwendig ist, sich unmittelbar an die Striche des 
Maassstabes anschliessen, ist e1 geradezu gleich Nun zu setzen, es wird also 

8b'= eEi{psin(f;'- cp~) + qcos(r;- cp~)} 

und es bnn diese Correction, wenn e~ dadurch, dass zu den Pointirungen 
auf die zu messende Strecke A' ein Fernrohr benutzt wird, erheblich ist, 
sehr bedeutend werden. 

Wir konnen aber der vorstehenden Darstellung fUr diese Correction 
eine einfachere und bequemere Form verleihen. Da namlich die Pointirungs
richtung von I nieht mehr in Frage kommt, hindert nichts, die Rolle, die 
wir friiher dieser Pointirungsrichtung zugewiesen haben, auf l' zu iiber
tragen. Wir denl,en uns also den Ursprung der Coordinaten x, y, s in die 
Mikrometermitte von l' verlegt und richten , wenn die Einrichtung des 
Instruments l' es gestattet, dieses Instrument mit Hilfe des Lots so, dass 
seine Pointirungsrichtung beim Pointiren auf A' in eine Verticalebene zu 
liegen kommt; verlegen wir dann, wie wir diirfen, die sx und C~Ebene in 
diese Verticalebene, so ist r;= 0, cp~ = 180°, somit 

8b'=- ee~q. 
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Diese Formel gilt also allgemein fiir Kathetometer der bezeichneten 
Einrichtung und zeigt, dass Bb' abhangt von der Drehung des auf die zu 
bestimmende Strecke gerichteten Instruments um eine horizontale Queraxe, 
und mit dieser Drehung und mit dem Abstande von der zu bestimmenden 
Strecke wachst. 

Fiir die Correction oa' - od ist eine Vereinfachung allgemein nicht an
gebbar, es ist dieselbe bei der jetzigen Wahl des Coordinatensystems 

oa'- 00'= E(Xlq - 1hP), 

und es hangt dieselbe von den horizontalen Coordinaten des Index des 
Nonius gegen die Mikrometermitte (den Index) des Instruments ab. Befindet 
sich dieser Index, also auch der Rand des Nonius, und der des Maassstabes 

in derselben Verticalebene wie die Pointirungsrichtung, so ist Yl - 0 und ~ 
gleich dem Abstand dieses Index von der bezeichneten Mikrometermitte. 
In diesem FaIle ist die Correction oa! - 00' wie die ob' nur durch die Drehung 
q bestimmt, und es wird 

ob' + oa' - oc' = - Eq (~~ - X~). 

Da die positive xAxe vom Instrument nach der zu bestimmenden Strecke 

hinlauft, ist ~ jedenfalls negativ, e~ - ~ bedeutet also die Entfernung des 
Noniusindex von der zu bestimmenden Strecke, oder wie wir auch sagen 
konnen, den Abstand der zu bestimmenden Strecke von dem Maassstab des 
Kathetometers; nennen wir dies en Abstand D, so wird 

ob'+ oa'- 00'=- EqD. 

Gerade weil dieser Abstand in der Praxis unter Umstanden sehr gross 
werden kann, und Drehungen des Instruments, sei as bei der Verschiebung 
desselben Hings des Prisma, sei es wahrend der Festklemmung an das 
Prisma, in der Tat leicht vorkommen konnen, ist das Kathetometer als 
Messinstrument zu genauen Bestimmungen wenig geeignet, denn man ist 
selten in der Lage, die vorgefallene Drehung und damit die notige Correction 
mit geniigender Genauigkeit zu bestimmen. Am ehesten giebt sich eine 
solche Drehung an dem Ausschlagen der mit dem Instrument verbundenen 
oder auf dasselbe aufgesetzten Libelle zu erkennen, ist z. B. D = 2m -
und in solcher Entfernung von der zu messenden Strecke hat der Physiker 
das Kathetometer nicht selten zu benutzen - und solI die Messung mit einer 
Genauigkeit von 0,01 mm ausgefiihrt werden, so hat man q bis 0,01/2000.E, 
das ist bis auf 206265/200000, also bis auf eine Secunde zu kennen 'die Libelle 
muss also so fein sein, dass sie eine Secunde Neigung durch einen Aus
schlag anzeigt; so empfindlich wird aber wol selten eine einem Kathetometer 
beigegebene Libelle sein. Viel giinstiger sind natiirlich die Verhaltnisse, 
wenn man mit dem Kathetometer an die zu messende Strecke so nalie 
herankommen darf, dass statt eines I<'ernrohrs ein Mikroskop angewendet 
werden kann, in diesem Falle ist dann D erheblich kleiner, 500 oder gar 
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nur 200 und weniger Millimeter!, und im gleichen Maasse ist auch die 
Genauigkeit, mit der q gekannt werden muss, verringert. 

Die Voraussetzung, dass der Noniusindex in der Verlicalebene, die die 
Pointirungsrichtung des Instruments aufnimmt, sich befindet, ist in der 
Praxis selten verwirklicht, aber da die Correction 8a'- Bd hier meist iiber
haupt gegen die ab' zuriicktritt, darf man immer von der angcnaherten 
Formel 

Bb'+ 8a'- 8e'= - sqD I 

Gebrauch machen, zumal wenn :der Index nicht zu sehr aus dieser Ebene 
heraustritt. 

Die Verhaltnisse andem sich, sobald der Maassstab nicht mit einem 
Nonius, sondem mit einem Mikrometermikroskop abgelesen wird; da wir 
dann nicht mebr El geradezu gleich Null setzen diirfen, behiilt auch der 
Ausdruck fiir ab' und Ba' - Be' seine allgemeine Form und erfabrt nUl fiir 
besondere Construction en eine Vereinfachung. W 0 z. B. wie in dem neuer
dings von Fuess*) construirten Kathetometer das Instrument I von dem 
Ocular des Instruments l' gebildet wird, also I und l' eine und dieselbe 
Po~ntirungsrichtung haben, sind f1 und ft' sowie CPl und cP~ einander gleich 
und wenn diese Pointirnngsrichtung in eine Verticalebene gebracht ist, 
fl = f; = 0, CP1 = cP~ = 1800 , und es wird ahnlich wie im vorigen Fall 

ab' = - sq (e~ - et ). 

e1 ist hier Null, denn das Instrument I ist hier nichts weiter als eine 
Lupe, die zur Betrachtung des Maassstabes client und da hier x;. = e1 

ist, wird 

also 
Ba' - Bd = sq'ft = 0, 

ab' + Ba'- 8e'= - sqe~. 

e~ giebt wieder den Abstand D des Maassstabes von der zu bestimmenden 
Strecke, es wird also auch jetzt 

8b' + Ba' - Bd = - sqD. 

Insofern unterscheidet sich dieses Fuess'scbe Kathetometer von dem 
gewohnlichen Kathetometer nicht; aber bei ibm sind gerade die Bedinguugen 
erfiillt, die dort meist nur angenahert supponirt werden Mnnen, und zudem 
wird das Instrument durch den Maassstab selbst so gefiihrt, dass Drehungen 
nur in geringem Maasse vorkommen konnen. 

Correctionsrechnung fiir ein zu Vergleichungen dienendes Longi
tudinalkathetometer (mit besonderem llaassstab). Wenn das Longi
tudinalkathetometer nicht zum directen Abmessen, sondem zum Ver
gleichen zweier Strecken mit einander eingerichtet ist, miissen wir auf 

*) Zeitscbrift fUr Instrumentenkunde, Jahrgang 1886. 
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die allgemeinen Formeln zuriickgehen. Hier ist der Maassstab von dem 
Prisma getrennt und befindet sich neben der zu bestimmenden Strecke. 
Da dann auch die Instrumente lund l' einander sehr nahe gleich sind, 
werden e~, ~l von nahezu gleicher Grosse, und die Correction ab', die bei 
den direct me sse n den Kathetometern eine so hervorragende Rollll spielen 
kann, tritt erheblich zuriick. Damr gewinnt die Correction aa' - ac' an 
Bedeutung, und es ist leicht zu sehen, dass wahrend dieselbe bei jenen 
messenden Kathetometern vorzugsweise in der Form ~ q auftrat, hier das 

zweite Glied silt pravaliren wird. "ill konnen wir als die Entfernung der 
Figuraxen der beiden Instrumente ansehen, diese Entfernung ist leieht zu 
mess en , p bedeutet die Drehung des Sehlittens um die Figuraxe des ersten 
Instruments, und kann bestimmt werden, wenn der Schlitten ausser den 
den Instrumenten parallelen Libellen noch eine gegen dieselben quer
geriehtete Libelle tragt. Soviel ist klar, je naher die Instrumente einander 
liegen und je mehr sie einander parallel laufen, desto unbedeutender werden 
die Correctionsglieder, es ist aber freilieh der Abstand der Instrumente von 
dem nicht immer naeh Belieben wahlbaren Abstand der zu vergleichenden 
Strecken abhangig. 

Weiter auf die Theorie der Longitudinalkathetometer einzugehen hat 
keinen Zweck, die den Physiker hauptsachlich interessirenden FaIle sind im 
vorstehenden behandelt. 

65c. Correction fiir die Verticalabweichung der zu vergleichenden 
Strecken. Wir haben als letzte Correctiou noeh die ac. Es hiingt diese 
Correction ganz allein von der Orientirung der zu vergleiehenden Streeken 
ab, denn sie ist gegeben dureh 

Flir A' durfeu wir natlirlich einen Naheruugsbetrag, A selbst, eiu
fiihren, also 

2 
aC=~A(f}'2-{} 2) 2 0 0 

setzen. Von einer numerischen Bestimmnng dieser Correction in einem 
gegebenen Fall muss man meist absehen, denn so unzureichend unsere 
Mittel sind, Strecken vertical zu stellen, noch unzureiehender sind die Mittel, 
welche die etwaigen Verticalabweichungeu einem genauern Betrage nach 
kennen lehren solI en. Aber allerdings darf man sich mit roheren Schatzungen 
der Winkel begniigen, denn soIl zum Beispiel, wie etwa bei barometrischen 
Ablesungen, auf eine Strecke von 760 mm eine Genauigkeit von 0,01 mm in 
der Correction ac erreicht werden, so muss man die Verticalabweichungen 
bis auf etwa 10 Minuten kennen, diese 10 Minuten gben bei einem Kreise 
von 760 mm Radius einen Bogen von etwas mehr als 2 mm, eiue Grosse, 
die mit einiger Sorgfalt wol ausgelotet werden kann. 
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1st der Maassstab dem Kathetometer selbst einverleibt, wie bei den 
direct messenden Kathetometern, so darf man in der Praxis {} = 0 setzen, 
es bleibt dann 

Die Correction sieht zwar einfacher aus als die fiir den allgemeinern 
Fall, aber die Schwierigkeit sie zu bestimmen, bleibt bestehen. 

IX. Einftuss von elastisehen Deformationen nnd nieht zwang
freier Lagerung auf der Lange von Streeken. 

66. Biegung eines Stabes durch das Eigengewicht. Eine Haupt
queUe fiir systematische Fehler bei Langenmessungen bildet der Einfluss 
der Schwerkraft auf die Form des Maassstabes bezw. der zu messenden 
Strecke. 1st namlich eine Strecke auf einen festen Korper aufgetragen, 
und biegt sich der Korper unter dem Einfluss seines Eigengewichts, so 
wird man, da die Biegung Formveranderungen und Zerrungen hervorruft, 
nicht erwarten diirfen, die Lange in der Grosse wiederzufinden, welche ihr 
bei deformatiollsfreier Lage zukommt. Wie gross die VerIangerung oder 
Verkiirzung durch elastische Deformation der Strecke ist, das h1i.ngt von der 
urspriinglichen Form des betreffenden Korpers ab und von der Art, wie 
dieser Korper gelagert ist. 

Bei kathetometrischen Messungen nnn, wo die Strecken senkrecht 
gerichtet sein soUen, sind Verbiegungen im ganzen nur selten zu befiirchten, 
und wo sie vorhanden sind, Mnnen sie, wenigstens wenn die Strecken an 
einem Ende aufgehangt sind, nur geringe nicht zn beachtende Betrage 
erreichen. Anders bei Messungen auf dem Comparator, hier sollen die 
Strecken horizontal liegen, es kommt also immer das ganze Gewicht der 
betreffenden Korper in Wirksamkeit, und wenn zum Beispiel del' Maassstab 
nicht mit seiner ganzen Flache auf del' Unterlage aufliegt, sondern diese 
nur an einzelnen Stellen beriihrt, wird die Durchbiegung desselben eine 
nicht unbedeutende sein konnen. Die Grosse der Durchbiegung und del' 
durch dieselbe bedingten Langenanderung eines Korpers Iasst sich bestimmen, 
wenn man sowohl die Form der Unterlage als die des Korpers kennt. 
Die analytischen Entwicklungen sind freilich nur fiir Korper von geringer 
Dicke und Breite fiir sogenannte stabformige Korper und fiir einfache 
Verhaltnisse der Lagerung durchfiihrbar. 1ndessen hat man es bei Langen
messungen auf dem Comparator vorzugsweise mit Strecken, die auf stab
formigen (paraUelepipedischen oder cylindrischen) Ktirpern aufgetragen sind, 
zu tun. 

Legt man diese Korper direct auf die Unterlage, so werden, da Flache 
auf FIache auflagert, die Beriihrungspunkte meist ungleichmassig und in 
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nicht zu eruirender Weise verleilt sein, und man wird auch so die etwaige 
Durchbiegung nicht zu iibersehen vermogen. Bessel hat darum in seiner 
"Darstellung der Untersuchungen und Maassregeln, we1ehe in den Jahren 1835 
bis 1838 dumh die Einheit des preussischen Langenmaasses veranlasst worden 
sind, "*) vorgeschlagen, die zu vergleichenden Strecken nicht direct auf die 
Unterlage zu tun, sondern durch je zwei cylindrisch oder prismatisch ge
formte auf die Unterlage gelegte Korper zu unterstiitzen. Jede Strecke ruht 
dann wie auf zwei Schneiden, und indem man diese Schneiden den Enden 
der Strecke mehr oder weniger nahe bringt, hat man es in der Gewalt, die 
Durchbiegung zu variiren. Bessel hat dann weiter eine wunderschOne 
Untersuchung iiber die Abhangigkeit der Durchbiegung von der Lage der 
Stiitzen gegen die Enden der betreffenden Strecke angestellt und im Verlaufe 
derselben berechnet, an welchen Punkten die Strecke zu unterstiitzen ist, 
wenn die aus der elastischen Deformation derselben resultirende Veranderung 
ihrer Lange ein Minimum sein soIl. Die Deduction ist so lehrreich und 
gestattet ein so leichtes Weiterarbeiten, dass sie nicht iibergangen werden 
darf. Es sei erst auf die Hauptmomente derselben hingewiesen und dann 
gezeigt, wie man zu den Resultaten Bessels mit Hilfe der uns jetzt zur 
Verfiigung stehenden Elasticitatsgleichungen gelangt. 

67. Bessels Theorie der Durchbiegung und vorteilhaftesten Auf· 
lagerung. Wir wollen uns einen Stab von iiberall gleichem Querschnitt 
auf zwei auf der Unterlage verschiebbare Schneiden aufgelegt denken, welch 
letztere einander parallel und quer zum Stab gestellt sind. Alle Teile. des 
Stabes biegen sich; die Form, die der Stab annimmt, hiingt aber ganz von 
der Lage der unterstiitzendeiJ. Schneiden ab, der Stab kann concav, convex 
oder an den Enden convex, in der Mitte concav u. s. f. werden. Wir Mnnen 
nun die ganze Deformation in zwei Teile zerlegen, in eine Kriimmung, 
durch welche alIe horizontal in Richtung des Stabes verlaufenden Fasern eino 
und dieselbe Form annehmen, die Form, welche die in der Mitte gelegene 
Faser bekommt, und in eine Drehung, welche jeden Querschnitt des Stabes 
um eine in ihm liegende, durch seine Mitte parallel zu den Schneiden ver
laufende Axe dreht. Mit diesen Deformation·en wird streng genommen auch 
eine Dilatation verbunden sein, diese ist aber praktisch so gering, dass sie 
gar nicht in Betracht kommt. 

Wir ne hmen also an, dass jede Faser im deformirten Zustand dieselbe 
Lange hat wie im nicht deformirlen, da wir nun die Messungen an dem 
deformirten Stabe ausfiihren, so wird schon jede Faser dadurch kiirzer 
oder langer erscheinen, dass . sie gekriimmt ist, denn wir mess en ihre 
Projection auf eine Horizontalebene, rechnen aber mit ihrer wirklichen 
Lange. 

1st as ein Element der mittlern durch die Schwerpunkte aller QueT-

schnitte geheuden Faser, also S as die Liinge dieser Mittelfaser, und A die 

*) Berlin 1839. 
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Projection derselben auf eine Horizontalebene, so wird der durch die 

Kriimmung allein veranlasste Fehler h = A - S as. Es sei ein Coordinaten

system gegeben, dessen x'// Ebene vertical steht und die Mittelfaser enthalt, 
die Ordinate x laufe horizontal, die '// vertical von oben nach unten. Sind 
dann X2, Xl die Abscissen der Endpunkte von 8, so haben wir 

Da die Curve, in welche die Faser sich kriimmt, immer nur sehr flach 

sein wird, diirfen wir ~ als aine sehr kleine Grosse behandeln, arsetzen 

wir also die Wurzel durch 1 + ~(:r, so folgt 

Der zweite Teil der Deformation sollte in einer Drehung der einzelnen 
Qnerschnitte bestehen; ist tp., der Winkel, um welchen ein Querschnitt, dessen 
Mittelpunkt die Abscisse x hat, um seine horizontale Mittelaxe gedreht ist, 
und giebt a die Entfernung einer Stelle im Querschnitt von der Mittelaxe 
an, so hat sich diese Stelle durch den Bogen tp",a geschoben, Es betragt 
darnach die von der Drehung der Querschnitte herriihrende Langenandernng 
einer von der Mittelfaser in Richtung der Verticalen um a abstehenden 
Faser fiir die Strecke zwischen den Abscissen X2 und Xl' wenn die tp in 
Secunden gemessen werden, 

a 
12= (tp.,. - ~",) 206265 • 

. Die ganze Liingenanderung wird nunmehr 

XLIV) 

Um diese Grosse istA kiirzer oder liinger als seinNominalbetrag. Wir haben 
nun die einzelnen Grossen auf der rechten Seite der Gleichung zu bestimmen 
'// ist die Ordinate eines Punktes der Mittelfaser in deren deformirtem Zu
stan de, also die Strecke, um welche sich der betreffende Punkt gesenkt oder 
gehoben hat. Bezeichnen wir das Drehungsmoment, welches auf die 
einzelnen Teile des Stabes von der betreffenden Stelle ab bis zum Ende 
hin wirkt, mit M, nennen Eden Elasticitatscoef:fi.cienten und A das Tragheits
moment eines Querschnitts in Bezug auf seine horizontale Mittelaxe, urn 

Weinstein, Lehrbnch ll. 12 
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welche der Querschnitt bei der'Deformation sich dreht, so haben Wir nach 
bekannten Lehren der Elasticitatstheorie 

M kann von einzelne Stellen des Stabes angreifenden Drnckkraften 
und Krii.ftepaaren, sowie von solchen Krii.ften herriihren, welche auf aIle 
Teilchen des Stabes wirken. In unserm Fall sind besondere Kraftepaare 
nicht vorhanden; Drncke wirken nur an den Stellen, in welchen der Stab 
unterstiitzt ist, und zwar, wenn wir die Unterstiitzungspunkte beiderseits in 
derselben Entfernung von den beziiglichen Enden des Stabes annehmen, 
in beiden Stellen Drncke von gleichem Betrage, und es sind das die Drncke, 
die die Unterstiitzungen von dem Gewicht des Stabes erfahren; auf die ganze 
Substanz aber wirkt die Schwerkraft .• 

Nennen wir also den Drnck anjeder Unterstiitzungsstelle P, das Gewicht 
des ganzen Stabes G, die Lange des Stabes L, die Entfernung der Unter
stiitzungsstellen von den beziiglichen Enden a und rechnen die Abscissen von 
einem Ende des Stabes aus, so haben wir: fur Punkte in dem Teil des Stabes 
vom Anfang bis zur ersten Unterstiitzungsstelle Mt=P(a-x) +P(L-a-x) 

L 

+ ~S(C-X)~; zwischen den beiden Unterstiitzungsstellen M2=P(L-a-'-x) 

'" L 

+ ~S(~ -x)dI:; von der zweiten Unterstiitzungsstelle bis zu dem Ende 

'" L 

Ma= ~S(~ - x)dI:. An den Enden des Stabes wirken gar keine Kr1i.fte, 

'" denn diese Enden ragen frei hervor, es muss also Ml = 0 fiir x = 0 und 
Ma = 0 flir x = L sein. Die erste Bedingung giebt eine Gleichung zur 

Bestimmung von P, namlich P L = - ~ ~2, somit P= - ~, die zweite 

ist von vornherein erfiillt. Wir bekommen hiernach fiir die drei Abschnitte, 
in welche der Stab durch die beiden Unterstiitzungen zerlegt wird, indem 

., 2EAL 
wir zur Abkurzung -a = a setzen, 

d2y 
a ----i = (L - x)2- L(L - 2x) dx x=Obisx=a, 

d2 
a ';::=(L-x)2-L(L-a-x)=x2+L(a-x), x=abisx=L-a, 

d2Ya 
IX dx2 = (L - a:)2, x=L-abisf1!=L. 
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Hieraus folgt unter Einfiihrung von Integrationsconstanten und in iiber
sichtlicher Schreihweise 

dYl , x3 
a dx =C1+ 3 ; 

fI , X4 
aY1=c1+ c1x+ 12, 

dY2 , Xs L(a - x)2 
a dx =C2+ 3 2 

" .. a;4 L(a-x)3 
aY2=c2+c2x+12+ 6 ' 

dY3 , (L- x)S 
a dx = cs- 3 ; 

" , (L-X)4 
ays= cs+ csx + 12 . 

Die Bestimmung del' sechs Constanten c kniipft sich an sechs Be
dingungen, die in den UnterstiitzungssteIlen zu erfiillen sind. In diesen 

Stellen muss namlich del' Continuitiit wegen 1h = '112, 112 = lis, i1 = ~2 , 
dY2 dys d2Y1 d2Y2 d2Y2 d2ys. . ~. ~ x 
-d =-d ' -d 2 =-a 2' d 2 =-d 2 sem, die belden letzten GleIChungen x x x x xx· 
haben schon in den Differentialgleichungen Beriicksichtigung gefunden, es 
bleiben also nur vier Gleichungen iibrig. Beachtet man aber, dass an den 
Unterstiitzungsstellen die Punkte fast gar keine Senkung erleiden konnen, 
wenn die Substanz des Stabes iiberhaupt nur hart genug ist, so wird man 
fiir diese Punkte auch noch y = ° haben. Wir bekommen also 

fiirx=a: 

dY2 dY3 
fiir x=L-a: 112=0, Y3=0, dx = dx' 

Durch diese sechs Bedingungen lassen sich aIle sechs Integrationscol1stanten 
in einfacher Rechnung ableiten, man findet 

c~= c;=+ ~ (Ga2+L(L-6a») , c~=c~=-l~ (a3+L(6a2+L(L-6a»)), 

c~= - ~ (6a2+L(L-6a») , C~=-l~ (a4-L(L-a) (Ga 2+L(L-6a»))-

Die Gleichungen, die man nach Einfiihrung diesel' Werte fiir die Y erhalt, 
stimmen voIlstandig mit den von Bessel aus der directen Auwendung des 
Princips der virtuellen Verriiclmngeu erschlossenen iiherein. *) Wir brauchen 
hier nul' die Werte del' Differentialquotienten. 

Wir wollen erst die schein bare Veriinderung del' Mittellinie des Stabes 
berechnen, die einzige, die wir zu beriicksichtigen haben, wenn del' Stah oin 
Endmaass darstellt, da dann die Nominallange durch die Strecke, welche 
die Mitten der Endquerschnitte verbindet, dargestellt wird. In diesem J!'all ist 

L 2 

f = f1 und = - ~ J' (~~) dx. Das Integral zerfallt in drei Teile, nach den 
o . 

*) 1. c. Seite 128. Bei Bessel steht 1 fiir ~ und x fiir x-~, letzteres weil 

del' Coordinatenaufang: in die Mitte des Stabes verlegt ist. 

12' 
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drei Abschnitten des Stabes, es ist namlich 

l! a l! L-a a La 

S(:~) ax .f(~l) ax+S(~) dX+S(~) ax. 
o a L-a 

Nach Einsetzung der Werle und AusfUhrung der einfachen Integrationen 
ergiebt sich fiiI f, welches wir fUr diesen Fall fo nennen wollen, 

dem Betrage nach iibereinstimmend mit dem vou B e sse 1 gefundenen Wert. 
Wir konnen nun a so wahlen, dass dieser Ausdruck ein Minimum wird. Die 
aus der Differentiation des Klammerausdrncks resultirende Bedingnng dafiir ist 

eine Gleichung Men Grades fUr ~, aus welcher Bessel a = 0,22031 L findet. 

Riickt man also die Stiitzen so, dass dieselben von den beziiglichen Enden 

des Stabes urn} bis { der Stablange abstehen, so erleidet die Mittellinie 

durch die Kriimmung allein die geringstmogliche Veranderung. Es betragt 
aber die noch restirende Verandernng, welche hier in einer Verkiirzung besteht, 

die wir fo nennen wollen, 0,0000025 ~:, und nach Einsetzung des Betrages 
von (£~ 

_ G2L5 
10= - 0,00000063 A2E2' 

Hatten wir a = ° genommen, den Stab also in seinen Enden Ullter

stiitzt, so ware fo= - 0,000422 ~:~5, also nahezu 700 mal so gross. 

Daraus ergiebt sich von wie grossem Vorteil Bessels Vorschlag hinsichtlich 
der Unterstiitzung des Stabes ist. 

Nehmen wir als Beispiel die VerhiUtnisse des metre des archives. -
Dieses Meter besteht aus Platin und ist parallelepipedisch geformt;· die 
Lange L betragt natiirlich 100 c, die Breite B = 2,5 c, die Dicke 
D=0,4c. Hieraus folgt das Gewicht G= 100.2,5.0,4.21 = 2100g, das 
Tragheitsmoment eines Querschnitts in Bezug auf eine diesen Querschnitt 

der Breite nach halbirende Axe ist A = B;:'S = 0,0133 c4• Fiir E nehme ich 

die fruher (Arl. 45b) gegebene Zahl 17. !O8. Wir bekommen also fUr dieses 
- (2100)2 (100)5 . - . . 

Meter fo= - 0,0000006 (17)2108 (133)2 c, das 1st fo= - 0,0006 mm, eme 
fast ganz unmerkbare Grosse. Legt man dagegen das Archivmeter so auf, 
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dass dasselbe gerade an seinen Enden gestiitzt ist, so ergiebt sich 
10= - 0,380 mm; das Meter wiirde also bei dieser letztern Auflagerung 
um fast 4/10 mm verkiirzt erscheinen. 

Wenn die Lange des Maassstabes nicht durch seine Mittellinie, sondern 
durch die Entfernung zwischen gewissen in dieser Mittellinie gezogenen 
Strichen gegeben ist, haben wir, falls a1, a2 die Abstande der betreffenden 
Striche von den entsprechenden Enden des Stabes sind, zunachst fiir den 

Sa. 2 

vou der Kriimmung herriihrenden Teil der Verkiirzung (1 = - i (~;). 
at 

Bei der Ausfiihrung der Integration haben wir drei Falle zu unter-
scheiden, je nachdem die begrenzenden Striche ausserhalb, innerhalb oder zum 
Teil ausserhalb, zum Teil innerhalb der Unterstiitzungsstellen sich befinden. 
Wir charakterisiren die zugehOrigen ( durch Accente. 

Liegen die begrenzenden Stiche zwischen den Enden und den Unter
stiitzungsstellen, so dass a1' a2 beide kleiner als a sind, so ist 

a 2 L-a 2 L-a. 2 L 2 

2(;=- S(~~l) dx- S(~~2) dx- S(:~) ax=-S(:;) ax 
a l a L-a 0 

a, 2 L 2 

+ 5(~;) dx+ S (~) ax. 
o L-a. 

Das erste Integral ist schon bestimmt, und gleich 210, nach Aus
rechnung der beiden andern Integrale resultirt 

f ~ = (0 + 20~; ct2 (7 ( 1 + 6 (J) 2 
- 6 (J) ) 2 (~1 + i) 

+ 14(1 +6 (V2 
- 6 (j) )(i: + i:)+ 16(i~+ i~)} 

Wenn die begrenzenden Striche zwischen den Unterstiitzungsstellen 
selbst sich befinden, haben wir 

r;~- H(~rdx ~144~:,{870((1- iJ' -(i)'}-40( (1-iJ'-(il') 
~ 12( 8 ~ + 3)((1 - ]!)5 - (1)5)+ IO( 1-6f) ((1 - 1)4 _(1)4) 
+20(12(~)2_(1 _ 6~»)((1-i)3-(1)3) 

+60 ~(1- 6(Z»)((1- i} _(1;)2) 

+ 5 (l - 6 I r ( (1 - (i) ) - (i») j. 
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Endlich kann eine begrenzende Marke innerhalb die andere ausserhalb 
der Unterstfitzungsstellen vorhanden sein. Sei a l die crstere, a2 dic zweite 
dann haben wir 

.!<'ragt man aueh unter dies en V crhaltnissen naeh den gfinstigsten U nter
stfitzungspunkten, so kann von solehen nur im ersten und dritten Fall, 

'ht ' 't d' R d ' D' Gl' h of l' 0 oft' 0 f" llle 1m zwe1 en Ie e e sem. Ie ere ungen oa = 'Ta = ur 

die gfinstigsten Betrage von a hangen· dann von den aI' a2 ab und gebon 
flir besondere Betrage dieser Grossen aueh besondere Werte flir a. 

Wenu die Teilung des Maassstabes nieht in der Mittellinie liegt, sondern 
in einer vondieser Linie urn d abstehenden Ebene, so haben wir zu den 

oben gegebenen Werten fur die it noeh die Betrage der 206~65 ('i' a. - 'i' a) 

hinzuzufiigen. Es ist nun, wie aine leiehte Ueberlegung lehrt, tgrp = dy, 

somit, da die <p sehr kleine Winkel reprasentiren, <p = 206265 ~~ ,und !fr 

haben fiir die ~rei bezeiehneten Faile als ;Ill den f1 hinzuzufiigende Grossen 

r: = ((dUS) _ (dyl ) ) d 
2 dx x=L-a, dx x=a, ' 

(." = ((dU2) _ (dU2) ) d 
2 dx x=L- a, dx x=a, ' 

(."'_ ((dY~) _ (dU2) ) d 
2 - dx x=L -a, dx x=a, • 

Mit dcn flir die ~~ gegebenen Betragen findet sich hieraus 



68.J Langenanderung durch Drehung der Querschnitte. 183 

Die Gesammtveranderung erhalt man aus den Summmen f; + f; , 
f;'+ f; , 1;." + 1;", und diese Zahlen hat man zu den abgelesenen Betragen 
zu addiren, wenn os sich urn den Maassstab handelt, und von den abge·· 
lesenen Betragen abzuziehen, wenn die zu messende Lange in Frage kommt. 
Das Resultat stellt sich als eine schein bare Verlangerung dar, wenn die 
betreffenden Zahlen positiv sind, als eine Verkiirzung, wenn dieselben negativ 
ausfallen; was aber in einem besondern Fall eintritt, ob eine Verlangerung 
oder eine Verkiirzung, das hlingt ganz von der Lage der U nterstiitzungs
punkte und der begrenzenden Striche ab. 

Nehmen wir zum Beispiel an einem Endmaass die Lange nicht zwischen 
den Mitten der Endquerschnitte, sondern zwischen deren auf der obern Flache 
liegenden Kanten, betrachten also als solche nicht die Mittellinie, sondern 
eine Langskante, so haben wir a1 = a2 = 0, und somit 

Liegen nun die Stiitzen so, dass die Mittellinie das Minimum ihrer 

Durchbiegung erleidet, so wird fo fast gleich Null, und da (~) fiir· diesen 
.. GdD ( (a)2 a ) GdD Fall 0,22031 1st, ZClgt f = -12AE 1 + 6 L - 6 (L) = + 0,0025)JiJ 

eine scheinbare Verlangerung an. 
Fur das Archivmeter ist d = 0,2c, somit unter Benutzung del' auf 

Seite 180 angegebenen Zahlenwerte f= + 0,0047 mm; urn dies en Betrag 
erscheint also bei del' angegebenen Auflagerung die Langskante des Archiv
meter grosser als die Mittellinie und darnach ist die Lange diesel' Kante 
1 m + 0,0047 mm. 

Eine Faser dieses Meter, die urn 1 mm von der die Mittellinie ent
haltenden Horizontalschicht, der sogenannten neutralen Schicltt, absteht, er
scbeint urn 0,0023 mm verlangertj es ist also durchaus nillht gleichgiltig, 
zwischen welcben Stell en der Endquerschnitte man das Meter definirt, man 

darf sich von den Mitten dieser Querschnitte nicht urn ~ mm entfernen, wenn 
man das Meter bis auf 0,001 mm sicher haben will. 

2 

f wird ohne Beriicksichtigung von fo gleich Null, wenn 1 + 6 ~2 
- 6 ~ = 0, also ~ = 0,2113 ist, fiir diesen Wert wird aber auch to im all

gemeinen sehr klein sein, und man kann ihn statt 0,22031 anwenden. 
Wenn a1 und a2 nicht Null sind, werden sich die numerischen Rech

nungen etwas verwickelter gestalten, ohne jedoch irgend welchen principiellen 
Schwierigkeiten zu unterliegen. 

68. Geeignete Formen fUr Maassstabe. 1m allgemeinen ist die von 
der Drehung del' Querschnitte herriihrende Langenanderung grosser als die 
durch die Kriimmung verursachte und bei relativ dicken Stab en kann sie 80 

gross werden, dass letztere dagegen fast ganz verschwindet. Die giinstigsten 
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Verhaltnisse werden bei Staben angetro:ffen werden, deren Lange durch 
die Lange ihrer Mittellinie, oder wenigstens durch einen Teil dieser Mittel
linie definirt ist. Bei Endmaassen bezieht man die Lange schon auf die 
der Mittellinie; urn auch bei Strichmaassen zu giinstigen und fiir die Rech
nung iibersichtlichen Verbaltnissen zu gelangen, constrnirt man diese neuer
dings so, Jass die Teilungsebene in die sogenannte neutrale Schicht, das 
iRt in die horizon tale Symmetrieebene des Stabes fallt, welche eben die 
Mittellinie enthalt. Die Englander haben darum ihre Prototype, wie schon 
(Seite 35) bemerkt, so eingerichtet, dass die Marken auf den Grund von 
Vertiefungen aufgetragen sind, die in den Korper des betreffenden Stabes 
bis zur Mitte eingearbeitet wurden. Es ist auch vorgeschlagen worden, bei 
Stab en, die nur an den Enden begrenzende Striche haben sollen, die Sub
stanz an diesen Enden bis zur Mitte wegzuschneiden; die Enden nehmen 
dann diese Form cC1 an und die Striche sind auf die die Mittellinie 
enthaItende Flache aufgetragen. 

Die beste Form fiir Maassstabe ist wol die von Tresca*) vorgeschlagene 
x- oder Trogform; die beistehende Figur stent den Querschnitt eines Stabes 

Fig. 9. 

von dieser Form dar, die neutrale Schicht .A bildet den Grund des Troges und 
auf diesen Grund sind die Teilmarken aufgetragen. Es ist aber in dieser 
Form noch mehr erreicht, als bIos dass die Marken in der Ebene der Mittel
linie liegen, denn sie ist so berechnet, dass etwa eintretende Verbiegungen 
die geringstmogliche Wirkung ausiiben. Nach den Formeln fiir die f gehort 
dazu, dass ex sehr gross, also das Gewicht recht klein, dagegen das Trag
heitsmoment eines Querschnitts urn seine horizontale Mittelaxe recht gross 
ausfallt. Durch .A.ussparung der Substanz in der ganzen Lange des Stabes 
ist das erstere, durch die besondere Form des Querschnitts das letztere 
bewirkt. Wenn man einen so geformten Stab auf zwei Stiitzen legt, deren 

*) Proces verbeaux. Commission international du milire 1872, ·pag. 197 ss. 
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Entfernung von den bezfiglichen Enden man je nach dem zu benutzenden 
Intervall (je nach den Werten von a1 und fbJ) unter Zuhilfenahme der 
Formeln fiir die Ii geeignet wahlt, kann man von allenCorrectionen ffir die 
Biegung ganz abstrahiren. 

Neuerdings hat F. E. Neumann*) vorgeschlagen, die Stabe, die ihre 
Teilung auf ihrer Ober:tlache in der Mitte derselben haben, einfach hoch
kant zu stellen; es liegen dabei die Mitten der Teilmarken in der horizon
talen Mittelebene. Man muss dann aber den Comparator so einrichten, dass 
die optischen Instrumente horizontal gegen die Stab:tlache gerichtet sind, 
oder man muss ein besonderes System von Prismen und Spiegeln benutzen, 
um die vom Stab re:tlectirten Strahlen in die vertical stehenden optischen 
Instrumente hinein zu re:tlectiren. 

Ueber die Form des zu messenden Korpers kann man natfirlich nichts 
voraussagen. HandeIt es sich um die Ausmessung von Quecksilberfaden, 
die in Glasrohren eingefiihrt sind, so liegt die zu mess en de Strecke in der 
Mittellinie, und man hat schon verhiiltnismassig gfinstige VerhaItnisse, die 
man noch besser gestalten kann, wenn man die Rohre geeignet (es sind 
wieder die Formeln fiir die f1 maassgcbend) unterstfitzt. 

69. Deformationen bei vertical gerichteten Strecken. Bei Strecken, 
welche vertical gerichtet sind, kann die Biegung von Bedeutung werden, 
wenn dieselben in horizon taler Lage nicht gerade, sondem krumm sind, 
oder - falls die Strecken an beiden Enden gehalten werden - die Haltung 
nicht zwangfrei geschieht. Eine Biegung wegen ursprfinglicher Krummheit 
der Strecken wird man sehr seIten zu beftirchten und noch seItener in 
Rechnung zu ziehen haben. W 01 aber kann es zu bedeutenden Fehlern 
ftihren, wenn die Strecken nicht zwangfrei gebalten werden, es treten dann 
Gorrectionsgrossen ganz von der Art derjenigen, die wir in Art. 64a be
handeIt haben, auf. Jedenfalls ist es wol besser, eine Strecke an einem Ende 
aufzuhiingen, oder wenn es nicht anders geht, sie aufzustellen, als an beiden 
Enden zu halten. 

70. Widerstand der Lagerung gegen die thermische Ausdehnung 
oder Zusammenziehung. N och iu anderer Beziebung kann die Lagerung 
der Strecken von Wichtigkeit werden. Findet namlich bei horizontaler 
Au:tlage eines Korpers auf eine Flache Reibung zwischen dieser Fliiche und 
dem Korper statt, so setzt sich jeder Translation des Korpers ein gewisser 
Widerstand entgegen. Der Korper wird sich dann auch bei eintretender 
Temperaturanderung nicht frei ausdehnen oder zusammenziehen Mnnen, 
und so wird er einerseits eine ihm bei der betreffenden Temperatur nicht 
zukommende Lange aufweisen und andererseits, weil er sich in einem 
Zwangzustand befindet, sich nach oben oder unten krfimmen. Da wir nun 
in einem solchen Fall die tatsachlichen Langen messen und mit den SoU-

") Wild, lIelonges physiques et chimiques tires du Bulletin de !'Academie 
imperiale, St. Petersburg, Tome VIII, 15/27 Mai 1873. 
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langen rechnen, Mnnen wir zu falschen Zahlen gelangen. Wol haupt
sachlich um dem Stab aIle Freiheit fUr Bewegung zu gestatten und zugleich 
die Last, die er auf die Unterlage ausiibt, ganz gleiehmassig zu verteilen, 
haben die Englander fUr ihre Fundamental-Langenmessungen eine eigen
artige Unterlage hergestellt, welche aus 8 Rollen besteht, die durch Hebel 
so mit einander verbunden sind, dass sie aIle gleieh viel zu tragen haben. 

Fiir den experimentirenden Physiker haben solche complicirte Ein
richtungen keine Bedeutung, es darf aber zugleieh hervorgehoben werden, 
dass, falls die Stabflachen und die Unterlagen rein genug gehalten werden, 
namentlich bei der Auflagerung:, nach Bessels Methode, wenn zugleich 
die Unterstiitzung durch um Axen leicht drehbare Rollen geschieht, 
wenig von den Widerstanden, die die Strecken bei Ausdehnungen uud 
Zusammenziehungen zu iiberwinden haben, zu flircbten sein wird, zumal die 
kleinen Erscbiitterungen, die der Beobacbter selbst gegen seinen Willen 
verursacbt, und die aucb durch aussere Bewegungen namentlich in grossern 
Stadten stetig hervorgebracht werden, den Strecken die Widerstande leichter 
zu iiberwinden gestatten. 

Viel gefahrlicher konnen solche Widerstandfl werden, wo die Fassung 
den Streck en die Moglichkeit sich auszudehnen oder zusammenziehen iiber
haupt raubt, es_kommen wieder Fehler von der in den Art. 64a behandelten 
Art in Betracht. Man entgebt ihnen, wenn man die Temperatur wahrend 
der Messung recbt constant erbalt. Darauf kommen wir spater zuriick. 

x. Die thermische Binriohtung von Langenmessungen. 
71a. Einrichtung fUr die Temperaturbestimmung. Die zweite Abteilung 

der Febler der Einricbtung betrifft die aus den thermiscben Verhii.ltnissen 
bedingten Fehler. Es treten solche Fehler ein, sobald· die Temperatur 
entweder nicht genau genug bestimmt werden kann, oder zu sehr schwankt. 

Die Temperaturbestimmungen beziehen sich immer auf die zu ver
gleichenden Strecken, man misst die Temperatur entweder an den betre:fl"enden 
Strecken selbst, oder in der unmittelbaren Umgebung der Strecken. 1m 
ersten Fall stehen die Thermometer mit den Substanzen, den en die Strecken 
angebiiren, in Beriihrung und werden wol gar von ihnen an den Gefassen 
vollstandig umhiillt, im zweiten Fall befinden sich die Thermometer in der 
Nahe der Strecken. Da die verschiedenen Stellen der Strecken verschiedene 
Temperatur haben Mnnen, reicht es meist nicht aus, flir jede Strecke die 
Temperatur nur an einer Stelle zu bestimmen, man wird bei jeder Strecke, 
wenn dieselbe lang ist, mindestens zwei Thermometer, je eines iu der Nahe 
eines Endes derselben, zur Anwendung bringen, und dieselben so legen, 
dass die Gefasse sich in gleicben Abstanden von den beziiglichen Enden 
befinden. Als Temperatur der betreffenden Strecke wird das Mittel aus den 
Temperaturangaben der beiden zugebiirigen Thermometer angesehen, indem 
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man von der Annahme ansgeht, dass die Temperatur der Strecke vom einen 
zum andern Ende gleichmassig zn- oder abnimmt. Hat man fiir jede Strecke 
nur ein Thermometer zur Verfiigung, so legt man dieses so, dass sein 
Gefass in die Mitte der Strecke zu liegen kommt, bei proportionaler Ver
teilung der Temperatur ist die Temperatur der Mitte zugleich die mittlere 
Temperatur der ganzen Strecke. Befinden sich die beiden Strecken in 
unmittelbarer Nahe neben einander, so wird man entweder iiberhaupt nur 
ein Thermometer benutzen, das dann in die Mitte zwischen die Strecken zu 
legen ist oder, wo man zwei anwenden kann, diese zwischen den Strecken 
in gleichen Entfernungen von den Enden anordnen. 

J e grosser der Ausdehnungscoef:ficient der Substanz einer Strecke ist, 
um so genaner muss die Temperaturbestimmung ausfallen, jeder l!'ehler in 
der Temperaturbestimmung geht mit dem Ausdehnungscoefficienten und der 
ganzen Lange der Strecke multiplicirt als Fehler in die Langenhestimmung ein. 

71b. Einrichtung fUr gleichmassige Temperaturverteilungj Benntzung 
von Schirmen. Wie man Thermometer zu Temperaturbestimmungen benutzt, 
wird an einer andern Stelle auseinandergesetzt werden, abgesehen von den 
Thermometern sind aber folgende Punkte bei den hier in Frage kommenden 
Temperaturbestimmungen zu beachten: 

1. Die Temperatur der StrecKen darf wahrend der Messung keine plotz
lichen Veranderungen erleiden; 

2. Die Temperatur der Strecken soIl von der ihrer unmittelbaren Um
gebung so wenig als moglich abweichen; 

3. Langs jeder Strecke soIl die Temperatur, wenn sie iiberhaupt von 
Stelle zu Stelle variirt, gleichmassig zu- oder abnehmen. 

Am besten ist es natiirlich, wenn die Temperatur weder nach Zeit noch 
nach dem Ort variirt, vollstandige Gleichheit und Constanz der Temperatur 
ist das Ideal eines jeden Metronomen, und dieses Ideal zu erreichen sind 
cine Menge von Versuchen gemacht und Methoden erdacht worden. Der 
Physiker, der meist mit geringern Mitteln arbeiten muss, wird sich mit den 
eiufachsten derselben zu helfen suchen miissen. Gleichheit der Temperatur 
ist nur erreichbar, wenn die Umgebung der Strecken iiberall gleiche 
Temperatur hat, man muss daher aIle fremden Warmequellen so fern als 
moglich halten; namentlich muss auch der Beobachter seine Eigenwarme so 
wenig als moglich zur Geltung kommen lassen. Am besten schiitzt man 
sich gegen Warmestrahlung durch Schirme von Pappdeckel oder auf beiden 
Seiten polirtem Metall oder von irgend einem Wollensto:li, der Beobachter 
wird daher sowohl seine Eigenwarme als andere Znstrahiungen dureh solche 
Schirme abzuhalten such en. In welcher Weise Schirme allein durch ihre 
Anwesenheit, selbst ohne Beriicksichtigung des Reflexionsvermogens, wirken, 
ist sehr schOn aus einem Abschnitt in Fouriers Werk: Theorie, Analytique de 
la Chaleur") zu ersehen. Es haben aber solche Schirme auch noch den 

*) Deutsche Uebersetzung, Sechste Section. 
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V orteil, dass sie Luftstromungen und damit convectiv fortgefiihrte Warme 
abhalten. 

Wir stutzen uns dabei auf die Tatsache, dass man den Warmeverlust 
eines Korpers bezw. die Erwarmung eines Korpers durch aussere Warme
quelleu urn so mehr verhindern kann, mit je mehr Hullen man diesen 
Korper nmgiebt. 

Es sei z. B. ein Korper von der Oberflache 8 und der constanten 
Temperatur 't' von einer Anzahl n von HUllen umgeben, deren Dicken e1, 

e2 , ••• , en' deren Oberflachen 81' 82 , ••• , 8n sind; g sei die aussere Leitungs
und Strahlungsfahigkeit des Korpers, h. die der iten Hiille an ihrer innern, 
II; die derselben Hiille an ihrer auss'ern Flache, ki die inn ere Leitungs
fahigkeit diesel' selben Hiille, t die Temperatur des Korpe1's, f die der den
selben umgebenden Luft, 't" die Temperatur der die ausserste Hulle um
gebenden Luft, dann ist bei stationarem Zustande mit ausreichender 
Genauigkeit *) 

;=n 8 1 e. ] 
g ~-(-+ -.!:. +-) .~ 8; hi k; H; 

t'=-r'+ '.=1 (t--r'). 
1 +g'~n~(~+2+_1 ) 

~ 8. h. k. H. 
i=l"' '1 t t 

Da die Summen durchaus positive Glieder enthalten, nimmt der Bruch 
der mit (t - -r') multiplicirt ist urn so mehr den Wert 1 an, je mehr Glieder 
diese Summen enthalten, also mit je mehr Hiillen der Korper umgeben ist. 
Der Brnch convergirt aueh urn so mehr gegen 1, je geringer die inn ere 
Leitungsfahigkeit und je geringer die aussere Leitungsfahigkeit der Hullen 
ist, je grosser die Dicke der einzelnen Hiillen slch zeigt und endlich je enger 
die HUllen den Korper umgeben. 

Man kann also einem Korper seine Temperatur erhalten oder die 
Strahlung eines solchen Korpers gegen andere Korper hemmen, wenn man 
denselben mit moglichst vielen, dicken, die Warme in ihre1' Substanz und 
nach aussen schlecht leitenden und schlecht strahlenden Hullen eng umgiebt. 
Was einer HUlle an geringer innerer Leitnngsfahigkeit der Substanz fehlt, 
kann durch Dicke ihrer Wandung, was den nach dem Korper hingerichteten 
Seiten alIer Hullen an schlechter ausserer Leitungsfahigkeit mangelt, kann 
durch Vermehrung der Zahl der Hullen ersetzt werden. Die aussere Leitungs
f1ihigkeit wird, soweit sie wenigstens von der dumh directe Strahlung ab
hiingenden Warmeabgabe abhangt, auch dadurch verringert, dass man die 
Oberflachen der Hiillen politi und so reflectirend macht. Am besten ist es 
naturlich, wenn der Korper, dessen Warme VOl' Zerstreuung oder der vor 
Warmezustrahlung geschutzt werden solI, von diesen Hullen ganz umgeben 
ist. Wo das nicht geht, bedient man sich statt der Hullen der Schirme, 

*) I. c. Seite 45. 
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und es kann als Regel angesetzt werden, dass man diese Schirme dem 
Kiirper nahe zu stellen hat, dessen Temperatur man constant zn halten sucht 
bezw. in der Nahe desjenigen placirt, dessen Ausstrahlnng man verhindern 
will. Bei I,angenmessungen wird man also Schirme sowohl in der Nahe der 
Warmeqnellen als in der der zu vergleichenden Maasse anbringen. 

Es schiitzen aber solche Schinne, wie bemerkt, nicht bIos gagen zu
geleitete und strahlende, sondern auch gegen convcctiv fortgefiihrte Warme, 
weil sie die Lnftstriimungen aufhalten oder wenigstens von den Stellen, wo 
sie verderblich wirken kiinnten, ablenken. 

Oft ist man gezwnngen bei kiinstlicher Beleuchtung zu arbeiten, die 
Lichtqnellen wirken dann zngleich als Warmeqnellen, und zwar indem sie 
einerseits ibre Umgebung und damit den Beobachtungsraum erwarmen und 
andererseits den Strecken und Apparatteilen, die sie erleuchten, Warme zn
strahl en. Man stellt dann die Lichtqnellen so weit entfernt auf, als nur ohne 
die Belenchtung zu sehr zu beeintrachtigen geht, sorgt fiir einen guten 
Abzug der heissen Verbrennungsgase, indem man dieselben gleich in ein 
Rohr eintreten lasst, welches nach aussen fiihrt, und lasst woI auch das zu 
benutzende Licht erst dnrch durchsichtige, aber Warme absorbirende Sub
stan zen wie Alaunliisungen hindurchgehen. 

Von grossem Vorteil ist es auch, wenn man das umgebende Medium 
von Zei~ zu Zeit gehiirig durchriihren kann, es wird dadnrch die Bildung 
von verscbieden temperirten Schichten, die Scbichtung, verhindert. Natiirlich 
ist eine solche Durchriihrnng nnr unter besondern Verhaltnissen, namentlich 
wenn die Streck en sich in Fliissigkeiten befinden, miiglich. Die Lnft, wenn 
sie urngebendes Medium ist, durchzuriihren, diirfte eher schadlich als niitzlich 
sein, weil es sich bier meist urn sehr grosse Quantitaten handelt und die nach
folgenden Striimungen, die nicht schnell genug aufhiiren, Warme mechanisch 
von allen Seiten in der verschiedensten Verteilnng herbeifiihren. 

72. Einflnss von Temperatnrandernngen auf die Messnngen. Die Aen
derung der thennischen Verhiiltnisse iibt ausser auf die Strecken anch auf 
die einzelnen Teile der Apparate einen Eintluss ans. Es andern sich mit 
der Temperatur die Schranbenwerte, die optischen Axen, die Langen der 
Prismen u. s. f. Ven den durch Temperatnranderungen bedingten Aende
rungen an den optischen Instrumenten diirfen wir, da solche Temperatur
andernngen immer in engen Grenzen gehalten werden miissen, wenn die 
Messungen nicht selbst unpracis ausfallen sollen, absehen. Halten wir uns 
an die friiher eingefiihrten Griissen und Bezeichnungen, so kiinnen wir 
sagen, dass Temperatnranderungen ganz besonders zur Entstehung von einer 
Correction (ja Veranlassung geben, da wenigstens, wo von dieser Correction 
iiberhaupt die Rede sein kann, also namentlich bei Transversalcomparat.oren 
und Transversalkathetometern. In der Tat, es ist bei diesen Apparaten 
(ja = a' - a, und es miisste, abgesehen von etwaigen mechanischen Aen
derungen, a'= a sein, wenn die Temperatur des Prisma wahrend der Poin
tirnngen an A dieselbe ist, wie wahrend der an A'. 1st das nicht dm' Fall, 
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so hat sich das Prisma in der Zwischen zeit a"Q.sgedehnt oder zusammengezogen, 
und es wird im ersten Fall" > a, im zweiten a' < a. Urn wie viel a' von a 
verschieden ist, hangt nicht bIos von dem Ausdehnungscoefficienten der 
Substanz des Prisma und der in der Temperatur eingetretenen Aenderung 
ab, sondem auch davon, ob das Prisma sich uberhaupt frei auszudehnen 
vermag oder nicht, also an den Enden frei oder an andere fixirte Stiicke, 
etwa Pfeiler, befestigt ist. 

Ist das Prisma frei, so kommt die ganze thermische Ausdehnung in 
Frage. Es sei die mittlere Temperatur des Prisma wahrend der Operationen 
an A gleich t, die wahrend der Operation en an A' gleich fund es bedeute 
a den linearen Ausdehnungscoefficienten der Substanz des Prisma, so haben 
wir 

a'=a(l + a(f- t»). 
Besteht zum Beispiel das Prisma aus Eisen, so haben wir, wenn die Tempe
ratur in Celsiusgraden bestimmt ist, a etwa gleich 0,000011, soIl also a'- a 
ein Tausendteil des Millimeter nicht ubersteigen, so muss 

f-t 1000 
<l1.a 

sein. Fiir a = 1000 mm folgt hieraus f - t < 0,10 C. etwa. Die Temperatur 

des Prism a sollte also bis auf ;0 Grad constant erhalten werden. Es andert 

sich nnn diese Temperatnr ganz so wie die der Strecken, weil etwa die 
Temperatur im Beobachtungsraum uberhaupt variirt, dann aber, weil der 
Beobachter naturgemass dem Prisma sehr nahe steht nnd von seiner Korper
wiirme ausstrahlt. Es ist nicht leicht und deshalb nicht iiblich, die· Temperatnr 
des Prism a selbst zu bestimmen, man sucht, wie bemerkt, einesteils die 
Temperatur des Beobachtungsraumes constant zu erhalten und andererseits 
den Comparator durch einen zwischen ihn und den Beobachter aufgestellten 
Schirm oder Vorhang, der natiirlich die Operationen an den Instrumenten 
nicht hindern dan, gegen die Strahlung des Beobachters zu schiitzen. Man 
hat aber auch in der Anordnung der Messung ein Mittel, dies en Tempe
ratureinftuss zu paralysiren. Geht man namlich von A' wieder zuriick auf 
A, so bekommt man, wenn dabei, dadurch dass das Prism a von der Temperatur f 
auf die f' gelangt ist, a' sich in a" umgewandelt hat, unter Fortlassung der 
Correctionen, mit denen wir uns jetzt nicht beschli.ftigen, die drei Gleichungen 

Das Mittel aus der ersten und dritten Gleiehung ist 

A + A t. + to I' + to a + a" -2 -2 "'1 -1 
-2--=-2- - -2-+ -2-' 
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Zieht man das von der zweiten Glei~hung ab, so wird 

A'- A+A ~;_ ~2+~ _(c~_ Cl+C~)+a'_ a+a" 
2 2 2 2 

und hierin ist 

also 
a'=a(l + a«(- t)), all=a(l + a (('- t)), 

a+a" a(2+a«('- t») 
-2-=---2---' 
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Man kann nun, wenn plotzliche Temperaturanderungen ausgeschlossen 
sind und es sich iiberhaupt nur um kleine Schwankungen handelt, immer 
annehmen, dass die Temperatur proportional der Zeit anwachst oder fiillt, 
dass also ('- t sehr nahe das Doppelte von (- t ist, man bekommt dann 
(a+all)/2=a(1 +a(t'-t)), das ist gleich a' und damit 

A' ~ A; A = C~ _ C2 ;' C'; _ ( C~ _ '1; C~ ) , 
eine Gleichung, in der die Correction wegen der thermischen Aenderung 
des Prisma nicht mehr vorkommt. In der Praxis wird die Anordnung 
der Messungen "symmetrisch zur Mitte" (Bd. I, Art. 3) noch weiter ge
trieben, wie schon in Art. 64 e hervorgehoben ist, namentlich fiihrt man die 
Messungen an beiden Strecken gleich oft aus, also nicht, wie oben der 
Eiufachheit halber angenommen, in der Folge A, A', A, sondern in der A, 
..4.', A', A. Der Enolg ist aber der namliche und auch die angegebene 
Formel bleibt bestehen, wenn man unter C;, C~ die Mittel der entsprechenden 
C in den Messungen an A' versteht. 

Wenn das Prisma an seinen Enden nicht frei ist, vermag dasselbe etwaigen 
Ausdehnungen nicht ganz zu folgen und biegt sich. Da dann der Bogen, 
in den a iibergeht, annahernd gleich a'= a( 1 + a«(- t)) ist, so erscheint 
a' verkiirzt und nahert sich an Grosse dem a, so dass in diesem Falle die 
Correction Ba kleiner ist als sonst. 

73. Ausgleichung der Temperatur. Jedenfalls erhellt aus diesen und 
den voraufgehenden· Darlegungen, dass man die Messungen nie sofort nach 
der Einrichtung derselben vornehmen dan, man muss mit dem Beginn der 
Messungen so lange warten, bis die einzelnen Apparatteile und die zu 
vergleichenden Strecken ihre Temperatur mit der der Umgebung ins Gleich
gewicht gebracht habeu. Dadurch werden einerseits zu starke Temperatur
anderungen wahrend der Messung vermieden, und andererseits gewinnt die 
Wii.rme Zeit von dem ungeordneten Zustand, in den sie durch das un gleich
massige und eingreifende Arbeiten des Beobachters an den Apparatteilen 
versetzt ist, in eine geordnete Verteilung iiberzugehen. Die Annahme, dass 
die Warme in den entscheidenden Teilen des Apparates und in den Strecken 
geordnet und insbesondere gleichmassig verteilt ist, bildet aber das Fundament 
fUr die Berechnung der Temperaturcorrectionen. 
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XI. Die optische Einrichtung. 
Bei del' optischen Einrichtung ist zu achten: auf geniigende Helligkeit 

del' in den optischen Instrumenten von d.en Enden del' zu messenden Strecken 
erzeugten Bilder, die Klarheit und Correctheit diesel' Bilder, die Coincidenz 
del' Bildebenen mit den Mikrometerebenen, die richtige Beleuchtung del' 
Mikrometerebenen, wo eine solche notig sein solIte. Ich will die vorgefiihrten 
Punkte einzeln besprechen, da optische Einrichtungen in allen Zweigen 
der Physik von der grossten Bedeutnng sind. 

a) Beleuchtung, Bildhelligkeit. 
74. Gesetze der Beleuchtung, Abhangigkeit del' Helligkeit und 

Beleuchtungsstarke von der Natur der Karper. Die Helligkeit des von 
einem optischen Instrument entworfenen Bildes eines Objects hiingt ab von 
del' Beleuchtung des Objects nnd von der Natur des benutzten optischen 
Instruments. Bei einem und demselben Instrument ist sie um so grosser, 
je starker das Object selbst leuchtet, es kommt daher vor allen Dingen 
darauf an, die Objecte. die man abbilden will, zweckentsprechend zn 
beleuchten. 

Die Beleuchtung cines selbst nicht leuchtenden Korpers wiirdc am 
einfachsten zu bewerkstelligen sein, wenn man unmittelbar iiber diesem 
K6rper eine Lichtquelle anbrachte. Bei messenden Arbeiten sind wir aber 
selbst bei Benutzung kiinstlicher Beleuchtung nicht immer in der Lage, die 
Lichtquelle dem betreffenden K6rper beliebig nahel'll zu konnen und oft 
auch nicht einmal im Stande, diesen K6rper direct in den Strahlenkegel del' 
Lichtquelle zu bringen. Wir miissen im allgemeinen die Lichtquelle, um 
deren thermische Wirkungen auszuschliessen, so weit als moglich von dem 
zu beleuchtenden Object entfernt halten und Spiegel und Linsen anwenden, 
um das Licht an die Stelle hinzubringen, die wir erhellen wollen. Es fragt 
sich also, wie wir Linsen und Spiegel zu wahlen und me wir dieselben zu 
stellen haben, wenn grosste Lichtstarke erzielt werden solI. 

Maassgebend sind hier zunachst die Gesetze, nach denen leuchtende 
K6rper andere K6rper beleuchten und die Regeln, nach welchen beleuchtete 
K6rper durch Reflexion odeI' Brechung das empfangene Licht weiter geben. 

Korper, welche selbst leuchten, schicken das Licht nach allen 
Riclltungen aus, und urn ein Maass fiir die Intensitat zu gewinnen, mit del' 
sie andere Korper zu erhe11en vermogen, schreiben wir ihnen eine gewissc 
Leuchtkraft zu, indem wir darunter diejenige Lichtmenge verstehen, welchc 
dieselben in del' Zeiteinheit von einer Flacheneinheit (oder, bei Korpern, die 
wie Gase durch ihre ganze Masse leuchtend gesehen werden, von einer 
Volumeinheit) normal aussenden. Die Starke, mit der solche Korper 
andere Korper beleuchten, hangt zunachst von del' Form und Lage dieser 
Korper abo Es sind abel' in Bezug auf die Beleuchtung einer gewisscn Stelle 
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eines Korpers nm diejenigen Strahlen wirksam, welche auf diese Stelle 
zugehen; bezeiehnen wir als Emanationswinkel eines Strahls den Winkel, 
unter welch em dieser Strahl beim Ausgange von dem leuehtenden Korper 
gegen die Normale an seiner Ausgangsstelle geneigt ist, als Incidenzwinkel 
den Winkel, den dieser Strahl bei seiner Ankunft an die beleuehtete Stelle 
mit der Normale daselbst einscbliesst, so ist die Liehtmenge, die ein Element 
des leuehtenden Korpers einem Element des beleuebteten zusendet, gleieh 
der Lenehtkraft jenes Elements multiplieirt mit dem Cosinus des Emanations
winkels und dem des Incidenzwinkels, des weitern noeh mnltiplicirt mit dem 
Flacheninhalt des leucbtenden sowie mit dem des beleucbteten Elements 
und dividirt durch das Quadrat der Entfernung der beiden Elemente von 
einander. 

Als Beleucktwngsstlirke an einer Stelle des beleuchteten Korpers konnen 
wir dann die ganze Lichtmenge bezeicbnen, die diese Stelle von dem 
leuchtenden Korper erhalt. Es braucht aber diese Beleuchtungsstarke nicht 
identisch zu sein mit der Helligkeit, in welcher uns diese beleucbtete Stelle 
erscheint, denn erstens wachst fiir unsere Beurteilung die Helligkeit nicht 
durchaus proportional der Beleuehtungsstarke, und zweitens verhalten sich 
die einzelnen Korper hinsichtlich der Weitergabe empfangenen Lichtes sehr 
versehieden von einander. 

Was zunachst die Beeinfhlssung der Helligkeit von beleuchteten Korpern 
dnrch die Natur dieser Korper sowobl binsichtlich ihrer Substanz als hin
sichtlicb ihrer Oberflachenbeschaffenheit anbetrifft, so teilen wir alle Korper 
ein in diffus reflectirende und regular reflectirende. 

Diffus reflectirend sind diejenigen Ko1'pe1', welche auf ih1'er Obe1'
tlache so viele kleine Rauhigkeiten haben, dass eine regelmassige Reflexion 
nicht mehr zu Stande kommt, und ein auffallendes Lichtbiindel, weil seine 
einzelnen Strahlen verschiedene Rauhigkeiten und an diesen Rauhigkeiten 
verschieden geneigte Stell en treffen, Beugungen erleiden und nach allen 
Richtungen zerstreut werden. Auch bei ihnen kaun man, wenn sie beleucbtet 
sind, allgemein von einer Leuchtkraft reden, es hangt diese Leucbtkraft 
an einem Element dann ab von del' Starke, mit del' dasselbe von del' eigent
licben Lichtquelle beleuehtet wird und von dem Reflexionsvermogen der 
Oberflaehe an diesem Element, sie ist heiden proportional. Sonst ve1'halten 
sicb solche diffus refleetirende Ko1'per hinsichtlieh del' Weiterverbreitung des 
Lichts ganz wie selbstleuchtende Korper, wenigstens bei nieht zu gross en 
Incidenzwinkeln del', beleuehtenden Strablen, und es gilt das nieht bIos fiir 
Beleuchtung dnrch solehe Strahlen, welche von dem betreffenden Korper 
zuriickgeworfen (reflectirt) werden, sondern auch fiir die Beleuchtung durch 
solche Strahl en , die etwa dnrch Breebung in den Korper binein gelangt 
sind, nur dass die Leucbtkraft fiir jene Strablen eine andere sein wird als 
fur diese. 

75. Beleuchtung vermittelst regnlar reflectirender und brechender 
Korper. Anders liegen die Verbaltnisse bei Korpern mit ganz glatter Oberflache, 

Weinstein, Lehrbuch n. 13 
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wo regulare Reflexion und regulii.re Brechung stattfindet. Fiillt auf solche 
Korper Licht und beleuchten dieselben dann ihrerseits, sei es durch die 
reflectirlen oder die gebrochenen Strahlen, andere Korper, so kann mau hier 
nicht mehr von einer Leuchtkraft derselben ganz allgemein reden, vielmehr ist 
die Leuchtkraft einer Stelle derselben versehieden je nach dem Ort, an 
welch em die dureh die von dieser Stelle ausgehenden reflectirlen oder ge
brochenen Strahlen beleuchtete Stelle sich befindet. Fiir die Anwendung 
reicht es aus, nur die beiden Falle in Betracht zu ziehen, wo alles Licht 
entweder reflectirt oder durchgelassen wird. 

Beleuchtet eine durch einen leuchtenden Korper selbst beleuchtete Stelle A 
eines total reflectirenden Korpers ihrerseits eine andere Stelle B, so ist die 
Leuchtkraft derselben gleich der Leuchtkraft desjenigen Elements des selbst
leuchtenden Korpers, auf welches man gemhrt wird, wenn man die Strahlen, 
die von A naeh B hin reflectirl werden, von A aus gem ass der Reflexions
regel (wonach der Incidenzwinkel dem Reflexionswinkel gleich zu machen 
ist) riickwarts verfolgt. Aenderl sich die Lage der beleuchteten Stelle B, so 
kommt man zu andern und andern Stellen des selbstleuchtenden Korpers, die 
A zuzuschreibende Leuchtkraft wird also variiren konnen; wird man durch das 
angegebene Verfahren auf Strahlen gemhrt, die an dem leuchtenden Korper 
vorbeigehen, so bedeutet das, dass die Stelle B iiberhaupt nicht erleuchtet 
wird u. s. f. Die gesammte Beleuehtungsstarke in B bekommt man, indem 
man allen Elementen der total refleetirendeu Flaehe die ihnen naeh der 
angegebenen Regel zukommende Leuchtkraft beilegt und nun die Beleuehtung 
in B so berechnet, wie wenn diese Flache selbstleuchtend ware. Ganz 
entsprechend ist das Verfahren, wenn die Beleuchtung durch einen das 
Licht regelmassig brechenden und ganz durchlassenden Korper geschieht. 
1st A die Stelle der Oberfliiche, deren Leuchtkraft in Bezug auf die Be
leuchtung einer durch die bei A gebrochenen Strahlen beleuchteten Stelle B 
zu bestimmen ist, so verfolgt man die von A nach B gebrochenen Strahlen 
von A riickwarls, die Leuchtkraft der Stelle der Lichtquelle, auf die man 
dann gemhrt wird, bestimmt die A beizulegende Leuchtkraft, nur ist hier 
diese Leuchtkraft, wenn sie auf A iiberlragen wird, noch zu multipliciren 
mit dem Quadrat des Verhaltnisses des Brechungsexponenten des Mediums, 
welches die beleuchtete Stelle B in sich birgt, zu dem Brechungsexponenten 
des Mediums, in welchem die Lichtquelle liegt, so dass die A zuzuschreibende 
Leuchtkraft in dem Quadrat dieses Verhiiltnisses grosser wird als die 
Leuchtkraft der Stelle der Lichtquelle, auf welche man durch die angegebene 
Construction gelangt ist, wenn die beleuchtete Stelle in einem das Licht 
starker brechenden Medium liegt als die Lichtquelle. Wanderl die beleuchtete 
Stelle von einem Medium in ein anderes, so wird sich hiernach die Leucht
kraft, die A in Bezug auf dasselbe hat, nicht bIos dadurch andern Mnnen, 
dass man durch Verfolgung der von A nach B gebrochenen Strahlen nach 
riickwarts auf andere Stellen der Lichtquelle, die ja nicht iiberall gleiche 
Leuchtkraft zu besitzen braucht, gemhrt werden kann, sondern auch dadurch, 
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dass die verschiedenen Medien, in denen B der Reihe nach sich befindet, 
verschiedene Brechnngsexponenten zn haben vermogen. Die ganze Be
lenchtnng bekommt man wieder durch Summation der Beleucbtnngen durch 
die einzelnen Teile der brechenden Flache. 

Bei messenden Arbeiten geschieht die Belenchtnng dadurch, dass man das 
Licht einer Lichtquelle, der Sonne oder einer Flamme entweder geradezu auf 
die zu beleuchtende Stelle fallen lasst, oder unter Vermittelung von reflectITenden 
und brecbenden Korpern (diffusreflectirende und brechende Flachen, Spiegel 
oder Prismen und Linsen), jene Beleuchtnng heisst direct, diese lciiInstlick. 
Kiinstliche Beleuchtung wird zunachst da angewendet, wo das zu beleuchtende 
Object nicht so gelegen ist, dass man die Strahlen der Lichtquelle auf 
dasselbe direct fallen lassen kiinnte; ferner bei solchen Gelegenheiten, wo 
die directe Beleuchtnng eine zu geringe Helligkeit liefern wiirde, sei es 
dass die benutzte Lichtquelle zu schwache Leuchtkraft entwickelt oder dass 
dieselbe zu dem Object nicht in die giinstigste Stellung gebracht werden 
kann. In der Tat ist man sehr oft in der Lage, die Lichtquelle, weil 
leuchtende Korper auch Warmestrahlen aussenden, yom Object so weit als 
mogIich entfernt halten zu miissen. 

76. RegeIn fUr kiinstliche Belenchtnng; Belenchtung durch Plan
spiegel, Concavspiegel und Linsen, difl'ns re:fiectirende und durchlassende 
Fllichen. Wie man aber auch die Belencbtung einrichten mag, zwei 
allgemeine Regeln, die sich ans den vorstehenden Betrachtungen ergeben, 
sind nicht ausser Acht zu lassen. 

1. Man muss dafiir sorgen, dass die auf das Object fallenden Strahlen 
dieses senkrecht treffen und von der Lichtqnelle bezw. ihrem das Object 
bestrahlenden Bilde senkrecht ansgehen. 

2. Man hat die die Belenchtung vermittelnden Korper (Spiegel, diffus 
reflectirende Flachen, Linsen) immer so zn stellen nnd so gross zu wahlen, 
dass kein Teil der Flamme unbenutzt bleibt. Die Grenzlinien der Spiegel 
nnd Linsen sind also mindestens so ausgedehnt zu bestimmen, dass die 
von ihren Punkten zur beleuchteten Stelle" gehenden Strahlen nach dem 
Ref1.exions - beziigJich Refractionsgesetz riickwarts verlangert die Flamme 
bis zu deren Rand treffen. 

1st der betreffende Spiegel oder die betreffende Linse zu klein, so 
bleibt ein Teil der Flamme unbenutzt. Indcssen richtet sich, wie man 
sieht, die den Spiegeln und Linsen zu erteilende Grosse nach der Lage 
derselben zur Lichtquelle und zur zu beleuchtenden Stelle. 

Wir Mnnen beide Regeln in eine Regel zusammenziehen, indem wir sagen, 
die Spiegel und Linsen sind so zu stellen, dass das von der zu beleuch
tenden Stelle gesehene Bild der Flamme gerade iiber dieser Stelle 
und ihr parallel erscheint und ausserdem die ganze Flamme darstellt. 

Man kann dieser Regel natiirlich nicht immer gerecht werden, muss 
aber die in ihr getroffellen Festsetzungell, da wo es auf eine kraftige Be
leuchtnng ankommt, so nahe als miiglich zu erfiillen suchen. 

13'" 
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Um an: einem Beispiel zu zeigen, worauf es bier ankommt, wollen wir den 
einfachen Fall betrachten, wo Licht einer Lichtquelle mit Hille eines ebenen 
Spiegels auf eine kleine Flache geworfen werden solI. ab = A stelle einen 
Schnitt durch die Lichtquelle, cd=B einen solchen durch die zu beleuchtende 
Flache dar. Auf dieser Flache errichten wir eine lotrechte Linie N und 
senkrecht zu dieser Linie in einer Entfernung n ziehen wir eine andere Linie 
a'b' = A', die gleich A ist und von N halbirt wird. A' betrachten wir als 
das Bild der Lichtquelle A, und wir haben nunmehr die dem planen Spiegel 
zu erteilende Lage zu bestimmen. Es ist klar, dass es nicht immer moglich 
sein wird, einen planen Spiegel so zu stellen, dass A' wirklich das Bild 
von A in demselben ist, es ist dazu notig, dass A und A' so zu einander 
liegen, dass die ihre entsprecllenden Enden verbindenden Linien 00' und 

a 
h 

Fig. to. 

bb' einander parallel laufen, sie mit dies en Linien zusammen ein Trapez 
(nicht Parallelogramm) bilden. Wenn das aber der Fall ist, dann hat man 
nur aa' und bb' zu halbiren und durch die Halbirungspunkte e, f eine 
Linie gk zu zieben. Wo diese Linie den Lichtkegel a'b'ed vom Bild der 
Lichtquelle nacb dem zu beleucbtenden Object hin scbneidet, liegt der 
Durcbschnitt des Spiegels mit der Ebene der Zeicbnung, der Spiegel ist 
also so zu stellen, dass sein Durchschnitt mit der Ebene der Zeichnung 
durch die Linie a~ gebildet wird, welche durch den Lichtkegel aus Uk 
ausgeschnitten wird, und zugleich muss der Spiegel in dieser Ebene der 
Zeicbnung eine. Ausdebnung haben, die a~ mindestens gleich kommt. Wie 
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man von dieser Construction in der Ebene zu der im Raume iibergeht, 
braucht nicht erst auseinandergesetzt zu werden. Man sieht aber, dass 
diese Construction del' dem Spiegel zu erleilenden Lage und Grosse nicht 
moglich ist, sobald ad bb' kein Trapez bildet und ab nicht gleich a'b' ist, 
sobald man also von den Enden ab der Lichtquelle keine zwei Parallellinien 
ziehen kann, welche von einer auf die Normale N des zu beleuchtenden 
Objects senkrecht gezogene Linie ein Stiick a'b~ ausschneiden, welches ab 
gleich ist. 

1st nun die Lage des Bildes durch irgend welche Umstande vor
geschrieben, so kann man die Lichtquelle immer so stell en, dass A und A' 
Bilder von einander in einem Planspiegel zu sein vermogen; man hat von 
den Enden a'b' des Bildes A' Parallelen zu ziehen und A so zu riicken, 
dass seine Enden a, b in diese Parallel en fallen und zugleich aa'bb' ein 
Trapez wird. J e weiter A von A' entfernt wird', desto naher riickt der 
Spiegel (l~ an die zu beleuchtende Stelle B hin, man wird also die Licht
queUe nicht iiber eine gewisse Entfernung hinaus von ihrem Bild fort
riicken Mnnen. 

Gewohnlich ist die Lage der Lichtquelle gegeben und die des Bildes 
beliebig; urn dann, behufs Construction des Spiegels, das Bild in der durch 
die beiden Regeln festgesetzten Stellung zu fin den , halbirt man den 
Neigungswinkel rp zwischen der Lichtquelle und dem zu beleuchtenden 
Flachenstiick und zieht von der Mitte der Lichtquelle zu der Halbirungs
ebene eine Parallelebene, wo diese Ebene die Normale N zur Mitte der zu 
beleuchtenden l!'lache schneidet, ist das Bild zu verlegen, man bekommt also 
dieses Bild fiir den Durchschnitt .A der Lichtquelle, indem man in der 
angegebenen Schnittstelle eine Senkrechte zu N errichtet, die zu beiden 
Seiten von N urn die Halfte von A hervorragt. Diese Construction ist in 
der Figur 10 mit angedeutet, der Grund fiir dieselbe ist aber leicht zu 
ersehen. Ais Neigungswinkel !p ist dabei der Winkel zwischen der (zu 
verwendenden) leuchtenden Seite der Lichtquelle und der zu beleuchtenden 
Seite des betreffenden Flachenstiicks anzusehen. Es ergiebt sich dann 
leicht, dass das Bild urn so weiter von B absteht, je grosser der so definirte 
Neigungswinkel ist; betragt dieser Winkel 180°, so riicken Bild und Spiegel 
in die' Unendlichkeit; geht [derselbe iiber 180 0 hinaus, so willden Bild 
und Spiegel das Licht nach der nicht zu beleuchtenden Seite von B hin
senden. Je geringer die Neigung zwischen der zu beleuchtenden Stelle und 
der Lichtquelle ist, urn so naher riickt das Bild an B heran, da nun die 
Beleuchtungsstarke dieses Bildes fUr B im quadratischen Verhaltnis zunimmt, 
wenn sein Abstand von B abnimmt, so wird es vorteilhaft sein, jene 
Neigung tunlichst gering zu machen, die Lichtquelle der zu beleuchtenden 
Stelle so weit es geht parallel zu stellen, es versteht sich aber von selbst, 
dass diese N eigung nicht beliebig klein gemacht werden kann. Die 
Grenze fiir diesen Neigungswinkel ist in jedem Fall dadurch bestimmt, dass 
der Spiegel noch vor del' zu beleuchtenden Stelle stehen muss. Die 
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Neigung kann also hOchstens so klein gemacht werden, dass das in obiger 
Weise bestimmte Bild von der zu beleuchtenden Stelle ebenso weit absteht 
wie diese Stelle von der Lichtquelle, und wenn die Neigung so klein 
gemacht ist, muss schon der Spiegel die zu beleuchtende Stelle schneiden. 
Gewohnlich kann man aber den Spiegel der zu beleuchtenden Stelle nur 
bis zu einem gewissen Grade nahern und dann ist der kleinstmogliche 
Neigungswinkel noch grosser, als er der Theone nach sein konnte. 

Bei Beleuchtung mittelst des diffusen Tageslichts kann man den Spiegel 
paraliel mit sich 18.ngs der Normale der zu beleuchtenden Stelle beliebig 
verschieben und hier hat man denselben gegen diese Normale um 45° zu 
neigen. 

Je weiter die Lichtquelle yom Object entfernt ist, desto glosser muss 
der Spiegel sein; da man aber bei gleicher Flache mit Concavspiegeln und 
Linsen grossere Teile der Lichtquelle bellutzbar mach en kann, als mit 
Planspiegeln unter denselben Umstanden, wahlt man, wenn die Lichtquelle der 
zu beleuchtenden Stelle nicht geniigend nahe gebracht zu werden vermag, statt 
des Planspiegels einen Concavspiegel oder eine Linse, oder combinirt mit 
dem Planspiegel eine Sammellinse. Man richtet sich dabei so ein, dass 
das von dem Concavspiegel oder der Sammellinse entworfene Bild der 
Lichtquelle kleiner als diese Lichtquelle wird und gerade auf die zu 
beleuchtende Stelle fant. Concavspiegel und Linse mussen so gross sein, 
wie es die zweite Regel vorschreibt, den Concavspiegel stellt man in den 
Weg der (eventuell durch einen Planspiegel erst auf ihn gelenkten) Licht~ 
strahlen und richtet ihn so, dass das von ihm entworfene Bild der Lich~ 
quelle so regelmassig als moglich aussieht. Sammellinsen setzt man 
entweder zwischen Lichtquelle und Spiegel, oder wenn noah schmere 
Beleuchtung gewiinscht ist, zwischen Spiegel und Object; im zweiten Fall 
ist der Spiegel nach der vorstehend gegebenen Anleitung zu stellen 
und die Linse parallel zum Object zu richten, und auch im ersten 
Fall gilt in Bezug auf den Spiegel wieder dieselbe Anleitung, wenn die 
Linse der Lichtquelle parallel steht, oft aber benutzt man die Linse 
zugleich dazu, urn die Strahleu der Lichtquelle der zu beleuchtenden 
Flache zuzuneigen, alsdann gilt fUr die Construction'der Lage des Spiegels 
als N eigungswinkel zwischen Lichtquelle und Object annaherntl der Winkel 
zwischen der Linse und dem Object. 

Es geschieht nicht selten, dass bei der Anwendung einer vorgesetzten 
Linse das Zuneigen der Lichtstrahlen sogar die Hauptabsicht ist, in diesem 
FaIle lii.sst man das von der Linse entworfene Bild wol auch auf den 
Spiegel fallen, oder achtet, wo die Beleuchtung so schon stark genug ist, 
auch garnicht auf die Lage des Bildes. 

Es empfiehlt sich oft, statt des Spiegels eine diffus reflectirende Flache 
zur Anwendung zu bringen. Da eine solche Flache in Bezug auf Weitergabe 
von Strahlen sich vollig so verhaIt, wie eine selbstleuchtende Flache, ist 
sie so zu stellen, dass ihre Mitte uber der Mitte der zu beleuchtenden Stelle 
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stebt, und hier hat man dieselbe vor allen Dingen selbst so gut als moglich 
zu beleuchten, wobei die im Vorstehenden gegebenen Anleitungen zu befolgen 
sind. Die Neigung der diffus reflectirenden Flache gegen die Normale der 
zu beleuchtenden ist aber so einzurichten, dass der Winkel dieser Normale 
mit den auf die diffuse Flache fallenden Strahlen annahernd so gross wird, 
wie der mit den von dieser Flache zur zu beleuchtenden Stelle abgehenden 
Strahlen. Wird die diffus reflectirende Flache durch diffuses Tageslicht be
leuchtet, so ist dieselbe gegen die beleuchtete Flache urn 45 0 zu neigen. 

Flachen und Korper, welche Licht durchlassen, wie zum Beispiel die 
Milchglasscalen von Thermometern, werden am besten von hinten beleuchtet, 
indem das Licht auf ihre Riickseite concentrirt wird. Fiir die Durchleuchtung 
solcher Korper behufs mikroskopischer Untersuchung derselben hat A b b e 
einen besondern Apparat construirt, der fUr das gan ze Object Lichtkegel 
mit grosser Oeffnung liefert, aber jeden Punkt des Objects dnrch sehr enge 
Lichtkegel zu beleuchten gestattet. Es wird dadnrch die Aehnlichkeit zwischen 
Object und Bild befordert, die spharische Aberration langs der Axe ein
geschrankt. Der Apparat kann ausserdem so gestellt und gedreht und durch 
Blenden in seiner Wirkung modificirt werden, dass man jede nnr wiinschens
werte Art von Beleuchtung hervorzubringen vermag.*) 

Eine Beleuchtung, die nach den vorstehend angegebenlln Regeln aus
gefiihrt ist, wollen wir eine centrale Beleuchtung nennen; Flachen, die central 
beleuchtet sind, leuchten selbst am starksten in Richtung ihrer Normale, 
werden sie in dieser Richtung mit dem Auge oder mit einem optischen 
Instrument betrachtet, so sind die im Auge beziehungsweise dem Instrument 
hauptsachlich wirksamen Strahlen Centralstrahlen, Strahlen, die sich in einem 
Punkt der Centralaxe (die hier mit der Normale der leuchtenden Flache 
zusammenfallen sonte) schneiden, und das ist ffir die richtige Abbildung 
der betreffenden Flache in dem Auge oder dem optischen Instrument von 
der grossten Bedeutung, wie noch spater klar gestellt werden wird. 

77. Absolute Helligkeit und Leuchtkraft optischer Hilder. Bei 
Messungen unter Zuhilfenahme dioptrischer Instrumente kommt nnn nicht 
allein die objective Beleuchtnngsstarke der betreffenden Fl1i.che in Frage, 
sondern die Helligkeit, in welcher uns das von dem benutzten optischen 
Instrument reell oder virtu ell entworfene Bild erscheint. Hier hat die 
Theorie zu einem Ergebnis gefUhrt, welches von Helmholtz erkannt und 
angewendet worden ist, und von A b be seine allgemeine Formulirung erhalten 
hat, **) und unter Benutzung der in Art. 35 a dargelegten Art der Strahlen
begrenzung dnrch Eintritts- und Austrittsoifnung in folgenden Satzen ans
gesprochen werden kann. 

1) Die Beleuchtung einer Stelle des Raumes durch das von einem 

*) Abbe; Max Schultzes Arcbiv fur mikroskopische Anatomie, Ed. IX, 
Dippel, Das Mikroskop, Seite 274 ff. 

**) Helmholtz, Theorie des Augenspiegels in dessen physiologischer Optik. 
Abbe in der Jenaischen Zeitschrift von 1869. 
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optischen System entworfene Bild des Objects wird dadurch erhalten, dass 
man von dieser Stelle eine Kegelflache durch den Rand der Austrittsoifnung 
legt, diese bis zu dem Bilde des Objects fortsetzt und das Stiick des Bildes, 
welches von dieser Kegelflache ausgeschnitten wird, (abel' nur dieses), als 
selbstleuchtend betrachtet. Dabei kommt einem Element dieses Stiickes als 
Leuchtkraft die Leuchtkraft desjenigen Punktes des Obj ects zu, auf den 
man gefiihrt wird, wenn man die Verbindungslinie dieses Elements mit der 
zu beleuchtenden Stelle des Raumes als Strahl ansieht und den Gang dieses 
Strahls durch aHe Linsen riickwarts verfolgt, noch multiplicirt mit dem 
Quadrat des Verhaltnisses des Brechungsexponenten des Mediums, in welch em 
das Bild entworfen wird, zu dem Brechungsexponenten des Mediums, in 
welchem das Object liegt. 

2) Die Beleuchtung einer Stelle des Bildes vom Object selbst, die Hellig
keit der betreifenden Bildstelle, wird erhalten, wenn man diese Stelle als 
durch die Austrittsoifnung beleuchtet ansieht, indern man dabei allen Punkten 
dieser Oeifnung die gleiche Leuchtkraft zuschreibt, und zwar die Leucht
kraft des Punktes des Objects, dessen Bild gerade die Stelle des Object
bildes ist, fUr welche man die Helligkeit kennen lernen will, multiplicirt 
mit dem Quadrat des Verhiiltnisses des Brechungsexponenten des Mediums, 
in welchem das Bild entworfen wird, zu dem Brechungsexponenten des Me
diums, in welchem das Object liegt. 

3) Die Lichtstarke eines optischen Systems wachst proportional dem 
Quadrate der numerischen Apertur, unter Apertur bei Mikroskopen das Ver
haltnis des Brechungsexponenten des ersten Mediums zu dem des letzten 
multiplicirt mit dem Sinus des halben Oeifnungswinkels (Art. 35 b), bei Fern
rohren den Durchmesser des Objectivs verstanden. 

Aus dem ersten Satz erhellt, dass die einzelnen Punkte des Raumes 
von dem Objectbild sehr verschieden stark beleuchtet werden; Punkte, die 
so gelegen sind, dass die von ihnen nach dem Rand del' Austrittsoifnung 
gezogene Kegelflache gehOrig nach vorwarts oder riickwarts fortgesetzt das 
ganze Objectbild umfasst, werden am starksten beleuchtet; Punkte, deren 
Lage es mit sich bringt, dass diese Kegelflache iiberall am Objectbilde 
vorbeigeht, erhalten gar kein Licht vom Objectbild, befinden sich an solchen 
Stell en reflectirende Korper, so bleiben dieselben trotzdem ganz dunkel. 
Die nachstehende, der A b b e'schen Abhandlung entnommene Figur stelIt 
die Verteilung der Beleuchtung durch das Objectbild be unter Vermittelung 
der Austrittsoffnung ~I dar, im engschraffirten Raume bleiben aIle Punkte 
dunkel, im halbschraffirten werden die Punkte durch Teile des Bildes be
leuchtet, z. B. 0' durch das Stiick st, 0 durch das re, 0" durch das uv. 1m 
nichtschraffirten erhalten die Punkte von dem ganzen Objectbild Licht, 
dort ist die Beleuchtung durch das Bild am starksten. 

Oifenbar steht dieser Satz mit den in Art. 75, 76 vorgetragenen Lehren 
in Verbindung, das optische System ist dort ein Plan- oder Concavspiegel 
oder eine Linse, das Hauptdiaphragma ist die Spiegel- oder Linsenflache 
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und demgemass fallt die Austrittsotfnung, wo nul' ein Spiegel oder eine 
Linse in Anwendung kommt, mit diesel' Flache selbst zusammen. 

Nach dem zweiten Satz musste man die Diaphragmen, urn eine tunlichst 
grosse Helligkeit des Bildes zu erreichen, tunlichst gross nehmen, es ist 
abel' schon bemerkt, dass das nicht geht, weil mit del' Grosse del' Diaphragmen 
die Menge del' durchgehenden Randstrahlen zunimmt, das Blld also infolge 
del' spbarischen Aberration an DeutlichkeiteinbUsst. 

Del' dritte Satz, del' nicht unabbangig dasteht, lehrt, wie aus spaterhin 
vorzutragenden Satzen deutlich werden soIl, dass dieselbe Grosse, die den 
Grad del' Aehnlichkeit zwischen Object uud Bild bestimmt, auch flir die 
Lichtstarke von Bedeutung ist, mit del' Apertur selbst wachst die Aehn
lichkeit zwischen Blld und Object, mit dem Quadrate del' Aperiur die 
Helligkeit des Bildes. Sind 13 und n' einander gleich, so wird die Apertur 
sinu, Trockensysteme konnen also unter keinen Umstanden Bilder geben, 
welche heller sind, als das Object unter gleichen Verbaltnissen. 

Fig. 11. 

78. Sichtbare Helligkeit optischer Bilder. Wir wenden diese Satze 
zunachst auf das Auge selbst an. 

Das Diaphragma des Auges ist die Pupille, das von del' Pupille durch 
die Hornhaut entworfene Bild (es liegt da, wo wir es an dem betreffenden 
Auge von aussen sehen) die Eintrittsotfnung, das von del' Linse bewerk
stelligte (es liegt, weil del' Pupillarrand fast del' ersten und zweiten Haupt 
ebene des Systems Linse, Glaskorper angehOrt, da, wo die wirkliche Pupille 
sich befindet und ist auch so gross wie diese), die Austrittsoffnung. 
Kommt nun von einem gleichmassig beleuchteten oder gleichmassig selbst
leuchtenden Flachenelement ein Strahlenkegel ins A.uge, des sen Basis am 
Auge grosser ist als die Pupille, so bildet diese Pupille selbst das 
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Hauptdiaphragma und die BeleuehtDng des auf der Retina entworfenen 
BiIdes wird so gross, wie wenn die Pupille mit der Leuehtkraft des Objects 
selbstleuehtend dieses Bild bestrahlte, sie ist, da man in unserm l!'all 
Emanations- und Incidenzwinkel beide als sehr klein ansehen darf, 

B,=(n,)2I.w •a 
n a2 ' 

wenn I die Leuehtkraft des Objeets, w die Flaehe des Liusenbildes der 
Pupille, (wie wir auch sagen konnen, der wirklichen Pupille), a den Flachen
inhalt des Objectbildes auf der Retina, a den Abstand dieses Bildes von 
dem Linsenbild der Pupille (wie wir aueh sagen konnen, von der wirklichen 
Pupille), n' den Brechungsexponenten des Glaskiirpers (humor vitreus), n den
jenigen des Mediums, in welehem das Object liegt, angiebt. Stellen wir 
jetzt zwischen Object und Auge ein Diaphragma, dessen Oeffnung so klein 
ist, dass der vom Object ausgehende und durch das Diaphragma dringende 
Strahlenkegel am Auge ankommend nieht mehr die ganze Pupille ausfiillt, 
sondern einen Teil derselben freilasst, so ist dieses Diap hragma die 
Eintrittsii:ffnung. Liegt dieses Diaphragma unmittelbar am Auge, so ist 
als sein vorderes Bild die Umgrenzung des Strahlenkegels an dem Hornhaut
bild der Pupille anzusehen (die Strahlen bis zu diesem Bilde geradliuig 
fortgesetzt gedaeht), das hintere Bild, die Austrittsoffnung, ist dann das 

Bild des vordern Bildes und kann, wie aus der Gleichung ~ = 1-7, 
weil hier, nach den Angaben in Art. 36 iiber die Lage der Hauptebenen 
des Auges, aJ = 0 gesetzt werden darf, dem vordern Bild des Diaphragma 
selbst an Grosse gleich angesehen werden. 1st also der Flacheninhalt 
des Durchschnitts zwischen Strahlenkegel und Hornhautbild der Pupille 
gleieh w', so haben wir jetzt fiir die BeleuchtDngsstarke des Bildes im Auge 

Daraus folgt 

B,=(n,)2 Iw'a . 
. n a2 

w' B'=B-, w 

fiir w'= w und fUr w'> wist B'= B, dagegen fiir w'< wist B'< B. 
Was hier von einem Diaphragma gesagt ist, gilt in gleieher Weise auch 

fiir den Fall, wo vor das Auge ein optisches Instrument gesetzt wird, fiiIlt 
der aus diesem Instrument in das Auge tretende Strahlenkegel das Horn
hantbild der Pupille nicht aus, so erseheint das Object durch das Instrument 
gesehen dunkler, als mit dem blossen Auge betraehtet, ist dieser Kegel so 
breit, dass die Pupille ganz in denselben hineintauehen kann, so sieht man 
das Bild so hell wie mit blossem Auge. Optisehe Instrnmente Mnnen deshalb 
aueh nie Flachenstiieke heller erscheinen lassen, als man dieselbeu mit 
blossem Auge sieht. Jedenfalls ist es, wo es auf Helligkeit ankommt, 
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vorteilhaft, wenn die Austrittso:!fnung des Instruments mindestens so gross 
ist, dass der durch dasselbe aus dem Instrument in das Auge dringende 
Strahlenkegel an der Pupille zum wenigsten so breit wird wie die Pupille selbst. 

Messinstrumente, deren Hauptdiaphragma durch die Objectivoffnung 
gegeben ist, entwickeln das hintere Bild desselben, die Austrittso:ffnung, die 
hier Ocularkreis genannt wird, meist unmittelbar iiber dem letzten Ocular
glas als reelles Bild, man stellt dann das Auge so, dass die' Pupille ungefahr 
in der Ebene des Ocularkreises zu liegen kommt und nennt darum auch, 
wie schon bemerkt, den Durchschnitt dieses Kreises mit der Axe des Systems 
den Augenpunkt, hier muss also, soIl grosste Helligkeit des Instruments 
erzielt werden, die Objectivoffnung so gross gewahlt werden, dass der Ocular
kreis die Breite der Pupille bekommt. 

79. Gesichtsfeld. Von geringerer Bedeutung fiir den messenden Physiker 
ist die Grosse des Gesichtsfeldes bei optischen Instrumenten. Da aIle 
Strahl en , welche aus dem Instrument dringen, durch die Eintrittso:ffnung 
gehen miissen, so bestimmt diese Oeffnung auch das Gesichtsfeld, man iiber
sieht mit dem Instrument den Teil des Objects, der von den Strahlen aus
geschnitten wird, die vom ersten (im Sinne der Lichtbewegung) Knoten
punkt des das vordere Bild des Hauptdiaphragma entwerfenden Linsen
systems nach dem Rand dieses vordern Bildes verlaufen, Strahlen, die also 
parallel sind den Strahlen, die vom zweiten Knotenpunkt desselben Linsen
systems nach dem Rand des Hauptdiaphragma gehen. 

Das Gesichtsfeld des Auges ist, wenn dasselbe keinen Punkt 
scharf fixirt, bestimmt durch den Kegel, der von den Visirlinien nach dem 
Rande des Hornhautbildes der Pupille geht, und weil dieser Kegel seine 
Spitze im Mittelpunkt dieses Pupillenbildes hat, begreift das Gesichtsfeld 
des Auges nahezu eine Halbkugel. 1st das Auge auf eine besondere Stelle 
scharf eingestellt, so ist das Gesichtsfeld auch nicht viel kleiner, denn der 
erste Knotenpunkt der Hornhaut liegt der Mitte der Pupille nahe genug. Die 
Benutzung von optischen Instrumenten reducirt das Gesichtsfeld ausser
ordentlich, und zwar im allgemeinen um so mehr, je starker die Vergrosserung 
derselben ist. 

b) Aberratz"onen in der Abbildung; die Abbildung nicht selbst
leuchtender Objecte. 

Der zweite Punkt, auf den es bei der Anwendung optischer Hilfsmittel 
ankommt, betri:fft die Abbildung der zu betrachtenden Objecte. 

Die in Art. 35 b fiir die durch optische Systeme entworfenen Bilder vor
gefiihrten Gesetze, haben nicht unbeschrankte Giltigkeit. Sie sind, selbst 
bei vollkommen centrirten System en , an die gleich im Eingang des be
zeichneten Artikels aufgefiihrten Annahmen gebunden und gelten auch dann 
ohne weiteres, nur wenn es sich urn selbstleuchtende Objecte handelt. Sind 
diese Annahmen nicht erfiillt, oder ist gar das optische System nicht centrirt, 
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so treten Complication en ein, die sich bei der praktischen Benutzung 
optischer Instrumente sehr fiihlbar machen, und deren Kenntnis die V or
aussetzung einer richtigen Anwendung dieser Instrumente bildet. 

80. Einfluss mangelhafter Centrirung. Fehler in den Bildern, die daraus 
resultiren, dass das optische System nicht centrirt ist, die Axen der einzelncn 
Linsen also nicht zusammenfallen, sind als eigentliche Fehler der betreft'enden 
Instrumente zu bezeichnen. Da die Linsen meist in ihren Fassungen fest
sitzen, liegt es nicht in der Macht des Beobachters, derartige Fehler zu 
corrigiren. Man kann sie aber leicht daran erkennen, dass bei feststehendem 
Instrument bei bester Einstellung auf das Object das Bild nicht in allen 
seinen TeHen gleich deutlich erscheint, und zwar so, dass die Undeutlichkeiten 
unsymmetrisch zur Axe verteilt sind. Dreht man ferner das Instrument urn 
seine Figuraxe, ohne den Abstand vom Object zu andern, so werden deutliche 
Stell en undeutlich, undeutliche deutlich, und es kann auch sein, dass dabei 
gewisse Punkte im Bilde sich mitzubcwegen schcinen. Es liefern solche 
nicht gehOrig centrirte Systeme ein verzerrtes Bild vom Object, und gerade 
deshalb konnen sie in die Messungen bedeutende Fehler einftihren. 

Nicht als eigentliche Fehler der Instrumente haben wir diejenigen Ab
weichungen von den einfachen Abbildungsgesetzen anzusehen, welche von 
der Nichterfiillung der fiir die GeHung dieser Gesetze notwendigen Be
dingungen resultiren. 

Wir wollen zunachst noch annehmen, dass es sich um die Abbildung 
eines selbstleuchtenden Objects handelt, aber, wie es in der Praxis meist ge
schieht, von den Bedingungen, dass die abbildenden Strahlen iiberall gegen 
die Centralaxe wenig geneigt und ausserdem ane gleichfarbig sind, absehen. 

Abweichungen von diesen Bedingungen bringen die allgemein als 
Aberration der Strahlen bezeichneten Erscheinungen hervor, und zwar Ab
weichungen von der Forderung hinsichtlich der N eigung der Strahlen, 
Aberrationen - sogenannte spharische Aberrationen - vermoge deren ver
erschiedene von ein em Punkt ausgehende Strahlen sich nach Durchsetzung 
des optischen Systems nicht mehr in einem Punkt wieder verellllgen, 
sondern in mehreren mehr oder weniger weit von einander entfernten, 
hinter und neben einander gelegenen Punkten kreuzen, und ein Object von 
verschiedenen Teilen des Systems an verschiedenen Stell en und von dem
selben Teil nicht in allen Stiicken in demselben Vergrosserungsverhaltnis 
abgebildet wird. A.bweichungen von der Forderung der Gleichfarbigkeit der 
Strahlen, Aberrationen - sogenannte chrornatische Aberrationen -, infolge 
deren jedes Bild und jede spharische Aberration sich so oft wiederholt, als 
Farben ill dem Strahlensystem vertreten sind. 

Es ist hier nicht der Ort, die ganze ungemein complicirte Theorie der 
Aberrationen zu behandeln, es seien nurdie Hauptmomente hervorge
hoben. 

81a. Die spharischen Aberrationen, aplanatische und orthoskopische 
Systeme. Sehen wir zunachst von der sphiirischen Aberration ab, so be-
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steht die Abbildung, wie friiher bemerkt, darin, dass jeder (aus Stiicken all er 
in Frage kommenden Medien zusammengesetzte) Teil des Systems fUr 
sich ein Bild yom Object entwirft, und dass aIle Bilder sich zu einem 
Gesammtbild zusammensetzen. Wir miissen daher zunachst verlangen, dass 
die einzelnen Bilder jedes Teils des Systems flir sich klar und unverzerrt 
ausfallen, und dann dass alle Bilder einander gleich werden und sich in 
allen Teilen vollstandig decken. 

1st nun die Winkelo:tfnung des von einem selbstleu~htenden Objectpunkt 
durch die Eintrittsofi'nung gehenden Strahlenkegels zu gross, so werden 
sich die Strahlen in mehreren (unendlich vielen) Punkten schneiden, und 
da wir keinen dieser Bildpunkte besonders betrachten konnen, erscheint 
statt eines scharlen Punktes als Bild des Punktes cine kleine helle Flache, 
ein Zerstreuungskreis. Das Gesammtbild des Objects ist also aus einzelnen 
Zerstreuungskreisen zusammengesetzt, und nur wenn diese hinlanglich 
klein sind - was eben geschieht, wenn der von jedem Pnnkt durch die 
Eintrittsofi'nung gehende Lichtkegel eng ist - kann das Bild deutlich 
hervortreten. Das "hinlanglich" hat aber die Bedeutnng, dass die Zer
streuungskreise im Bilde kleiner sein sollen als die kleinsten linearen 
Distanzen, die wir im Bilde noch sehen wollen. 

1st ferner das Object zu ausgedehnt im Verhaltnis zu seiner Entfernung 
von den ersten Linsen des Systems, so werden die aussersten Strahlen des 
Objects mit Bezug auf irgend einen Punkt der Eintrittsoffnung gegen ein
ander mehr oder weniger stark geneigt sein, infolge dessen ist die Ver
grosserung nicht einmal mehr in einem und demselben Parlialbilde iiberall 
von demselben Betrag und jedes der Partialbilder erscheint verzerrl. 

Optische Systeme, in welchen alle Partialbilder eben sind und in den 
entsprechenden Punkten alle zusammenfallen, nennt man apZanatische 
Sgsteme. Die Bedingung des Zusammenfallens entsprechender Punkte 
verlangt offenbar, dass selbst, wenn die Bilder verzerrt sind, die Verzerrung 
alle Bilder in gleichem Maasse trifft. Aplanatische Systeme liefern also 
scharfe Bilder, die aber nicht unverzerrl zn sein brauchen. 

Optische Systeme, welche alIe Partialbilder unverzerrl darstellen, also 
in jedem Bilde iiberall das namliche Vergrosserungsverhaltnis aufweisen 
(welches aber von Bild zu Bild variiren kann), heissen orthoskopische 8ysteme. 
Ein optisches System ist in Bezug auf spharische Aberration vollkommen, 
wenn es aplanatisch und orthoskopisch ist. 

Man ist nicht im Stande, die optischen Instrumente fUr aile Lagen des 
Objects weder aplanatisch noch orlhoskopisch herzustellen, man begniigt 
sich daher, Aplanatismus oder Orthoskopicitat wenigstens fiir eine Lage zu 
bewirken, fUr diejenige natiirlich, welche bei der Benutzung ganz besonders 
in Frage kommt. Spricht man daher von aplanatischen oder orlhoskopischen 
Stellen eines Instruments, so meint man damit solche Stellen der Axe, von 
welchen aus ein Object aplanatisch oder orthoskopisch abgebildet wird. 
Die Stelle, die das Object einnimmt, und die ihr conjugirle im Bilde sind 



206 Aberrationen in der Abbildung. [8la. 

dann die zu einander aplanatisch bezw. orthoskopisch conjugirten 
Punkte des optischen Instruments. Die Bedingung des Aplanatismus 
kniipt sich an die Hauptstrahlen der Eintritts- und Austrittso:ffnung, die 
der Orthoskopicitil.t an die Hauptstrahlen von Object und Bild. 

Zwei Punkte der Axe eines optischen Instruments sind zu einander 
aplanatisck crmdugirt, wenn fUr ein leuchtendes Object, das in einem 
derselben die Centralaxe des Systems schneidet, erstens jedem Punkt nur 
ein Bildpunkt entspricht, und zweitens das Verh1i.ltnis des Sinus des halben 
Oeffnungswinkels des von einem Punkt des Objects durch einen Teil der 
Eintrittso:ffnung gehenden Strahlenkegels zu dem Sinus des halben Oe:ffnnngs
winkels des von dem conjugirten Punkt des Bildes durch den conjugirten 
Teil der Austrittso:ffnung gehenden Strahlenkegels fUr aIle Punkte des Objects 
und fiir aIle Teile der Eintrittsoffnung eineu und denselben Wert aufweist. 

Zwei Punkte der Axe eines optischen Systems sind zu einander ortko
skopisck conjugirt, wenn fUr ein leucbtendes Object, das in einem derselben 
die Centralaxe des Systems scbneidet, das Verh1i.ltnis der Tangente des halben 
Oeffnungswinkels eines von einem Punkt der Eintrittsoffnung ausgebenden 
und durch das Object begrenzten Strahlenkegels zu der Tangente des halben 
Oeffnungswinkels eines von dem conjugirten Punkt der Austrittso:ffnnng aus
gehenden und dnrch das Bild des Objects begrenzten Strahlenkegels flir aIle 
Punkte der bezuglichen Oeffnung einen und denselben Wert hat. 

Dieser Wert ist in beiden Fallen gleich dem Verh1i.ltnis des Brechungs
exponenten im letzten Medium zu dem im ersten, multiplicirt mit der Ver
grosserung fur die betreffende Lage des Objects. 

Bezeichnen wir die halbe Oe:ffnung von Lichtkegeln, die ihre Spitze im 
Object bezw. Bild, ibre Basis in der Eintritts- bezw. Austrittsoffnung haben, 
mit u, u'; die von Lichtkegeln, welcbe ibre Spitze in der Eintritts- bezw. Aus
trittsoffnung, ibre Basis im Object bezw. Bilde baben, mit v, v', und nennen 
M die Vergrosserung, n, n' die Brechungsexponenten des ersten und letzten 
Mediums, so ist also ., 

fUr aplanatische Pnnkte: s:n ~ = ~ M, 
smu n 
tgv n' 

fUr orthoskopische Pnnkte: -t ' =-M. gv n 
Die Axen der betreffenden Kegel sind die Hanptstrahlen derselben mit 

Bezug auf die Eintritts- und Anstrittso:ffnnng bezw. auf Object und Bild, 
die u, u' und v, v' kOnnen also auch als die Neigungswinkel der anssersten 
Strahlen der betreffenden Kegel gegen die zngehOrigen Ranptstrablen 
angesehen werden. 

Die Kegel branchen natiirlich nicht Kreiskegel zu sein, die Oeffnungs
winkel derselbell konnen also von Meridian zn Meridian variiren, die obigen 
Satze bleiben aber besteben; nnter den halben Oeffnnngswinkein sind dann 
die Neignngen der aussersten Strahlell gegen den HauptstrabI in den ein
zeIn en Meridianen zu versteben. 
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n sin u ist die numerische Apertur des von einem Objectpunkt ein
tretenden, n' sin u' die des von dem zugehOrigen Bildpunkt austretenden 
Strahlenkegels, wie wir sagen konnen die conjugirte Apertnr. Bei apIa
natischeu Punkten stehen also diese Apertnren zu einander durch die ganze 
Ausdehnung des Objects und Biides in demselben VerhiiJtnis. Oder: das 
VergrosserungsverhiiJtnis der Apertur ist gleich dem Reciproken des linearen 
Vergrosserungsverhiiltuisses und demgemiiss fUr aIle von den einzelnen 
Objectpunkten dnrch die einzelnen Teile der Eintrittso:ll'nung eintretenden 
Strahlenkegel gleich gross. 

Mangelhafte Orthoskopicitat erkennt man leicht, wenn man durch 
das betre:ll'ende Instrument eine regelmiissige bekannte Zeichuung betrachtet. 
Sieht man z. B. auf ein System sich rechtwinklig durchkreuzender Linien, 
die ein Netz von Quadraten bilden, so erscheinen die Linien am Rande 
gekriimmt und die Quadrate gehen von der Mitte zum Rande nach allen 
Seiten mehr und mehr in sphiirische Vierecke iiber. 

Mangelhafter Aplanatismus giebt sich in einer gewissen WOlbung des 
Bildes zu erkennen, die sich so weit steigern kann, dass das Bild wie ein auf
oder absteigender spitzer Kegel erscheint. Fiihrt man ferner vor dem Objectiv 
eines nicht aplanatischeu Instruments mit einer engen Blende hin und her, so 
sieht man dnrch das Gesichtsfeld eine Reihe von Bildern huschen, die weder in 
ihrer Lage, noch in ihrer Grosse iibereinstimmen. Es sind das die Bilder, 
die von den einzelnen Teilen des Objectivs entworfen werden, und die 
eigentlich alle denselben Ort einnehmen und gleich gross sein soUten. 
Dass die Bilder auch ungleich hell erscheinen, hat mit dem Mangel an 
Aplanatismus nichts zu tnn.*) 

81 b. Chromatische Aberrationen. Die Aberrationen wagen der Ver
schiedenfarbigkeit der vom Object ausgesendeten Strahlen unterscheiden 
sich von den sphiirischen Aberrationen vor aHem dadnrch, dass sie auch bei 
Abbildung sehr kleiner Objecte durch nur sehr enge Strahleukegel auftreten 
konnen. Vermoge derselben entstehen von jedem Objest so viele Bilder, 
als Farben im Strahlenkegel vorhanden sind, und da diese Bilder nicht 
bIos an verschiedenen Stellen liegen, sondern auch verschiedene Grosse 
haben, kommt kein deutlicher Gesammteindruck zu Stande und es treten 
an den Rii.udern des Objects und einzelner Teile desselben Farbensiiume 
auf, die auf die Messungen nicht ohne Einfluss sind. Alle chromatischen 
Aberrationen lassen sich so wenig wie die sparischen Aberrationen, mit 
denen sie**) eng verbunden sind, dnrch Einrichtung des optischen Systems 

*) A b be, dem auch die Aufstellung der genauen Bedingungen fiir A pIanatismus 
und Orthoskopicit5.t zu verdanken ist, hat diese Untersuchung von optiscben Systemen 
mit HiIfe von engen Blenden eingefiibrt und zu hober Vollendung gebracbt. 
Wegen der geeigneten Apparate sei auf dessen Arbeiten ver",iesen. 

**) Abbe im neunten Band vom ScbuItze'scben Archlv fiir mikroskopische 
Anatomie. 
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aufheben; denjenigen Teilderselben, der auch unabhangig von der spharischen 
Aberration auf tritt, hat man wenigstens flir die Hauptfarben durch die be
kannten achromatischen Combinationen von Linsen aus verscbiedenem Glase 
und durch besondere Zusammenstellungen von Linsen gleichen Glases un
schadlich zu machen gesucht. 

Achromatische Systeme werden aus zwei Linsen von verschiedenen Glas
sorten (einer Sammellinse aus Kronglas und einer Zerstreuungslinse aus Flint
glas) so gebildet, dass die beiden Hauptbrennpunkte, die in jeder Linse fur 
sich von Farbe zn Farbe variiren, in der Combination fUr die Hauptfarben 
zusammenfallen. Treten in eine solche acbromatische Combination Strablen 
von einem hinliinglich fern en Object ein, so dass sie sich nahezu in der 
zweiten Brennebene vereinigen, so fallen also die Bilder fUr die Hanptfarben 
nahezu zusammen, nicht minder fallen die Bilder znsammen, wenn die 
Strahlen von einem Object kommen, das in der Nabe des ersten Brenn
punkts liegt, demnach das System nahezu parallel verlassen. Die Grossen 
der Bilder in den verscbiedenen Farben Mnnen dann freilich von einander 
verschieden sein und so wird das Gesammtbild im Innern farblos, am Rande 
aber von einem mehr oder weniger breiten und inteusiven Farbensaum um
geben sein konnen. Solche Combinationen finden als Objective bei Fern
rohren und Mikroskopen Anwendung. 

Wenn man durch Zusammenstellung von gleichartigen Linsen der 
chromatischen Aberration steuern will, machtman die beiden Hauptbrenn
wei ten fiir die Hauptfarben gleich; Strahlen, welche aus grosser Ferne 
kommen, geben ebenso wie Strahlen, welche aus der Nahe des ersten Haupt
brennpunktes ausgehen, in verschiedenenEbenen gelegene Bilder, aber die Bilder 

, ~' 
sind, wie die Gleichung ~ = l' lehrt, im Verhaltnis des ~' vergrossert, 

erscheinen also hier einem Auge, das sich in der Nahe der zweiten Hauptebene 
des Systems befindet, unter gleichem Gesichtswinkel, so dass sie einander 
deck en, Farbensaume kommen also hier nicht zum V orschein, aber die 
Zerstreunngskreise sind in den verschiedenfarbigen Bildern verschiedengross, 
und das Gesammtbild kann unklar werden. In dieser Weise corrigirt man 
den fraglichen Teil der chromatischen Aberration in den am meisten ange
wendeten Ocularen unserer Instrumente, woselbst die ungleiche Grosse der 
Zerstreuungskreise nicht so sehr in Frage kommt. *) 

Den Teil der chromatischen Aberration, der an die spharische Aberration 
gebunden ist, corrigiren die Mechaniker teilweise und nach verschiedenen 
Principien, er tritt selbst bei System en, die fur gerade durcbgehendes Licht 
farblose Bilder geben, sofort auf, sobald man Abbildungen vermittelst schief 
einfallenden Lichts anwendet. 

81c. Einfiuss der Aberrationen auf die Messungen. Fragen wir jetzt 
nach der Bedeutung dieser einzelnen Aberrationen fUr physikalische MeS
sungen, so wird zunachst der Unden tlichkeit der Bilder der relativ geringste 

*) Dip pel, Das Mikroskop Seite 43 If. 
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Einfluss zuzuscbreiben sein. Man wird an Stelle von Pnnkten Zerstreuungs
kreise sehen. So lange keine andern Aberrationen sich geltend macben, 
wird aber in jedem Zerstreuungskreis alles symmetrisch zur Mitte sein, und 
diese Mitten der Zerstreuungskreise vertreten vollig die scharf en Bilder der 
einzeluen Punkte. Es kommt also nur darauf an, diese Mitten selbst zu 
erkenneu, und es miissen schon sebr schlechte Instrumente sein, bei denen 
man bei sonst guter Einrichtung und Einstellung dieselben nicht soIl an
geben Mnnen. Nur darin Munen Instmmente mit undeutlichen Bildern 
Hi.stig sein, dass sie die Parallaxe nicbt ganz vermeiden lassen und, weil 
man keinen rechten Anbalt hat, ob man jedesmal in derselben Einstellung 
beobacbtet, zwingen den Scbraubenwert ibrer Mikrometer in jed er Einstellung 
zu bestimmen. 

Von grosserer Bedeutung ist eine etwaige Verzerrung der BHder, 
sei es, dass dieselbe durch ungeniigende Centrirung der Linsen, sei es, 
dass sie durch den in Folge der spharischen Aberration eintretenden Mangel 
an Orthoskopicitat bervorgebracht wird. Wenn eine grade Linie im Object 
als krumme Linie im Bild erscheint, wird man bei der Pointirung auf ver
schiedene Stellen derselben verschiedene Ablesungen am Mikrometer erhalten, 
und da ferner aquidistanten Punktepaaren im Object auch nicht aquidistante 
Punktpaare im Bilde zu entsprechen braucben, wird man aus der Messung 
der Distanz zweier Punkte im Bilde keinen Schluss auf ihren wirklichen 
Abstand im Object ziehen konnen, selbst wenn man das Vergrosserungs 
verhaltnis fiir ein anderes Punktpaar kennt. Es folgt hieraus, dass man be 
Instrumenten, welche nicht geniigend orthoskopisch sind, nicht mehr allgemein 
von einem Schranbenwert red en kann; der Schraubenwert hat bei der nam 
lichen Einstellung in den verschiedenen Teilen des Gesichtsfeldes andere 
und andere Werte, und man muss ihn demgemass, indem man das betreffende 
Intervall oder auch das Instrument verschiebt, fiir die einzelnen Stellen des 
Gesichtsfeldes bestimmen. Wenn man dann bei dem Uebergang von der 
Pointirung auf ein Object zu der auf ein anderes die Faden durch einen 
grossern Teil des Gesichtsfeldes hat flihren miissen, darf man als Schrauben
wert weder den bei der ersten Pointirung noch den bei der zweiten 
wahlen, sondern muss wenigstens das Mittel aus beiden Schraubenwerten 
benutzen. 

Da man von optischen der Messung dienendenInstrumenten nurselten grosse 
Oeffnung und grosses Gesichtsfeld verlangt, hilft man sich gegen den Mangel 
an Deutlichkeit und Orthoskopicitat, indem man die Eintrittsoffnung moglichst 
klein macht, das Hauptdiaphragma eng wahlt und es so stellt, dass nur 
Strahlenkegel mit geringen Oeffnungswinkeln eintreten konnen, und indem 
man durch Ocularblenden die Randteile des Objectivbildes ausschliesst. 
Man kann dann nur ein kleines Stiick des Objects iibersehen, aber dieses 
wird durch den besten Teil des Objectivs abgebildet und kann durch 
principiell richtig ausgefiihrte Beleuchtung auch geniigend hell gemacht 
werden. Kleine Unbequemlichkeiten, die durch die Kleinheit des Gesichts-

Weinstein, Lehrbnch II. 14 
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feldes verursacht werden, wie etwa, dass man uber die Lage (die Nummer) 
des pointirten Strichs auf dem Maassstab sich dmch besonuere Versuche 
Klarheit verschaffen muss, failen nicht in's Gewicht. 

Einen andern Einflus$ als die sphli.rischen A.bweichungen haben die 
chromatischen, insofern sie die Lage der zu pointirenden Stellen im Bilde, 
die von Strichen oder Punkten, scheinbar verschieben. Es treten namlich 
an diesen Stellen, weim die chromatische Aberration nicht vermieden ist, 
Farbensaume auf, und zwar so, dass die verschiedenen Seiten verschieden 
gefarbt sind. 1st nun zum Beispiel bei eiuem auf seine Mitte zu pointirllnden 
dunkeln Strich im Bilde die linke Seite blau, die recMe gelblich gefarbt, so 
scheint uns in Folge des Farbencontrastes der Strich mehr links zu liegen 
als es tatsachlich der Fall ist, und das, was uns als Mitte erscheint, liegt tat
sachlich links von der Mitte. Poiutiren wir dadurch, dass wir zwei Parallel
faden so einstellen, dass bei Abwesenheit ailer Farben der linke Faden voh 
der link en Grenzlinie des Strichs ebenso weit absteht, wie der rechte von der 
rechten Grenzlinie - wie man sagt durch Bisection - so beurteilen wir 
die Gleichheit der bezeichneten Zwischenraume namentlich aus der gleichen 
Helligkeit derselben. Hat aber der Strich zu seinen beiden -Seiten Farben
saume, so sind wir nicht mehr im Stande, die Helligkeiten der beiden 
Zwischenraume zwischen den Faden und den Strichgrenzen gegen einander 
geuau abzuwagen und werden im allgemeinen geneigt. sein, den heller 
gefarbten Zwischenraum kleiner zu wahlen als den dunkler gefarbten; wir 
schieben dann das Fadenpaar nach der Seite, die den dunklern J!'arbeusaum 
hat, heraus. Sollen wir endlich auf das Bild eines wirklichen Endes eines 
Gegenstandes pointiren, etwa auf das Bild der Kuppe einer Quecksilbersaule, 
so hindert uns ein vorhandener Farbensanm dieses Ende deutlich zu 
erkennen, wir kiinnen je nach den Umstanden zu hoch oder zu nieddg 
pointiren. 

Wie man die chromatische Aberration bei der Construction des 
Instruments zum Teil vermeidet, ist schon gesagt, da dieselbe aber auch 
bei sogenannten achromatischen Instrumenten, wenn schiefes Licht eindringt, 
auftreten kann, hat man, wo die Objecte selbst spiegeln, die Beleuchtung 
central zu wahlen, also Linsen und Beleuchtungsspiegel so zu stellen, dass 
das Bild der Lichtquelle in dem reflectirenden Object in Richtung der Ver
langerllng der optischen Axe und diese senkrecht schneidend erscheint. In 
der Tat sieht man, wenn bei centraler Beleuchtung ailes im Bilde farblos 
ersch&int, sofort Farbensaume hervortreten, sobald man z. B. den Belellchtungs
spiegel dreht und in eine SteHung bringt, wo er das Bild der LichtqueHe 
schief gegen das Object und schief in das Instrument wirft. 

82. Abbildung von nicht selbst leuchtenden Objecten durch durch
gehendes oder re:fl.ectirtes Licht. Wir kommen jetzt zu den Modificationell 
der Bilder, die dadurch entstehen kiinnen, dass die Objecte nicht selbst 
leuchten, sondern erst mit dmchfallendem oder reflectirtem Licht einer 
LichtqueUe beleuchtet werden. Solche Objecte gelangen der gewiihnlichen 
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Ansicht nach dadurch zur Wahrnehmung, dass die verschiedenen Teile 
ihrer Substanz das Licht verschieden durchlassen oder reflectiren, undurch
lassige und nicht reflectirende Stellen erscheinen schwarz auf hell em, 
stark durchliissige und stirk reflectirende hell auf dunklem Grunde. Eine 
Abbildung solcher Objecte besteht also eigentlich in einer Abbildung alIer 
StraWen der Lichtquelle mit den Modificationen, die sie beirn Durchgang 
durch das Object oder beim Riickprall von demselhen erlitten haben, wie 
wir sagen konnen, mit den durch die Objectstructur hervorgebrachten 
Schatten und Lichtlinien und dem dem Object eigenen l!'arbungsvermogen. 

Aber es kommt hier noch ein Besonderes hinzu, was in der Natur des 
Lichts als Wellenbewegung begriindet ist. So oft ein Lichtkegel einen 
seinen Fortgang an einzelnen Stellen ganz oder zum Teil hind emden 
Korper passirt, sei es, dass er dies en durchzieht oder von demselben reflectirt 
wird, erleidet er eine Zersplitterung in einzelne Lichtkegel, deren weitere 
Wirkung nach dem Huyghens'schen Princip vor sich geht und welche 
die als Diffraction oder Beugung bekannten Erscheinungen hervorrufen. 
Objecte, an welch en eine Structur studirt werden soIl, verursachen vermoge 
dieser Structur selbst Diffraction des beleuchtenden Lichtes. Bringt man 
das Auge in die Ebene des Objects, l'!0 sicht man die Lichtquelle oder, 
falls das Object spiegelt, wie die Teilungsflache eines Maassstabes oder 
Gitters, das virtuelle Bild derselben von den unter dem Namen Frauenhofers 
bekannten Di:ffractionserscheinungen umgeben, die virtuelle Beugungsfigur 
der Liehtquelle. Und wenn das Object mit einem optischen System ab
gebildet werden solI, kommen nicht mebr die Strahlen der Lichtquelle 
mit den gewohnlichen znerst genannten Modificationen derselben in Frage, 
sondarn es ist hier der durch die Beugung am Object zerstreute mit 
Maximis und Minimis der Lichtstarke und Farbung versehene Lichtbiischel 
massgebend. 

Die Beugungsfigur der Lichtquelle, also die Natur des Lichtbiischels, 
der vom Object weiter geht, hiingt von der Structur des Objects ab, jeder 
besondern Structur gehOrt eine besondere Beugungsfigur an. Umgekehrt 
ist durch die Beugungsfigllr auch die Structur, die dasselbe hervorbringen 
kann, bestimmt, jeder Beugungsfigur ist eine ganz bestirnmte Structnr des 
beugenden Objects zugeordnet. Man kann von der Beugungsfigur kein 
Stiick abschneiden, ohne sofort die Structur, die den Rest hervorzubringen 
vermag, zu andem. Jeder Teil der Di:ffractionsfigur wird also durch eine 
be son de r e Structur hervorgebracht, die Structur ist nur bestimmt, wenn 
die ganze Beugungsfigur angeschaut wird. Es verlieren aber Teile der 
Dili'ractionsfigur um so mehr in ihrer Bedeutung rur die Bestimmung der 
Structur, je lichtschwacher sie sind, und es kann sein, dass man schon 
cine der Structur sehr ahnliche Structur bekommt, wenn man bei der 
Berechnung derselben aus der Beugungsfigur der Lichtquelle die licht
schwachern Randteile dieser Beugungsfigur vemachlassigt oder sich ab
geblendet denkt. 

14'" 
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Was von der virtuellen Beugungsfigur der Lichtquelle und seinem Ver
haltnis zu der Structur gesagt ist, gilt in ganz gleicher Weise von dem 
Beugungsbiischel, da. ja dessen Strahl en in ihrem Durchschnitt nach rUck
warts die virtuelle Beugungsfigur hervorbringen. Fiihrt man dieses Buschel 
durch ein optisches System, so wird dieses zunachst ein Bild der virtuellen 
Beugungsfigur der Lichtquelle hervorbringen und zwar an dem dieser 
Lichtq uelle conjugirten Orte und in der Ausdehnung, in welcher die Apertur 
des Systems es zulasst. Man sieht dieses Bild, wie es zum Beispiel von 
dem Objectivsystem eines Mikroskops entworfen wird, wenn man das Ocular 
herauszieht und in das Rohr auf das Objectiv hinabschaut; ist die Licht
quelle hinIanglich weit entfernt, so erscheint dasselbe natiirlich in der 
zweiten Hauptbrennebene des Objectivs. Auch das yom ganzen Mikroskop 
entworfene Bild kann sichtbar gemacht werden. Von dies em Bild der 
virtuellen Beugungsfigur kann man daher auf die Structur, welche die 
Lichtzerstreuung veranlasst hat, nur schliessen, wenn aIle abgebeugten 
Strahl en in das optische System eingetreten sind: und wenn die namlichen 
Strahlen, welche dieses Bild hervorgebracht haben, in ihrem Weitergang 
durch das optische System ein neues Bild an der dem 0 bj ect conjugirten 
Stelle hervorbringen, kann dieses neue Bild dem Object in seiner Structur 
nur dann ahnlich sein, wenn das ganze Beugungsbiischel an seiner Formirung 
beteiligt ist. 

Allgemein ist das an der dem Object conjugirten Stelle eines optischen 
Systems entstehende Bild einem Object ahnlich, welches eine Diffractions
erscheinung hervorbringen wiirde, wie sie das optische System von del' 
virtuellen Beugungsfignr der Flamme vermoge der ihm eigenen Oeffnung 
wirklich hervorbringt. FehIen in dies em Bilde Teile dervirtnellen Diffractions
figur, so wird das dem Object conjugirte Bild kein Bild dieses Objects 
selbst, und es ist dem Object um so unahnlicher, je mehr der lichtstarken 
Teile der virtuellen Diffractionsfignr vom System nicht mit abgebildet werden. 

Denken wir uns an der Stelle des Systems, an welcher das Bild der 
virtuellen Diffractionsfigur erscheint, ein Diaphragma befestigt und zwar 
von solcher Oeffnung, dass sein Rand mit dem Rand des bezeichneten Bildes 
zusammenfallt, so andert sich nichts in den Abbildungen. Das vordere Bild 
dieses Diaphragma ist die Eintrittso:ffuung und liegt natiirlich in der Ebene 
der Lichtquelle, also in der der virtu ellen Diffractionserscheinung; es schneidet 
aber von dieser virtuellen Diffractionserscheinung soviel heraus, als im optischen 
System abgebildet wird. Stellen wir uns daher vor, dass die Strahlen
begrenzung unter allen Umstanden durch ein solches Diaphragma bewerk
stelligt wird, so konnen wir sagen: 

Damit das an der dem Object conjugirten Stelle auftretende Bild dem 
Object gleiche, ist notwendig, dass die Eintrittsoffnung des optischen Systems 
so gross ist, dass die ganze virtuelle Diffractionsfigur der IJichtquelle im 
System abgebildet werden kann oder wenigstens nur ganz lichtschwache 
Teile in Fortfall kommen konnen. 
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Dass aber in einem aplanatischen optischen System durch das Zusammen
wirken der in dem Bilde von der virtuellen Beugungsfigur der Lichtqu'elle 
sich kreuzenden Strahlen an der dem Object conjugirten Stelle ein Blld 
entsteht, und zwar ein solches, welches jedesmal dem Bilde der virtuellen 
Beugungsfigur genau entspricht und deII\ ObJect gleicht, wenn in dem 
Bilde dieser virtuellen Beugungsfigur kein Licht von irgend nennenswerter 
Intensitat aussendender Teil der Figur selbst fehIt, hat A b be, der um 
die Theorie der optischen Instrumente so hochverdiente Forscher, dem wir 
auch die genaue Untersuchung dieser Verhaltnisse verdanken, nachgewiesen. 
Massgebend fiir die Aehnlichkeit zwischen Object und Bild ist hier die 
numerische Apertur des Systems; die Aehnlichkeit wachst mit der Apertur, sie 
wird zur Gleichheit, sowie die Apertur so gross geworden ist, dass aIle Strahlen 
des ganzen difi'rangirten Lichtbiischels durch die Eintrittso:ifnung konnen. 

Da diese Apertur, wenn, wie das immer der Fall ist, das letzte Medium 
des optischen Systems Luft, also n' = 1 ist, aus dem Product zweier Grossen 
besteht, des Brechungsvermogens des Mediums, in welchem das Object liegt, und 
des Sinus des halben Oe:lfnungswinkels, kann dieser Oe:ifnungswinkel fiir ein 
gegebenes Object um so kleiner sein, je grosser das Brechungsvermogen 
des ersten Mediums ist. Mit dem Oe:lfnungswinkel wachsen nun im a11-
gemeinen die Aberrationen; es wird also vorteilhafter sein, kleinere Oe:ifnungs
wiukel und grossere brechende Kraft des das Object einhiillenden Mediums 
zu wahlen. 

Die Zerstreuung des Lichtbiischels nimmt zu, sowie die Entfernung 
zwischen den einzelnen Structurelementen des beugenden Objects abnimmt; 
zur Betrachtung von beleuchteten Objecten muss man also Instrumente mit 
um so grosserer Apertur haben, je enger die Structurelemente aneinander
liegen, und da der Oeffnungswinkel u Mchstens 90 0 erreichen kann, sucht 
man die Apertnr dadurch zu vergrossern, dass man das Object in ein stark 
brechendes Medium einbettet. Gewohnlich kommt dabei eine Fliissigkeit 
zur Anwendung (Wasser, Glycerin u. a.), die als erstes Medium das Object 
umgiebt und sich bis zur ersten Linse des betre:lfenden Systems erstreckt, 
und man nennt Instrumente, die mit solchen Fliissigkeiten als erstes Medium 
benutzt werden, Instrumente mit Immersion. 1m Gegensatz dazu nennt 
man Systeme mit Luft oder irgend einem andern Gas als erstem Medium 
Trockensysteme. Die Immersion ist /wmogen, wenn die Immersionsfliissig
keit ein eben so grosses oder nahezu eben so grosses Brechungsver
mogen hat, wie die erste Linse des Instruments. Besteht die erste 
(vorderste) Linse, wie das meist der Fall ist, aus Kronglas, so sind von 
A b beals sehr geeignete Immersionsfliissigkeiten erkannt worden: *) das 
fliichtige Oel aus dem Holze des virginischen Wachholders, eine Mischung 
von Fenchelol und Ricinusol, Copaivabalsam u. s. f., vor allen das gewohn
Hcbe Cedernholzol. 

*) Dippel, Das Mikroskop, S. 244ff. 
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Immersionssyteme haben fiir richtige und klare Abbildung ausserordent
Hche Vorziige vor den Trockensystemen, der messende Physiker wird aber 
nur selten von ihnen Gebrauch machen. 

Die Aehnlichkeit zwischen Object und Bild wird auch gefordert, wenn 
man das Licht vom Object aus !lchief in das Instrument einfallen lasst; die 
bei schiefer Incidenz bestimmende Apertur ist fiir die wichtigsten ~'alle 

gleich der normalen Apertur n sin u fiir gerade einfallende Kegel vermehrt 
um die Grosse n sini, woselbst i den Winkel angiebt, den die Axe des 
betreffenden Kegels mit der Centralaxe einschliesst. Bei schwierigen Objecten 
wird man daher Beleuchtung mit schief einfallendem Licht zu wahlen haben, 
wie man sie durch excentrische Stellnng des Beleuchtungsapparats, durch 
besondei:e eingeschaltete Prlsmen u. s. f. zu erreichen vermag. 

83. Notwendige Oeffnung der optischen Instrumente bei Gitter
messungen. Wenden wir nun diese Lehre von der Abbildung nicht selbst 
leuchtender Objecte auf Maassbestimmungen an, so ergiebt sich VOl allen 
Dingen, dass man bei Messungen sehr kleiuer Objecte, das heisst von 
Objecten, deren Ausdehnung nicht ein betrachtliches Vielfache der Welleu
Hi.nge von Licht mittlerer Breehbarkeit ist und bei Pointirungen auf Striche 
oder Punkte, die einer Reihe dicht und regelmassig an einander gelagerter 
Striche und Punkte angehOren, ganz besonders auf bedeutende Apertllr des 
Instruments zu sehen hat. Der Physiker kommt in eine solche Lage nament
lieh dann, wenn er Beugungsgitter auszumessen hat. Hier kann er, wie A b b e, 
theoretisch wie experimentell gezeigt, zu den Gittern selbst ganz unahnIichen 
Bildern gelangen, wenn er dieselben mit Instrumenten von zu geringer 
Apertur betrachtet. 1st zum Beispiel die Apertur nur so gross, dass von 
dem - hier aus abwechselnden Maximis und Minimis bestehenden, im weisllen 
Licht zu Spectren allsgezogenen virtuellen Beugungsbild der Lichtquelle -
nur das erste Maximum~ das Hauptmaximum im Instrument wirksam wird, 
so sieht man lediglich das Gesichtsfeld gleichmassig erleuchtet; kommen 
zu diesem Hauptmaximum beiderseits noch je ein zweites Maximum, so 
zeigt sich ein vollstandiges Bild der Gitterlinien, welche sich von dem 
durch das verwaschene Bild der Lichtquelle erhellten Hintergruud abheben, 
aber mit liberall gleichen Abstallden der Linien, wenn diese Abstaude im 
Gitter selbst auch nicht gleieh sein solIten. Verdoppelt, verdreifacht, .•. 
erscheinen die Linien, wenn nach dem Hauptmaximum nicht die nachsten, 
sondern erst die zweiten, dritten, ." Maxima zugelassen werden u. s. f. 

Aus denselben Griinden erscheint eine vereinzelte Linie oder ein ver
einzelter Punkt im Bilde grosser, als es nach der Vergrosserung des 
Instruments sein soUte. 

Um dem Leser fiir die Wahl des Instruments einen Anhalt zu geben, 
sei hier eine Tafel reproducirt, die Dippel nach Abbe's Angaben zusammen
gesteUt hat. Es giebt dieselbe in den ersten angenommene Aperturen 
(n sin u), in der zweiten, dritten und vierten die entsprechenden Winkel
offnungen (2u) des Instruments fiir Trockensysteme, Systeme mit Wasser-
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immersion und Systeme mit homogener Immersion bei centraler Beleuchtung, 
in del' fiinften die Streifendistanz, die die Gitter bei gerader, in del' sechsteil 
die, welche sie bei moglichst schiefer Incidenz haben diirfen, wenn sie 
von Instrumenten mit den entsprechenden Aperturen noch sollen voll
kommen ahnlich abgebildet werden konnen. 

Oeffnungswinkel Streifen- Streifen-
Apertur abstand aLstand 

Trocken- I Wasser- IHomogene in bei schiefer 
system immersion Immersion 0,001 mm Beleuehtung 

0,15 17° - - 1,70 -
0,20 23° - - 1,40 -
0,25 29° - - 1,00 -
0,30 35° - - 0,90 -
0,35 41° - - 0,80 -
0,40 47° - - 0,74 0,68 
0,45 53° - - 0,70 0,60 
0,50 60° - - 0,65 0,55 
0,55 66° - - 0,60 0,50 
0,60 74° - - 0,58 0,45 
0,65 82° - - 0,55 0,42 
0,70 90° - - 0,53 0,39 
0,75 97° - - 0,50 0,36 
0,80 106° - - 0,48 0,34 
0,85 116° - - 0,46 0,32 
0,90 128° 85° - 0,44 0,30 
0,95 144° 91° - 0,42 0,29 
1,00 180° 97° 82° 0,41 0,27 
1,05 - 104° 86 0,39 0,26 
1,10 - 112° 92 0,38 0,25 
1,15 - 119° 98 0,36 0,24 
1,20 - 128° 104 0,35 0,23 
1,25 - 140° 113 0,34 0,22 
1,35 - 156° 120 0,335 0,21 
1,40 - - 128 0,32 0,20 
1,45 - - 138 0,315 0,195 
1,50 - - 145 0,30 0,19 

Die Zahlen der fiinften und sechsten Columne sind nach den aus del' 
Theorie der Fraunhoferschen Beugungs-Erscheinung folgenden Formeln: 

fiir gerad e, 

A 
e=

a 

fiir moglichst schiefe Incidellz gerechllet, woselbst a die Apertur en sin u), A 
die Wellenlange des beleuchtenden Lichts, als welche hier die mittlere 
Wellenlange 0,00055 angenommen ist, und e die mit del' betreffenden 
Apertur noch abbildbare Streifendistauz giebt. 
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Die engsten Gitter, die jetzt zu Wellenlangenmessungen benutzt werden, 
haben einen mittleren Streifenabstand von etwas mehr als 0,001 mm. Die 
obige Tafel giebt also bei weitem mehr, als man in der Physik in langer 
Zeit wird brauchen kOnnen.1 sie kann aber auch bei manchen andern 
Untersuchungen Anwendung finden und ist ausserdem sehr lehrreich in 
Bezug auf das Verhiiltniss der Trockensysteme zu den Immersionssystemen 
und der geraden Beleuchtung zur schiefen. A b b e hat anch experimentelle 
Mittel, die numerische Apertnr eines optischen Systems zu messen, angegeben, 
wir werden sie spater in dem optische Maassbestimmungen behandelnden Teil 
kennen lernen; fUr Langenmessungen geniigt einstweilen das Gesagte. 

84. Ein1lnss von Schatten und Reflexen. Je mehr die Strnctur
elemente eines beugenden Objects anseinanderriicken, desto mehr zieht sich 
die virtnelle Beugungsfigur der Lichtquelle zusammen, um so geringer darf 
daher die Apertnr sein, und schliesslich, wol schon wenn der betreffende Ab
stand 0,1 mm betragt, braucht man sich iiberhaupt nicht um die Apertur 
zu kiimmern, da aIle Instrumente die notige Apertur aufweisen. Theoretisclt 
bleibt das Verhaltnis zwischen dem Bild der Lichtquelle und dem des 
Objects immer bestehen; an der der Lichtquelle conjugirten Stelle ent
steht ein Bild der Lichtquelle, welches diese so abbildet, wie sie dem 
Auge erscheint, wenn dasselbe sich in der Strnctur -befindet und durch 
diese die Lichtquelle ansljJht, an der dem Object conjugirten Stelle 
tritt das Bild des Objects auf, welches das verwaschene Bild der Lichtquelle 
zum Hintergrund hat und es kommen so etwaige dunkle Stell en dadurch 
zum Vorschein, dass sie sich von dies em selben Hintergrunde abheben. 
Aber je mehr die Beugungserscheinungen zuriicktreten, desto wichtiger 
werden die Erscheinungen, welche sich durch etwaige ungleiche Helligkeit des 
Bildes in seinen einzelnen Teilen nnd namelltlich durclt, durch etwaige Rauhig
keiten hervorgebrachte Schatten und Reflexe bemerkbar machen. Starke 
Reflexe an der zu pointirenden Stelle und starke Schatten beeinflussen die Be
urteilung der Lage derselben und konnen bewirken, dass auf eine andere Stelle 
pointirt wird, als man wonte. Solche Reflexe und Schatten entstehen an Hervor
ragungen und Vertiefungen sowie an Structurunregelmassiglieiten im Object. 
Betrachten wir aber die bei Langenmessungen hauptsachlich in Frage 
kommenden Objecte, so bestehell dieselben aus Metall- oder Glastlachen, in 
welche Striche, die Teilungsmarken, eingeritzt sind, die Striche bilden also 
Graben mit zwei Wanden. Fallt nun das Licht nicht genau central auf einen 
Strich, sondern schrag zu demselben, so wirft die eine Wand in den Grund des 
Strichs einen Schatten, die andere wird an ihren obern Teilen ganz besonders 
erJeuchtet, und so scheint der Strich nach der Seite hin verriickt, von welcher 
das Licht herkommt, und wenn wir pointiren, tun wir das nicht anf das wirk
liche Bild des Strichs, sondern auf ein Bild, welches wir mehr oder weniger 
nach der Richtnng verschoben sehen, wo der Schatten sich markirt. Aehnlich 
sind die Verhil.ltnisse bei Einstellnngen auf gewisse Pnnkte von Flachen, 
wofiir wir spaterhin ein Beispiel bei Barometerablesnngen discutiren werden. 
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Indem aber gezeigt ist, zu welch falschen Beurteiluugen man bei Beob
achtung von Gegenst.a.nden, die erst erleuchtet werden miissen, gelangen kann, 
ist auch schon angegeben, wie man sie wenigstens teilweise. zu vermeiden 
vermag. Man muss vor allen Dingen die Beleuchtnng central machen; 
wie gegen Farbensaume, so schiitzt die centrale Belenchtnng anch gegen 
verderbliche Schatten und Reflexe. Grosser Schutz wird noch gewahrt, wenn 
die Objectflii.che nicht regular reflectirt oder bricht, sondern difihs, und 
Maassstiibe erhalten deshalb, wenn sie auch nicht gerade immer matt 
polirt werden, wenigstens keine G I an zpolitnr. 

Was von der Abbildung des Objects durch das Objectivsystem gesagt 
ist, gilt in gleicher Weise von der des Fadennetzes durch das Ocular. 

Bei den bei Liingenmessungen benutzten Instrumenten dient zur Sichtbar
machung dieses Netzes dasselbe Licht, welches das Object abbildet, es wird 
also das Objectivbild des Objects zusammen mit dem Fadennetz abgebildet 
und zwar beide von genau denselben Strahlen so, als ob das Fadennetz dem 
Objectivbild des Objects selbst angehiirte. Wenn das Fadennetz fur sich 
noch eine besondere Beleuchtnng hat, wie sie bei Betrachtung schwach 
leuchtender oder punktf6rmiger Objecte benutzt werden muss, treten gewisse 
Complicationen ein *), die wir aber nicht hier, sondern an anderer Stelle 
zu betrachten haben. 

85. Entstellnngsfehler. Endlich haben wir noch die Fehler zu be
sprechen, welche von mangelhafter Einstellung des betreffenden optischen 
Instruments hervorgebracht werden kannen. 

Das Instrument ist richtig eingestellt, wenn die der Objectebene in Bezug 
auf das Objectivsystem conjugirte Ebene, die Bildebene dieses Systems, genau 
mit der Mikrometerebene zusammenfallt; alsdann sieht man, wenigstens unter 
den uns hier allein beschii.ftigenden Verhaltnissen durch das Ocularsystem 
Bild und Faden so, als ob sie beide einem und demselben Object angeharten, 
und auch wenn das Ocular selbst nicht genau eingestellt sein sollte, 
erscheinen die Zerstreuungskreise des Fadennetzes unter genau denselben 
Verbiiltnissen wie die des Bildes, und Bild und Fadennetz scheinen mit 
einander unverriickbar fest verbunden zu sein. 

Wie mau also auch das Ocular einstellt, so sind die Messungen nur 
mit den Fehlern behaftet, die aus etwaiger Undeutlichkeit der Bilder, welche 
ein richtiges Pointiren erschwert, resultiren. 

Anders verhalt es sich, sobald die Objectivbildebene nicht in die 
Mikrometerebene falIt. 1st die Mikrometerebene senkrecht zur optischen 
Axe und diese Axe senkrecht zur Objectebene, so wird das Objectivbild 
iiber oder unter aer Mikrometerebene zu liegen kommen, aber dieser Ebene 
parallel lamen; ist die Mikrometerebene nicM senkrecht zur optischen Axe 
oder steht letztere nicht senkrecht zur Objectebene, so wird das Obje.ctbild, 

*) Forster: Beleuchtung von Mikrometereinrichtungen. Zeitschr. fur Instru. 
mentenkunde 1881, Seite 7 if., 119 if, 
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wovon man sich leicht unter Beihilfe der in Art. 35c. gegebenen Formeln 
uberzeugt, zwar immer noch eben sein, aber es wird die optische Axe schief 
schneiden und auch wol gegen die Mikl'ometerebene geneigt sein. Im erstern 
FaIle kann man das Ocnlar, wenn man will, immer so einstellen, das,s man 
das ganze Bild des Objects scharf sieht, im letztern wird man im allgemeinen 
nur einen geringen Teil des Objectbildes (und einen um so geringern, je 
sHirker die Vergrosserung des optischen Systems ist) iiberschauen. 

Die Fehler, zu denen die Nichtcoincidenz zwischen Bildebene und 
Mikrometerebene Veranlassung geben kann, lassen sich in solche der Paral
laxe und solche dcr Vergrosserung sondern, die wir getrennt von einander 
betrachten konnen. 

85a. Parallaxe. Wir sprechen von einer vorhandenen Parallaxe, wenn 
zwei Richtungen, die mit einander zusammenfallen solIten, gegen einander 
geneigt erscheinen. Parallaxe kann aber beim Sehen mittelst optischer In
strumente aus zwei Grunden entstehen. Indem die Objectivbildebene nicht 
mit der Mikrometerebene coincidirt, entwirft das Ocular von dem Fadennetz 
und dem Object nicht zUl'ammenfallende virtuelle Bilder, sondern hinter 
einander liegende getrennte, eines von dem Fadennetz, eines von dem Object
bild; wie bei gewohnlichen Objecten wird also die Stellung del' beiden Bilder 
zu einander ganz von der Stellvng, die das Auge einnimmt, abhiingen; sieht 
man in Richtung der optischen Axe hindurch, so decken sich beide Bilder 
gerade, bewegt man das Auge nach rechts oder links von del' Axe, so schiebt 
sicll das Objectbild gegen das Fadenbild scheinbar nach links odeI' rechts. 
Aber durch diese geometrischen Verhaltnisse allein ist die Parallaxe noch 
nicht vollstandig bedingt, es kommt noch ein Umstand hinzu, del' oft sogar 
vorzugsweise zur Entstehung von Parallaxe Veranlassung giebt. 

Wenn namlich das virtuelle Ocularbild des Objectbildes in anderer Ent
fernung vom Auge sieh befindet als dasjenige yom Fadennetz, kann das Auge 
nicht auf beide Bilder zugleich accommodiren und in Folge des sen werden die 
Punkte eines von beiden odeI' auch beider sich auf der N etzhaut in Zer
streuungskreise auflosen. Ein solcher Zerstreuungskreis ist nicht in allen 
seinen Stellen gleich hell, wir beurteilen daher die Lage des zugehOrigen 
Punkts und damit auch die Richtungen der nach demselben hinfiihrenden 
Linien nach del' hellsten Stelle des Zerstreuungskreises, wie man sagt, nach 
dem Lichtschwerpunkt desselben. Die Lage dieses Li~htschwerpunktes hangt 
aber ganz von den Strahlen ab, die in das Auge gelangen, scheiden wir 
von dem Kegel der von einem Punkte des virtuellen Ocularbildes von Object 
oder Fadennetz ausgehenden Strahlen einen Teil ab, so andert sich die 
Lichtverteilung im Zerstreuungskreis und del' Schwerpunkt desselben erleidet 
eine Verschiebung. AIle Strahlen, welche vom Ocularbild des Objects oder 
des Fadennetzes uberhaupt in das Auge dringen konnen, gehen nun durch die 
Austrittsoffnung des Instruments und die Eintrittsoffnung des Auges (die 
Pupille). Bewegen wir das Auge seitwarts, so werden sich also diese beiden 
Oeffnungen seitlich gegen einander verschiebell, es kann also in der Tat ein 
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Abschneiden von Strahl en eintreten, und zwar geschieht ein solches, sobald 
der aus dem Instrument durch die Austrittsoffnung gehende Strahlenkegel den 
Rand der Pupille beriihrt, sob aId die Austrittsoffnung der Strahlen, genommen in 
der Ebeneder Pupille an den Rand dieser gelangt und in weiterer Bewegullg von 
dies em Rand geschnitten wird. Man sieht hieraus, dass man das Auge um 
so mehr zur Seite wird bewegen mussen, um Strahlen abzuschneiden, je 
kleiner die Austrittsoffnung der Strahlen in der Pupillenebene ist. Ehe ein 
solches Abschneiden von Strahlen eintritt, verandern sich aber die Zer
streuungskreise nicht merklich; bei Seitwartsbewegung des Auges werden 
also die Zerstreuungskreise um so eher ihre Liehtschwerpunkte versehieben, 
je grosser die Austritts- und damit die Eintrittsoffnung ist und um so spater, 
je kleiner dieselbe ist, oder, wie wir aueh sagen konnen (Art. 35b), je mehr 
bezw. je weniger Strahlen von einem Objectpunkt in das Instrument hinein
kommen und durch dasselbe hindurchtreten. 1st im ideellen Fall die Oeffnung 
des Instruments so eng, dass von jedem Punkt des Objects nur ein Strahl 
. hineingelangt, so wiirden die Zerstreuungskreise auf der Retina sich zu 
Punkten zusammenziehen und dann kann keine Bewegung des Auges die
selben irgendwie in ihrer innern Beschaffenheit verandern. 

Wenn nun die virtuellen Bilder von Object und Fadennetz zusammen
fallen, so heisst das, dass jeder Punkt der Mikrometerebene durch genau 
dieselben Strahlen beleuchtet ist, genau dieselben Strahlen aussendet, wie 
der mit ihm zusammenfallende Punkt des Objectivbildes. Schneiden wir 
also von dem yom letztern ausgehenden Strahlenkegel etwas ab, so nehmen 
wir ein gleiches Stuck gleicher Strahlen auch dem von dem entsprechenden 
Mikrometerpnnkt ausgesandten Kegel, und darnach andern sich die Zer
streuungskreise beider Punkte in genau gleicher Weise; wie wir dann anch 
das Auge bewegen mogen, wir andern zwar die Zerstreuungskreise des Bild
punkts und des Mikrometerpunkts jeden fUr sich, nicht aber ihr Verhalten 
z u ei nan d e r, der Mikrometerpunkt scheint in steter Coincidenz mit dem 
Bildpunkt zu bleiben. Sowie aber Bildebene und Mikrometerebene nicht 
zusammenfallen, sind die von den correspondirenden Punkten derselben aus
gehenden Strahlenl{egel nicht mehr identisch. In der Tat, von einem Bild
punkt kommen aIle Strahlen zur Wirkung, die vom conjugirten Objectpullkt 
dnrch die Eintrittsoffnnng des ganzen Instruments haben hindurchgehell 
Mnnen, ein Mikrometerpunkt wird aber beleuchtet durch (Art. 35b) aIle 
Strahlen, die von denjenigen Punkten des Objectbildes ausgehen, welche 
von einem nach vorwarts oder riickwarts verlangerten Kegel, dessen Spitze 
in diesem Mikrometerpunkt liegt und dessen Mantel durch die Austritts
offnung des Objectivsystems hindurchgeht, aus dem Objectbild des Objectiv
systems ausgeschnitten werden. Von diesen Strahlen sind im Ocularbild 
der Mikrometerebene nur diejenigen wirksam, welche durch die Eintritts
offnung des Oculars hindurch konnen, aber wenn auch, wie das meist der 
Fall sein durfte, aIle diese Strahl en durch die Ocularoffnung Durchgang 
finden, so sind doch, wie aus dem obigen erhellt, die die Mikrometerpunkte 
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sichtbar machenden Strahlenkegel ganz anders geartet, als die von den 
entsprechenden Punkten des Objectivbildes ausgehenden. 

Trotzdem also in dem Fall, mit dem wir es hier allein zu tun haben -
dass namlich die Mikrometerebene durch das Objectivbild des Objeots selbst 
erleuohtet wird -, von den Punkten der Mikrometerebene keine Strahlen 
ausgehen, die nicht auoh Punkten des Objectivbildes des Objeots angehi:iren, 
also im Ooularbild der Mikrometerebene keine andern Strahlen als im Ooularbild 
des ganzen Instruments zur Vereinigung kommen, sind dooh die in ihren 
Spitzen die Bilder der Mikrometerpunkte darstellenden Strahlenkegel von 
andel'll Strahlen zusammengesetzt und anders geformt als die die Bilder der 
Objectpunkte constituirenden, es werden also auoh die Zerstreuungskreise 
auf der Retina von den Mikroineterpunkten different sein von denen der 
Objectpunkte. Wenn man jetzt durch Seitwartsbewegung des Auges einen 
Teil der Austrittsiiffnung ans der Pupille herausbringt, wird man von den 
Strahlenkegeln der Mikrometerpunkte andere Strahlen abschneiden, als von 
denen der Objeotpunkte, es andert sich dann die Lichtverteilung in den 
Zerstreuungskreisen der Mikrometerpunkte in anderer Weise, als in denen 
der Objectpunkte, die Schwerpunkte verschieben sioh nicht mehr bei beiden 
Arten von Zerstreuungskreisen in gleicher Weise und um gleiohe Strecken, 
und deshalb scheinen sioh die Punkte del' Mikrometerebene gegen die Punkte 
des Objeetbildes mit der Seitwartsbewegung des Auges gleichfalls zu ver
schieben. Diese besondere Art von Parallaxe vereinigt sich mit der fruher 
erwahntell und beide zusammen machen die ganze Parallaxe aus. Ihr 
Charakteristikum ist, dass sie mit abnehmender Oeffnung ~es Instruments 
abnehmen muss, denn sowie die Oeffnung abnimmt, nehmen die von den 
einzelnen Punkten des Objectbildes und, wie man aus den vorstehenden 
Eriirterungen sieht, auch die von den einzeillen Punkten der Mikrometerebene 
ausgehenden Kegel an Strahlenmenge ab, zuletzt wenn von jedem Object
punkt nur ein Strahl hindurch kann, wird auoh nooh jeder Mikrometerpunkt 
nur von einem Strahl erleuohtet, er empfangt diesen Strahl von demjenigen 
Punkt des Objectivbildes des Objeots, der mit ihm und der Austrittsoffnung 
in gerader Linie liegt, und von keinem andern, und soheint sioh mit diesem, 
wie man auoh das Auge bewegen mag, stets zu deoken. 

Darum ist es auch gut, jedem Bildpunkt als Mikrometerpunkt sioh den
jenigen Punkt der Mikrometerebene zugeordnet zu denken, welcher mit ihm 
und der Mitte der Austrittsiiffnung des Objeotivs in gerader Linie liegt. 

Wir werden auch desshalb den Punkt, in welchem eine Linie von der Mitte 
der Austrittsiiffnung nach einem Bildpunkt eine besondere- Ebene sohneidet, den 
dies em Bildpunkt in der betreffenden Ebene oorrespondirenden Punkt nennen. 

Da man bei vorhandener Parallaxe lediglich duroh Bewegung des Auges 
die versohiedensten Punkte von Objeotbild und Mikrometerebene zur Deckung 
bringen kann, wird die Pointirnng auf einen Punkt des Objeotbildes durch 
jede Bewegung des Auges des Beobaohters beein:tlusst und um so mehr 
beeinflusst, je starker die Parallaxe ist. Es kommt also darauf an, entweder 
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mit dem Auge immer nach derselben Richtung hinzusehen oder die ParalJaxe 
zu vermeiden. 

Nach derselben Richtung immer hinzusehen gelingt mit einiger Leichtig
keit nur wenn die Pointirungen immer an derselben Stelle der Mikrometer
ebene ausgefiihrt werden, also nur bei besonderer Einrichtung des mikro
metrischen Apparates, und zwar bei detjenigen Einrichtung, bei welcher die 
Mikrometerebene nur zur Aufnahme eines festen Index, ein festes Fadenpaar 
oder Fadenkreuz, dient, die Pointirung also dadurch geschieht, dass man 
mit einer ausserhalb des Instruments angebrachten Schraube das ganze 
Instrument verschiebt (Art. 30). 

Wenn die Messungen in der l'vIikrometerebene selbst ausgefiihrt werden, 
liegen die zu pointirenden Stellen nicht immer in der Mitte des Gesichts
feIdes und auch llicht immer an derselben Stelle, -hier wird man das Auge 
unwillkiirlich von der schon pointirten nach der zu pointirenden Stelle 
hinwenden, und da man iiberhaupt nicht leicht den Kopf immer in derselben 
Stellung behalten bnn, ist es sicher besser, unter allen Umstanden die 
Parallaxe zu vermeiden. 

Die Parallaxe verschwindet, wenn die Bild- mit der Mikrometerebene genau 
zum Zusammenfallen gebracht wird. Man steUt daher erst die Ocularlinsen so 
ein, dass die Faden in der Mikrometerebene scharf gesehen werden und 
verschiebt dann das ganze Instrument oder nur einen Teil desselben, bis 
das zu pointirende Object deutlich und klar gesehen wird. Bewegt man 
den Kopf vor dem Ocular hin und her, so darf das Objectbild keinerlei 
Verschiebung gegen das Fadenbild zeigen, man muss Fadenbild und 
Objectbild wie in einer Ebene liegelld sehen. 

Um die Probe auf Parallaxe mit einiger Genauigkeit ausfiihren zu 
kOnnen, blendet man einen Teil des Objectivs durch Vorhalten eines 
Schirmes oder besser einer Blende mit enger Oeffnung, die man noch hin 
und her schieben kann, abo Wie wir namlich gesehen haben, entwirft 
jeder Teil des Objectivs ein Bild vom Object und der Gesammteindruck 
kommt dadurch zu Stande, dass aUe Bilder an der dem Object conjugirten 
Stelle zusammenfallen. Sie fallen aber natiirlich nur an dieser Stelle zu
sammen, vor und hinter derselben gehen die sie constituirenden Strahlen
kegel getrennt. Wenn also das Auge auf die Mikrometerebene accommodirt 
ist und diese nicht mit der Bildebene coincidirt, sieht es in dieser Ebene 
nicht e i n Bild von dem Object, sondern unzahlig viele Bilder. Die Bilder konnen 
bei Benutzung der ganzen Objectivoffnung nicht von einander getrennt 
werden, sie machen nm, dass das Gesammtbild unscharf und unregelmassig 
erscheint. Lasst man aber, indem man vor dem Objectiv einen Schirm oder 
eine Blende mit enger Oeffnung hin und her schiebt, nach und nach ver
schiedene Teile des Objectivs wirksam werden, so sieht man auch deutlich, 
wie sich das Bild des Objects im Gesichtsfeld hin und her schiebt. Es ist 
nun sofort klar, wie man diese Ersclleinung zur scharfen Einstellung auf 
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das Object anwenden kann. So lange die Bildebene aus der Mikrometerebene 
11erausflHlt, wird das Objectbild bei dem Hin- und Herschieben des Schirms 
oder der Blende im Gesichtsfeld fortwahrend seinen Platz weehseln; so wie 
die Einstellung so weit gediehen ist, dass die Bildebene mit der Mikrometer
ebene coincidirt, bleibt das Objeetbild, wenigstens wenn das optische System 
hinlanglich aplanatisch ist, wie man auch den Schirm oder die Blende vor 
dem Objectiv schieben und bewegen mag, unverriickt an derselben Stelle. 
Man stellt also so lange ein, bis vollige Unbeweglichkeit eingetreten ist. 

Bei dieser ansgezeichneten Methode zur Vermeidung der Parallaxe hat 
man jedoch darauf zu achten, dass man stets auf die Faden accommodirt, 
man hat also vor allen Dingen diese so genau als moglich, und zwar fUr 
die miiheloseste Lage und Accommodation des Auges, das ist fUr den Fern
punkt desselben einzustellen, und tut dann gut, immer nur die Faden genau 
anzusehen, bei dem Objectbild aber nur die etwaigen Bewegungen zu ver
folgen und ja nicht Details in demselben unterscheiden zu wollen. 

Fiir die EinsteIIung des Oculars auf die Faden sind besondere Methoden 
und Hilfsmittel nicht von Noten, man hat nur fUr eine gute Beleuchtung des 
Gesichtsfeldes durch diffuse Strahlen zu sorgen, damit das Fadennetz sich 
gehOrig abhebt und unter ahnlichen Umstanden abgebildet wird, wie nachher 
durch die Objectstrahlen. Deshalb legt man bei der Einstellung des Oculars 
vor das Objectiv mit Yorteil ein weisses Blatt Papier hin, welches seinerseits 
durch das Tageslicht oder mit Hilfe einer kiinstlichen Beleuchtung belichtet 
wird. Das Schwierigste ist, mit dem Auge so in das Instrument hineinzu
sehen, dass dasselbe sich unter dem geringsten Zwange befindet, auf den 
Fernpunkt accommodirt ist, denn da man das Bild des Padennetzes zu sehen 
bestrebt ist, sucht man unwillkiirlieh auf dasselbe zu aecommodiren, ehe es 
noeh in die fiir das Sehen bequemste Entfernung gelangt ist. Daher kommt 
es, worauf schon in Art. 36 hingewiesen ist, dass im Laufe einer Messungs
reihe Undeutlichkeit der Bilder auftreten kann, die sich im Beginn der
selben durehaus nicht gezeigt hat; das Auge hat bei der Einstellung des 
Fadennetzes nicht auf die bequemste Entfernung aecommodirt, ist im Laufe 
der Messungen ermiidet und aecommodirt nun nicht mehr auf die Mikrometer
ebene; Parallaxe braucht mit der Undeutlichkeit nieht verbunden zu sein, 
diese kommt nur zur Erscheinung, wenn bei der Einstellung die Bildebene 
nicht genau in die Mikrometerebene gebracht ist. 

Inzwisehen ist nicht ausser Acht zu lassen, dass mit dem scheinbaren 
V ersch winden del' Parallaxe noch nicht genaue Coiucidenz del' Mikrometer
ebene mit del' Bildebene erreicht zu sein braucht, da immer noch kleine 
Bewegungen zwischen Bild und Mikrometer existiren konnen, die man nicht 
mehr zu constatiren vermag, zumal man selbst den Kopf in fortwahrender 
Bewegung zu erhalten hat. 

85b. Vergrossernngsverandernngen. Uebel' den Einfluss variabeler 
Vergrosserung auf die Mcssungen ist schon bei einer friihern Gelegenheit 
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(Art. 44) mmges gesagt worden. Die Art, wie diesel' Einfluss sich geltend 
macht, hangt aber von der Art, wie wir beobachten, abo Wenn namlich 
Bildebene und Mikrometerebene~, also auch die Ocularbilder dieser Ebenen, 
nicht zusammenfalIen, konnen wir entweder auf die Bildebene accommodiren 
oder auf die Mikrometerebene oder auf irgend eine andere zwischen ihnen 
befindliche Ebene. 

Accommodiren wir auf die Bildebene, so messen wir in dieser Bildebene 
und jedes Intervall im Bilde wird uns so vergrossert erscheinen, wie es die 
Lage dieser Bildebene zur zweiten Hauptebene des Objectivsystems verlangt. 
Stellen wir das Objectivsystem gegen das Object anders und anders ein, 
so wird die Vergrosserung variiren, und zwar umgekehrt proportional dem 
Abstande des Objects von der ersten Hauptebelle des Objectivsystems. Nur 
wenn das Objectivsystem ein teleskopisches ist, bleibt (Art. 35d) in der 
Bildebene die Vergrosserung, wie auch die Einstellnng ausfallen moge, 
gleich gross, misst man in der Bildebene, so ware ein teleskopisches 
System als Objectiv das beste Mittel, sich von der Abhangigkeit der Ver
grosserung von der Eillstellung frei zu machen, man brauchte (abgesehen 
von thermischen Einfliissen) den Schraubenwert nur einmal zu bestimmen 
und konnte den einmal gefundenen Wert stets zur Anwendung bringen. 

Gewohnlich accommodirt man nicht auf das Objectbild, sondera auf die 
Mikrometerebene, diese erscheint dann scharf, jenes projicirt sich auf die 
Retina in Zerstreuungskreisen, und indem man die Messungen in der 
Mikrometerebene ausfiihrt, pointirt man nicht auf die Punkte des Object
bildes selbst, sondern auf die Lichtschwerpunkte der Zerstreuungskreise, 
so als ob das Retinabild des Objects herkame von einem Object in der 
Mikrometerebene, welches genau so aus Zerstreuungskreisen zusammengesetzt 
ware wie das Retinabild. 1st die Eintrittsotfnung des Objectivsystems relativ 
gering, so dass von jedem Objectpunltt nur ein einziger Strahlenkegel ein
tritt, dann darf man die Lichtschwerpunkte del' Zerstreuungskreise in der 
Mikrometerebene als an den Stell en liegend ansehen, in welchen die Bild
punkte wirklich zu Hegen scheinen. Es sind das die Stell en, in den en diese 
Ebene von den Hauptstrahlen (denjenigen Strahlen, welche durch den 
Mittelpunkt der Austrittsoffnung des Objectivsystems hindurchgehen) der 
einzelnen Punkte des Objectivbildes des Objects geschnitten wird, also nach 
un serer friihern Nomenklatur die correspondirenden Punkte des Object
bildes, welche, wie wir sagen konnen, ein dem Objectbild in der 
Mikrometerebene correspondirendes Bild zusammensetzen. Die Verbindungs
linie eines Mikrometerpunktes, des ihm correspondirenden Bildpunktes und 
des Mittelpunktes der Austritts5ffnung des Objectivsystems wird nun im 
allgemeinen schief gegen die optische Axe geneigt sein, daher ist die 
Vergrosserung' des dem Objectbilde in der Mikrometerebene correspondirenden 
Bildes nicht gleich del' des 'Objectbildes selbst. Del' Schraubenwert bei del' 
Messung in der Mikrometerebene steUt sich darnach auch verschieden von 
dem bei der Messung in der Bildebene, und selbst wenn die wirkliche 
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Vergrosserung in der Bildebene von der Einstellung unabhangig sein 
solite, kann der Schraubenwert in der Mikrometerebene immer noch mit 
der Einstellung auf das Object variiren. 

Hat man auch nicht auf die Mikrometerebene accommodirt, sondern auf 
irgend eine andere Ebene, so geschehen die Messungen in dieser Ebene 
an dem in dieser Ebene correspondirenden Bilde und die Vergrosserung ist 
eine von der in der Mikrometerebene sowohl als von der in der Bildebene 
verschiedene. 

Man sieht, wie mannigfaltig die Vergrosserungen variiren konnen, die bei 
den Messungen in Frage kommen, und da man erstens nie sicher ist, die 
Einstellung des Oculars und des Objectivs so getroffen zu haben, dass das 
Objectbild mit dem Fadenbild genau zusammenfallt und beide scharf er
scheinen, und zweitens die Accommodation des Auges sich im Laufe einer 
Messung, wenn diese etwas zu ausgedehnt ist und die Einstellung nicht 
gleich von vornherein so geschehen ist, dass die virtuellen Bilder in die 
fur das betreffende Auge bequemste Entfernung zu liegen kommen, andert, 
wird die maassgebende Vergrossernng sowohl in verschiedenen Einstellungen 
als selbst bei einer und derselben Einstellung variiren konnen. 

Es ist darnm schon fruher, wo noch von andern Grunden fUr die 
Variabilitat der Vergrossernng die Rede war (Art. 44), bemerkt worden, 
dass man den Schraubenwert nach jeder besondern Einstellung besonders 
zu bestimmen hat und in einer und derselben Messung gut tut, sich 
seines Betrages am Anfang der Messung und am Schluss derselben zu 
versichern. 

A b b e hat gezeigt, wie man die Veranderlichkeit der Vergrosserung 
auch durch besondere Einrichtung des optischen Instruments vermeiden 
kann. Stent man zunachst das Objectivsystem aus zwei Linsen oder Linsen
combinationen zusammen, die ein teleskopisches System geben, so ist die 
wahre Bildvergrosserung unabhangig von der Entfernung des Objects yom 
Objectiv, also unabhangig von der Einstellung des Objectivs. 

Bringt man nun noch an der Stelle, wo die hintere Brennebene des 
vorderen Teils des Objectivs mit der vordern Brennebene des hintern Teils 
desselben zusammenfallt, eine relativ enge Blende, deren Oeffnung Eintritts
und Austrittsoffnung bestimmt, so tritt auch Unabhiingigkeit der Vergrosserung 
von der Lage der Ebene, auf die man accommodirt, ein. In diesem Falle 
namlich liegt die Eintrittsoffnung in der Unendlichkeit und nicht minder 
auch die Austrittsoffnung, die Hauptstrahlen laufen also del' optischen Axe 
parallel, jeder Hauptstrahl schneidet demnach aIle zur Axe senkrechten 
Ebenen in gleichen Entfernungen von der optischen Axe. Da aber die 
Lichtschwerpunkte der Zerstreuungskreise in irgend einer zur Axe senk
rechten Ebene bei hinlanglich enger Oeffnung . als mit den Durchschnitts
stellen dieser Ebene mit den Hauptstrahlen zusammenfallend angesehen 
werden konnen, so folgt, dass die Lichtschwerpunkte del' einem bestimmten 
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Bildpunkt correspondirenden Punkte in verschiedenen Ebenen immer gleich 
weit von der Axe abstehen werden, das heisst eben, dass die Vergrosserung 
in allen Ebenen gIeich gross sein wird. 

Hatten wir kein teleskopisches System als Objectiv zur Anwendung 
gebracht, dagegen in die vordere Brennebene des Objectivs eine Blende 
mit enger Oeffnung versetzt, so lage die Austrittsofi'nung auch jetzt noch in 
der Unendlichkeit, fiir eine b estimm te Einstellung des Objectivs ware also 
auch jetzt noch, wenn die Blendenoffnung hinlanglich klein ist, die Ver
grosserung von der Ebene, auf die accommodirt wird, unabhangig, aber 
die Vergrosserung konnte von Einstellung zu Einstellung variiren, weil die 
absolute Bildvergrosserung nicht von dem Abstand des Objects vom Objectiv 
unabhii.ngig gemacht ist. 

Objectivsysteme nachA b be's Vorschlag diirften bei Messinstrumenten noch 
nicht besonderen Eingang gefunden haben, ich glaubte aber diesen Vorschlag 
hier besonders hervorheben zu miissen, weil er von der hohen Genialitat 
A b b e'scher Untersuchungen in der geometrischen Optik glanzendes Zeugniss 
ablegt und ausserdem auch von eminent praktischer Bedeutung zu sein scheint. 

Wir sind auch im Besitz einiger experimenteller Untersuchungen iiber 
den Einfluss nicht geniigender Einstellung auf lineare Messungen. In seiner 
Arbeit "Sur l'influence de la mise au foyer et de l'inclinaison des microscopes 
sur les masures micromatriques*), in welcher auch schon die Bedeutung 
enger Strahlenbiindel fiir Parallaxe und Vergrosserung hervorgehoben wird, 
teilt Fo erster folgende Zahlen mit. Zwei auf Metall durch je zwei Striche 
fixirte Intervalle von etwa 0,4 mm worden mit der Schraube eines Mikro
meter-Mikroskops von 30facher Vergriisserung ausgemessen. In einem Ab
stand des Objectivs von den Intervallen gleich 51,5 mm fanden sich diese 
Intervalle in Teilen der Trommel im Mittel aus 5 Beobachtungen zu 396,25 
bezw. 398,51. Dann wurden die Intervalle dem Mikroskop durch Herauf
schrauben ihrer Unterlage um 0,2 mm genahert. Eine llochmalige Messung 
derselben ergab 397,92 bezw. 399,76. Die durch die Annaherung urn 
0,2 mm bewirkte Aenderung der Vergriisserung betrug hiernach 1,67 bezw. 
1,25 Trommelteile. Da der Schraubenwert, etwa 0,001 mm betrug, entsprach 
also einer Einstellungsanderung von 0,2 mm, einer Vergrosserungsanderung 
von im Mittel 0,0014 mm, eine bei feinen Messungen durchaus nicht zu 
vernachlii.ssigende Grosse. 

Forster zeigt in dieser Arbeit mit einer einfachen geometrischen 
Construction, dass man das Verhaltnis der Vergrosserungsanderung zu der 
Einstellungsandernng gleich dem Verhii.ltnis der linearen Objectgrosse zu 
dem mittleren Abstand des Objects von dem ersten Knotenpnnkt des 
Objectivs setzen darf, und in der Tat verificiren die angefiihrten und noch 
andere von Hirsch**) erlangte Versuchsergebnisse dieses Gesetz. 

*) Proces verbaux du comitli international des Poids et Mesnres, seances de 1878. 
**) l. c. 

Weinstein, Lehrbuch n. 15 
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In welch em Intervall man die Einstellung eines Mikroskops andern 
kann, ohne durch die UndeutIichkeit des Bildes und erheblichere Parallaxe 
gestort zu werden, hangt· ganz von 'der Vergrosserung des Mikroskops und 
der Accommodationsfahigkeit des Anges abo 

XII. Bestimmung der Teilungsfehler von Dlaassstiben 
und Scalen. 

Die zweite Gruppe der Fehler sollte die Fehler der Messungsmittel um
fassen. Wir verstehen unter Messnngsmittel diejenigen Teile der Einrichtung, 
welche direct zur Ansmessung benutzt werden, also vor allen Dingen den 
Maassstab, dann auch die mikrometrischen Vorrichtungen, wie Giasmikrometer, 
Vernier nnd Mikrometerschraube. Maassstab, Glasmikrometer, Vernier 
reprasentiren bestimmte Strecken oder aus einer Rellie von Intervallen be
stehende Scalen, bei llinen kommt es darauf an, dass die zwischen irgend 
welchen Marken enthaltene Lange genau bekannt ist. Nun ist bei solchen 
Scalen die Lange, die sie selbst zwischen ihren Enden reprasentiren, sowie 
die Grosse der IntervaIIe, nach welchen sie etwa geteilt sind, unmittelbar 
angegeben, da aber die Herstellung bestimmter Langen und die Einteilung 
einer vorgelegten Lange in einzelne vorgeschriebene Intervalle sich mit ab
soluter Genauig):!:eit nicht ausfUhren lasst, muss man immer darauf gefasst 
sein, dass die So 11 werte der betreffenden Lange und ihrer Intervalle sich 
mit den wirkli chen Werten nicht decken. Das, was aber in Frage kommt, 
ist die wirkliche Lange, und deshalb bedingt jedes Abweichen dieser wirk
lichen Lange irgend eines Teiles des betreffenden Maassstabes von der ange
gebemm einen Fehler fUr die Messung. 

86. Totale Teilungsfehler. Um einen bestimmten Fall vor Augen zu 
haben, wollen wir uns einen Stab vorstellen, der laut Angabe zwischen 
seinen Enden (sei es, dass diese durch Striche oder durch die Endquer
schnitte markirt sind) die Lange L haben soIl nnd durch n + 1 Striche 
oder sonstige Marken, wieder laut Angabe, in n gleiche Teile geteilt ist. 
Wir bezeichnen die einzelnen Marken mit 0, 1, 2, ... , i, ... , n. 

Nach der Angabe ist also die Lange der Strecke zwischen der Marke ° 
und der i gleich L i, und die zwischen der Marke 0 nnd der Marke x gleich 

n 
Lx und allgemein die Lange zwischen der Marke i und der x gleich (x_fyL . n n 
Da wir nicht wissen, ob die Angabe der Lange L fUr den ganzen Stab zu
trifft, und ob die Einteilung des Stabes eine ganz genau der Angabe ent
sprechende ist, nehmen wir an, es sei die factis ch e Lange zwischen der 
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Marke 0 und del' 1 gleich 11, die zwischen 0 und 2 gleich ~, aUgemein die 
zwischen 0 und i gleich 1i' dann reprasentiren die Grossen 

L L L L 
Z --, 1-2-, 1 -3-, ... , 1 -n-, 1n 2 n 3 n "n 

die Differenzen zwischen den Soll werten jener Langen und den wirk
lichen Betragen derselben. Wir bezeichnen diese Differenzen mit ~~, e; 
E~, .. " E~ und nennen dieselben die Fehler del' betreffenden Langen, derart 
dass e~ den Fehler der Lange des Maassstabes von seiner Marke 0 bis zu 
seiner Marke i angiebt. Aus der Definition der E' folgt, dass e~ - e; den 
Fehler der Lange des Maassstabes von seiner Marke ibis zu del' It bedeutet, 
und dass e~ den Fehler des ganzen Maassstabes festsetzt. Unter Einfiihrung 
dieser Fehler e~, e;, ... , e~ driicken sich hiernach die wirklichen Langen 
zwischen der Marke 0 und den folgenden Marken aus durch 

XLV1) ll=~+1;~,l2=2~+1;;, t3=3~+e~, ... , l,,=n~+E~, 
also durch die Sum men der Solllangen und der zugehorigen Fehler, und es 
ist die wirkliche Lange A zwischen den Marken i und It 

XLVI) 

Hat man gerade diese Marken bei der Messung der Strecke A' benutzt, 

so ist also A nicht gleich L (It - i), sondern gleich dieser Strecke vermehrt n 
urn e~ - e; zu setzen. Gewohnlich nennt man die e' in abgel(iirzter Aus-
drucksweise die Fehler der betreffenden Marken, oder Striehe, und die Diffe
renzen 1;~ - e; die FeMer der betreffenden Intervalle. 

87. Die innern Teilungsfehler und die Fehler ffir die GesammtHLnge. 
Wir wollen jetzt mit den Gleichungen fUr die wahren Langen 11 , 12 , ••• , 1", 
eine kleine Aenderung vornehmen, indem wir L durch die wahre Lange 
L + e~ ersetzen, es ist dann 

L+e~ ,e~ L+e~, e~ .L+E~,. e~ 
1 =--+e --, 1 =2-- +e -2-, ... , l.=z-- +E.-z-, .. ·, 
1 n 1n 2 n 2 n • n • n 

und indem wir abgekiirzt 

schreiben, 

E' 
~'-~=e 1 n l' 

wird 

e' e' -2~= e 2 n 2' ... , 

L e~ L f L 1;' 
XLV2) 11=-+ - + el , 12 = 2 -+ 2.2'. + e2 , ••. , l.=i- + i.2'.+ ~., " . 

n n n n • n n' 

Die Fehler stell en sicll jetzt allgemein dar durch it + e.; ist nun 
n • 

e~ = 0, also die Lange der gall zen Strecke richtig angegeben, so bleibt fiir 

15' 
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den Fehler der Marke i iibrig ~i' Dieser Fehler besteht also unabhii.ngig 
von einem etwaigen Fehler der Gesammtlange und kann nur !loch in einer 
unrichtigen Teilung der Strecke seinen Grund haben, daTUm nennt man die 
E. die innern Teilungsfehler oder auch einfa.ch Teilungsfehler an den einzelncn 
Marken. Die ganzen Fehler setzen sich so zusammen aus den innern 
Teilungsfehlern und den Fehlern fUr die Gesammtlange; bestimmt man den 
Fehler der Gesammtlange, wir wollen denselben fonan mit e bezeichnen, und 
die Teilungsfehler der einzelnen Marken, so hat man fiir die ganzen Fehler 

XLVIIa) E1'=e1+n1, E'=e +2e, E'=E +3;, ... , e'=e.+~, 
:I lin 3 3 n i 'n 

Der Teilungsfehler der Marke 0 ist Null, wir bezeichnen denselben der 
Gleichartigkeit wegen mit eo, ebenso ist der innere Teilungsfehler der letzten 
Marke, der Marke n, gleich Null, die innern Teilungsfehler aller Marken 
setzen sich also zu der Reihe 

zusammen, wobei 

ist. 
Wir haben nun zuzusehen, wie die Componenten der ganzen Fehler ex

perimentell bestimmt werden. 
Ueber die Bestimmung des Fehlers' der Gesammtlii.nge eines Maass

stabes oder einer Scale ist nichts besonderes zu sagen, es wird derselbe 
durch Vergleichung mit einem bekannten Maassstab so gewonnen, wie wir 
es in den friihern Artikeln dargelegt haben. Einen Maassstab, dessen Fehler 
bekannt sind, muss man also unter allen Umstanden besitzen. Davon ist 
schon im ersten Abschnitt die Rede gewesen. 

88. Bestimmung der innern und ganzen Teilungsfehler an einer be
kannten Scale. Wahrend also der Physiker hinsichtlich des Fehlers der 
GesammtHi.nge seines Maassstabes durchaus auf fremde Hilfe angewiesen ist, 
vermag er die etwaigen Einteilungsfehler desselben, wenn ihm die notigen 
Apparate zur Verfiigung stehen, selbst zu bestimmen. In der Tat riihren 
ia die Einteilungsfehler lediglich davon her, dass eine bestimmte Festsetzung 
iiber das Verhii.ltnis der einzelnen Intervalle zu einander und zum ganzen 
Maassstab nicht genau befolgt worden ist; kennt man diese Festsetzung, so 
muss es auch, da es sich nur um Differenzen gegebener Intervalle gegen 
einander handelt, moglich sein, die etwaigen Abweichungen von derselben 
ohne Zuhilfenahllle genau bekannter Langen zu eruiren. Bei Maassstaben 
besteht die Festsetzung darin, dass die Intervalle, die durch eine fortlaufende 
Reihe von Ziffern bezeichnet sind, einander gieich sein sollen, bei andern 
Scalen konnen die fortlaufend bezifferten Intervalle stetig wachsen oder ab
nehmen, dann ist aber stets das Gesetz, nach welch em sie wacltsen oder 
abnehmen sollen, als gegeben anzusehen. Wir werden spater einen solchen 



88a.] Bestimmung mit einer bekannten Hilfsscale • 

. Fall von stetig sieh andernder Grosse der lntervalle naher zu betraehten 
haben, hier haben wir es allein mit Sealen zu tun, die ganz oder auf ge
wissen Streeken g leiehmassig geteilt sein sollen. 

88a. Bestimmung mittelst einer bekannten Hilfsscale. Am ein
fachsten verfahrt man bei der Bestiillmung von Teilungsfehlern einer Scale, 
wenn man diese Scale mit einer andern, deren Fehler schon bekannt 
sind, Strieh fUr Strieh vergleieht. 1st also die bekannte Scale ebenso ge
teilt, wie die' zu bestimmende, so vergleieht man, immer von der ersten 
Marke angefangen, gleieh lange lntervalle der beiden Sealen mit einander. 
leh bezeiehne die Striehe oder Marken ihrer Reihenfolge naeh wie friiher 
mit 0, 1, 2, 3, ... , n, den wahren Betrag des lntervalls zwischen dem 
Strieh 0 und dem x auf der zu bestimmenden Scale mit (Ox), auf der be
kannten Hilfsscale mit [OxJ. Die Vergleichungen geben jedes mal die naeh 
den friihern Anleitungen zu bereehnende Di:fferenz eines Stiiekes auf der 
zu bestimmenden Scale gegen ein entspreehendes auf der bekannten; nennt 
man' diese Di:fferenz allgemein lo~' so liefern also die Beobaehtungen die 
Gleiehungen 

(01) - [OlJ = lOl' 
(02) - [02] = l02' 

(03) - [03J = l03' 

. . . 
(On)- [OnJ = lon' 

Man hat n solehe Gleiehungen, kann von ihnen aber nur Gebraueh 
machen, wenn die Hilfsseale vollkommen bekannt ist, die Werte ihrer Inter
valle also dureh eine voraufgegangene Untersuehung bestimmt sind. 

Gewohnlieh vergleicht man die lntervalle nieht gesondert von einander, 
sondern gieieh aIle in einer Reihe. Man pointirt also erst auf die Striche 0, 
dann auf die 1, 2, 3, ... , n, ohne die Pointirungen auf Strieh 0 zu wieder
holen. Nur wenn man die Messung unterbrieht, hat man bei der Wieder
aufnahme derselben noehmals auf Strich 0 zu pointiren. 

1m Grunde genommen besteht dieses Verfahren lediglieh in einer Aus
messung aller von der ersten Marke an gereehneten lntervalle mit Hilfe 
einer als Maassstab dienenden Scale, und man bekommt nicht bIos die innern 
Einteilungsfehler, sondern gleich die ganzen Fehler an den einzelnen Marken 
in der Temperatur, die wahrend der Vergleiehung geherrscht hat. Will 
man von dies en ganzen Fehlern zu den innern Tei~ungsfehlern iibergehen, 
so hat man den fUr die letzte Marke gefundenen Fehler nach den in Art. 87 
gegebenen Formeln nach unten hin zu verteilen, und diese Fehler gelten 
dann natiirlieh fUr alle Temperaturen. In diesem Falle braucht man von 
den Fehlern der Hilfsscale auch nur die inneren Teilungsfehler zu kennen. 

Es seien die Nominalbetrage der Intervalle (01), (02), ... , (On) auf der 
zu bestimmenden Scale (1), (2) ... , en), die ganzen Fehler an den Marken dieser 
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Scale wie friiher (~~), (e~), (e;), ... , (e~), dann geben die Vergleichungen 
fiir diese Fehler 

(~~) = (e~) + [01] - (1) + lOl' 
(e;) = (e~) + [02] - (2) + lOll' 

. . . 
(e~) = (e~) + [On] - (n) + lo,,' 

oder, wenn man die Nominalbetrage fiir die Intervalle der bekannten Scale 
mit [1], [2], ... , En], die zugehOrigen FehIer mit [~~], [e~], ... [e~] be· 
zeichnet, 

(e~). [1] - (1) + (E~) - [e~] + [e~] + lOl' 
(e;) = [2] - (2) + (e~) - Le~] + [e;] + l02' 

. . . 
(e~) =[n] - (n) + (e~) - [e~] + [e~] + lo,,' 

Sucht man nicht die ganzen Fehler an den einzelnen Marken, sondern 
nur die innern Teilungsfehler, so hat man (~~) = 0, und es ist der fiir (e~) 
resultirende Wert zu verteilen. Es ist also allgemein 

( , , ) [e~] - [e~] 10 " 
(Ex)=[x]-(x)+ [e,J-[Eo] +lOlt- x n +x n ' 

Offeubar giebt aber [e~] - Le~] - ~ ([e~] - [e~]) den innern Teilungs

fehIer der betreffenden Marke der bekannten Scale, das ist nach unserer 
Nomenklatur [elt]. Es wird also 

(eo) =0, 
lon 

(e1) = [1] - (1) + [e1] + lOl -I n' 
l 

XLVilla) cell) = [2] - (2) + [e2] + lOll - 2 :;, 

. . lo" 
(e"-l)= [n-l] - (n -1) + [e"-11 + lO,,_l-(n-l)n' 

(e,,) = o. 
Das e~, der FehIer der Marke, von der aus wir die Scale bestimmen, 

ist entweder von vornherein gegeben (falls diese Scale vor der Marke, von 
der aus wir sie bestimmen, noch andere Marken oder Striche hat), oder 
gleich 0 (wenn die Marke 0 die erste Marke ist, die die Scale iiberhaupt 
hat); die andern rechts stehenden Grossen sind aIle als bekannt anzusehn, 
[x] und (x) als gegebene Intervalllangen bezw. gegebene Nominalbetrage 
von Intervalllangen, lOlt als durch die Beobachtung direct bestimmt. 

Es ist nicht notig, dass die kleinsten Intervalle der Hilfsscale denen 
der zu bestimmenden Scale annahernd gleich sind odeI', besser ausgedriickt, 
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gleiehe Nominalbetrage haben wie diese; es ist aueh nieht notig, dass die 
HiIfsseale von ihrer ersten Marke an benutzt wird, nur muss naturlieh die 
Vergleiehung von einer solchen Marke an begonnen werden, dass das zur 
Verfiigung stehende Stuck der HiIfsseale der Lange der zu bestimmenden 
Scale mindestens gleich kommt. Wir konnen also allgemeiner schreiben: 

(~~) = (e~) + [Ox1J - [Oz1- (1) + lO1' 

(~;) = (e~) + [Ox2] - [Oi] - (2) + l02' 

Hier sind die Fehler in der Einheit ausgedriickt gedaeht, welche der 
Teilung del' Hilfsseale zu Grunde Iiegt, es ist also anch angenommen, dass 
die Nominalwerte der Intervalle der zu bestimmenden Scale in derselben 
Einheit angegeben sind. 

Wenn der Teilung der zu bestimmenden Scale eine andere Einheit zu 
Grunde Iiegt als del' der Hilfsscale, oder diese Teilung gar ungleichmassig 
nach einem vorgeschriebenen Gesetz fortschreitet, so hat man die Nominal
betrage (1), (2), ... , (n) erst in der Einheit, die del' Hilfsscale zu Grunde gelegt 
ist, zu berechnen. In diesem FaIle handelt es sich nur um innere Teilungs
fehler; e~ und e~ sind also gleieh Null, die e' gehen in die e uber, und die 
letzte GleichulIg giebt so fort den Wert von (n), namlich 

(n) = [OxnJ - [Oi] + lon' 

Aus dern so gefundenen (n) sind dann aIle andern Intervalle nach dem 
als vorgesehrieben anzusehenden Gesetz zu berechnen. Bei gleichmassiger 
Teilung zum Beispiel ist, weuu die zu Grunde gelegte Einheit durch e be
zeichnet wird, 

somit 

und hiernach 

n. s. f. 

(n) = ne, 

[OXnJ - [Oi] + Ion 
e= 

n 

[OXnJ - [Oi] + Ion 
(2) = 2 ---1-~---

Es wird also dann in Einhoiten der Teilung der Hilfsscale 

. [Oxn] - [OiJ + Ion 
(~a)=[Oxa]-[OiJ+loa-(J.. n , (J..=1,2,3, ... ,n. 

Gewohnlich braueht man die Fehler in der Einheit ausgedruckt, welche 
der Teilung der zu bestimmenden Scale zu Grunde gelegt ist; man be-
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kommt dieselben, wenn man die rechts stehenden Zahlen durch die Werte 
von e dividirt, und zwar bei ungleichmassiger Teilung durch die Werte von 
e, welche fur die betreffenden Stell en gerade gelten. Als Betrag des e an 
der Marke rI. kann man dabei mit genii gender Annaherung den Wert 

(Orl.+ 1) - (Orl.) + (Orl.)-(Orl. - 1) 
ea = 2 

ansehen. 

(Orl. + 1) - (Orl. - 1) 
2 

Bei der Rechnung bedient man sich am besten der Formeln 

rI. = 1, 2, 3, ... n; 

man schreibt die aus denselben resultirenden Werte der (01), (02), ... , (On) 
in {line Columne, in die zweite Columne kommen dann die aus dem Betrag 
von On uuter Benutzung des uoch etwa fUr die Teilung vorgeschriebenen 
Gesetzes berechneten Nominalbetrage; man zieht die Zahlen dieser Columne 
von den nebenstehenden Zahlen der ersten Columne ab und dividirt jede 
der Zahlen dieser so gewonnenen neuen Columne durch die halbe Differenz 
der in der ersten Columne verzeichneten Betrage des nachstfolgenden Inter
valls gegen das nachstvorhergehende. 

Wir wollen dieses meist angewandte und bequemste Verfahren der 
Teilungsfehlerbestimmung vermittelst Vergleichung mit einer bekannten 
Scale durch ein kurzes Beispiel klar machen. 

Beispiel. Die Scale, wie die Hilfsscale sind beide nominell in 
Decimeter geteilte Meterstabe; ihre Vergleichung ist auf einem Longitudinal
comparator ausgefiihrt. Der Comparator trug zwei mit einander fest verbundene 
Miln"oskope I und 1'; I ist links, l' rechts vom Beobachter, und ferner steht 
I etwas hinter I'. Die Mikroskope waren mit Schraubenmikrometern versehen 
und hatten in der Mikrometerebene Parallelfaden. Die Schrauben liefen auf 
einander zu; die Trommel des linken Mikroskops war also links, die des 
rechten rechts von dem betreffenden Mikroskop. Die Teilung der Trommeln 
war so eingerichtet, dass bei beiden, wenn die Schraube in Richtung der 
wachsenden Ablesungen der Trommel gedreht wurde, das zur Pointirung 
dienende Fadenpaar nach aussen, also beim linken Mikroskop nach links, 
beim rechten nach rechts ging. Da aber die Objective verkehrte Bilder der 
Objecte gab en, erschienen in den Mikrometerebenen Marken rechts von deu 
Central en , wenn sie in Wirklichkeit links von denselben lagen und links, 
wenu sie sich rechts befauden. Man habe zwei Intervalle (01) und [01] zu 
vergleichen. Ich werde einen Fall behandeln, die andern sind in derselben 
Weise zu erledigen. Es mogen beide Intervalle ihre 0 Marken links vom 
Beobachter haben, [01] solI hinter (01) Iiegen. Man pointirt zufolge der obigen 
Angaben mit dem linken Mikroskop, dem I, auf die Enden von [01], mit 
dem rechten, dem I', auf die von (01). Es seien die Ablesungen der 
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Trommeln von I und I' bei den Pointirungen auf die beziiglichen Null
marken [aD] bezw. (ao), jene fUr die 0 Marke von [01], diese fiir die von (01). 
Nach den Pointirungen auf die Nullmarken verschiebt man den SchliUen 
mit den Mikroskopen, bis diesel ben auf die andern Marken eingestellt sind. 
Die Strecke, um welche der Schlitten verschoben ist, sei O. Man pointirt 
auf die Marke 1 von [01] und eben so auf die Marke 1 von (01); die Trommel
ablesungen seien raJ und (al). 1st nun [all grosser als [ao], so bedeutet das 
nach den obigen Angaben iiber die Schrauben, dass das Fadenpaar von I, 
nach der Verschiebung des SchliUens um die Strecke 0, nach aussen, also 
hier nach links hat gedreht werden miissen, um die Pointirung ausfUhren 
zu Mnnen; da die Verschiebung nach rechts gegangen ist, so war sie also 
zufolge der umgekehrten Lage des Bildes in der Mikrometerebene zu klein, 
und es ist [01] > 0; also 

[01] = 0 + "l[al] - [aD]) = 0 + "I[al ] - "I[aO]' 

"I bedeutet den Linear-Werth eines Intervalls der Tl'ommelteiluug an 1, 
ausgedriickt in Centimeter, Millimeter, oder sonst einem Teil des Meter. 
1st ferner (al ) grosser als (ao), so heisst das: das Fadenpaar von l' hat nach 
aussen, also hier nach rechts, bewegt werden miissen, urn die Pointirung 
ausfiihren zu Mnnen; die Verschiebung 0, welehe ebenfalls nach reehts vor 
sieh ging, war also, wieder wegen del' umgekehrten Lage des Objectivbildes, 
zu gross, und es ist jedenfalls (01) < 0, somit haben wir diesmal 

(01) =0- "I' (al ) - (ao)) = 0 + "rC(ao) - (al )) , 

woselbst ,,~fiir das Mikroskop I' dieselbe Bedeutung hat wie "1 fiir L Zu 
ganz denselben Gleiehungen wiirden wir aueh gelangt sein, wenn [all und 
(al ) kleiner als [aD] und (ao) sieh ergeben Mtte; es ware dann 

[01]= 0 - "I ([ao] - [all) = 0 + "I ([al] - [ao]) , 

(01)= 0 + "1' (ao) - (al)= 0 - "1' (Cal) -:- (ao)) 

u. s. f. Wir bekommen hiernaeh fiir diese A.nordnung der Sealen 

Bei den Beobaehtungen fUr die beiden Stabe lagan diese so, wie die 
Intervalle in dem behandelten Fall. Ich sehrcibe jetzt die Beobachtungen 
hin und daneben die Rcchnuug, alles in Column en geordnet (siehe folg. Seite). 
Die Kopfiiberschriften geben die Bedeutung del' in den einzelnen Column en 
stehenden Zahlen, und es ist nach dern V oraufstehenden nichts weiter hinzu
zafiigen, als dass der Wert eines Tromrnelteils, "I und "I'sich aus besondern 
Untersuchungen bei beiden Mikroskopen zu 0,05 mrn ergeben hat. 

Urn aus der letzten Zahlencolumne die gesucbten inn ern Fehler des zu 
bestimrnenden Maassstabes zu bekornrnen, baben wir noch zu denselben die 
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Numme11l Ablesungen Ablesungen (Ox)-[Ox] 
der der verwandelt in 

1:I[a] +'I' (a) (Ox)- [Ox] --~ ((On) - [On]) 
Striche Mikrometer 0,001 mm 

(a) [a] "'I [a] 11:1' (a) 

° + 700 +13 +0,65 + 35,00 +35,65 0 0 
1 + 706 + 6 +0,30 + 35,30 + 35,60 + 0,05 + 0,4 
2 + 728 +10 +0,50 +36,40 + 36,90 - 1,25 - 0,5 
3 + 800 + 3 +0,15 +40,00 +40,15 - 4,50 - 3,4 
4 + 837 - 1-0,05 +41,85 +41,80 - 6,15 - 4,6 
5 + 993 + 3 +0,15 +49,65 +49,80 -14,15 -12,2 
6 + 1002 +14 +0,70 +50,10 + 50,80 -15,15 -12,9 
7 + 1016 + 2 +0,10 + 50,80 + 50,90 - 15,25 . -12,6 
8 + 1057 -12 -0,60 +52,85 + 52,25 -16,60 -13,6 
9 + 1075 + 2 +0,10 + 53,75 + 53,85 - 18,20 -14,8 

10 + 795 - 6 -0,30 + 39,75 + 39,45 - 3,80 0 

als bekannt vorauszusetzenden innern Fehler des zur Bestimmung benutzten 
Maassstabes hinzuzufiigen. Fiir diese innern -Fehler sind abel' aus ein er 
besondern Untersuchung gefunden 

0; - 1,9; - 1,1; - 0,2; + 0,3; + 3,9; + 2,2; + 3,1; + 2,0; + 4,2; 0. 

Addiren wir diese Zahlen zu den entsprechenden der Zahlen der letzten 
Columne, so kommt schliesslich flir die gesuchten innern Fehler del' Deci
meter des zu bestimmenden Stabes 

0; -1,5; -1,6; - 3,6; - 4,3; - 8,3; -10,7; - 9,5; -11,6; -10,6; 0, 

ausgedriickt in 0,001 mm. 
Die auseinandergesetzte Methode erfordert zu ihrer Anwendung immer 

den Besitz einer auf ihre 'l'eilungsfehler schon untersuchten Scale. Es giebt 
aber noch andere Methoden, zu deren Anwendung man nichts weiter 
braucht als Intervalle, die den zn bestimmenden annahernd gleich sind. 

SSb. Hansens Methode zur Bestimmung von innern Teilungsfehlern 
mit willkiirlichen Hilfsintervallen. Bestimmung mit einem Inter
vall Es sind diese Methoden namentlich von Hansen entwickelt worden, 
und da die zur Anwendung kommende 'fheorie uns noch in sehr vielen 
Gebieten del' messenden Physik niitzlich sein wird, scheint ein genaueres 
Eingehen auf die Materie geboteu zu sein. 

Es sci also eine Scale zu untersuchen, die in n einander nahezu gleiche 
Intervalle geteilt ist. Offenbar wird mau die Abweichungen der Intervalle von 
einander kennen, wenn man ihre A bweichungell von e i n em bestimmten Inter
vall anzugeben vermag. Wir verschaffen UIlS hiernach ein Intervall, welches 
ungef1ihr so gross ist, wie eines del' Intervalle del' Scale und vergleichen 
- in welcher Weise wird spater gesagt werden - aHe IntervaHe der Scale 
mit diesem IntervaH. 

Sind die richtigen Betrage del' Intervalle del' Scale zwischen den Marken, 
welche sie einschliessen, und von den en wir immer die erste mit 0, die letzte 
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mit n bezeiehnen, (01), (12), (23) u. s. f., und die der Reihe naeh ge
fundenen Abweiehungen dieser Intervalle von dem Hilfsintervall - es solI 
dieses letztere mit fl bezeiehnet werden, - gleich l01' lI2 ,123 " •• , 1"_1'" 
so haben wir zunachst die Reihe von Gleiehungen 

(01) = fl + 101 , (12) = f1 + 112' .•. , (n - In) = f1 + l,,_tn' 

Es ist aber nnter Wiedereinfiihrnng der friiher benutzten Symbole 

L+e L+e L+e 
(01)=-,;-+E1-Eo' (12)=---;;-+e!)-El' (23)=-;;-+E3-E2, ••• , 

(n_ln)=L+e+ E -E n " 10-1' 

wobei Eo und e" gleich 0 zn setzen sind, also haben wir, indem 

L+E 
f1---=1)1 n 

gemacht wird, zur Bestimmung der gesuchten Grossen eo' eI , E2 , ••• , En 

E1 -eO 

;2-E1 

E3 -e2 

= 1)1 + lOI' 
= 1)1+ l12' 
= 1)1 + i:J3' 

En - E"-l = 1)1 + 110_ 1", 

Die n Gleichungen enthalten zunachst die n + 1 Grossen Eo, E1 , "" a" 
und dann noch die Grosse 1)1; von jenen n + 1 Grossen sind zwei bekannt, eo 
und e", die beide Null sind, unbekannt bleiben also n - 1; die Grosse 1)1 

ist auch bekannt, wenn der Fehler, e der Gesammtlange gegeben ist und 
das Hilfsintervall f1 seiner Lange nach bekannt ist, das erstere kOnnten wir 
wol voraussetzen, das zweite aber nicht mehr, wenigstens nieht, wenn die 
Methode allgemein anwendbar sein soll, 1)1 ist also auch als unbekannte 
Grosse zu behandeln, und so beherbergen jene nGleichungen nUnbekannte. 
Die Ausreehnung der Unbekannten unter der Annahme, dass die 1 aIle mit 
gleieher Genauigkeit bestimmt sind, das heisst, dass man aIle Vergleichungen 
gleichartig ausgefiihrt hat, ist sehr einfach. Addiren wir zunachst aIle 
Gleiehungen zusammen, so resultirt, weil eo= e,,= 0 ist, 

0= n1)1 + 101 + l12 + ... + 1"_110' 

also zunaehst als Wert von 1)1 

101 + 112 +", + In-1n 
1)1=- n 

Ersetzen wir jetzt in den einzelnen Gleichungen 1)1 dureh seinen Wert, 
den wir, weil er absolut genoIDmen gleieh dem arithmetisehen Mittel der 
1 ist, mit 1;. bezeichllen, so wird 
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allgemein 

(n-i)l +(n-i)l + .. ·+(n-i)l .. -U .. -···-il LL) e.= 01 12 >-11 .. +1 "-1,,. 
, n 

Die Berechnuug der Teilungsfehler stent sich also einfach genug. 
Hier macht Hansen aber eine wichtige Bemerkung. Der Annahme 

nach sollten aile 1 mit gleicher Genauigkeit bestimmt sein, bezeichnen wir 
also mit fL den mittlern Fehler eines der l, so stellt fL zugleich die 
mittlern Fehler alIer 1 dar. Es ist darum der mittlere Fehler eines der e 
allgemein der des ei , nach den Regeln des Art. 199 im ersten Band 

.. /Cn - i)2+ en - 02 + ... + en - i)2+ i2+ ... + i2 
fL~i = fL V n2 ' 

(n - i)2 kommt i mal, i2 also n - i mal vor, somit wird 

Die mittlern Fehler der e sind also einander ni ch t gleich, sie wachsen 
bis zur Mitte und nehmen dann wieder ab, und zwar sind die mittlern 
Fehler zweier e, die zur Mitte symmetrisch liegen, einander gleich. Daraus 
folgt, dass man mit der angegebenen Methode nicht aIle Teilungsfehler mit 
gleicher Sicherheit kennen lernt, die Sicherheit nimmt von beiden Seiten, 
und zwar von beiden in gleicher Weise, zur Mitte abo 

1st zum Beispiel n = 10, die Scale also mit 10 1ntervallen versehen, so 
hat man fiir die mittlern Fehler der 9 Grossen e der Reihe nach 

.. /9 .. /16 .. /21 .. /24 .. /25 .. /24 .. /21 .. /f6 .. /9 
fLVIO' fLJ1O"fLV10' fLVIO' fLVIO' fLVIO' fLVIO' fLVIO' fLVIO' 

Die Unsicherheit des TeiluDgsfehlers an der mittlern Marke ist also im 
Verhaltnis von 5: 3 grosser als die des Teilungsfehlers an der zweiten oder 
vorletzten Marke. Fiir n = 100 ware die Unsicherheit des Teilungsfehlers 
der mittlern Marke nahezu 5 mal so gross als die der zweiten oder vor
letzten Marke u. s. f. 

Nun ist es klar, dass man stets bestrebt sein muss, die Teilungsfehler 
so zu bestimmen, dass man bei allen gleiche Genauigkeit verbiirgen 
kann, und eben in diesem Bestreben hat Hansen seine Methode erweitert. 
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Bestimmung mit einer beschrankten Anzahl von Intervallen. 
Die Erweiterung geht dahin, dass man nach Ausfiihrung der voraufgehend 
bezeichneten Vergleicbung der einzelnen Intervalle mit einem denselben 
nabezu gleichen Hilfsintervall erst immer zwei, dann immer drei u. s. f. 
Intervalle mit entsprecllenden neuen Hilfsintervallen, deren Grossen ungefahr 
denen von 2, 3, ... Intervallen der Scale gleichkommen, vergleicht. 

Bezeichnen wir die Lange eines Hilfsintervalls, das an Grosse dem von 
x Intervallen der Scale gleichkommt, allgemein mit fx, so stellt sicb hiernach 
die Summe von Operationen dar durch 

Vergleichung von h mit (01), (12), 

" " h " (02), (13), 

allgemein 
" " fa " (03), (14), 

(23), 
(24), 
(25), 

••• , (13.-113); 
••• , (13 - 213); 
••• , (13-313); 

" " fx " (Ox), (h+l), (2x+2), ... , (13 - xn) 

und von diesen Operationsreihen umfasst die erste 13, die zweite 13 - 1, die 
dritte 13-2, allgemein die de n-x+ 1 Vergleichungen; so dass die erste 13, 
die zweite 'It - 1, die dritte 13 - 2, allgemein die x te 13 - X + 1 Gleichungen 
liefert. Nacbdem wir die GIeichungen, zu denen die erste Operationsreihe 
fiihrt, genauer abgeleitet haben, ist es leicht zu iibersehen, wie die der 
folgenden Reihen laufen werden. 

Wir setzen, indem wir der Vollstandigkeit halber die erste Operations
reihe nochmals mit auffiihren, 

L+e L+e L+e 
~---;-=1)1' 1;- 2--;-=1)2' 1;- 3 -n=1)s' 

ferner bezeichnen wir die beobacbtete Differenz zwischen einem RiIfs
intervall f; und der Summe von i Intervallen auf der Scale, die also, 
wenn die Intervalle von der Marke if beginnen, bis zu der Marke i' + i fort
laufen, das heisst. die Differenz (i'i'+i)-f;, mitlHii" alsdann haben wir 
aus den einzelnen Operationsreihen folgende GIeichungssysteme 

e1-Eo = 110 +1)1 e2-eO = 120 +1)2 ea- eo = lao 

e2-E1 = 121 +711 ea-E1 = 731 +712 E4- E1 = 141 

Es-E2 =la2 +1)1 E4 -e2 =142 +1)2 E5 -E2 =152 

En -e .. _2= 1"n_2 +1)2 
allgemein 

ex -Eo = 1'0 +71., 
= 1'+11 +71., 
= 1'+22 + 1)., 

-~ =1 
~n-'X nn-x +1)". 

+1)a' 
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1m ganzen sind also, bei Benutzung von x Hilfsintervallen, 

n + n -1 + n - 2 + ... + n - x + 1, das ist x (2n-;x + 1) Gleichungeu 

vorhanden, welche, weil eo und en beide gleich Null sind, n +x-I Unbekannte 
(x-I) (2n- 2 -x) 

enthalten, und wir haben sonach 2 iiberschiissige 

Beobachtnngsgleichungen. Nun wachst die Sicherheit der Bestimmungen 
fiir die e, je mehr iiberschiissige Beobachtungen uns zu Gebote stehen, je 

(x-I) (2n- 2-x) 
grosser also 2 fiir ein gegebenes n ist, den grossten 

Wert erreicht aber· diese Grosse, wenn x = 2n 2 list, wir gelangen also 

zur grossten Genauigkeit in der Bestimmung del' gesuchten Grossen, wenn 
. di V I' I . ·t 2n - 1 Hilfs' t II h' 2n - 1 WIr e erg elC lUngen ml -2- III erva en vorne men. -2-

ist aber stets eine gebrochene Zahl, wir haben daher zur Erreichung grosst
moglich!lr Genauigkeit entweder x = n oder )t = n - 1 zu wahlen; beide 
Annahmen sind gleich gut, da die zweite eine Messung weniger erfordert, 
und die erste eine Bestimmung der Gesammtlange involvirt, die den 
Operationen fremd ist, wahlen wir natiirlich diese, fiihren also Ver
gleichungen mit n --:- 1 Hilfsintervallen aus. 

Es ist nun nicht immer moglich und auch nicht immer notig, eine so 
grosse Anzahl von Vergleichungen auszufiihren, wir setzen deshalb iiber x 
zunachst nichts fest, fiihren also die Discussion unter der Annahme, dass x 
irgend eine zwischen 1 und n liegende Zahl ist. 

Die Aufgabe, aus einem System von Gleichungen die waluscheinlichsten 
Werte der Unbekannten abzuleiten, hat im sechsten Abschnitt des ersten 
Bandes schon ihre vollstandige Auflosung erfahren, und nach den dort ge
gebenen Regeln wiirde auch hier die Reehnung zu fiihren sein. Indessen 
hangt die Anwendung jener Regeln ganz von den Init Tjl' Tj2' ••• , Tj" be
zeiehneten Grossen ab, denn da iiber die Hilfsintervalle t;., 1;, ... , f" niehts 
weiter vorausgesetzt ist, kann es in besondern Fallen vorkommen, dass die
selben entweder nieM aIle als unbekannt angesehen werden diirfen, oder 
dass sie in irgend welehen Verbindungen mit den Intervallen der Scale 
stehen; im ersten Fall seheiden eine Reihe'von Unbekannten aus, im zweiten 
gruppiren sieh die Unbekannten in anderer Weise und bekommen auch 
andere Coeffieienten. 

leh nehme an, dass alle Hilfsintervalle ihrer genauen Lange nach nicht 
bekannt sind, und dass dieselben aueh in keinen Beziehungen zu den zu 
bestimmenden Intervallen stehen, die Hilfsintorvalle sind dann unbekannte von 
den e unabIlangige Grossen, und unser System von Gleichungen ist naeh 
den el , e2, ••• , en_I; Tjl' Tj2' ••• , Tj" aufzulosen. 

Man kann die Gleiehungen symmetrischer und bequemer gestalten, wenn 
man auch eo und en als uubekannte Grossen behandeln, da aber diese beiden 
Fehler bestimmt vorgeschriobene Werte haben sollen, sie soUton beide gleich 
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Null sein, muss man, wenn in die Ansgleiehung ~o und ~n mit einbegriffen 
sein sollen, dieselbe so ausfiihren, dass den beiden Bedingungen 

eo=o, e,,=o 
geniigt wird. Wir haben es alsdann mit einer Ausgleiehung unter Beriiek
siehtigung zweier BedinguJ.1.gsg1eiehungen zu tun, und es kommen darnaeh 
die im ersten Band Cap. XVIII gegebenen Regeln zur Anwendung. Da nur 
zwei BedingungsgIeiehungen zu geuiigen ist, sind aueh neben den Un
bekannten eo, ... , en' 1]1' ••• , 1]" nur noeh zwei Correlaten, die wir hier 
mit A, A' bezeiehnen wollen, mitzurechnen. Nun sind die dort mit ( be
zeiehneten Gr5ssen fiir unsern Fall eo und e", somit haben wir 

'Oft '0/2 
-(2=0, ar-=l, at=l, 

o ~n 
-(1=0, 

wahrend aIle andern partiellen Differentialquotienten versehwinden. 
Hiernach konnen wir den N ormalgleiehungen die Form geben *) 

ao 0 eo + ao 1 e1 + ... + ao " e" + A + a~ 1 "'II + ... + a~" "'I" = lo' 

a1 0 ~o + all e1 + ... + a1 n ~n + a~ 1"'11 + ... + a~ " "'I" = l1' 

an - 10eO+ an _ ll e1 + ... + a"_ln E" + a~-117J1 + ... + a~_h"'l" = lYo -1' 

a"o~o + an1~1 + ... + a"ne" +A'+a~l"'ll +···+a~"7J,, =In; 

b10 ~O + b11 1;1 +·.·+b1nen + b~ 1 7J1 + b~ 27J2 + ... + b~" 7J" = l~ , 

b20 eo + b21 1il + ... + b2n e" + b; 1 7J1 + b; 2 "'12 + ... + b;" "'I" = l;, 

wozu noeh kommt 

Die a, a', b, b' sind naeh den im IV. Absehnitt des ersten Bandes ge-

*) Es ist auf die Ableitung del' Normalgleiehungen besonders eingegangen, weil, 
wie ieh glaube, diese Gleichungen bei Hansen nicht genau angegeben sind. Hansen 
behandelt Eo uud En ohne weiteres mit als unbekannte Grossen und setzt sie erst in 
den Normalgleichungen als bekannt, das entsprieht offenbar nicht ganz del' Aus
gleiehlmgslehre und ist auch nicht ganz aufrecht zu erhalten, denn bekannte Grossen sind 
eben bekannt und durfen nicht als unbekannt behandelt werden, wenn nicht zugleich die 
Bedingung, welche angiebt, dass sie bekannt sind, mit eingefiihrt wird. Die weitern 
Entwickelungen coincidiren deshalb auch nicht in Allem mit den Han s enschen, werden 
jedoch praktisch in den meisten Fallen zu denselben Resultaten fuhren. Die Bearbeitungen 
der Hansenschen Methode von Marek, Benoit und namentlich Broch (des letztern 
in Traveaux et memoires du Bureau international des poids et mesures Tome V) sind 
Hans ens Gedankengang gefolgt, gehen also auch yon Hans ens Normalgleichungen aus. 
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gebenen Regeln zu berechnen. Will man aber allgemeine Ausdriicke fUr 
ilieselben aufstellen, so tut man gut, die FaIle, in denen die Anzahl der 
Hilfsintervalle die Halfte alIer zu bestimmenden Intervalle iibertrifft, von 
denjenigen, in welch en sie unter dieser HiUfte bIeibt, getrennt zu betracbten. 

Wir haben also zn unterscbeiden bei geradem 12, Db x:;; ~, bei llngeradem, 
<12-1. 

Db x> -2- 1St. 

Sei erstens x < 12, 12 2 1, dann ist, wenn jedesmal im verticalen Ein

gang die ersten, im horizontalen die zweitell Indices angegeben werden, 
das System der 

I 0 2 ... x-I x x+I x+2 ... n-x-1 n-x n-x+1 ... 12-2 12-1 12 

0 it -1 -1 ... -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 -1 x+1 -1 ... -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 
2 -1 -1 x+2 ... -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 

x-I -1 -1 -I ... 2x-1 -1 -1 -1 ... 0 0 0 0 0 0 
x -1 -1 -1 ... -1 2x -1 -1 0 0 0 0 0 0 

x+1 0 -1 -1 ... -1 -1 2x -1 0 0 0 0 0 0 
x+2 0 0 -1 ... -1 -1 -1 2x 0 0 0 0 0 0 

n-x-1 0 0 0 ... 0 0 0 0 ... 2x -\ -1 ... -1 -1 0 
n-x 0 0 0 ... 0 0 0 0 -1 2x -I ... -1 -1 -1 

12-x+1 0 0 0 ... 0 0 0 0 ... -1 -1 2x-I ... -1 -1 -1 

12-2 0 () 0 ... 0 0 0 0 -1 -1 -1 . .. x+2 -1 -1 
12-1 0 0 0 ... 0 0 0 0 -1 -I -1 ... -1 x+ 1 -1 

n- O 0 0 ... 0 0 0 0 0 -1 -1 ... -1 -1 x 

a') 2 :3 4 ... x-I x 

0 +1 +1 +1 +1 +1 +1 
1 0 +1 +1 +1 +1 +1 
2 0 0 +1 +1 +1 +1 
3 0 0 0 -1 +1 +1 

12-3 0 0 0 -1 -1 -1 
n-2 0 0 -1 -1 -1 -1 
12-] 0 -1 -] -1 -1 -1 

n I -I -1 -- 1 -1 ... -1 -1 
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b) 

b') 

Bestimmnng mit weniger als der Hiilfte d. miiglicben Hilfsintervallc. 

1 
2 
3 

x-2 
x-o l 

x 

I 0 2 3 00' n-3n-2n-ln 

+1 0 0 0 ... 0 0 0-1 
+1 +1 0 0 .. 0 0 0 -1 -1 
+1 +1 +1 0 .. 0 0 -1 -1 -1 

+1 +1 +1 +1 ... -1 -1 -1 -1 
+1 +1 +1 +1 ... -1 -1 -1 -1 
+1 +1 +1 +1. .. -1 -1 -1 -1 

2 3 x-I x 

1 n 0 0 0 0 
2 0 n-J 0 0 0 
3 0 0 n-2 ... 0 0 

x-I 0 
x 0 

o 
o 

o ... n-x+2 0 
o 0 n-x+l 

- (l10+ 120 + l30+'" +l1Oo)' 

- (l21 + l31 + 141 + .,. + l1O+11)' 

- (l32 + l42 + l52 + ... + l1O+22)' 

'y. = 1,,10-1 + 1y.x-2+ 00' + 1"0- (l1O+l7.+ 1,,+2x+'" + 12"x)' 

24.1 

1Y.+l = 1X+I,,+11<+I"_I+'" + IY.+11- (l,,+21.+l+ l 1O+3X+1+'" + 12x+h+l)' 

1X+2 = £,,+2x+l+ lX+2% +.,' + 1,,+22-(1,,+31<+2+ 1,,+41<+2+'" + 12x+2,,+2)' 

1 - 1 + ... + 1 - (1 + ... + 1 ) n-x, -- n-xn - "f..-1 n-x n -2 x. 'n-x+l n-'X. nn-x' '. 

1n-X+l = 1n-x+1n-> +,., + 1"_10+2 ,,-2x+1 -(In-x+2 n-,,+l +". + 1nn - X+1)' 

1n -1 = In-l n-~+ 1n -In -3+ " ,+ 1n_l n -x-l _. (lnn-l)' 

1n = lnn-l+ 1nn-2+'" + 1nn- x' 

it) - l~ = l10 + l21 + 132 + '00 + 1nn-l' 

-1;= 120 + l31 + l42 + ... + lnn-2' 
4. . • .. . . .. . . 

-lX= 1"0+ 1tx+1+ 12,,+2+'" + lnn-x' 

Ein Blick auf das Coefficientensystem a' lehrt, dass, wenn man von 
den n + 1 ersten Normalgleichungen die erste und letzte, die zweite und 
vorletzte, die dritte und drittletzte u. s. f. G1eichullg addirt, das resultirende 

Weinstein, Lehrbuch II. 16 
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Gleichungssystem von den 'Yj frei ist. Ferner zeigt das Coefficientensystem a, 
dass zwei zur Mitte symmetrisch gelegene ~ dieselbe Zahl zum Factor 
haben; indem wir also jene Addition en ausfiihren, bekommen wir ein neues 
System von Gleichungen, in welchem immer zwei der ~, deren Indices sich 
zu n erganzen, zusammentreten. Setzen wir also 

Eo + ~,,= xo' EI+ E"_I=XI , E2+ E"_2=X2, ... , E; + E"_i= Xi"" 

so wird 

0) 'XXo- xI-x2-xa-"'-x"_2-xx_I-x,, +A+A' =10+1", 

I) -xo +(x'+1)XI-X2-Xa-"'-X"_2-xX _1-Xx--X ,,+1 =11 +In_l' 

2) -Xo -Xl +( x+2)X2 -Xa -"'-X,,_2 -Xx_I-Xx -X"+1-X,,+2=12 +1,,_2' 

x+1) 

x+2) La 
x+3) 

-X2-xa-"'-XX_2+(2x,-I)xX_l- Xx -Xx+ 1-XX+2-'" 

-X2"-1 =1"_1 +l"_X+l' 

-X2x- 1 -x2x -X2"+1 -X2x+2 =1"+2 +1"_"_2' 
-Xa-'''-Xx_ 2- xX_I-xx -X"+1 - Xx+2-'" 

-X2X-I-X2X-X2X+I-X2X+2-X2x+a=lx+3+1n-x-3' 

Die letzte Gleichung lautet, wenn die Anzahl n der Intervalle 
un gerad e ist 

- X n- 2x- 1 - Xn- 2x+1 - ••• - xn_ 3 + 2xxn_ 1 - xn+1 - ••. 
--2- --2- -2- -2- -2-

- X"+2"_1 = 1"_1 + 1,,+1; 
--2- -2- -2-

wenn die Anzahl n dieser Intervalle gerade ist 

- x"_2x - Xn- 2,,+2 - ... - xn- 2 + 2xx" - X,,+2 - ... - X,,+2x = 1 n + l". 
-2- --2- -2- 2" 2 -2- 2" 2" 

1m Ganzen sind n 2 1 bezw. ~ solche Gleichungen vorhanden, es ent-
h I di Gl . h h . n + 2x -1 n + 2x a ten ese elC ungen sc embar 2 bezW. --2- Unbekannte, 

da jedoch Xi = xn_ i ist, sind in Wahrheit nur n 2 1 beziehungsweise i 
Unbekannte vertreten. 

Vereinigt man in jeder Gleichung die gleichen x, so enden von der 

n - ~x, - 1 , bezw. n 2 2x ten Gleichung ab aIle Gleichungen mit X;_I, 
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:e.. n - 2x. + 1 n - 2x. + 2 
bezw. 2' und as kommt von der 2 ' bezw. 2 ten Glei-
chung an erst das letzte bezw. vorletzte; danD das letzte und yorletzte 
bezw. yorletzte und drittletzte; dann das letzte, yorletzte und drittletzte 
bezw. Yorletzte, drittletzte und viertletzte u. s. f. der:e nochmals Yor und 
zwar immer mit - 1 multiplicirt. 

Die yorstehenden Gleichungen reichen also aus, alle :e zu berechnen. 
Nachdem man aus denselben die Summen der Fehler abgeleitet hat, bildet 
man Differenzen dieser Fehler. Dazu leitet man aus den n + 1 ersten 
N ormal-Gleichungen neue her, indem man die letzte yon der ersten, die 
yorletite yon der zweiten, die drittletzte yon der dritten u. s. f. abzieht. 

Dadurch bekommt man n ~ 1 , bezw. i neue Gleichungen, in denen zunachst 

die Differenzen der Grossen Yorkommen, deren Summen die :e gebildet 
haben. Setzen wir 

eo - e .. = Yo' e1 - e .. _1 = 'lJ1' ea - e,,-a = 'lJ2' ••• , ei - E .. _i = 'lJp ... , 

so sind also die 'lJo' 'lJ1, 'lJ2" •• ,11,,-1' bezw. 11" die neuen Unbekannten. 
. 2 II 

Ausserdem stehen aber in dies en Gleichungen, und zwar in den x. ersten 
derselben, noch die lj, deren Anzahl x. betragt. 

Man sieht aber aus dem System der b, dass in den x. letzten Normal-

gleichungen die e sich auch gerade zu den 'IJ zusammensetzen; die n -; 1 , 

bezw. ~ vorhin genannten Gleichungen zusammen mit den 'X letzten 

Gleichungen geben also gerade die 11 (bis auf 110' welches 0 ist) und die lj. 
Hiernach hat man noch zwei Systeme von Gleichungen. In dem ersten 

dieser Systeme sind die Factoren der '!I ahnlich gebildet wie die der:e in 
dem System L1); bezeichnen wir die in ihrer I!'orm darum als bekannt an
zusehenden Aggregate der 11 mit Yo, Yl> Y2, ••• , so haben wir 

( Yo + 2Yj1 + 2Yja + 2Yja + 274 + ... + 2Yj" + A - A' = 10 - 1" , 
Y1 + 2Yjll + 2Yja + 2Yj4 + ... + 2Yj" = 11 - 1" , 
Ya + 2Yja + 2Yj4 + ... + 2ljx = 11l - 1"_2 , 

~a + 2Yj4 + ... + 2~x = 1s - 1"_3 ' 
. . . . 

YX- 1 

Yx 

Y .. - 1 
2 

bezw. 

Y"-2 
-2-

+ 2ljx = 1"_1 - 1"_"+1 , 
=1"-1_,,, 

= 1"_2 - In+2' 
-2- -2-

16+ 
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woselbst also 

Yo= xYo - Y1 -Y2 _ ... - Yx ' 

Y1 = - Yo + (x + 1) Yj - Y2 - ... - Yx+1' 

y =-Y -Y + (x + 2)y _ ... -y 
.2 0 1 • 2 '1.+1' 

Y"-l =-YO-YI-Y2 -"'-Y,,-2+ (2x-1)Yx_l -Yx-"'- Y2x-l' 
Y" =-Yo- YI-Y2-"'-Yx-l + 2xyx -YX+l -"'-Y2x' 

Y,,+l = -Y1 - Y2 -"'-Yx+ 2xYX+ 1 -Yx+2 _ ... - Y2x+l' 

Yx+2 = - Y2 - ... - YX+ 1 + 2xYX +2 - Yx+3 - ... - Y2X+2' 

Yn-l=-Yn-2x-I-Yn-2x+l- .. - Yn-3 + 2xYn_l - 'Yn+ 1 -.,.- 'Yn+2x- 1 ' 
-2- --2 - -2- -2- -2- -2- 2 

bezw. 
Yn- 2 = - Yn-2x - Yn-2x-2 - ., . - 'Yn-4 + 2x 'Yn-2 - 'Y n - ... - y n+2x 

-2- --2- --2- -2- 2- 2" -2-

ist. 

1) yo 
2) Yo + Yl 

LII1) 3) 'Yo + 'Yl + Y2 

+12rh 

(12-1)"'12 
(12- 2)r;3 

=l~ , 
=l; , 

=l~ , 

x) Yo + 'Yl + 'Y2 + ... +'YX - 1 (12-x+ 1)"'1'1. =l~, 

Ferner ist zu beachten, dass, wenn man in den Aggregaten Y, iihnlich 
wie in den Aggregaten der x im System Ll ) die gleichen 'Y zusammenfassen 
will, 'Yi = - Yn-i ist; hier treten also nicht einige Y mit dem Factor - 2 
auf, sondern es verschwinden eine Anzahl derselben in den einzelnen 
Gleichungen, und da, wo ein Y einen positiven Factor x + i oder 2x hat, 
vergrossert sich dieser urn 1, geht also uber in x + i + 1, bezw. in 2x + 1. 

Man sieht, dass die Coefficienten dieses letzten Systems mit denen des 
voraufgehenden nur dann ein symmetrisches System bilden, wenn dieselben 
mit 2 multiplicirt werden; wollen wir also das im ersten Band ... gegebene 
Rechenschema zur Anwendung bringen, so haben wir die vorstehennen 
Gleichungen LIll ) alle mit 2 zu multipliciren. 

Man berechnet hiernach aus dem System L l ) die x, dann aus LI j ) unO. LIl j ) 

nach Elimination der "'I die Y unO. bekommt zuletzt durch Bildung der 
Sum men unO. Di:fferenzen der entsprechenden x und Y die ~, niimlich 

Xl + Yl Xl - Yl e1 = 2 en- 1 = 2 , ... , 

u. s. f. 
, ... 

Bei der nurnerischen Ausfiihrung ist das im ersten Band entwickelte 
Schema anzuwenden. Die Auflosung der Normalgleichungen geschieht am 
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besten durch successive Naherung. Die Correlaten A, A' sind zwar mit in 
den Gleichungen fiir die x und Y vertreten, aber man sieht leicht, dass 
man dieselben, um die x und y zu erhalten, nicht zu beriicksichtigen 
braucht; man kann sie ganz fortlassen, wenn man die Gleichungen, in denen 
sie vertreten sind, nicht mit hinschreibt und xo und Yo von vornherein 
gleich Null setzt. 

Um ein Beispiel fiir die Aufstellung der Gleichungen fiir die x und Y 
anzufiihren, nehme ich an, eine Scale mit 11 Intervallen sei mit Hilfe von 
3 Hilfsintervallen, deren Langen nacheinander 1, 2, 3 der. Scalenintervalle 
annahernd gleich waren, auf ihre Teilungsfehler untersucht worden; 
wir haben dann n = 11, It = 3 und es wird unter Fortlassung der Glei
chungen, die die Correlaten enthalten und der Glieder, die mit den un
niitzen xo, Yo multiplicirt sind, das System der Gleichungen in x und y 

4 X1-X2-X3-X4 = (l1 0-l1110) -,-(l21-l109)-(l31-llOS)-(l41-7107) 
-x1+5x2-Xa-X4-X5 =(~1-l109)-(l20-l119) -(132-198 ) -(142-197) -(l52-19s) 
-X1-X2+6x3-X4-2x5 =(l32-l9s)+(l31-l10s)+(l30-lus)-(l43-1s7) -(l53-lS6) -(l6a-ls5) 
-X1-x2-X3+5x4-2x5 =(l43-1s7)+(l42-197) +(l41-1107)-(l54-~6) -(l64-~ 5) 

-x2-2x3-2x4+5X5 =(l54-l76)+(l53-lS6) +(l52-l96) -(~5-lS4) -(l85-lsa) 
+4Y1-Y2-Y3-Y4+27]2+27]3=(l10+11110) -( l21 +1109)-(731+l108)-(l41+l107) 
-Y1+5Y2-Y3-Y4-Y5+27]3 =(121+1109)+(l20+1119) -(l32+19s) -(142+197) -(152+19s) 
-Y1-Y2+6Y3-Y4 =(la2+198)+(131+11Os)+(lao+1us)-(l43+l87) -(15a+18s) -(163+1s5) 
-YCY2-Ya+ 7Y4 =(143+l87 )+(l42+19,,) +(141+l107 )-(l54+l76) -(l64+l75) -(Z74+l74) 

-Y2+7Y5 =(l.14+l76)+(153+Z86) +(152+l96) -(160+ls.\) -(17.\+ls4) -(185+l63) 
+227]1 =-2(110+121+l32+l43+154+165 +l76+187 +198+1109+11110) 

+2Y1+207]2 =-2(l20+131+142+l53+l64+l75+18s+l97 +1108+lU9) 
+2Yl+2Y2+ 187]3 =-2(~0+l41+l52+lS3+~4+185+l9S+l107+l11S)' 

Bei der numerischen Ausrechnung wendet man auf das erste System, 
wie auf das combinirte zweite und dritte System, das im ersten Bande 
S. 428, 429 gegebene Schema an, es ist das dort mit all' a12 , ... , ann bezeichnete 
Coefficientensystem 
fur das erste + 4 - 1 - 1 - 1 0 

-1 +5 -1 -1 -1 
-1 -1 +6 --1 -2 
-1 -1 -1 +5 -2 

o -1 -2 -2 +5 
fiir das zweite und dritte 

+4 -1 -1 -1 0 0 + 
-] +5 -1 -1 -1 0 
-1 -1 +6 -1 0 0 
-1 -1 -1 +7 0 0 

0 -1 0 0 +7 0 
0 0 0 0 0 + 22 

2 
0 
0 
0 
0 
0 

+2 0 0 0 0 0 +20 
+2 +2 0 0 0 0 0 

+ 2 
+ 2 

0 
0 
0 
0 
0 

+ 18 
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wabrend die zugehOrigen 11 , 12, ••• durch die auf den recbten Seiten der 
Gleichungen stehenden Glieder gegeben sind. 

Zweitens sei x >~, n 2 1, wir haben dann fur das System der 

a) I 0 1 2 ... n-x-2 n-x-l n-x n-x+l ... It+1 x x+l x+2 ... n-2 n-1 n 

0 I x -1 -1 ... -1 -1 -1 -1 ... -1 -1 0 o ... 0 0 0 
1 -1 x+l -1 ... -1 -1 -1 -1 . .. -1 -1 -1 o ... 0 0 0 
2 -1 -1 x+2 ... -1 -1 -1 -1 ... -1 -1 -1 -1 ... 0 0 0 

n-lt-2 -1 -1 -1 ... n-2 -1 -1 -1 ... -1 -1 -1 -1 ... -1 0 0 
n-x-l -1 -1 -1 ... -1 n-l -1 -1 ... -1 -1 -1 -1 ... -1 -1 0 
n-x -1 -1 -1 ... -1 -1 n -1 ... -1 -1 -1 -1 ... -1 -1-1 

n-x+l -1 -1 -1 ... -1 -1 -1 n . .. -1 -1 -1 -1 ... -1 -1-1 

x-I -1 -1 -1 ... -1 -1 -1 -1 ... n -1 -1 -1 ... -1 -1 -1 
x -1 -1 -1 ... -1 -1 -1 -1 ... -1 n -1 -1 ... -1 -1-1 

x+l 0 -1 -1 ... -1 -1 -1 -1 ... -1 -1 n-l -1 ... -1 -1-1 
x+2 0 0 -1 ... -1 -1 -1 -1 ... -1 -1 -1 n-2 ... -1 -1-1 

n-2 0 0 0 ... -1 -1 -1 -1 . .. -1 -1 -1 -1 ... x+2 -1-1 
n-l 0 0 0 ... 0 -1 -1 -1 ... -1 --1 -1 -1 ... -1 x+l -1 

n 0 0 0 ... 0 0 -1 -1 ... -1 -1 -1 -1 ... -1 -1 x 

a') 
1 2 3 4 '" n-x n-x+l n-x+2 ... x-2 x-I It 

0 +1 +1 +1 +1 " . +1 +1 +1 +1 +1 +1 
1 o +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 
2 0 0+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 
3 0 0 0+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 

n-x 0 0 0 0 ... 0 +1 +1 +1 +1 +1 
n-x+l 0 0 0 0 ... 0 0 +1 +1 +1 0 
n-x+2 0 0 0 0 ... 0 0 0 +1 0 0 

x-2 0 0 0 0 ... 0 0 0 -1 0 0 
x-I 0 0 0 0 ... 0 0 -1 -1 -1 0 

x 0 0 0 0 ... 0 -1 -1 -1 -1 -1 

n-3 0 0 0-1 ... -1 -1 -1 -1 -1 -1 
n-2 0 o -1 -1 ... -1 -1 -1 -1 -1 -I 
n-l 0-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 

n -1 -1 -1 -1 " . -1 -1 -1 -1 -1 -1 
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b) resultirt ana a'), wenn man die Colonnen von a' zu Zeilen, die Zeilen 
zu Colonnen umsetzt, die Systeme b') und l) und l') sind genau so zu
sammellgesetzt, me im voraufgebenden Fall und von dort zu entnebmen. 

Wir konnen aucb bier wieder statt der e selbst die Summen x und 
Di:lferenzen '/J zur Mitte symmetrisch gelegener e bestimmen. 

Die Gleicbungen in x lauten, wie ana dem Systeme a) zu erseben, 

0) xx -x -x _ .. ·-x -x -x _· .. -x +).+).' o l' ,,-,,-1 "-,, "-"-H " 
=10+ 1", 

1) -:&0+ (x + 1):&1- x,-'''- :C,,_x_1- x,,_,,- a:"-"+l-'''-a:X+1 
= 11+1n-1' 

2) -XO-x1 +(x+2)a:2-"'-:C"_"_I-a:,,_,,-X"_X+I-"'-a:"+1-X"+2 
= -12+1,,_2' 

n-x-l) -a:0-xl-x2-···+(n-l)x,,_,,_I-a:n_,,-x,,_,,+1-···-a:,,+1-·"-x,,_1 
= 1"_"_1+ 1,,+1' 

n-It) -a:0-X1-a:,-···-Xn_"_.1+nx,,_x-a:n_,,+1-···-X,,+1-···-a:,, 
=1"_,,+1,,, 

n -x+ 1) -:Co -a:1-a:,-"'-Xn_,,_1-Xn-x +nx"_x+1-"'-X,,+1-"'-:C,, 
= 1"_"+1+ 1"_1 . 

Die letzte Gleicbung lautet fUr eine 

n 2 1) 

~) 

ungerade Anzabl von Intervallen (also ungerades n) 

-XO - X1-X2-" ·-X .. -3 + nxn-1 -X,,+1-" '-X", 
-2- -2- -2-

gerade Anzahl von Intervalleu (also gerades n) 

- Xo - Xl - xa- ... - Xn-2 + nx .. - :&n+2 - ... - a:". 
2" "2 2" 

Da Xi = Xn-i ist, sind in jeder Gleichung eine Anzahl der a: einander 
gleich und das obige System gebt iiber in 

0) XiCo-X1-X2-"'- X .. _,,_2- x"_"_1-2x,,_,,-2xn_"+1-'" 
- 2X"_1 +). + ).'= 10+ I", -,-

1) -xo+(x+l)Xl-X,-",- x,,_,,_,-2x"_"_1-2xn_,,-2xn_"+l-'" 
-2X"_1 = 11 + 1,,_1' -,-

2) -XO-x1 + (x+2)x,- .. ·-2:C"_"_2-2xn_"_1-2x,,_x -2xn_x+1-'" 
-2Xn-1 = 1,+ 1"_,, 

-2-
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n-x-2) - X - X -2x -···+(n-3)x -2x - 2x - 2x -o 1 2 ,,-,,-2 ,,-,,-I "-,, ,,-"+1 

-2X"_1 = 1"_"_2 + 1,,+2' 
-2-

n-x-I) - X -2x -2x -···-2x +(n-2)x -2x -2x -o 1 2 91-,,-2 "-"-I ,,-1t ''-It+l 

-2X"_1 = 1"_"_1 + 1"+1' 
2 

n- x) -2xo -2x1 -2x2 - ... -2X,,_x_2 -2X,,_X_l + (n-I) x"_lt - 2x"_"H -

-2X"_1 = l"_lt + 1", 
-2-

n--x+ I) -2xo -2xl -2x2 - ... -2X"_1<_2 -2X"_"_1-2X"_,, + (n-I)x" 1<+1 

-2X"_1 = 1"_"+1 + 1,,_1' 
-2-

n-I 
--) -2x -2x -2x -···-2x -2x -2x -2x - ... 2 0 1 2 ,,-,,-2 "-1<-1 "-,, ,,-"+1 

+(n-l)x"_l = 1"_1 + 1"+1 
2 2 -2-

fUr eine ungerade A.nzahl von Intervallen; bei gerader Anzahl lauten die 
Gleichungen ganz entsprechend, nnr steht x" an Stelle 'von X,,_l' und es 

2 2 
haben die x" in allen Gleichungen bis zur ietzten Gleichung den Factor - I, 

2 
in der letzten dagegen den n, und endlich steht in der letzten Gleichung 
rechts vom Gleichheitszeichen 1" + 1". 

2 2" 
Entsprechend haben wir fur das erste Gleichungssystem in 'II und lj, 

weil hier 'IIi = - Y,,-i ist, 

0) XYO-Y1-Y2-"'-Y"-lt-3-Y,,-x-2-Y"-X-l+ 2rh + 2"1)2 +···+2"1)x 
+)..-)..'=10 -1" , 

1) -Yo+(x+I)Yl-Y2-"'-Y"-1t-3-Y"-"-2+2lj2+2lj3 +'+2lj" 
=11-1,,_1 , 

2) -Yo -'Ill +(x+2)Y2 -"'-'11" -,,-3 +2lj3 

j 
n--x-2) -Yo -'Ill 

n-x-I) -Yo 
LI2) 

In-x) 

+(n-l)Y,,_1t_2 

= 1,,_,,_2-1,,+2' 

+nY,,-1t_l +2"1),,_x +···+2lj" 

= 1"_"_1-1"+1' 
+(n+I)Y,,_1< +2"1)"_"+1+.+2"1)" 

=1"_,,-1,,, 
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n-x+l) 

(n-x+2) 

n 2 1) 

n 2 2) 

+(n+l)Yn_,,+1 +27),,_"+2+ .. + 27)"_1 

= 1"_"+1-1"_1' 
(n+l)Yn_,,+2 +27),,_"+3+ ... + 27)"_2 

= 1"_"+2-1"_2' 

(n + I)Yn-1 + 27)n+1 = In-1 -1"+1l n ungerade, 
-2- -2- -2- T 

(n + 1) Yn-2 + 21J" + 27)n+2 = 1"_2 -In+a, n gerade, 
-2- T 2 

und fUr das zweite, nachdem wir daselbst aIle Gleichungen mit 2 multi
plicirt hahen, 

1) 2yo +2n7)1 =2l~, 

=21;, 

=21~, 

2) 2Yo+2Y1 + 2(n-l )1J2 

+ 2(n-2)1J3 3) 2yo -+ 2Y1 + 2Y2 

n;l) 2yo+ 2Y1 + 2Y2+ 2Y3 + ... + 2Yn-1 + 2 (n; 1 )7)n+1 = 2l~+1' "\ [ 
2 2 2 ~ 

2yo + 2Y1 + 2Y2 + 2Y3 + ... + 2Yn-3 + 2 (n 2 1 )1Jn+3 = 21~+3' ~ 
2 2 2 "'"' 

n;3) 
: : • : (t) 

" . S 
x) 2'110+2'111 +2Y2+ 2y3 +· . + 2yn_ x + 2(n-x+l)7)" =2l~, 

~) 2Yo+2Y1+2Y2+2Y3+'" + 2Yn-2 + 2 (n;2)7)~ =21'10' 
2 2 2 ~ 

n;2) 2yo + 2Y1 + 2Y2 + 2Y3 + ... + 2Yn-2 + 2 ( ; ) 7)n+2 = 21~+2' ~. 
2 2 2;;; 

n;4) 2Yo+2Y1+2Y2+2Y3+ ... +2Yn_4+2(n 2 2)1Jn+4 =2l~+4' ~ 
.. 2 2 -2-

Bestimmung mit allen miiglichen Intervallen (vollstandige 
Hansen'sche Methode). Besonders einfach gestalten sich die VerhiiItnisse, 
wenn x = n - 1 ist, die Untersuchung also mit IntervaIlen aIler moglichen 
Grossen ausgefUhrt wird. In dies em fUr die Sicherheit der Bestimmung 
giinstigsten Fall sind die Gleichungssysteme, wenn wieder die unnotigen 
Gleichung'en und unnotigen Glieder weggelassen werden, 



250 Bestimmung von Teilungsfehlem. [88b. 

(n-l)x -2x -2x _ ... - 2x bezw -x = 1 +l l' 1 2 S ,,-1' ~ 1 n-
-2- 2 

-2Xl + (n-l)x2 -2xs- '" - 2X"_1 bezw. -x" = l2+1n_2' 
2 "2 

L3) -2x1·-2x2 +(n-l)xs-··· - 2X"_1 be~w. -x~ = 1a:-1,,_a' 
2 : 2 : 

-2xl -2x2-2xa-··· + (n-l)x,,_1 bezw. + nx" =1"_1+1,,+1 
-2- "2 -2- -2-

bezw. l" + l". 
"2 2" 

(n + 1)Y1 + 21)2 + 21)3 + ... + 21)"_1= 11 -In_I' 

(n + 1)Y2 

(n + l)Ya 

+ 21)3 + ... + 21) .. _2= 12 - 1,,_2' 
. + ... + 21)"_3= 13 - 1,,-3' 

und hierin ist 

(n + l)y,,_s+ 21)"_1 + 21)"+1 + 21),,+s= l .. _a- l,,+3' } . 
-2- -2- -2- 2 2 2 bel 

1 unge-
(n + 1) Y"-l + 21)"+1 = 1",_1- ,,+1' ra dem n 

-2- -2 -2- -2-

(n + 1)Yn_2 + 21)" + 21)"+2= 1n_2-l"+2'} bei ge-
-2- "2 -2- -2- -2- radem n 

+ n1)1 = l~, 

-+ (n-l)1)2 = l;, 
+ (n-2)1)a =l~, 

n+1 l' Yl+Y2+"'+Yn-1+-2-1),,+I= ,,+1' 
2 2 2 

n-l 
YI + Y2 + ... + Yn-S + -2-1)"+3 = l,,+3' 

2 2 2 
n+2 

Yl + Y2 +'" + Yn-2 + -2-1)~ 
2 2 

=l~, 
"2 

n 
Yl + Y2+'" + Yn-2 + 21)n+2 = l~+2' 

2 2 2 
n-2 

YI + Y2+'" + Y~-=!:. + -2-1)n+4= l~+4' 
2 2 2 

= l~_2' 
= l~_l' 

I bei 
unge~adem 
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11 = 110- (la1 + 131 + 141 + ... + 1"1)' 

1a = 121 + l20- (lg2+ l42+ 152 +", + 1,,2)' 

19 = 192+ 19l + lao- (14 a + 15a+ 16a+'" + 1na)' 

-l~ =110+121+132+l4a+···+l"n_1' 

-1; = 120 + la1 + l42+ 153+", + l"n_2' 

-l~ = 1ao+ 141 + 152 + 16a+'" + l"n_g, 

- l~_l= 1n-10 + ln1' 

Ich nehme mit allen Gleichungssystemen einige naheliegende Um
anderungen vor. 

Zunachst fUhre ich fiir die Summen und Differenzen zur Mitte symmetrisch 
gelegener 1 besondere Symbole ein, indem ich setze 

11 + 1"_1 = 81 , 11 -1"_1= d1, 

12 + l"_2 = 82 , l2 -In_2= d2, 

bezw. 

l"_l + 1"+1 = 8"_1' 
"2 -2- -2-

1" +1" =8 n , bezw. 

1,,_1 - 1n+1 = d,,_l' 
-2- -2- -2-

1"_2 - 1"+2 = dn_ 2· 
-2- -2- -2-

Ferner addire ich im ersten System zur ersten Gleichung 2Xl - 2Xl' 

zur zweiten + 2X2 - 2X2 U. s. f., und endlich setze ich fUr das zweite und 
dritte System an Stelle der Summen der y besondere Symbole, namlich 

'!I1 
Yl + '!I2 

'!Il +112 + '!Ig 

= ~1' also 

=~2' 

=~a, 

Yl + '!I2 + yg + ' , . + '!In-l = ~n-l' 
-2- -2-

bezw. 
'!I1 + Y2 + Ya + ' .. + '!In-2 = £1,,-2 

-2- -2-

'!Il 
'!I2 
'!Ia 

=t1 , 

=$2 -&1, 

=tg - &2, 

'!In-1 = t n- 1 - £I,,_a' 
-2- -2- -2-

bezw. 

Yn -2 = £1,,-2 - &"-4' 
-2- -2- -2-

W ollten wir die Indices der ~ fortsetzen, so ware, weil 

ist, z, B. bei ungeraden n 
'!Ix=-Y,,-x 

~n+1 = en_a' 
-2- -2-

Z,,+a =Z,,_5' 
-2- -2-
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alJgemein fiir gerade wie fiir nngerade n 

Zn+x = Zn-x-2' 
-2- --2-

So bekommen wir, wenn noch 

bei ungeradem: n Xl + X2 + X3 + .. + Xn_ l = (x), 
-2-

bei geradem n: Xl +X2+X3+"'+Xn_2+!Xn=(X) 

2 "2 
gemacht wird, 

LI) 

- 2 (x) =Sl' 

- 2 (x) =S2, 

(n + 1)xn_ l - 2(x) = Sn_l bei ungeradem n, 
2 -2-

1 
bezw. 2(n + 1)x..::. - (x) = !sn bei geradem n. 

2 '2 

(n + 1) Zl + 2(1)2 + 1)3 + ... + 1)n-l) = d1 , 

(n+ 1) (Z2- Z1)+ 2(1)3 +1)4 + .. , + 1)n-2) = d2, 

= dn- t bei ungerademn, 
2 2 2 -2-

bezw, (n + 1) (zn_2 - zn-4) + 2(1)n + 1)n+2) = dn_ 2 bei geradem n, 

Lll) 

-2- -2-

n1)1 = l~, 

Zl +(n- 1)1):) = l;, 

Z2 + 31)n_2 = l~_2' 

Zl + 21)n_l = l~_l' 

-2-

bei ungeradem n, 

bei geradem n, 
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Aus dem ersten System bekommen wir unmittelbar die $. Addiren 
wir hier aIle GIeichungen zusammen, so ergiebt sich sofort der Wert von (x), 
namlich aus 

(n-l) (n + 1) (x) - 2 -2- (x) =Sl + S2 + ... + S .. _l' 

2 

(n-l) 1 bezw. (n + 1) ($)- 2 -2- (x) = Sl + S2 + ... + S .. _2 +"2 s-'!-, 
:I 2 

somit, wenn noch gesetzt wird 
1 

S1 + S2 + ... + S,,_l bezw.2' s .. = (s), 
-2- 2" 

in beiden Fallen 

(X)=(~' 
Hiernach wird 

Xt = n! 1 (St + (s»), 

X2 = n ! 1 (S2 + (s»), 

X .. _ l = n ! 1 (Sn-l + (s») bei ungeradem n, 
2 2 

1 
x~ = n + 1 (S-,!- + (8») bei geradem n. 

2 2 

Setzen wir die Summen aller l von II bis 1"_1 

11 + 12 + 1a + ... + 1"_1 = (l), 

so ist fUr gerade wie fiir ungerade n 

und somit 
(s) = Cl), 

Xl = n ~ 1 (Sl + (l)), 

X2 = n! 1 (S2 + Cl)) 
u. s. f., zusammenfallend mit den entsprechenden Hansen'schen Formeln. 

Die z und 1) erhalten wir aus den Systemen L1) und LIT). Aus L1) 
ergiebt sich durch Subtraction jeder Gleichung von der ihr nachfolgenden 

(n + 1) (Z2 - 2z1) - 2 (1)2 + 1) .. -1) = il2 - ill' 

(n + 1) (ss - 2Z2 + St) - 2(1)a + 1) .. -2) = ila - illl , 

(n + 1) (S4 - 2sa + Z2) - 2(1)4 + 1)"-3) = d4 - ds· 
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(n + I) (S .. _1 - 2s .. _a + S .. _5) - 2(ll .. _1 + ll .. +al) = a"_1 - a,,_a} fur ein nn-
T -»- -:1- -2- -:1- -2- -2- geradesn, 

(n + 1) (s .. _:l- 2S,,_4 + S,,_6) - 2(ll"_2 + lln+4) = a"_:l- d"_41 fur ein 
-2- -2- -2- -2- -2-. -2- -2-1 gerades n. 

Die II sind aber aus dem System LIT) als Functionen der z darstellbar; 
so bekommt man aus der zweiten und letzten GIeichung dieses Systems 

t; '..-1 (I 1) 
ll2+ llll-l= n-I +2-061 n-I +2 ' 

aus der dritten und vorletzten 

u. s. f. 

1; l~_» (1 I) 
lla + ll .. -2 = n _ 2 + -3- - S2 n - 2 + 3" 

Nach Elimination der II geht hiernach das Gleichungssystem fiir die fJ 
iiber in 

n + 1 (1; 1~ 1) 
(n+l)(o62- 2fJl)+2fJ12(n_l) da- al+ 2 n-l + 2" ' 

n + 1 (1~ l~_2) 
(n + 1) (fJ3 - 2fJ2 + 061) + 2fJ23(n_ 2) =da - da + 2 n'-:"'2+ -3- , 

u. s. f. 
Es sei zur AbkurzulIg gesetzt 

1 ( (1; l~_I)) 
n+ 1 d2 -dl + 2 n-l +2 =rxl' 

I (d d 2( l~ l~_2)) -- 3- 2+ --+-- =rx n + I n -:2 3 2' 

( 
1~_2 l~+4) 1 ""2 -2-

n + 1 d .. _:l- a,,-4 + 2(n + 4 + 1i"=2) = Cit,,_4 

:I 2 -2- -2- 2 

( 
1~ l~+2 ) 1 T -2--- --a +2 -+- -rx n + 1 ,,-2 (11. + 2 n) - .. -2 

2 -2- 2 2 

fiir ein 
ungerades n, 

fur ein gerades n. 
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2 ( 1 - 2 (n ~ 1)) = ~l , 

2 ( 1 - 3 (n ~ 2)) = ~2' 

2 ( 1 - n _ 11 n + 3) = ~,,-a' II 
(
1--2-2-2-) = 2 hei ungeradem n, 

n + 1 n + 1 ~n-l' 
-2--2- 2 

2 (1- 1 )= R n- 2n + 4 1',,-4' 
-2--2- 2 

( 1 - n n 2+ 2) = ~"-lP 
"2-2- 2 

bei geradem n, 

255 

so haben wir unter Hinzufiigung der identischen Gleichung <11 = $, wohei 
wir noch der Conformitat halher fiir $1 auch lXo schreiben, 

=(lo, 

= (ll + .6'1~1' 
= (l2 -1-.6'2 ~2 - $1 • 

= (la + Zg ~a - $2' 

.6'n_l = (In-3 + Zn-3~"-3 - $"_5' 1 -2- -2- -2- -2- -2-

1 flir ein ungerades n, 
= (In_l + Zn-l~n-l - $,,-3' o 

2 -2- -2- 2 

Z"_2 = (In_4 + Zn-4~n-4 - Zn-6' 1 
2 2 2 2 2 jf'" d O R ur em gera es n. 

= (In_2 + Z,,-21',,-2 - $,,-4' 
-2- -2- -2- ""2 

Aus diesem Gleichungssystem lassen sich die einzelnen $ leicht successive 
eliminiren; man findet der Reihe nach 

~l=a.O) 

~2=(lI+(lO ~ 1, 

~3=(l2+(l1 ~2+:l0 (-1 +~1 ~2)' 
~4=(lg+(l2 ~a+lXl( -1 +~2 ~g)+au( -~l-~a+~l ~2 ~g), 
'5=1X4+(lg ~4+1X2(-1 +~a~4)+(lo( -~2-~4+~2 ~3 P4)+lXo(1-~1 ~2-~4-~a ~4+~1 ~2 ~3 ~4) 

U. S. f. 

Das Gesetz, nach welch em die aus den ~ gebildeten Zahlenfactoren der 
einzelnen IX in jedem $ fortschreiten, ist leicht zu erkennen, wenn man jeden 
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Factor mit den beiden ibm voraufgehenden vergleicht. Aligemein be-
kommt man 

Sx = U"l aX _ 1 + u x2 ax _ 2 + ... + u xx_ 1 a1 + un ao' 

woselbst die Zahlenfactoren U dmch das folgende Kettenbruch-Schema zu 
berechnen sind 

Ud = 1, 

ux2 = ~X-l' 
ux3 = ~X-2 Uk2 - ud ' 

u x4 = ~x-suxs - U,,2' . . 
Uxx = ~1 Ux :-1 - Un _ 2 • 

Die Gleichungen ffir die s enthalten nun noch alle die Unbekannte ClO' 

welche gleich Sl ist; setzt man aber die Berechnung bis zum Ende fort, so 
hat man als vorletzte und letzte Gleichung 

S .. _l = u .. _ 1 a .. _ 3 + u .. _ 1 a .. _ 5 + ... + U .. _ 1 .. _ 3 a l + u .. _ 1 n-l ao' 
-2- -2- 1 2 -2- 2 -2- 22 -2-2 

o = U .. +1 an_1 + Un+1 a .. _ s + ... + U .. +1 .. - l a l + U .. +l n+l ao 
-2- 1 -2- -2- 2 -2- -2- -2- 2 -2-

mr ein ungerades n, 
sn_2 = un_ 2 a .. _ 4 + ~ .. -2 an _ 6 + ... + un_ 2 n-' a l + U .. _ 2 .. -2 au' 
2 21 -2- -2- 2 -2- 2 -2- -2- -2-

o = Un an _ 2 + Un an_ 4 + ... + Un .. -2 III + 2t n~ n ao 
21 -2- "22 -2- "2-2- 22 

fiir ein gerades n. 
Die letzte Gleichung ist also von den S frei und giebt den gesuchten 

Wert von ao, das ist von Sl; aus den voraufgehenden Gleichungen bekommt 
man dann aIle ubrigen s nach Substitution des Wertes von /lo. 

Nachdem man die s berechllet hat, resultirell die'!J aus den Gleichullgen 

'1ft =Sl' 

'!J2 =S2- Sl, 

'/Is =ss -£"2, 

u. s. f. 
und wenn man auch noch, wie es namentlich fiir die Berechnung der 
iibrig bleibenden Fehler der Beobachtungsgleichungen geboten ist, die 1j 

kennen lernen will, nach dem System LII) 

1Jl =ll' n l' 

= nIl Cl; - Sl)' 

= n 1 2 Cl~ - S2)' 
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allgemein 1 , ) .<n-l n 
1),' . (l.:....... fJ· ,Z -2-' -2' n-z+ l' .-1 = 

1 , ). n+l n 
1);= n-i+ 1 (li-Z,.-i ,z>-2-' 2' 

Damit ist die Aufgabe durch allgemeine Formeln geliist. Ehe wir das 
Schema fUr die numerische Ausfiihrung aufstelIen, haben wir noch die 
mittlern Fehler der gesuchten Griissen zu berechnen. 

Wir denken uns die 1) und x, 11 und aus letztern die e berechnet und 
setzen deren Werte in die Beobachtungsgleichungen ein; letztere werden 
dann im allgemeinen nicht identisch erfiillt sein; die iibrig bleibenden 
Abweichungen von 0 sind die iibrig bleibenden Fehler, wir bezeichnen diese 
Fehler entsprechend der Anordnung der Beobachtungsgleichungen (Seite 237) 
colonnenweise mit 

V1n- 1 v2n- 1 ••• vn- 1 n-l 

v1n v~n '" vn - 111 ' 

Dann ist, da die Anzahl der Beobachtungsgleichungen n + n - 1 + .. 
+ 2 = n(n;- 1) 1, die der Unbekannten n - 1 + n -1 = 2(n - 1), die 

.. .... n(n + 1) (n-1) (n-2) 
der uberschusBlgen GlelChungen also 2 1-2 (n-1) = 2 

betragt, der mittlere Fehler einer BeobachtungsgIeichung 

LIV) ,/ 2~V2 
fL = V (n - 1)(n - 2)' 

n(n + 1) . . 
wo ~V2 die Summe der Quadrate aller 2 -1 vorllln bezelChneten 

v bedeutet. Die mittIern Fehler der e und 1) lassen sich darstellen durch 

fLl;l = fLY!!l' fLl;. = fLY!!2' ... u. s. f., fL1)l = fL~' fL1), = fLyr2' .,. u. s. f., 

woselbst die q und r gewisse nach den im ersten Bande gegebenen 
Regeln zu berechnende Zablen sind. Von diesen Regeln wollen wir die 
dritte (Art. 228) zur Anwendung bringen. Darnach haben wir 2(n - 1) 
Gleiehungssysteme, jedes System von genau derselben Form wie das Normal
gIeiehungssystem aufzuliisen. Wir untersuchen allgemein das ite System 
und zwar zunaehst fiir den Fall, dass i < n - 1 ist, es sieb also urn die 
mittlern Fehler der e, nicbt der 1), bande1t; die Unbekannten dieses Systems 
bezeichnen wir mit 

Weinstein, Lehrbuch II. 17 
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von denen wir allein das qu und rii brauchen. Fiir diese q und r gelten 
genau dieselben Normalgleichungen wie' fiir die e und 1], nur stehen auf den 
rechten Seiten dieser Gleichungen, abgesehen von der iten Gleichung, statt 
der l iiberall NuIlen, und in der Hen Gleichung steht statt des betreffenden 
l eine 1. Hiernach bekommen wir die Unbekannten q und r wenn wir in 
den Werten der e und lJ die l aIle bis auf eines gleich Null machen und 
dem der iten Gleichung zugehiirigen l den Wert 1 geben. 

Wie sich nun die e als Summen und Differenzen berechneten, werden 
sich natiirlich auch die q in Summen und Differenzen auflosen; ich setze 

Qi1+Qin-1=Xi1, qi2+ Qin-2=xi2, •• , 

qil- Qin-1 = 1Ii1' Qi2- qtn-2= 1Ii2' .,. 

zunachst. Um erst die mittlern Fehler der e kennen zu lernen, sei i<n-l, 
dann resultiren die Werte der Xi!' Xi2' •• , aus denen der x, indem wir in 
diesen 

l1=0, l2=0, ... , l;_1=0, l;=I, l;+1=0, ... , l"_1=0 

setzen. Hiernach ist in den auf Seite 253 angegebenen Formeln fiir die x 
das (l) gleich 1 zu machen, die s sind aIle bis auf Si gleich Null, Si aber 

ist bei ungeradem n stets 1, bei geradem n gleich 1, solange i < i ist, 

dagegen gleich 2, sob aId i = i wird. . Wir haben also 

und da diese Werte der Xi gar nicht von i abhangen, sind sie fUr ane q 
in gleicher Weise bestimmt. 

Die Gleichungen zur Bestimmung der Yi1' 1Ii2' ••• sind genau so ge
baut, wie die zur Berechnung der .'1/1> 112, ••• dienenden. Setzen wir zunachst 
auch hier 

1Iil= liIil' 

1Ii2 + 1Iil = liIi2' 

1Ii3 + 1Ii2 + 1Ii! = liIi3, 

U. s. f., 

so haben wir fiir die liIi ein ahnliches Gleichungssystem wie fUr die iii; die 
Zahlen ~ behalten ihre Werte, die (J. sind durch die d und l' bestimmt. 
Die l: sind alle gIeich Null, wenn, wie wir vorlaufig annehmen, i < n - 1 
ist, die d aber bestimmen sich, weil immer nur eines der l von Null ver
schieden und gIeich 1 ist, nach folgendem Schema 
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dl ~ ds dn- 3 n-4 
-2- bezw. -2-

dn- 1 ,,-2 
-2- bezw. -2-

i= 1 
i=2 

n-3 n-4 
i=-2- bezw. -2-

n-1 n-2 
i=-2- bezw·-2-

. n+lb n+2 
~=-2- ezw·-2-

._n+3 b n+4 
t- -2- ezw. -2-

i=n-2 
i=n-l 

Wir haben also 

+1 0 0 
0+1 0 

0 0 0 

o o 0 

o o 0 

o o 0 

o -I 0 
1-1 0 0 

0 
0 

... +1 

o 

o 

-1 

o 
o 

o 
o 

o 

+1 

-1 

o 

o 
o 

1 1 
a l = 0, a2 = 0, ... , a i _ l = + n + l' ai = - n + l' C(i+l = 0, ... 

f OO .<n-Ib n-2 
urz=-2- ezw. -2-' 

1 1 
a l = 0, C(2 = 0,. '0' C(n-i_l = - n + l' C(n_i = + n-tl' C(n-i+l = 0, ... 

f OO .>n+lb n+2 
ur z= -2 ezw. -2-' 

und man bekommt fur die a das Tableau 

I C(i1 

i= 1 --- 0 0 
n+l 

i=2 
1 1 

+----- 0 I n+l n+1 

i=3 
1 1 o +-----

n+l n+l 

n-l n-2 
i=-2-'-2- 0 0 0 

n+l n+2 
i=-2-'-2- 0 0 0 

i=n-3 0 
1 1 ---

+n+l n+l 

i=n-2 
1 1 

---+-- 0 
n+l n+l 

i=n-l 
1 

+n+1 0 0 

C(i-I ••• G(on~3 n-4 a on - 1 n-2 
'-2-'-2- '-2-'-2-

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

1 I 
0 "'+n+l -n+1 

0 
1 1 

"'-n+1 +n+l 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 
17' 
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Fiir ein bestimmtes i bediirfen wir, da flir uns von allen Yi'1. eines Systems 
der Y nur dasjenige Y von Wert ist, dessen beide Indices einander gleich 
sind, nm des Zii-1 und des <Iii; diese sind aber gemass dem obigen Tableau 
fiir die a und den Formeln auf Seite 256 

l n-l n-2 

Ji<-'-' = 2 2, 

} ; > n ~; 1 , n 2 2. 

Die Richtigkeit der beiden ersten Gleichungen ist leicht zu ersehen, zur 
Ableitung der beiden andern dient die folgende Bemerkung. Es ist namlich 

. n+x 
£1,,+'1. = £1,,_,,-2; setzt man aber z=--2-' so wird 
-2- -2-

1 
a,,_;_1 = a.,,_'1.~=- n + l' 

2 

1 =+---, 
n+l 

£lii-1 = £1"+1< n+x = £1"+,, "-Y. 
-2- -2- -1 -2- -2-

also zufoJge der Werte der a 

indem man wieder x durch i ersetzt, also x = 2i - n macht, komlllen 
obige Formeln. 

Es ist nun zm Bestillllllung des jedeslllaligen £IiI nach den Entwicke
lungen auf Seite 256, und weil jedesmal nur zwei der a von 0 verschieden sind, 

fiir ein ungerades n 
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nnd fUr ein gerades n 

also zufolge der angegebenen Werte fiir die a. 

0= n ~ 1 {Uxl.-i-H - '~>'-i} + un Zi1; 

0= n ~ 1 {Ux>.-n-.-Ux>.-n-i-1} + un &;1; i> A, 

woselbst A = n ; 1 fiir ein nngerades n, gleieh i fUr ein gerades n ist. 

Naeh alledem bekommt man 

Un _ i - U n - i+1 U i1 • 
( 1) (U .. -U. 1'1) +--1' i<A, n+ un .. ,- ,- n + 

Ux>.-n::i' - Ux>.-ii=i+1 
'/1ii=Zii-l -z;;=- (n+ l)un (un-in-i-:un-i-ln_i-l) 

U '1 
-~;i>A 

n+l ' 
woselbst noeh zufolgo der fUr die U gegebenen Formeln 

ist. 
Fiir ein nngerades n setze ieh bei i < A 

i=A-x-l, 
bei i > A dagegen 

daDll ist 

~~-Ux~ 1 
'/1 = (u -u ) + --, >'-It-lA-x-l (n + l)Uxl. >'-x-lA-x-l >.-x-2>.-lt-2 n + 1 

Ux2>'-n+lt -Ux2>.-n+lt+1 ) 
'/1>.+x>.+" = - (n + 1) un (un_>'_lt 11->'-" - un->'-,,-ln·-l.-,,-l 

H· . t b il' n + 1 . t ler IS a er, we 1\=-2-IS, 

1 
-n+l· 

2A - n + x.= x + 1, n - A - x = A - x-I; 

darans folgt fUr dieseD Fall 
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oder, indem wir fUr A seinen Wert einfuhren, 

u -u ,,+1 +1 .. +1 +2 
T X T X 1 
( + 1) (U"._l ,,-1 - U"_3 ,,-3 ) + --1 . n U,,+1 n+1 --x --x --x __ 1< n + 

-- 2:1 :I 2 
2 :I 

Ganz entsprechend bekommt man bei geradem n indem 

i=A-X., i<A, 
i=A+X., i>A 

gesetzt wird 

[88b. 

~21.-n+x - ul.. 2l..-,,+x+1 1 
11)..+1<l..+,,=- (n+ 1)un (u,,-l.._x- un_>._1<_l) --;;-+1 

und da jetzt A = i ist, wird 

'9" " =-'lIn " 2- x 2-X. 2+1< 2" +x 

U" -un 
-x -x+1 1 

= (2 1) 2 (Un " -U,,_2 ,,-2 )+--1' n+ U --x--x --x--x n+ 
" " :1:1 2 :I 
22 

Es sind also unter allen Umstanden zwei zur Mitte symmetrisch 
gelegene '0 bis auf das Zeichen einander gleich, und wir bekommen fUr aHe 
Werte von i und U 

.. =- .. - 1 + U .. -u.., __ l_{ U).l.-i-~-i+1 1 
'lI.. '9,,-.,,-. n + 1 ~l.. ( .. .-1.-1) J 

woselbst 
,n+l f··· d 
A = -2- ur em ungera es n, 

A = i ffir ein gerades n. 

Besonders hervorzuheben ist jedoch, dass fiir i=i das 'lJ = 0 ist. 

Nach alledem wird, weil fUr ane i, abgesehen von i=j 
1 . 

qii = "2 (Xii + '0;;), g < A, 

qil = i (Xii - 'O"-i"-;)' i > A, 



88 b.] 
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fl· .r 
P-e,,-= }l2(n + 1) V 3. 

2 

263 

Es sind also - wie auch zu erwarten stand - die mittlern Fehler der Be
stimmungen symmetrisch zur Mitte gelegener Teilungsmarkcn einander gleich. 

Aus dem Algorithmus, durch den die u bestimmt sind, ist leicht zu 
ersehen, dass sowohl u), A-i -- U n - i+1 als auch uii - tti_ 1 i-1 beide positive 
Zahlen sind. 

Es ist darum 

P- f3 p.r ,P-~ > 3 
-i 'n-i y2n + 1 

und es ergiebt sich leicht, dass iiberhaupt die mittlere Unsicherheit der 
Bestimmungen von den Enden der Teilang nach der Mitte abnimmt. Da8-
selbe findet statt, wenn man die Rechnung nach Hansen ausfiihrt. 

Will man, was manchmal wiinschenswert ist. auch die mittlern Fehler 
der 1] kennen, so hat man noch die r zu rechnen, und es ist P-lIi = P- yrii" 

Das System der ril' r i2 , •.• , r in- 1 bestimmt sich aus einem Gleichungs
system, welches so beschafl'en ist wie das der y und 1], nur das von allen l 
und l' allein Z; von Null verschieden und zwar gleich 1 ist. Bezeichnen 
wir die aus einem solchen System von Gleichungen resultirenden Werte 
der fJ mit fJ; l' fJ; 2' ..• , so haben wir hiernach und nach Seite 257 

r .. = ~ 1 (1-z~. 1)' i<l.., .. n-z+ u-

r;;=n_!+l(l-Z;n-i)' i>l... 

Es ist nun zur Berechnung der z' zufolge der jetzt anzusetzenden Werte 
fiir die lund Z' 

somit 

2 
=0, a. .. 1=( 1)( . 1),(1· 

It- n+ n-z+ ' 

Z;i-1 = ui - li- 1 fJ;l' i < 1.., 
fJ;n_i= un_ i n_ifJ; l' i > 1... 

Hierin haben wir zur Berechnung von Z;l 
0= Un -i+1 (1ii-1 + UAAfJ~l; i < 1.., 
o ..:... un _n_ i (1i"_i+ Ux>,z;l;i > 1.., 

=0, ... ,i<)" 
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somit 

, 2 ~l-i-H 
e·1=-( 1)( . 1) ---; i<A, • 12+ n-z+ ~l 

2 ~l-n=i 
e~1 = (12 + 1) (12 - i + 1) ~l i > A 

und 
1 (1 2ui _ li_ 1 ~l-i-H) 

12 - i + 1 + (12 + 1) (12 - i + 1) ~l ; 
i<A, 

1 (1 2Un_ in_ i ~l-n=i) 
n-i+1 +(n+l)(n-i+l) U)..), ; 

i>A. 

Hiernach ist allgemein 

p. = p. VI + 2ui _ li_ 1 ~l-i+l, i<A} 
'I); yn-i+l (n+l)(n-i+l) un _12+1 12 _ 

A- 2 ' 2"' uoo-O. 
P. ,/1 2u,,_in_i ~).-n-i.> 

p. = V + ---, Z A 
'I); yn-i+l (n+l)(n-i+l) ~l = 

Wir konnen jetzt das Schema der Berechnung vollstiindig aufstellen. 
Die zu berechnenden Grossen scheiden sich in zwei Klassen, die der u und 
die der !x. 

Die u sind Zahlen und allein durch 12, die Anzahl der Intervalle, be
stimmt, sind sie fiir ein bestimmtes 12 gerechnet, so kann man sich ihrer 
bei jeder andern Gelegenheit, wo es sich um die gleiche Anzahl Intervalle 
handelt, bedienen. 

Zur Bestimmung der u berechnet man erst die Zahlen 

~1 =2(1-2(n~1»). 
~2 = 2 (1- 3(n:" 2)} 

~ _ 2 (I __ --.-1_~) 
n-3- n-l n+3 ' 

2 -2--2-,-

~n-l= (1- 12+ 1212+ 1)' 
2 -2--2-

~n_4=2(1- n_21n+4), 
2 -2--2-

-2- c- 12 :+2 ), 
2"-2-

fUr ein ungerades n. 

fUr ein gerades n. 
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Aus diesen ~ ergeben sich die notigen U nach folgendem Kettenbruch
schema 

Uu =l/U21=l u31=l U41=1 

u1l2=~1 U32=~2 U42=~li 

Ud =1 

u33=~lU32-U31 U43=~2U42-U41 
Uu =~1 U43 -U42 

So ist fiir n= 10 

~1 = 2 (1- 2~9) = 1,8889, 

~2= 2 (1- 3~8) = 1,9167, 

~3 = 2 (1- 4\) = 1,9286, 

~4 = (I - 5 ~ 6) = 0,9333, 

und damit bekommt man fiir die U 

Ul1=1 Ull 1= 1 
U22= 1,8889 

Ual= 1 
u32= 1,9167 
uaa = 2,6204 

u41=l 
U42= 1,9286 
U43= 2,6965 
u44,=3,1648 

U51 = 1 
U52=0,9333 
U53=0,8000 
U54=0,6000 
U55 = 0,3333 

Die zu zweit zu rechnenden Zahlen, die rx, s und d, sind durch die Beob
achtungen bestimmt. 

1st allgemein 
l'l.i= Intervall yom Strich ibis zum Strich x - entsprechendem Hilfsintervall, 
eine Differenz, die unmittelbar durch die Beobachtung gegeben ist, so schreibt 
man diese Differenzen 

erstens in Columnen, die nach den Hilfsintervallell geordnet sind, und 
bildet fiir jede Columne die Summe ihrer Zahlen, die dann die - l'p 
-1;, ... , -1~_1 geben, also so: 

110 
121 120 
!a2 !a1 130 
143 142 141 

1,,-2,,-3 1,,-2,,-4 1,,_2,,_5 1,,-20 

1"-1"-2 1,,-ln-3 1"_1"_4 1"-11 1'1>-10 

1""-1 1""-2 1""_3 1"2 l"l 
I) Summen - - 1~ -~ -l; .,. -1~_2 -l~_l 
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Nun dividirt man 1~ durch n, l; durch n - 1, l~ durch n - 2, u. s. f., 
man hat dann die (vertical zu schreibende) Reihe von Zahlen 

2) 
l~ l; l~ l~ l~_3 l~_2 l~_l 
n' n-l' n-2' n-3' ... , 4' -3-' 2' 

l' 
Das ~ Hi-sst man fUr sich stehen, und es giebt diese Zahl unmittelbar n 

die Grosse "Ill' Von den andern Zahlen vereinigt man <lie erste und letzte, 
die zweite und vorletzte u. s. f., dadurch erhalt man, wenn diese Summen 
noch mit 2 multiplicirt werden, die Zahlen 

3) ( 1; l~ 1) (l; l~ 2) (l~ l~ 3) 2 --+--=- , 2 --+ ::- ' 2 --+--=- , ... n-l 2 n-2 v n-3 4 

( 
1~-1 l~+3 ) ( l~1 ) ( 1~_2 l~+4 ) (1'n 1~+2) 

2 ni3+n: 1',2 n;l bezw.2 ni4 +n~2 ,2 ~-;2+ i 
Urn noch die 8 und d zu bekommen, geben wir den beobachteten Diffe

renzen die folgende" leicht zu iiberschauende (von Marek als zweckmassig 
erkannte)*) Anordnung 

+ l10 + l20 + l30 .. , + In-20 + In-lo 
-l21 + l21 + l31 ... + l"_21 + 1"_11 
-l31 -l32 + l32 ... + In-22 + In-12 
-l41 -142 -143 ... + 1 .. _ 23 + 1"-13 

: 
-1,,_21- 1 .. _22- ln_23··· + 101- 201- 3+ 1 ... - 1 .. - 3 
-In_11- l .. _12- 1n_23'" -In-ln-2+ In-l .. -2 
- lnl -1 .. 2 - l .. 3 ... - 1n .. _2 - 1,,"-1 

4) Summen = II 12 13 1n-2 1n_l 

Die schon angedeuteten Summen der einzelnen Columnen sind 
die l1' la' '" In_l' AIle so bestimmten 1 zusammen addirt, geben die mit 
(l) bezeichneten Grossen also, 

5) 

Addirt man ferner die letzte Zahl zur ersten, di~ zweite zur vorletzten, 
u. s. f., so hat man in den Zahlen 

6) 11+1 .. _1,12+1 .. _2,73+1 .. _3' ... , 1 .. _ 1+1"+1 bezw. l .. +l .. 
T -2- 2' '2 

die gesuchte Reihe der 81 , 8a, ... 8 .. - 1 bezw. 8 ... 

2 2' 
Subtrahirt man dagegen die letzte Zahl von der ersten, die zweite von 

der vorletzten u. s. f, so hat man in den Zahlen 

*) Traveaux et memoires du Bureau international des poids et mesures, Tome II. 
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7) 11- 1,,_1' 12 - 1,,_2' 13 - l"_3' •.. , 1"_1 - 1"+1 bezw. 1"_2 - 1"+2 
:1:1 -2-:1 

die Reihe der dl' d2 , ••• , dn- 1 bezw. dn _ s' 
:I 2 

Aus den d bekommt man durch Subtraction der ersten von der zweiten, 
der zweiten von der dritten, .,. der vorletzten von der letzten und schliesslich 
noch der letzten von 0 die Reihe 

Die Reihe 8) enthalt eben so viele Zahlen wie die 3), addirt man die 
beiden Reihen miteinander und dividirt durch n + 1, so giebt die Schlussreihe 

1 { (1; 1~_1)} 1 { (l~ 1~_2)} 9) n+l d2 -cl1 +2 n-l +2 ' n+l da-d2+2 n-2+T ' 

die IX. 

Mit Hilfe von 5) und 6) bekommt man die x namlich 

10) xl=n~l(SI+(l), x2=n~I(S2+(l», 
Aus 9) und den einzelnen Columnen der u ergeben sich die s, zunachst 

wird SI gerechnet aus der Gleichung 

11) 
I S1 = - f-{ U).l IX)._l + ~2IX}'_2+ ••• + ~).-1 cxJ }, 

n 
S2, S3' •. , folgen dann aus 

32 = U21 CX1 + U22 Z1, 

Z3 = Ua 1 CX2+ U3 2 CXl + U3 sS1, 

Z4 = U41 IXa+ U42 IX2+ U43 IXl + UUZl' 

U. S. f. 

Zuletzt wird 
1 

="2 (Xl + (1), 

1 
="2 eX2 + $2- fJl), 

1 
="2(X3+ $3- fJ2), 

) boi ung.""'em .. 
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bei geradem n 

1 --
e,,-s="2 (x3 - "'3- "'2)' 

1 --
e"_2 ="2 (x2- "'2- "'1)' 

I 
e"_l = "2 (xl - "'1)' 

Will man auch noch die Fehler der Hilfsintervalle kennen, so hat man 

allgemein 

1 (' ).<n-l n 
7).= . 1 1.-$. 1 z--2-' -2' • n-z+ • .- -

1 (1' ). n-l 
7);= n-i + 1 .-$,,_; z>-2-' 

n 

Man kann die beiden unter 1) und 4) gegebenen A.nordnungen der 
Beobachtungen in eine einzige A.nordnung zusammenfassen, indem man die 
A.nordnung unter 1) zu einem Rechteck vervollstandigt, deren Zeilen bis 
auf die Zeicben aus den Diagonal-Zahlen dieser A.nordnung zusammengesetzt 
sind. Das Rechenscbema Hisst sich dann auch eleganter gestalten. 

Wir schreiben also die Beobachtungen, indem wir die Vervollstandigungen 
der Columnen von den urspriinglicben Zahlen durch einen Strich abtrennen, 

110 -121 -131 -141 ... -1,,_11 -1"1 

121 120 -132 -142 .. ·-1 ,,-12 -1"2 

132 131 130 -143 .. ·-1 ,,-13 -1"3 

143 1u 141 140 .. ·-1 ,,-14 -1"4 

1,,_2,,_3 1 .. - 2 ,,-4 1,,-2,.-5 1 .. _2,._s· .. -1,,_1,,_2 -1",._2 

1"-1"_2 1,.-1,,-3 1,._1 .. _4 1 ... 
,,-1"-0 1"-10 -1""_1 ---

l,.,._t 1"n_2 1""_3 1""-4 1"1 
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Bei der Aufstelluug dieses Zahlenquarres schreibt man erst die Beob
achtungszahlen, also die unter den Strichan stehenden, in Columnen, dann 
macht man immer 'iiber der obersten Zahl einen Strich und vervollstii.ndigt 
erst jede Columne dmch die negativ genommenen Zahlen der ersten Columne, 
dann durch die negativ genommenen Zahlen der zweiten Columne u. s. f., 
indem man dabei immer mit der zweiten unter dem Stlich stehenden Zahl 
der betreffenden Columne beginnt. Die Summen der Columnenzahlen (von 
der letzten Columne ist abzusehen), jedesmal gebildet von den Zahlen, die 
unter dem Strich stehen, geben, mit entgegengesetzten Zeichen genommen, 
die 1~, 1;, ... , 1~_1' die Summen der Zeilen (von der letzten Zeile ist abzu
sehen) geben die 11 , 12 " •• , 1"_1' 

Die Rechnung fiihrt man nun in folgender durch die Kopfiiberschriften 
gekennzeichneten Columnen-Anordnung. 

I II 1lI IV V VI VII Vlll 
ausI 

s" 
8" + (l) i' l' 2( 1.. + l~_,,) d"=l,, d"+1 1" " =1" +1"_,, " n-x+l -d" n-x+l x+l -1 .. _" 

11 11 +1"_1 81 +(l) l' l' 

I 
11-1,,_1 1 1 

n 
12 11 +1"_2 811 +(l) 1; l' 2(~+ 1:'-1) 

12-1 .. _2 all-a1 a 
n-l n-l 2 

L 8s+(l) fa l' 2(~+ 1~_2) ls-l,,_s as-dll s 
n-l n-2 3 

. . a4-:aS . . 
Summa = (l) 

IX X Xl XII XIII XIV XV 

((,'= 
logc<~ logun_" X+XI Num. , 

z~+l-z~ " z" VI+VIII zu XII 

, IIogct~ loguH _ 1 logct~ +logun _1 ct~~A_1 z~ z~ a1 

ct; l()ga~ Iogun ·_2 logct; + log~A_2 a;uU _ 2 z; = t(~ + ~1 z~ z;-z~ 
, 

!ogct; loguH _ s log a; + loguu_s ct~ttu_s z~=a;+~2z;-z~ z~-z~ cts 

z~ =ct~ + ~sz~-z; z~-z~ 
Summe= 

log (Sum me) = 
log~).= 

I 
Diff.= 

-z~=Num.= I 



270 Bestimmung von Teilungsfehlern. [88b. 

XVI XVII XVIII XIX XX I XVI XIV XIX 
=III+XV =2(11.+1) =~" - -- =XVIlI+IV '1"=11.-70+1 n+! 

l~ 1)1 

81 +(l)+,e~ E1 
z' 

1~-z1 1 
1)2 Z1= n+l 

82+(1)+z2-z~ 1;2 
Z' 

7;-Z2 2 
1)3 Z3=n+l 

83 + (1) +,e~-z; " 
,e' 

1~-Z3 '3 Z5=_3- 1)4 
n+l 

83 + (l)-(z~ - Z;) I;n-3 'n_3- z3 1),,-3 

82 + (l) + (Z;-Z~) ~ l n-2- Z2 1),,-2 

I 
"'n-2 

81 +(l)-,e~ ;n-1 'n_1- Z1 1),,-1 

(Die Zahlen der Columne XI und die Werte del' f1 sind den vorher, und fiir die 
betreffende Einteilung ein fiir alle mal geltend, gerechneten Tabellen zu entnehmen.) 

Zur Berechnung der mittlern Fehler bilden wir unter Einsetzung der 
gefundenen Werte fUr die ~ und 1) die iibrig bleibenden Fehler der einzelnen 
Beobachtungsgleichungen nach dem Schema 

~1-1)t-llO=V10' 
~2-~1-1)1-l21=V21 

Ea-E2-1)t-lJ 2=Va2 

~2-1)2-12 o=v20 , 

~3-~1-1)2-l31=V31 , 

en-l-En-2-1)1-ln-1 n-2=vn- 1 n-2 ~n-l-~n-3-1)2 -l"_1 n-3=vn- 1n- 3, 

-En--1-1)1-lnn-1 =vnn--1 -en- 2-1)2 -lnn-2 =vnn- 2, 
bis 

;n-1-1),,-1-ln-1o=vn- 1Q , 

- El -1)n-1- lno=vn1· 

Erhebt man die so bereclmeten v ins Quadrat und summirt aile 
Quadrate, so hat man fiir den mittlern Fehler einer Beobachtungsgleichung 

V 2~V2 
p.= (n-l)(n-2) 

und fUr die mittlern Fehler der ~ und 1). 

woselbst 
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Hat man die p und X fiir ein bestimmtes n berechnet, so kann man 
sich der gefnndenen Zahlen so oft; man mit Untersnchung einer gleichen 
Zahl von Intervallen zn tun hat, immer wieder bedienen. 

Als Beispiel zur ErHiuternng dieses Rechenschema nehme ich die Be
rechnung der Teilungsfehler eines in 10 ~ntervalle (Decimeter) geteilten 
Maassstabes nach im international en Bureau fiir Maasse und Gewichte zu 
Breteuil (bei Paris) ausgefiihrten Beobachtungen. *) Die l, ausgedriickt 
in 0,001 mm, sind in der Zusammenstellung auf Seite 268 

+ 1,32 - 0,02 - 2,14 - 9,43+ 3,17+ 6,77+ 1,29- 2,48- 4,35- 5,89 

+ 0,02 + 0,58 - 1,21 - 14,50 - 6,81+ 1,97 - 1,53 + 1,56- 0,94- 10,67 

+ 1,21+ 2,14 - 1,28 - 11,23 - 8,93- 5,49 - 3,93- 0,07+ 6,65- 4,69 

+ 11,23 + 14,50 + 9,43 + 1,55+ 1,07 0,00- 3,23+ 8,20 + 15,41 + 12,49 

+ 1,07.+ 8,93 + 6,81- 3,17- 5,52 - 2,47 - 10,21 - 4,13+ 7,18 + 8,01 

+ 2,47 0,00+5,49 - 1,97- 6,77- 8,94- 8,76- 5,85+ 0,76+ 4,18 

+ 8,76 + 10,21 + 3,23 + 3,93+ 1,56- 1,29+ 5,04- 0,60-1- 4,46+ 3,50 

+ 0,60+ 5,85 +4,13- 8,20+ 0,07- 1,56+ 2,48+ 7,40+ 0,17- 1,52 

+ 0,17- 4,46- 0,76- 7,18 -15,41 - 6,65+ 0,94+ 4,35+ 3,00- 5,50 

+ 5,50+ 1,52-3,50 - 4,18- 8,01 - 12,49 + 4,69 + 10,67 + 5,89 

Die folgende Rechnung schliesst sich genau an das S. 269, 270 gegebene 
Schema an, die Columnenzahlen haben also die dort verzeichnete Bedeutung, 
die zu benutzenden Betriige der ~ und u stehen auf Seite 265 

-11,76 -43,60 -40,54 - 29,87 -2,987 + 20,08 
-31,56 - 22,14 -19,08 -39,27 -4,364 - 17,62 -40,98 - 61,06 
- 25,62 + 13,18 + 16,24 - 23,55 - 2,944 - 20,83 - 64,42 - 23,44 + 70,65 +51,26 + 54,32 + 19,22 + 2,746 - 1,08 + 90,04 -I- 154,46 
+ 4,36 + 8,72 1 + 11,78 + 34,08 + 5,680 + 23,73 - 90,04 
-19,39 + 30,93 + 6,186 + 38,80 -13,15 - 3,288 
+ 9,42 - 22,42 -7,474 
- 31,84 1- 8,89 -4,445 

(l)= + 3,06 

*) Das Beispiel ist del' die Hansen'sche Methode ausfiihmnden und schema
tisirenden Arbeit von B I' 0 c h im V. Bande del' 'l'ravaux et Memoirs des bezeichneten 
Bureaus entnommen. 
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- < 78,68 
- 44,27 
+ 153,38 
- 66,31 

1,8959n 
1,6461n 
2,1858 
1,8216n 

Bestimmung von Teilungsfehlern. 

9,7782 
9,9031 
9,9700 
0,0000 

1,6741n - 47,22 
1,5492n - 35,42 
2,1558 + 143,14 
1,8216n 66,31 

5,81 
0,7642n 
9,5225 

+ 17,43 
- 45,76 
-149,40 

89,00 

1,2417" 
17,43 

-1,05 
- 3,74 + 1,59 
- 3,97 - 4,16 
+ 5,22 - 13,58 
+0,53 - 8,09 
-028 
+5;45 
+2,00 
- 2,64 

- 29,87 
-40,86 
- 19,39 
+ 32,80 
+42,07 
+39,02 
+ 0,43 
-18,26 
- 10,48 

-2,99 1 
-4,54 
- 242 
+4;70 
+ 7,03 
+ 7,80 
+0,11 
-6,09 
-5,24 

[88b. 

+ 17,43 - 23,11 
63,19 - 82,27 

- 103,64 - 87,40 
+ 60,40 + 114,72 

+ 11,78 
6,08 

+ 119,88 
+ .44,11 1- 57,97 

Die beiden in fettere Striche eingeschlossenen Columnen, enthalten die 
Zahlen fUr die gesuchten Grossen, die viertIetzte Columne giebt namlich 
die ~1' ~2' ••• , ~9' wozu noch kommt ~o = 0, e10 = 0, die letzte Columne 
die 7]1' 7]2' ••• , 1)9' und zwar aIles ausgedrfickt in 0,001 mm. Bilden wir 
jetzt die fibrigbleibenden Fehler, so ergeben sich dieselben in dem 
Sinne "Rechnung - Beobachtung" zu 

+0,62 
+ 0,28 +0,22 
+ 1,55 - 0,52 - 0,27 
+ 0,95 -1,00 - 0,74 - 1,03 
- 0,63 + 0,11 - 1,12 + 0,05 - 0,981 
- 0,29 - 0,96 + 0,62 + 0,73 + 0,51 + 0,86 
- 0,04 - 0,76 - 0,58 + 0,79 + 0,60 - 0,01 + 0,;301 
+ 0,14 + 0,97 - 0,24 + 0,28 -1,13

1
- 0,50 + 0,461+ 0,691 

- 1,48 + 0,91 + 0,82 - 0,69 - 0,48 + 0,18 + 0,05 + 0,15 - 0,40 
+ 0,13 + 1,02 + 0,47 - 0,24 + 0,45 - 0,53 - 0,83 - 0,84 + 0,40 

Nachdem man diese Zahlen quadrirt und addirt hat, erhalt man 

~V2= 24,348, 

somit wird der mittlere Fehler einer Beobachtungsgleichung gleich 

= ±' /2:i4;348 = ± 082 
fL V 9.8 ' . 

Fiir die mittlern Fehler der ~ haben wir nach den Formeln auf Seite 271 
unter Benutzung der Zahlen auf Seite 265 

fL V U55 - U54 • '> f!.e = fLo = ./- 3 - ~(11= 0,42f!. = ± 0,04, 
, "" II 22 U S5 

f!. V'--~-(5-4--U-53----

f!.eo = f!.e = ./<i9 3 - --- (U22 - ~(11) = 0,40p. = ± 0,33, 
- • ,22 ~5 
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fJ- V3 U52- U01( . ons ±O fJ-~.=fJ-.=V- - 1l44 -U33)=,v fJ-= ,31, 
• - 22 U 55 

fJ- V- -fJ-~, = V22 3 = 0,371" = ± 0,30, 

Endlich haben wir noch fUr die mittlern Fehler del' "IJ 

fL 
fL." = V- = 0,321" -" 10 

= ±0,26, 

21tH u.\4_ 
1 + 11 9' --0,34fL = ± 0,28, 

• ~t55 

2U22 "l,13 n 
1 + 11 8·~=0,37!,.=±0,i)0, 

• u,'l:J 

fl· V 2UR3 u52 n !"Tj = ,/- 1 + 11 7' ~-=O,42fL = ± 0,v4, 
, V 7 . U55 

fL V 2u44 U 51 
fLTj = V- 1 + 11 6 .-= 0,46 fL = ± 0,38, 

5 6 . US5 

- fL V 2U44 it51 
fL n.- V- 1 + 11 5' -= 0,52 fL = ± 0,43, '" 5 . U55 

= fJ- ~ 11 + 22133 . "(,2 = 0 58 = ± 0 48 
fJ-r" V 4 V 11.4 U55 ' fJ- " 

fL V 2U22 1t53 fJ-n =-== 1 + 11 3 .-' =0,65p. = ±0,54, 
J. v' ;3 • U S5 

f!. V 2Ull 1£54 ~ fLr=-== 1 +Tl2·-=0,16 fJ-=+0,62 . . , v' :z . 'll55 

Die Ergebnisse stimmen fast ganz mit denen iiberein, die Broch aus 
den H a 11 sen 'schen Pormeln abgeleitet hat. 

Man kann die Ran sen 'sehe Methode in mannigfacher Weise modificiren, 
da abel' die Beobachtungsgleichupgen immer von derselben Art, nnd das 
Vel'fahl'en del' Ausgleichung das Rechenschema bestimmt vorschreibt, wil'd 
es nach dem voraufgehenden leicht sein, in jedem Fall die N ormalgleichungen 
aufzustellen, del'en Auflosung del' Leser so ansfiihren kann, wie es ihm 
selbst am bequemsten ist. 

Eine Methode muss noch besonders hervol'gehoben werden, weil sie an 
Eleganz und BequemIichkeit del' Han sen 'schen. wenig nachsteht. Sie riihrt 
von Leman und Thiesen her.*) 

*) Auf der Kaiser!. Normal-Aichung:s-Kommission haufig in Anwendung. 

Weinstein, Lehrbuch II. 18 
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88e. Methode von Leman-Thiesen. Zur Ausfiihrung dieser Me
thode miissen die Hilfsintervalle aIle zu einer Scale vereinigt sein. Man 
bedarf also einer Hilfsscale, die genau so eingeteilt ist, wie die zu be
stimmende. Man vergleicht jedes Intervall der zu bestimmenden Scale mit 
jedem Intervall der Hilfsscale (also z. B., wenn es sich um in mm geteilte 
Scalen handelt, jedes Millimeter der einen Scale mit jedem Millimeter der 
andern). Dieses fiihrt man am besten in folgender Weise aus: man legt 
die Hilfsscale so, dass ihr letztes Intervall .dem ersten Intervall der zu be
stimmenden Scale gegeniiber sich befindet, und vergleicht es mit dies em, 
dann schiebt man die Hilfsscale entlang der zu bestimmenden Scale um 
ein Intervall weiter, es steht dann ihr vorletztes Intervall gegeniiber dem 
ersten, ihr letztes gegeniiber dem zweiten Intervall der Scale. N ach der 
Vergleichung der heiden jetzt gegeniiberstehenden Intervalle schiebt man die 
Hilfsscale wieder um ein Intervall weiter, so dass nunmehr drei Intervalle dreien 
der andern gegeniiberstehen, nun fiihrt man die Vergleichung dieser drei Inter
vallpaare aus, u. s. f. Bezeichnen wir die Striche bei beiden Scalen mit 
0, 1, 2, ... ,1'1, die Intervalle mit (01), (12), ... , (n-ln) fiir diezu be
stimmende Scale, mit [01], [12J, ... , [1'1 - In] fiir die Hilfsscale und sym
bolisiren eine Vergleichung zweier Intervalle durch einen zwischen die 
Intervalle gesetzten Strich, so steUt sich die gauze Messung in folgender 
Anordnung 

(01)/[1'1-11'1], 
(01)/[n-2n-lJ, (12)/[1'1-11'1], 
(01)/[1'1-31'1-2], (12)/[n-2n-lJ, (23)/[n-lnJ, · . . · . . · . . 
(01)/[01], (12)/[12], 

(12)/[01], 
(23)/[23J, 
(23)/[12], 
(23)/[0IJ, 

... , 
... , 
... , 

(n-ln)/[n-ln], 
(1'1--11'1)/[1'1-21'1-1], 
(n-ln)/[n-3n-2J, 

(n-ln)/[12],' 
(1'1-11'1)/[01]. 

Indem man jetzt die beobachtete Differenz zwischen dem Intervall 
(pp + 1) der zu bestimmenden Scale und Intervall [qq + 1] der Hilfsscale 
mit lp+12+1 bezeichnet, kann man ganz so wie Seite 237 schreiben 

ep+ 1- Ep= 11'+12+1 + 1)q+1' 

und bekommt die Reihe von Beobachtungsgleichungen 

E1-Eo =111 +1)1 

E1-Eo=I1l!+1)2 

El -eo =113 +1)3 
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Die 1) sind natiirlich hier ebenso wie friiher neben den ~ als unbekannt 
anzusehen. Die Anzahl der Gleichungen betragt n2, die der Unbekannten, 
weil ~o und E" beide bekannt namlich 0 sind, n - 1 + n = 2n - 1 iiber
schiissige Gleichungen sind also n2- (2n - 1), das ist (n - 1)2 vorhanden. 

Die Normalgleichungen sind: erstens zur Bestimmung der E 

12net-n;2 =711 +112+71S+'" +l1,,-(l21 +122 +723 +", +l2") 
= ' 1-72, 

-nE1 +2nE2-n~a =l21 +122 +72a +· .. +72" -(la1 +la2 +laa + .,. +73") 
= 12-13, 

-nE2+2nEa-n;4 =lal +l32+7SS+ ... +ls" -(141 +142 +143 +, .. + '4,,) 
LV): . = 73 - 74, 

-n!;,,_a+2nE,,_2-nE,,_1=7,,_21 +'"-22+7,,-23+''' +7"-2,, 

-(1"_11 +'''-12+[''-13 + ... +1,,_1,,)=l,,_2-7,,_1' 
-n!;,,_2+2n!;,,_1=1,,_1l -;l-7,,_12+Z,,_13+ '" +1"-1,, 

-(l"1 +1"2+ 7"3+'" +l"")=Z"_1-7,,. 
Daraus ergeben sich fiir die Summen x symmetrisch zur Mitte 

gelegener !; 

2nx1-fnx2=71-7,,- (72-7"_1)' 

-nx1 + 2nx2-nx3=12- 1"_1 - (la- 1,,-2)' 
-nx2 + 2nx3-nx4=13- 1,,_2-(Z4-1,,_a), 

- nXa + 2nx4 - nX5 = l4 -'''_3 - (15 -7,,_4)' . . 

- nX"_5 + 2nx"_3 - nX,,_l = 1~~ -7 ,,+5 -(7n- 1 -1,,+3) } 
2 2 2 2 2 2 2 n un-

- nXn-S + 2nXn_l - nX~-t!: = ""-1 - ,,~~ -('~-t!: - 7 n+l) gerade, 
2 2 22222 

- nx~_~+2nx~~-nx!!.. =7,,-2-7,,+4 -(1!!.. -7n+2) } 
2 222222 n gerade, 

-nxn- 2+ 2nx" --X"t2=ln-7n+2 
-2- 2 -2- 2 2-

Addiri man aIle Gleichungen und beachtet, dass Xi = xn _ i also 
xn+! = Xn-l, xn+2=xn ist, so findet man sofort 
2 -2- -2- 2 

damit ergiebt sich weiter 
1 

Xl =- (7 -1 ) n 1 n' 
1 

x2 = - (7 - 7 + 1 -7 ) n 1 n 2 "-1 , 

18' 
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X......:1=.!..(11-1,,+l2-1,,_1+1a-1n--2+···+1n--1-1,,+S) " Ulld-_ n ___ gerae 
2 2 2 

x" =.!..(l -1 +1. -1 +1 -1 +·+1 -7M-'--2) " ge-_ n 1 " 2 n-1 a n--2 ~ '_"- rade. 
222 

Die Gleichungen fiir die Di:lferenzen Y symmetrisch zur Mitte gelegener 
e sind auf ihren linken Seiten genau so gestaltet wie die fiir die x, auf 
den rechten Seiten aber stehen statt der Di:lferenzen der Differenzen der 
1 die Differenzen der Summen dieser Grossen. Nehmen wir n als 
ungerade Zahl an, so ist also 

2nY1- nY2= 11 + 1" - (12 + Z"_l)' 

nY1 + 2nY2- nYa= 12+ 1,,_1- (la+ 1,,_2)' 

nY2+ 2nya- nY4= 1a+ 1,,_2- (l4+ 1n_a)' 

nY,,_a + 2nY"_1- nY,,+l = 7"_1 + 1"+3 
-2- -2- 2 -2- 2-

- (1~-t! + 1"+1} n ungerade, 
2 2 

wobei man zu beachten hat, dass Y,,+l = - Y,,-l ist. 
-2- -2-

Setzt man der bequemern Schreibweise wegen n 2 1 =)., .so giebt die 

Addition aHer Gleichungen zunachst 

nY1 = (11 + 1,,) - 2(1).+1 + ny).), 
und dann . 

nY2= (11 + 1,,+ 12 + 1"_1) - 2.2(1).+1 + ny'),), 

nYa = (11 + 1,,+ 12+ 1"_1 +13 +1,,_2) - 2.3(7).+1 + nth), 

nY4 = (11 + 1,,+ 12+ 1"_1 +la+ 1"_2+ 14 +1,,_3)-2.4(7),+1 +ny),) 

ny), = (l1+ 1,,+ 12+ 7"_1+" .1), + 7),+2)- 2.)'(l).+1 + ny),). 

Aus der letzten Gleichung folgt 

11 + l" + 12 + 1"_1 + ... + 7), + 7),+2- 2U),+1 
1 +2), , ny). 

somit 
7H1 + (71+ 1,,+ 12+ 1"_1 + ... + 7). + 1).+2) 

2(1).+1 +ny),) = 2 1 + 21-

Setzt man das Mittel alIer 1 

1 +1 +1 +···+1 
1 2 a "T n ., 

S(l wird hiernach 
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2.1n -
nYl = 11 + 1"-1 + 2)" 1, 

2.2n -
n~2= 11 + 1,,+ 12~ ["-1-1 + 21.. I, 
:: 2.An -

n!h.= ll+ 1,,+ 72+ 1,,_1+'" + 1}.. + 1>"+2-1 + 21.. I. 

Fiir die e bekommen wir aber nunmehr bei ungeradem n 

e1 
1 r 

= +n(ll)-n' 

"1 ) n-l Y • =+-(1 +7 +1 + ... +1 --2--' ,,-1 n 1 2 3 ,,-1 n 
2 2 

277 

1 ( ) n-l 1 
e"+1 = - - 1,,+ 1"_1 + 1,,_2+'" + 1"+3 + -2--' _ n __ n 

2 2 

1 Y 
;"_2= - n(I,,+ 1"_1) + 2n' 

1 r e = - -(I )+-. 
,,-1 n" n 

Fur ein g era des n wird die letzte Gleichung der y, weil 1/" = 0 ist 

- nY"-4 + 21/"-2 = l~~ + 1"+4 - (l::.. + 1n+2)-
2 2 2 2 2 2 

Es folgt also durch Addition aner Gleichungen 

nYl = II + 1" - (I::.. + In+2 + ny::..-:y') , 
2 2 2 

und weiter 

nY2 = 11 + 1,,+ 12 + 1n-1- 2(1~ + l~ + nYn-2} 
2 2 2 

nY3 = 11 + 1,,+ 12+ 1"_1 + l3+ 1"_2- 3(l::.. + 'n+2 + nY,,_2} 
2 2 2 . . . . . . n-4 ) 

nY"_4= II + 1,,+ 72+ 1n-l + ... + 1"_4 + 1"+6--2-(1" + 1"+2+ nY,,_2 , 
-2- -2- -2- "2 -2- -2-

n-2 
nYn-2= II + 1,,+ 12 + 1"_1+'" + 1"_2 + 1n+4--2-(1,,+l"+2+ nY"-2)' 

-2- -2- 2 "2 -2- -2-

somit zunachst aus der letzten Gleichung 
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und ferner 

Hiernach wird 

Hieraus folgt fiir die e 
1 I 

=+nCl1)-n' 
1 I 

= + - (l1 + l2) - 2 - , n n 

1 n-21 
en--2= +n(11 + l2+ la + ... + l~~)-2-n' 

2 2 

e~ =+2~ (CZl + 72 + la + ... + l~)-(t,,+ l"_l+ l,,_3 + ... +In+2))' 
222 

. 1 n-21 
e"+2=-n(l,,+ l"_I+ In_a+''' + l"+2)+-2-n' 
• 2 • 2 . . 
e 2=-.!.(1 + l 1) + 2.£, ,,- n""- n 

1 T 
en- 1=-n(l .. ) + n' 

Durch eine leichte Transformation lassen sicb die Ausdriicke fiir die 
fiir gerade wie fiir ungerade n in Form bringen. 
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1 n-2-

e,,_S=-;;(11+ 12 + 13 +",+ l"_2) --n- 1, 

1 n-l-e"_1 =-;;(l1 + l2 + l3 + ... + In_1) --n- l. 

Die Normalgleichungen fUr die TJ geben gleich die Werle dieser Grossen 
selbst, und zwar 

1 
TJ1=--;;(711 + l21 + 131 + ... + 1,,1)' 

1 
TJ2=--;;(l12 + l22 + 732 + ... + l,,2)' 

. 1 ' . 
11 .. =--;; (lIn + 72" + 73" + ... + l,,'I&)' 

Se tzt man alJgemein 

11'1. + ls'l. + 13'1. + ... + 7", ... = -1~, 

so wird also 

Der mittlere Fehler einer Beobachtungsgleichung ist 

v' ~vs 
Jl=--' n-l 

Fiir die mittlern Fehler der e findet man nach dem im Art. 88b ein
geschlagenen Verfahren 

P-e =P-e =E:y'l(n-l), 
1 '1&-1 n 

P-E2 = P-e =E: y' 2(n ,- 2), 
71-2 n 

P-e =P-e =E:y'3(n-3), 
3 71-3 n 

P-yn-l n+ 1 
P-e = P-e = - -2- -2-; n nngerade. 

"-1 "+1 n 
-2- -2-

P- -P- =:t,/n-2n+21 
En_ 2 - En+2 n V 2 2 

-2- P--:- I; n gerade. 

P-~.. =-;;2 
"2 
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Den nach der Leman-Thiesen'schen Methode bestimmten Teilungs
fehlern kommt unter Ausnutzung alIer Intervalle der Hilfsscale also ein im 
Verha-ltnis von n zu 1 grosseres Gewicht zu, als den unter Benutzung alIein 
eines IntervalIs abgeleiteten, was von vornherein zu erwarten stand. 

Die mittlern Fehler der lj sind aIle einander gleich und zwar 

(.I. =(.1. =(.1. = ... =L. 
"ll "l. "l3 rn 

Bei der Rechnung bedient man sich mit Vorteil des folgenden Schema: 
Man schreibt die Beobachtungeu fur jedes Intervall der zu b e

stimmenden Scale in eine Zeile und aIle Zeilen unter einander (die Co
lumnen der fruher aufgefiihrten Beobachtungsgleichungen sind also hier 
die Zeilen, die Zeilen die Columnen). In dem so entstehenden Quadrat 
von Zahlen addirt man die Zeilenzahlen und auch die Columnenzahlen. 
Letztere geben, durch n dividirt und negativ genommen, sofort die 1]; erstere 
dienen zur Berechnung der~. Das weitere Verfahren ist in dem auf der 
folgenden Seite angegebenen Schema voIlstandig klargelegt. 

Ueber die Berechnung der mittlern Fehler braucht nichts weiter gesagt 
zu werden. 

Als Beispiel fur die Anwendung dieses Schema nehmen wir die Be
stimmung der TeilungsfeWer eines in 10 Centimeter geteilten Maassstabes. 
Durch Vergleichung aIler dieser 10 Centimeter mit jedem der 10 Centimeter 
einer Hilfsscale fanden sich die Differenzen, so zusammengestelIt, wie in dem 
nachfolgenden Schema angegeben und ausgedriickt in Trommelteilen der be
nutzten Mikrometerschrauben. 

28 + 40 60 + 12 -14 - 91 40 + 35 + 27 59 
+ 19 + 81 19 + 44 +28 - 39 + 24 + 93 + 83 7 

9 + 43 62 1 -13 - 75 27 + 36 + 31 57 
59 + 5 74 + 4 -36 -102 59 + 11 + 11 85 
11 + 69 37 + 1 + 4 56 + 11 + 65 + 58 33 
24 + 33 72 13 - 2 91 37 + 11 + 18 78 

+ 23 + 68 19 + 34 +27 53 12 + 52 + 47: 49 
+ 6 + 66 36 + 18 + 20 + 52 4 + 71 + 47 38 

26 + 51 54 + 2 +16 68 17 + 74 + 54 56 
+ 3 + 91 25 + 31 +45 52 + 3 + 87 + 34 68 
-106 +547 -458 -1- 132 + 75 -675 -158 +535 +410 - 530 
+ 10,6, - 54,7, + 45,8, -13,2, - 7,Q, + 67,9, + 15,8, - 53,5, - 41,0, + 53,0 

- 178 1- 17'8 
-17,8 - 15,5 

+307 +30;7 +12,9 + 17,5 
-134 -13,4 - 0,5 + 6,5 
-384 -38,4 -38,9 -29,6 
+ 71 + 7,1 -31,8 -20,2 
-255 -25,5 -57,3 - 43,4 
+ 118 + 11,8 -15,5 -29.3 
+ 98 + 9,8 - 35,7 -17,1 
- 24 - 2,4 -38,0 -17,2 + 149 +14,9 - 23,2 

(Fortsetzung Seite 282.) 
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282 Bestimmung von Teilungsfehlern. [88d. 

Die letzte Columne giebt die E, die letzte Zeile die 1]. Die Zahlen sind, 
wie bemerkt, in Trommelteilen ausgedriickt; urn sie in metrisches Maass zu 
verwandeln, hat man sie mit dem Schraubenwert zu multipliciren. Es fand 
sich aus beRonderen Versuchen, dass eine Drehung der Sch1'auben urn 20 solche1' 
Trommelteile gleich einer Translation von 0,001 mm waren; multipliciren 
wir also die obigen Zahlen mit 0,05, so geben die Producte die innern 
Fehler und die 1] in 0,001 mm an, und zwar haben wi1' 

die E: 0; -0,8; +0,9; +0,3; -1,5; -1,0; -2,1; -1,5; -0,9; -0,9; 0, 
die 1]: +0,5; -2,7; +2,3; -0,7; -0,4; +3,4; +0,8; -2,7; -2,1; +2,7. 

88 d. Bemerkungen uber Teilllngsfehier und deren Bestimmung. Be
stimmung in Teilen. Bei der Ausfiihrung einer Teiluugsfehle1'-Bestimmung 
nach einer der auseinandergesetzten Methoden ist auf folgendes zu achten. 

1. Die Grundvoraussetzungen der Ausgleichung der Beobachtungen 
bilden: Unabbangigkeit der einzelnen Beo bachtungen von einander, Gleich
wertigkeit derselben. Erstere wird gewahrt, wenn man alle zur Herstellung 
einer Beobachtungsgleiclmng notigen Operationen unabbangig von allen 
vorher ausgefiihrten Operationen vornimmt. Letztere, die Gleichwertigkeit 
der einzelnen Beobachtungsgleichungen zu erreichen ist sehr schwer, zwar 
kann man sich so einrichten, dass die mit einem und demselben Hilfs
intervall ausgefiihrten Beobachtungen einander nahe gleichwertig sind, aber 
Beobachtungen an ve rs chie den en Langen einander gleichwertig zu 
machen, ist nicht leicht, zumal die mog'lichen Fehler (abgesehen von den 
rein en Einstellungs- und Ablesungsfehlern) im allgemeinen mit der Lange 
der zu vergleichenden Intervalle wachsen. Man darf auch von vornherein 
nicht erwarten, dass die einzelnen Beobachtungen aIle g lei ch e s Gewicht 
haben werden, vielmehr wird man den Beobachtllngen mit langern Intervallen 
geringeres Gewicht zuzuschreiben haben als solchen mit kiirzern. Indessen 
liegt es in der Hand des Beobachters, die factisch vorhandenen Unterschiede 
zwischen den einzelnen Beobachtungen erheblich zu verringern; man muss zuje 
langern Intervallen man lwmmt, urn so genauer auf ErfiiIlung del' Bedingungen 
und Beseitigung der Fehler achten, die wir allgemein fiir Langenmessungen 
discutirt haben und noch discutiren werden. Namentlich sind Temperaturande
rungen wahrend der Vergleichungen ganz auszuschliessen, oder dadurch un
schadlich zu machen, dass man die Hilfsintervalle auf Korper von nahezu der 
thermischen Ausdehnung, welche die zu bestimmende Scale besitzt, auftragt. 

2. Die Arbeit der Rechnung steigt natiirlich mit der Anzahl del' zu be
stimmenden Intervalle, und sie wachst so sehr an, dass ein V orgehen streng 
nach der Methode bei einigermassen grosser Iutervallzahl Miihen erfordern 
wiirde, die in keinem Verhiiltnis zu dem Erreichbaren stehen, zumal auch 
die Gleichwertigkeit der einzelnen Beobachtungsgleichungen sich schliesslich 
nicht mehr wahren liisst. Man teilt darum bei ausgedehnten Scalen die Inter
valle in Gruppen, wenn notig jede diesel' Gruppen in weitere Untergruppen 
u. s. f. ein, bestimmt die Teilungsfehler fiir jede del' Hauptgruppen, dann 
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fiir jede Untergruppe u. s. f. und bringt .die einzelnen Gruppen mit einander 
in Verbindung. Ein Beispiel wird am besten zeig'en, worauf es hier ankommt. 

Es seien die Teilungsfehler eines ganz in mm geteilten Meterstabes zu be
stimmen. Das Verfahren nach der allgemeinen Methode wiirde hier Ver
gleichungen mit 999 Bilfsintervallen von 1, 2, 3, ... , 999 mm Lange ver
langen, und die Rechnung wiirde sich nicht ohne ausserordentlichen Zeitaufwand 
ausfiihren lassen. Wir teilen den Stab erst in 10 Decimeter ein, und bestimmen 
die Teilungsfehler dieser Decimeter, die Striche, die diese Decimeter be
grenzen, haben die Nummern 0, 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 
900, 1000, wir bekommen also, die innern Fehler der Striche ° und 1000, 
wie notig gleich ° gesetzt, die innern Febler der Bundertstriche, also die 

Elao, ~2ao, Eaoo, ... , ~900' 
J edes dieser Decimeter zerlegen wir in (10) Centimeter, und indem wir jedes 

Decimeter als Scale fiir sich betrachien, bestimmen wir die innern Fehler ihrer 
Centimeterstriche. Es seien die Nummern der Centimeterstriche des iten Deci
meters io' il ,i2 , ••• , ilO, die nach einem der auseinandergesetzten Verfahren be
stimmten innern Fehler dieses Decimeters e'·, E'., ~~, ... , E~ , dann ist jeden
falls, da die Rechnungen so gefiihrt sind, '"als "ob "dieses D'~cimeter fiir sich 
allein ein Ganzes ware, ~'. = 0, ~'. = 0. Aus del' Bestimmung der }<'ehler 

1'0 110 

del' Decimeter kennen wir aber schon den 1<'eh1er der dieses Decimeter be-
grenzenden Decimeterstriche io und ilO, und zwar sind diese Fehler den obigen 
Symbolisirungen zufolge ~i und ~i+l' somit bekommen wir fUr die wirklichen 
inn ern Febler der Centimeterstriche dieses Decimeters nach Art. 87 

1;+1-1;· 1;+1-1;· 1;'+1-1;. 
E;, I;~, + E; + 1 • 10 " 1;;,+ Ei + 2 • 10 ', ... , 1;;,+ I;i + 9 ~_', Ei+ 1, 

und es ist so z. B. 
tot t' 1 elOO t t' 2 1;100 t"' 9 E100 . 
"0 =, 'OlD ="1. + TO' "20="1,+ 10' ... , "90=<;1,+ 10' 

t t t t' t +11;200-1;100 t _t' + E + 2 1;200-1;100 .. , 
"100="100' "110="2, +'100 10' "120-"2, '100 10" 

" t' t 9 1;200-1;100. 
'190="2, + "100+ 10' 

I; t t t' " 1 ;300 -1;200 t t' t 2 E300 -1;200 
200=\'200'''210=''3,+~200+ 10 '''220='3,+''200+ 10 , ... , 

E E' t 9 E300-!;200. 
-290= -3, + "200+ 10' 

t t t t' +t +11;900-1;800 , =t' + t + 2 Egoo-Esoo, ... 
"SOO = "soo' <;SOO = "9, "800 10' '820 "9, "soo 1 ° . , 

" " t E' + t + 9 <;900-<;SOO. 
"S90 = -9, "soo 1 ° ' 

E 11900 
1;900=E900 ' 1;9Hj=I;~0,+E900-1--:1:'09g;,,-0_, 1;920=E~0.+ 1;900- 2 --:1:'00:"--"", 

1;990 = I;~o. + E900 - 9 __ E~",~:,,-o_ 
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Nachdem man so auch die innern Fehler der Centimeterstriche kennen 
gelernt hat, bestimmt man in jedem Centimeter, indem man wieder das be
treffende Centimeter als selbstandige Scale auffasst, die Fehler einzelner 
Millimeter. Sind diese fUr das iten Centimeter E'.', ~:', ... , E:', so hat man 

1'1 z~ itO 

wieder e:' = 0, ~'.' = 0, und man gelangt zu den wahren innern Fehlern der " '. Millimeter in jedem Centimeter, indem man die nnn bekannten Fehler der 
Centimeterstriche benutztund die gefundenen Fehler E" des betreffenden 
Centimeters genau so auf die bekannten Fehler des erst en und letzten Strichs 
dieses Centimeters reducirt wie vorhin die der Centimeter eines Decimeters 
auf die Fehler der Endstriche des Decimeters. 

Obgleich diese Bestimmung und Rechnung in Gruppen nicht so streng ist, 
wie die nach dem allgemeinen Verfahren, kann es doch zu sehr viel sichereren 
Resultaten fiihren wie jenes. Hier darf man namlich die Beobachtungen in jeder 
Gruppe als fiir sich selbst bestehend ansehen und kann ganz nach Bequem
lichkeit und Sicherheit der Anordnung die Messungen fiir jede Gruppe gesondert 
ausfiihren. Dort muss man, um die aussern Umstande der Beobachtungen 
sich stets gleich zu erhalten, ausserordentliche Mittel anwenden und zudem 
den ganzen Satz von Beobachtungen ohne Zwischenraume auf einmal durch
fiihren. Tut man das nicht, und man ist natiirlich meist gezwungen, die 
Arbeit auf einen mehr oder weniger langen Zeitraum zu verteilen, so kommt 
man in Gefahr, ungleichwertige Beobachtungsgleichungen zu erhalten. 

3. Teilungsfehler von Maassstaben sind zumeist als zuftillige Fehler 
anzusehen, das heisst als Grossen, die nicht nach einem mathematisch 
formulirbaren Gesetz von Strich zu Strich ihre Werte andern. Man kann 
daher auch im allgemeinen nicht von den TeilungsfehlerJl einzelner Striche 
auf die ander er Striche schliessen, und darf also auch nicht z. B. aus den 
bekannten Fehlern del' Centimeterstriche, die del' Millimeter durch numerische 
odeI' graphische Interpolation auch nur mit einiger Sicherheit zu finden 
hoffen. Teilungsfehler von Strichen auf andere festgezogene Striche zu 
interpoliren, hat also keinen Sinn.· W 01 abel' darf man Fehler anf ideelle 
Striche interpoliren, und es ist durchaus berechtigt, wenn man zum Beispiel 
den }<'ehler der (gedachten) Mitte eines Millimeters gleich dem Mittel der 
Fehler, der das Millimeter begrenzenden Striche ansetzt. 

4. Es ist bei Auseinandersetzung del' Hansen schen Methode immer 
von gesonderten Hilfsintervallen gesprochen worden, welche zu benutzen sind, 
selbstverstandlich wird man diese Intervalle zu einer Scale vereinigen konnen, 
man wird also auch eine Scale benutzen (oder, da es hier auf genaue Einteilung 
nicht ankommt, sich selbst eine solche einteilen) welche ebenso g'eteilt ist, 
wie die zn bestimmende Scale. Bei geeigneter Einrichtung der Messungs
mittel kann man iibrigens die Intervalle der zu bestimmenden Scale selbst 
als Hilfsintervalle benutzen, und das ist von ausserordentlichem V ortllil, weil 
man dann von allen Temperatureinfliissen frei ist. Ein Beispiel fiir eine 
solche Einrichtung ist in del' citirten Arbeit ven Broch angefiihrt. 



8Sd.] Ergebnisse fur die benutzten Hilfsintervalle. 

5) Die 7j sind Grossen, die zunachst nur darum gerechnet werden, 
weil sie in den Gleichungnn, die die e enthalten, mit vorkommen, indessen 
haben sie in vielen Fallen eine selbstandige Bedeutung. Einen solchen 
wichtigen Fall werden wir bei einer spatem Gelegenheit kennen lemen, 
einer kann gleich bier auseinander gesetzt werden. 

In dem Hansen'schen Verfahren ist 

L+e 
7j =f.- x --, x x n 

woselbst fx die wahre Lange des den Hilfsintervalls, L die nominelle 
Lange der zu bestimmenden Scale, e der Betrag ist, urn welch en die wahre 
Lange der zu bestimmenden Scale ihren Nominalbetrag iiberschreitet. 

Es . mogen nun die Hilfsintervalle aIle einer einzigen Scale angehiiren, 
die so geteilt ist wie die zu bestimmende, f1 gehe von Strich 0 bis 
zu 1, h von 0 bis 2, ... tn-1 von 0 bis n - L Der FeWer der Gesammt
lange dieser Scale sei [E], die innem Teilungsfehler an den einzelnen Strichen 
derselben seien 0, [e1], [e2], ••• , [en- 1], O. Dann ist, wenn der NominaJ
betrag einer zwischen 0 und x gelegenen Strecke mit [x] bezeichnet wird 

[e] r...= [x] + [ex] +"1.-, n 

aber [x] ist gleich x L, somit wird n 

fx= [ex] + x L + [e] n 

und zufolge der obigen Gleichung haben wir 

[;] -e 
7jx= [ex] + x n . 

[e] - e ist die Di:fferenz der Gesammtlange der nIntervaHe der zu 
bestimmenden gegen die Gesammtlange der n Intervalle der Hilfsscale. 1st 
diese Di:fferenz bekannt, so lehren also die obigen Gleichungen sofort die 
[eJ, das heisst, die innem Fehler der Hilfsscale kennen. In der Hansen
schen Methode bestimmt man also eigentlich zugleich die Teilungsfehler 
be ide r Scalen. Kennt man diese Teilungsfehler fUr die Hilfsscale schon 
aus anderweitigen Untersuchungen, so giebt die Vergleichung der aus den 
7j berechneten Betrage derselben ein gutes Mittel die Sicherheit der Messungen 
fUr die zu bestimmende Scale zu beurteilen. 

Ganz das namliche gilt auch von dem Leman-Thiesen'schen 
Verfahren, bier haben wir 

Dabei ist fx die Lange des zwischen den zwei aufeinander folgenden 
Marken x - I und x eingeschlossenen Intervalls, wir bekommen also 
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f.=[e ]-[e ]+L+m, 
" x x-l n 

somit wird 

und die ganze nach dem Muster dieser Gleichung gebildete Reihe von 
n Gleichungen lehri sofort alle m, zusammen mi.t m - e, also die inneru 
Teilungsfehler zugleich mi.t der Difl'erenz der Gesammtlangen (letztere natiirlich 
bei der Temperatur in welcher die Vergleiehungen ausgefiihrt sind) kennen. 

So resultiren aus dem Seite 280, 282 behandelten Beispiel, zufolge der 
. [;] -; 

dort fiir die 7j gegebenen Werie, wenn --- = A gesetzt wird die n 
Gleiehungen 

woraus sich ergiebt 

und fiir die m: 

+ 0,5 = red + A, 
- 2,7 = [e2] - Eel] + A, 
+ 2,3 = res] - [e2] + A, 
- 0,7 = [e4] - [e3] + A, 
- 0,4 = [e5] - [e4] + A, 
+ 3,4 = res] - [e5] + A, 
+ 0,8 = [el ] - res] + A, 
- 2,7 = res] - [el ] + A, 
- 2,1 = [e9] - [es] + A, 
+ 2,7 = - [e9] + A, 

A=I7j=+Q=+o 11 n .. 10 ' 

0; + 0,39; - 2,42; - 0,23; -1,04; -1,55; + 1,74; 
+ 2,43; - 0,38; - 2,59; O. 

Aus anderweitigen Untersuchungen war gefunden worden 

0; +0,66; -2,34; -0,09; -0,75; -1,75; +1,90; 
+ 2,73; -0,44; -2,09; O. 

Die beiden Zahlenreihen stimmen mit einander recht gut iiberein, und 
damit ist aueh eine Gewahr fiir die Genauigkeit der Fehlerbestimmung der 
untersuchten Scale gewonnen. 

N aeh ahnlichen Methoden werden aueh die Fehler gewisser Mikrometer· 
einrichtungen bestimmt. 

Ueber Mikrometer, die aus einer festgelegten Scale und einem langs 
derselben mit dem betreffenden optischen Instrument sieh verschiebenden 
Index bestehen, ist niehts weiter zu sagen, als dass man die Feh] er der 
Scale nach einer der oben auseinandergesetzten Methode zu bestimmen hat. 
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Auch hinsichtlich der Untersuchung eines etwa benutzten Glasmikro
meters ware principiell nichts besonderes anzufiihren, Nur ist eine solche 
Untersuchung, weil ja die Glasmikrometer absichtlich mit sehr enger Teilung 
versehen werden, meist nicht leicht anzustellen. Am besten bedient man 
sich eines mit einer Mikrometerschraube montirten vorziiglich stark ver
grossernden Mikroskops. Man stellt die Faden des Mikroskops nacheinander 
auf die einzelnen Striche der Mikrometerteilung ein und notirt die Ab
lesungen der Trommel. Die Di:lferenzen der einzelnen Ablesungen geben 
die Intervallwerte in Teilen der Trommelteilung. Hat man die Schraube 
gehOrig untersucht (wovon bald die Rede sein wird), so kann man die so 
erhaltene Zahlen in metrische Einheiten ausdriicken. Hervorgehoben muss 
werden, dass, wenn die Teilung des Glasmikrometers sehr eng ist, das be
nutzte Mikroskop eine bedeutende Objectivo:lfnung haben muss. 

89. Eestimmung eines Vernier. Besteht das Mikrometer aus einer 
festen Scale mit einem an dieser sich vorbeischiebenden Vernier, so hat 
man sowohl die Scale als auch den Vernier zu untersuchen, und zwar 
natiirlich ganz nach einer der oben auseinander gesetzten Methoden. Was 
aber die Benutzung der so eruirten Teilungsfehler betri:lft, so kann iiber die 
der festen Scale kein Zweifel herrschen, die Rolle, welche die Fehler des 
Vernier spielen, wird aber durch folgende Ueberlegung klar. Die Teilung 
eines Vernier hat wie die jeder Scale zwei Bedingungen zu erfiiIlen, sie soIl 
einmal ganz gleichmassig sein, und dann zwischen ihren Endmarken eine 
in jedem Fall vorgeschriebene bestimmte Lange haben. 

Ausserdem aber ist noch der Bedingung zu geniigen, dass die Inter
valle des Vernier in einem vorgeschriebenen Verbaltnis zu den Intervallen 
der festen Scale stehen. Der Einfachheit halber beschranken wir die 
Betrachtung selbst auf einen vortragenden Vernier mit einer Einteilung, die in 
derselben Richtung lauft, wie die der festen Scale (Art. 28). 

Es sei der Nominalbetrag eines Intervalls der festen Scale gleich rt., 

dann ist der Nominalbetrag eines Intervalls des Vernier gleich A ~ 1 

und hiernach, wenn die wirkliche Lange des Vernier yom Index Strich 0 
bis zum Strich i gleich ~i ist, 

(~~)=~i-A~li; i=l, 2,3, ... , 1..+1, 

allgemein der ganze Fehler an einem der Striche des Vernier. Das gilt 
in Beziehung des Vernier zu der festen Scale im Ganzen. 

Es stehe der Indexstrich des Vernier zwischen den Strichen 11. und 
11. + 1 der festen Scale, faut der Strich i des Vernier mit einem Strich -
natiirlich dem x + i - der festen Scale zusammen, so ist fiir die Teilung 
des Vernier maassgebend die Strecke der festen Scale, welche zwischen 
den Strichen 11. und 11. + i sich befindet. Sind nun rlie ganzen Ji'ehler der 
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Scale an diesen Strichen e~ und e~+i' so ist die mittlere Lange eines 
. ia.+e~ i-e~ 

Intervalls auf der bezeichneten Strecke :+ ,also der Betrag, e 
der einem Intervall des Vernier bei dieser Lage desselben zukommen solIte, 

e' -E' 
A ~ 1 (a. + x+'i x); die Abweichung der Vernier-Strecke vom Indexstrich 

bis zu dem Coincidenzstrich von dem i iachen Wert dieses Betrages ist 
A . 

~i - A + 1 (ia. + e~+i - e~) und hiernach ist die Strecke a, up1 welcbe der 
Indexstrich binter dem den Stricb der Scale steht, wie eine leichte Ueber
legung zeigt, gleich 

. a. Aa.. A (t' t' ) 
a = e A + 1 - ~i + A + 1 e - A + 1 ~"+i - ~x 

= i A .: 1 - (e;) + A ~ 1 (e~+i - e~). 
Die auf der festen Scale mit Hilfe des Vernier gemessene Lange l" ist 

aber die Strecke von Strich 0 bis zu der Stelle, welche dem Indexstrich 
des Vernier gegeniibersteht, also wenn, wie friiher (Ox) = xa. den Nominal
betrag der Strecke vom Strich 0 bis zu dem'lt angiebt, gleich (Ox) + a + e~ , 
somit wird 

LVI~) 1= (Ox) + i A': 1 + e~ - (e~)+ A: 1 (e~+i- e~). 

Die Correction ist bier also E~ - (e~ ) + A ! 1 (E~+i - e~). Wenn die 
Fehler nicht zu gross sind, darf man Aj(A + 1) = 1 setzen, und dann wird 

LVII) l,,= (Ox) + i A: 1 + e~+i- CE;)· 
Wenn die Vernierteilung der der festen Scale entgegenlauft, haben 

wir, falls der Indexstrich zwischen dem x ten und x - 1 ten Strich steht, 

l" = (Ox) - A ~ 1 + e~ + (e;) + A : 1 (e~_i - E~) 
= (Ox) - A ~ 1 + (e; ) + e~_i angenahert. 

Entsprechende Formeln geIten filr einen nachtragenden Vernier. 
Lauft die Teilung eines solchen mit der der festen Scale gleich, und steht 
der Indexstrich zwischen dem 'It - 1 ten und den Strich der festen. Scale, 
so wird 

l,,=(OX)-A':1 +e~+(e;)+A!1 (e~+i-~~) 
= (OX)-A ~ 1 + e~+i+ (e;) angenahert. 

Geht die Teilung der der festen Scale entgegen und liegt der Index
strich zwischen Strich x und Strich It + 1, so haben wir 
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Indexfehler eines Vernier. 

1,,= (Ox) + A ~ 1 + ~~ - (e;)+I! I (e~_;- e~) 

= (Ox) + A ~ I + e~_i - (e~) angenahert. 

Damit sind aIle in der Praxis vorkommenden FaIle erschOpft. 
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Wenn mit Hilfe einer mit einem Vernier versehenen Scale eine gewisse 
Strecke ausgemessen wird, kommt natiirlich der Vernier in zwei Lagen zur 
Ablesung, einmal bei der Pointirnng auf das eine Ende der zu messenden 
Strecke und dann bei der auf das andere Ende derselben. Das Resultat 
stellt sich dann als Di:fferenz zweier Formeln von der obigen Gestalt. 
Beachtet man das, so ist es nicht notig, hier nocll einen besonderen 
Indexfehler einzufiihren. . 

Mit einem Kathetometer, welches seinen Maassstab in sein Prisma ein
gelassen hatte und nur ein mit einem Vernier versehenes Instrument trug, 
wnrde der Barometerstand durch Einstellnng auf das untere und obere 
Niveau der Quecksifbersaule bestimmt. Die Teilung des Maassstabes ging 
von oben nach unten und war in mm ausgefiihrt; die gleiche Richtung 
hatte die Teilung des Vernier, 10 Intervalle des letztern entsprachen aber 
9 des erstern. Bei der EinsteIlung auf das obere Niveau fand sich der 
Indexstrich zwischen Strich 215 und 216, und es fiel der sechste Vernier
strich mit einem Strich des Maassstabes, dem Strieh 221 zusammen. 

Bei der Einstellnng auf das untere Niveau erschien der Indexstrich 
zwischen den Strichen 980 und 981 und es coincidirte der 8 Vernierstrich 
mit einem Strich des Maassstabes dem Strich 988. 

Eine besondere Untersuchung des Maassstabes hatte fUr die ganzen 
Fehler der in Frage kommenden Striche 215, 221, 980, 988 die Werte 
+ 0,05 mm, + 0,12 mm, - 0,09 mm, + 0,01 mm fiir die Striche 6 und 8 
des Vernier, die + 0,03 mm, - 0,01 mm ergeben. 

Hiernach haben wir fiir den gesuehten Barometerstand in mm 

B= 8 9 
980 + 10 - 0,09 + 0,01 + 10 (0,01 + 0,09) 

-( 215 + 1~ + 0,05 - 0,03 + 1~ (0,12 - 0,05)) = 765,12 mm. 

Als "Indexfehler" hii.tte man in dies em Fall den Abstand der Central axe 
des pointirenden Instruments von einer durch den Indexstrich gelegten 
Horizontalebene zu bezeichnen. Dieser Fehler kommt aber nicht in Frage, 
weil er in der untern Einstellung so gross ist wie in der ohern und im 
Resultat herausfallt. 

Es konnen aber FaIle eintreten, wo die Kenntnis des Indexfehlers 
anscheinend nicht entbehrt werden kann. So zum Beispiel wird hei einem 
Barometer, welches zu Ablesungen nach For ti n s Methode eingerichtet ist, 
nur die Lage des obern Niveaus wirklich bestimmt, das untere Niveau wird 
vor der Ablesung iIllmer bis zu derselben Hohe angehoben. Benutzt man 

Weinstein, Lehrbuch II. 19 
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hier" zur Einstellung eine kleine Lupe und zur Ablesung einen mit dieser 
Lupe verbundenen Vernier, so solIte der Indexstrich des Vernier mit der 
Centralaxe der Lupe coincidiren, denn die Richtung dieser Axe giebt die 
Richtung, in welcher dies eingestellte Niveau liegt. Geschieht das nieht, 
so bekommt man eine zu hohe oder zu niedrige Ablesung am Indexstrieb. 
Hier miisste man nun in der Tat den Indexfehler, den Abstand der 
Central axe der Lupe von einer durch den Indexstrieh gelegten Horizontal
ebene bestimmen. Da das, wei\ es sieh um Abstand einer ideellen Linie 
von einer ideellen Ebene handelt, mit grossen Sehwierigkeiten verbunden 
ist, bilft man sieb so, dass man das betre:ffende Barometer einmal mit einem 
andern, dessen Angaben bekannt sind, vergleicht, oder auch das Barometer 
einmal niebt bIos mit den ihm beigegebenen Mitteln, sondern aueh mit 
einem Kathetometer abliest. Ergiebt die erste Ablesung den Stand B', die 
zweite den B, so kann B - B' als Indexfehler des betre:ffenden Vernier 
angesehen werden, und zu alle .fernerhin an dem Barometer gemaehten 
Bestimmungen ist die Grosse + (B - B') hinzuzufligen. 

Andere FaIle ededigen sich naeh ganz denselben Prineipien. 

XIII. Bestimmung von Schraubenfehlern. 
Die wichtigste Mikrometereinrichtung ist die des Sehraubenmikrometers; 

auf die Fehler, die Sehraubenmikrometer haben konnen, ist zuerst von Bess el") 
hingewiesen, und dies em Forseher verdanken wir aueh die Angaben von 
Mitteln, diese Febler zu untersuchen. 

90. Uebersicht iiber die Fehler einer Schraube. Wenn eine Mikro
metereinriebtung mit Scbraube als feblerfrei soIl bezeiebnet werden diirfen, 
muss der lineare Wert einer Drehung derselben urn irgend einen Ideinen Winkel 
in allen Stellungen der Sehraube derselbe sein; wo sich also aueh im 
Gesiehtsfeld das Fadenpaar befinden mag, es muss sieh immer urn dieselbe 
Strecke verschieben, wenn die Schraube urn denselben Winkel gedreht ist. Das 
ist nun in der Praxis durchaus nicht immer der Fall; weder wird die Schraube 
immer so geschnitten sein, dass sie iiberall dieselbe GanghObe hat, und dass die 
SchraubenIinie abgewickelt eine Gerade ist, nocb wird die an den die Faden 
tragenden Rahmen befestigte Mutter die Schraubengange iiberall eng und 
obne Zwang umfassen. Es kann aueh die Lagerung der Schraube nicht febler
frei hergestellt werden, namentlieh konnen die Punkte, mit denen die Schraube 
sich gegen feste Flacheu der Mikrometereinrichtung stiitzen muss, wahrend 
des Drehens auf den Stiitztlaehen oder auf der Schraube selbst wand ern. 

Man kann die Fehler eines Sehrauben-Mikrometers als aus drei Haupt
fehlern zusammengesetzt ansehen. 

*) Darstellung der Untersuchungen und Maassregeln," welche in den Jahren 1835 
bis 1838 durch die Einheit des preussischen Langenmaasses veranlasst worden sind, 
Berlin 1839. 
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1. Der todte Gang (Dead beat bei den Englandern). Mit diesem Namen 
bezeichnet man einen Fehler, der dadurch entsteht, dass die Mutter. die 
Schraube nieht eng umfasst. Schrauben, welche todten Gang haben, lassan 
sich mehr oder weniger drehen, ohne dass dabei das Fadenpaar im Gesichts
feld eine Verschiebung erleidet; da man die Verschiebung des Fadenpaars 
immer an der Schraubentrommel abliest, so wiirde hier einer abgelesenen 
Verschiebung keine reelle Verschiebung entsprechen, und so sieht" man, dass 
der todte Gang sich in seiner ganzen Grosse als Fehler bemerkbar zu maehen 
vermag. . Kann nun zwar auch der Mechaniker durch geschickte Einrichtnng' 
der Mutter*) den todten Gang auf ein Minimum reduciren, so bleibt dieser 
todte Gang doch immer sehr gefahrlieh, weil er im Laufe der Zeit durch Ab
nutzung von Schraube und Mutter immer mehr anwachst. Man vermeidet den 
todten Gang, wenn man die Schraube bei den Messungen immer nach der· 
selben Riehtung dreht und zwar am besten nach der Riehtung, nach welcher 
die Schraube, wenn sie frei ware, herausgedreht wiirde; also bei rechts drehenden 
Schrauben (und das sind in unsern Instrumenten die meisten Schrauben) 
entgegen der Bewegungsrichtung der Zeiger einer Uhr, die man sich auf 
die Trommel, das Ziiferblatt nach oben oder aussen, aufgelegt denkt. Hier
naeh hiitte man sich bei den Messungen so einzuriehten, dass man die 
Schraube immer nur in einer Richtung (in der angegebenen) zu benutzen 
braueht. Wo die Sehraube nieht selbst zu Messungen dient, sondern nur 
kleine Bewegungen hervorzubringen gestatten soll, ist es natiirlieh fiir die 
Me s sun g gleiehgiltig, ob todter Gang da ist oder nieht. 

2. Der fortsclzreitende Fehler. Aendert die Sehraube an versebiedenen 
Stellen ihre GanghOhe, so wird einer vollen Umdrehungderselben (urn 360°) 
niellt an allen Stellen die gleiebe Versclliebllng des Fadenpaars entspreehen. 
Da die Ganghohe im allgemeinen von Gang zu Gang eontinuirlieh yariiren 
wird, so andert sieh aueh del' Linearwert einer vollen Umdrehung (das 
heisst eben 'die derselben entspreehende Versebiebung des Fadenpaars) 
stetig und wird grosser oder kleiner, oder bis Zll einer gewissen Stelle grosser 
und dann wieder kleiner u. s. f., und giebt so zur Entstehung eines fort
sehreitend sich anderndon Fehlers der Sehraube Veran]assung. 

3. Die periodisclien Fehler. Aueh innerhalb einer einzigen yollen 
Umdrehung der Sehraube brauehen gleiehen Drehungswinkeln noeh nicht 
gleiehe Versehiebungsgrosseu zu entsprechen. Die Abweichungen der 
Sehraubenlinie yon del' geometrisehen Idealform, kleine Unregelmassigkeiten 
an den Stiitzpunkten der Sehraube, andern das Verhii.ltnis der Versehiebung zur 
Drehung von Grad zu Grad. Die Elfahrung hat aber gelehrt, dass jene Ab
weichungen von der Idealform in den einzelnen Ganghohen zufolge der Her
stellungsart de~ Schrauben (wenigstens in einem mehr oder weniger grossen 
Stiick der Schraube) in immer g leieher Weise auftreten, und da anch der Ein-

") Eine ganz besonders schOne und ZUll Nachcorrigiren bequeme Einrichtung 
hat der Mechaniker Reichel (Berlin) angegeben. 

19* 
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fluss der Unregelmassigkeiten an den Stiltzpnnkten in allen Umdrehungen der
selbe sein muss, treten diese Veranderungen in dem VerhiUtnis der Verschiebung 
zur Drehung in den einzelnen vollen Umdrehungen immer in derselben 
Weise auf, sind also periodische Functionen der Drehungswinkel. Hat man 
sie fiir eine Umdrehung bestimmt, so gelten sie fiir aIle andern (vorauf
gehenden oder nachfolgenden) Umdrehungen. 

Zur Zahlung der Umdrehungen haben die Mikrometer gew5hnlich ein 
in del' Bildebene des Oculars angebrachtes gezahntes Lineal, ein Rechen; 
die Drehung von Zahn zu Zahn entsprieht einer vollen Umdrehung; eine 
Stelle des Rechens ist durch einen langern Zahn oder ein ldeines Loch u. s. f. 
besonders hervorgehoben, von dieser aus zahlt man bequem die ausgefiihrten 
Umdrehungen. 

91. Berucksichtigung der Schraubenfehler. Wir wollen annehmen, 
dass wir uns in der xten Umdrehung befinden, und dass diese Umdrehung 
beginnt, wenn del' 0 Strich del' rrrommel dem Index gerade gegeniibersteht, 
und fortschreitet, wenn wir von ° in Richtung del' wachsenden Zahlen 
drehen. Die Trommel habe nIntervaIle, die Striche seien mit den Nummern 
0, 1, 2 .. , versehen, derartig dass n mit ° zusammenfallt. 

Ieh bezeichne die einzelnen Striche der Trommelteilung, je naehdem 
wir uns in der ersten, zweiten, dritten, '" Umdrehung der Sehraube be
finden, mit 01, 11,21"", n1 ; °2,12) 22" •• ) n2; 03 ,13,23)""~; '" 

Die .A.nzahl der in Frage kommenden Trommelumdrehungen sei gleich m, 
m n ist dann die Zahl alIer Trommelintervalle fiir aIle Umdrehungen zu
sammengenommen, und wenn die den m Umdrehungen entsprechende Linear
verschiebung del' Faden gleich A ist, hat man fiir die mittlere einer Um
drehung beziehungsweise einem Trommelteil elltsprechende Linearver
sehiebung 

A A 
R=-, r=-· m mn 

Sind nun die wahren, den einzelnen U mdrehungen entspreehenden Ver
schiebungen gleieh R1 , R2, ... , Rm, so geben 

~~=RI-R, E;=R2-R, "" ~m=Rm-R 

die Fehler der einzelnen Umdrehungen, und es sind 

~o=O; ~l=RI-R; e2 =R1 +R2 -2R; ~3=Rl+R2+R3-3R 

", En- 1 = Rl + R2 +",+Rn_ 1 -(n-1)R; Em= ° 
die innern fortsehreitenden Fehler der die einzelllen Umdrehungen be
grenzenden Striehe, also der Striehe °1,°2,°3", " 0m+l' (wofiir wir aueh 
sagen k5nnen 01' nl' n2 , ?ls' " " nm ), 

Hiernaeh haben wir fiir den innern fortsehreitenden Fehler des Striehs i 
in der den Umdrehung (also des Strichs ix) 
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t 'x. -~X.-1. 
~,=" +----~. 
'" ,,--1 n 

Urn den ganzen Fehler am Strich i del' 'l. ten Umdrehung zu erhalten, 
ist hierzu noch del' periodische Fehler zu addiren; bezeichnen wir denselben 
mit Pi' so wird diesel' ganze Fehler 

LVII) 

Hat man also ein Intervall mit del' Schraube auszumessen und bei der 
Pointirung auf den ersten Grenzstrich dieses Intervalls in der A ten Um
drehungi' + a', wo a' die (in Teilen des Trommelintervalls i' + 1 bis i' 
geschiitzte) Strecke ist, urn welche der Index hinter dem Strich i' steht, bei 
del' der Pointirung auf den zweiten Begrenzungsstrich in der x ten Um
drehung i"+ a", wo a" eine ahnliche Bedeutung wie a' hat, abgelesen, 
so ist die Lange des bezeichneten Intervalls ausgedriickt in mittlern 
Trommelteilen: 

C ') R C'" " ., ') R I' I' 
'l. - A + ~ + a. - ~ - a n + 1 Ci"+,,") " -/(1'+"')). 

1st die Differenz del' ganzen Fehler zweier auf einander folgender 
Striche 

l(i+1) - I'; = 6.1'; , 
" " " 

so darf man mit geniigender Genauigkeit 

f(i" +,,") = 1';" + a" 6. 1';" , I( i' +,,') = 1';, + a! 6. fr. 
"" " ).). A 

interpoliren. Die Ausdriicke fiir die fund 6. f in e und P zu ersetzen, hat 
keinen Wert, da man doch die ganzen Fehler tabellarisch zusammen
stellen wird. 

Gewohnlich fiihrt die Bestimmung der Schraubenfehler nicht zu deren 
Betragen in Linearmaass, sondern in Teilen der Trommelteilung; alsdann 

sind auch die (mit R zu multipliciren. Bezeichnen wir den mittlern, durch n 
Ausmessung der ganzen m Umdrehungen abgeleiteten, Schraubenwert mit 't 

so ist also die gesuchte Strecke 

LVIII) I =~(n('lt - A) + i" + a." - (if + a.') + I(i"+,,") - I(i'+"') ). 
" ). 

Man kann die fortschreitenden Fehler zusammen mit den periodischen, 
also die gan zen Fehler, in einer Untersuchungsreihe bestimmen und zwar, 
indem man eine Anzahl bekannter Intervalle mit del' Schraube von ver
schiedenen Stellen derselben aus misst. Es ist abel' bessel' und auch 
bequemer, die beiden Fehlergruppen getrennt von einander zu bestimmen. 
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92. Bestimmung der fortschreitenden Febler. Will man die fort
schreitenden Fehler bestimmen, so muss man sich von den periodischen 
Fehlern unabhangig machen, man muss dieselben also fur Intervalle be
stimmen, deren Endmarken gleiche oder wenigstens sehr nahe gleiche 
periodische Fehler haben, oder man muss die periodischen Fehler durch die 
Art der Beobachtung eIiminiren. 

Nach der ersten Methode verschafft man sich ein Intervall, welches mit 
dem Mikrometer ausgemessen, sehr nahe gleich einer Umdrehung ist, oder 
man benutzt eine Scale, die mindestens m solche Intervalle enthalt, und 
schlagt ein V erfahrenein, welches einem der bei der Bestimmung des 
Teilungsfehlers eines Maassstabes benutzten genau entspricht. 

Wir wollen annehmen, dass eine ganze Scale zur Verfiigung steht; 
alsdann· kann man zunachst das in dem Art. 88 auseinandergesetzte Ver
fahren einschlagen. Wir legen diese Scale unter das optische Instrument, 
dem das zu bestimmende Mikrometer angehOrt, drehen die Schraube so, 
dass wir mit der ersten zu bestimmenden Umdrehung anfangen konnen, 
und schieben die Scale so zurecht, dass der erste von ihr zu benutzende 
Strich im Gesichtsfeld und nahezu pointirt erscheint, die Ablesung der 
Schraube bei der wirklichen Pointirung auf diesen Strich sich also in der 
Nahe von 01 bdindet. Nun messen wir mit der Schraube das erste Inter
vall, dann das zweite, dritte, ... , oder wir messen mit der Schraube das 
erste Intervall, dann das erste und zweite zusammen, dann das erste, zweite 
und dritte zusammen u. s. f. und bekommen, wenn die Ablesungen bei den 
einzelnen Pointirungen sind, im ersten Fall l~, II fur das erste Intervall, 
l~, l2 fiir das zweite u. s. f.; im zweiten Fall 101' II ftir das erste, 102 , 12 fUr 
das erste und zweite zusammen, 103 , l3 fiir das erste, zweite und dritte zu
sammen, entweder direct die einzelnen Schraubenumdrehungen R1 ,R2 ••• , Rm 
ausgedruckt dnrch die Langen (01), (12), ... , (m - 1m) der einzelnen Inter
valle. der Scale, namIich 

(01) (12) (m -1m) 
LIX1) R1 =n l _ l" R2=n l _l" ···,Rm=n Z _ l' , 

1 0 21m m-l 

oder die erste Schraubenumdrehung, die erste zusammen mit der zweiten, 
die erste zusammen mit der zweiten und dritten, u. s. f. namlich 

LI~) 

(01) (02) R1 =n 1 _ l ,R+R=2n---, ... , 
1 01 1 2 12 - 102 

1m ersten Fall hat man fur den mittlern Wert Reiner Umdrehung 

und es sind die inn ern Fehler an den Enden der einzelnen Umdrehungen 
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1m zweiten Fall ist der mittlere Wert Reiner Umdrehung gleieh 

(Om) 
R= n T -l 

m Om 

und die innern fortsehreitenden Fehler finden sieh aus 

( (Om - 1) (Om) ) 
~"'_l=n l _/ -(m-l)l_l ,e",=o. 

m-l Om--l m Om 
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Die Gleichungen geben die den Umdrehungen entspreehenden Linear
versehiebungen, oder die innern Fehler der Umdrehungen, ausgedriiekt in 
der gerade gewiihlten Lineareinheit, man muss ab'er natiirlieh 'die Linearwerte 
der einzelnen Intervalle derbenutzten Scale kennen. 

Man kann nun die innern fortsehreitenden Fehler der einzelnen 
Umdrehungen aueh gauz unabhiingig' von der Kenntnis der Linearbetriig'e 
der Sealenteile bestimmen, indem man analog wie bei dem Hansen'sehen 
oder L e man-Thi es e n'sehen Verfahren fur Bestimmung innerer Teilungs
fehler vorgeht. Naeh jenem Verfahren misst man erst ein Intervall der 
Scale mit allen Umdrehungen aus, dann zwei mit der ersten und zweiten, 
zweiten und dritten, dritten und vierten u. s. f., dann drei mit del' ersten, 
zweiten und dritten, zweiten, dritten und vierten u. s. f. Umdrehung, u. s. f.; naeh 
dem Leman-Thiesen'schen misst man jedes Sealenintervall mit allen 
Sehraubenumdrehungen aus. Die Beobaebtungsgleiehungen sind genau so 
gebaut, wie im Fall der Teilungsfehlerbestimmung naeh einer diesel' 
Methoden, und die Reehnung wird aueh genau so gefiihrt. Man bekommt 
aber die gesuehten Fehler ausg'edriield in Teilen der Trommel. Misst man 
demnRCh ein allen m Umdrehungen entspreehendes b ek ann tes Intervall 
mit allen dies en Umdrehungen aus, so erhiilt man den mittlern Sehrauben
wert und kann dann aIle Reduetionen von Sehraubenteilen auf Linearmaass 
ausfiihren. 

93. Bestimmung der periodischen Fehler. Was die periodisehen Fehler 
an den Striehen in jeder Umdrehung del' Sehraube betrifft, so kiinnte man 
aueh diese ganz so wie iunere Teilungsfehler bestimmen. Es ist aber nieht 
notig, die Fehler von Strieh zu Strich zu bestimmen, denn zufolge del' an
gegebenen wahrscheinliehen Entstehungsursaehen werden die Betriige der
selben nieM zufii.lIig sein, sondern sieh an einander continuirlieh anRchliessen, 
so dass man sie aueh dureh eine einzige Formel wird zusammenfassen konnen. 
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Bessel hat die bezeichneten Fehler, weil sie' periodischen Charakter 
haben, durch periodische Functionen darzustellen vorgeschlagen. 1st n die 
Anzahl der durch die aquidistanten Striche 0, 1, 2, 3, ... , n getrennten 
Intervalle auf der 'Trommel, i die Nummer eines der Striche, so setzt man 
nach Bessel 

( 360°) ( 360°) p. = x cos i -- + x cos 2i -- + ... 
• 1 n 2 n 

. (. 360°) . (2.360°) + 1/1 sm ~ n + 1/2 sm t n + ~ .. 

und bestimmt die Constanten Xl' X2' ••• , 1/1' 1J.2, ••• , indem man die 
periodischen Fehler fUr einzelne Striche beobachtet. Bei den mit den jetzigen 
Hilfsmitteln gefertigten Schrauben kommt man mit zwei Gliedern in jeder 
der Reihen aus, bei alteren Schrauben kann man gezwungen sein, drei oder 
noch mehr Glieder ansetzen zu mussen. 

Zu bemerken ist noch, dass der obige Ansatz fur die periodischen Fehler 
auch fur den ersten und letzten Strich einen Fehler indicirt, namlich 

Po= Pn~ Xl + X2 + "', 
die periodischen Fehler sind also bis auf eine Constante bestimmt, da aber 
nUl Dift'erenzen dieser 1!'ehler in Frage kommen, ist das nicht von Belang. 

Das fur die Rechnung bequemste Verfahren ist nun das folgende: 
Man wahlt die Striche, fUr welche die periodischen Fehler beobachtet 

werden soIl en, so aus, dass sie aIle von einander gleichweit abstehen und 
dass ausserdem die Anzahl von IntervaIlen, die zwei solcher Striche ein
schliessen, in der ganzen Anzahl von Intervallen einer Umdrehung aufgeht, 

ist also diese Anzahl i, so soIl i ein Divisor von n, ~ eine ganze Zahl, etwa x 
~ 

sein. Die Nummern der herausgesuchten Striche sind also 

0, i, 2i, 3i, ... , (x:-l)i, n. 

Nun verscha:fft man sich irgend ein Hilfsintervall, uber dessen vorteil
hafteste Grosse spater einiges gesagt werden wird. Man stellt die Schraube 
auf ° und schiebt das Hilfsintervall so, dass ihr erster Strich im Mikrometer 
nahezu pointirt erscheint. Hat man auf diesell Strich und dann auf den 
zweiten pointirt, so dreht man die Schraube auf i und verschiebt das Hilfs
intervall bis wieder sein erster Strich pointirt erscheint, man pointirt auf 
beide Striche,' dreht die Schraube auf 2i, verschiebt das Hilfsintervall u. s. f. 
In der letzten Operation dreht man die Schraube auf ex - l)i und verschiebt 
das Hilfsintervall bis sein erster Strich pointirt erscheint. 

Es sei die wahre Lange des Hilfsintervalls ausgedriickt in mittlern 
Trommelteilen gleich 1, es seien ferner die Ablesungen der Schraube in den 
einzelnen Pointirungen auf die beiden begrenzenden Striche des Hilfsinter
valls' paarweise to' l~; li' 1;; 12i' Z;,; ... , dann sind die Ablesungen 10 , 

Ii' 1~, ... in der Nahe der Trommelmarken 0, i, 2i, ... , (x-l)i aus-



93.] Bestimmung der fortschreitenden Fehler. 297 

gefiihrt, die l~, I;, l;p... in der Nahe der Trommelmarken I, 1+ i, 
1 + 2i, "', (I +% - l)i. Bezeichnen wir die fortschreitenden Fehler an den 
Ablesungsstellen mit fo' f~; fp f;; 1;, f;; ... , die periodischen Fehler aus
gedriickt in Trommelteilen mit Po, P~; Pi' P;; P2i' P;i' ... , so haben wir 
(A.rt. 91) 

1 = (I; - U + P; -Pi + f~- f1' 

1= 0;;-l2) + P;i-P2i+ r;- f2' 
u. S. f. 

Es ergeben hiernach die Beobachtungen, wenn man fiir die P ihre 
Ausdriicke durch periodisehe Functionen einsetzt, und allgemein 

lo.+ fa = z.", l~+ fd= ~ 
macht, zur Bestimmung der in diesen Ausdriicken noeh enthaltenen Coeffi
eienten, Gleichungen von der Form 

{ ( 360°) (3600)t l-(l;;-~)= Xl cos l~ n -cos III n J 

f ( 360°) (360°)} +X cos 21' -- -cos 21 -- + ... 2l a nan 

{ . (' 3600) . (360°)1 a=O, 1,2, ... , x-I 
+y sm I - - sm I - J 

1 a nan 

f (360°) (360°)1 +Y2\sin 210. -n - sin 210. n J + ... 

oder, wenn man die Differenzen der trigonometrisehen Functionen in Pro
duete verwandelt 

( ') 2' (' ) 360° . (' ) 360° la-to. -1= Xl sm la+1a 2n sm lo.-la 2n 

+ 2x sin2(1' + I ) 360° sin2(l' -I ) 360° + .. 
2 a a 2n (! (! 2n 

3600 360° 0=0, 1,2, ... , x-I 
-2Yl cos(l~+lq)2n sin(l~-lo.) 2n 

2 2 ( , I) 360° . 2 ( , I) 360° 
- Y2COS la+ a 2n sm lq- a 2n - ... 

Solcher Gleiehungen hat man %, d. h. ~, lost man dieselben, da die 
% 

Grossen linker Hand wie die Factoren der x, Y rechter Hand durch die 
Beobachtnngen gegeben sind, nach der Methode der kleinsten Quadrate auf, so 
erhalt man die gesuchten Werte del' Coeffieienten und kann dann den periodi
schen Fehler fiir jeden andern Strich berechnen. Die Auflosung der obigen 
Gleiehungen muss, wenn die Sehraube starke periodische Ungleiehheiten hat, 
nach dem allgemeinen A.usgleichssehema bewerkstelligt werden, und es ist 
dariiber nichts weiter zu sagen. 1st jedoch die Sehraube mit nUl' geringen 
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Fehlern behaftet - wie das bei neueren Schrauben meist der Fall sein wird -
so kann man eine einflusslose Vernachlassigung machen, die die Beobachtungs
gleicbungen auf eine Form zu bringen gestattet, welche unmittelbar die A.n
wendung des so bequemen in Teil I, Seite 469 gegebenen Reehenschemas 
zulasst. 

Da dann namlich die einzelnen Differenzen l~-la' welche die Lange 
des Hilfsintervalls in Trommelteilen angeben, nur wenig von einander 
abweichen werden, darf man sie unter den Sinus- und Cosinuszeichen als 
aHe einander gleich ansehen. Man vernachlassigt also bei der Berechnung 
der A.rgumente der trigonometrischen Functionen die Febler der Schraube 
und setzt 

somit 

l~+ 10= 210+ I, l~+ 11= 211 + T, "', l'n + In = 21n + 1, 
-,;--1 i-1 ;-1 

wo T einen mittlern Betrag dieser Differenzen andeutet, der aus der Gleicbung 

(I~-lo) + (1~-ll) + ... + (1'-"--1 -1~_J 
l= i i 

n 

gewonnen wird. 
Macht man dann 

2 . 1 3600 , 

Xl sm "2 ---;;;- = 1]1 ' 

so wird 

{f-I)-I=fCOS(1 +I)3600+~'COS2(l +I)3GQ:+ ... a a 1 a 2n 2 a212 

, . ( I) 3600 
,. 2 ( I ) 3600 

+1]t SlIl la+ 2 n+1]2 SlIl l,,+} n+'" 

oder indem man zur weitern A.bkiirzung 

C' I 3600 
,. T 3600 t C' c T 3600 

" 2 T 3600 
_ t 

"I cos"2 n + 1]1 sm "2 n = "1' "2 cos ~ "2 n + 112 sm 2 n - "2' 

, 1 3600 
,. 1 3600 ,T 3600 ,'. T 3600 

1]1 cos "2 n - ~1 sm 2 n = 1)1' 1)2 cos 2 2 -n - e2 SIll 2 2 n = 1)2' 

setzt 
- _ 3600 3600 3600 

(l~ - La) - 1 = ~1 cos la n + e2 cos 2la n + ... + 1)1 sin '0. n 
. 3600 

+ 1]2 8m 21i( n + ... 
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Die Ablesungen Zo, l,., 12, ••• geschehen nun in unmittelbarer Nahe 
der Striche 0, i, 2i, ... , und es Mngt lediglich vom Beobachter ab, durch 
gehOrige Einstellung des Hilfsintervalls dieselben den Ablesungen der Striche 
0, i, 2i, ... selbst beliebig nahe zu bringen. Wir durfen sie daher ohne 
weiteres den Ablesungen 0, i, 2i, ... gleichsetzen und erhalten 

(' -') l ~ .360° t 2 .360° . .360° la- a - =r,;lcosatn+~2cOs atn +"'+7)l smotn 

n a = 0, 1, 2, ... , -;- - 1. 
t 

+Yl sin2ai 3600 + ... 
'12 n 

Auf diese Gleichungen diirfen wir das Teil I, S. 469 angegebene 
3600 

AusgleichungssclJema unmittelbar an wenden, da i und ganze Zahlen n 
sein sollten, wir bekommen, indem wir abkurzend 

3600 

i(a-l)n=aa 

setzen, weil die Anzahl der Beobachtungsgleichungen !;. betragt. 
t 

a = - :. {( Z - r + I) cos xa + (Z - Y + l) cos xa + ... x nO 01 11 2 

+ (l- z;.-1 + "S.-I) cosxa~}, . , . 
Yl = - :. {(l-7 + T) sin xa + (I - Y + l) sin xa + ... 
'Ix n 0 0 1 1 1 2 

+ (l-T~_1 +[::"-1) sinxa!!..}. 
iii 

Es ist aber nach Teil I, S. 469 angefiihrten Formeln 

cosxa1 + cosxa2 +· .. + cosxa.y = O} 
.. . ° x>O, sm xa1 + sm xa2 + ... + sm xa n = 

i 

da der 
3600 

Annahme nach -- cine ganze Anzahl von Graden ergeben solI, n 
i 

also konnen 'wir auch schreiben 

~,,=+~{ (~--.:..~) cosxa1+ (~-4) cosxa2 + ... +(T~_I-~_I) cosxa!!..}, 
-:- iii 
t 

TJx= + ~{(~-~) sinxa1 + (~- t;,) sinxa2+'" + (r~_I-[!!.._)sinxa!!..I' 
--;- iii 
t 
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Hieraus ergiebt sich wnachst 

, + 2 { (-I' -')' ( 1 36()0) (' -)' ( 13600) 'fI" = nO - 0 sm)( a1 + "2 n + '1- II SIll)( a2 + "2 n + ... 

und. endlich 

- -"- [f (n ) ] 3600} + ... + e l'n - In) COS)( 2" + -; - 1 i -- , 
--1 --1 ~ n 
i i 

)( = 1, 2, ... 

Fiir die numerische Rechnung bequemer sind iibrigens solche Gleichungen, 
in welcben an Stelle der ~ - ~ die Differenzen dieser Grossen gegen den 

Mittelbetrag derselben also 7- (J~ - l",) stehen. Bezeichnen wir diese Diffe
renzen mit al"" setzen also 

olo= 1 - (1:1- ~), oil = 7- (l~ - ll)' ... , 
so wird auch 

x = __ --:-1:-__ {Olo sin)( (=21 + Oi) _36_6_0 + Oll sin)( (=2l + Ii) _36_0_° + ... 
" n. ( 1 3600) n n 

ysm )(2 n 'I . (1 en 1)) 3600} + 0 n SIll)( ,+ -c- --, 
_ -1 Z t n 
i 

1 f (7 ' 3600 '1 )3600 
Y = \olucos)( -+Oi)--+lllI COS)((-Z+li --+ ... 

" n. ( 1 3600) )( n \" n 
i- Sill )("2 -n- 'I . (I en 1)) 3600} + f) " sm)( - + -c - --. 

--1 2 ~ n 
i 
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Die l~, Zo' ••• sind die fur fortschreitende Fehler schon verbesserten 
Ablesungen; wenn also auch die x und y selbst nicht von den Umdrehungen 
abhangen, in welcher die periodischen Fehler bestimmt sind, muss man sich 
doch die Nummern dieser Umdrehungen merken; um die fortschreitenden 
Fehler anbringen zu konnen. lndessen sind bei nur einigermaassen guten 
Schrauben die innern fortschreitenden Fehler so klein, dass man sie bei 
der Berechnung der periodischen Fehler, wenigstens wenn das benutzte 
Hilfsintervall nieht zu gross ist, vernaehIassigen darf, man hat dann 
die 1;" 7.;;, ... dureh die direct beobachteten Grossen l~, 10 , ••• zu ersetzen. 

Wie viele der x und 'U man bereehnen muss, hii.ngt von der Besehaifen
heit des Mikrometers ab, gewohnlieh begniigt man sieh, wie bemerkt, mit 
den Gliedern des einfaehen und des doppelten Winkels. 

Was die mittlern Fehler anbetrifi't, so hat man, wenn k die Anzahl 
a11er berechneten Coeffieienten (also aileh die Anzahl a11er benutzten Glieder) 
angiebt, fiir den mittIern Fehler einer Beobaehtungsgleiehung 

V~ !J.= -n--' 
""7-k z 

und fiir die mittlern Fehler der x und y mit ausreichender Genauigkeit 

!J. 1 

flx" = fly" = ,/2n . ( 1 3600 )' 

Vi sm x2n 
x = 1, 2, ... , k - 1. 

Die Wahl der Grosse des Hilfsintervalls unterliegt nur einer Be
schrankung, es darf dieses Iutervall mit dem Mikrometer ausgemessen, nicht 
gieich einer vollen Umdrehung sein, denn mit einem solchen Intervall kann 
man, wie sofort einleuchtet, die periodischen Fehler nicM bestimmen. Es 
soIl also aueh das Hilfsintervall einer vo11en Umdrehung nieht nahe kommen. 

Aus den Formeln fUr die mittlern Fehler der x nnd y folgt aber, dass 
diese Fehler am kleinsten, die Bestimmungen der betreffenden Coeffieienten 

am siehersten sind, wenn x ~ 3600 = 900 , also 1= 2n ist. Xl und 'Ul sind 
~ n x 1 3 

also am genauesten bestimmt, wenu das Intervall 2"' 2' ... , X2,'U2, wenn 

dieses IntervaU {, ~, ... xa, 'Ua, wenn dasselbe i, ~, ... u. s. f. einer Um

drehung entspricht. Sind die periodischen Fehler gross, so wird man sie also 
am besten mit mindestens 2 Intervallen bestimmen, deren eines einer 
Halben, deren anderes einem Viertel der Umdrehung gleichkommt. Bei 
Benutzung nur eines Intervalls wahlt man dieses am besten gleich 
1 4 7 
3 oder 3' 3' ... Umdrehungen. 
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Das zu benutzende Hilfsintervall kann man auf einer geeignet geteilten 
Scale nehmen; man kann sich dasselbe auch auf einem glatten Metall
stiickchen selbst herstellen, indem man zwei einander parallele Striche zieht. 
Endlich kann man bei Mikrometern mit Parallelfaden das Intervall zwischen 
den Faden selbst beIiutzteu. Man zieht dann auf einem Metallstiick einen 
einzigen Strich und pointirt abwechselnd mit beiden Faden auf diesen 
Strich. Pointirt wird hier so, dass man durch Drehen del' Schraube ent
weder den betreffenden Faden zum scheillbaren Znsammenfallen mit dem 
Bilde des Striches bringt, odeI' besser, man dreht die Schraube, bis zwischen 
Faden und Strich nul' nocll eine sehr feine Lichtlinie ubrig ist. Man tut 
dabei gut, mit dem Faden auf den Strich von beiden Seiten (von rechts 
und links) zu pointiren und das Mittel der beiden Ablesungen als Ablesung 
fiir die wirkliclle Pointirung zu nehmen. Pointirt man nur von einer Seite, 
so muss man selbstverstiindlich mit' dem betreffenden Faden immer von 
derselben Seite pointiren. 

Hat das Mikrometer nul' einen Faden, so kann man sich ein virtuelles 
Intervall schaffen, wenn man diesen Faden optisch verdoppelt, indem man 
auf das Ocular eine doppelbrechende Platte oder irgend eine andere, den 
Faden doppelt erscheinen lassende Vorrichtung aufsetzt. Besitzt das Mikro
meter ein Fadenkreuz, so giebt eine Vorrichtung zur optischen Verdoppelung 
zwei virtuelle Fadenkreuze; der Abstand zwischen den Kreuzungspunlden 
dieser Fadenkreuze kann dann als Intervall zur Anwendung gebracht werden. 

Zur strengen Berechnung der periodischen Fehler bedarf es, wie wir 
gesehen haben, der Kenntnis del' fortschreitenden Fehler; diese finden sich 
durch Ausmessung mindestens eines einer ganzen Umdrehung gleich 
kommenden Intervalls. Besitzt man abel' kein solches einer ganzen Um
drehung entsprechendes Intervall, so muss man die fortschreitenden Fehler 
mit einem kiirzern oder langern Interval! bestimmen, alsdann hat man abel' 
die Ablesungen fUr die periodischen Fehler zu corrigiren, und da man zur 
Eruirung diesel' Fehler wieder der fortschreitenden bedarf, so sie.JJt man, dass 
man allgemein diese beiden Fehlergruppen nur durch successive Annaherung 
finden kann. 

Man macht erst die Untersuchung fUr die periodischen Fehler und be
rechnet die Beobachtungen uuter VernachHissigung der fortschreitendell 
Fehler, dann untersucht man mit dem gerade vorliegenden Intervall aut 
fortschreitende Fehler nach einer der fruher angegebenen Methoden, indem 
man die Ablesungen- mit den voranfgehend provisorisch berechneten periodi
schen Fehlern corrigirt. Him·auf corrigirt man mit diesen provisorischen 
fortschreitenden Fehlern die Beobachtungen fUr die periodischen Fehler und 
rechnet eine neue Anniiherung fUr diese Fehler. Mit diesen corrigirt man 
wieder die Beobaehtungen fiir die fortschreitenden Fehler u. s. f, 

Es ist aueh vorgeschlagen worden, die periodisehen Fehler ganz durch 
die Anordnung der Beobachtung'en zu eliminiren. Stellt man namlich einen 
Strich i ein und dann einen, der urn UlO° von diesem absteht, also den 



94,.] Eliminirung del' periodischen Fehler. 303 

Strich i +~, so fallen im Mittel der periodischen Fehler, weil allgemein 

( n) 3600
' 3600 (n) 3600 3600 

cosy. i+2" -r;;-= ± cosy.i-r;;-undsin'l. i + 2" -r;;-= ± sin'l.inist, 

je nachdem Y. eine gerade oder nngerade Zahl bedeutet, aIle Glieder mit 
ungeraden Argumenteu fort, und es bleiben nur die mit x2, Y2, X4, Y4, x6' 
Y6 • •. mnltiplicirten stehen. Da die mit Xl' YI mnltiplicirten Terme als 
Hauptglieder angesehen werden durfen, so kann die Summe Pi + P, n als 

. .+~ 

weniger mit dem Argumenti veranderlich als jeder der Summanden be
traehtet werden. Man befreit sieh also schon zum Teil von den periodisehen 
Fehlern, wenn man jedes Intervall zwei mal ausmisst, das zweite mal, nach
dem man die Schranbe gegen das erste mal urn 1800 gedreht hat. 

Noell mehr erreicht man, wenn man jedes Intervall drei mal misst und 
zwar in drei von einander urn 120° versehiedenen Lagen del' Schraube, also 

b . ,. n ,2n f II d 'I el t, t+ 3' ~+3; es a en ann, Wei 

( . n)360° 1 ,3600 VB, .360° 
cos t+ 3 -n=-2"cOSt-r;;--TSlDt-n' 

( . 2 ) 360° 1 ,360° va. .360° 
cos t+-n --=- -COSt--+ -SlllZ--, 

3 n 2 n 2 n 

( , n)360° 1 ,360° Va, ,3600 

cos2 .~+-~ --=--cos2~--+-sm2~--, 
3 n 2 n 2 n 

eos2 i+-n --=--cos2i-i)---sin2i--( 2) 360° 1 n60° va 3600 

3 n 2 n 2 n 

und elltspreehende Gleichungen fUr die Sinns gelten, in PI + P2 + P3, die 
mit Xl, ?Jl' X2, Y2 multiplicirteu Glieder fort, also gerade die, die man vor
nehmlich beriicksichtigt, 

Endlich kann man aneh aile Glieder bis zn den 4fachen del' Winkel 
zum Fortfall bringen, wenn man ein Intervall fUnfmal misst, und zwar indem 
man von urn je 72° von einander abstehenden Stell en ausgeht, also wenn 

't' ".. t b' , '+ n , 2 , + 3 '+ 4 G" h I' 1 b man ml t an,ang, el t, t 5' t·+ 5n,z 5 n,t 5n, ewo nlCl e-

, 2 1 1 2 
nutzt man die Stell en -y;n, -5n, 0 +5n, +5n, 

Man wiirde also die fortschreitenden· Fehler aueh ohne Kenntnis der 
periodischen mit irgend einem Intervall bestimmen konnen, wenn man dieses 
Intervall dureh aIle Umdrehungen und jedes mal 3 mal aus um je 120° odeI' 
5 mal aus um je 72° von einander versehiedenen Stellungen ausmisst und 
die Mittel bildet, Indessen ist dieses Verfahren etwas miihsam, nnd weil 
es sieh auf geeignete Verschiebung des Hilfsintervalls urn verhiiltnismassig 
kleine Streekell griindet, llieht immer ohneweiteres anwendbar. 

94, Bestimmung der fortschreitenden Fehler zusammen mit den 
periodischen. Be sse 1 hat die fortschreitendcll Fehler zusammen mit den 
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periodiscben bestimmt. Nach seiner Methode verfahrt man ganz so, wie bei 
der Bestimmnng periodischer Fehler, nur dass man die Messungen, von der 
ersten Umdrcbung anfangend, durcb aHe Umdrehungen fortsetzt. Die ganzen 
Febler stellt Bessel dar durcb eine Function, die aus zwei Teilen bestebt, 
einer Potenzreibe und einer periodischen Reihe. Die Argumente der 
periodischen Reihe sind dieselben, wie wir sie fruher benutzt baben; als 
Argument der Potenzreihe kann man die Nummern der Striche (fortlaufend 
bezeichnet, also O2 = n, 03 = 2n, 13 = 2n + 1, ... , nm = mn) oder bequemer 
Bruchteile von Umdrehungen benutzen. Wir wollen die Ablesungen in den 
einzelnen Pointirungen so bezeicbnen wie fruher, den Symbolen aber noch 
den Index 'X. in erster Stelle geben, wenn die ersten Ablesungen (die nicht 
accentuirten) der 'X. ten Umdrehung angehOren. Alsdann haben wir den Satz 
Beo bachtungszahlen 

i10 l~ 0 '20 1;0 I· . '11mo l' mO 

til l~ 1 121 1~1 .•. tm1 1;"1 
1) 112 l~2 122 1~2 m2 1~'2 

llP l~p 12P l~p 1n,p l;np 

aus dem wir noch durch Subtraction bilden 

I~o - 710 1;0- 120 ... 7' -7 
nlO tnO 

2) Z~l - 711 1;1 - '21 ... 1;"1 -7m1 

1~2-712 1;2- 122 " . 1~'2 -7"'2 

7~p-l1P I;p - 72P ., . 7' -1 mp rup 

woselbst p fur~ - 1 gesetzt ist. Zur analytischen Darstellung die nt, wenn 1 e 
die wahre Lange des benutzten Intervalls, ausgedriickt in mittlern Trommel-
teilen, ist, die Formel 

l = (1' -1 ) + (/.«(2 - 72 ) + ... + x cos J' -- - cos 7 --[ ( 360°) (360°)] 
"" "(I "" "" I "" n "" n 

[ ( 360°) ( 3600 )J + x2 cos 21~(I ------n- - cos 21"" ------n- . + ... 

[ ( 360°) (3600 )J +!Jl sin l~" ------n- - sin 7" (I ------n-

+QJ sin 21' -- - sin 21 -- + ... [( 360° ) ( 360° )J 
"'2 "" n "(I n 

n 
1t = 1,2,3, ... , 'In; a = 0, I, 2, 3, ... , -:- - 1. . z 

FUr 1 hat man das Mittel alier Beobachtungsdift'erenzen zu nehmen, also 
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Z' -1 +·+l' -l +7 -1' +.+l' -l +.+l' -l +·+l' -1 10 10 Ip Ip 20 20 2p 2p mO mO mp mp 

n 
m-;

~ 

, 

und wenn man aus den Beobachtnngsgleichungen die Constanten a, ... , iCt> 111>'" 

berechnet hat, kann man fiir jede Strecke ihren Zahlenausdruck in mittlern 
Trommelteilen durch eine Gleichung von der obigen Form ableiten. 

Be sse 1 hat von der Potenzreihe nm zwei Glieder genommen, folgt man 
ibm darin, so ist die einzige in der Potenzreihe zu bestimmende Constante a. 
Diese kann man mit ausreichender Genauigkeit aus den in einer Horizontal
reihe stehenden Beobachtungen ableiten. Da namlich alle Beobachtungen 
in ·einer Horizontalreihe von demselben Trommelstrich (nur in verschiedenen 
Umdrehungen) ausgehen, so sind sie alIe mit demselben periodischen Fehler 
behaftet; man kann also die Zahlen in irgend einer Zeile der Differenzen-Zu
sammenstellung unter 2) darstellen durch 

l~a -l ... a = aa - a (l;a -l!a)' 

woselbst aa eine unbekannte Constante bezeichnet, die, weil sie von Zeile 
zu Zeile andere und andere Werte annehm,en kann, mit dem Index a ver
sehen ist. Solcher Gleiclmngen haben wir allgemein fiir die a + 1 Zeile m, 
namlich 

und indem wir auf diese Gleichungen die Methode der Ausgleichungsrechnung 
anwenden, bekommen wir zwei Normalgleichungen 

woraus sofort 

{ l' -1 +1' -1 + .. }{ (2 -Z2 +(2 -Z2 + .. }-m{ (l' -l )(/2 -Z2 )+(l' -l )((2 -l2 )+ ... } 
la la 2a 2a la la 2a 2a 1a 1a la la 2a 2a 2a 2a 

foJgt. Nun konnen wir jede der Zeilen zm Berechnung des a benutzen, 

wir bekommen also ~ Betrage fiir IX und erlangen den wahrscheinlichsten , 
Wert, wenn wir aus allen diesen Betragen das Mittel nehmen. 

Weinstein, Lehrbuch II. 
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Man kann aber in die ~erechnung des tt einige erhebliche Verein
fachungen einfiihren. Zunachst ist es nicht notig, tt fur jede Zeile einzeln 
zu rechnen und das Mittel zu nelunen; man kann erst eine Mittelzeile der 
Beobachtungen bilden, indem man die Zahlen jeder Columne der Beob
achtungen und deren Quadrate zu einer Mittelzahl vereinigt. Ferner kann 
man die l'2- 12 durch Nahrungsbetrage ersetzen. 

Es ist namlich l;a-7:a= (l~a-lxa) (l~a+ lxa); mhren wir fUr die 
Differenzen l~a-lxa iiberall einen und denselben Wert, namlich den Mittel-
wert 1 des Intervalls ein, so wird also t:a-l!a=l(2lxa+l), undwirbe
kommen 

(lla +l21t +")(l~a-ll It +l;1t -12 a. + .. )-m( lla(l~ a. -1Ia)+12ltCl;It-12a.)+·) 
tt= { 2 2 2} • 2l m(IIIt+1sa+ .. )-(lIa.+l2a+") 

Nun sind lla' [2 a.' ... , die jedesmaligen Ablesungen fiir den ersten 
Strich des Intervalls, und es hangt ganz vom Beobachter ab, wie nahe er 
diese Ablesungen den Marken (ia)1, (ia)2' •.. (woselbst (ia)1> (ia)2, ... 
gemass einer friiheren Festsetzung immer dieselbe Marke i a nur in ver
schiedenen Uilldrehungen ist) bringen will. Da nun das Bestreben dahln 
gehen muss, die Ablesungen mit diesen Marken zur Coincidenz zu bringen, 
nehmen wir an, dass diese Ablesungen wirklich auf diese Marken fallen und 
haben demnach 

11(1 = ai, Ilia = ai + n, lsa. = ai + 2n, .. ,' lma. = ai + (m - l)n, 

somit 
. m(m-1) 

llC! + 12a + lsa + ... = m a~ + n 2 ' 

Ila (l~a-lta) + i2(1 (l;a -llla) + ... = ai(l~a -Ita + l;a -llllt + ... ) 

+n( 1 (l;1t -12a) + 2(l~il-lsa) + .. -+ (m- ])(l;"il-lmlt»)' 

und der Zahler von tt geht iiber in 

nm{m 2 1 (l~a-lllt+l;n-I2it+ ... )-( l;a-1l!1t+ 2(l;il-lSil)+'" 

+ (m-l)(l;"It-Zma»)}' 
1m Nenner wird 

[2 +Z2 + ... =ma2i2+2ainmCm -1) +n2(12+ 22+"'+(m_l)2), 1a lilt 2 
n2m(m -1) (2m -1) 

=ma2i2+ ainm(m-1)+ 2.3 ' 

(1 +l + ... )2=m2.a2i2+m2ain(m-l) + n2m2(m-1)2, 
l(t 2CI 4 

n2m2(m2 - 12) 
also geht der Betrag des N enners iiber in 4.3 ' 

und wir bekommen fiir das aus der a + 1 ten Zeile berechnete tt 
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a = mn(m~-l) I (m-1)CI~a-lla+l;a-l2a+")-2( l;a-12a+2(l3a-l~a)+··-»). 
oder, wie wir aueh sehreiben konnen, 

a= mn(m~-l)l (cm + l)(l~a-Zla+ Z;a -12a + ... ) 
- 2 ( l~ a - 11 a + 2 (l; a - 12 a) + 3 (l~ a - 13 (I) + .. -) ). 

Bilden wir jetzt das Mittel aus den einzelnen so bereehneten a, so tritt 

mn(m~- l)l als gemeinsamer Zahlenfaetor vor und indem wir die Mittel

zahlen der einzelnen Columnen in der Differenzenzusammenstellung 2) mit 
bezw. 11 , 72 , ••• , 1m bezeichnen, wobei also allgemein 

1 =(7.' -1 +7.' -1 +···+1' -1 )~ x xo ,,0 xl xl x~-l x~-l n 
i i-

ist, haben wir 

und noch einfacher*) 

so, wie wenn wir von vornherein aus allen Zeilen in der Differenzen
zusammenstellung 2) eine Mittelzeile gebildet und mit diesel' gereclmet hatten. 

Die Einheit ist hier wie fruher cin Trommelteil. 
Naehdem man ~ bereehnet hat, sind die Producte a«(2a-l:a) zu 

bilden. Del' Factor l}a- 1,,2a kann nach der Formel (l~ a- 1'1. a)(l; a + 1" a)' 
oder naeh der (l~a-lxa) (2lxa+ 1~(I-lx(l) gerechnet werden. 1m ersten 
Fall stellt man neben 2) noeh eine Zusammenstellung 3) der Summen zu
sammengehOriger Beobachtungszahlen von 1) anf und multipIicid entsprechende 
Zahlen von 2) und 3); im zweiten fiigt man zu den ZahIen von 2) die ent
sprechenden mit 2 muItiplicirten ZahIen der ersten, dritten, fiinften, .. , Columne 
von 1) hinzu und multiplicirt wieder entsprechende Zahlen von 2) und dieser 
neuen Zusammenstellung. Da iibrigens a eine kIeine ZahI sein wird, kann man 
mit ausreichender Annaherung (2a-l;a auch durch (l~a-lxa) (21"(1 + I), 
oder gar noeh einfacher durch 1(2lxa + I) ersetzen, aIsdann bildet man die 
neue Zusammenstellullg, indem man zu dem doppelten del' ZahIen der erston, 
dritten, fiinften, .. , Columue von 1) eine und dieselbe Zahl, das Mittel aller 

*) Zu ganz derselben Formel ist auch G. Muller: Untersuchungen iiber Mikro
meterschrauben, mit besonderer Anwendung auf das Fadenmikrometer des 9 zolligen 
Aequatorials der Berliner Stern warte, in einer, wie ich glaube, nicht strengen Ana
lyse gelangt. 

20' 
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Differenzzahlen ad dirt. Meist wird man sich so einrichten, dass die erste 
Ablesung bei jeder Ausmessung des Intervalls auf einen vollen Strich tri:fl't, 
alsdann ist llO=O, ll1=i, l12= 2i, ... , 12o=n, l21=n+i, ... , all
gemein lltCt= (x -l)n + ai .. 

Die so oder sonst wie gerechneten Zahlen Il(l:~ -llt2Ct) fiigt man zu 
den entsprechenden Di:fferenzzahlen 2) hinzu, zieht dann die so gewonnenen 
Summen von der Mitteldi:fferenz l ab, . wodurch man eine neue Zusammen
stellung von Zahlen l- (l~Ct - lltCt) - ll(l~2Ct -1.:Ct) bekommt, welclle die von 
den fortschreitenden Fehlern befreiten Beobachtungsdi:fferenzen ergeben. 
Aus den einzelnen Columnen dieser Zusammenstellung bildet man eine 
Mittelcolumne, und mit den Zahlen dieser Mittelcolumne rechnet man die 
Coefficienten. der periodischen Glieder genau nach den friihern Vorschriften. 

Das Verfahren ist nur bei sehr guten Schrauben und bei schlechten 
Schrauben nUT fur wenige Umdrehungen anwendbar. Will man bei einer 
langen Schraube dieses Verfahren einschlagen, so fiihrt man die Be
stimmung fiir einzelne Stiicke derselben aus und setzt nachher aIle Be
stimmungen zusammen. 

95. Ich lasse jetzt zweiBeispiele folgen, eines fiir diese zuletzt beschriebene 
Methode, ein anderes fiir die getrennte Bt:'stimmung von forlschreitenden 
und periodischen Fehlern. 

Als erstes Beispiel nehme ich die durch Bessels Untersuchung klassisch 
gewordene Schraubenbestimmung. Bessel, der von del' Ansicht ausging, 
dass jeder Apparat zweimal construirl werden muss, erst vom Mechauiker und 
dann noch vom Beobachter, und der Hauptbegriinder der jetzt in allem 
exactenExperimentaluntersuchungen anerkannten Lehre ist, dass jeder Apparat, 
ehe er in Gebrauch genommen wird, erst genau auf seine Fehler untersucht 
werden muss, und dass eine solche eingehende Untersuchung die Giite der mecha
nischen. Construction oft mehrmals ersetzt, so dass ein rationell arbeitender 
Beobachter selbst mit einem schlecht ausgefiihrten Apparat noch mehr zu 
leisten ~ermag, als ein unrationell verfahrender mit einem fehlerfrei con
struirlen, unterliess nie die individnellen Eigenschaften seiner Apparate auf 
das eingehendste zu studiren. Als er daher bei Gelegenheit der Feststellung 
des (friihern) preussischen Langenmaasses fand, dass die Bewegung des 
Mikrometers an seinem Comparator der Veranderung der Angaben seiner 
Schraubentrommel nicht proportional war, liess er nicht eine neue Schraube 
einsetzen, i:Jondern machte sich mit den Fehlern der alten bekannt, und schm 
die voraufgehend auseinandergesetzten Untersuchungs- und Rechenmethoden. 
Die bezeichnete Schraube zeigte Fehler, wie sie wol keine Schraube neuerer 
Construction aufweisen diirfte. 

Bessel untersuchte vier Gange derselben mit einem Intervall, welches 
die Lange von nahezu 13/", Umdrehungen hatte, und erhielt im Mittel aus 
10 Beobachtungsreihen, indem er auf der Trommel immer von 10 zu 10 
Trommelteilen fortging, und dabei das Intervall so schob, dass die Ab-
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lesungen bei den Pointirungen auf seinen ersten Strich immer einen vollen 
Zehnerstrich traf; die folgenden Beobachtungen. 

i 1a I l~ a 
I 12 a I l~ (l 7.3 (l I l~ it l4(t I l~(l 

0,0 164,93 100,0 264,52 200,0 364,13 300,0 464,07 
10,0 175,17 110,0 274,76 210,0 374,28 310,0 474,36 
20,0 186,06 120,0 286,10 220,0 385,62 320,0 485,50 
30,0 197,84 130,0 297,20 230,0 397,32 330,0 497,07 
40,0 209,09 140,0 308,86 240,0 408,65 340,0 508,52 
50,0 219,84 150,0 319,78 250,0 419,89 350,0 519,52 
60,0 230,32 160,0 330,27 260,0 430,12 360,0 529,86 
70,0 239,23 170,0 339,06 270,0 439,14 370,0 538,71 
80,0 247,33 .180,0 346,83 280,0 447,16 380,0 546,72 
90,0 255,19, 190,0 355,24, 290,0 455,02 390,0 555,08 

Wir schreiben jetzt die Differenzen I~CI-lxil und unter jede Colulllnc 
die zugehorige Mittelzahl 

l~(l-I1(tII;CI-12il\ l;a- 13(1\ 1~(I-l4a 
164,93 164,52 164,13 164,07 
165,17 164,76 164,28 164,36 
166,06 166,10 165,62 165,50 
167,84 167,20 167,32 167,07 
169,09 168,86 168,65 168,52 
169,84 169,78 169,89 169,52 
170,32 170,27 170,12 169,86 
169,23 169,06 169,14 168,71 
167,33 166,83 167,16 166,72 
165,19 165,24 165,02 16~ 

Mittel I 167,50 I 167,26 I 167,13 I 166,94 

Ftir 1 finden wir hieraus als Mittel der 4 Mittell = 167,21, und dann ist 

a = 400.16~,21.15 {+ 3.0,56+ 1.0,13}= 0,0000054. 

Die Grossen aCI; (I - l~ (I) ersetzen wir mit. hier ausreichender Genauigkeit 
durch den einfachsten Ausdruck a.l(21x + l) da dieser schon die gesuchte 
Grosse, wie man leicht ersieht, bis auf eine Einheit der letzten Decimale 
genau genug ergiebt, In der Tat der grosste Wert von Ix a' der letzte, be
tragt 390 und der dazu gehorige Betrag von l~ a - lx q namlich 165,08, 
weicht von dem Mittelbetrag 167,21 urn etwas tiber 2 ab, es ist abet selbst 
3. a..400 nur 0,006. Ftir die Berechnung schreiben wir a.1(21x a + £) = a.12 

+ 2a.llxn, das ist 0,151 + 0,00181'1.(1' 
Wir bekommen so 4 Columnen von Zahlen, die wir mit den ent

sprechenden Columnen der l~(I - lxa zu vereinigen haben. Spater ist dann 
aus den so resultirenden neuen 4 Columnen eine Mittelcolumne zu bilden. 

Die folgende Zusammenstellung enthalt die diesbeztigliche Rechnung 
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c"a=0,151+ 0,0018 lxa Axa=fxa-l"a+cxa Mittel Ola= 

cia Clla C3a c4a Al a A2a I Aaa I Au Aa 7- Aa 

0,151 0,331 0,511 0,691 165,08 164,85 164,64 164,76 164,83 +2,88 
0,169 0,349 0,529 0,709 165,34 165,11 164,81 165,07 165,08 +2,63 
0,187 0,367 0,547 0,727 166,25 166,47 166,17 166,23 166,28 +1,43 
0,205 0,385 0,565 0,745 168,05 167,59 167,89 167,82 167,84 -0,13 
0,223 0,403 0,583 0,763 169,31 169,26 169,23 169,28 169,27 -1,5S 
0,241 0,421 0,601 0,781 170,08 170,20 170,49 170,30 170,27 -2,56 
0,259 0,439 0,619 0,799 170,58 170,71 170,74 170,66 170,67 -2,96 
0,277 0,457 0,637 0,817 169,51 169,52 169,78 169,53 169,58 -1,87 
0,295 0,475 0,655 0,835 167'62 167,30 167,82 167,56 167,58 +0,13 
0,313 0,493 0,673 0,853 165,50 165,73 165,70 165,93 165,72 +1,99 

Mittel 1167,711 

Die AX" geben die ffir den fortschreitenden Fehler corrigirten Werle 
des ausgemessenen Intervalls in den verschiedenen Trommelumdrehungen, 
und da die auf einer Zeile stehenden Betrage einander nahezu gleich 
sind und in den verschiedenen Zeilen bald wachsen, bald abnehmen, darf 
man die immerhin noch hypothetische Correction fur die forlschreitenden 
Fehler als ausreichend ansehen. Weiter ergiebt sich aus derselben Tatsache, 
dass die Schraubenfehler wirklich periodischer N atur sind, da Zahlen an 
denselben Trommelstrichen in den einzelnen Umdrehungen in gleichem 
Betrage erscheinen. Die l3la sind diese periodischen Fehler und bilden die 
Grundlage fur die weitere Rechnung, sie treten an Stelle der in den 
Formeln auf Seite 299 durch 1-~ -Iu), l- (t;. - z;.) .. , bezeichneten 
Grossen. 

Da hier i=10, n=lOO, somit ~ = 10 ist, so haben wir wegen r 167,71 
~ 

-1 { x,,= lOsin(x.3020) alo sin (x. 302°) + all sin (x. 338°) + al:!sin(x.374°) + ... 

. + al9 sin (x. 626°) I, 
1 

0 .. = lOsin(x.3020) {alocos(x.302°) + all COS (x 338°) + al2 cos(x374°) + ... 
+ a~sin(x626°)}, 

x=l, 2, ... 
also 

1 
Xl = lO sin 58° 1 al5 - alo) sin 58° + (al6 - all) sin 22° - (017 - al2) sinUo 

- (als - ala) sin 50° - (o~ - 13l4) sin 86° }, 

1 
01 = 10 sin 580 { ol5 - olo) cos 58° + (016 -oll) cos 22° + (olr - ol2) cos 14 ° 

+ (818 - ola) cos 50° + (ol9- ol4) cos 96° }, 

-1 { 
X2= lO sin 1160 (oir, + alo) sin 116° + (ol6 + all) sin 44° - (olr + ol2) sill 28° 

- (ols + ala) sin 100° - (o~ + al4) sin 172° }, 
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Y2 = 10 in ~ 160 {(Ol5 + oZo) cos 1160 + (016 + 0[1) COS 440 + (oi7 + 0(2) COS 280 

+ (ills + 0(3) COS 1000 + (oi9 + ol4) COS 1720 
}, 

u. s. f. 

Die Differenzen der 01 sind - 5,44; - 5,59; - 3,30; + 0,26; 
+ 3,55, die Summen geben + 0,32; - 0,33; - 0,44; 0,00; + 0,43 alles in 
Trommelteile ausgedruckt. Hierans folgt 

Xl = - 1,14; 'lit = -1,28; X2= - 0,02; Y2= + 0,13. 

Die Betrage von xl> 111 stimmen mit den von Bessel gefundenen 
iiberein, die von X2, 'Y2 sind etwas verschieden von den von Be sse I 
gegebenen und ohne die hier eingefuhrten Vernachlassigungen gerechneten. 

Wir habell die Coefficienten so bestimmt, wie wenn die Beobachtnngen 
durch eine Formel 

~ 2' T 3600 
• 1 (1 .) 3600 2 . 21360• . 2 (T .) 3600 

ola= X1S111"2-n- Slll 2+11t n+ X2 S111 "2-,~Slll 2+a~ -n+'" 

-2'11 sin---cus1 -+ai ---21/2sin2-~-cos2 -+ai ---- ... T360° (1 ) 3600 T"60° (T ) 3600 
,,1 2 n 2 n " 2 n 2 n 

dargestellt waren. Wollen wir also die iibrigbleibenden Feiller kennen 
lemen, so haben wir VOIl dieser Gleichung Gebrauch zu machen und hei 
den gegehenen Werten von Xl, '91' X2, '92 fur 1 den Bctrag 167,71, fUr i 
die Zahl 10 und fur a der Reihen nach 0, 1, 2, ... , 9 einzusetzen, wahrend 
n = 100 sein solIte. So bekommen wir ffir die einzelnen Betrage Ola die 
Werte: + 2,85; + 2,53; + 1,43; 0,00; -1,53; - 2,72; - 2,93; -1,83; 
+ 0,17; + 2,02, nnd die iibrig bleibenden Fehler werden im Sinne "Beob
achtnng weniger Rechnung" bezw. + 0,03; + 0,10; 0,00; - 0,13; - 0,03, 
+ 0,16; - 0,03; - 0,04; - 0,04; - 0,03, so dass die Darstellung der 
periodischen Fehler durch eine periodische Reihe, selbst wenn man nnr bis 
zum doppeJten Winkel geht, als eine recht gute bezeichnet werden muss. 
Der mittlere Fehler einer Beobachtungsgleichung ist 

_,/0,0593 -011 (L-V 5 -, . 

Die mittlern Fehler der X, y sind 

(L"" = JJ.y, = 0,029, JJ.",. = JJ.y• = 0,027. 

Die strenge Formel ist nunmehr zu schreiben 

( 360· 3600 
) 1 = i2-11 + 0,0000054(122_l12) -1,14 cos(Il2 -n-)- COS(lll n) 

( 36~ 36~ ) -0,02 cos(212n)-COS(211n) 

( 3600 3600 ) + 1,28 sin (Il2 n)- sin (Ill n) 

( 360· 3600 
) -0,13 sin (212 -n-)--sin(211 - n ) , 
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wo also ~, II die Ablesungen der Mikrometerschraube bei den Einstellungen 
auf die beiden Begrcnzungen des betre:fl:'enden Intervalls sind. Die Zahlen, 
zu denen die obige Formel fUhrt, geben den Betrag des ausgemessenen 
Intervalls in mittlern Trommelteilen, urn diesen Betrag in Linearmaass 
ausdriicken zu konnen, hat man noch den Linearwert irgend einer Anzahl 
von Trommelteilen zu bestimmen, und dazu misst man eben ein seiner 
Lange nach bekanntes Intervall mit der Schraube aus. Am besten wahlt 
man dieses Intervall so, dass seine Lange ungefiihr allen S chraub en
umdrehungen aquivalcnt ist, fur welche die fortschreitenden und periodischen 
Fehler bestimmt sind. Be sse I nahm dieses IntervalI auf einer in 0,2 Linien 
geteilten Silberscale; 0,2 Linien entsprachen etwa 170 Trommelteilen, 
Bessel maass deshalb immer 0,6 Linien, welche 5 Umdrehungen aquivalent 
waren mit der Schraube aus, und zwar zur grossern Sicherung der Resultate 
20 solcher IntervaIle. Er steute die Schraube auf den Trommelstrich 0, 
schob die Scale so unter das Mikroskop, dass ihr Strich 0,0 pointirt 
erschien und pointirte auf den Strich 0,6; dann drehte er die Schraube auf 
den Trommelstrich ° zuriick, verschob die Scale bis der Strich 0,2 pointirt 
erschien und pointirtc auf den Scalenstrich 0,8 u. s. f. Hiernach war II 
immer gleich 0, fUr l2 fand er der Reihe nach die 20 Werte 496,9; 499,0; 
497,8; 495,8; 495,]; 495,2; 495,7; 493,6; 496,6; 497,2; 494,3; 492,5; 
496,4; 494,8; 494,0; 495,6; 493,6; 496,4; 495,7; 496,2. Diese Zahlen sind 
noch fur forlschreitende und periodische Fehler zn corrigiren. Die fort
schreitenden Fehler sind fiir alIe von fast derselben Grosse, denn fiir die 
grosste derselben 499 finden wir 0,0000054.4992 = 1,34; fiir die kleinste 
492,5 jst 0,0000054,492,52= 1,32. Die periodischen Fehler unterscheiden 
sich ein wenig von einander, fiir 499 findet sich der periodische Fehler aus 
- 1,14 (cos3°,6 - 1) - 0,02 (cos 7°,2 - 1) + 1,28 sin3°,6 - 0,13 sin7°,2 zu 
+0,07, fiir 492,5 aus-l,14(cos27°-1)-0,02(cos54°-1)+1,28sin27° 
- 0,13 sin54° zu + 0,49. Der ganze Fehler wird hiernach fiir 499 gleich 
+ 1,41, fur 492,5 gleich + 1,81. In dieser Weise corrigirt gehen die 
obigen Werle iiber in 498,5; 500,4; 499,3; 497,4; 496,7; 496,8; 497,3; 
495,3; 498,1; 498,7; 496,0; 494,3; 497,9; 496,4; 495,7; 497,2; 495,6; 
497,9; 497,3; 497,7. Sie sollten eigentlich bis auf die unvermeidlichen 
Beobachtungsfehler (deren Grosse 0,2 nicht iiberschritten haben diirfte) aIle 
einander gleich sein, dass sie verhiiltnismassig so stark von einauder ab
weichen, ist dem Umstande zuzuschreiben, dass die gemessenen IntervaIle 
nicht gleich waren, die Scalenteilung mit Fehlern behaftet gewesen ist. 
Die Summe der obigen 20 Zahlen 9944,4 giebt die Anzahl von mittlern 
Trommelteilen, welche dem Linearbef,rag des ganzen Zolles aquivalent ist. 
Da die wirkliche Lange dieser als pariser Zoll bezeiclmeten Scale 
12,0055 Linien betrug, so haben wir also 

ein Trommelteil aquivalent 12,0055 = 000121 Linien 
9944,4 ' 
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und mit dieser Zahl 0,00121 hat man den aus der angegebenen Formel 
resultirenden in Trommelteile ausgedriickten Wert eines mit der Schraube 
gemessenen Intervalls zu multiplieiren, urn dieses Intervall in Linien zu 
erhalten. 

Als Beispiel fUr das erste Verfahren der gesonderten Bestimmung 
von fortsehreitenden und periodischen Fehlern nehme ieh die Unter
suchung einer Schraube, wie sie in den schon oft eitirten Traveaux et 
memoires, Band II von Herm Ben 0 i t mitgeteilt ist. 

Es wurden die fOl'tsehreitenden Fehler fUr 10 Umdrehungen bestimmt, 
und zwar genau nach der Hansen'schen Methode der Teilungsfehler
beobachtnng. Da eine Schraubenumdrehung ungefii.hr einem Linearwert 
von 0,1 mm gleichkam, so maass also Herr Benoit mit del' Schraube 
immer von dem el'sten Trommelstrich del' ersten zu bestimmenden Um
drehnng ausgehend ein 0,1 mm mit allen 10 Umdrehungen (0 - 1), 
(1 - 2), ... , (9 - 10), ein 0,2 mm mit den Umdrehungen (0 - 2), 
(1 - 3), ... , (8 - 10) u. s. f. So fand sich ZUlli Beispiel das 0,2 mm 
Intervall gemessen mit del' 

Umdrehung 1 und 2 gleich 200 - 0,8 Trommelteile 

" 2" 3 " 200- 0,8 " 

" 
3 

" 
4 " 200- 0,9 " 

" 
4 

" 
5 ,,200-1,2 " 

" 
5 

" 
6 " 200- 1,2 " 

" 
6 

" 
7 ,,200-1,3 " 

" 
7 

" 8 ,,200-1,2 " 

" 
8 

" 
9 ,,200-1,4 " 

" 
9 

" 
10 ,,200-1,7 " 

wobei zu beachten ist, dass bei del' Einstellung des ersten Strichs des 
betrefl'enden Intervalls stets die Trommel anf dem 0 Strich der Umdrehung, 
von der man ausgehen wollte, stand. Lii.sst man die gauzen Umdrehungen 
fort, so ergab sich als Resultat del' gesammten Messung die folgende 
Zahlenzusammenstellung 

-0,4 
-0,8 -0,8 
- 0,9 - 0,8 + 0,4 
-0,8 -0,9 +0,7 +3,1 
- 1,0 -1,2 + 0,9 + 2,6 + 2,9 
- 0,9 - 1,2 + 0,4 + 2,5 + 2,2 + 2,8 
- 1,2 - 1,3 + 0,2 + 2,3 + 2,1 + 1,9 + 2,1 
- 1,1 -1,2 + 0,5 + 2,4 + 2,1 + 1,9 + 1,1 + 2,9 
-1,0 -1,4 +0,5 +2,3 +2,1 +1,6 +0,7 +2,0 +2,4 
- 1,0 - 1,7 + 0,4 + 2,0 + 1,6 + 1,6 + 0,7 + 1,8 + 2,5 

Hieraus berechnen sich die fortschreitenden Felller genau nach dem 
fiir Teilungsfehlerrechnungen nach Hansens Verfahren gegebenen Schema, 
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Seite 265 bis 271, es entsprechen die obigen Zahlen vollstandig den dort 
(Seite 265) mit l bezeichneten, und zwar Columnen den COIUmntlll, Zeilcn 
dell Zeilen. Die Resultate sind nach B enoits Angabell 

J<'ehler am Anfang del' crsten Umdrehnng 0,00 Trommelteilc 

" " 
Ende del' ersten 

" " 
zweiten 

" 
-0,50 

" 
" " " " 

zweiten 
" " 

dritten 
" 

-0,55 
" 

" " " " 
dritten 

" " 
vierten 

" 
-0,66 

" 
" " " " 

vierten 
" " 

fiinften 
" 

-0,61 
" 

" " " " 
mnften 

" " 
seehsten 

" 
- 0,57 

" 
" " " " 

sechstell 
" " 

siebenten 
" 

-0,49 
" 

" " " " 
siebenten 

" " 
achten 

" 
--0,36 

" 
" " " " 

achten 
" " neunten 

" 
-0,3G 

" 
" " " " 

neunten 
" " 

zehnten 
" 

-0,13 
" 

" " " " zehnten " 
0,00 

" 
Bezeichllen wir wie friiller den Stdch ° der Trommel, je nachdem wir 

uns in der ersten, zweiten, dritten, ... , zehnten Umdrehung befillden mit 
00' 01> °2, ••• , O~, 010, so stell en die allgegebencn Zahlen die innern fort
schreitenden Fehler eo' eo' ... , ~o' ~o an diesen Striehen dar, nir jeden 
andern Strich bekom~ell 1 wir den' illl;oern fortschreitenden Fehler durch 
Interpolation, so allgemein den nir den Strich i in der x ten Umdrehnng 
mit ausreichender Genauigkeit 

~ -E 
0" 0,,-1.. ei ,,=Eo"_I+ 100 z;z=1,2,3, ... ,IOO,x=1,2, ... 

und speciell fiir Strieh 15 in der 3 Umdrehung -0,55-0,11.15/100=-0,57. 
Die Bestimmnng der periodischen Pehler fiihrte Herr Ben 0 i t mit 

Hilfe VOll 4 Intervallen aus, namlich mit auf einem Metallstreifen d urch 
Striche abgegrenzten Intervallen von 0,02 mm und ausserdem noch mit dem 
etwa 0,03 mm betragenden Intervall zwischen den beiden Parallelfaden, die 
sich in der Mikrometerebene des Mikroskops, dem die Schraube angehOrte, 
befanden. Bezeichnell in der foIgenden Figur die fetten Striche die 
Begrenzungen der beiden Intervalle zu 0,02 mm, die feinell die Parallel-

I II ill 
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fMen des Mikrometers, so hat man im Ganzen 4 Intervalle zur Verfugung 
(I II), (II III), (I III), (1 2). Fur die 3 ersten Intervalle pointirt man erst 
auf I, dann auf II; erst auf II, dann auf III; erst auf I, dann auf III, in 
dem man etwa die Faden so stellt, dass die betreffenden Striche mitten 
zwischen ihnen zu liegen kommen. Bei Eenutzung des vierten Intervalls 
bringt man erst den einen nnd dann den andel'll Faden mit einem der 
Striche I, II, TIl zUr Coincidenz, oder auch man stent erst einen und dann 
den andel'll Faden in die Mitte zwischen den Strichen I, II oder II, III. 
So wurde man fur die periodischen Fehler 4 Eeobachtungsreihcn erhalten. 
Ben oi t sehlug zur Vereinfachung del' Beobachtungen das foigende sehr 
bequeme und fiir ahnliche Falle empfehlenswerte Verfahren ein. Er stente 
die Trommel auf ° der ersten Umdrehung (also auf 00) und schob den 
dIe 0,02 mm Intervalle enthaltenden Metallstreifen so, dass im Mikroskop 
Stl1ch I unter dem Faden 1 zu Iiegen sehien, dann brachte er Faden 2 mit 
Strieh I, hierauf 1 und 2 mit II und mit III zur Coineidenz.*) Das giebt 
6 Pointirungen, 3 Coincidenzbeobaehtungen fiir Faden 1, 3 filr Faden 2. 
Sind die A.blesungen der Trommel fiir Faden 1 bezw. a1, a2, a3 filr 
Faden 2 bezw. bll b2, b~, so haben wir in 

::=::} A.bstand del' Faden von einander 
b3 - a3 

a2- ad 
b2 - b1J Intervall (I II), 

~:-= ~:} Intervall (II III), 

a3- al) 
b3 _ b1J Intervall (I III). 

Nun wird die-Trommel auf Strieh 10 ihrer ersten Umdrehung, Strieh 101, 
gestel1t, der Metallstreifen so geschoben, dass I wieder mit 1 coineidirt und 
dann durch Drehung del' Trommel 1 noeh mit II und III uud 2 mit 1, II, 
III zur Coincidenz gebraeht. Dann stellt man die Trommel auf 201 u. s. f. 
1m ganzen hat man fiir die Beobaehtungen mit dem Fadenintervall 3 Reihen, 
fiir die mit den 3 andel'll Intervallen je 2. Man bildet aus den Reihen fiir 
jedes Intervall eine Mittelreihe und erhalt so 4 Reihen von Zahlen, deren 
jede zur Bereehnung del' periodisehen Feiller herangezogen' wird. Benoit 
hat die Beobachtungell in del' angegebenen Weise dureh alIe 10 Um
drehungen durchgefiihrt, urn zuzusehen, ob die Fehler wirklich periodiseh 

*) Will man keine Coincidenzbeobachtungen machen, die sich allerdings nur mit 
sehr feinen Strichen und Faden geniigend genau ausfiihren lassen, so fiihrt man hier 
den Faden, wie schon Seite 296 angegeben, immer von derselben Seite und nur so 
weit an die Stliche heran, bis zwischen ihm und dem betreffenden Strich nur noch 
eine feine grade noch erkennbare LichtIinie ubrig bleibt. 
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sind, also in allen Umdrehungen in derselben Grosse wiederkehren. Da 
eine solche stetige Wiederkehr der einzelnen Zahlen sich in der Tat iheraus
stellte, bildete er zuletzt fiir die Beobachtungen mit jedem Intervall eine 
Mittelreihe aus den Ergebnissen in allen 10 Umdrehungen, und erhiclt so 
fur die fruher mit lQ' l~ - lQ' ol(l bezeichneten Grosscn. 

Fadenintervall Intervall (1, II) Intervall eIf, III) Intervall (1, 1I:) _I 
la. l~-l" I ol" la Il~-la I aln la Il~-la I ala la I lQ-ln lOla 

0,3 29,16 +0,05 - 0,2 20,041-0,04 - 0,3 20,14 +0,04 - 0,2 40,26 -0,08 
10,3 29,30 -0,09 + 9,8 19,95 +0,05 + 9,9 20,05 +0,13 + 9,8 40,37 -0,19 
20,4 29,46 -0,25 20,0 20,17 -0,17 19,9 20,22 -0,04 20,0 40,48 -0,30 
30,2 29,48 -0,27 29,8 20,27 -0,27 29,7 20,42 -0,24 29,8 40,43 -0,25 
40,5 29,32 -0,11 39,9 20,14 -0,14 40,2 20,31 -0,13 39,9 40,22 -0,04 
50,4 29,04 +0,07 50,1 19,93 +0,07 50,0 20,16 +0,02 50,1 40,00 +0,18 
60,6 28,95 +0,26 59,9 19,76 +0,24 60,1 20,07 +0,11 59,9 39,94 +0,24 
70,3 29,03 +0,18 70,0 19,83 +0,17 70,0 20,08 +0,10 70,0 40,02 +0,16 
80,3 29,20 +0,01 79,9 19,88 +0,12 79,7 20,18 +0,00 79,9 40,02 +0,16 
90,3 29,16 +0,05 89,9 20,03 -0,03 89,9 20,19 -0,01 89,9 40,08 +0,10 

----- ----- -----
~29,21 ~20,00 ~20,18 ~40,18 

Die Ol geben die periodischen Fehler, und man sieht, dass dieselben 
relativ klein sind. Die Bcrechnung der Xu Y1; x2, Y2 ist fUr jede der 
Zahlelll'eihen gesondert durchzufUhren, die zu benutzenden Formeln sind 
auch im speciellen genau dieselben, wie bei der Rechnung fUr die 

T 
Besselsche Schraube, nur sind hier die Betrage von "2 bezw. 520,6; 360

; 

360 ,3; 720 ,3. Man bekommt 

Fadenintervall 1ntervall (I II) Intervall (II III) 1ntervall (I III) I Mittel 
Xl + 0,00065 + 0,00136 + 0,00040 + 0,00083 + 0,00080 
Y1 + 0,00074 + 0,00064 + 0,00064 + 0,00075 + 0,00069 
X2 - 0,00040 - 0,00038 - 0,00039 - 0,00036 - 0,00039 
Y2 - 0,00057 - 0,00046 - 0,00046 - 0,00039 - 0,00047 

Die Zahlen in jeder Zeile sollten einander ganz gleich sein, sic stimmen 
auch rccht gut miteinander uberein. Die Mittel der Zeilenzahlen geben 
nun die wahrscheinlichsten Werte der x, y. Zur Bestimmung des mittlcrn 
Betrages eines Trommelteils wurde ein Intervall, welches 10 Umdrehungen 
nahezu aquivalent (in 1 mm) war, mit der Schraube ausgemessen. 

Fur praktische Anwendungen benutzt man nicht die Formeln selbst, 
sondern stellt auf Grund dieser Formeln, indem man sie von Trommelteil zu 
Trommelteil auswertet, eine Tabelle auf, aus der man den Fehler an jedem 
Trommelteil entnehmen kann, fugt man den fortschreitenden Fehler dazu, 
so hat man den ganzen Fehler. Bei Construction einer solchen Tabelle 
setzt man natlirlich 11 stets = 0, l2 der Reihe nach gleich 0, 3°,6, 70 ,2, ... 360°. 
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Wenn die betreffende Schranbe so geschnitten ist, dass die Fehler auch 
abgesellen vom fortsclueitenden Fehler nicht in den einzelnen Umdrehungen 
periodisch wiederkehren, muss man sie fur jede Umdrelmng fUr sich 
bestimmen und berechnen, und dann gilt fur jede Umdrehung eine besondere 
Formel. 

XIV. Pointirungs- und Schatzungsfehler. 
96. Ueber Pointirungen und Pointirungsfehlel'. Als letzte Gruppe 

von Fehlern haben wir die eigentlichen Messungsfehler zu discutiren, das 
sind diejenigen Fehler, welche bei den Pointirungen und Ablesungen vor
fallen Mnnen, auch wenn alle Einrichtungen vollkommen ausgefiihrt sind. 
Zum grossen Teil tragen diese Fehler den Charakter systematischer 
F~hler und hiingen als solche von dem Beobachter, sowie von der be
treffenden Einrichtung del' Pointirungs- und Ablesungsmittel abo 

Ueber Pointirung mit Hilfe eines Zirkels oder Stangenzirkes ist nicht 
viel zu sagen, es hiingt dieselbe, abgesehen von del' Definition der Enden der 
zu bestimmenden Strecke, von der Feinheit der Spitzen der betreffenden 
Zirkel abo 

Wo das Pointiren mit festen Armen ausgefiihrt wird, wie hei Benutzung 
eines Kalibermaassstabes, kommen fUr die Pointirung nur solche Fehler in 
Betracht, welche aus etwaiger NichtparaUelitiit zwischen der zu messenden 
Strecke und dem Maassstab resultiren. Da aber die Strecke so zwischen 
die Arme genommen werden muss, dass sie gerade hineinpasst und ohne 
Zwang und ohne Schlottern zwischen denselben hin- und hergefiihrt zu 
werden vermag, und das Gefiihl fUr zu lose oder zu feste Fuhrnug bei ver
schiedenen Beobachtern wol verschieden sein kalln, wird man auch hier 
einen von dem Beobachter abhiingigen Fehler in der Pointirung zu be
fiirchten haben, der eine wird die Arme an die Streckenenden zu fest 
pressen, del' andere es zu keiner vollstiindigen Beruhrullg brillgen, jener 
findet dann fur die Strecke einen zu geringen, dieser einen zu grossen Betrag. 

Wenn die Pointirung in del' in Art. 25 b angegebenen Weise mit Hilfe 
eines zwei Visirstellen tragenden Diopters ausgefiihrt wird, so dass man 
diese Visirstellen mit dem betreffenden zu pointirenden Ende in eine und 
dieselbe, durch die Visirstellen des Diopters festgelegte Gesichtslinie und so 
zur Deckung zu hringen hat, wird man uber das Eintreten oder Nicht
eintreten del' Deckung urn so weniger ein sicheres Urteil haben, zuniichst 
je niiher die beiden Visirstellen sich neben einander befinden. Aber auch 
eine zu grosse Entfernung dieser Stellen von einander und von den zu 
pointirenden Enden kann verderblich werden, weil man nicht auf die ver
schiedenen Stell en zugleich zu accommodiren vermag, und da auch die 
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Fahigkeit zu accomodiren, nicht bei aUen Beobachtern in gleichem Maasse 
ausgebildet ist, wird eine und dieselbe Einrichtung nicht allen Beobachtern 
gleiche Sicherheit der Pointirung gewahren. 

Die bequemste und sicherste Pointirung bietet die Anwendung mit 
Mikrometereinrichtung versehener optischer Instrumente. Besteht die Mikro
metereinrichtung in einem Glasmikrometer, so kann bei genauer Einstellung 
des Instruments von einem Pointirungsfehler nicht gut die Rede sein, denn 
es wird ja nur die Lage des Objectivbildes des eingestellten Endes der 
Strecke gegen die Mikrometerteilung beurtent, und es reducirl sich alles 
auf Ablesungsfehler. Anders ist es, wenn die Pointirung mit Hilfe einer 
Schraube und eines Fadennetzes bewerkstelligt wird. Gewohnlich besteht 
das pointirende Fadennetz aus zwei sich kreuzenden oder aus zwei zu einander 
parallelen Faden und die Pointirung wird dadurch ausgeflihrt, dass im 
ersten Fall der Kreuzungspunkt der Faden mit dem Objectivbild des be
tre:ffenden Endes zur Deckung gebracht wird, im zweiten dieses Bild gerade 
mitten zwischen die Parallelfaden zu liegen kommt. 

Hier ist zunachst die Einrichtung der Faden selbst von entscheidender 
Bedeutung. Beim Fadenkreuz mussen die Faden jedenfalls hinlanglich 
fein sein, sonst nimmt ihre Kreuzungsstelle zu viel Flache ein, und man ist 
uber die Lage des zu pointirenden Bildes, wenn dieses unter diese Stelle 
gekommen ist, nicht mehr sicher. Es diirfen auch die Faden sich nicht 
unter einem zu geringen Winkel schneid en , weil sonst die Faden auf eine 
zu grosse Strecke dicht neben einander gehen und so die Erkennung der 
Kreuzungsstelle erschwert oder unmoglich gemacht wird. Handelt es sich 
um Pointirung von Punkten mit einem Fadenkreuz, dann ist es wol am 
besten, wenn die Faden sich unter einem rechten Winkel schneiden. Will 
man einen Strich pointiren, so tut man gut, die Einrichtung eventuell 
Durchdrehen des Instruments in seiner Fassung so zu tre:ffen, dass dieser 
Strich, wenn er pointirl ist, zwei sich gegenuberstehende Winkelraume des 
Fadenkreuzes halbirt, und da hier einerseits die Genauigkeit der Pointiruug 
nicht atlein nach der Deckung zwischen Kreuzungsstelle und Strichmitte, 
sondern auch nach der Halbirung der bezeichneten Winkelraume beurteilt 
wird und andererseits die Halbirung bezw. Nichthalbirung der Winkelraume 
urn so leichter erkannt wird, je enger diese Raume in der Nahe der 
Kreuzungsstelle sind, lasst man fiir diesen Fall die Faden sich lieber unter 
45° oder gar 30° schneiden. Indessen darf der Winkel nicht beliebig klein 
gemacht werden, denn es kommt ja auch die Beurteilung, ob eine Deckung 
der Kreuzungsstelle mit der Strichmitte stattfindet in Frage. 

Die Pointirung mit einem Parallel-Fadenpaar in der Weise, dass die zu 
pointirende Stelle in die Mitte zwischen die Faden genommen wird, heisst, 
wie schon fruher bemerkt, Pointirung durch Bisection, bisecirl wird hier der 
Zwischenraum zwischen den Faden und zwar durch das zu pointirende 
Objectbild. 1m allgemeinell nimmt wol die Sicherheit der Bisecirnng zu mit 
Abnahme der Breite des zu bisecirelldell Streifens, es empfiehlt sich also 
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mehr mit einem engen als mit einem weiten Fadenpaar zu pointiren. Es 
h1i.ngt hier aber vieles von der Art des zu pointirenden Objects abo Besteht 
dieses Object in einem Strich, so muss zunachst das optische Instrument 
in seiner Fassung so gedreht werden, dass die Faden dem Strichbilde 
parallel werden. Fassen wir dann das Strichbild zwischen die Parallelfaden, 
so wird die Bisection eingetreten sein, wenn das Fadenintervall durch dieses 
Bild in zwei gleiche Teile zcrlegt ist und so scheint es, als ob bei der 
Pointirung durch Bisection nichts weiter zu tun ist, als abzuscbatzen, wann 
die beiden Streifen, in welche das Strichbild das Fadenintervall zerlegt hat, 
gleich breit geworden sind. Indessen sind hier die Verhaltnisse nicht so 
einfach. 

97. Der persiinliche Pointirungsfehler. ZunachSt unterliegt diese Ab
schatzung selbst personlichen Eigenheiten des Beobachters. Eine gewisse 
und von Person zu Person in ihrer Bedeutung variirende Asymm~trie des 
Auges bewirkt, dass beim Abschatzen des Verhaltnisses, in welchem eine 
Strecke durch einen Punkt oder ein Streifen durch eine Linie zerlegt wird, 
mehr oder minder grosse Fehler imnier in demselben Sinne begangen 
werden. Der person7iche Fehler des betre:ffenden Beobachters wird diesen 
also das FadenintervaU schon halbirt sehen lassen, wenn das Strichbild von 
d~r Mitte tatsachlich noch entfernt ist. Der Beobachter pointirt dann zwar 
sUbjectiv durch Zweiteilung, objectiv durch Teilung nach einem and ern Ver
hii.ltnis. Aber im Grunde genommen ist es ja gleichgiltig, ob die Pointirung 
durch Zweiteilung, Dreiteilung, oder nach sonst irgend einem Verhaltnis 
geschieht. Hauptsaehe ist, dass das Teilungsverhii.ltnis immer dasselbe 
ist. Darum hat aueh der personliche Fehler meist nieht viel zu sagen. Die 
Existenz eines personlichen Pointirungsfehlers erkennt man am besten, wenn 
man naeh Ausfiihrung der Pointirung das virtueUe Ocularbild des Faden
paars und des pointirten Striehs umkehrt. Da sich die hervorgehobene 
Asymmetrie des Auges auf rcchts und links oder oben und unten bezieht, 
bewirkt die Umkehrung des Bildes auch eine Umkehrung der Beurteilung, 
und so erscheint dcr objectiv noch vorhandene Abstand des Strichbildes von 
der Mitte des Fadenintervalls in doppelter Starke. Pointirt man in dieser 
umgekehrten Lage des Bildes, so giebt die Di:fferenz der jetzigen Trommel
ablesung gegen die friihere das Doppelte des personlichen Pointirungs
fehlers. Die Umkehrung wird am besten dadurch bewirkt, dass man auf 
das Ocular ein rcchtwinkliges Prisma geeignet aufsetzt. Man kann die Um
kehrung auch hervorbringcn, wenn man in das Instrument von der andern 
Seite hineinsieht, wozu notwendig ist, dass man um dasselbe um 1800 

herumgeht. . 
Bei Messungen anf dem Comparator wird ein Hineinblicken in das 

optische Instrument von zwei Seiten (z. B. von Norden und Siiden, oder 
Osten und Westen) moglich sein, wenn der Tisch, auf welchem die zu ver
gleichenden Strecken liegen, nicht zu breit ist. Beirn Kathetometer lasst 
sich die Urnkehrung auf diese Art praktisch natiirlich nicht bewerkstelligen. 
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JedenfaUs wiirde man auch im Stande sein, den personlichen Fehler aus 
den Messungen iiberhaupt zu eliminiren, indem man aIle Pointirnngen 
doppelt, in zwei Lagen des virtuellen Ocularbildes der Mikrometerebene 
zum Beobachter, ausfiihrt. Indessen ist es nicht zu empfehlen, in den 
Messungen selbst diese Eliminirnng zu bewirken, namentlich nicht nach der 
zweiten Methode der Umkehrung. Besser ist es, sich von der Grosse und 
etwaigen Veranderlichkeit seines personlichen Feblers durch eine besondere 
Untersuchung in der angegebenen Weise zu uberzeugen und die Ein
richtungen fUr die Messung so zu treffen, dass die Pointirungen immer in 
gleicher Weise und unter denselben Verhaltnissen und tunlichst rasch nach 
einander erfolgen konnen. Misst man mit einem Transversalcomparator oder 
Transversalkathetometer, so pointirt man schon mit denselben Instrumenten 
auf beide Strecken, hier ist also vor allem notig, dass die Beleuchtung 
gleichliegender Enden des Maassstabes und der zu messenden Strecke gleich 
ist, es ist aber relativ irrelevant, ob beide Enden einer der Strecken in 
gleicher Weise beleuchtet sind. Umgekehrt ist es bei Messungen mit dem 
Longitudinal-Comparator oder -Kathetometer notwendig, dass gerade bei 
jeder der Strecken die beiden Enden in gleicher Weise beleuchtet sind, 
zwischen den Strecken selbst durfen Unterschiede in der Beleuchtung vor
handen sein, und es darf auch die Pointirungseinrichtung fur die eine 
Strecke in ganz anderer Weise construirt sein, wie fur die andere Strecke· 

Der person:Iiche Pointirungsfehler nimmt ab mit abnehmendem Ver
haltnis des Fadenintervalls zur Strichbreite, es ist darum vorteilhaft, mit 
moglichst engen Fadenintervallen zu arbeiten. 

98. Pointirungsunsicherheiten aus der Bescha:ffenheit des zu 
pointirenden Objects. In ganz hervorragender Weise wird die Pointirung 
auch durch die Beschaffenheit des zu pointirenden Objects beeinflusst, das 
wichtigste ist daruber schon in Art. 84 gesagt. Hier ist nur noch nach
zuholen, dass auch namentlich die Begrenzungen des zu pointirenden Objects 
von Bedeutung werden konnen. Striche zum Beispiel, deren Rander nicht 
gerade, sondern gezackt sind, lassen die Innenseiten der Streifen, in welehe 
sie bei der Pointirnng das Fadenintervall zerlegen, gezackt erscheinen, und 
da hierbei irgend eine Regelmassigkeit oder Symmetrie nicht vorhanden 
sein wird, kann die Beurteilung der Breite der beiden Streifen sehr ~rschwert 
werden. 1m allgemeinen richtet man sich bei der Pointirung durch Bisection 
wol nach dem Totaleindruck, den die Lichtstreifen zwischen den 
pointirten Objectkanten und den Faden bieten. Konnte man sich 
nur nach diesen Streifen richten, so ware es fUr die Messungen vielleicht 
am besten. Bei nicht centraler Beleuchtung und bei solchen Unregelmassig. 
keiten in der innern Beschaffenheit der zu pointirenden Objecte, wie sie in 
Art. 84 hervorgehoben und discutirt sind, sieht man aber noch einiges 
innerhalb des betreffenden Objects, und da man von dem gesehenen nicht 
zu abstrahiren vermag, bleiben fUrs gewohnliche auch nicht die hervor
gehobenen Streifen allein massgebeud, sonderll es wird reflectorisch meist 
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noch ein mehr odeI' mindel' grosser Teil des Objects selbst herangezogen. 
Manche Beobachter beurteilen deshalb absichtlich die Bisection nach dem 
Totaleindruck del' Lichtstreifen, die von del' dunkelsten (bezw. 
hellsten) Stelle des zu pointirenden Objects und den }<'aden 
begrenzt werden. Wahrscheinlich hii.ngt (bei gleicher Beleuchtllng) die 
Bellrteilung nach del' einen odeI' anderen Art von del' Beschaffenheit des 
Objects selbst ab, bei geniigend gleichmassig dllnkeln (bezw. heIlen) 
Objecten wird man del' erstern A.rt ZIl urteilen folgen, bei Objecten mit 
hervortretend dunkeln (bezw. heIlen) Linien del' zweiten. 

Bei dunkeln Objecten darf del' Zwischenraum zwischen den Faden nicht 
schmaleI' sein als die Breite diesel' Objecte. Eine bestimmte Regel fiir 
das Verhaltnis zwischen Objectbreite (recte Breite des Objectbildes) und 
Fadenintervall hat sich noch nicht herausgebildet, vieles hii.ngt von del' 
Beschaffenheit des Objects, vieles von del' Beleuchtung ab; bei schwacher 
Beleuchtung wird man breitere Intervalle benutzen, bei starker scheint die 
Pointirung um so genauer sich bewerkstelligen zu lassen, je engel' die 
Lichtstreifen zwischen Object und Faden sind. Da iibrigens auch die 
personlichen Pointirungsfehler mit abnehmender Breite del' Lichtstreifen 
abnehmen, wird man mit engen Faden bei starker Beleuchtung am besten 
arbeiten. 

Endlich ist die Pointirungssicherheit auch abhiingig von del' Lange 
des zu pointirenden Objects, also von del' Lange del' Teile del' Lichtstreifen, 
die zur Beurteilung de~ Pointirung dienen; Punkte sind durch Bisection 
weniger genau zu pointiren als Linien (s. d. noch folgenden Artikel). 

Sehr viel verwickelter noch liegen die Verhiiltnisse, wenn die Pointirungen 
nicht an bestimmt begrenzten Punkten odeI' Strichen ausgefiihrt werden, 
sondel'll an geraden odeI' gekriimmten Enden von Staben odeI' Fliissigkeits
saulen, denn hier ist immer die Beleuchtung auf del' einen Seite des 
betreffenden Endes eine andere a\s auf del' andel'll Seite. Rilfsmittel die 
Pointirungen zu orleichtern, sind in Art. 64f angegeben; die den Physiker 
hauptsachlich interessirenden FaIle del' Pointirungen auf Menislcen von 
Fliissigkeitssaulen, miissen bei del' Auseinandersetzung del' Methoden, 
Barometer abzulesen, behandelt werden. 

99. Bedeutung der Pointirllngsfehler fur die Messung. Abhangigkeit 
von der Vergrosserung. Pointiren wir ohue Zuhilfenahme eines optischen 
Instruments, so treten die Pointirungsfehler in ihrer ganzen Grosse in die 
Messung ein. Sonst sind die Pointirungsfehler insofern von relativer Be
deutung, als sie sich auf die Bilder beziehen, die wir von ihnen sehen. 

Findet namlich die Pointirung mit Rilfe eines optischen Instruments statt, 
so beziehen sich alle Pointirungsfehler auf Abmessungen in dem virtuellen 
Ocularbilde von del' Mikrometerebene. Man darf nun annehmen, dass diese 
Fehler ihrem a b sol ute n Linearbetrage nach eiue gewisse Grosse nicht 
iiberschreiten werden, und darans folgt, dass dieselben in der wirklichen 

Weinstein, Lehrbuch n. 21 
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Mikrometerebene um so kleiner sind, je starker die Ocularvergrosserung 
ist. Ferner hat die Mikrometerebene fiir uns nur insofern Bedeutung, als 
sie Bildebene mr das zu pointirende Object ist, jede Messung an einer 
Seite der zu vergleichenden Strecken besteht aber aus zwei Pointirungen 
und bezieht sich auf den kiirzesten Abstand der beiden hier pointirten 
Marken von einander, die Mikrometerebene erscheint also als Bildebene mr 
diesen Abstand, und folglich wird ein Pointirungsfehler bezogen auf Ab
messnngen in der wirklichen Mikrometerebene fiir die Messung selbst um 
so weniger ins Gewicht fallen, je starker die Objectivvergrosserung des 
Instruments ist. 1m ganzen spielen also fiir die Messung die Pointirungs
fehler eine um so geringere Rolle, je starker die Vergrosserung des 
optischen Instruments ist. Indessen ist die Bedeutung der Ocular
vergrosserung nicht dieselbe wie die der Objectivvergrosserung, jene reducirt 
den B etr ag der moglichen Pointirungsfehler iiberhaupt, <liese setzt den 
Einfluss des einmal vorgefallenen Pointirungsfehlers auf die Messung 
herab. 1st der Linearbetrag des grosstmoglichen Pointirungsfehlers im 
virtuellen Ocularbild der Mikrometerebene Pm' die Ocularvergrosserung 
Me' die Objectivvergrosserung Mb, so haben wir fiir den Betrag des grosBt
moglichen Pointirungsfehlers in der wirklichen MikrometerebenePm=Vm/Me 

und fiir den Betrag dieses Fehlers in Bezug auf die Messung P;" = Pm/Me Mb 
= Pm/M, wenn M die ganze Vergrosserung des Instruments bedeutet. 

Bei einer und derselben Gesammtvergrosserung, Mnnen wir die Ver
grosserung des Objectivs und Oculars jede mr sich variiren. Rein 
formal betrachtet ist es gleichgiltig, ob man die Pointirungsfehler oder 
deren Bedeutung verringert, also die Gesammtvergrosserung mehr mit dem 
Ocular oder mehr mit dem Objectiv hervorbringt. In praxi aber kommt es 
ganz darauf an, mit was fiir Messungsn man es zu tun hat. Geschehen 
die Pointirungen an Objecten, deren Structureinzelheiteu man erkennen 
muss, (wie z. B. bei Ausmessung von Beugungsgittern), dann hat man die 
Vergrosserung vorziiglich mit dem Objectiv zu bewerkstelligen. 1st die 
Structur der zu pointirenden Objecte selbst gleichgiltig, so wird man die 
Vergrosserung mehr mit dem Ocular hervorbringen. 

Da der Einfluss von Pointirungsfeillern mit wachsender Vergrosserung 
dahinschwindet, scheint es von Vorteil zu sein, mit moglichst stark ver
grossernden optischen Instrumenten zu arbeiten. Es darf aber nicht ausser 
Acht gelassen werden, dass die Pointirungsfehler nicht allein von der 
Uebung und den Eigenheiten des Beobachters abbangen, sondern zu einem 
sehr bedeutenden Teil auch durch die Bescha:ffenheit des zu pointirenden 
Objects bestimmt werden. W 0 wir nun von der ~nnern Bescha:ffenheit des 
zu pointirenden Objects selbst keine Kenntnis haben wollen, konnen 
Unregelmassigkeiten in derselben, sowie in der Begrenzung, nach dem was 
wir soeben und auch in Art. 84 gesel1en haben, auf die Messung nur 
storend wit-ken, und da mit wachseuder Vergrosserung all diese Unregel-
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mii.ssigkeiten auch vergrossert erscheinen kann, unter Umstanden der Vorteil 
einer starken Vergrosserung durch den Nachteil der mitvergrosserten Mangel 
in der Beschafi'enheit und Begrenzung des Objects aufgewogen werden. 
Dazu kommt noch, dass das Arb.eiten mit stark vergrossernden Instrumenten 
sehr viel unbequemer ist als mit schwach vergrossernden, die Einrichtung 
der Be]euchtung macht grossere Schwierigkeiten und auch die Pointirungen 
sind nicht so leicht auszufiihren, weil man dabei Teile der Instrumente 
selbst anfassen nnd bewegen muss, und jede Biegung und Erschiitterung 
dieser Instrumente in um so starkern Verschiebungen der zu pointirenden 
Objectbilder zur Erscheinung kommen, je bedeutender eben die Ver
grosserung ist. Es diirfte also rationell sein, die Vergrosserung nicht 
weiter zu treiben als notwendig ist. Natiirlich ist dabei zu nnterscheiden 
zwischen der Vergrosserung, welche notwendig ist, um das Object iiberhaupt 
in seiner Beschafi'enheit zn sehen, und der um die Pointirungsfehler der 
Grosse und Bedeutung nach zu reduciren. Halten wir uns nur an letztere, 
weil iiber die erstern nichts weiter auszusagen ist, so ist dieselbe, wenn 
wir dem Princip nur mit gerade notiger Vergrosserung zu arbeiten folgen, 
gegeben durch die Beziehung M = Pm/P;", woselbst Pm den grosstmoglichen 
Pointirungsfebler bei Sehen mit freiem Auge angiebt, P;" als der grosste 
zulassige aus einer eiuzelnen Pointirung resultirende Messungsfehler auf
gefasst werden kann. Pm hangt von der Uebung und Eigenheit des Beob
achters im Pointiren, dem zu pointirenden Object, und der Einrichtung zum 
Pointiren, P;" allein von der verlangten Geuauigkeit abo Eine dunkele 
LiDie auf hellem Grunde (und auch eine helle LiDie auf dunklem Grunde) 
ist, wenn ihre Lange nicht weniger betragt als etwa 0,5 mm in deutlicher 
Sehweite, 250 mm, noch deutlich erkennbar, wenn ihre Breite nicht geringer 
als 0,0015 mm ausfallt. Pointiren wir also einen Strich mit einem Paranel
fadenpaar mit freiem Auge in deutlicher Sehweite, so werden wir selbst 
unter den giinstigsten Umstanden, dass uns Strich und Faden scharf 
definirt erscheinen und das FadeniDterval1 die Strichbreite nur soweit iiber
ragt, als es fiir unsere Schatzung gerade bequem ist, die Gleichheit der 
beiden Lichtstreifen zu beiden Seiten des pointirten Striches nicht mehr 
auf 0,0015 mm verbiirgen konnen. SoIl hiernach der aus einer einzelnen 
Pointirung resultirende Fehler in der Messung Z. B. 0,0001 mm (ein pium 
desiderium der Metronomen) nicht iiberschreiten, so muss zu einer Ver
grosserung von 0,0015/0,0001, das ist zu einem Instrument, mit 15facher 
Vegrosserung gegrifi'en werden. Diese Vergrosserung wiirde auch in den 
meisten Fallen der Langenmessungen ausreich~n, wenn die Pointirungs
fehler keinen andern Grund hiitten als den organischen, dass wir eben eine 
Strecke von 0,0015 mm in Entfernung der deutlichen Sehweite ohne 
Bewafi'nung des Auges nicht mehr zu erkennen vermogen. Von dem 
systematischen personlichen Fehler freilich diirfen wir absehen, aber andere 
Fehler von der Art, wie sie oben schon discutirt sind, bewken, dass 
man im allgemeinen starkere Vergrosserungen wird anzuwenden baben. 

21* 
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Forster,"') dem diese und weitere die Genauigkeit optischer Pointirungen 
betreffende Datlegungen zu verdanken sind, hat anch experimentelle Unter
suchlIngen angestellt, aus denen hervorzugehen scheint, dass, wenn das 
FadenintervaIi. die Strichbreite um nicht mehr als 0,005 mm iibersteigt, so 
dass bei der Pointirung zwischen Strich und Faden nur ausserst feine Licht
linien iibrig bleiben, bei geMrig starker Beleuchtung eine etwa 30fache 
Vergrosserung notig ist, um in einer Pointirung 0,0001 mm zu erreichen. 
Bei grosserer Breite des Fadenintervalls wird die notige Vergrosserung 
Mher zu veranschlagen sein. 

100. Schiitzungsfehler. Ueber die Fehler der Ablesung ist nicht viel 
zu sagen, sie sind wie die Pointirungsfehler, teils zufalliger, teils syste
matischer Natur und sind als Schatzungsfehler aufzufassen. Systematisch 
ist der personliche Schatzungsfehler, welcher bewirkt, dass man consequent 
Teile von Intervallen zu gross oder zu klein schatzt. Er ist, wie der 
Pointirungsfebler, grosser bei grossen Intervallen als' bei kleinen und 
scheint anzuwachsen, je naher der zu schatzende Intervallteil der Halfte 
des Intervalls kommt. Die Untersuchung des personlichen Fehlers beim 
Schatzen ist noch einfacher als die des beim Pointiren, da man die ge
schatzten Intervalle mit Hilfe einer angelegten enggeteilten Scale auch 
direct abmessen kann. 

Das Abschatzen von Intervallteilen besteht, selbst wenn die Intervalle 
durch Striche begrenzt sind, nicht in einem Vergleichen von Flachen
stiicken, sondern :von Entfernungen, indem man den Abstand der den 
Intervallteil abschneidenden Marke von einer der Grenzmarken - gewohn
lich der dieser Marke nachsten - in Teilen des ganzen Abstandes 
der Grenzmarken abschatzt. Trotzdem ist es leichter, Teile eines Intervalls 
abzuschiitzen, wenn die sie begrenzenden Marken soweit laufen, wie die 
Grenzmarken des Intervalls. Bei praktischen Langeilmessungen freilich 
wird im allgemeinen die das betreffende Intervallstiick abschneidende Marke, 
z. B. der Indexstrich der Trommel, da aufhoren, wo die Grenzstriche des 
Intervalls beginnen, man denkt sich dann beim Schatzen diese Marke, deren 
Lage zu den Grenzstrichen des Intervalls eben zu schatzen ist, ideell fort
gesetzt oder auch - und das wird wol meist geschehen - man sieht als 
Intervall die Entfernung der Intervall-Grenzstriche an der Stelle an, wo die 
Marke, deren Lage bestimmt werden soIl, sich be:findet. Hierbei kommt 
es aber viel daran! an, dass diese Stelle, wenn sie schon nicht zwischen 
den Intervallgrenzstrichen liegt, wenigstens so nahe als moglich dem 
Anfang oder Ende dieser Striche herangeriickt ist. Es kommt vor, dass 
die ihrer Lage nach zu bestimmende Marke ausserhalb des Intervalls 
fallt, etwa rechts, links oder oberhalb, unterhalb von diesem. In solchen 

*) Sur Ie rapport entre Ie grossissement des microscopes et la precision des 
mesures micrometriques. Pi'oces verbeaux du Comite international des poids et mesures 
seance de 1878. 



100.] Schatzungsfehler. 325 

Fallen denkt man sich meist auf der andern Seite des del' Marke nachsten 
Grenzstrichs eine ideelle Marke, die zu diesem Strich so liegt, wie die erste 
Marke und schiitzt die Lage dieser ideellen Marke, die sich also inn e r hal b 
des Intervalls befindet. Riel' bestande die Schiitzung in zwei Operationen 
und konnte naturgemass nicht so genau ausfallen wie im einfachern Fall, 
wo die betreffende Marke von vornherein schon innerhalb des Intervalls 
liegt. Freilich vermogen geiibte Beobachter die Scbatzung auch direct 
ohne Zuhilfenahme einer ide ellen Marke auszufiihren, doch lehrt die 
Erfahrung, dass Schatzungen ausserhalb eines Intervalls gelegener Intervall
teile ullgenauer ausfallen als solche innerhalb eines Iutervalls befilldlicher. 

In welcher Weise die Scbatzung zahlenmassig ausgefiihrt wird, das 
hangt bei einem und demselben Beobachter ganz von del' Uebung abo 
Anfangs scMtzt man wol in Ralbe, Drittel odeI' Viertel von Intervallen, 
spater vermag man gleich Zehntel anzugeben und manche bringen es so weit, 
dass sie sogar in Zwanzigstel su scbatzen vermogen. Am besten ist es, 
wenn man sich daran gewohnt, gleich nach Zehnteln zu schiitzen, bestimmte 
Vorschriften sind aber nicht zu machen, da vieles von der Individualitat 
des Beobachters abhangt (s. Art. 27). 

Riel' breche ieh die Auseinandersetzungen iiber Langenmessungen ab, 
alles, was diese Art von Messungen selbst betrifft, ist gesagt, auf viele 
andere Umstande, namentlieh auf die Beriicksichtigung der thermischen 
Verhiiltnisse wird spater eingegangen werden, und manches solI auch, wo 
wir von besonderen Langenmessungen sprechen, naehgeholt werden. 



b) Massen-Volumen und Dichtigkeitsbestimmungen. 

XV. Bedeutung der Wiigungen als Massenbestimmungen. 
101. Bedeutung der Vergleichung von Massen miteinander. Eine 

Wagung in der allgemeinern Bedeutung des Wortes hat entweder eine 
Massen - oder eine Kraftbestimmung zum Zweck. Zwar besteht jed e 
Wagung in einer Vergleichung von Kraften, und es ist darum auch noch 
jetzt, namentlich bei Technikern iiblich, in Wagungen nur Kraftbestimmungen 
zu sehen. Aber es kann keinem Zweifel unterliegen, dass bei der einfachen 
Abwagung eines Korpers mit einem Gewicht, die Kraftvergleichung nur 
Mittel zum Zweck, nicht Selbstzweck, ist. 

Es ist schon im ersten Abschnitt mehrfach hervorgehoben worden, dass 
die Gewichte zu Massenbestimmungen dienen, weil die Definitionen der 
praktischen Einheiten derselben eine andere Deutung nicht zulassen. 
Dabei ist eine gewisse Schwierigkeit nicht zu verkennen, wenn man 
erklaren solI, wie eigentlich eine Quantitat einer Substanz mit einer 
Quantitat einer an d ern Substanz in Beziehung gebracht wird. Solange 
man es mit Korpern gleichartiger Substanzen zu tun hat, kann man 
noch sagen, der eine Korper bat eine urn so grossere Quantitat als der 
andere, je mehr kleinste Teilchen (Molekel oder Atome) er im Verhaltnis 
zu demselben besitzt, denn in diesem Fall gleicht ein Molekel oder Atom des 
einen Korpers genau einem Molekel oder Atom des andern. Wiissten wir 
nnn, dass all e Korper in ihren letzten Teilchen aus einer und derselben 
Materie (einem Urelement) zusammengesetzt sind, so konnten wir iiberhaupt 
als Quantitiit, Masse, eines Korpers die Anzahl Uratome, die derselbe hat, 
definiren, und es waren die Massen der einzelnen Korper unmittelbar mit 
einander vergleichbar. Allein wir sind nicht sicher, dass wirklich aIle Sub
stanzen aus Atomen einer einzelnen Substanz sich gebildet haben, und darum 
Mnnen wir streng genommen nur Quantitiiten gleichartiger Substanzen 
vergleichen. Dehnen wir die Vergleicbung auf ungleichartige Substanzen 
aus, so miissen wir notgedrungen noch etwas hinzunehmen, was diese 
Substanzen zu einander in Beziehung setzt, das sind Kraft- oder Stoss
wirkungen, und nur weil die Erfahrung gelehrt hat, dass wir, welche der 
so mannigfachen Beziehnngen, in denen die Snbstanzen zu einander stehen, 
auch zu Massenvergleichungen gebraucht werden mogen, stets zu denselben 
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Verhii.ltniszahlen ge1angen, konnen wir von der Quantitat einer Substanz in 
ihrem Verhii.Itnis zu der Quantitat einer andern ganz alIgemein sprechen. 

Die Wagung eines Korpers mit Gewichten giebt also, falls aIle 
Substanzen aus Atomen einer und derselben Materie zusammengesetzt sein 
sollten, direct die Masse desselben, das heisst, die Atomzahl des Korpers 
im Verhaltnis zu der Atomzahl der benutzten Gewichte; wenn das aber 
nicht der Fall sein solIte, giebt die Wagung die Atomzahl des betreffenden 
Korpers im Verhaltnis zu der Atomzahl eines andern Korpers gleicher 
Substanz, der unter dem Einfluss der Schwerkraft den gleichen Druck oder 
Zug ausiibt, wie die gesetzliche Gewichtseinheit. Wollen wir hiernach gar 
keine V orausEetzungen in Bezug auf die Constitution der Korper machen, 
so miissen wir uns bei jeder Wagung eines Korpers noch einen zweiten 
Korper gleicher Substanz vorstellen, der der bewegenden Schwerkraft der 
Erde auf die benutzte Gewichtseinheit das Gleicbgewicht halt, in Teilen 
dieses Korpers ist dann die Quantitat des gewogenen Korpers ausgedriickt 
zu denken. 

Offenbar bildet dieser zweite in der Vorstellung concipirte Korper eine 
neue Massen- oder Gewichtseinheit, und zwar eine in der Substanz des gerade 
zu wagenden Korpers ausgefiihrte. Wir konnen denselben dahcr ala 
secundiire Masseneinheit bezeichnen, und sagen aUe Massenbestimmungen 
durch Wagung haben die Aufgabe, die Quantitat eines Korpers in Teilen 
einer in Substanz von seiner eigenen Beschaffenheit hergestellten secundaren 
Masseneinheit auszudriicken. 

102. Dichtigkeit und Volumen eines Kiirpers, Beziehung zur Masse. 
Aus der Erfahrung, dass die Rii.ume, welche die verschiedenen secundaren 
Masseneinheiten erfiillen, von ungleicher Grosse sind, ist man zu dem Begriff 
der Dichiigkeit der Substanzen gefiihrt worden. Mathematisch kann man die 
Dichtigkeit einer Substanz im Verhaltnis zu der Dichtigkeit einer andern 
Substanz als das Reciproke des Verhaltnisses der Ranmgehalte der aus dies en 
Substanzen hergestellt gedacllten (secundaren) Masseneinheiten erklaren. 
Nimmt man als solche zweite Substanz, diejenige Materie, aus welcher die 
definirte Masseneinheit besteben solI, und misst die Dichtigkeiten aller 
andern Substanzen durch die dieser Substanz, so kann man hiernach die 
Dichtigkeit einer Substanz als die Anzahl secundarer Masseneinheiten 
definiren, welche zusammen einen ebenso grossen Raum erfiillen wie unter 
dellse1ben Verhaltnissen die wirkliche Masseneinheit. Physikalisch freilich 
wiirde man am liebsten auf die kleinsten Teilchen selbst zuriickgehen, wir 
wissen aber nicht, ob die Dichtigkeit auch auf die letzten kleinsten Teilchen 
der Substanzen noch iibertragen werden darf, diese Tei1chen also, wie man 
wo1 aucb sagt, eine specifi,sche Schwere haben, oder ob wir diesen kleinsten 
Teilchen bei allen Substanzen die nam1iche Dichtigkeit zuschreiben miissen 
u nd die Verscbiedenartigkeit in der Dichtigkeit der einzelnen Korper aus 
der Verschiedenheit der Zahl der in gleichem Raume enthaltenen Molekel 
zu erklaren haben. Viele Erfahrungen der Chemie scheinen auf das letztere 
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hinzudeuten. Wie dem aber auch sci, so wie sie oben definirt ist, hat die 
Dichtigkeit eine von allen Hypothesen freie Bedeutung, und wenn man fest
hiilt, dass durch das Gewicht eines Korpers immer nur eine Zahl fur seine 
Quantitat angegeben werden solI, ist es gleichgiltig, ob man Dichtigkeit 
oder specifisches Gewicht sagt, beide Worte driicken praktisch genau 
dasselbe aus, wenn man vielleicht bei dem erstern N amen mehr an eine 
Gleichartigkeit, bei dem zweiten mehr an eine Ungleicl!artigkeit der letzten 
kleinsten Teilchen denken mochte. *) 

Fuhrt man die Dichtigkeit als besondern physikalischen Begriff ein, so 
kann man von der V orstellung secundarer Masseneinheiten abstrahiren. Es 
ist dann namlich die Masse eines Korpers bestimmt durch die Dichtigkeit 
seiner Substanz und den Raum, den der Klirper ausfiillt, und zwar gleich dem 
Product aus der Dichtigkeit und dem Raumgehalt. 1st also das Volumen 
eines Korpers V, die Dichtigkeit seiner Substanz a, so baben wir fiir die 
Masse M desselben 

M=va. 
An dem Sachverhalt wird dadurch nichts geandert, denn wir sind 

durchaus nicM im Stande die Dichtigkeit anders als aus Massenbestimmungen 
selbst abzuleiten, so dass die obige Gleichung eher zur Definirung von 
Dichtigkeiten als von Massen dienen kann, aber man gewinnt eine bequeme 
Ausdrucksform. 

In den folgenden beiden Capiteln soIl erst von den Hilfsmitteln zu 
Massenbestimmungen durch Wagung gebandelt werden. 

XVI. Ueber Gewicht(lassen.)satze und deren Untersuchung. 
103. Stiiekelungen in den versehiedenen Gewichtsatzen. Zur Aus

fiihrung von Massenbestimmungen braucht man die Gewichtsatze, das sind 
Zusammenstellungen von einzelnen Gewichtstiicken in bestimmten Ab
stufungen der Massenbetrage. Da man nun nicbt in einem Satz aIle 
Massenbetrage, die bei Bestimmungen vorkommen werden, auch in besondern 
Stiicken darstellen kann, so baut man solche Gewichtsatze so auf, dass 
man aus den vorhandenen Stiicken aIle notigen Massen in Abstufuugen von 
einer gewissen mehr oder weniger grossen Einheit zusammenzusetzen ver
mag. Offenbar kommt es aber auch darauf an, diese Zusammensetzllngen 
mit der moglichst geringen Zahl von Stucken bewerkstelligen zu konnen, 
und so tritt zu der Forderung der Moglichkeit jener Zusammensetzungen, 
auch noch die der geringsten Zahl zusammensetzender Stiicke. Spater 

*) Das ist die Auffassung, del' Gauss in einem Briefe an Schuhmacher 
(Briefwechsel, Bd. III, Brief 552, von 1836 Juli 24) Ausdruck verleiht. 
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wird noch eine andere sehr wichtige Forderung hervortreten, deren 
wegen man auf Erfiillung der zweiten Forderung nicht streng mehr sehen 
kann. Es bieten sich hier zwei Wege dar: entweder bildet man aIle notigen 
Massen nur durch Summation vorhandener Stucke, es kommen dann diese 
Stuch aHe auf eine Schale der Waage, oder man nimmt aueh die Sub
tr a cti 0 n zu Hilfe, und hat die Stiicke, welehe eine bestimmte Masse sollen 
abzuwagen gestatten, auf b eide Sehalen der Waage zu verteilen. 

Betraehten wir zunachst Satze, deren Stiic},e nur in Summationen 
Verwendung finden sollen. Es seieu die Massen der Stiiel(e eines solchen 
Satzes ausgedriickt in Einheiten der Iileinsten Masse, die wir fiir sich noeh 
selbststandig darstellen wollen, al' a2 , as' ... , an; in der Folge, in welcher 
sie an Massen waehsen. 1st a diese kleinste Masse, so gelangen wir offenbar 
zum Ziel, wenn wir jedes der a so wahlen, dass es die Summe aller vorauf
gehenden a um a iiberragt, denn es ist klar, dass eine solche Zahlenreihe 
all e Vielfache von a durch Summation bilden lasst, und ausserdem fur kein 
Vielfaches mehr als e i n e Combination gestattet. Wir hatten also die a 
der Bedingung zu unterwerfen 

Setzen wir a l = a selbst, so wird also a2 = al + a = 2a, as = al + a2 + a 
= 4a, a4 = 8a, '" Der Satz hatte also zu enthalten 

1 (I, 2 a, 4 a, 8 a, 16 a, ... , 2" a, 

er wurde ein duadisehes System von Zahlen reprasentiren. Dass man mit 
dies em System von Stiicken aIle fehlenden Massenbetrage 3 a, 5 a, fi c<, 7 a, 
9a, ... , (2"_ 1)a und ausserdem noch die 2na + a, 2na+2a, 2na + 3a, ... , 
2. 2n a - a, im Ganzen also 2n+1_ 1 Combinationen, wirklieh znsammen
setzen kann, und zwar jeden dieser Betrage nur in einer Weise ist ldar. 
So ist man zum Beispiel mit den 5 Stucken 1 kg, 2 kg, 4 kg, 8 kg, 16 kg 
im Stan de, 31 Kilogrammcombinationen, namlich 1 kg, 2 kg, 3 kg, ... , 31 kg 
herzustellen. 

In ahnlicher Weise :/indet man die Abstufungen der Stiicke fiir solche 
Satze, welche durch Addition und Subtraction von Stiicken Massen zu eom
biniren gestatten sollen. In der Tat, bilden wir eine Masse durch eine 
Summe von Stiicken, so andert sich nichts, wenn wir diese Summe doppelt 
nehmen und sie dann wieder in Abzug bringen, es andert sich auch nichts, 
wenn sie dreifach genommen wird, falls nur ihr doppelter Betrag wieder 
in Abzug gebraeht wird; allgemein kOnnen wir die Summen Afaeh nebmen, 
haben aber das (A - 1 )faebe zu subtrahiren. Daraus folgt, dass, wenn man 
einen Satz zusammenstellt, dessen Stiicke der Bedingung geniigt 

a,,= A(al + a2+··· + aX_I) + a, 

und welcher zu jedem Stiick noch das (A - 1) fache dieses Stiickes entbii.lt, 
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man durch Benutzung dieses Satzes auf der einen und andern Schale, 
wieder aIle Massenbetrage zusammenzusetzen vermag. 

Hiernach hat ein solcher Satz, wenn man wieder wie notwendig von a 
ausgeht, Stiicke von den Massenbetragen 

a, (A+l)a, (A+l)2a, (A+l)3C(, ... , (A+l)"«, 

und ausserdem noch solcha von den (A - 1) fa chen Betragen 

(A -1)«, (A - 1)(A + 1)«, (A - 1) (A + 1)2«, (A -l)(A + 1)3 a, ... ; 

und A muss so gewahlt sein, dass aus allen Stiicken zusammen anch allcin 
durch Summation jeder Massenbetrag sich muss herstellcn lassen. 

Es ist leic11t zu sehen, dass infolge der letzten Einschrankung A nicht 
grosser genommen werden darf als 3. Machen wir A = 0, so giebt die erste 
Abteilung die Stiicke «, «, «, ... , die zweite - «, - «, - a, ... , das 
- Zeichen bei der zweiten bedeutet, dass deren Stiicke auf dieselbe 
Schale zu legen sind, wie die der ersten. Zusammen haben wir also nur 
einen Satz, der aus lauter gleichen Stiicken gebildet ist, und das fiihrt zu 
einer Trivialitat. 

Fiir A = 1 faUt die zweite Abteilung fort, die erste wird a, 2 a, 4 a, 8 a, ... , 
wir kommen also auf den schon behandeIten Fall zuriick. 

Bei A = 2 wird die zweite Abteilung genau gleich der ersten, beide 
Abteilungen haben dann die Stiickelung 

a, 3 a, 9 a, 27 a, 81 «, ... , 3" «. 

Da man aber niemals zwei Stiicke gleicher Bezifferung auf beiden 
Schalen haben wird, reicht es aus, einen Satz mit· nur einer Abteilung von 
der obigen Stiickelung zu benutzen. Man kann mit einem solchen Satz zwar 
nicht mehr aUein durch Summation, wohl aber durch Summation und Sub
traction aIle notigen Massen betrage zusammensetzen, dass man das kann, 
scheint zuerst von Kronig") bemerkt zu sein. 

A = 3 giebt fiir die erste Abteilung 

a, 4a, 16a, 64«, ... , 
fiir dic zweite 

2 a, 8 a, 32 a, 12811, .. , 

Beide Abteilungen zusammen bilden cinen Satz in der Stiickelung 
«, 2'2, 4a, 8a, 16a, ... , 2"a, und so kann man also auch denselben Satz, 
der fUr sich aHein schon durch Summation Ton Stiicken aIle gewiinschten 
Massenbetrage zusammenzustellen gestattete, wenn man ihn in zwei Teile 
zerlegt, deren einer aIle Stiicke enthalt, deren Bezifferung sich durch (liue 
ge rade Potenz von 2 ausdriicken Hi-sst, wahrend dem andern Stiicke mit 
ciuer durch eine ungerade Potenz von 2 darzustellenden Bezifferuug iiber
wiesen sind, aueh fUr Arbeiten auf beiden Sehalen benutzen. Diese merk-

*) Poggendorfi's Annalen fur Physik und Chemie Ed. 122. 
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wiirdige Eigenschaft der zu allererst behandelten Stiickelung ist von 
Schwirkus erkannt worden.") 

Lasst man die Bedingung, dass die beiden Abteilungen zusammen jeden 
Massenbetrag auch allein durch Summation solI en herstellen lassen, fallen, 
so kann man libel' A = 3 hinausgehen, man bekommt dann noch weitere 
brauchbare Satze, bei welchen jedoch nicht mehr wie bisher jede Abteilung 
nur einer Schale zuzuordnen ist, sondern wo jedes Stiick, gleichgiltig 
welcher Abteilung es angehOrt, auf beiden Schalen muss angewendet werden 
konnen. Indessen haben diese Satze weiter keine Interesse. 

Noch weniger zu vorteilhaften Combinationen gelangt man, wenn A 
negativ genommen wird, gebrochene Betrage fUr A geben einige nicht un
interessante Stiickelungen, wir gehen aber nicht weiter darauf ein. 

Kommt es ganz allein darauf an, einen Satz mit moglichst wenig 
Stiicken zu benutzen, so ist die vorteilhafteste Combination die, in welcher 
die Bezifferung der Stiicke nach Potenzen von 3 fortschreitet. Will man 
einen Satz haben, der sowohl auf einer einzigen Schale als auf beiden 
Schalen zur Anwendung gebracht, aIle Massenbetrage innerhalb gewisser 
Grenzen zu formiren gestattet, so ist ein Satz zu benutzen, bei dessen 
Stiicken die Bezifferungen nach Potenzen von 2 fOl'tschreiten. 

Indessen spielt nicht iiberan die geringste Zahl notiger Stiicke die 
Hauptrolle; Satze, welehe haufig zur Anwendung kommen und rasches 
Arbeiten gestatten sollen, miissen auch so aufgebaut sein, dass jede notige 
Combination ohne langeres Nachdenken und Rechnen sich zusammenstellen 
liisst. In dieser Beziehung wiirden die obigen Combinationen ebenfalls alles 
Wiinschenswerte leisten, wenn nns das Rechnen im duadischen oder triadi
dischen Zahlensystem ebenso gelaufig ware, wie im dekadischen. Das ist 
aber nieht del' Fall; ehe wir es uns iiberlegt haben, dass zum Beispiel 
die Zahl 785 im duadischen System durch 1100010001 wiedergegeben 
wird, demnach 7851X aus (29 + 28 + 24 + 1) IX zusammenzusetzen ist, kann 
eine nicht unbetrachtliche Zeit vergehen, nnd die Sehwierigkeiten, die die 
ungewohnte Rechnungsart bietet, steigen mit je mehr Combinationen wir zu 
tun haben, zwischen je weitern Grenzen der betreffende Satz soll Anwendung 
finden. Deshalb benutzt man die bezeichneten Combinationen nur da, wo 
man sich einmal auf eine verhaltnismassig geringe Anzahl von Stiicken be
schranken darf, und wo die Umstande zwingen, die grosstmogliche Zahl von 
Massenbetragen mit der geringstmoglichen Zahl von Stiicken zusammeu
zllsetzen, das ist besonders bei Reitergewichten. 

Die gewohnlich im Gebrauch befindlichen Satze folgen in der Abstufung 
der Massenbetrage ihrer Stiicke dem dekadischen Zahlensystem, es werden 
vou dem kleinsten Massenbetrag (x, Einer, Zehner, Hunderter, ... zusammen
gestellt, und zwar in der Folge (1, 1, 2, 5) odeI' in der (1, 2, 2, 5) sowohl 
fiir die Einer, als fiir die Zehner, die Hunderter, ... Ein Hauptmerkmal 

*) Zeilschrift fiir Instrumentellkunde, Jahrgallg 1887. 
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dieser Satze ist also, dass in denselben Stucke von gewissen Betragen 1 ... 
oder 2 ... doppelt vertreten sind; es ist aber gut, Stucke, deren Bezifferung 
gleich ist, von einander durch andere Merkmale zu unterscheiden, und das 
geschieht durch Hinzufiigung irgend eines Zeichens, Punkte oder Striche, 
zu einem derselben oder zu beiden. Wir symbolisiren darum diese Stucktl
lungen durch (1', I", 2, 5), bezw. (1, 2', 2", 5). Mit der Stuckelung 
1, 2', 2", 5 rechnet es sich etwas bequemer als mit der 1', 1", 2, 5, es ist 
auch bei dieser letztern zur Herstellung eines vorgeschriebenen Massen
betrages im Durchschnitt eine etwas gross ere Zahl von Stucken notig, als 
bei der erstern. Ein Satz, der in der einen oder andern Stuckelung Massen
betrage von 1 mg bis zu 100 kg zulassen solI, musste 32 Stucke, von 50 kg 
anfangend, enthalten; in der duadischen Abstufung wurden hOchstens 27, in 
der triadischen nicht mehr ais 16 dieselben Dienste leisten. 

Vorgeschriebene Massenbetrage lassen sich mit diesen Stuckelungen 
sowohl durch reine Summation, als auch durch Summation und Subtraction 
sehr leicht zusammenstellen, denn wie man aus den Zahlen 1, 1, 2, 5 oder 
1,2,2,5 die Zahlen 1,2,3,4,5,6,7,8,9 zu bilden hat, ist ohne 
weiteres ersichtlich und nur um diese Zahlen handelt es sich, da wir jede 
vorgeschriebene Zahl in Einer, Zehner, Hunderter, ... zerlegen konnen. 
Einen nnbekannten Massenbetrag, mit Hilfe solcher Satze durch Probiren 
auf der Waage zu aquilibriren, ist auch nicht besonders zeitraubend, wenn 
man nur systematisch verfiihrt. Den besten Leitfaden hat Kronig*) an
gegeben. Handelt es sich Hoch um Aufsetzung grosserer Gewichte - als 
solche durfen wir wol im allgemeinen Gewichte von 20 g aufwarts an
sehen - auf die Schale der Waage, so vertauscht man am besten jedes zur 
Aequilibrirung des betreffenden Korpers als zu schwer bez. zu leicht be
fundene aufgesetzte StUck, durch das ihm im Satz nachst stehende 
leichtere bezw. schwere Stuck; ist man zu den kleinen Gewichten gelangt, 
so ersetzt man jedes als zu schwer erkannte Stiick durch das Gewicht, 
welches der Halfte seines Betrages am nachsten kommt, jedes zu leichte 
durch das nachst schwerere. Wie man aber auch verfahren mag, man solI 
die Gewichte nach einem bestimmten System aussuchen, nicht ohne Ziel 
hin- und hergreifen, denn da man nicht darauf rechnen kann, durch Zufall 
gleich das richtige Gewicht zu fassen, verliert man bei dem Herumprobiren 
meist sehr viel mehr Zeit als ein systematisches Aussuchen erfordern wiirde, 
und rasche Abwickelung alJer Operation en ist ein Haupterfordernis gut an
gestellter Wagungen. 

1hre Sollbetrage haben die Gewichte meist auf ihrer Oberfiache ver
zeichnet, und es geben diese Sollbetrage die Mas sen, die den betreffenden 
Stucken nach Annahme des Constructeurs zukommen. Es wird hiiufig 
gesagt, diese Betrage bezogen sich auf den "luftleeren Raum", das ist eine 
nicht genaue Auffassung des Tatbestandes, sie geben die Massen unter 

*) I. C. 
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allen Umstiinden, und nUT, wenn man die bewegenden Krafte der Erde 
auf dieselben aus den Sollangaben ableiten will, hat man auf den luftleeren 
Raum zuriickzugehen. 
. 104. BestimmuI].g eines Gewichtsatzes. Wie bei den Langenmassen 

ist man auch bei den Gewichten niemals von vornherein sicher, dass die 
wirklichen Massen den Sollangaben entsprechen, man muss daher jeden 
Gewichtsatz, der zu feiuern Bestimmungen· dienen soIl, erst einer Unter
suchung unterwerfen, das heisst, eigentlich die einzelnen Stiicke nach ihrer 
wirklichen Masse bestimmen. Am einfachsten stent sich das Verfahren bei 
einer sol chen Untersuchung, wenn man schon einen Satz besitzt, dessen 
einzelne Stiicke ihren Massenbetragen nach bekannt sind. Man vergleicht 
dann jedes Stiick des zu bestimmenden Satzes mit entsprechenden Stiicken 
oder Combinationen von Stiicken des schon bekannten Satzes. Hieriiber ist 
nichts weiter zu sagen. Principiell kann man aber Siitze von systematischem 
Aufbau auch bestimmen, wenn man auch nur ein bekanntes Gewicht besitzt. 
Wie man zu einem solchen Gewicht gelangt, ist in Art. 24 schon angegeben. 
W orauf es aber noch ankommt, ist aus den Stiicken des betre:lfenden Satzes 
unmittelbar oder unter Zuhilfenahme eines fremden Stiickes paarweise 
Combination en bilden zu konnen, deren jeweilige Glieder gleiche Massen 
ergeben, und zwar so viele Paare als Stiicke vorhanden sind. Vergleicht 
man dann fiir jedes Paar Combination en die beiden Glieder miteinander, so 
gelangt man zu einer Reihe von Gleichungen zwischen den einzelneu Stiicken, 
die - allerdings im giinstigsten FaIle - die Massen aller Stiicke, durch die 
Masse eines einzigen Stiickes auszudriicken gestatten, und es handelt sich 
dann nur noch urn die Masse dieses einen Stiickes. 

Wir wollen auch hier von Fehlern der betre:lfenden Stiicke sprechen, in dem 
wir darunter die Di:lferenz ihrer wirklichen Betrage gegen die Sollbetrage 
verstehen. Bezeichnen wir den SoIl wert der Masse eines Stiickes mit (M), 
den wirklichen Betrag mit M, so solI also 

LXIV) EM = M - (M) 

der Fehler dieses Stiickes heissen. 
105. Vollsti!.ndige Ausgleichung emes Satzes in sich selbst. 

Nehmen wir einen nach dem duadischen System aufgebauten Satz 
la, 2a, 4a, 8a, ... , so kann. zwar keines des Stiicke aus den andern 
unmittelbar zusammengesetzt werden, da aber jedes Stiick an Masse alle 
voraufgehenden Stiicke um la iiberragt, geniigt die Hinzufiigung eines 
einzigen 1 a Stiickes, um alle Vergleichllngen ausfiihren zu konnen. Be
zeichnen wir dieses la mit (la) und lassen die gemeinsame Benennung a 
fort, indem wir dafiir die Zahlen in Klammern schliessen, so ist also (1) zu 
vergleichen mit (1), dann (1) + (1) mit (2), dann (1) + (1) + (2) mit. (4), 
(1) +(1) + (2) + (4) mit (8) u. s. f. Ergeben diese Vergleichungen als 
Di:lferenzen zwischen den bezeichneten Massen Zo, 110 12, la, ... , so haben 
wir die Reihe von Gleichungen 
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(I) - (l) = 10 oder e1-11 = 10, 
(2)-(1)-(l) =11 e2-~1-ft=11' 
(4)-(1)-(1)-(2) =12 e4-E2-El-al =12' 
(8) - (1) - (1) - (2) - (4) = la ~8- ~4- ~2- e1-11 = 13 

U. s. f., 

woraus unter Zugrundelegung des Massenbetrages eines der Stucke etwa 
von (2") folgt. 

f _ ~2" 10 + 11 + ... + 1 .. e1 -~+ 70 - , I 2 Z" 

~2" 10 + 11 + ... + I" 

1 
e2 = 2"-1 + lo + 11 - 2"-1 ' 

allgemein 

e2" 10 + 11 + .. + 1" 
l e2i= 2,,-i + 10 + 11 + ... + li- 2,,-i 

LXV) 

Der Fehler ~2" muss bekannt sein, (2") muss besonders bestimmt werden. 
Bezeichnen wir die mittlere Unsicherheit der gesonderten Bestimmung von 
(2") mit IL~, die mittlern Fehler der 10 , l1' ... , In mit ILo' ILl' IL2' ... , IL", 
so llaben wirfur die mittlere Unsicherheit (ILo) , (ILl)' (IL2), ... , (IL,,) der (1), 
(2), ... , (2n) bei der Zugrundelegung von (2") 

= ~ ,/ ' 2 (2" )2 2 '4 2 2 2" V 1"" + - 1 1"0 + P'l + IL2 + ... + IL" , 

1 
= 2,,-=1 VIL~2 + (2"-1_liIL/ + (2,,-1_ Jip/+ IL22+ ... + p./, 

. . 
(~"-1)= ~ Vp,~ '4 + (2 _1)21'-02 + (2 - 1;2 IL I

2 +." + (2 - Ii IJ'''~I+ p.,,2, 

(1",,) = v~ 

(1",,+1) = y'-2-;:-2 [,"",:'-'2:-+-(-2---1-)0;-2 (-IL-00;-2 +--V1-::2:-+-. -.. -+-I'}) + IL,,~ 1 ' 

( ) '/24' 2 (22 )2( 2 2 2) 2 ---;:-2-
IL"+2 = V IL" + - 1 ILo + P'l + ... + IL" + 1.1"+1 + 1",,+2' 

(P',,) = Y2'4(n-x)/.L:2+(2n-x_li(vo 2+IL12 +"·+IL/)+I.Lx~l+iJ·x~~+"·+I.L,,2 . 

Die Unsicherheit der Bestimmung eines Massenbetrag ex) wachst zwar 
mit der Grosse dieses Betrages, es gesclJieht das aber im allgemeinen nicht 
proportional dieser Grosse, sondel'll meist in viel geringerem Grade; daraus 
folgt, dass es vorteilhafter ist alles auf die Bestimmung einer grossern 
Masse im betrefi'enden Satze zu basiren als auf die einer klein ern. Eine 
bestimmte Angabe uber das zu Grunde zu legende Stuck lasst sich nicht 
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machen, je grosser die!!es Stiick ist, um so mehr werden die kleinen Stiicke, 
je kleiner, um so mehr die grossen benachteiligt. Die Benachteiligung der 
grossen Stiicke w1i.chst aber proportional deren Masse, die der kleinen 
ungef1i.hr proportional der Quadratwurzel aus dem Verbaltnis der Anzahl 
aller Stiieke zu der Gesammtmasse derselben. 

Hier haben wir nicht mehr Gleichungen als zur Bestimmung der einzelnen 
Stiicke unbedingt notwendig ist. 

Gehen wir zu den S1i.tzen mit anderer Stiickelung iiber, so bekommen 
wir bei Ausnutzung aller moglichen Combinationen im allgemeinen eine 
sehr bedeutende Zahl iiberschiissiger Beobachtungsgleichungen. 

Ein nach dem triadisehen System abgestufter Satz lasst sich in sich 
selbst nur ausgleichen, wenn man noch einen solchen Satz und ausserdem 
noch ein Stiick 10: zur Verfiigung bat, denn hier iat die Masse jedes Stiicks 
gleicll der urn 1a vermehrten doppelten Masse aller voraufgebenden 
Stiicke. Bezeiebnen wir das accessorisebe III durch (1) und die beiden 
S1i.tze durcb (1)', (3)', ..• bezw. (1)", (3)", ... , so gewinnen wir zun1i.cbst 
durch directe Vergleicbung der Stiicke gleicher Bezifferung das System 
der n + 3 Gleichungen 

e~-e=loo' e~-e=~o' 
e~ -e~ =loo' 
e~ - e; = 110' 

e~-e;=l20' 

e~n- e~,.= 1,.0' 

Vergleicben wir jetzt noch jedes Stiick eines jeden der S1i.tze mit einer 
Combination von Stiicken aus beiden S1i.tzen, so bekommen wir noeh die 
Gleicllungssysteme 

e3 -e~ -e~ -11 =111 , e~ -~; -e~ -11 =112 , 

e~ -e~ -e~ -e~ -e~ -11 =l21 , t" t" C, t" t' t 1 
~9 -~3-~3-~1-~1-~1= 22' 

t, C' C" C' C" t' C" t 1 
~27-~9-~9-~3-~3-~1-~1-~1= 31 e~ 7 -e; -;; - e~ -e; -e~ -e~ -~ =13 2 

U. S. f. U. s. f. 

1m Ganzen haben wir n + 3 + n + n = 3 (n + 1) Gleichungen zwischen 
2(n + 1) + 1 Grossen, man sieht aber leicht, dass eine dieser Grossen 
immer unbestimmt bleiben muss, trotzdem n iiberschiissige Gleichungen 
vorhanden sind. Eines der E muss also gegeben sein, und erst wenn dieses 
bestimmt ist, lassen sich streng genommeu die Normalgleichungen auf
stellen. Wir wollen aber von der strengen Auflosung abweichen, und aIle 
Grossen als unbekannte behandeln. Die Genauigkeiten der einzelnen 
Beobacbtungsgleichungen werden einander durchaus nicbt gleich zu sein 
brauchen, denn, wie schon bemerkt, wachsen die moglichen Fehler von 
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Massenvergleichungen mit den Betragen dieser Massen. Das diirfen wir aber 
jedenfalls voraussetzen, dass die Beobachtungen so durchgefiihrt sind, dass 
Vergleichungen gleicller Massenbetrage auch gleiches Gewicht zukommt. 
Bezeichnen wir also das Gewicht einer Beobachtungsgleichullg, welche sich 
auf Combination en vom Massenbetrag 3i ex bezieht mit PSi, so fiihrt die Auf
stellung und Ausrechuung der Normalgleichungen znnachst zu folgenden 
Ergebnissen. Als Beziehung zwischen den heiden Satzen hat man fiir die 
Differenzen der Fehler gleichbezifferter Stiicke. 

-1- = -1=-
e~ = e + 3" (2loo + loo - loo)' e~ = e + 3" (2loo + loo + loo)' 

t' t" 1 (-l 2l =) ~1 - ~I ="3 00- oo-loo' 

e~ -E~ =~(ll1-2lI0-l12)' 

e~ -~; =~ (l21- 2l20-l22 ), 

wie sich von selbst versteht, nnabhangig von der relativen Genfll1glreit der 
einzelnen Gleichnngen. Ferner erhalt man 

(-2P1 + 6ps )~)+(Pl +6P3)(E~ +e~)- 3P3(~~ +E~) 
=Pl Uoo+loo) -3Ps(l1l + lI2)' 

(-2P3 +6P9 )(S +!;~ + !;~) +(PS+6P3)(~;+~~)-3P9(!;~+!;~) 
=P3(lll + l12)-3P9U21 +l22)' 

(-2P9 + 6P27 ) (~+!;~ + e~+e~ +~;)+ (P9 + (jp27)(e~ + e;) -3p27(~;7+e~7) 
= P9(l21 + 122 ) - 3P27 (l31 + '32 ), 

u. s. f. 
Damns ergiebt sich 

e~ +e~' =2.30~+(~0+%0)' 

e; +e; =2.31~+2.3°(~o+~0)+(l11+l12)' 

e; +!;~ =2.32~ + 2.31(~o +7;;0)+ 2.30 (111 +112 ) + Un +122 ), 

allgemein 

~;i + !;~i =2. 3i~ + 2.3i-1 0;,0 + too) + 2.3 i - 2CZ11 + l12) + ... 

2.3° (l;_l1 + 1;_12) + (lil + liZ)' 
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In volliger Unabhiingigkeit von den Gewichten, die den Beobachtungs
gleichungen etwa wegen der Verschiedenheit der in ihnen vertretenen 
Massenbetriige zuzuschreiben sein wiirden, bekommen wir also 

- 1 - -
e~ = e1 +"30;,0+ 2100-100), 

, - 0- = 1 
E3 =3e1 +3 (loo+loo)+ "3 (l12+ 2111-110), 

e~ = 32fr + 31 (loo+~o) + 30 (111 + 112 ) +~(11l2+ 2121 -120), 

e~i = 3'11 + 3i- l (loo+ '1;,0)'+ 3;-2 (111 + 112 ) + ... + 30 (li .. ll + 1;_12) 
1 + "3 (1;2 + 21il - 1;0) 

LXVI) und entsprechend 
- 1 - = 

e~ =e1 +3(100+ 2100+ 100)' 
- 0 - = 1 

e~ = HI + 3 (to 0 + lo 0) +"3 Ull + 2112 + 110 ), 

" 2- 1- = 0 . 1 
E9 = 3 ;1 + 3 (100+ loo) + 3 Ull + 112 ) +"3 (In + 2122+ 120 ), 

e~i = 3'~ + 3i-l(~0+~0') + 3HOll + 112 ) + ... + 30(li-11 + 1i_12) 
1 

+ "3 (lil + 21i2 + 1;0)' 

sodass aIle gesuchten Grossen als Functionen von e;. erscheinen. 1st nun 
eines der e etwa e~n durch eine besondere Untersuchung bestim~t, so kann 
man die fur diese Grosse geItende GIeichung zur Berechnung von E1 benutzen. 

Auch die Ausgleichung eines Satzes von der Stiickelung 1, 1, 2, 5, .. ' 
verlangt die Hinzuziehung mindestens eines Stiickes vom Betrage lao Be
nutzen wir aber wieder ein solches Stiick, dessen Fehler wir mit 111 be
zeichnen, und nennen die Fellier der Stiicke mit der Bezifferung 1, je nach
dem sie den Einern, Zehnern, ... angehliren, e~I' e~l; e~2' e~2; e~3' e~3; ... 
die der Stiicke 2 bezw. en; e22 ; en; .. , die der Stiicke 5 bezw. ea1 ; e52 ; 

e53 ; u. s. f., so haben wir, wenn alIe nur moglichen Combinationen gleichen 
Massenbetrages mit einander verglichen werden, als Beobachtungsgleichungen 

e~ 1 - e~ 1 = 111' 

e~l-frl = 1~1' 
ttl ""F lIt 
"11- "11= 11' 
e21 - (e~1 + e~l) = 121 , 

e21 - (e~1 + 111) = 1;1' 
e21 - (e~1 +111 ) = l~I' 
e51- (E21 + e~l + e~l + fr1) = 151 ; 

Weinstein, Lehrbuch II. 22 
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e~2- ei2:= 112 , 

e~2- (e51 + e21 + e~l+ e~1 + ~1) = l~2' 
e~21- (en + en + e~l + e~'l +t11) = l~'2' 
e22- (e~2+ e~2) = l22' 

E22- (E~2+ e51 + e21 + e~1 + e~1 + ~1) = l;2' 

e22- (e~2+ e51 + en + e~l + e~l + ~1) = l~2' 
E52 - (e22 + E~2+ e~2+ e51 + E21 + e~1 + e~l +111) = l52' 

U. s. f. 

[JOli. 

Die l sind wieder die aus den Beobachtungen abgeleiteten Differenzen 
der Combinationen gleicber nomineller Massenbetrage und ihre Indices sind 
entsprechend denen der e gewablt, so dass jedenfalls der zweite Index die 
Gruppe anzeigt, der das zuerst genannte Stiick angehort. Es sind aber fur 
jede Gruppe 7 Gleichungen vorhanden, und zwar je drei Gleichungen fiir 
die mit 1 x bezw. 2x bezifferten Stiicke, eine Gleichung fiir die 5x benannten. 

Ich will hier, wie auch weiterhin, nur die Schlussresultate an
geben, die Ableitung derselben ist etwas langwierig und ohne Interesse. 
1st Pxi das Gewicht einer Beobachtungsgleichung der Hen Gruppe, in welcher 
Massen vom Betrage x vertreten sind, so dass die Gewichte der 7 Gleichungen 
z. B. der iten Gruppe durch Pw PH' Pli' P2i' P2i , P2i' P5i wiedergegeben 
werden; setzt man ferner 

~1=~1' 
t11 + e~ 1 + e~ 1 + en + E51 = 112 , 
~1 + e~1 + E~1 + E21 + E51 + e~2+ e~2+ e22 + E52 = ~2' 

U. S. f., 

so gewinnt man aus einer geeigneten Behandlung der Norm"alg1eichuugen 
zunachst 
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Ferner ist 

3~21-2(~1 + ~~1 +e~1)=121 + 1;1 + 1~1 und e51 = l51 + ([11 +e~1 +e~'1 + E21 ), 

3e22 -2(~2+ e;2 +e~2)=l22+ 1;2+1~2 und e52 =152 + (~2+e~2 +E~2+ en), 

allgemein 

3e2i -2(~i +e~i +e~i) =12; + l;i + l~i und E5i= 15; +([li +e~i +~~i +E2i ). 

Die numerische Rechnung Hisst sich in ein sehr einfaches und bequemes 
Schema bringen. 

Man rechnet aus den in den Beobachtungsgleichungen vertretenen 1 
und den zugebOrigen Gewichten die Grossen 

1) 

ferner noch die 

2) 

, Pll (21;1 + 1~1-l11) + P21 (1;1- l21) 
l = , 
1 3PIt + P21 

l,,=Pll('21~'1 + 1;1 + l11) + P21 (l;1- 121), 
1 3Pll + P21 
, P12(21;2+ 1;'2--[12) + P22(l~2-122) 

1 =. , 
2 3Pt2 + P22 

1"=PJ2(21;'2+ 1;2+ 112 ) + p22 CZ;2- 122) , 
2 ilP12 + P22 

A1 = ~ (l21 + 1;1 + l~l)' 

A2= ~ (122+ 1;2+ 1;'2)' 

allgemein 

\ = ~ (l2i + l;i + 1~;). 
Alsdanll ist 

e;1- ~t = 1;, 
~~1- ell = l~, 

e21 -21"1l =i(l~+l~)+Al' 

E51-5ell = %(l; + l~) + Al + l51' 

22' 
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~ 2 -1 O~ 1 1; Summe der iiber dem Strich rechts stehenden 4 Zahlen, 

e~2-10~1 - 72+ 1;, 
e~'2-10En 1;+1~, 

e22 - 20E11 = 2Z; + i U; + 1;) + 1.2 ' 

e52-50~1 = 51;+~(l;+ 1;) + 1.2 + l52' 

e13 - IOOEl1 = l3 Summe der iiber dem Striclt rechts stehenden 5 Zahlen, 

;~3-100~1= 1;+ l~, 
e;a-10011l= ~+ l~, 

- -,- 2 (l' l") A E23 -200ell= 2/3+"3 3+ 3 + 3' 

E53-5001n = 5Za+ i(l;+ l~) + Aa+ l5a' 

u. s. f. 

Die allgemeinen Formeln sind also fUr irgend eine Gruppe 

e~i-l0i-1"f11 =4+ l;, 
t"_lOi-1"t -l + lIt 
~li ~11 - ii' 

;2i- 2·lOi-l~1 = 2~ + i(l; + l;') + Ai' 

;51- 5. IOi-1~1= 54 + %(l~ + l~') + \ + l5i' 

woselbst t; zu berechnen ist aus 

31) 4=lOi - 2C30 (z~ + l~') + 21.1 + l51) + lOi-3C~ (z;+ l~) + 21.2+ 152) + ... 

+ 100C~ U;-1 + 1;'-1) + 21.;_1 + 15i-1). 

Eine del' Gleichungen fiir die !; wird wieder herangezogen werden 
miissen, um das 111 zu bestimmen. Wir wollen ann ehmen, dass der Satz 
n Gruppen (I', I", 2, 5) hat und ausserdem noch das I' Stiick der nachsten 
Gruppe besitzt. Ferner solI gerade dieses I' Stiick durch eine besol1dere 
Untersuchung bestimmt sein, so dass e~n+1 das als bekannt al1zusehende !; ist. 
Um dieses e~"+1 besonders hervorzuheben, bezeichnen wir es vorlaufig mit 
e und haben 
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Sonach wird allgemein 

wenn 

e~i= Li+ 1;, 
e~'i= Li + 1~', 

e2;= 2Li + ;u; + 1;') + Ai' 

E5 j= 5L; + i (l~ + t;') + Ai + 1~ i' 

341 

32) Li = lOn~i+1 (E - l~ n+l) + lOn~i+l [ lOn-iC30 U; + 1;') + 2Ai + lSi) + ... 

+ (~O (l~+ l~) + 2A,,+ 15 ,,)] 

gesetzt wird. Aus diesen allgemeinen Formeln kann man auch leicht die 
mittlern Fehler fiir die e berechnen. Zufolge der gegebenen Definitions
gleichungen ist namlich 

10, " 103pl,,(l~,,+l;J+P2,,(l;,,+l~,,-2l2") 
if (l" + l,) + 2A" + 15" = if -'=--C:----=----:3-----"'-------

Plx+ P2" 

+; (l;,,+ l;,,+ 12» + 15". 

Bezeiehnen wir die reehtsstehende Grosse mit f", so findet man naeh 
einigen Reductionen 

Beaehtet man also, dass versehiedene 1 ausser in Li aueh noeh in 
den l;, l;', Ai' 15 i vertreten sind, so findet sieh, wenn man setzt 

und 

macht, allgemein 
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LXVIII) 

Die lIauptarbeit fant auf die Berechnung der ~i' Bei der numerischen 
AusfUhrung rechnet man erst aus allen P die Grossen 

2(11-1)[2( 102 2) I] P-1O - +- +-, 
1- 3 3Pll + P21 Pn POl 

4) F.-IO - +- +- , 2(11-2) [2 (102 2) 1] 
2- 3 3PllI+ P1l2 P211 Pa2 

P1I= 10° 

und bildet die Summen 

5) 

Man hat dann 

P(l)_p 
- 1, 

p(2)= p(1) 

p(3)=p(2) 

p(1I) = p(1I-1) + P . 
11 

und somit 
6) 1'-.2= 1. (CI'- )2+_I _+ p (fI)_p(i-l»). • 102 (11-.+1) e1 +1 P 

11 111+1 

Die iibrigbleibenden Fehler der Beobachtungsgleichungen bekommt 
mau natiirlich durch Einsetzung der fUr die e gefundenen Werte. Bildet 
man die Quadrate dieser iibrigbleibenden Fehler, multiplicirt jedes dieser 
Quadrate mit dem zugehOrigen Gewicht und summirt alles, so erhalt man in 

woselbst 

.. I ~pv2 
I'-=V 3n-1' 

~pv2= Pll(V11 2+ V~12+ V~12) + P21 (V212+ V;12+ V~12) + PS 1 (VSl2) 

+ P12(V12 2+ v~1l2+ V~22) + P 22(v22 2+ V;22+ V~22) + PS2(v52 2) 

+ ................. . 
ist, den mittlern Fehler einer Beobachtnngsgleichung, der das Gewicht 1 

zu kommen wiirde ./ 1'-, .~ 1'-, .~ I'- sind dann die mittlern Fehler 
Y PH Y P2i Y Pai 
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der drei ersten, der drei folgenden, und der letzten Gleichung der iten 
Gruppe von Beobachtnngsgleichungen. 

Zuletzt gebe ich noch die Formeln zur Berechnung der Ausgleichung 
eines Satzes von der Stiickelung (1, 2', 2", 5). Bezeichnet man die Fehler 
der Stiicke allgemein ~n der iten Gruppe mit eli' e;i' e;i' es;, benutzt, wie 
notig, ein Hilfsstiick 1, dessen Massenbetrag dem des ersten Stuckes 1, der 
niedrigsten Gruppe gleichkommt, und dessen Fehler Etl ist, so hat man bei 
HersteIlung aIler nur moglichen Combinationen das System der Beob
achtungsgleichungen 

ell - Etl = ~1' 
e~l- (ell + ~l) = 1~1,1' 
e;l- (ell + ell) = 1~~,1' 
e;l- e;l= 1'1' 
eS1 - (e~l + e;l + ell) = lSl, l' 

eS1- (e;l + e;l + ell) = ~1'1' 

e12- (eSl + e;l + e'~1 + ell) = 112,1' 

E12- (e51 + e"l + e;l +111) = ~2,1' 
e'22 - (e12 + e51 + e'n + e;l + ell) = l~2, l' 
e;, - (e12 + eS1 + e'21 + e;l + ~l) -1;2, l' 
e;2 - (eu + eS1 + e;l + e'~1 + ell) = l~;, l' 

e;a - (eta + eSt + e;l + e;l + ell) = Z;;, l' 
e;a- e;a= l,a' 

eo2 - (e;, + e;, + en) = Is"" 
eS2 - (e'2a + e;2 + eo1 + e;l + e;l + ell) = 1.2, l' 

eS2- (e;2 + e;2 + eo1 + e;l + e;1 +111) = ~2,1' 

Allgemein fiir die ite Gruppe 

eH- (eSi_l+e;i_l+e;i_l+eli_l) = 11;, i-I' 
eli - (eo i-l +e; i-I +e; i-1 +.e5 i-2 +e; i-2 +e; i-' +;u-a)=lli, i-a' 

;1; - ceo i-I +e;i_l +e;i_l +es i-a +e; i-2 +e; i-a +e5i- 3 +·+ell)=ll;'I' 
e1 i- ceo i-I +e', i-I +e'~i-l +es i-2 +e; i-' +e;i_2 +eSi- S + .. +eu)=t;i, l' 

e'ai- (e1i+e5i-l+e;i_l+e'~i_1+eli_l)=1;i,i_l' 
;a i - (eli +es i-l +e; i-1 +e; i-I +eo i-2 +e', i-2 +e; HI +e1 i-a)=~i, i-2' 



Vollstandige Ausgleichung von Gewichtsatzen. [105. 

e~i - (e1 i+e5i-1 +e2i- 1 +e';i_1 +e5i-a+e~i_a+e;i-2 +e5i_3+·+ell)=1~i, l' 
e~i- Celi+ E5 i-1 +e~i_1 +e;i_1 +eSH!+e~i_2+e;i_2+e5 i-3 +"+~l)=~i, l' 
e;i- celi+e5i_1+e~;_1 +e;;i-1 +e1 i-1)=1;;,i-1' 

e~i - eel i+eSi-1 +e;i_1+e;i_1 +e5i- 2 +e; i-2+e;i_a+El i-a) = 1~~,i-2' · . . · . . . . 
e;,; - (eli +es i-1 +e; ;-1 +e; ;-1 +e5 i-a +e; ;-2 +e; i-2 +;S i-3 +"+;11 )=1;;,1' 

e~i- celi+e5 i-I +e;;_1 +;;;_1 +e5;_a+e;;_a +e;;_2 +e5 i-3 +"+~1 )-t;~,1' 
e;i-e;i=ljli' 

eS;- C~2i+e;i+ eli)-lSi,i' 
e5i - (e;i+e'~i+e5i_1 +e~i_l +e;;_1 +e1 ;-1)= 154i-1' 
· . · . · . 
e5 i- (e~i+e;i+eSi_1+e;i-1 +e;;_1 +es i_2+·+e11)= 15i, l' 

es; - (e'2i+r;;;+;Si -1 +e'2i-1 +e';i_1 +;5 i-a +.+111) ~i, l' 

Die Anzahl der Beobachtungsgleichungen nimmt von Gruppe zu Gruppe 

um 4 zu, im ganzen sind fUr einen Satz mit n Gruppen 6n + 4 n(n;- 1) 

= 2n(n + 2) Beobachtungsgleichungen vorhanden, also sehr viel mehr als 
bei einem in der Abstufung I', I'", 2, 5 construirten Satz. Die einzelnen 
Gleichungen Mnnen von verschiedener Genauigkeit sein, wir nehmen wieder 
an, dass Gleichungen, welche Grossen gleicher Massenbetrage enthalten, 
gleiche Genauigkeit zukommt, wir haben dann in jeder Gruppe nur 3 Ge
nauigkeitsgrade zu unterscheiden und ordnen Gleichungen, welche sich auf 
die Massenbetrage mit der Bezifferung Ii, 2i, 2i, 5i beziehen, die Gewichte 
PH' Pa,~ Pail PSi zu. Stellt man die Normalgleichungen auf, so fiihrt eine 
geeignete Behandlung derselben zu folgenden Ergebnissen. 

Man berechne 1. aus den Gewichten die Summen 

2Pll + Pal + P12+ 2Paa+ Psa+ P13 + 2Pa3 +'" + P1,,+ 2Pa,,+ Ps,,= Pl , 

3P12+ P5a+ P1S + 2P23+ P5s+ P14+ 2Pa4+'" + PI" + 2Pa,,+ P5,,= P2' 
4P13+ P5S+ P14+ 2P24 + P54+ P15+ 2P25 + ... + P1,,+ 2P2"+ PSn=P3' 

(n + I)Pln+ P5" = Pn , 

2. aus den beobachteten Grossen die ganz entsprechenden Aggregate 

2Pl1l,,1,1-P51 (l51.1~ 1,1)-PlaCl12, l-i;a,1)-Pa2 [1;2,1 +1;2, 1-0;2,1+7;2.1)] 

-P5li(l52.1-~2,1)-"·-Pl"(l1n,1-l,,n,1)-P2" [6' r. \+ ('.",I-(t;n,I+~".l)] 
-P5n (ls", 1-~n, 1) = 11, 
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3P12 (l12,1 + T12,1) - P52 [2152,2 -(152,1 + l,2,1)]-P13 [2113,2- (l13.1+ 7;.3)] 
-P23 [2123,2+21;'3,2-(l;3,1+7;3,1+1;3,1+~3,1)] -.,. 

-PIn [211n,2-(lln,1 +~n,l) ]-P2"[2t;n,2+2l;,,,2 

-(l;n,1 +~n,1 +1;",1 +~n,l)] -P5n [215n,2-(15n,I+l,n, 1) ]=l2' 

4P13 (113,2+113, 1+7;.3, 1)-P53 [3153,3-(l5 3,2+153, 1 +~3, 1)] 

-P14 [3l14,3-(/14,2+114,1 +~4,1)]-P24 [31;4,3+ 31;'4,3 

-(l;4, 2 +1~4, 2 +1;4, 1 +7;4, 1 +Z~4, 1 +~4, 1)] - •.. 

-PI ,,[311n, a-(ll", 2+ Z112, 1 +7;.n, 1)]-P2,,[3l;n, 3+31;", a 

-(1;",2+[;", 2+Z;n, 1 +Z;", 1 +1;", 1 +~12' 1)] 

-PH [3l5",a-(l5n,2+15n, 1+ l,,,, 1)] =l3' 

('11 + 1)P1n(l1n,n-1+ l1n,n-2+'" + l1n,1+ ~n,l) 
-P5n[n15n,n- ([5n,n-l+ l5n,n-2+'" + l5",1+ ~n,I)] = l". 

3. Ferner bilde mannoch in jeder Grnppe aus der D ifferenz aller auf das 
betreffende 2' gegen die auf das 2" beziiglichcn Beobachtungsgrossen 

131 =i (l;1,1- Z;1,1+ 2121 ), 

1 -- -
132 = 4 (Z;?, 1 + 1;2, 1- 1~2, 1- 1~2, 1+ 2/22 ), 

1 - -
133=5 ('~3,2+ Z;a,1+1;3,1-1~3,2-l';3,1-1~3,1+ 2123 ), 

13 1 (" l' l' 7: /" I" Z" 7' 21) n= '11+2 2n,n-1+ 2n,II-2+'''+ 2n,1+ 211,1- 2n,n-1- '2n,n-2-"'- 2n,1- 2",1+ 2n' 

4. so\vie aus den entsprechenden Summen 

0"1 = Z;1, 1 + 1~1, l' 

1 (I' -Z' I" -I") 0"2=2 22,1+ 22,1 + 22,1 + 22,1 ' 

1 (Z' + Z' -Z' 1" I" -Z") 0"3=3" 23,2 23,1+ 23,1+ 23,2+ '23,1+ 23,1' 

. . 

. 1 (l' l" l' c;;- l" l" l" Y') O"n=n; 2n,II-1+ 2n,n-2+"'+ 2n,1+6211,1+ 2n,n-1+ 2n,II-2+"'+ 2n,1+ 211,1 , 

5. und zuletzt noch in jeder Gruppe die Summe aller auf das betreffende 
5-Stiick beziiglichen Grossen 
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Al = la1, 1 +151,1.' 

A,.= In" + lU,l + 1;211' 

As= lS3,3 + 153,lI + 103,1+ 1;s, l' 

dann zerfallt das System der Normalgleichungen in die Satze von Gleichungen 

11) P1 (;11 -1tl) = IH 
12) Pa ce12 - ~12) = la, 
13) Pa (elS -113) = Is, · . · . · . 

21 ) e;l- e;l=ol' 
2,) e;a- e;2= 02' 

2a) e;a- e;s= OS' 

31) e;l + e;1- 2 (ell +111) = at' 

3a) e;a+ ;~2- 2(;12+112) = all' 

3s) ;;3+ e;s- 2(;13+113) = as, 

41) 2eu - cell + ~1 + 2e;1 + 2e;t) = AI' 
4a) 3Eall - (elll + 2~12 + 3;;2 + 3E~a) = A2, 

4s) 4;53- (;13+ 3113+ 4e;a+ 4E;s) = As, 

4,,) en + 1);571- (;tn+ ne:,,+ en + 1);;,,+ en + 1)e;,,) = An' 

Daselbst ist gesetzt 

~l1=el1' 
- 1 -
e12="2 (ell + ell + 2;;1 + 2;;1 + 2;51)' 

e;.s=~(;l1 +~ll + 2e21 + 2e~1+ 2Eu + e12 + 3;;a+ 3e;a+ 3e02 )' 

~,,= ~ cell + e;.1 + 2;;1 + 2e~1 + 2;51 + ;13+ 3e;2+ 3;;2+ 3;52+ e13 + .. · 
+ etn- 1 + n;2n_1 + n;a "-1 + neOn_ 1), 

also dass 
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53) E13= 2E52 - 3 , 
. . 
• • 1.,,_1 

5,,) E1,,= 2;511-1-7 
wird. 

Dass diese Systeme von Gleichungen voIlig ausreichen, urn aile E durch 
eine dieser Grossen 111 zn bestimrnen, ist klar. Die Reihenfolge der Be
nutzung der einzelnen Gleichungen entspricht der Nurnerirung; aus 11) 
folgt ell' aus ~1) und 31 ) ergeben sich e;l' e~l' aus 41) resultirt en; dann 
giebt 52) das e12, hierauf 12) das eu u. s. f. 

Rechnet man aus den P, l, a, A die folgenden Grossen 

6) 

und dann aus diesen a die verketteten Zahlen 

Al = ai' 
..1.2 = a2 + 10..1.1> 

71) 
As = as + 10..1.2, 
..1.4 =a4 + 10As, 
: 

..1."_1= (%"_1+ 10A"_2' 

A" = a" + lOA .. _1, 
so wird 



348 Vollstandige AusgJeichung von Gewichtsatzen. [105. 

" - ~ a2- 62 ;1l2- 20 ;11 = P2 +4A1+-2-, 

- All 
;52- 50;11 = 2.3 + All; 

LXIXJ 

allgemein 

;-1- li 
;H- 10 ;11=p.+ 2Ai_1' , 
, i-1 - l. ai + 6i ell i - 2.10 ell = P. + 4Ai _ 1 + -2-' , 

li a.-6. 
t" 2 lOi-n- 4A ,. 
~lIi-' '"11= P. + ;-1+-2-' 

• 
;-1- Ai e5i -5.1O ell=2(i+ 1) +Ap 

wodurch die e bis auf die Constante ft1 bestimmt sind, lIU deren Kenntnis 
die anderweitige Bestimmung des Fehlers eines der Stiicke notwendig ist. 

Nehmen wir auch hier an, dass der betreffende Satz auch noch das 
erste Stiick der n + 1 ten Gruppe besitzt, und dass der Febler e1"+1 dieses 
Stiickes aus anderweitigen Untersuchungen bekannt ist, so Mnnen wir durch 
Vergleichung dieses Stiickes mit entsprechenden Massenbetragen unseres 
Satzes eine Beziehung zwischen E1 n+1 und 111 herstellen. Wollen wir diese 
Vergleichung mit allen moglichen Combination en bewerkstelligen, so kommen 
zu den Beobachtungsgleichungen noch n + 1 neue GIeichungen hinzu. Es 
ist aber fiir die Rechnung viel vorteilhafter, wenn die Vergleichung nur 
mit der Combination der Stiicke der letzten, n ten Gruppe, ausgefiihrt wird. 
In diesem Falle gewinnen wir noch die Gleichung 

E1 "+1 - (E1,,+ e;n+ e~,.+ eon) = ltn_H,,., 

und haben nach Einsetzung der Betrage fiir die eln, "" ;5" 
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und so wird, wenn wir das besondere El n+1 als vollstandig bekannt 
ansehen 

~ __ 1_{ _( J.. _An_) 1 ~ 
eli-1O"-i+1 E1n+l 3 P" +lOAn- 1+An+ 2(n+l) +crn -11 "+I,nJ + Pi +2Ai_ 1, 

2 { (In A" ') } Ii a. + a. 
E'2i= lO,,-i+l e1"+1- 3 Pn +lOA" _1+A ,,+ 2(n+l) +crn -l1n+1,n + Pi +4Ai_1+~' 

2 { (1 . A,,)} I. cr.-a. 
E~i=1O"-i+1 e1n+1- 3P:+lOAn-1+An+2(n+l)+crn -11n+l,n +p;+4Ai_1+~' 

E5i= lOn~i+1 {eln+1- (3 ~: +lOAn._I +A,,+ 2(~:1) +crn) -Z1n+l,"} + 2(i~ 1)+ Ai' 

i = 1, 2, 3, ... , n. 

Beaehten wir noeh, dass zufolge der Definitionsgleiehungen fUr die A 

An_ 1= el,,_1+ 10A"_2= el"_l+ 101el"_2+ 102A,,_s='" = el"_1+ 101eln_ 2 

+ 102el + ... + 1O,,-i-1 el . + lO"-iA. 
,,--3 '.-1' 

An = el" + 10An _ 1= eln + 101el"_I+ 102A"_2='" = tl" + 101 el"_1 
+ 102el + ... + 1O,,-iel .+10,,-i+1A. ,,-2 , ,-1' 

ist, SO findet sieh 

+ 1O"~i+1 (10An_1+An)-2Ai_1 = 10"~i+1 (el" +2(10el"'_1+102(.(,,_2+·"+ 10"-\)), 

1O,,:i+1 (lOA"_1+A ,,) -4Ai_1 = 1O,,:i+1 (Il" +2(lOel"_1+102(.("_2+·"+ lO"-i,<; )), 

und ahnlieh 

10"~i+1 (10 An_1+ A,,) -Ai = 10n~i+1 (el" +2(lOeln_ 1+ 102 Iln_ 2+"+ lOn-i-llli+l)

Ferner ist 
In An n I" 

3 P" + 2(n+ 1) +crn = n+ 1 P" +el". 

Rechnet man also an Stelle der A die Zahlen 

B"+l=O, 

B" Iln + Bn+l , 

Bn_ l = 10 el"_l+B", 
B,,_2= 102 eln_ 2+ Bn _ l , 

B,,_3 = 1 03 eln_ 3 + B"_2' 

BI = 10"-1ell + B2, 

so wird aueh, indem man die Constante 
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8) 

setzt, 

Vollstiindige Ausgleichung' von Gewichtsatzen. 

0-2B. ,. 
~l"= '+-':", IOn-i+l Pi 

, 0- 2Bi ,; cri+ili 
~2·=2 +1 +p +-2-' , 10n-, i 

0- 2B. 1. cr.-I3. 
e2",.= 2 ' +-':"+-'--' , 

lOn-HI Pi 2 

0- 2B;+1 Ai 
~5,·=5 +---, IOn-i+l 2(i+ 1) 

i = 1, 2, 3, ... , n, 
Bn+1 =O. 

[105. 

Das sind die in del' Praxis hauptsachlich vorkommenden Falle. Natiirlich 
werden oft genug Satze von ganz anderen Stiickelungen vorkommen, bieten 
diese Siitze iiberhaupt die Moglichkeit, mit ihren Stiicken, allein unter Zu
hilfenahme weniger Zusatzstiicke die innere Ausgleichung auszufUhren, so 
wird man sich immer in der Beobachtung und Rechnung nach den hier ge
machten .A.ngaben richten konnen. Es liegen aber die Schwierigkeiten bei 
solchell innerll Ausgleichungen von Massensiitzen durchausnicht in der 
Anlage del' Beobachtungen und Rechnungen, sondern, wie immer, wo es 
sich urn eine strenge Anwendung del' Ausgleichsmethoden handelt, ill del' 
Bestimmung del' den Beobachtungsgleichungen zuzuschreibellden Gewichte. 
Es sind diese Gewichte umgekehrt proportional den Quadraten der mittlern 
Fehler, wo also fUr ein Paar von Massencombinationen eine grossere Zahl 
von Vergleichungen vorhanden ist, wird man aus dem Quadrat des mittlern 
Fehlers der aus diesen Vergleichungen abzuleitenden Elldgleichung fUr 
dieses Paar auch auf das diesel' Gleichung zuzuschreibende Gewicht schliessen 
konllen. Man miisste hiernach fUr jedes Paar gleicher Massencombinationen 
mehrere Vergleichungen ausfiihren und jede del' oben aufgestellten Beob
achtungsgleichungen als Resultat der entsprechenden Einzelvergleichungen 
mit dem mittlern Fehler berechllen. Indessen ist die Berechnung del' Ge
wichte aus dell Quadraten del' mittlern Fehler sellr unsicher, wenn del' 
mittlere Fehler selbst nieht aus einer sellr erheblichen Anzahl von Einzel
beobachtungen abgeleitet ist (s. Cap. XXI des ersten Bandes). 

Die Genauigkeit einer Vergleichung zweier Mussen nimmt im allgemeinen 
zu mit Abnahme des Betrages dieser Massell, sie hiingt abel' nicht allein 
von diesem Betrage ab, sondern wird, auch abgesehen von den atmo
sphiirischen Verhiiltnissen, durch die benutzte Waage und die Ausfiihrung 
der Beobachtungen bestimmt. InfoJge dessen lasst sich nichts allgemein 
giltiges iiber dieselbe aussagen; wer abel' an denselben Waagen mit stets 
gleicher Sorgfalt arbeitet, wird bald die unter den ihm gcgebenen Ver-
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haltnissen f1lr verschiedene Massenbetrage erreichbare Genauigkeit scbatzen 
lernen. 1m alIgemeinen darf man bei Benutzung guter empfindlicher Waagen 
(uber die an aine Waage zu stellenden Anforderungen wird spater gehandelt 
werden) Vergleichungen, welche Massen von 1 mg bis 1 g und wol auch bis 
10 g betre:ifen, als vom Betrage dieser Massen unabhangig und nahezu gleich 
genau ansehen; uber 10 g hinaus nimmt, wenn nicht ganz besondere Ein
richtungen zu Hilfe gezogen werden, die Genauigkeit rascher ab, aber wol 
nicbt proportional den wacbsenden Massenbetragen sondern langsamer als 
diese, etwa wie die Quadratwurzel aus dies en Hetragen, so dass den Ver
gleichungen verschiedener Mass~ den Betragen umgekehrt proportionale 
Gewichte zuzusprechen sein wiirden. 

Wo, wie bei Massenbestimmungen besonders hoher Pracision, zu eigen
artigen Hilfsmitteln und specielIen Waagenconstructionen gegri:ifen wird, 
und Wagungs- und Beobachtungsmetboden in feinster Ausbildung zur An
wendung kommen, kann natiirlich auch bei VergIeichungen grosser Massen
betrage eine der Genauigkeit der Vergleichungen geringer Betrage nahe
kommende Scharfe erreicht werden. 

Die Schwierigkeiten, denen man in Bezug auf die Festsetzung be
stimmter ZahIenwerte fiir die Gewichte dor einzolnen Beobachtungsgleichungen 
begegnet, bewirken, dass man streng nach den Regeln der Ausgleichungs
lehre nur in wenigen Fallen wird verfahren kOnnen (z. B. bei Satzen von 
1 mg bis 1 g). Man weicht darum von diesen strengen RegeIn ab und 
fiihrt die Rechnungen naherungsweise aus, wobei auch unter Umstandell in 
die Beobachtungen Vereinfachungen eintreten. 

106. Ausgleichung in Groppen. Zunachst wird man, wo ein Satz eine 
grossere Zahl von Gruppen enthii.lt, denselben in Teile zerlegen, die man 
gesondert von einander bestimmt. So besitzt ein vollstandiger Satz, der 
von 1 mg bis 500 g oder 1000 g geht 6 Gruppen von Gewichten, er Iasst 
sich aber sehr bequem in zwei Teile von je 3 Gruppen zerlegen, deren 
ersterer aIle Stucke von 1 mg bis 500 mg enthalt, wahrend dem andern die 
von 1 g bis 500 g zugehOren; eine Zerlegung, die ubrigens auch aussedich 
schon dadurch gcgcben ist, dass die Stucke des ersten Teils meist aus 
anderer Substanz (PJatin oder Aluminium) hergestellt sind als die des 
zweiten. In diesem Fall wird man die Milligramme fiir sich und die Gramme 
fUr sich bestimmen und die Verbindung zwischen den beiden Abteilungen 
durch eine Vergleichung des 1 g Stiickes mit einer 1 g gIeichwertigen 
Combination aus den Milligrammstiicken herstellen. 

Die drei Gruppen der Milligramme kann man zusammen ausgIeichen, 
denn wie schon bemerkt, ist es gestattet, MassenvergIeichungen von 1 mg 
bis 1000 mg als gleich genau Zll behandeln, wenigstens wenn die Sorgfalt 
der VergIeicbungen sich gleich bleibt, da man zumeist sogar aIle diese Ver
gleichungen mIt einer und derselben Waage bei relativ wenig variirender 
Empfindlichkeit ausfiihren wird. Hiel' vereinfacht sich aUch die Berecbnung 
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der Ausgleichung dadurch, dass in allen Formeln die p siimmtlich gleich 1 
zu setzen sind. 

Die Groppen der Gramme erfordern freilich eine weitergehende Spaltung, 
und bier hat man sich gewohnt, in der Rechnung jede Groppe als ein 
selbstandiges Ganze zu betrachten. Man sieht die Beobachtnngsgleichungen 
in jeder Gruppe als einander gleichwertig an, oder sucht sie dadurch 
einander gleichwertig zu machen, dass man den Vergleichungen um so 
grossere Sorgfalt zuwendet und dieselben um so ofter ausfiihrt, je hOhere 
Massenbetrage sie betrefi'en, und gleicht dieselben fiir sich aus. So bleibt 
zuuachst iu jeder Groppe ein Stiick unbestimmt, indem man aber Gleichungen 
aus einer Groppe in die andere hiniibernimmt oder beachtet, dass in den 
Gleichungeu jeder Gruppe die Combinatiou der in den Gleichungen der 
voraufgehenden Groppe in Relation gesetzten Stiicke vertreten ist, 
kommen die Groppen mit einander in Yerbindung, und zuletzt ist wie friiher 
im Ganzen nur ein Stiick gesondert zu bestimmen. 

1. Wir wollen die Verbindung der Groppen zunachst durch Wieder
holung von Gleichungen hersteUen. 

Es handele sich urn einen Satz in der Abstufung (1', 1", 2, 5), und es 
besitze dieser Satz ausser den n Groppen noch das erste Stiick der n + 1 ten 
Groppe, also ein Stiick (1 n + 1). Setzen wir wie friiher allgemeine 

~l+E~l+ e~l+E21+ ES1 + e~2+ E~2+'" + eSi-1= ESi- 1+ E2i- 1+ e~i-l 
+ E~i-l+ 1li- 1 = 11i' 

und gehen von der letzten Gruppe von Gleichungen aus und schreiben aIle 
Gleichungen in umgekehrter Folge wie fruher, dann giebt diese letzte Gruppe 
unter Hinzuftigung der eigentlich einer n+ 1 ten Gruppe gelliirigen Gleichung 
ffir das 1 n + 1 Stiick, die Gleichungen 

LXXI) 

E1n+ 1 - CESn+ E2n+ e~,,+ e~n+ 11 .. ) = 11 ,,+1" 

Esn - CE2n + e~ n + e~n + ~n) = l5n' 

E2n - ce~ n + e~ n) = l2 n' 

e2n - (e; n + 11 n) = l; n' 

e2n - (e~n + 11 • .) = l;n' 

e" In -e~n = lin' 
e" 
1" --rln = l~n' 

e'1 " -~n = l~ ... 

Den Fehler e1 "+1 des (In + 1) Stiickes sehen wir als bekannt an, dann 
giebt die Ausgleichung dieser Beziehungen 
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1 
Es,,=2CEl.,+1-11"+1 + IS.,), 

E2n=-}CEln+1-1ln+1-15n) + ~ (11l.,+12n+ 1;J, 

LXXII) e~,,= l~ (E1n+1-11"+1-1S") - 2~ (12,,+1;,,)+ l~ (l';,.) - ~ Cl1" -~.,) 

e~.,= ;OCE1,,+1-11"+1-1sn)-:0 U2n+ l;.,) + I~U;,,) +~U1"+l';,,), 

~,,= 110 CE1"+1-11"+1-15")- :oCZ;,,+l~,,)+ ;O(lllJ - iCl~,,+l~J. 

In die nachste Gruppe nehmen wir die zwei letzten GIeichungen noch
ma~ mit hiniiber, und dabei losen wir 11" in Es "-1 + Ell ,,-1 + e~ ,,-1 + e~ ,,-1 
+ E1 "-1 auf. Wir erhalten also 

e~" - CES"_l +E2n_ 1 +e~"_l +e~"_l +~" -1) = l'1'" 
r -CE +e +E' +r +f )=l", 1" 5n-l 2,,-1 In-1 1n-l In-II" 

E5n- 1- CE2"_1 +e~n_1 +e~n_1 +~"-1) = 15 n-1 , 
e - (E' +r )-1 2n-1 In-l 1n-1 - 2n-l' 
E -(r +E )=t LXX2) 2,,-1 In-l 1,,·-1 2n-l' 
e -ce' +f )-1' 2n-1 1n-1 1,,-1 - 2n-1' 
r -eo =1 1n-l In-1 In-I' 
r -1 -1" In-l In-1- In-I' 
E' -1 =1' In-l 1n-1 1,,-1' 

woselbst e~ ", e~" als bekannte Grossen zu behandeln sind. Die beiden 
ersten Gleichungen sind gewiss den folgenden nicht gleichwertig, weil die 
in ihnen zu l~", l~" zu schlagenden Grossen E~", bezw. E;" noch mit Fehlern 
behaftet sein konnen. Man wird daher diese beiden GIeichungen mit einigem 
Recht zu einer einzigen Gleichullg vereinigen, und dann entspricht die zweite 
Gruppe von Beobachtungsgleichungen genau der ersten, und man erhli.lt die 
Formeln fiir ;5 ,,_ l' Ell ,,-1' e~ ,,-1' ~~ ,,-1' ~ ,,-1 aus denen fiir Es,,' e2 n' E~", 

e;",11 ", wenn man in diesen el ,,+1 durch ~ CE~,,+E;,,), 11n+l durch ~Cl~,,+l';,,) 
ersetzt und in allen andern 1 den Index n in n - 1 verwandelt. 

Setzen wir hiernach 

1) 

wobei 
Weins tei n, Lehrbuch D. 23 
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sein soIl, so wird allgemein 

1 
eo i ="2 (Xi+1- Li+l + lSi)' 

e2i=-} (Xi+l-Li+l-lo) + ~ (l2i+l;i+~i)' 
LXXI) e~i= ;0 (Xi+1- L i+1-loi)- ;0 (l2i+l'2i+ l;) + i (l;i-l1i+~i)' 

e~i= ;O(Xi+l-Li+l-lo)- :0(l2i+~i+l;i) +i(l~i+l1i+l';i)' 
~ i = :0 (Xi+1 - L i+1 -l5) - ;0 (l'2;+l';i + l2 i) + i (l2 i-l'li-l'; i)' 

die ~; braucht man nicht mitzurechnen, wenn man nicht will. 

[106. 

Der mittlere Febler einer Beobachtungsgleichung der i ten Gruppe wird 
in gewohnlicher Weise durch 

gefunden. Die mittlern Fehler der e lassen sich nicht genau berechnen. 
Angenahert ist 

fl-~. und fl-e.. sind einander gleich, fl-e muss gegeben sein, und die 
H+l H+l In+l 

Rechnung beginnt von der hOchsten Gruppe. 
Entsprechend ist das Verfahren fiir ein nach dem System (1, 2, 2, 5) 

gebauten Satz, nur dass hier die Zahl der Beobachtnngsgleichungen in ge
wisser Hinsicht willkurlich ist und je nach der gewunschten Genauigkeit 
mehr oder weniger gross gewahlt werden kann. Begnugen wir uns mit der 
geringsten Zahl von Beobachtnngsgleichungen und nehmen den Fehler El n+1 

des (1 n + 1) Stuckes als bekannt an, so ist fUr 

allgemein die Reihe der Gleichungen in der i ten Gruppe 
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eli+l - (~5i+e~i+e~i+el) = 11i+l' 

e1i+1- (e5i+e~i+~~i+1li) = ~ i+l' 

e5i - (e~i+e~i+eli) = 15i' 

355 

e5i - (e~i+e;i~li) = t;,i' 
LXXIII) 

e'2i - e~i= 12i' 
i=n, n-l, n-2, ... ,2, 1. 

e~i - (eli+11 ) = l~i' 
e;i - ce1i+11i) = l;i' 

eli - ~i= 11i' 

Die Ausgleichullg' giebt hieruach fiir jede Gruppe 

{I --
e5i ="4 (2eli+1 -l1i+l -11i+1 +15;+15), 

e~i = ~ (2e 1i+1-l1 ;+1 -ll i+1 -l5i-l5i) + i (3l2i+21;i-1~;), 
IV) ~ e'~i= -~- (2e1i+1 -l1i+l -~i+l-15i-z;,) - i C312i+l;i-21~i)' 

[

I 1 _ _ 1 _ _ 1 1 
Eli=12 (2~1·i+l-l1i+l-11'+1-15i-l5i) - 8 (l1;+1 +15i-11i+l-15i) +411i- 6(l;i+l~i)' 

- 1 - - 1 - - 11 eli= 12 (2e1i+i-7li+l-l1i+1-l5i-15i) + 8 (l1i+l +15i-11;+1- 15) -4lli- 6(l;;+ l~), 

i = n, n - 1, n - 2, .. " 1. 

Folgende Zahlenangaben mogen fiir diesen besondern Fall als Beispiel 
dienen. Del' betre:fi'ende Satz bestand aus 3 Gruppen von 1 g bis 500 g 
und besass nocll ein 1 kg. Die Grossen, urn deren Bestimmung es sieh 
handelt, sind also e41 , e53 ,- ~~3' e;3' e13 ; e52 :i'22' e;2' e12 ; e51 , ~~1' e~l' 
ell' wozu noeh der Fehler ~l1des Zusatzstiieks 11 lwmmt. Der Fehler e41 

des 1 kg wurde direct bestimmt und fand sich zu - 0,111 mg. 
Die Vergleiehung selbst ergab fiir die einzelnen Gruppen 

1 kg - (500 + 200' + 200"+ 100) g = + 1,554 mg, 
1 kg' - (500 + 200' + 200"+ 50 + 20'+ 20" +10) g = + 1,827 mg, 

500 g - (200'+ 200"+ 100) g = - 1,670 mg, 
500 g - (200'+ 200"+ 50 + 20'+ 20"+ 10) g = - 1,886 mg, 
200' g - 200" g = + 1,550 mg, 
200' g - (100 + 50 + 20' + 20"+ 10) g = + 0,726 mg, 
200"g - (100 + 50 + 20' + 20"+ 10) g = - 0,796 mg, 
100 g - (50 + 20' + 20"+ 10) g = - 0,119 mg, 

23* 
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100 g - (50 + 20' + 20"+ 10) g = - 0,119 mg, 
100 g - (50 + 20' + 20"+ [, + 2'+ 2'+ 1) g = + 0,342 mg, 
50 g - (20' + 20"+ 10) g = - 0,126 mg, 
50 g - (20' + 20"+ 5 + 2'+ 2"+ 1) g = + 0,260 mg, 
20' g - 20"g = + 0,063 mg, 
20' g - (10 + 5 + 2'+ 2"+ 1) g = - 0,022 mg, 
20"g - (10 + 5 + 2'+ 2"+ 1) g= - 0,151 mg, 
10 g - (5 + 2'+ 2"+ 1) g = + 0,460 mg'. 

10 g - (5 + 2'+ 2"+1) g = + 0,460 mg, 
10 g - (5 + 2'+ 2" +1) g = + 0,330 mg, 
5 g - (2'+ 2"+ 1) g= - 0,239 mg, 
5 g - (2'+ 2"+ 1) g = - 0,328 mg, 
2' g - 2"g = - 0,058 mg, 
2' g - (1 + 1) g = + 0,081 mg, 
2"g - (1 + 1) g = + 0,150 mg, 
1 g - T g= - 0,084 mg. 

[106. 

Die recbts von dem Gleicbbeitszeicben stebenden Grossen sind die 1, 
links Mnnen wir an Stelle der Bezeichnungen der Stucke die von deren 
Feblern, das ist die e setzen. Die vorstehenden Formeln ergeben zunacbst 
fUr die Fehler der in der ersten Gruppe verlretenen Stucke, bei Beriick
sichtigung, dass e41 = - 0,111 mg sein sonte, in Teilen des Milligramm 

e6S= -1,790; e;s= + 0,761; e;s= - 0,780; e13= -0,015, 113=+0,031. 

Mit dem Wert von eta folgt nun fdr die Febler der Stucke der zweiten 
Gruppe 

e52= -0,030, e;2= - 0,010, e;2= - 0,095, e12= +0,218, f12= - 0,224. 

Endlich findet man anter Benutzung des Wertes von ell! fur die Febler 
der Stucke der dritten Gruppe 

en = - 0,230, e;l = + 0,006, e;l = + 0,066, ell = - 0,085, 111 = + 0,012. 

~s soUte mit der Summe E52 + e~2 + e;2 + ea , ~2 mit der en + e~l + e;l 
+ el1 ubereinstimmen, naherungsweise ist das auch der Fall, denn diese 
Summen geben + 0,083 bezw. - 0,243. 

Die Bedeutung dieser Zahlen geht dahiu, dass allgemein E". angiebt, 
urn wie viel das zugehOrige der iten Gruppe entnommene Stuck an Masse 
algebraisch grosser ist als der Sollbetrag angiebt, so dass beispielsweise 
ans e5S = - 1,79 folgen wurde, dass das 500 g bezilferle Stuck nicht die 
Masse 500 g, sondern tatsacblich 500 g weniger 1,79 mg also 499,99821 g 
besitzt. 
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Setzt man die so berechneten Zahlenwerte fiir die ~ in die Beobachtungs
gleichungen ein, so el'geben sich als iibrig bleibende Fehler derselben in 
mg und im Sinne Beobachtung - Rechnung 

1. Gruppe: -0,159; +0,212; +0,086; -0,032; +0,009; +0,033; +0,052; -0,021, 
2. " -0,021; -0,021; +0,017; -0,058; -0,022; -0,037; -0,081; -0,001, 
3. " -0,001; -0,034; -0,022; -0,014; +0,002; -0,002; +0,011; +0,013. 

Die grossten iibrig bleibenden Fehler treff'en also in del' Tat diejenigen 
Gleichungen, in welchen die grossten Massenbetrage vertreten sind,' abel' 
es zeigt sich zugleich, dass die Gleichungen, welche aus del' Vergleichung 
del' Massenbetrage zu 1 kg resultiren, den andern Gleichungen der ersten 
Gruppe eigentlich nicht gleichwertig sind, und in der 'rat deuten viele 
Beobachtuugen darauf hin, dass die Gleichstellung von Wagungen von 
Kilogrammen selbst mit solchen von 500 Grammen durchaus unzuHi.ssig ist, 
wenn man nicht fiir jene wenig'stens doppelt so viele Beobachtungen hat 
wie fiir diese. 

Ais mittlere Fehler einer Beobachtungsgleichung finden wir fiir die 
drei Gruppen bezw. 1-'-3 = 0,166; 1-'-2 = 0,067; 1-'-1 = 0,027. 

Die mittlern Fehler der ~ streng zu bereclmen, daran ist auch hier 
nicht zu denken, naherungsweise konnen wir gemass den fiir die ~ gegebenen 
allgemeinen Formeln setzen 

1 
r~n, n-l, ... , 2, 1 

1-'-0 muss natiirlich gegeben sein. 
'In+1 

In dem obi gem Beispiel hatte die Bestimmung des Kilogramms des 
betreff'enden Satzes fiir den Fehler e14 dieses Stiickes zu den 6 Zahlen 
- 0,355; - 0,268; +0,102; -0,130; + 0,153; -0,168 gefiihrt, wol'aus eben 
im Mittel die friiher benutzte Zahl - 0,111 fiir dies en Fehler resultirte. Da 
die iibrig bleibenden Unsicherheiten ohne Riicksicht auf das Zeichen 
0,244; 0,157; 0,213; 0,019; 0,264; 0,057 sind, so haben wir fJ-~ = 0,082, 
somit wird " 
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1 .. ~ 2 .. 1 9 
/Le52 =2" 11'°,0722+0,0672=0,049; /L~;2 =/Le;2 =9 V 0,0722+ 2 0,0672= 0,035 

1 .. 1 13 
/Leu ="5 V 0,0722+ -2- 0,0672=0,031; 

1 ./ - 2 1/---9~-
/Le 51 =2 v 0,0312+0,0272=0,021; /Le;l = /Le;l = 9 V 0,03I2+ 2" 0,0272=0,014 

I .. C 13 
/Le11 =6 V 0,0312 + 2 °,0272= 0,012, 

aIle Zahlen wieder in Teilen des Milligramm. 
Das Bedenklichste" bei dieser Art der Rechnung ist die doppelte Be

nutzung einer nnd derselben Gleichung in zwei verschiedenen Gruppen. 
2. Will man dieselbe umgehen, so steUt man in jeder Grnppe als erste 

Gleichnng die anf, welche den in der voraufgehenden Grnppe berechneten 
Wert des Fehlers Eli der Massencombination (fi) angiebt. Die Beobachtnngs
gleichungcn hatten infolge dessen bei einer Stiickelung (1, 2', 2",5) an Stelle 
der erst~n Gleichnng E1i+1- (e5i + !;~i + e; i + eli) = lli+l' die !;Si + !;~i + e;i 
+ E1;= ;1 ;+1' alle andern Gleichungen bleiben so stehen, wie sie Se~ 355 
angegeben sind, und die Ausgleichn~ liefert die e5i , e~i' e;i' eli' !;li als 
Fun~onen der lund von eli+1 und ;1 i+1 . 

!;1 ;+1 ist als durch die Gleichungen der voraufgehenden Gruppe gegeben 
zn betrachten. Es handelt sich also jetzt nicht mehr allein nm Kenntnis des 
Fehlers e1n+1 des hochsten Stiickes des Satzes, sondern auch um die desjeni
gen aller Stiicke der hochsten Grupp e znsammen genommen. Der Satz 
brauchte iibrigens ein Stuck (1 n + 1) gar nicht zu besitzen, aber damit ist nichts 
besonderes gesagt, denn die Kenntllis von ~n+1 kann nur durch Vergleichung 
mit einem bekannten Stiick von der Masse (In + 1) gewonnen werden. 

Hier tritt nun ein anderer Uebelstand auf; der ersten Gleichung wird 
namlich eine andere Genauigkeit zukommen als den foIgenden Gleichungen, 
und zwar weil sie schon das Resultat einer Ausgleichung ist, meist eine 
grossere, aber welche Genauigkeit ihr zuzuschreibell ist, wird sich in den 
seltensten Fallen angeben lassen. Nehmen wir zwei extreme Frule: Sieht 
man sie als streng zu erfullende Bedingungsgleichung an, so ergiebt die 
Ausgleichung nach dem Bd. I, Art. 239 b auseinandergesetzten Verfahren 

~i= 5~ (+ 11(E1i+l--~i+1-lli)- 6~;+1 +3l5i-S"t -lO(l~i+ l;)), 

!;H= 510 (- 9(E1i+1-~i+1-l1i) + 14~;+1-715i +2Z,i -lO(l~i+l;i))' 

LXXV) 
1 ~ ~ 2l;.+l~ 

e~ ;- 25 ( + (!;li+1 - t;.;+1 -lli) + 4E1i+1 - 215 i - 315 i -1O(l~; + l;)) + ~ 
1 _ _ 1~.+2l; 

e;;= 25 (+ (EH +1- ~i+1-l1i)+ 4!;li+1-2l5i-3l5i-l0(l~i+l;i))+-'-3 
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1m zweiten Extrem behandeln wir die Gleichung E5i+ E;i+ e~i+ Eli 
= El i+l wie wenn sie dieselbe Genauigkeit hatte, wie die andern Gleichungen 
der betreffenden Gruppe. Wir bekommen dann die Werte der Unbekannten, 
we~n wir in die Aufl6sung unter LXXIV) das 11 iH ersetzen durch El i+l 
- E1i+1, Es wird somit 

~ ~" -~(~ ~ -t -[ -[ )-2(3l l' -21") ;::11"2i- 9 "1;+I+l;li+l 1.+1 5i 5; 9 2i+'2i 2i' 

'-' 1 -- - - 1 - - - 1 1 
~l i = 12 (El i+l+El i+l- l1i+1-l5i- 15i) -8 (E1i+l-E1i+l-1li+l +15i-15)+ 411;- (; (l~i+1;), 

tE1;= 12 (E l i+l+El i+l-ll i+l--15i-l5)+~(Eli+l-EI i+l-11 i+l+15;-15)- ~l1i--~ (l~i+l;i)' 

Der mittlere Fehler einer Beobachtungsgleichung ist bei der ersten 
,j'i.v2 J2v2 

Berechnungsart fl-i = V -T' bei der zweiten fl-i = V 1)' Naherungsbetrage 

fiir die mittlern Fehler der Unbekannten E werden aus den Gleichungen 
flir diese Grossen ganz so gerechnet, wie in fruhern Fallen. 

Bringen wir auch bei einem Satz in der Abstufung (I', I", 2, 5) die 
einzelnen Gruppen mit einander durch die Massencombinationen in Ver
bindung, so haben wir zunachst durch Vergleichung mit einem Stuck 
(In + 1) den Fehler 11n+1 der Combination aller Stucke dieses Satzes 

sammt des Zusatzstiickes ~ 1 zu bestimmen, und als Beobachtungsgleichungen 
gelten fUr irgend eine Gruppe 

ESi+ E2i+ E~i+ E~i+ T1i= 11 i+l' 

~5j- (E2j+ E~i+ E'~i+ T1 ) = 15" 

E2i -- (~~i+ E~) = 12i' 

{I E2 ·- (E'I'+[l) = 12' ., 
!JXXVII) , • _' , 

E2i- (E'~i+ E1 ) = t;i) 

E'~i- E~i= IIi' 

E~i- ~i= l~i) 
>" ~ l" 
1;1 i- <'li= Ii' 

Fassen wir die erste Gleichung als streng zu erfiillel1de Bedingungs
gleichung auf, so resultirt 
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1 -
~5i = -2 (~li+l + l5i) , 

~2i=; (~i+l-15i)+ ~ (l2i+ t2i+ 1;i)' 

LXXVIII) ~~;= :0 (~i+1-l5)- ;0 (l2;+ Z~i+ t;)+~((;i--lli+ t), 
t" - ~ (T _ 1 ) - 3 (l + l' + t ) + ~ (l' + l l" ) ~li- 10 "1i+1 5; 20 2i 2i 2i 4 2i 1i+ 1i ' 

. fli= :0 ce1i+ 1 - l5i) - ;0 (/2i+ l~i+ Z;) + 1 (l2i- (u-- l~). 

Gleichungen von sehr einfacher Bauart.*) Sie unterscheiden sich 
von der friiher unten LXXI) angegebenen nur dadurch, dass an Stelle von 
X i+1 - L i+1 das '"[1 ;+1 getreten ist. Zu genau denselben Resultaten wird 
man gefiihrt, wenn die erste Gleichung mit als Beobachtungsgleichung be
nutzt wird, und die Genauigkeit zugeschrieben bekommt, die auch die aiJdern 
Gleichungen haben, was sehr bemerkenswert ist. 

3. Endlich Mnnen wir auch noch so verfahren, dass wir in jeder Gruppe 
nur die ihr zugehOrigen Gleichungen ausgleichen und die Verbindung 
zwischen den einzelnen Gruppen ganz zuletzt hersteIlen, Die Resultate, zu 
denen man fur einen Satz von der Abstufung 1', 1", 2, 5 auf dies em (fur den 
folgenden Satz genauer angegebenen Wege) gelangt, sind genau dieselben, 
wie die welche wir bei der allgemeinen Ausg'leichung fUr einen sol chen Satz 
(Seite 341) erhalten haben, falls man in den Endgleichungen die Gewichte 
alle einander gleich - gleich 1 - macht, so wie wenn man aile Gruppen 
zusammen ganz ohne Beriicksichtigung des verschiedenen Ge
nauigkeitsgrades ausgeglichen hatte. Setzt man 

so wird 

1 
10,,-;+1 (e1 ,,+l- ll ,,+1) 

- 10"~i+1 [lO"-iC~(I~i+ l~i)+~(l;i+ l;i) -l2i+ 15;)+ 

+ 1O"-i-1(i(l~ ;+1+ l~' i+1)+~ (l~i+l+ 1~i+1) -l2i+1+ 15 ;+1)+" 

+ 100 ci (l~" + Z~,,) + ~(l;n + Z;I,,) -l2 n+ 15n)] , 

*) 1m wesentlichen zu denselben Gleichungen ist auch llfarek gelangt, s. die 
oft eitirten Traveaux et Memoires ... , Tome I pag. D. 34. Doeh kann ich Marek 
nicht darin beistimmen, dass die erste Gleichung als Bedingungsgleichung durchaus 
aufgefasst werden muss. 
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LXXIX) 

Ausgleichung der cinzelllen Grnppen fur sich. 

E'1i= (LJ+~(21~i+ l;i- I1i+ 1~'i-12i)' 

~~'i=(L.)+~(21~'i+ l~i+ lli+ 1;;-12i)' 

e2 i = (LJ + ~ (t~ i+ l~ i+ Z; i+ l;'i)' 

t eo i= (L;)+~ (l~i+ 1;;+ l~i+ l~) -{CI2i+ l;i+ l~i) + 15i' 
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Bei einem Satz in der Abstufung 1, 2', 2", 5 lauten in jeder Gruppe 
die Beobachtungsg-leichungen natiirlich genau so, wie friiher unter LXXIII) an
gegeben, nur dass die beiden ersten Gleichungen fortfallen. Wir finden zu
nachst, indem wir ~ i als bekannte Grosse behandeln, 

- 2 l5i-Z,i e1 ·- ~1'=" 11 , - --3- , 
l i i) t 

t' -2t =-:1 _15i--z;,i+ 12i+l~i+2t2i, 
~2 i ~ li 3 1 i 3 3 

LXXX) 
"" - 2 '5i- lSi 12i- I;i- 21~i 
-2i- 2eli=3 11i---3-- 3 

5 15.-1;. _ 
e .- 6[ .= q I . - -' -,,-' + 12' .+ 12".+ [5 -. at lz i) 11. i) f, 1. t 

Da ~li+ ~~ i+~; i + ~5i= ~ i+1 ist, so ergiebt sich durch Summation dieser 
Gleichungeu 

-- - 11 4 - -
e1i+1 - lOE1i=7f lli-3 (l5i- 15i) + 2(I~i+ Z;'i) + 15i' 

als Recursionsformel fiir die""( Durch successive Anwendung dieser Gleichung 
findet man 

t loit 10i- 1 ( 11 4 -) 2(1' Zff) -I) ~li+1- ~11= 3-l11-"3CI51-151 + 21+ 21 + 51 

+ IOi - 2( ~II12-t(l52- z;,2) + 2Cl;2+ Z;'2) + T;,2) 
+ .............. . 

o (11 4 - ,,, - ) 
+10 7fIU-"3(l5i-15i)+2(12i+12i)+15i' 

1st nun unter Zuhilfenahme eines Stuckes (1 n + 1) die Combination 
der Stucke der hochsten Gruppe bestimmt, so wird, indem man die gefundene 

Differenz ~1n+1-(E5n+e~n+e;'n+e1n)=11n+l setzt, T1n+l=Eln+1-l1n+1' 
somit zufolge der obigen auf i = n angewandten Formel 

- E1n+l-lln+l 1 ~ n-x (11 4 _ ) ell = 10" -10" ~ 10 -3 11><--;;--CI5,,-15·)+2l1;,,+I~J+15" 
><=1 ;) 



362 Ausgleichung in GnIppen. [106. 

und 

Diesen Wert von E;"i hat man in die Gleiehungen unter LXXX) einzu
fiihren, urn die Werte der gesuehten Grossen vollstandig zu bekommen. 

Sicherlich liessen sich noeh eine Reihe anderer Naherungsmethoden 
fiir die Reehnung ausfindig machen, aber es ist schon genugend gezeigt, 
worauf es ankommt. Welche von diesen Methoden sieh besonders empfiehlt, 
ist allgemein wol nieht zu sagen; sind die Beobachtungsgleiehungen aIle 
einander nahezu gleichwertig (was, wie schon bemerkt stattfindet, falls der 
Satz nur Stucke zwischen 1 mg und 1000 mg enthalt), dann diirfte die zuletzt 
behandelte Methode anzuwenden sein, sonst kommt zunachst die erste und 
dann die zweite Methode in Betracht, und zwar letztere in der Ausfii.hrung, 
in welcher die erste Gleiehung mit wie eine Beobachtungsgleichung be
handelt wird. 

Der Urn stand, dass man bei dieser Art der Ausgleichung in jeder Gruppe 
nur iiber eine relativ geringe Zahl von iiberschiissigen Gleichungen zu verfiigen 
hat und dass auch die einzelnen Unbekannten sieh nicht mit gleicher Ge
nauigkeit aus denselben berechnen lassen, hat bewirkt, dass man oft noch 
besondere Zusatzstiicke von der Bezifferung (2'K) und (1x) zunimmt, mit 
deren Hilfe man natiirlich die Zahl der Gleichungeu erheblich vermehren 
kann. Die Zusatzstiicke z1thlen dann mit zu den Stiicken des betreft'enden 
Satzes, und man hat es eigentlich nicht mehr mit dem:urspriinglichen Satz, 
sondern mit einem neuen Satz zu tun. Nach der obigen Darlegung ist es 
aber nicht notig, auf noch weitere Massenzusammenstellungen einzugehen, 
ebenso diirfen wir von einer Betrachtung der Ausgleichung zweier oder 
mehrerer S1ttze absehen. Das Verfahren ist immer dasselbe: man vergleicht 
so viele der moglichen Massencombinationen mit einander als man will, 
und sucht sich die Rechnung so einfach und so genau als es geht zu gestalten. 

Auch von einer besondern Behandlung del' sogenannteu Reitergewichte, 
das sind Gewichte (meist aus Messing- oder Platindraht in Form eines n), 
die direct auf den Waagebalken oder an ein mit diesem verbundenes Lineal 
aufzusetzen sind, darf abgesehen werden. Denn wie man auch solche Ge
wichte benutzt, so spielen sie doch keiue andere Rolle als die gewohnlichen 
Gewichte und del' Umstand, dass ihr Wert mit ihrem Abstand von del' 
Drehungsaxe des Waagebalkens variiren kann, betrifft ihre Wir k un gunter 
dem Einfluss del' bewegenden Kraft der Erde, nicht ihre Masse. Es mag 
aber hervorgehoben werden, dass bei solchen Reitergewichten eine Abstufung 
der Massen nach Potenzen von 2 oder 3 ganz besonders beliebt ist, weil 
gerade bei ihnen darauf zu sehen ist, dass man mit del' geringsten Zahl 
von Stiicken auskommt. 
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107. Constanz von Gewichten. Die erste Hauptbedingung, welche 
gute Gewichte zu erfiillen haben ist die Bestandigkeit ihrer Masse. Leider 
sind der Einwirkungen, welche an Korpern Massenveranderungen hervor
bringen so viele, dass man jene Bedingung nur in den seltensten Fallen 
und auch nur fiir beschrankte Zeitdauer erfiillt hoft'ell darf. 

Zunachst bedingt alles Arbeiten mit Gewichten eine gewisse A b
nutzung derselben, das Herausheben des Gewichts aus dem Etui ist mit 
einer Reibung gegen die Wande des letzteren verbunden, das Aufassen mit 
del' Pincette und das Aufsetzen auf die Schaleu gehen wieder nicht gauz 
ohne Reibung ab. Del' Btlobachter vermag nun durch Anwendung geeigneter 
Stoffe (feines weiches Leder und Sammet sind die tiblichen) zur Auskleidung 
des Etui, durch Wahl einer glatten Pincette oder Zange (reiner Kork, Leder, 
Elfenbein eignen sich zur Bekleidung von Pincetten und Zangen wol am 
meisteu) und namentlich durch vorsichtiges Handhaben der Gewichte, 
deren Substanzverlust in jedem einzclnen Fall gehOrig einzuschranlrcn, aber 
ganz nmgehen lasst sich die Massenverringerung nicht, und so kann dioselbe 
im Laufe der Jahre zu einem nicht ausser Acht zu lassenden Betrage 
ansteig·en. 

Wichtiger noch scheint bei Gewichten gerade aus den gangbarsten 
Substanzen, Messing, Bronze, Eisen, die allmahlich anwachsende Sub s t a nz
verrnehrung zu sein. Es tritt eine solche nicht bIos durch sich an
samrnelnden Staub und Schmutz ein, sondel'll sie wird auch durch chemiscbe 
Einwirkung' del' umgebenden Atmosphare in Yerbindung mit der in derselben 
enthaltenen Feuchtigkeit hervorgerufen. Gegen Verstaubung und Yor
schmutzung kann man die Gewichte zwar auch nicht vollstandig aber doch 
in einem sohI' hohen Grade schtitzen, wenn man alles, was mit den Gewichten 
in Beriihrung kommt (Etui, Pincetten und Zangen, Schalen) rein nnd 
sauber halt. (Namentlich ist es verpont, Gewichte mit den nackten Fingern 
anzufassen, denn letztere sind im normalen Zustand immer ein wenig fettig.) 
Doch sollten Gewichte auch nicht Stell en zur Ablagerung von Schmutz und 
Staub enthultcn, wie solche nicht selten dllrch Einschl'aubungen verschiedenel' 
Teile in einander und die meist eingeschlag'ene SoUgewichtsangabe entstehen. 

Hin8ichtlich del' Zunahme del' Gewichte an Masse durch aussel'e 
chemische Einfliisse, kann ich aus dem reichen Schatze an Erfahrungen, 
welche auf der Kaiserlichen Nol'mal-Aichungs-Kommission gemacht sind, eine 
Reihe von Zahlen mitteilen, welche zu wichtigen Ergebnissen tiber die 
Art dieser Zunahme gefiihl't haben.*) Die Untersuchungen der genannten 
BehOrde haben sich auf Eisen-, Messing- und Platingewichte erstl'eckt. 

Naturgemass stellten sich die Yerhaltnisse bei Eisengewichten am 
ungtinstigstcn. 

Eisengewichte ails sogenannten Sandgnss zu 50 kg bis 1 kg zeigten im 

*) Die Herstcllung und die wiederkehrende Priifllng del' Hallptnormale und 
Kontrolnormale nach den Festsetzungen der Kaiser!. Normal-Aichungs-Kommission. 
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Mittel aus zelmjahrigen Bcobachtungen als Gewichtszunahme pro Jahr und 
pro 1 kg 

vom August 1873 bis Marz 1879 . 1,4 mg 
" " 1873" Januar 1882 1,3 " 
" Januar 1882 " Februar 1884 0,9 " 
" Februar 1884 " Juni 1886 . 0,4 " 

Eisengewiehte aus sogenanntem Masseguss fiihrten zu noeh viel erheblichel'll 
Betragen. Ueberhaupt abel' trat die eigenartige Erscheinung zu Tage, dass 
diese Gewiehtzunahme nicht, wie man erwarten sollte, von del' Grosse del' 
Oberflache del' betreffenden Stucke abhing, sondel'll von deren Masse 
bedingt war. 1st also diese Zunahme durch Oxydation entst.anden, so muss 
letztere die gan z e Masse ergriffen haben. Da Oxydirung durch einmal 
eingeschlossene Luft eine Gewichtsvermehrung nicht hervorbringen kann, 
mussen wir annehmen, dass Eisengewichte mit vielen von innen nach 
aussen fiihrenden Canalen versehen sind, welche ein stetes Nachdringen 
ausserer Luft vermitteln. 

Bei Messinggewichten hangt die Substanzanderung von del' Hanfig
keit ihres Gebrauehs abo Stark in Anspruch genommene Gewichte zeigen 
eine Substanzverringerung, massig beanspruchte halten sich ziemlich 
constant, wenig benutzte lassen cine Gewichtsvermehrung erkennen. Als 
Beleg fiir die letztere mogen folgende Zahlen dienen. 

----
Gewichtszunahme in 10 Jahren 

Gewicht von vergoldeten Messinggewichten, die nul' 
sehr selten und mit del' griissten Sorgfalt in 

Gebrauch genommen waren 

20 kg 16 mg, also fiir jedes Kilogramm 0,8 mg 
10 

" 5 
" " " " " 0,5 " 

5 
" 

2 
" " " " " 0,4 " 

2 
" 

1 
" " " " " 0,5 " 

1 
" 0,5 

" " " " " 
0,5 

" 500 g 0,3 
" " " " " 0,6 " 

200 " 0,1 
" " " " " 0,5 " 

100 " , 0,1 
" " " " " 

1 
" 50 " 0,1 

" " " " " 
2 

" 20 " 0,1 
" " " " " 

5 
" 

10 " 0,07 " " " " " 
7 

" 
5 " 0,02 " " " " " 

4 
" 

2 " 0,02 " " " " " 
10 

" 
1 " 0,01 

" " " " " 
10 

" 
Ans dem Umstand, dass die Zahlen, welche die Gewiehtsvermehrung 

berechnet, fUr 1 kg von 200 g abwarts steigen, darf man nicht den Schluss 
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ziehen, dass die Oxydation hier von der Obedliiche, nicht von der Masse 
abhiingt, denn die Unsicherheit dieser Zahlen steigt nitch unten hin ausser
ordentlich. Die relativ grosse Uebereillstimmung der entsprechenden Zahlen 
fUr die Gewichte von 20 kg bis 0,5 g zeigt vielmehr, dass wir es auch hier 
mit einem die ganze Masse betreft'enden Vorgang zu tun haben. 

Wir miissen daraus schliessen, dass auch Messinggewichte, selbst wenn 
sie vergoldet sind, sich in ihrer ganzen Masse im Laufe der Zeit oxydiren, 
aber die Oxydation ist hier viel geringer, als bei Eisengewichten uud kann 
durch die Abnutzung iiberboten werden. 

Bei Platingewichten im Betrage von 500 mg bis 1 mg haben Ge
wichtszunahmen mit Sicherheit nicht coustatirt werden konnen; fand sich 
eine Gewichtsveriinderung, so zeigte sie sich in einem durch Abnutzung 
bewirkten Substanzverlust. 

Fiir grossere Platingewichte im Betrage von 1 kg .hat Lowen her z eine 
eingehende Erorterung *) ausgefiihrt, indem er die Ergebnisse von zu sehr 
verschiedenen Zeiten ausgefiihrten Vergleichungen einer Reihe bekannter, 
verschiedenen Forschern und Instituten gehOriger Platinkilogramme einer 
Discussion unterzog. Das Resultat ist, dass wir einstweilen noch keinen 
Grund haben, bei sorgfiiltig behandelten Platingewichten Massenvermehrungen 
anzunehmen, doch sind selbstverstandlich Massenverringerungen durch Ab
nutzung nicht ausgeschlossen. 

Bergkrystallgewichte scheinen am dauerhaftesten zu sein, aber bei 
ihrer Benutzung ist, wie wir spateI' sehen werden, grosse Vorsicht zu iiben. 

Ueber Gewichte aus Aluminium liegen ausreichende Erfahrungen noch 
nicht vor, doch wird dieses Metall vorliiufig nur bei Gewichten geringer 
Massenbetriige angewendet, wo andere Metalle zu unansehnliche und darum 
schwer zu handhabende Stiicke liefern wiirden. 

Gewichte mit Hochglanzpolitnr scheinen constanter zu sein als matt 
polirte. 

Von Gewichten, welche mit einem besondern Ueberzug aus nicht oxy
direndem Metall versehen sind, hat man friiher am meisten die vergoldeten 
benutzt. Jetzt, da die Technik del' Galvanoplastik zu hoher Ausbildung 
gelangt ist, platinirt und vernickelt man auch Gewichte. Neuere Erfahrungen 
scheinen ein wenig zu Gunsten mit einem Nicl,eliiberzug versehener Ge
wichte zu sprechen. 

Es kommt nicht selten vor, dass die Gewichte von ihrer galvano
plastischen Behandlung her noch an einzelnen Stell en (namentlich in Poren) 
etwas von der elektrolytischen Fliissigkeit zUrUckbehalten; darum ist es 
gut, Gewichte vor ihrer Bestimmung sorgfaltig auszukochen. Freilich darf 
man dieselben dann wahrscheinlich einige Zeit hindurch nicht gebrauchen, 
bis auf ihrer Oberflache sich die fiir sie normale Menge tuft condensirt hat. 

*) :1iletronomische Beitrage, herausgegeben von W. Foerster, No.2: UeberVer
anderlichkeit der Platin - Gewichtstiicken. 
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Noch ist besonders der Ueberzug hin und wieder auf seine Dauerhaf
tigkeit zu controliren, denn es geschieht nicht selten, dass del'selbe nicM 
gut haftet und an einzelnen Stellen abbUittert. 

Es kommen nun bei der Frage nach der Constanz eines Gewichtstlickes 
zwei Umstande in Betracht; erstens del' Grad del' Widerstandsfahigkeit del' 
Substanz desselben gegen aussere Einfllisse, zweitens die Dichtigkeit des
selben. In letzterer Beziehung handelt es sich nicht etwa urn die Dichtig
keit del' betrefl'enden Substanz als solche, sondern urn die des aus derselben 
hergestellten Gewichts, mit andel'll Worten: urn die Porositat des letztel'll. 
Je poroser ein Gewichtstlick ist, urn so starkeren Oxydationen kann das
selbe unterliegen, und so bietet das wirkliche Volumen eines Gewichts, ver
glichen mit dem Volumen, welches es eigentlich nach del' Dichtigkeit seiner 
Substanz einnehmen mlisse, ein gewisses Kriterium fUr die Constanz des
selben. Freilich ist dieses Kriterium kein besonders zuverlassiges, denn es 
kommt nicht sowohl darauf an, dass das Gewicht gar keine Hohlungen ent
halt, als vielmehr darauf, dass dasselbe nicht von Canalen durchsetzt ist. 
Immerhin kann man bei Gewichten, welche grosseres Volumen zeigen, als 
der Dichtigkeit ihrer Substanz entspricht, auch auf starkere Veranderungen 
gefasst sein. Bei guten, nicht porosen Gewichten sind die Veranderungen 
auf die Oberflache beschrankt, und wenn sich auf derselben eine feine Oxyd
haut gebildet hat, kann dieselbe Schutz gegen weitere Aenderungen bieten. 
Es empfiehlt sieh deshalb nich timmer, Gewichte, etwa zur Befreiung von Staub, 
abzuwischen; am besten tut man wol, ein Gewicht nach seiner Bestimmung 
uuter einer auf del' Unterlage dicht aufsitzenden Glasglocke zu bewahren 
und an demselben weiterhin keine Manipulationen vorzunehmen, die nicht 
dureh die Benutzung zur Wagung selbst bedingt sind. 

Endlich ist noeh hervorzuheben, dass alte Gewichtstiieke mehr Gewahr 
fUr weitere Constanz bieten als frisch gegossene, weil bei ihnen del' Oxy
datiollsprocess schon zu einem gewissen Abschluss gekommen sein kann, 
wahrend er bei dies en erst beginnt, und wie die angefUhrten Erfahrungen 
del' Kaiserlichen Normal-Aichungs-Kommission dartun, geht die Oxydation 
im Beginn am heftigsten VOl' sich. 

Jedenfalls darf man sich bei einer einmaligen Bestimmung eines 
Gewichtsatzes nicht beruhigen, es ist vielmehr notwendig, diese Bestimmung 
von Zeit zu Zeit zu wiederholen. Dabei wird oft schon die Wiederholung 
del' Ausgleichung des Satzes in sich einen genligenden Aufschluss libel' 
vorgefallene Veranderungen in einzelnen Stlicken gewahren. Flihrt diese 
Ausgleichung zu an del' n Resultatcn fiir die innel'll Fehlel' del' einzelnell 
Stlicke als die voraufgegangene, 80 ist man sichel', dass Veranderungen 
wirklich eingetreten sind und muss anch einen neuen Anschlnss an das 
Normalgewicht machen. Fallen die neuen Ergebnisse mit den fl'iihern 
zusammen, so hat man, wenn auch kein sicheres abel' doch ein nicht von 
del' Hand zu weisendes Indicium fUr die Constanz des Satzes. Die Ver
anderlichkeit odeI' Unvel'anderlichkeit des NOl'malgewichts kann man freilich 
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nicht selbst controliren, Platin- und Bergkrystallgewichte dUrfen, soweit 
unsere jetzige Kenntnis von deu einschHigigen Verhaltnissen reicht, flir 
sehr lange Jahre als constant augesehen werden, wegen anderer Gewichte 
muss man sich au die Art. 24 namhaft gemachten Institute und Behorden 
wenden. 

108. Porositat, Ein:fl.uss auf die Reduction der Wagungen. Eine 
zweite Bedingung, die an Gewichte zu stellen ist, kniipft sich an die Art, 
wie wir Massenbestimmungen ausfiihren. Solche Bestimmungen beruhell 
immer auf Wiigullgeu in der Luft oder einem andern Medium, dabei kommt 
der mit Druck und Temperatur variirende Auftrieb dieses Mediums als ein 
Teil der ganzen bei der Wagung in Wirkung tretenden bewegenden Kraft. 
Dieser Auftrieb kann aber nur angegeben werden, wenn das Volumen des 
Gewichts bekannt ist. AlIe bessern Volumbestimmungen nun beziehen sich 
lediglich auf das aussere Volumen, und sie reichen auch vollstandig aus, so
bald das Gewicht so dicbt ist, dass eine Communication seines Innern mit der 
AUllsenwelt nicht vorhanden ist. Sobald jedoch ein Stiick Poren und 
Cauale besitzt, durch welche zum Beispiel, die Luft in seiu Iuneres hiueiu
dringeu kauu, kommt nicht mehr das V olumen iu Frage, welches wir 
messen, sondern eiu anderes (kleineres), welches genau zu bestimmen uus gauz 
unmoglich ist. Alsdaun sind wir nicht mehr im Stande, den Auftrieb genau 
zu berechnen, und der Uebergang von den bewegenden Kraften zu den 
Massen lasst sich nicbt streng ausfiihren. Also auch in dieser Beziehung 
spielt Porositat eine verhanguisvolle Rolle, die Porositat Hisst sich nicht 
ganz vermeiden, was aber vermieden werden kann, das ist durch den 
Coustructeur selbst verschuldete Verbindungen des Innern mit del' aussern 
Luft, wie sie bei Gewichten mit eingeschraubten Stiicken und mit sogenannten 
Pfropfen von vornherein vorhanden sind oder mit der Zeit entstehen. Vor 
solchen Gewicbten mit als Pfropfen oder durch Verschraubung eingesetzten 
Stiicken (namentlich haufig begegnet man Gewichten mit eingescbraubten 
Kopfen) muss sehr gewarnt werden. 

XVII. Hinrivhtung und Theorie der Waage. 
Die einfachste und weitaus der grossten Genauigkeit fahige Methode 

del' Massenvergleicbung ist die auf del' Benutzung del' bewegenden Schwer
kraft del' Erde basirte. Wir verstehen unter Wag2tng eines Korpers immer 
die Bestimmung del' Masse desselben durch Vergleichung der bewegenden 
Kraft, die die Erde auf diesen Korper ausiibt mit der, welche ein anderer 
Korper von bekanntel' Masse unter denselben oder verscbiedeneu abel' genau 
angebbaren Verhaltnissen erleidet. Dass noch sehr viele andere Methoden 
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zu Massenbestimmungen erdacht werden konnen ist selbstverstandlich, aber 
diese haben bei dem jetzigen Stand unseres Wissens und unserer. Technik 
wenig theoretisches und noch weniger praktiscbes Interesse, ihre Erwahnung 
darf unterbleiben. 

Zur Ausfiihrung von Wagungen dient die Waage, das ist ein staITer 
Hebel, der sich um eine festgemachte oder fest aufgelegte Axe drehen 
kann. Die zu vergleichenden Korper werden an die Arme des Hebels 
gehangt. Der Hebel bildet den Balken, die Aufhangevorrichtung das Ge/tange 
der Waage. Das Verhaltnis der Massen der Korper wird aus dem Ver
haltnis ihrer Einwirlmngen auf die Hebelarme unter dem Einfluss der 
bewegenden Kraft der Erde erschlossen. Es bestehen nun diese Ein
wirkungen darin, dass der Balken um seine Axe gedreht wird, daher mussen 
wir vor allen Dingen verlangen, dass die Drehung in vollem Betrage in der 
Waage zum Vorschein kom,mt und nichts von ihr verloren geht, was nicht 
in Rechnung gezogen zu werden vermag. 

Es giebt bekanntlich eine sehr grosse Menge von Waagenconstructionen; 
fur den Physiker fast allein von Interesse ist die einfache Balkenwaage mit 
Gehangen, und mit dieser wollen wir uns zunachst ausschliesslicb be
schaftigen. 

109. Allgemeine Einrichtung der physikalisehen Waage. Eine solche 
Waage besteht aus dcm festen Stativ, dem auf diesem aufruhenden Balken 
und den an den Balken beiderseits gehangten Schalen zur A.ufnahme der 
zu vergleichenden Massen. Der Balken und jedes der Gehiinge kann sich 
um eine Axe drehen; die Drehungssxe des Balkens beisst die Mittelaxe, 
die Axen der Gehange werden als Endaxen bezeichnet. Die Axen sind 
immer aIle drei mit dem Balken fest verbunden. Meist werden diese Axen 
dureh die Kanten von Prismen abgegeben, man nennt sie dann auch cin
fach 8chneiden und unterscheidet sie als Mittelschneide und Endschneiden. 
In andern Fallen wird jede Axe durch eine durch zwei Punlde gebende 
Linie finrt, die Punkte werden dann durch die Spitzen von Kegeln oder 
die tiefsten bezw. Mchsten Stellen von Kugeln, welche in den Balken fest 
eingesetzt sind, gebildet. Die Flachen, auf welch en die Axen bier wie im 
vorigen Pall wabrend der Bewegung aufruhen, oder welcbe auf ibnen auf
rullen, heissen die Pfannen. Die Pfanne der Balkenaxe ist auf dem festen 
Stativ angebracht, die Pfannen der Endaxen befinden sich auf den Gehiingen. 
In der Form unterseheidet man ebene, eylindrische und dachformige Pfannen, 
feine Waagen besitzen wol nur ebene Pfannen. 

Ferner benutzt man auch wie bei Pendeln Fedem, urn Balken und 
Gehangen Schwingungsbewegnngen zu gestatten, oder man macht Balken 
und Gehiinge urn Drahte drehbar. Besondere Pfannen sind dann nicht vor
handen. Wie aber auch die Bewegungen ermoglicht sein mogen, die Ab
sicht ist immer die, Balken und Gehange jedes fUr sich urn eine feste Axe 
und frei drehbar zu machen. 
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Die Drehbarkeit der Gehange hat keinen Zweck, der mit der Massen
vergleichung unmittelbar in Beziehung stan de , sie solI nur bewirken, dass 
die Gehange sammt deren Belastungen sich jederzeit der Bewegung des 
Balkens ohne Widerstand anpassen, und das geschieht eben, wenn die Ge
hange sich so drehen Mnnen, dass ihre Schwerpunkte (mit oder ohne Be
lastung) stets vertical unter ihrer Verbindungsstelle mit dem Balken bleiben. 

1m Gegensatz dazu vermittelt die Drehung des B alkens g'eradezu die 
Massenvergleichung, denn es ist klar, dass jedesmal der Arm des Balkens 
sich nach unten senken wird, welcher starker belastet ist, und dass dieser 
Arm urn so weiter nach unten geht, je mehr er im Verhaltnis zum andern 
Arm zu tragen hat. 

Die Lage, welehe der Balken bei einer bestimmten Belastung seiner 
reehten und linken Schale zuletzt einnimmt, ist seine Gleichgewichtslage; 
der Winkel, den der Balken in diesel' Lage gegen irgend eine feste 
Ebene (etwa die Horizontalebene) bildet, kann zur Fixirung dieser Lage 
dienen. Aendert man die Belastung auf einer Schale durch ein Zulage
gewicht, so andert sieh auch der bezeichnete Winkel; den Betrag dieser 
WinkeHi,nderung nennen wir den Ausschlag der Waage fiir die betreft'ende 
Gewiehtszulage. 

Die Ausschlage werden gewohnlieh nicht an dem Balken selbst, sondern 
an einem mit diesem verbundenen, zu ihm senkrechten (oder sonst wie ge
neigten) Zeiger abgelesen. In der gangbarsten Einriehtung weist dieser 
Zeiger auf eine festgelegte (mit dem Stativ verbundene) Scale, die, streng 
genommen, aus einem geteilten Bogen bestehen sonte, dessen Mittelpunkt 
in der Drehungsaxe des Balkens liegen miisste, die aber oft gerade ge
bildet ist. 

Neuerdings hat man jedoeh bei besonders feinen Waagen zur Be
stimmung der Drehungen des Waagebalkens die Poggendorff-Gauss'sche 
Methode del' Ablesung mit Spiegel und Scale eingefiihrt. Mit dem Balkan 
ist in Richtung del' Balkenaxe ein kleiner Spiegel fest verbunden, iiber dem
selben, aber ganz ohne Zusammenhang mit den schwingenden Teilen del' 
Waage, steht ein anderer Spiegel gegen ihn um 45° geneigt, odeI' ein recht
winkliges, gleichschenkliges Glasprisma, dessen eine Kathetenflache ihm 
parallel lauft. Gegeniiber dem festen Spiegel odeI' dem Prism a befindet 
sieh eine horizontal verlaufende mit vertical gerichteten Teilmarken versehene 
Scale aufgestellt. Sendet die Scale Licht aus, welches auf den festen 
Spiegel odeI' die Hypotenusenflache des Prisma unter nahezu 45° fallt, so 
wird dieses Licht auf den mit dem Balken verbundenen Spiegel geworfen, 
von diesem fast reehtwinklig reflectirt, gelangt es wieder zum festen Spiegel 
odeI' der Hypotenusenflache des Prisma, und wird von da zuriick nach der 
Scale bin und ein wenig unterhalb oder oberhalb derselben geworfen. 
Bringt man also in Richtung dieser so zuriicl{kommenden Strahlen ein Fern
rohr an, so kann man sie bei gehoriger Einstellung desselben zu einem 
beobaehtbal'en Bilde der Scale wieder vereinigen. 

Weinstein, Lehrbuch II. 24 
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Dieses Bild giebt die Abbildung des virtueHen Bildes der Scale in dem 
mit dem Balken verbundenen Spiegel. 

Dreht sich jetzt der Balkenspiegel um die Balkenaxe, so iindert er seine 
N eigung Zll dem festen Spiegel oder dem Prisma und eine einfache Construction 
lehrt, dass das in dem beweglichen Spiegel virtuell entstehende und mittelst 
des Fernrohrs beobaehtete Bild der Scale so sich bewegt, als ob es sieh 
seinerseits um eine Axe drehte, welche senkrecht zur Balkenaxe, also auch 
senkrecht zu der Fernrohraxe steM. Man sieht also im Fernrohr das Bild 
durch das Gesichtsfeld ziehen, und wenn man in der Bildebene des Objectivs 
irgend einen quer zum Scalenbild stehenden Index, etwa einen ausgespannten 
Faden hat, kann man den Betrag der Bewegung bestimmen. 

Auf das genauere dieser bequemsten und pracisesten Methode zur Be
stimmung kleiner Winkelbewegungen, sowie auf die Vorsichtsmaassregeln 
bei der Einrichtung wird spater eingegangen werden. 

Nicht eigentlich zur Waage als solcher gehorig, aber fUr Conservirung 
der Waage und auch fiir genaues Arbeiten derselben unumgiinglich sind 
die sogenannten ArretiTungsvon'ichtungen. Man zahlt im allgemeinsten Fall 
bei solchen Vorrichtungen eine Arretirung fUr den Balken, eine fiir die 
Gehiinge und eine besondere noch fiir die Schalen. Es sind nicht aHe drei 
nach denselben Gesichtspunkten und auch nicht mit gleicher Pracision her
zustellen; die grosste Sorgfalt ist del' Balkenarretirung zuzuwenden, die 
geringste bedarf wol die Schalenarretirung. Naturgemiiss werden nur 
Waagen mit abhebbaren Balken und selbstiindigen Gehiingen Balken- und 
Gehangearretirung erhalten. Es werden also solche Arretirungen bei 
Waagen, die um Federn oder Driihte schwingen, fehlen. Wir sprechen 
deshalb im Folgenden von Waagen, deren Axen durch Schneiden dargestellt 
werden, wenn auch die Schneiden nicht ganz korperlich sein, sondern sieh 
als Linien durch Kegelspitzen oder Kugelpunkte zeigen solIten. 

Die Arretirungsvorriehtung fiir den B al ken besteht im wesentlichen 
aus 2 Armen, die bei der Arretirung den Balken beiderseits von unten 
fassen, so dass er auf ihnen zu ruhen kommt; sei es, dass sie dabei selbst hoch
gehoben werden oder dass sie um mit dem Stativ verbundene Gelenke ge
dreht werden. Es ist dabei nieht notig, dass der Balken von den Armen 
ganz von seiner Pfanne abgehoben wird; es kann die Construction auch so 
bewerkstelligt sein, dass, wenn der Balken, auf den Arretirungsarmen 
ruM, seine Axe auch gerade noeh auf der Pfanne aufsitzt. W 0 aber, me 
es aus vielen Griinden wiinschenswert erscheint und gerade bei sehr feinen 
Waagen geschieht, mit dem Arretiren des Balkens noch ein Abheben von 
der Pfanne verbunden ist, muss die Einrichtung so getroffen sein, dass der 
Balken beim W iederloslassen der Waage immer in derselben Weise sieh 
auf die Pfanne aufsetzt. Dazu ist zuniiehst notwendig, dass die Arretirungs
vorrichtung dem Balken beim Heben uud Senlren nur nach einer Richtung 
Bewegung gestattet, am besten naeh der senkrecht zur Pfanne hin. Ferner 
solI wahrend der Arretirung jeder seitliche Stoss auf den Balken ver-
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mieden sein; in der Tat wird ja der Balken gegen die Arme wiihrend ihres 
Emporhebens, ehe sie in die Hohe der Balkp.naxe gelangt sind, indem er 
sich noch in Bewegung befindet, abwechselnd stossen miissen. Die Forderung 
besteht aber darin, dass die einzelnen Stosse den Balken nicht in seiner 
eigenen Richtung fortschieben. Zur ganzen oder teilweisen Erfiillung dieser 
Forderung sind eine ziemliche Anzahl von Einrichtungen fur die Arretirung 
erdacht worden; die beste Arretirung ist wol die von Men del ej e ff vor
geschlagene und schon mehrfach zur Allwendung gekommene. *) Die 
Arretirung wird hier durch zwei Arme bewirkt, die sich um ein Gelenk be
wegen, dessen Axe auf dem Stativ in der Verliingerung der Balkenaxe sich 
befindet. Die Arme drehen sich so um dieselbe Richtung wie der Balken, 
die Kreise, die ihre Punkte beschreiben, sind concentrisch mit den Kreisen, 
in welchen sich Balkenpunkte wahrelld der Schwingung des Balkens be
wegen und jeder Stoss eines Arms gegen eine SteUe des Balkens treibt 
diese immer nur in die Bahn, in welcher sie sich auch so bewegt, also 
ni ch t in Richtung des Balkens. Aber auch der Experimentirende kann 
einiges tun, solche seitliche Stosse zu vermeiden, und zwar, indem er die 
Arretirungsvorrichtung nur sehr langsam, und namentlich erst, wenn die 
Schwingungen des Balkens schon gehorig abgenommen haben, ins Spiel 
setzt. Von besonderem Vorteil ist auch, wenn die Arme in dem Moment 
angehoben werden, wo der Balken durch seine horizontale Lage durchgeht, 
denn in dieser Lage treffen beide Arme den Balken nahezu gleichzeitig 
und stossen ihn nach entgegengesetzten Richtungen; schwingt die Waage 
langsam genug, so darf das Anheben der Arme dabei rasch geschehen. 
Beim Loslassen der Waage ist jedes Aufstossen der Schneide gegen die 
Pfanne auf das sorgfiiltigste zu vermeiden, das Loslassen muss also immer 
langsam und ohne Ruck vor sich gehen. 

Auch die Gehange bekommen oft Arretirungen, welche die Pfannen 
derselben von den auf dem Balken aufsitzenden Schneiden abzuheben ge
statten, hauptsachlich, um diese Schneiden gegen Verletzungen zu schiitzen, 
die sie sonst erleiden k6nnen, wenn auf den Schalen Massen zur Abnahme 
oder zur Auflage oder Versetzung gelangen. Sind die Pfannen eben, so 
kommt es wenigstens fUr das Wagungsresultat nicht besonders darauf an, 
ob sie auf die Schneiden in Richtung des Balkens immer in derselben Linie 
aufgesetzt werden, wenn sie sich nur nicht que r zum Balken verschieben. 
Bei dachformigen oder cylindrischen Pfannen wiirde sich jedes abweichende 
Aufsetzen der Pfannen auf die Schneiden von selbst corrigiren, indem die 
Pfanne auf der betreffenden Schneide so lange rutschen miisste, bis die 
Schneide die Pfanne in deren hOchster Linie beriihrt. Aber mit dieser Selbst
correction ist ein allmiihliches Abschleifen der Schneiden notwendig verbunden 
und auch darum sind solche Pfannen bei guten Waagen nicht gebrauchlich. 

*) Liiwenherz im Bericht libel' die wissenschaftlichen Apparate auf del' Londoner 
Ausstellung von 1876. Deutsche Ausgabe S. 248 ff. 
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Endlich vcrsieht man manchmal auch noeh die Schalen mit einer 
Arretirung, die meist in der einfachsten Weise durch andriickende Pinsel 
oder hochzuhebende Teller, durch, welche die Schalen in der Ruhelage ge
stiitzt werden, construirt sind. Die Hauptabsicht ist dabei, die mit dem 
Auf- und Umsetzen der zu vergleichenden Massen verbundenen Stosse und 
Bewegungsantriebe aufzuhalten und das Oentriren dieser Massen zu er
leichtern. Man benutzt diese Arretirung auch, um etwaige Eigenbewegungen 
der Gehange zu dampfen, indem man sie nach Loslassen der Waage an
hebt, senkt, wieder anhebt, .. , bis die Hemmungen, die sie nacheinander 
den Schalen bereitet haben, dieselben zur Ruhe gebracht haben. 

Natiirlich ist eine Hauptaufgabe der einzelnen Arretirungen die Waage, 
namentlich die Schneiden und Pfannen zu conserviren. Wie aber diese 
Arretirungen im Einzelnen construirt sind, das zu beschreiben ist hier nicht 
der Ort; es genugt hervorzuheben, dass die Einrichtungen immer so ge
troffen sind, dass alle Manipulationen, die das Loslassen und Hemmen des 
Balkens, der Gehii.nge und der Schalen bezwecken, ausserhalb der Waage 
meist mit Hille desselben Knopfs ausgefiihrt werden. 

Es ist viel dariiber gestritten worden, in welcher Reihenfolge das 
Arretiren und Loslassen der einzelnen Teile der Waage am besten zu ge
schehen habe, aber es scheint nicht, als ob sich die Meinungen dariiber 
schon vollstandig geklart haben, welche Reihenfolge fUr die Oonservirung 
der Schneiden die vorteilhafteste ist. Demgemass findet man, dass bald 
der Balken, bald die Gehii.nge zuerst arretirt und zuletzt freigelassen werden. 
Fur die Wagungen selbst ist die Reihenfolge wol ziemlich gleichgiltig; 
unruhig sind die ersten Schwingungen immer, ob das Aufsetzen bei den 
Gehangen oder dem Balken zuerst vorgenommen wird. 

Zum Schutz gegen Verstaubung der einzelnen Waagenteile und, urn 
wahrend der Wagung alle durch Bewegullg des Beobachters oder sonst wie 
im Beobachtungsraum entstehenden Luftstromungen abzuhalten, ist eine 
gute Waage von einem Gehause umgeben, welches nur wahrend der Mani
pulationen an der Waage selbst geoffnet wird, sonst stets geschlossen zu 
halten ist. 

Viele andere Einrichtungen, die an Waagen noch angebracht werden, 
werden im Laufe der Discussion noch Erwahnung find en. 

Die Praxis muss eine Menge besonderer Anforderungen an die Oon
struction einer Waage stellen, die sich auf Einfachheit der Berechnung, 
Oonstanz der Angaben fiir gleiche Gewichtsdifferenzen, gebOrige Empfind
lichkeit, Raschheit der Bewegungen u. s. f. beziehen und die am besten sich 
an einer Theorie der Waage klarJegen lassen. 

110. Allgemeine Differentialgleichungen fUr die Bewegung und das 
Gleichgewicht einer Waage. Es seien, bezogen auf ein im Raume festes 
Ooordinatensystem, die Ooordinaten irgend eines Punktes des Balkens x, g, ~, 
die von einem Punkt des einen Gehanges (oder eines mit dies em ver
bundenen Korpers) x', '/I', ~', die von einem des andern Gehii.nges (oder des 
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mit dies em verbundenen Korpers) x", y", ii. Dann ist nach dem D'Alem
bert'schen Plineip 

"" {(d2
X ) (d2y ) ~ (d2

Z )} ~ dt2 - X ax + dt2 - Y oy + dt2 - Z az = o. 

X, Y, Z sind die Componenten der die Wage sammt allen zugehorigen 
'feilen (z. B. die allfgelegten Korper) angreifenden Krafte; ax, oy, az sind 
virtuelle Verriiekungen, und die Summe erstreekt sieh auf aIle iiberhaupt in 
Bewegung befindlichen Teile. 

Wir Mnnen die Summe in drei Teile zerlegen, einen Teil, der sieh 
allein auf den Balken bezieht, und zwei Teile, die den Gehangen sammt 
den auf diese gelegten Gewiehten angehOren. N ennen wir die virtu ellen 
Verriiekungen fiir den ersten Teil ox, oy, az, fiir die beiden andern Teile 
ax', oy', oz', bezw. ax", oy", Olii" und symbolisiren die zugehorigen Summationen 
purch S, S' S", so haben wir also 

S {( ~:~ - X) ox + (~~ - Y) oy + (~:~ - z) oz} 
S' f( d2x' ) ( d2y' ) ( d2z' )} + 1 df2- X ox' + dt2 - Y oy' + dt2 - Z oz' 

S"{(d2X" ) (d2y" ) (d2z" )} + !ifF -x ox"+ dt2 - Y oy"+ dt2 - Z oz" =0. 

Wir nehmen an, dass del' Balken, sowie die Gehiinge, aus nieht compri
mirbarem Material hergestellt sind. Die virtuellen Verriickungen bestehen 
dann in Drehungen um Axen und zugleich in Translationen. 

Wir fflhren ein neues Coordinatensystem ~, YJ, , ein, welches mit dem 
Balken fest verb un den ist, und nennen xo, Yo, Zo die Coordinaten des Anfangs
punktes, aI' a2, a3, ~1' ~2' ~3' 11, 12, 13 die Richtllngscosinus dieses Systems 
(Seite 114), dann ist allgemein 

ox = oXo + a1 o~ + a20YJ + a30' + ~oa1 + 'Yjaa2 + 'oa3, 
oy = 0Yo + ~1 o~ + ~2 oYJ + ~3 A' + e 1l~1 + 'Yj 0~2 + , 0~3' 
OZ = oZo + "( 1 o~ + 12 oYJ + I all' + ~ Ilj 1 + 'Yj OJ 2 +, OJ 3 . 

Fiir Punkte des Balkens sind e, YJ, , unveranderlich; hier haben wir 
also oe = IlYJ = A' = 0 und 

ax = oXo + ~oa1 + 'Yjoa2 + 'oag , 

By = 6yo + eO~l + YJoP2 + 'O~g, 
az = oZo + ~Oj1 + YJo'12 + ~Oj3' 

Fiir Punkte der Gehiinge aber konnen auch die ~, 'Yj, ~ variiren. Be
nutzen wir jetzt neue Coordinatensysteme (~', 'Yj', ") und (~", 'Yj", '''), von 
denen das erste mit dem einen, das zweite mit dem andern Gehange fest 
verbunden ist und bezeichnen die Coordinaten von deren Anfangspunkten 
im System ~, YJ, ~ mit ~1l YJ1, '1' bezw. e2, 'Yj2, '2 und die Richtungscosinus 
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ihrer Axen gegen die Axen der e, lj, 'mit A~, A;, A;; !,-~, r/2' I).~;.V~, v; 
v~ bezw. A~, A;, A~; !,-~, !'-;, [L~; v~, v~, 'I;', so haben wir, weil fUr die Ge
hange e', lj', "; e", 7{', '" invariabel sind, 

ae = ae1 + e'aA~ + lj'oA; + ~'oA~ bezw. = ae2 + E"aA~ + Yj"OA; + ~1I0A~ 

01j= aljl + e'a!,-~ + Yj'O[L;+ ~'o!'-~ bezw. = Olj2+ e"o!,-~+ ljIlO!,-;+ '''o!'-~ 
0' = 0~1 + E'ov1 + lj'OV; + "ov~ bezw. = 0~2 + e"ovr + lj"a'l~ + ~"ov~. 

Also wird fiir eines der Gehiinge beispielsweise 

ax = axo + (.(1 oEl + (.(2 Olj1 + (.(a 0'1 + e 0(.(1 + Yj 0(.(2 + ~ o(.(a + E'( (.(1 OA~ 
+ (.(2B!,-~ + (.(aov~) + lj'((.(l 01.;+ (.(2 0!'-;+ (.(~ov~) +"((.(1 01.;+ (.(2 0!'-;+ (.(a0'l;). 

Vertauschen wir die (.( mit den ~ bezw. " so bekommen wir ay bezw. 
oz. Versehen wir die E', lj', ~', A~, .•. , 'I; mit noch einem Accent und er
setzen el, lj1, '1 durch E2, 1]2, '2, so resultiren die entsprechenden Variationen 
fiir das zweite Gehiinge. 

In den folgenden Rechllungen werden wir uns einer Anzahl von Glei
chungssystemen zu bedienen haben, die ich hier zusammenstelle. 

Sind PI' P2, Pa; ql, q2' qa; r1, r2, ra die 9 Richtungscosinus irgend eines 
orthogonalen Coordinatensystems in Bezug auf ein anderes orthogonales 
System, in der Bedeutung genommen, die den Richtungscosinus (.(1' (.(2' (.(a; 
~l> ~2' ~a; 'I, '2, ,a zugeschrieben wurde (Seite 114), so hat man 

PI2+P22+Pa2=1 Plql+P2q2+P3qa=O Pl~+q12+1't2=1 PIP2+qlq2+rl1"2 =0 
Yj) qI2+q2~+q32=1 Plrl +P2r2+Pa1·a=0 P22+Q22+1"22=1 PIPa+Qlqa+rlra =0 

1"12+1"22+r32=1 Qlrl +Q21"2+Qa1"3=0 Pa2+Qs2+ra2=1 P2P3+Q2Qa+1"2ra=O 

Pl=Q2rg-Qgr2 Ql=r2Pa-1"aP2 rl P2Qa-PaQ2 
P2=Qarl-Q1ra Q2=1"aPl-1"lP3 r2 PaQl-PlQa 
Pa=Qlr2-Q21\ Qa=r1P2-r2PI 1"a PIQ2-P2Ql 

Nennen wir die Richtungscosinus der Axensysteme (e', lj', "); ce", 1]", '") 

in Bezug auf das Axensystem der x, y, z bezw. (.(~, (.(~, (.(;; ~~, ~;, ~;; .(~, 
,;, I;; (.(~, 0:;, (.(~; ~~, ~;, ~~; ,~, ,;, ,~, so bestehen zwischen diesen 
Grossen und den Richtungscosinus derselben Systeme gegeu das Axensystem 
der e, Yj, , die Gleichungen 

i) 

0(;= 1.;(.(1 + !'-;(.(2 + '1;(.(3 '1.;'= )';'(.(1 + !'-;'(.(2 + '1;'(.(3 
~; = A; ~1 + !'-~ ~2 + 'I; ~3 ~;' = A;'~1 + !'-;'~2 + v;'~a 
,; = A; 11 + !'-; 12 + 'I; 1a ,;' = 1.;"1 + !'-;"2 + '1;"3 

A; = (.(; (.(1 +~; ~1 + .,;11 "A;'= (.(;'(.(1 + ~;'~1 + 1;'11 
!'-; = (.(; (.(2 + ~; ~2 + 1; '2 !,-;'= (.(;'(.(2 + ~;'~2 + ';"2 
vi = (.(; (.(3 + ~; ~3 + ';'a 'I;' = (.(;'(.(a + ~;'~3 + ';"3 

i= 1,2,3 
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1m Ganzen haben wir 9 Translationscomponenten: 3 fiir den Balken, 
je 3 fiir jedes der Gehange und ausserdem 27 Drehungscomponenten. Die 
9 ersten kiinnen alIe von einander ganz unabhangig sein, die 27 andern 
stellen nur 9 unabhiingige virtuelle Variahionen dar, da, wie friiher bemerkt, 
die 9 Richtungswinkel eines Coordinatensystems immer durch 3 andere 
Winkel ausgedriickt werden kiinnen. 

Wir wollen die Ursprungsorte der Coordinatensysteme (~', "'l', ~'), (~", 
"'l", ~") an die Stellen verlegen, wo die Gehange mit dem Balken in Ver
bin dung stehen. Es gehiiren dann diese Ursprungsorte zugleich dem Balken 
und den beziiglichen Gehii.ngen an; demnach stellen El> "'ll' ~1; ~2' "'l2, ~2 
auch Coordinaten von Balkenpunkten dar, und es variiren dieselben nur, 
wenn die Gehange wiihrend der Bewegung auf dem Balken rutschen. 

Der Einfachheit wegen sei zuniichst angenommen, dass Translationcn 
weder bei dem Balken noch bei den Gehii.ngen vorkommen; es ist dann 

~=~=~=~=~=~=~=~=~=Q 
Auch die Drehungen sollen nicht um beliebige Axen geschehen, sondern 

um ganz bestimmte festgelegte; wir kommen durch diese Annahmen den Ver
haltnissen nahe,' die bei den den Physiker interessirenden, zu genauen 
Arbeiten bestimmten Waagen massgebend sind. 

Da wir so 3 mit der Waage festverbundene Linian zur Verfiigung 
haben, konnen wir dieselben zur Orientirung unserer Coordinatensysteme 
benutzen. 

1m System e, "'l, ~ falle die ~Axe mit der Drehnngsaxe des Balkens zu
sammen, die lJAxe gehe ungefiihr in Richtung des Balkens von links nach 
rechts, die ~.!.xe ungefiihr von oben nach unten. Wir kiinnen dann die 
~Axe als Zeiger der Waage ansehen und wollen auch die ~~Ebene als Zeiger
ebene bezeichnen. Da die ~ Axe eine im Raume feste.!.xe sein soU, nehmen 
wir eine durch sie gelegte Verticalebene zur xz Ebene; die zAxe gehe hori
zontal, die x Axe vertical von 0 ben nach unten, die y.!.xe von links nach 
rechts; der Ursprung der x, y, z faUe mit dem der ~, "'l, ~ in der Drehungs
axe zusammen. Wir haben hiernach oag = 0~3 = 0"(3 = O. Fiihren wir also 
die schon bei mehreren Gelegenheiten benutzten Winkel tp, {}, fein, so 
werden hiernach, wie auch unmittelbar einleuchtet, otp und 6\} gleich Null 
sein und aIle 9 Variationen oa1, •• " or3 lassen sich durch die einzige 
Variation of ausdriickeu denn es ist (.!.rt. 59) 

oal = + (cos~ sinfcos& - sin~ cosf) of, 

o~l = + (sin~ sintcos& + cos~ cosf) of, 
0"(1 = - sinfsin &ot 
oa2 = - (costp cosfcos& + sintp sinf) of, 

0~2 = - (sin~ cosfcos& - cos~ sinf) of, 
0"(2 = + cosfsin{}af 

oaa = 0~3 = o'a = O. 
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of ist der Winkel, um welehen die ~~ Axe sieh geg'en die fJ Axe bewegt, 
entsprieht also dem AU8schlag der Waage. 

Die Drehungsaxen der Gehange sollen mit dem Balken und zwar un
verriickbar fest verbnnden sein; die Gehange stehen dann mit dem Balken 
in diesen Axen in Verbindung, und die Axen konnen sowohl als den be
ziigliehen Gehangen, als aueh als dem Balken gehOrig betraehtet werden. 
Wir legen also die ~', r{ "; E", r/" '" so, dass die ,'"I/Axen mit den be
ziiglichen Drehungsaxen zusammenfallen; die r{,rtAxen werden dann un
gefahr in Riehtung des Balkens von links naeh reehts, die ~',~"Axe un
gefahr von oben naeh unten gehen, und da bei der Drehung der Gehange 
die ~/,'"Axen in Bezug auf das System E, "fj, ~ unverriiekt bleiben, haben wir 
jedenfalls IlA~ = OfL~ = OY~ = 0; OA~ = OfL~ = ov~ = 0. Fiihren wir wieder 
Winkel von der Art der f, tjl, {} ein, die sieh aber hier auf das Verhaltnis 
der Axensysteme e', "fj', "; E", "fj", '" nieht zu x, '11, fJ, sondern zu E, "fj, , be
ziehen, und die wir deshalb mit F ', 1>', W; F", 1>", e" bezeiehnen, wahrend 
f', tjl', W; {", tjl", {til die entspreehenden Winkel fiir die Riehtung der E', "fj', ~'; 

E", "fj", ~" in Bezug auf x, '11, fJ bedeuten sollen, so bekommen wir hiernaeh 
die Ausdriieke fiir die OA~, ... , ov~ aus den en fiir die oal""" 0'(3' wenn wir 
in dies en an Stelle der kleinen grosse Buehstaben setzen und diese zudem 
mit einem Accent bezw. zwei Aeeenten versehen. Dabei ist zu bemerken: 
es sollen {t, W, {V' positive Winkel sein, wenn die " ~', '" Axen in ihrer 
Richtung (genommen von hinten naeh vorn) ii b er einer dureh ihre Anfangs
punkte geleg·ten Horizontalebene verlaufen, negative, wenn sie unter 
einer solehen Ebene sieh erstrecken. Entsprechend reehnen wir 8', e" als 
positiv, wenn die ~', ~I/Axen, in ihrer Riehtung genommen, libel' durch 
ihre Anfangspunkte gelegten zu der ~"fjEbene parallelen Ebenen verlaufen, 
negativ, wenn sie sieh unter solehen Ebenen erstreeken. Fallt also z. B. 
die' oder " odeI' ~1/ Axe in die xzEbene, so ist tjl = 1800 bezw. 'f" = 1800, 
bezw. 'f'//= 1800 anzusehen, und ahnlieh ist 1>'= 1800 bezw. 1>"= 1800 , wenn 
die ~' bezw. die '''Axe in die e, Ebene zu liegen kommt. Fallen aueh in die
selben bezugliehen Ebenen die e, E' E" Axen, so hat man weiter noeh f = 0, 
f'= 0, f"= 0, F'= 0, F"= 0 zu setzen. 

Unter Zuhilfenahme der Gleichungen ~) in Art. 59 bringen wIT die 
oal , ... , 0'(3 auf die Form 

oa l = - a2 0f, O~l= - ~20f, 0'(1= - '(2 of; 
oa2= + a1 of, il~2= + ~1 of, 0'(2= + '(I of; 
0(1.3= 0, 1l~3= 0, 0'(3= 0. 

Wir haben dann analog 

OA~ = - A; 01''', 

OA;= + A~oF', 
OA~=O, 

OfL~ = - fL;oF' , 

011-;= + l1-~oF', 
Ol1-~=O, 

OY~ = - 'I; BF'; 

0'1;= + y~oF'; 
lly~=O. 
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somit 
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OA~'= - A~(lF", op.~= - p.~oF", ov~= - v~oF"; 

OA~= + A~oF", op.~= + p.~oF", ov~= + v~oF"; 

OA~= 0, ov~= 0, 
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Die mit of' multiplicirten Glieder geben zufolge der Gleichungen 
unter {}) zusammen C-Ij'(l~- ~'(l;)oF', in den mit of multiplicirten bedeuten 
~, 7], ~ Coordinaten der Gehangepunkte (und der Punkte der auf die Gehange 
gelegten Massen) in Bezug auf das System der ~, 1J,~. Wir haben hiernach 

ax = (7](l1 - ~('.(2) 0(, oy = (1JP1 - ~P2) 0(, OZ = (1JT1- h2) at; 
oX'=(1J(l1- ~(l2) of+(1J'(l~ -~'('.(;)oF', oX"=(1J('.(1-~a2)of+(7]"(l~-~"a~)oF", 

oY'=(7]P1- ep2 ) ilf+ (7]'r~ -E'r;) of', oy"= (1JP1-e~2)ilf+(7]"P~-~"P~)ilF", 

OZ' = (7]11- eI2 )ilf+ (1J'I~ -~'I;)ilF'; OZ" = (7]11 -h2) ilf+(1J"I~-e"I~)oF". 

0(, of', of'' stellen drei von einander ganz unabhangige Variationen 
dar, wir bekommen' daher, wenn }; Integrationen fiber alle sich bewegenden 
Teile, S', S" 801che fiber die Gehange, mit den aufgelegten Gewichten 
bebezeichnen 

S' {( ~~' - x) (7]' ('.(~ -~' a;) + (~~~- Y)(7]' P~- e' r;) 

+ (~;' - Z) (1J' I~ -~' I;) } dm' = 0, 

S"{'(d2X" _ X) ( " "_ t" ") + (d2y" _ y) ( "(.1."_ "liP!') dt2 7] a l <; (l2 dt2 7] "1 <; "2 

+ (~1~~- Z) (7]"I~- ~""(~) }dm"= 0. 
~ { (~:~ - X) (7]('.(1 - ~('.(2) + ( ~~ - Y) (7]Pl - ~P2) 

+ (~; -z) (%- elz)}dm= 0. 

Wir haben nun zunachst die Beschleunigungen um die fixen Axen 
del' x, y, £I durch die Winkelbeschleunigungen auszudrficken. 

Es ist fUr Punkte des Balkens x = xo+ e(l1 + 7]('.(2+ ~(l3' also 

und da gem ass den Gleichungen fUr die Variation ell oal' ... , oa3 



378 Theorie des Waage. [110. 

dl1.1 df 
Tt=-fX:l dt ' 

dl1.2 dt 
Tt=+11.1 dt ' 

dl1.s_ 0 dt- , 

ist, bekommen wir 

d2x (df)2 d2f dt2 = - dt ("I}11.2+ e11.1) + dt2 ("I}11.1- EI1.2)· 

Bilden wir die entsprechenden Gleichungen fiir d2y/dt2 und d2s/dt2, 
multipliciren mit den beziiglichen Factoren "l}11.1 - e11.2' T)~l- E~2' T)Il - h2 
und addiren, so erhalten wir fiir Punkte des Balkens unter Beriicksichtigung 
der nach Muster der Gleichungen unter ') zu bildenden Bedingungs
gleichungen, denen die 11.1, .•• , 13 zu geniigen haben, 

d2x d2y d2s 
dt2 CT)11.1- E11.2) + dt2 C"I}~l - e~2) + dt2 C"I}Il- el2) 

= ~:{ (CT)11.1- eI1.2)2+ C"I}~l- e~.il)2 + CT)ll- EI2)2). 

Der Factor von d2f/dt2 giebt aber zufolge derselben Bedingungs
gleichungen E2 + T)2, also wird fiir diese Punkte die betreffende von den 
Beschleunigungen herriihrende Grosse CE2 + T)2)d,2f/dt2. 

FUr einen Punkt des ersten G e han g e s haben wir x = x~ + e' 11.~ + T)' IX; 
+ "11.;, also 

d2x d2x' d2IX' d2IX' d2IX' 
_ - 0 ~, 1 , 2 + t' S 
dt2 - dt2 +.. dt2 + T) dt2 .. dt2 . 

Bierin ist zunachst x~ = Xo + ellXl + T)11X2 + 'lIXS' somit 

d2X~ d21X1 d21X2 d2IXS (df )2 d2f 
dt2 =El dt2 +T)l dt2 +'1 dt~ =- dt (T)11X2+E11X1)+ dt2CT)11X1-ElIX2). 

Ferner bekommen wir aus den Gleichungen unter It) 

dlX'l dA~ dl'-~ dv~ , dlXl , dl1.2 
--at = 11.1(jj+ 1X2dt + I1.s(jj + AIde +I'-ldt' 

d21X~ d2A~ d21'-~ d2v~ (dlXl dA~ dIX2 dl'-~ ) , d211.l , d21X2 
dt2 = 1X1 dt2 + 1X2 dt2 + IXs dt2 + 2 dtTt+ dtdt + Al dt2 +1'-1 dt2 • 

Fiihren wir hierin die Werte der Differentialquotienten der IX und die 
entsprechenden der A ein, so resultirt unter Beachtung der Gleichungen Q 

d2IX' d2 F' (dFI )2 d2f (df )2 
dt; = -IX; dt2 - IX~ at - dt2 CIX2A~ -1X11'-~) - dt C~ 1X1 + p..~ 1X2) 

2 df aF' C A' , ) + dt (if 1X2 2- 1X1iJ.2 • 
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Damit wird 

Die Factoren VOn d2f/dt 2 und (df/dt)2 geben ofl'enbar QC2CE - Ej ) 

- QC j (-I) -lJl)' bezw. QC1 (e - e1) + QC2(lJ -lJl)' beachtet man aber den fiir 
d2x~jdt2 gefundenen Wert, so bekommt man im Ganzen 

Die Werte fiir d2y' /dt2 und d2z'jdt2 resultiren durch Vertauschung der (J. 

mit den entsprechenden ~ bezw. " die fiir d2x" jdt2, ... durch Hinzufugung 
cines zweiten Accents bei den Buchstaben, die schon ein Accent haben. 

Zerlegen wir jetzt, urn die dritte Differentialgleichung zu bilden, das 
Integral in drei Teile, S, S', S", bezogen auf den Balken und die beiden 
Gehange, so bekommen wir fiir die Beschleunigungen: im ersten Teil 

S (~;{) ce2+ lJ2) dm. 1m zweiten Teil S' haben wir die Formeln fiir 

d2x' /dt2, ••• anzuwenden. Multipliciren wir die fiir diese Grossen angegebenen 
Werte mit den Factoren (1)QC1- eQ(2), ClJ~l- e~2)' (1)"'1- e'2) und addiren, so be
kommt d2P' /dt2 den Factor 

lJlJ'(QCl (J.~ + ~1~~ + '1'~) + ee'(QC2QC; + ~2~; + '2';) -lJ'E (QC~ QC2 + p~ ~2 +,~ '2) 
-e'lJ(CX1(J.;+ ~1~;+ II';)' 

das ist nach den Gleichungen i) 

lJlJ'A~ + ee'p.;-1)/ep.~ - blA;. 
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Hierin erstzen wir e, 1) durch ihre Ausdriicke in e', 1)', ~', dann erhalten 
wir zunachst 

Zufolge der Gleichungen unter C) sind aber die Faetoren von 1)'2, ~'2, C', 
gleich v~, -v~, -v;1)'-v~e', und da noch v~e'+v;1)'=C-~I-v~" ist, 
so haben wir zusammen 1)1(1)'A~- e'A;) + el(e'I1-;-·1)'I1-~) + v~(e'2+1)'2) 
- " (v~ e' + v; 1)'). Durch ganz entsprechende Rechnungen findet man die 
Factoren fiir aIle andern Dift'erentialquotienten und bekommt schliesslich fiir 
den in S' von den Beschleunigungen abbii.ngenden Teil 

d~~' (1)1 (1)'A~ -e'A;)-e1 (1)'11-~ - e'I1-;) + v;(e'2+ 1)'2) - C' ("1)''1; + e'v~») 
_(dF')2( ('A' e'A') t (" t") )"(" t' ,»)+d2f (t2 ~) lit 1)1 1) 2+" 1 -iiI 1)11-2+1;11-1 + .. 1)'11 -<0'12 dtll Ii +1) 

+ 2df dF'( (" e,') t ('A' t'A') (e" " )" ')( " t' '») at (if 1)1 1) fl-1-I; fl-2 +1;1 1) I-Ii 2 - I; '11 +1) '12 + .. Va 1) '11-" '12 • 

Die entsprechende Grosse ffir S" erhalten wir, wenn wir die E1, 1)1> C1 
in e2, 1)2' '2 iiberfiihren und den Buchstaben, die ein Accent haben, zwei 
Accente verleihen. 

Zur Bildung der Dift'erentialgleichungen fUr die Gehange haben wir die 
d2x' /dt2, ••• , mit den Factoren 1)' r.t~ - e' a;, .. , zu multipliciren. Wir be
kommen dann in ahnlichen Rechnungen, wie sie oben durchgefiihrt sind, 
fiir den von den Beschleunigungen abbii.ngenden Teil der Gleichung fUr 
eines der Gehange 

d2f ( ('A' e,,' ) t ( " e/' ) , (t'2 '2) )"( " t" ») dtll 1)11) l- Ii "2 -iiI 1) fl-l- Ii fl-2 +'13 I; +1] - .. 1)'12 +<;'11 

-( f'tr (1)1 (1]'fl-~ -e'~) + e1 (1]'A~ ~e'A~)-(V~ e'+V;1)' +v;n("l)'v~ -E'v;») 

daF' 
+ dt2 (e'2 + 1)'2). 

Es sind nun noch die von den Krii.ften abhangenden Terme anzugeben. 
in der dritten Dift'erentialgleichung schreiben wir dieselben in S in 

der Form 

Es ist aber a1 X + ~1 Y + lIZ die Componente der Krafte in Richtung 
der EAxe und ahnlich a2X + ~2 Y + 12 Z, die in Richtung der 1) Axe; be
zeichnen wir erstere mit 8, letztere mit r, so haben wir fUr die bezeichneten 
Terme 

1)8-er=A. 
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Fur den Teil S' fiihren wir 7) und e in e', 7)', C' fiber. Wir bekommen 
dann zunachst fiir die Krafte 

(7)1 + e'll-~ + 7)'Il-;+ C'Il-~) 81- (e1 + e'A~ + 7j'A;+ C'A;rr1= AI' 

somit auch 

7)1 81- El 1'1 + E' (Il-~ 8 1- A~ 1'1) + 71' (Il-; 81- A; 1'1) + C'(1l-;81- A; 1'1) =A1. 

Entsprechend ist fiir den Teil S" 
7)2 82- e2 1'2+ e"(1l-~82- Ai1'2) + 7)"(1l-;82- ~r2) + C"(1l-~82- A~r2)= A2• 

F1ir die zweite und driite Differentialgleichung werden offenbar die von 
den Kraften herriihrenden Terme, in dem 8', Y'; 8", 1''' die Kraftcomponenten 
in Richtung der e', 71' bezw. e", 7)" Axen bezeichnen 

7j'8'-e'Y'= A'; 71"8"- E"r"= A". 
Ich setze jetzt 

S (F.2 + 7)2) dm = p2, S' (E2 + 7)2) dm' = pa, 
8'(E2 + 7)2) dm"= p2, 

S' (E'2+ 7)'2)dm' = p'2, S" (F."2+ 7j"2)dm"= p"2, 

S' [7)1 (71' A~ - r A;) - El (71' Il-~ - E' ,.,.;) + v; (E'2 + 1(2) 

-.:. C' C7J' v;+ E' v~)]dm' = a', 

S"[7j2(7j"A~ - e"A~) - e2(7j""'~I- e"Il-~) + v~(e"2+ 71"2) 

- C"(7j"v;+ e"v~)]dm"= a", 

S' [7)1 (71' A; + E' A~) - ~1 (7)' ".; + E' ,.,.~) + C' (1j' v~ - F.' v;)]dm' = h', 

S"[7j2(7)IIA~ + e"A~) - e2(7J'/Il-~+ e"".~) + C/I(1j"v~- e"v~)]dm"= bIt, 

S' [7)1 (71' ,.,.~ - e' Il-;) + El C7J' A~ - E' A;) 

- (e' v~ + 1j/ '1;+ ~/ '1~) (1j' v~ - E' v;)]dm' = e', 

S"[ 7j2(7J'/,.,.~- e/lll-~) + e2(1j"A~- e"A~) 
- (e"v~ + 1j/l'I~ + C"v~) (7)/lv~- E/lv~)]dm"= e", 

S Adm=L, S' A1dm/=Ll' S"A2dm"=L2, 

S' A'dm'= L', S A"dm"= L". 

Wir haben dann 
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, d2F' , d2f (df )2 , 
p LI.W- + a dt2 - d dt = L , 

"2 d2F" + a" d2f _ e" (df )2 = L" P dt2 dt2 dt . 

Bei den Integrationen, die zur Bildung der a', a", ... auszuftihren sind, 
haben wir :einzig die e' rl', ... e" als Variabele zu betrachten, bezeichnen 
wir daher die Coordinaten der Schwerpunkte der Gehange (sammt den 
zugehOrigen aufgelegten Korpern in Bezug auf die diesen Gehangen 
zugehOrigen Axen mit e~, 'Il~, ~~; e~, 'Il~, ,~, und die Massen dieser Gehii.nge 
(sammt den zugehOrigen Korpern) mit M', M", so ist 

a'= MT'Ill ('Il~A~ - e~A;) - e1 ('Il~fL~- e~fL;)] 
+S'v~(e'2+ 'Il'2)dm'- S'~'('Il'v;+ b~)dm', 

b'= MT'Ill ('Il~A; + e~A~) - e1 ('Il~!L;+ e~fL~)]+ S'~'C'Il'v~- e'v;)dm', 

e' = M'['Il1 ('Il~fL~ - e~fL;) + e1 ('Il~A~ - e~A;)] 
-S' (e'v~ +- 1l'v;+- ~'v;) ('Il'v~- e-v;)dm' 

und ahnlich flir a", b", e". Die noch stehen gebliebenen Integrale hangen 
aUe von den v~, v;, v~ ab. 

Die Krafte, mit denen wir es hier zu tun haben, sind 1. die Schwer
kraft, 2. der Auftrieb der Luft, 3. etwaige Widerstande, die sich der Drehung 
der einzeln Teile der Waage entgegensetzen. 

Die Schwerkraft und der Luftauftrieb geben beide nur eine Componente 
in Bezug auf das Axensystem der :v, y, fJ, namlich die X. 1st U die Be
schleunigung, 0' die Dichtigkeit des umgebenden Mediums, s die eines 
Substanzteils der Waage bezw. der zu wagenden Korper, so haben wir bei 
Berechnung der Ganzen bewegenden Kraft fiir die von der Schwerkraft und 

dem Luftauftrieb herriihrende beschleunigende Kraftwirkung u-uf zu setzen, 

und diese kommt aHein in Richtung der :vAxe zur Geltung. 
Die Widerstande, die sich der Bewegung der Waage entgegensetzen, 

Mnnen erstens davon herriihren, dass die Drehungen um die Axen mit 
irgend welch en Reibungen zu kampfen haben, und zweitens werden sie durch 
den Widerstand des umgebenden Mediums hervorgebracht. Die Reibung an 
den Axen hiingt ganz von der Beschaffellheit dieser und ihrer Lagerung 
ah; sie kann in einer Reibung von Flachen an Flachen (einer Zapfenreibung 
und walzenden Reibung), oder in einer innern Reibung einzelner Korper
teilchen an einander bestehen. Der Luftwiderstand wird sowohl durch die 
Bewegung der Waage, als durch die des umgebenden Mediums bedingt. 
Bei so geringen und langsamen Bewegungen, wie sie bei Waagen in Frage 
kommen, darf man aber von allen durch diese Bewegungen in dem um
gebenden Medium hervorgebrachten Stromungen und Compressionen bezw. 
Dilatationen absehen und die Luft als vollkommen ruhend betrachten; del' 
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Widerstand des Mediums besteht dann auch nur in einer Reibung der slch 
bewegenden Teile gegen unbewegte Teile dieses Mediums. 

Wir sehen von der Reibung an den Axen vorlli.ufig noch ab und 
setzen dementsprechend diese Widerstandscomponenten proportional den 
Geschwindigkeitscomponenten. So haben wir nunmehr, zunli.chst ohne Beriick
sichtigung der Reibung, 

a da; dy ds X-g-g-+x-,Y-x-,Z-x-· - s dt - dt - dt 

Hiernach wird 

Es ist aber zufolge der friiher angegeben Werte von dx/dt, dy/dt, ds/dt 

dx dy ds 
(Xl dt + ~1 dt +11 dt 

= {(Xl (lj(Xl - elLJ) + ~1 (1J~1 - e~2) + II (ljll - h2)} : = 1J ~~, 
dx dy ds 

(X2 dt + ~1I dt + III dt 

= {(X2 (lj(Xl - E(X2) + ~2 (1J~1 - e~2) + 12 (ljll- eI2)} ~~ = - e fe, 
also wird 

8 = (XIU ( 1 - ~) + Xlj :' y = (X2U ( 1-~ ) - xE :. 

Hieraus folgt fiir den hier uns allein interessirenden Fall, dass alle 
T~ile der Waage und der zu wagenden Massen iiberall gleiche Dichtigkeit 
haben, oder besser, dass die Schwerpunkte der Figuren der einzelnen sich 
bewegenden Teile mit den Schwerpunkten der Massen zusammenfallen, 

L = S (lj8 - eY) dm = go (M - p.) ((XlljO - (X2eO) + x ~~ S (e2 + 1J2) dm, 

woselbst go den Wert von U im Schwerpunkt des Balkens bedeutet, p. die 
Masse des vom Balken verdrangten, denselben umgebenden Mediums dar
stellt und gleich S ad't ist, falls d't ein Raumelement des Balkens, a die 
Dichtigkeit des von diesem Element verdrangten Mediums angiebt. 

Zur Bildung der L 1, L 2, E, L" haben wir, indem wir die eingefiihrten 
Symbole, um dieselben auf eines der Gehli.nge zu beziehen, einmal accentuiren, 

, ' a', dx' dy' dt 
X=g'-g ?+x Tt' Y'= x' Tt' Z'=x' dt' 

Hiedn ist 
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(k' ( t) df (" t,') dF' (J[ = 1ja1 - .. a2 dt + 1j a1- .. all Tt' 

dy' (.I t(.l ) df ('(.1' t'(.I' ) dF' 
(J[=(1j1"'1-<;1"'1l dt+ 1j1"'1-~1"'2 Tt' 

de' ( t) df (" t', ) dF' 
(J[ = 1j11 - "12 dt + 1j 11- <; 12 Tt' 

lHO. 

somit unter Zuhilfenahme der Gleichungen unter C), i) und wieder ohne 
Berucksichtigung der Reibung 

Die von der Bewegung unabhangigen Teile der Krafte geben in L1 die 
Glieder 

g'o (M'- p.') (a11j1-a2E1 +(a1p.~-allA~)e~ +(a1 p.; -a2A;)rj~+(a1 P.~-O:2A~)~~), 

oder, indem wir die Coordinaten des Schwerpunkts des betreft'enden Gehanges 
(sammt Korper) in Bezug auf das System e, 1), , mit eo, ~, '0 bezeichnen, 

g1 (M'-p.') (a171o - tl2Eo). Fiir die mit ~~ multiplicirten Glieder erhalten wir 

x' ~{ S' (ell + 1j2) dm', oder unter Benutzung friiher ~ingefiihrter Bezeich

nungen x' ~~ pil, endlich fiir die, welche den Factor a! haben, 
arS' x' (J[ (1j1j'~ + ee'P.;-1j;'A;- ell'p.~) am', das ist, nach Ueberfiihrung der 

der Coordinaten e, 1) in die e', TI', " gleich a'x,aIt' Zusammen haben wir 
biernach 

L - '(M' , (- T) .,<jdf .' ,aF'. 
1- go -p.) «11)0- a2 <;0 + "- P dt + "- a at 

Entsprecbend ist 
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" = = =2 df dF" I =g (M"- II.") (a 'l1 - at) + "I."p - + "I."a" --. 
J 2 0 r 1 "0 21~0 dt dt 

g~, g~' geben die Betrage del' Schwel'e-Beschleunigung in den Schwel'
punkten del' betreffenden Gehange, p..', p.." die Massen del' von den Gehangen 
sammt den zugehOl'igen Karpel'll bezw. verdrangten Medien, sind also 
S' S" a'd'" bezw. a"d,". 

In L' bekommen wil' fiir den von del' Schwerkraft, dem Auftrieb des 

umgebenden Mediums, und dem von del' Geschwindigkeit d%e' abhangenden 

Teil ganz sowie in L den Betrag g~(lJl' -p..')(a~ 1J~ - a;~~)+"I.,d%e'8' (e'2--l-T)'2)dm', 

del' mit it multiplicirte giebt "I.' a' :~. Es ist also 

dF' df 
L' = g~(M'-p..') (a~ T)~-a;~~) + "I.'p'2 at + "I.'a' dt' 

L"= g"(M"_IIn ) (a"r"- a"E")' + "/.//p//2 dF" + "I."a" r!f.. o. r 1 /0 2 '0 • dt dt 

Wir haben bisher von den Coordinatensystemen ce, 1J, ~) nul' die ~ Axen 
festgelegt. Um die Gleichungen zu vel'einfachen, nehmen wir zu ~eEbenen 
diejenigen Ebenen, welche zugleich mit den betreffenden Drehungsaxen die 
entsprechenden Schwerpunkte enthaIten, also als ~~Ebene die Ebene dul'ch 
die Axe und den Schwelpunkt des Balkens, als e'~' bezw. ~"~" Ebene die Ebene 
dul'ch die Axe und den Schwerpunkt des einen bezw. andel'll Gehanges. 
Die eAxen sollen die Lote von diesen Schwel'punkten auf die Drehungsaxen sein. 

Es ist dann ~o= 710= 0, ~~= 1J~= ~~= 1J~= ° und unsere Differential
gleichungen werden 

Die Werte del' a', b', e', a", b//, e" l'esultiren aus den friiher gegebenen 
Fol'meln, wenn man in diesen die mit den T/~, ''l~ multiplicirten Gliedel' 
fortlasst. 

Die obigen Differentialgleichungen fassen aIle an einer Waage ohne 
Reibung und Mitfiihl'ung von Teilen des umgebenden Mediums maglichen 

Weinstein, Lehrbuch n. 25 
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Drehbewegungen urn bestimmte Axen zusammen, ob der Balken fiir sich 
oder mit den Gehangen schwingt, oder ob die Gehiinge nocll ausserdem 
oscillirende Bewegungen ausfiihren. Sie sind sehr complicirt und einer all
gemeinen Integration wol nicht zuganglich. 

Wir wollen besondere fiir Wagungen besonders wichtige FaIle unter
suchen. 

Die Waage befinde sich mit den zu vergleichenden Massen belastet, 
nachdem sie vorher irgend welche Bewegungen ausgefUhrt hat im Gleich
gewicht. Irgend welche Reibungshindernisse sollen nicht stattfinden. 

111. Allgemeine Gleichgewichtsbedingung. Es reduciren sich die linken 
Seiten der drei Gleichungen auf Null, und wir bekommen als Bedingungen 
fiir das Gleichgewicht . 

go(M - J-lo)a.2~O- g~(M'- J-lo') (a.1;;jo- 11.21"0) - g~(M/I- p./I) (a.1~O- cx2-rO) = 0, 

- g~ (M' - J-lo')a.;~~= 0, 

- g~(M"- J-lo")cx~~~= O. 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt offenbar cx;= cx~= 0, das ist 

die Gehange (sammt den aufgelegten Kiirpern) stellen sich im Gleichgewichts
zustand so, dass ihre Schwerpunkte in durch die Drehungsaxen gehenden 
Verticalebenen zu liegen kommen, so dass sie sich vertical unter dies en 
Axen befinden. Nur wenn die Gehange in ihrem umgebenden Medium so 
zu sagen schwimmen, in welchem FaIle dann schon M'- p.'= 0 und 
M"- p."= 0 ware, konnen die hervorgehobenen Schwerpunkte irgendwo 
gelegen sein, aber das tritt bei eigentlichen Wagungen natiirlich nicht ein. 

Die erste Gleichung giebt zunachst 

g~(M'- J-lo') (a1"7)0- (12~) + g~(M"- p.") (cxl ~- 11.21'0) =go(M- p.) cx2eO' 

Wir haben aber10= ~lj+ )..~~~+ ~1)~~ )..~~~, ~='~1 + J-lo~~~+ P'21)~+ J-lo;~~ 
und entsprechende Gleichungen fiir ~, ~, und da zufolge der Annahmen 
iiber die Coordinatensysteme, ~~= ~~= 1)~= 1)~= 0 sein soUten, bekommen 

wir ~o= ~1 + )..~~~, -:;;-0= 1)1 + p.~~~, fo= ~2+ ).,~~~, ~. 1)2+ p,~~~, mithin 

<~o- cx2fo= (111)1- a2~1 + ~~(a1 J-lo~ - a.2).,~)' 
a.1~O- a.2fo= CXl7J2- a.2~2+ ~~(a1p.~- CX2A~). 

Fiihren wir hierin fur ).,~, J-lo~; ).,~, J-lo~ ihre in den Gleichungen unter i) 
fixirten Werte, so wird 

CX1P.~ - (L2).,~ = ~~ (cxt ~2 - a.2~1) + 'I~ (11.112- a2 It)' 

(Lil1-~ - (L2)'~= ~~'( at ~2 - (L2~2) + '1~'((Ll"l2 - (l2 "11)' 
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das ist wegen der Beziehungen unter~) gleich ~~j3-j~~3' bezw. ~~13-j~~3' 
nnd wir bekommen 

go(M - p.) Gt2eO= g~(M' - po') (Gt11)1- Gt2e1) + g~(M"- p.") (Gt11)2- Gt2e2) 

+ g~(M'- p.') (~~1s- 1~~3)e~+ g~(M"- po") (~~1s- 1~~3)e~. 

Nun haben wir aber die Coordinatensysteme e, 'Il, , und x, g, e so zu 
einander in Beziehung gesetzt, dass die verticale xeEbene die ~Axe mit 
enthalten sollte, es ist also jedenfalls (~g) = 90°, daB heisst, ~3= 0 - und 
wie gleich bemerkt werden mag, cp = 180° -. Wir bekommen demnach 

go(M. - p.)eOGt2= g~(M'- p.') (Gt1 '1l1- Gt2 e1 ) + g~(M."- ti') (Gt11)2- 1X2 e2) 

+ 13{g~(M'- fJo')e~~~ + g~(M"- p.")e~~n. 

Fiihren wir noch die Winkel cp, I}, f selbst ein, so ist, wenn wir 
fund cp immer nur von 0° bis 180° rechnen und f gleich 0° setzen, wenn 
die e~ Ebene mit der xzEbene zusammenfallt, dafiir aber Drehungen des 
Balkens, die die Zeigerebene nach rechts bewegen als negativ, solche die 
dieselbe nach links treiben als positiv ansehen, so dass f im ersten Fall 
negativ, im zweiten positiv ausfallt, wegen cp= 180°, Gt1 = cosfcosl}, 
Gt2= sinfcosl}, 13= cosI}o Somit nimmt die obige Gleichung die Form an 

LXXXIII1) {go(M-p.)eo+g~(M'-p.')e1 +g~(M"-P.")e2 }tgf 

g~(M'-P.')1)1 + g~(M"- p.") 1)2+ c:Sf{g~(M.'- p.')e~~~ + g~(M"- p.")e~~~}. 
Die Grossen ~~, ~~ konnen wir auch noch durch Winkel von der Art 

der durch {, cp, I} bezeichneten ausdriicken. Zunachst ist wegen ~3 = 0 nach 
dem Gleichungssystem I}) auf Seite 374 das ~~ = A~ ~1 + p.~ ~2' das giebt nach 
Einfiihrung der Winkel, f cp, I}; P, 11>', 8' (gemass dem Seite 115 gegebenen 
Schema) 

~~ = cos F' cos 8' sin (f - 11>') + sin F' cos (f - 11>'). 

In dieser Darstellung hiingt ~~ von vier Winkeln ab, von diesen sind 
zwei constant und fiir die betre:lfende Waage charakteristisch, namlich 11>' 
und 8', die bei den andern aber f, F' variabel, insofern dieselben durch 
die Gleichgewichtslage der Waage bestimmt werden. Wir konnen aber 
leicht den Winkel F' durch fund die ,andern Winkel ansdriicken. Zufolge 
der zweiten Gleichgewichtsbedingung ist namlich Gt;= 0, also weil 
Gt; = A; Gt1 + p.; Gt2 + v; Gts ist, 

0= cosl} cos 8' sinF' cos(f-I1>') + cos I} cosF'sin(f-I1>') +sinfi. sinF' sinS' 

Daraus ergiebt sich 

t F' = _ cos I} sin (f - 11>') , 
g sin I} sin 8' + cos I} cos S' cos (f - 11>') 

also 
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, sin {} sin S' + cos{} cos S' cos (f - ~') 

cosF ==-r==============~======================~ 
Vcos2{} sin2(f - ~') + (sinl) sinS'+ cos3 cosS' cos(f ':"-<1>'»2 

und unter Zugrundelegung dieser Werte wird 

, • 0., • (f i'M sin 3 cos S' - sin S' cos 3 cos (f - <1>') 
~1= smu sm - ..... ) J-=========;==============~ V cos23sin2(f-<I>') + (sin 3 sinS'+ cos{}cos S' cos(f_~'»)2 

Entsprechend haben wir 

sin {} cos 8"-sin 8" cos 3 cos (f - ~") 
W'==sin8"sin(f-~") r=======~==============~ 

1 V cos2&sin2(f- <1>") + (sin 3sin elf + cos{}cose" cos (f--~"»)' 

Hiernacb bangen die ~ ab von der constanten Neigung {} der Balkenaxe 
gegen die Horizontalebene, den constanten Winkeln 8', 8" zwischen der 
Balkenaxe und den bezuglichen Gehangeaxen, den mit dem Ausschlag f 
variirenden trigonometrischen Functionen von f - ~', bezw. f - <1>". 

Die Gleichgewichtsbedingung nimmt nunmehr die Form an 

LXXXIII2) (go(M - 11-) ~o + g~ (M' -11-');1 + g~(M" - 11-") E2 } tg f 
==g' (M'-I1-')1j +g"(M"-I1-")1j +_1_ o l' 0 2 cosf 

'(' , )t' . 8' . (f iM) sin{}cos8' -cos3sin8' cos(f-~') 
Joo M -11- ~oSlll sm -'j!' \ V cos2{}sin2(f-<I>' )+( sin3sin 8' +cos3 cos 8' cos(f-<I>' »)2 

"(M' ")t"· 0." . (f m.,,) . SllllICOS -COSlIsm cos -'j!' 
• 0. 8" 0. • 8" (f m.") } 

+go '-11- <i smu sm -'j!' • 

o V cos23 sin2(f-<I>")+( sin3 sin 8" +cos3cos 8" cos(f-<I>"»)2 

Man kann dieselbe noch sehr vielfach umgestalten nnd ihr aucb 
anscheinend einfacbere Formen verleihen, in der bier gegebenen Darstellung 
entbalt sie die geringste Anzabl variabeler Grossen, und scheint mir zudem 
das, worauf es bei einer guten Waage ankommt, am klarsten erkennen zu 
lassen. 

Von den in dieser Gleicbung vertretenen Grossen sind zunachst die
jenigen abzuscheiden, die allein von der Einrichtung der Waage ab
bangen. Dazu gebOren zunachst go~(M - 11-), &, 8', 8", <1>', <1>", es bleiben 
diese Grossen, wenn nicbt storende aussere Einflusse eingreifen, unverandert, 
und sie bilden die Constanten der Waage. Von den andern Grossen tragt 
f dem Ausscblag der Waage Rechnung. 

Die folgenden Grossen El' 1j1' ;2' 1j2' e~, e~ sind zum Teil durcb die 
Einrichtung der Waage, zum Teil durch die der Wagungen bedingt, sie 
hangen also, abgesehen von den hier nicht zu discutirenden aussern Ein
flussen, von der Construction der Waage und der Lage der zu vergleicbenden 
Massen auf den Schalen abo In der Tat sind El' 111' E2, 1j2 als die 
Coordinaten der Anfangspunkte der Systeme e', 1j', " bezw. elf, "/" ,If in 
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dem System ~, 'YJ, ~ definirt, diese Anfangspunkte sollten aber die Fuss
punkte deljenigen Lote sein, die von den Schwerpunkten der belasteten 
Gehange auf die Gehangeaxen gefallt wurden, und da diese Schwerpunkte 
nieht allein von den Gehangen sondern auch von den mit ihnen verbundenen 
zu vergleichenden Massen abhangen, werden dieselben ihre Lage andern, 
sobald diese Massen auf den Schalen ihre Orte andern, und damit ist die 
Moglichkeit einer Variirung der ~l' 'lJ1 ' E2, 'lJ2 allein durch Verstellung der 
zu vergleiehenden Massen auf den Schalen unmittelbar gegeben. Was aber 
e~, e~ betrifft, so konnen diese Grossen bei denselben Belastungen ebenfalls 
variiren, wenn diese Belastungen andere Stellungen auf den Sehalen be
kommen, doch ist diese Variation von sehr geringer Bedeutung. Grosser 
kann die Veranderung der e~, e~ sein, wenn die Belastungen auf die Schalen 
anders gelegt werden, oder gar die Belastungen oder Gehange selbst variiren. 

Die Discussion gestaltet sieh, wie man sieht, selbst wenn man nur die 
mechanischen Verhaltnisse beriieksichtigt noell sehr verwickelt, wir wollen 
deshalb von den einfacllsten Voraussetzungen ausgehen, und dann eine der 
besellrankenden Annahmen nach der andern fallen lassen. 

112. Waage und Wagungen in vollkommener Einrichtung. Wir be
trachten zunaehst die Waage und die Wagungen in ihrer vollkommensten 
idealen Einrichtung. In dieser Einriehtung hat die Waage ihre drei .Axen 
in jeder Lage des Balkens horizontal, einander parallel und stets zusammen 
in ein er Ebene gelegen, und der Sehwerpunkt des Balkens befindet sieh 
mit den Schwerpunkten der unbelasteten Gehange in einer verticalen und 
die drei .Axen senkrecht sehneidenden Ebene. Die zu vergleichenden Massen 
sind aber auf die Gehange so gelegt, dass die Schwerpunkte der jetzt be
lasteten Gehange immer noeh in der bezeiehneten Verticalebene sieh aufhalten. 

Wir kOnnen nun sofort diese verticale aIle drei Axen senkreeht schneidende 
die Sehwerpunkte enthaltende Ebene zur Ebene der e, 'lJi e', 'lJ'; e", 'lJ" wahlen. 
Es ist dann El = E2 = 0, und da aueh 8"= 8'= 0, {l- = ° ist, bekommen 
wir zunaehst noeh unter Beibehaltung der Cosinus 0:1, 0:2 

LXXXIVl) go(M - fJ.)0:2EO= g~(M'- p.')'YJ1 0:1 + g~(M"- P.")'YJ2Otl' 

Wir wollen die Richtung einer 'YJ.Axe den Hebel der Waage nennen; Til' 'YJ2 
,sind dann die Hebelarme, wenn dieser Hebel horizontal liegt; sind die zu 
vergleichenden Masscn von soleher Grosse, dass der Balken, wenn die Sehalen 
mit denselben beladen sind, eine geneigte Lage annimmt, so stell en offenbar 
'YJ1 Otd '~2Otl die Hebelarme dar, und da zugleieh O:2eO den Hebelarm angiebt, 
an welehem die im Sehwerpunkt des Balkens vereinigt zu denkende Masse 
M - p. wirkt, so bekommen wir unter Benutzung der abkiirzenden Be
zeichnungeu Ot2 eo = p, Ot1 'YJl = Pl' 0:1 'YJ2 = '[12 die Gleiehung 

LXXXIV2) 

In dieser Form ist die Gleichung bequem zu interpretiren und bildet 
nichts anderes als die Bedingung fiir das Gleichgewicht an einelli idealen Hebel. 



390 Theorie der Waage. [1l3. 

Fur die weitere Discussion ersetzen wir 0:1 und 0:2 durch ihre Werte 
cosf und sinf. f bedeutet hier geradezu den Ausschlag der Waage, den 
Winkel, den eine durch die Balkenaxe und den Balkenschwerpunkt gehende 
Ebene mit einer Verticalen durch die Balkenaxe gelegten Ebene einschliesst. 
Ferner nehmen wir das erste Gebange rechts, das zweite links von der 
Balkenaxe an, es ist dann nach den fruhern Festsetzungen 

LXXXIV3) go(M - fL)eo tgf= g~(M'- fL')l1- g~(lIf"- fL")l2' 

Wir wollen noch die zu vergleichenden Massen von den Massen der 
Gehange trennen. M1, M2 sollen die zu vergleichenden Massen, fLl' fL2 die 
von denselben verdrangten Massen des sie umgebenden Mediums sein, mit 
'ln1' m2 bezeichne ich die Massen der Gehange, mit fL~, fL; die von dies en 
Gehangen fur sich verdrangten Massen des diesel ben umgebenden Mediums. 
Wir haben dann 

LXXXIV4) go(M - fL)Eo tgf- g~(ml- fL~)ll + g~(m2- fL;)l2 

= g~ (Ml - fLl) ll- g~(M2 - fL2) l2' 

g~(M1- fL1 ), bezw. g~(M2- fL2) ist das Gewicht der Masse Ml' bezw. 
M2 , in dem Medium, in welehem gewogen wird, und wenn deren Schwer
punkte sich an den Stellen befinden, wo die besehleul1igende Kraft del' Erde 
g~, bezw. g~ betragt, bezeichnen wir diese Gewichte mit G1 , G2 und setzen 

LXXXV) 

so haben wir 

- g~(m1 - fL~)ll + g~(m2- fL;)l2= A, 
go(M - fL)~o = B, 

Unter sonst gleichen Verhaltnissen ist also die Gewichtsdifferenz eine 
line are Function der Tangente des Ausschlagwinkels der Waage. Auf die 
Anwendung und weitere Entwiekelung dieser Gleichung' gehen wir spater ein. 

113. Empfindlichkeit einer Waage. Fugt man zu dem Gewicht G1 noeh 
ein Gewicht g hinzu, ohne sonst irgend etwas an der Waage oder im Zu
stand des umgebenden Mediums zu andern, so variirt nur der Aussehlag, 
es geht f uber in f', und man hat 

B(tg f'- tgf) = gll' 

J e kleiner gist, um so kleiner wird unter sonst gleichell Verhaltllissen 
auch (tgf'- tgf) sein. 

1st g unendlich klein geworden, gleich dg, so haben wir tg f' - tg f 
= d tg fund demnach 

e df = II cos 2(, 
dg B ' 

(wo e wieder = 206265 ist, falls dfin Secunden gem essen wird), oder, indem 
wir die Masse des Zulagegewichts abzuglich der Masse der von demselben 
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verdrangten Luft mit m, die Schwere-Beschleunigung an der SteUe, an 
welcher del' Schwerpunkt dieses Zulagegewichts sich befindet, mit go be-
zeichnen, 

Wir nennen die Grosse edt/dm, das ist die Zunahme des Ausschlags
winkels mit wachsender Gewichtszulage bezogen auf Gewichtseinheit die 
Emp/indlichkeit del' Waage. Es ist diese Empfindlichkeit maassgebend fUr 
den Betrag des Gewichtes, welches, als Zulage auf eine Schale del' Waage 
gelegt, sich durch einen eben noch messbaren Ausschlag del' Waage be
merkbar macht; je grosser die Empfindlichkeit einer Waage ist, urn so 
kleinere Gewichtsdifferenzen wird man offenbar an derselben zu mess en ver
mogen, und so wird die Brauchbarkeit einer Waage zu feinen Massenver
gleichungen von deren Empfindlichkeit bestimmt. Es ist nun diese Empfind
lichkeit abhiingig von vier Factoren: cos 2f, ll' l/B, go/go' Sie wachst also mit 

1. abnehmendem Ausschlag del' Waage, 
2. wachsender Lange des Arms del' Waage, dessen Schale das Zulage

gewicht aufnimmt, 
3. abnehmender Masse des Waagebalkens, 
4. wachsender Masse des von dem Balken verdrangten Mediums (meist 

Luft), also mit 
41, wachsendem Volumen des Balkens und 
42, wachsender Dichtigkeit des verdrangten Mediums, 
5. abnehmendem Abstand des Balken-Schwerpunkts von del' Balken

drehungsaxe, 
6. wachsender Hohendifferenz zwischen dem Schwerpunkt des Waage

balkens und dem des Zulagegewichts, da die Beschleunigung del' 
Schwerkraft mit wachsender Hohe abnimmt. 

Die Abbiingigkeiten von den unter 1 und 42 namhaft gemachten 
Umstanden, welche bei einer und derselben Waage variiren konnen und 
ganz von der Einrichtung del' Wagungen und dem Zustand des den Balken 
umgebenden Mediums bestimmt werden, sollen spater discutirt werden, weil 
sie nicht eigentlich die Waage selbst betreffen. 

Die Abhangigkeit nnter 2 besagt, dass wir von del' Empfindlichkeit 
einer Waage schlechtweg nicht reden konnen, son del'll diese Empfindlich
keit immer auf einen bestimmten Arm derselben beziehen miissen. Gewohn
lich wird abel' (wie bei Neigungswaagen) die Zulage immer auf derselben 
Seite del' Waage gemacht, odeI' man verleiht del' Waage so nahe als mog'
lich gleich lange Arme; in beiden Fallen diirfen wir dann Angaben uber 
die Schale, auf welche das Zulagegewicht getan ist, fortlassen. Die Lange 
del' Arme einer Waage hiingt nur noch von del' Temperatur derselben ab; 
da das ein ausserer, die Wagung selbst betreffender Umstand ist, sehen 
wir auch davon vorlaufig ab und sprechen jetzt aUg-emein von dem Hebel-
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arm einer Waage. Endlich durfen wir auch noch von der, wie sich spater 
zeigen wird, meist sehr bedeutungslosen, unter 6 angefUhrten Abhangigkeit 
absehen, die nur bei Wagungen, die nfcbt Mas s en vergleichungen, sondern 
Kraftbestimmungen zum Zweck haben, Wichtigkeit erlangen konnte. 

Nach alledem richtet sieh die Empfindliehkeit einer Waage nur naeh 
dem Balken, und eine Waage ist um so empfindlieher, je langer ihr Hebel
arm ist, je geringere Masse und Je grosseres Volumen der Balken besitzt 
und je naher der Schwerpunkt des Balkens an dessen Drehungsaxe zu 
liegen kommt. 

Den Hebelarm genugend lang zu machen, hat fur den Meehaniker 
naturlieh gar keine Seh wierigkeiten. Die Mas s e des Balkens wird verringert, 
indem man eine Querdimension besonders klein macht, wo es nur geht, 
Masse ausspart und als Material eine relativ leichte Substanz wahlt. Das 
Vol u men gross zu machen, ohne doch die Masse besonders zu vermehren, 
geht nur, wenn eben sehr leichte Substanz zur Anwendung kommt. Um 
den Schwerpunkt des Balkens an die Drehungsaxe heranzubringen, ver
legt man diese in die Nahe derselben, und da der Schwerpunkt nieht genau 
seiner Lage naeh angebbar ist, verleiht man dem Balken uber oder unter 
der Axe auf mit demselben fest verbundenen Sehrauben laufende Gewiehtehen; 
dureh Herauf- oder Herabdrehen dieser Gewiehtehen kann der Sehwerpunkt 
gehoben oder gesenkt und so der Axe beliebig nahe gebracht werden. 
Naturlieh darf der Sehwerpunkt nieht uber die Axe selbst gehoben werden, 
da sonst die Waage labil wird und fUr jedes noeh so kleine Uebergewieht 
umschlagt. 

Es bieten aber diese Laufgewichtchen das beste und bequemste Mittel, 
die Empfindlichkeit beliebig zu vergrossern oder zu verringern. 

Das ist alles sehr einfach und fur den Mechaniker leicht zu beachten. 
Die Schwierigkeiten beginnen erst bei Beriicksichtigung, dass, wenu eine 
Waage zu sichern Massenvergleichungen dienen solI, sie auch so construirt 
sein muss, dass eine tunlichst geringe Abhangigkeit von aussern Umstanden 
gewahrleistet ist. 

Sind aber, urn zunaehst allein die meehanisehen Verhaltnisse zu 
discutiren, die Arme einer Waage belastet, so wird sieh der Balken durch
biegen, eine Durchbiegung bewirkt wieder eine Aenderung in der Lage des 
Schwerpunkts und der Gehangeaxen, und da die Grosse der Durchbiegung 
von der Grosse der Belastung abhangt, tritt eine Abhangigkeit der 
Empfindliehkeit von der Grosse der Belastung, ja - weil die Durchbiegung 
auch von der Neigung des Balkens bestimmt wird - sogar noch eine 
besondere Abhangigkeit von dem Ausschlag ein. 1m allgemeinen wird die 
Empfindlichkeit mit wachsender Belastung abnehmen, und sie kann sich bei 
ungeeigneter Construction des Balkens mit solcher Geschwindigkeit ver
ringern, dass die Waage nur fiir ganz bestimmte Belastungen brauchbar 
ist. Die Senkung des Sehwerpunkts des Balkens bewirkt immer eine Ver
ringerung der Empfindlichkeit. Die Senkung der Gehangeaxen hat 
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zunachst zur Folge, dass wir nicht mehr e1 = ~2 = 0 setzen diil'fen, sie 
braucht aber nicht immer eine Empfindlichkeitsverringerung' zu bedeuten. 
Wir wollen vorerst allein den Einfluss der Schwerpunktsverlegung betrachten. 

1131, Aenderung der Empfindlichkeit bei Senkung des Balken
schwerpunkts durch Durchbiegung des Balkens. Urn fiir einen einfachen 
Fall dies en Einfluss und seine Abhangigkeit von der Belastung darzutun, 

benutzen wir die Entwickelungen in Cap. IX. Es ist zunachst eo = ~I5 ~elm. 
Bezeichnen wir den Flacheninhalt eines zur Mittellinie senkrechten Quer
schnitts des Ball,ens mit q, ein Blement diesel' Mittellinie mit ell und die 

Dichtigkeit del' Substanz mit s, so haben wir elm = sqelZ = sq ;~ el'~ 

= SqV 1 + (;~ YelY), das ist mit geniigender Annaherung sq ( 1 + ~ c::) 2) dy), 

so dass 

wird. Es sci der Wert, den ~ hat, wenn del' Balken gerade ist, gleich ~, 

und die durch die Kriimmung zu ~ hinzutretende Correction gleich rI., dann 
- . ele elrl. . 

ist ~ = ~ + rI., sonut elY) = + dY) , und es wIrd 

Das erste Integral giebt die Schwerpunkts - Ordinate, wenn der Balken 
gerade ist, die andel'll Integrale bestimmen die wegen Kriimmung hinzu
tretcnde Correction. Bezeichnen wir diese Correction mit Il~o, so ist also 

Das dritte Glied darf wol immer, das zweite in don meisten praktischen 
Fallen fortgelassen werden. 

Wir nehmen den Fall einer gleicharmigen Hebel waage, deren Balken 
stabformig gearbeitet ist und in der Ruholage sich horizontal erstreckt. 
Hangen wir an die Enden gleiche Gewichte P, so bleibt der Balken in 
seiner Lage und kriimmt sich nur. Wir bezeichnen den nach oben wirkendell 
Druck an der Mittelaxe mit pr, so haben wir unter Benutzung der in 

Art. 67 gebl'auchtell Bezeichnungell und Coordinaten, weil hier a= ~ ist. 

d2Yl r (L) G (L - X)2 EA elx2 =-p 2- x +P(L-x)+ L 2 -, von x=o 

d2y~ G (L_X)2 L . 
EA dx2 = peL-x) + L--2--' von x= 2 bIS x=L. 

b. L 
IS x=-· 

2 ' 
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Aber es ist P'= 2P + G, somit geht die rechte Saite der ersten 

Gleichung iiber in Px + ~ x;. In praktischen Constructionen ist 'J,. nicht 

unabhangig von x, sondern variirt Hi.ngs des Balkens und zwar meist wie 
eine Function dritten Grades von x, nehmen wir aber urn einfache FaIle 
zu discutirtln an, dass 'J,. constant ist, so ergiebt sich durch Integration 

Fiir x = ~ miissen beide Diiferentialquotienten gleich werden, da aber 

der Balken horizontal bleiben soIl, miissen sie sogar beide verschwinden. 
Es wird hiernach 

c1=-s P+"6 ' ca=+S P+"6 
und damit 

L2( G) L2( G) 

E'J,. :: = ~ ( OJ~- ~2) + 6~ (x3- ~} 
E'J,. dY3 = !!.(V _ (L _ X)2) + ~ (La _ (L - X)3) 

ria; 2 4 6L 8 . 

Es ist nun y = CX, OJ - ~ = Tj, somit dYl/ria; = dcx1/dTj, dYa/dx = dcxs/dTj 
also 

dcx1=..!L {!!.(Tj + L) +!i.(!v + !LTj + Tj2)}' d1j E'J,. 2 6L 4 2 

dcxa =..!L {!!. (L _ Tj) + !i. (! L2 -! LTj + Tj2)}. dTj E'J,. 2 6L 4 2 

Die weitere Integration liefert, weil fiir Tj = 0 auch El = 0 und E3 = 0 
sein soIl 

Icb nehme an, dass der Querschnitt des Balkans iiberall von einer und 
derselben Beschaifenheit und Grosse ist, und dass die Substanz iiberall die

L 
selbe Dichtigkeit aufweist. Wir haben dann, wenn 2" = l gesetzt wird, 

SSqCXdTj = ~~f( P+ ~} 
Ssqf(:~r d1)=2;!~; C~ p2+ 1~4 PG + 2;4 G2} 

5 (dcx)2d 2l8sq 2128pa + 3371p2G + 14110PG2 + 242GS. 
sqcx d1) 1)= E3'J,.a· 2.3.4.5.6.7.8.9 ' 
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und da 2lsq = Mist, bekommen wir"') 

Ileo = 2;A {i( P+ ~) + ~~ ({5 P2 + 1~4 PG + 2i4 (2) 
+ ~ 21 28p3 + 337lp2G + 14110PG2 + 242G3}. 

~2A2 2.3.4.5.6.7.8.9 

1st nun der Wert von eo bei einer bestimmten Belastung P gleich eo 
und bei einer andern Belastung P' gleich e~, so haben wir 

e~-eO=2;A {~(P'-P)+ ~~(1~ (P'2_P2) + 1~4 (P'-P) G) 

+ ~ 2128 (P'3_P3) + 3371 (P'2_P2)G+ 14110(P'-P)G2}. 
lJi2A2 2.3.4.5.6.7.8.9 

Wir wenden diese Formel auf einen besonderen Fall an. Es habe der 
Balkenquerschnitt die Form eines Rechtecks, die Bohe des Balkens sei 2 cm, 
die Dicke 0,5 cm, die halbe Lange 20 cm, die Substanz Messing. Es ist dann 

A = 231~,5 cm4=~ cm4, G = 40.8,4 = 336 g und ~= 9.108 g cm-2 und wir 

durfen ohne weiteres bei dem ersten Gliede in dem Klammerausdruck stehen 
bleiben. So erhalten wir 

t'_t = 203.3 P'-P =P'-PlO- 5 +1-1 
"0 "0 2 . 9 . 108 4 3 em g . 

Bezeichnen wir nun den Wert von edfldg fiir die Belastung P mit ~, 
fiir die P' mit ~', so ist zunachst 

1 1 1 e~-- Eo 
~,=~+ ~ -eo-' 

und da mit hinreichender Annaherung lleo = @Mll ist, wird 

1 I M, 1 336 (P'-P) -5 
~'=~+T(eo-eo) =@+20 3 10 (Gramm). 

Der Zeiger der Waage habe eine Lange von 50 cm und weise auf eine 
in Millimeter geteilte Scale; einem Ausschlag urn 1 Intervall der Scale ent
spricht dann eine Drehung des Balkens urn df= 412". Soll nun die Waage 
eine Gewichtszulage von 1 mg durch einen Ausschlag von 1 Intervall a11-

zeigen, so haben wir ~ = e :: = 206~65 O~gl' also 1/~0,5 Gramm. Diesen 
Betrag nehmen wir flir I/@ an, wenn die Belastung der Waage 1 kg = 1000 g 
betragt. Fur jede andere Belastung ist sonach 

*) In den mit PGa und (P muItipIicirten Zahlen sind, urn nicht zu viele und 
unniitze Briiche anzufiihren, einige Einheiten vernachlassigt; die genauen Zahlen sind 
5644] b 23241 
-4- ezw. --ss-' 
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~, = 0,5 + 5,6 (P' -1000) 10-5 Gramm 

fiir pI = 2000 findet sich so als Correctionsglied zu l/fE die Zahl 0,056 
und es wird (ft' = 0,56. Bezeichnen wir also die Gewichtszulage, welche 
jetzt einen Ausschlag von 1 Intervall verursacht, mit (dg)' so wird (clg)' 

°2~~2~~2 Gramm, das ist mehr als 1,1 mg; die Empfindlichkeit ist also 

um 1/10 des Betrages, den sie bei der ersten Belastung hatte, gefallen. 
Wollen wir der Waage fiir die Belastung mit P' dieselbe Empfindlichkeit 

verleihen, die sie bei der Belastung mit P hatte, so miissen wir das fiber 
der Drehungsaxe angebrachte vorerwahnte Laufgewichtchen in die Hohe 
schrauben. Es sei die Masse dieses Gewichtchens m, der Abstand seines 
Schwerpunktes von der Drehungsaxe (bei der Belastnng P) gleich ~, der 
bei der Belastung pI gleich F', der Abstand des Schwerpullkts des Balkans 
ohne dieses Gewichtchen im ersten Fall Xo im zweiten x~, dann ist 

somit muss, wenn e~= eo sein soIl, 

werden, wir haben also mit ausreichender Genauigkeit 

uud das Laufgewichtchen ist um die Strecke M(e~ - Eo)/m, das ist mit ge
niigender Annaherung um Ml3(P'- P)/8mE'A, hoher zu schrauben. 

N ehmen wir das voraufgehende Beispiel und setzen noch m = 5 g, so 
betragt diese Strecke, um welche das Laufgewichtchen zu heben ware, wenn 
die Empfindlichkeit bei der Belastung 2000 g ebenso gross werden soIl, wie 
sie bei der Belastung 1000 g war, mehr als 2,2 mm. 

So einfach sind die Verhaltnisse in der Praxis nicht, und man wird, 
wenngleich die analytischen Entwickelungen ohne Schwierigkeiten noch fUr 
eine ziemliche Anzabl von Balkenformen durchgefiihrt werden konnen, in 
gegebenen Fallen, wo die Mechaniker an den Balken, in dem Bestreben 
denselben moglichst rigid zu mach en , noch allerhand Rippen und Ver
steifungen anbringen und oft auch (in verticaler Richtung) vou der Symmetrie 
abweichen, selten in der Lage sein, der Aenderung der Empfindlichkeit mit 
wachsender Belastnng rechnerisch zu folgen. Das ist auch nicht so notig, 
da mau die Stellung des Laufgewichtchens fUr eine gewiinschte Empfindlichkeit 
rasch genug auch durch Probiren findet. 

1m allgemeinen wird die Empfindlichkeit, wenn sie nur in Folge der 
Senkung des Balkenschwerpunkts durch die Durchbiegung variirt, bei nicht 
zu grossen Belastungsdifferenzen, der Belastung proportional abnehmen; sie 
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nimmt ferner ab proportional der Masse des Balkens und dern Quadrat seiner 
Lange und umgekehrt proportional dem mittlern Tragheitsmoment seiner 
Quersehnitte um mit der Drehungsaxe in derselben Horizontalebene gelegene 
mit derselben parallel laufende Axen. 

1132 • Aenderllng der Empfindlichkeit bei Senkung der Gehangeaxen 
durch Dnrchbiegung. Allgemeiner Gang derEmpfindlichkeit mit wachsender 
Belastung. Um den Einfluss von Durehbiegungen des Balkens noeh weiter 
studiren zu konnen, miissen wir die Besehrankung, dass die Axen aIle drei 
stets in einer Ebene liegen, aufheben. Es sollen also die drei Axen nicht 
mehr in einer und derselben Ebene liegen, aber alle andern Bedingungen 
immer noch erfiillt sein. Es sind dann e1 und e2 nicht mehr gleich Null, 
und die Gleichgewiehtsbedingung giebt, indem wir wieder fiir (/.2/(/.1 die 
Tangente des Aussehlagwinkels einfiihren 

19o(lJ£ - p.)~o + g~(M'- P.')~l + g~(M"- p.")~2Itgf= g~(M'_p./) l1 

- g~(M"- P.")l2. 

Hieraus folgt als Gleichung fiir die Empfindlichkeit bei Belastung des 
Hebelarms i1 

df 90 [1 cos2 f 
E dm =- , " 

gO(M_p.)~ +go (M'-p./)~ +go (M"- p.")~ 
o % 1 % 2 

Weil M ', Mil durch die Belastung der Sehalen bestimmt werden, so folgt, 
dass schon in diesem nachst einfachen Fall, auch bei volliger Rigiditat des 
Balkens, die Empfindlichkeit nieht mehr von der Belastung unabhangig ist. 
Da nun auch da, wo unter besonderen Verhaltnissen die Gehangeaxen mit 
der Mittelaxe in einer und derselben Ebene liegen, sobald Biegungen des 
Balkens eintreten ~l und ~2 von Null verschiedene Werte bekommen, so 
tritt hier eine doppelte Abhangigkeit von der Belastung ein, indem einmal 
M', M" selbst mit der Belastung· variiren, und ausserdem eo, el , e2 mit 
Aenderung der Belastung andere und andere Werte bekommen konnen. 
eo wird dureh Anwaehsen der Belastung meist grosser, ~1 und E2 konnen 
aber, wenn die Schalenaxen urspriinglich hOher als die Balkenaxe gelegen 
haben, zunachst abnehmen um spater anzuwachsen. Beachtet man aber, 
dass dann El , ~2 als negative Grossen zu behandeln sind, so sieht man, dass 
auch die ~l' ~2' algebraisch gerechnet, immer nur zu wachs en vermogen, 
wenn die Belastung zunimmt. Die Empfindliehkeit freilieh braucht darum 
noeh nicht stetig abzunehmen. Um liber den Gang derselben mit waehsender 
Belastung einen Ueberblick zu gewinnen, nehmen wir den oben behandelten 
einfachen Fall zum Beispiel. 

lndem wir in ausreichender Genauigkeit M'- p.'= M"-p." und diese 
Grosse gleich P fiir eine und gleich P' fiir eine andere Belastung setzen 
und die e ffir diese letztere Belastung mit ~~, ~~, ~; bezeichnen, erhalten 
wir, unter Fortlassung aller nicht zu beachtenden Grossen, 
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~,- ~ =+((M~~- eo) + P' (e~ + e;) - peel + ~2)) 

=+ (M(e~- ~o) + (P'-P) (el + e2 ) + p'(e~- El + e;- e2»)· 
Hierin ist, weil e~-el=(l~-(ll' E;-~2=(l;-(l2 ist, nach den fUr 

die (l und eo abgeleiteten Formeln unter Yernachlassigung einiger Grossen 
und weil 1) = =J= 1 zu setzen ist, 

e~- eo= S~A (P'- P), e' - e = e;- e2 = 3;1.. (P'- P), 

somit wird 

lIP' - P ( Z3 (JJi 2 ')) @,-@=-,-e1 +E2 + EA S+SP , 

und es geht auch hier die Empfindlichkeitsanderung annahernd proportional 
der Belastung vor sich. Es ergiebt sich aber we iter 

1 
d @ el + e2 12 (M 2) 
dP=-Z-+ EA S+SP, 

El + e2 ist hier der Wert dieser Grosse bei der Belastung P. Darnach 
nimmt die Empfindlichkeit so lange ab, als der rechts stehende Ausdruck 
positiv ist, und er wachst an, sowie derselbe negativ wird. Es ist nun 
M/S + 2P/3 stets positiv; es kann daher die Empfindlichkeit mit wachsender 
Belastung nur zunehmen, wenn ~l + E2 negativ ist, also entweder beide 
Gehange-Axen h 0 her liegen als die Balkenaxe, oder wo eine Gehange-Axe 
unterhalb der Balkenaxe sich befindet, die andere aber in desto starkerem Grade 
iiber derselben schwebt. Sie nimmt unter diesen Umstanden wirklich zu, 

solange der absolute Wert von El + E2 grosser ist als ,3 (~ + ~ p) lEA, 
erreicht einen Maximalbetrag, sowie El + E2 zwar negativ aber absolut ge

nom men gleich l3 ( ~ + ~ P )1 E A geworden ist und nimmt dann wieder ab. 

Es ist also durchaus nicht notig, dass die Empfindlichkeit einer Waage 
mit wachsender Belastung stets abnimmt; es kann kommen, dass diese 
Empfindlichkeit erst wachst und dann rallt, und in der Tat lehrt die Er
fahrung, dass manche Waage fiir eine gewisse Belastung die grosste Em
pfindlichkeit aufweist und mit wachsender wie abnehmender Belastung an 
Empfindlichkeit verliert. Bei solchen Waagen liegen dann, so lange die 
Empfindlichkoit wachst und noch dariiber hinaus, die Gehange-Axen im Mittel 
hOher als die Balkenaxe. Waagoen, bei welch en diese Axen beide oder im 
Mittel stets tiefer als die Balkenaxe sich befinden, konnen an Empfindlichkeit 
mit wachsender Belastung nur abnehmen. 

l2M/SEA ist der Teil von el ~ I elP, welcher allein durch das Sink en des 

Balkenschwerpnnkts entsteht; (El + e2)/1 + 212 P/3EA, der Teil, welcher dem 
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Sinken der Geh(a:gt)Axen seine Entstehnng(:e~d)ankt; bezeichnen wir den 

ersten Teil mit d~ ,den zweiten mit d~ ,wobei die Indices an-
~~ ~ 

denten, welche Grossen bei der Ausfiihrung der Differentiation constant zu 
halten sind, so haben wir 

Die Abnahme der Empfindlichkeit infolge der durch die Durchbiegung 
bedingten Senkung des Balkenschwerpunkts wird also solange zum Teil 
durch die gleichzeitig eiutretende Senkung der GeMnge compensirt, als 
(e + e2)Jl + 2l2PJ3E'A negativ und absolut grosser ist als der Betrag l2MJ8E'A 
ist; sie wird noch vergrossert, wenn e1 + e2 positiv oder zwar negativ aber 
absolut kleiner alB 2l3PJ3EA ist. 

Da stetige Functionen in der Nahe excessiver Betrage am wenigsten 
variiren, wird eine Waage die grosste Constanz der Empfindlichkeit bei den 
Belastungen aufweisen, bei welchen ihre Empfindlichkeit am grossten ist; 
fiir Wagungen sind also solche Belastungen am giinstigsten, und wenn man 
von der Belastung' spricht, welcher eine bestimmte Waage dienen soIl, 
meint man auch im allgemeiuen diese die Maximal-Empfindlichkeit be
wirkende. 

Jedenfalls kommt es aber bei der Construction einer Wage vor allen 
Dingen darauf au, dass der Balken aus gehorig starrer Substanz und bei 
geringst moglicher Masse mit grossem durcbschnittlichen Querschnitts
Tragbeitsmoment hergestellt werde. Deshalb begiinstigen die Mechaniker 
die verticale Querdimension in hohem Maasse gegen die horizontale und 
geben dAm Balken die Form eines dunnen Rhombus mit aufrecht stehender 
kleiner Diagonale oder eines mit der Spitze nach oben oder unten gekehrten 
Dreiecks u. s. f., und sparen aus dem Innern soviel Substanz aus, dass nur 
einzelne als Versteifungen dienende gerade oder quergericbtete Rippen 
stehen bleiben. . 

Dureh solche Mittel liisst sich die Durehbiegung des Balkens und die 
mit ihr verbundene Senkung des Balkenschwerpuukts ausreiehend redueiren. 
Viel sehwerer ist es, die Senkung der Gehangeaxen bei Vermehrung der 
Belastung in gehOrigen Grenzen zu halten. Nicbt nur mussen diese Axen mit 
dem Balken unverriickbar fest verbunden sein, sie dUrfen auch nicht, wie 
es noch oft geschieht, auf besondere yom Balken auslaufende, aber von 
ihm scharf absetzende Stucke angebraeht werden, weil diese sonst fUr sich 
noeh besondere Biegungen erleiden Mnnen. Indessen kommt es nicht darauf 
an, die Empfindlichkeit uberhaupt constant zu maehen; das lasst sieh doeh 
nieM erreiehen, sondern nur innerhalb gewisser Grenzen der Belastung auf 
nahezu gleieher Bobe zu balten, und darum eonstruirt man fiir besondere 
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Belastungen auch besondere Waagen, und man tut gut, eine Waage auch 
nur innerhalb der BelastungsscaIa anzuwenden, ftir welche sie bestimmt ist. 

114. Aenderungen in der Gleichgewichtslage durch Aenderungen 
der Stellung der zu vergleichenden Massen auf den Waageschalen. 
Einfiuss von Verstellungen der Axen gegen die Pfannen. Lassen wir auch 
die Beschrankung fallen, nach welcher die drei Axen einander parallel sein 
souten, so bleiben aIle in del' GIeichgewichtsbedingung vertretenen GIieder 
stehen. 

Die Hauptglieder sind nattirlich auch jetzt noch die mit den 1) multi
plicirten, da aber diese 1) ebenso wie die ~, wie Seite 389 naher ausgefiihrt 
ist, in Abhangigkeit von der Lage der Schwerpunkte der zu vergleichenden 
Massen stehen, wollen wir die bezeichneten GIieder noch umgestalten, 
indem wir diese Abhangigkeit in denselben zum Ausdruck bringen. 

Dabei ist zu beachten, dass mit einer Aenderung dieser Lage der 
Schwerpunkte eine Aenderung des AusschIages der Waage verbunden sein 
wird, die ihrerseits ein Sinken oder Steigen der Gehangeaxen zur Folge 
hat. Indessen diirfen wir, da es sich urn Correctionsgrossen handelt, die 
dazu noch in praktischen Fallen recht klein gehalten werden, die Rechnungen 
so flihren, wie wenn die Gehangeaxen in ihrer Lage nicht alterirt wiirden. 

Es seien die Betrage der ~ und 1) bei zwei verschiedenen L,agen del' 
Belastungen auf den Schalen der Gebange ~u 1)1 und e;., ~; bezw. e2, 1)2 
und "[2' ~, bezeichnet man die Abstande del' Ursprtinge del' Ooordinaten ~', 
1)', ~' bezw. ~", 1)", ~" auf den beztigIichen Gehangeaxen in diesen beiden 
Lagen der Belastuugen mit PI' P2, so hat man, weil diese Abstande als in 
Ricbtung der ~', ~" Axen verIaufend angesehel1 werden dtirfen 

~1-~1=P1A;, ~-e2=p;A~, ~-1)1=P1fL~, 1)2-'~2=P2fL~, 

oder unter Benutzung der Winkel <1>', e', <1>", 8" 

~ - ~1 = PI cos <1>' sin 8', g; - ~2= P2 cos <1>" sin8"; 

~-1)1= PI sin <1>' sin 8', ~-''I2= P2 sin <1>" si118". 

PI, P2 sind aber die Projectionen del' beztiglichen Verscbiebungen der 
belasteten Gehange auf die ~' bezw. ~"Axe. Wir haben also, wenn die 
Componenten dieserVerschiebungel1 in Richtung der festen x, '1:1, ~ Axen mit 
a', b', e' bezw. a", 7,/', e" bezeichnet werden 

Ftihren wir flir die 0:;, ~~, I~' ... ihre durch die GIeicImngen nnter &) 
Seite 374 gegebenen Werte ein, so wird wegen 'f = 180°, 

o:~ = A~ 0:1 + fL~ 0:2 + v~ 0:3 = cos<1>'sin8' eosfcos&+sin<1>'sin8'sinfcos&-cos8'sinfr 

sin8' cos fr cos (f - <1>') - cos 8' sin fr, 
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~;= J..;~I + f./.;~2 +v~~3=-cos<1)' sinS' sinf + sin<1)'sinS' cosf 

= - sin S' sin(f - <1)'), 
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7; = J..; 71 + f./.; 72 + v; 73= cos<1)' sinS' cosfSin3+sin <1)' sin 8' sinfSin3+cosS' cos3 

- sin S' sin 3 cos (f - <1)') + cos S' cos 3 

nnd ahnlich rJ.~, ~~, 7~. Somit bekommen wir 

PI = sinS' (a' cos3 + e' sin3) cos(f- <1)') - b' sin (f - <1)'») 
-cosS' (a' sin3-e' cos&), 

P2= sinS" (a" cos3 + e" sin 3) cos(f - <1)") - b"sin(f- <1)"») 
- cosS" (a" sin 3 - d' cos 3). 

Hieraus und aus den fUr die ~ - E1 , ••• aufgestellten Formeln ergiebt 
sich, dass Verlegungen der zu vergleichenden Massen auf ihren beziiglichen 
Schalen solange ·gar keinen Ein:fl.uss haben, als die drei Axen einander 
parallel sind, denn dann ist, sin S' = 0 und somit Et - e1 = 12 - e2 = ~1 -'1)2 
= ~2-'I)2= 0, und das ist eines der wichtigsten Argumente flir die 
Forderong paralleler Axen bei einer guten Waage. 

~l-'I)l und ~2-'I)2 verschwinden auch, wenn <1)'= ({>"= 0 oder = 180· 
sind. Dies erfordert, dass durch den Anfangspunkt des e, 'I), ~ Systems zu 
den Gehii.ngeaxen parallel gezogene Linien in die e~ Ebene fallen. Ver
schiebungen der zu vergleichenden Massen sind also wenigstens auf die 
'1)1' '1)2 ohne Ein:fl.uss, falls die Gehangeaxen, wenn sie schon nicht der 
Balkenaxe parallel sind, doch der durch diese Axe und den Balken
sch werpunkt gelegten Ebene parallel laufen. 

Die weitem Betrachtungen des Ein:fl.usses einer Verschiebung der zu 
vergleichenden Massen wollen wir an die in der Praxis maassgebenden Ver
haltnisse anschliessen. Bier darf man bei . guten Waagen die drei Axen 
als einander sehr nahe parallel ansehen, in Wirklichkeit geben also 8', B" 
Winkel, die so klein sind, dass man ihre Sinus ohne weiteres ihnen selbst 
gleich setzen darf. Ferner sucht man die Waage stets so auszurichten, 
dass die Balkenaxe horizontal liegt, gliickt das auch nicht immer in aller 
Strenge, so ist es doch jedenfalls gestattet, auch 3 als einen kleinen Winkel 
zu betrachten. Endlich werden die Massen immer so abgeglichen, dass die 
Waage stets nur sehr kleine Ausschlage macht, so dass auch f als 
unbedeutende Grosse in Rechnung gezogen werden darf. 

Nach alledem haben wir 

tgf ef, sin8'=e8', sinS"=e8", sin3=e3, cosf cosS'=c088"=cos3=1, 

somit unter Fortlassung kleiner Grossen von der Ordnung £2 

e;: -;1 = ee'S' cos({>', t- ~2= ee"S" cos({>", ~l-1jl = ee'S'sin({>', 
1)2 - 1j2 = ee"S" sin <1)". 

Weinstein, Lehrbuch II. 26 
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Die unter solcben Umstanden einzig iibrig bleibende Verscbiebungs
componente ist also die in Richtung der C' bezw. C" Axe, und daraus folgt, 
dass von allen Verschiebungeu der zu vergleichenden Massen weitaus am 
meisten diejenigen zu fiirchten sind, welche quer zum Balken geschehen. 
Die Grossen ~ - e1 und ~- e2 brauchen wir in unserer Gleichgewichts
bedingung nicht zu beachten, weil dieselben noch mit tg ( multiplicirt 
erscheinen. Lassen wir noch die mit den e~, e~ multiplicirten Glieder der 
Gleichgewichtsbedingung fort, so haben wir, wenn der Ausschlag ( der 
Waage nach Verschiebung der zu vergleichenden Massen in f iibergeht, 

90 (M - p.) eoCf- f) = 9~(M'- p.') c'El' sin 11>'+ g~(M"- p.")c"El" sin 11>". 

Wir wollen in dieser Gleichung auch noch die GrosseD p., p.', p.", die, wie 
wir spater sehen werden, meist sehr klein gegen die M; M', M" sind, fort
lassen und ausserdem 90= 9~= g~ setzen; wir haben dann fiir die durch 
Verschiebung der Massen M', M" im Ausschlag der Waage hervor
gebrachte Aendernng 

('- (= ~eo (M'c'8'sinll>'+ M"c"8"sinll>"). 

I/Meo konnen wir, wenn G% die Empfindlichkeit, l die halbe Balkenlli.nge 
der Waage bedeutet, mit geniigender Annaherung durch G%ll ersetzen, ausser
dem diirfen wir M'= Mil annehmen; schreiben wir also fiir M', M" beide
mal P, so wird 

f'- f= ~ PCc'8'sinll>'+ c"8"sinll>"). 

11>' und 11>" konnen alle moglichen Betrage zwischen 0° nnd 360° be
sitzen; um ein numerisches Beispiel zu gewinnen, mogen die heiden End
axen mit der Mittelaxe ungefahr in einer Horizontalebene liegen und nach 
vorn auseinandergehen, wir haben dann 11>'= 90°,11>"= 270°, somit sinll>'= 1, 
sin 11>"= - 1. Ferner seien c' nnd c" entgegengesetzten Zeichens, und zwar 
beide gleich 0,1 c, und endlich sollen 8' und 8" beide 2" betragen. Nehmen 
wir Ernpfindlichkeit, Balkenlange und Belastung so, wie in dern auf Seite 395 
behandeIten Fall, also G% = 2 g-l, l = 20, P= 1000 g, so wiirde 

f- (= 4.~~00 (0,1.2) = 400" 

betragen. Nach den dort gemachten Angaben entsprach an der Waage einem 
Ausschlag von 412", eine Gewichtszulage von 1 mg. Die bezeichnete Ver
schiebung des Schwerpunkts ware also unter den obengedachten Verbaltnissen 
einer solchen Zulage von 1 rng aquivalent, was ganz aosserordentlich viel 
ist. Das gilt natiirlich nur, wenn diese Verschiebnng voll und ganz zur 
Wirkung komrnt; es deutete aber diese Verschiebung eine Bewegung des 
Schwerpunkts in Richtung der Gehli.ngeaxen an. 1st nnn das Gehiinge ein 
starres System, das eben nur nrn seine Axe sich drehen hnn, andere Be-
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wegungen aber nicht uns zufiihren vermag, so wird allerdings die bezeichnete 
Verschiebung vollstandig zur Erscheinung kommen. Macht man aber 
den 'I.'eil jedes Gehanges, der die Schale tragt, noch urn eine andere zu 
ihrer eigentliehen, fortan ausschliesslich als Gehiingeaxe zu bezeichnenden 
Axe senkreckten unterhalb derselben gelegenen neuen Axe, sie soll Schalen
axe heissen, drehbar, so vermag dieser Teil auch Bewegungsantriebeu quer 
zum Balken zu folgen, und wenn man nunmehr eine der Massen auf ihrer 
Schale in Richtung der Gehiingeaxe verschiebt, folgt die Schale dieser Ver
schiebung und stent sich so ein, dass der Schwerpunkt des ganzen Ge
hangesystems (sammt der Masse) an die Stelle nahezu wieder hinkommt, 
die derselbe vor der Verschiebung eingenommen hat, so dass die Ver
schiebungen e', e" sich auf uubedeutende Betrage reduciren. Deshalb stell en 
die Mecbaniker die zur Aufnahme del' zu vergleichenden Massen dienenden 
Teile der Waage aus zwei Teile her, dem eigentlichen Gehiinge und der 
Schale, Gehiinge und Schale sind durch Haken und Oehse oder Charnier, 
oder durch Bligel verbunden, von denen einer eine Pfanne, der audere eine 
auf diese spielende Schneide tragt; immer ist die Einrichtung so getroifen, 
dass die Schale sich in ihrer Verbindungsstelle mit dem Gehiinge urn eine 
zur Gehiingeaxe senkrechte Axe frei drehen, also jedem Antrieb in Richtung 
jener Axe ohne Widerstand foIgen kann. Natlirlich muss an der Ver
bindungsstelle jede erheblichere Reibung ausgeschlossen sein, da die Schale 
sonst dem Antrieb nicht ganz nachzugeben vermag, und so von der Ver
schiebungscomponente e', e" ein Teil noch librig bleiben lrann. 

Wie aber auch die Waage construirt sein mag, tut man am besten, die:zu 
vergleichenden Massen immer in der g 1 eichen Lage auf die Schalen zu setzen. 

Ob in einem besondern Fall von dieser Lage abgewichen ist oder nicht, 
erkennt man am besten an dem Verhalten del' Schalen selbst. In del' Tat, 
wenn del' Schwerpunkt einer aufgesetzten Masse in eine andere Verticallinie 
flillt, als del' der unbelasteten Schale, dann wird letztere, wenn sie frei
gelassen ist, ausweichen und hin und herschwanken; befindet sich aber del' 
Schwerpunkt del' Masse mit dem del' Schale in del' gIeicben Verticale, dann 
fiihrt die Schale nul' die senkrechten durch die Drehung des Balkens be
dingten Bewegungen aus. Daher ist es Regel, die zu vergleichenden Massen 
so auf die Schalen zu setzen, dass deren Schwerpunkte mit den bezliglichen 
Schwerpunkten der Schalen in dieselbe Verticale fallen, so dass, wie wir 
sagen Mnnen, die Schale bei ihrem Loslassen keine seitlichen Bewegungen 
aufweist; und man sagt, die Massen seien centrisch aufgesetzt oder sie seien 
centl'it't, wenn das erwahnte Merkmal anzeigt, dass ihre Schwerpunkte vertical 
unter oder libel' denen del' Schale liegen. 

Zur Ieichtern Erkennung del' Vertical1inien, welche die Schwerpuukte 
der Schalen enthalten, wird die Substanz an den Ietztern so verteiIt, dass 
diese Schwerpunkte annahernd liber der Mitte del' Schalen und so zu Iiegen 
kommen, dass die von ihnen auf die beziiglichen Gehiingeaxen gefallten 
Lote Symmetrieaxen derselben hilden. 

26" 
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Ganz und gar einem bestimmten Cal cuI nicbt zu unterwerfen und fiir 
die Wagungen und die Waage von der grossten Gefabrlicbkeit wiirden 
Translationsbewegungen in den einzelnen Teilen sein. Solcbe Be
wegungen konnten namentlieb dann auftreten, wenn die Axen gegeneinander 
Versebiebungen zu erleiden vermiicbten; desbalb werden diese Axen stets 
aHe drei mit dem Balken verbunden, die Gehangeaxen sitzen also auch 
auf dem Balken, niemals auf den Gebangen selbst. Nun werden zwar gerade 
bei guten Waagen die einzelnen Axen nicbt aus der Balkensubstanz heraus
gearbeitet, sondern bilden selbstandige mit dem Balken verbundene Teile, 
denn indem man jede der Axen fiir sich orientirbar macht, ist man im 
Stan de , diese Axen allmahlich einander parallel zu richten. Aber dann 
sorgen die Mechaniker schon dafiir, dass willkiihrliche Verstellungen der 
Axen gegen einander nicht vorfallen, und man hat solche Verstellungen bei 
gut gearbeiteten Waagen nieht zu befiirchten. Anders verhalt es sich mit 
der Lage der Axen zu den zugehiirigen Pfannen; bier konnen auch bei den 
best eonstruirten Waagen bei nicht vorsiehtiger Behandlung Verscbiebungen 
vorkommen. 

Verschiebt sich zunaehst der Balken auf seiner Pfanne, so tritt da
dureh eine Verstellung des Zeigers gegen die Scale ein und diese beein
traehtigt natiirlieh die Ablesung fUr die Gleichgewicbtslage. Von eben so 
grosser Bedeutung konnen Versehiebungen der Gehange auf ihren Axen 
werden. Da solehe Verscbiebungen Verlegungen der Gehangescbwerpunkte 
zur Folge baben, bereebnet sicb ibr Einfluss genau so wie der von Ver
stellungen der Massen auf den Schalen, und man kann aIle im vorstehenden 
Artikel ausgefiibrten Entwickelungen Wort fUr Wort iibertragen. In diesen 
Entwickelungen zeigte sich aber, wie gefabrlicb 801che VersteHungen werden 
kOnnen. Deshalb ist es fiir den Balken und fiir die Gebange notwendig, 
dass ihre Axen wahrend einer Wagung die Pfannen stets in derselben 
Linie beriibren, und wenn mitten in der Wagung ein Abbeben des Balkens 
und der Gebange notwendig wird, muss das Wiederauflegen so gescbeben, 
dass Alles so genau als moglich in seine friihere Lage versetzt wird. Ein 
solches Abbeben kann aber in der Tat notig werden. Wir werden namlich 
spater sehen, dass jede Wagung nicht aus einer einzigen Operation besteht, 
sondern aus mehreren, mindestens zwei, Einzelwagungen zusammengesetzt 
ist. Da zwiscben den Einzelwagungen Vertauscbungen und Umsetzungen von 
Massen auf den Scbalen nicht zu umgehen sind, muss man die Waage 
arretiren. N ach dem Wiederloslassen derselben miissen dann Balken und 
Gebange ibre friibere Lage zu den Pfannen wieder annehmen, und das kann 
nur gescbehen, wenn der Arretirungsmeehanismus gut funetionirt und aueb 
sorgsam gehandbabt wird (Art. 99). 

115. Einfluss mangelhafter Parallelitat der Axen. Wir haben noch 
diejenigen Glieder zu discutiren, welehe von den e~, ~~ abhangen. Es sind 
dieselben in ibrer allgemeinen Form nieM wenig eomplieirt, vor allen Dingen 
darum, weil sie die Sinus und Cosinus des vom Ausseblag der Wage ab-
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hiingenden Winkels f - q, im Nenner und unter Wurzelzeichen enthalten. 
Beziehen wir uns aber wieder auf Verhiiltnisse, wie sie ror feine Wagungen 
allein von Bedeutung sind, so kOnnen wir Terme· von der Ordnung sins3 
und sins8' gewiss fortlassen, und dann geben die bezeichneten Glieder, indem 
noch cos f = 1 gesetzt wird, 

g~(M' - fL')e~ sin 8' siner - q,,) (sin 3 - sinEl' cos(f - q,,)) 

+ g~(M"- fL")e~sin8"sin(f - q,1I) (sin {} - sin8"cos(f-:- q,1I»). 

Es erhellt hieraus, dass diese Glieder in Bezug auf die Sinus der 3, S', 8", 
von der zweiten Ordnung sind; wenn also die e~ und e~ nicht. gerade be
Bonders gross gegen die Arme der Waage ausfallen, kann man von dies en 
Gliedern absehen. Sind gar die Gehiingeaxen wenigstens parallel zu der 
durch die Balkenaxe und den Balkenschwerpunkt gehenden Ebene, so geben 
diese Glieder Grossen dritter Ordnung. In solchen Fallen aber, wo, wie 
bei Jollys Versuchen zur Bestimmung der Erddichte, ~~ und e~ in einigen 
Experimenten ganz excessive Betrage gegeben wurden, wird man die betreffen
den Glieder nicht ohne weiteres fortlassen durfen; es hangt dann die Gleich
gewichtsbedingung nicht allein vom einfachen Betrag des Ausschlagwinkels, 
sondern auch von seinem doppelten Wert abo (Genauere Darlegungen folgen 
noch in Art 126b.) 

116. Priifung der Parallelitat der 3 Axen; Methode von Gauss. 
Aus den bisherigen Untersuchungen erhellt von wie grosser Wichtigkeit as 
ist, dass die 3 Axen einer Waage einander parallel verlaufen. Die Mechaniker 
prufen die Parallelitat der Axen zumeist in folgender Weise. Sie legen 
den Balken ohne die Gehiinge auf das Stativ, so dass derselbe fur sich 
allein schwingen kann und tun direct auf die Endaxen kleine Reitergewichte, 
die sie langs der Axen verschieben. 1st eine Endaxo der Mittelaxe parallel, 
so darf die Gleicbgewichtslage der Waage sich nicht andern, wie man auch 
das auf diese Axe gebrachte Gewichtchen langs derselben verschieben mag 
der Constructeur justirt also die Richtung der Endaxen gegen die Mittelaxe 
so lange, bis bei Verschiebungen der Gewichtchen langs der Endaxen 
irgend nennenswerte Aenderungen in der Gleichgewichtslage der Waage 
sich nicht mehr zeigen. 

An einer fertiggestellten und justirten Waage die Richtung der Endaxe 
gegen die Mittelaxe zu priifen, hat Gauss gelehrt.*) Betrachten wir 
namlich die drei Winkel, welche eine Endaxe, etwa die rechte, mit den Axen 
des festen Coordinatensystems einschliesst, so sind die Richtungscosinus 
d~rselben nach den Entwickelungen auf Seite 400 

a;= + sinS' cos3cos(f- q,,)- cosS' sin3, 
~~= - sinS' siner - q,,), 
.;= + sinEl' sin3 cos(r - q,,) + cosEl' cos3. 

*) Werke, Bd. V 
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Lauft nun diese Axe der Mittelaxe nicht parallel, so ist S' von Null 
verschieden und folglich zeigen die a~, ~~, .~ mit f veranderliche Werte. 
Nun ist beispielsweise .~= cos&' gleich dem Cosinus des Winkels, den die 
betrefl'ende Endaxe mit der horizontalen ~ Axe einschliesst, daraus und aus 
den Werten fUr a;, ~~ folgt, dass die Endaxe, wenn die Waage schwingt, 
ihre Neigung sowohl gegen den Horizont als auch gegen eine Vertical
ebene stetig andern wird. Gauss befestigte an das aut der betrefl'enden 
Axe spielende Gehange einen Spiegel senkrecht zur Richtung der Axe, stellte 
dem Spiegel in einiger Entfernung (2 bis 4 m) eine Scale vertical gegeniiber 
und beobachtete das vom Spiegel entworfene virluelle Bild der Scale mit 
blossem Auge oder mit einem Fernrohr. 1st die Endaxe der Mittelaxe 
parallel, so bleibt das Scalenbild im Gesichtsfeld wahrend der Schwingungen 
der Waage unverriickt, sonst verschiebt es sich nach oben oder unten, 
sowie nach rechts oder links. An den Verschiebungen des Scalenbildes im 
Gesichtsfeld wird also cine Abweichung der betrefl'enden Endaxe von der 
Richtung der Mittelaxe unschwer erkannt. Es ist auch leicht mit Hilfe der 
obigen Formeln fiir a~, ~~, .; die Grosse dieser Abweichung aus der Grosse 
der Verschiebung des Scalenbildes zu berechnen, doch hat man von einer 
solchen Berechnung hier keinen besondern V orteil. 

117. Einfluss von Reibung an den Axen~ Endlich lassen wir noch die 
letzte Beschrankung fallen, die namlich, dass Reibungshindernisse nicht da 
sind. Machen sich solche Hindernisse geltend, so kann das nur an den 
Axen sein, denn die Reibung gegen das umgebende Medium vermag zwar 
die Bewegungen der Waage zu dampfen, nieht aber dieselben zu hemmen; 
einen Einfluss auf die Gleichgewichtslage kann aber nur die Hemmung haben. 

Bezeiehnen wir die Momente der Reibungen an den 3 Axen mit sm, 
IDl', sm", und fiihren, wie wir diirfen, in die Gleichung fiir die Bewegung 
des Balkens direct nur die Reibung an der Balkenaxe ein, so haben wir 
zu der ersten Gleichgewichtsbedingung sm, zu den beiden andern sm' bezw. 
sm" zu addiren. 

Die Reibungen sind proportional den Drucken, die an den betre:lfenden 
Axen herrschen, somit, wenn a, a', a" Proportionalitatsfactoren angeben, 

sm=a(M+M'+M")Uo' sm'=a'M'g~, sm"=a"M"u~. 

Hiernach gehen zunachst die fiir die Gehiinge geltenden Gleichgewichts
bedingungen iiber in 

(M'- p.') e~a;= - a'M'; (M"- p.") e~a~= - a"M", 

und es ist mit ausreichender Genauigkeit a;= - a'/e~, a~= - a"/e~. Diese 
Richtungscosinus sind also jetzt nicht mehr Null, die Gehange stellen sich 
demnach nicht mehr so, dass die Schwerpunkte in durch die zugehOrigen 
Axen gehende Verticalebenen zu liegen kommen; sie stellen sich beide 
links oder rechts von dies en beziiglichen Ebenen ein, je nachdem der Balken 
auf der rechten oder auf der linken Seite sich nach unten neigt. Bei 
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denselben Reibungsverh1i.ltnissen sind a;, a~ von der Belastung der Ge
bange unabh1i.ngig, denn das Streb en der a;, a~ naeh Null nimmt zwar 
proportional den Belastungen zu, aber die Reibung waebst aueh proportional 
diesen Belastungen. Dagegen nehmen die a proportional den Abstanden 
der Belastungsschwerpunkte von den beziiglieben Axen ab; aueb das ist von 
vorn bererein klar, denn so wie diese Sebwerpunkte von den beziigliehen 
Axen fortriicken, wacbsen die Hebelarme der Drehungsmomente, die die 
Schwerkraft auf die Gehangesysteme ausiibt. Zur Ueberwindung der Reibung 
ware es also vorteilhaft, die Gebange reebt lang zu nehmen. 

Der Einfluss der Reibungen an den Gehangeaxen maeht sieh geltend, 
sowie wir in unserer allgemeinen Gleichgewichtsbedingung Seite 387, aueh die 
mit e~, e~ multiplicirten Glieder mit beriicksichtigen. 

Da es uns hier nur auf die Reibungsverhaltnisse ankommt, nehmen wir 
an, dass die 3 Axen, einander parallel laufen und horizontal sind. Es ist 
dann sin8f1= sin8'= sinO = 0, und wir bekommen nach den Ermittelungen 
auf Seite 387 

a;= - sin(F'+ (- <1>'), a~= - sin (F"+ (-<I>"), 

und hiernach nach denselben Entwickelungen 

, , 0/ 
~1=-a2=V' 

o 

Die mit den ~~, ~; multiplicirten Glieder geben hiernaeh, wenn man 
lloch cos{= 1 setzt und die p.', p." fortgelassen werden, - (g~Ma'+ g~M"a"). 
Fiigt man dazu noch die der Reibung an der Balkenaxe Rechnung tragenden 
Glieder, so hat man bei sonst vollkommener Einrichtung der Waage und der 
Wagungen 

goCM- p.)eotg{= g~(M'- P.')ll-g~CM"- P.")l2 
- (goaM + g~(a + a')M'+ g~(a + afl)MfI). 

Dabei ist ( positiv gerechnet, wenn der Balken sich auf der Seite senkt, 
auf welcher die Masse M', also das erste Gehange sich befindeli. Hieraus 
folgt, dass die Ernpfindlichkeit, wenn das Zulagegewicht zu M' hinzugefiigt 
wird, sich im Verh1i.ltnis von 1 zu l-(a + a') Zl und wenn dasselbe mit 
M" vereinigt wird, in dern von 1 zu 1 - (a + a") II verringert. Es ist also 
jedenfalls diese Aenderung der Ernpfindliekeit von der Belastung der Waage 
unabhangig, und sie wird nur von den Reibungen an den versehiedenen 
Axen beeinflusst. Freilich gilt das nur, solange man die Reibung als allein 
durch den Druck bestimmt ansehen darf, was eben nur bis zu einem ge
wissen Betrage der Belastung gestattet sein wird. Ferner zeigt sich, dass, 
auch abgesehen von der etwaigen Verschiedenheit der Hebelarrne der Waage 
([1 ~ ~), die Ernpfindlichkeit nicht unabh1ingig ist von dem Geh1i.nge, auf 
welches man das Zulagegewicht bringt, von der Seite, an welcher dieselbe 
bestirnmt wird. 
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Wir konnen unsere obige Gleiehung aueh sehreiben 

go( JJl( 1 + Eo;gf) -p. )tgf=9~( M'( 1-a: a')_ P.')ll 
- g~ (M" (1 + a t a") -- p.,,) Z2' 

Das ist aber dieselbe Form, die die Gleichgewichtsbedingung aueh hat, 
wenn keine Reibung stattfindet, nur sind die Massen' des Balkens und der 

. a a+a' 
Gehangesysteme im Verhliltnis von 1 zu bezw. 1 + rr-f' 1--1-' 

+ /I 0 g 1 

1 + a 12 a_ verandert. Hieraus ergiebt sich, dass del' Einfluss der Reibungen 

an den Gehlingeaxen eaeteris paribus abnimmt, wenn die Balkenlange wachst, 
und wenn dieselbe gross genug ist (urn so grosser, je grosser die Reibung 
ist) kann man von den Reibungen an den Gehlingeaxen absehen. Was abel' 
die die Reibung all der Balkenaxe ersetzende Aenderung der Balkenmasse 
anbetrifft, so wachst dieselbe wenn eo abnimmt und aueh wenn tg f kleiner 
wird. Je grosser also die Empfindlichkeit ist, urn so starker wirkt die 
Reibung an del' Balkenaxe auf die Gleichgewichtslage del' Wage ein, einer 
Verstarkung del' Empfindlichkeit braueht also durchaus nieht immer ein 
Gewinn an Genauigkeit in del' Wagung zu entsprechen, es kann sogar von 
einer gewissen .Empfindlichkeit ab eine weitere Steigerung derselben durch
aus unvorteilhaft werden. Weiter wachst a/Eo tgf mit abnehmendem (, man 
wird deshalb an einer Waage nicht mit zu ldeinen Ausschlagen arbeiten 
diirfen, sondern dieselbe in kraftigere Bewegung setzen miissen, doch komme 
ieh spater auf diese Verhliltnisse zuriick. 

Del' Einfluss der Reibung wird nun noch bedingt durch die Grossen 
a, a', a", diese selbst aber hangen ganz von der Art, wie die Reibung an 
den Axen zu Stan de kommt abo Wenn die Axen, wie das bei den in Ge
brauch befindlichen Waagen gemeinhin der Fall ist, durch Schneiden ge
bildet sind, welche auf Pfannen ruhen oder auf welchen Pfannen aufliegen, 
dann entstent die Reibung zum grossten Teil dadurch, dass die Sehneiden 
und Pfannen, wo sie mit einander in Beriihrung stehen, die Form die sie 
unter dem Einfluss der Belastungen angenommen haben, wahrend del' Be
wegung fortwahrend and ern, denn mit solchen Formanderungen sind natur
gemass Arbeitsverluste verbunden. Die Balkenschneide zum Beispiel wird 
an del' Kante convex, die zugehOrigen Pfannen unter ihr coneav cylindrisch, 
dreht sieh del' Balken, so kommen andere und andere Mantellinien del' 
Schneide mit del' Pfanne in Beriihrung, und diese wird an immer andern 
Stellen durchgebogen; die Durchbiegung setzt abel' del' Weiterbewegung 
des Balkens ein Hindernis entgegen, und so kann del' Balken in einer 
andern Lage zur Ruhe kommen, als wenn an seiner Axe die Durchbiegungs
hemmnisse nicht zu iiberwinden waren. Aehnlich sind die Verhaltnisse, wenn 
eine Axe durch zwei Spitzen festgeIegt wird. Bei durch Kanten gebildeten 
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Schneiden 'nimmt man an, dass die Reibung mit wachsender Tangente des 
Kantenwinkels zunimmt und mit wachsender Lange der Schneide abnimmt, 
ersteres weil die Kriimmung des durch die Belastung an der Kante hervor
gebrachtenCylinders abnimmt, und dieBeriihrungsflache zwischenSchneide und 
Pfanne wachst, wenn der Kantenwinkel wachst, letzteres weil die Belastung 
der betreffenden Schneide die einzelnen Punkte urn. so weniger driickt, je mehr 
dieselbe verteilt wird, was eben geschieht, auf je mehr Punkten die Be
lastung aufruht. Auch die Form der Pfanne ist auf die Reibung von 
grossem Einfluss; am vorteilhaftesten in dieser Hinsicht sind wol ebene 
Pfannen, am unvorteilhaftesten dachformige. Da jedoch dachformige und 
hohlcylindrische in mancher Beziehung Bequemlichkeiten bieten, wendet man 
diesel ben, namentlich die letzteren, noch vielfach an. 

1m Uebrigen lwmmt noch ein besonderer Factor ins Spiel, der ganz 
von der Substanz der auf einander reibenden FHichen abhangt. Bei feinen 
Wagen macht man Pfanne und Schneiden aus moglichst hartem Material, 
erstere gestaltet man eben, "letztere scharft man bis zu einem Kantenwinkel 
von 30° zu und giebt ihr eine moglichst grosse Lange. Die Schneiden 
und Pfannen der Gehange behandelt man mit ganz derselben Sorgfalt wie 
die des Balkens. Gewohnlich tragt der Balken aIle drei Schneiden, die 
Balkenpfanne ist dalln in das Stativ der Waage eingelassen, die Gehange
pfannen sind mit den Gehangen verbunden. Pfannen und Schneiden ruhen 
wol am besten illrer ganzen Lange nach aufeinander auf, da sonst die 
Schneiden leicht auch in verticaler Richtung Biegungen erleiden konnen, die 
bewirken wiirden, dass man von bestimmten Axen nicht mehr reden darf. 
Natiirlich muss jede Schneide an der Kante, die Pfanne in der Beriihrungs
linie gerade sein. 

Bei manchen Waagen, die zu besonderen Untersuchungen construirt 
sind, hat man den Balken an einen Draht befestigt, der seinerseits an 
beiden Enden festgemacht ist. Hier hnn von einer Reibung in gewohnliehem 
Sinne des Wortes nur die Rede sein, wenn die Elasticitat des Drahtes sehr 
unvoll1wmmen ist. Dasselbe gilt von solchen Waagen. die etwa nicht urn 
bestimmt definirte Axen, sondern wie manche Pen del an elastischen Federn 
sehwingen. 

Zu der im voraufgehenden behandelten Reibung, konnen noeh andere 
Widerstande auftreten, solche werden sieh geltend machen, wenn die Schneiden 
sehadhafte Stell en (Kerb en) haben, oder sie oder die Pfannen nicht ganz 
rein nnd frei von Staub oder Oxydflecken und Fettsehichten gehalten sind. 
Diese Widerstande vermag man im aIlgemeinen nicht durch Rechnung zu 
eliminiren, man muss sie durch sorgfaltige Behandlung der Waage fern
zuhalten such en. 

Damit sind die fUr das Gleichgewicht einer Wage wesentlichen Punkte 
erledigt, und es hat schon die Theorie dieses Gleichgewichts aIlein fast 
alles gelehrt, was wir von der Construction einer guten Waage zu fordern 
haben. Dementspreehend ist denn auch die Theorie der Bewegung der 
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Waage von minderem Interesse und sie kOnnte principieIl ganz entbehrt 
werden, wenn auch die Beobachtung sich auf das Gleichgewicht beschranken 
diirfte. Das ist nun nicht der Fall, und so miissen wir auch noch die Be
wegungen einer Waage in einigen Beziehungen verfolgen. 

118 a. Bewegung einer Waage. Die Seite 385 zusammengestellten Diffe
rentialgleichungen umfassen aIle moglichen FaIle von Bewegungen, die an 
einer Waage vorkommen konnen, und da eine Waage aus drei Systemen 
besteht, deren jedes fiir sich noch schwingen kann, gestatten sie eine Fiille 
von Bewegungen, und ihre allgemeine Integration ist denn auch mit den 
ietzigen Mitteln nicht wol ausfiihrbar. Wir wollen nur diejenigen Be
wegungen betrachten, die fur uns allein von besonderem Interesse sind. 

Wir machen die Annahme, dass die Axen der Waage alle in einer 
Ebene liegen, horizontallaufen und einander parallel sind. Infolge derselben 
wird A~= p.~= A~= fL~= 0, v~= v~= 1. Ferner habell wir 0:1 = cos f, 
~l=-sinf, 11=0, 0:2=sinf, ~2=COSf, 12=0:3=~3=0, 13=1, somit 
zufolge der Gleiehungen unter l) auf Seite 374 v~ = v~ = v;= v~= 0, und da 
weiter (Seite 385) 1)~ = 1)~ = ~~ = ~~ = 0, ~1 = ~2 = 0 ist, so wird (Saite 382) 

, M' t' "l' 8' (:1 2 12) d ' b' M' ~I ') / I - 1I1/T' t' , a =- 1)1~0"2+ <, +1) m, = 1)1\'0"1' C -- "L 1)1"0 fL2 , 

a"--M" t"'''+8''(t''2+ "2)d " b-M" t"'" "=-M" t"" - 1)2~0"2 \, 1) m, - 1)2~O"1' C 1)2,~ofL2' 

Transformiren wir noeh p2 und (J2, so ist, weil e=A~e'+A;1)', 1)=1)1 
+p.~~'+p.;1)', bezw. ~=A~e"+A~1)", 1)=1)2+p·~e"+p,~1)" ist 

p2=8' (1)1 2)dm' + 8' (~'2(1,~ 2+ p,~2) + -~'2(A; 2 + fL;2)) elm' 

+ 2 8' ;'1)' (I,~ A; + fL~P';) + 28' 1)1 (p.~ ~'+ p.; 1)')dm', 

also zufolge der Gleichungell unter 0, und weil 8'1)'dm'= M'1)~= 0 ist 

p2= lJl1'1)1 2+ 8' (~'2 + 1)'2) elm' + 2111'1)1~~P'~' 
und ahnlich 

p2= lI'1"1)2 2 + 8"(~"2+ 1)"2) elm" + 2111"1)2~~fL~' 

Ieh bezeiehne llunmehr die Tragheitsmomellte 8 (;2+YJ2)elm, 8 I (~'2+Yj'2)dm', 
8" (~"2+ 1)"2)dm" mit T, T', T" und dio 1J;1'-~12, 1J;1"YJ22 mit T1, T2• Die 
Seite 385 gegebenen Difi'erentialgleichungen gehen dann, wenn mall 110ch 
die Glieder, welche mit elf, d2f, dP', d2 P', elF", el2p" multiplicirt sind, 
indem man fest8etzt, dass f, F ', F" in Secunden gemessen werden sollen, 

1 
mit dem Factor E = 20G 2G5 versieht, iiber in 
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(T' M'l t' " ) (d2F' , dF') +e - 1~0"2 dt~ +X (if 

+ e (T" + M" l e"A") (d2 F" + x" dF" ) _ M'l e' A' e2 (dF' )2 
2 0 2 dt2 dt 1 0 1 dt 

+ M"l. t"A" 2 (dF" )2 _ 2M'l t' , 2 dt dF' + 2M"t. t" " 2d( dF" 
2~O 1 e dt 1 ~0p.2e dt dt 2"0P.2 e dt dt 

= - Uo(M - p.)Eosinf+ [U~(M'- P.')ll- U~(M"- /L")l2]cosf 
+ g~(M'- p.')~~ e~+ U~(M"- p.")~~e~; 

T ' (d2F' , dE") (T' M' t')' ) (d2f ,df ) e dt2 + x at +! - 11 ~o '2 dt2 + X dt 

M'l t' , 2 (df )2 , (M' ,)t" + 1~0p.2e dt =-Uo -po ~0a:2' 

T " (d2 F" + X" dF") + (T"+ M" l t",,,) (d2f + v" df ) 
e dt~ . dt e 2 ~o "2 dt2 "dt 

_ Mill t" " 2 (df )2 _ _ "(M" _ If) t" " 2 ~0p.2e dt - go P. ~Oa:2' 

Zufolge der Entwickelungen auf Seite 387 hat man aber fiir diesen Fall 
a:; = - ~~, a:~ = - ~~, somit, wenn man die zweite und dritte Gleichung 
addirt und von der ersten abzieht 

Te (::~ + x ~D + e(Tl+M'11e~(2p.~ +1..;») (~;~ + X' ~D 
+ (T. M"l t"(2" A"») (d2f "df ) MO'l t' A' (d2F' ,dF') e 2 - 2 "0 P.l + 2 0 dt2 + X dt - 1 ~o 2 e dt2 + X at 

M"l. t"A" (d2F" "dF") M'l ,I 2 (" (dF')2 2' df dF' I (df )2)' 
+ 2"0 2 e (ft2 +X at - 1 ~oe {'I at + P.2dt at + P.2 dt 

M"Z ttl 2 (A,,(dF")2 2" df dF" " ((If)2) + 2~Oe_ 1 dt + /L2 dt dt + /L2 dt 

= - Uo Eo (M - p.) sin( + (u~(M' - P.')ll- U~(M"-p.")l2) cos f. 

Wir haben aber 

A~ = - cos(E" - <1>'), 1..;= - sin(F' - <1>'), p.~ = + sin(F' - <1>'), 
• p.;= - cos(1<" - <1>'), 

A~= - cos (F"- <1>"), A~= - sin (F"- <1>"), p.~= + sin (.1i"'- <1>"), 
p.~= - cos(F"- <1>"). 

Verstehen wir unter F', E" Winkel, die sich in der Nahe von 0 halten, 
so diirfen wir in diesem Fall, nach den Bemerkungen und Festsetzungen auf 
Seite 376, <1>'= <1>"= 1800 setzen nnd bekommen 

A~ = + cosF', 1..;= + sinF', p.~ = - sinF', p.;= + cosF', 

A~= + cosF", A~= + sinF", p.~= - sinF", p.~= + cosF", 
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und indem wir noch fruhere Entwickelungen zu Hilfe nehmen 

a;=-~~=sin!, =-sin(j+ F' - «1>') = sin(j+ F'), 
a;= - ~~= sin!"= - sinU + F"- «1>") = sin(j + F"). 

Nnnlllellr geben unsere Differentialgleichungen liber in 

d2! 
Te dt' (T+ T1 + T2) 

[118b. 

+ E d!(Tx+Tx'+ Tx")-M'l~' EsinF' (d2(j + F') + x,d(j+ F'») 
dt 1 2 1 0 dt2 dt 

+ M"l ~ .. sinF" (d2(j+Fr) +x"dU+F"»)_M'l t' 2COSF,(dU+F'»)2 
2 OE . dt2 dt . 1 '>1 E dt 

+ M"l t" 2cosF" (d(J+F"»)2 
2'>OE dt 

= - go~O(M - p.)sinj + (((M'- P.')ll- g~(lJl"- p.")12) COS/, 

rr' (d2(j + F') + ' d(J + F'») _11''''' 1 t' . F' (d2J + ' dl ) 
.L E dt2 x dt !:L 1 "0 E sm dt' x dt 

+ 111' l1 ~~&2 cosF' (ftY = - g~(M' - p.') e~sin(J + F'), 

T" E (d2(f + F") + x" d (f + F"») +. M" 1 t.. sin F" (d2J + x" d!) 
dt2 dt 2'>Os dt' dt 

- M"l, ~~cosF" <:2 (tY = - g~(M"- p.")E~sin(f + F"). 

Die Variabeln sind hier !, F', F". Bei sorgfaltiger Handhabung der 
Waage, gehOriger Celltrirung der zu vergleichenden Massen und Ausschluss 
aller Hemmungen, geht die Bewegung der Waage so vor sich, dass die Ge
hange immer nahezu verticale Richtung besitzen, so dass a.; und a.; stets 
nahezu die Werte haben, die ihnen im GJeichgewichtszustande zukommen. 
Fiir diesen Fall ist also e/,= sU+F') wie s/"= EU +F") ein relativ kleiner 
Winkel. Macht auch noch die Waage selbst nur sehr geringe AusschHige, 
so sind I, F', F" alIe drei als kleine Winkel zu behandeln, und zudem 
hat man annahernd F'= F"= - I. Fiir dies en Fall ist die Differential
gleichung fiir j 

(T+ T1 + T2)s ~~ + (1.T+1.'T1 +x"T2)E t = - gos(lI! - p.)~ol 
+ g~(M'- P.')l1- g~(M"- p.")12. 

118 h. Schwingungsdauer und Empfindlichkeit. Setzen wir 

'I + T1 + T,=:t, 1.T+ x'T1 + x"T2 = + a, 

so ergiebt uie IntJgration der obigen GIeichung zunachst 

hietin i::;t 
1= 1+ Aefl.t + BePt , 
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7= g~(M'- p.')11- D~(M"- p.")12 , 

DosCM - p.)eo 

413 

Tbedeutet also den Ausschlag, wenn die Waage zur Ruhe gekommen ist. 
Ferner ha ben wir 

a=~(-~-V: -DOeo~(M-p.)} 
~=~ (-~+ -fr·-DO eo~(M- p.)} 

In praktischen Filllen ist Doeo~(M - p.) sehr viel grosser als a2/4 und 
da ffir t = <:J:> das f gleich dem definitiven Ausschlag werden muss, den wir 
oben schon durch 7 bezeichnet haben, wird 

Die Zeit ist hier von dem Augenblick gerechnet, wo die Waage zum 
ersten Mal durch die Gleichgewichtslage, welche eben fist, hindurchgeht. 

~ konnen wir das Tragheitsmoment der ganzen Waage (sammt den 
Belastungen) nennen, und da dieses Moment gleich T+ Tl + T2 ist, 
schwingt die Waage wie der Balken fUr sich schwingen wtlrde, wenn die 
ganzen Massen der Gehangesysteme in den bezfiglichen Gehangeaxen con
centrirt und mit diesen fest verbunden waren. Bei den Annahmen, die wir 
fiber die Bewegung gemacht haben, war ein solches Resultat wol voraus
zusehen. eo (M - p.) ist durch die Empfindlickeit bestimmt und zwar nimmt 
dieses Product ab, wenn die Empfindlichkeit wachst. 

Die Schwingungsdauer ohne Berficksichtigung der der Dampfung Rech
nung tragenden Exponentialgrosse ist 

8= 21tVZ . 
.. / ~ 
V 00 eo CM - p.)-- :~ 

Ffihren wir an Stelle von 00 eo (M - p.) den hier ausreichenden Betrag 
l/~ ein, wo also ~ die Empfindlichkeit, 1 die Lange eines Balkenarms ist, 
so wird 

Die zweite Darstellung fUr die Schwingungsdauer zeigt, dass eine und 
dieselbe Waage um so langsamer schwingt, je grosser ihre Empfindlich
keit und je bedeutender ihr Tragheitsmoment ist. Die Empfindlichkeit 
vermogen wir beliebig zu regeln, und da lang andauernde Schwingungen 
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an einer Waage sehr unbequem werden und aueh, wie spater naher auszu
fUhren sein wird, mannigfaehe FeIller mit sieh bdngen konnen, wird man 
mit der Empfindliehkeitserhohung nieht zu weit gehen durfen. 

Fassen wir die Empfilldliehkeit einer Waage als etwas Gegebelles auf, 
so wird die Sehwingungsdauer nur noeh von dem Tragheitsmoment be
stimmt. Dieses wieder hiingt von den Massen, die sieh auf den Sehalen 
befinden, ab; wird· aber aueh dureh die Massen der Gehiinge selbst und 
des Balkens bestimmt. 

Man kann dieses Tragheitsmoment mit einer gewissen Annaherung als 
proportional der ganzen sehwingenden Masse und dem Quadrat der halben 
Balkenlange ansehen. Die Sehwillgungsdauer ist also ungefahr proportional 
der Quadratwurzel aus der gan zen sehwingenden Masse und der aus der 
Balkenlange. Aoch deshalb such en die Meehaniker die Massen von Balken 
und Gehiingen tunliehst gering zu halten; manche von ihnen ziehen aoeh 
kurzere Balken den liingem vor. Durch Verringerung der Balkenmasse wird 
allerdings die Empfindlichkeit erhoht, die Verkurzung des Balkens bringt 
aber eine Verkleinerung der Empfindlichkeit mit sich; femer kann erstere, 
wenn sie zu weit getrieben wird, der Widerstandsfahigkeit des Balkens gegen 
Durchbiegungen Eintrag tun, es Iasst sich deshalb nichts voraussagen, und 
das meiste hangt von der Gesehicklichkeit des ausfiihrenden Meehanikers ab. 

119. Eerechnung der Gleichgewichtslage aus aufeinander folgenden 
Elongationen. Von sehr grosser Wiehtigkeit ist noch die Betrachtung der 
Aenderung der Amplituden, denn man wartet bei Wagungen nieht bis die 
Waage sieh beruhigt hat, um den Betrag von 1 abzulesen, sondem bestimmt 
dieses 7 aus einer Anzahl abgelesener Amplituden. Die nachfolgenden Be
traehtungen werden aber an noeh sehr vielen anderen Stell en zur Anwendung 
kommen miissen. leh schreibe unsere Gleichung fiir r in der Form 

Der Balken der Waage sei mit einem Zeiger verbunden, der sieh mit 
dem Schwerpunkt des Balkens und der Balkenaxe in derselben Ebene be· 
findet und mit der letztern einen rechten Winkel einschliesst, der Zeiger 
weise auf die Teilung eintls Kreises, dessen Ebene ebenfalls senkreeht zu 
der Balkenaxe ist und der seinen Mittelpunkt in dieser Axe hat. Die Bc
wegung des Balkens wird unter diesen Umstiinden dureh die des Zeigers 
wieder gegeben. Wir messen die Elongationell des Zeigers an diesem Kreifl 
von irgend einem Anfangsstrich seiner Teilung. Der Zeiger gehe, wenn wir 
die Beobachtungen anfangen, von rechts nach links, fu /2, ... seien die 
Ablesungen an der Kreisteilung, ti , t2, ••• die Zeitpunkte, wenn der Zeiger 
links, r;, r;, ... , bezw. t~, t~, ... entsprechende Grossen, wenn derselbe 
reehts seine grosste Ausweichung erreieht hat. Wir haben dann die Reihe 
von GIeichnngen 
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_ _ 'I . 21ttl . 2'ltt' 
( I' f) l' cr' f--;-) A ~'t'· 1 E 11 - = c e ' Sll1 Cr-' E 1-' = e 'sIn 8' 

21tt. - )/' 21tt2' 
(I -f') A -u· " (I" f) A - . E 2- = e '8In--I:)' e 12-- = e "sln ~fr' 

Aber zu denselben Zeitmomenten ist jedesmal die Geschwindigkeit der 
Bewegnng gleich Null, also 

und llieraus folgt 

21t t1 21t 21t t~ 21t 
8-=arc tg ftl' --e = 1t + arc tg A8 ' 

21tt2 21t 
-- = 21t + arctg -, .. 0 8 ),8 

Setzen wir also die Constante 

so wird 

( 
21t - ~~- arctg 21t _ eA 

A sin arc tg )J:1) e 21t Ae = B und e 2 = p" 

e(f1 - f) = + B, e(f;- f) = - Bp" 

sCf2-{) = + BfI·2, sCf;- f) = - Bp,3, 

U. S. f. 

Die Unbekannten, die diese Gleichungen enthalten, sind B, p" f, es 
reichen also schon 3 derselben aus 7 zu bestimmen, sind it, f;, f2 solche 
3 aufeinander folgende beobachtete Elongationen, so bekommen wir 

LXXXIX) 

Nach dieser :B'ormel kann also die Gleichgewi()htslage der Waage aus 
den Ablesungen dreier aufeinander folgender Elongationen stets berechnet 
werden. Flir praktische Anwendungen lasst sich eine erheblich einfachere, 
wenn auch nicht ganz strenge Formel ableiten. Aus denselben 3 Gleichul1gen 
fiudet man niimlich auch 

Da man sich bei den Wagungen immer so einrichtet, dass die Waage 
nur geringe Ausschlage zu machel1 braucht, sind s(f! -f), sC{ - fD, 
e(12 -f) relativ kleine Grossen - bei einem Ausschlag von 2°, der schon 
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ziemlich gross sein wiirde, 0,035 - vertauschen wir die log mit den Zahlen 
selbst, so folgt hiernach 

LXXXIX2) {= f1 + 2~;+ fa = ~ (f1 ~ /; + f;) . 

Man bildet also das Mittel aus den Ablesungen der ersten und dritten 
Elongation, und nimmt aus der so gewonnenen Zahl und der Ablesung fur 
die zweite Elongation wieder das Mittel. 

Die bei dieser Berechnungsweise gemachte Vernachlassigung ist, 

f1 + 2f;+ /; 1 (ft - 12)2 
4 - - '4 f1 + f2 - 2f; 

Bezeichnen wir also den obigen Naherungswert von 7 mit To, so ware 
der strenge Wert 

- - 1 (f1- fa)2 - fl + 2f;+f2 
LXXXIX3) f= fa - 4. f1 + f2- 2f;' fo = 4 

Man kann dem Correetionsglied zu To noeh eine besonders interessante 
Form geben. Inf6lge der Dampfung der Schwingungen nehmen die Amplituden 
stetig ab, es sind aber diese Amplituden fl-f;, f2-f;, (3-(; u. s. f., 
und wir bekommen aus den Gleichungen fUr die f - { 

E(f1- fD = B(l + fL), E«(2- fD = BfL(l + fL), E(f2 - f;)=BfL2(1 + fL), 

E «(3- f;) = BfL3(1 + fL), ... , 

das heist, das Verhaltnis zweier aufeinander folgender Ampli
tuden ist immer dasselbe, und zwar kommt dasselbe der Grosse p. gleich. 
Hiernaeh haben wir 

/;-f; (a-(; fa-f; 
fL= f~-r;.= f2-t;= t~-r;='''' 

oder indem wir die aufeinanderfolgend beobachteten Amplituden mit aI' 
a2 , ••• , an_ 1 bezeichnen, wobei also 

.' ., 
ist, 

a2 as an _ 1 
p.=-=-= ... =--. 

a1 a2 an_ 2 

Man nennt fL die Diimp(ungszahl und definirt dieselbe auch direct als 
Verhiiltnis zweier aufeinander folgender Amplituden; dass dieses Verhiiltnis 
fiir all e aufeinander folgenden Amplitnden sich als gleich gross erweist, ist 
eine Folge del' iiber die Art der Dampfnng gemachten Annahmen. 

Raben wir nun an der Waage mindestens 3 aufeinander folgende 
Elongationen abgelesen, so sind wir illl Stande, fL zu bestimmen. Benutzen 
wir die drei ersten Elongationen, f1' r;, t~, so ergiebt sich 
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1-fL fi-f2 
1 + fL = fl + f2 - 2f;' 

und llieraus folgt 

Die Correction ist hiernach proportional der Differenz zwischen der ersten 
und der dritten Ablesung. 1st die Dampfung nicht zu gross, so wird diese 
Differenz fiir sich scbon gering sein und da dann auch fL fast 1 ist, kann 
die Correction fortfallen. Bei stark gedampften Schwingungen, wie sie zum 
Beispiel bei hydrostatischen Wagungen vorkommen Mnnen, dal'f die Correction 
nicht vernachlassigt werden. Beispiele flir die Berechnung werden wir 
spater kennen lernen. 

Macht man an der Waage mehr als 3 Ablesungen, so hat man eine 
Anzahl iiberschiissiger Gleichungen von der gegebenen Form und kann fnach 
den Regeln der Ausgleichungsrecbnung ableiten, weil aber fL in verschiedenen 
Potenzen vorkommt, ist man gezwungen, ein Naherungsverfahren ein
znschlagen. 

Aus drei der beobachteten Elongationen leitet man erste Naherungs
.werte ft, B l , fLl fiir 7. B, p. ab 

---; f 1+ 2f;+ t; 
etwa tl = --4---' Bl = eCfl - Ii), 

Setzt man 

sf eft + ~1' B = Bl + ~2' P. = fl-l + e3, 
und vernachlassigt bOhere Potenzen und Producte der e so wird 

s(fi-fi)-B1 =El+E2' 

s(f;- ft) + Blfl-l = E1- fl-l E2- Bl e3, 

s(f2-ft)-Bl fl-1 2=El + fl-1 2e2+ 2P.lBl~3' 

s(f;-~) + Bl fl-l 3= El - P.13~2+ 3f1-l 2Bl es ' 
u. s. f., 

oder indem man die links stehenden bekannten Griisscn mit ), bezeichnet, also 

e(fl-t;) - Bl = A11' s(f; -7;.) + Bl fI'l = A~ l' 

eCf2 - t"';) - Blfl-12= A12 , s(f;- 1;.) + Bl fl-1 3= )'~2' 

setzt und zur Abkiirzung Bl es mit e; bezeichnet, wenn man mit den Beob
achtungen auf derselben Seite schliesst, auf welcher man begonnen hat 

El +E2 = All ' ~l- fl-l ~2 - ~; 
El + fl-12~2+ 2f1-1 ~; =A12, ~1-fl-13e2-3p'12e~ 

Weinstein, Lehrbnch II. 27 
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woselbst n stets eine ungerade Zahl ist. 
Die Normaigleichungen zur Bestimmung der e lauten hieruach 

n+l "-I 
"=2 "=-2-

= 1 1.11+ 1 
=1 =1 

(n+ (n-I) fLl hl.~-l_l I-nfL~ '1-2 + (n-l)fL~" 
(1 + fL1)2 ;1 + fLl (1- fL1)2 (1 + fLl? E2 

I+fLl 2_n2fL~"-1i +(2n(n-l)-1) fL~'I-(n-l)2fL~"+2 , 
+ (1-fL)3(1+ fL13) E3 

,,-I '1-3 
x=! x=2 

= 1 2ltfL~"-lAl"+1- 1 (2lt+l)fL~"A~"+1' 
=0 =0 

Hat man aus diesen GIeichungen nach irgend einem Verfahren oder 
unter Benutzung des im ersten Bande Art. 271 gegebenen Schema, die 

- - ~ el , ea, e~ berechnet, so geben et2= efl + el, Bli = Bl + Ell, fL2 = fL1 + Bl die 
Betriige der gesuchten Grossen in zweiter Anniiherung. Mit dies en kann 
man, wenn notig, eine dritte Niiherung rechnen, indem man in den 
Gleichungen fiir die A, A' die ft, B l , fLl ersetzt durch 1;, BlI , fL2 und in den 
Coefficienten der Normaigieichungen fiir fLl das fL2 substituirt, U. s. f. So 
wird man aus den Beobachtungsgleichungen, wenn auch nicht auf einmal, 
aber wenigstens durch successive Niiherung, die wahrscheinlichsten Werie 
abzuleiten vermogen. 

Will man nicht streng nach den Regeln der Ausgleichungslehre ver
fahren, so kann man zuniichst fL als Mittel der siimmtlichen Amplituden
verhi.iltnisse nach der Formel 
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1 {f2-f; f2-f; fa-I; f~-f~} 
fJ-=-- ---,+--,+--,+"'+ , 

n-2 f1-i1 f2-f1 f2-f2 f .. ;1-f .. ;3 

1 {a2 a3 . a4 a .. _ l } 
=-- -+-+-+ ... +--n-2 a l a2 aa a .. _2 

berechnen, fiir B und That man dann, wenn wieder ef= eli + e1, B=B1 +e2 

gesetzt wird, die Gleichungen 
11+1 ,,-1 ,,=- ,,=-

11+1 "-1) 2 \I 
n~ + (1 -fJ- ) - fJ-(1 - fJ- e = ~ A + ~ A' 
~1 1- fJ-2 2..."... 1<' 

,,=1 ,,=1 
.. -1 .. -3 

"=-2- "=T 

l A"+1p.2"- l A~+1fJ-2x+\ 
1<=0 ,,=0 

woselbst 

1.,,= e(f,,- 1;) - B1fJ-2", A~ = e(f;- 7;.) + BlfJ-21<+t, It = 1, 2, '" 

ist. Man kann auch noch weiter von den Regeln der Ausgleichungsrechnung 
abweichen, indem man naeh Ableitung vou fJ- als Mittel der Amplituden
Verhaltnisse, B (1 + p.) als Mittel der auf die erste Amplitude reducirlen 
naehfolgenden Amplituden, also B durch 

1 f all ag an_ 1)] 

B = -- la1 + - + -i- + ... + ,,-2J --1 ' 
n-l p. p.. p. p.+ 

berechnet und dann 

erhii.lt. Es giebt noch eine Menge anderer Niiherungsformeln, doeh hat es 
hier kein Interesse, dieselben weiter zu verfolgen. 

120. Einfluss von Schwingungen der Gehiinge. Wenn wiihrend der 
Bewegung der Waage die Gehiinge mit ihren Belastungen eigene Schwin
gungen ausfiihren, diirfen wir die von den f + F' und f + F" abhiingigen 
Glieder nieht ohne weitercs vernaehIiissigen. 

Die Art aber, wie diese Glieder in der ersten Diiferentialgleiehung ver
treten sind, zeigt sofort, dass eigene Schwingnngen del' Gehiinge fast ganz 
ohne Einfluss auf die Bewegung der Zeigerebene sind, falls beide Gehiinge 
in derselben Phase und der gleiehen Amplitude oscilliren. In der Tat ist 
in den den Physiker interessirenden Fallen, M'll e~, It', T', nul' sehr wenig 
von 1J,£"l2 e~, bezw. "I.", bezw. T" verscllieden, und die bezeichneten Glieder 
vernichten sieh gegenseitig fast ganz, wenn eben die Gehiinge vollig gleich 
schwingen. Gesehieht das nieht, so bewegt sich der Zeiger der Waage 

27' 
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nicbt in einer einfacben Oscillation, sondern in einer Reibe von sicb super
ponirenden Schwingungen, und da die eigene Schwingungsdauer der Gehii.nge 
meist sehr viel kleiner ist als die des Balkens, ffibrt der Zeiger seine Be
wegung zwar aus, wird aber an den einzelnen Stellen seiner Bahn bald ein 
wenig nach riicKwarts, bald nacb vorwarts gestossen. Er zuckt so wahrend 
der Bewegung bin und her, und dadurcb wird namentlicb die Bestimmung 
der grossten Elongationen erschwert und wol aucb ganz unmoglicb gemacbt. 
Gewohnlich sind die VerbaItnisse an den Gebangen einander nicht so ganz 
gleich, dass nicht ein Unterschied in der eigenen Scbwingungsdauer dieser 
Gebange vorbanden ware; es bleiben desbalb aucb die eigenen Schwingungen 
der Gebange zu einander nur selten immer in demselben Verhii.ltnis, so dass 
die Gebange in praktiscben Fallen bald zusammen bald gegeneinander 
schwingen werden, und man sieht dann den Zeiger solange die Gehange 
zusammenschwingen, rubig seinen Weg machen, hierauf mit zunehmender 
Differenz zwischen den Bewegungen der Gehiinge mehr und mebr zucken. 

Man konnte nun mit der Ablesung der Elongationen jedesmal so lange 
warten, bis ein Zusammenschwingen der Gehii.nge eiugetreten ist, man Mnnte 
aucb wol die Bewegimg des Zeigers ohne besondere Schwierigkeiten durch 
Fourier'sche Reihen darstellen und so die Berechnung der Gleichgewichts
lage trotz des Mitschwingens der Gehange ausfiihren, aber man tut immer 
am besten, die eigenen Schwingungen der Gehii.nge ganz zu unterdriicken. 
Vor allen Dingen setzt man also die zu vergleichenden Massen auf die 
Schalen gehOrig centrisch auf, damit die Gehii.nge durch das Einstellen 
der Schwerpunkte keinen Antrieb zu eigener Bewegung erhalten. Sodann 
vermeidet man jeden Stoss und jede Bewegung des umgebenden Mediums, 
wodurch die Gehii.nge in Oscillationen ve~setzt werden konnten. 1st trotz 
alier Vorsichtsmaassregeln ein Gehii.nge in Schwingung geraten, so beruhigt 
man dasselbe durch Entgegenhalten eines Pinsels oder der Fahne einer 
Feder, oder mit Hilfe der betreffenden Schalenarretirung. 

Aber aucb, wenn bei den Gehangen jede eigene Bewegung vollstandig 
ausgeschlossen ist, reprasentirt die angegebene Berechnungsweise der Gleich
gewicbtslage nur eine Naberungsrechnung, denn wenn auch in diesem Falle 
f + F' wie f + F" nur relativ geringe Betrage zu erreicben vermogen, sind 
diese Betrage, wie die zweite und dritte Differentialgleichung lebren, nicht 
durchaus Null, und die Differentialgleichung fiir die Bewegung des Balkens 
ist nicht so eiufach, wie wir sie angenommen haben. *) 

*}- Die Theorie der Waage ist natiirlich schon sehr oft und in allen Abstufungen 
der Genauigkeit behandelt worden, die obige Darstellung ist, glaube ich, die voll
stlindigste. Fur die Theorie des Gleichgewichts an einer Waage sei die Arbeit von 
Thiesen Etudes sur la Balance (in der Traveaux et Memoirs . . . Tome V) besonders 
hervorgehoben. 
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XVIII. Massenbestimmung durCih Wigungen, Theorie 
und BinriCihtung. 

121. Teilwagungen und vollstandige Wagungen. Die Theorie und Ein
richtung einer Massenbestimmung durch Wagungen schliesst sich zunachst 
an die Bedingung fiir das Gleichgewicht an einer Waage idealer Construction 
an; Abweichungen von den Voraussetzungen einer solchen Construction 
werden spater betrachtet, beeinflussen aber das Wesentlicho nicht. 

Wir benutzen aIle frUher eingefiihrten Bezeichnungen und haben nach 
Art. 112 

ZlG1 -ZaGl! = A + Btgf. 

Dividiren wir beiderseits durch ll' so wird 

III A B 
G1 - Gar=y+y tgf, 

.1 1 1 

lallI' das Verhii.ltnis der Langen der beiden Arme der Waage, ist dem SoIl
betrag nach gegeben, indem gesagt ist, die Waage solIe gleicharmig sein 
oder eine Decimal-, Centesimal-, ... waage bilden. Indessen, wie immer 
bei der Angabe von SoIlbetragen, ist man auch hier nicht sicher, dass das 
gewollte Verhii.ltnis wirklich eingehalten ist, und da auch aussere Umstande 
dieses Verhii.ltnis in mannigfacher Weise beeinflussen, muss dasselbe in jeder 
Wagung neu bestimmt werden. Es ist also la/l1 als unbekannte Grosse zu 
behandeln. A/l1 kann auch nicht als von vornherein gegeben angesehen 
werden, denn es ist nicht minder veranderlich wie l2/l1> in der Tat haben wir 

A He ' ) la , ( , ) 
-l~=go m2 -fLa z;.-Uo m1-fL1' 

es folgt also schon A/l1 jeder Veranderung von l2/l1> doch ist diese Grosse 
noch weiteren Alterationen deshalb unterworfen, weil auch fL~ und 11'; 
variiren konnen. 

Endlich kann auch von der durch die Empfindlichkeit der Waage be
stimmten Grosse Bill nicht behauptet werden, dass dieselbe stets einen und 
denselben Wert beibehalten wird, es bedarf nur eines Hinweises auf die in 
Art. 113 zusammengestellten Verhii.ltnisse, von denen die Empfindlichkeit 
einer Waage abhiingt, um einzusehen, dass auch die Empfindlichkeits
bestimmung nicht ohne weiteres von Wagung zu Wagung hiniibergenommen 
werden hun. 

Setzen wir also 

so sind jedenfaIls (Xl, ~1 und 11 als fUr jede Wagung neu zu bestimmende 
Grossen zu behandeln, und daraus folgt, dass eine Massenbestimmung nicht 
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aus einer einzigen Operation an der Waage bestehen kann, sondern eigentlich 
mindestens vier Operationen erfordert, also aus mindestcns vier Wiigungen 
zusammengcsetzt ist. Indessen kommt man immer mit drei Wiigungen 
streng oder unter Vernachliissigung einer als sehr klein anzusehendcn Grosse 
aus; aber jedenfalls besteht jede vollstiindige Wiigung aus mehreren, 
mindestens drei, Einzelwiigungen. 

Wir sehen zuniichst von einer Bestimmung der Empfindlichkeit ab, 
alsdann haben wir noch die beiden Grossen ell und ~l zu eliminiren. Dazu 
fUhrt man bei jeder Massenbestimmung zwei Wiigungen aus und zwar 
entweder nach dem Verfahren von Gauss oder nach dem von Borda. 

122a. Wii.gung nach Gauss mit Vertauschung der Massen. Gauss' 
Verfahren wird als Wagung mit Vertauschwng der Massen bezeichnet; man 
fUhrt eine Vergleichung der beiden Massen mit einander aus, indem man 
die eine Masse z. B. auf die rechte, die andere auf die linke Schale setzt, 
dann vertauscht man beide Massen miteinander und unterwirft dieselben 
einer zweiten Vergleichung. Wir wollen wie fruher mit 71 den rechten, 
mit l2 den link en Hebelarm der Waage bezeichnen, und Ii positiv bei einem 
Ausschlag nach links, ncgativ bei einem solchen nach rechts rechnen. Es 
habe sich bei der ersten Vergleichung Ml auf der rechten, M2 auf der 
linken, bei der zweiten also M2 auf der rechten, Ml auf Jer link en Schale 
befunden; sind die beiden Vergleichungen unter genau gleichen liussern 
Umstiinden ausgefUhrt, und bedeutet Ii die im ersten, t; die im zweiten 
Fall abgelesene oder aus Schwingungsbeobachtungen nach Anleitung dos 
Art. 119 berechnete (dort allgemein mit 7 bezeichnete) Gleichgewichtslage 
der Waage, so hat man 

also 

Gl - G2el1 = ~1 + 11 tgli, 
G2 - Glell = ~l +·h tgt;, 

G1 - G2 + (Gl - G2) ell = 11(tgfj- tgt;). 

Ich nenne A den Nominalwert des Verhiiltnisses der beiden Arme der 
Waage l.U einander, das Hebelverhaltnis, und setze ell = A + Ill' dann ist III 

die Abweichung von diesem Nominalbetrag, und es wird 

(1 + A) (G1- G2) = II (tgf1- tgf2) - (G1- G2)1l1' 

A ist von vornherein gegeben, III aber variirt von Wiigung zu Wiigung. 
Nun ist III jedenfalls eine sehr kleine Grosse, sind die bewegenden Kriifte 
aut' die verglichenen Massen einander nahezu gleich, so wird auch G1 - G2 

relativ geringen Betrag haben, und es darf das Glied (G1 - GZ)1l1 als Grosse 
zweiter Ordnung fortgelassen werden. Geschieht das, so hat man 

XCII1) G G tgfl-tgf2 
1- 2 = 11 1 + A • 

Die beiden Wiigungen reichen also, wenn die Empfindlichkeit bekannt 
ist, aus die Differenz der bewegeuden Kriifte, welche auf die betreffenden 
Massen wirken, zu bestimmen. 
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122b. Wagung nach Borda mit Tara (durch Substitution). Das zweite, 
Borda'sche Yerfahren wird als Wagung durch Substitution oder Wagung 
mit Tam bezeichnet. Es ist iilter als das Gaussische und besteht im 
wesentlichen darin, dass man die beiden Massen nicht mit einander, sondern 
jede von ihnen mit einer dritten Masse, die man die Tara nennt, vergleicht. 
Man setzt die Tara auf die eine Schale, z. B. die linke, und die beiden zu 
vergleichenden Massen nach einander auf die andere, z. B. die rechte 
Schale. Die Yergleichung von G1 mit G und G2 mit G liefert dann die 
Beziehungen 

G1- GrJ.1 = ~I + 11 tgf1' 
G2 - GrJ.1 = PI + 11 tgt2, 

also 

Bier ist nichts zu vernachHissigen, allein trotzdem ist diese Methode, wie 
wir spater sehen werden, sehr im Nachteil gegen die Gaussische. 

Noch ein fundamentaler Unterschied besteht zwischen der Gaussischen 
und Bordasllhen Methode; bei jener ist in der Endgleichung das Bebel
verhaltnis A der Waage mitenthalten, bei dieser nicht, dort muss also dieses 
Verhaltnis stets gegeben sein, hier ist es ganz gleichgiltig, ob dasselbe be
kannt ist odeI' unbekannt bleibt. Will man dieses Yerhaltnis doch kennen 
lernen, so reicht eine Bordasche Wagung nicht aus, wol abel' eine 
Gaussische. 

123. Anordnung der einzelnen Wi!,gungen symmetrisch zur Mitte zur 
Eliminirung stetig vor sich gehender Veranderungen. Die Bauptbedingung 
fiir die Anwendbarkeit einer dieser Methoden bestand zUllacht darin, dass 
die Grossen rJ.1 und ~1 in beiden Wagungsoperationen einen und denselben 
Wert hatten. Yariiren dieselben, so muss jedenfalls die Art, wie sie ab
andern, bekannt sein. Da jedoch ihre Aenderungen ganz von den Aende
rungell der aussern Yerhaltnisse abhangen, letztere aber sich mit aus
reichender Genauigkeit nicht verfolgen lassen, geht man bei allen Wagungen 
von del' einfachen Annahme aus, dass diese Aenderungen del' Zeit propor
tional geschehen, und ordnet die Beobachtungen symmetrisch zur Mitte an. 
Nach Beendigung der zweiten Wagung fiihrt man diese also nochmals aus 
und macht dann auch die erste Wagung noch einmal. N ehmen die vier 
Wagungen, urn die es sich dann handelt, jede gleichviel Zeit in Anspruch, 
und werden sie auch in gleichen Zwischenraumen ausgefiihrt, so hat man 
fiir die vier Beobachtungsgleichungen, wenn Ba1 , bezw. a~1 die A.enderung, 
welche a1 bezw. ~1 von Waguug zu Wagung erleidet, fixirt 

in Gauss' Verfahren 

GI-G2rJ.1=~1+Iltgfi, 
G2-G1(a1+ arJ.1)=~1+ a~1+11 tgf2, 
G2-G1(rJ.1+21l<l1)=~1 +2a~1+"(1 tg/3, 
G1-G2(a1 +31lC(1)=~1 +31l~1+"(1 tg/4, 

in Bordas Verfahren 

GI-GC(l=~l+"(l tgfi, 
G2-G( a1 + B(1) = ~1 + 1l~1 + "(1 tg 12, 
G2-G(a1 +20(2)=~1+2a~1+"(1 tgfa, 
G1-G(a1 +30<l1)=~1+3o~1+"(ltgt4' 
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Daraus folgt, wenn wir aus der crsten und vierten Gleichung einerseits 
und aus der zweiten und dritten andererseits eine Mittelgleichnng bilden 

in Gauss' Verfahren, 

in Bordas Verfahren, nnd wir bekommen unabhangig von allen der 
Zeit proportionalen Veranderungen im Hebelverhaltnis und in 
den Gehangen 

{ 
G G 11 tgf1 + tgf4- tgf2- tgfa h G 

1 - l! = 1 + A 2 nac au s s, 

XCIIa) G G tgfi + tgf4 - tgf2- tgfa h B d 
1- 2=11 2 nac or a. 

Es kommt also vor aHem darauf an, die Supposition der Zeit pro
portional vor sich gehender Veranderungen zu erfiillen, und deshalb hat 
man aIle vier Wagungen rasch hinter einander und in moglichst gleichen 
ZeitintervalIen auszufiihren. 

124. Vollstandige WlI.gung unter gleichzeitiger Empfindlichkeits
bestimmung. Die Gleichungen enthalten noch die Grosse 11' welche dmch 
die Empfindlillhkeit der Waage fiir eine auf die zum Hebelarm ~ gehOrige 
Schale gelegte Gewichtszulage bestimmt iat. Es sei die bewegende Kraft 
auf diese Gewichtszulage gleich g. Wir fiihren im Beginn der Wagungen 
und am Ende derselben eine Vergleichung von G1 + g mit Ga bezw. G 
aus, und haben infolge des sen noch zwei Gleichungen 

G1 + g - Ga(a1- B(1) = ~1- B~l +"11 tgf;,} 
, nach Gauss, 

G1 + g - G2(a1 + 46(1) = ~l + 4B~1 + 11 tgf4 , 

, nach Borda. 
G1+g-G(a1- B(1)=~1- B~1+11tgf;'} 
G1 + g - G (a1 + 46(1) = ~1 + 4B~1 + 11 tgf4 • 

Bilden wir aus diesen Gleichungen wieder Mittelgleichungell, so er
halten wir zufolge der fiir die andern Wagungen abgeleiteten Mittel
gleichungen in beiden Verfahren 

XCID) 
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Da gals bekannt anzusehen ist, giebt diese Gleichung den Wert 

von 11' 
Die Einrichtung del' zu guten Wagungen dienenden Waagen selbst 

zwingt schon den Beo bachter, die zu vergleichenden Massen so gegen
einander abzugleichen, dass die auf sie wirkenden bewegenden Krafte G1, 

G2 sehr nahe einander gleich sind, so dass jedenfalls die beobachteten 
Ausschlage immer nul' so kleine Winkel betreffen, dass die Tangenten mit 
den Bogen ohne nennenswerte Einbusse an Genauigkeit der Rechnung ver
tauscht werden diirfen. Wo die zu vergleichenden Massen einmal in Form 
bestimmter Korper gegeben sind, wird man deshalb zu einer von ihnen oder 
zu beiden Zulagen, in Gestalt aus einem Gewichtsatz entnommener Ge
wichte zu machen haben. Wir wollen die eigentlich zu vergleichenden 
Massen N und P nennen, die bewegenden Krafte auf dieselben wahrend der 
Vergleichung ~ und \1.5; die Masse del' zu N zugelegten Gewichtstiicke sei n, 
die der zu P zugelegten p, die bewegenden Krafte die auf diese Zulagen 
wirken n und 1:1. N sei die bekannte Masse, P die zu bestimmende, 
wir setzen daher 

und n und p sind so abzumessen, dass G1 - G2 eine relativ (das heisst in 
Bezug auf die Empfindlichkeit der Waage) kleine Grosse giebt. 

Diese Angaben reich en fiir eine Wagung nach B 0 r d a s Methode aus. 
Bei Wagungen nach Gauss' Verfahren ist aber noch folgendes zu beachten. 
Del' Balken einer Waage sollte allerdings, wenn er un belastet ist, in h 0 ri
Z 0 n t al e r Lage im GIeichgewicht sein. Da jedoch die Veranderungen, 
welchen del' Balken durch aussere Einfliisse unterliegt, die beiden Arme 
und Gehange desselben in verschiedener Weise beeinflussen werden, variirt 
die Gleichgewichtslage der unbelasteten Waage. 

Wenn daher auch G1 und G2 in del' Wagung so abgeglichen sind, 
dass f1 einen nur kleinen Winkel reprasentirt, kann doch nach Vertauschung 
der Gewichte mit einander der Ausschlag f2 erheblicher ausfallen. Will 
man also auch diesen Ausschlag reduciren, so wird man wieder zu der einen 
oder andern Masse eine Zulage zu machen haben. 

Wir wollen deshalb allgemeiner die Zulagen zu P, abgesehen von der 
Zulage zur Empfindlichkeitsbestimmung, die wir fortan das Empfindlichkeits
gewicht nennen, erst p und nach del' Vertauschung der Gewichte p', die zu 
N erst n und nach Vertauschung der Gewichte n' nennen. Wir haben dann 
im G a us s 'schen Verfahren folgende Anordnung der Wagungen 

1) rechts P + P + g, links N + n, Gleichgewichtslage fl" 
2) 

" 
P+p 

" 
N+n 

" fl' 
3) 

" 
N+n' 

" 
P+p' 

" f2' 
4) 

" 
N+n' " P+p' 

" fs, 
5) 

" 
P+p 

" 
N+n 

" 14, 
6) 

" 
P+p+g 

" N+n 
" f;. 
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Bei einer Wagung nach Borda ist einfacher 

1) P + P + 9 verglichen mit Tara, Gleichgewichtslage f;, 
2) P+p 

" " " " ti, 
3) N+n " " " " f2, 
4) N+n 

" " " " f3, 
5) P+p 

" " " " (4' 
6) P+p+g 

" " " " f;, 
Wir bezeichnen die Gesammtheit der 6 Wagungen als eine vollstiindige 

lViigung, jede derselben als EinHewagung. 
Sind nun p, n, p', n/, 9 so gewahlt, dass aIle Ausschlage nur geringe 

Winkelbetrage erreichen, so ersetzen wir die Tangenten der f durch e(, uud 
indem wir diejenigen f, welche sich auf Wagungen mit denselben Massen
combinationen beziehen, zu Mittelwerten vereiuigen und 

f '+f' f+f f+f _1_--.!=" .. _1 __ 4 =,', _2 __ 3 = 1j12 
2 ~1' 2 ~1' 2 

setzen, wird 

{ 
{ . 1j11-1j12} 1 

~-~= (n'-.\.1)+A(n-.\.1')+gljl~_1jI l+Anach Gauss, 

XCIV) IjI IjI 1 

~-m:=n-.\.1+g 1jI~ 1jI: nach Borda. 

Wir konnen flir beide Falle die erste Formel beibehalten, indem wir 
festsetzen, dass in B 0 r d a s Verfahren A = 0 gesetzt werden solI. 

Die Waagen, mit denen der Physiker es besonders zu tun hat, sind gleich
armig, flir sie ist also A = 1 und in einer Gaussischen Wagung 

oder wenn wir die bewegende Kraft auf das Mittel der Zulagen zu P mit 
(.\.1) und die auf das Mittel der Zulagen zu N mit Cn) bezeichnen 

Die Gleichung flir eine Wagung nach Bordas Methode hiingt nicht 
vom Hebelverhaltnis der Waage abo 

125. Unabhangigkeit vom Ausgangspunkt der Ausschlagmessungen. 
Die Formeln, zu denen wir im Ganzen bisher gelangt sind, sind darum be
sonders bemerkenswert, weil in ihnen nur Differenzen der IjI auftreten. Es 
ist also vollig gleichgiltig, von welcher Stelle aus diese Ausschlage gezahlt 
werden, und das ist von grosssr praktischer Bedeutung, denn die verticale 
Ebene, von der aus sie einzeln zu zahlen waren, lasst sich nicht gut an-
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geben. Doch sind wir zu dieser Vereinfachung nur gelangt, indem wir die 
Tangenten mit den Bogen vertauscht haben, sie greift also auch nur Platz, 
wo wir es mit kleinen Ausschlagen zu tun haben. 

126a. Einfiuss des Heraustretens der drei Axen aus einer Ebene. Wir 
haben bisher vorausgesetzt, dass die drei Axen der Waage aile ainander 
parallel sind, und dass sie in einer und derselben Ebene liegen. Da die 
letztere V oraussetzung in der Praxis am wenigsten als erfiillt erho:fft werden 
darf, weil man ihr ja iiberhaupt im giinstigstiln Fall nur fiir eine einzige 
Belastung gerecht werden kann, so wollen wir noch zusehen, welche Ver
nachlassigungen durch Einfiihrung dieser Voraussetzung begangen werden. 
Nach Art. 1132 ist, wenn die drei Axen nicht in einer Ebene liegen 

B 1 
II =T =r(no + Glel + G2;2+ Ulel + U2;2), 

1 1 

woselbst r, Uil U2 die bewegenden Krafte sind, denen der Balken und die 
beiden Gehiingo (mit don Schalen) unterliegen. 

Machen wir nun zwei Wagungen nach Gauss' Methode mit Ver
taus chung der Gewichte, so geht 11 bei der zweiten Wiigung iiber in 

I~=~(reo + G2;1 + G1;2+ Ule1 + u2E2)· 

Wir haben also, wann der erste Wert von 11 mit I~ bezaichnet wird 

I~= I~ + (G1- G2)ce2- ;1)~' 
Fiihrt man noch aine Wiigung zur Bestimmung der Empfindliohkeit 

aus, indem man das Empfindlichkeitsgewicht zu G1 hinzufiigt, so wird fiir 
diese Wagung 

AIlo drai Wagungan geben also 

G1 + U- G2f1.1= ~l+ (I~ +~Uel )tgf;, 

G1 - G2 f1.1 = ~1+ I~ tgfl , 

, G E2 -Elt G2 - Gl fl.1 = ~1 + II tgf2+ ( 1- G2 ) -1-;- gf2 • 

Hiaraus folgt zunachst 

und waiter 

I~= U( 1- ~: tgf; )tgf;~tgf1' 

tgf1- tgf2 
tgf;- tgf1 
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Setzen wir den Wert, welcher fUr 0 1 - O2 resultirt, wenn die 3 Axen 
alle in einer Ebene liegen gleich !10, so wird hiernach bis auf Grossen 
hOherer Ordnung 

XCV12) 01- 02=!10 (1 - ~ (~lf;+ ~ + ;~ f2))-
Das Correctionsglied innerhalb der Klammer ist in praktischen Fallen 

so klein, dass es als ohne jede Bedeutung fortgelassen werden darf, denn 
selbst in so ungiinstigen numerischen Verhaltnissen, wie ~1 = 1 mm, 
e2 =-lmm, f;=f2=1°=3600", ll=200mm, giebt dasselbe noch 

nicht 50~0' 
1m Borda'schen Verfahren hatten wir 

Das Correctionsglied ist von der namlichen Grossenordnung wie bei 
den Formeln in der Gaussischen Wagungsanordnung. 

Es erhellt aber auch hieraus wie yorteilhaft es ist, die Zulagen zu den 
zu vergleichenden Massen so einzurichten, dass die AusschJage der Waage 
so klein als moglich ausfallen, damit die zu bestimmende Differenz der be
wegenden Krafte der Null so nahe als moglich kommt. 

126 h. Einfluss einer etwaigen Nichtparallelitat der drei Axen. Wir 
konnen hieran gleich einige Bemerkungen iiber den Einfluss einer etwaigen 
Nichtparallelitat der drei Axen auf das Wagungsergebnis schliessen. Nach 
Art. 116 waren bis auf Glieder dritter Ordnung, die wegen Abweichungen 
in den Richtungen der Axen auf der rechten Seite der Gleichgewichts
bedingung noch zu beriicksichtigenden Terme 

g~(M' -p.') e~sin8' (tgfcosl1>' -sinl1>') (sina-sine' (cosfcosl1>' +sinfsin<1>' )), 

+g~(M" -p.") ~~sin8" (tgfcosl1>" -sin<1>")( sin{}-sin8"( cosfcos<1>"+sinfsinl1>"») . 

Handelt es sich, wie wir annehmen wollen, um geringe Ausschlage, so 
ist cosf= 1 zu setzen, und 6S wird die Summe jener Terme unter Fort
lasBung von Gliedern dritter Ordnung gleich 

tgf{g~(M'- p')~~ sin8'cos <1>'(sin{}-sin8'cos<1>') 

+ g~(M" - p.")~~sin 8" cos <1>" (sin a - sin 8"cosl1>") } 

+ sinf{ g~(M'-p.')~~sin28'sin211>' +g~(M"- p.")e~sin2 8"sin2<1>"} 

-g~(M' -fL' )~~sin8' sin<1>' (sin{) - sinS' cos <1>') 

-9~(M"-fL")~~sin8"sin<1>"(sina - sin8"cos<1>"). 

Indem wir jetzt sinfmit tgf vertauschen und die constanten (das heist 
yon f unabhangigen Glieder) 
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sin S' cos (J)' (sin {} - sin S' cos (J)' ) + sin'S' sin2 (J}' = a', 
sin 8"cos (J}"(sin{) - sin8"cos(J}") + sin28"sin2(J}"= a" 

setzen, wird die Summe der von f abhangigen Correctionsglieder 

tgf{a'g~(M'- p.')~~+ a"g~(M"- p.") e~}. 
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Offenbar konnen wir diesa Glieder mit denjenigan, welcha resultiren, 
wenn die drei Axen nicht in einer Ebene liegen, vereinigen. Es blaiben 
also auch aIle vorstehend erlangten Formeln stehen, nur dass an Stelle der 
Grossen ;1' e2 andere, namlich die ;1- a';~ bezw. e, - a"e~ treten, a' und 
a" sind unter allen Umstanden sahr kleine Grossen, da sia mindestens von 
der Ordnung e2 sind. Haben wir es nicht gerade mit ganz besonders langen 
Gahangen zu tun, so spielen also die in den Formeln XCVI) angegebenen 
Comictionsglieder jetzt ebenso wenig eine Rolle wie fiiiher. 

Die andern von f unabhiingigen Glieder geben, indem 

gesetzt wird 

- sin 8' sin (J)' (sin {} - sin 8' cos (J)' ) = b', 
+ sin8"sin (J}"(sin3 - sin 9"cos(J}") = b", 

oder unter Einfiihrung der bewegenden Krafte auf die zu vergleichenden 
Massen und die Gehiinge 

G E'b'-(ie"b"+g ~'b'-g ~lIb" 1 0 2 0 1'"0 2'"0' 

Die Differenz g2e~b"- 01 e~b" dividirt durch 11 giebt eine Grosse ganz der
selben Art wie ~1' 

Hiernach konnen wir, indem noch e~b' /ll = X~, e~b" /ll = X~ gesetzt wird, 
die Gleichgewichtsbedingung auch schreiben 

und das ist, da wir durch 1 + X~ noch dividiren konnen, genau dieselbe 
Form, wie sie fUr parallele Axen galt. Es andert sich also nichts weiter 
als die Definition del' so wie so erst durch die Wagungen zu bestimmenden 
Grossen ex1 , ~1> ''ft. Zwar sind strenggenommen diese Grossen jetzt nicht 
mehr ganz constant, denn indem man Gewichte vertauscht oder durch andere 
ersetzt, andern sich e~ und e~ und damit auch X;, X~, aber da die b', b" 
sehr kleine Zahlen angeben, darf man von dies en Aenderungen vollig 
absehen. 

Wir kommen also zu dem relativ sehr giinstigen schon von Herrn Thiesen 
in seiner Seite 420 citirten Arbeit hervorgehobenem Resultat, dass geringe 
Abweichungen der Richtungen der Schneiden von einander in der Be
rechnung der Wagungsergebnisse als ganz einflusslos behandelt werden 
diirfen. Das gilt aber nur fiir die Berechnung, fiir die Wagungen selbst 
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Mnnen sie von sehr grosser Bedeutung werden, weil wir eben mehrere 
Einz el wagungen auszufUhren haben. Doch ist das Notige schon in 
Art. 109 und 114 gesagt. 

Nach alledem Mnnen wir bei allen Formeln und Ergebnissen des Art. 124 
stehen bleiben, und die dolt iiber die Anordnung der Einzel-Wagungen, 
WahI der Zulagegewichte und des Empfindlichkeitsgewichtes und iiber die 
Berechnung des Endresultats gemachten Bemerkungen behalten allgemeine 
Giltigkeit. 

127. Uebergang von den bewegenden Kraften auf die Massen. Von 
den bewegenden Kraften, iiber deren Bestimmullg 1m vorstehenden alIes 
Notige gesagt ist, haben wir nunmehr auf die Massen selbst iiberzugehen. 
Die folgenden Untersuchungen sind nicht schwerer fUr eine beliebige Zahl 
von Einzelkorpern durchzufiihren als fUr zwei, wir nehmen daher allgemein 
an, es bestehe die Masse, welche die bewegende Kraft G1 erleidet aus den 
n1 Einzelmassen M;, M;, ... , M~t' die, auf welche die bewegende Kraft 
G2 ausgeiibt wird, aus den n2 Einzelmassen M~', M~', ... , M~, das 
Empfindlichkeitsgewicht 9 besitze aber die Masse m'. Wir haben dann, 
indem die in den Schwerpunkten dieser Korper herrschenden Betrage der 
beschleunigenden Kraft der Erde mit g~, g;, ... , g~ bezw. g~, g~, ... , g~ 
b ' b 'h t d d" 'b "" if ezw. 9 ezelC ne wer en, un ILl' fJ.2' ••. , fJ-nt ezw. fJ.l' IL2' .•. , IL ... 
bezw. IL', die von den eillzelnen Korpern verdrangten Massen del' dieselben 
umgebenden Medien anzeigen, 

{ 
Gl=g~(M; - IL~) + g;(M; -- fJ.;) + ... + g~t(M~,- fJ.~t)' 
G "(M" ") "(718""") "(M"") XCVII) 2= gl 1 - ILl + g2 .LU 2 - IL2 + ... + g... n. - fJ.n• ' 

9 = g'(m'- IL'). 

Die ausgefiihrte Wagung ergiebt also die Gleichung 

,,-n ' ,,= " (m") .1. IjI 
XCVI) ~tg" (M'- ') _ ~.g" (M"- ")= - IL ~~, 

~ g' "IL" ~ g' "fJ." 1 + A 1jI~ - 1jI1 
,,=1 ,,=1 

woselbst fUr eine Borda'sche Wagung A = 0 zu setzen ist. 
Die beschleunigende Kraft der Erde ist zwar - nahere Angaben folgen 

bald - abhangig von der Lage und Rohe des betreffenden Ortes und oft 
auch von besondern localen Verhaltnissen; in unserer Formel kommen aber 
nur Quotiellten der verschiedenen 9 durch das g' vor, und diese Qnotienten 
konnell nur lloch von den Rohen abhangen, in weIchen die Schwerpunkte 
der einzelnen Massen iiber dem Schwerpunkt des Empfindlichkeitsgewichts 
sich befanden. Es seien diese Differenzell in den Hohen der Schwerpunkte 
der einzelnen Massen gegeniiber der Rohe des Schwerpunkts des Empfind
lichkeitsgewichts, also die vertical en Abstande del' Schwerpunkte der einzelnen 
Massen von dem Schwerpunkt des Empfindlichkeitsgewichts H;, H;, ... , H~t; 
H~', H~', ... , H~ positiv von unten nach oben gerechnet und in 
Centimeter ausgedriickt, dann ist, wie die Erfahrung gelehrt hat, allgemein 
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g~ H: g" H" 
-gr- = 1 - 0,000021 10000 , g~ = 1 - 0,000021 100~0' 

So konnen also die Factoren der M - fl. leicht berechnet werden. 
Die Abweichung der VerhaItnisse der 9 von 1 ist aber nur in den 

allergenauesten Untersuchungen zu beriicksichtigen, meist kann man sie 
ohne weiteres vernachlassigen. Wir haben jetzt die Grossen fl. einer Unter
suchung zu unterziehen. Es 'werden offenbar die verdrangten Massen von 
den V oluminibus der einzelnen Korper und den Dichtigkeiten der umgebenden 
Medien bestimmt. Bezeichnen wir die letztern in der Folge der Korper, 

I h · b 't" '"'' ", d d' V we c e sle umge en, ml S1' S2' "., S .. ,; S1' S2' ••• , S",; s, un Ie 0-

I . d' K" 't V' V' V' V" V" V'" . d umma leser orper ml l' 2"'" .. ,; l' :1" '" "'; v, so WIT 

fl.~= V:s~, fl.~= V~'s~, fl.'= v's'. 

Die V, v diirfen allein als Functionen der Temperaturen der betreffenden 
Korper angesehen werden. 

Es seien allgemein (V:)o' (V~)o' (v')o die Volumina der betre:O'enden 
Korper bei der Temperatur des schmelzenden Eises, 00 ; geben t~, t~, t' die 
Temperaturen der Korper und a~, <, a' die mittlern linearen Aus
dehnungscoefficienten von deren Substanzen, so haben wir 

Was die Dichtigkeiten S in den umgebenden Medien anbetrifft, so hangen 
dieselben ebenfalls unter allen Umstanden von den Temperaturen in diesen 
Medien an den Stellen ab, wo die sie verdrangenden Korper sich befinden. 
Es brauchen aber diese Temperaturen nicht dieselben zu sein, welche die 
Korp er selbst zeigen, vielmehr geIten fiir sie diejenigen Betrage, welche 
die Medien in der Umgebung dieser Korper aufweisen, ich bezeichne 
deshalb diese auf die verdrangten Massen sich beziehenden Temperaturen 
allgemein mit ,(, <, ,,'. Fur diejenigen umgebenden Medien, welche 
Fliissigkeiten sind, reicht die Berucksichtigung der Abhangigkeit von der 
Temperatur in den meisten praktischen Fallen vollstandig aus. Bei Gasen 
und Dampfen spielt aber die Abhangigkeit yom Druck eine sehr bedeutende 
Rolle. 

Bestimmt wird die Abhangigkeit der Dichtigkeit eines Mediums von 
Temperatur und Druck durch die sogenannte Zusianclsgleiehung desselben. 
Bekanntlich besitzen wir aber noch keine Form flir diese Zustandsgleichung, 
die zugleich als physikaJisch geniigend begriindet und den Erfahrungen ent
sprechend bezeichnet werden konnte. Es existiren aber viele Formen, die sich 
als mehr oder weniger hinreichend zur Darstellung der factischen VerhaItnisse 
erwiesen haben. Fiir nnsere Zwecke konnen wir von den einfachsten der
selben Gebrauch machen, denn Wagungen als solche unter so besonderen 
Verhaltnissen, dass er zu verwickelten Gleichungen greifen miisste, wird 
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der Physiker auszufiihren wol nicht leicht in die Lage kommen. Doch 
solI en spater einige weitergehende Bemerkungen noch nachgeholt werden. 

Ich bezeichne mit (s~)o' (s~)o' (s')o die Wel'te der Dichtigkeiten unter 
einem Druck p bei der Temperatur des schmelzenden Eises, 0°; mit r.;(,,), 
r;'(,,), l'C") die Ausdehnung der betreffenden Medien, bezogen auf Volumen
einheit von 0° bis "0, dann ist 

10) , _ ( ') 1 
s,,- s" 0 1 + t:(,,~)' " ( ") 1 , (') 1 

s" = s" 0 1 + t:'("~)' s= sOl + /,,('':')0 

Man stellt die r in Form von Potenzreihen dar, oder giebt ihre Werte 
fiir verschiedene Temperaturen direct an. Die Erfahrung lehrt, dass man 
in solchen Verhiiltnissen, wie sie bei Wagungen gewohnlich vorkommen, 
bei Gasen und Dampfen die r direct proportional der Temperatur setzen 
darf, die Proportionalitatsfactoren heissen die mittlern kubischen Aus
dehnungscoefficienten. Zwar zeigen diese Ooefficienten noch eine Abhangig
keit vom Druck, aber diese ist nicht bedeutend genug, um bei Wagungen 
uoch Beriicksichtigung finden zu miissen. Bei Fliissigkeiten bedarf es zur 
Darstellung der r wol dreier oder vierer Terme, so dass diese Functionen 
3 oder 4 Ooefficienten enthalten, oft aber gelingt es den Erfahrungen durch 
eine Potenzreihe nur in einem sehr engen Temperaturintervall zu geniigen. 

Die (s)o sind bei Fliissigkeiten als vom Druck unabhiingig zu be
trachten; will man rigoros verfahren, so kann man auch die immerhin bei 
allen Fliissigkeiten vorhandene Oompressibilitat in folgender Weise beriick
sichtigen. Es bezeichne (8.)0 den Wert eines einer Fliissigkeit zugehorigen 
(8,,)0 bei einem bestimmten Ausgangsdruck P, zum Beispiel dem gewohnlich 
Atmospharendruck genannten, giebt Ix den Oompressionscoefficienten an, 
das heisst die Abnahme einer Volumeneinheit der Fliissigkeit an Volumen 
fiir eine Zunahme des Druckes um einen dem Ausgangsdruck gleichen 
Betrag, so hat man fiir j eden andern Druck p 

0) (810)0 = (810 )0 (1 + Ix ~} 
Bei Gasen und Dampfen halten wir uns au das von Boyle ange

gebene Gesetz, wonach die Dichtigkeit dem Drucke proportional anwachst. 
Sei also (a;)o die Dichtigkeit eines Gases oder Dampfes bei der Temperatur 
0° und unter einem Druck P, dann ist fiir irgend einen andern Druck Pi 

Pi 
(Si)e=(a;)o7ji' 

a hangt ausser von der Beschaffenheit des Mediums von der Annahme fUr 
P abo Wir verstehen fortan unter P denjenigen Druck, welchen eine Queck
silbersaule von 0° Temperatur und 76 cm Rohe unter der geographischen 
Breite 45 ° im Niveau des Meeres auf eine Unterlage vom Inhalt einer 
Fliicheneinheit, 1 q cm, ausiibt. 1st nun 00 die Dichtigkeit (die Masse eines 
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Kubikcentimeters) des Quecksilbers bei 0°, so wird die Masse der betreffen
den Saule 76. ()o g, folglich, wenn 0450 die beschleunigende Kraft der Erde 
unter 45° geograpbischer Breite im Niveau des Meeres angiebt, 

p= 76. ()O.g4S0 ' 

Messen wir jetzt 'P durch den Druck einer Quecksilbersaule, welche bei 
der Temperatur tq ° die Hohe k in Centimeter zeigt, so wird, wenn man den 
kubischen Ausdehnungscoefficient des Quecksilbers mit ~q bezeichnet und 
die bescbleunigeude Kraft der Schwere an dem betreffenden Ort und in der 
Hohe iiber der Meeresoberflacbe, wo die Wagung ausgefiihrt wird, (g) heisst, 
weil die Masse der Quecksilbersaule pro Querschnittseinheit Mo/(l + ~qtq) ist, 

a 
CII) p = It 1 + ~ t (g) 

q q 

und wir bekommen hiernach 

Da (g) eine l!'unktion der Lage des Ortes ist, an welcber die Wagungen 
ausgefiihrt werden solI en, wiirde es eigentlich am besten sein, wenn man 
es fiir diesen Ort besonders bestimmte. Indessen reicbt es fiir die Reduction 
von Wagungen meist aus, von allgemeinen Ergebnissen Gebrauch zu machen. 
Die Erfahrung lebrt, dass man die bescbleunigende Kraft del' Erde an
nahernd als allein von der geographischen Breite und der Hobe abhii.ngig 
ansehen darf. 1st die geograpbiscbe Breite des betreffenden Ortes gleich rp, 
die Hohe, in welcher die Wagungen ausgefiihrt werdeu, iiber dem Meeres
spiegel gem essen in Centimeter gleich H, so gilt die Bezielmng 

CIII) (0) = g450(1 - 0,00257 cos2'f) (l - 0,000021 l:00} 
und es wird 

It 1 ( H ) C13) (8;)0 = (0"; )0 1 + A t 76 (1 - 0,00257 cos 2'f) 1 - 0,000021 100UO . 
t'q q . 

Wir wenden diese Formel auf Gase wie auf Dampfe gleicbmassig an. 
Bei Wagungen hat man es meist nicht mit einfachen Gasen oder Dampfen, 
soudern mit Gemischen von verschiedenen Gasen oder von Gasen und 
Dampfen zu tun. Hinsicbtlich der Mischung von Gasen und Dampfen hat 
aber die Erfabrung zu dem Ergebnis gefiibrt, dass dieselbe ganz ohne jede 
Contraction oder Dilatation vor sich gebt, dass also jedes Gas in dem be
treffenden Raume gemischt mit den andern Gasen oder Dampfen genau die
selbe Dichtigkeit hat, die es zeigen wiirde, wenn es in diesem Raume fiir 
sich allein existirte. 

Es seien jetzt p', p"; p"" ... ; die Drucke, welche die Gase oder Dampfe 
fiir sich, wenn sie einzeln in dem betreffenden Raum existirten, ausiiben 

Weinstein, Lehrbuch IL 28 
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wiirden. Kennen wir die Dichtigkeiten s', s", s"', ... , die sie, wieder jedes 
fiir sich, bei einer bestimmten Temperatnr nnd unter einem bestimmten 
Druck (P) besitzen, so sind ihre wirklichen Dichtigkeiten bei den obigen 
Drucken nach dem Boyleschen Gesetz, dem die Gase und Dampfe der 
obigen Erfahrung gemass auch in der Mischung ganz unabhangig von ein
ander folgen, 

p' p"" p'" III 

(P)s', (P)s, (P)S '''. 

Foiglich haben wir, wieder nach dem oben angegebenen Erfahrungssatz, 
fiir die Dichtigkeit des Gemisches unter dem Druck p, den dasselbe zeigt, 
und bei derselben Temperatur, die friiher angenommen ist, 

elV) s = Ls' + p" s" + pili s'''+ ... 
(P) (p) (p) 

(P) ist ein ganz willkiihrlich angenommener Druck, namlich derjeuige 
Druck, fiir welchen zufallig die Dichtigkeiten s', s", s''', ... der einzelnen 
Componenten des Gemisches bekannt sind. Aendert sich (p), so anderu 
sich auch die s', s", s''', .•. , aber die s'/(P), s"/(p), s"'/(P) behalten immer 
denselben Wert. 

Was aber den Druck p betri:lft, den das Gemisch zeigt, so darf derselbe 
mit ausreichender Genauigkeit als Summe der Drucke p', p", pili, ... be
rechnet werden, die die einzelnen Componenten in dem betre:lfenden Raum 
bei der betre:lfenden Temperatur jede fiir sich ausiiben wiirde, wenn sie da
selbst allein existirte, es ist also 

CV) p = p' + p" + p'" + ... 
zu setzen. p ist der Totaldruck, die p', p", p"' werden als Partialdruclce 
der einzelnen Componenten bezeichnet.*) 

In W orte kiinnen wir diese Ergebnisse der Erfahrung dahin zusammen
fassen, dass wir sagen: Wird ein Korper von einem Gemisch aus Gasen und 
Dampfen umgeben, so ist die von ihm verdrangte Masse des Gemisches aus 
der Summe der verdrangten Massen der einzelnen Componenten zu be
rechnen, jede dieser Componenten als in dem betre:lfenden Raume bei der 
betre:lfenden Temperatnr fiir sich allein existirend geda~ht. 

Bis hierher sind die Entwickelungen ganz allgemein geilihrt; wir haben 
nunmehr auf diejenigen speciellen Verhaltnisse iiberzugehen, welche prak
tisch von Bedeutung sind. 

*) Es ist eigentlich ganz selbstverstiindlich, dass durch die obige GIeichung fur 
p nichts anderes ausgedruckt wird, als dass der Totaldruck aus den Partialdrucken 
summatorisch berecbnet werden kann, keineswegs involvirt die Benutzung diesel' 
GIeichung zugleich die Annahme, dass die einzelnen Teile des Gemisches in dem 
Gemisch wirklich nul' unter ihren Partialdrucken slehen. 
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XIX. Wigungen in der Luft zn Massenbestimmnngen. 
128. Ableitung der Gleichung fiir das Luftgewicht. Wagungen, wenn 

sie keinen andern Zweck verfolgen als eine Masse mit Hilfe einer andern 
bekannten Masse zu bestimmen, werden immer in Luft als umgebendem 
Medium ausgefiihrt. Die Luft ist zunaehst ein Gemiseh von Stickstoff und 
Sauerstoff, und zwar kommen diese beiden Gasarten, soweit die bisherigen 
Erfahrungen reichen, immer und uberall, wo die freie Atmosphare un
gehinderten Zutritt hat, in denselben VerhaItnissen vor. Ausserdem sind 
der Luft in variabeln Mengen noeh beigemischt Kohlensaure, Ammoniak
dampf, Wasserdampf u. s. f. Fiir Wagungen, welehe immer in Raumen 
ausgefiihrt werden muss en, die von fremden Gasen so frei als moglieh sind, 
kommen nur Wasserdampf und allenfalls Kohlensaure als Gemengteile der 
Luft in Betraeht. Wir hatten es also mit 4 BestandteiIen zu tun. Inzwisehen 
ist die Luft als Gemiseh ihrer beiden Haupteomponenten Stiekstoff und 
Sauerstoff, wir wollen eine solehe Luft reine, trockene Luft nennen, so sorg
faItig und in jeder Beziehung, so genau namentlich durch Regnault 
untersucht, dass die Angaben fUr sie nicht erst aus denen ihrer Componenten 
berechnet zu werden brauchen, zumal ja, wie schon bemerkt) reine Luft 
procentisch immer aus denselben Mengen Sauerstoff und Stickstoff gebildet 
ist. Wir setzen also reine trockene Luft als einen Bestandteil, Wasserdampf 
und Kohlensaure als andere Bestandteile der gewohnlichen Luft.*) 

Von den Bezeichnungen unserer friihern Formeln, sollen sich s und p 
auf das Gemisch dieser drei Bestandteile beziehen, p', s' gehOren der reinen, 
trockenen Luft, p", sIt dem Wasserdampf, pIt"~ s'" der Kohlensaure an. Der 
Druck (p), fur welchen die Dichtigkeiten s', S", s'" als bekannt angenommen 

*) Die nachfolgenden Entwkklungen dieses Artikels, die spatem Zahlen- und Ta
bellenangaben schliessen sich bis auf einige Aenderungen und Erweiternngen an die 
fiir die Kaiser!. Normal-Aichungs-Kommission von Foe r s t e r ausgearbeiteten Darlegungen 
unter dem Titel »Metronomische Beitrage No. I mit Hilfstafeln zur Berechnung von 
Volumen- und Gewichtsbestimmungen mit Riicksicht auf die Schwankungen der 
Dichtigkeit des Wassers und der Luft nnd auf die unter dem Einfluss der Warme 
stattfindenden Verandernngen der Dimensionen der zu messenden und zu wagenden 
Kiirper" an. Jahrelanger Gebrauch bei den feinsten Maassbestiwmungen hat ibre 
Bequemlicbkeit und Genauigkeit erprobt. Bei dem derwaligen Stande unserer Wissen
schaft kann es noch gar keinen Wert haben Aenderungen etwa zur Erzielung griisserer 
Scharfe anzubringen. Gerade der Umstand, dass aile Norwal-Gewichte von der 
Kommission ausgegeben, also auch wit Hilfe der dort ublichen Reductionselemente 
bestiwmt werden, lasst solche Aenderungen, bis weitere genauere Untersuchungen 
vorliegen, als unzweckwassig erscheinen. Die Berechnung des Luftgewichts ist abel' 
in dieser mittlerweile ja bei den Physik ern vielfach schon in Gebrauch genomwenen 
Foersterschen Abhandlung bequem und sicher eingerichtet. Wenigstens weiss ich 
selbst nichts besseres zu geben, 

28* 
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werden, sei gleieh dem Druck der rein en troekenen Luft unter den gegebenen 
Verhiiltnissen. Wir haben dann (p) = p', und indem wir 

s"-s' s'''-s' 
--,-=A2, --,-=A3 

S s 

setzen und beaehten, dass p = p' + p" + p'" ist, wird naeh crV) 

s' 
s= ,(p + p"A2+ p"'Aa). p 

Wiirde Wasserdampf genau dem Verhalten idealer Gase folgen, so ware 
A2 eine von del' Temperatur unabhiingige Grosse, tatsaehlich ist das 
nicht der Fall; naeh Clausius*) kann man fur gesattigten Wasserdampf 

setzen, woselbst 

s' 
,,=M-Nr1.t 
S 

M = 1,663, N = 0,0553, rJ. = 1,00716 

ist und t die an einem hundertteiligen Thermometer abgelesene Temperatur 
angiebt. Darnaeh ware 

A __ 0,663 - 0,0553 (1,00716)t 
. 2 - 1,663 _ 0,0553 (1,00716)t 

oder mit fiir geringe Temperaturen geniigender Annaherung 

A2= - 0,399 + 0,02 (1,00716y . 

Das von t abhangige Glied giebt fiir t = 0°, 10°, 20°, 30° del' Reihe 
naeh die Zahlen 0,020; 0,021; 0,023; 0,025, und da bei Wagungen die 
Temperatur selten 30° C. iibersteigen, p" also nicht hOher als 3,2 em aus
fallen wird, p' dagegen bei gewohnliehen Druckverhaltnissen gleich 76 em 

gesetzt werden darf, betragt die ganze Variation von ~p" A2 infolge einer 
p 

TemperaturerhOhung von 0° bis 30° hOehstens 0,0002 s'. Die Dichtiglmit s' 
variirt schon pro 1 ° C. um 0,00367 s'. Vernachliissigen wir also die Ver
anderliehkeit von A2 , so ist das gleichbedeutend mit Ausserachtlassung 
einer Tempervariation von weniger als 6 Hundertteil eines Grades der 
hundertteiligen Scale. Daraus folgt, dass wir unter Beziehung auf mittlere 
Verhaltnisse das A2 als Constante behandeln und gleieh - 0,377 setzen 
diirfen. Die obigen Ergebnisse gelten freilieh streng nur fiir gesattigten 
Wasserdampf, man darf sie aber unbedenklieh aueh auf llicht gesattigte Zu
stande der Atmosphare anwenden. Die Einbusse au Genauigkeit ist hier 
Doeh geringer als im gesattigten Zustallde. 

Die Kohlensaure kommt in einer Atmos])hii.re, wo gut e Luft herrseht in 
so geringer Quantitiit vor, dass eine eventuelle Veranderliehkeit von Aa mit 
der Temperatur gar nieht ins Gewieht flint. Wir setzen deshalb allgemein 

*) ~Iechanische Warmetheorie. Zweite Ausgabe, Bd. I, Seite 158. 
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nach bekannten Bestimmungen fUr die Dichtigkeit der Kohlensaure 
As= + 0,52. Fiir dieses Gas diirfen wir auch fiir p"'/p' einen constanten 
Wert namlich etwa 0,0004 einfiihren. Nach alledem wird 

llIV1) 8 = s'(P - ;?77P" +0,00021). 

p ist der Druck, den die Lnft wahrend der Wagnng wirklich ausiibt, 
p' giebt den Druck, welcher herrschen wiirde, wenn bei der namlichen 
Temperatur die Luft rein und trocken ware, p" bedentet den Druck des 
Wasserdampfes in dem Zustand, in welchem er sich innerhalb der A.tmosphiire 
gerade befindet. 

1st nun die Temperatnr der Luft wahrend der Wagnng gleich t, und 
giebt (a')o die Dichtigkeit am Meeresspiegel, unter 45· geographischer Breite 
und bei der Temperatur O· und ~ den A.usdehnungBcoefficienten reiner 
trockener Luft, so haben wir 
CVI) , (') p' 1 

8=aopl+~t' 

somit 

8 = P(; alo ~t) (p - 0,377 p" + 0,00021 p'). 

Da p' von p relativ wenig 0,8 bis 1,0 cm verschieden ist und p Behr 
nahe = p' + p" ist, diirfen wir in dem mit 0,00021 multiplicirten Gliede p' 
durch p - 0,377p" ersetzen; so wird sehr einfach 

8= P(?1?~t) (p - 0,377p")(1 + 0,00021). 

Endlich denken wir uns wieder dem Druck p, durch eine Quecksilber
saule von der Ternperatur tq und der in Centimeter gemessenen Hohe k 
das Gleichgewicht gehalten und bekommen 

(a')o (k - 0,377 (1 + ~q tq)p") 
CIVjl) 8= 76(1 + ~t) - 1 + ~q tq (1,00021)(1-0,00257cos2<p)x 

( 1 - 0,000021 1O!0). 

Man kann diese Formel wegen der Kleinheit vieler der in ihr ver
tretenen Grossen noch sehr erheblich vereinfachen. Multiplicirt man namlich 
die 3 letzten Factoren aus und behalt nur Glieder hOchster Ordnung bei, 
so wird 

k-0,377p"(1 + ~q tg) 
8 = 76(J +~t)(I+~q tq) 

[(a')o + (0,00021 - 0,00257 cos 2<p - 0,000021 1O!0 ) (a')o].. 
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N och jetzt die beste und genaueste Bestimmung der Dichtigkeit reiner 
trockener Luft ist die von Regnault ausgefuhrte, sie ergab fUr das Gewicht 
von 1 ccm bei O· und 76 cm Druck 1,29319 mg.*) Diese Bestimmung ist 
in Paris, in 48° 50' 15/1 geogTaphischer Breite und 6000 cm Meereshohe 
ausgefUhrt, der Druck 76 cm bezieht sich also auf diesen Ort, rechnen wir 
die Zahl auf 45° geographischer Breite und Meeresniveau urn, so haben 

wir dieselbe durch (1 - 0,00257 cos (97° 40' 30"») (1 - 0,000021 160) zu divi

diren. So bekommen wir 
(cr')o= 0,00129276 

die Dichtigkeit des rein en Wassers bei 76 em Druck und im Zustand der 
grossten Dichtigkeit (4° 0.) gleich 1 gesetzt. Da es unbequem ist, unnutze 
NulJen zuschreiben, denken wir uns die obige Zahl mit 1000000 multiplicirt 
und benutzen 1292,76 fur (cr')o. Es wird aber 

_11- 0,377p"(1 + ~q tq) ( , " "9, _ ,y_) -6 
OIV3) s- 76(1 + ~t) (1 + ~q tq ) 129v,03-3,v~cos2T' 0,02710000 10 . 

Der Klammerausdruck variirt von Ort zu Ort und an demselben Ort 
mit der Hohe, in welcher die Waage steht. An einem und demselben Ort 
und fUr eine und dieselbe Aufstellung der Waage ist er eine constante 
Grosse. Die rrabelle I in der Zusammenstellung auf Seite 464 giebt fur 
Breiten von 40° bis 60° (entsprechend Orten zwischen den Parallelkreisen 
von Madrid und Upsala) und fur Hohen von 0 bis 70000 cm die zu del' 

H 
Zahl 1293,03 hinzuzufiIgende Oorrection - 3,32 cos 2'1' - 0,027 Toooo . 

Wir bezeichnen .nunmehr die als bekannt anzusehende Zahl 

eVil) 
, . H (in Oentimeter) 

j = 1293,03 - 3,32 cos2rp - 0,027 - 10000 ' 

wie allgegeben, mit "( uud setzen ausserdem 

0,377 p"= 1j, 

II -1j (1 + ~q tq ) -6 

S=76(1+~t)(1+~qtq)j·1O . 

Die weitern Entwickelungen Imupft Foerster an den Logarithmus von 
s. Es ist namlich 

h -1j(1 + ~ t) 
logs=logj+log 76 q q -log(1 +~t) -log(1 + ~q tq) + log 10-6• 

Die beiden letzten Logarithmen sind sicher stets positiv, der zweite 
Logarithmus kann, je nachdem h -1j 5 76 ist, negativ oder positiv sein. 
In unsern Gegenden darf man als hOchste Grenze, die die Grosse 

*) Ueber den Grund, warum diese ZahI trotz mannigfacher Zweifel beibehalten 
wird, siehe die citirte Arbeit von Foerster. 
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k -Tj (1 + ~q tq) erreicht, 'bis auf excessive FaIle 78 ansehen, es wird also 
h -Tj(l + ~ t) , 

log -_. is-.LL im allgemeinen negativ sein, und wenn wir 

logs = log), + log ;~ - {log h _Tj(~:- ~q tq) + log (1 +~t) +log(l +~q tq)} + log 10- 6 

setzen, ist darauf zu recimen, dass aUe in der Klammer stehenden Glieder 
positive Grossen geben werden. Das ist nichts besonders wichtiges, aber fur 
die Rechnung seht bequem. 

Es ist log)' + log, ;~ + log 10-6 = log, + 0,01128 + log 10-6 eine nach 

dem obigen fUr den betre:fl'enden Ort constante Zahl. Wit setzen dieselbe 
gleich 00' also 

CVill) 00= log, + 4,01128 - 10. 

Wir nehmen jetzt an, dass die Temperaturen aIle in Graden d er 
hundertteiligen Scale und die Hohen k der Quecksilbersaulen, welche 
die Drucke messen soUten, in Centimeter angegeben sind. 

Benutzt der Beobachter Thermometer, die nach Reaumur oder Fahrenheit 
geteilt sind und hat an ihnen die Temperatur tR, bezw. tF abgelesen, so ist 

10 5 
t= 8 tR, bezw. = '9(tF- 32). 

h wird an einem Maassstab abgelesen. 1st dieser Maassstab metrisch 
geteilt und das Resultat der Ablesung (eventuell corrigirt fUr Fehler der 
Gesammtlange und Fehler der Einteilung) gleich B, so wird, wenn die in 
Graden der hundertteiligen Scale gemessene Temperatur des Maassstabes 
{} und der entsprechende lineare Ausdehnungscoefficient a ist 

k = B(l + atl). 

Wenn der Maassstab nach pariser Linien geteilt ist, so hat man sich 
daran zu erinnern, dass eine Strecke, welche bei 0° gleich ein Centi
meter ist, einer andern Strecke entspricht, die bei 13°R = 16°,25C 
gleich 4,43296 pariser Linien gleichkommt. 1st also die Temperatur eines 
solchen Maassstabes wahrend der Ablesung in Graden der Reaumur schen 
Scale gleich {}R und die Ablesung in pariser Linien gleich Bp so hat man 
in Centimeter 

CIX) 

woselbst aR, die lineare Ausdehnung der Substanz des betre:fl'enden Maass
stabes fiir je einen Grad der Reaumur'schen Scale bedeutet. 

Andere FaIle brauchen nicht beriicksichtigt zu werden, da die 1nstru
mente zur Bestimmung des fraglichen Druckes (Barometer oder Manometer) 
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wol nur nach metrischen oder (wenn sie ruter sind) nach altfranziisischen 
Einheiten geteilte Maassstiibe besitzen. 

Fiir die weitere Entwickelung nehmen wir an, dass wir es nur mit an 
metrisch geteilten Maassstaben gemessenen Langen zu tun haben, die gering
fiigige Aenderung, die die Anwendung nach altfranziisischem Maass geteilter 
Maassstabe erfordert, solI zuletzt angegeben werden. 

Wir haben zunachst, weil die Temperaturen t und {} an derselben 
Stelle und meist an demselben Thermometer abgelesen werden {} = t zu 
setzen und bekommen 

78 78 
log k-lj(l +~(/q) = log B(l+atq)-lj(I+~qtq) 

=10 78 
g (1 +atq)(B-lj)+lj(a-~q)tq 

Da a eine meist sehr kleine Zahl ist, darf man setzen 

10g[(1 + atq)(B -lj)+ lj(a-~q)tg] =log[B -lj] +log(1 + atq) 
0,434.lj(a- ~q)tq 

+ (1 +atq)(B-lj) , 

wo die Logarithmen gewiihnlicbe Briggiscbe sind, und indem man im 
Nenner des dritten Gliedes rechter Hand atq fortlasst und fiir B - lj einen 
Mittelwert, 76, einfiihrt wird 

und endlich wegen der Kleinheit von ~q 

{ 78 1 } 
logs= 00 - log B-lj + log l+(a-~g)tq + log(1+~t)-0,0057lj(a-~q)tq . 

~q diirfen wir in den Temperaturgrenzen, die bei Wagungen in Frage 
kommen, constant und nach Regnaults Versuchen gleich 0,00018153 setzen. 
a richtet sich nach der Substanz, aus welcher der Maassstab besteht, an 
welchem B abgelesen wird. Gewiihnlich ist dieser Maassstab gesondert 
vom Barometer oder Manometer "aus Messing hergestellt, oft aber tragt das 
Glasrohr des Barometers oder Manometers die niitige Teilung, oder es be
findet sich hinter diesem Rohr eine spiegelnde Glasscale. 1m ersten Pall 
wird a gleich 0,00001886 angenommen, im letztern haben wir a = 0,0000085 
demnach a - ~q= - 0,00016267 oder = - 0,000173. Zwar treffen die an
gegebenen Werte der Ausdebnungscoefficienten durchaus nicht fiir aIle Arlen 
von Messing oder Glas zu, aber bei der Kleinheit der Correctionen, um ilie 
es sich bier handelt, darf man dieselben als Naberungsbetriige anwenden. 
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Der Ausdehnungscoefficient ~ der Luft ist nach Regnaults Versuchen 
zu 0,00367 anzusetzen. *) 

Wir haben also fiir 

Messing als Scale des Barometers oder Manometers 

{ 78 1 
10gs=Co- 10gB_7J +logl-0,00016267tq 

+ log(l + 0,00367 t) + 0,0000009. tq 1J}' 
G I a s als Scale des Barometers oder Manometers 

{ 78 1 
10gs=Co- 10g B_ 7J +log 1-0,000173tq 

+ log (1 + 0,00367 t) + 0,000001 . tq 7J}' 

Es ist nur noch anzugeben, in welcher Weise wir zu der Kenntnis der 
Grossen B, 1) gelangen. B wird, wie bemerkt, an einem Quecksilber-Barometer 
oder Manometer abgelesen. Da mit wachRender Erhebung iiber der Erd· 
oberflliche, der dem Luftdruck entsprechende Barometerstand abnimmt, muss 
das betreffende Barometer oder Manometer sich in der Hohe der Stelle 
befinden, an welcher gewogen wird, sonsi hat man zu dem abgelesenen 
Stand B fiir jedes Meter Hi:\hendifferenz zwischen den Waagschalen und 
dem Barometer .0,01 cm zu addiren oder zu subtrahiren, je nachdem das 
Barometer ober- oder unterhalb der Waagschale sich befindet. Wird statt 
eines Quecksilberbarometers oder Manometers ein Aneroid benutzt, so giebt 
dasselbe, wenn es vollstandig bestimmt ist direct den Druck p, und es 
fallen in den obigen Formeln von den Correctionsgliedern das zweite und 
vierte fort. In welcher Weise ein Aneroid hinsichtlich seiner Angaben zu 
bestimmen ist, uud wie die Ablesungen von Barometern und Manometern, 
wenn grosste Feinheit erreicht werden solI einzurichten sind, wird in dem 
Capitel iiber Kraft- und Druckbestimmungen dargetan. Einstweilen muss 
vorausgesetzt werden, dass der Leser mit Barometern, Manometern und 
Thermometern umzugehen weiss. . 

129. Mittel zur Bestimmung des Dampfdrucks in der Atmosphare. 
Hygrometer und Psychrometer. Gleich hier, als am passendsten Orte, ein
gehend muss iiber die Eruirung der Grosse '1], das ist des Products 
0,377 p" gesprochen werden; die dabei zur Anwendung kommenden Methoden 
siud von hohem Interesse und noch in der Entwickelung begriffen. 

Die Bestimmung des Druckes p" des in der Atmosphare enthaltenen 
Wasserdampfs, wiirde sich sehr einfach gestalten, wenn dieser Dampf sich stets 
in gesattigtem Zustande befande, denn da jeder Temperatur ein ganz be-

*) In der Publication der Normal-Aichungs-Kommission ist dafiir 0,003665 an
genommen, die infolge dessen notig gewordene Correction der betreffenden bald an
zugebenden Tafel ist sehr geringfiigig und im Text beriicksichtigt. 
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stimmter Druck des gesattigten Dampfes entspricht, so brauchte man nur 
die Temperatur der Luft zu messen und in den bekannten Spannkraftstafeln 
des gesattigten Wasserdampfes, den dieser Temperatur zugehOrigen Druck 
nachzusehen. Indessen enthlilt die Atmosphare nur selten soviel Wasser
dampf, als sie bei der ihr gerade zukommenden Temperatur aufnehmen 
konnte, nnd es ist p" in weitaus den meisten Fallen kleiner als der der 
betreffenden Temperatur zugehOrige Druck. 

Deshalb reicht auch zur Bestimmung von p" eine bIosse Tempe
raturmessung nicht aus, und man muss zu besondern Hilfsmitteln greifen. 
Diese Mittel geben bekanntlich die Hygrometer und Psychrometer. Wir 
wollen unter Hygrometer solche Instrumente verstehen, welche entweder 
die wirkliche Spannung, die der Dampfgehalt der Luft gerade zeigt, oder 
das Verhaltnis dieser Spannung zu derjenigen, die er erreichen wiirde, 
wenn die Luft bei der betreffenden Temperatur vollstandig mit Dampf ge
sattigt ware, zu eruiren gestatten. Psychrometer nennen wir diejenigen 
Instrumente, welche die Differenz der zuletzt bezeichneten Maximal
spannung gegen die wirkliche Spannung finden helfen. 

Weiter unterscheidet man unter den Hygrometern noch Condensations
und Absorptionshygrometer. Jene geben nicht sowohl die Spannung des 
Dampfes als vielmehr diejenige Temperatur, welche dieser Spannung 
entspricht, das ist die Temperatur, fiir welche die Luft mit der Dampfmenge 
die sie gerade hat, gesattigt ware, also die Thaupunktstemperatur, diese 
fiihren direct zur Kenntnis der gesuchten Spannung. 

129a. Condensationshygrometer. Zur Bestimmung des Thaupunkts muss 
man offenbar die Luft, deren Dampfgehalt zu ermitteln ist, soweit abkiihlen, 
bis sie die Temperatur erreicht, welcher nach den Spannkraftstafeln der 
gerade herrschende Druck des Dampfes als Maximaldruck entspricht. Da 
man dies en Druck noch nicht ken nt, so ist natiirlich von vornherein 
auch diese Temperatur unbekannt, es ist aber moglich, den Moment, 
in welch em sie eingetreten ist, zu erkennen. Wird namlich Dampf unter 
der seiner Maximalspannung zukommenden Temperatur noch weiter ab
gekiihlt, so schlagt er sich in Wassertropfchen nieder, er condensirt sich, 
und bildet in der Luft Nebel, auf Korpern einen Hanch. Es kommt also 
nur daranf an, in dem Moment, in welchem die Condensation des Dampfes 
beginnt, die Temperatur der Luft in welcher jene vor sich geht zu bestimmen, 
die Spannkraftstafeln geben dann die zu dieser Temperatur gehOrige Spannung, 
welche eben der gesuehte Druck ist. Das Schwierige ist genau den Moment 
fiir die Temperaturablesung abzupassell, in welchem die Condensation be
ginnt. Neb el gerade wenn sie entstehen zu erkennen, ist ohne bedeutende 
optische Mittel nicht leicht, ausserdem hlingt auch die Bildung der Nebel 
von dem Gehalt an Staub und andern fremden Substanzen in der Luft ab 
und verzogert sich sehr, wenn solche Substanzen fehlen. Doch werden wir 
bald eine Methode kennen lernen, die gerade auf der Beobachtung der 
sich bildenden Nebel beruht. Bei den gewohnlichen Condensationshygrometern 
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beobachtet man Heber das Eintreten eines Hauclles auf einem Korper. Dem
gemass sind auch alIe Condensationshygrometer von dem Dan i e 11 'schen und 
Regnault'schen angefangen bis auf die neuesten von Alluard, Crova 
und Andern construirten, naeh genau denselben Prineipien eingerichtet; aIle 
haben ein Gerass, in welchem sich eine volatile Fliissigkeit (Aether) be
findet, die durch einen eingeblasenen Luftstrom (so bei Regnault's Hygro
meter und den nenern Instrumenten) oder durch Erniedrigung des iiber ihr 
lastenden Druckes (so bei dem Hygrometer von Daniell) rasch und stark 
zum Verdampfen gebracht werden kann. Die Verdampfung entzieht dem 
Garass Warme, dieses wieder beraubt die umgebende Luft, und so wird 
letztere bald auf eine Temperatur gebracht, bei welcher ihr Dampf iiber
sattigt ist und sich niederschlagen muss. Da das Gefass die kalteste Stelle 
ist, schHigt er sich auf dessen Wandung zuerst nieder und biIdet dann einen 
Hauch. Innerhalb des Gefasses und ein wenig in die verdunstende Fliissig
keit eingesenkt, befindet sich ein Thermometer. Die Temperaturangabe 
dieses Thermometers im Momente des Beginns des Beschlagens der Gerass
wandung wird als Thaupunktstemperatur betrachtet. 

Da man den Hauch erst bemerkt, wenn er schon gebildet ist, wird 
diese Angabe etwas tiefer Hegen als die del' betreft'enden Spannung wirk
lich entsprechende Temperatur; deshalb hOrt man nach Ablesung des 
Thermometers auf, die Verdunstung der abkiihlenden Fliissigkeit noch weiter 
zu unterhalten; indem sich dann das Gefass wieder erwarmt, tritt ein Moment 
ein, in welch em del' Hauch gerade verschwunden ist; in diesem Moment 
liest man wieder das Thermometer ab. Die zweite Ablesung wird im all
gemeinen etwas hoher Hegen als die gesuchte Temperatur, das Mittel aus 
beiden Ablesungen also dieser 'l'emperatur jedeufalls naher kommen, als 
jede del' Ablesungen fiir sich. 1st dieses Mittel {}, so sucht man in der 
Spannkraftstafel die zugehOrige Spannung, welche die Grosse p" giebt, durch 
Multiplication mit 0,377 bekommt man 1]. Die spateI' folgende Tafel II 
giebt schon die Werte von 1] fur Thaupunktstemperaturen von 0 0 bis 30 0 

und von Grad zu Grad der hundertteiligen Scale. 
Die grosste Aufmerksamkeit ist dem Entstehen und Verschwinden des 

Hauches zuzuwcnden, und die grosse Zahl von Constructionen, die man fur 
das Condensationshygrometer schon hat, sind aIle vornehmlich aus dem 
Bestreben hervorgegangen, den Moment des Entstehens und Vergehens des 
Hauches so scharf als moglich erkennen zu lassen. 

Eine in vieleI' Beziehullg theoretiseh sehr interessante Methode del' 
Peuchtigkeitsbestimmullg durch Beobachtung del' Condensationstemperatur 
hat Robert von Helmholtz allgegeben.*) Riel' wird die Luft del' 
Thaupullktstemperatur durch plOtzliche Ausdehnung nahe gebracht. Man 
schliesst eine Quantitat del' Luft, deren Feuchtigkeitsgehalt gepriift werden 

*) Wiedemann's Annalen fiir Physik lmd Chemie 1886, Bd.27, Seite 508-544. 
Untersuchungen iiber Dampfe und Nebel, besonders iiber solche von Liisungen. 
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soIl, in einen Ballon ein, comprimirt dieselbe auf irgend eine Weise (eine 
bequeme Metbode, die' Compression zu bewerkstelligen, hat R. von Helm
holtz in seiner Arbeit beschrieben), wartet bis die Luft eine constante 
Temperatur angenommen hat und Hisst sie sich, indem man sie dureh 
Oefi'nen eines Hahns mit der aussern Luft in Vllrbilldung setzt, plotzlieh 
ausdehnen. Sie kiihlt sieh, wenn die Ausdehnung so raseh vor sieh 
gegangen ist, dass ein Zufluss von Warme von Aussen nieht hat stattfinden 
konnen, ab, und wenn die Abkiihlung so stark ist, dass die Thaupunkts
temperatur del' in der Luft enthaltenen Feuchtigkeit erreicbt ist, condensirt 
sicb die letztere und bildet Nebel. Der Betrag der Abkiihlung hangt von 
dem Druck ab, bis zu welchem man die Luft comprimirt hat. 1st dieser 
Druck P1 und der Druck, den die Luft, nachdem man sie mit der freien 
Atmosphare wieder in Verbindung gesetzt hat, Pz, so hat man, wenn die 
Temperatur unmittelbar VOl' Oefi'nen des Hahns t1 und nach Oefi'nen 
desselben t2 betragt nach den Lehren der mechanischen Warmetheorie 

273 + t2 P2 
log 273 + t1 = 0,28841 log P1' 

wobei vorausgesetzt ist, dass del' ganze Vorgang auf adiabatischem W-ege 
stattgefunden hat, Warme also del' Luft wedel' zugefiihrt noch entzogen ist. 
PI h1ingt von unserm Belieben ab, man kann es also immer so gross 
machen, dass t2 die Thaupunktstemperatur del' Feuchtigkeit erreicht. Da 
man die" letztere nicht kennt, so ist ein Pro biren nicht zu umgehen, man 
beginnt mit del' Compression bis zu irgend einem Drnck, zeigen sich 
nach Oefi'nen des Hahns Nebel, so ist diesel' Druck zu gross g"ewesen, 
treten keine Nebel auf, so hat man die Compression nicht geniigend weit 
getrieben. Man schliesst den Hahn wieder und comprimirt bis zu einem 
geringern odeI' hohern Druck und ofi'net wieder. So fahrt man mit 
Comprimiren und Losla8sen so lange fort, bis man einen Druck heraus
gefunden hat, nach dessen Aufhebung Nebel sich gerade noch zeigen, diesel' 
Druck ist P1 und indem man ihn sowohl wie die zugehOrige Temperatur tl 

und den Enddruck P2 bestimmt, bekommt man zur Berechnung der 
Thaupunktstemperatur t2 die Gleichung 

CXa) log(273 + t2) = log(273 + t1) + 0,2884110g P2 . 
PI 

~lit diesel' Temperatur tl wird ,tUS den Spannkraftstafeln die zugehorige 
Spannung p" entnommen, und man erhalt die g<lsuchte Grosse "f) durch die 
Beziehung 

CXb) 'I) = O,377p". 

pz ist der Druck der aussern Atmosphare gegen die die Luft beim 
Oeilnen des Hahns nach del' Compression sich ausdehnt, wird also durch 
den derzeitigen Barometerstand bestimmt, PI muss man an einem mit dem 
BaIlon verbundenen Manometer ablesen. Am schwierigsten ist es, den Druck 
PI so abzupassen, dass nach der Ausdehnung Nebel sich eben noch bilden. 
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Die niitigen optischen Einrichtungen zur Erkennnng geringster Nebelmassen 
uud die Vorsichtsmaassregeln zur Verhinderung del" Verspatung der Nebel
bildung und Abhaltung ausserer Warme sind in Helmholtz Arbeit 
angegeben, auf welche verwiesen werden muss. Praktische Apparate zur 
Ausfiihrung dieser Methode schein en noch nicht construirt zu sein. 

129b. Absorptionshygrometer. Bei der Einrichtung der zweiten Klasse 
von Hygrometern, der Absm-ptionshygrometer, ist die Eigenschaft vieler Korper 
Fenchtigkeit anzuziehen und festznhalten benutzt. Einige Korper entziehen 
der Luft, wenn sie mit ihr geniigend lange in Beriihrung stehen, ihren 
Feuchtigkeitsgehalt vollstandig, tro ckn en die Luft, so namentlich concentrirte 
Schwefelsaure, Phosphorsanreanhydrid, Chlorcalcium u. s. f.; andere entnehmen 
derselben nul' eine ihrem Gehalt an Feuchtigkeit proportion ale Menge, so 
u. a. Elfenbein, Haare u. s. f. Jene gestatten Hygrometer znr directen Be
stimmung der Dampfspannung zu construiren, diese dienen zur Herstellung 
von Instrumenten, speciell Procenthygrometer, welche den Procentgehalt an 
Feuchtigkeit in der Luft angeben. 

Die Procenthygrometer sind in ihrer Construction und Handhabllng 
die einfachsten; von den vielen Hygrometern dieser Art hat sich bis jetzt 
dai>' Haarhygrometer am meisten bewahrt. Die Construction desselben 
darf als bekannt angesehen werden. Die Angaben der Scale eines solchen 
Hygrometers gehen von 0 bis 100; 0 entspricht absolut trockener, 100 mit 
Feuchtigkeit gesattigter Luft; die Zwischenteilung ist entweder willkiihrlich 
oder proportional der Langenanderung des Haares bei wachsender Aufnahme 
von Feuchtigkeit ausgefiihrt. Da eiue und dieselbe Teilung in allen Ver
hiiltnissen gelten soll, ist ofi'enbar die Annahme gemacht, dass die durch 
die Feuchtigkeitsaufnahme bewirkte Verlangerung des Haares nur von dem 
pro centis chen Dampfgehalt der Luft, nicht von deren Temperatur abhiingig 
ist. So wenig eine solche Annahme von vornherein evident ist, so scheint 
doch die Erfahrung derselben, wenigstens in einem begrenzten Intervall, 
nicht zu widersprechen. 

1st die der Temperatur der Luft entsprechende Maximalspannung" ge
sattigten Dampfs 'it, und giebt das Hygrometer A Pro cent Feuchtigkeit an, 
so darf man unter allen Umstanden 

" A 
P = 100 'it, 

also 

CXe) 
~ A 

.~ = 0,37 ''it 100 

setzen. Man liest also das Hygrometer uud zugleieh die Lufttemperatur 
ab, ersteres giebt die Grosse 1../100; mit letzterer geht man in die schou 
erwahnte Tafel II ein, um den Betrag von 0,377rr: zu entnr,hmen. 

Bei der Ablesung des Hygrometers muss darauf gesehen werden, daRs 
das Haar nieht von der vom Beobachter ausgeathmeten Luft getrofi'en wird, 
weil diese Luft stark mit Feuchtig-keit beladen ist. 

Haarhyg-rometer sind ausserordentlich bequem, man kann sie aber nicht 
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ohne genauere Untersuchung verwenden. Friiher hat man sich damit be
gniigt, bei jedem Haarhygrometer die beiden Endpunkte der Scale, 0 und 
100, zu prufen. Man stent das Hygrometer unter eine Glocke, in welcher 
sich einmal durch Schwefelsaure, Phosphorsaure, Chlorcalcium u. s. f. ge
trocknete und dann durch eingefuhrte befeuchtete Schwamme oder Musselin
stucke mit Dampf gesattigte Luft befindet. 1m ersten Fall solI der Zeiger 
des Hygrometers auf Null, im zweiten auf 100 weisen. So Iasst sich die 
Richtigkeit der Angaben wenigstens fiir zwei extreme FaIle controliren. 
Die Priifung der 100-Angabe ist viel einfacher und leichter auszufuhren 
als die der O-Angabe, und weun man sich auf die vom Mechaniker aus
gefiihrte Teilung verlassen darf, pruft man allein die erst ere Angabe, fiiln·t 
mit Hilfe eines meist beigegebenen Schlusselchens zum Spannen oder Nach
lassen des Haares den Zeiger, wenn er vom Strich 100 abweichen sonte, 
auf denselben zuruck und sieht dann die Hygrometerangaben als riehtig an. 
Indessen wird ein so vereinfachtes Verfahren nur in seltenen Fallen aus
reichen, es genugt nicht einmal die Untersuchung der beiden aussersten 
Augaben. Fur ganaue Feuchtigkeitsbestimmungen bleibt, wenn man von 
dem bequemen und gerade bei Wagungen, der Beschranktheit des in der 
Waage zur Verfiigung stehenden Raumes wegen, oft allein anwendbarem Haar
hygrometer nicht abgehen will, nichts anderes ubrig, als dieses Hygrometer 
Strich fur Strich mit einem Condensationshygrometer oder einem der noeh 
zu beschreibenden Instrumente zu vergleichen und seinen Angaben diejenigen 
Werte beizumessen, welche aus jenen Hygrometern sich ergeben. 

Man steIlt in die Nahe des zu untersuchenden Hygrometers z. B. ein 
Condensationshygrometer auf, bestimmt an diesem zu verschiedenen Zeiten 
oder nachdem man absichtlich nacheinander den Dampfgehalt der Luft durch 
Einfiihren nasser Tucher oder umgekehrt von Trockensubstanzen geandert 
hat, den Thaupunkt und liest die zugehOrigen Angaben des Haarhygro
meters und zugleich die Lufttemperatur ab. Die abgelesene Lufttemperatur 
giebt die jedesmalige Maximalspannung 7t!> 7t2, .. " das Condensationshygro
meter zeigt mit Hilfe der abgelesenen Thaupunktstemperatur die wirklicl1e 
Spannung P~, P~ . " an; in den Quotienten 100p~'/7tl' 100P2'/7t2, ... hat 
man dann die relative procentisehe Feuchtigkeit, welche den am Haarhygro
meter abgelesenen Angaben zuzuordnen sind. 

Folgende Zusammenstellung von Beobachtungen moge als Beispiel dienen. 

I Lufttemperatur am Haar- Thaupunktstemperatur 
Angaben I hygrometer im Moment des im Moment des des Entstehens I Vel'gehens Entstehens I Vergehens 

Haar- I des Niederschlags am des Niederschlags am hygrometers Condensationshygrometer OondenRationshygrometer 

I 
23,52 23,54 14,26 14,32 53,8 % 
20,38 20,32 16,33 16,37 76,6 % 
21,24 21,26 8,52 8,58 41,2% 
18,36 18,34 11,88 11,92 90,6% 
18,69 18,75 2,25 2,41 29,2 % 
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Die Lufttemperatur ist natiirlich in demselben Moment abgelesen wie 
die Thaupunktstemperatur. Man bildet nun die Mittel del' nebeneinander
stehenden Werte fiir die Lufttemperatur und ebenso die fiir die Thaupunkts
temperatur, sucht in den bekannten Spannkraftstafeln *) die zugehorigen 
Maximalspannungen 'It und p" und rechnet die Quotienten 100p"/'It, so be
kommt man 

Maximal- Maximal-
Mittlere Mittlere spannung Relative 

Luft- Thaupunkts- spannungzur zur Feuchtigkeit Luft.-temperatur temperatur temperatur Thaupunkts- in Procenten 
temperatur I , 

23,53 14,29 21,566mm 12,133 mm 56,3 
20,35 16,35 17,771 

" 
13,840 

" 77,9 
21,25 8,55 18,782 

" 
8,318 

" 
44,3 

18,35 11,90 15,697 
" 

14,330 
" 

91,3 
18,72 2,33 16,064 

" 
5,426 " 33,7 

Die in del' ersten Zusammenstellung aufgefiihrten gleichzeitigen An
gaben des Haarhygrometers souten mit den Zahlen del' letzten Columne 
diesel' zweiten Zusammenstellung iibereinstimmen, jene sind abel', wie man 
bemerkt, stets kleiner und man bekommt als Differenzen zwischen jenen An
gaben und den mit dem Condensationshygrometer gefundenen Zahlen del' 
Reihe nach 

- 2,5; -1,3; - 3,1; - 0,7; - 4,5. 

Ordnet man diese Zahlen llach del' Grosse del' Allgaben des Raar
hygrometers, so sieht man, dass sie mit wachsenden Allgaben abnehrnen. 
Nennen wir hiernach den einer Angabe Ax des Haarhygrometers entsprechen
den wah r en l'elativen pro centis chen Feuchtigkeitsgehalt (),J, so konnen 
wir setzen 

(Ax) = a + bA ... 

Die obige Vergleichung liefel't 5 Gleichungen zur Berechnullg del' Un
bekannten a und b, und durch Ausgleichung derselben nach den im ersten 
Band geg'ebenen Regeln findet man 

(A .. ) = 5,86 + 0,341). .. , 

eine Gleichnng, mit Hilfe deren man zu j eder Ablesung des betreffenden 
Haarhygrometers sofort die wahre relative procentische Feuchtigkeit zu be
rechnen vermag. 

Haarhygrometer gehOren Ieider nicht zu den unveranderlichen Instru
menten; das Haar verliert im Laufe del' Zeit an Aufnahmefahigkeit fUr 
Feuchtigkeit und auch die Einrichtung, vermitteIst deren dasselbe den 
Zeiger in Bewegung setzt, ist nicht immer so getroffen, dass man auf Con-

*) Wiillner, Lehrhuch der Physik, Bd. 3 S. 609. 
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stanz in der Wirkung rechnen Mnnte. Es ist darnm notwendig, die Unter
suclmng von Zeit zu Zeit zu wiederholen, doch bedarf es nach einer ein
maligen sorgfaltigen Bestimmung spaterhin wol meist nur einer Controle 
einzelner Angaben, um nach dem neuen Befund flir diese die fruhern Er
gebnisse nachzucorrigiren. 

Die Absorptionshygrometer, welcher unter Benutzung ciues die 
J<'cuchtigkeit vollstandig absorbirenden Korpers constrnirt sind, gestattcn 
den Dampfdrnck aus einer Wagung oder einer Volumbestimmung zu 
finden. 

129c. Gewichts-Absorptionshygrometer. Bei der Bestimmung durch 
Wagung lasst man ein abgemessenes Volumen der betreft'enden Luft seine 
Feuchtigkeit an eine Trockensubstanz abgeben, indem man dieses Volumen 
durch die in Rohren gefiillte Substanz mit Hilfe eines Aspirators langsam 
hindurchzieht. Sind die Rohreu mit der Trockensubstanz v 0 r dem Durch
ziehen der Lnft gewogen, und werden dieselben nachher nochmals gewogen, 
so giebt die so gefundene Gewichtszunahme derselben die Menge der der Luft 
entzogenen Feuchtigkeit. Es sei diese gefundene Gewichtszunahme !:lG, das 
Volumen der hindurchgezogenen Lnft V, die Dichtigkeit des in diesem 
V olumen enthaltenen Dampfes s", so ist !:lG = Vs". Aber wenn wir 

srI = s'; s' setzen und unter s' die Dichtigkeit der Luft bei der betreft'enden 
s 

Temperatur t, bei dem Druck p" des Dampfes und im getrockneten Zustand 
verstehen, ist srI Is' nach fruhern Bemerkungen als constante Zahl und gleich 
0,623 anzusehen. Ferner haben wir, wenn wir unter (a)o die Dichtigkeit 

p" (a') 
trockener Luft bei 0° und unter Atmospharendruck P verstehen, 8' = P 1 + ~t ' 
somit wird die gesuchte Grosse 

eXI) 11 = P(l + ~t) !:lG = 76(1 + 0,00367t)!:lG 
P 0,623(")0 V 0,0008055 V . 

!:lG ist in Einheiten des Gramm, V in Cubikcentimeter anzugeben. Die 
ZahI, die man so ffir p" bekommt, ist der gesuchte Druck in Centimeter 
gem essen. Die Ausfiihrung einer solchen Bestimmung ist mit ziemlich 
grossen Schwierigkeitell verbunden, denn man muss Druck und Temperatur 
wahrend des ganzen Versuches moglicbst constant halten und darf doch 
andererseits die Luft auch nicht zu rasch dmch die Trockenrohren hindurch
fiihren. Diese Methode wird deshalb auch nur angewendet, wo es sich um 
ganz besondere Untersuchungen etwa behufs Bestimmung der Angaben 
eines spaterhin aUein anzuwendenden Haarhygrometers handelt. 

129d. Volumenhygrometer. EinHygrometer anfVolumbestimmungen 
bernhend, ist erst in der neuesten Zeit durch SchwackhOfer construirt 
worden. Mit Hille einer Pumpe wird aus dem Ranm, in weichem die 
Wagungen ausgefiihrt werden sollen, ein Quantum der zu untersuchenden 
Luft in eine calibrirte Biirette, welche mit einem frei in die Luft miindenden 
mit Quecksilber gefiillten Rohr communicirt, gebracht, dort wird die Tempe-
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ratur gem essen und die Hohe der absperrenden Quecksilbersaule an der 
Teilung des Burettenrohres abgelesen. Dann wird dieses Quantum wieder 
mit Hilfe del' Pumpe in ein Gefass mit Schwefelsaure getrieben, an welche 
es seine Feuchtigkeit abgeben solI. Wird die Luft hierauf zuriick in die 
Burette gebracht, so iibt dieselbe nunmehr einen andern Druck aus als vorher, 
und zwar, wenn sie ihre Feuchtigkeit an die Schwefelsaure vollstandig ab
gegeben hat, einen um p" geringern Druck. Sorgt man also dafiir, dass 
jetzt wieder in der Burette das Quecksilber so hoch wie in dem mit ihm 
und del' ausseren Luft communicirenden Rohr steht, so ist del' Druck in 
del' Burette zwar 80 gross wie in der ausseren Luft, abel' die absperrende 
Qnecksilbersaule reicht im Burettenrohr bis ZQ einer andern Marke als 
vorher. Die Differenz del' beiden Einstellungen diesel' Saule bestimmt die 
Volumverminderung, aus welcher dann p" berechnet werden kann. 

Es seien V, H und t, Volumen, Druck und Temperatur vor del' 
Trocknung del' Luft, V', H' und t' nach derselben, H' und t' Mnnen von 
H und t verschieden sein, weil der Versuch immerhin einige Zeit dauert 
und mittlerweile der aussere Luftdruck und die Temperatur in del' Burette 
sich geandert haben konnen. N ach dem Boy 1 e - Gay -L u s sac 'schen Gesetz 
habell wir die beiden Gleichungen 

HV = (G + ilG)R(1 + ~t), H'V'= GR'(l + ~t'). 

R und R' sind Constanten, R bezieht sich auf feuchte, 11 auf trockene 
Luft, und es ist R' ein wenig von R verschieden und variirt mit dem 
Feuchtigkeitsgehalt del' Luft, G giebt das Gewicht der trocknen Luft, ilG 
das des in ihr vorher suspendirt gewesenen Wasserdampfes. 1st nun R" 
del' Wert von R fiir Wasserdampf, so hat man nach den bekannten Gesetzen 
fUr die Mischung von Gasen 

(G+ ilG)R= G.R'+ tlG.R", 
abel' es ist auch 

p"V = tlG.E'(l + ~t), 
somit 

, p"V 
(G + tlG)R= G.R + 1 + lIT' 

Hieraus folgt, dass die erste der beiden oben angefUhrten Gleichungen 
iibergeht in eH - p") V = GE(l + ~t), 
und wir bekommen 

H "- H' V' .!±~ . 
-p - VI + ~t' 

Setzen wir V'= V - il V, so wird 

H _p"_ H'(l- il V)~+ ~t. 
- V 1 + ~t' 

Weinstein, Lehrbuch II. 29 
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An der Rohre der Burette wird die Hohendifferenz der absperrenden 
Quecksilbersaule in Procenten des ganzen Volumens der Burette. abgelesen, 
schreiben wir also fiir die als Differenz der Ablesungen der Hohe der 

absperrenden Saule auftretende Grosse 1O?# V das Zeichen av, so wird 

"-H-H'(l- av) 1 + ~t. 
P - 100 1 + ~t' 

H, H', av, t, f! sind durch die Beobachtung unmittelbar gegeben, p" 
lasst sich also berechnen. Da ubrigens H von H', und t von f! nur wenig 
verschieden sein wird, kann man, wenn H'= H + AH gesetzt wird, mit 
ausreichender Annaherung 

CX~) p"= i! (av+ 100~(f!-t))-AH=1~0 (av+ 0,367(t' - t))-AH 

setzen. 
Ein einmaliges Durchpressen der Luft durch die Schwefelsaure genugt 

nicht derselben allen Wasserdampf zu entziehen, man treibt daher die Luft 
3 bis 6mal aus der Burette in die Schwefelsaure und zuriick. Nach Wild 
soIl das Schwackhofer'sche Volumen-Hygrometer sehr gute Resultate 
liefern und auch ein bequemes Arbeiten gestatten. Wegen der genauern 
Einrichtung desselben und der mit ihm schon erzielten Resultate sei der 
Leser auf die in der Anmerkung angefiihrten Schriften verwiesen. *) 

129 e. Das Psychrometer. Wir kommen endlich zu dem letzten Hilfs
mittel, welches man zu Feuchtigkeitsbestimmungen benutzt, zu dem 
Augusfschen Psychrometer. Bei seinem ersten Erscheinen hat dieses 
Instrument die Hoffnung wachgerufen, dass man nunmehr im Besitze eines 
sichern Mittels sei die Dampfspannung der Luft mit grosser Genauigkeit 
zu bestimmen. Allein man hat die Schwierigkeit seiner Theorie erheblich 
unterscha.tzt, und je mehr man dasselbe zur Anwendung brachte, desto 
starker machte sich seine Abhangigkeit von aussern Verhii.ltnissen geltend, 
und wah:rend man friiher das Psychrometer allen anderen Hygrometern vor
ziehen zu mussen glaubte, ist man jetzt fast geneigt, es selbst dem Haar
hygrometer nachzusetzen. 

Das Psychrometer kann auch als ein Evaporationsbygrometer angesehen 
werden, es bildet ein Gegenstuck zu dem Condensationshygrometer, insofern 
es nicht wie dieses die in der Luft vorhandene, sondern die dieser bis 
zur Sattigung feh1 ende Feuchtigkeit zur Anzeige bringt. Es besteht aus 
2 in der Nahe von einander aufgestellten Tbermometeru; eines derselben, 
das trockene, dient zur Ablesung der Lufttemperatur, das andere, das 

*) Fur Beschreibung und Gebrauchsanweisung Hann in: Meteorologische Zeit
schrift, Jahrg. 1878, Seite 241 If. Fur Vergleichung mit andern Hygrometern und 
Psychrometern Sworykin in 'Wilds Repertorium fur Meteorologie, Jahrg. 1881, 
Bd. VII, Heft 2, Abhandl. 8. 
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feuchte Thermometer ist am Quecksilbergeiass mit Musselin umwickelt, 
welches mit einigen Faden in ein darunter gestelltes Geiass mit destillirtem 
Wasser taucht. Das an das Musselin aufgestiegene Wasser verduustet, 
wenn die Luft noch nicht mit Wasserdampf gesattigt ist, und entzieht 
dadurch der Umgebung und dem Thermometergefliss Warme. Da die Ver
dunstung um so starker sein wird, je weiter der Wasserdampf der Luft von 
der Sattigung entfernt ist, so wird auch die Temperatur des feuchten 
Thermometers um so tiefer sinken, und es muss aus einer Vergleichung 
der Temperaturangaben der beiden Thermometer moglich sein, die wirkliche 
Dampfspannung zu bestimmen. 

Das Musselin muss von Zeit zu Zeit erneuert werden, jedenfalls soll es 
staubfrei und womiiglich anch fettfrei sein, sonst ist die Verdunstung 
mannigfach gehemmt. 

Der Ausgangspunkt fiir die Theorie des Psychrometers scheint einfach 
genug. Die Verdunstung der das Gefass des feuchten Thermometers 
umgebenden Fliissigkeit erfordert eine gewisse Warmemenge, diese wird 
zunachst dem Thermometergeiass und der Umgebung entzogen, bald aber 
hat das Quecksilber in dem Thermometer einen festen Stand erreicht, und 
nun muss die von der Umgebung (dazu ist die umgebende Luft und das 
mit dem Thermometergefass zusammenhiingende Thermometerrohr zu rechnen) 
in jedem Zeitmoment gelieferte Warme hinreichen, die Verdunstung in stets 
gleicher Starke zn unterhalten. Neben der Verclunstung und der Warme
zufuhr findet noch ein anderer Vorgang statt, namlich die Entfernung des 
gebildeten Dampfes, und dieser ist von sehr grosser Bedeutung, denn von 
ihm hiingt ab, wie viel Dampf in einer bestimmten Zeit zur Entstehung 
kommt. 

Wenn stationarer Zustand eingetreten ist, das feucbte Thermometer also 
einen festen Stand erreicht bat, wird in jedem Zeitintervall ebensoviel 
Warme verbraucht als von aussen zufliesst und ebenso viel Dampf entfernt 
als durch Verdunstung entstebt. 

Es sei Q die in der Zeiteinheit am feuchten Thermometer entstehende 
und fortfliessende Dampfmasse, L diejenige Warmemenge, welche bei der 
Bildung einer Masseneinheit Dampf aus Fliissigkeit von der Temperatur, 
welcbe das feuchte Thermometer anzeigt, verbraucht wird, W die in der 
Zeiteinbeit von aussen zugefiihrte Warmemenge, dann ist 

LQ+ W=O. 

Diese Gleichung hat schon gleich in den ersten Theorien fiir das 
Psychrometer zum Ausgangspunkt gedient. Aber man beachtete nicht, dass 
Q und W durchaus von den aussern VerhaItnissen, unter denen das 
Psychrometer stebt, abhiingen. 

Q ist ganz durch die Art wie der gebildete Dampf zur Entfernung 
kommt, bestimmt. Zwei Hauptf'alle sind in Betracbt zu zieben. Entweder 
befindet sich das Psychrometer in ruhiger unbewegter Luft, alsdann fliesst 

29' 
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der gebildete Dampf durch Diffusion in die Umgebung abo Oder um das 
feuchte Thermometer wird ein Luftstrom (z. B. durch einen Ventilator) 
unterhalten, dann tritt zu der Diffusion des Dampfes noch eine mechanische 
Fortfiihrung hinzu, die wir als Convection bezeichnen Mnnen. 

Bei der Wli.rme W haben wit zunachst den Teil, welcher dem Thermo
metergefass durch Strahlung zukommt, und der unter allen Umsmnden vor
handen ist, abzuscheiden. Der Rest kommt, wenn die Luft unbewegt ist, 
durch Leitung, und bei stromender Luft ganz so wie bei dem Dampffluss 
durch mechanische Zufiibrung, durch Convection. 

Bezeichneu wit hiernach mit Qd die diffundirte, mit Qe die mechanisch 
fortgeflihrte Dampfmenge, mit Hl die zugeleitete, mit He die mechanisch 
zugefiihrie, mit h die zugestrahlte Warmemenge, so haben wir also all
gemein flir ein Psychrometer in bewegter Luft 

LQ<i+ LQe + HI + He + h = O. 

Maxwell und Stefan") verdanken wit die vollstandige Ausbildung 
der Theorie des Psychrometers fiir vollkommen ruhige Luft. In diesem 
Fall ist 

LQd+H/+k=O. 

Diffusion von Dampfen und Leitnng von Warme sind zwei einander analoge 
Vorgange. 

Bedeutet {} die Temperatur, p die Dampfspannung an irgend einer durch 
die Coordinaten x, 11, fJ festgelegten Stelle in der Atmosphare, so hat man 

Cl2{} Cl2{} Clll{} Cl1J Cl2p Cl2p 
Clxl! + Cl1ll! + ClfJ2 = 0, Clx2 + Cl1l2 + ClfJ2 = 0 **). 

Auf dem Gefass des feuchten Thermometers sei {} = 't' und p = PI' in 
grosser Entfernung von demselben {} = 't, P = p", setzen wir 

11 ( , ) V "( ") VI 
U='t+ 't-'t" V" P=P + PI-P Y." 

I 

so sind V und VI als Potentialfunctionen zu definiren, wie sie von gewissen 
elektrischen Ladungen der Oberflache des Thermometergefasses an der 
Stelle x, 11, e hervorgerufen wiirden, V' und V1' bedeuten dann die Werte 
dieser Functionen auf der Oberflache des Gefasses. Maxwell und Stefan 
nehmen V = VI' das kann riicht ganz genau sein. In der Tat, die Warme-

*) Zeitscbr. d. osterreichiscben Gesellscbaft fur Meteorologie, Bd. XVI (1881), 
Seite 177 if. Die Ableitung im Text entspricbt mit einigen Aenderungen den dort 
gegebenen Entwickelungen, das Endresultat ist aber etwas anders ausgefallen. Die 
Beriicksichtigung der Convection ist dort nur erwabnt, nicbt durchgefiibrt. 

**) Die Benutzung dieser Gleichung fur p involvirt die Annahme, dass bei der 
Berechnung der Dicbtigkeit der Luft fur sich, der eigentlich von Punkt zu Punkt 
variirende Partialdrnck derselben als constant angesehen werden darf, eine Annabme, 
die fur gewohnlicbe Verbiiltnisse gewiss gestattet ist. Siehe auch Stefan 1. c. 180. 
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zule-imng geschieht von allen Seiten des ThermometergeIasses, denn auch 
das Thermometerrohr und auch die in demselben etwa eingeschlossene Luft, 
sowie die Capillare und selbst der Quecksilberfaden sind bei der Warme
zufiihrung beteiligt und wir konnen V so berechnen, wie wenn das ganze 
Thermometergefass elektrisch geladen ware. Dagegen diifundirt der Dampf 
vom Gefass aus nur da, wo letzteres mit dem Thermometerrohr nicht in 
Verbindung steht, VI ist also so zu berechnen, wie wenn nur der Teil des 
Thermometergefasses geladen ware, welcher nicht an daB Thermometerrohr 
angeschmolzen ist. 1st zum Beispiel das Gefass kugelformig, so kann V 
als das Potential einer elektrisch geladenen ganzen Kugel, Vi> iedoch 
nur als das einer Kugelkalotte berechnet werden. 

lch nenne ein Element der Flache B, welche bei der Berechnung von V 
in Frage kommt dB, ferner n die Normale zu dB, endlich K den Leitungs
coefficienten der das Gefass beriihr~nden Medien (Luft, Quecksilber, Glas) 
dann iBt nach bekannten Lehren 

Rl=-SSK~! dB, 

Entsprechend sei dB' ein Element des fiir die Berechnung von V1 ge
laden zu denkenden Teilcs B' des Thermometergefasses, n' die Normale zu 
dB', .,412 eine Grosse, welche den Widerstand, den die Diffnsion zu iiber
winden hat, mess en hilft. Nach der Maxwell-Stefanschen Theorie der 
Diffusion *) ist, wenn noch 8~ die Dichtigkeit der trocknen Luft in der Um
gebung des feuchten Thermometergefasses festsetzt, 

also 

und 

dQa=--.A1 , ~P,dB' 
1281 un 

dQ = __ 1_ PI-P" (lV1dB, 
a Au4 V~ (In' 

SS 1 PI -p"(lVI , 
Qa= - ----r-t -V' -;;;t dB . 

.£11281 1 un 

Ueber die Constanz von (PI - p")/V~ ist kein Zweifel, 8~, die Dichtig
keit der Luft an S' wird auch iiberall am Gefass gleich gross sein und 
zwar deshalb, weil sowohl Vals Vt auf B bezw. B' constant (B und B' sind 
Niveauflachen fiir V, VI) sind, wodurch auch die Constanz von l} und P 
auf B, S' verbiirgt ist, bleibt noch .,412. Diese Grosse soll ailein eine 
Function der Temperatur, namlich der Quadratwurzel aus der Temperatnr 
proportional sein. Hiernach diirfen wir wol 

*) Stefan, Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung, insbesondere die 
Diffusion von Gasgemengen. Sitzungsberichte der Wiener Akademie der Wissen
schaften. 1871. S. 63 ff. 



454 Bestimmung des Dampfdrucks der Luft. [UDe. 

Q =-_1_Pl-p"55°VldS' 
d A.12s~ V~ on' 

setzen. 
K variirt langs der Wandung des Thermometergefasses und zwar nicht 

stetig, sondern in Spriingen, wir wollen aber unter K einen aus allen in 
Frage kommenden Leitungsfahigkeiten gebildeten mittlern Wert verstehen 
(der iibrigens in den meisten Fallen fast ganz mit dem fUr Luft geltenden 
iibereinkommen wird). Setzt man dann noch 

- 41t1V' 55~: dS=O, - 41t~~55~~: dS'=Ol, 

so bedeuten 0 und 01 die elektrische Capacitat des Thermometergefasses, 
wenn dasselbe ganz bezw. in der oben limitirten Ausdehnung elektrisch 
geladen gedacht wird, und wir bekommen 

H C ( ' ) Q - 41t01 ( ") z=41t K 1:-1:, d--A. ' P1-P . 
1281 

Fiir die ausgestrahlte Warme h lasst sich ein strenger Ausdruck nicht 
angeben, wir diirfen aber mit einiger Annaherung 

h = S"R('t'- 1:) 

setzen, woselbst R den Strahlungscoefficienten, S" den Inhalt der freien 
Teile der Oberflache des Thermometergefiisses angiebt. 

Fiihren wir die so gewonnenen Werte ffir Q d' Hz, h in die Haupt
gleichung flir diesen besonderen Fall ein, so wird 

41t01L(P1-p") + A.12S~(41tKC'+ S"R) (1:'- 1:) = o. 
Bedeutet (cr')o die Dichtigkeit der trockenen Luft bei der Temperatur 

0° und unter dem Normaldruck P, unq giebt B den zur Zeit der Beob
achtung herrschenden Barometerstand, so ist s~= (cr')o(B - Pl)/P(l + ~1:') 
und die obige Gleichung wird 

" (41tKO+S"R)A.12 (cr')0 
P = Pl +. 41t01LP(1 + ~1:') (B - PI) (1:'- 1:), 

oder indem wir die Con stante 

setzen. 

(41tKC + S"R) = ~ 41tq 

Befindet sich das Psychrometer, nicht wie bisher angenommen, in ruhiger 
Luft sondern in bewegter, indem etwa, wie das oft geschieht, gegen das 
feuchte Thermometer ein Luftstrom gerichtet ist, so treten noch die Grossen 
LQc und He in die Hauptgleichungen. 
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Es stli u die Geschwindigkeit des Luftstromes, dessen Dampfspannung 
zu bestimmen ist, die von demselben convectiv fortgefiihrte Dampfmenge 
ist dann eine Function von u. Ein Teil dieser Dampfmenge ist in der Luft 
schon enthalten gewesen, dieser soli die Dichtigkeit s" haben, der andere 
Teil, dem wir die Dichtigkeit S1' zuschreiben, ist neu gebildet. Beachten 
wir, dass die Convection mit u verschwinden muss, so diirfen wir also setzen 

Qc= A~2U(S~'- s"), 

wo A~ 2 constant oder auch eine Function von u sein kann. 
N ennen wir ferner s die Dichtigkeit del' Luft wahrend ihres Vorbei

streich ens an dem Thermometergefass, so ist die in der Zeiteiuheit dieses 
Gefass passirende Luftmenge proportional su, und wenn 0 die specifische 
Warme der Luft bedeutet, haben wir 

Hc= A~'~uso(t'-1:), 

woselbst A~'2 annahernd dem Querschnitt des Thermometergefasses gleich
zusetzen sein wird. 

Hiernach wird 

LQc + Hc= (L.A~2(s~'- s") +A~2SCC1:'-1:))u. 

Unter Benutzung friiherer Formeln und Bezeichnungen ist aber 

somit 

_ ,B-0,377p 1 _ c') B-0,377p1_1_ 
s - s B _ 1'1 - cr 0 P 1 + ~1:' ' 

Q H (cr')ou ( 62 LA' (1'1 1''') A" B-0,377p1' ) 
L c+ c=-p- 0, 3 12 1+~1:'-1+~1: + 12 0 1 + ~1:' (1: -1:) . 

1st der Luftstrom so stark, dass gegen die Convection Leitung, Diffusion 
und Strahlung viillig verschwindel1, so hab~n wir 

,,( A~2 C , ) 1 + ~1: 
l' = 1'1 + 0,623LA~2 (B - 0,3771'1) (1:-1:) 1 + fR' 

oder auch mit ausreichender Annaherung 

" (A~20(B-O,377Pl) 
P =1'1+ o 623LA' , 12 

lh~ ) (1:'-1:), 

eine Gleichung von ganz derselben Form wie die fiir den ersten Hauptfall 
gefundene. 

Fiir den allgemeinen Fall haben wir, indem zur Abkiirzung 
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O,623A~2 A~2C 
-,-~;--;,:- = m' ---= ~l" 

41t ClK '41tClK ' 

gesetzt wird 
B-pt=B', B-O,377Pt=B" 

A arB' (ar"B" ar' RL 1+ P-r') " (a')o 12'U + U 'U - 'UP! t' ~ -r'--r 
CXIDa) P =Pl + p' ((a)o, 1) 1 + Pi . 

L l+Upml+~-r 

Die Formel ist, wie man sieht, recht complicirt, und doch ist die oben 
auseinandergesetzte Theorie noch bei weitem nicht als wirklich allen Um
standen Rechnung tragend anzusehen (beispielweise ist die durch Reibung am 
Thermometergefass entwickelte Warme vollstandig vernachlassigt, welche 
mit wachsendem u zu erheblichen Betragen ansteigen kann). Das Psychro
meter ist also trotz seiner so sehr einfachen Construction, ein in theoretischer 
Beziehung ausserst complicirtes Instrument. 

Indessen konnen wir die obige Gleichung praktisch verwertbar machen, 
indem wir alles vernachlassigen, wozu wir anscheinend eine Berechtigung 
haben. 

Zunachst lassen wir die Grossen P-r, ~-r' fort. Sodann denken wir uns 
fur B', B", P1 mittIere Werte eingefUhrt, endlich betrachten wir alle Grossen 
A 12, m, m', m", L als Constanten. So gewinnen wir, iudem wir unter B 
den gerade herrschenden Barometerstand verstflhen 

CXIrr ) "a + bu (J )B 
4 P = P1 + 1 + cu ,--r , 

woselbst a, b, c als uuveranderlich anzusehende Grossen bedeuten. Fur eiu 
Psychrometer in ruhiger Luft ware also 

p"=Pl+a(t'- -r)B, 

fur eines in stark bewegter 

b 
CXIIIs) P"=P1 +-(-r'- -r)B= Pt+ cx(-r'- -r)B. c 

Db wir aber diese oder die voraufgehenden Formeln anwenden mogen, 
jedenfalls sind a, ex fUr jedes Psychrometer besonders zu bestimmende 
Grossen. Nach Sworykins Versuchen"*), soll ex bei gewisser Ge
schwindigkeit des Luftstroms weniger Veranderungen unterworfen sein, wie a 
und Wil d ***) giebt als ResuItat dieser sorgfaltig durchdachten und durch
gefiihrten Arbeit all, dass das Psychrometer sich dann am besten zu 

") Die obige Formel Hisst sich noch sehr viel weiter entwickeln, doch ist hier 
nicht der Ort, darauf einzugehen. 

**) S. die Seite 450 citirte Abhandlung. 
***) Zeitschrift der iisterreichischen Gesellschaft fur Meteorologie, Jahrgang 1884, 

(Bd. XIX), Seite 440. 
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Feuchtigkeitsbestimmungen eigne, wenn gegen sein feuchtes Thermometer 
ein Luftstrom mit del' Geschwindigkeit von etwa 1,5 m gerichtet wird. 
Unter diesen Umstanden habe fiir aIle Temperaturen von _10° 
bis + 22° und alle 1<'euchtigkeitsgrade von 30% bis 89% die 
Grosse (J. einen und denselben Wert, namlich + 0,000725, und 
man bekommt, wenn B in Centimeter angegeben wird, in Centi
meter 

p"= PI + 0,000725("'- -r:)B. 

Dass die Variabilitat von L, namentlich del' Sprung, den diese latente 
Warme fast urn 1/9 ihres Betrages beim Durchgang durch die Gefrier
temperatur des Wassel's erleidet, garnicht in Frage kommen soil, ist sehr 
merl{wiirdig. 

Von den Veranderungen des Barometerstandes diirfen wir absehen, 
fiihren wi r fiir B den Wert 76 ein, so wird 

p"= PI + 0,0551 (-r:'- -r:), 
somit 

11 = 0,377Pl- 0,0208(1: - 1:'), 

P1 1st die del' Tem}Jel'aturanzeige 1:' des feuchten ThermfJlneters euts}Jrechende 
1'Ilaximals}Jannung, also ist 0,377 P1 aus Tafel II zu entnehmen, fiir die 
Grosse 0,0208 (-r: - 1:') ist eine besondere Tafel mit dem Argument 1: - 1:' 
berechnet. 

Es sei noch bemerkt, dass bei dem Ventiliren des feuchten 'l'hermo
meters darauf zu sehen ist, dass das trockene Thermometer nicht von dem 
Luftstrom getroifen wird, man muss also zwischen dieses und das feuchte 
Thermometer einen Schirm stellen, del' die bewegte Luft abMlt. 

Will man das Psychrometer in ruhender Luft zur Anwendung bringen, 
so kann die Formel *) 

CXIV2) 1J = 0,377Pl - 0,0219 (1: - 1:') 

zur Anwendung kommen; die Werte von' 0,0219 (1: - -r:') sind ebenfalls 
un tel' II tabulirt, 

Offenbar ist die Angelegenheit des Psychrometers noch nicht s}Jrllch
reif, TheOl'ie und Erfahrung lassen noch viel zu wiinschen iibrig; darum 
ist es am besten bei dem Alten stehen zu bleiben, wenn dieses durch den 
Calcul nul' einigermaassen gestiUzt wird. 

Doch hat Ass man n **) neum'dings ein Psychrometer construirt, welche8 

*) Das ist die Gleichung, von der Foe rster bei del' Construction der auf cler 
Kaiserlichen Normal-Aichungs-Kommission in Anwenclung befincllichen Tabellen Ge
branch gemacht hat. 

**) Sitzungsbericht cler Akademie del' Wissenschaften zu Berlin 1887, No. 17, 
Ferner, clas Wetter, meteol'ologische lIIonatsschrift von Assmann 1887, Heft 12 und 
1888, Heft 1. 
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wenigstens aile Mittel besitzt, die Bewegung der Luft um die feuchte 
Thermometerkugel zu regeln und beliebig variiren zu Mnnen, und von dem 
trocknen Thermometer jede fremde Strahlung ganz abzuhalten oder in ihrer 
Wirkung erheblich zu schwachen. Sein Psychrometer, als Aspirations
Psychrometer bezeichnet, hat beide Thermometer in aussen blank polirte 
Rijhren eingeschlossen, die oben durch ein Verbindungsstiick communiciren. 
Vom Verbindungsstiick ftihrt ein Schlauch zu einem Saugbalg, welcher inn en 
durch eine Feder gespannt gehalten wird. Driickt man letztern zusammen und 
lasst ihn sich nachher frei ausdehnen, so zieht er Luft durch die Rijhren ein 
und adspirirt in denselben einen die Gefasse umspiilenden Luftstrom. Auf diese 
Weise wird bewirkt, dass in der Luft um das Psychrometer stets die namlichen 
BewegungsverhaItnisse herrschen, dass u in unserer Formel also constant ist, 
ferner, dass auch die Strahlung bei beiden Thermometern die namliche 
GrossQ hat und iiberhaupt verringert wird, indem durch Reflexion von der 
blanken Aussenseite der Rohren ein Teil der zugestrahlten Warme iiber
haupt zuriickgeworfen wird und der Rest mit dem Luftstrom sich convectiv 
entfernt. Demgemass behalt die Formel ausser 't, 't', Pl nur noch ein fiir 
aIle mal zu bestimmende Constanten, und das ist ein sehr bedeutender Vorteil. 
Assmann hat mit seinem Aspirations-Psychrometer noch einiges andere 
erreichen wollen, wegen des sen auf die oben citirten Arbeiten verwiesen 
werden muss. Vorlaufige Untersuchungen iiber die Constaute dieses Psychro
meters von Sprung, haben fiir dieselbe die Zahl 0,00066 ergeben, das 
ist noch weniger als Wit d gefunden hat. 

130. Tabellen zur Berechnung des Luftgewichts. lch stelle nun
mehr die notigen Tafeln zusammen. (Seite 464-477.) 

Tafel I hat die auf Seite 438 angegebene Bedeutung. 
Tafel n enthalt in ihren zwei Abteilungen die zur Berechnung von 1] 

notigen Daten; die erste Abteilung III enthalt die Grosse 

A = 0,377» 

von Grad zu Grad fiir die in gleicher Hohe stehenden Temperaturen; sie 
giebt schon die gesuchte Grosse 1], wenn ein Condensationshygrometer zur 
Anwendung kommt, des sen Thaupunkts -Temperaturangabe das Argument 
bildet. Wird ein Haarhygrometer benutzt, so ist das Argument die Luft
temperatur und die zugehOrige Zahl A ist mit )./100 zu multipliciren, wo
selbst A die Ablesung (in Procenten) des Hygrometers ist. 

Die zweite und dritte Abteilung II2 und ITs geben die beiden Grossen 

A'= 0,0219('t - 't') bezw. 0,0208('t - ~') 

fiir die Benutzung eines Psychrometers bei ruhender bezw. durch Ventilator 
bewegter Lnft. 1] ist hier 

lJ = A- A', 

woselbst A mit dem Argument der Temperaturangabe des feuchten Thermo
meters aus der ersten Abteilung zu entnehmen ist, A' zum Argument die 
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Differenz der Temperaturangabe des troekenen gegen die des feuehten 
Thermometers hat. 

Tafel ill giebtmitdemArgument B-Tj (B abgelesenerBarometer
stand, Tj die mit Tafel IT bestimmte Grosse) den Logarithmus 

78 
01 = 10gB-

-Tj 

von oben naeh unten fiir die Ganzen und ZehnteI, von links llaeh reehts 
fUr die Hundertteile des Centimeter. 

Tafel IV giebt mit dem Argument der Lufttemperatur t den Loga
rithmus 

O2 = loge! + O,00367t) 

von obell naeh nnten fiir die ganzen Grade, von links naeh reehts fiir die 
Zehntel der Grade. 

Tafel V dient in ihren erst en beiden Teilen V 1 und V 2 zur Aufsuehung 
des Logarithmus 

1 1 
Q~ = log 1 _ 00001627t bezw. log 1- 0 000173t 

'q 'q 

(je naehdem das Barometer die Teilung auf Messing oder auf Glas hat) 
mit dem Argument t der Temperatur des Barometers wahrend der Ablesung 
des Barometerstandes. 

Tafel VI endlieh giebt mit dem Argument der Temperatur t des Baro
meters in horizontaler mit dem der Grosse Tj in vertiealer Riehtung die 
Werle von 

04 = O,09tq • Tj; 

aIle Zahlen sind in Einheiten der fiinften Deeimale des Loga
rithmus von s angegeben. 

Wir haben aber 

CXV) 

als Einheiten Gramm und Centimeter gewahlt. 
Hat das Barometer eine in Lin i e n geteilte Scale mit einem naeh 

Reaumur geteilten Thermometer, so redueirt man mit Hilfe der Seite 439 
gegebenen Formel die Ablesung auf Millimeter, verwandelt die Temperatur
angabe in Grade der hundertteiligen Scale und sueht 03 in der letzten unter 
o.~ angegebenen Columne der Tafel V auf. 

Die Grosse 04 kann in allen Fallen der Tafel VI entnommen werden 
und ist sehr selten zu beriieksiehtigen. 

Ueber die Bedeutung der 'rafel VIT wird bald das notige gesagt werden. 
131. Endformeln zur Reduction von Wiigungen zuMassenbestimmungen 

und Beispiel. Wir haben nun, indem wir unter s die mittlere Diehtigkeit 
der Luft verstehen, in welcher die zu vergleiehenden Massen sieh befinden, 
fUr unsercn Fall 
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g~ , g;, g~" g~" 41 - 42 1 
g' M1 + g' M2 + ... = g' M1 + g' M2 + ... + m 4~ - 41 1 + A 

" 1/" t.JI tJI 
+8 (91 V'+ 92 V'+ . .. _91 V"- 92 v."- ... -~ v'), 

g' 1 g' 2 g' 1 g' 2 4~ - 41 
In denjenigen Gliedern, die mit Ii! multiplicirt sind, diirfen wir ohne 

weiteres die Verhiiltnisse der 9 durch 1 ersetzen. Bezeichnen wir ferner 
die so sehr kleine Zahl 0,000021/10000 mit a, so haben wir 

M1'+M2'+... =M"+M"+ ... +m 41- 42 _1_ 
1 2 4~- 41 1 + A 

CXVI1) + a(M;H;+ M;H;+.·. - M;'H;'- M;'H;'-.··) 

+ (V' v.' V" V" 41-'h ,) 8 1+ 2 + ... - 1 - 2 - ••. - 4~ -41 V • 

Die Mass en lY1;', M;', ... , m sind aIle als bekannt vorausgesetzt, von 
den Massen JJ!I;, M;, ... konnen auch einige (z. B. die Zulagen) bekannt 
sein, der Rest ist unbekannt und solI eben durch die Wagung bestimmt 
werden. Nun steht auf der rechten Beite der Gleichung noen das mit a 
mllltiplicirte Glied, in welchem ebenfalls unbekannte Massen enthalten sind. 
Abel' da a eine sehr kleine GroHse ist, darf man die unbekannten Massen 
in diesem Glied durch irgend welche Naherungsbetrage, die man immer zur 
Hand haben wird, ersetzen. Es kann also dieses ohnedies, wie schon er
wahnt, nUl' bei feinsten Wagungen zu beriicksichtigende Correctionsglied 
als bekannte Grosse betrachtet werden. BIeibt noch das mit 8 als Factor 
versehene Glied, dieses abel' kann nur berechnet werden, wenn man die 
Volumina von allen Stiicken, den ihren Massen nach bekannten, wie den 
unbekannten vollstandig kennt. 

Wir wollen annehmelJ, dass diese Volumina in der Tat gegeben sind, 
und zwar allgemein fur jede beliebige Temperatur. Dazu ist notig, dass die 
Volumina fiir eine Temperatur bekannt sind, und ausserdem die kubischen 
Ausdehnungscoefficienten del' Bubstanzen del' Korper zur Verfiigung stehen. 
Die Formeln sind schon in Art. 127 erwahnt. 

Wir haben allgemein fUr irgend ein V olumen V 
IogV= Iog(V)o+ log(1 + 30:t), 

woselbst (V)o das V olumen des betreffenden Korpers bei 0°, 0: dessen linearer 
Ausdehnungscoefficient ist. 

Zur Erleichterung der BerechlJung ist - wieder aus del' angefiihrten 
Publication von Forster - eine Tafel unter VII beigegeben, welche im 
vertical en Eingang die Temperaturen, im horizontalen lineare Ausdehnungs
coefficienten von 0,000008 bis 0,000020, wie sie am hiiufigsten vorkommen, 
und dazu die Grossen 

r = log(l + 3o:t), 
in Einheiten der sechsten Decimale enthalten; entnimmt man r diesel' 
Tafel, so ist 
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log V = 10g(V)o + r. 
Selbstverstandlich fasst man bei del' Berechnung alIe Volumina del' 

Korper, welche gleich e Ausdehnung besitzen, zu ei n em Volumen zusammen. 
Das von v abhangende Glied darf immer vernachlassigt werden. 

Setzen wir 

a(M;H;+ M;H;+ ... -M;'Ht-M;'H;'- ... )= aM, 
V; + V; + ... - V;' - V;' - ... = d V, 

so wird 

CXV~) M;+M;+ ... =M;+M;'+ ... +mt~ t: 1 !A +sdV + aM, 

oder, indem wir wieder wie friiher die gesuchte Masse mit P, das Mittel 
del' Zulagen zn derselben mit (p), die bekannte Masse mit N, das Mittel 
der Zulageu zu derselben mit (n) bezeichnen 

P=N+~ h-~2 +sdV+ 2(n)-(p) + oM 
l+At-~ l+A' 

woselbst A bei einer B 0 l' d a'schen Wagung gleich Null zu setzeu ist und bei 
einer Gaussischen fur eine nominelI gleicharmige Waage den Wert 1 hat. 

Die Wagungen waren symmetrisch zur Mitte angeordnet gedacht, die 
Ablesungen del' 1nstrumente zur Ermittelung des Luftgewichts s (Barometer, 
Thermometer, Hygrometer oder Psychrometer) miissen also auch symmetrisch 
zur Mitte ausgefiihrt werden, sind also mitten zwischen der dritten und 
vierten Einzelwagung, oder bessel' unmittelbar am Anfang nnd unmittelbar 
am Ende del' Wagung vorzunehmen. 

Es ist selbstverstandlich, dass aIle 1nstrumente vollkommen untersucht 
sein miissen, man muss die Fehler derselben kennen, das heist, im Besitz 
derjenigen Zahlen sein, welche zu den abgelesenen Zahlen hinzuzufiigen 
sind, urn die wahren Betrage fiir Druck, Feuchtigkeit bezw. Temperatur zu 
erhalten. Ueber die Untersuchung von Barometern und Thermometern wird 
an andern Orten gelJand elt, die Untersuchung del' Hygrometer ist schon 
dargelegt, die Fehler von Psychrometern setzen sich aus den Fehlern ihrer 
beiden Thermometer zusammen. 

Ferner miissen die als bekannt bezeichneten Massenbetrage nicht bIos 
nach ihren Soll werten bekannt sein, die Abweichungen von dies en Soll
werten miissen natiirlich aucll zur Verfiigung stellen, wie man zu dies en Ab
weichungen gelangt, ist in Capitel XVII auseinandergesetzt. 

1ch lasse jetzt als Beispiel eine mit alIer erreichbaren Genauigkeit 
durchgefiihrte Recllnung fiir eine Wagung nacll Gauss' Methode der Ver
tauschung del' Gewichte folgen. Hinzuzufugen habe icll nichts weiter, als 
dass aIle Bezeichnungen den obigen Formeln entnommen sind. Ein be
sonderes Beispiel fur eine Borda'sche Wagung anzufiihren ist urn so weniger 
notig, als wir bald bei einer andern Gelegenheit den Hauptteil derselben 
nochmals zu behandeln haben werden. 
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132. Beispiel fUr Wagung mit Vertauschung der Gewichte auf einer 
gleicharmigen Waage. 

Vergleichung von P = (500 + 200' + 100) g aus Messing 
+ (200") g aus Bergkrystall, 

mit N = 1 kg aus Messing. 

NB. Die Nummern del' Scalenstl'iche der Waage wachsen von l'echts nach links. 
Die Zulagen n, p; n', p' sind unten besondel's notil't. 

Das Empfindlichkeitsgewicht mist mit dem Sollbetrag 0,7 mg bezeichnet, hat einen 
Fehler von + 0,02 mg und liegt direct auf der Schale. 

Ort: Berlin (52°30' Breite), 
Hohe: 4000 cm. 

Berechnung von Co 
(c;')o= 1293,03 

Corrigirt nach Tab. 1= 1293,88 

Belastung 
del' Waage 

links I rechts 

log= 3,11189 
+ 4,01128 -10 

Co= 7,12317-10 

Ablesungen der Scale 
fur die griissten 

AussehHige 

links I reehts I links 

Berechnung von oM 
H;=+3,0 H~M~=+ 1500 
H;=+1,5 H;M~=+ 300 
H~=+l,O H~M~=+ 100 
H~=+2,5 H~M~=+ 500 
H~'=+4,0 I-B~JJ1.~=-4000 

Summe = - 1600 
13];1 = - u.1600 

GIeich-
gewichts- Mit tel 

lagen 

f <P2 I <Pl I <P~ 
N+n P+p+m 
N+n P+p 
P+p' N+n' 
P+p' N+n' 
N+n P+p 
N+n P+p+m 

70,6 
50,3 
58,2 
54,7 
456 
71;5 

66,3 
71,1 
68,1 
72,3 
74,0 
66,4 

I 70,2 68,35 
60,97 
63,15 
63,80 
60,15 
68,85 

51,4 
58,2 
55,9 
47,0 
71,1 

.Ablesungeu zur Bestimmung des Luftgewichts. 

Luftdruck Feuehtigkelt Lufttempel'atur 
( Barometer ) (Psychrometer) im 

mit :Messingscala ohne Ventilator Wagungsraum 

I B I tq , 
I " t 

VOl' del' Wagung 76,54 em 14,20 14,261 11,46 14,57 
Nach ., 76,50 " 14,25 

/4,38 1 11 ,60 
14,59 

Mittel 76,52 " 14,22 14,32 11,53 14,58 I Fehler der Instrumente +0,06 " +0,04 -0,45 - 0,41 - 0,44 
Corrigirte Mittel 76,58 " 14,26 13,87 11,12 14,14 --'1:-1:'=2,75 
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n 
P, 
n 
P' 

Zulagen 

I Nominalwert }l'ehler 

3mg 
5 " 
4 " 
3 " 

+ 0,013mg 
- 0,036 

" +0,027 
" +0,013 
" 

(n) = 3,520 mg
(p) = 3,988 mg 

I 
Corrigirter 

Wert 

3,013 
4,964 
4,027 
3,013 

(n) - (p) = - 0,000468g. 

Berechnung des Luft-
Berechnung der Volum 

gewichts. 

A (Tab. Ill) - 0,37 - (V1)~= - 118,906 cern 
..1.'( 

" IIa) - 0,06 (V1)~= 59,767 
" 

1J - 0,31 (V~)o= 23,707 
" 

B-1J = 76,27 (V;)o= 11,H9 
" 

C1 (Tab. III) ..... 974 Summe=- 23,983 
" C2 ( 

C3 ( 

C4 ( 

" 
IV) ..... 2197 log-= 1,37990 " 

" 
VI) ..... 101 f(Tab.VII) 34 " 

" 
VI) ..... ° 1,38024 " 
Summe 3272 Num=- 24,002 " 

Co = 7,12317 -10 (V~)o= 75,386 
" logs= 7,090·1,5-10 log= 1,87729 " 

10gLl V= 1,71116 f(Tab.VII) 22 " 
log(sLl V) = 8,80161-10 1,87751 " 

Num=+ 75,424 " 

I LlV + 51,422 " 

S chlussrechnung. 

m <)i1 - <)i2 " 2,91 
2 <)i~ - <)il --:- - 0,,,6 8,04 mg = - 0,000130 g 

st1 V = + 0,063330 g 
(n) - (P) =-0,000468 g 

011£ = - a. 600 = - 0,000004 g 

p= N + 0,062728 g. 

differ en z Ll V. 

u. = 0,0000185 
a= 

" u.= 
" u.= 
" 

I 

u. = 0,000012 

Da N den Nominalwert 1000 g und ausserdem lloch einen Fehler von 
+ 0,021365 g besitzt, so betragt hiel'l1ach die Masse del' 4 durch P zu
sammengefassten Gewichte 

1000,084093 g. 
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Tafel I. 
Correktion der Con stante 1293,03 des normalen Luftgewichtes fiir geographisehe 

Breite und Robe iiber der Meeresflaebe. 

~eogr. 
reite Om \10 000 em 20000 em 30000 em 40000 em 50000 em 60000 em 70000 em 

40° -0,58 -0,60 

I 
-0,63 -0,66 -0,68 -0,71 -0,74 -0,77 

41 0,46 0,49 0,52 0,54 0,57 0,60 0,62 0,65 
42 0,35 0,37 0,40 0,43 0,45 0,48 0,51 0,53 
43 0,23 0,26 0,29 0,31 0,34 0,37 0,40 0,42 
44 -0,12 0,14 0,17 0,20 0,22 0,25 0,28 0,30 
45 ° -0,03 -0,05 -0,08 -0,11 0,13 0,16 0,19 
46 +0,12 +0,09 +0,06 +0,03 +0,01 -0,02 -0,04 -0,07 
47 0,23 0,21 0,18 0,15 0,13 +0,10 +0,07 +0,05 
48 0,35 0,32 0,29 0,27 0,24 0,21 0,19 0,16 
49 0,46 0,43 0,41 0,38 0,35 0,::13 0,30 0,27 
50 0,58 0,55 0,52 0,50 0,47 0,44 0,42 0,39 
51 0,69 0,66 0,64 0,61 0,58 0,56 0,53 0,50 
52 0,80 0,77 0,75 0,72 0,70 0,67 0,64 0,61 
53 0,91 0,89 0,86 0,83 0.81 0,78 0,75 0,72 
54 1,02 1,00 0,97 0,94 0,92 0,89 0,86 0,83 
55 1,13 1,11 1,08 1,05 1,03 1,00 0,97 0,94 
56 1,24 1,22 1,19 1,16 1,14 1,11 1,08 1,05 
57 1,35 1,32 1,30 1,27 1,24 1,22 1,19 1,16 
58 

1,451 
1,43 1,40 1,37 1,35 1,32 1,29 1,27 

59 1,56 1,53 1,51 1,48 1,45 1,42 1,40 1,37 
60 +1,66 +1,63 +1,61 +1,58 +1,55 +1,53 +1,50 +1,47 



132.] Tabellen zur Reduction von Wagungen. 465 

Tafel II. 
dient zur Berechnung von Tj. 

ThaupunktstemEeratur 
A At rur Condensa ons-

hygrometer; 
Psychrometr. Lufttemrratur fUr 

lIs IIs Procent- aarhygro- Dift'erenz in 
meter; 

III Oentigraden Psychr. in Psychr. in Temperatur des 
feuchten Thermometers ruhender bewegter 

fiir Psychrometer. Luft Luft 

cm cm cm 
0° 0,171 0° 0,000 0,000 
1 0,183 1 0,022 0,021 
2 0,196 2 0,044 0,042 
3 0,212 3 0,066 0,062 
4 0,228 4 0,088 0,083 
5 0,244 5 0,109 0,104 
6 0,262 6 0,131 0,125 
7 0,280 7 0,153 0,146 
8 0,300 8 0,175 0,166 
9 0,320 9 0,197 0,187 

10 0,343 10 0,219 0,208 
11 0,368 
12 0,394 
13 0,420 
14 0,447 
15 0,476 
16 0,508 
17 0,542 
18 0,577 
19 0,615 
20 0,654 
21 0,696 
22 0,740 
23 0,787 
24 0,835 
25 0,886 
26 0,939 
27 0,996 
28 1,057 
29 1,120 
30 1.186 

Weinstein, Lehrbnch n. 30 
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Baro
meter 

cm 
70,0 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

71,0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

72,0 
1 
2 
3 
4 
6 
6 
7 
8 
9 

73,0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

74,0 

Tabellen zur Reduction von Wagungen. 

Tafel III 
78 

zur Berechnung der Correction a1 = log -B . 
-71 

(Die Zahlen sind in Einheiten der 5. Decimale angegeben.) 

o 2 6 7 8 

4700 4693 4687 4681 4675 4669 4662 1 4656 4650 
4638 4631 4625 4619 4613 4607 4601 4594 4588 
4576 4570 4563 4557 4551 4545 4539 4532 4526 
4514 4508 4502 4495 4489 4483 4477 4471 4465 
4452 4446 4440 4434 4428 4421 4415 4409 4403 
4391 4384 4378 4372 4366 4360 4354 4347 4341 
4329 4323 4317 4311 4304 4298 4292 4286 4280 
4268 4261 4255 4249 4243 4237 4231 4225 4218 
4206 4200 4194 4188 4182 4175 4169 4163 4157 
4145 4139 4133 4126 4120 4114 4108 4102 4096 

4084 4078 4071 4065 4059 4053 4047 4041 4035 
4023 4016 4010 4004 3998 3992 3986 3980 3974 
3961 3955 3949 3943 3937 3931 3925 3919 3913 
3901 3894 3888 3882 3876 3870 3864 3858 3852 
3840 3834 3828 3821 3815 3809 3803 3797 3791 
3779 3773 3767 3761 3755 3749 3742 3736 3730 
3718 3712 3706 3700 3694 3688 3682 3676 3670 
3658 3652 3645 3639 3633 3627 3621 3615 3609 
3597 3591 3585 3579 3573 3567 3561 3555 3549 
3537 3531 3525 3519 3512 3506 3500 3494 3488 

3476 3470 3464 3458 3452 3446 3440 3434 3428 
3416 3410 3404 3398 3392 3386 3380 3374 3368 
3356 3350 3344 333R 3332 3326 3320 3314 3308 
3296 3290 3284 3278 3272 3266 3260 3254 3248 
3236 3230 32:14 3218 3212 3206 3200 3194 3188 
3176 3170 3164 3158 3152 3146 3140 3134 3128 
3116 3110 3104 3098 3092 3086 3080 3074 3068 
3056 3050 3044 3038 3032 3026 3020 3014 3008 
2991) 2990 2984 2978 2972 291)7 2961 2955 2949 
2937 2931 2925 2919 2913 2907 2901 2895 2889 

2877 2871 281)5 2859 2853 2847 2841 2831) 2830 
2818 2812 2806 2800 2794 2788 2782 2771) 2770 
2758 2752 2746 2741 2735 2729 2723 2717 2711 
21)99 2693 2687 2681 2(;75 21)1)9 2664 2658 2652 
21)40 21)34 21)28 21)22 2616 2610 2604 2598 2593 
2581 2575 2569 2563 2557 2551 2645 2539 2533 
2522 2516 2510 2504 2498 2492 2486 2480 2475 
2463 2457 2451 2445 2439 2433 2427 2422 2411) 
2404 2398 2392 2386 2380 2374 2369 231)3 2357 
2345 2339 2333 2327 2322 2316 2310 2304 2298 

2286 2280 2275 221)9 221)3 2257 2251 2245 2239 

[132. 

9 

4644 
4582 
4520 
4458 
4397 
4335 
4274 
4212 
4151 
4090 

4029 
3968 
3907 
3846 
3785 
3724 
3664 
3603 
3543 
3482 

3422 
3362 
3302 
3242 
3182 
3122 
3062 
3002 
2943 
2883 

2824 
271)4 
2705 
2646 
2587 
2528 
2469 
2410 
2351 
2292 

2234 



132.J 

Baro-

I meter 

em 
74,0 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

75,0 I 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

76,0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

77,0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

78,0 

Tabellen zur Reduction von Wagungen. 

Tafel m 
78 

zur Berechnung del' Correction 01 = log B- . 
-7] 

467 

(Die Zahlen siud iu Einheiten del' 5. Decimale angegeben.) 

0 I 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9 

2286 2280 2275 2269 2263 2257 2251 2245 2239 2234 
2228 2222 2216 2210 2204 2198 2192 2187 2181 2175 
2169 2163 2157 2152 2146 2140 2134. 2128 2122 2116 
2111 2105 2099 2093 2087 2081 2076 2070 2064 2058 
2052 2046 2041 2035 2029 2023 2017. 2011 2006 2000 
1994 1988 1982 1976 1971 1965 1959 1953 1947 1941 
1936 1930 1924 1918 1912 1906 1901 1895 1889 1883 
1877 1872 1866 1860 1854 1848 1843 1837 1831 1825 
1819 1814 1808 1802 1796 1790 1785 1779 1773 1767 
1761 1756 1750 1744 1738 1732 1727 1721 1715 1709 

1703 1698 1692 1685 1 1680 1674 1669 1663 1657 1 1651 
1645 1640 1634 1628 1622 1617 1611 1605 1599 1593 
1588 1582 1576 1570 1565 1559 1553 1547 1542 1536 
1530 1524 1518 1513 1507 1501 1495 1490 1484 1478 
1472 1467 1461 1455 1449 1444 1438 1432 1426 1421 
1415 1409 1403 1398 1392 1386 1380 1375 1369 1363 
1357 1352 1346 1340 1334 1329 1323 1317 1311 1306 
1300 1294 1288 1283 1277 1271 1265 1260 1254 1248 
1243 1237 1231 1225 1220 1214 1208 1202 1197 1191 
1185 1180 1174 1168 1162 1157 1151 1145 1140 1134 

1128 1122 1117 1111 1105 1100 1094 1088 1082 1077 
1071 1065 1060 1054 1048 1042 . 1037 1031 1025 1020 
1014 1008 1003 997 991 985 980 974 968 963 
957 951 946 940 934 929 923 917 911 906 
900 894 889 883 877 872 866 860 855 849 
843 838 832 826 821 815 809 804 798 792 
787 781 775 770 764 758 753 747 741 736 
730 724 719 713 707 702 696 690 685 679 
673 668 662 656 651 645 639 634 628 623 
617 611 606 600 594 589 583 577 572 566 

560 555 I 549 544 538 532 527 521 I 515 510 
504 498 493 487 482 476 470 465 459 453 
448 442 437 431 425 420 414 408 403 397 
392 386 380 375 369 363 358 352 347 341 
335 330 324 319 3]3 307 302 296 291 285 
279 274 268 262 257 251 246 240 234 229 
223 218 212 207 201 195 190 184 179 173 
167 162 156 151 145 139 134 128 123 117 
112 106 100 95 89 84 78 72 67 61 

56 50 45 39 33 28 22 17 11 6 

0 
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Tafel IV 
zur Berechnung der Correction O2= logel + O,00367t). 

(Die Zahlen sind in Einheiten der 5. Decimale angegeben.) 

Thermo-

I I I I I 
meter 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

C 

0° 0 16 32 48 64 80 95 111 127 143 
1 159 175 191 206 222 238 254 270 286 301 
2 317 333 349 365 380 396 412 428 444 460 
3 476 492 507 523 539 555 570 586 602 617 
4 633 649 664 680 696 711 727 743 758 774 
5 790 805 821 836 852 868 883 899 915 930 
6 946 961 977 992 1008 1023 1039 1055 1070 1086 
7 1101 1117 1132 1148 1163 1179 1194 1210 1226 1242 
8 1257 1272 1288 1303 1319 1334 1350 1365 1381 1396 
9 1411 1427 1442 1458 1473 1488 1504 1519 1534 1550 

10 1565 1581 1596 1611 1627 1642 1657 1673 1688 1703 
11 1718 1734 1749 1764 1780 1795 1810 1825 1841 1856 
12 1871 1886 1902 1917 1932 1947 1963 1978 1993 2009 
13 2024 2040 2055 2070 2085 2100 2115 2131 2146 2161 
14 2176 2191 2206 2221 2237 2252 2267 2282 2297 2312 
15 2327 2342 2357 2372 23811 2403 2418 2433 2448 2463 
16 2478 2493 2508 2523 2538 2553 2568 2583 2598 2613 
17 2628 2643 2658 2673 2688 2703 2718 2733 2748 2764 
18 2778 2793 2808 2823 2838 2853 2868 2883 2898 2913 
19 2928 2942 2957 2972 2987 3002 3017 3032 3046 3061 
20 3076 3091 3106 3121 3135 3150 3165 3180 3195 3209 
21 3224 3239 3254 3268 3283 3298 3313 3327 3342 ·3357 
22 3372 3386 3401 3416 3431 3445 3460 3475 3489 3504 
23 3519 3533 3548 3563 3577 3592 3607 3622 3637 3652 
24 3666 3681 3696 3710 3725 3739 3754 3768 3783 -3798 
25 3812 3827 3842 3856 3871 3885 3900 3914 3929 3943 
26 3958 3972 3987 4001 4016 4030 4045 4059 4074 4088 
27 4103 4117 4132 4146 4161 4175 4190 4204 4219 4234 
28 4248 4263 4277 4292 4306 4321 4335 4349 4364 4378 
29 4393 4407 4421 4436 4450 4465 4479 4493 4508 4522 
30 4536 4551 4565 4579 4594 4608 4622 4637 4651 4565 
31 4680 4694 4708 4722 4737 4751 4765 4780 4794 4808 
32 4822 
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Tafel V 
zur Berechnung del' Correction 03' 

(Die Zahlen sind in Einheiten der 5. Decimale 
angegeben.) 

Thermo
meter 

C 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 

Barometer 
mit 

Messing
scale 

o 
7 

14 
21 
28 
35 
42 
49 
57 
64 
71 
78 
85 
92 
99 

106 
113 
120 
127 
134 
141 
149 
156 
163 
170 
177 
184 
191 
198 
205 
212 

03 

Barometer 
mit 

Glasscale 

o 
8 

15 
23 
30 
38 
45 
53 
60 
68 
75 
83 
90 
98 

105 
113 
120 
128 
135 
143 
151 
158 
166 
173 
181 
188 
196 
203 
211 
218 
226 

Of 
3 

hei Benutzung 
eines in Linien 

geteilten 
Barometers 

o 
8 

16 
24 
31 
39 
47 
55 
63 
71 
79 
87 
94 

102 
110 
118 
126 
134 
142 
149 
157 
165 
173 
181 
189 
196 
204 
212 
220 
228 
236 

Tafel VI 
zur Berechnung d. Correction 04' 

(Die Zahlen sind in Einheiten def 
5. Decimale angegeben.) 

'" "" '" .... 
5° 10° 15° 20° 25° 30° Tj .;9 0° 

" " Q 

mm o I 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 0 
2 0 0 0 0 0 0 1 
3 0 0 0 0 1 1 1 
4 0 0 0 1 1 1 1 
5 0 0 0 1 1 1 1 
6 0 0 1 1 1 1 2 
7 0 0 1 1 1 2 2 
8 0 0 1 1 1 2 2 
9 0 0 1 1 2 2 2 

10 0 0 1 1 2 2 3 
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Tafel vn 
giebt r = log (1 + 3at) in Einheiten der 6. Decimale. 

0° 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 

30 

0,000000 00 00 00 00 00 00 00 00 00 
10 12 13 14 15 21 22 23 25 26 
21 23 26 28 31 41 44 47 50 52 
31 35 39 43 47 62 66 70 74 78 
41 47 52 57 62 83 89 94 99 105 
52 58 65 72 78 105 111 117 123 130 
62 70 78 86 94 126 133 141 148 156 
73 82 91 100 110 146 155 164 173 183 
83 94 105 115 126 167 177 188 198 208 
94 105 117 129 141 188 199 211 223 234 

105 117 130 1143 156 208 221 234 247 260 
115 129 143 158 172 229 243 257 272 286 
126 141 156 172 188 250 265 281 297 313 
136 152 170 186 204 270 288 305 321 338 
146 164 183 200 219 292 310 328 346 365 
156 176 196 215 235 313 332 351 371 391 
167 188 208 229 250 333 354 375 396 417 
177 199 221 243 266 354 376 398 420 442 
188 211 234 257 281 375 398 422 445 468 
198 223 247 272 297 396 420 445 470 495 
2081 234 260 286 313 417 442 468 494 521 
219 246 273 301 328 437 464 492 519 547 
229 257 286 315 344 458 487 516 544 573 
239 269 300 329 360 479 509 539 569 599 
250. 281 313 344 375 500 531 562 593 625 
260 293 326 358 391 521 553 586 618 651 
270 305 338 373 406 542 575 610 643 677 
281 316 351 387 422 563 598 633 6681703 
292 328 365 402 437 583 620 656 692 729 
302 340 378 416 453 604 642 679 717 755 

3131351 1391 1431 14681625166417021741 1 78 ] 

[132. 
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133. l'tIassenbestimmungen fiir Fltlssigkeiten und Gase. Fliissige 
und gasformige Korper lassen sich fUr sich selbst nicht wagen, weil sie 
kein selbststandiges V olumen besitzen. Will man flir solche Korper Mltssen
bestimmungen ausfiihren, so hat man sie in Gefasse einzuschliessen. Fliissig
keiten brauchen ein solches Gefass nur zum Teil auszufiillen, Gase nehmen 
den ganzen Inhalt desselben ein und miissen in demselben abgesperrt sein. 
Wir stellen uns aber vor, dass das betre:lfende Gefass in allen Fallen nach 
aussen hin abgeschlossen ist. Bei Fliissigkeiten enthalt dann das Geffiss 
iiber der Fliissigkeit noch ein gewisses Quantum Luft. Man wagt nun 
zuerst das Gefass fiir sich und dann das Gefass, nachdem in dasselbe die 
Fliissigkeit oder das Gas hineingebracht ist. In der ersten Wagung solI 
das Gefass ebenfalls und zwar in derselben Weise wie in der zweiten ab
geschlossen sein. 1st das aussere Volumen des rings abgeschlossen ge
dachten Gefasses gleich Va' das innere gleich Vi' die Dichtigkeit der um
gebenden Luft Sa' die der eingeschlossenen sp das Volumen der benutzten 
Gewichte V N.' die Masse derselben N;., die Masse des Gefasses gleich M ', 
so haben wir'in der ersten Wagung 

MI+V;S;=Nl+m~~=t: l:A +sacYa - Vp ) 

+ a (CM'+ Vi s;)H'-N1H") 

In der zweiten Wagung sei das von der eingefiillten Fliissigkeit oder 
von dem Gase im Gefass eingenommene V olumen V, die Masse der be
nutzten Gewichte Na, deren V olum V N,,' das aussere V olumen des Geffisses 
V~, das innere V;, die Dichtigkeit der etwa noch eingeschlossenen Luft 
s~, die der umgebenden s~, die Masse der Fliissigkeit bezw. des Gases M, 
endlich der Wert eines der tjI gleich (tjI) und der eines der H gleich (H), 
dann ist 

M ' M (V' V) I N. + (tjll) - (tjl2) 1 + I (V' V) 
+ + ;- s;= a m(tjI~)-(tjll)l+A sa a- p. 

+ Cl ([M'+M + (V,'- V)S~] (H') - N2(H")) 

Die Subtraction der durch die erste Wagung gegebenen Gleichung von 
dieser aus der zweiten Wagung resultirenden eliminirt die unbekannte Masse 
des benutzten ~efasses und giebt die gesuchte Masse 

indem die mit a multiplicirten Glieder gleich 8M bezw. 8M gesetzt sind. 
Die rechts stehenden Glieder der ersten Zeile bezeichnen wir mit A, 

die der zweiten mit B derartig, dass 
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M=A+B 
wird. 

Bei Fliissigkeiten ist Virgend ein Teil vom Raume V~ und muss nach 
einer der im nachsten Kapitel anzugebenden Methoden besonders bestimmt 
werden. Ferner haben wir bei der Auswagung solcher Korper wol in den 
meisten Fallen s~ = s~, denn wenn auch das Gefass, wo es sich um volatile 
Fliissigkeiten handelt, wirklich abgeschlossen gehalten wird, so hat man 
doch selten ein Interesse daran, diesen Abschluss so vollig luftdicht her
zustellen, dass s~ neben S~ eine selbststandige Bedeutung beanspruchen 
konnte. Liegt irgend ein Grnnd zu der Vermutung vor, dass S~ dem s~ 
nicht gleichgesetzt werden darf, so kann man unmittelbar vor der zweiten 
Wagung den Abschluss des Gefasses liiften. Will man das nicht tun, um 
nicht die Dampfe, welche sich bereits aus der Fliissigkeit entwickelt haben, 
zu verlieren, so bleibt allerdings nichts iibrig, als fUr s~ einen andern Wert 
als fiir S~ anzunehmen und zwar denjenigen, welcher die Dichtigkeit der 
umgebenden Atmosphare wahrend der Einfiillung der Fliissigkeit angiebt. 
Bezeichnet man diese letztere Dichtigkeit mit S, so ware also entweder 
s~ = s~ oder s~ = s. Kennt man s nicht, so kann man 

sa+s~ 
S,=--2-

ansetzen. Dagegen wird man s; immer gleich sa annehmen diirfen. 
Va - Vi' V~-V; bedeuten das Volumen der Substanz des Gefasses 

(sammt der Abschlussvorrichtung) in den beiden Wagungen; bezeichnen wir 
dasselbe mit'/) bezw. v' so wird V; = Va - V, V; = V~ - v', somit 

CXVillI ) B=Vs~+ V~(s~- s~) -Va(sa-s;) + v'S~-VSi-VN.S~+ VN,sa' 

Die Differenz v's~ - vSi ist in praktischen Fallen so unbedeutend, dass 
sie gegen die andern Grossen gar nicht in Betracht kommen kann; will 
man sie doch beriicksichtigen, so darf man, wenn mI, m2 die aus einer ein
fachen Abwagung abzuleitende Masse, 81, 82 die Dichtigkeit der Substanz 
des Geiasses bezw. der abschliessenden V orrichtung angeben, v = v' 

=~ + m2 und hiernach 
81 82 

setzen. 
Auch die Glieder V'a(s~-s~), Va(sa-s;) werden meist sehr unbe

deutend sein; darf man dieselben fortlassen, so ist es gleichgiiltig, ob man 
die Wagungen mit abgeschlossenem oder offenem Gefass ausflihrt; man hat 
in beiden Fallen 
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Sonst ist 

wenn t/ die Lufttemperatur in der zweiten Wagung angiebt und fUr C1. der 
lineare .A.usdehnungseoeffieient der Substanz des Gefasses angesetzt wird, 
nnd (Va)o muss besonders bostimmt werden, wenn dabei aueh Genauigkeit 
nieht verlangt wird, 

Die mit (Va)o multiplieirten Glieder fallen aueh noeh fort, sob aId in 
beiden Wagungen zwischen der aussern und innern Luft ein .A.ustauseh 
stattfinden kann, 

Bei Gasen haben wir stets V V;, somit 

Die Bestimmung der Luftdiehtigkeit aus den .A.blesungen der meteoro
logisehen Instrumente ist immer mit einer gewissen Unsieherheit behaftet. 
Da nuu gerade bei Wagungen von Gasen grosse Gefasse benutzt werden, 
kann diese Unsieherheit betraehtliehe Fehler in die Ableitung der gesuehten 
Masse hineintragen; man wird daher streb en , die in der Grosse B ver
tretenen Glieder tunliehst klein zu halten. 

Da Vi gegeben ist, kann ~ Si nur dureh geeignete Wahl von Si ver
kleinert werden; das gesehieht, indem man das Gefass fiir die erste Wagung 
soweit es geht von Luft entleert. Konnte man aus demselben die Luft ganz 
herauspumpen, so ware Si = 0 und Vi Si fiele fort. 1st die Luft nieht ganz 
herausgesehafft, so bleibt fiir Si noeh ein, wenn aueh geringer Betrag stehen, 
und um denselben zu ermitteln, hat man den noeh restirenden Druck und 
die Temperatur im Innern des Gefasses zu bestimmen und zur Bereehnung 
von Si die Formel CIV5) anzuwenden. 

Die folgenden Glieder werden in dem von R e gn aul t eingesehlagenen 
Verfahren der gegenseitigen Compensation redueirt. Da namlieh der Wort 
von M nieht von N2 uud Nl selbst abhii.ngt, soudern dureh die Differenz 
N2 - Nl bestimmt ist, kann man N2 und Nl ganz willkiihrlieh um irgend 
eine Masse vermehren. Man steUt sieh ein zweites dem ersten ganz ent
spreehendes Gefass her und sehliesst dieses· hermetiseh abo Dieses zweite 
Gefass benutzt man bei b eid en Wagungen mit als Gewieht. Es sei die 
Masse dieses Gefasses N, sein ausseres Volumen ma , sein inneres mi in der 
ersten bezw. m~, m; in der zweiten Wagung. Die Diehtigkeit der einge
sehlossenen Luft sei s, die Masse der in den beiden Wagungen !3onst noeh be
nutzten Gewiehte nt, n2' deren Volumina Vi' V2, dann ist 

N1=N+mi s+n1 , N2=N+m;s'+n2 

v.,.=ma+v1 , vN.=m~+v2· ", . 
Da das zweite Gefass hermetiseh versehlossen sein sollte, ist mi S = m~ s' 

somit 
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und 

CXVIII5) B=V,s;+ (V~- m~) s~- (Va- ma) sa- V2S~+ visa' 

1st nun das zweite Gefass aus demselben Material und so gross wie 
das erste gewahlt, so bleibt 

V2 uud v1 werden natiirlich nur kleine Volumina reprasentiren, und so sind 
die in B infolge der Grosse der V und der Unsicherheit der Bestimmung 
der Luftdichtigkeit bineingetragenen Fehler sehr erheblich reducirt. 

1st die Gleichheit der Volumina der beiden Gefasse nicht erreicht, so 
bleiben die Glieder (V~ - m~)s~ - (Va- ma)sa stehen, aber der Beobacbter 
hat es in der Gewalt, die Differenzen V~- m~ und Va - ma so klein er 
nur will zu machen. Mau nimmt zunachst neben dem Hauptgefass noch 
ein zweites von derselben Substanz, ihm in der Grosse annahernd gleiches 
und bestimmt von beiden Gefassen annahernd das aussere V olumen bei 
irgend einer Temperatur (siebe das folgende Capitel). 1st die so eruirte 
Volumdifferenz V - m = IJ, so hat man m urn n zu vermehren, urn dasselbe 
dem V gleich zu machen; dazu benutzt man von beiden Seiten geschlossene 
Rohrchen aus der Substanz der Gefasse selbst, deren ausseres Volumen 
man leicht und geniigend genau durch Ausmessen von Lang'e und Dicke 
bereclmen kann, und klebt deren so viele an die aussere Wandung des 
zweiten Gefasses als zur Herstellung eines V olumens IJ erforderlich sind. 
Immerhin wird man die aussern Volumina der Gefasse nach ihrer Fertig
steHung noch sorgfaltig zu bestimmen haben, wenn grosste Genauigkeit 
erfordert wird. 

Soweit die Volumina allein von der Temperatur abbangen, werden zwei 
Gefasse, die einmal gleiches V olumen hatten, stets an Grosse einander 
gleich sein, allein, da die Druckverbaltnisse in beiden Gefassen von einander 
verschieden sein konnen, tritt noch ein anderer Factor in Frage, der oft eine 
Beriicksichtigung erheischt. Die Inrechnungnahme des Druckes bei der 
Bestimmung von V kann auch fiir das erste Glied Vi Si von Bedeutung 
werden, wenn Si nicht verschwindend klein ist. Bezeichnen wir den innern 
Druck in dem Hanptgefass wahrend der erst en Wagung mit p und wahrend 
der zweiten mit p', so konnen wir setzen 

V~= (Va)o (1 + 3 at' + A(p'- p», Va = (Va)o (1 + 3at), 
wabrend 

ist. 
Die Grosse A hangt von der Form des Gefasses und der Dicke seiner 

Wandung ab, in der Weise, wie es in der Elasticitatstheorie gelehrt wird. 
Fur ein kugelformiges Gefass vom iiussern Radius Ra und dem innern 
Radius Ri durfen wir geniigend genau setzen 
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e und K sind die Kirchhoff'scllen Elasticitatsconstanten und stehen 
mit dem Elasticitiitscoefficienten E und dem kubischen Compressions
coef:ficienten a in der Verb in dung 

3 1 3 9-EO 
38+12K=O, 2K=2E· 

Nach Wertheims Versuchen ist beispielsweise fUr Kupfer, wenn 
der Druck, den die Masse 1 g auf 1 qcm ausiibt, als Einheit ge
nommen wird, E = 1052.106 und nach Regna ult fiir dieselbe Substanz 
0= 0,0012.10- 6, somit 

Nehmen wir als Einheit fur Druckmessungen einen Atmosphiirendruck, 
so ist 

10333.10-10 [ (Ri )3 ] A=---- 12- +18. l-(!:Y Ra 

Bei den erst gewiihlten Einheiten sind natiirlich auch p' und p durch 
den Druck eines Gramm auf ein Quadratcentimeter, bei den letztgewiihlten 
in Atmosphiiren anzugeben. 

Es wird aber 

CXVIII7) B=(V;)o (l+3at)si + (eVa)o- em)o) ((l + 3at')s~ - (1 + 3 at)sa) 

- v2 s~+ vl sa+ A(P'- p) (Va)os~. 

Die Gefiisse, welche bei der Auswagung von l!'ltlssigkeiten und 
Gasen in Anwendung kommen, bestehen aus Metall oder noch hiiufiger aus 
Glas; da das ganze Verfahren auf der Annahme der Unveranderlickeit der 
Massen dieser Gefiisse beruht, hat man aIle fremden Ansammlungen auf 
denselben zu verhiiten, man darf also die Gefiisse nicht mit der blossell 
Hand anfassen. Weiter ist namentlich Glas, in gew6hnlichen Verhaltnissen, 
stark hygroskopisch, Glasgefasse miissen also in dem Raume, in welchem 
sie zur Wiigung benutzt werden sollen, schon einige Zeit vorher sich auf
bewahrt befinden. Gut ist es auch, die Gefiisse zur Verringerung ihrer 
Hygroskopicitat vor dem Gebrauch mehrfach in einem Kessel auszukochen. 
War bur g findet, dass dem Glase durch geh6riges mehrmaliges Auskochen sein 
Bestreben, Feuchtigkeit auf der Oberfliiche zu condensiren, fast ganz 
genommen werden kann. 
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Mogliche Fehler bei Massenbestimmungen. Die Febler, mit 
welchen Massenbestimmungen behaftet sein konnen, behandeln wir in drei 
Teilen: erstens, Fehler bedingt durch Ungenauigkeiten in den Ablesungen 
fUr die Gleichgewichtslagen der Waage, zweitens, Fehler aus etwaigen Ver
anderungen an der Waage resultirend, driUens, Fehler, herriihrend von 
Unsicherheiten bei dem Uebergang von den bewegenden Kriiften auf die 
Massen. 

134a. Mittlere Unsicherheit einer vollstandigen Wtigung als solcher. 
Vorteilhaftestes VerhiHtnis der Ausschltige zu einander. Bei Betrachtung 
der Fehler der ersten Art konnen wir von der Gleichung 

G G g ojIl-ojI2 
1- 2=I+AojI~-ojIl 

fiir die bewegenden Krafte selbst ausgehen. 
Von systematischen alle ojI betreffenden Fehlern diirfen wir bei nur 

einigermaassen guter Orientirung des Zeigers und der Scale absehen, denn, 
indem die ojI nur ganz kleine Winkel reprasentiren, werden diese Fehler 
aIle Ablesungen in nahezu gleicher Weise beeinflussen und, weil nur 
Differenzen dieser Ablesungen vertreten sind, im Resultat conpensirt 
erscheinen. 

Zur Beurteilung des Einflusses der zufalligen Fehler in den Ablesungen 
der Waage bilden wir den von ihnen abhangenden mittlern Fehler des 
Resultats. 

Wir schreiben allen ojI einen und denselben mittlern Fehler IL zu, dann 
ist der mittlere Fehler po' der Grosse G2- Gl bestimmt durch 

Bei einer Wagung nach Bordas Verfahren ist A = 0, da nun A positiv 
ist, so folgt, dass die mittlere Genauigkeit einer Wiigung mit Vertauschung 
der Gewichte (nach Gauss) im Verhaltnis von 1 + A zu 1 grosser ist als 
die einer solchen mit Tara, oder man hat (I + A)2 Borda'sche Wagungen 
auszufiihren, um die Genauigkeit, die eine einzige Gaussische Wagung 
schon gewahrleistet zu erreichen. Bei Wagung auf einer gleicharmigen 
Waage waren hiernach erst 4 Borda 'sche Wagungen einer Gaussischen 
aquivalent. 

Fiir die weitere Discussion transformiren wir erst den Ausdruck fiir IL' 
mit Hilfe der Gleichung XCIII), wonach 

ist und bekommen 
g=i'lN~-~l) 
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Der Factor 'b/1(! + A) ist eine Constante, alie andern Grossen konnen 
wir variiren. I/I~ andern wir durch Aenderung von g, 1/11 durch die von 
Gl , 1/12 durch die von G2 , Umgekehrt, variiren wir g, so wird I/I~ ver
anderlich, 1/11 und 1/12 bleiben constant, die Variation von Gl andert aber 
nicht bIos 1/11' sondern bei constanten g auch I/I~ derartig jedoch, dass 
I/I~ -1/11 constant bleibt, durch Aenderung von G2 andert sich nur 1/12' 

Wir konnen also jedenfalls v.' auf drei Arlen zu einem Minimum 
machen und bekommen als Bedingungsgleichungen nach einfacher Zwischen
rechnung 

1) g variabel: I/I~= 21/12- IJil , v.'=~11 1 +J.. 2' 

2) Gl " 1/11= 21/12-1/I~, '- ;1V. v3 V.-l+J.. 2"' 

3) G2 " 
IJi - IJil +4~ 2---2-' ~'= /~J..vi· 

Die drei Bedingungsgleichungen sind vollig identisch und demgemii.ss 
sind auch die zugehOrigen Minima von v.' einander gleich. Wir konnen 
also allgemein sagen, Emp:6.ndlichkeitsgewicht oder Zulagen sind so zu 
wahlen, dass 1/12 mitten zwischen I/I~ und h falIt; 1/12 war das Mittel der 
Ablesungen in der dritten und vierten Einzelwagung (zu beiden Beiten von 
der Mitte liegend), in der dritten und vierten Einzelwagung soIl also der 
Zeiger der Waage ungefahr in der Mitte zwischen den Anzeigen in der 
ersten und sechsten einerseits und der zweiten und fiinften andererseits zur 
Ruhe kommen. 1st es wiinschenswert, zu den zu vergleichenden Massen 
keine besondern Zulagen zu machen als die, welche notig sind, die Aus
schlage klein genug zu halten, so wahlt man das Emp:6.ndlichkeitsgewicht 
2(1 + J..) mal so gross als die Differenz G2 - Gl betragt, bei einer gleich
armigen Waage also doppelt so gross wie G2 - G1 bei einer Wagung nach 
Borda, vier mal so gross bei einer nach Gauss*). Sonst macht man 
am besten die Zulagen zu G2 (dem bekannten Gewicbt nach friihern Fest
setzungen) und zwar wahrend der dritten und vierten Wagung, Von 
grosser Wichtigkeit ist noch eine Bemerkung in Bezug auf das Minimum 
des mittlern Fehlers v.' selbst: 

134 b. Einfluss der Grosse und der Unsicherheit des Emp:6.ndlichkeits. 
gewichts. Denken wir uns die Beziehung 42= (1/11 + 4~)/2 genau ein
gehalten, so wird 

CXlXa) , V. .. /3 
V. =1+ All V2"' 

;1 ist eine fiir die Waage charakteristische, wenigstens fiir die Dauer 
der vorliegenden Wagung als constant und unveranderlich anzusehende 

*) 1st G2 - Gt positiv, so wird ein Empfindlicbkeitsgewicht zu Gt hinzugefiigt, 
ist G, - G1 negativ, so wird ein soIches von Gt abgenommen. 
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Grosse, somit hiingt flo' einzig von flo ab, und es ist relativ gleichgiltig, ob die 
Empfindlichkeit mit einem grossern oder kleinern Gewicht 0 ausgeflihrt wird. 

Indessen ist noch auffolgendes zu achten. Die Masse desEmpfindlichkeits
gewichts 0 wird nicht so genan bekannt sein, dass der ihr zugeschriebene 
Betrag als frei von alIer Unsicherheit angesehen werden konnte. Nennen 
wir die mittlere Unsicherheit seines Betrages flog' so haben wir zu dem 
friiher angegebenen Wert fiir fIo'2 im Gaussischen Verfahren noch die Grosse 

fIo/ (41-42)2 . fIog 2(G1-G2)2... . .. 
. (1 + A)2 ~~ _ 41 ,das 1st 02 ' hmzuzufugen, und diese Grosse 

wachst jedenfalIs bei constantem Betrag von G1 - G2 mit abnehmendem 
Betrage des Empfindlichkeitsgewichts, so dass es von diesem Gesichtspunkt 
aus besser scheint mit grossern Empfindlichkeitsgewichten zu arbeiten. 
Setzen wir aber den friiher als sehr vorteilhaft befundenen Betrag fiir 42' 

namlich 4~ ~ 41 in den vervolIstandigten mittlern Fehler 

flo' = 1 ~A(4~! h)2 V flo; 
2 (41-42)2(~~ -41)2+fIo2((42-4~)2+(41-4~)2+(41-42 

(A = 0 bei B 0 r d as Verfahren) ein, so geM derselbe iiber in 

das ist zwar nicht der kleinste Betrag, den fL' annehmen kanll, aber 
jedenfalIs ein solcher, der von 0 vollig unabhangig ist, also 
bestehen bleibt, welches Empfindlichkeitsgewicht man auch 
angewendet haben mag. 

Richtet man also die Zulagen so ein, dass die Gleichgewichtslage bei 
den beiden mittlern Wagungen mitten zwischen die Gleichgewichtslagen 
bei den diese einschliessellden Wagullgen faUt, so ist es iiberhaupt ohne 
Belang, ob man ein grosseres oder geringeres Empfindlichkeitsgewicht zur 
Anwendung bringt. Da man aber aIle Ausschlage klein halten muss, und 
42 sich nach 41 und 'K richtet, ist es jedenfalls besser, Empfindlichkeits
bestimmungen mit geringern als mit grossern Gewichtszulagen auszufiibren.*) 

134c. Fehler, herriihrend von Veranderungen an der Waage. Die 
Febler der zweiten Abteilung entstehen namentlich durch Veranderungen, 
welche Temperatur- und Luftgewichtsvariationen in den friiher mit al, ~1' 11 
bezeichneten Constanten der Waage hervorbringen. 

Wir haben zuniichst, indem wir von den einfachsten Verhaltnissen 
ausgehen, 

12 r.! "( ') l2 • ( .) (M)e 1 a1=[, 1'1=00 m2-fIo2 -1 -00 m1-fIol ,11=00 -flo ~or· 1 1 1 -----
*) Zu demselben (aber nicht ganz uneingeschrankten) ResuItat ist HelT Thiesen 

gekommen. 



mh.] Fehler durch Veranderungen an del' Waage bedingt. 479 

Bezeichnen wir mit V, '111' '112 die Volumina des Balkens und der Ge
hiinge und mit 8 wie friiher die Dichtigkeit der umgebenden Luft, so wird 

Die Luftdichtigkeit 8 und die Temperatur t brauchen beide nicht inner
halb der Waage iiberall in ganz gleicher Weise zu variiren, bei einer 
Wagung nach B ordas Methode ist es sogar sehr wahrscheinlich, dass die
selben an der Seite, an welcher hauptsachlich operirt wird, dass ist nach 
unsern Festsetzungen die rechte, starkern Veranderungen ausgesetzt sein 
werden als an der Tara-Seite. Bezeichnen wir also mit dt l und dsl die 
mittlern Aenderungen von t und 8 an der rechten, mit d~ und d82 die an 
der linken Seite der Waage, und nennen dt und ds die mittlern Betrage 
dieser Aenderungen in Bezug auf die ganze Waage, so haben wir, indem 
von den Aenderungen, welche die Volumina V, '111' '112 selbst erleiden, ab
gesehen, und fUr go, g~, g~ ein und derselbe Wert go gesetzt wird, 
mit geniigender Annaherung flir den uns einzig interessirenden Fall einer 
gleicharmigen Waage 

(l~ dt2 (lll d"lt 
drt.l = (It 7;- (lt~' d~l=gom2drt.l+gO(Vla8l-V2ds-,), 

"(1 (leo a eo (lll) eo 
a"(l = ~ (It t-r;at dtl -go V t;.ds. 

Weiter konnen die Arme der Waage von den Temperaturvariationen 
in verschiedener Weise afficirt werden, sehen wir jedoch von allen nicht 
controlirbaren Complicationen ab, und bezeichnen mit rt. den linearen Aus
dehnungscoefficienten der Substanz des Balkens, so ist (lZ2/'Ot= 12rt., 'Ol1/'Ot-l1rt.. 
Was aber die Aenderung in der Dichtigkeit der Luft anbetrifft, so kann die
selbe zunachst durch Druck und Temperaturanderungen entstehen. Es kann 
aber auch sein, dass der Beo bachter durch unvorsichtiges Hineinathmen in 
das Gehii.use der Waage bei den Manipulationen, die er zwischen den Einzel
wagungen vorzunehmen hat, die Zusammensetzung der Luft durch ZufUhrung 
von Sauerstofl' und Stickstofl' und Wasserdampf und Kohlensaure verandert 
hat. Wir setzen die durch den letzten Umstand bedingten Variation en in 
ds1 bezw. ds2 gleich ds~, bezw. ds;, und haben 

Fiir 81 und 82 belllltzen wir die Formeln 
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damit wird bis auf Grossen zweiter Ordnung 

dSl=S(d: -~dtl)+dS~, dS2=S(d; -~dt2)+dS;. 

woselbst S wie friiher einen Mittelwert zwischen SI und S2 bedeutet. 

[13tc. 

Nach alledem haben wir, wenn fiir It. und 12, Bowie fiir VI und V2 
Mittelwerte 1, v eingefiihrt werden. 

d(1.l = (1. (dt2 - dtl), 

d~l=gom2(1.(dt2-dtl)+gosv~(dt2-dtl)+goS(VI-V2) d: +gov(as~ -dS;), 

_ II (O~o dtl +dt2 _ ) ~o ( dB _ dt2+dtl as~ +d~). 
CZ'l--e ~t 2 ~O(1.cltl -gu V 1 S B s~ 2 + 2 

-'0 u 1 

Die Aenderungen des Barometerstandes haben, vorausgesetzt nur dass 
die Volumina der Gebange gegelleinander geniigend genau abgeglichen sind 
(es reicht schon aus, wenn zwischen denselben keine gross ere Differenz vor
handen ist als 0,5 ccm), keinen nennenswerten Einfluss. ds~ und as; wirken 
jedenfalls beide in demselben Sinne, und wenn die fremden Beimengungen 
Zeit haben, sich durch Diffusion odeI' Convection innerhalb der Waage aus
zubreiten, werden sie auch einander nahezu gleich sein. Am meisten werden 
also gleichmassig verteilte Temperaturvariationen in Frage kommen. 

Wir haben schon in Art. 123 gezeigt, wie durch die Anordnung der 
Einzelwagungen, del' Einfluss del' Veranderungen von (1.1' ~1' II reducirt 
werden kann. Die obigen Gleichungen fiir d(1.l> d~l' d'l zeigen, dass die dort 
supponirte Auuahme, namlich dass die betreffenden Veranderungen der Zeit 
proportional vor sich gehen, nur gerechtfertigt ist, wenn die Temperatur, 
del' Druck, und die etwaige Beimengung fremder Bestandteile zu der Luft 
del' Zeit proportional zunimmt odeI' abnimmt. Bei der Temperatur und dem 
Druck kann man sich durch Ablesen von Thermometer und Barometer eine 
Controle fiir die Richtigkeit del' Annahme schaffen, und man wird in der 
Tat finden, dass dieselbe in den weitaus meisten Fallen zulassig ist. 

Fiir die Zunahme del' fremden Beimengungen hat man kein Maass, da 
jedoch auch die einzelnen Operationen an del' Waage symmetrisch zur Mitte 
ausgefiihrt werden, gewinnt auch fiir sie die Voraussetzung del' Zeit pro
portionalen Anwachsens oder Abnehmens eine gewisse Berechtigung, nnd 
sie ist um so weniger gefahrlich, als in der Tat ds~ sich von ds; nUl' 
wenig unterscheiden kann. 

Wie ~o mit der Temperatur zu variiren vermag, lasst sich nUl' iiber-

sehen, wenn del' Balken homogen und isotrop ist. Da Eo = ~Seam ist, 

woselbst die Integration sich auf die Masse des Balkens bezieht und eu del' 
Abstand eines Massenelements dm von einer durch die Mittelaxe gehenden 
Horizontalebene ist, so bekommen wir fiir diesen Fall 
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ganz so, als ob eo eine materielle unter dem Einfluss der Warme sich aus
dehnende Strecke ware. 

1st der Balken nicht homogen und isotrop, so konnen mit Temperatur
anderungen auch Kriimmungen des Balkens verbunden sein, und dann Iasst 
sich fiber den Betrag von 'OEoI'Ot nichts voraussagen. 

1m iibrigen zeigen die obigen Formeln fiir da1, d~l' dl1 in Verbindung 
mit der Gleichung fiir das Gleichgewicht einer Waage, dass der Einfluss 
der Veranderungen von ai, ~1l II auf das Wagungsergebnis ein sehr be
deutender werden kann. 

W o1lten wir uns bei einer Wagung nach B 0 r d a mit den drei ersten 
und durchaus unumganglich notigen Einzelwagungen begnfigen, und das 
Resultat so berechnen, wie wenn all ~1' II constant geblieben waren, so 
wfirden bei Annabme proportionalen Anwachsens der obengenannten Grossen 
die Glieder 

F=(Gdal+d~1)(1-0 ~)+edll(f2-f:~;- ~) 
vernachlassigt sein. 

Es bestehe der Balken aus Messing und habe eine Masse von 400 g, 
ein Volumen von 50 cern und eine Lange von im ganzen 40 em, also 
dass ll/Eo= 00400/20 = 2000 mit geniigender Annaherung wird, fiir eo aber 
nehmen wir den fiir feinere Waagen nicht zu kleinen Wert 0,01 cm. Die 
Gehii.nge mit den Schalen mogen V olumina von 25 bezw. 24,5 cern und 
eine Masse von je 200 g besitzen. Setzen wir noch a =0,000018, ~=0,00367, 
fiir s als Mittelwert 0,0012 und fiir B die Zahl 76 fest, so wird 

001 = 0,000018 (d~- dlt), 

d~1=gO(0,0037(dt2- (Ul ) + 0,000008 dB + 20(ds~ - ds;)), 

( 'OEo dt2+dt1 ) dll = 2000 at --2- -eo adtl 

-go( 0,0000004 dB -0,0000001 dt2~ dt1 + 0,012(ds~ +ds;)). 

d4 - ds; ist sicherlich kleiner als 0,001 und wahrscheinlich in den meisten 
Fallen noch kleiner als 0,00001, und es wird auf die von dB und 
ds~ - as; abhii.ngenden Aenderungen in ~1 keine Riicksicht zu nehmen sein. 
ds~ + as; wird allerdings immer grosser sein als ds~ - ds;, aber auch diese 
Grosse erreicht 0,001 nnter keinen Umstii.nden, und ist meist viel kleiner 
als 0,0001. Hinsichtlich der Aenderung von Eo mit der Temperatur, Mnnen 
und wollen wir nur den Fall in Betracbt ziehen, dass der Balken sich wie 
ein isotroper homogener Korper verhii.lt. Wir baben daDn 'OEo/dt = 0,00001 S eo, 

Weinstein, Lehrbueh n. 31 
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und da eo bei nur einigermaassen feinen Waagen 0,01 cm nicbt iibersteigt, 

folgt, dass dll = 0,0000036 d~ 2 dt; go wird. Es darf also von einer Beriick

sichtigung von dll ganz abgesehen werden. SoIl nun die Vernachlassigung: 
von F den Betrag 0,0001 g nicht erreicben, so mnss, unter normalen Ver
baltnissen, wenn M die Masse des Taragewichts bedeutet 

dta - dtl < 0,0001 
(M + ma)(l-fi - fa) (it f't- f1 

sein. Mist ungeflibr so gross wie jede der miteinander vergliehenen Massen; 
handelt es sieh um Verg1eicbung zweier Kilogramme, so ware bei (it = 0,000018 
und m2= 200 

d~ _ dt; < 0°,0046 
l_ft-fa 

r;. - f1 

Es diirfte also die Temperaturdifi'erenz der beiden Ba1kenhalften 1/100 Grad 
niebt erreieben, wenn die'Vernaehliissigung 1/10 Milligramm nicht betragen 
solI, und das ist uamentlich bei Wiigungen nach B 0 r d a s Verfahren kaum 
zu ermoglichen. 

In besondern Verhiiltnissen Munen natiirlich aueh die hier fortge
lassenen Grosseu Beriicksichtiguug verlangeu. 

Bei derjenigeu fiir die Genauigkeit der Wagungen Art. 134a als vorteil
haftest erkannten Abglejchung der zu verg1eichenden Massen gegeneinander, 
bei welcher der Ausschlag fa zwischen die AnsschHige f~ nnd fl falIt, ist 
(fl - r.)I(f~- ft) <0, somit 

F> GdrJ.l + d~l + edll.l". 

1st fa gerade gleich (f't + fl )/2 geworden, so habeu wir 

3 e 
F=2"(Gdal + d~l) + 2" (ft + 2ft) dll' 

In allen andern Fallen ist (ft - fa)/(f't - ft) > 0, und es erreicht F 
den re1ativ geringen Betrag 

F= e(fa- f't) dll , 

wenn nicbt fa mitten zwiscben ft und f~, sondern ft mitten zwischen fa und 
ft sich befindet, indem also bei der Wagung der bekannten Masse 
zu dieser eine solche Zulage gemacht wird, dass die Ablesung der Waa,ge 
eben so weit nach rechts von (1 liegt, wie f't sieh links von fl befindet. 

Diese Forderung hinsicbtlieh des Verhaltens von fa gegen f't und f~ 

steht im Gegensatz zu der friiher aufgestellten, als es sieh damm bandelte, 
den Eintluss von Fehlern in der Bestimmung der AussehIage der Waage 
auf ein Minimum zu reduciren, und man sieht leieht, dass, wenn zur Eli-
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minirung von Veranderungen in at' ~1' das f1 z",ischen f; und f2 wirklich 
verlegt wird, del' mittlere Fehler fI..' doppelt so gross wie sein geriugst
moglicher Betrag ausfallt. 

Was nun vorzuziehen ist, lasst sich allgemein nicht sagen; bei sehr 
empfindlichen Waagen wird man wol besser tun t; zwischen f~ und f2 (also 
bei einer vollstandigen Wagung auch f4 zwischen f~ und fa), bei weniger 
empfindlichen umgekehrt f2 zwischen f~ und f1 (und f3 zwischen f4 und f~) 
zu nehmen. 

134d. Unsicherheiten in del' Reduction auf luftleeren Raum. Die 
nachste und wichtigste Klasse von Fehlern, die wir zu betrachten haben, be
zieht sich anf die mit dem Uebergang von den bewegenden Kraften auf die 
Massen verbundenen Ungenauigkeiten. Halten wir uns an die fUr Massen
bestimmungen fundamentale Formel CXVI), so betreffen diese Ungenanigkeiten 
die Grosse sD.. V. Ich bezeichne die Unsicherheit in del' Bestimmung von 
D.. V durch acD.. V), die in del' von s durch as, dann ist die ganze Unsicher
heit von sD.. V gleich 

a(sD.. V) = D.. v.as + s.o(D..V). 

Eine U nsicherheit in der Bestimmung del' Luftdichtigkeit macht sich 
im D.. Vfachen ihres Betrages geltelld, hat also einen urn so grosseren Ein
fluss, je grosser die Volumdifferellz zwischen den verglichenen Massen ist. 
Sind die verglichenen Massen von genau derselben Substanz, so ist D.. V so 
nahe del' Null gleich, dass man s uberhaupt nicht zu bestimmen braucht 
und das ganze Glied sD.. V fortlassen darf. Sind sie von verschiedener Sub
stanz, so kann D.. V zu sehr erheblichen Betragen ansteigen. In unsern 
Gegenden diirften die extremen Werte fUr s sein 0,001073 und 0,001327; 
sehen wir den Betrag 0,0012 als mittlern Verhaltnissen (76 cm Druck, 
l!jO Temperatur) entsprechend an, so betruge die Abweichung der aussersten 
Werte vou diesem Durchschnittswert ± 0,000147. Solauge also D.. V noch 
nicht so gross ist, dass 0,00015D.. V eiu bei der betreffendeu Masseube
stimmung nicht ausser· Ac4t zu lassender Betrag wird, darf man unter allen 
Umstanden fUr s seinen mittlern Betrag (etwa 0,0(12) auwenden, braucht 
also uberhaupt keine meteorologischen Ablesungeu auszufuhren, und es kann 
auch von keinem durch die Unsicherheit del' Luftdichtebestimmung vernr
sachten Fehler die Rede seiu. 1st znm Beispiel die verlangte Genauigkeit 

1~ Milligramm, so darf D.. V schon 1 ccm betragen, ohne dass es notig ist, 

8 aus Ablesungen del' meteorologischen Instrumente zu berechnen. Meist 
Iiegen die Verhaltnisse noch weit guns tiger , denn so extreme Werte wird 
die Luftdichtigkeit nur ausserst selten erreichen, und man wird selbst bei 
einer Volumdifferenz von 3 ccm fur s den Wert 0,0012 anwenden durfen, 
ohne in der Massenbestimmung einen wenige Hundertteile des Milligramm 
ubersteigenden Fehler befiirchten zu mussen. 

Genauere Aufschliisse erlangeu wir durch Entwickelung des Ausdrucks 
von as. 

31* 



484 Fehlerquellen bei Massenbestimmungen. [13"d. 

Sehen wir von den Correction en flir geographische Breite und Robe 
ab, die sich immer mit der wiinschenswerten Genauigkeit bestimmen lassen 
(die Breite kann man irgend einem AtJas entnehmen, die Rohe braucht 
man kaum auf 100 m zu kennen), so haben wir zufolge der Gleichung 

CXX) 
AS oB - oTj Wotq ~ at as' 
s=- B-Tj +J+Wt;+1 +~t+s' 

woselbst W flir (IX - ~q)' ~ flir 0,00367 steht und as' etwaigen Veranderungen 
der Luftdichtigkeit durch fremde Beimengung Rechnung tragen soll. Unter 
Vernachlassigung von Gliedem hOherer Ordnung und indem man fiir B - Tj 
einen mittlem Betrag, 76, flir s den Durchschnittswert 0,0012 und fur ~q 
und ~ ihre in Art. 127 gegebenen Betrage einfiihrt, bekommt man 

CXXl) 11 V.os={ -0,000016(oB-oTj)+0,00000020tq +0,00000440t}11 V +08'.11 V. 

Diese Gleichung kann dazu dienen, um die Genauigkeit zu eruiren 
mit welcher in jedem Fall die einzelnen meteorologischen Elemente zu 
bestimmen sind. 

Wir wollen festsetzen, dass keiner der Terme zu einem Fehler von 

0,00001 g, das ist 1~0 mg Veranlassung geben solI. Alsdann solIte sein 

Damach hiLtten wir flir die erwiinschte Genauigkeit in der Bestimmung 
des Barometerstandes, des Feuchtigkeitszustandes, der Temperatur des 
Barometers und der der Luft fiir Volumdi:fferenzen zwischen 0 und 100 ccm 
folgende Zusammenstellung: 

.iV I aB _ bezw. a'l) I atq I at 

0 <S:> <S:> <S:> 

10 0,63 mm 5° 0,23° 
20 0,31 " 2,5 0,12 
30 0,21 " 1,7 0,08 
40 0,16 " 1,2 0,06 
50 0,13 " 1,0 0,05 
60 0,10 " 0,8 0,04 
70 0,09 " 0,7 0,03 
80 0,08 

" 
0,6 0,03 

90 0,07 " 0,6 0,03 
100 0,06 " 0,5 0,02 

Bei einer Volumdi:fferenz von 100 ccm ist die Grenze des bis jetzt 
hinsichtlich der Bestimmung der meteorologischen Elemente erreichbaren 
schon iiberschritten. In del' Tat deutcn ane Erfahrungen darauf hin, dass 
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der Barometerstand sich einstweilen noch nicht genauer als bis auf 110 mm 

eruiren lii.sst, fiir die Grosse 1j diirfte, wenn nicht ganz besondere Vor 

kehrungen getro:lfen werden, selbst 1~ rom als Genauigkeitsgrenze noch 

llicht zu hoch gegri:lfen sein. Temperaturmessungen fiir sich lassen allerdings 
selbst bis 1/100° genau ausfiihren, atlein es darf nicht vergessen werden, 
dass es sich nicht um Temperaturen einzelner Stellen, sondern um solche 
ganzer Massen, also um mittiere Temperaturen handelt, und diese 
werden sich freilich bei weitem nicht so genau bestimmen lassen, zumal 
man die Thermometer nicht einmal an den Stellen wird anbringen konnen, 
an welchen die Temperaturen der gesuchten Temperatur am meisten 
entsprechen. Es sei aber darauf aufmerksam gemacht, dass die zur Ab
lesung der Lufttemperatur dienenden Thermometer innerhalb der Waage 
und mit den Quecksilbergefassen der Mitte der zu vergleichenden Masse so 
nahe als moglich zu befestigen sind. Bei Waguugen nach G a u s s' Ver
fahren muss man an beiden Seiten der Waage Thermometer haben und als 
Temperatur t gilt das Mittel aus allen symmetrisch zur Mitte gemachten 
Temperaturablesungen an beiden Thermometern. Bei Wagungen nach 
B 0 r d a erthii.lt die Taraseite keill Thermometer, die Aenderungen, die das 
Luftgewicht auf dieser Seite etwa erleidet, nimmt man als der Zeit 
proportional an und betrachtet sie als durch die Anordnung der EinzeI
wagungen symmetrisch zur Mitte eliminirt. 

Zur Bestimmung der durch fremde Beimengungen in der Zusammen
setzung der Luft hervorgebrachten Aenderungen fehlen aIle Mittel, wir sind 
darum, wie schon Seite 479 bemerkt, nicht im Stande fiir os' Zahlenwerte 
einzufUhren. Um aber einen Ueberblick iiber den moglichen Betrag dieser 
Grosse zu bekommen, betrachten wir einen extremen Fall.*) 

In Raumen, welche der freien Atmospbare zuganglich sind, sind die 
einzigen in Betracht kommenden Aenderungen in der Zusammensetzung der 
Luft, die durch den Atmungsprocess des Beobachters bewirkten. Es besteht 
nun die ausgeathmete Luft in VolumproQenten, abgesehen vom Wasser
dampf, aus 4,38 % Kohlensaure, 16,03 % Sauersto:lf, 79,59 % Sticksto:lf. 
Da reine trockene Luft 20,96 % Sauersto:lf und 79,00 % Sticksto:lf neben 
etwa 0,04 % Kohlensaure enthiiJt, so haben wir, wenn die Dichtigkeit von 
Sauersto:lf, Sticksto:lf, Kohlensaure mit SI' S2, sa, aIle auf einen und den
selben Druck (P') bezogen, die Partialdrucke mit PI, P2, Pa bezeichnet 
werden, fiir die Dichtigkeit (s) der ausgeathmeten Luft 

*) Der Einfluss der menschlichen Exspirationsluft auf Wagungsergebnisse ist 
zuerst von Schwirkus untersucht worden, aus dessen Abbandlung auch die nach
folgenden Zablenangaben herriihren. Zeitschr. f. Instrumentenkunde 1881, Seite 89. 
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Fur reine trockene I,uft ware bei derselben Temperatur und dem 
namlichen Druck 

somit ist 
, ~-~ ~-~ ~-~ 

s - (s) = (p,)S1 +(p')S2 + (p,)S3. 

1st nun der Gesammtdruck p, so haben wir 

PI = 0,1603p, P2= 0,7959p, P3= 0,0438p; P~ = 0,2096p, p;= 0,7900p, 
P~= 0,0004p. 

also 

s'- (s) =(;') { + 0,0493s1 - 0,0059s2 - 0,0434s3 } 

und indem wir unter (p') den Normaldruck trockener reiner 1uft verstehen 
und p'= (p') und demzufolge nach Regnaults Bestimmungen und fiir 0° 
s! = 0,0014298, S2 = 0,C012562, s;{ = 0,0019774 setzen, wird 

s'- (s) = - 0,0000228. 

Denken wir uns also das ganze Waagengehause boi Normaldruck und 
der Temperatur 0° mit Exspirationsluft gefiillt und rechnen, als ob wir es 
mit 1uft von normaler Zusammensetzung zu tun hatten, so ware 

as'. ~ v = 0,0000228 ~ V 

und der Fehler in dem Uebergang von den bewegenden Kraften auf die 
Massenbetrage bei einer Volumdifferenz von lO ccm betriige 0,23 mg und 
bei einer von 100 ccm schon 2,3 mg, ware also beispielsweise bei der Be
stimmung eines Messingkilogramms mit einem Platinkilogramm (~V = 77 cern) 
schon ganz unertraglieh hoeh. 

Ein so extremer Fall kommt naturlieh in der Praxis nieht vor, vielmehr 
wird das Verhaltnis der in bewohnten und gut geliifteten Raumen vorhan
denen Masse 1uft von normaler Zusammensetzung zu der Exspirationsluft 
selten geringer sein als 30 zu 1, aber immerhin ist grosse Vorsicht geboten. 
Man darf nicht in den Zwisehenoperationen in das Waagengebause hinein
athmen und darf auch nicht in Raumen mit schlechter 1uft arbeiten. 

Man hat versueht die Bereehnung der 1uftdichtigkeit aus den Ablesungen 
der meteorologischen 1nstrumente zu umgehen und zwar in dem man neben 
der Wagung, die man auszufUhren hat, noch eine Wagung in Bezug auf 
zwei ihrer Masse und ihrem V olumen nach bekannte Korper vornahm. 

Es seien die Massen dieser Korper ID1!, ID12 die V olumina m!, m2• 

Die Wagung derselben ergiebt, wenn etwaige Zulagen zu ID1! mit m!, zu 
ID12 mit m2 bezeichnet werden, und tl!, \)2 die Volumina dieser Zulagen 
beileuten und eingeklammerte ~ und s fUr diese Wagung dieselbe Bedeutung, 
wie nicht eingeklammerte fiir die crste Wagung haben 
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mJ. mJ. _ m ('/11) - ('/12) ( ) (ID ID) 
:U~1 - W~a -1 + A (%)-('/11) + s ""1 + III _0 "'2 -1l2 + m2 - mI' 

Da die Massen nnd Volumina bekannt sein sollten, konnen wir diese 
Gleichung zur Berechnung der Luftdichtigkeit anwenden und erhalten 

mJ. rol ( m (0/1) - (0/2») 
W~1 - 2 + ml - rna - 1 + A Co/' )-(0/ ) 

00= 1 1 

IDl + 111 - m2 - 112 
CXXlI) 

111 und 112 werden, da man die Massen der beiden Korper einander sehr 
ilahe gleich machen wird, kleine Grossen sein. Die Genauigkeit, mit der 
(s) sich so berechnen lasst, hiingt also von der Volumdifferenz der beiden 
Korper ab, und diese hat man so gross als es geht zu machen. Man stent 
deshalb den einen Korper in Form eines rings absolnt luftdicht geschlossenen 
diinnwandigen Hohlkorpers, etwa einer Hohlkugel, den andern in Form 
eines massiven Cylinders oder einer mit vielen Durchlocherungen versehenen 
Hohlkngel her, die Masse kann bei dem einem Korper so gross wie bei dem 
andern genommen werden, indem man fUr beide Korper gleiche Stucke 
Snbstanz verarbeitet, die V olumdifferenz ist dann aber sehr bedeutend. 

Wenn nun die Luft bei der Wagnng der zu bestimmenden Korper 
dieselbe Dichtigkeit hat, wie bei der dieser Hilfskiirper, so kann man (s) 
an Stelle von s setz6n und braucht sich um den Luftzustand nicht zu 
kiimmern. Daher schliesst man die eigentliche Wagnng in zwei andere 
Wagnngen ein, welche mit den Hilfskorpern ausgefuhrt sind; das Mittel, der 
aus diesen beiden Wagungen fiir (s) resultirenden Werte sieht man als den 
s zuznschreibenden Wert an, und es ist dieses um so mehr gestattet, je 
symmetrischer in Bezng auf Zeit und Operationen die 3 Wagungen angestellt, 
und je mehr stiirkere oder gar plotzliche Aenderungen der Luftdichtigkeit 
ausgeschlossen sind. 

Dass man die beiden Wagungen der beiden Hilfskorper mit der eigent
lichen Wagung zu einer einzigen aus 10 Einzelwagungen bestehenden 
Wagung vereinigen kann, braucht nur erwii.hnt zu werden. 

N atiirlich muss man roll nnd rol2 sowie IDI und IDa kennen, und bei 
der Ableitung der Betrage dieser Grossen sind Berechnungen der Luft
dichtigkeit aus meteorologischen Instrumenten nicht zu umgehen, aber diese 
Arbeit ist dann wenigstens ein fiir alle mal gemacht, ausserdem ist auch 
allzu grosse Genauigkeit in der Kenntnis jener Grossen nicht erforderlich, 
wenn nur die V olumdifferenz zwischen den Hilfsl\iirpern gross, die Massen
differenz klein genug ist. 

1m zweiten Teil von B(sAV), in sB(AV) ersetzen wir wieder s durch 

0,0012, soll auch dieser Teil f~O mg nicht erreichen, so muss 

B CAY) < 0,0083 ccm 

sein. Handelte. es sich allein um Genauigkeit in der Volumbestimmung, so 
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liesse sich diese Grenze von 8 Cubikmillimetern bei nicht zu gross en 
Korpern (etwa wenn deren Inhalt. einen halben Liter nicht iiberschreitet) 
wol erreichen, allein es ist in Art. 108 darauf hingewiesen, dass das Volumen, 
welches wir durch die gewohnlichen Methoden der directen Ausmessung und 
der hydrostatischen Wagung bestimmen, oft nicht mit dem V olumen iiber
einkommt, welches fiir die bewegende Kraft der umgebenden Atmosphare 
in Rechnung zu bringen ist. Freilich giebt es eine Methode, die anscheinend 
auch dieses wahre Volumen kennen lehren sollte (siehe das folgende 
Kapitel), aber ihre Anwendung ist nicht unbedenklich, und so bleibt man 
in den meisten Fallen in Bezug auf die Grosse von /j(d V) im Ungewissen, 
wenn man sie nicht durch Wagungen unter verschiedenen Luftzustanden 
erkennen will. 

134 e. Storungen durch fremde KrAfte und Hygroskopicitltt. Manche 
Fehler in Wagungen werden durch besondere Eigenheiten der Substanzen, 
aus welchen Waage und Gewichte hergestellt sind, veranlasst. Es kann 
sich dabei sowohl um storend eingreifende Krafte als um nicht in R!lchnung 
zu ziehende Massenveranderungen handeln. In ersterer Beziehung kommt 
namentlich durch mechanische Eingriffe (etwa Abwischen oder Abreiben der 
betreffenden Teile) oder durch Influenz oder sonst wie entstehende 
Elektrisirung der Waage, des Gehiiuses oder der Gewichte in Frage. Jede 
vorhandene elektrische Ladung in irgend einem Teile ruft in ihrer Um
gebung durch Influenz weitere Ladungen hervor, iiber deren Verteilung 
sich fast nie etwas wird aussagen lassen, und bewirkt so das Entstehen von 
Kriiften, die wir nicht in Rechnung zu ziehen vermogen. Elektrisirung 
durch Abwischen und Abreiben wird an der Waage und dem Gehiiuse 
besonders an gefirnissten oder aus Glas bestehenden Teilen wachgerufen. 
Gewichte aus Metall werden zwar eine etwaige Ladung sofort weiter ver
teilen und wo geniigende Verbindung vorhanden ist, an die Erde abgeben, 
aber solche aus Glas und Bergkrystall konnen dieselbe stundenlang behalten, 
ehe sie sich zerstreut. In der Tat haben auch die Erfahrungen von 
Regnaul t und unserer Normal-Aichungs-Kommission*) gelehrt, wie leicht 
Elektrisirung bei Bergkrystallgewichten entsteht, und wie schwer eine 
einmal vorhandene Ladung sich wieder von selbst verliert. Elektricitat 
wird auf Gewichte oft auch durch die Pincetten iibertragen, wenn letztere 
aus durch Reiben leicht elektrisirbarem Material (wie zum Beispiel Ebonit) 
bestehen. Die hier maassgebenden Verhaltnisse sind noch zu wenig unter
sucht als dass sich etwas bestimmteres sagen liesse. Man kann nur hervor
heben, dass es gut ist, wenn an der Waage selbst jeder Firniss vermieden 
ist und die Gewi chte , worauf schon in Art. 107 aus anderen Griinden 
gedrungen ist, nicht in Etuis, aus welchem sie fiir den Gebrauch erst 
unter Reibung herausgezogen werden miissen, sondern frei unter Glas
glocken aufbewahrt werden. Abwischen und gar Abreiben der Waage, 

*) Mitteilungen der Kaiser!' Normal-Aichungs-Kommission. Nr. 5. 
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des Gehiiuses und der Gewichte solIte nicht vorgenommen werden, hat sich 
eine Reinigung notig gemacht, so muss man nach Ausflihrung derselben 
warten, bis die Elektricitat sich zerstreut haben kann. Gegen Elektrisirung 
durch Infiuenz ausserer Korper wiirde man sich am besten schiitzen konnen, 
wenn man das Waagengehause im Innern mit Staniol ausklebte, welches nur 
an den Stellen ausgespart ist, durch welche man die Scale und etwaige 
Thermometer zu beleuchten und die Schwingungen des Zeigers abzulesen 
hat. Sind aIle Teile innerhalb des Waagengehiiuses mit der Erde in Ver
bin dung und hat auch die Staniolauskleidung Leitung zur Erde, so konnen durch 
Influenz ausserer Ladungen elektrische Krafte in der Waage nicht entstehen. 

Storungen durch permanenten oder temporaren Magnetismus in den 
Waagenteilen und den Gewichten oder durch Strome, welche infolge der 
Bewegung der Waage durch den Erdmagnetismus und ihre Umgebung in 
derselben etwa inducirt werden, sind, soviel ich weiss, noch nicht unter
sucht und diirften wol auch nur unter besonders ungiinstigen Umstanden 
eine Bedeutung erreichen. 

Endlich sind noch die moglichen Massenveranderungen zur Sprache zu 
bringen. Es handelt sich dabei nicht um die an Bedeutung sehr geringen, 
nie ganz zu vermeidenden und nie berechenbaren Staubanhaufungen auf 
Waage und Gewichten, sondern um durch etwaige Hygroskopicitat veranlasste 
Ansammlung von Feuchtigkeit auf den in Frage kommenden Massen. Die 
Wassermasse, die ein Korper aus der umgebenden Atmosphare auf seiner 
Oberflache condensirt, hangt ausser von dem Feuchtigkeitsgehalt der Luft, 
von der Temperatur und der Bescha:lfenheit dieses Korpers abo Hinsichtlich 
des Einflusses der Substanz besitzen wir jetzt eine eingehende Unter
suchung von Warburg und Ihmori*), aus welcher sich ergiebt, dass 
Metalle flir sich nicht hygroskopisch sein diirften, aber Feuchtigkeit heran
ziehen, sobald ihre Oberflache sich mit einer Oxydhaut bedeckt hat. Stein
saIz, Elfenbein, alkalihaltiges Glas, Schellak und Achat sind stark 
hygroskopisch, namentlich die zuerst genannten Substanzen konnen sehr 
viel Feuchtigkeit auf ihrer Oberflache ansammeln. Ein Gramm Schellack, 
zum Beispiel, nahm in einer Woche .10, in vier weitern Wochen 20 und in 
sieben weitern Wochen 45 mg Wasser auf. Nur weun Glas mit einem 
Kieselsaureiiberzug versehen ist (was auf elektrolytischem Wege sich bewerk
stelligen lasst**) condensirt es keinen Wasserdampf, und seine Hygroskopicitat 
eigt sich auch stark verringert, nachdem es mehrmals ausgekocht ist. 

Bergkrystall ist ebenfalls hygroskopisch, aber in sehr viel geringerem Grade. 
Nach Warburg und Ihmori empfiehlt es sich: 1. die Metallteile des 

*) Ueber das Gewicht und die Ursache der Wasserhaut bei Glas und andern 
Korpern. Wiedemanns Annalen fUr Physik 1886, Bd.27, Seite481 fi'., sowie 
1887, Bd.31, Seite 1006 fi'. Arbeiten, die auch fUr die Construction hoch empfind
Ucher Waagen von grossem Interesse sind. 

**) Warburg in Wiedemanns Annalen 1884., Bd. 21, Seite 622. 
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·Balkans iiberall, wo es moglich ist, zu platiniren; Anwendung von Schellack
firniss ist jedenfalls sehr unvorteilhaft, 2. womoglich Achat als Material der 
Pfannen und Schneiden zu vermeiden und an Stelle dessen lieber Berg
krystall (oder Stahl) zu benutzen, 3. Normalgewichte zu platiniren. 

Nicht hygroskopische Substanzen Mnnen sieh mit Feuehtigkeit bedecken, 
sobald ihre Temperatur unter die Thaupunktstemperatnr des in der Luft 
suspendirten Wasserdampfes sinU. Falle, in welehen in der Tat die 
Temperatur des zu wagenden Korpers von der seiner Umgebung stark 
abweiehen kann, werden wir spater kennen lernen. 

xx. Volumen· und Dichtigkeitsbestimmungen. 
a) Bestz'mmung des iiussern Volumens ez'nes Korpers. 

135. Volumenbestimmung dnreh Linearmessung. Die anseheinend ein
fachste Methode fiir Volumbestimmungen ist die directe Ausmessung der 
Dimensionen der Korper, indessen ist diese Methode nur im Princip, nicht 
in der Ausfiihrung einfach, und sie lasst sich auch nur auf wenige Korper
formen in Anwendung bringen. Je vollkommener die Oberflache eines 
Korpers ihrer Definition entspricht, urn so bequemer und genauer kann die 
Volnmbestimmung dureh direete Ausmessung gestaltet werden. Da man 
aber bei gegebenen Korpern iiber deren wirkliche Gestalt niehts auszusagen 
vermag, ist eine eingehende Dnrehforsehung dieser Gestalt selbst nicht zu 
umgehen, wenn man zu einigermaassen siehern Zahlen gelangen will. Da
dnreh aber gestalten sich Volumbestimmungen dnreh Linearmessungen zu 
so ausserordentlich verwiekelten Arbeiten, dass man dieselben entweder nur 
wo es auf Genauigkeit nicht ankommt, oder wo die betreffende Untersuehnng 
selbst ein anderes Verfahreu nicht zulasst zur Anwendung bringt. 

Die Dnrchforsehung der Gestalt eines Korpers gesehieht dadurch, dass 
man die Dicke dieses Korpers an versehiedenen Quersehnitten und in jedem 
Quersehnitt an verschiedenen Stell en ausmisst. Man kann sich zu diesen Aus
messungen aller der Mittel bedienen, welche bei den Langenmessungen er
wahnt und behandelt sind. Doch hat man, weil es sich hier urn Aus
messung kiirzerer Strecken handelt, compendiosere Apparate constrnirt, 
deren Theorie in allen wesentlichen Punkten vollig mit der der Compara
toren und Kathetometer iibereinstimmt. 

Es sind diese als Keilmessapparate, Dickenmesser, Sphiirometer u. s. f. be
zeiehneten Apparate aIle auf Langenmessung mittelst Contacteinriehtung her
geste1lt, sie haben also ein als Unterlage oder Stiitze fiir den zu messenden 
Korper diellendes feste.s Widerlager und ein gegen dieses in Form einer in ihrer 
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Mutter laufenden Schraube oder eines irgend wie durch einen Cylinder
maritel oder durch Leisten gefUhrten Schiebers bewegliches Anschiebestiick. 
Schrauben sind an ihrem Kopf mit einer geteilten Trommel versehen und 
drehen sich in der Langsrichtung einer Scale, Schieber enthalten gewohnlich 
auf ibrer Flache eine Scale, die mit einem gegeniiberstehenden Mikrometer
mikroskop abgelesen wird; Schraube und Scale miissen natiirlich genau 
untersucht sein. Das Anschiebestiick (Schraube bezw. Schieber) wirll 
erst so gestellt, dass dasselbe das. feste Widerlager beriihrt. Nach Ab
lesung der Scale, bezw. der Schraubentrommel zieht man dasselbe zuriick, 
und nachdem der nach seiner Dicke zu bestimmende Korper auf die Unter
lage gebracht ist, wird es wieder angeschoben, bis es diesen Korper be
riihrt; die Differenz der jetzt auszufiihrenden Ablesung an Scale und Trommel 
gegen die zuerst gemachte, giebt die gesuchte Dicke. Diese Dicke wird 
an so vielen Stellen bestimmt als man will. 

Da es hier darauf allkommt, dass das Anschiebestiick die Unterlage 
bezw. den Korper wirklich beriihrt, wird dasselbe durch eine Feder oder 
ein Gewichtchen nach dem betreffenden Widerlager hingedriickt, doch 
darf der Druck nicht so gross sein, dass er die Korper durchbiegen 
kOnnte, er muss nur eben hinreichen, die Beriihrung zu Wege zu bringen. 
W 0 der Druck zu stark ist, muss die Durchbiegung, die das Widerlager und 
der Korper erleiden, besonders bestimmt und in Rechllung gebracht werden. 

Die Bewegungsrichtung des Anschiebestiickes sollte natiirlich mit der 
Richtung der zu messenden Strecke iibereinstimmen, hat man jene ein fiir 
alIe mal orientirt, sie etwa vertical oder horizontal gestellt, so muss man 
den Korper auf die Unterlage so legen, dass die Dicke, deren Betrag man 
kennen lernen will, ill die Verlangerung des Anschiebestiicks fiiIlt. Das ist 
meist nicht leicht zu bewerkstelligen, und man hat auch selten Mittel, zu 
erkennell, welche Strecke eigentlich wirklich gemessen wird. Hier hilft es 
oft, wenn die Messungen an der betreffenden Stelle recht oft wiederholt 
werden, nachdem der Korper immer wieder ein wenig kreuz und quer ver
schoben ist, und aus allen erhaltenen Zahlen ein Mittel genommen wird. 

Wie das Eintreten der Beriihrung erkannt wird, ist schon friiher 
zum Teil auseinandergesetzt. Bei den gewohnlichen Spharometern, welc!ie 
aus einem Dreibein bestehen, durch dessen Kopf die Schraube von oben 
nach unten geht und welche auf cine moglichst ebene horizontirte Platte 
gestellt werden, erkennt man das Eintreten der Beriihrung mit der Platte 
oder dem auf dieselbe unter die Schraube gelegten Korper daran, dass das 
Dreibein zu wackeln beginnt. Andere Spharometer, wie das von Wild ange
gebene, haben das Widerlager an eine um eine seitliche Queraxe sich drehende 
Libelle angebracht. Hier ist dann auch die Unterlage fUr den Korper meist 
an das Anschiebestiick selbst befestigt, und letzteres geht von unten nach 
oben. Sob aId das Anschiebestiick oder der auf dieses gelegte Korper das 
Widerlager beriihrt, wird die Libelle gedreht und schlagt aus, und der Aus
schlag der Libelle kann mit in Rechnung gezogen werden. Es sei zum 
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Beispiel die Libellenablesung; wenn das Anschiebestuck ohne den Korper 
das Widerlager beriihrt lo, und die Ablesung fiir die Lage des Anschiebe
stiickes a, die Libellenablesung, wenn der Korper sich auf dem Anschiebe
stiick befindet lm' die Ablesung fiir die Lage des Anschiebestiickes b, dann 
ist die gesuchte Dicke gIeich a - b - (lm - lo) cx. Die Grosse cx giebt an, 
um wie viel man das Anschiebestiick nach oben zu schieben hat, damit die 
LibeIIe um einen der auf ihr aufgetragenen Teile ausschIagt, und kann da
durch bestimmt werden, dass man den Ausschlag der Libelle fiir eine -an der 
zugehiirigen Scale oder Schraubentrommel abgemessene Verschiebung des 
Anschiebestiickes abliest. 

Koch hat auch ein gutes optisches Mittel zur Erkennung des Moments 
der Beriihrung in Erinnerung gebracht. *) Er befestigt das Widerlager auf eine 
diinne, ebene Glasplatte und klebt diese unter einem fast verschwindenden 
Winkel mit einer Kante an eine andere unten berusste ebene, starke Glasp1atte. 
Wird das Ganze beleuchtet, am besten durch eine Kochsalzflamme, so sieht 
man zwischen den Platten ein System von Interferenzstreifen. Man fixirt 
einen der Streifen (etwa mit einem Mikroskop), wahrend die Anschiebe
vorrichtung direct das Widerlager beriihrt und stellt nachher den Contact 
zwischen Korper und Anschiebevorrichtung so her, dass derselbe Streifen 
an derselben Stelle wieder erscheint. Natiirlich darf man dabei nur mit 
ganz geringen Ueberdrucken arbeiten, sonst bewegt sich der Streifen nach 
Abheben der Anschiebevorrichtung und Auflegnng des Korpers so stark, 
dass von eineni Verfolgen des herausgesuchten Streifens keine Rede sein 
kann; der betre:fi'ende Korper wird deshalb auch oft nicht ohne weiteres auf 
das Widerlager hinzutun sein, sondern an einem Halter, der denselben 
nicht mehr ganz tragt und mit einem geringen Uebergewicht gegen das 
Widerlager fallen lasst, befestigt werden mussen. 

Andere Methoden Durchmesser von Korpem zu bestimmen und GestaIts
untersuchungen anzustellen, finden im Abschnitt uber optische Maass
bestimmungen Erledigung. 

Denken wir uns jetzt bei einem Korper die Dicke in verschiedenen 
zu einer Richtung a; senkrechten Querschnitten und in jedem Querschnitt 
so oft bestimmt, dass wir die Flacheninhalte dieser Querschnitte zu bere'lhnen 
im Stande sind, so hat man fiir das Volumen desselben 

v=5qd..v. 

Die gemessenen Dicken bilden Durchmesser der Querschnitte; sind die 
Querschnitte unregelmassig geformt, so ist es nicht gut moglich, aus den 
Durchmessem die Querschnitte abzuleiten. Gewohnlich hat man es aber 
mit prismatischen Korpern zu tun, bei welchen aus tIen Seiten der Quer
schnitte und gemessenen Dicken die Querschnittsinhalte wirklich ableitbar 

*) Wiedemanns Annalen 
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sind, odeI' mit cylindrisch geformten, bei denen die Annahme kreisformigen 
oder elliptischen Contours gestattet ist. 1st die Querschnittsform compli
cirter, so hOrt eben die Anwendbarkeit del' Methode iiberhaupt auf. 

Fiir die Rechnung am bequemsten ist es, wenn man die Querschnitte in 
gleichen Abstanden von einander bestimmt; meist wahlt man diese Abstande 
so, dass man das zwischen zwei aufeinanderfolgenden Querschnitten gelegene 
Stiick des Korpers als Pyramiden- odeI' Kegelstumpf betrachten darf, oft 
auch behandelt man dasselbe als paralleIepipedische odeI' cylindrische Platte. 
Sind die Abstande zwischen den aufeinanderfoIgend gemessenen Querschnitten 
l1' l2"'" In und die Querschnitte qo' ql"'" qn' wobei natiirlich qo den 
ersten, q". den letzten Querschnitt des Korpers bedeutet, so setzt man in der 
einfachsten Form 

go + q1 q1 + q2 qn-2+ qn-1 qn-l + qn 
CXXIII1) V 11-2-+l2 --2-+'''+ In-1--2-- + 7"'--2---' 

Strenger hat man 

Denkt man sich die Querschnitte auf Kreisflachen umgerechnet, setzt also 

so resultirt 

und strenger 

CXXIII4) v= ;2 {l1 (do2 + d12 + dod1) + l2 (d12 + d22 + d1d2) + ... 
+ 'n(dn~1+d'; -+ dn_tdn)}' 

Die d sind die mittlern Durchmesser der als Kreisflachen gleichen 1n
halts gedachten Querschnitte. Bei cylindrischen Korpern werden geradezu 
Durchmesser der Querschnitte bestimmt; wenn die in jedem Querschnitt 
ausgemessenen Durchmesser keille elliptische Form del' Querschnitte erkennen 
lassen, nimmt man ftir die d die arithmetischen Mittelwerte der an den eill
zeInen Querschllitten erIangten ZahIen; zeigt sich die elliptische Form deut
lich ausgepragt, was man daran erkennt, dass in dem betreffellden Quer
schnitt grosster und kleinster Durchmesser zu einander nahezu senkrecht 
stehen, so wird aus del' grossten und kleinsten ZahI an jedem Querschnitt 
ein geometrisches Mittel gebildet. 
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Es sei hier gleich ein Beispiel fiir diesen letztern Fall angefiihrt. Ein 
cylindrischer Korper von 10 cm Lange wurde von Centimeter zu Centimeter 
auf seinen Querschnitt untersucht. Der benutzte Apparat, ein sogenannter 
Keilmessapparat, trug auf einem langs eines Eisenkorpers verschiebbaren 
Schlitten eine als Widerlager dienende, fest eingeschraubte vertical stehende 
Schneide, sowie einen zwischen zwei Leisten horizontal laufenden, mit einer 
in 0,2 mm geteilten Scale versehenen nnd dmch eine lange Stalllfeder nach 
der festen Schneide hin gedriickten Schieber, welcher in eine vertical ge
stellte Schneide ausging. Die Schieberschneide stand der festen Schneide 
gerade gegeniiber. Auf dem Schlitten war noch eine Stahlsaule befestigt, 
welche in einer Fassung ein vertical gerichtetes Mikrometermikroskop trug, 
mit welcher man auf die Striche der Schieberscale pointirte. Endlich besass 
der Eisenkorper einen besondern horizontalen Halter fiir cylindrische Korper, 
der Halter konnte um seine Axe gedreht und die Drehung an einer in 
12 Teile geteilten Trommel abgelesen werden. 

Man spannte den cylindrischen Korper horizontal in den Halter in einer 
solchen Hohe, dass er gerade zwischen die Schneiden passte und seine 
Richtung quer zu der der Schieberrichtung ging, pointirte erst einen Strich 
der Schieberscale, wenn die Schneiden gegeneinander geriickt waren, zog 
den Schieber znriick, brachte den Korper zwischen die Schneiden und Hess 
den Schieber durch die Feder gegen den Korper andriicken. Indem man 
in das Mikroskop auf die Scale heruntersah, drehte man zugleich den Halter 
und damit den Korper um seine Axe, bis das Fadenpaar des Mikrometers 
gegen einen der Scalenstriche eine Maximalabweichung zeigte und pointirte 
auf diesen Strich, dann drehte man wieder den Halter mit dem Korper, bis 
eine Minimalabweichung eintrat und pointirte. Der grossem Genauigkeit 
wegen wurde der Halter noch weiter gedreht und bei der wieder auftreten
den Maximalabweichung und Minimalabweichung nochmals pointirt; in jedcr 
Stellung des Halters wurde seine Trommel abgelesen. Dann wurde der 
Schlitten gegen den Halter um 1 cm verschoben und bei dem folgendell Quer
schnitt in gleicher Weise verfahren. 

Die folgende Zusammenstellung giebt die Beobachtungen 

1. Sclmeiden aneinander. 
Temperatur 16°,20. 

Eingestellter Scalenstrich: 33,2 mm. 
Mikrometerablesung: 756, 756, 759, 759: Mittel 757. 

2. Korper zwischen Schneiden. 
Eingestellter Scalenstrich: 8,8 mm: 
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Quer- Trommel Mikro- Trommel Mikro. Trommel Mikro- Trommel Mikro-
des meter- des meter- des meter- des meter-schnitt Halters ablesung Halters ablesung Halters ablesung Halters ablesung 

0 11,9 1693 2,9 1489 6,1 1650 8,9 1470 
1 11,6 1824 2,9 1496 6,0 1800 8,9 1500 
2 11,2 1820 3,1 1501 5,9 1804 9,0 1520 
3 11,9 1821 3,0 1504 5,9 1808 9,0 1516 
4 11,1 1853 2,3 1537 5,1 1861 8,3 1581 
5 11,1 1886 2,0 1632 5,1 1884 8,2 1668 
6 11,5 2044 2,5 1800 5,4 2056 8,5 1804 
7 11,5 2126 2,5 1850 5,4 2134 8,5 1852 
8 11,2 2100 2,0 1832 5,1 2090 8,3 1834 
9 11,2 1994 2,1 1818 5,0 1972 8,0 1813 

10 11,2 2010 2,2 1876 5,3 1976 8,4 1852 

3. Schneiden aneinander. 
Eingestellter Scalenstrich 33,2 mm. 

Mikrometerablesung: 762, 752, 758, 756: Mittel 757. 
Temperatur 16°,28. 

Sind die Querschnitte elliptisch geformt, so sollten die in gleicher Rohe 
stehenden Ablesungen der Raltertrommel von einander um 3 verschieden 
sein, da der ganze Umfang der Trommel in 12 Teile geteilt war; tatsach
lich ist das auch bei allen Querschnitten sehr angenahert der Fall und man 
darf die Querschnitte wie Ellipsen behandeln. Ferner wird in der dritten 
Lage derselbe Durchmesser (nur um 180° herumgelegt) gemessen wie in 
der ersten und in der vierten derselbe wie in der zweiten; es stimmen denn 
auch die Mikrometerablesungen fiir die dritte Lage ganz gut mit der fiir 
die erste und die fiir die vierte mit der fiir die zweite; geringe Abweichungen 
correspondirender Ablesungen konnen durch Beobachtungsfehler oder durch 
Kriimmungen im Korper verursacht sein. 

Fiir die Berechnung der Durchmesser ist zu bemerken, dass, wie eine 
Untersuchung ergab, einer Entfernung des Schiebers von der festen Schneide 
wachsende Mikrometerablesungen entsprechen, ein Ansteigen der Dicke 
des Korpers also ebenfalls durch wachsende Mikrometerablesungen angezeigt 
wnrde. Die ersten und dritten Ablesungen betrefi'en also den grossten, die 
zweite und vierle den kleinsten Durchmesser an der zugebOrigen Stelle des 
Korpers. Ferner entsprach eine Einheit in der Mikrometerablesung (ein 
zehntel Trommelteil) einer Linearverschiebung von 0,000051 mm, denn zum 
Ueberfiihren der Faden von einem Strich der Schieberscale zum nachst
folgenden, musste die Schraube um etwas weniger als 4000 Einheiten weiter 
gedreht werden. 

Bilden wir jetzt aus der ersten und dritten Reihe von Mikrometer
ablesnngen einerseits und der zweiten und vierten andererseits zwei Mittel
reihen, ziehen von beiden die Ablesung 757, welche gefnnden wurde, wenn 
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die Schneiden an einander geschoben waren, ab, und multipIiciren die Zahlen 
mit 0,000051, so bekommen wir Zahlen, welche anzeigen, urn wieviel Milli
meter die grossten und kleinsten Durchmesser des betreffenden Korpers 
grosser sind alsdas Scalenintervall von 8,8 bis 33,2. Auf einen Umstand 
ist aber. noch zu achten: der Schieber wurde durch eine Feder angedriickt 
und seine Schneide musste infolge dessen den Korper durchbiegen. Es 
wurden darum an mehreren Querschnitten Messungen mit gegen den Schieber 
anliegender und von demselben zuriickgehaltener Feder ausgeruhrt. Das 
Resultat war, dass Messungen mit zuriickgehaltener Feder urn 51 Mikro
meterteile, das ist 0,0025 mm gross ere Ablesungen ergaben, als solche mit 
anliegender; wir hiitten also zu den gefundenen Zahlen diese Grosse noch 
hinzuzufiigen. 

Die Schieberscale bestand aus Silber, umfasste 40 mm und war auf 
ihre Teilungsfehler und Gesammtlange genau untersucht. Es war corrigirt 
fiir Teilungsfehler und Fehler der Gesammtlange 

Intervall (0 bis 33,2) = 33,2061 mm, 
" (0 bis 8,8) = 8,8105 " 

Die Differenz betriigt 24.3956, sie ist, weil der Ausdehnungscoef:6.cient 
von Silber etwa 0,000019 betriigt mit 1 + 0,000019. 16,24 zu multipliciren. 
Fiigt man dann noch die Correction 0,0025 fiir Durchbiegung des Korpers 
hinzu, so bekommt man im Ganzen 24,4057, eine Zahl, welche zu den zu
letzt angezeigten Columnen zu addiren ist, urn den betreffenden Durchmesser 
zu erhalten. Aus den so berechneten Durchmessern werden dann die 
geometrischen Mittel gebildet, welche den mittlern Durchmesser d angeben. 

Hieruach gestaltet sich die Rechnung wie folgt. 

I II= III = IV= V= 
~Iittlere 

1-757 II red. auf mm III + 24,4057 Mikrometer-
ablesungen d' 

" I d" 
" 

logd~ I logd~ 
1671 1479 914 722 0,0466 0,0368 24,4523 24,4425 1,338320 1,388146 
1812 1498 1055 741 0,0538 0,0377 24,4595 24,4434 1,388448 1,388162 
1812 1510 1055 753 0,0538 0,0384 24,4595 24,4441 1,388448 1,388174 
181'4 1510 1057 753 0,0539 0,0384 24,4596 24,4441 1,388449 1,388174 
1857 1559 1100 802 0,0561 0,0409 24,4618 24,4466 1,388488 1,388219 
1885 1650 1128 893 0,0575 0,0455 24,4632 24,4512 1,388514 1,388301 
2050 1802 1293 1045 0,0659 0,0532 24,4716 24,4589 1,388663 1,388437 
2130 1851 1373 1094 0,0700 0,0558 24,4757 24,4615 1,388736 1,388483 
2095 1833 1338 1076 0,0682 0,0549 24,4739 24,4606 1,388703 1,388467 
1983 1815 1226 1058 0,0625 0,0540 24,4682 24,4597 1,388602 1,388452 
1993 1864 1236 1107 0,0630 0,0564 24,4687 24,4621 1,388611 1,38849.4 
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VI= VII VIII = 
log dX- 1 dy' 

logdx2 = =~ (Iogd',,_l +log d~'_I) 
d 2 dX- 1 dy' 

d;_l + d'; 

logd~+loga~ x + aX - 1 ax +~(loO"d' +log d!) 2 "X 

2,776466 2,776538 597,677 597,776 1793,327 
2,776610 2,776616 597,874 597,883 1793,648 
2,776622 2,776622 597,891 597,891 1793,675 
2,776623 2,776665 597,893 597,950 1793,852 
2,776707 2,776761 598,009 598,083 1794,249 
2,776815 2,776957 598,157 598,353 1795,060 
2,777100 2,777159 598,550 598,631 1795,894 
2,777219 2,777195 598,713 598,680 1796,039 
2,777170 2,777112 598,646 598,566 1795,698 
2,777054 2,777080 598,486 598,521 1795,563 
2,777105 598,556 

Da hier die Abschnitte, in welche der Korper geteilt wurde, einander 
gleich sind, hat man noch die Zahlen del' letzten Columne zu addiren und 
mit 1071:/12 zu multipliciren, urn den Inhalt des Korpers in Kubikmillimeter 
zu erhalten. So findet sich dieser Inhalt 

V = 46985 cmm = 46,985 ccm. 

Die Zahl gilt fUr die Temperatur bei der Untersuchung, also flir 16°,24. 
Da der Korper aus Glas bestand, und zum linearen Ausdehnungscoefficienten 
0,000009 hatte, wird 

46,985 
Voo = 1 + 0,000027.16,24 = 46,9646, 

und fiir jede andere Temperatur 

Vt = 46,9646(1 + 0,000027 t). 

Es bedarf wol kaum der Bemerkung, dass die numerische Rechnung 
sich flir dies en Fall durch Naherungen erheblich einfacher hiitte gestalten 
lassen, es kam aber auf ein nach den gegebenen Formeln zu rechnendes 
Beispiel an. Fiir Naherungsrechnungen wird sich del' Leser die Gleichungen 
selbst gehorig einrichten. 

Wenn die gemessenen Querschnitte einauder in gleichen Abstanden 
folgen, kann man die Berechnung durch Summation, durch die strengere 
Integration ersetzen. Die Formel, von del' wir dabei Gebrauch zu machen 
haben, ist im ersten Bande, Art. 298b unter 19f) gegeben. Darnach ist 

x 

f()d _Af 1.11 Ill) 11(113 .13 1 J{ x x -2lSn+1+Sn-rr( ,,+1+ n +720 n+1+ n )-"'j' 

fUr {(x) haben wir q zu substituiren. a ist das Argument von {(x), von 
welchem wir ausgehen, A der Abstand zwischen den einzelnen Argumenten, fUr 

Weinstein, Lehrbuch II. 32 
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welche (ex) gegeben ist, n ist bestimmt durch ex - a)'J... S und a haben 
die an dem betre:ffenden Ort angegebene Bedeutung. 

Indessen lasst sich die Formel im allgemeinen nicht auf den ganzen 
Korper anwenden, sondern hOchstens auf den Teil zwischen dem zweiten und 
vorletzten Querschnitt. Sind die Di:fferenzen a so unbedeutend, dass man 
nur al zu beriicksichtigen braucht und 11 as/720 vernachlassigen darf, so 
kann man das Stiick zwischen dem zweiten und vorletzten Querschnitt be
rechnen, muss auch as noch mitgenommen werden, so lasst sich die Rech
nung nur fiir das Stiick zwischen dem dritten und vorvorletzten Querschnitt 
austiihren u. s. f. Nur wo man nach riickwarts und vorwarts aus den ge
messenen Querschnitten noch ideelle Querschnitte mit einiger Wahrschein
lichkeit interpoliren kann, steht der Benutzung der Formel zur ganzen Be
rechnung nichts im Wege. Geht das nicht, so muss man die Volumina 
zwischen dem ersten und zweiten, bezw. vorletzten und letzten Querschnitt 

'2 'It 2 2 'It besonders durch l(do +dl + dAI) 12 , bezw. l(dn_ 1+ dn + dn_Idn) 12 be-
rechnen und zu dem Integralwert addiren. 

Wenden wir die Formel auf das oben behandelte Beispiel an und bleiben 
bei der ersten Dift'erenz stehen, so ist a = 0, x = 90 bezw. = 10 und 'J.. = 10, 
wenn alles in Millimeter gerechnet wird, somit n = 9 bezw. 1. 

Die Querschnitte sind gleich idx 2, die dx 2 stehen unter VII, ziehen 

wir von allen Zahlen 598 ab und bezeichnen die restirenden Grossen mit 
Ox 2, so haben wir 

90 90 

JqdX=i-(598.80+ S a/dx ) 
10 10 

90 

und die Rechnung bezieht sich auf j'a" 2dx. So erhalten wir 
10 

Ar- Summirte 13 2 
Differenzen 

gumente Grossen x al a2 as 

0 So =-0,000 -0,323 81 =-0,323 +0,197 10 82 =-0,449 -0,126 +0,017 -0,180 
+0,165/ 20 8. =-0,558 -0,109 +0,002 - 0,015 +0,129 30 8, =-0,665 - 0,107 +0,116 +0,114 -0,082 40 86 =-0,656 +0,009 + 0,148 +0,032 +0,213 50 86 =-0,499 +0,157 + 0,393 +0,245 -0,475 60 87 =+0,051 +0,550 +0,163 - 0,230 +0,000 70 88 =+0,764 + 0,713 -0,067 - 0,230 +0,137 80 89 =+1,410 +0,646 -0,160 -0,093 +0,323 90 810=+ 1,896 +0,486 +0,070 +0,230 

100 811 =+ 2,452 +0,556 



135.] Beispiel. 499 

Die dritten Differenzen sind zwar noch so gross wie die ersten und 
zweiten, aber mit 11/720, das ist mit 0,015, multiplicirt geben sie Grossen, 
die hOchstens eine Einheit der zweiten Decimale err eichen, wir durfen also 
hier wircklich bei den ersten Differenzen stehen bleiben und haben nunmehr 

810+ 89 6 3 
fur die obere 

Grenze 
{

810= + 1,896, 

a~o= + 0,070, 

8g =+1,41O; 2 +1,5, 

1 a!o+ a!_ ag=-0,160; 2 --0,045, 

fii di t 
{

81 = - 0,449, 
r eunere 

Grenze 1 aa =+ 0,017, 

81 = -0,323; 

a!= + 0,197; 

somit 

10 
und 

gO 

5 2 { 0,045 0,107} 20 ax dx = 10 + 1,653 + ---r2 + 0,386 + ---r2 = + ,44 

90 5 qdx = 37589,5. 
10 

Die Volumina des llrsten und letzten Abschnitts zusammengenommen, 
geben nach den Zahlen unter VIII den Betrag 9395,7, ad dirt man das zu 
der obigen Zahl, so findet sich der friiher angegebene Betrag vollstandig 
wieder. Wir hiitten hier ubrigens auch von der Beriicksichtigung der 
ersten Differenzen absehen und das Integral gleich fiir den ganzen Korper 
ausfiihren konnen, aber so einfach Hegen die VerhaItnisse selten. 

Es ist bis jetzt angenommen, dass der Korper eine Linie hat, welche 
zu seinen Endquerschnitten qo' q., senkrecht steht, also cine Axe besitzt. 
1st das nicht der Fall, so Mnnen Zweifel in Bezug auf die 10 und In zu 
erteilenden Betrage entstehen. Alsdann muss man die Lange des Korpers 
zwischen verschiedenen gegeniiberstehenden Punkten der Endquerschnitte 
mess en und darf bei nicht zu grossen Abweichungen das Mittel L aller er
haltenen Zahlen als mittlere Lange ansehen. Sowird also 

lo+ l.,= L- (ll + 12+", + In_l) 

und wenn man 10 gleich dem unter der Voraussetzung, dass qo senkrecht zu 
der gemeinsamen Axe der q ist, gefundenen Wert ansetzt, 

l .. = L- (10+ 11 + l2+'" + l .. _I) 

W 0 die Endquerschnitte vollstandig schief zur Langsrichtung des Korpers 
stehen, bleibt nichts iibrig ala an den Enden Stiicke durch besondere 
Querschnitte senkrecht zur Axe sich abgeschnitten zu denken und diese Stiicke 
als Cylinder- oder Kegel- oder Prismenabschnitte unter Ausmessung der 
in der Stereometrie vorgeschriebenen Strecken gesondert zu berechnen. 

32* 
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136. Berechnung des Volumens aus Masse und Dichtigkeit. Das 
Volumen eines starren Korpers vermag auch immer berechnet zu werden, 
wenn dessen Masse und Dichtigkeit bekannt ist; denn wenn die genannten 
Grossen M und a ihrem Betrage nach gegeben sind, hat man 

M, die Masse des Korpers, wird durch Wagung eruirt; zur Reducirung 
dieser Wagung bedarf es nun allerdings, wie im voraufgehenden Capitel 
entwickelt ist, wieder der Kenntnis des Volumens. Man hnn aber auf dem 
Wege successivei' Annaherung vorgehen. Man setzt in der Art. 131 ge
gebenen Gleichung zur Massenbestimmung erst V 0 und rechnet M; dann 
berechnet man aus der obigen Gleichung einen Wert fiir V und indem man 
diesen in 1::1 V einflihrt, bekommt man einen zweiten Naherungswert fiir M, 
mit Hilfe dessen man einen zweiten Naherungsbetrag fUr V ableitet u. s. f. 

Unter Dichtigkeit des Korpels ist hier allgemein Dichtigkeit seiner 
Sub stanz verstanden, denn die Dichtigkeit des Korpers selbst lasst sich 
erst nach Kenntnis seines Volumens ableiten; a wiirde also irgend einer 
Tabelle zu entnehmen sein. 

Die in den Tabellenwerken und Lehrbiichern verzeichneten Zahlen fUr 
die Dichtigkeit der verschiedenen Korper beziehen sich auf bestimmte Zu
stande der Ietztern. Zunachst kommt natiirlich die Temperatur in Frage; 
hier gilt als Norm, dass die Temperatur des schmelzenden Eises unter 
gewohnlichen Druckverhaltnisssn, 0°, als Ausgangspunkt dient; es werden 
also die betreffenden Zahlen, wo nichts besonderes bemerkt ist, die Dichtig
keit bei dieser Temperatur 0° angeben. Fiir jede andere Temperatur t 
findet man die Dichtigkeit durch Division mit 1 + ~t, wo ~ den Ausdehnungs
coefficienten des betreffenden Korpers andeutet. Bei Flussigkeitell ist 
auch nichts weiter notig, denn die Abhii.ngigkeit vom Druck ist bei den 
meisten derselben so gering, dass sie selbst bei genauesten Volumbe
stimmungen nicht berucksichtigt zu werden braucht. 

Bei Gasen muss man naturIich den Druck, fiir welchen die betreffende 
ZahI geIten soIl, kennen; meist wird dieser Druck del' in Art. 127 definirte 
Normaldruck sein; fUr jeden andern Druck findet sich die Dichtigkeit durch 
Multiplication mit diesem Druck nacu Division durch den Normaldruck. 

Bei festen Korpern wird gewohnlich noch die Art der Behandlung 
des Stiickes angegeben, welches zur Bestimmung der Dichtigkeit gedient 
hat, abel' fUr diese kann die Uebertragung del' einmal gewonnenen Zahlen 
auf andere Stucke zu bedeutenden Fehlern Veranlassuug geben. 

In der Tat braucht diese Dichtigkeit der Substanz des Korpers nocll 
durchaus nicht mit der wirklichen mittlern Dichtigkeit desselben iibereinzu
stimmen. Erstens kann und wird der Korper nicht ganz frei von fremden, 
auf ihre Beschaffenheit ohne Zerlegung desselben nicllt zu constatirenden 
Beimengungen sein. Zweitens steht die Dichtigkeit einer Substanz oft in 
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sehr grosser Abhangigkeit von deren mechanischen und thermischen Be
handlung, und so wird dieselbe Substanz in verschiedenen Korpern ver
Bcrnedene Dichtigkeit besitzen konnen. Es geschieht auch oft, dass ein 
Korper iiberhaupt nicht in seiner ganzen Masse die namliche Dichtigkeit auf
weist, und in der Tat kann auch bei den meisten Korpern nur von einer 
mittlern Dichtigkeit die Rede sein. Viel wichtiger noch ist, dass starrp 
Korper vielfach Poren und Hohlungen enthalten, denn diese bedingen ein 
viel grosseres V olumen als der Substanz-Dichtigkeit entspricht. 

Bei Hohlkorpern ist natiirlich die Berechnung des Volnmens aus der 
Dichtigkeit der Wandsubstanz iiberhaupt nicht zulassig. 

Alle diese Umstande bringen es mit sich, dass man bei starren Korpern 
nur selten von dieser Methode der Volumbestimmung Gebrauch mach en 
kann. 

Ganz anders verhalt es sicll mit fliissigen und gasformigen Korpern; 
hier bietet die angegebene Methode das genaueste Verfahren der Volum
bestimmung und zwar deshalb, weil eben bei solchen Korpern immer von 
einer bestimmt controlirbaren Dichtigkeit gesprochen werden kann. 

Der Umstand, dass bei Fliissigkeiten und Gasen der Zustand derselben 
sich leicht definiren und anch ohne besondere Schwierigkeiten, so wie in 
jedem FaIle verlangt ist, herstellen lasst, hat es bewirkt, dass man auch 
die Bestimmung des Volumens fester Korper auf die des Raumgebalts von 
Korpern der genannten Aggregatzustande zuriickfiihrt. -Man ersetzt das 
V olumen des festen Korpers geradezu durch ein gleich grosses V olumen 
einer Fliissigkeit oder eines Gases und bestimmt den Inhalt dieses letztern 
Volumens. Da jeder Korper von einer Fliissigkeit oder einem Gase soviel 
verdrangt, als sein eigenes Volumen betragt, kommt das Verfahren darauf 
hinans, diese verdrangte Menge zu messen. Bei Benutznng von Fliissig
keiten geschieht diese Messung, wenn sie genau genug ausgefiihrt werden 
soIl, durch Wagung; fiir Gase eignet sich die Bestimmung mit Hilfe von 
Druckmessungen. Als Fliissigkeit benutzt man zur Bestimmung des au sse rn 
Volumens eines Korpers immer reines, destillirtes Wasser. Die Ausfiihrung 
beruht aber entweder auf einer Wagung des betreffenden Korpers in diesem 
Wasser als umgebendes Medium, oder mit Hilfe des Pyknometers durch 
Massenbestimmung der nach Abzug der verdrangten Fliissigkeitsmenge noch 
vorhandenen Fliissigkeit und noch directer durch Wagung der dem Korper 
an Volumen gleichen Fliissigkeitsmenge. 

l37a. Volumbestimmung dureh hydrostatische Wagung. Zwei 
Methoden. Nach der Methode der Wagullg des betreffellden Korpers in 
der Fliissigkeit bringt man unter die (reehte) Sehale einer Waage ein 
Gefass, welches bis zu einiger Entfernnng vom Rande mit Wasser gefiillt 
ist und bangt den betreffenden Korper mit Hilfe eines Drahtes so an diese 
Sehale an, dass derselbe vollstandig in das Wasser taucht, dann legt man 
ani die andere (linke) Bchale soviel Gewichte, bis die Waage losgelassen, 
annahernd im Gleichgewicbt sich befindet und liest den Ausschlag ihres 
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Zeigers ab. Nimmt man nun den Korper von dem Draht herunter, so wird 
man, um das Gleichgewicht zu erhalten, auf die zugeMrige (rechte) Schale 
Gewichte aufsetzen miissen und diese Gewichte helfen die Masse der von 
dem Korper verdrangten Fliissigkeitsmenge bestimmen; sie geben das 
Wassergewicht desselben an. Das ganze Verfahren heisst eine hydro
statische Wiigwng, aber diese Waguug besteht im einfachsten Fall aus zwei 
Einzelwagungen. Es sei die bewegende Kraft auf die in beiden Fallen un
verandert gebliebene Tara gleich G. die Masse des Korpers M, sein Volumen 
V, Masse und Volumen des vom Draht in der ersten bezw. zweiten Einzel
wagung innerhalb. der Fliissigkeit befindlichen Stiickes ml> VI bezw. ma, 
·v2 , ausserhalb m~, v~ bezw. m;, v~, die wahrend beider Wagungen als 
unverandert angenommene Dichtigkeit der Fliissigkeit bezw. der Luft " bezw. 
s, die Masse der in der zweiten Wagung zuzulegenden Gewichte Z, deren 
V olumen V. Dann giebt die erste Wagung die Gleichung 

UoCM-V,,) + UO(m1 - VI") + UoCm~ - v~ s) - Gcx1= ~l + 11 tgft, 

die zweite die 

Uo(Z- vs) + go(ma-v2 ,,) + go(m~-v;s) - Gcx1= ~1+ 11 tgf2 , 

woselbst go fiir die beschleunigende Kraft der Schwere steht, von deren 
Veranderlichkeit mit der Bohe hier abstrahirt ist, und Ii, fa die Ausschlage 
der Waage in den beiden Einzelwagungen angebell. Durch Subtraction 
findet sich 

M- V" + m1-m2+m~ -m~- (VI" -Va(1 +~s -v;s)- (Z-vs) 

= 11 (tgfl - tgf2)' 
go 

Nun ist m1 + m~, wie m2 + m; die Masse des ganzen Drahtes. Setzen 
wir noch VI-V2=-(v~-v;)=8v, so wird 

M-h-~-~h-~-~=h~fi._~~ 
Uo 

11 ist durch die Empfindlichkeit der Waage bestimmt. 
Natiirlich wird man wieder nicht bIos zwei Einzelwagungen ausflihren, 

Bondern weil bier besonders auch Aenderungen in der Dichtigkeit der 
Fliissigkeit zu flirchtell sind, die vollstandige Wagung wie sonst bei Massen
bestimmungen aus 6 symmetrisch zur Mitte angeordneten Einzelwagungen 
zusammensetzen, und zwar in folgender Reihenfolge: 

1. Korper an Draht, auf zugehiir. Schale Empfindlichkeitsgew. GIeichgewichtslage It , 
2. » » " fl' 
3. » vom Draht entfemt, auf Schale Zulagegewichte Z, " 12, 
4. " " " » » » » z , » fa, 
5. " an Draht f4' 
6. " " " auf zugehiiriger Schale Empfindlichkeitsgew., » ~. 
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Geben alle friiher benutzten Buchstaben die fUr die Mitte der gesammten 
Wagungen geltenden Betrage der betreffenden Grossen, haben mo, Vo bezw. 
m~, v;, fiir die Wagung zur Empfindlichkeitsbestimmung dieselbe Bedeutung 
wie mil Vl; m~, v~ fiir die folgende Wagnng und wird wieder 

ft + ~ = "" Ii + f4 _ .1, f2 + fs ,1'2 
2 '1'1' 2 -'1'1, 2 'I' 

gesetzt, so haben wir 
-~1-~2 

M-Ya- (a-s)av-(Z-vs)=m~~_~l 

und hieraus folgt die gesnchte Grosse 

1 { -~1-~2} V=-a M-Z-(a-s)av+vs-m~~_~l ' 

die Grosse mist hier 

das ist 
m =m-(a-s)(vo-Vt )' 

Die Temperatur der Fliissigkeit sei -., das Volumen des Korpers bei 
der Temperatur 00 gleich Yo, der lineare Ausdehnungscoefficient seiner 
Substanz a, so wird 

CXXIV2) Vo= 1+13a-.· ~ {M-Z- (a-s)l;v +vs-m t t:}· 
M die Masse des Korpers, ist durch Wagung in der Luft gesondert zu 

bestimmen. Bedeuten bei dieser Wagung (~~), (~1)' (~2) die Werte der 
mittlern Ausschlage, giebt N die Masse der benutzten Normalgewichte und 
v' deren Volumen, m' das Empfindlichkeitsgewicht, t die mittlere Luft
temperatnr, s' die mittlere Luftdichtigkeit, so haben wir unter Fortlassung 
aller nieht zu beachtenden Correetionsgrossen 

M - N - v's'+ v: (I + 3at)s'+ m' ('h) - ('h). 
- 0 (~~)-(0/1) 

Also folgt 

CXXIV.) v,~~. " I ( ") {N-Z-,'S+VB-(,-,)a, 
1--+3a -.-- t a a 

+m,(0/~)-N2) -m ~~-~2}. 
(0/1)-(0/1) ~1- ~1 

Es ist nicht durehaus notig, von dieser allerdings strengen, aber etwas 
verwiekelten Formel Gebrauch zu machen, ma~ kann aueh bei der Formel 
CXXIV2) stehen bleiben, indem man unter Zuziehnng der Gleichung fUr M das 
Seite 500 angegebene viel bequemere Verfahren der snccessiven Annahernng 
eiuschlagt. 



504 Aeussere Volumbestimmung. [137 a. 

Fiihren wir die Wagung in rein em destillirten Wassel' aus, so ist fj bei 
mittlern Temperaturen so nahe der 1 gleich, dass wir Sf /fj durch Sf ersetzen 
diirfen, und da Sf ungefahr gleich 0,0012 ist, kann sft nul' wenige Hundert
teile des Grades erreichen; lassen 'wir also s't gegen 't' fort und vernach
lassigen Glieder von der Ordnung S2, sm und S2oV, so wird 

eine Gleichung, welehe Volumina, die 1/2 Liter nieht iibersehreiten, bis auf 
0,001 cem zu berechnen gestattet. Sind fiir den Korper in der Luft mehrere 
Wagungen ausgefiihrt, so hat man fiir die in der Formel diesen Wagungen 
Reehnung tragenden Grossen Mittelwerte zu bilden. 

Zur Bestimmung von V1 - V2 = OV misst man bei arretirter Waage 
etwa mit einem angelegten Centimetermaass die Hohe hi des Niveau del' 
Fliissigkeit im Gefasse uber dem Fussboden bei del' ersten Wagung und 
ebenso die h2 bei del' zweiten Wagung. rst h die Differenz h2 - hi dieser 
beiden Hohen, 2l die Lange des Waagebalkens und q del' Quersehnitt des 
Drahtes, so hat man 

vo- v1 = lE(tJi~ - tJi1)q, v2-- v1 = (h + lE('h- tJi l ) h, 
demnach 

m = m - (0'- S)lE(tJi~- tJi1)q, 

(0' - s)ov = - (0' - s)hq - (0'-S)lE(tJi2 - (h)q 

odeI' bei Wagungen in Wasser mit immer ausreichender Genauigkeit 

und mit in den weitaus meisten Fallen ausreichender 

Den Querschnitt des Drahtes findet man am besten durch Auswagen 
eines Stiicks vom Draht von gemessener Lange, ist diese Lange L, die 
Dichtigkeit der Substanz des Drahtes 0, das gefundene Gewicht I, so wird 

der Querschnitt q = L:a . 
Es ist dieses nicht das einzige Verfahren, das man bei der Ausfiihl'Ung 

hydrostatiseher Wagungen anwendet. Sehr hli.ufig wird die Bestimmung del' 
Masse zusammen mit der des Volumens vorgenommen. Man legt den be
treffenden Korper auf die reehte SehaIe, lasst den Draht von dieser SehaIe 
frei in die Fliissigkeit hinabhli.ngen, tarirt die Waage aus und liest den 
AusschIag abo Dann nimmt man den Korper von der Sehale fort und bringt 
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ibn in die FHissigkeit, indem man ihn an den Draht hii.ngt, in dieser zweiten 
Wagung hat man natfirlich auf der Schale Gewichte zuzulegen. Behalten 
wir aIle frfiheren Bezeichnungen bei, so geben diese beiden Wagungen die 
beiden Gleichungell 

1 
M-Vo(I+3Ilt)s+m1-v1a +m~- v~s- GIl1=-(~1 +"(1 tgf1), go 

M- Vo(1+31l't)a+m2-v2a + m;-v;s +Z-VS-GIl1 =J.(~1 +"(1 tgf2), go 
woraus durch Subtraction sogleich folgt 

. } 1 Vo l (I +31l-r) a- (1 + 3llt)s -(a-s)ov - Z+vs = go "(1 (tgti -tgf2)' 

Die vollstan dige Wagung besteht aus den 6 folgenden Einzelwagungen 

1. Korper auf Bchale + Empfindlichkeitsgewicht m, Gleicbgewichtslage f;, 
2. " " " " f1' 
3. " in Fliissigkeit, auf Bchale Zulage Z, ,., f2, 

4. 
5. 
6. 

" 
" 
,., 

und giebt 

" " " " " " " auf Bchale 
" " ,,+ Empfindlichkeitsgewicht " 

1 1 { - t/Jl- t/J2} 
CXXVt) Vo=~' s ( s) Z-vs+ (a-s)ov+m t/J' _ ~ , 

1 - - + 3a 't - - t 1 1 
a a 

oder mit hiolanglicher Annii.herung 

CXXV2) V? =~ 1 +131Jt't {z-vs+(a-s)ov+mt t:} + :2 Z, 

woselbt wieder 

ist. 
Diese Gleicbungen sind viel einfacher als die aus der ersten Methode 

resultirenden und auch die Operationen scheinen verringert zu sein, denn 
die Wagung in der Luft ist mit der in der Flfissigkeit zusammengezogen. 
Trotzdem ist das erstere Verfahren, bei welchem die Massenbestimmung ge
sondert von der hydrostatischen Wagung ausgeftihrt wird, bei weitem vor
zuziehen. Bei diesem zuerst dargestellten Verfahren kommt es namli'Jh nur 
darauf an, daBS der Korper einmal an dem Draht Bich befindet, daB zweite
mal nicht, wo er aber daB zweitemal aufbewahrt bleibt, ist gleichgiltig. 
Man kann ihn deshalb auch bei der zweiten Wagung in der Flfissigkeit 
lassen, wenn er nur vom Draht abgenommen ist. Wie man sich dabei ein
richtet, iBt aus der Figur auf folgender Beite ohne weiteres ersichtlich, wenn 
hinzugefiigt wird, dass Heinen in der Flussigkeit befindlichen an den Rand 
des Gefasses gehli.ngten Haken darstellt, mit Hilfe dessen man den Korper M 
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vom Draht abnehmen und selbst an den Rand des Gefasses auhangen 
kann, del' dann weiter dazu dient, den Korper wieder auf den Draht 
anzuhangen. Del' Korper befindet sich also bei diesem Verfahren stets in 
del' Fliissigkeit, er wird nur abwechselnd an den Draht gehangt und von 

s 

Fig. 12. 

demselben wieder abg'enommen, er erleidet also auch keine andern 
Temperaturanderungen als die Fliissigkeit selbst und sein Volumen kann 
stets als del' Temperatur entsprechend angesehen werden, welche die 
Fliissigkeit zeigt. Dagegen bei dem an zweiter Stelle entwickelten Verfahren 
befindet sich der Korper zuerst in Luft, dann in der Fliissigkeit, dann -
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wenn man zur Eliminirung etwaiger an der Waage von selbst eingetretener 
Veranderungen eine vollstandige Wagung ausfiihren will - wieder in der 
Luft, und so kann er, zumal er nach Herausnahme aus der Fliissigkeit auch 
noch abgetrocknet werden muss, wenn man nicht gehOrig lange mit der 
Vomahme der einzelnen Wagungen wartet, eine von der seiner jeweiligen 
Umgebung sehr abweichende Temperatur besitzen, die wir zu messen nicht 
einmal im Stande sind. 

137b. Ueber Wahl der Drahtdicke ~d die durch das Wassergewicht 
des Drahtes verursachten Correctionen. In den Endformeln nach beiden 
Methoden sind die meist sehr prekaren Correctionsgrossen (<1 - s) ,Jv und 
(<1 - s)(vo- Vt) enthalten. Nun .ist der Hauptteil von av das Volumen 
vom Draht, welches in der ersten Wagung aus der Fliissigkeit mehr heraus 
ragt als in der zweiten. Befindet sich der Korper wahrend beider 
Wagungen in der Fliissigkeit, so kann dieser Teil einen von 0 verschiedenen 
Wert nur dadurch annehmen, dass der Draht urspriinglich krumm, durch 
die Last des Korpers gerado gestreckt ist und nach Ahhii.ngung des letzteren 
sich wieder kriimmt, aber bei einigermaassen guter Einrichtung sollte k 
nich t so gross werden, dass die bezeichnete Corrections grosse irgend eine 
Rolle zu spielen berufen ware. Hier diirfen wir also 

(<1 - s)av = -le(a - s) ('h - 'h)q 

und fiir Wagungen in Wasser 

setzen. 
Wird jedoch der Korper erst in Luft und dann in der Fliissigkeit 

gewogen, so kann h zu einer relativ sehr bedeutenden 'Grosse ansteigen, 
und man muss dieselbe entweder bestimmen, oder durch Abziehen von 
Fliissigkeit nach Einsenkung des Korpers, das Niveau der Fliissigkeit 
wahrend der zweiten Wagung so stell en , dass der Draht es an derselben, 
auf ihm durch eine Marke fixirten Stelle durchschneidet, wie in der ersten 
Wagung. . 

Man tut gut, die durch den Draht in die Formeln hineingebrachten 
Glieder so klein als moglich zu machen, und das geschieht, indem man 
den Draht tunlichst diinn wahlt. Der Grenzwert fiir den Querschnitt 
desselben ist dadurch bestimmt, dass der Draht den Korper in der Fliissig
keit zu tragen hat, das Gewicht, welches der Korper in der Fliissigkeit 
besitzt, ist aber durch die Zulage Z, welche annahernd gleich M - Va ist, 
gegeben. Bezeichnet man die Tragkraft der Substanz des DraMes, gemessen 
in Gramm pro Quadratcentimeter Querschnitt, mit T (das ist das Gewicht, 
durch dessen Belastung einen DraM aus der betreffenden Substanz von 1 qcm 
Querschnitt zerreissen wurde) und nimmt von dieser der Sicherheit wegen 
nur den dritten Teil als Maximalbelastung, so ist der kleinste Betrag, den 
man q geben darf, bestimmt durch die Ungleichung 
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3Z 
q>-, =T 

oder indem wir die Dicke des Drahtes mit D bezeichnen, 

D>2'/Z, 
= VT 

[137b. 

1m nachfolgenden gebe ich den Wert von T flir Drahte aus einer 
Anzabl meist benutzter Substanzen 

Aluminium 
2000000 
Messing 
3650000 

Bronce 
2300000 
PlaUn 

3400000 

Eisen 
6000000 
Silber 

2970000 

Gold 
2700000 

Stahl 
11000000. 

Kupfer 
4200000 

Das Volumen eines Kilogramms aus Messing betragt etwa 123 ccm, 
das Gewicht Z dieses KiIogramms in Wasser ist also gegen 877 g, hangen 
wir das Kilogramm an einen Platindraht an, so ist die vortbeilhafteste Dicke 

877 3 . 
dieses Drabtes D = 2 3400000 cm oder 10 mm. DlCker braueht der Draht 
nieht zu sein, um das Kilogramm im Wasser mit aller Sicherheit noch 
tragen zu Mnnen, es ist deshalb gut, ihn aueh nicht dicker zu nehmen; 
benutzt man einen starkern Draht, so vergrossert man ganz unnMig die 
so wie so unsiebern Correetionen wegen des eintauchenden Stiiekes. 

1st D so klein gewahlt als es nur zulassig ist, dann darf in den 
meisten Fallen von einer Berficksichtigung der Glieder (a-s)leq(<]i~-<]il) 
und (a - s)leq(<]i2- <]il) vollstandig abstrahirt werden. In der Tat setzen 
wir als Grenze flir den Betrag deljenigen Glieder in unsern Formeln, die 
wir noeh berficksiebtigen wollen, 0,0001 ccm fest, eine Grosse, fiber welehe 
hinaus man selbst in ganz besondern Untersuchungen nicht zu gehen 
wfinseben wird, so sollte bei Wagungen in Wasser 

leq(<]i~ - <]il)' leq(<]i2- <]il) < 0,0001 

sein. Hieraus tolgt 

0,0001 

Bei guten Wagungen werden <]i~- <]il und <]i2- <]il nieht fiber 10 =3600" 
ansteigen, somit solI also 

0,0058 
q<-Z-

sein. Nun ist aber der vortheilhafteste Wert von q auch gleieh 3ZjT, 
es dfirfte hiernaeh Z nieht grosser scin als 0,0019 Tjl Gramm. Die Tragkraft 
der oben angeflihrten Substanzen betriigt, abgesehen von Stahl, mnd 3000000, 
nehmen wir flir die. BalkenIange durchschnittlich 40 cm, so sollte also 
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Z < 300 g sein, d. h. bei del' Voluminisirnng von Korpern, deren Wasser
gewicht nicht grosser als das von 300 gist, darf man, wenn del' Draht nul' 
so stark gewahlt wird, dass er bei einer Belastung von 900 g reissen wiirde, 
die Glieder lsq(a-s)('h-'h) und lsq(a - s)(% - ~1) vernachliissigen, da 

keines derselben 110 cmm erreieht. Gewohnlich betragen die Differenzen der ~ 
noeh nicht den dritten Teil des oben angenommenen Wertes und wird auch 

nicht die Genauigkeit von 1~ cmm beansprneht. 

Fiihren wir also die hydrostatische Wagung gesondert von del' Wagnng 
in del' Luft aus und lassen den betreffenden Korper stets in del' Fliissigkeit, 
so branchen wir uns um den Draht gewohnlich gar nicht zu kiimmern, 
wenn diesel' nul' gerade so stark gewahlt ist, dass er das Dreifache des 
Wassergewichts des zu voluminisirendenKol'per tl'agen Mnnte. 

Verbinden wir die hydrostatische Wagung mit der Wagung in Luft 
oder nehmen wir bei dem ersten Verfahren den Korper wahrend del' zweiten 
Wagung aus der Fliissigkeit heraus, so ware noeh das Glied (a-s)qlt zu 
beriicksichtigen. Unter Einhaltung der obigeu Genauigkeitsgrenze diirfte dann 
der Fehler oh in del' Bestimmung von II den Betrag O,OOOl/(a - s)q nicht 
iibersteigen. Ersetzen wir wieder q dnrch 3Z/T, so sollte also fUr Wiigung 
in Wassel' 

'} 0,000] T 
06< 3Z 

sein, das giebt mit del' obigen Zahl fUr T das all < 100/Z. Eine grossere 
1 

Genauigkeit in der Bestimmung von h als etwa"2 mm diirfte nur schwer zu 

erreichen sein. Diese Genauigkeit wiirde abel' selbst bei Korpern, deren 
Wassergewicht 2 kg betriigt, geniigen. 

137 c. Unsicherheit hydrostatischer Wagungen verursacht durch die 
capillaren Erscheinungen und Widerstande an del' Oberfiache del' Fliissig. 
keiten. Methode von Mace de Lepinay und von Lummer. Eine 
besondere Erscheinung, die bei hydrostatischen Wiigungen, auch abgesehen 
von etwaiger Unsicherheit in del' Bestimmung del' Correctionsgrossen, nicht 
die gleiche Genauigkeit zu erreichen gestattet, welche Wiigungen in der 
Luft als solchen innewohnt, ist die Capillaritat. An del' Stelle, an welcher 
del' Draht aus del' Fliissigkeit heraustritt, bildet sich an demselben, infolge 
del' Capillaritat ein (positiver oder negativeI') Wulst. Derselbe erhebt sich 
zwar aus der Fliissigkeit wird abel' von dem Drahte getragen und beschwert 
denselben. Die von einem bestimmten Teil dU des Umfanges U getragene 
M.asse dm dieses Wulstes ist proportional dU und kann durch 

1 
dm="2 aa2 coswdU 

dargestellt werden, woselbst a2 die Capillaritatsconstante del' Fliissigkeit, 
(I} den Randwinkel angiebt. Die ganze Masse des Wnlstes ist 
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u 

m = ~ cr.~ a2 coswdU 
o 

[137 c. 

a2 hiingt allein von der Natur der Fliissigkeit ab, w aber ist durch den 
Zustand der Oberfliiche des Drahtes bedingt und kann mit U variiren. Hat 
der Draht iiberall liings des Umfanges die gleiche Oberfliichenbeschaffenheit, 
so ist die Randlinie des Wulstes regelmassig und horizontal, sonst kann sie 
gezackt erscheinen und schief liegen. Wir wollen mit W1 einen mittleren 
Wert des Randwinkels bezeichnen und 

1 
tn = "2cra2U COSUl1 

setzen. Ul1 kann noch liings des Drahtes variiren, die Wulstmasse wird also 
noch von der Stelle abhiingen, mit welcher der DraM den Fliissigkeitsspiegel 
schneidet. Da nun der Draht in der Tat in den einzelnen Wagungen mit 
immer andern Stellen aus der Fliissigkeit heraustritt, so kann schon infolge 
dieses Umstandes tn von Wiigung zu Wiigung variiren, und eigentlich wiire 
in unsern Formeln fiir Z zu sehreiben Z + tn2 - tn1 und fUr m zu setzen 
m + tno - tn1. Es ist aber nieht moglich, den etwaigen Veranderungen von 
tn Iangs des DraMes zu folgen und so liisst man die Differenzen der tn, weil 
man sie nicht bestimmen kann, fort. 

Noeh viel storender kann der Widerstand sein, den der Draht bei dem 
Auf- nnd Abbewegen in der Fliissigkeit oft zu iiberwinden hat. Wird der 
Draht von der Fliissigkeit vollkommen benetzt, so bildet sich der Wulst 
momentan, und der DraM geht durch den Wulst wie durch einen starren 
Korper, trotzdem er ihn eigentlich tragt. Wenn aber der Draht, weil er 
Unreinigkeiten auf seiner Oberfliiche enthliJt oder auch wllil die Oberfliiche 
der Fliissigkeit nicht ganz rein ist, der Ausbreitung des Wulstes einen 
Widerstand entgegensetzt, so haftet dieser all dem Draht wie eine elastische 
Haut, und so wird bei dem Herausgehen des Drahtes aus der Fliissigkeit 
der Wulst in die Hohe gezogen, bei dem Hinuntergehen in dieselbe in die 
Fliissigkeit gedriickt. 

Dadurch unterliegt die vom Draht getragene Fliissigkeitsmenge stetigen 
Veriinderungen nnd die Bewegungen des Drahtes konnen so stark gediimpft 
erscheinen, dass die Waage gar nicht mehr schwingt, sondern gleich nach 
dem Loslassen sich in irgend eine Lage begiebt und urn diese in ganz 
kleinen Amplituden oscillirt als ob der Balken an einem elastischen Faden 
gehalten wiirde. Die Ruhelage braucht durchaus nicht mit der der Belastung 
entsprechenden wirklichen Ruhelage iibereinzustimmen, sie wiirde es tun, 
wenn der Wulst lediglich als Beschwerung des Drahtes wirkte, aber es 
scheint, dass derselbe nicht selten geradezu hemmenn. in die Bewegungen 
des Drahtes eingreift, so, als ob er mit diesem zugleich, aber auch mit der 
FJiissigkeit fest zusammenhinge, und so kann er die Empfindlichkeit der 
Waage so vollstiindig aufheben, dass Gewichtszulagen, oie sonst einen Grad 
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und mehr Ausschlag verursachen wiirden, ganz ohne Einwirlmng auf den 
Stand des Zeigers bleiben. Demgemass muss denn auch diese hemmende 
Wirkung des Wulstes von seiner beschwerendeu getrennt werden, die letz
tere kann durch Verringerung der Dicke, also auch des Umfanges des 
Drahtes viel vermindert werden, die erstere nicht, und sie vornehmlich bringt 
die so oft auftretenden groben Differenzen zwischen verschiedenen Volumen
bestimmungen gleicher Art und gleicher Sorgfalt hervor. In der Tat lehren 
auch die Erfahrungen, die man bei Volumenbestimmungen gemacht hat, 
dass die Unsicherheiten, die diesen Bestimmungen innewohnen, nicht mit 
der Grosse des Wassergewjcbts und damit mit der Dicke des Drahtes in 
dem Maasse abnehmen, wie man es erwarten solIte, wenn diese Unsicher
heiten durch die Veranderlichkeit der Masse des Wulstes bewirkt wiirden. 
Vielmehr scheint es, alB ob grosse und kleine Volumina scbwere und leichte 
Korper in 3 bis 4 vollstandigen Wasserwagungen bei sorgfaltiger Ausfiihrung 
Bich unterschiedslos nicht mit einer grosseren Genauigkeit als etwa 1 bis 
2 Kubikmillimeter bestimmen lassen. Doch ist es selbstverstandlich ratsam, 
den Draht nicht dicker zu nehmen als man muss (s. Art. 137b). . 

Je reiner der Draht ist, um so weniger sind die Unregelmassigkeiten 
und Hemmungen des Wulstes zu fiirchten, denn auf ganz reinen Metallen 
(und auch auf ganz reinem Glas) scheint Wasser wenigstens ohne Hindernis 
sich auszubreiten. Man muss den Draht deshalb vor dem Gebrauch gehiirig 
in Benzin und Alkohol abwaschen und solI ihn auch, indem man ihn durch 
eine heisse nicbt russende Flamme durchzieht, ausgliihen. Nach der Reini
gung darf der Draht nicbt mehr, etwa um ihn gerade zu strecken, durch 
die Finger gezogen werden, es ist dieses auch nicht notig, denn wenn man 
ihn bei dem Durchziehen durch die Flamme gehOrig spannt, wird er von 
selbst scbon gerade. 

Die Reinheit des Drahtes fiir sich reicbt aber nicht aus, auch die 
Fliissigkeitsoberflacbe muss rein sein, und man macht leicht die Erfabrung, 
dass Wagungen in friscb eingefiillten Fliissigkeiten sich regelmassiger gestal
ten und mit einander mehr harmoniren, ala solche in Fliissigkeiten, die schon 
langere Zeit an der Luft gestanden haben. 

Zur Eliminirung dieser Unsicherheiten, welche mit Wasserwagungen so 
organiscb verbunden sind, dass man sie bisher als unausweichlich betracbtet 
hat, schlagt Mac e deL e pin a y *) folgendes Verfahren fUr die Ableitung 
der wirklichen Gleichgewichtslage der Waage vor. Man l1l.sst die Waage 
nach der Austarirung bezw. nacb Auflage der Zulage Z los und wanet, bis 
sie bei irgend einem Ausscblag zur Rube gekommen ist, was gewohnlicb 
nacb ein oder zwei Oscillationen gescbieht. Dann legt man abwecbselnd 
auf die rechte und linke Scbale Gewichtcben im Betrage von 1 mg, 2 mg, 
3 mg, .,. und liest die aufeinander folgenden Ruhelag.en abo Zunachst wird die 

*) Journal de Physique (2) V 417-419. Annales de cbiroie et de pbysique (5) 
X 196-200. 
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Waage infolge der Widerstande, die der Draht an der Fliissigkeitsoberflache 
findet, die alte Ruhelage nicht verlassen, erst wenn die Zulagen eine gewisse 
Grosse iiberschritten haben, wird sie nach links bezw. rechts von der Ruhe
lage ausschlagen. Es ist nun klar, dass wenn die erste Ruhelage von der 
eigentlichen Gleichgewichtslage nach rechts zu lag, die Ausschlage bei Zu
Iagen auf die rechte Schale grosser ausfallen werden, als bei gleich grossen 
auf die linke. Tragt man also die rechts und links nach einander gemach
ten Zulagen 1 mg, 2 mg, . . . zu beiden Seiten einer Ordinatenaxe als posi
tive bezw. negative Abscissen, die zugehOrigen Ausweichungen nach links 
und rechts von der ersten Ruhelage als positive bezw. negative Ordinaten 
auf und verbindet die Endpunkte dieser Ordinaten, so erhii.lt man eine Curve, 
die, solange die Zulagen die Waage aus ihrer ersten Ruhelage nicht haben 
bringen konnen, mit der Abscissellaxe zusammenfaUt, dann auf beiden Seiten 
die Axe verlasst. Geschieht das letztere auf der positiven Seite bei der
selben Abscisse wie auf der negativen, dann war die erste Ruhelage die 
wirkliche Gleichgewichtslage, sonst befand sich die eigentliche Gleich
gewichtslage zu weit nach rechts oder zu weit nach links von der Lage, in 
welcher die Waage zur Ruhe gekommen ist, und man findet die Gleich
gewichtslage, indem man aus je zwei Ordinaten, welche einer gleich grossen 
positiven und negativen Abscisse zugehiiren, ein Mittel bildet und die so fiir 
aIle Paare einer positiven und einer gleieh grossen negativen Abscisse er
haltenen Mittel zu einem Gesammtmittel vereinigt. 

Das Verfahren ist sehr sinnreich und soll nach Lummer*) zu guten 
Ergebnissen fiihren, es ist aber sehr zeitraubend und infolgedessen nament
lich wahrend der Wagung des Korpers in der Fliissigkeit nicht unbedenk
lich, weil mittlerweile Temperaturanderungen in der Fliissigkeit eintreten 
kiinnen, die flir sich schon Aenderungen in der Ruhelage der Waage be
wirken miissen. 

Lummer**) hat darum eine andere und wie man sagen muss, sehr 
wirksame Methode zur Eliminirung der capillaren Widerstande angegeben. 
Er lii.sst den Draht, welcher den zu voluminisirenden Korper tragt oder 
tragen soIl, nicht ohne weiteres in das Wasser gehen, sondern fiihrt ihn 
durch ein kurzes Rohrchen, welches mit seinem unteren Ende ill das Wasser 
taucht und mit einer Fliissigkeit gefliUt ist, welche den Draht unter allen 
Umstanden benetzt. Die Fliissigkeit darf nicht zu schnell verdampfen und 
weder durch ihre Schwere noch durch Diffusion sich in das Wasser ver
breiten. Lummer empfiehlt dafiir eine Mischung aus Benzin und Olivenol. 
Mit einer solchen Mischung im Rohrchen hat derselbe eine Reihe von Wasser
wagungen ausgeflihrt, die das erstaunliche Resultat geliefert haben, dass die 
Waage genau so schwang als ob es sich um Wagungen in der Luft handelte. 
Die Unempfindlichkeit der Waage verl'lchwand vollstandig und demgemass 

*) Verhandlungen del' physikalischen Gesellschaft zu Berlin 1887 No. 11. 
**) I. c. 
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war auch die Uebereinstimmung zwischen den verschiedenen Wagungen so 
gross, wie man sie bei den bisher iiblichen Anordnungen vergeblich erstreben 
wiirde. Es kann daher die I,ummersche Methode nnr empfohlen werden, 
wenngleich auch sie wegen etwa mitgefiihrter Fliissigkeit Vorsicht erheischt. 

137 d. Temperaturbestimmung fiir die Fliissigkeit. Von' den in den 
Gleichungen fiir hydrostatische Wagungen sonst noch vertretenen Grossen 
sind alle bis auf cr schon in der Theorie der Wagungen in Luft behandelt 
worden. a aber bedeutete die Dichtigkeit der Fliissigkeit an der Stelle, die 
der betreffende Korper, wenn er an dem Drahte hangt, einnimmt. Da a eine 
Function der Temperatur ist, muss letztere an dieser angegebenen Stelle 
bestimmt sein; man hat deshalb das Thermometer in die Fliissigkeit hinein
zutun und so tief einzusenken, dass sein Gefass ungefahr in der Hohe der 
Mitte des zu voluminisirenden Korpers sich befindet. In Fliissigkeiten tritt 
leicht eine Schichtung ein, indem (bei Wasser iiber 4°) die warmeren Teile 
sich heben, die kalteren nach unten begeben. Da nun in den Zimmern 
im allgemeinen die Temperatur mit der Erhebung iiber dem Boden zunimmt, 
wird man nicht erwarten diirfen, dass die Fliissigkeit in allen Teilen gleich 
warm ist. Der zu voluminisirende Korper wird also meist verschieden tem
perirte Schichten verdrangen, und darum ist es gut, die Fliissigkeit vor der 
Wagung gehOrig durchzuriihren. Die Temperatur aber liest man am besten 
bei denjenigen Wagungen ab, bei welchen der Korper, nicht der von dem
selben befreite DraM, in der Fliissigkeit gewogen wird. 

138. Volumbestimmungen mit dem Pyknometer. Volumbestimmungen 
mit Hilfe des Pyknometers sind friiher sehr beliebt gewesen, haben sich 
aber den durch hydrostatische Wagung ausgefiillrten stark untergeordnet 
erwiesen. Doch ist das Pyknometer noch heute bei Volumbestimmung 
pulverformiger Korper unentbehrlich, wenn es gleich hauptsachlich Dichtig
keitsbestimmungen von Fliissigkeiten dient. 

Das Pyknometer ist im wesentlichen nichts weiter als ein mehr oder 
weniger grosses Gemss, dessen Raumgehalt sich bestimmt definiren lasst; 
demgemass besteht es aus einem Glaskolben, dessen Rals durch eine enge 
mit einer Teilung versehene Rohre gebildet und meist mit dem Korper ver
schmolzen, selten in denselben eingeschliffen ist, oder es zeigt sich als ein 
Glaskorper mit zwei wieder mit Teilungen versehenen gleichweiten Rohren, 
oder endlich es ist nichts weiter als ein cylindrisches Gefass mit ab
geschliffenem Rande, welches durch eine aufgeschobene Glasplatte geschlossen 
wird. Das Volumen eines Pyknometers der letzteren Art ist von dem cy
lindrischen Gefass und del' GIasplatte begrenzt. Bei Pyknometem mit an
gesetzten Rohren wird das V olnmen durch den Inhalt des GIaskorpers und 
den der Rohren von del' Verbindungsstelle bis zu einer Marke del' Teilungen 
definirt. 

138 a. Aeltere Methoden pyknometrischer Bestimmungen. Es sei das 
innere in der angegebenen Weise begrenzte Volumell des betreffenden Pyk
nometers bekannt und bei der Temperatur 1: gleich lE = lEo (1 + 31X 1:). 

Weinstein, Lehrbuch II. 33 
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Wird dieses Volumen vollstandig von einer Fliissigkeit, deren Dichtigkeit 
bei der Temperatur 't gleich a ist, ausgefiilIt, so betragt die Masse dieser 
Fliissigkeit mao Tut man aber erst den zu voluminisirenden Korper hinein, 
so wird das Pyknometer nur die Fliissigkeitsmasse ma - Va fassen konnen, 
und wenn diese Masse ~ bestimmt ist, lasst sich V berechnen, durch 

CXXVl1) v=~(ma-~)=m:-~. 
Wagt man erst das Pyknometer leer, tnt dann den zu voluminisirenden 

Korper hinein, giesst Fliissigkeit bis zur AusfiilIung des definirten V olumens m 
nach, wagt wieder, so hat man mit immer ausreichender Genauigkeit, wenn 
M die Masse des zu voluminisirenden Korpers angiebt 

an 'liT 'liT M (lJIl)-Na) IJIt-1JI2) 1 +ID' V ' V 
-:U~=.LV2-.L'I- +m (1JI~)-(o/l)-o/~-lJIt l+A -:.oS- N.S + N,S. 

Hierin sind Nt, Na die bei der ersten und zweiten Wagung benutzten 
Normalgewichte, V,N.' V,N. deren beziigliche Volumina, s, s' die Luftdichtig
keiten wahrend der 'erste~ bezw. zweiten Wagung, m giebt das Empfindlich
keitsgewicht, IJI~, 1J11' </12 beziehen sich auf die Ablesungen der Waage in der 
ersten, (</I~), (0/1)' (lJIa) auf die in der zweiten Wagung. 

Wird der zu voluminisirende Korper auch fiir die erste Wagung in das 
Pyknometer getan, so eliminirt sich seine Masse, und man hat 

an N. m (Nt) -(</Ia) IJII-1JI2) (IY). V) V ' V 
-:/J~= a-Nt + 1+1.. (</I~)-(lJIl) - !JI~- !JI1 + -:.0- s- N.s + N,s· 

W oselbst fiir V irgend eill Naherungs betrag eingefiihrt werden darf. 
Endlich kann man auch beide Wagungen mit gefiilltem Pyknometer 

ausfiihren, das erste mal, indem sich bIos Wasser in demselben befindet, 
das zweite mal, indem ausser Wasser auch der zu voluminisirende hinein
getan ist. Es wird 

V I { (</11) -(</12) </It-0/2) 1 
=~ Nt-Na+M-m (0/~)-(0/3) - !JI~-</Il 1+1.. 

+ ~a'- ma- VN,s + vN.s'}' 
woselbst gestrichelte Buchstaben sich auf die zweite Wagung beziehen. 

Bei Pyknometern mit Deckplatte kommt nur das einmal bestimmte 
Volumen in Frage. Bei Pyknometern mit Rohren wird dieses Volumen 
gewohnlich auf einen bestimmten Strich der Teilung der Rohren bezogen, 
da man aber nicht leicht immer gerade soviel ~'liissigkeit einfiillen wird, dass 
letztere mit diesem Strich abschneidet, miissen die Rohren calibrirt werden, 
damit man auch fiir jede andere Stellung der Fliissigkeit in denselben 
das Volumen anzugeben vermag. Hieriiber spater. 

138 b. Vorsichtsmaassregeln bei pyknometrischen Bestimmungen. Was 
zunachst die Wagungen selbst betrifft, so muss man sicher sein, dass wirk
lich nur die Masse bestimmt wird, die man bestimmen will, das Pyknometer 
muss also bei der ersten Wagung ganz rein, bei der zweiten aussen und an 
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denjenigen Stellen volIig hocken sein, die nicht mit zur Begrenzung des 
Vo]umens m gehOren. Vor der Benutzung hat man demnach das Pykno
meter sorgfdltig zu reinigen, bis es wenigstens den Zustand erreicht hat, 
fiir welchen das Volumen m bestimmt ist. Nachdem dann die erste Wagung 
ausgefiihrt, der Korper hineingetan und die Flussigkeit nachgefiillt ist, muss 
die Aussentlache abgetrocknet werden. Bei Pyknometem mit Rohren wird 
die Fliissigkeit durch diese eingegossen, deshalb ist auch der Teil der Rohren, 
welcher iiber der abgrenzenden Marke sich befindet, innen mit nicht fasern
dem zusammengerolIten Fliesspapier reinzuwischen. Wird das Pyknometer 
dnrch eine Platte geschlossen, so ist der uberragende Teil nnd der Winkel
raum zwischen ihm und dem Gefass von anhaftender Fliissigkeit zn befreien. 

Eine zweite Schwierigkeit besteht hier in der Bestimmung von 0'; da diese 
Grosse mit der Temperatur varort, kann fiir dieselbe nur diejenige Temperatur 
maassgebend sein, bei welcher die Flussigkeit das Volumen m gerade ausfiillt. 
Bei Pyknometem, welche durch Glasplatten abgeschlossen werden, gilt fiir 
diese Temperatur diejenige, die man an einem eingesenkten Thermometer 
unmittelbar vor Aufschieben der Platte abgelesen hat. Bei Pyknometem 
mit Rohren solIte es diejenige . sein, bei welcher die Flussigkeit in den 
Rohren gerade bis zu den abgrenzenden Marken reicht. Bei dem Abtrocknen 
sind nnn starkere Warmeeinwirkungen nicht zu vermeiden, nnd da dieselben 
anch nicht das ganze Pyknometer in gleichem Maasse angreifen werden, 
wird die Flussigkeit an verschiedenen Stellen verschiedene Dichtigkeit haben 
konnen und 0' verliert seine concrete Bedeutung. Man bestimmt deshalb 
die Temperatur vor dem Abtrocknen, nnd zwar indem man das Pyknometer, 
nm ibm eine uberall gleiche Temperatur zn verleihen, in ein Wasserbad 
hineintut, aus dem nur die Rohren heransragen. Natiirlich muss anch die 
Stellnng derFlussigkeit innerhalb derRohren in diesemBade beobachtet werden. 

138c. Ueber VeriLndernngen von Gefilssen durch elastische nnd ther
mische Nachwirknng. Die meisten Complicationen bringt wol die Einhaltung 
oder Bestimmung des Volumens m, jeder Fehler, mit welchem die fiir m 
angenommene Zahl behaftet ist, tritt in V von nnd ganz ein. Es bezieht 
sich m auf den Znstand des Pyknometers, welcher wahrend seiner Bestim
mung geherrscht hat, mit diesem Zustand braucht aber der bei der Wagung 
der Flussigkeit nicht iibereinzustimmen. Zunachst sind aIle Geiasse gewissen 
von ihrer Anfertigung herriihrenden Nachwirknngen unterworfen, denen zu
folge sie an Volumen stetig abnehmen. Bei Glasgeiassen sind diese Nach
wirkungserscheinungen schon lange bekannt und studirt, neuere auf der 
Kaiserl. NormaI-Aichungs-Kommission gesammelte Erfahrungen haben dar
getan, dass auchMetaIIgef'asse stetig kleiner werden. Es seien hier einigeZahlen 
zum Beleg und zur Uebersicht uber die Grosse dieser Nachwirkung angefiihrt. 

Ein Glasgeiass von etwa 190 ccm InhaIt zeigte: 
19. Febr. 1882 bei 00 das Volumen 190,30638 ccm 

4. M1l.rz " " "" " 190,30287" 
27." """" " 190,30224" 

33" 
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6. April 1882 bei 0° das Volumen 190,30021 " 
9. August" " "" " 190,29844" 

30. " 1883" "" " 190,29488" 
In den anderthalb J ahren nach seiner Anfertigung hat das V olumen 

dieses Geflisses also um 11,5 Kubikmillimeter stetig abgenommen. 
Ferner ergaben auf der genannten Kommission ausgefiihrte Unter

suchungen iiber die Veranderungen von Hohlmaassen aus Messing innerhalb 
eines Zeitraums von 10 Jahren nachfolgend zusammengestellte Resultate*). 

Verkleinerung Entsprechende 
Hohlmaasse Verkleinerung del' 

innerhalb 10 Jahren Rohe des Maassen-
zu raumes 

iiberhaupt I per 1 Liter in Millimeter 

2 Liter 172 cmm 9 cmm 0,018 mm 
'" 1 69 7 0,012 ..<:I " " " ~ <> 

1/2 46 9 0,013 .~ " " " " ... 
1/4 26 10 0,011 "'" " " " " £3 I/S 

" 
22 

" 
18 

" 
0,014 

" IS 1/'6 " 
15 

" 
24 

" 
0,015 

" '/32 " 9 " 
29 

" 
0,013 

" 
'" 0,2 31 16 0,010 ..<:I " " " " <:) 0,1 18 18 0,009 en 

" " " " ·S 0,05 
" 

19 
" 

38 
" 

0,016 
" 0 

~ 0,02 
" 

10 
" 

50 , 0,013 
" 

Die Verkleinerungen waren also recht betrachtlich; die in der dritten 
Columne stehenden, auf 1 I umgerechneten Zahlen zeigen, dass dieselben 
nicht dem Volumen selbst proportional vor sich gingen; dagegen lehren 
die Zahlen der letzten Columne, da sie einander sehr nahe gleich sind und 
einen Gang nicht befolgen, dass man die Verkleinerung zum grossten Teil 
als durch spontan eingetretene Zusammenziehung der Maasse in ihrer Langs
richtung entstanden ansehen darf. 

Nach welcher Richtung HohlMrper sich zusammenziehen, wird ganz 
von deren Bearbeitung bei ibrer Herstellung abhiingen, die vorstehend auf
gefiihrten Maasse sind bei ihrer Anfertigung iiber den Dorn gezogen und 
dabei wahrscheinlich stark gedehnt worden, und ihre spatere Zusammen
ziehung ist das Resultat eines allmahlichen Verschwindens dieser Dehnung. 

Hieraus ergiebt slch schon, dass eine einmalige Volumbestimmung des 
Pyknometers nicht fiir langere Zeit geniigt. Man muss also das Volumen 
mehrmals untersuchen nnd aus den Zahlen eine I<'ormel ableiten, welche 
dasselbe zu jeder anderen Zeit zu berechnen gestattet. Fiir das oben be
zeichnete Glasgefiiss ZUIll Beispiel findet sich aus den angegebeneJ1 Zahlen **) 

*) Siehe die Seite 3G3 citirte Pllblication. 
**) Nach einer Formel von Kohlrausch zur Darstellung von elastischen Nach

wirkungen. 
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i m = 190,28943 + 0,02453e-O,1278T , 

woselbst die Zeit T in Tagen vom 16. Februar 1882 geziihlt wird. 
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Es hangt dieses Volumen, wenigstens bei Glasgefassen, auch von der 
Behandlung derselben ab, Gefasse, welche erwarmt werden, zeigen unmittel
bar nach der Erwarmung, wenn dieselbe nicht Temperaturen in der Nahe 
des Schmelzpunktes des Glases betraf, eine Erweiterung, die zuerst rasch 
und dann langsam und allmahlig zuriickgeht. Die von Pernet in seinen 
belmnnten fiir die Thermometrie entscheidenden Untersuchungen aufgefun
denen Gesetze dieser Nachwirkungserscheinungen werden bei der Theorie 
des Thermometers dargelegt werden. Jedenfalls tritt aber bei jeder Tem
peraturanderung eine hicht von der ihermischen Ausdehnung abhangige 
V olumenanderung ein. 

Ein weiterer Umstand, der das Volumen eines Gefasses beeinflusst, ist 
der Druck, der auf ihm lastet. Es bringt derselbe, wenn er von innen 
wirkt, momentan eine Volumanderung hervor, die so wie in Art. 133 ange
geben ist, zu berechnen sein wiirde. Er hat aber auch eine Nachwirkung 
zur Folge, ganz in demselben Sinne wie eine rremperaturerhOhung. 

Hiernach ist das Volumen eines Gefasses eigentlich iiberhaupt keine 
definirte Grosse, wenn nicht aIle Temperaturanderungen und Druckvariationen, 
die dasselbe von seiner Anfertigung an erfahren hat, mitgegeben sind. 
Man bestimmt deshalb dieses Volumen unmittelb ar vor der be
treffenden Untersuchung und nach derselben. Die Ausweitung des Ge
fasses durch den Druck der eingefiilltenFliissigkeit kann aber dadurch unschiid
lich gemacht werden, dass man das Pyknometer in ein Bad - es kann dieses 
Bad zugleich zu der vorhin geforderten Herstellung gleichmassiger Tempe
raturen innerhalb des Pyknometers dieneu - hineintut, welches Fliissigkeit 
derselben Dichtigkeit enthalt, wie diejenige, mit welchem das Pyknometer 
gefiillt ist. Die aussere Fllissigkeit driickt dann naeh inn en so stark wie 
die innere naeh aussen, und wenn man in diesem Bade das Pyknometer 
abschliesst oder an demselben den Stand der Fliissigkeit in den Rohren 
abliest, sind die erhaltenen Zahlen von der Ausweitung unbeeinflusst*). 

Natiirlieh muss dann das Pyknometer auch bei der Bestimmung seiues 
inneren Volumens frei von Deformationen gewesen sein, sonst kann es unter 
Umstanden geratener sein, den inneren Druck nieht dureh einen ausseren 
aufzuheben, sondern die Ablesungen ausserhalb des Bades vorzunehmen. 

13Sd. Abschliessen der Pyknometer. Ausser dies en organisehen Fehler
quellen bei Volumbestimmungen und Volumablesungen an Pyknometern 
sind noeh viele andere vorhanden, die teils durch die Construction des be
treffenden Pyknometers, teils durch den Beobachter hervorgerufen werden. 

Pyknometer mit aufzuschiebender Platte miissen am Rande eben ab
geschliffen sein; die Platte wird am besten in feink6rnigem mattem Schliff 
benutzt; es ist, weil diese Deck-Platte auch bei der Volumbestimmung benutzt 

*) Volkmann, Wiedemann's Annalen 1881. Ed. 13 Seite 212. 
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wird, nicht unbedingt notig, dass dieselbe ganz eben ist, sie muss aber das 
Gefass iiberaH ohne Einfettung abschliessen. Beirn Aufschieben der Platte 
darf kein Druck vom Beobachter gegen dieselbe ausgeiibt werden, sonst 
baucht sich das Pyknometer aus, und die Platte kriimmt sich nach Innen. 
Ob aHer Druck vermieden ist, wird erkannt, wenn man nach Aufschieben 
derselben sie leicht ein wenig zuriickzieht bis die Fliissigkeit mit der Luft 
gerade wieder communicirt und dann wieder aufschiebt, denn wenn ein Druck 
ausgeiibt worden ist, erscheint nun unter der Platte eine Luftblase. 

Bei Pyknometern mit RObren ist es am besten, wenn diese Rohren an 
den Glaskorper angescbmolzen sind; Pyknometer mit eingeschli:ffenen Rohren 
haben eigentlich kein bestimmtes Volumen und sind, wenn es sich um 
bessere Untersuchungen handelt, wenn irgend moglicb, auszuschliessen. 

138e. Correction fUr den capillaren Meniscus. Genauigkeit der Volum
Ablesungen bei Pyknometern. Die Genauigkeit von Volumbestimmungen 
mit Rohren-Pyknometern bangt, abgesehen von alIen anderen FehlerqueHen, 
von der Genauigkeit der Ablesungen des Fliissigkeitsstandes in den Rohreu 
abo Bei Benutzung der Pyknometer zu Volumbestimmungen haben wir 
es meist mit Fliissigkeiten zu tun, welche die Glaswande benetzen, in den 
Rohren also einen Meniscus bilden. Gewohnlich beziehen sich die Ablesungen 
auf den tiefsten Punkt dieses Meniscus, das Volumen ist also noch um das 
des Meniscus selQst zu vergrossern. Bei engen Rohren (bis zu 2 mm Weite 
etwa) darf man die gekriimmte Oberflacbe dieses Meniscus als Kugelschale 
ansehen. Das Volumen des Meniscus ist hiernach, wenn seine Robe mit h und 
der Radius der betre:ffenden Rohren mit r bezeichnet wird 

Tth 
Vl = 6 (3r2- h2). 

Rat also das Pyknometer zwei Rohren, den en die Radien rl' r2 zugehOren 
und in welchen die Rohe des Meniscus l~, ha betragt, so ist zu dem durch 
Ablesung der tiefsten Punkte der Menisken gefundenen V olumen die Grosse 

hlnzuzufiigen. 
rl und r2 werden ein fUr alIe mal bestimmt, ht und h2 ergeben sich aus 

der Di:fferenz der Ablesungen fiir die Randlinien der Menisken und die tiefsten 
Punkte derselben. Bei den meisten gut benetzenden Fliissigkeiten, und 
wenn die Rohren gehOrig rein sind, darf man l~ = r1, h2 = r2 setzen, und 
dann ist 

Besser ist es jedocb, die Rohen der Menisken direct zu bestimmen, wenn
gleich die A.blesungen fUr die Randlinien unsicber ausfallen, weil diese 
Linien selten scbarf zu sehen sind. r1 und r2 konnen immer geniigend 
genau (nach noch anzugebenden Metboden) gefunden werden. 



139.] Zehnders Methode. 519 

Bezeichnen wir jetzt die Fehler in der Ablesung der Lage der tiefsten 
Punkte des Meniscus mit aHl bezw. aHa und die iu der Ablesung der Rand
liuien mit aHl ' und aHa', so wird der ganze Fehler der Volumbestimmung, 
wenn fUr 1'1 und 1'll sowie fUr kt. und l"a tuittlere Werle l' bezw. h eingefiihrl 
werden 

also wenn wir h durch den Naherungswert r ersetzen 

am= 1t;a (1 + !:)(aHl + aHa)+(l- ~:) (aH; + aH~»)-
Die Lage des tiefsten Punktes des Meniscus muss also in jeder Rohre 

sehr viel genauer bestimmt seiD wie die des hOchsten. 1m Uebrigen steigt 
am mit wachsender Weite der Rohren und natiirlich dem Querschnitt der
selben proportional. 

Die Rohren kann man, wenn sie angesch!Dolzen sind, nicht beliebig eng 
nehmen, denn sie miissen so weit sein, dass der zu voluminisirende Korper 
eingebracht werden kann; wol aus diesem Gmnde constmirl man lieber 
Pyknometer mit eingeschliffenen Rohren, da man hier den Korper nach 
Herausnahme der Rohren durch die beliebig weit herstellbaren Tubulaturen 
einfUhren kann, und so in der Wahl der Rohren nicht beengt ist. 

139. Zehnders Methode der Volumbestimmung mit dem Pyknometer. 
Neuerdings hat Zehnder eine sehr geistreiche und anscheinend sehr zweck
entsprechende Aballdemng in der Anwendung des Pyknometers zu Volum
bestimmungen angegeben*). Es wird in derselben nicht die durch den zu 
voluminisirenden Korper verdrangte, sondern die ihn ersetzende Fliissig
keitsmenge bestimmt. 

Das Pyknometer besteht aus einem cylindrischen Gefass tuit auf
geschliffener Deckplatte. Letztere ist in der Mitte nach oben konisch erwei
tert und zu einer freien kurzen Rohre ausgezogen. Zuvorderst wagt man 
das Pyknometer leer, aber mit aufgeschobener Deckplatte, dann tut man den 
zu volutuinisirenden Korper in das Pyknometer hinein, schiebt wieder die 
Platte, welche wasserdicht schliessen muss, iiber und stellt, um gleichmassige 
Temperatur zu erzielen, das Ganze in ein Wasserbad, aus welchem nur die 
Rohre der Platte herausragt. Durch die Rohre gleicht sich der Dmck der 
eingeschlossenen Luft mit der ausserhalb befindlichen aus, und wenn man 
nach einiger Zeit diese Rohre durch einen Wasserpfropf schliesst (indem 
man tuit dem nassgemachten Finger die Oeffnung der Rohre beruhrt) und 
zugleich die Temperatur t des Wasserbades und den Atmosphii.rendmck p 
bestimmt, hat man in t und p Temperatur und Druck der nunmehr ein
geschlossenen Luft. Man taucht nun das Pyknometer nach Herausnahme 
aus dem Bade und Abtrocknung desselben in umgestiirzter Lage (die Deck-

*) Wiedemann's Annalen fUr Physik und Chemie 1886. Bd. 29 Seite 249 if. 
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platte nach unten) in eine mit destillirtem Wasser gefliIlte Wanne und schiebt 
unter dem Wasser die Deckplatte abo Der zu voluminisirende Korper falIt 
dann heraus und an dessen Stelle tritt ein Quantum Wasser ein, die Luft 
bleibt aber zurlick. Nun wird der Deckel unter Wasser wieder aufgeschoben 
und das Pyknometer soweit herausgezogen, bis die Fliissigkeit innerhalb 
desselben nur soviel iiber dem Niveau ausserhalb desselben steht, als infolge 
der Capillarwirkung von der Wand des Pyknometers getragen wird. Den 
herausragenden Teil trocknet man, urn die durch VerdullstungskaIte sonst 
entstehende Temperaturerniedrigung zu verhindern, sorgfaltig abo In dieser 
Stellullg des Pyknometers (welche durch hOlzerne Klammern fixirt wird), 
wartet man wieder bis die Temperatur in seinem Innern gleichmassig ge
worden ist,. Liest man dann diese Temperatur t' an einem unmittelbar 
neben dem Pyknometer gehaltenen Thermometer ab und bestimmt zugleich 
den .A.thmosphiirendruck p', so geben fund p' Temperatur und Druck der 
eingeschlossenen Luft. Man schliesst jetzt mit dem Finger oder mit irgend 
einer besonderen Vorrichtung das Rohrchen der Deckplatte, zieht das Pyk
nometer vollends heraus, trocknet es sehr sorgfaltig ab, und wagt es wieder. 
Die beiden Wagungen ergeben flir die Masse des eingedrungenen Wassers, 
wenn dessen Volumen wahrend der Wagung mit m bezeichnet wird, unter 
Beibehaltung aller friihern Bezeichnungen 

a ist die Dichtigkeit des Wassers wahrend der zweiten Wagung und m das 
zugehorige Volumen, wir brauchen aber natlirlich das Volumen m' wahrend 
des Ersetzens des Korpers durch die Fllissigkeit. 1st die Temperatur des 
destillirten Wassers im Moment des .A.bschliessens des Pyknometers 't' und 
die zugehOrige Dichtigkeit a', so haben wir 

somit genligend genau 

CXXVIII1 ) m'=~{N2-Nl+m(~t~ ~:~- t t:)- VN/+VN,S} 
s' 

+ a'2 (N2-N1 )· 
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Dieses Volumen !B' stent noch nicht das ganze Volumen V des Korpers im 
Moment des Herausfallens dar, weil der Druck und die Temperatur der ein
geschlossenen Luft Variationen erlitten haben Mnnen. Wird das oben an
gegebene Verfahren genau eingehalten, so darf man mit ausreichender 
Genauigkeit 

V = !B' + v (1 + ~t _ 1 + ~t') 76 
o p p' 

setzen. Vo ist das Volumen, welches die eingeschlossene Luft bei 0° und 
unter dem Druck einer A.tmosphare einnehmen wiirde. Bezeichnet man das
jenige V olumen, welches dieselbe unter dem Druck 'p' und der Temperatur 
t! tatsachlich ausfiillt, mit v', so wird 

V= !B'+ v,(~+ ~t p~ -1) 
1 + ~t! p . 

1st aber das Volumen des Pyknometers bei aufgeschobener Deckplatte gleih v, 
so hat man v' = v - !B', somit 

CXXVIII2) V= !B'+(v _ !B')( 1 + ~t p' - 1) 
1 + ~t' p . 

v braucht nicht mit besonders grosser Genauigbit bestimmt zu sein, denn 
da p' und t! nahezu p und t gleich sein werden, ist der Factor von v - !B' 
eine meist sebr kleine Grosse. 

Uebrigens schreibt Zehnder das Correctionsglied in der Form 

(v -!B') ( 76+p'-p -1) 
(1 + ~(t'- t»)76 ' 

die man auch immer mit hinreichender Genauigkeit anwenden kann. Wenn 
man keine Tafeln benutzen will, diirfte die folgende strengere Form 

CXXVIIIa) V= !B'+ (v - !B') {(I + ~ (t - t!)) (1- p' P P r-=· I} 

sich empfehlen, die meist noch einfacher 

gestaltet werden kann. 
Das Hanptgewicht bei dieser Zehnder'schen Methode ist darauf zu 

legen, dass das Quantum, Luft, welches vor Ersetznng des Korpers durch 
das Wasser in dem Pyknometer war, sich nach Ersetzung in unverandertem 
Betrage wiederfindet. Da der Korper bei dem Herausfallen Luft mit reisst, 
muss diese entzogene Luft besonders gesammelt werden. Man solI deshalb 
das Pyknometer unterhalb eines in das Wasser versenkten Trichters von 
besonderer Form entleeren. Die auf Seite 522 wiedergegebene, der Zehnder
schen Abbandlung entnommene Figur zeigt, wie die vom Korper sich von 
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selbst 10slOsende odeI' mit einem Draht abgestreifte Luft sich in der Trichter
rohre ansammelt, von dort ist sie durch Neigen des Trichters in das Pykno
meter hinuberzuschaffen. 

Fig. 13 

Ein zweiter Punkt, del' zu grosser Vorsicht lllahnt, ist die Forderung, 
dass beim .A.bschliessen des Pyknometers nach Ersetzung des betreffenden 
Korpers durch ein Quantum Wasser innerhalb des destillirten Wassers der 
Druck der eingeschlossenen Luft durch den abg'elesenen Barometerstand ge
geben sein solI. Es ist dazu wie bemerkt notwendig, dass das Niveau des 
Wassel's innerhalb des Pyknometers das des ausserhalb des Pyknometers 
befindlichen um nicht mehr iiberragt, als der SteighOhe del'· Flussigkeit 
innerhalb des Pyknometers infolge del' Capillaritat entspricht. 1st diese 
SteighOhe h, die factische Niveaudifferenz aber H, so hat man p' zu er
setzen dureh p' + (H - h)/13,5956. Die SteighOhe h mnss man sieh voraus 
bereehnen, sie hangt von dem Capillaritatseoeffieienten, a2, der Flussigkeit 
und von der W cite des Pyknometers ab. Fur Gefasse, deren lichtes Lumen 
0,2 bis 0,3 em nieht uberwiegt, reieht die Formel 

a2 r h=--
r 3 

aus. Fiir weitere Gefasse (bis zu 0,8 em Radius) benutzt man die 
Poissonsche Formel 

a2 r r3 
h=---+01288 -; 

r 3 ' a2 

a2 ist fiir Wasser bei der Temperatur t, gerechnet in Quadratcentimeter, 
etwa 

a2 = 0,1533 (1 - 0,03 t). 

Die Formeln sind aber nur anwendbar, wenn das Wasser die innere 
und aussere Wandung des Pyknometers ordentlich benetzt. 

Wegen vieler andern nocll wunsehenswerten Vorsiehtsmassregeln bei 
dieser, wie ieh glaube, sehr zu empfehlenden Methode sei auf die schone 
Arbeit Zehnders selbst verwiesen. 
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Bei Volumbestimmungen durch hydrostatische Wagung wie mit Hilfe 
des Pyknometers bildet die Kenntnis der Dicbtigkeit der benutzten Fliissig
keit fUr alle in Frage kommenden Temperaturen die Grundlage. 

140. Die Dichtigkeit des Wassers. Aeussere Volumina von Korpern 
bestimmt man nun fast immer mit Wasser als Fliissigkeit; a bedeutet hier
nacb die Dicbtigkeit des Wassers. Diese Dichtigkeit ist an reinem destillirten 
und zumeist auch von absorbirter Luft befreitem Wasser von sehr vielen 
Forschern und in dem ganzen Temperaturintervall von 0° bis 100° bestimmt 
worden. Man kann aber nicht sagen, dass wir iiber dieselbe und ihren 
Gang mit der Temperatur so unterrichtet sind, wie es der Stand der Wissen
schaft erheischt. In der Tat ist die Untersuchung der Dichtigkeit des 
Wassers mit den grossten Schwierigkeiten verbnnden, und die vielen Fehler
quellen, unter denen dieselbe zu leiden bat, sind erst im Laufe dieser 
Untersuchung bervorgetreten. So kommt es, dass noch keines Forscbers 
Angaben sich allgemeiner Anerkennung zu erfreuen haben, und dass unter den 
Pbysikern grosse Divergenz binsichtlicb der Anwendung der zur Zeit scbon 
vorliegenden Zahlenreiben berrscht. 

Auf der Kaiserlicben Normal-Aichungs-Kommission ist eine Formel in 
Gebraucb, welche W. H. Miller bei Gelegenbeit der Reconstruction der 
englischen Masseneinbeit aus den Versuchen von Despretz, Pierre und 
Kopp berechnet bat.*) Es lautet diese Formel 

log ~ = (t - 3,945)2 (0,000003272 - 0,0000000215(t -3,945)) 

und sie giebt die aus den Beobacbtungen der genannten drei Forscber ab
geleitete Mittelreihe fiir l/a in dem Temperaturintervall 4 ° bis 25 0 mit 
ausserordentlicher Genauigkeit (bis auf in maximo 8 Einbeiten der sechsten 
Decimalstelle, meist aber bis auf 3 bis 4 Einheiten dieser Decimalstelle 
wieder). Nach derselben ist die auf folgender Seite reproducirte auf der Normal-

Aichungs-Kommission in Gebrauch befindliche Tafel fUr log.! auf sechs De-
cimalstellen berechnet. a 

Es ist hier log.! und nicht loga gegeben, weil in allen Formeln a als 
Divisor erscheint. a 

Auf dem internationalen Meter-Bureau ist eine andere von Herr**) aus 
den Beobachtnngen von Muncke, Stampfer, Kopp und Pierre abge
leitete Formel in Gebrauch, namlich 

~= 1,00011772 {1- 0,000060306 t + 0,0000079279t2-0,000000042604t~}. 
Diese Formel diirfte vor der Millerschen kaum einen besondern Vor-

*) On the construction of the new imperial standard pounds. Phil. Trans. 1856, 
part III pag. 790. 

**) Ueber das Verhaltnis des Bergkrystall-Kilogrammes, welches das Urgewicht in 
Oesterreich bildet, zum Kilogramme der Archive in Paris. Wien 1870. 
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Tafel VITI 
1 

giebt log- fUr Wasser nach Millers Formel a 

log ~= (t - 3,945)2 (0,000003272 - 0,0000000215 (t - 3,945)2) 

in Einheiten der 6. Deeimalstelle. 

I Ther-
mometer 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

C. 

0 52 49 47 45 43 40 38 36 33 
1 29 27 26 24 22 21 19 17 15 
2 13 11 10 9 8 7 6 5 4 
3 3 3 2 2 1 1 1 0 0 
4 0 0 0 0 1 1 1 2 2 
5 4 4 5 6 7 8 9 10 11 
6 14 15 16 18 19 21 23 24 26 
7 30 32 34 36 38 40 43 45 47 
7 52 55 58 60 63 66 69 72 75 
8 81 84 87 90 94 97 101 104 108 

10 115 119 123 127 131 135 139 143 147 
11 155 160 164 168 173 178 182 187 191 
12 201 206 211 216 221 226 231 236 242 
13 252 258 263 269 274 280 286 291 297 
14 309 315 321 327 333 339 345 352 368 
15 371 377 384 390 397 404 410 417 424 
16 438 445 452 459 466 473 480 488 495 
17 

510 I 
517 525 532 540 548 555 563 571 

18 587 595 603 611 619 627 635 643 652 
19 668 677 685 694 702 711 719 728 737 

--" 

20 754 763 [ 772 781 790 799 808 817 827 
21 845 854 864 873 883 892 902 911 921 
22 940 950 960 969 979 989 999 1009 1019 
23 1039 1049 1059 1070 1080 1090 1101 1111 1122 
24 1143 1153 1164 1174 1185 1196 1207 1217 1228 
25 1250 1261 1272 1283 1294 1305 1316 1327 1338 
26 1:361 1372 1384 1395 1406 1418 1429 ~ 1441 1453 
27 1476 1488 1500 1511 1523 1535 1547 I 1559 1571 
28 1595 1607 1620 1632 1644 1656 1669 1681 1693 
29 1718 1731 1743 1756 1768 1781 1793 1806 1819 
30 1845 

[140. 

9 

31 
14 

3 
0 
3 

12 
28 
50 
78 

111 

151 
196 
247 
303 
364 
431 
502 
579 
660 
746 

836 
930 

1029 
1132 
1239 
1350 
1464 
1583 
1706 
1832 
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zug verdienen; da Herrs Formel aber neben der Millers weite Verbreitung 
gefunden hat, sei die folgende Angabe gemacht. 

Um von den nach Millers Formel berechneten und in der 

vorstehenden Tafel VIII zusammengestellten Zahlen 
1 

fur log-zu 
cr 

den del' Formel Herrs entsprechenden uberzugehen, hat man zu 
diesen Zahlen 

von 0· bis 10°,1 zu addiren ° 
" 

10,2 
" 

16,3 
" " 

1 

" 
16,4 

" 
18,6 

" " 
0 

" 
18,7 

" 
19,9 " " + 1 

" 
20,0 

" 
21,2 

" " + 2 

" 
21,3 

" 
22,2 

" " + 3 

" 
22,3 

" 
22,9 

" " + 4 

" 
23,0 

" 
23,9 

" " + 5 

" 
24,0 

" 
24,6 

" " + 6 

" 
24,7 

" 
25,1 

" " + 7 

" 
25,2 

" 
25,6 

" " + 8 

" 
25,7 

" 
26,1 

" " + 9 

" 
26,2 

" 
26,6 

" " + 10 

" 
26,7 

" 
27,2 

" " +11 

" 
27,3 

" 
27,7 

" " 
+ 12 

" 
27,8 

" 
28,4 

" " + 13 

" 
28,5 

" 
29,1 

" " 
+ 14 

" 
29,2 " 

29,6 
" " 

+ 15 

" 
29,7 

" 
30,0 

" " + 16 

Es existiren ausser den angefiihrten Untersuchungen noch viele andere 
Bestimmungen del' Wasserdichte; aber ehe erschopfende und der Leistungs
fiihigkeit unserer heutigen Metronomie entsprechende Untersuchungen Yor
liegen, hat es keinen Sinn Tafeln, die bei den hervorragendsten Instituten 
in Gebraueh sind, zu Gunsten problematiseher Reehnungen abzuandern.*) 

Die Tafel ist nur bis 30 ° gefiihrt, weil Volumbestimmungen wahl in 
keinen andern Temperaturen ausgefiihrt werden als in den zwischen 0° und 
30° liegenden. 

Die Zahlen beziehen sieh auf reines destillirtes Wasser ahne Lnftgehalt; 

*) Eine eingehende Discussion libel' die bis jetzt vorliegenden Bestimmungen 
del' Wasserdichtigkeit hat Volkmann (Wiedemallns Annaleu fiir Physik, 1881, 

Bil. 14 Seite 260 Jf.) ausgeflihrt, die von demselben als wahrschcinlichste Werte fiir~ 
cr 

gegebellen Zahlen weichen nur wenig von den naeh Mill ers Formel berechneten ab 
und stehen letztem viel naher als den aus Hens Formel abgeleiteten: da sie ausser
dem noch kleiner sind als die Millerschen, glanbe ieh, ist es am besten, einstweilen 
bei del' hier mitgeteiltell. aus Millers Formel berechlletell Tafel del' Normal
Aichullgs-Kommission steben zu bleiben. 
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der Beobachter darf also zu Volumbestimrnungen nur solches Wassel' ver
wenden. Fiir den gewohnlichen Bedarf geniigt es, wenn (in der Apotheke 
odeI' einem Dl'oguen-Laden) kaufliches destillirtes Wassel' !loch einmal, oder 
Wasser, wie man es gel'ade zul' Verfiigung hat, zweimal destillirt wil'd. Das 
Destilliren wiirde am besten in silbernen oder innen versilberten Gefassen 
auszufiihren sein; der Physilmr kann abel' auch einen Glasballon benutzen, 
der mehrfach ausgekocht ist. Es gilt als Regel von jeder abzudestillirenden 
Fiillung das erste und letzte Viertel nicht aufzufangen, sondern allein die 
mittlere Halfte zu benutzen. Vielfach wird auch vorgeschlagen, dem zu 
destillirenden Wasser besondere Chemicalien (so namentlich iibermangan
saures Kali und Aetzkalk) zuzutun. Das destillirte Wasser ist in einer 
reinen, mehrfach ausgekochten Flasche aufzubewahren. 

Expedite Mittel, destillirtes Wasser auf Reinheit genau zu nntersuchen, 
giebt es wol nicht. Anwesenheit von Kohlensaure und kohlensaurem 
Ammoniak erlmnnt man durch Triibung einer Probe, der etwas BIeiessig 
zugesetzt ist; Metalle werden angezeigt, wenn durch Schwefelwasserstoff 
eine Farbung eintritt. 

Bin sehr beliebtes Priifungsmittel ist das Verdampfen eines Tropfens 
auf einem sorgfaltig gereinigten Silber- oder Platinblech, das man iiber 
einer dunnen Flamme halt; reines Wasser soIl verschwinden, ohne die ge
ringste Spur zu hinterlassen. Das beste Kriterium wiirde wohl nach Ko hl
rausch eine Widerstandsbestimmung abgeben, da wirklich reines Wasser 
eine verschwindend kleine Leitungsfiihigkeit fiir Elektricitat hat. 

N ach dem Destilliren des Wassers ist es gut, dasselbe, wenn moglich 
unter erniedrigtem Druck, auszukochen, urn die absorbirte IJuft aus dem
selben zu entfernen. Angstroms Versuche*) haben ergeben, dassWasser, 
wenn es von derjenigen LtLftmenge, die es bei 0° absorbiren kann, pProcent 

wirklich enthalt, sein Volum m urn 0,0000346 -1~0 m vergrossert. Die 

Dichtigkeit wiirde dal'nach urn 0,0000346 1~0 kleiner sein als bei Wasser, 

welches gar keine absorbirte Luft besitzt. 
Nun absol'birt 1 ccm Wasser nach Bunsen**) 

bei 0° Temperatur 0,02471 ccm 

" 
1° 

" 
0,02406 

" 
" 

2° ,., 0,02345 
" 

" 
3° ,., 0,02287 ,., 

,., 4° ,., 0,02232 ,., 
,., 5° ,., 0,02179 

" 
" 

6° 
" 

0,02128 ,., 
,., 7° ,., 0,02080 ,., 

*) Wiedemanns Annalen fiir Physik, Bd. 15 Seite 297 If. 
**) Gasometrische Methoden, pag. 387. 
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bei 8° Temperatur 0,02034 ccm 

" 
9° 

" 
0,01992 

" 
" 

10° 
" 

0,01953 " 
" 

11° 
" 

0,01916 
" 

" 
12° 

" 
0,01882 

" 
" 

13° 
" 

0,01851 
" 

" 
14° 

" 
0,01822 

" 
" 

15° 
" 

0,01795 
" 

" 
16° 

" 
0,01771 

" 
" 

17° 
" 

0,01750 
" 

" 
18° 

" 
0,01732 

" 
" 

19° 
" 

0,01717 
" 

" 
20° 

" 
0,01704 

" 
Dei gewohnlicher Temperatur betragt also p, selbst wenn das Wasser 

mit Luft gesattigt ist, 75, und es ist die Verringerung der Dichtigkeit 
0,000026. Die wirkliche Dichtigkeitsverringerung ist wahrscheinlich in den 
meisten Fallen viel geringer. Schleiermacher glaubt, *) dass dieselbe 
0,00002 nicht erreicht, und so ware eigentlich auf vollstandige Entfernung 
der Luft kein allzu grosses Gewicht zu legen. Doch ist es immerhin gut, 
die Auskochung vorzunehmen. 

Eine andere Frage, die mit den Angaben liber die Dichtigkeit des 
Wassers in Verbindung steht, ware, ob Korper vermoge der Molekularan
ziehung nicht das Wasser an ihrer Obertlache verdichten. 

Hieriiber haben die bisherigen Untersuchungen noch zu keiner Ent
scheidung gefiihrt. Doch diirfte nach den sorgfaltigen Rechnungen und 
Experimenten Schleiermacher's**) keill Zweifel bestehen, dass der Ein
fluss einer solchen Verdichtung auf Volumbestimmungen ausser Acht ge
lassen werden darf. ***) 

*) Wiedemann's Annalen fiir Physik, Bd. 8, Seite 52ff. 
**) 1. c. 

***) Marek hat auch (Trav. et Mem. Tome II) die Zusammendriickbarkeit des 
Wassers in Rechnung ziehen zu mussen geglaubt, und eine Tabelle gerechnet, 

derzufolge log! bei allen Temperaturen zwischen 0° und 20° in der 6 ten Decimale 
<1 

fur eine Abweichung des Drucks von der Normalzahl 76 
im Betrage von 0 bis 1,5; 2,0 bis 5,0; 5,5 bis 8,5; 9,0 bis 10,0 em 

um 0 1 2 3 Einheiten 
zu vergrossem, bezw. verkleinern sein wurde, je nachdem der Druck unterhalb 76 
liegt oder oberhalb. Es scheint mir nicht immer gut zu sein, diese Correction an
zuwenden, da die Zahlen, wie wir sie rur die Dichtigkeit des Wassers haben, unter 
sehr verschiedenen Drucken erhalten sind. Befindet sich aber der Kiirper in gehiiriger 
Tiefe unterhalb der Flussigkeitsoberfiache, dann ist die Correction wol zu empfehlen; 
der Luftdruck ist um die Wasserhohe yom Niveau bis zur Mitte des Korpers, dividirt 
durch 13,5956 zu vermehren. 
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141. Volumbestimmung mit dem Volumenometer. Endlich habe ich 
noch von Volumbestimmungen durch Verdrangung von Gasen zu sprechen. 
Die zu solchen Bestimmungen dienenden Apparate werden allgemein als 
Volumenometel' bezeichnet; bei allen wird abgeschlossene Luft zweimal aus
gedehnt, das zweitemal nach Einbringung des zu voluminisirenden Korpers. 
Die eigentlichen Bestimmungen werden aber je nach der Construction durch 
Wagung einer gewissen Quecksilbermenge oder durch Druckbestimmung 
ausgefiihrt. 

14la. Bestimmlmg durch Wagung (Riidorff). Fiir Bestimmung durch 
Wagung ist das Volumenometer von R ii d 0 rff*) eingerichtet, dessen Con

Fig. 14 

structionseinzelheiten aus der beistehenden Figur klar werden. 
Mist ein bei l ' frei in die Luft miindendes Manometer, 

welches mit dem zur Aufnahme des zu voluminisirenden 
Korpers dienenden Gefasse communicirt; n steht mit dem 
Gefass m in V erbindung, das seinerseits in ein mit Hahn t 
versehenes Rohr R ausIauft. Ueber n kann eine Kappe (mit 
Glashahn) k luftdicht aufgesetzt werden. 

Man fiint bei abgenommener Kappe m und das daran sich 
anschliessende Rohr mit Quecksilber, bis letzteres iiber der 
Marke s zwischen n und m steht. Ebenso giesst man in 
das Manometer durch r etwa bis zur Halfte desselben **) 
Quecksilber hinein. Dann bringt man die Schale, welche etwa 
den zu voluminisirenden Korper zu halten hat, in das Gefass n, 
stiilpt die Kappe tiber, oifnet den Hahn h und lasst durch t 
so viel Quecksilber abfliessen bis die Marke s gerade erreicht 
iat. Nuu wird der Hahn k geschlossen und durch tin ein 
besonderes Gefass Quecksilber abgelassen. Die Luft in dem 
Apparat dehnt sich aus, infolge dessen steigt das Quecksilber 
im rechten Schenkel des Manometers und sinkt im linken, 
man halt mit dem Ablassen cin, wenn die Niveaudiiferenz in 
dell beiden Schenkeln etwa 38 cm (halben Atmospharendruck) 
erreicht hat. Die abgelassene Quecksilbermenge wird ge
wogen. Jetzt wird der Hahn h langsam geoifnet, die Kappe 
abgenommen, im m Quecksilber (bis iiber s) nachgefiillt und 
letzteres durch t so regulirt, dass es wieder bei s zu stehen 
kommt; danll wird del' zu voluminisirende Korper auf die in n 
befindliche Schalc getan, und nachdem die Kappe aufgesetzt 
und der Hahn It geschlossen ist, durch t Quecksilber ab
gelassen, bis wieder die Niveaudiiferenz in beiden Mano-

*) Wied emann's Annalen 1879, Bd. 6, Seite 288ff. Die Figur im Text ist 
del' dort gegebenen Beschreibnng entnommen. 

**) Das Einfiillen des Quecksilbers gescbiebt zur Vermeiduug von Luftblasen durch 
einen Trichter mit langem Robr, welches immer bis auf den untersten Punkt del' 
betreffenden Riihren reicht. 
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meterschenkeln gegen 38 em erreieht hat. Die abgelassene Queeksilber
menge wird wieder gewogen. 

Das ganze Verfahren besteht, wie man sieht, aus zwei gauz gleiehen 
Operation en. Sei das V olumen Luft gereehnet yom Queeksilberniveau bei 
s bis zum Quecksilbernivean im rechten Manometerschenkel, wenn der Hahn h 
eben gesehlossen ist (das Quecksilber in beiden Schenkeln also gleich hoch 
steht) vor Einbringung des Korpers v, nach Einbringung desselben 'If, so 
dass v - v' = V das V olurnen des Korpers bedeuten wlirde. 

Naeh Ablassen des Qnecksilbers hat sich das Volumen v, v' im Mano
metersehenlrel urn eine gewisse Grosse x, x' verringert, im Gefass m urn das 
V olumen des abgelassenen Quecksilbers vermehrt. Sind m, m' die Massen, 
a, a' die Dichtigkeiten der abgelassenen Qnecksilbermengen, bedeuten 
B, B' die Barometerstande, p, p' die an der Scala hinter dem Manometer 
abznlesenden Niveaudifferenzen in den beiden Operationen, so hat man, nach 
dem Boyle'schen Gesetz 

somit 

m v+--x 
a 
v 

B 
B-p' 

m' v'+--x' a' 
v' 

B' 
= B' p' 

, , m' m B B', v-v=x-x +---+---v----v 
a' a B-p B'-p' 

also da v-v'= V ist 

CXXIX)V=-- x'-x+---+ ----- v' . B-p { m m' (B' B) } 
1 P a a' B'-p' B-p 

1st die Rohe des Qnecksilberniveau im reehten Schenkel des Mano
meters nach Ablassung des Quecksilbers in der ersten Operation h, in der 
zweiten h' und der Radius der Manometerrohren r, so wird x'-x= (h'-h) 7tr'J. 
Riidorff giebt an, dass man bei der zweiten Operation solange Qnecksilber 
ablassen soIl, bis das Quecksilbernivean im rechten Schenkel genau so hoch 
steht, wie bei der ersten Operation, alsdann haben wir h'= h und x'-x=O. 
Riidorff lasst aueh das in der Klammer stehende mit v' multiplicirte Glied 
fort, was natiirlich nur gesehehen darf, wenn der Barometerstaud in beiden 
Versuchen genau derselbe ist. Seine einfache Formel lautet also 

v= B-p (m _m'). 
p a a' 

m und m' sind durch die Wagung der abgelassenen Queeksilbermengen 
gegeben, a, a' entnimmt man Tafeln fUr die Dichtigkeit des Qnecksilbers als 
Function der Temperatur (Seite 536). Will man strenger reehnen, so muss 
man fiir 'If oder fiir v und V Naherungswerte zur Verfugung haben. 

1m ganzen ist R ii do rffs Methode fiir genauere Volumbestimmungen 
nicht geeignet und zwar l1icht allein wegen del' vernachlassigten GIieder 

Weinstein, Lehrbuch n. 34 
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und der mit der Annabme von 71,' - h = 0 verbundenen Fehler; sondern 
hauptsachlich, weil die Kappe bei der zweiten Operation nicht genau so auf
gesetzt werden kann wie bei der ersten, und wenn die Kappe in beiden 
Operationen nicht ganz gleich sitzt, ist eben nicht v - v' = V. In der Tat 
zeigen anch von R u d 0 rff selbst ausgefiihrte. Bestimmungen Differenzen, die 
bis 30 cmm gehen und bei hydrostatischen Wagungen selbst bei roher Aus

Fig. 15. 

fiihrung nicht vorzukommen pfl.egen. Doch 
ist es mogIich, dass der ziemIich verbreitete 
Rudorffsche Apparat dadurch, dass man wie 
bei dem bald zu beschreibenden Paalzow
schen, statt der Kappe einen auf den Rand 
von n aufgeschIiffenen Deckel anwendet, er
heblich bessere Resultate Iiefern wird. 

141 b. Bestimmung durch Druckmessung. 
Das eben erwahnte Volumenometer von Paal
z 0 w *) schliesst sich darin an die alteren 
Apparate dieser Art an, dass mit demselben 
die durch Ausdehnnng der Luft bewirkten 
Druckveranderungen gemessen werden. A ist 
das Gefass zur Aufnahme des zu volnminisi
renden Korpers, G ein mit Hahn H versehener 
auf A aufgeschliffener Deckel, D mit dem sich 
anschIiessenden Schlauch 0 und dem zwischen 
m und m1 ausgeweiteten Rohr B bildet das 
Manometer, F das Stativ tragt eine Teilung 
als Scale fur das Manometer. 

Man tut die zur Aufnahme des Korpers 
etwa dienende Schale in A, lasst das Gefass 
durch H mit der ausseren Luft frei communi
ciren und heht D erst grob mit der Hand und 
dann nach Fixirung am Stativ durch die in 
der Figur angedeutete Schraube S bis das 
Quecksilber im rechten Schenkel bei der auf 
dem Rohr R aufgetrageuen Marke (oder in 
das Rohr eingeschmolzenen Spitze) m reicht. 
Dann wird B geschlossen und nunmehr durch 
Senken von D das Quecksilber im rechten 
Schenkel bis zur Marke (oder eingeschmol

zenen Spitz e) bei m1 gebracht. In diesem Moment wird der Barometer
stand abgelesen und die Lage des Quecksilberniveaus am offenen linken 
Schenkel an der Scale bestimmt. 1st die Hohe von m1 an der Scale gleich 
71,1 und die des Quecksilberniveaus im offen en Schenkel gleich 71" so steht 

*) Wiedemann's Annalen fur Physik 1881. Bd. 13 Seite 332. 



Ulb.] Bestimmung mit dem Volumenometer nach Paalzow. 531 

die eingeschlossene Luft unter dem Druck B - (hl - h); bedeutet also v 
deren V olumen v 0 r Senkung von D, als das Quecksilber bei m stand, und 
giebt a das V olumen des Manometerrohres zwischen den Marken m und 
ml , so haben wir 

Hebt man D wieder bis zu seiner friiheren Lage, so muss das Quecksilber 
in B wieder bis m steigen, tritt das ein, so ist man sicher, dass keine Luft
blasen aus dem Quecksilber frei geworden sind, sonst muss man den Ver
such wiederholen. Nun wird der Hahn H geoffnet, der Korper in die Schale 
getan, der Deckel wieder aufgesetzt, das Quecksilberniveau in B durch Heben 
und Senken von D bei m eingestellt, H abgesperrt und D wieder gesenkt, 
bis das Quecksilber in B bis ml gesunken ist. 1st der nunmehr herrschende 
Barometerstand B', die Ablesung fiir die Lage des Quecksilberniveaus im 
offenen (linken) Manometerschenkel h', so haben wir 

v-V+a B' 
v- V = B'-(h~-h')' 

somit zur Bestimmung der gesuchten Grosse 

CXXXI ) v=a(h1
B h -h~B' h')' 

Das gilt, wenn die Temperatur des Rohres R bei beiden Operationen gleich
gross ist und unter a das Volumen des durch die Marken m, m' abgegrenz
ten Stiickes dieses Rohres R bei der Versuchstemperatur verstanden wird. 
Betragt dieselbe in der ersten Operation t Grad, in der zweiten t' Grad und 
ist a. der kubische Ausdehnungscoefficient des Glases, so hat man, wenn ao 
den Wert von a bei 0° angiebt, geniigend genau 

. (B B') (B B') CXXX2) V = ao h1- h - h~ _ h' + a.ao t h1- h - t! h~ - h' 

fur B, B', h, h' diirfen die unmittelbar abgelesenen Zahlen benutzt werden, 
da nur Verhliltnisse dieser Grossen vertreten sind, vorausgesetzt allerdings, 
dass die Temperatur des Barometers der des Manometers gleich ist, sonst 
hat man die Ablesungen mit den am Barometer und Manometer abgelesenen 
Temperaturen "B bezw. "M nach den in Art. 127 gegebenen und spater noch 
naher zu entwickelnden Vorschriften auf 0° zu reduciren. 

Die Formeln zeigen, dass vor allem die Kenntnis von a notwendig ist, 
man erlangt dieselbe entweder indem man mit dem Apparat einen moglichst 
grossen Korper voluminisirt, fiir dessen Volumen man aus anderweitigen 
Untersuchungen (etwa hydrostatischen Wagungen) eine Zahl schon hat und 
die obige Formel zur Berechnung von a anwendet, oder indem man die
jenige Queclrsilbermenge auswagt, welche das Rohr B zwischen den Marken 
'lit und 1n1 ausfiillt. 

34* 



532 Aeussere Volumbestimmung. [142. 

Mit einem -solcben P aalzow'scben Volumenometer wurde von Grun
mach auf der Normal-Aicbungs-Kommission das Volumen eines der Ur
normalgewichte aus Platin zu 1 kg bestimmt. Eine voraufgegangene Unter
sucbung des Apparats batte fiir a die Formel 

a = 147,435 (1 + 0,000027 t) Kubikcentimeter 

ergeben. Die Beobachtungen am Barometer und Volumenometer fiihrten 
zu folgenden Ergebnissen, 

Temperatur 
Barom.-Ables. I Manom. - Ables. I Red. auf 0° am Volumeno-

Barom. I Temp. I I Temp.' meter hi h Barom. I hi-It 

Vor Einfiihrung des Kilogramllls 

16,25 I 713,217 
1 

19,05 I 54,425112,230 1 16,25 I 76,003 
1 

42,089 

Nach Einfiihrung des Kilogramms 

16,20 I 76,198 I 19,05 I 54,43°1 2,690 1 16,20 I 75,983 I 51,604 

Damit bekommen wir, indem 16,22 als mittlere Temperatur fUr das 
Rohr R des Manometers an genom men wird, 

( 76,003 75,983) 
V = 147,435 (1 + 0,000027 .16,22) 42,089 - 51,604 = 49,167 ccm. 

Die Zahl giebt das Volumen des betreffenden Kilogramms bei der Tem
peratur 16·,22. 

Bei sorgfaltiger Arbeit scheint das Paalzowsche Volumenometer eine 
Genauigkeit von etwa 10 cmm in jeder einzelnen Bestimmung zu gewahr
leisten. 

142. Anwendbarkeit der einzeInen Methoden. Was die Anwendung 
der einzelnen Methoden anbetrifft, so wird man durch hydrostatische 
Wagungen nur bei Kiirpern Volumbestimmungen machen Mnnen, welche 
sich in Wasser nicht losen und welche auch nicht zu klein sind; durch 
pyknometrische Versuche in der gewohnlichen Ausfiihrung wieder nur bei 
in Wasser nicht loslichen Korpern, aber ohne Beschrankung der Grosse; 
durch solche nach Zehnders Methode auch bei in Wasser loslicben Sub
stanzen; endlich mit Hilfe des V olumenometers bei allen Korpern ohne 
Unterschied. 

Wahrscheinlich geben hydrostatische Wagungen und pyknometrische 
Bestimmungen meist das V olumen, welches die For m des betrejfenden 
Korpers ausfiillt, volumenometrische mehr die durch den Gehalt an Sub
stanz bestimmte. Doch fehIen einschHi.gige Erfahrungen zu sehr, als dass 
sich hieriiber bcstimmte Angaben machen Hesseu. 
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b) B.estimmung des innern Volumens eines HohllOOrpers. 
143. Bestimmung des Raumgehalts von Geflissen durch Auswligung 

einer Fliissigkeitsfiillung. Das innere Volumen von Hohlkorpern, wie wir 
sagen Mnnen den Raumgehalt von Gefassen, bestimmt man am genausten 
durch .Auswagung der Menge einer Fliissigkeit, welche das betreffende 
Gefass in sich fasst. 

Man wagt also erst das Gefass leer und dann, nachdem man dasselbe 
mit einer Fliissigkeit, deren Dichtigkeit fiir jede Temperatur bekannt ist, 
gefiiut hat. 

Es wird nicht immer verlangt, dass der Betrag des ganzen Raumgehalts 
des Gefasses eruirt werden solI; wir wollen darnm das ganze inn ere Volumen 
mit mi , den zn bestimmenden Teil mit V bezeichnen, das anssere V olumen 
ma nennen nnd nicht accentnirte Buchstaben auf die erste Wagung, 
accent.uirte auf die zweite anwenden. 

Benutzen wir fiir die andern noch in Frage kommenden Grossen die 
Seite 471 eingefiihrien Symbole, so giebt die Gleichung CXVII) unter Hinzu
ziehung einer Correction G, von deren Bedeutung bald die Rede sein wird, 

oder mit geniigender Genauigkeit 

Werden beide Wagungen bei luftdicht abgeschlossenem Gefasse 
ausgefiihrt, so bedeutet, falls das Gefass nicht unvorsichtiger Weise wahrend 
des .Abschliessens durch .Anfassen mit der Hand erwarmt wird, Si die 
Dichtigkeit der aussern Luft im Moment des Abschliessens vor der ersten 
Wagungund s~ die im Moment des .Abschliessens vor der zweiten Wagung, 
und es braucht weder Si mit sa noch s; mit s~ iibereinzustimmen, da Sa' 
s~ die Dichtigkeiten der aussern Luft im Moment der ersten bezw. zweiten 
Wagung angeben. 

1st dagegen das Gefass wahrend beider Wagungen offen, so hat man 
Si = sa und s; = s~, und es fallen namentlich die mit m~, m a multiplicirten 
Glieder fort. 

Meist darf man ohne Unterschied, ob die Wagungen hei offenem oder 
geschlossenem Gefass vor sich gegangen sind, einfach 
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setzen. 
Will man die fortgelassenen Glieder noch mit beriicksichtigen, 130 

braucht man doch fiir ~l, ~2, ma , m' keine genauen, sondem nur an-
Ul U2 a 

genaherte Werte (vielleicht selbst nur bis 1 ccm angenahert) zu kennen. 
a bedeutet die Dichtigkeit der Fliissigkeit, die dieselbe in dem Momente 

hat, wenn sie das zu messende V olumen V gerade ausfiillt. So wie man 
also erkannt hat, dass geniigend Fliissigkeit hineingetan ist, hat man die 
Temperatur 't" derselben abzulesen und den zu dieser Temperatur gehOrigen 
Betrag von (J in Anwendung zu bringen. Es ist dann natiirlich auch V 
auf diese Temperatur bezogen und gleich Vo(1 + 3ex't"). 

Ueber die Vorsichtsmassregeln, welche zu trefl'en sind, Bowie iiber die 
Fehler, die derartigen Bestimmungen anhaften, ist schon Seite 474 fl'. gehan
delt worden, und es wiirde nur das dort gesagte hier zu wiederholen sein. 

Was Dun die in die Formel gleich eingefuhrte Correction 0 anbetrifft, 
so ist sie deshalb notwendig, weil die oberen Abgrenzungen von Raum
gehalten in Gefassen durch wirkliche oder ideelle, durch aufgetragene Marken 
fixirte Ebenen gegeben sind, Fliissigkeiten aber an ihrer freien Obertlache 
einen Meniscus oder eine Kuppe bilden. 

Gefasse, deren zu bestimmender Raumgehalt durch eine auf den Rand 
aufgescblifl'ene Platte abgegrenzt ist, sind auch vollstandig mit der Fliissig
keit zu fUllen; hier faIlt dann die Correction 0 ganz fort. N och in einem 
andern Fall darf 0 fortgelassen werden, namlich dann, wenn das betrefl'ende 
Gefass bei andern Arbeiten, wie etwa als Pyknometer bei Volumbestimmung 
fester Korper, mit derselben Fliissigkeit zu .fiillen ist, welches zu seiner 
Volumbestimmung gedient hat. Endet aber das Gefass in eine Rohre, 
welche die den iu bestimmenden Raumgehalt angrenzende Marke tragt, und 
soll dasselbe ffir beliebige Fliissigkeiten Anwendung finden konnen, so darf 
die Correction 0 nicht fortgelassen werden. Sie zeigt bei benetzenden 
Fliissigkeiten an, wie viel das gesuchte V olumen V durch den Meniscus, 
den die Auswagungsfliissigkeit in der Robre iiber der abgrenzenden Marke 
bildet, vergrossert wird und bei nicht benetzenden, wie viel die Kuppe 
unterhalb der abgrenzenden Marke noch frei liisst. Demnach ist C positiv 
fur nicht benetzende Fliissigkeiten als Fiillfliissigkeiten, negativ fUr benetzende. 

Der Betrag von 0 hangt von den Cohasionsverhaltnissen der Fliissig
keit und der Weite der Rohre ab. Fiir ihre Berechnung sind die Formeln 
schon auf Seite 518 gegeben, und man bat fiir jede Robre, in welche das 
Gefass ausgeht, allgemein 
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zu addiren, wenn man festsetzt, dass h positi v ist, wenn der Rand der 
Fliissigkeit unterhalb, negativ, wenn derselbe oberhalb der abgren
zenden Marlre der Rohre sich befindet. 

144 a. Dichtigkeit des Q.uecksilbers. Zu Auswiigungen von Gefassen 
benutzt man Wasser oder Quecksilber. Fiir erstere Fliissigkeit sind die 
notigen Daten und Bemerkungen schon gegeben. Fiir Quecksilber lasse 
ich ebenfalls eine besondere Tafel der Dichtigkeit als Function der Temperatur 
folgen. 1st die Dichtigkeit des Quecksilbers bei der Temperatur 0 0 gleieh 

(10' die bei der Temperatur t gleich 1 ':O~qt' so hat man 

1 1 
-;= (10 (1 + ~qt). 

Die Grosse ~q ist von Regnault ffir Temperaturen zwischen 250 und 
3000 bestimmt. Die Bearbeitung der von dies em so sehr hervorragenden 
Manne, dem wir die genauere Kenntnis der meisten physikalischen Con
stanten zu verdanken haben, ausgefiihrten 4 Versuchsreihen durch ver-: 
schiedene Forseher hat noeh nicht zu iibereinstimmenden Resultaten geilihrt, 
und es ist auch nicht abzusehen, wie die Meinungsverschiedenheiten, welche 
sowohl in Bezug auf den Wert der einzelnen Versuchsreihen, als auch hin
sichtlich der besten Berechnungsweise derselben, obwalten, ohne neue expe
rimentelle Untersuchungen ausgegliehen werden sollen. Nach meinem Da
fiirhalten diirfte die von Levy abgeleitete Interpolationsformel die meiste 
Wahrscheinlichkeit fiir sieh zu beanspruehen haben. *) Dieselbe lautet 

~q t = 0,00018129t+ 0,0000000032408 t2 + 0,00000000004592 t3; 
t ist hier die Temperatur, gemessen mit dem von Regnault benutzten Luft
thermometer. Broch**) hat darauf aufmerksam gemacht, dass dieselbe nicht 
der normalen Temperaturscala entspricht und dass an Stelle von t zu setzen 
ist 0,999907 t. Die Bedeutung dieser Zahl wird spater klar gelegt werden; 
andern wir dementspreehend die obige Formel ab, so wird 

~q = 0,00018112 + 0,000000003235 t + 0,0000000000458 t2• 

Nach dieser Formel ist von dem Urheber derselben in der folgenden 
Tafel die Grosse 

1 + ~qt 
von 00 bis 3000 von Grad zu Grad gerechnet im verticalen Eingang die 
Zehner und Hunderter der Grade, im horizontal en die Einer. 

Die Tafel hat diese Ausdehnung bekommen, weil Wiigungen mit Queck
silber behufs Untersuehung der thermisehen Ausdehnung des betre:lfenden 
Gefasses oft in sehr hohen Temperaturen ausgefiihrt werden. 

*) S. dessen Dissertation: Ueber die Ausdehnung des Quecksilbers. Halle 1881; 
ferner auch Volkmann. Wiedemanns Annalen 1884, Bd. 14, Seite 260 ii. 

**) Traveaux et Memoires, Tome II, Seite 21. 
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Ich fiihre noch die Formeln von Wiillner, dem man die erste strengere 
Berechnung von Regnault's Versuchen verdankt, und von Broch an. 
Nach Wiillner ist 

~q = 10-9 { 181168 + 11,554: t + 0,021187 t2}, 

nach Broch 

~!l = 10-9 {181792 + 0,175 t + 0,035116 t21. 
0"0' die Dichtigkeit des Quecksilbers bei 0°, ist ebenfalls von Regnault 

bestimmt und gleich 13,59593 gefunden. Neuere Bestimmungen von Wild,"') 
Volkmann"") und in ganz besonders genauem Verfahren von Marek"**) 
haben der Reg n a u It' schen Zahl sehr nahe kommende Beitrage geliefert. 
Mar e k glaubt als wahrscheinlichsten Wert filr ao den 

ao= 13,5956 

empfehlen zu miissen, und diese wollen wir auch adoptiren. 
144b. Reinigung von Quecksilber. Es ist bekannt, mit wie vielen 

Metallen Quecksilber Amalgame bildet und wie sehr infolge dessen das im 
Handel kaufliche Quecksilber verunreinigt ist; die obige Zahl bezieht sich 
auf soweit als moglich gereinigtes Quecksilber. Es seien darum hier einige 
Methoden, Quecksilber zu reinigen, erwahnt. 

Mechanisch wird das Quecksilber von groben Verunreinigungen durch 
Filtriren befreit; man lasst es durch einen Filter aus starkem Papier, 
in deEsen Boden feine Lochelchen gestochen sind, oder (nach Pfaundler) 
durch eine Rohre, deren Boden durch samisch gegerbtes Leder geschlossen 
ist, laufen. 

Auf chemischem Wege Quecksilber zu reinigen, giebt es ziemlich viele 
Vorschriften, die schon durch ihre Menge bezeugen, dass keine sich voll
stan dig bewahrt hat. 

Man schiittelt das Quecksilber mit verdiinnter Salpetersaure, wascht es 
mit destillirtem Wasser gehorig aus, trocknet es, indem man es mit Fliess
papier abwischt und iiber einer niedrigen Flamme erwarmt. Zuletzt wird 
es wieder filtrirt. (Nach Lothar Meyer Zeitschrift fiir analytische Chemie, 
Bd. 2 Seite 24:1). 

Statt der Salpetersaure kann man auch Eisenchlorid (liquor ferri mu
riatici in der Apotheke) anwenden. %0 dieses Chlorids in Wasser gelost 
wird mit dem Quecksilber in einer Porzellanschale 10 Minuten lang verrieben, 
bis das Quecksilber sich in Kiigelchen fein zerteilt hat, dann wird die fremde 

*) Bericht iiber die Arbeiten der Reform der Schweizerischen Urmaasse, pg. 139. 
Zurich 1868. 

**) Wiedemann's Annalen der Physik, 1881, Ed. 13. 
***) Traveaux et Memoires, Tome II, pag. D. 57. 
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Beimischung dureh Auswaschen entfernt und das Quecksilber fiber der 
Flamme getrocknet, wobei auch die Kfigelehen zusammenfliessen. 

Besser lasst man nach Lothar Meyer in beiden Fallen das Queeksilber 
in freiem Strahi durch einen Steehheber in ein 1,5 m langes mit der ver
dfinnten Salpetersaure oder der Eisenebloridlosung gemlltes Robr laufen. 
Zur Absperrung dieser Losung mfindet das Rohr in einen weitern mit Queek
silber gamllten etwa 0,15 m hohen Oylinder, das gereinigte Queeksilber ralIt 
in dies en Oylinder und fliesst durch ein seitliehes Ausflussrohr abo Natiir
lich reinigt man das Quecksilber mehrmals auf dies em Wege. 

Ein sehr beliebtes Mittel zur Reinigung des Quecksilbers seheint das 
Schiitteln mit Ohromsaure zu sein. Man lost 5 g Kaliumbichromat in I Liter 
Wasser auf und tut noeh einige Oubikeentimeter Schwefelsaure hinzu; mit 
diesflr r5tlichell Losung wird das Quecksilber (es kann ein Liter und mehr 
sein) solange gesehfittelt, bis dieselbe griinlich grau geworden ist, dann wird 
wieder kriiftig gewaschen, bis yom Wasser kein graues Pulver abgeschlemmt 
wird, und getrocknet. Auch bier zerteilt sieh das Quecksilber in Kfigelchen, 
die sieh beim Trocknen iiber der J<'lamme vereinigen. 

Auch allein mit Schwefelsaure kann man Quecksilber reinigen, wenn 
man dieselbe lange Zeit (mehrere W ocben) einwirken lasst. 

Zum Waschen empfiehlt Marek das Wasser erst mit etwas Ammoniak 
zu versetzen und dann rein zu nehmen. 

Siemens") empfiehlt das Quecksilber unter concentrirter Schwefelsaure, 
der etwas Salpetersaure beigefiigt ist, zu kochen; nachher kann man die 
Reinigung durch Schiitteln mit verdiinnter Salpetersaure noch weiter 
treiben. 

Das wirksamste Mittel, Queeksilber zu reinigen, ist das Destilliren 
desselben namentlich im Vacuum. Wenn man den sehr zweckmassigen 
von Wei nhold **) angegebenen Apparat nicht besitzt, so fiihrt man die 
Destillation in einem Eisengefiiss oder einer mit Ton ausgestrichenen Glas
retorte aus. Beim Kochen wallt und schlagt das Quecksilber sehr stark, 
deshalb tut man noch Eisenfeilspahne zu; ausserdem ist es gut, das Queck
silber mit Holzkohlenpulver zu iiberdecken. Die Dampfe werden in gewohn
Hcher Weise durch ein Rohr abgefiihrt. Es wird auch empfohlen fur die 
Destillation dem Quecksilber etwas Zinnober zuzusetzen, oder das Quecksilber 
vorher mit 1/80 bis 1/40 Quecksilberoxyd zu verreiben. 

All diese Mittel sollen dazu dienen, die fremden Metalle ehemisch ab
zuschneiden oder (bei der Destillation) zuriickzuhalten. Ob es durch die
selben wirklieh moglich ist das Quecksilber ganz rein herzustellen, ist fiir 
diesen F'all wenigstens nicht von Bedeutung, denn dieDichtigkeitsbestimmungen 
sind aIle mit nach einer der angegebenen Methoden gereinigtem Queeksilber 
ausgefiihrt. 

*) Pogg. Ann., Bd. 110 Seite 20. 
**) Carl's Repertorium Bd. IX Seite 69. 1873. 



U5.] Dichtigkeitsbestimmung fur feste Korper. 539 

Nach Michaelis*), dessen Dissertation dankenswerte Bemerkungen 
fiber die Reinigung von Quecksilber enthiilt, erkennt man Verunreinigungen 
mit Magnesium, Kalium und Natrium fast mit blossem Auge; MagneBium
amalgam lasst die Oberflache schmutzig und grau erscheinen, Kalium und 
Natriumamalgame fallen durch ihr feuchtes Aussehen auf, infolgedessen 
die Quecksilberoberllache wie mit kleinen Wasserblaschen besetzt scheint. 
Verunreinigungen mit Zink, Zinn, Blei, Kalium und Wismut bewirken, dass 
das Quecksilber leicht an glatten Flachen haftet und stark abfarbt. 

Ganz reines Quecksilber erhii.lt man durch Erhitzen und Destilliren aus 
feingepulvertem Zinnober mit der Halfte Eisenfeile oder gebranntem Kalk 
in der Retorte, oder indem man eine Losung von reinem Quecksilberchlorid 
mit reinem Eisen in einer Porzellanretorle kocht. Neuerdings hat man 
auch gelernt, es durchElektrolyse aus dem Chlorid abzuscheiden, aber das 
sind alles mfihselige Operationen, die der Physiker nur in ganz besonderen 
Fallen ausfiihren wird. 

V olumbestimmungen mit Hilfe von Buretten, Messllaschen u. s. f. konnten 
hier iibergangen werden. 

c) Dz·chtz'gke";tsbestt'mmunge:n. 
Die Lehre von den Dichtigkeitsbestimmungen ist durch die vorstehen

den Erorterungen iiber Messungen der Massen und V olumina fast vollstandig 
mit erledigt, denn die Dichtigkeit wird immer als Rechenresultat gewonnen 
und als Quotient der Masse durch das Volumen abgeleitet. Ich habe darum 
nur wenig noch hinzuzufiigen. 

145. Bedeutung einer Dichtigkeitsbestimmung. Die Zahl, die man fiir 
die Dichtigkeit eines Korpers erh1i.lt, giebt an, um wie vieles der betreffende 
Korper dichter ist, als ein bestimmter anderer Korper. Als solchen andern 
Korper nOOmt man reines lnftfreies Wasser im Zustande der grossten Dich
tigkeit (etwa 4° Temperatur) unter normalen Druckverh1i.ltnissen (das ist 
unter Atmospharendruck). Freilich bezieht man oft auch die Dichtigkeit 
eines Korpers auf die Dichtigkeit des Wassers bei anderer Temperatur und 
anderem Druck, oder man vergleicht sie auch mit der Dichtigkeit eines 
anderen Korpers - wie etwa die Dichtigkeit der Gase mit der von Luft 
oder Wasserstoff - OOmar aber bildet die eigentliche Einheit fUr aIle 
Dichtigkeitsausdriicke die Dichtigkeit des Wassers unter den angefUhrten 
Umstanden. 

Dass die Dichtigkeit, namentlich fester Korper, nicht immer identisch 
ist mit der ihrer Substanz, ist bereits Art. 108 nnd 134d ausgefUhrt, ab
strahiren wir aber von ausseren Verhaltnissen, so hangt die Dichtigkeit beson
ders noch ab von Druck und Temperatur. Eine Dichtigkeitsbestimmung hat 
also nnr unter Angabe der naheren UmstandE! Bedeutung, und wenn man 

*) Ueber die elektrische Leitungsfahigkeit verunreinigten Quecksilbers und die 
Methoden zur Reinigung desselben. Berlin 1883. 
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einen Korper in Bezug auf seine Dichtigkeit vollstandig erforschen will, 
muss man diese Dichtigkeit bei verschiedenen Drucken, Temperaturen u. s. f. 
bestimmen. Kennten wir die wahren Zustandsgleichungen der Korper, so 
waren wir allerdings in der Lage, die Experimente zum Teil durch Rech
nungen zu ersetzen, das ist aber nicht der FalL Bei festen Korpern giebt 
man gewohnlich die mechanische und tbermische Bebandlung, welche die
selben vor der Dichtigkeitsbestimmung erfahren haben, an, und dann noch 
die Temperatur, die dieselben wahrend der Dichtigkeitsbestimmung aufwiesen. 
Bei FHissigkeiten wird im allgemeinen nur die Temperatur besonders her
vorgehoben, weil die Abhiingigkeit der Dichtigkeit vom Druck hier so gering 
ist, dass von den Luftdruckschwankungen nur in den seltensten Fallen Notiz 
zu nehmen ist. Gase zeigen in ihrer Dichtig'keit so starke Veranderungen 
in Druck und Temperatur, dass hier beide Umstande mit grosser Genauig
keit angegeben werden miissen. 

146. Dichtigkeitsbestimmung fiir feste Korper. Ueber die Dichtig
keitsbestimmung fester Korper ist fast gar nichts weiter zu sagen. Man 
bestimmt die Masse des betreffenden Korpers und das Volumen. Dividirt 
man die fiir die Masse gefundene Zabl durch die flir das Volumen eruirte, 
so giebt der Quotient die Dicbtigkeit bei der Temperatur, bei welcher das 
V olumen bestimmt worden ist. 

Da wir allgemein die Dichtigkeit 

baben, ist 

M 
o-=y-

00-= o~ _ ~IlV= ~ (olJlI- O"oV) = ~(oM- O"OV). 

Die Unsicherheiten in Massen- und Volumenbestimmungen wachsen mit 
der Grosse der Korper, aber nicht dieser Grosse proportional, sondern in 
einem geringeren Grade, es ist desbalb vorteilhaft, wo man kann, Dichtig
keiten an m 0 g I i c h s t g r 0 sse n Stiicken zu bestimmen, und zwar an um so 
grosseren Stiicken, je bedeutender die Dichtigkeit der betreffenden Sub
stanz ist. 

147, Dichtigkeitsbestimmung von Fliissigkeiten. Dichtigkeiten von 
Fliissigkeiten bestimmt man entweder ganz so wie die von festen Kor
pern, indem man von cineI' bestimmten Quantitat derselben Masse und Vo
lumen beobachtet, oder indem man in denselben feste Korper abwagt. 

147a. Bestimmung durch directe Voluminisirung und mit Pyknometer, 
1m erst en Verfabren kann man bei Flflssigkeiten, welche sich im 
Wasser nicht auflosen, genau so vorgehen, wie bei festen Korpern; man 
wagt irgend ein offenes Gefass leer, tut die Fliissig'keit hinein, wagt wieder, 
dann wagt man das Gefass mit der Fliissigkeit in Wasser, hierauf das Ge
fass ohne die Fliissigkeit ebenfalls ill Wasser. Die erste und vierte Wagung 
dienen zur Bestimmung von Masse und Volumen des leeren Gefasses, die 
zweite und dritte geben Masse und Volumen des Gefasses und del' hinein-
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getanen Fliissigkeit, die Verbindung alIer vier Wagungen lehrt also Masse 
und Volumen der Fliissigkeit kennen. Das Gefass muss immer offen und 
in den beiden hydrostatischen Wagungen ganz bezw. so weit es von der zu 
voluminisirenden Fliissigkeit frei ist, mit dem Wasser s-efiillt sein. Sonst 
fiihrt man die Diehtigkeitsbestimmung in dem ersten Verfahren pyknometriseh 
aus. Man fiint die Fliissigkeit in ein Pyknometer und wagt dieselbe aus 
und hat, wenn bei der betreffenden Temperatur und dem betreffenden Druck 
das von der Fliissigkeit eingenommene Volumen V, Masse und V olumen der 
Substanz des Pyknometers (sammt der absehliessenden Teile) Mbezw. v ist, 
mit ausreichender Genauigkeit 

1 
CXXXII1) a = S + V {N -(M-vs)}, 

woselbst N die dureh die Wagung eruirte und naeh den gegebenen Regeln 
zu berechnende Masse des gefiillten Pyknometers bedeutet. 

M - vs ist dureh das Gewicht des Pykuometers, leer in der Luft von 
der Dichtigkeit s gewogen, bestimmt. Wagt man also das Pyknometer un
mittelbar vor der Dichtigkeitsbestimmung und dann noch unmittelbar nach 
derselben, so darf man M - vs durch das Mittel der fiir dasselbe so in de r 
Luft gefundenen Gewiehte Mil M2 ersetzen, und es ist 

CXXXII2) a = S + ~ ( N _ Ml ~ M2) . 

Der Wagung des leeren Pyknometers vor der Dichtigkeitsbestimmung 
steht natiirlich niehts im Wege, fiir die Wagung nach dieser Bestimmung 
ist das Pyknometer erst zu reinigen und zu troeknen, und das geht ohne 
bedeuienden Zeitaufwand nicht ab, jedenfalls muss man sich aber so ein
richten, dass die eigentliche Dichtigkeitsbestimmung zeitlieh in die Mitte 
zwischen die Wagungen des leeren Pyknometers !alIt. Will man strenger 
verfahren, so bestimmt man Masse und Volumen der Substanz des Pykno
meters, jedes fiir sieh. Die Bestimmung der Masse geschieht in gewi:ihn
licher Weise. Das Volumen der Substanz kann direct oder als Differenz des 
ausseren und inneren Volumens abgeleitet werden. Auf directem Wege 
voluminisirt man die abschliessenden Teile des Pyknometers (etwaige Stopsel 
oder Deckplatten) fiir sieh und dann das eigentliche (offene) Pyknometer
gefass, erstere in bekannter Weise, letzteres, indem man es ganz mit Wasser 
fiilIt und hydrostatisch wagt. 

Will man erst ausseres und inneres Volumen kennen lernen, so hat 
man 3 Wagungen auszufiihren, zwei in der Luft, eine in Wasser und aIle 
3 mit abgeschlossenem Pyknometer. Man wagt also erst dies Pylmometer 
leer, aber mit allen Abschlussvorrichtungen versehen, aus, tut soviel Wasser 
hiuein, dass naeh Abschliessung mittelst der gegebenen und weiterhin zu 
benutzenden V orrichtungen das Pyknometer vollstaudig gefiiUt ersch~int und 
wagt einmal in Luft und dann in rein em destillirten Wasser. Die in den 
drei Waguugen gefundenen und nach den gegebenen Regeln zu berechnen-
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den Massen seien M', M", M''', ausseres und inneres Volumen des Pykno
meters m~, m; bezw. m~, m;'; m~', m;", die Dichtigkeit del' Luft sei wahrend 
del' ersten Wagung s', wahrend del' zweiten s", die des eingefiilIten Wassel's 
in del' zweiten Wagung a", in del' dritten a"', endlich die Dichtigkeit des 
Wassers im Standgefass bei der dritten Wagung ;, so haben wir 

M-cm~ -m;)s'=M', 
M -(m~ s"- m;' a") = M", 

M - (m~'~ - mta''') = M"'. 

Fiihrt man, wie es sehr wiinschenswert ist, die FiiIIung des Pylmometers 
in der auf Seite 517 angegebenen Weise innerllalb eines Wasserbades aus 
und bezeichnet ausseres und inneres Volumen des leeren Pyknometers bei 
der Temperatur 0° mit (ina)o' (inJo' die Temperatur des Pyknometers in 
den 3 Wagungen mit t/, t/', t/", so darf man setzen 

in~ = cma)o(1 + 3at'), m; = (miMI + 3 at'), 

in~ = CmaMI + 3at/'), m;' = (mi )0(1 + 3at/'), 
in~'= cma)o(1 + 3 at"'), int= cmi)o(1 + 3 at'''). 

und die obigen Gleichungen geniigen zur Berechnung von M, Cina)o, Cin;)o 
und ergeben 

M"-M'" 
cma)o= a-s" +3aCt"'a-t/'s") ' 

M"- M' s"-s'+3aCf"s"-t's') 
cm; )0= -a';'-' _-_-s-o-, +-Sa Cf"a" -t's') + cm)o ~"-s' +3a(tP s"-t's') ' 

111 = 111'+ (1 + 3at') (Cina\- Cin;)o)s', 
woraus folgt 

M - vs = M'+ (cma)o- Cm;)o)(s'- S + 3a(t's'- ts). 

Umformungen zu Naherungsrechnungen sind so leicht auszufiihren, dass 
sie nicht erst dargelegt zu werden brauchen. 

Natiirlich kann das innere Volumen ini auch fiir sich durch Auswagung 
mit einer anderen Fliissigkeit als Wasser, etwa mit Quecksilber, bestimmt 
werden, dariiber ist in Art. 143 aIIes notige schon gesagt. 

Das Volumen V ist durch das inn ere Volumen des Pyknometers und 
den Stand, den die Fliissigkeit in dem letzteren einnimmt, bestimmt. Bei 
Pyknometern mit Deckplatte als Abschlussvorrichtung ist V = mi . GeM 
das Pyknometer in Rohren aus, so fiiIlt die Fliissigkeit dieselben im aII
gemeinen nicht vollstandig aus, man muss dann die Rohren vorher calibrirt 
haben. Dazu fiiIlt man das Pyknometer mit Wasser oder Quecksilber 
erst bis zur ersten Marke del' Robren und wagt die Fiillung, giesst Wasser 
odeI' Quecksilber uach bis die nachste Marke erreicht wird und wagt wieder 
u. s. f. So erfahrt man den Betrag des V olumens bis zur ersten, zweiten, 
dritten ... Marke del' Rohren. Die zur Berechnung dienenden Gleichungen 
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sind aus Art. 143 zu entnehmen; genauere Calibrirungsmethoden fur Rohren 
werden in der Lehre von der Thermometrie dargelegt. Wegen Beriicksieh
tigung bezw. Eliminirung der durch den Druck der Fliissigkeit bowirkten 
Ausweitung des Pyknometers, sowie wagen Inreehnungnahme des Fliissig
keitsmeniseus ist auf das Seite 474, 518, 534 Gesagte zu verweisen . 

. 147b. Bestimmung durch Gewichtsverlust eines Korpers. Naeh der 
z wei ten Methode wird in der Flussigkeit ein Korper von bekannter Masse 
und bekanntem Volumen gewogen, ganz so, als ob man das Volumen dieses 
Korpers bestimmen wollte, die in Art. 137 a entwickelten Gleichungen 
sind aber nieM naeh V, sondern naeh a aufzulosen und ergeben 

CXXXIIIj ) a = ~ {M - Z - (a -s) Bv +vs-( m- (a-s) (vo-v1)) t~ ~}, 
fUr eine hydrostatisehe Wagung naeh der ersten Methode; 

OXXIDI2) a=s + ~ {Z' -vs+( a-s) Bv+ (m- (a-s) (vo-v1)) t~ t:}, 
fiir eine solehe naeh der zweiten Methode. 

Ein Fehler in der Bestimmung des Volumens des betreffenden Korpers 
im Betrage BV bedingt fiir a eine Unsieherheit von - aBV/V, soIl dieselbe 
mogIiehst klein sein, so muss man den Korper reeht gross nehmen. Je 
grosser V ist, um so mehr waehst M - Z bezw. Z' an, Z nimmt also ab, 
Z' nimmt zu. Hinsiehtlieh der hydro statisehen Wagun gist hiernaeh 
das erste Verfahren sicher vorteilhafter als das zweite, nun erfordert aller
dings das erste Verfahren eine besondere Bestimmung von M und diese ist 
bei grossem Volumen des Korpers mit griisseren Ungenauigkeiten behaftet, 
man darf aber nieht vergessen, dass aueh beim zweiten Verfahren der Kiir
per in der Luft gewogen wird, und so diirfte jenes iiberhaupt diesem vor
zuziehen sein. Andere Griinde zu Gunsten des ersten Verfahrehs sind 
in Art. 137 a angegeben. 

Zur Ausfiihrung benutzt man gewiihnlieh Hohlkorper aus Glas, welehe 
mit Sehrot und noeh besser mit Quecksilber besehwert sind. Bei solehen 
Korpern hat es keine Schwierigkeit, dieselben beliebig gross und dabei doch 
so schwer zu machen, dass sie in der betreffenden Fliissigkeit untersinken. 
Ueber die Veranderlichkeit solcher Kiirper und die Schwierigkeiten, welche 
bei hydrostatischen Wagungen zu iiberwinden sind, siehe Art. 137 c und 138 e. 

147 c. Araometrische Bestimmung. Auf dem Princip der hydrostatischen 
Wagungen beruht aueh die araometrische Bestimmung der Dichtigkeit 
einer Fliissigkeit. Denken wir uns irgend einen Kiirper, welcher, in die 
betre:ffende Fliissigkeit eingesenkt, nicht ganz untergeht, sondern zu einem 
Teil in die freie Atmosphare hinausragt, und bezeichnen dessen Masse mit M, 
das in der Fliissigkeit befindliche Volumen mit V, das ausserhalb derselben 
vorhandene mit v, die Masse des durch die eapillaren Krafte an den Korper 
angehobenen (positiven oder negativen) Wulstes mit m, so haben wir 
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M+m=Va+vs. 

1st der Umfang des Korpers an der Stelle, an welcher er die Fliissigkeits
oberflache verlasst, gleich U, der Randwinkel zwischen Fliissigkeit und 
Korper gleich w, der Capillaritatscoefficient der Fliissigkeit gleich a2, so 
haben wir 

somit 

1 
m= 2aa2Ucosw, 

M-vs 
a= 1 ' 

V --a2Ueosw 2 

a2 U cos w bildet gewohnlich eine nicht besonders betrachtliche Correetions
grosse zu V und braucht nur in angenahertem Betrage bekannt zu sein. 
Ein Araometer wird natiirlich fur Anweudung in vielen Fliissigkeiten con
struirt, von den in der Gleichung fiir a vertretenen Grossen M und V muss· 
also mindestens eine variirbar gehalten werden. A.raometrische Einrichtungen 
mit veranderlicher Masse des Korpers und constantem V olumen des ein
tauchenden Stiickes werden als Senkwaagen oder hydrostatisch{J Waagen 
bezeichnet. Sie haben, wie z. B. die Trallessche Senkwaage einen Kor
per aus Glas oder Metall, an welchem oben ein steifer Draht angeschmolzen 
ist, welcher eine Schale zur Anfnahme von Gewichten tragt. Der Draht 
ist mit einer Marke versehen, und es werden auf die Schale immer so viel 
Gewichte getan, bis der Korper vollstandig und der Draht bis zu dieser 
Marke in die FHissigkeit eintaucht. 

Es sei die Masse des ganzen Korpers sammt Draht und Schale IDl, 
das Volumen vom eintauchenden Teil (Korper und ein Stiick des Drahtes) 
V; das vom herausragenden (Draht und Schale) v, die Masse der auf die 
Schale gelegten Gewichte N, deren Volumen vN ' dann ist 

IDl- vs + N - V NS 
CXXXIV2) a = V 

v darf man als von der Temperatur unabhangig ansehen, V aber ist 
= Vo + at zu setzen, woselbst Vo der Betrag von V bei 0° ist, somit ent
halt die obige Gleichung 4 zu bestimmende Constanten IDl, v, Yo, a. Da 
man aber auch von einer Beriicksichtigung der Variationen des Luftgewichts 
absehen darf, kann man IDl- vs zu einer Constanten ~ zusammenziehen und 
die obige Gleichung hangt dann nur von 3 Constanten ab und geht iiber in 

~+N-vNs 
CXXXIVs) a = Vo + at 

Hat man 3 Fliissigkeiten zur Verf1igung, deren Dichtigkeiten anderweitig 
bestimmt sind, so kann man dieselben benut~en, um die Constanten ~1, Vo, a 
des Araometers zu eruiren. Sonst bestimmt man IDl durch einfache Waguug, 
v durch iiberschlagige Schiitzung der Masse des herausragenden Teils und 
der Dichtigkeit seiner Substanz oder als Differenz des Volumens des ganzen 
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Korpers und desjenigen des eintauchenden Teils. Vo und a resultiren aus 
einer Anwendung des Araometers in Wasser bei zwei verschiedenen Tem
peraturen, odeI' aus einer Voluminisirnng des Glaskorpers VOl' Fertigstellung 
des Araometers unter Hinzuftigung des aus del' Lauge und Dicke zu 
berechnenden Vo]umens des eintauchenden Drahtstucks, V ergiebt sich dann 
aus V = Vo(1 + 30:t), wo 30: del' Ausdehnungscoefficient des Glas- odeI' 
Metallkorpers ist. 

Die Fehler, auf welche besonders zu achten ist, sind dieselben wie sie 
uberhaupt bei hydrostatischen vorfallen konnen, und in Art. 137b und 137 c 
discutirt. Bei guter Einrichtung und sorgfaltiger Arbeit kann man mit dem 
Gewichtsaraometer Dichtigkeiten bis auf wenigen Einheiten del' fiinften Ziffer 
bestimmen. 

Wenn N = 0 ist, haben wir 

dadurch ist die geringste Dichtigkeit fixirt, welche sich mit einer einmal 
fertiggestellten Senkwaage bestimmt. 

Araometer mit constanter Masse und variablen Volumen des 
eintauchenden Stiickes bestehen aus einem Glas- odeI' Metallkorper, welcher 
in eine mit einer Teilung versehene Spindel ausgeht. Die Teilnng befindet 
sich bei metallenen Araometern natiirlich auf del' Oberflache del' Spindel 
aufgetragen, bei GJasaraometern gehort sie einer Papierscale an, welche in 
del' Spindel steckt. Die Teilung dient, um die von del' Spindel eintauchen
den Stucke abzumessen. Die Spindel ist bei GJasaraometern cylindrisch, bei 
Metallaraometern auch parallelepipetisch; die Teilung ist entweder in gleichen 
Intervallen fortschreitend odeI' nach einem durch den Zweck, zu welchem 
das Araometer gebraucht werden solI, bestimmten Princip angefertigt. Arao
meter konnen, wenn sie gehOrig untersucht sind, unmittelbar zu Dichtig
keitsbestimmungen Verwendung finden. 1st del' Querschnitt del' Spindel q, 
ihre Lange gem essen von del' ersten Marke del' Teilung L, das V olumen 
des Korpers bis zur ersten Marke V, die Lange des yon del' Spindel ein
tauchenden und an del' Teilung abzumessenden Stuckes 1, die Masse des 
Ganzen Araometers M, so haben wir 

M-(L-l)qs 
CI = ---"':":-l---'-~-' 

V+ql-2"a2Ucosw 

Hier darf das Correctionsglied wegen des capillareren Wulstes nicht ver
nachlassigt werden, weil die Spindeln meist ziemlich stark sind. 

Die Variable ist 1 und kann an del' Teilung del' Spindel odeI' auf sonst 
eine Weise abgemessen werden. M, L, q werden durch entsprechende 
Messungen gefunden, V setzt man gleich Vo (1 + 30: t) und bestimmt Vo 
durch Anwendung des Araometers in einer Fliissigkeit von bekallnter Dich
tigkeit. 

Weinstein, Lehrbuch n. 35 
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Die im Handel vorkommenden Araometer (Beaume, Richter, Alko
holometer nach Tralles u. s. f.) sind gewohnlich nach gewissen Fest
setzungen geteilt, bei ihnen bedarf es, wenn sie pracis gearbeitet sind, keiner 
weiteren Untersuchungen, sie sind aber nicht ohne besondere Tabelle ver
wendbar, und ihre An gab en entsprechen anch nicht immer den wirklichen 
Verhaltnissen. Fiir die Technik von der hervorragendsten Bedeutung hat 
ihre Theone, Einrichtung und Benutzung zu den eingehendsten Unter
suchungen Veranlassung gegeben. Der Physiker wird sich ihrer jedoch 
selten und auch nicht bei Maassbestimmungen grosserer Pracision zu be
dienen haben. 

148. Dichtigkeitsbestimmungen fUr Gase und Dil.mpfe. Die Dichtig
keit eines Gases oder Dampfes kann aus den Dichtigkeiten seiner Bestand
teile berechnet werden. 

148 a. Berechnung der Dichtigkeit eines Gases oder Dampfes. Handelt 
es sich nur um ein Gemisch aus verschiedenen Gasen, so kommt die 
Seite 434 angefUhrte Formel 

, " "' s=Ls'+Ls"+f..- s'''+'' . 
(P) (p) (P) 

in Verwendung, woselbst p, p", p"" ... die Partialdrncke der einzelnen 
Gase in dem Zustand, in welchem dieselben in dem Gemisch sich gerade 
befinden, angeben; und s', s", s''', ... die als fUr den willkiirlichen 
angenommenen Druck (P) und die gerade herrschende Temperatur bekannten 
Dichtigkeiten der einzelnen Bestandteile bedeuten. Die Formel ist sehr 
selten anwendbar, weil die Bestimmung der Partialdrncke erforderlich ist, 
wie auch ans den Entwickelungen in Capitel XIX erhellt. 

Wenn das betreffende Gas oder der Dampf eine chemische Ver
bin dung verschiedener Korper reprasentirt, lasst sich gemass dem 
A v 0 gad r 0 schen GeRetz die Dichtigkeit aus dem Moleculargewicht berechnen. 
Ist dieses Molecnlargewicht gleich M, so haben wir fUr die Dichtigkeit 
unter dem gerade herrschenden Druck p und der vorhandenen Temperatur t, 
bezogen auf Wasser von 4 0 

P 1 
s = 0,000044662 . 76 1 + 0,00367 t M 

und bezogen auf Lnft von 0 0 und Normaldruck 

woselbst p in Centimeter anzugeben ist. M das Moleknlargewicht der 
Verbindung ist durch die chemische Formel derselben bestimmt. So ist die 
Formel des Triiithylborats Bo O2 CS H15 und da die Atomgewichte von Bor, 
Sauerstoff, Kohlenstoff und Wasserstoff 11, 16, 12, 1 sind, so haben wir 
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M = 11 + 32 + 72 + 15 = 146, somit die Dichtigkeit des Dampfes des 
Triathytborats bei 0° unter dem Druck einer Atmosphare gleich 0,01652 be
zogen auf Wasser von 4°. 

Streng gilt das Avogadro sche Gesetz nur bei sogenannten idealen Gasen, 
das sind Gase, deren specifische Warmen unabhangig von Temperatur und 
Druck sind und deren Zustandsgleichuug durch das Boyle-Gay-Lussac
sche Gesetz gegeben ist. Man nennt deshalb die auf Grund dieses Gesetzes 
aus dem Moleculargewicht berechnete Dichtigkeit die tl!eoretiscke Dicktigkeit 
des betreffenden Gases oder Dampfes. 

Endlich kann die Dichtigkeit eines Gases oder Dampfes auch mit meist 
hinreichender Genauigkeit berechnet werden, wenn diese Dichtigkeit flir 
wenigstens eine Temperatur und einen Druck bekannt ist, denn man hat 

P 1 + ~t' 
8 = (8) i 1 + ~t ' 

woselbst p', t' Druck uud Temperatur des Gases oder Dampfes in dem 
Zustand angeben, in welchem (8) bekannt ist, und ~ fiir den Ausdehnungs
coefficienten des Gases steht. 

Die genauern Zustandsgleichungen erfordern die Kenntnis der Dichtig
keit fiir mehr als ein Wertepaar von Druck und Temperatur, auf diese 
nicht den physikalischen Maassbestimmungen, sondern noch den physi
kalischen Untersuchungen angehiirenden Verhaltnisse braucht hier nicht 
eingegangen zu werden. 

148b. Bestimmung durch Witgung; Methoden von Regnault, 
Dumas, Bunsen. A.uf directem Wege bestimmt man die Dichtigkeit eines 
Gases oder Dampfes, wenn von demselben geniigende Quantitaten zur Ver
fiigung stehen, durch Wagung einer in einem Ballon eingeschlossenen 
tunlichst gross en Menge desselben. 

Schlagt man das Art. 133 beschriebene Verfahren ein, so lernt man 
zunachst die Maasse M der abgeschlossenen Gasmenge kennen, und indem 
man diese Masse durch das innere V olumen V des Ballons dividirt, welches 
bekannt sein muss, bekommt man die gesuchte Dichtigkeit. Sei die Tempe
ratur des Ballons wahrend der Wagung t', die unmittelbar nach Einfiillung 
des Gases oder Dampfes beirn Abschliessen des Ballons t, so hat man in 

CXXXVI) 
M 

(8) = Vo(1 + 3ae') 

die Dichtigkeit wahrend der Wagung, in 

CXXXVll) 
1 + 3 at' 

8 = (8) 1 + 3 at ' 

die im Moment des Abschliessens des Ballons. Es gilt also der zuletzt 
eruirte Wert der Dichtigkeit fUr den Drnck p und die Temperatur t, welche 
das Gas oder der Dampf wahrend des Abschliessens gerade hat, zur Reduction 

35' 
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auf Normaldruck P und Temperatur 0° hat man die gefundene Zabl mit 
PCI + ~t)/p zu mnltipliciren. Bunsen hat dieses von Regnault an
gegebene und in Art. 133 beschriebene Verfabren bei der Wagung einer 
Gas- oder Dampf-Quantitat noch weiter ausgebildet.*) Unter Voraussetzung, 
dass nach Bordas Methode gewogen wird, scblagt er vor, sich 4 Kolben 
von so nahe als moglich gleichem innern und anssern Volumen herzustellen. 
Einer soll abgeschlossen und zur Tarirung benutzt werden, von den drei 
andem ist einer so weit als moglich leer zu pumpen und ebenfalls hermetisch 
zu verschliessen, die beiden letzten dienen zur Aufnahme von trockener 
Luft bezw. des Gases oder Dampfes, dessen Dichtigkeit bestimmt werden 
soIl. Die Massen der 3 letztgenannten Kolben mit ihren Abschluss
vorrichtungen seien M17 M2, Ma. ihre aussern V olumina Va' V , V , die 
innern V., V" V" die Dichtigkeit der im ausgepumpten Kolbeno" noc~ vor
handenen'Luft" sei \, die der Luft im Kolben, welcher mit trockener Luft 
gerullt ist s', die des Gases oder Dampfes s. Vergleichen wir den aus
gepumpten Kolben einmal mit dem mit trockener Luft gefiillten und dann 
mit demjenigen, welcher das zu untersuchende Gas enth~lt, so ist, wenn 
die gefundenen und in bekannter Weise zu berechnenden Massendifferenzen 
m1 , m2 genannt werden, 

M2 + Vi.s'= M1 + Vi,Sl + (Va. - Va)sa+ m1 , 

Ms+ V"s=M1 + ~,Sl+(Va, - Va.)s~+m2· 

Sind die V olumina der Kolben in jeder Beziehung vollig gleich, so 
haben wir 

Da man s' ans Druck nnd Temperatur der eingeschlossenen trockenen 
Luft berechnen kann, so lasst sich S auch ohne Kenntnis der inn ern V olumina 
des zweiten und dritten Kolbens bestimmen. M1 + ~,Sl ist eine Constante, 
namlich die Masse des ausgepumpten Kolbens sammt der in demselben noch 
etwa zuruckgebliebenen Luft, man kann diese Grosse in den beiden Teilen 
M1 und Vi, S1 bestimmen. Man wagt den Kolben offen und ebenso wagt man 
seine zugehorige Verschlusl:!vorrichtung, wodurch M1 erhalten wird, dann 
wird das inn ere V olumen Vi des Kolbens durcb Auswaguug einer Fliissig
keitsfiillung eruirt, und indein man Temperatur und Druck der nach Aus
pumpung im Kolben noch verbliebenen Luft unmittelbar vor Abschliessung 
desselben bestimmt und S1 berechnet, bekommt man V;, S1 • Man kann aber 
auch Ml + ~,S1 auf einmal und mit ausreichender Gena~gkeit bekommen, 
wenn man den Kolben schon abgeschlossen wagt und dabei das in Art. 133 
angegebene Verfahren zur Anwendung bringt. Bunsen schreibt vor, auch 
die Massen der Kolben ganz gleich zu machen, dann ist 

*) Gasometrische Methoden, Seite 149-191. 
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ViSl + m2 
CXXXVI2) S = s' =-,-' --

Vi,sl+ml 

aber an Genauigkeit wird dadurch wol nicht viel gewonnen. 
Wie die aussern Volumina einander gleich gemacht werden, ist in 

Art. 133 angegeben, in derselben Weise kann man auch die inuern Volumina 
eillander beliebig nahe bringen; will man der grossern Sicherheit wegen 
etwaigen Differenzen der Volumlln noch Rechnung tragen, so h1i.tte man 

, Vi. Ml - Ms+ "V;.Sl+ (Va. - Va,)s'+ m2 

CXXXVIIIs) s=s V ... r _ M + V. + (V - V ) '+ . 
.. .aLl 2 .,81 a. a. S ml 

So weit, dass die V olumendifferenzen iIll Zahler fortgelassen werden 
diirfen, kann man die Abgleichung der Kolben gegen einander immer 
treiben, es bliebe also noch Vi / Vi zu bestimmen. Dazu gelangt man am 
einfachsten, wenn man die Quecksilber- oder Wassermengen, welche bei 
derselben Temperatur gerade hinreichen, die fraglichen Volumina auszufullen, 
durch Wagung mit einander vergleicht. 

Das wesentliche der Bunsen'schen Methode besteht darin, dass man 
nicht sowohl S als vielmehr sis' bestimmt, das VerhaItnis der gesuchten 
Dichtigkeit zu der bekannten der abgesperrten Quantitat trockner Luft. 
Bunsen hat sein Verfahren auch ganz besonders aus dem Grunde aus
gearbeitet, um eine Reduction der gefundenen Dichtigkeit auf Normaldruck 
und Normaitemperatur zu umgehen. In der Tat, wenn man die Luft in dem 
betreffenden BaIlon unter demselben Druck und bei derselben Temperatur 
eingefullt hat, wie das zu untersuchende Gas, ist, sofern man das Boyle
Gay-Lussac'sche Gesetz als genau genug annimmt, sis' von Temperatur 
und Druck unabh1i.ngig, und es bnn das so bestimmte s schon als auf 
normale Verh1i.ltnisse reducirt angesehen werden. Bunsen hat darum zur 
bequemen und genauen Ausfiihrung seiner Methode auch einen Apparat 
angegeben, mit Hilfe dessen man die trockeue Luft und das auf seine 
Dichtigkeit zu bestimmende Gas zugleich und unter denselben Verhaltnissen 
in die Ballolls zu fullen vermag. Wegen dieses Apparats und der notigen 
Vorsichtsmaassregeln beim Beschicken und Abschliessen der Ballons sei auf 
die "Gasometrische Methoden" verwiesen. 

Sonst geschieht das FUllen eines Ballons mit einem Gase oder einem 
anderweitig entwickeiten Dampf am einfachsten in der Weise, dass man den 
BaIlon mit Quecksilber beschickt und in einer Wanne von Quecksilber in 
umgestiirzter Stellung festhalt. Lasst man das Gas oder den Dampf durch 
eine Rohre, die bis unter die Oeffnung des Ballons gefuhrt ist, in denselben 
eintreten, so wird das Quecksilber allmahlich verdrangt, und es tritt an 
dessen Stelle das Gas oder der Dampf. Man schliesst dann die Oeffnung 
des Ballons unter dem Quecksilber mit dem Finger oder sonst in irgend 
einer Weise und kann den volligen Verschluss ausserhalb der Wanne 
bewerkstelligen. 
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Wenn Dampfo aus ihrer Fliissigkeit erst entwickelt werden sollen, tnt 
man die Fliissigkeit in den BaIlon nnd erhitzt dieselbe, bis sie vollstii.ndig 
verdampft und aIle Luft ausgetrieben ist, dann schmilzt man den Hals 
des Ballons zu oder verschliesst denselben in irgend anderer Weise. Oft 
fiiIlt man den Ballon mit Quecksilber, stiirzt ihn in einer Quecksilberwanne 
um, lii.sst die Fliissigkeit in einer diinnen Glashiille eingeschlossen durch 
das Quecksilber in den BaIlon aufsteigen, sprengt die Hiille durch Schiitteln 
oder Erwarmen und erhitzt, bis alles verdampft ist. 

Wo die Untersuch u ng der Dichtigkeit von viel grosserer Bedeutung 
ist als deren angenii.herte Kenntnis fiir normale Verhii.ltnisse, ist es 
besser, das in Art. 133 beschriebene Verfahren anzuwenden, welches die 
Dichtigkeit gleich in absoluten Zahlen ergiebt uud von den Annahmen iiber 
die Dichtigkeit trockner Luft unabhii.ngig ist. Freilich muss man dann -
nicht znr Berechnung der Dichtigkeit, sondern urn die erhaltene Zahl auf 
bestimmte Verhii.ltnisse beziehen zu konnen - Temperatur und Druck des 
Gases oder Dampfes im Moment des Abschliessens desselben kennen. Znr 
genauen Fixirung der Temperatur fiihrt man das Einfiillen des Gases oder 
Dampfes am besten in einem Wasser- oder Luftbad aus, dessen Temperatur 
selbst constant erhalten werden kann (besondere Vorrichtuugen dazu werden 
in dem Capitel iiber Thermometric angegeben, der oben erwii.hnte Bunsen'sche 
Apparat ist vornehmlich als constantes und beliebig' regulirbares Luftbad 
construirt) und liest die Temperatur dieses Bades abo Ueber Bestimmung 
des Druckes von Gasen und Dampfen ist einiges schon bei mehreren 
Gelegenheiten gesagt, eingehenderes folgt in dem Capitel iiber Kraft und 
Druckmessungen. 

148c. Bestimmung aus der Ausllussgeschwindigkeit. Die auseinander
gesetzten Methoden gestatten, eine um so grossere Genauigkeit zu erreichen, 
je grosser die Gas- oder Dampfmengo ist, an welcher die Dichtigkeits
bestimmnng ausgefiihrt wird. Steht von dem bestreffenden Gase oder Dampfe 
eine nur geringe Quantitii.t zur Verfiigung, so schlagt Bun sen vor, die 
Dichtigkeit mit der Vbn Luft unter demselben Verhii.ltnis, und zwar durch 
Beobachtung der Ausstromungsgeschwindigkeit aus engen Oeffnungen, zu 
vergleichen. Man fiillt in einen Cylinder, welcher mit seinem untern offen en 
Ende in eine Quecksilberwanne gesteckt ist und oben in eine mit Hahn 
versehene freie Ausflussrohre ausgeht, die zu untersuchende Gasquantitii.t, 
comprimirt dieselbe, indem man bei geschlossenem Hahn der Rohre in die 
Wanne Quecksilber bis zu einer bestimmten Hohe nachgiesst. Oeffnet man 
den Hahn, so stromt die Luft aus; innerhalb des Cylinders von dem in 
denselben eingedrungenen Queckl:lilber getragen, befindet sich ein mit zwei 
Marken versehener Schwimmer, dieser Schwimmer steigt, wenn das Gas 
herausfii.hrt; notirt man den Zeitpunkt T1 , wenn die obere Marke durch das 
Fadenkreuz eines gegeniiber gestellten Fernrohrs hindurchgeht, und dann 
denjenigen Ta, wenn dieses Fadenkreuz von der untern Schwimmermarke 
passirt wird, so ist Ta- Tl die Zeitdauer fiir die Ausstromung derjenigen 
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Gasmenge, welche in einer Saule von dem Querschnitt des Cylinders und 
der Hohe der Schwimmermarken iibereinander enthalten war. Nun ersetzt 
man das Gas durch reine trockene Luft, achtet darauf, dass das Quecksilber 
im aussern Bad ebenso hoch steht wie bei Beginn des ersten Versuchs, 
lasst die Luft ausstromen und beobachtet die Zeitmomente T;, T~ fiir den 
Durchgang der beiden Schwimmermarken durch das Fadenkreuz des Fern
rohrs. 1st s' die Dichtigkeit der reinen trockenen Luft im Cylinder, s die 
des Gases oder Dampfes ebendaselbst, so hat man 

CXXXIX) 

Damit die Dichtigkeiten wahrend der Ausstromung nicht erheblich 
variiren ist notweudig, dass die Ausstromungsoil'nung moglichst eng· ist, 
Bun sen stellt sie dadurch her, dass er ein Platinblech mit einer Steck
nadel durchsticht und dann mit einem Hammer auf reiner glatter Unter
lage solange bearbeitet, bis die Oeffnung nur noch so gross ist, dass man 
sie beim Vorhalten des Blechs unmittelbar am Auge gerade noch erkennt, 
das BIech wird passend zurechtgeschnitten, auf die Miindung der Ausfluss
rohre des Cylinders gelegt und mit dieser verschmolzen. 

Die Methode kann unter Anwendung der einfachsten Formeln der 
Aerodynamik pracisere Resultate wol nur geben, wenn auf Constanz der 
Temperatur besonders geachtet wird, sonst miisste man dieselbe mit genauen 
Messungen flir Temperatur und Druck verbinden und auf die bekannten 
Gleichungen von Zeuner und andern fiir die thermodynamischen Vor
gange beim Ausstromen von Gasen und Dampfen Gebrauch machen. Dann 
aber wiirde sie nicht mehr gut anwendbar sein. 

148d: Volumenometrische Bestimmung nach Gay-Lussac und Hof
mann. Speciell Dampfdichten auf volumenometrischem Wege zu bestimmen, 
haben Gay-Lussac und Hofmann gelehrt, man fiint eine mit einer Teilung 
versehene und auf ihre innere Gestalt und ihr inneres Volumen genau 
untersuchte (calibrirte) Rohre ganz mit Quecksilber und steIlt sie mit dem 
offenen .!!Jnde nach unten in eine Quecksilberwanne. Dann lasst man in 
dieselbe eine in ein Glaskiige]chen oder in ein mit Stopsel versehenes 
Kolbchen abgewogene Quantitat der Fliissigkeit aufsteigen, zersprengt 
das Kolbchen und bringt die Fliissigkeit, indem man die Rohre mit einem 
in seiner Temperatur beliebig regulirbaren Luft- oder Fliissigkeitsbad urn
giebt zum Verdampfen. Wenn alles verdampft ist, misst man an der Teilung 
der Rohre das Volumen des Dampfes ab und hat die Dichtigkeit gleich Mj V, 
wenn M die Masse der hineingebrachten Fliissigkeit, V das abgelesene 
Volumen bedeutet. Die so gefundene Dichtigkeit gilt fiir die Temperatur 
im Moment der Ablesung und den Druck, welcher durch den aussern At
mosphii.rendruck und die Hohe der Quecksilbersaule in der Rohre iiber dem 
Niveau der Quecksilberoberflache in der Wanne bedingt ist. Das Volumen 
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des Kolbehens ist natiirlieh streng genommell, von dem abgelesenen Volumen 
in Abzug zu bringen: kann jedoch in den meisten Fallen vernachlassigt 
werden. 

148e. Bestimmung durch Wiigung eines Korpers. Endlich ware noeh 
zu erwahnen, dass man die Diehtigkeit von Gasen aueh auf dem Art. 134d 
angegebenen Wege, durch Wagung von Korpern nahezu gleieher Masse und 
sehr versehiedenen Volumens zu bestimmen vermag, wenn man das ganze 
GeMuse der Waage mit dem Gase flillen kann. 

Es ist noeh eine Anzahl anderer naeh den Zweeken der betreffenden 
Untersuchungen sieh riehtender Methoden flir Diehtigkeitsbestimmungen 
denkbar; denn hier ist noeh vieles in der Entwiekelung begriffen und wir 
stehen nieht vor einem abgesehlossenen Gebiete. 

Einiges wird in den Maassbestimmungen, welehe die Ausdehnung der 
Korper betreffen, naehgeholt werden miissen. 

It. 
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