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Vorwort des Herausgebers.

RIEMANNs Probevorlesung ,, Uber die Hypothesen, welche
der Geometrie zugrunde liegen, von ihm bei Gelegenheit
seiner Habilitation am 10. Juni 1854 vor der Géttinger philo-
sophischen Fakultit gehalten, ist erst nach seinem Tode im
13. Bande der Abhandlungen der Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Gottingen ver6ffentlicht worden. Nachdem
LoBATSCHEFSKIJ und BOLYAI, ohne prinzipiell iiber die Eukli-
dische Position hinauszukommen, vielmehr im engen Anschluf3
an das Muster der Euklidischen ,,Elemente®, eine logisch
in sich konsequente Geometrie entwickelt hatten, welche
auf der Ablehnung statt auf der Annahme des Parallelen-
postulats beruhte, wurde in dieser Vorlesung RIEMANNs das
Raumproblem von einem neuen und wahrhaft universellen
Standpunkt aus aufgerollt. Fiir die Geometrie geschah hier
der gleiche Schritt, den FARADAY und MAXWELL innerhalb
der Physik, speziell der Elektrizitdtslehre, vollzogen durch
den Ubergang von der Fernwirkungs- zur Nahewirkungs-
theorie: das Prinzip, die Welt aus ihrem Verhalten im Un-
endlichkleinen zu verstehen, gelangt zur Durchfiihrung.
Aus dem gleichen erkenntnistheoretischen Motiv entspringen
letzten Endes RIEMANNs grandiose Leistungen auf dem Ge-
biete der analytischen Funktionentheorie wie auch seine
physikalischen Spekulationen. Auf ihm beruht so die bei
aller Verschiedenheit der von RIEMANN bearbeiteten Sach-
gebiete ohne weiteres fithlbare Einheit seines Lebenswerkes.
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Die Gedanken, welche der groBe Mathematiker in dem
hier von neuem abgedruckten Vortrag entwickelte, sind aber
nicht nur fiir die Geometrie von weittragender Bedeutung
geworden, sie besitzen heute eine besondere Aktualitit,
da durch sie das begriffliche Fundament fiir die allgemeine
Relativitatstheorie gelegt wurde; so wenig auch deren
Schopfer EINSTEIN unmittelbar und bewuBt von RIEMANN
beeinfluBt wurde. Ja, die iiber das Mathematische hinaus-
gehenden Ausfilhrungen des letzten Absatzes weisen mit
iiberraschender Deutlichkeit — man ist geradezu versucht,
von Divination zu sprechen — in die Richtung solcher
physikalischen Konsequenzen der RIEMANNschen Raumlehre,
wie sie EINSTEINs Gravitationstheorie gezogen hat. Immer-
hin steht fest, daB von dieser Beziehung zur Gravitation
RIEMANN nichts bekannt war; denn seine eigenen Versuche,
,,den Zusammenhang von Licht, Elektrizitat, Magnetismus
und Gravitation zu ergriinden, die zeitlich mit der Probe-
vorlesung zusammenfallen, stehen sachlich in keiner Verbin-
dung mit ihr. (Vgl. die Fragmente iiber Naturphilosophie
im Anhang von RIEMANNs Gesammelten mathematischen
Werken [2. Aufl., Leipzig 1892, S. 526—538]. — In der Zeit
der Habilitation schreibt RIEMANN an seinen Bruder: ,,Darauf
beschiftigte ich mich wieder mit meiner Untersuchung iiber
den Zusammenhang der physikalischen Grundgesetze und
vertiefte mich so darin, daB ich, als mir das Thema zur Probe-
vorlesung beim Colloquium gestellt war, nicht gleich wieder
davon loskommen konnte. Die beiden Dinge, die damals
in seinem Gehirn sich storten, sind jetzt aufs engste mit-
einander verwachsen.)

Seit der von R. DEDEKIND und H. WEBER besorgten
Herausgabe von RIEMANNs Werken ist sein gedankentiefer
Habilitationsvortrag allgemein zuginglich. Trotzdem habe
ich mich auf Anregung des Verlages gerne bereit gefunden,
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eine Sonderausgabe zu veranstalten; denn es scheint mir in
der Tat erwiinscht, daBl diese Schrift, auch hinsichtlich der
Darstellung ein bewunderungswiirdiges Meisterstiick, in mog-
lichst viele Hinde kommt ; sie sollte von allen gelesen werden,
die heute der Relativitdtstheorie ihr Interesse zuwenden.
Ich habe einen Kommentar hinzugefiigt, in dem 1. die von
RIEMANN nur angedeuteten analytischen Rechnungen durch-
gefithrt sind, 2. auf die wichtigste spdtere Literatur iiber
den Gegenstand verwiesen und 3. die Briicke zu der moder-
nen, unter dem Zeichen der Relativitatstheorie sich voll-
ziehenden Entwicklung geschlagen wurde. Um der Leser-
lichkeit willen ist fiir den Kommentar ein ebenso groBer Druck
gewihlt worden wie fiir den Haupttext; ich bitte darin keine
AnmaBung des Herausgebers erblicken zu wollen. Dem-
jenigen, der nur die groBen Prinzipien kennen lernen, nicht
aber die Probleme im Detail studieren will, sei dringend
geraten, sich durch die formelreichen Erlduterungen nicht
im GenuB der Lektiire stéren zu lassen. Die dem Vortrag

beigegebene Inhaltsiibersicht riithrt mitsamt den FuBnoten
von RIEMANN her.

Trage die Schrift in der vorliegenden Gestalt, wie sie
es schon seit ihrem Hervortreten in reichem MaBe getan,
auch weiterhin das Thre dazu bei, das Leben der Idee zu
fordern!

Ziirich, Mai 1919.

H. Weyl.

In den Anmerkungen sind bei Gelegenheit der 2. und
3. Auflage nur unwesentliche Anderungen vorgenommen.

Zirich, Mérz 1923.
H. Weyl.
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Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zugrunde liegen.

Plan der Untersuchung.

Bekanntlich setzt die Geometrie sowohl den Begriff
des Raumes, als die ersten Grundbegriffe fiir die Konstruk-
tionen im Raume als etwas Gegebenes voraus. Sie gibt
von ihnen nur Nominaldefinitionen, wihrend die wesent-
lichen Bestimmungen in Form von Axiomen auftreten. Das
Verhiltnis dieser Voraussetzungen bleibt dabei im Dunkeln;
man sieht weder ein, ob und inwieweit ihre Verbindung
notwendig, noch a priori, ob sie moéglich ist.

Diese Dunkelheit wurde auch von EUKLID bis auf LE-
GENDRE, um den berithmtesten neueren Bearbeiter der Geome-
trie zu nennen, weder von den Mathematikern noch von den
Philosophen, welche sich damit beschiftigten, gehoben. Es
hatte dies seinen Grund wohl darin, da der allgemeine Begriff
mehrfach ausgedehnter GroBen, unter welchem die Raum-
groBen enthalten sind, ganz unbearbeitet blieb. Ich habe mir
daher zunichst die Aufgabe gestellt, den Begriff einer mehr-
fach ausgedehnten GroBe aus allgemeinen GroBenbegriffen
zu konstruieren. Es wird daraus hervorgehen, daB eine mehr-
fach ausgedehnte GroéBe verschiedener MaBverhiltnisse fihig
ist und der Raum also nur einen besonderen Fall einer
dreifach ausgedehnten GroBe bildet. Hiervon aber ist eine
notwendige Folge, daB die Sitze der Geometrie sich nicht

aus allgemeinen GréBenbegriffen ableiten lassen, sondern da
Riemann-Weyl, Hypothesen. 3. Aufl. I
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diejenigen Eigenschaften, durch welche sich der Raum
von anderen denkbaren dreifach ausgedehnten GréB8en unter-
scheidet, nur aus der Erfahrung entnommen werden konnen.
Hieraus entsteht die Aufgabe, die einfachsten Tatsachen
aufzusuchen, aus denen sich die MaBverhiltnisse des Raumes
bestimmen lassen — eine Aufgabe, die der Natur der Sache
nach nicht véllig bestimmt ist; denn es lassen sich mehrere
Systeme einfacher Tatsachen angeben, welche zur Bestimmung
der MaBverhiltnisse des Raumes hinreichen; am wichtigsten
ist fiir den gegenwirtigen Zweck das von EUKLID zugrunde
gelegte. Diese Tatsachen sind wie alle Tatsachen nicht not-
wendig, sondern nur von empirischer GewiBheit, sie sind
Hypothesen; man kann also ihre Wahrscheinlichkeit, welche
innerhalb der Grenzen der Beobachtung allerdings sehr
groB ist, untersuchen und hiernach iiber die Zulissigkeit
ihrer Ausdehnung jenseits der Grenzen der Beobachtung
sowohl nach der Seite des UnmeBbargroBen, als nach der
Seite des UnmeBbarkleinen urteilen.

I. Begriff einer n-fach ausgedehnten GréBe.

Indem ich nun von diesen Aufgaben zunichst die erste,
die Entwicklung des Begriffs mehrfach ausgedehnter GréBen,
zu 1osen versuche, glaube ich um so mehr auf eine nach-
sichtige Beurteilung Anspruch machen zu diirfen, da ich in
dergleichen Arbeiten philosophischer Natur, wo die Schwie-
rigkeiten mehr in den Begriffen, als in der Konstruktion
liegen, wenig geiibt bin und ich aufBer einigen ganz kurzen
Andeutungen, welche Herr Geheimer Hofrat GAuss in der
zweiten Abhandlung iiber die biquadratischen Reste, in den
Gottingenschen gelehrten Anzeigen und in seiner Jubiliums-
schrift dariiber gegeben hat, und einigen philosophischen
Untersuchungen HERBARTS, durchaus keine Vorarbeiten
benutzen konnte.
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GroBenbegriffe sind nur da mdglich, wo sich ein all-
gemeiner Begriff vorfindet, der verschiedene Bestimmungs-
weisen zuldBt. Je nachdem unter diesen Bestimmungs-.
weisen von einer zu einer andern ein stetiger Ubergang
stattfindet oder nicht, bilden sie eine stetige oder diskrete
Mannigfaltigkeit; die einzelnen Bestimmungsweisen heiBlen
im erstern Falle Punkte, im letztern Elemente dieser Mannig-
faltigkeit. Begriffe, deren Bestimmungsweisen eine diskrete
Mannigfaltigkeit bilden, sind so hdufig, daB sich fiir beliebig
gegebene Dinge wenigstens in den gebildeteren Sprachen
immer ein Begriff auffinden 148t, unter welchem sie enthalten
sind (und die Mathematiker konnten daher in der Lehre
von den diskreten GréBen unbedenklich von der Forderung
ausgehen, gegebene Dinge als gleichartig zu betrachten);
dagegen sind die Veranlassungen zur Bildung von Begriffen,
deren Bestimmungsweisen eine stetige Mannigfaltigkeit bil-
den, im gemeinen Leben so selten, daB die Orte der Sinnen-
gegenstinde und die Farben wohl die einzigen einfachen Be-
griffe sind, deren Bestimmungsweisen eine mehrfach ausge-
dehnte Mannigfaltigkeit bilden. Haufigere Veranlassung
zur Erzeugung und Ausbildung dieser Begriffe findet sich
erst in der héhern Mathematik.

Bestimmte, durch ein Merkmal oder eine Grenze unter-
schiedene Teile einer Mannigfaltigkeit heien Quanta. Ihre
Vergleichung der Quantitdt nach geschieht bei den diskreten
GroéBen durch Zidhlung, bei den stetigen durch Messung.
Das Messen besteht in einem Aufeinanderlegen der zu ver-
gleichenden GroéBen; zum Messen wird also ein Mittel er-
fordert, die eine GroBe als MaBstab fiir die andere fortzutragen.
Fehlt dieses, so kann man zwei Gro8en nur vergleichen, wenn
die eine ein Teil der andern ist, und auch dann nur das Mehr

oder Minder, nicht das Wieviel entscheiden. Die Unter-
I*
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suchungen, welche sich in diesem Falle iiber sie anstellen
lassen, bilden einen allgemeinen von MaBbestimmungen unab-
hingigen Teil der GroBenlehre, wo die GréBen nicht als un-
abhingig von der Lage existierend und nicht als durch eine
Einheit ausdriickbar, sondern als Gebiete in einer Mannig-
faltigkeit betrachtet werden. Solche Untersuchungen sind
fiir mehrere Teile der Mathematik, namentlich fiir die Be-
handlung der mehrwertigen analytischen Funktionen ein
Bediirfnis geworden, und der Mangel derselben ist wohl eine
Hauptursache, daB der berilhmte ABELsche Satz und die
Leistungen von LAGRANGE, PFAFF, JACOBI fiir die allgemeine
Theorie der Differentialgleichungen solange unfruchtbar ge-
blieben sind. Fiir den gegenwirtigen Zweck geniigt es, aus
diesem allgemeinen Teile der Lehre von den ausgedehnten
GroBen, wo weiter nichts vorausgesetzt wird, als was in dem
Begriffe derselben schon enthalten ist, zwei Punkte hervor-
zuheben, wovon der erste die Erzeugung des Begriffs einer
mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, der zweite die
Zuriickfilhrung der Ortsbestimmungen in einer gegebenen
Mannigfaltigkeit auf Quantitdtsbestimmungen betrifft und
das wesentliche Kennzeichen einer #-fachen Ausdehnung
deutlich machen wird.

2.

Geht man bei einem Begriffe, dessen Bestimmungs-
weisen eine stetige Mannigfaltigkeit bilden, von einer Be-
stimmungsweise auf eine bestimmte Art zu einer andern
iiber, so bilden die durchlaufenen Bestimmungsweisen eine
einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, deren wesentliches
Kennzeichen ist, daB in ihr von einem Punkte nur nach
zwel Seiten, vorwirts oder riickwirts, ein stetiger Fortgang
moglich ist. Denkt man sich nun, daB diese Mannigfaltig-
keit wieder in eine andere, vollig verschiedene, iibergeht,
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und zwar wieder auf bestimmte Art, d. h. so, daB jeder Punkt
in einen bestimmten Punkt der andern iibergeht, so bilden
samtliche so erhaltene Bestimmungsweisen eine zweifach
ausgedehnte Mannigfaltigkeit. In dhnlicher Weise erhilt
man eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, wenn man
sich vorstellt, daB eine zweifach ausgedehnte in eine véllig
verschiedene auf bestimmte Art iibergeht, und es ist leicht
zu sehen, wie man diese Konstruktion fortsetzen kann.
Wenn man, anstatt den Begriff als bestimmbar, seinen
Gegenstand als verédnderlich betrachtet, so kann diese Kon-
struktion bezeichnet werden als eine Zusammensetzung einer
Veranderlichkeit von # -+ 1 Dimensionen aus einer Ver-
anderlichkeit von # Dimensionen und aus einer Verinder-
lichkeit von Einer Dimension. )

3.

Ich werde nun zeigen, wie man umgekehrt eine Ver-
anderlichkeit, deren Gebiet gegeben ist, in eine Verdnderlich-
keit von einer Dimension und eine Verdnderlichkeit von
weniger Dimensionen zerlegen kann. Zu diesem Ende denke
man sich ein veridnderliches Stiick einer Mannigfaltigkeit
von Einer Dimension — von einem festen Anfangspunkte
an gerechnet, so daBl die Werte desselben untereinander ver-
gleichbar sind —, welches fiir jeden Punkt der gegebenen
Mannigfaltigkeit einen bestimmten mit ihm stetig sich &n-
dernden Wert hat, oder mit andern Worten, man nehme
innerhalb der gegebenen Mannigfaltigkeit eine stetige Funk-
tion des Orts an, und zwar eine solche Funktion, welche nicht
lings eines Teils dieser Mannigfaltigkeit konstant ist. Jedes
System von Punkten, wo die Funktion einen konstanten
Wert hat, bildet dann eine stetige Mannigfaltigkeit von
weniger Dimensionen als die gegebene. Diese Mannigfaltig-
keiten gehen bei Anderung der Funktion stetig ineinander
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iiber; man wird daher annehmen koénnen, daB aus einer
von ihnen die iibrigen hervorgehen, und es wird dies, all-
gemein zu reden, so geschehen konnen, daB jeder Punkt in
einen bestimmten Punkt der andern iibergeht; die Aus-
nahmsfille, deren Untersuchung wichtig ist, konnen hier un-
beriicksichtigt bleiben. Hierdurch wird die Ortsbestimmung
in der gegebenen Mannigfaltigkeit zuriickgefiihrt auf eine
GroBenbestimmung und auf eine Ortsbestimmung in einer
minderfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Es ist nun
leicht zu zeigen, daB diese Mannigfaltigkeit # — 1 Dimen-
sionen hat, wenn die gegebene Mannigfaltigkeit eine #-fach
ausgedehnte ist. Durch #-malige Wiederholung dieses Ver-
fahrens wird daher die Ortsbestimmung in einer #u-fach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit auf # GroéBenbestimmungen,
und also die Ortsbestimmung in einer gegebenen Mannig-
faltigkeit, wenn dieses moglich ist, auf eine endliche Anzahl
von Quantitdtsbestimmungen zuriickgefiihrt. Es gibt indes
auch Mannigfaltigkeiten, in welchen die Ortsbestimmung
nicht eine endliche Zahl, sondern entweder eine unendliche
Reihe oder eine stetige Mannigfaltigkeit von GréBenbestim-
mungen erfordert. Solche Mannigfaltigkeiten bilden z. B.
die moglichen Bestimmungen einer Funktion fiir ein ge-
gebenes Gebiet, die méglichen Gestalten einer rdumlichen
Figur usw.

II. MaBverhiltnisse, deren eine Mannigfaltigkeit von n Di-

mensionen fadhig ist, unter der Voraussetzung, daB die

Linien unabhédngig von der Lage eine Linge besitzen, also
jede Linie durch jede meBbar ist.

Es folgt nun, nachdem der Begriff einer #n-fach aus-
gedehnten Mannigfaltigkeit konstruiert und als wesentliches
Kennzeichen derselben gefunden worden ist, daB sich die
Ortsbestimmung in derselben auf »# GroéBSenbestimmungen
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zuriickfithren 14Bt, als zweite der oben gestellten Aufgaben
eine Untersuchung tiiber die MaBverhéltnisse, deren eine
solche Mannigfaltigkeit fdhig ist, und iber die Bedin-
gungen, welche zur Bestimmung dieser MaBverhaltnisse hin-
reichen. Diese MaBverhdltnisse lassen sich nur in abstrakten
GroBenbegriffen untersuchen und im Zusammenhange nur
durch Formeln darstellen; unter gewissen Voraussetzungen
kann man sie indes in Verhiltnisse zerlegen, welche einzeln
‘genommen einer geometrischen Darstellung fihig sind, und
hierdurch wird es moglich, die Resultate der Rechnung
geometrisch auszudriicken. Es wird daher, um festen Boden
zu gewinnen, zwar eine abstrakte Untersuchung in Formeln
nicht zu vermeiden sein, die Resultate derselben aber werden
sich im geometrischen Gewande darstellen lassen. Zu beidem
sind die Grundlagen enthalten in der berithmten Abhandlung
des Herrn Geheimen Hofrats GAuss iiber die krummen
Flachen.
I.

MaBbestimmungen erfordern eine Unabhingigkeit der
GroBen vom Ort, die in mehr als einer Weise stattfinden
kann; die zunichst sich darbietende Annahme, welche ich
hier verfolgen will, ist wohl die, da die Lange der Linien
unabhingig von der Lage sei, also jede Linie durch jede meB-
bar sei. Wird die Ortsbestimmung auf GréBenbestimmungen
zuriickgefiihrt, also die Lage eines Punktes in der gegebenen
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit durch # verdnderliche
GroBen x;, %, x5 und so fort bis x, ausgedriickt, so wird
die Bestimmung einer Linie darauf hinauskommen, daB die
GroBen x als Funktionen Einer Verdnderlichen gegeben wer-
den. Die Aufgabe ist dann, fiir die Linge der Linien einen
mathematischen Ausdruck aufzustellen, zu welchem Zwecke
die GroBen x als in Einheiten ausdriickbar betrachtet werden
miissen. Ich werde diese Aufgabe nur unter gewissen Be-
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schrankungen behandeln und beschrinke mich erstlich auf
solche Linien, in welchen die Verhiltnisse zwischen den
GroBen dx — den zusammengehorigen Anderungen der
GroBen x —sich stetig dndern; man kann dann die Linien
in Elemente zerlegt denken, innerhalb deren die Verhiltnisse
der GroBen dx als konstant betrachtet werden diirfen, und
die Aufgabe kommt dann darauf zuriick, fiir jeden Punkt
einen allgemeinen Ausdruck des von ihm ausgehenden
Linienelements ds aufzustellen, welcher also die GréBen x und-
die GroBen dx enthalten wird. Ich nehme nun zweitens an,
daB die Linge des Linienelements, von GroBen zweiter Ord-
nung abgesehen, ungeidndert bleibt, wenn siamtliche Punkte
desselben dieselbe unendlich kleine Ortsinderung erleiden,
worin zugleich enthalten ist, daB, wenn simtliche GréBen dx
in demselben Verhiltnisse wachsen, das Linienelement sich
ebenfalls in diesem Verhiltnisse dndert. Unter diesen An-
nahmen wird das Linienelement eine beliebige homogene
Funktion ersten Grades der GréBen dx sein konnen, welche
ungedndert bleibt, wenn sdmtliche GréBen dx ihr Zeichen
dndern, und worin die willkiirlichen Konstanten stetige
Funktionen der GréBen x sind. Um die einfachsten Fille
zu finden, suche ich zunichst einen Ausdruck fiir die (» — 1)-
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, welche vom Anfangs-
punkte des Linienelements iiberall gleich weit abstehen,
d. h. ich suche eine stetige Funktion des Orts, welche sie
voneinander unterscheidet. Diese wird vom Anfangspunkt
aus nach allen Seiten entweder ab- oder zunehmen miissen;
ich will annehmen, daB sie nach allen Seiten zunimmt und
also in dem Punkte ein Minimum hat. Es muB dann, wenn
ihre ersten und zweiten Differentialquotienten endlich sind,
das Differential erster Ordnung verschwinden und das zweiter
Ordnung darf nie negativ werden; ich nehme an, daB es
immer positiv bleibt. Dieser Differentialausdruck zweiter
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Ordnung bleibt alsdann konstant, wenn ds konstant bleibt,
und wichst im quadratischen Verhiltnisse, wenn die GréBen
dx und also auch ds sich simtlich in demselben Verhiltnisse
andern; er ist also gleich const.ds?, und folglich ist ds gleich
der Quadratwurzel aus einer immer positiven ganzen homo-
genen Funktion zweiten Grades der GroBen dx, in welcher die
Koeffizienten stetige Funktionen der GréoBen # sind. Fiir den
Raum wird, wenn man die Lage der Punkte durch recht-
winklige Koordinaten ausdriickt, ds=VX(dx)?; der
Raum ist also unter diesem einfachsten Falle enthalten.
Der nichst einfache Fall wiirde wohl die Mannigfaltigkeiten
umfassen, in welchen sich das Linienelement durch die vierte
Wurzel aus einem Differentialausdrucke vierten Grades aus-
driicken 148t. Die Untersuchung dieser allgemeinern Gattung
wiirde zwar keine wesentlich andere Prinzipien erfordern,
aber ziemlich zeitraubend sein und verhdltnisméBig auf die
Lehre vom Raume wenig neues Licht werfen, zumal da sich
die Resultate nicht geometrisch ausdriicken lassen; ich be-
schrinke mich daher auf die Mannigfaltigkeiten, wo das
Linienelement durch die Quadratwurzel aus einem Differen-
tialausdruck zweiten Grades ausgedriickt wird. Man kann
einen solchen Ausdruck in einen andern #hnlichen trans-
formieren, indem man fiir die # unabhingigen Verinder-
lichen Funktionen von #» neuen unabhidngigen Verdnder-
lichen setzt. Auf diesem Wege wird man aber nicht jeden
Ausdruck in jeden transformieren koénnen; denn der Aus-

druck enthilt 1" "% Koeffizienten, welche willkirliche
2

Funktionen der unabhingigen Veranderlichen sind ; durch Ein-

fiihrung neuer Veranderlicher wird man aber nur # Relationen

geniigen und also nur # der Koeffizienten gegebenen GréfBen

gleich machen konnen. Es sind dann die iibrigen n”
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durch die Natur der darzustellenden Mannigfaltigkeit schon
vollig bestimmt, und zur Bestimmung ihrer MaBverhiltnisse

n—1I . . . .
also n— Funktionen des Orts erforderlich. Die Mannig-

faltigkeiten, in welchen sich, wie in der Ebene und im Raume,
das Linienelement auf die Form VXdx® bringen 14Bt, bil-
den daher nur einen besonderen Fall der hier zu unter-
suchenden Mannigfaltigkeiten; sie verdienen wohl einen be-
sonderen Namen, und ich will also diese Mannigfaltigkeiten,
in welchen sich das Quadrat des Linienelements auf die
Summe der Quadrate von selbstidndigen Differentialien brin-
gen ldBt, eben nennen. Um nun die wesentlichen Verschieden-
heiten samtlicher in der vorausgesetzten Form darstellbarer
Mannigfaltigkeiten iibersehen zu koénnen, ist es nétig, die
von der Darstellungsweise herrithrenden zu beseitigen, was
durch Wahl der verdnderlichen GréBen nach einem be-
stimmten Prinzip erreicht wird.

2.

Zu diesem Ende denke man sich von einem beliebigen
Punkte aus das System der von ihm ausgehenden kiirzesten
Linien konstruiert; die Lage eines unbestimmten Punktes
wird dann bestimmt werden kénnen durch die Anfangs-
richtung der kiirzesten Linie, in welcher er liegt, und durch
seine Entfernung in derselben vom Anfangspunkte und
kann daher durch die Verhiltnisse der GroBen d«0, d. h.
der GroBen dx im Anfang dieser kiirzesten Linie und durch
die Linge s dieser Linie ausgedriickt werden. Man fiihre
nun statt dx° solche aus ihnen gebildete lineare Ausdriicke
da ein, daB der Anfangswert des Quadrats des Linienelements
gleich der Summe der Quadrate dieser Ausdriicke wird, so
daB die unabhingigen Variabeln sind: die GréBe s und die
Verhiltnisse der GréB8en da; und setze schlieBlich statt da
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solche ihnen proportionale GroBen x;, #,, ..., x,, daB die
Quadratsumme gleich s? wird. Fiihrt man diese GroBen ein,
so wird fiir unendlich kleine Werte von x das Quadrat des
Linienelements gleich Zdx2, das Glied der nachsten Ordnung
in demselben aber gleich einem homogenen Ausdruck zweiten
Grades der » n—;—i GroBen (%; dxg — %o d %), (%3 d X3 —%3d%,),

<

..., also eine unendlich kleine Gr68e von der vierten Dimen-
sion, so daB man eine endliche GréBe erhalt, wenn man
sie durch das Quadrat des unendlich kleinen Dreiecks di-
vidiert, in dessen Eckpunkten die Werte der Veranderlichen
sind (0, 0, 0, ...), (%1, %2, ¥3 ...), (d%y, d%y, dxg, ...). Diese
GroBe behidlt denselben Wert, solange die GréSen x und
dx in denselben bindren Linearformen enthalten sind, oder
solange die beiden kiirzesten Linien von den Werten o bis
zu den Werten x und von den Werten o bis zu den Werten
dx in demselben Flichenelement bleiben, und hingt also
nur von Ort und Richtung desselben ab. Sie wird offenbar
=0, wenn die dargestellte Mannigfaltigkeit eben, d. h.
das Quadrat des Linienelements auf Xdx? reduzierbar ist,
und kann daher als das MaB} der in diesem Punkte in dieser
Flachenrichtung stattfindenden Abweichung der Mannigfal-
tigkeit von der Ebenheit angesehen werden. Multipliziert mit

—% wird sie der GroBe gleich, welche Herr Geheimer Hofrat

GAuss das KriimmungsmaB einer Fldache genannt hat. Zur
Bestimmung der MaBverhéltnisse einer n-fach ausgedehnten,
in der vorausgesetzten Form darstellbaren Mannigfaltigkeit

wurden vorhin #” " Funktionen des Orts noétig gefunden;
2

.. o . n—I
wenn also das KriimmungsmaB in jedem Punkte in n—

Fliachenrichtungen gegeben wird, so werden daraus die MaB-
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verhiltnisse der Mannigfaltigkeit sich bestimmen lassen,
wofern nur zwischen diesen Werten keine identischen Rela-
tionen stattfinden, was in der Tat, allgemein zu reden, nicht
der Fall ist. Die MaBverhdltnisse dieser Mannigfaltigkeiten,
wo das Linienelement durch die Quadratwurzel aus einem
Differentialausdruck zweiten Grades dargestellt wird, lassen
sich so auf eine von der Wahl der verinderlichen GroBen
vollig unabhingige Weise ausdriicken. Ein ganz &dhnlicher
Weg 148t sich zu diesem Ziele auch bei den Mannigfaltig-
keiten einschlagen, in welchen das Linienelement durch einen
weniger einfachen Ausdruck, z. B. durch die vierte Wurzel
aus einem Differentialausdruck vierten Grades, ausgedriickt
wird. Es wiirde sich dann das Linienelement, allgemein zu
reden, nicht mehr auf die Form der Quadratwurzel aus einer
Quadratsumme von Differentialausdriicken bringen lassen
und also in dem Ausdrucke fir das Quadrat des Linien-
elements die Abweichung von der Ebenheit eine unendlich
kleine GroBe von der zweiten Dimension sein, wihrend sie
bei jenen Mannigfaltigkeiten eine unendlich kleine GroBe
von der vierten Dimension war. Diese Eigentiimlichkeit
der letzten Mannigfaltigkeiten kann daher wohl Ebenheit
in den Kkleinsten Teilen genannt werden. Die fiir den jetzigen
Zweck wichtigste Eigentiimlichkeit dieser Mannigfaltigkeiten,
derentwegen sie hier allein untersucht worden sind, ist aber
die, daB sich die Verhiltnisse der zweifach ausgedehnten geo-
metrisch durch Flichen darstellen und die der mehrfach aus-
gedehnten auf die der in ihnen enthaltenen Flichen zuriick-
fithren lassen, was jetzt noch einer kurzen Erérterung bedarf.

3.

In die Auffassung der Flichen mischt sich neben den
inneren MaBverhiltnissen, bei welchen nur die Linge der
Wege in ihnen in Betracht kommt, immer auch ihre Lage
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zu auBer ihnen gelegenen Punkten. Man kann aber von
den #uBeren Verhiltnissen abstrahieren, indem man solche
Verdnderungen mit ihnen vornimmt, bei denen die Linge
der Linien in ibnen ungedndert bleibt, d. h. sie sich beliebig
— ohne Dehnung — gebogen denkt, und alle so auseinander
entstehenden Flichen als gleichartig betrachtet. Es gelten
also z. B. beliebige zylindrische oder konische Flichen einer
Ebene gleich, weil sie sich durch bloBe Biegung aus ihr
bilden lassen, wobei die inneren MaBverhiltnisse bleiben,
und sdmtliche Sitze iiber dieselben — also die ganze Plani-
metrie — ihre Giiltigkeit behalten; dagegen gelten sie als
wesentlich verschieden von der Kugel, welche sich nicht ohne
Dehnung in eine Ebene verwandeln 148t. Nach der vorigen
Untersuchung werden in jedem Punkte die inneren MaB-
verhiltnisse einer zweifach ausgedehnten GréBe, wenn sich
das Linienelement durch die Quadratwurzel aus einem
Differentialausdruck zweiten Grades ausdriicken 148t, wie
dies bei den Flichen der Fall ist, charakterisiert durch das
KriimmungsmaB. Dieser GroBe 148t sich nun bei den Fldchen
die anschauliche Bedeutung geben, daB sie das Produkt aus
den beiden Kriimmungen der Fliche in diesem Punkte ist,
oder auch, daB3 das Produkt derselben in ein unendlich kleines
aus kiirzesten Linien gebildetes Dreieck gleich ist dem Uber-
schusse seiner Winkelsumme iiber zwei Rechte in Teilen des
Halbmessers. Die erste Definition wiirde den Satz voraus-
setzen, daB das Produkt der beiden Kriimmungshalbmesser
bei der bloBen Biegung einer Fliche ungeidndert bleibt, die
zweite, daB an demselben Orte der UberschuB der Winkel-
summe eines unendlich kleinen Dreiecks iiber zwei Rechte
seinem Inhalte proportional ist. Um dem KriimmungsmaB
einer #n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit in einem ge-
gebenen Punkte und einer gegebenen durch ihn gelegten
Flachenrichtung eine greifbare Bedeutung zu geben, muB
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man davon ausgehen, daB eine von einem Punkte ausgehende
kiirzeste Linie vollig bestimmt ist, wenn ihre Anfangsrichtung
gegeben ist. Hiernach wird man eine bestimmte Fliche er-
halten, wenn man samtliche von dem gegebenen Punkte aus-
gehenden und in dem gegebenen Flidchenelement liegenden
Anfangsrichtungen zu kiirzesten Linien verldngert, und diese
Fliche hat in dem gegebenen Punkte ein bestimmtes Kriim-
mungsmaB, welches zugleich das KriimmungsmaB der #-fach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit in dem gegebenen Punkte
und der gegebenen Flichenrichtung ist.

4.

Es sind nun noch, ehe die Anwendung auf den Raum
gemacht wird, einige Betrachtungen iiber die ebenen Mannig-
faltigkeiten im allgemeinen nétig, d. h. iiber diejenigen, in
welchen das Quadrat des Linienelements durch eine Quadrat-
summe vollstindiger Differentialien darstellbar ist.

In einer ebenen #n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit
ist das KriimmungsmaB in jedem Punkte in jeder Richtung
Null; es reicht aber nach der fritheren Untersuchung, um
die MaBverhiltnisse zu bestimmen, hin, zu wissen, daB es

in jedem Punkte in ngj Flichenrichtungen, deren

KriimmungsmaBe voneinander unabhingig sind, Null sei.
Die Mannigfaltigkeiten, deren KriimmungsmaB8 iiberall = o
ist, lassen sich betrachten als ein besonderer Fall derjenigen
Mannigfaltigkeiten, deren KriimmungsmaQ@ allenthalben kon-
stant ist. Der gemeinsame Charakter dieser Mannigfaltig-
keiten, deren KriimmungsmaB konstant ist, kann auch so
ausgedriickt werden, daB sich die Figuren in ihnen ohne
Dehnung bewegen lassen. Denn offenbar wiirden die Figuren
in ihnen nicht beliebig verschiebbar und drehbar sein kénnen,
wenn nicht in jedem Punkte in allen Richtungen das Kriim-
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mungsmaB dasselbe wire. Andererseits aber sind durch das
KriimmungsmaB die MaBverhéltnisse der Mannigfaltigkeit
vollstidndig bestimmt; es sind daher um einen Punkt nach
allen Richtungen die MaBverhiltnisse genau dieselben, wie
um einen andern, und also von ihm aus dieselben Konstruk-
tionen ausfithrbar, und folglich kann in den Mannigfaltig-
keiten mit konstantem KriimmungsmaB@ den Figuren jede
beliebige Lage gegeben werden. Die MaBverhiltnisse dieser
Mannigfaltigkeiten héngen nur von dem Werte des Kriim-
mungsmaBes ab, und inbezug auf die analytische Darstellung
mag bemerkt werden, daB, wenn man diesen Wert durch «
bezeichnet, dem Ausdruck fiir das Linienelement die Form

S YZiw

I+ﬁZﬂ
4

gegeben werden kann.

5.

Zur geometrischen Erlduterung kann die Betrachtung
der Flichen mit konstantem KrimmungsmaB dienen. Es
ist leicht zu sehen, daB sich die Flichen, deren Kriimmungs-
maB positiv ist, immer auf eine Kugel, deren Radius gleich
I dividiert durch die Wurzel aus dem KriimmungsmaB ist,
wickeln lassen werden; um aber die ganze Mannigfaltigkeit
dieser Fliachen zu iibersehen, gebe man einer derselben die
Gestalt einer Kugel und den iibrigen die Gestalt von Um-
drehungsflachen, welche sie im Aquator berithren. Die
Flichen mit groBerem KriimmungsmaB als diese Kugel wer-
den dann die Kugel von innen berithren und eine Gestalt
annehmen, wie der duflere der Achse abgewandte Teil der
Oberfliache eines Ringes; sie wiirden sich auf Zonen von
Kugeln mit kleinerem Halbmesser wickeln lassen, aber mehr
als einmal herumreichen. Die Flichen mit kleinerem posi
tiven KriimmungsmaB wird man erhalten, wenn man aus
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Kugelflichen mit gréBerem Radius ein von zwei gréBSten
Halbkreisen begrenztes Stiick ausschneidet und die Schnitt-
linien zusammenfiigt. Die Fliache mit dem Kriimmungs-
maB Null wird eine auf dem Aquator stehende Zylinderfliche
sein; die Flichen mit negativem KriimmungsmaB aber wer-
den diesen Zylinder von auBen beriihren und wie der innere
der Achse zugewandte Teil der Oberfliche eines Ringes
geformt sein. Denkt man sich diese Flachen als Ort fiir in
ihnen bewegliche Flichenstiicke, wie den Raum als Ort
fiir Korper, so sind in allen diesen Fldchen die Flichen-
stiicke ohne Dehnung beweglich. Die Flichen mit positivem
KriimmungsmaB lassen sich stets so formen, daB die Flichen-
stiicke auch ohne Biegung beliebig bewegt werden koénnen,
nimlich zu Kugelflichen, die mit negativem aber nicht.
AuBer dieser Unabhingigkeit der Flachenstiicke vom Ort
findet bei der Fliche mit dem KriimmungsmaB Null auch
eine Unabhingigkeit der Richtung vom Ort statt, welche bei
den iibrigen Fldachen nicht stattfindet.

III. Anwendung auf den Raum.
I.

Nach diesen Untersuchungen iiber die Bestimmung der
MaBverhiltnisse einer #s-fach ausgedehnten GroBe lassen
sich nun die Bedingungen angeben, welche zur Bestimmung
der MaBverhiltnisse des Raumes hinreichend und notwendig
sind, wenn Unabhingigkeit der Linien von der Lage und
Darstellbarkeit des Linienelements durch die Quadratwurzel
aus einem Differentialausdrucke zweiten Grades, also Eben-
heit in den kleinsten Teilen vorausgesetzt wird.

Sie lassen sich erstens so ausdriicken, daB das Kriimmungs-
maBinjedem Punkte in drei Flichenrichtungen = o ist, undes
sind daher die MaBverhiltnisse des Raumes bestimmt, wenn die
Winkelsumme im Dreieck allenthalben gleich zwei Rechtenist.
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Setzt man aber zweitens, wie EUKLID, nicht bloB eine
von der Lage unabhingige Existenz der Linien, sondern auch
der Korper voraus, so folgt, daB das KriimmungsmaB allent-
halben konstant ist, und es ist dann in allen Dreiecken
die Winkelsumme bestimmt, wenn sie in Einem bestimmt ist.
Endlich kénnte man drittens, anstatt die Linge der
Linien als unabhingig von Ort und Richtung anzunehmen,
auch eine Unabhingigkeit ihrer Linge und Richtung vom
Ort voraussetzen. Nach dieser Auffassung sind die Orts-
dnderungen oder Ortsverschiedenheiten komplexe, in drei
unabhingigen Einheiten ausdriickbare GroBen.

2.

Im Laufe der bisherigen Betrachtungen wurden zu-
ndchst die Ausdehnungs- oder Gebietsverhiltnisse von den
MaBverhiltnissen gesondert und gefunden, daB bei denselben
Ausdehnungsverhidltnissen  verschiedene MaBverhiltnisse
denkbar sind; es wurden dann die Systeme einfacher MaB-
bestimmungen aufgesucht, durch welche die MaBverhaltnisse
des Raumes vollig bestimmt sind und von welchen alle Sitze
itber dieselben eine notwendige Folge sind; es bleibt nun die
Frage zu erértern, wie, in welchem Grade und in welchem
Umfange diese Voraussetzungen durch die Erfahrung ver-
biirgt werden. In dieser Beziehung findet zwischen den
bloBen Ausdehnungsverhdltnissen und den MaBverhiltnissen
eine wesentliche Verschiedenheit statt, insofern bei erstern,
wo die moéglichen Fille eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden,
die Aussagen der Erfahrung zwar nie vollig gewiB, aber nicht
ungenau sind, wihrend bei letztern, wo die moglichen Fille
eine stetige Mannigfaltigkeit bilden, jede Bestimmung aus
der Erfahrung immer ungenau bleibt — es mag die Wahr-
scheinlichkeit, daB sie nahe richtig ist, noch so groB sein.
Dieser Umstand wird wichtig bei der Ausdehnung dieser

Riemann-Weyl, Hypothesen. 3. Aufl. 2
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empirischen Bestimmungen iiber die Grenzen der Beobach-
tung ins UnmeBbargroBe und UnmeBbarkleine; denn die
letztern konnen offenbar jenseits der Grenzen der Beobach-
tung immer ungenauer werden, die ersteren aber nicht.

Bei der Ausdehnung der Raumkonstruktionen ins Un-
meBbargroBe ist Unbegrenztheit und Unendlichkeit zu schei-
den; jene gehort zu den Ausdehnungsverhiltnissen, diese zu
den MaBverhidltnissen. DaB der Raum eine unbegrenzte drei-
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit sei, ist eine Voraussetzung,
welche bei jeder Auffassung der AuBenwelt angewandt wird,
nach welcher in jedem Augenblicke das Gebiet der wirk-
lichen Wahrnehmungen erginzt und die moglichen Orte eines
gesuchten Gegenstandes konstruiert werden und welche sich
bei diesen Anwendungen fortwdhrend bestdtigt. Die Un-
begrenztheit des Raumes besitzt daher eine groBere empirische
GewiBheit als irgend eine duBere Erfahrung. Hieraus folgt
aber die Unendlichkeit keineswegs; vielmehr wiirde der
Raum, wenn man Unabhingigkeit der Koérper vom Ort
voraussetzt, ihm also ein konstantes KriimmungsmaB zu-
schreibt, notwendig endlich sein, sobald dieses Kriimmungs-
maB einen noch so kleinen positiven Wert hitte. Man wiirde,
wenn man die in einem Fldchenelement liegenden Anfangs-
richtungen zu kiirzesten Linien verldngert, eine unbegrenzte
Fliache mit konstantem positiven KriimmungsmaB, also eine
Fliche erhalten, welche in einer ebenen dreifach ausgedehnten
Mannigfaltigkeit die Gestalt einer Kugelfliche annehmen
wiirde und welche folglich endlich ist.

3.
Die Fragen iiber das UnmeBbargroBe sind fiir die Natur-
erklirung miiBige Fragen. Anders verhilt es sich aber mit
den Fragen iiber das UnmeBbarkleine. Auf der Genauigkeit,
mit welcher wir die Erscheinungen ins Unendlichkleine ver-
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folgen, beruht wesentlich die Erkenntnis ihres Kausalzusam-
menhangs. Die Fortschritte der letzten Jahrhunderte in der
Erkenntnis der mechanischen Natur sind fast allein be-
dingt durch die Genauigkeit der Konstruktion, welche durch
die Erfindung der Analysis des Unendlichen und die von
ARCHIMED, GALILEI und NEWTON aufgefundenen einfachen
Grundbegriffe, deren sich die heutige Physik bedient, mog-
lich geworden ist. In den Naturwissenschaften aber, wo die
einfachen Grundbegriffe zu solchen Konstruktionen bis jetzt
fehlen, verfolgt man, um den Kausalzusammenhang zu er-
kennen, die Erscheinungen ins rdumlich Kleine, soweit es
das Mikroskop nur gestattet. Die Fragen iiber die MaB-
verhiltnisse des Raumes im UnmeBbarkleinen gehéren also
nicht zu den miiBigen.

Setzt man voraus, daB die Korper unabhingig vom
Ort existieren, so ist das Kriimmungsmaf iiberall konstant,
und es folgt dann aus den astronomischen Messungen, daB es
nicht von Null verschieden sein kann; jedenfalls miiBite sein
reziproker Wert eine Flidche sein, gegen welche das unsern
Teleskopen zugingliche Gebiet verschwinden miiite. Wenn
aber eine solche Unabhingigkeit der Kérper vom Ort nicht
stattfindet, so kann man aus den MaBverhiltnissen im
GroBen nicht auf die im Unendlichkleinen schlieBen; es kann
dann in jedem Punkte das KriimmungsmaB in drei Richtun-
gen einen beliebigen Wert haben, wenn nur die ganze Kriim-
mung jedes meBbaren Raumteils nicht merklich von Null
verschieden ist; noch kompliziertere Verhéltnisse kénnen ein-
treten, wenn die vorausgesetzte Darstellbarkeit eines Linien-
elements durch die Quadratwurzel aus einem Differential-
ausdruck zweiten Grades nicht stattfindet. Nun scheinen
aber die empirischen Begriffe, in welchen die rdumlichen
MaBbestimmungen gegriindet sind, der Begriff des festen
Korpers und des Lichtstrahls, im Unendlichkleinen ihre

2%
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Giiltigkeit zu verlieren; es ist also sehr wohl denkbar, da8
die MaBverhidltnisse des Raumes im Unendlichkleinen den
Voraussetzungen der Geometrie nicht gemi8 sind, und dies
wiirde man in der Tat annehmen miissen, sobald sich da-
durch die Erscheinungen auf einfachere Weise erkliren lieBen.

Die Frage iiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen der
Geometrie im Unendlichkleinen hdngt zusammen mit der
Frage nach dem innern Grunde der MabBverhiltnisse des
Raumes. Bei dieser Frage, welche wohl noch zur Lehre vom
Raume gerechnet werden darf, kommt die obige Bemerkung
zur Anwendung, daB bei ciner diskreten Mannigfaltigkeit
das Prinzip der MaBverhiltnisse schon in dem Begriffe dieser
Mannigfaltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders
woher hinzukommen muB8. Es muf} also entweder das dem
Raume zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Man-
nigfaltigkeit bilden, oder der Grund der MaBverhiltnisse
auBerhalb, in darauf wirkenden bindenden Kriften gesucht
werden.

Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden
werden, indem man von der bisherigen durch die Erfahrung
bewidhrten Auffassung der Erscheinungen, wozu NEWTON den
Grund gelegt, ausgeht und diese durch Tatsachen, die sich
aus ihr nicht erkldrenlassen, getrieben, allmihlich umarbeitet ;
solche Untersuchungen, welche, wie die hier gefiihrte, von
allgemeinen Begriffen ausgehen, kénnen nur dazu dienen,
daB diese Arbeit nicht durch die Beschrianktheit der Begriffe
gehindert und der Fortschritt im Erkennen des Zusam-
menhangs der Dinge nicht durch iiberlieferte Vorurteile ge-
hemmt wird.

Es fithrt dies hiniiber in das Gebiet einer andern Wissen-
schaft, in das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur
der heutigen Veranlassung nicht zu betreten erlaubt.
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Ubersicht.
Plan der Untersuchung.

1. Begriff einer n-fach ausgedehnten GroBe?).

§ 1. Stetige und diskrete Mannigfaltigkeiten. Bestimmte
Teile einer Mannigfaltigkeit heilen Quanta. Ein-
teilung der Lehre von den stetigen Grofen in die
Lehre
I. von den bloBen Gebietsverhiltnissen, bei welcher
eine Unabhingigkeit der GréSen vom Ort nicht
vorausgesetzt wird,

2. von den MaBverhaltnissen, bei welcher eine solche
Unabhingigkeit vorausgesetzt werden mubB.

§ 2. Erzeugung des Begriffs einer einfach, zweifach,.. .,
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. -

§ 3. Zuriickfithrung der Ortsbestimmung in einer ge-
gebenen Mannigfaltigkeit auf Quantitdtsbestim-
mungen. Wesentliches Kennzeichen einer #-fach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit.

II. MaBverhiltnisse, deren eine Mannigfaltigkeit von =
Dimensionen fahig ist?), unter der Voraussetzung, daB
die Linien unabhingig von der Lage eine Linge be-
sitzen, also jede Linie durch jede meBbar ist.

§ 1. Ausdruck des Linienelements. Als eben werden
solche Mannigfaltigkeiten betrachtet, in denen das
Linienelement durch die Wurzel aus einer Quadrat-
summe vollstandiger Differentialien ausdriickbar
ist.

1) Art. I bildet zugleich die Vorarbeit fiir Beitrige zur Analy-
sis situs.

?) Die Untersuchung iiber die moglichen MaBbestimmungen
einer #n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ist sehr unvollstindig,
indes fiir den gegenwirtigen Zweck wohl ausreichend.
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§ 2.

§3.
§ 4.

§ 5.

Untersuchung der n-fach ausgedehnten Mannig-
faltigkeiten, in welchen das Linienelement durch
die Quadratwurzel aus einem Differentialausdruck
zweiten Grades dargestellt werden kann. MaB ihrer
Abweichung von der Ebenheit (KriitmmungsmaB) in
einem gegebenen Punkte und einer gegebenen Fli-
chenrichtung. Zur Bestimmung ihrer MaBverhilt-
nisse ist es (unter gewissen Beschrinkungen) zu-
lassig und hinreichend, daB das KriimmungsmaB

in jedem Punkte in n”_';_l Flichenrichtungen

beliebig gegeben wird.

Geometrische Erlduterung.

Die ebenen Mannigfaltigkeiten (in denen das Kriim-
mungsmafl allenthalben = o ist) lassen sich be-
trachten als einen besondern Fall der Mannigfal-
tigkeiten mit konstantem KrimmungsmaB. Diese
konnen auch dadurch definiert werden, daB in ihnen
Unabhingigkeit der #s-fach ausgedehnten GréBen
vom Ort (Bewegbarkeit derselben ohne Dehnung)
stattfindet.

Flichen mit konstantem Kriimmungsma@e.

ITI. Anwendung auf den Raum.

§ 1.

§ 2.

§3.

Systeme von Tatsachen, welche zur Bestimmung der
MaBverhidltnisse des Raumes, wie die Geometrie sie
voraussetzt, hinreichen.

Inwieweit ist die Giiltigkeit dieser empirischen
Bestimmungen wahrscheinlich jenseits der Grenzen
der Beobachtung im UnmeBbargro8en?

Inwieweit im Unendlichkleinen? Zusammenhang
dieser Frage mit der Naturerkldrung?).

1) Der § 3 des Art. III. bedarf noch einer Umarbeitung und wei-
teren Ausfithrung.



Erlauterungen.

I. (Zu Teil 1) In neuerer Zeit ist versucht worden,
durch prdzise Axiome festzulegen, welche Eigenschaften
man allgemein einer stetigen Mannigfaltigkeit zu-
schreiben muB, damit dieser Begriff ein sicheres Fundament
fiir die mathematische Analyse abgeben kann. Vgl. WEYL,
Die Idee der Riemannschen Fliche, Leipzig 1913, Kap. I, § 4;
HAUSDORFF, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, Kap.
VII und VIII; fiir eine genetische Konstruktion durch fortge-
setzte Teilung, bei welcher das Kontinuum nicht mehr atomi-
stisch, als ein System einzelner diskreter Elemente aufgefalt
wird: BROUWER, Math. Ann. Bd.71, 1912, S. 97; WEYL, Uber
die neue Grundlagenkrise der Mathematik, Mathem. Zeitschr.
Bd. 10, S. 77. Als Charakteristikum einer #-dimensionalen
Mannigfaltigkeit verwendet man am einfachsten die Forde-
rung, daB sich eine solche (oder wenigstens jedes hinreichend
kleine Stiick einer solchen) umkehrbar-eindeutig und stetig
auf die Wertsysteme von # Koordinaten x; (stetigen Funk-
tionen des Orts innerhalb der Mannigfaltigkeit) abbilden
1aBt. Erst wenn die Mannigfaltigkeit auf ein derartiges
Koordinatensystem bezogen ist, besteht die Moglichkeit,
alle an die Mannigfaltigkeit gebundenen GréBen durch Zahl-
angaben zu charakterisieren. Der Willkiirlichkeit des Ko-
ordinatensystems ist durch Aufstellung einer ,,Invarianten-
theorie” Rechnung zu tragen, und zwar kommt hier die
Invarianz gegeniiber beliebigen umkehrbar-eindeutigen ste-
tigen Transformationen in Betracht. Vor allem muB von
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der Dimensionenzahl selber gezeigt werden, daB sie eine
derartige Invariante ist, weil sonst der Dimensionsbegriff
ganz in der Luft hingt. Dieser Beweis wurde erbracht
von BROUWER (Math. Ann. Bd. %0, 1911, S. 161—165;
vgl. dazu auch Math. Ann. Bd. %2, 1912, S. 55—56). Fiir
die weiteren Untersuchungen RIEMANNS iiber die MaB-
bestimmung muB freilich vorausgesetzt werden, daB8 aus
der inneren Natur der Mannigfaltigkeit ein solcher Koordi-
natenbegriff sich ergibt, daB der Zusammenhang zwischen
irgend zwei Koordinatensystemen durch Funktionen her-
gestellt wird, die nicht nur stetig sind, sondern auch stetig
differentiierbar und die zu umkehrbar-eindeutigen linearen
Beziehungen zwischen den Differentialen der Koordinaten
beider Systeme fiihren; denn sonst kénnte von einem Linien-
element {iberhaupt nicht gesprochen werden. In diesem
Falle ist die Invarianz der Dimensionszahl eine Selbstver-
standlichkeit ; die Funktionaldeterminante der Koordinaten-
transformation ist & o.

Eine zu der RIEMANNschen analoge, rekurrente Er-
klarung der Dimensionszahl, die sich enger an die Anschau-
ung anschlieBt als die ,,arithmetische Definition durch die
Anzahl der Koordinaten, ist von H. POINCARE vorgeschlagen
worden (Revue de métaphysique et de morale 1912, S. 486,
487); das Verhiltnis dieses (in geeigneter Weise prézisierten)
,,hatiitlichen’“ Dimensionsbegriffs zu dem arithmetischen
wurde von BROUWER untersucht (Journal f. d. reine u. angew.
Mathematik, Bd. 142, S. 146—152).

2. (Zu Teil II, Absatz 1.) Die Annahme, da ds? eine
quadratische Differentialform ist, kommt offenbar darauf
hinaus, daB im Unendlichkleinen der Pythagoreische Lehr-
satz gelten soll. Es ist diese Annahme nicht nur die ein-
fachste, die méglich ist, sondern sie ist vor allen andern auch
in ganz besonderer Weise ausgezeichnet. Geht man mit
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RIEMANN von der Voraussetzung des meBbaren Linienele-
ments aus, so empfangt die Mannigfaltigkeit in einem Punkte
P eine MaBbestimmung dadurch, daB jedem Linienelement
(mit den Komponenten dx,) in P eine MaBzahl

(1) ds=fp(dx,, dx,, ..., dx,)

zugewiesen wird. fp wird als eine homogene Funktion der
ersten Ordnung in dem Sinne vorauszusetzen sein, daB bei
Multiplikation der Argumente dx; mit einem gemeinsamen
reellen Proportionalitdtsfaktor ¢ die Funktion fp sichmit |g|
multipliziert. Es wird weiter natiirlich sein, vorauszusetzen,
daB sich die verschiedenen Punkte der Mannigfaltigkeit nicht
schon hinsichtlich der in jedem von ihnen herrschenden MaB-
bestimmung unterscheiden; das formuliert sich analytisch
dahin, daB die den verschiedenen Punkten P entsprechenden
Funktionen fp alle aus einer, f, durch lineare Transformation
der Variablen hervorgehen. Dies ist der Fall, wenn f» an
jeder Stelle eine positiv-definitive quadratische Form ist:

2) f=V@x)y + @z +...+ @)

es ist aber im allgemeinen nicht der Fall, wenn f» die 4. Wurzel
aus einer Form 4. Grades ist mit von Ort zu Ort verdnder-
lichen Koeffizienten. Daher formuliert man das Raumproblem
vielleicht besser folgendermaBen: Alle Funktionen, welche aus
einer, f, durch lineare Transformation der Variablen hervor-
gehen, rechne ich zu einer Klasse (f). Jeder solchen Klasse (f)
von homogenen Funktionen erster Ordnung entspricht eine
besondere Art von Geometrie: in einem metrischen Raum
von der Art (f) gehort die Funktion fp, welche nach (1) an jeder
Stelle P des Raumes die MaBzahlen der Linienelemente be-
stimmt, der Klasse (f) an. Diese Festsetzung ist unabhingig
von der Wahl der Koordinaten #;. Unter diesen Raumarten
ist die Pythagoreisch-Riemannsche, die der Funktion (2)
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entspricht, eine einzige spezielle. Es fragt sich, auf welchen
inneren Griinden ihre Vorzugsstellung beruht.

Eine erste befriedigende Antwort auf diese Frage wurde
durch Untersuchungen von HELMHOLTZ und LIE gegeben
(HELMHOLTZ, Uber die Tatsachen, welche der Geometrie
zugrunde liegen, Nachr. d. Ges. d. Wissensch. zu Gottingen
1868, S. 193—221; LIE, Uber die Grundlagen der Geometrie,
Verh. d. Sichs. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, Bd. 42, 1890,
S. 284—321). Die #n-dimensionale Mannigfaltigkeit besitze
infinitesimale Beweglichkeit in dem Sinne, daB ein unend-
lichkleiner, den Punkt O enthaltender Korper um O frei
drehbar ist, derart, daB seine MaBverhiltnisse dabei in erster
Ordnung ungeidndert bleiben und durch solche Drehungen
einem Linienelement in O eine beliebige Richtung erteilt
werden kan’h, einem durch dasselbe hindurchgehenden Fli-
chenelement eine beliebige, diese Linienrichtung enthaltende
Flichenrichtung, usf. bis zu den Elementen von (#— 1)
Dimensionen; wenn aber ein solches System inzidenter Rich-
tungselemente der 1. bis (# — 1)-ten Dimension in O festgehalten
wird, lasse jener Korper keine Bewegung um O mehr zu.
Die Drehungen werden eine gewisse Gruppe homogener
linearer Transformationen der Differentiale dx; bilden. Und
nun ergibt sich, daB diese Gruppe notwendig aus allen linearen
Transformationen besteht, die eine gewisse positiv-definite
quadratische Form ds? in sich iiberfithren. So hat die For-
derung der infinitesimalen Beweglichkeit 1. die Tatsache zur
Folge, daB sich Linienelemente an der gleichen Stelle messend
miteinander vergleichen lassen, und 2. fiir ihre MaBzahlen
ds die Giiltigkeit des Pythagoreischen Lehrsatzes.

Eine ganz andere Lésung des Raumproblems, welche
der neuen durch die Relativitdtstheorie geschaffenen Situa-
tion voll Rechnung trégt, rithrt von WEYL her. Vgl. dariiber
den Vortrag ,,Das Raumproblem*, Jahresbericht der Dtsch.
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Math.-Vereinig. 1923, ferner: Mathem. Zeitschr. Bd. 12
(1922), S. 114, und die demnichst bei Julius Springer (Berlin)
erscheinenden Vorlesungen iiber die ,,Mathematische Analyse
des Raumproblems*.

Geometrische Untersuchungen in Réumen, die in jedem
Punkte eine beliebige MaBbestimmung tragen im Sinne der
Gleichung (1), sind neuerdings von P. FINSLER angestellt
worden (Uber Kurven und Flichen in allgemeinen Riumen,
Gottinger Dissertation 1918).

3. (Zu Teil II, Absatz 2.) Hat das Linienelement die
Gestalt?)

(3) ‘ as® =g dx; dxy, (grs = gir)

so liefern die klassischen Methoden der Variationsrechnung
als Bedingung dafiir, daB eine die gegebenen Punkte A, B
der Mannigfaltigkeit miteinander verbindende Linie x; = x; (s)
im Vergleich zu allen, hinreichend benachbarten, von A
nach B fithrenden Linien die kiirzeste oder wenigstens eine
stationdre Lange besitzt (Verschwinden der ersten Variation)
die folgenden Gleichungen

d “dxj> 1 08ap A%, dxp
() e T -7 2% ds ds

Dabei ist vorausgesetzt, dal als Parameter s die von einem
bestimmten Anfangspunkt gemessene Bogenlidnge der Kurve
genommen wird oder doch eine GroBe, die ihr proportional
ist; so daB lings der Kurve (wie iibrigens aus (4) folgt)

dx; dxi
(5) 8ix 7 s

eine Konstante

1) Uber Indizes, die in einem Formelglied doppelt auftreten, wie
hier die Indizes ¢ und &, ist stets zu summieren; diese Ubereinkunft
erspart uns das Hinschreiben vieler Summenzeichen.
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ist. Die linke Seite von (4) ist
_ 08ie d%q dxg _
T oxg ds ds T i g

Man schaffe das erste Glied auf die rechte Seite und fiihre

zur Abkiirzung die ,,Christoffelschen Dreiindizessymbole*

ein, d. s. die GroBen

1 (08ia | 0gip 9gaﬁ>
— (8% 4 D8tk Tseb)
(395,9 T ok o $,08

und diejenigen re ¢, die aus ihnen eindeutig nach den Glei-
chungen )

T ap=giilep
entspringen. Dann entstehen die folgenden fiir die ,,geodd-
tische Linie* charakteristischen Gleichungen

ax; ; A%, dx,g

© ae Tl g s
Die von RIEMANN zu einem beliebigen Punkte O ein-
gefithrten ,,Zentralkoordinaten*, die er mit x;, %s,..., %,

bezeichnet, ergeben sich jetzt analytisch folgendermaBen. Es
seien zundchst z; beliebige Koordinaten, die in O verschwin-
den. Da sich eine positiv-definite quadratische Form durch
lineare Transformation immer in die Einheitsform mit den
Koeffizienten
1(t=k)
oa—{ 0

ot k)
iiberfiihren 14B8t, kann von vornherein vorausgesetzt werden,
daB fiir den Punkt O die Koeffizienten g;, des Linienelements
(3) die Werte 9;; annehmen, so daB dort ds?= 3 dz? wird.
Eine der Gleichung (6) geniigende geoditische Linie, fiir
welche O der Anfangspunkt ist (z;=o fiir s=o0), ist ein-
deutig bestimmt durch die Anfangswerte der Ableitungen
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ithre Parameterdarstellung laute

2= IPS(SQ éla &, ... §”>'
Man erkennt sofort, daB die Funktionen v; nur von den
Produkten sé&, s&,..., s&" abhingen:

2= Qg (SEI, 352, ey S§n>.
Die Zentralkoordinaten x; entstehen dann aus den urspriing-
lichen z; durch die Transformation

2= i (¥ys Has v -5 %)

Sie sind dadurch gekennzeichnet, daB bei ihrer Be-
nutzung die linearen Funktionen

(7) %= &s
von s fiir beliebige Konstante & die Gleichungen (5), (6)
befriedigen. Auch fiir sie ist in 0:ds?®= 3dx? Es wird

also, wenn wir den Konstanten &' ein fiir allemal die Be-
dingung X (&)2 = 1 auferlegen, bei der Substitution (7)

gin&EF
unabhingig von s, und zwar = I, wie sich durch Einsetzen
des Wertes s = 0 herausstellt; aulerdem

(8) Ii gegf —o.
Somit bestehen identisch in den x die Identitdten
) ik X% = %", (8) I, %uxg=0,

aus denen wir zunichst einige Folgerungen herleiten wollen.
Die Gleichung (8') kann man schreiben

0g; 108,
I up%a%p=0 oder (10) (a;‘;é — ?a;gxﬁ> Xa%g=O0.
Nun ist
agiﬂ . 8x’
ox, P ox, S
wenn

!
X == Bij%j
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gesetzt wird; folglich ist die linke Seite von (10)

- axa a £ ax' a ()
_ o 1 (axa o I 0(¥a%,)
a 2 -~

Fr 0% ot % ) aax T2 ox

Nach (9) aber ist x{x, = x,% und so kommt schlieBlich

?_{:; X, — X; = g (x' — x‘> =0
P P
Bei der Substitution (7) liefert das
d(th—x) _
as

und da fiir s = o die Differenz x{ — «; verschwindet, kommen
wir zu dem einfachen Resultat, daB identisch in »

(11) % = GiaKa = X;
sein muB. Weiter folgt durch Differentation nach x;:

08ia
(12) agx: Xo = iz — ik~

Die linke Seite ist demnach symmetrisch in ¢ und &:

(13)

Multiplikation von (12) mit x; oder x; und Summation nach
k bzw. 1 liefert unter nochmaliger Benutzung von (11):

%8ia , _ 08ka
axk “ 0X;

‘Xa-.

08ap
0%

(14) 5% Ko =0, (14)

In dieser Weise 148t sich die urspriingliche Gleichung (10) in
zwei Bestandteile zerspalten.

Jetzt betrachten wir die Potenzentwicklung der Koef-
fizienten g;; des Linienelements in der Umgebung von O:

—— XaXg=0O.

Zit = Oix + Cika%a 4 Cik,apXaXp + .-
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Dabei sind ¢, die Werte der 1. Ableitungen %‘k

o a
2Cik, ap die Werte der 2. Ableitungen i im Punkte O.
’ 0%, 0%p

RIEMANN behauptet zunichst, daB hier die linearen Glie-
der verschwinden. Das folgt aus (14'): setzen wir darin
%; = &s und loschen den Faktor s2, so bekommen wir die
Identitdt in s

a_gié gatb—=o,

356,'
Sie liefert fiir s=o0 das gewiinschte Resultat, daB die
Ableitungen “$% in 0 verschwinden, da ja die & beliebige

1

Zahlen sein konnen. Differentiieren wir jene Gleichung aber
zunichst nach s und setzen dann s = o, so erhalten wir die
weitere Beziehung

Chy.ai T Cya, pi =+ Cap,yi = O-
Durch dieselbe Behandlung von (14) ergibt sich
(15) Cia, By + Cip, ya + Ciy,ap = O-
Vertauschen wir in der letzten Gleichung ¢ mit » und sub-
trahieren sie von der oberen, so folgen endlich noch die
Symmetriebedingungen
(16) Cik,af = Caf,ik-
In der Potenzentwicklung von ds? lauten die Glieder
o-ter Ordnung
[0] = Yadx’;
es fehlen die Glieder 1. Ordnung, diejenigen der 2. Ordnung
aber fiigen sich zusammen zu der Form
(17) [2] = cit, «pXaxsd 254 2.

RIEMANN behauptet weiter, daB [2] eine quadratische
Form der GréBen «x;dx,— %,d%; ist. Benutzen wir fiir
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unendlichkleine #; der Ubereinstimmung halber das Zeichen
0%;, so sind diese GroBen

(18) ox;dx, — dx,0x, = Adx,,

die ,,Komponenten“ des von den beiden Linienelementen
mit den Komponenten dx; bzw. dx; im Punkte O aufge-
spannten. (parallelogrammartigen) Fldchenelements. Eine
quadratische Form dieser Fldchenvariablen 148t sich auf
eine und nur eine Weise in der Gestalt schreiben

(19) AO‘)‘:iRaﬂ,yéAxaﬂAxy&:

wenn fiir die Koeffizienten R die Nebenbedingungen hinzu-
gefiigt werden:

Rpa,ys =— Rap,ys, Rag yo=— Rapys;
(20) th’,aﬂ = Rap,ys;
Riv,py -+ Ripya + Riyap = 0.
Um [2] in diese Gestalt zu bringen, haben wir die Rela-

tionen (15), (16) nétig; denn nach ihnen kénnen wir C;zap
ersetzen durch

2 . 1
3 Gk aﬁl B g(cuc, apt Cap, ik)
1 1

-+ 3 Cik, aﬂJ - ‘g‘(cia, s+ Cip ka)-

Setzen wir diesen Wert des Koeffizienten c;zqs in (17)
ein, so diirfen wir in dem dritten Term ¢;,, 5 noch die Indizes
7 und % vertauschen. Bilden wir also nach (19) die Form 4o?
mit folgenden Koeffizienten

(21) Rap, 76 = Cay, p5 - Cps, 0y — Cas, py — Cpy,ats

welche die sdmtlichen Bedingungen (20) erfiillen, so ergibt sich

1
2] = — —44°.
[2] 3
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In neuerer Zeit hat sich eine sehr natiirliche und anschau-
liche geometrische Auffassung der Riemannschen Kriim-
mung herausgebildet, welche sich der infinitesimalen Parallel-
verschiebung von Vektoren in einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit bedient. Die infinitesimale Drehung, welche
der Vektorkérper im Punkte O erfahren hat, nachdem er
durch Parallelverschiebung um ein Flichenelement in O
herumgefiihrt ist — der Vektor g mit den Komponenten &
erfahre dabei den Zuwachs At = (4&) —, driickt sich
durch eine Formel aus:

A&i = — Ayi. gk
die 47, sind vom Vektor ¢ unabhingig, hingen aber linear

ab von den Komponenten Ax, des umfahrenen Flichen-
elements:

. I .
A?’[‘: = »2— Ri,aﬂAxaﬂ.

Diese Erkldarung fiihrt zu den Gleichungen:

org,  arg
_ ps __ 0lgy e T T
(ax,, Bxa)-{_(lzﬁpﬂr Irere).

ey B9

(22) Rg

Byd
Infolgedessen ist die Form Ao¢* mit den Koeffizienten
(22) Rapys=gaoRfys

eine Invariante. Da ihre Koeffizienten R bei Benutzung
der Zentralkoordinaten, fiir welche die ersten Ableitungen der
gir 1m betrachteten Punkte O verschwinden, in (21) iiber-
gehen, ist sie mit der Riemannschen Kriimmungsform iden-
tisch. Das Quadrat des Inhalts des von den beiden Linien-
elementen 6 und d aufgespannten unendlichkleinen Parallelo-
gramms Af% (RIEMANN benutzt statt des Parallelogramms

das Dreieck) wird ebenfalls durch eine quadratische Form
Riemann-Weyl, Hypothesen. 3. Auil. 3
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der Variablen (18) gegeben, und zwar ist in beliebigen
Koordinaten

Af* = —(gay8ps — gasBpy) A%apA 5.

=

Der nur vom Verhiltnis der 4%;, abhingige Quotient
Ag?
af
der Mannigfaltigkeit in der vom Flichenelement mit den
Komponenten A4x;, eingenommenen Flichenrichtung zu be-
zeichnen hat. —

Die Riemannsche Kriimmungstheorie wurde analytisch
zuerst durchgefithrt von CHRISTOFFEL und LIPSCHITZ (meh-
rere Abhandlungen im Journal f. d. reine u. angew. Mathe-
matik, Bd. 70, 71, 72, 82). RIEMANN selbst hatte die betref-
fenden Rechnungen entwickelt in einer der Pariser Akademie
eingereichten, aber nicht gekronten und daher auch nicht
publizierten Arbeit; sie ist durch DEDEKIND und WEBER in
den Gesammelten Werken ans Licht gezogen und mit einem
ausgezeichneten Kommentar versehen worden. Die Inva-
riantentheorie in einer metrischen Mannigfaltigkeit wurde
insbesondere ausgebildet von Riccl und LEVI-CIVITA (vgl.
Méthodes de calcul différential absolu, Math. Annalen,
Bd. 54, 1901, S. 125—201). Neuerdings sind unter dem Ein-
fluB der Einsteinschen Relativititstheorie diese Unter-
suchungen wieder aufgenommen worden; sie fithrten nament-
lich zur Aufstellung des fundamentalen Begriffs der infinite-
simalen Parallelverschiebung. Vgl. dariiber LEVI-CIVITA,
Nozione di parallelismo in una varieta qualunque. .., Rend.
d. Circ. Matem. di Palermo, Bd. 42 (1917); HESSENBERG,
Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie, Math.
Annalen, Bd. 78 (1917); WEYL, Raum, Zeit, Materie, 5.
Auflage (Berlin 1923) S. 88ff.; J. A. SCHOUTEN, Die direkte

ist die Zahl, die man nach RIEMANN als die Kriitmmung
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Analysis zur neueren Relativitatstheorie, Verhand. d. K.
Akad. v. Wetensch. te Amsterdam, XII, Nr. 6 (1919).

4. (Zu Teil II, Absatz 3.) Eine metrische Mannigfaltig-
keit, deren MaBbestimmung auf einer positiv-definiten qua-
dratischen Differentialform ds® beruht, werde als Riemann-
sche Mannigfaltigkeit bezeichnet. Der Zusammenhang mit
der gewohnlichen Fldchentheorie, wie sie von GAUSS be-
griindet wurde, ist dadurch gegeben, daB jede Flache im
dreidimensionalen Euklidischen Raum im festgesetzten Sinne
eine (zweidimensionale) Riemannsche Mannigfaltigkeit ist.
Dies aber aus dem alleinigen Grunde, weil der Euklidische
Raum selbst eine derartige Mannigfaltigkeit ist: allgemein
iibertrdgt sich von einer #n-dimensionalen Riemannschen
Mannigfaltigkeit die MaBbestimmung auf alle in ihr gelegenen
m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten (m = 1 oder 2... oder
n — 1) in der Weise, daB auch sie eine Riemannsche Metrik
tragen. Die Punkte im #n-dimensionalen , Raum‘ mogen
durch # Koordinaten x;, die Punkte der m-dimensionalen
,,Fliche durch m Koordinaten #, charakterisiert sein. Die
Fliche wird durch eine Parameterdarstellung

X=X, (U Uy .. U, (t=1,2,...,m)

beschrieben, die von jedem Fliachenpunkt » angibt, in welchen
Raumpunkt x er hineinfillt. Setzen wir die daraus sich er-
gebenden Differentiale

0
0

% 0%; 0%;
1 ) 3
uldul—}— P au, - '“+8u du,

2 m

ax;, =

in die metrische Fundamentalform ds? des Raumes ein, so
erhalten wir eine definite quadratische Form der du, als
die metrische Fundamentalform (das ,,Linienelement) der
Fliache. Wihrend also bei EUKLID der Raum a priori von viel

speziellerer Natur angenommen ist als die in ihm moglichen
3*
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Flachen, ndamlich als eben, hat der Begriff der Riemann-
schen Mannigfaltigkeit just denjenigen Grad der Allgemein-
heit, welcher nétig ist, um diese Diskrepanz vollig zum Ver-
schwinden zu bringen.

Nach GAUss legt man der Theorie der Flichen

xsx(""l“‘z)’ y=y(“1'”’2)1 z=z(“1“2)
im dreidimensionalen Euklidischen Raum mit den Carte-

sischen Koordinaten xyz die folgenden beiden Differential-
formen zugrunde:

2
(23) ds=dx*+dy* +d = g, du.du,,
i k=1
—(@xdX 4-dydY 4 dzdZ) = Y G, dudu,.
ik

X, Y, Z sind dabei die Richtungskosinus der Normalen.
Zieht man zu den Normalen in sdmtlichen Punkten eines
unendlichkleinen Flichenstiicks do Parallele durch einen
festen Raumpunkt, so erfiillen sie einen gewissen rdumlichen

Winkel dw. Das Verhaltnis Z_‘;’ ist im Limes, wenn do

auf einen Punkt zusammenschrumpft, die GauBsche Kriim-
mung der Fliche in diesem Punkte. Analytisch wird sie
durch den Quotienten aus den Determinanten der beiden
Fundamentalformen gegeben:
K — Gn Gaa ':E_i_a .
811822 — £

DaB die GauBsche Kriimmung nur von der Geometrie
auf der Fliche abhidngt, nicht aber von der Art ihres Ein-
gebettetseins in den Raum, genauer: daB K iibereinstimmt
mit derjenigen GroBe, die nach RIEMANN als Kriimmung
der mit dem Linienelement (23) ausgestatteten zweidimen-
sionalen metrischen Mannigfaltigkeit zu bezeichnen und aus
den Formeln (22) zu berechnen ist, wird in jedem Lehrbuch
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der Flichentheorie bewiesen (siche z. B. W. BLASCHKE,
Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I, Julius Springer
1921, S. 59 u. S. 96).

Die anschauliche Deutung der Riemannschen Kriimmung
einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit mit Hilfe eines
geoditischen Dreiecks ergibt sich am besten als Spezial-
fall jener, die sich auf die infinitesimale Parallelverschie-
bung von Vektoren stiitzt. Verschiebt man den ,,KompaB8*
der oo von einem Punkte P der zweidimensionalen Mannig-
faltigkeit ausgehenden Richtungen parallel lings einer vom
KompaBzentrum P zu durchlaufenden geschlossenen Kurve €
auf der Mannigfaltigkeit, so kehrt der Richtungskompal
nicht in seine Ausgangsstellung zuriick, sondern hat eine
Drehung um einen gewissen Winkel erfahren; dieser ist,
wie aus der frither erwihnten natiirlichen Definition der
Kriimmung unmittelbar hervorgeht, gleich dem Integral der
Kriimmung iiber das von der Kurve € umschlossene Gebiet.
Nimmt man fiir € ein geoddtisches Dreieck und beachtet, daB3
die geoditische Linie durch die Eigenschaft gekennzeich-
net ist, ihre Richtung ungedndert beizubehalten, so folgt die
im Text angegebene, auf GAUsS zuriickgehende Deutung.

DaB endlich eine zweidimensionale geoddtische Fléche,
aufgebaut aus allen geoddtischen Linien, die von einem
Punkte O in einer bestimmten Flichenrichtung A aus-
gehen, im Punkte O eine Krimmung besitzt, die gleich
der Raumkriimmung in der Flichenrichtung 4 ist, be-
weist man am einfachsten so. Sind x; Zentralkoordinaten
des Raumes, die zu diesem Punkte O gehéren, so moge jene
geoditische Fliche dadurch charakterisiert sein, daB fiir ihre
Punkte alle Koordinaten auer x4, ¥ verschwinden. Da die
Ableitungen der g;, und somit die GréBen I ; im Punkte O
verschwinden, die g;, aber die besonderen Werte 0;, an-
nehmen, erkennt man sofort aus der Formel (22), daBB die
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Raumkriitmmung R;,, ;5 daselbst nur von den (2. Ableitun-
gen der) Koeffizienten g1, g12, 22 abhingt, die iibrigen g;,
aber in ihren Ausdruck nicht eingehen.

5. (Zu Teil II, Absatz 4.) Eine Mannigfaltigkeit besitzt
ein Zentrum in O, wenn sie sich mit Hilfe gewisser in O
verschwindender Koordinaten x; so auf einen Cartesischen
Bildraum mit der MaBbestimmung "

dst =dx} +dx}+ ...+ dx?

abbilden 148t, daB das lineare VergroBerungsverhaltnis 3—:
0

Quotient der Linge ds eines Linienelements und der Linge
dso des korrespondierenden Linienelements im Cartesischen
Bildraum, einen festen Wert hat 1) fiir alle radial gestellten
Linienelemente d sy im Bildraum, die sich in der gleichen Ent-
fernung 7 vom Nullpunkt befinden,
(P=xt+a3+...+42)

und 2) fiir alle tangential, senkrecht zu den Radien gestell-
ten Linienelemente ds, in dieser Entfernung. Analytisch

gibt sich das darin kund, daB ds? eine lineare Kombination
der orthogonalinvarianten Differentialformen

dxi+dxy+ ...+ da2 und (x,dx, + %,d%, 4 ... + x,dx,)
wird:
ds? =22 Y dx} +1(3 %,dx)%
* 1]

wobei die Koeffizienten 4 und / nur von » abhingen. Das
tangentiale VergroBerungsverhdltnis ist 4, das radiale A
bestimmt sich aus A2 = A2 + ]#2 Die radiale MafBskala 7
148t sich offenbar so einrichten, daB 4 = 1 wird:

(24) as® = Y dx; +1(3 xdx).
Die x; sind ,,modifizierte Zentralkoordinaten“ zum Punkte

O in dem folgenden Sinne: jeder Strahl
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(& beliebige Konstante von der Quadratsumme 1, 7 der
variable Parameter) ist eine geoditische Linie; aber 7 ist
nicht die auf ihr gemessene Bogenldnge, sondern diese, s,
steht zu 7 in der Beziehung

’ d3)2 — 2 ___ 2

(24)) (E =14 Ir =",
Auf einer n-dimensionalen Kugel vom Radius « im
(n 4+ 1)-dimensionalen Euklidischen Raum mit den Carte-
sischen Koordinaten xg, x;,..., %, ist
(25) 4. k=0t
ds?=dx}+dxl ...+ dal.

Benutzen wir also x4,..., %, als Koordinaten auf der Kugel,
so erhalten wir, da auf ihr

Xgdxy = — (%, 4%, + ...+ %,dx,),
(x,d%,+ ... + x,d%,)*

dxd =
0 @& —7

ist, fiir ihr ds® eine Formel (24) mit

] I o ( 1 )
== == . == —.
a®—7r:? 1 —ar? a®

Es ist danach klar, daB Mannigfaltigkeiten, deren Linien-
element sich in die Gestalt (24) setzen 148t, worin / die eben

angegebene Funktion — ® _ bedeutet, konstante, von Ort

I—or?
und Flichenrichtung unabhingige Kriimmung besitzen;
diese Behauptung wird natiirlich ebensowohl richtig sein,
wenn die Konstante « negativ ist, wie im Falle eines posi-
tiven « Die gleich durchzufithrende Rechnung wird auBer-
dem zeigen, daB der Wert der Kriimmung gleich « ist. Statt
dieser Normalform fiir ds2, welche der orthogonalen Projek-
tion der Kugel auf den ,,Aquator’‘ xy = o entspricht, benutzt
RIEMANN diejenige, die durch stereographische Projektion
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zustande kommt. Wir erhalten sie aus der eben angegebenen,
wenn wir durch die Transformation

x* [r*2 = .Z(x‘*)z,
1

X, = —

i

o
I+—4—7‘*2 1=1,2,...,n]

zu neuen Koordinaten x¥ iibergehen.

Um die Umkehrung zu beweisen?), fithren wir auf einer
beliebigen Mannigfaltigkeit zu einem Punkte O ,,modifizierte
Zentralkoordinaten x; ein, wobei eine Funktion ! von 7
willkiirlich zugrunde zu legen ist. Sie entstehen aus den in
Anm. 3 konstruierten ,,eigentlichen Zentralkoordinaten,
wenn wir auf den von O ausstrahlenden geodatischen Linien
die natiirliche MaBskala s durch die aus (24’) sich ergebende
modifizierte Skala 7 ersetzen. Auf die gleiche Weise, wie wir
in Anm. 3 die Formeln (8), (x3), (1) fiir die ,,eigentlichen”,
der Wahl / = o entsprechenden Zentralkoordinaten fanden,
erhalten wir dann

(26) Lipgess =2

[der Akzent bedeutet die Ableitung nach 7; esist stets x; = &'
zu setzen, und &*sind beliebige Konstante von der Quadrat-
summe I];

08ia o _ V8ka g
(27) axk 5 - ax 5 L)
(28) Ei; d. i Zia Ea = h2 5‘-

Wir fragen: wann ist der Punkt O ein Zentrum dieser
Mannigfaltigkeit, genauer: wann bestehen die Gleichungen

(29) gir = O 4 L2 %2

1) Vgl. dazu LipscHirz, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, Bd. 72; F. ScHur, Math. Annalen, Bd. 27, S. 537—567;
H. WeyL, Nachr. d. Ges. d. Wissensch. zu Go6ttingéen 1921, S. 109.
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Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist offen-
bar die, daB

d
E;(gik —lxx) =0
wird, oder

98'@1:

(30) axa

(17‘2) 61, Ek

denn wenn die Differenz g;, — I x; x, unabhédngig von 7 ist,
so muB sie gleich ihrem Werte fiir » = o, d. i. = &, sein.
Wegen (27) und (28) sind die folgenden Gleichungen der Be-
dingung (30) dquivalent:

[ ko e = hhH - E1EY,
ebenso

i K.,
Ihaé* = ZE‘E"-

Setze ich demnach

. ) K,
(31) gh = Ii, & — B,

so ist das Verschwinden dieser GroBen ¢ die gesuchte Be-
dingung fiir das Bestehen von (29).

Um das Problem mit der Kriimmung in Zusammenhang
zu bringen, differentiiere man abermals nach 7; es kommt
d(pl; ol e

(32) dr 0%

gedf — (g h)" giér.
Das erste Glied rechts ist ein Bestandteil von

(33) Rirp&ott,

wie dem Ausdruck (22) der R zu entnehmen ist. Um (33)
zu berechnen, haben wir der Reihe nach zu bilden

aF,:,, ar:

el ey

und

(34) (Tip T8 — Ty Tp) E2 86,
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Der erste Term ist nach (32)

_ dopi " e
=01 gy s,

Um den zweiten zu erhalten, differentiieren wir (26):

’

i rh
F,:pxa Xg = —5—X;

3
nach x;:
or: i Xixp W , . TH
axﬂxaxﬂ+ Zrak Xg == ‘1' h + ka(lgh)’ 6“:'

k
Driickt man noch I';;&* nach (31) durch ¢ aus, so kommt
also

9 I‘: 1% 2

a8 = B g+ 1 (00— 88 — ok,

ar:k_z&)aﬂ (458 20) 1 F s
Gz -5 es + k) o (8 — d).

Das dritte Glied (34) aber lassen wir folgende Wandlungen
durchlaufen:

(T3 88) (T8 69) — Tk, (T246289)
. hl i h’
= eﬂgﬁ(‘Pi + "f"f") - I‘EQ'Z &
— Tipt ot e(Thpsest) — % (ph 4 6500

’

. W
=Tj. 8 g — 7 r-
Die Endformel lautet demnach, wenn man noch

7 ¢} ;
T —

einfiihrt,
1 h[d : i ta 4
(35) — Rigpdedf =7 b”%+ Iesé tpﬂ + 7 (8 = dy,).
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Anderseits ist
(36) (0ir8up — 0ipQur) E%&F = O h® — E& = B (0 — &EPEF).
Ist O Zentrum: y;=o0, so folgt daraus: Die Kriimmung
der Mannigfaltigkeit in einem beliebigen Punkte P und

in einer beliebigen Flachenrichtung daselbst, die den geodi-
tischen Strahl O P enthilt, hingt nur von 7 ab, ist nimlich

Koo, 1 df1
(37) = i)
[Insbesondere ist die Kriimmung in O unabhingig von der
Flachenrichtung = 7 (0).]
Diese Bedingung ist aber auch hinreichend dafir, daB
O Zentrum ist; denn nach (35) und (36) ist sie mit der Glei-
chung

(38) d"’" 4+ Tigényf =0

identisch, und aus ihr folgt ¥} = 0. In der Tat: sind C, I
solche Konstanten, da etwa fir o <# <1 die Unglei-
chungen

i Ir
(39) [Tapl < g

vkl <C

bestehen, so gilt fiir jede ganze nicht-negative Zahl m
. Iy)m

(#) il g &

m!
Beweis durch vollstindige Induktion. Die Behauptung trifft
nach (39) zu fiir m = o; der SchluB von m auf m -~ 1 aber
vollzieht sich durch die Abschitzung

bl = [ Tpsephar| < ST frmgy ¢ T
0 o (m—+1)!

Lassen wir in (40) die ganze Zahl m iiber alle Grenzen wachsen,
so ergibt sich y; — o.
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Wir machen von unserm Ergebnis die Anwendung auf
den besonderen Fall einer Mannigfaltigkeit von der kon-
stanten Kriimmung «. Wir wiéhlen

« I

=g, B=14ir—-

T —ar?’ —ar?’

dann bekommt (37) den konstanten Wert «. Fiihren wir
demnach in einem beliebigen Punkt O der Mannigfaltigkeit
die zu dieser Funktion I gehorigen modifizierten Zentral-
koordinaten ein, so gilt die Gleichung (38), aus der v, = o
und schlieBlich
Gix — L X2 = iz

folgt. Damit sind wir am Ziel : das Linienelement der Mannig-
faltigkeit von der konstanten Kriimmung « hat in den ge-
wihlten Koordinaten notwendig die Gestalt

(Sxdx)t.

Da hierbei das Zentrum O in einen willkiirlichen Punkt
der Mannigfaltigkeit verlegt werden kann und die Normal-
form unter Festhaltung des Punktes O auch nicht durch eine
beliebige lineare orthogonale Transformation der Koordi-
naten x, zerstort wird, zeigt sich, daB eine Mannigfaltigkeit
konstanter Kriimmung die von RIEMANN behauptete Beweg-
lichkeit in sich besitzt. Sie ist also gewiB in dem Sinne ho-
mogen, daB nicht nur alle Punkte auf ihr, sondern auch
in jedem Punkte alle Flichenrichtungen gleichberechtigt
sind. Umgekehrt muB eine Mannigfaltigkeit mit diesen Ho-
mogenitatseigenschaften offenbar konstante Kriimmung be-
sitzen. Unter AusschluB des hinlidnglich bekannten Euklidi-
schen Falles ¢ =0 nehmen wir ¢« = 4- 1 an. Fithren wir
im ersten Fall (¢= 4 1) das Verhiltnis der vorhin —
Formel (25) — benutzten Koordinaten

o
1 —ar?

ds? = Z’dxf +

HoiXyiee l¥

n
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als homogene Koordinaten in der Mannigfaltigkeit ein, so
konnen wir, ohne einer Normierung wie (25) zu bediirfen,
fiir das Linienelement schreiben

_ Q(x, %) Q(dx,dx) — 2% (x, dx)

B 2% (x, x) ’

wo Q (x, y) die symmetrische Bilinearform

xoyo + xlyl + e + xnyn
bedeutet (die zugehorige quadratische Form @ (x, x) gleich

D S e I S

ist positiv-definit, vom Trégheitsindex o). Dieses ds? hingt
in der Tat nur von den Verhiltnissen der Koordinaten x in den
beiden unendlich benachbarten Punkten ab. Die Bewegungen
der Mannigfaltigkeit in sich werden jetzt einfach durch die-
jenigen linearen Transformationen der homogenen Koordina-
ten x gegeben, welche die quadratische Gleichung 2 (x, x) =o
in sich iiberfithren. Analoges gilt fiir die Mannigfaltigkeiten
von der Kriimmung — I; nur ist in der Formel (41) ds?
durch — ds? zu ersetzen und unter 2 (x, x) die quadratische
Form

(41) as?

%8 — (2 + ...+ %)

vom Trigheitsindex # zu verstehen. Auch hat man sich auf
solche Werte der Variablen zu beschrianken, fiir die 2 >>o
ist. Allgemeiner kann fiir 2 eine beliebige nicht-ausgeartete
quadratische Form vom Trégheitsindex o oder #» genommen
werden (denn solche lassen sich linear auf die beiden hier
zugrunde gelegten Normalformen transformieren; nur die
Werte o und # des Trigheitsindex sind moglich, weil ds?
definit sein muB). Die geodatischen Linien (Geraden) werden
durch lineare Gleichungen zwischen unsern homogenen Koor-
dinaten dargestellt. Wir haben es also mit dem #-dimensio-
nalen Raum der projektiven Geometrie zu tun, der auf Grund
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eines ,,Kegelschnitts“ 2 (x, x) = o mit einer gewissen MaB-
bestimmung ausgestattet ist (Cayleysche MaBbestimmung).
Vgl. dariiber CAYLEY, Sixth Memoir upon Quantics, Philoso-
phical Transactions, t. 149 (1859); F. KLEIN, Uber die
sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Math. Annalen,
Bd. 4 (1871), und die weiteren Abhandlungen von KLEIN
in Math. Annalen, Bd. 6 und 37. Die Fille « = 4 1 und
« = —1I werden von KLEIN als ,elliptische” und ,hyper-
bolische Geometrie unterschieden, zwischen die sich als
Ubergangs- und Entartungsfall die Euklidische einschiebt,
Die hyperbolische Geometrie ist mit der von LOBATCHEFSKI]
und BOLYAI (um 1830) zuerst systematisch aufgebauten
,,Nicht-Euklidischen Geometrie” identisch. Die elliptische
fillt in einem hinreichend beschrinkten Gebiet, wie wir
sahen, mit der sphirischen Geometrie zusammen, die auf
einer #-dimensionalen Kugel im (# -+ 1)-dimensionalen Eukli-
dischen Raum gilt. Im groBen besitzt aber der ihr zugrunde
liegende ,,elliptische Raum* andere Zusammenhangsverhalt-
nisse als die Kugel; er entsteht aus der Kugel, wenn man je
zwel diametral einander gegeniiberliegende Punkte derselben
in einen einzigen Punkt ideell zusammenfallen 148t, oder, was
auf dasselbe hinauskommt, an Stelle der Kugelpunkte die
durch den Kugelmittelpunkt laufenden Geraden als Elemente
verwendet. Uber die mit den verschiedenen MaBbestim-
mungen vertragliche Analysis-situs-Beschaffenheit des Rau-
mes vgl. namentlich KLEIN, Math. Annalen, Bd. 37 (2890),
S. 544; KILLING, Math. Annalen, Bd. 39 (1891), S. 257, und:
Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie, Paderborn 1893;
auch KOEBE, Annali di Matematica, Ser. III, 21, pag. 57,
und WEYL, Math. Annalen, Bd. 77, S. 349.

6. (Zu Teil I1I, Absatz 3.) Das volle Verstiandnis fiir
die SchluBbemerkungen RIEMANNs iiber den innern Grund
der MaBverhiltnisse des Raums ist uns erst durch EINSTEINs
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allgemeine Relativitdtstheorie erschlossen worden. Sehen
wir von der ersten Moglichkeit ab, es kénnte ,,das dem Raum
zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit
bilden* (obschon in ihr vielleicht einmal die endgiiltige Ant-
wort auf das Raumproblem enthalten sein wird), so stellt
sich RIEMANN hier im Gegensatz zu der bis dahin von allen
Mathematikern und Philosophen vertretenen Meinung, daB
die Metrik des Raumes unabhingig von den in ihm sich ab-
spielenden physischen Vorgingen festgelegt sei und das Reale
in diesen metrischen Raum wie in eine fertige Mietskaserne
einziehe ; er behauptet vielmehr, daB der Raum an sich nur
eine formlose dreidimensionale Mannigfaltigkeit im Sinne
von Teil I des Vortrages ist und erst der den Raum erfiillende
materielle Gehalt ihn gestaltet und seine MaBverhiltnisse
bestimmt. Das ,,metrische Feld" ist prinzipiell von der glei-
chen Natur wie etwa das elektromagnetische Feld. — Da der
Raum, sofern er Form der Erscheinungen, homogen ist,
schien sich mit Notwendigkeit zu ergeben (und von dem
alten Standpunkt aus ist diese Konsequenz in der Tat un-
ausweichlich), daB er eine Riemannsche Mannigfaltigkeit von
ganz spezieller Art, ndmlich von konstanter Kriimmung sein
misse. Durch die in der Anm. 2 zitierten Arbeiten von
HerMHOLTZ und LiE wurde festgestellt, daB nur in einem
solchen Raum ein Kérper ohne Anderung seiner MaBver-
haltnisse diejenige Beweglichkeit besitzt, die aus der Gleich-
berechtigung aller Orte und Richtungen folgt. Aber diese
Folgerung fillt dahin, sobald die MaBbestimmung abhéngig
gedacht wird von der Verteilung der Materie. Denn die Még-
lichkeit der Ortsversetzung eines Korpers ohne MaBdnderun-
gen in einer beliebigen Riemannschen Mannigfaltigkeit ist
zuriickgewonnen, wenn der Korper das von ihm erzeugte
metrische Feld bei der Bewegung mitnimmt; genau so wie
eine Masse, die unter dem EinfluB eines von ihr selbst er-
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zeugten Kraftfeldes eine Gleichgewichtsgestalt angenommen
hat, sich deformieren miilte, wenn man das Kraftfeld fest-
halten und die Masse an eine andere Stelle desselben schieben
konnte, in Wahrheit aber ihre Gestalt behilt, da sie das von
ihr selbst erzeugte Kraftfeld mitnimmt.

In der physischen Welt tritt zu den drei Raumdimen-
sionen als vierte die Zeit hinzu, und die spezielle Relativi-
titstheorie (EINSTEIN, MiNKoOwsKi) fiihrte zu der Einsicht,
daB diese vierdimensionale Mannigfaltigkeit der Raum-Zeit-
Punkte eine Euklidische ist, in der Raum und Zeit nicht
ohne Willkiir voneinander getrennt werden konnen; Eukli-
disch mit der Modifikation jedoch, daB8 die der MaBbestim-
mung zugrunde liegende quadratische Form ds? nicht positiv-
definit ist, sondern vom Tragheitsindex 1. In der allgemeinen
Relativititstheorie vollzog sich der Ubergang von EUKLID
zu RIEMANN: die Welt ist ein vierdimensionales Kontinuum,
in welcher ein von Zustand, Verteilung und Bewegung der
Materie abhidngiges metrisches Feld herrscht, darstellbar
durch eine quadratische Differentialform ds? vom Trig-
heitsindex 1. Aus diesem metrischen Feld entspringen
insbesondere die Erscheinungen der Gravitation. So hat
RiEMANNs Idee, welche die alte Scheidewand zwischen
Geometrie und Physik niederri8, heute durch EINSTEIN ihre
glinzende Erfiillung gefunden. Betreffs der Literatur ver-
weist der Herausgeber auf sein Buch ,,Raum Zeit Materie*
(5. Aufl., Berlin 1923).
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Raum—Zeit—Materie. Vorlesungen iiber allgemeine Rela-
tivittstheorie. Von Hermann Weyl. Fiinfte, umgearbeitete Auf-
lage. Mit 23 Textfiguren. 1923. GZ. 10

Geometrie und Erfahrung. Erweiterte Fassung des Fest-
vortrages, gehalten an der PreuBischen Akademie der Wissenschaften
zu Berlin am 27, Januar 1921. Von Albert Einstein. Mit 2 Text-
abbildungen. 1921. GZ. 1

Ather und Relativitiitstheorie. von Albert Einstein.
Rede, gehalten an der Reichs-Universitiat zu Leiden. 1920, GZ. 1

Die Grundlagen derEinsteinschen Gravitations-

theorie. Von Erwin Freundlich. Mit einem Vorwort von
Albert Einstein. Vierte, erweiterte und verbesserte Auflage. 1920,
GZ. 2.5

Raum und Zeit in der gegenwiirtigen Physik.
Zur Einfiilhrung in das Verstindnis der Relativitits- und Gravitations-
theorie. Von Moritz Schlick. Vierte, vermehrte und verbesserte
Auflage. 1922, GZ. 3,2

Raum und Zeit im Lichte der speziellen Relativititstheorie. Ver-
such eines synthetischen Aufbaus der speziellen Relativititstheorie,
Von Dr. Clemens von Horvath, Privatdozent fiir Physik an der
Universitit Kasan. Mit 8 Textabbildungen und einem Bildnis. 1921.

GZ. 2

DieldeederRelativititstheorie. von Hans Thirring,
a. o. Professor der theoretischen Physik an der Universitit Wien.
Zweite, durchgesehene und verbesserte Auflage. Mit 8 Textab-
bildungen. 1922, GZ. 4.5

Die Relativitétstheorie Einsteins und ihre physikali-
schen Grundlagen. Elementar dargestellt. Von Max Born, Dritte,
verbesserte Auflage. Mit 135 Textabbildungen. (Bildet Band III
der ,,Naturwissenschaftlichen Monographien und Lehrbiicher. Her-
ausgegeben von der Schriftleitung der ,,Naturwissenschaften.)) 1922.

GZ. 7.2; gebunden GZ. 10

Die Bezieher der ,Naturwi haften'* haben das Recht, die Monographien zu einem dem
Ladenpreise gegeniiber um 10°], ermifigten Vorsugspreis zu bezichen.

Der Aufbau der Materie. Drei Aufsitze iiber moderne
Atomistik und Elektronentheorie. Von Max Born. Zweite, ver-

besserte Auflage. Mit 37 Textabbildungen. 1922, GZ. 2
Relativititstheorie und Erkenntnis a priori.
Von Hans Reichenbach. 1920. GZ. 3
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Hermannv.Helmholtz, Schriftenzur Erkenntnis-
theorie. Herausgegeben und erliutert von Paul Hertz, Géttingen
und Moritz Schlick, Rostock. Dem Andenken an Hermann v. Helm-
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Die Grundlehren der mathematischen Wissen-

schaften in Einzeldarstellungen mit besonderer Beriicksichtigung
der Anwendungsgebiete, Gemeinsam mit W. Blaschke, Hamburg,
M. Born, Géttingen, C. Runge, Géttingen, herausgegeben von
R. Courant, Géttingen.

1. Band: Vorlesungen iliber Differential-Geometrie und geome-
trische Grundlagen von Einsteins Relativititstheorie. I. Elemen-
tare Differential-Geometrie. Von Wilhelm Blaschke, ord. Pro-
fessor der Mathematik an der Universitit Hamburg. Mit 38 Text-
figuren. 1921, GZ. 7.5; gebunden GZ. 10

11. Band: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen.
Von Dr. Konrad Knopp, ord. Professor der Mathematik ander Uni-
versitdt Kénigsberg. Mit 12 Textfiguren. 1922. GZ.15; geb. GZ. 18

I11. Band: Vorlesungen iiber allgemeine Funktionentheorie
und elliptische Funktionen. Von Adolf Hurwitz }, weil.
ord. Professor der Mathematik am Eidgendssischen Polytechnikum in
Ziirich. Herausgegeben und erginzt durch einen Abschnitt iiber
Geometrische Funktionentheorie von R. Courant, ord.
Professor der Mathematik an der Universitit Goéttingen. Mit
122 Textfiguren. 1922, GZ. 13; gebunden GZ. 16

1V. Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Von Dr.
Erwin Madelung, o. Professor der theoretischen Physik an der

Universitit Frankfurt a. M. -Mit 20 Textfiguren. 1922,
GZ. 8.25; gebunden GZ. 10

V. Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. Mit
Anwendungen auf algebraische Zahlen und Gleichungen, sowie auf
die Kristallographie. Von Andreas Speiser, ord. Professor der
Mathematik an der Universitit Ziirich. Erscheint im Friihjahr 1923.
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