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Vorrede des Verfassers. 
Es sollen hier in systematischer Weise die Grundformeln der natür

lichen Analysis der geometrischen Gebilde entwickelt und auf möglichst 
elementarem Wege ohne zu grosse Häufung die einfachsten Anwen
dungen davon auseinandergesetzt werden. Dabei ist der einzige Zweck 
der, die Macht der Methode der natürlichen Geometrie ins rechte Licht 
zu rücken und zu zeigen, in wie hohem Masse sie allen gebräuchlichen 
V erfahrungsweisen überlegen ist, wenn es sich um das Studium der 
Eigenschaften des Raumes im Infinitesimalen handelt. Ausserdem wird 
eine einförmige und zweckmässige Bezeichnungsweise festgesetzt, die 
ich zur Annahme empfehlen möchte, und die es erlaubt, die Rech
nungen in eleganter Form zu erledigen. Mein Wunsch ist es, den 
Lesern das Interesse an Untersuchungen, wie sie hier geboten werden, 
so lebendig mitzuteilen, wie es mich selbst durchdringt. Dies ist das 
Programm eines kurzen Cyclus von Vorlesungen, die ich vor mehr als 
fünf Jahren an der Königlichen Universität zu Neapel gehalten habe, 
und die ich jetzt in der Lage bin, der geschätzten mathematischon 
.Jugend Deutschlands in ihrer Sprache darbieten zu können. 

Neapel, am 13. Januar 1900. E c ' • esaro. 

Vorwort des Herausgebers. 
Eine deutsche Übersetzung der "Lezioni di geometria intrinsecaa 

von E. Cesaro dürfte schon deshalb dem mathematischen Publicnm 
Deutschlands nicht unwillkommen sein, weil dieses ausgezeichnete Buch 
die einzige systematische Darstellung derjenigen geometrischen Unter
suchungen enthält, die man unter dem Namen geometria intrinseca oder, 
wie wir übersetzt haben, natürliche Geometrie begreift. Das Weseu 
dieser Art von Geometrie, deren erste Elemente im Anfang des 19 .. Jahr
hunderts deutsche Mathematiker begründet haben, ·kurz und erschöpfend 
zu charakterisieren, ist schwer. Negativ lässt sich darüber sagen, dass 
diese Geometrie fremdartige Elemente, wie sie in der gewöhnlichen 
analytischen Geometrie die Wahl eines bestimmten Coordinatensystems 
in die Untersuchung hineinbringt, zu vermeiden sucht. Weiche Vor
teile dadurch erreicht werden, wird dem Leser des Cesaro'schen Buches 



VI Vorwort des Herausgebers 

sehr bald fühlbar werden. Es würde ganz unmöglich sein, eine der
artige Fülle geometrischer Thatsachen, wie sie hier geboten wird, in so 
eleganter Weise unter Benutzung anderer Methoden zu gewinnen. 

Der Herr Verfasser hat sein Werk bei Gelegenheit dieser Heraus
gabe einer eingehenden Revision unterzogen, manche Verbesserung vor
genommen und auch zahlreiche Zusätze gemacht. Was die Biblio
graphie der natürlichen Geometrie anbetrifft, so sei für die Ebene auf 
das Referat des Herrn E. Wölffi.ng in Band 1 (3. Folge) der Biblio
theka Mathematika (S. 142ft'.) verwiesen. Es war anfangs beabsichtigt, 
dem vorliegenden Buche einen bibliographischen Anhang beizugeben, 
der im wesentlichen eine Weiterführung der Arbeit des Herrn Wölffing 
geworden wäre. Hiervon ist jedoch wieder Abstand genommen worden, 
weil die Literatur der natürlichen Geometrie z. T. in Zeitschriften ver
streut ist, die dem Leser nur schwer zugänglich sein würden. Hätte 
der Herr Verfasser selbst eine Literaturübersicht geben wollen, so wäre 
er nur zu oft genötigt gewesen, seine eignen, für die natürliche Geo
metrie fundamentalen Arbeiten zu citieren. 

Den Herren E. Cesaro und E. Wölffing bin ich für die Teilnahme 
an der Leetüre der Correcturbogen zu Dank verpflichtet, ebenso der 
verehrliehen V erlagshandlung, die mich durch ihr stets bereitwilliges 
Entgegenkommen in hervorragender Weise unterstützt hat. Auf Wunsch 
der Verlagshandlung ist dem Buche ein ausführliches Sachregister bei
gefügt worden, das die Benutzung des Buches erleichtern soll. 

Leipzig, im April 1901. Dr. Gerbard Ko:walewski. 

Vorwort zur zweiten Auflage. 
Die Bedeutung von Cesaros Geometria intrinseca ist durch die jetzt in 

hoher Blüte stehende verallgemeinerte natürliche Geometrie erheblich ge
steigert. Diese wichtige geometrische Disziplin wurde von G. Pick begrün
det, dem geistvollen Prager Gelehrten, der zu einer Zeit, als die maßgebenden 
Mathematiker Deutschlands auf die Lieschen Theorien noch geringschätzig 
herabblickten, ständig Vorlesungen aus dem Lieschen Ideenkreise hielt. 
Er hat sich in hervorragenderWeise um die Weiterbildung dieser Theorien 
verdient gemacht, und eine der schönsten Früchte, die er dabei erntete, 
war seine verallgemeinerte natürliche Geometrie. Wir hoffen und wünschen, 
daß der Anhang übet diese Geometrie, den wir dem photomechanischen 
Neudruck dieses Buches beifügen, das Interesse der Geometer für das Ge
samtgebiet der natürlichen Geometrie neu beleben möchte. 

Dresden, April 1926. Dr. Gerbard Kowalewskl. 
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Bemerkung. 

Die auf Seite 64ff. behandelten Curven, zu welchen Sinusspiralen und 
Ribaucour'sche Curven als ganz specielle Fälle gehören, sind nach einem Vorschlag 
von Herrn Wölffing Cesaro'sche Curven zu nennen. 

An verschiedenen Stellen des Buches ist die Mehrzahl des Wortes "Cosinus" 
überflüssiger Weise mit einem ' versehen. 

Statt "Cardioide" ist besser zu schreiben "Kardioide". 



Erstes Kapitel. 

Natürliche Discussion der ebenen Curven. 

§ 1. Tangente und Normale. 

Es seien M und M' zwei Punkte einer ebenen Curve. Man halte 
M fest und lasse M' längs der Curve nach M hinrücken. Wenn dabei 
die Gerade M M' einer Grenzlage zustrebt, 
so erhält sie in dieser den Namen Tan
gente, und die in M auf der Tangente 
errichtete Senkrechte heisst die Normale 
der Curve in M. Wir werden immer vor
aussetzen, dass man bei gegebenem M den 
Punkt M' so nahe an M wählen kann, 
dass der Bogen M M' in jedem Punkte 
eine Tangente besitzt und überdies der 
Winkel rp, den die Tangente in M mit 
einer festen Geraden bildet, immer in dem

t c 

Fig. 1. 

selben Sinne variiert, wenn M sich M' unbegrenzt nähert. Unter diesen 
Bedingungen ist klar, dass die Länge 8 s des Bogens M M' einerseits 
grösser ist als die der Sehne M M', andrerseits aber kleiner als die 
Summe der Abstände u und v des Punktes M' von der Normale und 
der Tangente in M. Man hat demnach 

y'UqV! < 8s < u + v, 

und da nach der Definition der Tangente 

(1) lim~=O u 

ist, wenn M' nach M hinrückt, so hat man gleichzeitig 

(2) lim 88 = 1. 
u 

In der Folge werden wir als unabhängige Veränderliche immer die 
Länge s des Bogens 0 M annehmen, die wir in einem gegebenen Sinne 

Ceoaro-Kowalewski, natilrl. Geometrie. V. Auf!. 1 
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von einem unter den Punkten der Curve beliebig gewählten Anfangs
punkte 0 rechnen. Wird demgernäss als unendlich klein von erster 
Ordnung das lncrement festgesetzt, welches s beim 'Obergange von M 
zu M' erhält, d. h. die Länge hs des Bogens MM', so ersieht man 
aus (2), dass man beim Aufsuchen der Grenzwerte von Verhältnissen 
hs durch '' ersetzen darf; ferner zeigt die Formel (1), dass v eine 
unendlich kleine Grösse von höherer Ordnung ist. Demnach ist unter 
den unendlich vielen durch M hindurchgehenden Geraden die Tan
gente durch den Umstand charakterisiert, dass ihre Ent
fernungen von den zu M unendlich benachbarten Curven
punkten unendlich klein von höherer Ordnung sind. 

§ 2. Krümmung. 

Wir wollen annehmen, dass, wenn M' nach M hinrückt, gleich
zeitig auch der Schnittpunkt N der beiden Normalen in M und M' 
einer Grenzlage 0 zustrebt. Der Punkt 0 heisst das Krümmungs
eentrum und seine Entfernung von M, in einem gegebenen Sinne 
gerechnet, ist der Krümmungsradi us, welchen man mit ~ zu be
zeichnen pflegt. Da es natürlich ist, den infinitesimalen Bogen M M' 
mehr oder weniger gekrümmt zu nennen, je nachdem der Punkt N 

1 mehr oder weniger nahe an M liegt, so wird man dazu geführt 
11 

als Mass der Krümmung anzunehmen. Inzwischen hat man 

mithin ist 
MO= lim MN= lim (v + u cot 6rp) = lim ;rp; 

(3) ~ = lim rJcp • 
q rts 

Man kann also die Krümmung auch betrachten als den Grenzwert des 
Verhältnisses des Winkels h rp zu dem Bogen h s. Offenbar variiert l! 
im allgemeinen von einem Curvenpunkte zum andern, d. h. die Krüm
mung ist eine Function des Bogens, und wir werden sehr bald 
sehen, dass die Kenntnis dieser Function genügt, um die Gestalt der 
Curve zu bestimmen, nicht aber, um ihre Lage in der Ebene zu 
fixieren. Aus diesem Grunde nennt man die Relation 

f(s, l!)-= o, 
welche in jedem Punkte einer Curve zwischen s und ~ besteht, die 
natürliche Gleichung dieser Curve. 



§ 2. Krlimmung. § 3. § 4. 3 

§ 3. 

Auch der Winkel tp ist eine Function von s, und die Gleichung (3) 
sagt uns, dass die Krümmung gerade die Ableitung dieser Function 
ist. Daraus folgt, wenn die Winkel tp von der Tangente in dem (will
kiirlichen) Anfangspunkte der Bogen gerechnet werden, 

• 
9' =~f~s, 

0 

vorausgesetzt, dass das Integral einen Sinn hat. Dies wird sich bei 
denjenigen Curven, deren Betrachtung wir im Auge haben, immer er
reichen lassen. Es wird nämlich genügen, den Anfangspunkt 0 so 
nahe an M zu wählen, dass in jedem Punkte des Bogens OM die 
Tangente existiert. Die Function tp ist filr die Discussion der ebenen 
Curven, die durch ihre natürliche Gleichung gegeben sind, von grosser 
Wichtigkeit. Wenn mit der Annäherung von s an eine bestimmte 
endliche oder unendliche Grenze tp unendlich gross wird, so existiert 
in dem entsprechenden Punkte M keine Tangente mehr. Wir werden 
immer voraussetzen, dass ·dies nur in isolierten Punkten eintritt. 

§ 4. 

Wir wollen für einen Augenblick den Anfangspunkt der Bogen 
nach M verlegen ·und M' in genügender Nähe von M wählen, um 
auf dem Bogen M M' jeden Punkt mit unbestimmter Tangente auszu
schliessen. Beachtet man, dass 

(4) du dv • 
ds = cos tp, d 8 = Sln tp 

ist, so liefert die Regel von l'Hospital ohne weiteres 

(5) 

wenn M' nach M hinrückt. Demnach ist der Abstand der zu M un
endlich benachbarten Curvenpunkte von der Tangente in M im allge· 
meinen unendlich klein von zweiter Ordnung. Er wird dagegen un
endlich klein von einer höheren oder niedrigeren Ordnung als der 
zweiten, wenn die Krümmung null bezw. unendlich ist. Ferner ist 
zu bemerken, dass bei gegebener natürlicher Gleichung und nach Be
rechnung von tp die Integration der Formeln (4) u und v als Func
tionen von s liefert und jeden beliebigen Bogen der Curve zu con
struieren gestattet, der keine Punkte mit unbestimmter Tangente 

1. 
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enthält. Auf diese Weise ist gezeigt, dass die verschiedenen Stücke 
einer Curve, welche nur an den Endpunkten keine bestimmte Tangente 
besitzen, in ihrer Gestalt durch die natürliche Gleichung bestimmt 
sind, während dagegen ihre Lage zueinander, sowif:' die Lage der 
ganzen Curve in der Ebene willkürlich bleibt. 

§ 5. Beispiele. 

a) Wenn die Krümmung in jedem Punkte null ist, so hat man q> = 0, 
u = s, v = 0, mithin ist die Curve eine Gerade. Man findet allgemeiner 
einen Kreis vom Radius a, wenn ~ = a ist. In der Tha.t ist dann 

q> = :, u = a sin ~, v.= a(t- cos ~}, 

und man erkennt ohne weiteres, dass alle Punkte der Curve von dem ein
zigen Krümmungscentrum um a. entfernt sind, und dass in diesem alle 
Normalen zusammenlaufen. Im besondern kann man f! = 0 als die natür
liche Gleichung eines isolierten Punktes betrachten. Eine beliebige Glei

'/' 

chung, welche nur die Variable f! enthält, stellt 
ein System von Punkten und von Kreisen dar, 
die reell oder imaginär sind. 

b) Als Kettenlinie bezeichnet man die 
durch die Gleichung 

s' (l=a+-a 

Fig. ~- dargestellte Curve. Im Anfangspunkte der 
Bogen ist f! = a. Wenn ferner s unbegrenzt 

zunimmt, so wächst auch f! beständig bis ins Unendliche, während 

• 
q> =fds = arc tg !!. 

~ a 
(6) 

0 

von 0 bis -~ wächst. Die Tangente strebt also einer zu ihrer Anfangslag~ 
senkrechten Stellung zu und rückt dabei ins Unendliche, da 

j dcp ('P n) ·u = a -- = a log tg - -- + --coscp 2 4 
0 

mit s unendlich zunimmt. Dasselbe findet fi1r negatives s statt: die Curve 
ist offenbar symmetrisch inbezug auf die Normale im Anfangspunkte. Die 
Parallele, welche im Abstande a zu der Tangente im Anfangspunkte derart 
gezogen ist, dass sie die Curve nicht trifft, heisst die Directrix. Nun ist 

ff. smcp a 
V = f/, -- -· dq> = -- - 0 • 

• ~ COS s cp COR cp 



§ 6. Beispiele. § 6. Wendepunkte und Spitzen. 

Bedeutet also P die Projeetion von M auf die Direetrix, so ist die Pro
jeetion von MP auf die Normale beständig gleich a. Da. sieh 
überdies aus (6) s = a tg rp ergiebt, so ist die Projeetion von MP auf 
die Tangente gleich dem Bogen OM. Bemerkt man endlich, dass 
~ cos1 rp = a ist, so sieht man, dass das Krümmungscentrum in M 
inbezug auf M symmetrisch ist zu dem Punkte, in welchem die 
Normale die Directrix schneidet. 

e) Bei der Kettenlinie gleichen Widerstandes, einer Curve, die 
durch die Gleichung 

definiert wird, fiihrt die Berechnung von rp zu den Formeln 

~= 00~1J1' s=alogtg(~ +i), 
aus welchen man ersieht, dass ~ und rp mit s variieren wie bei der Ketten
linie. Ausserdem zeigt die erste Formel, dass die Projection des Krüm
mungsradius auf die Normale im Anfangspunkte der Bogen eonsta.nt ist. 
Zu beachten sind auch die Formeln u = arp, v = a log !L, welche man a 
durch Integration der Gleichungen ( 4) erhält. 

§ 6. Wendepunkte und Spitzen. 

Kehren wir wieder zu der Formel (5) zurück, um folgende Be
trachtung anzustellen: Wenn in einem Punkte M die Krümmung einen 
endlichen, von Null verschiedenen Wert hat, so liegt die Curve (in 
der Umgebung von M) ganz auf einer Seite der Tangente. Denn 
beim Hinrücken von M' nach M nimmt v, welches auch das Vor
zeichen von u sein mag, sehliesslich das Vorzeichen von ~ an und be
hält dasselbe. Wir wollen jetzt aber annehmen, die Bogenlängen seien 
von M aus gerechnet und ~ eonvergiere nach Null oder wachse un
begrenzt wie die n-te Potenz von s. Dies wird immer eintreten, wenn 
zwischen s und ~ eine algebraische Relation besteht, in welchem 
Falle man überdies behaupten kann, dass n rational ist. Nun hat 
man unter der Annahme n < 1 

(7) 1. v 1 li tg 1J1 1 li s" _" 0 Im--=-- m--= m-;:,..... u•-.. 2-n ·ul-R (2 -n) (1-n) Q ;:::> ' 

und man erkennt aufs neue, dass zwischen der Curve und der Tan
gente eine Berührung höherer Ordnung als gewöhnlich besteht, wenn 
~ unendlich ist (n < 0), und eine Berührung niedrigerer Ordnung, 
wenn ~ gleich Null ist (0 < n < 1). In beiden Fällen _hat die Curve 
in dCI" Umgebung des betrachteten Punktes das gewöhnliche Aussehen, 
wenn n der Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade Zahl ist. 
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Wenn dagegen n der Quotient von zwei ungeraden Zahlen ist, so 
wechselt v gleichzeitig mit u sein Zeichen, d. h. die Curve durchsetzt 
in M die Tangente, und dies erkennt man auch in directerer Weise 
durch die Bemerkung, dass ~ mit s sein Zeichen wechselt. In diesem 
Falle nennt man denPunktMeinen Wendepunkt oder lnflexions
punkt. Wenn hingegen n der Quotient einer ungeraden Zahl durch 
eine gerade Zahl ist, so darf die infinitesimale Grösse u nur positive 
Warte annehmen. Fiir jeden derselben nimmt v zwei Werte mit ent
gegengesetzten Zeichen an. Die Curve existiert also nur auf einer 
Seite der Normale und besitzt dort zwei Zweige, welche durch die 
Tangente voneinander getrennt werden. Man sagt in diesem Falle, 
dass in M eine Spitze vorhanden oder dass M ein Rückkehrpunkt 
sei. Spitzen und Wendepunkte können demnach nur für diejenigen 
Werte von s auftreten, welche Wurzeln der Gleichungen 

1 
~=0, -=0 

(I 

sind, und es ist nützlich, zu bemerken, dass, wenn man nur die ein
fachen Wurzeln in Betracht zieht, die erste Gleichung die Spitzen, die 
zweite die Wendepunkte liefert. 

§ 7. .Asymptoten. 

Wenn mit unendlich zunehmendem s die Function q> sich einem 
endlichen Grenzwerte a nähert, so kann sich die Krümmung nicht 
einem von Null verschiedenen Grenzwerte nähern. Lässt man nämlich 
die Existenz eines solchen Grenzwertes zu1 so ist 

(8) 0 = lim (q>- cx)s = lim (9> - a + ~) = lim ~ · 
8 (I (I 

Man hat also einen Beriihrungspunkt höherer Ordnung, dessen Coordi
naten inbezug auf die Tangente und Normale in einem beliebigen 
Punkte (welcher jedoch derart gewählt sein muss, dass q> endlich bleibt) 
durch Integration der Gleichungen (4) gewonnen werden: 

.. .. 
u JQ cos q>dq>, v JQ sin tpdq>. 

0 0 

Es ist möglich, dass die vorstehenden Integrale unendlich sind, und in 
diesem Falle liegt der betrachtete Punkt im Unendlichen, aber die 
Tangente der Curve in jenem Punkte ist vollkommen bestimmt durch 
den Winkel a und durch ihre Entfernung vom Anfangspunkte 



§ 7. Asymptoten. 7 

a 

q = usin a- vcosa = JQ sin (a-q;)dq;, 
0 

welche einen bestimmten Wert haben kann. Die so erhaltene Gerade, 
die Grenzlage der Tangente in einem Punkte M, welcher längs eines ge
gebenen Zweiges der Curve ins Unendliche fortrückt, nennt man Asymp
tote. Man beachte nunmehr, dass die letzte Formel den Wert der 
Entfernung q kennen lehrt, welche die Asymptote von einem beliebigen 
Punkte der Curve hat. Nimmt man an, dass dieser Punkt sich rück
wärtsschreitend nach dem nächstliegenden Punkte hinbewegt, in welchem 
q; unendlich wird, so transformiert sich der Ausdruck für q m 

a oo 

JQ sin ( a - q;) d q; JQ sin t/J d 1/J, 
- QO 0 

wenn a - q; = t/J gesetzt wird. Berechnet man also 

"' 
1/J=J:s 

• 
und bestimmt Q als Function von t/J, so wird die gesuchte Entfernung 
gegeben sein durch die Formel 

(9) 
"' 

_q =fl sin t/!dt/1 . 
0 

Wenn man dagegen annimmt, dass der Punkt auf demselben Curven
zweige, der bereits von dem Berührungspunkte durchlaufen wurde, nun 
seinerseits ins Unendliche fortrückt, so ist klar, daas a nach Null con
vergiert, und dasselbe kann man daher von q sagen, d. h. die Ent
fernung des auf der Curve beweglichen Punktes von der 
Asymptote convergiert nach Null. Wir wollen endlich bemerken, 
dass infolge von (8) die Asymptote nur existieren kann, wenn Q gleich
zeitig mit s unendlich gross wird, und zwar von einer höheren Ord
nung. Findet man, dass die Ordnung gleich dem Quotienten einer 
ungeraden Zahl durch eine gerade Zahl ist, so kann 
man sagen, die Curve verhalte sich im Unendlichen 
wie in der Umgebung eines gewöhnlichen Punktes. 
Sie hat also zwei Zweige, welche in entgegengesetztem 
Sinne ins Unendliche verlaufen, und zwar auf einer 
und derselben Seite der Asymptote. Wenn dagegen 

\ ... / 
( ( 

die Ordnung gleich dem Quotienten einer geraden Ftg. 8· 

./\ .· . 

oder ungeraden Zahl durch eine ungerade Zahl ist, so werden die 
beiden Zweige durch die Asymptote voneinander getrennt und verlaufen 
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in entgegengesetztem oder in demselben Sinne. Man hat in dem ersten 
Falle eine lnflexionsasymptote und im zweiten eine Cuspidal
asymptote. 

§ 8. Beispiele. 

a) Die durch die Gleichung ()2 = 2as dargestellte Curve bat im An
fangspunkte einen Rückkehrpunkt. Dann umkreist sie den Anfangspunkt in 

Flg. 4. 

einer unendlichen Zahl von Windungen, die immer 
schwächer gekrümmt sind und ins Unendliche ver
laufen. Man hat in der That () = arp und sieht 
also, dass () und rp, welche mit s verschwinden, 
gleichzeitig mit s unbegrenzt zunehmen. Der Abstand 
eines beliebigen Curvenpunktes von der Cuspidal
tangente ist 

v = a/rp sin rpdrp = a(sin q>- rp cos rp). 
0 

Also ist der Abstand des Krümmungscentrums von derselben G.eraden a sin rp, 
und demnach liegen die Krümmungscentra auf einem Kreise vom 
Radius a. Da überdies MC gerade gleich dem Kreisbogen OC ist, so 
kann man sich die Curve von dem einen Ende eines um den Kreis ge
wickelten unausdehnbaren Fadens beschrieben denken, während das andre 
Ende festgehalten und der Faden unter fortwährender Spannung abgewickelt 
wird. Aus diesem Grande giebt man der betrachteten Curve den Namen 
Kreisevolvente. 

b) Nehmen wir wieder die beiden Kettenlinien (§ 5, b, c), so können 
wir bemerken, dass zwar bei beiden () und rp mit s in derselben Weise 
variieren, dass aber bei der ersten u mit s unendlich wird, während man 

bei der zweiten lim u = ± ~ na hat, wenn s nach + oo convergiert. 

Demnach besitzt die Kettenlinie gleichen Widerstandes zwei parallele Asymp
toten und ist ganz enthalten in dem Streifen von der Breite na, den diese 
in der Ebene bestimmen. -v-2-, --

c) Tractrix nennt man die durch die Gleichung fl = a e-li- 1 
definierte Curve. Nimmt man s unendlich klein an, so erkennt man sofort, 
dass sich diese Cllr-ve in der Umgebung des Anfangspunktes ebenso verhält 
wie die Kreisevolvente, welche durch die Gleichung fl = 'V2äS dargestellt 
wird. Wenn aber s ins Unendliche wächst, so nähert sich der Winkel q> 

beständig wachsend dem Grenzwerte ; , weil fl = a tg rp ist. Da nun 

u t cos rpdrp = a(l- cosrp) 
0 

nach a eonvergiert, so sieht man, dass in der Entfernung a von der Spitze 
und senkrecht zur Cuspidaltangente eine Asymptote existiert. lJberdies ist 
nach der zweiten der gefundenen Formeln der Abschnitt der Tan
gente, welcher zwischen dem Berührungspunkte und der Asymp-
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tote liegt, beständig gleich a. Die erste Formel führt zu einer ein
fachen Construction des Krilmm.ungscentrums. Sie zeigt nämlich, dass die 
Projection des Krümmungscentrums auf die 
Asymptote in den Schnittpunkt dieser mit der 
Tangente fällt. Um endlich den beiden Bestim- ~ 
mungen Rechnung zu tragen, welche €! für jeden Wert ~--·lf ·- -- --- --· 

von s hat, muss man sich die Curve vorstellen als be
stehendaus zwei unendlichen Zweigen, welche symmet
risch inbezug auf die gemeinsame Cuspidaltangente liegen. 

d) Sehr wichtig ist die Curvenclasse, welche durch 
die Gleichung 

·- ·. 

0 

Flg. 5. 

definiert wird. Dieser Gleichung genügt man, indem man s = a sin 0, 

€! == b cos 0 setzt, so dass cp = : 0 ist. Ein Bogen von der Länge 2 a, 

der inbezug auf den Anfangspunkt symmetrisch ist, liegt ganz innerhalb 
des Kreises vom Radius b, welcher ihn in jenem Anfangspunkte (0 = 0) 

berührt, und er endigt in zwei Spitzen (o = ± ;) · Inbezug auf die 

Tangente und die Normale im Anfangspunkte sind die Coordinaten einer 
Spitze n 

! 2 a8 ab1 na 
u = a cos b cos 0 dO =- a•-b' cos 2 b, 

0 
n 

! 2 : a8 ba1 ab1 • na 
v = a sm b cos 0 dO = a• _ b•- 41 _ b• sm 2 b · 

0 

Die Cuspidaltangenten treffen sich also in einem Punkte P, der die Ent-
ab1 ba1 

fernung 1 -b1 bezw. ----z-b1 von den Spitzen und vom Anfangspunl.."ie hat. 
a - a - b• 

Der um P als Centrum mit dem Radius -;-b1 beschriebene Kreis heisst 
a -

die Directrix (Leitkreis). Um dem Zeichenwechsel Rechnung zu tragen, 
den I! erleidet, wenn s gleich a wird, muss man sich die Curve als be
stehend aus mehreren Bogen denken, die einander in den Spitzen berühren. 

l 
I 
I 

0 

Fig. 6. 

I 
I 
I 

I 

' I 

.t.' K ,,. 
0 

Fig. 8. 

A. CD . . 
/ \ o: .' '. 
' ,,. : .,., 

Flg. 7 

Der Ort der letzteren ist gerade die Directrix. Jenachdem a > b oder 
a <bist, liegt die Curve ·ausserhalb oder innerhalb der Directrix. Im 
ersteren Falle nennt man sie eine Epicycloide (Fig. 6), im zweiten eine 
Hypocycloide (Fig. 7). Besonders bemerkenswert ist die Cycloide (Fig. 8.) 
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Sie wird dargestellt durch die Gleichung s1 + (11 = a1 und ist sozusagen 
die Curve, welche zwischen den Hypocycloiden und den Epicycloiden steht. 
Ihre Directrix ist geradlinig. 

Im allgemeinen ist die Zahl der Spitzen unendlich. Aber bei den
jenigen cycloidalen Curven, welche man gewöhnlich zu betrachten bat, ist 
das Verhältnis a: b rational, und diesem Umstande ist es zu danken, dass 
die Spitzen in eine bestimmte endliebe Zahl von Punkten fallen, welche 
die Ecken eines regulären Polygons bilden. Diese können von einem Punkte, 
der die Curve continuierlich durchläuft, in derselben Reihenfolge getroffen 
werden, wie sie auf dem Leitkreise liegen. Es kann aber auch vorkommen, 
dass der bewegliche Punkt die Spitzen in einer andern Reihenfolge nach
einander erreicht, und dann hat man eine sternförmige cycloidale Curve. 
Die einfachsten Epicycloiden sind diejenigen, welche nur eine Spitze haben. 
Soll ·der bewegliche Punkt, von der Spitze A ausgehend, nach A zurück 
kehren, ohne eine andre Spitze getroffen zu haben, so muss der Winkel 
zwischen den positiven Richtungen der Cuspidaltangente und der Tangente 

im Anfangspunkte, d. h. ~~, gleich einem ungeraden Vielfacbe:u (aber min-

destens dem Dreifachen) von ; sein. Im einfachsten Falle muss a = 3b 

sein, und dann bat man die Cardioide (Fig. 9 links), welche also durch 
die Gleichung s2 + 9 (>2 = Const. dargestellt wird. Allgemeiner stellt, wenn 

Fig. 9. 

~ 
V A ' ' 

' . ' I I 

I ' ' . 
......... __ , .. ,' 

Fig. 10. 

n eine ungerade Zahl ist, die Gleichung s2 + n' f!' = Const. eine Epicycloide 
mit einer Spitze dar, welche für n = 5, 7, 9, .. . eine immer compliciertere 
sternförmige Cardioide wird. Die einfachsten Hypocycloiden sind die
jenigen, welche drei oder vier Spitzen haben (vgl. Fig. 10). Bei ihnen ist 

der Winkel n- nba der dritte oder der vierte Teil von 2n, und man hat 

demnach b = 3 a ft1r diejenigen mit drei Spitzen und b = 2 a ft1r die 
andern. Die Hypocycloide lnit drei Spitzen wird also durch die Gleichung 
9s1 + (!2 = Const. dargestellt und diejenige mit vier Spitzen, welche man 
auch Astroide nennt, durch die Gleichung 4s1 + (!2 = Const. Für den 
Fall von fünf Spitzen (Fig. 10 rechts) hat man ausser der Hypocycloide 
25s2 + 9(!2 = Const. auch noch die sternförmige Hypocycloide 25sll + (!t 
= Const. u. s. w. 

e) P s e u d o c y c 1 o i den sind die Curven, welche dargestellt werden 
durch die Gleichungen 

s1 - (!1 = a 11 , f!' - st = a9, 

denen man genügt, indem man 



§ 9 . Aaymptotiache Punkte. 11 

s = ; (e<P + e-tp), ~ = : (e'l' + e-'1') 

setzt, wo cp die gewöhnliche Bedeutung ha.t. Die erste Curve hat eine 
Spitze (q> = 0, s = a), in deren Umgebung sie sich verhält wie die Evol
vente eines Kreises vom Radius a in der Umgebung ihrer Spitze. Die 

Fig. 11. Fig. 12. 

zweite verhält sich dagegen in der Umgebung des Anfangspunktes (cp = 0, 
f! = a) wie eine Kettenlinie gleichen Widerstandes. Beide Curven machen 
mit zunehmendem s unendlich viele Windungen, welche sich ins Unendliche 
ausdehnen und die von einem Punkte ausgehenden Geraden immer genauer 

unter dem Winkel ~ schneiden. In der That hat man bei geeigneter Wahl 

des Anfangspunktes P der Coordinaten u und v für einen beliebigen Punkt 

u= ~ (scosq>+f!sinq>), v=! (ssincp-f!COscp). 

Es folgt daraus, dass die Pseudocycloide mit Spitze die Radienvectoren 

unter einem Winkel trifft, welcher von 0 bis ~ wächst, während für 

die andre derselbe Winkel von ; bis : abnimmt. Ausserdem sind die 

Projectionen des Radiusvectors PM auf die Tangente und auf 
die Normale in M bezüglich gleich der Hälfte des Bogens s und 
der Hälfte des Krümmungsradius in M. 

§ 9. .Aeymptotisohe Punkte. 

Wir haben noch diejenigen Wurzeln von Q zu betrachten, für 
welche die Function rp unendlich gross wird. In dem Punkte M, der 
einer dieser Wurzeln entspricht, existiert keine Tangente. Eine solche 
existiert aber nach den von uns gemachten Voraussetzungen in einem 
Punkte M', der in genügender Nähe von M liegt, und in allen da
zwischen liegenden Punkten. Wenn M' nach M hinrückt, so führt 
die Tangente in M' unendlich viele Umdrehungen immer in demselben 
Sinne aus und wird schliesslich unbestimmt. Die Curve wickelt sich 
also unbegrenzt um den Punkt M herum, welcher aus diesem Grunde 
ein asymptotischer Punkt heisst, obwohl er von M' auch nach 
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einem endlichen Wege erreicht werden kann. Die Coordinaten eines 
solchen Punktes berechnet man durch Integration der Formeln (4). 
Diese liefern, wenn man rp als Integrationsvariable annimmt, 

"' 00 

(10) u = ft cos rpdrp, v = J(J sin rpdrp, 
0 0 

vorausgesetzt, dass man den Anfangspunkt so wählt, dass rp im Verlauf 
der Integration endlich bleibt, d. h. dass zwischen dem Anfangspunkte 
und dem betrachteten Punkte keine andern Punkte mit unbestimmter 
Tangente existieren. Man kann sofort das Vorhandensein eines asymp
totischen Punktes in M constatieren, wenn sich nach Verlegung des 
Anfangspunktes der Bogen nach M herausstellt, dass (J gleichzeitig mit 
s unendlich klein wird, aber von einer Ordnung, die nicht kleiner als 
1 ist. Alsdann hat man in der That anstatt (7) 

lim ___.!__ = lim !.. ~ 0 
Iogs q ......_ ' 

und für n > 1 · 

lim msn-l =- - 1-lim s" ~ 0 
.,. n-1 q -..... ' 

d. h. tp wird unendlich, wenn s und (J nach Null convergieren. Da
gegen haben wir für n < 1 gesehen (§ 6), dass die Tangente be
stimmt ist. 

§ 10. Asymptotisohe Kreise. 

Um alle Fälle von Punkten mit unbestimmter Tangente zu be
rücksichtigen, müssen wir alle endlichen oder unendlichen Werte von 
s suchen, für welche die Function rp unendlich wird. Da nun, wenn 
der Anfangspunkt nach M verlegt wird, 

lim !f... = lim _!_ 
8 q 

ist, falls das zweite Glied existiert, so ersieht man, dass für die end
lichen Werte (J verschwindet, dass diese also asymptotischen Punkten 
entsprechen. Nur wenn s zusammen mit rp unbegrenzt zunimmt, kann 
es vorkommen, dass (J sich einem von Null verschiedenen Grenzwerte 
a nähert. Alsdann windet sich die Curve, anstatt sich um einen Punkt 
herumzuwickeln, asymptotisch um einen Kreis vom Radius a, und zwar 
innerhalb oder ausserhalb desselben, je nachdem der absolute Betrag 
von (J sich oberhalb oder unterhalb seines Grenzwertes hält. Es kann 
aber auch vorkommen, dass die Curve sich schliesslich ohne Ende um 
die Kreisperipherie schlängelt, was dann eintritt, wenn (J unaufhörlich 



§ 10. Asymptotische Kreise. § 11. Beispiele 13 

um seinen Grenzwert herum oscilliert. Im folgenden werden wir sehen, 
dass der Mittelpunkt des asymptotischen Kreises die Grenzlage ist, 
welcher das Krümmungscentrum in M zustrebt, wenn sich M auf der 
Curve vom Anfangspunkte der Bogen unendlich entfernt. Man muss 
also, um die Coordinaten jenes Mittelpunktes zu finden, anstatt der 
integrierten Formeln ( 4) die beiden folgenden benutzen: 

• 
u = Jcos rpds - ~ sin rp, 

0 

Folglich ist in der Grenze 
CO 

(11) f dq . d 
u = - ;r~- sm cp rp , 

0 

• 
v =Jsin rpds + ~ cos rp. 

0 

00 J.d 
V= d: COS cpdrp. 

0 

Die asymptotischen Kreise enthalten offenbar die asymptotischen Punkte 
als Specialfall, und man verificiert übrigens leicht durch partielle Inte
gration, dass die Formeln (11) sich auf die Formeln (10) reducieren, 
wenn ~ für unendlich grosses rp nach Null convergiert. A priori 
klar ist es, dass nur bei der Herumwicklung um einen Punkt die 
Windungen einer Curve so eng werden können, dass sie den genannten 
Punkt nach einem endlichen Wege erreicht. Wenn ferner ~ und cp 
zusammen mit s unbegrenzt zunehmen, so ist auch der asymptotische 
Kreis unendlich gross, und dies kann man so ausdrücken, dass man 
sagt, die Curve wickele sich asymptotisch um den unendlich fernen 
Punkt. Man kann z. B. sagen, dass die Kreisevolvente und die Pseudo
cycloiden (§ 8, a, e) im Unendlichen einen asymptotischen Punkt haben. 

§ 11. Beispiele. 

a.) Der Krlimmungsra.dius der durch die Gleichung ~ = aea 
gestellten Curve nimmt beständig zu von Null bis Unendlich, 
wenn s das ganze System der reellen Zahlen wachsend durch
läuft. Der Winkel 

CO 

'lj1 =fds = .!!.._ 
(! q 

• 

dar-

Fig. 18. 
nimmt dagegen ab von Unendlich bis Null. Die Curve besitzt 
demnach einen asymptotischen Punkt (.'~ = - oo) und eine Asymptote 
( s = oc ), die von einander um 

"" .fsin'ljl na 
q=aJ~d'lJ1= 2 

0 
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entfernt sind. Die Curve ist geometrisch definiert durch die Eigenschaft 
~'ljl = a: auf dem Kreise mit dem Centrum 0, der durch M hindurchgeht, 
schneidet die von 0 auf die Asymptote gefällte Senkrechte von 
M aus einen Bogen von constanter Länge ab. 

b) Eine lineare Gleichung zwischen s und q lii.sst sich, wenn sie die 
beiden Veränderlichen wirklich enthält, immer auf die Form q = ks bringen, 
indem man als Anfangspunkt der Bogen den Punkt wählt, in welchem q 
verschwindet. In diesem Punkte wird die Function rp, die proportional log s 
ist, unendlich. Der Anfangspunkt der Bogen ist also ein asymptotischer 
Punkt der Curve. Von ihm ausgehend wird der Krümmungsradius immer 
grösser und wächst ebenso wie cp gleichzeitig mit dem Bogen unbegrenzt. 
Die Curve umkreist demnach den Anfangspunkt in einer unendlichen Zahl 
von Windungen, die sich ins Unendliche ausdehnen, wo sie einen zweiten 
asymptotischen Punkt besitzen. Diese merkwürdige Curve nennt man 
I o gari thmische Spirale, und der im Endlichen gelegene asymp
totische Punkt heisst der Po I der Spirale. Eine homogene Gleichung 
zwischen s und ~ stellt ein System von reellen oder imaginären loga
rithmischen Spiralen dar und auch von Punkten oder von Kreisen: diese 
sind, wie man im folgenden noch besser einsehen wird, Grenzfälle der 
logarithmischen Spirale, welche den Werten Null und Unendlich von k 
entsprechen. 

c) Die Eigenschaften der logarithmischen Spirale leitet man mit 
Leichtigkeit ab aus den auf den Pol bezogenen Ausdrücken für u und v, 
die man für einen beliebigen Punkt der Curve berechnet. Man erhält ohne 
weiteres 

-ao -oo 

1 {. k 1 s 
u = kso/ ek'P cos cpdcp = - 1 + k', v = ks/ff'P sin cpdcp = l!'k·· 

Daraus folgt k = cot 8, wenn man mit 8 den spitzen Winkel bezeichnet, 
den die Spirale in M mit dem Radiusvector OM bildet. Die loga
rithmische Spirale trifft also alle vom Pol ausgehenden Ge

raden unter einem constan ten Winkel. 
Wir werden im folgenden sehen, dass diese 
Eigenschaft die logarithmische Spirale charak
terisiert, vorausgesetzt, dass man die Werte 0 

und ; von 8 ausschliesst, welchen die Ge

raden und die Kreise entsprechen, und dass man 
D überdies den Pol im Endlichen wählt. Inzwischen 

F ig. 14. 
hat man 

1/ 2 '' I.:S 0 . 0 y11 + 11" = -- - - -- = SCOS = (ISIU -. v 1 + k' 

Die in 0 auf dem Radiusvector OM errichtete Senkrechte trifft 
also die Normale in dem Krümmungscentrum und schneidet auf 
der Tangente von M aus eine Strecke ab, t!ie gleich der Länge 
des Bogens OM ist. Auch dies sind (wie wir sehen werden) charakte
ristische Eigenschaften der logarithmischen Spirale. 
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d) Klothoide nennt man die durch die Gleichung s~ = a2 definierte 
Curve. Hier ist die Function, cp proportional s2 • Sie ist endlich für 
s = 0, wo ~ unendlich ist, und unendlich für 
s = ± oo, wo ~ = 0 ist. Also ist der Anfangs
punkt der Bogen ein lnflexionspunkt. Von ihm 
ausgehend wird die Krümmung nach beiden Seiten 
hin immer stärker, so dass die Curve sich a.sympto
tisch um ihre beiden Endpunkte wickelt, welche sym
metrisch inbezug auf den Anfangspunkt liegen. Da 

r-- ·-- ---- ·-- --

a' a 
(1= - =±--

s ~ 

' ' 

' ' ---- -------..J 
Fig. 15. 

ist, so sind die Coordinaten eines asymptotischen Punktes inbezug auf die 
Tangente und die Normale im Anfangspunkte 

"' CIO 

a JCOB cp 
u = y'2 y;p dcp' 

a fsin cpd V=-= -=- cp . y'2 ycp 
0 0 

Bemerkt man nun, dass 

f"' 1 y; a -- ln 
u + iv =- cp 11 ei'Pdcp = a -y'2. 2 

0 

ist, so findet man sofort u = v = ; yn. Die beiden asymptotischen 

Punkte sind also gegenüberliegende Ecken eines Quadrates, welches dem 
Kreise mit dem Radius a gleich ist. 

e) Betrachten wir allgemeiner die Curven, deren Krümmung einer 
Potenz des Bogens proportional ist. Schreibt man ihre Gleichung in 
der Form ~ = ks", so findet man für n = 1 die logarithmische Spirale 

wieder, für n = - 1 die Klothoide, für n = ~ die Kreisevolvente. Lässt 

man den Fall n = 1 bei Seite, so sieht man sofort, dass rp wie s1-" va
riiert, und es ist zweckmii.ssig, dem Coefficienten k, den man immer als 
positiv voraussetzen kann, die Form 

1- n 
k=±-a-

1-n 

zu geben. Dies vorausgeschickt sei n zwischen 0 und 1 enthalten und sei 
der Quotient einer ungeraden Zahl durch eine gerade Zahl. Dann hat man 
Curven analog der Kreisevolvente, d. h. mit einer einzigen Spitze im An
fangspunkte der Bogen. Diesen umkreisen sie in immer weniger gekrümmten 
Windungen, welche asymptotisch den unendlich fernen Punkt umwickeln. 
Für die andern rationalen Werte von n, die zwischen 0 und 1 liegen, hat 
die Curve zwar im Anfangspunkte mit der Tangente eine Berührung nied
rigerer Ordnung, verhält sich aber in ihm wie in einem gewöhnlichen 
Punkte oder erleidet daselbst eine lnflexion, so dass ihre allgemeine Form 
ganz verschieden von der der Kreisevolvente ist (vgl. Fig. 16). Ist n 
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negativ und gleich dem Quotienten von zwei ungeraden Zahlen, so hat 
man Curven analog der Klothoide, d. h. mit einer Infiexion im Anfangs
punkte der Bogen und mit zwei asymptotischen Punkten; ist aber n der 
Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade Zahl oder umgekehrt, so 
hat die Curve zwar mit der Tangente im Anfangspunkte eine Berührung 

höherer Ordnung, verhält sich aber in demselben wie f?<\:\ in einem gewöhnlichen Punkte oder besitzt daselbst eine 
(-----Yo----------) Spitze, und sie hat als Ganzes keine Ähnlichkeit mehr 

mit der Klothoide, obgleich jede ihrer Hälften der Hälfte 
o<n<~ einer Klothoide gleicht(vgl. Fig.17). ",<0 

_ .. Benutzung der Formeln (10, dass ~. L In jedem Falle erkennt man) unter ~+:.' -~ 
0 

i 
der Anfangspunkt die Entfernung _ ..:::".._."0....:::::-___,.......:;!--

ar(2 -n) 
Fig. 16. 1 - n Fig. 17. 

von den asymptotischen Punkten hat, und das"s die Gerade, welche ihn mit 

jedem derselben verbindet, I1Dl 2 (1 ~ n) gegen die Tangente im Anfangs

punkte geneigt ist. Endlich hat man fiir n > 1 wie bei der logarith
mischen Spirale (n = 1) einen asymptotischen Punkt im Anfangspunkte 
der Bogen; der asymptotische Punkt im Unendlichen fällt aber fort, 

Fig. 18. 

weil fP nicht gleichzeitig mit s unendlich wird. Um zu 
sehen, ob von dem unendlich fernen Punkte eine Asymptote 
ausgeht, genügt es, die Forntel (9) zu benutzen und 
darin zu setzen 

ao -fds _ ( a)"- 1 
1/J- ~- 8 , 

" a --
(! = --1/J n-1. 

n-1 

Man erhält dann sofort die Entfernung von dem asymptotischen Punkte: 

ao 

q = _a_j",·· ".:_ 1 sin 1/Jd1/J. 
n-1 

0 
1 

In der Umgebung der unteren Grenze verhält sich das Integral wie J1/J- n::1 d1/J . 

J 1'1 1 Also existiert die Asymptote im Endlichen nur für 
~ 61 \e '- n > 2, und in diesem Falle findet man 

r ; 
.... , t 

( ·n-2) n q = ar -- cos ---· n-1 2(n-1) 

.Ftg. 19. Nintmt n unbegrenzt zu, so nähert sich die Curve der 
Ausartung in einen Punkt und eine Gerade, die in der 

Entfernung q = a voneinander liegen. Dies geschieht für jeden Zweig in 
folgender Weise: Der Bogen von der Lii.nge a, dessen eines Ende in dem 
asymptotischen Punkte liegt, zieht sich nach und nach auf diesen Punkt 
zusammen, während der übrigbleibende Curventeil sich schliesslieh auf der 
Asymptote ausbreitet. 
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f) Analog der Kettenlinie (§ 5, b) sind die durch die Gleichung 

s' q=b-a 

17 

dargestellten Curven, solange a und b entgegengesetzte Zeichen haben. Für 
b = - a findet man die Kettenlinie wieder, da es ja erlaubt ist, das 
Zeichen von q umzukehren.· Für b = k'Aa erhält man 
dagegen die Pseudocatenarien. Wenn s dem absoluten 
Betrage nach kleiner als ka ist, so findet man 

, 
f ads 1 1 ka+s 

cp =. k'a'- s' = 2k og ka-s · 
0 

0 
Ein erster Bogen, von der Länge 2 ka, wickelt sich Fig. 20. 

also asymptotisch um seine beiden Enden. Er ist sym-
metrisch inbezug auf den Anfangspunkt und liegt ganz innerhalb des 
Kreises vom Radius k2a, welcher die Curve im Anfangspunkte berilhrt. Da 

4k' a 

ist, so sind die Coordinaten eines asym.ptotischen Punktes inbezug auf die 
Tangente und die Normale im Anfangspunkte .. 

_ t Ii COB rpdrp _ na 
u - 4k a ( ,~, -""')' - oft oft' ~- '1'+ e - --

o eu- e u 

.. 
v = 4kta {" sin rpdrp = na 

J (e"'P + e-"'~')2 (!!. _!!_) 
o 2 e"' + e u 

Es wickeln sich ferner von den asym.ptotischen Punkten ab und erstrecken 
sich ins Unendliche zwei andere Zweige, die denjenigen der Spirale s2 = aq 
analog sind. Ihre Punkte entsprechen den Werten von s, die grösser als 
ka oder kleiner als - ka sind. Für jeden Zweig ist die Richtung der 
Tangente bestimmt durch den Winkel 

.. -f ads _ _!_ lo s+ka. 
"i'- s'- k'a'- 2k g s-ka , 

Die beiden Zweige haben keine im Endlichen gelegene Asymptote, weil die 
Entfernung einer Asymptote von dem entsprechenden asymptotischen Punkte, 
die durch die Formel (9) gegeben wird, .. 

t , {" sin 1/Jd'I/J 
q == 4k aJ (e""' _ e-"1/J)'il. 

0 
c .. :\ro - K owalewskl, natllrl. Geometrie. ! Aufl 2 
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ist. Andrerseits lässt sich constatieren, dass dieses Integral keinen end
lichen Wert hat, indem man bemerkt, dass es sich in der Umgebung 
der unteren Grenze wie log 'ljl verhält. Wie die beiden unendlichen Zweige 
in den asymptotischen Punkten mit dem endlichen Zweige zusammen
hängen, gebt aus der vorhergehenden Discussion nicht hervor (und es kann 
auch nach dem, was am Ende des § 4 gesagt worden ist, nicht daraus 
hervorgehen). Aber es ist leicht zu sehen, dass sich die Curve in der 
Umgebung eines jeden der asymptotischen Punkte verhält wie das Paar 
von logarithmischen Spiralen (!2 = 4k2sll in der Umgebung des gemein
samen Pols. 

g) Pseudotractricen nennt man die durch die Gleichung 

,;--2. 
(l=kaJil-c a 

definierten Cnrven. Diese Gleichung geht in der Umgebung des Anfangs

punktes in (l = k V2äS über. Die Pseudotractrix verhält sich also anfangs 
wie die Evolvente eines KrtJises vom Radius k2a. Sie ändert aber bald ihr 

V erhalten, da (! mit wachsendem s nicht unbegrenzt 
zunimmt, sondern sich vielmehr dem Grenzwerte ka 
nähert. Die Curve besitzt also, entsprechend den beiden 
Bestimmungen von (l, zwei asymptotische Kreise. Da 

4.:--~:T?'-'---:;"""'~~ man, von der Cuspidaltangente aus gerechnet, 

1 ka+ll 
fP = 2k log ka-1? 

Fig. 21. 
hat, so liefern die Formeln ( 11) 

00 J; cos qJdcp + na 
v = ± 4klla ( lup + -kcp)ll = - tt :rr e e - --

o eu- e 2k 

für die Coordinaten der Centra der asymptotischen Kreise. Die Strecke, 
welche auf der Cuspidalnormale von einem asymptotischen Kreise abgegrenzt 
wird, erscheint vom Centrum aus unter einem Winkel, der nicht beliebig 
klein gewählt werden kann. Der genannte Winkel hat sein Minimum für 
einen Wert von k, der sehr. nahe an 0,655 liegt. In diesem Falle sind 
die Abstände der Centra der asymptotischen Kreise von der Normale und 
Tangente an der Spitze Teile des Radius, die sehr nahe an den Werten 
0,663 und 0,439 liegen. 

h) Was für Curven werden dargestellt durch eine quadra
tische Gleichung zwischen s und (l, in welcher das Glied (12 nicht 
vorkommt? Wenn S(l fehlt, so lässt sich die Gleichung, wenn sie nicht 
ein Punktepaar darstellt, auf die Form (l = as2 + 2 bs + c zurückführen 
und stellt Pseudocatenarien dar oder Curven, die der Kettenlinie analog 
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sind, je nachdem ac- b2 negativ oder positiv ist. Wenn s~ nicht fehlt, 
so kann man der Gleichung immer die Form geben 

a' 
~=b+ ks+ 8 . 

Solange k von Null verschieden ist, hat der Wert von b keinen grossen 
Einfluss auf die Gestalt der Curve im allgemeinen. Setzt man deip.gemäss 
b = 0, so ergiebt sich 

cp = 2~ log { 1 + k ;:) · 

Wenn k positiv ist, so nimmt cp gleichzeitig mit s und ~ unbegrenzt zu. 
Ausserdem wird ~ auch im Anfangspunkte der Bogen unendlich, in dessen 
Umgebung sich die Curve verhält wie eine Klothoide (s~ = a2) in der 
Nachbarschaft des Inflexionspunktes. Die Curve hat also im Anfangspunkte 
eine Inflexion und macht auf beiden Seiten desselben unendlich viele Win
dungen, welche nach und nach in eine logarithmische Spirale (~ = ks) 
übergehen. Der Krümmungsradius nimmt. seinen kleinsten Wert a' = 2 a fk 
in zwei bestimmten Punkten A und A' an, und in der Umgebung eines 

jeden von ihnen verhält sich die Curve wie eine Kettenlinie (() = a.' + 2k1 ~} 
Ist dagegen k negativ, so wird in den Punkten .A A. 
und A' die Krümmung gleichzeitig mit cp unend· 
lieh. Dies sind also asymptotische Punkte, und 
in der Umgebung eines jeden von ihnen verhält 
sich die Curve wie das Spiralenpaar ~~ = 4k2 s2 

in der Umgebung des gemeinsamen Pols. Ist end-
lich k (aber nicht b) gleich Null, so stellt die FJg. 22. 

Gleichung eine Curve dar, welche ausser einer 
Inflexion im Anfangspunkte ein Paar asymptotischer Kreise vom Radius b 
besitzt (einen inneren und einen äusseren), da offenbar, wenn s dem 
absoluten Betrage nach unendlich wächst, ~ nach b 
convergiert und andrerseits 

cp = i- - :: log ( 1 + ~~) 
unbegrenzt zunimmt. Überdies wächst cp auch dann 

I 

ins Unllndliche, wenn s sich dem Werte - : nähert. 

Man hat also in endlicher Entfernung vom Anfangs- Fig. 2s. 

punkte einen asymptotischen Punkt, in dessen Um-
gebung die Curve sich verhält wie das Spiralenpaar a4 ~2 = b4 s2 in der 
Umgebung des gemeinsamen Pols. 

i) Wenn ferner das Glied q2 nicht fehlt, so lässt sich die Glei
chung im allgemeinen durch passende Wahl des Anfangspunktes auf eine 
der folgenden Formen zurückführen : 

() = b + ks ± k'fa'- s2 , ~ = b + ks ± k'fs2 - a2 , 

Q = b + ks ± k'fs2 + a2 • 
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In einem Ausnahmefall aber, nämlich dann, wenn die Glieder zweiten 
Grades ein vollständiges Quadrat bilden, kann man der Gleichung die 
Form geben 

q = b +" ks ± V2as. 

Als ganz specielle ·Fälle (b = 0, k = 0) findet man die Cycloide, die 
beiden Pseudocycloiden und die Kreisevolvente wieder. Wir wollen dem 
!Jeser die Mühe überlassen, zur Übung das Studi:um aller dieser Curven zu 
Ende zu führen und sie nach einer möglichst kleinen Zahl von Normal
typen zu classifi.cieren. 



Zweites Kapitel. 

Fundamentalformeln ftir die natürliche Analysis der ebenen Curven. 

§ 12. 

Von jetzt an werden wir als Coordinatenaxen immer die Tangente 
und die Normale der Curve in einem beliebigen Punkte M wählen. 
Es werde ein Punkt P betrachtet, der mit M p ' 

beweglich ist: P' sei seine Lage, wenn sich der 0 . 
p • J. 

Anfangspunkt M nach M' verschoben hat; x und \ • 
y seien die Coordinaten von P, x + ~x und : J,: \} 
y + 6y diejenigen von P' inbezug auf die Axen ':f; :~ 
mit demAnfangspunkteM. Im allgemeinen ändern 
sich beim Übergange von den ursprünglichen M x 

Axen zu denjenigen mit dem Anfangspunkte M' Fig. 24· 

die Coordinaten x und y; sie sind also Functionen von s 1 und wenn 
M' unendlich nahe an M liegt, so sind die Coordinaten von P' in
bezug auf die Axen mit dem Anfangspunkte M' offenbar x + dx, y + dy. 
Bezeichnen wir nun mit u, v und mit ~ cp die Coordinaten von M' in
bezug auf die ursprünglichen Axen und den Winkel, um welchen sich 
die x-Axe beim Übergange von der ersten zur zweiten Lage dreht, so 
hat man 

x+ 6x=u + (x+ dx)cos~cp-(y+dy)sin6cp=u +x + tlx- y3cp, 
y + 6y=v+ (x + dx) sin ~'P+ (y+dy) cos~cp=v+y +dy+x6cp, 

d. h., wenn man durch ~s = ds dividiert und sich an die ersten drei 
Gleichungen des vorigen Kapitels erinnert, 

(l) ~x=dx_J[+l cJy=dy+~· 
ds ds ~ ' ds ds ~ 

· Dies sind die Fundamentalformeln, aus welchen durch Null
setzen von ~x und ~y, d. h. unter Voraussetzung des Zusammenfallans 
von P' mit P, unmittelbar die wichtigen Bedingungen 

(2) dx _ 1!.. _ 1 dy x 
ds- ~ ' ds = -e 
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hervorgehen, welche notwendig und hinreichend für die Unbe
wegliehkei t des Punktes (x, y) sind. In Polarcoordinaten (x==reos 8, 
y = r sin 8) lauten diese Bedingungen 

(3) dr = _ cos 8 d6 = _ .!_ + sin 8 . 
d,s ' ds e r 

Will man ferner, dass eine Gerade in der .Ebene in Ruhe b~eibt, die 
durch ihren Abstand q vom Anfangspunkte und durch den Winkel rp 
definiert ist, um welchen sich ihre positive Richtung drehen muss, um 
mit derjenigen der Tangente zusammenzufallen, so hat man auszudrücken, 
dass die Gleichung der Geraden 

X sin fP + '!J COB fP + q = 0 

durch unendlich viele Lösungen von (2) befriedigt wird. Da man 
nun durch Differentiation erhält 

( . ) (diJI 1) . + dq 0 xcosrp-ysmm --- -smcp -= 
T ds e ds ' 

so muss sich diese Relation spalten in die beiden folgenden (geome-
trisch evidenten) 
(4) 

dq . 
ds = sm cp. 

Sie sind notwendig und hinreichend für die Unbeweglichkeit 
der Geraden (rp, q). 

§ 13. 

Bevor wir weitergehen, wollen wir auf einige Consequenzen der 
Formeln (3) und ( 4) aufmerksam machen. Nehmen wir an, s wachse 
ins Unendliche, und die Entfernung zwischen M und einem festen 
Punkte P nähere sich dabei einem endlichen Grenzwerte a. Die Coor
dinaten r und 8 von P genügen den Gleichungen (3) und da r nach 
a convergiert, so kann seine Ableitung sich keinem von Null verschie
denen Grenzwerte nähern. Wenn also ein solcher Grenzwert existiert, 

so liefert die erste der Formeln (3) lim 8 = i. Jetzt lässt sich aber 

dieselbe Betrachtung auf 8 anwenden, und die zweite Formel (3) liefert 
daher lim (J = a. Also ist der Kreis vom Radius a mit dem Mittelpunkte 
in P ein asymptotischer Kreis der Curve. Wemi umgekehrt die Curve 
einen asymptotischen Kreis besitzt, so kann sich die Entfernung zwischen 
M und dem Centrum des Kreises keinem vom Radius des Kreises ver
schiedenen Grenzwerte nähern. Sonst würde ein Grenzwert von (J 

existieren, der von dem ersten verschieden ist. Bemerkt man ferner, 
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dass die Coordinaten des Krümmungscentrums r = ~' 6 = -~ sind, und 
. 2 

dass die erste nach a convergiert, so sieht man, dass mit unendlich 
zunehmendem s das Krümmungscentrum allmählich nach dem 
Mittelpunkte des asymptotischen Kreise·s hinrückt. Diese Be
merkung füllt eine in § 10 gelassene Lücke aus und führt zu einer 
genaueren Einsicht- in das Wesen der asymptotischen Kreise. In ana
loger Weise lässt sich im Anschluss an die zweite Formel ( 4) eine für 
die Aufsuchung der Asymptoten nützliche Bemerkung machen. Hat 
nämlich q für unendlich zunehmendes s den Grenzwert Null, so kann 
cp keinen andern Grenzwert haben, d. h. wenn die Tangente eine 
Grenzlage hat, so ist diese notwendig die betrachtete feste 
Gerade (vgl. § 7). 

§ 14. 

Aus den Formeln (2) und ( 4) geht folg-ende bemerkenswerte Thatsache 
hervor, die für die natürliche Geometrie von grundlegender Bedeutung 
ist: Die zur Fixierung der Punkte und Geraden der Ebene dienenden 
Parameter sind Functionen von s, deren Ableitungen sich durch 
diese Functionen selbst ausdrücken lassen. So zeigen die For
meln (2), dass die ersten Ableitungen der Coordinaten x, y eines festen 
Punktes lineare Functionen der Coordinaten selbst sind, und das Gleiche 
lässt sich von den weiteren Ableitungen behaupten, wie man durch 
Differentiation und wiederholte Anwendung von (2) erkennt. Werden 
nun alle Curven mit einer gegebenen Eigenschaft gesucht, so wird man 
im allgemeinen auf eine RelatiOI.t 

f(x, y, x', y', · · · ·, cp, q, cp', q', · · · ·, s) = 0 

geführt. Dieselbe enthält eine gewisse Anzahl Coordinaten von Punkten 
und Geraden, die in der Ebene fest sind, und muss bestehen, welchen 
Wert auch s haben mag. Nun ist aber klar, dass man die gegebene 
Relation nur zu differenzieren braucht, um daraus sofort eine andre 
zwischen denselben Coordinaten zu erhalten, indem man die Ableitungen 
der Coordinaten mit Hilfe der Unbeweglichkeitsbedingungen heraus
schafft. Man gelangt in dieser Weise nicht nur zu einer neuen Eigen
schaft der unbekaunten Curven, sondern es wird durch fortgesetzte 
Differentiation immer gelingen, ein System von Relationen aufzustellen 
derart, dass man die Coordinaten x, y, x', · · · eliminieren kann. Dann 
hat man die aus der Elimination hervorgehende Differentialgleichung 
zu integrieren, um die natürliche Gleichung der gesuchten Curven zu 
finden. 
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§ 15. Geometrische Örter. 

Die Coordinaten x, y eines Punktes P seien als Functionen von s 
bekannt. Wie verfährt man, um den Ort von P zu bestimmen? Die 
Fundamentalformeln liefern sofort die Werte von 8x und 8y. Ferner hat 
man, um das Bogenelement von (P) auszudrücken, ds'1 = 8x2 + 81l 
Es ist also 

(5) s' =Jxds, 
wenn man 

u2 =.(dx _ }/_ + 1)2 + (dy + .::)ll 
ds (! ds (! 

setzt. Man bestimme die Neigung der Tangente der unbekannten Curve 

(P) im Punkte P gegen die x-Axe mittels der Formel tg 0 = !~, 
und bemerke, dass die Tangente von (P) in P' gegen die Tangenten 
der Curve ( M) in M und M' um 0 + 8 q/ bezw. 0 + d 0 geneigt ist. 
Es ist also 8q/ = 8rp + dO, folglich nach Division mit ds 

(6) 

vorausgesetzt, dass der positive· Sinn der Normale von ( P) in folgender 
Weise festgesetzt wird: Lässt man die positive Richtung der Tangente 
sich so lange drehen, bis sie mit derjenigen der x-Axe zusammenfällt, 
so fallen auch die positiven Richtungen der Normale und der y-Axe 
zusammen. Schliesslich hat man nur noch s zwischen (5) und (6) zu 
eliminieren, um die natürliche Gleichung von (P) zu erhalten. 

§ 16. Enveloppen. 

Die Gleichung f(x, y, s) = 0 stellt im allgemeinen eine einfach 
unendliche Schar von Curven dar. Jede von ihnen entspricht einem 
bestimmten Punkte der Curve (M). Die den Punkten Mund M' ent
sprechenden Curven, welche unendlich benachbart sind, können einen 
oder mehrere Punkte gemein haben. Dieselben muss man bei dem 
Übergange des Anfangspunktes von M nach M' als fest betrachten. 
Die Coordinaten eines solchen Punktes erhält man demnach durch 
Differentiation der Gleichung f' = 0 unter der Annahme, dass die Be
dingungen (2) erfüllt sind. Sie sind also die Lösungen des Systems 

) ( ) 0 ( Y ) of x of or (7 {x,y,s =' ~-1 ox-Q"oy+os=O. 

Sind auf diese Weise x und y als Functionen von s bekannt, so hat 
man auf sie nur noch das im vorigen Paragraphen auseinandergesetzte 
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V erfahren anzuwenden, um die natürliche Gleichung des Ortes der er
wähnten Schnittpunkte zu erhalten. Diesen Ort nennt man die En
v e 1 o p p e der Curven f = 0 . Es kann jedoch vorkommen, dass die 
Gleichungen (7) sich auf eine einzige reducieren. Alsdann hat man 
eine einzige Curve, wie es z. B. eintritt, wenn f = 0 die Gleichung der 
Curve (M) selbst ist. Diese Bemerkung wird uns im folgenden von 
Nutzen sein. 

§ 17. 

Man beweist leicht, dass die Enveloppe alle eingehüllten 
Curven berührt. Es sei in der That P ein gemeinsamer Punkt der 
beiden Curven f = 0, die zwei unendlich benachbarten Punkten M und 
M' auf der Curve (M) entsprechen. 0 und 0' seien die Neigungen, 
welche die Tangenten der Enveloppe und der Eingehüllten in P gegen 
die x-Axe haben. Hält man s fest, so ist offenbar der Wert von tg 0' 

durch das Verhältnis :; gegeben, welches sich aus der Relation 

of <tx + of 6y = o 
ox oy 

ergiebt. Dagegen bestimmt man () mit Hilfe des in § 15 angegebenen 
Verfahrens und erhält also 

dy + ~ of 
t 0 = ds Q t O' ox 
g dx y ' g =- ""Ff' 

ds- Q + 1 oy 

während x und y den Gleichungen (7) genügen. Bildet man nun 
tg (0- ()'), so tritt im Zähler der Ausdruck 

(dx_JL+ l)~f +(dy+~)of =ofdx+ofdy_(1L-l)of +~of 
ds Q OX ds Q oy oxd~ oyds Q ox QOY 

auf. Derselbe reduciert sich infolge von (7) auf 

Also ist () = ()'. 

of dx + of ~ + of _ df _ 0 
öxds oy ds OS- ds- . 

§ 18. Übungsbeispiele. 

a) Um die natürliche Gleichung eines Kreises vom Radius a, 
d. h. den Ort der Punkte zu finden, welche von einem festen Punkte 
(Centrum) um a entfernt sind, kann man in folgender Weise verfahren. 
Sind x und y die Coordinaten des Centrums, so muss immer x 2 + y2 = a2 

sein. Durch Differentiation unter Beachtung von (2) kommt ferner x = 0. 
Zunächst laufen also alle Normalen im Centrum zusammen. Durch 
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nochmalige Differentiation erhält man y = f! und dann durch Einsetzen von 
x und y in die erste Relation f! = a. 

b) Um alle Curven zu finden, welche constante Krümmung 
haben, genügt die Bemerkung, dass bei constantem f! die Bedingungen 
(2) von dem Punkte (x = 0, y = f!) erfilllt werden. Also ist dieser Punkt 
fest, und die Qurve ist notwendig ein Kreis vom Radius f!, da ja. alle ihre 
Punkte sich in der constanten Entfernung f! von dem festen Punkte (0, f!) 
befinden. 

c) Welche Curve trifft unter constantem Winkel () alle von 
einem Punkte ausgehenden Geraden? Wendet man die Formeln (3) 
auf die Polarcoordinaten (r, n- 0) des festen Punktes an, so erhält man 

dr 1 sin 6 
ds = cos (), 0 = - 'i + - 1.- • 

Aus der ersten leitet ma..n ab r = s cos () , wenn man übereinkommt die 
Bogen von dem festen Punkte aus zu rechnen. Durch Einsetzen in 
die zweite findet man (! = 8 cot 0, die Gleichung einer logarithmischen 
Spirale (§ 11, b, c). 

d) Welches ist die Curve, deren Normalen (zwischen den lnci
denzpunkten und den Krlimmungscentren) durch eine Gerade balbiert 

1 
werden? Man hat auszudrücken, dass der Punkt (x=O, y= 2 ~) 

eine Gerade beschreibt. Die Formeln ( 1) liefern 

Ferner ist tg 0 = ::, und die Formel (6) zeigt, dass man haben muss 

(8) 

was übrigens sofort aus der Bemerkung hervorgebt, dass sich im Falle 
einer festen Geraden () von dem gewöhnlichen rp nur im Vorzeichen unter
scheidet. Es ergiebt sich also successiv 

tg () :: =- ~ ~~ , log cos 9 =log~+ Const., ~ = a cos (). 

Integriert man ferner die Gleichung (8), nachdem man den Sinn, in welchem 
·die Bogen gerechnet werden, umgekehrt bat, und fixiert den Anfangspunkt 
geeignet, so kommt 

8 = J f!d() = a sin 0. 

Also ist s1 + f!" = a1, d. b. die angegebene Eigenschaft charakterisiert die 
Cycloide (§ 8, d). 

e) Eine Curve zu finden, deren Krümmungscontra inbezug 
auf die Ourve selbst symmetrisch sind zu den Punkten, in welchen 
die Normalen von einer Geraden getroffen werden. Diesmal ist es 
der Punkt (x = 0 , y = - ~) , welcher sich längs einer Geraden bewegen 
muss. Wiederholt man die Rechnungen des vorhergebenden 'Obungsbeispiels, 
so erhält man successiv 
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~X= 2 
ds ' 

ferner 

t 8 d6 = _!.__ dQ 1 8 1 ,;-: + C a g ds 2 Q ds ' og cos = - og r Q onst.' Q = cost 6 

und endlich, wenn man den Sinn, in welchem die Bogen gerechnet werden, 
umkehrt, 

s =J Qd8 = a tg (J, 

Dies ist die Gleichung einer Kettenlinie (§ 5, b). 
f) Eine Curve zu finden von solcher Beschaffenheit, dass die 

Strecke, welche auf der Tangente vom Berührungspunkte aus 
durch eine Gerade abgeschnitten wird, constant ist. Hier handelt 
es sich darum, auszudrücken, dass der Punkt (x = a, y = 0) eine Gerade 
beschreibt. Nun hat man 

~x = 1 6y = !!:. t 8 a 
ds ' ds q ' g = q · 

Aus der letzten Gleichung, welche sich mit Hilfe von (8) auf die Form 
d6 1 

cot8-=--ds a 

bringen lässt, leitet man ohne weiteres successiv ab 

log sin 8 = - ~, Q = a cot 8 = a ~ 
und erhält also die natürliche Gleichung einer Tractrix (§ 8, c). 

g) Eine Curve zu finden, deren Krümmungsradius in jedem 
Punkte gleich der Strecke ist, die auf der Normale von zwei 
parallelen Geraden abgeschnitten wird. :Mit andern Worten: Wenn 
a der Abstand der beiden Geraden ist, so soll die Projection des Krümmungs
radius auf eine feste Gerade beständig gleich a sein, so dass man hat 
a = Q sin qJ • Um die Unveränderlichkeit der Richtung der Geraden aus
zudrücken, hat man 

mithin 

8~ IJl ~~ = ~, log tg ~ = ~, Q = si: IJl = ~ (e-;. + ;- -~). 
Die gesuchte Curve ist also eine Kettenlinie gleichen Widerstandes 
(§ 5, c). 

h) Weiche Curven haben in ihrer Ebene einen Punkt von solcher 
Beschaffenheit, dass die Projection des Radiusvectors auf die Tan
gente dem Bogen proportional ist? Es wird verlangt, dass für eine 
Lösung (x, y) der Gleichungen (2) x = ks ist. Die erste Bedingung (2) 
zeigt aber, dass gleichzeitig y = (k + 1) Q sein muss und die zweite führt 
zu einer Gleichung, deren Integration 

ks2 + (k + 1) Q2 = Const. 
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ergiebt. Wenn man die Constante gleich Null annimmt, so erhält man ein 
Paar logarithmischer Spiralen. Sonst hat man eine Epicycloide (k > 0), 
eine Hypocycloide (k <- 1) oder (wenn k zwischen 0 und -1 liegt) 
eine Curve vom pseudocycloidischen Typus (§ 8, e). Giebt man der Glei
chung der Curve die Form 

so findet man leicht den Wert von k. Dann wird 

Um zu beweisen, dass dies die Coordinaten des Mittelpunktes P des Leitkreises 
(§ 81 d) sind, genügt die Bemerkung, dass y gleichzeitig mit ~ verschwindet, 
d. h. dass der gefundene Punkt derjenige ist, in welchem sich die Cuspidal
tangenten treffen. Übrigens findet man noch, dass x gerade gleich dem 
Radius des Leitkreises wird. 

i) Um alle Curven zu finden, die einer gegebenen Curve ähn
lich sind, genügt folgende Bemerkung; Sind inbezug auf die gegebene 
Curve r und () die Polarcoordinaten des Ähnlichkeitspunktes, so wird sich, 
wenn man ihn auf eine beliebige ähnliche Curve bezieht, die er~te Coordinate 
mit einer Constanten k multiplicieren, während die andre ungeändert bleibt. 
Die Bedingungen (3) werden 

dr 
k ds' = - cos (), !!! = _ _!__ + sin 6 . 

ds' 11' kr 

Daraus ergiebt sich, dass s' = ks, ~~ = k(! sein muss. Demnach erhält man 
die einer gegebenen Curve ähnlichen Curven, indem man in der Gleichung 
dieser Curve s und (! mit einer willkürlichen Constanten multipliciert. Im 
besondern bemerke man, dass dieses V erfahren bei den Gleichungen 
(!2 = 2as, s2 + (!2 = a2 u. s. w. auf eine blo.sse Änderung des Wertes von 
a hinausläuft. Also sind alle Kreisevolventen ähnliche Curven, und das 
Gleiche lässt sich von den Cycloiden, den Kettenlinien u. s. w. behaupten. 
Dagegen bleibt jede lineare Gleichung zwischen s und ~ dem Wesen nach 
ungeändert, und es lassen sich daher alle einer gegebenen logarithmischen 
Spirale ähnlichen Curven mit der nämlichen Spirale zur Deckung bringen. 
Mit andern Worten: Die logarithmischen Spiralen haben die merkwürdige 
Eigenschaft, ihre Gestalt nicht zu ändern, wenn man sie von einem 
beliebigen Punkte aus (gleich stark in allen Richtungen) dilatiert. 
Für sie löst sich die Dilatation auf in eine Translation und eine darauf
folgende Rotation um die neue Lage des Pols. 

j) Zwei Curven lassen sich unter Umständen (wenn sie nämlich ähnlich 
sind) in eine solche Lage bringen, dass die Tangenten in zwei Punkten M 
und M', die in gerader Linie mit einem festen Punkte P liegen, parallel 
sind. Es kann nun auch vorkommen, dass für zwei Curven die Tangenten 
in den Punkten M und M', deren Verbindungsgerade durch P geht, anstatt 
parallel zu sein, inbezug auf MM' antiparallel sind. Alsdann nennt 
man die Curven invers, und P ist das Inversionscentrum. Die Polar
coordinatcn von P seien (r, 0) inbezug auf die Curvc (M) und (t·', ()') in
bezug auf (M'). Offenbar ist ()' = :n:- (}, wenn man übereinkommt, dass 
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M und M' die bezüglichen Curven in demselben Sinne durchlaufen müssen, 
um. in gerader Linie mit P zu bleiben, und wenn die Richtung der Normale 
von (M') der in § 15 gemachten Festsetzung entspricht. Bemerkt man 
nun, dass die Neigung der Tangente von (M') gegen die Tangente von (M) 
2 8 ist, so giebt die Formel ( 6) 

~- = .!_ + 2 d(J = sin 9 + d(J . 
f! f! ds ,. ds 

Andrerseits werden die Bedingungen (3) für die Curve (M') 
dr' 
ds = " cos () , " " sin (J + d8 '? = -,-,- ds · 

Vergleicht man diese letzte mit der ersten der erhaltenen Relationen, so 

ersieht man, dass " = ~~ ist, was sich übrigens sofort aus einer sehr ein
r 

fachen geometrischen Betrachtung ergiebt. Dies vorausgeschickt hat man 

dr' r' r'dr 
- =- cos (} =- ---
ds r r ds' 

mithin nach Integration rr' = a2 • Der Kreis vom Radius a mit dem 
Mittelpunkte in P ist der Grundkreis der Inversion: auf seine Peripherie 
fallen notwendig alle Schnittpunkte der beiden Curven, da ja ,. nicht gleich 
a werden kann, ohne dass das Gleiche mit r' geschieht. Trägt man end
lich den Wert von " in die erste Relation ein, so erhält man 

7' IJ" I 

-+-r=2sin0 
(! (! ' 

und die geometrische Interpretation dieser Gleichung zeigt, dass auch die 
Krümmungseeutra in zwei entsprechenden Punkten mit dem 
Inversionscentrum in gerader Linie liegen. 

k) Die Inversion unterscheidet sich nicht wesentlich von der Trans
formation vom Index - 1. Die Transformation vom Index v besteht 
darin, dass man einem gegebenen Punkte einen andem Punkt entsprechen 
lässt, dessen Affix proportional der v-ten Potenz des Affixes des ersten 
Punktes ist. Verfahrt man wie bei der Inversion, so gelingt es leicht, zu 
beweisen, dass die Tangenten in zwei entsprechenden Punkten sich 
auf dem durch die genannten Punkte und den Pol bestimmten 
Kreise treffen, und man findet die Relationen 

• a•-1 , - vr f! 
~ - r + (v - 1) f! sm 8 

Aus ihnen kann man durch Elimination von s für eine beliebige Curve die 
natürliche Gleichung der transformierten Curve vom Index v ableiten. 

1) Für eine gegebene Curve die Fusspunktcurve inbezug auf 
einen Punkt zu finden, d. h. den Ort der Fusspunkte der von einem 
festen Punkte P auf die Tangenten der Curve gefällten Lote. Wendet man 
die ]'ormeln ( 1) an auf die Coordinaten x = r cos 0 , y = 0 der Projection 
M' des Punktes P auf die Tangente, so erhält man 

8x = !__ sin () dy = !__ cos 0 
ds () ' ds (I ' 
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mithin :~ = cot 8. Daraus folgt, dass die Normale der Fusspunktcurve 

inbezug auf die Tangente von (M) zu PM antiparallel ist. Folglich 

halbiert sie den Radiusvector PM. Überdies sieht man, dass "= !.. 
~ 

ist. Folglich wird die Formel (6)1 wenn man beachtet, dass in ihr 8 durch 

!!. - 8 zu ersetzen ist, 
2 

f' 1 dfJ 2 Bin 8 
()(),=f- ds ="i--r-· 

Die natürliche Gleichung der Fusspunktcurve ergiebt sich also durch Elimi
nation von 8 aus den Gleichungen 

, rt 
~ = 2r - () sin 8 ' 

Ist z. B. die gegebene C~e ein Kreis vom Radius a und gehört P der 
Peripherie an, so dass ~ = a, 8 = 2a8 1 r = 2a sin (J ist, so entnimmt 
man aus den letzten Formeln successiv 

8' = 4-.a J sin 8d8 =- 4-.a cos (J 1 ~, = 4
3a sin 8 1 8' 1 + 9~' 1 = 16a11• 

Also ist die gesuchte Fusspunktcurve eine Cardioide (§ 81 d). Wir wollen 
schliesslich bemerken, dass der Ausdruck von f!, zu der folgenden äusserst 
einfachen Construction des Krümmungscentrums 0' führt: Wenn die Pro
jection H des Krlimmungscentrums der gegebenen Curve auf den 
Radiusvector sich in N auf die Normale projiciert, so enthält 
die Gerade PN das Krilmmungscentrum der Fusspunktcurve. In 
der Thatl Wenn L die Projection von P auf die Normale ist und Q der 
Treffpunkt des Radiusvectors mit LM' (der Normale der Fusspunktcurve), 
so giebt die Transversale PO' N in dem Dreieck LMQ: 

r-()' LO' PM.LN r-(lsinfJ 
' 1 = QO'= PQ.MN= 2 ()BinfJ I u. s. w. 

~ - 2" 
m) Wichtig sind diejenigen Curven, deren Krümmung dem Nor

malenabschnitt zwischen dem Incidenzpunkte und einer festen 
Geraden proportional ist. Filr eine solche Curve hat also das Ver
blUtnie q ~ : cos t:p einen constanten Wert. Zunächst werden wir annehmen, 
dieser Wert sei negativ, so dass man auf Grund der Formeln ( 4) schreiben kann 

q = - :• cos t:p = - a1 : 8 sin t:p = - a1 ::~ • 

Daraus folgt bei geeigneter Fixierung des Anfangspunktes der Bogen 

q = ka cos.!!.. 1 wo k eine willkürliche Constante bedeutet, welche man a 
immer als positiv voraussetzen kann. Die Differentiation liefert fi1r sin t:p 

den Wert - 7, sin .!!.. , und die drei Relationen a 

k 8 • k • 8 q= acosä, smrp=- sma, a• 
f!= --cosrp 

!l 
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genügen, um uns von der Gestalt der Curve Rechenschaft zu geben. Im An
a fangspunkte (s = 0) hat man q> = 0, q = ka, ~ =- "f· Also geht die 

Curve vom Anfangspunkte aus in den beiden 
Richtungen parallel zu der festen Geraden, 
welcher sie sich immer mehr n!!.hert in dem 
Masse, als s zunimmt. Ist k < 1 , so kann 

man s bis ± ~ na variiren lassen und hat als

dann sin q> = + k , q = 0, ~ = oo , d. h. 
die Curve durchsetzt schliesslich die Gerade und 
hat dort eine Inflexion. Die Gerade teilt 
also die Curve in unendlich viele congruente 
Bogen von der Länge na. Jeder derselben 

bt 
Fig. 26. 

endigt auf der genannten Geraden in zwei Inflexionspunkten. Die Tangenten 
in diesen Punkten lassen sich auf Grund der Bemerkung construieren, dass 
sie parallel den Sehnen (von der Länge a) sind, welche vom Anfangspunkte 
0 nach den Schnittpunkten der Geraden mit dem Kreise gehen, der über 
dem Krümmungsradius in 0 als Durchmesser beschrieben ist. Ist k > 1, 

so kann s die Werte ± ~ na nicht erreichen, da der absolute Betrag ·von 

sin 'P die Einheit nicht überschreiten kann. Sobald man beim Zunehmen 

von s sin ~ = ± ~ hat, wird q> gleich =F ~ n und ~ verschwindet, 

während q den Wert a Vk1 - 1 annimmt. Man hat also unendlich viele 
congruente Bogen, deren jeder in zwei Spitzen endigt, und der Ort der 
unendlich vielen Spitzen ist eine Parallele zu der gegebenen Geraden. Die 
natürliche Gleichung erhält man leicht, indem man in dem Ausdruck von ~ 
für q> und q ihre Werte einsetzt. Sie lautet: 

~ = iV~ + (1-k2) tg2 ~. 
Zwischen beiden Curventypen steht der Kreis, welcher der Annahme k = 1 
entspricht. Aus der natürlichen Gleichung ergiebt sich, dass in der Umgebung 
des Anfangspunktes diese Curven sich verhalten, wie wenn ihre Gleichung 

a 1- k' s1 

~=I+~·a 
lautete, diejenigen vom ersten Typus haben also das Aussehen einer Ketten
linie und diejenigen vom zweiten Typus das einer Pseudocatenarie. Diese 
letzteren verhalten sich ferner in der Umgebung einer Spitze wie die Evol-

vente eines Kreises vom Radius ~, die ersteren dagegen in der Um-
k1- 1 

gebung eines Infl.exionspunktes wie die Klothoide Sf! = ~~ Yl - k2 • 

n) Wenn die Constante positiv ist, so findet man, dass q der Differen· 

tialgleichung q = a2 ::~ genügen und demnach die Form 

• • 
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mit den willkürlichen Constanten 1 und I" haben muss. Erteilt man einer 
der Constanten den Wert 0, so findet man die Tractrix wieder. Wir wollen 
deshalb annehmen, 1 und p. seien von Null verschieden. Alsdann wird 
man durch geeignete Wahl des Anfangspunktes die Werte der Constanten 
ändern und erreichen können, dass sie wenigstens dem absoluten Betrage 
nach einander gleich werden: es wird dazu genügen, dem Anfangspunkte die 
V errück:ung ~ a log ( =F ~) längs der Curve zu erteilen. Wir erhalten 
also zwei Curventypen, je nachdem in den Formeln 

k - --( . ') 
q = : ea =F e, a ' 

k - --( . ') 
sin cp = 2 e4 ± e a ' 

al 
(! =- cos rp 

q 

das obere oder das untere Zeichen gewählt wird. 
A Setzt man s = 0, so erkennt man, dass bei 

den Curven vom ersten Typus der Anfangs
punkt auf der festen Geraden liegt und sie 
daselbst eine Infl.exion haben. Dagegen liegt bei 
denjenigen vom zweiten Typus der Anfangs-

i punkt ausserhalb der Geraden, ist aber immer 
noch der ihr am nächsten liegende Punkt. 

~Po Die Tangente im Anfangspunkte der Curven 
Fig. 26. vom ersten Typus bildet mit der Gerlloden 

einen Winkel, dessen Sinus k ist (folglich 
muss k < 1 sein), während bei den Curven vom zweiten Typus die Tangente 
parallel zu der festen Geraden ist. Inzwischen darf bei keiner dieser Curven 
s unbegrenzt zunehmen; denn der absolute Betrag von sin cp kann die 
Einheit nicht überschreiten, folglich kann s nur bis zu dem Werte 

s- alog 1 +~ - k 

variiren, und dann ist q = a V 1 =F k1 , cp = ± ~ ,.; , '! = 0 , d. h. man 
hat eine Spitze, in welcher die Tangente senkrecht zu der festen Geraden 
ist. Die unendlich vielen analogen Spitzen liegen alle auf einer in der 
Entfernung a Y1 =F k'l zu der festen Geraden gezogenen Parallelen. 

§ 19. Par&llele Ourven. 

Parallel heissen zwei Curven, welche dieselben Normalen haben. 
Um auszudrücken, dass der Punkt (x, y) eine zu der Curve (M) paral
lele Curve beschreibt, genügt es, x = 0 und ~y = 0 zu setzen. Dann 
werden die Formeln (1) 

(9) 6x y -=1--
ds ~ 1 

dy == 0 
ds · 

Die zweite Gleichung zeigt, dass y einen constanten Wert a haben 
muss, und zwei parallele Curven sind daher auch äquidistant. Wenn 
umgekehrt eine Curve auf den Normalen einer andern von den lncidenz-
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punkten aus· gerechnet Strecken von der Länge a abschneidet, so sind 
die beiden Curven parallel, da man bei Anwendung der Formeln (1) 
auf den Punkt (x = 0, y = a) hy = 0 erhält. Die erste Gleichung (9) 
giebt, wenn man beachtet, dass ds' = hx ist, s' = s- atp, und aus 
der Formel (6) entnimmt man; da 8 = 0 ist, ~'=(I- a. Also 
haben zwei parallele Curven dieselben Krümmungscentra. Um die 
natürliche Gleichung der unendhch vielen Parallelcurven einer gegebenen 
Curve zu erhalten, genügt es, s aus den Gleichungen s' = s- arp, 
~'=(I- a zu eliminieren. Es ist nützlich, zu bemerken, dass man 
der Gleichung einer Schar von parallelen Curven immer die Form 
geben kann 

(10) S =ff(q + a) ndn 
(l+a ~ ~' 

indem man die Function f in geeigneter Weise bestimmt. In der That 
hat man für a = 0 

s= frc~~)a~> 'P = f'~>a~, 
mithin 

s' = s- atp = J (1- ~)f(ll)dll = jt~r~:: aa) (I' d~'. 

§ 20. Evolute und Evolventen. 

Evolute einer Curve nennt man die Enveloppe ihrer Normalen. 
Da .diese gleichzeitig die Normalen jeder andem parallelen Curve sind, 
so sieht man, dass eine und dieselbe Curve die Evolute einer ganzen 
Schar von parallelen Curven ist: diese nennt man die Evolventen 
der betrachteten Curve. Dies vorausgeschickt giebt die Gleichung der 
Normale (x = 0), wenn man sie differenziert, y = II· Also ist die 
Evolute einer ebenen Curve der Ort ihrer Krümmungscentra: 
eine geometrisch evidente Eigenschaft (vgl. § 2). Um die natürliche 
Gleichung der Evolute einer gegebenen Curve (.lll) zu finden, muss 
man die Formeln (1) auf die Coordinaten x = 0, 11 = 11 des Punktes 
0, des Krümmungscentrums von ( M) in M, anwenden. 

Man erhält 

(11) iJa; = 0 8y == dq 
ds 1 ds ds' 

ferner, wenn man alles, was sich auf die Evolute 
bezieht,mitdemlndex 1 auszeichnet; ds1 = hy=d~. 
Also ist bei geeigneter Fixierung des Anfangs
punktes der Bogen s1 = (!. Daraus folgt, dass 

CeliQro·.Kuwalowski, luLtUrl.Geonwtrie. 2 Aufl 

r 
·-··----, 4 __ M, ~ 

Flg. 27. 

8 
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jeder Curven bogen gleich der Differenz der Tangenten in 
seinen Endpunkten ist, gerechnet von den Berührungspunkten 
bis zu einer beliebigen Evolvente. Hiernach ist folgendes klar: 
Wenn ein unausdehnbarer Faden, der anfangs auf eine Curve aufge
wickelt· ist, sieh in der Ebene derart abwickelt, dass er fortwährend 
gespannt bleibt, so beschreiben seine Punkte die unendlich vielen Evol-

venten der betrachteten Curve. Endlich leitet man, da 8 = i ist, 

aus (6) ab (J1 ds = (Jdq. Man erhält also die natürliche Glei
chung der Evolute einer gegebenen Curve durch Elimination 
von s aus den Gleichungen 

(12) 

§ 21. 

Wir wollen an dieser Stelle folgendes bemerken: Wenn mit un
endlich wachsendem s die betrachtete Curve sieh asymptotisch um 
einen Kreis mit dem Mittelpunkte P herumwickelt, so gehen die 
Gleichungen (11) in die Unbeweglichkeitsbedingungen fi1r das Krüm
mungscentrum über: dies stimmt mit dem zusammen, was wir in 
§ 13 gesehen haben. 'Oberdies liefert die zweite der Formeln (12) 
lim q1 = O, und da die auf die Evolute bezügliche Funetion tp unbegrenzt 
zunimmt wie die auf die gegebene Curve bezügliche (welche sich von 
jener nur um eine Constante unterscheidet), so hat die Evolute in P 
einen asymptotischen Punkt. Also sind die Mittelpunkte der asymp
totischen Kreise einer Curve asymptotische Punkte der Evolute. Ganz 
dieselben analytischen Verhältnisse bieten sich, wenn in einem Punkte 
mit bestimmter Tangente (J ein Minimum oder Maximum ist. Dann 
hat die Evolute im allgemeinen einen Rückkehrpunkt. Von alledem 
kann man sich ]eicht geometrisch Rechenschaft geben ( vgl. §§ 6, 9). 

§ 22. 

Die Evolute der Evolute einer Curve nennt man die zweite 
Evolute dieser Curve. Die Evolute der zweiten Evolute ist die dritte 
Evolute u. s. w. (vgl. Fig. 27). Es seien s,. und (J,. der Bogen und der 
Krümmungsradius der n-ten Evolute von (M) in einem gegebenen 
Punkte M. Durch Anwendung der Formeln (12) auf die (n -1)-te 
Evolute erhält man 

S,. = (JR-11 
d(l,._1 ds., 

(Jn = (JR-1 ~ = (Jn-1 ~ 1 
n-1 n-1 
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ist, mithin 
(13) 
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ds,. ds,._1 ds 
-=--= =-

~ 

d 
"" = f! ds f!n-"1 · 

Wenn also in der Reihe f! , (!1 , (!2 , f!a , . • • • von Functionen von s ein 
beliebiges Glied gegeben ist, so hat man nur seine Ableitung zu bilden 
und dieselbe mit f! zu multiplicieren, um das folgende Glied zu erhalten. 
Wählt man noch einfacher als unabhängige Variable die Function tp1 

welche der Curve und allen ihren Evoluten gemeinsam ist, so erkennt 
man sofort, indem man in (13) qdtp für ds setzt, dass q1 1 q1 , f!a, 
die successiven Ableitungen von 11 nach tp sind·. 

§ 23. 

Wir wollen mit einer Bemerkung schliessen, die nicht ohne 
IntereBBe ist. Wenn in einem Punkte M die Krümmungseeutra 
0, 01 , 01 , 08 ., • • • sich einem Grenzpunkte P nähern, so ist dieser der
selbe für alle andem Punkte von (M), wenigstens auf einem in der 
Umgebung von M p888end bestimmten Bogen. In der That ist die 
Zulassung der Existenz einer Grenzlage P gleichwertig mit der An
nahme, dass die Reihen 

(14) X = - 1/1 + f/s - f!5 + ' ' ' 1 Y = f! - fit + (/4, - •• ' 

convergieren: die Summen dieser Reihen sind gerade die Coordinaten 
von P. Inzwischen ergiebt sich unter Benutzung der Formel (13) 

da: dy 
II ds =-f!s +11, -l!s + ··· =y-(!, II ds =qt-lls+ 1!5- · · · = -x, 

d. h. die Bedingungen (1) sind erfüllt. Also ist P ein fester Punkt in 
der Ebene der Curve. 

§ 24. Übungebeispiele. 

a) Was für eine Curve ist die Evolute der Tractrix? Schreibt 
man die Gleichung der Tractrix in der Form 

(!1 + a1 = a1 e" , 
so erhlllt man durch Differentiation 

SI 
- ~~ 8 I 

(!1 = ae" = a + - = a + ..L. a a 
Die gesuchte Curve ist also eine Kettenlinie. 

3* 
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II 

b) Verfährt man analog bei der Gleichung k'a'- (!1 = k1a1e ,. so 
erhält man 

II• 
-- I 8 I 

(!1 = k1ae '" = k1a - ~ = k'a- ...L • a a 
Also ist (§ 11, f, g) die Pseudocatenarie die Evolute einer Pseudo
tractrix. 

c) Wir wollen die Curven finden, welche unter constantem Winkel 
unendlich viele gleiche Kreise schneiden, deren Mittelpunkte auf einer Ge
raden liegen. Offenbar haben die Coordinaten des Mittelpunktes eines Kreises 
inbezug auf die Tangente und die Normale in dem entsprechenden Punkte 
der unbekannten Curve constante Werte a und b. Mit Rücksicht darauf leitet 
man aus (1) ab 

mithin wird 

/Ja; b 
-=1--
ds 11' 

tg8=-a_. 
(J- b' 

8=- jf!d8 = !((»~:)~~ a•· 

Jetzt wollen wir uns der Formel (10) bedienen, um die zu der unbekannten 
Curve im Abstande b gezogene Parallelcurve zu bestimmen. Man findet 

8 = j ~~~~~~ = ~log (f!1 + a2) + Const., d. h. f! = a Ve~- 1 , 

und die gesuchten Curven sind demnach Parallelcurven einer Tractrix. Sie· 
sind also die unendlich vielen Evolventen der Kettenlinie. 

d) Die Evolute der logarithmischen Spirale erhiiJ.t man unmittelbar 
durch Differentiation der natürlichen Gleichung (! = k8. Man findet 
q1 = k(! = k81 , ferner in analoger Weise f!s = k81 u. s. w. Also ist die 
logarithmische Spirale allen ihren Evoluten congruent. Wenn 
man überdies bemerkt, dass f!n = k11+18 ist, so sieht man, dass für ein k, 
welches dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist, die Formeln (14) liefern 

k 1s ks 
X = - 1 + k 1 1 '!J = 1 + k1 • 

Der Punkt P, von welßhem in § 23 gesprochen wurde, ist also in dem 
vorliegenden Falle kein andrer als der Pol (§ 11, b) der Curve. 

e) Auch die Cycloide ist ihren Evoluten congruent. In der 
Tha.t ergiebt sich aus 81 + f!' = a1 durch Differentiation f!1 = - 8, und 
da 81 = q ist, so hat man 812 + (>12 = a1• Dagegen leitet man aus 
82 .,._ (>1 = ±· a' ab 811 - (>11 = =F a2• Also sind zwei Pseudocycloiden 
(§ 8, e) J;nit gleichem P8.l',lLmeter und von verschiedenem Typus immer so 
beschaffen, dass jede die Evolute der andern ist. Es folgt daraus, dass 
jede Pseudocycloide ihren Evoluten von gerader Ordnung con
gruent ist, 

f) Allgemeiner leitet man aus der Gleichung b11 s2 + a1q2 = a2b2 ohne 
S h . . k 't b b 2 2 + 'l ' 'b 2 bl t c Wleng e1 a 1 s1 a1 (>1 = a1 1 , wo a1 = b , b1 = - gese zt a 
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worden ist. Da. hiernach die Gleichung der Evolute aus derjenigen der 

ursprünglichen Curve erhalten werden kann, indem man s und !! mit ·6 
multipliciert, so sieht man, dass die Epicycloiden und Hypocycloiden 
ihren Evolut·en ähnlich sind. Betra.chtet man die geometrische Pro
gression, welche mit den Gliedern a und b beginnt, so wird die n-te Evo
lute der durch die Parameter a und b definierten cycloidalen Curve durch 
das n-te und (n + 1)-te Glied der Progression definiert. Convergiert die 
letztere, was allein bei den Epicycloiden der Fall ist (§ 8, d), so ist die 
in § 23 gemachte Bemerkung anwendbar, und man findet 

Dies sind gerade (vgl. § 18, h) die Coordinaten des Centrums des Leitkreises, 
auf welchen sich also die successiven Evoluten der Epicycloide allmählich 
zusammenziehen. 

g) Giebt es Curven, bei welchenjeder Punkt und das entsprechende 
Krümmungscentrum der Evolute in gerader Linie mit einem 
festen Punkte liegen? Suchen wir allgemeiner die Enveloppe von MC1• 

Die Gleichung dieser Geraden ist f!X + f!1Y = 0. Durch Differentiation 
erhält man (() + ~,>1) y = ~.>'· Also sind die Coordinaten des Berührungs
punktes P von JJI 01 mit seiner Enveloppe 

l!lh l> 2 

(15) X= - l> + l>t 1 '!J = l> + l>t 1 

und durch Anwendung des in § 15 angegebenen Verfahrens würde man in 
jedem Falle zu der Gleichung der Enveloppe gelangen. Soll P fest sein, 
so muss man ausdrücken, dass die Bedingungen ( 2) von den vorstehenden 
Functionen x und y erfüllt werden. Es ist aber vorzuziehen, die Differen
tiationen fortzusetzen, indem man die letzte der erhaltenen Gleichungen, 
d. h. (!! + !!s) y = f!', wieder aufnimmt. Beachtet man die Ausdrücke der 
Coordinaten, so findet man (>f!s = (!1(!11 und sieht auf diese Weise, dass 03 

der Geraden M 01 angehört. Inzwischen überzeugt 
rna.n sich leicht, dass der Punkt P der Geraden 0 09 
angehört. Dies bedeutet, dass die Curve ( 0) dieselbe 
Eigenschaft wie (M) hat. Folglich gehört 04 der 
Geraden 001 an u. s. w. Die Curven, welche wir 
suchen, sind also so beschaffen, dass ihre succes
siven Krümmungscentra in einem beliebigen 
Punkte M auf zwei Geraden liegen, welche um 
den festen Punkt P rotieren, wenn JJI die Curve ( JJI) 
durchläuft. Was für Curven sind dies? Schreibt 

man die Gleichung f!!!s = !!tf!ll in der Form .!. = ~, 
Flg. 28. 

l>t l>s 
so leitet man daraus, wenn man sich an die Relation (13) erinnert und 
integriert, sofort ab f!t = kQ, ferner durch nochmalige Integration ()1 = lcs 
und endlich !!' - ks2 = Const. Also sind die gesuchten Curven diejenigen 
vom cycloidischen oder pseudocycloidischen Typus und die logarithmischen 
Spiralen. Trägt man überdies in (15) die Werte ()1 = ks, (>2 = k() ein, 
so erbält man 
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ks (I 

x=-·l.+k' y=l.+k 

und erkennt auf diese Waise, dass der feste Punkt P der Mittelpunkt des 
Leitkreises ist (vgl. § 18, h). Zu denselben Curven würde man auch ge
langen, wenn man nur die Bedingung stellte, dass 01 und 0:1 in gerader 
Linie mit M liegen sollen. 

h) Um die Evolvente des Kreises vom Radius a zu finden, genügt es, 
in der zweiten Formel (12) q1 = a zu setzen. Man erhält dann (Jd(J = ads, 
mithin (J' = 2as, und auf diese Weise ist der Name gerechtfertigt, womit 
wir die durch diese Gleichung dargestellte Curve zu Anfang (§ 8, a) belegt 
haben. Wünscht man nunmehr eine Evolvente der Evolvente, so hat man 
die Ausdrücke (12) für s1 und (J1 in q12 = 2as1 einzusetzen und findet 
dann durch Integration, dass (Js proportional s2 ist. Man wird auf diese 
Weise dazu geflihrt, die Gleichung einer ( n - 1 )-ten Evolvente des Kreises 
in der Form (J" = k,.s"- 1 anzunehmen. Inzwischen findet man mit Hilfe 
der Formeln (12), dass die natürliche Gleichung der Evolute dieser Curve 

(J"-1 = ( 1 - ~)"-1k,.s"-· 2 ist, und andrerseits muss (J"- 1 = k,._1s"-9 

sein. Der Vergleich der beiden Gleichungen gestattet k11 zu berechnen 
(wenn man sich erinnert, dass '-t = a ist), und man findet auf diese 
Weise, dass die Gleichung 

nl 
(J" = - as"-1 

n" 
eine (n- 1)-te Evolvente des Kreises vom Radius a darstellt. Die succes
siven Evolventen nehmen immer mehr die Form einer logarithmischen 
Spirale an, da mit unbegrenzt wachsendem n die natürliche Gleichung in 
(J = es übergeht. 

i) Alle Curven (J = ks" haben Evoluten von derselben Art. Man 
weiss (§ 11, e), dass diese Curven vier verschiedenen Typen angehören, je 
nachdem n in eins der vier Intervalle :fll.llt, die durch die Grenzen - oo, 
0, 1, 2, oo bestimmt sind. Wir wollen daran erinnern, dass zu den Curven 
vom ersten Typus die Klothoide und zu denen vom zweiten die Kreis
evolvente gehört. Die Cw-ven vom vierten Typus sind durch das Vorhanden
sein von Asymptoten im Endlichen charakterisier~ während diejenigen vom 
dritten ins Unendliche verlaufen wie die Curve aq = s2 , welche eine be
kannte Evolvente besitzt (§ 11, a). Bei Anwendung der Formeln (12) auf 
die Gleichung (J = ks"' erhält man eine analoge Gleichung, in welcher der 

Exponent n1 = 2 - ~ geworden ist. Daraus folgt, dass die Evoluten der 

Curven vom ersten Typus dem vierten angehören, was sich durch die Be
merkung erklärt, dass aus den Punkten höherer Berührung mit der Tan
gente die Asymptoten hervorgehen. Die Evoluten der Ourven vom zweiten 
Typus gehören demselben oder dem ersten Typus an. Bei den übrigen 
Typen gehören die Evoluten dem dritten Typus an. Dieser letzte Typus 
kommt bei der Bildung der successiven Evoluten schliesslich inlmer zum 
Vorschei~, mit Ausnahme der Kreisevolventen. In der That hat der Exponent 
n für die tl-te Evolute den Wert 

(t1 + l)n-" 
np = ~"-n-'---'(:-"-_---c:1,.,-) ' 
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und man sieht leicht, dass filr v > 2 und für ein n, welches negativ oder 
grösser als 1 ist, 1 < n7 < 2 ist. Nur die Curven vom zweiten Typus 
haben Evoluten von allen Typen, da offenbar die 11-te Evolute beziiglich 
vom dritten, vierten, ersten oder zweiten Typus ist, je nachdem n einem 

eh di d hdi G tl-2 tl-1 " der Intervalle ang ört, e urc e renzen O, --1 , -- , -+ 1 , 1 
"_ " " 

bestimmt sind, und zwar mit Ausschluss der Grenzen selbst, weicht:~ dem 
Kreise und seinen Evolventen und der logarithmischen Spirale entsprechen. 
Da nun aber die Zwischenzahlen mit unbegrenzt zunehmendem 11 nach 1 
convergieren, so ist klar, dass in jedem Falle schliesslich der dritte Typus 
iiberwiegt. Übrigens kann man zu diesem Schluss durch die Bemerkung 
gelangen, dass es, wenn n zwischen 0 und "1 enthalten ist, geniigt, 
(11- 1) (1- n) > 1 zu machen, damit n., zwischen 1 und 2 falle. Da 
ferner in allen FIIJ.len lim n" = 1 ist, so zeigt sich deutlich die Tendenz 
aller Evoluten, die Gestalt einer logarithmischen Spirale anzunehmen. 



Drittes Kapitel. 

Bemerkenswerte ebene Curven. 

§ 25. Kegelschnitte. 

Einen Kegelschnitt nennt man jede Curve, die im gewöhnlichen 
cartesischen System mit unbeweglichen Axen durch eine Gleichung 
zweiten Grades zwischen den Coordinaten x und y ihrer Punkte dar
gestellt wird. Wird der Kegelschnitt auf die Tangente und die Nor
male in einem beliebigen Punkte M bezogen, so fehlt in der Gleichung 
das absolute Glied. Da ferner für ein nach Null convergierendes x 
(§§ 1, 4) 

1. y 0 li y 1 1m--= m- =-
x ' x 1 2 q 

sein muss, so sieht man, dass die Gleichung auch von dem Gliede mit 
x frei sein muss, so dass man ihr die Form 

(1) 
1 

y = 2 (ax1 + {Jy1 + 2rxy) 

geben kann, indem man für den Augenblick mit a die Krümmung in 
M bezeichnet. Man bemerke, dass wegen der willkürlichen Wahl des 
Anfangspunktes M im allgemeinen, wenn x unbegrenzt zunimmt, auch 
y unendlich gross von derselben Ordnung sein wird, und dass man 
daher das erste Glied von (1) gegen das zweite vernachlässigen darf. 
Dieses letztere lässt sich immer in zwei Linearfactoren zerlegen: 

ax1 -1- fJ1l + 2rxy = (J.x + I'Y) (l'x + l''y). 

Im Unendlichen verhält sich also die Curve schliesslich wie ein- Paar 
von Geraden 
(2) 

Sie sind conjugiert imaginär, wenn die Discriminante d = afJ - r" 
positiv ist, reell und von einander verschieden, wenn d < 0 ist. Im 
ersten Falle nennt man den Kegelschnitt eine Ellipse, im zweiten eine 
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Hyperbel. Zwischen den Ellipsen und Hyperbeln steht die Parabel, 
die durch L1 = 0 charakterisiert wird. Ferner nennt man eine gleich
seitige Hyperbel den Kegelschnitt, der sieh im Unendlichen verhält 
wie ein Paar orthogonaler Geraden. Dieselbe wird charakterisiert 
durch die Bedingung für die Orthogonalität der Geraden (2), d. h. 
ll' + p,p,' = O, welche sich auf o: + ß = 0 redueiert. 

§ 26. Asymptoten. 

Denken wir uns auf den linken Seiten der Gleichungen (2) für 
x und y die Coordinaten der Curvenpunkte eingesetzt. Dadurch 
wird die Gleichheit zwischen den linken und rechten Seiten auf
gehoben. Sie wird sieh aber, wenn der Punkt (x, y) auf der Curve 
ins Unendliche fortrüekt, nach und nach wiederherstellen, falls man 
für q und q' die Grenzwerte der linken Seiten setzt. Da nun die 
Differenzen zwischen den linken und den entsprechenden rechten 
Seiten abgesehen von endliehen Faetoren die Entfernungen des Punktes 
(x, y) von den beiden Geraden darstellen, so sind diese Asymptoten 
der Curve (§ 13). Inzwischen erkennt man durch Hervorziehen des 
Factors x aus lx + p,y und l' x + p,' y ohne weiteres folgendes: 
Wenn sieh diese Grössen für unendlich zunehmendes x endliehen 

Grenzwerten nähern 1 so eonvergiert das Verhältnis JL bei der ersten a; 

Grösse nach - ~ , bei der zweiten nach - 1: · Unter Berücksiehti-
~ ~ 

gung der Relationen 

U' = o:, P-1'' = {J, lp,' + p,l' = 2r, .a"_'- p,J.' = 2i~ 
findet man demnach: 

li ( + ) 1. 2y 21 i1 
q = m lx p,y = 1m , , + , = , , , , = - ,;-;;, 

,. a; ~ Y ,.~ -p,.. r.d 

' li (l' + ' ) li 2y 21' i1' q = m x p, y = m 1a:+~Y == ~1'-l.p,' = y':d. 

Für die Parabel (LJ = 0) werden diese Werte unendlich, und fiberdies 
ist o:x1 + {Jy11 + 21 xy das Quadrat von lx + p,y oder von l 'x + p,' y. 
Nähert sich also L1 der Null, so stellen die Gleichungen (2) in der 
Grenze ein Paar von zusammenfallenden Geraden dar, die ins Unend
liche gerückt sind. 

§ 27. Mittelpunkt und Durchmesser. 

Durch Auflösung der Gleichungen (2) findet man, dass die Asym
ptoten, seien sie reell oder imaginär, sich immer in dem reellen Punkte 
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(3) X=-~' 
schneiden. Es ist nützlich, zu bemerken, dass diese Coordinaten den 
Gleichungen 
(4) lXX + 'YY = 0, yx + ßy = 1 

genügen, welche man also an Stelle der Gleichungen (2) setzen darf, 
sofern dieselben zur Aufsuchung des genannten Punktes dienen sollen. 
Schreibt man nun (1) in der Form 

2y = (ax + ry)x + (rx + ßy)y, 

so zeigen die Formeln (4), dass die rechte Seite y wird, dass mithin die 
Gleichung von den Werten (3) nicht befriedigt wird. Es genügt aber, 
diese Werte zu verdoppeln, um die Gleichung zu erfüllen. Also ist 
der durch die Coordinaten (3) bestimmte Punkt 0 ein Mittelpunkt 
der Curve, d. h. er halbiert alle hindurchgehenden Sehnen. Ferner 
liefert die Gleichung (1) bei beliebiger Wahl von y für x zwei Werte, 

deren arithmetisches Mittel - r'Y ist. Also ist für den Mittelpunkt 
. " 

einer beliebigen zur Tangente in M parallelen Sehne ax + 'YY = 0, 
d. h. er genügt der ersten Gleichung (4), welche die Gerade OM dar
stellt. Nennt man also den Ort der Mittelpunkte einer Schar paralleler 
Sehnen einen Durchmesser, so sieht man, dass die Durchmesser 
eines Kegelschnitts die durch den Mittelpunkt hindurch
gehenden Geraden sind. 

§ 28. Scheitel und Axen. 

Axen nennt man diejenigen Durchmesser, welche Normalen des 
Kegelschnitts sind, und Scheitel ihre Schnittpunkte mit demselben. 
Soll M ein Scheitel sein, so ist dazu nach den Formeln (3) erforder
lich, dass r verschwhidet. Alsdann hat die Strecke OM die Länge 

a = ; = ~ · Inzwischen wird die Gleichung des Kegelschnitts, wenn 

man für den Augenblick den Anfangspunkt nach 0 verlegt, 

(5) 

und reduciert sich, wenn M ein Scheitel ist und man b2 = _!!__ setzt, auf 
" 

(6) a2x2 + b2y2 = a2 b2 • 

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man sich rasch einen Überblick 
über die Gestalt der Curve in den verschiedenen Fällen verschaffen. 
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Man überzeugt sich dabei, dass es zwei Axen giebt (die die Winkel 
der Asymptoten halbieren) und vier Scheitel, die bei der Ellipse 
(b2 > 0) sämtlich reell und von denen bei der Hyperbel (b2 < 0) 
zwei reell und zwei imaginär sind. Wir 
werden beständig mit a die positive Wurzel 

von a2 und mit b oder mit ~ die positive 
~ 

Wurzel von b2 oder - b2 bezeichnen und im 
ersten Falle a > b voraussetzen, indem wir, 
wenn es nötig ist, a mit b vertauschen. Nach 
diesen Vereinbarungen unterscheiden wir in 
beiden Fällen die eine, stets reelle Axe, auf 
welcher der Kegelschnitt die Strecke 2 a be

Fig. 29. 

stimmt, von der andern durch die Bezeichnung Focalaxe. Dies 
vorausgeschickt wollen wir die Focalaxe um () und um ()' sich drehen 
lassen und ihre neuen Lagen als x- bezw. y- Axe wählen. Die Glei
chung (6) transformiert sich in 

a2 (xsin9 + ysin9')2 + b2 (xcos0 + ycos9')2 = a 2b2 • 

Sie wird von dem Gliede xy frei sein, wenn man 0' derart an 0 
bindet, dass sich a2 sin () sin 0' + b2 cos 0 cos ()' auf Null reduciert, wenn 
man also zwischen () und (J' die Relation aufstellt 

(7) b' 
tg9tg0'=- a'· 

Die Gleichung erhält also wieder die Form (6), und da für jeden Wert, 
den man einer der Coordinaten erteilt, die andre gleiche und entgegen
gesetzte Werte annimmt, so sieht man, dass die Durchmesser des 
Kegelschnitts sich paarweise einander zuordnen lassen derart, dass bei 
jedem Paare jeder Durchmesser die zu dem andern parallelen 
Sehnen halbiert. Zwei derartige Durchmesser nennt man conju
giert. Man bemerke, dass jede Asymptote mit sich selbst conjugiert 
ist, und dass das einzige Paar orthogonaler conjugierter Durchmesser 
von den beiden Axen gebildet wird. Hierbei schliessen wir jedoch 
die Gleichheit zwischen b und a aus, welche nur stattfindet, wenn der 
Kegelschnitt sich auf einen Kreis reduciert. Es ist ferner nützlich zu 
bemerken, dass nur beim Kreise und bei der gleichseitigen 
Hyperbel jedes orthogonale Durchmesserpaar zu einem an
dem orthogonalen Paare conjugiert ist, da zum gleichzeitigen 
Bestehen von 

b'A 
tg (J tg ()' = - -a" 

b' 
cot 0 cot 8' = - a' 



44 Drittes Kapitel. Bemerkenswerte ebene Curven. 

offenbar erforderlich ist a' = b", d. h. a" = + b2 • Wir werden bald 
sehen, dass man bei Annahme des untern Vorzeichens gerade die gleich
seitige Hyperbel erhält. 

§ 29. 

Die Berechnung der Haihaxen a und b lässt sich leicht ausführen 
auf Grund der Bemerkung, dass sich beim Übergange von (5) zu (6) 
eine durch die erste der Discriminanten 

definierte quadratische Form orthogonal in eine andre transformiert 
hat, die durch die zweite Discriminante definiert wird. Eine solche 
Transformation lässt die orthogonalen Invarianten ungeändert, und es 
ist demnach 

a + {J = (;, + b1");, a{J- r 2 = äz~;~f"' 
woraus sich ergiebt 

(8) a + b2- cx(cx+ß) b-~ a - .::1" , a - .! • 
,42 

Diese Formeln zeigen, dass die gleichseitige Hyperbel durch die 
Relation b = ia charakterisiert wird; und dass für die .Parabel a 
und b unendlich sind. Wenn man überdies die Relation 

1 
a 1 b1 aB 

s= s (9) 
(a1 + b1)"i (a + p)"i 

beachtet, die man durch Elimination von LI aus (8) erhält, so sieht 
man folgendes: Lässt man r 2 unter Festhaltung von a und fJ zunehmend 
nach aß convergieren, so verwandelt sich die durch die Haihaxen a und 
b definierte Ellipse allmählich in eine Parabel, und zwar geschieht dies 
in der Weise, dass die Haihaxen unbegrenzt wachsen, während die 
linke Seite von (9) beständig gleich einer bestimmten Länge p bleibt, 
die man den Parameter der Parabel nennt. Es folgt daraus, dass b 
nicht von derselben Ordnung wie a unendlich werden kann, sonst 
würde das erste Glied von (9) wie a ins Unendliche wachsen. Man 
muss also annehmen, dass b gegen a vernachlässigt werden darf, und 

dann geht (9) über in lim b" = p. a 
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§ 30. Die natürliche Gleichung. 

Wir wollen den Anfangspunkt als beweglich längs der Curve be
trachten und die Gleichung (1) differenzieren, indem wir ausdrücken, 
dass x und y die Tinbeweglichkeitsbedingungen erfüllen, und gleich
zeitig beachten, dass a, ß, r Functionen von s sind. Die dabei sich 
ergebende Gleichung 

(" _ ~)x + 'YY =.!.(da_ 2y) x2 + ..!:__ (dfl + 2r) Y2+ (dr + a-fl)xy 
Q 2 ds Q 2 ds Q ds f! 

muss mit (1) zusammenfallen (§ 16). Folglich ist a = _!_, ferner 
(} 

(10) da= (a + ~)r dfl = (ß _ ~)r dr = r2 _ ct-fl. 
ds f! ' ds f! ' ds f! 

Die erste von diesen Formeln giebt sofort 

Q d 1 d -t f!t 
r = s ds Q = ds log (J =- 3(!1 • 

Man braucht nur die Werte von a und r in die erste Gleichung (4) 
einzusetzen, um die von Mac-Laurin angegebene Construction des 
Krümmungscentrums 01 der Evolute eines Kegelschnitts zu erhalten. 
In der That wird die genannte Gleichung 3(JX = (Jl'JJ, und es lässt 
sich daraus folgern, dass, wenn der Durchmesser OM die Normale 
der Evolute in Q trifft, die Strecke QC1 von dem Krümmungscentrum 
des Kegelschnitts im Verhältnis von 1 zu 3 geteilt wird. Zu der 
Formel (10) zurückkehrend, bemerken wir, dass 

:s(" + ß) = (a + ß)r, da~= 2rLI 
ist, d. h. 

d d _1_ d d _ _! 

ds log (" + ß) = ds log (J s ' ds log LI = ds log (J s 

Daraus folgt, wenn A und B zwei willkürliche Constanten bedeuten, 

(11) 
1 2 

a+ß=A(J-3 , Ll=B(J-3. 

Andrerseits ist 

'l'2 =- a2 + a(a + ß) -- L1 =- a2(1- A(Jt + B(Jf) 
oder auch 1 (dQ)2 .! .! 
(12) 9 ds =- 1 + A(Js- B(Js. 

Also ist die natürliche Gleichung des Kegelschnitts 

s = ~- rv d_Q 2 i. 
) l -1+AQ3-BQ-:l 
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§ 31. 

Um die Constanten A und B als Functionen der Haihaxen zu 
bestimmen, erinnern wir an folgendes (§ 28): Wenn M ein Scheitel 
ist, so enthält die Normale den Mittelpunkt, mithin hat man auf 
Grund von (3) y = 0, und der Wert von a oder von b wird aus
gedrückt durch 

« « 1 
..::~·= _ _! =--:t• 

Bq s B(/3 

Wenn man demnach in der Gleichung, die man durch Nullsetzen der 
ll 

rechten Seite von (12) erhält, ~3 = B~s setzt, so besitzt die so 
transformierte Gleichung 

1 - ABs + BSs1 = 0 

gerade die Wurzeln a1 und b1, mithin hat man 

t + bll A tbll 1 a = B•' a = Bs' 

und daraus ergiebt sich 
4 ll 

(13) A = (a1 + b1) (ab)- 3 , B =(ab)-~ 

Man bemerke überdies, dass auf der Focalaxe und auf der andem Axe 

(aber sonst nirgends) die Krümmung die Werte :ß3a8 = ;, und BSb8= :. 
hat. Zu den Formeln (13) hätte man viel schneller auf einem andem 
Wege gelangen können, da offenbar zwischen den Formeln (11) und 
(8) kein Unterschied besteht; aber das von uns zur Ableitung von 
(11) eingeschlagene Verfahren hat den Vortejl, immer anwendbar zu 
sein, ohne Vorkenntnisse über die Eigenschaften der Curve vorauszu
setzen. Unter Verwertung der Formeln (13) wird nunmehr die natür
liche Gleichung des Kegelschnitts 

(14) 

Welche besondere Form hat diese Gleichung bei der Parabel und bei 
der gleichseitigen Hyperbel? Im Falle der gleichseitigen Hyperbel hat 

" man b = ia, und die Formeln (13) liefern A = 0, B =- a3 . Da-
gegen hat man bei der Parabel B = 0 , und der Wert von A wird 
erhalten, wenn man sich daran erinnert, dass die linke Seite von (9) 

2 

den Parameter p darstellt, so dass A -= p 8 ist. Also sind die 
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natürlichen Gleichungen der Parabel und der gleichseitigen 
Hyperbel bezüglich 

(15) 

§ 32. Brennpunkte und Krümmung. 

Wir wollen untersuchen, bei welchen Curven 
Entfernungen jedes Punktes von zwei 
festen Punkten constant ist. Sind F(r, 8) 
und F'(r', 0') die beiden Punkte, so muss 
r + r' = 2 a sein. Daraus folgert man durch 
Differentiation unter Beachtung der ersten Un
beweglichkeitsbedingung () + 8' = ,.;. Also hal
biert die Normale den Winkel zwischen 
den Radienvectoren. Ferner leitet man aus 
den Bedingungen 

die Summe der 

Fig. 80. 

(16) dO 1 + sin 8 dO' 1 + sin 8' 
d.s =- ~ -r-, ds =- ~ ---,:;-

durch Addition ab 

(17) .!_ = (!. + _!,) sin 8. 
~ r ,. 

Wenn man in dem Punkte N der Normale, der auf FF' liegt, eine 
Senkrechte auf der Normale errichtet, so bestimmt diese auf den 
Radienvectoren Abschnitte MH und MH', deren Länge t- durch die 
Formel 

gegeben ist. Nun erhält man aber aus (17) t- = ~ sin O, folglich 
gelangt man zur Construction des Krümmungscentrums, in
dem man noch in H die Senkrechte auf dem Radiusvector er
richtet und sie in C mit der Normale zum Schnitt bringt. 
Inzwischen reduciert sich die Gleichung (17) auf die Form rr' = a~ sin 0 
und giebt dann zu einer interessanten Bemerkung Anlass. Der Krüm
mungsradius der Fusspunktcurve von (M) inbezug auf F ist (§ 18, l) 

, r' ar 
(! = 2r- ~sinO = 2a-r' = a. 

Also ist die Fusspunktcurve von (M) inbezug auf F (oder F') 
ein Kreis vom Radius a. Mit andern Worten: Man kann die 
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Curve (M) immer als die Enveloppe der Senkrechten betrachten, 
die auf den Geraden eines Büschels in deren Schnittpunkten 
mit einem Kreise errichtet sind. Zu den Formeln (16) zurück
kehrend, wollen wir bemerken, dass man aus denselben durch Sub
traction auch ableiten kann 

2-= --- sm8=--diJ { 1 1) . r'- r 
ds r r' aq ' 

und da r + r' = 2a ist, so erhält man zugleich 

r= a(1- () ::), r'= a(1 + (J ::), 

woraus sich durch Multiplication und Integration ergiebt 

(18) a Sln 8 = 1 - ()11 ds/ 1 S = " q • (dB\ll f qdiJ 

-v1-: sin9 

Andrerseits ist, wenn man mit 2c die Entfernung FF' bezeichnet, 

4c1 = r2 + r'1 + 2rr' cos 28 = (r + r')1 - 4rr' sin11 8 

= 4(a2 - a(J sin3 8), 

folglich behält a(J sin8 8 beständig den Wert a2 - c1 = b1 , und es ist 

(19) 
bl 

() = a sin8 6 · 

Wenn man jetzt in (18) für 8 seinen Ausdruck als Function von (J 
einsetzt, so gelangt man wieder zu der Gleichung (14) für den Fall 
b1 >0. Also gehören die bisher erhaltenen Eigenschaften den Ellipsen 
an. Um zu den Hyperbeln zu gelangen, hat man sich nur die vor
stehenden Rechnungen unter Zugrundelegung der Relation r- r' = 2 a 
wiederholt zu denken, d. h. unter der Voraussetzung, dass die Diffe
renz der Entfernungen von zwei festen Punkten constant bleibt. 
Man erhält dann sofort 8 + 0' = 2n. Bei der Hyperbel ist es also die 
'l.'angente, die den Winkel zwischen den Radienvectoren hal
biert. Die übrigen Eigenschaften bleiben ungeändert. Die Punkte F 
und F'nennt man die Brennpunkte des Kegelschnitts, 2c ist die Focal
distanz, und das Verhältnis k von c zu a nennt man die Excentri
cität des Kegelschnitts. Offenbar ist k< 1 bei der Ellipse, lc> 1 bei der 
Hyperbel und im besonderen k = 0, 11 y2 bei dem Kreise, der Parabel 
und der gleichseitigen Hyperbel. Wie liegen die Brennpunkte zu den 

Axen? Die Normale enthält die Brennpunkte, wenn 0 = ; ist. Als

dann zeigt die Formel (19), dass (J = b' ist, und wir haben gesehen a. 
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(§ 31)1 dass dies nur auf der Focalaxe eintritt. Ferner befindet sich 

dann der Mittelpunkt von FF' in der Entfernung ~ (r + r') = a von 

Mund fällt also mit dem Mittelpunkte der Curve zusammen. Demnach 
liegen die Brennpunkte auf der Focalaxe und sind gleich 
weit vom Mittelpunkte entfernt. 

§ 33. Anwendung auf die Parabel. 

a) Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen sind nicht auf die 
Parabel anwendbar. Aber die gewonnenen Schlussfolgerungen gelten für 
einen durch beliebig grosse Haihaxen definierten Kegelschnitt und sind dem
nach schliesslich in einer speciellen Form auch für die Parabel gültig. Man 
halte die Foca.laxe einer Ellipse und auf der Axe einen Scheitel fest und 

b' 
lasse dann a und b unbegrenzt zunehmen derart, dass das Verhl!.ltnis -a 
nach p convergiert. Die andern Scheitel, der Mittelpunkt und ein Brenn
punkt F' werden ins Unendliche fortrücken, dagegen wird sich der Brenn
punkt F einer Grenzlage nähern, in welcher seine Entfernung vom Scheitel 

lim ( ) lim bl li b' 1 a-c = a+c= m2a=2P 

ist. Die für die Ellipse gefundene Fusspunktcurve hat den Radius a und 
verwandelt sich daher für unendlich grosses a schliesslich in eine Gerade, 
welche der Symmetrie wegen auf der Axe senkrecht stehen muss. Da der 

T 

Fig. 31. 

Fusspunkt des von F auf die Scheiteltangente ge
fällten Lotes der Scheitel selbst ist, so können wir also 
behaupten, dass die Fusspunktcurve einer Pa
rabel inbezug auf den Brennpunkt dieSebei tel
tangente ist. Das von F auf die Tangente in M 
gefällte Lot möge in P die Tangente und in G die 
durch M zur Axe gezogene Parallele treffen. Be
achtet man, dass diese Parallele die Grenzlage des 
Radiusvectors MF' ist, so erkennt man sofort, dass 
die Tangente in M den Winkel FMG hal
biert. Also ist das Dreieck FMG, dessen Winkel

halbierende in M senkrecht auf der Basis steht, gleichschenklig. Daraus 
folgt zunächst, dass P die Basis FG halbiert. Mithin sind, wenn Q der 
Fusspunkt des von M auf die Tangente im Scheitel .A gefällten Lotes ist, 
die Dreiecke PQ G und P .AF congruent. Also ist .AP = PQ 1 d. h. zur 
Construction der Tangente in M genügt es, M mit dem Mittel-

punkte von .AQ zu verbinden. Ferner ist QG = .AF = ~ , mithin liegt 

der Punkt G auf dem Lote, welches in dem zu F inbezug auf .A symmetri
sehen Punkte auf der Axe errichtet ist. Die so construierte Gerade nennt 
man die Directrix der Parabel. Zu einer einfacheren Construction der 
Tangente (oder der Normale) gelangt man durch die Bemerkung, dass der 
Normalenabschnitt MN gleich und parallel GF ist, dass mithin seine Pro· 
jection auf die Axe gleich derjenigen von GF1 d. h. gleich p ist. Es wird 

Ceaaro·Kowßlewaki, nalf1rl. ß•omctrle. t. Aun. 4 
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also genügen, auf der Axe von der Projection des Punktes M aus eine 
Strecke von der Länge p abzutragen, und zwar in der Richtung, welche 
vom Scheitel nach dem Brennpunkte führt. Der Endpunkt dieser Strecke 
wird, verbunden mit M, die Normale in M liefern. Endlich ist, eben 
weil FMG gleichschenklig ist, MF =MG. Also ist jeder Punkt der 
Parabel gleich weit entfernt von der Directrix und vom Brenn
punkte. 

b) Gehen wir jetzt zur Construction des Krümmungscentrums über. 
Aus den in § 32 angegebenen Gründen hat man im Schnittpunkte N der 
Normale mit der Axe ein Lot auf der Normale zu errichten, das den 
Radiusvector MF in H trifft, dann in H ein Lot auf dem Radiusvector, 
das die Normale in C trifft. Bemerkt man nun, dass die Dreiecke MFN, 
NFH gleichschenklig sind, so sieht man sofort, dass JJIH von F halbiert 
wird. Es ist also unnötig, H zu construieren, da es offenbar genügen wird, 
in F auf dem Radiusvector ein Lot zu errichten und seinen Schnittpunkt B 
mit der Normale zu bestimmen. Das gesuchte Krümmungscentrum wird 
der zu M inbezug auf B symmetrische Punkt sein. Mit andern Worten: 
Die Projection des Krümmungsradius auf den Radiusvector ist 
doppelt so gross als der Radiusvector selbst. Ist S der Schnitt
punkt der Normale und der Directrix, so sind die rechtwinkligen Dreiecke 
MFR, MGS congruent, da sie in M gleiche Winkel haben und andrer
seits, wie wir gesehen haben, lti F = MG ist. Es folgt daraus M R = M S, 
und man erhält auf diese Weise eine zweite Construction des Krümmungs
centrums, auf Grund deren man sagen kann, dass die Parabel der Cycloide 
und der Kettenlinie (§ 18, d, e) analog ist: der Krümmungsradius ist 
doppelt so gross als die Strecke, welche die Directrix auf der 
Normale vom Incidenzpunkte aus abschneidet. 

§ 34. Cassini'sche Ovale. 

Cassini'sche Ovale oder Cassinoiden nennt man die Örter der 
Punkte, für welche das Product der Entfernungen von zwei 
festen Punkten constant ist. Es seien Fund F' die beiden festen 
Punkte, die wir der Kürze wegen als Brennpunkte bezeichnen werden; 
2b sei ihr Abstand, 0 der Mittelpunkt von FF' und 1/J die Neigung 
von OM gegen FF'. Offenbar ist 0 ein Mittelpunkt der Curve. 
Wenn nämlich ein Punkt der Definition genügt, so thut das Gleiche 
der inbezug auf 0 zu ihm symmetrische Punkt. Aus einem analogen 
Grunde können wir hinzufügen, dass die Curve inbezug auf die l!'ocal
axe und die in 0 auf der genannten Axe errichtete Senkrechte sym
metrisch ist. Sind nun r und () die Polarcoordinaten des Mittelpunktes, 
so sind die Entfernungen des Anfangspunktes Jf von den Brennpunkten 

gegeben durch V r2 + 2 br cos 1/J + b2, und die Definition der Curve 
drückt sich in der Gleichung aus 

(20) 



§ 34. Cassini'sche Ovale. § 35. 

Aus dieser erhält man durch Differentiation 

(21) r 9 cos 8 = b1 cos (2'1/J - 8), 

wenn man beachtet, dass 

d1f! = !!_('P + 8) = _.!._ + d8 = sin 8 
ds ds rt ds r 

ist. Die Elimination von r aus (20) und (21) liefert nun 

(22) a2 cos 8 = b11 sin 2 t/J, 

und (21) geht dann über in 

r2 = a2 sin 8 + b2 cos 2'1/J. 

Aus dieser Formel in Verbindung mit (20) gewinnt man die folgenden: 

(23) 

Demnach ist abgesehen vom Vorzeichen 

J dt· f 2a1 r 1dr 
(24) 8 = cos 8 = y[(a'+ b'Yi- r4] [t·4 - (a1 - b1) 1] 

Dagegen erhält man, wenn man (22) differenziert und alles als Function 
von r ausdrückt, 
(25) 

Die Elimination von r aus (24) und (25) würde alsdann die natür
liche Gleichung der Cassinoiden liefern. 

§ 35. 

Die Elimination hat keine Schwierigkeit, wenn a = b ist. Als
dann erhält die Cassinoide den Namen Lemniscate. Die Formeln 
(24) und (25) gehen über in 

(26) f 2'a1dr 2a1 

8 = y4;;._,.t' f! = Sr' 

nnd die Elimination von r giebt 

3 r drt 

S= JV(:t-1' 
nachdem man c = ! ay'2 gesetzt hat. Dies ist die natürliche Glei

chung der Lemniscate. Sie zeigt, dass Q von seinem kleinsten 
Werte c an beständig und unbegrenzt wächst, wäh1·end nach (26) r 

4• 
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von dem Maximum 
die Formeln (23) 
(27) 

aJI2 bis zu Null abnimmt. 

. r' 
cos 2t/J = sm 8 = 2 a11 

Andrerseits werden 

mithin ist t/J = + : für r = 0 und 8 = ; für r = af2. Zieht man 

also die Symmetrie der Curve inbezug auf die Focalaxe in Betracht, 
so erkennt man, dass ,die Lemniscate durch den Mittelpunkt mit zwei 
Zweigen hindurchgeht, welche daselbst beide einen Wendepunkt haben 
und sich unter rechtem Winkel schneiden. Ferner trifft sie in zwei 
andern Punkten, die in der Entfernung a y2 vom Mittelpunkte liegen, 
die Focalaxe senkrecht. Überdies zeigen die Formeln (27), dass 

immer 2t/J= ~ n:-8 ist, woraus folgt, dass die Neigung der 

Normale gegen die Focalaxe dreimal so gross ist als die des 
Radiusvectors. Diese Eigenschaft gestattet in einem Punkte die 
Normale zu construieren, wenn die Brennpunkte gegeben sind. Will 
man ferner das Krümmungscentrum haben, so genügt die Bemerkung, 
dass irrfolge von (27) die zweite Formel (26) r = 3~;~ sin 8 giebt, dass 
also die Projection des Krümmungsradius auf den Radius
vector MO der dritte Teil von MO ist. Auf Grund dieser Eigen
schaft kann tnan sagen, dass die Lemniscate der Parabel (vgl. § 33, b) 
und der logarithmischen Spirale (§ 11, c) analog ist. 

§ 36. 

Jede Cassinoide liegt mit allen ihren Punkten im Endlichen. In 
der That darf, wenn der Ausdruck (24) reell sein soll, r 2 nicht grösser 
als a2 + b2 und niemals kleiner sein als der absolute Betrag von 

Fig. 32. 

a2 - b2 • Man ersieht inzwischen 
aus der ersten Formel (23), dass 
sin t/J für r2 = a2 + b2 sowie für 
r2 = b2 - as verschwindet. Mithin 
trifft die Curve die Axe in vier 
Punkten, wenn a < b, und nur in 
zweien, wenn a > b ist. Die Art 
und Weise, wie r variiert, zeigt 
ferner, dass die Curve im ersten 
Falle aus zwei gleichen Ovalen, im 
zweiten aus einem emz1gen ge

schlossenen Zuge besteht. Sie trifft die Focalaxe immer unter rechtem 
Winkel, da cos 8 nach (22) gleichzeitig mit sin t/J verschwindet. Über-
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dies erhält man aus (21) r = + b für 0 = 1/J ~ ; , mithin gehören 

die am weitesten von der Axe entfernten Punkte dem über der Focal
distanz als Durchmesser beschriebenen Kreise an. Es ist aber zu be
merken, dass dieser Kreis die Curve nicht trifft, wenn der Wert von r 
nicht zwischen den vorhin gefundenen Grenzen enthalten ist: dies 
findet statt für a > b Jl2. Setzt man ferner r 2 = a2 - b2 , so wird 

nach (23) 1/J gleich ; , und man erhält so die Schnittpunkte mit der 

im Mittelpunkte auf der Focalaxe errichteten Senkrechten'i Die um 
diese Punkte als Mittelpunkte mit dem Radius a beschriebenen Kreise 
schneiden sich in den Brennpunkten. Dieser Umstand gestattet die 
Brennpunkte in analoger Weise zu construieren, wie es bei den Kegel
schnitten üblich ist. Aus der zweiten Formel (23) ersieht man noch, 
dass die Tangente den Mittelpunkt enthält, wenn 1-' = b4 - a4 ist, was 
nur bei den Cassinoiden mit zwei Ovalen (a < b) eintreten kann. 
Die Discussion der Formel (25) zeigt, dass die Krümmung an jenen 
Stellen ihren kleinsten Wert erreicht. Endlich hat man auf den aus 
einem Zuge bestehenden Cassinoiden ( a > b) vier W e11depunkte für 

r4 = ! ( a4 - b4), vorausgesetzt dass dieser Wert von r zwischen die 

gefundenen Grenzen fällt, zu welchem Zwecke a < b}'2 sein muss. 
Wenn a > b y2 ist, so ist die Cassinoide überall convex Wie eme 
Ellipse, und ihre Krümmung variiert zwischen den Grenzen 

a 1 -2b1 a 9 +2b1 

aiv a.-- bl' alv at + bi 

Alle diese Curven lassen sich leicht mit Hilfe einer Transformation 

vom Index ! (§ 18, k) aus einem Paare von Kreisen ableiten, die um 
! 

die Brennpunkte als Centra mit dem Radius ~ beschrieben sind. Die 

beiden Kreise treffen sich entweder garnicht, oder sie treffen sich, 
indem sie die beiderseitigen Mittelpunkte aussen lassen, oder sie treffen 
sich so, dass in jeden der Mittelpunkt des andern hineinfällt. Je 
nachdem der eine oder der andre ]'all stattfindet, erhält man alle 
Formen von Cassinoiden. Sie entsprechen bezüglich den Annahmen 

a<b, b<a<by2, b"V2<a. 
Im besondern entsteht die Lemniscate aus einem Paare gleicher sich 

berührender Kreise und die andre specielle Cassinoide (a = b"V2) aus 
einem Paare von Kreisen, deren jeder durch den Mittelpunkt des andern 
hindurchgeht. 
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§ 37. Riba.ucour'sche Curven und Sinusspiralen. 

Wir stellen uns hier die Aufgabe, diejenigen Curven zu studieren, 
bei denen der Krümmungsradius proportional dem vom Inci
denzpunkte aus gerechneten Normalenabschnitt ist, welchen 
die inbezug auf einen festen Kreis genommene Polare dieses 
Punktes abgrenzt. Wir wer~en den Kreis als Directrix (Leitkreis) 
und seinen Mittelpunkt als Po 1 bezeichnen. Zwei besondere Fälle 
bieten sich hier unmittelbar dar. Die Directrix kann sich auf den 
Pol redueieren, und dann erhalten Wir Curven, die durch folgende 
Eigenschaft charakterisiert sind: Die Projection des Krümmungs
centrums auf den Radiusvector teilt diesen in constantem 
Verhältnis. Diese Curven nennt man Sinusspiralen. Zu ihnen 
gehören z. B. die drei am Ende von § 35 angeführten Curven. Es 
kann andrerseits der Fall eintreten, dass die Directrix geradlinig ist, 
und dann erhalten wir die Ribaucour'schen Curven, für die wir Bei
spiele in den drei am Schluss von § 33 erwähnten Curven besitzen. Bei 
ihnen ist der Krümmungsradius proportional dem zwischen 
dem Incide'nzpunkte und einer festen Geraden enthaltenen 
Normalenabschnitt. Besonders bemerkenswert ist die Parabel, welche 
auf Grund der beid~n in § 33 gefundenen Constructionen sowohl der 
einen wie der andern Gattung angehört. Dies vorausgeschickt sei R 
der Radius und 0 das Centrum des Leitkreises. x und y seien die 
cartesischen Coordinaten des Punktes 0, r und 8 seine Polarcoordinaten, 
und es werde mit (n+ 1)(' der Normalenabschnitt bezeichnet, der zwi
schen dem lncidenzpunkte M und der Polare von M inbezug auf den 
Leitkreis enthalten ist. Ziehen wir durch M eine Tangente an den 
Leitkreis. Der zwischen M u:p.d dem Berührungspunkte liegende Ab
schnitt derselben ist die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen 
Hypotenuse r und dessen andre Kathete gleich R ist, und hat als 
Projection auf die Hypotenuse (n + 1) (' sin 8. Mithin ist 

(28) r 2 - R 2 = (n + l)qy. 

Differenziert man unter Berücksichtigung der Unbeweglichkeitsbedin
gungen, so ergiebt sich 

(29) (n- 1)()x- (n + l)q1y = 0. 

Also teilt der Radiusvector den Krümmungsradius der Evo

lute in dem constanten V crhältnis - n~ 1 . Dies ist eine cha

rakteristische Eigenschaft der Curven, mit deren Studium wir uns be
schäftigen, da offenbar die Integration von (29) notwendig zu der 
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Formel (28) mit B als willkürlicher Constante zurückführt. Eine 
andre Eigenschaft kommt zum Vorschein, wenn man den Kreis be
trachtet, dessen Durchmesser der zwischen M und der Polare von M 
inbezug auf den Leitkreis enthaltene Normalenabschnitt ist. Wir wissen 
aus den Elementen der Geometrie, dass dieser Kreis orthogonal zu 
dem Leitkreise ist. Sucht man nun seine Enveloppe, so hat man 
die Gleichung x 9 + y2 = (n + 1) <'Y zu differenzieren und gelangt als
dann wieder zu der Gleichung (29). Die durch diese Gleichung dar
gestellte Gerade trifft den Kreis in Mund in einem andern Punkte M', 
so dass die Enveloppe aus (M) und aus einer andern Curve (M') 
besteht. Inzwischen wird die Gleichung (29) von den Coordinaten des 
Pols befriedigt. Wenn M die Curve durchläuft, so dreht sich also 
die Gerade MM' um den Pol. Überdies sind die Tangenten der· 
Enveloppe in M und in M', da sie in diesen Punkten auch den ein
gehüllten Kreis berühren müssen (§ 17), antiparallel inbezug auf MM'. 
Also ist die Curve (M') zu (M) invers (§ 187 j). 

§ 38. Die natürliche Gleichung. 

Auf Grund der Unbeweglichkeitsbedingungen hat man 

(30) rdr = ~ xds = (1dy 7 

ferner nach Division durch (28) 
rdr dy 

r 1 -R1 = (n+l)y' 
mithin 

2 

(31) s R2 ( + 1) li(Y)"+t r- =n c c , 
vorausgesetzt, dass n endlich und von 0 und - 1 verschieden ist. Setzt 
man das letzte Ergebnis in (28) ein, so erhält man 

(32) 

n-1 

( Y)-,.+1 
(J=Cc 

Den aus dieser Formel berechneten Wert von y braucht 
(31) einzusetzen, um auch x zu erhalten. Man findet 

man nur in 

(33) 

n+tv___ ~ 2"+1 
(! n-1 (! n-1 R' (! n-1 x=c(-;) (n+ 1) (c) +et(-c) -1, 
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Endlich ist auf Grund von (30) s = - J! dy, d. h. 

(34) n+ ~ {_ dQ 
8 ~ "- '.J V(n + 1) (! )"'_:'' + ~,' (:-)':~:-! 

Dies ist die allgemeine natürliche Gleichung unserer Cut-ven. Man 
gelangt dazu leichter unter Benutzung der Formel (29), die sofort 

s = : ~ ~~~ d(! liefert; u. s. w. 

§ 39. 

Bevor wir weiter gehen, wollen wir auf einige Consequenzen der 
Formeln (31) und (32) aufmerksam machen. Wird vorläufig der Fall 
eines unendlich fernen Pols bei Seite gelassen, so sieht man leicht 
folgendes: Wenn n2 ~ 1 ist, so kann die Curve die Directrix nicht 
unter schiefem Winkel treffen noch ausserhalb derselben 
einen Wendepunkt oder einen Rückkehrpunkt besitzen, da in 
den Schnittpunkten der Curve mit der Directrix (r = R) und nur in 
diesen Punkten die Krümmung null oder unendlich wird. Überdies 
treffen die Curven, deren Index kleiner als - 1 ist, die Directrix 
garnicht und sind demnach frei von Wendepunkten und Spitzen; 
bei denjenigen, deren Index grösser als - 1 ist, aber kleiner als 1, 
ist die Krümmung im Endlichen niemals null; und die Krüm
mung derjenigen, deren Index grösser als 1 ist, ist immer endlich. 
Im besonderen gilt folgendes: Die Krümmung einer Sinusspirale 
kann in endlicher Entfernung vom Pol und ausserhalb dieses 
Punktes weder verschwinden noch unendlich werden. Daraus 
folgt z. B., dass eine Sinusspirale nur eine einzige Spitze oder einen 
einzigen asymptotischen Punkt oder einen einzigen Wendepunkt be
sitzen kann, und da::;:;; mit diesem notwendig der Pol zusammenfällt. 
Die Spiralen mit einem Index, der kleiner als - 1 ist, sind frei von 
derartigen Punkten, da sie den Polnicht enthalten. Schliesst man die 
Sinusspiralen ( R = 0) aus, so ergiebt sich das V erhalten unserer 
Curven in der Nähe der Directrix ohne Schwierigkeit aus ihrer natür
lichen Gleichung. In der That überwiegt, wenn ~ null oder unendlich 
wird, in der Gleichung (3o4) unter dem Wurzelzeichen schliesslich immer 
der mittlere Term. Daraus folgt, dass sich die Curve in der Umgebung 
jedes reellen Schnittpunktes mit der Directrix so verhält, als ob ihre 
Gleichung die Form hätte Q2 sn -l = Const., und man kann sie, je nach
dem n grösser oder dem absoluten Betrage nach kleiner ist als die Ein-
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heit, einem derjenigen Curventypen (§ 24, i) zuschreiben, bei denen die 
Krümmung proportional einer Potenz des Bogens ist, und die bezüg
lich durch die Klothoide und durch die Kreisevolvente vertreten werden. 
Man kann noch hinzu:fiigen (§ 11, e ), dass, wenn n rational, aber nicht 
gleich dem Quotienten von zwei ungeraden Zahlen ist, die Curve über
all, wo sie den Leitkreis trifft, einen Rückkehrpunkt hat, mithin ganz 
innerhalb oder ganz ausserhalb des Leitkreises liegt. Offenbar 
behält diese letzte Behauptung ihre Gültigkeit bei allen Curven mit 
einem Index n < - 1, eben deshalb, weil solche Curven die Directrix 
garnicht treffen. 

§ 40. Beispiele. 

a) Jeder Wert des Index n definiert eine Curvenfamilie, die immer 
eine Ribaucour'sche Curve und eine Sinusspirale einschliesst. Die einfachste 
von allen ist die du,rch den Index 1 definierte: die Gleichung (32) sagt 
uns sofort, dass es sich um eine Familie von Kreisen handelt. Ist a die 
Entfernung des Pols vom Centrum eines Kreises mit dem Radius b, so 
kann man auf der Peripherie dieses Kreises immer einen Punkt derart 
wählen, dass die Coordinaten des Pols x = a, y = b sind, und dann liefert 
die Formel (28) R 2 = a2 - b9 • Demnach ist der Leitkreis zu dem ge
gebenen Kreise orthogonal, und dies ist der einzige vorkommende Fall, wo 
die Curve und ihre Directrix sich treffen, ohne dass die Krümmung null 
oder unendlich wird. Im besondem kann man einen beliebigen Kreis als 
Sinusspirale oder als Ribaucour'sche Curve betrachten, jenachdem der Pol 
auf den Kreis selbst verlegt wird oder ins Unendliche fortrückt. 

b) Interessant ist die durch den Index - 2 definierte Curvenfamilie. 
Sie besteht aus allen Kegelschnitten. Um sich davon zu überzeugen, 
genügt die Bemerkung, dass für n = - 2 die erste in § 3 7 bewiesene 
Eigenschaft zu der Mac-Laurin'schen Construction (§ 30) führt, und auf 
diese Weise erkennt man ausserdem, dass bei den Kegelschnitten der Pol 
im Mittelpunkte liegt. Übrigens reduciert sich die Gleichung (34) gerade 
auf die Form (14), wenn man n =- 2, c1 =ab, R2 = a2 + b2 setzt, 
und die Formeln (33) werden 

• - (·:·'l ty' ( 1- ('i.tl*) ( (~:) i-1). • ~ r:·'l t 
Dies sind die Coordiuaten des Mittelpunktes, da in den Scheiteln d. h. für 

(!=~~oder(!= _!f die Grösse x verschwindet, während y gleich b oder gleich 

a wird. Betrachtet man ferner den für R gefundenen Wert, so sieht man, 
dass der Leitkreis eines Kegelschnitts der umbeschriebene Kreis 
des über den Axen construierten Rechtecks ist. Da R bei der 
gleichseitigen Hyperbel verschwindet und bei der Parabel unendlich wird, 
so kann man hinzufügen, dass die Sinusspirale und die Riba.ucour
sche Curve. vom Index - 2 mit der gleichseitigen Hyperbel bezw. 
der Parabel identisch sind. Welcher Art auch der Kegelschnitt sein 
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mag, immer liefert die blosse Definition unserer Curven eine neue Con
struction des Krümmungscentrums. Denn sie sagt uns, dass dasselbe 
symmetrisch ist zu dem Schnittpunkte derNormale ltnd 4er Polare 
des Incidenzpunktes inbezug auf den Leitkreis. Endlich gestattet 
die am Ende von § 37 bewiesene Eigenschaft zu behaupten, dass die
jenigen Kreise, welch~ inbezug auf die Tangenten zu den über den 
Krümmungsradien eines Kegelschnitts beschriebenen symmetrisch 
sind, den Leitkreis senkrecht schneiden und noch von einer 
zweiten Curve eingehüllt werden, die inbezug auf den Mittel
punkt zu dem betrachteten Kegelschnitt invers ist. 

c) Noch interessanter ist die Curvenfam.ilie, welche dem Wert 0 des 
Index entspricht. Die Formel (31) passt nicht für alle Curven der Familie, 
da die Wahl der Constanten so getroffen wurde, dass dieselbe für n = 0 auf
hört willkürlich zu sein. Man braucht aber nur die rechte Seite von (31) 
mit einem constanten Factor k zu multiplicieren. Dann erhält man aus 
den Formeln (31) und (28) r2 - B 2 = ky2 = !!Y• ferner wird 

X = - ! V(k- 1) ()2 + k2 Jl2, y = : . 

Übrigens sind zur Auffindung aller Curven vom Index 0 keine neuen Rech
nungen erforderlich. Denn die Gleichung (2-9) wird ()X+ ()1Y = 0 und 
sagt uns, dass das Krümmungscentrum der Evolute dem Radius
vector angehört. Nun wissen wir aber (§ 24, g), dass diese Eigenschaft 
die cycloidalen Curven charakterisiert, wenn man so alle durch die all
gemeine natürliche Gleichung 

!!2 = as2 + 2ßs + r 
dargestellten Curven nennen will. Wir haben gesehen, dass diese Gleichung 
für a< -1 die Hypocycloiden darstellt, für a = -1 die Cycloiden, 
für - 1 < a < 0 die Epicycloiden, für a = 0 die Kreisevolventen, 
für a > 0 zwei Familien von pseudocycloidalen Curven, und zwar mit 
oder ohne Spitze, je nach dem Vorzeichen von ß2 - ay. Zwischen den 
beiden letzteren stehen sozusagen die logarithmischen Spiralen, für 
welche ß2 = ar ist. Bemerkt man, dass 

!!1 = as + ß = V«!!2 + (ß2 - ay) 

ist, so liefert die Formel ( 29) 

x=- ~1 Y=- ~V«!!2 +(ß2 -ar), 
und durch Vergleichung mit dem obenstehenden Wert von x ergiebt sich 
k = 1 + a, k2 Il2 = ß2 - ar, d. h. der Radius des Leitkreises ist durch 
die F-ormel 

B = W'-cxy 
t+cx 

gegeben, und es wird auf diese Weise klar (vgl. § 8, e), weshalb die eine 
der beiden Familien von pseudocycloidalen f1urven. keine Spitze hat: diese 
müssen in der That dem Leitkreise angehören (§ 39), der im Falle ß2 < ar 
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imaginär ist. Der Wert von R wird unendlich für u = - 1 und ver· 
schwindet für ß2 == "7· Also sind die Riba.ucour'sche Curve und die 
Sinusspirale vom Index 0 mit der Cycloide bezw. der logarith· 
mischen Spirale i d e n t i s c h. Bemerkt man ferner, dass, wenn fl ver· 
schwindet, x = - R, '!J = 0 wird, so erkennt man, dass der Pol nichts 
andres als der Treffpunkt der Cuspidaltangenten ist. Der Leitkreis ist 
demnach gerade der, dem wir ursprünglich (§ 8, d) diesen Namen beigelegt 
haben. Endlich nehmen die in § 3 7 angeführten Eigenschaften für n = 0 
eine sehr einfache Form an: das Krümmungscentrum einer cycloi· 
dalen Curve in einem Punkte M gehört der Polare von M in· 
bezug auf den Leitkreis an. Überdies schneiden die über den 
Krümmungsradien einer cycloidalen Curve beschriebenen Kreise 
den Leitkreis senkrecht und werden noch von einer zweiten 
Curve eingehüllt, die zu der gegebenen invers ist. 

§ 41. 

Lässt man c nach Null oder nach Unendlich convergieren, je nach 
2n 

dem Werte von n, ,so kann man erreichen, dass c"-1 mit R unbegrenzt 
zunimmt. Aber das Verhältnis dieser Grössen wird den endlichen und 

n+l 

bestimmten Wert an=!. haben, wenn man 

n+l 

R= c(:r-1 
setzt. Alsdann wird die Gleichung (34) 

(35) n+~f_ dq 

·~.-} 11(:('::_, 
Dies ist die natürliche Gleichung der Ribaucour'schen Curven. 
Wir wissen bereits, dass man für n = 1 einen Kreis, für n = 0 eine 
Cycloide, für n = - 2 eine Parabel finden muss. In der That 
giebt für n = 0 die Formel (35) ss + (!2 = as, und für n =- 2 
findet man die erste Gleichung (15) wieder. Für n = 3 und für 
n =- 5 erhält man die folgenden Curven: 

·-Jv(~)·_,' ·=:rv~;t_,· 
die deshalb bemerkenswert sind, weil man nur s in : s und 2s be

züglich zu verwandeln braucht, um die Gleichungen der Lemniscate 
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und der gleichseitigen Hyperbel zu erhalten. Für 
man eine Curve, die der durch die Gleichung 

n = - ..!._ erhält 
3 

1_ r. ~d~ 
8 =-2j y(b+~) (a-b-~) 

dargestellten Schar paralleler Curven (§ 19) angehört, und da man für 

b = ! a findet 4s1 + Q2 = Const., so kann man sagen, dass die 

Ribaucour'sche Curve vom Index - ~ Parallelcurve einer 

Astroide (§ 8, d) ist. Lässt man endlich n ins Unendliche wachsen, 
so erhält man eine Kettenlinie gleichen Widerstandes. Diese ist aber 
keine Ribaucour'sche Curve. Das wird sofort klar, wenn wir uns er
innern, dass wir zu der Gleichung (34) unter der Voraussetzung eines 
endlichen n gelangten. 

§ 42. 

Es ist nötig, zu bemerken, dass man bei den Ribaucour'schen 
Curven für die Polare von M inbezug auf den Leitkreis ohne weiteres 
die Directrix setzen darf. Allerdings ist zu beachten, dass die erstere 
und nicht die Directrix diejenige Gerade ist, welche auf der Normale 
einen Abschnitt proportional Q bestimmen soll. Es ist aber klar, dass 
das Gleiche von der Directrix gesagt werden kann, da diese offenbar 
den Abstand zwischen M und der Grenzlage seiner Polare halbiert. Ist 
übrigens q der Normalenabschnitt, den eine Senkrechte zu OM be
stimmt, die im Abstande r - R von M liegt und die infolgedessen 
den Leitkreis berührt und mit unendlich zunehmendem R allmählich 
in ihn übergeht, so hat man 

r - R = q sin (), lim ~ = 1 . 

Demnach wird die Formel (28) 

(t + ~)q= (n+ l)Q, 

für unendliches R also 2q = (n + l)Q. Endlich wollen wir bemerken, 
dass die Formel (32) 

-~~ r R•6 _n+l 
n n-l = lim _Y_ = lim - lim --- = a n-l sin (J 
" 2n R 2n 

liefert, woraus sich ergiebt: 
n-l tt+ 1 __!__ 

(> = a(sin 0) -n+-i., lim (r- R) = --2 a (sin O)n+t. 
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Die Discussion dieser Formeln zeigt, dass die Directrix einer Ri
baucour'schen Curve Normale derselben ist in allen reellen oder 
imaginären Punkten, wo die Curve mit ihrer Tangente eine Berüh
rung von einer niedrigeren oder höheren Ordnung als gewöhnlich hat. 
Die Curven vom Index n <- 1 trAffen die Directrix nicht 
und sind demnach frei von Wendepunkten und Spitzen; bei den
jenigen 1 deren Index grösser oder dem absoluten Betrage nach kleiner 
als 1 ist, wird die Krümmung auf der Directrix null bezw. unendlich. 
In der Umgebung der Directrix wird die Curve auf Grund von (35) 
annähernd durch die Gleichung (>2s"-1 = Const. dargestellt, mithin 
sind die am Ende von § 39 gemachten Bemerkungen auch auf die 
Ribaucour'schen Curven anwendbar. Wichtig vor allen sind die Curven1 

bei welchen das Verhältnis ~ eine ganze Zahl v ist, d. h. die Curven q 

vom Index _!.- 1. Ribaucour hat sie in vier Geschlechter ein-
" geteilt: für v > 0 hat man das cycloidische und das circulare 

Geschlecht, für v < 0 das parabolische und das catenoidische Ge
schlecht, je nachdem in jedem Falle v gerade oder ungerade ist. Man 
bemerke, dass die einfachsten Curven in den vier Geschlechtern den 
Werten 0, 1,- 2,-3 (v = 21 1,- 21 -1) des Index entsprechen 
und gerade die Cycloide, der Kreis, die Parabel und die Kettenlinie 
sind, nach denen die entsprechenden Geschlechter ihre Namen haben. 

§ 43. 

Es genügt, in (34) R = 0 zu setzen, um die natürliche Glei
chung der Sinusspiralen zu erhalten: 

(36) s= n+il de 
n-1 1/ 2n 

y (!)ft-i- 1 

Man bemerke, dass die vorstehende Gleichung, wenn s mit 1 + ! 
multiplieiert wird, wieder eine Ribaucour'sche Curve, und zwar vom 
Index 2n - 1, darstellt. Wir wissen bereits, dass man iür n = 1 
einen Kreis, für n=O eine logarithmischen Spirale, für n=-2 

eine gleichseitige Hyperbel hat. Für n =- ~ und für n= -·2 

reduciert sich (36) auf die beiden Gleichungen (15), welche die Pa
rabel und die gleichseitige Hyperbel darstellen. Beachtet man, dass im 
Scheitel der Parabel der Fol den Krümmungsradius halbieren muss und 
dass andrerseits p die Länge des letzteren ist, so sieht man, dass im 
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Falle der Parabel der Pol mit dem Brennpunkte identisch ist. Was die 
gleichseitige Hyperbel anbetrifft, so wissen wir bereits, dass bei ihr 

der Pol der Mittelpunkt ist (§ 40, b). Für n = ~ giebt die Glei

chung (36) s2 + 9()2 = Const., und für n = 2 findet man die Glei

chung der Lemniscate (§ 35). Also sind die durch die Indices ~ 
und 2 definierten Sihusspiralen die Cardioide (§ 8, d) und die 
Lemniscate. Die in § 39 gemachten Bemerkungen gestatten hinzu
zufügen, dass der Pol.der ersten in der einzigen Spitze liegt, welche 
die Curve besitzt, und der Pol der zweiten der Mittelpunkt ist, da in 
ihm, wie wir gesehen haben, die Curve Inßexionen hat. Endlich er-

hält man für n = ~ eine Curve, die der Schar von parallelen Curven 

angehört, welche durch die Gleichung 

s=- 2 r qdq 
J V(b+q) (a-b-q) 

dargestellt werden. Da diese für b = {- a in s2 + 4()2 = Const., die 

Gleichung einer Epicycloide mit zwei Spitzen, übergeht, so sieht man, 

dass die Sinusspirale vom Index ~ Paralleleune einer be
stimmten Epicycloide ist. 

§ 44. 

Die in § 37 gefundenen Eigenschaften nehmen im Falle der 
Sinusspiralen eine einfachere Form an. Zum Beispiel: Die vom Pol 
aus an eine Sinusspirale gezogenen Berührungskreise be
stimmen auf den Normalen Abschnitte, die den Krümmungs
radien proportional sind. Dies folgt unmittelbar aus der Defini
tionsgleichung (28), welche im vorliegenden Falle r = (n + 1)() sin 0 
wird und uns mit grosser Leichtigkeit noch andre Eigenschaften der 
Sinnsspiralen erkennen lässt. Nennt man z. B. X und 1/J die Neigungen 
der Normale und des Radiusvectors gegen eine feste Normale und 
schreibt die obengenannte Gleichung in der Fonn 

~ = (n + 1) si~ 6, 

so leitet man daraus durch Integration ab x = (n + 1)1/J, wenn man 
sich daran erinnert, dass 

d1fJ sin 9 
dB = -,.-
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ist. In dem erhaltenen Resultate erkennt man unmittelbar die V er
allgemeinerung einer bekannten Eigenschaft der Lemniscate (§ 35). 
Es folgt daraus der Satz: Dreht sich der Radiusvector gleich
förmig um den Pol, so thut die Tangente dasselbe inbezug 
auf den Berührungspunkt. Auf diese Eigenschaft bezieht sich 
die (zu umständliche) Bezeichnung "Curven proportionaler In
flexion", die Laquiere für die Curven vorgeschlagen hat, welche man 
gewöhnlich doppelt unzutreffend Sinusspiralen nennt. Für R = 0 liefern 
nunmehr, wenn man, wie es bereits bei der Reduction von (34) auf 

n-1 
c -(36) geschehen musste, - = (n + 1) 211 setzt, die Formeln (31) und (33) a 

1 n+l 

r = (n + l)a(!) ,._\ y = (n + 1)a (!) n-l 

Inzwischen zeigt die Gleichung (36), dass ~ nur, wenn 0 < n < 1 ist, 
verschwinden und nur, wenn n < 0 oder n > 1 ist, unendlich werden 
kann. Andrerseits sagt uns die erste der bmden vorstehenden Formeln, 
dass, wenn die Krümmung null oder unendlich wird, der Radiusvector 
r unendlich wird oder verschwindet, jenachdem n negativ ist oder 
nicht. Also haben nicht nur die Sinusspiralen mit einem Index 
n <- 1, wie in § 39 gesagt worden ist, sondern alle Sinusspiralen 
mit negativem Index die Eigenschaft, den Pol nicht zu ent
halten. Dieser ist dagegen immer ein Punkt der Curve, wenn n > 0-
ist; und da die Gleichung (36) in der Umgebung der Werte 0 und oo 
von ~ die Form.~= ks1-" annimmt, so sieht man (§ 11, e), dass die 
Sinusspiralen mit positivem Index im Pol einen Inflexions
punkt oder einen Rückkehrpunkt haben, je nachdem der 
Index der Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade 
Zahl oder umgekehrt ist; und sie verhalten sich daselbst wie 
in einem gewöhnlichen Punkte, wenn der Index der Quotient 
von zwei ungeraden Zahlen ist, obwohl sie dort mit der Tan
gente eine höhere oder niedrigere Berührung haben, je.nachdem n grösser 
oder kleiner als 1 ist. Zwischen diesen Spiralen und denjenigen, die 
den Pol nicht enthaltM (n < 0), steht die logarithmische Spirale 
(n = 0). Während bei den ersteren alle Punkte im Endlichen liegen, 
erstrecken sich die letzteren ins Unendliche, und wenn man sich den 
Index stetig abnehmend denkt, so bezeichnet sem Durchgang durch 
Null den Augenblick, in welchem die Curve den Pol verlässt, um sich 
ins Unendliche auszubreiten. Dieser Umstand giebt eine Erklärung 
dafdr, wie es kommt, dass in diesem Augenblick allein die Curve zu 
dem Pol asymptotisch ist. Endlich kann, wenn n < 0 ist, der Krüm-
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mungsradius nur unendlich werden, und dann werden auch r und s 
unendlich, während y nach Null oder nach Unendlich convergiert, je 
nachdem der absolute Betrag von n grösser oder kleiner als 1 ist. Es 
folgt daraus, dass nur die Sinusspiralen mit einem Index n< -1 
mit Asymptoten behaftet sind, die im Endlichen liegen. Diese 
Asymptoten gehen von dem Pol aus und bestimmen um ihn lauter 

Winkelräume von gleicher Grösse !:. · In der That convergiert, wenn n 
der Punkt auf einem Zweige, der eine Asymptote zulässt, ins Unendliche 
fortrüekt, (} nach einem Vielfachen von 11:. Wenn aber lim (} =- v11: 

ist, so erhält man 

lim 1P = : lim H--o)= (2v + 1) 2:, 

und zwe1 solehe Werte, die zwei aufeinanderfolgenden Werten von v 

entsprechen, unterscheiden sich gerade um -~ · 

§ 45. Transformationen. 

a) Die Sinusspiralen sind auch wegen der grossen Leichtigkeit be
merkenswert, mit der sich die einen aus den andern durch verschiedene 
Transformationen ableiten lassen. Wenn z. B. M' die Projection des Pols 
auf die Tangente einer Spirale (M) vom Index n ist, so sind, wie wir 
wissen, -die Coordinaten des Pols inbezug auf (..i:li') r' = y, (}' = 0, und 
andrerseits ist der Krümmungsradius durch die Formel (§ 18, 1) 

, r' n + 1 r' 
f! = 2r- (l sin 6 = 2 n + 1 r = (n' + 1) sin 6' 

gegeben, wenn man n' = n ~ 1 setzt. Also ist die Fusspunktcurve 

einer Spirale vom Index n inbezug auf den Pol eine Spirale vom 

Index n ~ 1 . Z. B. sind die Fusspunktcurven der logarithmischen Spirale 

(inbezug auf den asymptotisehen Punkt), der Parabel (inbezug auf den 
Brennpunkt), des Kreises (inbezug auf einen seiner Punkte), der gleich
seitigen Hyperbel (inbezug auf den Mittelpunkt) bezüglich eine logarith
mische Spirale, eine Gerade, eine Cardioide, eine Lemniscate; die Fuss
punktcurve einer Cardioide inbezug auf den Rückkehrpunkt ist Parallelcurve 
einer Epicycloide; u. s. w. Allgemeiner ist, wenn n eine ganze Zahl ist, 

die Spirale vom Index ~ die (n- 1)-te Fusspunktcurve eines 

Kreises inbezug auf einen seiner Punkte; die Spirale vom Index 

2 n ~ 1 ist die n-te Fusspunktcurve einer gleichseitigen Hyperbel 

inbezug auf den Mittelpunkt; u. s. w. 
b) Auf ähnliche Weise erhält man bei Anwendung der Transformation 

vom Index v (§ 18, k), wenn man bemerkt, dass a~- 1 r' = rv ist, · 
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, ",r'(! ",r' r' 
~ = r+ ('11 -1)qsin6 = (n+'ll) sin 6 = (n'+1)sin6'' 

wobei n' = ~ gesetzt worden ist. Also entsteht durch eine Trans
"' formation vom Index v aus einer Spirale vom Index n eine Spi-

rale vom Index ~ Im besondern lässt sich die Fusspunktcurve einer 
'II 

Spirale vom Index n aus dieser Curve auch mit Hilfe einer Transformation 
vom Index n + l ableiten. Für v =- 1 sieht man, dass zwei Sinus
spiralen mit gleichen und entgegengesetzten Indices inverse 
Curven sind. Es sind z. B. invers zueinander die folgenden Curven: zwei 
logarithmische Spiralen, Gerade und Kreis, Parabel und Cardioide, gleich
seitige Hyperbel und Lemniscate. Für andere Werte von v erkennt man, 
dass durch Transformation vom Index 2 aus der Geraden und dem Kreis~ 
eine Parabel und eine Cardioide hervorgehen, die auch durch Transformation 
vom Index 4 aus der gleichseitigen Hyperbel und der Lemniscate ent
stehen; u. s. w. Endlich wollen wir bemerken, dass alle diese Curven sich 
leicht aus dem Kreise ableiten lassen, wenn man als Pol einen Punkt der 
Peripherie und die Tangente in diesem als Polaraxe annimmt. In der That 
geht jede Sinusspirale vom Index n aus dem Kreise durch eine 

1 Transformation vom Index - hervor. n . 

§ 46. 

Dem Leser sei zur tjbung die Untersuchung derjenigen Curven em
pfohlen, deren osculierende Kreise, nachdem man sie einer Dilatation (oder 
Contraction) von den entsprechenden Berührungspunkten aus unterworfen 
hat, unter constantem Winkel IX einen festen Kreis schneiden. Ist R der 
Radius dieses Kreises und nimmt man an, dass durch die Dilatation der 
Durchmesser jedes osculierenden Kreises (n + 1)(1 wird, so führt eine 
analoge Rechnung wie die in § 38 leicht zu der natürlichen Gleichung 
dieser Curven : 

s=n+Yl dQ -
n-1 V 2n n+l n+l 

( ) n-1 R ( )n=i Rl ( ) 2 n-1 
(n + 1) ~· + 2C ~ COB « + Ct ~ ' sin1 IX- 1 

Für IX = ·; findet man die vorhin untersuchten Curven wieder und flir 

R = 0 bei beliebigem IX die Sinusspiralen. Für unendliches R und IX = 0 
lttsst sich die Gleichung leicht auf die Form 

(37) n+~ { df! 

·~·-J V(:l::'::_, 
reducieren und stellt Curven dar, die eine gewisse Verwandtschaft mit den 
Ribaucour'schen haben. Anstatt wie diese einen gemeinsamen Durchmesser 
fiir alle dilatierten Osculationskreise zuzulassen, besitzen sie eine allen 

CesA.ro·Kowalewskl, natllrl. Geometrie. 2. Aofl 6 
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diesen Kreisen gemeinsame Tangente. Im besondern fallen die Tangenten in 
den Spitzen in eine zusammen, während dies bei den Ribaucour'schen Curven 
für die Normalen stattfindet. Wendet man ferner auf den Punkt ( x = 0 , 

y = ! (n + 1)~;~) das in § 15 angegebene Verfahren an, so findet man, 

dass die dilatierten Osculationskreise ihre Mittelpunkte auf einer Ri

baucour'schen Curve vom Index 1 
2 n n haben. Daraus folgt, dass jede 

Curve (37) sich auch als einer von den beiden Zweigen der Enveloppe aller 
Kreise betrachten lässt, die ihre Mittelpunkte auf einer Ribaucour'schen 
Curve haben und die Directrix dieser Curve berühren. Ein sehr einfaches 

Beispiel erhält man für n = ~ , in welchem Falle die Gleichung (37) eine 

Epicycloide mit zwei Spitzen darstellt. Ihre Krümmungsradien werden in 
der That im Verhältnis von 2 zu 1 von dem Leitkreise geteilt, auf den 
die Mittelpunkte aller Kreise fallen, die zwischen die Epicycloide und einen 
Durchmesser des festen Kreises einbeschrieben sind. 



Viertes Kapitel. 

Berüluung und Osculation. 

§ 47. 

Wenn in einem Punkte M zwei Curven sich berühren, d. h. wenn 
ihre Tangenten in M zusammenfallen, so kann es vorkommen, dass 
auch die Krümmungseeutra zusammenfallen. V erlegt man alsdann 
die Anfangspunkte nach M, so kann man die beiden Curven in der 
Umgebung von M als dargestellt durch dieselbe natürliche Gleichung 
betrachten, wenn man von unendlich kleinen Grössen absieht. Sie 
sind also an jener Stelle mehr als einander berührend, weil 
eine bestimmte natürliche Gleichung ja nur eine einzige Curve dar
stellen kann. Diese höhere Berührung spricht sich darin aus, dass 
die Differenz (! - (!' der Krümmungsradien in zwei auf den beiden 
Curven durch denselben Wert von s definierten Punkten gleichzeitig 
mit s unendlich klein wird, und es ist durchaus natürlich, als Index 
der mehr oder weniger innigen Berührung die Ordnung anzunehmen, 
von welcher (} - (}' unendlich klein wird. Da ferner im allgemeinen 
li'alle (einfache Berührung) (J- Q' nicht unendlich klein wird, so 
wollen wir übereinkommen zu sagen, dass die beiden Curven eine 
Berührung von der Ordnung n haben, wenn (J- f/ unendlich 
klein von der Ordnung n - 1 wird, so dass man die einfache Beri\hrung 
als eine solche von erster Ordnung bezeichnen kann. Bei alledem ist 
stillschweigend vorausgesetzt, dass Q und Q' endlich sind; wir werden 
ferner annehmen, dass sie sich in der Umgebung von M nach ganzen, 
positiven Potenzen von s entwickeln lassen und werden auf diese Weise 
unsere Untersuchung auf die Berührung in gewöhnlichen Punkten be
schränken, indem wir jedoch den Leser unablässig ermuntem. es mit 
den vielen kleinen Schwierigkeiten aufzunehmen, welche das vollständige 
Studium der Beri\hrung zweier Curven in solchen Punkten (Wende
punkten, Spitzen, asymptotischen Ptmkten, u. s. w.) bietet, in deren 
Umgebung die erwähnte Form der Entwickehmg nicht immer möglich ist. 

&* 
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§ 48. 

V ersieht man alle für den Punkt M berechneten Grössen mit dem 
Index O, so hat man 

(dq) s' (d'q) ss (dsq) 
'! = f.1o + 8 ds o+ 2 ds~- o+ G ds 9 o+ · · ·' 

und eine analoge Gleichung kann man für (J' hinschreiben. Soll also 
(J - r/ up.endlich klein von der Ordnung n - 1 werden, so ist dazu 
notwendig und hinreichend, dass 

ist. Andrerseits zeigt das bekannte Bildungsgesetz für die Krümmungs
radien (11 , (Js, (Js, ... der successiven Evoluten (§ 22) ohne Schwierig
keit, dass 
. ~~ ,(! ~ 

(1) (1,. = (J" ds" + · · · ·' ai• = q" + .. · 
ist, wobei wir in der ersten Gleichung alle Ableitungen von niedrigerer 
Ordnung als der n-ten und in der zweiten alle Glieder, welche (J11 nicht ent
halten, ungeschrieben lassen. Man sieht auf diese Weise, dass (!11 nur 
von den n ersten Ableitungen von (J, und zwar sicherlich von der n-ten, 
abhängt, und dass der Ausdruck der n-ten Derivierten von (! zwar ""'' 
nicht aber (111+1, (Jn+s, u. s. w. enthält. Dies vorausgeschickt sind die 
gefundenen Bedingungen offenbar äquivalent mit den folgenden 

, , , , ""' , c· P kte M) (J = (J, '!1 = '!11 f!s= (Js, · .. , f,ln-i = (J 11-111 (Jn-1 );:f! 11-1 Im un . 

Sollen also zwei Curven in einem gegebenen Punkte eine Be
rührung von der Ordnung n haben, so ist dazu notwendig 
und. hinreichend, dass für diesen Punkt die n- 1 ersten 
Krümmungseeutra der einen Curve mit denen der andern zu
sammenfallen, während die n-ten Krümmungseeutra ver
schieden bleiben. Aus diesem Satze geht hervor, dass, wenn zwei 
Curven eine Berührung n-ter Ordnung haben, ihre v-ten Evoluten eine 
solche von der Ordnung n - v haben. Mithin lässt sich der genannte 
Satz auch so aussprechen: Sollen zwei Curven eine Berührung 
n-ter Ordnung haben, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass ihre (n -1)-ten Evoluten sich einfach berühren. 

§ 49. 

Man kann folgendes als evident betrachten: Je schneller von einem 
Punkte ausgehend die Kri!mmung einer Curve dem absoluten Betrage 
nach wächst, um so mehr ist dieselbe bestrebt von der Tangente in 
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jenem Punkte abzuweichen, und von zwei sich berührenden Curven ist 
diejenige, welche in dem gemeinsamen Berührungspunkte eine grössere 
Krümmung hat, mehr als die andere bestrebt sich von der Tangente zu 
entfernen. tTbrigens rechtfertigt sich dies vollständig durch eine ge
nauere Untersuchung des Verhaltens der beiden Curven in der Um
gebung des Berührungspunktes(§ 4). Wenn n ungerade ist, so nimmt 
das Verhältnis von q- ~' zu s"-1 schliesslich ein bestimmtes Vorzeichen 
an, welches auch das Vorzeichen von s sein mag. Mithin liegt in der 
Umgebung von Meine der Curven innerhalb der andern, und dies ist 
offenbar der allgemeine Fall. Ist n gerade, so wechselt sn-1 mit s sein 
Vorzeichen, mithin hat man ~ > ~' auf einer Seite von Mund ~ <~' 
auf der an dem, d. h. die beiden Curven durchsetzen einander. Also 
können zwei Curven in demselben Punkte einander durch
setzen und berühren; dies ist aber ein sicheres Kennzeichen 
einer höheren Berührung. Wenn dagegen die beiden Curven ein
ander berühren ohne sich zu kreuzen, wie es im allgemeinen stattfindet, 
so hat man nicht immer eine einfache Berührung, da es, wie wir ge
sehen haben, ausnahmsweise auch eine höhere Berührung sein kann; 
in diesem Falle ist aber die Ordnung ungerade, und da ~ - ~' in ~ 
Nähe der Null ein bestimmtes Vorzeichen bewahrt, so kann man hinzu
ffigen, dass die- Differenz (!- ~' in dem betrachteten Punkte 
ein Minimum oder Maximum ist. 

§ 50. Osoulation. 

Hat man einen Punkt M auf einer CurvA fixiert und ist eine 
zweite Curve f(s, ~) = 0 gegeben, so ist es möglich, einen oder mehrere 
Punkte M' auf der zweiten Curve zu finden von folgender Beschaffen
heit: Bringt man M' mit M und die' Tangente in M' mit der Tan
gente in M zur Deckung, so wird die Berührung, welche im allgemeinen 
von der ersten Ordnung ist, eine solche von der zweiten._ Es genügt 
in der That, die Gleichung der zweiten Curve nach s aufzulösen, indem 
man itir ~ den Wert einsetzt, den der Krümmungsradius im Punkte JJ[ 
der ersten Curve hat. Anstatt die Curve (M') als gegeben anzunehmen, 
stelle man sich nunmehr die Aufgabe, dieselbe unter den unendlich 
vielen Curven, welche durch die natürliche Gleichung 

(2) f(s, ~~ a11 a9 , •• • , an-'J) = 0 

(mit n- 2 willkürlichen Parametern) dargestellt werden, derart zu 
wählen, dass die Berührung von einer möglichst hohen Ordnung wird. 
Durch n- 2 successive Differentiationen können wir aus (2) ebenso
viele Relationen ableiten, welche die folgende Form haben: 
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( 1 (s, (! 1 Qu a11 a91 a81 •• • 1 a,._,) = 0 1 

fs (s I (!I (>11 (!2 I al I all I • • • I an-ll) = Q I 

/~-2 (s, (>, ••• , Q•-2, a 1 , .•. , a,.-2) = 0. 

Diese müssen ebenso wie die Formel (2) für die Curven (M') identisch 
bestehen. Denkt man sich nun an Stelle von (! 1 (!1 1 • , • 1 (!n-2 die 
Werte eingesetzt, welche diese Grössen im Punkte M der ersten Curve 
haben, so entsteht ein System von n- 1 Gleichungen, welches be
stimmte Werte für s 1 a11 <; , ... , a,. _ i liefert. Be1 jeder Lösung des 
Systems werden die Werte der a dazu dienen, eine unter den unendlich 
vielen durch die Gleichung (2) dargestellten Curven zu bestimmen, und 
der Wert von s wird auf der so erhaltenen Curve ( M') einen Punkt 
M' definieren. Bringt mu.n diesen Punkt mit M zur Deckung derart, 
dass sich die Curven dort berühren, so werden dieselben die n- 1 
ersten Krümmungscentra gemein haben, und im allgemeinen ist kein 
Grund vorhanden, dass auch die n-ten Krümmungscentra zusammen
fallen. Die Berüht·ung wird demnach die Ordnung n erreichen, und es 
ist klar, dass man a priori keine höhere Berührung verlangen kann. 
Dies hindert jedoch nicht, dass eine solche Berührung wegen einer 
der Curve (M) innewohnenden Eigentümlichkeit thatsächlich eintreten 
kann. Im allgemeinen Falle sagt man, dass unter den durch die Glei
chung (2) definierten Curven (M') zu der gegebenen Curve osculierend 
ist. Tritt ausnahmsweise der Fall ein, dass sich, während man zwischen 
den beiden Curven nur eine Berührung von der Ordnung n herbeizu
führen sucht, eine noch innigere Berührung zwischen ihnen heraus
stellt, so sagt man, die Curve (M') sei zu (M) superosculierend. 
Es giebt also in jeder (n- 2)-fach unendlichen Curvenschar 
einfach unendlich viele Curven, die mit einer gegebenen Curve 
(M) eine Berührung n-ter Ordnung haben, und nur in besondern 
Punkten von (M) kann es eintreten, dass die Ordnung der Berührung 
die Zahl n überschreitet. 

§ 61. Osoulierender Kreis. 

Die vorhergehenden Betrachtungen sind nicht anwendbar, wenn in 
der Formel (2) s nicht vorkommt, d. h. im Falle der Kreise. Die un
endlich vielen Kreise, welche eine gegebene Curve in einem Punkte M 
berühren, haben ihre Mittelpunkte 0 auf der Normale der Curve in M. 
Aber solange 0 von 0 verschieden ist, ist die Berührung einfach und 
wird, wenn 0 mit 0 zusammenf'ällt, im allgemeinen nur von der zweiten 
Ordnung. Also ist unter den die Curve in M berührenden Kreisen 
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derjenige der osculierende, dessen Mittelpunkt das Krüm
mungscentrum ist. Da ferner die Berührung von zweiter Ordnung 
ist, so durchsetzt im allgemeinen der osculierende Kreis im Be
rührungspunkte die Curve, und dies ist sogar eine Eigenschaft, welche 
ihn unter den unendlich vielen Kreisen, die die Curve in demselben 
Punkte berühren, charakterisiert. Wenn wir uns vorstellen, dass der 
Mittelpunkt 0 eines berührenden Kreises die Normale in einem ge
gebenen Sinne durchläuft, vom Unendlichen ausgehend, um wieder ins 
Unendliche zurückzukehren, so wird es nur ein einziges Mal vorkommen 
können, dass der Kreis die Curve durchsetzt, während für jede andre 
Lage von 0 die Curve in der Umgebung von M entweder ganz innerhalb 
des entsprechenden Kreises liegt (was offenbar eintritt, wenn 0 ins Un
endliche rückt) oder ganz ausserhalb (z. B., wenn 0 sich M unendlich 
nähert). Unter den einfach unendlich vielen Kreisen, die eine Curve 
osculieren, können einige die (iurve in speciellen Punkten superosculieren. 
Da. alsdann die Berührung im allgemeinen von der dritten Ordnung 
ist, so kann man auf Grund der Schlussbemerkung in § 49 behaupten, 
dass ~- ~', d. h. ~~ ein Minimum oder Maximum ist. Ist umgekehrt 
~ ein Minimum oder Maximum, so muss die Berührung von einer 
höheren, und zwar ungeraden, Ordnung sein. Stellt man sich demnach 
vor, dass der Berührungspunkt die Curve immer in demselben Sinne 
durchläuft, so steigt jedesmal, wenn der osculierende Kreis ein 
Minimum oder Maximum wird, die Berührung mindestens bis 
zur dritten Ordnung auf und ist jedenfalls von ungerader Ordnung. 
Dann durchsetzt der osculierende Kreis die Curve nicht mehr. Dies 
ist also ein sicheres Merkmal für eine Superosculation, die sich überall 
da deutlich anzeigt, wo die Curve in der Umgebung eines Punktes 
inbezug auf die Normale symmetrisch ist. 

§52. 

Wir wollen annehmen, die Curven (M') seien, anstatt durch die 
Formel (2) dargestellt zu sein, durch ihre cartesische Gleichung inbezug 
auf die Tangente und die Normale in einem PunkteMeiner bekannten 
Curve gegeben. Wir wollen ferner in der Umgebung von M die Mög
lichkeit der Entwickelung von y nach ganzen positiven Potenzen von x 
(4) y = .A.x2 + Bx8 + C:rf + · · · 
zulassen. Diese Entwickelung kommt bei passender Bestimmung der 
Coefficienten jeder Curve zu, welche die gegebene Curve in M be
rührt, und im besondern kommt sie der Curve (M) selbst zu. Um 
die der Curve (.M) entsprechenden Coefficienten zu bestimmen, genügt 
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es, ( 4) zu differenzieren und die abgeleitete Gleichung mit ( 4) zu iden
tificieren (§ 113). Man erhält so 

d. h. 

(5) 

1 1 dA 1 dB A 1 

A=2q' B=sdi' 0 =4Ts + 21.l' ••• 

A = _ _!:_ B = - ~ 0 = a (ll• + l.l.•) - l.l l.lt ••• 
2q 1 6Q 81 24Q6 I 

Das Bildungsgesetz dieser Coefficienten zeigt schon, dass der v-te Co
efficient nur von den v ersten .Krümmungsradien, und zwar sicher von 
dem v-ten, abhängt. Also müssen für alle Curven, die in M eine Be
rührung von der Ordnung n haben, die n - 1 ersten Coefficienten die
selben Werte haben. Um die Curve (M') zu bestimmen, welche (M) 
osculiert, braucht man jetzt nur in (4) die Werte (5) einzutragen und 
dann die Entwickelung (4) in die Gleichung von (M') einzusetzen, in
dem man aber alle die n-te übersteigenden Potenzen von x vernach
lässigt. Man erhält auf diese Weise ein~ Gleichung, die identisch er
füllt sein muss, und dieser Umstand gestattet die Coefficienten in der 
Gleichung von (M') zu bestimmen. Wir wollen bei dieser Gelegenheit 
folgende Bemerkung machen: Schreibt man die Entwickelung (4) für 
eine beliebige Curve, die mit M eine Berührung n-ter Ordnung hat, so 
sind die beiden ersten ungleichec Coefficienten in den beiden Ent
wickelungen die n-ten, da sie sicher von (ln- 1 und von (>',._ 1 ~ ~,._ 1 

abhängen. Also ist die Differenz y - y' der Ordinaten unendlich klein 
von der Ordnung n + 1, d. h. man kann in der Umgebung des Be
rührungspunktes die beiden Curven als zusammenfallend be
trachten, wenn man von unendlich kleinen Grössen von höherer 
Ordnung als der n-ten absieht. Hiernach ist es leicht, die Behaup
tungen des § 49 präciser zu fassen. Endlich wollen wir bemerken, dass 
es manchmal vorzuziehen ist, anstatt der einen Entwickelung (4) in ana
loger Weise die Entwickelungen von x und y als Functionen von s zu 
benutzen. Aus den Relationen 

dx dy . 
ds = cos rp, ds = sm tp 

leitet man durch successive Differentiationen ab 
d1:.r: Bin rp 
ds' =- -f!-, 

d8x cos rp + (11 sin rp 
dss =-~ -Q-s-, 

d'x 3(11 COB rp + (l1 + 1,)1,)1 - 31,)1 1 • 
-d4= , 6 smrp, ... , 

8 Q 1,) 

d1y cos rp 
ds1 = -Q-, 

d8y sin rp Q1 COB rp 
dsa =-~--11-s-, 

d'y 8q sin rp q1 + qq - 3q 1 

d--.-= 1 • - •6 1 cosrp, ... , 
8 (l 1,) 
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§ 53. Anwendungen. 

a.) Die Zahl der Kegelschnitte ist vom Standpunkte der natürlichen 
Geometrie zweifach unendlich. Daraus folgt, dass man von einem Kegel~ 
schnitt wird sagen können, er osculiere eine Curve, wenn er mit ihr eine 
Berührung vierter Ordnung hat. Setzt man nun in die Gleichung des 
Kegelschnitts 

(7) 

die Entwickelungen (6) ein, indem man alle die vierte übersteigenden 
Potenzen von s vernachlässigt, so gelingt es leicht, a, ß, r als Functionen 
der Krümmungsradien (>, (>11 p2 der gegebenen Curve (M) zu bestimmen. 
Anstatt der Entwickelungen (6) ist es im vorliegenden Falle vielleicht vor
zuziehen, die eine Entwickelung ( 4) anzuwenden, indem man sie auf die 
drei ersten Glieder beschränkt und beim Einsetzen in (7) die Potenzen von 
x von der fünften aufwärts vernachlässigt. Auf, di~ eine oder die andre 
Weise gelangt man zu den folgenden Resultaten: 

(8) 1 R=9(1'+6(>12-ß(l(l! f?t 
et=Q, I' 9 Qs ' y=- 3 Qs· 

Also ist die Gleichung des osculierenden Kegelschnitts 

(3t,>X- t,>1Y)2 + (91,)2 + 4t,>111 - 31,)(>2) y1 = 18t,>3Y. 

b) Will man, dass die Beriihrung nur von der dritten Ordnung sei, 
so erhält man unendlich viele· Kegelschnitte, die noch immer durch die 
Gleichung (7) dargestellt werden, wo " und r die Werte (8) haben, während 
ß, der einzige Coefficient, welcher von (>2 abhängt, willkürlich bleibt. Für 

! 

ß = 1'._ erhält man eine Parabel und für ß = - " eine gleichseitige Hy
a 

perbel. Daraus folgt, dass die Gleichungen der osculierenden Parabel 
und der osculierenden gleichseitigen Hyperbel bezüglich 

sind. 

xll- yll- 2et xy = 2t,>Y 
3C,J 

e) Um die Grösse der A:x:en des osculierenden Kegelschnitts 
zu bestimmen, muss man sich daran erinnem (§ 29), dass man 

2 + b2 - IX (o: + tJ} b - IX a - 2 , a --
.d ,a! 

hat, wo LI= etß- r2 ist. Setzt man der Kürze wegen 

tJ' = 9()2 + 4()12 - 31,)(>2' J!> = 18()2 + 5(>12 - 3(>(>2 '. 

so tiefem die Werte (8) 
c/5 !I 

(9) a+ß= 9 qs• L1= 9 e4' 
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und die vorhergehenden Formeln werden 

(10) a2 + b2 = 9~~4' ab= 27q6. 
"' Jl't 

Aus diesen gewinnt man 
3 (1 1 y~-:,---rl-~=:::==;;=. 3 (l 1 , I , 1 a=-;;-:-::: cß+rcß2-368'€J 2 , b=--=re6-ycß2 -36il'f!1 

8'y2 8'y'2 

Man bemerke, dass die innere Wurzel immer reell ist, da die Identität besteht 

cß2- 36if'(!2 = (5!?12- 3€Jf!2)2 + 36(12'!12' 

§ 54. Invarianten. 

Für eine Schar (2), die aus einer (n- 2)-fach unendlichen Zahl 
von Gurven besteht, giebt es eine Function der n ersten Krümmungs
radien, welche längs jeder Gurve der Schar beständig gleich Null bleibt. 
In der That erhält man durch Differentiation der letzten der Formeln (3) 
eme weitere Relation 

{n-1 (s, (!, f!u (121 ••• ' Qn-1' au a2, ... ' an-2) = 0' 
welche identisch fitr alle Gurven (2) bestehen muss. Eliminiert man 
nun s, a11•a2 , ••. , an- 2 aus dem System, welches durch Hinzufügung 
der letzten Gleichung und der Gleichung (2) selbst aus dem System (3) 
entsteht, so gelangt man zu einer Relation 
(11) F((! 1 Q1, Q2 1 ••• , Qn-1)=0 1 

deren erstes Glied eben die Invariante der Schar (2) ist. Die Kennt
nis der Invariante gestattet in jedem Punkte das n-te Krümmungs
eentrum zu construieren, wenn die n- 1 ersten Krümmungs
ceutra bekannt sind, und die Gonstruction, welche man erhält, 
charakterisiert die Gurven (2). Es ist in der That evident, dass jede 
Invariante zu einer ganz bestimmten Curvenschar gehört, deren Glei
chung man demnach durch die Kenntnis der Invariante allein 
ersetzen kann. Um sich davon zu überzeugen, bemerke man, dass 
durch Einsetzung der Werte (1) in die Formel (11) diese eine Differential
gleichung (n- 1)-ter Ordnung wird, von der man durch Integration 
wieder zu einer Gleichung zwischen s und Q aufsteigt, welche n- 1 
willkürliche Gonstanten enthält. Von diesen Gonstanten bilden aber 
n - 2 das System von Parametern, welches in der Gleichung (2) auf
tritt, und die letzte ist durch die Wahl des Anfangspunktes der Bogen 
bestimmt. Man kann jedoch nicht bloss das n-te Krümmungscentrum 
construieren, wenn man die Invariante kennt, sondern auch alle fol
genden Krümmungscentra. In der That können wir die Gleichung (11) 
unbegrenzt oft differenzieren und erhalten dabei ebensoviele Relationen 
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(12) F1 (~, ()1 , ••• , ~ .. ) = 0, F, (€!, ()1, ... , Qn+t) = 0, 
Fa (() , ~u · • ·, (>,.+s) = 0, ... , 

welche successiv die Werte von ()"' ()n+1, ()n+s, ... als Functionen 
von (), ()1 , Q1 , .•• , (),.-z liefern. Das Verschwinden der Invariante F 
in einem gegebenen Punkte einer Curve (M) zeigt an, dass die Curve 
(2), welche (M) in jenem Punkte oscuiiert, mit derselben auch das 
n-te Krümmungscentrum gemein hat, d. h. dass die Ordnung der Be
rührung n übersteigt, dass also eine Superosculation stattfindet. 
Endlich wollen wir bemerken, dass man durch Elimination von (), (>1 , 

••• , ()~- 1 aus (11) und den v ersten Relationen (12) eine Relation 

Ff.") ((>., (>>+1, · • • 1 ()n+•·-t) = 0 

erhält und man ohne weiteres behaupten kann, dass P..•> ((>, ()11 ... , Q .. -t) 
die Invariante der Curvenschar ist, welche aus den v-ten 
Evoluten der Curven der gegebenen Schar (2) besteht. Soll in 
einem Punkte einer gegebenen Curve eine Berührung (n + v)-ter Ord 
nung mit einer Curve der Schar (2) stattfinden, so ist dazu notwendig 
und hinreichend, dass in jenem Punkte F, F', F", ... , J!C."- 1> ver
schwinden, nicht aber F<•>. 

§ 55. Beispiele. 

a) Die cycloidalen Curven (vgl. § 24, g) bestimmen eine zweifach 
unendliche Curvenfamilie, die durch die Invariante p1 PI - pp3 charakterisiert 
wird. Werden aber die genannten Cnrven derart particularisiert, dass aus 
der ganzen Familie eine einfach unendliche Schar ausgesondert wird, so 
darf die Invariante nicht mehr p8 enthalten, und in der That findet man, dass 
die Invarianten der Kreisevolventen, der logarithmischen Spiralen, 
der Cycloiden, der Pseudocycloiden, der Epicycloiden mit drei 
Spitzen, u. s. w. bezüglich p1 , (l11 -q(l1 , (l+(ls 1 (l-q2 , 9p+q2 , 

u. s. w. sind. 
b) Die Invarianten der Parabeln und der gleichseitigen Hyperbeln 

sind gerade die in § 53, c mit D' und cß bezeichneten Ausdrücke, da dieselben 
Functionen von q, p1 , p2 sind, welche auf Grund der Formeln (9) bezüglich 
auf jeder Parabel und auf jeder gleichseitigen Hyperbel verschwinden. 
Ausserdem zeigt die zweite Formel (10), dass der eine Cnrve osculierende 
Kegelschnitt eine Hyperbel oder eine Ellipse ist, jenachdem if negativ oder 
positiv ist. Die Werte von s, für welche D' oder cß verschwindet, bestimmen 
auf jeder Curve die Punkte, wo eine Superosculation mit einer Parabel oder 
mit einer gleichseitigen Hyperbel stattfindet. 

c) Um die Invariante e der Familie aller l{egelschnitte zu finden, ge
nügt es, die eine oder andere der Gleichungen (10) zu differenzieren. Man 
er billt auf diese Weise e unte1· einer der folgenden Formen 

d.ö 14 d rß d8' 16 d 6' 
e=8c6n1-Sn•-=-3n3 -·-- e=lOD'n -3n1-=-3n3 --· "' "' ds "' ds !. ' ... 1 ... ds ... ds ll! 

(l s (ls 
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Führt man die Rechnung in der einen oder a.ndern Weise aus, so findet 
man, dass die Invariante der Kegelschnitte 

€ = 36~2~1 + 40~13 - 45~~1~2 + 9~~~3 
ist. Endlich gestatten die Formeln (10) auch noch, e längs einer beliebigen 
Curve als Function der Haihaxen des osculierenden Kegelschnitts auszudrücken: 

r.1 __ 27 H ~ a1 + b1 .!§ d 1 
"'- ~sd 4' €=-27(1sd---~~· 

8 (abjS 8 (ab)-:1 

Der letzte Ausdruck führt, da. bekanntlich nab den Flächeninhalt der durch 
die Halba.xen a und b befinierten Ellipse misst, zu der Bemerkung von 
Grave, dass die eine Curve in einem Punkte M osculierende Ellipse 
nicht einen constanten Flächeninhalt bewahren kann, wenn M die 
Curve durchl!!.uft. Hinzugefligt sei, dass das Zeichen von € dazu dient, zu 
erkennen, ob der genannte Flächeninhalt zu- oder abnimmt. Wenn er 
ein Minimum oder ein Maximum wird, so verschwindet e, mithin 
steigt die Berührung mindestens bis zur fünften Ordnung. 

d) Bemerkenswert sind die Curven, welche durch die Invariante 

3(1., p.) = 1(1' + (p. + 1)~1'- ~<'s 

definiert werden, für jedes W erlepaar 1, p.. So z. B. unterscheiden sich 

3 (s, ~) und 3 ( 6, ~) nicht von tf und von c6; die Kettenlinien gleichen 

Widerstandes sind charakterisiert durch 3 (1, 1), die logarithmischen 
Spiralen durch 3 (0, 0), und allgemeiner ist B (0, ~A-) die Invariante der
jenigen Curven, bei welchen der Bogen proportional der ( 1 - p. )-ten Potenz 
des Krümmungsradius ist; 3 (1., 0) ist die Invariante der durch die Gleichung 

s-j dq 
- ~ 

dargestellten CUl-ven; u s. w. Sind 1 und p. von Null verschieden, so flihrt 
die Integration von Cl = 0 zu der natürlichen Gleichung 

welche im besandem die Ribaucour'schen Curven und die Sinus
spiralen vom Index n (§§ 41, 43) darstellt,· je nachdem man die eine oder 
die andere der folgenden Annahmen macht: 

n - 1 n + 1 n (n - 1) n 
1 = n + 1 ' I' = n - 1 ; 1. = (n +-i)1 ' fA- = n - 1 • 

Für 1 fA- = ~ stellt dieselbe Gleichung die bemerkenswerten Curven dar 

(§ 46), deren osculierende Kreise, nach einem constanten Verhältnis ver
grössert, eine feste Gerade berühren. Bemerkt man ferner, dass 

~; = 21(11 - (Ia + (21' + 1) q1 q1 
aB q 
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ist, so sieht man sofort, dass, wenn 2p. + 1 = 0 ist, die Invariante der 
Evoluten 2J.q- q2 ist. Da dies die Invariante der cycloidalen Curven 
q' = 2J.s2 + · . · ist, deren jede im allgemeinen die Evolute einer analogen 
Curve ist, so kann man sagen, dass die durch die Invariante 

Cl (1, - ~) definierten Curven gewisse Parallelcurven zu cycloi

dalen Curven sind. Derartige Curven sind (vgl. §§ 41, 43, 46) die 

Ribaucour'sche Curve vom Index - ~ , die Sinusspirale vom Index ~ und 

die krumme Linie, welche alle um die Punkte einer Cycloide beschriebenen 
Tangentialkreise der Directrix beriihrt; sie ist Parallelcurve einer gewissen 
andern Cycloide. Bei allen diesen Curven führt die geometrische Inter
pretation der Gleichung Cl = 0 zu der folgenden sehr einfachen Construction 
des dritten Krlimmungsceutrums, falls die beiden ersten bekannt sind: Teilt 
man OM im Verhll.ltnis von J. zu 1- J. und 001 im Verhll.ltnis 
von (14 + 1) 1 zu 1 - (p. + 1) J. und errichtet in dem ersten Teil
punkte ein Lot auf der Geraden, welche ihn mit dem zweiten ver
bindet, so geht dieses Lot durch 01 • 

e) In analoger Weise kann man die in § 37 definierten Curven unter
suchen. Setzt man 

p = (n- 1)Sqll + (n + l)llql• + (n'- 1) (qls- q~,)' 

H = n ~ 1 [(n- 1)Bqs + (n + 1)11ql'J + (nll- 1) (qlB- f!()s)' 

so findet man, dass die Invariante der genannten Curven 

C = 2n(l1 [(2n -1) P- 2 (n + 1) H] + (n- 1) (n1-1) (! (f!1()g- qq8) 

ist, und dass der Leitkreis sein Centrum in dem Punkte 

(13) (n1 - 1) ~·~1 (n _ 1)•~s 
X= p ' '!J= p 

und den Radius 

R = (n- 1) ~·v- (n + 1) H 

hat. Daraus folgt sofort, dass P und H die Invarianten der Riba.ucour'schen 
Curven (B = oo) und der Sinusspiralen (R = 0) sind und dass die Glei
chung des Leitkreises 

~"+y•-;(n -1) q1 [(n + 1)q1~ + (n-1) I!Y) + n~ 1 (n-1)11 q4 = 0 

ist. Dieselbe reduciert sich bei den Ribaucour'schen Curven auf 
n+1 n+l q1 '!}=--q--- ·-:c. 

2 n-1 (I 
(14) 

§ 66. 'Übungsbeispiele. 

a) Den Ort der Mittelpunkte der osculierenden Kegelschnitte 
einer gegebenen Curve zu bestimmen. Die Coordinaten des Mittelpunktes 
kann man aus den Fonnein (13) für n = - 2 ableiten oder auch aus den 
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Formeln (3) des vorigen Kapitels, indem man darin die Werte (8) und (9) 
einträgt. Wendet man auf diese Coordinaten 

(15) 

das gewöhnliche Verfahren (§ 15) an, so erhält man 

Bx e~ By ae~ 
ds = 6'-,- ' ds = .!1'1 ' 

und man sieht, dass die Tangente durch JJI hindurchgeht. Ferner wird 

e ,;9 ~~+ ~~ , - e~ (9 2 + 2)% " = p1 Y ~ ~1 ' ~ - ps ~ !,>1 • 

liian findet z. B. im Falle der Hypocycloide mit drei Spitzen (9s2 +~,>2=Const.) 
Y'= 36a2 , eß = 45a2 , e =- 3240a2s. Fixiert man in geeigneter Weise 
den Sinn und den Anfangspunkt der Bogen, so liefern die vorhergehenden 
Formeln 

, 1ös1 

s =--
4a ' 

, 15sp 
(> =-

8a 

und scbliesslicb 9s'2 + 4~,>'2 = Const. Der gesuchte Ort ist also eine Hypo
cycloide mit sechs Spitzen, wovon drei mit denen der gegebenen Curve 
zusammenfallen. 

b) Die Enveloppe der Leitlinien der eine gegebene Curve oscu
lierenden Parabeln zu finden. Aus der Formel (14) erhält man für 
n = - 2 die Gleichung der Leitlinie. Differenziert man dieselbe, so kommt 

(~,>2 - 3~,>)x + 4~,>1 Y + 2~,>~,>1 = 0, 

und aus beiden Gleichungen ergiebt sich x = 0, y = - t. Also be

rührt die Directrix ihre Enveloppe auf der Normale der Curve. 
Wendet man auf die Coordinaten des Berührungspunktes die gewölmlichen 
I•'undameuta.lformeln an, so erhält man 

3 
' (9~'+ ~ ')~ 

(> = 29' 1 
"= f9~1 + c.>tl 

2~ ' 
(16) 

Für die Hypocycloide mit drei Spitzen erhält man ~' = ~ a. Also be

rühren die Leitlinien der osculierenden Parabeln einer Hypocy
cloide mit drei Spitzen sämtlich den Leitkreis. 

c) Dagegen werden für eß = 0, da sieb alsdann iP auf - (9~,>2+ (>12) 

reduciert, die Formeln (16) 

d. h. 

'- .!_,;9 2+ 2 ' Je.>' Q - 2 r 1,> 1?1 , s = Q"ds, 

Q' = ~ (l (n l' 8' = ~ J v:: ~~ at ' 

und durch Elimination von (> entnimmt man daraus 
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Also berühren die Leitlinien der osculierenden Parabeln einer 

gleichseitigen Hyperbel eine Sinusspirale vom Index - ~ · 
d) Den Ort der Brennpunkte der osculierenden Parabeln 

einer gegebenen Curve zu finden. Wenn man beachtet, dass der Brennpunkt 
inbezug auf die Tangente symmetrisch ist zu der Projection von M auf die 
Directrix .(§ 33, a), so findet man, dass seine Coordinaten 

sind. Mithin ist 

3(11(1 
:X:=- 1 

2 (9(11 + (11 ') I 

IJ:r: (9t~'- (1, ')" 
ds = 2 (9(11 + q1 ') 1 ' 

Diese Formeln sagen uns, dass die Normale des Ortes der Brenn
punkte die Strecke M 0 im Verhältnis von 1 zu 3 teilt und dass die Tan
gente den von M aus gerechneten Abschnitt halbiert, welchen die Leitlinie 
auf der Tangente von (M) bestimmt. Ferner erhält man 

~=2(~-1), ..,(1,=2(3~-5)· 

Z.B. ha.t man, wenn 9 s1+()1= Const. ist, 8 = 2 s, €!' =~f!, 9s'1+ 25 {A= Const. 

Also gehören die Brennpunkte der osculierenden Parabeln einer 
Hypocycloide mit drei Spitzen einer Epicycloide an, welche die
selben Spitzen hat. Auf ihnliehe Weise liefern, wenn c6 = 0 ist, die 

letzten Formeln s' = j s, €!' = 1
1
0 f!, und daraus lässt sich leicht ableiten, 

dass die osculierenden Parabeln einer gleichseitigen Hyperbel ihre 
Brennpunkte auf einer der Curven haben, die durch die Invariante 

:J (:1" i} definiert sind. Endlich liegen bei jeder Curve der durch 

die Invariante :J (-{, - ~) definierten Familie die Brennpunkte 

der osculierenden Parabeln in gerader Linie. Es ist zu bemerken, 
dass diese Curven gerade diejenigen sind (§ 55, d), deren osculierende Kreise, 

von den entsprechenden Berührungspunkten aus auf ~ verkleinert, eine feste 

Gerade berlihren. 
e) Den Ort der Mittelpunkte der osculierenden gleichseitigen 

Hyperbeln einer gegebenen Curve zu bestimmen. Für c6 = 0 liefern 
die Formeln (15) 

X= - 3(1'(1, 9(11 
9(11 + (1, 1 ' 'II =- 9(11 + (1, 1 j 

ferner findet man 

b (9(11 - (1, ') 1!15 IJy 61!15(1(11 
ds == (9(11 + (11 ')' ' ds =- (9~'+ (11 ')1 ' 
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und leitet daraus ab 
1 Jl ;=;s-1, 

Im besondem wird, wenn 9s2 + (!2 == Const. ist, s' = 5s,. (! 1 = ~s, 
9s'2 + 49(!'1 = Const., mithin liegen die Mittelpunkte der osculie
renden gleichseitigen Hyperbeln einer Hypocycloide mit drei 
Spitzen auf einer sternförmigen Epicycloide, welche dieselben 
Spitzen hat. Endlich bilden die Curven, welche von gleichseitigen 
Hyperbeln, deren Mittelpunkte in gerader Linie liegen, osculiert 

werden, die durch die Invariante ;J (~, {) charakterisierte Fa

milie. Sie gehören (§ 55, d) derselben Klasse a.n, wie die am Ende des 
vorigen Übungsbeispiels gefundenen, abgesehen von der Änderung des Ver-

hältnisses ~ in - {. 

f) Die vorhergehenden Rechnungen lassen sieh allgemeiner bei den 
durch die Invariante C definierten Curven ausfiihren. So leitet man aus 
den Formeln (13) a;b 
( 17) iJ:e (n + 1) C (11 iJy (n- 1) C(l 

ds = - P 1 ds = - P 1 

und man sieht S!)fort, dass die Tangente des Ortes der Mittelpunkte der 
Leitkreise durch ;M hindurchgeht. Die Curve, welche an die Stelle der 
Hypocycloide mit drei Spitzen tritt, ist immer eine Hypoeyeloide (n < 0) 
oder eine Epicycloide (n > 0) und wird durch die Gleichung 

(18) (n -1)2sll + (n + 1)2(12 = a2 

dargestellt. .l!'ür dieselbe ist 

P- 2n (n- 1)1 , H _ (2n- 1) (n- 1)1 2 
- (n + 1)• a ' - (n + 1)s a ' 

Wenn H = 0 ist, so führen die Formeln ( 1 7) zu den folgenden 
1 P (I n-1 P 
;=H- 1 ~'=n+1·H- 1 ' 

mit deren Hilfe man den Ort der Pole der Sinusspiralen vom Index n 
bestimmt, die eine gegebene Curve osculieren; und wenn diese die Curve 

(18) ist, so findet man eine analoge Curve, die dem Werte 2 -.!. von n n 
entspricht. 



Fünftes Kapitel. 

Die Rollcurven. 

§ 57. 

Wenn eine Curve (M0) auf einer in der Ebene festen Curve (M) 
fortgerollt wird, ohne dabei zu gleiten, so sagt man, dass (M0) sich 
auf (M) abwickelt, die Curven, welche von den mit der beweglichen 
Curve fest verbundenen Punkten beschrieben werden, heissen Roll
curven, und die feste Curve ist die Basis dieser Rollcurven. Mit 
der Bezeichnung Rollcurve soll nicht eine Curve von specieller Natur 
gemeint sein (da ja bei passender Wahl von (M) und (M0) jede 
Curve eine Rollcurve ist), sondern nur die Aufmerksamkeit auf eine 
Erzeugungsweise der betrachteten Curve gelenkt werden. Zu den Eigen
schaften, deren sich die Rollcurven erfreuen, kann man oft mit Hilfe 
von einfachen und eleganten geometrischen oder kinematischen Be
trachtungen gelangen. Dieselben haben jedoch nicht jenen Charakter 
analytischer Gleichförmigkeit, der die V erfahrungsweisen der natürlichen 
Geometrie auszeichnet und sie in so hohem Maasse geeignet für die 
Untersuchungen der Infinitesimalgeometrie macht. lnbezug auf die 
Tangente und die Normale, welche die bewegliche Curve und die feste 
Curve im Berührungspunkte M gemein haben, müssen die Coordinaten 
x und. y eines mit der beweglichen Curve fest verbundenen Punktes P 
den Bedingungen für Unbeweglichkeit genügen 

(1) :~ = !~ - 1 ' :~ = - : . 

Andrerseits sind die Variationen, welche die genannten Coordinaten in 
der festen Ebene erfahren, durch die Formeln (§ 12) 

(2) 

gegeben, vorausgesetzt, dass man den Sinn der Normalenrichtung bei 
der festen Curve umkehrt, und da auf Grund der Definition ds = ds0 

ist, so gehen die Formeln (2) mit Hilfe von (1) in 
CesAro·Kowalewski, uatürl. Geometrie. 2 Anfl 6 
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(3) 
über, wo 

(4) 
1 1 1 -=-+-til f! (>o 

gesetzt worden ist. Dividiert man also die Formeln (3) durch einander, 
so sieht man, dass die Neigung der Tangente von (P) gegen die Tan~ 

gente von (M) durch die Formel tg & =-; gegeben ist; wenn 

also r und 0 die Polarcoordinaten von P sind, so ist & = 0 + ~, 
d. h. die Normale von (P) im Punkte P geht durch JJ;f. Ausser~ 

dem ergiebt sich aus denselben Fortnein (3), dass das Verhältnis des 

Bogenelements von (P) zu demjenigen von (M) "= i ist, d. h. es wird 

(5) 

Auch hat man bekanntlich (§ 15), wenn die positiven Richtungen der 
Tangente und der Normale von (P) derart fixiert werden, dass sie 
durch ·eine gemeinsame Drehung mit den auf (M) bezüglichen zum 
Zusammenfallen gebracht werden können, 

1( 1 d,O. 
i' = ~- ds · 

Inzwischen ist wegen der Unbeweglichkeit von P in. der Ebene von (M0) 

die Bedingung 

erfüllt. Folglich ist 

d. h. 

(6) 

d& _ dO _ 1 + sin 8 ds- ds0 -- (>0 -r-

1t 1 sinO 
i' = gj - -1.-' 

Drückt man die rechten Seiten von (5) und (6) als Functionen von 
s0 (oder von s) aus, so führt die Elimination dieser Variablen in jedem 
Falle zu der natürlichen Gleichung der Rollcurve. 

§ 58. 

Auch die Formel (6) lässt eine einfache geometrische Deutung zu. 
Wenn C, 001 0' die Krümmungseeutra der Curven (M), (M0), (P) sind, 
und wenn sich 0 auf PM in L projiciert und man mit Q den
jenigen Punkt von P00 bezeichnet, welcher auf der in M auf PM 
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errichteten SenkrechteR liegt, so gehört der Punkt 0' 
der Geraden QO an. In der That giebt, wenn N ll 

der Schnittpunkt von QO und PM ist, die Transversale 
P Q 00 in dem Dreieck 0 MN 

P N CC0 Q N ~ + ~o MN ~ P N- r 
PM= MO~· qc= ~· ML = Di' ~sin8 

r PN-r 
=äi·-y-

woraus man suecessiv ableitet 
PN r' 

PN-r= llly' PN=, ,.sm =f!'=PO', 
r- y 

83 

Flg. Si. 

d. h. N ist gerade C'. Um also 0' zu construieren, genügt es, die 
Gerade PC0 mit der auf PM in M errichteten Senkrechten 
zum Schnitt zu bringen und den so erhaltenen Punkt mit 0 
zu verbinden: diese Verbindungsgerade schneidet PM in 0'. 

§59. Anwendungen. 

a) Ein Kreis vom Radius t. wickelt sich auf. einem andern ab, der 
den Radius R hat: welches ist die von einem Punkte P der Peri
pherie des ersten Kreises erzeugte Rollcurve? In den obigen For
meln hat man zu setzen 

~ = R, ~o = t-, 0 = _!_ r = 2-t. sin 0 . 
2-t.' 

Werden die Bogen der Rollcurve in umgekehrtem Sinne von dem Punkte 
aus gerechnet, in welchem die Normale auch Normale der Basis ist 

(o = i), so liefern die Formeln (5) und (6) 

' 4-t.' 0 ' 4-t.' • 0 
S = "7f COS 1 ~ = 2 -t. _ 8l SlD 1 

und aus ( 4) erhält ma.n 

6l = R ~ t. ' 2 t. - 6l = ~ t ~t. t.. 
Setzt man also 

4t-1 t. 4t.1 R + t. 
a = 61 = 4 R (R + t-), b = 2 -t- _ lll = h R + 21:., 

so ist die Gleichung der Rollcurve 
s'' ~·~ 

(7) a' + 1Jf = 1. 

Umgekehrt hat man, wenn diese Gleichung gegeben ist und a und b die 
positiven Wurzeln von a1 und b1 sind, 

ab' 1 ab 
R=a'-b" t.=+lia±b' 
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Also kann man jede Curve ( 7) in zwei Weisen ·als erzeugt von einem 
Punkte eines Kreises betrachten, der sich auf dem Leitkreise abwickelt. 
Wenn im besondern ein Kreis sich auf einer Geraden abwickelt, 
so beschreibt jeder seiner Punkte eine Cycloide. Ist a2 > b2, so 
ist einer der Werte von -t positiv wie R, der andere ist negativ, aber 

Ep. 
Fig. S3. 

Hyp. 

absolut genommen grösser als R, so dass 
der bewegliche Kreis immer ausserhalb der 
Basis liegt. Dagegen haben für a2 < b2 

die beiden Werte von -t. dasselbe, dem
jenigen von R entgegengesetzte Zeichen 
und sind, absolut genommen, kleiner als R. 
In diesem Falle liegen die beweglichen 
Kreise innerhalb des festen Kreises, und 
in allen Fällen. ist die algebraische Summe 
der beiden Werte von -t. gleich - R. 

Demnach hat man eine Hypocycloide oder eine Epicycloide, je nachdem 
der erzeugende Kreis sich innerhalb oder ausserhalb des Leitkreises 
bewegt. 

b) Zu den vorstehenden Resultaten gelangt man auch mit Leichtigkeit 
unter Benutzung der in § 58 angegebenen Construction. Aus dieser 

Flg. 34. 

Construction ergiebt sich sofort, dass das Krümmungs
eentrum der Rollcurve (P) sich auf demjenigen 
Durchmesser des festen Kreises befindet, welcher 
durch den Punkt hindurchgeht, der auf dem beweg
lichen Kreise dem Punkte P diametral gegenüber
liegt. Dies vorausgeschickt sei Q der genannte Punkt und 
N der zweite Schnittpunkt der Normale PM mit der Direc
trix. Es ist leicht, zu beweisen, dass ON parallel PQ ist. 
Projiciert man nun das harp1onische Quadrupel PC0 Q oo 
von C aus auf die Normale, so erhält man PM C' N. Also 
ist C' harmonisch conjugiert zu P inbezug auf MN Daraus 

folgt, dass das Krümmungscentrum von (P) der Polare von P in
bezug auf den Leitkreis angehört. Andrerseits ist bekannt (§ 40, c), 
dass diese Eigenschaft die cycloidalen Curven charakterisiert. Ist eine der
artige Curve durch die Gleichung (7) gegeben, so hat man sich, um R 
und -t. zu berechnen, daran zu erinnern, dass die Coordinaten des Mittel
punktes des Leitkreises 

(8) b's 
x = as- b'' 

sind, und zu beachten, dass die erste in den Spitzen (() = 0, s = ± a) 
den Wert ± R annehmen muss und die zweite den Wert R + 2-t. im 
Anfangspunkte (s = 0, (! = ± b). Man erhält dann sofort 

ab1 a'b 
R = .----b' ' R + 2-t. = ± -.--b' . a- a-

c) Jetzt wollen wir eine cycloidale Curve auf einer Geraden abwickeln 
und die Rollcurve suchen, die vom Mittelpunkte des Leitkreises 
erzeugt wird. Aus der Formel (4) erhält man, da €! unendlich ist, 
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i1l = (10 , und aus (8), wenn man diese Formeln auf die Curve (M0) an
wendet, 

1 _ b's0 1 + a'(l0 1 _ 1 b' + (a1 - bl)(l01 • 

r - (a1 - b1) 1 - a (a1 - bl)1 ' 

ferner. wird die Formel (6) 
1 _ (a1 - bl)r1 - a1 (10 1 _ a 1o' , ,.a 
? - (a1 - bl)r8 - (a1 - b')'ra' d. h. (I = il• · 

Entsprechend liefert die Formel (5) , f ar11lr 
8 = 'V(r1 - BI) (a1 B' - b1rl) • 

Daraus ergiebt sich, wenn man r aus den beiden letzten Formeln eliminiert, , 1/ d(l' 

8 = 3 -v ( 1 - :: (if) t) ( (~) i- 1) . 
Also ist die gesuchte Rollcurve ein Kegelschnitt (§ 31), dessen Axen pro
portional a und b sind, während der Parameter gleich dem Radius des 
Leitkreises ist. Im besondem beschreibt, wenn eine Pseudocycloide 
(§ 8, e) sich· auf einer Geraden abwickelt, ihr Pol eine gleich
seitige Hyperbel. Einen andern besonderen Fall erh!Ut man durch die 
Bemerkung, dass die Gleichung (7) sich in die bekannte Gleichung der 
Evolvente eines Kreises vom Radius R verwandelt, wenn man den Anfangs
punkt in eine Spitze verlegt, 8 und (I mit b multiplieiert und dann a und b 
ins Unendliche wachsen lässt derart, dass das Verhältnis von b1 zu a nach 
R convergiert. Unter diesen Bedingungen stellt die letzte natürliche Gleichung 
in der Grenze eine Parabel dar, und es beschreibt also, wenn die Evol
vente eines Kreises sich auf einer Geraden abwickelt, der Mittel
punkt des Kreises eine Pa.rabel. 

d) Bei einer Sinusspirale vom Index n genügen bekanntlich (§ 37) die 
Coordinaten des Pols der Bedingung r 11 = (n + 1) (loY1 mithin giebt, wenn 
man (I unendlich gross annimmt, so dass 1/1, = (lo wird, die Formel (6) 

, r 8 n+ 1 
f! = r•- (lo'Y = -n-r. 

Also ist der Krümmungsradius de1· von dem Pol beschriebenen Rollcurve 
proportional zu dem zwischen der Rollcurve und ihrer Basis enthaltenen 
Normalenabschnitt. Andrerseits wissen wir (§ 42), dass diese Eigenschaft 
die Ribaucour'schen Curven charakterisiert, deren Index n' mit n durch die 
Relation 

2 n+ 1 , n -1 
n' + 1 = ---;;--' d. h. n = n + 1 

zusammenhängt. Wir finden auf diese Weise das folgende Theorem von 
Bonnet: Wenn eine Sinusspirale vom Index n sich auf einer Ge
raden abwickelt, so beschreibt ihr Pol eine Ribaucour'sche Curve 

n-1 . 1 1 
vom Index n+ 1 . Setzt man z. B. succesSlv n == 0, - 2 , B' u. s. w., 
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so sieht man folgendes: Wenn eine logarithmische Spirale sich auf einer 
Geraden abwickelt, so beschreibt ihr Pol eine Gerade; wenn eine Parabel 
sich auf einer Geraden abwickelt, so beschreibt ihr Brennpunkt eine Ketten
linie; wenn eine Cardioide sich auf einer Geraden abwickelt, so bewegt 
sich ihre Spitze parallel zu einer Astroide; u. s. w. Das Theorem von 
Bonnet lässt sich auch aus der in § 58 angegebenen Construction ableiten, 
auf Grund deren die Gerade P00 durch den Schnittpunkt der durch 0' 
und durch M zur Basis und zu PM gezogenen Senkrechten hindurchgeht. 
In der That hat man, wenn N die Projection von 00 auf PM ist, nach 
der Definition der Sinusspiralen 

PN PG0 PM "thin PM n n' + 1 
n =NM= QG0 =MG'' ml PG' = n+ 1 = -2-.-' 

wenn n' =: + ~ ist, und die letzte Proportion definiert gerade die 

Ribaucour'schen Curven vom Index n'. 
e) Auf welcher Curve muss sich eine Sinusspirale abwickeln, wenn ihr 

Pol eine Gerade beschreiben soll? In diesem Falle ist es ~ ', welches un
endlich sein soll, folglich muss man haben 

,.2 =llly = (n + 1) (lol/ 1 mithin (10 =-n~ 1 ~· 
Ist also 

die Gleichung der Spirale, so ist die der unbekannten Basis 

Nun beachte man, dass dies die Gleichung einer Ribaucour'schen Curve ist, 
deren Index n' mit n durch die Relation 

n' + 1 n" , 
-,--1 = --1 , d. h. n = 2n - 1 n- n-

zusammenhängt. Die Curve, auf welcher sich eine Sinusspirale vom 
Index n abwickeln muss, wenn ihr Pol eine Gerade beschreiben 
soll, ist also eine Ribaucour'sche Curve vom Index 2n- 1. Man 
muss jedoch darauf achten, die beiden Curven so zu legen, dass sie nur, wenn n 
zwischen - 1 und 0 enthalten ist, einander die convexen Seiten zukehren. 
Andernfalls hat man 

und der Pol beschreibt eine Ribaucour'sche Curve vom Index 2 n + l . 
2n 1 

f) Bei der Abwickelung eines Kegelschnitts auf einer Geraden erzeugen 
die Brennpunkte wichtige Curven, welche man als Delaunay'sche Curven 
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bezeichnet hat. Wir haben an einer andern Stelle (§ 32) gesehen, dass die 
Coordinaten eines Brennpunktes, r und 6, den Relationen 

(9) r (2a- r) = a(l0 sin 6, a(l0 sin8 6 = b2 

genügen. Auf Grund der ersten liefert die Formel (6) 

(10) 
1 1 1,10 ein 6 1 2a - r 1 1 
(I'=-:;--,-.-=-:;-ar- = a --:; · 

Inzwischen erhä.lt man aus der natürlichen Gleichung. der Kegelschnitte 

dso = - abd(lo ' 

3 V(a1 - (ab(l0)t)((ab(l0)"i-- b') 
nnd (lo lässt sich als Function von r ausdrücken, indem man 8 aus den 

Gleichungen (9) eliminiert. Man findet (ab(l0)f = r (2a- r); ferner liefert 
die Formel (5) , J abdr 
(ll) 8 = (2a-r)Vk1 a 1 -(r-a)11 

wenn man mit k die Excentricitii.t bezeichnet. Die Elimination von r aus 
(10) und (11) führt zu der Gleichung 

(12) s-, ~ abd(l' 
- ((l'-2a)yk1 ((1'-a)1 -a11 

woraus man durch Ausführung der Integration die 
der Delaunay'schen Curven gewinnt: 

s' 
1 + k1 - 2k cos-

' a (I = a--:----..--
k (k- cos~) 

(13) 

natürliche Gleichung 

Man erhält Curven von zwei dm·chaus verschiedenen Typen, je nachdem die 
positive Zahl k kleiner oder grösser als 1 ist, d. h. je nachdem der er
zeugende Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist. Die Curven 
vom ersten Typus nennt man auch eUiptische Kettenlinien, diejenigen 
vom zweiten hyperbolische Kettenlinien. Der Fall k = 1 (Parabel) 
ist bereits bei den vorletzten Anwendungen betrachtet worden. Übrigens 
liefert unsere Formel (10), wenn a unendlich wird, (I'=- r, eine 
Eigenschaft, welche die Kettenlinie charakterisiert. Also erscheint die im 
eigentlichen Sinne sogenannte Kettenlinie als Grenzcurve, welche die ellip
tischen von den hyperbolischen Kettenlinien scheidet. Die wichtigste Eigen
schaft, welche im folgenden benutzt werden wird, ist durch die I<'ormel (10) 
gegeben. Man bemerke, dass man, wenn in dieser Formel (I' und r um q. 
vermehrt werden, ·r(l' = a1 erhält, eine Eigenschaft, welche früher (§ 18, m) 
untersuchte Curven charakterisiert. Zu demselben Resultate gelangt man 
auch durch die Bemerkung, dass die Parallelcurven zu der Curve ( 12) durch 
die Gleichung 

s r ab(ld(l 

J (1,1 + c)((l + c- 2a)y'k1 ((1 + c- a)1 - a1 ' 

dargestellt werden (§ 19), welche für c = a 
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(14) 

wird. Ausserdem gelangt man für c = 2a wieder zu der Gleichung (12) 
zurück, d. h. jede Delaunay'sche Curve ist zu einer congruenten 
Curve parallel. 

g) Die Delaunayschen Curven lassen sich (wenn man nicht von ihrer 
Erzeugungsweise selbst Gebrauch machen will) sehr leicht discutieren unter 
Benutzung der Formeln (9), (10) und (13), aus denen sich ergiebt 

. s' 
ksm- ,--------------, 

( 15) cot (J = a 8 , , y = a V 1 + k1 -- 2 k cos ~ , 
1-kcos-

a 

wobei in der zweiten Formel das Wurzelzeichen immer positiv gewählt sein 
soll. Die Tangente wird parallel zu der festen Geraden, wenn cot 0 ver
schwindet, d. h. für s' = 0, ± na, ± 2na, . . . Dies tritt also auf zwei 
Parallelen zu der genannten Geraden ein, zwischen denen die ganze Curve 
liegt, da die zweite Formel (15) offenbar zeigt, dass für cos ~ = ± 1 

/ 

~<I 
Fig. 35. 

/ y den kleinsten bezw. den grössten Wert 

bt 

annimmt: der grösste Wert ist ( 1 + k) a, 
der kleinste ist ( 1 -- k) a oder (k - 1) a, 
je nachdem k < 1 oder k > 1 ist. In der 
ersten Reihe von Punkten liefert die For

a mel (13) für r/ den extremen Wert a-k, 
der negativ oder positiv sein kann, und 
in der zweiten den andern extremen Wert 

a + i, der immer positiv . ist. Man sieht, 

dass nur für k < 1 die Krümmung ihr 
Zeichen wechselt, und zwar findet dies 
statt, wenn f!, unendlich wird, d. h. nach 

(13) für cos~ = k. Aus den Formeln (15) 
ersieht man, dass cos (J alsdann den Wert k erreicht, der ein Maximum ist, 
und dass y den Wert a y1 -- k2 annimmt. Also hat die Curve unendlich 
viele Inflexionspunkte im Abstande a V 1 k2 von der festen Geraden, und 
diese bestimmt auf allen Inflexionsnormalen Abschnitte von der Länge a, 
wie auch aus der Formel (10) hervorgeht, die r = a liefert für (!, = oo. 
Es ist ferner klar, dass jede Inflexionsnormale eine solche auch für alle 
Parallelcurven ist, woraus im besondern folgt, dass die Schnittpunkte der 
genannten Normalen mit der festen Geraden die Inflexionspunkte der Curve 
(14) sind, die, wie wir gesehen haben, parallel zu der betrachteten Curve 
und zu einer andern congrnenten Curve ist. Dass die beiden letzteren 
Curven parallel und rongruent sind, kann man sich leicht klar machen, wenn 
man sich zwei gleiche Ellipsen denkt, die sich auf einer Geraden abwickeln, 
indem sie inbezug auf dieselbe beständig symmetrisch bleiben: ein Brenn
punkt der einen Ellipse und der entgegengesetzte Brennpunkt der andern 
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bleiben auf Grund einer bekannten Eigenschaft der Ellipsen (§ 32) beständig 
in gerader Linie mit dem Berührungspunkte und erzeugen auf diese Weise 
zwei Delaunay'sche Curven, die congruent und parallel sind. Ganz anders 
wird das Aussehen unserer Curven, wenn k > 1 ist. Alsdann ist (!' immer 
positiv, während dagegen cot 0 unbegrenzt wachsen kann, d. h. die Curve 
hat nirgends eine Inflexion und die Tangente kann senkrecht zu der festen 

Geraden werden: dies tritt ein für cos ~ = ~, in welchem Falle man aus 

der zweiten Formel (15) y = a Vk2 1 erhält. Also trifft die im Abstande 

a Vk2 1 zu der festen Geraden gezogene Parallele die Curve in unendlich 
vielen Punkten senkrecht, und es ist klar, dass auf diese Parallele die un
endlich vielen Spitzen der Curve (14) fallen müssen, welche der Schar der 
Parallelcurven der betrachteten Curve angehört. 

§ 60. Inß.exionskreis. 

Die Formel (6) zeigt, dass Q unendlich wird für alle Punkte, welche 
der Gleichung r = f1l sin () genügen. Dieselbe definiert einen Kreis, 
den man Inflexionskreis nennt. Also ist der lnflexionskreis der 
Ort der Punkte, wel•che in einem gegebenen Augenblick ln
flexionspunkte auf ihren Bahncurven sind. Trägt man auf der 
Normale von (M0) die Strecke MH = f1l ab, so ist der lnflexionskreis 
über MH als Durchmesser beschrieben, mithin ist er auf Grund von 
(4) inbezug auf 00 ähnlich dem über MO als Durchmesser beschriebenen 
Kreise. Es ist klar, dass im Punkte Hin jedem Augenblick die In
flexionsta.ngenten zusammenlaufen. Man bemerke im besondern, 
dass jeder längs einer Geraden sich bewegende Punkt bestän
dig auf dem lnflexionskreise liegen muss und die von dem 
Punkte durchlaufene Gerade beständig durch H hindurchgehen muss. 
Wenn umgekehrt bei der Abwickelung einer Curve auf einer beliebigen 
Basis ein mit der beweglichen Curve fest verbundener Punkt nicht auf
hört sieh in jedem Augenblick auf dem lnflexionskreise zu befinden, 
so ist seine Bahncurve geradlinig, da ja die Gleichung r/ = oo eine 
Gerade definiert. Was die Spitzen der unendlich vielen Bahncurven 
anbetrifft, so ersieht man aus der Formel (6), dass im allgemeinen Q' 

nicht verschwinden kann, ohne dass r verschwindet. Also fallen die 
Spitzen der Rollcurven auf die Basis. Ausnahmsweise können solche 
in der ganzen Ebene auftreten: dies ist der Fall, wenn 9l unendlich 

wird, d. h. für Qo = - Q· Dann ist gleichzeitig u = 0, d. h. wenn die 
bewegliche Curve die feste Curve osculiert, so bleiben die mit 
der ersten fest verbundenen Punkte für einen Augenblick wie unbe
weglich und in ihnen haben die zugehörigen Bahncurven Rückkehr
punkte. Wenn dagegen &? verschwindet, d. h. wenn in den Berührungs-
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punkt eine Spitze der einen oder der andern Curve fällt, so hat man 
" = oo, ~' = 1·, d. h. der Berührungspunkt scheint gegenüber allen 
Punkten der Ebene unbeweglich und ist Krümmungscentrum von allen 
ihren Bahncurven. 

§ 61. Theoreme von Steiner und Rabich. 

Für die Rollcurven mit geradliniger Basis werden die Formeln (5) 
und (6) 

f r 1 1 (>0 sin 8 
s' = Qo ds0 , ""? = -;;-- ,.~ 

Andrerseits sind für die Fusspunktcurve von ( M 0) inbezug auf P die 
Werte von s und ~ durch die Formeln 

8" =!-!:__ ds __;,_ = .!__ (>0 sin 8 
(lo 0 ' (l 1' ,.: 

gegeben (§ 18, 1). Also ist 
1 1 1 s" = s', ------ · c!'' 11' - ,. 

In der ersten Gleichung liegt das Theorem von Steiner: Jeder 
Bogen einer Rollcurve mit geradliniger Basis ist gleich dem 
entsprechenden Bogen der Fusspunktcurve der beweglichen 
Curve inbezug auf den erzeugenden Punkt. Die zweite Gleichung 
führt zu dem Theorem von Habich. Wenn man darin das Zeichen 
von ~' umkehrt, um den in § 57 gemachten Vereinbarungen zu ent
sprechen, so erkennt maq, dass bei der Abwickelung der von P aus 
gebildeten Fusspunktcurve von (M0) auf (P) der Durchmesser des 
Irrflexionskreises gerade r ist. Inzwischen sind die Coordinaten von P 
inbezug auf die Fusspunktcurve r" = y, ()" = (J und genügen der 
Gleichung r" = r sin ()", d. h. der Punkt P gehört beständig dem 
Inflexionskreise an. Wenn also bei der Abwickelung einer Curve 
auf einer Geraden ein in der Ebene der Curve fester Punkt P 
die Rollcurve (P) beschreibt, so lässt die Fusspunktcurve der 
ersten Curve inbezug auf P, wenn sie sich auf (P) abwickelt, 
den Punkt P eine Gerade beschreiben. 

§ 62. Beispiele. 

a) Ist die Curve (M0) eine Sinusspirale vom Index n', so ist, wie wir 
wissen (§ 59, d), die Rollcurve (P), welche von dem Pol beschrieben wird, 

eine Ribaucour'sche Curve vom Index ;:-+ ~· Andrerseits ist bekannt (§ 451 a), 
dass die Fusspunktcurve von (M0) inbezug auf P eine andre Spirale vom 
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Index n' ~ 1 ist. Wir gelangen also auf einem neuen Wege (vgl. §59, e) 

zu dem Satze, dass der Pol einer Sinusspirale vom Index n' ~ 1 = n, 

die sich auf einer Ribaucour'schen Curve vom Index :: + ~ = 2n - 1 ab
wickelt, eine Gerade beschreibt. 

b) Ist (M0) ein Kegelschnitt, so ist die von einem Brennpunkte er
zeugte Rollcurve (P) eine Delaunay'sche Curve, und man weiss (§ 32), dass 
die Fusspunktcurve des Kegelschnitts inbezug auf P der über der Focalaxe 
als Durchmesser beschriebene Kreis ist. Man bemerke, dass umgekehrt jeder 
Kreis, wie man auch den Punkt P in seiner Ebene fixieren mag, die Fuss
punktcurve eines ganz bestimmten Kegelschnitts ist, der seinen Brennpunkt 
in P hat. Also ist die Curve, auf welcher man einen Kreis ab
wickeln muss, wenn ein gegebener Punkt in seiner Ebene eine 
Gerade beschreiben soll, eine Delaunay'sche Curve. 

§ 63. 

Wenn der Punkt P in der Ebene von ( M0) nicht fest ist, so muss 
man vor allem die Bahncurve kennen, die er in der genannten Ebene 
beschreibt und die Lage, welche er in jedem Augenblick auf derselben 
einnimmt. Zu dem Ende genügt es, den Krümmungsradius r/' der 
Bahncurve und das Verhältnis x0 ihres Bogenelements zu demjenigen von 
(M0) zu geben, so dass diese Grössen als bekannte Functionen von s0 

zu betrachten sind. Wir wollen uns auf die Untersuchung des ein
fachsten Falles beschränken, wo die Bahncurve beständig orthogonal 
zu den Radien PM ist. Aus dieser Bedingung muss sich eine Be
ziehung zwischen x0 und (! 11 ergeben. Um die Rechnungen etwas ab
zukürzen, wollen wir die Lagen M' und P' betrachten, welche M und 
P in .der festen Ebene nach einer unendlich kleinen Rollbewegung von 
(M0 ) auf (M) annehmen, so dass MM'=ds, PP'=xds ist. Die Ge
raden PM und P' M' treffen einander in dem Krümmungscentrum 0' 
der Bahncurve von P in der festen Ebene, und man hat offenbar 

PP' M M' . x sin 8 
PC' = MG' sm 0, d. h. Q' = r/ - r. 

Die Schlussweise gilt auch für den Fall, dass man die V errückung von 
P in der beweglichen Ebene betrachtet, mithin ist 

(16) 1/ sin 6 
"= Q' -I"' 

t/' sin () "= ---· o q"- r 

Dies vorausgeschickt hat man, da die Variationen der Coordinaten von 
P in der beweglichen Ebene die Producte des Bogenelements "0 ds0 mit 
sin 0 und - cos () sind, 

By X 
d8=-"or · 

0 
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Trägt man ferner diese Werte in die auf die bewegliche Curve bezüg
lichen Fundamentalformeln ein, so gewinnt man daraus 

da; ("o 1) dy ("o 1) -= -+- y-1, -=- -+- x. ds0 r (10 ds0 r (10 

Mithin werden die auf die feste Curve bezüglichen Formeln 

~: = (~ + ~)y, ~~ = -(~ + ~)x. 
Also geht auch im vorliegenden Falle die Normale der Rollcurve durch 
den augenblicklichen Berührungspunkt, d. h. die beiden Bahncurven 
von P berühren einander. Man ersieht überdies· aus den letzten 
Formeln, dass das Verhältnis des Bogenelements der Rollcurve zu dem 
der Basis 

(17) 

ist. Ist die Function "o gegeben, so lehrt die Formel (17) den Bogen 
der Rollcurve kennen, und die erste der Formeln (16) gestattet alsdann 
ihre Krümmung zu berechnen. 

§ 64. Formel von Sa.va.ry. 

Setzt man in (17) für " und "o die Werte (16), so erhält man 

(18) 
1 1 1 

(I' - r- (I"- r = 111 sin 0 • 

Dies ist die wichtige Formel von Savary, welche sich für ~" = 0 
auf (6) reduciert und bei der Bestimmung von Q' immer an Stelle der 
ersten Formel (16) gesetzt werden darf. Wenn nämlich :x0 gegeben 
ist, so ist auch die Function Q" mit Hilfe der zweiten Formel (16) 
bekannt. Geometrisch interpretiert, gestattet die Formel von Savary 
das Krümmungscentrum C' der Rollcurve zu construieren, wenn man 
das Krümmungscentrum 0" der Bahncurve des erzeugenden Punktes in 
der beweglichen Ebene als bekannt voraussetzt. Sie sagt uns in der 
That, dass die Senkrechten auf PM und auf der Tangente von 
(M) im Punkte M, welche bezüglich durch M und durch C' 
hindurchgehen, einander auf HO" treffen. Man kann den Punkt H 
ausschalten durch die Bemerkung, dass sich die Geraden 00' und 
00 0" auf dem Lote treffen, welches in M auf PM errichtet 
ist. Man findet auf diese Weise, wenn C" mit P zusammenfallt, die 
in § 58 angegebene Construction wieder. 
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§ 65. Enveloppen. 

Wenn sich (M0) auf (M) abwickelt, so umhüllt (§ 16) jede in der 
Ebene von (M0) feste Curve eine gewisse Curve (P). Jeder Punkt P 
lässt sich als gemeinsamer Punkt von zwei unendlich benachbarten 
Lagen der betrachteten Curve ansehen, d. h. als fest in der Ebene der 
Curve (M0), während diese unendlich wenig auf (M) fortrollt. Also 
geht (§ 57) die Normale der Enveloppe, der Bahncurve von P in der 
festen Ebene, durch M, d. h. die betrachtete Curve berührt ihre 
Enveloppe im Fusspunkte der Senkrechten, welche sich auf 
sie von M aus fällen lassen. Es gelangt auf diese Weise die 
Voraussetzung des § 63 zur Realisierung, d. h. der Punkt P be
wegt sich auch in der Ebene von (M0) senkrecht zu PM. Hat man 
also die Coordinaten r und () von P, der senkrechten Projection des 
Anfangspunktes M auf die betrachtete Curve, gefunden, so wird es 
genügen, sie in die Formeln (16) und (17) einzusetzen, um in jedem 
Falle zu der natürlichen Gleichung der Enveloppe zu gelangen. 
Man wende endlich die Formel von Savary auf denjenigen mit (M0) 

fest verbundenen Punkt 0" an, der in einem gegebenen Augenblick 
mit dem Krümmungscentrum der beweglichen Curve in dem Punkte, 
wo diese ihre Enveloppe berührt, zusammenfällt. Ist~", der Krümmungs
radius der Bahncurve von 0", so hat man in (18) ~", und 0 an Stelle 
von.~' und f!" zu setzen und r- (!" anstatt r. Dies kommt auf eine 
Ersetzung von ~, durch ~" + ~", hinaus. Also ist ~, = ~" + t(', 
d. h. das Krümmungscentrum der Bahncurve des betrachteten Punktes 
fällt mit dem Krümmungscentrum der Enveloppe der beweg
lichen Curve zusammen. 

§ 66. 

Um auf die Gerade die vorhergehenden Formeln anzuwenden, hat 
man anzunehmen ~" = oo. Unter diel!ler Voraussetzung liefert die 
zweite Formel (16) "o = sin 6; ferner lehrt die Formel (17) den Wert 
von " kennen, und aus (18) gewinnt man ~'- Man erhält auf diese 
Weise 

(19) s' = j' (sin () + i) ds, ~, = r + lil sin (), 

wo r und 8 die Coordinaten der Projection P von M auf die be
trachtete Gerade sind. Da diese in der Ebene von (M0) gegeben ist, 
so lassen sich r und () als Functionen von s0 oder von s ausdrücken; 
alsdann ergiebt sich durch Elimination von s aus den Gleichungen (19) 
die natürliche Gleichung der Rollcurve (P). 
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§ 67 . .Anwendung. 

Wenn eine Ribaucour'sche Curve vom Index n sich auf einer Geraden 
abwickelt, so berührt ihre Directrix, welche auf der Normale von M aus 

gerechnet einen Abschnitt ~ (n + 1) (Jo bestimmt, die zugehörige Enveloppe 

im Fusspunkte P des Lotes, das von M aus auf sie gefällt ist, mithin 

hat man ,. = ~ (n + 1) (Jo sin 8. Trägt man diesen Wert in die zweite 

Formel (19) ein, in welcher 9l = (Jo ist, so findet man 

, n-1 
wo n = n+B ist, 

und gelangt so zu dem folgenden Theorem von Dubois: Wenn eine 
Ribaucour'sche Curve vom Index n sich auf einer Geraden ab
wickelt, so umhüllt ihre Directrix eine Ribaucour'sche Curve vom 

n-1 
Index n + 3 Setzt man z. B. n = 1, 0, -2, u. s. w., so findet man 
folgendes: Wenn ein Kreis sich auf einer Geraden abwickelt, so umhüllt 
jeder seiner Dw·chmesser eine Cycloide; die Directrix einer Cycloide, die 
sich auf einer Geraden abwickelt, bleibt parallel zu den Tangenten einer 
Astroide; die Directrix einer Parabel, die sich auf einer Geraden abwickelt, 
berührt fortwährend eine Kettenlinie; u. s. w. 

§ 68. Riiokkehrkreis. 

Die zweite Formel (19) zeigt, dass man (! 1 = 0 hat, wenn r =- i1l sin (} 
ist, d. h. wenn P einem Kreise angehört, der symmetrisch zu dem In
flexionskreise (§ 60) ist inbezug auf die Tangente von (M) im Punkte M. 
Diesen Kreis nennt man Rückkehrkreis, da er der Ort der Spitzen 
ist, die in einem gegebenen Augenblick auf den Rollcurven auftreten, 
welche die Geraden der Ebene von (M0) (als Tangenten) erzeugen. 
Man bemerke, dass im Punkte H', der zu H inbezug auf M sym
metrisch ist, alle Cuspidaltangenten zusammenlaufen. Daraus 
folgt, dass eine in der Ebene von ( M 0) feste Gerade, die beständig 
durch H hindurchgeht, einen in der Ebene von (M) festen Punkt 
enthält, der allen Rückkehrkreisen gemeinsam ist. In der That ist 
der zweite Schnittpunkt P der Geraden mit dem Rückkehrkreise gleich
zeitig der Punkt, in dem die Gerade ihre Enveloppe berührt, und da 
man in P beständig (!' = 0 hat, so bedeutet dies, dass die Enveloppe 
sich auf den einen Punkt P reduciert. Es ist ferner nützlich, zu be
merken, dass bei der umgekehrten Abwickelung von (M) auf (M0) die 
Rückkehrkreise und Inflexionskreisc sich miteinander vertauschen. Wenn 
nun bei der Abwickelung von (M0) auf (.lJ.l) ein Punkt P, der 
in der Ebene von (M0) fest ist, eine Gerade beschreibt, so 
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muss diese durch den Punkt H hindurchgehen (§ 60), der bei der umge
kehrten Abwickelung an die Stelle von R' tritt, und es ist demnach 
klar, dass bei der Abwickelung von (M) auf (M0) die betrachtete 
Gerade sich um P drehen wird. 

§ 69. Beispiele. 

a) Wir haben gesehen (§ 59, e), dass der Pol einer Sinusspirale vom 
Index n', welche sich auf einer Ribaucour'schen Curve vom Index n = 2n' -1 
abwickelt, längs der Directrix der Basis fortschreitet. Daraus folgt sofort, 
dass die Directrix einer Ribaucour'schen Curve vom Index n, die 

sich auf einer Sinusspirale vom Index -} (t~ + 1) abwickelt, sich 

um .den Pol d'er Spirale dreht. Wenn sich z. B. eine Gerade auf einer 
Kettenlinie abwickelt, so bewegt sich ein Punkt ihrer Ebene in gerader 
Linie, und bei der umgekehrten Abwickelung geht die Directrix der Ketten
linie durch einen festen Punkt; wenn eine Cardioide sich auf einer passend 
gewählten Cycloide abwickelt, so durchläuft ihre Spitze die Directrix der 
Cycloide, und bei der umgekehrten Abwickelung geht diese Gerade fort
während durch die Spitze der Cardioide; die Curve, auf welcher sich die 
zweite Fusspunktcurve eines Kreises inbezug auf einen Punkt seiner Ebene 
abwickeln muss, damit dieser Punkt eine Gerade beschreibe, ist Parallelcw'Ve 
einer Astroide, und bei der umgekehrten Abwickelung wird sich die Ge
rade um den Punkt drehen. 

b) Allgemeiner können wir unter Benutzung des Theorems von Habich. 
(§ 61) folgendes behaupten: Eine Curve, die bei der Abwickelung 
einer andern auf einer Geraden von einem Punkte Perzeugt wird, 
muss sich auf der Fusspunktcurve der zweiten Curve inbezug 
auf P abwickeln, wann die genannte Gerade einen Punkt umhüllen 
so 11. So z. B. findet man unter der Annahme, dass die zweite Curve ein 
Kegelschnitt ist, den Satz (vgl. § 62, b): Wenn sich eine Delaunay'sche 
Curve auf einem passend gewählten Kreise abwickelt, so dreht 
sich ihre Basis um einen festen Punkt. 

§ 70. 

Wir wollen zum Schluss darauf aufmerksam machen, welchen 
Nutzen für uns in diesen Vorlesungen die Theorie der Rollcurven hat, 
insofern sie uns Erzeugungsweisen für einige Curven liefert, welche bis 
dahin nur durch ihre natürliche Gleichung bekannt waren. Z. B. können 
wir uns jetzt in exacterer Weise von der Gestalt der Ribaucour'schen 
Curven Rechenschaft geben, welche durch die Indices 3 und - 5 definiert 
sind und oben (§ 41) wegen der Ähnlichkeit ihrer natürlichen Gleichungen 
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mit denen der Lemniscate und der gleichseitigen Hyperbel erwähnt 
wurden. Jetzt können wir sagen, dass die erste Curve der Ort des 
Mittelpunktes einer gleichseitigen Hyperbel ist, welche sich auf einer 
Geraden abwickelt, oder die Enveloppe der Directrix einer Kettenlinie, 
welche sich (von aussen) auf einer gleichen Kettenlinie abwickelt; sie 
ist ferner auch die Curve, auf welcher sich eine Lemnsicate abwickeln 
muss, wenn ihr Mittelpunkt eine Gerade durchlaufen soll. Ebenso 
stellt die zweite Gleichung die Curve dar, auf welcher sich eine gleich
seitige Hyperbel abwickeln. muss, wenn ihr Mittelpunkt eine Gerade 
beschreiben solL Wenn umgekehrt die beiden Curven sich bezüglich 
auf einer Lemniscate und einer gleichseitigen Hyperbel abwickeln, so 
drehen sich ihre Directricen um feste Punkte. 



Sechstes Kapitel. 

Die Schwerpunkte. 

§ 71. 

Den Punkten M; (i = 1, 2, 3 ... ), die in einer Ebene durch die 
Coordina.ten x;, y; inbezug auf irgend ein Axenpaar definiert sind, o1·dne 
man Coeffi.eienten p,; zu, die als Massen bezeichnet werden sollen, und 
man betrachte den Punkt G, welcher durch die Coordinaten 

.EP.;tt; XI';'!!, 
(1) X= .EI'; 7 y = .EI'; 

definiert ist. Es ist klar, dass jede auf die Coordina.ten der Punkte 
M; ausgeführte lineare Transformation sieh fiir die Coordinaten x, y 
identisch wiederholt, und dies genügt, um die Einzigkeit des Punktes 
(1) in Evidenz zu setzen, d. h. um zu beweisen, dass dieser immer der
selbe ist, wie man auch die Axen wählen mag. Der Punkt G heisst 
der Schwerpunkt des gegebenen Systems von Punkten oder von 
Massen. Im besondern bemerke man, dass der Schwerpunkt eines 
Systems. von zwei Massen p.1 und . p,9 , die in den Punkten M 1 und M1 

angebracht sind, derjenige Punkt ist, welcher M 1M2 im umgekehrten 
Verhältnis von P-1 zu p,1 teilt. Der Schwerpunkt eines aus mehreren 
Punktsystemen zusammengesetzten Systems ist gleichzeitig der Schwer· 
punkt des Systems der Schwerpunkte, falls man sieb in jedem derselben 
eine Masse angebracht denkt, die gleich der Summe der Massen des 
entsprechenden Systems ist. Diese und andre Eigenschaften lassen sieh 
leicht aus den Formeln (1) ableiten. Wir wollen eingehender den Fall 
einer continuierlichen Massenverteilung längs einer Curve betrachten und 
mit p,ds die unendlich kleine Masse bezeichnen, die auf dem Bogen
element ds liegt: es wird genügen, die Funetion p, von s, welche man 
die Dichtigkeit nennt, zu kennen, damit das Gesetz der Massenverteilung 
bekannt und der Schwerpunkt eines beliebigen Bogens vollkommen be
stimmt sei. Die Coordinaten dieses Schwerpunkts sind durch die Formeln 

(2) x J p.ds = J p.uds, yj p,ds = J p.vds 
Ceaaro-Kowalawold, natUrl. Geometrie. 2 Auf! 7 
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gegeben, wenn man annimmt, dass sich die Integrationen von einem 
Ende des betrachteten Bogens zum andern erstrecken, und mit u und v 
die Coordinaten der Curvenpunkte bezeichnet. Die einfachste Annahme 
ist die, dass die Dichtigkeit constant ist; man erhält alsdann den 
Schwerpunkt im eigentlichen Sinne, der im folgenden immer gemeint 
sein soll, wenn nicht ausdrücklich eine andere Annahme gemacht wird. 
Nimmt man dagegen die Dichtigkeit gleich (oder proportional) der 
Krümmung der Curve, so erhält man den sogenannten Steiner'schen 
Krümmungsschwerpunkt. 

§ 72. 

Zur Bestimmung der zweifach unendlich vielen Schwerpunkte -aller 
Bogen einer Curve genügt die Kenntnis der Schwerpunkte derjenigen 
Bogen, welche einen gegebenen Endpunkt 0 haben (in den man immer 
den Anfangspunkt der Bogen verlegen kann); denn der Schwerpunkt 
eines beliebigen Bogens M 1 M 2 , der durch die Werte 81 und 82 von s 
in seinen Endpunkten definiert ist, teilt die gerade Strecke, welche den 
Schwerpunkt von OM1 mit demjenigen von OM2 verbindet, im Ver-

hältnis - ~ . Es sei also G der Schwerpunkt eines Bogens 0 M, und 
81 

a:, y seien seine Coordinaten inbezug auf die Tangente und die Normale 
in dem beweglichen Endpunkte M. Im vorliegenden Falle reducieren 
sich die Formeln (2) auf die Form 

• 
sa; = fud8 1 

0 

• 
8Y = jvd8, 

0 

wo jedes Paar von Werten u, v den Unbeweglichkeitsbedingungen (§ 12). 
genügt mit Ausnahme des einen ( u = 0, v = 0), welches sich auf die 
obere Grenze der Integrale bezieht. Daraus folgt zunächst, wenn man 
den Wert von ~ im Punkte M einfach mit ~ bezeichnet, 

d. h. 
(3) 

• • • df lj' j' ds ud8 = ~ vd8 -. d8, 
0 0 0 

dsx sy 
-=---8 
ds q ' 

• • 
~Jvd8 =- .!..Juds ds q ' 

0 0 

dsy sx 
rs=-~· 

Die Coordinaten von G sind durch diese Gleichungen und durch die Be
dingung bestimmt, gleichzeitig mit s zu verschwinden, da offenbar, wenn 
der Bogen sich auf den Punkt 0 reduciert, der Schwerpunkt 0 ist. 
Dieselben Gleichungen (3) lassen ferner mit grösserer Genauigkeit er
kennen, in welcher Weise G nach 0 convergiert. Wenn nämlich f! in 
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dem (willkürlich gewählten) Anfangspunkte der Bogen von Null ver
schieden ist, so hat man auf Grund des Satzes von 1' Hospital 

lim ::_ = lim sx = _!._ lim (_[ -1) = _ _!_ 
s st 2 ~ 2 ' 

lim _[ = lim sy = - !_ lim ~~ = __!__ 
8 2 s3 3 S(! 6 (! I 

und man sieht, dass in der Umgebung von 0 die Gleichung x2 + y2 = ~ QY 

annähernd erfüllt ist, d. h. der Schwerpunkt nähert sich der Lage 
auf einem Kreise, welchen man erhält, indem man den oscu
lierenden Kreis von 0 aus auf drei Viertel verkleinert. 

§ 73. 

Sehr nützlich ist die Kenntnis der Schwerpunktlinie, d. h. der
jenigen Curve, welche der Punkt G beschreibt, wenn M sich längs der 
gegebenen Curve bewegt. Offenbar besitzt eine Curve unendlich viele 
Schwerpunktlinien, deren jede in irgend einem Punkte jener Curve 
ihren Anfang nimmt; und es ist nach den letzthin gemachten Bemer
kungen klar 1 nicht nur, dass jede Schwerpunktlinie die Curve in dem 
entsprechenden Anfangspunkte berührt, sondern ausserdem noch, dass 
ihre Krümmung in dem Berührungspunkte gleich vier Dritteln von der
jenigen der gegebenen Curve ist. Also gehört jede Curve der En
veloppe ihrer Schwerpunktlinien an, wie man in noch klarerer Weise 
durch die Bemerkung erkennt, dass sich zwei beliebige Schwerpunkt
linien in dem Schwerpunkte des von ihren Anfangspunkten auf der ge
gebenen Curve bestimmten Bogens treffen, und dass dieser Schwerpunkt 
sich der Lage auf der Curve nähert, wenn die beiden Anfangspunkte inein
ander übergehen. Wenn die Curve geschlossen ist, so haben zwei Schwer
punktlinien unendlich viele gemeinsame Punkte 1 nämlich die Schwer
punkte der unendlich vielen Bogen, die durch die Anfangspunkte auf 
der Curve bestimmt werden. Da nun die Differenz oder die Summe 
von zwei derartigen Bogen immer ein Vielfaches der Länge der ganzen 
Curve ist, so kann man hinzufügen, dass sich die beiden Schwerpunkt
linien auf einer Geraden schneiden, die durch den Punkt Q hindurchgeht, 
welcher der Schwerpunkt der ganzen geschlossenen Curve und gemein
samer Punkt aller Schwerpunktlinien ist. 

§ 74. 

Gehen wir nunmehr daran, allgemeiner die Curve zu betrachten, 
welche von einem beliebigen Punkte r, dessen Coordinaten den Formeln (3) 

7* 
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genügen, beschrieben wird. Die Fundamentalformeln liefern infolge 
von (3) sofort 

mithin geht die Tangente von (r) im Punkte r durch M, d. h. der 
Punkt r verfolgt beständig den Punkt M, und das Verhältnis 

der Bogenelemente der beiden Curven ist " = ~. Die Coordinaten r 

und 8 von r genügen nur der einen Unbeweglichkeitsbedingung 

d8 =-.!:_+ sin8 
d8 (! r ' 

was sich sofort aus der Bemerkung ergiebt, dass die Gerade M r in r 
ihre Enveloppe berührt, und was man übrigens leicht aus den Formeln 
(3) ableiten kann. Also hat man (§ 15) zur Berechnung der Krüm
mung von (Ij 

~=.!:_+~= sin9 
(! (! tls r ~ 

mithin ergiebt sich die natürliche Gleichung von (r) durch Elimination 
von s aus den Gleichungen 

1 fr 1 r 1 s = -ds, n =-.-8 · 
8 " 8 Bln 

Die zweite Formel liefert ein Mittel, das Krümmungscentrum von r zu 
construieren. Man trage auf der Tangente von (M) in negativem Sinne 
die Strecke MD= s ab, und H sei die Projection von D auf die Nor
male von (r). Dann gehört das Krümmungscentrum von (r) 
dem in M auf MH errichteten Lote an. Diese Eigenschaften 
kommen im besondern jeder Schwerpunktlinie (G) zu, die unter allen 
Curven (r) durch den Umstand charakterisiert ist, dass sie durch 0 
hindurchgeht, wo sie (M) berührt und die Krümmung 

1 1. 8 sin 8 1. (8)3li 11 t -.= Im--1 -= 1m - m-1 =-
(! •=O r r 8 3q 

hat. An der Hand der ersten Eigenschaft ist es leicht, sich Rechen
schaft von der allgemeinen Gestalt der Schwerpunktlinien einer be
liebigen geschlossenen Curve zu geben. Den Punkt Q, den Schwerpunkt 
der ganzen Curve, passiert die Schwerpunktlinie, welche in 0 ihren 
Anfang nimmt, unendlich oft, und zwar unter Berührung von OQ. 
Ihre Krümmung erfährt bei jedem neuen Durchgang einen constanten 
Zuwachs und überschreitet schliesslich jede Grenze. Die Schwerpunkt
linie zieht sich also bei Q immer mehr und unbegrenzt zusammen. 
Dies ist ein asymptotischer Punkt, von dem nichtsdestoweniger eine 
Gerade 0 Q ausgeht, we1che die Curve nicht unendlich oft trifft. Die 
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Tangenten der Schwerpunktlinie in den unendlich vielen Schnittpunkten 
mit jeder andern von Q ausgehenden Geraden gehen durch einen Punkt. 
Wenn sich ferner die Gerade um Q dreht, so beschreibt der Punkt die 
geschlossene Curve, zu welcher die gegebene Schwerpunktlinie gehört. 

§ 75. 

Zur Bestimmung der Schwerpunkte ist die Curve ( G) keineswegs 
unerlässlich. Es genügt eine beliebige Curve (r) zu kennen. In der 
That, es seien ~ und fJ die Coordinaten von r und man setze 

X=~+RcosO, Y=-TJ+RsinO. 

Bei Anwendung der Formeln (3) auf die Punkte rund G erhält man 

d!!_ (sR cos 0) = sR sin 0, 
s Q 

d ( R . n) sR () - s sm u =-- cos · ds Q 1 

mithin ist 
dsR _ 0 

ds - ' 

Aus der ersten Gleichung ersieht man, dass sR constant sein muss, 
die zweite sagt uns, dass die Richtung rG unveränderlich ist. 
Kennt man also eine Curve (r), so ist ein einziger Schwerptmkt G0 

hinreichend, um die ganze Schwerpunktlinie ( G) zu bestimmen. In der 
That! Wenn T0 der Punkt auf der Curve (T) ist, welcher G0 ent
spricht, so genügt es, durch jeden Punkt Tparallel zu T0 G0 eine Strecke 
zu ziehen, deren Länge zu derjenigen von T0 G0 im umgekehrten Ver
hältnis von s zu s0 steht. Der Endpunkt einer solchen Strecke ist 
gerade G-. Im besondern kann man statt G0 den Anfangspunkt 0 selbst 
wählen. Dann liegt jedoch r 0 im Unendlichen, d. h. (r) hat eine 
Asymptote, deren Richtung gerade diejenige aller Strecken TG ist; von 
der Grösse dieser Strecken weiss man aber nur, dass sie von einem 
Punkte zum an dem im umgekehrten Verhältnis von s variiert, und um 
sie zu bestimmen, wird man sich daran erinnern müssen, dass zwar bei 
der unendlichen Annäherung von M an 0 die Entfernungen der Punkte 
JJ:l und G von runbegrenzt zunehmen, MG dagegen nach Null con
vergieren muss. 

§ 76. Anwendungen. 

a) Im Falle eines Kreises (Q = a, s = arp) lassen die Gleichungen (3), 
wenn man sie auf die Form 

dxcp ) dycp 
dcp = (!J- a rp I dcp = - X!p 
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bringt, sofort die Lösung y = a, xrp =- a erkennen. Obgleich man 
durch eine leichte Integration zu dem Ergebnis gelangt, dass die Coordi
naten von G 

a 
X = - ~ ( 1 - COS rp) , ( sin cp) 

y=al---;p 

sind, so genügt für uns nach den in § 7 5 gemachten Bemerkungen die 

Kenntnis des Punktes r, der durch die Coordinaten X = - !!'.' y = a cp 
definiert ist, um auch G bestimmen zu können. Man wickele den Bogen 0 ll.l 
auf der Tangente im Punkte llf ab, und es sei D der Punkt, nach welchem 
0 gelangt. Der Punkt r fällt mit dem Schnittpunk~e der beiden durch M 

und durch Q zu den Strahlen Q D und Q 111 gewgenen 
Senkrechten zusammen. Wenn rp nach Null abnimmt, so 
wächst der absolute Betrag von x ins Unendliche, mithin 
wird M r in der Grenze zur Tangente des Kreises. Also 
gehört der Schwerpunkt des Bogens OM dem von 
r auf OQ gefällten Lote an. Dies genügt zur Con

~1)~-+.--===--.t.rr-:-~ struction des Punktes G, der aus Symmetriegründen gleich-
Fig. ss. zeitig auf der Halbierungslinie des Winkels OQJIII liegen 

muss. Übrigens ist es leicht, die Länge von rG zu 
bestimmen, wenn man beachtet, dass dieselbe im umgekehrten Verhältnis 
von rp variieren muss, und dass sie sich andrerseits in der Umgebung von 
0 annähernd verhält wie diejenige von Fllf, welche sich ihrerseits daselbst 

wie -~ verhält. Also ist TG = !!'. = TQ, d. h. der Schwerpunkt gehört 
cp cp 

auch dem Kreise an, der um r als Mittelpunkt derart beschrieben 
ist, dass er den Radius QM berührt. Man bemerke, dass auf diesem 
Kreise der Bogen QG die constante Länge a hat. Daraus folgt: Wenn ein 
unendlich dünner und in der Umgebung von Q festgehaltener unausdehn
barer Stab Qlll in Kreisform gebogen wird, so beschreibt ·sein bewegliches 
Ende diejenige Schwerpunktlinie des Kreises vom Mittelpunkte Q, welche in 
llf ihren Anfang nimmt. Betrachtet man endlich die ähnlichen Dreiecke 
MOD, QGM mit senkrecht aufeinander stehenden homologen Seiten , so 
sieht man, dass auch die Seite 0 D senkrecht auf GM steht, und man wird 
auf diese Weise zu einer sehr viel einfacheren Construction des Schwer
punktes geführt: G gehört dem von llf auf OD gefällten Lote an. 

b) Untersuchen wir, ob man den Gleichungen (3) dadurch genügen 
kann, dass man x und y proportional zu s annimmt. Unter dieser Voraus
setzung werden diese Coordinaten sicher den Schwerpunkt definieren, da sie 
gleichzeitig mit s verschwinden. Setzt man x = as, y = ßs, so liefern 
die Formeln (3) 

(> ß « s = 2cx + 1 =- 2{1 ' 

mithin ist die Curve eine logarithmische Spirale. Ist umgekehrt eine 
derartige Curve durch die Gleichung ~ = ks gegeben, so können wir immer 
a und ß als Functionen von k aus den vorstehenden Gleichungen berechnen 
und sind dann sicher, dass die Gleichungen (3) durch x = as, y = ßs be-
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friedigt werden. Aber diese Art der Bestimmung ist keineswegs notwendig, 
da. es genügt, den genannten Gleichungen die Form 

Q y a; 

s=2x+s=-2y 

zu geben, um zu erkennen, dass der Schwerpunkt des Bogens OM den 
Geraden 

angehört. Inzwischen ist bekannt (§ 11, c), dass das auf OM in 0, dem 
Pol der Spirale, errichtete Lot im Krümmungscentrum 0 die Normale und 
in D im Abstande s von M die Tangente trifft. Nun zeigt die geometrische 
Interpretation der letzten Gleichungen, dass G die Projection von M 
auf die Gerade ist, welche 0 mit dem Mittelpunkte von MD ver
bindet. Man bemerke hier noch, dass G, ebenso wie 0, dem über MO 
als Durchmesser beschriebenen Kreise angehört. 

c) Für x = 0 werden die Formeln (3) y = f!, d;; = 0; mithin ist 

s~ = a1• Folglich ist im Falle einer Klothoide das Krümmungscentrum 
ein Punkt r, d. h. die dem Infl.exionspunkte entsprechende Schwerpunktlinie 
lässt sich aus der Evolute der Curve ableiten mit Hilfe der Bemerkungen 
in § 75. Da nun Mr schliesslich die Normale im Infl.exionspunkte 0 wird, 
wenn M nach 0 hinrückt, so gehört der Schwerpunkt des Bogens 
OM dem vom Krümmungscentrum in M auf die Inflexionstan
gente gef!l.llten Lote an. ttberdies variiert rG im umgekehrten Ver
hU.ltnis von s, d. h. proportional zu ~' und da MG sich in der Umgebung 
von 0 annU.hernd wie rM- rG verlrli.lt, so hat man notwendig rG = f!, 
sonst würde MG jede Grenze überschreiten anstatt nach Null zu con
vergieren. Also gehört der Schwerpunkt des Bogens OM auch dem 
osculierenden Kreise im Endpunkte Man. Dies vorausgeschickt teilt, 
wie wir wissen (§ 72), der Schwerpunkt eines beliebigen Bogens M 1 M 2 die 
gerade Strecke, welche den Schwerpunkt von 0 M1 mit demjenigen von 0 M1 

verbindet, im Verhältnis - !! = - ~ , und da. diese Schwerpunkte die 
81 Qs 

Enden von zwei parallelen Radien der die Curve in M 1 und M 2 osculierenden 
Kreise sind, so sieht man, dass jeder Klothoidenbogen als Schwer
punkt einen Ähnlichkeitspunkt der osculierenden Kreise in seinen 
Endpunkten hat. Es ist ferner leicht, zu zeigen, dass die Klothoide 
die einzige Curve ·ist, bei welcher der Schwerpunkt eines beliebigen Bogens 
und die Krümmungseeutra in den Endpunkten dieses Bogens in gerader 
Linie liegen. 

d) Wir wollen alle Curven suchen, bei welchen der Schwerpunkt 
eines Bogens OM dem osculierenden Kreise in M angehört, nach
dem man diesen von M aus in einem constanten Verhältnis ver
kleinert oder vergrössert hat. Es sollen sich mit a.nd'ern Worten 
Functionen x und y von s finden lassen, die für s = 0 verschwinden, ferner 
den Bedingungen (3) genügen sowie der Gleichung 

(4) 
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Multiplieiert man beide Seiten mit B2 und differenziert dann nach B unter 
Beachtung der Formeln (3), so erhält man 

(5) (n- 1) BX = (n + 1)yd;s~J · 

Schreibt man nun diese Gleichung in der Form 

n- 1 dsy + n + 1 dsq _ 0 ---sy d 8 ----s"Q ds - I 

so gewinnt man daraus durch Integration 

(6) (Byr-1 (B!,')"+1 = a411 1 

vorausgesetzt, dass n 5 0 ist. Für n = 1 findet man in dieser Weise die 
Klothoide, auf die wir hier nicht mehr zurückkommen wollen. Die Elimi
nation von BQ aus den Gleichungen (4) und (6) ergiebt 

h 2 

(7) (BX) 2 + (By)2 = (n + 1) a"+1 (BY)II+l I 

und da Bm und BY mit B unendlich klein werden, so ist notwendig n + 1 > 0. 

Man muss überdies n ~ 1 < 2 haben, d. h. n > 0, wenn man vermeiden 

will, dass unter V ernachlä.ssigung infinitesimaler Grössen höherer Ordnung 
in der Umgebung von 0 für reelle, nicht verschwindende Werte von x und 
von y die sinnlose Gleichung x2 + y2 = 0 besteht. Dies vorausgeschickt 
setze man zur Abkürzung 

BQ= a2t, y; =Yen+ 1)t":.:"1 -1. 

Die Formeln (6) und (7) liefern 

(8) 
11+1 

BY = a2t- n-1 I 

11+1 

BX = ± T:a2t- n-1 1 

und die erste von diesen Gleichungen zeigt, dass mit unendlich abnehmendem B 

t nach Null convergiert oder unbegrenzt zunimmt, je nachdem n < 1 oder 
n > 1 ist. Setzt man endlich in (5) die Werte (8) ein und integriert, so 
erhält man in dem einen oder dem andern Falle 

(9) 
t 

B2 =- 2n+1 a2fdt 
n-1 "' • 

bezw. B2 = 2 n + 1 a'fdt . 
n-1 " 

0 t 

Es würde genügen t aus BQ= a2 t und der einen, bezw. der andern Glei
chung (9) zu eliminieren, um die natürliche Gleichung unserer Curven zu 
finden. Will man ferner das V erhalten dieser Curven in der Umgebung 
des Anfangspunktes untersuchen, so bemerke man, dass mit unendlich ab-

" nehmendem B die Function -r: ins Unendliche wächst wie t11 - 1 , woraus 
1 

folgt, dass sich die Integrale (9) wie t- n-1 verhalten, d. h. nach den ge
nannten Formeln (~) convergiert t in den bezüglichen Fällen (n < 1, n > 1) 
nach Null oder nach Unendlich wie B2- 2". Also sieht die Curve in 
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der Umgebung von 0 so aus, aJ.S ob ihre natürliche Gleichung ~ == ks1-lln 

wll.re, d. h. sie bekommt in jenem Punkte eine Berührung von niedrigerer 

oder von höherer Ordnung mit der Tangente, je nachdem n < ~ oder n > } 
ist. Um ihre Gestalt genauer anzugeben, müsste man sjch a.n früher gemachte 
Bemerkungen (§ 11, e) erinnern und würde dann erkennen, dass das Auftreten 
eines Inflexionspunktes in 0 jedenfa.lls bevorzugt ist. Ein asymptotischer 
Punkt ist nur im Falle n = 0 möglich, den wir binnen kurzem an letzter 
Stelle untersuchen werden; ferner gestattet uns" die Schlussbemerkung in 

§ 72 zu behaupten, dass nur für n = ~ die Krümmung im Anfangspunkte 

einen endlichen und von Null verschiedenen Wert haben kann. Thatsiichlich 
liefert in diesem Falle die erste der Formeln (9) 

s'- 6aj iS- 6a•(V{- Jl{-••), 
0 

woraus man entnimmt s11 + 861,11 = Const., die Gleichung einer stern
förmigen Epicycloide mit zwei Spitzen (§ 8, d). Will man endlich 
wissen, bei welchen Curven n = 0 sein kann, so hat man statt des zweiten 
Gliedes der Gleichung (6), welches fllr n = 0 aufhört willkllrlich zu sein, 
eine beliebige Constante zu setzen, die man zur Vereinfachung der Rech
nungen mit 1 + 4k11 bezeichnen kann. Dann liefern die Fom1eln (4) und (6) 

2k(> (> 
X = - 1 + 4k1 ' y = 1 + 4k1 j 

ferner erhll.lt man aus ( 5) durch Integration 

k' 
~=ks +-s-· 

Zu diesen Curven gehört aber die Klothoide (k = 0), welche unserer For
derung nicht entsprechen kann, da. für sie n = 1 ist. Man beachte jedoch, 
dass x und y mit s verschwinden müssen, zu welchem Zweck es notwendig 
und hinreichend ist, dass ~ verschwindet, d. h. k' = 0 ist. Also charakte
risiert die am Ende der' vorletzten Anwendung bemerkte Eigenschaft die 
logarithmischen Spiralen. 

§ 77. 

Die Aufsuchung der Schwerpunkte einer Curve ist immer 
zurückführbar auf die Aufsuchung fester Punkte in der Ebene 
einer andern Curve. Setzt man in der That 

(10) 
und ausserdem 

(11) 
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so gehen die Formeln (3) in die bekannten Bedingungen 

(12) 

über, welche die Unbeweglichkeit des Punktes (x0 , y0) in der Ebene 
einer Curve (M0) sichern, deren natürliche Gleichung durch Elimination 
von s aus den :Formeln (11) hervorgeht. Inzwischen stellen diese 
l?ormeln (11) ein Entsprechen zwischen den Punkten von (M) und den
jenigen von (M0) her, während die Formeln (10) eine Lösung (x, y) 
von (3) mit einer Lösung (x0 , y0) von (12) in Beziehung setzen, mithin 
einer jeden Curve (T) einen bestimmten Punkt der Ebene von (ll.f0) 

entsprechen lassen. Im besondern entspricht der Schwerpunktlinie, 
die ihren Anfang in 0 nimmt, der Anfangspunkt der Bogen von ( M 0 ), 

da nach (10) mit s (und s0) x0 und y0 verschwinden, wenn x und y 
endlich bleiben: dies tritt (§ 75) im Anfangspunkte nur bei der Schwer
punktlinie ein. 

§ 78. Geometrische Construction der Schwerpunkte. 

Die Willkiirlichkeit von u gestattet uns, aus den Formeln (10) 
und (11) eine allgemeine Construction der Schwerpunkte abzuleiten. 
Ist der Schwerpunkt des Bogens OM zu finden, so nehme man a 
gerade gleich der Länge von 0 M und bestimme mit Hilfe der Formeln 

WP<.,) 
\ . 

0 
a. 

a. H 

} ' ig. 37. 

(11) die Curve (M0). Nach den Formeln (10) fällt, 
wenn die beiden Curven sich in den correspon
dierenden Punkten Mund M0 berühren, der Schwer
punkt von OJJI mit dem Anfangspunkte von (M0 ) 

zusammen, und die erste der Formeln (11) giebt 
. t 1 uns, wenn s = a IS, s0 = 2a. Es wird also ge-

nügen, auf (JJ!/0) einen Bogen gleich der Hälfte von OM vom Anfangs
punkte aus abzutragen und ihn mit dem andern Ende zur Berührung 
mit dem Bogen OM im Punkte JJ[ zu bringen. Alsdann wird ·der 
Anfangspunkt in den gesuchten Seitwerpunkt fallen. Bei der 
Wahl des Punktes M0 kann uns auch die Bemerkung leiten, dass die 
Berührung der beiden Bogen von einer höheren Ordnung werden 
muss (§ 47), da für s = a die zweite Formel (11) Q = (J0 ergiebt. 
Endlich lässt sich eine dritte Bestimmungsweise des Punktes M 0 aus 
der Gleichung 

" a i! 

fi!_~=Jds0 
Q (lo 

0 0 
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ableiten, aus der man ersieht, dass, wenn die beiden Bogen in der 
vorhin angegebenen Weise zur Berührung gebracht werden, ihre Tan
genten in den andern Endpunkten parallel sind. 

§ 79. Kinematische Construction der Schwerpunkte. 

Wir wollen annehmen, die Curven (M) und (M0) seien in zwei 
correspondierenden Punkten zur Berührung gebracht, und man betrachte 
in der Umgebung des Berührungspunktes ein andres Paar solcher 
Punkte M', M 0'. Es seien () und C0 die Krihnmungscentra der beiden 
Curven im Punkte M. Aus den Formeln (10) leitet man unter Be
achtung von (11) ab 

X0 Yo s (>0 ds0 
~ = -y- = a = Q = lls ' 

mithin ist der Punkt T0 der Schnittpunkt der Geraden M r und der 
durch 00 zu C r gezogenen Parallelen. Daraus folgt: W enu mau die 
Ebene von (M0' einer Dilatation oder einer Contraction vonMaus unter
wirft, welche C0 nach C bringt, so geht durch diese Deformation der 
Punkt T0 in r, der Punkt M0' in M' über, mithin berühren sich die 
beiden Curven immer noch in correspoudierenden Punkten, wenn eine 
von ihnen auf der andern rollt. Hat man also die Curve ( M) im An
f'angspunkte der Bogen zur Berührung mit der entsprechenden Curve 
(M0) in einem passend gewählten Punkte G gebracht und wickelt diese 
sich auf ( M) ab, indem sie vom Berührungspunkte aus vergrössert oder 
verkleinert wird derart, dass zwischen den beiden Curven beständig 
eine Berührung zweiter Ordnung besteht, so ist der Punkt G in 
jedem Augenblick der Schwerpunkt des Bogens OM. So kann 
man für eine beliebig gegebene Curve in der Ebene in kinematisch 
anschaulicher Weise den Schwerpunkt eines beliebigen Bogens con
struieren, wenn man vorher eine andre Curve kennt, die sich leicht 
mit Hilfe der Formeln (11) bestimmen lässt. 

§ 80. Beispiele. 

a) In der zur Construction des Schwerpunktes eines Kreisbogens ent
worfenen Figur (Fig. 36) sieht man deutlich den Evolventenbogen GM, der 
in M beständig von dem festen Kreise osculiert wird; und aus den For
meln (11) findet man für f! = a gerade f!o2 = 2as0 , die Gleichung 
einer Kreisevolvente, die derjenigen ähnlich ist, welche den Bogen GM ent
hält. Ferner bemerke man, dass, während die Spitze beständig den Schwer
punkt des Bogens 0 M angiebt, die Cuspidaltangente parallel zur Tangente 
OT bleibt. 
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b) Aus den Formeln (11) ersieht man, dass q0 proportional s0 ist; 
wenn ~ proportional s ist, d. h. wenn (M) eine logarithmische Spirale ist, 
so ist auch (M0) eine logarithmische Spirale. Wenn die Punkte 0 und D 
fiir die erste Spirale construiert sind ( vgl. § 76, b), welches sind dann die 
analogen Punkte 00 und D0 :fiir die zweite Spirale, welche die erste in M 
beriihrt? Da die Berührung von zweiter Ordnung ist, so fällt 00 mit 0 
zusammen; und da nach eine1~ andern in § 78 gemachten Bemerkung der 
Bogen GM der zweiten Spirale, welcher gerade die Länge D0 M hat, gleich 
der Hälfte des Bogens OM, d. h. von DM sein muss, so sieht man, dass D0 
der Mittelpunkt von DM ist. Nunmehr ist klar, dass, wie 0 die Projection 
von M auf OD, so G die Projection von M auf OD0 ist. 

c) Im Falle einer Klothoide giebt die zweite Formel (11) (lo = Const., 
d. h. wenn ein ver!l.nderlicher Kreis sich auf einer Klothoide abwickelt, in
dem er sie beständig osculiert, so beschreibt einer seiner Punkte diejenige 
Schwerpunktlinie der Klothoide, welche ihren Anfang im lnflexionspunkte 
nimmt. Es ist dies, umgekehrt ausgesprochen, die in § 76 gefundene 
Eigenschaft: man gelangt dazu in directerer Weise und mit grösserer Prä
cision, indem man das in § 78 gesagte benutzt. In der That! Hat man 
constatiert, dass, wenn (M) eine Klothoide ist, (M0) ein Kreis ist, so kann 
man sofort hinzufügen, dass dieser der osculierende Kreis in M ist, und 
dann lässt sich der Schwerpunkt G in folgender Weise construieren: Man 
trägt auf dem Kreise in negativem Sinne einen Bogen MG ab, ebenso 
lang wie die Hälfte des Klothoidenbogens MO, oder aber man beachtet, dass 
die Kreisnormale in G und die lnflexionsnormale der Klothoide parallel sind. 

d) Ist q = ks" die Gleichung der Curve (M), so geben die Formeln (11) 
n+l 

Po= k0s0 _9_ für (M0). Man findet so (fiir n = 0, 1, - 1) die früheren 
Resultate wieder und sieht ansserdem, dass zur Construction der Schwer
punkte einer n-ten Kreisevolvente eine (2n + 1)-te Evolvente nötig ist. 
Auf ähnliche Weise findet man, dass eine Astroide nötig ist bei einer 
Cycloide, eine Cycloide bei einer Epicycloide mit zwei Spitzen, eine Cardioide 
bei der sternförmigen Epicycloide des § 76; u. s. w. Allgemeiner ist bei 
jeder cycloidalen Curve eine analoge Curve nötig derart, dass einem Scheitel 
der festen Curve eine Spitze der beweglichen Curve entspricht. 

e) Die Formeln (10) und die zweite der Formeln (11) lassen sofort 
erkennen, dass, wenn die Curve (M) durch eine homogene Relation zwischen 
dem Krümmungsradius und den Coordinaten des Schwerpunktes definiert ist, 
dieselbe Relation zwischen dem Kriimmungsradius und den Coordinaten eines 
festen Punktes die entsprechende Curve ( M0) definiert. Daraus folgt z. B., 
dass den in der Anwendung (d) des § 76 untersuchten Curven die Sinus
spiralen entsprechen. Setzt man übrigens in den Formeln (9) s1 = 2as0 
und q0 = at, so erhält man gerade die Gleichung der Sinusspiralen (vgl. § 43): 

so=n=t .,,. n+11 df!o 

y (::).-=i -1 

Der erzeugende Punkt der Schwerpunktlinie ist der Pol der Spirale, da 
nur im Pol q0 = 0 sein kann (§ 39). Der Pol muss also der Spirale an
gehören, was wegen n > 0 thatsU.chlich der Fall ist (§ 44). 
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§ 81. 

Jede der bisher für einige Curven gefundenen Eigenschaften bleibt 
für eine beliebige Curve bestehen, vorausgesetzt, dass man längs dieser 
Curve die Dichtigkeit in geeigneter Weise variieren lässt. Bezeichnet 
man mit t1 die auf dem Bogen 0 M befindliehe Masse, so muss man die 
Formeln (3) durch 

(13) daa: ay -=--tl 
ds 11 ' 

day aa: 
ds =-~ 

ersetzen, und diese redueieren sich, wenn man darin 
:I:o Yo a (lo dso -;;=-y=-a=q=ds 

setzt, auf die Formeln (12). Denkt man sich also die Betrachtungen 
des § 79 wiederholt, so gelangt man immer dazu, für jede Curve (M) 
und für eine gegebene Massenverteilung eine Curve (M0) zu eon
struieren, von der folgendes gilt: Wenn sie sich auf (M) abwickelt 
unter gleichzeitiger Dilatation oder Contraetion vom Berührungspunkte 
aus derart, dass sie mit ( M) eine höhere Berührung bewahrt, so führt 
sie bei der Bewegung und Deformation den Schwerpunkt der Masse mit 
sieh fort, welche längs desjenigen Bogens von ( M) verteilt ist, der vom 
Anfangspunkte an die Berührung der beweglichen Cuive erfahren hat. 
Die Gleichung der letzteren findet man durch Elimination von s aus 
den Relationen 
(14) as0 = J ads, at;~0 = tlt;~. 

In den einzelnen Fällen liefert die geometrische Interpretation der so 
erhaltenen Resultate eine Construetion des Schwerpunkts, welche auf 
der andem Seite einer beliebigen Curve zukommt, vorausgesetzt, dass 
man für tJ eine speeielle Funetion von s wählt. 

§ 82. Beispiele. 

a) Der natürlichen Gleichung einer beliebigen Curve kann man die 
Form a~ = a2 geben, indem man p. proportional der Ableitung der Krüm
mung wählt. Alsdann liefert die zweite Formel (14) (lo = a, mitbin gelten 
für diese besondere Massenverteilung die Schwerpunktseigenschaften der 
Klothoide .. Also ist ein lhnlichkeitspunkt der Kreise, welche einen 
beliebigen Bogen einer beliebigen Curve in den Endpunkten 
osculieren, der Schwerpunkt einer Masse, die längs des Bogens 
mit einer Dichtigkeit proportional der Variation der Krümmung 
verteilt ist. Nimmt man im besondern a = ag>, so sieht man, dass eine 
uns bereits bekannte Curve (§ 11, a) durch die Eigenschaft charakte1isiert 
ist, dass der Kriimmungsschwerpunkt jedes beliebigen Bogens und die 
Krümmungseeutra in den Endpunkten dieses Bogens immer in gerader Linie 
liegen. 
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b) Jede Art den Gleichungen (13) zu genügen liefert besondere Con
structionen von Schwerpunkten. Wir wollen uns darauf beschränken, die
jenige anzugeben, welche entsteht, wenn man 

(15) ax = - ay0 , ay = a (x0 + s) 
in den Formeln (13) setzt. Diese reducieren sich dann auf die Bedingungen 
für die Unbeweglichkeit des Punktes (x0 , y0) in der Ebene von (M), voraus
gesetzt, dass man G(! = as hat. Man erkennt ferner, wie in § 77, dass 
der genannte Punkt der Anfangspunkt der Bogen ist. Inzwischen leitet man 
aus den Formeln (15) und der gefundenen Bedingung dw·ch Elimination 
von a ab 

xxo + YYo = - sx = l!Yo. 

Also treffen sich bei jeder beliebigen Curve die von M und von 0 auf 
OD und auf OM gefällten Lote in dem Schwerpunkte einer Masse, 
die auf dem Bogen OM mit einer Dichtigkeit proportional dem 
Product des Bogens und der Krümmung verteilt ist. Betrachtet 
man im besondern die Curven I! = ksn, so findet man a = (n- 1) aqJ, 
mithin liefert die vorstehende Construction bei diesen Curven den Krümmungs
schwerpunkt. Bemerkt man überdies, dass sich in diesem Falle aus den 

1 

Formeln (14) !!o = k0s02-n ergiebt, so sieht man (§ 24, i), dass die Curve 
(M0) eine Evolvente von (M) ist. 



Siebentes Kapitel. 

Barycentriscbe Analysis. 

§ 83. 

Der Begriff Schwerpunkt dient als Grundlage für eine elegante 
Methode der . geometrischen Analysis, welche wir hier nicht von Grund 
aus würden auseinandersetzen können, ohne das Gebiet der reinen natür
lichen Geometrie zu verlassen. Wir werden uns deshalb darauf be
schränken, an der Hand von Übungsbeispielen einige ihrer einfachsten 
und wesentlichsten Zusammenhänge mit der natürlichen Analysis der 
ebenen Curven zu beleuchten. Zunächst wollen wir daran erinnern 
(§ 71), dass der Schwerpunkt M der in den Punkten A11 ~ ange
brachten Massen p,1 und 1-'a auf der Geraden A1 ~ liegt, und zwar 
derart, dass 

(1) ~L1MA1 + p,2M~ = 0 

ist. Jedem Paare von Werten 1-'1 und p,2 entspricht also auf der Geraden 
ein Punkt M, der auch zu unendlich vielen andern Wertepaaren (1-'1, 1-'s) 
gehört, die durch Multiplication mit einer beliebigen Zahl aus einem 
von ihnen entstehen, da hierbei die Gleichung (1) in der That ungeändert 
bleibt. Um nun aber zu erreichen, dass ein Punkt nur einem einzigen 
Wertepaare (p,1 , 1-'2) entspricht, kommt man überein 1-'1 + 1-'2 = 1 zu 
setzen: auf diese Weise wird die ganze Gerade erzeugt durch die 
wechselnde Verteilung der Masseneinheit auf die beiden Fundamental
punkte A11 A 2 • Wenn M auf der Geraden ins Unendliche fortrückt, 
so convergiert das Verhältnis seiner Entfernungen von den Fundamental
punkten nach der Einheit und aus (1) ersieht man, dass in der Grenze 
die Gleichung 1-'1 + 1-'a = 0 erfüllt ist. Wir werden der Kürze 
wegen sagen, dass man in dem unendlich fernen Punkte 1-'1 +~L2=0 
hat. Ist N der durch Massen proportional - 1-'1 und p,2 bestimmte 
Punkt, so zeigt die Formel (1), dass (MNA1 ~) =- 1 ist, d. h. N 
ist der zu M inbezug auf die Fundamentalpunkte harmonisch con
jugierte Punkt. So sehen wir aufs neue ein, dass man wegen der Glei-
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chung ~-t1 -~Ls = 0, die für den zu dem unendlich fernen Punkte con
jugierten Mittelpunkt von A 1 A 2 besteht, wohl sagen kann, im Unend~ 
liehen sei ~-t1 + ILs = 0 . 

§ 84. 

Wenn A1 , A2 1 A3 die Ecken eines wirklichen Dreiecks sind (in 
der Reihenfolge, wie sie von einem Punkte getroffen werden, der den 
Umfang des Dreiecks durchläuft, indem er die Fläche desselben zur 
Linken lässt), so geht in analoger Weise aus der verschiedenen Ver
teilung der Masseneinheit auf die drei Ecken eine doppelte Unendlich
keit von drei Massen p..1 , ILs , p.3 und aus jedem dieser Tripel ein Punkt 
(der Schwerpunkt) hervor, den man in folgender Weise construieren 

kann: Man teile A2 A3 durch den Punkt L im Verhältnis !La und dann 
llt 

A1 L im Verhältnis p,, + 11-s • Umgekehrt entspricht jedem Punkte der 
~ . 

Ebene ein Tripel von Werten ILu p,, Jls (man nennt sie die barycen-
trischen Coordinaten des Punktes) derart, dass 

(2) ILt + ILs + ILa = 1 , 
ist, und zwar entspricht ihm ein einziges; wenn nämlich die Gerade A1 M 
im Punkte L die Strecke As .A3 im Verhältnis k und wenn M die Strecke 
A1 L im Verhältnis k' teilt, so kann man immer und nur in einer 
Weise der Gleichung (2) und den Bedingungen 

(3) 

genügen. Lässt man in der letzten von ihnen k' allmählich in -1 
übergehen, so sieht man, dass, wenn M ins Unendliche fortrückt, 
in der Grenze die Gleichung 

( 4) IL1 + ILs + ILs = 0 
besteht. 

§ 85. Die Gerade. 

Unter Berücksichtigung von (2) wm·den die Formeln (1) des vorigen 
Kapitels 

(5) X= !LtXt + P.sX2 + ftaXs, Y = !LtYt + ILsYs + Ps'Ys · 

Mithin lassen sich die linearen Relationen zwischen den cartesischen 
Coordinaten x und y in lineare und homogene Itelationen zwischen 
den barycentrischen Coordinaten transformieren. Ist umgekehrt eine 
derartige Relation gegeben, so wird es immer möglich sein, sie in eine 
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lineare Relation zwischen den cartesischen Coordinaten zu transformieren 
mit Hilfe der Formeln 

(6) a11'1. ~ (y1 -y3) x- (x1 - x8) y + (x2y8 - x8y2), u. s. w., 

welche man durch Auflösung der Gleichungen (2) und (5) nach den p, 
erhält, wenn man mit a1 den doppelten Flächeninhalt des Fundamental
dreiecks bezeiclmet: 

(7) 
1 X1 1/1 

aB= 1 xll Yi 
1 Xs Ys 

Es stellt demnach jede lineare Gleichung zwischen den barycentrischen 
Coordinaten eine Gerade dar. Fixiert man z. B. k, so stellt die erste 
Gleichung (3) die Gerade dar, welche durch .A1 hindurchgeht und 
.A,As im Verhältnis k teilt. Ebenso ist die zweite Gleichung (3), in 
welcher man k' als constant annimmt, die Gleichung einer Parallele 
zur Seite ..A1.A, . Eine solche Gleichung kann man auch in nicht
homogener Form p,1 = Const. schreiben und erkennt auf diese Weise, 
dass, wenn ein Punkt sich parallel zu einer Seite des Fundamental
dreiecks bewegt, die auf die gegenüberliegende Ecke bezügliche bary
centrische Coordinate sich nicht ändert. Im besondern ist die Gleichung 
der Seite, welche .A; gegenüberliegt, p,; = 0 . Endlich kann man sagen, 
dass die Gleichung (4) die unendlich ferne Gerade darstellt. 
Dies gestattet uns die Bedingung für den Parallelismus von zwei Geraden 

sofort hinzuschreiben. Sollen dieselben sich mit einer dritten Geraden 
in einem Punkte schneiden, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass die aus den Coefficienten der drei Gleichungen gebildete Determi
nante verschwindet, da gerade dies die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Existenz solcher Werte der I' ist, die nicht sämtlich 
verschwinden und dem System der drei Gleichungen genügen. Dies 
vorausgeschickt ist die Aussage, zwei Geraden seien parallel, äquivalent 
mit der Aussage, dass sie sich auf der unendlich fernen Geraden schneiden. 
Mithin drückt sich die Bedingung für den Parallelismus darin 
aus, dass die Determinante des aus den Gleichungen (4) und (8) ge
bildeten Systems gieich Null gesetzt wird: 

(9) 
1 "1 ß1 
1 a2 ß2 =Ü. 

1 ~ ßs 
Ceaho-KowiLiewski, ne.tilrl. Geometrie. ll. Aufl. 8 
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§ 86. Entfernung zweier Punkte. 

Es seien ~ fh, ~ p,2 , ~ f.ts die Variationen, welche die barycentrischen 
Coordinaten beim Übergange von M zu irgend einem andern Punkte 
M' erfahren, und man suche die Entfernung R der beiden Punkte zu 
berechnen. a1 , a2 , a8 seien die Längen der Seiten des Dreiecks. Wäre 
die Strecke MM' parallel zu einer Seite, z. B. zu A 2A3 , so würde ihre 
Länge einschliesslich des Vorzeichens durch a1 ~ f.'>s oder auch durch 
- a1 ~ tJ-2 ausgedrückt werden, wie sich leicht aus der Ähnlichkeit der 
Dreiecke A1 MM', A1LL' ergiebt. Bei beliebiger Lage der Punkte 
M und M' betrachte man den Schnittpunkt M" der durch M und 
M' zu den Seiten A2A1 und A3 A1 gezogenen Pa1·allelen .. Die Coordi
naten von M" sind offenbar !f-1 - 8 ll-ll, !ta + ~ t-t2 , fLs, mithin haben 
zwei Seiten des Dreiecks M lJf' M" die Längen ~ ~ t-ts und - a8 8 t-t2 • 
Bemerkt man ferner, dass der der Seite R gegenüberliegende Winkel 
gleich dem Winkel A1 ist, so erhält man 

B2 = al! 2 ( ~ t-ts)2 + as 2 ( 8p,s)2 + ( a2 2 + as 2 - at2) ~~Li 8 !1-s ' 

d. h. wegen 8p,1 + 8p,2 + lf[Ls = 0 

(10) R2 =- (a?~fL2 ~fLs + a22 d!f-38p,1 + l'a2 ~P,1 dt-t2) • 

Wenn im besondern die beiden Punkte unendlich benachbart sind, so 
ist das Quadrat ihrer Entfernung 

(11) ds2 =- (a12dt-t2dt-t3 + a22dt-t8dp,1 + a32dJLtdt-t2). 

§ 87. 

Jetzt sind wir imstande auch die Bedingung für die Ortho
gonalität zweier Geraden zu finden. Diese seien die Geraden (8), 
und wir wollen auf ihnen die Punkte P und Q verschieden .von dem 
Schnittpunkte M annehmen. Bezeichnen wir mit E und fJ die Varia
tionen der Coordinaten beim Übergange von M nach P und nach Q. 
Offenbar genügen die E und die fJ den Gleichungen (8), und ausserdem 
hat man, da in jedem Punkte die Gleichung (2) besteht, 

E1 + E2 + Es = Ü 1 'fit + fJ2 + fJs = 0 . 
Daraus folgt 

(12) B1 EI Es _1j_t__ = _!11_ = _1!_a _ , 
a,-a,=aa-al=al-aa' fls-Ps fla-fll fll-flt 

Dies vorausgeschickt wende man die Formel (10) auf die Ent
fernungen MP, MQ, PQ in der Relation -(PQ)2 = (MP)2 + (MQ)• 
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an, die für die Orthogonalität notwendig und hinreichend ist. Man 
erhält 

at2(f2- ?12) (Es -'1'/s) + · · · = a/E2fs + · · · + at2"7tfls + · · ·, 
d. h. 

(13) a/(E2 fj3 + E3 fJ 2) + a22 (E31}1 + E1 1}3) + a/(E1 1}2 + E2 111) = 0, 

wo man für die E und die fJ die proportionalen Grössen (12) einzu
setzen hat. 

§ 88. Geradenpa.are. 

Multiplieiert man die Gleichungen (8) miteinander, so findet man eme 
quadratische Gleichung 

(14) 

mit verschwindender Discriminante, welche auf den beiden Ge
raden überall und ausserhalb derselben nirgends erfüllt sein muss. Ist 
umgekehrt eine Gleichung (14) gegeben, deren Discriminante 

j Cu 

LI= J c2t 

Cat 

C12 Cts 

C22 C2s 

Cs2 Css 

n u 11 ist, so ist aus der Algebra bekannt, dass die genannte Gleichung 
in zwei lineare Gleichungen zerlegbar ist und daher ein Geradenpaar 
darstellt. W eieher weiteren Bedingung müssen die Coefficienten ge
nügen, damit die Geraden parallel oder senkrecht zueinander seien? 
Bemerkt man, dass 

Cu= 2atf:lt, C2s = «,ßs + «sß2, u. s. w. 

und infolgedessen E21Js + Es J]2 proportional 

(«t- «2) Cßt- ßs) + («t -ccs) (ßt -{12) =Cu- Cu- Cu+ C2s 

ist, so sieht man durch Einsetzen in (13) sofort, dass die Bedingung 
für die Orthogonalität 

(15) (alt_ a22_ o,2)c2s + (a22_ as2_ al2)cst + (asll- att-allll)ctll 

+ a12 Cu + aa 2 C22 + as 2 Css = 0 

ist. In entsprechender Weise betrachte man, um auszudrücken, dass die 
Geraden parallel sind, die Determinante ~ auf der linken Seite der 
Gleichung (9) und bemerke, dass 

8* 
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1 11'1 ßl 1 ßl 11'1 1 + c11 1 +cu 1 +CIS 
- "2= 1 11'2 ßg 1 ß2 11'2 1 + c21 1 + c22 1 +~s 

1 «s ßs 1 ßs «s 1 + Csl 1 + Css 1 + Css 

ist, d. h., wenn man mit a· die Summe der algebraischen Complemente 
aller Elemente von L1 bezeichnet, 

- 1}'2 = (J + L1 = 6 . 

Also ist die Bedingung für den Parallelismus 6 = 0. Ausserdem 
erkennt man, wenn die Gleichung (14) mit reellen Coeffimenten gegeben 
ist, dass die Geraden ree11 oder imaginär sind, je nachdem a<O 
oder 6 > 0 ist. 

§ 89. Beispiele. 

a) Es sei fts = k[.!2 die Gleichung der von A1 auf die gegenüberliegende 
Seite geiällten Senkrechten. Man bestimmt k, indem man ausdrückt, dass 
für das Geradenpaar t-t1 t-ts = kt-t1 t-t2 die Bedingung (15) erftillt ist, und man 
findet auf diese Weise, dass die Gleichung der betrachteten Geraden 

(as2 + a12 - a22) fl-2 = (a12 + a22 - as11) fts 

ist. Also schneiden sich die von den Ecken eines Dreiecks auf die gegen
überliegenden Seiten gefällten Senkrechten in einem Punkte (Orthocentrum), 
der durch Coordinaten definiert .ist, die umgekehrt proportional zu den Grössen 

sind. 
b) Ein Paar von Geraden, welche von A1 ausgehend die gegenüber

liegende Seite harmonisch teilen, wird nach dem. in § 83 gesagten durch 
die Gleichung 1!3 2 = k21!22 dargestellt. Will man, dass die genannten Ge
raden die Halbierungslinien des Winkels A1 seien, so muss man k derart 
bestimmen, dass die Bedingung ( 15) erfüllt ist, d. h. es muss sein a3 'J. = k2 a2 2• 

Die drei Paare Halbierungslinien der Dreieckswinkel werden also durch die 
Gleichungen 

dargestellt. lEthin treffen sie sich in den vier Punkten, deren barycentrische 
Coordinaten absolut genommen proportional zu a1 , a2 , a8 sind. Im be
sondern schneiden sich die drei innern Winkelhalbierenden in einem Punkte 
(dem Mittelpunkte des einbeschriebenen Kreises), der durch die 
Coordinaten 

a1 a1 a. 
ft - fl-2 - fts =----1-a1+a,+as' -a1 +a1 +as' a,+a,+as 

definiert wird. 
c) Um zu erfahren, in welchem Punkte die Gerade a1 ~.t1 + a2 ~.t2 + «s fts = 0 

die Seite .A 2 A8 trifft, hat man t-t1 = 0 zu setzen, und dann sind fts und fts 
durch die Gleichungen ftl! + lls = 1, a2 t-t2 + cc8 ft8 = 0 bestimmt. Die 
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letzte muss man durch a1 1-"s - a3 1-"3 = 0 ersetzen, wenn man nicht den 
Schnittpunkt selbst, sondern den zu ihm inbezug auf das Punktepaar A1A3 
harmonisch conjugierten Punkt haben will. Daraus folgt, dass der durch 
die Gleichungen a1 ftt. = a2 1-"2 = a3 1-"3 definierte Punkt P die Eigenschaft 
hat, dass jede Seite des Dreiecks von der Geraden, die P mit der gegen
überliegenden Ecke verbindet, und von der betrachteten Geraden harmonisch 
geteilt wird. Der Punkt P heisst der trilineare Pol der Geraden, und 
umgekehrt ist diese die trilineare Polare von P. Sind c1 , ~, Cs die 
barycentrischen Coordinaten eines beliebigen Punktes, so ist die barycentrische 
Gleichung seiner trilinearen Polare 

"'1+"''+"'8=0. c1 c~ c8 

Im. besondern bemerke man, dass die unendlich ferne Gerade ihren trilinearen 
Pol in dem Punkte c1 = c2 = c3 = ~ hat: dies ist der Schnittpunkt der 
Mittellinien, den man einfach den Schwerpunkt des Dreiecks nennt. 

§ 90. Kegelschnitte. 

Die Einsetzung der Werte (5) in die cartesische Gleichung eines 
Kegelschnitts (§ 25) liefert zwischen den barycentrischen Coordinaten 
eine quadratische Relation, welche man vermöge (2) immer homogen 
machen kann. Umgekehrt verwandelt sich jede Gleichung von der 
Form (14), wenn man darin die Werte (6) einsetzt, in eine Gleichung 
zweiten Grades zwischen x und y und stellt daher einen Kegelschnitt 
dar, der in ein Geradenpaar ausartet, wenn zwischen den Coefficienten 
die Beziehung L1 = 0 besteht. Bei beliebigem Werte von LI gilt die 
Bemerkung, dass die Gleichung, welche man erhält, wenn man auf der 
rechten Seite von (14) c(p,1 + p,1 + p,3)9 setzt, für jeden Wert von c 
einen Kegelschnitt darstellt. Die Kegelschnitte, welche den unendlich 
vielen Werten von c entsprechen, verhalten sich im Unendlichen wie 
der Kegelschnitt (14), da im Unendlichen in der Grenze die Gleichung 
( 4) erfüllt ist. Sie haben also parallele Asymptoten. Um daher ein Paar 
von Geraden zu finden, die den Asymptoten des Kegelschnitts (14) 
parallel sind, wird es genügen, zu untersuchen, ob gewissen Werten 
von c ein ausgearteter Kegelschnitt entspricht. Inzwischen bemerke 
man, dass für einen beliebigen Wert von c die Discriminante 

c11 - c ct2- c cls- c 
LI'= ~1-c c22- c clls -c = LJ- Cl1 

Cst- c Cs2- c c38 - c 

ist. Die Summe 11' der algebraischen Complemente der Elemente von 
LI' ist unabhängig von c; denn wenn wir uns denken, man kehre von 
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LJ' zu L1 zurück durch Addition von c zu allen Elementen von LI', 
so finden wir unter Anwendung der letzten Formel 

LI= L1' + co' = L1 + c(o'- o), mithin o' = o. 

Dies vorausgeschickt wird, wenn o ~ 0 ist, dem Werte c = ~ ein Paar 

von Geraden entsprechen, die den Asymptoten des Kegelschnitts (14) 
parallel sind oder mit ihnen zusammenfallen; und auf Grund der 
Schlussbemerkung in § 88 wird man behaupten können, dass der 
genannte Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist, je 
nachdem o > 0 oder 11 < 0 ist. Lässt man die Coefficienteli derart 
variieren, dass o nach Null convergiert, so werden die beiden Geraden 
schliesslich parallel, mithin charakterisiert die Bedingung 11 = 0 
die Parabel, da diese der einzige Kegelschnitt ist, der sich im 
Unendlichen verhält wie ein Paar paralleler (zusammenfallender) Ge
raden (§ 26). Wenn L1 gleichzeitig mit 11 verschwindet, so artet die 
Parabel in ein Paar von parallelen Geraden aus. Die gleichseitige 
Hyperbel charakterisiert man, indem man ausdrückt, dass sie orthogonale 
Asymptoten hat, d. h. indem man die Bedingung (15) nicht für die 
C;j, sondern für die c,.j - c schreibt. Macht man diese Substitution, 
so sieht man sofort, dass c herausfällt, und erkennt auf diese Weise, 
dass die Gleichung (15) selbst die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ist, dass die Gleichung (14) eine gleichseitige 
Hyperbel darstellt. 

§ 91. Tangente und Normale, Pole und Polaren, Mittelpunkt und 
Asymptoten, Homologiepol. 

a) Da man die Tangente einer Curve f' (!L1 , ,u2 , f"s) = 0 im Punkte 
( v1 , v2 , v3 ) als bestimmt durch diesen Punkt und den unendlich be
nachbarten Punkt (v1 + dv1 , v2 + dv2 , v3 + dv3) auf der Curve be
trachten kann, so ist klar, dass ihre Gleichung 

(16) I f"t f"2 

i f"s 

ist. Dabei ist f'(v1 , v2 , v3) = 0 und 

ar ar ar 
rc--dv1 + ;;;-dv2 + ."-dv3 = 0, dv1 + dv2 + dv3 = 0. 
0V1 uV1 r;Vs 
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Man gelangt ferner zur Aufstellung der Gleichung der Normale, indem 
man die Bedingung (13) anwendet. Wenn die Function f homogen 
ist, so reduciert sich die Gleichung der Tangente auf Grund des be
kannten Euler'schen Theorems auf die einfachere Form 

() f 'jjf () f 
1'1 ~ + l's <>- + P.s ~ = 0. 

C/"1 Cl"s Cl"s 

Diese wird im Falle der Kegelschnitte 

(17) ~CiJf'iVi=O. 
i,j 

b) Die Relation (17) führt, geometrisch interpretiert, wegen ihrer 
bilinearen Form zu einer sehr wichtigen Correspondenz zwischen den 
Punkten und den Geraden der Ebene. Hält man die v fest, ohne anzu
nehmen, dass (v1 , v2 1 v8) ein Punkt des Kegelschnitts ist, so stellt 
die genannte Gleichung eine Gerade dar, welche man die Polare des 
Punktes (v1 1 v11 , v8) inbezug auf den Kegelschnitt (14) nennt, während 
der Punkt der Pol dieser Geraden heisst. Wenn man dagegen in (17) 
für die p. beliebige Werte fixiert, so genügen die v gerade der Gleichung 
der Polare von (p,11 p,21 p,3), mithin liegen die Pole aller durch 
einen Punkt hindurchgehenden Geraden auf der Polare dieses 
Punktes. Daraus folgt, dass die Polaren von zwei Punkten P und P' 
sich in dem Pol von PP' schneiden. Sind z. B. die Ecken eines Drei
ecks die Pole der Seiten eines andern Dreiecks, so sind die Seiten des 
ersten die Polaren der Ecken des zweiten. Zwei derartige Dreiecke 
heissen zueinander conjugiert inbezug auf den Kegelschnitt. Setzt 
man für die v successiv die Coordinaten der Ecken des Fundamental
dreiecks, so sieht man, dass die Gleichungen der Seiten des inbezug 
auf den Kegelschnitt (14) zu ihm conjugierten Dreiecks 

(18) Cuf't + Ctsf'2 + C1sf's = O, ~11'1 + ~~l's +~31's= O, 

Cstf't + Catf'2 + Css P.s = 0 
sind. Diese reducieren sich auf die Gleichungen der Seiten, wenn in 
(14) nur die Quadrate der p, vorkommen. Alsdann ist das Dreieck zu 
sich selbst conjugiert, und der Kegelschnitt heisst conjugiert zu dem 
Dreieck. Also sind die unendlich vielen durch die Gleichung 

l1.f'ts + Csf'22 + Csl'·l = 0 
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dargestellten Kegelschnitte so beschaffen, dass jede Seite des Fun
damentaldreiecks die Polare der gegenüberliegenden Ecke ist. Fllr 1'1 = 0 

findet man Werte für das Verhältnis 111 , die nur dem absoluten Be-
111 

trage nach gleich sind. Nach der Schlussbemerkung in § 83 teilt 
also jeder zu einem Dreieck conjugierte Kegelschnitt dessen 
Seiten harmonisch. Hieraus folgt, dass jede gerade Strecke, deren 
einer Endpunkt in P, der andre auf der Polare von P inbezug auf 
einen Kegelschnitt liegt, von diesem Kegelschnitt harmonisch geteilt 
wird. Es genügt in der That, um sich davon zu überzeugen, zu 
Ecken des Fundamentaldreiecks den Punkt P, deJl Schnittpunkt P' 
der Polare von P mit der betrachteten Geraden und den Pol von PP' 
zu wählen. Mit andern Worten: Die Polare eines Punktes P in
bezug auf einen Kegelschnitt ist der Ort der zu P harmonisch 
conjugierten Punkte auf allen Sehnen, die der Kegelschnitt 
auf den von P ausgehenden Geraden bestimmt. 

c) Bemerkt man im besondern, dass auf jedem Durchmesser der 
zu dem Mittelpunkte harmonisch conjugierte Punkt im Unendlichen 
liegt(§ 27), so sieht man, dass der Mittelpunkt eines Kegelschnitts 
der Pol der unendlich fernen Geraden ist. Sind also 110 111 , 118 

die Coordinaten des Mittelpunktes, so muss sich die Gleichung (17) 
auf ( 4) reducieren, mithin muss man haben 

(19) Cu11t + Cu11z + C131ls = Cu11t + Cn 11z + Caa 11s = Ca1111 + Cas 21s + Cas 11s • 

Wenn c der gemeinsame Wert dieser drei Grössen ist, so kann man 
auf Grund von (2) auch schreiben 

(eil- c) 211 + (Cis- c) 112 + (c;s- c) 113 = 0 

fiir i ==;: 1 , 2, 3. Soll dieses System durch Werte der 11 erfüllt werden, 
die nicht sämtlich verschwinden, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass seine Determinante ( .d - c11) verschwindet, d. h. dass man hat 

c = ~. Inzwischen ist, wenn man mit f1; die Summe der algebraischen 

Complemente der Elemente der i-ten Reihe von .d bezeichnet, immer 

Cit11t + C;262 + C;s63 = LJ, 

und hieraus kann man sofort ersehen, dass man den obenstehenden 
Gleichungen genügt, wenn man 

(20) 

annimmt: dies sind die Coordinaten des Mittelpunktes. Was die 
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Asymptoten anbetrifft, so haben wir bereits gesehen (§ 90), dass sie 
den Geraden des Paares 

parallel sind, und um zu beweisen, dass diese Gleichung gerade die 
des Asymptotenpaares ist, genügt es, zu zeigen, dass ihr die Werte 
(20) genügen. Man hat aber 

""'C;jV'VJ = ..!:._ ""'C"I1·11'J = ..!:._ ""'11;4= ~ • .ttC.I • a• ~ '1 • a1 ~ a 
~~ ~~ 

Nunmehr sind wir endlich in der Lage, behaupten zu können, dass die 
Gleichung (14), wenn man im zweiten Gliede c an Stelle von Null 
setzt, für die verschiedenen Werte von c die unendlich vielen Kegel
schnitte darstellt, welche ein und dasselbe Geradenpaar zu Asymptoten 
haben. 

d) Setzt man in der i-ten Gleichung (18) p.; = 0, so erhält man 
einen Punkt, dessen Coordinaten der Gleichung 

(21) 

genügen, die von i unabhängig ist. Also trifft auf der Geraden (21) 
jede Seite des Fundamentaldreiecks die entsprechende Seite des con
jugierten Dreiecks, mithin sind zwei inbezug auf einen Kegel
schnitt conjugierte Dreiecke homolog und die Axe der Homo
logie wird durch die Gleichung (21) dargestellt. Das Bestehen der 
Homologie kann man auch durch Betrachtung der Ecken feststellen. 
Das durch die Gleichungen (18) gebildete System definiert, wenn man 
die i-te Gleichung durch (2) ersetzt, diejenige Ecke des conjugierten 
Dreiecks, welche .A., entspricht. Daraus folgt, dass die Coordinaten 
dieser Ecke proportional rn, r12, r•a sind, wenn man mit f•J das alge
braische Complement von C;j in d bezeichnet. Also sind die Gleichungen 
der Geraden 1 welche die entsprechenden Ecken der beiden Dreiecke 
verbinden, 

1'2fu = l'srn, l'si'11 = ll-tfzs, l'1fss = l'tfs11 

mithin schneiden sich diese Geraden in einem durch die Gleichungen 

(22) 

definierten Punkte (dem Centrum der Homologie). Der Kürze wegen 
nennt man diesen Punkt den Homologiepol des Kegelschnitts inbezug 
auf das betrachtete Dreieck. 
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§ 92. Beispiele. 

a) Soll M (p,1 , p,2 , 1-'s) der trilineare Pol einer durch einen gegebenen 
Punkt P ( c1 , c9 , c3) hindurchgehenden Geraden sein, so ist dazu notwendig 
und hinreichend (§ 89, c ), dass die Bedingung 

s_+c,+c"=O 
IL1 ~~'• ILs 

erfüllt ist, d. h. dass man hat 

(23) C11La.f"s + Czf'sl-'1 + Cs!-'11-'2 = 0 · 
Dies ist die allgemeinste Gleichung eines dem Fundamentaldreieck um
beschriebenen Kegelschnitts, da man, wenn die Gleichung (14) von den Co
ordinaten von A; erfüllt werden soll, Cu = 0 setzen muss. Dreht sich also 
eine Gerade um einen ihrer Punkte, so beschreibt ihr trilinearer Pol 
inbezug auf ein Dreieck einen diesem Dreieck umbeschriebenen 
Kegelschnitt. Wendet man ferner die Formeln (22) an, so sieht man, 
dass P der Homologiepol des Kegelschnitts ist. Wendet man dagegen die 
Formeln (20) an, so findet man, dass der Mittelpunkt Q des Kegelschnitts 
durch Coordinaten v1, v2 , v8 definiert wird, die proportional 

c1 ( c2 + c3 - c1) , ca ( c3 + c1 - c2) , c3 ( c1 + Ca - c8) 

sind. Man bemerke inzwischen, dass 

(24) c2 v8 + c8 v2 = c8 v1 + c1 v3 = c1 v2 + c2 v1 

ist, was sich übrigens unmittelbar aus den Gleichungen (19) selbst ergiebt. 
Die letzten Relationen lassen vermöge ihrer Symmetrie die Reziprocitäts
beziehung erkennen, die zwischen P und Q besteht. Es folgt daraus, dass 
die einem Dreieck umbeschriebenen Kegelschnitte sich derart paarweise ein
ander zuordnen lassen, dass in jedem Paare ein jeder der beiden Kegelschnitte 
der Ort der trilinearen Pole der Durchmesser des andern ist. 
Die beiden Kegelschnitte fallen zusammen, wenn der Mittelpunkt in den 
Schwerp1mkt des Dreiecks fällt (§ 89, c). Will man ferner, dass der umbe
schriebene Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel sei, so muss man aus
drücken, dass die Bedingung (15) von den Coefficienten der Gleichung erfüllt 
wird, d. h. dass man hat 

(a22 + asz- a12) cl + (as2 + a12- aa2) c2 + (a12 + aaa- as2) Cs = 0. 

Diese Gleichung sagt uns, dass der Homologiepol auf der trilinearen Polare 
des Orthocentrums (§ 89, a) liegt, mithin schneiden sich in dem Ortho
ceutrum alle umbeschriebenen gleichseitigen Hyperbeln. 

b) Soll der Kegelschnitt (14) dem Fundamentaldreieck einbeschrieben 
sein, so muss die Gleichung, welche man erhält, wenn man in der Gleichung 
(14) z. B. f"t = 0 setzt, d. h. c22 p,22 + c33 p,32 + 2c23 p,2 p,8 = 0 gleiche 
Wurzeln haben. Es muss daher, wenn mit c1 , c2 , c3 die Werte der Co
efficienten c23 , c31 , c12 bezeichnet werden, c;2 C;; = c11 c22 c33 sein. Will man 
also das Verschwinden der Discriminante vermeiden, so sieht man, dass 
C;C;; = - c1 c2 c3 ist. Ein einbeschriebener Kegelschnitt wird demnach durch 
die Gleichung 
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P,1 1 + P.t 1 + 1!!1 _ 21'1/!s _ 21'-allt _ 2P.tl'1 = 0 
Cl t Cz 2 Cs t Cz Ca Ca Cl Ct Cl 

dargestellt, die sich noch weiter auf die einfache Form 

1~ + 1111-t + 1;;;;- =0 r ;; r c, r 'c; 
reducieren lässt, die vier Gleichungen einschliesst je nach den Vorzeichen, 
die man den Wurzeln erteilt. Aus (22) leitet man ohne Schwierigkeit ab, 
dass c1 , c2 , c8 proportional den Coordinaten des Homologiepols sind, und 
die Formeln (20) zeigen, dass der Mittelpunkt durch Coordinaten proportional 
c1 (c1 + c8), c~ (r3 + c1), Cs (c1 + c11) definiert wird. Jetzt ist es leicht, auf 
die Frage zu antworten: Welches ist der Ort der Homologiepole der 
einem Dreieck einbeschriebenen oder umbeschriebenen Parabeln? 
In dem einen oder im andern Falle müssen die Coordinaten des Homologie
pols derart sein, dass die Summe der Coordinaten des Mittelpunktes gleich 
Null wird, mithin muss man haben 

c2 c3 + c3c1 + c1 c2 = 0 oder c12 + c22 + c8 11 - 2c2ea- 2c8 c1 -- 2c1 c2 = 0, 

d. h. die Pole milssen derjenigen unter den umbeschriebenen oder einbe
schriebenen Ellipsen angehören, welche den Mittelpunkt (und den Homologie
pol) im Schwerpunkte des Dreiecks hat. 

c) Die Gleichung des umbeschriebenen KreiseR lässt sich leicht aus der 
Formel (10) ableiten, welche 

(25) at2(f-t2- vll)(f.ts- va) + allll(f.ts- va)(f.tt- vt) 

+ a8 2 (~A-1 - v1) (f.ts - v2) + R2 = 0 

giebt. Es genügt, zu bemerken, dass diese Gleichung sich auf die Form ( 23) 
reducieren muss, um sofort zu erhalten 

allllva + as2v2 = aallvl + a12vs = ltlllvll + a22vl 

und aus der Vergleichung mit (24) zu schliessen, dass der Homologiepol durch 
Coordinaten definiert wird, die proportional den Quadraten der entsprechenden 
Seiten sind: ein solcher Punkt wird von vielen als Lemoine'scher Punkt be
zeichnet. Da sich nun die Gleichung des umbeschriebenen Kreises auf die Form 

~2/A-2/A-s + alf.tsfA-1 + a32f.ttf.ts = 0 

reducieren muss, so sieht man, auch ohne sich weiter der Formel (25) zu 
bedienen, indem man sich aber an die bekannte Relation 

4a4 = 2~1as1 + 2as2~2 + 2a19all2 - al•- a,•- aa• 
=~+~+~~~+~+~~-~+~~+~-~ 

erinnert, dass die Coordinaten des Centrums des umbeschriebenen Kreises 
durch die Formeln 

4a4v1 == a12 (~1 + a82 - a12), 4a4 v11 = a11 2 (a81 + a12 - a22), 

4a4v8 = tts11 (a12 + a,l- a82) 
gegeben sind. Jetzt liefert die Formel (25) 
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Was den einbeschriebenen Kreis anbetrüft, so lässt sich, da die Coordinaten 
des Centrums proportional llt , a9 , as sind (§ 89, b ), leicht ableiten, dass die
jenigen ( Ct ' Cz ' Cs) des Homologiepols umgekehrt proportional zu as +Cis-al' 
~ + ~ -az , a1 + a, - a8 sind, und dann kann man die Gleichung 
des genannten Kreises unmittelbar hinschreiben. 

§ 93. 

Nehmen wir jetzt die gewöhnlichen beweglichen Axen, d. h. die 
Tangente und die Normale in einem Punkte einer beliebigen Curve, 
und erinnern uns daran, dass die Coordinaten jeder Ecke At des Funda
mentaldreiecks den Unbeweglichkeitsbedingungen 

da:. Y· 
_ _!=_!-1 
ds q ' 

genügen. Sind l'1 , 111 , l'a die barycentrischen Coordinaten des beweg
lichen Anfangspunktes, so werden die Formeln (6) 

(26) a911-l=XsYs-XsYs, a211-s=XsYt-XlYa, a'll-s=XlYs-XtYu 

und durch Differentiation gewinnt man daraus sofort 

(27) tlp.1 _ Yt - Ya a",, = y, - 'Y1 dl'a Y1 - Y1 
Ts - -a-1 -' ds a1 ' dii = -a-1 - i 

mithin ist 

(28) xl a,."l + x,d,_"s + Xadll-s = ds' Yt a,."l + y,d#l-2 + Ysdll-s = 0. 

Dies vorausgeschickt werden wir zur Berechnung der Länge des Bogen
elements von der Identität 

(29) ksk'S (ctsßa- o:sßx)1 + kak1 (o:aßt- o:lßs)2 + k1k2 (atßz- «aßt)2 = 
= ;Ek;«t2 • ~k;ß;2 - (;Ek;a;ß;)2 

Gebrauch machen, welche uns auch im folgenden Dienste leisten wird 
und sich unmittelbar aus der Multiplication der Matrices 

I 
"1 a, «s 1 1 ~«t kscta ka«s I 
ß1 ß., ßs ' k 1ß1 k, fJs ks ßs 

ergiebt. Für a; = 1, ß; = X;, k, = dp.; wird unter Beachtung der 
ersten Gleichung (28) die Identität (29) 

(xll - Xs)1 dP-2 dp.3 + (Xs - Xl)ll d11-a d#l-1 + (x1 - X1)1 dp1 dll-t = - ds1 • 
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Setzt man dagegen die fJ gleich den y und nimmt Rücksicht auf die 
zweite Gleichung (28), so erhält man 

(Jj1 - y8) 1 df's df's + (Jj8 - y1) 1 df's df'l + (y1 - y1) 1 dl'1 df's = 0 ; 

man findet dann durch Addition die Formel (11) wieder. 

§ 94. 

Ebenso leicht ist die Berechnung der Krümmung. Durch Diffe
rentiation der Gleichungen (27) erhält man auf Grund der Unbeweg
lichkeitsbedingungen 

(30) lflp,l = - a;• - Zs d•ILI = - 3:s - a;l d•!Ls = - alr - als • 
ds' a 1 (1 ' ds1 a 1 (1 ' ds1 a 1 (1 

Nimmt man andrerseits die reciproke Determinante von (7), so findet 
man unter Beachtung der Formeln (26) 

1'1 Xs - Xa Ys - Ys 
a' = l's. Xs - X1 Ya - '!h 

l's x1-xt '!h -y, 

Setzt man hier auf der rechten Seite die Werte (27) und (30) ein, so 
gelangt man zu der Formel 

1'1 
dp,l d'fl-t 
ds ds1 

(31) 1 d!Ls a•ILI -=a' 1'2 d8 ds1 (I 

l's 
d!Ls a•",. 
d8 ds1 

Nunmehr gelingt es leicht, eine beliebige durch eine barycentrische 
Gleichung dargestellte Curve im Sinne d!lr natürlichen Geometrie zu 
bestimmen. Die genannte Gleichung bildet mit (2) ein System, welches 
die I' als Funetionen einer einzigen unabhängigen Variablen t auszu
drflcken gestattet. Benutzt man nun die Formeln (11) und (31), so 
sieht man, dass sich, da die Functionen 

(3) V (~ 1 d!Ltd!Lt a1 1 dl'adfl-t+lla•dp.1 dp.1) 
2 " = - (il Tt M + a 1 Tt Tt a' Tt dT ' 

d,.."_ a•,.."_ 
l't Tt at• 

d!Lt d'ILI w = l's -dt -dt' 

a",. d'p,, 
l'a Tt cw-
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bekannt sind, die natürliche Gleichung der beti·achteten Curve durch 
Elimination von t aus den Gleichungen 

f UK:1 
(33) s. a xdt, Q = -w 
ergeben wird. Mau beachte, dass auf Grund der Formel (2) die 
Wronski'sche Determinante sich einfacher in folgender Weise schreiben 
lässt: 
(34) W = dll-2 (PILs_ tl!Ls d"ll• = d!Ls d"ll-_1 _ d..f:_1 d"~ = d11-1 d1 11-1 _ dll-1 d11!"!. 

. dt dt' tlt dt• dt dt" dt dt 2 dt dt 2 dt dti 

Die Berechnung von W wird oft durch die Bemerkung erleichtert, dass, 
wenn die tL den barycentrischen Coordinaten nur proportional (nicht 
gleich) sind und infolgedessen eine Summe k § 1 haben, ihre Wronski'sche 
Determinante den Wert k3 W hat. 

§ 95. 

Ist die Curve durch die Gleichung f(p.1 , p.2 , p.3) = 0 gegeben, so 
lassen sich sofort drei Grössen finden, die den Differentialen der tL pro
portional sind; denn man hat 

of of. ar dp.1 + dp.2 + dp.3 = 0, ~ -dp.1 + <> dp.2 + <> dp.3 = 0, 
u ll-1 U/L• u !La 

wu bei den partiellen Differentiationen nach den p. diese Veränderlichen 
augenblicklich frei von der Beziehung (2) zu denken sind. Andrerseits 
hängt der Proportionalitätsfactor von der Wahl der unabhängigen V er
änderlichen. t ab, mithin kann man diese immer in der Weise be
stimmen, dass 

(35) d11-1 of of a,.... of of d11-s of of 
~=a~-a~· ~=a~-a~· ~=a~-o~ 

ist. Danach wird die Formel (32) 

a2x2 = a 2 (Jl)2 + a 2 (:ti__)2 + a 2 ( of)2 + (a 2- a z- a 2) y_ of 
1 OfL1 2 ÖELs s O!ls 1 2 s 0/A-t o~ 

+ (a 2_ a 2 _ a 2)~[__~_[ + (a 2 _ a 2 _ a 2) of H_. 
2 s t OfLaO!lt s 1 2 01'10~ 

A.uf ähnliche Weise erhält man durch Einsetzen der Werte (35) m 
eine der Gleichungen (34) 

w = (of _ or) a•l's _ (of _ y_) a~,."~ _ ""'~ a•",i 
OILa Of'1 dt' 01'1 OfL1 dt• - ~ O!li dt' ' • 

und wenn man in die Rechnungen die Operation 

d dp,. 0 a,.". 0 dp,a () 
(36) dt=dio,."1 +~afLll +crt ~-~~ 
einfUhrt, so kann man auch schreiben 



§ 95. § 96. 127 

Bemerkt man endlich, dass die Wiederholung der Operation (36) 

a• ~ a", a"j a• 
dt1 = i,j dt dt 0/1-;011-j 

liefert, so erhält man 

(37) 

~ 96. 

Die letzte Formel lehrt, wenn man darin die Werte (35) einsetzt 
W als Function der ersten und zweiten partiellen Ableitungen von f' 
nach den 1-1 kennen. Sie vereinfacht sich in bemerkenswerter Weise, 
wenn die Function f homogen ist: man braucht nur die ersten Ab
leitungen mit Hilfe der bekannten Euler'schen Relationen 

(38) 
ar ~ rN 

(n- 1) Of'· = ~ ILJ Of'·Of'·' 
t j ' J 

wo n der Grad von f ist, herauszuschaffen. Multiplieiert man überdies 
die beiden Seiten von (37) mit ( n - 1 )2 , so erkennt man leicht, dass 
sich die rechte m 

2 ""' o•r (p,l + ~2 + tLs) H- 11 ~ Ofi-;oll-/if'i 
'• J 

spaltet, wo 11 die Summe der algebraischen Complemente aller Ele
mente von H, der Hesse'schen Determinante von f nach den p,, be
deutet. Nun hat man aber auf Grund derselben Gleichungen (3H) 

""' a• r ~ Of';Of'J· P,iP,J = n (n- 1) f(tLu ~2, tLs) = 0 · .. , 
Mithin ist 

(n-1)2 W= H, 

und die zweite Formel (33) giebt also schliesslich 

(}'i.f a•r a•r 
(),_.,1 'i. () 1'1 () ,.... o ,i;iJ 11-s 

o''f a•r a~r 
- o,..., a,...l 0 1-'t' o,.." a,...a 

o't o'f o'f 
Öfl's (),_.,1 a,...s a,..., 8" f's 
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§ 97. Anwendung auf die Kegelschnitte. 

Bei den Kegelschnitten hat man 

1 ~ o'f n = 2 , f = -2 Cij fl-if.'i , ~ = Cij , 
(I l'i !I l'j 

H=&; 

mithin nimmt die Gleichung (39) die Form an 

4)f 
(40) fl=a•..d' 
wo . die Function 

t1J = ~ 2 (ß1_)2 + ... + (n.. s _ a 2 _ "s ') ~ o f + ... a111 - 1 s o",. o",. 
eine andre quadratische Form ist. Die Discriminante dieser Form 
unterscheidet sich nur um den Factor L/2 von der Determinante 

a s 
1 

1( 2 2 2) 2as-as-al 
1 
2 (als- as'- as') 

aa» 

Diese ist,null, da die Sun1me der Elemente jeder Reihe verschwindet. Durch 
eine leichte Rechnung findet man ferner, dass die Summe der algebraischen 
Complemente aller Elemente 9 a' ist. Also stellt (§ 88) die Gleichung 
lfl = 0 ein Paar von imaginären Geraden dar. Es ist ferner zu be
merken, dass diese Geraden Durchmesser des Kegelschnitts sind, da man 
1m Mittelpunkte (vgl. § 91, c) 

of of or 
op,l = o",. = a",.' lfl = 0 

hat. Man betrachte inzwischen gleichzeitig mit dem ersten Kegelschnitt 
alle diejenigen, welche dieselben Asymptoten haben, und welche, wie wir 

wissen (§ 91, c), durch die Gleichung f = ~ c dargestellt wer~en. Für sie 
ist von jedem C;J die Grösse c zu subtrahieren: auf diese Weise wird jede 
partielle Ableitung erster Ordnung von f um c vermindert, und man erkennt 
sofort, dass hierbei die Function lfl ungellndert bleibt. Da andrerseits die!le 
Function nicht gleichzeitig mit f verschwinden kann ausser, wenn q ver
schwindet, so gelangl! man zu dem Schluss, dass alle Kegelschnitte mit 
einem gegebenen Asymptotenpaare auf zwei gemeinsamen imagi
nären Durchmessern eine unendliche Krümmung haben. Eine andre 
Interpretation von 11> ergiebt sich aus der folgenden Bemerkung. Fixiert 
man in ( 40) den Wert von fl beliebig, so stellt die so erhaltene Gleichung 

lfl = (a 2fj&)'* einen Kegelschnitt dar, der den gegebenen Kegelschnitt in 
vier Punkten schneidet, in denen () den vorgeschriebenen Wert annimmt. 
Die den unendlich vielen W erlen von fl entsprechenden Kegelschnitte sind 
concentrische Ellipsen: ihre Asymptoten sind die Geraden 11> = 0. 
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§ 98. Symmetrische Dreieokeourven. 

Die durch die Gleichung 

(41) C11-'1" + f:aflt" + Cal'a" === 0 
definierten Curven, welche von La Gournerie symmmetrische Drei
eckscurven genannt werden, sind von grossem Interesse, weil zu ihnen 
die Kegelschnitte in ihren Hauptlagen zu dem Fundamentaldreieck ge
hören. In der '.rhat findet man (§§ 91, b; 92, a, b) fiir n = 2 einen zu 
dem Dreieck conjugiert.en Kegelschnitt, für n = -1 einen um be-

schriebenen Kegelschnitt, für n =~einen einbeschriebenen Kegel

schnitt. Die Differentiation der Gleichung (41) liefert auf Grund von (27) 

( 42) C:t 1'1"-1 Ws - Ya) + Ca f.'t"-1 Wa - Yt) + Cal'a"-1 Wt - Ys) == 0 · 

Also sind c1l't"-1 , Csl'l"-1, Cal'a"-1 bezüglich proportional zu 

1-'t CY1 - Ys) - l'a 0/s - YJ = ~ + l'a) '!11 - (l'lys + l'aYa) == 111 ' 

y1 und '!Ia. Dies vorausgeschickt erhält man durch Differentiation von ( 42) 

1[ ( n-1 ""i t;P-1"-1 x. - Xa) + · : ·] = ---ar- [t;t'1"-10/t- Ya)1 + · · ·]' 
d. h. 

( 43) - ~ = n a• 1 ~ (Ys - Ya)1 + · · •], 
wenn man beachtet, dass nach der Formel (7) 

~-~~+~-~~+~-~~==-~ 
ist. Nunmehr benutzen wir die Identität (29), indem wir darin a == 1, 
P = y, ky -= l' setzen. Offenbar wird 

~k;fl; = ~~~-~ = 1' ~k;{J;1 = ~l'i1/i = 0. 
i i i i 

Also kommt 

1'1 ""' Wt - Ya)1 + P..l't ('!/a - Y1)9 + 1'1 1'1 W1 - Ys)1 = - 1 , 
~~ ~~ ~~ 

mithin, wenn man in ( 43) einsetzt, 

(44) a • l'l ",. l*s 
~ = n - 1 '!lt'!ls '!Ia • 

Man bemerke hier folgendes: Wenn sich zwei Curven (41), die zwei 
Werten n und n' des Exponenten entsprechen, in einem Punkte be
rt1hren, so lässt sieh in diesem Punkte die KrUmmung der einen sofort 
aus derjenigen der andern ableiten; denn die Gleichung (44) liefert, wie 
J amet bemerkt hat, 

(n- 1) q = (n'- 1) q'. 
Cesho-Kowshwold, uatUrl. H~ometrle. ll. Aan 9 
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§ 99. 

Bei der Construction des Ausdrucks (44) ist es vorteilhaft, die 
Polarcoordinaten (rt, 0,) der EckenA1 zu benutzen. Man hat y;=r1sin81, 

und die Fonneln. (26) liefern ausserdem a2p.1 = - r1r8 sin (81 - 83), 

u. s. w.; alsdann wird die Fonnel (44), wenn man sich auf den Fall 
n = - 1 beschränkt, 

r1 r1 r8 sin (61 - 68) ein (68 -- 61) sin (61 - 61) 

f! = 2a1 · ' sin 61 ein 61 ein 61 • 

Mit Hilfe dieser Formel konnte Fouret nach Chasles und Mannheim 
mit Leichtigkeit das folgende Problem lösen: Das Krümmungs
eentrum in einem Punkte M eines Kegelschnitts zu con
struieren, wenn man drei Punkte der Curve und die Tangente 
in M kennt. Sind statt der drei Punkte drei Tangenten gegeben, so 
lässt sich das analoge Problem unmittelbar auf das vorige reducieren. 

In der That liefert für n = -1 und n' = ~ das Theorem von Jamet 

4(! = ~', d. h. wenn von zwei sich berührenden Kegelschnitten 
der eine einem Dreieck umbeschrieben und der andre dem
selben Dreieck einbeschrieben ist, so ist in dem Berührungs
punkt die Krümmung des ersten das Vierfache von der des 
zweiten. Betrachtet man auch den Fall n=2, so findet man folgendes: 
Sind O, 0', 0" in einem Punkte M die Krümmungseeutra von drei 
Kegelschnitten, die sich in M berühren, und ist zu einem gegebenen 
Dreieck der erste umbeschrieben, der ~weite einbeschrieben, der dritte 
conjugiert, so ist 0" inbezug auf M symmetrisch zu dem Mittel
punkte von MO' und 0 symmetrisch zu dem Mittelpunkte von MO''. 

§ 100. Anliarm.onische Curven. 

So nennt man nach Halphen die Curven, bei denen das Doppel
verhältnis des Quadrupels constant ist, welches von dem 
Punkte M und den Schnittpunkten der Tangente in M mit 
drei festen Geraden gebildet wird. Wenn diese Geraden, die zu 
Seiten des Fundamentaldreiecks gewählt werden, auf der Tangente in M, 
von M aus gerechnet, die Abschnitte t1 , t2 1 fs bestimmen, so drückt 
man das Problem in einer Gleichung aus, indem mau schreibt 

(45) c1t2 t8 + c2 t8 t1 + c8 ~t, = O, 
wobei c11 c,, c3 drei Gonstanten sind, deren Summe Null ist: d~s 
Doppelverhältnis hat bekanntlich einen der Werte 
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Die Längen t lassen sich nun leicht berechnen, und man findet 
a•,.",_ _ a•,.... _ a'l'a 

t,.=-'!1---'!1:' tg--'!1 -y' ts--'!1 -y' s- a a 1 1 •-

SO dass die Gleichung (45) 

( 46) ~ (Ys - Ys) + ~ Ws - Yt) + ~ (yl - Ya) = 0 

wird, d. h. auf Grund von (27) 

~ci:8 logp.;=0. 
i 
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Diese liefert integriert die barycentrische Gleichung der anhar
monischen Curven 
(47) c,c"ea C t P-t P-a. P.a = ons . 

§ 101. 

Das System, welches die Gleichung ( 46) zusammen mi~ +es+ Ca =0 
bildet, giebt 

(48) 
mithin ist 

C1 c1 Ca -=-=-; 
P-i '!11 1-'t '!lt l'a '!Ia 

t; eot 01 + c, cot 81 + Ca cot 08 = 0. 

Auf diese Weise findet man die dualistische Eigenschaft zu der als De
finition angegebenen, nämlich die folgende: Das Doppelverhältnis 
des von einer beliebigen Tangente und den Verbindungslinien 
des Berührungspunktes mit drei festen Punkten gebildeten 
Quadrupels ist constant. Hiernach können wir in jedem Punkte 
die Tangente construieren. Um das Krümmungscentrum zu construieren, 
wollen wir zunächst beweisen, dass die anharmonischen Curven 
ein Grenzfall der symmetrischen Dreieckscurven sind. Wenn 
die Summe der c null ist, so lässt sich die Gleichung (41), nachdem 
man die rechte Seite durch das Produet von n mit einer Constanten 
ersetzt hat, so schreiben: 

~ p,~ -1 
~ e; -'- = Const. 

• n 
Dann findet man aber, da 

1. II-" -1 1 
JJD. -- = og p. 

n=O n 

ist, für unendlich abnehmendes n die Gleichung ( 4 7) wieder. Dies 
vorausgeschickt liefert für n = 2 und n' = 0 das Theorem von Jamet 
f! =- f!', d. h. das Krümmungscentrum einer anharmonischen 

9'" 
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Curve in einem Punkte Mist inbezug auf M symmetrisch zu 
dem Krümmungscentrum desjenigen zu dem Fundamentaldrei· 
eck conjngierten Kegelschnitts, welcher in M die betrachtete 
Curve berührt. 

§ 102. Beispiel. 

a) Ein interessantes Beispiel einer anharmonischen Curve bietet sich 
uns in der Potenzcurve eines Dreiecks, d. h. dem Ort aller Punkte M, 
deren barycentrische Coordinaten proportional derselben Potenz n der cor
respondierenden Seiten sind. Zu diesen Punkten gehören immer (§§ 89, 92) 
der Schwerpunkt des Dreiecks (n = 0), der Mittelpunkt des einbe
schriebenen Kreises (n = 1), der Lemoine'sche Punkt (n = 2), u. s. w. 
Um eine bestimmte Vorstellung zu haben, werden wir beständig annehmen 
a1 > a2 > a3 und der Kürze wegen 

a 
c3 =log...!.. a, 

setzen, wobei wir bemerken, dass c1 + c2 + c3 = 0 ist. Dies vorausge
schickt ergiebt sich aus der Definition 

(49) 

sofort, dass der Ort eine anharmonische Curve ist; denn man hat p,1 c, p,2"' fls c, = 1. 
Gleichzeitig zeigen die Formeln (49), dass, wenn n unendlich zunimmt, 
l'l nach der Einheit convergiert, 1-'2 und 1-'s nach Null. Dagegen convergiert, 
wenn n nach - oo abnimmt, p,3 nach der Einheit, während 1-'2 und p.1 

nach Null convergieren. Also gehören der Potenzcurve auch die Ecken A 1 

und A8 an, welche der grössten und der kleinsten Seite gegenüberliegen. 
Wie verhil.lt sich die Curve in der Umgebung dieser Punkte? Wenn M 
nach A1 hinrückt, so fällt in der Grenze die Gerade MA1 mit der Tangente 
in A1 zusammen, mithin muss dasselbe für M .A2 oder M .A3 eintreten, damit 
das Doppelverhältnis der vier Geraden seinen Wert bewahrt. Also muss 
die Curve in der Ecke A1 eine der Seiten berühren. Um aber die vorge
legte Frage genau zu beantworten, muss man auf die Formeln ( 48) zurück
greifen, welche im vorliegenden Falle 

(50) 

werden und ohne weiteres 

Yt = ~ (a')", 
'!/s c, a, 

lim Ys = 0 
n=oo Ys 

liefern. Da nun aber Ys nicht grösser als a2 werden kann, so muss lim y2 = 0 
sein, d. h. die Tangente in A1 ist .A1 ~ • Auf ähnliche Weise zeigt man, 
dass A8 A2 die 'l'angente in A 3 ist. Demnach berührt die Curve in den 
Endpunkten der mittleren Seite die beiden andern Seiten. Daraus 
folgt, dass für unendliuh zunehmendes n der Grenzwert von y3 die Ent-
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fernung der Eeke .A3 von der gegenüberliegenden Seite ist und für unend
lich abnehmendes n der Grenzwert von !h die Entfernung der Ecke .A1 von 
der gegenüberliegenden Seite. Also ist 

. a• 
lun '!/s =-, 

n="' aa 
a• 

limy1 =- · at n=-oo 

Wendet man nun die Formeln (50) an, so findet man für unendlich zu
nehmendes n 

(n._)" a'c lim ::!. '!Ia = - 1 , 
"s as Cs 

Ähnlich leitet man aus den Formeln (49) ab 

(a )" (a )" lim f't = lim a: 1'2 = lim a: f.'s = 1 , 

Andrerseits liefert abgesehen vom Vorzeichen die Formel (4·1) für jede an
harmonische Curve 

~ = a4 11-t 11-J fks ; 
YtY1Ys 

mitbin ist auf Grund der obigen Resultate 

(51) lim (llt "')" = as s cl . 
a 1 !! a2c c I 1 I 

Also ist im allgemeinen in der Ecke .A1 die Krümmung null oder un
endlich, und zwar null, wenn a9 2 > a1 as, unendlich, wenn a9 2 < a1 a3 

ist. Man würde in analoger Weise zeigen, dass in .A3 unter denselben Um
ständen die Krümmung unendlich bezw. null ist. Eine Ausnahme machen 
nur diejenigen Dreiecke, deren Seiten eine geometrische Progression bilden. 

Für sie ist a2 2 = a1 a3 , c1 = c8 = - ~ c2 • Aus der vorstehenden Dis

eussion geht hervor, dass der Krümmungsradius in den Endpunkten der 
mittleren Seite Werte annimmt, die den Cuben der anstossenden Seiten pro
portional sind, und es ist ferner leicht zu beweisen, dass der Krümmungs
radius proportional dem Cubus der mittleren Seite wird in dem Schwerpunkt, 
wo man hat 

ct1 8 a1 ct1 a8 
f! = 2a, = --2a' · 

Dies bedeutet, dass im Schwerpunkt der osculierende Kreis gleich dem um 
beschriebenen Kreise des Dreiecks wird. Übrigens ist in dem betrachteten 
Specialfall die Potenzcurve ein Kegelschnitt, da die für die c gefundenen 
Werte die barycentrische Gleichung auf die Form f-'2 9 = f.'tl-'s bringen. 

b) Die Potenzcurve kann aus dem Dreieck hinaus fortgesetzt werden, 

indem man n imaginiire Werte erteilt. Man verwandle n in n + m y=1 , 
bezeichne mit 0; das Argument von a;"' Y -l , welches offenbar gleich m log u; 

ist, mit ,. und 0 den Modul und das Argument der Summe a1" + a2 n + a3" 

nach der Veränderung von n, und man bemerke, dass die Formeln (49) 

rf'1= a;''c(8;-B)Y-t liefern. Soll der Punkt (1111 fC: 1 fts) reell sein, so ist 
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dazu notwendig, dass 0; - 0 ein Vielfaches von n ist. Setzt man 
8; - () = m;n , so erhält man · r ft; = (- 1 )m; a;''; mithin ist 

1'-t · ~~-· "" 
1 

(-tr•al n (-l)""'a, n (- l) .... a.,. 

Man kann immer annehmen, dass alle Zahlen m; gerade sind, oder dass 
eine einzige ungerade ist. Bei der ersten Annahme gelangt man wieder 
zu dem Punkte M, der durch die Gleichungen ( 49) definiert wird; bei der 
zweiten erhält man einen neuen Punkt M', der in einer einfachen Beziehung 
zu M steht: wenn die ungerade Zahl m. ist, so wird die Strecke MM' 
von der Ecke .A. und von der gegenüberliegenden Seite harmo
nisch geteilt. Wie bestimmt man v? Bemerken wir, dass 

mc1 = 02 - Os= (m2 - m3)n, u. s. w. 

ist. Es ist also vor allen Dingen nötig, dass die gegenseitigen Verhältnisse 
der Zahlen c rational sind. Wenn dies der Fall ist, so lassen sich drei 
ganze Zahlen el ' ~ ' es ohne gemeinsamen Teiler finden derart, dass C; = e;C 

ist. Zwischen den Seiten des Dreiecks besteht alsdann eine Relation von 
der Form 
(52) 

Da die Zahlen e1 , e2 , es proportional ~ - ~ , m3 - m1 , m1 - m2 sind, 
so ist offenbar eine einzige unter ihnen gerade, und zwar e.. Daraus 
folgt, dass bei gegebener Relation (52) die Zahl v bekannt ist; denn man 
hat v = 2, wenn e:t upd es ungerade sind; v = 1, wenn e1 gerade und es 
ungerade ist; ." = 3, wenn e1 ungerade und e3 gerade ist. Wenn also die 
Bestimmung der Zahlen e möglich ist, so besitzt die Curve Zweige (M') 
ausserhalb des Dreiecks, welche aus dem innern Zweige (M) durch eine 
harmonische Homologie hervorgehen, deren Pol die Ecke A. und deren Axe 
die gegenüberliegende Seite ist. Offenbar erhält man flir v = 2 einen einzigen 
Zweig (M'), der zusammen mit (M) eine Art von Oval bildet. Ganz anders 

ist die Gestalt der Curve, wenn v = 1 oder v = 3 ist. 
Betrachten wir z. B. den Fall v = 1. Die Gerade, 
welche die Mittelpunkte der Seiten .A1 .A1 , .A1 As· ver
bindet, tri:fft (M) in einem Punkte P; und der Punkt P', 
der P entspricht, liegt auf .A1 P im Unendlichen. Die 

•, -\ Tangente in P transformiert sich in die Tangente in P', 
d. h. in eine Asymptote, welche sich leicht construieren 
lll.sst, indem man durch den Schnittpunkt der Tangente 
in P mit ..A,..A.s, der Axe der Homologie, eine Parallele 
zu P A1 zieht. Die Bogen PAs und P A1 transformieren 
sich offenbar in zwei Zweige, die asymptotisch zu der 
soeben construierten Geraden ins Unendliche verlaufen 
und den inneren Zweig in A3 und A1 bezüglich derart 

Fig. 38. berühren, dass man in A8 eine Spitze und in A1 einen 
Wendepunkt hat, ohne dass die Krümmung in dem 

ersten Punkte notwendig unendlich und im zweiten Punkte null ist. 
"Übrigens gewinnt man genauere Aufschlüsse über das Verhalten der Curve 
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m den Endpunkten der mittleren Seite ohne Schwierigkeit aus den Formeln 
(32) m;td (51). Die erste von ihnen führt dazu, in der Umgebung von 
A1 zu schreiben s = e-nc, und s = e"c• in der Umgebung von A3 , während 
sich (51) leicht auf die asymptotische Form (! = kc"h-c,) bringen lässt. 
Daraus folgt, dass sich in der Umgebung von 11.1 die Curve verhält, wie 

c, 
wenn ihre natürliche Gleichung (! = ki-c; wäre, und in der Umgebung 

c, 
von 11.3 , wie wenn die Gleichung (! = kl-c; wäre. Jetzt braucht man 
sich nur an das im ersten Kapitel (§ 11, e) gesagte zu erinnern, um die Dis
cussion zu vervollständigen. Wir kommen also zu dem Gesamtergebnis, dass 
die Potenzcurve eines Dreiecks drei wesentlich verschiedene Formen haben 
kann, welche von der Relation (52) abhängen. Wird diese von keinem 
Paare ganzer Zahlen c1 und e3 erfüllt, so bricht die Curve, welche ganz im 
Innern des Dreiecks liegt, in den Endpunkten der mittleren · Seite ab. Be
steht zwischen den Seiten eine Relation (52), wo e1 und Ca ungerade sind, 
so ist die Potenzcurve eine geschlossene Curve. Wenn endlich t; oder Cs 
gerade ist, so ist die Curve ungeschlossen und, besteht aus zwei Zweigen, 
welche von einer Spitze ausgehen und asymptotisch zu einer und derselben 
Geraden ins Unendliche verlaufen. Ein Zweig liegt ganz ausserhalb; der 
andre, der zuerst im Innern liegt, erfährt beim Übergange nach aussen eine 
Infiexion. Während die Potenzcurve im ersten Falle transcendent ist, ist 
sie in den beiden andern algebraisch von gerader bezw. ungerader Ordnung. 



Achtes Kapitel. 

Scharen ebener Corven. 

§ 103. 

Wir betrachten eine stetige Function der Punkte der Ebene, d. h. 
eine Veränderliche u, die in jedem Punkte M einen vorgeschriebenen 
Wert annimmt und sich unendlich wenig ändert, wenn M in der Ebe:tJ.e 
eine unendlich kleine V errückung erfährt. Wenn die Werte, welche u 
erhalten kann, sämtlich reell sind, so ist ihre Anzahl einfach unendlich, 
wiUirend die Punkte der Ebene eine doppelte Unendlichkeit bilden. 
Wenn man also u einen constanten Wert auferlegt, so ist dadurch in 
der Ebene eine Curve bestimmt; ändert man alsdann den genannten Wert, 
so bedeutet dies den 'öbergang von einer Curve zu einer andem. Daraus 
folgt, dass jede reelle Function der Punkte einer Ebene die analytische 
Darstellung einer einfach unendlichen Curvenschar in sich schliesst, 
deren Eigenschaften sich daher durch geometrische Interpretation der 
Eigenschaften der Function ergeben müssen. Es ist von Wichtigkeit, 
zu bemerken, dass die unendlich vielen Functionen von u keine neuen 
Curvenscharen definieren. Sie liefern alle die eine durch u selbst de
finierte s~har, und wir werden in kurzem sehen, dass es keine andern 
Functionen giebt, die zur Darstellung der ~Jenannten Schar geeignet sind. 

§ 104. 

Wenn eine Verschiebung ds des Punktes M bei der Function u 

das lncrement du hervorbringt, so nennt man das Verhältnis :: den 

Differentialquotienten von u in der Richtung jener Verschiebung 

und bezeichnet ihn mit ~~, wenn es sich um eine besondere Richtung 

handelt, die man von den andem unterscheiden will. Eine Function hat 
also in jedem Punkte unendlich viele Differentialquotienten; aber diese 
hängen in sehr einfacher Weise ab von den Quotienten, die sich auf 
Z'Wei beliebige zueinander senkrechte Richtungen beziehen, oder von 
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dem einen Quotienten, der sich auf eine ganz bestimmte Richtung 
bezieht. Es sei in der That M" die Projection des Endpunktes M 
der Strecke M M' = ds auf eine durch M hindurchgehende Gerade, 
und ds1 , ds9 seien die Längen der Strecken M M", M" M', so dass 

~= ~81 =ds cos 0> sm co 

ist. Geht man von M zu M" über, so nimmt die Function den Wert 

u + ~u ds1 an; dieser erhält dann beim Übergange von M" zu M' ein 
(181 

Increment, welches man unter Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen 

von höherer Ordnung gleich ~u ds2 setzen kann, wo ~u für den 
(/~ (/~ 

Punkt M berechnet ist. Ist nun u + du der Wert der li'unction in 
M ', so sieht man, dass 

ist, mithin 

(1) 

Setzen wir 

ou ou 
du= "cls1 + ~ds2 v81 uBi 

du ou . ou 
-d = cos ro ~ + sm ro - . s u81 os, 

zur Abkürzung 
.du= (ou)ll + (ou)2 os1 os. ' 

und betrachten wir die Richtung MN, für welche 

(2) 1 ou . 1 ou 
COS ro0 = ,;- - 7 Sill IDo= ,r;;;:; -

y .du os. y .du os1 

ist. Für diese Richtung liefert die Formel (1) y'dU als Wert des 
Differentialquotienten; ferntlr geht dieselbe Formel (1) auf Grund von 
(2) über in 

du ,r;-:-: 
ds = v Llu. cos (w - ro0), 

und man erkennt auf diese Weise, dass dte Richtung MN diejenige 
ist, in welcher sich tt am schnellsten ändert. Dagegen ist in 
der zu MN senkrechten Richtung MT der Differentialquotient null, 
d. h. die Function hat das Besti-eben constant zn bleiben. Also 
ist MT die Tangente und daher MN die Normale derjenigen Curve 
der Schar, längs welcher u den Wert bewahrt, den es in M hat. 

§ 105. Erster Dift'erentialpa.rameter. 

Als erster Differentialparameter einer Function u in einem 
Punkte wird das Quadrat des grössten DifferentialquotienteiJ7 d. h. Llu, 
bezeichnet. Dieser Ausdruck ist eine Invariante, da er (nach der De
finition) eine von jedem Coordinatensystem unabhängige Bedeutung hat. 
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Im allgemeinen definiert die Funetion Llu eine neue Curvensehar, welche 
mit der durch u definierten Schar zusammenfällt, wenn diese aus 
parallelen Curven besteht. In der That, ,fixiert man fdr u zwei un
endlich benachbarte Werte tt und u + du, die zwei Curven definieren, 
so ist der von der zweiten Curve auf der Normale der ersten bestimmte 

Abschnitt, vom lneidenzpunkte au1::1 gerechnet, ds = ,~. Soll nun ds 
r.du 

längs der ersten Curve eonstant sein, so ist dazu notwendig. und hin
reichend, dass es sieh nicht ändert, solange u ungeändert bleibt, d. h. 
dass Llu nur von tt abhängt. Soll also die durch die Function u 
definierte Schar aus parallelen Curven bestehen, so ist dazu 
notwendig und hinreichend, dass .du eine Function von u 
allein ist. 

§ 106. 

Der erste Differentialparameter lässt sich auch als ein Specialfall 
des gemischten Differentialparameters zweier Funetionen 

( ) ott ov i)u ov 
LI u V=--·-+-·-' os1 os1 os1 os, 

betrachten. Auch dieser ist eine Invariante. Schreibt man nämlich die 
Formeln (2) fitr die Normalen der beiden Curven 

u = Const. , v = Const. 
in einem diesen beiden Curven gemeinsamen Punkte, so findet man 
sofort, dass ihr Winkel oder auch der Winkel tfJ der beiden Curven 
durch die }'ormel 

eos tfJ = .d(u, v) _ 
y'.du·.dv 

gegeben ist. Dieselbe setzt die invariante Bedeutung von LI (u, v) in 
Evidenz und zeigt itberdies, dass das V erseh winden des gemischten 
Differentialparameters von zwei Functionen notwendig und 
hinreichend ist fiir die Orthogonalität der durch diese Func
tionen dargestellten Curven. Bemerkt man ferner, dass man auch 
schreiben kann 

ou ou 
. 1 os1 os, 

Sln t/J = :r=:===:= V .du· .dv ov i)v 
osl os. 

und dass es zum Verschwinden des zweiten Gliedes notwendig und hin
reichend ist, dass v eine Function von u ist, so erkel\nt man, dass dies 
die hinreichende (vgl. § 103) und notwendige Bedingung dafür ist, 
dass u und v dieselbe Curvenschar darstellen. 
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§ 107. Zweiter Dift'erentialpara.meter. 

Die Operation 
d 0 + . 0 

T = COS W ~ Sln W ~ , 
toS us1 us1 

welche den Differentialquotienten in einer beliebigen Richtung liefert, 
wollen wir uns in derselben Richtung, die wir als unverände1·1ich 
annehmen, wiederholt denken: es sei 

d1 
( 0 + . 0 ) ( 0 + . () ) ds' = cos w os1 Sill ro oss cos w i7s1 Sill w os, . 

Setzt man zur Abkürzung 

(3) 
so erhält man 

Wendet man diese Operation ebenso in der durch den Winkel w + j 
definierten Richtung an und addiert dann die beiden Resultate, so er
kennt man sofort, dass die Summe der zweiten Differential
quotienten in zwei (in der Ebene festen) Richtungen in einem 
Punkte constant bleibt, wenn die Richtungen variieren, indem 
sie fortwährend auf einander senkrecht stehen. Diese Summe 
ist es, welche man den zweiten Differentialparameter der betrach
teten Function u nennt und mit L12u bezeichnet. Man hat also 

oder 

ll ()1 ()I {) () 

L1 = os1 1 + 8s,1 + §1 os, + §s os1 ' 

(4) 

Man nennt ferner harmonische ]j,unctionen diejenigen Functionen, 
welche einen beständig verschwindenden zweiten Differentialparameter 
haben. 

§ 108. Isotherme Curvensoharen. 

Isotherm nennt man jede durch eine harmonische Function de
finierte Curvenschar, und diese Function bezeichnet man als den iso
metrischen Parameter der Schar. Wie verfahrt man, um zu er
kennen, ob die durch eine Function u definierte Schar isotherm ist? 
Wenn nicht L12u = 0 ist, so ist damit nicht gesagt, dass die Schar 
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nicht isotherm ist, sondern nur, dass u nicht ihr isometrischer Para
meter sein kann. Dieser Parameter muss jedoch auf Grund der Schluss
bemerkung in§ 106 eine Function von u sein. Um nun die Operation 
(4) auf F(u) anzuwenden, bemerke man, dass 

dF = F' du d' F = F' d'u + F" (du)2 
ds ds ' ds 1 ds' ds ' 

mithin 

(5) L12 F = F' L12u + F" du 
ist. Wenn die Schar isotherm ist, so muss eine Function F existieren 
derart, dass L13 F null ist, und man hat daher 

.d1u F"(u) 
.du =- F'(u) ' 

d. h. das Verhältnis der beiden Differentialparameter ist eine Function 
von tt allein. Tritt umgekehrt der Fall ein, dass man das genannte 
Verhältnis gleich einer Function f{u) findet, so erhält man durch Sub
stitution von f'(u) auf der linken Seite der vorstehenden Gleichung und 
durch Integration 

Ji'(u) = j e-ffdu. d·u. 

Denken wir uns diesen Wert von F in (5) eingesetzt, so sehen wir, 
dass L18 F = 0 herauskommen muss und daher die Schar isotherm ist 
und den isometrischen Parameter Ji' besitzt. Soll also die Curven
schar, welche durch die Function te definiert wird, isotherm 
sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass das Ver
hältnis der Differentialparameter von u eine Function von te 

allein ist. 

§ 109. Xrummlinige Coordinaten. 

Betrachten wir jetzt zwei Curvenscharen, die durch die Functionen 
q1 und q2 definiert sind. Wenn zwischen ihnen keine Relation besteht, 
wenn also die zugehörigen Curvenscharen nicht zusammenfallen (§ 106), 
so ist die Anzahl der Wertepaare q1 , q2 doppelt unendlich, ebenso wie 
die Anzahl der Punkte der Ebene, lmd jeder solche Punkt M lässt sich 
ansehen als dargestellt durch die beiden Werte q1 und q2 (die krumm
linigell Ooordinaten), welche in den entsprechenden Scharen die

jenigen Curven charakterisieren, die durch M hindurchgehen. Es macht 
wenig aus, ob einem Wertepaar (q11 q2) Punkte entsprechen oder ob 
ihm überhaupt keiner entspricht, und ob einem oder mehr Punkten 
keine Werte von q1 und q2 entsprechen; wir werden trotzdem (aber 
nur, damit unsere Betrachtungen klarer und präcis13r werden) annehmen, 
dass die Punkte der Ebene und die Wertepaare (q11 q1) i11 eineindeutiger 
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Beziehung stehen. Wir werden uns demgemäss denken können, dass 
durch jeden Punkt M nur zwei Curven (Coordinatenlinien) hindurch
gehen, und zwar eine von jeder Schar, und wir werd,en als !lcLinie die
jenige bezeichnen, welche der durch die Function q2 definierten Schar 
angehört, und als q8 -Linie die andere, so dass die q;-Linie immer die
jenige ist, längs welcher nur q; variiert. Wenn d(q11 q.J =0 ist, 
so sind die beiden Scharen orthogonal. Diese Voraussetzung werden 
wir von jetzt an immer machen. Wir wollen ferner übereinkommen, 
in dem Sinne die Richtung der Tangente jeder q;-Linie zu wählen und 
den Bogen S; zu rechnen 1 in welchem q; wächst. Wählen wir ferner 
die Normale von q1 in dem Sinne der Tangente von q9 7 so müssen 
wir aber als entgegengesetzt die Richtungen der Normale von q1 

und der Tangente von q1 betrachten, damit sich die positiven Rich
tungen der Tangente und der Normale von q1 mit den entsprechenden 
von q1 zur Deckung bringen lassen. Dies vorausgeschickt ist nach dem 
in § 105 gesagten der zwischen zwei unendlich benachbarten q1 -Linien 

enthaltene Abschnitt der qcLinie - ds1 = ,~, und wir werden ihn 
ydql 

der Kürze wegen mit Q1 dq1 bezeichnen. Ebenso ist zwischen zwei un
endlich benachbarten q1-Linien ein Abschnitt ds, = Q1dq1 der q1-Linie 

enthalten, welcher gleich ,~ ist, so dass man nach dieser Definition 
ydflt 

(6) ,,- 1 ,,-;;;: 1 
"dql == - Ql' , dq, == - Q. 

hat, wo die Q nach den anfangs gemachten Vereinbarungen nur posi
tiver Werte iähig sind. Es ist hier von Wichtigkeit, zu bemerken, 

dass das Quadrat des Bogenelements ds == y ds11+ ds11 durch die Formel 

ds' = Q/dq11 + Q.8dq,1 

gegeben ist; und da man jedes q; durch eine Function von q, ersetzen 
kann, so ist klar, dass jedes Q, mit einer beliebigen Function von q; 
multiplieiert werden kann. O:ft'enbar ist 
(7) oql = 1.. oq, _ 1.. oqt _ og. == 0 

OBI Ql' os. Q,' &s. OBt • 

Q1 und Q1 sind wie q1 und q1 Functionen des Punktes M: sie sind 
also Functionen der unabhängigen Veränderlichen q1 und q!. 
Das gleiche lässt sich von jeder Function der Punkte der Ebene sagen. 
Die partiellen Ableitungen nach den q stehen dann ·in einem einfachen 
Zusammenhange mit den Operationen, welche die in § 104 <lefinierten 
Di:ft'erentialquotienten liefern; es ist nämlich 

~) 0 1 0 0 1 0 
OBa = Q, oq, I os. = Q. Ofls • 
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Also kann man die genannten Quotienten nur dann als Ableitungen 
im eigentlichen Sinne betrachten, wenn Q1 eine Function von q1 

allein und Q1 eine solche von q2 ist. Wir werden sogleich sehen, dass 
dies nur stattfindet, wenn alle Coordinatenlinien Geraden sind (carte
sische Coordinaten). 

§ 110. Fundamentalformeln. 

Wir wählen als x-Axe die Tangente der q1-Linie in M (dem be
weglichen Anfangspunkt) und als y-Axe die Tangente der q2-Liuie (die 
Normale von q1). Die cartesischen Coordinaten eines festen Punktes 
miissen inbezug auf die erste Linie den Unbeweglichkeitsbedingungen (§ 12) 

ox y -=--1 
081 (11 ' 

oy x 
081 =- (11 

genügen. lnbezug auf die q2-Linie sind die Coordinaten x und y von P 
y und - x, mithin werden die Unbeweglichkeitsbedingungen 

~ = _ X _ 1 OX = .JL • 
os2 (lll ' os1 (12 

Bemerken wir inzwischen, dass die in § 107 betrachtete Function w 

sich von der im ersten Kapitel beständig mit rp bezeichneten nur im 
Vorzeichen unterscheidet und dass daher 

1 ocp ow 1 ocp ow - = ;c;--- = - -,,- = - §1 ' - = ._,- = - -- = §2 
~ 0~ 0~ ~ 0~ 0~ 

ist. Hiernach sieht man, dass die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen filr die Unbeweglichkeit des Punktes (:~;, y) 

(9) l 
sind. Will man ferner die Variationen der Coordinaten eines Punktes P 
haben, wenn der Anfangspunkt von einer Lage M zu einer andern llf' 
übergeht in einer Richtung, die mit der x-Axe einen beliebigen Winkel w 
bildet, so hat man offenbar 

8lx = (~x + §1y + 1) cos ro + (!-·~ - §2 y) sin ro, 
C 8 uS1 OS! 

~'!!.. = (~ + §2 x + 1) sin ro + (.E_JL - <j 1 a.·) cos ro . ds os2 os1 

Dies sind die Pundamentalformeln für die natürliche Analysis der 
zweifachen Orthogonalsysteme ebener Curven. 
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§ 111. Integra.bilitätsbedingung. 

Gegeben seien die Functionen u, v. Wir stellen uns die Aufgabe, 
die notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz 
einer Function f zu finden von der Beschaffenheit, dass 

ar ar (10) U = -, V= -
OBI os, 

ist. Nach den Formeln (8) ist dies gleichbedeutend mit der Frage 
nach der Bedingung dafür, dass Q1 u und Q2 v die partiellen Ableitungen 
erster Ordnung von einer Function f (q1 , q2) sind. Bekanntlich ist die 
Bedingung hierfür 

oQ,v oQlu 
-oq1 = aq; oder 

d. h. ausführlich geschrieben 

ou ov o log Q, o log Q1 ----=v -u · os, 081 081 082 

Setzt man in diese Gleichung die Werte (10) ein, so sieht man, dass 
für beliebiges f die Bedingung 

(11) 

erfüllt sein muss. Diese werde auf die Function x angewandt unter 
Beachtung von (9). Zunächst hat man 

~ = _ o§l y = _ o§1 + (J. (fJ. 'C + l) 
OSt os, OS: os, y ::11 ::12' ' 

o'x 
ös, osl = 

mithin nach (11) 

(12) 

V erfährt man in analoger Weise mit der Function y, so findet man 

(l3) (o§1 + o§2 + § o log Q, + § o log Q2) x = § _ o log Q'-. 
082 os, 1 082 2 081 2 os, 

Diese Relationen müssen bestehen, welches auch die Werte von x und 
von y sein mögen. Be'trachtet mari z. B. den Augenblick, wo M durch 
einen gegebenen festen Punkt P hindurchgeht, so hat man .'C = 0, 
y = 0, und die Formeln (12) und (13) liefern uns 

(14) 
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Hiernach lässt sieh die lntegrabilitätsbedingung auf die definitive 
Form 

bringen, und die Bedingung (11) wird 

(15) 

§ 112. Lame•sohe Relation. 

Die Krümmungen §1 und §2 sind nicht voneinander unabhängig. 
Trägt man nämlich die Werte (14) in die Gleichungen (12) und (13) 
ein, so reducieren sieh diese auf die eine 

(16) 

welche man die Lame'sche Relation nennt. Sie drückt (wie sieh 
durch eine einfache Rechnung ergiebt) die notwendige und hin
reichende Bedingung für die Existenz zweier Funetionen 
:r1 und :c1 von q1 und q1 aus von der Beschaffenheit, dass 
d:c11 +da:." das Quadrat des Bogenelements darstellt. Bringt 
man die Lame'sche Relation auf die Form 

(17) 

so sagt sie sofort, dass §1 und - §9 die Differentialquotienten einer 
Function ro sind, was wir bereits aus den Formeln (3) wussten. Der 
Formel (16) kann man eine andere Form geben, indem man darin an 
Stelle der § die Werte (14) setzt. Beachtet man, dass 

(18) (:Sl + §,) u = 9~19. a~;~", (a~ + §1) u = 91tQ, o~~" 
ist, so wird die Relation (16), nachdem man sie auf die Form (17) 
gebracht hat, 

Es isb auch nützlich, die (von Lama angegebene) Form zn notieren, 
welche die Operation (4) auf Grund der Formeln (18) annimmt, nämlich 

.41 __ 1 r _!_ (Q• _q__) + _!_ (9' _I_)] . 
9, 9. llJql Q, öq, oq, Q~ öq, 
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§ 113. 

Für eine harmonische Function u muss die Operation (4) .d1u = 0 
liefern, d. h. es muss sein 

- (o:, + §,) ~= -= (a:. + §1) ~; 
mitbin sind :: und -:: die Differentialquotienten einer Function v: 

ou ov ()u ov 
os1 = - os, ' ()s1 = oa1 • 

Man bemerke gleichzeitig, dass die durch die }.,unctionen u und v de
finierten Curvenseharen zueinander orthogonal sind, da LJ (u, v) = 0 
ist. Nun ist aber auf Grund von (16) 

LJ'" = (;a" + §,) ~:- (8~ + §1) ;: = o. 
Also ist v harmonisch, d. h. wenn in einem Paare orthogonaler 
Scharen ebener Curven die eine Schar isotherm ist, so ist 
auch die andere isotherm. Zu diesem Satze gelangt man auch unter 
Benutzung der in §.·108 angegebenen Regel, nach welcher man ent
scheidet, ob eine Schar isotherm ist. Man wende in der That die 
Operation (4) auf g1 und q1 an, indem man die Formeln (7) beachtet. 
Dann erhält man unter Benutzung von (18) 

.d' ( 0 + GJ. ) 1 1 0 Q, .d' ( 0 + GJ. ) 1 1 0 Q, 
q1 = oa" :11 Q1 = Q,·Q, ()q,_ Q1 ' g,= oa1 :11 Q1 = Q1 Q1 oq1 Q1 ' 

ferner, wenn man sich an die Formeln (6) erinnert, 

(19) 
und endlich 

,41n 0 Q 
-"1 =- - log....! .4q. oq. Q. 

.!.... J:J•q, + _!_ .4'q. == 0 
oq, .:~q, oq, dq. · 

Diese }'ormel zeigt deutlich, dass die am Ende von § 108 angegebene 
Bedingung, wenn sie von einer der Scharen erfüllt wird, auch von der 
andem erff1llt wird. Wählt man ferner fiir g1 und q1 die isometrischen 
Parameter, so ergiebt sieh aus den Formeln (19), dass das Verhältnis 
von Q1 zu Q1 constant ist und dass umgekehrt dies nicht stattfinden 
kann, ausser wenn g1 und q9 harmonische Functionen sind. Daraus 
folgt, dass die Paare von isothermen Orthogonalscharen ebener Curven 
durch die Möglichkeit charakterisiert sind, Q1 == Q1 zu machen, da. 
man immer jede Function Q oder g mit einer Consta.nten multiplieieren 
kann. Alsdann ist das Bogenelement durch die Formel 

ds1 = Q1 (dq11 + dq11) 
Ceat.ro-Kow&lftw•kt, uatllrl. Geumetrle. 2 Aufl 10 
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gegeben, und es genügt dq1 = dq1 zu nehmen, damit in jedem Punkte 
ds1 = ds1 ist. Dies pflegt man so auszudrücken, dass man sagt: Die 
Curven jedes isothermen zweifachen Orthogonalsystems teilen 
die Ebene in u-nendlich kleine Quadrate. 

§ 114. 

Um sich zu vergewissern, ob eine Doppelschar von .orthogonalen 
Coordinatenlinien isotherm ist, genügt es, zu sehen, ob eine der beiden 
Scharen isotherm ist, und es muss sich daher bei Anwendung des in 
§ 108 bewiesenen Kriteriums auf eine der Formeln (19) 

o' Ql ~log-Q =0 uqt uq, 1 

ergeben. Mit Hilfe von zwei aufeinanderfolgenden Integrationen erkennt 
man, dass das Verhältnis der Functionen Q gleich dem Pro
duct einer Function von q1 allein mit einer Function von q2 

allein sein muss. Dies ist die charakteristische Eigenschaft der Func
tionen Q bei den isothermen Doppelscharen. Um dieselbe in den § 
auszudrücken, bemerken wir unter Erinnerung an die Formeln (14), dass 

ist. Sollen also die Functionen §1 und §1 (welche notwendig an 
die Lame'sche Relation gebunden sind) eine isotherme Doppel
schar definieren, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass 
man hat 
(20) o§l o§, as; = as;· 
Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass die Function w, welche 
m den Formeln (3) auftritt, harmonisch ist; denn man hat 

LI2W = (_!_ + §s) §1 - (~ + §x) §2 = ~~)- - o§, . 081 08, 08\ os. 

§ 115. Formel von Bonnet. 

Diese Formel dient dazu, in jedem Punkte M die Krümmung der
jenigen Curve aus der durch eine Function u definierten Schar anzugeben, 
welche durch den Punkt M hindurchgeht. Die Neigung w der Tan
gente dieser Curve im Punkte M lässt sich, wie in § 104 gezeigt wurde, 
berechnen, indem man schreibt 
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ou . o1' 
cosro~+smro~=O. 

vB1 vB1 
Dann ergiebt sich 

1 ()u • 1 ()u (21) cos ro = --- s1n ro = -----y:JU 0 81 ' ']/:dU i) 81 ' 

vorausgesetzt, dass man darauf achtet, die Vorzeichen so zu fixieren, 
dass unter Berücksichtigung der Formeln (6) und (7) ro = 0 wird für 

u = q9 und ro = ~ für u = q1• Es sei q> die Neigung der Tangente 

der q1-Linie gegen eine feste Gerade; dann werden rp + ~ und rp + ro 

die analogen Winkel für die q1- Linie und für die betrachtete Curve 
sem. Also ist 

ocp 1 
-i) =-=-§1, 

81 <'t 
mithin 

(22) 

Andrerseits hat man 
dm ooo + . ooo o . o 
-d = cos ro ~ sm oo -"'" = ~ sm ro - -:;--- cos ro . 

s v81 v81 v81 vs1 

Also ist 

_!_ = (.i. + §2) sin ro -- (.i. + §1) cos ro . 
(' 081 os, 

Setzt man jetzt in diese Gleichung die Werte (21) ein, so erhält man 

-~= (o:1 + §s) (~ ~~) + (o:1 + §1) (~ ~:;) 
= 1 [(.i.+§s)o"+(1__+§1)iJ"J+ou_i__!-=+ou_i__1 , V .du 081 081 OSs os, OSt OSt Jfdu os, 0 8! y:JU 

also schliesslich 

- ~ = ~ + Ll(u,~) · 
Auf diese Weise kennen wir die Krümmung in ausgesprochen m
varianter Form. 

§ 116. Beispiele. 

a) Man betrachte die 'l'rajectorien constanten Winkels der Linien 
einer Schar, d. h. die Curven, welche die genannten Linien, z. B. die q1-Linien, 
unter constantem Winkel m treffen. Offenbar gehen durch jeden Punkt M 
unendlich viele Trajectorien, deren jede einem Werte von oo entspricht. Die 
l!,ormel (22) liefert 

10* 
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und zeigt, dass die Krümmungseeutra aller Trajectorien in jedem 
Punkte M einer Geraden angehören, die durch die Gleichung 

(23) ~~X + ~111 + 1 = 0 

dargestellt wird. Es sei rp der Winkel, welchen die Tangente einer Co
ordinatenlinie mit einer festen Geraden bildet, und man betracl).te die durch 
die Function rp definierte Curvenschar. In dieser Schar ist jede Curve so 
beschaffen, dass von einem ihrer Punkte zum andern die Richtung der Tan
genten der Coordinatenlinien ungell.ndert bleibt. Die Gleichung der Tangente 
einer Curve der Schar rp ist §1x = §111, mithin ist die Gerade (23), welche 
einem gegebenen Punkte M entspricht, parallel zu der Normp.le derjenigen 
Curve der Schar rp, welche durch M hindurchgeht. Daraus folgt, dass 
diese Curve die Trajectorien constanten Winkels der Coordinaten
linien in ihren l.nflexionspunkten berührt. Bemerkenswert sind auch 
die durch die Functionen ~1 und §1 definierten Curvenscharen, denen die 
Örter der Wendepunkte und Spitzen der Coordinatenlinien "~~ongehören. Wenn 
M in einer Richtung fortrückt, die mit der x-Axe den Winkel m bildet, so 
findet man bei Anwendung der Formeln (9) auf die Gleichung (23) und 
unter Erinnerung an die Lame'sche Relation, dass die Gerade (23) ihre En
veloppe auf der Geraden 

(24) ( 8§1 cos Cl}- o§. sin co)x = (8§1 cos Cl}- o§, sin m)11 os, os1 oBt os1 

berührt. Diese Gleichung wird nur dann für einen gewissen Wert von 
co durch alle Werte von x und y erfüllt, wenn die Functionaldeterminante 
der ~ null ist. Alsdann reduciert. sich die zweifache Unendlichkeit der 
Geraden (23) auf eine einfache Unendlichkeit; es ist aber zu bemerken, 
dass dies auch stattfindet, wenn eine der Scharen ~ nicht existiert, d. h. 
wenn § 1 oder §9 constant ist und infolgedessen eine der Grundscharen 
aus gleichen Kreisen oder aus Geraden besteht. In diesem Falle sind 
die Geraden (23) offenbar die Normalen der Curve, welche die Kreise 
oder die Geraden der Schar einhüllt. Auf diese Weise können wir uns 
von einem neuen Gesichtspunkte aus die bekannten Constrnctionen (§§ 11, c; 
24, c) des Krümmun~scentrums der logarithmischen Spirale, der Evolventen 
der Kettenlinie, u. s. w. klar machen. Im allgemeinen Falle leitet man aus 
der Formel (24) ab, dass die Geraden (23), wenn M lll.ngs einer Coordinaten
linie fortrückt, ihre Enveloppe auf der Normale einer Curve § berühren. 

b) Die osculierenden Kreise der Coordinatenlinien in einem Punkte M 
werden durch die Gleichungen 

2 
x2 + yB + §1 11 = 0 ' 

dargestellt. Bildet man die Ableitung der ersten nach q2 , der zweiten nach q1 
und beachtet die Formeln (9), so erhält man 

(25) ~~x+~111+1 +Y.:-log§1=0, §2x+~111+1 +x-#-log§9=0. 
v~ vBt 

Also berührt jeder Kreis seine Enveloppe auf einem Durchmesser des andern. 
Es ist ferner leicht zu erkennen, dass infolge der Lame'schen Relation die 
beiden Dur(;hmesser aufeinander senkrecht stehen, und dass eine der En-
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veloppen reell, die andere imaginär ist. Jetzt wollen wir uns die Aufgabe 
stellen, die Bedingung zu finden, welche erftillt sein muss, damit die oscu
lierenden Kreise der q1-Linien li!.ngs einer q1-Linie ein Kreisbilsehel bilden. 
Hierzu ist offenbar notwendig und hinreicli.end, dass die durch die zweite 
Gleichung (25) dargestellte Gerade in der Ebene fest ist. Wenn man nun 
die genannte Gleichung noch einmal nach q1 dift'erenziert, indem man die 
Fonnein (9), die La.me'sche Relation und die ursprüngliche Gleichung selbst 
beriicksichtigt, so erMlt man 

( o + 3~) o§, o§, 
a; os1 :'ll os1 = Yaä; ' 

mithin ist die gesuchte Bedingung die, dass §1 von q1 unabhingig ist, d. h. 
dass jede q1-Linie ein Kreis ist. Also bilden die osculierenden Kreise 
der orthogonalen Trajectorien einer beliebigen einfach unend
lichen Schar von Kreisen längs eines jeden von ihnen ein B·iischel. 
Dies ist iibrigens eine unmittelb&re Folge des bekannten Satze$: Die zu 
zwei gegebenen Kreisen orthogonalen Kreise bilden ein Bilschel, 
dessen Axe der gemeinsame Durchmesser der beiden Kreise ist. Es genügt, 
in einer .gegebenen Sohar zwei unendlich benachbarte Kreise zu betrachten, 
um den ersten Satz wiederzufinden und ausserdem zu sehen, dass die Axe 
des Bftschels der osculierendAn Kreise die Tangente des Ortes der Mittel
punkte ist. Es folgt ferner aus demselben Satze, dass jedes zweifache 
Orthogonalsystem von Kreisen notwendig aus zwei Büsebeln · be
steht. Die Axen der beiden Bftschel, d. h. die durch die Gleichungen (25) 
dargestellten Geraden, sind zueinander senkrecht und enthalten die Mittel
punkte aller Kreise: die eine schneidet die zugehörigen Kreise in zwei reellen 
Punkten A und A', die andere in zwei imaginären Punkten und ausnahms
weise in zwei zusammenfallenden reellen Punkten. Durch eine leichte Rech.
nung findet man, dass man, wenn 2a die Linge der Strecke AA' ist, 

(o§,)' (o§.)• 
1 ~ I + os. ~ I + O't 
a• = :11 o§, o§. = - ::1ll o§, o§. 

es. - as; oa. - oa, 
(26) 

hat. Dagegen ist die Länge der auf der andem Geraden von den zugehörigen 
Kreisen bestimmten Strecke 2 a y=-1. 

c) Wir wollen die zweifachen Orthogonalsysteme von Kreisen 
näher untersuchen. Sie sind offenbar durch die Gleichungen 

(27) o§, = o o§. - o oa, ' oa, -
charakterisiert und infolgedessen isotherm, da die Bedingung (20) erfüllt ist. 
Die bei dem vorigen Beispiel angegebenen Rechnungen lassen sieh hier schneller 
wiederholen, wenn man zuvor bemerkt, dass sich wegen der La.me'schen 
Relation und der Bedingung (15) aus den Fonnein (27) ableiten lässt 

a•§, = 0 o•§, ~ o§, ..!... ~!._~,_ = o§. _ 2 o§, 
os, oa. ' OS, O't = -:11 os. I §, OS, I O't oa. ' 
a•§. _ 0 o•§. ~ o§. ..!... o•§. == o§, _ 2 o§ • . 

aa. oa, - ' ~" as. = - 1 oa, ' §. os,• os. (Ja, 
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Bedient man sich dieser Relationen, so gelangt man leichter dazu, festzu
stellen, dass die Geraden (25) in der Ebene fest sind. Wir wollen jetzt 
die § bestimmen und werden zu··diesem Zweck annehmen, dass q1 und q2 
die isometrischen Parameter sind, und uns daran erinnern(§ 113), dass man es 
immer so einrichten kann, dass Q1 = Q51 ist. Dann liefern die Formeln ( 14) 

0 1 0 1 
(28) §1 =- oq. Q, §~ =- oq1 Q, 

und <lie Lame'sche Relation wird 

(29) ~ (~~: + ~~:) + §12 + §21 = 0 . 

Bildet man die Ableitung derselben nach q1 und nach q2 , so erhält man 

1 d1§, = ~ (d~l - d§.) !. d'~t = ~ (d§, - d§l) 
Q dqll :12 dq. dql ' Q dq, t :11 dql d'lz 

und daraus 
..!_ d'§t + ..!_ a•§, = o 
§1 dgz' §, dqll . 

Da. der erste Term unabhängig von q1 und der zweite unabhängig von q2 

ist, so müssen alle beide constant sein, und man wird also dazu geführt, 

(30) cl'§l = - k'~ a•§. - k'~& 
clq, t :11 ' dqtt - :11 

zu setzen. Wenn wir als q1-Linien die durch A und A' hindurchgehenden 
Kreise annehmen, so ist die Gerade AA' selbst eine q1 -Linie, welche wir 
uns immer als durch q2 = 0 dargestellt denken können. Alsdann muss 
man, um der ersten Gleichung (30) zu genügen, §1 = 1 sin kq2 nehmen. 
Der andern Gleichung wird nur durch die Annahme 

§, = ,.._ek9• + ,..,, e-Ttq, 

genügt, wo p. und tt' ebenso wie 1 willkürliche Gonstanten sind. Nun gewinnt 
man aus den Formeln (28) durch Integration 

~ = 1 cos kq2- (~ekq, - ,.._, e--"9•) + Const.; 

ferner findet man durch Einsetzen in (29), dass die letzte Constante null 
ist, und dass zwischen den andern die Relation A.2 + 4ttl-'' = 0 besteht. 
Wenn eine der Constanten ft oder tt', z. B. ,.._', null ist, so muss auch 1 = 0 
sein, und man hat §1 = 0 1 §2 = ttek9•. Alsdann bilden die q1 -Linien 
ein Büschel von Geraden, und die q2-Linien sind concentrische 
Kreise. Wenn ft und tt' nicht null sind, so wissen wir (vgl. § 18, n), dass 
man immer ft = ± tt' annehmen kann, und zwar ist im vorliegenden Falle 

notwendig ft = - ,.._· = i . Mithin ist· 

(31) 

Als Grenzfall für ein nach Null convergierendes .k finden wir §1 = q2 , 

§2 = q1 , was sich übrigens direct aus den Formeln (30) für k = 0 ab
leiten lässt. In diesem Falle zeigt die Fonnel (26), dass a null ist, mithin 
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bestehen die beiden Scharen aus den Kreisen, welche zwei zu
einander senkrechte Geraden in ihrem Schnittpunkte berühren. 
Im allgemeinen Falle ist es immer erlaubt, k = 1 zu nehmen, und die 
Substitution der Werte (31) in (26) giebt A.a = ± 1. Also ist 

Die geometrische Interpretation der ersten Formel zeigt, dass q2 der Winkel 
AMA' ist; ferner führt die zweite zu der Erkenntnis, dass q1 der Loga-

rithmus des Verhältnisses :!~' ist. 

d) Aus jeder Curve ergiebt sich eine Doppelschar von Curven, wenn 
man j dem Bogen einen Punkt der Ebene entsprechen lässt. Die Bogen 
einer Curve bilden in der That eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit, 
und zwar wird jeder von ihnen durch das Paar der Werte S'1 und S's dar
gestellt, welche in den Endpunkten die Bogenlänge s annimmt, die von 
einem festen Anfangspunkte aus gerechnet wird. Eine einfache Art, eine 
solche Correspondenz zu realisieren, besteht darin, dass man von jedem 
Bogen A1 As den Schwerpunkt G nimmt. Alsdann bilden die beiden durch 
die Functionen S' definierten Scharen die eine Schar der Schwerpunktlinien 
(§ 73) der gegebenen Curve. Durch jeden Punkt G gehen zwei Linien, 
nämlich die beiden Schwerplijlktlinien, welche die gegebene Curve in den 
Endpunkten des entsprechenden Bogens berühren; und wir wissen bereits, 
dass die Tangenten der beiden Linien im Punkte G gerade G A1 nnd GA, 
sind. Um eine orthogonale Doppelschar von Linien zu construieren, 
werden wir durch G als Anfangspunkt zwei orthogonale Axen führen, welche 
wir in der Weise orientieren, dass von den drei Gleichungen 

(32) 
•• 
jxds=O, 

•• 
jyds = 0, 

•• 
Jxyds = 0 

>1 >1 .1 
auch die dritte besteht. Die Differentialquotienten inbezug auf die neuen 
Axen drücken sich in folgender Weise aus: 

(33) __!_ = ost _!._ + o:o, __!_ y_ = o•t __!_ + o~, __!_ . 
081 08t osl 08t os,' 08, os, OSt os, os, 

Bezeichnet man nun mit D die Functionaldeterminante der S', die notwendig 
von Null verschieden ist, so erhält man 

(34) o 1 (os, o oS', o ) o 1 (o~t o ost o ) 
0~1 = D os, 08t - OSt os, ' os, = D OSt os, - os, 081 . 

Es genügt, die ersten beiden Relationen (32) unter Anwendung der Formeln 
(34) und (9) nach den S' zu differenzieren, um zu erhalten 

0~1 D o~1 D {),, D os, D 
-ost = -a'!h' o8, = -a-xs' o8t = IJ'!It' os, = -a-xt' 

wo X; und y; die Coordinaten von A; sind, während a die Lllnge des Bogens 
A1 A2 darstellt. Bezeichnet man also noch mit -r ·den doppelten Flächeninhalt 
des Dreiecks GAgA1 , so hat man 
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D = - D' I zl Yt I = n.· ~ 
11' Zs Ys 11 

und endlich, da D nicht immer null sein kann, ~D = a1 • Zu diesem 
Resultate gelangt man auch durch die Bemerkung, dass man, wenn 'II der 
Winkel der beiden sich in G schneidenden Schwerpunktlinien und r; die 
Länge der Seite G Ä 1 ist, successiv hat 

~1-:;- D ,;-;- D . t•1 r 1 D 111 

rot;l=-;-rs, roii:s=-;-rl, ~=rlt•llsm..p= =n· Y .dttl . .d,., 
Dies vorausgeschickt werden die Formeln (33) und (34) 

(35) -/s; = ~ (Ys a!1 + !h a~.) , a:, = - ~ (xi a~1 + z. ~~.) , 

(36) ä!1 = -~ (xt a:1 + '!11 o:J, o:. = ~ (x. 0: 1 -f Ys-a:.) · 
Bis jetzt haben wir garnicht der besonderen Orientierung der Axen Rech
nung getragen, die durch die letzte Gleichung (32) bestimmt ist. Wenden 
wir nun die Formeln (36) und (9) an und setzen 

;-, 

j(z1 - y1) ds = xa, 
s-. 

so finden wir 

iJ~~.!xyds =- Z1Y1 - x(~1Z1 - ~1'!11), 
S'l 

0 ;, 
a ... J zyds = :r1 y1 + x(~1Xs- ~1y1) 

;-. 

und dann durch die Formeln (35) 

Also ist 

(37) 

_!..Jxy ds = ~ [n~- y1g1 (z1 - x,)] , 
081 • 

;-. 

;, 

-:-j:z:yds =- .!.[u§1 - z":r, (Yt- Yt)] · 
uB1 -r 

;-. 

E_s ist nun von Nutzen, die Bedingungen (9) so umzuformen, dass da.rin 
d1e Ableitungen nach den r; auftreten. Man findet leicht mit Hilfe der 
Formeln (36) 

(}:x; =- (t- 'Y'!/•) z~ a... " 11 ' 

!'!/ = - (t + :x;:x;,) '!Ia • 
tl ... " 11 
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Dies sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die 
Unbeweglichkeit des Punktes (x, y). Hier ist zu bemerken, dass die 
linksstehenden Formeln auch auf x1, y1 anwendbar sind, da bei der partiellen 
Düferentiat'ion nach ;-1 der Punkt At unbeweglich bleibt. Ebenso sind die 
rechtsstehenden Formeln auf x1 , y1 anwendbar. Will man ferner die andern 
Ableitungen haben, z. B. die Ableitungen von xt und y1 nach ; 1 , so muss 
man die V erriickung von ~ beriicksichtigen und zu den Ausdrücken für 

~~~:,. und ~Yt , die man durch Anwendung der linksstehenden Formeln erhält, 
flit flit 

die Werte von !a:1 und ~111 hinzufligen, d. h. den Cosinus und den Sinus 
ui1 ui1 

der Neigung der Curventangente in Ät gegen die x-Axe. 
e) Die Curve, aus welcher sich ein barycentrisches Paar orthogonaler 

Curvenscharen ergiebt, gehört einer dieser Scharen an. Es ist in der 
That folgendes evident: Wenn man für ; 1 einen beliebigen Wert 8 fixiert 
und dann c;1 nach 8 convergieren lässt, so wird in der Grenze die eine Axe 
zur Tangente der Curve, die andere zur Normale. Wählt man die erste ·zur 
x-Axe, so erkennt man unter Beachtung der Relationen 

0 0 0 0 0 
os1 = os- oa ' os. = oa ' 

dass man, um die vorhin erhaltenen Formeln durch Reihen, die nach Potenzen 
von a fortschreiten, zu erfilllen, 

11 118 a' d 1 a1 118 rZ 1 
a:, = 2- 481.'1 - So ds (11 + · · ·' Y1 = 12(1 + 20 ds "i + · · · · 

setzen muss. Es lll.sst sich ferner leicht daraus ableiten 
118 a' d 1 111 a• 

1 = 12(1 + 24 ils "i + · · ·' "= i2- 180(11 + · · · 
Diese Formeln erleichtern die Discussion des geometrischen V erhaltans der 
Doppelschar in der Umgebung der betrachteten Curve. Im besondem werden 
für es= 0 die Formeln (37) 

1 3 il 
§1 = - "i' §1 = - 6 ds log () 

und zeigen, dass nicht jede orthogonale Doppelschar barycentrisch inbezug 
auf eine Curve ist, da lll.ngs einer der Linien, aus welchen sie besteht, z. B. 
längs einer gewissen Linie q1 , die Kriimmung der Linien q8 die Werte 

3 0 
§, = 5 ()st log §1 

annimmt. 'Obrigens ist es geometrisch klar, dass die barycentrischen Doppel
scharen ganz speciell sind. So ist z. B. eine Doppelschar orthogonaler Kreise 
im allgemeinen nicht ba.rycentrisch, weil sie dies nur inbezug auf einen von 
ihren Kreisen sein könnte, während andrerseits leicht zu erkennen ist, dass 
die barycentrische Doppelschar eines Kreises aus den concentrischen Kreisen 
und dem Bösehel der gemeinsamen Durchmesser besteht. 
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Gewnndene Curven und Regelflächen. 

§ 117. Fundamentaltrieder. 

Die Tangente einer beliebigen Curve des dreidimensionalen Raumes 
in einem gegebenen Punkte )_JIJ lässt sich ebenso wie bei den ebenen 
Curven (vgl. § 1) definieren. Die Normalen in M sind die unendlich 
vielen Senkrechten, die sich in M auf der Tangente errichten lassen. Sie 
liegen in einer Ebene, die man die Normalebene nennt. Wenn sich 
beim Hinrücken von M' nach M die gemeinsame Gerade der Normal
ebenen in M und M' einer Grenzlage nähert, so erhält sie in dieser 
den Namen Polaraxe. Eine der unendlich vielen Normalen ist der 
Polaraxe parallel, eine andere ist zu ihr senkrecht: die erste heisst die 
Binormale, die andere die Hauptnormale. Eine der Ebenen, die 
durch die Tangente hindurchgehen, enthält auch die Binormale, eine 
andere enthält die Hauptnormale: die erste heisst die rectificierende 
Ebene, die andere die osculierende Ebene. In jedem Punkte einer 
Curve haben wir also ein rechtwinkliges Trieder, dessen Kanten die 
Tangente, die Binormale und die Hauptnormale und dessen Flächen die 
Normalebene, die oscullei"ende Ebene und die rectificierende Ebene sind. 
Da man die Polaraxe als den Schnitt von zwei unendlich benachbarten 
Normalebenen betrachten kann, so kann man auch sagen, dass die 
Binormale senkrecht zu zwei unendlich benachbarten Tan
genten ist. Hiermit soll nur kurz ausgedrückt werden, dass die Bi
normale in M die Grenzlage der gemeinsamen Senkrechten zu den 
'rangenten in M und M' ist, wenn man unter Festhaltung von M den 
Punkt M' nach M hinrücken lässt. 

§ 118. Krümmungen und natürliche Gleichungen. 

Liegt der Anfangspunkt der Coordinaten in dem längs der Curve 
beweglichen Punkte M, so werden wir beständig als x-Axe die Tangente, 
als y-Axe die Binormale und als z- Axe die Hauptnormale annehmen. 
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Wir wollen das Axentrieder nach einer Verschiebung des Anfangs
punktes M in die unendlich benachbarte Lage M' betrachten. Nach 
der am Ende des vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung hat man 
offenbar cos (y, x') = 0. Daraus folgt, dass die Tangente x' und die 
Binormale y' sich als parallel zu den Ebenen sx bezw. sy betrachten 
lassen. Mithin ist, wenn 6tp der Winkel zweier unendlich benachbarter 
Tangenten ist, cos (s, x') = dtp; und wenn 6tfJ der Winkel zweier un
endlich benachbarter Binormalen ist, so hat man cos (s, y') = dtfJ, ab
gesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung. Die V er
hii.ltnisse der Differentiale von tp und 1/J zu ds ( d. h. die Grenzwerte 
der V erhältniese von 6 tp und 8 t/J zur Länge des Bogens M M', wenn 
M' nach M hinrückt) messen die Krümmungen der betrachteten Curve 
im Punkte M, und zwar bezeichnet man die erste als Flexion, die 
zweite als Torsion. Setzt man ferner ds = ~dqJ = rdt/J, so messen 
die beiden Zahlen ~ und r, die zu den Krümmungen invers sind, zwei 
Längen, die man den Flexionsradius und den Torsionsradius 
nennt. Die Flexion einer gewundenen Curve besteht also wie bei den 
ebenen Curven in dem mehr oder weniger schnellen Abweichen der Curve 
von der Tangente und die Torsion liegt hinwiederum in der mehr oder 
weniger schnellen Weise, wie die Curve sich von der osculierenden Ebene 
zu entfernen strebt. Offenbar sind die ebenen Curven durch den Um
stand charakterisiert, dass ihre Torsion null ist. Um nach diesen Vor
betrachtungen das Schema der Richtungscosinus' der Axen mit dem 
Anfangspunkte M' inbezug auf diejenigen mit dem Anfangspunkte M zu 
vervollständigen, bemerken wir zunächst, dass abgesehen von unendlich 
kleinen Grössen höherer Ordnung die Cosinus' der Winkel (x, x'), u. s. w. 
als der Einheit gleich zu betrachten sind; denn man hat z. B. 

cos (x, x') = cos dtp = 1- ~ (8fJJ)2 + ... ; u. s. w. 

Ferner ist wegen der Orthogonalität der Axen x' und y', x' und z', 
y' und s' 

cos (x, y') = 0, cos (x, s') = - dtp, cos (y, s') = - dt/1, 
und man kann daher das Schema der Richtungscosinus' in folgender 
Weise schreiben: 

X y 

y' 

1 0 
0 1 

(1) 
x' 

-dtp -dt/J z' 1 
Dieses Schema zeigt, dass es, um die Curve in der Umgebung jedes 
Punktes discutieren zu können, genügt, die Functionen qJ und t/J zu 
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kennen, d. h. dass es genügt, wenn ~ und r als Functionen von s ge
geben sind. Die Gleichungen 

f(s, p, r) = 0, g(s, ~' r) = O, 
aus denen man für eine gegebene Curve die Werte der Krümmungen 
in jedem Punkte berechnen kann, nennt man die natürlichen Glei
chungen der Curve. Wir werden sogleich sehen, dass die Kenntnis 
derselben auch die Gestalt der ganzen Curve in eindeutiger Weise zu 
bestimmen gestattet, abgesehen von der Lage, die sie im Raume einnimmt. 

§ 119. Fundam.entalformeln. 

lnbezug auf das Tri'eder mit dem Anfangspunkte M seien x, y, s 
(Functionen von s) die Coordinaten eines Punktes P, der im allgemeinen 
mit M beweglich ist; und x + 6x, y + ~y, s + 6s die Coordinaten 
des Punktes P', der auf der Bahncurve, die P beschreibt, dem Punkte 
M' entspricht. Die CoordiDaten von P' inbezug auf die Axen mit dem 
Anfangspunkte M' sind x + dx, y + dy, s + ds, mithin ist, wenn 
man das Schema (1) berücksichtigt und mit u, v, w die (unendlich 
kleinen) Coordinaten von M' bezeichnet, 

x + 6x = u + x + da;- (s + ds) drp 
(2) y + 6y = v + y .+ dy - (s + ds) dt/1 

s + 6s = w + (x.+ dx)drp + (y + dy)dt/1 + s + ds. 

Wir wollen unsere Untersuchung auf diejenigen Curven beschränken, 
bei denen man wie bei den ebenen Curven behaupten darf, dass der 
Grenzwert des Verhältnisses des Bogens M M' zu der Sehne, wenn 
M' nach M hinrückt, gleich der Einheit ist. Da nun nach der De
finition der Tangente 

lim " ==1 lim " =0 lim w =0 
y'u•+v'+w• ' y'u•+v'+w• ' y'u•+v'+w' 

ist und sich andererseits die soeben gemachte Voraussetzung in der Formel 

1. 6s 1 1m = 
y'u'+ v'+w' 

ausdrückt, so hat man 

lim ; 8 == 1 , lim ; 8 = 0 , lim ; 8 = 0 . 

Wir können daher in den Gleichungen (2) v und w unterdrücken und 
ds an Stelle von u setzen; dividiert man sie dann durch ds, so gewinnt 
man die Fundamentalformeln: 

(3) 
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Die Formeln (2) sind auch auf die Cosinus' a, {J, r anwendbar, die eine 
beliebige Richtung definieren, vorausgesetzt, dass man u, v, w unter
drückt. Daraus folgt, dass man für die Richtungen hat: 

8« da r HP dp r 6r dr « {J 
(4) ds = ds - Q' ds = ds - r' ds = ds + Q + r . 
Wir wollen endlich die Fundamentalformeln für die Gerade suchen. 
Als Coordinaten einer geraden Linie können wir ihre Richtungscosinus' 
a, fJ, r und die Grössen 

(5) g = 'YY - {Jz, '1J = az - rx, ~ = {Jx- ay 

wählen, die offenbar mit den Cosinus' durch die identische Relation 

(6) ag + fJ'fJ + rt = 0 
zusammenhängen und von der Lage des Punktes (x, y, z) auf der Ge
raden unabhängig sind, da sie ungeändert bleiben, wenn man x, y, z 
beziehungsweise durch x + at, y + {Jt, z + rt ersetzt, welches auch 
der Wert von t sein mag. Man hat einfach auf die Grössen (5) die 
Formeln (3) und ( 4) anzuwenden, um zu erhalten 

6~ d~ t 611 d11 t Bt dt ~ 11 + 
(7) ds = ds - e' ds = ds - r - r' ds = ds + ""i + r fJ. 

Dies sind zusammen mit (4) die Fundamentalformeln für die Geraden. 

§ 120. 

Aus den Formeln (3) ergiebt sich, dass es für die Unbeweglich-
keit des Punktes (x, y, z) notwendig und hinreichend ist, dass 

dx 8 dy s d8 x y 
-=--1 -=- -=----
ds q ' ds r 1 ds 11 r (8) 

ist. Fixieren wir den Anfangspunkt der Bogen in einem beliebigen 
Punkte der Curve, wo die Krümmungen (die wir immer als stetige 
Functionen des Bogens voraussetzen werden) endliche Werte haben, 
und seien x, y, z seine Coordinaten inbezug auf das Fundamentai
triader in einem unendlich.benachbarten Punkte. Offenbar werden x, y, z 
gleichzeitig mit s unendlich klein, und da die Bedingung&n (S) erfüllt 
sein müssen, so erhält man durch Anwendung des Satzes von 1' Hospital: 

Iim!!?.=Iim(_!_-1)=-1 Iim1L=Iim_!_=0. 
s 11 ' s r 

Daraus folgt 

lim _!_ = - !. lim .!.. (!: + 1L) = - ..!... lim !: = _!._ 
s1 2 s (! r 2(! s 2 fl 1 

ferner 
1. y 1 1. 8 1 
Im-=- 1m-=-· s3 3r s1 6(!1' 
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Da nun die Verlegung des Anfangspunktes der Bogen nach dem Punkte 
M' (s + ds), der dem Punkte M ( s) unendlich benachbart ist, darauf 
hinauskommt, s + ds = 0 zu setzen, so erhält man die Ausdrücke für 
die Coordinaten u, v, w von M' inbezug auf die Axen mit dem Anfangs
punkte M, indem man in den obigen Resultaten s in - ds verwandelt, 
so dass man hat 

(9) u= ds, 
ds 1 

W=-· 
2(1 

Demnach sind die Ebenen, welche die Tangente in M enthalten, unter 
allen durch M hindurchgehenden Ebenen durch den Umstand charakte
risiert, dass ihre Entfernung von den zu M unendlich benachbarten 
Punkten unendlich klein von höherer Ordnung ist, und zwar ist nur 
für eine von ihnen (die o:oculierende Ebene) diese Entfernung 
wenigstens von der dritten Ordnung. Daraus folgt, dass jeder 
in der Umgebung von M gewählte Bogen von hinreichender Klein
heit ganz auf einer Seite von jeder durch die Tangente in M hindurch
gehenden Ebene liegt, mit Ausnahme der osculierenden Ebene, welche 
im allgemeinen von der Curve durchsetzt wird. Wenn man 
die unendlich kleinen Grössen von der dritten Ordnung vernachlässigt, 
so kann man annehmen, M' liege in der Osculationsebene, und wenn 
man auch diejenigen von der zweiten Ordnung vernachlässigt, so kann 
man M' als direct auf der Tangente liegend betrachten. Bei solchen 
Fragen also, wo die Vernachlässigung der höheren unendlich kleinen 
Grössen gestattet ist, wird es auch erlaubt sein, die Curve einer Polygonal
linie M M' M" . . . mit unendlich kleinen Seiten gleich zu achten und 
die Tangente als die Gerade zu betrachten, auf welcher ein Element 
MM' liegt, die osculierende Ebene als die durch zwei aufeinander
folgende Elemente MM' und M' M" bestimmte Ebene; u. s. w. 
Man geht von einer Lage des Fundamentaltrieders zu der folgenden 
Lage über, indem man den Scheitelpunkt auf der Tangente um ds 
fortrücken und dann die Kanten sich so um den Scheitelpunkt drehen 
lässt, dass sie die Richtungscosinus' (1) erhalten. Es ergiebt sich 
endlich aus den Formeln (9): Wenn ein Beobachter auf der Curve 
wandert mit dem Kopfe nach der positiven Seite der Hauptnormale 
und er in dem Sinne fortschreitet, in welchem s wächst, so wird er 
die Curve sich erheben oder sich senken sehen, jenachdem ~positiv 
oder negativ ist, und er wird sie sich nach links oder nach rechts 
wenden sehen, jenachdem r dasselbe oder das entgegengesetzte Vor
zeichen wie ~ hat. 



§ 121. 159 

§ 121. 

Nunmehr wollen wir beweisen, dass jedes Paar natürlicher 
Gleichungen in eindeutigerWeise eine Curve bestimmt, wenig
stens innerhalb gewisser Grenzen für 81 zwischen denen die Krümmungen 
endliche und stetige Functionen von 8 sind. Es ist bekannt, dass unter 
diesen Bedingungen immer ein und nur ein Tripel von Functionen x, y, z 
existiert, welches den Gleichungen (8) genügt und sich für s = 0 auf 
a, b, c reduciert. Offenbar sind x, y, z (wenn die Curve existiert) in
bezug auf das Trieder mit dem Anfangspunkte M die Coordinaten des
selben Punktes, der in dem zum Punkte 0, dem Anfangspunkte der 
Bogen, gehörigen Trieder die Coordinaten a, b, c hat. Andererseits sind 
auf Grund der Formeln (4) die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen,für die lnvariabilität der Richtung(«, ß, r) 

d« r ap r dr « ß 
(10) ds = ~' ds = r' ds = - Q - r . 
Man bemerke, dass man, wenn a, ß, r und a', ß', y' zwei beliebige 
Tripel von Functionen sind, die den Gleichungen (10) genügen, auf 
Grund derselben Gleichungen (10) successiv erhält 

~ (a«' + ßß' + rr') = 0' ««' + ßß' + rr' = Const. 

Daraus folgt: Wenn man die drei lD dem ersten der quadratischen 
Schemata 

al ßl 'Yt 1 0 

~I "2 ß2 'Y2 0 1 

«s ßs 'Ys 0 0 1 I 
enthaltenen Functionentripel derart bestimmt, dass sie den Gleichungen 
(10) genügen und für 8 = 0 die entsprechenden in dem zweiten qua
dratischen Schema angegebenen Werte annehmen, so wird beständig 

1
1, für i=j, 

«t«j + ß;ß..t + 'Yi'}'j = 0 fü . >- . 
' r ~"<J, 

sein, d. h. die durch das erste Schema dargestellte Determinante ist 
orthogonal. Es ist klar, dass die Elemente der genannten Determinante 
gerade die Richtungscosinus' der Axen mit dem Anfangspunkte 0 inbezug 
auf diejenigen mit dem Anfangspunkte M sind, da sie für s = 0 die 
Richtungen der erwähnten Axen liefern und andererseits die Bedingungen 
(10) e1füllen, die für die lnvariabilität der Richtungen hinreichend sind. 
Dies vorausgeschickt darf man immer setzen 

m = Xo + a«t + ba2 + C«s, Y = Yo + aßi + bß~ + cßs' 

Z = Zo + ayl + by2 + C'J's 
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und erkennt dann durch Einsetzen dieser Werte in (8) unter Beriicksieh
tigung der Formeln (10), dass die neuen unbekannten Funetionen x0 , y0~, 80 . 

ebenfalls den Gleichungen (8) genügen, und dass sie sieh sämtlich mit s 
auf Null reducieren. Sie sind demnach vollkommen bestimmt und 
stellen offenbar die Coordinaten von 0 inbezug auf die Axen mit dem 
Anfangspunkte M dar. Nun können wir für jeden Wert von s die Con
stanten a, b1 c so bestimmen, dass sie die Coordinaten von M inbezug 
auf die Axen mit dem Anfangspunkte 0 darstellen: es genfigt (indem 
man sich den Augenblick des Durchganges des Punktes M durch einen 
festen Punkt denkt), in den obigen Relationen x, y, s gleich Null zu 
setzen und das System nach a, b, c aufzulösen: 

(11) I• a = - (alxo + fJ1'!1o + 'YtHo), 
b = - (aaxo + flt'!lo + raso), 
c = - (aaxo + fls'!lo + raso). 

Hiermit ist in eindeutiger Weise die Curve bestimmt, welche durch 
das gegebene Paar natürlicher Gleichungen definiert wird, da, wenn s 
variiert, die Coordinaten aller ihrer Punkte inbezug auf ein unbeweg
liches Axentripel bekannt sind. 

§ 122. 

Es ist interessant, zu bemerken, wie sich aus den Formeln (11) 
mit Hilfe der Tinbeweglichkeitsbedingungen (8) und (10) mit Leichtig
keit die ganze gewöhnliche Theorie der gewundenen Curven ableiten 
lässt. Man findet in der That durch Differentiation 

(12) 
ferner 

(13) 

da db dc 
da = a1 1 da = "• ' da = «s 1 

d'a r1 

ds1 = ~' 
d1 c 2's 
da1 = ~' 

und dnrch nochmalige Differentiation ergiebt sich 

(14) 

Benutzt man also unbewegliche Axen, so sind die ersten Ab
leitungen der Coordinaten nach dem Bogen gleich den Richtungscosinus' 
der Tangente und die zweiten Ableitungen sind proportional den 
Richtungscosinus' der Hauptnormale. Für die Binormale hat man 

(dc d'b db d'c) 
(16) fll = «a1'2 - asfs = ds da' - da da• ~ ' 11. s. w. 
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Quadriert und addiert man die Gleichungen (12), so erhält man die 
Formel 

ds2 = da2 + db2 + dc2 , 

welche den Bogen zu berechnen gestattet, wenn die Coordinaten als 
Functionen einer beliebigen Veränderlichen gegeben sind. Quadriert 
und addiert man dagegen die Gleichungen (13), so findet man die Formel 

~ = (~:~)2 + (::~)2 + (::~)2' 
welche die Flexion kennen lehrt, wenn s die unabhängige Variable 
ist. Zu der allgemeinen Formel (die nicht an die Wahl der unab
hängigen Variablen gebunden ist) gelangt man, wenn man in analoger 
Weise mit den Gleichungen (15) verfährt. Multiplieiert man ferner die 
Gleichungen (14) mit ß11 ß2, ßs und addiert sie, so erhält man unter 
Berücksichtigung der Formeln (15) 

da d'a d8 a 
ds ds' ds8 

1 db d1 b d8 b 
r(ll = ds ds1 ds8 

dc d1 c d8c 
ds ds 1 ds8 

Diese Formel dient zur Berechnung der Torsion, wenn man die Flexion 
bereits kennt. 

§ 123. Digression über die Gerade. 

a) Bekanntlich ist der Winkel 8 zweier Richtungen ( a, ß, r) und 
(a', {J', r') durch eine jede der folgenden Formeln gegeben: 

cos 0 = aa' + {J{J' + rr'' 
sin2 (J = (ßr'- rß')2 + (rct' - ar')2 + (aß'- {Ja')2. 

Bilden die Richtungen (a, ß, r) und (a + oa, fJ + o{J, r + oy) den un
endlich kleinen Winkel o 0, so liefert die zweite Formel 

Dagegen leitet man aus der ersten ab 

1 - ~ o02 + ... = ~ a ( a + 0 {X) = 1 + ::2 a oa = 1 - { ~ 0 a2' 

d. h. 

(17) J02 = Ja2 + Jß2 + Jy2. 

b) Die Cosinus' A, p., v, welche die Richtung bestimmen, die zu den 
durch die Cosinus' a, B, r und a', {f, r' definierten orthogonal ist, genügen 

Ce•aru-Kow&lews1<i, natürl. Geometrie. 2. Auf!. 11 
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den Orthogonalitll.tsbedingungen ~J.a = 0, ~l.a' = 0, aus denen sich 
ergiebt 

(18) 1 ", " 1 
py' -yp' = ya'- ay' = ap'-{la' = ain 8' 

wenn man den positiven Sinn der genannten Richtung derart fixiert, dass 
er mit demjenigen der e-Axe zusammenfll.llt, wenn die gegebenen Richtungen 
bezflglich mit denen der x- und der y-Axe zum Zusammenfallen gebracht 
werden. Offenbar ist der Abstand q zweier Geraden die Projection der 
geraden Strecke, die einen beliebigen Punkt (x, y, e) der einen Geraden mit 
einem Punkte (x', y', e} der a.ndern verbindet, auf deren gemeinsames Lot. 
Daraus folgt 

q = J.(x'- x) + 1'(11' -11) + v(e'- e), 

d. h. wegen (18) , , 
a a X -X 

(19) q sin fJ = P {J' y' - 11 , 

r r' 
wo sich der rechten Seite die Form 

, e -e 

a a' :e' , 
a a X 

r r' e' r' r e 

geben lässt, so dass ma.n unter Erinnerung a.n die Relation (6) auch 
schreiben kann 

q sin () = ~(a'- a) er- ~). 

Wenn also zwei Geraden unendlich benachbart sind und ma.n mit J q ihren 
Abstand bezeichnet, so ist 

{20) JqJfJ =-ffa·J; + Jp Jfj + Jy Jt. 

h der Formel {19) sei noch bemerkt, dass man, wenn eine der Geraden z. B. 
die x-Axe ist, - q sin fJ =; erhält, womit die geometrische Interpretation 
der Coordinaten ; , f/, t gewonnen ist. 

c) Die Geraden des Raumes bilden eine vierfach unendliche Mannig
faltigkeit, da zwischen den sechs Coordinaten einer Geraden zwei Relationen 
bestehen. Jede neue Bedingung, die man diesen Coordinaten auferlegt, be
stimmt im Raume eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit von Geraden, 
die man einen Complex nennt. Ein Paar verschiedener Gleichungen de
finiert eine Congruenz oder eine zweifach unendliche Mannigfaltig
keit von Geraden, welche sich also als der Schnitt zweier Complexe be
trachten lässt und das Analogon der Fläche oder der zweifach unend
lichen Mannigfaltigkeit von Punkten ist. Endlich stellt der Inbegriff 
von drei verschiedenen Gleichungen eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit 
von Geraden dar, die offenbar ·eine eigenartige lt'läche bilden, welche ma.n 
eine Regelfläche nennt. Mit den Regelflächen und den Congruenzen werden 
wir uns später beschäftigen. Hier wollen wir uns darauf beschränken, einige 
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Eigenschaften der einfachsten Complexe auseinanderzusetzen, die durch eine 
lineare Gleichung 

(21) a~ + b11 + c t + la + m(3 + nr = 0 
dargestellt und aus diesem. Grunde lineare Complexe genannt werden. 
Ein solcher Complex heisst speciell, wenn zwischen den Coefficienten die 
Beziehung. 

(22) al + bm + cn = 0 

besteht, auf Grund deren man die Coefficienten als proportional zu den Co
ordinaten einer Geraden betrachten kann, so dass alsdann die Gleichung (21) 
ausdrückt, dass die genannte Gerade alle diejenigen, welche dem Complex 
angehören, schneidet. Also besteht der specielle ComplAx aus den 
unendlich vielen Geraden, die eine gegebene Gerade schneiden. 
Es kann vorkommen, dass dieselbe im Unendlichen liegt, und zwar ist dies 
der Fall, wenn a, b, c null sind; alsdann sind nach (21) die Geraden des 
Complexes alle Senkrechten zu der Richtung, deren Cosinus' proportional 
l, m, n sind, .d. h. sie sind alle Geraden eines Büschels paralleler Ebenen, 
und man kann daher mit Recht sagen, dass sie den gemeinsamen Schnitt 
dieser Ebenen treffen. Bei einem allgemeinen linearen Complex, wo also die 
Gleichung (22) nicht besteht, ist es nicht möglich, dass a, b, c gleichzeitig 
null sind, und man kann daher immer die Richtung betrachten, welche durch 
die Cosinus' 

) a b c 
(23 «o = y'a• + b' + c'' ~0 = y'a• + b1 + c'' ro = y'a' + b' + c' 

definiert wird. Man kann ferner eine Gerade mit dieser Richtung annehmen, 
deren übrige Coordinaten ~0 , 1'/o• ta wir noch in zweckmitsaiger Weise be
stimmen wollen. Aus (19) erhltlt man unter Beachtung vo~ (21) 

(24) · (J ~ ~ + a~ + b11 + c' ~ (~ z ) 
-qstn =.ttt:::.J«o y'a'+b'+ct=~« o-Va'+b'+c•' 

und die letzte Summe reduciert sich auf - p cos (J , wenn man 

( ) Z - ap m - bp n - cp 
25 ~0 = y'a2 + b1 + c•' 1'/o = y'a• + b1 + c'' to = y'a• + b' + c• 

setzt. Man bestimmt alsdann die Constante p mit Hilfe der Bemerkung, dass 
die Relation ( 6) stattfinden, dass also 

sein muss. 

(26) 

a(l- ap) + b (m- bp) + c(n- cp) = 0 

Daraus folgt 

al + bm + cn 
p = a' + b1 + c' ' 

und die Gleichung (24) reduciert sich schliesslich auf die einfache Form 

(27) q tg (J = p. 

Die durch die Coordinaten (23) und (25) definierte Gerade heisst die Axe. 
des Complexes, und die obigen Betrachtungen zeigen, dass jeder lineare 
Complex aus den Geraden besteht, für welche zwischen dem Abstand von 

u• 
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einer gewissen Axe und dem Winkel, den diese mit jeder Camplexgeraden 
bildet, die Relation (27) besteht. 

d) Die lineare Congruenz oder der Schnitt von zwei linearen Com
plexen "= 0, "' = 0 · gehört auch den unendlich vielen Complexen an, 
welche das Büschel "+ A."' = 0 bilden. Drückt man aus, dass die Be
dingung (22) von den Coefficienten von "+Alt:' erfüllt wird, so findet man 
eine Gleichung zweiten Grades in A., und es giebt daher in dem genannten 
Büschel immer zwei specielle Complexe. Also besteht jede lineare Con
gruenz aus den Geraden, die sich auf zwei bestimmte Geraden 
des Raumes stützen. Betrachtet man dagegen das Netz von Complexen 
"+ b' + 11-r.." = 0, so führt die Bedingung (22) zu einer Relation zwischen 
A. und "'' auf Grund deren in dem genannten Netz immer unendlich viele 
specielle Complexe existieren. Also gehört die Regelfläche, welche der Schnitt 
der Complexe l( = 0, "' = 0, "" = 0 ist, auch unendlich vielen speciellen 
Complexen an, d. h. die Geraden, aus denen sie besteht, treffen unendlich 
viele andere Geraden, die sich ebenfalls als Erzeug~nde der Fläche betrachten 
lassen. Daraus folgt, dass eine derartige Fläche in zwei durchaus ver
schiedenen Weisen von einer Geraden erzeugt werden kann, die im Raume 
successiv einfach unendlich viele Lagen annimmt. Solche speciellen Regel
flächen nennt man quadratische Regelflächen. Nach der Natur ihrer 
Eigenschaften, mit denen sich die gewöhnliche analytische Geometrie aus
führlich beschäftigt, behaupten sie. in der Geometrie des Raumes den Platz, 
welchen die Kegelschnitte (§ 25) in der Ebene einnehmen. 

e) Besonders bemerkenswert ist für uns unter den quadratischen Regel
flächen das hyperbolische Paraboloid, d. h. die Fläche, welche von einer 
Geraden erzeugt wird, die sich parallel zu einer Ebene bewegt, indem sie 
sich auf zwei gegebene Geraden stützt. Eine solche Fläche lässt sich also 
als der Schnitt der drei speciellen Complexe 

~ o ~c , · + , ') o "Yc ", + , ") - o ,.::.aa0 = , ,.:;. a g as = , .- a s as -

betrachten, mithin gehören ihre Erzeugenden (die der einen Schar) auch 
jedem Complex des Netzes 

(28) ~[(.l.a' + 11-a") s + (a0 + .l.f + ftf') a] = 0 

an. Die Erzeugenden der zweiten Schar sind die Axen der speciellen Com
plexe, die durch die Gleichung (28) dargestellt werden, wenn man zwischen 
.l. und I' eine passende Relation aufstellt, nämlich 

Da nun die Richtungscosinus' dieser Erzeugenden gleich linearen Combina
tionen der Cosinus' a', ß', y' und a", ß", r" sind, so sieht man, dass auch 
sie wie diejenigen der ersten Schar einer gewissen Ebene parallel 
sind. Also wird die Fläche in derselben Weise von den Geraden der einen 
wie von denen der andern Schar erzeugt. Zwischen Ä. und iL stelle man 
jetzt statt (29) die Relation 

I.:Sa'a0 + ft~a"a0 = 0 
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auf, welche von jener verschieden ist, falls sich die zu Anfang gegebenen 
Geraden nicht schneiden, was man, wenn die Fliehe keine Ebene sein 
soll, annehmen muss. Die Gleichung (28) stellt alsdann unendlich viele 
nicht specielle lineare Complexe dar, deren .A:x:en zur Leitebane parallel 
sind. Diese Ebene kann man sogar so fixieren, dass sie eine der A.xen 
enthält. Dann trifft, da die Relation (27) erfiillt sein muss, die in der 
Ebene gelegene Erzeugende die Axe unter rechtem Winkel, und dieser Um
stand zeigt deutlich, dass alle andern .A:x:en notwendig in derselben Ebene 
liegen. Sind in dieser Weise die beiden Leitebanen fixiert, so heisst ihr 
Schnitt die Axe des Paraboloids, und die beiden Erzeugenden, welc~e die 
Axe senkrecht treffen, heissen die Haupterzeugenden zum Unterschied 
von den andern in den bezüglichen Scharen. Sie müssen sich schneiden, 
weil sie eben nicht derselben Schar angehören, und ihr Schnittpunkt liegt 
notwendig auf der Axe und heisst der Scheitel des Paraboloids .• 

f) Fftr eine beliebige. Erzeugende, die im Abstande t von der zuge
hörigen Leitebane liegt, während ausserdem -r der Winkel ist, um welchen 
sie gegen die Hauptrichtung gedreht erscheint, hat man auf Grund von (27) 

(SO) t 
tg-r= -, 

p 

da in dem hier betrachteten Falle der Winkel () das Complement von -r ist. 
Also kann das hyperbolische Paraboloid von einer Geraden er
zeugt werden, die sich parallel zu einer Ebene bewegt, indem sie 
sich auf eine feste Gerade stiitzt und sich um dieselbe nach dem 
Gesetz (30) dreht. Die feste Gerade OM ist, wenn. man will, die Haupt
erzeugende de.r zweiten Schar; ihre Projection 0 P auf die erste Leitebane 
wird folglich die Haupterzeugende der ersten Schar sein. Errichtet man 
jetzt in der genannten Ebene in P, der Projection von M, die Senkrechte 
auf der Projection der durch M hindurchgehenden Erzeugenden und ebenso 
im Scheitel 0 die Senkrechte auf OP, so schneiden sich die beiden so 
construierten Geraden in einem festen Punkte F. In der That liefert 
die Betrachtung der rechtwinkligen Dreiecke OPF und MPF und der 
Gleichung (so) 

OF == OP. cot r = t cot cp cot -r = p cot fiJ, 

wenn man mit f1J die Neigung von OM gegen die feste Ebene bezeichnet. 
Also (§ 83, a) umhiillen die Projectionen der Erzeugenden auf die 
Leitebane eine Parabel, welche ihren Brennpunkt in Fund ihren Scheitel 
in 0 hat. Man bemerke jedoch, dass die Enveloppe dieser Projectionen der 
Scheitel ist, wenn die Haupterzeugenden senkrecht zueinander sind, in welchem 
Falle das Paraboloid gleichseitig heisst. Lässt man dagegen die Con
stanten qJ und p nach Null abnehmen derart, dass p cot fiJ gleich einer von 
Null verschiedenen Constanten bleibt, so nll.bern sich die beiden Scharen von 
Er'l!ugenden der Coincidenz, und das Paraboloid artet schliesslich 
aus in die Schar der Tangenten einer Parabel. 

g) Zum Schluss wollen wir bemerken, dass sich die Bedeutung von P 
aus der Formel (30) ergiebt, die fl1r die beiden Scharen von Erzeugenden 
die Gleichungen 

(31) p=lim.!, p'=lim; 
1=0' ,• ... o' 
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liefert. W obiverstanden sind bei beiden Scharen die Winkel r und r' von 
den Haupterzeugenden aus zu rechnen. Ist z. B. die Richtung ( a', ~', r') 
diejenige, welche man durch Projection von (a0 , (J0 , ro) auf die zweite Leit
ebane erhält, so hat man 

V ' . 
~" a0 = sm fP, 

~ ,,..... . , 
,.;;;. a a0 = sm fP cos r , ~ I II I 

~aa =cosr, 

und man muss 1 = - I" cos r' nehmen. Man gelangt dann mit Hilfe der 
Formel {26) zu dem folgenden Resultat: 

1p.t' sin ~' t' , 
P =- a• + p.1 + Up. cos -r' = tg -r' = P · 

Es ist also gleichgiltig, ob man zur Berechnung des Wertes der Constanten 
p die eine oder die andere Schar von Erzeugenden benutzt. Da: man ferner 
dasselbe von dem Winkel rp sagen kann, so ergiebt sich, dass die beiden 
von den Projectionen der Erzeugenden auf die bezüglichen Leitebanen um
hiillten Parabeln gleich sind. . 

b) Verschiedene bemerkenswerte Flächen sind einer analogen Erzeugung 
fihig wie das hyperbolische Paraboloid. Errichtet man in einem längs 
einer festen Geraden beweglichen Punkte auf die11er eine Senkrechte derart, 
dass, während der Punkt um t fortriickt, die Senkrechte sich um einen 
Winkel r dreht, der an t durch die Relation {30) gebunden ist, so erzeugt, 
wie wir gesehen haben, die bewegliche Gerade ein gleichseitiges Paraboloid; 
wenn man aber im ersten Gliede von (30) tg r durch r ersetzt, so erzeugt 
die Gerade eine andere beruerkenswe~e Fläche, welche man eine Schrauben
regelflll.che mit Leitebane nennt. Wenn man sin 2r statt tg r oder r 
setzt, so heisst die erzeugte Fliehe ein Cylindroid oder ein Plilcker'sch.es 
Conoid und ist der Ort der Axen der linearen Coroplexe eines Büschels. 
Allgemeiner· bezeichnet man als Conoid jede Fläche, die von einer Geraden 
erzeugt wird, welche sich parallel zu einer Ebene bewegt, indem sie sich 
auf eine feste Gerade stützt. 

§ 124. Regel1liohen. 

Eine Regelfläche kann man betrachten (vgl. § 120) als eine einfach 
unendliche Reihe von Element~n, deren jedes der zwischen zwei un
endlich benachbarten Erzeugenden g und g' enthaltene Flächenstreifen 
ist. Abwickelbar nennt man die Regelflächen mit ebenen Elementen, 
d. h. diejenigen, bei welchen man g und g' als in einer Ebene liegend 
betrachten kann, abgesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ord
nung: dies kann der Fall sein sei es, weil der Abstand hq der beiden 
Geraden inbezug auf ihren Winkel 68 unendlich klein ist, .sei es, weil 
beständig 68 = 0 ist, d. h. die Erzeugenden sämtlich parallel sind, in 
welchem Falle die Fläche ein Cylinder heisst. Der Punkt von g, 
welcher auf dem gemeinsamen Lot von g und g' liegt, bewegt sich 
gleichzeitig mit g', wenn man g' unter Festhaltung von g nach g hin
rücken lässt, und es kann vorkommen, dass er sich dabei einem festen 
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Punkte Q auf 9 nähert, welchen man den Centralpunkt von 9 nennt. 
Der Ort der Centralpunkte heisst die Rückkehrkante, wenn die 
Fläche abwickelbar ist, und es ist im besondern klar, dass bei den 
Cylinderfiächen die Rückkehrkante ganz im Unendlichen liegt. Bei 
den andern Regel:fiächen, die man windschief nennt, heisst dagegen der 
Ort der Centralpunkte die Strictionslinie. Nähert sich ferner das 

Verhältnis :: einem Grenzwert p, wenn 9' in die feste Lage 9 hin
rückt, so nennt man p den Verteilungsparameter längs der Er
zeugenden 9· Offenbar sind die einzigen Regel:fiächen, bei welchen auf 
allen Erzeugenden p = 0 ist, die 
nicht cylindrischen abwickelbaren Flä
chen; bei den Cylinder:fiächen ist da
gegen p unendlich. Man ziehe n.un 
durch einen Punkt M, der auf 9 fixiert Q 

ist, unendlich viele Curven, welche g' 
in M', M", ... treffen. Wenn g' nach 
g hinrückt, so werden die Geraden P 

MM', MM", ... zu Tangenten der 
genannten Curven im Punkte M, mit-
hin liegen die Tangenten aller 
durch M hindurchgehenden Cur- ~ 
ven der Fläche im Punkte M Fig. s9. 

in einer Ebene, welche die Tan-
gentialebene in M heisst und die Grenzlage der durch den Punkt M 
und die Gerade 9' bestimmten Ebene ist. Die Normale der Fläche 
im Punkte M ist die in M auf der Tangentialebene errichtete Senk
rechte. Dies vorausgeschickt wollen wir bemerken, dass die Tangenten 
aller Curven der Fläche längs der Erzeugenden 9 eine lineare Congruenz 
bilden, welche das Grenzgebilde detjenigen ist, die aus den g und .g' 
schneidenden Geraden besteht. In der erwähnten Congruenz bilden also 
die zu 9 senkrechten Geraden ein hyperbolisches Paraboloid, mithin ist 
ihre Orientierung durch das Gesetz (30) bestimmt, wo auf Grund von 
(31) p gerade de1· Verteilungsparameter ist und t die Entfernung QM 
darstellt. Kennt man also die Ebene, welche eine windschiefe Regel
fläche in einem Punkte Q der Strictionslinie berührt, so kennt man 
durch Vermittelung der Gleichung (30) auch die Tangentialebene in 
jedem andem Punkte M der durch Q hindurchgehenden Erzeugenden. 
Hierin liegt das von Chasles entdeckte Verteilungsgesetz der 
Tangentialebenen. Entfernt sich der Punkt M, indem er g durch
läuft, in dem einen oder andern Sinne unendlich von Q, so stellt sich 
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die Tangentialebene immer genauer senkrecht zu ihrer Lage im Central
punkte. Ganz anders verhalten sich die abwickelbaren Flächen. In der 

That hat man, wenn p null ist, -r: = ~, und alle Tangentialebenen längs 

g fallen in eine zuswnmen, und dies tritt offenbar aufth bei den Cylinder
:ßächen ein. Also sind unter den Regelflächen die abwickelbaren 
Flächen durch den Umstand charakterisiert, dass die Tangen
tialebene in einem· Punkte M die Fläche längs der ganzen 
Erzeugenden berührt, die durch M hindurchgeht. Endlich be
merke man 1 dass man alle zu g senkrechten Tangenten nur um den 

Winkel i um g zu drehen braucht, um sie zu Normalen der Fläche zu 

machen und auf diese Weise zu erkennen, dass die Normalen einer 
Regelfläche längs einer Erzeugenden ein hyperbolisches Para
boloid bilden: dasselbe reduciert sich auf eine Schar paralleler Ge
raden nur in dem Falle der abwickelbaren Flächen. 

§ 125. Fundamentalformeln. 

Der Verteilungsparameter einer Regelfläche, die auf das Funda
mentaltriader einer beliebigen Curve des Raumes bezogen ist, lässt sich 
leicht durch Clie_ Variationen der Coordinaten a, {J, r, ~~ 'YJ, t der Er
zeugenden ausdrücken. In der That, dividiert man (20) durch (17), so 
erhält man 
(32) 

Wählt man die Curve unter denjenigen, die der Fläche angehören,. so 
sind ~~ 'YJ, & beständig null, und die Formeln (7) geben 

6'~=0, 6'1J=-rds, 6~={Jds. 

Man erhält also, wenn man 6q für pMJ setzt, die (evidente) Gleichung 

( ) 6q 1'1 l{t 
33 ds = fJ 88 - r 18 • 

Die Normale der Fläche im Centralpunkte steht senkrecht auf g und 
auf dem gemeinsamen Lot von g und g', welches der Richtung nach 
durch Cosinus' proportional 

fJ6r- r"fJ' r6'a- a6'r, atJ{J- {J6a 

bestimmt ist. Ihre Richtungscosinus' sind also proportional einem 
Tripel von Grössen, deren erste 

(rtJa- dr)r- (atJ{J- {J6'a) fJ = 6a + ; 6'01 
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ist oder 6 a, wenn man die unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung 
vernachlässigt. Man sieht also unter Beachtung von (17), dass die 

Richtung der Centralnormale durch die Cosinus' :: , := , !~ 
definiert ist. Wenn man nun beachtet, dass das Trieder, welches 
von der durch M zur Centralnormale gezogenen Parallelen, der Tangente 
der Fundamentalcurve im Punkte M und dem in M auf g in der 
Tangentialebene errichteten Lot gebildet wird, längs der dritten Kante 
rechtwinklig ist, so findet man sofort die erste der Gleichungen 

(34) :; = VfJ2 + y'sin "' ~! = YfJ~ + rll cou; 

die zweite gewinnt man, wenn man die erste Kante senkrecht zu g und 
g' richtet. Nun wird die erste Gleichung mit Hilfe der zweiten 

(36) 

Andererseits findet man, wenn man wieder. die Gleichung (33) schreibt, 

fJ 6'1 - f 6p = .!. ('q)ll = p• + 'II cos'" 
ds ds p ds p ' 

und gleichzeitig hat man 

fJ ~p + f ~d"/ = -IX lda = - (JI + '/I fl Sin $ COS 'r • .. s 8 8 p 
Also ist 

(36) ~~ = (-rcos-r-afJ sin -r) c;~, 

Endlich braucht man nur 

6'/ . )COST - = (fJcos -r- ay sm -r -· ds p 

1 cos1 ~ 1 
----=-,. p -t. 

zu setzen und die Resultate (36) und (36) in die Formeln ( 4) einzu
tragen, um die Bedingungen 

da 'I P1 + .,~ . 
ds = "i + ~- sm 2-r, 

(37) d{J '1 a{J • 2 
ds = "i" - 2p Sln -r' 

dy = _·.! -.!! - 1111 sin 2-r 
ds q -t. 2p 

zu finden, welche notwendig und hinreichend sind, damit die 
Functionen "' {J, f die Richtungscosinus' de.r Erzeugenden 
einer Regelfläche darstellen, bezogen auf das Fundamentai
triader einer auf der Fläche gezogenen Curve. 
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§ 126. 

Die Strictionslinie wird durch die Bedingung t = 0 oder -r = 0 
charakterisiert und auf Grund der ersten Gleichung (34) auch durch 
6a = O, d. h. 

Aus dieser Gleichung ersieht man, dass a constant ist, wenn r = 0 ist, 
und umgekehrt. Nun nennt man aber bekanntlich geodätische Linien 
einer Fläche die Curven, deren Hauptnormale in jedem Punkte die 
Normale der Fläche ist. Dies vorausgeschickt gestattet die letzte Be
merkung mit Bonnet den Satz aufzustellen: Wenn die Strictions
linie eine geodätische Linie ist, so trifft sie die Erzeugenden 
unter constantem Winkel; und umgekehrt ist die Strictions
linie einer Regelfläche, wenn sie die Erzeugenden unter con
stantem Winkel trifft, notwendig eine geodätische Linie der 
genannten Fläche. Ist ferner gleichzeitig r = 0 und a eonstant, so 
ist auch 6a = 0, mithin is,t die Strictionslinie die einzige Linie, 
welche geodätische Linie sein und gleichzeitig dieErzeugenden 
unter constantem Winkel treffen kann. Nimmt man diese Linie 
als Fundamentalcurve, so werden die Formeln (37) 

da = 1. d{J r dr " {J 
ds q ' ds = 'i"' ds = - ~ - 'i" 

und drücken aus, dass die Richtung (a, {J, r) unveränderlich ist inbe
zug auf eine andere Curve, welche dieselbe Flexion wie die Strictions-

linie und eine Torsion gleich ~ hat. Mit andern Worten: Wenn die 

genannte Curve tordiert wird (mittels unendlich kleiner successiver 
Drehungen der osculierenden Ebenen um die Tangenten) derart, dass die 

Torsion vom Werte ..!_ zu ..!_ übergeht, während die Flexion und der 
r t. 

Bogeil ungeändert bleiben, so werden die Erzeugenden, wenn sie an 
der Bewegung teilnehmen, indem sie mit den bezüglichen Triedern fest 
verbunden bleiben, schliesslich parallel sein, d. h. die Fläche wird sich 
in einen Cylinder transformieren. 

§ 127. Abwickelbare Flächen. 

Für die abwickelbaren Flächen werden die Formeln (37) 

(38) da = !. + ~ + r 1 d{J r a{J dr = _ !:_ _ p_ _ ar • 
ds q t ' ds = r - T' ds !! r t 

Sollen dieselben aber bestehen bleiben, wenn t nach Null abnimmt, 
d. h. (abgesehen von den Cylindern) wenn die Rückkehrkante zur Fun-
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damentalcurve wird, so ist notwendig, dass fJ und r null sind. Also 
ist jede abwickelbare nicht cylindrische Fläche der Ort der 
Tangenten einer gewundenen Curve. Um uns hiervon in directerer 
Weise Recht~nschaft zu geben, wollen wir zunächst bemerken, dass die 
Entfernung 6q1 wenn sie nicht unendlich klein wird wie 68, es min
destens so wird wie 688• Wählt man in der That 8 als unabhängige 
Veränderliche und schreibt wieder die Formel (20), indem man sich 
daran erinnert, dass 

ist, so erhält man 

6qd8 = {1 + ~d + ~d1)2'dad~ - 112 ~d1ad1~ + · · · 
und sieht sofort, dass die rechte Seite, wo bereits die unendlich kleinen 
Grössen von einer höheren Ordnung als der vierten vernachlässigt 
worden sind, gerade zum mindesten von dieser Ordnung ist, wenn sie 
nicht von der zweiten ist. Dies bedeutet, dass 6q von der dritten 
Ordnung ist, wenn es nicht von der ersten ist. Legt man nun durch g 
eine Ebene parallel zu 9 ', so ist klar, dass die Entfernung des Central
punktes Q' auf 9' von der genannten Ebene ebenfalls mindestens von 
der dritten Ordnung unendlich klein ist, mithin ist (§ 120) die so con
struierte Ebene gerade diejenige, welche im Punkte Q die Rückkehr
kante osculiert. Um ferner zu beweisen, dass 9 die Tangente derselben 
ist, genügt es, zu zeigen, dass die Projection des Punktes Q' auf die 
osculierende Ebene eine Entfernung von 9 hat, die unendlich klein von 
einer höheren Ordnung ist, und da diese Entfernung gleich dem Produet 
von QQ' mit einem unendlich kleinen Winkel ist, so ist der Satz be
wiesen. Nunmehr ist klar, d&~~s die Tangentialebenen einer ab
wickelbaren Fläche die osculierenden Ebenen der Rückkehr
kante sind. 

§ 128. 

Es ist ferner wichtig, zu bemerken, dass jede einfach unendliche, 
continuierliche Schar von Ebenen P eine Curve osculiert, mithin mit dem 
Inbegriff der Tangentialebenen der abwickelbaren Fläche identisch ist, 
welche jene Curve zur Rückkehrkante hat. Oder, wie man sieh gewöhn
lich ausdrückt, jede einfach unendliche, continuierliche Schar 
von Ebenen wird von einer abwickelbaren Fläche eingehüllt. 
In der That! Wenn 9 die Grenzlage ist, welcher sich der Schnitt der 
Ebenen P und P' nähert, wenn die Ebene P' in die Ebene P übergeht, 
welche als fest gedacht wird, so ist der Ort der Geraden 9 eine 
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abwickelbare Regelßäche, da sie als einzige Tangentialebene längs g die 
Ebene P zulässt. Um sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur 
zu beachten, dass, wenn M ein beliebiger Punkt von g ist, die Ebene 
Mg' in der Grenze mit P zusammenfällt; zu diesem Schlusse gelangt 
man in strengerer Weise mit Hilfe der Rechnung. Man bemerke 
(vgl. § 16), dass man durch Differentiation der Gleichung von P, wenn 
man ausdrückt, dass x, y, z die Unbeweglichkeitsbedingungen (8) er
füllen, die Gleichung einer andem Ebene erhalten muss, die durch g 
hindurchgeht. Daraus folgt, wenn man die Fundamentalcurve auf der 
Fläche fixiert, dass die beiden Gleichungen von dem absoluten Gliede 
frei sein müssen, und, damit dies eintrete, muss in der ersten auch das 
Glied mit x fehlen. Also enthält die Ebene P die Tangente, mithin 
fällt sie mit der Tangentialebene in dem betrachteten Punkte zusammen. 

§ 129. 

Bei der Untersuchung der gewundenen Curven sind von Wichtig
keit die von den Seitenflächen des Fundamentaltrieders um
hüllten Flächen: 

a) Wir haben bereits gesehen, dass die osculierenden Ebenen die
jenige Fläche umhüllen, welche die Curve als Rückkehrkante besitzt. 
Man überzeugt sich davon durch eine leichte Rechnung. Durch Differen
tiation der Gleichung des osculierenden Ebene (JJ = 0) erhält man nämlich 
z=O, ferner durch nochmalige Differentiation x=O, d. h. die Erzeugende 
ist die Tangente der Curve, und die Riickkehrkante ist die Curve selbst. 

b) Nach der Definition der Polaraxe (§ 117) müssen die Normal
ebenen gerade die von dieser Geraden erzeugte Fläche umhüllen: diese 
Fläche bezeichnet man als die Polardeveloppable. Die Differentia
tion der Gleichung der Normalebene (x = 0) giebt e == ~~ mithin trifft 
die Polaraxe die Hauptnormale in dem Punkte (Krümmungscentrum), 
der die Entfernung ~ von M hat. 

e) Endlich nennt man die Enveloppe der recti:ficierenden Ebenen 
die rectificierende Developpable, da auf dieser Fläche die Curve 
notwendig eine geodätische Linie ist, und da wir andererseits beweisen 
werden, dass die geodätischen Linien einer Fläche auf dieser den kür
zesten Weg zwischen zwei beliebigen, nicht zu weit voneinander ent
fernten Punkten der genannten Fläche angeben. Daraus folgt, dass, 
wenn man die Fläche in der am Ende des § 126 angegebenen Weise 
verbiegt, um sie auf eine Ebene auszubreiten, die Curve sich in eine 
Gerade verwand~lt, da sie in der Ebene immer noch den kürzesten Weg 
zwischen zwei Punkten angeben muss. Wir werden sofort einen ein-
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fachen Beweis dieser Thatsache durch Rechnung ableiten. Durch Diffe
rentiation der Gleichung der rectificierenden Ebene (z = 0) ergiebt sich 
unmittelbar, dass die Neigung E der Erzeugenden der rectificierenden 
Developpablen gegen die Tangente der Curve durch die Formel 

(39) 
7' tO'c=--· 

"" (! 

bestimmt ist. Wendet man auf die Richtungscosinus' ( « = cos E, 

p = sin E, r = 0) dieser Erzeugenden die Formeln (4) an, so erhält man 

dr cos E + sin E 0 (i"i = -(!- -r- = ' 

mithin d'a2 + «lß2 + «ly2 = dE2• Also ist der Winkel zwischen zwei 
unendlich benachbarten rectificierenden Erzeugenden dc. Dies 
vorausgeschickt denken wir uns, man lasse um die Erzeugende g' die 
reetmeierende Ebene g' x' sich drehen, bis sie mit der vorhergehenden 
Ebene gx zusammenfällt. Dann ist klar, dass die Tangente in M' mit 
der Tangente in M zur Deckung kommt, d. h. dass zwei beliebige auf
einanderfolgende Elemente (§ 120) in eine gerade Linie fallen. 

d) An dieser Stelle ist es nützlich, die folgenden Betrachtungen 
hinzuzufügen. Nimmt man von drei im Sinne des § 120 aufeinander
folgenden Erzeugenden g, g', g" einer beliebigen abwickelbaren Fläche 
an, g" drehe sich um g', bis sie sich in einer Ebene mit g und 
g' befindet, so bewegt sich der Punkt M' nicht und der Winkel (g', g") 
bleibt ungeändert. Daraus folgt, dass die Rückkehrkante, während sie 
eben wird, die Flexion in jedem Punkte unverändert bewahrt. Man 
kann also jeder Curve des Raumes Punkt für Punkt eine ebene Curve 
entsprechen lassen derart, dass zwei beliebige entsprechende Bogen gleich 
sind und die Flexion in zwei entsprechenden Punkten dieselbe ist. Es 
genügt hierzu, die Developpable der Tangenten auf eine Ebene auszu
breiten. Es ist ferner klar, dass man die natürliche Gleichung der 
ebenen Curve, in die sich auf diese Weise eine beliebige Curve ver
wandelt, durch Elimination der Torsion aus den natürlichen Gleichungen 
der gewundenen Curye erhält. Jede andere durch die betrachtete Curve 
gelegte.Developpable kann man auf eine Ebene ausbreiten. Dabei wird 
die Torsion zerstört, gleichzeitig aber auch die Flexion der Curve 
geändert. Giebt es eine Developpable von der Beschaffenheit, dass 
ihre Ausbreitung auf eine Ebene auch die Flexion der Curve vollständig 
zerstört, d. h. die Curve in eine Gerade verwandelt? Eine solche 
Fläche existiert immer, und zwar ist sie nach dem oben gesagten ge
rade diejenige, welche wir als die rectificierende Developpable be
zeichnet haben. 
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§ 130. 

Es ist leicht, ausgehend von einer beliebigen Curve einer abwickel
baren Fläche, die Rückkehrkante zu bestimmen. Dieselbe wird 
erzeugt von dem Punkte (- ta, - tß, - tr), und in der That liefert 
die Anwendung der Formeln (3) auf diese Coordinaten unter Berück
sichtigung von (38) 

6:1: 6y 6z dt 
ds : tx = ds : ß = ds : r = tx - ds . 

Auf diese Weise sehen wir überdies, dass der Bogen der Rückkehrkante 

s' = J ads- t 

ist, und dass dieselbe sich auf einen Punkt reduciert, wenn t= J ads ist: 
dies ist also eine Gleichung, welche die Kegelflächen charakterisiert. 
Im besondern wird, wenn tx=O ist, t constant, mithin sind die orthogonalen 
Trajectorien der Erzeugenden eines Kegels sphärische Curven. Wenn 
ferner, während man tx = 0 hat, t = Const. ist, so ist die Bedingung 
t = J tx ds erfüllt, mithin ist die Fläche notwendig eine Kegelfläche. Im 
allgemeinen Falle liefern die Formeln (4), wenn man die Formeln (38) 
in Betracht zieht, 

(40) 6a (j• + r• 
ds =--t- 1 

und lassen so die Richtung der Hauptnormale erkennen. Daraus folgt, 
dass die Richtungscosinus' a, b, c der Binormale proportional zu O, r,-ß 
sind; ferner findet man unter nochmaliger Anwendung der Formeln 
(4) und (38) 
(41) 

Nunmehr genügt es, die Formeln (40) und (41) zu quadrieren und zu 
addieren, um die Krümmungsradien der Rückkehrkante zu erhalten: 

(42) , t (dt ) 
~ = VP' + r' ds -IX ' 

r' = fl' + ,..~ ~ (dt - a) . 
{J ds 

§ 131. Evoluten und Evolventen. 

Wenn ( vgl. § 20) die Tangenten einer Curve Normalen einer andern 
Curve sind, so nennt man die erste eine Evolute der zweiten, und 
diese heisst eine Evolvente der ersten. Mit andern Worten: Die 
01ihogonalen Trajectorien der Erzeugenden einer beliebigen abwickel-
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baren Fläche sind die Evolventen der Rückkehrkante. Wählen wir als 
Fundamentalcurve eine dieser Trajectorien. Da die Richtungscosinus' 
(a = 0, ~ = sin 1/J, r = cos 1/J) der Erzeugenden den Bedingungen (38) 
genügen müssen, so hat man 

(43) 

Die zweite Gleichung bleibt bestehen, wenn man zu t/J eine beliebige 
Constante hinzufügt. Daraus folgt: Wenn die Erzeugenden einer 
abwickelbaren Fläche sich um denselben Winkel um eine ih1·er 
orthogonalen Trajectorien drehen, so hören sie nicht auf eine 
abwickelbare Fläche zu bilden. Die erste Gleichung sagt uns da
gegen, dass die z-Coordinate des Punktes der Rückkehrkante gleich ~ 
ist, d. h. (§ 129, b) dass der genannte Punkt auf der Polaraxe liegt. 
Die Rückkehrkante selbst gehört also der Polardeveloppablen an. Also 
liegen die unendlich vielen Evoluten einer Curve sämtlich 
auf der Polardeveloppablen. Bemerkt man überdies, dass auf Grund 
der Formeln (40) im vorliegenden Falle 6ß und hr null sind, so er
kennt man sofort, dass die rectificierende Ebene der Evolute mit der 
Normalebene der Evolvente zusammenfällt. Daraus folgt, dass, wenn 
die Polardeveloppable einer Curve auf eine Ebene ausgebreitet 
wird, alle Evoluten der Curve geradlinig werden. Endlich sind 
die Krümmungen der Evoluten durch die Formeln (42) gegeben; und 
wenn man die Formeln ( 43) berücksichtigt, so findet man 

(44) , (I 
S=-

cos"" ' 
, __ !}_~_!}_ 

~ - COS 1/J ds COB 1/J 1 

, Q d Q 
r =------· sin 1/J ds cos 1/J 

Wenn man ~~ r und infolgedessen 1/J als Fnnctionen von s kennt, so 
genügt es, s aus den vorstehenden Gleichungen zu eliminieren, um die 
natürlichen Gleichungen einer beliebigen Evolute zu finden. Für 1/J = 0 
gelangt man zu den Formeln für die ebenen Curven zurück. Auch 
bei einer gewundenen Curve kann man auf Grund der Gleichung - t = s' 
die Evolventen als beschrieben betrachten von den Punkten eines bieg
samen und unausdehnbaren Fadens, der anfangs auf die Curve aufge
wickelt ist, und der dann nach und nach abgewickelt wird, indem man 
ihn immer gespannt hält. So ist es leicht, sich folgendes klar zu 
machen, was sich aus der ersten Formel ( 43) ergiebt, wenn man be
merkt, dass f/ mit t verschwindet: Die Rückkehrkante einer ab
wickelbaren Fläche ist der Ort der Rückkehrpunkte der ortho
gonalen Trajectorien der Erzeugenden. 
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§ 132. Centralaxe. 

Man nennt so das gemeinsame Lot von zwei unendlich benachbarten 
Hauptnormalen. Diese Gerade ist, da sie parallel zu zwei unendlich 
benachbarten rectificierenden Ebenen ist, parallel zu der rectificierenden 
Erzeugenden, mithin sind ihre Coordinaten, wenn h ihre Entfernung 
vom Punkte M der Curve bedeutet, 

(45) «=COSE7 {j=sinE, f=Ü, ~=-hsinE, 1J=hcosE, e=Ü. 

E ist gegeben durch die Formel (39) und h bestimmt man, indem man 
ausdrückt, dass die betrachtete Gerade und die Hauptnormale im Punkte 
M', der zu M unendlich benachbart ist, sich schneiden. Wenn man 
von der einen zu der andern Normale übergeht, so erleiden die Coor
dinaten nach den Formeln (4) und (7) Variationen, die proportional 

zu ~, ~-, O, O, 1, 0 sind. Also ist die Schnittbedingung 

1 + ]. + fJ = 0 d. h. ! - cot E = ! 
~ r ' ~ r h' 

und endlich unter Berücksichtigung von (39) 

(46) 

Also trifft die Centralaxe die Hauptnormale zwischen dem Punkte M 
und dem Krümmungscentrum, indem sie die von diesen Punkten be
grenzte gerade Strecke in dem Verhältnis von sin2 E zu cos2 E teilt. 
Wendet man auf die Coordinaten der Centralaxe die Formeln (4) und 
(7) an, so findet man sofort mit Hilfe der l!~ormeln (17) und (20) 

(47) dO=dE, 6q=dh 1 

mithin ist ~: der Verteilungsparameter der von der Centralaxe er

zeugten Fläche. Diese Gerade tritt bei verschiedenen interessanten 
Fragen auf. So z. B. ist, wenn man die Bewegung des lfundamental
trieders längs der Curve betrachtet, die Centralaxe in dem mit dem 
Trieder fest verbundenen Raume der augenblickliche Ort der 
Punkte, welche sich langsamer bewegen als alle andern. In 
der That lässt sich die Verschiebung ds' eines mit dem Fundamentai
triader fest verbundenen Punktes sofort aus den l!.,ormeln (3) ableiten, 
indem man sie quadriert und addiert und darin x 1 y 1 e als constänt 
annimmt: 
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Setzt man die partiellen Ableitungen der rechten Seite nach x, y, z 
gleich Null, so erhält man 

::. + 1!_ = 0 (.:. - 1) ! + .:. = 0 
(I 1' ' (I (I r! ' 

d. h. y = x tg E, z = h, wo h und E die Bedeutung ( 46) bezw. (39) haben; 
ferner sieht man, dass auf der so gefundenen Geraden rl s' = cos c. d s 
ist. Die oben erwähnte Eigenschaft der Contralaxe wird klar durch 
die Bemerkung, dass die Normalen der Bahncurven aller mit dem 
Fundamentaltrioder fest verbundenen Punkte einen linearen 
Complex bilden, dessen Axe die Centralaxe der Bahncurve 
des Anfangspunktes ist und offenbar auch die Centralaxe aller 
andern Bahncurven. In der That, wenn die Richtung ( a, ß, r) die 
einer Normale der Bahncurve des Punktes (x, y, z) in diesem Punkte 
ist, so wird die Orthogonalitätsbedingung a!}x + ßoy + yhz = 0 m
folge von (3) 

a ( 1 - f) - ß ~ + r ( ~ + ~-) = 0, d. h. ~ - % + a = 0: 

dies ist (§ 123, c) die Gleichung eines linearen Complexes, in welchem 
man auf Grund von (26) p = - h cot E hat. p ist also, wie aus (33) 
hervorgeht, der Verteilungsparameter auf der Fläche der Hauptnormalen; 
ferner gewinnt man aus den Formeln (23) und (25) für die Coordinaten 
der Axe gerade die Werte ( 45 ). Da man übrigens die Fundamental
curve beliebig unter den Bahncurven der Punkte eines starren Systems 
wählen kann, so ist klar, dass die gefundene Gerade die Contralaxe 
jeder andern Bahncurve ist. Daraus folgt, dass die Hauptnormalen 
aller Bahncurven die Geraden sind, welche die Centralaxe 
senkrecht treffen. Man kann ferner ebenso leicht die Tangenten, 
die Binormalen und die Krümmungsradien construieren, nachdem man 
bemerkt hat, dass h cot l3 für alle Bahncnrven einen einzigen Wert hat. 

c~stt.ro·Kowalew~ki, na.tUrl. Geomt>trw J. Aufl. 12 



Zehntes Kapitel. 

Bemerkenswerte gewundene Curven. 

§ 133. Sphärische Curven. 

Bei einer auf einer Kugel gezogenen Curve liegen alle Punkte in 
constanter Entfernung B von einem Punkte O, dem Mittelpunkt der 
Kugel. Die Coordinaten dieses Punktes inbezug auf das Fundamentai
triader der betrachteten Curve sind also drei Functionen x, y, z, die 
beständig an die Relation 

(1) x2 + y2 + z' = B' 
gebunden sind und den Bedingungen (8) des vorigen Kapitels genügen. 
Eine erste Differentiation von (1) liefert x = 0. Also gehen die 
Normalebenen aller· auf einer Kugel gezogenen Curven dur'ch 
den Mittelpunkt. Die Differentiation von x = 0 liefert z = Q· Also 
erhält man das Krümmungscentrum in einem beliebigen Punkte 
einer sphärischen Curve, indem man den Mittelpunkt der Kugel 
auf die osculierende Ebene projiciert. Di:fferentiiert man endlich 
noch z = q, so findet man den Wert von y und sieht, dass die Coor
dinaten des Mittelpunktes der Kugel 

(2) 
d(! 

x = 0, y = - r ds , z = Q 

sind. Setzt man sie in (1) ein, so erhält man 

(3) R ll II+ ( d(!)ll =Q r- . 
ds 

Diese Gleichung charakterisiert die auf einer Kugel vom Radius 
R gezogenen Curven. In der That findet man, wenn man die For
meln (3) des vorigen Kapitels auf die Coordinaten (2) anwendet, 

(4) :~ = O, ~~ = -[f + :8 (r~~)J, :: = O, 

und die Differentiation von (3) giebt hy = 0. Wenn also die Be
dingung (3) erfüllt ist, so existiert ein fester Punkt 0, dessen Ent
fernung von den Punkten der Curve beständig gleich R ist, d. h. die 
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Curve gehört einer Kugel vom Radius R mit dem Mittelpunkt 0 an. 
Jetzt können wir hinzufügen, dass die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass die Curve sphärisch ist, sieh m 

(5) ! + ~(rdtl) = 0 ,. ds ds 
ausdrückt. 

§ 134. 

Bei einer beliebigen Curve giebt es immer in jedem Punkte M 
eine sphärische Curve, welche dasselbe Fundamentaltriader und Krüm
mungen gleich denen der betrachteten Curve hat. Die zweite Curve 
gehört notwendig der Kugel an, welche den durch die Gleichung (3) 
gegebenen Radius R und ihren Mittelpunkt in dem durch die Coordi
naten (2) definierten Punkte 0 hat. Diese Kugel heisst die osculie
rende Kugel der ersten Curve im Punkte llf. Die Tangente der 
Curve ( 0) in 0 ist sofort bestimmt durch die Formeln ( 4): sie ist 
parallel zur Binormale von (M), und wenn man ihre Richtung als ent
gegengesetzt annimmt, so hat man 

(6) ds' = ! + !:__ (r d()) . 
ds r ds ds 

Offenbar ist die in Rede stehende Tangente die Polaraxe von (M). 
Mit andern Worten: Der Ort der Mittelpunkte der osculierenden 
Kugeln ist die Rückkehrkante der Polardeveloppablen. Es 
sind alsd keine andern Rechnungen nötig, um sofort zu sehen, dass die 
Binormale von (0) parallel ist zur Tangente von (M), und dass folglich 
die Hauptnormalen beider Curven parallel sind:. wir werden sie 
als entgegengesetzt gerichtet annehmen. Ausserdem hat man offenbar 

( ) ()' r ds' 
7 ;:-=Q=dS· 

Inzwischen bemerke man, dass die Coordinaten von M in der osculie

renden Ebene von ( 0) x = - r ~~ , y = ~ sind. Trägt man sie in (6) 

ein, so erhält man ds' = ~ ds - dx ; mithin ist 

~~- = (lL - ds') t!!_ = '!L - 1 dy -.- ~ t!!__ == - ~ . ds' r ds ds' ()' ' ds' - r ds' ()' 

Daraus folgt, dass man den Punkt M als fest i'n der oseulierenden 
Ebene von (0) betrachten kann. Dies wird übrigens evident durch 
die Bemerkung, dass, wenn M in die aufeinanderfolgenden Lagen 
M', u. s. w. in dem oben (§ 120) angegebenen Sinne übergeht, die 
Normalebene von (M) sich um 0 dreht. Mit andern Worten: Die 

12* 
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Normalebenen der Elemente MM', M' M", M" M"' schneiden sich in 0. 
Auf diese Weise wird eine Thatsache anschaulich klar, für die die 
Rechnung einen vollkommen strengen Beweis liefert, dass nämlich die 
osculierende Kugel in M die Grenzlage der Kugel ist, welche durch M 
und durch drei andere Punkte der Curve hindurchgeht, wenn diese nach 
M hinrücken. 

§ 135. Cylindrische Schraubenlinien. 

Cylindrische Schraubenlinien heissen die Curven, welche 
unter constantem Winkel die Erzeugenden einer Cylinderfläche treffen. 
Es ist klar, dass diese Curven die geodätischen Linien (§§ 126; 129, c) 
einer solchen Fläche sind, da sie sich in Geraden verwandeln, wenn 
man die Fläche auf die Ebene ausbreitet. Sind «, ß, r die Richtungs
cosinus' der Erzeugenden, so müssen die lnvariabilitätsbedingungen 
(§ 121) für constantes " erfüllt sein, mithin hat man notwendig r = O, 

: + f, = 0, so dass man " = cos E , ß = sin E setzen kann, wo E die 

gewöhnliche Bedeutung (§ 129, c) hat. Es ist mit andet~n Worten, wie 
wir vorausgesehen hatten, der Cylinder selbst die rectificierende Fläche. 
Dabei ist E constant. Umgekehrt werden, wenn E constant ist, die 
lnvariabilitätsbedingungen von den Cosinus' "= cos E' ß = sin E, r = 0 
erfüllt, mithin ist die Curve auf einem Cylinder gezogen und trifft 
seine Erzeugenden unter constantem Winkel E: sie ist eine cylindrische 
Schraubenlinie. Soll also eine Curve eine cylindrische Schrauben
linie sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass das 
Verhältnis ihrer Krümmungen constant ist. 

§ 136. Theorem von Puiseux. 

Unter den cylindrischen Schraubenlinien ist die einfachste die 
circulare Schraubenlinie, d. h. diejenige, welche auf einem Kreis
cylinder gezogen ist, deren sämtliche Punkte also gleich weit von einer 
Geraden (der Axe des Cylinders) entfernt sind. Offenbar trifft jede 
Normale der Fläche die Axe unter rechtem Winkel, mithin gilt das
selbe von den Hauptnormalen der Curve, da diese eine geodätische 
Linie ist. Also fallen mit der Axe des Cylinder~:~, die die gemeinsame 
Senkrechte aller Hauptnormalen ist, alle Centralaxen (§ 132) zusammen. 
Daraus folgt, dass die Entfernung h constant sein muss; ferner liefern 
die Formeln (39) und ( 46) des vorigen Kapitels 

h h 
fl = cos2 E' ,. = sinli cosli 
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und zeigen, dass auch q und r constant sind. Umgekehrt gilt, wenn 
q und r constant sind, dasselbe von E und h, mithin hat man (§ 132) 
80 = 0, ~q = 0. Die erste Gleichung lehrt, dass die Centralaxe be
ständig parallel mit sich selbst bleibt; die zweite zeigt dagegen, dass 
die Centralaxe sich nicht seitlich verschiebt. Sie kann also nur längs 
einer im Raume festau Geraden gleiten, mithin bewegt sich der Punkt 
M, der in der constanten Entfernung h von dieser Geraden bleibt, auf 
einem Kreiscylinder, indem er eine Curve beschreibt, die die Erzeugenden 
unter constantem Winkel E trifft. Soll also eine Curve eine circulare 
Schraubenlinie sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
dass ihre Krümmungen constan t sind. 

§ 137. Schraubenlinien und geodätische Linien der Kegelflächen. 

Conische Schraubenlinien nennt man die Curven, welche die 
Erzeugenden eines Kegels unter constantem Winkel treffen. Sie sind 
niemals die geodätischen Linien einer solchen Fläche, da sie sich beim 
Ausbreiten der Kegelfläche auf die Ebene nicht in Geraden, sondern 
vielmehr in logarithmische Spiralen (§ 11, c) verwandeln. In den Be
dingungen (38) des vorigen Kapitels wollen wir annehmen, a sei con
stant und von Null verschieden, indem wir so einen bereits betrachteten 
Fall (§ 130) ausschliessen. Alsdann muss t = as sein; mithin werden, 
nachdem man fJ = V1- a2 sin 1/J, r = V1- ä2 cos 1/J gesetzt hat, 
die genannten Bedingungen 

(8) Vl - a' ~ .!_ = d1J! + tg l{J • cos 1/J = - --a- 8 ' r ds s 

Ist eine beliebige ebene Curve gegeben, so kann man immer, ohne ihre 
Flexion zn ändern, ihre Torsion so einrichten, dass sie eine conische 
Schraubenlinie wird: die erste Gleichung (8) dient dazu, die Function 1/J 
zu berechnen; setzt man diese dann in die zweite Gleichung ein, so 
kann man die Torsion bestimmen, welche man der Curve in jedem 
Punkte geben muss, damit sie unter constantem Winkel die Erzeugenden 
eines Kegels trifft, dessen Scheitel die Coordinatep - ta, - t{J, - tr 
hat. Was nun die geodätischen Linien anbetrifft, so muss man bei 
ihnen in den oben genannten Bedingungen (38) a = cos E, fJ = sin E1 

r = 0 setzen; man erhält auf diese Weise die zweite der folgenden 
Gleichungen: 
(9) 

Bekanntlich ist 
charakterisiert. 

dt dE sin E 
ds=COSE, ds=--t-· 

(§ 130) die erste diejenige, welche die 
Man leitet daraus der Reihe nach ab 

Kegelflächen 
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a -t=-.-; 
BlD E 

mithin haben die osculierenden Ebenen jeder- geodätischen 
Linie eines Kegels gleichen Abstand von dem Scheitel. Trägt 
man das letzte Resultat in die zweite der Gleichungen (9) ein und 
integriert, so erhält man sr =. a~. Also -tariiert bei den geodä
tischen Linien der Kegelflächen die Torsion wie das Product 
der Flexion mit dem Bogen. Diese von Enneper angegebene 
Eigenschaft kommt andern Curven nicht zu. Wenn man sie nämlich als 
erfüllt annimmt, so verificiert man sofort mit Hilfe der bekannten 
Unbeweglichkeitsbedingungen, dass der Punkt (- s, a, 0) im Raume 
fest ist, d. h. dass die rectificierende Ebene einen Kegel umhüllt. 

§ 138. Windschiefe .Kreise. 

Ein windschiefer Kreis ist die Curve, welche man erhält, indem 
man einen ebeilen Kreis tordiert, ohne seine Flexion zu ändern, so dass 
eine ihrer natürlichen Gleichungen immer ~ = Const. ist. Unter dieser 
Voraussetzung liefert die Formel (3) R = ~' mithin sind die oscu
lierende·n Kugeln eines windschiefen Kreises alle unterein
ander gleich. Diese Eigenschaft kommt andem Curven nicht zu. 
In der That liefert die Differentiation der Formel (3) 

R~ = [.! +!!. (rdQ)Jrdfl. 
as r ds ds ds 

Daraus folgt, dass, wenn R constant ist und nicht die Bedingung (5) 
erfüllt ist, in welchem Falle alle Kugeln in eine zusammenfallen würden, 
notwendig auch ~ constant ist. Überdies liefern die Formeln (6) U:nd (7) 

s' = R {drs, (J 1 = R, rr' = R1 • 

• 
Also ist, wie Bouquet gefunden hat, der Ort der Krümmungs-
ceutra eines windschiefen Kreises ein zweiter windschiefer 
Kreis, welcher dieselbe Flexion und eine Torsion hat, die im umge
kehrten Verhältnis der Torsion des ersten Kreises variiert. 

§ 139. Übungsbeispiele. 

a) Bei welchen Curven haben die osculierenden Ebenen 
gleichen Abstand von einem festen Punkte? Die Coordinaten dieses 
Punktes inbezug auf das Fundamentaltriader der unbekannten Curve müssen 
den Unbeweglichkeitsbedingungen (§ 120) 

dx z 
-=--1 
ds Q 

dy z ds x y 
ds = .,.. ' ds = -""i- r 
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gentigen. Ffir y = a giebt die zweite Bedingung 1 = 0, und dies genügt, 
um behaupten zu können, dass die Curve geodätische Linie auf einer Kegel
fläche. ist. Übrigens liefern die beiden andem Bedingungen :x; = - s, 
~ = - a! , woraus man die für derartige geodätische Linien cha.ra.kte-

r 
ristische (§ 137) natürliche Gleichung sr = a~ enthimmt. 

b) Bei welchen Curven haben die Tangenten gleichen Ab
stand von einem festen Punkte? Die Coordinaten des festen Punktes 
mllssen der Bedingung y1 + z1 = a1 genügen, deren Dift'erentiation vermöge 
der Tinbeweglichkeitsbedingungen zu :u = 0 fftbrt. Die Annahme :x; = 0 
giebt die sphärischen Curven (§ 133), während man für z = 0 die 
geodätischen Linien von Kegeln wiederfindet. 

c) Um den geraden Schnitt des Cylinders zu bestimmen_, 
welchem eine gegebene Schraubenlinie angehört, bemerke man, 
dass in dem Triader, welches von der Tangente der Schraubenlinie im 
Punkte M, der durch M zu der unendlich benachbarten Tangente gezogenen 
Pa.rallelen und der Erzeugenden des Cylinders gebildet wird, der dem Winkel 

~ der beiden Tangenten gegenüberliegende Diederwinkel gerade der analoge 
~ d' 
Winkel ~ fllr den gesuchten geraden Schnitt ist. Da nun der E gegen

q 
überliegende Diederwinkel s1ch unendlich wenig von einem rechten Winkel 
unterscheidet, so hat man 

t.is ds' . 
-=-, SJ.nE q q I 

während offenbar ds' = ds . sin E . ist. Daraus folgt 8 , = 8 sin ,, ~, = ~ sm1 '· 

Durch die letzte Gleichung wird das Theorem von Puiseux zur Evidenz 
gebracht. 

d) Kann eine Schraubenlinie einer Kugel angehören? Soll 
dies der Fall sein, so muss die Bedingung (5) erfiillt werden, wenn man 
darin r = -~ tg E mit constantem E setzt. Auf diese Weise erhält man 
der Reihe nach 

! (~ ~:) = - cot1 e , (11 + s1 cot1 " = Const. 

Also lassen sich (§ 8, d) die sphirischen Schraubenlinien durch blosse 
Torsion aus den Hypocycloiden 1 den Epicycloiden und der Cycloide 

(~: < -i 1 e > -i, c = -i} ableiten; dagegen ist der gerade Schnitt des 

Cylinders, detr eine beliebige dieser Curven angehört, :mmer eine Epi
cycloide, da seine natürliche Gleichung ~~~ + s1 cos1 E = Const. ist. Denkt 
man sich zwischen zwei concentrischen Kreiscyli.l.dem mit den Radien a und 
a cos E einen dritten Cylinder, der auf dem zweiten rollt, indem er den 
ersten streift, so wird jede seiner Erzeugenden auf einer beliebigen dem 
äusseren Cylinder einbeschriebenen Kugel eine Schraubenlinie beschreiben. 

e) Giebt es cylindrisch-conische Schraubenlinien, d. h. Curven, 
welche zu gleicher 'Zeit Schraubenlinien auf einem Cylinder und auf einem 
Kegel sind? Es milssen die Bedingungen (8) erfiillt sein, und gleichzeitig 
muss man hab.en r = - q tg E mit constantem e. Zunächst bemerke man, 
dass die Formeln (8) sich in folgender Weise schreiben lassen: 
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}"1 -a= 
SCOS'I/I=- q, 

IX 

d }"1- a 1 
-d-(ssin'I/J)= cote. s « 

Integriert man die zweite und trägt das Resultat in die erste ein, so findet 
man, dass die cylindrisch-conischen Schraubenlinien Krümmungs
radien haben, die dem Bogen proportional sind, wenn dieser von 
dem Scheitel des Kegels aus gerechnet wird. Umgekehrt ist jede Curve, 
die durch die natürlichen Gleichungen q = ks, t· = k' s dargestellt wird, 
eine cylindrisch-conische Schraubenlinie, da offenbar, wenn man die Con
stanten 1/1, e, a aus den Relationen 

fl «' k = - cot 1/1 cot E , k' = cot 1/1 , sin 1/1 = --- cot e « 

bestimmt, die zu Anfang angegebenen Bedingungen erfüllt sind. Man kann 
hinzufügen, dass die Curve einem Kreiskegel angehört, da die in
variable Richtung (cos e, sin e, 0) der Erzeugenden des Cylinders einen 
constanten Winkel mit der Richtung (a, ß, r) des Radiusvectors bildet. 
Die cylindrisch-conischen Schraubenlinien sind sozusagen die logarithmischen 
Spiralen des dreidimensionalen Raumes: sie besitzen die merkwürdige flir 
die genannten Curven bereits (§ 18) angegebene Eigenschaft, ungeändert zu 
bleiben, wenn sie einer gleichförmigen Dilatation von einem beliebigen Punkte 
des Raumes aus unterworfen werden. 

f) Welches sind die Evolventen der cylindrischen Schrauben
linien? Indem wir uns auf die Formeln des vorigen Kapitels beziehen, 
bemerken wir, dass, wenn in den Formeln ( 44-) das Verhältnis von q' zu 
J'' als constant vorausgesetzt wird, 1/1 constant sein muss, und dann zeigt 
die zweite Formel (4-3), dass die Torsion der Evolvente null ist. Also 
sind die Evolventen der cylindrischen Schraubenlinien ebene 
Curven. Verfährt man in umgekehrter Weise, so erkennt man leicht, dass 
es keine andern Evoluten ebener Curven giebt. Erinnern wir uns überdies 
daran, dass die Binormale der Evolvente und die rectificierende Erzeugende 
der Evolute parallel sind, so sehen wir im Falle der Schraubenlinien sofort, 
dass die Ebenen der Evolventen senkrecht auf den Erzeugenden 
des Cylinders stehen. In dem besondern Falle der circularen Schrauben
linie liefern die Formeln ( 44) 

dt~ , 2 , • t~'r'1 
q cls = q COS 1/1 = - f Sln 1/J COS 1/J = f1 ,1 + r'l 1 

d. h. q2 = 2as, wenn man mit a den Radius des Cylinders bezeichnet. 
Also sind die Evolventen der circularen Schraubenlinien Kreis
evolventen. 

g) Eine der Evoluten einer sphärischen Curve reduciert sich offenbar 
auf den Mittelpunkt der Kugel; die andern lassen sich daraus ableiten, 
indem man die Radien der 0Kugel in den bezüglichen Normalebenen um den
selben Winkel um die Curve dreht. Wenn man insbesondere in den be-

kannten Formeln (44) 1/1 in 1/J- "i verwandelt, wobei 1/J den Winkel der 

Hauptnormale in M mit dem Radius OM bezeichnet, so dass q = R cos 1/1 
ist, so erhält man die Formeln 

s' = R eot 1/1, R 1 d 
(!' = 2 ds (cot21/l)' 
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welche die Rückkehrkante der längs der gegebenen Curve um 
die Kugel gelegten Developpablen definieren. Da s' r' = R~' ist, 
so sieht man (§ 137), dass die genannte Rückkehrkante geodätische Linie 
eines Kegels ist. Es ist dies eine evidente Eigenschaft, wenn man sich 
überlegt, dass die Polardeveloppable einer sphärischen Curve notwendig ein 
Kegel ist, dessen geodätische Linien (§ 131) gerade alle Evoluten der ge
gebenen Curve sind. 

h) Der Leser wird sich leicht selbst andere Aufgaben bilden, die ihm 
Stoff zur Übung in der Discussion der gewundenen Curven nach den Me
thoden der natürlichen Geometrie liefern. Will man z. B. wissen, welche 
unter den auf einer Kugel vom Radius R gezogenen Curven con
stante Torsion besitzen, so hat man sofort 

1JI= j~s=;, ~=kacos;, <p=klogcot{~- 2:), 
wenn man r = a, R = ka setzt. Man sieht ferner (§ 9), dass die 
ebene Transformierte (§ 129, d) aus Bogen von der Länge na in unend
licher Anzahl besteht, deren jeder sich asymptotisch um seine Endpunkte 
wickelt, die symmetrisch inbezug auf die Normale im Anfangspunkte liegen. 
Wenn man einen solchen Bogen ohne seine Flexion zu ändern tordiert, wn 
ihn auf die Kugel zu legen, so bleiben die Enden asymptotische Punkte, 
und in der Umgebung eines jeden von ihnen kann man die Curve als in 

der Tangentialebene gezeichnet ansehen ( 1JI = ~-) · Im Anfangspunkte da

gegen osculiert die Curve ei:qen grössten Kreis und durchsetzt ihn, da sich 
von einem Ende zum andern die osculierende Ebene immer in einem Sinne 
dreht. So kommt es, dass auf jeder der durch den genannten Kreis be
stimmten Halbkugeln ein asymptotischer Punkt liegt. Projiciert man die 
Curve auf die Ebene des Kreises, so bewahrt sie die ·allgemeine Gestalt der 
ebenen Transformierten; dagegen gleicht ihre Projection auf die Tangential
ebene im Anfangspunkte der Bogen einer Klothoide. Analoge Verhältnisse 
bieten sich bei denjenigen sphärischen Curven, für welche das Pro
duct der Krümmungen constant ist. Setzt man R = k2 a, ~r = aR, 
so findet man in der That~ dass diese Curven durch die Gleichungen 

2k2 a 
() = • • ' 

e" + e a 

dargestellt werden, die leicht zu discutieren sind. Der einzige erhebliche 
Unterschied gegenüber den vorigen Curven besteht darin, dass die zuletzt 
erhaltenen aus einem einzigen Bogen von unendlicher Länge bestehen, der 
aber auch wied.er von zwei asymptotischen Punkten begrenzt ist. 

i) Eine Reihe von Kugeln zu construieren, die ihre Mittel
punkte auf einer gegebenen Linie haben und so ausfallen, dass 
sie eine und dieselbe Curve osculieren. Dieses von Jamet gestellte 
Problem lässt sich leicht lösen, wenn man bemerkt, dass auf Grund einer 
bekannten Eigenschaft (§ 134) eine beliebige Linie sich auf einen 
Punkt.reduciert, wenn man ihre Polardeveloppable auf die Ebene 
ausbreitet. Hiermit ist gemeint, dass, wenn die Normalebenen mittels 
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successiver Drehungen um die entsprechenden Polara.xen zum Zus,a.mmenfallen 
in eine feste Ebene gelangen, die Punkte der Curve, wenn sie mit den 
genannten Ebenen fest verbunden sind, schliesslich in einen einzigen Punkt 
der festen Ebene zusammenfallen. Um das Jamet'sche Problem zu lösen, 
muss man damit beginnen, die gegebene Curve ( 0) durch alleinige Änderung 
der Torsion in eine ebene Curve (0') zu transformieren; darauf muss man 
eine Reihe von Kugeln eonstruieren, die durch einen beliebigen Punkt M 
der Ebene von (0') hindurchgehen und ihre Mittelpunkte auf (0') haben. 
Es geni1gt jetzt, die Curve (0') zu tordieren, ohne ihre Flexion zu ändern, 
bis man ihr wieder die ursprüngliche Form ( 0) gegeben hat:" die Kugeln, 
welche bei der Bewegung starr mit fortgeffihrt werden, werden nicht auf
hören eine und dieselbe Curve zu osculieren, nämlich den Ort der Lagen, 
welcheM in den osculie~enden Ebenen von (0) einni.mint. Demnach lässt 
sich jede Reihe von Kugeln zur Osculation mit unendlich vielen 
Curven bringen, indem man die Linie der Mittelpunkte geeignet 
deformiert, und zwar werden sich zwei beliebige Formen dieser Linie 
immer durch einfache Torsion auseinander ableiten lassen. 

§ 140. Bertrand'sohe Ourven. 

Man bezeichnet als Bertrand'sche Curve jede Linie, deren Krüm
mungen durch eine lineare Relation 

(10) ~ +! =1 () r 
verbunden sind. Im besondem sind Betrand'sche Curven die windschiefen 
Kreise (b = 0) und die Curven constanter Torsion (a == 0). Auch die 
Schraubenlinien kann man als Bertrand'sche .Curven betrachten. Denn 
wenn man a und b unbegrenzt wachsen lässt derart, dass ihr V erhält
nis sich einem Grenzwert cot E nähert, so verwandelt sich die Gleichung 
(10) schlieslilich in die charakteristische Gleichung der Schraubenlinien: 
r ._ - f! tg E. Die Bertrand'sehen Curven sind durch folgende Eigen
schaft charakterisiert: ihre Hauptnormalen sind Hauptnormalen 
einer andern Curve. Auf der Hauptnormale einer beliebigen Cun'it 
(M) wählen wir den Punkt M1 in der Entfernung a von M. Wenden 
wir die Fundamentalformeln auf die Coordinaten (0, O, a) an, so er
giebt sich 

(11). 
6x a 
-=1--
ds • () ' 

Soll nun (M1) die Hauptnormalen von (M) senkrecht treffen, so muss 
6z = O, d. h. a consta.nt sein. Es seien a = cos 8, fl == sin 81 r = 0 
die Richtungscosinus' der Tangente )On (M1) im Punkte M11 so dass 

(12) 

ist. Nach den Fundamentalformeln fiir Richtungen hat man 
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(13) Ba • 8 de IP = cos 8 d(J 8y = cos6 + sin6 
ds = - sm ds ' ds ds ' ds f! r ' 

und man sieht, dass auch 8 constant sein muss, damit die Hauptnormale 
von (M) in jedem Punkte mit derjenigen von (M1) zusammenfalle. 
Nunmehr bemerke man, dass die Gleichung (12) eine Bertrand'sche 
Curve definie~, für die man b = - a cot 8 hat. Es ist a p ri o ri klar, 
dass auch ( M1) eine Bertrand'sche Curve ist, iür welche a und b die
selben Werte haben müssen. Übrigens leitet man aus den Formeln 
(11) und (13) ab 

ds1 = 'Jia' + b' a' + b' = a _ b !._ • 
ds 1' ' f!1 f! ' 

und da, wenn man die beiden Curven miteinander verW.uscht, das V er-

hältnis dds den Wert yaqbl ·hat, so sieht man, dass r:r1 = all + b2 
sl rt 

sein muss, eine im Falle der windschiefen Kreise bereits erwähnte Eigen
schaft. Man verificiert jetzt leicht, dass die Gleichung (10) auch der 
Curve (M1) zukommt. Die Correspondenz zwischen den beiden Curven 
wird illusorisch bei den Curven mit constanter Torsion, da für ein ver
schwindendes a die Curven (M) und (M1) zusammenfallen. Geht ferner 
eine der Curven in eine Schraubenlinie über, so rückt die andere ins 
Unendliche. Endlich ist es nützlich, in dem allgemeinen Falle zu be
merken, dass die Fundamentaltriader de1· beiden Curven starr 
miteinander verbunden sind. 

§ 141. 

Durch die obige Frage wird man naturgernäss zum Studium der 
von den Hauptnormalen einer Curve gebildeten Fläche gef'ührt. Wählt 
man die Curve als Fundamentalcurve, so müssen die Formeln (37) des 
vorigen Kapitels durch a = ß = 0, r = 1 erfüllt werden, mithin hat man 

1 sin-rcos-r 1 cos11 -r 
-=----- -=--
(! p 1' p 

d. h. T = E und p =- h cotE, wie bereits auf anderem Wege bemerkt 
worden ist (§ 132). Soll es auf der Fläche zwei Linien geben, welche 
die Erzeugenden zu Hauptnormalen haben, so muss jede von ihnen 
eine Bertrand'sche Curve sein, und es wird im allgemeinen keine dritte 
derartige Curve existieren können; wenn aber eine solche existiert, so wird 
es deren unendlich viele andere geben müssen, nämlich die sämtlichen 
circularen Schraubenlinien, die durch die unendlich vielen Paare von 
constanten W erlen (! und r definiert werden, welche für ein gegebenes 
Wertepaar a, b der Gleichung (10) genügen. Eine der unendlich vielen 
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Schraubenlinien (p = oo, r = b) reduciert sich auf eine Gerade, die 
gemeinsame Axe der unendlich vielen Kreiscylinder, auf denen jene 
Schraubenlinien liegen, und Strictionslinie ( 'r:' = 0) der Fläche. Nun 
bleibt, da der Verteilungsparameter p den constanten Wert b hat, auch 
das Verhältnis zwischen dem Abstand und dem Winkel von zwei be
liebigen Erzeugenden beständig gleich b. Also ist (§ 123, h) die 
Fläche eine Schraubenfläche mit Leitebene. 

§ 142. 

Zu einer andem charakteristischen Eigenschaft der Bertrand'schen 
Curven gelangt man, wenn man untersucht, ob es vorkommen kann, 
dass eine mit dem Fundamentaltriader einer Curve fest ver
bundene GeradeNormale der Bahncurven ihrer Punkte bleibt. 
Offenbar muss eine solche Gerade dem Com plex der Normalen an
gehören, den wir im letzten Paragraphen des vorigen Kapitels gefunden 
haben, mithin muss zwischen ihren Coordinaten die Relation 

D~ !_!+a=O 
". (I 

bestehen. Wenn die Krümmungen variieren, und wenn gleichzeitig ihr 
Verhältnis variiert, wie es im allgemeinen der Fall ist, so kann man 
der :Formel (14) nur genügen, indem man a = O, e = O, fJ = 0 nimmt. 
Diese Gleichungen stellen die Normalen der Curve dar und von 
den andern Senkrechten zur Tangente die, welche in der recti
ficierenden Ebene liegen. Ein erster Ausnahmefall bietet sich, 
wenn die Krümmungen zwar variieren, aber in constantem Verhältnis 
zueinander bleiben, in welchem Falle die Curve eine nicht circulare 
Schraubenlinie ist. Man genügt alsdann der Gleichung (14), indem 
man a = O, ~ cos E + t'J sin E = 0 setzt, mithin sind die Parallelen 
zur N ormalebene, welche die Erzeugende treffen, die einzigen 
Geraden, welche der Forderung entsprechen. Wenn dagegen die Schrauben
linie eine circulare ist, so spaltet sich die Bedingung (14) nicht, und 
jede Gerade des Complexes der Normalen hat die angegebene 
Eigenschaft. Übrigens sind dies Unterfälle des einen Ausnahmefalles 
der Bertrand'schen Curven. In der That! Wenn zwischen den Krüm
mungen die Beziehung (10) besteht, so genügt man der Gleichung (14), 
indem man 
(15) e=-ba, tj=aa 

nimmt, und in keiner andern Weise. Von diesen Gleichungen stellt 
die zweite den Complex der Geraden dar, welche die darch M1 zur 
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Binormale von ( M) gezogene Parallele 91 treffen; und die erste kann 
man durch die Gleichung 

(16) a; + bfJ = 0 

ersetzen, welche den Complex der Geraden darstellt, die sich auf die 
durch M zur Binormale von ( M 1) gezogene Parallele g stützen. Also 
bleiben von den mit dem Fundamentaltriader einer Bertrand
schen Curve fest verbundenen Geraden diejenigen, welche g 
und g1 treffen, senkrecht zu den Bahncurven aller ihrer Punkte. 
Im besondern sind bei jedem windschiefen Kreise die Geraden, welche 
der Forderung entsprechen, diejenigen, welche sich auf die Tan
gente und die Polaraxe stützen. Bei den nicht circularen Schrauben
linien liegt g1 im Unendlichen in der Normalebene und g ist die Er
zeugende des Cylinders. Dagegen lässt sich eine circulare Schrauben
linie auf unendlich viele Arten als eine Bertrand'sche Curve betrachten, 
und die unendlich vielen Congruenzen, welche man in dieser Weise 
erhält, bilden gerade den ganzen Complex der Normalen. Endlich kann 
man im Falle der Curven constanter Torsion nicht mehr die Gleichung 
(16) an Stelle einer der Gleichungen (15) setzen; diese werden fJ = 0, 
; = - ra und stellen nieht Geraden dar, welche sich auf zwei ver· 
schiedene Geraden stützen. Dies kommt daher, dass in dem betrach
teten Falle (M1) mit (M) zusammenfällt und die Geraden 9 und g1 in 
die Binormale übergehen derart, dass das Verhältnis ihres Winkels zu 
ihrem Abstand sich einem Grenzwert nähert, der die Torsion der Curve 
misst. Die Geraden, welche der Forderung entsprechen, sind dann also 
die sämtlichen Tangenten einer gewissen windschiefen Regel
fläche längs der Binormale. 

§ 143. 

Die Bertrand'schen Curven sind ein ganz specieller Fall unter den 
durch eine natürliche Gleichung 

(17) A B C P Q 
(11 + Tl + (Ir = ~ + r 

dargestellten Curven. Diese bieten sich als Ausnahmecurven dar, wenn 
man untersucht, ob es unter den Flächen, welche von den mit 
dem Fundamentaltriader fest verbundenen Geraden erzeugt 
werden, abwickelbare Flächen giebt. Manweissaus dem vorigen 
Kapitel, dass die ( constanten) Coordinaten einer solchen Geraden der 
Bedingung 



190 Zehntes Kapitel. Bemerkenswerte gewundene Curven. 

genügen müssen, welche gerade die Form (17) annimmt, wenn man von 
den Fundamentalformeln Gebrauch macht, vorausgesetzt, dass man setzt 

~11 as "'11 -t- ~s "~ pt + "~ 
(18) A= B =--c-=p=-Q-· 

Wenn zwischen den Krümmungen keine Relation von der Form (17) 
besteht, so müssen in der Formel (18) alle Zähler verschwinden, folg
lich die Bedingungen a = 1, g = 0, 'f/ = 0 erfüllt sein, welche die 
in der rectificierenden Ebene zur Tangente gezogenen Paral
lelen definieren. Also sind dies im allgemeinen die einzigen Er
zeugenden abwickelbarer Flächen; dagegen kann es andere der
artige Geraden geben, wenn die Curve der durch die Gleichung (17) 
definierten Klasse angehört. Thatsächlich erhält man, wenn die Co
efficienten der genannten Gleichung nicht sämtlich null sind, durch 
Elimination von s und 1J a-q.s den Gleichungen (18) die Relationen 

(19) Aa3 + B{J2 + Ca{J = 0, P({J1 + f 9) = Qa{J, 

aus denen man ersieht, dass vier andere Erzeugende abwickel
barer Flächen existieren können, die den Schnittlinien eines 
gewissen Kegels zweiten Grades mit einem Ebenenpaar parallel 
sind: der Kegel, dessen Scheitel auf der Curve liegt, berührt längs der 
Tangente die osculierende Ebene und die Ebenen gehen durch die Haupt
normale. tTedoch bemerke man, dass, wenn A, B, 0 null sind, die 
erste Gleichung (19) fortfällt, die Gleichung (17) eine Schraubenlinie 
darstellt und die Erzeugenden des Kegels alle der Forderung ent
sprechen, da man aus den Gleichungen (18) ausserdem ; = 0, 'II = 0 
entnimmt. 

§ 144. 

Im Vorigen ist bei der Behauptung, dass die Gleichungen (19) 
eine endliche Anzahl gemeinsamer Lösungen zulassen, stillschweigend 
vorausgesetzt, dass die rechte Seite von (17) kein algebraischer Teiler 
der linken ist. Im entgegengesetzten Falle reduciert sich die Gleichung 
auf die Form (10) und stellt eine Bertrand'sche Curve dar. Da man 
alsdann P und Q beliebige, nur nicht gleichzeitig verschwindende Werte 
erteilen kann, so entsprechen auch bei diesen Curven, wie bei den 
Schraubenlinien, unendlich viele andere Geraden der gestellten For
derung. Schreibt man die Gleichungen (19) in der Form 

(aa + b{J) (Pa + Q(J) = 0, a (Pa + Q{J) = P, 

so sieht man sofort, dass man ihnen in zwei ganz verschiedenen Weisen 
genÜgen kann, indem man nämlich den einen oder den anderen Factor 
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der linken Seite der ersten Gleichung gleich Null setzt. Wenn man 
den zweiten Factor gleich Null setzt, so ist nach der zweiten Gleichung 
P = 0, mithin auch fJ = 0. Ferner ist 

.A = Pa= 0, B = Qb, 0 =-Pb + Qa = Qa. 

Dies vorausgeschickt werden die Gleichungen (18) 

! = -.!! \= 1' . 
b a ' "' 

Die Zähler sind nur dann alle null, wenn es r und fl sind: man findet 
dann die unendlich vielen Parallelen zur Tangente wieder, welche 
in der rectificierenden Ebene gezogen sind. Im entgegengesetzten 
Falle definieren die letzten Gleichungen eine Congruenz, aus welcher 
die Bedingung fJ=O ein hyperbolisches Paraboloid 'W aussondert, welches 
durch die Gleichungen 

ai + bfl = O , t = - br , fJ = O 

dargestellt wird. Setzt man dagegen den Factor aa + bfJ gleich Null, 
so entnimmt man aus den Gleichungen (18) 

f1 = aa, r (t + br) = 0. 

Für r=O erhält man unendlich viele andere parallele Geraden, 
die in einer zur rectificierenden Ebene parallelen Ebene liegen. 
Setzt man r nicht gleich Null, so definieren die Gleichungen 

1J = aa, t = - br , aa + b{J = 0 

die Erzeugenden eines anderen Paraboloids m-1 , welche parallel zu einer 
durch die Hauptnormale hindurchgehenden Ebene sind. Es ist also 
filr die Bertrand'schen Curven charakteristisch das Vorhandensein 
von zwei mit dem Fundamentaltriader fest verbundenen hyper
b"olischen Paraboloiden von der Beschaffenheit, dass die Er
zeugenden der einen Schar beständig tangential zu gewissen 
Curven des Raumes bleiben. Die Schlussbemerkung des § 140 
klärt uns darflber auf, warum wir bei der obigen Untersuchung zu 
zwei Paraboloiden und zu zwei Scharen von parallelen Geraden ge
langt sind: es ist in der That klar, dass das Paraboloid 1D'1 nur sozu
sagen das Paraboloid m- für diejenige Bertrand'sche Curve ist, welche 
nach dem in § 140 gesagten dieselben Hauptnormalen wie die be
trachtete Curve Mt. Endlich wollen wir bemerken, dass die beiden 
Paraboloide bei den Curven constanter Torsion zusammenfallen und im 
Fiille der windschiefen Kreise in zwei Parabeln ausarten (§ 123, f): 
die eine Parabel liegt in der osculierenden Ebene, hat ihren Scheitel auf 
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der Curve und ihren Brennpunkt im Krümmungscentrum; die andere 
liegt in der Normalebene, hat ihren Brennpunkt auf der Curve und 
ihren Scheitel im Kriimmungscentrum. 

§ 145. 

Es giebt einen andern Fall, in welchem die Gleichungen (19) un
endlich viele gemeinsame Lösungen zulassen. Es ist der, wo B und P 
null sind. Setzt man unter dieser Annahme .A. = Qa, C = Qb, so 
gelangt man zur Aufdeckung einer charakteristischen Eigenschaft der 
durch die natürliche Gleichung 

(20) a b ll -q+-r=r 
definierten Curven. In der That werden die Gleichungen (18) 

(21) a{J = 0, a~ = 0' ~'T/ =-~t {3~ = (J2 + r2' 

und wenn man die in der rectificierenden Ebene liegenden Parallelen 
zur Tangente (~ = O, 1J = 0, a = 1) unberücksichtigt lassen will, RO 

sieht man, dass man 

(22) a = 0 , ßfJ = a , - {J ~ = b 
setzen muss, und dass man den Gleichungen (21) in keiner andern 
Weise genügen ·kann, solange a z 0 ist. Die Gleichungen (22) de
finieren unendlich viele Parallelen zur Normalebene, welche sich auf 
die von M nach dem Punkte (a, b) der rectificierenden Ebene führende 
Gerade stützen und auf diese Weise ein Conoid (§ 123, h) dritter Ord
nung bilden. Die Projectionen dieser Geraden auf die Normalebene 
umhüllen eine Parabel, welche ihren Brennpunkt in Mund ihren Scheitel 
auf der Hauptnormale in der Entfernung b von M hat. Im besondern 
sieht man für b = 0, dass die Curven, deren Torsion proportional 
dem Quadrate der Flexion ist, charakterisiert sind durch das 
Vorhandensein eines geraden Conoids dritter Ordnung, wel
ches mit dem Fundamentaltriader starr verbunden. und so be
schaffen ist, dass jede seiner Erzeugenden sich auf einer a.b
wiekelbaren Fläche bewegt. Lässt man a nach Null abnehmen, 
so stellt die Gleichung (20) in der Grenze einen windschiefen Kreis 
(f? = b) dar, und das Conoid (22) wird unbegrenzt auf die Normalebene 
zusammengedrückt, wobei es sieh schliesslich auf die Schar der Tangenten 
einer Parabel reduciert; gleichzeitig erscheint aber für a = 0 eine zweite 
Parabel in der oseulierenden Ebene, da man alsdann den Gleichungen (21) 
auch durch die Annahme {J = 0, ; = 0, - a7J = br2 genügen kann. 
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Allgemeine Theorie der Flächen. 

§ 146. Geodätische Linien und .Asymptotenllnien. 

Die Eigenschaften einer Fläche in der Umgebung jedes Punktes M 
stehen in genauer Beziehung zu denen der Curven, welche durch M hin
durchgehen. Im folgenden(§ 219) werden wir sehen, dass die Tangenten 
aller dieser Curven in einer Ebene liegen, welche man die Tangential
ebene der Fläche im Punkte M nennt. Die Normale der Fläche, 
d. h. die auf der Tangentialebene in M errichtete Senkrechte, ist N or
male aller durch M hindurchgehenden Curven und kann filr gewisse 
die Binormale, für andere die Hauptnormale sein. Die Curven, bei 
welchen in jedem Punkte die Binormale mit der Normale der Fläche 
zusammenfällt, heiuen Asymptotenlinien; diejenigen, welche diese 
Normale als Hauptnormale zulassen (vgl § 126), nennt man geodätische 
Linien. Mit andem Worten: Wenn man die einer Fläche längs einer 
gegebenen Curve umbeschriebene Developpable betrachtet, d. h. die En
veloppe der Ebenen, welche die Fläche in den Punkten der Curve be
rühren, so kann man sagen, dass die längs einer Asymptotenlinie um
beschriebene Developpable diese Curve als Rückkehrkante zulässt, wäh
rend die längs einer geodätischen Linie umbeschriebene Developpable 
die reetmeierende einer solchen Curve ist. Um sich volle Rechenschaft 
von dem wesentlichen Unterschied zwischen den 'beiden Arten von 
Curven zu geben, ist es nützlich, die Fläche als materiell anzunehmen, 
indem man ihr eine gewisse Dicke zuschreibt, und sich andererseits die 
Curve als einen Streifen auf der Developpablen der Tangenten zu denken, 
d. h. auf der Reihe derjenigen Ebenen, von denen man sagen kann, 
dass ihnen die succeuiven Elemente der Curve am genausten ange
hören (§ 120). Will man auf einer· Fläche eine geodätische Linie an
bringen, so muu der Streifen senkrecht in die Dicke unserer Fliehe 
eindringen, während es, um eine Asymptotenlinie anzubringen, genügt, 

Ced.rn-Kowalewaki, natflrl. Geometrie. 2. Aun. 13 
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sie auf die Fläche hinzulegen, auf der sie ruhen wird wie ein ebener 
Streifen auf seiner eigenen Ebene. Es sei t/J der Winkel, um welchen 
für einen· auf dem positiven Teil der Tangente befindlichen Beobachter 
die Normale der Fläche im Sinne des Uhrzeigers sich drehen muss, 
um mit der Hauptnormale zusammenzufallen. Wir werden bald in 
unsem Rechnungen häufig die Grössen 

erz = cos "' ~ = sin "" 
I! ' '::1 I? 

auftreten sehen, welche man die Normalkrümmung und die geo
dätische Krümmung nennt, und werden immer festzuhalten haben, 
dass die geodätischen Linien durch daa beständige Verschwinden der 
geodätischen Krümmung charakterisiert sind, während die Asymproten
linien durch das beständige Verschwinden der Normalkrümmung charakte
risiert sind. Man bemerke hier, dass nur die Geraden die Eigenschaft 
haben, gleichzeitig Asymptotenlinien und geodätische Linien auf jeder 
Fläche zu sein. 

§ 14 7. Xrüm.mungslinien. 

Eine auf einer Fläche gezogene Curve nennt man eine Krümmungs
linie, wenn die Flächennormalen längs dieser Curve eine Developpable 
bilden. Wir haben bereits gesehen (§ 131 ), dass hierzu notwendig und 
hinreichend ist, dass die Ableitung von 1/J nach dem Bogen gleich der 
Torsion der Curve ist. Wenn wir also als geodätische Torsion die 
Grösse 

• d1f1 1 
~=---ds r 

bezeichnen, so können wir behaupten, dass die Krümmungslinien 
durch das constante Verschwinden der geodätischen Torsion. 
charakterisiert sind. Speciell sind alle auf einer Kugel gezogenen 
Curven Krümmungslinien dieser Fläche, da die Normalen im Mittel
punkt zusammentreffen; und noch specieller ist jede ebene Curve Krüm
mungslinie und gleichzeitig Asymptotenlinie der Ebene, in welcher sie 
liegt. Zn dem allgemeinen Falle zurückkehrend bemerken wir folgendes 
(§ 131): Wenn eine Curve Krümmungslinie auf zwei Flächen 
ist, so schneiden sich diese längs der genannten Curve unter 
constantem Winkel; und wenn zwei Flächen sich unter con
stantem Winkel schneiden, so kann die Schnitteune nicht 
Krümmungslinie auf einer der Flächen sein, ohne es auch 
auf der andern zu sein. Daraus folgt, dass, wenn eine Krüm
mungslinie eben ist, ihre Ebene die Fläche unter constantem 
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Winkel schneidet; und das gleiche lässt sieh von jeder sphärischen 
Krümmungslinie und der Kugel sagen, auf welcher sie liegt. Umge
kehrt ist, wenn eine Ebene oder eine Kugel eine Fläche unter 
eonstantem Winkel schneidet, die Schnittclirve Krümmungs
linie auf der betrachteten Fläche. Endlieh bemerke man, dass, 
wenn bei einer Krümmungslinie der Winkel tjJ constant ist, die Linie 
notwendig eben ist. Im besondem ist jede geodätische Krümmungs
linie (t/J = 0) eben, und ihre Ebene schneidet die Fläche unter rech
tem Winkel. 

§ 148. Fundamentalformeln für die Curven auf einer Fl.iohe. 

Bei der Untersuchung einer Curve auf einer Fläche ist es nütz
lieh, als s-Axe die Flächennormale in einem bewegliehen Punkte M 
zu wählen und als x-A:xe die Tangente der Curve beizubehalten. Wenn 
man in den Unbewegliehkeitsbedingungen (§ 120) 

die sieh auf das Fundamentaltriader der Curve beziehen, die Coordinaten
transformation 

x = x', '!I === g' cos '1/J - s' sin t/J , s = y' sin '1/J + s' cos t/J 

ausführt, so ergeben sieh die Relationen 

(1) 
da; 
-=ms-tl).g-1 
ds ~ ' 

Offenbar sind die Fundamentalformeln, welche dazu dienen, die absoluten 
Variationen der Coordina.ten x, y, s eines beliebigen gleichzeitig mit M 
beweglichen Punktes zu berechnen, 

iJx = dx- ms + /1).'!1 + 1 
ds ds ~ ' 

(2) iJy dy 
ds = ds - §x + (ls' 
iJz dz 
ds=ds-rl'!l +mx, 

und es ist klar, dass sie auch bestehen, wenn x, y, s die Bedeutung 
von Richtungsoosinus' haben, vorausgesetzt, dass man in der ersten 
Gleichung den constanten Term beseitigt. 

13* 
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§ 149. Theoreme von KeuBDier und von Bonnet. 

Wenn man vom Punkte M zu einem unendlich benachbarten Punkte 
M' übergeht, so hat die Variation der s-Coordinate eines beliebigen 
festen Punktes denselben Wert ff1r alle Curven der Fläche, welche sich 
in M berühren, da sie die Differenz zwischen den Abständen des festen 
Punktes von den Ebenen darstellt, die die Fläche in M und in M' be
rühren, und infolgedessen dieselbe ist für alle Curven, welche das Ele
ment MM' gemein haben. Es folgt also aus der dritten Formel (1), 
dass jede der Grössen fl und el einen ungeänderten Wert bewahrt für 
alle Curven der Fläche, welche Mx im Punkte M berühren. In der 
Unveränderlichkeit von fl besteht der Satz von Bonnet, aus welchem 
sich ergiebt, dass abgesehen vom Vorzeichen die geodätische Tor
sion einer Curve sich nicht unterscheidet von der absoluten 
Torsion der berührenden geodätischen Linie. Der Satz von 
Meusnier sagt dagegen die Unveränderlichkeit von &t aus und hat 
wichtige Folgerungen. Vor allem müssen, wenn 'f/J für zwei sich be-

rührende Curven denselben Wert (~ j) hat, auch die Werte von (J 

gleich sein, d. h. zwei Curven, die in· einem Punkte der Fläche 
von einer und derselben Ebene osculiert werden, haben gleiche 
(absolute oder geodätische) Krümmungen, vorausgesetzt, dass die ge
meinsame osculierende Ebene nicht die Tangentialebene der Fläche ist. 
Unter allen Curven, welche in M eine gegebene Curve berühren, be
trachte man den ebenen Normalschnitt, den die Ebene sx auf der 
Fläche hervorbringt. Ist (Jo sein Krümmungsradius, so liefert der Satz 

von Meusnier für el den Wert..!... Also ist die Normalkrümmung 
(lo 

einer beliebigen auf einer Fläche gezogenen Linie die Krüm-
mung des ebenen N ormalschnittes, der auf der Fläche tangen
tial zu dieser Linie ausgeführt ist. Was die geodätische Krüm
mung anbetrifft, so bemerke man, dass nach dem Satze von Meusnier 
auf dem Cylinder, der die Curve orthogonal auf die Tangentialebene 
projiciert, die Krümmung des Normalschnittes, der jene Curve berflhrt, 

gerade sin 1/J ist. Also ist die geodätische Krümmung einer auf 
" einer Fläche gezogenen Linie die Krümmung der Projection 

der Curve auf die Tangentialebene. Endlich besteht wegen der Un
veränderlichkeit von ~J'l die Relation (J = (Jo cos 'f/J, mithin .. r hält man 
das Krümmungscentrum einer beliebigen Linie einer Fläche in 
einem Punkte M, indem man auf die osculierende Ebene dieser 
Curve das Krümmungscentrum desjenigen ebenen Normal-



§ 149. 'fheoreme von Meusniel' und von Bonnet. § 150. 197 

schnittes projiciert, welcher die Curve in M berührt. Diese 
Construction gilt nicht für die Curven, welche die Asymptotenlinien 
berühren, da bei den Asymptotenlinien &l wegen des V arschwindans 
von cos tfJ null ist, ~ aber einen beliebigen Wert hat. Wenn eine Curve 
eine Asymptotenlinie in einem Punkte M berührt, ohne die Tangential
ebene der Fläche zu osculieren, so i~t cos tfJ nicht null, mithin muss 
die Flexion null sein; wenn aber die Curve von der Tangentialebene 
osculieti wird, so kann ihre Flexion einen beliebigen Wert besitzen, 
der im allgemeinen verschieden von demjenigen ist, den die Flexion 
der berührenden Asymptotenlinie hat. 

§ 150. 

Die Unveränderlichkeit von &'l und e für alle Curven, welche eine ge
gebene Tangente haben, ergiebt,sich noch einfacher aus der Untersuchung 
der Normalen der Fläche in der Umgebung eines Punktes M. Wenn 
man die Formeln (2) in der Form, wie sie für Richtungen gelten, auf 
die Richtung (0, O, 1) anwendet, so findet man, dass die Normale in 
M' die Richtungscoefficienten - el ds, fl ds, 1 hat, und dies genügt, 
um sicher zu sein, dass jede der Grössen el und e einen einzigen Wert 
besitzt für alle Curven, die das Element MM' gemein haben. Man 
sieht ausserdem, dass beim Übergange von M zu M' die Stellungs
änderung der Tangentialebene der Fläche aus zwei infinitesimalen Rota
tionen hervorgeht, deren eine, proportional der N ormalkrümmung, sich 
vollzieht, ohne dass die Ebene sich um MM' dreht, während die 
andere, proportional der geodätischen Torsion, gerade in einer Rota
tion um die Tangente besteht. In analoger Weise gelangt man zur 
Interpretation der geodätischen Krümmung, indem man nunmehr die 
Richtung (1, 0, 0) betrachtet. Man findet, dass die Richtung der Tan
gente in M' definiert ist durch die Richtungscoefficienten 1, - § ds, 
&'l ds, mithin dreht sich die Tangente, während sie an der Bewegung 
der Tangentialebene teilnimmt, in dieser Ebene um einen Winkel §ds 
im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers für einen Beobachter, der 
auf dem positiven 'feil der Normale steht. Mit andern Worten: die 
geodätische Krümmung ist proportional der Projection des 
Winkels zweier unendlich benachbarter Tangenten auf die 
Tangentialebene, wie die geodätische Torsion proportional ist 
der Projection der Richtungsänderung der Flächennormale auf 
die Normalebene der Curve. Nunmehr ist klar, dass§ nicht bloss 
von der Tangente in M abhängt, wie el und rl, sondern auch noch 
von der Tangente in M'. Der Wert von § ist also derselbe für alle 
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Curven der Fläche, welche in M von einer und derselben Ebene oseuliert 
werden, dagegen irlcht fflr alle Cnrven, welche einander in M beriihren: 
an diesem Umstande liegt es, dass von jedem Punkte der Fläche geo
dii.tische Linien (§ -= 0) nach allen Richtungen ausgehen, während die 
Zahl der Krflmmungslinien (tt = 0) und der Asymptotenlinien (el = 0), 
welche durch einen gegebenen Punkt M hindurchgehen, wie wir sehr 
bald sehen werden, endlieh ist. Denn wenn man in einem Punkte M 
einer Curve den Wert von tt oder &'l vorschreibt, so bedeutet dies, 
dass man denselben Wert den unendlich vielen Curven, welche in M 
die gegebene Cnrve beriihren, vorschreibt, welches auch ihre oseulie
renden Ebenen sein mögen. 

§ 151. 

Die Betrachtungen der ersten vier Paragraphen des achten Kapitels 
sind unmittelbar anwendbar auf die Curvenscharen, die auf einer be
liebigen Fläche gezogen sind. Man kann also sagen, dass jede Function 
der Punkte einer Fläehe die analytische Darstellung einer einfach unend
lichen Schar von Curven vermittelt. Hat man ferner den Düferential
quotienten der Function in, einer beliebigen Richtung definiert, und 
wählt als Grundlage eines orthogonalen Systems krummliniger Co
ordinaten dem § 109 gemäss die beiden durch die Fnnctionen ~ll und q1 

definierten Cnrvenseharen, so findet man die Entfernung von zwei un
endlich benachbarten Punkten ansgedrfickt durch die Formel 

, ds1 = (J11dg11 + (J11dg11 , 

wo die (J Functionen der g sind, und man erkenn~ dass die Differential
quotienten in den Richtungen der Coordinatenlinien in der folgenden 
Weise von den Ableitungen nach den g abhängen: 

a ta a ta 
0-'J - Ql a11 ' as, = Q. o g, · 

Dies vorausgeschickt und 

(3) ~ iHog Q1 .a o log Q1 

::1l - os. , :n == 0-'J 

gesetzt, verwandelt sich die Bedingung 

oQ•" oQ1u 
~- ag., 

welche notwendig und hinreichend ff1r die Existenz einer 
Function f ist, deren Differentialquotienten die vorgeschrie
benen Functionen • und " sind, in 
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(4) 

Daraus folgt, d888 fi1r jede beliebige Function 
o' o' o o 

(5) os,. os, - os, os1 = §, os, - §1 o" 
sein mUSB. Es ist dies eine für die no.tiirliche Analysis der Flächen 
sehr nützliche Formel. 

§ 152. 

Wir wollen jetzt nach Festlegung eines Systems orthogonaler 
krumm.liniger Coordinaten die Axen Mx und My längs der Tan_genten 
der Coordina.tenlinien q1 und q2 richten, welche durch M hindurch
gehen. Wenn M längs der Linie q1 fortrückt, so sind die Bedingungen 

(6) ~~ = en s - §y- 1 , 

notwendig für die Unbeweglichkeit des Punktes (x, y, s). Um die
analogen Bedingungen für den Fall zu finden, dass M längs der Linie 
q1 fortrückt, muss man x und y bezüglich in y und - x verwa.nde4l 
und fl, en, § ihre Werte idr die genannte Linie q1 erteilen, so dass 
man hat 

(7) ~a:=§'y+fl'z, ~Y=&l's-§'x-1, ~1 =-tl'x-&l'y. v81 vs1 vB1 

Es ist hier wichtig, zu bemerken, dass für verschwindende x, y, s, wenn 
man also den Augenblick des Durchganges von M durch die feste Lage 
(x, y, s) betrachtet, die Formeln (6) und (7) 

~=- = oy = - 1 , oa; = E1L =!!.. ==!.! == o v~ oa, oa, 081 o~~t os, 
liefern. Wenn man fortiahrt anzunehmen, dass x, y, s null sind, und 

auf (6) die Operation o:, anwendet unter Berücksichtigung von (7), so 
erhält man 

o'a; o'y a•z ---§ --0 --=-tl oa, oa, - ' os, 08z - ' 081 08, • 

Wendet man' dagegen auf (7) die Operation 1- an, so findet man auf 
u81 

Grund von (6) 
o'a; o'y , o•z , 

·,;,-s "'-s-- = O, "s1 ,;:,81 = §' ,;,8 ,;,s =- tl · (11(11 (I (I v,u, 
Dies vorausgeschickt braucht man nur auszudrUcken, dass ·die Relation 
(5) von den Funetionen x und y erfüllt wird, um die Werte der geo-
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dätischen Krümmungen der beiden Linien, ausgedrückt durch die Grössen 
(3), zu erhalten: 

§ = §u §' = §" . 
Wendet man dagegen auf s dieselbe Relation an, so erhält man rt + rt' = 0 
und gewinnt so einen Beweis für das folgende Theorem von Bonnet: 
Die geodätischen Torsionen von zwei Linien, welche sich 
rechtwinklig schneiden, sind in dem Schnittpunkte gleich und 
entgegengesetzt. 

§ 153. 

Bemerken wir, dass, wenn man eine geodätische Linie z. B. als 
q1 -Linie annimmt, §1 = 0 ist, dass also Q1 auf Grund von (3) eine 
Function von q1 allein sein muss. Daraus folgt, dass man immer, in
dem man statt q1 eine passende Function von q1 einführt, Q1 = 1 machen 
kann, so dass das Quadrat des Bogenelements durch dq12 + Q21dq22 

ausgedrückt wird. Die Entfernung zwischen zwei Punkten M und M' 
der betrachteten geodätischen Linie, gerechnet längs dieser geodätischen 
Linie, ist die absolute Differenz zwischen den Werten von q1 in M und 
M', mithin bestimmen zwei beliebige orthogonale Trajectorien 
einer Schar von geodätischen Linien auf den unendlich vielen 
geodätischen Linien gleiche Bogen, gerade so wie es in der Ebene 
bei den orthogonalen Trajectorien einer beliebigen Geradenschar der 
Fall ist. Diese und andere Eigenschaften sind dem Umstande zuzu
schreiben, dass die geodätischen Linien sozusagen die Geraden 
der Fläche sind. In der That! Wenn der Punkt M nach M' geht 
und dabei nicht der geodätischen Linie, sondern einer andern Linie 
folgt, so durchläuft er einen Weg von grösserer Länge, da q1 nur längs 
der geodätischen Linie constant bleibt. Auf diese Weise sehen wir ein, 
weshalb die geodätische Linie den kürzesten Weg zwischen zwei 
nicht zu weit voneinander entfernten Punkten der Fläche be
zeichnet. Übrigens erscheint diese Eigenschaft als evident, wenn man 
sich überlegt, dass nach dem in § 150 gesagten ein Punkt, der auf 
einer Fläche eine beliebige Curve beschreibt, in jedem Augenblick auf 
der genannten Fläche eine Deviation § ds erfährt. Will man nun, dass 
der Punkt auf dem kiirzesten Wege gehen soll, so muss man, um ihn 
an der Deviation zu hindern, voraussetzen, dass beständig § = 0 ist. In 
dieser Weise wird auch klar, warum ein auf einer Fläche gespannter 
Faden imme.r die Form einer geodätischen Linie annimmt. 
Dies ist eine wichtige Thatsache, da sie ein sehr einfaches praktisches 
Mittel liefert, um auf einer beliebigen Fläche die geodätischen Linien 
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zu zeichnen. Es tritt jedoch, wenn man sich die Fläche materiell denkt, 
in gewissen Punkten ein, dass der Faden dieselbe verlässt, um sieh 
im Raume in Geradenform zu spannen, und dann wird man sich in 
diesen Punkten jedesmal ein Loch angebracht denken müssen, so dass 
der Faden durch rlie Fläche hindurch kann, um sieh bald auf die eine, 
bald auf die andere Seite der Fläche zu legen. Wie man a priori 
die Stellen angeben kann, wo man die Fläche durchbohren muss, er
giebt sieh aus einer naheliegenden Bemerkung, dass nämlich an ihnen 
die Flexion des Fadens ihr Zeichen wechselt, so dass, da auch &t = 0 
ist, die gesuchten Punkte zu denjenigen gehören, in welchen die 
geodätische Linie eine Asymptotenlinie berührt. 

§ 154. J'undamentalformeln für die natiirliohe .Analyaia der Fliehen. 

Nach den Resultaten des § 152 nehmen, wenn man mit &l1 und 
&l1 die Krfimmungen $l und &l' bezeichnet, die Bedingungen (6) und 
(7) die definitive Form an 

(S) S1 u81 u81 l aox =&lls-§ly-1, ~y =§lx -tz:s, ~.II =tz:y-a'llx, 

~x = §1y-tz:s, ~Y =cil'1s-§1x-1, ~z =tlx-a'l2y. us, us, us, 

Dies sind die notwendigen Bedingungen für die Unbeweglich
keit des Punktes (x, y, s), und sie sind auch hinreichend, da 
man jede beliebige infinitesimale V errückung des Anfangspunktes M 
auf der Fläche immer als. resultiera.nd aus zwei V erriickungen längs der 
Coordinatenlinien betrachten kann. Will man nun allgemeiner die 
absoluten Variationen der Coordinaten eines mit M bewegliehen Punktes 
im Raume haben, wenn M auf der Fläche in der durch den Winkel m 
inbezug auf Mx definierten Richtung fortrüekt, so wird es genügen wie 
in den Formeln (2) die Differenzen zwischen den linken und rechten 
Seiten der Formeln (8) zu nehmen, um dann die Operation 

(9) 8 6 + . 6 - = eosm- s1n m-
ds os1 os1 

anzuwenden. Ausser den Formeln (8) ist von grosser Wichtigkeit ein 
anderes Tripel von Relationen, welche notwendig und hinreichend sind, 
damit die Gleichungen (8) durch drei Funetionen x, y, s von q1 Ulld 
q1 erfüllt werden können. Damit z. B. die Funetion s existiere, ist 
nach (6) notwendig und hinreichend, dass 

0 0 
~(tz:y- &'l1x) -~(rtx-&Z1 y) = §1 (tz:x- &l1 y) -§1 (tz:y- &Z1x) 
us, "'' 



202 Elftes Kapitel. Allgemeine Theorie der Flä.chen. 

ist, welches aueh x, y, • sein mögen; und da man der linken Seite 
auf Grund unserer. Formeln (8) die Form 

~:· + ;~ + rt~1- &'il~t)Y- {~:~ + ~! + ll§s- &t,§t)z 

geben kann, so sieht man, dass die fünf Krümmungen &'i11 911, rt, ~11 §, 
den ersten beiden Relationen des Tripels 

0~'+ 0a:+ 2rt~ (&t m)~ 081 os1 :11 == 1 - II :11 1 

()~! + aa: + 2 "~ c~ ~ ) ~ os, os, "':11 = C'f,ll - C'C.l :11 ' 

(}~ + o§l + ~ I+ ~ I= fll - &'i &'l. OS, os, :11 :11 1 I 

genügen müssen und auch der dritten, welche man erhält, indem man 
analog mit:& oder mit y operiert. Dies sind die Formeln von Codazzi: 
die letzte trägt speeieller den Namen Gauss'sche Formel und redu
eiert sieh im Falle der Ebene auf die bekannte Lame'sche Relation (§ 112). 

§ 155. Theorem von Euler. 

Wie variiert die Normalkrümmung und die geodätische Torsion 
um einen Punkt herum? Wir versehen mit dem Index (i') alles, was 
sieh auf eine beliebige Curve bezieht, die durch M hindurehgeht und 
eine um GJ gegen die Axe Mz geneigte Gerade berührt. Für diese 
Curve wird die dritte Formel (1) 

:: = (-z sin m + y cos fD) tt.,- (x cos m + g sin CD) 91",, 

und andererseits hat man unter Beachtung der Formeln (8) 

~ = (f!y- &t1z) cos (I)+ (f!z- m.y) sin (i'). 

Durch Vergleichung erhält man 

81", cos CD+ ll., sin CD == 9l'1 cos m- llsin fD, 
(10) 

81., sin CD -ll", eos Ii) = 811 sin m - ll oos fD, 

und man entnimmt daraus 

(11) &'l", = 9l'1 eos11 m - 2ll eos c0 sin m + &'i11 sin2 m. 

Es ist beka.ont, dass man aus einer derartigen Form immer, aber im 
allgemeinen in einer einzigen Weise, das mittlere Glied fortschaft'en 
kann mit Hilfe einer passenden Drehung der Axen in der Tangential
ebene um den Punkt M. Dann und nur dann sind, da f! == 0 ist, die 
Coordinatenlinien Krlimmungslinien. Es gehen demnach, wie Monge 
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gefunden hat, durch jeden Punkt einer Fläche nur zwei Krilm
mungslin ien, und zwar senkrecht zueinander. Wir werden die 
Krümmungsradien deljenigen Normalsehnitte, welche die Krümmungs
linien berühren, die Hauptkrümmungsradien nennen und mit B1 und 
R, bezeichnen, so dass, wenn die Axen tangential zu diesen Linien 
gerichtet sind, die Formel (11) 

(12) ~ .. = co~1 ro + si~ ro 

wird. Diese wichtige Formel von Euler zeigt zusammen mit dem 
Theorem von Meusnier, dass in jedem Punkte einer Fläche nur die 
Krümmung von zwei Linien bekannt zu sein braucht, um diejenige 
jeder beliebigen andem Curve zu kennen. 

§ 156. 

In speciellEin Punkten, die man Nabelpunkte nennt, kann es vor
kommen, dass R1 = R2 ist. Dann hat man in allen Richtungen (!; = O, 
und ~m hängt nicht von ro ab, d. h. in den Nabelpunkten laufen 
unendlich viele Krümmungslinien zusammen und die Normal
krümmung hat denselben Wert für alle Curven, welche durch derartige 
Punkte hindurchgehen. Kann eine Fläche aus lauter Nabelpunkten 
bestehen? Um auf diese Frage zu antworten, wähle man als Coordinaten
linien die Krümmungslinien und bemerke, dass die ersten beiden Formeln 
von Codazzi 

0 1 (1 1) os1 R, = R1 - R, §. ' 

werden. Diese Formeln zeigen, dass, wenn in jedem Punkte ~ = R, 
wäre, der gemeinsame Wert von B 1 und R, eine Constante R sein 
würde. Dies vorausgeschickt genügt es, zu bemerken, dass die Be
dingungen (8) durch x = 0, y = 0, s = R erflillt werden, um sich zu 
überzeugen, dass die 'Punkte der Fläche alle in der Entfernung R von 
einem festen Punkte liegen, d. h. dass die einzige Fläche, auf wel
cher jeder Punkt ein Nabelpunkt ist, die Kugel ist. Daraus 
folgt, dass es ausser der Kugel (vgl. § 147) keine andern Flächen 
giebt, bei welchen jede Linie Krümmungslinie ist. 

§ 157. 

Zur Formel (12) zurückkehrend wollen wir bemerken, dass ~.., 
wenn ~ und R, dasselbe Vorzeichen haben, beim Variieren von m ein 
unverändertes Vorzeichen bewahrt, mithin niemals verschwindet. D'Qrch 
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solche Punkte, welche man elliptische Punkte nennt, gehen also 
keine reellen Asymptotenlinien. Wenn dagegen ~ und Es entgegen
gesetzte Zeichen haben, so verschwindet CJ'l.., in zwei Richtungen, die 
durch die Formel 

(13) tg Ii) = ± 1 /1.[, v-R; 
definiert sind. Alsdann heisst der Punkt hyperbolisch, und man sieht, 
dass durch jeden hyperbolischen Punkt zwei reelle Asymptoten
linien hindurchgehen, welche gleiche Neigung gegen die Krümmungs
linien haben. Inzwischen können wir ebenso, wie aus (10) die Formel 
(11) abgeleitet worden ist, auch die Formel von Bonnet daraus ge-
w1unen 
(14) rc .. = rz: cos 2m+ ~(C?Zl- az,) sin 2m, 

welche uns sagt, wie die geodätische Torsion um jeden Punkt herum 
va1·iiert. Das Variationsgesetz nimmt die äusserst einfache Form 

(15) (!:.., = (~1 - ~) sin m cos m 

an, wenn man den Winkel m ·von einer Krümmungslinie aus rechnet. 
Im besondem findet man, wenn man in (15) für m die durch die Formel 
(13) definierten Werte einsetzt, dass der Torsionsradius der Asymptoten

linien gleich y' ~~ ist: dies ist ein bemerkenswerter Satz von 
Enneper. 

§ 158. Dupin'sche Indioa.trix. 

Um sich volle Rechenschaft von dem Verhalten einer Fläche in 
der Umgebung eines jeden ihrer Punkte zu geben, ist es nützlich, sich 
auf eine geometrische Darstellung der Formel (12) zu stützen. Auf 
der durch den Winkel w definierten Tangente nehme man den Abschnitt 
M P gleich der Quadratwurzel des absoluten Wertes des Radius der 
Normalkrümmung. Der Ort der (reellen) Punkte Pheisst dieDupin'sche 
Indieatrix. Die Coordinaten von P in der Tangentialebene sind 

mithin hat man 
(16) 

COSIJ> 
X=--·.-·' 

JI+&Zw 
sin ro 

y = v+ orz .. , 

als Gleichung des Ortes der reellen oder imaginären Punkte P. In den 
elliptischen Punkten der Fläche stellt die Gleichung (16) zwei Ellipsen 
(§ 28) .dar, von denen nur die eine reell und infolgedessen die lndieatrix 
ist. Sie reduciert sich in den Nabelpunkten auf einen Kreis. In 
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den hyperbolischen Punkten stellt dagegen die Gleichung (16) zwei 
reelle Hyperbeln dar mit gemeinsamem Mittelpunkt und gemeinsamen 
Axen und Asymptoten. Jetzt ist klar, dass die Krümmungslinien sich 
definieren lassen als diejenigen Curven, welche in jedem ihrer Punkte 
eine Axe der Dupin'schen Indicatrix berühren, während die Asymptoten
linien in jedem Punkte eine Asymptote jener Indicatrix berühren. Auf 
diese Weise erklärt es sich, warum die Asymptotenlinien nur die aus 
hyperbolischen Punkten bestehenden Regionen durchziehen und wie sie 
um jeden dieser Punkte herum zwei Winkelräume bestimmen, für deren 
einen die Normalkrümmung positiv ist, während sie filr den andern 
negativ ist. Inzwischen zeigen die Formeln (1), wenn man für einen 
Augenblick in M den Anfangspunkt der Bogen einer beliebigen Curve 
fixiert, dass 

lim ~ = !.. (~ lim dy - &'llim da;) = ! &1 
s1 2 ds ds 2 

ist, mithin e das Vorzeichen von &'l hat. Also liegt in der Um
gebung eines elliptischen Punktes die Fläche ganz auf einer 
Seite der Tangentialebene. Dagegen wird in der Umgebung 
eines hyperbolischen Punktes die Fläche von der Tangential
ebene geschnitten, und die Schnittlinie hat zwei Zweige, welche 
durch den genannten Punkt hindurchgehen, indem sie die Asymptoten
linien berühren. 

§ 159. 

Conjugierte Tangenten sind zwei beliebige conjugierte Durch
messer der Dupin'schen Indicatrix. Wenn der Punkt M auf der Fläche 
in der durch den Winkel 0 inbezug auf die Krümmungslinien definierten 
Richtung fortrückt, so dreht sich die Tangentialebene (e = 0) um die 
durch die Gleichung 

oz . oz 
cos w " + sm 0" = 0 uBt us1 

definierte Gerade. Diese Gleichung wird unter Beachtung der Formeln (8) 
y=:dgw', wo 

t t ' R,. gw gw =-R,.-

ist. Also haben (§ 28) zwei conjugierte Tangenten die Eigenschaft, 
dass, wenn ein Punkt längs einer von ihnen fortzurücken beginnt, die 
Tangentialebene um die andere zu rotieren anfängt. Mit andern Worten: 
Die Erzeugenden der einer Fläche längs einer gegebenen Curve 
umbeschriebenen Developpa.blen sind zu den Tangenten dieser 
Curve conjugiert. Im besondern sind zueinander conjugiert die Tan
genten zweier Krümmungslinien und ist zu sich selbst conjugiert jede 
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Tangente einer Asymptotenlinie. Der Winkel 0, den eine Tangente 
mit ihrer conjugierten bildet, lässt sich sofort mit Hilfe der Formeln 
(1) bestimmen, indem man die Gleichung der Tangentialebene differenziert. 
Man erhält 
(i 7) erz 

tgO=y 

und sieht aufs neue, dass für die Asymptotenlinien 0 = 0 und für die 
Kritmmungslinien 0 = i ist. 

§ 160. 

Bei verschiedenen Fragen ist es nützlich, sich auf die sphärische 
Abbildung der Fl.ä.che zu stützen, welche darin besteht, die Punkte 
der Fl.ä.che mit denen einer Kugel vom Radius 1 in Beziehung zu setzen 
i:n der Weise, dass die Normalen der beiden Flächen in correspondierenden 
Punkten parallel sind. Wenn, bezogen auf die gewohnten Axen, x, y, s 
die Coordinaten desjenigen Punktes der Kugel sind, welcher dem An
fangspunkte entspricht, so müssen die Functionen x, y und s + 1, die 
Coordinaten des Mittelpunktes der Kugel, den Bedingungen (1) genügen, 
mithin hat man 
da; ily dz 
ds =ans- §y- 1 + $Jl_, ilB =§X- (tz- ({; 1 ilB = tly- an~j 

ferner liefern die Formeln (2) 

6a; 6y 6z 
ils = an , ils =- tl ' ds = 0 . 

Daraus folgt, dass der Winkel der Tangenten der beiden Curven 0 ± ~ 
ist, wo 0 die Bedeutung (17) hat. Also sind die conjugierte Tan
gente und die Tangente des sphärischen Bildes einer Curve 
senkrecht zueinander. Im besondern bemerke man, dass bei der 
sphärischen Abbildung die Krümmungslinien nicht gedreht wer-

den, während die Asymptotenlinien um -;- gedreht werden. 

§ 161. 

Wie wir in den vorigen Paragraphen die Art und Weise unter
sucht haben, wie die Normalkrümmung und die geodätische Torsion 
den unendlich vielen Richtungen entsprechend variieren, die man in der 
Umgebung eines Punktes betrachten kann, so wollen wir jetzt das 
Änderungsgesetz der geodätischen Krümmung aufsuchen, welche jedoch 
nicht denselben Wert für alle Curven hat, die in einem Punkte eine und 
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0 0 
dieselbe Gerade berühren (§ 150). Es seien OS' os'' § und §' das, 

was aus den Operationen -!-, -!- und den Krümmungen §1 , §1 wird, 
u81 us1 

wenn die Axen in der Tangentialebene sich um w drehen. Offenbar ist 

(18) : 8 = COS CO Ö~ + sin CO 0°Bt 1 0~, = - sin CO 0: 1 + COS CO 0: 1 • 

Durch Anwendung der zweiten Operation (18) auf das Resultat der 
ersten erhält man 

o• t 01 • ' o' . ( 01 o• ) om 0 ~=cos w~-sm co~-coscosmro ~-<>t +"'"'' uSu8 vs1 u81 v81 u81 u81 uS1 uB uB 

Wendet man, dagegen die erste auf das Resultat der zweiten an, so 
erhält man 

02 11 c' · 1 ()I • ( o' 01 ) om 0 -,-=cos co---sm ro--~--coscosmco ----· ---· 08 08 OB, 0~ 081 OSt os1' os.• OB 08 

Jetzt ergiebt sich durch Subtraction, wenn man sich daran erinnert, 
dass die Relation (5) für jedes Paar von orthogonalen Curven identisch 
erfüllt sein muss, 

("'-' om) 0 ( om) 0 ((). 0 ((). 0 
':1 - os' os' - ~ + OB OB = ,, os. - :11 OB1 

= §1 (sin CO :B + COS o:J 0:.)- §1 (cos o:J :S- sin CO 0:,) · 

Also ist 

(19) ~ + ~: =§1 cosro- ~2 sin m, ~'- ;; = ~1 sin w + §, cosco. 

Zu diesen Relationen gelangt man auch, wenn man auf eine der Coordi
naten x oder y das für e im Anfang des § 155 eingeschlagene V er· 
fahren anwendet. Man muss ferner beachten, dass die Formeln 

Ia oa /Ja oa ~a ?:' -as; = osl - crltr + ~tl~, os'i = OSt - ,,ß + ..t. r' 
angewandt auf die Richtung tx = cos co , ß = sin co, r = 0, 

iim om iim oro 
-~ = "8 - §1 ' if8 = "s + §, Uo1 (/ 1 I (/! 

werden. Daraus erhält man unter Erinnerung a.n (9) 

iim oro ((). . ((). 
dB' = os' + :11 SID CO + :1» COS o:J 1 

d. h. auf Grund der Formeln (19) 

(20) 
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Mit Hilfe dieser Formeln, welche übrigens unmittelbar aus dem in § 150 
über § gesagten folgen, lässt sich die geodätische Krümmung einer 
Linie auf einer gegebenen Fläche in derselben Weise definieren wie 
die Krümmung einer ebenen Curve in ihrer Ebene. Betrachtet man 
überdies die Curve als gezogen auf der der Fläche umbeschriebenen 
Developpablen, so ist klar, dass ihre geodätische Krümmung auf beiden 
Flächen denselben Wert hat, und andererseits sieht man sofort, dass die 
genannte Krümmung ungeändert bleibt, wenn man die Developpable 
auf die Ebene abwickelt. Also ist die geodätische Krümmung 
einer auf einer Fläche gezogenen Linie gleich der Krümmung, 
welche die Linie annimmt, wenn man die längs dieser Linie 
der Fläche umbeschriebene Developpable auf die Ebene aus
breitet. 

§ 162. 

Jetzt sind wir imstande, die Flexion der Asymptotenlinien 
zu berechnen. Wie die Formel von Enneper (§ 157) die Torsion dieser 
Curven liefert, so lehrt eine interessante Formel von Bonne t ihre 
Flexion kennen, wenn die Hauptkrümmungen gegeben sind. Man 
braucht nur in die erste Formel (19) einen der Gleichung (13) genü
genden Wert von ro einzusetzen und den geodätischen Krümmungen 
die Werte 

~ 1 ocn1 ~ ___ 1_ ocn, 
:11 = zn, - zn. as;, :12- znl - zn, os. 

zu erteilen, welche sich aus den ersten beiden Formeln von Codazzi 
ergeben. Auf diese Weise erhält man nach einer leichten Rechnung 

(§1 + "os.) cos ro = _1 - (-~__L__)~ _i_ an. s 
u • 2 an.' an, - an. o s, cn, ' 

3 

(~ + o ) . + 1 ( SJZ1 )-2 o an, a 
:12 os1 sm ro =- 2an,' an1 -an, os1 an, · 

Trägt man nun diese Werte in 

-i = (§1 + -0:) cos ro- (§2 + .}s) sin ro 

em, so gelangt man zu der Formel von Bonnet 

_ .!_ = 4 (- R 1 R1) ~ [~ (- ~~)i- + ~ (~)t] . 
'! (R1 _ R,f! os, R1 os1 - ~ 

Von den Consequenzen dieser Formel wollen wir mit Bonnet diejenige 
anführen, welche man erhält, indem man die Fläche als eine quadratische 
Regelfläche (§ 123, d) voraussetzt. Dann gehen durch jeden Punkt 
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zwei reelle oder imaginäre Geraden, die der Fläche angehören, und da 
diese Geraden notwendig die Asymptotenlinien sind, so müssen die 
beiden Werte der Flexion, welche durch die obenstehende Formel ge
liefert werden, beide null sein. Dies erfordert, dass das Verhältnis 

~ s längs jeder Linie q1 constant bleibt und andrerseits das V erhältnie 

~: s längs jeder Linie q1 • Umgekehrt bedeutet dies, wenn es der Fall 

ist, dass alle Asymptotenlinien Geraden sind, mithin die Fläche eine 
quadratische Regelfläche ist. Also sind die quadratischen Regel
flächen durch folgende Eigenschaft charakterisiert: Längs 
jeder Krümmungslinie variiert die zugehörige H auptkrüm
mung propo1·tional mit dem Cubus der andern Hauptkrüm
mung. 

§ 163. Sitze von Laguerre und von Darboux. 

Wendet man die Operationen (18) auf Functionen an, die explicite 
von ro abhängen, so ist es vielfach nützlich, die Differentiationen nach 
dieser Variablen in Evidenz zu setzen, indem man sich die Operationen 

J- und ..J- unter der Annahme ausgeführt denkt, dass ro constant bleibt. 
r;81 r;81 

Wenn man ferner den linken Seiten dje Bedeutung von absoluten Ab
leitungen im Raume geben will, so wird man die Ableitungen nach ro 

' ht 't om d 't om d ' 1 h 't 6m d 't 8m mc m1 08 o er m1 08;, son ern v1e me r m1 08 un m1 08, , 

deren Werte durch die Gleichungen (20) gegeben sind, multiplicieren 
müssen. Man wird demgernäss haben: 

a o+. o Qo 
d- = COS fD~ SlD fD ~-':I ;;- 1 

8 u81 r;81 um 

d . 0 + 0 + Q' 0 - = -SID ID- COSCD-.- ':I -
d8' 081 ös, om 

(21) 

Dies vorausgeschickt lässt sich aus den Formeln (11) und (14) leicht 
ableiten 

()(}~ = - 20:.,' 

mithin ist nach Unterdrückung der überflüssig gewordenen Indices m 

d&Z = oez + 20:Q dti: = oti:- (cn- et') Ii'-. 
d8 o8 ':I' ds os ':1 

Da nun die Operation ; 8 ausgeführt sein soll, indem man m constant 

lässt, so giebt sie bei Grössen, die für alle in dem betrachteten Punkte 
C~edro-Kowalewtkl, naUtrl. Geometrie. II. Aufl 14 
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sich herihrenden Curven nur einen Wert haben, oft'enbar immer das
selbe Resultat. Man kann daher sagen, dass jede der Grössen 

N=~~-2t!§, T=!!+(~-~')§ 
wie~ und fl einen einzigen Wert hat für alle Curven der Fliehe, 
die sich in einem gegebenen Punkte berühren .. Die Einfiihrnng 
von N und T in die Rechnungen bringt oft bemerkenswerte Verein
fachungen hervor. Wir wollen hier nur die Form angeben, welche die 
beiden ersten Formeln von Codazzi, geschrieben für ein beliebiges Paar 
orthogonaler Curven, annehmen, indem wir mit H, wie es gewöhnlicili 
geschieht, die Summe der Krilmmungen ~ und ~' bezeichnen: 

00~ = N + T', ~~ = N'- T. 

§ 164. 

Wendet man zweimal hinte:teinander die erste oder die zweite 
Operation (18) an, so erhält man die Relationen 

mithin durch Addition 

ro om) o ( o o•) & &' o• \Ta+ os' 08 + (Ja' -(Ja 081 
..... 0811 + oa," 

d. h. auf Grund von (19) 

(;, + §') ;, + ~:. + §) o!· 
o• o• & o 

= 081 , + 081 , + (§1 sin m + §1 eos co) oa + (§1 eos m- §2 sin co) oa' · 
Hier kann man der rechten Seite die Form 

o' o• o o ( o ) o ( o ) o o~· + o~· + §1 &s, +§.OBI= &BI+ §s oal + (}s, + §1 a., 
geben. Auf diese Weise kommt der Invariantencharakter der Operation 

41 == (t, + §') ;, + (&~' + §) o!· 
zum Vorschein, deren Resultat man als den zweiten Differential
parameter bezeichnet. 
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§ 166. 

Es ist nunmehr leicht, die Formel vop. Bonnet; welche in der Ebene 
bereits bewiesen ist (§ 115), auf Scharen von Curven auszudehnen, die 
auf einer beliebigen Fläche gezogen sind. Um die geodätische Krftm
mung derjenigen Linie zu berechnen, die in der durch die 
Function u definierten Schar durch einen gegebenen Punkt 
hindurchgeht, haben wir die erste Formel (19) zur Verfftgung, welche 
wir hier zweekmässig 1n folgender Weise schreiben: 

§ = (a~ + ~~) cos m- (:S, + ~~} sin CD. 

Setzt man hierin 
1 ou . 1 01& 

(2.2) COS 40 = ,rT.; ~ 1 Sln CD = - ,/A:: -r 1 
yAuu~ yAuu~ 

so findet man sofort die Formel von Bonnet: 

~=~ + Ll(u, ~). 
Die zweite Formel (19) liefert hingegen 

§' = (a:, + §,) cos w + (a:1 + ~~) sin CD, 

und wenn man darin die Werte (22) einsetzt unter Berftcksichtigung 
der Bedingung (~), so findet man 

' o(u. v:u) 
~ = - 0 (80 8,) • 

Hierbei ist zu bemerken, dass das beständige Verschwinden von §' not
wendig und hinreichend ist einerseits dafilr 1 dass Llu ei.D.e Function 
von u ist, andrerseits dafftr, dass die Curven der Schar die orthogonalen 
Trajectorien einer Schar geodätischer Linien oder dass sie, wie man 
aus einem leicht einzusehenden Grunde (vgl. § 153) zu sagen p:ßegt, 
geodätisch parallel sind. Daher der Satz: Sollen die C'urven der 
durch die Funetion u definierten Schar geodätisch parallel 
sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass Llu eine 
Fnnction von t.t ist. 

§ 166. Isotherme OurvelliOh&ren. 

Die in den §§ 108, 113 fftr ebene Curven angestelltt:n Betrachtungen 
sind unmittelbar auf Scharen von Curven anwendbar, die · auf einer 
beliebigen ~e gezogen sind, mithin können wir von isothermen 

14* 
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Curvenscharen sprechen und als bewiesen betrachten, dass in einem 
zweifachen Orthogonalsystem nicht eine der Curvenscharen 
isotherm sein kann, ohne dass es auch die andere ist. Auch 
die in § 114 ausgeführte Rechnung können wir uns hier wiederholt 
denken, um dann den Satz auszusprechen, dass die Bedingung 

(23) o§, o§, os, = os, 
notwendig und hinreichend ist dafür, dass das System der 
Coordinatenlinien isotherm ist. So ist z. B. die Bedingung (23) 
erlf111t, wenn §1 und §1 längs den bezüglichen Linien constant sind. 
Daraus folgt, dass jedes zweifache Orthogonalsystem, das aus 
Linien constanter geodätischer Krümmung besteht, isotherm 
ist. Ausserdem bemerke man, dass, wenn die Bedingung (23) erff111t 
ist und wenn ~1 längs jeder Linie q1 constant bleibt, auch §1 längs 
jeder Linie q1 constant ist. Daher der Satz: Wenn in einer is·o
thermen Doppelschar die Linien der einen Schar constante 
geodätische Krümmung haben, so wird dies auch von denen 
der andern Schar gelten. 

§ 167. 

Wir denken uns jetzt eine Function g bestimmt derart, dass 

(24) 

ist, und bemerken, dass die Gauss'sche Formel (oder die dritte Formel 
von. Codazzi) sich in der folgenden Weise schreiben lässt: 

Ll'g + (a:, + §.) §. + (a~ + §1) §1 = o. 
Wenn wir dann für .L/1 seinen Ausdruck einsetzen, so kommt: 

( 0°s, + §.} (=~ + §a) + (0°" + §t) (;:. + §1) = 0 

Daraus folgt, dass die Bedingung (4) von den Functionen 

erfüllt wird und daher eine Function f existiert derart, dass man 
schreiben kann 

(25) §1 = :~ - ;~ ' §, = - ::. - ;~ . 
Dies ist also eine Form, die man den Functionen §1 und §1 immer 
geben kann. Gelangt man umgekehrt in irgend einer Weis& dazu, die 
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§ auf die Form (25) zu bringen, so kann man sicher sein, dass die 
Function g der Gleichung (24) genügt. ·um sich davon zu überzeugen, 
braucht man nur die Werte (25) in die Formel von Gauss einzusetzen'. 
Endlich bemerke man, dass 

ist. Soll also das System der Coordinatenlinien isotherm sein, 
so ist dazu notwendig und hinreichend, dass die Function f 
harmonisch ist. Dagegen werden wir sehen, dass, wenn sich g auf 
eine harmonische Function reduciert, dies eine beträchtliche Speciali
sierung der Fläche anzeigt. Übrigens kommen die Formeln (25) jedem 
zweifachen Orthogonalsystem zu, und in der That leitet man aus (19) 
mit Hilfe jener Formeln (25) ab: 

§= : 8 ((-w)-::, §'=-a:.(f-w)-~~ · 

Will man also, dass die durch den Winkel w definierte Schar isotherm 
ist, so muss man es so einrichten, dass die Function f- w harmonisch 
wird. Demnach hängt die Bestimmung aller isothermen Curven• 
scharen auf einer Fläche von der Integration der Gleichung 

LJ'w = o~l - 0~! osl os, 
ab. 

§ 168. Die X:rümmung. 

Aus der Betrachtung der orthogonalen Invarianten 

H = e'l + e'l' = _!_ + _!_ K = e'le'l'- ttz = _1_ 
R1 R,' R1 R, 

der quadratischen Form (11) werden wir die Mittel erhalten 1 um die 
Krümmung einer Fläche in einem gegebenen Punkte zu messen. Die 
mittlere Krümmung in M ist das arithmetische Mittel der Normal
krümmungen aller Curven der Fläche, welche durch M hindurchgehen, 
wenn man sich diese Curven der Richtung nach gleichmässig um M 
verteilt denkt. Ordnet man jeder Curve eine zu, die zu ihr senkrecht 
ist 1 so bleibt die Summe der beiden Normalkrümmungen beständig 
gleich H, wenn das Tangentenpaar sich um M dreht, mithin ist klar, 

dass das gesuchte Mittel ~H ist. Also wird die mittlere Krüm

mung durch ~H gemessen, d. h. durch die halbe Summe der 

Hauptkrümmungen. Man nennt ferner totale Krümmung oder 
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einfach Kri1mmung der Fliehe den Grenzwert eines gewissen Verhält=. 
nisses, das demjenigen analog ist, welches man betrachtet, um die 
KrUmmung einer ebenen Curve zu messen. Man nimmt auf einer 
solchen Curve ein Bogenelement und construiert die Normalen in den 
Punkten, die es begrenzen: das Verhältnis des Winkels der Normalen 
zur Länge ·des Elements liefert in der Grenze das Ma88 ff1r die Krüm
mung der betrachteten Curve im Punkte M, wenn das Element sich 
auf den Punkt M zusammenzieht. In analoger Weise denkt sich Gauss, 
um die Kri1mmung einer Flä.che in einem Punkte M zu messen 1 ein 
Flächenelement in der Umgebung von M und construiert die Nor
malen der Fläche längs der Begrenzung des Elements: der körperliche 
Winkel, den diese Normalen einschliessen, dividiert durch den Flächen
inhalt des Elements, liefert in der Grenze das Mass ff1r die Kri1mmung 
in M, wenn das Element sich auf den Punkt M zusammenzieht. Der 
genannte körperliehe Winkel wird ferner per definitionem gemessen 
durch das Gebiet, welches auf einer Kugelfläche vom Radius 1 der 
Kegel der zu den betrachteten Geraden parallelen Radien abgrenzt. 
Also wird die Kri1mmung gemessen durch den Grenzwert des V erhält
:uisses zwischen dem Inhalt des sphärischen Bildes des Flächenelements 
und dessen eignem Inhalt. Wir wollen annehmen, dieses sei das über 
den Bogenelementen ds1 und ds2 der durch M hindurchgehenden Krüm
mungslinien construierte Rechteck. Da nun bei der sphärischen Ab
bildung diese Linien nicht abgelenkt werden, so ist das sphärische Bild 
des genannten Rechtecks ein anderes Rechteck, dessen Seiten nach dem, 

was wir in § 160 gesehen haben, C>l1 ds1 = ~ und al9ds9 = ~ sind 

(da ~ = 0 ist). Dies ergieb~ sich i1brigens auch aus ganz einfachen 
geometrischen Betrachtungen. Es sind also ds1 ds2 und K ds1 ds, die 
Inhalte der beiden Rechtecke, mithin wird die totale KrUmm ung 
durch K gemessen, d. h. durch das Product der Hauptkrüm
mungen. Wenn man das erste Rechteck über zwei beliebigen ortho
gonalen Curven construiert, so gelangt man etwas weniger schnell zu 
demselben Resultate, aber es gelingt dabei ausserdem, den Invarianten
charakter des Ausdrucks ~UJl'- tl1 in Evidenz zu setzen. Hierzu sei 
bemerkt, dass die Kenntnis dieses Charakters unmittelbar das Theorem 
von Enneper auszusprechen gestattet, welches wir am Ende von § 157 
bewiesen haben. In der That ist für die Asymptotenlinien 81 = 0, 
Cl = -.!., folglich K =- \ · Also ist in J"edem Punkte die totale r r 
Krümmung mit verändertem Vorzeichen gleich dem Quadrat 
der Torsion der Asymptotenlinien. .A.uch die letzten Formeln 
des § 160 liefern, wenn man sie quadriert und addiert, 



ds'' 
-=&t'+l!'=-K+ H&l ds1 
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und ffihren für cn == 0 zu demselben Theorem, da bei den Asymptoten
linien d11 offenbar den Winkel zwischen zwei unendlich benachbarten 
Binormalen misst. Endlieh wollen wir noch die Form anführen, 
welche Gauss dem Ausdruck K gegeben hat. :Man braucht nur die 
Werte (3} in die dritte Formel von Codazzi einzusetzen, um zu er
halten (vgl. 112) 

K = __ 1. [_.!_ (..!.. o Q,) + _.!_ (..!.. o Q•)J . 
Q1 Q, oq. Q. oq1_ oq, Q, og, 

§ 169. 

Wir betrachten ein geodätisches D.reieck, d. h. die Figur ABC, 
welche auf einer Fläche durch drei geodätische Linien bestimmt wird, 
und es seien a, {J, r die inneren Winkel 
dieses Dreiecks. Um den Flächeninhalt f1 

des Bildes von ABC bei der sphärischen 
Abbildung zu bestimmen, nehmen wir als 
q1-Linien die von der Ecke ..4. ausgehenden 
geodätischen Linien und wählen als Coordi

l'lg. ,0. 

haten q1 und q1 eines beliebigen Punktes M die geodätische Entfernung 
A.M und den Winkel, den die geodätische Linie AM mit AB bildet. 
Von den q1-Linien, den orthogonalen Trajectorien der von der Ecke ..4. 
ansgehenden geodätischen Linien, kann man die in unendlicher Nähe von 
A. befindlichen so ansehen, als lägen sie in der Ebene, welche die Fläche 
in A. berührt. :Mithin darf man ihr Bogenelement Q1dq1 durch q1 dq1 

ersetzen, wenn man von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung 
absieht. Es ist mit andern Worten 

Dies vorausgeschickt bemerken wir, dass nach der Formel von Gauss 

f1 = jjxQlQ,dqldq, = - --JJ~·:: dqldqs 

ist, wo sieh die Integration über die ganze von ABC eingeschlossene 
Fläche erstreekl Andrerseits liefert die erste Formel (19) 

~10 =- §1 sin ro, d. h. dro =- §1 Q1 dq1 =- ~Q'dq1 • 
08 vq1 
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Wenn wir nun, zu t1 zu11iekkehrend, zunächst die Integration längs 
einer der durch Werte· von q11 die zwischen 0 und « liege~ definierten 
geodätischen Linien ausführen und dann q2 von 0 bis a: variieren lassen, 
so ergiaht sieh auf Grund der obigen Bemerkungen 

wo ro, die Neigung der geodätischen Linie BG gegen die Linien q11 in 
B den Wert n - fJ und in C den Wert r hat. Also ist 

6 =" + r- (n:- fJ) =" + fJ + r-.. ". 
Im besondern stellt, wenn K constant ist, t1 den Flächeninhalt von 
ABC selbst dar, multiplieiert mit K. Also ist auf den Flächen eon
stanter Krümmung (von denen wir im folgenden Kapitel sprechen werden) 
der Flächeninhalt eines geodätischen Dreiecks proportional 
dem 'Oberschuss der Summe seiner Winkel über zwei Rechte. 
Es ergiebt sich ferner, dass diese Summe grösser oder kleiner als zwe1 
Rechte oder gleich zwei Rechten ist, je nachdem die Krümmung positiv, 
negativ oder null ist. 

§ 170. Abwickelbarkeit. 

Bei dieser ersten Einführung wollen wir uns auf einige Andeutungen 
über die Abwickelbarkeit der Flächen aufeinander beschränken. Wenn 
sieh zwischen den PunktPn zweier Flächen ein solches Entsprechen 
herst.~llen lässt, dass die geodätische Entfernung zwischen zwei auf der 
einen Fläche beliebig gewählten Punkten gleich der geodätischen Ent
fernung der Punkte ist, die ihnen auf der andem entsprechen, so sagt 
man, die beiden Flächen seien aufeinander abwiekelbar. Denn ein 
StoJt den man sich aus biegsamen und unausdehnbaren Fäden gewoben 
denken möge, die über die eine der Flächen in allen Richtungen aus
gespannt sind, wird sieh offenbar auch auf die zweite ausbreiten lassen, 
ohne dass die Fäden von ihr abstehen oder zerreissen (vgl. § 153), d. h. 
ohne dass der Stoff sieh faltet oder verletzt wird. Mit andern Worten: 
Die auf eine gegebene Fläche abwiekelbaren Flächen lassen sich als die 
unendlich vielen Gestalten betrachten, welche dieselbe annehmen kann, 
wenn man sie im Raume verbiegt, ohne dass sie irgendwo gedehnt 
wird oder zusammenschrumpft. Ist das Bogenelement auf einer Fläche, 
bezogen auf ein beliebiges System orthogonaler krummliniger Coordi
naten, durch die Formel ds9= Q12dq11+ Q./dq11 gegeben, so muss 
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sieh auf jeder Fläehe, die auf die gegebene Fläche abwickelbar ist, ein 
solches .System orthogonaler krummliniger Coordinaten finden lassen, 
dass das Bogenelement durch dieselbe Formel ausgedrückt wird, und 
es liegt auf der Hand, dass gerade in dieser Möglichkeit die notwendige 
und hinreichende Bedingung für die Abwickelbarkeit der beiden Flächen 
aufeinander besteht. Daraus folgt, dass man, wenn man die Gauss'sche 
Formel für zwei aufeinander abwickelbare Flächen schreibt, in ent
sprechenden Punkten denselben Wert für K finden muss. Daher der 
Satz: Sollen zwei Flächen aufeinander abwickelbar sein, so 
ist dazu notwendig, dass sie in entsprechenden Punkten die
selbe Krümmung haben. Mit andem Worten: Wenn man eine bieg
same und unausdehnbare Fläche im Raume verbiegt, so giebt es 
in jedem Punkte etwas, was sich dabei nicht ändert, nämlich die 
totale Krümmung. 

§ 171. Evoluten und Evolventen. 

Die Eigenschaften der Evoluten der ebenen Curven drängen uns 
zu einer analogen Untersuchung über den Ort der Hauptkrümmungs
ceutra einer beliebigen Fläche, einen Ort, der offenbar aus zwei 
Mänteln besteht, deren einer vom Centrum 011 der andere vom Centrum 
01 erzeugt wird. Jeden Mantel kann man auch ansehen als den Ort 
der Rückkehrkanten der unendlich vielen Developpablen, welche die 
gegebene Fläche längs der Krümmungslinien einer Schar senkrecht 
schneide~~r Die zwei Mäntel bilden die Fläche, welche man die Evolute 
(Centrafläche) der vorgelegten Fläche zu nennen pftegt; und diese 
erhält mit Bezug auf die Evolute den Namen Evolvente. Betrachten 
wir den ersten Mantel, d. h. den von dem Punkte 01 er.~;eugten. Die 
Coordinaten dieses Punktes sind x = 0, y = 0, 1 = R,.. Wenn M 
längs der Krümmungslinie q1 fortzurücken anfängt, so liefern die Fun
damentalforD1eln 
(26) 6:e _ 0 611 _ 0 h oBl 

os1 - os, - ' Oßt = ai; ' 
mithin beginnt C1 längs der Normale fortzurücken, was vorauszusehen 
war, da ja C1 in diesem Falle die Rückkehrkante der Developpablen 
zu durchlaufen strebt, welche von den längs der genannten .Linie q1 

auf der Fläche errichteten Normalen gebildet wird. Wenn dagegen M 
längs der Linie q2 fortzurücken aniä.ngt, so findet man 

6x = 0 611 = __!_ iz o.R" 
os, ' os1 R, ' os, = os, ' 

wenn man mit Z die Länge der Strecke C1 01 bezeichnet. Also ist für 
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eine beliebige, durch die Neigung CD gegen die Linie q1 definierte Ver
riickung von M nach der Formei (9) 

(27) 6:1: O 6y l . 66 tlR1 

ds = 1 ds = R, SID CD ' ds = da . 

Aus-der ersten dieser Gleichungen ersieht man, dass die Tangential
ebene eines Mantels der Evolute Normalebene der entspre
chenden Krümmungslinie ist, woraus sofort folgt, dass die Tan
gentialebenen der beiden Mäntel in entsprechenden Punkten immer 
senkrecht zueinander sind. 'Oberdies zeigen die lt'ormeln (27), dass, 
wenn 01 senkrecht zur-Normale fortrücken soll, M sich derart bewegen 
muss, dass B1 constant bleibt. Mit andem Worten: Wie den Rückkehr7 

kanten der Developpablen der Normalen längs den Krümmungslinien 
einer Schar diese Linien selbst entsprechen, so entsprechen ihre 
orthogonalen Trajectorien den Curven der Evolvente, längs 
welchen der entsprechende Krümmungsradius constant bleibt. 
Es ist naheliegend, die genannten Rückkehrkanten und ihre ortho
gonalen Trajectorien als Coordinatenlinien auf der Fläche ( q) anzu
nehmen. Alsdann werden in C1 die Axen x' und y' bezüglich parallel 
den Axen 1 und '!I sein, und die Axe 1' wird in entgegengesetztem Sinne 
wie die Axe x zu richten sein. Um nach diesen Vorbereitungen alle 
fundamentalen Krümmungen fiir die Flä.ehe (q) zu finden, braucht 
man nur auszudrlleken, dass die Bedingungen für die Unbeweglichkeit 
des Punktes (x, y, 1), die inbezug auf das Trieder der Fläche (M) erfi1llt 
sind, auch inbezug auf das Trieder von ( C1) durch die neuen Coordinaten 

(28) x' = 1 - ~ , y' = y, 
, 

I =-X 

erfüllt werden. Vor allem bemerke man, um die Relationen zwischen 
den neuen und den alten Differentialquotienten zu finden, dass sich aus 
den Formeln (26) und (27) ergiebt 

d , oR1 d 
St = 'Fii; St ' 

wo CD durch die Bedingung 

d~ rs=O, d. h. 

definiert ist. Es folgt daraus 

(29) 

d , l . d s2 = Rsm CD s, 
! 

()~ . 0~ 
COS CD--+ SID CD- =0 os, os, 

Wendet mau die erste dieser Operationen auf die dritte Coordinate (28) 
an, so erhält man 
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oR1 es' oJJ ~ + ~ + 1 ~':1.-;=-11=-w~tz ":11'!1 ' 
v81 v81 V 81 

während andrerseits, wenn man alles, was sieh auf die 1!'läche ( C1) be
zieht, mit einem Strich versieht, 

os' r,'l I ~I I 'J'rl -!\T , + '-"" IR 
~= tJ.. Y - c-~1 X = "'- y- c-~1 Z c-~1 1 
v81 

sein muss. Nunmehr ergiebt sieh durch Vergleichung 

~/ = i!'·= _1_. 
~~ §1 oB,. 

os, 
Auf diese Weise sind ~11 und ([ 1 bekannt, wenn man auf der Evolvente 
die Hauptkrümmungen kennt, da nach den Formeln von Codazzi 

(30) § R, oR, §s= -~ oR, 
1 = lR1 &'8;' lR1 os1 

ist. In analogerWeise findet man durch Gegenüberstellung der Gleichungen 

oy' ~ I I r,'l , r., + ~ I & IR 
r:--;- = ":11 X - lf.. Z = lf.. X "':11 Z - ":11 1 os, 

den Wert von ([' wieder und erhält ausset·dem §/ = 0 . Also sind 
die Rückkehrkanten der N ormaldeveloppablen eine1· Fläche 
geodätische Linien der Evolute. Wendet man ferner die erste 
Operation (29) auch auf X 1 an, so gelangt man nur zu einer Bestätigung 
der obigen Resultate. Jetzt wende man aber auf x' die zweite Opera
tion (29) an: 

z oR, ("'. + & I ) oR, (~ . + öR,) oR, (.::'\"' + oR,) --,'"'X ::ttY =- "''lx - -- "'"tY -~-. R, os1 os, os, os1 os, 

Man erhält auf diese Weise einen Wert für ft~, der, wie die Formeln 
(30) zeigen, gleich dem oben gefundenen ist; ausserdem findet man 

§2' =-:- -h d. h. 02 ist das geodätische Krümmungseentrum der

jenig-en Curve R1 = Const., welche auf dem ersten Mantel durch 
C1 hindurchgeht, wie umgekehrt C1 im Punkte 02 das geodätische 
Kr11mmungseentrum einer Curve der auf dem zweiten Mantel durch die 
Bedingung ~ = Const. definierten Schar ist. Wendet man endlich die 
zweite Operation (29) auf y' oder auch auf z' an, so findet man 

.!:_ oR, Sl, = ~ oR, + ~ oR1 

R1 os1 2 ":12 os1 ::1l os, ' 
und es lässt sich also unter Zuhilfenahme von (30) auch S72' durch die 
Funktionen R allein ausdrücken. 
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§ 172. 

Umgekehrt kann man zu jeder Fläche auf unendlich viele Weisen 
eine andere hinzufügen, so dass beide zusammen jedesmal die Evolute 
einer ganzen Schar von parallelen Flächen bilden. Will man in der 
That, dass der Punkt (- t, 0, 0) sich senkrecht zu Mx verschiebt, 
welches auch die Richtung sein mag, in der ·sich M auf der gegebenen 
Fläche verschiebt, so zeigen die Fnndamentalformeln, dass die notwendige 

und hinreichende Bedingung dafür in '"'ot = Q1 , '"'ot = 0 besteht. Es 
uq1 uq1 

muss also t und infolgedessen Q1 eine l!,unction des Parameters q1 allein 
sein, mithin ist auf den Linien q1 die Bedingung ~1 = 0 erfiillt, welche 
bereits im vorigen Paragraphen als eine notwendige Bedingung gefunden 
wurde. Daher der Satz: Sollen die Geraden einer Congruenz die 
Normalen einer Fläche sein, so ist dazu notwendig und hin
reichend, dass sie die Tangenten einer Schar von einfach un
endlich vielen geodätischen Linien einer andern Fläche sind. 
Inzwischen .wird, wenn man Q1 = 1 nimmt, t = s1 + Const. sein müssen, 
mithin beschreiben unendlich viele Punkte von Mx, die constante Ent
fernungen voneinander haben, unendlich viele Flächen, deren Normalen 
sämtlich Tangenten der gegebenen Fläche sind. Wenn man die Tan
genten einer Linie q1 betrachtet, so schneiden sie offenbar Krüm
mungslinien auf den unendlich vielen parallelen }1ächen aus, und der 
Berührungspunkt wird in jedem Augenblick eines der Krümmungseeutra 
bezeichnen. Es ist also wahr, dass man jede Fläche entsprechend 
jeder einfach unendlichen Schar krummer geodätischer Linien 
auf ihr als einen der beiden Mäntel der Evolute einer Schar 
paralleler Flächen betra~hten kann. Der andere Mantel heisst zu 
dem ersten com plemen tär und aus dem gesagten geht klar hervor, 
dass jede Fläche unendlich viele Complementärflächen besitzt, 
deren jede einer einfach unendlichen Schar krummer geo
dätischer Linien entspricht, die auf der betrachteten Fläche 
beÜebig gezogen ist. Jetzt lässt Mich das am Ende des vorigen 
Paragraphen bewiesene Theorem so aussprechen: Die einer gegebenen 
Schar von geodätischen Linien entsprechende Complementär
fläche ist der Ort der geodätischen Krümmungseeutra der 
orthogonalen Trajectorien dieser geodätischen Linien. Wir 
wollen zum Schluss noch sagen, wie sich die Evolventen einer gegebenen 
Fläche mechanisch erzeugen lassen in einer ganz ähnlichen Weise, wie 
wir sie bei den ebenen und gewundenen Curven bereits kennen. Man 
denke sich einen Sto.ff aus unausdehnbaren Fäden gewoben, die über die 
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Fliehe gespannt sind und die von unendlich vielen andern vollständig 
deformierbaren Fäden rechtwinklig durchkreuzt werden, so dass der 
Stoff in allen seinen Teilen sich der Oberfläche anschmiegen kann, ohne 
sich zu falten oder zu zerreissen. Wenn man nunmehr den Stoff 
von der Fläche abwickelt, indem man da.tdr sorgt, dass er in der 
Richtung der unausdehnbaren Fäden gespannt bleibt, so ist klar, dass 
die andem Fäden die unendlich vielen parallelen Evolventen beschreiben 
werden, welche der durch die ersten Fäden auf der Fläche bezeichneten 
Schar geodätischer Linien entsprechen (vgl. § 153). 



Zwölftes Kapitel. 

Übungen ilber die Flächen. 

§ 173. 

Um die Rückkehrkante der Developpablen zu bestimmen, die 
einer Fläche längs einer gegebenen Linie umbeschrieben ist, muss man sich 
daran erinnern (§ 159), dass in der Tangentialebene in M die Erzeugende 

jener Developpablen durch den Winkel 8 = arc tg ~ definiert ist; dann 

findet man die Entfernung t, die der entsprechende Punkt der Rückkehr
kante vom Punkte M hat, indem mau die Gleichung y = x tg 8 differenziert 
und ausdrückt, dass die Coordinaten jenes Punktes, d. h. - t cos 0, 
- t sin 8, 0 den Bedingungen fiir Unbeweglichkeit (§ 148) genügen. Auf 
diese Weise erhält man 

t - sin9 . 
- d(J 

§ - ds 

(1) 

Es ist ferner. leicht, den Bogen und die Krümmungen nach dem gewöhn
lichen Verfahren mit Hilfe der Formeln (2) des vorigen Kapitels zu be
rechnen. Die Formel ( 1) zeigt, dass für die ~mungslinien - t sich auf 
den geodlttischen Krümmungsradius reduciert. Übrigens ist in diesem Falle 
klar, dass die gesuchte Rückkehrkante eine Evolute der Curve ist, so dass 
im allgemeinen t variabel sein muss, da es gerade die Länge des Bogens 
der Evolute darstellt. Wenn dagegen t einen constanten Wert hat (was 
eintritt, wenn ~ constant ist), so reduciert sich die genannte Rückkehrkante 
auf einen Punkt, d. h. die umbeschrlebene Developpable ist eine Kegelfl.äche, 
deren Erzeugende von der betrachteten Curve rechtwinklig durchsetzt werden. 
Man gelangt so zu dem folgenden Satze von Brioschi, der eine Verallge
meinerung eines bekannten Theorems(§ 147) ist: Jede Krümmungslinie, 
deren geodätische Krümmung constant ist, gehört einer Kugel 
an, welche die Fläche senkrecht schneidet. Kehren wir. r.u der For
mel (1) zurück, um zu bemerken, dass die Linien, längs welchen die um
besclniebene Fläche cylindrisch ist, (Linien, die insofern interessant sind, als 
sie die Teile der Fläche, welche von einem Bündel paralleler Strahlen be
leuchtet werden, von denjenigen abgrenzen, die im Schatten bleiben) durch 

die Gleichung fj = ~! charakterisiert sind. Man kann diese Gleichung auf 

eine solche- Form bringen, dass sie die geodätische Krümmung in jedem 
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Punkte Jl als Function von GrUssen ausdrllckt, die fflr alle Cnrven, welche 
die betrachtete Curve in M beriihren, ungeiLndert bleiben (§ 163). Berechnet 
man in der That die Ableitung von 8, so verwandelt sich die vorstehende 
Bedingung in die folgende andere: 

K§=tlN -C)ZT. 

Auf diese Weise kann man in jedem Punkte bei gegebener Tangente aueh 
die osculierende Ebene bestimmen. 

§ 174. 

Die kurz zuvor wieder in die Erinnerung gerufene Eigenscha.ft von N 
gestattet in einem Punkte M die Kriimmnng des Schnittes einer 
Plilebe mit der Tangentialebene in M zu berechnen. Bekanntlich 
hat diese Carve zwei Zweige, die die Asymptotenlinien berflhren. Wenn 
man nun alles mit einem Index auszeichnet., was sich auf eine Asymptoten
linie bezieht, so hat man 

1 1 2 
C)Z=O, tl=--, §=-, N=-·· 

t"o (lo fo t"o 

Andrerseits hat die geodätische Torsion für alle die Asymptotenlinie be
rllbrenden Ourven einen einzigen Wert(§ 149), und es ist also im Punkte M 

tl'l{l 1 1 d8=-r-ru· 
Daher ist im besondern, wenn die Curve der Schnitt der Flache mit der 

" 1 Tangentialebene ist, in welchem Falle man .p = 'i , r = 0 hat, 

dfl d 1 Bin '1/1 d'l/1 1 tlll a 
tJB = C08 ." ds ... - -,- ds = qro I N = Ts- 2tl§ =- er •. 

V ergleicht man· die beiden Werte von N miteinander, so findet man im 

allgemeinen f == ~ q0 und gewinnt auf diese Weise das elegante Theorem 

von Beltrami: Die Kriimmung des Schnittes einer FlU.che mit der 
Tangentialebene in einem hyperbolischen Punkte ist in diesem 
Punkte ftlr jeden Zweig gleich zwei Dritteln von der Krilmmung 
der den betrachteten Zweig berilhrenden Asymptotenlinie. Wir 
wollen hier unter Erinnerung an das am Schluss von § 149 gesagte besonders 
darauf achten, dass hier ein Beispiel von Linien vorliegt, die sich berOhren, 
von derselben Ebene osculiert werden und trotzdem in dem Bertlh1'11Dgspunkt 
nicht gleiche Flexion haben. 

§ 175. 

Betrachten wir wieder wie in § 1 7 3 den einer Flllehe längs einer ge· 
gebenen Curve (.M) umbeschriebenen Oylinder und stellen wir uns die Auf
gabe, die Krtlmmung seines geraden Schnittes (.M0) oder des scheinbaren 
Umrisses der FliLche zu berechnen. In dem Trieder, welches gebildet wird 
von der Tangente der Berfthrungslinie im Punkte M, von der durch .M 
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gezogenen Parallelen zur Tangente in einem Punkte M', der M unendlich 
nahe liegt, und von der Erzeugenden MM0 des Cylinders, ist offenbar der 

dem Winkel ds der beiden Tangenten gegenüberliegende Diederwinkel gerade 
(! 

der analoge Winkel dso der Tangenten von (M0) in den M und M' ent-
f!o 

sprechenden Punkten, und der Diederwinkel ~ - 'ljl, welchen die osculierende 

Ebene von (M) und die Tangentialebene der Fläche im Punkte M ein
schliessen, liegt wiederum einem Winkel gegenüber, der sich unendlich 
wenig von (J unterscheidet. Darans folgt 

1 ds0 1 ds 
COB 1/J • ~ = Bin (J • -; • 

Andrerseits hat man ds0 = d s. sin (). Also ist 

1 COB1/J @l 

q0 = (! sin1 8 = sin11 (J • 

Setzt man inzwischen in der bekannten Formel (§ 155) 

~6 = CYl cos' (J - 2 e cos (J sin (J + CYl' sin1 8 
&l 

t.g (J = ~ , so findet man 
&l&l'- [I K 

~~8 = &Z• +[I CYl = &l sin11 (J = K~0 

und gelangt so zu dem folgenden Satze von d'Ocagne: Die Krümmung 
des scheinbaren Umrisses einer Fläche in einem beliebigen Punkte 
M 0 wird erhalten, indem man die totale Krümmun-g der Fläcqe 
in de.m entsprechenden Punkte M durch die Krümmung dividiert, 
welche im Punkte M derjenige Normalschnitt hat, dessen Ebene 
durch M0 hindurchgeht. 

§ 176. 

Auf der Ebene ist (§ 147) jede Curve Asymptotenlinie und gleichzeitig 
Krümmungslinie, so dass K verschwindet, weil CY'l1 , CYl1 und tl null sind. 
Allgemeiner ist die Krümmung null bei jeder abwickelbaren Fläche, da 
durch jeden Punkt einer solchen FlU.che eine Gerade geht, längs welcher die 
Normalen der Fläche eine Ebene bilden. Diese Gerade ist also Krümmungs
linie und andrerseits ist sie auch Asymptotenlinie (§ 146), woraus folgt, 
dass, da ~- und tl für jede geradlinige Erzeugende null sind, in jedem 
Punkte K= 0 ist. Giebt es andere Flächen mit der Krümmung 
Null? Ist die Fläche auf ihre Krümmungslinien bezogen, so muss e be
ständig null sein, und dasselbe muss auch von einem der beiden ~, z. B. 
CYl17 gelten. Inzwischen liefert die zweite Formel von Codazzi (§ 154) 
CYl1§1 = 0. Genügt man dieser Bedingung, indem man ~~ = 0 nimmt, 
so zeigt eine bekannte Formel (§ 157), dass e"' = 0 ist, welchen Wert 
auch m haben mag, d. h. alle Linien sind Krümmungslinien, mithin ist die 
FlU.che notwendig sphärisch (§ 156). Sie ist sogar noch specieller, nämlich 
eben, da eine Kugel mit endlichem Radius keine reellen Asymptotenlinien 
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besitzt. Wenn ferner nicht &'!1 = 0 ist, so muss man annehmen §1 = 0. 
Also ist (§ 146) jede Linie q1 als geodätische Linie und Asymptotenlinie 
notwendig eine Gerade, d. h. die Fläche ist eine Regelfläche. Sie kann 
aber nicht windschief sein, sonst würden die Erzeugenden nicht Krümmungs
linien sein (§ 124). Also sind die einzigen Flächen mit der Krüm
mung Null die Ebene und die abwickelbaren Flächen. 

§ 177. 

Kann eine Fläche zwei Scharen geodätischer Linien besitzen, die sich 
unter constantem Winkel schneiden? Wählt man die geod!l.tischen Linien 
der einen Schar als Coordinatenlinien q1 , so hat man §1 = 0, und die erste 
Formel (19) des vorigen Kapitels zeigt, dass auch §2 = 0 sein muss, so 
dass jede andere Schar von Trajectorien der Curven der gegebenen Schar aus 
geodätischen Linien bestehen wird: dies tritt in der Ebene und auf den 
abwickelbaren Flächen ein. Inzwischen liefert die Gauss'sche Formel K = 0, 
und wir können daher das folgende Theorem von Liouville aussprechen: 
Zwei Scharen von geodätischen Linien einer nicht abwickelbaren 
Fläche können sich nicht unter constantem Winkel schneiden. 

§ 178. 

Welches ist die Krümmung einer Regelfläche? Wenn a, ß, r 
die Richtungscosinus' der Erzeugenden inbezug auf das Fundamentaltriader 
einer beliebigen Curve der Fläche sind, so ist der Winkel 1/J der Haupt
normale mit der Flächennormale (die senkrecht auf der Tangente und der 
Erzeugenden steht) durch die Relation (3 sin 1/J + r cos '1/J = 0 gegeben, aus 
welcher man durch Differentiation unter Beachtung der bekannten (§ 125) 
Bedingungen successiv ableitet 

dt{l 1 aß 
ds = ~ + (ßs + 1s) ~ ' 

cos1 ,; ([, + a&l = - -- . p 

Wenn man nun als Fundamentallinie die Erzeugende 
offenbar &'! = 0 sein, mithin (§ 123, f) 

_ cos1 ,; p 
(!.,----=---· - p t!+p2 

selbst wählt, so muss 

Also stellt abgesehen vom Vorzeichen der Verteilungsparameter einer 
windschiefen Regelfläche den Radius der geodätischen Torsion 
der Erzeugenden längs der Strictionslinie dar. Da ferner K =- Cl2 

ist, so sehen wir, dass der absolute Betrag der Krümmung einer 
windschiefen Regelfläche längs der Strictionslinie das Inverse 
des Quadrates des Verteilungsparameters ist. Längs einer Er
zeugenden variiert dagegen die Krümmung wie cos4 f, so dass sie im Un
endlichen verschwindet. Dies erklärt sich mit Hilfe der Thatsache, dass 
jede Regelfläche eine asymptotische Developpable besitzt, nämlich die 
Enveloppe der Ebenen, die durch die Erzeugenden senkrecht zu den Central
ebenen gelegt sind. Sie verhält sich daher im Unendlichen immer wie eine 
abwickelbare Fläche. Jetzt, wo wir den Wert von Cl kennen und wissen, 

Ce.iiAro-Kowalewski, natürl Geometrie :2. Aufl. 15 
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dass &t und § null sind, liefert uns die zweite Formel von Codazzi sofort 
die geodätische Krlimmung einer beliebigen orthogonalen Trajectorie der 
Erzeugenden: 

' 1 0 0 t ta = - - - log tz: = --log cos -r = -1--1 • ., 2 OB OS t + p 

Da. §' im Endlichen nicht verschwindet, ausser fiir t = O, so sieht man 
(vgl. § 132), dass die Strictionslinie der Ort der Punkte ist, in 
welchen die geodätische Kriimmung der orthogonalen Trajec
torien der Erzeugenden null ist. 

§ 179. Rota.tionsft.ii.chen. 

Man nennt so die Flächen, welche von einer ebenen Curve erzeugt 
werden, die um eine feste Gerade in ihrer Ebene rotiert. Diese Gerade 
nennt man die Axe. Die erzeugende Curve heisst in jeder ihrer unendlich 
vielen Lagen ein Meridian, und der von einem beliebigen Punkte des 
Meridians beschriebene Kreis heisst ein Parallelkreis. Die Meridiane und 
Parallelkreise sind also die Schnitte, welche auf der Fläche durch die Ebenen, 
die die Axe enthalten, und durch die senkrecht auf der Axe stehenden 
Ebenen hervorgebracht werden. Es ist kein Grund vorhanden, weshalb die 
Normale der Fläche in einem beliebigen Punkte M eher auf der einen als 
auf der andem Seite der Ebene des Meridians liegen sollte, der durch M 
hindurchgeht. Mithin fällt die genannte Normale immer mit der Normale 
des Meridians in M zusammen. Also sind die Meridiane gleichzeitig Kriim
mungslinien und geodätische Linien der Fläche. Daraus folgt, wenn wir 
die Meridiane als q1-Linien annehmen, 

(2) 1 
&t1 = (ll I §1 = 0 I <C=O. 

Die andere Schar von Krümmungslinien besteht aus den orthogonalen Tra
jectorien der Meridiane, d. h. aus den Parallelkreisen, was man übrigens 
direct erkennt, wenn man beachtet, dass die Normalen der Fl11che längs 
jedes Parallelkreises auf der Axe zusammentreffen. Ist cp die Neigung der 
Axe gegen die Tangenten der Meridiane längs eines Parallelkreises vom 
Radius q, so sind offenbar cp und q Functionen von q1 = s1 allein, und 
man hat bekanntlich (§ 12) 

(3) 
dq • 
-d = sm cp. 

sx 

Endlich ist nach den im Anfang des vorigen Kapitels gegebenen Definitionen, 
wenn man bemerkt, dass im vorliegenden Falle 'lj1 gleich n - cp ist, 

(4) e'[.,.= _ COB rp 
.. q ' 

Man sieht also, dass die Hauptkrümmungsradien 

.R,. = ~~ I Rt = - CO: rp 



§ 179. Rotationsflächen. § 180. 227 

sind, d. h. die Hauptkrümmungscentra in jedem Punkte M sind das Krüm
mungscentrum des durch M hindurchgehenden Meridians und derjenige Punkt 
der Axe, welcher auf der in M errichteten Normale der Fläche liegt. Man 
verificiert leicht, wenn man die Formeln (3) beachtet, dass die Werte (2) 
und ( 4) den Relationen von Codazzi genügen. Dies vorausgeschickt liefert 
eine bekannte Formel (§ 161) den Wert der geodätischen Krümmung in 
einer beliebigen Richtung: 

~ ~ . 0(0 
':1 = - :19 sm m- os . 

Andrerseits hat man auf Grund von (3) 

Also ist 

(5) 

~ - sin fJl -.!.. ~ - __ 1_ oq . 
':12- q ~ q ds1 - q cos m os 

~ =- - 1- ?-(q sinm). 
:1 q cos (0 OS 

Für § = 0 findet man das folgende Theorem von Clairaut: Jede geo
dätische Linie einer Rotationsfläche trifft die Meridiane unter 
einem Winkel, dessen Sinus von einem Meridian zum andern pro
portional mit der Krümmung des Parallelkreises variiert. 

§ 180. 

Die Asymptotenlinien einer Rotationsfläche zu bestimmen, 
d. h. bei gegebener natürlicher Gleichung f(s, (!) = 0 des Meridians, die 
natürlichen Gleichungen der Asymptotenlinien zu finden. Zunächst bemerke 
man, dass die Neigung m dieser Ourven gegen die Meridiane durch die 
Formel (§ 157) 
() s R, q 
6 tg m=- Rl = qcos'P 

gegeben ist, in welcher q und cp Functionen von s sind, die wir mit Hilfe 
der Formeln (3) aus der gegebenen natürlichen Gleichung abzuleiten wissen. 
Es folgt daraus, dass auch m eine Function der Veränderlichen s allein ist, 
so dass es genügen wird, eine einzige Asymptotenlinie zu kennen, um sie 
alle zu kennen. Dies vorausgeschickt ist es unter Benutzung der Formel ( 5) 
leicht, den Bogen und die Flexion der Asymptotenlinien zu berechnen: 

(7) s -j~ .!.. = -.!.. _t!_ (q sin ro) . o - cos m 1 (10 q ds 

Die Torsion erhalten wir unmittelbar aus dem Theorem von Enneper: 

(8) 1 1 cos IJ! 
i;;i = - Rl R~ = ~ , ro = (! tg ro. 

Betrachten wir z. B. die Fläche, welche von einer Ribaucour'schen Linie 
vom Index n erzeugt wird, die um ihre Leitlinie rotiert. Soll die Fläche 
reelle Asymptotenlinien haben, so muss man annehmen n <- 1, da es 
nur dann (§ 42) der Fall ist, dass die Curve der Axe beständig ihre convexe 

Seite zukehrl.. Inzwischen giebt für q =- ~ (n + 1) (! cos '1! die Formel (6) 

lö* 
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tg2 ro =- ~(n + 1), d. h. die Asymptotenlinien treffen die Meri

diane unter constantem Winkel. Ferner erhält man aus den Formeln 
(7) und (8) sofort 

s 
So= COB CO 1 

sin co 
!!o = --1 -I! cot rp , cos Cl) 

Bemerkenswert vor allen ist der Fall der Kettenlinie (n = - 3). Alsdann 
heisst die Fläche ein Catenoid und ist unter den Rotationsflächen charak-

terisiert durch m=±i, d. h. duroh den Umstand, dass auch die Asymp

totenlinien ein zweifaches OrthogonalsysteJll. bilden. Aus den letzten 
Fonnein erkennt man unter Erinnerung an die Gleichung der Kettenlinie 

! 

I!= a + ~, dass die Asymptotenlinien des Catenoids durch die a 
natürlichen Gleichungen 

st 
t'= a +-2a 

definiert sind. Sie gehören zu der merkwürdigen Familie von Curven, 
auf die in § 143 hingewiesen wurde. 

§ 181. 

Für die Untersuchung der Flächen, die auf Rotationsflächen 
abwickelbar sind (§ 170), ist zu bemerken, dass das Quadrat des Bogen
elements auf einer solchen Fläche sich immer auf die Form ds2 + q2d(J'l 
bringen lässt, wenn man mit ds und qd() die Bogenelemente des Meridians 
und des Parallelkreises vom Radius q bezeichnet. So oft es gelingt, auf 
einer Fläche ein System von Coordinatenlinien aufzufinden derart, dass das 
Quadrat des Bogenelements die Form dq12 + f 2(q1)dq22 annimmt, wird man 
die Abwickelbarkeit der genannten Fläche auf eine Rotationsfläche behaupten 
können und wird überdies wissen, dass bei der wirklichen Abwickelung der 
einen Fläche auf die andere die Linien q1 mit den Meridianen und die Linien 
q2 mit den Parallelkreisen zusammenfallen. Man findet sogar unendlich viele 
Rotationsflächen, auf welche die gegebene Fläche abwickelbar ist, da man, 

wenn 1c eine beliebige Constante bedeutet, q1 = 8 , q2 = ~ , q = k f ( 8) 

setzen kann. Um ferner zu wissen, was dies für Flächen sind, genügt es, 
die natürliche Gleichung des Meridians zu bestimmen. Hierzu ge
langt man leicht durch Differentiation der Gleichung q = lcf(8) unter Be
rücksichtigung der Formeln (3): 

sin rp = kf'(s), cos 91 = k(!f"(8). 

Also ist die gesuchte natürliche Gleichung: 

(9) 
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Die beiden Flächen, welche den Werten k und k' > k entsprechen, sind auf
~inander abwickelbar; aber es ist leicht zu sehen, dass zur vollständigen 
Überdeckung der ersten schon ein Teil der zweiten genügt, der von zwei 
Meridianen begrenzt wird. 

§ 182. Fliehen constanter totaler Krümmung. 

Für diese wichtigen Flächen haben wir bereits ein Beispiel unter den 
Regelfl.ächen. Wir haben nämlich gesehen, dass in jedem Punkte einer ab
wickelbaren Fläche K = 0 ist. Wenn der constante Wert von K von Null 
verschieden ist, so kann die Fläche keine Regelfläche sein, da bei den wind
schiefen Regelflächen die Krümmung auf der Strictionslinie von Null ver
schieden, im Unendlichen aber null ist. Es giebt dagegen unendlich viele 
Flächen constanter positiver oder negativer Krümmung unter den Rotations-

Fig. 41. Fig. 42 . Fig. 13. 

flächen, und wir können sie alle bestimmen. In der That! Soll R1 ll~ 
constant sein, so muss die Krümmung des Meridians proportional 
dem Normalenabschnitt sein, der zwischen dem Incidenzpunkt 
und der Rotationsaxe liegt. Also gehört der :Meridian zu einer Klasse 
von Curven, die wir bereits im zweiten Kapitel (§ 18, m, n) studiert haben. 
Man muss die :Flächen consta.nter positiver Krümmung (welche die oben 
gezeichneten Formen haben). unterscheiden von den Flächen constantcr nega.-

Fig. 44. Fig. 45. Fig. 46. 

tiver Krümmung, unter denen die Pseudosphäre besonders bemerkenswert 
ist, nämlich die Fläche, welche von einer Tractrix (§ 8, c) erzeugt wird, 
die um ihre Asymptote rotiert. Diese Fläche bildet sozusagen die Grenze 
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zwischen den beiden Typen von Flächen negativer Krümmung, wie die Kugel 
zwischen den beiden Typen von Flächen positiver Krümmung. Ihre Asymptoten
linien lassen sich sofort bestimmen, indem man sich daran erinnert, dass 
man, wenn a der ( constante) Abschnitt ist, der auf der Tangente vom Be
rührungspunkt aus durch die Axe abgeschnitten wird, 

()=-acot'P 

hat. Die Formel (6)0 li~fert dann m = ± 'P. Ferner leitet man aus (7) 
und (8) ab 

s0 = a log cot ~ , a 
l?o = 2 sin IJl ' ro = a. 

Also sind die Asymptotenlinien der Pseudosphäre definiert durch 
die natürlichen Gleichungen 

'! = ~(e~ + e-~), r=a. 

Jede dieser Curven berührt den grössten Parallelkreis ('P = ~) und ver

läuft ins Unendliche ( 'P = 0) , indem sie allmählich in die Axe übergeht, 
um die sie sich unendlich oft herumwindet: dies ergiebt sich auch aus dem 
leicht zu beweisenden Umstande, dass jedes Paar von Meridianen auf einer 
beliebigen Asymptotenlinie und dem grössten Parallelkreis gleiche Bogen ab
schneidet. Es ist ferner zu bemerken, dass dieser Parallelkreis eine singuläre 
Linie ist, auf der die Gültigkeit verschiedener Sätze der allgemeinen Theorie 
aufhört. Im besondern haben die Asymptotenlinien in ihren Berührungs
punkten mit dem genannten Parallelkreis eine stärkere Flexion, als sie der 
Satz von Beltrami angiebt (§ 17 4 ). 

§ 183. 

Die im vorigen Paragraphen gefundenen Flächen sind auch deshalb 
wichtig, weil sie durch blosse Biegung ohne Dehnung oder ContTaction alle 
Flächen con~tanter Krümmung liefern. Wir werden in der That sogleich 
sehen, dass die Bedingung der Gleichheit der Krümmung in entsprechenden 
Punkten, welche sich bereits (§ 170) als notwendig für die Abwickelbarkeit 
einer Fläche auf eine andere ergab, auch hinreichend ist, wenn es sich um 
Flächen constanter Krümmung handelt. Mit andern Worten: Jede Flliche 
constanter Krümmung ist abwickelbar auf jede andere Fläche, die 
dieselbe Krümmung hat. Um dies zu beweisen, nehmen wir a.ls Linien 
q1 geodätische Linien der Fläche an und bemerken, dass sich die Formel 
von Gauss auf 

(10) 

reduciert. Wählen wir überdies die Linien q1 wie in § 169, d. h. in einem 
reellen Punkte zusammenlaufend, so muss 

(11) lim Q. = 1 und o_9! = 1 (für q1 = 0) 
91=0ql ()ql 
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sein. Unter diesen Bedingungen kann man der Gleichung (10) für K = 0 
nicht anders als durch die Annahme Q11 = q1 genügen, und dann erscheint 
das Quadrat des Bogenelements unter der Form dq12+ q11dq11 ; dies ist 
aber genau die Form von ds2 in der Ebene, wenn man Polarcoordinaten 
benutzt. Wir können also unter Erinnerung an den in § 1 7 6 erhaltenen 
Satz das folgende Theorem aussprechen: Soll eine Fläche auf die Ebene 
abwickelbar sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass 
sie eine Developpable ist. Die Developpablen sind also die unendlich 
vielen Formen, welche eine biegsame und unausdebnbare Ebene im Raume 
annehmen kann. Nimmt man dagegen an, K habe einen positiven Wert 

~' so muss man Q1 = a sin ~ annehmen, um der Gleichung (10) und den 

Bedingungen (11) zu genügen. Alsdann nimmt das Quadrat des Bogen

elements die Form dq11 + a2 sin2 q1 dq22 an, die für alle Flächen mit der a 
Krümmung 1

1 dieselbe ist. Zu ihnen gehört immer die Kugel vom Radius a, a 
was übrigens auch aus der Gleichung (9) hervorgeht, die fiir k = 1 in 

~ = a übergeht, wenn man darin f(s) = a sin ~ setzt. Also sind alle 

Flächen von der Krümmung \ auf die Kugel vom Radius a ah-a 
wickelbar. Man kann mit andern Worten jede Fläche constanter positiver 
Krümmung durch Deformation einer biegsamen und unausdehnbaren Kugel 

erhalten. Wir wollen endlich annehmen, K habe den Wert - 1•. Als-a 
dann muss man, um der Gleichung (10) in der allgemeinsten Weise zu 
genügen, 

q, 'll 

Q, = p (q1) eä- + 1/J (q2) e- ,.. 

annehmen, wo p und 1/J willkürliche Functionen sind, die sich immer so 
bestimmen lassen, dass die Fläche auf eine Rotationsfläche abwickelbar wird, 
sei es indem man eine von ihnen gleich Null nimmt und die andere in dq1 
hineinzieht, sei es indem man sie einander gleich oder aber p = - 1/1 
nintmt. Man gelangt so zu den folgenden Formen für Q1 : 

; (e~- e-~), ae-~ : (e~ + e-~) · 
Dies sind aber gerade (§ 18, n) die Formen von q, welche die im vorigen 
Pat·agraphen gefundenen Typen von Flächen constanter negativer Krümmung 
definieren. Also ist jede Fläche constanter negativer Krümmung in 
verschiedenen Weisen abwickelbar auf eine Pseudosphäre und 
auf die andern Rotationsflächen, welche dieselbe Krümmung 
haben. Aber von den drei gefundenen Formen genügt nur die erste den 
Bedingungen ( 11 ), mithin lässt sich die Fläche nur auf eine Fläche des 
entsprechenden Typus abwickeln, wenn man haben will, dass mit den Meri
dianen alle von einem reellen Punkte ausgehenden geodätischen Linien zur 
Deckung gelangen sollen. Erteilt man dagegen Q2 die zweite Form, so 
sieht man, dass q nur für unendlich grosses q1 verschwindet, d. h. man 
muss den Punkt, in welchem die geodätischen Linien zusammenlaufen, auf 
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der Fläche als unendlich fern annehmen. Endlich verschwindet q (oder Q1), 

welches auch der Wert von q1 sein mag, auch wenn man fi1r Q1 die 
dritte Form annimmt, aber es verschwindet für einen imaginären Wert 

(h={-traFl. Man gelangt auf diese Weise zu der Einsicht, dass eine 

Fläche constanter negativer Krümmung auf jede Rotationsfläche 
mit derselben Krümmung imme:r;, derart abwickelbar ist, dass eine 
beliebige Schar von zusammenlaufenden geodätischen Linien mit 
der Schar der Meridiane zusammenfällt; und zwar muss die Rotations
fläche einem der bekannten Typen angehören, je nachdem der Punkt, in 
welchem die geodätischen Linien zusammenlaufen, reell ist und im Endlichen 
liegt oder reell ist und im Unendlichen liegt oder endlich imaginär ist. 
Natürlich sind auch die einem Typus angehörigen Rotationsflächen auf die 
eines andern Typus abwickelbar; aber, entgegen dem, was bei den Flächen 
positiver Krümmung eintritt, bleiben die Meridiane nicht Meridiane und 
verwandeln sich dafür in eine andere Schar von zusammenlaufenden geo
dätischen Linien. Dies liegt an der Möglichkeit (die auf der Kugel kein 
Analogon hat), dass es geodätische Linien giebt, die sich garnicht treffen 
oder aber sich im Unendlichen treffen. Will man nun haben, dass die 
Fläche bei der Deformation die Meridiane bewahrt, so ist dazu notwendig, 
dass sie auch den ihr eignen Typus bewahrt, was man übrigens leicht mit 
Hilfe der Formel (9) verificiert. Besonders bemerkenswert ist die Pseudo
sphäre, welche sich unter Bewahrung der Meridiane nur so deformieren 
lässt, dass sie in sich selbst verschoben wird, d. h. die einzige Rotations
fläche, die sich auf die Pseudosphäre derart abwickeln lässt, dass Meridiane 
mit Meridianen zusammenfallen, ist die Pseudosphäre selbst. In der That 

• 
wird für f(s) = ae---;; die Gleichung (9) 

(l=I~' 
und diese stellt immer die Tractrix mit dem Parameter a dar, was man 
sofort erkennt, indem man s in s + a log k verwandelt. Man kann sich 
dies leicht erklären, wenn man bemerkt, dass nur im Falle der Pseudo-

1 
sphäre die Parallelkreise die constante geodätische Krümmung - - haben, a 
und dass andrerseits diese Krümmung nicht variieren kann, wenn man die 
Fläche durch blosse Biegung deformiert. 

§ 184. Flächen constanter mittlerer Krümmung. 

Interessante Fragen der Physik führen zur Betrachtung dieser Flächen, 
unter denen die Elassoide oder Flächen mit der mittleren Krümmung Null 
besonders bemerkenswert sind. Die Gleichung H = 0 sagt uns sofort, dass 
die Dupin'sche lndicatrix in jedem Punkte eine gleichseitige Hyperbel ist. 
Demnach sind die Elassoide durch den Umstand charakterisiert, 
dass ihre Asymptotenlinien ein zweifaches Orthogonalsystem bil
den. Beziehen wir uns auf ein früher gefundenes Resultat, so können wir 
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jetzt behaupten, dass das einzige Rotationselassoid das Catenoid ist, 
was man übrigens auch erkennt, wenn man sich daran erinnert (§ 18, e), 
dass die Kettenlinie durch die Eigenschaft charakterisiert ist, in jedem 
Punkte ]}[ ein Krümmungscentrum zu besitzen, dass inbezug auf M sym
metrisch zu dem Schnittpunkt der Normale mit der Directrix ist. Es ist 
leicht, die allgemeinere Frage zu beantworten: Welche Rotationsflächen 
haben. constante mittlere Krümmung? Bezeichnet man mit - ..!:_ a 
den constanten Wert von H, so muss die Krümmung des Meridians der 
Gleichung 

~ + -~ =-= cos cp 
Q a q 

genügen, aus welcher wir sofort erfahren (§ 59, f), dass die verlangten 
Flächen durch Rotation der Delaunay'schen Curven um ihre be
züglichen Leitlinien erzeugt werden. Je nachdem die Curve dem ellip
tischen Typus oder dem hyperbolischen Typus angehört, heisst die Fläche 

Fig. 47. Fig. 48. 

ein Unduloid oder ein Nodoid. Auf Grund einer bekannten Eigenschaft 
der Delaunay'schen Curven ist klar, dass dem Unduloid und dem Nodoid die 
beiden Flächen des ersten in § 182 gefundenen Typus parallel sind; aber 
diese Eigenschaft gilt in allgemeinerer Form und enthüllt uns eine innige 
Beziehung zwischen den Flächen mit constanter mittlerer Krümmung 
und denjenigen mit constanter totaler Krümmung. Construieren wir in 
der That zu einer Fläche, auf der R1 R2 = a2 ist, die Parallelflächen •in den 
Abständen a und - a, so haben diese die Hauptkrümmungsradien R1 + a, 
R2 +a. Da nun 

_ __!_ + __ 1 --+ ~ 
R1 =Fa R,=Fa- a 

ist, so sieht man, dass die beiden Flächen constante mittlere Krümmung 
haben. 
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§ 185. 

Bei allen Flächen constanter mittlerer Krümmung besteht die Eigenschaft: 
Die Krümmungslinien bilden ein isothermes System. In der That 
gewinnt man aus den beiden ersten Formeln von Codazzi sofort die geo
dätischen Krümmungen unter der Form 

(12) ~ ar og 
:12 =- 082 - osl ' 

wo f = 0, g = ~ log (~1 - ~7:2) ist. Es ist aber bekannt (§ 167), 

dass die erste Gleichung (f = 0, ja sogar schon L12f = 0) zum Beweise 
des Theorems genügt. Für ein Elassoid bleibt der Satz auch noch bestehen, 
wenn man an Stelle der Krümmungslinien die Asymptotenlinien betrachtet. 
In der That! Wählt man die Asymptotenlinien als Coordinatenlinien, so 
ergeben sich aus den genannten Formeln von Codazzi die Werte der geo-

dätischen Krümmungen unter der Form (12) mit f = 0, g = ~ log e. 
Also bilden die Asymptotenlinien eines jeden Elassoids ein iso
thermes System. Übrigens ist dieses Theorem eine unmittelbare Folge 

des vorigen, da durch ro = : sicherlich der Gleichung LJ2ro = 0 genügt 

wird (vgl. § 167). Zu einer andern charakteristischen Eigenschaft der 
Elassoide gelangt man, wenn man die Frage zu beantworten sucht: Welche 
zweifachen Orthogonalsysteme von Curven bleiben orthogonal 
bei der sphärischen Abbildung? Diese Frage ist (§§ 159, 160) gleich
bedeutend mit der folgenden: Wann ist ein orthogonales Durchmesserpaar 
eines Kegelschnitts conjugiert zu einem andern orthogonalen Paare? Wir 
wissen aber, dass nur die Axen diese Eigenschaft haben, falls nicht der 
Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel ist, in welchem Falle (§ 28) die 
Eigenschaft jedem Paare senkrechter Durchmesser zukommt. Es bilden also 
im allgemeinen die Krümmungslinien das einzige System, welches 
bei der sphärischen Abbildung orthogonal bleibt, und nur auf den 
Elassoiden ist es der Fall, dass jedes andere zweifache System 
orthogonal bleibt. Bemerkt man übrigens, dass die Deviationen von 
zwei zueinander senkrechten Linien durch die trigonometrischen Tangenten 

- ~ und :. definiert sind, so zeigt eine leichte Rechnung, dass der Zu

wachs des Winkels der beiden Curven bei der sphärischen Abbildung die 
Tangente (R1 + R2) ä- hat. Will man also haben, dass der Winkel gleich 

-i· bleibt, während e z 0 ist, so muss II = 0 sein. 

§ 186. 

Wir wollen uns jetzt die Frage vorlegen: Giebt es Elassoide unter 
den Regelflächen? Eine der beiden Scharen von Asymptotenlinien be
steht notwendig aus den geradlinigen Erzeugenden, welche auch geodätische 
Linien sind, so dass C)7:1 = §1 = 0 ist. Die andere Schar wird gebildet 
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von den orthogonalen Trajectorien der Erzeugenden. Für diei!lc Curven ist, 
wie wir bereits gesehen haben (§ 178) 

(13) fi=--P __ . 
t• + p' 

Da nun auch 871 = 0 sein muss, so zeigt die erste Formel von Codazzi, 
dass (! eine Function des Parameters tlJ. allein ist, und daher p und t - q1 , 

welche nicht von q1 abhängen, Gonstanten sind. Dies vorausgeschickt hat 
man auf der Strictionslinie t = 0, folglich §1 = 0. Also ist diese Linie, 
da sie gleichzeitig Asymptotenlinie und geodätische Linie ist, eine Gerade, 
d. h. die Erzeugenden treffen eine feste Gerade des Raumes senkrecht. Wenn 
man nur s1 = s variieren lässt, so behält t einen constanten Wert b, und 
die Formeln (13) geben als Mass für die Krümmungen einer beliebigen 
orthogonalen Trajectorie der Erzeugenden die constanten Werte 

1 b 1 a 
""i = - a1 + b1 ' r = - a1 + b1 ' 

wenn man mit a den constanten Wert von p bezeichnet. Also sind (§ 136) 
die krummen Asymptotenlinien der Fläche circulare Schraubenlinien. Wendet 
man endlich die Fundamentalformeln auf die Richtung der Erzeugenden 
(a = 1, ß = 0, 'Y = 0) an unter der Annahme, dass der Anfangspunkt 
längs einer beliebigen krummen Asymptotenlinie fortrückt, so findet man 
6a = Jß = 0, Jr =- [ ds; ferner sieht man für t = O, dass der 

Winkel, um den sich die Erzeugende um die Strictionsaxe dreht, ~ ist. a 
Er variiert also proportional zu der auf der genannten Axe vom Fusspunkte 
der Erzeugenden durchlaufenen Strecke. Man gelangt auf diese Weise(§ 123, h) 
zu dem folgenden Theorem von Catalan: Das einzige Elassoid unter den 
Regelflächen ist die Schraubenfläche mit Leitebene. Übrigens er
giebt sich dieses Theorem unmittelbar aus dem Umstande, dass die genannte 
Fläche die einzige ist (§ 141), welche mehr als zwei zu den Erzeugenden 
orthogonale Asymptotenlinien hat. 

§ 187. 

Um zu wissen, auf welchen Regelflächen die orthogonalen Trajectorien 
der Erzeugenden (wie bei der Schraubenfläche mit Leitebane) Linien con
stanter geodätischer Krümmung sind, muss man zusehen, wann die Krüm
mung §2 , die durch die erste Formel (13) gegeben ist, sich auf eine 
Function reduciert, die nur von dem Parameter q1 abhängt. Damit dies 
stattfinde, ist notwendig, dass die Grössen p und t- qu die immer unab
hängig von q1 sind, constant bleiben. Es sei p = a, t = q1 • Die Strictions
linie (t = 0) ist also eine q2-Linie, und sie ist eine geodätische Linie 
(§1 = 0 ), woraus folgt, dass sie die Erzeugenden zu Binarmalen hat. Ferner 
stellt - fi, welches längs der ganzen Strictionslinie den constanten Wert 

.!.. bewahrt, die Torsion dieser Linie dar. Mithin sind die gesuchten Flächen a 
diejenigen, welche von den Binarmalen der Curven constanter Tor
sion gebildet werden. Da fiir alle diese Flächen 
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() log Q1 q1 

O'lt = 'lt'+ a• 

und daher Q1 = Y q1 1 + a1 ist, so nimmt das Quadrat des Bogenelements bei 
allen die Form dq11 + (q11 + al)dq11 an. Also sind die Fliichen, um welche 
es sich handelt, abwickelbar auf die Schraubenfläche mit Leitebene. 
Es ist ferner evident, dass sie auch auf Rotationsflll.chen abwickelbar sind, 
deren Form man bestimmt, indem man in (9) f(s) = Ys' + a1 setzt. 

I 

Für k = 1 wird jene Gleichung I!= a + ~, mithin ist die Schrauben-a 
fläche mit Leitebane abwickelbar auf das Oatenoid. Wenn man 
mit andern Worten ein unausdehnbares Catenoid derart verbiegt, dass sein 
kleinster Parallelkreis geradlinig wird, so werden auch die Meridiane gerad
linig und bilden eine Schraubenfläche mit Leitebene. 

§ 188. Fliehen zweiten Grades. 

Will man nach den Methoden der natürlichen Geometrie eine Fläche 
studieren, die durch eine Gleichung zweiten Grades zwischen den auf un
bewegliche Axen bezogenen Ooordinaten dargestellt wird, so gehe man von 
folgender Bemerkung aus (vgl. § 30): Wird der Anfangspunkt auf die 
Fläche verlegt, die s-.A:x.e längs der Normale gerichtet, und differenziert man 
die Gleichung, indem man mittels der bekannten Bedingungen (§ 154) die 
Unbeweglichkeit der Punkte x, y, e ausdrückt, so muss man die Gleichung 
wiederfinden, von der man ausgegangen ist. Dies vorausgeschickt erinnere 

man sich, dass fiir x = y = e = 0 nur die Quotienten ~x und ~Y den 
(181 us, 

Wert - 1 annehmen, während alle an dem verschwinden. Dann erkennt 
man sofort, dass der lineare Teil der vorgelegten Gleichung sich auf e re
ducieren muss. Ferner sieht man für e = 0, dass die Fläche von der Tan
gentialebene in zwei Geraden geschnitten wird, die reell oder imaginär sein 
können: Sie ist also eine quadratische Regelfläche (§ 123, d). Wir 
überlassen es dem Leser, die Umkehrung dieses Satzes zu beweisen. Wählt 
man die Richtung der Axen x und 11 derart, dass sie die Krümmungslinien 
berühren, so muss auch das Glied mit :ey fehlen, so dass die Gleichung 
sich schliesslich auf die Form 

(14) 

reduciert. Man differenziere sie einmal nach q1 , das andere Mal nach q2 
und identificiere sie mit jeder der beiden abgeleiteten Gleichungen, indem 
man das eine Mal die Ooefficienten von y1, das andere Mal die von x1 in 
Betracht zieht. Dann erhält man 

(15) a =...!... o&Z, p =...!... oS'lt • 
arz, os1 ' F!ll os, 

V ergleicht man dagegen den Coefficienten von x1 in der ersten abgeleiteten 
Gleichung und den von y1 in der zweiten mit den analogen Ooefficienten 
in der ursprünglichen Gleichung, so erhält man die Werte 
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"= ~-- o~ ~ = _1_ oan~. ser, ~s, ' scn. os, 
Setzt man diese gleich den obenstehenden, so findet man durch Integration 
eine charakteristische Eigenschaft der }'lächen zweiten Grades wieder (§ 162), 

nämlich die Unabhängigkeit der Verhältnisse :•8 und :~ 8 von q1 bezw. 
1 I 

von q1 • Man wird jetzt naturgernäss dazu gefiihrt, die Parameter der Krllm-
mungslinien so zu wählen, dass man setzt 

@'lt=qlSqtl @'l,=qlq2S' 

Danach werden die Werte ( 15) 
1 1 

" = Qt!ll ' ß = Q. q, . 

Inzwischen ergiebt sich aus den beiden ersten Formeln von Codazzi 

{16) ologQ, q,• ologQ. q,• 
oq. =-q. (q,•- q1!) ' oq, = q, (q,•- q"•> • 

woraus man durch Integration Q1 und Q2 berechnet und dann 

"= q,q,q>(q,) ' ß = qlq.~ 
Jfq,•-q.• Jfq,•-q,• 

findet. Hierbei bemerke man, dass das V erhältnie von Q1 zu Q11 gleich dem 
Product einer Function von q1 mit einer Function von q2 wird. Es bilden 
also auf den Flächen zweiten Grades die Krümmungslinien ein 
isothermes System. Um r zu bestimmen, braucht man nur den Coefficienten 
von e2 in der ursprünglichen Gleichung mit denjenigen in den beiden ab
geleiteten zu vergleichen und die beiden so erhaltenen Gleichungen 

~1 = "(r- &ll) , ~1 = ß (r - ~~) us, us. 
zu integrieren. Man findet dann schliesslich 

r=-! qtqs(1t2+ q22 - A). 

Um nun alle Coefficienten der Gleichung (14) vollständig als Functionen 
der q zu kennen, hltlibt uns nur noch übrig, die Functionen cp und 'lj1 näher 
zu bestimmen. Man vergleiche zu dem Ende den Coefficienten von xe in 
der ersten abgeleiteten Gleichung und den von y e in der zweiten mit den 
analogen Coefficienten der ursprünglichen Gleichung und setze in den so er
haltenen Gleichungen 
o« 
~ = " 2 - ß§t + 2ren-1- ~z12 , 

I 

für a, ß, r und die ~ ihre vorhin gefundenen Werte ein. Durch einfache 
Überlegungen erkennt man, dass man, wenn 

f(x) = x8 - Ax2 + Bx-- (J 
gesetzt wird, 

'P (ql) = Y- f(qt'), 'ljl(q,) = Yr(~2) 
annehmen muss, und hat hiermit alles, was zum Studium der Flächen zweiten 
Grades vom Standpunkt der natürlichen Geometlie aus nötig ist. 
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§ 189. 

Erteilt man s irgend einen festen Wert, so stellt die Gleichung (14) 
einen Kegelschnitt dar, der in ein Geradenpaar ausartet für diejenigen Werte 
von z, welche die Discriminante 

&tl 0 
o sn. 
as {J~ 

a~ 

{Je = ql8qs8~ (0~- 2qlql) 

2rs11 - 2s 
zum Verschwinden bringen, d. h. für e = 0 und fi1r Os= 2q1q1 . Also 
ist jeder ebene Schnitt einer Fläche zweiten Grades ein Kegel
schnitt, und parallel zu jeder Ebene giebt es zwei ausgeartete Schnitte, 
deren Ebenen die Fläche offenbar berühren. Wir sehen also, wenn wir die 
Discussion der Ausnahmeflllle beiseite lassen, dass jedem Punkte M ein Punkt 
N entspricht, dessen Coordinaten, bezogen auf das Fundamentaltriader mit 
dem Anfangspunkt in M, durch die Bedingungen 

definiert sind, und zwar ist das Entsprechen zwischen den beiden Punkten 
derart, dass in ihnen die Tangentialebenen der Fläche zweiten Grades parallel 
sind. Hiernach ist klar, dass, wenn die Fläche einen Mittelpunkt besitzt, 
dieser die Sehne MN halbieren muss. Man wird daher sagen können, dass 
ein Mittelpunkt existiert und seine Coordinaten 

(17) x _ q, y f<q~~ !It y f(q,~ s = qlq. 
o--o!It!lt•-qt•' 1/o=-cq. q~•-q,'' o c 

sind, nachdem man (was sich leicht machen lässt) verificiert hat, dass diese 
Coordinaten den Tinbeweglichkeitsbedingungen genügen. Soll der Punkt M 
ein Scheitel sein, so muss man a:0 = 0, y0 = 0 haben, und dann stellt 
~0 die Länge der zugehörigen Halbaxe dar. Sind also 1, "., v die als ver
schieden vorausgesetzten Wurzeln von f, so wird eins der drei Scheitelpaare 
und damit eine der drei Axen definiert, indem man (z. B.) q/ = 1, q11 = ". 
nimmt, in welchem Falle die Länge c der Halbaxe durch OS~= 1p. gegeben 
sein wird. Wenn man also beachtet, dass 0 = .1 p. v, so sieht man, dass die 
Quadrate der Halbaxen 

B 1 B 1 ll 1 
a = C'J. ' b = 01'' c = Cv 

sind, und dass infolgedessen der Wert der Constanten 0 das Inverse von 
y'äbC ist. Dass die drei Axen ein orthogonales Tripel bilden, geht aus der 
symmetrischen Form hervor, welche die Gleichung (14) annimmt, wenn man 
den Anfangspunkt der Coordinaten in den Mittelpunkt der Fläche verlegt. 
Man erhält in der That, wenn man e in z + c verwandelt und beachtet, 
dass A=1+".+v ist, 

a:• y' z• 
(18) a• + b• + Ci = 1 ; 

und dann ist es leicht, sich dieser Gleichung zu bedienen, um die ver
schiedenen Formen reeller Flächen zweiten Grades zu discutieren, ent
sprechend den Annahmen dreier oder zweier Paare reeller Scheitel oder 
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nur eines Paares. Im ersten Falle hat man das Ellipsoid, im zweiten 
das einschalige Hyperboloid und im dritten das zweischalige Hyper
boloid. Inzwischen bemerke man, dass die durch die Gleichung q12 = A. 
definierte Krümmungslinie durch die beiden Paare von Scheiteln hindurchgeht, 
welche den Werten p. und v des andern Parameters q22 entsprechen. Da 
§2 = 0 ist, so ist die betrachtete Linie eben (§ 14 7). Also sind die drei 
Hauptdiametralschnitte, d. h. die durch die Hauptebenen (Ebenen, die durch 
zwei Axen hindurchgehen) erzeugten Schnitte, Krümmungslinien und gleich
zeitig geodätische Linien der Fläche. Dies ist übrigens evident, wenn man 
sich überlegt, dass die Normalen der Fläche längs eines Hauptdiametral
schnittes sämtlich in der Ebene des Schnittes liegen, bezw. wenn man be
merkt, dass die Hauptebenen die Fläche senkrecht schneiden. Aus dem vor
hin gesagten geht aber noch hervor, dass die drei Curven durch den Um
stand charakterisiert sind, dass längs einer jeden von ihnen das Quadrat des 
einen Parameters beständig gleich einer Wurzel von f bleibt. 

§ 190. 
Man erhält die Nabelpunkte (~7:1 = ~2), indem man successiv 

q12 = q22 = 'A., p., v nimmt, in welchem Falle x0 und y0 unbestimmt werden, 
dagegen 

so dass man, um die Lage des Mittelpunktes inbezug auf die Tangential
ebene und die Normale in einem Nabelpunkte zu fixieren, die Formeln hat 

z02 = ± a:bc'A.2, x02 + y02 ,.:: ± abc((A.) 
Man findet so, dass die Entfernungen des Mittelpunktes von den Tangential

ebenen in den (reellen oder imaginären) Nabelpunkten b:, cba, acb sind, 

während die Entfernungen von den entsprechenden Normalen 

± ! Jl(c2 _ a2) (a2 _ b2), ±-} Jl(a2 _ b2) (b2 _ c2), 

± _!:_ V(b2- c2) ( c2- a2) 
c 

sind. Offenbar liegen die Nabelpunkte auf den drei Hauptdiametra.lschnitten, 
aber sie sind nicht alle reell. So sind z. B. im Falle des Ellipsoids, wenn 
man a > b > c annimmt, die einzigen reellen Nabelpunkte die vier durch 
q12 = q2 2 = p. definierten Punkte. Sie gehören dem durch die kleinste und 
die grösste Axe bestimmten Schnitt an und sind durch diesen Umstand und 
dadurch definiert, dass ihre Entfernung vom Mittelpunkt Jla2 + c2 - b2 ist, 
also kleiner als a und grösser als c. Die andern Nabelpunkte sind imaginär 
gerade deshalb, weil sie den concentrisch zum Ellipsoid mit den Radien 
Yb2 + c9 - a2 < c und V a2 + b2 - c2 > a beschriebenen Kugeln ange
hören, von denen also die erste zu klein, die zweite zu gross ist, um das 
Ellipsoid zu schneiden. Die vier reellen Nabelpunkte vereinigen sich zu 
zwei Paaren F, G und F', G' diametral gegenüberliegender Punkte, und 

die Tangentialebenen in diesen Punkten sind alle um ~c vom Mittelpunkt 
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des Ellipsoids entfernt. Die einzigen (reellen) Kreisschnitte der Fläche liegen 
offenbar in Ebenen, die zu den genannten Tangentialebenen parallel sind, und 
zwei von ihnen, nämlich die in Diametralebenen liegenden, haben den 
Radius b. Auch das zweischalige Hyperboloid hat nur zwei Paare von 
reellen Nabelpunkten, und zwar auf jeder Schale eins. Dagegen sind die 
Nabelpunkte des andern Hyperboloids sämtlich imaginär. 

§ 191. 

Die Krümmung einer Fläche zweiten Grades in einem Punkte 
M ist proportional der vierten Potenz der Entfernung des Mittel
punktes von der Tangentialebene in M. In der That ist 

4 

K= ~tlCYls= q14qs4= -~z_boi"i. a c 

Hierbei bemerke man, dass nur die einschaligen Hyperboloide (a2b2c2 < 0) 
negative Krümmung haben und daher die einzigen Flächen zweiten Grades 
mit Mittelpunkt sind, die von reellen Geraden erzeugt werden. Wir wissen 
bereits, dass, wenn sich M längs einer Erzeugenden unendlich von der cen
tralen Lage entfernt, K nach Null convergiert. Es muss daher auch e0 

nach Null convergieren, d. h. die Tangentialebene enthält in der Grenzlage 
den Mittelpunkt. Also ist die asymptotische Developpable (§ 178) 
einer Fläche zweiten Grades ein Kegel mit dem Scheitel im 
Mittelpunkt. Bezieht man den Kegel auf den Scheitel und die Haupt
ebenen, so ist seine Gleichung offenbar die Gleichung (18) selbst, in der 
man auf der rechten Seite 0 an Stelle von 1 gesetzt hat. Mit Hilfe dieser 
Gleichung sieht man sofort, dass der Asymptotenkegel, der nur im Falle des 
Ellipsoids imagin!!.r ist, von dem einschaligen Hyperboloid vollständig umgeben 
ist, dass er dagegen die beiden Schalen des andern Hyperboloids umgiebt und 
sie voneinander trennt. Wenn ferner der Punkt M, indem er eine gegebene 
Erzeugende durchläuft, die centrale Lage annimmt, so wird die Entfernung 
e0 ein Maximum. Mithin sind die Ebenen, die längs der Strictions
linie eine Fläche zweiten Grades berühren, senkrecht zu den vom 
Mittelpunkt auf die Erzeugenden gefällten Loten. Gehört also M 
der Strictionslinie an ( d. h. dem Ort der Centralpunkte der Erzeugenden der 
beiden Scharen), so hat man y0 = x0 tg ro, wo ro der Bedingung ~ = 0 
oder q19 cos2 ro + q22 sin2 ro = 0 genügt, die die Neigung der Erzeugenden 
gegen die Krümmungslinien definiert. Daraus folgt, dass die Strictionslinie 
durch die Relation q1 2x02 + q22y02 = 0 charakterisiert wird. Setzt man 
für x0 und y0 die Werte (17) ein, so sieht man, dass ihre Gleichung in 
krummlinigen Coordinaten 

(19) q12q22 (q12 + qs2- A) + C = 0 
ist. Sie ist gleichbedeutend mit 2rz0 = 1 und drückt aus, dass die Pro
j ectionen des Mittelpunktes auf dieNormalen längs der Strictions
linie die von der Fläche auf diesen Normalen bestimmten Ab
schnitte halbieren. Es ergiebt sich in der That aus der Formel (14), 

dass die Länge dieser Abschnitte _! = 2 .e-0 ist. Mit Hilfe der Gleichung r 
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(19) kann man ohne Schwierigkeit die Strictionslinie untersuchen. Sie geht 
durch alle Scheitel, die für sie Inftexionspunkte sind, und ist symmetrisch 
inbezug auf die Hauptebenen. 

§ 192. 

Unter den Curven auf einer Fläche zweiten Grades sind bemerkenswert 
die Poloiden, d. h. die durch folgende Eigenschaft definierten Curven: Die 
Tangentialebenen längs einer Poloide sind gleich weit vom Mittel
punkt entfernt. Nach dem in § 191 gesagten ist klar, dass die Krüm
mung einer Fläche zweiten Grades längs jeder Poloide constant 
ist. Wenn man bemerkt, dass die Gleichung dieser Curven in krwnm
linigen Coordinaten q1 q2 = Const. ist, und dass man andererseits 

:s log q1q2 = a cos ro + ß sin ro 

hat, so sieht man, dass die Neignng ro einer Poloide gegen eine Krümmungs
linie durch die Formel 

tg Ci)=- IJl(q,) 
1/J(qs) 

gegeben ist. Die Substitution dieses Wertes von ro in die Formeln (12), 
(15) und (19) des vorigen Kapitels liefert alle Elemente, die für die Unter
suchung der Poloiden vom Standpunkt der natürlichen Geometrie nötig sind. 
Zu einer andern Eigenschaft dieser Curven gelangt man durch die Be
merkung, dass der auf der Fläche zweiten Grades durch die zur Tangential
ebene parallele Diametralebene hervorgebrachte Schnitt durch die Gleichung 
fin1x2 + crl2'!l = z0 dargestellt wird, so dass die Quadrate der Haihaxen 
dieses Schnittes 

sind. Daraus folgt, dass die Parameter q1 und q2 umgekehrt proportional 
den Halbaxen dieses Schnittes sind. Derselbe ist eine . reelle Ellipse im 
Falle des Ellipsoids, und man kann alsdann sagen: Wenn ein Punkt eine 
Poloide durchläuft, so bewahrt der zur Tangentialebene parallele 
Diametralschnitt einen constanten Flächeninhalt. Endlich zeigt 
eine leichte Rechnung, dass die auf dem Ellipsoid tangential zu jeder 
Poloide gemachten Normalschnitte in dem Berührungspunkt einen 
Scheitel haben. 

§ 193. 

Wenn man mit z0 die Länge der zu Mx parallelen Haihaxe multipli
ciert, so erhält man einen von q1 unabhängigen Wert. Also gilt der Satz: 
Längs den Krümmungslinien einer Fläche zweiten Grades ist das 
Product des zu der Tangente parallelen Durchmessers mit der Ent
fernung des Mittelpunktes von der Tangentialebene constant. Wir 
wollen uns jetzt die Frage stellen: Ist dieses eine für die Krümmungslinien 
charakteristische Eigenschaft? Nach dem über die Dupin'sche Indicatrix 

Cesilro·KOwRiewski, natürl. Geometrie. 2 Auf! 16 
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gesagten (§ 158) ersieht man sofort, dass die halbe Länge l des zu einer 
beliebigen Tangente, die gegen Mx um ro geneigt ist, parallelen Durchmessers 
durch die Formel 

l2- Zo- 1 
- &l - C(q1 1 cos1 m + q1 1 sin1 m) 

gegeben ist, und dass infolgedessen die angegebene Eigenschaft allen Curven 
zukommt, längs welchen 

t . ! 
COS W + SlD CO c t 
--1- -. - 1 = ons . 

q,. . q, 

ist. Wendet man nun auf die linke Seite die Operation 

() 0 + R • () 
.".-- = q1 et cos ro"'" q2 ,.. sm ro "'" us1 uq1 uq1 

an, so erhält man leicht 

~ (C081 CO + sin1 m) = -(IX sin ~ + {J COS W + q, 2 - qt I Om) sin 2 OO 

OS ql' q, 1 q, 1 - q2 1 q, 1q, 1 OS ' 

und man kann der Grösse, die auf der rechten Seite in Klammern steht, 
auch die Form 

q, 1 - q.' (~ . ~ + om) 
--1- 1 - :1S sm ro - :11 cos oo .,--
~ L uS 

geben, da man auf Grund der Formeln (16) 

Q - {Jq,• ~ - aq,• 
::11 - q, I_ ql t l :12 - q1 I _ q, I 

hat. Es ist also, wenn man sich an die erste Formel (19) des vorigen 
Kapitels erinnert, 

( 20) !__ (cos' w + sinl ro) = q,'- q,'@. sin 2ro 
0 S q, t q, I ql 2 qt I :1 • 

Mithin kommt die angegebene Eigenschaft nicht bloss den Krümmungs

linien (oo = 0, ro = ;) zu, sondern, wie Joachimsthal bemerkt hat, 

auch den geodätischen Linien (§ = 0). In jedem Falle dient die Formel 
(20) zur Berechnung der geodätischen Krümmung einer beliebigen Linie, die 
auf einer Fläche zweiten Grades gezogen ist. 

§ 194. 

Wichtige Folgerungen aus dem Theorem von Joachimsthal sind von 
Roberts angegeben worden. Betrachten wir ein Ellipsoid, und verbinden 
wir durch geodätische Linien einen beliebigen Punkt M mit zwei reellen 
Nabelpunkten, die sich nicht diametral gegenüberliegen, z. B. F und F'. 
Längs der einen wie der andern geodätischen Linie bewahrt das Product 
lz0 einen constanten Wert, und da nach dem am Schluss des § 190 gesagten 
der Wert von lz0 sowohl in F als auch in F' gleich ac ist, so wird auch 
in M die Grösse lz0 und infolgedessen l einen einzigen Wert haben müssen. 
Denkt man aber an die Bedeutung von Z, so sieht man sofort, dass die Tan
genten der beiden geodätischen Linien in M gegen die Axen der Dupin'schen 
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Indicatrix gleich geneigt sind. Also halbieren die Krümmungslinien 
eines Ellipsoids in jedem Punkte M die Winkel der geodätischen 
Linien, welche M mit zwei Nabelpunkten verbinden, die sich 
nicht diametral gegenüberliegen. Infolgedessen sind MF und MG 
Bogen einer und derselben geodätischen Linie, und da M ein auf der Fläche 
beliebig gewählter Punkt ist, so sieht man, dass die von einem Nabel
punkt ausgehenden geodätischen Linien in dem diametral gegen
überliegenden Nabelpunkt zusammenlaufen. Es ergiebt sich ferner 
aus der Grundeigenschaft der geodätischen Linien (§ 153), dass die Ent
fernung der beiden Nabelpunkte längs einer beliebigen geodätischen Linie 
gerechnet, immer dieselbe ist. Hiernach ist. folgendes klar: Wenn man einen 
biegsamen, aber unausdehnbaren Faden um ein vollkommen glattes Ellipsoid 
längs des mittleren Hauptschnittes spannt, so kann sich das Ellipsoid wie 
eine Kugel frei um FG oder F' G' drehen, indem es den Faden deformiert, 
aber ohne dass derselbe auch nur einen Augenblick aufhört über die Fläche 
gespannt zu bleiben. Im allgemeinen Falle passiert es d;;tgegen, dass der 
Faden die Fläche verlässt oder aber bei der Bewegung mit fortgeführt wird, 
indem er fest an der Fläche haften bleibt. Wir wollen endlich auf eine 
andere wichtige Eigenschaft hinweisen, die wir hier nur als Satz aussprechen: 
Die Krümmungslinien eines Ellipsoids sind die Örter der Punkte, 
deren geodätische Entfernungen von zwei Nabelpunkten, die sich 
nicht diametral gegenüberliegen, eine constante Summe oder 
Differenz haben. Sie sind also sozusagen die Ellipsen und die Hyperbeln 
der Fläche. Diejenigen, welche sich inbezug auf die Brennpunkte F und 
F' als Ellipsen betrachten lassen, sind gleichzeitig Hyperbeln inbezug auf 
F und G' und umgekehrt. Daraus folgt, dass ein Stift, der bei seiner 
Bewegung einen biegsamen und unausdehnbaren Faden gespannt hält, den man 
mit seinen Enden in F und in F' befestigt hat, auf der Fläche eine Krüm
mungslinie beschreibt, und es gelingt auf diese Weise, indem man die Länge 
des Fadens vergrössert oder verkleinert, alle Krümmungslinien der einen 
Schar mechanisch zu zeichnen. Um die der andern Schar zu erhalten, 
braucht man nur die Enden des Fadens in F und in G' oder in F' und G 
zu befestigen. 

§ 195. Weingarten'sche Flächen. 

Die Rotationsflächen, die Flächen constanter mittlerer oder totaler 
Krümmung und viele andere merkwürdige }'lächen gehören einer einzigen 
Klasse an, die dadurch charakterisiert ist, dass zwischen den Haupt
krümmungen eine Relation besteht. Alle diese Fl!lchen heissen Wein
garten'sche Flilchen nach dem Namen des Geometers, der ihre wichtigsten 
Eigenschaften entdeckt hat. Wir beschränken uns hier auf den Beweis 
einer geringen Anzahl von Sätzen, die sich speciell auf die Evoluten der
artiger Flächen beziehen. Wir erinnern daran ( § 171), dass die Normal
krümmungen und die geodätische Torsion des ersten Mantels der Evolute 
einer beliebigen Fläche mit Hilfe der Formeln 

oR1 e>-, 1 ;rs· tt = R--' 
I I 
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bestimmt werden, aus denen man unter Berücksichtigung der Formeln ( 30) 
des vorigen Kapitels 

oR, 

K' = C/ll'~o'- l['i =- _!:_ 081 
Q Z1 oR1 

081-

ableitet. Um den Wert K" der Krümmung in dem entsprechenden Punkte 
des zweiten Mantels zu erhalten, braucht man nur in dem vorstehenden 
Ausdruck R1 mit R1 und s1 mit s2 zu vertauschen. Man findet darauf 

oRt oRt 
K' K'' - _!_ F8, Fi;-- z• oR1 oR, 

FR: 081 

Andrerseits ist, wenn die Fläche eine Weingarten'sche sein soll, auf Grund 
der Definition notwendig und hinreichend, dass die Functionaldeterminante 
der R null ist, d. h. dass man hat 

oR1 oR, oR1 oRt as;-~ = F8, 081 . 

Folglich ist K' K" = ~. Wir finden hiermit folgendes Theorem von Ha 1 p h e n: 

Soll eine Fläche zu der Klasse der W eingarten'schen Flächen 
gehören, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass das Pro
duct der Krümmungen der Mäntel der Evolute in zwei ent
sprechenden Punkten gleich dem reciproken Wert der vierten 
Potenz des Abstandes dieser Punkte ist. Eine andere charakteristische 
Eigenschaft ist von Ribaucour entdeckt worden bei der Aufsuchung der 
Bedingung dafür, dass den Asymptotenlinien des einen Mantels die des 
andern entsprechen. Es sei co inbezug auf die Krümmungslinien von (M) 
die Neigung derjenigen Curve, welche M durchlaufen muss, damit das zu
gehörige Krümmungscentrum 01 eine Asymptotenlinie von ( 01) beschreibe, 
und ro' sei die Neigung dieser Asymptotenlinie gegen die Tangente Mz. 
Zwischen co und ro' besteht eine Relation, die sich leicht aus den Formeln 
(27) des vorigen Kapitels ableiten lässt, indem man die dritte durch die 
zweite dividiert: 

_!_ cot ro' = oR1 cot co + q_~1 • 
R, 081 081 

Will man nun ro in der Weise bestimmen, dass 01 eine Asymptotenlinie 
von ( 01) beschreibt, so muss man haben 

Cil/ cot2 ro'- 2~' cot ro' + Cil1' = 0, 

d. h., wenn man flir die Cil', für(!:' und flir ro' die vorhin erhaltenen Werte 
einsetzt, 

cot ro = ± !R1 y K' . R, 
Sollen sich auf den beiden Mänteln die Asymptotenlinien entsprechen, sollen 
also, wenn M in der Richtung fortrückt, die durch den Winkel co mit Mx 
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(oder ; - CO mit My) definiert ist, die Krümmungscentra 01 und a. auf 

den Asymptotenlinien der beziiglichen M.äntel fortzurücken streben, so muss 
man ftir denselben Wert von r.o haben 

t ( "' ) - lR1 ,r--:;;:;;K" 
CO 2-co = +-:R; y-.n. ·' 

mithin K' K" = ~ · Da.her der Satz: Sollen auf den beiden lUnteln 

der Evolute einer Fläche die Asymptotenlinien einander ent
sprechen, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass die Fläche 
der Klasse der Weingarten'schen Flächen angehört. 

§ 196. 

In analoger Weise könnte man die Bedingung dafftr suchen, dass ein 
Entsprechen zwischen den Krümmungslinien der beiden Mäntel stattfindet. 
Aber diese und andere Untersuchungen lassen sich mit grösserer Leichtigkeit 
durchfiihren, wenn man das Entsprechen zwischen den beiden Mli.nteln, d. h. 
zwischen irgend einer Fliiche (M) und einer ihrer Complementli.rfllichen (M'), 
einer directen Betrachtung unterzieht. Wir betrachten auf der ersten Fläche 
eine Schar krummer geodätischer Linien (&11 ~ 0) und wählen sie als 
qcLinien, so dass, wenn wir die Entfernung MM' mit l bezeichnen, 

1 
~.=-T 

ist. Bem~rken wir inzwischen, dass nach der Formel von Gauss (der dritten 
Coda.zzi'schen Formel) Z an die Kriimmung von (M) durch die Differential
gleichung 

(21) ;! + 1 = -KZ1 

gebunden ist. Dies vorausgeschickt liefern die Fundamentalformeln, ange
wandt auf den Punkt M'1 dessen Coordinaten x = l, y = s ==- 0 sind, 

6:1; - ~ + 1 6y 0 6s &1 Z 
081 - 081 I 081 = I 081 = l I 

h oz ly ~s 
--- -=0 -=-flZ. 
081 - os. 081 081 

Also ist im Punkte M' die e'-.A:A:e, welche senkrecht auf der Fläche (M') 
steht, parallel zur y-A:xe. Wenn man nun die y'-A:xe parallel zu Me und 
die x'-Axe in entgegengesetztem Sinne wie Mx richtet, so gelangt man 
leicht, indem man wie in § 1 71 verfli.hrt, zu den Relationen 

- k __!_ - (l ..!_ + &1 ..!_ kl __!___ = _!!_ ..!_- (~ + t) _!_ 
08/ - 081 1 os, I 08•' os, 081 081 OBI ' 

in denen zur Abkürzung 

k = ([ (i!_ + t) + C>Z1 ..?i 
081 os. 
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gesetzt worden ist. Man braucht ferner nur die Bedingungen fi1r die Un
beweglichkeit des Punktes (- tt + l, s, y) inbezug auf das Trieder (M') 
zu schreiben unter Berücksichtigung detjenigen des Punktes (x, y, s) inbezug 
auf das Trieder (M), um wie in dem genannten Paragraphen zu den Re
sultaten 

die vorauszusehen waren, und zu folgenden anderen zu gelangen: 

- sz.' = - !:. = f!JZ,' = _!._ • 
&11 Kl f!JZ, (;()l + t} + ~E_ kl os, os, 

Man bemerke hier, dass sich 
( ) K ' ~ ,~.,.' 1r''l ~ 22 = 1.1'~1 1.1'':11 - tJ, = - kl' 
ergiebt, folglich unter Benutzung von (21) 

KK' 1 &11 ol =.zr- kZ4 os, , 
woraus zu entnehmen ist, dass die von Halphen ftir die Evoluten der 

Weingarten'schen Flächen gefundene Bedingung gleichbedeutend mit ""oZ_ = 0 
r;Bs 

ist, und diese sagt aus, dass ~~ eine Function des Parameters q1 allein ist. 
Daher der Satz: Soll eine Fläche ein Mantel der Evolute einer 
Weingarten'schen Fläche sein, so ist dazu notwendig, dass sie 
eine Schar geodätisch paralleler Linien besitzt, die constante 
geodätische Krümmung haben. Die Bedingung ist nicht hinreichend. 
In der That haben wir immer die Scharen gerader geodätischer Linien aus
geschlossen, da es unerlässlich ist, dass die Tangenten der betrachteten geo
dätischen Linien eine Congruenz bilden, und andrerseits haben wir in § 187 
Gelegenheit gehabt uns von der Existenz von Regelflächen zu überzeugen, 
deren Erzeugende von Linien constanter geodätischer Krümmung orthogonal 
durchsetzt werden. 

§ 197. 

Jetzt gestattet uns die in § 181 gemachte Bemerkung zu behaupten, 
dass jeder Mantel der Evolute einer Weingarten'schen Fläche auf 
eine Rotationsfläche abwickel bar ist. Ist eine Relation R1 = tp (R1) 

1 
gegeben, so leitet man aus §2 =-T, wenn man bemerkt, dass dq1 = dR1 

ist, successiv ab 

so dass man nur 
r "·' 

f(s) = eJ•-'P<•> 
zu setzen braucht, damit die Gleichung (9) den Meridian einer Rotations
fläche darstellt, auf die der erste Mantel der Evolute jeder durch R1 = rp ( R1) 
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definierten W einga.rten'schen Fläche abwickelbar ist. Die Gestalt dieser 
Rotationsfläche hängt, wie man sieht, einzig und allein von der Natur der 
zwischen R1 und R1 stattfindenden Beziehung ab. Umgekehrt ist jede auf 
eine Rotationsfläche abwickelbare Fläche ein Mantel der Evolute 
einer Weingarten'schen Fläche, falls sie nicht aus den Binormalen 
einer Linie constanter Torsion besteht. Diese Sätze verdanken wir Wein
garten. Es ist ferner klar, dass die Rotationsflächen, auf die sich die 
Mäntel der Evolute einer Weingarten'schen Fläche abwickeln lassen, welche 
der durch Rz = qJ ( R1) oder durch R 1 = 1/J ( Ils) definierten Klasse angehört, 
die Evoluten derjenigen Rotationsflächen sind, welche derselben Klasse an
gehören, und deren Meridiane daher durch die Eigenschaft definiert sind, 
dass der zwischen Incidenzpunkt und Rotationsaxe enthaltene Normalen
abschnitt gleich fTJ(~) oder '1/J(~) ist. Wenn, wie es sehr häufig vorkommt, die 
Relation zwischen R1 und R1 symmetrisch ist, so fallen die beiden Rotations
flächen, auf die sich die Evolutenmäntel der betrachteten W eingarten'schen 
Fläche abwickeln lassen, in eine zusammen. Im besondern sind auf ein 
Catenoid abwickelbar die beiden Mäntel der Evolute jeder Fläche 
constanter negativer Krümmung und auf die Evolute eines Cate
noids die beiden Evolutenmäntel jedes Elassoids. 

§ 198. 

Kehren wir zum Schluss zu der am Anfang des § 196 ausgesprochenen 
Frage zurück. Bei Anwendung der Fundamentalformeln auf die Cosinus' 
a = o, ß = 1, r = 0 ergiebt sich 

lJa sm m lJß = 0 lJy r. + <='~?' 
ds - -- ds , ds = - \!.. cos ro ""~2 sin ro. 

Will man nun haben, dass M' z' eine Developpable erzeugt, so muss man 
( vgl. § 123, b) ro in der Weise bestimmen, dass die Bedingung 

a oa ox 
ß oß öy = o 
y !l'y dz 

erfüllt ist, dass man also (nach Ausführung der Rechnung) hat 

<iw + (<i cos ro- C'Z2 sin ro) :~ = 0. 

Diese Gleichung definiert in jedem ]'alle die Neigung ro dedenigen Linien 
von (M) gegen Mx, welche den Krümmungslinien von (M') entsprechen. 
Sollen auch sie Krümmungslinien auf (M) sein, so muss überdies <iw für 
ro verschwinden. Die Bedingungen 

([, cos 2ro + + (C'~1 - C'Z2) sin 2ro = 0, 

(e cos ro - c>Z2 sin ro) (cos ro ':Jol + sin ro ! 1) = .o 
(;81 vs2 
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müssen sich daher auf eine einzige Bedingung reducieren. Aus der Identi
fication ergiebt sich, wenn wir den Fall der abwickelbaren Flächen beiseite 
lassen, 

i)l 
;;;---=0, us, 

d. h. l muss einen constanten Wert a haben. Wir können also folgenden 
weiteren Satz von Ribaucour aussprechen: Sollen den Krümmungs
linien des einen Mantels der Evolute einer Fläche auf dem andern 
Mantel dessen Krümmungslinien entsprechen, so ist dazu not
wendig und hinreichend, dass die Entfernung der Hauptkrüm
mungscentra der betrachteten 'Fläche constant ist. Dieselbe muss 
mit andern Worten eine specielle Weingarten'sche Fläche sein, welche der 
durch die Relation R 1 - R2 = Const. definierten Klasse angehört. Unter 
dieser Annahme liefern die Formeln (21) und (22) 

K=K'=-..;., a 

d. h. die beiden Mäntel sind Flächen constanter negativer Krüm
mung. Dies liess sich voraussehen auf Grund der Schlussbemerkung im 
vorigen Paragraphen. Es ist in der That klar, dass die Evolventen der 
Tractrix vom Parameter a die Eigenschaft geniessen, dass bei ihnen die 
Differenz des Krümmungsradius und des zwischen dem Incidenzpunkt und 
der Asymptote der Tractrix enthaltenen Normalenabschnitts beständig gleich 
a ist. Daraus folgt, dass die Evoluten der von Ribaucour betrachteten 
Flächen sich auf die Pseudosphäre vom Parameter a abwickeln lassen. Sie 

haben daher wie diese die constante Krümmung - \. Ist umgekehrt eine a 
Fläche mit der Krümmung - ~ gegeben, und costruiert man auf den Tan-a 
ganten einer einfach unendlichen Zahl geodätischer Linien, die in einem un
endlich fernen Punkte zusammenlaufen von den Berührungspunkten ausgehend 
nach der Richtung, in welcher die geodätischen Linien dem gemeinsamen 
Punkte zustreben, Strecken von der Länge a, so liegen die Endpunkte dieser 

Strecken auf einer zweiten Fläche von der Krümmung - \ , die zusammen 
a 

mit der ersten die Evolute einer W eingarten'schen Fläche bildet, und zwar 
entsprechen den Krümmungslinien wie auch den Asymptoten
linien der gegebenen Fläche die analogen Linien der andern. 



Dreizehntes Kapitel 

Infinitesimale Deformationen der Flächen. 

§ 199. 

Wir denken uns, dass die Punkte einer Fläche (M) unendlich 
kleine Verrückungen erfahren, um eine andere Fläche (M') zu bilden, 
und stellen uns die Aufgabe, die Änderungen zu studieren, welche dabei 
in den fundamentalen Krümmungen von (M) entstehen. Es seien 
u1 v, w die Projectionen der Verrückung MM' auf zwei orthogonale 
Tangenten und auf die Normale von ( M) im Punkte M. Durchläuft 
Minder Tangentialebene eine Strecke ds, die um ro gegen die x-Axe 
geneigt ist, so erleiden die Coordinaten (x = u, y = v, z = w) des 
Punktes M' Variationen, die durch die bekannten Fundamentalformeln 
(§ 154) 

(1) 

:: = (1 + u1) cos ro + u2 sin ro , 

:; = v1 cos ro + (1 + v2) sin ro , 

Jz + . ds = w1 cos ro w2 smro 

gegeben sind. Wir haben in ihnen zur Abkürzung gesetzt 

(2) 

Quadriert und addiert man dieFormein (1 ), so erhält man ds' = (1 + tP) ds, 
wo abgesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung 

tP = u1 cos2 ro + (v1 + u2) cos ro sin ro + v1 sin2 ro 

ist. Offenbar reduciert sich ciJ, welches die lineare Dilatation pro 
Längeneinheit darstellt, in der Richtung Mx auf u1 und in der Richtung 
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My auf v1 • Das Flächenelement ds1 dsi transformiert sich also in 
(1 + u,) (1-+ v1) ds1 ds1 • Wenn man daher mit (1 + ®) ds1 ds2 den 
Inhalt des deformierten Elements bezeichnet, wenn also 8 die Flächen
dilatation pro Flächeneinheit ist, so hat man unter Vernachlässigung 
unendlich kleinerGrössen von höherer Ordnung 8=u1 +vs oder nach (2) 

(3) 

Diese Formel zeigt, dass es nur bei den Elassoiden (H = 0) ein
tritt, dass die normale Verrückung keinen Einfluss auf die 
Dilatation hat. Wenn die Fläche unausdehnbar ist, so muss sich 
die Function <fJ identisch auf Null reducieren, d. h. es muss u1 = O, 
v11 = O, v1 + tts = 0 sein, folglich auch @ = 0. 

§ 200. 

Die Formel (3) bietet uns Gelegenheit, eine wichtige Eigenschaft 
der Elassoide in Evidenz zu setzen. Eine geschlossene ebene Linie 
bestimmt auf jeder beliebigen Fläche ein Gebiet, das sicher grösser ist 
als dasjenige, welches sie in der Ebene begrenzt, die sie enthält. Wenn 
die Linie aber gewunden ist, so tritt eine andere Fläche an die Stelle 
der Ebene, um innerhalb der gegebenen Begrenzung ein kleinstes Ge
biet zu liefern. Eine derartige Fläche heisst eine Minimalfiäche. De
formiert man sie unendlich wenig derart, dass sie nicht aufhört die 
gegebene Curve zu enthalten, so ist die erste Variation des von der 
genannten Curve begrenzten Gebietes notwendig null, man hat also 
ff8ils1 ils2 = 0. Inzwischen ist a priori klar, dass die tangentialen 
Verrückungen keine Variation des von der festen Begrenzung um
schlossenen Gebietes hervorbringen können, und wir können übrigens 
immer annehmen, dass der Übergang von der einen Fläche zur andern 
durch beliebige Normalverschiebungen w geschieht. Alsdann wird nach 
(3) die obige Bedingung ff Hw ds1 ds2 = 0. Soll dieselbe für beliebige 
w erfüllt sein, so muss in jedem Punkte H = 0 sein. Also ist jede 
Minimalfläche ein Elassoid. Da aber die oben genannte Bedingung 
nicht dazu hinreicht, dass das Gebiet ein Minimum wird, so ist klar, 
dass ausnahmsweise ein Elassoid kein kleinstes Gebiet liefern kann. Um 
besser einzusehen, wie es kommt, dass die tangentialen Verrückungen 
keinen Einfluss auf die erste Variation des Gebietes haben, bemerken 
wir, dass 
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ist, wo das letzte Integral über die ganze Begrenzung erstreckt sem 
soll. Da nun auf der Begrenzung u und v verschwinden, so ist 

§ 201. 

Die Richtungscosinus' der Tangente der Bahncurve von M' haben 
offenbar die Werte (1), dividiert durch 1 + <lJ oder (abgesehen von 
unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung) multiplieiert mit 1 - <IJ. 
Diese Multiplication fiihrt zu den Resultaten 

cos ro - 'P sin ro , sin ro + 'P cos ro , w1 eos ro + wll sin ro , 

wenn man 

setzt. Da die ersten beiden mit cos ( ro + 'P) und sin ( ro + 'P) gleich
wertig sind, so sieht man klar, dass 'P der Winkel ist, um den sich 
die betrachtete Gerade in der Tangentialebene dreht. Im besondern 
drehen sich die Axen um v1 und - u2 , mithin stellt v1 + u, , der Co
efficient des mittleren Gliedes. in der Form w, die Änderung des Winkels 
zwischen den tangentialen Axen dar. Da nun 4> im allgemeinen nur 
in einer Weise auf kanpnische Gestalt reducierbar ist, so kann man be 
haupten, dass ein einziges orthogonales Tangentenpaar bei der 
Deformation orthogonal bleibt. Dasselbe dreht sich starr in der 

Tangentialebene um einen Winkel v1 = - u2 = ! (v1 - u11). Da ferner 

v1 - Us eine orthogonale Invariante der :Form tp ist, so sieht man, dass 
bei beliebiger Orientierung der tangentialen Axen die geodätische 
Drehung des Flächenteilchens immer durch die Hälfte von {)" = V1 - ~ 

ausgedrückt wird. Ein beliebiges orthogonales Tangentenpaar 

wird also, nachdem es an der gemeinsamen durch ! (v1-t42) ge

messenen Drehung teilgenommen hat, im allgemeinen schief 

wegen einer Ablenkung ~ (v1 + u2), die jede der beiden Tan

genten inbezug auf die andere erfährt. Der Ausdruck von .ft 

ergiebt sich aus den Formeln (2) unter der sehr einfachen Form 

die von den Normalverrückungen unabhängig ist. 
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§ 202. 

Bevor wir weitergehen, müssen wir bemerken, dass die sechs 
Fnnctionen u1, u2, v1 , v2 , w1, w2 nicht willkürlich sind. Durch An
wendung der bekannten Integrabilitätsbedingung 

(a~, + §2) o~, = (o~, + §1) o~, 
auf die Ableitungen der V errückungen, die durch (2) gegeben sind, 
findet man die Relationen 

~u,- ~u, = §1 (ul- v2) - §s (v1 + u2) + tl:wl + ~lt w2' us, us, 

( 4) ~v,- ~v, = §1 (v1 + U2) + §2 (u1- v2)- tl:ws- ~2W1' us, us. 

~w._ ~w, = §1w1- §sw2 -~1u2 + C>72v1- <r (u1 -vz) · uS1 us1 

Nun bemerke man, dass sich aus den beiden ersten Gleichungen die 
Werte von w1 und w 2 in der Form 

(5) w1 = UcJ'll- V<r' Ws= VC'Zz- uu; 
ergeben, wenn man 

(6) 
1
r KU= (8~~ + §1) v1- (o:, + §2) v2 + §1 u2 + §2u1 , 

KV = (0~1 + §2) u2- (o:, + §~) tt1 + §1V2 + §zvt 

setzt, d. h. nach (2) und nach den Formeln von Codazzi 

U = u + (&nz __!_ + [ _i_) w V= v + (cn, _i_ + .! 1__) w . 
K os1 K os1 ' K os, K os, 

Setzt man dann die Werte (5) in die dritte Gleichung (4) ein, so erkennt 
man, dass nicht bloss w1 und w2 von den andem vier Functionen ab
hängen, sondern dass zwischen diesen noch die Differentialgleichung 

(7) (o:, + §2) ( vez-2- uu;)- (o~. + §~) (Ue>71- vu;) 

besteht. 

§ 203. 

Im Falle der unausdehnbaren Flächen, wo 

u1 = v2 = 0 , v1 = - u2 = qJ , 3- = v1 - u2 = 2 qJ 

ist, liefern die Formeln (6) 

KU= 0rp KV=-orp. os, ' os, 
Alsdann wird die Gleichung (7) DqJ = 0, wenn man 
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o &zlo ~ö) (o )(&tto ilo 
D = (osl + §t) (x osl + K OS! + osl + §1 K z-s; + K osJ +H 

setzt. Es genügen also die Winkel rp und ,0. einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, die man als die charakteristische Gleichung zn 
bezeichnen pflegt. Es ist klar, dass . umgekehrt jeder Lösung rp der 
charakteristischen Gleichung eine mögliche Deformation entspricht. Denn 
wenn (7) erfüllt ist, so sind auch die Integrabilitätsbedingungen ( 4) 
erfüllt, mithin existieren die durch die Gleichungen (2) definierten 
Functionen u, v, w. Sind im besondern a, ß, r die Cosinus', welche 
eine unveränderliche Richtung definieren, so verificiert man leicht, dass 
die charakteristische Gleichung von der Function r erfüllt wird, und 
andererseits lässt sich constatieren, dass dieser Function keine eigent
liche Deformation, sondern nur eine Änderung der Lage der ganzen 
Fläche im Raume entspricht. In der That kann man jede starre in
finitesimale Bewegung der Fläche als Resultat einer Rotation E um eine 
gewisse Gerade («, {J, r, ;, '1'/, t) und einer Translation E' parallel zu 
dieser Geraden betrachten, so dass die V errückungen die Form 

U = e; + E1 fX 1 V= E'I'J + E' {J 1 W = Et + E' 1' 

annehmen; dann liefern die Formeln (2) 

U1 =V11 =0, V1=-U2 =tp=E')I 1 W 1 =-Eß, W 2 =E«. 

Es wird also bei der Untersuchung einer Deformation im eigentlichen 
Sinne immer erlaubt sein, in u, v, w Glieder, welche die zuletzt an
gegebene Form haben, zu vernachlässigen. 

§ 204. 

Wir wählen als neue Axen in der Ebene, welche in M' die de-
1 

formierte Fläche berührt, die den Werten -v1 und 2 n- + u2 von 

Ci) entsprechenden Geraden. Alsdann sind inbezug auf die alten Axen 
die Richtungscosinus' der neuen auf Grund der Formeln (1) die fol
genden: 

für die x'-Axe: 1 0 
' Wu 

" " 
'!/-Axe: 0 1 

' wll, 

" " 
s'-Axe: -w~, -wll, 1 . 

Zwischen den alten und neuen Coordinaten bestehen also die Relationen: 

{x'=x -(u-w1s ), y'=y-(v-w2z ), z'=s -(w+w1x +w2y ), 
(S) x =x'+(u-w1s'), y =y'+ (v-w1s'), s =s'+(w+w1x'+w1y'). 
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Ferner drücken sich die Differentialquotienten inbezug auf die Bogen 
ds', die M' durchlaufen kann, durch die alten mit Hilfe der Jl'ormel 

.!-r = (1 - 0) (cos co 0 - + sin ro -~) OS os. OBI 

aus. Setzt man in derselben f'dr w successiv - v1 und ; + Us , so 
gewinnt man die Werte der Dift'erentialq uotienten inbezug auf die 
neuen Axen: 

(1 - u1) {c,:. - V1 0: 1 ) , (1 - v 2) (0~2 - ull 0~,) · 
Es ist also 

(9) 

§ 205. 

Dies vorausgeschickt stellen wir uns die Aufgabe, die Variationen 
zu berechnen, welche die verschiedenen Krümmungen infolge der De
formation erleiden. Die erste Unbeweglichkeitsbedingung für den Punkt 
(x', y', s') inbezug auf die deformierte Fläche ist 

~x: = (Crt1 + DF!l1) s'- (~1 + D~1) y'- 1 , 
u81 

wenn wir das Zeichen 2) benutzen, um die durch die Deformation her
vorgerufenen Variationen anzudeuten, und D anstatt 2) schreiben, wenn 
bei dem Übergange von der einen zur andern Fläche sich die Coordi
natenlinien verschieben. Inzwischen erhält man bei Anwendung von 
(9) auf (8) 

ox' 0 ( ox öx ) "'= ~ (x- u + w1z)- u1 ~ + v1 -.s- , us, us, us, us, 
indem man neue und alte Coordinaten einfach als gleich behandelt, 
wenn sie mit unendlich kleinen Grössen multiplieiert sind. Ebenso ist 
die rechte Seite der betrachteten Formel gleichwertig mit 

~~- Fll1 (w + w1 x + uJl!Y) + §1 (v- w2 s) + sDF!l1 - yD§1 • 
(181 

Unter Beachtung der Jl'ormeln (2) sieht man also, dass zD~l1 - yD~1 
identisch gleich 

0: 1 z + ~1W2S + CJi1 (w1X + w2y)- U 1 (~x + 1)- Vl ~~-
us1 us1 uS1 

sein muss. Entwickelt man und berücksichtigt die auf die ursprüngliche 
.li'läche bezüglichen Unbeweglichkeitsbedingungen, so erhält man durch 
ldentification die Werte von DF!l1 und D§1 • Durch ein analoges V er
fahren berechnet man D~'l2 und D§2 , indem man von der zweiten 
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Unbeweglichkeitsbedingung des zweiten Tripels ausgeht. Man gelangt 
so zu den folgenden Resultaten: 

(10) 81 (
DCYl1= ~w1 - at1 u1+ <'lv1 + §1 w2 , D§1= § 2v1- §1 U 1- fl u•1- CYl1 w1 , 

Dcrt2= ~=~- crttvs+ C'lt~+ §2wt' D§~= §. Us- §st't- ('l W:~- crt2wt. 

Man bemerke, dass auf Grund von ( 4) die rechtsstehenden Formeln sich 
auch in folgender Weise schreiben lassen: 

D§1 = (a:, + §.) u.- (17!1 + §2) U1 - 8§1 , 

D§~ = (a:1 + §t) v2 - (17~, + §.) t'• - 8§2 • 

Was die geodätische Torsion anbelangt, so genügt es, in analoger Weise 
mit der zweiten Unbeweglichkeitsbedingung des ersten Tripels oder 
mit der ersten des zweiten Tripels zu verfahren, um zu erhalten 

DC'l =- ~:~ - llut + at2v1 + §1w1 , 

und 

DC'l =- ~w1 - llv2 + CYl1u2 + §2102 • 
uS1 

Diese beiden Ausdrücke sind miteinander gleichwertig auf Grund der 
dritten Formel ( 4). 

§ 206. 

Jetzt sind wir imstande die Variationen zu berechnen, welche die 
Deformation i"n der mittleren Krümmung und in der totalen 
Krümmung hervorruft. Die Formeln (10) links liefern sofort: 

(11) ~H=(0!1 +§2)u't +(o:, +§1)w2 -82'1u1 -CYl2 v2 -C'l(v1+~), 
oder nach Einsetzen der Werte (2) 

~H = u ~H + v~H + (CYl12 + at22 + 2C'l2)w + .d2w. 
u81 uB1 

Wendet man auf K = crl1 crt~- C'l 2 dieselben Formeln (10) und die 
zuletzt erhaltenen Formeln an, so gelangt man leicht zu dem Resultat 

~K = _ K@ + C!Zs ow1 + crt1 ow1 + fl(ow1 + ow,) 
osl OBI OBI osl 

+ (82'1§2- <'l§.)wJ + (C!Zt§t- <'l§2)w:~, 
welchem man verschiedene Formen geben kann. Wenn man z. B. darin 
die Werte (5) einsetzt und sich die Formeln von Codazzi vergegen
wärtigt, so erhält man 
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(12) ~K = -- K@J + (0: 1 + §11) Kll + (a:. + §1)KV 

und sieht sofort (§ 203), dass unter der Annahme der Unausdehnbarkeit 
lJJK = 0 ist, dass also (vgl. § 170) die Krümmung einer unaus
dehnbaren Fläche in jedem Punkte ungeändert bleibt, wenn 
man die Fläche verbiegt. Setzt man dagegen in (11) für w1 und 
w 2 die durch die Formeln (2) gegebenen Werte ein, so findet man die 
Formel 

~log K= (u 0~1 +V a:Jlog K + D w, 

aus welcher sich z. B. folgendes ergiebt: Wenn man eine Fläche con
stanter Krümmung derart deformieren will, dass die Krümmung un
geändert bleibt, so ist jedem Punkte eine infinitesimale Normalver
schiebung zu erteilen, die der charakteristischen Gleichung genügt. 

§ 207. 

Es ist natürlich, dass unter den unendlich vielen möglichen De
formationen die Aufme1·ksamkeit sich besonders auf diejenigen richtet, 
bei welchen sich der zur Form cP gehörige Kegelschnitt auf einen 
Kreis reduciert. Dann ist das gleiche fii.r cp der Fall, und man hat 
unabhängig von w 

1 1 
ul = v2 = (lJ = .2 @' vl = - tt2 = cp = 2 .f} • 

Die Formeln (6) liefern 

-KU= otlJ _orp, - KV= otlJ + ~rp, 
()~ 0~ ()~ 0~ 

und (12) reduciert sich auf die besonders einfache :Form 

(13) lJJK =- (x + ! .as) 8, 

die unabhängig von der Rotation ist. Zwischen Dilatation und Rotation 
besteht ferner die Differentialrelation (7), die hier die bemerkenswerte 
Form 
(14) d@ + ß.j} = 0 
annimmt, wenn. man zur Abkürzung 

d = (a:l + §») \zc a:. - ~ a:J - (o:. + §1) (c;c a:l - ~ a:J 
setzt. Im Falle der unausdehnbaren Flii.chen reduciert sich l14), wie 
wir in § 203 gesehen haben, auf die charakteristische Gleichung. Aber 
dieselbe besteht auch ohne dies für diejenigen Werte von @J, welche der 
Gleichung d = 0 genügen, und ist im besondem erfüllt, wenn @) einen 
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constanten Wert hat, der alsdann nach (13) die auf die Einheit redu
cierte Abnahme der totalen Krümmung misst. Wie übrigens ·auch die 
Function @7 welche der Gleichung d = 0 genügt, beschaffen sein mag, 
immer entspricht ihr eine mögliche Deformation, die durch das Fehleu 
der geodätischeJl Drehung charakterisiert, d. h. von der Art ist, dass 
man .& = 0 hat und infolgedessen 

01/1 
V="-, us, LJ2-,p = e+ Hw, u. s. w. 

§ 208. 

Indem wir zu dem allgemeinen Falle zurückkehren, stellen wir 
uns die Aufgabe, die Veränderungen zu bestimmen, welche die Defor
mation in den Krümmungen der verschiedenen Linien hervorbringt. 
Wenn sich M in einer Richtung verschiebt, die in der Tangentia.lebe:Q.e 
von (M) durch den Winkel m definiert ist, so durchläuft M' eine um 
m' = w + rp gegen die x'-Axe geneigte Curve, wie wenn vermöge der De
formation Dm=rp wäre. Erinnert man sich also daran, dass(§§ 155, 163) 

cn.,= &Tl cos1 m- 2Cl cos m sin m + &72 sin2 m' 

ist, so erhält man 

q;,cn., = cos2 ro. D&l1 - 2 cos m sin m. DCl + sin2 m. D&l1 - 2rpCl., 
und im besondern 

Ebenso leitet man aus den Formeln 

Cl.,= Cl cos 2m+ ~ (ell- &72) sin 2m' o()r; = &TQI- &llll+!f 
ab 

q)Cl.,= cos 2m. DCl + ~ sin 2m. (D&t1 - D&l2) + (&7~~~- &lw+!f) 91 · 

Im besondern ist die in der geodätischen Torsion der q1 - Linien hervor
gerufene Veränderung durch die Formel 

9)(l =- ~w,_- Clul +&Tl vl + §lwl 
uS1 

gegeben, und es ist leicht, zu verificieren, dass, wenn die V errückungen 
die am Ende des § 203 angegebene Form besitzen, sowohl 9.>tz: als 
auch 9>&7 null sind. Umgekehrt ergiebt sich, wenn die Fläche unaus
dehnbar ist, die genannte Form unter den Annahmen q)&'t1 =0, 9.>&72=0, 
q){l = 0 Aus ihnen und den Formeln (4) leitet man in der That ab 

Cesaro .. Kowalewski, natürl. Geometrie. 2. Aufl. 17 
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~w, = cJ'll rp + §lw1' 
uS1 

(15) OlVl (;). + ?I' 
rc-- = - ::11 W2 ~ rp , os1 

ocp 
-os~- =- CZ:w1 -~lw~, 

Dann ist 
(} 0 

-(w2+ws+rp2)-0 -" (ws2+wl2+rp2)=0. os1 2 1 - ' cs1 

Also hat w22 + w12 + rp2 einen constn.nten Wert E2. Setzt man jetzt 
w2= Ea, U'1 =-Eß, rp =Er, so sind die Relationen (15) gerade die
jenigen, welche die Unveränderlichkeit der Richtung (a, ß, r) aus
drücken. 

§ 209. 

Um schliesslich zu ermitteln, um wieviel sich die geodätische 
Krümmung einer beliebigen Linie ändert, bemerken wir, dass die Formel 

§w + ~r.o = §1 cos G) - §2 sin (l) 
OS 

auf der Fläche (M') 
. (} 

§w + ~§w + (1- w) os (ro + rp) = 

(§1 + D§1) cos (w + rp)- (§2 + D§2) sin (ro + rp) 

wird. Es folgt daraus 

.~§w = <P~ + [ D§1- G~1 + §2) rp] cosro- [D§2 + (8:, + §1) rp Jsin ro. 

Nach einer leichten Rechnung, die wir der Kürze wegen übergehen, 

gelangt man dann, wenn man wieder die auf die Richtung m + ; 
bezügliche Differentiation durch einen Index kenntlich macht, zu der 
Formel 

Die rechte Seite reduciert sich offenbar auf Null, wenn die Fläche 
unausdehnbar ist, und man findet so das übrigens evidente Resultat 
wieder, dass die geodätische Krümmung der auf einer biegsamen und 
unausdehnbaren Fläche gezogenen Linien unveränderlich ist. 
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Die Congruenzen. 

§ 210. 

Die natürliche Geometrie der Geradensysteme lässt sich auf Be-
trachtungen gründen, die denjenigen analog sind, welche es uns in 
den vorigen Kapiteln ermöglicht haben, die Infinitesimalgeometrie der 
Punktmannigfaltigkeiten in Angriff zu nehmen. In einer Congruenz, 
d. h. in einer doppelt unendlichen Schar von Geraden, betrachte man 
zwei von diesen Geraden, g und g', die unendlich benachbart sind. 
Man wähle 9 als s-Axe, und die x-Axe möge auch g' senkrecht treffen. 
dtJ und pdtJ seien der Winkel und der Abstand der betrachteten Geraden, 
so dass p (vgl. §§ 123, c; 124) den Verteilungsparameter der Tan
gentialebenen des Regelflächenelements gg' darstellt. Wenn die Axen 
in die durch ein anderes Flächenelement g' g" bestimmte Lage fiber
gehen, so sind die Variationen hx, 6y, 6s, welche die Coordinaten 
x, y, s eines Punktes inbezug auf die Anfangslage erfahren haben, gleich 
den etwa eintretenden Variationen dx, dy, ds inbezug auf die beweg
lichen Axen, vermehrt um die Variationen, welche ausschliesslich von der 
Bewegung des Coordinatentrieders herrühren, d. h. von der Translation 
(pcltJ1 0 7 hdtJ) und der Rotation (dtJ, O, kds). Man hat also die Formeln 

6x o:x: 
-=- -l'Y+P 011 oa 7 

die auch dann richtig bleiben, wenn x, y, s Richtungscosi:!].us' bedeuten, 
vorausgesetzt, dass man alsdann 1) und h vernachlässigt, die für die 
Translation charakteristisch sind. Wenn sich die y-Ebene um g dreht, 
so bewegt sich der Anfangspunkt(Centralpunkt) längs der Erzeugenden. 
Denken wir uns denselben nach einem unveränderlichen Punkte von g 
in der Entfel'Ilung q vom Centralpunkt verlegt, so werden die obigen 
Formeln 

6:x: c:x: 6y (Jy 6z oz 
(l) oa=öa-lrY+P, oa=aa+kx-e+q, 8ä=~;+Y+r, 

17* 
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wo zur Abkürzung 
dq 

r=l&-da (2) 

gesetzt worden ist. Dies v;orausgesehiekt versehen wir die auf eine 
gegebene (im übrigen willkürliche) Lage der y-Ebene bezüglichen 
Grössen mit dem Index 1, während diejenigen ohne Index sieh auf die 
Lage beziehen sollen, welche die genannte Ebene nach einer Rotation 
um w einnimmt, so dass 

x = x1 eos (i) + y1 sin w , 11 = - x1 sin m + '!h cos m , 1 = e1 

ist. Wenn man dagegen alles, was sieh auf die Lage m = ; bezieht, 
mit dem Index 2 versieht, so erkennt man, dass x1 = 111 , y1 = - X 1 , 

e1 = e1 ist. Mithin werden die Formeln (1) fiir eine Lage der y-Ebene, 
die zur ursprilnglichen senkrecht ist, 

(1') l:x: o:x: k' + , ly oy + k' + , h oe + , oa'=oll·-''!1 s-q, ffi'=oa' X p, oa'..,.ofi'-X r. 

Wenn man also die y-Ebene in der Anfangslage ((i) = 0) fixiert, so 
ergeben sieh die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 
Unbeweglichkeit des ·Punktes (x, y, •) aus (1) und (1') in der fol-
genden Form: ' 

(3) 

Die Bedingungen fiir die 
sind dagegen 

Unveränderlichkeit der Richtung (a, {J, r) 

I ~:, = ktfJ ' 
(4) ocx 

oa, = "'{J- '}'' 

Daraus ergiebt sieh, wenn man gleichzeitig die Formeln (3) benutzt, 
dass die Bedingungen 

~! =k•"l+r1{J-q1r , ~= =-k1g+~+P1r-r1"' , a~ 11 , 

oa, ==-"l+qla:-ptfl, 

ae :z. 011 ifa; ="'111- t+ r,{J- Pt'Y, oat = -k,g- q,r- r,a 
at 
0111 = g +Pt«+ qsfJ 

(5) 
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zusammen mit (4) notwendig und hinreichend sind fllr die Unbeweg
lichkeit der Geraden (", {l, ", &, fl, t). Es sind dies die Fundamental
formeln :ftlr die natürliche Analysis der Congruenzen. 

§ 211. Formeln von Bam.ilton. 

Die einem beliebigen Winkel m entsprechenden Dürerentialquotienten 

0°11 setzen sich sehr einfach aus den Differentialquotienten 0~ , 0~ 
zusammen. Um die Coefficienten .t1 , At in dem Compositionsg~etz 1 

0 0 0 
o11 = A-1 oa· + l, ?ifl 

1 Cl I 

zu bestimmen, braucht man in der That nur zu bemerken, dass die 
Richtungscosinus' von g', welche offenbar gleich sinm.dc1, - cos m.dc1, 1 
sind, sich andererseits unter Benutzung der Formeln (4) gleich A.sdc1, 
-~dc11 1 ergeben, so dass ~=cosm, A.s=sinm ist. Also ist 

(6) 0 0 + . 0 r = cos m -;;;--- sm m ~ · 
ull ul11 ul11 

Dies vorausgeschickt findet man leicht, indem man sieh der Formeln 
(3), angewandt auf den Anfangspunkt 0, bedient, dass die Coordinaten 
der Projection von 0' auf die (x, y)-Ebene, wenn g in die durch den 
Winkel CD definierte Lage g' übergeht, 

(p1 cos m- q1 sin m) dc1, (q1 eos CD + p1 sin m) dc1 

sind. Andererseits liefern, wenn man die (x, s) und die (y, e)-Ebene 
um g die Drehung m hat ausführen lassen, die Formeln (1) direct die 
Werte pdtl und qdc1 für die Coordinaten jenes Punktes, bezogen auf 
die neuen Axen. Also ist 

p = (p1 cos CD - q1 sin m) cos m + (qt cos m + p, sin m) sin m , 
q = (q1 cos cn + p1 sin m) cos m - (p1 cos m - q1 sin cn) sin m , 

oder 

(7) p = Pt eos2 m + (qt - q1) cos m sin m + p1 sin11 m , 
(8) q = q1 eos9 m - (p1 - p,) cos m sin m + q1 sin1 GJ • 

In diesen beiden Relationen (den Formeln -von Hamilton) sind die 
grundlegenden Eigenschaften der Congruenzen zusammengefasst. Durch 
sie gelangt man, wenn man m eliminiert, zur Kenntnis der äusserst 
einfachen Beziehung, die zwischen p und q besteht: 

(9) (p - Pt) (p - p,) + (q - qt) (q - q,) = 0 · 



262 Vierzehntes Kapitel. Die Congruenzen. 

§ 212. 

Addiert man -i- zu ro, so findet man für p und q Werte p' und 
q' von dAr Beschaffenheit, dass 

P + p' = P1 + P2 , q + q' = ql + qs 
ist. Die erste Gleichung führt (vgl. § 168) zu dem Begriff des mitt
leren Verteilungsparameters, p0 = ~ (P1 + p2) der Congruenz in 
der Umgebung von g; die zweite zeigt, dass es auf g in der Entfernung 
q0 = ~ (q1 + q2) vom Anfangspunkt einen Punkt (den Mittelpunkt) 
giebt, inbezug auf welchen die zu zwei beliebigen orthogonalen Ebenen 
gehörigen Centratpunkte symmetrisch liegen. Aus denselben Formeln 
(7) und (8) lässt sich auch ableiten, dass 

P- p' = (p1 - p2) c&s 2ro + (q1 - q2) sin 2ro, 
q- q' = (q1 - q2) cos 2ro- (p1 - p2) sin 2ro 

ist, und man sieht daher, wenn man 
p1 - p2 = 2l cos 2ro0 , q1 - q2 = 2l sin 2ro0 

setzt, dass allgemeine,r 

(10) p-p' = 2l cos2 (ro0 - ro), q- q' = 2l sin 2(ro0 - ro) 

ist. Eine weitere Invariante ist also 

4l2 = (p- p')2 + (q- q')' = (Pl- P2l + (ql- q2)'· 
Wir können jedoch an ihre Stelle 

" = pp' + qq' = P1Ps + q1qa 
setzen, da " = p0 2 + q0 2 - l2 ist. Die drei erwähnten orthogonalen 
Invarianten setzen sich ferner zu den Discriminanten "-Po 1 und " - ql 
der Formen (7) und (8) zusammen. 

§ 213. 

Die Discussion der Formeln (10) führt dazu, unter den unendlich 
vielen Paaren orthogonaler Ebenen, die durch 9 hindurchgehen, die-
jenigen auszuzeichnen, welche den Werten ro0 und ro0 + : von ro ent
sprechen. Bei dem ersten fallen die Centralpunkte in dem Mittelpunkt 
zusammen, und die Verteilungsparameter erreichen die extremen Werte 
p0 ± l. Bei dem zweiten, das aus den Hauptebenen besteht, hat man 
p = p', und die Centralpunkte fallen in die Grenzpunkte, d. h. sie 
liegen an den Enden der Strecke von der Länge ~ l, welche alle Central
punkte enthält. Wenn man das Gebilde z. B. auf das erste Paar bezieht, 
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so giebt die Formel (7) p = p0 + Z cos 2 ro, und man hat in den beiden 
durch cos 2ro =- ~o definierten Richtungen, die reell oder imaginär 
sind, p = 0, d. h. g' trifft g. Die Ebenen, welche auf diesen Richtungen 
senkrecht stehen, sind die Focalebenen und die bezüglichen Central
punkte (Brennpunkte), die auch hier symmetrisch inbezug auf den 
Mittelpunkt liegen, sind von diesem um Yl'- p01 entfernt. Diese Ver
hältnisse treten noch klarer hervor durch geometrische Interpretation 
der Relation (9), die man als die Gleichung eines Kreises mit dem 
Radius l, dem Centrum (p0 , q0 ) und der Potenz " inbezug auf den 
Anfangspunkt betrachten kann. Es ist ferner klar, dass jede Focalebene 
für eine gegebene Gerade 9, ausser 9 eine der beiden unendlich benach
barten Geraden 9' enthält, welche 9 treffen. Die Focalebenen sind also 
die Tangentialebenen der beiden Reihen von Developpablen, welche in 
der Congruenz enthalten sind. Die obigen Eigenschaften haben wir 
für Po ==.0 bereits angetroffen bei den aus den Normalen einer beliebigen 
Fläche bestehenden Congruenzen, und wir werden weiter unten sehen, 
dass nur bei diesen Congruenzen, welche man normale Congruenzen 
nennt, der Fall eintreten kann, dass der mittlere Verteilungsparameter 
verschwindet. Bei ihnen fallen die Brennpunkte in die Grenzpunkte 
und die Grenzfläche, der Ort aller G1:enzpunkte, wird die Evolute 
der betrachteten Ji.,liiche. 

§ 214. Satz von Sturm. 

Bei jeder Congruenz hat der Inbegriff der Geraden 9 ', welche zu 
9 unendlich benachbart sind, die bemerkenswerte, von Sturm angegebene 
Eigenschaft, dass man ihn immer als einer linearen Congruenz an
gehörig betrachten kann. In der That nimmt beim Übergange von 
9 in die Lage 9' die genannte Gerade, wie in § 211 gesagt wurde, 
die unendlich kleinen Richtungscosinus' a = sin ro. dtJ, ß =- cos ro. dt1 
an. Für die andern unendlich kleinen Coordinaten von 9' ergeben sich 
mit Hilfe der Formeln (5) die Ausdrücke 

~ = (q1 cos ro + p2 sin ro) dtJ 1 1J = (- p1 cos ro + q2 sin ro) dtJ. 

Also gehört, welches auch der Wert von ro sein mag, 9' der durch 
die Gleichungen 

~=-qlß+p2a, 1J=P1ß+q2a 
definierten linearen Congruenz an und trifft daher (§ 123, d) zwei 
bestimmte gerade Linien. Um diese Geraden zu finden, wähle man 
als (x, z)-Ebene eine Focalebene, so dass p2 = 0 ist. Alsdann wird die 
erste Gleichung ~ = - q1 ß und drückt aus, dass 9' die Gerade 
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(1, 0, 0, 0, q11 0) trifft. Also treffen alle Geraden 9' zwei Senkrechte 
zu g, die durch die Brennpunkte gehen und in den Focalebenen liegen. 
Wenn im besondern die Congruenz normal ist, so sieht man, dass die 
Normalen einer Fläche in den zu M unendlich benachharten 
Punkten sich sämtlich auf die Axen der osculierenden Kreise 
der beiden durcl'i M hindurchgehenden Hauptnormalschnitte 
stützen. 

§ 215. Formeln von Coda.zzi. 

Wir kehren jetzt zu den Formeln (3) zurück, um auf sie die 
Integra.bilitätsbedingung anzuwenden, welche immer die Form 

(ll) (o~1 + .t1) o:, = (a:, + ;.2) o:1 
hat, vorausgesetzt, dass man die l geeignet bestimmt. Für die Existenz 
von z ist es notwendig und hinreichend, dass man hat 

(12) (l1-k2)x+(l~~+k1)Y-CPt+P2)=(a:1 +.t1)r,-(a:, +l,)rt, 

welches auch die Werte von x und y sein mögen. Also ist l 1 = k2 , 

12 =- k11 und die Bedingung (11) wird 

(13) - 8'---01-=k ~ + k ~ 0111 011, i)a, 0111 1011, 2 oa, ' 
während sich die Relation (12) auf 

(0) 

reduciert. Ebenso erhält man, wenn man die Bedingung (13) auf die 
Functionen x und y anwendet, auf der Erzeugenden 

(1) ~~: + ~:: + rl = kt (Pt- P2) + k2 (ql- qs), 

(2) ~:: - ~~: + r2 = kt (ql - q2) - k, (P1 - Ps) , 

und man überzeugt sich leicht mit Hilfe der Gleichung (2), dass diese 
Formeln nicht an die Wahl des Anfangspunktes gebunden sind. Be
trachtet man ferner die Coefficienten von x bezw. von y in der Be
dingung (13), angewandt auf y oder auf x, so findet man 

(3) ok1- q_~- 1 + k ll + k 'I oa1 i)a1 - 1 2 • 

Die letzten vier Relationen sind sozusagen die Formeln von Codazzi 
in der Theorie der Congruenzen und müssen sich factisch auf die drei 
bekannten Formeln (§ 154) von Codazzi reducieren, wenn die Congruenz 
von den Normalen einer Fläche gebildet wird. Wenn man übrigens 
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die sphärische Abbildung der Congruenz vornimmt, d. h. (§ 160) 
an einer Kugel vom Radius 1 die Radien betrachtet, welche den Geraden 
der Congruenz parallel sind, so ist leicht zu sehen, indem man entweder 
die Integrabilitätsbedingung schreibt und sie mit (13) vergleicht oder 
die Formeln (3) in die Unbeweglichkeitsbedingungen inbezug auf die 
Kugelfläche transformiert (unter Beachtung von &'l1 = C)l9 = 1, <r = 0), 
dass §1 = k2 , §2 = k1 ist. Sind die k in dieser Weise interpretiert und 
bemerkt man überdies, dass 

0 0 0 0 
Os1 =- Oa, ' Os, = Oa1 

ist, so sieht man sofort, dass (3) gerade die Gauss'sche Formel inbezug 
auf die Kugel ist, während die beiden andern Formeln von Codazzi 
identisch erfüllt sind. 

§ 216. 

Um der angekündigten Reduction, die wir hier ausführen wollen, 
eine grössere Evidenz zu verleihen, werden wir jetzt die Differential-

quotienten :a durch andere ersetzen, die durch die Relationen 

0 0 0 (} 0 c aa =Pt -"8 + ql "8 , a~I = - q, "B + P2 "8 
1 Ut ull z t'1 U2 

bestimmt sind, und die k durch andere Grössen, die in folgender Weise 
definiert sind: 

k1 =-Pt§t + qt§s, ks = q,§t + Ps§s · 

Die Transformation der Formeln (1) und (2) bietet keine Schwierig
keit. Combiniert man die transformierten Relationen in geeigneter 
Weise, so gelangt man zu den Formeln 

0:1 ~- a:1 P: +~[(Pt- Ps)§t- (ql- qs)§s] + :. CP2r1 + q,rs) = O, 
o:, q~ + a:l p: + ~ [(q~~- qs)§l + (pl -p,)§s] + "11 (plr,-qlrl) =0. 

Ferner lässt sich die Gleichung (3), wenn man (1) und (2) im Auge 
behält, leicht in 

o§1 + o§l + ~ 2 + Q 2 = _!_c~ r- ~ r -1) os1 os1 ::11 :12 " ::11 1 ::12 II 

transformieren. Setzt man nun 

Pt= - "CZ"s, P2 = - "["1' qt = xelt' qs = "a-ls 
und bemerkt, dass 
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ist1 so nehmen die obigen Relationen die definitive Form an: 

~&Z, + ~~r~ + (e1 - \?2) §1 - (at1 - &l,) §s 
vs1 vB1 

= (&'tl ar, + (Cl \Cl!) (l'l', rl - alsrs) 1 

(14) {J@ZI - ()fil + (all - &'tg) §l + ((l'l - \?,) §s os, 081 

= (&'tt&'ls + \?1 \es) (l'l',rz + al1r1), 

Führt man ferner auch in den Formeln (3) die neue Bezeichnung em1 

so werden diese 

(15) 

und können dazu dienen, die geometrische Bedeutung der neuen V er
änderlichen zu erklären. 

§ 217. 

Wie lassen sieh die normalen Congmenzen charakterisieren? Sollen 
die Geraden einer Congruenz sämtlich Normalen einer Fläche sein, so 
ist dazu notwendig und hinreichend, dass man (wenigstens) fdr einen 
Punkt der Erzeugenden (:c = 01 11 =.0) hs = 0 hat, also, wenn man 
sich an die Formel (6) erinnert, 

(~:, + r 1) cos m + (~:, + r2) sin m = 0, 

welches auch der Wert von m sein mag. Es ist also notwendig und 
hinreichend die Existenz einer Funetion s, welche als Differential
quotienten - r1 und - r11 zulässt, wozu es auf Grund von (13) erfor
derlich ist und genügt, dass man 

or1 . ot·! _ k . + k 
~ - ~ - 1 '"1 2 rs uO'z v o-, 

hat, d. h. nach (0), dass der mittlere Verteilungsparameter null 
ist odet·, .was dasselbe ist, dass die Foealebenen senkrecht zuein
ander sind oder auch, dass die Brennpunkte in die Grenzpunkte 
fallen. Dies gestattet uns l'l'1 =- tl'1 = (C zu setzen, und dann 
werden die Formeln (15), wenn man überdies den Anfangspunkt auf 
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der Fläche wählt, die bekannten Fundamentalformeln für die natürliche 
Analysis der Flächen, während die Formeln (14) sich schliesslich auf 
die Formeln von Codazzi reducieren. 

§ 218. 

Wir machen zum Schluss eine. einzige Anwendung der Formeln 
(3), und zwar auf die Bestimmung der Flächen, welche von den Ebenen 
umhüllt werden, die auf den Geraden der Congruenz senkrecht stehen. 
Durch Differentiation der Gleichung z = 0 erhält man sofort mit Hilfe 
der Formeln (3) die Coordinaten x = r2 , y = - r1 des Berührungs
punktes der z- Ebene mit ihrer Enveloppe. Darauf lassen dieselben 
Formeln, angewandt auf diesen Punkt, für jeden Wert von ro die 
Richtung einer Tangente erkennen, die in der z-Ebene durch Richtungs
cosinus' a und ß, proportional zu 

P1 cos ro - Q2 sin ro , Q1 cos ro + P2 sin ro , 

definiert ist, wenn man zur Abkürzung setzt 

Br Br 
Pl =Pt+ klrl + ~, Ps = P2 + ksr2- ~, 

u~ ~~ 

Ql = ql + k1 r2- ~:: , Qs = q2- k2r1- ~1~ · 
Es ist ferner zu beachten, dass man auf Grund der Formel (0) 
P1 = - P 2 = P setzen kann. Dies vorausgeschickt sei 

a = ;t ( P cos ro - Q2 sin ro) , ß = it ( Q1 cos ro - P sin ro) 
und infolgedessen 

Q,p-P" . Pp-Q," 
}. cos ro = Q, Q, :_ ps , .it sm ro = Q, Q, _ ps · 

Die Krümmung des durch den Winkel ro bestimmten Normalschnittes 
ist 1:: und drückt sich daher auf Grund der Formeln (3) in folgender 
Weise aus: 

( . ) Q "'- 2P"p + Q ps 
C)l = it ß COS ro - tx Slll ro = 1 Q, Qt _ ps 1 • 

Daraus ergiebt sich unter Anwendung der gewöhnlichen Bezeichnung 

e'il = Q, Q,Q!_ pt' C)l2 = Q, Q1~ pt ' ([; = Q, Q,p P' . 

Die totale Krümmung oder e'l1 e'i2 -[2 ist also der reciproke Wert 
von Q1 Q2 -P4, und das Verhältnis der mittleren Krümmung zur 
totalen Krümmung ist die Hälfte von Q1 + Q2 , d. h. von 

(16) 
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Bemerkenswert ist der Fall der isotropen Congruenzen, für welche 
p auf jeder Erzeugenden eonstant ist. Alsdann hat nach den Formeln 
von Barnilton auch q einen eonstanten Wert in jedem Punkte von g, 
und die Formeln (1) und (2) liefern 

op + ~ ===- - ru ~ - ~ = rs. 
o111 o111 ol11 0111 

Es verwandelt sich daher, wenn man die Formel (13) im Auge behält, 
der Ansdruck (16) in die linke Seite der Gleichung 

[(0: 1 + kll) a:1 + (a:. -k~) a:. + 2]q = o, 
welche also die Enveloppen von der mittleren Krümmung Null charak
terisiert. Trägt man andrerseits die obigen Werte von r1 und r1 in 
(0) ein, so wird diese Gleichung 

[(0: 1 + ka) 0: 1 + (o:,- kt) 0:. + 2 ]P = 0. 

Man erhält also unendlich viele Ela.ssoide, wenn man q proportional 
zu p nimmt, und gelangt im besondern für q = 0 zu dem folgenden 
Satze von Ribaucour: Die mittlere Enveloppe einer isotropen 
Congruenz ist ein Ela.ssoid. 



Fünfzehntes Kapitel. 

Die dreidimensionalen Rinme. 

§ 219. 

Wir betrachten eine stetige Function der Punkte eines dreidimen
sionalen Raumes, d. h. eine Veränderliche u, welche in jedem Punkte 
M einer dreifach ausgedehnten Punktmannigfaltigkeit einen vorgeschrie
benen Wert annimmt und sieh unendlich wenig ändert, wenn M in 
eine unendlich benachbarte Lage M' übergeht. Wenn wir u einen con
stanten Wert auferlegen, so bedeutet dies, dass aus der dreifach aus
gedehnten Mannigfaltigkeit von Punkten eine zweifach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit, d. h. eine Fläche ausgesondert wird, und. wenn wir 
den genannten Wert ändern, so bedeutet dies den Übergang von einer 
Fläche zu einer andern. Es ist hiernach klar, dass in jeder reellen 
Funetion der Punkte eines Raumes die analytische Darstellung einer 
einfach unendlichen Schar von Flächen liegt. Das Verhältnis der Varia
tion, welche die Function erfährt, wenn der Punkt von M nach M' 
geht, zu MM' ist der Differentialquotient in der Richtung MM', 
und es ist leicht zu sehen (vgl. § 104), dass, wenn die Differential
quotienten in drei paarweise zueinander senkrechten Richtungen bekannt 
sind, der Differentialquotient, welcher sich auf die durch die Cosinus' 
a, {J, r definierte Richtung bezieht, sich durch die Operation 

rl 0 0 0 
rls = a os1 + fJ oB1 + 1' oss 

ergiebt. Man hat daher, wenn 

gesetzt wird, 
4 = (a:J2 + (o!.Y + (a:J 

du -.1-
ds = r .du. cos (J' 

wobei 8 den Winkel bezeichnet, welchen die variable Richtung mit der 
festen, durch die Cosinus' 

(1) 
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definierten Richtung bildet. Dies ist also immer diejenige Richtung, 
längs welcher u am schnellsten zu variieren strebt, und der 
Wert des Differentialquotienten in dieser Richtung ist gerade y'LiU. 
Setzt man dagegen 6 = ; , so sieht man, dass längs der unendlich 
vielen durch den Punkt M gezogenen Senkrechten zur Richtung (1) 
u constant zu bleiben strebt. Es geht mit andern Worten durch 
jeden Punkt M eine Ebene, welche durch die Eigenschaft charakterisiert 
ist, dass die Variation von u, wenn M sich in ihr äussert wenig ver
schiebt, gegenüber der Grösse der Verschiebung von M unendlich klein 
von höherer Ordnung als der ersten ist. Wenn andrerseits M auf der 
Fläche, welche der durch die Function u definierten Schar angehört, 
eine beliebige Linie durchläuft, so bleibt diese Function constant und 
muss dies abgesehen von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung auch 
dann bleiben, wenn M unendlich wenig längs der Tangente jener Linie 
fortrückt; denn unter Vernachlässigung von Grössen, die inbezug auf den 
durchlaufenen Bogen unendlich klein von höherer Ordnung sind, kann 
man die Linie mit ihrer Tangente identificieren. Also gehört die Tan
gente der Linie notwendig der vorhin gefundenen Ebene an, d. h. die 
Tangenten aller Linien auf der Fläche, die durch M hindurch
gehen, liegen in einer Ebene, vorausgesetzt, dass die Differential
quotienten (1) nicht sämtlich null sind. Nuniqehr können wir hinzu
fügen, dass die Cosinus' (1) gerade diejenigen sind, welche die Richtung 
der Normale der Fläche im Punkte M definieren. 

§ 220. 

Auf drei Flächenscharen, welche durch die Functionen q1 , q'J, q8 

definiert sind, kann man ein System krummliniger Coordinaten gründen, 
entsprechend den Auseinandersetzungen des § 109. Dabei geht durch 
jeden Punkt M des Raumes eine Fläche q;, der Ort derjenigen Punkte, 
in welchen q; den Wert, den es in M hat, bewahrt. Die Flächen 
q11 q8, q8 , welche durch M hindurchgehen, schneiden sich län~s dreier 
Linien (Coordinatenlinien); und man bezeichnet als q,-Linie die
jenige, längs welcher nur der Parameter q, variiert. Wir werden immer 
annehmen, dass in jedem Punkte die Co ordinatenflächen (und infolge
dessen die Coordinatenlinien) paarweise zu einander senkrecht sind, und 
werden als Axen die Tangenten Mx11 Mx2 , Mx3 dieser Linien wählen. 
Wir wollen jetzt, wenn x11 x91 x8 die Coordinaten eines festen Punktes 
des Raumes bedeuten, die Unbeweglichkeitsbedingungen inbezug auf 
das genannte Trieder hinschreiben 1 welches wir der Reihe nach als 
J.i'undamentaltrieder der drei Coordinatenflächen betrachten. Nehmen 
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wir zunächst an, dass die Functionen Q definiert seien, welche in dem 
Ausdruck für das Quadrat des Bogenelements 

(2) ds1= Q11dq111 + Q111 dq11 + Q31dq811 

vorkommen, und setzen wir 
1 oQ. 

(3) §;, = Q/J, oqj • • 

Denken wir uns ferner unter i, j, k eine gerade Anordnung der Indices 
11 2, 3, und betrachten wir eine der drei Flächen, z. B. qk. Auf dieser 
sind die q1- und q2-Linien q; und f1J, und die in der Theorie der Flächen 
(§ 151) mit §1 und §1 bezeichneten Krümmungen sind §;1 und §J•· 
Bezeichnen wir jetzt noch mit &l;1r., &Z1,. und t!~t. die Grössen (i)l1 , (i)l1 

und tr für die betrachtete Fläche, und schreiben wir die Bedingungen 
für die Unbeweglichkeit (§ 154) des Punktes (x =X; 1 y = x1 , s = x,i:): 

ox. oxj - oxk -o,s: = (i)li1r.Xk- §;JXJ -1 1 081 = <;j;jXi - (/"kXk 1 081 = (J,kXj- &taX; 1 

OX; ox, oxk 
<18 = §JiX;- t!11X1r. 1 ;;;-- = &'ljkXk- §JiX; -1 1 c;- = tJ:kxi- &'lr~.:Xj. 
u ~ us1 uSj 

Wenn wir nunmehr das erste Formelpaar für die Fläche q1 und das 
zweite für die Fläche q1 schreiben, während wir das dritte ungeändert 
lassen, so erhalten wir 

oxk , ä8 = §u,x; - tr1x, = O:,.x,- (i)lux; 1 
i 

oxk 
~ = §1,.x1- tr,x, = O:"x,- &?:,kxh 
us1 

()~ 1 ä8 = C)l,.1x1- §,..x, -1 = &?:1t.,x,- §kJXJ- . 
k 

Daraus ergiaht sich tr, = tr1 = - trk für alle i, j, k, mithin 

(4) t!1 =0, 0:1 =0, 0:3 =0. 

Ferner ist für jedes Paar von W erlen i und j 

(5) 

Die Gleichungen (4) sagen unmittelbar aus, dass in jedem dreifachen 
Orthogonalsystem jede Fläche von den Flächen der beiden 
andern Scharen in den Krümmungslinien geschnitten wird. 
Dies ist ein wichtiges Theorem von Dupin. Was die Formeln (5) 
anbetrifft 1 so drücken sie eine evidente Thatsache aus 1 nämlich die 
Gleichheit, welche abgesehen vom Vorzeichen zwischen der Normal
krümmung der Linie q1 1 als Linie auf der Fläche q1 betrachtet, und 
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der geodätischen Krilmmuhg derselben Linie auf der Fläche fJ~c besteht. 
Daraus folgt, dass die sechs Functionen §, welche allein in unsern 
weiteren Rechnungen vorkommen werden, mit veränderten Vorzeichen 
gerade die Hauptkrümmungen der drei Coordinatenßächen darstellen. 
Endlich nehmen die obigen Formeln die definitive Form an: 

(6) 

Dies sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
die Unbeweglichkeit des durch die Coordinaten x17 x11 x3 de
finierten Punktes. 

§ 221. 

Wendet man auf die Functionen x die auf die Fläche fJ~c bezügliche 
Integrabilitätsbedingung an, d. h. 

(7) (a:, + §J•) &:1 = (a:1 + §•1) &:. ' 
so findet man sechs Differentialrelationen zwischen den §, die als die 
Formeln von Lame bekannt sind. Man kann diese Relationen auch 
ohne Rechnung erhalten, indem man die Formeln von Codazzi für die 
drei Coordinatenßächen schreibt. So wird z. B. die Gauss'sche Formel 

&g, + ~§s + tJ. 2 + tJ. 1 = tz:" __ qJ[ qn os, os, :11 :11 1 J ' 

wenn man darin tl = 0 setzt und §1 , §1 , q}'[1 , q}'[1 bezüglich in 
§111 §11 1 - §1~c 1 - §;J: verwandelt, 

&g,, + o§,, + fJ. • + fJ. s + Q fJ. o 
OBJ os, :1ii :1ii ':lik :1ik = 

und führt zu einem ersten Tripel von Relationen. Entsprechend gehen 
die Formeln 

über in 
~~~ = (qßl- ~'[2) §2 1 ~=I = (q}'[l- q}'[l) §1 

Diese reducieren sich aber auf ein einziges Tripel, da auf Grund von (3) 



ist, d. h. 

folglich 

(8) 

§ 221. 

o§kJ 1 (o' log Qk 0 log Qk 0 log Qj) 
os1 = Q,Qj oq/Jq1 - ~ ~ ' 

o§ki 1 (iJ' log Qk 0 log Qk 0 log Q,) 
os1 = <VJ1 oq,oq1 - ~ ~ 

1 ()'log Qk o§kj 0 §ki 
Q, Q1 og,oq1 = os, + §k, §J• = os1 + §k,§•h 

Die Lame'schen Formeln sind also 

o§u + o§u + Q ll + Q II + Q Q - 0 
os1 ()s8 ::131 ::123 ::1111::1S1-

o§u + o§s1 + Q !!+ Q ll+ Q Q -0 
o~~s os1 · ::113 :1st ::1s2 :112-

o§u + o§u + Q ll + Q l! + Q (J. - 0 
081 os. ::121 ::112 ::113:123-

273 

~;.11 + (§lS - §s3) §12 = 0 ~;,~~ + (§lll - §3,) §13 = 0 

~!u + (§21 - §s1) §ts = 0 oder ~~n + C§ts - §ls) §u = 0 

~;n + (§ss - §u) §31 = 0 ~~81 + (§81 - §sl) §as = 0 
1 (I I 

und stellen, wie man sieht, eine notwendige Beziehung zwischen den 

Hauptkriimmungen der Coordinatenfiächen und ihren Variationen auf. 

Wir können sie auch als partielle Differentialgleichungen zweiter Ord

nung betrachten, welchen die Functionen Q genügen müssen. Denn 

sie lassen sich mit Hilfe der Formel (3) leicht in 

(9) 

transformieren. 
GesiHo-Kowalewski, natllrl. Geometrie 2. Auf!. 18 
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§ 222. 

Während in der Ebene ein für jeden Punkt definiertes Paar ortho
gonaler Richtungen sich immer als dasjenige betrachten lässt1 welches 
in diesem Punkte zu den Tangenten der beiden Linien eines zweifachen 
Orthogonalsystems gehört1 gilt im Raume keineswegs die analoge 
Eigenschaft für ein orthogonales Tripel, welches ebenfalls in 
jedem Punkte definiert ist. Diese bemerkenswerte Tha.tsache wird aus 
den beschränkenden Bedingungen hervorgehen, welche sich uns sogleich 
ergeben werdep1 wenn wir untersuchen, ob das Tripel1 welches durch 
die Elemente der orthogonalen Determinante 

«t ß1 r1 
"s ßs rs = 1 
"s ßs rs 

inbezug auf das variable Tripel ®r Tangenten der Linien eines drei
fachen Orthog~>na.lsystems definiert ist1 dasjenige sein kann1 welches die 
Tangenten der Linien eines andern dreifachen Orthogonalsystems bilden. 
Wir beziehen den Raum auf das neue System und drücken aus1 dass 
die Bedingungen für die Unbeweglichkeit des Punktes (x11 x3, x8) von 
den neuen Coordinaten 

x; = «1X1 + ß,x, + fiXs 

erfüllt werden müssen. Dabei ist zu beachten, dass die Formeln 
0 0 0 () 

(10) os' = "•FB + ß,FB + "'FB i 1 1 a 

für i = 11 2, 3 diejenigen sind, welche die Differentialquotienten in
bezug auf die neuen Axen liefern. Sollen die Bedingungen (6) erfüllt 
sein, so ist zunächst notwendig1 dass identisch 

Qfe; I I Ofe; (l). I I 

~ = §J I Xj ' ;;;--; = ;:!Iei X1c ua1 u8ft 
(11) 

ist, also1 wenn wir vorläufig nur die erste Gleichung in Betracht ziehen1 

(a; 0~ + ßJ 0:1 + fJ c:J («,:'tt + ß,:tz + fiXs) = §J/ («JX1 + ßJXs + fJX3). 

Diese Gleichung spaltet sich in die drei folgenden 

a,§,( = ::~ + ß, ( "' §11- ßJ§;Il) - ,.., (rJ§st- "J§u) 
'J 

(12) ßJ§J;' = :~~ + Yi (ß,§ss- r1§32) - «; (aJ§u- ßJ§u) 
'J 

r/§,/ = ::; + «; (YJ§st- a,§,s) - ß, (fi.J§n -r,§as) · 
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Multiplieiert 
giebt sich 

man dieselben mit ai , ß1 , r1 und addiert sie, so er-

(13) 

wenn man 

§j/ =- lXj (Ekl + fk§ll- ßk§u) 
- ß;(Eu· + a.t§2s- Y.t§u) 
- rJ(Ek3 + ß.t§sl- 1Xk§s2)1 

setzt und beachtet, dass in der orthogonalen Determinante 

a; ß; r; 
ai ßJ YJ = 1 
ak ß.t Y.t 

jedes Element gleich seinem algebraischen Complemente ist. Ent
sprechend leitet man aus den drei zu (12) analogen Relationen, in 
welche sich die zweite Gleichung (11) spaltet, ab 

(14) §k/ = ak(EJt + YJ§l2- ßi§ts) 
+ ßk(EJ2 + CCJ§2s- YJ§u) 
+ rk(Ejs + ßJ§sl -- Ctj§s2) · 

Es lässt sich ferner leicht verificieren, dass man, wenn die Gleichungen 
(11) erfüllt sind, identisch 

hat, dass also alle Bedingungen (6) auch in dem neuen System erfüllt 
sind. Dies vorausgeschickt führt die Elimination der §' aus den Glei
chungen (12) oder aus den analogen Relationen in jedem Palle zu dem 
Tripel von Bedingungen 

(15) (Vil + ß;E;2+ Y;Eis = (§21-§st)ß;ri+ (§s2- §12)r;«;+ C§ta- §2s)aß;· 

§ 223. 

Diese Bedingungen rühren daher, dass man die neuen AxEm
tripel derart orientieren muss, dass das Theorem von Dnpin 
auch in dem neuen System fortbesteht. Wendet man in der That 
die Fundamentalformeln auf die Richtung ( «;, ß;, r;) an, so findet man, 
dass sich die Gleichungen (12) auch in der Form 
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schreiben lassen, und es ist klar, dass jede Relation, die man durch 
Elimination von §i( aus diesen Gleichungen erhält, notwendig in (15) 
enthalten ist. Summiert man nun die genannten Gleichungen, nachdem 
man sie bezüglich mit ak, ßk, rk multiplieiert hat, so erhält man die 
Relation 

die man also als eine neue Form der Gleichung (15) betrachten muss. 
Nun drückt aber diese Relation, wenn man sie in der Form 

a, ai Ja; 
ß, {Jj Jß, = 0 
1'; fj Jy, 

schreibt, gerade aus ( vgl. § 123, b ), dass die Axe x/ eine Developpable 
erzeugt, wenn der Anfangspunkt längs der Axe x/ fortzurücken strebt. 
Es ist also wahr, dass die Bedingung (15) soviel enthält, als für 
die Erhaltung des Dupin'schen Theorems notwendig und hin
reichend ist. 

§ 224. 

Wir kehren zu den Formeln (15) zurück und wollen daraus eine 
einzige Relation abzuleiten suchen, welcher jedes Cosinustripel für 
sich betrachtet genügen muss. Zunächst bemerken wir, dass man 
wegen 

der linken Seite von (15) die Form 

• oak o«~.: oak 

a, ak «; 081 + {J; 081 + r. 08a 

oD~.: o 11~.: o fl~.: 
{J; {Jk "• 081 + {J, os. + r. OBa 

oyk ork oyk 
r. 1'k «; 081 + {J, os. + f; i)s~-

geben kann. Daraus folgt, wenn man mit F~c(a, ß, r) die quadra· 
tische Form 
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bezeichnet, dass die Tripel « 0 ßi7 r; und «h fJJJ r1 die beiden 
Lösungen des Systems 

Fk («, {J, r) = 0, ««" + {J{Jk + rrk = 0, a2 + ß' + r' = 1 
sind, d. h. dass die genannten Tripel die Richtungen derjenigen Er
zeugenden des quadratischen Kegels Fk = 0 definieren, welche in einer 
zu der Richtung ( «k, {Jk, rk) senkrechten Ebene liegen. Man bemerke 
hier, dass die beiden Richtungen zueinander senkrecht ausfallen müssen, 
und dass daher die Form Fk nicht beliebig ist. Sie muss sich vielmehr 
(wie leicht zu sehen ist) für « = «k1 ß = {J", r = rk auf die Summe 
der Coefficienten der quadratischen Terme reducieren, d. h. es muss sein 

oder 

"" ( ork oflk) ~ ~ ßk 081 - Yk 081 = .tt::::.,; (§u- §31) ßkr", 

~ «k[(o:s + §a3) ß"- (o~, + ~s2) rk] = 0 · 

Aber diese Bedingung ist identisch erfüllt, wie man sofort durch die 
Bemerkung e1:kennt, dass, wenn t& die Function ist, welr.he die Schar 
der zu den Richtungen («k, {Jk1 rk) senkrechten Flächen definiert, 

1 ou 1 ou 1 ou 
«k = yTu 081 ' {Jk = y':JU os, ' rk = ß 08s 

ist. Bisher haben wir auf die dritte Bedingung (15) keine Rücksicht 
genommen. Man kann ihr eine der beiden Formen 

F';(«k, {Jk, Yk) = 0, EJ(«k, ßk, Yk) = 0 

geben. Setzt man in eine dieser Relationen die Werte von «;1 {J;, y, 
oder tx1, {J1, y1 ein, welche das vorhin betrachtete System als Functionen 
der Cosinus' txk, {Jkl rk und ihrer ersten Ableitungen liefert, so gelangt 
man zu einer nichtidentischen Relation zwischen diesen Cosinus' und 
ihren ersten und zweiten Ableitungen, einer Relation, die offenbar auch 
von den andern beiden Cosinustripeln erfüllt werden muss. Setzt man 
ferner für txk, {Jk, Yk ihre letzthin angegebenen Ausdrücke durch u ein, so 
erhält man die Relation von Bonnet, d. h. eine partielle Differen
tialgleichung dritter Ordnung, die notwendig und hinreichend 
ist, damit u eine Flächenschar definiert, welche einem drei-
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fachen Orthogonalsystem ang'ehört. Während also jede beliebige 
einfach unendliche Schar ebener Curven mit ihren orthogonalen Tra
jectorien ein zweifaches Orthogonalsystem bildet, so ist es im drei
dimensionalen Raume nur ausnahmsweise der Fall, dass eine Flächen
schar einem dreifachen Orthogonalsystem angehört. Dies kann man 
sich wieder mit Hilfe des Dupin'schen Theorems klar machen, da es bei 
einer gegebenen Flächenschar sehr unwahrscheinlich ist, dass sich die 
Krümmungslinien derart einander zuordnen lassen, dass sie zwei andere 
Scharen von Flächen bilden, die zu den Flächen der gegebenen Schar 
orthogonal sind. Dagegen gehört jede beliebige Fläche einem drei
fachen Orthogonalsystem an. Denn es genügt z. B., zu ihr die unend
lich vielen Parallelflächen (§ 172) hinzuzufügen und die andem beiden 
Scharen mit den Developpablen der gemeinsamen Normalen längs der 
Krümmungslinien zu bilden. Mit andern Worten: Jede Schar von 
Parallelflächen gehört einem dreifachen Orthogonalsystem 
an. Es ist auch leicht zu sehen, dass jede Ebenen- oder Kugel
schar einem dreifachen Orthogonalsystem angehört, und zwar 
liegt dies gerade an der vollkommenen Willkür (§ 147), die man bei 
der Wahl der Krümmungslinien in der Ebene und auf der Kugel hat. 

§ 225. 

Um den zweiten Differentialparameter zu berechnen, werden 
wir die Summe §; derjenigen § zu betrachten haben, deren zweiter 
Index gleic'h i ist, d. h. 

0 
(16) §; = §i• + §ki =<>log QiQk. 

uS . • 
Beachtet mau, dass sich aus dem System 

oa. ofl. 0')'. 
a; os' +ßios' +1';os' =0 

V V 

folgern lässt 

so liefern die Formeln (13) und (14), wenn man sie summiert, 

§;' = (o:l + §1) a, + (o~1 + §») p, + (o:s + §s) f; · 
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Dies vorausgeschickt erhält man durch Wiederholung der Operation (10) 

il' o' o' ( o• o• ) os,'' = «l 1381 ii + ßl os, 2 + ... + ß;r; "?8, 08s + OSs 08, + .... 
( oa. ort. ort.) 0 ·( il~. o~. op.) 0 + «; o8: + ß, os: + r. os: o81 + "• os: + ß; os: + r. 08; o8, + · · · 

Mithin ist 

(o:: + §/) o:: = «;2 (il~ + §1) o~ + ß,2 (o~ + §2) o: + .. · 
1 1 1 • 1 J S 

+ ß.r.[(il~s + §s) o:, + (o~, + §2) o:J + · · · 
+ [0:1 (al) + o:. (a;ß;) + il:s («;r,)] o:1 

+ G:1 (ß.a,) + o:, (ßl) + O~s (ß.r.) Ja:, 
+ [o~1 (r;«;) + a:, (r;ß,) + il:8 (rl>] a:s 

und endlich 

Auf diese Weise tritt die Invarianteneigenschaft der Operation 

LJ2- (_3_ + ~ ) _1_ + (_3_ + ~ ) _3_ + (~ + ~ ) _3_ - 081 ::11 081 08, :12 08ll OSa :1S OSs 

in Evidenz. Man kann derselben wegen (16) auch die Form 

LJ2 __ 1_ [~ (Q, Qs ~) + _3_ (Qs Q. _1_) + _3_ (Q• Q, -~)] 
- Q1 Q, Q3 oq. Q. oqt oqs Q, oq, oq8 Q3 oq8 

geben, welche von Lame angegeben worden ist. 

§ 226. 

Die Relationen (9) lehren uns, dass der bisher betrachtete Raum, 
in welchem wir vorhin die Curven und Flächen studiert haben, keines
wegs der allgemeinste dreidimensionale Raum ist, den man sich denken 
kann. Wir betrachten den Raum als eine dreifach unendliche Mannig
faltigkeit von Punkten. Jeder von ihnen ist durch ein Tripel von 
Werten, die man den Parametern q11 q2 , q3 erteilt, charakterisiert und 
mit den unendlich benachbarten Punkten durch die Bedingung verknüpft, 
dass er von ihnen eine Entfernung hat, die sich durch die Formel (2) 
für ein willkürlich gegebenes Tripel von Functionen Q ausdrückt. 
Die Relationen zwischen den Q, welche wir gefunden haben, sind also 
das offenbare Zeichen für eine Specialisierung des Raumes, und diese 
ist gleich infolge der stillschweigend von uns eingeführten Voraus-
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setzung eingetreten, dass es erlaubt sei, in dem betrachteten Raume das 
cartesische Coordinatensystem einzuführen, und dass folglich drei Func
tionen x11 x1 , x3 von q11 q11 q8 existieren derart, dass sich der Aus
druck (2) auf die Form 

(17) ds1 = dx11 + dx11 + dx81 

reducieren lässt. Es ist übrigens leicht, durch ein directes V erfahren 
die Lame'schen Formeln wiederzufinden als notwendig und hinreichend 
für die Möglichkeit einer solchen Reduction. Wir wollen uns hier 
daran erinnern, dass wir bereits in der Ebene einer Relation zwischen 
den Krümmungen der Linien eines beliebigen zweifachen Orthogonal
systems begegnet sind (§ 112), einer Relation, die gerade die Möglichkeit 
ausdrückt, das Quadrat des Bogenelements auf die Form dx11 + dx.,1 

zu reducieren, während auf den Flächen keine notwendige Beziehung 
zwischen den Functionen Q besteht. Der von uns betrachtete Raum, 
den wir von jetzt an von den andern dadurch unterscheiden werden, 
dass wir ihn als linear bezeichnen, spielt also unter allen möglichen 
Räumen von drei Dimensionen die Rolle, welche der Ebene unter allen 
krummen Flächen zukommt, und wir werden aus diesem Grunde die 
nicht linearen Räume als krumm bezeichnen, indem wir uns vorbe
halten, den Begriff der Krümmung im folgenden zu präcisieren. 

§ 227. 

Wie wir bei der Untersuchung der Linien und der krummen 
Flächen den Raum, welcher sie enthält, auf ein cartesisches Coordinaten
system bezogen haben, so wird es hier nützlich sein, anzunehmen, dass 
die dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Punkten, die durch die 
Tripel (q11 q2 , q8) definiert und nach dem Gesetz (2) angeordnet sind, 
einer vierfach ausgedehnten linearen Punktmannigfaltigkeit angehört 
oder, wie man sich auszudrücken pflegt, in einem linearen Raume 
von vier Dimensionen liegt. Denken wir uns also eine vierfach 
unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten. Jeder von ihnen sei durch 
ein Quadrupel von Werten, die man den Parametern q1 1 q3 , q8 , q4 

erteilt, charakterisiert und mit den unendlich benachbarten Punkten 
durch die Bedingung verknüpft, eine Entfernung von ihnen zu haben, 
deren Quadrat die Form Q13dq11 + · · · + Qldq42 ausdrückt, welche 
als linear transformierbar in dx12 + · · · + dx/' vorausgesetzt wird. 
Diese reduciert sich auf die Form (17)1 wenn ein x constant bleibt. 
Da nun jede lineare orthogonale Transformation, der man die x unter
wirft, die Form ungeändert lässt, so können wir allgemein behaupten, 
dass in einem linearen Raum von vier Dimensionen jede lineare 
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Gleichung zwischen cartesischen Coordinaten, die sich auf 
unbewegliche Axen beziehen, einen linearen Raum von drei 
Dimensionen darstellt. Auf diese Weise rechtfertigt sich die Be
zeichnung "linearer Raum", und es ergiebt sich gleichzeitig die Mög
lichkeit, auf derartige Räume die geometrische Terminologie und die 
fundamentalen Principien der gewöhnlichen analytischen Geometrie der 
Geraden und der Ebene sofort zu übertragen. Wir überlassen es dem 
Leser, sich mit dieser Verallgemeinerung vertraut zu machen und. hier 
die Betrachtungen des § 219 zu wiederholen, um zu sehen, wie man 
dadurch, dass man einer Function u der Co01·dinaten der Punkte eines 
linearen Raumes von vier Dimensionen einen gewissen Wert ·vorschreibt, 
in diesem Raume einen (im allgemeinen krummen) Raum von drei 
Dimensionen erhält. Derselbe besitzt in jedem Punkte eine Normale, 
die Gerade, in deren Richtung u am schnellsten variiert, und einen 
linearen dreidimensionalen Tangen tialraum, der durch diejenigen Ge
raden bestimmt wird, längs deren die Variation von u gegenüber der 
VeiTückung von M unendlich klein von einer höheren Ordnung ist. 

§ 228. 

Betrachten wir einen Punkt, der sich in einem linearen vierdimen
sionalen Raume längs einer Curve bewegt, und seien M', M", ... 
die Lagen, welche er nacheinander in unendlich kleinen Intervallen, 
von einer beliebigen Lage M ausgehend, annimmt. Die Tangente der 
Curve im Punkte M wird auch jetzt wieder definiert als die Grenzlage 
der Geraden MM', wenn M' nach M hinrückt. Wir werden kurz 
sagen, dass das Linienelement MM' die Tangente bestimmt, m1d so 
oft wir analoge Ausdrücke gebrauchen werden, ist dabei immer der 
Übergang zur Grenze mitzudenken. So werden wir ohne weiteres 
sagen können, dass zwei aufeinanderfolgende Elemente, MM' und 
M' M", die osculierende Ebene bestimmen, ebenso wie drei Ele
mente den osculierenden linearen Raum bestimmen, der im allge
meinen von einem Punkte der Curve zum andern variiert. Die durch 
M zu dem osculierenden Raume gezogene Senkrechte wäre als die Tri
normale zu bezeichnen, insofern sie zu drei unendlich benachbarten 
Tangenten senkrecht ist. Sie gehört der Binormalebene an, dem Ort 
der unendlich vielen Binormalen, d. h. der durch M senkrecht zu zwei 
aufeinanderfolgenden Elementen gezogenen Geraden, ebenso wie die 
Binormalebene demNormalraum angehört, in welchem alleNormalen 
liegen, die in doppelt unendlicher Anzahl im Punkte M auf der Tan
gente s~nkrecht stehen. Die in M innerhalb der Binormalebene auf 
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der Trinormale errichtete Senkrechte ist die Hauptbinormale7 und 
die Senkrechte zur Binormalebene, welche in M innerhalb des Normal
raumes errichtet ist, ist die Hauptnormale. So entsteht das Funda
mentalquadrupel der Curve: Tangente, Trinormale7 Hauptbinormale7 

Hauptnormale. Wählt man diese Geraden 7 die paarweise aufeinander 
senkrecht stehen, als Axen, und bezeichnet die auf sie bezogenen carte
sischen Coordinaten eines festen Punktes der Reihe nach mit x/1 a;'1 x8' 1 x'1 

so sind, wie wir im folgenden Kapitel sehen werden7 die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen für die Unbeweglichkeit des Punktes 

(1S) ilx' = x/ _ 1 dx1' = xa' dx,; = x' _ x.' dx' = _ x.' _ :ea' . 
ds I} ' da 11 1 ds r t. 1 ds I} r 

Hier ist t-1 wie fl und r, der Radius einer Krümmung, und zwar werden 
wir dazu geführt werden1 sie als das Mass der Tendenz anzusehen7 die 
der Punkt M beim Durchlaufen der Curve hat sieh mehr oder weniger 
rasch von dem osculierenden Raume zu entfernen. 

§ 229. 

Nehmen wir eine Linie in einem krummen Raume7 deren Normale 
in M inbezug auf die Axen x.;, x3', x' innerhalb des Normalraumes 
durch die Cosinus' a11 ß1 , r1 bestimmt sei. Zwei andere gerade Linien7 

die aufeinander und auf dieser Normale senkrecht stehen7 seien in dem 
genannten Normalraume durch die Cosinus' «s, {J11 rs und a8, {J8, rs der
art bestimmt7 dass 

«t Pt Pt 
~~ ~ ~ ~ =1 

«s fJs Ys 
ist. Inbezug auf die Tangente und die drei soeben definierten Normalen 
sind die Coordinaten des festen Punktes x1 = x1' und 

X= a1x,' + Ptxs' + rtx', x, = «sX./ + fJsxs' + rsx', 
Xs = «sXt' + fJsxa' + fsX'. 

Dies vorausgeschickt lassen sich die Bedingungen (18) leicht in die 
folgenden transformieren: 

I ~~ =- tt'1x1 + Cl"3x3 - CJ'l x1 , ::! = §2x1 + te,x- ~1 x37 

(20) d:. 
(f8 =- @2:t'1 - §3x3 + CJ'lx-1, ::8 = §3 x1 - ~8x + Cl"1x2 , 

worin 

und ausserdem 
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er = «t + ~ - E1 er. = "' + ,., - E.. er - ct~ + !.l.. - E 
1 r "' ' • 1' "' Q ' 3 - 1' "' 3 

gesetzt worden ist. Von den Formeln (20) gelangt man natürlich wieder 
zu den bekannten (§ 148) Unbeweglichkeitsbedingungen inbezug auf 
Flächen, wenn man die dritte Krümmung gleich Null setzt, in welchem 
Falle die Determinante (19) in 

0 sin t/J · cos t/J 
0 cos t/J - sin t/J 

-1 0 0 
übergeht und fl1, fl9, §2 beständig gleich Null sind. 

§ 230. 

Wir wollen uns jetzt andre Curven denken, die in M die Axen 
l1 und x8 berühren und alles, was sich auf die zu Mxi tangentiale 
Curve bezieht, mit dem Index i versehen. Die Formeln (20) geben zu 
folgenden Relationen Veranlassung: 

ox ?r ox, <>8 = -C>l1x1-IL-12x2+ erlaXs' as = ~,1 X -§12x2- §laXa-1 
(I I 1 

ox ox, -;;;- = er21x1-cY2x2- er2aXa, -;,- =- §21X1 + ~l2x- §2sXs-1 (/~ (/~ 
(A) (B) 

~x =-erst X! +ers2X2-C'lsXs, ~xs =- §stXt-§s2X2 + C>7ax-1 
d~ (/~ 

(C) {C') 

Aus denselben ergiebt sich sofort, dass für x = x1 = x2 = x3 = 0 die 
Differentialquotienten 
o1x o'x o'x o'x o'x 
08111 08211 os3 '; 6s, 088 1 083 081 1 

die Werte 

C>71' ~l2' C'ls; (!23' flst ' Q;12 ; - ers2, -- er1s, - [21 

annehmen, und dass die analogen Werte für die Functionen xl, x2, Xa 

bezüglich die folgenden sind 

0 
' - §21' - §st; - ('[22 ' 0 

' §u erss' §13' 0 
' 

- §12' 0 
' -§32; §2s' - ers3' 0 0 

' <Tu' §211 
- §ls' - §237 0 ; 0 §su - C:Z:u; §s2' 0 

' 
(!22. 
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Nun liefert die bekannte Bedingung 

(21) o' o' 0 log QJ 0 0 log 9; 0 
osiosj- os, OBi=~ osj-~ os,' 

angewandt auf die ~"'unction x, unmittelbar ([;1 + rl11 = 0, und wir 
können daher setzen 

T1 = rl32 = - rl28 , T1 = rl13 = - rl31 , T3 = rl21 = - fr12 • 

Wendet man dagegen dieselbe Bedingung auf die Functionen x11 x1 , x3 

an, so sagt sie uns, dass die §iJ auch jetzt durch die Formel (3) aus
gedrückt sind, und dass man ausserdem die Gleichungen rl10 = 0 hat, 
in welchen sich das Dupin'sche Theorem ausspricht. Nunmehr 
lassen sich die Unbe\veglichkeitsbedingungen auf ihre definitive Form 
bringen. Die Gleichungen (B) bleiben ungeändert, die (A) werden 

~~ = -el1x1 + T3x2 + T1 x3 ., os, 

~x = T,xt + Ttxs- CJlsXs' us8 

während die (C) und die (C') sich auf die ä.usserst einfache Form re
ducieren 

l ~~~ = §11x1 - T8x, ~~ = §13 X1 - T1x, ~=: = §81X3 - T1 x, 
OX8 ~ T. o:.c, ~ m o:.c, ~· m 
~=~nXt- sX, -.,-=::rstXt-.LsX, ~=~stXs-.LtX. 
Cl~ Cl~ Cl~ 

Man bemerke, dass sich den (A) auch die Form geben lässt 
(22). ox 1 odi ox 1 oiP ax 1 o~ 

os, =-2ox1' OSs =-2ox,' os,·=-2oll!s' 
wenn man mit I}) die quadratische Form bezeichnet, welche durch die 
Discriminante 

definiert wird und bei der Untersuchung der Krümmung von grosser 
Wichtigkeit ist. Wir werden sogleich sehen, dass man K durch die 
Krümmungen § allein ausdrücken kann. Zu dem Zweck werden wir 
von der reciproken Determinante Gebrauch zu machen haben 7 deren 
Elem~nte wir in folgender Weise bezeichnen werden: 

Ku= alsels- Tt 2 , Kts = Ks, = CJ"lt Tt + T,Ts, 
K22 = C)l3 C)l1 - T,', K 31 = K13 = C)l2 T2 + T3 T1 , 

Kas = C)ltC)l2- Ta', Ku= Ku= C)l3 Ta + T1T2 • 
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§ 231. 

Bevor wir weitergehen, wollen wir die gefundenen Resultate dazu 
benutzen, um zu zeigen, wie sich das Theorem von Euler (§ 155) 
auf die dreidimensionalen Räume ausdehnen lässt. Die Krümmung des 
ebenen Normalschnittes, dessen Tangente in dem linearen Tangential
raum durch die Richtungscosinus' a, ß, r bestimmt ist, wird immer 
d h dlx f'' 0 b . urc ds1 ur x = x1 = x2 = x 3 = gemessen, wo e1 

d 0 () () 
ds = a osl + ß os, + r 083 

ist. Sie ist also gegeben durch 

202X 202X . ( o2x o•x ) 
a a~~ + ß os,• + 0 0 0 + ßr os. OSs + (),ys os. + 0 0 0 

für x = x1 = x2 = x3 = 0, d. h. es ist 
1 
-=c!l(a,ß,r). 
Q 

Die Discussion dreser Formel liefert Resultate, dje denen der Flächen
theorie völlig analog sind. Sie führt im besondern dazu, drei Haupt
krümmungen zu betrachten, die den Axen des quadratischen Kegels 
c!l = 0 entsprechen, welcher der Ort der Tangenten der unendlich vielen 
reellen oder imaginären Asymptotenlinien ist, die durch jeden Punkt 
hindurchgehen. Das Product der Hauptkrümmungen ist gerade K und 
kann als Mass für die totale Krümmung dienen, während die ortho
gonalen Invarianten 

1 1 
3 (CY'll + C>Z2 + C>Z's)' 3 (Ku + Kn + Kss) 

zwei mittlere Krümmungen des Raumes in der Umgebung des 
betrachteten Punktes messen. Will man haben, dass die Normale des 
Raumes eine Developpable erzeugt, so wird man unter Beachtung von 
(22) dazu geführt, auszudrücken, dass die grössten Determinanten der 
Matrix 

0 

0 

1 

sämtlich null sind, d. h. dass man hat 
o!ll o<fJ o!ll 
~:a=~=ß=~:r, 

und man findet so die Axen von c!l. Die Krümmungsscharen sind 
demnach durch das beständige Verschwinden von T11 T2 , T8 charakte-
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risiert. Für sie reducieren sich die Relationen (A), (C) und (C') auf 
die äusserst einfache Form 

ox 
;;--- =- &l.x., 
us. • • • 

§ 232. Formeln von Coda.zzi. 

Kehren wir zu der Bedingung (21) zurück7 die wir jetzt unter der 
Form (7) annehmen können, und wenden wir sie auf die Function x an: 

(:a. + §1•)< -&l1x,+Tixk+Tkxi)=(a:, +§i1) ( -&lix,+T.tx1+1Jx.J. 

Mit Hilfe der Unbeweglichkeitsbedingungen reduciert sich diese Gleichung 
auf eine lineare Relation zwischen den x, welche wegen der Willkür
lichkeit dieser Veränderlichen zu folgenden Formelgruppen V eran
lassung giebt: 

~!' - ~~s + T1§82 - Ts§u = Tl (§u - §sl) 

(a) ~;s- ~:~ + T8§1s- T1§u = Ts(§ss - §a) 
s () 1 

~~~ - ~;.~~ + T1§u - Ts§12 = Ts(§u - §ls) 

~lills + ~ T1 + 2 T1§18 ..!... Ts§s1 = (C>'ls - &'ls)§ss 
u81 u88 

({J) ~&Z, + ~ T, + 2 Ts§s1 + T1§1s = (&'ls - &'ll)§u 
u88 us1 

~&Z, + ~.!! + 2 Ts§a + T,§2S = (&'!1 - &'ls)§u 
us, us. 

~~~ + ~ft + 2 Tl§ss + Ts§u = (&'la - &Z,)§u 

({J') oarla a T, os1- +aB; + 2 T,§lS + Ts§ss = (C>'lt - &'ls)§s1 

~:1 + ~~~- + 2 Ts§u + Tl§IS = (C>'ls - &'ll)§u · 

Ebenso erhält man durch Anwendung der Bedingung (7) auf die Ver
änderliche xi die folgenden Formeln: 

o§at + C>§u + Q I + Q 2 + "'- "' K o s1 o s1- :1St :123 :121 ,81 = - 11 

(r) ~~·- + ~~81 + §1s2 + §st2 + §sl§u = -K~~ 
o§., + o§u + Q I+ Q I+ "'- "'- K os, Fi.-- :111 :111 :11s:12s =- ss 



§ 232. Formeln von Codazzi. § 283. 

~!11 + (§ts - §u) §ls = ~!11 + &11 - §ss) §ts = Kss 

~ :~+~-~~-:~+~-~~=~ 
:~u + (§as - §11) §Sl = :!81 + (§st - §sl) §ss = K1s • 
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Hier bemerke man, dass sich mit Hilfe der Formeln (r) und (6) die 
totale Krümmung durch die § allein ausdrücken lässt, da 

Ku Ku KlS 
K1 = K"st Kss Ku 

Kat Kas Kss 
ist. Wenn man sich also an die Formel (3) erinnert, so ergiebt sich, 
dass K eine Function ist, die nur von den Q und ihren ersten und 
zweiten partiellen Ableitungen abhängt. Wendet man ferner die Be
dingung (7) auf ein beliebiges anderes x an, so gelangt man zu den 
bereits erhaltenen Formeln. Inzwischen reducieren sich die Formeln (a) 
nur auf zwei verschiedene, und die ( d') bilden im wesentlichen nur ein 
Tripel auf Grund der Identität (8). Man hat also im ganzen vierzehn 
Formeln, die bei der Untersuchung der krummen dreidimensionalen 
Räume, welche in einem vierdimensionalen linearen Raume enthalten 
sind, die Stelle vertreten, die bei der Untersuchung der Flächen die 
drei Codazzi'schen Formeln einnehmen. 

§ 233. 

Betrachten wir z. B. einen sphärischen Raum, d. h. den Ort 
deijenigen Punkte, welche in einem linearen vierdimensionalen Raum 
gleichweit von einem festen Punkte entfernt sind. Die Coordinaten 
dieses Punktes müssen beständig der Relation 

xls + x,.• + Xat + x" =BI 

und den Tinbeweglichkeitsbedingungen genügen. Daraus folgt, wenn 
man diese Relation successiv nach den drei Coordinatenbogen differenziert, 
dass x1 = x1 = x8 = 0 ist, mithin x = R. Trägt man diese Resultate 
in die Tinbeweglichkeitsbedingungen ein, so findet man, dass 

1 
&lt = &11 = &18 = R , T1 = T1 = T8 = 0 

sein muss. Ferner sieht mnn, dass die Formeln (a), ({J) und ({:J') iden
tisch erfüllt sind, so dass nur die Bedingungen (y) und (d') übrig bleiben, 
in welchen 

1 
(23) Ku = K22 = K3s = R' , K2c =K31 = KJ2 = 0 
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ist. Die sechs auf diese Weise erhaltenen Relationen charakterisieren 
also die sphärischen Räume. Man verdankt sie Beltrami, und sie 
gehen für ein unendlich zunehmendes R in die sechs Lame'schen Re
lationen (Formel9) über, welche für den linearen Raum charakteristisch 
sind. Es ist natürlich in einem sphärischen Raume unmöglich, das 
System der cartesischen Coordinaten einzuführen, aber man kann immer 
ein System krummliniger Coordinaten zu Grunde legen, in welchem 
sich das Tripel der Functionen Q wie in dem cartesischen System auf 
eine einzige Function Q reduciert. Damit dies eintrete, ist es not
wendig und hinreichend, dass die Bedingungen (23) erfüllt sind, wenn 
man für die K die aus den Formeln (r) und ( d') gewonnenen Werte 
einsetzt, also 

K;,=-~::~+~2~.- o~.(Q~~), 
• • • 

Eine leichte Integration führt dazu, 

.!_ -1 + %" + q,_" + qsz 
Q- 4R2 

zu nehmen, und man gelangt auf diese Weise zu einem Coordinaten
system, in welchem das Bogenelement 

ds = fdqtll + dq~" + dqs2 

1 + 4~ll(qtt + qll2 + qsll) 

ist. Dies ist das System der stereographischen Coordinaten, 
welches von Riemann angegeben und von Beltrami zur Untersuchung 
der Räume constanter Krümmung benutzt worden ist. 



Sechzehntes Kapitel. 

Curven in Überräumen. 

§ 234. 

Längs einer Curve oder einer einfach ausgedehnten continuirlichen 
Mannigfaltigkeit von Punkten in einem linearen Raume von n Dimen
sionen wollen wir, von M ausgehend, die successiven Lagen M', M", ... 
eines Punktes betrachten, die der willkürlichen Anfangslage M unend
lich nahe sind. Wir werden wie in § 228 sagen, dass das Element 
MM' die Tangente bestimmt, und werden dieselbe beständig als 
xcAxe annehmen. Wir werden ferner als xl1-Axe die (n-1)-Normale 
wählen, d. h. diejenige Gerade, welche durch M senkrecht zu n- 1 
aufeinanderfolgenden Elementen M JJ.l', M' M", . . . gelegt ist. Offenbar 
liegt diese Gerade in der Ebene, welche von allen durch M hindurch
gehenden Senkrechten zu n - 2 aufeinanderfolgenden Elementen ge
bildet wird. Unter ihnen werden wir als x3-Axe diejenige wählen, 
welche senkrecht auf der (n-1)-N ormale steht und als die Haupt
(n- 2)-N ormale bezeichnet werden kann. Die Axen x2 und Xs liegen 
zusammen mit allen (n- 3)-N ormalen in einem linearen dreidimen
sionalen Raume, in welchem die x4-Axe senkrecht zur (~, x8)-Ebene zu 
wählen ist. Fährt man immer in derselben Weise fort, so gelangt man 
dazu, als x,._1-Axe dieHauptbinormale anzunehmen, die in dem linearen 
((n- 2)-dimensionalen) Binormalraume durch die Forderung der Ortho
gonalität zu den vorhergehenden Axen bestimmt ist. Endlich zeichne 
man in dem linearen ((n-1)-dimensionalen) Normalraume, der alle Nor
malen enthält, unter diesen die Hauptnormale aus und wähle sie als 
x,.-Axe. Sie steht senkrecht auf dem Binormalraume. Es seien a;11 

a;2 , ••• , lt;,. die Richtungscosinus' der XtAxe inbezug auf ein beliebiges 
System von n Axen, die paarweise aufeina:J?-der senkrecht stehen, und 
man bemerke, dass sich die angegebene Definition der genannten Axe 
in den Relationen 

Ce•äro-Kowalewski, natürl. Geom•trie. t. Aufl. 19 
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t~=n 

(1) ;:EaivdJah = 0 für 1 S,j ~ n- i, 
•=1 
'l'=ft 

(2) ;:EaivfXjv= 0 für 1 <j Si- 1 
n=1 

ausdrückt. Im besondern erhält man aus (1) für j = 1 und aus der 
Gleichung 

(3) «i12 + «;22 + fX;s2 + ... + a;n2 = 1' 
wenn man dieselbe differenziert, 

'l'=11 

(4) ;:Ea,"da1v = 0 für 1 S, i Sn- 1. 
•=1 

Nun sagen aber die Relationen (2) und (3) aus, dass die Determinante 
mit dem allgemeinen Element aii orthogonal ist. Ihr Wert ist, wenn 
man will, gleich der Einheit, und jedes Element gleich seinem alge
braischen Complement. Hiernach gewinnt man aus den Gleichungen 
( 4) für alle Werte von v 

(5) clab = c1 IXnv 1 

wenn man mit c1 den Winkel bezeichnet, den zwei unendlich benach
barte Tangenten bilden. Allgemeiner hat man, wenn man 

setzt, so dass 

(6) 

ist, 

(7) 

l'=n 

;:Eajvda1,= Eij 
··=1 

Eii = 0 1 tij = - Ej i 

1'=n 

daij = .::E Ei>· fXvj . 
··=1 

Man gelangt wieder zu der Formel (5) für i = 1 und 

(8) Eu= E12 = E13 =. •. = Et,n-1 = 0, 

woraus auf Grund von (6) hervorgeht 

(9) E11 = E21 = E31 = · · · = En-1,1 = 0 1 E" 1 =- E1 • 

§ 235. 

Mit Hilfe der Formeln (7) gelingt ~s, die successiven Differential
quotienten dPr Richtungscosinus' als lineare Ji'unctionen dieser Cosinus' 
auszudrücken. \V enn man ausgehend von dem Winkel Eij, der einst-

weilen mit E~~J bezeichnet werde, eine Reihe von Grössen E~~J, Eßl, ... 
nach dem Gesetz 



§ 234. § 235. 291 

(10) 

berechnet, so findet man durch successives Differenzieren von (7) und 
wiederholte Anwendung dieser Formel 

7=n 

dka;1 = ~ E~~ a,, . 
.. =1 

Die Formeln (1) werden jetzt 
.. 
~ Elkf «vj «ij = 0 • 
i ,j 

Das bedeutet unter Berücksichtigung von (3) und (4) 

~:i~ = 0 für 2 < v < n - k. 

Nimmt man nacheinander k = 1, 2, 3, ... und trägt das letzte Resultat 
in (10) ein, so erhält man 

.. 
(11) ~ E1i1 E;1 ;.E;1 ;, ••• E;p=0 für 2~v~n-k-1. 

il, i",, 0 •• , ik 

Setzt man z. B. k = 1 1 so findet man 

d. h. auf Grund von (8) 

i=n 

~EHE;,. =0 1 
i=l 

E,.., = 0 für 2 < v < n - 2. 
Ebenso wird für k = 2 die Relation (11) 

.. 
:SEuE;j EJ• =0 1 
i,J 

und aus dieser entnimmt man unter Beachtung des vorigen Resultates 
E11-t,.=0 für 2<v<n-3. 

Fährt man· in dieser Weise fort, so sieht man voraus, dass allgemein 
sein wird 

(12) En-k+l, • = 0 für 2 <V< n- k - 1. 

Wir wollen annehmen, diese Gleichung sei samt den ihr vorangehenden 
wahr und wollen beweisen, dass sie bestehen . bleibt, wenn man in ihr 
k in k + 1 verwandelt. Wird ik+ 1 = j gesetzt, so giebt die Relation (11) 

J=n 
~ (EJv. ;:E E~;1 E;1 ;• E;1 ;, ••• Eikf) = 0 für 2 <V< n- k- 2. 
]=l 11J 12J••·•'k 

Die Summe mit k Indices ist null für j = 2, 3, 4, ... 1 n- k -1. 
Andrerseits ist auf Grund von (12) und der vorangehenden Gleichungen 
Ejv null für j = n - k + 1, n - k + 2, ... , n- 11 n. Es bleiben 

19* 
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also nur die Glieder übrig, welche den W erlen j = 1 und j -= n - k 
entsprechen. Das erste ist null auf Grund von (8), mithin hat man 

E11-Jo,., = 0 fiir 2 ~ v < n - k - 2. 

Man gelangt also gerade zu der Formel (12), in der k in k + 1 ver
wandelt ist. 

§ 236. 

Wir wollen jetzt als Axen die n Hauptgeraden wählen und 
untersuchen, welche Lagen sie annehmen, wenn sich der Anfangspunkt 
M nach M.' verschiebt. Offenbar stellt Eij filr i ~ j den Cosinus des 
Winkels dar, den die neue Axe x/ mit x1 bildet. Hiermit erhalten die 
Formeln (12) eine geometrische Interpretation, die man leicht zum 
direeten Beweis dieser Formeln benutzen könnte. Setzen wir inzwischen 

so sagen die Formeln (12), (8) und (9) aus, dass die Richtungscosinus' 
der Hauptgeraden, welche ihren Ursprung in M' haben, inbezug auf 
die von M ausgehenden durch folgendes quadratische Schema ge
geben sind: 

xt X, Xa Xn-2 x,._1 x,. 

x' 1 1 0 0 0 0 Et 

x' 2 0 1 E,.-1 0 0 0 

Xa 
, 

0 -En-1 1 0 0 0 

, 
0 0 0 1 0 Xn-i fs 

X~-1 0 0 0 -Es 1 Ej 
X' 
" 

-El 0 0 0 -Es 1 

Dies vorausgeschickt seien x11 x2, ••• , x,. die Coordinaten eines Punktes 
P inbezug auf die bewegliehen Axen; Jx sei die absolute Variation 
einer Coordinate x im Raume, wenn M in M' und gleichzeitig P in 
P' übergeht; dx sei die Variation, welche diese Coordinate möglicher 
Weise inbezug auf die beweglichen Axen erfahrt. Durch Projection 
von M' P' auf die von M ausgehenden Axen erhält man 

6x1 =dX1-E1 (x,. + dx.J +ds, Jx2 = dx2 - E,.-t (:.r.3 + dx3), u. s. w. 

oder 
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nachdem man 

(14) ds = E1 (>1 = E1 ()1 = E3 (>8 = · · · = En-1 (>n-t 

gesetzt hat. 

§ 237. 

Die Formeln (13) sind die Fundamentalformeln für die natür
liche Analysis der Curven, die in einem linearen Raume von n 
Dimensionen enthalten sind. Diese Curven besitzen also n-1 Kriim
mungen, welche sieh durch die Radien Q messen lassen. Wenn beim 
Durchlaufen der Curve der Punkt M sieh von der Tangente entfernt, 

so entsteht die erste Krümmung. Entsprechend der mehr oder weniger 
grossen Tendenz des Punktes M, sich von der osculierenden Ebene zu 

entfernen, hat man eine zweite Krümmung, ferner eine dritte, die von 
der Tendenz des Punktes M herrührt, aus dem osculierenden Raume, 

welcher durch drei aufeinanderfolgende Elemente MM', M' M", M" M"' 
bestimmt wird, herauszutreten, und so fort. Schliesslich erfährt die 
Curve wegen der Entfernung des Punktes M von dem (linearen, (n -1)

dimensionalen) oseulierenden Raume 1 der senkrecht auf der ( n- 1 )
Normale steht, eine (n- 1)-te und letzte Krümmung. Die Formeln 
(13) gelten auch, wenn man für die x die Cosinus' setzt, die eine be
liebige Richtung definieren, vorausgesetzt, dass man in der ersten den 
'ferm 1 beseitigt. Wendet man die genannten Formeln im besondern 
auf die x,._,+1-Axe an, so findet man leicht, dass der Winkel e,, den 

zwei unendlich benachbarte i-Normalen bilden, durch die Formel 

2 9 + 2 ei = E; Et+t 

gegeben ist, die auch für i = n- 1 richtig ist, wenn man E,. = 0 
festsetzt, was man annehmen muss, wenn man sieh für einen Augenblick 
den betrachteten Raum als enthalten in einem linearen Raume denkt, 
der eine Dimension mehr hat. Wenn man überdies mit e0 den Winkel 

(= E1) ·bezeichnet, den zwei unendlich benachbarte Tangenten bilden, 
so ist es interessant, folgendes Theorem von Lancret zu notieren: 

e0 2 - e12 + e2 2 - • • • ± e!-t = 0. 
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§ 238. 

Der Beweis der Formeln (13) lässt sich erleichtern durch ganz 
einfache mechanische Betrachtungen, die den Vorteil haben, dass sie 
zeigen, welchen Weg man verfolgen muss, um analoge Formeln zu er
halten, die allgemeiner sind und sich auf nicht lineare Räume beziehen. 
Erteilt man in dem n-dimensionalen Raume, in welchem 

ds9 = dx12 + dx33 + · · · + dxn' 

ist, den Coordinaten X willkürliche ovariationen 6 x, so liefert die letzte 
Relation 

1 """ (o6x; oBxJ) dsJds = -2 ~ ~ + -"'- dx,dx1 . 
i,J ux1 ux1 

Daraus folgert man.. dass die Bedingungen 

oBx, + o6x1 = O 
ox, OX; 

für die Starrheit notwendig und, wenn sie zusammen bestehen, 
hinreichend sind. Integriert man sie, so ergiebt sich 

8x; = a; + roux1 + w; 2X2 + · · · + ro;"x", 

wo ro;J + ro;; = 0 ist. Jede infinitesimale starre Bewegung geht dem
nach hervor aus einer Translation (a11 a2 , ••• , a") und aus einer 
Rotation, die sich in ~ n (n-1) Rotationen parallel zu den Coordi
natenebenen zerlegt derart, dass bei jeder Rotationscomponente jeder 
Punkt des Systems sich in einer Ebene bewegt, die einer Coordinaten
ebene parallel ist, und in derselben eine Rotation ro;1 , von x1 nach x, 
zu gerechnet, erfährt. Nunmehr betrachte man das System der n Haupt
geraden als starr und studiere seinen Übergang von der Lage, die 
es in einem Punkte M hat, zu derjenigen, die es in einem unendlich 
benachbarten Punkte M' annimmt. Die Haupt- ( n- i + 1 )-Normale x, 
bleibt senkrecht zu n - i aufeinanderfolgenden Elementen und muss 
sich daher in dem i-dimensionalen Normalraume x, x3 ••• x, x1+1 be
wegen, zu welchem die übrigbleibenden Axen X;+ 2, X;+ 3 , ... , xn senk
recht sind. Daraus folgt ro;1 = 0 für 

i>1, j=i+2, i+3, ... , n. 
Beachtet man ferner, dass ro;1 =- w1; ist, so kann man hinzufügen, 
dass ro;1 = 0 ist für 

j>1, i=j+2, j+3, ... , n. 
Es ist also, wenn man beide~;~ zusammenfasst, ro;; = 0 für 

i>l, j=2,3, ... , i-3, i-2, i, i+2, i+3, ... , n-1, n. 
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Was die Axe x1 anbetrifft, so kann sie offenbar, da. sie senkrecht zu 
allen mehrfachen Normalen bleiben muss, nicht aus der osculierenden 
Ebene x1 x,. heraustreten: E1 sei der Winkel, um den sie sich gegen x,. 
dreht. Dann hat man 

mlll = E1' 

mt,. =-E1' 

mu = mst =, .. = Oln-1,1 = O, 

ma = m1s =, .. = m1, .. -1 = 0. 

Es seien nunmehr E,._1 , En-ll, ••• , E1 die Winkel, um welche sich 
x,, x8 , ••• , Xn-1 bezüglich gegen x3 , x4 , ••• , x,. drehen, so dass 

ist. Das starre System, welches durch die n Hauptgeraden bezeichnet 
wird, erfährt also bei dem Übergange von M nach M' ausser der 
Translation ds längs x1 eine Rotation, welche durch die soeben be
stimmten Winkel m definiert ist. Wenn der Punkt (x11 x2, ••• , x,.), 
anstatt mit den n Geraden fest verbunden zu sein, inbezug auf sie die 
V errückung ( dx11 d:J:s, ... , dx,.) erfährt, so sind die Componenten seiner 
absoluten V errückung im Raume auf Grund der zu Anfang bewiesenen 
Formeln und der zuletzt erhaltenen Resultate 

{6x1=dx1-s1x,.+cls, 6x,=dx1 -E,.-tx8 , ~x,.==dx .. +s1a; +E,X,.-t, 
6x,=dx,+E,.-i+SXi-l- E,.-i+1Xi+1 c~ = 3, 4,. · .. , n-1). 

Dies sind aber, wenn man durch die Ausdrücke (14) dividiert, gerade 
die Fundamentalformeln. 

§ 239. Theorem von Brunel. 

Wir wollen die Fundamentalformeln zum Beweise eines Satzes von 
Brunel verwenden, der insofern interessant ist, als er wesentliche Unter
schiede in der Structur der Räume aufdeckt, je nachdem ihre Dimen
sionenzahl gerade oder ungerade ist. Um den Unbeweglichkeitsbe
dingungen durch consta.nte Werte der Coordinaten x zu genügen, muss 
man haben 

x8 = 0, 

x,_l = xi+t (' 3 4 1) t= , , ... ,n- , 
t'n-1+2 <'n-l+l 

woraus sich nur für ein gerades n ableiten ·lässt 

x1 = x3 = x5 = · · · = x,._1 == 0, 

l't l's l'a · • · (1,._;+1 4 ) x.= (i = 2, , ... , n , 
• l's (1, , •• (l,._, 
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vorausgesetzt, dass 
(16 (ln-1 

(l, 1 • • 'I (ln-ll 

constant sind. Der so definierte Punkt 0 ist im Raume unbeweglich, 
und das Quadrat seiner Entfernung von M hat den constanten Wert 
:x;111 + x41 + ... + x,.1• Für ein ungerades n kann man dagegen durch 
constante Werte der Cosinus' "t , a,, ... , a,. den Bedingungen für die 
Unveränderlichkeit der durch diese Cosinus' definierlen Richtung ge
nügen, d. h. den Gleichungen 

a .. =O, 

(l•-i+ll 

vorausgesetzt, dass 

«a=O, 

(i= 3, 41 ••• , n-1), 

(11 (l• (ln-1 

(11 1 (la 1 ' ' • 1 (ln-11 

constant sind. In diesem Falle haben die Tangenten der Curve gleiche 
Neigung gegen die unveränderliche Richtung, welche durch die Cosinus' 

«s = «5 = "1 = · · · = a,. = 0, 

definiert ist. Daraus folgt im besondern, dass eine Linie, deren 
Krümmungen alle constant sind, in einem linearen Raume 
von n Dimensionen eine Schraubenlinie oder eine sphärische 
Linie ist, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Im Falle 
eines ungeraden n kann man ausserdem in der bereits definierten Rich
tung eine feste Gerade finden, von welcher alle Punkte der Curve gleich 
weit entfernt sind. Allgemeiner gelangt man im Falle einer beliebigen 
Linie zur Auffindung des Punktes oder der Geraden 1 die wir vorhin 
erhielten, indem man (vgl. § 132) den Punkt oder die Punkte sucht, 
welche in dem starr mit dem System der Fundamentalgeraden ver
bundenen Raume liegen und sieh langsamer bewegen als alle 
andern. Setzt man die partiellen Ableitungen von 

(
:x; )s • ( :x; )s i=n-1 :x; :x ...!!. _ 1 + .!L_ + :x;t + n-1 + · ____!,=..!._ _ --±.!.._ II 

(ll (l!-1 .(Jl C?t ~ (C?n-i+l (J•-i+l) 

nach den x gleich Null, so gelangt man für ein gerades n zu den 
Tinbeweglichkeitsbedingungen und findet so den Punkt 0 wieder, der 
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im allgemeinen mit M beweglich, aber von der Beschaffenheit ist, dass 
das System der Fundamentalgeraden für einen Augenblick um ihn 
rotiert, wenn M längs der Curve fortzurücken strebt. Für ein unge
rades n findet man anstatt eines Punktes eine Gerade, die durch die 
Gleichungen 

( i = 3, 5, ... 1 n) 

definiert ist, in welchen die a die vorhin berechneten Werte haben. 
Das Quadrat der Entfernung des Punktes M von dieser Geraden ist 
x32 + x52 + · · · + xn2 • Diese Entfernung ist also constant, wenn alle 
Krümmungen constant sind. Auf diese Weise ist das Theorem von 
Puiseux (§ 136) auf einen beliebigen linearen Raum mit einer ungeraden 
Dimensionenzahl ausgedehnt. 

§ 240. 

Wir gehen jetzt dazu über, zu zeigen, wie sich die Principien der 
barycentrischen Analysis (§ 83) mit Leichtigkeit auf lineare Räume mit 
mehr als zwei Dimensionen ausdehnen lassen, In einem linearen n-dimeu
sionalen Raume wollen wir die Punkte A11 A2, .•• , An+l fixieren, die 
als die Ecken des einfachsten n-dimensionalen polyedrischen Gebildes 
betrachtet werden können, welches wir nach Stringham als ein n-faches 
(n+ 1)-edroid bezeichnen werden. Es seien Xn 1 X;2 , ••• , X;n die Co
ordinaten von A; inbezug auf die beweglichen Axen. Von einem be
liebigen Punkte JJ:[ lässt sich immer annehmen, dass er in dem Raume 
als Schwerpunkt eines gewissen Systems von n + 1 Massen definiert 
ist, welche in den Ecken des fundamentalen ( n + 1 )-edroids angebracht 
sind und der Relation 

P-1 + P-a + P-s + · · · + P-n+l = 1 
genügen. Dies sind die barycentrischen Coordinaten des Punktes. 
Seine cartesischen Coordinaten sind also durch die Formeln 

Xk = fL1X1k + fL2X2k + ... + fLn+lXn+l,k 

gegeben. Inzwischen hat man identisch 
n+l i=n+l i=n+l (i=n+l )2 :ecxik- Xjk)2dp,;dtJ-j = 2 ~ dtJ-;·~ X;k2dp,;- 2 ~ X;kdfL; • 

Die rechte Seite reduciert sich auf Grund der früheren Gleichungen 
auf- 2dxk2 Mithin erhält man, wenn man k = 1, 2, 3, ... , n setzt 
und summiert, 
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n+t 

ds9 =-! ~ a,l dp.;dll-J, 
i,j 

wo au die Länge der Seite A;AJ darstellt, d. h. 

a,l = (xn - XJ1)3 + (x;3 - XJ2)2 + · · · + (x;,. - XJa)2 

gesetzt worden ist. Wenn z. B. die Coordinaten p. als Functionen eines 
Parameters t gegeben sind, der etwa die Zeit bedeuten möge, so liefert 
uns die obige Formel sofort den Ausdruck für das Quadrat der Ge
schwindigkeit: 

(15) 

§ 241. 

Betrachten wir die Wronski'sche Determinante 

l't 
dp., cll ",, d"p., 
dS Cfii ds" 

,.,., dl's d'p., d"p., 
W= dS (fil ds" 

und multiplicieren wir sie mit der Consta.nten 

a"= 

1 Xn+J,l Xn+t,2 ... Xn+t,n 
von der man zeigen kann, dass sie nur von den a,, abhängt. Man 
findet nämlich 

0 1 1 1 
1 9 2 2 

au a12 ~ ... +t 

(- 2a~"= 1 2 a~s ll 
au all,n+l 

1 2 2 2 
a .. +t,t an+t, 2 ' ... ' an+t,n+t 

Dies geschieht durch leichte Umformungen, die wir hier nicht zu re
producieren brauchen, wie wir auch den Beweis übergehen können, 

dass a~ den Inhalt des fundamentalen (n + 1 )-edroids misst. Inzwischen n. 
geht aus der angegebenen Multiplication der Wronski'schen Determinante 
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der Wert von a11 W in Form einer Determinante n-ter Ordnung hervor, 
deren allgemeines Element 

"{j rfp,k 
d;j = .t::::.J Xkj -d i 

1 8 

ist. Dies vorausgeschickt erhält mau durch Anwendung der Fundamental
formeln auf die Punkte A 

Mit ihrer Hilfe lassen sich, wenn die erste Colonne der Determinante 
a" W bekannt ist, alle andern berechnen. Übrigens zeigt eine einmalige 
Differentiation der Definitionsgleichungen 

i=n+l 

~ II;Xij = 0 
i=l 

(j=1,2,3, ... ,n), 

dass 
O'u = 1 ' O'a = 0'1s = · · · = 111" = 0 

ist. Darauf liefern die Formeln (16) 

ferner 
1 

11:u =-! 1 O'sll = O'ss = · · · = 113,n-2 = 0' 
(11 

1 
d3 n-1=- --

' (11 (II 1 

u. s. w. Man sieht voraus, dass 

d 1 
11s ---
•"- ds (11 ' 

(17) d;J = 0 für 2 ~j < n-i+ 1 

sein muss. Angenommen, dies sei wahr bis zu einem gewissen Werte 
des Index i. Dann ist es leicht, zu zeigen, dass es auch noch gilt, 
wenn man i in i + 1 verwandelt. In der That ergiebt sich aus den 
Formeln (16) und (17), dass 

(18) 
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ist, so dass man unter Berücksichtigung von (17) hat 

c1;+t,J= 0 für 2 <j S:, n-i. 

Dies ist gerade die Formel (17), in der man i durch i + 1 ersetzt hat. 
Es ist also 

1 0 0 ... 0 0 0 
0 0 0 ... 0 0 t1t, .. 

t1s1 0 0 ... 0 c13,n-1 t1s, .. 

a"W= (}'41 0 0 • • • t14, n-2 c14,n-1 t14, .. 

dn-1,1 0 dn-1,3 • • · c1n-1, n-2 c1n-1, n-l c1n-1,n 

d. h. 

(19) 

6',.,1 • • • lfn,ll-2 c1n,n-1 

Andererseits liefert die Formel (18) für j = n- i + 1 

!1;, n-i+2 
c1;+1, n-i+1 = - f!; 1 

und aus dieser Gleichung folgert man 

Trägt man endlich in (19) dieses Resultat ein, so gelangt man zu der 
folgenden bemerkenswerten Formel: 

(20) 

§ 242. 

Die letzte Formel liefert uns immer eine Relation zwischen den 
n -1 Krümmungen einer gegebenen Ourve, und es sind ausserdem 
n- 2 nötig, um die natürlichen Gleichungen dieser Ourve aufstellen zu 
können. Es ist klar, dass die Relation (20) im Falle einer ebenen 
Curve hinreicht. Alsdann erhält man die gesuchte natürliche Gleichung, 
indem man t aus den Gleichungen 

a11 (lW= 1, s=J~dt 

eliminiert, in denen vorher ~ und W als Functionen von t auszudrücken 
sind, und zwar mit Hilfe der Formel (15) und der folgenden 
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1'1 
dp.l d'p.l 
dt dt' 

d"p.l 
dt" 

"-\ .. (11+1) w = l'i 
dp., d'p., 
dt dt 1 

d"p., 
dt" 

P.n+t 
dp. .. +l d'p. .. +t 

dt dt1 

d"p...+t 
dt" 

die eine einfache Folge der Definition von W ist. Für die Linien des 
linearen dreidimensionalen Raumes erhält man zwischen den beiden 
Krümmungen die Relation 

(21) a3~1r W = 1 

und braucht noch eine zweite. Um dieselbe zu finden, betrachte man 
die W ronski'sche Matrix 

welche in W übergeht, wenn man die letzte Colonne unterdrückt, und 

in ::v , wenn man die vorletzte unterdrückt. Es sei ferner W' die 

Determinante, welche man erhält, wenn man die zweite Colonne unter
drückt, eine Determinante, die sich leicht als Function von t berechnen 
lässt, da auf Grund emer allgemeinen Eigenschaft der Wronski'schen 
Determinanten 

0 
ds d's d3 s d 4s 
dt dt1 dt3 dt4 

fi-t 
dp.l d'pl d81'l d•pl 

"lOW'=- dt dt1 JiS dt 4 

ist. Sollen die Gleichungen 

~ """ dp.i ~ fl'i Xn = 0 1 ..:::;"; xil d8 = 1 , 

zusammen bestehen, in welchen i von 1 bis 4 läuft, so ist notwendig, 
dass die Determinante 1 welche aus der Matrix (22) durch Hinzufügen 
der Zeile 

o, 1' o, 1 
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entsteht, verschwindet, dass man also hat 

(23) (>5 W' = ~(f!sW), 
woraus man ableitet 

(24) ..!__ = _ _!_ w-ifw'w-t "dt 
(l:t 3 ' 

vorausgesetzt, dass nicht W oder W' null ist. Wenn man für "' W, W' 
ihre Ausdrücke als Functionen von t einsetzt, so lässt die letzte Formel 
den Wert von f! erkennen, worauf man aus (21) r gewinnt. Übrigens 
gelangt man zu der Formel (24) auch durch ein ähnliches Verfahren 
wie das, welches uns die Formel (21) geliefert hat. Multiplieiert man 
in der That die Determinanten a8 und W' miteinander, so erhält man 

asn5W'=~.! 
" ils r 1 

und von dieser Formel gelangt man wieder zu (23), wenn man r mit 
Hilfe von (21) herausschafft. Ausserdem sieht man, dass in W' = 0 
die notwendige und hinreichende Bedingung liegt dafür, dass die Curve 
eine S chra u benlini e ist, während W = 0 die Bedingung dafür ent
hält, dass die Curve eben ist. Der Leser kann zur Übung die obigen 
Formeln auf die Untersuchung der tetraedralen Potenzcurve (vgl. § 102) 
anwenden. 
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Überräume. 

§ 243. 

Wir wollen eine Linie in einem krummen n-dimensionalen Raume 
betrachten, der in einem linearen Raume enthalten ist, und uns daran 
erinnern, dass auf Grund der im vorigen Kapitel aufgestellten Funda
mentalformeln die Coordinaten eines festen Punktes inbezug auf die 
n + 1 Hauptgeraden der Curve deraclige Funetionen des Bogens sind, 
dass ihre Ableitungen sich linear durch die Coordinaten selbst ausdrücken. 
Es ist klar, dass diese Eigenschaft sich erhält, wenn die n normalen 
Geraden sieh fest miteinander verbunden in ihrem Raume solange 
drehen, bis eine von ihnen normal zu dem betrachteten krummen 
Raume wird. Denken wir uns in diesem n- 1 Curven, die die andem 
n- 1 Geraden berühren, so können wir, wenn wir mit x01 x11 x1, ••• , :l!,. 
die Coordinaten des festen Punktes bezeichnen, schreiben 

(1) 

wo e;1 gleich 1 oder 0 ist, je nachdem i = j oder i ~ j ist. In kurzem 
werden wir sehen, dass die n (n + 1)2 Coefficienten ez sich auf nur 
! n (3n -1) linear unabhängige reducieren, und dass zwischen diesen 

und ihren Ableitungen ~ '~ (n -1)(5n -1) wesentlich verschiedene 
Relationen bestehen, die das Analogon der von Codazzi für die Flächen 
aufgestellten Formeln s.ind. 

§ 244. Theorem von Dupin. 

Man bemerke zunächst, dass die Formeln (1 ), und zwar mit immer 
verschwindenden e;1 , bestehen bleiben, wenn die x die Bedeutung von 
Richtungscosinus' haben, in welchem Falle identisch. 
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ox ox oa; ox,. 
Xo-o + ~ -' + xll- + ... + x" ~ = 0 08" 08" . osk u8k 

sein muss; mithin ist 
(2) ....Ck) + c.(k) = 0 c:;tiJ .... ,. 

und im besondem el~"J = 0. Andrerseits erhält man durch Differentia
tion von (1) 

a• " ae<•1 
_2_ = ~ ~x + ~ e,<·1 a(j) x - e,<·1 
()s. os ~ ()s. I ~ lcl im m ki 1 

• J 0 1 l,m 
(3) 

ferner für x0 = x1 = · · · = x,. = 0 

ax, o'lll~: __ ..:v<•J 
~s =-e,,, ~ 
Cl 'J 0 8; 0 s, - kj • 

Dies vorausgeschickt geht die Integrabilitätsbedingung 

(4) 

über in 
el(j) - a<•'l = e . 0 log Q, - e 0 log Q, 

Iei kj A:l os. kj OB· 
1 • 

und im besondem für k = i in 
(5) ez<•'l =- 0 log Q,. 

iJ OS; 

Nimmt man dagegen k als verschieden von i und von j an, so erhält man 

(6) C~(j) = c.(l) 
l;;f.ki .... kj • 

Endlich liefern die Formeln (2) und (6), wenn man sie .abwechselnd 
anwendet, 

~=-~--~=~=~--~=-~ ~ij .... ,. ~jk r,;A,kj ~ki ~.... l;;f.iJ • 

Daraus ergiebt sich 
(7) ..:v(k)=Ü 

~,, ' 
so oft i, j, k voneinander und von Null verschieden sind. Diese Glei
chung ist der verallgemeinerte Ausdruck des Dupin'schen Theorems 
in den Überräumen, da wir vorhin (§ 230) gesehen haben, dass das 
genannte Theorem gerade in der Unabhängigkeit der Differentialquotienten 
():x;. 
~ von den x mit einem nicht verschwindenden und von i und j ver
uBJ 

schiadenen Index seinen Grund hat. Wir werden in kurzem sehen, 
dass auch die geometrische Bedeutung der Gleichung (7) die natür
liche Ausdehnung der bereits in den dreidimensionalen Räumen gefun
denen ist. 
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§ 245. 

Wenn man k = 0 nimmt und e~.~; =lii; setzt, so kann man auf 
Grund von (6) nur behaupten, dass 7!;1 = li1; ist. Wir werden ferner 
7!;; mit - &l1 und el~J mit - §;1 bezeichnen, so dass nach Formel (5) 

(8) 
()log Q. 

§;J=~ 
J 

ist. Auf diese Weise bleiben von den Coefficienten ez nur diejenigen 
übrig, welche mit &ll1 cn,, &ls, ... ' oder §127 ~211 §187 §su §m §s27 ... , 
oder 7!12 , li18 , 7!23 , ... bezeichnet worden sind, und welche wir bezüg
lich N ormalkrümmungen, geodätische Krümmungen und geo
dätische Torsionen nennen werden. Wir wollen also, um zu re
sumicren, immer festhalten, dass jeder Coefficient ez sein Zeichen wech
selt, wenn man die untern Indices vertauscht, und dass die Normal
krümmungen, die Torsionen und die geodätischen Krümmungen sich in 
folgender Weise ausdrücken: 

(i) (') (Q ~ _..-:. '7i .. ='7i··=.C.' r.>. •• -c.• 
w"i- "';o ' ..._,, '"-J • l;of.OJ ' ':I•J - 'W4Ji • 

In jedem andern Falle ist el = 0. Wir bemerken überdies, dass wir 
manchmal der bequemeren Schreibweise halber - rtii an Stelle von eri 
und §ii anstatt Null stehen lassen werden. 

§ 246. Formeln von Codazsi. 

Unter Beachtung von (8) verwandelt sich jetzt die Bedingung (4) in 

( o )oxk (o )oxk 
OB;+ §ji osj = OBj + §;J OB; ' 

um sich weiter mit Hilfe von (3) in eine lineare Relation zwischen 
den x zu transformieren, die sich in die folgenden Bedingungen spaltet: 

(9) ( _!_ + Q .. )e,<•1_ (i_ + tiJ.. ·)elUl = ~ (e.<•1 e~.U> _ e/,(11 e,<•1) 
()s. ':I•J kl os. ':IJ• kl ~ k11t Im km Im ' 

• • 0 

die für die Existenz der Ji'unctionen x notwendig und hin
reichend sind. Wenn man jede der Zahlen i, j, k, l als positiv und 
verschieden von den drei übrigen voraussetzt, so ist die linke Seite 
auf Grund von (7) null, und man erhält 

(10) 

Diese Gleichung gestattet ~ n ( n- 3) Coefficienten 7l durch die n 

andern auszudrücken, und es ist somit die Zahl derjenigen Coefficienten er, 
Cesit.ro·Kowalewski, natürl.Geometrie. 2 Aufl 20 
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welchen man in einem Punkte willkürliche Werte beilegen kann, auf 
n(n+ 1) reduciert für n>2. Die Formel (9) ist sozusagen die uni
verselle Codazzi'sche Formel, aus der sich andere Formelgruppen 
ableiten lassen nach der verschiedenen Bedeutung der Coefficienten el. 
Wenn man einen der Indices k, l als null voraussetzt und den andern 
als verschieden von i und von .i 7 so giebt die Formel (9) 

orcik orc,~: 
(a) ~-~ + ll;k§iJ -llik§J; + ll;J (§;k- §Jk) = 0. 

1 • 

Setzt man dagegen den nicht verschwindenden Index gleich i oder 
gleich j 7 so erhält man 

oCYZ. orc.. i-l " 

(ß) o/ + os.'J + 2ll;j§ij + 2'{J;ik§Jk + ~llik§Jk = (Cfl;- CJlJ)§Ji· 
• J 1 i+l 

Nehmen wir jetzt k = i, l = j. Dann geht die Formel (9) über in 

(r) ~;;; + ~;~i + §;/ + §,l + :2§ik§Jk = ll;i- Cfl;Cfl;. 
1 • 1 

Setzen wir endlich voraus, dass nur eine der positiven Zahlen k, l gleich 
i oder gleich j ist, so finden wir 

o§;k 
(«l) FS + (§u- §Jk) §;J = CJl;llJk + llikllJ; 

j 

und auch 
o§ .. 
os~J + (§;;- §kJ) §;k= CJl;lljk + llikl[Ji· 

Aber diese letzte Formel unterscheidet sich nicht von der vorher
gehenden, da (vgl. § 121) auf Grund von (8) die beiden linken Seiten 
identisch sind. Die Formeln der Gruppe ( «f) sowie die der Gruppe ( a) 
zerfallen in ! n (n -1)(n- 2) Tripel; aber in jedem Tripel von (a) 
giebt es nur zwei wesentlich verschiedene Formeln. Die Gruppen (ß) 

1 und (r) enthalten offenbar n ( n- 1) und 2 n ( n- 1) Formeln, so dass 
man in den krummen n-dimensionalen Räumen im ganzen 

5 3 1 
6 n(n-1)(n-2) + 2 n(n-1) = 6 n(n-1)(5n-1) 

Relationen hat, die den Codazzi'schen Formeln anaJog sind. 

§ 247. 

Von fundamentaler Bedeutung f'lir die Untersuchung dieser Räume 
vom Standpunkt der natürlichen Geometrie ist die quadratische Form 

(lJ = ml xl2 + m!x2 2 + ... - 2llux1 x2 - .... 
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Ihren ersten partiellen Ableitungen sind auf Grund der Formeln (1) 
die Ableitungen von x0 proportional. Es ist hier nützlich zu beachten, 
welche einfache Form diese Relationen infolge der in § 245 ausgeführten 
Bestimmung der Coefficienten ez annehmen. Man hat 

(ja;. :2" -' = &r.x - "'-··X·-1 os. • 0 '::I•J J ' 
' 1 

Die Discussion von cJ) führt zu dem Euler'schen Theorem und zu 
dem Begriff der Krümmungssysteme, welche durch die Bedingungen 
[ = 0 charakterisiert sind. Denken wir uns ferner die Bedingungen 
für Unbeweglichkeit hingeschrieben in einem von den (n -!)-dimensio
nalen Räumen der Schar, die in dem gegebenen krummen Raume 
durch eine Function q.i definiert wird, so bemerken wir sofort, dass die 
[jk für den genannten Raum q.; sich nicht von den Coefficienten ez;1 
unterscheiden, so dass, wenn die n Räume q; zusammengenommen 
den betrachteten krummen Raum constituieren, die Gleichung (7) 
aussagt, dass alle ihre [ null sind, d. h. dass sich die Räume .not
wendig längs ihrer Krümmungssysteme schneiden müssen. 
Endlich führt die Discussion von cJ) auch dazu, n Hauptkrümmungen 
zu betrachten, deren Product K, gleich der Discriminante von cJ), als 
Mass für die totale Krümmung dienen kann. Die Formeln (r) und 
(!l) zusammen mit (10) liefern dann die Werte aller quadratischen 
Minoren von K, und man kann daher sagen, dass die totale Krüm
mung ein.zig und allein von den geodätischen Krümmungen 
und ihren Variationen abhängt. Man bemerke noch, dass im Falle 
eines linearen Raumes die Function c;li identisch verschwindet und die 
Codazzi'schen Formeln sich auf ~ n(n-1)2 Bedingungen reducieren 
(vgl. § 233), die für die Linearität des n-dimensionalen Raumes 
notwendig und hinreichend sind. 

§ 248. 

Wir wollen die oben entwickelten Formeln auf das Studium der 
infinitesimalen Deformationen der Überräume anwenden. Ein 
Punkt M eines krummen n-dimensionalen Raumes, der in einem 
linearen Raume mit einer Dimension mehr enthalten ist, verschiebe sich 
unendlich wenig in diesem Raume. Es seien u0 , u1 , ~ , .•• , u,. seine 
Coordinaten in der neuen Lage M', bezogen auf die beweglichen Axen 
mit dem Anfangspunkt M, welche in der oben beschriebenen Weise 
gewählt sind, und man setze 

20* 
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(11) 

Die Fundamentalformeln zeigen sofort, dass, wenn M die unendlich 
kleine Strecke ds1 auf der Axe i durchläuft, die Coordinaten des Punktes 
M' sich um 

u01 ds., ulids., u21 ds0 .•. , (uii + 1)ds., ... , U111 ds1 

ändern. Wenn also allgemeiner der Punkt M sich in der durch die 
Cosinus' a1 , a2 , ••• , «11 in dem linearen Tangentialraum definierten 
Richtung bewegt und dabei die Strecke ds beschreibt, so erleiden die 
Coordinat.en von M' die Variationen 

(12) ( «; + ~IXjUij) ds 1 

und man findet daher, wenn man quadriert und summiert, dass die von 
M' durchlaufene Strecke ds' = (1 + a.) ds ist, wobei man abgesehen 
von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung 

.Q, =~a,ccJUiJ 
i;j 

hat. Im besondem stellen die uii die auf die Längeneinheit reducierten 
Verlängerungen längs den Axen dar, und die Betrachtung des Raum
elements, welches mit den Kanten ds1 , ds,, ... , dsn construiert ist, 
zeigt, dass U;J + u11 die Änderung des Winkels zwischen den Axen i 
und j ist, und dass die räumliche Dilatation pro Einheit d~n Wert 

(fj) = Uu + U22 + U33 + · · · + Unn 
hat, d. h. auf Grund von (11) 

(13) B = ;2 (a:, + §;) u1 - u0 ;2 cn;, 
1 1 

wo ~~ die Summe aller ~ mit dem zweiten Index gleich i ist. 

§ 249. 

Die Richtungscosinus' der Tangente der Bahncurve von M' erhält 
man offenbar durch Multiplication der Grössen (12) mit 1 - ~ und 
durch Division mit ds. Sie haben also die Werte · 

(14) 
n 

a1- ~a,+~«JUiJ· 
1 

Dem Increment, welches a1 dabei erhalten hat, lässt Rich inzwischen 
die Form geben 
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~aJa.,(a~;U;J- triUkJ) = a1 rou + a1 w,1 + · · · + a,.m,,., 
j,k 

wenn man ,. 
W;J ~a,.(aJUu- «;UJi) 

1 
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setzt. Da nun ro11 = - m11 ist, so sieht man, dass die Richtung 
( a1 , a1 , ••• , a .. ) in dem linearen Tangentialraum eine Drehung erf'ahrt, 
die gerade durch die schiefsymmetrische Matrix 

definiert ist (vgl. § 238). Im besondem drehen sieh die Axen i und j 
in ihrer Ebene um -U;; und U;JJ und man erkennt auf diese Weise 
noch einmal, dass U;J + u1, die .Änderung des Winkels zwischen den 
genannten Axen darstellt. Da sieh nun .ß im allgemeinen nur in einer 
Weise auf kanonische Form redueieren lässt, so ist es im allgemeinen 
so, dass nur ein orthogonales Axensystem sieb bei der Deformation 
orthogonal erhält, so dass ein beliebiges Paar derartiger Axen (i, J) 
sich in der eignen Ebene starr dreht, und zwar um einen Winkel 

u,1 = -UJt = ! (u;1-u1;). Da ferner die Grösse &;J=U;J-UJ; eine 
orthogonale Invariante der Form fDiJ ist, so erkennt man leicht, dass 
die &11 in jedem Falle die doppelten Oomponenten der geodätiscb'en 
Rotation bedeuten. Nach den Formeln (11) bat man nun 

(15) &;1 = (a~, + §•1) "'•- (o:, + §1,) u1 • 

Man bemerke hier, dass auf Grund der lntegrabilitätsbedingung 

<16) (o:1 + §•J) o:; = (a~, + §1') o:1 

die 3- sämtlich verschwinden bei den Potentialdeformationen des Raumes 
in sich, d. h. wenn die V errückung tangential ist und zu Componenten 
die Differentialquotienten einer Funetion u nach den berührenden Axen 
bat. Dann erhält man aus (13) @ = .d1u, da sich mit Hilfe dieser 
unserer Symbole die Formel von Lame, welche dazu dient, den 
zweiten Differentialparameter auszudrücken, in folgender Weise schreiben 
lässt (vgl. § 225): 
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§ 250. 

Wir gehen über zur Wahl der Axen in dem deformierten Raume. 
Als Axe 0 werden wir immer die Normale zu diesem Raume annehmen 
und werden die andern in Lagen wählen, die sich unendlich wenig von 
denjenigen unterscheiden, welche die ursprünglichen tangentialen Axen 
infolge der Deformation erhalten. So werden wir vorläufig zulassen, 
dass es erlaubt sei, als Axe i die in dem ursprünglichen linearen Tan
gentialraum durch die Cosinus' 

(17) fXJ = I 1 für j=i, 
-U;; ,1 j~i 

definierte Gerade zu wählen, betrachtet in der Lage, die sie nach der 
Deformation einnimmt. Alsdann findet man unter Beachtung der Aus
drücke (14), dass die Richtungscosinus' der neuen tangentialen Axen 
durch das rechteckige Schema 

u01 1 0 0 
u02 0 1 0 

u0 ,. 0 0 . . . 1 

gegeben sind, dass mithin die Richtungscosinus' der neuen normalen Axe 

11 -Uou -UOII · • '1 -Uon 

sind. Daraus folgt, dass beim Übergange von dem alten zum neuen 
System die Coordinaten x die Variationen 

(18) 
idr i > 0 und 

(19) " 
Dxo=- tto-~Uo•X• 

1 

erleiden. ·Es ist ferner leicht, die neuen Differentialquotienten durch 
die alten auszudrücken, da offenbar 

0 n 0 
"5"7 = (1- ~) ~ «,<> 
u8 ~ u8i 

1 

ist. Macht man im besondem die Annahme (17), so wird die linke 
Seite das Symbol des auf die neue Axe i bezüglichen Differential
quotienten, während die rechte Seite sich auf 

( 0 0 " 0) 
(1 -uii) os, + ·u"os;-~uJ1 os1 

reduciert. Es ist also 
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0 0 " 0 
os/ = os.-~UJios, 1 

• 1 J 

mithin sind die durch die Deformation in den ursprünglichen Differential
quotienten hervorgerufenen Variationen dUJ:eh die Formel 

(20) 

gegeben. 

§ 251. 

Um nunmehr die Variationen zu berechnen, welche die Kriimmllngen 
infolge der Deformation erleiden 1 wird es genügen, die letzte Formel 
auf die Relation (1) anzuwenden. Dabei ergiebt sich sofort 

~ (.-t.') U>) o ~ o:.c; + a;11 Dx11 + x11Det;11 = 081 Dx,- ..,;;;p '-'IIJ 0811 

und dann unter der Voraussetzung i > 0 und unter Zuhilfenahme der 
Formeln (18) und (19) 

(21) ~ x11D~~= [:~o• + ~ (~11Ju .. ,-a~~u011) J x0 

+ ~ ( et~~U01 -el~lu01 -~ et!iu,,)x ... 
Es folgt daraus, wenn man die Coefficienten von x0 miteinander ver
gleicht und überdies i = j annimmt, 

" ou0 • ~ 
D&'l;= OS·.+~ (~tJ"'nJ + rc,,u,;). 

• 1 

Dagegen erhält man für i ~ j 

iJ·u0 . ~ 
Dtl;J =- ()s.' + ~JiUoJ-~ fl11 ;UiJ; 

J 1 

aber es ist klar, dass man auch muss schreiben können 

ou01 ~ 
Dfl;1 =-~ + ~iJUoi-~ rt .. ,u111 • 

• 1 

V ergleicht man ferner die Coefficienten von x1 miteinander, so findet man 

D~;J = ~Ji'-'Ji- ~;JU;;- (i;JiU01 - C)l;UoJ. 
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§ 252. 

Die Identität der beiden für Dii;1 gefundenen Ausdrücke lässt sich 
direct feststellen, indem man auf u0 die Bedingung (16) anwendet. 
Dieselbe giebt, allgemeiner auf uk angewandt, 

(22) (a:J + §;,) uk,- (o:; + §,;)uki = ~ (el~~u1;- el~;u11), 
wenn man die Relationen (ü) beachtet. Für k = 0 erhält man 

0 0 n 

( 081 + §;;) Uo;- (o~ + §J;)uo; = ~ (itk1u,.,- il";u,.1). 

Dagegen ergiebt sich für k = i 

0 0 ) " (osi + §•;)uii- (osc+ §,; u;;=§,;u,;- rt,1u0;-el;Uo1+ +§1ku"1 • 

Nimmt man endlich i, j, k als voneinander verschieden und positiv an, 
so findet man die Relationen 

r ( .:. + §,.) • ., - ( :., + §.,) ... ~ §,.u.,- §,,.,, + u:,,..,, -1!: .... ,' 

(23) l(o:; + §~r;)ui,.- ( 0°8" + §•k)u1;=§;1uik -§"1uki+tt1ku0;-it1,u0 ,., 

( 0: 1 + §;i)u"•-(o:, + §1;)uk1=§J.~:u1 ;-§;.~:uii+tt.~:;uo1 -il.~:1u0 ,. 

§ 253. 

Es sind hiermit die Folgen der Identität (21) nicht erschöpft, da 
noch ausgedrückt werden muss, dass die Coefficienten, welche null sind, 
gleich Null bleiben, und zwar gelangt man dabei fiir jedes Tripel 
i, j, k von positiven Zahlen, die voneinander verschieden sind, zu dem 
Tripel von Relationen 

(24) I §k;Uu- §Jk u,, + tt,,uOk- CE," Uoi = 0, 

§ik lt;J- §k;'Ukj + ([Jklt01 - ilj;U0" = 0, 

§J;Ujk- §;JUik + ([k;Uoj- Clkj2t0; = Ü. 

Man kann dieselben als die Bedingungen fiir die Permanenz des Dupin
schen Theorems in dem deformierten Raume betrachten. Sie ver
knüpfen die V errückungen durch partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung, und man gelan~t hiermit zu der Einsicht, dass die bisher 
untersuchte Deformation für n>2 nicht die allgemeinste ist. 
Die oben aufgestellten Formeln gelten also in ihrer vollen Allgemeinheit 
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nur für die Flächen, und es ist leicht zu verificieren, dass sie sich 
für n = 2 thatsächlich auf diejenigen reducieren, welche wir im drei
zehnten Kapitel bewiesen haben. Die für n > 2 constatierte Speciali
sierung ist infolge der Wahl der Axen eingetreten, da (vgl. § 222) die 
Gesamtheit aller tangentialen Axen des Raumes sich nicht 
immer als bestehend aus den Tangenten eines n-fachen Ortho
gonalsystems von Curven ansehen lässt, obwohl die Orientierung 
der genannten Axen sich continuierlich mit der Lage des Anfangspunktes 
ändert. 

§ 254. 

Andere einschränkende Bedingungen könnten sich möglicherweise 
aus der Permanenz der universellen Codazzi'schen Formel er
geben. Da wir aber diese Formel durch Anwendung der Bedingung 
(16) auf die Coordinaten eines festen Punktes erhalten haben, so brauchen 
wir nur zu untersuchen, ob die Verrückungen irgend einer Beziehung 
unterworfen werden müssen, damit die genannte Bedingung in dem 
deformierten Raume bestehen bleibt. Es lässt sich nun aus der Formel 
(20) leicht ableiten 

01 01 ~ OUki 0 n ( iJS 01 ) 

DOS;os, = OB;os,D-..:;,.,; äs;- osk-2 ukiiJskos, +ukios,osk . 
1 1 

Wenn man hier i mit j vertauscht und dann die beiden Gleichungen 
voneinander abzieht, indem man die Relationen (16), (22), (24) und 
ausserdem die Relation 

§ijtt;k + §JkUji + §~c;Ukj = §;kUij + §JiUjk + §~cJUki 
beachtet, welche aus jedem der Tripel (24) folgt, so gelangt man 
zu einer Identität. Es existieren also ausser (24) keine Beschränkungen, 
die den V errückungen aufzuerlegen sind. Zu demselben Schluss wären 
wir weniger rasch auf dem directen Wege gelangt, d. h. durch Berech
nung der Variationen, welche die Deformation in der Codazzi'schen 
Formel hervorruft. Um dann die schliesslich resultierende Identität in 
Evidenz zu setzen, hätten wir in zweckmässiger Weise die partielle 
Integration und manchen andern Kunstgriff anwenden müssen. 

§ 255. 

Wir wollen nunmehr zum Studium der allgemeinen Deformation 
zurückkehren. Die pseudosymmetrische Matrix 
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1 V1o V1o • • • Vno 

'L'o1 1 V11 • • • v .. 1 

sei diejenige, welche die Orientierung der Axen in dem deformierten 
Raume inbezug auf die ursprünglichen Axen definiert. Wenn man die 
Axe 0 wieder normal zu dem Raume annimmt, so wird v0 , = u0 ; sein, 

und die andern ! n ( n -1) infinitesimalen Grössen v werden derartigen 

Bedingungen genügen müssen, daRs in dem deformierten Raume die 
Existenz eines n-fachen Orthogonalsystems von Curven gesichert ist, 
die in jedem ihrer Punkte die Axen 1, 2, 3, ... , n berühren. Lassen 
wir die v vorläufig willkürlich, so werden sich die gesuchten Bedingungen 
ganz von selbst aus den Rechnungen ergeben, die wir auszuführen im 
Begriffe stehen, und es wird sich zeigen, dass es gerade dieselben sind, 
die die Permanenz des Dupin'schen Theorems in dem deformierten Raume 
sichern. Wir bemerken zunächst, dass die durch die Cosinus' 

I 1 für j=i 
«i = - Uji + V;; " j s i 

definierte Richtung durch die Deformation zum Zusammenfallen mit 
del:jenigen der neuen Axe i gebracht wird. In der That ersieht man 
aus den Ausdrücken (14), dass infolge der Deformation die genannten 
Cosinus' die Werte 

1
1 für j=i 

(1-uu)a1+uJ;= ·~. 
Vj; " J /$ 

annehmen. Also drückt sich der neue auf die Axe i bezügliche Diffe
rentialquotient in folgender Weise aus: 

" 0 (() 0 n 0) (1- U;;) ~ Uj?fl = (1- U;;) "-- + Uii ?> - ~ (u;;- VJ;) ?> ..t::::.; vS'J os. us. ~ uB· 
1 • ' 1 J 

Mithin ist an Stelle der Formel (20) jetzt zu setzen 

(25) 0 0 " 0 
DOS = os.D -2(UJ;- VJ;) OB·' 

i ' 1 J 

ebenso anstatt (18) und (19) 

" Dx;=- u1- JEv;JXJ. 
0 
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§ 256. 

Wenn man unter Benutzung der obigen Formeln in den Unbeweg
lichkeitsbedingungen alles variieren läHst, so erhält man eine lineare 
Relation zwischen den Coordinaten x, die sich wegen der Willkürlich
keit derselben spaltet und liefert 

(26) nei'' O?Jik ~ ezu) c ) ~ (ez(J) , ez<'1 ) ik =- ~-...:::.. ik UtJ- VtJ - ~ ti '[tk- tkVIi ' 
J 1 u 

Erinnert man sich daran, dass für jedes Tripel i, j, k von positiven 
und voneinander verschiedenen Zahlen 

e~~ = o, nez;~ = o 
sem muss, so findet man die Bedingungen 

ovjk 
aa, + (~ii- §kJ) vki - (~Jk - ~ik) V;J 

(27) 

• + ~ki uki- §Jk UJi + ([;,J u0k- ([;ik ttoJ = 0, 

()v .. 

0811 + (~ki- §J;) Vjk- (§ij- ~kJ) Vki 
k + ~jiUjk -- §ijU;k + ({;kiUOj- ([kj?.t0; = Ü 1 

denen man auf Gmnd der Formeln (23) auch die bemerkenswert ein,
fache Form geben kann 

(o:k + §Jk- ~ik) (u;i- V;J) = (8~7 + §kJ- §•J) (u,k- v,k), 

(28) (a:i + §k,- ~ji) (uJk- vJk) = (o!k + §ik- §1.~:) (uJi- v;,), 

(o~1 + §;J- §kJ) (u.~:;- vk;) = (o~; + §1.- §.~:;) (u.~:;-vk;). 

Diese letzteren sind auch aus dem Gnmde bemerkenswert, weil sie 
wegen der Identität 

(a~k + §Jk) §ij= (o:1 + ~kj) §ik 

erfüllt sind, wenn man jedes U;J - V;; durch ~iJ ersetzt. Durch etwas 
weitläufige Rechnungen, die aber keinerlei Schwierigkeit bieten, veri
ficiert man ferner, dass die Gleichungen (27) integrabel sind; und andrer
seits erkennt man unter Benutzung der Formel 
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die eine einfache Folge von (25) ist, dass die Integrabilitätsbedingung 
(16) und infolgedessen die universelle Codazzi'sche Formel in dem de
formierten Raume bestehen, wenn die Gleichungen (27) erfiillt sind: 
DiesenBedingungen allein ist also die Wahl der v unterworfen. 
Ist ein beliebiges System von Functionen v gefunden, die den Gleichungen 
(27) genügen, so wird alsdann die Formel (26) leicht zur Kenntnis 
der Änderungen führen, welche die Deformation in den verschiedenen 
Krümmungen hervorruft: 

ou01 ~ ~ 
nez~ = ~8 + ~ (§1;Uo; + rc,"";•) + 2 ~ rc.;v1;, 

i 1 1 

Dtl11 = -::01 + §JiUoJ-~ tlA:;UkJ-~ (rlu, VJA: + t!;A:V;~ ., 
J 1 1 

II 

D§.1 = §1.u1,- §;1uii- tl;1u01 - C>Z'1Uo; + (a:. + §1~)v;1 -~ §,".v1" • 

. 
Diese Formeln lassen sich mit Hilfe von (22) in mannichfacher Weise 
umformen, und es ist besonders bemerkenswert die folgende Umformung 
der letzten von ihnen: 

(29) ouil ( 0 ) ~ D§;; = os; - OB;+§;; (u;J ~V;;)-~ §u(UA:j-VtJ). 

§ 257. Theorem von Beez. 

Setzt man den Raum als unausdehnbar voraus, wobei dann die 
Form .n identisch nuU sein muss, so haben die Functionen u ebenso 
wie die Functionen v die Eigenschaft u1; =- il;J, und man kann daher, 
wenn n>2 ist, v=u annehmen; denn wenn die Gleichungen (28) erfüllt 
sind, so reducieren sich die Bedingungen (27) notwendig auf die (23). 
Sind die v in dieser ·weise gewählt, so sieht mau nach dem in § 255 
gesagten sofort, dass die neuen Axen sich in den Lagen befinden, welche 
die alten (willkürlichen) infolge der Deformation annehmen, und man 
kann daher das Zeichen D durch ~ ersetzen (vgl. § 204). Es bleibt 
also ebenso wie bei den Deformationen der unausdehnbaren Flächen 
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jedes orthogonale Axensystem orthogonal; aber für n > 2 hat dies nichts 
befremdliches, da sieh in Wirklichkeit der Raum nicht deformiert. 
In der That erhält man aus (29) sofort ~§11 =0, d. h. die geodätischen 
Krümmungen variieren nicht; und dann sieht man auf Grund der Gruppen 
(r) und (d') der Codazzi'schen Formeln, wenn man (25) beachtet, dass 
auch die Normalkrümmungen und die geodätischen Torsionen un
geändert bleiben; denn für jedes Tripel von Werten, die man i, j, k 
erteilt, bewahren sechs (im allgemeinen) voneinander unabhängige Fune
tionen der sechs Krümmungen C>Z;, cnh .•• I <l;;, nämlich C>Zi(lik + <l;j<la, 
cn1C>Z,.-<l1 ~c2 und die andern analogen, ihre Werte. Es bleiben also 
alle Krümmungen ungeändert, und auf diese Weise ergiebt sich eine 
wichtige Thatsache, die von Beez angegeben und dann von Rieci 
mehr in Evidenz gesetzt worden ist, nämlich die Unmöglichkeit, 
einen unausdehnbaren Raum zu verbiegen, wenn derselbe mehr 
als zwei Dimensionen hat. Während man einen unausdehnbaren Faden 
solange verbiegen kann, bis man ihm eine beliebig vorgeschriebene 
Form gegeben hat, haben wir bereits gesehen (§ 170), dass eine un
ausdehnbare Fläche durch Biegung nicht eine beliebige Form annehmen 
kann, und jetzt lernen wir aus dem Theorem von Beez, dass es genügt, 
einen Raum von drei oder mehr Dimensionen unausdehnbar zu machen, 
um seine vollkommene Starrheit herbeizuführen, d. h. um bei ihm 
jegliche ]i'ormänderung zu verhindern, und es hat also ganz den An
schein, als ob die wachsende Dimensionenzahl die Biegsamkeit des 
Raumes zu zerstören strebte. Ferner zeigt uns die obige Analyse, dass 
die von Beez entdeckte Unmöglichkeit zum grossen_ Teile darauf beruht, 
dass .der Raum sieh derart deformieren muss ~el~~ = o), dass die 
niedem Räume, welche ihn erzeugen, nicht aufhören sich in der von 
dem Dupin'schen Theorem vorgeschriebenen Weise zu schneiden. Daraus 
ergiebt sich anseheinend eine solche Starrheit in der geometrischen 
Structur des Raumes, dass es unmöglich ist, ihn zu einer Deformation 
zu bringen, ohne dass die erzeugenden Räume sich ausdehnen oder 
zusammenziehen. Ausnahmsweise hört diese Starrheit auf, wenn· in der 
Determinante K alle diejenigen Hauptunterdeterminanten dritter Ord
nung verschwinden, welche eines oder zwei gegebene Hauptelemente 
enthalten, und wenn demgernäss eine oder mehr Normalkrümmungen 
und geodätische Torsionen variieren können. Diese Wiederherstellung 
der Biegsamkeit hat ihren eigentlichen Grund in der grösseren Frei
heit, mit welcher der Raum wegen der teilweisen oder vollständigen 
Unbestimmtheit seiner Krümmungsscharen dem Dupin'schen Theorem 
genügen kann. Solche Ausnahmsräume sind kürzlich von Banal studiert 
worden unter Benutzung des mächtigen Hilfsmittels der absoluten 
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Differentialrechnung, welche von Ricci für die natürliche Ana
lysis der allgemeinsten geometrischen Mannigfaltigkeiten erfunden wor
den ist. 

§ 258. 

Damit über den oben gegebenen Beweis des Theorems von Beez 
kein Zweifel übrig bleibe, wollen wir noch zeigen, dass, wenn die 
Krümmungen sich nicht ändern, der Raum nur eine starre 
Bewegung ausführt. Wir nehmen ein orthogonales System unbe
weglicher Axen an: Es seien a;0 , ail, ... , ain die Richtungscosinus' 
der Axe i und x0 , x1 , ••• , x,. die Coordinaten des Anfangspunktes. Aus 
§ 249 ist zu entnehmen, dass unter Voraussetzung der Unausdehnba.rkeit 
die U;J gerade die Componenten der Rotation sind, wie die U; die 
Componenten der Translation. Es seien V;J und V; die analogen 
Grössen inbezug auf die unbeweglichen Axen. Um sie zu berechnen, 
bemerken wir, dass die Variationen der Coordinaten 

~~= -~IX;jXj 

von M inbezug auf die unbeweglichen Axen offenbar die Werte ~a;1u1 
haben und sich andrerseits durch die v und die ~ in folgender Weise 
ausdrücken lassen müssen: 

(30) 

Man braucht nur die beiden Axensysteme miteinander zu vertauschen, 
um zu sehen, dass gleichzeitig 

U; + ;Eu;jXJ= ~tXjiVJ 
ist, und daraus die erste der Formeln 

(31) V1 =;Ea;jUj+~a;jUjkXk, V;j=:EaikltJiUkl 

abzuleiten. Zu der zweiten gelangt man dadurch, dass man V; in (30) 
einsetzt und die Coefficienten von ~ miteinander vergleicht, nachdem 
man zuvor bemerkt hat, dass 

X;=-~"J•t 
ist. Dies vorausgeschickt differenzieren wir die zweite Formel (31), 
indem wir die Unbeweglichkeitsbedingungen berücksichtigen: 

OV;j ~ oul:l """ ( (•) ef:•l ) 
os. = ""'"u"i'(Js,. + .t::::J akm"imail + lmtXjmtXu ul:l' 

Wenn man in dem ersten Bestandteil der zweiten Summe l;, mit m ver
tauscht und in dem zweiten Bestandteil l mit m, so kann man auch 
schreiben 
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ov,1 ""' [o"'.te ~ ( <"> <"> }] ijS= ~ "u"Jl ~ + ";;;;;. elkmulm- ez,mukm j 
" k,l " fii=O 

und da man, um die Unveränderlichkeit aller Krümmungen auszu
drücken, aus (26) erhält .. 

oukl ""' (,cy(1') ,cy(1') ) 
ij8 = ~ ~Im Ukm - ~;+km Uem I 

" 0 
so sieht man, dass 

0'11;; 0 0'11;} 0 0'11;} 
osl = ' os, = ' ... ' ~s .. -= 0 

ist, d. h. dass alle v;1 constant sind. Ebenso findet man unter Be
rücksichtigung der Jl'ormeln (11) 

0: :2 CC;jUJ = ~ CC;jUj" = ~elj1(a;kUJ + ftiJUk), 
" j j j, k 

und es ist klar, dass die letzte Summe verschwindet, da die Elemente, 
welche den Anordnungen j k und kj der Indices entsprechen, gleich nnd 
von entgegengesetzten Zeichen sind. Inzwischen hat man 

a~ :2 V;JiJ = ~ «j,.Vij + 2 CC;jUj,. • 
J 

Also liefert die Differentiation von (30) 

0'11· 0'11· 
~=0, ... , ~=0, us, us,. 

mithin sind auch die v; alle constant. Es ist also wahr, dass der 
Raum nur eine starre Bewegung ausführt in dem Sinne, dass alle seine 
Punkte dieselbe Translation ( v 01 v11 ••• , v..) erfahren und dieselbe Rota
tion, die durch die Gonstanten v;1 definiert ist. 



Verschiedene Bemerkungen. 

Über die Anwendung der Grassmann'schen Zahlen. 

Die Anwendung der alternierenden Zahlen verleiht den Rechnnngen 
nnd den Resultaten der nattirlichen Analysis der Flächen eine sehr präeise 
und elegante Form und gestattet im besondern, die drei Formeln von 
Coda.zzi in eine einzige zusammenzuziehen. Den bekannten Bedingungen 
(§ 148), die ftir die Unbeweglichkeit des Punktes (x, y, z) notwendig und 
hinreichend si11d, lässt sich die Form geben 

t :: = tfl . b + k~ . 311 + 3 &t. kz - t 

(1) j:;=k~.tx+3eJZ'.b+tfl.kz 

k :: = je>Z. b + tlt . b + k~ . kz, 

wenn man übereinkommt, dass die Einheiten t, j, k verschwindende Quadrate 
haben, und dass ausserdem die Bedingungen 

(2) i.=~k=-k3, ~=kf.=-tk, k=f.~=-jt 

erfi1llt sind. Man kann aber die Formeln (1) durch Summation in die eine 
Formel 

(3) dR. 
-=m.R.-t ds 

zusammenziehen, in welcher nur die beiden V ectoren 

.Q = b + jy + ks, m = ttr + j&t + k~ 
auftreten. Auf diese Weise reduciert sich die Differentiation nach dem 
Bogen auf die äusserst einfache vectorielle Operation, die durch das Symbol 
m dargestellt wird. Es ist also von Wichtigkeit, die Wirkung der Opera
tionen m2, m8, • • • auf die Fundamentaleinheiten zu kennen. 

Man muss vor allen Dingen beachten, dass nach den V ereinba.rnngen 
(2) das Product von drei Fundamentaleinheiten im allgemeinen gleich Null 
ist ausser, wenn nur der zweite oder nur der dritte Factor gleich dem 
ersten ist. In diesen beiden F!Ulen reduciert sich das Product auf den übrig 
bleibenden Factor, der bezüglich mit dem umgekehrten Vorzeichen oder mit 
dem eignen Vorzeichen zu nehmen ist. Es ist mit andern Worten 

(4) ;,;,; = -~' ijt = 3' .... 
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Daraus folgt, wenn man allgemeiner die vectoriellen Operationen 

ro1 = ta1 + 3b1 + kc1 , ro2 = ta2 + ~b2 + k~ 
betrachtet, dass die Operation 

ro1 ro2 = ita1 a2 + tja1 b2 + tka1 c2 

+ 3ib1 a2 + 33b1 b2 + ~ kb1 c2 

+ kic1 a2 + kjc1 b2 + kkc1 c2 , 

z. B. auf die Einheit i angewandt, das Resultat 

i3ia1 b2 + t kta1 c2 + jjtb1 b2 + k ktc1 c2 

liefert. Es ist also 

(5) ro1 ro2i =- i(a1 a2 + b1b2 + c1 c2) + ro2 a1 • 

Wendet man sie dagegen auf die scalare Einheit an, so erhält man 

;, 3 k 
(6) rot roll = a1 bl cl 

as b2 c2 
Im besondern ist ro2 = 0 und 

(7) ro2 i = -ix2 + ro[, ro 2 ~ =- jx2 + ro&l, ro2k =- kx2+ ro§, 

wo n den Modul von ro darstellt. 
Jetzt ist es sehr leicht, die Formeln zu finden, mit deren Hilfe sich 

die successiven Differentialquotienten von x, y, f! linear in x, y, f! aus
drücken lassen. In der That giebt, wenn man von den Variationen der 
Krümmungen absieht, die Formel (3) 

dn $l, • __ = ron.Q _ ron-1'11 
dsn ' 

und alles reduciert sich auf die Berechnung der Resultate der Operation ron, 
angewandt auf die Fundamentaleinheiten. Zu diesen Resultaten gelangt 
man leicht mit Hilfe der Formeln (7) und der folgenden, die evident sind, 

(8) c.Ji = j§- k&n, roj = k<!- i§, rok = i,C)l- 3[. 
Denn wenn man beachtet, dass das Resultat von mehreren identischen 
vectoriellen Operationen, die auf eine scalare Grösse angewandt werden, null 
iRt, so erhält man 

ro2n+l. i = ( -l)nrotx2n' ro2n+2. i = (- l)nro21,x2n 

Will man im besondern die Formeln haben, welche die zweiten Ableitungen 
liefern, so ist 

:~ = ro2ix + ro23y + ro2kf!- rot, 

d. h. auf Grund von (7) und von (8) 
d2$l. 
ds2 =- .R.x2 + ke>Z- j§ + ro([x + C>ly + §!!). 

Ceeä.ro, natürl. Geometri~. 21 
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Diese Gleichung spaltet sich offenbar in 
dJx 
das= -x2.x + ti(ti.x + ~y + §e), 
d'y 
dss = -x2y + ~(ti.x + ~y + §e), 
d'z dsi =- x2e + § (ti.x + cJly + §e). 

Zu den zweiten Gliedern muss man noch die Terme hinzufügen, welche 
von der Variation der Krlimmungen herrühren, d. h. 

d&Z d§ d§ dlr dlr d&Z 
6 (J8-Yas' .xds -eds' ?las -.xds· 

Eine andere bemerkenswerte Folgerung werden wir aus der Formel ( 5) 
erhalten, wenn wir von der Bemerkung ausgehen, dass 

(9) (oo1 oo2 -msoo1)t = w,a1 - m1 a2 

ist. Es sei ta + :j b + kc die vectorielle Operation, welche mit ~ ~- oo2 oo1 

äquivalent ist, es sei also 

(ta + :jb + ke) .Q = (oo1 ma- maoot) .Q. · 

Auf Grund der Formeln ( 4) hat man 

i(oo1 ro2 - rogoo1)t = t (ta + :jb + kc)t = :jb + kc. 
Unter Berücksichtigung von (9) ergiaht sich also 

J :jb + ~c = ~ro2 a1 - ~oo1 a2 , 

l kc+~a=~ro2 b1 -!)oo1 b2 , 

ta + ~b = kro2c1 - koo1 c2 , 

ferner durch Summation 

(10) ta + !}b + kc= ~ (~ro2 - m2 w1) = w1 m2 • 

Demnach reduciert sich die Operation oo1 oo2 - oo2 w1 , welche, ange
wandt auf die scalare 1 Grössen, mit 2oo1 oo2 äquivalent ist, bei 
ihrer Anwendung auf einen Vector auf m1 ooa· 

Dies vorausgeschickt wollen wir auf der Fläche eine zweite Curve be
trachten, welche im Anfangspunkt die Axe y berührt, und mit Hilfe der lpdices 
1 und 2 alles das unterscheiden, was sich auf die erste oder die zweite 
Curve bezieht. q1 und q2 seien die Parameter, welche die beiden Curven 
in einem zweifachen Orthogonalsystem definieren, das auf der J<'läche ge
zeichnet ist, und man setze 

rol = itil + :jC'll + k§1 ' llls = tC'l2- :je2 + k§2. 
Die Bedingung (3), geschrieben ftir die Curven der einen oder der andern 
Schar, wird. 

(11) 

und es ist bekanntlich für die Existenz von .Q. notwendig und. hinreich,end, 
<lass man hat 



Über die Anwendung der Grassmann'schen Zahlen. 323 

(12) ~ + 0 log Ql oa. = ~ + 0 log Q, o.!l. 
081 os, ns, osl os, osl 081 os, 

Inzwischen leitet man aus den Formeln (11) ab 

und in dem besonderen Falle .Q. = 0 wird die Formel (12) 

. + . . o log Q1 • o log Q1 
300t 'llroll = 'II " - 3-"--us, u81 

Die linke Seite hat den Wert t§1 - :j §2 - k (Cl1 + (i2) , mithi.n ist 

"'- _ o log Q, Cl1 + (io = 0 , 
::1ll - 081 ' ~ 

und man kann daher setzen (i1 = - Cl2 = (i . Nunmehr reduciert sich die 
Formel (12) sofort auf 

e~t + ~z~- + rol§l + ro2§2)Q = (rolro2- ro2rol)Q. 

Also ist, wenn man das Theorem ( 10) berücksichtigt, 

orol + ow, + @. + @. .,--- .,--- rol ::11 ro2 ::12 = rot lll2 • us1 uS1 

Dies ist die Gleichung, welche die drei Codazzi'schen Formeln 
in sich einschliesst. Man gelangt zu denselben (vgl. § 154), wenn man 
bemerkt, dl!ss die rechte Seite nach (6) den Wert 

hat. 

t :j k 
Cl cnl §1 
C>l2 Cl §2 

Wir fordern den Leser auf, die Anwendung eines analogen Calcüls in 
den Überräumen zu versuchen, indem er sich ein System von Einheiten (ij) 
mit zwei Indices denkt, die vor allem die Eigenschaft haben, ihr Vorzeichen 
zu wechseln, wenn man die beiden Indices miteinander vertauscht. Man 
wird ferner voraussetzen müssen, dass (ij) (kl) = 0 ist, wenn i, j, k, ~ alle 
voneinander verschieden sind, und dass man (ij) (jk) = (ik) hat, so dass 
im besondern (i,j)2 =- (ji) (ij) =- (jj) = 0 ist, während dagegen die 
Einheit (ij), links mit (ii) oder rechts mit (jj) multipliciert, sich nicht 
ändert; u. s. w. Von dem auf diese Vereinbarungen gegründeten Calcül 
erhält man ein klares geometrisches Bild, wenn man annimmt, dass die 
Ecken eines ( n- 1 )-fachen n-edroids mit 1 bis n numeriert sind und dann 
mit (ij) die Operation bezeichnet wird, welche in dem Durchlaufen der von 
der Ecke i nach der Ecke j führenden Seite besteht. Die oben benutzten 
Zahlen beziehen sich auf den Fall n = 3, in welchem die Einheiten 

t = (32)' :j = (13)' k = (21) 
sind. 

21* 
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Über daa Gleichgewicht biegsamer und una.usdehnbarer Fäden. 

Es sei in einem linearen n-dimensionalen Raume ein vollkommen de
formierbarer Faden gegeben, und wir wollen als Axen die Tangente, die 
(n -1)-Normale, ... und die Hauptnormale in einem beweglichen Punkte 
des Fadens wählen. Dieser wird als unendlich dünn vorausgesetzt, jedoch 
derart, dass jedes Element ds eine gewisse Masse qds hat. X1 sei längs 
der Axe i die Componente der auf qds wirkenden Kraft, berechnet für 'die 
Masseneinheit, und U; die Projection der V errückung auf dieselbe Axe. Die 
Richtungscosinus' des Fadenelements nach der Deformation sind offenbar 
proportional zu ds + J u11 ö u9 , J u3 , ... , o u., , und man hat also, wenn 
man mit T die Spannung pro Längeneinheit bezeichnet, für den Fall des 
Gleichgewichts mit den äusseren Kräften 

, ( llu,) qX;'ds + ö Tds = 0, 

wobei zu Tau; für den Fall i = 1 noch Tds hinzuzufügen ist. Inzwischen ist 
hier die Bemerkung von Wichtigk~it, dass die Fundamentalformeln (§ 237) 
für die Richtung ( a1 , a2 , ••. , a.,) , wenn man dieselben in der Form 

6ai da; a,_ 1 «;+t 

if8 = dB + (ln-i+ll - (l,._;+t 

schreibt (was immer möglich ist, und zwar für jeden Wert von i, falls man 
übereinkommt 

1 
«i+n =- «;, (ll+n = (!;' - =@ 

<'o 

zu setzen), auch dann bestehen, wenn man anstatt der a die Projectionen 
eines beliebigen variablen Segments auf die Axen betrachtet. In der That ist 

( pai-1 pai±l ) 
öpa1 = a;dP + pöa1 = dpa1 + - - ds. 

(ln-i+B (ln-i+t 
Wir können also schreiben 

( llu1) ( llu;) Tllui-l Tllu1+ 1 
ö T- = d T- + - --, 

ds ds (ln-i+ll l?n-i+t 

und die Gleichungen für das Gleichgewicht werden im allgemeinen 

qX. + r!_ (r 6u,) + _T_ ~t'l-t - __ T_llu;+t = 0. 
• ds ds (1,._;+ 2 ds <'n-i+t ds 

Endlich kommt nach vollständiger Elimination des Zeichens ö 

d [ ( du. u. 1 u.+1 )] T du. 1 T du.+ 1 q x. +- '1' ~ + __!_:=__- _. --- + _':_:____----'-
• ds - ds <',.-i+B <'n-i+t <'n-i+2 ds (ln-i+t ds 

Tu1_ 2 Tu1+2 ( 1 1 ) + + -Tu, -2--+-2-- =0. 
l?n-i+S (ln-i+ll <'n-i+t <'n-i (ln-i+2 1?11 -i+l 

Auf diese Weise gelangt man für i = 1, 2, 3, ... , n, wenn man alle ge
troffenen Vereinbarungen im Auge behält, zu den fundamentalen natür-
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Iichen Gleichungen für das Gleichgewicht eines Fadens in einem 
linearen n-dimensionalen Raume: 

+ ~[T(du2 _~)] _ _!_(du,+~ -~)=o, 
ds ds (',._1 (',._1 ds "n-1 (',._2 

d [ (du"_1 un-2 u )] T (du,. ul u,._1) qXn-1+ -- 1' ---+- -- -- --- + -- +-ds ds (>8 ('2 (l2 ds (11 (11 

T ( du u u ) +- _ n-2+ n-s_ n-1 =O, 
l?s ds Q• l?s 

+ T (du,._1 + un-2- u,.) = 0. 
l?t ds Qs l?s 

Im besondern findet man für n = 3, wenn man mit X, Y, Z, u, v, w 
die Componenten der beschleunigenden Kraft und der Verrückung, mit (! 

und t' den Flexions- und den Torsionsradius bezeichnet, die Gleichungen 

d [ (du w )] T (dw u v) qX + - T --- + 1 - - -- + - + -- = 0 
ds ds (l (l ds (> 1' ' 

d [ (dv w)] T(dw tb v) q Y + --- T -- - - - - -- + - + - = 0 ds ds r r ds (l r ' 

d [ (dw n v )] T (du w ) T (dv w) qZ + - T - + - + - + -- -- - - + 1 + - --- = 0 
ds ds (l r (l ds (l 1' ds ·r ' 

die von Maggi angegeben worden sind. Wenn der Faden unausdehnbar 
ist, so braucht man nur zu beachten, dass sich die Variation des Elements 
ds aus der Relation 

ergiebt, aus welcher im Falle infinitesimaler Verrückungen o cls = ou1 folgt. 
Dann sieht man, dass die Unausdehnbarkeit immer durch die Gleichung 

ausgedrückt wird. 
Wenn man von den Verrückungen absieht, so reducieren sich die ge

fundenen Gleichungen auf die äusserst einfache Form 
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dT 
qX1 + d8 =0, 

T 
qX,.+Q;- =0, X11 = X8 = · · · = Xn-1 = O, 

und man sieht, dass der Faden immer eine derartige Lage annimmt, 
dass die osculierende Ebene in jedem Punkte die beschleunigende 
Kraft enthält. Dieses Theorem bildet eine neue Erklärung dafür (§ 153), 
dass ein Faden, der über eine Fli!.che gespannt wird, die Gestalt einer geo
dätischen Linie annimmt. In der That setzt die Fläche dem Faden, der die 
Neigung hat, gerade zu werden, eine normal gerichtete Reaction F ent
gegen, die aber auch in der osculierenden Ebene der Gleichgewichtscurve 
liegen muss. Diese ist also derart, dass die osculierende Ebene in jedem 
Punkte senkrecht zur Fläche ist, mithin ist sie eine geodätische Linie. Ferner 
ist ersichtlich f! q F = T = Const., d. h. die Re a c t i o n, berechnet pro Längen
einheit, ist proportional zur Krümmung des Fadens, und wir können 
uns auf diese Weise erklären, weshalb in den Berührungspunkten des Fadens 
mit den Asymptotenlinien der Fläche die Reaction fehlt. 

Aus demselben Theorem folgt, dass die Gleichgewichtscurve eben ist 
im Falle von Kr!U'ten, die von einem Centrum ausgehen. Wenn die 'be
schleunigende Kraft eine unveränderliche Richtung hat, so drückt man dies 
aus (§ 12), indem man schreibt 

dqJ 1 
ds =p-, 

wo rp die Neigung der Tangente des Fadens gegen die Richtung von X ist. 
Die Gleichungen für das Gleichgewicht werden 

qXcos«p+~T =0, qXsin«p= T, 
us ~ 

und es lltsst sich daraus, wenn man X eliminiert und integriert, leicht ab
leiten, dass T sin rp längs des ganzen Fa.dens einen constanten Wert T0 

bewahrt, so dass man hat 

T-3_ 
-sin!JI' 

Hier bieten sich zwei bemerkenswerte Specialfll.lle. Wenn der Faden homogen 
(~ constant) ist, so giebt die letzte Gleichung 

X---"- Jxas =- a cot rp, - ~ sin1 1J1' 

wenn man T0 = aq setzt. Daraus folgt, dass die natürliche Gleichung 
der Gleichgewichtscurve 

~= ~(a+~(Jxds)) 
ist. Wenn ferner der Faden nicht homogen ist, wenn man dagegen die 
Dichtigkeit von einem Ende zum andern derart variieren lassen will, dass 
er überall der deformierenden Wirkung gleich stark widersteht, so muss 
man setzen T = aq, wo a constant ist. In diesem Falle leitet man aus 
der zweiten Gleichung ftlr das Gleichgewicht ab 
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j·xds=alogtg ~, 
ferner 

a ( !,..J'xda - +Jxd•) 
~ = 2X e + e • 

Wenn z. B. X constant ist (und zwar kann man immer annehmen X= 1 ), 
wie es bei einem schweren Faden der Fall ist, der, in zwei Punkten be
festigt, sich unter dem Einfluss der Schwere in der Gleichgewichtslage be
findet, dann werden die beiden vorhin erhaltenen natürlichen Gleichungen 

und stellen die gewöhnliche Kettenlinie und die Kettenlinie gleichen Wider
standes dar. Auf diese Weise rechtfertigen sich die Namen, welche wir 
diesen Curven gegeben haben (§ 5, b, c). 

Ebenso schnell und mit ebenso einfachen Mitteln lassen sich andere be
kannte Fragen der Mechanik behandeln. Wir fordern den Leser auf eine 
Anwendung der hier auseinandergesetzten Methode auf das Studium der 
Deformation von Fasern oder materiellen Linien anzuwenden, die in einem 
elastischen Körper liegen. Dabei hat man statt der Spannung die inneren 
Kräfte zu betrachten, die in allen Richtungen auf jedes Element der Faser 
wirken. Die Formeln, welche man in dieser Weise erhält, müssen für die 
Behandlung specieller Probleme analoge V orteile bieten, wie es die krumm
linigen Coordinaten thun. 

Über die Ela.sticitä.tsgleichungen in 'Öberräumen. 

Die von Beltrami in seiner Abhandlung über die allgemeinen 
Elasticitätsgleichungen angedeuteten Rechnungen lassen sich mit einer 
gewissen Leichtigkeit und nicht ohne Eleganz auch in einem krummen 
Raume mit beliebig vielen Dimensionen ausführen, wenn man von der Be
zeichnungsweise Gebrauch macht, die wir im letzten Kapitel angewandt 
haben. Erinnern wir uns zunächst daran (§§ 248, 249), dass für u0 = 0 
die Coefficienten der Verlängerung und die körperliche Dilatation pro Ein
heit durch die Formeln 

oi = U;; = :~i + 2 rg,jUj, 8 = 20;= .. ~XiJ~~ + §;)ui 

gegeben sind. Wir werden ferner die Änderungen O;i der Winkel zwischen 
den Elementen der Coordinatenlinien zu betrachten haben und die doppelten 
Componenten .ftiJ der Rotation des Mittels. Ihre Ausdrücke gewinnt man aus 
den Formeln 

(1) 
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die sich im wesentlichen auf eine einzige reducieren (§ 249), wenn man 
beachtet, dass 

8;j = ()ji' .&;j =- &ji 

ist. Wenn man nunmehr 

(2) - ! (A811 + B~.rt-]1) 

als den einzigen wirksamen Teil des Potentials für die Bildung der unbe
stimmten Gleichungen annimmt, so gelangt man durch das gewöhnliche Ver
fahren zu den Gleichungen 

(3) X;+ A~: + B ~(o:, + ~1 - ~•1)&;1 + 2Ba;= 0 

ohne den letzten Term in dem ersten Gliede. Dieser letzte Term ist noch 
zu berechnen, damit die Formeln (3), abgesehen von der Variation der 
Isotropieconstanten, die allgemeinen Elasticitll.tsgleichungen isotroper Medien 
in einem beliebigen krummen Raume oder Überraume werden. Inzwischen 
erhält man, wenn man das von Beltrami zur Auftindung der Formeln (4) 
seiner Abhandlung eingeschlagene Verfahren befolgt, anstatt unserer Formeln 
(3) die Gleichungen 

(4) x.= (o:i + ~~) T.-~ §J;T.i+ 2<•1 (a:, + ~1 + §;,) T;1 , 

ln welchen die T, und die T;1 die Spannungen der Elemente der Coordinaten
iinien und -:flächen sind. Der dem letzten Summenzeichen beigefügte Index i 
soll daran erinnern, dass bei der betreffenden Summation der durch den Wert 
j = i definierte Term fortzulassen ist. Die Formeln ( 4) sind unabhängig 
von der geometrischen Natur des Raumes sowie von der physikalischen Be
schaffenheit des Mittels. Wenn man diese specialisiert durch Einführung 
der Voraussetzung der Isotropie, so hat man 

T1=-(A-2B)8- 2B8., 

und die Gleichungen ( 4) werden 

0@ 0 ""'(i) ~ 
X;+ AOS;- 2B OS;~ ()j + 2B ~ ~,.(0;- 8,) 

(i)( 0 ) + B ~ 081 + ~J + §;1 8;1 = 0. 

Nun liefert der Vergleich m1t ( 3) unter Berücksichtigung der Formeln ( 1) 

(5) a; =- o:;'L/'1 01 + ~§1;(81 -81) + ~~~J(~~- §JiUJ) 

+ ~·> (a:, + ~J) (~:: - ~u u•). 
Inzwischen ist 
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mithin 

Auf diese Weise ist bewiesen, dass a; eine lineare Form in den u ist: 

a; = :S aii u1 . 

Fasst man die Glieder zusammen, die u1 als Factor haben, so erhält man 

(6) 

für i§.j. 

(7) 

Jetzt könnten wir die Coefficienten a durch die Functionen Q ausdrücken; 
aber es ist zweckmässiger, die NormalkrümmnngeL CJl und die geo
dätischen Torsionen lt einzuführen, indem man die Gruppen (r) und 
( J) der allgemeinen Codazzi'schen Formeln (§ 246) berücksichtigt. Die Formel 
(7) lässt sich in folgender Weise schreiben: 

"""'(i!§;j o§ji 2 ~) ~ cm m ) m 
a;; =-~ ~osj- + os;- + §;j + §Ji - ~ ~i- .,ij .,i,i. 

Die zweite Summe ist gleich 

(i) (i) (i) :s :s §kj §ij = .:E ~ §kj §ij = .:E ~ §ik §Jk 
j k k j j k 

Also ist 

oder nach den Formeln (r) 

(8) 
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Ebenso kann man den Gleichungen (6) die Form geben 

""'(j) 0 ~(i) ""' 
aii = §;J ~ §H - os; ~ §"J-~ §~c; §k.i 

=-:2(i,j) [~;,kj + (§kj- §ij) §kj] ' 

d. h. auf Grund von (d) 

(9) Otj = - ~ (CJ7k(!;ij + ({ikl[:jk) · 

Diese Formel zeigt, dass a,.i = aii ist. Man wird also dazu geführt, die 
quadratische Form 

(10) 

zu betrachten, deren erste partielle Ableitungen gerade die a,. sind. Um 
zu erkennen, welches die Bedeutung von U ist, bemerke man, dass man 
zu den Gleichungen (3) ebenso gelangt sein würde, wenn man als wirk
samen Teil des Potentials den Ausdmck (2), vermehrt. um 2B U, ange
nommen hätte. Dies kann inan so ausdrücken, dass die Krümmung des 
Raumes einen Verlust an elastischer Energie zur ·Folge hat, wie wenn 
ein Teil dieser Energie von dem Körper darauf verwandt würde, die 
Schwierigkeit zu überwinden, die ihm die Deformation in einem nicht 
linearen Raume bietet. Es kann jedoch der Fall eintreten, dass U < 0 
ist, und dann ist die elastische Energie wiederum intensiver als die, welche 
in einem linearen Raume vorhanden sein würde, wie wenn die Form des 
Raumes derart wäre, dass sie die elastischen Deformationen vielmehr er
leichtert als erschwert. Mit andern Worten: Denken wir uns den Raum 
erstarrt in seiner geometrischen Beschaffenheit und setzen wir andererseits 
die Materie als begabt mit einer Art von Trägbei t voraus, auf Grund 
deren sie immer das Bestreben hat, sich so zu deformieren, als ob sie 
sich in einem linearen Raume befände, so können wir sagen, dass 
der Raum gegen diese Tendenz mit Kräften reagiert, die das Potential 2 B U 
besitzen. 

z. B. hat man im Falle eines zweidimensionalen Raumes lltt = a91 = K, 

a12 = 0. Mithin ist U = ! K(Ut2 + u,2), und die Gleichungen (3) 

werden 
oB o.& 

X1 + .A~-B~+ 2BKttx = 0, 
v81 v81 

oB o.& 
X1 + .A~ +B~ + 2BKu2 = 0 

v81 vs1 

und bleiben ungeändert bei den Deformationen der Fläche, wenn man sie als 
biegsam aber unausdebnbar voraussetzt. Demnach ist auf einer Fläche der 
Verlust an elastischer Energie proportional dem Quadrat der Verrückung 
und der Krümmung der Fläche in dem betrachteten Punkte. Für einen 
beliebigen Raum gilt etwas Analoges. Denken wir uns in der Tbat, der 
Raum sei auf sein Krümm~ngssystem bezogen. Alsdann sind alle Tor
sionen lC null, und man erhält aus den Formeln (9) a;j = 0, während 
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man aus (8) ersieht, dassau die Summe der totalen. Krümmungen aller Coordi
natenfl.lichen ist, die die Linie q, enthalten. Bezeichnet man nun mit u11 
die Projection der Verrückung auf die ·Fläche q;qJ und mit K;1 die totale 
Krümmung dieser Fliehe, so wird die Gleichung (10) 

Der Verlust an elastischer Energie in einem krummen n-dimensionalen 

Raume ist also gleich der Summe der Verluste, die von den in (n - 1) 

Krümmungsflächen herrühren. 



An bang. 
Die verallgemeinerte natürliche Geometrie. 

Der schönste Erfolg meiner deutschen Ausgabe von Cesaros Geo
metria intrinseca war der, daß Georg Pick 1), angeregt durch das Ce
s(uosche Buch, die Ideen des Verfassers, die sich ganz im Bereiche der 
euklidischen Bewegungsgruppe halten, aufbeliebige ebene Transformations
gruppen übertrug. So entstand eine Verallgemeinerung der natürlichen 
Geometrie, die den Geometern noch reiche Betätigungsmöglichkeiten 
bietet und bis jetzt noch immer nicht genügend gewürdigt worden ist. 

Ich will im folgenden, ohne allzu große Vorkenntnisse aus der Theorie 
der Transformationsgruppen vorauszusetzen, eine kurze Darstellung der 
verallgemeinerten natürlichen Geometrie geben. 

§ 1. Das Analogon des euklidischen Bogens und der euklidischen 
Krümmung bei einer beliebigen ebenen Transformationsgruppe. 

s 
Die euklidische Krümmung y": (1 + y'9) 2. ist, vom Standpunkt 

Lies betrachtet, die niedrigste Differentialinvariante der dreiglie· 
drigen euklidischen Bewegungsgruppe. Jede Funktion von x, y, y', y", 
die bei allen Bewegungen ungeändert bleibt, erweist sich als eine Funk
tion der Krümmung. 

Ist nun G r eine r-gliedrige ebene Transformationsgruppe, so gibt es 
bei ihr, ebenso wie bei der Bewegungsgruppe, eine niedrigste Dift'eren
tialinvariante J, di., im allgemeinen von (r- 1 )-ter und nur ausnahms
weise von niedrigerer Ordnung ist. Jede Funktion von x, y, y', .. . , y<r-l)' 
die bei allen Transformationen der Gruppe Gr invariant bleibt, erweist 
sich als eine Funktion von J. Dieser Satz rührt von Li e her. Man findet ihn 
z. B. in den Lieschen Vorlesungen über kontinuierliche Gruppen, bear
beitet von G. Schaffers (Teubner, Leipzig), ausführlich bewiesen. Dieses 
Buch kann zur Einführung in die Lieschen Theorien, die jetzt immer 
mehr in den Mittelpunkt des mathematischen Interesses rücken, bestens 

1) Vgl. seine grundlegende Abhandlung in den Wiener Akademieberichten 
von 1!106. 
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empfohlen werden. Weiter unten werden wir üb"rigens den Existenzsatz 
über die niedrigste Differentialinvariante auf anderem Wege beweisen, 
allerdings nur für solche Gruppen, bei denen J die normale Ordnung hat. 
Diese Gruppen kommen aber allein für die Picksehe natürliche Geometrie 
in Frage. 

Auch für den euklidischenBogen gibt es ein Analogon bei der Gruppe 
Gr Der euklidische Bogen ist, vom Lieschen Standpunkt betrachtet, die 
niedrigste Integralinvariante der euklidischen Bewegungsgruppe. 
Wenn man fordert, daß das Integral (f'(x, y, y') dx bei allen Bewegungen 
ungeändert bleibt, so findet man, abgesehen von einem konstanten Fak
tor, f(x, y, y') = "j/1 + y' 2 Ganz ähnlich liegen die Verhältnisse bei 
Gr, wenn man noch die Bedingung stellt, daß J die normale Ordnung 
r - 1 hat. Es gibt dann, abgesehen von einem konstanten Faktor, nur 
einen invarianten Ausdruck der Form ro (x, y, y, .. . , y<r- 2) dx, den G. Pick 
das Bogenelement der Gruppe Gr nennt, und s =f rodx ist das Ana
logon des euklidischen Bogens bei der Gruppe G Den Existenzbeweis 
für ds findet man in der oben zitierten Abhandlung G. Picks. Wir 
werden ihn weiter unten auf anderem Wege führen. 

Eine Bemerkung muß hier noch angefügt werden, die für die verall
gemeinerte natürliche Geometrie von Wichtigkeit ist. Während der Bogen 
s = J rodx bis auf einen konstanten Faktor und eine additive Konstante 
bestimmt ist, haftet der niedrigsten Differentialinvariante J, dem Ana
logon der euklidischen Kriimmung, eine weit größere Unbestimmtheit an. 
Man kann, solange keine einschränkende Bedingung aufgestellt wird, jede 
Funktion von J an die Stelle von J setzen. Wenigstens war dies die Auf
fassung, die Lie von der niedrigsten Differentialinvariante hatte. Für die 
verallgemeinerte natürliche Geometrie ist es aber wertvoll, die Unbestimmt
heit von J auf dasselbe l\faß herabzudrücken, das dem Bogen s zukommt. 
Dies wird ermöglicht durch den von mir 1920 aufgestellten Linearitäts
Batz, wonach J, wenigstens im Falle r > 2, stets so gewählt werden kann, 
daß es (ebenso wie die euklidische Krümmung) die Höchstableitung linear 
enthält. Diese in der Höc,hstableitung lineare Differentialinvariante ,Jist das 
wahre Analogon der euklidischen Krümmung bei der Gruppe Gr. 

Will man das Bogenelement ds und die Differentialinvariante J voll
kommen eindeutig festlegen, so muß man noch festsetzen, daß sie sich 
für ein spezielles Wertsystem x, y, y', ... 1 y(r-S) auf dx bzw. auf y<•·-J 
reduzieren sollen. 

§ 2. Natürliche Gleichung einer Kurve gegenüber der Gruppe Gr. 
X 

Längs einer Kurve y = f(x) sindJ und s = .f ro dx beide Funktionen 
"'• von x. Es besteht also zwischen ,J und seine Relation rp (J, s) = 0. Sie 
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wird die natürliche Gleichung der Kurve gegenüber der Gruppe Gr 
genannt. Man kann, wie ich das in einer meiner Arbeiten (Leipziger 
Akademieberichte 1920) durchgeführt habe, zeigen, daß eine Kurve durch 
ihre natürliche Gleichung bis auf Transformationen der Gruppe Gr cha
rakterisiert ist, so wie in der euklidischen Geometrie die natürliche Glei
chung eine Kurve bis auf Bewegungen festlegt. 

Man kann nun, wie K. C. F. Krause es in seiner natürlichen 
Geometrie anstrebte, die Kurven nach der Form ihrer natürlichen Glei
chung gegenüber Gr klassifizieren. Als einfachste Kurven sind von diesem 
Gesichtspunkt aus die Kurven zu betrachten, längs welchen J konstant 
ist. In der euklidischen Geometrie sind das die Kreise. Weiter unten 
wird eine allgememe Aussage über die Kurven mit der natürlichen Glei
chung J = Const. gemacht werden. Es wird sich zeigen, daß diese Kurven 
die Bahnkurven der infinitesimalen Transformationen von Gr sind. Für 
den Fall der projektiven Gruppe sind diese Kurven von Lie und Klein 
untersucht worden und unter dem Namen W-Kurven bekannt. Man 
könnte ihnen auch im Falle der Gruppe G,. diesen Namen beilegen. Die 
einfachsten Kurven in der natürlichen Geometrie der Gruppe Gr sind 
also die W-Kurven. 

Als nächst einfache Klasse können dann, so wird man sagen dürfen, 
die Kurven mit linearer natürlicher Gleichung gelten, die Kurven also, 
deren natürliche Gleichung die Form J = a s + b hat (a und b konstant). 
Man beachte, daß diese Gleichungsform von der in J und s steckenden 
Unbestimmtheit nicht berührt wird. Sie bleibt erhalten, wenn man J und 
s durch lineare Funktionen ihrer selbst ersetzt. Für einige bekannte Gruppen 
habe ich diese Kurven mit linearer natürlicher Gleichung in einer meiner 
Arbeiten (Leipziger Akademieberichte 1924) näher untersucht Weitere 
Untersuchungen, die sich auf andere Kurvenklassen beziehen, werden von 
mehreren meiner Schüler durchgeführt. 

§ 3. Existenzbeweis für J und s. 
Der einfachste Weg, die Existenz der beiden Invarianten ,J und s zu 

beweisen, ist wohl der, daß man von den emllichen Gleichungen der Gruppe 
(},. ausgeht: 

(T,.) { xt = f (x, y, at, .. . , ar), 

Yt = g (x, y, at, · · ., ar)· 

Will man wissen, wie die Transformation Ta auf die Wertsysteme 
x, y, y', ... , y<r-2) einwirkt oder, geometrisch gesprochen, wie sie die 
Kurvenelemente der (r- 2)-ten Ordnung vertauscht, so muß man 
die sogenannte (r - 2)-te Erweiterung vornehmen, d. h. man muß zu 
den Transformationsgleichungen 1'a die folgenden hinzufügen: 
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I dg ( 1 ) 

Y1 = d{ = 9t x, y, Y, a1, · • ., ar , 

{1) 
" dg, ( I " ) Y1 = Ii( = g'fl x, y, y' y ' au ... , ar ' 

(r-9)_ dgr--s _ ( 1 (r-2) ) 
Y1 - df - gr-2 x, y, y' . .. , y ' at, ... , ar . 

Alle r Gleichungen zusammen bestimmen die (r - 2)-te Erweiterung von 
Ta, die wir mit Ta<r- 2) bezeichnen. 

Es sind nun zwei Fälle möglich. Entweder lassen sich die Gleichungen 
von Ta<r- 2J nach a11 ••• ,a, auflösen oder man kann die Parameter aus den 
Gleichungen eliminieren, so dal3 sich eine Relation zwischen x, y, y~, . .. , 
y<r-2> und x11 y11 y/, ... , y1 (r- 2l ergibt. Im ersten Falle läßt sich ein Kurven
element (r- 2)-ter Ordnung durch eine passende Transformation, deren 
Parameterwerte eben durch Auflösungjener Gleichungen gewonnen werden, 
im allgemeinen in jedes andere derartige Element überführen. Die Elemente 
(r - 2)-ter Ordnung werden, wie man zu sagen pflegt, durch die Gruppe 
tran si ti v vertauscht. Ein solches Element hat also keine Invariante, d. h. 
es gibt keine Differentialinvariante von (r- 2)-ter oder niedrigerer Ord
nung. Im zweiten Falle besteht zwischen einem Element (r- 2)-ter Ord
nung und dem transformierten Element eine bestimmte Relation. Die 
Elemente (r - 2)-ter Ordnung werden durch die Gruppe in transitiv 
transformiert. Ein solches Element hat eine Invariante, d. h. es gibt eine 
Differentialinvariante von (r - 2)-ter oder niedrigerer Ordnung. Diesen 
zweiten Fall wollen wir mit G. Pick ausschließen und ausdrücklich voraus
setzen, daß dieElemente(r- 2)-terOrdnungdurch die Gruppe Gr transitiv 
vertauscht werden. 

Wenn wir die Picksehe Transiti vi täts bedingungzugrunde legen, 
so lassen sich die Gleichungen von T,.<r-!) nach den Parametern auflösen, 
und Ta ist dann (innerhalb gewisser Grenzen) dadurch bestimmt, daß man 
weiß, in welches Element e1 ein Element e der (r - 2)-ter Ordnung bei 
Ta übergeht. av ... , ar lassen sich als Funktionen von e und e1 darstellen: 

(2) a1 = a 1 (e, e1), ... , a, = ar (e, e1). 

Gehen wir nun in der Kette der Gleichungen (1) einen Schritt weiter, 
bilden wil· also durch Differentiation der letzten Gleichung (1) die neue 

(r-1) _ dgr-2 
Yt - df' , 

so ist zunächst zu bemerken, daß (falls r > 2) Yr-t auf der rechten Seite 
linear auftreten wird. Wir können also, wenn wir noch für a1, .•• , ar 
die Werte (2) einsetzen, auch schreiben 

(3) y1(r-1) = 1/J (e, et) y<r-t) +X (e, et)· 
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Man muß sich, um diese Gleichung voll ausnutzen zu können, klar 
machen, daß sie immer stattfindet, sobald x, y, y', ... , y(r- 1) mit xu y11 

y/, ... , yt-1l durch eine Transformation der Gruppe G,. zusammenhängen. 
Sie gilt also für je zwei miteinanderäquivalente Kurvenelemente(r-1 )-ter 
Ordnung, wenn wir unter Äquivalenz das Zusammenhängen durch eine 
Transformation der Gruppe verstehen. Nun liegt es aber im Wesen des 
Gruppenbegriffs, daß zwei mit einem dritten äquivalente Gebilde auch 
untereinander äquivalent sind. Daher wird die Gleichung (3) erhalten 
bleiben, wenn man x1, y1, y1', •. . , y1(r-1J festhält und x, y, y', .. . , yr-l der 
Einwirkung der Gruppe Gr überläßt. Das heißt aber doch, daß der Aus
druck 1/J (e, e1) y(r-t) + x; ( e, e1) bei festgehaltenem e1 eine Differential
invariante darstellt. Dies ist unsere Invariante J, und sie enthält, wie man 
sieht, die Höchstableitung linear. Wir haben also den Existenzsatz und 
Linearitätssatz mit einem Schlage bewiesen. 

Die Existenz des Bogenelements läßt sich in ganz ähnlicher Weise 
feststellen. Man muß nur zu den Gleichungen von Tat-zJ eine der Gleichungen 

dx1 = df, dy1 = dg 
hinzunehmen, auf den (ausgerechnet zu denkenden) rechten Seiten für 
a11 .•• , a,. die Ausdrücke (2) einsetzen und im übrigen dieselbe Schluß
weise wie soeben anwenden. 

§ 4. Berechnung von J und ds aus den infinitesimalen Transforma
tionen der Gruppe G,. 

Nachdem die Existenz der Invarianten J und ds feststeht, ist es leicht, 
diese Größen aus den infinitesimalen Transformationen der Gruppe Gr 
zu berechnen. 

Es seien in der L i e sehen Schreibweise 

(4) ~1P + 7/tl/,' ·'I ~rP + 'Yj,.q 
die r infinitesimalen Grundtransformationen von G,.. Man muß, nm J zu 
finden, ausdrücken, daß bei jeder dieser r infinitesimalen Transformationen 
o J = 0 ist. Da J von x, y, y', ... , y(•- 1) abhängt ,so ist es nötig, 8y', ... , 
o y(r-J) zu berechnen. Das geschieht nach einem schon von Euler ge· 
lehrten V erfahren. Wenn 

ist, so hat man 
ox =; (x, y) ot, 8y = 'YJ (x, y) ot 

cJ , - fd1J , as)o·t 'ot 
Y - \dx- Y dx = 'I) ' 

o "= (.!!..!L- ·0!l) ot = "ot Y dx Y dx 1l ' 

. 8ylnl 
Aus d1esen Formeln geht hervor, daß Jt in y(") .linear ist, sobald n > 1. 
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(5) 

Wir können also insbesondere schreiben (falls r > 2) 
iiy<r-1) 
~ = 1 (e) + !L (e)y<r-1>, 

wobei uns e, wie bereits oben, als kurze Bezeichnung für das System x, 
y, y ', .•. , y<r-S) dient. 

Auf Grund des Linearitätssatzes dürfen wir den Ansatz 
J = a (e) + ß (e) y<r-1) 

·machen. Es ist dann, wenn ;p + 'l]q irgendeine der infinitesim alen 
Transformationen ( 4) bedeutet, ~J = 0 oder, ausführlicher geschrieben, 

rJ rt ii f.l 
~t + Tt y<r-1) + ß (1 + py(r-1)) = 0. 

Diese Gleichung spaltet sich aber sofort in 

(6) ~~+ßtL=Ü 
und 

(7) iirt 
Tt + ßl = 0. 

Da sP + 'l]q mit jeder der infinitesimalen Transformationen (4) identi
fiziert werden muß, so sind in (6) folgende r Gleichungen zusammen
gefaßt: 

(6') ~ ologß + olog{3 + , clogfl + ... + <•·-2) ologß--
S(! OX 11v oy 11 ~ oy' 11(! (lylr-11- !L(!, 

(() = 1, ... , r) 
ebenso in (7) die Gleichungen 

(7 ') t ort + ort + , oa' + + (r-t> ort ßl 
Sfli)X "'~ iJy 'IJ~ ay' '' · 'I'J~ ()y(r-'111 =- ~· 

(() = 1, ... , r) 

Aus (6') ergibt sich 

;1 'I'Jt 
, (r-2) '111 ... 'I'Jt !Lt 

(8) dß =A-1 ß 
Sr 'I'Jr 'I'Jr' • • • 'YJr(r-2) lLr 
dx dy dy' ... dy<r-2) 0 

so daß man durch Quadratur log ß erhält. Aus ( 7 ') folgt, nachdem ß 
gewonnen ist, 

.., 'YI ' ..,1(r-2) 
'11 '11 • • . 'I 

(9) da =A-1 ß 
~r 'I'Jr 'I'Jr' · • • 'I'Jr(r- 2) ;. ' r 

dx dy dy' . . . dy<r-S) 0 
also a durch Quadratur Hierbei haben wir die Abkürzung 

Cesil.ro, n&tf!rJ. Geometrie. 22 
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LI= 

t 'YJr 1Jr' • · · r;/r-S) 
benutzt, die Lie für diese wichtige Determinante eingaführt hat. Sie ist, 
weil wir die Picksehe 'rransitivitätsbedingung zugrunde legen, ungleich 
Null. 

Aus (8) bestimmt sich ß bis auf einen konstanten Faktor, der dann 
auch vermöge (9) in a eintritt. Zu a kommt aber noch eine additive 
Konstante hinzu. Man sieht, daß in Übereinstimmung mit unsernfrüheren 
Angaben J = a + ßy<r- 1) insofern unbestimmt ist., als es durch kJ + l 
(k und l konstant) ersetzt werden kann. Im Hinblick auf eine spätere 
Anwendung sei noch folgende elegante Formel hervorgehoben, die sich 
aus (8) und (9) ohne Schwierigkeit ergibt, wenn man Gleichung .(5) 
beachtet: 

(10) dJ=LJ-1ß 
~r 'Yir 1Jr' • • • 1/r(r-1) 

dx dy dy' ... dy(r-1) 

Führt man mit Lie die A11sdrücke 

(!)~ = 'tl~- y';(i 
ein, s0 ist, wie man leicht feststellt, 

'YI (n) = dnroq + . .<n+l) 1: ··e dxn :r se. 

Formel (10) nimmt dann folgende Gestalt an 
d (j)l ar-l (j)l 

wl dX ... dxr 1 

(10') 
dror ar-1 ro,. 

ror dX ... dx ,. 1 

d:r, dy- y' dx, dy'- y" dx, ... , dy<r-t)- y<r) dx 
Die Berechnung des Bogenelemente ds = w (e) dx aus den infini

tesimalen Transformationen der Gruppe Gr erledigt sich noch einfacher 
als die von J. Man erhält, da 

~dx=d8x=d;-8t 

ist, für w folgende Differentialgleichungen 

(11) ; ologro + 0 log (j) + 0 logro + ... + (r-2)0 logfij + dse = 0 
(! 0 X 'YJ(! 'Jy 'YJ (! (}y' 'YJ(I (}ylr-2l da; I 

Ü> = 1, ... , r) 
woraus sich ergillt: 
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~1 
I 1J (r-11) cl ~1 

'flt 1Jt 1 clx 

(12) dw = LJ-1w 
'lj (r-1) d~ ~r 'flr 'IJ'r • • • 

r dx 

dx dy dyl ... dy(r-2) 0 
log m findet man durch Quadratur. w liegt hiernach bis auf einen kon
stanten Faktor fest. 

Diese Quadraturenmethode zur Berechnung von J und d s läßt sich, 
wie tiefer gehende Untersuchungen gezeigt haben, noch überbieten. Doch 
wollen wir hier nicht darauf eingehen und ohne Beweis mitteilen, daß 
sich bei den meisten Transformationsgruppen der Ebene J und ds voll
kommen integrationslos aus den infinitesimalen Transformationen berech
nen lassen. 

§ 5. Kurven mit der natürlichen Gleichung J = Const. 
Wir haben bereits erwähnt, daß die Kurven mit der natürlichen 

Gleichung J = Const. die W-Kurven der Gruppe Gr sind, d. h. die Bahn
kurven ihrer infinitesimalen Transformationen. Den Beweis dafür können 
wir jetzt mit Hilfe der Formel (10') führen. 

Aus (10') folgt, wenn dJunter Fortrückung längs einer Kurve ge
bildet wird, wobei also 

dy = '!J 1 dx, .. . , dy<r-l) = y<r>ax 
ist, 

rlro,. dr-tro,. 
ror dx ' · · dxr-t 

J bleibt also dann und nur dann längs der Kurve konstant, wenn 

=0 

ist. Das Verschwinden der Wronskischen Determinante von ro11 ••. , wr 
besagt aber, daß zwischen diesen Funktionen eine lineare Relation be
steht: 

c1w1 + c1 m2 + · · · + c,.ro,. = 0 
oder in ausführlicher Schreibung 

I c\ 'lt + ... + c,. Tir '!I=-----· 
cl~l + ... +cr~r 

Dies bedeutet, daß die betrachtete Kurve eine Bahnkurve der infinitesi
malen Transformation 

22* 
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l:c" (~~p + 'YJr?g_) 
ist, also einer infinitesimalen Transformation der Gruppe G,. 

§ 6. G. Picks kovariante Koordinaten und Identitätsbedingungen. 

Was bisher dargelegt wurde, ist noch nicht der eigentliche Kern der 
verallgemeinerten natürlichen Geometrie, wie sie G. Pick in seiner Ab
handlung von 1906 entwickelt hat. Vielmehr ist das Hauptstück der 
Pick sehen Theorie die Einführung der kovarianten Koordinaten und die 
Aufstellung der Identitätsbedingungen. 

In dem Cesaroschen Buche hat der Leser gesehen, welch nützliches 
Werkzeug der geometrischen Forschung das bewegliche Achsensystem 
(Tangente-Normale) ist, das längs der .zu untersuchenden Kurve entlang
gleitet, und wie bequem sich mit den Cesaroschen Unbeweglichkeitsbe
dingungen operieren läßt. Diese wichtigen Hilfsmittel auf die natürliche 
Geometrie der Gruppe Gr zu übertragen, ist G. Pick gelungen. Dabei 
ging er von folgender Überlegung aus. 

Wenn der Punkt P (X, l') in bezug auf Tangente und Normale an 
einer Stelle x, y einer Kurve die Koordinaten u, v hat, so sind u, v Funk
tionen von X, Y und x, y, y' 

X-x+y'(Y-y) 
'U= 

Vl+y'Z ' 

-(X-x)y'+ Y-y V= . 
Vl+y'• 

Diese Ausdrücke haben, was geometrisch evident ist, die Eigenschaft, bei 
allen Bewegungen invariant zu bleiben. Das Analogon von u und v bei 
Jer Gruppe Gr sind nun G. Picks kovariante Koordinaten. Er definiert 
sie als zwei in bezug auf X, Y unabhängige Funktionen von X, Y 
und x, y, y', . .. , y(r- 2J, die bei Gr invariant bleiben. Daß im wesentlichen 
nur zwei solche Funktionen existieren, ergibt sich bei Pick mittels der 
Theorie der vollständigen Systeme Wir geben weiter unten einen Be
weis, der von dieser Theorie unabhängig ist. 

Die Cesaroschen Unbeweglichkeitsbedingungen erhält man, 
wenn man unter Festhaltung von X, Y das Linienelement x, y, y' längs 

einer Kurve entlanggleiten läßt. Es drücken sich dann ~;, ~: durch 

u, v und die Krümmung aus. Ganz iihnlich entstehen die Picksehen 
ldentitätsbedingungen, die in seiner verallgemeinerten natürlichen 
Geometrie die Rolle der Cesaroschen Unbeweglichkeitsbedingungen über
nehmen. Man bildet unter Verwendung des Bogenelements ds = ro ( e) dx 

der Gruppe G die Ausdrücke ~~~' ~;,wobei X, Y festgehalten werden, 
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während das Element (r-2)-ter Ordnung e längs einer Kurve vari

iert. ~=, :: haben, ebenso wie u, v und ds die lnvarianteneigenschaft. 

Andererseits entnimmt man der Theorie der vollständigen Systeme, daß 
es im wesentlichen nur drei Invarianten gibt, die von X, Y und x, y, y', 
... , y<r-t) abhängen, nämlich u, v und J. l'lfolgedessen bestehen Relati
onen von folgender Art: 

du 
78= cp ( u, v, J), 

dv ( d8 = t/J u, v, J), 

und das sind die Picksehen ldentitätsbedingnngen. 
§ 7. Existensbeweis für die kovo.ria.nten Koordinaten. 

Die Existenz der Picksehen Invarianten u, v läßt sich in ganz ähn 
lieber \\'eise dartun, wie die der Invariante J. Wir kehren zu diesem 
7.weck zu den Gleichungen der erweiterten Transformation Ta<r-S) zurück, 
d. h. den Gleichungen (Ta) und (1) in § 3, und fügen die Gleichungen 

(13) { X1 = f(X, Y, a11 •. • , ar), 
Yl = g (X, Y, all. • ., ar) 

hinzu. Wir wenden also eine und dieselbe Transformation Ta auf das 
Element (r - 2)-ter Ordnung e und auf· den Punkt P (X, Y) an. e geht 
in e1 und P in P1 (X11 Yt) über. 

Setzen wir nun in (13) für a11 ••• , a. die Ausdrücke (2) ein, so 
nehmen die Gleichungen (13) folgende Form an: 

(14) { X 1 = F(X, Y, e, e1), 

Y1 = G (X, Y, e, e1). 

Man muß sich nun klarmachen, daß diese Gleichungen nur an die Bedin
gupg geknüpft sind, daß X, Y und e mit X1 , Y1 und e1 durch eine Trans
formation der Gruppe zusammenhängen. Dieser Zusammenhang bleibt 
aber erhalten, wenn man auf X, Y und e irgendeine Transformation der 
Gruppe anwendet. Somit smd F und G, wenn man darin e1 irgendwie 
fixiert, invariante Funktionen von X, Y und e. Sie sind in bezug auf 
X, Y unabhängig, weil diese Eigenschaft bei f und g bestand. Mithin 
können F und G mit den kovarianten Koordinaten u, v, identifiziert 
werden. 

Die Transformation Tu. ist dadurch vollkommen charakterisiert, daß 
sie das Element e in e1 überführt. Man kann sie deshalb zweckmäßig 
durch das Symbol T:• darstellen. Die Gleichungen (14) lassen sich dann 
durch die symbolische Gleichung 

(14') P1 = (P) T,<• 
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ersetzen, und man kann also auch sagen, daß die konvarianten Koordi
naten des Punktes P in hezug auf e definiert sind als die cartesischen 
Koordinaten des Punktes, in den P durch die Transformation T:• über
geführt wird. In dieser Form ordnet sich der Begriff der kovarianten 
Koordinaten dem allgemeinen Begriff der Relativkoordinaten unter, wie 
ihn E. Cartan in seiner inhaltreichen Arbeit übe1 das bewegliche Drei
kant im Jahrgang 1910 des Bulletin des sciences mathematiques erklärt hat. 

§ 8. Übertragung der natürlichen Geometrie auf räumliche Gruppen 
und auf Gruppen ebener :Serührungstransformationen. 

G. Pick hat in einer ungedruckten Abhandlung gezeigt, wie man 
auch bei räumlichen Transformationsgruppen eine natürliche Geometrie 
begründen kann. Einer seiner Schüler, E. S t r ans k y, hat diese Ideen an 
einem speziellen Beispiel demonstriert (Wiener A kadernieberichte 1912). 

Auch bei Gruppen ebener Berührungstransformationen gibt es eine na
türliche Geometrie im Sinne G Picks. Meine Schülerin Gertrud Wie
gandt hat dies an dem Beispiel der 10-gliedrigen Gruppe der Kreisver
wandtschaften nachgewiesen (Grelles Journal 1925). 
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Asymptotische Developpable e. 
Regelflä.che 225, e. Fläche zweiten 
Grades 240. 

A symptotische Punkte e. eb. Curve 
11-12. 

Asymptotische Kreise e. eb. Curve 
12-18. Mittelp. des as. Kr. als Grenz
lage des Krümmungscentrums 23. 

A s t r o i d e (Hypocycloide mit vier 
Spitzen) 10. 

Axe eines linearen Oomplexes 163. Siehe 
auch Kegelschnitt, Rotationsfläche, 
Fl. zw. Grades. 

Bana.l's Untersuch. über Räume mit 
vollst. oder teilw. Unbestimmtheit der 
Krümmungssysteme 317. 

Barycentrische Analysis 111 tr. 
Anwend. auf Kegelschnitte, symmetr. 
Dreieckscurven, anharm. Curven (siehe 
diese). 

Barycentrische Coordinaten e. 
Punktes auf e. Geraden 111, in der 
Ebene 112, in e. linearen n-dimen.: 
sionalen Raume 297. 

Basis e. Rollcurve 81. 
Beez'sches Theorem über die Starrheit 

gewisser unausdehnbarer Räume 316. 
Beltrami's Satz über die Krümmung 

des Schnittes e. Fläche mit d. Tang.
ebene 223, Relationen für sphärische 
dreidim. Räume 288 . 

Bertra.nd'sche Curven 186 ff. Ihre 
Hauptnormalen sind Hauptn. e. andem 
Curve 186. Kinematische Eigensch. 
der Bertrand'schen Curven 189. All
gemeinere Curven 18~ u. 190. 

Berührung n-ter Ordnung ~wischen 
zwei ebenen Curven 67 ff. Notw. u. 
hinr. Beding. für ihr Bestehen 68. 
Die Curven durchsetzen einander nur 
bei Ber. gerader Ordn. 69. Ber. 
höherer oder niedrigerer Ordn. zwi
schen Tang. u. Ourve 5. 

Binormale e. gewundenen Curve 154. 
Binormalebene e. Curve in e.linearen 

vierdim. Raume 281. 
Bonnet's Satz überdieRibaucour'schen 

Curven als Rollcurven 86; Formel für 
die Krümmung einer Curve, die e. 
Schar von oo 1 Curven angehört in der 
Ebene 14 7, auf einer Flä.che 211; Satz 
über die geodät. Torsion e. Curve auf 
e. Fläche 196, Formel dafür 204; Satz 
über die geod. Torsionen von zwei sich 
rechtwinkl. schneidenden Curven 200; 
Formel für die Flexion der Asymp
totenlinien 208. 

Brennpunkte eines Kegelschnitts 48, 
einer Cassinoide 50. 

Brioschi 's Satz über Krümm.-linien 
const. geod. Krümm. 222. 

Brunel's Theorem über Curven in 
Überräumen 295 f. 

Catalan's Satz: Das einzige Elassoid 
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unter den Regelflächen ist die 
Schraubenfläche mit Leitebene 235. 

Catenoid. Es ist das einzige Rotations
elassoid. 228, 233. 

Cardioide (besser Kardioide) 10, als 
Sinusspirale vom Index -! 62, als Fuss
punktcurve des Kreises inbezug auf 
e. seiner Punkte 30 u. 64. Parabel 
und Kardioide sind inverse Curven 65. 

Ca s s in o i den (Cassini'sche Ovale) 
50-53. Brennpunkte u. Mittelpunkt 
50. Ableitung aus e. Paar von Kreisen 
durch Transform. vom Index·, t 53. 

C en trafläche (= Evolute e. Fläche) 
2r 

Centralaxe e. gewund. Curve in e. 
Punkte 176 f. Kinematische Bedeutung 
176, 177 

Cesaro'sche Curven 54ff. Definition, 
Directrix, Pol. Der Radiusvector teilt 
den Krümmungradius der Evolute in 
const. Verhältnis 54. Natürliche Gl. 
56. Specielle Cesaro'sche Curven sind 
die Kreise (lndex 1 ), die Kegelschnitte 
(Index - 2) 57. Curven vom Index 0 
58. Invariante der Cesaro'schen Cur
ven. Gleichung des Leitkreises 77. 
Osculierende Cesaro'sche Curven, Ort 
ihrer Pole 80. Zu jedem Index ge
hört e. Ribaucour'sche Curve u. e. 
Sinusspirale (siehe diese) 54, 57. 

C h a s 1 es' sches V erteil ungsgesetz der 
Tang.-ebcnen e. Regelfl. 167. 

CI a i raut 's Satz über die geod. Linien 
e. Rotationsfläche 227. 

Codazzi's Formeln fiir FHtchen im 
gewöhn!. Raume 202, in eine Formel 
zusammengefasst 323; für krumme 
ureidim. Riiume 286, 287 j für krumme 
n-dim. Häume 305 f.; für Congruenzen 
264f. 

Complementärflilchen zu einer ge
gebenen Fläche 220. 

Complex, J,iniencomplex im Raume 
162. Linearer und specieller linearer 
Camplex 163. 

Congruenz (Schar von oo~ Geraden 
im Raume) 162, 259 tf. Lineare Con
gruenz 1G4. Satz von Sturm: .Jede 
Congruenz verhält sich in der Umgei.J. 
jeder ihrer Geraden wie eine lineare 
Congr. 263. Formeln von Hamilton 
261. Mittelpunkt, Hauptebenen, Grenz
punkte, mittlerer Verteilungsparameter 
fü-~: eine Gerade der Congr. 262, Brenn
punkte und Focalebenen 263. Nor
male Congruenzen (bestehend aus den 
Normalen einer FHiche) 263; ihre Ge
raden sind die Tangenten von oo 1 

geod. Linien e. Fl. 220. Anwendung 
des Satzes von Sturm auf norm. Congr. 

264. Isotrope Congruenzen, Satz von 
Ribaucour über dieselben 2G8. 

Conj ugierte Dreieckeinbezug auf e. 
Kegelschnitt 119. Sie sind homolog 121. 

Kegelschnitte, die zu einem Dreieck 
conj ugiert sind 119. Sie teilen die 
Seiten des Dreiecks harmonisch 120. 

Conjugierte Durchmesser e. Kegel
schnitts 43. 

Conjugierte Tangenten in e. Punkt 
einer Fläche: die Erzeug. e. längs e. 
Curve um die Fl. gelegten Develop
pablen sind zu den Tangenten der 
Curve conj. 205. Winkel zwischen con
jugierten Tangenten. Die Tang. deR 
sphär. Bildes steht senkr. auf der 
conj. Tang. 206. 

Con o i d. Definition; Pliicker'sches Conoid 
= Cylindroid 166. 

lJoordinaten, krummlinige, und Co
ordinatenlinien in der Ebene 140, 
auf e. Fläche (Gauss'sche Coordinaten) 
198, im Raume 270. 

Curven in der Ebene 1 ff. Curven mit 
quadratischer nat. Gl. 18-20. Curven, 
deren Krümmung einer Potenz des 
Bogens proportional ist, 15-16; ihre 
Evoluten 38-39. Curven, deren 
Krümm. prop. dem Normalenabschnitt 
zw. Incidenzp. u. e. festen Geraden 
ist, 30-32. Curven, deren osc. Kreise 
e. festen Kreis unter const. Winkel 
schneiden, nachdem man sie von den 
Berührungspunkten aus gleich stark 
uilatiert oder contrahiert hat, 65-66. 
Curven, bei denen jeder Punkt u. das 
entspr. Krümmungscentr. der Evolute 
mit e. fest. Punkt in gerader Linie 
liegen, 37-38. 

Curven im Raume 154 Jf. Curven, 
deren 'rangenten gleichen Abstand 
von e. festen Punkte haben, 183. 
Curven , deren Torsion proport. dem 

. Quadrat der Flexion ist, 192. 
Curven in einem linearen vierdim. 

Raume 281-282. 
Curven in Überräumen 289 ff. 
Cu rv e n s eh aren (siehe unter Scharen). 
Cuspidalasymptote 7. 
Cycloidale Curven (Epi-, Hypo

cycloiden, Cycloiden u. Pseudocycloi
den). Sie sind die CesiLro'schen Cur
ven vom Index 0 58. Die Proj. des 
Radiusvectors auf die Tang. ist prop. 
dem Bogen 27. Das Krümmungscen
trum gehört dr.r Polare des Curven
punktes inbez. anf den Leitkreis an 59. 

Cycloi de 10. Alle Cycloiden sind ähn
lich 28. Die Cycl. ist allen ihren 
Evoluten congruent 36. Ihre Nor
malen (zwischen Incidenzp. und Krüm-
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mungscentr.) werden von der Directri:x: 
halbiert 26. Die Cycl. als Rollcurve 
84. Rollt e. Kreis auf e. Geraden, so 
umhüllt jeder Durchmesser e. Cy
doide 94. 

Cylindroid = Plücker'sches Conoid 
166. 

Darboux' Satz über Curven auf e. Fl. 
209. 

Deformation, infinites., einer Fläche 
249 ff. Es bleibt im allg. ein einziges 
Tangentenpaar orthogon!tl 251. Cha
rakterist. Gleichung 253. Anderung der 
mittl. u. tot. Krümm. 255. Invarianz 
der tot. Krümm. bei unausdehnb. 
Fl. 256. Änd. der Krümmungen e. 
Linie auf e. Fl. 257. Invarianz der 
geod. Kr. "Qei Linien auf unausdehnb. 
Fl. 258. 

Deformation von Überräumen 307 ff. 
Delaunay'sche Curven als Rollcurven 

86. Natürl. GI., Einteilung in ellipt. 
u. hyperhoL Kettenlinien, Ketten!. als 
Grenzcurve zw. beiden 87. Jede Del. 
C. ist e. congr. C. parallel, Discussion 
der Del. C. 88. Die Basis umhüllt 
e. Punkt bei Abwickelung der Dei. C. 
auf e. passenden Kreise !!5. 

Developpable (siehe a!lch abwickel
bare 1<'1.), charakterisiert durch Ab
wickelbarkeit auf die Ebene 231. Dev., 
die e. Fl. längs e. geg. Curve um
beschr. ist. Bestimmung ihrer Rück
kehrkante 222. 

Differentialquotient e. Function in 
gegeb.RichtunginderEbene 136-137, 
im Raume 26!\ 

Differentialparameter, erster, e. 
Function in der Ebene 137; ge
mischter Diff.-par.zweier Functionen, 
geom. Bedeut. seines Verschwind. 138; 
zweiter Diff.-par. e. Function in der 
Ebene 139 u. 144 (l!'orm von Lame), 
auf e. Fläche 210, in e. dreidim. 
Raume 278 u. 279 (Form von Lame). 

Dilatation, lineare, bei inf. Deform. 
e. Fl. 249. Flächendilatation 250. 

Directri:x: e. Cesaro'schen Curve u. 
anderer Curven (siehe die Namen der 
Curven). 

Dupin 's Theorem über dreif. Orthogo
~alsysteme 271; analoger Satz in 
Uberräumen 304. 

Dupin'sche Indicatri:x: (siehe Incli
catrix). 

Durchmesser e. Kegelschnitts 42. 
Einbeschriebene Kegelschnitte 

bei e. Dreieck 123, einbeschr. Kreis 
124. 

E l astici tätsg Ieich ungen in I.Jber
räumen 327. 

Elassoid (= Fläche mit mittlerer 
Krümm. Null). Die Asymptotenlinien 
bilden e. isothermes Orthogonalsystem 
232 u. 234. Jedes zweif. Orthog.-syst. 
auf e. Elass. bleibt orthogonal bei 
sphär. Abbild. 234. Die beiden Evo
lutenmiintel sind abwickelbar auf die 
Evol. e. Catenoids 247. Das einzige 
Rotationselass. ist das Catenoid 233. 
Das einzige Elassoid unter den Regel
flächen ist die Schraubenfläche mit 
Leitebene (Satz von Catalan) 235. 

Ellipse 40 u. 118. 
Ellipsoid 239. 
Elliptische Punkte einerFläche 204. 

In der Umgebung e. ell. P. liegt die 
Fl. ganz auf e. Seite der Tang.-ebene 
205. 

Enneper's Satz: Die tot. Krümm. einer 
Fläche in e. Punkte ist gleich dem 
negat Quadr. der Torsion der Asymp
totenlinien 204 u. 214. 

Entfernung zweierPunkte der Ebene 
in barycentr. Coord. 114. 

Enveloppe von oo' Curven in der 
Ebene. Sie berührt die eingehüllten 
Curv. 25. Env. e. Linie, wenn e. 
andre Linie ihrer Ebene auf e. Curve 
rollt 93; Fälle, wo diese Env. sich 
auf e. Punkt reduciert 95. 

Enveloppe von oo' Ebenen im Raume 
ist e. abwickelbare Fläche 171. En
veloppen der Seitenfl. des Fundamen
taltrieders e. Raumcurve 172 ff. 

Epicycloide 10. Sie ist ihren Evo
luten ähnlich. Die Evolute unendl. 
hoher Ordn. ist das Centr. des Leit
kreises 37. Epicycl. als Rollcurve 83. 
Das Krümmungscentr. liegt auf der 
Polare des erz. Punktes inbez. auf d. 
Leitkreis 84. 

Euler'sches Theorem für die Nor
~lalkrümmung auf Flächen 202 u. 203. 
Übertragung auf dreidim. Räume 2!'55, 
auf n-dim. Räume 307. 

Evolute und Evolventen e. ebenen 
Curve 33 ff. Natürl. Gl. der Evolute 
34. Höhere Evoluten 34-35. Die 
Evolute unendl. hoher Ordn. reduc. 
sich auf e. Punkt 35. Entstehung 
der Evolventen durch Abwickelung e. 
Fadens 34. 

Evoluten und Evolventen e. Raum
curve 17 4. Die Evoluten lieg. auf 
der Polardevelopp. und werd. geradl., 
wenn man diese auf die Ebene 
ausbreitet. Ableitung aller Evol. aus 
einer durch Dreh. der einhüllend. N or
malen 17 6. Die Evolventen e. cylindr. 
Schraubenlinie Bind eb. Curv. 184. 

Evolute und Evolventen e. Fläche 
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217 :ff. Die Evolute (Centrafl.) hat 
zwei Mäntel. Tangentialebenen der 
Evolute 218. Die Rückkehrk. der 
Normaldevelopp. e. Fl. sind geod. 
Linien der Evol. 219. Jede 1<'1. ist 
ein Evolutenmantel von unendl. viel. 
Scharen v. Parallelß. Der andere 
Mantel ist d. Ort der geod. Krümmungs
centra der orthog. Trajector. von oo 1 

geod. Linien der 1<'1. 220. Mechanische 
Erzeug. der Evolventen e. Fläche 221. 
Sätze über die Evoluten v. Wein
garten'schen Flächen 243 :ff. 

Excentricität e. Kegelschnitts 48. 
Flächen. Allg. Theorie der Fl. 193ft". 
Flächen constanter mittlerer 

Krümmung 232 :ff. Die Krüm
mungslin. bild. e. isotherm. Syst. 234. 
Die Rotationsfl. const. mittler. Kr. 
entsteh. durch Rotat. der Delaunay'
schen Curven um ihre Leitlinien 233. 
Fl. mit d. mittl. Kr. Null (siehe 
Elassoide). 

Flächen constanter totaler Krüm
mung 229ff. Rotationsfl. unter ihnen 
229. Zwei Fl. mit gleicher const. 
Krümm. sind aufein. abwickelbar 
230, jede Fl. const. positiver Kr. 
auf e. Kugel u. jede negativer Kr. 
in versch. Weisen auf e. Pseudosphäre 
231. E. Fl. const. neg. Kr. lässt sich 
auf jede Rot.-fl. mit ders. Kr. derart 
abwickeln, dass e. belieh. Schar zu
sammenlauf. geod. Linien mit den 
Meridianen coincidiert 232. Die bei
den Evolutenmäntel e. Fl. const. neg. 
Kr. sind auf e. Catenoid abwickelbar 
247. Die einzigen Fl. mit d. Kr. Null 
sind die Ebene und die abwickelb. 
Fl. 247. 

Flächen, die auf Rotationsfl. ab
wickelbar sind 227. Jede solche l<'l. 
ist e. Evolutenmantel e. Weingarten'
schen Fl. (Satz v. Weingarten) 247. 

Flächen zweiten Grades 236 ff. 
Identität mit den quadr. Regelfl. 236. 
Die Krümmungslinien (siehe auch 241) 
bild. e. isothermes Syst. 237, sind die 
Ellipsen und Hyperbeln der Fl. 24-3. 
Längs jed. Krümm.-linie variiert die 
zugehör. Hauptkr. prop. mit d. Cubus 
der andern Hauptkr. 201}. Jeder ebene 
Schnitt ist e. Kegelschnitt. Mittel
punkt, Scheitel der Fl. 238. Nabel
punkte 239. Krümmung in e. Punkte. 
Asymptot. Developpable 240. Satz von 
Joachimsthal übe1 die geod. Linien 
242. Die von e. Nabelp. ausgehend. 
geod. Linien laufen in dem diametral 
gegenüberlieg. Nabelp. zusammen 243. 

Flexion (siehe Krümmung). 

Focalaxe, Focaldistanz bei e. Kegel
schnitt 43, bezw. 48. 

l<'unction, harmonische 139. 
Fundamentalformeln für die natürl. 

Analysis der eb. Curven 21; der Curvetl 
auf e. Fläche 195, im Raume 156 u. 
157, in e. linearen n-dim. Raum 293 
(kinematisch abgeleitet 294); der Flä
chen 201; der zweif. Orthogonalsysteme 
ebener Curv. 142; für Regelflächen 
168 u. 169. 

Fundamentaltriader e. gewundenen 
Curve 154. 

Fusspunktcurven 29 Construction 
des Krümmungscentr. der Fusspunktc. 
30. 

Gauss'sche .l!'ormel (dritte Formel von 
Codazzi) 202. 

Geodätisches Dreieck 215. Sein 
Flächeninhalt 216. 

GeodätischeKrümmung (siehe unter 
Krürumung). 

Geodätische Linien auf e. Fläche 
193. Sie sind charakter. durch das 
Verschwinden der geod. Krümm. 194, 
bestimm. d. kürzest. Weg zwischen 
zwei Punkten 200. Satz von Liouville: 
Zwei Scharen von 00 1 geod. Linien 
e. nicht abwickelbaren Fl. können 
sich nicht unter const. Winkel schnei
den 225. Zwei orthog. Trajectorien 
e. Schar von oo1 geod. Linien be
stimm. auf allen gleiche Bogen 200. 
Geod. Linien auf Fl. zweiten Grades 
242. Geod. Linien auf Kegelflächen 
181; Satz über ihre oscul. Ebenen 
182 u. 183; Satz von Enneper über 
ihre Torsion 182. 

Georlätische Parallelen auf e. 
Fläche 211. 

Geodätische Torsion (s1ehe unter 
Torsion). 

Geraden in der Ebene 112ff. Geraden
paare 115. Die Gerade als Rollcurve 
(siehe Rollcurven). 

Geraden im Raume 161 ff. 
Gleichgewicht biegsamer unausdehn

barer Fäden 324. 
Gleichseitige Hyperbel· (siehe unter 

Hyperbel). 
Gleichung, natürliche, einer ebenen 

Curve 2 ; sie bestimmt die Curve bis 
auf e. Beweg. 4. Nat. Gleichungen 
e. gewundenen Curve 156; sie bestimm. 
die Curve bis auf e. Beweg. 159. 

Grassmann'sche Zahlen 320. 
Grave's Satz über die osculierende 

Ellipse 76. 
Grenzpunkte auf einer Geraden einer 

Congruenz 262. 
Habich's Theorem über Rollearven 90. 
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Halphen's Satz über die Krümm. der 
Evolutenmäntel e. Weingarten'schen 
Fläche 244 (siehe auch 246). 

Hamilton'sche Formeln für Congruen
zen 261. 

Ha.rmonische Function (siehe Fune
tion). 

Hauptebenen durch e. Gerade einer 
Congruenz 262. 

Haupterzeugende e. hyperbol. Para
boloids 165. 

Hauptkrümmungen u. Hauptkrüm
mungsradien e. Fläche in e. Punkte 
203. 

Hauptnormale e. gewundenen Curve 
154. Die Fläche. der Hauptnormalen 
177 u. 188. Curven mit gemeinsamen 
Hauptnormalen (siehe Bertrand'sche 
Curven). Hauptnormalen bei Curven 
in nberräumen 289. 

Homologiepol e. Kegelschnitts inbez. 
auf e. Dre1eck 121, inbez. auf e. ein
beschriebenes Dreieck 122. Ort der 
Homologiepole der ein- und der um
beschriebenen Parabeln e. Dreiecks 
123. 

Hyperbel 41, 118. Gleichseitige Hyp. 
41, 44, 118, als Sinusspirale (vom In
dex - 2) 57. 

Hyperbolische Punkte e. Fläche 204. 
In der Umgeb. e. solch. Punktes wird 
die Fl. von der Tang.-ebene ge
schnitten 205. 

Hyper b o 1 o i d ( einschaliges, zweischa
liges) 239. 

Hypocycloide 10. Sie ist allen ihren 
Evoluten ähnlich 3'1. 

Indicatrix (Dupin'sche) 204. 
Inflexionsasymptote bei e. ebenen 

Curve 7. 
Inflexionskreis in der tEbene einer 

rollenden Curve 89. 
Inflexionspunkt (siehe Wende

punkt). 
Integrabilitätsbedingung in e. 

krUmmlinigen Coord.-syst. in der Ebene 
144, auf e. Fläche 199. 

Invaria.bilität. Bedingung. fiir d. 
Inv. e. Richtung inbez. auf das Fun
damentaltriader e. Curve 159. 

Invariante e. (n-2)-fach unendl. Cur
venschar. Mit ihrer Hilfe sind die 
höheren Krümm.-centra construierbar, 
wenn die n-1 ersten bekannt sind 
7 4. Geom. Bedeutung des Verschwin
dans der Inv. in 6. Punkt einer Curve 
~ö. Inv~ der cycloidalen Curven, Kreis
evolventen, logar. Spirale;p, Cycloiden, 
Pseudocycloiden , Epicycloiden mit 
drei Spitzen, Parabeln, gleichseit. Hy
perbeln, Kegelschnitte, Kettenlinien 

gleich. Widerst., Ribaucour'schen Cur
ven, Sinusspiralen 75-76. 

Inverse Curven 28. Satz über die 
Krümm.-centra in entspr. Punkten 29. 

Isometrischer Parameter e. Isother
menschar in der Ebene 139. 

Isothermenscharen in der Ebene 
139. Notw. u. hinreich. Beding. da
für, dass e. Curvenschar isotherm ist 
140. Die orthog. TraJector. bilden 
ebenfalls e. Isothermensch. 145. E. 
isoth. Orthog.-syst. teilt die Ebene in 
infin. Quadr. 146. 

Isothermenscharen auf Flächen 
211. Ist eine Schar eines Orthog.
syst. isotherm, so auch die andre 212. 
Notw. u. hinr. Beding. dafür, dass e. 
krumml. Coord.-syst. isotherm ist 212 
u. 213. Jedes Orthog.-syst. aus Linien 
const. geod. Krümm. ist isotherm. Ha
ben die Linien der einen Schar ·e. iso
thermen Orthog.-syst. const. geod. 
Krümm., so auch die andem 212. 
Differentialgleichung, von der die Be
stimm. aller Isothermenscharen e. 
Fläche abhängt 213. 

Jamet's Satz über symmetr. Dreiecks
Jurven 129. 

Joachimsthal's Satz über die geod. 
Linien auf Fläch. 2. Grades 242. 

Kege)flächen 174. 
Kegelschnitte 40 if. Einteilung in 

Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln. 
Asymptoten 41. Mittelpunkt. Durch
messer. Scheitel. Axen 42. Focalaxe. 
Conjugierte Durchmesser 43. N atür
liche Gleichung der Kegelschnitte. 
Construction des Krümm.-centr. nach 
Mac-Laurin 4ö. Andere Constr. d. 
Krümm.-centr. Natürl. Gleich. der 
Parabel, der gleichseitigen :Ayperbel. 
Die Fusspunktcurve inbez. auf e. 
Brennpunkt ist e. Kreis 4'1. Brenn
punkte 47, 48, 49. Kegelschnitte in 
barycentrischer Behandl. 11 '1 if. Kegel
schnitte alsCesaro'scheCurven57; Con
struction des Krümm -centr. auf Grund 
der Def. der Cesaro'schen Curven 58. 

Kett'enlinie 4. Satz über ihre Krüm
mungseeutra 26-2'1. Alle Ketten
linien sind ähnlich 28. Die Ketten!. 
als Rollcurve 86. Die Directrix e. 
Parabel, die auf e. Geraden rollt, um
hüllt e. Kettenlinie 94. 

Kettenlinie gleichen Widerstan
des ö. Ihre Asymptoten 8. Satz über 
den Krümm.-radius 27. 

Klothoide 16. 
Kreis 4. Er ist die einzige Curve const. 

Krümm. 26. Zweif. Orthog.-syst. von 
Kreisen 149-160. 
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Kreis, windschiefer, im Raume. Die 
oscul. Kugeln e. windsch. Kr. sind 
gleich. Der Ort der Krümm.-centra 
ist ebenfalls e. windsch. Kr. (Satz von 
Bouquet) 182. 

Kreisevolvente 8. Alle Kreisevol
venten sind ähnliche Curven 28, 37. 

Krümmung, Krümmungsradius, 
Krümmungscentrum e. ebenen 
Curve 2, ausgedrückt in barycentr. 
Coord. 125. Krümm. e. Kegelschnitts 
128, Fouret's Constr. des Krümm.
centr. e. Kegelschn. 130. 

Krümmungen e. gewundenen Curve 
(Plexion u. Torsion). Krümm.- u. Tor
sionsradius 154-155. Geom. Sinn ihres 
Vorzeichens 158. Ausdrücke durch die 
Coord. des Curvenpunktes inbez. auf 
e. festes Axensyst. u. ihre Ableitungen 
161. Wird die Developpable der Tan
genten auf d. Ebene ausgebreit., so 
bleibt die Flexion ungeändert 173. 

Krümmungscentrum e. gewund. 
Curve 172. Es ist die Projection des 
Centrums der oscul. Kugel auf die 
oscul. Ebene 178. Das Krümm.-centr. 
e. Curve auf einer Fläche ist die Proj. 
des Kriimm.-centr. des berühr. Normal
schnittes auf die oscul. Ebene 196, 
Ausnahmen hiervon 197 

Krümmungen e. Curve in e. linearen 
n-dim. Raume 293. 

Normalktümmung u. geoua~1scne 
Krümmung einer Curve auf e. 
Pläche 194. Satz von Meusnier 
über die N ormalkr.: sie hängt nur 
von der Tang. ab. Die Normalkr. ist 
gleich d. Kr. d. berühr. Normalschnitts 
196. Die geod. Kr. ist die Krii.mm. 
uer Proj. der Curve auf d. Tang.-ebene 
1 !J6, ist proport. der Proj. des Win
kels zweier unendl. benachb. Tang. 
auf die Tang.-ebene 197, gleich der 
Krii.mm. , welche die Curve erhält, 
wenn man die umbeschr. Developp. 
auf die Ebene ausbreitet 208. In
varianz der geod. Krümm. auf un
ausdehnb. l!'l. bei Biegungen 258. 

Krümmung e. Fliiche in e. Punkte. 
Mittlere Krlimmung 213. Flächen 
const. mittl. Kr. (sillhe unter FHichen). 
Totale Krümmung: Geometr. Def. 
Sie ist das Product der Hauptkrüm
mungen 214. Ausdruck von Gauss 
fiir die tot. Kr. 215 (siehe auch 217). 
lhre Invarianz bei Biegungen e. un
ansdehnb .. Fl. 256. Tot. Krii.mm. e. 
1<'1. 7.weiten Orades 240, e. allgemeinen 
RPgelUli.ehc ~:!5. 

Kr ü m 111 u n g e n e. dreidim. RaurucH 
2l:l5; LotalP Kr ' ausgcdr uurPh dit• 

geod. Kr. u. ihre Variationen 287 (ana
loge Formel für e. n-dim. Raum 307). 

Krümmungslinien (Curven mit ver
schwind. geod. Torsion) 494. Schnei
den sich zwei Fl. unter const. Winkel 
und ist die Schnittcurve Krümm.-linie 
auf der einen, so auch auf der anderu; 
Umkehrung 194. Die Kugel (Ebene) 
e. sphärischen (ebenen) Krümm.-linie 
schneid. d. Fl. unter const. W.; Um
kehrung 195. Satz von llrioschi: 
Jede Krümm.-linie mit const. geod. 
Krümm. ist e. sphär. Curve, deren 
Kugel die Fl. senkr. schneidet 222 ; 
Specialfall: Jede geodät Krlimm.-linie 
liegt in e. Ebene, die die Fl. senkr. 
schneidet 198. Durch jeden Punkt 
gehen zwei Krümm. linien senkr. zu
einand. (Satz von Monge) 203. Sie 
werden bei der sphär. Abbild. nicht 
abgelenkt 206, bilden im allg. das 
einzige System, welches bei sphär. 
Abbild. orthog. bleibt 234 (siehe auch 
unter Elassoid). Krümm.-linien e. 1!'1. 
zweiten Grades 241. 

Kugel. Sie ist die einz. Fl. mit lauter 
Nabelpunkten 203. Kugeln, die ihre 
Mittelp. auf e. gegeb. Curve haben 
u. eine u. dieselb. Curve oscul. (Auf
gabe von J amet) 185 u. 186. 

Laguerre' s Satz über Curven auf e. Pl. 
209. 

Lame'sche Relation bei ebenen Orthog.
systemen 144. 

Lame'sche Formeln im Raume 272. 
Lancret's Theorem über Curven in 

linearen n-dim. Räumen 293. 
Laquiere's Curven prop. Inflexion 

(siehe Sinusspiralen) 
Leitebanen e. hyperbol. Paraboloids 

165. 
Leitlinie (siehe D irec trix). 
Lemniscate (Specielle Cassinoide). 

Natürl. Gleichung 51. D. Neigung d. 
Norm. geg. d. Focalaxe ist dreimal 
so gross als die des Radiusvectors, d. 
Proj. des Krii.mm.-radius auf d. 
Radiusvector der dritte Teil rlesselu. 
52. Die Lcmn. als Sinusspir. vom 
Index 2 62, als l!'usspunktcurve der 
glcichs. Hyperbel inbcz. auf d. Mittelp. 
64, als inverse Curve der gleichs. Hy
perbel 65. 

Lemoine'scher Punkt bei c. Dreieck 
123. 

Linearitä.t. Bedingungen für d. Lin. 
e. n-dim. Ha um es 307. 

Liouville's Satz über zwei Scharen 
von oo 1 geod. Linien 225 

Meridiane einer Rotationstillehe 226. 
MeuHnier's Satz über die Normal-
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krümmung von Curven auf e. Fl. 196 
(Ausnahmen siehe 223). 

Minimalflächen. Sie sind Elassoide 
250. 

Mittelpunkt eines Kegelschnitts 42; 
:tls Pol der unendl. fern. Geraden, 
seine barycentr. Coord. 120. Mittelp. 
des einbeschr. Kreises e. Dreiecks 
(seine barycentr. Coord.) 116. Mittelp. 
l.l.Uf e. Geraden e. Congruenz 262. 
Mittelp. e. Fläche 2. Grades 238. 

Nabelpunkte e. ];'läche 2. Grades 239. 
Natürliche Gleichung bezw. Glei

chungen (siehe unter Gleichung). 
N odoid 233. 
Normale e. ebenen Curve 1. Die Nor

malen e. gewundenen Curve bilden 
tlie Normalebene 154. Normalen, 
mehrfache Normalen e. Curve in e. 
linearen n-dim. Raume 289. 

d'Ocagne's Satz über die Krümm. des 
scheinb. Umrisses e. Fläche 224. 

Orthocentrum eines Dreieeks (seine 
barycentr. Coord.) 116. 

0 rth o gonali tä ts bedingungfürzwei 
Geraden (barycentrisch) 114, 115. 

0 rthogonalsysteme (zweifache) in 
der Ebene. Der gemischte Diff.-para
meter der beiden Curvenscharen ver
schwindet 138. Notw. u. hinr. Beding. 
dafür, dass e. Orthog.-syst. isotherm 
ist. Ein solches zerlegt die Ebene in 
inf. Quadrate 146. Orthog.-syst. von 
Kreisen 149-150. 

Orthogonalsysteme (dreifache) im 
Raume. Part. Diff.-gl. von Bonnet 
(Notw. u. hinr. Beding. dafür, dass 
e. Schar v. oo' Flächen e. dreif. 
Orthog.-syst. angehört) 277. Jede 
Schar von Parallelflächen, jede Ebenen
u. jede Kugelschar gehört e. dreif. 
Orthog.-syst. an, ebenso jede einzelne 
Fläche 278. Theorem von Dupin 271. 

Osculierende Curve aus einer Schar 
von oon-2 Curven 70. 

Osculierender Kegelschnitt: Seine 
natiirl. Gleich., seine Axen 73. Der 
Inhalt der oscul. Ellipse kann nicht 
const. bleiben (Satz von Grave); wird 
er ein Minim. oder Maxim. , so steigt 
die Berühr. mind. bis zur 5. Ordn. 76. 
Ort der Mittelpunkte der oscul. Kegel
schnitte 77, 78. 

Osculierender Kreis 70. Er ist der 
Krümmungskreis, durchsetzt im allg. 
die Curve u. hat mit ihr e. Berühr. 
2. Ordn.; wird er ein Maxim. oder 
Minim., so steigt die Berühr. mind. 
bis zur 3. Ordn. 71. 

Osculierende gleichseitige Hy
perbel. Ihre natiirl. Gleich. 73. Ort 

der Mittelpunkte 79; bei e. Hypo
cycloide mit drei Spitzen ist er e. 
sternförm. Epicycloide mit denselb. 
Spitzen 80; Curven, bei denen der Ort 
e. Gerade ist 80. 

Osculierende Parabel. Ihre natürl. 
Gleich 73. Ort der Brennpunkte; bei 
e. Hypocycloide mit drei Spitzen ist 
er e. Epicycloide mit denselb. Spitzen; 
Ort der Brennp. bei e. gleichs. Hy
perbel 79. Enveloppe der Leitlinien; 
bei e. Hypocycloide mit drei Spitzen 
ist sie der Leitkreis 78; bei e. gleichs. 
Hyperbel e. Sinusspirale (vom Index 
-f;) 79. 

Ort der Pole der osculierenden 
Sinusspiralen vom Index n 80. 

Osculierende Ebene e. gewundenen 
Curve 154. Sie wird im allg. von der 
Curve durchsetzt. Die Entf. e. Curven
punktes von derselb. ist mind. v. 3. 
Ordn. 158. 

.Osculierende Ebene u. osculie
render linearer Raum e. Curve in 
e. linearen vierdim. Raum 281. 

Osculierende Kugel e. gewundenen 
Curve. Der Ort der Mittelp. ist die 
Rückkehrk. der Polardeveloppablen 
179. 

Parabel 41, 44. 49 ff., 118. Tangenten
construction. Directix 49. Jeder Punkt 
der Par. ist gleichweit entf. vom 
Brennp. u. der Directr. 50. Die Fuss
punktcurve inbez. auf den Brennp. ist 
d. Scheiteltang. 49, 64. Constr. des 
Krümm.-centr. 50. D. Parab. als Ri
baucour'sche Curve (v. Index - 2) 57, 
als Rollcurve (bei Abwickel. d. Kreis
evolvente auf e. Geraden erzeugt vom 
Mittelp. des Kreises) 85. 

Paraboloid (hyperbolisches) 164. Leit
eheuen u. Haupterzeugende. Scheitel. 
Gleichseitiges Paraboloid 165. 

Parallele' Curven in der Ebene. Sie 
sind äquidistant, haben dieselben 
Krümm.-centra. Natürl. Gl. v. Parallel
curven 32, 33. Beding. dafür, dass 
e. Curvenschar aus Parallelcurven be
steht 138. 

Parallelen, geodätische, auf e. FHiche 
211. 

Parallelismus zweierGeraden 113,116. 
Parameter, isometrischer, e. Isother

menschar 139. 
Pol e. Geraden u. Polare e. Punktes 

inbez. auf e. Kegelschnitt 119, 120. 
(Siehe auch Homologiepol u. trilinearer 
Pol). 

Polardeveloppable e. gewund. Curve 
172. Ihre Rückkehrkante ist d. Ort 
der Mittelp. der osc. Kugeln 179. 
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Poloiden auf e. Fläche 2. Grades 241. 
Potenzcurve in der Ebene 182-136. 
Pseudocatena.rie 17. Sie ist die Evo-

lute e. Pseudotractrix 36. 
Pseudocycloiden 10-11. Jede Pseu

docycl. ist ihren Evoluten gerad. Ordn. 
congr. 36. 

Pseudotractricen 18. 
Pseudosphäre 229. Natiirl. Glei-

chungen ihrer Asympt.-linien 230. 
Puiseux' Satz iiber circulare Schrauben

linien 180. Verallgemeinerung auf 
einen linear. Raum mit ungerader 
Dim.-zahl 297. 

Quadratische Regelflächen 164. (Siehe 
auch Flächen 2. Grades). 

. Räume, dreidimensionale, 269ff. Unter
schied zwisch. krumm. u. linearen 
Räumen 280. tlberräume 303 ff. 

Rectificierende Developpable e. 
gewund. Curve 172. Bei ihrer Aus breit. 
auf d. Ebene wird d. Curve e. Gerade 
173. 

Rectificierende Ebene e. gewund. 
Curve 164. 

Regelflächen 162, 166 ff. Abwickel
bare Regelfl. Rückkehrkante 166 u. 
168, Cylinder 166. Windschiefe Regelfl. 
Centralpunkt. Strictionslinie. Vertei
lungsparameter. Chasles' Verteilungs
gesetz der Tang.-ebenen längs e. Er
zeugenden 167. Die Normalen längs 
e. Erzeug. bild. e. hyperb. Paraboloid 
168. Regelfl. der Binormalen e. Curve 
const. Torsion 235; sie sind abwickel
bar auf die Schraubenfl. mit Leit
ebane 236. 

Ribaucour's Satz über die Evolute e. 
W eingarten'schen Flä.che 245, über e. 
spec. Klasse von Weingarten'schen Fl. 
248, iiber isotrope Congruenzen 268. 

Ribaucour'scheCurven 54ff. Natürl. 
Gleichung 69. Die Rib. Curv. v. Inrt. 

n + 1 94. Invariante der .Rib. Curven. 
n 3 
Gleichung der Directrix 77. 

Roberts' Folgerungen aus dem Satze 
von Joachimsthal iiber Flächen 2. Gra
des 242. 

Rollcurven 81 ff. Basis 81. Normale 
d. Rollcurve 82. Constr. des Kriimm.
centr. 83. Beisp. für Rollcurven mit 
geradliniger Basis: Curve, die vom 
Mittelp. des Leitkreises e. cycloidalen 
Linie erzeugt wird 84, vom Pol e. 
Sinusspirale 86, von e. Brennpunkt 
e. Kegelschnitts (Delaunay'sche Curve) 
86, 87, von e. Punkte der Peripherie 
e. Kreises (Cycloide) 84. Die Ge
rade als Rollcurve: erzeugt vom Pol 
e. logar. Spirale, die auf e. Geraden 

rollt 86 ; vom Pol e. Sinusspirale vom 
Index n, die auf e. Ribaucour'schen 
Curve v. lnd. 2n-1 rollt 86; von 
e. Punkt in der Ebene e. Kreises, der 
auf e. bestimmten Delaunay'schen 
Curve rollt 91. - Sätze von Steiner u. 
Habich (siehe unter diesen Namen). 

Rotationsflächen 226 ff. Axe. Meri
dian. Parallelkreis 226. Satz von 
Clairaut über die geod. Linien. Asymp
totenlinien e. Rot.-8. 227. Rot.-fl., deren 
Meridiancurve e. Ribaucour'sche Curve 
v. lnd. n ist; ihre Asymptotenlinien 
treffen die Meridiane unter const. 
Winkel 228. Flächen, die auf Rot.-fl. 
abwickelbar sind 228 . 

Riickkehrkante (oder Riickkehrcurve) 
e. abwickelbaren Fläche (siehe auch 
unter abwickelb. FI.). Sie ist d. 
Ort der Riickkehrpunkte der orthog. 
Traject. der Erzeugenden 176. Be
stimmung der Riickkehrk., ausgehend 
von e. belieh. Curve der Fl. 174. Rück
kehrkante der Polardevelopp. e. Curve; 
ihre Hauptnormalen sind denen der 
Curve parallel 179. 

Riickkehrkreis beim Rollen e. Curve 
auf e _ an dem 94. 

Rückkehrpunkt bei e. ebenen Curve 6. 
Savary's Formel für Curven, die von 

e. in der Ebene e. rollenden Curve 
bewegl. Punkte erzeugt werden 92. 

Scharen ebener Curven 136 ff., Sch. v. 
Parallelcurven 136. IsothermenschaND 
139. 

Scheitel e. Kegelschnitts 42, e. b'läche 
2. Grades 238. 

Schnitt e. Fläche mit d. Tangential
ebene (reell in hyperbolischen, imagi
när in ellipt. Punkten) 206. Satz von 
ßeltrami: Die Krümm. jedes Zweiges 
d. Schnittes gleich '!s der Krümm. 
der berühr. Asymptotenlinie 223. 

Schraubenlinien, cylindrische. Das 
Verhältnis der beid. Krümm. ist 
const. 180. Bestimm. des gera.d. 
Schnittes des Cylinders. Cyl. Sch., die 
einer Kugel angehören 183. Circulare 
Schrauben!. Satz von Puiseux über 
die Constanz ihrer Kriimmungen 180, 
181. Conische Schrauben!. 181. Cy
lindrisch- conische Schrauben I. 183; 
ihre Kriimmungen sind dem Bogen 
proport. 184. 

Schraubenfläche mit Leitebene 
165. Sie ist das einz. Elassoid unter 
den Regelfl. (Satz von Catalan) 235 
abwickelbar auf das Catenoid 236. 

Schwerpunkte 97 ff. Analyt. Def. 
Eindeutigkeit des Schwerp. Schwerp. 
e. const. MassenverteiLlängs e.Curven-
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bogens 97; Grenz Iage, wenn der Cur
venb. nach Null converg. 99. Schwer
punktlinien 99; allgemeinere Curven 
(lignes de poursuite) 100 u. Bestimm. 
der Schwerpunkte mit Hilfe e. solch. 
Curve 101. Bestimm. der Schwer
punkte e. Curve, zurii.ckgef. auf die 
Best. fester Punkte in der Ebene e. 
andern Curve 105f. Geometr. Constr. 
derSchwerp. 106. Kinematische Constr. 
107. Schwerpunkte von Kreisbögen 102 
u. 107, von Bögen e. logarithm. Spi
rale, e. Klothoide 103 u. 108, v. Cur
ven, deren Krümm. prop. einer Potenz 
des Bogens ist 108. 

Sinusspiralen 54ff. Pol 54. Natiirl. 
Gleich. 61. Invariante 77. Sie sind 
Laquiere's Curven proportionaler In
flexion 63. Inflexionspunkte od. Rück
kehrp. bei e. Sinusspirale 63. Auf
treten von Asymptoten 64. Verschie
dene Transformationen, die Sinus
spiralen in Sinusspiralen verwandeln 
64 ff. 

SphärischeAbbildung e. Fläche 206. 
Sphärische Curven 178. Notw. u. 

hinr. Beding. dafür, dass e. Curve 
sphärisch ist 179. Rückkehrkante der 
Developpablen, die die Kugel längs 
der Curve berii.hrt 185. Sph. Curv. 
const. Torsion. Sph. Curv. mit const. 
Product der Krümmungen 185. 

Sphärische dreidim. Räume 287. 
Relationen von Beltrami 288. 

Spirale, logarithmische l<j,. Sie trifft 
die vom Pol ausgehenden Strahlen 
unter const. Winkel 26, gestattet alle 
Dilationen vom Pole aus 28. Sie ist 
mit ihren Evoluten congruent; die 
Evolute unendlich hoher Ordn. ist 
der Pol 36. Fusspunkttransform. u. 
Inversion vom Pol aus verwandeln die 
log. Sp. wieder in e. solche 64, 65. 
Log. Sp. als Sinusspir. vom Ind. Nnll61. 

Steiner'sTheorem über Rollcurven 90. 
Steiner'scher Krümmungsschwer

punkt 98. Curven, bei denen er mit 
den Krii.=.-centra der Endp. des Bo
gens in gerader Linie ist 109 (vgl. 
auch 13). Constr. des Krümm.-schwel"{l. 
bei den Curven (! = ksn HG. 

Stereographische Coordinaten in 
dreidim. sphär. Räumen 288. 

Strictionslinie e. Regelfläche 167. 
Sie ist der Ort der Punkte, in denen 
die Krii.mm. der orthog. Traject. der 
Erzeug. null ist 226. Ist sie e. geod. 
Linie, so trifft sie die Erzeug. unter 
const. Winkel u. umgek. 170. Stric
tionsl. e. Fl. 2. Grades 240. 

Sturm' s Satz über Congruenzen 263. 

Superoscülation 70. 
Symmetrische Dreieckscurven 

129 ff. 
Tangente e. ebenen Curve 1 u. 2, e. 

gewund. Curve 154. 
Tangentialebene e. Fläche in einem 

Punkte 193, 270. 
Tangentialraum e. dreidim. krummen 

Raumes 281. 
'I'ractrix 8. Die Strecke, welche die 

Asymptote auf den Tang. abschneidet, 
ist constant 27. Evolute der Trac
trix 35. 

Trajectorien, isogonale, e. Curven
schar 147-149. Die Krümm.-centra 
in jedem Punkt gehör. e. Geraden an 
149. Die isog. Traj. einer Schar 
gleicher Kreise mit d. Mittelpunkten 
auf e. Geraden sind d. Evolv. e. Ketten
linie 36. 

Transformation vom Index v 29. 
Trilinearer Pol einer Geraden u. 

trilineare Polare e. Punktes inbez. 
auf e. Dreieck 117. Der tril. Pol 
durchläuft e. dem Dreieck umbeschr. 
Kegelschnitt, wenn die Polare sich 
um e. Punkt dreht u. umgekehrt 122. 

Torsion e. gewund. Curve J.55. 
Geodätische Torsion e. Curve auf e. 

Fläche 194; Satz von Bonnet: Die 
geod. Tors. hängt nur ab von der 
Tang. (Sie ist bis aufs Vorz. gleich 
der absol. Tors. der berühr. geod. 
Linie) 196. Sie ist prop. zur Proj. 
der Richtungsänd. der Flächennorm. 
auf die Normaleb. der Curve 197. 

Überräume 303 ff. 
Umbeschriebener Kreise. Dreiecks. 

Sein Homologiepol ist der Lemoine'
sche Punkt des Dr. 123. Radius des 
umbeschr. Kreises 124. 

Umbeschriebene gleichseitige 
Hyperbeln e. Dreieeks. Sie gehen 
alle dureh das Orthocentrum 122. 

Umbes chriebene Kegelschnitte e. 
Dreiecks. Sie ordnen sich paarw. 
zusammen derart, dass d. Ort d. 
trilin. Pole der Durchm. des einen 
der andere ist. Zuordnung zwischen 
d. Punkten der Ebene u. d. umbeschr. 
Kel!elschn. 122. 

U mn s s, scheinbarer, e. Fläche: Satz 
von d'Ocagne über seine Krümmung 
224. 

Un beweg I i eh kei t sl:redingungen 
(bei bewegl. Ax~systemen) fii.r Punkte 
und Geraden, bezogen auf Tangente 
u. Normale e. eb. Curve 22, für Punkte 
inbez. auf das Fundamentaltrieder e. 
gewund. Curve H>7 (auch 195), für 
Punkte inbez. auf die Axensyst. der 
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Coord. e. krumm!. Coord.-syst. in der 
Ebene 142, im Raume 272. 

Unendlich ferne Gerade in d. Ebene. 
Ihre barycentr. Gleich. 112. 

Unendlich ferner Punk't auf e. 
Geraden. Seine barycentr. Coord.111. 

Unduloid 283. 
Verteil ungsgesetz, Chasles'sches, der 

Tang.-ebenen e. Regelfl. 167. 
Verteilungsparameter e. Regel

fläche 167 Er ist gleich d. Rad. tler 
geod. Torsion der Erzeu~. längs der 
Strictionslinie 225. M1ttlerer Ver
teilungspara.meter e. Congruenz in der 
Umgeh. e. ihrer Geraden 262. 

Weingarten 'sehe Flächen 248 :ff. 
Satz von Halphen über die Krilmm. 

der beid. Mäntel d. Evol. e. Weing. 
Fl. 244. Satz von Ribaucour über 
das Entsprechen der Asymptoten!. 
beider Evolutenmäntel e. Wemg. Fl. 
245, über das EntsiJr. der Krümm.
linien auf den beiden Evolutenmänteln 
Weing. Flächen mit const. Distanz der 
beiden Krilmm.-centra (beide Mäntel 
sind Fl. const. neg. Krümm.) 248. 
Jeder Evolutenmantel e. Weing. Fl. 
enth. e. Schar geod. ParalL mit const. 
geod. Krümm. Er ist auf e. Rotationsfl. 
abwickelbar (Satz von Weingarten) 
246. Jede auf e. Rotationsfl. ab
wickelb. Fl. ist e. Evolutenmantel e. 
Weing. Fl. (Satz von Weingarten) 24 7. 

Wendepunkt (Inflexionspunkt) 6. 




