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Vorrede des Verfassers.

Es sollen hier in systematischer Weise die Grundformeln der natiir-
lichen Analysis der geometrischen Gebilde entwickelt und auf moglichst
elementarem Wege ohne zu grosse Hiufung die einfachsten Anwen-
dungen davon auseinandergesetzt werden. Dabei ist der einzige Zweck
der, die Macht der Methode der natiirlichen Geometrie ins rechte Licht
zu riicken und zu zeigen, in wie hohem Masse sie allen gebrduchlichen
Verfahrungsweisen iiberlegen ist, wenn es sich um das Studium der
Eigenschaften des Raumes im Infinitesimalen handelf. Ausserdem wird
eine einformige und zweckmissige Bezeichnungsweise festgesetzt, die
ich zur Annahme empfehlen mdchte, und die es erlaubt, die Rech-
nungen in eleganter Form zu erledigen. Mein Wunsch ist es, den
Lesern das Interesse an Untersuchungen, wie sie hier geboten werden,
so lebendig mitzuteilen, wie es mich selbst durchdringt. Dies ist das
Programm eines kurzen Cyclus von Vorlesungen, die ich vor mebr als
fiinf Jahren an der Koniglichen Universitit zu Neapel gehalten habe,
und die ich jetzt in der Lage bin, der geschiitzten mathematischen
Jugend Deutschlands in ihrer Sprache darbieten zu konnen.

Neapel, am 13. Januar 1900. E. Cesaro.

Yorwort des Herausgebers.

Eine deutsche Ubersetzung der ,Lezioni di geometria intrinseca”
von E. Cesaro diirfte schon deshalb dem mathematischen Publicum
Deutschlands nicht unwillkommen sein, weil dieses ausgezeichnete Buch
die einzige systematische Darstellung derjenigen geometrischen Unter-
suchungen enthiilt, die man unter dem Namen geometria intrinseca oder,
wie wir iibersetzt haben, natiirliche Geometrie begreift. Das Wesen
dieser Art von Geometrie, deren erste Elemente im Anfang des 19. Jahr-
hunderts deutsche Mathematiker begriindet haben, kurz und erschépfend
zu charakterisieren, ist schwer. Negativ ldsst sich dariiber sagen, dass
diese Geometrie fremdartige Elemente, wie sie in der gewdhnlichen
analytischen Geometrie die Wahl eines bestimmten Coordinatensystems
in die Untersuchung hineinbringt, zu vermeiden sucht. Welche Vor-
teile dadurch erreicht werden, wird dem Leser des Cesaro’schen Buches



VI Vorwort des Herausgebers

sehr bald fithlbar werden. Es wiirde ganz unmdglich sein, eine der-
artige Fiille geometrischer Thatsachen, wie sie hier geboten wird, in so
eleganter Weise unter Benutzung anderer Methoden zu gewinnen.

Der Herr Verfasser hat sein Werk bei Gelegenheit dieser Heraus-
gabe einer eingehenden Revision unterzogen, manche Verbesserung vor-
genommen und auch zahlreiche Zusttze gemacht. Was die Biblio-
graphie der natiirlichen Geometrie anbetrifft, so sei fiir die Ebene auf
das Referat des Herrn E. Wolffing in Band 1 (3. Folge) der Biblio-
theka Mathematika (S. 142ff) verwiesen. Es war anfangs beabsichtigt,
dem vorliegenden Buche einen bibliographischen Anhang beizugeben,
der im wesentlichen eine Weiterfilhrung der Arbeit des Herrn Wlffing
geworden wire. Hiervon ist jedoch wieder Abstand genommen worden,
weil die Literatur der natiirlichen Geometrie z. T. in Zeitschriften ver-
streut ist, die dem Leser nur schwer zuginglich sein wiirden. Hitte
der Herr Verfasser selbst eine Literaturiibersicht geben wollen, so wire
er nur zu oft gendtigt gewesen, seine eignen, fiir die natiirliche Geo-
metrie fundamentalen Arbeiten zu citieren.

Den Herren E. Cesaro und E. Wolffing bin ich fiir die Teilnahme
an der Lectire der Correcturbogen zu Dank verpflichtet, ebenso der
verehrlichen Verlagshandlung, die mich durch ihr stets bereitwilliges
Entgegenkommen in hervorragender Weise unterstiitzt hat. Auf Wunsch
der Verlagshandlung ist dem Buche ein ausfiihrliches Sachregister bei-
gefiigt worden, das die Benutzung des Buches erleichtern soll.

Leipzig, im April 1901. Dr, Gerhard Kowalewski.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die Bedeutung von Cesaros Geometria intrinseca ist durch die jetzt in
hoher Bliite stehende verallgemeinerte natiirliche Geometrie erheblich ge-
steigert. Diese wichtige geometrische Disziplin wurde von G. Pick begriin-
det, dem geistvollen Prager Gelehrten, der zu einer Zeit, als die maBgebenden
Mathematiker Deutschlands auf die Lieschen Theorien noch geringschitzig
herabblickten, stindig Vorlesungen aus dem Lieschen Ideenkreise hielt.
Er hat sich in hervorragender Weise um die Weiterbildung dieser Theorien
verdient gemacht, und eine der schonsten Friichte, die er dabei erntete,
war seine verallgemeinerte natiirliche Geometrie. Wir hoffen und wiinschen,
daB der Anhang iiber diese Geometrie, den wir dem photomechanischen
Neudruck dieses Buches beifiigen, das Interesse der Geometer fiir das Ge-
samtgebiet der natiirlichen Geometrie neu beleben méochte.

Dresden, April 1926. Dr. Gerhard Kowalewski.
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Bemerkung.

Die auf Seite 54ff. behandelten Curven, zu welchen Sinusspiralen und
Ribaucour’sche Curven als ganz specielle Fiille gehoren, sind nach einem Vorschlag
von Herrn Wolffing Cesaro’'sche Curven zu nennen.

An verschiedenen Stellen des Buches ist die Mehrzahl des Wortes ,,Cosinus®
iiberfliissiger Weise mit einem ’ versehen.

Statt ,,Cardioide* ist besser zu schreiben ,Kardioide*.



Erstes Kapitel.

Natiirliche Discussion der ebenen Curven.

§ 1. Tangente und Normale.

Es seien M und M’ zwei Punkte einer ebenen Curve. Man halte
M fest und lasse M’ lings der Curve nach M hinriicken. Wenn dabei
die Gerade M M’ einer Grenzlage zustrebt,
so erhillt sie in dieser den Namen Tan- 1
gente, und die in M auf der Tangente ¢
errichtete Senkrechte heisst die Normale M
der Curve in M. Wir werden immer vor- \
aussetzen, dass man bei gegebenem M den ™ >
Punkt M’ so nahe an M wihlen kann, . N 4 z/'
dass der Bogen MM’ in jedem Punkte
eine Tangente besitzt und iberdies der g
Winkel ¢, den die Tangente in M mit ~
einer festen Gteraden bildet, immer in dem- Fig. 1.
selben Sinne variiert, wenn M sich M’ unbegrenzt niihert. Unter diesen
Bedingungen ist klar, dass die Linge ds des Bogens MM’ einerseits
grosser ist als die der Sehne MM’, andrerseits aber kleinmer als die
Summe der Abstinde % und v des Punktes M’ von der Normale und
der Tangente in M. Man hat demnach

Vud + * < ds <u -+,
und da nach der Definition der Tangente
. v
1) lim — =0

ist, wenn M’ nach M hinriickt, so hat man gleichzeitig
@) lim 22 —1.

In der Folge werden wir als unabhiingige Veriinderliche immer die
Linge s des Bogens OM annehmen, die wir in einem gegebenen Sinne
Cesaro-Kowalewski, natirl. Geometrie. 2. Aufl 1



2 Erstes Kapitel. Natiirliche Discussion der ebenen Curven.

von einem unter den Punkten der Curve beliebig gewihlten Anfangs-
punkte O rechnen. Wird demgemiss als unendlich klein von erster
Ordnung das Increment festgesetzt, welches s beim Ubergange von M
zu M’ erhdlt, d. h. die Linge ds des Bogens MM’, so ersieht man
aus (2), dass man beim Aufsuchen der Grenmzwerte von Verhiltnissen
0s durch u ersetzen darf; ferner zeigt die Formel (1), dass v eine
unendlich kleine Grésse von hoherer Ordnung ist. Demnach ist unter
den unendlich vielen durch M hindurchgehenden Geraden die Tan-
gente durch den Umstand charakterisiert, dass ihre Ent-
fernungen von den zu M unendlich benachbarten Curven-
punkten unendlich klein von héherer Ordnung sind.

§ 2. Kriimmung.

Wir wollen annehmen, dass, wenn M’ nach M hinriickt, gleich-
zeitig auch der Schnittpunkt N der beiden Normalen in M und M’
einer Grenzlage C zustrebt. Der Punkt C heisst das Kriimmungs-
centrum und seine Entfernung von M, in einem gegebenen Sinne
gerechnet, ist der Kriimmungsradius, welchen man mit o zu be-
zeichnen pflegt. Da es natiirlich ist, den infinitesimalen Bogen MM’
mehr oder weniger gekriimmt zu nennen, je nachdem der Punkt N

mehr oder weniger nahe an M liegt, so wird man dazu gefiihrt —:—
als Mass der Kriimmung anzunehmen. Inzwischen hat man

MC = lim MN = lim (v + % cot 6q>)=1im6%’;

mithin ist
1 . @

3) - = lim S
Man kann also die Kriimmung auch betrachten als den Grenzwert des
Verhiltnisses des Winkels dp zu dem Bogen ds. Offenbar variiert o
im sllgemeinen von einem Curvenpunkte zum andern, d. h. die Kriim-
mung ist eine Function des Bogens, und wir werden sehr bald
sehen, dass die Kenntnis dieser Function geniigt, um die Gestalt der
Curve zu bestimmen, nicht aber, um ibhre Lage in der Ebene zu
fixieren. Aus diesem Grunde nennt man die Relation

f(S, 9) =0,
welche in jedem Punkte einer Curve zwischen s und @ besteht, die
natiirliche Gleichung dieser Curve.



§ 2. Kriimmung. § 3. § 4. 3

§ 3.

Auch der Winkel ¢ ist eine Function von s, und die Gleichung (3)
sagt uns, dass die Krimmung gerade die Ableitung dieser Function
ist. Daraus folgt, wenn die Winkel ¢ von der Tangente in dem (will-
kiirlichen) Anfangspunkte der Bogen gerechnet werden,

&

_ |as

P “". ;',

vorausgesetzt, dass das Integral einen Sinn hat. Dies wird sich bei

denjenigen Curven, deren Befrachtung wir im Auge haben, immer er-

reichen lassen. Es wird nimlich gentigen, den Anfangspunkt O so

nahe an M zu wihlen, dass in jedem Punkte des Bogens OM die

Tangente existiert. Die Function ¢ ist filr die Discussion der ebenen

Curven, die durch ihre natiirliche Gleichung gegeben sind, von grosser

Wichtigkeit. Wenn mit der Annidherung von s an eine bestimmte

endliche oder unendliche Grenze ¢ unendlich gross wird, so existiert

in dem entsprechenden Punkte M keine Tangente mehr. Wir werden
immer voraussetzen, dass-dies nur in isolierten Punkten eintritt.

84

Wir wollen fiir einen Augenblick den Anfangspunkt der Bogen
nach M verlegen -und M’ in geniigender Nihe von M wihlen, um
auf dem Bogen MM’ jeden Punkt mit unbestimmter Tangente auszu-
schliessen. Beachtet man, dass

(4) %?—=cos¢p, g%:—sinq;
ist, so liefert die Regel von 1’Hospital ohne weiteres
. ) A 1

wenn M’ nach M hinriickt. Demnach ist der Abstand der zu M un-
endlich benachbarten Curvenpunkte von der Tangente in M im allge-
meinen unendlich klein von zweiter Ordnung. Er wird dagegen un-
endlich klein von einer héheren oder niedrigeren Ordnung als der
zweiten, wenn die Krtimmung null bezw. unendlich ist. Ferner ist
zu bemerken, dass bei gegebener natiirlicher Gleichung und nach Be-
rechnung von ¢ die Integration der Formeln (4) » und v als Func-
tionen von s liefert und jeden beliebigen Bogen der Curve zu con-
struieren gestattet, der keine Punkte mit unbestimmter Tangente
1*
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enthilt. Auf diese Weise ist gezeigt, dass die verschiedenen Stiicke
einer Curve, welche nur an den Endpunkten keine bestimmte Tangente
besitzen, in ihrer Gestalt durch die natiirliche Gleichung bestimmt
sind, wihrend dagegen ihre Lage zueinander, sowie die Lage der
ganzen Curve in der Ebene willkiirlich bleibt.

§ 5. Beispiele.

a) Wenn die Kriimmung in jedem Punkte null ist, so hat man ¢ =0,
# ==§, v = 0, mithin ist die Curve eine Gerade. Man findet allgemeiner
einen Kreis vom Radius a, wenn ¢ == g ist. In der That ist dann

8 . 8 8
(P=77 u,=asm—&—, v=0 1-—-0087"— ,

und man erkennt ohne weiteres, dass alle Punkte der Curve von dem ein-
zigen Kriimmungscentrum um « entfernt sind, und dass in diesem alle
Normalen zusammenlaufen. Im besondern kann man ¢ = O als die natilr-
liche Gleichung eines isolierten Punktes betrachten. Eine beliebige Glei-
chung, welche nur die Variable ¢ enthilt, stellt
ein System von Punkten und von Kreisen dar,
die reell oder imagindr sind.

b) Als Kettenlinie bezeichnet man die
durch die Gleichung

si
e=a+ —

dargestellte Curve. Im Anfangspunkte der
Bogen ist ¢ == a. Wenn ferner s unbegrenzt
zunimmt, so whchst auch ¢ bestéindig bis ins Unendliche, wihrend

(6) — [% - 2
=] == arc ig a
0

von O bis —g- wiichst. Die Tangente strebt also einer zu ihrer Anfangslage

senkrechten Stellung zu und riickt dabei ins Unendliche, da

o de @ 7
n-——ajtosqa——alogtg(—é‘—l—z—)
0

mit s unendlich zunimmt. Dasselbe findet fiir negatives s statt: die Curve
ist offenbar symmetrisch inbezug auf die Normale im Anfangspunkte. Die
Parallele, welche im Abstande @ zu der Tangente im Anfangspunkte derart
gezogen ist, dass sie die Curve nicht trifft, heisst die Directrix. Nun ist

— [ g, @
”""’,ftos’q:dq,_cosq: a




§ 5. Beispiele. § 6. Wendepunkte und Spitzen. 5}

Bedeutet also P die Projection von M auf die Directrix, so ist die Pro-
jection von MP auf die Normale bestindig gleich @. Da sich
iberdies aus (6) s = a tg @ ergiebt, so ist die Projection von MP auf
die Tangente gleich dem Bogen OM. Bemerkt man endlich, dass
o cos? p = a ist, so sieht man, dass das Kriimmungscentrum in M
inbezug auf M symmetrisch ist zu dem Punkte, in welchem die
Normale die Directrix schneidet.

¢) Bei der Kettenlinie gleichen Widerstandes, einer Curve, die
durch die Gleichung

8 3
0e=% (65 + %)
definiert wird, fiihrt die Berechnung von ¢ za den Formeln
a

w
¢ =5’ s=a10gtg(%+z),

aus welchen man ersieht, dass ¢ und ¢ mit s variieren wie bei der Ketten-
linie. Ausserdem zeigt die erste Formel, dass die Projection des Kriim-
mungsradius auf die Normale im Anfangspunkte der Bogen constant ist.

Zu beachten sind auch die Formeln % ==agp, v =1alog —s—, welche man
durch Integration der Gleichungen (4) erhilt.

§ 6. Wendepunkte und Spitzen.

Kehren wir wieder zu der Formel (5) zuriick, um folgende Be-
trachtung anzustellen: Wenn in einem Punkte M die Krilmmung einen
endlichen, von Null verschiedenen Wert hat, so liegt die Curve (in
der Umgebung von M) ganz auf einer Seite der Tangente. Denn
beim Hinriicken von M’ nach M nimmt v, welches auch das Vor-
zeichen von u sein mag, schliesslich das Vorzeichen von ¢ an und be-
hilt dasselbe. Wir wollen jetzt aber annehmen, die Bogenlingen seien
von M aus gerechnet und ¢ convergiere nach Null oder wachse un-
begrenzt wie die n-te Potenz von s. Dies wird immer eintreten, wenn
zwischen s und @ eine algebraische Relation besteht, in welchem
Falle man iberdies behaupten kann, dass » rational ist. Nun hat
man unter der Annahme n < 1

(1) lim > g9
wu

1 . 1 .8
= 2__”hmul__,l aalcpry g lim - §0,

und man erkennt aufs neue, dass zwischen der Curve und der Tan-
gente eine Berithrung hdherer Ordnung als gewthnlich besteht, wenn
¢ unendlich ist (# < 0), und eine Beriihrung niedrigerer Ordnung,
wenn ¢ gleich Null ist (0 <# < 1). In beiden Fillen hat die Curve
in der Umgebung des betrachteten Punktes das gewdhnliche Aussehen,
wenn n der Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade Zahl ist.
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Wenn dagegen n der Quotient von zwei ungeraden Zahlen ist, so
wechselt v gleichzeitig mit u sein Zeichen, d. h. die Curve durchsetzt
in M die Tangente, und dies erkennt man auch in directerer Weise
durch die Bemerkung, dass ¢ mit s sein Zeichen wechselt. In diesem
Falle nennt man den Punkt M einen Wendepunkt oder Inflexions-
punkt. Wenn hingegen » der Quotient einer ungeraden Zahl durch
eine gerade Zahl ist, so darf die infinitesimale Grdsse w nur positive
Werte annehmen. Fiir jeden derselben nimmt v zwei Werte mit ent-
gegengesetzten Zeichen an. Die Curve existiert also nur auf einer
Seite der Normale und besitzt dort zwei Zweige, welche durch die
Tangente voneinander getrennt werden. Man sagt in diesem Falle,
dass in M eine Spitze vorhanden oder dass M ein Riickkehrpunkt
sei. Spitzen und Wendepunkte konnen demnach nur fiir diejenigen
Werte von s auftreten, welche Wurzeln der Gleichungen
=0, =0

sind, und es ist niitzlich, zu bemerken, dass, wenn man nur die ein-
fachen Wurzeln in Betracht zieht, die erste Gleichung die Spitzen, die
zweite die Wendepunkte liefert.

§ 1. Asymptoten.

Wenn mit urendlich zunehmendem s die Function ¢ sich einem
endlichen Grenzwerte ¢ nihert, so kann sich die Kriimmung nicht
einem von Null verschiedenen Grenzwerte nihern. Lésst man néimlich
die Existenz eines solchen Grenzwertes zu, so ist

(8) 0=1im("—:s'_“l€=1im(¢p—a+§)=1im%-
Man hat also einen Berithrungspunkt héherer Ordnung, dessen Coordi-
naten inbezug auf die Tangente und Normale in einem beliebigen
Punkte (welcher jedoch derart gewihlt sein muss, dass ¢ endlich bleibt)
durch Integration der Gleichungen (4) gewonnen werden:

u———fgcos«pdqp, v=ﬂsin¢pdtp.
0 0

Es ist moglich, dass die vorstehenden Integrale unendlich sind, und in
diesem Falle liegt der betrachtete Punkt im Unendlichen, aber die
Tangente der Curve in jenem Punkte ist vollkommen bestimmt durch
den Winkel ¢ und durch jhre Entfernung vom Anfangspunkte



§ 7. Asymptoten. 7

q=usinu—vcosu=J;) sin (¢ — ¢)do),
[

welche einen bestimmten Wert haben kann. Die so erhaltene Gerade,
die Grenzlage der Tangente in einem Punkte M, welcher lings eines ge-
gebenen Zweiges der Curve ins Unendliche fortriickt, nennt man Asymp-
tote. Man beachte nunmehr, dass die letzte Formel den Wert der
Entfernung g kennen lehrt, welche die Asymptote von einem beliebigen
Punkte der Curve hat. Nimmt man an, dass dieser Punkt sich riick-
wirtsschreitend nach dem nichstliegenden Punkte hinbewegt, in welchem
¢ unendlich wird, so transformiert sich der Ausdruck fiir ¢ in

ﬁ sin (¢« — @)do =fg sin pdy,
—® 0
wenn ¢ — ¢ == 1 gesetzt wird. Berechnet man also

L
ds

v=J%

und bestimmt ¢ als Function von %, so wird die gesuchte Entfernung
gegeben sein durch die Formel

9) q =f;) sin ¢y dy.
o

Wenn man dagegen annimmt, dass der Punkt auf demselben Curven-
zweige, der bereits von dem Berithrungspunkte durchlaufen wurde, nun
seinerseits ins Unendliche fortriickt, so ist klar, dass « nach Null con-
vergiert, und dasselbe kann man daher von g sagen, d. h. die Ent-
fernung des auf der Curve beweglichen Punktes von der
Asymptote convergiert nach Null. Wir wollen endlich bemerken,
dass infolge von (8) die Asymptote nur existieren kann, wenn g gleich-
zeitig mit s unendlich gross wird, und zwar von einer hoheren Ord-
nung. Findet man, dass die Ordnung gleich dem Quotienten einer
ungeraden Zahl durch eine gerade Zahl ist, so kann T
man sagen, die Curve verhalte sich im Unendlichen [/ \
wie in der Umgebung eines gewdhnlichen Punktes. 1
Sie hat also zwei Zweige, welche in entgegengesetztem

Sinne ins Unendliche verlaufen, und zwar auf einer |/ ‘ /
und derselben Seite der Asymptote. Wenn dagegen -
die Ordnung gleich dem Quotienten einer geraden Fig. 3.

oder ungeraden Zahl durch eine ungerade Zahl ist, so werden die
beiden Zweige durch die Asymptote voneinander getrennt und verlaufen

1\
’
[
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in entgegengesetztem oder in demselben Sinne. Man hat in dem ersten
Falle eine Inflexionsasymptote und im zweiten eine Cuspidal-
asymptote.

§ 8. Beispiele.

a) Die durch die Gleichung ¢® = 2as dargestellte Curve hat im An-
fangspunkte einen Rilckkehrpunkt. Dann umkreist sie den Anfangspunkt in
einer unendlichen Zahl von Windungen, die immer

™~ schwiicher gekriimmt sind und ins Unendliche ver-
\ laufen. Man hat in der That ¢ = a¢p und sieht

&3 also, dass ¢ und ¢, welche mit s verschwinden,

. gleichzeitig mit s unbegrenzt zunehmen. Der Abstand

¢ “:7{ eines beliebigen Curvenpunktes von der Cuspidal-
Ao A\ tangente ist
%y
1_‘1;. 4. 1’=“6/€‘P sin pdp == a(sin ¢ — @ cos ).

Also ist der Abstand des Kriimmungscentrums von derselben Geraden a sin ¢,
und demnach liegen die Krfimmungscentra auf einem Kreise vom
Radius a. Da iiberdies MC gerade gleich dem Kreisbogen OC ist, so
kann man sich die Curve von dem einen Ende eines um den Kreis ge-
wickelten unausdehnbaren Fadens beschrieben denken, wihrend das andre
Ende festgehalten und der Faden unter fortwihrender Spannung abgewickelt
wird. Aus diesem Grunde giebt man der betrachteten Curve den Namen
Kreisevolvente.

b) Nehmen wir wieder die beiden Kettenlinien (§ 5, b, ¢), so konnen
wir bemerken, dass zwar bei beiden o und ¢ mit s in derselben Weise
variieren, dass aber bei der ersten % mit s umendlich wird, wihrend man

. . . 1 ]
bei der zweiten lim 4=t -wa hat, wemn s nach = oo convergiert.

Demnach besitzt die Kettenlinie gleichen Widerstandes zwei parallele Asymp-
toten und ist ganz enthalten in dem Streifen von der Breite ma, den diese
in der Ebene bestimmen.

23
¢) Tractrix nennt man die durch die Gleichung ¢ = aVe“ —1
definierte Curve. Nimmt man s unendlich klein an, so erkennt man sofort,
dass sich diese Curve in der Umgebung des Anfangspunktes ebenso verbilt
wie die Kreisevolvente, welche durch die Gleichung ¢ =}/ 2as dargestellt
wird. Wenn aber s ins Unendliche wiichst, so nihert sich der Winkel ¢

bestiindig wachsend dem Grenzwerte %, weil g = atg ¢ ist. Da nun
u=[gcos pdp = a(l — cos p)
0

nach ¢ convergiert, so sieht man, dass in der Entfernung a von der Spitze
und senkrecht zur Cuspidaltangente eine Asymptote existiert. Uberdies ist
nach der zweiten der gefundenen Formeln der Abschnitt der Tan-
gente, welcher zwischen dem Beriihrungspunkte und der Asymp-
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tote liegt, bestindig gleich a. Die erste Formel filhrt zu einer ein-
fachen Construction des Kritmmungscentrums. Sie zeigt naémlich, dass die
Projection des Kriimmungscentrums auf die
Asymptote in den Schnittpunkt dieser mit der
Tangente fallt. Um endlich den beiden Bestim-
mungen Rechnung zu tragen, welche o fir jeden Wert ™t 7
von s hat, muss man sich die Curve vorstellen als be-
stehendaus zwei unendlichen Zweigen, welche symmet-
risch inbezug auf die gemeinsame Cuspidaltangente liegen.
d) Sehr wichtig ist die Curvenclasse, welche durch
die Gleichung

s? 2
P - g—, =1 Fig. 5.
definiert wird. Dieser Gleichung gentigt man, indem man s = asin0,

o ==Dbcos O setzt, so dass ¢ = %—0 ist. Ein Bogen von der Linge 2a,

der inbezug auf den Anfangspunkt symmetrisch ist, liegt ganz innerhalb
des Kreises vom Radius b, welcher ihn in jenem Anfangspunkte (8 = 0)
berthrt, und er endigt in zwei Spitzen (0 =t %) Inbezug auf die
Tangente und die Normale im Anfangspunkte sind die Coordinaten einer
Spitze

n
B2
af ab® na
u=af cos - 08 0 40 = — —y—5 08 53,
0
z,
9
* . ab ba® ab® . =ma
fv—-——af sm70080d0=a,_b,—-5,—_—b—,sm§—5-
0

Die Cuspidaltangenten treffen sich also in einem Punkte P, der die Ent-
2 2
fernung Ei% bezw. a—,gi—b; von den Spitzen und vom Anfangspunkte hat.

2
Der um P als Centrum mit dem Radius ?a_ﬁ_z_’ beschriebene Kreis heisst

die Directrix (Leitkreis). Um dem Zeichenwechsel Rechnung zu tragen,
den ¢ erleidet, wenn s gleich a wird, muss man sich die Curve als be-
stehend aus mehreren Bogen denken, die einander in den Spitzen beriihren.

Fig. 8. Fig. 1

Der Ort der letzteren ist gerade die Directrix. Jenachdem a > b oder
a < b ist, liegt die Curve 'ausserhalb oder innerhalb der Directrizx. Im
ersteren Falle nennt man sie eine Epicycloide (Fig. 6), im zweiten eine
Hypocycloide (Fig. 7). Besonders bemerkenswert ist die Cycloide (Fig. 8.)
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Sie wird dargestellt durch die Gleichung s* 4 ¢ = a® und ist sozusagen
die Curve, welche zwischen den Hypocycloiden und den Epicycloiden steht.
Thre Directrix ist geradlinig.

Im allgemeinen ist die Zahl der Spitzen unendlich. Aber bei den-
jenigen cycloidalen Curven, welche man gewshnlich zu betrachten hat, ist
das Verh#ltnis a :b rational, und diesem Umstande ist es zu danken, dass
die Spitzen in eine bestimmte endliche Zahl von Punkten fallen, welche
die Ecken eines reguliren Polygons bilden. Diese kinnen von einem Punkte,
der die Curve continuierlich durchléuft, in derselben Reihenfolge getroffen
werden, wie sie auf dem Leitkreise liegen. Es kann aber auch vorkommen,
dass der bewegliche Punkt die Spitzen in einer andern Reihenfolge nach-
einander erreicht, und dann hat man eine sternférmige cycloidale Curve.
Die einfachsten Epicycloiden sind diejenigen, welche nur eine Spitze haben.
Soll -der bewegliche Punkt, von der Spitze A ausgehend, nach A4 zuriick
kehren, ohne eine andre Spitze getroffen zu haben, so muss der Winkel
zwischen den positiven Richtungen der Cuspidaltangente und der Tangente

im Anfangspunkte, d. h. ?;;%, gleich einem ungeraden Vielfachen (aber min-
destens dem Dreifachen) von 12‘— sein. Im einfachsten Falle muss a = 3b
sein, und dann hat man die Cardioide (Fig. 9 links), welche also durch
die Gleichung s® - 99? = Const. dargestellt wird. Allgemeiner stellt, wenn

Fig. 9.

n eine ungerade Zahl ist, die Gleichung s? - n®o? = Const. eine Epicycloide
mit einer Spitze dar, welche fiir n = 5, 7,9, ... eine immer compliciertere
sternférmige Cardioide wird. Die einfachsten Hypocycloiden sind die-
jenigen, welche drei oder vier Spitzen haben (vgl Fig. 10). Bei ihnen ist

der Winkel sz — "—b-“

demnach & == 3a fiir diejenigen mit drei Spitzen und b == 2a fiir die
andern. Die Hypocycloide mit drei Spitzen wird also durch die Gleichung
9s? 4 o? = Const. dargestellt und diejenige mit vier Spitzen, welche man
auch Astroide nennt, durch die Gleichung 4s® - ¢? == Const. Fiir den
Fall von fiinf Spitzen (Fig. 10 rechts) hat man ausser der Hypocycloide
255" 4+ 9¢% = Const. auch noch die sternfsrmige Hypocycloide 25s* - o?
== Const. uw.s. w.

e) Pseudocycloiden sind die Curven, welche dargestellt werden
durch die Gleichungen

der dritte oder der vierte Teil von 2, und man hat

s”—-—g’=a’, 9’—-—32=a’,

denen man geniigt, indem man
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s=2@ L), o=2@F )

setzt, wo ¢ die gewdhnliche Bedeutung hat. Die erste Curve hat eine
Spitze (p = 0, s = @), in deren Umgebung sie sich verhilt wie die Evol-
vente eines Kreises vom Radius a in der Umgebung ihrer Spitze. Die

~
/ L\

0
| ]

|

AN

Fig. 11. Fig. 12.

zweite verhélt sich dagegen in der Umgebung des Anfangspunktes (¢ = 0,
¢ = a) wie eine Kettenlinie gleichen Widerstandes. Beide Curven machen
mit zunchmendem s unendlich viele Windungen, welche sich ins Unendliche
ausdehnen und die von einem Punkte ausgehenden Geraden immer genauer

unter dem Winkel % schneiden. In der That hat man bei geeigneter Wahl
des Anfangspunktes P der Coordinaten % und v fiir einen beliebigen Punkt

u=—§—(scosq>+gsinq>), "’=‘—;‘($Sin(p—-gcosq)).

Es folgt daraus, dass die Pseudocycloide mit Spitze die Radienvectoren

unter einem Winkel trifft, welcher von O bis —} wichst, wihrend fiir

die andre derselbe Winkel von % bis % abnimmt. Ausserdem sind die

Projectionen des Radiusvectors PM auf die Tangente und auf
die Normale in M beziiglich gleich der Hilfte des Bogens s und
der Hilfte des Kriimmungsradius in M.

§ 9. Asymptotische Punkte.

Wir haben noch diejenigen Wurzeln von ¢ zu betrachten, fiir
welche die Function ¢ unendlich gross wird. In dem Punkte M, der
einer dieser Wurzeln entspricht, existiert keine Tangente. Eine solche
existiert aber nach den von uns gemachten Voraussetzungen in einem
Punkte M’, der in gentigender Néhe von M liegt, und in allen da-
zwischen liegenden Punkten. Wenn M’ nach M hinriickt, so fiihrt
die Tangente in M’ unendlich viele Umdrehungen immer in demselben
Sinne aus und wird schliesslich unbestimmt. Die Curve wickelt sich
also unbegrenzt um den Punkt M herum, welcher aus diesem Grunde
ein asymptotischer Punkt heisst, obwohl er von M’ auch nach
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einem endlichen Wege erreicht werden kann. Die Coordinaten eines
solchen Punktes berechnet man durch Integration der Formeln (4).
Diese liefern, wenn man ¢ als Integrationsvariable annimmt,

(10) u=ﬂ cos pdep, v-—-ﬁsinq;d(p,
b §

vorausgesetzt, dass man den Anfangspunkt so wihlt, dass ¢ im Verlauf
der Integration endlich bleibt, d. h. dass zwischen dem Anfangspunkte
und dem betrachteten Punkte keine andern Punkte mit unbestimmter
Tangente existieren. Man kann sofort das Vorhandensein eines asymp-
totischen Punktes in M constatieren, wenn sich nach Verlegung des
Anfangspunktes der Bogen nach M herausstellt, dass ¢ gleichzeitig mit
s unendlich klein wird, aber von einer Ordnung, die nicht kleiner als
1 ist. Alsdann hat man in der That anstatt (7)

im -2 —lim<>
hm]ogs—hm . =0,

und fiir n >1 .

lim g5"~! = — = lim =20,
d. h. ¢ wird unendlich, wenn s und ¢ nach Null convergieren. Da-
gegen haben wir fir n <1 gesehen (§ 6), dass die Tangente be-

stimmt 1ist.

§ 10. Asymptotische Kreise.

Um alle Fille von Punkten mit unbestimmter Tangente zu be-
riicksichtigen, miissen wir alle endlichen oder unendlichen Werte von
s suchen, flir welche die Function ¢ unendlich wird. Da nun, wenn
der Anfangspunkt nach M verlegt wird,

lim £ = lim -

8 e
ist, falls das zweite Glied existiert, so ersieht man, dass fiir die end-
lichen Werte ¢ verschwindet, dass diese also asymptotischen Punkten
entsprechen. Nur wenn s zusammen mit ¢ unbegrenzt zunimmt, kann
es vorkommen, dass ¢ sich einem von Null verschiedenen Grenzwerte
a nihert. Alsdann windet sich die Curve, anstatt sich um einen Punkt
herumzuwickeln, asymptotisch um einen Kreis vom Radius @, und zwar
innerhalb oder ausserhalb desselben, je nachdem der absolute Betrag
von ¢ sich oberhalb oder unterhalb seines Grenzwertes hilt. Es kann
aber auch vorkommen, dass die Curve sich schliesslich ohne Ende um
die Kreisperipherie schléingelt, was dann eintritt, wenn ¢ unaufhérlich
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um seinen Grenzwert herum oscilliert. Im folgenden werden wir sehen,
dass der Mittelpunkt des asymptotischen Kreises die Grenzlage ist,
welcher das Kriimmungscentrum in M zustrebt, wenn sich M auf der
Curve vom Anfangspunkte der Bogen unendlich entfernt. Man muss
also, um die Coordinaten jenes Mittelpunktes zu finden, anstatt der
integrierten Formeln (4) die beiden folgenden benutzen:

u==fcos pds —@singp, v = [sinpds-} g cos ¢.
0 0

Folglich ist in der Grenze

— de . _ [de
(11) w = —0 Iy Mo pdop, v——o.jdw cos pdg.

Die asymptotischen Kreise enthalten offenbar die asymptotischen Punkte
als Specialfall, und man verificiert iibrigens leicht durch partielle Inte-
gration, dass die Formeln (11) sich auf die Formeln (10) reducieren,
wenn ¢ fiir unendlich grosses @ nach Null convergiert. A priori
klar ist es, dass nur bei der Herumwicklung um einen Punkt die
Windungen einer Curve so eng werden konnen, dass sie den genannten
Punkt nach einem endlichen Wege erreicht. Wenn ferner ¢ und ¢
zusammen mit s unbegrenzt zunehmen, so ist auch der asymptotische
Kreis unendlich gross, und dies kann man so ausdriicken, dass man
sagt, die Curve wickele sich asymptotisch um den unendlich fernen
Punkt. Man kann z. B. sagen, dass die Kreisevolvente und die Pseudo-
cycloiden (§ 8, a, ¢) im Unendlichen einen asymptotischen Punkt haben.

§ 11. Beispiele.

a) Der Kriimmungsradius der durch die Gleichung o = ae® dar-
gestellten Curve nimmt bestindig zu von Null bis Unendlich,
wenn s das ganze System der reellen Zahlen wachsend durch-

léuft. Der Winkel . / @>

o«
ds a

— —_— |
P o e I
(1
Fig. 18.

3

nimmt dagegen ab von Unendlich bis Null. Die Curve besitzt
demnach einen asymptotischen Punkt (s = — o0) und eine Asymptote
(s = ), die von einander um
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entfernt sind. Die Curve ist geometrisch definiert durch die Rigenschaft
¥ = a: auf dem Kreise mit dem Centrum C, der durch M hindurchgeht,
schneidet die von C auf die Asymptote gefillte Senkrechte von
M aus einen Bogen von constanter Linge ab.

b) Eine . lineare Gleichung zwischen s und ¢ lisst sich, wenn sie die
beiden Verénderlichen wirklich enthilt, immer auf die Form g ==ks bringen,
indem man als Anfangspunkt der Bogen den Punkt wihlt, in welchem ¢
verschwindet. In diesem Punkte wird die Function ¢, die proportional logs
ist, unendlich. Der Anfangspunkt der Bogen ist also ein asymptotischer
Punkt der Curve. Von ihm ausgehend wird der Krfimmungsradius immer
grosser und wichst ebenso wie ¢ gleichzeitig mit dem Bogen unbegrenzt.
Dis Curve umkreist demnach den Anfangspunkt in einer unendlichen Zahl
von Windungen, die sich ins Unendliche ausdehnen, wo sie einen zweiten
asymptotischen Punkt besitzen. Diese merkwiirdige Curve nennt man
logarithmische Spirale, und der im Endlichen gelegene asymp-
totische Punkt heisst der Pol der Spirale. Eine homogene Gleichung
zwischen s und ¢ stellt ein System von reellen oder imaginiren loga-
rithmischen Spiralen dar und auch von Punkten oder von Kreisen: diese
sind, wie man im folgenden noch besser einsehen wird, Grenzfille der
logarithmischen Spirale, welche den Werten Null und Unendlich von %
entsprechen.

¢) Die Eigenschaften der logarithmischen Spirale leitet man mit
Leichtigkeit ab aus den auf den Pol bezogenen Ausdriicken fir » und v,
die man fiir einen beliebigen Punkt der Curve berechnet. Man erh#lt ohne
weiteres

—0 ~—

ks . ks
w=1Fks e‘¢cos¢d¢=~rl_~k—,, v==Fks e’”ﬂsmq:dq)=-l—_T_-7c—,-
b

Daraus folgt % == cot §, wenn man mit @ den spitzen Winkel bezeichnet,
den die Spirale in M mit dem Radiusvector OM bildet. Die loga-
rithmische Spirale trifft also alle vom Pol ausgehenden Ge-
raden unter einem constanten Winkel
Wir werden im folgenden sehen, dass diese
Eigenschaft die logarithmische Spirale charak-
terisiert, vorausgesetzt, dass man die Werte 0

und 12'— von 0 ausschliesst, welchen die Ge-

raden und die Kreise entsprechen, und dass man
tiberdies den Pol im Endlichen wihlt. Inzwischen

hat man
9 kS . . .

Vu? 4+ o = Vigw scos = gsin 0.
Die in O auf dem Radiusvector OM errichtete Senkrechte trifft
also die Normale in dem Kriimmungscentrum und schneidet auf
der Tangente von M aus eine Strecke ab, die gleich der Liinge
des Bogens OM ist. Auch dies sind (wie wir sehen werden) charakte-
ristische Eigenschaften der logarithmischen Spirale.
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d) Klothoide nennt man die durch die G1e1chung sg = a® definierte
Curve. Hier ist die Function @ proportional s*. 8ie ist endlich fiir
s==0, wo ¢ unendlich ist, und wumendlich fiir
s =1 ©, wo ¢=0 ist. Also ist der Anfangs-
punkt der Bogen ein Inflexionspunkt. Von ihm
ausgehend wird die Kriimmung nach beiden Seiten
hin immer stirker, so dass die Curve sich asympto-
tisch um ihre beiden Endpunkte wickelt, welche sym-
metrisch inbezug auf den Anfangspunkt liegen. Da

ds s® a? a
p = e 9=?=j:———

e 2q?? Vﬁ

ist, so sind die Coordinaten eines asymptotischen Punktes inbezug auf die
Tangente und die Normale im Anfangspunkte

a €08 @ sin ¢
u=— | —=d ? ————f do
Vzofw » V2

Bemerkt man nun, dass
© 1 i
3 . 1
u+ iv= f T dede = aV—;—

ist, so findet man sofort u =0 = —-2—1/; . Die beiden asymptotischen
Punkte sind also gegeniiberliegende Ecken eines Quadrates, welches dem
Kreise mit dem Radius a gleich ist.

e) Betrachten wir allgemeiner die Curven, deren Kriimmung einer
Potenz des Bogens proportional ist. Schreibt man ijhre Gleichung in
der Form ¢ = ks*, so findet man filr n = 1 die logarithmische Spirale

wieder, fir » = — 1 die Klothoide, fiir n = % die Kreisevolvente. Lisst

man den Fall # =1 bei Seite, so sieht man sofort, dass ¢ wie s'—* va-
rijert, und es ist zweckmissig, dem Coefficienten %, den man immer als
positiv voraussetzen kann, die Form

k=1t 2

1—n

zu geben. Dies vorausgeschickt sei # zwischen O und 1 enthalten und sei
der Quotient einer ungeraden Zahl durch eine gerade Zahl. Dann hat man
Curven analog der Kreisevolvente, d. h. mit einer einzigen Spitze im An-
fangspunkte der Bogen. Diesen umkreisen sie in immer weniger gekriimmten
Windungen, welche asymptotisch den wunendlich fernen Punkt umwickeln.
Fiir die andern rationalen Werte von %, die zwischen 0 und 1 liegen, hat
die Curve zwar im Anfangspunkte mit der Tangente eine Beriihrung nied-
rigerer Ordnung, verhélt sich aber in ihm wie in einem gewshnlichen
Punkte oder erleidet daselbst eine Inflexion, so dass ihre allgemeine Form
ganz verschieden von der der Kreisevolvente ist (vgl. Fig. 16). TIst »
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negativ und gleich dem Quotienten von zwei ungeraden Zahlen, so hat
man Curven analog der Klothoide, d. h. mit einer Inflexion im Anfangs-
punkte der Bogen und mit zwei asymptotischen Punkten; ist aber n der
Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade Zahl oder umgekehrt, so
hat die Curve zwar mit der Tangente im Anfangspunkte eine Beriihrung
~e— hoherer Ordnung, verhilt sich aber in demselben wie

/ ZS N\ in einem gewohnlichen Punkte oder besitzt daselbst eine

(_ B L] Spitze, und sie hat als Ganzes keine Ahnlichkeit mehr

9 mit der Klothoide, obgleich jede ihrer Hilften der Hilfte

o<na  einerKlothoide gleicht (vgl. Fig.17).

i

n<0

& } In jedem Falle erkennt man unter N
./ Benutaung der Formeln (10), dass ‘
(' 0  der Anfangspunkt die Entfernung — —
N ,.--/ aI’(2 — n)
Fig. 16. 1—mn Fig. 17.

von den asymptotischen Punkten hat, und dass die Gerade, welche ihn mit

. . k4
jedem derselben verbindet, um A —w)

punkte geneigt ist. Endlich hat man fiir # > 1 wie bei der logarith-

mischen Spirale (n=1) einen asymptotischen Punkt im Anfangspunkte

der Bogen; der asymptotische Punkt im Unendlichen fillt aber fort,

weil ¢ nicht gleichzeitig mit s unendlich wird. Um zu

| ~oe~ sehen, ob von dem unendlich fernen Punkte eine Asymptote

C) . ausgeht, geniigt es, die Formel (9) zu benutzen und
~ ™% darin zu setzen

A / w
(" \oe e

a\*—1 a ~—-—-nl
o e [T e

gegen die Tangente im Anfangs-

Man erh#lt dann sofort die Entfernung von dem asymptotischen Punkte:

¢.7=nf_1f1p“7:1sin Y.

0

1
In der Umgebung der unteren Grenze verhilt sich das Integral wie f W gy,

|i | Also existiert die Asymptote im Endlichen nur fiir
¢ e J&’ |[ 7> 2, und in diesem Falle findet man
| @ Ic — n— 2 T .
I ! !r q aF(”__ 1) cos 3 1)
Fig. 19. Nimmt # unbegrenzt zu, so nihert sich die Curve der

Ausartung in einen Punkt und eine Gerade, die in der
Entfernung ¢ = @ voneinander liegen. Dies geschieht fiir jeden Zweig in
folgender Weise: Der Bogen von der Linge a, dessen eines Ende in dem
agymptotischen Punkte liegt, zieht sich nach und nach auf diesen Punkt
zusasmmen, wihrend der #brigbleibende Curventeil sich schliesslich auf der
Asymptote ausbreitet.
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f) Analog der Kettenlinie (§ 5, b) sind die durch die Gleichung
e=b——

dargestelllen Curven, solange ¢ und b entgegengesetzte Zeichen haben. Fiir
b= -—g findet man die Kettenlinie wieder, da es ja erlaubt ist, das
Zeichen von ¢ umzukehren.' Fir b = k?a erh#lt man
dagegen die Pseudocatenarien. Wenn s dem absoluten
Betrage nach kleiner als ka ist, so findet man

3

_ ads 1 ka-s
l7’_—(/47001.’—--5" =8
)

Ein erster Bogen, von der Linge 2ka, wickelt sich Fig. 20.
also asymptotisch um seine beiden Enden. Er ist sym-

metrisch inbezug auf den Anfangspunkt und liegt ganz innerhalb des
Kreises vom Radius %®a, welcher die Curve im Anfangspunkte bertihrt. Da

&P — ke 1k%a

&P 4 k9’ ¢= (&2 + e‘k‘;’?

ist, so sind die Coordinaten eines asymptotischen Punkfes inbezug auf die
Tangente und die Normale im Anfangspunkte

@
cos pdg Ta

u = 4k%a (J“P.{. —'"‘P)g Zt_ A

@®
T sinpdgp na .
v =4k af(e"‘P+e—""’)2— R
; ()

2e4k+e4k

Es wickeln sich ferper von den asymptotischen Punkten ab und erstrecken
sich ins Unendliche zwei andere Zweige, die denjenigen der Spirale s* = ag
analog sind. Thre Punkte entsprechen den Werten von s, die grdsser als
ka oder kleiner als — ka sind. Fir jeden Zweig ist die Richtung der
Tangente bestimmt durch den Winkel

ads s+ka
_fs’-——k’a* = 1°gs—ka'

Die beiden Zweige haben keine im Endlichen gelegene Asymptote, weil die
Entfernung einer Asymptote von dem entsprechenden asymptotischen Punkte,
die durch die Formel (9) gegeben wird,

2 A sin ydy
q == 4ka GV — o)

Cesdro-Kowalewski, nnmrl.(}eometne 2 Aufl 2
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ist. Andrerseits ldsst sich constatieren, dass dieses Integral keinen end-
lichen Wert hat, indem man bemerkt, dass es sich in der Umgebung
der unteren Grenze wie log ¢ verhiilt. Wie die beiden unendlichen Zweige
in den asymptotischen Punkten mit dem endlichen Zweige zusammen-
biingen, geht aus der vorhergehenden Discussion nicht hervor (und es kann
auch nach dem, was am Ende des § 4 gesagt worden ist, nicht daraus
hervorgehen). Aber es ist leicht zu sehen, dass sich die Curve in der
Umgebung eines jeden der asymptotischen Punkte verhdlt wie das Paar
von logarithmischen Spiralen @2 = 4%®s* in der Umgebung des gemein-
samen Pols.
g) Pseudotractricen nennt man die durch die Gleichung

V‘- D
o=kaV 1—ec¢ °

definierten Curven. Diese Gleichung geht in der Umgebung des Anfangs-

punktes in ¢ == kJ/2as tiber. Die Pseudotractrix verhdlt sich also anfangs
wie die Evolvente eines Kreises vom Radius k%a. Sie #ndert aber bald ihr
Verhalten, da ¢ mit wachsendem s nicht unbegrenzi
zunimmt, sondern sich vielmehr dem Grenzwerte ka
nihert. Die Curve besitzt also, entsprechend den beiden
Bestimmungen von ¢, zwei asymptotische Kreise. Da
man, von der Cuspida,ltangente aus gerechnet,

ka--o
n @ == logka_ P
Fig. 2
& hat, so liefern die Formeln (11)
AR 3 gin pdo Ta
U == — a (ekq’ —Fo 3= E] _my\?
+ ) 2(e4k+e 4k)
cos pdo e
= % 4k ko —EpNE =k 7 I3
o &0+ 59 x -z

fir die Coordinaten der Centra der asymptotischen Kreise. Die Strecke,
welche auf der Cuspidalnormale von einem asymptotischen Kreise abgegrenzt
wird, erscheint vom Centrum aus unter einem Winkel, der nicht beliebig
klein gewdhlt werden kann. Der genannte Winkel hat sein Minimum fiir
einen Wert von %, der sehr nahe an 0,655 liegt. In diesem Falle sind
die Abstinde der Centra der asymptotischen Kreise von der Normale und
Tangente an der Spitze Teile des Radius, die sehr nahe an den Werten
0,663 und 0,439 liegen.

h) Was fir Curven werden dargestellt durch eine quadra-
tische Gleichung zwischen s und ¢, in welcher das Glied 9 nicht
vorkommt? Wenn s¢ fehlt, so ldsst sich die Gleichung, wenn sie nicht
ein Punktepaar darstellt, auf die Form ¢ = as’+4 2bs -+ ¢ zuriickfiihren
und stellt Pseudocatenanen dar oder Curven, die der Kettenlinie analog
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sind, je nachdem ac — b? negativ oder positiv ist. Wenn s¢ nicht fehlt,
so kann man der Gleichung immer die Form geben

a!
e=b+ks+ -

Solange k& von Null verschieden ist, hat der Wert von b keinen grossen
Einfluss auf die Gestalt der Curve im allgemeinen. Setzt man demgemiss
b == 0, so ergiebt sich

cp=2—1’;log(1+k‘:—:)-

Wenn k positiv ist, so nimmt ¢ gleichzeitig mit s und ¢ unbegrenzt zu.
Ausserdem wird ¢ auch im Anfangspunkte der Bogen unendlich, in dessen
Umgebung sich die Curve verhilt wie eine Klothoide (s¢ == a?) in der
Nachbarschaft des Inflexionspunktes. Die Curve hat also im Anfangspunkte
eine Inflexion und macht auf beiden Seiten desselben unendlich viele Win-
dungen, welche nach und nach in eine logarithmische Spirale (o == ks)

tibergehen. Der Kriimmungsradius nimmt-seinen kleinsten Wert a’ = 2a}/k
in zwei bestimmten Punkten 4 und A’ an, und in der Umgebung eines

2
jeden von ihnen verhilt sich die Curve wie eine Kettenlinie (g =a’ | 2k %,)-

Ist dagegen % negativ, so wird in den Punkten A A
und A’ die Kriimmung gleichzeitig mit ¢ unend- €
lich. Dies sind also asymptotische Punkte, und Py
in der Umgebung eines jeden von ihnen verhdlt ~—— ~ ©
sich die Curve wie das Spiralenpaar o® = 4#%'s*
in der Umgebung des gemeinsamen Pols. Ist end- /[ &

lich k (aber nicht b) gleich Null, so stellt die Fig. 2.
Gleichung eine Curve dar, welche ausser einer

Inflexion im Anfangspunkte ein Paar asymptotischer Kreise vom Radius b
besitzt (einen inneren und einen #usseren), da offenbar, wenn s dem
absoluten Betrage nach unendlich wichst, ¢ nach b
convergiert und andrerseits

o= —fhlog (1+ )

unbegrenzt zunimmt. Uberdies wichst ¢ auch dann
2

ins Unendliche, wenn s sich dem Werte — %— nihert.

Man hat also in endlicher Entfernung vom Anfangs-
punkte einen asymptotischen Punkt, in dessen Um-
gebung die Curve sich verhilt wie das Spiralenpaar ate? == bs? in der
Umgebung des gemeinsamen Pols.

i) Wenn ferner das Glied ¢* nicht fehlt, so lisst sich die Glei-
chung im allgemeinen durch passende Wahl des Anfangspunktes auf eine
der folgenden Formen zuriickfiihren:

o=0b-+ kst kVa®—s o=0b-+kstkVYs®—d?,
o=10-+kst%'Vs + a.

2‘
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In einem Ausnahmefall aber, nimlich dann, wenn die Glieder zweiten
Grades ein vollstindiges Quadrat bilden, kann man der Gleichung die
Form geben

o= b + ks & V3as.

Als ganz specielle Fille (b=0, k== 0) findet man die Cycloide, die
beiden Pseudocycloiden und die Kreisevolvente wieder. Wir wollen dem
Leser die Miihe tiberlassen, zur Ubung das Studium aller dieser Curven zu
Ende zu fithren und sie nach einer mdglichst kleinen Zahl von Normal-
typen zu classificieren.



Zweites Kapitel.

Fundamentalformeln fiir die natiirliche Analysis der ebenen Curven.

§ 12.

Von jetzt an werden wir als Coordinatenaxen immer die Tangente
und die Normale der Curve in einem beliebigen Punkte M w'éhlen.
Es werde ein Punkt P betrachtet, der mit M -
beweglich ist: P’ sei seine Lage, wenn sich der N /
Anfangspunkt M nach M’ verschoben hat; z und | C
y seien die Coordinaten von P, z -+ dz und 5 &
y -+ dy diejenigen von P’ inbezug auf die Axen /'4
mit dem Anfangspunkte M. Im allgemeinen éndern J/ i
sich beim Ubergange von den urspriinglichen »——
Axen zu denjenigen mit dem Anfangspunkte M’
die Coordinaten x und y; sie sind also Functionen von s, und wenn
M’ unendlich nahe an M liegt, so sind die Coordinaten von P’ in
bezug auf die Axen mit dem Anfangspunkte M’ offenbar z + dz, y 4+ dy.
Bezeichnen wir nun mit %, v und mit d¢ die Coordinaten von M’ in-
bezug auf die urspriinglichen Axen und den Winkel, um welchen sich
die z-Axe beim Ubergange von der ersten zur zweiten Lage dreht, so
hat man

z+0r=u-+4 (x4 dz)cosdp—(y -+ dy)sindp=u+ x4 dz—ydo,
Y+ 0y=v+ (& + da) sin 3¢+ (y + dy) cos g —v + y -+ dy + 209,

d. h,, wenn man durch ds= ds dividiert und sich an die ersten drei
Gleichungen des vorigen Kapitels erinnert,

Fig. 24.

dx _ dx Y 8y dy , =
@ GG e T mea e

‘Dies sind die Fundamentalformeln, aus welchen durch Null-
setzen von 0z und dy, d. h. unter Voraussetzung des Zusammenfallens
von P’ mit P, unmittelbar die wichtigen Bedingungen

d
(2) ds % 1) l=—"’*
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hervorgehen, welche notwendig und hinreichend fiir die Unbe-
weglichkeit des Punktes (#,y) sind. In Polarcoordinaten (x=1rcos 6,
y = r sin 6) lauten diese Bedingungen

dr de sin 0
3) g = — oos b, =—3 +

Will man ferner, dass eine Gerade in der Ebene in Ruhe bleibt, die
durch ihren Abstand ¢ vom Anfangspunkte und durch den Winkel ¢
definiert ist, um welchen sich ihre positive Richtung drehen muss, um
mit derjenigen der Tangente zusammenzufallen, so hat man auszudriicken,
dass die Gleichung der Geraden

zsingp + ycosp 4+ qg=0

durch unendlich viele Lisungen von (2) befriedigt wird. Da man
nun durch Differentiation erhilt

(xcoscp—-ysm(p)(————%) smq;—}-———-O

so muss sich diese Relation spalten in die beiden folgenden (geome-
trisch evidenten)

dp 1 dg .
(4) ds ;, ds s @.
Sie sind notwendig und hinreichend fiir die Unbeweglichkeit
der Geraden (g, g).

§ 13.

Bevor wir weitergehen, wollen wir auf einige Consequenzen der
Formeln (3) und (4) aufmerksam machen. Nehmen wir an, s wachse
ins Unendliche, und die Entfernung zwischen M und einem festen
Punkte P nihere sich dabei einem endlichen Grenzwerte a. Die Coor-
dinaten » und @ von P geniigen den Gleichungen (3) und da r mnach
a convergiert, so kann seine Ableitung sich keinem von Null verschie-
denen Grenzwerte nihern. Wenn also ein solcher Grenzwert existiert,

so liefert die erste der Formeln (3) lim 6 = % Jetzt ldsst sich aber

dieselbe Betrachtung auf @ anwenden, und die zweite Formel (3) liefert
daher lim ¢ =a. Also ist der Kreis vom Radius ¢ mit dem Mittelpunkte
in P ein asymptotischer Kreis der Curve. Weni umgekehrt die Curve
einen asymptotischen Kreis besitzt, so kann sich die Entfernung zwischen
M und dem Centrum des Kreises keinem vom Radius des Kreises ver-
schiedenen Grenzwerte nibern. Sonst wiirde ein Grenzwert von ¢
existieren, der von dem ersten verschieden ist. Bemerkt man ferner,
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2
dass die erste nach a convergiert, so sieht man, dass mit unendlich
zunehmendem s das Kriimmungscentrum allmihlich nach dem
Mittelpunkte des asymptotischen Kreises hinriickt. Diese Be-
merkung fiillt eine in § 10 gelassene Liicke aus und fithrt zu einer
genaueren Einsicht in das Wesen der asymptotischen Kreise. In ana-
loger Weise ldsst sich im Anschluss an die zweite Formel (4) eine fiir
die Aufsuchung der Asymptoten niitzliche Bemerkung machen. Hat
nimlich ¢ fiir unendlich zunehmendes s den Grenzwert Null, so kann
¢ keinen andern Grenzwert haben, d. h. wenn die Tangente eine
Grenzlage hat, so ist diese notwendig die betrachtete feste
Gerade (vgl. § 7).

dass die Coordinaten des Kriimmungscentrums » == ¢, 6 = - sind, und

§ 14.

Aus den Formeln (2) und (4) geht folgende bemerkenswerte Thatsache
hervor, die fiir die natiirliche Geometrie von grundlegender Bedeutung
ist: Die zur Fixierung der Punkte und Geraden der Ebene dienenden
Parameter sind Functionen von s, deren Ableitungen sich durch
diese Functionen selbst ausdriicken lassen. So zeigen die For-
meln (2), dass die ersten Ableitungen der Coordinaten z,y eines festen
Punktes lineare Functionen der Coordinaten selbst sind, und das Gleiche
lasst sich von den weiteren Ableitungen behaupten, wie man durch
Differentiation und wiederholte Anwendung von (2) erkennt. Werden
nun alle Curven mit einer gegebenen Eigenschaft gesucht, so wird man
im allgemeinen auf eine Relation

f'(x,y,x',y', s 9 0,9,4, §)=10

gefihrt. Dieselbe enthilt eine gewisse Anzahl Coordinaten von Punkten
und Geraden, die in der Ebene fest sind, und muss bestehen, welchen
Wert auch s haben mag. Nun ist aber klar, dass man die gegebene
Relation nur zu differenzieren braucht, um daraus sofort eine andre
zwischen denselben Coordinaten zu erhalten, indem man die Ableitungen
der Coordinaten mit Hilfe der Unbeweglichkeitsbedingungen heraus-
schafft. Man gelangt in dieser Weise nicht nur zu einer neuen Eigén-
schaft der unbekaunten Curven, sondern es wird durch fortgesetate
Differentiation immer gelingen, ein System von Relationen aufzustellen
derart, dass man die Coordinaten z, y, «’,--- eliminieren kann. Dann
hat man die aus der Elimination hervorgehende Differentialgleichung
zu integrieren, um die natiirliche Gleichung der gesuchten Curven zu
finden.
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§ 15. Geometrische Orter.

Die Coordinaten z,y eines Punktes P seien als Functionen von s
bekannt. Wie verféhrt man, um den Ort von P zu bestimmen? Die
Fundamentalformeln liefern sofort die Werte von 0 und dy. Ferner hat
man, um das Bogenelement von (P) auszudriicken, ds’® = 0% 4 942
Es ist also

) s’ =fxds,

wenn man
dx

p— (%2 _ ¥ 1) 4 (%2
* "(ds e +1) +(ds+g)
setzt. Man bestimme die Neigung der Tangente der unbekannten Curve
(P) im Punkte P gegen die x-Axe mittels der Formel tg 0 — 9y

o’
und bemerke, dass die Tangente von (P) in P’ gegen die Tangenten
der Curve (M) in M und M’ um 6 - 0" bezw. 0 - d0 geneigt ist.
Es ist also 09’ = d0¢p + d6, folglich nach Division mit ds

1 dé
(6) % = ? + ds’
vorausgesetzt, dass der positive:Sinn der Normale von (P) in folgender
Weise festgesetzt wird: Lasst man die positive Richtung der Tangente
sich so lange drehen, bis sie mit derjenigen der z-Axe zusammenfillt,
so fallen auch die positiven Richtungen der Normale und der y-Axe

zusammen. Schliesslich hat man nur noch s zwischen (5) und (6) zu
eliminieren, um die natiirliche Gleichung von (P) zu erhalten.

§ 16. Enveloppen.

Die Gleichung f(z,y,s) = 0 stellt im allgemeinen eine einfach
unendliche Schar von Curven dar. Jede von ihnen entspricht einem
bestimmten Punkte der Curve (M). Die den Punkten M und M’ ent-
sprechenden Curven, welche unendlich benachbart sind, konnen einen
oder mehrere Punkte gemein haben. Dieselben muss man bei dem
Ubergange des Anfangspunktes von M nach M’ als fest betrachten.
Die Coordinaten eines solchen Punktes erhilt man demnach durch
Differentiation der Gleichung f'== 0 unter der Annahme, dass die Be-
dingungen (2) erfiillt sind. Sie sind also die Losungen des Systems
M f@y9=0, (t—1)f 2y
Sind auf diese Weise # und y als Functionen von s bekannt, so hat
man auf sie nur noch das im vorigen Paragraphen auseinandergesetzte



§ 15. Geometrische Orter. § 16. Enveloppen. § 17. § 18. Ubungsbeispiele. 25

Verfahren anzuwenden, um die natiirliche Gleichung des Ortes der er-
wihnten Schnittpunkte zu erhalten. Diesen Ort nennt man die En-
veloppe der Curven f=0. Es kann jedoch vorkommen, dass die
Gleichungen (7) sich auf eine einzige reducieren. Alsdann hat man
eine einzige Curve, wie es z. B. eintritt, wenn f =0 die Gleichung der

Curve (M) selbst ist. Diese Bemerkung wird uns im folgenden von
Nutzen sein.

§ 117.

Man beweist leicht, dass die Enveloppe alle eingehiillten
Curven beriihrt. Es sei in der That P ein gemeinsamer Punkt der
beiden Curven f = 0, die zwei unendlich benachbarten Punkten M und
M’ auf der Curve (M) entsprechen. 6 und 6" seien die Neigungen,
welche die Tangenten der Enveloppe und der Eingehiiliten in P gegen
die z-Axe haben. Hilt man s fest, so ist offenbar der Wert von tg 6’

durch das Verhaltnis %% gegeben, welches sich aus der Relation
of of 5 _
5592+ 7y oy =0

ergiebt. Dagegen bestimmt man 6 mit Hilfe des in § 15 angegebenen
Verfahrens und erhilt also

dy |, = of

. as Q [ oz
Bl=z%_y 0 WBO="
ds ¢ y

wihrend z und y den G@leichungen (7) geniigen. Bildet man nun
tg (6 — 6"), so tritt im Zihler der Ausdruck

Gt ) (4 D= ()

auf. Derselbe reduciert sich infolge von (7) auf
8fda:+ afdy_i_af_df__o.

ozds ' dyds

~~
g

l
!

D
w

0s ds
Also ist 6 = 6".

§ 18. Ubungsbeispiele.

a) Um die natiirliche Gleichung eines Kreises vom Radius g,
d. h. den Ort der Punkte zu finden, welche von einem festen Punkte
(Centrum) um « entfernt sind, kann man in folgender Weise verfahren.
Sind z und y die Coordinaten des Centrums, so muss immer z* -4 y* = a?
sein. Durch Differentiation unter Beachtung von (2) kommt ferner x == 0.
Zunichst laufen also alle Normalen im Centrum zusammen. Durch
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nochmalige Differentiation erh#lt man y = ¢ und dann durch Einsetzen von
2 und y in die erste Relation ¢ = a.

b) Um alle Curven zu finden, welche constante Kriimmung
haben, geniigt die Bemerkung, dass bei constantem ¢ die Bedingungen
(2) von dem Punkte (z =0, y = ¢) erfiillt werden. Also ist dieser Punkt
fest, und die Curve ist notwendig ein Kreis vom Radius ¢, da ja alle ihre
Punkte sich in der constanten Entfernung ¢ von dem festen Punkte (O, ¢)
befinden.

¢) Welche Curve trifft unter constantem Winkel @ alle von
einem Punkte ausgehenden Geraden? Wendet man die Formeln (3)
auf die Polarcoordinaten (r, = — @) des festen Punktes an, so erhélt man
sin @

r )

1
%=cos0, 0=—;—|—
Aus der ersten leitet man ab # == s cos 8, wenn man iibereinkommt die
Bogen von dem festen Punkte aus zu rechnen. Durch Einsetzen in
die zweite findet man ¢ = s cot §, die Gleichung einer logarithmischen
Spirale (§ 11,b, ¢).

d) Welches ist die Curve, deren Normalen (zwischen den Inci-
denzpunkten und den Kriimmungscentren) durch eine Gerade halbiert

werden? Man hat auszudriicken, dass der Punkt (z =0, y= —;— 0)
eine Gerade beschreibt. Die Formeln (1) liefern
dz 1 oy 1 de

ds 2 ds  2ds

Ferner ist tg 6 = Z—:, und die Formel (6) zeigt, dass man haben muss
a6 1
® s . 9?

was iibrigens sofort aus der Bemerkung hervorgeht, dass sich im Falle
einer festen Geraden § von dem gewdhnlichen ¢ nur im Vorzeichen unter-
scheidet. Es ergiebt sich also successiv

a0 1d
tg O—d—s = Ed_i’ log cos @ = log ¢ -} Const., ¢ =acos .
Integriert man ferner die Gleichung (8), nachdem man den Sinn, in welchem
‘die Bogen gerechnet werden, umgekehrt hat, und fixiert den Anfangspunkt
geeignet, so kommt

s=f9d0=asin0.

Also ist s? - ¢® = a?, d. h. die angegebene Eigenschaft charakterisiert die
Cycloide (§ 8, d).

e) Eine Curve zu finden, deren Kriimmungscentra inbezug
auf die Curve selbst symmetrisch sind zu den Punkten, in welchen
die Normalen von einer Geraden getroffen werden. Diesmal ist es
der Punkt (2 =0, y = — g), welcher sich lings einer Geraden bewegen
muss. Wiederholt man die Rechnungen des vorhergehenden Ubungsbeispiels,
so erhdlt man successiv
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ox dy de R 1 d.._.?
B2 ge— g WO=—go,
ferner
deé 1 de ]/ + = e
tg (/] EE == % -——5 N log cos 0 = — log [ Const. y 0 cos? 6

und endlich, wenn man den Sinn, in welchem die Bogen gerechnet werden,
umkehrt,

s=fgd0=atg0, g=a+%’~

Dies ist die Gleichung einer Kettenlinie (§ 5, b).

f) Eine Curve zu finden von solcher Beschaffenheit, dass die
Strecke, welche auf der Tangente vom Beriihrungspunkte aus
durch eine Gerade abgeschnitten wird, constant ist. Hier handelt

es sich darum, auszudriicken, dass der Punkt (z == a, y = 0) eine Gerade
beschreibt. Nun hat man

oz dy _a e
Zl;—-l, E;——-;, tgo—;'
Aus der letzten Gleichung, welche sich mit Hilfe von (8) auf die Form
de 1
cot 6 s = — =

bringen lisst, leitet man ohne weiteres successiv ab
2
logsin0=—~ls;, e=actl=qal " —1
und erhilt also die natiirliche Gleichung einer Tractrix (§ 8, c).

g) Eine Curve zu finden, deren Krimmungsradius in jedem
Punkte gleich der Strecke ist, die auf der Normale von zwei
parallelen Geraden abgeschnitten wird. Mit andern Worten: Wenn
a der Abstand der beiden Geraden ist, so soll die Projection des Kriimmungs-
radius auf eine feste Gerade bestindig gleich a sein, so dass man hat
a==¢sinp. Um die Unverinderlichkeit der Richtung der Geraden aus-
zudriicken, hat man

ds [ a. !
mithin
d 1 a a = -
1dg 1 o _s __(a )
sinpds a’ logtg2—z, ¢ =smng 2 \° +e ’

Die gesuchte Curve ist also eine Kettenlinie gleichen Widerstandes
§ 5, c)

( h) Welche Curven haben in ihrer Ebene einen Punkt von solcher
Beschaffenheit, dass die Projection des Radiusvectors auf die Tan-
gente dem Bogen proportional ist? KEs wird verlangt, dass filr eine
Losung (z,y) der Gleichungen (2) x ==ks ist. Die erste Bedingung (2)
zeigt aber, dass gleichzeitig y = (k -+ 1) ¢ sein muss und die zweite fiihrt
zu einer Gleichung, deren Integration

ks® 4 (k + 1) ¢* = Const.
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ergiebt. Wenn man die Constante gleich Null annimmt, so erhilt man ein
Paar logarithmischer Spiralen. Sonst hat man eine Epicycloide (k> 0),
eine Hypocycloide (k<< — 1) oder (wenn k zwischen O und — 1 liegt)
eine Curve vom pseudocycloidischen Typus (§ 8,e). Giebt man der Glei-
chung der Curve die Form

3’ 9! _ 1
@ T

so findet man leicht den Wert von %.. Dann wird

b%s ate
e YT

Um zu beweisen, dass dies die Coordinaten des Mittelpunktes P des Leitkreises
(§ 8, d) sind, geniigt die Bemerkung, dass y gleichzeitig mit ¢ verschwindet,
d. h. dass der gefundene Punkt derjenige ist, in welchem sich die Cuspidal-
tangenten treffen. Ubrigens findet man noch, dass x gerade gleich dem
Radius des Leitkreises wird.

i) Um alle Curven zu finden, die einer gegebenen Curve #hn-
lich sind, geniigt folgende Bemerkung: Sind inbezug auf die gegebene
Cwrve r und 6 die Polarcoordinaten des Ahnlichkeitspunktes, so wird sich,
wenn man ibn auf eine beliebige #hnliche Curve bezieht, die erste Coordinate
mit einer Constanten & multiplicieren, wihrend die andre ungesindert bleibt.
Die Bedingungen (3) werden

dr a9 1 sin 0
k-d—s;=—(!080, d_s'=_—?+—7c—r_

Daraus ergiebt sich, dass s’ = ks, ¢’ = ko sein muss. Demnach erhélt man
die einer gegebenen Curve #hnlichen Curven, indem man in der Gleichung
dieser Curve s und ¢ mit einer willkiirlichen Constanten multipliciert. Im
besondern bemerke man, dass dieses Verfahren bei den Gleichungen
o' =2as, s* 4 o? = a® u.s. w. auf eine blosse Anderung des Wertes von
@ hinausliuft. Also sind alle Kreisevolventen #hnliche Curven, und das
Gleiche ldsst sich von den Cycloiden, den Kettenlinien u. s. w. behaupten.
Dagegen bleibt jede lineare Gleichung zwischen s und ¢ dem Wesen nach
ungeéindert, und es lassen sich daher alle einer gegebenen logarithmischen
Spirale &hnlichen Curven mit der nimlichen Spirale zur Deckung bringen.
Mit andern Worten: Die logarithmischen Spiralen haben die merkwiirdige
Eigenschaft, ihre Gestalt nicht zu &ndern, wenn man sie von einem
beliebigen Punkte aus (gleich stark in allen Richtungen) dilatiert.
Fir sie 16st sich die Dilatation auf in eine Translation und eine darauf-
folgende Rotation um die neue Lage des Pols.

j) Zwei Curven lassen sich unter Umstiinden (wenn sie nimlich &hnlich
sind) in eine solche Lage bringen, dass die Tangenten in zwei Punkten M
und M’, die in gerader Linie mit einem festen Punkte P liegen, parallel
sind. Es kann nun auch vorkommen, dass fiir zwei Curven die Tangenten
in den Punkten M und M’, deren Verbindungsgerade durch P geht, anstatt
parallel zu sein, inbezug auf MM’ antiparallel sind. Alsdann nennt
man die Curven invers, und P ist das Inversionscentrum. Die Polar-
coordinaten von P seien (7, ) inbezug auf die Curve (M) und (+',6") in-
bezng auf (M’). Offenbar ist 8" = x — 6, wenn man fibereinkommt, dass
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M und M’ die beziiglichen Curven in demselben Sinne durchlaufen miissen,
um in gerader Linie mit P zu bleiben, und wenn die Richtung der Normale
von (M') der in § 15 gemachten Festsetzung entspricht. Bemerkt man
nun, dass die Neigung der Tangente von (M) gegen die Tangente von (M)
20 ist, so giebt die Formel (6)

__sné
E T e + 25 ds + ds
Andrerseits werden die Bedmgungen (8) fir die Curve (M
ar’ ® » 8in sm 0
ds == % COS 0 e—, + ds .

Vergleicht man diese letzte mit der ersten der erhaltenen Relationen, so
ersieht man, dass » = —- ist, was sich iibrigens sofort aus einer sehr ein-

fachen geometrischen Betrachtung ergiebt. Dies vorausgeschickt hat man
dr’

mithin nach Integra.tion rr’ =qa?. Der Kreis vom Radius o mit dem
Mittelpunkte in P ist der Grundkreis der Inversion: auf seine Peripherie
fallen notwendig alle Schnittpunkte der bexden Curven, da ja s mnicht gleich
a werden kann, ohne dass das Gleiche mit »’ geschieht. Trigt man end-
lich den Wert von % in die erste Relation ein, so erhilt man

L4 =250,
e Q

und die geometrische Interpretation dieser Gleichung zeigt, dass auch die
Krimmungscentra in zwei entsprechenden Punkten mif dem
Inversionscentrum in gerader Linie liegen.

k) Die Inversion unterscheidet sich nicht wesentlich von der Trans-
formation vom Index — 1. Die Transformation vom Index » besteht
darin, dass man einem gegebenen Punkte einen andern Punkt entsprechen
lisst, dessen Affix proportional der v-ten Potenz des Affixes des ersten
Punktes ist. Verfihrt man wie bei der Inversion, so gelingt es leicht, zu
beweisen, dass die Tangenten in zwei entsprechenden Punkten sich
auf dem durch die genannten Punkte und den Pol bestimmten
Kreise treffen, und man findet die Relationen

v—1lg/ v—1 v—1,7 vr’e
@ ”fr ds, @70 = T e m

Aus ihnen kann man durch Elimination von s fiir eine beliebige Curve die
natiirliche Gleichung der transformierten Curve vom Index » ableiten.

1) Fiir eine gegebene Curve die Fusspunktcurve inbezug auf
einen Punkt zu finden, d h den Ort der Fusspunkte der von einem
festen Punkte P auf die Tangenten der Curve gefiillten Lote. Wendet man
die Formeln (1) an auf die Coordinaten # = r cos 6, y = O der Projection
M’ des Punktes P auf die Tangente, so erhilt man

dx r . oy
a—g—-;smﬂ, Tz-s——-;cosﬂ,
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mithin g—% =cot 8. Daraus folgt, dass die Normale der Fusspunktcurve

inbezug auf die Tangente von (M) zu PM antiparallel ist. Folglich
halbiert sie den Radiusvector PM. Uberdies sieht man, dass n=%

ist. Folglich wird die Formel (6), wenn man beachtet, dass in ihr 6 durch

7 .
= — 0 zu ersetzen ist,

2
r 1 dé 2 sin

Die natiirliche Gleichung der Fusspunktcurve ergiebt sich also durch Elimi-
nation von s aus den Gleichungen

r__ [ ' r?
s-—f—@—ds, ¢ = oy —osmo
Ist z. B. die gegebene Curve ein Kreis vom Radius ¢ und gehort P der

Peripherie an, so dass ¢ =a, s = 2a60, r = 24 sin 0 ist, so entnimmt
man aus den letzten Formeln successiv

s'=4afsin0d0=——4acos0, 9'=%€sin0, s’24 90" = 164t

Also ist die gesuchte Fusspunktcurve eine Cardioide (§ 8,d). Wir wollen
schliesslich bemerken, dass der Ausdruck von ¢’ zu der folgenden #usserst
einfachen Construction des Kriimmungscentrums C’ fithrt: Wenn die Pro-
jection FF des Krimmungscentrums der gegebenen Curve auf den
Radiusvector sich in N auf die Normale projiciert, so enth#lt
die Gerade PN das Krimmungscentrum der Fusspunktcurve. In
der That! Wenn L die Projection von P auf die Normale ist und @ der
Trefipunkt des Radiusvectors mit LM’ (der Normale der Fusspunktcurve),
so giebt die Transversale PC'N in dem Dreieck LM Q:

r—e¢ _ LC° PM.LN r — ¢ sin 0

1 Q0T PQ.MN esng -8 W
e —35r

m) Wichtig sind diejenigen Curven, deren Kriimmung dem Nor-
malenabschnitt zwischen dem Incidenzpunkte und einer festen
Geraden proportional ist. Fiir eine solche Curve hat also das Ver-
hiltnis g : cos ¢ einen constanten Wert. Zuniichst werden wir annehmen,
dieser Wert sei negativ, so dass man auf Grund der Formeln (4) schreiben kann

al d diq

= - — — e 2 g = e— 221,
= g sy @’ 7 sin @ a* 7

Daraus folgt bei geeigneter Fixierung des Anfangspunktes der Bogen
g =ka cos %, wo k eine willkiirliche Constante bedeutet, welche man
immer als positiv voraussetzen kann. Die Differentiation liefert fiir sin ¢
den Wert — % sin —:—, , und die drei Relationen

8 . . 8 a®
q—kacos;, smq:————-ksm-d—, 9=———q—cosgp
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gentigen, um uns von der Gestalt der Curve Rechenschaft zu geben. Im An-

fangspunkte (s = 0) hat man ¢ = 0, g =ka, g = — 7. Also geht die

Curve vom Anfangspunkte aus in den beiden
Richtungen parallel zu der festen Geraden,
welcher sie sich immer mehr nihert in dem
Masse, als s zunimmt. Ist ¥ <1, so kann

man s bis 1= 5 mwa variiren lassen und hat als-  ©

dann sihnp=F %, g=10, =00, d.h.
die Curve durchsetzt schliesslich die Gerade und
hat dort eine Inflexion. Die Gerade teilt
also die Curve in unendlich viele congruente
Bogen von der Liénge wma. Jeder derselben
endigt auf der genannten Geraden in zwei Inflexionspunkten. Die Tangenten
in diesen Punktén lassen sich auf Grund der Bemerkung construieren, dass
sie parallel den Sehnen (von der Linge a) sind, welche vom Anfangspunkte
O nach den Schnittpunkten der Geraden mit dem Kreise gehen, der tber
dem Krimmungsradins in O als Durchmesser beschricben ist. Ist &> 1,

Fig. 25.

so kann s die Werte = %na nicht erreichen, da der absolute Betrag von

sin ¢ die Einheit nicht iiberschreiten kann. Sobald man beim Zunehmen
von s sin —2 = j:% hat, wird ¢ gleich F %'m und ¢ verschwindet,

wihrend ¢ den Wert @ )/A* — 1 annimmt. Man hat also unendlich viele
congruente Bogen, deren jeder in zwei Spitzen endigt, und der Ort der
unendlich vielen Spitzen ist eine Parallele zu der gegebenen Geraden. Die
natiirliche Gleichung erhilt man leicht, indem man in dem Ausdruck von ¢
fir @ und ¢ ibre Werte einsetzt. Sie lautet:

— s/ ira—mwr

Zwischen beiden Curventypen steht der Kreis, welcher der Annahme k =1

entspricht. Aus der natiirlichen Gleichung ergiebt sich, dass in der Umgebung

des Anfangspunktes diese Curven sich verhalten, wie wenn ihre Gleichung
a 1 — K gt

=it = '3

lautete, diejenigen vom ersten Typus haben also das Aussehen einer Ketten-
linie und diejenigen vom zweiten Typus das einer Pseudocatenarie. Diese
letzteren verhalten sich ferner in der Umgebung einer Spitze wie die Evol-

. . . a . .
vente eines Kreises vom Radius ———=—, die ersteren dagegen in der Um-

Vit — 1
2 S
gebung eines Inflexionspunktes wie die Klothoide sg = %— ]/1 — K.
1) Wenn die Constante positiv ist, so findet man, dass g der Differen-
2

tialgleichung ¢ = a*% geniigen und demnach die Form

L] 3

g=1e" +pe °
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mit den willkiirlichen Constanten A und p haben muss. Erteilt man einer
der Constanten den Wert 0, so findet man die Tractrix wieder. Wir wollen
deshalb annehmen, 1 und p seien von Null verschieden. Alsdann wird
man durch geeignete Wahl des Anfangspunktes die Werte der Constanten
indern und erreichen konnen, dass sie wenigstens dem absoluten Betrage
nach einander gleich werden: es wird dazu geniigen, dem Anfangspunkte die

Verrickung —;—a log (:F %) lings der Curve zu erteilen. Wir erbalten
also zwei Curventypen, je nachdem in den Formeln

38 8

2 3
~ —— = —= *
=Zcﬁe“$e' “), sin(p=%(e“i‘e “), g=ﬂq—cos¢

das obere oder das untere Zeichen gewihlt wird.

LYHER ;—A Setzt man s = O, so erkennt man, dass bei

den Curven vom ersten Typus der Anfangs-

punkt auf der festen Geraden liegt und sie

daselbst eine Inflexion haben. Dagegen liegt bei

denjenigen vom zweiten Typus der Anfangs-

X punkt ausserhalb der Geraden, ist aber immer

! noch der ihr am nichsten liegende Punkt.

/ hu<o Ao Die Tangente im Anfangspunkte der Curven

Fig. 2. vom ersten Typus bildet mit der Geraden

einen Winkel, dessen Sinus & ist (folglich

muss kK < 1 sein), wihrend bei den Curven vom zweiten Typus die Tangente

parallel zu der festen Geraden ist. Inzwischen darf bei keiner dieser Curven

s unbegrenzt zunehmen; denn der absolute Betrag von sin @ kann die
Einheit nicht iiberschreiten, folglich kann s nur bis zu dem Werte

14+ ViFR
%

s==alog

variiren, und dann it ¢ =a¢ Y1 F K, @ = :!:—12-11:, =20, d h man
hat eine Spitze, in welcher die Tangente senkrecht zu der festen Geraden
ist. Die unendlich vielen analogen Spitzen liegen alle auf einer in der
Entfernung @ }'1 + % zu der festen Geraden gezogenmen Parallelen.

§ 19. Parallele Curven.

Parallel heissen zwei Curven, welche dieselben Normalen haben.
Um auszudriicken, dass der Punkt (z,y) eine zu der Curve (M) paral-
lele Curve beschreibt, geniigt es, x = 0 und dy = O zu setzen. Dann
werden die Formeln (1)

dr y y

Die zweite Gleichung zeigt, dass y einen constanten Wert a haben
muss, und zwei parallele Curven sind daher auch #quidistant. Wenn
umgekehrt eine Curve auf den Normalen einer andern von den Incidenz-

158
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punkten aus- gerechnet Strecken von der Linge a abschneidet, so sind
die beiden Curven parallel, da man bei Anwendung der Formeln (1)
auf den Punkt (z =0, y ==a) dy = O erhilt. Die erste Gleichung (9)
giebt, wenn man beachtet, dass ds’ = dx ist, s'=5— agp, und aus
der Formel (6) entnimmt man, da 6 =0 ist, ¢'=90 —a. Also
haben zwei parallele Curven dieselben Kriimmungscentra. Um die
natiirliche Gleichung der unendhich vielen Parallelcurven einer gegebenen
Curve zu erhalten, geniigt es, s aus den Gleichungen s’ =s—agp,
9" =0 —a zu eliminieren. Es ist niitzlich, zu bemerken, dass man
der Gleichung einer Schar von parallelen Curven immer die Form
geben kann

fle+ a)
(10) s —f e fa 0%
indem man die Function f in geeigneter Weise bestimmt. In der That
hat man fir a =0

s=ff(9)d9> ¢=fﬁ§d9,

s =s——a¢~f 1—- f(p)dg_ff(" +“)

mithin

§ 20. Evolute und Evolventen.

Evolute einer Curve nennt man die Enveloppe ihrer Normalen.
Da diese gleichzeitig die Normalen jeder andern parallelen Curve sind,
so sieht man, dass eine und dieselbe Curve die Evolute einer ganzen
Schar von parallelen Curven ist: diese nennt man die Evolventen
der betrachteten Curve. Dies vorausgeschickt giebt die Gleichung der
Normale (z = 0), wenn man sie differenziert, y = 9. Also ist die
Evolute einer ebenen Curve der Ort ihrer Krimmungscentra:
eine geometrisch evidente Eigenschaft (vgl. § 2). Um die natiirliche
Gleichung der Evolute einer gegebenen Curve (M) zu finden, muss
man die Formeln (1) auf die Coordinaten x = 0, y = ¢ des Punktes
C, des Kriimmungscentrums von (M) in M, anwenden.

Man erhilt

dx dy . d c
(11) G=0 T = ) oy
ferner, wenn man alles, was sich auf die Evolute B t
bezieht, mit dem Index 1 auszeichnet; ds, = dy=do. e —
Also ist bei geeigneter Fixierung des Anfangs- —5( 1 M
punktes der Bogen s, = ¢. Daraus folgt, dass Tig. o1,

Cesdro-Rowalewski, natiirl. Geometrie. 2 Aufl 3
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jeder Curvenbogen gleich der Differenz der Tangenten in
seinen Endpunkten ist, gerechnet von den Beriithrungspunkten
bis zu einer beliebigen Evolvente. Hiernach ist folgendes klar:
Wenn ein unausdehnbarer Faden, der anfangs auf eine Curve aufge-
wickelt' ist, sich in der Ebene derart abwickelt, dass er fortwihrend
gespannt bleibt, so beschreiben seine Punkte die unendlich vielen Evol-

venten der betrachteten Curve. Endlich leitet man, da 0 =—’2—‘ ist,

aus (6) ab o,ds=9odg. Man erhilt also die natiirliche Glei-
chung der Evolute einer gegebenen Curve durch Elimination
von s aus den Gleichungen

d
(12) s=¢, ea=eg"

§ 21.

Wir wollen an dieser Stelle folgendes bemerken: Wenn mit un-
endlich wachsendem s die betrachtete Curve sich asymptotisch um
einen Kreis mit dem Mittelpunkte P herumwickelt, so gehen die
Gleichungen (11) in die Unbeweglichkeitsbedingungen fiir das Kriim-
mungscentrum {iber: dies stimmt mit dem zusammen, was wir in
§ 13 gesehen haben. Uberdies liefert die zweite der Formeln (12)
lim g, == 0, und da die auf die Evolute beziigliche Function ¢ unbegrenzt
zanimmt wie die auf die gegebene Curve beziigliche (welche sich von
jemer nur um eine Constante unterscheidet), so hat die Evolute in P
einen asymptotischen Punkt. Also sind die Mittelpunkte der asymp-
totischen Kreise einer Curve asymptotische Punkte der Evolute. Ganz
dieselben analytischen Verhdltnisse bieten sich, wenn in einem Punkte
mit bestimmter Tangente ¢ ein Minimum oder Maximum ist. Dann
hat die Evolute im allgemeinen einen Riickkehrpunkt. Von alledem
kann man sich leicht geometrisch Rechenschaft geben (vgl. §§ 6, 9).

§ 22.

Die Evolute der Evolute einer Curve nennt man die zweite
Evolute dieser Curve. Die Evolute der zweiten Evolute ist die dritte
Evolute u. s. w. (vgl. Fig. 27). Es seien s, und ¢, der Bogen und der
Kriimmungsradius der n-ten Evolute von (M) in einem gegebenen
Punkte M. Durch Anwendung der Formeln (12) auf die (n — 1)-te
Evolute erhilt man

d(’n—l dsn

Sn = Qn—1,; Qn == @n—-1 %“_1 == Qn—1
n—

’
ds, 4
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so dass
ds, ds, 4 ds
PN e
ist, mithin
d
(13) 0 =07 0n—1.
Wenn also in der Reihe ¢, ¢, 05, 05, - ... von Functionen von s ein

beliebiges Glied gegeben ist, so hat man nur seine Ableitung zu bilden
und dieselbe mit ¢ zu multiplicieren, um das folgende Glied zu erhalten.
Wihlt man noch einfacher als unabhingige Variable die Function ¢,
welche der Curve und allen ihren Evoluten gemeinsam ist, so erkennt
man sofort, indem man in (13) odg fir ds setzt, dass ¢,, 05, 05, - ..
die successiven Ableitungen von ¢ nach ¢ sind

§ 23.

Wir wollen mit einer Bemerkung schliessen, die nicht ohne
Interesse ist. Wenn in einem Punkte M die Kriimmungscentra
c, G, G, C, ... sich einem Grenzpunkte P nihern, so ist dieser der-
selbe fir alle andern Punkte von (M), wenigstens auf einem in der
Umgebung von M passend bestimmten Bogen. In der That ist die
Zulassung der Existenz einer Grenzlage P gleichwertig mit der An-
nahme, dass die Reihen

(14) s=—eo+es—e6+ - y=e—ate—

convergieren: die Summen dieser Reihen sind gerade die Coordinaten
von P. Inzwischen ergiebt sich unter Benutzung der Formel (13)

dx d
oG =—te—et - =y—e, e =01—0t0s— =2,

d. h. die Bedingungen (1) sind erfilllt. Also ist P ein fester Punkt in
der Ebene der Curve.

§ 24. Ubungsbeispiele.

a) Was fiir eine Curve ist die Evolute der Tractrix? Schreibt
man die Gleichung der Tractrix in der Form

E
92 + ad = a2e® ,
so erhilt man durch Differentiation
2s

I S Y 13
o=a=a+—at X

Die gesuchte Curve ist also eine Kettenlinie,
3%



36 Zweites Kapitel. Fundamentalformeln f. d. n_atﬁrl. Analysis d. ebenen Curven.

2
b) Verfihrt man analog bei der Gleichung ¥a® — o = k®a?¢ °, so
erhilt man

o, =kae * =1Fa I L
1 a a

Also ist (§ 11, f, g) die Pseudocatenarie die Evolute einer Pseudo-
tractrix.

¢) Wir wollen die Curven finden, welche unter constantem Winkel
unendlich viele gleiche Kreise schneiden, deren Mittelpunkte auf einer Ge-
raden liegen. Offenbar haben die Coordinaten des Mittelpunktes eines Kreises
inbezug auf die Tangente und die Normale in dem entsprechenden Punkte
der unbekannten Curve constante Werte a und b. Mit Riicksicht darauf leitet
man aus (1) ab

-7
<

b a a

agdo
f"‘w f(e e

Jetzt wollen wir uns der Formel (10) bedienen, um die zu der unbekannten
Curve im Abstande b gezogene Parallelcurve zu bestimmen. Man findet

-
-

mithin wird

2s
d —
s=foa‘;_‘;,——log(g + a*) 4 Const.,, d h. p=a V e* —1,

und die gesuchten Curven sind demnach Parallelcurven einer Tractrix. Sie
sind also die unendlich vielen Evolventen der Kettenlinie.

d) Die Evolute der logarithmischen Spirale erbalt man unmittelbar
durch Differentiation der natiirlichen Gleichung ¢ == ks. Man findet
¢, = ko = ks, ferner in analoger Weise g, = ks, u. s. w. Also ist die
logarithmische Spirale allen ihren Evoluten congruent. Wenn
man {iberdies bemerkt, dass @, = k**1s ist, so sieht man, dass fiir ein %,
welches dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist, die Formeln (14) llefern

ks ks
ixe YTIFE

Z==—

Der Punkt P, von welchem in § 23 gesprochen wurde, ist also in dem
vorliegenden Falle kein andrer als der Pol (§ 11, b) der Curve.
e) Auch die Cycloide ist ihren Evoluten congruent. In der

That ergiebt sich aus s -} ¢ = o? durch Differentiation ¢, == — s, und
da s, == ist, so hat man 312 -+ @ == a®. Dagegen leitet man aus
sf—o?=1aqa? ab s? = F o’ Also sind zwei Pseudocycloiden

(§ 8, ) mit gleichem Par@meter und von verschiedenem Typus immer so
beschaffen, dass jede die Evolute der andern ist. Es folgt daraus, dass
jede Pseudocycloide ihren Evoluten von gerader Ordnung con-
gruent ist.

f) Allgemeiner leitet man aus der Gleichung b2s® -} a®¢? = a®0® ohne

2
Schwierigkeit ab b,%s,® + a,%¢,> = a,20,%, wo @, =1b, b, = —1;— gesetzt
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worden ist. Da hiernach die Gleichung der Evolute aus derjenigen der
urspriinglichen Curve erhalten werden kann, indem man s und ¢ mit ;

multipliciert, so sieht man, dass die Epicycloider und Hypoeycloiden
ihren Evoluten &hnlich sind. Betrachtet man die geometrische Pro-
gression, welche mit den Gliedern @ und b beginnt, so wird die n-te Evo-
lute der durch die Parameter ¢ und b definierten cycloidalen Curve durch
das #n-te und (n -+ 1)-te Glied der Progression definiert. Convergiert die
letztere, was allein bei den Epicycloiden der Fall ist (§ 8, d), so ist die
in § 23 gemachte Bemerkung anwendbar, und man findet
bis ate
T=w—p YT a5

Dies sind gerade (vgl. § 18, h) die Coordinaten des Centrums des Leitkreises,
auf welchen sich also die successiven Evoluten der Epicycloide allmihlich
zusammenziehen.

g) Giebt es Curven, bei welchen jeder Punkt und das entsprechende
Krtimmungscentrum der Evolute in gerader Linie mit einem
festen Punkte liegen? Suchen wir allgemeiner die Enveloppe von MC,.
Die Gleichung dieser Geraden ist ¢x - ¢, = 0. Durch Differentiation
erhiilt man (o + go)¥ = ¢> Also sind die Coordinaten des Berithrungs-
punktes P von M C, mit seiner Enveloppe

— 0% e
(15) m ete’ YT oFe’

und durch Anwendung des in § 15 angegebenen Verfahrens wiirde man in
jedem Falle zu der Gleichung der Enveloppe gelangen. Soll P fest sein,
so muss man ausdriicken, dass die Bedingungen (2) von den vorstehenden
Functionen z und y erfiillt werden. Es ist aber vorzuziehen, die Differen-
tiationen fortzusetzen, indem man die letzte der erhaltenen Gleichungen,
d. h. (p + o3) ¥ = 0% wieder aufnimmt. Beachtet man die Ausdriicke der
Coordinaten, so findet man ggs = ¢,0; und sieht anf diese Weise, dass C
der Geraden M C, angehtrt. Inzwischen iiberzeugt

man sich leicht, dass der Punkt P der Geraden CC,

angehort. Dies bedeutet, dass die Curve (C) dieselbe ¢

2

Eigenschaft wie (M) hat. Folglich gehort C, der % 2°
Geraden CC, an u. s. w. Die Curven, welche wir |95 ;"f"-»'
suchen, sind also so beschaffen, dass ihre succes- W L

siven Kriimmungscentra in einem beliebigen 7\ |
Punkte M auf zwei Geraden liegen, welche um G % ‘f_l|

den festen Punkt P rotieren, wenn M die Curve (M) — e =
durchlyuft. Was fiir Curven sind dies? Schreibt

[ Qs

Fig. 28.
man die Gleichung gg; == ¢,0; in der Form — = *,

Qs
so leitet man daraus, wenn man sich an die Relation (13) erinnert und
integriert, sofort ab gy = k¢, ferner durch nochmalige Integration ¢, == ks
und endlich @ — %s? == Const. Also sind die gesuchten Curven diejenigen
vom cycloidischen oder pseudocycloidischen Typus und die logarithmischen
Spiralen. Trigt man iiberdies in (15) die Werte ¢, = ks, ¢, = ko ein,
80 erhélt man



38 Zweites Kapitel. Fundamentalformeln f. d. natiirl. Analysis d. ebengn Curven.

ks e
TiFE VT
und erkennt auf diese Weise, dass der feste Punkt P der Mittelpunkt des
Leitkreises ist (vgl. § 18, h). Zu denselben Curven wiirde man auch ge-
langen, wenn man nur die Bedingung stellte, dass C; und Cy in gerader
Linie mit M liegen sollen.

h) Um die Evolvente des Kreises vom Radius ¢ zu finden, geniigt es,
in der zweiten Formel (12) ¢, = a zu setzen. Man erhilt dann ode = ads,
mithin ¢ = 2as, und auf diese Weise ist der Name gerechtfertigt, womit
wir die durch diese Gleichung dargestellte Curve zu Anfang (§ 8, a) belegt
haben. Wiinscht man nunmehr eine Evolvente der Evolvente, so hat man
die Ausdriicke (12) fir s, und g, in g% == 2as, einzusetzen und findet
dann durch Integration, dass ¢ proportional s® ist. Man wird auf diese
Weise dazu gefiihrt, die Gleichung einer (n — 1)-ten Evolvente des Kreises
in der Form g¢® = k,s"~! anzunehmen. Inzwischen findet man mit Hilfe
der Formeln (12), dass die natiirliche Gleichung der Evolute dieser Curve

xXr ==

1\n—1 . .
ol = (1 —_ _'r_n) kps"~? ist, und andrerseits muss "1 =k, _,s"?

sein. Der Vergleich der beiden Gleichungen gestattet %, zu berechnen
(wenn man sich erinnert, dass %, = o ist), und man findet auf diese
Weise, dass die Gleichung

n!
97‘ = — ast—1
n

eine (» — 1)-te Evolvente des Kreises vom Radius @ darstellt. Die succes-
siven Evolventen nehmen immer mehr die Form einer logarithmischen
Spirale an, da mit unbegrenzt wachsendem # die natiirliche Gleichung in
¢ == es tiibergeht.

i) Alle Curven g =Fks" haben Evoluten von derselben Art. Man
weiss (§ 11, e), dass diese Curven vier verschiedenen Typen angehéren, je
nachdem # in eins der vier Intervalle fillt, die durch die Grenzen — oo,
0, 1, 2, 0o bestimmt sind. Wir wollen daran erinnern, dass zu den Curven
vom ersten Typus die Klothoide und zu denen vom zweiten die Kreis-
evolvente gehdrt. Die Curven vom vierten Typus sind durch das Vorhanden-
sein von Asymptoten im Endlichen charakterisiert, wihrend diejenigen vom
dritten ins Unendliche verlaufen wie die Curve ag = s?, welche eine be-
kannte Evolvente besitzt (§ 11, a). Bei Anwendung der Formeln (12) auf
die Gleichung ¢ = ks™ erhéilt man eine analoge Gleichung, in welcher der

Exponent 7, = 2 ———% geworden ist. Daraus folgt, dass die Evoluten der

Curven vom ersten Typus dem vierten angehidren, was sich durch die Be-
merkung erkléirt, dass aus den Punkfen hoherer Berithrung mit der Tan-
gente die Asymptoten hervorgehen. Die Evoluten der Curven vom zweiten
Typus gehoren demselben oder dem ersten Typus an. Bei den iibrigen
Typen gehoren die Evoluten dem dritten Typus an. Dieser letzte Typus
kommt bei der Bildung der successiven Evoluten schliesslich immer zum
Vorschein, mit Ausnahme der Kreisevolventen. In der That hat der Exponent
n fiir die »-te Evolute den Wert

o+ n—n

i v — @ — 1)
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und man sieht leicht, dass fir v > 2 und fiir ein », welches negativ oder
grosser als 1 ist, 1 <7, <2 ist. Nur die Curven vom zweiten Typus
haben Evoluten von allen Typen, da offenbar die v-te Evolute beziiglich
vom dritten, vierten, ersten oder zweiten Typus ist, je nachdem # einem

der Intervalle angehort, die durch die Grenzen 0, :— pr=1 vy

-1 9 P p41?
bestimmt sind, und zwar mit Ausschluss der Grenzen selbst, welche dem
Kreise und seinen Evolventen und der logarithmischen Spirale entsprechen.
Da nun aber die Zwischenzahlen mit unbegrenzt zunehmendem v nach 1
convergieren, so ist klar, dass in jedem Falle schliesslich der dritte Typus
tiberwiegt. Ubrigens kann man zu diesem Schluss durch die Bemerkung
gelangen, dass es, wenn # zwischen O wund 1 enthalten ist, geniigt,
(* —1)(1 — n) > 1 zu machen, damit », zwischen 1 und 2 falle. Da
ferner in allen Fillen lim %, = 1 ist, so zeigt sich deutlich die Tendenz
aller Evoluten, die Gtestalt einer logarithmischen Spirale anzunehmen,




Drittes Kapitel.

Bemerkenswerte ebene Curven.

§ 25. Xegelschnitte.

Einen Kegelschnitt nennt man jede Curve, die im gewdhnlichen
cartesischen System mit unbeweglichen Axen durch eine Gleichung
zweiten Grades zwischen den Coordinaten # und y ihrer Punkte dar-
gestellt wird. Wird der Kegelschnitt auf die Tangente und die Nor-
male in einem beliebigen Punkte M bezogen, so fehlt in der Gleichung
das absolute Glied. Da ferner fiir ein nach Null convergierendes x
(88 1, 4)

lim ¥ =0, lim:—g;=—2—13
sein muss, so sieht man, dass die Gleichung auch von dem Gliede mit
z frei sein muss, so dass man ihr die Form

) y =3 (aa® + By* + 2yuy)

geben kann, indem man fiir den Augenblick mit « die Kriimmung in
M bezeichnet. Man bemerke, dass wegen der willkiirlichen Wahl des
Anfangspunktes M im allgemeinen, wenn 2 unbegrenzt zunimmt, auch
y unendlich gross von derselben Ordnung sein wird, und dass man
daher das erste Glied von (1) gegen das zweite vernachlissigen darf.
Dieses letztere lisst sich immer in zwei Linearfactoren zerlegen:

wa? -+ By + 2poy = (hz + uy) W'z + u'y).

Im Unendlichen verhilt sich also die Curve schliesslich wie ein Paar
von Gleraden

2) Az t+py=gq, Vztuy=q'.

Sie sind conjugiert imaginir, wenn die Discriminante 4 = «f — ?
positiv ist, reell und von einander verschieden, wenn 4 <0 ist. Im
ersten Falle nennt man den Kegelschnitt eine Ellipse, im zweiten eine
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Hyperbel. Zwischen den Ellipsen und Hyperbeln steht die Parabel,
die durch 4 == O charakterisiert wird. Ferner nennt man eine gleich-
seitige Hyperbel den Kegelschnitt, der sich im Unendlichen verhilt
wie ein Paar orthogonaler Geraden. Dieselbe wird charakterisiert
durch die Bedingung fiir die Orthogonalitit der Geraden (2), d. h.
A1+ wp' =0, welche sich auf ¢ + 8 = O reduciert.

§ 26. Asymptoten.

Denken wir uns auf den linken Seiten der Gleichungen (2) fiir
# und y die Coordinaten der Curvenpunkte eingesetzt. Dadurch
wird die Gleichheit zwischen den linken und rechten Seiten auf-
gehoben. Sie wird sich aber, wenn der Punkt (z, y) auf der Curve
ins Unendliche fortriickt, nach und nach wiederherstellen, falls man
fir ¢ und ¢" die Grenzwerte der linken Seiten setzt. Da nun die
Differenzen zwischen den linken und den entsprechenden rechten
Seiten abgesehen von endlichen Factoren die Entfernungen des Punktes
(z, y) von den beiden Geraden darstellen, so sind diese Asymptoten
der Curve (§ 13). Inzwischen erkennt man durch Hervorzichen des
Factors # aus Az 4+ py und 1’z 4 p’y ohne weiteres folgendes:
Wenn sich diese Grossen fiir unendlich zunehmendes z endlichen

Grenzwerten nidhern, so convergiert das Verhiltnis % bei der ersten

Grosse nach — %, bei der zweiten nach ——’% Unter Beriicksichti-
gung der Relationen

A =a, pu'=8, Ap'+pr' =2y, Ap'—pd'=2iY4
findet man demnach:

T T 2y 2y Ak
qg=lim (}.x—i—yy)——llml,x_{_u,y—l“,_w, ok

i (1 ) = lim 2 B
q——hm(lx-}-py)—hmm_i_py = 3

Fiir die Parabel (4 = 0) werden diese Werte unendlich, und iiberdies
ist ez’ By®+ 2pxy das Quadrat von Az -+ py oder von 'z -+ p'y.
Néahert sich also 4 der Null, so stellen die Gleichungen (2) in der
Grenze ein Paar von zusammenfallenden Gteraden dar, die ins Unend-
liche geriickt sind.

§ 27. Mittelpunkt und Durchmesser.

Durch Auflésung der Gleichungen (2) findet man, dass die Asym-
ptoten, seien sie reell oder imaginir, sich immer in dem reellen Punkte
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3) L= 271” y Y= %’

schneiden. Es ist niitzlich, zu bemerken, dass diese Coordinaten den
Gleichungen

4 or +yy =0, yz+fy=1

gentigen, welche man also an Stelle der Gleichungen (2) setzen darf,
sofern dieselben zur Aufsuchung des genannten Punktes dienen sollen.
Schreibt man nun (1) in der Form

2y = (ex + yy)x + (vz + BY)y,

so zeigen die Formeln (4), dass die rechte Seite y wird, dass mithin die
Gleichung von den Werten (3) nicht befriedigt wird. Es gentigt aber,
diess Werte zu verdoppeln, um die Gleichung zu erfiillen. Also ist
der durch die Coordinaten (3) bestimmte Punkt O ein Mittelpunkt
der Curve, d. h. er halbiert alle hindurchgehenden Sehnen. Ferner
liefert die Gleichung (1) bei beliebiger Wahl von y fiir # zwei Werte,

deren arithmetisches Mittel —- % ist. Also ist fiir den Mittelpunkt

einer beliebigen zur Tangente in M parallelen Sehne ez 4 yy =0,
d. h. er geniigt der ersten Gleichung (4), welche die Gerade O dar-
stelll. Nennt man also den Ort der Mittelpunkte einer Schar paralleler
Sehnen einen Durchmesser, so sieht man, dass die Durchmesser
eines Kegelschnitts die durch den Mittelpunkt hindurch-
gehenden Geraden sind

§ 28. Scheitel und Axen.

Axen nennt man diejenigen Durchmesser, welche Normalen des
Kegelschnitts sind, und Scheitel ihre Schnittpunkte mit demselben.
Soll M ein Scheitel sein, so ist dazu nach den Formeln (3) erforder-

lich, dass y verschwindet. Alsdann hat die Strecke OM die Linge

a= % = % Inzwischen wird die Gleichung des Kegelschnitts, wenn

man fiir den Augenblick den Anfangspunkt nach O verlegt,

®) or® 4 By +2yzy = 3

und reduciert sich, wenn M ein Scheitel ist und man 5% = % setzt, auf
(6) a’z? + by = a®b?.

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man sich rasch einen Uberblick
iiber die Gestalt der Curve in den verschiedenen Fillen verschaffen.
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Man iberzeugt sich dabei, dass es zwei Axen giebt (die die Winkel
der Asymptoten halbieren) und vier Scheitel, die bei der Ellipse
(8> 0) simtlich reell und von denen bei der Hyperbel (b®<0)
zwei reell und zwei imaginir sind. Wir
werden bestindig mit a die positive Wurzel

e
(ﬁ‘h

. . b ops f
von a* und mit b oder mit - die positive f/ e, \\‘
Wourzel von b® oder — b* bezeichnen und im . % ' N
ersten Falle & > b voraussetzen, indem wir, \\ 1 \/\\
wenn es notig ist, @ mit b vertauschen. Nach 2 L R4
{

diesen Vereinbarungen unterscheiden wir in ° I

beiden Fillen die eine, stets reelle Axe, auf Fig. 29.

welcher der Kegelschnitt die Strecke 2a be-

stimmt, von der andern durch die Bezeichnung Focalaxe. Dies
vorausgeschickt wollen wir die Focalaxe um 6 und um 6’ sich drehen
lassen und ihre neuen Lagen als z- bezw. y-Axe withlen. Die Glei-
chung (6) transformiert sich in

a*(xzsin @ 4 ysin 07)% 4 b2 (x cos 6 + y cos 8")? = a®b?.

Sie wird von dem Gliede zy frei sein, wenn man 6’ derart an 6
bindet, dass sich a®sin 6 sin ' 4 b cos 8 cos 6" auf Null reduciert, wenn
man also zwischen 6 und 6° die Relation aufstellt

bS

(7 thth’_————?

Die Gleichung erhilt also wieder die Form (6), und da fiir jeden Wert,
den man einer der Coordinaten erteilt, die andre gleiche und entgegen-
gesetzte Werte annimmt, so sieht man, dass die Durchmesser des
Kegelschnitts sich paarweise einander zuordnen lassen derart, dass bei
jedem Paare jeder Durchmesser die zu dem andern parallelen
Sehnen halbiert. Zwei derartige Durchmesser nennt man conju-
giert. Man bemerke, dass jede Asymptote mit sich selbst conjugiert
ist, und dass das einzige Paar orthogonaler conjugierter Durchmesser
von den beiden Axen gebildet wird. Hierbei schliessen wir jedoch
die Gleichheit zwischen b und @ aus, welche nur stattfindet, wenn der
Kegelschnitt sich auf einen Kreis reduciert. Es ist ferner niitzlich zu
bemerken, dass nur beim Kreise und bei der gleichseitigen
Hyperbel jedes orthogonale Durchmesserpaar zu einem an-
dern orthogonalen Paare conjugiert ist, da zum gleichzeitigen
Bestehen von

thth’—--—s—j, cot0cot0’~———§—:
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offenbar erforderlich ist a* == 8%, d. h. a® = 4-1®. Wir werden bald
sehen, dass man bei Annahme des untern Vorzeichens gerade die gleich-
seitige Hyperbel erhilt.

§ 29.

Die Berechnung der Halbaxen @ und b lisst sich leicht ausfithren
auf Grund der Bemerkung, dass sich beim Ubergange von (5) zu (6)
eine durch die erste der Discriminanten

Y i;‘—‘,Ol
, !
8 0

definierte quadratische Form orthogonal in eine andre transformiert
hat, die durch die zweite Discriminante definiert wird. Eine solche
Transformation ldsst die orthogonalen Invarianten ungeindert, und es

ist demnach
1 1 2
e+ = (;e'{‘ 5?)—2‘; aff — = (;5,%25,
woraus sich ergiebt

(8) a”-!—b”:"‘(“j;ﬂ), ab=—9‘%~.
4

Diese Formeln zeigen, dass die gleichseitige Hyperbel durch die
Relation b = ¢a charakterisiert wird, und dass fiir die Parabel a
und b unendlich sind. Wenn man {iberdies die Relation

atb® o5

@ o

9

El 3

N Ok

beachtet, die man durch Elimination von . aus (8) erhilt, so sieht
man folgendes: Lisst man »? unter Festhaltung von « und § zunehmend
nach «f convergieren, so verwandelt sich die durch die Halbaxen a und
b definierte Ellipse allmihlich in eine Parabel, und zwar geschieht dies
in der Weise, dass die Halbaxen unbegrenzt wachsen, wihrend die
linke Seite von (9) bestindig gleich einer bestimmten Liinge p bleibt,
die man den Parameter der Parabel nennt. Es folgt daraus, dass b
nicht von derselben Ordnung wie ¢ unendlich werden kann, sonst
wiirde das erste Glied von (9) wie & ins Unendliche wachsen. Man
muss also annehmen, dass b gegen a vernachlissigt werden darf, und

T
dann geht (9) tber in lim — = p.
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§ 30. Die natiirliche Gleichung.

Wir wollen den Anfangspunkt als beweglich lings der Curve be-
trachten und die Gleichung (1) differenzieren, indem wir ausdriicken,
dass z und y die Unbeweglichkeitsbedingungen erfiillen, und gleich-
zeitig beachten, dass o, B, y Functionen von s sind. Die dabei sich
ergebende (leichung
(=2t o= HE— e+ HE D (4

[

muss mit (1) zusammenfallen (§ 16). Folglich ist « = —:—)—, ferner
d —
(10) 35—( + )7, i (ﬂ )?', E= 9‘"5‘9—[3'
Die erste von diesen Formeln giebt sofort
_edtl __d, -3 __ @
Y 3 ds e ds 08¢ = 8¢

Man braucht nur die Werte von « und p in die erste Gleichung (4)
einzusetzen, um die von Mac-Laurin angegebene Construction des
Kriimmungscentrums C; der Evolute eines Kegelschnitts zu erhalten.
In der That wird die genannte Gleichung 39z = ¢,y, und es lisst
sich daraus folgern, dass, wenn der Durchmesser O M die Normale
der Evolute in @ trifft, die Strecke QC, von dem Kriimmungscentrum
des Kegelschnitts im Verhiltnis von 1 zu 3 geteilt wird. Zu der
Formel (10) zuriickkehrend, bemerken wir, dass

ad

M@+® (« + By, -y =2r4
ist, d. h.

d d -3 d d
g e+ B)=gloge ¥, Flgd=gloge
Daraus folgt, wenn 4 und B zwei willkiirliche Constanten bedeuten,

~1 _—
(11) a+p=4d¢ *, 4=DBy
Andrerseits ist

pr= — a® 4 a(oc+ﬁ)——d=——--—-a2(1 ——Ag%—{— BQ%)
oder auch
(12) L= —1 4 4¢°— Be'.
Also ist die natiirliche Gleichung des Kegelschnitts

§= de _.
R V 2 7
— 14 Ap3 — Bl

-2
3

esfro
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§ 1.

Um die Constanten 4 und B als Functionen der Halbaxen zu
bestimmen, erinnern wir an folgendes (§ 28): Wenn M ein Scheitel
ist, so enthélt die Normale den Mittelpunkt, mithin hat man auf
Grund von (3) y =0, und der Wert von a oder von b wird aus-
gedriickt durch

o 1

I
§

(NEJ

Bo

Wenn man demnach in der Gleichung, die man durch Nullsetzen der

2
rechten Seite von (12) erhdlt, ¢® = B_I’E setzt, so besitzt die so

(oo
™
w

e

transformierte Gleichung
1—ABz-4- B2 =0

gerade die Wurzeln o® und %, mithin hat man

a”+b2=l‘%, a‘-’b2=1—;—s,
und daraus ergiebt sich . .
(19) — (@ 489 (ab) ¥, B—(ab) ¥
Man bemerke uberdles, dass auf der Focalaxe und auf der andern Axe

(aber sonst nirgends) die Kriimmung die Werte B*a®= 7?7 und B*b*= —‘%

hat. Zu den Formeln (13) hiitte man viel schneller auf einem andern
Wege gelangen konnen, da offenbar zwischen den Formeln (11) und
(8) kein Unterschied besteht; aber das von uns zur Ableitung von
(11) eingeschlagene Verfahren hat den Vorteil, immer anwendbar zu
sein, ohne Vorkenntnisse iiber die Eigenschaften der Curve vorauszu-
setzen. Unter Verwertung der Formeln (13) wird nunmehr die natiir-
liche Gleichung des Kegelschnitts

s

Welche besondere Form hat diese Gleichung bei der Parabel und bei
der gleichseitigen Hyperbel? Im Falle der gleichseitigen Hyperbel hat

4
man b = ¢a, und die Formeln (13) liefern A =0, B= —a *. Da-
gegen hat man bei der Parabel B= 0, und der Wert von 4 wird
erhalten, wenn man sich daran erinnert, dass die linke Seite von (9)

2
den Parameter p darstellt, so dass 4 =p ® ist. Also sind die
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natiirlichen Gleichungen der Parabel und der gleichseitigen
Hyperbel beziiglich

(15) s=if—$F;s=%/LJaﬂ-
V- Ve

§ 32. Brennpunkte und Kriimmung.

Wir wollen untersuchen, bei welchen Curven die Summe der
Entfernungen jedes Punktes von zwei
festen Punkten constant ist. Sind F(r, 0)
und F'(r’, ") die beiden Punkte, so muss
r 4 " =2a sein. Daraus folgert man durch
Differentiation unter Beachtung der ersten Un-
beweglichkeitsbedingung 6 + 6’= =. Also hal-
biert die Normale den Winkel zwischen
den Radienvectoren. Kerner leitet man aus

den Bedingungen Fig. 30
a6 1, sing 4o’ i sne’
{16) et m=—otF
durch Addition ab
2 1 1 .
am ri (7 + T) sin 6.

Wenn man in dem Punkte N der Normale, der auf F'F” liegt, eine
Senkrechte auf der Normale errichtet, so bestimmt diese auf den
Radienvectoren Abschnitte M H und M H’, deren Linge « durch die
Formel

gegeben ist. Nun erhélt man aber aus (17) += g sin 6, folglich
gelangt man zur Construction des Krimmungscentrums, in-
dem man noch in H die Senkrechte auf dem Radiusvector er-
richtet und sie in C mit der Normale zum Schnitt bringt.
Inzwischen reduciert sich die Gleichung (17) auf die Form r7'=qagsiné
und giebt dann zu einer interessanten Bemerkung Anlass. Der Kriim-
mungsradius der Fusspunkteurve von (M) inbezug auf F ist (§ 18, 1)
’ r? ar

¢ =5 ¢sin @ = da—r
Also ist die Fusspunktcurve von (M) inbezug auf F (oder F")
ein Kreis vom Radius a. Mit andern Worten: Man kann die

= 0.
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Curve (M) immer als die Enveloppe der Senkrechten betrachten,
die auf den Geraden eines Biischels in deren Schnittpunkten
mit einem Kreise errichtet sind. Zu den Formeln (16) zuriick-
kehrend, wollen wir bemerken, dass man aus denselben durch Sub-
traction auch ableiten kann

2_3_".=(-1_——l,)sin0———r—.r;
s r r ag

und da 7 4 7' = 2a ist, so erhdlt man zugleich
a6 P ae
r=a(1—971-§), r=a(1+g(—l§),

woraus sich durch Multiplication und Integration ergiebt

. d6\2 edo
(18) Csing=1—g (%), = /00 .
@ (dg) |/1—-——Q—sin0

a

Andrerseits ist, wenn man mit 2¢ die Entfernung F'F’ bezeichnet,

4¢? =12 4 9'? 4 2rr'cos 20 = (r 4 r")? — 4rr’sin? 0
= 4(a® — ap sin® 6),
folglich behilt ag sin® 0 bestindig den Wert a® — ¢® = b?, und es ist

(19) o=

asin®g
Wenn man jetzt in (18) fiir 6 seinen Ausdruck als Function von ¢
einsetzt, so gelangt man wieder zu der Gleichung (14) fiir den Fall
b2>>0. Also gehoren die bisher erhaltenen Eigenschaften den Ellipsen
an. Um zu den Hyperbeln zu gelangen, hat man sich nur die vor-
stehenden Rechnungen unter Zugrundelegung der Relation » — ' =2a
wiederholt zu denken, d. h. unter der Voraussetzung, dass die Diffe-
renz der Entfernungen von zwei festen Punkten constant bleibt.
Man erhilt dann sofort 6 -+ 0°= 2x. Bei der Hyperbel ist es also die
Tangente, die den Winkel zwischen den Radienvectoren hal-
biert. Die iibrigen Kigenschaften bleiben ungeindert. Die Punkte F'
und F’" nennt man die Brennpunkte des Kegelschnitts, 2¢ ist die Focal-
distanz, und das Verhiltnis & von ¢ zu @ nennt man die Excentri-
citdt des Kegelschnitts. Offenbar ist & < 1 bei der Ellipse, &> 1 bei der

Hyperbel und im besonderen k& = 0, 1,)/2 bei dem Kreise, der Parabel
und der gleichseitigen Hyperbel. Wie liegen die Brennpunkte zu den

Axen? Die Normale enthilt die Brennpunkte, wenn 6 — —72‘— ist. Als-

dann zeigt die Formel (19), dass ¢ = —? ist, und wir haben gesehen
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(§ 31), dass dies nur auf der Focalaxe eintritt. Ferner befindet sich
dann der Mittelpunkt von FF’ in der Entfernung %(r + ) =a von

M und fillt also mit dem Mittelpunkte der Curve zusammen. Demnach
liegen die Brennpunkte auf der Focalaxe und sind gleich
weit vom Mittelpunkte entfernt.

§ 33. Anwendung auf die Parabel.

a) Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen sind nicht auf die
Parabel anwendbar. Aber die gewonnenen Schlussfolgerungen gelten fiir
einen durch beliebig grosse Halbaxen definierten Kegelschnitt und sind dem-
nach schliesslich in einer speciellen Form auch fiir die Parabel giiltig. Man
halte die Focalaxe einer Ellipse und auf der Axe einen Scheitel fest und

2
lasse dann @ und b unbegrenzt zunehmen derart, dass das Verhilinis %

nach p convergiert. Die andern Scheitel, der Mittelpunkt und ein Brenn-
punkt F’ werden ins Unendliche fortriicken, dagegen wird sich der Bremn-
punkt F einer Grenzlage nihern, in welcher seine Entfernung vom Scheitel
. . b? . b? 1
llm(a—'c)=1]ma—_*-c=hm—§;=_2_p
ist. Die fiir die Ellipse gefundene Fusspunktcurve hat den Radius a und
verwandelt sich daher fiir unendlich grosses @ schliesslich in eine Gerade,
welche der Symmetrie wegen auf der Axe senkrecht stehen muss. Da der
Fusspunkt des von F auf die Scheiteltangente ge-

: AT fallten Lotes der Scheitel selbst ist, so konnen wir also
behaupten, dass die Fusspunkfcurve einer Pa-
. rabelinbezugaufdenBrennpunktdieScheitel-

tangente ist. Das von F auf die Tangente in M

w57 ,IILH,;_“‘ e gefillte Lot mdge in P die Tangente und in G die
4 durch M zur Axe gezogene Parallele treffen. Be-
Q achtet man, dass diese Parallele die Grenzlage des
= ¢ Radiusvectors MF” ist, so erkennt man sofort, dass

die Tangente in M den Winkel FMG hal-
biert. Also ist das Dreieck FM G, dessen Winkel-
halbierende in M senkrecht auf der Basis steht, gleichschenklig. Daraus
folgt zuniichst, dass P di¢ Basis F'G' halbiert. Mithin sind, wenn ¢ der
Fusspunkt des von I auf die Tangente im Scheitel A gefsllten Lotes ist,
die Dreiecke PQG und PAF congruent. Also ist AP = P@Q, d. h. zur
Construction der Tangente in M geniigt es, M mit dem Mittel-

punkte von A¢Q zu verbinden. Ferner ist QG = AF = 12’—, mithin liegt

der Pupkt G auf dem Lote, welches in dem zu F' inbezug auf A symmetri-
schen Punkte auf der Axe errichtet ist. Die so construierte Gerade nennt
man die Directrix der Parabel. Zu einer einfacheren Construction der
Tangente (oder der Normale) gelangt man durch die Bemerkung, dass der
Normalenabschnitt M N gleich und parallel GF' ist, dass mithin seine Pro-
jection auf die Axe gleich derjenigen von GF, d. h. gleich p ist. Es wird

Cesaro-Kowalewski, natirl. Geometrie. 2. Aufl 4

a
T e

Fig. 81.
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also geniigen, auf der Axe von der Projection des Punktes M aus eine
Strecke von der Liénge p abzutragen, und zwar in der Richtung, welche
vom Scheitel nach dem Brennpunkte fihrt. Der Endpunkt dieser Strecke
wird, verbunden mit M, die Normale in M liefern. Endlich ist, eben
weil FM G gleichschenklig ist, MF = MG. Also ist jeder Punkt der
Parabel gleich weit entfernt von der Directrix und vom Brenn-
punkte.

b) Geben wir jetzt zur Construction des Krlimmungscentrums iber.
Aus den in § 32 angegebenen Griinden hat man im Schnittpunkte N der
Normale mit der Axe ein Lot auf der Normale zu errichten, das den
Radiusvector MF in H trifft, dann in H ein Lot auf dem Radiusvector,
das die Normale in C trifft. Bemerkt man nun, dass die Dreiecke M F N,
NFH gleichschenklig sind, so sieht man sofort, dass MH von F halbiert
wird. Es ist also unnétig, H zu construieren, da es offenbar geniigen wird,
in F auf dem Radiusvector ein Lot zu errichten und seinen Schnittpunkt R
mit der Normale zu bestimmen. Das gesuchte Kriimmungscentrum wird
der zu M inbezug auf R symmetrische Punkt sein. Mit andern Worten:
Die Projection des Krimmungsradius auf den Radiusvector ist
doppelt so gross als der Radiusvector selbst. Ist S der Schnitt-
punkt der Normale und der Directrix, so sind die rechtwinkligen Dreiecke
MFR, MGS congruent, da sie in M gleiche Winkel haben und andrer-
seits, wie wir gesehen haben, M F = MG ist. Es folgt daraus M R=DMUS,
und man erhilt auf diese Weise eine zweite Construction des Kriimmungs-
centrums, auf Grund deren man sagen kann, dass die Parabel der Cycloide
und der Kettenlinie (§ 18, d, e) analog ist: der Kriimmungsradius ist
doppelt so gross als die Strecke, welche die Directrix auf der
Normale vom Incidenzpunkte aus abschneidet.

§ 34. Cassini’'sche Ovale.

Cassini’sche Ovale oder Cassinoiden nennt man die Orter der
Punkte, fiir welche das Product der Entfernungen von zwei
festen Punkten constant ist. Es seien F und F’ die beiden festen
Punkte, die wir der Kiirze wegen als Brennpunkte bezeichnen werden;
2D sei ihr Abstand, O der Mittelpunkt von FF’ und ¢ die Neigung
von OM gegen FF’'. Offenbar ist O ein Mittelpunkt der Curve.
Wenn némlich ein Punkt der Definition geniigt, so thut das Gleiche
der inbezug auf O zu ihm symmetrische Punkt. Aus einem analogen
Grunde konnen wir hinzufiigen, dass die Curve inbezug auf die Focal-
axe und die in O auf der genannten Axe errichtete Senkrechte sym-
metrisch ist. Sind nun r und 6 die Polarcoordinaten des Mittelpunktes,
so sind die Entfernungen des Anfangspunktes M von den Brennpunkten
gegeben durch J7® 4 2brcosy + b?, und die Definition der Curve
driickt sich in der Gleichung aus

(20) rt — 2b%r% cos 29 + bt = at.
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Aus dieser erhilt man durch Differentiation
(21) r? cos @ = b? cos (29 — 0),

wenn man beachtet, dass

ist. Die Elimination von r aus (20) und (21) liefert nun
(22) a®cos 0 = b?sin 29,
und (21) geht dann iiber in
72 = g? sin 0 -} b% cos 29.
Aus dieser Formel in Verbindung mit (20) gewinnt man die folgenden:

L gt Dt . 4 L

@)  eos 2y —"SiEY, sime—TEAZE.

Demnach ist a.bgesehen vom Vorzeichen

94 _ 2atridr

( ) $ cos 0 fV[(az Fonr— ,,.4] = T —b%)

Dagegen erhiilt man, wenn man (22) differenziert und alles als Function
geg

von r ausdriickt,

2atrs
(25) 0= g

Die Elimination von » aus (24) und (25) wiirde alsdann die natiir-
liche Gleichung der Cassinoiden liefern.

§ 3b.

Die Elimination hat keine Schwierigkeit, wenn a =="5 ist. Als-
dann erhilt die Cassinoide den Namen Lemniscate. Die Formeln
(24) und (25) gehen iiber in

2a’dfr 2a2
(26) $ —f]/fla“ i’ =35

und die Elimination von r giebt

- [
e
() -
nachdem man ¢ = %a]@ gesetzt hat. Dies ist die natiirliche Glei-

chung der Lemniscate. Sie zeigt, dass ¢ von seinem kleinsten
Werte ¢ an bestindig und unbegrenzt wiichst, wihrend nach (26) »
4*
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von dem Maximum a]/§ bis zu Null abnimmi. Andrerseits werden
die Formeln (23)
@n o8 29 = sin 6 = ——

2(1”

mithin ist p = + = fiir r = 0 und @ = = fiir r = a}/2. Zieht man
— 4 2

also die Symmetrie der Curve inbezug auf die Focalaxe in Betracht,
so erkennt man, dass die Lemniscate durch den Mittelpunkt mit zwei
Zweigen hindurchgeht, welche daselbst beide einen Wendepunkt haben
und sich unter rechtem Winkel schneiden. Ferner trifft sie in zweil
andern Punkten, die in der Entfernung a}/2 vom Mittelpunkte liegen,
die Focalaxe senkrecht. Uberdies zeigen die Formeln (27), dass

immer 2zp=—;~:u:-——0 ist, woraus folgt, dass die Neigung der

Normale gegen die Focalaxe dreimal so gross ist als die des
Radiusvectors. Diese Eigenschaft gestattet in einem Punkte die
Normale zu construieren, wenn die Brennpunkte gegeben sind. Will
man ferner das Kriimmungscentrum haben, so geniigt die Bemerkung,
dass infolge von (27) die zweite Formel (26) » = 3o sin 6 giebt, dass
also die Projection des Kriimmungsradius auf den Radius-
vector MO der dritte Teil von MO ist. Auf Grund dieser Eigen-
schaft kann man sagen, dass die Lemniscate der Parabel (vgl. § 33, b)
und der logarithmischen Spirale (§ 11, ¢) analog ist.

§ 36.

Jede Cassinoide liegt mit allen ihren Punkten im Endlichen. In
der That darf, wenn der Ausdruck (24) reell sein soll, # nicht grosser
als a® 4 b* und niemals kleiner sein als der absolute Betrag von
a’® — b®. Man ersieht inzwischen
aus der ersten Formel (23), dass
giny fiir 72 = a® -} H® sowie fiir
r* = b* — o verschwindet. Mithin
trifft die Curve die Axe in vier
Punkten, wenn ¢ < b, und nur in
zweien, wenn a > b ist. Die Art
und Weise, wie # variiert, zeigt
ferner, dass die Curve im ersten
Falle aus zwei gleichen Ovalen, im
zweiten aus einem einzigen ge-
schlossenen Zuge besteht. Sie trifft die Focalaxe immer unter rechtem
Winkel, da cos @ nach (22) gleichzeitig mit sin 3 verschwindet. Uber-

———__ "L

OABYE DB ™~ _

Fig. 82.
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dies erhilt man aus (21) r =4 b fir 6 = ¢ = =, mithin gehéren
L <9 g

die am weitesten von der Axe entfernten Punkte dem @iber der Focal-
distanz als Durchmesser beschriebenen Kreise an. Es ist aber zu be-
merken, dass dieser Kreis die Curve nicht trifft, wenn der Wert von r»
nicht zwischen den vorhin gefundenen Grenzen enthalten ist: dies
findet statt fiir a > b)2. Setzt man ferner #® =a? — %, so wird

nach (23) ¢ gleich 12‘—, und man erhilt so die Schnittpunkte mit der

im Mittelpunkte auf der Focalaxe errichteten Senkrechten, Die um
diese Punkte als Mittelpunkte mit dem Radius a beschriebenen Kreise
schneiden sich in den Brennpunkten. Dieser Umstand gestattet die
Brennpunkte in analoger Weise zu construieren, wie es bei den Kegel-
schnitten iblich ist. Aus der zweiten Formel (23) ersieht man noch,
dass die Tangente den Mittelpunkt enthilt, wenn 7 = b* — a* ist, was
nur bei den Cassinoiden mit zwei Ovalen (a <b) eintreten kann.
Die Discussion der Formel (25) zeigt, dass die Kriimmung an jenen
Stellen ihren kleinsten Wert erreicht. Endlich hat man auf den aus
einem Zuge bestehenden Cassinoiden (¢ >b) vier Wendepunkte fiir

1 . . .
= 5 (a* — b*), vorausgesetzt dass dieser Wert von » zwischen die

gefundenen Grenzen fillt, zu welchem Zwecke a < bY2 sein muss.
Wemn a > b]/§ ist, so ist die Cassinoide iiberall convex wie eine
Ellipse, und ihre Kriimmung variiert zwischen den Grenzen

a* — 2b? ot + 2b*

Vat—b  aYa F o

Alle diese Curven lassen sich leicht mit Hilfe einer Transformation

vom Index »;— (8§ 18, k) aus einem Paare von Kreisen ableiten, die um
2

die Brennpunkte als Centra mit dem Radius %— beschrieben sind. Die
beiden Kreise treffen sich entweder garnicht, oder sie treffen sich,
indem sie die beiderseitigen Mittelpunkte aussen lassen, oder sie treffen
sich so, dass in jeden der Mittelpunkt des andern hineinfillt. Je
nachdem der eine oder der andre Fall stattfindet, erhdlt man alle
Formen von Cassinoiden. Sie entsprechen beziiglich den Annahmen

a<b, b<a<by2, b/2<a.
Im besondern entsteht die Lemniscate aus einem Paare gleicher sich

berithrender Kreise und die andre specielle Cassinoide (a = b}/2) aus
einem Paare von Kreisen, deren jeder durch den Mittelpunkt des andern
hindurchgeht.
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§ 37. Ribaucour’sche Curven und Sinusspiralen.

Wir stellen uns hier die Aufgabe, diejenigen Curven zu studieren,
bei denen der Kriimmungsradius proportional dem vom Inci-
denzpunkte aus gerechneten Normalenabschnitt ist, welchen
die inbezug auf einen festen Kreis genommene Polare dieses
Punktes abgrenzt. Wir werden den Kreis als Directrix (Leitkreis)
und seinen Mittelpunkt als Pol bezeichnen. Zwei besondere Fille
bieten sich hier unmittelbar dar. Die Directrix kann sich auf den
Pol reduéieren, und dann erhalten wir Curven, die durch folgende
Eigenschaft charakterisiert sind: Die Projection des Kriimmungs-
centrums auf den Radiusvector teilt diesen in constantem
Verh#ltnis. Diese Curven nennt man Sinusspiralen. Zu ihnen
gehoren z. B. die drei am Ende von § 35 angefiihrten Curven. KEs
kann andrerseits der Fall eintreten, dass die Directrix geradlinig ist,
und dann erhalten wir die Ribaucour’schen Curven, fiir die wir Bei-
spiele in den drei am Schluss von § 33 erwihnten Curven besitzen. Bei
ihnen ist der Kriimmungsradius proportional dem zwischen
dem Incidenzpunkte und einer festen Geraden enthaltenen
Normalenabschnitt. Besonders bemerkenswert ist die Parabel, welche
auf Grund der beiden in § 33 gefundenen Constructionen sowohl der
einen wie der andern Gattung angehdrt. Dies vorausgeschickt sei R
der Radius und O das Centrum des Leitkreises. 2 und y seien die
cartesischen Coordinaten des Punktes O, » und @ seine Polarcoordinaten,
und es werde mit (n} 1) der Normalenabschnitt bezeichnet, der zwi-
schen dem Incidenzpunkte M und der Polare von M inbezug auf den
Leitkreis enthalten ist. Ziehen wir durch M eine Tangente an den
Leitkreis. Der zwischen M und dem Beriihrungspunkte liegende Ab-
schnitt derselben ist die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen
Hypotenuse r und dessen andre Kathete gleich R ist, und hat als
Projection auf die Hypotenuse (# 4 1)g sin §. Mithin ist

(28) r?— B = (n + 1)oy.

Differenziert man unter Beriicksichtigung der Unbeweglichkeitsbedin-
gungen, so ergiebt sich

(29) (n— ez — (n 4 1)g,y = 0.

Also teilt der Radiusvector den Krimmungsradius der Evo-

lute in dem constanten Verhaltnis ——%1- Dies ist eine cha-

rakteristische Eigenschaft der Curven, mit deren Studium wir uns be-
schiiftigen, da offenbar die Integration von (29) notwendig zu der
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Formel (28) mit R als willkiirlicher Constante zuriickfiihrt. Eine
andre Eigenschaft kommt zum Vorschein, wenn man den Kreis be-
trachtet, dessen Durchmesser der zwischen M und der Polare von M
inbezug auf den Leitkreis enthaltene Normalenabschnitt ist. Wir wissen
aus den Elementen der Geometrie, dass dieser Kreis orthogonal zu
dem Leitkreise ist. Sucht man nun seine Enveloppe, so hat man
die Gleichung 22 + 4® = (n 4 1)y zu differenzieren und gelangt als-
dann wieder zu der Gleichung (29). Die durch diese Gleichung dar-
gestellte Gerade trifft den Kreis in M und in einem andern Punkte 1/,
so dass die Enveloppe aus (M) und aus einer andern Curve (M)
besteht. Inzwischen wird die Gleichung (29) von den Coordinaten des
Pols befriedigt. Wenn M die Curve durchliuft, so dreht sich also
die Gerade MM’ um den Pol. Uberdies sind die Tangenten der-
Enveloppe in M und in M’, da sie in diesen Punkten auch den ein-
gehiillten Kreis bertihren miissen (§ 17), antiparallel inbezug auf M.
Also ist die Curve (M") zu (M) invers (§ 18, j).

§ 38. Die natiirliche Gleichung.

Auf Grund der Unbeweglichkeitsbedingungen hat man
(30) rdr = — xds = gdy,

ferner nach Division durch (28)

rdr  dy
GRS A CES T
mithin
2
(31) P — B =+ e (),

vorausgesetzt, dass n endlich und von O und — 1 verschieden ist. Setat
man das letzte Ergebnis in (28) ein, so erhilt man

n—1

(32) e=c(®)

(4

Den aus dieser Formel berechneten Wert von y braucht man nur in
(81) einzusetzen, um auch z zu erhalten. Man findet

_nt1 2n n41
) z=c(7) "“V@H— D ()T B E) T,

n4-1

:}/:C(%) n—1
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Endlich ist auf Grund von (30) s = — f % dy, d. h.

o L =T
(n+ 1) (%)"_‘1—{—%{;(—9—) "—l-——l

4

Dies ist die allgemeine natiirliche Gleichung unserer Curven. Man
gelangt dazu leichter unter Benutzung der Formel (29), die sofort
§ = "—_i'—lf—y-dp liefert; u. s. w.

n—1 x

§ 39.

Bevor wir weiter gehen, wollen wir auf einige Consequenzen der
Formeln (31) und (32) aufmerksam machen. Wird vorldufig der Fall
eines unendlich fernen Pols bei Seite gelassen, so sieht man leicht
folgendes: Wenn »° 2 1 ist, so kann die Curve die Directrix nicht
unter schiefem Winkel treffen noch ausserhalb derselben
einen Wendepunkt oder einen Riickkehrpunkt besitzen, da in
den Schnittpunkten der Curve mit der Directrix (r = R) und nur in
diesen Punkten die Krimmung null oder unendlich wird. Uberdies
treffen die Curven, deren Index kleiner als — 1 ist, die Directrix
garnicht und sind demnach frei von Wendepunkten und Spitzen;
bei denjenigen, deren Index grdsser als — 1 ist, aber kleiner als 1,
ist die Kriimmung im Endlichen niemals null; und die Krim-
mung derjenigen, deren Index grosser als 1 ist, ist immer endlich.
Im besonderen gilt folgendes: Die Kriimmung einer Sinusspirale
kann in endlicher Entfernung vom Pol und ausserhalb dieses
Punktes weder verschwinden noch unendlich werden. Daraus
folgt z. B., dass eine Sinusspirale nur eine einzige Spitze oder einen
einzigen asymptotischen Punkt oder einen einzigen Wendepunkt be-
sitzen kann, und dass mit diesem notwendig der Pol zusammenfillt.
Die Spiralen mit einem Index, der kleiner als — 1 ist, sind frei von
derartigen Punkten, da sie den Pol nicht enthalten. Schliesst man die
Sinusspiralen (I = 0) aus, so ergiebt sich das Verhalten unserer
Curven in der Nahe der Directrix ohne Schwierigkeit aus ihrer natiir-
lichen Gleichung. In der That iiberwiegt, wenn ¢ null oder unendlich
wird, in der Gleichung (34) unter dem Wurzelzeichen schliesslich immer
der mittlere Term. Daraus folgt, dass sich die Curve in der Umgebung
jedes reellen Schnittpunktes mit der Directrix so verhilt, als ob ihre
Gleichung die Form hitte ¢?s»—! = Const., und man kann sie, je nach-
dem n grosser oder dem absoluten Betrage nach kleiner ist als die Ein-
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heit, einem derjenigen Curventypen (§ 24, i) zuschreiben, bei denen die
Kriimmung proportional einer Potenz des Bogens ist, und die beziig-
lich durch die Klothoide und durch die Kreisevolvente vertreten werden.
Man kann noch hinzufiigen (§ 11, e), dass, wenn # rational, aber nicht
gleich dem Quotienten von zwei ungeraden Zahlen ist, die Curve iiber-
all, wo sie den Leitkreis trifft, einen Riickkehrpunkt hat, mithin ganz
innerhalb oder ganz ausserhalb des Leitkreises liegt. Offenbar
behiélt diese letzte Behauptung ihre Giiltigkeit bei allen Curven mit
einem Index n << — 1, eben deshalb, weil solche Curven die Directrix
garnicht treffen.

§ 40. Beispiecle.

a) Jeder Wert des Index # definiert eine Curvenfamilie, die immer
eine Ribaucour’sche Curve und eine Sinusspirale einschliesst. Die einfachste
von allen ist die durch den Index 1 definierte: die Gleichung (32) sagt
uns sofort, dass es sich um eine Familie von Kreisen handelt. Ist a die
Entfernung des Pols vom Centrum eines Kreises mit dem Radius b, so
kann man auf der Peripherie dieses Kreises immer einen Punkt derart
wiihlen, dass die Coordinaten des Pols # = @, y = b sind, und dann liefert
die Formel (28) R®==a? —b*. Demnach ist der Leitkreis zu dem ge-
gebenen Kreise orthogonal, und dies ist der einzige vorkommende Fall, wo
die Curve und ihre Directrix sich treffen, ohne dass die Kriimmung null
oder unendlich wird. Im besondern kann man einen beliebigen Kreis als
Sinusspirale oder als Ribaucour'sche Curve betrachten, jenachdem der Pol
auf den Kreis selbst verlegt wird oder ins Unendliche fortriickt.

b) Interessant ist die durch den Index — 2 definierte Curvenfamilie.
Sie besteht aus allen Kegelschnitten. Um sich davon zu iiberzeugen,
geniigt die Bemerkung, dass fir n = — 2 die erste in § 37 bewiesene
Eigenschaft zu der Mac-Laurin’schen Construction (§ 30) fiihrt, und auf
diese Weise erkennt man ausserdem, dass bei den Kegelschnitten der Pol
im Mittelpunkte liegt. Ubrigens reduciert sich die Gleichung (34) gerade
auf die Form (14), wenn man n= — 2, ¢ = ab, R® = a® 4 b? setut,
und die Formeln (33) werden

@V (-6 ) (60" 1). -

Dies sind die Coordinaten des Mittelpunktes, da in den Scheiteln d. h. fiir
2 2
) =_ab_ oder g = _b(; die Grésse « verschwindet, withrend y gleich b oder gleich

a wird. Betrachtet man ferner den fiir B gefundenen Wert, so sieht man,
dass der Lieitkreis eines Kegelschnitts der umbeschriebene Kreis
des iiber den Axen construierten Rechtecks ist. Da R bei der
gleichseitigen Hyperbel verschwindet und bei der Parabel unendlich wird,
so kann man hinzufiigen, dass die Sinusspirale und die Ribaucour-
sche Curve vom Index — 2 mit der gleichseitigen Hyperbel bezw.
der Parabel identisch sind. Welcher Art auch der Kegelschnitt sein
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mag, immer liefert die blosse Definition unserer Curven eine neue Con-
struction des Kriimmungscentrums. Denn sie sagt uns, dass dasselbe
symmetrisch ist zu dem Schnittpunkte der Normale uwnd der Polare
des Incidenzpunktes inbezug auf den Leitkreis. Endlich gestattet
die am Ende von § 37 bewiesene REigenschaft zu behaupten, dass die-
jenigen Kreise, welche inbezug auf die Tangenten zu den iiber den
Krimmungsradien eines Kegelschnitts beschriebenen symmetrisch
sind, den Leitkreis senkrecht schneiden und mnoch von einer
zweiten Curve eingehiillt werden, die inbezug auf den Mittel-
punkt zu dem betrachteten Kegelschnitt invers ist.

¢) Noch interessanter ist die Curvenfamilie, welche dem Wert O des
Index entspricht. Die Formel (31) passt nicht fiir alle Curven der Familie,
da die Wahl der Constanten so getroffen wurde, dass dieselbe fiir »==0 auf-
hort willkiirlich zu sein. Man braucht aber nur die rechte Seite von (31)
mit einem constanten Factor £ zu multiplicieren. Dann erhdlt man aus
den Formeln (31) und (28) r* — R? = ky® = gy, ferner wird

1 5
g=—Vk— D + ¥R, y=+-

Ubrigens sind zur Auffindung aller Curven vom Index O keine neuen Rech-
nungen erforderlich. Denn die Gleichung (29) wird ¢z -+ ¢,y = 0 und
sagt uns, dass das Krimmungscentrum der Evolute dem Radius-
vector angehért. Nun wissen wir aber (§ 24, g), dass diese Eigenschaft
die cycloidalen Curven charakterisiert, wenn man so alle durch die all-
gemeine natiirliche Gleichung

¢ =as’+ 2fs+y

dargestellten Curven nennen will. Wir haben gesehen, dass diese Gleichung
fiir «<{— 1 die Hypocycloiden darstellt, fiir « = — 1 die Cycloiden,
fir — 1 <a<0 die Epicycloiden, fir o« = 0 die Kreisevolventen,
fiir « > O zwei Familien von pseudocycloidalen Curven, und zwar mit
oder ohne Spitze, je nach dem Vorzeichen von 2 — ay. Zwischen den
beiden letzteren stehen sozusagen die logarithmischen Spiralen, fiir
welche B2 == oy ist. Bemerkt man, dass

o= as 4 f=Veag’ + (8 — o)

ist, so liefert die Formel (29)

r=— Sy = — 2 Ve + F— a7),

4

und durch Vergleichung mit dem obenstehenden Wert von x ergiebt sich
k=14 o, ¥*R? = % — ay, d. h. der Radius des Leitkreises ist durch

die Formel
VB —y
k= T1F e
gegeben, und es wird auf diese Weise klar (vgl. § 8, e), weshalb die eine

der beiden Familien von pseudocycloidalen Curven keme prtze hat: diese
miissen in der That dem Leitkreise angehoren (§ 39), der im Falle f?<ay



§ 41. h9

imaginir ist. Der Wert von B wird unendlich fiir a = — 1 und ver-
schwindet fir B%== ay. Also sind die Ribaucour’sche Curve und die
Sinusspirale vom Index O mit der Cycloide bezw. der logarith-
mischen Spirale identisch. Bemerkt man ferner, dass, wenn ¢ ver-
schwindet, x = — R, y == 0 wird, so erkennt man, dass der Pol nichts
andres als der Treffpunkt der Cuspidaltangenten ist. Der Leitkreis ist
demnach gerade der, dem wir urspriinglich (§ 8, d) diesen Namen beigelegt
haben. Endlich nehmen die in § 37 angefithrten Eigenschaften fiir n=0
eine sebr einfache Form an: das Krlimmungscentrum einer cycloi-
dalen Curve in einem Punkte M gehdrt der Polare von M in-
bezug auf den Leitkreis an. Uberdies schneiden die tber den
Kriimmungsradien einer cycloidalen Curve beschriebenen Kreise
den Leitkreis senkrecht und werden noch von einer zweiten
Curve eingehiillt, die zu der gegebenen invers ist.

§ 41.

Lisst man ¢ nach Null oder nach Unendlich convergieren, je nach
2n
dem Werte von #,.s0 kann man erreichen, dass ¢*—! mit R unbegrenat

zunimmt. Aber das Verhiltnis dieser Grossen wird den endlichen und

ntl
bestimmten Wert a*—! haben, wenn man
ntl
c\n—1
R=c¢ (’a*)

setzt. Alsdann wird die Gleichung (34)

_n+1 do
(35) S_oz—T/‘ gl =
5

Dies ist die natiirliche Gleichung der Ribaucour’schen Curven.
Wir wissen bereits, dass man fiir % = 1 einen Kreis, fiir n =0 eine

Cycloide, fiir = — 2 eine Parabel finden muss. In der That
giebt fir » =0 die Formel (35) s® 4 ¢*=4? und fir n = —2
findet man die erste Gleichung (15) wieder. Fiir # =3 und fir
2 = — D erhilt man die folgenden Curven:

e T e

die deshalb bemerkenswert sind, weil man nur s in ?s und 2s be-

ziglich zu verwandeln braucht, um die Gleichungen der Lemniscate
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und der gleichseitigen Hyperbel zu erhalten. Fiir n = — -;—,— erhalt
man eine Curve, die der durch die Gleichung

s=——%/1wwwfﬁ_m~_
2 Vot a—b—0
dargestellten Schar paralleler Curven (§ 19) angehért, und da man fiir

b=%a findet 4s® 4 ¢* = Const., so kann man sagen, dass die

. 1 .
Ribaucour’sche Curve vom Index — 5 Parallelcurve einer

Astroide (§ 8, d) ist. Lisst man endlich # ins Unendliche wachsen,
so erhilt man eine Kettenlinie gleichen Widerstandes. Diese ist aber
keine Ribaucour’sche Curve. Das wird sofort klar, wenn wir uns er-
innern, dass wir zu der Gleichung (34) unter der Voraussetzung eines
endlichen »n gelangten.

§ 42.

Es ist notig, zu bemerken, dass man bei den Ribaucour’schen
Curven fiir die Polare von M inbezug auf den Leitkreis ohne weiteres
die Directrix setzen darf. Allerdings ist zu beachten, dass die erstere
und nicht die Directrix diejenige Gerade ist, welche auf der Normale
einen Abschnitt proportional ¢ bestimmen soll. Es ist aber klar, dass
das Gleiche von der Directrix gesagt werden kann, da diese offenbar
den Abstand zwischen M und der Grenzlage seiner Polare halbiert. Ist
iibrigens ¢ der Normalenabschnitt, den eine Senkrechte zu OM be-
stimmt, die im Abstande » — R von M liegt und die infolgedessen
den Leitkreis berithrt und mit unendlich zunehmendem R allmihlich
in ihn {ibergeht, so hat man

r—R=gsing, lm5=1.
Demnach wird die Formel (28)

(1+ F)g= (v + De,

fiir unendliches R also 29 = (»n 4 1)p. Endlich wollen wir bemerken,
dass die Formel (32)

n-t1 n+1
— . . . Rsing —— .
e " !=lim _’ZT = lim —% lim _%-l:—— =g *lsin§
o1 el

liefert, woraus sich ergiebt:

n—1

- 2
o =a(sin§) "+ lim (r — R) = ?l:‘,:—l a (sin @) +1.
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Die Discussion dieser Formeln zeigt, dass die Directrix einer Ri-
baucour’schen Curve Normale derselben ist in allen reellen oder
imaginiren Punkten, wo die Curve mit ihrer Tangente eine Beriih-
rung von einer niedrigeren oder héheren Ordnung als gewdhnlich hat.
Die Curven vom Index »<—1 treffen die Directrix nicht
und sind demnach frei von Wendepunkten und Spitzen; bei den-
jenigen, deren Index grdsser oder dem absoluten Betrage nach kleiner
als 1 ist, wird die Kriimmung auf der Directrix null bezw. unendlich.
In der Umgebung der Directrix wird die Curve auf Grund von (35)
anndhernd durch die Gleichung @®s"—! == Const. dargestellt, mithin
sind die am Ende von § 39 gemachten Bemerkungen auch auf die
Ribaucour'schen Curven anwendbar. Wichtig vor allen sind die Curven,

bei welchen das Verhiltnis % eine ganze Zahl » ist, d. h. die Curven

vom Index —3———— 1. Ribaucour hat sie in vier Geschlechter ein-

geteilt: fir » >0 hat man des cycloidische und das circulare
Geschlecht, fiir » < 0 das parabolische und das catenoidische Ge-
schlecht, je nachdem in jedem Falle » gerade oder ungerade ist. Man
bemerke, dass die einfachsten Curven in den vier Geschlechtern den
Werten 0,1, — 2, —3 (»=2,1, — 2, — 1) des Index entsprechen
und gerade die Cycloide, der Kreis, die Parabel und die Kettenlinie
sind, nach denen die entsprechenden Geschlechter ihre Namen haben.

§ 43.

Es geniigt, in (34) R =0 zu setzen, um die natiirliche Glei-
chung der Sinusspiralen zu erhalten:

(36) S=Zf1/ —d—‘;—r*“
V™=

a

Man bemerke, dass die vorstehende Gleichung, wenn s mit 1 71[

multipliciert wird, wieder eine Ribaucour’sche Curve, und zwar vom
Index 2n — 1, darstelll. Wir wissen bereits, dass man fir n =1
einen Kreis, fiir #=0 eine logarithmischen Spirale, fiir n =—2

eine gleichseitige Hyperbel hat. Fir » = ——;~ und fiir n=—2

reduciert sich (36) auf die beiden Gleichungen (15), welche die Pa-
rabel und die gleichseitige Hyperbel darstellen. Beachtet man, dass im
Scheitel der Parabel der Pol den Kriimmungsradius halbieren muss und
dass andrerseits p die Linge des letzteren ist, so sieht man, dass im
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Falle der Parabel der Pol mit dem Brennpunkte identisch ist. Was die
gleichseitige Hyperbel anbetrifft, so wissen wir bereits, dass bei ihr
der Pol der Mittelpunkt ist (§ 40, b). Fir n= %— giebt die Glei-
chung (36) s® + 9¢® = Const., und fir » =2 findet man die Glei-
chung der Lemniscate (§ 35). Also sind die durch die Indices %
und 2 definierten Sinusspiralen die Cardioide (§ 8, d) und die
Lemniscate. Die in § 39 gemachten Bemerkungen gestatten hinzu-
zufiigen, dass der Pol .der ersten in der einzigen Spitze liegt, welche
die Curve besitzt, und der Pol der zweiten der Mittelpunkt ist, da in
ihm, wie wir gesehen haben, die Curve Inflexionen hat. Endlich er-

o " 1 . .
hilt man fiir n = 5 elne Curve, die der Schar von parallelen Curven

angehort, welche durch die Gleichung

8§ == 2 __.__.id_e_,_.v__
fV("-i—o) (@—b—yo)

dargestellt werden. Da diese fiir b = %-a in s® 4 4¢* = Const., die

Gleichung einer Epicycloide mit zwei Spitzen, iibergeht, so sieht man,

. . . 1 .
dass die Sinusspirale vom Index - Parallelcurve einer be-

stimmten Epicycloide ist.

§ 44.

Die in § 37 gefundenen Eigenschaften nehmen im Falle der
Sinusspiralen eine einfachere Form an. Zum Beispiel: Die vom Pol
aus an eine Sinusspirale gezogenen Berihrungskreise be-
stimmen auf den Normalen Abschnitte, die den Kriimmungs-
radien proportional sind. Dies folgt unmittelbar aus der Defini-
tionsgleichung (28), welche im vorliegenden Falle » = (n -+ 1)g sin @
wird und uns mit grosser Leichtigkeit noch andre Eigenschaften der
Sinnsspiralen erkennen lisst. Nennt man z. B. y und ¢ die Neigungen
der Normale und des Radiusvectors gegen eine feste Normale und
schreibt die obengenannte Gleichung in der Form

1 sin 6
'9—=(n+1) T’

so leitet man daraus durch Integration ab y = (» -4 1)¥, wenn man
sich daran erinnert, dass

sin 0
o

NS

1 ay
e’ ds
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ist. In dem erhaltenen Resultate erkennt man unmittelbar die Ver-
allgemeinerung einer bekannten Eigenschaft der Lemniscate (§ 35).
Es folgt daraus der Satz: Dreht sich der Radiusvector gleich-
formig um den Pol, so thut die Tangente dasselbe inbezug
auf den Bertihrungspunkt. Auf diese Eigenschaft bezieht sich
die (zu umsténdliche) Bezeichnung ,Curven proportionaler In-
flexion“, die Laquiére fiir die Curven vorgeschlagen hat, welche man
gewShnlich doppelt unzutreffend Sinusspiralen nennt. Fiir B =0 liefern

nunmehr, wenn man, wie es bereits bei der Reduction von (34) auf
n—1

(36) geschehen musste, % = (n-41)2" setat, die Formeln (31) und (33)

1 n4-1

r=t+Da(?) 7, y=@+na(l)

Inzwischen zeigt die Gleichung (36), dass ¢ nur, wenn 0 <n <1 ist,
verschwinden und nur, wenn %2 <0 oder » > 1 ist, unendlich werden
kann. Andrerseits sagt uns die erste der beiden vorstehenden Formeln,
dass, wenn die Kriimmung null oder unendlich wird, der Radiusvector
r unendlich wird oder verschwindet, jemachdem # negativ ist oder
nicht. Also haben nicht nur die Sinusspiralen mit einem Index
n<—1, wie in § 39 gesagt worden ist, sondern alle Sinusspiralen
mit negativem Index die Eigenschaft, den Pol nicht zu ent-
halten. Dieser ist dagegen immer ein Punkt der Curve, wenn % > 0.
ist; und da die Gleichung (36) in der Umgebung der Werte O und oo
von ¢ die Form ¢ = ks'—" annimmt, so sieht man (§ 11, e), dass die
Sinusspiralen mit positivem Index im Pol einen Inflexions-
punkt oder einen Riickkehrpunkt haben, je nachdem der
Index der Quotient einer geraden Zahl durch eine ungerade
Zahl oder umgekehrt ist; und sie verhalten sich daselbst wie
in einem gewdhnlichen Punkte, wenn der Index der Quotient
von zwei ungeraden Zahlen ist, obwohl sie dort mit der Tan-
gente eine hohere oder niedrigere Berithrung haben, je.nachdem % grosser
oder kleiner als 1 ist. Zwischen diesen Spiralen und denjenigen, die
den Pol mnicht enthalten (n <0), steht die logarithmische Spirale
(n =0). Wihrend bei den ersteren alle Punkte im Endlichen liegen,
erstrecken sich die letzteren ins Unendliche, und wenn man sich den
Index stetig abnehmend denkt, so bezeichnet seln Durchgang durch
Null den Augenblick, in welchem die Curve den Pol verlisst, um sich
ins Unendliche auszubreiten. Dieser Umstand giebt eine Erklirung
dafiir, wie es kommt, dass in diesem Augenblick allein die Curve zu
dem Pol asymptotisch ist. Endlich kann, wenn # < 0 ist, der Kriim-
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mungsradius nur unendlich werden, und dann werden auch r und s
unendlich, wihrend y nach Null oder nach Unendlich convergiert, je
nachdem der absolute Betrag von #» grosser oder kleiner als 1 ist. KEs
folgt daraus, dass nur die Sinusspiralen mit einem Index n<—1
mit Asymptoten behaftet sind, die im Endlichen liegen. Diese
Asymptoten gehen von dem Pol aus und bestimmen um ihn lauter

Winkelrdume von gleicher Grosse % In der That convergiert, wenn

der Punkt auf einem Zweige, der eine Asymptote zulésst, ins Unendliche
fortriickt, @ nach einem Vielfachen von =. Wenn aber lim 6 = — »z
ist, so erhélt man

lim g =  lim (§ — 0) = @ + g7,
und zwei solche Werte, die zwei aufeinanderfolgenden Werten von »

. . k4
entsprechen, unterscheiden sich gerade um 0

§ 45. Transformationen.

a) Die Sinusspiralen sind auch wegen der grossen Leichtigkeit be-
merkenswert, mit der sich die einen aus den andern durch verschiedene
Transformationen ableiten lassen. Wenn z. B. M’ die Projection des Pols
auf die Tangente einer Spirale (M) vom Index » ist, so sind, wie wir
wissen, die Coordinaten des Pols inbezug auf (M') r'=y, ’=10, und
andrerseits ist der Kriimmungsradius durch die Formel (§ 18, 1)

" r? _m41 r’
@ = % esim6  mgil (" 1)sin6’

gegeben, wenn man g = setzt. Also ist die Fusspunktcurve

n
n-+1
einer Spirale vom Index % inbezug auf den Pol eine Spirale vom
Index ,,T%—i Z. B. sind die Fusspunktcurven der logarithmischen Spirale

(inbezug auf den asymptotischen Punkt), der Parabel (inbezug auf den
Brennpunkt), des Kreises (inbezug auf einen seiner Punkte), der gleich-
seitigen Hyperbel (inbezug auf den Mittelpunkt) beziiglich eine logarith-
mische Spirale, eine Gerade, eine Cardioide, eine Lemniscate; die Fuss-
punktcurve einer Cardioide inbezug auf den Riickkehrpunkt ist Parallelcurve
einer Epicycloide; u. s. w. Allgemeiner ist, wenn # eine ganze Zahl ist,

die Spirale vom Index —:7 die (n — 1)-te Fusspunktcurve eines

Kreises inbezug auf einen seiner Punkte; die Spirale vom Index
2 . . . s cps

mF1 1st die n-te Fusspunktcurve einer gleichseitigen Hyperbel

inbezug auf den Mittelpunkt; u. s. w.
b) Auf ghnliche Weise erhslt man bei Anwendung der Transformation
vom Index » (§ 18, k), wenn man bemerkt, dass a*—1r =" ist,
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’

. vr'e vy’ r
= F > —Lesmb (mtosnb (n FD)sm6 ’

wobei n'=—:,i gesetzt worden ist. Also entsteht durch eine Trans-
formation vom Index v aus einer Spirale vom Index » eine Spi-
rale vom Index —:— Im besondern lisst sich die Fusspunktcurve einer

Spirale vom Index # aus dieser Curve auch mit Hilfe einer Transformation
vom Index » -+ 1 ableiten. Fiir y = — 1 sieht man, dass zwei Sinus-
spiralen mit gleichen und entgegengesetzten Indices inverse
Curven sind. Es sind z. B. invers zueinander die folgenden Curven: zwei
logarithmische Spiralen, Gerade und Kreis, Parabel und Cardioide, gleich-
seitige Hyperbel und Lemniscate. Fiir andere Werte von v erkennt man,
dass durch Transformation vom Index 2 aus der Geraden und dem Kreise
eine Parabel und eine Cardioide hervorgehen, die auch durch Transformation
vom Index 4 aus der gleichseitigen Hyperbel und der Lemniscate ent-
stehen; u.s. w. Endlich wollen wir bemerken, dass alle diese Curven sich
leicht aus dem Kreise ableiten lassen, wenn man als Pol einen Punkt der
Peripherie und die Tangente in diesem als Polaraxe annimmt. In der That
geht jede Sinusspirale vom Index # aus dem Kreise durch eine

. 1
Transformation vom Index - hervor.

§ 46.

Dem Leser sei zur Ubung die Untersuchung derJenlgen Curven em-
pfohlen, deren osculierende Kreise, nachdem man sie einer Dilatation (oder
Contraction) von den entsprechenden Berithrungspunkten aus unterworfen
hat, unter constantem Winkel « einen festen Kreis schneiden. Ist R der
Radius dieses Kreises und nimmt man an, dass durch die Dilatation der
Durchmesser jedes osculierenden Kreises (n - 1)¢ wird, so fithrt eine
analoge Rechnung wie die in § 38 leicht zu der natirlichen Gleichung
dieser Curven:

41 de
z—f “2n a1 atl
n n—1 R? n—1
(n+1) +2 ( ) coaoz—f——c?(—g——) sin®*o — 1

Fir o = —2— findet man die vorhin untersuchten Curven wieder und filr

R =0 bei beliebigem o« die Sinusspiralen. Fiir unendliches B und a =10
lisst sich die Gleichung leicht auf die Form

0 / V :ii ColE

reducieren und stellt Curven dar, die eine gewisse Verwandtschaft mit den

Ribaucour'schen haben. Anstatt wie diese einen gemeinsamen Durchmesser

fir alle dilatierten Osculationskreise zuzulassen, besitzen sie eine allen
Cesdro-Kowalewsk{, natirl. Geometrie. 2. Aufl b
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diesen Kreisen gemeinsame Tangente. Im besondern fallen die Tangenten in
den Spitzen in eine zusammen, wihrend dies bei den Ribaucour’schen Curven
fir die Normalen stattfindet. Wendet man ferner auf den Punkt (=0,

=—;—(n + 1)¢) das in § 15 angegebene Verfabren an, so findet man,
dass die dilatierten Osculationskreise ihre Mittelpunkte auf einer Ri-
2" haben. Daraus folgt, dass jede

1—n
Curve (87) sich auch als einer von den beiden Zweigen der Enveloppe aller
Kreise betrachten lisst, die ihre Mittelpunkte auf einer Ribaucour'schen
Curve haben und die Directrix dieser Curve berithren. Ein sehr einfaches

Beispiel erhilt man fir n = —_j;—, in welchem Falle die Gleichung (37) eine
Epicycloide mit zwei Spitzen darstellt. TIhre Kriimmungsradien werden in
der That im Verhdltnis von 2 zu 1 von dem Leitkreise geteilt, auf den
die Mittelpunkte aller Kreise fallen, die zwischen die Epicycloide und einen

Durchmesser des festen Kreises einbeschrieben sind.

baucour’schen Curve vom Index
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Beriihrung und Osculation.

§ 47.

Wenn in einem Punkte M zwei Curven sich berithren, d. h. wenn
ihre Tangenten in M zusammenfallen, so kann es vorkommen, dass
auch die Kriimmungscentra zusammenfallen. Verlegt man alsdann
die Anfangspunkte nach M, so kann man die beiden Curven in der
Umgebung von M als dargestellt durch dieselbe natiirliche Gleichung
betrachten, wenn man von unendlich kleinen Grossen absieht. Sie
sind also an jener Stelle mehr als einander beriihrend, weil
eine bestimmte natiirliche Gleichung ja nur eine einzige Curve dar-
stellen kann. Diese hohere Berithrung spricht sich darin aus, dass
die Differenz ¢ — ¢’ der Krilmmungsradien in zwei auf den beiden
Curven durch denselben Wert von s definierten Punkten gleichzeitig
mit s unendlich klein wird, und es ist durchaus natiirlich, als Index
der mehr oder weniger innigen Beriihrung die Ordnung anzunehmen,
von welcher ¢ — @' unendlich klein wird. Da ferner im allgemeinen
Falle (einfache Berithrung) ¢ — ¢” nicht unendlich klein wird, so
wollen wir iibereinkommen zu sagen, dass die beiden Curven eine
Bertthrung von der Ordnung » haben, wenn ¢ — ¢’ unendlich
klein von der Ordnung % — 1 wird, so dass man die einfache Berithrung
als eine solche von erster Ordnung bezeichnen kann. Bei alledem ist
stillschweigend vorausgesetzt, dass ¢ und ¢’ endlich sind; wir werden
ferner annehmen, dass sie sich in der Umgebung von M nach ganzen,
positiven Potenzen von s entwickeln lassen und werden auf diese Weise
unsere Untersuchung auf die Beriihrung in gewdhnlichen Punkten be-
schriinken, indem wir jedoch den Leser unablissig érmuntern es mit
den vielen kleinen Schwierigkeiten aufzunehmen, welche das vollstindige
Studium der Berithrung zweier Curven in solchen Punkten (Wende-
punkten, Spitzen, asymptotischen Punkten, u. s. w.) bietet, in deren
Umgebung die erwithnte Form der Entwickelung nicht immer moglich ist.

5#
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g 48,

Versieht man alle fiir den Punkt M berechneten Grossen mit dem
Index O, so hat man

ks ()4 5B+ S

o
und eine analoge Gleichung kann man fir ¢  hinschreiben. Soll also

¢ — ¢ upendlich klein von der Ordnung » —1 werden, so ist dazu
notwendig und hinreichend, dass

) () (- (29, ()
Q=0, ds 0— ds /o’ ’ dsn-—-ﬂ o._... dsn——2 o’ dsn-1 0< dsﬂ—-l 0

ist. Andrerseits zeigt das bekannte Bildungsgesetz fiir die Kriimmungs-

radien @, @y, @3, - . . der successiven Evoluten (§ 22) ohne Schwierig-
keit, dass

- d'e d'e @

1 = " — oo e ——

( ) 0, 0 dst + ? ds® Pn

ist, wobei wir in der ersten Gleichung alle Ableitungen von niedrigerer
Ordnung als der #-ten und in der zweiten alle Glieder, welche g, nicht ent-
halten, ungeschrieben lassen. Man sieht auf diese Weise, dass g, nur
von den % ersten Ableitungen von g, und zwar sicherlich von der x-ten,
abhiéingt, und dass der Ausdruck der n-ten Derivierten von ¢ zwar g,,
nicht aber g,41, @a+2, u. 8. w. enthilt. Dies vorausgeschickt sind die
gefundenen Bedingungen offenbar #quivalent mit den folgenden

0="0,0:=01; 0= 02 -, @a—2=0's—2, On—1 5 ¢'»—1 (im Punkte I7).

Sollen also zwei Curven in einem gegebenen Punkte eine Be-
rithrung von der Ordnung » haben, so ist dazu notwendig
und . hinreichend, dass fiir diesen Punkt die 2 — 1 ersten
Krimmungscentra der einen Curve mit denen der andern zu-
sammenfallen, wihrend die n-ten Kriimmungscentra ver-
schieden bleiben. Aus diesem Satze geht hervor, dass, wenn zwei
Curven eine Berithrung n-ter Ordnung haben, ihre »-ten Evoluten eine
solche von der Ordnung # — » haben. Mithin lisst sich der genannte
Satz auch so aussprechen: Sollen zwei Curven eine Beriihrung
n-ter Ordnung haben, so ist dazu notwendig und hinreichend,
dass ihre (n — 1)-ten Evoluten sich einfach beriihren.

§ 49.

Man kann folgendes als evident betrachten: Je schneller von einem
Punkte ausgehend die Kriimmung einer Curve dem absoluten Betrage
nach wiichst, um so mehr ist dieselbe bestrebt von der Tangente in
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jenem Punkte abzuweichen, und von zwei sich berithrenden Curven ist
diejenige, welche in dem gemeinsamen Berithrungspunkte eine grissere
Kriimmung hat, mehr als die andere bestrebt sich von der Tangente zu
entfernen. Ubrigens rechtfertigt sich dies vollstindig durch eine ge-
nauere Untersuchung des Verhaltens der beiden Curven in der Um-
gebung des Berithrungspunktes (§ 4). Wenn # ungerade ist, so nimmt
das Verhiltnis von ¢ — ¢’ zu s»—! schliesslich ein bestimmtes Vorzeichen
an, welches auch das Vorzeichen von s sein mag. Mithin liegt in der
Umgebung von M eine der Curven innerhalb der andern, und dies ist
offenbar der allgemeine Fall. Ist » gerade, so wechselt s"—! mit s sein
Vorzeichen, mithin hat man ¢ > ¢’ auf einer Seite von M und ¢ <p’
auf der andern, d. h. die beiden Curven durchsetzen einander. Also
konnen zwei Curven in demselben Punkte einander durch-
setzen und beriihren; dies ist aber ein sicheres Kennzeichen
einer hheren Bertihrung. Wenn dagegen die beiden Curven ein-
ander beriihren ohne sich zu kreuzen, wie es im allgemeinen stattfindet,
so hat man nicht immer eine einfache Berithrung, da es, wie wir ge-
sehen haben, ausnahmsweise auch eine hohere Berihrung sein kann;
in diesem Falle ist aber die Ordnung ungerade, und da ¢ — ¢’ in der
Nihe der Null ein bestimmtes Vorzeichen bewahrt, so kann man hinzu-
fiigen, dass die Differenz ¢ — ¢’ in dem betrachteten Punkte
ein Minimum oder Maximum ist.

§ 50. Osculation.

Hat man einen Punkt M auf einer Curve fixiert und ist eine
zweite Curve (s, o) = 0 gegeben, so ist es moglich, einen oder mehrere
Punkte M’ auf der zweiten Curve zu finden von folgender Beschaffen-
heit: Bringt man M’ mit M und die Tangente in M’ mit der Tan-
gente in M zur Deckung, so wird die Berithrung, welche im allgemeinen
von der ersten Ordnung ist, eine solche von der zweiten.. Es geniigt
in der That, die Gleichung der zweiten Curve nach s aufzuldsen, indem
man fiir ¢ den Wert einsetzt, den der Krimmungsradius im Punkte M
der ersten Curve hat. Anstatt die Curve (M) als gegeben anzunehmen,
stelle man sich nunmehr die Aufgabe, dieselbe unter den unendlich
vielen Curven, welche durch die natiirliche Gleichung

@ 1(50,8,8, .., @a_3)=0
(mit » — 2 willkiirlichen Parametern) dargestellt werden, derart zu
wihlen, dass die Beriihrung von einer méglichst hohen Ordnung wird.

Durch # — 2 successive Differentiationen kénnen wir aus (2) ebenso-
viele Relationen ableiten, welche die folgende Form haben:
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f1(5,0, 0,8, 0, 0, ..., ¢_g=0,
(3) fz(sr 0, 01, 09, a’l:“h"';aﬂ——ﬂ)=0;

fa—z (37 Qs «vey On—2, @, -.., a,,__g)=0.

Diese miissen ebenso wie die Formel (2) fiir die Curven (M) identisch
bestehen. Denkt man sich nun an Stelle von ¢, @, ..., @n—z die
Werte eingesetzt, welche diese Grossen im Punkte M der ersten Curve
haben, so entsteht ein System von % — 1 Gleichungen, welches be-
stimmte Werte fiir s, a,, u,, ..., an—3 liefert. Bexr jeder Lésung des
Systems werden die Werte der o dazu dienen, eine unter den unendlich
vielen durch die Gleichung (2) dargestellten Curven zu bestimmen, und
der Wert von s wird auf der so erhaltenen Curve (BM’) einen Punkt
M’ definieren. Bringt man diesen Punkt mit M zur Deckung derart,
dass sich die Curven dort beriihren, so werden dieselben die # — 1
ersten Kriimmungscentra gemein haben, und im allgemeinen ist kein
Grund vorhanden, dass auch die n-ten Kriimmungscentra zusammen-
fallen. Die Berithrung wird demnach die Ordnung % erreichen, und es
ist klar, dass man a priori keine hohere Beriihrung verlangen kann.
Dies hindert jedoch nicht, dass eine solche Beriihrung wegen einer
der Curve (M) innewohnenden Kigenttimlichkeit thatsichlich eintreten
kann. Im allgemeinen Falle sagt man, dass unter den durch die Glei-
chung (2) definierten Curven (M) zu der gegebenen Curve osculierend
ist. Tritt ausnahmsweise der Fall ein, dass sich, wihrend man zwischen
den beiden Curven pur eine Beriihrung von der Ordnung # herbeizu-
fithren sucht, eine noch innigere Berithrung zwischen ihnen heraus-
stellt, so sagt man, die Curve (M") sei zu (M) superosculierend.
Es giebt also in jeder (n — 2)-fach unendlichen Curvenschar
einfach unendlich viele Curven, die mit einer gegebenen Curve
(M) eine Berithrung n-ter Ordnung haben, und nur in besondern
Punkten von (M) kann es eintreten, dass die Ordnung der Berithrung
die Zahl » tiberschreitet.

§ 51. Osculierender Kreis.

Die vorhergehenden Betrachtungen sind nicht anwendbar, wenn in
der Formel (2) s nicht vorkommt, d. h. im Falle der Kreise. Die un-
endlich vielen Kreise, welche eine gegebene Curve in einem Punkte M
berithren, haben ihre Mittelpunkte O auf der Normale der Curve in M.
Aber solange O von C verschieden ist, ist die Beriihrung einfach und
wird, wenn O mit C zusammenfillt, im allgemeinen nur von der zweiten
Ordnung. Also ist unter den die Curve in M berithrenden Kreisen
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derjenige der osculierende, dessen Mittelpunkt das Kriim-
mungscentrum ist. Da ferner die Berithrung von zweiter Ordnung
ist, so durchsetzt im allgemeinen der osculierende Kreis im Be-
rithrungspunkte die Curve, und dies ist sogar eine Eigenschaft, welche
ihn unter den unendlich vielen Kreisen, die die Curve in demselben
Punkte beriihren, charakterisiert. Wenn wir uns vorstellen, dass der
Mittelpunkt O eines berthrenden Kreises die Normale in einem ge-
gebenen Sinne durchléuft, vom Unendlichen ausgehend, um wieder ins
Unendliche zuriickzukehren, so wird es nur ein einziges Mal vorkommen
konnen, dass der Kreis die Curve durchsetzt, wihrend fiir jede andre
Lage von O die Curve in der Umgebung von M entweder ganz innerhalb
des entsprechenden Kreises liegt (was offenbar eintritt, wenn O ins Un-
endliche riickt) oder ganz ausserhalb (z. B, wenn O sich M unendlich
nihert). Unter den einfach unendlich vielen Kreisen, die eine Curve
osculieren, kdnnen einige die @urve in speciellen Punkten superosculieren.
Da alsdann die Beriihrung im allgemeinen von der dritten Ordnung
ist, so kann man auf Grund der Schlussbemerkung in § 49 behaupten,
dass ¢ — ¢’, d. h. ¢, ein Minimum oder Maximum ist. Ist umgekehrt
¢ ein Minimum oder Maximum, so muss die Berithrung von einer
hoheren, und zwar ungeraden, Ordnung sein. Stellt man sich demnach
vor, dass der Berithrungspunkt die Curve immer in demselben Sinne
durchliuft, so steigt jedesmal, wenn der osculierende Kreis ein
Minimum oder Maximum wird, die Berithrung mindestens bis
zur dritten Ordnung auf und ist jedenfalls von ungerader Ordnung.
Dann durchsetzt der osculierende Kreis die Curve nicht mehr. Dies
ist also ein sicheres Merkmal fiir eine Superosculation, die sich itherall
da deutlich anzeigt, wo die Curve in der Umgebung eines Punktes
inbezug auf die Normale symmetrisch ist.

§ 52.

Wir wollen annehmen, die Curven (M’) seien, anstatt durch die
Formel (2) dargestellt zu sein, durch ihre cartesische Gleichung inbezug
auf die Tangente und die Normale in einem Punkte M einer bekannten
Curve gegeben. Wir wollen ferner in der Umgebung von M die Mog-
lichkeit der Entwickelung von y nach ganzen positiven Potenzen von x

4) y= Az 4+ Ba® 4 Cat 4 - -

zulassen. Diese Entwickelung kommt bei passender Bestimmung der
Coefficienten jeder Curve zu, welche die gegebene Curve in M be-
rithrt, und im besondern kommt sie der Curve (M) selbst zu. Um
die der Curve (M) entsprechenden Coefficienten zu bestimmen, geniigt
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es, (4) zu differenzieren und die abgeleitete Gleichung mit (4) zu iden-
tificieren (§ 16). Man erhilt so

1 1d4 1dB A®
dh A———2—Z’~, B=_'5_El—;, 0=Z—JS—+TZE,...
1 3 (o? 2y
(5) A=,2,_9_, Bzm‘%s’ 0— 36 +2ilg‘)5 LI

Das Bildungsgesetz dieser Coefficienten zeigt schon, dass der v-te Co-
efficient nur von den » ersten Kriimmungsradien, und zwar sicher von
dem wv-ten, abhingt. Also miissen fiir alle Curven, die in M eine Be-
rihrung von der Ordnung 7 haben, die % — 1 ersten Coefficienten die-
selben Werte haben. Um die Curve (M’) zu bestimmen, welche (M)
osculiert, braucht man jetzt nur in (4) die Werte (5) einzutragen und
dann die Entwickelung (4) in die Gleichung von (M) einzusetzen, in-
dem man aber alle die n-te itibersteigenden Potenzen von z vernach-
lassigt. Man erhilt auf diese Weise ein® Gleichung, die identisch er-
fillt sein muss, und dieser Umstand gestattet die Coefficienten in der
(leichung von (M’) zu bestimmen. Wir wollen bei dieser Gelegenheit
folgende Bemerkung machen: Schreibt man die Entwickelung (4) fiir
eine beliebige Curve, die mit M eine Beriihrung #n-ter Ordnung hat, so
sind die beiden ersten ungleicher Coefficienten in den beiden Ent-
wickelungen die n-ten, da sie sicher von ¢,—; und von @' _; < gu—1
abhiingen. Also ist die Differenz y — y’ der Ordinaten unendiich klein
von der Ordonung » 41, d. h. man kanp in der Umgebung des Be-
rihrungspunktes die beiden Curven als zusammenfallend be-
trachten, wenn man von unendlich kleinen Gr&ssen von hoherer
Ordnung als der n-ten absieht. Hiernach ist es leicht, die Behaup-
tungen des § 49 priiciser zu fassen. Kndlich wollen wir bemerken, dass
es manchmal vorzuziehen ist, anstatt der einen Entwickelung (4) in ana-
loger Weise die Entwickelungen von z und y als Functionen von s zu
benutzen. Aus den Relationen

dz __ dy _ .
I = Cosp, -~ =sing

leitet man durch successive Differentiationen ab

dz sin ¢ diz cos @ ¢, sin @
W= T e T T e T
dix 30, co8 @ o®+ 00, — 30,% .
dst T 194 + ;zs ! sme, ...,
dy cosg dy = sing 0, CO8 @
ds? e '’ ds® “?T"— o® ’

d'y _ 3¢, sing o' ee, — 3¢’
ds* 19* - e® s, -y
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mithin ist

s' s’ (e'tee,—3eNs!
6) z=s— z+ 4+ "“2_9“‘61;3*— 22495 1 4+

§ 53. Anwendungen.

a) Die Zahl der Kegelschnitte ist vom Standpunkie der natiulichen
Geometrie zweifach unendlich. Daraus folgt, dass man von einem Kegel-
schnitt wird sagen konnen, er osculiere eine Curve, wenn er mit ihr eine
Bertihrung vierter Ordnung hat. Setzt man nun in die Gleichung des
Kegelschnitts

(7 y= %(aw“’ + By® -+ 2yzy)

die Entwickelungen (6) ein, indem man alle die vierte {ibersteigenden
Potenzen von s vernachlissigt, so gelingt es leicht, «, §,y als Functionen
der Kriimmungsradien ¢, g, 0, der gegebenen Curve (M) zu bestimmen.
Anstatt der Entwickelungen (6) ist es im vorliegenden Falle vielleicht vor-
zuzichen, die eine Entwickelung (4) anzuwenden, indem man sie auf die
drei ersten Glieder beschréinkt und beim Einsetzen in (7) die Potenzen von
xz von der fiinften aufwirts vernachliéssigt. Auf die eine oder die andre
Weise gelangt man zu den folgenden Resultaten:

__1 _992"}'5912_3992 o 20}
(8) “__9’ p= 9¢° ) 7—'—3_9”2'

Also ist die Gleichung des osculierenden Kegelschnitts
(Bexr — ¢¥)* + (9¢° + 4" — 300s) ¥* = 18¢%.

b) Will man, dass die Bertihrung nur von der dvitten Ordnung sei,
so erhilt man unendlich viele Kegelschnitte, die noch immer durch die
Gleichung (7) dargestellt werden, wo o« und y die Werte (8) haben, wihrend
8, der emz1ge Coefficient, welcher von g, abhingt, willkiirlich bleibt. Fiir

g == ; erhilt man eine Parabel und fir § = — « eine gleichseitige Hy-

perbel. Daraus folgt, dass die Gleichungen der osculierenden Parabel
und der osculierenden gleichseitigen Hyperbel beztiglich

2
(Bow — o9)! = 18¢%y, a? —y? 321 zy = 20y
sind.

¢) Um die Grosse der Axen des osculierenden Kegelschnitts
zu bestimmen, muss man sich daran erinnern (§ 29), dass man

a2+b2=f~(—a—}@, ab=f§
hat, wo 4 = aff — 9% ist. Setzt man der Kiirze wegen
& =90+ 4o — 300, B =18¢"+ 5o" — 300;,-
so liefern die Werte (8)
®) “tp—
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und die vorhergehenden Formeln werden

4 b
(10) a2+b9=9_°;_,-§_., ab=3%.
&
Aus diesen gewinnt man
.—.___._._____. 3 2 et ——
=2 Vb 4 YA —368¢%, b=—2_Vb— )b — 368
a éi,V V +V Q ? {”Vz Vc V 9

Man bemerke, dass die innere Wurzel immer reell ist, da die Identitst besteht
BT — 368¢* = (50," — 3¢¢s)* + 360%,°

§ 54. Invarianten.

Fiir eine Schar (2), die aus einer (» — 2)-fach unendlichen Zahl
von Curven besteht, giebt es eine Function der » ersten Kriimmungs-
radien, welche lings jeder Curve der Schar bestindig gleich Null bleibt.
In der That erhélt man durch Differentiation der letzten der Formeln (3)
eine weitere Relation

fa1(S, 0, 1) @y -+ vy @1, Oy Ggy ooy By3) =0,
welche identisch fiir alle Curven (2) bestehen muss. Eliminiert man
nun S, @, Gy, ..., @n—s aus dem System, welches durch Hinzufiigung

der letzten Gleichung und der Gleichung (2) selbst aus dem System (3)
entsteht, so gelangt man zu einer Relation

(1) Flo) 015 3y -5 @n—1) =0,

deren erstes Glied eben die Invariante der Schar (2) ist. Die Kennt-
nis der Invariante gestattet in jedem Punkte das n-te Kriimmungs-
centrum zu construieren, wenn die # — 1 ersten Kriimmungs-
centra bekannt sind, und die Construction, welche man erhilt,
charakterisiert die Curven (2). Es ist in der That evident, dass jede
Invariante zu einer ganz bestimmten Curvenschar gehért, deren Glei-
chung man demnach durch die Kenntnis der Invariante allein
ersetzen kann. Um sich davon zu tiberzeugen, bemerke man, dass
durch Einsetzung der Werte (1) in die Formel (11) diese eine Differential-
gleichung (n — 1)-ter Ordnung wird, von der man durch Integration
wieder zu einer Gleichung zwischen s und ¢ aufsteigt, welche n —1
willkiirliche Constanten enthélt. Von diesen Constanten bilden aber
n — 2 das System von Parametern, welches in der Gleichung (2) auf-
tritt, und die letzte ist durch die Wahl des Anfangspunktes der Bogen
bestimmt. Man kann jedoch nicht bloss das n-te Kriimmungscentrum
construieren, wenn man die Invariante kennt, sondern auch alle fol-
genden Krimmungscentra. In der That konnen wir die Gleichung (11)
unbegrenzt oft differenzieren und erhalten dabei ebensoviele Relationen
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(12) Fi(e,015--500)=0, Fy(e, 01, - 041)=0,

Fs(e, 005+ ong2) =0, ..,
welche successiv die Werte von g, @xt1, @rt2, --. als Functionen
von @, 0, Qs - - -, @u—z liefern. Das Verschwinden der Invariante F
in einem gegebenen Punkte einer Curve (M) zeigt an, dass die Curve
(2), welche (M) in jenem Punkte osculiert, mit derselben auch das
n-te Kriimmungscentrum gemein hat, d. h. dass die Ordnung der Be-
rihrung » ibersteigt, dass also eine Superosculation stattfindet.
Endlich wollen wir bemerken, dass man durch Elimination von g, ¢,
..y @v—1 8us (11) und den » ersten Relationen (12) eine Relation

F (Qm Ovf1y oo oy 9"+1'-1) =0

erhilt und man ohne weiteres behaupten kann, dass F(p, 0., ..., 02—1)
die Invariante der Curvenschar ist, welche aus den »-ten
Evoluten der Curven der gegebenen Schar (2) besteht. Soll in
einem Punkte einer gegebenen Curve eine Berithrung (n - v)-ter Ord
nung mit einer Curve der Schar (2) stattfinden, so ist dazu notwendig
und hinreichend, dass in jenem Punkte F, F', F”,..., Ft=9 ver-
schwinden, nicht aber F\"),

§ 55. Beispiele.

a) Die cycloidalen Curven (vgl. § 24, g) bestimmen eine zweifach
unendliche Curvenfamilie, die durch die Invariante o, 0, — 003 charakterisiert
wird. Werden aber die genannten Curven derart particularisiert, dass aus
der ganzen Familie eine einfach unendliche Schar ausgesondert wird, so
darf die Invariante nicht mehr g; enthalten, und in der That findet man, dass
die Invarianten der Kreisevolventen, der logarithmischen Spiralen,
der Cycloiden, der Pseudocycloiden, der Epicycloiden mit drei
Spitzen, . s. w. bezdiglich ¢y, ¢ — 00z, ¢+ €22 0— 02, 90+ s,
w. 8. w. sind.

b) Die Invarianten der Parabeln und der gleichseitigen Hyperbeln
sind gerade die in § 53, ¢ mit & und 5 bezeichneten Ausdriicke, da dieselben
Functionen von ¢, g;, g sind, welche auf Grund der Formeln (9) beziiglich
auf jeder Parabel und auf jeder gleichseitigen Hyperbel verschwinden.
Ausserdem zeigt die zweite Formel (10), dass der eine Curve osculierende
Kegelschnitt eine Hyperbel oder eine Ellipse ist, jenachdem & negativ oder
positiv ist. Die Werte von s, fiir welche & oder ¢® verschwindet, bestimmen
auf jeder Curve die Punkte, wo eine Superosculation mit einer Parabel oder
mit einer gleichseitigen Hyperbel stattfindet.

¢) Um die Invariante @ der Familie aller Kegelschnitte zu finden, ge-
niigt es, die eine oder andere der Gleichungen (10) zu differenzieren. Man
erhilt auf diese Weise € unter einer der folgenden Formen

db o MdPh 49 164 &
e Q
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Filhrt man die Rechnung in der einen oder andern Weise aus, so findet
man, dass die Invariante der Kegelschnitte

€ = 36¢%, + 409, — 450¢,0: + 90%¢s

ist. Endlich gestatten die Formeln (10) auch noch, € lings einer beliebigen
Curve als Function der Halbaxen des osculierenden Kegelschnitts auszudriicken:

.4da’ b2 14 1
-—-—27 ds +4 9’ @=_27QSE§———§-.
(ab)® (ad)®

Der letzte Ausdruck fithrt, da bekanntlich mwab den Flécheninhalt der durch
die Halbaxen ¢ und b befinierten Ellipse misst, zu der Bemerkung von
Gravé, dass die eine Curve in einem Punkte M osculierende Ellipse
nicht einen constanten Flicheninhalt bewahren kann, wenn M die
Curve durchliuft. Hinzugefiigt sei, dass das Zeichen von € dazu dient, zu
erkennen, ob der genannte Flicheninhalt zu- oder abmimmt. Wenn er
ein Minimum oder ein Maximum wird, so verschwindet @, mithin
steigt die Berithrung mindestens bis zur finften Ordnung.

d) Bemerkenswert sind die Curven, welche durch die Invariante

I () =12+ (b + Do’ — o0,
definiert werden, fiir jedes Wertepaar 4, u. So z. B. unterscheiden sich
3 (3, 3) and 3 (6, ) nicht von & und von &8; die Kettenlinien gleichen

Widerstandes sind chdrakterisiert durch & (1,1), die logarithmischen
Spiralen durch J (0,0), und allgemeiner ist J (0, w) die Invariante der-
jenigen Curven, bei welchen der Bogen proportional der (1 — p)-ten Potenz
des Krilmmungsradius ist; & (1, 0) ist die Invanante der durch die Gleichung

§ =
V"l loo -

dargestellten Curven; u s. w. Sind 2 und p von Null verschieden, so fithrt
die Integration von J = O zu der natiirlichen Gleichung

5 = do ,
V" 2,u >

welche im besondern die Ribaucour’schen Curven und die Sinus-
spiralen vom Index # (§§ 41, 43) darstellt, je nachdem man die eine oder
die andere der folgenden Annahmen macht:

n—1 n+1 'n(n——l) __n
;;"_i_’ial'" T = mFr b=n_1

A=

Fir ip =% stellt dieselbe Gleichung die bemerkenswerten Curven dar
(8§ 46), deren osculierende Kreise, nach einem constanten Verhiltnis ver-
grossert, eine feste Gerade berithren. Bemerkt man ferner, dass

ad
T =2 — e+ (@u+1) 22



§ 56. Ubungsbeispiele. 1

ist, so sieht man sofort, dass, wenn 2p -} 1 == O ist, die Invariante der
Evoluten 219 — g, ist. Da dies die Invariante der cycloidalen Curven
o = 21s% 4 - - . ist, deren jede im allgemeinen die Evolute einer analogen

Curve ist, so kann man sagen, dass die durch die Invariante

e‘)(l, — %) definierten Curven gewisse Parallelecurven zu cycloi-

dalen Curven sind. Derartige Curven sind (vgl. §§ 41, 43, 46) die

Ribaucour'sche Curve vom Index — die Sinusspirale vom Index - und

1
37 3
die krumme Linie, welche alle um die Punkte einer Cycloide beschriebenen
Tangentialkreise der Directrix beriihrt; sie ist Parallelcurve einer gewissen
andern Cycloide. Bei allen diesen Curven fithrt die geometrische Inter-
pretation der Gleichung J == O zu der folgenden sehr einfachen Construction
des dritten Kriimmungscentrums, falls die beiden ersten bekannt sind: Teilt
man CM im Verh#ltnis von 4 zu 1 — 1 und CC, im Verh#ltnis
von (u+ 1) zu 1 — (p+ 1)4 und errichtet in dem ersten Teil-
punkte ein Lot auf der Geraden, welche ihn mit dem zweiten ver-
bindet, so geht dieses Lot durch Cj.

¢) In analoger Weise kann man die in § 37 definierten Curven unter-
suchen. Setzt man

P=(m—10"+ @+ %"+ @ —1) (e — ees)>
H= 7 [0 — 1% + (0 D]+ (0 — 1) (0 — ees).
so findet man, dass die Invariante der genannten Curven
=2 [@r—1)P—2(n+1) H] 4 (n — 1) (B*—1) ¢ (¢ 02— 00s5)
ist, und dass der Leitkreis sein Centrum in dem Punkte
(13) =™ =D, g = o=

P ! P
und den Radius

R=(— 1)y —m DR

hat. Daraus folgt sofort, dass I und H die Invarianten der Ribaucour’schen

Curven (B = 00) und der Sinusspiralen (R == 0) sind und dass die Glei-
chung des Leitkreises

Bty —p 00— 1l + Doz + (r—1) 9] + 25 (n— 1)2t =0

P
ist. Dieselbe reduciert sich bei den Ribaucour'schen Curven auf
_ntl nt1 g
(14) Y= 9 ¢ n—l'?x'

§ 56. Ubungsbeispiele.

a) Den Ort der Mittelpunkte der osculierenden Kegelschnitte
einer gegebenen Curve zu bestimmen. Die Coordinaten des Mittelpunktes
kann man aus den Formeln (18) fir » = — 2 ableiten oder auch aus den
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Formeln (3) des vorigen Kapitels, indem man darin die Werte (8) und (9)
eintriigt. Wendet man auf diese Coordinaten
9o°

__3e%q e
(15) T == & 1 y= &

das gewohnliche Verfahren (§ 15) an, so erhilt man
dx @, dy 3@

ds = &* ds &
und man sieht, dass die Tangente durch A hindurchgeht. Ferner wird

€ T , @ 3
n =Vt e}, o =m0+ )

Man findet z. B. im Falle der Hypocyecloide mit drei Spitzen (9%} ¢®=Const.)
& = 36a?, S5 = 45a?, € = — 32404*s. Fixiert man in geeigneter Weise
den Sinn und den Anfangspunkt der Bogen, so liefern die vorhergehenden

Formeln
, 1552 , 15s¢

4a @ 8a

und schliesslich 9524 4¢'® = Const. Der gesuchte Ort ist also eine Hypo-
cycloide mit sechs Spitzen, wovon drei mit denen der gegebenen Curve
zusammenfallen.

b) Die Enveloppe der Leitlinien der eine gegebene Curve oscu-
lierenden Parabeln zu finden. Aus der Formel (14) erhdlt man fiir

n = — 2 die Gleichung der Leitlinie. Differenziert man dieselbe, so kommt
(62 —30)x + 4oy + 200, =0,
und aus beiden Gleichungen ergiebt sich 2 =0, y = — % Also be-

rithrt die Directrix ihre Enveloppe auf der Normale der Curve.
Wendet man auf die Coordinaten des Berithrungspunktes die gewdhnlichen
Fundamentalformeln an, so erhilt man

Vieter o _0cted)
(16) =" " @ =

Fir die Hypocycloide mit drei Spitzen erhilt man ¢’ = —g-a. Also be-

rithren die Leitlinien der osculierenden Parabeln einer Hypocy-
cloide mit drei Spitzen simtlich den Leitkreis.

¢) Dagegen werden fir o6 = 0, da sich alsdann & auf — (9¢*+ ¢,®)
reduciert, die Formeln (16)

1 , '
o =3V9% +e’, S———f%ds,

f_ 8 (a\} . 1 ofdo
e == --—9 — 3 S = — i

und durch Elimination von ¢ entnimmt man daraus

d. h
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’ 1 ’

8 =g '—‘——‘——‘—d? :
(29' % 1
%) ~

Also beriihren die Leitlinien der osculierenden Parabeln einer
gleichseitigen Hyperbel eine Sinusspirale vom Index — %

d) Den Ort der Brennpunkte der osculierenden Parabeln
einer gegebenen Curve zu finden. Wenn man beachtet, dass der Brennpunkt
inbezug auf die Tangente symmetrisch ist zu der Projection von M auf die
Directrix (§ 33, a), so findet man, dass seine Coordinaten

o= — 3¢ —_ %
. 2@ teon’ YT 20 T e
sind. Mithin ist

dx _ (9e*—o,hF Jy 3800,

ds T 20t ds T (et e
Diese Formeln sagen uns, dass die Normale des Ortes der Bremn-
punkte die Strecke M C im Verhiltnis von 1 zu 3 teilt und dass die Tan-

gente den von M aus gerechneten Abschnitt halbiert, welchen die Leitlinie
auf der Tangente von (M) bestimmt. Ferner erhilt man

%=2(§—-1), £7=2(3§-—5)-

Z.B.hat man, wenn 9 s+ o®==Const. ist, s’=2s, =2 , 95'4 25 o'2==Const.
y ¢ =730 0

Also gehdren die Brennpunkte der osculierenden Parabeln einer
Hypocycloide mit drei Spitzen einer Epicycloide an, welche die-
selben Spitzen hat. Auf #hnliche Weise liefern, wenn o5 == 0 ist, die

letzten Formeln s == —;—s, o = —11—0-9, und daraus lisst sich leicht ableifen,

dass die osculierenden Parabeln einer gleichseitigen Hyperbel ihre
Brennpunkte auf einer der Curven haben, die durch die Invariante

67(56-5, %) definiert sind. Endlich liegen bei jeder Curve der durch

die Invariante J (———:—, ——-;—) definierten Familie die Brennpunkte

der osculierenden Parabeln in gerader Linie. Es ist zu bemerken,
dass diese Curven gerade diejenigen sind (§ 55, d), deren osculierende Kreise,

von den entsprechenden Berithrungspunkten aus auf 141: verkleinert, eine feste

Gerade bertihren.

e) Den Ort der Mittelpunkte der osculierenden gleichseitigen
Hyperbeln einer gegebemen Curve zu bestimmen. Fiir o = O liefern
die Formeln (15)
o= — 200 90

90* + ¢,*’ 9¢* + o’
forner findet man
oz _ (9e¢'—g )b dy 6H¢¢

— LS. SRS, X — o e—

ds — (@t eV ds ©e*+ o)’
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und leitet daraus ab

1 & e o¥
T=5—1, 2=35—1
Im besondern wird, wenn 9s® + o® == Const. ist, s" = 5s, 9'=§—s,

7
95’ 4+ 49¢’% = Const., mithin liegen die Mittelpunkte der osculie-
renden gleichseitigen Hyperbeln einer Hypocycloide mit drei
Spitzen auf einer sternformigen Epicycloide, welche dieselben
Spitzen hat. Endlich bilden die Curven, welche von gleichseitigen
Hyperbeln, deren Mittelpunkte in gerader Linie liegen, osculiert

werden, die durch die Invariante c‘7(2, ;) charakterisierte Fa-

milie. Sie gehdren (§ 55, d) derselben Klasse an, wie die am Ende des
vorigen Ubungsbeispiels gefundenen abgesehen von der Anderung des Ver-

1. 1
hiiltnisses 7 i —3.

f) Die vorhergehenden Rechnungen lassen sich allgemeiner bei den
durch die Invariante C definierten Curven ausfihren. So leitet man aus
den Formeln (13) ab

(17) %%=_(n+1)091 3y ___ (n—1Ce

und man sieht sofort, dass die Tangente des Ortes der Mittelpunkte der
Leitkreise durch M hindurchgeht. Die Curve, welche an die Stelle der
Hypocycloide mit drei Spitzen tritt, ist immer eine Hypocycloide (n < 0)
oder eine Epicycloide (» > 0) und wird durch die Gleichung

(19 (r— 18+ o 1) = o
dargestellt. Fiir dieselbe ist
_2n(n—1? , (2n — 1) (n—-l) 4n2n—1(n—1)¢ 4
=gy @ ="y ¢ O=""Ggy 7
Wenn H = O ist, so fihren die Formeln (17) zu den folgenden
i P e n—1 P
TET D vTariE T b

mit deren Hilfe man den Ort der Pole der Sinusspiralen vom Index %
bestimmt, die eine gegebene Curve osculieren; und wenn diese die Curve

(18) ist, so findet man eine an