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Vorwort. 
Noch ein Lehrbuch der Funktionentheorie, wird mancher rufen, wenn 

dies Buch ihm in die Hände kommt. Endlich ein Lehrbuch der Funktionen­
theorie hoffte ich zu schreiben. Diese Sätze erscheinen anmaßend. Drum 
muß ich sie erläutern. Sie stehen und fallen mit der Auffassung des 
Begriifs "Lehrbuch". Was ist ein Lehrbuch? Es soll, so meine ich, eine 
vollstiindige, faßliche und einheitliche Darstellung eines Wissensgebietes 
geben. Diese drei Eigenschaften "vollstiindig, faßlich, einheitlich" bediir­
fen aber noch der näheren Bestimmung. Vollständig soll ja auch ein 
Handbnch sein. Aber in anderem Sinne. Das Handbuch soll iiber jede 
Einzelh~it Auskunft geben. Das Lehrbuch will den Leser instandsetzell, 
jede ihm außerhalb des Buches selbst begegnende Einzelheit in ihrer Be­
deutung für das Ganze zu würdigen. Es soll ihn daher ,ollst;indig über 
die wes en tlich en Züge der 'rheorie aufklären und sie ihn verstehen lehren. 
In diesem Sinne soll es nach Ergebnissen und Methoden vollst:indig sein. 
Dabei soll es faßlich sein, also m~~lichst wenig Vorkenntnisse voraussetzen. 
Darunter verstehe ich sowohl spezifische Kenntnisse an S:itzen und jIethoden 
als auch allgemeine Geisteseinstellung, oder Übung im mathematisch-wissen­
schaftlichen Denken. Vielmehr sehe ich die Aufgabe eines Lehrbuches darin, 
auch in dieser allgemeinen vVeise über den speziellen Stofl' hillaUf:l den 
Leser zn bilden. Wissenschaftlich denken lernt man erst durch Besclüifti­
gung mit der \Vissenschaft. Endlich war Einheitlichkeit der Darstellung 
vflrlangt. Widerspricht diese Forderung aber nicht gerade in der Funktionen­
theorie der Vollständigkeit? Wer einmal VOll dem alten 8chlachtruf: H ie 
Riemulln, hie Weißerstraß und gar hie Cauchy gehiirt hat, wird da seine 
Zweifel habe!!. Aber in der 'Wissenschaft hat man in dem Ausgleich der 
Gegens:itze einen Fortschritt zu erblicken. Und mitten in einer solchen 
Periode des Fortschrittes stehen wir eben. So will denn auch dies Buch 
an seinem Teil zum Ausgleich der Gegensäb:e, zur Vereinheitlichung der 
Funktionentheorie beitragen. Der erste Band behandelt die Elemente der 
Theorie, d. h. die allgemeinen Begrifisbildungen und die einfachen Siitze aus 
der Funktionentheorie, die bei dem heutigen Stand die~er Wissenschaft 
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allenthalben auf Schritt und Tritt gebrauc)lt werden. Der zweite Band, 
welcher in Biilde folgen soll, will aufweisen, wieviel herrliche Wohnungen 
das hier in diesem ersten Band im Grundriß vorgeführte Gebliude in sich 
Zll bergen vermag. Bs wlire peinlich für mich, näher als es hier geschehen 
ist, die in den Eingangssiit..:en enthaltene Hoffnung rechtfertigen zu müssen. 
Ich glaube aber, daß der sachkundige Leser mich von diesel' Aufgabe ent­
binden wird, ohne mich der mangelnden Objektivität und Anmaßung zu 
zeihen. Ob ich allerdings selbst das Ziel, dem ich nachstrebte, erreicht habe, 
muß ich billigerweise dem Urteil des geneigten Lesers überlassen. Doch 
darf ich hoffen, daß redliches Bemühen nicht ganz erfolglos gewesen ist. 
Der Leserkreis, an den ich mich wende, und den ich durch dies Buch 
fördern möchte, ist derselbe, vor dem ich schon so oft über dies schöne 
Gebiet vorgetragen habe: der deutsche Student vom dritten Semester an. 
Ich setze also lediglich die Elemente der analytischen Geometrie voraus in 
dem Ausmaß, in dem sie die Schule vermittelt, und einige Kenntnisse aus 
der Differential- und Integralrechnung. Dabei ist aber nicht einmal so viel 
nötig, als mein wohl heute schon ziemlich bekannter Leitfaden bietet. Was 
Geisteseinstellung anlangt, so nehme ich nur an, daß der Leser sich mit 
williger Fl'eude an das Buch heranmache, und hoffe, daß ihm diese im Laufe 
der Arbeit nicht abhanden kommt, sondem daß sie· wächst und zunimmt. 
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Einleitung. 
Dieses Buch beschäftigt sich mit den Funktionen einer komplexen 

Variablen z = x + iy. Unter i ist dabei wie üblich die V'="-T verstanden. 
x und y sind reelle Veränderliche. Wie kommt es, so wird sich mancher 
Leser fragen, daß man sich mit den Funktionen eines komplexen Argu­
mentes näher befaßt, ja, besonderes Gewicht auf sie legt? Das ist in der Be­
deutung dieser Dinge für viele Anwendungsgebiete, wie die theoretische Physik, 
insbesondere die Hydrodynamik, ferner darin begründet, daß man solchen J;'unk­
tionen auf Schritt und Tritt in fast allen Zweigen der reinen Mathematik be­
gegnet. ·Wollten wir hier gleich die Bedeutung für die Anwendungen im ein­
zelnen darlegen und so unserer Beschäftigung mit der Funktionentheorie 
noch einen besonderen Grund geben, so müßten wir schon ein gewisses 
Maß von Kenntnissen aus diesem Gebiete voraussetzen. Auch möchte ich 
den Leser nicht glauben machen, daß ich den vVert eines mathematischen 
Wissensgebietes in seiner Anwendbarkeit suchte. Wir wollen daher jetzt 
lie bel' an einigen einfachen Beispielen aus der reinen Mathematik Nutzen 
und Notwendigkeit des Komplexen aufweisen. Der Leser soll dabei gleich­
zeitig eine Vorstellung von der seltenen Schönheit bekommen, die der Funk­
tionentheorie innewohnt, und die sie schon für sich wertvoll macht. 

Jeder, der sich nicht nur ganz oberflächlich mit Algebra oder Analysis 
befaßt hat, ist auf die komplexen Zahlen gestoßen. Jedem Leser sind Flie 
bei der Auflösung der quadratischen Gleichungen, hei der Partialbruch­
zerlegung und bei der Integration der rationalen Funktionen begegnet. 
J edel' Leser hat wohl schon von der Eulcrschcn Formel 

ei .' = cos x + i sin x 

gehört und die Leichtigkeit schätzen gelernt, mit der sie erlaubt, cos nx 
und sin nx durch die Potenzen von cos x und sin x auszudrücken. i ) 

1) Nach der Eulersehen l!~ormel wird nämlich 

cos nx+ i sin n x= einx = (cos x+ i sin x)". 
Da nun z. B. C08 nx dem Realteil von (cos x + i sin xt gleich sein muß, so findet man 
fü r ganzes positives n nach dem binomischen Lehrsatz 

cos nx= C08" x- (~) cos"-2 x sin 2x+ (~) cosn- 4 x sin 4x-+····. 



2 EinleitltnlJ 

Jedem Leser wird sich dabei der Eindruck aufgedriingt haben, daß 
man den komplexen Zahlen nur schwer aus dem Wege gehen kann, ja, 
daß ihre Verwendung häufig von besonderem Nutzen ist. Aber nicht jeder 
wird an dies Buch mit der fertigen Überzeugung herantreten, daß ohne 
komplexe Zahlen manche R1'sclteinttn,q ttnerklih'lieh 'ist, daß vielerorts erst die 
Heranziehung des Komplexen zur Klarheit fUhrt, daß erst im Komplexen 
ein geschlossenes Gebiet gewonnen ist, aus welchem die geläufigen Rechen­
operationen nicht wieder herausführen, daß die kom plexen Zahlen dem mensch­
lichen Schönheitstrieb viele Befriedigung gewähren, Von solchen Überzeugungen 
ist dies Buch getragen und sein erstes Ziel ist es, solche Überzeugungen im 
Leser zu wecken, damit er frohen Mutes an die Arbeit herangehe, 

Die Ansicht, daß die komplexen Zahlen unvermeidlich seien, wird 
jedem Leser nahe liegen, welcher von dem sogenannten casus irreducibilis 
bei den Gleichungen dritten Grades gehört hat, Das ist jenes eigentüm­
liche Vorkommnis bei der Auflösung der Gleichungen dritten Grades 
durch die cardanische odel' ähnliche Formeln. Das Vorkommnis tritt 
gerade bei den Gleichungen ein, welche nur reelle Wurzeln besitzen, und 
äußert sich darin, daß bei den Auflösungsformeln Quadratwurzeln aus 
negativen Zahlen schlechterdings unvermeidlich sind. In der Algebra wird 
dies des näheren bewiesen. l ) 

An zweiter Stelle sei der Leser an die folgenden Tatsachen erinnert. 
Will man den Satz aussprechen können, daß alle linearen Gleichungen mit 
natürlichen, d. i. ganzzahligen Zahlenkoeffizienten lösbar sind, so ist man 
genötigt, neben diesen natürlichen Zahlen die negativen Zahlen und die 
Brüche heranzuziehen. Man ist also zu zwei Erweiterungen des Bereiches 
der natürlichen Zahlen genötigt. Steigt man dann zur Lösung der qua-

Ebenso findet man durch Gleichsetzen der Imaginärteile 

sinnx= (~) cosn-lx sinx-(~)cos"-Sx Bins x+--· .... 
i"'+e-i '" 

Aus der Eulerachen Formel findet mau ferner leicht, daß coa x = 2 und daß 

'x -ix I eix + e-iX)" 
sin x = e -;~ ist. So findet man z. B. cos"x = \ 2 • Für ganzes positives 

n kann man hieraus die Entwicklung von cosn x in eine Fourierache Reihe entnehmen. 
Der binomische Satz liefert nämlich 

en;"' + e-ni;x; () e("-2)i"'+e-(n-2).,,, 
cosnx= + n + ....... . 

2n 1 2n 

= _1 __ (cosnx+(n)COS(n-2)X + ...... ). 
2,,-1 1 

1) V gl. z. B. Weber-Wellstein: Encyklopädie der Elementarmathematik Bd. I, 
3. Aufl., Leipzig 1909, S. 364. 
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dratischen Gleichungen auf, so wird man wieder ~ur Einführung ~welnr 
neuer Zahlensorten geführt. Man muß die irrationalen und die komplexl'Il 
Zahlen heranziehen. Hat man dies aber restlos getan, BO werden alle 
Gleichungen von beliebig hohem Grude lösbar, ohne daß irgendwaun die 
Einführung weiterer Zahlgebilde nötig wird. Dann gilt ganz von selbst 
der Fundamentalsatz der Algebra, daß jede Gleichung Lösungen bei'iit~t. 

Wir brachten das schon vorhin zum Ausdruck, indem wir sagten, daß die 
auszufLi.hrenden Hechnungen aus dem mit den komplexen Zahlen gewonne­
nen Zahlkörper nicht wieder herausführen. Mit ihrer Einführung ist also 
Abschluß und Abrundung erzielt. 

Lehrreich ist endlich die Betrachtung der Logarithmen nerlatiucr Zahlen. 
Eigentümlich muten uns die Widersprüche an, welche so berühmte Mathe­
matiker wie Johann Bernoulli, der Vater der Variationsrechnung, und so 
universelle Gelehrte wie Leibniz, einer der Erfinder der Differential- und 
Integralrechnung und der Vater vieler noch heute üblichen Bezeichnungen, 
bei der Betrachtung der Logarithmen negativer Zahlen zu finden meinten. 
Von der Bedeutung des Komplexen legt um so beredteres Zeugnis die Auf­
klärung dieser Paradoxien durch Euler ab. Der Leser kennt die Formel 

er J dx I i-x arctO' x = --.; =---: 100' '0-'--- • 

'" l+X' 2t bt+X 
o 

7C 1 i-I I (i __ 1)2 I 
Daraus folgt '4 = arctg 1 = 21,.log i+ I = 4-Jog i + 1 = 4i log (- 1). 

Andererseits aber ist log (-1) =~log(-lf= ~ log 1 = O. 

Also wäre auch i = O. Diesen Widerspruch klärte Euler 1) durch die kon­

sequente Auffassung des Logarithmus als Umkehrungsfunktion der Ex­
ponentialfunktion auf. Damit wird der Logarithmus im komplexen Gebiet 
ganz von selbst eine unendlich vieldeutige Funktion, und das klärt das 
Rätsel auf. Denn man meint oben bald diesen und bald jenen der Werte, 
welche der Logarithmus annehmen kann. Aber ohne Konsequenz in der 
Verwendung der komplexen Zahlen ist das Paradoxon schlechterdings un­
erklärlich. 2) 

1) Histoire de l'Academie de Berlin Bd. V (1749). 
2) Die vorhin schon erwähnte Eulersche Formel lehrt ja, daß 

e' = cos (-iz) + i sin (-iz) = cos iz-i sin iz ist. 
Daber wird e'+2 in = cos (iz-27C)-i sin (iz- 2:n;) 

=cosiz-isiniz=ez. 

Ebenso wird für jedes ganze h e,+2IliJt = eZ, 

eine Funktionalgleichung, welche der bekannten Formel 
cos (z+ 2hn) = cos z 
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Die vorUiufigen Bemerkungen, die wir damit abbrechen, erwecken 
IlOll'entlidl im Leser schon den lGindruck von Notwendigkeit, Niit~lichkeit und 
Sehiinheit deH Komplexen. Durch Beispiele aus Anwendungsgebieten wie 
Ilydrodyn:Llllik, Optik, Himmelsmechanik, Geometrie, Zahlentheorie könnte 
dieser gindl'llcl, noch beliebig vertieft werden. Doch wollen wir uns mit 
d(~1lI 'vVenigcll begnügen. 

H iRtorisch ist os noch ein weiter Weg von diesen ersten Einsichten bis zu 
(~illel' Fuuktionentheorie in unserem heutigen Sinne als einem selbständigen 
Lehrgebiiuue. Wir werden diesen vVeg jetzt nicht in seinen einzelnen Etappen 
verfolgen. Wir wollen lieber gleich mitten in die Sache hineingehen und 
Ilach einer knappen Erörterung der komplexen Zahlen selbst zunächst ver­
Huchen, die Lehren der reellen Analysis auf unser neues Gebiet zu über­
tragen. vVil' werden so von Reihenlehre, von Grenzwerten, von Differen­
tialquotienten, von Integralen hören und damit Schritt für Schritt diesen 
ersten Gesichtspunkt einer Analogie zum Reellen verlassen, um allmäh­
lich zu den charakteristischen und neuen Lehren der Theorie zu gelangen. 

Erster Abschnitt. 

Komplexe Zahlen. 
§ 1. Arithmetische Theorie der komplexen Zalllell,1) 

vVer auf der Schule mit komplexen Zahlen rechnen lernt, befolgt den 
Weg, den auch die Wissenschaft ging. Er gewöhnt sich aIlmähliclI an das 
Neue und Unbehagliche, das zunächst den komplexen Zahlen anhaftet. Er 
steht unter dem allmächtigen Trägheitsgesetz des menschlichen Geistes, das 
ihn die formalen Rechenregeln auf diese Gebilde anzuwenden treibt, obwohl 
ihnen bei etwas näherem Zusehen eine reale Bedeutung abzugehen scheint; 
obwohl sie in den Anwendungen die Rolle unmöglicher Lösungen oftmals 
spielen, und obwohl er nicht einsieht, wieso man mit Unmöglichem soll 

ganz analog ist. Ähnlich wie diese bringt also jene zum Ausdruck, daß e" eine 
periodische Funktion mit der Periode 2i,,; ist. Ähnlich wie daher die Umkehl'ungs­
funktionen arcsin z und arccos z unendlich vieldeutige Funktionen werden, BO ist auch 
die Umkehrungsfunktion von w = e", die wir mit Euler log w nennen wollen, unend­
lich vieldeutig, und die zu gegebenem Werte von w gehörigen Logarithmen unter­
scheiden sich, wie wir S. 77 noch näher sehen werden, um Vielfache von 2i:n: vonein­
ander. Einer diesel' Werte ist für reelle positive w reell, und an den denkt man 
wohl gewöhnlich zuerst. Zur Auflösung der erwiihnten Paradoxie muß man aber kon­
sequent auch die anderen Werte bedenken. 

1) Leser, welche diesen § 1 zu schwer finden, mögen bei § 2 beginnen. 
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rechnen können. Gerade uas ist e~, was nachdenkliche Mathematiker vor 
Gauß und rUckstlindige Köpfe nach Gauß imlller wieder gegen die ko 111-

plexen Zahlen geltend machten. Und doch ging llebl!llher die stnigendt. 
Einsicht, uaß man sie doch ni\tig habe, ging nebenher die Ii;rfahl'lIlIg, daß 
die über den Umweg durchs Imagin:ire gewonnenen reellen Itcsultale si(:h 
stets nachtrliglich bestiitigen ließen. Der Weg durchs llllaginlire Ill:teh t(~ 
überdies einen besonders eleganten Eindruck. Aber woher kam dem Un­
möglichen diese geheimnisvolle Kraft? 

Daß man die Antwort auf diese Frage erst so spiit fand, llaß mall vor 

Gauß so sehr im Dunkeln tappte, hat seinen inneren Grund in dem Cha­
rakter der Mathematik in den vorausgehenden Jahrhunderten. ln dieser 
Zeit war begriffliches Denken den meisten Mathematikern sehr fremd. Ver­
suchte doch noch Euler zu beweisen, daß man alle unmöglichen Zahlen 
auf die B'orm x + i?Jl) bringen könne.2) Daß man dazu aber vorher ans 
der Vorstellung "unmögliche Zahl" einen Begriff machen miisse, daß man 
anders zu logischen Schlüssen weder eine Unterlage noch ein ltecht he­
sitzt, war Euler und seiner Zeit fremd. Grob ausgedrUckt ist doch für uns 
heute die Sache so, daß das, was Euler beweisen wollte, gerade erst die 
Begriffsbestimmung seines Vorstellungsinhaltes "unmögliche Zahl" abgibt. 

Das Wesen der Sache hat erst Gauß erfaßt. Gleich allen großen Genies 
wurzelt er zwar durchaus in der Vergangenheit 3), hat sich aber ü bel' die­
selbe erhoben. Wenn man nun doch heute meist der gleich dar;"ulegenden, 
auf Hamilton (ca. 1830) zurUckgehenden englischen 'l'heorie den Vorzug 
gibt, so hat dies seinen Grund darin, daß in dieser rein arithmetischen Dar­
stellung die leitenden Gedanken noch klarer hervortreten als in der Gaußschen 
geometrischen Einkleidung. Ich beginne daher mit dieser arithmetischen 
The9rie. 

An der Spitze steht der Satz: Das Rechnen mü komplexen Zahlen 1'St 

ein Rechnen mit Zahlen paaren. Unter einer "komplexen Zahl" versteht man 
ein Peta1' (a, b) 1'cellcr Zahlen 4.), wofern gewisse Operationen erkliirt sind, 
welche mit diesen Zahlenpaaren vorgenommen werden sollen. Wir wollen 

1) Die Bezeichnung i = V 1 hat Euler als erster 1777 gebraucht. Indessen 
scheint sie sich erst seit Gauß (von 1801 an) eingebürgert zu haben. 

2) JYIemoire de l'Academie de Berlin V annee 1749. S. 222-288. 
3) Noch in seiner Dissertation von 1799 finden sich AnkHtnge daran, daß er noch 

nicht voll mit der Tradition gebrochen hat. Erst 1831 ist volle Klarheit nachweisbar. 
Eine sehr gute Darstellung dieser historischen Sachverhalte findet' der Leser in der 
französischen Ausgabe der math. Enzyklopädie im Bd. I, 1 S. 337. Hier geben wir 
nur so viel, als für das Verständnis der Fragestellung zweckdienlich erscheint. 

4) El wird gewöhnlich in der Form a+ ib geschrieben, eine Schreibweise, auf die 
uns auch unsere weiteren Betrachtungen hinführen werden. 
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ein derartiges Operieren mit den komplexen ~ahlen "Rechnen cl nennen. An 
~ich ist es völlig willkürlich und ganJl unserem Entschluß anheimgegeben, 
wie 'wir diese Operationen erkl1ircn, und wie wir sie benennen wollen. In­
dessen werden wir den Wunsch haben, unsere vVahl durch den Zweck zu 
bestimmen, welchen wir mit der Einführung der komplexen Zahlen ver­
folgert. Wir wollen ja mit den neuen, den komplexen Zahlen eine Er­
wcitcntn[J des Zahlbegriffes vornehmen. Wir haben nämlich bei der Auf­
lösung der quadratischen Gleichungen, z. B. schon bei x 2 + l = 0, die Er­
fahrung gemacht, daß wir nicht mit deli reellen Zahlen auskommen. Unsere 
Zahlenpaare sollen :,lso als speziellen Fall die gewöhnlichen reellen Zahlen, 
in nur etwlJ.s anderer Bezeichnung, unter sich begreifen. Die Rechenopei'a­
tionen sollen demnach weiter so formuliert werden, daß sie in Anwendung 
auf die gewöhnlichen Zahlen, die wir weiter als die reellen Zahlen be­
;t,eiehnen, zu denselben Resultaten fUhren, wie die dort üblichen, Addition 
und Multiplikation genannten Operationen. Weiter werden wir den Wunsch 
haben, daß fitr Addieren und Multiplizieren nicht nur in diesem Spezialfall, 
sondern überhaupt soweit als möglich unsere gewohnten Rechenregeln, 
Axiome der Arithmetik genannt, bestehen bleiben. Wir werden beweisen, 
daß die folgenden Festsetzungen diese "Permanenz der formalen Regeln (( 
gewährleisten. 

Das Zahlenpaar (a, 0) lassen wir der gewöhnlichen Zahl a entsprechen 
und verabreden, statt Ca, 0) auch kurz a zu schreiben: (a, 0) = a. 

Unter der Summe Ca, b) + (c, d) der beiden komplexen Zahlen (a, b) 
und (c, cl) verstehen wir die Zahl (a + c, b + d). Also wird unserem 
Wunsche entsprechend insbesondere 

(a, 0) + (c, 0) = (a + c, 0) = a + c. 
Unter dem Produkt (a, b) . (c, d) verstehen wir die komplexe Zahl 

(ac - bd, ad + bc). Dann ist insbesondere, wie es sein sollte, la, 0) . (c, 0) 
= (ac, 0) = ac. 

Man sieht ohne weiteres, daß für diese Erklärungen das kommutative, 
assoziative und distributive Gesetz bestehen bleiben, daß also für die Zahlen­
paare a = (a, b), ß = (c, d), r = Ce, f) die Gesetze 

a + ß = ß + a kommutatives Gesetz der Addition 
a . ß = ß . a kommutatives Gesetz der Multiplikation 

(a + ß) + r = Ci + (ß + r) assoziatives Gesetz der Addition 
(a . ß) . r = Ci • (ß • r) assoziatives Gesetz der Multiplikation 

a· (ß + r) = Ci • ß + a· r distributives Gesetz 

in Geltung bleiben. Wir überlassen dem Leser die Aufgabe, die zur Prüfung 
nötige kleine Rechnung auszuführen. 
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1Vir verabreden weiter, die häufig vorkommende komplexe Zahl (0, 1) 
kurz mit i zu bezeichnen. Dann wird also 

(a., b) = (a, 0) + (0, b) = a +b . (0, 1) = (( -I- nJ. 
Ferner aber wird i 2 = (0, 1) . (0, 1) = (-1,0) = - 1. 

Wir können also auch i = v=-I schreiben, und damit haben wir den An­
schluß an die übliche Schreibweise a + ib der komplexen Zahlen erreicht. 

Wir haben niimlich dargelegt, woher man das Recht nimmt, so zu schreiben. 

a heißt der Realteil, b der Imaginärteil der komplexen Zahl a = a + ibo 
Man schreibt a. = ffi (a) und b = ~ (a). 

Zwei komplexe Zahlen sollen nur dann gleich heißen, wenn sie identisch 
sind. Sie stimmen also stets in Realteil und in Imaginärteil überein. 

Di.e Zahl ü = a - ib heißt zu a = a + ib konjugiert. Stets werden wir 
die konjugierten Zahlen durch Überstreichen bezeichnen. Eine Zahl heißt 
reell, wenn ihr Imaginärteil verschwindet. Sie heißt rein imaginär, wenn 
ihr Realteil Null ist. Für reelle Zahlen und nur für sie ist also IX = IX; 
rein imaginäre Zahlen dagegen sind durch a = - ii gekennzeichnet. Stets 
ist also a + IX = 2ffi (a) reell und a - IX = 2iS (a) rein imaginär. 

Es gibt eine einzige komplexe Zahl Null, die der Gleichung 

a+~=a 

genügt. Das ist ni1türlich die reelle Zahl Null. Um das einzusehen, hat 
man nur auf beiden Seiten der Gleichung - a zu addieren (- a = -1 . a). 

Ebenso ist die reelle Zahl Eins die einzige Lösung der Gleichung a~ = a, 
wenn a =F 0 ist. 

Man hat, um das einzusehen, nur beide Seiten mit 
ä 

(3 = a'+b 2 

zu multiplizieren. Wir wollen diese Zahl fortan mit ~ bezeichnen, weil ja 

ß . a = 1 ist. Denn es ist ja a 2 + b2 = a . ä. Dabei ist vorausgesetzt, daß 
a =\= 0 ist, d. h. daß nicht a und b gleichzeitig verschwinden, d. h. daß 
a2 + b2 =1= 0 ist. Denn SOllst genügt ja jede Zahl unserer Gleichung a~ = a. 

Ein Produkt kann nur dann verschwinden, wenn ein Faktor verschwindet. 

Denn wenn a =1= ° ist, aber doch a~ = 0 ist, so muß; = 0 . .!.. = 0 sein, wie 
Cl 

man durch Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit 1 erkennt. 
Cl 

Damit sind alle Axiome, deren Aufzählung der Leser etwa in meinem 
Leitfaden der Differentialrechnung auf S. 12/13 nachlesen möge, als gültig 
erkannt. Nur die Monotoniegesetze sind noch nicht besprochen. Es soll 
nicht näher davon die Rede sein, daß sie tatsächlich nicht mehr gelten, oder 
besser gesagt, daß die Relationen größer und kleiner im Gebiete der kom-
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plexen Zahlen nicht erld11rt werden, da man ihrer nicht bedarf. Wollte 
man sie doch einführen, so hätten sie sicher nicht mehr in der vom He ellen 
gewohnten Art mit den Hechenregeln verknüpft. 

Bemerkungen: 1. Wir haben also eingesehen, daß unseren ursprüng­
lichen Forderungen durch unsere Festsetzungen genügt wird. Manchem Leser 
,vird es aber nicht recht erklärlich sein, wie man auf diese Festsetzungen 
kommt, und er wird sich fragen, ob es nicht noch andere Festsetzungen 
gibt, welche dem gleichen Zweck genügen. Daß man es gerade erst ein­
mal mit unseren Festsetzungen versncht, hat seinen Grund darin, daß es 
ja gerade die Festsetzungen sind, auf die man stößt, wenn man ganz naiv 
z. B. auf der Schule mit i 2 = - 1 und den anderen Regeln an die komplexen 
Zahlen herantritt. Ob es aber die einzigen Festsetzungen sind, die den 
Bedingungen genügen, das ist eine Frage, die noch nicht restlos geklärt 
ist. Bisher hat nur gezeigt werden können, daß unter gewissen Voraus­
setzungen keine weiteren wesentlich anderen Festsetzungen mehr möglich 
sind. Diese Voraussetzungen halten daran fest, daß Summe und Produkt 
eindeutige und stetige Funktionen der Summanden bzw. Faktoren sein sollen. 
Damit ist folgendes gemeint: Real- und Imaginärteil von Summe und Produkt 
sollen eindeutig und stetig durch Real- und Imaginärteil der Summanden 
bzw. Faktoren bestimmt sein.1) 

2. Das Zahlensystem kann nicht dadurch aufs neue erweitert werden, 
daß man etwa Zahlentripel usw. heranzieht. Denn man kann beweisen 2), 
daß man auf keine Weise für derartige Gebilde die Rechenprozesse so er­
kHiren kann, daß alle Rechenregeln bestehen bleiben. 

3. Die hohe Bedeutung der komplexen Zahlen kommt so l'echt im 
Fundamentalsatz der Algebra zum Ausdruck. Zwar werden wir erst später 
einen Beweis dafür kennen lernen, doch wollen wir jetzt schon den Satz 
formulieren und ihn in einfachen Fällen bestätigen. Nach diesem Satz 
hat jede algebraische Gleichung mit komplexen Koeffizienten mindestens 
eine (komplexe) Wurzel. Namentlich also haben die Gleichungen z + IX = ß und 
z IX = ß mit Ci 9= 0 gen au eine 'IV urzel. S) SO sind nun auch Subtraktion 
und Division eindeutig erklärt. Wir wollen die Lösungen mit ß - a und 

l bezeichnen. Sei etwa "IX = a + ib und ß = C + icl, so sind die Lösungen 
IX 

ß -IX = a - e + i (b - cl) und ~= a2~b2 • (e + 'icl)·(a - ib). 

1) V gl. meine Arbeit in Mathematische Zeitschrift Bd. 2 (1918) S, 171-179. 

2) Frobenius: Crelles Journal Bd. 84 (1878). 
3) Daß keine Gleichung mehr Wurzeln haben kann, als ihr Grad angibt, sieht 

man genau wie im Reellen ein. Siehe z. B. meinen Leitfaden der Differential- und 

Integralrechnung I S. 7. 
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Das bekommt man im ersten Fall dadurch heraus, daß man rechts und 
links a addiert. Damit ist auch gezeigt, daß die angegebene die ein­
zige Lösung ist. Im Falle der Gleichung za = ß multipliziert mall 

rechts und links mit der zu a konjugiert imagin1iren Zahl Ü. Dann wird 

zaa = ß ü. Nun multipliziert man rechts und links mit ~,_= -.-~_. Ra 
aa (I +b' 

erhält man dann rechts die Zahl 1_. ß· u = ß· \ die wir mit ß bezeichnen. Daß 
a (X IX a 

für das Rechnen mit solchen Brüchen die gewohnten Hegeln gelten, sieht 
man leicht ein. 

Leicht erkennt man nun auch, daß alle quadratischen Gleichungen 
mit reellen oder komplexen Koeffhienten lösbar werden. Wenn man an 
den Herleitungsprozeß für die Allflösungsformel der Gleichung zweiten 
Grades denkt, so erkennt man leicht, daß man nur zu zeigen hat, daß llIan 
nun aus jeder komplexen Zahl die Quadratwurzel ziehen kann. Soll aber 
etwa (x+'i.y)2=a+ib 
sein, so findet man daraus sofort x2 - y~ = a 

2xy = b. 

Also wird 

Die Wahl der Vorzeichen ist durch die Bedingung 2 xy = b fest,gelegt. 

§ 2. Geometrische Deutung ,leI' kOUlI)lexCll Zahleil. 

Die komplexen Zahlen z = x + iy bilden eine zweiparametrige Sch:\r: (x, y). 
Will man sie also .rJeomctrisch deuten, so wird man dazu nicht wie bei denreelJen 
Zahlen eine Zahlengerade benutzen. l\1all wird vielmehr eine Zahlenebene heran­
ziehen. Das hat zuerst Gauß getan. Sie heißt daher auch die Gaußsehe 
Zahlenebene. Die komplexe Zahl ( = a + ib = (a, b) bestimmt den PunH 
P mit den rechtwinkligen Koordinaten x = a und y = b und den 
Vektor OP (0 Koordinatenanfang). Auf der x-Achse werden dabei die 
reellen, auf der y-Achse die rein imagillliren Zahlen aufgetragen. Daher 
heißt die x-Achse auch reelle Achse, die y-Achse aber imaginäre Achse 
Der Healteil einer komplexen Zahl erscheint wieder als ir-Komponente, 
der Imaginärteil als y-Komponente des zur komplexen Zahl gehörigen 
Vektors. Es ist reizvoll, sich die Rechenprozesse geometrisch zu veran­
schaulichen. Seien zr und Z2 die Koordinaten zweier Punkte, die wir kurz 
mit Zl und Z2 bezeichnen wollen. Man erhält dann den Punkt ßs = zr + Z2 

nach der Konstruktion des Parallelogramms der Kräfte. Man legt nämlich 
durch Z laIs Anfangspunkt einen Vektor, der mit dem Vektor Z2 in Rich­
tung und Länge übereinstimmt. Er endigt im Punkte z's' Daß man 
dabei auch Zt und ,8'2 ihre Rollen vertauschen lassen kann, leuchtet geome-
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trisch ein und bringt das kommutative Gesetz der Addition zur Anschauung. 
Alles weitere entnimmt der Leser der Fig. 1, wo die drei Vektoren OZ11 

~1e8' Oes ein Dreieck bilden. 
Die Zahl - z bestimmt einen Vektor, der die entgegengesetzte Richtung, 

aber die gleiche Länge Wie der Vektor z besitzt. Danach wird der 

!I 

]<'ig.1. 

-Za 

Fig.2. 

!I 

z 

Fig. S. 

Leser die geometrische Bedeutung der Su btraktion aus Fig. 2 ablesen. 
z'" = Z1 - Z2 = Z1 + (- Z2)' 

Die Zahl z geht durch Spiegelung an der reellen Achse aus der Zahl z 
hervor. Fig. 3 bringt das zur Anschauung. 

Um sich nun in ähnlicher Weise die Multiplikation zu verdeutlichen, 
tut man gut, Polarkoordinaten einzuführen. Die Länge des Vektors z wird 

r = + V x 2 + 1/ = + V fJ i. Diese Zahl heißt absoluter Betrag von z und 
wird nach Weierstraß wie im Reellen mit I z I bezeichnet. Für reelles 
z fällt nämlich diese Erklärung des absoluten Betrages mit der üblichen 
zusammen. Wir führen weiter in der komplexen Ebene einen positiven Dreh­
sinn ein. Wir legen ihn durch die Forderung fest, daß durch Drehung 
um den Winkel %/2 im positiven Sinn die positive x-Richtung in die posi­
tive y- Richtung übergeführt werde. Dann sei CF der Winkel, um welchen 
man in positiver Richtung die positive x- Richtung zu drehen hat, um sie 
in die Richtung des Vektors z überzuführen. Wichtig ist die Bemerkung, 
daß dieser Winkel nur bis auf Vielfache von 2 n; bestimmt ist. Da also 
jedem Wert von z Werte von Cf! zugehören, so ist Cf! eine Funktion 
der komplexen Veränderlichen z, die wir mit arg z (lies Argument von z) 
bezeichnen wollen, und zwar ist Cf! = arg z eine unendlich vieldeutige Funk­
tion von z, insofern als zu jedem Wert z unendlich viele Winkel CF 
gehören, die sich voneinander um Vielfache vou 2 % unterscheiden. Diese 
Funktion, die uns hier zum ersten Male entgegentritt, spielt eine besonders 
wichtige Rolle in der ganzen Funktionentheorie. Mit Hilfe von \ z I = rund 
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ffJ läßt sich nun z = x + iy 80 darstellen: x = r COII rp, Y = r sin rp, 
$ = 1 z 1 (cos ffJ + i sin ffJ ).1) 

Hat man nun zwei komplexe Zahlen ZI und Z2 zu multiplizieren, so er­
hält man 
$1 Z2 = \ ZI 11 z21 (cos ffJl COS rp2 - sin rpl sin ffJ2 + i [cos rpl sin rp2 + COS ffJt sin (f\J) 

= 1 Zl i 1 $21 (C08 (ffJl + rp2) + i sin (ffJI + ffJ2))' 
Man sieht also, daß der absolute Betrag des P1'oduktes dem Produkt der 
absoluten Beträge der Faktoren gleich ist: 1 ZI • z21 = 1 ZI 1·lz21 und daß das 
Argument des Produktes der Summe der Argumente der Faktoren gleich ist: 
arg (ZI' Z2) = arg ZI + arg Z2' _ 

Wir kommen zur Division, und beginnen da mit ~. Man hat ~ = .11_ 
Z Z ZR: 

= \ :\2' Da aber \z\ = l:zl und arg z= - arg; ist, so wird I~I = rh und 

arg (-.!.) = - arg z. Daher wird nun I ~ I = LI Zl I' und arg (~) = arg ZI - arg $2' 
Z \ Z z Ti z. z. z. 

Denn man hat ja .-! = -I 1 ',.. Man erhält also den absoluten Betrag eines z. z. 
Quotienten als Quotient der absoluten Beträge und das Argument des Quo-
tienten als Differenz der Argumente von Zähler und Nenner. 

Die gegenseitige Lage der Punkte z und ~ kann man sich an Hand 

der folgenden Konstruktion klarmachen. Man konstruiere (Fig. 4) zu-
nächst den Punkt z', der aus z durch 'T 

z' Transformation nach reziproken Radien am 
Kreis vom Radius Eins um z = 0 hervor- ( 
geht. 2) Diesen Kreis nennen wir fortan 
l?inheitslcrezs. Da in Fig.4 das Dreieck Oz' T 
bzw. Oz Thei Trechtwinklig ist, so entnimmt 
man sofort dem Kathetensatz, daß tatsäch-

~ ____ -+ __ +-______ z 

lich 1 z 1 1 z' 1 = 1, daß also I z' I = , : I" Da- Fig. 4. 

bei ist aber noch arg z' = arg z. Spiegelt man also noch z' an der reellen 
Achse, so erhält man ~ = zr. Nebenbei bemerkt ist also z, = ;. (Siehe 

Z Z 
auch S. 47.) 

Wir wenden die gefundenen Ergebnisse noch auf Potenzen und Wurzeln 
an. Sei n eine ganze positive Zahl. Dann hat man (cos rp + i sin rp)n 

1) Häufig ist es bequemer, statt des arg z den Faktor cos q; + i sin Cf! heranzuziehen. 
Er spielt bei den komplexen Zahlen offenbar dieselbe Rolle wie das Vorzeichen bei 
den reellen Zahlen und wird daher auch mit sign z bezeichnet (lif's signum von z). Also 

setzen wir sign Z = cos Cf! + i sin q; = 1 ; I' sign z ist im Gegensatz zu arg z eine ein­

deutige Funktion von z. 
2) Die Winkel 0 Z T und 0 Tz I sollen also rechte Winkel sein. 

B Le b erb a 0 h, Funktionentheorie I 2 
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= cos n rp + i sin mp. Denn cos rp + i sin cp hat den absoluten Betrag Eins. 
Wendet man nun auf (cos rp + i sin rp)n den binomischen Lehrsatz an und 
trennt dann Real- und Imaginärteil, so findet man die bekannten Darstellungen 
von cos n rp und sin n cp durch cos rp und sin cp. 

Betrachten wir nun ya, so wird der absolute Betrag von 'Va die positiv 
genommene note Wurzel aus dem absoluten Betrag von a. Das .Argument 

von Va hingegen wird der note Teil des Argumentes von a. Dabei kommt 
aber nun wesentlich zur Geltung, daß arg z eine unendlich vieldeutige Funk­
tion von z ist. Die verschiedenen Werte von arg a unterscheiden sich von­
einander um Vielfache von 2:n:. Teilt man sie alle durch n, so erhält man 

also Werte, die sich voneinander um Vielfache von 2n unterscheiden. Seien 
n 

etwa rp + 2h:n: die Werte von arg a, so werden ~ + h 21t die Werte von 

arg (Va). Diesen Winkeln entsprechen im ganze: n v:rscbiedene Ricb­

tungen in der z-Ebene. Denn von den n Winkeln~, ~ + 2%, !E.. + 2 ~1t, "', n 11 n n n 

!E.. + (n - 1) 2n unterscheiden sich alle anderen 2hn nur um Vielfache von 2:n:. 
n n n 
Demnach gibt es also n verschiedene Zahlen, deren note Potenz a ist. Sie 

liegen sämtlich auf einem Kreis vom Hadius I Vra! I um den Punkt z = 0 und 
bilden auf ihm die Ecken eines regulären n -Ecks. 
Wir bringen in Fig 5 den Fall a = 1, n = fJ zur 
Anschauung. Die fünf dort angegebenen Zahlen sind 
also die fünf Wurzeln der Gleichung Z5 - 1 = O. 

1 Allgemein hat so die Gleichung zn - a = 0 genau n 
voneinander verschiedene Wurzeln. Wir finden also 
bei dieser Gleichung den Fundamentalsatz der .Algebra 
bestätigt. 

Fig.6. 
Die Betrachtung der absoluten Beträge bei Summe 

und Differenz führt zu einigen wichtigen Unglei­
chungen. Aus dem Dreieck OzlzJ der Fig. 1 liest man sofort ab, daß 

I Z3 i ~ IZi I + I Z2 \ 

und daß I Zs I ~ IZi I - I Z2 I 
ist. Der absolute Betrag einer Summe ist also höchstens der Summe der absoluten 
Beträge und mindestens der Differenz der absoluten Beträge der Summanden 
gleich. Dies ergibt sich sofort, wenn man beachtet, daß die absoluten Be­
träge einfach die Längen der Dreiecksseiten sind, und daß also unsere Un­
gleichungen bekannte Beziehungen zwischen den Dreiecksseiten zum Aus­
druck bringen. Wenn aber die drei Vektoren alle auf eine G.erade fallen, 
so kommen in den Ungleichungen bekannte Längenbeziehungen zum Aus­
~ruck, die ja schon die geometrische Bedeutung der entsprechenden Un" 
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gleichungen ausmachen. Man erkennt auch, daß in der ersten Ungleichung 
das Gleichheitszeichen nur stehen kann '. wenn alle drei Vektoren gleich 
gerichtet sind, und daß es in der zweiten nur dann eintritt, wenn ~1 und $2 

verschiedene Richtung haben, aber auf derselben Geraden liegen, und wenn 
gleichzeitig Zl keinen kleineren Betrag hat als Z2' 

Will man diese Abschätzungen rein rechnerisch ohne Bezugnahme auf 
eine geometrische Deutung beweisen, so kann man etwa BO vorgehen. Es 

ist 1 a + bl = la 111 +t 1. 1
) 

Setzt man daher!: = 1 + i /L, so hat man z. B. zu zeigen, daß a 
(1 + l)'t + /L2 :s:: (1 + -V12 + /L2)2. 

Dies ist richtig, weil 2)" < 2-Y).2 + 11-2 

und dies trifft für ,1,:s:: 0 zu, weil die Wurzel positiv ist, für J.~ 0 aber, 

weil 12 ::::::: ,1,2 + 11-2 ; 

gleich gilt dabei offenbar nur dann, wenn ). > 0 und /L = 0 ist, d. h wenn 
die beiden Zahlen a und b gleiches Argument haben. Ganz ähnlich beweist. 

man, daß auch 1 a + b I ::::=: 1 a I-i b 1 
ist. Die Durchführung sei dem Leser als Aufgabe gestellt. 

Zweiter Abschnitt. 

Grenzwerte und Reihen. 
§ 1. Einige Grundbegriffe. 

Wie im Reellen, so ist 'auch im Komplexen das Prinzip der Intervall­
schachtelung die Grundlage für alle Betrachtungen über Grenzwerte und 
Reihen.2) 

Das Prinzip der Intervallschachtelung besagt folgendes: Auf einer 
Zahlengeraden sei eine unendliche Folge ineinanderliegender Intervalle i1 , 

i2 ••• in ... gegeben, also derart, daß jedes alle anderen mü größerer Nummer 
enthält. Die Längen der Intervalle sollen gegen Nttll konvergieren. Dann 
gibt es genau einen Punkt, der dem Inneren oder dem Rand aller dieser 
Intervalle angehört. Wir sagen dafür auch kurz: Die Intervalle ziehen sich 
auf einen Punkt zusammen und nennen diesen Punkt den innersten Punkt 
de1' Intervalle. 

1) Für den hierbei ausgeschlossenen Fall a = 0 ist ja die zu beweisende Formel 
€vident. 

2) V gl. z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung. 

2* 
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Von diesem Satz machen wir zunächst die folgende Anwendung. In 
der komplexen Ebene sei eine FQlge ineinanderliegender Rechtecke gegeben, 
deren Seiten durchweg der reellen und der imaginären Achse parallel sein 
mögen. Die Längen der Rechtecksdiagonalen mögen gegen Null konvergieren. 
Dann gibt es genau einen Punkt, der dem Inneren oder dem Rand oller 
dieser Rechtecke angehört. Wir sagen dafür auch kurz: Die Rechtecke ziehen 
sich auf einen Punkt zusammen und nennen diesen Punkt den innersten 
Punkt der Rechtecke. 

Dieser Satz kann unmittelbar aus dem an die Spitze gestellten Prinzip 
erschlossen werden. Man hat dazu nur die Abszissen und die Ordinaten 

.'1 t der Rechteckspunkte zu betrachten. So erhält man 
L ... UIDJ sowohl auf der reellen wie auf der imaginären Achse i--"---rTIl eine Intervallschachtelung. Die Punkte, auf welche 
F~;:::W=W sich die Intervalle zusammenziehen, bestimmen die 
I ! i ! i i i Koordinaten des innersten Punktes der Rechteck-
I !!: i:; ~ z schachtelung. 

Fig. 6. Eine unmittelbare Folge dieses Prinzips ist der 
Satz über die Existenz der Häufungswerte. Es sei eine unendliche Folge 
von komplexen Zahlen gegeben: Zl' Z2···. Unter einem Häufungswert dieser 
Folge verstehen wir eine Zahl z derart, daß für jedes E > 0 die Ungleichung 
I z - Z,.I < E für unendlichviele Nummern n erfüllt ist. Geometrisch be­
deutet dies folgendes. Die Ungleichung I z - Zn I < E drückt aus, daß Zn 

einem um den Punkt Z mit dem Radius E geschlagenen Kreis angehört (oder 
was dasselbe ist, daß z in einem um Zn mit dem gleichen Radius geschla­
genen Kreis liegt). Wenn also in jedem um z geschlagenen Kreis unendlich­
viele Zn liegen, dann heißt zein Häufungspunkt der Punktfolge oder die 
Zahl z ein Häufungswert der Zahlenfolge Zn· 

Dann gilt der folgende Satz: 
Eine beschränkte Zahlenfolge besitzt mindestens einen Häufungswert. Be­

schränkt aber heißt eine Folge von komplexen Zahlen dann, wenn die 
Folge der absoluten Beträge ihrer Zahlen beschränkt ist. Geometrisch 
ausgedrückt heißt das, daß ihre Punktei) alle dem Inneren eines Kreises 
oder, was dasselbe 2) ist, dem Inneren eines Rechteckes oder eines 
anderen endlichen Bereiches angehören. Der Beweis verläuft so. Ich teile das 
Rechteck dem alle Punkte angehören und dessen Seiten zu den Koordinaten­
achsen p~rallel angenommen werden können, durch Parallele zu seinen Seiten 

1) Wir w~rden weiterhin bald von Punkten, bald von Zahlen reden, je nach 

Bequemlichkeit. 
2) Denn gehören sie alle einem Kreis an, so gehören sie auch alle einem dem 

Kreis umbeschriebenen Quadrat an. 
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in vier kongruente Rechtecke. Mindestens einem derselben milssen dann 
unendlich viele Punkte der Folge angehören, wenn anders die Folge wirk­
lich unendlich viele Punkte enthalten soll. Ein solches Teilrechteck also, 
welches unendlich viele Punkte enthält, teilen wir wieder in vier gleiche Teile. 
Und wieder muß eines der neuen Teilrechtecke unendlich viele Punkte ent­
halten. Dieses teilen wir wieder. So fortfahrend erhalten wir eine Recht­
eckschachtelung. Der innerste Punkt derselben ist ein Häufungspunkt der 
Zahlenfolge, weil jedem Rechteck der Schachtelung unendlich viele Punkte 
der Folge angehören. Also gehören auch jedem um den innersten Punkt 
geschlagenen Kreis unendlich viele Punkte der Folge an. Denn von einem 
gewissen an liegen alle Rechtecke der Folge in einem bestimmt gegebenen 
derartigen Kreis. 

§ 2. Grenzwerte und Reihen. 
Die Definitionen, Sätze und Beweise sind auch hier fast durchweg so 

genau dem reellen Gebiet nachgebildet, daß wir uns meist recht kurz 
fassen können. 

Man sagt, eine beschränkte Zahlenfolge ZI' Z2 • •• besitze einen Grenz­
wert, wenn sie nur einen einzigen Häufungspunkt besitzt. I) Das ist 
dann und nur dann der Fall, wenn es eine Zahl Z gibt derart 2), daß 
lim I Z,,- Z 1=0. Wir schreiben dann auch lim (Zn - z) = 0 und lim z" = Z. 
n~ctJ n4--12> n~<X) 

Z heißt der Grenzwert der Zahlenfolge, welche selbst "konvergent" genannt 
wird. Die Sätze vom Grenzwert einer Summe, eines Produktes, eines Quo­
tienten übertragen sich so unmittelbar, daß wir uns mit dieser Feststellung 
begnügen können. 

Das allgemeine Konvergenzprinzip läßt sich ohne weiteres ins Komplexe 
übertragen. Eine Zahlenfolge Zl' Z2'" besitzt danach dann und nur dann 
einen endlichen Grenzwert, wenn zu jedem sein N (s) gehört, derart, daß 
\ Zn+m- Zn \ < B wird für n > N(s} und beliebiges m > O. Geometrisch besagt 
diese Bedingung, daß von der Nummer n an alle Zahlen der Folge einem 
Kreise vom Radius s um den Punkt Zn angehören. Da nämlich außerhalb 
dieses Kreises nur endlich viele Zahlen der Folge liegen, so ist jede 
Folge, die der Bedingung des Konvergenzprinzips genügt, beschränkt. Sie 
besitzt also mindestens einen Häufungspunkt. Sie kann aber, wie weiter 

1) Man überträgt diesen Begriff manchmal auf nicht beschränkte Zahlenfolgen 
und sagt, 00 sei der Grenzwert einer solchen Zahlenfolge, wenn sie keinen endlichen 
HäufuDgspuDkt besitzt, wenn also ihre Zahlen von einer gewissen Nummer an alle 
außerhalb eines beliebig vorgegebenen KreiBes liegen. 

2) Wenn diese Bedingung für eine Zahlenfolge erfüllt ist, ist dieselbe natürlich 
auch beschränkt. 
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aus der Bedingung des Prinzips folgt, nicht mehr als einen Häufungs­
punkt besitzen. Denn weil alle Zahlen der Folge I bis auf endlich viele 
in einem Kreise von Radius 6 Platz haben, kann außerhalb dieses 
Kreises kein Häufungspunkt der Folge liegen. Denn in beliebiger 
Nähe desselben müßten sich ja unendlich viele Zahlen der Folge be­
finden. Also würden auch unendlich viele außerhalb des Kreises anzu­
treffen sein. Gäbe es also etwa zwei Häufungspunkte der Folge, so könnte 
ihr Abstand nicht mehr als 2 6 betragen. 6 ist aber eine positive Zahl, über 
die wir frei verfügen können. Daher kann es nicht mehr als einen Häu­
fungspunkt geben. 

Wenn umgekehrt die Zahlenfolge einen endlichen Grenzwert Z besitzt, so gibt 

es eine Nummer N(6), von der an 1 Zn- Z I< i· Also ist von dieser Num­
mer an 

1 Zn+m- Zn: = IZn+m- Z + 10 - Znl ::::.1 Zn+m- Z I + !Zn- zl<i + i= E. 

Die Lehre von den Zahlenfolgen ist gleichwertig mit der Lehre von 
den unendlichen Reihen. Denn man kann jede Zahlenfolge als Folge der 
Teilsummen einer anderen Zahlenfolge, also einer unendlichen Reihe auf­
fassen. Ist etwa S17 S2" ., die Zahlenfolge, so sind die Sn die Teilsummen 
der unendlichen Reihe 

So + (SI-SO) + ... (Sn- Sn-I) +"', 
deren n-tes Glied also Sn - 8n-l ist. Die Differenz zweier aufeinander­
folgender Teilsummen ist ja stets ein Reihenglied. 

Eine Reihe heißt konvergent, wenn ihre Teilsummen einen endlichen 
Grenzwert besitzen. Ist kein endlicher Grenzwert vorhanden, so heißt die 
Reihe divergent. Dahin gehört namentlich der Fall, daß die Teilsummen 
einen unendlichen Grenzwert besitzen. Eine solche Reihe nennt man 
eigentlich divergent, während man die anderen auch oszillierend nennt. In 
diesen anderen Fällen besitzen also die Teilsummen stets mehr als einen 
Häufungswert. 

Wie im Reellen ergibt sich aus dem allgemeinen Konvergenzprinzip als 
unmittelbare Folgerung die, daß der Grenzwert der Glieder einer konver­
genten Reihe Null ist. 

Als wichtige Folge ergibt sich weiter aus diesem Prinzip der Satz, 
daß eine Reihe konvergiert, wenn die Reihe der absoluten Beträge ihrer Glieder 
konvergiert. Man beweist das genau wie im Reellen folgendermaßen: Sei 
U o + u1 +. .. die Reihe, Sn ihre Teilsummen, sei : Uo I + I uj I + . .. die Reihe 
der absoluten Beträge, (Jn ihre Teilsummen. Dann wird I Sn +m - Sn I 
= I Un+l + ... + Un+ m I ~ I Un+l I + 1 Un+t I +. '-1 Un+ m I = O'n+m - f1n < 8 von 
einem. gewissen von m unabhängigen n an. 
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Anwendung auf Potenzreihen: 1. Unter eIDer Potenzreihe ver­

steht man eine Reihe der Art 

ao + at z + a2 Z2 + ... an z" + .... . 
Es gilt der Satz: Wenn ao + atzO + ... + a"z~ + ... . 
konvergiert, so konvergiert auch 

iaol+la1zl+···+ia"z"i+ ... sobald Izl<lzol. 
Oder in Worten: Wenn eine Potenzreihe an einer Stelle Zo konvergiert, so 
konvergiert sie an allen Stellen von kleinerem absoluten Betmg absolut. Es 
ist nämlich 

Nun sind aber die Glieder einer konvergenten Reihe beschränkt. Denn 
ihr Grenzwert ist Null. Es gibt also nur endlich viele, deren Betrag E 

übertrifft. Es gibt somit eine Zahl M derart, daß für alle n stets 
i anS(} I < M ist. Daher konvergiert auch ~ \ anz" I. Denn es ist ja 

I~I< 1. 
2. Mit dem vorhin bewiesenen Satze, daß jede absolut konvergente 

Reihe selbst konvergiert, werden auch alle auf Reihen mit nicht negativen 
Gliedern sich beziehenden Konvergenzkriterien im komplexen Gebiet ver­
wendbar. Dahin gehört namentlich das Kriterium von Cauchy, wonach 
~ \ anzn \ konvergiert, sobald von einem gewissen n an für ein festes L < 1 

die Bedingung Vr a"zn I < L < 1 erfüllt ist, und daß die Reihe divergiert, 

sobald unendlich oft 'VI anz" I > 1 bleibt. 
Wir sprechen die Konvergenzbedingung in einer für unsere Zwecke ge-

eigneteren Form aus. Wenn von einem gewissen n an vfll"zn \ $ L bleibt, 

so ist der größte Häufungspunkt der Zahlenfolge vi a"z" \ kleiner als Eins. 
Ist umgekehrt der größte Häufungspunkt der Zahlenfolge kleiner als Eins, 
so gibt es eine Zahl L unter Eins von der Art, daß von einem gewissen 

n an y/ al/zn I< L bleibt. Denn es gibt ja nur endlich viele Zahlen der Folge, 
welche den größten Häufungspunkt der Folge um mehr als I! übertreffen. 
Also ist jede zwischen dem größten Häufungspunkt und Eins gelegene 
Zahl als Zahl L brauchbar. Man bezeichnet den größten Häufungspunkt 
mit lim sup (limes superior) oder mit limo Ähnlich nennt man den kleinsten 
Häufimgspunkt !im inf (limes inferior) und schreibt auch limo Dann kann 
man die Cauchysche Konvergenzbedingung dahin formulieren, daß die 

Potenzreihe stets dann absolut konvergiert, wenn lim sup VI anzn I < 1. 
n-+co 

Wir können das auch so aussprechen: Die Potenzreihe ~a"z~ konvergiert 
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fUr alle I si< --- .. ~ = t' absolut,!) Ist nun aber weiter I Z I = R> t', 
limsup yrä~ 
n~oo 

so kann die Potenzreihe nicht konvergieren. Denn wäre dies der Fall, so 
würde sie für jedes z, dessen Betrag zwischen rund R liegt, absolut kon­
vergieren, während man doch den obigen Darlegungen entnehmen kann, 
daß für I z I > r die Potenzreihe nicht mehr absolut konvergieren kann. 

Denn dann ist auch lim sop vi ans" I > 1, und es gibt unendlich viele Reihen­

glieder, für welche VI ans'" I> 1, also auch I anz" I > 1 bleibt. 
Durch diese Überlegungen ist nun der folgende Satz bewiesen. 
Jede Porenzreihe ~(z)= ao+ atZ + ... 

besitzt einen Konvergenzkreis von der folgenden Eigenschaft. Für jedes z, 
das dem Inneren dieses Konvergenzkreises angehört, konvergiert die Reihe absolut, 
für jedes z aufJerhalb divergiert sie. Der Mittelpunkt des Kreises liegt bei z = 0 
Sein Radius ist r = in _. Diese Zahl nennt man auch den Konver-
genzradius. !im Bupjll an I 

?"ü.a.~oo 

Das gilt auch für den Fall, daß der größte Häufungspunkt der Zahlen-

folge YI an I bei Null oder bei Unendlich liegt. Denn dann ist eben auch 

für alle z der größte Häufungspunkt von Y1a~ bei Null oder bei Un­
endlich gelegen, und das bedeutet im ersten Falle, daß die Potenzreihe 
für a.lle z konvergiert, also den Konvergenzradius Unendlich hat, und es 
bedeutet im anderen Falle, daß die Potenzreihe für von Null verschiedene 
z stets divergiert. Dann ist·also der Konvergenzradius Null. Wir werden 
gleich sehen, daß alle diese Fälle wirklich vorkommen. 

Es gibt Potenzreihen, die nur bei z = 0 konvergieren. Dahin gehört 
die Reihe ~nnzn. 

Denn es ist ja lim V nn = 00. Der Konvergenzradius ist also Null. Für 
,,~<X> 

.:E n zn dagegen ist der Konvergenzradius Eins. Denn aus dem Reellen ist 

bekannt, daß diese Reihe, welche die Funktion (1 ~ z) darstellt, nur für 
alle z zwischen - 1 und + 1 konvergiert. Daher ist der Konvergenzkreis 
der Einheitskreis, nach den oben unter 1. festgestellten Eigenschaften der 
Potenzreihen. Denn um zu sehen, daß sie für ein gegebenes z vom Betrag 
kleiner als Eins konvergiert, nehme man ein reelles z von einem etwas 
größeren Betrag, der aber auch noch kleiner als Eins sei. Für dies 
reelle z haben wir Konvergenz. Also auch für das zu untersuchende kom­
plexe z vom Betrag kleiner als Eins. Konvergierte aber weiter die 

n-
i} Es sei also zunächst lim BUP VI an I von Null und Unendlich verschieden. 

n-+oo 



§ 2. Grenzwerte und Reihen 19 

aeihe für irgend ein komplexes z von einem Betrag größer als Eins, so 
müßte SIe auch für reelle z von einem Betrag größer als Eins konver-

gieren, was nicht der Fall ist. Ebenso steht es bei der Reihe ~!~, auch 
n 

ihr Konvergenzkreis ist der Einheitskreis. Dagegen konvergiert die Reihe 

überall in der ganzen 
Denn es ist 

~ 1 " -z 
n" 

Ebene; ihr Konvergenzradius 

lim _1_= O. 
" ~ 

n~oo V nn 

Ebenso konvergiert die Reihe 

ist also unendlich. 

in der ganzen Ebene Es ist ja im Reellen die Reihe der Funktion e'. 
Und zur Erklärung dieser Funktion im Komplexen werden wir sie bald 
verwenden. Da sie aber im Reellen überall konvergiert, muß dies nach der 
schon vorhin verwendeten Schlußweise auch im Komplexen der Fall sein. 
Daher ist also <'1\ -

lim i'l ~= O. 
1'1-+00 V n! 

Also konvergiert auch die Reihe ~n!Z'" 
nur bei z = O. Die im Reellen für cos z und sin z auftretenden Reihen 
konvergieren natürlich auch in der ganzen komplexen Ebene. 

Ein Leser, welcher nun noeh ein Beispiel dafür vermißt, daß der Kon­
vergenzradius den beliebigen endlichen Wert Q annehmen kann, sei auf 
folgende allgemeine überlegung verwiesen. Macht man in einer Potenzreihe 

vom Konvergenzradius r die Substitution z =~, so erhält man eine nach 
Q 

Potenzen von z fortschreitende Potenzreihe, deren Konvergenzradius r(J 
a 

ist. Denn aus dem Glied al'l/iJn wird ~zn. Also wird 
rt V-

I . an 1 
1m sup -=_. 
"10-+ <X> Q" r(J 

Also hat namentlich die Reihe ~ ~ z". 
~Qn 

den Konvergenzradius Q. 

Dem Leser ist noch ein anderes Cauchysches Konvergenzkriterium 
bekannt, welches an den Quotienten zweier aufeinanderfolgender Glieder 
anknüpft. Hieran lassen sich indessen keine allgemeinen Betrachtungen 
über den Konvergenzradius anknüpfen, wie der Leser schon einsehen wird, 
wenn er nur an eine Reihe wie die für sin z denkt, wo ja ein über der 
andere Koeffizient verschwindet, der Quotient also abwechselnd null und 
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unendlich wird. Allerdings kann man beweisen, daß aus lim \ al1 + 1 1= A 
1"-+- 00 an 

auch lim 'Vra.l = A folgt, aber nur in seltenen Fällen wird jener Limes 

existieren, immerhin liegen der !im sup und der lim inf von YI an! stets 

zwischen lim sup und lim inf von I a:~ll' 
Die im Reellen bekannten Sätze über Addition und Multiplikation zweier Rei­

hen lassen sich ohne weiteres ins Komplexe übertragen. Ein Leser, welcher dies 
nicht sofort übersieht, sei auf die Darstellung verwiesen, welche ich fürs Reelle 
in meinem Leitfaden der Differentialrechnung gegeben habe. Beim Durchlesen 
wird er merken, daß die Beweise und die Sätze sich leicht ins Komplexe über­
tragen lassen. Die nähere Durchführung ist eine nützliche Aufgabe für den Leser. 

Hiermit ist man nun also etwa in der Lage, zu erkennen, daß auch für ein 

komplexes e von einem Betrage kleiner als 'Eins _1_= 1 + S +,ell + ... 
l-z 

ist. Das sieht man wie im Reellen, wenn man 'die Reihe mit s multi-
pliziert und von der eben aufgeschriebenen abzieht. Multipliziert man 
weiter die Reihe mit sich selbst, so sieht man, daß auch für Komplexe z 
vom Betrage kleiner als Eins 

~1 __ = 1 + 2e + 3e2 + ... + (n +l)e"+'" 
(1 -z)' 

ist. Die Darstellung anderer Funktionen durch Potenzreihen läßt sich nun 
allerdings nicht mehr mit derselben Einfachheit ins Komplexe übertragen. 
Denn meistens sind die Funktionen im Komplexen noch gar nicht erklärt, oder 
aber es versagen die im Reellen aus der Taylorschen Formel fließenden Be­
weise. Diese Fragen werden uns noch sehr eingehend später beschäftigen. 

Genau wie im Reellen beweist man auch, daß jede absolut konvergente 
Reihe unbedingt konvergiert, daß man also ihre Glieder beliebig umordnen 
kann, ohne an Konvergenz oder Summe etwas zu ändern. Umgekehrt 
konvergiert auch jede unbedingt konvergente Reihe absolut. 

Was aber die Resnltate über l)edingt konvergente reelle Reihen und 
die durch Umstellen der Reihenglieder erreichbaren Änderungen der Summe 
betrifft, so liegen hier die Verhältnisse schwieriger. Erst Steinitz hat hier 
Klarheit geschaffen. Er hat in einer großen Arbeit im 143. Bande des 
Crelleschen Journals 1913 gezeigt, daß bei einer konvergenten Reihe kom­
plexer Glieder stets einer der drei folgenden Fälle eintritt: Die durch Um­
stellen der Reihenglieder erreichbaren Summen machen entweder einen 
einzigen Punkt aus, oder sie erfüllen lückenlos eine. Gerade oder sie er­
füllen lückenlos die ganze Ebene. Der dritte Fall tritt also im Komplexen 
neu hinzu. So einfach ,und schön dies Ergebnis klingt, so schön ist 
der Beweis. Wir beschränken uns aber hier auf die bloße Erwähnung. 



§ 1. Der Bereichbegl'iff 

Dritter Abschnit t. 

Funktionen einer komplexen Veränderlichen. 
§ 1. Der Bereichbegriff. 

21 

Unter einem Bereich oder einem Gebiet l ) verstehen wir eine Punkt­
menge in der komplexen Ebene von folgender Art: 1. Um jeden Punkt det· 
Menge gibt es einen Kreis, welcher nur Punkte der Menge enthält. 2. Irgend 
zwei Punkte der Menge lassen sich durch einen attS endUch vielen gradlinigcn 
Stücken bestehenden Linienzug miteinander 
rerbinden, und zwar so, daß die sämtlichen 
Punkte dieses Polygonzuges der Menge an· ( 
gehörell. Im Sinne der ersten Bedingung 
liegt es, daß z. B. ein Kreisbereich nur aus 
den inneren Punkten des Kreises besteht, 
während Peripheriepullkte nicht zum Bereich 
hinzugerechnet werden. Die zweite For­
derung besagt, daß der Bereich aus einem 
Stück besteht. (Fig. 7.) 

Flg.7. 

Die Vorstellung des Randpunktes wird so begrifflich gefaßt: Ein Punkt 
heißt Randpunkt eines Bereiches, wenn er Häuftmgspunkt von Punkten des 
Bereiches ist, ohne doch selbst dem Bereich anzugehören, d. h. ohne daß man 
um ihn einen Kreis schlagen kann, welcher nur Punkte des Bereiches ent­
hält. Jedem um den Randpunkt geschlagenen Kreis gehören also auch 
Punkte an, welche nicht zum Bereich gehören. Nimmt man zu einem 
Bereich die Randpunkte hinzu, so erhält man eine neue Punktmenge, 
welche man als abgeschlossenen Bereich 2) bezeichnen kann. 

Ein Bereich heißt endlich oder im Endlichen gelegen, wenn es einen 
Kreis gibt, der den Bereich umschließt. Jedem endlichen Bereich kaun 
durch folgende Betrachtung eine endliche· von Null verschiedene positive 
Zahl zugeordnet werden, welche sein Durchmesser heißt. Ich fasse irgend 
zwei Punkte des Bereiches ins Auge und bestimme ihren Abstand. Jedes 
Punktepaar besitzt so einen Abstand, der nicht größer sein kann als der 
Durchmesser eines um den Bereich geschlagenen Kreises. Diese Abstände 

1) Wir wollen also beide Wörter im gleichen Sinne verwenden, ohwohl man 
manchmal das Wort Gebiet für das verwendet, was wir hernach abgeschlossenen Be­
reich nennen werden. 

2) Eine Menge von Punkten heißt ja abgeschlossen, wenn sie ihre Häufungspunkte 
enthält. Die Menge der Randpunkte eines endlichen Bereiches ist also z. B. eine ab· 
geschlossene Menge. Ebenso ist die aus den Bereichpunkten und den Randpunkten 
bestehende Menge abgeschlossen. 
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besitzen also eine obere Grenze. l ) Diese obere Grenze heißt Durch­
messer des Bereiches.2) Es gibt kein Punktepaar im Bereich, dessen Ab­
stand dieser oberen Grenze gleich wäre, oder mit anderen Worten, man 
darf den Durchmesser nicht als Maximum der Abstände erklären, denn 
ein solches Maximum existiert nicht, weil der Bereich keine abgeschlossene 
Menge ist. Man kann aber den Bereich durch Hinzunahme der Rand­
punkte abschließen und dann das Maximum der Abstände bestimmen. 
Das führt zur gleichen Zahl, weil ja doch in beliebiger Nähe eines jeden 

Randpunktes Bereichpunkte liegen, denn es sind ja 
'o-2-'"-lr---J--~Q zum Bereich nur Randpunkte hinzugekommen. Das 

Punktepaar aber, für das das Maximum der Abstände 
erreicht wird, liegt am Rande des Gebietes. Denn 
wären etwa P und Q die beiden Punkte, für welche 
das Maximum eintritt, und läge etwa P im Inneren, 

Fig.8. nicht am Rande, so gäbe es einen Kreis von 
Bereichpunkten um P, und man sieht klar, daß z. B. der Abstand P' Q 
größer wäre als der als Maximum angenommene Abstand PQ (Fig. 8). 

Aufgabe: Es sei eine Folge ineinanderliegender Bereiche mit gegen 
Null konvergierendem Durchmesser gegeben. Es gibt einen einzigen Punkt, 
der dem Inneren oder dem Rand aller dieser Bereiche angehört. 

§ 2. Stetige Funktionen. 
Die komplexe Veränderliche w (w = u + iv) heißt eine Funktion f (z) der 

komplexen Veränderlichen z (z = x + i'Y), wenn gegebenen Werten von FJ 

Werte von w zugeordnet sind. Uns interessiert namentlich der Fall, wo 
die gegebenen Werte von z einen Bereich - den Definitionsbereich der 
Funktion - erfüllen. Die Funktion w = f (z) ist dann also in einem Be­
reich erklärt. 

Wir schreiben (wie im Reellen) 

lim (z) = A, 
.-+ a 

wenn zu jedem positiven E ein ~ (E) gehört derart, daß 

I fez) - AI< 6 ist, sobald I z - al < ~ (E) und z =F a. 
So bald also z einem Kreise vom Radius J (E) um a angehört und von a 
verschieden ist, gehört der Funktionswert w = f (s) einem Kreise vom 

1) Die Menge der Abstände ist beschränkt (jeder Abstand ist kleiner als der Kreis­
durchmesser). Jede beschränkte Menge besitzt aber eine obere Grenze (vgl. meinen 
Leitfaden der Differentialrechnung S. 66/67). 

2) Ebenso wird der Begriff "Durchmesser" für eine beliebige Punktmenge erklärt. 
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Radius 6 um w = A an. 
die Beziehung 

I st gleichzeitig auch noch A = ( a), gilt also 

lim fez) = (Ca), 
Z'-+a 

so heißt die Funktion stetig bei z = a. Sie heißt in einem Bereiche stetig, 
wenn sie an jeder Stelle des Bereiches stetig ist. Das sind alles so un­
mittelbare übertragungen aus dem reellen Gebiet, daß es nicht nötig ist, 
länger dabei zu verweilen. Ebenso erwähnen wir nur kurz, daß Summe, 
Produkt und Quotient stetiger Funktionen wieder stetig sind an allen 
Stellen, wo der Nenner nicht verschwindet. 

Alle Funktionen der komplexen Veränderlichen z lassen sich als 
Funktionen der beiden reellen Veränderlichen x und y (z = x + iy) auf­
fassen. Nimmt f (z) dazu noch nur reelle Werte an, so liegt eine reelle 
Funktion der beiden reellen Veränderlichen vor. Über sie möge man sich 
z. B. in meinem Leitfaden der Differentialrechnung näher orientieren. Hier 
kommen nun aber noch die Funktionen hinzu, welche auch komplexe 
Werte annehmen können. Gerade sie werden uns in diesem Buche vor­
nehmlich beschäftigen. Insonderheit wird es eine besondere Art derartiger 
Funktionen sein, der wir unsere Aufmerksamkeit schenken werden, nämlich 
die differenzierbaren Funktionen. 

Hier fügen wir noch ein Wort über zwei reelle Funktionen von z an, 
die für unsere Zwecke als Hilfsmittel von Wichtigkeit sind.1) Das sind 

die Funktionen w = I z I = + Y z . z = + Y x2 + y2 

und w = arg Z = arctg JL. 
x 

Die erste ist eindeutig, weil jede Zahl nur einen absoluten Betrag besitzt, 
die zweite unendlich vieldeutig, weil jeder Vektor z unendlich viele ver­
schiedene Richtungswinkel besitzt, die sich voneinander um Vielfache von 
2 ~ unterscheiden. Beide Funktionen sind stetig, die erste durchweg, die 
zweite an allen Stellen außer bei z = O. Denn bei Annäherung an z = 0 
besitzt arg z keinen Grenzwert. Wohl aber existiert ein Grenzwert, wenn 
sich z in einer wohlbestimmten Richtung dem Punkte z = 0 nähert. Der 
Grenzwert wechselt aber mit dieser Richtung und ist jeweiJs ihrem Argu­
ment gleich. Wenn man z einen Kreis mit dem Mittelpunkt z = 0 durch­
laufen läßt, so nimmt bei einmaiigem vollen Umlauf im positiven Sinn 
arg z um 2 n zu, bei n-maliger Durchlaufung um n· 2 n. Durchläuft 
aber z einen Kreis, welcher z = 0 ausschließt und auch die Unstetigkeits­
stelle z = 0 nicht trifft, so kehrt bei Vollendung des Umlaufs arg z zum 
Ausgangswert zurück. Denn im Ausgangspunkt kann arg z nach dem Um­
lauf nur einen Wert erreichen, der mit dem Ausgangswert bis auf ein 

1) Auch Si (s),- ~ (s), z sind stetige Funktionen von s. 
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Vielfaches von 2 1t übereinstimmt. Da aber nun der Vektor zimmer 
in dem Winkelraum bleibt, welchen die beiden von z = 0 an den Kreis 
gezogenen Tangenten einschließen, so kann arg z keinen Wert erreichen, 
der vom Ausgangswert um mehr als den Winkel der beiden Tangenten 
abwiche. Der ist aber sogar kleiner als n. Bei Durchlaufung eines 
derartigen Kreises komme ich also stets zur alten Bestimmung des 
arg z zurück, während man bei Durchlaufung des ersten Kreises um 
z = 0 von einer Bestimmung des arg z zu jeder anderen gelangen kann. 
Man kann sich von diesen Dingen eine klare Vorstellung machen, wenn 
man sich die Fläche w = arg z in drei rechtwinkligen Raumkoordinaten 
w, x, y vorstellt. Es wird eine Schraubenfläche mit der Ganghöhe 2 n, 
die sich um die w-Achse herumschlingt. Nur bei Umlaufung dieser 
Achse, also von z = 0, gelangt man auS einem Stockwerk der Fläche in 
ein anderes. 

Bei Funktionen einer reellen Veränderlichen bemerkt man bald, daß mit w 
als Funktion von z auch z als Funktion von werklärt ist. Man kommt so 
zum Begriff der Umkehrungsfunktion. Sie kann eindeutig oder mehr­
deutig sein. Doch kennt man den schönen Satz, daß monotone Funktionen 
eindeutige, gleichfalls monotone Umkehrungsfunktionen besitzen. Im Kom­
plexen liegt die Sache im allgemeinen wesentlich anders. Unsere reellen 
Funktionen komplexen Argumentes nehmen längs ganzen Kurven den­
selben Wert an, z. B. I z I längs Kreisen, arg z längs Geraden durch z = O. 
Betrachtet man also die Umkehrungsfuuktion, so gehören im allgemeinen 
zu jedem Wert von w unendlich viele Werte von z, die eine ganze Kurve 
erfüllen. Diese etw.as unliebsame Erscheinung wird bei der Funktions­
klasse, welcher dies Buch gewidmet ist, den differenzierbaren Funktionen, 
nicht vorkommen_ Überhaupt werden wir erkennen, daß die Dift'erenzier­
barkeit allein viel tiefer in das Wesen einer Funktion eingreift, als wir 
das vom Reellen her erwarten möchten. 

§ 3. Reihen VOll Funktionen. 
Es ist bekannt, daß eine in einem Intervall durchweg konvergente Reihe 

stetiger Funktionen nicht immer eine stetige Summe besitzt. In meinem 
Leitfaden der Integralrechnung z. B. sind derartige Beispiele im Gebiete 
der Funktionen einer reellen Veränderlichen betrachtet. Es sei z. B. im 
Intervalle 0 ~ x <1 die n-te Teilsumme 

Sn(x) = x", 

die Reihe also SUn(X) mit u,,(x) = X" - xR - 1• 

o 
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Dann ist lim Sn (X) = 0, falls 0 S x < 1 
n ..... (IJ ---

und lim S" (x) = 1, falls x = 1. 

Die Reihe konvergiert also überall, die Glieder sind stetige Funktionen, 
die Summe aber ist unstetig bei x = 1. Im Gebiete einer komplexen 
Variablen kann man leicht ähnliche Beispiele bilden. So sei z. B. fiir 
O;S I z I <1 die n-te Teilsumme Sn (z) = I z In. Dann gilt die gleiche 
Schlußweise wie bei Sn (x) = x". Aber auch dies Beispiel selbst ist ja zu­
gleich auch eines im komplexen Gebiet; denn es ist ja x = ffi (z) eine 
stetige Funktion der komplexen Variablen z, also Sn (z) = (m (z) In. Auch wenn 
Sn (z) eine nicht reelle Funktion der komplexen Variablen z ist, lassen sich analoge 
Beispiele bilden. Dahin gehört schon Sn (z) = zn. Denn für! z I < 1 ist lim zn = O. 

n4-oo 

Für z = 1 aber ist Sn (1) = 1. Für andere Werte von z auf dem Eillheits-
kreis existiert kein Grenzwert. Aber es ·reicht schon aus, daß die Reihe in 
der aus den Punkten Iz 1 < 1 nnd z = 1 bestehenden Konvergenzmenge 
keine stetige Summe hat. 

Somit leuchtet ein, daß noch besondere Bedingungen erfüllt sein müssen, 
wenn die Summe einer konvergenten Reihe stetiger Funktionen selbst eine 
stetige Funktion sein soll. Das wichtigste, fast stets ausreichende Kenn­
zeichen enthält der nun folgende S atz: 

Eine gleichmäßig konvergente Reihe stetiger Funktionen besitzt eine stetige 
Summe. 

Dabei heißt die Reihe 1to (z) + ... + tIn (z) + ... 
in der Punktmenge B gleichmäßiy konvergent, wenn sie an allen Stellen des­
seiben konvergiert und wenn außerdem zu jedem vorgegebenen E > 0 eine 
von z unabhängige Zahl N (E) existiert, so daß 

I s (z) - Sn (z) I < E ist für n > N(E) und beliebige z. 

Dabei bedeutet wieder Sn (z) die n-te Teilsumme, S (z) die Summe der Reihe. 
Diese Bedingung besagt also, daß für aUe Stellen der Menge eine be­
stimmte Gliederzahl N«) ausreicht, um die Summe der Reihe bis auf 
einen Maximalfehler E zu approximieren. Dabei ist natürlich nicht aus­
geschlossen, daß man an einzelnen Stellen schon mit einer geringeren 
Gliederzahl auskommt, jedenfalls aber braucht man an keiner Stelle mehr 
als N (E) Glieder. Das ist das Wesentliche an der Begriffsbildung. 

Diese BedingUNg war z. B. bei den obigen Beispielen von Reihen mit 
nicht stetiger Summe nicht erfüllt. Denn nehmen wir als Punktmenge die 
aus Iz I< 1 und z = 1 bestehende und als Sn (z) wieder zn und betrachten 
namentlich auf der positiven reellen A.chse den Verlauf der Annäherungen. 
Je näher nun der Punkt z an der Stelle 1 liegt, eine um so größere-



26 III. Funktionen einer komplexen Veränderlichen 

Potenz n hat man nötig, um zn unter E herunterzubringen. Also reicht 
sicher nicht mehr dasselbe n aus, um für alle 1 Z 1 < 1 das zn unter E 

herunterzubringen. Also ist die Konvergenz nicht gleichmäßig. Ist sie 
dies aber, so gilt unser oben aufgestellter Satz, wonach die Reihensumme 
auch stetig ist. 

Seien nämlich Zo + hund Zo zwei beliebige Stellen aus der Menge 

gleichmäßiger Konvergenz, und sei N (i) = N eine Gliederzahl, welche 

ausreicht, um überall die Reihensumme bis auf den Maximalfehler i zu appro­
ximieren. Dann haben wir für n ~ N 

Is(zo+ h) -S(Zo)1 = \ s(zO+h)-SN(Zo+h) + sN(zo+h)-SN(Zo) + Sl\T(Zo)-S(zo)1 
:: \ s(zo+h)-SN(Zo+h)\+\SN(Zo+h)-SN(Zo)I+\SN(Zo)-s(zo)i 

< i + i SN(ZO + h) - SN(Zo) 1 + i· 
Nun ist aber die endliche, aus einer bestimmten Zahl N (i) von Gliedern 

bestehende Summe SN eine stetige Funktion; also kann man eine Funktion 
~ (E) so bestimmen, daß 

ISN(Zo+h)-SN(Zo)l<i wird für Ihl<cY(i). 
Also wird nun tatsächlich 

Is(zo+h)-s(zo)I<E für Ihl<cY(i). 

Die Reihensumme ist also an der Stelle Zo stetig, wie wir beweisen wollten. 
Anwendung auf Potenzreihen. Unter allen Reihenarten spielen in 

der Funktionentheorie die Potenzreihen die wichtigste Rolle. Für sie gilt 
der Satz: In .iedem mit ihrem Konvergenzkreis konzentrischen Kreis von 
kleinerem Radius konvergiert die Potenzreihe ~anzn gleichmäßig. 

Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir, daß man ganz und gar 
nicht behaupten darf, daß die Potenzreihe in ihrem ganzen Konvergenzkreis 
gleichmäßig konvergiert. Daß dies ein verhängnisvoller Irrtum wäre, zeigt 
schon die geometrische Reihe. Man kann nämlich sicher nicht mit einer 
festen Gliederzahl N (E) auskommen, um für alle 1 Z I < 1 die Reihensumme 

,}Jzn= _1_ 
1-z 

bis auf E zu approximieren. Denn die Teilsumme 
1 + Z + ... + ZN(,) 

hat einen Betrag, der N(s) + 1 nicht übertrifft, für alle I z 1 <1. Die 
Reihensumme selbst aber nimmt in hinreichender Nähe von z = 1 Werte 
an, die N(s) um so viel übertreffen, als man nur irgend wünscht. 

Um so bemerkenswerter ist es, daß der vorhin angegebene Satz richtig 
ist. Sei nämlich R der Konvergenzradius der Reihe, r aber der Radius 
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desjenigen kleineren Kreises, für den wir die gleichmäßige Konvergenz 
nachweisen wolleIl. Dann wähle ich irgendeine Stelle Zo im Inneren des 
von den beiden Kreisen gebildeten Ringes (Fig. 9). 
Nun wird in 2Jan zn das n-te Glied 

I ~tZn 1 = 1 anz; 11 E. In:s 1 a" z; \ 1 ~ i" sobald I z 1 < r. 
Zo Zo I 

Bezeichnen wir nun mit ~n (z) die n·te Teilsumme 
der Potenzreihe ~ (z), so wird 

00 

I \l! (z) - \l!n (z) / <L i a"z" I. 
n+1 

Wegen der Konvergenz von ~ (zol gibt 
aber eine Zahl M, so daß für alle n stets 

wird. Also wird nun 
/a"z;/ < M 

es nun 

I ~ (z) - ~n (z) 1 <M 1 f. r+ 1 1 ~I ~ ,. 

co 
R 

Fig.9. 

Daher kann man jetzt zu gegebenem E eine Nummer N ( E) so bestimmen, 
daß für n > N (E) dieser Ausdruck kleiner als E wird. Da also diese 
Gliederzahl N(e) für alle I z / ::::: r ausreicht, um die Reihensumme ~ (z) bis 
auf E zu approximiereu; so ist damit die gleichmäßige Konvergenz der 
Reihe erkannt. 

Hieraus folgt nun, daß Potenzreihen Funktionen darstellen, welche an 
jeder Stelle im Inneren des Konvergenzkreises stetig sind. Denn man kann 
stets einen konzentrischen Kreis von kleinerem Radius als der Konvergenz­
kreis angeben, welcher eine solche gegebene Stelle enthält. 

Dies Resultat über die Stetigkeit der Potenzreihen im Inneren des 
Konvergenzkreises läßt sich auf diejenigen Stellen am Rande desselben 
übertragen, an welchen die Reihe noch konvergiert. Dies geschieht durch 
den Abelschen Grenzwertsatz. Er lautet: 

00 

Wenn die Potenzreihe ~ (z) = ~ an zn 
o 

in dem Punkte So auf der I( onvergenzgrenze konvergiert, so stellt sie eine 
Funktion dar, welche in jedem abgeschlossenen Dreieck stetig ist, dessen drei 
Ecken von diesem Punkte Zo und swei weiteren im Inneren des Konvergenz­
kreises gelegenen Punkten gebildet werden. (Mit Stetigkeit im abgeschlossenen 
Dreieck ist gemeint, daß die Funktion im Inneren und auf dem Rande des 
Dreiecks stetig ist, und zwar so, daß lim $ (z) = ~ (a) ist, wenn z und a 

.~a 

nur Punkte aUB dem Dreieck oder auf seiner Grenze bedeuten.) 
Bi e b erb" c h, Funktionentheorie I 3 
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Zum Beweise setze ich z = Zo b in die Reihe ein, Dadurch entsteht aus 
der Potenzreihe ~ (z) eine Potenzreihe \ßt m. Ihr Konvergenzkl'eis ist der 
Einheitskreis. Denn damit I z I < I Zo I werde, muß I b I < 1 sein. t ) Dem 
Punkte z = Zo entspricht der Punkt b = 1. In ihm konvergiert also die 
neue Reihe. Dem Dreieck der Fig. 10 entspricht das Dreieck der Fig. 11. 

Es entsteht aus dem 

(

Dreieck der Fig. 10 
dadurch, daß man 
die ganze Figur um 

\ er--- den Kreismittelpunkt 
so lange dreht, bis Zo 

auf die reelle Achse 

FiS. 10, FiS. 11. 

gelangt ist, und dann 
noch so lange ähn­
lich vergrößert bzw. 
verkleinert, bis der 

Punkt Zo nach 1 gelangt ist. Denn es ist ja I bl = i ~ 11 und arg b = 
arg z - arg zo- Es genügt also für den Beweis des Abelschen Grenzwert­
satzes, anzunehmen, daß der Konvergenzkreis der Potenzreihe der Einheits­
kreis sei und daß sie im Punkte Eins konvergiere. Wir dürfen aber weiter 
noch annehmen, daß das Dreieck symmetrisch zur reellen Achse liegt. 
Denn das Dreieck der Fig. 11 kann stets in ein solches eingebettet werden!) 
(Fig. 12). Wir dürfen weiter annehmen, daß ~ (1) = 0 sei. Denn wäre 

FiS. 19. 

dies nicht schon der Fall, so betrachten wir 
einfach statt \ß (z) die Reihe \ß (z) - ~ (1), die 
sich von der gegebenen nur im konstanten Glied 
unterscheidet. Beide Funktionen sind gleich­
zeitig stetig. Es ist aber für den Beweisgang 
etwas bequemer, anzunehmen, daß ~ (1) = 0 
sei. Nun kommen wir zum eigentlichen Be­
weis. Um ihn zu erbringen, multipliziere ich 
die Reihe mit 

1 -- = 1 + z + Z2 + .. '. 1-z 

Das kann ich dadurch bewerkstelligen, daß ich nach den Regeln der 

1) Vgl. auch S. 45. 
2) Wir nehmen also an, daß die Ecken des Dreieckes in nicht zu weiter Entfernung 

von z = 1 liegen. Wegen der im Inneren des Konvergenzkreises schon bewiesenen 
Stetigkeit von \ß (z) ist dies für den Beweis unseres Satzes durchaus a.usreichend. 
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Reihenmultiplikation mit der geo metrischen Reihe ,lJ zn multipliziere. So 
erhält man 

1 1 
1- e ~ (z) = 1- z ,lJ an ZU = l.J Sn Z", WO Sn = aO + a1 + ... + a". 

Also ist ~ (z) = (1 - Z) ,lJ Sn zn. Der Konvergenzkreis der neuen Reihe ist 
immer noch der Einheitskreis. Denn in seinem Inneren konvergieren ~ (z) 
und die geometrische Reihe absolut. Also ist der Konvergenzkreis minde­
stens so groß wie der Einheitskreis. Er kann aber auch nicht größer 
sein, denn da ja auch 1 - z eine (abbrechende) Potenzreihe (mit unendlich 
großem Konvergenzkreis) ist, so müßte dann 

(1 - z) ~Snzn= ~ (z), 
also die ursprüngliche Reihe, auch einen größeren Konvergenzkreis haben. 
Ich führe nun eine Hilfsnummer m ein und zerlege mit ihr die Reihe 
In zwei Teile, indem ich 

~ m ~ 

(1 - z) ~ Sn zn = (1 - z) ~ Sn zn + (1 - z) ~ Sn zn 
o 0 m+l 

schreibe. Ich wähle diese Hilfsnummer so groß, daß für n > m stets 

I Sn I < i bleibt. Das geht an, denn die Summe der Reihenkoeffizienten, 

also der Grenzwert der Sn ist ja dem Wert ~ (1) gleich und verschwindet 

,-r eil zl m+l 
also. Dann finde ich I m I 

I l,]3(z) I < ! 1 - z I ~ Sn zn + 2 1 I zl [z I 

Es kommt nun nur darauf an zu zeigen, daß sich 
der in Fig. 12 angedeutete Kreissektor, dessen 
Scheitel bei 1 liegt, so klein wählen läßt, daß 
in ihm I \l3 (z) I < E wird. Denn in den anderen 
von 1 verschiedenen Punkten des Dreieckes ist 
ja die Stetigkeit der Reihensumme schon durch 
den vorigen Satz erwiesen. 

Zunächst springt unmittelbar in die Augen, 
daß man den Kreissektor so klein wählen kann, 
daß auf dem ihm angehörigen Stück der posi­
tiven reellen Achse die gewünschte Abschätzung 
gilt. Denn hier ist ja z = [z I. Also wird da 

[z Im + 1 < 1. Ferner liegt für I z I < 1 die Summe 

I ~snznl 

Fig.13. 

11 - z l = 1 und es ist 
1-lzl 

unterhalb einer festen Grenze M. Denn sie besteht aus einer von z un­
abhängigen Zahl von Gliedern. Daher kann man den Radius des Sektors 

3* 
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und damit I - I z 1 so klein wählen, daß im ganzen Sektor, also auch auf 
dem ihm angehörigen Stück der reellen Achse 

11 - z I I ~ Sn zn I < i 
wird. Also ist nun tatsächlich bei Annäherung längs der reellen Achse 
lim $(z) = O . 
• -+1 

Um aber das gleiche auch für beliebige Annäherung im Dreieck ein-
zusehen, muß nun auch für die anderen Punkte des hinreichend klein 

gewählten Sektors der Quotient ~ 1 I ~ abgeschätzt werden. Das gelingt 
,auf Grund des Sekantensatzes der Planimetrie ohne weiteres. Ich be­

schränke z auf den Zipfel, den ein be­
liebig gewählter Kreis um 0 von dem 
Dreieck abschneidet. Dieser Kreis unter­
liegt also nur der Bedingung, daß er die 

F~~+-----'t>---+-~~~!O(z-D beiden von 1 ausgehenden Dreieckseiten 
schn.eidet. In Fig. 13 ist der Zipfel schraf· 
fiert. Alsdann sei z ein beliebiger Punkt 
des Zipfels. Ich lege durch ihn den Kreis 
mit z = 0 als Mittelpunkt (Fig.14). Ferner 
lege ich durch e und I eine Gerade und 
ziehe noch die reelle Achse heran. Die 

FiS. 14.. 

vier Schnittpunkte dieser beiden Geraden mit dem Kreis durch z seien 
A, B, 0, D. Dann ist nach dem Sekantensatz 

Nun ist aber 

Also wird 

OA· OB= 00· ODe 
OA= li-ei und 00= 1-lel. 

11-el OD 
1-lil= OB' 

Man liest aber aus der Fig. 14 ab, daß weiter 
OD OF 
OB <OE' 

Bezeichnet man diese von z unabhängige Zahl mit IX, so ist also rür alle 

e des Zipfels ~1 I:: < IX, Von hier an schließt man dann ganz wie oben 

weiter, daß in einem genügend kleinen Sektor mit Mittelpunkt 1 tatsäch· 
lieh I $(z) I < E wird. l ) 

1) Wie man sieht, enthält der Abelsche G-renzwertsatz eine Aussage über das 
Verhalten der Potenzreih{ln an der Konvergenzgrenze. Damit haben wir ein Gebiet 
angeschnitten, das in der modemen Forschung einen hervorragenden Platz einnimmt. 
Der zweite Band wird sich auch mit solchen Fragen ausführlic'h zu beschäftigen haben. 
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Wir schließen diesen Paragraphen mit einigen Beispielen zum Abelschcn 
Grenzwertsatz. Für reelle I z I < 1 gilt die Darstellung: 

Z2 
log (1 + z) = z - 2 + .. '. 

Diese Reihe konvergiert aber auch noch bei z = 1. Nun ist aber 

lim log (1 + z) = log 2. 
z-+1 

Daher wird 

Ebenso findet man aus der Potenzreihe 
ZS ZU 

arctg z = Z -3+"5- + "', 
daß 

Diese Beispiele ließen sich beliebig vermehren. 
Ich ziehe es vor, noch eine mehr theoretische Anwendung auf 

die Reihenlehre anzugeben. Es handelt sich um eine Verallgemeinerung 
des oben (S. 20) erwähnten Cauchyschen Satzes über Reihenmultiplika--

.I 
co <X> 

tion. Danach war für zwei absolut konvergente Reihen 2.1 un und :E Vn 

ao 00 00 0 0 

2: U n • ~ v" = ~! w n, wo W n = UOVn + Ul V,,-l + ... + U,,_l VI + Un Vo. 
o 0 

Nun zeigt sich aber, daß stets 

~un,~vn=~Wn 

ist, wofern nur die drei hier vorkommenden Reihen konvergieren. Das ergibt 
sich so: Wenn diese drei Reihen konvergieren, so konvergieren die drei 
Potenzreihen ~unz", Ev"zn, ;Ew"z" für I z I< 1 absolut nach 8.17, denn 
sie konvergieren ja bei z = 1. Daher kann man für I z I < 1 auf das 
Produkt ~Un zn. ~ V/,zn den Cauchyschen MuItiplikationssatz anwenden. Man 
findet so ~w"zn. Nun wenden wir den Abelschen Grenzwertsatz an und 
gehen zur Grenze z --- 1 über. Dann wird 

~ w" = lim ~Wnzn = lim ~ unz"· lim ~ V"zn = ~ U,,' ~v". 
0+1 z-+J .+1 

Also ist tatsächlich Eu", ;E V n = ~ W n, wenn nur alle drei Reihen konvergieren. 
Aufgabe: 1. Man beweise folgenden Satz: In ~(z) = ao+ alz + ... seien 

die Koeffizienten positiv und ~ a. sei divergent, dann gilt 1. bei radialer 
Annäherung lim ~ (e) = 00. Der Satz gilt auch unter der allgemeineren Voraus-

0-+1 

setzung, daß die Reihe ;E a" nur eigentlich divergent ist, d. h. daß diese 
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Reihe nicht oszilliert. Daraus folgt 2.: Wenn die a.:?: 0 sind und wenn 
lim \ß(s) = 0 gilt bei radialer Annäherung z --)-1, so ist ao + «1 + a;+ ..... = O. 
,-)-1 •• 

11. Eine geringe Anderung des Beweisganges lehrt auch die gleichmäßige 
Konvergenz von ~(z) in dem Dreieck des Grenzwertsatzes. Bei der Durch­
führung möge der Leser beachten, daß - sich die Partialsummen von \ß (z) 
nicht nur durch den Faktor (1 - z) von den Partialsummen von .1:sn zn 

unterscheiden. 

§ 4. Differenzierbare Funktionen. 
Unter genauer Übertragung der im Reellen üblichen Erklärung nennen 

wir eine eindeutige Funktion (z) an der Stelle Zo differenzierbar, wenn 
der Grenzwert 

existiert. Er heißt dann Differentialquotient und wird mit :~ oder (' (z) 
bezeichnet. 

Der Umstand, daß diese Erklärung mit der im Reellen üblichen völlig 
gleichlautend ist, bringt es mit sich, daß sich eine Reihe von Differentia­
tionsregeln aus dem reellen Gebiete ohne weiteres übertragen lassen. Da­
hin gehören die Regeln über die Ableitung einer Summe, einer Differenz, 
eines Produktes, eines Quotienten. So sind also z. B. die rationalen 
Funktionen differenzierbare Funktionen und es gelten genau die aus dem 
Reellen bekannten Regeln. Mit der Differentiation von trigonometrischen 
Funktionen und derg!. muß man allerdings noch vorsichtig sein, denn wir 
haben von der Erklärung dieser Funktionen im komplexen Gebiete noch 
nicht geredet. Sie wird durch Potenzreihen geschehen. Aber die können 
wir noch nicht differenzieren. Wir werden es aber bald lernen. Durch 
die im Reellen übliche Schlußweise erkennt man auch hier, daß eine an 
der Stelle Zo differensierbare Funktion daselbst auch stetig ist. Denn 
wenn der obige Grenzwert existieren soll, so muß notwendig der Zähler 
(so + h) - ((zo) mit h gegen Null streben, und das bringt die Stetigkeit 
zum Ausdruck. Aus 
CA) f(Zo+~-f(zo) - ('(so) = '1'/ 

mit 1 '1'/ 1 < E folgt nämlich 

I {(zo + h) - ((zu) 1 = \h{'(zo) + '1Jh I< Ihllf'(zo) I + E \ h I, 
was mit I h I zusammen gegen Null strebt. 

Die Gleichung (A) setzt uns auch instand, ähnlich wie im Reellen 
die Kettenregel für die Differentiation mittelbarer Funktionen zu beweisen. 
Es möge nämlich rp (w) in der Umgebung von w = Wo eindeutig und 
stetig sein. Außerdem sei cp(w) an der Stelle Wo differenzierbar. Ferner 
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sei W = fez) in der Umgebung von z = Zu eindeutig und stetig. Es sei 
außerdem fez) bei zo differenzierbar und es sei f(zo) = wo' Dann ist 
F(z)=fPlf(z)} bei Zo differenzierbar und es ist F'(zo) = rp' (wo) f'(zo)' 
Wegen der Differenzierbarkeit von cp(w) hat man nämlich 

1· cp(wo +Llw)-cp(wo) '() 1m -- - - = fP Wo 
dw~O Llw 

d. h. es ist rp(wo + Llw)-cp(wo)= '( ) + (... ) 
LI w cp Wo t; L.J W , 

wo lim e(Llw) = 0 gilt. Multipliziert man diese Gleichung mit Llw, so 
dw~O 

wird sie 
(B) IP(wo+ Llw) - fP(wo) = Llw· IP'(wo) + Llw· e(Llw) 
und diese Gleichung ist offenbar auch für Llw = 0 sinnvoll und richtig. 
N ach dieser Vorbereitung betrachten wir den Differenzenquotienten 

Trägt man 

ein, so wird er 

Da nun 

F(%. + LI z)-F(%o) rp [(%0+ LI z)] - cp [f(zo)] 
Llz = Llz • 

f(zo) = wo, f\zo+ Llz) = wo+ Llw 
cp (wo + Llw)-cp (wo). 

LlW,( Llw 
-::iz fP wo) + Llz e(.dw). 

lim ~'U}.=f'(zo) und lim 6(Llw) = 0 
d.~O z dw~O 

ist, BO existiert auch der 

1· cp(wo+L1w)-cp(wo)_ '( )/'(") 1m A - rp Wo Zo , 
d,-+O "-'z 

und damit ist die Kettenregel bewiesen. 
Bemerkung: Ganz ebenso beweist man folgenden Satz: cp(w) genüge 

denselben Voraussetzungen wie eben. Ferner sei jetzt w = t(t) eine Funk­
tion der reellen Variablen t, die in der Umgebung von t = to eindeutig 
und stetig erklärt sei. Ferner sei Wo = fl to) und es sei f(t) bei t = to 
differenzierbar. Dann ist auch F(t) = rp (((t») bei t = to differenzierbar, und 
man hat F'lto) = rp'(wu)f'tto)' 

Ganz ähnlich beweist man die folgende Übertragung eines allge­
meineren Satzes der Differentialrechnung: ((w1 , w2) sei für I W1 - b1 I< r 1 , 

I w2 - b2 1 < r 2 eine eindeutige stetige Funktion der beiden Veränderlichen 

w1 und w2• Außerdem sollen die partiellen Ableitungen öO f und ':IN für 
W 1 C/Wt 

die genannten Werte von W1 und W 2 existieren und stetig sein. Des 
weiteren seien rpl (z) und fJJ2 (z) zwei für I z - a I < r eindeutige stetige 
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Funktionen, die gleichfalls differenzierbar seien. Weiter sei CPI Ca) = bl1 

9's(a) = b2 und es sei 19'I(z) - bl I< rl1 i cp,(z) - b, 1 < r, fUr I z - a I < r. 
Dann ist auch F(z) = ({ CPl (z), 9',(z)} 
in 11 - a 1 < r eindeutig, stetig und differenzierbar, und es gilt 

F'(z) = !' {9'I(Z), 9'2(Z)} cp;(z) + !f {cpj(z), 9',(z)} q;;(z). 
(/W1 (/Ws 

Der Beweis wird dem Leser an Hand der vorhergehenden Darlegungen 
nach dem Muster des entsprechenden Beweises im reellen Gebiet nicht schwer 
fallen. Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Variable ergibt sich 
ebenso. 

Nun zur Differentiation der Umkehrungsfunktionen. Hier machen wir 
folgende Annahme. w = fez) soll in der Umgebung von z = '0 eindeutig 
und stetig sein. Es sei f(f3) in Zo differenzierbar. Weiter sei Wo = (zo)' 
Für eine gewisse Umgebung von W = Wo besitze die Gleichung 

W = (z) 
nur eine Lösung z = 9'(w), die der Umgebung von Zo angehört. cp(w) sei 
also in der Umgebung von w = Wo eine eindeutige und außerdem stetige 
Funktion. Dann ist 9'(w) bei Wo differenzierbar und es ist 

9"(wo) = f'(~o)' 
Der Beweis verläuft genau wie im Reellen. Die weitgehenden Voraussetzungen 
mußten gemacht werden, weil wir von der Existenz der Umkehrungs­
funktion noch nicht geredet haben. Wir werden aber später (S. 190) sehen, 
daß für Funktionen, die in der Umgebung von z = Zo differenzierbar sind, 
viele der Voraussetzungen ganz von selbst erfüllt sind. 

Leichter als im Reellen ist es hier, nirgends differenzierbare stetige 
Funktionen anzugeben. Hier wie dort zieht nämlich die Stetigkeit die Diffe­
renzierbarkeit nicht nach sich. Schon die Funktion w = mez) zeigt dies. Denn 

. h h 'h t . d \R(z+h)-\R(z) h1 D' wenn WIr etwa = I + ~ 2 se zen, so wlr h = h' leser 
Quotient besitzt aber für h -~ 0 keinen Grenzwert. Denn es gibt beliebig 
kleine Werte 1 h I, für die hj = 0 ist, für die also der A. usdruck ver­
schwindet, und es gibt beliebig kleine Werte von 1 h I, nämlich h2 = 0, 
für :welche der A.usdruck den Wert Eins annimmt. Nirgends also ist diese 
Funktion differenzierbar. Ebenso ist es bei w == x + y.l) Hier wird der 
Differenzenquotient h1 + h2 

h1 +ih.· 

Dies hat aber für h -~ 0 keinen Grenzwert, WIe man sieht, wenn man 

1) Wie immer, so sei auch hier z=x+iy gesetzt. 
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einmal h1 = 0 und ein andermal h2 = 0 setzt. Es kann also eine Funk­
tion komplexen Argumentes sehr wohl partielle Ableitungen nach x und 
nach y besitzen, ohne nach z differenzierbar zu sein. 

Wir wollen daher die Bedingungen aufsuchen, die für Real- und Ima­
ginärteil bestehen müssen, wenn t\z) differenzierbar sein soll. Ich setze 
dazu w = fez) = u + iv, so daß also u(x,y) und v(x,y) stetige Funktionen 
bedeuten. Diese Funktionen sind, wie wir zunächst zeigen wollen, mit 

partiellen Ableitungen ~~, ~~, ;;, ;; versehen. Zur Abkürzung werde ich 

dafür gewöhnlich ux , uY1 vx , vy schreiben. Es ist ja fez) nach x und nach 
y differenzierbar, weil doch z = x + iy ist und fez) nach z differenzierbar 
ist. 1) Ebenso ist aber die konjugierte Funktion fez) nach x und y 

differenzierbar. Also auch u = f; 1 und v = f 2 i 1.. Weiter wird I) 

und 

(1) 

or dfoz df 
OX = dzox'= dz 

of df OZ .df 
-=---=~-. oy dz oy dir 

Al ·bt· h 6 f . 0 f d + . . + so ergl SlC 0 x = - ~ 0 y 0 er Ux ~ v", = - t ify vy 

Daraus ergibt sich 
(7U 0'0 OU 0'0 
(7 X = 0 y' 0 y = - 0 x· 

Diese zwischen Real- und Imaginärteil einer differenzierbaren Funktion be­
stehenden Relationen sind unter dem Namen Oauchy-Riemannsche Differen­
tialgleichungen bekannt. Ferner wird also j'(z) = tf:z; + i v", = - i(uy + ivy ). 

Nimmt man an, daß diese Ableitungen selbst wieder stetige nach x 
und nach y differenzierbare Funktionen sind - wir werden später (S. 133) 
zeigen, daß dies stets der Fall ist -, so findet man durch Differentiation 
der ersten Gleichung nach x und der zweiten nach y, daß Uxx = V"'y und 
daß U yy = - v", y. Daraus findet man durch Addition u""" + U yy = Llu = O. 
Ebenso findet man, daß auch L1 v = O. Real- und Imaginärteil sind also 
Potentialfunktionen. So nennt man nämlich Funktionen, welche der 
Gleichung LI u = 0 genügen. 

Wenn der Realteil einer differenzierbaren Funktion gegeben ist, so er­
lauben es die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung!,ln, den zu­
gehörigen Imaginärteil zu finden. Denn sie geben uns ohne weiteres die 
Ableitungen des Imaginärteiles an. Soll es wirklich eine Funktion mit 
gegebenen Ableitungen geben, so muß die Integrabilitätsbedingung erfüllt 

1) Wie wir feststellten, bleibt ja die Kettenregel über die Differentiation mittel­
barer Funktionen auch im komplexen Gebiet bestehen. 
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sein, welche zum Ausdruck bringt, daß (vz)y = (vy)x. Diese lntegrabilitäts­
bedingung bedeutet aber wieder wegen der Cauchy-RiemannBchen Differen­
tialgleichungen nur, daß u eine Potentialfunktion ist. Dllrch die Angabe 
des Realteiles ist also auch der I maginärteil bis auf eine additive Kon­
stante (Integrationskonstante) bestimmt. 

Die dilferenzierbaren Funktionen sind es nun, welchen dies Werk ge­
widmet ist. Sie tragen noch einen zweiten Namen. Gewöhnlich nennt 
man sie analytische Punktionen. 

Beispiele analytischer Funktionen liefern uns, wie schon gesagt, zunächst 
die rationalen Funktionen. 

Ein weiteres wichtigstes Beispiel analytischer Funktionen sind die durch 
Potenzreihen dargestellten Funktionen. Es gilt nämlich der Satz: 

In ihrem Konvergenzkreis stellt jede Potenzreihe eine analytische 
Funktion dar. 

Wir beweisen zunächst, daß die durch gliedweises Differenzieren der 
gegebenen Reihe ~(z) = ~anzn entstehende Reihe \131 (z) = .En an Z,,-1 den­
selben Konvergenzkreis besitzt. Alsdann zeigen wir weiter, daß die Reihe 
\l3 (z) differenzierbar ,ist, und daß ~] (z) ihre Ableitung ist. 

Sei also Zo irgendeine Stelle im Konvergenzkreis von ~ (z) und Z1 
eine weitere Stelle aus demselben Kreise von größerem absoluten Betrage. 
Wir wollen die Konvergenz von ~:ß1 (z) in Zo aufweisen. Wegen der Kon­
vergenz von ~ (Zl) gibt es jedenfalls eine Zahl M derart, daß für alle n 
der Betrag I an zr-li< M ist. Nun kann aber das n-te Glied von ~1 (z,) 
in der Form 

( z )n-l na zn-1 ~ 
n 1 Zl 

geschrieben werden. Daher ist sein Betrag kleiner als 

nMI~ln-l. 

Die Reihe mit dem absoluten Glied 

nMl~r-l 

konvergiert aber. Denn es ist ja I ~ I < 1 und wir haben auf S. 20 schon 
gesehen, daß :lJ n Z"-1 im Einheitskreis konvergiert. Die Summe ist ja 

~-)I' Daher konvergiert die Reihe ~1 (z) für alle Stellen des Konver­
\l-z 
genzkreises von ~(z). Wir benutzen ~1 (z) zugleich zur Bezeichnung ihrer 
Summe. Der Konvergenzkreis dieser Reihe ist also mindestens so groß 
wie der von ~(z). Daß er nicht größer sein kann, leuchtet, nebenbei be­
merkt, sehr leicht ein. Denn betrachtet man die im selben Kreise kon­
vergente Reihe z ~1 (z), so sind ihre Glieder ja dem Betrage nach größer 
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als die Glieder von \ß(z). Also konvergiert letztere Heihe überall da, wo 
die erste konvergiert. 

Wir haben nun weiter zu zeigen, daß \ß(z) differenzierbar ist.!) Zu 
dem Zwecke führen wir eine Hilfsnummer m und eine Hilfsfunktion 
IIt (z) = .!Jn \ an \ zn -1 ein. Diese letztere ist im selben Kreise konvergent 
wie die Reihen \ß(z) und $Jz). Denn diese konvergieren ja absolut. 
Die Hilfsnummer m sei nun so gewählt, daß in einem die Differentiations­
stelle Zo enthaltenden Kreise K um z = 0 durchweg 

und 

und 

i$(z)-$m(z)I=lffim(z)l< ; 

\ \ßl(.Z) - ~1,m(Z) \ = \ ffi1,m(z) \ <-i 

: II1 (z) - II1, m (z) I = I Pt, m (z) I < ; 

sei. Dabei verstehe ich unter \ßm, \ßl,m, n,m m-te Teilsummen. Nun be­
trachte ich 

\13 (zo + h) - \13 (zo) $m(zo + h) -\13m(zo) ffim (zo + h) - 9tm(zo) 
-'---O.--"--'--C:h- = h + h 

und 
ffim (zo + h) - 9t". (zo) 

schätze zunächst h ab_ Man findet 

9tm(zo+h)-9tm (z) = ~ am+ k f(z + h)m+k_zm+k}. 
h ~. h t 0 0 

D h - d\9tm(Zo+hl -ffim (Zo)\<\ ~I 1\ (Zo+h)m+k_zom+kl 
a erWlr h -:;;: ~k am+" h 

1 

"" 
< ~Iam+kl(m+k) (lzol+lhl)m+k+t ) 

1 

s 
<s' 

Nun ist also für alle h, für welche I Zo I + I h I dem Kreise angehört, für 
den wir die Hilfsnummer meinführten, 

1\ß(zo+h)-$(zo)_ \13m(ZO+hJ-\13m(ZO) I<..!.... 
I h h 3 

1) Jeh bemerke aber vorab, daß der Leser diesen etwas mühsamen Beweis auch 
übergehen kann, da sich die Differenzierbarkeit der Potenz reihen später auf anderem 
Wege ganz mühelos ergeben wird_ 

2) Man beweist nämlich leicht, daß 
I (a + b)n_ an I <I bin (I a I + I b I)n-l, 

denn es ist (:) ~n(:=D, wenn n> 1, x L 1. 



38 Ill. Funktionen einer komplexen Veränderlic71en 

Weiter aber gibt es eine Funktion cJ (8), so daß für I h I < cJ (8) 

IjJlm(%o+h)-\Pm(ZO)_ffi'( )j=l\Pm(Zo+h)-jJlm(Zo)_~u ()I ~ 
h 1-'m So h -""I,m Zo < 3 

wird. Dann haben wir nun im ganzen für I h I< h (E) das Ergebnis, daß 

I ~1 (so) - \P CZo + h~-jJl(Zo) I< B 

wird. Denn es wird ja 

IjJl(lo+h)-\P(ZO)_ffi ( )1< /\P(Zo+h)-jJl(Zo)_ !Ilm(Zo+h)-\Pm(Zo)j 
h 1-'1 So ! = h h 

+ I \Pm (Zo+h~-jJlm(Zo) - ~l,m(ZO) 1 

+ I ~I,m(ZO) -~I(So)1 < i + i + i= E. 

Daher haben WIr 

Also ist ~ (s) differenzierbar und $1 (s) = ~' (s) ist sein Differentialquotient. 
Alle durch Potenzreihen dargestellten Funktionen sind also analytisch. 

Dies Beispiel analytischer Funktionen ist darum von so besonderer Wich­
tigkeit, weil wir bald sehen werden, daß m~n jede analytische Funktion in 
eine Potenzreihe entwickeln kann. Damit wird dann auch gezeigt sein, 
daß eine analytische Funktion b~liebig oft differenziert werden kann, daß 
sie Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Denn die durch die erste Differen­
tiation erhaltene Potenzreihe kann man ja ein zweites, ein drittes Mal usw. 
differenzieren. Ist airgendeine Stelle aus einem Bereich B, in welchem 
fez) analytisch ist, so kann man um s = a als Mittelpunkt einen dem 
Bereich angehörigen Kreis schlagen: In (liesem ist, wie wir später zeigen 
werden, fes) in Form einer Potenzreihe ~ (s - a) darstellbar. Daß aber 
diese Entwicklung höchstens auf eine Weise geleistet werden kann, läßt 
sich jetzt schon einsehen. Wir können nämlich die Koeffizienten von 
.JJanzn durch die Summe fes) darstellen. Zunächst ist ja sicher (Co) = a(). 
Weiter aber wird {'(s) =:E nanzn• rt 

also a1 = {' (0). Ebenso wird 

f" (s) ='2 n (n - 1) an zn-li 
f" (0) (n) (0) also a - -- Allgemein findet man a - --. Alle Potenzreihen sind 2- 21 . n- nl 

also Taylorsche Reihen. 
Durch denselben Gedankengang kann man wie im Reellen den binomischen 

Lehrsatz für ganze positive Exponenten beweisen. Denn man sieht ohne 
weiteres, wenn man in Gedanken ausmultipliziert, daß sich (a + z)n in der 
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Form an + a1 Z + a2 Z2 + ... + an zn muß schreiben lassen. Differenziert man 
hier ein oder mehrere Male nach z und setzt dann z = 0, so findet man 
a1 = n an -1 ... a" = (:) an -" . ... So hat man den binomischen Satz für reelle 
Exponenten ins Komplexe übertragen. 

Auf gab e: Man beweise mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differential­
gleichungen, daß eine in einem Bereich differenzierbare nicht durchweg 
konstante Funktion nicht lediglich reelle Werte annehmen kann. 

*1)Anhang: Wir kehren nochmals zu den Cauchy-Riemannschen Differen­
tialgleichungen zurück. Wir haben oben festgestellt, daß Real- und Imagi­
närteil einer analytischen Funktion diesen Gleichungen genügen müssen. Nun 
legen wir uns noch die Frage vor, ob das die einzigen Bedingungen sind, 
welchen ein Funktionenpaar genügen muß, welches als Realteil und als 
Imaginärteil einer analytischen Funktion soll aufgefaßt werden können. In 
dieser Allgemeinheit ist die Frage bisher noch nicht entschieden. Wohl 
aber ist sie mit Ja zu beantworten, wenn man von vornherein noch voraus­
setzt, daß die vier partiellen Ableitungen stetig sind.S) Dann wird nämlich 

f(z+ h)-f(z)_ u(x+hl' y+ht)-u (x, y) +iv(x+h1l y+h,)-v (x, y) (h=h +ih ) 
h - 16 his· 

Wenden wir hier den Mittelwertsatz auf u und auf v an, so wird dies 
u,,(x+.fth1l y+{)Oh.) h1 +uy(x+.fthv y+.ft16,) h, 

= h 

+ . v,,(x+{)o'hll y+.ft'h.) h1 +vy(x+.ßo'hll y+{)o'h,) h, 
'" . h 

Beachten wir nun die Stetigkeit der Ableitungen und bezeichnen mit 6 (h) 
und E1 (h) zwei Funktionen, die mit h gegen Null streben, so können Wir. 

dies so schreiben 

u., (x,y) h1 ~Uy(X, y) 16. + i v" (x,y)h\ ~Vy(X, y) h, + E (h) ~ + BI (h) ~. 

Beachten wir nun die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, so wird 

dies _ h1 +ih. +. h1 +ih. + (h) h1 + (h) h, 
- u" 16 ",v.< 16 E h 61 h 

= u,,+ iv., + 6 eh) !t + E1 (h)~' 

Nun ist also nur noch zu zeigen, daß E (h) ~ und 61 (h) ~ für h --. 0 den 

Grenzwert Null besitzen. Dazu überzeugen wir uns nur noch davon, daß 

1) Mit einem * beleichnete Abschnitte kann der Leser bei einer ersten Lektüre 
übergehen. 

2) Daß für Real- und Imaginärteil analytischer Funktionen diese Voraussetzungen 
erfüllt sind, werden wir bald sehen. 
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/?/ ~ 1 und daß I~I ~ 1. Dies ist selbstverständlich, wenn h1 = 0 oder 

wenn hl = O. Anderenfalls zeigen wir, daß 1;./ ~ 1 und daß 1;.1 > 1. Es 

wird ja 

und 

§ 5. Konforme Abbildung. 
Hier wollen wir einen ersten Einblick in die durch analytische Funk· 

tionen vermittelten Abbildungen gewinnen. Sei w = ((z) die Funktion. 
Läßt man dann z in seiner Ebene irgendeine Punktmellge durchlaufen 
und markiert jedesmal in der w-Ebelle die entsprechenden von der Funktion 
angenommenen Werte, so erhält man auch da eine Punktmenge, die wir 
das Bild der Punktmenge in der z-Ebelle nennen. Wir sagen, sie gehe aus 
dieser durch Abbildung vermöge der Abbildungsfunktion w = ((z) hervor. 
Ich betrachte nun insbesondere zwei Kurven ~l und ~l!' welche sich in 
einem Punkte Zo schneiden. Z = Zl (t) und z = Zs (t) mit 0 < t < 1 seien 
ihre Parameterdarstellungen.l ) t = 0 etwa möge in heiden Fällen den 
Punkt Z = Zo liefern. Beide Funktionen sollen stetig sein und für t = 0 
von Null verschiedene Ableitungen besitzen. Es ist leicht, die Winkel 
selbst zu bestimmen, welche die Kurven gegen die x-Achse bilden. Zu 
diesem Zwecke orientieren wir beide Kurven, indem wir ihnen einen 
Durchlaufungssinn in Richtung wachsender Parameter geben. Legen wir 
dann durch den Punkt Zo vom Parameter t = 0 und einen Punkt Zo + D. f4 

vom Parameter l = D. t > 0 eine Sehne und geben ihr als Richtung die 

von Zo nach Zo + 6.z, so wird ihr Winkel gegen die x·Achse arg A z = arg ~ :' 
denn arg D. t = 0, weil D. t > 0 ist. Also werden die Winkel der in die 
Kurvenrichtung weisenden Tangente arg z~ (0) und arg z~ (0). Also wird , 
der -9:: (~l! ~l) = arg z~ - arg z; = arg~. Die Gleichungen der Bildkurven 

Z1 

~;, ~; in der w-Ebene werden w1 = ((Zt (t») und Ws = ((Zt (t». Also wird ihr 

x (rr" rr,) w;(O) d f ,( ) df '() _ z~(O) • 
...,.... ~2' ~1 = argw;(0)=argdz,z2 0 -argilZzl 0 - argz;(O) 

----

1) Auch geometrisch leuchtet dies sofort ein, weil die Zahlen : und ; auf den 
Tangenten an den Einheitskreis in den Punkten 1 und i liegen. 1 I 

2) In dieser Form fassen wir also die beiden Gleichungen x = Xl (t), y = '!11 (t) zu­
sa.mmen: z=x+iy=x1 (t)+i'Yt(t)=Zt(t). z(t) bedeutet eben eine Funktion des 
reellen Argumentes t, die auch komplexe Werte annehmen kann. 
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Dazu ist aber vorauszusetzen, daß f' (zo) =1= 0 ist, denn sonst wäre w; (0) = 0 
und w; (0) = 0, und dann wären die Argumente wieder unbestimmt. Also 
haben wir das Ergebnis, daß die Bildkurven denselben Winkel einschließen 
wie die ursprünglichen Kurven, und zWt/r denselben Winkel nicht nur der 
Größe nach, sondern auch dem Drehsinn nach. Wenn man also (§;1 um ro 
in positivem Sinne zu drehen hat, um sie in ~l überzuführen, so hat man 
auch die Bildkurve ~; um ro in positivem Sinne zu drehen, um sie in ~~ 
überzuführen. Wir haben so den Satz: 

Die durch anal!Jtische Funktionen vermittelten Abbildungen sind winkeltreu 
an allen Stellen, wo ihre Ableitung nicht verschwindet. I) 

Wir betrachten weiter die Bogenlängen s von ~ und S von ~'. Dann wird 

d.§ _ dS .~_ ~~ _ \dW\. \d~1 = ~wl' 
ds - dt' dt- VX'2+ y" - dt . dt Idz 

Demnach hängt also der Differentialquotient ~~ nicht von der besonderen 

durch Zo gelegten Kurve ab. Er hat für ~1 und ~2 denselben Wert I~~I. 
Er hängt nur von der Lage des Punktes Zo ab. Es werden also gewisser­
maßen alle Bogenlängen im Punkte Zo im gleichen Verhältnis verkürzt. Das 
meinen wir, wenn wir sagen: 

Die durch analytische Funktionen vermittelten Abbildungen sind streckentreu. 
Winkeltreue und Streckentreue faßt man in die Aussage zusammen, daß 

unsere Abbildungen konform, das heißt in den kleinsten Teilen ähnlich sind. 
Denn sie haben mit den Ähnlichkeitstransformationen die WinkPltreue und 
die Streckentreue gemeinsam, nur daß bei den Ähnlichkeitstransformationen 
das Streckungsverhältnis vom Ort unabhängig ist, während es hier mit 
der Lage des Punktes variiert und also nur in einem hinreichend kleinen 
Flächenstück annähernd als konstant angesehen werden kann. 

*) Wir behandeln nun die umgekehrte Frage, inwieweit die winkeltreuen 
Abbildungen und inwieweit die streckentreuen A bbilrlungen auch umgekehrt 
alle durch analytische Funktionen vermittelt werden. Es leuchtet zunachst 
ein, daß bei der Streckentreue die Frage zu verneinen ist. Denn auch die 
durch w = $ vermittelte Abbildung ist streckentreu. Das ist nämlich der 
-P-bergang von einer Figur zu ihrem Spiegelbild an der reellen Achse 
(Fig. 15). Dabei bleiben alle Längen erhalten, der Drehsinn der Winkel 
wird aber umgekehrt. Wir werden aber beweisen können, daß eine jede 

1) Da.ß an Stellen verschwindender Ableitung die Winkeltreue aufhört, lehrt schon 
das Beispiel w = Z2 bei z = O. Denn da ist arg w = 2 arg z. Genaueres über solche 
Vorkommnisse bleibt späterer Darlegung vorbehalten. 

"') Die Ausführungen von hier an bis zum Schluß des Paragraphen kann der Leser 
bei der ersten Lektüre übergehen. 
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streckentreue Abbildung entweder winkeltreu ist oder doch wenigstens 
die Größe der Winkel erhält, sie also lediglich umlegt. Eine streckentreue 

Flg.15. 

Abbildung also, welche auch den Drehsinn unverändert 
läßt, ist winkeltreu. 

Ähnlich wie im Anhang des vorigen Paragraphen 
wollen wir nun wieder annehmen, daß die partiellen Ab­
leitungen der die Abbildung vermittelnden Funktionen 
u = u (x, y) und v = v (x, y) stetig sind. Sonst verlassen 
wir den Rahmen der gesicherten Ergebnisse. Unter dieser 
Annahme wollen wir zunächst zeigen, daß die Funktionen 
u und v den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 

genügen, wenn sie eine winkeltreue Abbildung vermitteln. Denn dann 
sind sie nach dem Anhang zum vorigen Paragraphen Real- und Imaginär­
teil einer analytischen Funktion. Des weiteren haben wir dann eine ent­
sprechende Untersuchung bei den streckentreuen Abbildungen anzustellen. 

Wir behandeln also zunächst die winkeltreuen Abbildungen. Seien 
also wieder Cl und es zwei Kurven, c~ und c; ihre Bilder. Dann soll also 

z' w' 
arg ~ = arg ~ sein. Führen wir Real- und Imaginärteil ein, so wird dies z w 

1 1 
x' + iy' u x' + u y' + i (v x' + V y') arg-2--'=arg .& s !I 2 '" 9 !I 2. 
x'+iy' u x'+u y'+i(v x'+v y') 

1 1 "1 111 "1 1/1 

Daher müssen die beiden unter dem Argument stehenden Ausdrücke bis 
auf einen reellen positiven Faktor }.. einander gleich sein. So finden wir 

(1) 
u x' + u y' + i (v x' + V y') x' + iy' 
~ __ Y_2_ .c 2 !I 2 _ ).._2 __ 2. 

U x' + u y' + i (v x' + V y') - x' + iy' 
"1 1/1 "'1 1/1 1 I 

Dieser Ansatz setzt voraus, daß weder z~ noch z; und daß weder w~ noch 
w~ verschwinden. Sonst wird ja das Argument unbestimmt. Die Voraus­
setzung, daß die Ableitungen w; oder w; nicht verschwinden, bedeutet, 
daß die Funktionaldeterminante 

im Schnittpunkt beider Kurven von Null verschieden ist. Denn es ist ja z. B. 

w~ = u"x; + ullY; + i (v",x; + v,lY;). 
Soll das verschwinden, so müssen 

uxx~ + uvY~ = 0 
und v.,x~ + vl/Y~ = 0 

sein. Das sind zwei lineare Gleichungen zwischen x; und y;, also zwischen zwei 
Zahlen, die nicht beide verschwinden. Also muß die Funktionaldeter­
minante verschwinden, wie angegeben. 



Ist aber 
In Ordnung. 

.§ 5. Konforme Abbildung 

diese Determinante nicht Null, so 
Man setze nun in der Gleichung (1) 

x; = 1 y; = 0 

x; = 0 y; = 1. 

ist unser Vorgehen 

Dabei möge 1, das ja noch von x;, x;, y;, y; abhängen könnte, den Wert ~ 
erhalten. Dann wird u'" + ivz !L 

uy + ivy = i' 

Daraus folgt: 

~uu = - v"'. 
Trägt man dies m die Gleichung (1) ein, so wird SIe 

Il-X~ + iy; A x; + iy; 
!LX; + iy; = x;-+ iY;' 

Also muß 
I-'X; + iy; x; + iY1 

;-x; + iy; 'x; + iy; 

positiv reell sem. Multipliziert man aus, so sieht man, daß 
x' x' - y'y' + i(x'y' + ",x'y') 

1-'12 12 l' ""21_ 

I-'x'(t' - y'y' + i(l-'x'y' + x'y') 
1212 l'S 21 

positiv reell sem muß, Das verlangt aber, daß 

ist. Daher ist 
x;Y; + tLX;Y; = tLX;Y~ + x~y~ 

(1 - ~) (x~Y; - x;Y;) = O. 

Deshalb muß I'" = 1 sein. Denn I'" ist von den x;, x;, Y;, .y; unabhängig 
und die zweite Klammer verschwindet nicht für alle x;, x;, Y;, y~. 

Also gelten die Caucby-Riemannschen Differentialgleichungen 

ux = vy, v.., = - tty 
stets dann, wenn die Funktionen u = u \x, y) und v = v (x, y) eine 
nicht verschwindende Funktionaldeterminante besitzen und eine winkel­
treue Abbildung vermitteln. Setzt man nun weiter die partiellen Ab­
leitungen als stetig voraus, so ergeben die Betrachtungen am Schluß des 
vorigen Paragraphen, daß u und v Real- und Imaginärteil einer analytischen 
Funktion w = u + iv = ((z) sein müssen, Da weiter die Cauchy-Riemann­
sehen Differentialgleichungen zeigen, daß die Funktionaldeterminante 
u",v,,- uyvx = u; + v~ = u; + v; wird, dieser Wert aber nach S,35 mit dem 
Werte 1I'(z)12 übereinstimmt: so haben wir folgendes Schlußresultat: Eine 
jede.. winkeltreue Abbildung wi)'d durch eine analytische Funktion nicht ver­
schwindender Ableitung vermittelt, wofefn man nur voraussetzt, daß die par­
tiellen Ableitungen der Abbildungs{unktionen stetig sind und eine nicht­
verschwindende Determinante besitzen. 

B t e b erb a Oll, Funktionentheorie I 4 
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Wir kommen nun zu den streckentreuen Abbildungen und wollen zeigen, 
daß sie abgesehen von einer Umlegung der Winkel winkeltreu sind. 
Wieder soll die Funktionaldeterminante von Null verschieden sein. Wir 

setzen jetzt voraus, daß ~~ nur von der Stelle so, nicht von der besonderen 

Kurve abhängt, deren Bogenlänge wir betrachten. Nun wird aber 

I ~: r = (::r + (::r =(u; + v:) (::r + 2 (UzUv+ vxvy) ~: :!' +(u;+v:)(~:r 
Das soll nun von :x und :11 unabhängig sein, während noch die Relation 
(dX)2 (dy)l1 8 S •• da; dy as + crs = 1 besteht. Nehme ICh Insbesondere da = 1 und aB =O,so 

kommt u; + v; heraus. Wähle ich aber :: = 0 und :!' = 1, so erhalte ich 
u: + v:. Beide müssen einander gleich sein. Also finde ich 

(2) u; + v; = u; + v; . 
Daher wird nun der ganze 'Ausdruck 

t t 2 ( ) dxdy !'.., + v.., + uzug + v"vlI dB ds' 

S 11 I dx dy bh..·· ß h o er a so von dB ds una anglg seIn, so JDU noc 

(3) 

sein. Multipliziere ich nun (2) mit u; und entnehme aus (3) u: u; = v; v; 
und trage dies in (2) ein, so habe ich v: (u; + vff) = u~'!. (u; + v:). Da aber 
wegen des Nichtverschwindens der Funktionaldeterminante u; + v: nicht 
verschwinden kann, so liefert dies v; = u;. Also ist entweder uy = - v. 
oder UII = vx• Trage ich das eine oder das andere in die Gleichung 

uxuy + V"Vy = 0 

ein, so finde ich, daß entweder 

oder daß 

ux = V1I , U y = - v.., 
u.., = - '11", uy = Vz 

sein muß. Das erste sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen; 
dann ist also die Abbildung winkeltreu. Das zweite dagegen bedeutet Um­
legung der Winkel. Den Winkel der BiIdkurven hatten wir ja allgemein 
auf S. 42 angegeben. Tragen wir hier diese Relationen ein, so finden wir 

x;-iy; . x~+iy~ 
arg ~/-~,-, und dies Ist = - arg ~/-~'-" 

Xl -~Yl Xl + 'Yl 

Aber auch diese nur streckentreuen Abbildungen kann man mit analytischen 
Funktionen in Zusammenhang bringen. Denn wegen der Stetigkeit der 
Ableitungen, die wir also erst an dieser Stelle benutzen, ist in einem 
ganzen Bereich, in welchem voraussetzungsgemäß die Funktionaldeterminante 
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nicht verschwindet, entweder durchweg das erste Cauchy· Riemannsche 
Gleichungspaar erfüllt oder durchweg das zweite. t) Da aber auch w = Z 
eine Umlegung der Winkel liefert, so kann ich eine jede Abbildung mit 
Umlegung der Winkel dadurch erhalten, daß ich erst 'die Spiegelung w = Z 
ausführe und dann die gespiegelte Figur winkeltreu abbilde. Eine jede 
streckentreue Abbildung wird also entweder durch eine analytische Fuuktion 
von z: w = fez) oder durch eine analytische Funktion von Z: w = ((z) 
geliefert. 

Bemerkung: Wenn wir uns noch einmal vergegenwärtigen, an welcher 
Stelle wir von der Stetigkeit der Ableitungen Gebrauch machten, so ge­
schah das nicht bei der Ableitung der Differentialgleichungen, sondern erst 
als wir von Real- und lmaginärteil zu der analytischen Funktion über­
gehen wollten. Die im Anhang des vorigen Paragraphen un9 die hier als 
unerledigt bezeichneten Aufgaben sind also identisch. 

Vierter Abschnitt. 

Studium einiger spezieller Funktionen. 
§ 1. Ganze lineare Funktionen. 

Ganze lineare Funktionen werden durch einen Ausdruck der Form 
w = az + b dargestellt. Dabei bedeuten a und b von z unabhängige 
Zahlen. Als spezielle Fälle sind darunter die folgenden drei Typen ent­
halten: w = Rz mit positiv reellem R, ferner w = fXZ mit I" I = 1, endlich 
w = oS + b. Die erste führt jeden Punkt in einen anderen vom gleichen 
Argument in der R-fachen Entfernung vom Nullpunkt über. Deuten wir 
also wund z in derselben Ebene oder, anders ausgedrückt, legen wir die 
w-Ebene so auf die z-Ebene, daß Punkte mit gleichen wund z auf­
einander zu liegen kommen, so führt diese Abbildung jede Figur in eine 
ähnliche zu ihr ähnlich gelegene über. Die Winkeltreue dieser Abbildung, 
die man auch Streckung nennt, springt in die Augen. 

Die zweite Abbildung bewirkt eine Drehung der z- Ebene um den 
Winkel arg" im positiven Drehsinn. Sie führt also jede Figur in eme 
kongruente über. Hier ist ja I w I = I z I und arg w = arg z + arg". 

Die letzte Abbildung endlich bedeutet eine Parallelverschiebung der 
Figuren der z-Ebene in Richtung des Vektors b um seinen Betrag. Denn 
man erhält ja die Werte w, indem man zu den z-Werten die Zahl b 
addiert. 

1) Denn ein Wechsel beider Gleichungspaare kann nur da eintreten, wo alle Ab­
leitungen verschwinden. 
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Die allgemeine Abbildung w = az + b kann auf diese drei Typen zu­
rückgeführt werden. Betrachten wir zunächst w = R-uz mit R > 0 und 
" I = 1, so ist dies offenbar eine Kombination der Drehung und der 

Streckung. Also werden alle Figuren in R-mal so große übergeführt, 
welche außerdem gegen die Ausgangslage um den Winkel arg" gedreht 
erscheinen. Der Punkt z = 0 ist dabei Drehpunkt und Ähnlichkeitszentrum. 
Die Abbildung heißt auch Drehstreckung. 

Zu den hier betrachteten, durch ganze lineare Funktionen vermittelten 
Abbildungen gehören auch die Drehstreckungen, deren Zentrum nicht z· = 0, 
sondern ein anderer Punkt Ader z-Ebene ist. Denn eine solche drückt 
sich in der Form w - A = a (z - A) aus, wird also gleichfalls durch eine 
ganze lineare Funktion vermittelt. Auf diese Gestalt kann man nun aber 
jede beliebige ganze lineare Funktion w = az + b bringen, falls a =+= 1 ist. 
Denn man muß nur A so wählen, daß A - aA = b wird. Man muß also 

A = -1 b setzen. Demnach ist für a 9= 1 die durch w = az + b ver-
-a 

mittelte winkeltreue Abbildung eine Drehstreckung, welche den Punkt 

z = l~a festläßt. a = 1 liefert eine Parallelverschiebung. 
Es wird eine nützliche Übung für den Leser sein, die hier gefundenen 

Ergebnisse mit den Resultaten zu vergleichen, welche ihm von der 
Koordinatentransformation in der analytischen Geometrie her geläufig sind. 
Bei Trennung von Real- und Imaginärteil wird man volle Ubereinstimmung 
feststellen. Man hat so hier noch eine bequeme Herleitung jener ge­
läufigen Formeln gewonnen. In der Tat stecken ja in unserer geometri­
schen Deutung der komplexen Zahlen alle Grundvoraussetzungen der 
analytischen Geometrie der Ebene. 

Schon im nächsten Paragraphen werden wir sehen, daß durch (gebrochene) 
lineare Funktionen nicht allein die Bewegungen und Streckungen zum Aus­
druck kommen, sondern daß auch gewisse Abbildungen und Trans­
formationen, die man in der Geometrie erst bei den quadratischen Ver­
wandtschaften betrachtet, sich nach Einführung komplexer Zahlen durch 
lineare Funktionen ausdrücken lassen. 

§ 2. ~v =.!.. z 

w =!. ist die einfachste gebrochene lineare Funktion. 
z 

vermittelte Abbildung übersieht man am besten, wenn 
koordinaten einführt, Sei also 

Die durch sie 

man Polar-

w = f,J (cos .f} + i sin -t)o) und ß = r (cos rp + i sin rp). 
1 

Q=-'-t)o=-rp r Dann wird 
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der Ausdruck der Abbildung. Man kann diese Abbildung in zwei ~chritten 
ausführen. Der erste möge den Betrag ungeändert lassen und zu {t = - qJ 

führen. Das ist also die Abbildung W1 = Z. Der zweite möge umgekehrt 
das Argument ungeändert lassen und zum reziproken Betrag führen. Das 

ist also die Abbildung w = ~. Die erste ist weiter nichts als die uns 
10. 

schon (S. 41/42) bekannte Spiegelung an der reellen Achse, die zweite nennt 
man Spiegelung am Einheitskreis oder Transformation durch reziproke Radien 
oder auch Inversion. Ihr analytischer Ausdruck in Polarkoordinaten ist ja 

Q =~, ,ft =!p. Weil die Ausführung beider nacheinander eine winkeltreue ,. 
Abbildung liefert und weil die Spiegelung {t = - qJ die Winkel umlegt, ~ibt 
auch die Transformation durch reziproke Hadien eine Umlegung der 
Winkel. Wie man durch geometrische Konstruktion zu jedem Punkt P 
oder P' den reziproken pI oder P finden kann, veranschaulicht die Fig. 4 
auf S 11. Da Dreieck 0 T s' bei T rechtwinklig ist, so wird ja nach dem 
Kathetensatz 1 = Os· OZ'. 

Die Inversion läßt die Punkte der Peripherie des Einheitskreise8' einzeln 
fest und vertauscht das Innere des Einheitskreises mit seinem Äußeren. 
Es ist leicht festzustellen, in welcher 'Weise ein von zwei Kreisbogen 1" = r 1 

und,. = r2 und zwei Geraden fP = !P1 und !P = fP2 begrenztes Kreisbogen-

viereck in das Kreisbogenviereck, begrenzt von Q = 1_ und Q = .1. sowie. 
r. rs 

von ,j}- = qJl und {t = f/J2 übergeht. Daraus entnimmt man allgemein, daß 

die Inversion und damit auch die Abbildung 10 =! jedes Gebiet wieder in z 
ein Gebiet überführt. Wir nennen diese Eigenschaft der Abbildung Gc-
bietstreue. Wir werden diese Eigenschaft später ganz allgemein bei allen 
analytischen Funktionen nachweisen. 

Daß bei der Inversion die Winkel, abgesehen vom Drehsinn, ungeändert 
bleiben, kanu man auch leicht direkt einsehen. Man hat nur zu bemerken, 
daß ein jeder Kreis, welcher zwei inverse Punkte verbindet, durch die In­
version in sich übergeführt wird. Denn er besteht aus lauter Paaren in­
verser Punkte. Diejenigen Punkte desselben nämlich, welche auf demselben 
Durchmesser des Einheitskreises liegen, sind nach dem Sekantensatz zu­
einander invers (OP. OP' = OQ· OQ'= 1). Legt man namentlich von 0 
aus die Tangenten an den Kreis, so muß auch das Quadrat ihrer Länge 
~leich Eine sein. Daraus ergibt sich sofort, daß jeder Kreis, welcher zwei 
Inverse Punkte verbindet, den Einheitskreis senkrecht durchsetzt (Fig. 16). 

Umgekehrt sind natürlich auch die beiden Punkte, in welchen ein 
Durchmesser von K einen zu K orthogonalen Kreis schneidet, in bezug 
auf K invers. Das folgt sofort aus dem Sekantentangentensatz. 
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Um nun die Winkeltreue der Inversion zu erkennen, betrachte ich 
zwei Kreise durch die beiden inversen Punkte. Sie gehen durch die In­
version einzeln in sich über, und man erkennt leicht, daß die lD der 

Fig.16. Flg.17. 

Fig. 17 angegebenen beiden Winkel einander entsprechen. Sie sind aber, 
abgesehen vom Drehsinn, einander gleich. 

Wir wollen hiermit unsere Betrachtungen über die Inversion ab-

schließen und uns der Funktion w = ~ zuwenden. Für die Winkeltreue z 
ihrer Abbildung enthalten ja nun die voraufgegangenen Zeilen einen 
direkten Beweis. 

Die Abbildung w = ~ vertauscht gleichfalls Inneres und Äußeres des z 
Einheitskreises, läßt aber seine Punkte nicht einzeln fest Vielmehr sind 
die einzigen festen Punkte auf dem Einheitskreis, wie überhaupt in der 
ganzen Ebene, die Punkte z = + 1. Denn tatsächlich sind dies die ein­
zigen komplexen Zahlen, welche mit ihren reziproken identisch sind. 
Denn für jede solche Zahl muß z't = 1 sein. 

Die Abbildung w = ~ führt das Innere des Kreises ! z I = E in das z 
Äußere des Kreises I w I=.!. über, und umgekehrt geht durch ihre Ver-

8 

mittlung das Äußere des Kreises I z I = + in das Innere des erst-
genannten I w I = E über. Im übrigen ist die Abbildung umkehrbar ein­
deutig. Damit ist gemeint, daß jeder Punkt z einen einzigen Bildpunkt 

w = ~ hat, und daß jeder Punkt weinen einzigen Originalpunkt .!. besitzt. z w 
Eine Ausnahme macht nur der Punkt z = 0 bzw. w = O. Er besitzt weder 
ein Bild noch ein Original. Das ist ein Schönheitsfehler, dem wir abhelfen 
wollen. 

Das geschieht durch Einführung emes uneigentlichen Punktes. Man 
nennt ihn auch den unendlichfernen Punkt der Ebene und bezeichnet ihn 
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mit 00. Wir haben es nun völlig in der Hand, festzusetzen, welcher 
Punkt Originalpunkt von w = 0 und welcher Bildpunkt von z = 00 sein soll, 
ja, es steht nichts im Wege, zu diesem Zweck noch weitere uneigentliche Punkte 
einzuführen. Wollen wir dies aber vermeiden und wollen wir dazu er­

reichen, daß die Abbildung w = ~ in der durch Hinzunahme von 00 er-z 
weiterten Ebene umkehrbar eindeutig ist, so bleibt nur übrig, festzusetzen, 
daß 00 Bildpunkt und Originalpunkt von z = 0 zugleich sein soll. Setzen wir 
aber dies fest, so ist in der Tat w = ~ eine in der ganzen (erweiterten) z 
Ebene umkehrbar eindeutige Abbildung. 

Wir setzen weiter fest, daß wir unter einer Umgebtmg des Punktes 00 das 
durch w = ~ vermittelte Bild einer Umgebung von 0 verstehen wollen. Wir ver-z 
abreden weiter, zu sagen, eine Zahlenfolge besitze den H äu{ungspunkt 00, oder 00 

Bei der Grenzwert einer Zahlenfolge, wenn 0 Häu{ungspunkt oder Grenzwert 
der Folge der reziproken Zahlen ist. Eine Funktion f (z) nmnen wir bei 00 stftig 

oder analytisch, wenn die Funktion f (~) bei w = 0 stetig oder analytisch ist. 
Zwei Kurven schließen bei z = 00 den Winkel a ein, wenn ihre durch 

w = ~ erhaltenen Bilder sich bei w = 0 unter dem Winkel aschneiden. z 
Wir sagen weiter, eine Funktion f (z) werde an einer Stelle z = a unendlich, 

oder sie habe dort einen Po 1, wenn die reziproke Funktion f ~Z) für Z---)o a 
den Grenzwert Null hat.i ) 

Der Nutzen, den die Einführung dieses uneigentlichen Punktes für die 
ganze Eunktionentheorie bringt, kann nicht hoch genug veranschlagt 
weiden. 

Die hier gegebene rein begriffliche Einführung des unendlichfernen 
Punktes kann durch stereographisehe Projektion geometrisch veranschaulicht 
werden. Wir führen zu diesem Zweck noch ein rechtwinkliges Koordinaten­
system in einem x, y, ~ Raum ein. Wir denken uns eine Kugel vom 
Radius 1, welche die komplexe Ebene im Kreis I z I = 1 schneidet. Den 
Punkt (0, 0, 1) nennen wir Nordpol der Kugel und machen ihn zum 
Zentrum einer Zentralprojektion, durch die wir die komplexe Ebene auf 
die Kugel abbilden. In der Tat trifft ja jede Gerade durch den Nordpol 
und einen (endlichen) Punkt der Ebene die Kugel außer im Nordpol noch 

1) Damit ist es offenbar gleichbedeutend, zu sagen: f (z) wird für z --)0 a un­

~ndlic.h, wenn \ f ~Z) I für z - ~ a gegen Null ~teht. Liegt ~s do.ch. auch ganz 

1m 8lDne unserer Erklärungen, daß z --)0 00 gleIchbedeutend Ist mIt I z i --)0 00. 

Man wird weiter sagen, f (15) werde für z --)0 00 selbst 00, wenn _1_ --)0 0 strebt 

f(~II) für z -.--)0 o. 
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in einern bestimmten Punkt, und das soll der Bildpunkt sein. Daß die so 
erklärte Abbildung eine umkehrbar eindeutige Abbildung der eigentlichen 
Punkte der Ebene auf die vom Nordpol verschiedenen Kugelpunkte her­
stellt, leuchtet ein. Es liegt daher nahe, den Nordpol selbst als Bild des 
uneigentlichen Punktes aufzufassen, so daß dann die ganze Ebene umkehr­
bar eindeutig auf die volle Kugel abgebildet erscheint. 

Wir werden diese sogenannte stereographische Projektion in einem .An­
hang dieses Paragraphen noch etwas näher studieren. Sie besitzt sehr 

1 
schöne Eigenschaften. Vorab jedoch wollen wir die Funktion w = - nun z 
weiter betrachten. 

Wir wollen zunächst feststellen, daß diese Abbildung eine Kreis­
verwandtschaft ist, d. h. daß sie das System der Geraden und Kreise der 
z-Ebene in das System der Geraden und Kreise der w-Ebene überführt. 
Man sieht nämlich leicht, daß man die Gleichung eines jeden Kreises und 
einer jeden Geraden auf die Form 

azz + bz + bs + c = 0 (a, c reell) 

bringen kann. Eine Gerade liegt dabei dann vor, wenn a verschwindet. In recht­
winkligen Koordinaten x und y ist nämlich a (x2 + y2) + 2 b1 X + 2 b2 Y + e = O' 
die allgemeine Gleichungsform von Geraden und Kreisen. Geraden kommen 

für a, = 0 heraus. Trägt man x2 + y2 = ZZ, X = z -; Z und y = z ~ zein, 

so hat man azz + b1 (z + z) + b2 e i $) + c = 0 

oder az'i + z (b,- ib2) + i(b1 + ib2) + c = 0, 

und setzt man b1 - ib2 = b, so wird dies 

azz + bz + b'Z + c = O. 

Tragen WIr nun bier z = ~ ein, so finden wir als Gleichung der Bild­

kurven a + biö + bw + cww = O. Das sind aber wieder Geraden und Kreise. 
Geraden liegen vor, wenn c = 0 ist, d. h. wenn der betr. Kreis der 
z-Ebene durch z = 0 hindurchgeht. Also liefern Geraden und Kreise 
durch z = 0 stets Geraden der w-Ebene. Beliebige Geraden der z-Ebene, 
die z = 0 nicht treffen, liefern Kreise durch w = O. .Alle Kreise indessen, 
die z = 0 fernbleiben, gehen in Kreise der w-Ebene über. Diese Verhält­
nisse lassen es gerechtfertigt erscheinen, die Geraden als Kreise durch 00 

aufzufassen. 
Zwei Kreise, welche sich im Nullpunkt berühren, gehen durch die Ab-

bildung w =.!.. in zwei Geraden über, die sich im Endlichen nicht treffen, z 
die also parallel sind. Umgekehrt werden parallele Geraden in Kreise 
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übergeführt, die sich nur im Nullpunkt treffen, sich also da berühren. 
Daraus ergibt sich namentlich, daß der sichelfärmige Bereich der Fig. 18a 

durch die Abbildung w = ~ in den Streifen der Fig. 18 b llbergeführt wird. 

Auf die Bedeutung der Inversion für die Peauceliersche Geradführun~ 
uud für die sogenannten Mascheronischen Konstruktionen das sind 
Konstruktionen mit dem Zirkel allein -, sowie überhaupt 
auf die Bedeutung der Inversion als geometrisches Uber- v 

tragungsprinzip kann hier 
nur hingewiesen werden. Y 

Die nähere Durchführung 
gehört in die Geometrie. 

Anhang: Näheres über 
stereographische Projektion. 

ln aer komplexen Ebene 
seien zwei inverse Punkte 
gegeben. Wir wollen die 
gegenseitige Lage ihrer Bild­
punkte auf der Kugel fest-
stellen. Dies kann man 
bequem aus Fig.19 ablesen. 

---~----1 ------ - -:!bo-Z 

~'ig. 18a. Fig. l8l> 

Sie stellt einen Schnitt dar, den wir uns durch die ~ -Achse und die 
Projektionsstrahlen nach den beiden inversen Punkten P und PI gelegt 
denken. Die Winkel "11 ":(= -1: OSP') und"s sind einander gleich. Denn 
Dreieck SNP' ist bei P' rechtwinklig, und daher ergänzen tX3 und "2 
denselben Winkel zu i· Ferner sind N 

o PI N und ON P ähnliche Dreiecke. 
Denn es ist ja 1 = 0 P . 0 PI oder 

1 OP D h . h o P = -1-' a er 1st nun aue "I = "S' 
1 

Da aber ersichtlich auch -9:::: 0 S PI 
= -9:::: ONP1 ist, so ist auch -9:::: OSPl 

= -9: OS PI. Daher liegen also die 
Punkte S, PI und P' auf einer geraden 
Linie, die mit der Geraden NPIP~ 
gleichgeneigt ist. Daher liegen die 
Bilder inverser Punlde auf einer 
ZUr ~ -Achse parallelen Kugelsehne. 

, , 
, I 

'ct / 
~, 
,. I 

'/ 

8 
Fig.19. 

, 
I 

Ebenso kann man sich die gegenseitige Lage der Bildpunkte zweIer, 
in der komplexen Ebene reziproken Punkte veranschaulichen. Man hat ja 
Dur eine Spiegelung an der reellen Achse hinzuzunehmen. Der entspricht 
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aber eine Spiegelung an der (x, t)-Ebene. Um also aus einem Kugel­
punkt P das Bild des reziproken zu erhalten, hat man nur von Pein 
Lot auf die reelle Achse zu fällen und bis zum Schnitt mit der Kugel zu 
nrlängern. 

Es ist noch von Interesse, die Originalpunkte diametral gegenüber­
liegender Kugelpunkte P und Q aufzusuchen. Das sind Punkte von rezi­
prokem, absolutem Betrag und von Argumenten, die sich um :n: unter­

scheiden. Demnach gehen sie durch die Abbildung w = -! auseinander 
e 

hervor. Die nähere Durchführung sei dem Leser als Aufgabe gestellt. 
Die stereographisehe Projektion ist eine winkeltreue Abbildung. Die Bilder 

zweier ebenen Kurven schließen also den gleichen Winkel ein wie diese 
selbst. Um das einzusehen, müssen wir nur beachten, daß die projizierende 
Ebene einer Kurventangente die Tangente der Bildkurve aus der Tangential­

, 
I 

: ' 
I / 
I , 

~' 
I I 

:/ 
]'!g.20. 

ebene der Kugel ausschneidet. 
Hat man also zwei Kurven durch 
So, so legen wir durch ihre beiden 
Tangenten in So die projizieren­
den Ebenen und bringen diese 
mit der Tangentialebene an die 
Kugel im Bilde von So zum 
Schnitt. Um zu erkennen, daß 
die heiden so erhaltenen Geraden­
paare den gleichen Winkel ein­
schließen, haben wir in Fig. 20 

den Schnitt durch die ~-Achse und den projizierenden Strahl nach So ver­
anschaulicht. Wir haben dann lediglich zu zeigen, daß die Winkel "1 und 
a2 einander gleich sind. Denn dann gehen die beiden Geradenpaare durch 
Spiegelung an einer durch t gehenden, auf der Zeichenebene senkrechten 
Ebene auseinander hervor. Nun sind aber- die Winkel "I und as gleich, weil 

sie beide ß zu ; ergänzen. "1 und as dagegen sind gleich als Peripherie­
winkel über dem gleichen Bogen. 

Durch die stereographische Projektion entsprechen den Kreisen und Ge­
raden der komplexen Ebene die Kreise der Kugez.t) Denn die Gleichung der 
Kugel wird x2 + y' + t2 = 1 

und die Gleichung des projizierenden Kegels eines ebenen Kreises wird 

x' + y2 + 2ax(~ -1) + 2by (t - 1) + c(~ -1)' = O. 
----

1) Auch geometrisch ist der Beweis leicht zu erbringen. Siehe z. B. M. Groß­
mann: Darstellende Geometrie, Leipzig 1915, S. 47/48. 
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Daher liegt die Schnittkurve beider in der durch Subtraktion erhaltenen 

Fläche (1- ~2) + 2ax(~ -1) + 2by(~-1) + C(b -1)1= O. 

Diese zerfällt aber in den Nordpol ~ = 1 und eine Ebene 

1 + ~ - 2ax - 2by + c(l- t) = O. 
Daß umgekehrt die Kugelkreise wieder ebene Kreise liefern, erkennt 

man daraus, daß in der letzten Gleichung alle Ebenen enthalten sind, die 
nicht durch N gehen. Die Kreise durch den Nordpol selbst aber gehen 
iu die geraden Linien der komplexen Ebene über. 

§ 3. Die allgemeine lineare Funktion. 

Die Funktion az+b 
w = cz+d 

hängt nur dann von z wirklich ab, ist also nur dann keine Konstante, 
wenn Zähler und Nenner einander nicht proportional sind. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür ist die, daß die Determinante ad - bc 
nicht verschwindet. Dies wollen wir weiterhin annehmen. Zähler und 
Nenner der linearen Funktion können dann also nicht gleichzeitig ver­
schwinden. 

Die Funktion w = ::!; ist eine eindeutige analytische Funktion 
überall da, wo der Nenner nicht verschwindet. Eine besondere Betrachtung 
ist nur im Unendlichfernen nötig. Nach den Festsetzungen des vorigen 
Paragraphen hat man dazu die Funktion 

( 1) a+bz . 
W z = c + dz bel Z = 0 

zu betrachten. Wenn also c nicht vers0hwindet, d. h. wenn keine ganze 
lineare Funktion vorgelegt ist, so ist sie auch bei 00 noch analytisch und 

hat da den endlichen Grenzwert ~. Ist aber C = 0, so wird der Grenz-
e 

wert 00. Wir wollen dann sagen, sie habe bei 00 einen einfachen Pol. 

Ein einfacher Pol liegt auch an der Stelle - ~ vor, wo der Nenner ver-
a 

schwindet. Wir wollten nämlich (vgl. S. 49) stets sagen, eine Funktion f (z) 

besitze an einer Stelle a einen Pol, wenn die reziproke Funktion f ~Z) an 

dieser Stelle den Grenzwert Null hat, während f (z) und flz) in der Um­

gebung der Stelle durchweg eindeutig und analytisch sind. Da nun aber 
bei unserer nichtkonstanten linearen Funktion Zähler und Nenner nicht 
gleichzeitig verschwinden können, so ist tatsächlich die reziproke Funktion 

bei - ~ Null. An einer Polstelle besitzt also die Funktion den Grenz-a 
wert 00. Wir wollen sogar sagen, sie nehme da den Wert 00 an. Diese 
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Verabredung rechtfertigt sich, wenn wir jetzt die Umkehrungsfunktion be­
trachten. Eine einfache Rechnung liefert 

-dw+b 
1= + cw-a' 

Man sieht also, daß die Umkehrungsfunktion wieder eine lineare Funktion 

ist. Jhr Nenner verschwindet gerade an der Stelle~, die wir als Wert 
c 

von w (z) bei z = 00 gefunden hatten. Alles in allem erkennen wir so, 
daß eine lineare Funktion eine umkehrbar eindeutige winkiltreue Abbildung 
der vollen z-Ebene auf die volle w-Ebene leistet. Es ist uns bequemer, 
wieder wund z als Koordinaten verschiedener Punkte derselben Ebene zu 
deuten, so daß wir es also mit einer Abbildung der z-Ebene auf sich zu 
tun haben. Den Verlauf dieser Abbildung wollen wir uns nun etwas näher 
ansehen. Man kann dazu die Bemerkung verwerten, daß man die all­
gemeine lineare Abbildung durch mehrere nacheinander ausgeführte Ab­
bildungen der in den vorigen Paragraphen betrachteten Arten gewinnen 
kann. Doch ist es zweckmäßiger, einen anderen Weg einzuschlagen. 

1. Es gibt höchstens zwei Punkte, welche bei der Abbildung festbleiben. 
Denn dazu muß az+b 

z = cz+d oder czl!+ (d - a) z - b = 0 

sein. Die festbleibenden Punkte, Fixpunkte genannt, w~lche also einer 
quadratischen Gleichung genügen, will ich mit A und B bezeicnnen und 

A = a-d +J!(;-;d)2+ ~, B = a-d-V(~;d-;-'+ 4 b!! 

setzen. Das sind im allgemeinen zwei verschiedene Punkte. Sie fallen in 
einen einzigen zusammen, den ich dann mit A bezeichnen will, wenn 
(a - d)2+ 4 bc = 0 ist. Dann sage ich, es liege eine parabolische lineare 
Funktion vor. Die in den vorigen Paragraphen betrachteten Funktionen 
besaßen alle außer der Parallelverschiebung zwei verschiedene Fixpunkte. 
Nur diese hatte als einzigen Fixpunkt cx). Das führt uns zu der Be· 
merkung, daß man den Punkt Unendlich noch stets darauf zu untersuchen 
hat, ob er Fixpunkt sein kann oder nicht Diese Frage beantwortet sich 
aber leicht dahin, daß dies nur bei ganzen linearen Funktionen, und zwar 
da stets eintritt. Denn wenn das c des Nenners nicht verschwindet, so 

nimmt die Funktion bei 00 einen endlichen W ert ~ an. Ist aber die c 
J!'unktion ganz, so verwandelt sich die quadratische Gleichung der Fixpunkte 
in eine lineare, so daß dann also höchstens noch ein einziger endlicher 
J!'ixpunkt hinzukommt. Gar kein endlicher Fixpunkt tritt bei der ganzen 
linearen Funktion w = az + b dann und nur dann auf, wenn a = 1 ist, 
also eine Parallelverschiebung vorliegt. 



§ 3. Die allgemeine lineare J<'fmktion 55 

2. Das System der Geraden und Kreise der komplexen .Ebene geht in 
sich über. Genau wie im vorigen Paragraphen geht man zum Nach weis 
von der gemeinsamen Gleichungsform 

azz + ßz + ßZ + r = 0 
der Geraden und Kreise aus und trägt hier 

-dw+b 
Z=·-··· 

cw-a 

elll. So findet man wieder Geraden und Kreise. Leicht erkennt man noch 

insbesondere, daß die z- Geraden in w-Kreise durch !! übergehen, und daß 

die z-Kreise durch _.~ die w-Geraden liefern. M:n muß sich nur er-e 
innern, daß wir die Geraden als Kreise durch den unendlichfernen Punkt 
auffassen wollten. 

3. Zwei Kreisbüschel (Fig. 21) spielen bei jeder linearen Funktion eine 
besondere Rolle. Wir betrachten zunächst den Fall zweier verschiedener 
Fixpunkte. Man sieht leicht ein, 
daß das Büschel der Kreise durch 
die beiden Fixpunkte in sich über­
geführt wird. üb dabei die Kreise 
einzeln festbleiben oder sich im 
Büschel vertauschen, steht dahin. 
Beide Fälle können eintreten. So 
führt ja die Streckung w = Rz die 
Kreise (das sind hier die Geraden) 
durch Null und Unendlich einzeln 
in sich über, während die Drehung -
um den Nullpunkt dieselben ver­
tauscht. Die zu diesem Büschel 
senkrechten Kreise bilden bekannt­
lich gleichfalls ein Büschel, das 
wegen der Winkeltreue der Ab­
bildung nun gleichfalls in sich über­
geht. Wieder können die ent-

Fig.21. 

I 

~\ 
sprechenden beiden Fälle eintreten. Man denke nur an Drehung und 
Streckung mit den Fixpunkten 0 und 00. Wir nehmen nun an, es 
liege eine lineare Abbildung w = w (z) mit den Fixpunkten A und B 
vor. Ich nehme eine zweckdienliche Abbildung der heiden Ebenen 

wund z vor. Ich setze nämlich wl = w-BA und Zl = z-B~' So gehe 
w- z-

ich zu einer neuen Ebene über, in welcher ich W 1 und Zl deute. Die 
beiden Punktreihen W 1 und Zl gehen wieder durch eine lineare Abbildung 
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auseinander hervor. Ihre Fixpunkte sind Null und Unendlich. Ich erhalte 

nämlich diese Abbildung, indem ich erst durch ' 1 ==: ~ zur 'iEbene 
übergehe, in dieser dann die Abbildung w = W (I) ausführe und endlich 

durch wl = : - -1 zur w-Ebene zurückgehe. Beim ersten Schritt gehen 

Null und Unendlich in A und B über, beim zweiten Schritt bleiben diese 
Punkte fest, während sie der dritte wieder in 0 und 00 zurückführt. Da 
also die Abbildung der li-Ebene auf die weEbene 00 festläßt, so wird sie 
durch eine ganze lineare Funktion vermittelt. Da sie dazu noch für '1 = 0 
verschwindet, so ist sie von der Form W 1 = (Jll' Tragen wir hier wieder 
die Ausdrücke von wund z ein, so sehen wir, daß man jede lineare Ab-
bildung auf die :Form w-A z-A 

w-B = (J z-B 

bringen kann. Hier gilt es nun noch, Q durch die ursprünglichen 
Koeffizienten a, b, c, d auszudrücken. Wir wissen, daß der Wert z = 0 

b 
den Wert w = Ci liefert. 
ein, so haben wir 

Tragen wir dies in die gefundene 

B b-21d 
(J =:Li' b-Bd' 

also nach leichter Umrechnung 

a+d-V(a-d)'+4bc 
~= . 

a+d+ V(a-d)I+4bc 

Normalform 

Dieses (J kann nun positiv reell sein, es kann den Betrag Eine haben oder 
endlich beliebig komplex sein. Im ersten Falle liegt eine Verallgemeinerung 
der Streckung vor, welche wir hyperbolische Abbildung nennen wollen. Die 
Verallgemeinerung der Drehung im zweiten Fall heißt elliptische Ab bildung. 
Der letzte ist der loxodromische Fall. Während es nämlich in, den beiden 
ersten Fällen immer ein Büschel von Kreisen gibt, die bei der Abbildung 
einzeln festbleiben, gibt es bei der 10'Xodromischen Abbildung nicht einen 
einzigen solchen Kreis. Denn die 10'Xodromische Abbildung ist eine Dreh­
streckung, wenn wir z. B. auf den Fall der Fixpunkte Null und Un­
endlich betrachten. Kurven also, die in sich übergehen sollen, müssen bei 
einer solchen Drehstreckung in sich verschoben werden. Dies ist aber bei 
keinem der Kreise der Fall, wohl aber hei gewissen logarithmischen Spiralen, 
die auch Loxodromen heißen. Es sei eine Aufgabe für den Leser, dies 
näher durchzuführen. 

Eine ähnliche Untersuchung kann man nun auch bei den parabolischen 
Funktionen vornehmen. Man kann auch hier den einzigen Fixpunkt .A 
durch die Abbildung 1 1 

Wr = tel -Ä' Si = z-A 
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nach Unendlich bringen. Dann wird aus der Abbildung eine Parallel­
verschiebung. Sie führt diejenigen Geraden einzeln in sich über, welche 
zur Bewegungsrichtung parallel sind, und vertauscht diejenigen Geraden 
miteinander, welche zur Bewegungsrichtung senkrecht sind (oder sonst 
einen bestimmten Winkel gegen dieselbe bilden). Aus diesen beiden 
Geradenbüscheln werden nun zwei Kreisbüschel durch den einzigen Fix­
punkt A. Die Kreise des einzelnen Büschels berühren sich im Fixpunkt. 
Als Normalform der parabolischen Abbildung ergibt sich dabei 

1 1 
1O-A = z-A + C. 

Die Ausrechnung von C durch die ursprünglichen Koeffizienten a, b, c, cl 

liefert 0 = ..Y~. 
a+d 

Die Tangentenrichtung des Büschels der einzeln festen Kreise findet man 
am besten dadurch, daß man auf die Gerade durch ° und 0 die Ab-

bildung w = A + ~ 
w. 

ausübt. Man erhält ja dabei unmittelbar die jenem Büschel angehörige 
Gerade, die dann von allen anderen Büschelkreisen in A berührt wird. 
Die nähere Durchführung ist eine nützliche Aufgabe für den Leser. 

4. Die linearf31z Funktionen bilden eine Gruppe. D. h.: Wenn w = ll(Z), 
w 1 = l2(W) zwei lineare Funktionen sind, so ist nach einer leichten 
Rechnung auch 12 \ 11 (z)} eine lineare Funktion. Wie es in der Gruppen­
theorie üblich ist, schreiben wir l2' II kurz als Zeichen für diese Funktion, 
die also von ll' 12 = II { 13 (s)} wohl zu unterscheiden ist. Die oben schon 
eingeführte lineare Umkehrung von w = l(z) wird mit l-l bezeichnet. 

5. Die lineare Funktion w = ::!! ist völlig bestimmt, wenn man die 
Werte kennt, welche sie für d·rei verschiedene /&- Werte annimmt. Auch 
können für drei beliebige Werte z die zugehörigen Werte w beliebig vor­
gegeben werden. 

Zunächst leuchtet nämlich ein, daß die lineare Funktion 

Z-a. ß-r 
W=--'--

~-r ß-a. 

für z = (x, {J, r die Werte w1 = 0, 1, 00 annimmt. Ebenso nimmt 
w-.A B-O 

W 1 = W - C . B - .A 

für w = A, B, 0 die Werte w1 = 0, 1, 00 an. Löst man daher die Gleichung 

'w-A B-C Z-a. {J-r 
10-0 'B-A=z-r '{J-cx 
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Dach w auf, so erhält man eine lineare Funktion, welche für z = (t, fJ, r 
die Werte w = A, B,O annimmt. Die so gefundene Funktion ist die 
einzige ihrer Art. Denn gäbe es zwei verschiedene 

w = l(z) 
und w = ll(z), 

so müßte ffir z = ", fJ, 1', also für drei verschiedene Werte, die Gleichung 

z = 1"1 1 {1(z)} erfüllt sein. Nun ist aber L (l(z) ) -:: .. ::!~ selbst linear. 
Daher müßte die Gleichung 

czl+(d-a)e-b=O 

für die drei verschiedenen Werte s = ", ß, l' erfüllt sein. Daher ist a = d, 
b = c = O. Daher ist l11(l(z)) == z. Daher l(z) =1\ (s). 

Die oben angegebene Gleichung 
w-A B-O z-a {J-o. 
w-c' B-A = z-,,/' r=r 

lehrt gleichzeitig, daß die vier Punkte s, ", fJ, r das gleiche Doppelverhältnis 
haben wie die vier Bildpunkte w, A, B, O. Also: 

Das Doppelverhältnis ist eine Invariante der linearen Abbildung. 
6. Der Kreis durch ", ß, l' geht bei der Abbildung in den Kreis durch 

A, B,O über. Wegen des umkehrbar eindeutigen und stetigen Verhaltens 
der Abbildung muß dabei gleichzeitig das Innere des Kreises durch ", fJ, r 
entweder in das Innere oder in das Ä.ußere des Kreises durch A, B, 0 über­
gehen. Das Innere oder das Äußere kommt herauB, je nachdem ob der 
Kreis durch ", {J, r den Pol der Abbildungsfunktion 

az+ b 
w = cs+ d 

ausschließt oder umschließt. Bei der Abbildung muß weiter der in der 
Richtung von " über ß nach r durchlaufene Kreis in den in der Richtung 

'l 
Fig. ~Ila. 

von A über B nach 0 durchlaufenen Kreis 
übergehen. Das folgt wieder aus der Ein­
deutigkeit und Stetigkeit der Abbildung. Liegt 
dann aber das Innere des Kreises durch (x, ß, r 
links von der Durchlaufungsrichtung, so muß 
auch das Bild des Inneren links von dem Bild 

l' der Durchlaufungsrichtung, also von der Rich-
tung A, B, 0 liegen. Das folgt aus der Winkel­
treue der Abbildung. Dabei muß nämlich der 
Winkel rp der Fig. 22 a entweder in den der 
Fig. 22 b oder den der Fig. 22 c übergehen. 
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Der Fall der Fig. 22 a entspricht der Abbildung auf das Innere. Im 
FaUe der Fig. 22 b erfolgt die Abbildung auf das Äußere. 

Zu den Kreisen gehören als Spezialfall die Geraden. Daher ist 
es möglich, das 
Innere emes 
Kreises auf eine 
jede der beiden 
von einer Gera­
den bestimmten 
Halbebenen ab­
zu bilden. Z. B. 
soll der Kreis 
1 w I < 1 auf die 
obere Halbebene, 
cl.h. aufS(z»O 

A 
l"ig.2i!b. 

c 

Flg.220. 

abgebildet werden können. 
so zu wählen, daß sie für 
Daher leistet die Funktion 

Man hat dazu nur etwa die lineare Funktion 
,Z = 0, 1 00 die Werte w = - i, 1, i annimmt. 

w+i i-i w+i -z+i .z-i z=--. '--.=-. -- also w = -.-----= t--. 
w - t 1 +.~ tW + 1 t.Z - 1 z + t 

die gewünschte Abbildung. In der Tat wird ja auch z = i für w = 0, 
während die Funktion für reelle z den Betrag Eins erhält. 

Für die weitere Behandlung derartiger Abbildungen ist die folgende 
Bemerkung von Nutzen. Bei der Abbildung zweier Kreise aufeinander 
gehen inverse Punkte in inverse Pttnkte über, Ist aber der eine Kreis ins­
besondere eine Gerade, so übernehmen die spiegelbildlichen Punkte die Rolle 
der inversen. 

Wegen dieser Eigenschaft der inversen Punkte nennt man die Inversion 
auch Spiegelung am Kreise. Dabei versteht man bei einem beliebigen 
Kreise unter inversen Punkten z und z' zwei Punkte, die durch die KOll­
struktion der Fig. 4 S. 11 auseinander hervorgehen. Ist also R der Radius 
des Kreises, 0 sein Mittelpunkt, so gilt für die Entfernungen 1 Oz! und I 0:1 

die Relation I Oz I ·1 Oß' 1 = RS. 

Die Behauptung über die Invarianz der inversen Beziehung bei linearer 
Abbildung ist leicht zu beweisen. Man muß nur beachten, daß inverse 
Punkte die Grundpunkte eines Büschels von Kreisen sind, die den Inver­
sionskreis senkrecht durchsetzen, und daß jeder zu K senkrechte Kreis aUB 
lauter Punktepaaren besteht, die zueinander an diesem Kreis K invers sind 
(V gI. S. 47.) Ein Büschel zu K senkrechter Kreise geht aber bei der Ab-

Bi e b erb a 0 h, Funktionentheorie I 
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bildung von K anf K ' in ein Büschel von Kreisen über, die K' senkrecht 
uurchsetzen. Ans dem inversen Grnndpunktepaar des einen Büschels wird 
aber das Grundpunktepaar des anderen Büschels, also nach dem eben Ge· 
sagten ein ~aar inverser Punkte. Ist aber der eine Kreis insbesondere eine 
<1erade, so sind die Grundpunkte des Orthogonalbüschels symmetrisch zur 
Geraden. Soll also namentlich bei der AiJbildung der Halbebene 3(z) > 0 
auf den Kreis I w I < 1 der Punkt z = IX in w = 0 übergehen, so muß der 
spiegelbildliche Punkt -z = ä in den zu w = 0 inversen w = 00 übergehen. 
naher muß die betreffende lineare Abbildungsfunktion filr z = a ver­
schwinden und für z = ii einen Pol haben. Hier muß also ihr Nenner 
verschwinden. Daher hat die Funktion die Gestalt 

J (z - a) C)( (a) > 0 
w=e(z_a)' '" 

I 
~ . 

Hier muß aber -! = 1 sein. Denn filr reelle z = x soll 
t S : 

sem. Da aber schon 

tJ(x- a) 1=1 
'\X - Ci) 

l..c-a/ --:.; = 1 
X-a 

ist, so muß auch l-tJ
- \ = 1 sem. Daher kann man l

) 
E , 

setzen, und so wird tatsächlich w von der Form 

und dies ist also die allgemeinste Funktion, welche 3 (z) > 0 auf Iw i < 1 
abbildet. 

7. Es ist auch leicht die allgemeine Gestalt einer linearen Abbildung an­
zugeben, welche den Einheitskreis in sich überführt. Zähler und Nenner 
müssen nämlich in inversen Punkten verschwinden. Daher muß die A b-
bildung von der Form z - a w=rJ

äZ _ 1 

1) In der Tat kann man ja jede komplexe Zahl vom Betrag Ein8 als Quotient 
zweier konjugiert komplexer Zahlen dar8tellen. Iat nämlich 

J .. 
-~- = C08 {)o + t 810 .&, 

HO genügt ea ( 
{)o .• .&) 

a = r cos 2 + t Bin -2 
zu ~etzen, wie man leicht nachrechnet. 
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seID. Hier muß aber noch ß den Betrag Eins haben. Denn fiir I z 1 = 1 
muß die Funktion den Betrag Eins erhalten. Nun ist aber 

, 1 1- -I i 1 - -I '1 - 1 I 11 - I -i Z - a = z - IX = I T i Z - a = i-IX'~ = - (~Z = i IX Z - 1 : 

Denn wegen 1 z I = 1 ist zz = 1, also z = ~. Daher muß auch 1 ß 1 = 1 sein. 

Wir bringen nun wieder ß auf' die Form ~ und sehen somit, daß die all­a 
gemeinste lineare Abbildung des Einheitskreises auf sich in der ~'orm 

az-b 
W=;;;.-~ 

bz-a 

geschrieben werden kann. Führt diese aber nun auch das Innere in das 
Innere über? Dazu ist offenbar notwendig und hinreichend, daß die Null­
stelle des Zählers dem Inneren des Einheitskreises angehört. Dazu muß 

aber !-}) < 1 oder aä - Mi > 0 sein. 

az-b Also ist w = -_--
bz-a 

mit aä - bb > 0 

die allgemeinste lineare Abbildung des Einheitskreises auf sich. 
Der Leser möge hieraus erschließen, daß die Drehungen um z = 0 die 

einzigen linearen Abbildungen sind, die 1 z ! < 1 in sich iiberführeu, und 
dabei z = 0 festlassen. 

8. Noch leichter ist es, die Abbildungen der oberen Halbebene auf sich 
anzugeben. Die einzigen Abbildungen der oberen Halbebene auf sich sind 
in der Form az + b 

'UJ = cz+d 

mit t·eellen Koeffizienttn und positiver Determinante a d - bc enthalten. 
Daß man die Koeffizienten stets reell annehmen kann, sieht man, wenn 

man die Stellen IX, ß, r der reellen z-Achse heranzieht, welche in die 
Punkte w = 0, 1, 00 übe1;gehen sollen. Dann kann man nämlich die Ab-
bildung BO schreiben: Z-IX ß-r 

W=-~·--· z-r ß-IX 

Daß die Determinante positiv sein muß, erkennt man, wenn man beachtet, 
daß z = i in einen Punkt mit positivem Imaginärteil übergehen muß. Man 
rechnet nämlich leicht aus, daß 

wird, daß also 

e:(ai+b)_ ad-b~ 
-'5 ci+d - c'+d' 

ad- bc > 0 

sein muß, wenn der Imaginärteil positiv sein soll. 
5* 
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O. Die Kugeldrehungen sind winkeltreue Abbildungen der Kugel auf 
sich. Durch die winkeltreue stereographische Projektion werden aus ihnen 
willkeltreue Abbildungen der Ebene Dieselben haben diametrale Fixpunkte 
und führen das Kreisbüschel durch dieselben in sich über, so wie die Kugel­
drehungen die Großkreise durch die Endpunkte der Drehachsen ineinander 
ü herfuhren. Sie führen weiter das zu diesem senkrechte Büschel Kreis für 
Kreis in sich über. Daher liegt die Vermutung nahe, daß den Kugel· 
drehungen in der Ebene Abbildungen durch elliptische lineare Funktionen 
entsprechen. Diese haben ja tatsächlich die gewünschte Eigenschaft bei 
ihrer Übertragung auf die Kugel. Sie führen jeden Großkreis in einen 
anderen über, der mit ihm einen bestimmten Winkel einschließt, und führen 
die dazu senkrechten "Breitenkreise" einzeln in sich über. Das sind also 
tatsächlich Kugeldrehungen. Um ihren analytischen A.usdruck zu finden, 
beachten wir, daß ja auch N ord- und Südpol der Kugel bei der Drehung 
aus diametralen Punkten hervorgehen müssen. Daher müssen Zähler und 
Nenner der linearen Funktion in diametralen Punkten verschwinden. Sie 
hat also nach S.52 die Form ß z-a: 

w= äz+l' 

Nun muß aber weiter aus jedem diametralen Punktepaar (z, -1) 
durch Kugeldrehung wieder ein diametrales Punktepaar werden. Daher muß 

seIn Nun ist aber äz+l -l-«z 

Daher muß auch ß ß = 1 sein. Ich schreibe wieder ß = ~ .. a 
Alle Kugeldrehungen sind von der Form 

az-b 
W = :..---. 

bz+ä 

So sieht man: 

Bemerkungen. 1. Man kann stets die Abbildung des Einheitskl'eises 
auf sich so bestimmen, daß ein gegebener Punkt P des Inneren in einen 
anderen gegebenen Pnnkt pI des Inneren übergeht, und daß ein gegebener 
Peripheriepunkt rp in einen anderen gegebenen Peripheriepunkt rp' über­
geführt wird. Denn man kann etwa zunächst durch eine Drehung P auf 
den Durchmesser von P' bringen. Dann wählt man eine hyperbolische 
Abbildung, deren Fixpunkte in den Enden dieses Durchmessers liegen der­
art, daß der eine Innenpunkt in den anderen pI übergeht. Jede solche 
hyperbolische Abbildung führt ja den Durchmesser und den Einheitskreis 
in sich über. Das Streckungsverhältnis kann aber stets so gewählt werden, 
daß unser Wunsch erfi:illt wird. Bei diesen beiden Abbildungen ist nun 
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aber der gegebene Peripheriepunkt rp in irgendeine Lage rp" gelangt. Man 
führt daher nun endlich noch eine elliptische Abbildung aus, deren Fix­
punkt der nun glücklich erreichte Innenpunkt P' ist und der <pli nach qJ I 

schafft. Damit ist man am Ziele. Die nähere Durchführung dieser An­
deutungen sei dem Leser überlassen. 

2. Unsere Betrachtungen lehren auch, daß die Abbildungen durch 
lineare Funktionen gebietstreu sind. Sei nämlich irgendein Gebiet gegeben, 
welches zunächst den Pol der Funktion nicht enthalten möge, so wird aus 
jeder um einen Gebietspunkt gelegten Kreisfläche eine Kreisfliiche um den 
Bildpunkt und aus jeder stetigen Kurve, welche zwei Gebietspunkte ver­
bindet, eine stetige Verbindungslinie der Bildpunkte. Enthält aber das 
gegebene Gebiet den Pol, so wird aus einer Kreisfläche um den Pol das 
Außere einer gewissen Kreisfläche der Bildebene, also eine Umgebung des 
Punktes 00 der Bildebene. Wir können daher auch in diesem Falle die 
Abbildung gebietstreu nennen, wenn wir verabreden, eine den Punkt 00 

enthaltende Punktmenge ein Gebiet zu nennen, wenn für alle endlichen 
Punkte die übliche Gebietsdefinition erfüllt ist (S.21), und wenn sie außer­
dem das Äußere eines gewissen Kreises voll enthält. 

Man sieht daher, daß man unsere Gebietsdefinition auf S.21 wörtlich 
aufrechterhalten kann. Man muß nur für den unendlichfernen Punkt die 
Begriffe stetige Kurve und Umgebung, die in der Gebietsdefinition vor­
kommen, in der S. 49 angegebenen Weise erklären, so wie dies der Dtl­
finition des unendlichfernen Punktes entspricht. 

Jetzt wird es auch möglich, von einem unendlichfernen Randpunkt zu 
reden, so daß nun jeder - nicht nur jeder endliche - Bereich Rand­
punkte besitzt - es sei denn, daß er aus der Vollebene besteht -, und 
daß stets diese Randpunkte eine abgeschlossene Menge bilden. Man denke 
nur immer an die entsprechenden Verhältnisse auf der Kugeloberfläche. 

§ 4. Potenzen und Wurzeln. 
Nach den linearen Funktionen bieten sich als einfachste analytische 

~'unktionen die Potenzen dar. Wir werden die Potenzen mit ganzzahligem 

positiven Exponenten m und mit gebrochenem Exponenten ~, wo n ganz­

zahlig ist, betrachten. Die Umkehrungsfunktion von W = zm ist nämlich 

fJ = yw. Wir beginnen mit der eindeutigen der zwei Funktionen, also 
mit w = zm, und betrachten sie zunächst für endliche z. Überall ist die 
Funktion differenzierbar, also analytisch. Überall ist die Ableitung von 
Null verschieden, außer bei z = O. Überall ist also die durch w = z'" ver­
mittelte Abbildung winkeltreu. Nur die Stelle z = 0 macht eine Aus-
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nahme. Den näheren Verlauf der Abbildung übersehen wir am besten, 
wenn wir wieder, wie bei w = 1-1, Polarkoordinaten einführen. Wir setzen 

also I w I == Q, arg w = -3', I s I = r, arg s = rp. 

Dann wird Q = r m, .I}- = m q> 

der Ausdruck der Abbildung in Polarkoordinaten. Zwei Kurven alllo, die 
sich in z = 0 unter dem Winkel tP schneiden, werden auf zwei Kurven ab· 
gebildet, die sich in w = 0 unter dem Winkel m t/J schneiden. Also nicht 
willkeltreu ist die Abbildung bei 1= 0, sondern alle Winkel werden da 
ver-m-facht. Aus der positiven reellen Achse der s-Ebene wird die posi­
tive reelle Achse der w-Ebene. Lassen wir einen Speer von der positiven 
reellen Achse ausgehend im positiven Sinne eti.ch um den Winkel q> drehen, 
so beschreibt sein Bildspeer in der w-Ebene den m-fachen Winkel. Hat 

sich also der Speer in der z-Ebene um ~~ gedreht, so hat der Bildspeer m 
bereits einen ganzen Umlauf vollendet. Also auch der Spe«;lr q> = 2n der m 
I-Ebene erscheint auf die positive reelle Achse der w-Ebene abgebildet. 

Der von den beiden Speeren rp = 0 und q> = ~ begrenzte Winkelraum, m 
welchen der Speer bei seiner Drehung überstrichen hat, erscheint also auf 
die volle w-Ebene abgebildet. Dreht sich nun der Speer in der s-Ebene 
noch weiter, so überstreicht der Bildspeer aufs neue die w-Ebene, und 
zwar so, daß alle Speere, deren Richtungen sich nur um Vielfache von 

2n unterscheiden, auf denselben Speer der w-Ebene abgebildet erscheinen. m 
Hat so der z-Speer einen zweiten Winkelraum der Öffnung 2n bestrichen, m 
so hat der w-Speer gerade seinen zweiten Umlauf vollendet. Lassen wir 
also den z-Speer einmal die volle s-Ebene überstreichen, so wird die 
'lV-Ebene genau m-mal von den Bildspeeren überdeckt. Punkte also von 

gleichem absoluten Betrag, deren Argumente sich um Vielfache von ~I~ 
unterscheiden, liefern denselben Bildpunkt in der w-Ebene. Darin liegt 

ausgesprochen, daß die Umkehrungsfunktion z = Vw m-deutig ist; sie 
nimmt für jedes w m Werte von gleichem absoluten Betrag an, deren Ar­
gumente sich um Vielfache von 2% unterscheiden. Die entsprechenden 

m 
Punkte der s-Ebene bilden also gerade die m Ecken eines regulären m-Ecks. 
Diese m Bestimmungsweisen stehen nun aber nicht unvermittelt neben­
einander wie etwa die beiden Werte der Quadratwurzel im Reellen. Läßt 
man vielmehr den Punkt w m -mal nacheinander einen Kreis um w = 0 
beschreiben, läßt man also arg w stetig um 2 n m wachsen, so kommen ganz 
von selbst die m BeEitimmungsweisen der m-ten Wurzel zum Vorschein. 
Diese Bestimmungsweisen erscheinen so als m Zweige derselben Funktion. 
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Es ist nun mißlich, daß die m Bilder der m Zweiecke der z-Ebene in 
derselben w-Ebene gedeutet werden, so daß man zwar begrifflich die m 
Bilder unterscheiden kann, während sie anschaulich keine Unterscheidung 
aufwei&en. Dem hilft man nach Riemann dadurch ab, daß man sich den 
m Bildern entsprechend die w-Ebene in m Exemplaren vorstellt. In jedem 
bringt man das Bild eines der m Zweiecke zur Darstellung. Man kann 
sich nun diese Ebenen den m Zweiecken entsprechend fortlaufend nume­
rieren. Man kann sie sich auch der Reihe nach übereinander legen und 
so miteinander verbinden, wie die m Zweiecke miteinander verbunden sind. 
Das kann man sich dann etwa nach Art einer Schraubenfläche vorstellen. 
Nur ist dann die zuletzt erhaltene positiv reelle Achse des m-ten Blattes 
an die zuerst erhaltene positiv reelle Achse des ersten Blattes anzuheften. 
Das mag für die materielle Ausführung in Karton schwierig sein. Leichter 
geht das schon, wenn man das Modell nach dem Vorschlag des Herrn 
Hellinger häkeln läßt. Aber ganz abgesehen von dem allem treten in der 
Flächentheorie und in der darstellenden Geometrie so oft Selbstdurch­
dringungen auf, daß ein solches Vorkommen kaum der Vorstellung ernst­
liche Schwierigkeiten machen dürfte. Zudem wird es die Anschaulichkeit 
der Vorstellung erhöhen, wenn sich der Leser vergegen wärtigt, wie der 
vorhin herangezogene Speer bei seiner m-maligen Umlaufung des Punktes 
w = 0 gerade eine Fläche bestreicht, welche m-mal die ganze w-Ebene 
bedeckt_ 

Wir sind damit zum ersten Male auf einen mehrblättrigen Bereich ge­
stoßen. Diese spielen in der Funktionentheorie eine große Rolle. Gleichzeitig 
haben wir damit wi€der eine Erweiterung der auf S. 21 gegebenen Bereich­
vorstellung vor uns. I ) Dort waren ja nur einblättrige Bereiche vorgesehen. 
Zum Unterschied von den jetzt eingeführten mehrblättrigen Bereichen wollen 
wir jene einbläUrigen fortan schlicht nennen. Ein mehl'blättriger Bereich 
muß ganz und gar nicht wie im bisher behandelten 
Beispiel einen Windungspunkt aufweisen. Es ist mög­
lich, daß die Umgebung eines jeden Bereichpunktes 
schlicht ist, während man doch um den Punkt w = 0 
unserer Riemannschen Fläche keine schlichte Um­
gebung abgrenzen kann. Ein derartiges Beispiel 
einer zweiblättrigen Fläche ohne Windungspunkt 
zeigt Fig. 24, während Fig. 23 die Umgebung von 
w = 0 im Beispiel der Funktion yw aufweist. In FI8'. n. 
Fig. 24 greift also bei B eine "Zunge" des Bereiches über ein anderes 
Stück desselben Bereiches hinüber. Die (unendliche) Fläche der Fig. 23 

1) Wir werden sie nachher noch bestimmter begrifflich fa.ssen. 
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heißt Riemannsche Fläche der Funktion t = yW. Allgemein heißt die in 
diesem Paragraphen eingeführte Fläche Riemannsche Fläche der Funktion 

'rw. Auf dieser l!'läche ist die Funktion V weine eindeutige Funktion des 

Ortes. Denn die m Werte, die VW beim gleichen w annimmt, haben wir 
in den m Blättern zur Deutung gebracht. Aber 
wir haben sie nicht willkürlich auf die m Blätter 
verteilt, sondern nach einem vernünftigen Plan, 
nämlich so, daß sich ß mit w stetig ändert. 

Betrachten wir die Umgebung irgendeines von 
w = 0 verschiedenen Punktes der Riemannschen 
Fläche, also il'gendeinen Kreis, der w = 0 nicht 

FIg 2'. enthält. In ihm ist yw eine eindeutige Funktion. 
In jedem in den anderen Blättern der Riemannschen Fläche fiber diesem 
liegenden Kreis ist gleichfalls die y w eindeutig erklärt. Aber die Werte 
in den rn übereinander liegenden Kreisen sind voneinander verschieden. 

Bei yw unterscheiden sie sich durchs Vorzeichen, bei yw gehen sie 
durch Multiplikation mit den rn-ten Einheitswurzeln auseinander hervor, 
das ist mit den m Wurzeln der' Gleichung tm - 1 = O. Diese sind 

h 2 n ., h 211: (h 0 1 1) cos -- + ~ sm - =, ... rn - . 
m n~ 

Bei der Deutung in einer Zahlenebene liefern sie also die m Ecken eines 
dem Einheitskreis einbeschriebenen regulären m-Ecks. 

Ganz anders verhält sich Vw in der Umgebung von w = O. Diese 
Umgebung ist, wie sie auch gewählt werden mag, rn·blättrig. Bewegt man 
sich auf der Fläche fort, indem man immer über demselben w = 0 um­
schließeuden Kreise bleibt, so erhält man bei einmaligem, bei zweimaligem 
Umlauf keine auf der Fläche geschlossene Kurve. Erst nach m - maligem 
Umlauf kommt man zum Ausgangspunkt zurück. Bei e'inmaligem Umlauf 
gelangt man also von dem einen Wert, den die rn-te Wurzel annehmen 
kann, zu einem folgenden und so fort. Bei yu; also erhält man nach 
einmaligem Umlauf gerade den durchs Vorzeichen unterschiedenen anderen 
Wert der Quadratwurzel, so daß also im Komplexen durch diesen Umlauf 
vereinigt scheint und in Zusammenhang gebracht, was im Reellen un­
vermittelt und getrennt nebeneinander stand. 

Jeder Zweig der Funktion yw ist überall außer bei w = 0 differenzierbar. 
Denn legen wir um die betreffende Stelle der RiemannschenFläche einen w=O 
nicht enthaltenden Kreis, so sondern wir damit einen eindeutigen stetigen 
Zweig der Funktion aus. Ich betrachte nun das Kreisbogenviereck, welches 
diesen Kreis umschließt. Es ist begrenzt von zwei Kreisbogen ('1 = r{" und 
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(12 = Y2m und von zwei Speerstücken .ß'\ = mp! und -&2 = mp2' Dieses Vier­
eck geht durch Abbildung hervor aus dem Viereck der z-Ebene, welches 
von r = r\) r = r2 , P = Pli f{J = P2 begrenzt ist. Darin liegt beiläufig 
wieder, daß die vermittelten Abbildungen gebietstreu sind. Sei nun w = (t'" 

die Stelle, an der wir z = yw differenzieren wollen, und a =+= 0 der Wert, 
den wir da der m-ten Wurzel beilegen wollen, dann sei a die entsprechende 
Stelle der z-Ebene. w = zm aber vermittelt, wie wir wissen, eine schlichte 
gebietstreue Abbildung einer genügend kleinen Umgebung dieser Stelle. 
Somit sind die S. 34 bei der Differentiation der Umkehrungsfunktion ge­
machten Voraussetzungen alle erfüllt. Die Umkehrungsfunktion 

z=yw 
ist differenzierbar, und man findet 

dz! 1 1 
dw, 11< = dW\' = m; a 1 - m 

w=a _ 
dz Z= a 

und allgemein 
rn _ 1 

dJ/w J --1 --- = --W m 
dw m 

Demnach ist yw differenzierbar. Also ist tatsächlich jeder Zweig der 

Funktion yw in der Umgebung emer jeden von w = 0 verschiedenen 
Stelle der w':Ebene analytisch. 

B emerknng: Bei w = 0 würde man analog sehen, daß der Grenzwert 

von ~~ unendlich wird. Hier ist also die Funktion nicht differenzierbar. 

Man nennt w = 0 eine singuläre Stelle der Funktion yw, zum Unterschied 
von den übrigen Stellen, die man reguläre nennt. Auch die Pole, die uns 
bei den linearen Funktionen begegneten, sind solche singnlären Stellen. Die 
hier auftretende hat noch die Besonderheit, daß in der Umgebung derselben 
die Funktion nicht eindeutig erklärt ist. Man nennt eine solche Stelle 
einen Verzweigungspunkt m-ter Ordnung, weil dort m Zweige der Funktion 
in dem Sinne miteinander zusammenhängen, daß man durch Umlaufen 
der Stelle w = 0 von jedem Zweige zu jedem anderen gelangen kann. 

Wir erwähnten vorhin schon kurz, daß die dUl'ch w = zm vermittelte 
Abbildung an allen von z = 0 verschiedenen Stellen gebietetreu ist, insofern, 
als sie jedes um eine solche Stelle gelegte nicht zu große Kreisbogen­
viereck auf ein schlichtes Kreisbogenviereck abbildet. Umfaßt aber das 

Kreisbogenviereck Argumente, die um mehr als ~ schwanken, so kommt 

ein nicht schlichtes Kreis bogen viereck zum Vorschein, also ein Bereich von 
der Art des in Fig. 24 gezeichneten. Also attch die Betrachtung solcher 
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Bereiche ist von .wingender Notwendigkeit für die Funktionentheorie. Zu 
einer neuen Erweiterung des Bereichbegriffes zwingt uns die Betrachtung 
der Abbildung in der Umgebung des Punktes z == O. Aus einer schlichten 
Umgebung des Punktes .== 0 wird die m-fach gewundene Umgeb'ung des 
Punktes w == O. Soll der Satz von der Gebietstreue hier gültig bleiben, so 
müssen wir nun weiter unter der Umgebung des Punktes w == 0 eines Be­
reiches etwas Allgemeineres verstehen, als S. 21 in Aussicht genommen war. 
Wir wollen unter einer Umgebung von w = 0 eine ein- oder mehrblättrige 
Punktmenge verstehen, welche durch eine Funktion s == Vw auf die schlichte 
gewöhnliche Umgebung von s = 0 abgebildet werden kann. Analog werde 
unter einer Umgebung des Punktes w = a eines Bereiches eine Punktmenge 

verstanden, welche durch die Funktion z = V w . a bei passend gewähltem 
ganzzahligen m auf die schlichte Umgebung von s == 0 abgebildet werden 
kann. Unter einem Bereich versteht man dann nach wie vor eine Punkt­
menge derart, daß jeder Punkt eine Umgebung aus lauter Bereichpunkten 
besitzt, und daß man irgend swei Punkte durch eine stetige Kurve aus Be­
reichpunkten verbinden kann. Eine Erweiterung des Begriffes Umgebung 
war auch schon bei w = ~ vorgenommen worden. Hier tritt nun auch 

bei s == 00 noch eine Erweiterung auf gewundene Flächenstücke hinzu. 
Da wir nämlich allgemein unter einer Umgebung des Punktes w = 00 das 

durch t == ~ vermittelte Hild einer Umgebung von t = 0 verstehen wollten, w 
so führt die Verallgemeinerung des Begriffes Umgebung bei endlichen 
Punkten ganz natürlich auch zu einer Verallgemeinerung bei w = 00. Eine 
solche gewundene Umgebung weist ja auch der unendlichferne Punkt der 
Riemannschen Fläche von yw auf. Um festzustellen, welcher Art die 
durch w = sm vermittelte Abbildung der Funktion in der Umgebung von 

Z = 00 ist, hat man im Sinne unserer Definition s == i und w = ~ einzu­
führen. Dann wird ~ = tm. Also ist die Umgebung von w = 00 auf der 

Riemannschen Fläche von 'ViV genau so gewunden wie die Umgebung von 
w=O. 

§ 5. Der Begriff des fnnktionentheoretischen Bereiches. i ) 

Die voraufgegangenen Erörterungen über die durch Potenzen und Wurzeln 
vermittelten Abbildungen setzen UDS nun instand, den. Bereichbegriff in 
der Allgemeinheit aufzustellen, in der er für die Funktionentheorie nötig 
ist. Es genügt dazu nämlich nicht, Bereiche in dem gewöhnlichen auf 

1) Bei der ersten Lektüre mag der Leser diesen Paragra.phen überschlagen. Er 
kann später nach Bedarf darauf zurückkommen. 
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S.21 angegebenen Sinne heranzuziehen, selbst dann nicht, wenn Illlln noch 
den Bereichbegriff in der auf S. 49 erörterten Weise durch Hinzunahme 
eines uneigentlichen unendlichfernen Punktes erweitert. Vielmehr zeigt die 
Betrachtung der durch Potenzen vermittelten Abbildungen, daß es zu eng 
ist, Bereiche zu betrachten, bei welchen jeder Punkt durch seine z-Koor­
dinate schon eindeutig festgelegt worden ist. Man muß statt dessen zu­
lassen, daß jeder oder einzelnen z- Koordinaten mehrere Bereichpunkte zu­
gehören, die man dann etwa durch der Koordinate angehängte Nummern 
(Z(1), Z(2), ••• ) unterscheiden mag. Unter einem Bereich ouer einem Gebiet 
verstehen wir dann wieder eine Punktmenge aus solchen "kotierten" Punk­
ten, welche aber noch gewissen weiteren jetzt anzugebenden Bedingungen 
genügen muß, wenn sie wirklich ein Hecht auf den Namen Bereich ouer 
Gebiet oder Fläche haben soll. Es sind Bedingungen, die durchaus den 
auf S. 21 bei schlichten Bereichen angegebenen entsprechen: die Umgebungs­
bedingung und die Zusammenhangsbedingung. 

Jedem Punkt a des Bereiches Boll eine ganze positive Zahl m und dann 

bei endlichem a die Funktion y z - a, bei unendlichem a aber die Funktion 

V~ so zugeordnet werden, daß dieselbe in einer gewissen, den Punkt a 

enthaltenden Teilmenge des Bereiches eindeutig erklärt ist und darin alle 
Werte aus einer gewissen (gewöhnlichen) Umgebung von w = 0 genau 
einmal annimmt. Dann heißt diese Punktmenge eine Umgebung von a. 
Wenn m = 1 ist, hat man es also mit einer schlichten Umgebung zu tun, 
und man hat Anschluß an die Darlegungen von S. 21. 1st aber m> 1, so 
nennt man a eine m-blättrige Windungs- oder Verzweigungsstelle des Be­
reiches. Jeder Punkt soll eine solche Umgebung besitzen und je zwei Um­
gebungen desselben Punktes sollen ihrerseits eine Umgebung desselben gemeinsam 
haben. Ohne diesen Zusatz würde es z. B. möglich sein, daß zwei Blätter 
des Bereiches einen einzigen Punkt gemeinsam hätten, ohne sich doch um 
ihn zu winden. Aber es liegt nicht in unserer Absicht, solche (zweck­
losen) Möglichkeiten zuzulassen. Vielmehr haben wir nur die Absicht, einem 
bei Betrachtung der Potenzen zutage getretenen Bedürfnis zu entsprechen. 

Es kommt noch eine Bedingung hinzu. Eine so definierte Umgebung 
soll nämlich zu jedem Punkte b, der ihr angehört, selbst wieder eine (beliebig kleine) 

Umgebung enthalten, welche durch '}I z - a auf eine schlichte Umgebung von 

Yb - a abgebildet werden soll. Diese Festsetzung bringt es mit sich, daß 
allen Punkten der Umgebung von a mit eventueller A.usnahme von a selbst 
die Zahl m = 1 zugeordnet ist, daß also alle diese Punkte schlichte Um­
gebungen besitzen. Die Punkte einer in einer Umgebung von a enthaltenen 
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Umgebnng von b werden ja durch yz - a auf eine schlichte Umgebung 

von "j!b-~a abgebildet. Diese enthält also einen Kreis um yb -a, der 
seinerseits durch die Umkehrungsfunktion z = a + wm schlicht abgebildet 
wird. Diese so von ihm erhaltene Bildmenge macht aber selbst eine Um-

gebung von b aus, falls der Kreis um 'Vb - a hinreichend klein gewählt 
ist. Denn nehmen wir zunächst irgendeinen durch a + w,n schlicht ab-

gebildeten Kreis K um 'Vb - a, so gibt es nach unserer Bedingung eine 

Umgebung U von b, die durch vz-- a auf einen Teilbereich von K ab­
gebildet wird. Diese Umgebung U ist somit eine schlichte Umgebung. 
Denn sie muß eine Teilmenge des schlichten Bildes von K sein. Dem­
entsprechen<l besitzt tatsächlich b schlichte Umgebungen, und diesem Punkte 
ist also tatsächlich die Zahl m = 1 zugeordnet, wie wir behaupteten. 

Bemerkung: Der Leser erkennt hier in allgemeinerer Fassung eine 
bei der Betrachtung der Potenzen beobachtete Erscheinung wieder: Die 
Windungspunkte sind isoliert, nicht Häufungspunkte von Windungspunkten. 

Ähnlich wie auf S. 49 bei Betrachtung des unendlichfernen Punktes 
benutzen wir nun die eingeflihrte Hilfsfunktion, die wir Kurz Ortsparameter 
nennen wollen, um festzulegen, was wir unter einer in dem betreffenden 
Bereichpunkte stetigen oder analytisChen Funktion verstehen wollen. Wenn eine 
Funktion auf dem Bereiche in einer gewissen Umgebung von z = a eindeutig 
erklärt ist, so führe man den Ortsparameter in die Funktion ein. Dann erhält 
man eine in der Umgebung von t = 0 eindeutig erklärte Funktion. Das Ver­
halten dieser Funktion ist maßgebend für das Verhalten der gegebenen Funk­
tion im Bereiche. Wenn die Funktion als Funktion des Parameters stetig 
oder analytisch ist, so nennen wir auch die Funktion auf der Fläche stetig oder 
analytisch. So wird nun auch deutlich, was wir unter einer stetigen Kurve 
im Bereiche verstehen wollen. Es ist zunächst eine Punktmenge aus Flächen­
punkten. Um eine Punktmenge der Fläche in der Umgebung eines ihrer 
Punkte zu untersuchen, bilden wir durch den Ortsparameter eine Umgebung 
desselben auf die Umgebung von t = 0 ab. Geht dann die Menge in eine 
stetige Kurve der Parameterebene über, so sagen wir, die Menge mache eine 
in der Umgebung des betreffenden Bereichpunktes stetige Kurve aus. 

Nun können wir auch noch die letzte unserem Bereiche aufzuerlegende 
Bedingung angeben: Je zwei seiner Punkte sollen sich durch eine stetige aus 
Bereichpunkten bestehende Kurve verbinden lassen. 

In dieser Weise kann die im vorigen Paragraphen in anschaulichen 
Worten eingeführte V orstellung begrifflich gefaßt werden. Der Leser hat 
hier zugleich ein instruktives Beispiel dafür vor sich, wie die Mathematik 
von Vorstellungen zu Begriffen aufsteigt. 
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§ 6. Nähere Betrachtung der durch w = Z2 vermittelten Abbildung. 
Es wird zur Belebung der Vorstellungen beitragen, wenn wir nun noch 

einige durch w = Z2 vermittelte Gebietsabbildungen etwas niiher betrachten. 
Trennen wir Heal- und Imaginärteil, so wird 

u = x2 - y~, V = 2xy (w = u + iv, z = x + iy). 

Dementsprechend gehen die Hyperbeln Xi - y! = c in die Parallelen 'tt =--c (: 

zur imaginären tc-Achse über. Die dazu senkrechten Hyperbeln c = 2xy 
gehen, der Winkeltreue der Abbildung entsprechend, in die dazu senk-

,v =i:= 
~ ~ laI 
~ 11jf= 

-\ ~ C 0 ~ r=r= 
t:& ~ 
~ 'i 
~ '/ 
~ 1/ [7. -

'" vl/ 
f-

['\i'\: 1/ 
C~<J 1'.1/ 0 

171'\ '" 
1/ 1/ I\, 
1'7 v ,I'\: 

~ ~ 
r7. ~ 

t'l. ~ 
~ ~ 
~ C 0 ~ FF 

~ ~ t= 
!@ ~ I 

Fig.25. }'fg. ~G. 

rechten Geraden v = c, parallel der reellen Achse über. Das Asymptoten­
paar x 2 - y2 = 0 liefert insbesondere die reelle Achse. Das in Fig. 25 
schraffierte, ins Unendliche reichende Gebiet geht also in die von der 
Geraden u = c begrenzte rechte Halbebene (Fig. 26) überl ), in die rechte 
schon aus dem Grunde, weil die andere das Bild von z = 0 enthält. Liegen 
doch in der Tat auch die Hyperbeln mit größerem positiven Parameter c 
im Inneren des schraffierten Bereiches. Der andere Ast derselben Hyperbel 
begrenzt ein Gebiet, dessen Punkte sich von den Punkten des schraffierten 
Bereiches nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Also wird dies Gebiet 
auf dieselbe Halbebene der w-Ebene, aber aufs andere Blatt der Riemann­
achen Fläche abgebildet. Die in Fig. 25 noch dargestellten Hyperbeln mit 
negativem Parameter liefern entsprechend linke Halbebenen. Der zwischen 

1) Ich habe in den Figuren c = 1 gewählt. 
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den beiden Ästen derselben Hyperbel gelegene Bereich geht dagegen nicht 
in ein schlichtes, sondern ein zweiblättriges Gebiet über. Dasselbe besteht 
aus zwei bei w = 0 gewundenen Halbebenen, die von zwei übereinander 
liegenden Geraden der Riemannschen Fläche begrenzt sind. 

Was wird aber aus den Linien x = c und y = c der z-Ebene? Für 
x = eist 

v' Eliminiert man y, so hat Inan u = c2 - -
4<:' 

oder v! = 4c'(c l - u) 

als Gleichung der Bildkurve. Das sind also Parabeln, deren Scheitel bei 

l<'ig.91. Flg.28. Flg . 29. 

w = eS liegt, deren Brennpunkt w = 0 ist, und die also in Richtung der 
negativen reellen Achse offen sind. Analog liefern die Geraden y = c die 
dazu senkrechten konfokalen Parabeln 

v'= 4c2(u + (2 ). 

Weiter gehen die in den beiden Fig. 27 und 28 schraffierten Gebiete bei 
der Abbildung auseinander hervor.1) Die linke Halbebene liefert keinen 
schlichten Bereich, wohl aber liefert auch die Halbebene der Fig. 29 den 
Bereich der Fig. 28. (Auf der Riemannschen Fläche im anderen Blatt.) 
Der Streifen zwischen den beiden parallelen Geraden (Fig. 30) geht also in 
den Rest der Fläche über. Die reelle Achse der z·Ebene liefert die 

1) Es wurde wieder c = 1 gewählt. 
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positiv reelle Achse der w­
Ebene, die imaginäre z-Achse 
die negativ reelle Achse der 
w-Ebene. Diese beiden Ge­
rllden zerlegen den Streifen der 
Fig. 30 in vier Halbstreifen, 
deren einen wir dort schraf­
fiert haben. Er geht durch 
die Abbildung in die Halb­
parabel der Fig. 31 über. 
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§ 7. Exponentialfunktion und Logarithmus. 
'" 

Die Potenzreihe ~ zn z' ZS n_= 1 +z+-+-+·· _. 
n! 2! 3! 

o 

konvergiert nach S. 19 in der ganzen Ebene und stellt nach S. 36 eme 
durchweg analytische eindeutige Funktion von z dar. Für reelle z ist 
diese Funktion als Exponentialfunktion bekannt. Auch im Komplexen 
wollen wir sie Exponentialfunktion nennen und durch e' bezeichnen. Da 
also im Komplexen die Exponentialfunktion durch eine Reihe definiert wird, 
so bedarf es der näheren Untersuchung, ob und in welchem Sinne die 
Schreibweise e' zum Ausdruck bringt,daß man es mit einer zoten Potenz 
von e zu tun hat. Auch im Reellen war ja dies nur mit gewissen Ein­
schränkungen der Fall, insofern nämlich, als mit el / rn nur der eine (positive) 

Wert von Ye gemeint war. e" ist ja eine eindeutige Funktion. 
Wir wollen nun vermittelst des Multiplikationssatzes der Reihenlehre 

beweisen, daß auch im Komplexen 

CZt • eZ , = e(Zl + z.), 

daß also tatsächlich e' eine der Haupteigenschaften der Potenzen besitzt. 

Multiplizieren wir aber die Reihen ~z~ und ~z~ miteinander, so kommt n. n. 
eine Reihe heraus, deren allgemeines Glied so aussieht: 

1 ( n n! n-l + n! n-2 ~2. n! n-I, h + .. + ,,) 
n! Z1 +(n_l)!ZI Z2 (n-2)!2 Z1 "'2+ '+(n_h)!h!Zl Zs Z2 • 

Das ist aber gleich 

1 ( n+ (n) n-1 + (n) n-2 2 + n! Z1 1'z1 $2 2 Zl $2 • 

und also gleich ,~(.el + Z2)". n. 
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(1) Also wird tatsächlich 

Namentlich ist also e-' = -~. 
e' 

Analog wie die Exponentialfunktion werden auch die trigonometrischen 
Funktionen im komplexen Gebiet durch Potenzreihen erklärt. Wir setzen 
also: . ZS 

Sill Z = Z - - + . 
81 

z! 
cosz= 1--+ . 

2! 

Diese Reihen sind ja durchweg konvergent, so daß also diese Funktionen 
überall im Endlichen analytisch sind. Aus dieser Erklärung folgt sofort 
die wichtige Eulersche Gleichung 

(2) e"= cos z + i sin z. 
Daraus kann man entnehmen, daß 

(3) 

(4) und daß 

Der Gleichung (2) 

(5) 

ei. + e-; z 
COSZ= --2--

e""Z - e-iz 
sin Z = --2~i--

entnimmt man sofort, daß 

eUrei = 1 (h ganzzahlig). 

Nach (1) und (5) ist daher weiter 
(6) e,+2h1ti= e'· eUrei = e' (h ganzzahlig). 

Die Exponentialfunktion ist also eine pm-iodische Fwnktion der Periode 2 ni, 
ebenso wie die trigonometrischen Funktionen auch im Komplexen periodische 
Funktionen mit der Periode 2 n sind. Das letztere entnimmt man sofort 
aus der Darstellung (3), (4) der trigonometrischen Funktionen durch die 
Exponentialfunktion, wenn man an die Periodizität der Exponentialfunktion 
denkt. 

Aus der Eulerschen Gleichung (2) liest man weiter ab, daß 

e"i= - 1 

ist. Daher ist auch im Komplexen 

cos (z + n) = - cos z 
und sin (z + n) = - sin z, 
Wie wieder die Darstellung dieser Funktionen durch die Exponential· 
funktion lehrt. 

Ferner folgt aus der Eulerschen Gleichung (2), daß 
1ti 
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und 
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sin (~- z) = cosz 

cos (~ - z) = sin z. 
Wir werden nun oft die Eulersche .I!'ormel benutzen, um die komplexe 
Zahl Z in der Form 

zu schreiben. Bequem kommt ja in dieser Schreibweise der Multiplikations-
satz zum Ausdruck: Z1Z2 = 1 ZI 1·1 z21 ei(argz,+arg •• l. 

Auch die Formel ei ." = cos n z + i sin n z = (cos z + i sin Z)H 

ergibt sich von neuem. Folgerungen aus derselben zogen wir schon S. 1. 
Die Darstellung der trigonometrischen Funktionen durch die Exponential­
funktion zeigt so recht die Bedeutung des Komplexen für das Studium 
selbst der Funktionen im Reellen insofern, als sonst ganz verschieden aus­
sehende Funktionen auf einmal unter einem allgemeinen Gesichtspunkt zu­
sammengehören. Aus dieser Darstellung ergibt sich auch sofort die also 
auch im Komplexen gültige Funktionalgleichung der trigonometrisehen 
Funktionen 

und 
Es ist ja 

sin (ZI + Z2) = sin ZI cos Z2 + COS ZI sin z. 
cos (ZI + Z2) = COS ZI COS Z2 - sin ZI sin ZI' 

cOS(Zt +z2)+isin(z\ +Z2) = ei (ZI+ ")=e iz, .eiZ,=(cos ZI +isinz1)(cosz2 +isinz, ) 

= cos $1 COS $2 - sin ZI sin Z2 + i (cos $1 sin Z2 + COS Z2 sin z\). 

Analog wird: 

COS(Zl + Z:l)- isin (ZI+Z2)=COS ZI cosz2-sinz1 sinz2-i( COSZ1 sinz2+cosz2sinz1 ). 

Durch Addition bei der bzw. Subtraktion findet man dann die Additions­
theoreme. Auch das Differenzieren führt zu den atlS dem Reellen bekannten 
Ergebnissen, wie man sofort aus den Reihen erkennt. 

Wir gehen nun zu der durch die Exponentialfunktion vermittelten Ab· 
bildung libero Dazu ist es bequem, z = x + iy und w = Qei.'~ zu setzen. 
Dann wird Q = eX , {} = y. 

Daraus entnimmt man sofort, daß die Geraden x = c auf die Kreise Q = e , 
die Geraden y = c auf die Speere .f} = c abgebildet werden. Lassen wir nament­
lich die Gerade y = c, ausgehend von der reellen Achse, die obere Halbebene 
besch:reiben. Der ganzen von - 00 nach + 00 durchlaufenen reellen Achse 
entspricht der Speer {)o = 0, also die positive reelle Achse der w-Ebene. Rückt 
die Gerade in die obere Halbebene ein, so dreht sich der Bildspeer im posi­
tiven Sinn um den Nullpunkt der w-Ebene. Hat aber die Parallele zur reellen 
Achse der z-Ebene einen Streifen der Breite 2n überstrichen, so hat der 

Bi e b e rb ach, Funktionentheorie I 6 
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es gleich an das ersterhaltene an, 80 wie 
zweite Streifen am ersten hängt. Fahren wir 

FJg. 8i. Fig. 8S. 

so weiter und berücksichtigen auch die untere Halbebene, so erhalten Wir 

als Bild der z-Ebene eine unendlichvielblättrige Riemannsche Fläche, deren 
Windungspunkte von unendlicher Ordnung sind und bei w = 0 und bei 
w = 00 liegen. Die Werte Null und Unendlich selbst nimmt die Exponen­
tialfunktion w = e' an keiner endlichen Stelle der s-Ebene an. Denn wäre 
e' = 0 für endliches z, so wäre auch der Betrag (f" für endliches reelles x 
Null, was nicht angeht. Ebenso schließt man, daß der Wert 00 nirgends 
angenommen wird. 

In der Umgebung von z = 00 zeigt die Exponentialfunktion ein be­
sonders merkwürdiges Verhalten. Sie nimmt nämlich in jeder Umgebung 
von 00, also außerhalb eines jeden Kreises, jeden endlichen Wert außel' 
Null an unendlich vielen Stellen an. Sie nimmt als periodische Funktion 
namentlich in jedem unserer Streifen außerhaJb eines solchen Kreises jeden 
Wert genau einmal an. In den unendlich vielen Streifen, die noch außer­
halb dieses Kreises liegen, wird also tatsächlich jeder Wert unendlich oft 
angenommen. Die Funktion besitzt also namentlich bei Annäherung an 
z = 00 keinen Grenzwert, sie besitzt also da eine singuläre Stelle; aber 

1 
das ist kein Pol; denn sonst müßte ja die Funktion ---; = e- ' einen 

e 
Grenzwert. besitzen (S. 49). Eine solche Singularität nennt man eine 
wesentliche zum Unterschied von den außet'wesentlichen, den Polen, die 
uns seither begegneten. Ebenso haben sin z und cos z bei 00 wesentlich 
singuläre Stellen. Das folgt genau wie bei der Exponentialfunktion aus 
ihrer Periodizität, 

Die durch w = e' vermittelte Abbildung 1st durchweg gebietstreu. Das 
leuchtet. sofort ein, wenn mall sich überlegt, wie die von Pal'allelen zu den 
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Koordinatenachsen begrenzten Quadrate der z-Ebene in Kreisbogenvierecke 
der w-Ebene übergehen (Fig_ 34, 35). 

Die Umkehrungsfunktion der Exponentialfunktion heißt Logar-ith1llHs_ 
Sie löst also die Aufgabe, zu jedem Punkte der Rieruannschen Fläche 
denjenigen Punkt der z-Ebene zu finden, aus dem er durch die Abbildun~ 

!I 

f 

w = e" hervorging. Der log w ist somit auf' 
der Riemannschen Fläche eindeutig erklärt, wäh-

f- f-It f- f- .-

-

.11 

Fig .35. 

rend er in der w-Ebene selbst unendlt'ch vieldeutig ist Die verschiedenen 
in einem Punkte der w-Ebene angenommenen Werte unterscheiden sich 
um Vielfache von 2 ni, weil in solchen um Vielfache von 2 ni ver­
schiedenen Punkten der z -Ebene die Exponentialfunktion denselben Wert 
annimmt. Jede Zahl besitzt also unendlich viele Logarithmen, die sich 
um Vielfache von 2 ni unterscheiden. Die verschiedenen Zweige des 
Logarithmus erscheinen auf die verschiedenen Blätter der Fläche so ver­
teilt, daß die Funktion in jedem Punkte derselben nur einen Wert an­
nimmt. Indessen ist diese Werteverteilung auf die Blätter nicht willkürlich 
vorgenommen, sondern so, wie es der Abbildung der .er-Ebene auf die 
Fläche entspricht. Das hat namentlich zur Folge, daß der Logarithmus 
eine stetige Funktion der Fläche ist. Ein Kreisbogenviereck (Fig. 35) 
nämlich wird durch log w = z auf das Rechteck der Fig. 34 abgebildet. 
Einer Verkleinerung des Vierecks entspricht eine Verkleinerung des Recht­
ecks. Daher vermittelt der Logarithmus eine stetige gebietstreue Ab­
bildung_ In jedem Kreise der w-Ebene, welcher den Punkt w = 0 nicht 
enthält, sind sämtliche Zweige des Logarithmus eindeutig erklärt. Denn 
über einem jeden solchen Kreise liegt in einem jeden Blatt ein Teilkreis 
der Fläche, in welchem je ein Zweig des Logarithmus eindeutig erklärt 
ist. Jeder dieser Zweige hängt nicht nur stetig von w ab, sondern ist 
sogar eine differenzierbare Funktion (S. 34)_ Es ist ja 

Daher wird 

Jz 1 1 1 
lim - = - - ,-- = - = -. 
dw~O Jw l' .dw 1m -

dz-+O Jz 

d log w 1 
----a:iiJ = w' 

e' tu 

e* 
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und also ist jeder Zweig des Logarithmus eine in jedem Kreise eindeutig 
und analytisch erklärte Funktion, solange der Punkt w = 0 dem Kreis 
nicht angehört. 

Wir wollen nun noch feststellen, welche Wertänderung der Logarithmus 
z = log werfahren kann, wenn sein Argument eine einfach geschlossene 1) 
stetige Kurve seiner Ebene durchläuft. Zu dem Ende denken wir uns die 
Kurve ~ auf die einzelnen Blätter der Riemannschen Fläche gelegt (in uno 
endlich vielen Exemplaren) und samt dieser auf die z-Ebene abgebildet. 
Aus einem Exemplar der Kurve ~ wird dann ein Kurvenbogen ij;', der in 
einem Punkte a beginnen möge und in einem Punkte a + h 2 ni endigt. 
Selbstüberkreuzungen weist der Bogen nicht auf, er muß wie sein 
Original ~ einfach geschlossen und stetig sein. Ich behaupte, daß für h 
nur die Werte 0, + 1, - 1 möglich sind. Denn der Kurvenbogen ~' kann 
ja keine zwei von seinen Enden verschiedene Punkte passieren, die sich 
um 2,,;i unterscheiden. Denn ihnen würde in der w-Ebene derselbe Punkt 
entsprechen. Das wäre eine Selbstüberkreuzung. Ein solches um 2 ni 
verschiedenes Punktepaar müßte aber sicher auftreten, wenn h einen 
anderen als einen der drei angegebenen Werte hätte. Denn wenn man die 
Kurve ~' mit Parallelen zur y-Achse schneidet, so kämen dann für die Ab­
stände der Schnittpunkte wegen der Stetigkeit von ~ I alle Werte zwischen 
h12,,; und Null vor. 

Wenn weiter eine beliebige (also nicht notwendig einfach) geschlossene 
orientierte, d. h. mit einer Durchlaufungsrichtung versehene stetige Kurve ~: 

w = w Ct) (to:S. t < t1 ; w Ct) stetig), 
welche w = 0 und w =" nicht trifft, gegeben ist, so markiere man auf 
ihr irgendeinen Punkt a, lege dort log a einen seiner Werte bei und ver­
folge die stetige Änderung, die von a und dem Werte log a ausgehend 
log w bei Durchlaufung der Kurve in der vorgeschriebenen Richtung er­
fährt. Wenn w nach a zurückgelangt ist, so hat log w um ein Vielfaches 
von 2,,;i zugenommen. Dieses Vielfache ist von dem Werte des Loga­
rithmus, für den man sich im Punkte a entschieden hat, unabhängig. Denn 
wäre man von einem Werte log a ausgegangen, der um ein Vielfaches von 
2ni anders gewesen wäre, so wären alle Werte des Logarithmus, welchem 
man bei Durchlaufung der Kurve begegnet, um dasselbe Vielfache von 2ni 
anders gewesen. Auch von der Wahl des Punktes a ist der Zuwachs des 
Logarithmus unabhängig. Denn verschiebt man a längs der Kurve, so muß 
sich die Wertänderung stetig mit a ändern, während sie doch ein ganzes 
Vielfaches von 2ni ist. 

1) D. h. doppelpunktfreie. Eine genaue allgemeine Begriffsbestimmung wird auf 
S. 88 gegeben. Hier mag diB landläufige Vorstellung genügen. 
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Diese Betrachtungen führen zu der folgenden, weiterhin sehr wichtigen 
Definition. Man sagt, einc stetige geschlossene orientierte Kurve umlaufe 
IV = ~ h mal, wenn log (w _.~) bei Durchlattfung der Kurve in der vor­
geschriebenen Richtung um h 2 7t i wüchst. Namentlich sagt man, die Kurve 
nmlattfe ~ im positiven Sinne, wenn h positiv ist. Sie umläuft S im negat'iven 
Sinne, wenn h negativ ist. Sie umschließt s gar nicht, wenn h = 0 ist. 

Durch diese Definition soll also weiterhin festgelegt sein, in welchem 
Sinne die hier eingeführten U mlaufungsbegriffe gebraucht werden sollen. 
Sie decken sich natürlich nur bei einfach geschlossenen Kurven mit der 
landläufigen Vorstellung, die man mit den eben definierten Begriffen ver­
bindet. 

Wenn in der w-Ebene eine zusammenhängende1) Punktmenge gegeben ist, 
welche ~ nicht triftl , so umschließt entweder ~ keinen ihrer Punkte oder Q: 
umschließt alle in demselben Sinne. Sei nämlich ~ ein Punkt der Menge, 
so kommt es auf die Wertänderung an, welche log (w - s) bei Durch­
laufung von Q: erfährt. Diese Wertänderung hängt aber stetig von s ab, 
solange , nicht auf der Kurve liegt. Da aber für die Wertänderung nur 
Vielfache von 2n:i in Frage kommen, so ist diese stetige Funktion 
konstant. 

Im Rahmen dieser Betrachtungen ist es nun auch leicht möglich, zu 
beweisen, daß ein jedes einfach (d. h. ohne Selbstüberkreuzung) geschlossene 
Polygon die Ebene in zwei Bereiche, das Innere und das Äußere des Poly­
gones, zerlegt. Wir versehen dazu das Polygon mit einem Durch­
laufungssinn. Ist dann ~ irgendein nicht auf dem Polygon gelegener 
Punkt, so erfährt log (w - s) bei Durchlaufung des Polygones P einen 
Zuwachs E (P, ~) 2 n:i. Dabei kann E (P, s) eine der Zahlen 0 oder 1 oder 
- 1 bedeuten. Denkt man sich nun' variabel, so bleibt, wie vorhin dargelegt 
wurde, E (P,~) ungeändert, solange ~ nicht auf das 
Polygon selbst zu liegen kommt. Wenn man aber 
nun ~ eine der das Polygon bildenden Strecken AB 
überschreiten läßt, so ändert sich; wie wir jetzt 
sehen wollen, E um eine Einheit. In Fig.36 seien 
~1 und ~2 zwei Lagen des Punktes ~ aus der Nähe 
der Polygonseite AB. Ich betrachte das Dreieck .ci 

ABC, das keinen Punkt der Polygonkurve enthalten 
möge. N eben dem Polygon P betrachte ich noch 

0\, 
Fig.86. 

das Polygon Pli das aus ihm dadurch hervorgeht, daß ich die Seite AB 
durch den Linienzug ACB ersetze. Dann ist E (P, ~) = E (Pli SI); weil 

1) Eine genaue Begriffsbestimmung folgt auf S. 82. Hier kann die landläufige 
Vorstellung genügen, die man mit diesen Worten verbindet. 
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bei Durchlaufung des Dreieckes A 0 B der log (z -~) ungeändert bleibt. 
Ich kann nämlich die Durchlaufung ues Polygones Persetzen uurcn die 
des Polygones Pu wenn ich nur dann noch das Dreieck BCAB in der 
Richtung BOAB durchlaufe. Denn dann ist im ganzen der Zug BOA 
zweimal nacheinander in verschiedener Richtung durchlaufen. Und das 
bedeutet eine Wertänderung Null für den Logarithmus (s. die Fig.36). 
Weiter ist aber 6 (Pp ~1) = 6 (Pli ~~). Denn die Strecke b1 ~2 trifft ja 
das Polygon nicht. Weiter aber erfährt log (w - ~~) bei Durchlaufung 
des Dreieckes BCAB in dem durch die Reihenfolge der Ecken bezeich­
neten Sinn eine Änderung von der Größe ± 2~i je nach dem Umlaufssinn 
des Dreieckes. Daher ist nun 

.(P, ~t) = 6 (Pli ~2) + 6(l:I, ~2) = 6 (Pli ~1) ± 1 = s(P, ~l) + 1. 

Wenn also E(P, bt) = 0 oder = 1 oder = - 1 ist, so wird im ersten Fall 
6 (P, ~2) = 1 oder = -- 1, im zweiten gleich 2 oder 0, im dritten gleich 0 
oder - 2. Da aber 6 nur die Werte 0, 1, - 1 annehmen kann, bleiben nur 
zwei Möglichkeiten übrig. Der eine der beiden Werte, die E(P, {;) annehmen 
kann, ist also stets Null, und der andere ist je nach der Durchlaufungs­
richtung des Polygones ± 1. Die Punkte, für welche Null herauskommt, 
machen das Ä.ußere, die anderen das Innere des Polygones aus. Diese Be­
nennung rechtfertigt sich dadurch, daß zur ersten Sorte jedenfalls alle 
Punkte gehören, welche außerhalb eines das Polygon umschließenden Kreises 
liegen. Denn sei ~ ein solcher Punkt, so ist jeder Zweig des log (w - ~) 

im Inneren eines solchen Kreises eindeutig. 
Die Punkte einer jeden Sorte machen auch tatsächlich einen einzigen 

Bereich aus. Wenn nämlich eine Polygonseite an der Grenze eines Be­
reiches beteiligt ist, so trifft dies auch für die benachbarten Seiten zu. 
Denn man kann um eine Ecke, in der zwei solcher Seiten aneinanderstoßen, 
einen Kreis schlagen, in den nur diese beiden Polygonseiten eindringen. 
Sie zerlegen ihn in zwei Sektoren, von denen der eine ganz dem in Rede 
stehenden Bereich angehört. Da gleichzeitig in jeder Polygonseite nur zwei 
Bereiche aneinanderstoßen können, so kann das Polygon nicht mehr als zwei 
Bereiche bestimmen. Diese beiden aber haben wir eben schon festgestellt, 
denn Punkte mit verschiedenem E können ja nicht demselben Bereich an­
gehören. 

Unsere Betrachtung lehrt weiter, daß ein Polygon einen inneren Punkt 
dann in positivem Sinne umschließt, wenn man seinen Rand so durchläuft, 
daß das Innere zur Linken bleibt. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung kann man bei Dreiecken ohne weiteres 
bestätigen. An Hand der Fig. 36 kann man aber daraus auf beliebige 
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Polygone schließen. Denn dort lernten wir, daß eine Überschreitung der 
Seite AB eine Änderung von E um ± 1 zur Folge hat. Man kann nun 
mehrere Fälle unterscheiden, je nachdem, ob das wandernde ~ in das Drei­
eck eintritt oder es verläßt, je nachdem das Dreieck positiv oder negativ 
umlaufen ist. Das sind im ganzen vier Fälle. Nehmen wir nun z. Ban, 
~ wandere aus dem Polygonäußeren in das Polygoninnere und rücke etwa 
gleichzeitig vom Dreiecksäußeren in das Dreiecksinnere. Dabei geht somit 
B vom Werte Null entweder in den Wert + 1 oder in den Wert -·1 über. 
Im ersten Fall muß somit gemäß dem gerade über Dreiecke Gesagten das 
Dreieck positiv, im anderen Falle negativ umlaufen sein. Dann liegt also 
im ersten Falle das Schluß - ~ links von der Ricb tung AB, im anderen 
Falle rechts. Und damit ist bewiesen, daß es dem positiven Umlaufssinn, 
d. h. dem E = + 1 entspricbt, daß das Polygoninnere links von jeder orien­
tierten Polygonseite liegt. Ebenso schließt man in den drei anderen Fällen. 
Das Kriterium überträgt sich obne weiteres auf solche einfach geschlossene 
Kurven, welche die Ebene in ein Inneres und ein Äußeres zerlegen. (Man 
vgl. den S. 88 erwähnten J ordanschen Kurvensatz.) 

Durchläuft man den vollen Rand eines beliebigen polygonalen Bereiches 
so, daß dabei das Innere zur Linken bleibt, einmal, so hat man dabei jeden 
inneren Punkt a genau einmal positiv umlaufen. log (z - a) nimmt näm­
lich bei Durchlaufung des äußeren Randpolygones1) gerade um 2ni zu und 
bleibt bei Durchlaufung des inneren Randpolygones ungeändert. 

Bemerkungem 1. Ganz ähnlich zeigt man, daß ein nicht geschlossener 
Polygonzug ohne Selbstüberkreuzung die Ebene nicht zerlegen kann. Denn 
wieder muß der ganze Zug an jeder BereichgrenzA teilhaben. Aber um die 
Polygonenden kann man jetzt etwa durch einen Kreisbogen herumkommen. 

2. Der Satz nebst Beweis, d. h. unsere ganzen Betrachtungen können 
unverändert auf einfach geschlossene Kreisbogenpolygone übertragen werden. 
Das sind Polygone, deren Seiten statt aus Geraden aus Kreisbogen bestehen. 

1) Unter den Rändern eines (endlichen) polygonalen Bereiches gibt es gellau einen, 
der alle anderen im Inneren enthält. Denn gäbe es keinen solchen, so enthielte der 
Bereich nur Außenpunkte eines jeden seiner Ränder, bestünde also aus der vollen 
Ebene mit Ausschluß der Innenpunkte gewisser Polygone, wäre also nicht endlich. 
Ferner aber kann der Bereich auch nicht dem Inneren mehrerer seiner Randpolygone 
angehören. Denn träfe dies für zwei Randpolygone zu, so müßte jedes derselben dem 
Inneren des anderen angehören. Wenn aber das Polygon 11'1 in n, liegt, so gehören 
dem Inneren von n. auch Außen punkte von 1'\ ein. Wenn aher n. in "1 läge, 80 

könnte man diese Außenpllukte mit dem Unendlichfernen verbinden, ohne ", zu treffer!. 
Dl\ aber das Unendlichferne sicher außerhalb ". liegt, so hätte man damit einen Innen­
punkt von %, mit einem Außenpunkt von ", verbunden, obne "'2 zu treffen, was wider­
sinnig ist. 
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3. Vermittelst der Transformation w = _! erkennt man, daß alle Er­z 
gebnisse auch gelten, wenn die Polygone sich ins Unendliche erstrecken. 

Deon durch w = 1 kann man solche Polygone, die 00 auf einer ihrer Seiten z 
haben, sofort in endliche Kreiabogenpolygone transformieren. 

4. Beachtet man noch, daß log w = log I w I + i arg w und daß der reelle 
log I w I eindeutig ist, so kann man unsere Überlegungen und Erklärungen 
auch auf die Werte änderung aufbauen, welche arg w bei Durchlaufung einer 
Kurve erfährt. Das pflegt man zu tun, wenn man die Lehre von den Be­
reichen losgelöst von der Funktionentheorie entwickelt. 

§ 8. Hilfssätze llber Bereiche und Kontinua.1) 

Einer gleich noch auf den Logarithmus zu machenden Anwendung zu­
liebe wollen wir jetzt schon einige naheliegende, aber sehr wichtige und 
grunJlegende Sätze über Bereiche und Kontinua herleiten, die wir noch 
sehr oft brauchen werden. 

Waa man unter einer abgeschlossenen Menge versteht, wurde schon auf 
S. 21 erklärt. lVenn nun eine abgeschlossene Menge von komplexen Zahlen 
oder von Punkten der Gaußschen EbeneS) außerdem noch zusammenhängt, 
so nennen wir sie ein Kontinuum. Den Begriff der zusammenhängenden 
Menge aber kann man noch auf zwei verschiedene Weisen erklären. Man 
kann erstens so definieren: Eine abgeschlossene Menge heißt zusammen­
hängend, wenn man sie nicht in zwei abgeschlossene punktfremde TeilmengenS) 

zerlegen kann. Das Intervall J: a < x <_ b ist also z. B. eine zusammen­
hängende Menge. Denn Reien etwa M l und Mj die bei den abgeschlossenen 
Teilmengen, in die wir uns für den Fall, daß die Behauptung unrichtig 
wäre, das Intervall zerlegt denken wollen, dann gäbe es sicher in der Teilmenge 
M~ einen Punkt P, der nicht samt allen ihm in J benachbarten Punkten 
der Menge MI angehörte.') Dann gäbe es also in beliebiger Nähe desselben 
Punkte der Strecke, welche der zweiten Teilmenge M2 angehörten. Daher 
wäre Pein Häufungspunkt von Punkten aus MI und gehörte daher auch 
Mi an, weil diese Menge abgeschlossen sein soll. Daher wären MI und 
M j nicht punktfremd. Aus dieser Darlegung folgt, daß ein jeder Polygon-

1) Bei der ersten Lektüre kann auch § 8 überschlagen werden. In diesem § 8 ist 
nur von schlichten, d. h. einblättrigen Bereichen die Rede. 

2) Wir nehmen fortan stets an, daß sie durch den Punkt z = 00 erweitert ist. 
3) D. h. Teilmengen ohne gemeinsamen Punkt. 
4) Denn seien Ql und Q, zwei Punkte der Strecke, deren einer zu MI' deren an­

derer zu M, gehört. Dann betrachte ich die zu MI gehörigen Punkte der Strecke Ql Q,. 
Unter diesen gibt es einen, P, dessen Entfernung von Q, ein Minimum ist. Somit 
können nicht alle ihm in J benachbarten Punkte zu MI gehören. 



§ 8. Hil(ssütze übel' Bertichf und Kontinua 83 

zug eine zusammenhängende Menge ist. Ebenso ist jede stetige Kurve 
Z = z (t) (a -:::: t ~ b) eine zusammenhängende Menge, wie man ja aus ihrer 
Abbildung auf die Strecke a::: t '5 b, wie sie Z = z Cl) vermittelt, sofort 
erkennt. Denn einer Zerlegung der Kurve in ~wei abgeschlossene punkt­
fremde Mengen entspräche eine ebensolche Zerlegung der Strecke. 

Die zweite Erklärung des Begriffes zusammenhängende Menge erstreckt 
sich im Gegensatz zu der eben angeführten auf beliebige (nicht nur auf ab­
geschlossene) Mengen, stimmt aber für abgeschlossene Mengen mit der eben 
gegebenen überein. Die zweite Erklärung beruht nämlich auf dem Begriff 
,,6- zusammenhängend", dieser auf dem Begriff "E· Kette". Zu •.• Zn sei eiue 
endliche Menge von komplexen Zahlen, derart, daß die Differenz irgend 
zweier aufeinanderfolgender \ Zk + 1 - Zk \ ~ E (h = 1, 2 ... n - 1) ist. Danll 
sagt man, Zl .•• Zn bildeten eine li-Kette, welche ZI und ZIt verbindet. Eine 
Menge nUll, in der man irgend zwei Punkte durch eine der Menge angehörige 
E- Kette verbinden kann, heißt E - zusammenhängend. Wenn eine Menge weiter 
für alle E "li-zusammenhängend" ist, so heißt sie zusammenhängend schlechthin. 

Uns interessiert hier diese Begriffsbildung nur für abgeschlossene Mengen. 
Es zeigt sich, daß eine abgeschlossene Menge, die nach der einen Definition 
zusammenhängend ist, auch nach der anderen zusammenhängend ist. Denn 
wenn man z B. eine abgeschlossene Menge in zwei punktfremde abgeschlossene 
Teilmengen Mt und M2 zerlegen kann, so besitzen diese beiden einen von 
Null verschiedenen Abstand.1) Denn das Minimum der Abstände: "Punkt 
aus M 1 gegen Punkt aus M 2" kann nicht Null sein, weil die beiden Mengen 
punktfremd sein sollen. Sei dann a der Abstand der beiden Teilmengen, so 
kann man keinen Punkt aus M 1 mit einem Punkt aus M 2 durch eine E-Kette 
verbinden, in der b < a ist. Denn in dieser Kette müßte es zwei aufeinander­
folgende Punkte geben, den einen aus Mt) den anderen aus M 2 • deren Ab­
stand höchstens E, also kleiner als a wäre. Wenn umgekehrt zwei Punkte P 
und Q durch keine E-Kette verbunden werden können, so muß der Abstand 
irgend zweier c-zusammenhängenden Mengen, welchen P und Q angehören 
sollen, dieses E übertreffen. Wenn also eine abgeschlossene Menge für ein t 

nicht "E- zusammenhängend" ist, so kann sie in zwei abgeschlossene 'reil­
mengen zerlegt werden. Man hat nur etwa als Menge Mt alle die Punkte 
zu nehmen, die mit P durch eine E- Kette verbunden werden können, als 
Menge M 2 alle anderen Punkte. 

Nach diesen Begriffsbestimmungen gehen wir zu einigen Sätzen über. 

1) Unter dem Abstand zweier Mengen Mt und MI versteht man die untere 
Grenze (bei abgeschlossenen Mengen das Minimum) der Abstände PQ für irgendein 
Punktepaar (P aus Mll Q aus M,). Vgl. auch S. 21, wo wir schon einmal in einem 
speziellen Fall den Begriff des Abstandes verwendet haben. 
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Satz I. Wenn ein Kontinuum K sowohl Punkte aus dem Inneren als 
P1,nkte aus dem Äußeren eines Polygones 1) II enthält, so kommen in ihm auch 
Punkte von II selbst vor. 

Denn sonst würde durch das Polygon n das Kontinuum in zwei ab­
geschlossene punktfremde Mengen zerlegt. Die Punkte des Kontinuums nämlich, 
welche dem Inneren des Polygones angehören, müssen eine abgeschlossene 
Menge ausmachen, wenn wirklich kein Punkt von Kauf II liegen soll. Denn alle 
Häufungspunkte von Punkten des K aus dem Inneren von II müssen dann selbst 
dem Inneren angehören. Ebenso ist es mit der Menge der Außenpunkte von 
K. Beide Mengen sind punktfremd, weil ein gemeinsamer Punkt nur auf II 
liegen könnte. Das alles widerspricht aber dem Begriff des Kontinuums. 

Satz 11. Der Rand eines Bereiches trennt den Bereich von der Komple· 
mentärmenge, d. h. von der Menge derjenigen Punkte, welche weder dem Be­
reich noch seinem Rande angehören. Der Satz ist dem eben bewiesenen 
ganz analog und fast mit denselben Worten wie dieser beweisbar. 

Satz III. Es sei eine abgeschlossene Menge K I und ein zu ihr punkt­
t'remdes Kontinuum K s gegeben. Man kann stets einen polygonalen (d. h. von 
Polygonen begrenzten) Bereich konstruieren, der das Kontinuum ~ enthält, 
und der die Menge K I ausschließt. 

Zum Beweise ziehen wir den Abstand ader beiden Mengen heran. Als­
dann konstruiere ich in der Ebene ein Quadratnetz, dessen Maschenweite 

(d. h. Länge der Quadratseiten) kleiner als ~ ist. Ich greife dann diejenigen 

dieser Quadrate heraus, welche keinen Punkt von K I im Inneren oder auf 
dem Rande besitzen. Diese Quadrate machen dann eine gewisse Punkt­
menge aus, zu welcher ich noch die inneren Punkte derjenigen Quadrat­
seiten hinzunehme, in welchen zwei der Quadrate aneinanderstoßen, und zu 
welcher ich diejenigen Eckpunkte hinzunehme, in welchen vier der Quadrate 
zusammenstoßen. Die so erhaltene Punktmenge besteht aus einigen Ge­
bieten. Einem derselben muß das Kontinuum K 2 ganz angehören. Denn 
kein Randpunkt der Ge biete kann K2 angehören. Denn anderenfalls gehört 
auch noch das an die betreffende Quadratseite anstoßende andere Quadrat 
zum Gebiet, da es seiner geringen Größe entsprechend auch noch von K l 

frei ist und die gemeinsame Quadratseite mit zur Menge gerechnet wird. Daher 
muß wirklich K s einem der von den ausgesuchten Quadraten gebildeten Ge­
biete angehören. Dieser Bereich ist es, dessen Existenz der Satz behauptet 
1st insbesondere auch K I ein Kontinuum, BO muß eines seiner Randpolygone 
K I und E 2 trennen. So gewinnen wir das Corrolar: Man kann stets ein 
einfaches Polygon angeben, das zwei punktfremde Kontinua voneinander trennt. 

1) Alle fortan vorkommenden Polygone und Streckenzüge sollen einfach sein, d. h. 
frei von Doppelpunkten. 
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Nun müssen wir wieder einige neue Begriffe einführen. Ein Bereich heißt 
einfach zusammenhängend, wenn die Menge seiner Randpunkte ein Kontinnwil 
istI), zweifach zusammenhängend, wenn sie aus zwei Kontinuen besteht Utiw. 

Satz IV. Wenn B ein einfach zttsammenhängender Bereich und Kein!? 
ihm angehörige abgeschlossene Menge ist, so kann man stets in B ein Polygon n 
konstruieren, das K vom Rand R des Bereiches B trennt. 

Der Satz kann natürlich nur für abgeschlossene K gelten, weil sonst 
K Punkte von B zu ihren Häufungspunkten zählen könnte. Dann könnte 
man nicht zwischen Kund R mit einem Polygon durchkommen. Untet· 
unseren Voraussetzungen aber ist der Abstand zwischen Kund R von 
Null verschieden. 

Der Beweis ergibt sich aus dem vorhin bewiesenen allgemeinen Satz IIJ, 
wenn man bemerkt, daß R ein Kontinuum ist. Daß aber das hiernach 
konstruierte Polygon dem Bereich angehört, folgt so: Da die Vereinigungs­
menge von Bund R, also der abgeschlQssene Bereich, ein Kontinuum ist, das 
sowohl im Inneren wie im Äußeren von II Punkte besitzt, so liegen auch 
auf II Bereichpunkte (Randpunkte können ja da nicht liegen). Daher liegt II 
ganz in B, da sonst nach Satz II n auch Punkte von R enthalten müßte. 

Satz V. Wenn in einem zweifach zusammenhängenden Bereich B mit 
den Rändern BI und Rj eine abgeschlossene Menge K liegt, so 'gibt es stets 
einen von zwei B angehörigen Polygonen II1 nnd II2 begrenzten zweifach 
zusammenhängenden Polygonring, der K enthält, Bi und B:J aber ausschließt. 

Zum Beweise trenne ich zunächst die abgeschlossene Vereinigungsmenge 
R, + K durch ein Polygon2) III vom Kontinuum R2• Dies Polygon liegt in B. 
Alsdann trenne ich ebenso K + R2 + III von RI • Beide Polygone trennen dann 
Rl von 14.. Das eine trennt K von Ru das andere K von R,. K muß 
daher dem von heiden Polygonen begrenzten 7.weifach zusammenhängenden 
Ring angehören. 

S atz V 1. Ein Querschnitt, d. i. ein Polygonzng ohne SelbstüberkreMzttng, 
welcher zwei Randpunkte eines einfach zusammenhängenden Bereiches im Be­
reiche miteinander verbindet, zerlegt den Bereich in zwei einfach zHsammen­
hängende Teilbereiche. 

Jedenfalls kann er ihn nicht in mehr als zwei Teilbereiche zerlegen, 
weil an der Grenze eines jeden nach einer schon S. 80 angestellten Über­
legung der volle Polygonzug (Querschnitt) teilnimmt und an jede Polygon­
seite höchstens zwei Bereiche angrenzen. Querschnitt und seitherige Bereich-

1) Der Rand soll also Punkte enthalten. Anderenfalls liegt die Vollebene vor, die 
man nullfach zusammenhängend nennen könnte. 

2) B t + K verhält sich wie ein Kontinuum, weil man B 1 und K in B (ohne R. 
7.U treffen) miteinander verbinden kann. 
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grenze bilden ein Kontinuum. Ich nehme an, der Satz sei falsch und 
greife eine Strecke des Querschnittes heraus derart, daß der über ihr als 
Durchmesser errichtete Kreis nur Bereichpunkte enthält. 

Wenn man nun im Mittelpunkt des Kreisdurchmessers nach beiden 
Seiten Lote auf dem Durchmesser errichtet, die kürzer als der Kreisradius 
sind, so zerfällt bekanntlich keiner der Halbkreise. Vielmehr geht jeder in 
einen neuen Bereich über, dessen Grenze nun von dem alten Halbkreis, 
de~ Durchmesser und dieser Lotstrecke gebildet wird. Nun lassen wir 
den Kreis wieder weg und ziehen den Schluß, daß durch Anbringung jener 
Lote auch der von altem Polygon und Querschnitt begrenzte Bereich nicht 
zerfallen kann Denn seien etwa Pt und P2 zwei Punkte eines von altem 
Rand und vom Querschnitt bestimmten Bereiches und nein Polygonzug, der 
beide in diesem Bereiche verbindet, der also namentlich den Querschnitt 
nicht trifft. Die einem Halbkreis angehörigen Teile desselben kann man 
aber nach dem eben Gesagten durch Streckenzüge des Halbkreises ersetzen, 
die das Lot nicht treffen. Wenn daher der Querschnitt das Polygon nicht 
zerlegte, so würde auch durch Anbringung der Lote keine Zerlegung bewirkt. 
Man könnte daher die Lotenden durch einen Polygon zug des Bereiches voc­
binden, welcher also das aus Querschnitt, Rand und Loten bestehende 
Kontinuum nicht trifft. Denn dies Kontinuum ist die neue Bereichgrenze. 
Dieser Polygonzug macht zusammen mit den beiden Loten ein einfach ge­
schlossenes Polygon q> aus. Sowohl seinem Inneren wie seinem Äußeren 
gehören Punkte des Querschnittes an, weil der Kreisdurchmesser vom 
Äußeren ins Innere übergeht. Läßt man diesen Durchmesser also vom 
Querschnitt weg, so zerfällt er in zwei Teilzüge, deren einer dem Inneren, 
deren anderer dem Äußeren von <P angehört. Daher zerlegt das Polygon 
das Kontinuum, bestehend aus altem Rand und den zwei noch übrigge­
bliebenen Streckenziigen des Querschnittes, in zwei abgeschlossene Teil­
mengen. Das widerspricht aber der Natur eines Kontinuums. 

Erweiterung. Der eben bewiesene Satz läßt sich auf zweifach zusammen­
hängende Bereiche übertragen, wenn man Querschnitte betrachtet, welche wie 
eben zwei Punkte derselben Randkurve verbinden. 

Satz VII. Wenn aber der Querschnitt zwei verschiedene Randkurveni) R 1 ~md 

R 2 eines mehrfach zusammenhängenden Bereiches verbindet, so zerlegt er den 
Bereich nicht. 

Zum Beweise nehme ich wieder eine Teilstrecke des Polygonzuges weg. 
Dann bildet der Rand Bi zusammen mit dem einen noch verbleibenden 

1) Darunter verstehe ich zwei je in sich zusammenhängende Mengen von Rand­
punkten, die aber nicht ein und derselben zusammenhängenden Menge von Rand­
punkten angehören. 
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Stück des Querschnittes ein Kontinuum, ebenso bildet Il'j mit dem anderen 
noch verbleibenden Stück des Querschnittes und den iibrigen Randpunktcll 
eine abgeschlossene Menge. Ich zeichne nun nach Satz III einen Polygon­
zug, der die beiden Mengen trennt. Das vorhin weggelassene ~tück des Quer­
schnittes verbindet daher das Polygoninnere mit dem Polygoniillßeren, trifft 
also das Polygon und hat eine ungerade Anzahl von Kontinua (Punkte und 
Strecken) mit demselben gemeinsam. Ich durchlaufe das Polygon und mar­
kiere mir den ersten und den letzten Treffpunkt mit dem Querschnitt. Diesp 
zerlegen das Polygon in zwei Streckenzüge, deren jeder die beiden Seiten 
des Querschnittes miteinander verbindet I), und deren einer den Querschnitt 
nicht trifft. Derselbe zerlegt daher den Bereich nicht. War vielmehr der 
gegebene Bereich zweifach zusammenhängend, so ist der vom alten Ralld 
und dem Querschnitt begrenzte Bereieh einfach zusammenhängend, denn 
dieser Rand und der Querschnitt machen ein Kontinuum aus. Aus einem 
dreifach zusammenhängenden Bereich aber macht der Querschnitt einen zwei­
fach zusammenhängenden. 

Zusatz. Wenn man unter einem Einschnitt eines Bereiches einen Polygon­
zug aus dem Bereich versteht, der einen Bereichpunkt mit dem Rande 
verbindet, so zerlegt ein Einschnitt keinen Bereich, ändert nicht einmal 
seinen Zusammenhang, Wenn man nämlich etwa aus einem einfach zu­
sammenhängenden Bereich einen seiner Punkte wegläßt, so wird aus ihm 
ein zweifach zusammenhängender Bereich. Ver bindet man dann diesen 
Punkt mit dem Rande, so ist dieser Einschnitt des alten Bereiches ein 
Querschnitt des neu entstandenen zweifach zusammenhängenden, verwandelt 
diesen also wieder in einen einfach zusammenhängenden Bereich. 

Satz VJII. Ein dreifach zusammenhängender Bereich möge aus einem Poly­
gon dadurch entstanden sein, daß zwei getrennte, dem Inneren des Polygones 
angehörige zusammenhängende abgeschlossene Mengen entfernt werden. Man 
kann alsdann einen Querschnitt angeben, welcher das Polygoninnere in zwei 
Polygone zerlegt, deren eines die eine, deren anderes die andere der beiden eben 
genannten Mengen in seinem Inneren enthält. 

Zum Beweise verbinde man die beiden genannten Mengen MI und M 2 

durch zwei einander nicht treffende Einschnitte mit dem Polygonl'ande. 
Der so entstehende einfach zusammenhängende Bereich sei B. Ihre Mün­
dungspunkte auf dem Polygon seien P l und P2' Diese Punkte zerlegen 
das Polygon in zwei Teilbogen. Auf jedem derselben markiere man einen 
Punkt: Ql und Q2' Diese bestimmen zwei Bogen n t und TI2 des Poly-

1) Der eine trifft das Querschnittstück in einer ungeraden Zahl von Kontinua una 
besitzt daher die angegebene Eigenschaft. Daher liegen auch Anfang und Ende des 
anderen Streckenz\lges auf verschiedenen Querschnittseiten. 
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gones, deren einem Pu deren anderem PI angehört. Die bei den Punkte Ql 
und Q, verbinde man nun durch einen dem Bereich Bangehörigen Strecken­
zug II miteinander. Dieser Querschnitt bewirkt die gewünschte Zerlegung. 
Denn II und II1 begrenzen ein Polygon, dessen Innerem MI angehört. P l 

gehört nämlich seinem Rande an, und von PI aus gelangt man längs des 
vorhin eingef'tihrten Einschnittes in das Polygoninnere zu MI' Ebenso be­
stimmen n und II2 ein Polygon, dessen Innerem M2 angehört. 

Ergänzung: Wenn aus dem Polygon n zusammenhängende Mengen 
entfernt sind, so kann man das Polygon durch n -1 Querschnitte in n 
Teilpolygone zerlegen, deren jedes genau eine der n Mengen enthält. Man 
beweist dies, indem man etwa erst n - 1 der n Mengen zu einer verbindet 
und dann Satz VIII verwendet. Mit dem Polygon, das dann die n - 1 
verbundenen Mengen enthält, verfä4rt man aufs neue ebenso. 

Die im Anhang zum. vorigen Paragraphen und die eben jetzt bewiesenen 
Sätze sind einer weitgehenden Verallgemeinerung fähig. Zunächst wird 
der Leser bemerken, daß man unsere Beweise ganz mühelos auf den Fall 
übertragen kann, daß man statt geradlinig begrenzter Polygone etwa Kreis­
bogenpolygone oder noch allgemeiner begrenzter Vielecke heranzieht. Ja, 
man kann als Grenze die in gewissem Sinne allgemeinste stetige Kurve, 
die sogenannte Jordankurve heranziehen. Unter einem Jordanschen oder 
einem einfachen stetigen Kurvenbogen versteht man den Kurvenbogen ß == ß (t), 
a < t ::; b, wenn s (t) stetig ist und wenn nur für t1 = ~: S (tl) = ß (tl!) sein 
kann. -Das ist also ein Kurvenbogen, der jeden seiner Punkte nur einmal 
passiert. Ein aus solchen Kurvenbogen als Seiten aufgebautes doppelpunkt­
freies Polygon - keine zwei Seiten sollen sich also schneiden - heißt 
eine Jordrmkurve oder eine einfach geschlossene stetige Kurve. Man kann 
dieselbe hiernach offenbar auch als das umkehrbar eindeutige und stetige 
Bild einer Kreisperipherie erklären. Alle seither für Polygone und Polygon­
züge bewiesenen Sätze gelten auch für Jordankurven. Insbesondere gilt 
also der sogenannte Jordansche Kurvensats : 

Satz IX. Eine jede geschlossene Jordankurve serlegt die Ebene in genau 
zwei Gebiete. 

Auf den Beweis dieses Satzes, den der französische Mathematiker 
C. Jordan zuerst versuchte, wollen wir hier nicht mehr eingehen. Den be­
quemst lesbaren Beweis, der keine anderen als die hier besprochenen Hilfs­
sätze erfordert, findet der Leser in einer Arbeit von Winternitz im ersten 
Bande der Mathematischen Zeitschrift. Er ist dem knapper dargestellten 
Brouwerschen Beweis in Mathematische Annalen Bd. 69 nachgebildet. 

Wenn wir gelegentlich von diesem Satze Gebrauch machen, 80 wird es 
kaum weiter stören, daß wir hier den Beweis unterdrücken; denn immer 
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wird es genügen, wenn der Leser dabei an die einfachsten ihm geläufigen 
Kurven denkt. Es ist nur begrifflich bequemer, statt dessen von JordlLu­
kurven zu reden, denn es würde schwer halten, die eben genannten ein­
fachen Kurven begrifflich zu charakterisieren. 

Ich schließe nun einen kleinen Satz an, der zwar aus dem Rahmen der ebell 
besprochenen etwas herausfiillt, der uns aber auch bald gute Dienste leisten wird. 

Satz X. Es sei eine Folge von einfach zusammenhängenden Bereichen 
Bi' B j ••• gegllben, derart, daß jcder Bereich alle Bereiche mit lrleinerf'r 
Nummer umfaßt. Die Menge derjenigen Punkte, welche mindestens einem 
dieser Bereiche angehören, bildet dann selbst einen einfach zusammenhängenden 
Bereich B, den wir als Grenzbereich der Bereiche B n auffassen I. önnen. 

Wenn nämlich ein Punkt einem der Bereiche angehört, so besitzt er 
ellle gewisse Umgebung, die gleich ihm allen folgenden Bereichen 
angehört. Ebenso gehört jede Verbindungslinie zweier solcher 
Punkte auch allen folgenden Bereichen an. Die zu untersuchende Menge 
ist also ein Bereich. Wenn aber die Menge seiner Itandpunkte nicht zu­
sammenhinge, sondern mehrere Kontinua am Rande beteiligt wären, so 

könnte man nach Satz III ein im Bereich enthaltenes Polygon konstruieren, 
welches eines der Randkontinua von den übrigen trennt. Von einer ge­
wissen Nummer an muß nun dies Polygon vollständig den Bereichen B n 

angehören. Denn wenn es für jede Nummer n auf dem Polygon einen 
Punkt P" gäbe, der nicht dem Bereiche dieser Nummer angehörte, so 
könnte ein Häufungspunkt dieser Punkte Pr! auch keinem der Bereiche B n , 

also auch nicht dem Bereiche Bangehören. Wenn aber nun etwa das 
Polygon dem Bereich B" angehört, so müßte es nach seiner Konstruktion 
sowohl in seinem Inneren als in seinem Äußeren Punkte besitzen, die nicht 
zu B" gehören1), also auch Randpunkte von BY.. Dann wäre aber BY. nicht 
einfach zusammenhängend. 

S atz XI. Jeder einfach z'usamrnenhängende Bereich B kann im Sinlle 
von Satz X als Grenze von Polygonen aufgefaßt werden. 

Zum Beweise2) betrachte ich die abgeschlossene Menge derjenigen 

Bereichpunkte, deren Abstand vom Bereichrand ~- nicht übertrifft. leh 
1071 

konstruiere nach Satz 1 V ein Polygon, das diese Menge vom Rande trennt 
Dies Polygon sei BlI • Dann ist B = 1im Bn , 

n~'" 

Satz XII. Jeder Bereich ist Grenzbereich polygonaler Bereiche. 

1) Denn sonst gehörte das 'Polygoninnere oder das Polygonäußere ganz zu Ex, 
also auch ganz zu B im Gegensatz zu der Definition des Polygones. 

2) Der Einheitlichkeit wegen mögen die dabei vorkommenden Abstände im stereo­
graphischen Kngelbild des Bereiches gemessen werden, 
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Der Beweis ergibt sich nach Satz III auf Grund der eben angestellten 
Überlegungen. Insbesondere gilt noch 

Satz XIII. ,Jeder zweifach zusammenhängende Bereich kam/' als Grenze 
von Polygonringen aufgefaßt werden. Der Beweis verläuft unter Verwendung 
von Satz V genau wie bei Satz XI. 

Alles in diesem Paragraphen Besprochene ist wohl anschaulich leicht 
einleuchtend. Eine nähere Analyse zeigt aber, daß diese Anschaulichkeit 
ein Trugbild ist, denn nicht der allgemeine Satz über die betreffenden Be­
griffe ist es, der unserer Anschauung einleuchtet, sondern es sind gewisse 
einfache Spezi alfälle , an welchen unsere Anschauung orientiert ist. Bei 
solchen Verallgemeinerungen· anschaulich einleuchtender Sätze auf begriff­
liche Wahrheiten kann man aber nicht vorsichtig genug sein. Daher 
haben wir auch hier nicht die Mühe gescheut, unseren weiteren Uber­
legllngen eine solide Grundlage zu geben. 

§ 9. Nochmals der Logarithmus und seine Abbildungen. 
Wir wollen zunächst einen Teil der Ergebnisse des vorigen Paragraphen 

verwenden, um einige Sätze über die logarithmische Abbildung, die auch 
wieder der unmittelbaren Anschauung recht nahe liegen, wirklich zu be­
weisen. Es handelt sich im wesentlichen um folgenden Satz: Die end­
lichen Werte, welche w = log z in einem den Punkt z = 0 enthaltenden ein­
fach zusammenhängenden Bereich annimmt, erfüllen selbst einen einfach zu­
sammenhängenden Bereich, den Bildbereich jenes Bereiches. 

Zunächst ein paar Worte zur Erläuterung. Daß ein den Nullpunkt 
nicht enthaltender endlicher einfach zusammenhängender Bereich wieder in 
einen schlichten einfach zusammenhängenden Bereich übergeht, leuchtet 
nach allem, was wir über den Logarithmus wissen, ohne weiteres ein Er 
vermittelt ja nach S.77 eine gehietstreue schlichte Abbildung und führt den 
Rand des abzubildenden Bereiches in den Rand des Bildbereiches über. 
Bei dem jetzt zu beweisenden Satze aber liegen die Verhältnisse etwas 
anders. Denn der abzubildende Bereich ist ja zweifach zusammenhängend. 
Auch im Nullpunkt wird ja der Logarithmus singulär. Trotzdem wird der 
Bildbereich wieder einfach zusammenhängend. Von einfachen Fällen her 
ist die Richtigkeit des Satzes dem Leser auch schon geläufig. So ist ja 
z. B. das Bild des Kreises 0< I z I < r die Halbebene ffi(w) < log r. Jetzt 
gilt es, den allgemeinen Fall zu erledigen. 

Zunächst mache ich einmal die einschränkende Annahme, daß der Be­
l'eich von einem einfachen Polygon begrenzt ist. Das geschieht in der A b­
sicht, hemach einen allgemeineren Bereich als Grenze solcher Polygone im 
Sinne von Satz X (S. 89) aufzufassen. Dieser Polygonzug geht bei der 
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Abbildung in eine Jordankurve über, welche zwei um 2 ni unterschiedene 
Punkte miteinander verbindet. Verbinde ich weiter den Punkt z = 0 mit 
dem Polygon durch einen längs der positiven reellen Achse geführten 
Querschnitt, so wird aus dem Polygon ein einfach zusammenhängender 
Bereich, der also durch w = log s auf einen einfach zusammenhängenden 
schlichten Bereich der w-Ebene abgebildet wird. Derselbe ist von dem 
eben genannten Jordanbogen und zwei Parallelen zur reellen Achse begrenzt, 
die um 2ni gegeneinander verschoben sind, also auf einen abgeschnittenen 
Streifen. Eine solche Abbildung vermittelt ein jeder Zweig des Logarith­
mus. Denn alle sind sie ja in dem Polygon, das wir ehen abbildeten, ein­
deutig und unterscheiden sich voneinander um Vielfache von 2ni. Die 
durch die verschiedenen Zweige erhaltenen Bildstreifen lagern sich also 
glatt zu einem einfach zusammenhängenden Bereich aneinander, welcher 
dann von den Bildern des Polygonrandes begrenzt wird. Diese Jordansche 
Randkurve besteht aus lauter kongruenten, um Vielfache von 2ni gegen­
einander verschobenen Bogen und erstreckt sich also ins Unendliche. Diese 
Bemerkung wird uns später nützlich sein. 

Wenn wir nun den ursprünglich gegebenen Bereich als Grenze von 
Polygonen auffassen, so wird er selbst auf den Grenzbereich dieser 
Polygonbilder abgebildet. Also auch sein Bildbereich wird einfach zu­
sammenhängend. 

Wir betrachten nun weiter einen zweifach zusammenhängenden Bereich. 
Der Punkt z = 0 soll ihm nicht angehören. Wenn der Bereich den Punkt 
z = 0 umringt, d. h. wenn es in ihm ein eiItfaches Polygon gibt, das diesen 
Punkt umschließt, so wird auch dieser Bereich auf einen einfach zusammen­
hängenden Bereich abgebildet. 

Denn wieder können wir den Bereich als Grenze von Polygonringen 
auffassen und brauchen den Satz also nur für Polygonringe zu beweisen. 
Dann ergibt er sich sofort aus dem vorigen. Denn der vom äußeren Poly­
gon begrenzte z = 0 enthaltende Bereich hat dann einen einfach zusammen­
hängenden Bildbereich. Von diesem ist das Bild des inneren Polygones 
wegzulassen. Der übrigbleibende Bereich ist einfach zusammenhängend 
denn die Bilder der Polygonperipherien haben den Punkt z = 00 gemein­
sam und bilden also eine zusammenhängende Menge. 

§ 10. Der Tangens. 
Die durch sin e, cos z vermittelten Abbildungen werden wir erst später 

näher untersuchen können, weil wir dazu einige Kenntnisse über die Funk-

tion z + ~ nötig haben. W ohl aber können wir jetzt schon tang z über-
Bi e b erb a 0 b, Funktionentheorie I 7 
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sehen Der Tangens wird wie im Reellen als Quotient Bin e erklärt. Führt 
COBe 

man die Exponentialfunktion ein, so gewinnt man die Darstellung 

Aus dieser letzten Gestalt kann man bequem den Verlauf der Abbildung 
entnehmen. Wir wollen zunächst die Abbildung des durch die Geraden 
x = 0 und x = ~ begrenzten Streifens betrachten. Der Tangens bleibt ja 
ungeändert, wenn man sein Argument um Vielfache von ~ ändert. Daher 
lassen wir diese Beschränkung auf einen Streifen der Breite ~ zunächst 
eintreten. Wir setzen zunächst 2ioe = t und bilden damit den Streifen auf 
den von den Geraden ,,= 0, ,,= 2~ (t = tJ + i,,) begrenzten Streifen 
ab. Alsdann setzen wir ei = t und erhalten 80 die Abbildung des Streifens 
auf die volle t-Ebene. Dabei geht die Grenze des Streifens in die posi­
tive reelle Achse über. Endlich haben wir 

1 t-l 
w =7t-+=1' 

Das ist eine lineare Funktion. Durch sie wird die volle t-Ebene derart 
auf die volle w- Ebene abgebildet, daß dabei die positive reelle Achse in 
das endliche geradlinige Verbindungs8tück von - i und + i übergeht. 
Das ist also der Bildbereich unseres Streifens der Breite n in der z-Ebene, 
welcher aus diesem durch Abbildung vermöge der Funktion w = tang I 
erhalten wird. Die Parallelen zur imaginären oe-Achse gehen dabei in die 
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Kreise durch + i und - i über, während 
die Parallelen zur reellen Achse zum dazu 
senkrechten Kreisbüschel führen. Näheres 
mag man dem Anblick der Figuren 37 a 
und 37 b entnehmen. Zerlegt man nun die 
oe-Ebene in lauter zu dem ersten parallele 
Streifen der Breite n, so wird ein jeder 
solcher Streifen in ein gleiches Exemplar der 
w-Ebene abgebildet, derart, daß z-Punkte, 
die sich um Vielfache von ~ unterscheiden, 
denselben w-Wert liefern. Nun vereinigen 
wir die verschiedenen Exemplare der 

J'ig. Sh. w- Ebene zu einer Riemannschen Fläche, 
indem wir sie so aneinanderheften, wie die Streifen der oe-Ebene aneinander­
hängen. Sie sind also längs der Bilder der Linien, welche die Streifen von­
einander trennen, aneinanderzuheften. Das ist aber jedesmal die Verbindungs­
linie von - i nach + i. Denken wir uns alle w-Ebenen längs dieser Linie 
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aufgeschnitten, so können wir da ein rechtes und ein linkes Ufer unter­
scheiden. Dann ist jedes Blatt in seinem rechten Ufer an das linke Urer 
des voraufgehenden Blattes anzuheften. Man erhält so eine Hiemannsclw 
Fläche, unendlich viel blättrig 
wie die des Logarithmus, mit 
Verzweigungspunkten unend­
licher Ordnung bei ± i, wäh­
rend ja die der Logarithmus­
fläche bei 0, 00 lagen. Daß 
Ilie BezieHung zum Logarith­
mus eine noch engere ist, als 
man hiernach schon vermuten 
kann, werden wir bald sehen. 
Zunächst aber müssen wir die 
eben angegebenen Resultate 
noch etwas näher begründen. 
Was ist ein voraufgehendes 
Blatt, und warum müssen wir 
stets ein rechtes Ufer an ein 
linkes anheften? 

Wir wollen sagen, ein Blatt 
gehe einem anderen voraus, 
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wenn sein zugehöriger Streifen kleinere Realteile enthält als der zum folgen­
den Blatt gehörige Streifen. Wir müssen nun zusehen, in welcher Weise 
die rein imaginäre Achse der z-Ebene auf die Verbindungslinie ± i abge­
bildet wird. Die Pfeile in den beiden Figuren bringen das des näheren zur 
Darstellung. Zur Begründung sei nur bemerkt, daß doch tang 0 = 0 ist, 

und daß tang z für 0 :s z < ~ mit wachsendem z zunimmt. Da nun aber 

die positive imaginäre z-Achse links von der positiven reellen Achse liegt, 
so muß ihr Bild links von der positiven reellen w-Achse sich befinden. 
Rückt man nun von der imaginären Achse aus nach der rechten Seite der 
von unten nach oben gehenden Durchlaufungsrichtung in den Streifen 
hinein, so muß die Bildbewegung auch nach der rechten Seite der 
eben angegebenen Durchlaufungsrichtung erfolgen. Geht man aber nach 
links in den vorausgehenden Nachbarstreifen, so muß man durch Fort­
schreiten zur Rechten der Richtung - i -- + i in das vorausgehende 
Blatt gelangen. Daher sind die Blätter so aneinanderzuheften, wie ohen 
angegeben wurde. 

Aus dem Verlauf der Abbildung entnimmt man wieder, daß jedes 
genügend kleine, von Koordinatenlinien begrenzte Quadrat der z-Ebene III 

7" 
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ein Kreisbogenviereck der w-Ebene übergeht. (Vgl. Fig. 37.) Daher ist 
die Abbildung durchweg gebietetreu. Eine Ausnahme machen nicht einlllal 
die bei den Nullstellen von COH z gelegenen Pole. Pole sind das de8halb, 

weil c:.~!_Z dort stetig und analytisch Ült. (V gl. S. 49.) 
SIn Z 

In jerlem schlichten Bereich, der die Verzweigungspunkte ± i der 
Fläche nicht enthiilt, zerfällt die Umkehrungsfunktion z = arctg w in un­
endlich viele Zweige, deren jeder in dem Bereiche eindeutig erklärt ist, 
und die sich voneinander um Vielfache von n unterscheiden, entsprechend 
dem Blatt der Riemannschen Fläche, in dem man den Bereich gelegen 
denkt. Daher rechnet man nun, wie schon mehrfach geschehen, nach, daß 

d 1 
dw arctg w = 1+1;,1 

wird. arctg w ist also in jedem solchen Bereich analytisch. 
Umläuft w im positiven Sinne den Punkt w = i einmal, so nimmt 

arctg w um n zu. Umläuft es aber - i einmal im positiven Sinne, so 
nimmt arctg w um n ab. 

Wir stellen nun noch den arctg w durch den log w dar. Zu dem 
Zwecke haben wir nur die Gleichung 

nach z aufzulösen. Man findet 

1 1 + iw z = 2 ,log 1 .• 
t -1W 

'ratsächlich fi\hrt ja nun die lineare Funktion 

l+iw 
1 -iw 

die Riemannsche Fläche des arcustaugens in eine bei 0 und 00 verzweigte 
Fläche über, die dann durch den Logarithmus schlicht abgebildet wird. 

Um die Abbildung dieser ~'unktion zu übersehen, bemerken wir zu· 
nächst, daß sie überall da winkeltreu ist, wo die Ableitung nicht ver­
schwindet. Das ist aber nur für z = + 1 der Fall. Dort erhält w die 
Werte w = ± 1. Diese werden voraussichtlich also für den Bildbereich 
der z- Ebene eine besondere Rolle spielen 

Ich setze nun z = rei<fJ, W = U + it'. 
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Dann wird u = .~ (r + D cos ffJ 

1 ( 1). v = 2 r -,. SIDffJ· 

Daher gehen die Kreise r = c in die Ellipst'n 
u' jJ' 1 

(c + ~r+ (c- ~)'= 4, 

und die Geraden rp = c m die Hyperbeln 
tt' v' 

cos'c-sTn!c= 
über. Die Brennpunkte dieser Kegelschnitte liegen stets bei ± 1. Wegen 
der Winkeltreue der Abbildung findet man daher die bekannte Tatsache 
bestlitigt, daß die Ellipsen auf den konfokalen Hyperbeln, d. h. den Hyperbeln 
gleicher Brennpunkte senkrecht stehen. Der Einheitskreis insbesondere 
geht in das Stück der reellen Achse von - 1 bis + 1 über. Das liest man 
entweder aus der Ellipsengleichung ab, oder man gewinnt es direkt, indem 

man z = eiep in ~ (z + ~) einträgt. Dann wird w = cos (1'. Man sieht so, 

daß zur reellen Achse spiegelbildliche Punkte des Einheitskreises denselben 
Punkt der reellen Achse liefern. 

Weiter sieht man, daß Kreise VOll reziproken Radien r und ~ dieselbe r 
Ellipse liefern. Wir deuten daher die Abbildung in zwei Exemplaren der 
w-Ebene. In der einen tragen wir die Bilder der Punkte des Ein­
heitskreisinneren ein; auf die andere bilden wir das Äußere ab. 
Lassen wir nun einen Kreis I z I = r etwa das Innere des Einheitskreises 
überstreichen, so überstreicht die Bildellipse genau einmal die w·Ebene. 
Daher wird sowohl das Innere wie das Äußere auf ein schlichtes 
J!:xemplar der w·Ebene abgebildet. Diese beiden haben wir nun nocb ;r,u 
vereinigen, so wie Inneres und Äußeres des Einheitskreises aneinander­
hängen. Das läuft darauf hinaus, daß wir längs der Linie - 1 --+ + 1 
die beiden w·Ebenen kreuzweise aneinanderheften, so etwa wie längs der 
positiven reellen Achse die beiden Bliitter der Riemannschen Flächt' von 
V w zusammenhängen. Man sieht nämlich leicht ein, daß z • Werte, die 
am Einheitskreis invers sind, konjugiert imaginiiren w -Werten entsprechen. 

Denn es ist ja w (~) = w(z). Denkt man sich daher die beiden Blätter 

von - 1 nach + 1 aufgeschnitten, so ist immer ein unteres mit einem 
oberen Ufer des anderen Blattes zu vereinigen. Man kann dies auch dar­
aus folgern, daß ja ein von Koordinatenlinien begrenztes Kreisbogen­
viereck, welches einen Bogen des Kreises I z I = 1 enthält, bei der Abbildung 
in ein von Kegelschnittbogen begrenztes Viereck übergehen muß, welches 
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emen Teil des Stücket; der reellen Achse von -- 1 bis + 1 enthält. Üb!'r­
haupt gebt ja ein solches Kreisbogenviereck, welches ± 1 nicht enth1ilt. 
stet!:l in ein ~ehlichb~s Viereck der w-Ebene iiber, so daß wieder die Ab 
bildung gebietstreu ist. Dies ist auch bei den Punkten z = ± 1 der li'all 
Die schlichte Umgebung eines solchen Punktes geht in die zweifacl] 
gewulldene Umgebung von w = ± 1 über. Um das zu sehen, haben wir 
im Siune der Definition, Jie wir S. 69 für eine zweiblättrige Umgebung gaben, 
zu zeigen, daß man die Gesamtheit der Punkte unserer ltiemannschell 
Fläche, welche in der Nähe von ± 1 liegen, durch die Funktion t = yw 1 
bzw. y' w + 1 auf die schlichte Umgebung von t = 0 abbilden kann. Der 
A ugensehein läßt ja schon vermuten, daß es so ist. Den allgemeinell 
(3 rund werden wir erst später kennen lernen. V orläufig müssen WIr eme 
besondere Überlegung anstellen. Wir bemerken, daß 

, F- - 1 Z _. 1 1 (-- l' 
t = r W - 1 = V-~ Vz = 1/2 -V z -1/zJ 

Wir erhalten so je nach dem Vorzeichen der Wurzel zwei Abbildungen. 
Wir entscheiden uns für diejenige, für die Yl = + 1 ist. Nun leistet 
jedenfalls ~ = y'-.z eine schlichte Abbildung der Umgebung von z = 1 auf 
die schlichte Umgebung von ~ = 1. Dann ist also noch die Abbildung 

anzusehen, welche t = ~ - {- von der Umgebung von S = 1 vermittelt. 

Ich schreibe t =-~ (i~ +~) 
! 1. I: 

und setze i~ = T; dann geht die schlichte Umgebung von ~ = 1 In die 
schlichte Umgebung von T = i über. Und diese wird, Wie schon III den 
vorigen Betrachtungen liegt, durch 

t =~ (~+ l-) 
schlicht abgebildet. Fassen wir zusammen. Die Funktioll t = V w -1 
bildet die Gesamtheit der Punkte, welche auf der Riemannschen Fläche in 
der Nähe von + 1 liegen, auf die schlichte Umgebung von t = 0 ab. 
Denn diese Punkte der Fläche sind gen au die Bildpunkte der Umgebung 
von z = 1. Und zu diesen gingen wir über, wenn wir in t = yw -1 das 
z einführten, und diese Umgebung haben wir schlicht weiter abgebildet. 
Genau ebenso schließt man bei 1,0 = - 1. 

Bemerkung: 1. In die Abbildung -w = } (z +~) kann man auch Ein­
blick gewinnen, wenn man schreibt: 

1 + (Z -.!)2 
z+l w - - - .. ~~~--_ ... 

- 1. (;+~r 
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2. Auf der zweiblättrigen Riemannschen Fläche, welche, wie wir sahen, 
bei w = + 1 und bei w = - 1 verzweigt ibt, sind mancherlei ~'ullktionell 

eindeutig erklärt. Das gilt zunächst für diejenige J,'ullktion VOll w, welehe 
die Fläche umkehrbar eindeutig auf die schlichte ",-Ebene abbildet. Si .. 
ergibt sich natürlich durch Auflösung der Gleichung" 

w = ! (z +~) 
oder, was dasselbe ist, von z~ - 2 w z + 1 = 0 
nach w, so daß man also für diese Funktion die Darstellung 

z = w + -yw2 -= 1 findet. 

So wie aber diese Funktion auf der Fläche eindeutig erklärt ist, so 
trifft dies auch für die Funktion 

z - w = y'w~-l 

zu. Daher nennt man die Fläche auch Riemannsche Fläche der (~uadrat-

wurzel Vw 2 _- 1. 
Mit Y w~_·l ist natürlich auch 

Viv; ·_ .... -1 l/;-;-=-i 
t= -w-.:j=r = V iVTi 

eindeutig auf der Fläche erklärt. Auch diese Funktion leistet ema Ab­
bildung der Riemannschen Fläche auf eine schlichte Ebene. Denn man 
kann 

schreiben und ersieht daraus, daß sich 

-V;~~-1 
linear durch w + yw2-1 

ausdrückt. Um also die Abbildung durch 

t = -V;~n 
zu erhalten, kann man erst die Abbildung 

z = w + -yw~-=-l 
vornehmen und alsdann die z -Ebene noch der linearen Abbildung 

t = z-l 
z+l 

unterziehen, durch welche die schlichte z-Ebene in die schlichte volle t-Eben .. 
übergeht. 
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3. Die hier besprochene zweiblättrige Fläche ist nur ein spezieller Fllll 
oer zweibHLttrigen J!'Hichen mit zwei beliebig gelegenen Verzweigungspunkten. 
Man kann irgend zwei derartige Flächen durch eine lineare Abbildung der 
w-Ebcne ineinander überführen. Man muß diese Abbildung nur so wählen, 
daß dabei die Verzweigungsstellen der einen Ebene in die Verzweigungs­
stellen der anderen Ebene übergeführt werden. So wird z. B. durch die 
Abbildung 10-1 

~=w+l 
unsere bei w = ± 1. verzweigte FHiche in die in § 4 betrachtete Riemannsche 
Fläche von vf übergeführt. Denn die neue Fläche muß ja durch 

f =vf = -V~-1 
• 'IV + 1 

auf eine schlichte t-Ebene abgebildet werden. 
Auf S. 252 werden wir erneut auf diese Dinge- zu sprechen kommen. 

§ 12. Die trigonometrischen Fnuktiollrll. 

'Vir wenden nun unsere Ergebnisse auf die trigonometrischen Funktionen 
an. Ich betrachte zunächst w = cos z. z beschrii.nke ich zunächst auf 
einen Streifen der Breite 27t parallel der irnaginiiren Achse. Er sei etwa 
von den Geraden x = 0 und x = 2 7t begrenzt. Durch die Abbildung 
t = eh geht er in ein volles Exemplar der t-Ebene über. Die Begrenzungs· 
linien hilden sich auf die positive reelle Achse ab. Nun ist weiter 

w ={ (t +!-) = ~ (ei; + e- i '). 

Daher wird das volle Exemplar der t-Ebene nun auf die vorhin erhaltene 
)',weiblättrige bei w = ± 1 verzweigte Fläche abgebildet. Die reelle Achse der 
t -Ebene geht dabei in die Stücke der reellen Achse von + 1 nach 00 in 
beiden Blättern über. Soweit sie im Inneren des Einheitskreises liegt, 
wird sie eben auf das eine, soweit sie im Äußeren liegt, auf das andere 
Blatt abgebildet. 

Zerlegt man nun die z-Ebene in lauter parallele Streifen der Breite 2n-, 
begrenzt von den Linien x = 2lt7t (lt = 0, 1, 2 ... ), so wird jeder dieser 
Streifen auf ein solches zweiblättriges Exemplar abgebildet. Längs der 
angegebenen Linien sind dieselben zu vereinigen. So erhält man den Bild­
hereich der z-Ebene. 

Bemerkung: Dies Beispiel wird dem Leser schon zeigen, daß die 
Riemannschen Flächen, welche wir zunächst als anschauliches Mittel ein· 
führten, auch recht wenig anschaulich ausfallen können. Darin liegt auch 
eine Andeutung dafür 7 daß im Laufe der Zeit· UDS die Riemannschen 
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Flächen mehr und mehr aus einem anschaulichen ein begriffliches Hilfs­
mittel werden. Dies mögen dem Leser auch schon die Betraehtungen 
zeigen, welche wir nun weiter anstellen. 

Grenzen wir durch Parallele zu den Koordinatenachsen um einen Punkt 
der z-Ebene eine Umgebung ab, so wird diese durch unsere Abhildung auf 
ein Gebiet über der w-Ebene abgebildet. Dasselbe ist scblicht, wofern die 
Abbildung nicht auf die gewundene Umgebung VOll W = ± 1 erfolgt. Das 
ist aber nur dann der Fall, wenn ei ; = ± 1 ist, d_ h. wenn z ein Vielfaches 
von :n; ist. Diese Stellen werden aber !!erade auf die zweibHittriO'en Windun"s-

~ tl 0 

punkte abgebildet. 
Bemerkung: Schon mehrfach war jetzt ein merkwürdiger Parallelismus 

von Aufhören der Winkeltreue lind Aufhören der GeLietstreue im schlichten 
Sinn zu merken. Das ist kein Zufall. Wir werden bald allgemein sehen, 
daß die Umgebung eines Punktes nur dann nicht auf die schlichte Um­
gebung des Bildpunktes abgebildet wird, wenn dort die Ableitung der 
Funktion verschwindet. Bei dieser Formulierung haben wir natiirlich die 
regulären Stellen der Abbildungsfunktion im Auge. 

Aus unserem Nachweis der Gebietstreue folgt nun, daß in jedem Be­
reich der w-Ebene, welcher keinen Windungspunkt enthält, die Umkehrungs­
funktion z = arccos w in unendlichviele jeweils eindeutig erkHirteZweige 
zerfallt, deren jeder analytisch ist. 

Die verschiedenen Zweige zerfallen in zwei Klassen. In jeder einzelnen 
Klasse sind die Werte des arccos w um Vielfache von 2% unterschieden. 
Die entsprechenden Bereiche gehören also verschiedellen Exemplaren der 
zweiblättrigen Fliiche an. ]n übereillanderliegenden Punkten uesselben zwei­
blättrigen Exemplares nimmt der arccos w weiter durchs Vorzeichen unter­
~chiedene Werte an. Denn auch bei Vorzeichenwechsel von z bleibt cos z 
ungeändert_ Daher können die arccos-Werte der heiden Klassen ~o in Paare 
eingeteilt werden, daß die ,Verte eines einzelnen Paares sich gerade durchs 

Vorzeichen unterscheiden. 
Um noch die Diff'erenzierbarkeit eim,usehen, wählen wir einen bestilllmten 

der Zweige aus. Dann wird wieder nach einer schon mehr verwandten 
Schluß weise d arccos 10 -1 .. 1 

--dlv- = srnz -lil-w-;· 
Ganz ähnliche Überlegungen wie die eben angestellten lassen auch in 

dem arcussinus eine unendlich vieldeutige analytische Funktion erkennen. 
Das entnimmt man ja auch daraus, daß 

. (:t) Sill Z = COB 2- - Z = w, 

daß also auch 
. n 

nrCSlll w + arccos w = 2' 
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Für die Ableitung ergibt sich 
d arcllin '11' 1 

Fünfter Abschnitt. 

Integralrechnung im komplexen Gebiet. 
§ 1. Unbestimmte Integrale. 

Aufgabe der Integralrechnung ist es auch im komplexen Gebiet vor 
allem, diejenigen Funktionen zu suchen, deren Ableitung einer gegebenen 
Funktion gleich ist. Jede ji'ormel der Differentialrechnung liefert so un­
mittelbar eine Formel der Integralrechnung, und man erhält so wie im 
Reellen einen guten Vorrat an Stammformein. 

Hat man weiter z. B. eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion 
n+l 

((z) = lJanz" zu integrieren, so erkennt man ein Integral sofort in L:a:~ 1 . 

Diese Iieihe hat ja Koeffizienten von kleinerem Betrage als die gegebene. 
Sie konvergiert also jedenfalls überall da, wo die erste konvergiert, und 
kann dann gliedweise differenziert werden (S. 37). So findet man als ihre 
Ableitung die gegebene Funktion. 

Ob die so gefundenen aber, von einer additiven Konstanten abgesehen, 
die einzigen Integrale sind, oder, anders ausgedrückt, ob, wie im Reellen, 
die Konstante die einzige analytische Funktion ist, deren Ableitung durch­
weg verschwindet, bleibt hier noch dahingestellt. Im Reellen erbringt man 
ja den Beweis auf Grund des Mittelwertsatzes. Der steht uns aber hier 
bisher nicht zur Verfügung. 

Besondere Vorsicht ist geboten, wenn man beim Integrieren auf mehr-

deutige Funktionen stößt. Daß J ~$ = log z ist, sieht ja sehr schön aus. 

Aber die Schönheit hört sofort auf, wenn man Grenzen eintragen will . 
• 

Welchen Wert des Logarithmus soll man unter fd: verstehen? Auf der-
I 

artige Fragen kann man mit solch naiven Methoden, wie sie bisher zur 
Verfügung stehen, keine Antwort geben. Wir müssen dazu unsere Unter­
suchungen auf viel breiterer Grundlage aufbauen. 
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~ 2. Rektifizierbal'l~ Kurven. 

x (t) und y (t) seien zwei für a < t < 11 stetige eindeutige Funktioll"11 

der reellen Variablen t. Wir deuten x, y in einer komplexen z·(%enc. 
In dieser Ebene erhalten wir durch die Funktion z = z (t) =;); (t) + iy lt) 
ein Bild der Strecke a:S: t < b, das wir eine stetige Kurve nenneil. I) 

fJ = Z Ct) heißt ihre Gleichung. Dem Parameterwert t = a möge ihr An­
fangspunkt Z = A, dem Parameterwert t = b ihr Endpunkt B entspreehpll. 
Wir wählen n + 1 Parameterwerte to = a < t1 < t2 < ... < tn -- I < tn = b. 
Ihnen mögen die Kurvenpunkte A = ZO, Zj'" Z"-I, Zn = B entsprechen. 
Wir verbinden sie der Reihe nach durch geradlinige Kurvellsehnen und pr­

halten so ein eingeschriebenes Polygon. Seine Länge ist 

ln = I Li ZI I + I .Li Z2 ' + ... + i .Li Zn i, 
wenn wir .Li Zk = Zk - fJk-l setzen. 

Alle möglichen Zahlenwerte 1", die so als Längen von eingeschriebenen 
Polygonen auftreten können, machen eine gewisse Zahlenmenge aus. Wenn 
diese beschränkt ist, d. h. wenn es feste Schranken M gibt, die alle ln über­
treffen, für die also stets Zn < M gilt, dann heißt die Kurve rckti(izierbar. 
Die kleinste dieser Schranken, die sog. obere Grenze der Z" nenne ich Länqf 

der Kurve. 2) 
Einige Eigenschaften der rektifizierbaren Kurven ergehen sich unlllittel­

bar aus dieser Definition. 
1. Der Kttrvenbogen ist länger als jedes einbeschriebene Polygon stets dann, 

wenn die Kurve kein Polygonzug ist. Nur in diesem Falle gibt es ein ein­
beschriebenes Polygon gleicher Länge, nämlich den Kurvenzug seIhst. 

1) Auf eine Möglichkeit" die diese Begriffsbildung zuläßt, will ich bCHonders hin­
weisen: Die durch z = z (t) dargestellte stetige Kurve kann z. B. eine doppelt durch­
laufene Strecke sein. Während der Parameter von abis c geht, durchläuft etwa z (t) 
die Strecke voll in der einen ltichtung, um sie wieder rückwärts zn durchmessen, 
während der Parameter von c bis b weiter wächst. Auf dcn ersten Blick ist die8 
Vorkommen vielJeicht manchem Leser unerwünscht und fremdartig. Der aufmerksame 
Leser aber wird sich erinuern, daß solche Vorkommnisse auch schon in anderem Zu-

sammenhang vorkamen. So bildet z. B. w = ~ (z + -~) den Einheitskreis auf die 

doppelt durchlaufene Strecke - 1 < tu < + 1 ab. Dem entspricht es, daß cos cp eben 
diese Strecke zweimal durchläuft,-wenn~ cp von 0 bis 2 Tl wächst. Angesichts solcher 
Beispiele, die beliebig vermehrt werden können, wäre eB ganz pervers in einem 
funktionentheoretischen Buch künstlich 801che Vorkommnisse beiseite zu schieben. 

2) Der Leser mache sich den Sinn der Definition z. B. an dem Fall einer aus zwei 
geradlinigen Strecken bestehenden Kurve klar. Die obere Grenze ist hier zufällig ein 

echtes Maxim um. 
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2. Jeder l'cilbogcn einer rekti/izicrban:n Kurve ist selbst rckli/i.,ierbar. Denn 
unter den dem ganzen Bogen einbeschriebenen Polygonen kommen ins­
besondere solche vor, unter deren Eckpunkten die Endpunkte des Teilbogens 
vorkommen. Diese Teilpunkte bestimmen einen dem 'l'eilbogen einbeschrie­
benen rreibr.ug des Sehnenpolygons. Die so erhaltenen 8;imtlichen Sehnen­
polygone des Teihuges sind demnach kürzer als die Liinge des ganzen Kurven­
bogens. Also Sillli sie beschriillkt und der Teilbogen ist somit rektifizierbar. 

3. Ähnlich sieht man ein, daß jede aus zu;ci rekti/izicrbarcn Bogen Zlt­

samme/lgesetzle Kurve selbst rekti(tzierbar ist, und daß ihre Länge gleich der 
Summe der Dingen der Teilbogen ist. Denn jedes der Gesamtkurve ein­
beschriebene Polygon ist höchstens so lang als die Summe der Längen 
)l;weier passender den 'reilbogen einbeschriebenen Polygone. Man erhält 
solche, indem man den Punkt, wo heide Bogen zusammenstoßen, wenn noch 
nötig, als neuen Eckpunkt einführt. Er liegt ja dann zwischen zwei auf­
einanderfolgenden Polygonecken. Die Verbindungslinie dieser beiden ersetzt 
man durch die beiden Strecken nach dem neuen Eckpunkt und zerlegt das 
so entstandene neue längere Polygon mit Hilfe dieser Ecke in zwei den 
Teilbogcn einbeschriebene Polygone. So sieht man also, daß alle Sehnen­
polygone der ganzen Kurve nicht Hinger sind als die Summe der Längen 
der Teilbogen, aus welchen die Kurre besteht. Weiter aber ist diese Längen­
summe genau die Länge der Gesamtkurve, weil man ihr durch passend ge­
wählte Sehnenpolygone offenbar beliebig nahekommen kann. 

4. Nun müssen wir endlich noch sehen, daß Ul/scr fiir manchen Leser 
etwas sonderbare Längenbegriff' weiter nichts ist als eine Verallgemeinerung 
dl's iiblichen, der auf die dem Leser geHiufige Integraldarstellung der Länge 
führt. Bei der Herleitung dieser Darstellung setzt man z. B. voraus, daß 
die Kurve aus endlich vielen Bogen besteht, für deren jeden z (t) eine 
stetige Ableitung z' (t) besitzt. Ich greife einen solchen Teilbogen heraus: 
u <S t S: ß sei er. Für jedes Sehnenpolygon dieses Bogens gilt 

Dabei bedeuten 't'k und 't"k im Sinne des Mittelwertsatzes die passenden Stellen 
aus dem Intervall tk _ 1 < t S tk• Die Integralrechnung lehrt aber nun, daß 
sich bei genügend dichter Wahl der tk alle diese Summen beliebig wellig von 
dem Integral (J f1 

j~y'I.l;' (t»)2 + 1y'(tfPW't ji z' (t) I dt 
a a 

unterscheiden. Dies Integral, "der Grenzwert der Näherungssummen" in dem 
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in der Integralrechnung üblichen Sinn 1) ist aber zugleich deren obere Grenze. 
Denn zu jeder Näherungssumme existieren beliebig viele noch größere (wo­
fern die Kurve keine Gerade ist). Man nehme nur in den N;iherungs­
summen die Maxima der!.':/ (r k ) I in den einzelnen Intervallen und kon­
struiere durch fortgesetztes Unterteilen der Intervalle neue solche N;iherungs­
summen. Diese Summen wachsen, wie man in der lntegralreclmullg lernt, 
stets an. N ur bei geradliniger Kurve sind alle gleich. Da ist aber auch die 
Behauptung trivial. Sonst wachsen die Näherungssummen ständig und streben 
dem Grenzwert zu. Dieser ist zugleich die obere Grenze derselben. Denn 
gäbe es nur eine größere, so gäbe es nach dem Gesagten unendlich viele noch 
größere. Dann wiire das Integral noch nicht einmal der Grenilwert, zu dem 
sich alle hindrii.ngen. Es gibt hiernach auch keine den Integralwert über­
treffenden Sehnenpolygonlängen und andererseits gibt es nach der Herleitung 
Sehnenpolygone, deren Liinge dem Integralwert beliebig nahekommt. 

5. Man kann einen beliebigen Punkt der Kurve herausgreifen und ihn 
zum Nullpunkte der Bogenlängenmessung machen. Diesem Punkte möge 
etwa der Parameterwert t = a entsprechen. Dann gehört ilum Punkt t die 
Bogenlänge t 

S = JI z' (t) : dt. 
a 

Jeder Punkt bekommt so einen bestimmten 130genabstand von Z (0:) und 
jeder Bogenabstand kommt auch nur einmal vor, weil beim Fortschreiten 
längs der Kurve die Bogenlänge wächst. Man kann daher die Koordinate z 
der Kurvenpunkte als eindeutige Funktion f'(s) der Bogenlänge sauffassen. 
Sie ist «leichzeiticr eine stetiO'e Funktion von s. Denn wenn man um ein 

I"'") 0 0 

Bogenstück L1 s auf der Kurve fortschreitet, so kann sich dabei die Lage des 
Kurvenpunktes in der z·Ebene auch nicht um mehr als L1 s iindern. Ist 
insbesondere z (0 differenzierbar, so wird auch (s) differenzierbar. 

Denn offenbar ist dann t 

s (t) = J' i i t) I dt 

" eille differenzierbare monotone Funktion. Daher ist auch ihre Umkehrungs-

funktion t (s) 

monoton und differenzierbar. Nun ist aber auch 

r (s) = z ( t (s) 1 
differenzierbar. Bekanntlich ist weiter \ f' (s) I = 1. 

1) Für jede stetige Kurve (also nicht nur fiir die stetig differenzierbaren) ha.~en 
die Lii.ngen der Sehnenpolygone einen solchen gemeinsamen Grenzwert, von. dem slCh 
also alle zu genügend feinen Einteilungen gehörigen beliebig wenig unterschelden. Der 
Leser fübre selbst den Beweis für diese Behauptung. 
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S 3. Kurvcllintegl'ale. 

\1\' ir gehen nun daran, den Begriff des bestimmten Integrales ins Kom-
plexe zu iibertragen. Dazu führen wir zunächst das Kurvenintegral 

b 

J f (z) clz ein, dessen 'Yert außer von den Grenzen - zwei komplexen 

Zahlen a und b - auch noch von dem Integrationsweg Q: einer rektifizier­
baren, die Grenzen verbindenden Kurve abhän gt. 1) Daß oft diese A bhängig­
keit vom Weg nur scheinbar ist, das ist der Inhalt des Hauptsatzes der 
Funktionentheorie. Wir werden ihn in einem der nächsten Paragraphen 
ahleitcn. 

Seien a und b also zwei Punkte, z = z (s) eine stetige rektifizier bare, 
sie verbindende Kurve und r (z) eine eindeutige stetige Funktion des 
komplexen Argumentes z in einem die Kurve II enthaltenden Bereiche B. 

I 
/..' 

Wir erklären nun, was wir unter Ir (z) d z verstehen wollen. Die Kurve Q: 
a 

sei dabei auf ihre Bogenliinge s als Parameter bezogen, so daß ihre 
Koordinate z eine stetige Funktion von s ist. 2) Wir führen nun wieder 
n + 1-Teilpunkte ein: Zo = a, z1l···, Z" = b und bilden (wie im Reellen, 
wo die Kurve II em Stuck der reellen Acbse ist) die Summe 
s" = f (~l) LI ZI + ... + f (~,,) LI ZIl. Dabei bedeutet ~< irgendeinen Punkt 
des Teilbogens Z<-1 bis Zx. Wir zeigen nun, daß es eine Zahl S und eine 
Funktion 6 (E) gibt, so daß \ S - Sn I < E wird, sobald nur die Längen aller 
Teilbogen kleiner als (j (E) sind. Diese Zahl S bezeichnen wir dann mit 

b r f (z) dz, erstreckt über Q:. 

Um den Beweis zu erbringen, wähle ich vor allem die Längen der 
Teilbogen so klein, daß auf jedem Bogen die Schwankung dei" Funktion 

fez) kleiner als 'iL ausfällt. L ist dabei. die Länge der Kurve. Unter 

Schwankung wird dabei das Maximum verstanden, das die Differenz 
f(ZI) - r(Z2) I für zwei Punkte ZI und Z2 eines Teilbogens annehmen 

kann. Wegen der Stetigkeit und der daraus folgenden gleic4hm~ißigen 

Stetigkeit der Funktion f(z) kann dies wie im Reellen stets erreicht 
werden. Überhaupt wird ja der Leser gleich merken, daß unser Beweis 
durchaus wie im reellen Gebiet verläuft. Seien nun LI(I)Z. und LI (2) z" die 
z-Ditlerenzen zweier solcher Einteilungen der I\urven und seien LI(S)z" die 

1) Daher schreibt man auch häufig If(z) dz, indem mau dabei unter (;i: eiuf"n 
(It) 

von a nach b laufenden Kurvcubogen versteht. 
2) Der Leser beweise die hierin liegende Behauptung. 
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ß- Differenzen dmjenigen Teilung, die ent,steht, wenn man die bei beiden 
auftretenden Teilpunkte alle auf einmal auftriigt. Die Teilungen seJbl'lt 
will ich mit LI(!), ,d(2), ,1(S) bezeichnen. Es sei z. B. 

,d'l) Zy. = L/(3) fJ;. + ,1(3) ZI.+ l' .. + LI(:!) ß1,. 

Dann wird f' (~;1)),d(1) ZY. = r( ~;1») ,d(3)Zi. +- .. -1- r(t;l») L/(8) Z .. ,. 

Die entsprechende Teilsumme von LI(S) wird 

r(t;.s»LI(SJ ß;. + ... + r(~,~3»),d(3) z,u. 

Die Differenz beider ist dem Betrage nach kleiner als 

Nun 

weil 

sind, 
wird 

\ LI(3)ZI. \ \ r(s;1»)- t{b~3») \ + ... + i ,1(S)z,,, \ I r((1») - r(~I~S») I . 
. t b 'I r(d1») r(fo IS,) I cf" 1 1 + 1 18 a er ~x - bm I < '!.L ur?n = 10, 10 , •••• It , 

ja sowohl die ~~) wie ~;1) Punkte desselben Bogens der Teilung .d(i) 

c . und weil auf jedem Bogen die Schwankung kleiner als 2L 1st. Also 
die Differenz kleiner als 

·/z ( 1 LI(S) ß2/ + .. + i ,d3)Z,< I). 

ll'{ihre ich nun diese Überlegung längs der ganzen Kurve aus, so wird der 
Unterschied der Näherungssumme 8(1) und der Näherungssumme 8(3) also 

Ebenso wird 

Daher wird 

8(1) -- 8(S) I <i' 
18(2) - 8 lS) I < i· 
)8(1) - 8(2) I < E. 

Damit ist gezeigt, daß es eine Zahl 8 von den behaupteten Eigenschaften 
gibt. 

Einige Eigenschaften des Integralbegriffes liegen unmittelbar auf der 
Hand. lVenn eine Kur1ic ans zu:ei l'eilbogen ab und bc besteht, so ist 

b c c 

f+I=I 
a {; a 

b a 

Ferne,. ist {'=-J 
a 

Denn wenn man für heide Integrale mit den gleichen Teilpunkten Nähe­
I'ungssummen bildet, so sind diese stets bis aufs Vorzeichen einander gleich. 
Denn bei dem einen sind die L1 z" = Zy' - Zy.-l, bei dem anderen aber gleich 
ZX_l - Zx· 
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Dos Integral eine)' Summe ist gleich da Summe der Inl('grale der beiden 
b 

Sumlllanden. Das Integral der Null versehwindet. Das Integral Je . d,; 

der Konstanten c ist stets gleich c (h - a) Denn stets ist 

Llz, + , .. + Lfz" = '",- (/ + Z2 - z, + ... + b - Zn_'= b - (J,. 

Ferner ist fiir die Konstante a das 

Ial(z)dz = (~j'f('z' (1.,. 

JYcIln liillgs des ganzen Integrationsu'egcs der Länge L der Integrand 
dem Betrage nach kleiner als M ist, so ist Ij f(z)dz I < 111 L. Das folgt 

unmittelbar daraus, dal\ diese Ungleichung für alle NäberungsBummen gilt, 
die bei der D(·f}nition des bestimmten Integrales auftraten. 

Die gleiche Überlegung ergibt das noch allgemeinere Resultat, daß 
b L 

! .I/(z)dz ;;JI fez) I ds, 
a 0 

wenn man unter s die Bogenlänge der Kurve versteht. Denn die elD­
z.elnen Glied'er der Näherungssumme genügen den Ungleichungen 

I f(~Y.) Ll ZY. i ~ Lf s", 

wo unter Llsy' die Länge der Teilbogen verstanden wird. Eine Anwendung 
dieser Abschätzung wird beim Beweis der folgenden Aussage gemacht. 
Das Integral der Summe einer gleichmäßig konvergenten Reihe stetiger 
Funktionen kann dU1'ch gliedweises Integrieren bestimmt 1ferdcn, Denn wenn 
die Reibe s(z) = fl (z) + f2(z) + ... 
längs des Weges ~ gleichmäßig konvergiert, so gibt es eme für s > 0 er· 
kliirte Funktion N (E), so daß die Summe 

s,,(z) = (, (z) + .. + fn (z) 

der 11 ersten Glieder von der Reihensumme s (z) um weniger als s längs 
der Kurve abweicht, sobald nur 11 > N(s) ist. Schreibt man also 

s(z) = sn(z) + r n (z), 

so ist längs ~ stets ! r" (z) i < E. Ist nun noch L die Länge der Kurve, 
so hat man 

! /{S(z) -Sn(Z))d(z)!=11 /r,,(z)dz,i.<EL 
I' .,' 
,a : ,a : 

oder 
: h h b 

I {s(z)dz - {t~(z)dz - ... - (t:,(z) dz i < cL. 
I' . " a tl (-,' 
I . 
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Daher ist III der Tat 

b i b b b 1 .r s(z)dz = lim .r t~ (z)dz + ft~(z)dz + .. J f~ (z) dZ f a n4-co ,a a a 

b b b 

oder .r s(z) clz = ftl (z) dz + j'{2(z)dz + . '. 
a a a 

Der bewiesene Satz kann auch so ausgesprochen werden: Wenn längs 
des Integrationsweges lim sn(z) 

n +00 

gleichmäßig gegen s(z) konvergiert, so gilt 
b b b 

lim JSn(z)dz = flim sn(z)clz = Js(z)dz. 
il--)..OOa a n+oo a 

Erweiterung. 
angehörige z 

Es möge gleichmäßig für alle dem Integrationsweg 

lim ((z,t) = fez) 
1-+'" 

gelten 1), wobei ((z,t) und fez) auf dem Integrationsweg stetig sem mögen. 
Dann gilt, wie man genau entsprechend beweist, 

b b 

lim ff(z,t)dz= j'fCZ:'dz. 
t-+'t a ~ 

Jetzt wollen WH noch zeigen, daß man ein jedes über eine t'e7ctifizier­
bare Kurve ersü'eclrtes Integral mit beliebiger Genattig7wit d~trch ein über ein 
Polygon erstrec7ctes Integral app1'oximieren kann. Dazu verwenden wir 
natürlich die Polygone, die schon bei der Definition der Kurvenlänge Ver­
wendung fanden. Wir müssen sie nur so wählen, daß sie genügend nahe 
bei der Kurve verlaufen. Ein wesentlicher Beweisgrund ist wieder die 
gleichmäßige Stetigkeit. Man kann nämlich eine Zahl r(E) so bestimmen, 
daß in jedem im Bereich B liegenden Kreis vom Radius 'r (E) die Schwankung 
der Funktion fez) kleiner als Eist. Wenn wir also alle Polygonseiten 
kürzer als den Durchmesser dieses Kreises wählen können, so ist das über 
ein solches Polygon erstreckte Integral der Funktion fez) VOll der Summe 
f(zl) Li Zl + .. + {(zn) Li Zn um weniger als E L verschieden. Denn die Länge 
des Polygones ist ja kleiner als die Länge L der krummen Kurve. In der 
~äherungssumme sind also zo, Zl'''' Zn die auf der Ii urve gelegenen Ecken 
des Polygones. Die Summe ist also auch eine Näherungssumme für das 
Kurvenintegral. Um aber zu wissen) daß sie auch von diesem um weniger 

1) D. h. es soll für alle B> 0 ein O'(s) geben, so daß für I t-7: i < o(s) und be­
liebige z auf dem Tntegrationsweg 

if(z,t)-f'(z) <c ist. 
Bi e b e~' ba. c b, Fu.nktionenthoorie I 8 
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als E Labweicht, müssen wir wissen, daß auch auf den zwischen den Teil­
punkten .~x liegenden Kurvenbogen die Schwankung von (Cz) kleiner als 
E ist. Dazu muß man lediglich die Kurvenbogen alle hinreichend kurz 
wählen. Denn beziehen wir die Kurve auf ihre Bogenlitnge s als Para­
meter, so gibt es ja eine Funktion d (E), so daß auf jedem Teilbogen der 
Länge <f(s) die Schwankung der Funktion fez) kleiner wird als E. Tragen 
wir nämlich in -(z) für z die Funktion z(s) ein, BO wird f(z(s») eine 
stetige Funktion von s. Aus der gleichmäßigen Stetigkeit folgt dann die 
Existenz der Funktion <teE). Man hat also nun die Teilpunkte auf der 
Kurve nicht nur so zu wählen, daß der Abstand zweier aufeinanderfolgen­
der kleiner wird als res), sondern auch so, daß _ die zwischen zwei auf­
einanderfolgenden liegenden Kurvenbogen kürzer als d(E) sind. Dann 
unterscheiden sich Kurvenintegral und Polygonintegral um weniger als 
2 E L voneinander I d. h. ihre Differenz besitzt einen absoiuten Betrag 
kleiner als 2EL. -

Praktisch ist damit also die Berechnung von Integralen über rekti-
fizierbare Kurven auf die Berechnung von Polygonintegralen, also von 
Integralen über (abteilungsweise) differenzierbare Kurven zurückgeführt. 

§ 4. Die Snbstitutionsmethode bei Knrvenintegralen. 
Wir behandeln zu~rst eine Methode, die es erlaubt, bei speziellen, näm­

lich bei stetig differenzierbaren Integrationswegen, die Berechnung .der Kurven· 
integrale auf die Berechnung gewöhnlicher reeller bestimmter Integrale zurück­
zuführen. Sei nämlich z = z(t) (IX ~ t ~ ß) eine stetige Parameterdarstellung 
der Kurve derart, daß z (t) eine steNge Ableit'ltng besitze, dann ist 

b ß (J ß 
.f fez) dz = .f (Cz) z' Ct) dt = Im dt +i j''J dt, 
a a ce a 

wenn WÜ' unter 'IR und ~ Real- und Imaginärteil von fCz) z' (t) verstehen. 
Da nämlich die Ableitungen als stetig vorausgesetzt sind, 80 gibt es 

eine Funktion ~(E), 80 daß für l.dtl<<t(6) die Differenzl~:-z'(t)1 <E 
wird, -ganz einerlei, wie t zwischen a und ß gewählt ist. 

b 

- Sei dann .f (oe) dz das zu untersuchende bestimmte Integral über ~, 
a ((Zl) AS1 + ... +" f (Zn) L1 Z'll 

eine Näherungssurnme.1) Dann können wir dieselbe so schreiben: 

1) Wir machen also hier von einem durch die Definition des bestimmten Integrales 
verbrieften Recht Gebra.uch, indem wir die Werte {;" aus den einzelnen Kurvenbogen, 
für welch~ die f ({;,,) zu bilden sind, stets am Bogenanfang w!!.hlen. 
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Dies ist aber von ((Zt) z' (ti) LI ti + ... + ((Zn) Z' (tn) LltlI 

um weniger als E M Averschieden, wenn wir mit M das .Maximum von 
I t (z) I bezeichnen und A = ß - IX = Lltl + ... + Llt" setzen. Gehen wu' 
mit den Näherungssummen zur Grenze über, 80 ist also dann 

I b fJ I /((z) Clz -)'((z) z' (t) dt. < sM A. 

Da aber s beliebig gewählt werden kann, so ist 
b (1 

J fCz) dz = J fez) z' (t) dt. 
a .IX 

Da aber nun das Integral einer Summe gleich der Summe der Integrale über 
die Summanden ist, so ist auch die zweite obige Schreibweise gerechtfertigt. 

Beispiele: 1. Es sei ~ eine beliebige stetig differenzierbare Kurve, 
welche die beiden Punkte a und b verbindet. Dann ist das KW'venintegt'al 

b 

! zn ClZ = _1_(bn+ l _an+ 1) 
n + 1 ' 

a 

wenn n eine positive oder negative von - 1 verschiedene ganze Zahl ist. Denn 
sei z = z (t) (a ::S t < ß) die Parameterdarstellung der Kurve, so wird 

(, (1 

f zn Clz = Ird" ZI (f) dt 
a (@:) a 

Der Wert des Integrales ist also für die analytische Funktion zn vom Inte­
grationsweg unabhängig. 

2. Sei B ein Be~'eich, in dem ein Zweig des Logarithmus eindeutig 
erklärt sei. Dann wird b 

J dZ = log IJ.-
Z a 

a 

fitr jede im Bereich verlaufende Kurve Q:. 

Die Überlegung gilt auch dann no~h, wenn ~ mit der Gleichung 

z = z (t) (a < t ~ ß) 

eine die Punkte a und b verbindende Kurve ist, auf welcher logz als em­
deutige Funktion des Parameters t erklärt ist. Auch dann wird 

s* 
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I, j rIZ .; = log b - log a. 
u 

Das integral wit'd also dann stets dem lVertezHwachs gleich, welchen der 
Logarithmus bei Durchlat~fung der betreffenden I(urvc erfälwt. 1st also in· 
sonderheit als Integratiol1sweg ein den Punkt Z = 0 zentrisch oder exzen­
,trisch umschließender Kreis gewählt, so ergibt sich 

j dß ". d jdß 2' -z = c:;1Ct un Z = - 1Ct) 

o Cl 
also + 21Ci oder - 2n·i, je nachdem der Kreis den Punkt Null im positiven 
oder negativen Sinn umläuft. Ist der Integrationsweg insbesondere ein 
Kreis I z I = 1', so sei Zo = 1'ei'Po einer seiner Punkte. Dann kann das Inte­
gral auch so ausgerechnet werden, daß man z = reitp als Parameterdarstellung 
des Kreises in das Integral einführt. Dann wird 

• 'Pot 2 :rt 

j dZ 'Id 2' z' = t, f/J = nt. 
[] 'po 

Der Wert ist also von der Wahl des Punktes Zo unabhängig, und das 
gibt uns das Recht:., hier wie bei allen auf einem geschlossenen Integra­
tionsweg eindeutigen Integranden von einem Integral über ellle ge­
schlossene Kurve zu reden. In Wahrheit ist es auch eine ganz 
und gar nicht immer eintretende Erscheinung, daß der Wert . von 

Zo nicht abhängt. Hat man z. B. log Z über denselben Kreis zu integrieren, 
Z 

80 findet man 
=0 '1,"+2:rt f lOgZ 'fCl +') 7 • 2 1 (<po+2n)'-cp(V , -Z-. dz = ~ og l' Hp c~ rp ='~ n og r - 2 

'0 . 'Po = 2nilogr-21C!po-2n2 

= 21ti log Zo - 2n2, 

elll Wert also, der ganz und gar nicht von Zo unabhängig ist. 
00 

3. Sei l.j3 (z) = "2) G'n zn eine Potenz reihe, Zl eine Stelle aus dem Inneren 

o JZI 00 a Zll+1 

ihres Konvergenzkreises, so ist ~ (z) dz = 2: :~ 1 ' wenn das Integral 
o 0 . 

über eine beliebige stetig diffel~enzierbare Kurve erstreckt wird, die $1 mit 
dem Koordinatenanfang verbindet und dem Inner~n des Konvergenzkreises 
angehört. Schließen wir nämlich die Stelle Zl in einen Kreis ein, der außer 
Null auch noch den Integrationsweg enthalten möge, so ist nach S. 26 in 
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diesem Kreise die Potenzreihe gleichmäßig konvergent, und daher kann naell 
S. 107 das Integral durch gliedweises Integrieren bestimmt werden. Das fühl·t 
aber gerade zu dem angegebenen Resultat. 

Man findet also das Integml einer durch eine Potenf.weilte tlm'gestellte-n 
Funktion d~trch gliedweises Integrieren. Hier ist also tatsächlich in weitem 
Umfange schon das Integral als vom Integrationsweg unabhängig erkaunt, 
und gleichzeitig zeigt sich hier bei den Potenzreihen und in den ,anderen 
Beispielen umser Integrationsprozeß als Umkehrung des Differentiationsprozesses. 
Berücksichtigt man noch die am Schluß des vorigen Paragraphen besprochene 
Approximation beliebiger Kurvenintegrale durch Polygonintegrale, so kann 
man sogar in allen in den Beispielen 1., 2. und 3. besprochenen Funktionen 
die volle Unabhängigkeit der Integrale vom Weg erkennen. Denn erstreckt 
man in diesen Beispielen das Integral statt über eine differenzierbare Kurve 
über eine aus endlich vielen differenzierbaren Stücken zusammengesetzte 
Kurve, so kommt offenbar dasselbe Resultat heraus, weil dann das Integral 
gleich der Summe der Integrale über die Teilbogen ist. Die Werte an 
den Teilpunkten heben sich dann gerade hemus, weil sie einmal mit plus, 
einmal mit minus dastehen. Also namentlich haben auch in den Beispielen 
alle Polygonintegrale zwischen den gleichen Grenzen den gleichen Wert. 
Erstreukt man also das Integral über eine beliebige rektifizierbare Kurve 
zwischen denselben Grenzen, so kann sich dies Integral von dem gemein­
samen Wert der Polygonintegrale nicht unterscheiden, da man ja nach S. 107 
für jedes E abschätzen kann, daß der Unterschied kleiner als 8 sein muß. 

4. Wir betrachten das Integral einer Ableitmig. Sei also f' (z) die stetige 
Ableitung_ einer in einem Bereiche B eindeutigen Funktion fez). Dann ist 

b 

j/' (s) dz = rcu) - f(a), ganz einerlei, über welche Kurve man das Integral 
a 
erstrecken mag. Wir brauchen wieder nur über stetig differenzierbare Kurven 
zu integrieren. Sei z = z (t) (a < t < ß) ihre Gleichung. Dann wird 

b f (J f f' (z) dz = j f' (z) Zl Ct) d t = j';{ dt = rCu) - (Ca). Damit ist die Be-
a a a 

hauptung schon bewiesen. Ganz allgemein erkennen wir so in der Inte­
gration die Umkehrung der Differentiation. 

5. Jetzt können wir auch beweisen, daß die einzige Funktion, deren 
Ableitung verschwindet, die Konstante ist. Denn eine jede müßte ja durch 
den Integrationsprozeß gewonnen werden können. Der führt aber doch 
bei gegebenem Integranden stets nur zu einer Funktion hin. Ist also f (s) 

• 
0, so wird!f(z)dz=f(z)-r(a)=O,d,h.f(z)=fCa), d.h.f(z) hat 

a 
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überall denselben Wert, ist also konstant. Demnach ist auch eine jede ana­
lyl·ische Funktion bis anf eine a(lditive Konstetnte durch ihre Ableitung völlig 
bestimmt. 

Wir gehen nun zu einem zweiten Falle der Substitutionsmethode über. 
Wir nehmen dazu an, daß der ganze Bereich B z, in welchem der Integrations­
weg Q:. liegt, durch eine darin samt ihrer Umkehrungsfunktion eindeutige 
analytische Funktion z = rp(w) mit stetiger Ableitung umkehrbar eindeutig 
auf einen Bereich BIO abgebildet werde. Dabei werde aus dem Integrations­
weg Q:o der Integrationsweg {il:w- Dann wird, wie wir beweisen wollen, 

J f(z)clz = f f(rp (w») rp' (w) dw. 
~z ~w 

Dabei sind (il:. und Q:w in Richtungen zu durchlaufen, welche einander bei 
der Abbildung entsprechen. Das läßt sich durch einfache Anwendung der 
zu Beginn des Paragraphen dargelegten Dinge ohne weiteres erkennen.1) 

Denn wenn w = w (t) eine Parameterdarstellung von {il:w ist, so wird z = rp 
(w (t») eine Darstellung von {il:.. Daher wird 

j'f(z)clz =.f f[cp(w (t»)] rp'(w (t))w' (t) dt =.f f(rp(w»)rp'(w)dw. 
~z ~W 

Besonders lehrreich ist es, ein Integral von der folgenden Form 

J1'(z,vz2-1)dz, wo r(z,Vz-1). 
me rationale Funktion seiner Argumente ist, zu betrachten. Um sich 

jederzeit über den in den einzelnen Punkten des Integrationsweges zu 
nehmenden Wert der Wurzel klar zu sein, tut man gut, sich den Inte­
grationsweg auf der auf S. 95 betrachteten Riemannschen Fläche der 

Quadratwurzel Y Z2 - 1 zu denken. Zur Behandlung des Integrales wird es 
dann zweckmäßig sein, die Fläche auf eine schlichte w-Ebene abzubilden. 
Das kann nach S. 97 durch die Funktion 

w = z+vz2 -1 
geschehen. Dann wird, WIe man schon im reellen Gebiet lernt, aus dem 
Integral das folgende 

J10 (2.. (w +~) ~ (tu - 2..)) .2.. (1 - -~) dw 
2 ~v ' 2 w 2 UJ" 

also ein Integral einer rationalen Funktion von w. 
Tatsächlich ist ja auch unsere Abbildung weiter nichts als eine der aus 

der reellen Integralrechnung bekannten rationalisierenden Substitutionen. 

1) Bei nicht differenzierbaren Integrationsweglln muß noch vorher durch differenzier­
bare appl'oximiert werden. 
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Man würde sich leicht überzeugen können, daß auch eine jede andere 
solche Substitution auf eine schlichte Abbildung unserer li'Htche führt. 
Auch kann man jede derartige Abbildung, z. B. die andere auf S.97 er­
wähnte zum Rationalisieren des Integranden brauchen. 1) 

Auch die allgemeineren Integrale, deren Integrand eine rationale Funk­
tion von z und der Quadratwurzel aus irgendeinem Polynom zweiten 
Grades ist, können in ähnlicher Weise behandelt werden. Tatsächlich haben 
wir ja auch schon S. 98 gesehen, daß ma~ durch eine lineare Abbildung 
eine jede zweiblättrige Riemannsche Fläche mit zwei Verzweigungspunkten 
auf die hier betrachtete abbilden kann. 

§ 5. Der Weierstraßsche Mittelwertsatz. 
Aus der reellen Integralrechnung ist der folgende Satz bekannt: 
Wenn f(x) und g;(x) für a < x <b stetig sind, wenn g; (x) außerdem 

von einerlei Vorzeichen ist, so gibt es eine Stelle ~ des Intervalles Ca < ~ < b), 
so daß b b 

J fex) cp (x) d x = f(t).f g; (x) dx ist. 
a a 

Es soll sich hier darum handeln, eine Übertragung dieses Satzes auf 
das komplexe Gebiet kennen zu lernen. Es sei also ~ eine re7ctißzierbare, 
die Punkte z = a uncl z = b verbindende Kurve. z = z (t) (IX < t :S ß) sei 
eine Parameterdarstellung derselben. fez) sei eine a~tf der Kurve Q: stetige, 
Cf! (z) eine auf der Kt!rve stetige nnd positive Funktion. Ferner sei r die 
Menge der Werte, welche fez) mtf (I annimmt. Endlt'ch sei K die kleinste 
abgeschlossene konvexe Menge 2) , welche r enthält. Dann gibt es in Keine 
8telle ~, für dt'e ß ß 

j' fez) cp (z) elt = ~ .f ip(z)dt gilt. 
a a 

Zum Beweise zeige ich, daß der Wert 
ß J f(z)rp(z)dt 

rt 
.LL =7---c----

f rp(z)dt 
r, 

1) Man vgl. auch das Beispiel auf S. 164. 
2) Unter einer konvexen Menge versteht man eine Menge, die mit je zweien ihrer 

Punkte anch deren geradlinige Verbindung enthält, also z. B. einen Kreis, ein Dl'eieck, 
ein Polygon ohne einspringende Ecken, eine Strecke u. dgl. Unter der kleinsten, eine 
gegebene Punktmenge enthaltenden konvexen Menge versteht man den Durchschnitt 
aller konvexen Polygone, welche die gegebene Menge umschließen, d. h. die allen 
diesen Polygonen gemeinsame Menge. 
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einem jeden r umschließenden konvexen Polygon angehört. Zu diesem 
Zwecke reicht es aus, irgend eine Gerade zu betrachten, die r nicht triflt, 
und zu zeigen, daß fL stets derselben durch diese Gerade bestimmten Halb­
ebene angehört wie r selbst. Daraus ergibt sich ja dann sofort, daß !l 
einem jeden r umschließenden konvexen Polygon angehört. Daher ge­
hört r auch der kleinsten konvexen Menge an. Denn darunter versteht 
man ja den Durchschnitt aller konvexen Polygone, welche rumschließen. 
"Vir wollen also zeigen, daß die Annahme, rund !L lägen auf verschiedenen 
Seiten einer Geraden, nicht zutreffen kann. 

Sei also 9 eine Gerade, die rund fL trennt; dann wähle ich eine ganze 
lineare Funktion l(5) = Ab + B so, daß l(l-") = 0 ist und daß 9 durch die 
Abbildung w = l(5) in eine Parallele zur imaginären Achse der w-Ebene 
übergeht. r möge dabei in eine der Halbebene ffi(w) > 0 angehörige Menge 
übergehen. Dann müßte also 

ß (J 

ff(z) rp(z) dt f cp (z) (Af(z) +B)dt 

A aT ------- + B=a--fF--'--- = 0 

I cp(z)dt I fJl(z)dt 
a Cl 

sem. Nun ist aber ffi (A !(z) + B) > 0, 

weil ja nach Voraussetzung m (r) > 0 ist. Daher kann die angeschriebene 
Gleichung nicht richtig sein, und daher ist unsere ganze A.nnahme, !L und r 
lägen auf verschiedenen Seiten von g, die wir im Widerspruch mit dem zu 
beweisenden Satze machten, falsch. Derselbe ist somit bewiesen. 

Aufgabe: Man kann aus. dem Mittelwertsatz auch die schon S 106 ge­
gebene Abschätzung 1/ F(z)dz I :s /1 F(z) 1 ds 

wieder gewinnen, in der s die Bogenlänge, L die Länge der Kurve be­
deutet. Dazu hat man nur 

fez) = [sgn F(z) J :: und CF (z) = I F(z) I 

zu wählen. l ) Die Menge r besteht dann aus lauter Punkten vom Betrage 
Eins. Weil ja 

I dz [2 = (~X)2 + (dy)J = 1 
I ds. ds dB 

ist, denn s sollte doch die Bogenlänge sein. 

1) VgL die Erklärung von sgn. z auf S. 11. 



§ li. J)et· Hauptsatz de·, Funktionentheorie 

§ 6. Her Hauptsatz der Ji'nnktionentbeorie. 

Wir haben mehrfach Beispiele von Integralen kennen gelernt, welch.· 
vom Integrationsweg unabhängig waren. Freilich begegncten UllS bein! 
Logarithmus auch Integrale, die vom Verlauf des Weges abhingen W cn n 

wir nämlich J~i übel' einen geschlossenen Null umscbließendcu vVeg 

integrieren, so kommt nicht Null heraus, während das Integral Null wird, 
wenn der Weg ganz in einem Kreise verläuft, der Null ausschliel3t. Deull 
darin ist jeder Zweig des Logarithmus eindeutig erklärt. Null kommt also 
heraus, wenn in dem vom Integrationsweg umschlossenen Bereiche der 

Integrand stetig ist; ist er unstetig WJe ! bei z = ü, so kann ein von 
z 1 

Null verschiedener Wert oder auch WIe bei-. der Wert Null herauB­z 
kommen. 

Zu zeigen, daß in gewissen Fällen das Integral vom Wege unabhängig 
ist, läuft immer darauf hinaus, zu zeigen, daß das über eine geschlossene 
Kurve erstreckte Integral verschwindet. Denn seien ~1 und [2 ilwei a und 

b b 

b verbindende Wege, so ist die Gleichung Ier,) = .(ur,) gleichbedeutend mit 
b a a a 

!<er,) + f«(I..,) = 0 und diese wieder mit I= 0, wenn. wir die bei Durch-· 
b (er) 

laufung der Kurve [1 von abis b und der von ~2 von b bis azurliek 
beschriebene Kurve mit [ bezeichnen. 

Wir wollen nun den folgenden auch unter dem Namen Cauchyscher 
Integralsatz bekannten Hauptsatz der Funktionentheorie beweisen: 

In einem einfach zusammenhängenden 1) schlichten Bereich B sei dtt 
}I1mktion f (z) eindeutig ~tnd analytisch. In diesem 
Bereich verlaufe die geschlossene rckti(izierbare Kttrve 
l& (Fig. 38). Dann ist 

J f'(z) dz = Ü. 
(er) 

Für die Gültigkeit des Satzes und für die Beweis­
methode ist es wesentlich, daß der Integrationsweg 
ganz dem Inneren des Bereiches angehört. 

Der Beweis wird in mehreren Schritten geführt. 
Zunächst wird bemerkt, daß es genügt, den Satz 
für Polygone zu beweisen. Denn man kann ja 
(nach S. 107) jedes Integral beliehig gen au durch em 

1' 18. S8. 

Polygonintegral 

1) \Vegen des BegriffeIl "einfach zusammenhängend" siebe S.85. 
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approximieren.1) Weiter bemerken wir, daß es stets möglich ist, e10 
solches Polygon zu folge seiner Selbstüberkreuzungen in endlich viele ge­
wöhnliche Polygone ohne Selbstilberkreuzung zu zerlegen. In dem Bei­

Fill·39. 

spiel der Fig. 39 kommen zwei solche Polygone 
heraus, deren eines durch stärkeres Ausziehen 
der Linien kennt~ich gemacht wurde. Für diese 
stets mögliche Zerlegung in einfache, d. h. von 
Überkreuzungen freie Polygone gilt folgende 
Regel. Man denke sich das Polygon von irgend­
einem seiner Punkte aus durchlaufen. Man 
achte darauf, wann zum ersten Male eine 
bereits durchlaufene Stelle nochmals passiert 
wird. Die Polygons tücke, welche man zwischen 
dem ersten und dem zweiten Passieren dieses 

Punktes durchlaufen hat, machen ein einfaches Polygon aus. Denkt man 
sich dies Polygon herausgehoben, so hat man ein erstes einfaches Polygon 
abgesondert und kann nun mit den noch verbleibenden Stücken des 
ursprünglichen Polygons ebenso weiterfahren. 

Nach dem Gesagten genügt es also, den Hauptsatz für einfache Polygone 
zu beweisen. Denn wegen der eben vorgenommenen Zerlegung kann das 
Integral über ein jedes Polygon als Summe der Integrale über die einzelnen 
einfachen Polygone dargestellt werden, die bei der Zerlegung herauB­
kommen, und muß daher wie diese verschwinden. 

Ein solches einfacheEi Polygon zerlegt die Ebene 2) in zwei Bereiche, 
sein Inneres und sein Äußeres. Das Innere können wir durch Diagonalen 
m Dreieckes) zerlegen (Fig.40). Nehmen wir nun den Satz für Dreiecke 

1) Wenn man die Polygollecken so wählt, daß der Abstand zweier aufeinander­
folgender kürzer ist als der Abstand der Kurve vom Bereichrand, BO verläuft das 
Polygon ganz im Bereiche. So muß es aber gewählt werden. 

2) Man vgl. den Beweis auf S. 79. 
3) Der Beweis fiir diese Zerlegbarkeit beruht auf dem folgenden Hilfssatz : Man 

kann in jedem mehr als dreieckigen Polygon eine Diagonale ziehen, d. i. also eine 
Strecke, die zwei Ecken verbindet und ganz im Polygoninneren verläuft. Das Polygon 
heiße 11', und A sei eine seiner Ecken. Zu A gehöre die Seite AB. Zu B gehöre 
außer dieser die Seite BG. P möge auf BG von B nach o wandern. Dann verläuft 
die Strecke AP in der Nähe von AB entweder im Inneren oder im Äußeren des 
Polygons. Im ersten Falle drehen wir AP von AB aus so lange, bis zum ersten Male 
eine weitere Polygonecke auf AP zu liegen kommt. Dies kann C sein. Dann ist AC 
die gewünschte Diagonale, es sei denn, daß AG zugleich die andere von A aus· 
gehende Seite ist. Dann wäre aber das Polygon gegen die Annahme ein Dreieck. 
Die neue Ecke kann aber auch von 0 verschieden sein. Sie heiße dann Q. Wenn 
dann A Q nicht die andere zu A gehörige Polygonseite ist, dann ist A Q die ge-
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als bewiesen an, dalln ist das Integral über da~ urspriingliche Polygoll 
dem Integral über dasjenige Polygon gleich, weldles llIan erlüilt, wenn 
man durch eine Diagonale eine Ecke abschneidet odpr, ander~ llus~edriickt, 
wenn man ein Randdrei­
eck wegHißt Lassen wir 
also in Fig. 40 das Drei­
eck ABC weg, so bleibt 
das Polygon der Fig. 41 
übrig. Es ist 

.r 
ABCDE· 

=I 
ACD· ·IK.A .-. 

. J K A 

+ .r 
A ReA 
--+ 

oder in vVorten: das über 
das Polygon der Fig. 40 
erstreckte Integral ist 

(' 

A 
JI 

K 

.J 

~'ig. U. 

gleich dem Integral erstreckt über das Polygon der Fig. 41, vermehrt um 
das Integral über das Dreieck ABC. Dabei müssen aber die Durch­
laufungsrichtungen den Pfeilrichtungell gemäß gewählt sein! Der gemeill­
same Teil der beiden Polygone muß also im gleichen Sinne durchlaufen 
sein, und das Dreieck muß in dem Sinne durchlaufen werden, den es von 
Fig. 40 mitbringt. Dann ist der Erfolg der, daß in Fig. 41 und im Dreieck 
die gemeinsame Seite Be in verschiedener Richtung durchlaufen wird. 
Zerlegt man nun alle Integrale in die Summe der T ntegrale über dip 
einzelnen Seiten, so fällt die Summe 

C lJ 

f+I 
11 C 

aus der in der vorhin augegebenen Formel rechts stehenden Integralsumme 

wünschte Dia.gonale. Wenn aber A Q auch Polygonseite itit, ua.nn hat A P wäbrend 
seiner Wanderung von ~B bis zur Richtung AQ ein volles, dem l'olygoninneren all 

gehöriges Dreieck bestrichen. Diesem uml damit dem Polygon gehört dann aber die 
Strecke BQ an, und das ist dann die gewünschte Diagonale. \Venn aber AP nicht 
in das I nnere von 1t eintritt, sondern im Äußeren verläuft, so t, itt die Verlängerung 
von AB iiber B hinaus zunächst in das Polygon innere ein. Man verlängere daher 
AB über B hinau! bis zu seinem nächsten Schnitt B' mit '1t und wiederhole nun 
mit B' die seitherige Cb erlegung. So gelangt man stets zu einer Diagonale, wie 8ie 
der Hilfssa.tz verlangt. Es sei eine Aufgabe für den Leser, die Einzelheiten des Be­
weises weiter durchZuführen. Diese Dia.gonale zerlegt dann 11' in zwei punktfremde 
Polygone von geringerer Eckenzahl. Die Fortsetzung der Überlegung führt daber zur 
gewünschten Zerlegung in Dreiecke. 
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heraus. Die Formel erweist sich so tatsächlich als richtig. Wenn man 
diesen Schluß wiederholt, so muß nach endlich vielen Schritten vom 
ganzen Polygon nur noch ein Dreieck bleiben, denn es sind ja nur endlich­

Fig.49. 

viele da, die wir weglassen können. Daher 
ergibt sich, daß das Integral über das Polygon 
der Fig. 40 einem Dreiecksintegral gleich ist. Es 
verschwindet also wie dieses. Wir brauchen also 
tatsächlich den Hauptsatz nur für Dreiecke zu be­
weisen. Dieser A.ufgabe wenden wir uns jetzt zu. 

Zu dem Zwecke betrachte ich das Dreieck Li 
der Fig. 42. Es sei etwa 

\Jf(Z)dzl=M. 

Dann zerlege ich, WIe in Fig. 43 angedeutet ist, nach dem Vorgang des 
Herrn Pringsheim das Dreieck durch Parallele zu den Seiten in vier 
kongruente Dreiecke und sehe, daß 

j=J+J+j+J 
LI LI, d. d. LI. 

ist, wenn die Dreiecke so durchlaufen werden, wie dies Fig. 43 angibt. 
Daher muß mindestens emes dieser Integrale dem Betrage nach gräßer 

oder gleich ~ sein. Dasjenige Drei-
+ 

eck, bei dem dies zutrifft, bezeichne 
ich weiter mit Lil • Dann verfahren 
wir mit ihm wie eben mit L1 und er­
halten e,in neues Dreieck Lls' für das 

Fig.43. Fig. U 11 fez) dz \ ::::: ~ 

ist. Dies Teildreieck von Li l behandeln Wir ebenso. So erhalten wir eine 
Folge ineinandergeschachtelter Dreiecke (Fig.44), deren innerster Punkt Zo 

sei. Merken wir uns noch an, daß sich bei jedem Schritt der Umfang der 
Dreiecke auf die Bälfte verkleinert. Sei also U der Umfang von LI, Un 

der von Lln , so ist Un = U. Für den Wert der Integrale aber gilt 
2" 

11 fCz) dz \ ~ ::. 
Bis jetzt haben Wir von der Differenzierbarkeit von fez) noch keinen 

Gebrauch gemacht. Das muß nun geschehen. Denn ohne diese Annahme 
ist der Cauchysche Integralsatz sicher nicht richtig. Man betrachte nur 
etwa das Integral jxdz erstreckt über die beiden Wege von (0,0) nach 
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(a, b), welche aus je zwei zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden he­

stehen. Der eine gibt -~" + i ab, der andere aber ~'. 
Wir setzen also nun voraus, daß fez) analytisch ist. ~ei dann ZIl die 

Koordinate des innersten Punktes P, so ist wegen der Diffel'enzierbarkeit 

in zo: lim fez) -:-frto2 =f' (zo). 
z-+zo Z-Zo 

Es gibt also eme Funktion. ö'(E), so daß für I Z - Zo I < a(s) stets 

I fez) - ((zo) - f' (zo) Cz - zo) I < cl·,: - Zo 1 
ist Von einer gewissen Nummer N(s) an aber liegen die Dreiecke ,.1" 

in einem mit dem Radius ö'CE) um Zo geschlagenen Kreise, so daß man 
dann die gefundene Abschätzung auf ihren Integranden anwenden kann. 
Dann wird 

I .f f(z)dz - {(zo) .r cl,,: - f" (zo \f'Cz - zo) dz I < EI' ./1·'3 - Zo I rlz I'· 
dft d n An i An 

Betrachten wir nun die einzelnen hier vorkommenden integrale etwas 
n.äher. Die auf der linken Seite der Ungleichheit verschwinden alle bis 
auf f {(z)dz, von dem wir das noch nicht wissen. Das folgt aus den auf 

d n 

8.109 betrachteten Beispielen. 
Im Integral der rechten Seite aber wird I z - Zo I kleiner als der Um­

fang des Dreiecks Lln. Denn z ist ein Punkt auf dem Dreieck, während 
Zo im Inneren oder am R-ande liegt. Die Entfernung zweier derartiger 
Punkte ist natürlich kleiner als die längste Dreieclrsseite, also erst recht 
kleiner als der Umfang. Daher wird nach S. 106 

I J U' 
! ! z - Z, ! el Z .1 <--. I I \) I ' 41'1 
,.1 n 

I U't. 
'I [f(z)dzl<E-' . I 4" 
• .1 n I 

Daher ist nun 

Da aber andererseits I !'!ü)clz!>lJ! 
.' 4" 

Ll n I 

war, so ist nun M U' -_.- < E --~_ .• 
4" 4" 

Daraus folgt, daß M< E rP ist. Da aber c beliebig gewählt werden kann, 
so ist M = O. Daher ist also .r fCz) elz = O. Denn M war der Betrag 

LI 
dieses Integrales. Damit ist der Integralsatz bewiesen. 

Aus dem bewiesenen Satz folgt, daß jede in einem einfach zusammen­
hängenden Bereiche eindeutige analytische Funktion fCz) ein Integral besitzt, 
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d. h. daß es bis auf eine additive Konstante genau eine analytische Funk· 
tion J(z) gibt, die gleichfalls im Bereiche B eindeutig ist, und deren Ab· 
leitung fez) ist. Denn betrachten wir das Integral 

.f(z) = J f(z)dz. 
1% 

Einen Weg, über den es zu erstrecken ist, brauchen wir nun nicht mehr 
anzugeben, denn, wie scho~ 8.115 angegeben, folgt aus dem nun bewiesenen 
Hauptsatz, daß der Wert des Integrales davon unabhängig ist, über welchen 
in B gelegenen Weg man es erstreckt. Das Integral J(z) stellt also eine 
in B eindeutige Funktion dar. Wir zeigen, daß sie analytisch ist, und daß 
fez) ihre Ableitung ist. Es wird nämlich 

~ s [fez) - ((.lio)] de 
J(z)-J(zol _ f(z ) = Zo • 

Z-Zo 0 Z-Zo 

Da aber ((z) bei Zo stetig ist, so gibt es eine Funktion aCE), so daß 
I fez) - ((zo) I < c ist für 1 z - Zo 1= aCE). Da weiter der Integrationsweg 
von Zo bis z geradlinig gewählt werden darf, so ist seine Länge I z - Zo '" .. 
Daher wird nun .f[((z) - ((zo)Jdz < cl z - Zu I. 

Daher ist \ J(z) - J(zo) (() 1 f'" I ~() ,- 'z--=Z;- -' Zo < c ur! Z -:- Zo < u E • 

Also ist J(z) analytisch und fez) ist seine Ableitung. Also ist nun 
auch im Differentiationsprozeß die Umkej~rung des Integrations prozesses 
erkannt. 

Man kann den Cauchyschen Integralsatz leicht auf Funktionen auS' 
dehnen, welche in nichtschlichten einfach zusammenhängenden Bereichen ein­
deutig und analytisch er~lärt sind. Wir nennen dabei einen mehrblättrigen 
Bereich einfach zusammenhängend, wenn in ihm eine eindeutige analytische 
Funktion w = g; (z) erklärt ist, welche ihn - alles im Sinne der Fest­
setzungen von S. 68 ff. - auf einen schlichten einfach zusammenhängenden Be­
reich abbildet. Wenn dann in dem mehrblättrigen Bereich Beinegeschlossene 
Kurve ~ vorliegt, so geht dieselbe durch die Abbildung in eine ge­
schlossene Kurve Q: I des schlichten Bereiches B' über, die rektifizierbar 
ist, wenn dies für Q: zutrifft. Dann ist 

./'f(z)dz = 0, 
ii: 

wenn f(z) in B eindeutig und analytisch ist. Denn Bei w = g;(z) die er· 
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wähnte Abbildungsfunktion , .z = tjJ (w) ihre gleichfalls als analytisch ange­
nommene Umkehrungsfunktion 1), so wird nach S. 112 

./'r(z)dz = It'(l/J(W))l/J'(w)dw. 
I.t Q;' 

Dies letztere Integral ist aber nach dem Hauptsatz Null. . Damit ist (he 

verallgemeinerte Fassung des Integralsatzes bewiesen. 

§ 7. Anwendung des Hauptsatzes auf die Berechnung bestimmter Integrale. 

Der Hauptsatz leistet oft gute Dienste, bei der Auswertung bestimmter 
Integrale. Ich will dies jetzt nur an einem einzigen viel behandelten Bei-
spiel zeigen. 00 JBinx 

Es Bei die Berechnung des bestimmten Integrales ---dx, erstreckt 
• x 
o 

über die positive reelle Achse als Aufgabe vorgelegt. Auch der Nach-
weis, daß dies Integral überhaupt konvergiert, wird sich aus unseren Be-
trachtungen mit ergeben. J i Z 

Ich gehe von dem Integral ~ rlz aus. Es möge über das aus 

der Fig. 45 ersichtliche Kreisbogenviereck erstreckt werden. Es hat 
natürlich den Wert Null, weil der Inte· 
grand an allen von Null und Unendlich ver­
schiedenen Stellen analytisch ist. Nun zer­
lege ich das Integral in naheliegender Weise 
1ll vier Teilintegrale und fasse die beiden über --i:-----*--~--~~-~ 
Stücke der reellen Achse erstreckten Integrale Fig '5. 

r __ r n 

je;'"dZ+ J'e:'az 
-R r 

1ll emes zusammen. Es wird ja 
-r H , 

f' ~~z~z = -J' ~z'i d~. 
• z Z 
-R r 

-r R H 

JeiZ d +Jei
' dz _ 2' [sin Z do - Z --- - t .. -- z. 

z z.. Z 
Also wird 

-H r 
R 

'fBin Z je i '. fe i
$ Daher hat man jetzt 2t -z-- dz + z dz+ z dz = O. 

,,, .ro 
-r +r -R+R 

1) Wir werden später (8. 190) beweisen, daß 'lj!(w) stets dann analytisch ist, 
wenn dies für cp(z) zutrifft. 
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"" 
Um das Integral .rsli~ e dz zu linden, wird mall jetzt r ..... 0 und R ~ .. 00 

streben lassen. ~abei strebt das lntegral.fl!~ de selbst gegen Null. Um 
....., 

-R R 

ei Il?;usehen, daß für alle genügend großen R das Integral 

r~~d?- = i.!e-RBincp+iRcosCPdcp (z = Beirp) 
.r-, 0 

-R R 

dem Betrage nach kleiner als eine beliebig gegebene positive Zahl /j wird, 
zerlege ich dies Integral in drei Teilintegrale : 

J 1t-O lt 

I+I+.r 
o 0 lt-O' 

Hier wähle ich die Zahl «J 80 klein, daß die beiden Integrale 
r lt 

.f und f 
o 1t-0 

E 
dem Betra.ge nach kleiner als .3 werden. Es wird ja z. B. 

I /drpe-Usincp+iHcosrP!~.l dcpe-Rsincp_2: «J, weil e-RBiucp S 1 ist. 
10 I 0 _. 

Nachdem so die Zahl d' = ä- festgelegt ist, betrachte ich das Integral 
""-0 
fdcpe-usinrp+iRcosrp weiter. Wieder gilt zunächst 

" Ilt-ci I "'-0 Jf'e- ll siuPeiHcOBCP drp I <! dcpe-Rslnrp. 

In diesem Integral gilt aber nun 
e-Rsiu(p< e-RsinÖ • 

Denn flir h<:::: cp < TC - h ist ja sin cp 2: sin d'. Daher wird nun 

\
",-0' I ,/'d cpe-iR8inp+iTIOO8iP I < (n: - 2 h) e-R.in~ • 

Für genügend großes R wird dies aber kleiner als i· Daher ist in der Tat 

lin. f eiz d.z = O. 
It-).oo Z 

r-, 
-R+R 
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Nun bleibt noch das Integral 
o I'il ~ 

• ~ dz = i.J e--rsinrp + irco"p d rp 
r-+ rr -r+,. 

o 
Für 1'-~ 0 kommt das Integral i j'dcp = -- ni heraus. Denn der Integrand 

rr 

strebt für l' '* 0 gleichmäßig in rp gegen Eins.1) Daher wird wirklich 

'" 

J iZ 

lim ~ clz = -- ni. 
r~O 

r--l -r +r 

Daher wird nun j'sin Z dz = 1l'_ 
z 2 

o 

Sechster Abschnitt. 

Die Cauchysche Integralformel. 
§ I. Ein Spezialfall (leI' Cancbyscben Integralformel. 

In einem Kreise K sei die Funktion ((z) eindeutig und analytisch. K 1 

sei ein konzentrischer Kreis von kleinerem Radius und z ein Punkt aus 

seinem Inneren, Dann ist fez) = 2 ~iJlJ~~ d t· 

[:g] 
Dabei ist also das Integral so über den Kreis K 1 zu erstrecken, daß bei 
der Durchlaufung das Innere zur Linken bleibt. Das sei immer durch die 
verwendete Schreibweise angedeutet. Da der Integrand eine bei ~ = z 
also in K singuläre Punktion ist, so folgt aus dem Integralsatz un­
mittelbar nichts. 

Wir zeigen zunächst, daß J!\~)dS= 0 
(;-z 

(L) 

1) D. b. es gibt eine Zabl Q = (! (e) derart, daß für alle r< Q (E) und beliebige cp 

I e-rsiucp+irC08'1'_11 <E 
gilt. Vgl. dazu S.107. Die Verhältnisse liegen ja ganz analog wie bei gleichmäßig 
konvergenten Reihen. 

Bi e b " r b a 0 h, Funktionentheorie I 9 
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ist, wenn das Integral über den in Fig. 46 angegebenen Weg L erstreckt 
wird. Er besteht aus einem Kreisbogen K 2 vom Radius p, dessen Mittel­
punkt z ist, aus zwei von z ausstrahlenden Strecken und einem Bogen 
des Kreises K l . Die Kurve L ist in einem aus Fig. 46 ersichtlichen 

einfach zusammenhängenden Bereich gelegen, der 
von K und einer Strecke begrenzt ist, welche z 
und K verbindet. In diesem einfach zusammen­
hängenden Bereiche sind aber sowohl f(~) wie ~ - z 
analytische Funktionen von ~ und der N enner ~ - z 
verschwindet in diesem Bereiche nicht. Daher kann 
man auf die Kurve L den Hauptsatz anwenden. 
Also ist 

Wir ändern nun die Kurve L dadurch ab, daß wir die Kreisbogen 
größer werden lassen. Dabei wird also der von den beiden Strecken ein­
geschlossene Winkel kleiner. Immer bleibt das Integral Null. Wir ver· 
gleichen es nun mit dem Integral über die aus Fig. 47 ersichtliche Kurve ~. 

K 

Sie besteht aus den heiden vollen Kreisen und dem 
zweimal durchlaufene~ geradlinigen Stück. Ähnlich 
war die Kurve L zerlegt. Je mehr sich diese der 
Kurve (E nähert, um so weniger wird J von .r 

L Q: 

abweichen. Das folgt so unmittelbar aus der Stetig-
keit der Funktion f(f;,), daß wohl keine längere Dar­
legung erforderlich ist. Daher ist auch 

[ fm d~= o. 
{;-z 

Nun ist aber in diesem Integral der geradlinige Bestandteil zweimal in ver­
schiedener Richtung durchlaufen. Daher wird 

(fm dt = (fW d~. J t-z J t-z 
11J GJ 

Dieses letztere Integral ist nun von der Größe des Kreisradius Q von Ki 

unabhängig. Denn unsere Betrachtung gilt für jedes p. Zur Auswertung 
des Integrales führen wir Polarkoordinaten ein. Wir setzen f;, - z = pei :! 

2n: 

Dann wird .f{~~ d~ = if f(z + Qei~) d{}. 
o 
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Da aber das lntegral von (,l unabhängig ist, so gilt 
211' 2", 

If(z + (,lei.,,) d-ft = lim ff(Z + (,lei:;) d-ft = ~1t f(z). 
o ~~oo 

Daher ist nun f tt.~ d~ = 2'Jti f(z). 

~I 
Also ist 

Damit ist also unser Ziel erreicht. 
Bemerkung: Man kann nicht auf die Kurve (& unmittelbar den Integral­

satz anwenden, um zu sehen, daß das Integral verschwindet. Denn zwar 

begrenzt Q: einen einfach zusammenhängenden Bereich, in welchem ?t.~ 
regulär ist, aber Q: liegt nicht in einen solchen Bereich eingebettet Aller­
dings kann man sich hier leicht einen einfach zusammenhängenden Bereich 
beschaffen, in den Q: eingebettet ist. Damit erhalten wir einen zweiten 
Beweis unseres Resultates. Der Bereich, den ich meine, ist mehrblättrig . 
Wir führen die bei z und bei CX) verzweigte Riemannsche Fläche der 
Funktion Yi; - z = wein. Auf ihr werde eine analytische Funktion von S 
dadurch erklärt, daß wir festsetzen, sie solle in übereinanderliegenden 

Punkten der Fläche, d. h. in Punkten mit gleichem ~, denselben durch pr.) ,-z 
gegebenen Wert haben. Auf dieser Fläche denken wir uns nun 1m 
emen Blatt die Kurve Q:. Über dem Kreise K 
denken wir beide Blätter durchschnitten. So sondern 
wir von der Riemannschen Fläche einen die Kurve Q: 

enthaltenden Bereich aus, den wir durch w = y'(.:.- z 
auf einen schlichten Bereich der w - Ebene ab­
bilden. Denken wir uns noch im anderen Blatt 
der Fläche, welches ([ nicht enthält, wieder eine 
Gerade gezogen, welche z mit K verbindet, so wird 
diese etwa auf die w-Gerade der Fig. 48 abgebildet. 
Diese Gerade zusammen mit dem Bilde des Kreises 
K begrenzt einen einfach zusammenhängenden Be­

\r~~VKJl 
\. ' I 

'"" ,-. ) ~/~ 

~'ig. 48. 

reich (S. 90), dem ([I, das Bild von ([, angehört. Aus dem 

wird 

j 'rm d~ 
{;-z 

Iil: 

~ff(z:w') dw. 

Il' 

9* 
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In dem einfach 
regulär. Daher 

Daher ist auch 

Vi. Die Cauchysche Integralformel 

zusammenhängenden Bereich der 

ist J{(~-+-~') du; = O. 
10 

Ir 

(f(Q df; = o. .J ~-z 
Ir 

F· 48 l'st aber f (z + w') 19. 

Das war der zweite Weg, auf dem man beweisen kann, daß 

1 ~fm f(z) =.,--: ,.- dr;. "nt ,,-z 

Dieser Weg ist es, der sich hernach im allgemeinen Fall der Integralformel 
als der gangbarste herausstellen wird. 

Es gibt noch einen dritten Beweis, der die vorhin bezeichnete Schwierig­
keit vermeidet. Er knüpft an die beistehende Fig. 49 an. Die Summe der 

Fig. 49. 

beiden Integrale über K l und K2 ändert sich nämlich 
nicht, wenn man zu ihr die vier Integrale hinzufügt, 
welche man erhält, wenn man den Integranden über 
die beiden aus der Fig. 49 ersichtlichen geradlinigen 
Stücke in beiden Richtungen integriert. Denn, wie 
wir schon vorhin bemerkten, ist die Summe dieser 
Integrale Null. Man kann aber nun die heiden 
Kreisintegrale noch in je zwei Integrale zerlegen, 
den beiden Kreisbogen entsprechend, aus welchen 
nach Fig. 49 jeder der beiden Kreise nun besteht. 

Die so gewonnenen acht Integrale kann man aber dann in anderer Weise 
zusammenfassen. Sie machen nämlich gerade die Summe der beiden Inte­
grale aus, welche man erhält, wenn man den Integranden in der Pfeil­
richtung über den l'{,and der beiden aus Fig. 49 ersichtlichen schraffierten 
Kreisbogenvierecke integriert. Aus den schon in unserem ersten Beweise 
angestellten Betrachtungen ergibt sich aber, daß ein jedes dieser beiden 
Integrale verschwindet. Daher ist also nun wieder 

Und nun verläuft alles so weiter, wie wir dies schon bei unserem ersten 
Beweise darlegten. Man findet also erneut die lntegralform!'l 

f(z) = ~.ff(?;) d& . 
21H ?;-z 

CKJ 
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Diese Integralformel drückt also die Werte, lUelche die Funktion fez) im 
Inneren des Kreises K l annimmt, dttrch die Werte ans, welche sir: am Rllnde 
des Kreises besitzt. Der allgemeine Fall der Intcgralformcl wird dies Er­
gebnis vom Kreise auf allgemeinere Bereiche übertragen. Die Formel zeiMt 
also, daß die Werte, welche eine analytische Funktion im Inneren eines 
Kreises annimmt, schon durch ihre Werte an seinem I tande eindeutig be­
stimmt sind. Es ist eine gewiß merkwürdige 'l'atsaehe, daß die bloße 
Voraussetzung der Difl'erenzierbarkeit derartige Folgen naeh sich zieht. 

Mancher Leser wird versucht sein, die hier gegebenen Beweise ohne 
weiteres von den Kreisen auf beliebige einfach geschlossene Kurven zu 
übertragen. In vielen Fällen ist das auch berechtigt. Indessen zeigt ein 
näheres Nachdenken im allgemeinsten Falle doch einige gestaltliche Schwierig­
keiten, die darauf beruhen, daß wir die letzten Reste der Anschauung, die 
wir eben bei den einfachen Kreiskurven ruhig benutzen durften, bei den 
allgemeineren Kurven von nicht unmittelbar zu übersehendem Verlauf durch 
rein begriffliche Schlüsse ersetzen müssen. l ) Ich will daher im folgenden 
Paragraphen wenigstens den zweiten der Beweise voll durchführen, da sich 
bei ihm alles am leichtesten ergibt. 

§ 2. Der allgemeine I<'all der IntegraIt'ormel. 
In einem zweifach zusammenhängenden Bereich B sei die Funktion cp 

lmalytiseh. In ihm seien zwei geschlossene releti{lzierbare K urven ~1 und ~2 
gegeben, welche einen beliebigen Randpunlet z gleich oft 2) ttmlaufen mögen. 

Dann ist I cp (S)ds =.r rp(s)ds· 
(1;, (1;. 

Zum Beweise wähle ich auf ~I einen Punkt Pi und auf ~2 emen 
Punkt P 2 und verbinde beide durch einen dem Bereich Bangehörigen z 
nicht treffenden Polygon zug II. Durchläuft man dann von PI aus ~I im 
vorgeschriebenen Sinne bis PI' geht dann auf II zu ~2 über und durch­
läuft dies entgegengesetzt zum vorgeschriebenen Sinne und geht dann auf II 
nach Pt zurück, so hat man eine Kurve ~ beschrieben, längs der sich 
log (s - z) gar nicht ändert. Bildet man daher den Bereich B durch 

w = log (s -- z) 

auf die w-Ebene ab, so erhält man einen schlichten einfach zusammen-

1) Man hätte z. B. einen Kreis K nötig, der z im gleichen Sinne wie [ einmal 
umläuft. Der begriffliche Inhalt dieser Angaben "in einem gewissen Sinne einmal 
durchlaufen" wurde aber S. 79 mit Hilfe des Logarithmus festgelegt. So führt jedel 
Versuch, begrifflich scharf vorzugehen, sofort auf die Methode des § 2. 

2) V gl. die Definition auf S. 79. 



128 VI. Die Oauchysche Integralformel 

hängenden Bereich (S. 90) und die eben genannte Kurve ~ geht in eine 
geschlossene, diesem Bereiche angehörige Kurve über. Aus unserem Inte­
gral wird durch diese Substitution das über diese geschlossene Kurve er-

streckte I !p(z + cw)ewdw, 

das nach dem Cauchyschen Integralsatz verschwindet. Es hat aber den Wert 

.r !p(~)d~ --I !P(~)db + I!p(~)d~ +I qJ(~)db' 
~ ~ II II 

Da aber in den beiden über II erstreckten Integralen der Durchlaufungs­
sinn verschieden ist, so ergeben diese N uU. So hat man tatsächlich 

J qJ(b)db = I!p (~)db' 
([1 <it. 

Dieses allgemeine Resultat erlaubt nun sofort, den allgemeinen Fall der 
Integralformel zu beweisen. 

Satz Ir. In einem einfach zusammenhängenden Bereiche B sei die Ftmk­
tion fm eindeutig und analytisch. ~ sei eine geschlossene rekti{lzic1'bare 
Kurve, welche ~ = z einmal im positiven Sinne- umläuft. Dann ist 

fCz) = ~ff(t) d~. 
2n~ f;-z 

Q: 

Aus unserem Satze folgt nämlich, daß 

JJilld~ =jrm d(; 
b-Z 1;-z' 

([ K 

wenn unter K ein Kreis vom Radius Q verstanden wird, der z im positiven 
Sinne umläuft und diesen Punkt zum Mittelpunkt hat. Daß das Kreis­
integral aber gleich 2nif(z) ist, sahen wir schon im vorigen Paragraphen. 

Wenn die geschlossene Kurve ~ den Punkt z nach der Definition von 

S. 79 nicht umschließt, so zeigt die gleiche Betrachtung, daß f {t)z d ~ = O. 

Das ist z. B. dann der Fall, wenn der Punkt z dem Bereiche B nicht angehört, 

denn dann ist {(1;) zim ganzen Bereiche regulär. Dann folgt also das Ver­

schwinden des Integrales schon aus dem Cauchyschen Integralsatz direkt. 

§ 3. Vel'allgemeinerung des Canchyschen Intfgra1satzes. 

Am Anfang des vorigen Paragraphen wurde als Grundlage zur Hel'­
leitung der Integralformel ein allgemeiner Satz ausgesprochen, der als eine 
Verallgemeinerung des Integralsatzes auf Funktionen angesehen werden 
kann, die in einem zweifach zusammenhängenden Bereich eindeutig und 
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regulär sind. Nun soll der Iutegralsatz seine allgemeinste Fassung fiil' 
mehrfach zusammenhängende Bereiche erhalten. 

fCz) sei in dem beliebigen Bereiche B eindeutig und regulär. In dem~ 
selben mögen zwei geschlossene rektliizierbare Kurven (!1 und Gl~ !Jc!Jl'hen sein, 
die einen jeden Randpun7ct gleichoft umlat!(en, d. h. die ei'l/(' so oll wie dil~ 

andere Kttrve. Dann ist 
/, (z)dz =.f'{ez) dz. 
~l [, 

Es genügt den Beweis unter der Annahme zu führen, daß ~I und ~2 
Polygone seien. Denn wenn man eine Kurve genügend nahe durch ein 
Sehnenpolygon approximiert hat, so umläuft dasselbe - wegen der ganz 
zahligen Vielfache von 21ti, um die der Logarithmus bei Durchlaufung von 
Kurve und Polygon wächst und wegen der Güte der A pproximation ~ 
einen jeden Randpunkt ebensooft wie die Kurve. Und wenn für die 
Näherungspolygone die Integrale immer einander gleich sind, so muß das 
auch beim Greuzübergang zu den Kurven der Fall sein. 

Seien also ~1 und ~2 zwei Polygone, die einen jeden Randpunkt gleich 
oft umschließen. Da man beide im Bereiche durch einen Streckenzug zu 
einem Kontinuum verbinden kann, so kann man nach Satz III S. 84 einen 
von endlichvielen Polygonen ffi p ffi2 , ''', ffin begrenzten polygonalen Be­
reich konstruieren, der diese beiden Polygone enthält, die Bereichränder 
aber ausschließt. Dieser polygonale Bereich ist somit ein Teilbereich des 
Gegebenen. Die beiden Polygone, durch die wir (!l und (!2 ersetzten, um­
laufen dann auch einen jeden einzelnen Randpunkt des polygonalen Be­
reiches beide gleich oft, weil man nämlich einen jeden Randpunkt des 
polygonalen Bereiches außerhalb desselben durch einen Streckenzug mit 
Punkten des alten Bereiches verbinden kann. Das lehrt die gerade schon 
einmal zur Geltung gekommene auch S. 79 verwendete Stetigkeits­
betrachtung. 

Ich greife eines der bei den Polygone heraus, um das darüber erstreckte 
Integral näher zu untersuchen. Zunächst kann ich dies Polygon - 1ihn­
lieh wie S. 116 - in eine Reihe einfach geschlossener Polygone zerlegen. 
Ich greife eines derselben heraus: Q:r Dasselbe möge das x-te innere 
Randpolygon etwa ).y' mal umlaufen (ly. hat also nach S. 78 einen der 
Werte 0, 1, - 1). Nach Satz VIII S. 87 zerlege ich das Polygon durch 
eine Reihe von Querschnitten in einzelne einfach geschlossene Polygone, 
von welchen ein jedes nur höchstens eine Randkurve umschließt, und zwar 
ebensooft wie das zerlegte Polygon. So kann man also das über das 
Polygon (!1 erstreckte Integral in eine Summe von Integralen zerlegen. 
Ein jedes derselben ist über ein einfach geschlossenes Polygon erstreckt, 
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das höchstens eines der Randpolygone umschließt. Wenn nun etwa das 
Polygon ~I das Randpolygon ffi" )..,,-mal umschloß und jetzt bei der 
Zerlegung 11< Polygone vorkommen, die ffi" einmal positiv, und v" Polygone 
auftreten, die 9l" einmal negativ umschließen, so muß )... = /L" - v" sein. 
Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen lehren aber, daß zwei Poly­
gone, die ~~ einmal im selben Sinne umschließen, denselben Wert von .r f (z) dz liefern. 1 ) Wenn daher II" irgendein einfach geschlossenes Poly­
gon ist, das nur ffi" und diese Kurve nur einmal im positiven Sinne um­
schließt, BO wird .f f(z)dz = 2' l" J f(z) dz. 

(!:, llt" 

Denselben Wert muß aber auch J (z)cZz haben. Damit wäre die Gleich­
(!:, 

heit beider Integrale erkannt und unser Satz bewiesen. Allerdings haben 
wir noch eines stillschweigend als richtig angesehen, daß nämlich 

J fez) dz 

verschwindet, wenn es über ein einfach geschlossenes Polygon n aus B 
erstreckt wird, welches in seinem Inneren keine einzige der Randkurven 
enthält. Das ergibt sich aber sofort aus dem Integralsatz in der S. 115 
gegebenen engeren Fassung, sowie man erkannt hat, daß man dies Poly­
gon in einen einfach zusammenhängenden Teilbereich einbetten kann, in 
welchem (z) regulär ist. Man muß dazu ja nur nach S. 84 ein Polygon 
konstruieren, das in B verläuft und das Polygon II von den Randkurven 
des Bereiches trennt. Man kann dieselben nämlich, weil sie alle außer­
halb von II verlaufen, miteinander zu einem Kontinuum verbinden, ohne 
dabei II zu treffen. 

Ein wichtiger Spezialfall des bewiesenen Satzes ist dieser: Der Bereich 
sei n-fach zusammenhängend. Eine Kurve ~ möge eine jede der n-1 
inneren Randkurven genau einmal positiv umlaufen. ~" sei eine Folge 
von Kurven derart, daß ~x die Randkurve ffi" genau einmal im positiven 
Sinne und die anderen Handkurven nullmal umläuft. Dann wird 

1) Da man das umschlossene ffi. und sein Inneres mit den beiden Polygonen zu 
einem, die übrigen Ränder und den Rest der Komplementärmenge des polygonalen 
Bereiches zu einem zweiten Kontinuum verbinden kann, so gibt es nach dem Corollar 
zu Satz III von S. 85 ein einfaches Polygon P, das ffi" und die beiden Polygone ent­
hält, die übrigen Ränder aber ausschließt. Auf den von P und ffi" begrenzten Be­
reich wende man Satz I des vorigen Paragraphen an. 
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S 4. Bemt'rkungell zur Illtegralfol'md. 

Das In der Cauchyschen Integralformel vorlwmmende Integral 

fi'(~) dr. = J (z) 
• ~ -'Z' 

~r 
stellt unter viel allgemeineren Voraussetzungen, als den bisher angegebeneIl, 
in einem Q: nicht enthaltenden Bereich eine analytische Funktion von .,' 
dar. Das ist nämlich nicht nur dann der Fall, wenn die Kurve (& ge­
schlossen ist und einem einfach zusammenh1ingenden Bereich angehört., in 
welchem die Funktion fez) analytisch ist, das ist vielmehr auch dann uer 
Fall, wenn Q: eine beliebige rektifizierba.re Kurve ist, auf welcher (f;,) 
stetig ist. Unter z ist dabei eine beliebige nicht auf der Kurve Q: gelegene 
Stelle zu verstehen. Man findet nämlich dann für den Diff'erenzenquotienten 

den Ausdruck J(z+h)-J (z) = ( __ (&):J-3 _____ • 
h J(&-z)('-z-h) 

Man wird vermuten, daß dieser Ausdruck für h -~ 0 dem Werte fft(~;l)~ 
zustrebt, und in der Tat ist ja auch 

~1) J(z+!Il=.-!.C!J __ ff(b) d b =Jf(~) d b-·--~- -. 
h (~_Z)2 (b-Z)" (b-z-h) 

(2) Also wird I J(z±!~)-==-.[(z) _ff(b) d b_1 < M(~:x:.L(~LUll.J L , 
I h (b-z1' : d· l 

wenn L die Länge der Kurve Q: und d den Abstand zwischen Q; und einem 
die Punkte z und z + h enthaltenden Kreise bedeutet. Daher ist in der Tat 

(3) lim 'lJ!.I.!~)~J(z) =fj(bi db 
h-+O h (b- Z)' 

und J (z) ist wirklich eine analytische Funktion von z In der Umgebung 
einer jeden Stelle, die nicht auf der Kurve Q; liegt. Man muß sich in­
dessen sehr wohl vor der unbegründeten Vermutung huten, daß etwa (('6) 
die Werte sein müßten, die J (z) auf der Kurve Q: annimmt. Diese An­
nahme wäre von Grund auf falsch. Es ist ein reiner Zufall, wenn es 
einmal so ist. 

Nehmen wir z. B. als Integrationsweg den Einheitskreis ! z I = 1 und 

setzen f(f;,) = -h dann wird 

J (z) = _1_ (_1_ d~ = -1 .!jat _1_ ~ r dt = _ ~ + ~ = 0 
2niJ~(&-z) 2niz b+2,,;izJ"&-z z z . 

Die im Einheitskreis dargestellte Funktion ist also Null. Die Randwerte 



132 

aber sind e-i'p. 
T ntegralsatz 

V 1. Die Oauchysche Integralformel 

Weiter bemerke man, daß ja nach dem Cauchyschen 

J(z) = /~ff51~ d~ = 0 

ist, wenn f(~) in I z . ~ r (r > 1) eindeutig und analytisch ist, wenn die 
Integration über I z t = 1 erstreckt wird, und wenn z außerhalb des Einheits­
kreises ist. Denn der Integrand ist ja im Einheitskreis analytisch und ein­
deutig. Also ist dann J(z) eine Funktion außerhalb des Einheitskreises, 
die auf demselben durchaus nicht die Werte rw annimmt. 

Das eben Bewiesene ist ein ganz spezieller Fall eines viel allgemeineren 
Satzes, den wir hier anfügen wollen. Ich verstehe unter ffJ (s,~) eine in 

. einem Bereiche B analytische Funktion von z, die a1tßerdem noch von einem 
Parameter t abhängt, welcher auf einet' rektifizierbat'en Kurve ~ der b-Ebene 
variieren möge. Solange z im Bereiche B und ~ attf der Kurve ~ liegt, möge 
außerdem rp (z, b') eine stetige Funktion der beiden Veränderlichen z und s 
sein.1) Dann ist J (z) = ./'rp (z, ~) d~ eine analytische Funktion von z im 
Bereiche B. 0: 

Es sei eine Aufgabe für den Leser, im Anscblu~ an den eben besprochenen 
Spezialfall,den Beweis dieses Satzes zu erbringen. Hier möge der Hinweis 
genügen, daß wir auf S. 170 einen sehr kurzen Beweis dieses Satzes kennen 
lernen werden. 

Ein ganz spezieller Fall des eben genannten Satzes ist es, wenn wIr 

rp (z b) = J(t,) annehmen. 
, (~-zt 

Wir kehren damit wieder zur Integralformel zurück. Wir nehmen als 
Integrationsweg eine einfach geschlossene Kurve (t, und z sei eine Stelle 
aus ihrem Inneren. Dann wird f 

fez) = ~ f(~)r!~, 
21tt (;-z 

~ 
und dieser Ausdruck ist beliebig oft differenzierbar. Denn es wird ja 

/ 1 ff({;)d{; 
(4) f Cz) = 21ti -ef-z)'p 

~ 
und das kann wieder differenziert werden; so wird 

1'1/ (z) = ~Jf(t,) d{;. 
I :l1tt ((;-z)" 

~ 
1) D. h. es Boll zu jedem e ein .r (e) geben, so daß i q> (z+h" (; + h.) - q> (z,~) I < 8, 

sobald I htl < ~ (e) und I h.1 < .r (s). z + h1 und z gehören dabei dem Bereiche B, , und 
{; + h, der Kurve ~ an. 
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(5) Allgemein wird 

Wir haben so das überraschende Ergebnis: 
Eine jede analytische Funktion kann beliebig otl differen,ziert werden. J)i,~ 

Ableitungen aller Ordnungen sind also wieder analytisclw Funktionen. 
Aus der Differenzierbarkeit einer Funktion komplexcn Argumente" talllt 

also z. B. schon die Stetigkeit der Ableitung. Die' Ableitung einer nur im 
Reellen erklärten Funktion kann bekanntlich unstetig sein. Hier ist sie 
sogar selbst wieder differenzierbar. Man erkennt, welche tiefen Konsequenzen 
die Voraussetzung der Differenzierbarkeit im Komplexen nl\ch sich zieht. 

§ 5. Umkehrung des Cauchyscbe\l Hauptsatzes. 

Eine reife Frucht ist es, die uns nun in den Schoß fällt. Wir wollen 
beweisen, daß eine in einem Bereiche B eindeutige und stetige F~tnktion fCz', 
für welche das Integral .r fCz) dz verschwindet, ganz einerlei, über welche dem 

~ 

Bereich angehörige geschlossene Kurve es auch erstreckt wird, notwendig eine 
analytische Funktion ist. Der Satz ist offenbar die Umkehrung des Cauchy­
schen Integralsatzes. Nach seinem Entdecker beißt er auch Satz von Moren),. 

Das Integral z .r fCz) dz = J(z), 
o 

stellt eine im Bereiche eindeutige Funktion dar, weil das Integral vom 
Wege unabhängig ist (vgl. die Bemerkung auf S. 115). Diese Funktion 
ist aber analytisch. Denn schon S. 120 ist gezeigt, daß J Cz) differenzierbar 
ist. Es wird nach der dort angestellten Überlegung J' (z) = fez). Vorhin 
aber haben wir gesehen, daß die Ableitung einer analytischen Funktion 
selbst analytisch ist. Also ist wirklich fCz) analytisch. 

§ 6. Eine Anwendung der Integralformel. 

Schon die Integralformel erlaubt es ziemlich unmittelbar, manches be­
stimmte Integral auszuwerten. Ich gebe jetzt ein ganz einfaches Beispiel, 
um später in dem Abschnitt über die Residuen die Betrachtung wesentlich 
weiter zu führen. 

+'" 
Es sei J~ dx +--1 erstreckt -über die reelle Achse zu berechnen. Ein be­

(1 + x')" 
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reits von Cauchy vielfach angewendeter Gedanke knüpft daran an, daß das 
um den Halbkreis der Fig.50 erstreckte Integral stets den Wert 

J(l + ~~n + 1 = 2;" . ~:~~; = % }:-~-:-~~--~ '-'-~;~7l-1 
L":-'J 

hat. Man kann nämlich . 1 dz 

2~if(1+:~n-F = 2~i.f ~t~):;~-i o 
Fig.50. c:J c:J 

schreiben. Das ist aber nach Formel (5) weiter nichts als die ;(fache 

n-te Ableitung von 1 +1 an der Stelle z = i. Diese ist aber {2n)! .!.. -/+-----1· 
(z+i)" n! i 2" 

Weiter bemerkt man nUD, daß das über den Kreisbogen erstreckte Integral 
für R --+ 00 gegen Null konvergiert. Denn der Integrand genügt auf dem 

Kreis vom Radius R d~r Ungleichung \ 1 ~ Z2 \ < RS~ l' Schreibt man nun 
aber die Gleichung 

-----;-7 = :n; ---=-----.:::.... li dz 1·S.5 .. ···2n-1 

(1+Z 2),,+1 2.4.6. ·2n 

CJ 
+R 

In der Form !cl +~;n+1 + }(1+:';"+1 1·8·6· .... 2n-l 
=:n; 

2·4·6· .2n 
-R r-+":"1 

-B +B 

und geht hier zu R -~ 00 über, so erhält man 

+00 
-------.,---,-=:n;. Ji dx 1·S·5·····2n-l 

(1+:1:,),,+1 2.4·6· ·2n 
-GO 

Häufig gelingt es, durch eine einfache Substitution andersartige Integrale 
so umzuformen, daß man in der eben angegebenen Weise mit Hilfe der 
Integralformel die Auswertung leisten kann. Das gilt z. B. von dem Integral 

211 .r cos Sn xdx. Macht man nämlich hier die Substitution eiz = ~, so geht der 
o 
Integrationsweg, also das Stück der reellen Achse: 0 ::; x < 2" in die ein-
mal durchlaufene Peripherie des Einheitskreises der ~-Ebene über. Man 
erhält dann die Beziehung 
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Die Integralformel lehrt wieder, daß das neue Integral der Gleichung 

} '(1+;,)211 2ni d2n (i-I-t't",' 
.2rI+l d~ = (2 'I 1!;~tI i,· = 0 LI " . n). ( , ~ 

genügt. Erinnert man sich aber an die Maclaurinsche Heihe, die dnr hino­
mische Satz im reellen Gebiet für (1 + ~9r liefert, so erhnnt man in 

1 d2 11 Cl + ;,)2 n 

(2n)! d~~n ~= 0 

den Koeffizienten von 1;2" in dieser Ueihe, Dieser ist aber 
2n.(2n-l).·.(n+l) (2n)1 
-1.-2--:------- n-- = -(n!)I' 

Daher findet man das Schlußergebnis: 
2" r 2 J .3. iJ ••••• (2n,-1) 

cos "xdx = 2,,- . __ :l. 4·6· . 2n 
o 

§ 7. Entwickelbarkeit der amtlytischen ~'nnktionen in })otcllzrcihen. 

Eine weitere überraschende Eigenschaft der analytischen Funktionen ist 
die Entwickelbarkeit in Potenzreihen. 

Wenn die Htnktion fez) in einem Kreise K ?~m den Punkt aal::; 
Mittelpunkt eindeutig tmd analytisch ist, so gibt es eine Polcn,z1oeiltc 

\j3(ß' - a) = ~all(z - a)", 
n=O,l ... 

tur die {(z) = ~(z - a) 
im ganzen Kreise gilt. Die Koeffizienten dieser Reihe drücken sich in l'ay­
lorscher Weise durch fez) a1ts. Es ist also 

r(n) (a) 
a" = ----nr-. 

Der Beweis fließt aus der Integralformel, wenn man beachtet, daß 

~ 1 __ entwickelbar ist, und wenn man sich erinnert, daß man diese Reihe 
.-z 
gliedweise integrieren darf. Zum Beweise erstrecke man das Integral der 
Cauchyschen Integralformel über einen mit K konzentrischen kleineren 
Kreis K 1 , der die Stelle z, für die man die Entwickelbarkeit zu beweisen 
wünscht, enthalten muß. 

N . 1 1 1 z-a (Z-a)2 
un WIrd ;-z= '=-a-(z-a) = ~-a (1 + ~-a + ~-a + ... )-

Hält man z fest, so konvergiert diese Reihe in ~ gleichmäßig auf der ganzen 
Peripherie von K l • Also gilt das gleiche für die mit f(~) multiplizierte Reihe. 
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Man kann also ihr Integral durch gliedweises Integrieren bestimmen (s. 
S. 106). Das liefert 

. 1 {" f(:) 1 f f(:) 
t(z) = 2niJ f~ ad~ + (z - a) 2ni (f.::':'(i)ld~ + ... 

+ (z - a)" _l_J~IJ.L- d~ + ... 
2ni (:_a),,+l 

fIt (a) r(R)(a) = (Ca) + {'Ca)(z - a)+2i- (z - a)l+ ... +-nr- (z - a)n+ .. 

Das war aber unsere Behauptung. 
Korrolar: Wenn fez) in einem Bereiche B eindeutig und analytisch 

ist und a eine Stelle des Bereiches bedeutet, so läßt sich fez) in eine nach 
Potenzen von z - a fortschreitende Reihe 

$(z - a) = ao + a1(z - a) + a2 (z - a)I+ ... 
entwickeln. Sie konvergiert in dem größten um z = a geschlagenen Kreise, 
'welcher in B Platz hat. Denn in diesem ist fez) ja regulär und daher 
folgt aus dem eben bewiesenen Satze die jetzige Behauptung. 

Bemerkung. Auch dies neuerliche Ergebnig muß ~dem Leser außer­
ordentlich merkwürdig vorkommen, wenn er mit den entsprechenden 
Verhältnissen bei Funktionen reellen Argumentes vertraut ist. Nicht 
nur haben hier die differenzierbaren Funktionen gleich Ableitungen 
aller Ordnungen, sie sind sogar In Potenzreihen entwickelbar. Auch 

1 

t() J e-;-' für x =1= 0 h t . . Re II b . 0 AbI 't x = I a Ja - lm e en - el x = el ungen o für x=O 
aller Ordnungen. Trotzdem wird die Funktion nicht durch ihre Taylorsche 
Reihe dargestellt. Denn alle Ableitungen sind N uIl. I ) -

Eine in einem Kreise analytische Funlßtion ist also durch ihren Wert 
und durch die Werte ihrer Ableitungen im Xreismittelpunkt eindeutig be· 
stimmt. Zu jeder Wa.hl dieser Bestimmungsstücke gehört auch eine analy­
tische Funktion, wofern nur die da.mit gebildete Reihe im Kreise kon­
vergiert. 

Jede Potenz reihe ist die Taylorsche Reihe der durch sie dargestellten 
:I!'unktion. Das folgt schon aus der S. 37 bewiesenen gliedweisen Differen­
zierbarkeit der Potenzreihen. Aus 

fez) = ao + alz + aszi + ... 
folgt ja allgemein {(n)(e)=nla,,+(n+ 1)lan+lz+(n~2)!a,,+sz2+ .... 

r(1I) (0) 

an = -----;;r-Also wird für z = 0: 

1) Näheres in meinem Leitfaden der Integralrechnung S. 75/76. 
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Man kann weiter zeigen, daß eine analytische Funktion eindeutig durch 
ihre Wene in einer Punktnzenge mit aals Häufungspunkt bestimmt ist. 
Mit anderen Worten: Es kann keine zwei verschiedenen in einem Kreise 

.0 z - a I < r analytischen Funktionen geben, deren Werte in einrr Punlct­
menge mit aals Häutungspun1ct übereinstimmen. Denn sind 

~an(Z - a,)" und ;Ebn(z - a)" 
n=O,l . , . 11=0,1 . .• 

die Reihendarstellungen zweier solcher Funktionen, so müssen Ble wegen 
der Stetigkeit auch für z = a übereinstimmen. Das liefert au = bo' Also 
bleibt ~a,,(z -- a,)n = ~bn(z - a)n 

n=I... n=l ... 

für alle übrigen Punkte der Menge. Da kann man aber rechts und links 
durch z - a dividieren. In allen Punkten der Menge ist also 

~an(.': - a)/-1 = ~bn(z - a)"-l. 
11=1·· n=l,· 

Wegen der Stetigkeit gilt dies auch .für z = a, also wird a1 = bl . So 
schließt man weiter und findet die Übereinstimmung aller Koeffizienten 
und damit der durch die Reihen dargestellten Funktionen. 

Wie man aber die Werte in den Punkten der Menge zu wählen hat, 
damit es eine analytische Funktion gibt, welche sie annimmt, das ist eine 
schwer zu beantwortende Frage. 

Sei nun eine Funktion fez) in einem Bereiche B reg'ttlär ·und sei a ein 
Punkt dieses Bereiches. Dann 1'st die lAm7ction in eine Potenzreihe \l3 (z - a) 
eniwiclcelbar, welche in dem größten um z = a geschlagenen, im Bereiche ge­
legenen Kreise konvergiert. Denn auf jeden ganz im Inneren von B ver­
laufenden Kreis ist unsere Überlegung anwendbar. Für jeden finden wir 
eine Potenzreihe. Die so gefundenen Reihen sind aber identisch, weil 
sie ja in der Umgebung von z = a übereinstimmen müssen. 

Wir erkennen nun weiter, daß zwei in B analytische Funktionen im 
ganzen Bereiche identisch sind, falls sie in einer Punlctmenge überein­
stimmen, die im Inneren des Bereiches einen Häujungspunkt a besitzt. Denn 
dann stimmen sie zunächst nach den vorhin angestellten Überlegungen in 
dem größten um a geschlagenen Kreis überein, welcher in B Platz hat. 
Um dann die Übereinstimmung in irgendeinem weiteren Punkt b einzu­
sehen, "f~rbinden wir ihn mit a durch eine im Bereiche verlaufende stetige 
Kurve. ":E;- hat vom Rande des Bereiches eine von Null verschiedene Ent­
fernung d. Demnach liegt der um irgendeinen Punkt der Kurve ge­
schlagene Kreis vom Radius d ganz im Bereiche. Schlägt man nun zu­
nächst um a den Kreis vom Radius d, so stimmen in ihm die heiden 
~'unktionen überein. Verschiebt man nun den Mittelpunkt des Kreises auf 
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der Kurve, so stimmen auch in dem verschobenen Kreis die beiden Funk­
tionen überein. Denn solange die Verschiebung nicht zu groß ist, liegen 
die Mittelpunkte in dem Kreise um a. In ihm stimmen die beiden Funk­
tionen überein, also stimmen sie auch in einer Punktmenge des verschobenen 
Kreises iiberein, deren Häufungspunkt der verschobene Mittelpunkt ist. So 
kann man aber einsehen, daß bei beliebiger Verschiebung längs der Kurve 
immer nur Kreise herauskommen, in welchen die beiden Funktionen über­
einstimmen. Denn die Mittelpunkte der verschobenen Kreise liegen immer 
wieder in Kreisen, in welchen schon vorher die Übereinstimmung erkannt 
wurde. 

Namentlich also werden auch zwei Potenzreihen identisch sein, wenn 
die dargestellten Funktionen in einer Punktmenge mit Häufungspunkt im 
Inneren des Konvergenzkreises übereinstimmen, auch wenn dies nicht wie 
vorhin sein Mittelpunkt ist. Es ist aber wesentlich für den Schluß, daß 
stets die Häufungspunkte dem Inneren der Bereiche angehören. So haben 
ja z. B. die Funktionen sin z und e' sin z die gleichen Nullstellen, ohne 
identisch zu sein. Der Häufungspunkt der Nullstellen ist eben keine 
Stelle aus dem Inneren des Konvergenzkreises, sondern hier eben der un­
endlichferne wesentlich singuläre Punkt. 

Wäre ja auch eine Stelle aus dem Inneren des Konvergenzkreises, 
also eine reguläre Stelle der Funktion, Häufungspunkt von Nullstellen, so 
mUßte die Funktion durchweg verschwinden, weil sie ja dann mit der Null 
die in unseren Sätzen vorausgesetzte Übereinstimmung zeigte. Daher 
liegen die Nullstellen einer jeden. analytischen Funktion fez) in jedem Bereich, 
in dem f (z) analytisch und eindeutig ist, isoliert, es sei denn, daß die Funk­
tion identisch verschwindet. Jsoliertheit bedeutet ja nichts weiter, als 
daß keine Nullstelle Häufungspunkt von Nullstellen sein kann. Um jede 
Nullstelle gibt es also einen Kreis, der von weiteren Nullstellen frei ist. 

Die hier gefundenen Resultate lassen wieder so recht die viel tiefere 
Bedeutung der Differenzierbarkeitsbedingung gegenüber dem Reellen er­
kennen. Dort folgt aus den Werten einer stetigen differenzierbaren Funk­
tion an unendlichvielen Stellen im allgemeinen nichts über die Werte an 
den übrigen. 

Unser Ausgangspunkt für die Definition der analytischen Punktionen 
war die Differenzierbarkeit. Daß jede Potenzreihe eine differenzierbare 
Funktion darstellt, haben wir S. 37 gezeigt. Daß jede differenzierbare 
Funktion in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, sahen wir in diesem 
Paragraphen. Dieser Umstand ermöglicht es, den Eingang in die Theorie 
auch von einer anderen Seite zu nehmen. Weierstraß hat tatsächlich die 
analytischen Funktionen als die Funktionen definiert, welche in Potenz-
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reihen entwickelt werden können, und es ist in der Tat möglich, alle die 
Sätze, die wir bisher gewannen und die wir weiterhin angeben werden, durch 
bloße Betrachtung von Potenzreihen abzuleiten. Indessen zeigt die Erfahrung, 
daß die Beweise dann viel schleppender und mühsamer werden. 

S. 133 haben wir weiter erkannt, daß die differenzierbaren Funktionen 
mit den Funktionen identisch sind, für die der Integralsatz gilt. Osgood 
hat versucht, auch dies zur Grundlage eines noch anderen Aufbaues zu 
machen. Doch ist dieser wohl nur als Spielerei interessante Versuch nicht 
voll durchgeführt. 

S 8. Laurentscbe Reihen. 

Für Funktionen fez), welche in einem konzentrischen Kreisring eindeutig 
und analytisch sincl, existiert ein Analogon zur Potenzreihenentwicklung. Es 
gibt dann eine nach positiven ttnd negativen Potenzen von (z - a) fort­
schreitende Reihe, welche in dem Kreisring konvergiert tmd clort fez) dar-
stellt. Es ist also +00 

f'(z) = Li an(z - a)", 
-00 

a ist dabei der Mittelpunkt des Ringes. Eine solche Reihe nennt man 
eine Laurentreihe. 

Der Ring möge von den Kreisen B1 und BI begrenzt sein. Wenn 
dann K I und K 2 die beiden Begrenzungskreise eines etwas kleineren Ringes 
sind - K l möge den größeren Radius haben -, und wenn z eine Stelle 
im Ring ist, so wird nach der Integralformel: 1) 

fez) = _1 . (f(~) cl~ + ~ (Ml d~ = r (z) + t: (z). ht,) t-z 2ntJ ~-, 1 2 

GJ I}.J 

1) Nach § 3 ist nämlich 

,tm dt= (fm dh+ rJ(tj dh. J & -,> J ~-z J t-,z 

r1J GJ GJ 
Dabei bedeutet Ks einen hinreichend kleinen 
Kreis um den Punkt z (Fig. 51). Daher ist 

rf(~) . . J t_zd~=2n!f(z), 

GJ 
und da.raus ergibt sich die im Text ange­
gebene Formel. 

Bi eb erb ach, Funktionentheorie I 

F i g . 51. 

10 
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Das erste Integral betrachten wir für z- "Verte aus dem Inneren ues Kreises 
][1' das andere fUr z- \Verte aus dem Äußeren von ](2' Heide stellen dort 
analytische l~unktionen dar; daß die 7.weite auch im Unendlichen analytisch 
ist, werden wir nachher sehen. Das erste Integral kann somit, wie schon 
S. 13:) gezeigt, in eine im Kreise](l konvergente nach positiven Potem,en 
\'011 (z - a) fortschreitende !teihe entwickelt werden. In Integralform 
drücken sieh die Koeffizienten so durch die Funktion aus: 

(I" = -~ f..f'\fL d~ (n > 0) 
2niJ (t-a)"+ 1 

G:I 
Es ist nun weiter leicht einzusehen, daß die eben gefundene Reihe 

nicht nur im Kreise 1(1' sondern sogar im ganzen von EI begrenzten Kreise 
konvergiert. Denn der Wert des Integrales fl (z) ist von der Wahl des 
Kreises ]{I unabhängig. Die Summe der beiden Integrale fl (z) + (2 (z) 
ergibt nlimlich stets f (z), einerlei wie K 1 und ]{2 gewählt sein mögen. 
Man halte nun K 2 fest und ändere K 1• Von verschiedenen Kreisen K l 
ausgehend erhält man daher auch immer dieselbe Potenzreihe fl (z). Denn 
die gefundenen Reihen müssen stets durch h (z) zu f (z) ergänzt werden, 
also in gewissen Gebieten dieselbe Summe liefern. Demnach ist fl (z) eine 
im Kreise-~I(1 analytische Funktion. 

Auf ganz ähnlicqe Weise erkennt man nun weiter, daß t~ (z") eine im 
ganzen Äußeren von B, analytische Funktion ist. Zu dem Zwecke wollen 

wir (2 (z) in eine nach Potenzen von -~ fortschreitende Reihe entwickeln. z-a 
Es sei also z il'gendeine endliche Stelle aus dem Äußeren von K 2• 

Dann wird .~ = ____ 1 .... = =~ (1 + t-a +. (t- a)2 + ... 
t-z l;-a-(z-a) z-a ::-a z-a ' 

und das konvergiert bei festgehaltenem z gleichmäßig auf ](2' Also lmlln 
mau wieder gliedweise integrieren, und man findet so 

1 1 
f 2 (z) = a~1 - + a-2 -( - -)' +. ". z-a Z-ll -

Dabei sind die Koeffizienten 

0_1/= ,,~.f/(t,) (~- 11)1/-ld~l) 
_ 1t I 

GJ 
Eine derartige, außerhalb eines Kreises konvergente Reihe stellt nun ellle 

1) Der Umlanfssinn ist wegen Berücksichtigung eines Faktors - 1 aUA der Ent­

wicklung ,011 ~ gegen friiher genndert. 
~-z 
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I<'unktion dar, welche beim Übergang zu 00 einen bestimmten Grenzwert 

hat. Um das zu schen, muß man nach S. 49 --~ = t einset~en, und 
z-a 

Ea_ 1I tn für t -). 0 untersuchen. Da besitzt die Funktion einen Gren~wert, 

und wenn man also die f:ür endliche z durch die Heilte Z(L,,(:l.)n dar-
.-a 

gestellte Funktion für unendliches z durch diesen Grenzwert erkliirt, so ist 
sie auch in 00 analytisch, wie wir oben schon angaben. Genau wie oben 
erkennt man, daß die gefundene Reihe von der Wahl des K2 nicht ab­
hängt und im ganzen Äußeren von Rz konvergiert. 

Beide so gefundenen Reihen haben also nun im Kreisring einen ge-
meinsamen Konvergenzbezirk. Dort ist ihre Summe der analytischen 
Funktion f (z) gleich. 

Es ist auch möglich, die sämtlichen Koeffizienten an und a-n durch 
eine gemeinsame Integralformel darzustellen. Zunächst sieht man ja, daß 

die Formel a - 1 J f(~) d ~ 
I' - 2 7ti (~_a)l'+l 

[;:1 
für negati ve !t gerade unsere Koeffizienten a_ 11 liefert. Dies Integral 
sieht also ganz so aus wie das bei der Darstellung der a ll mit positivem n 

benutzte. Allerdings ist es noch über einen anderen Kreis als dieses zu 
erstrecken. Aber es liegt schon im Sinne der obigen Darstellungen, daß 
es ganz gleichgültig ist, über welchen den Rand B 2 umschließenden 
Kreis K die, Koeffizientenintegrale erstreckt werden. Und es folgt ja aus 
dem Satz S. J 29, daß der 'Vert des Integrales 

--- --. -df; t j' f(~) 
2 ni (s-a/+ 1 

o 
von der Wahl des Kreises K unabhängig ist, wenn nur für ]i ein Kreis 
gewählt wird, der in positivem Sinne Rz umschließt. Ja, man kann statt 
K auch eine andere Kurve um R z wählen. Das ergibt sich ja unmittelbar 
aus dem zu Beginn von § 2 S. 127 ausgesprochenen Satze. Denn der 
Integrand ist ja im Ringe analytisch und eindeutig. 

Wir haben somit restlos den folgenden Satz bewiesen: 
f (z) sei in einem von zwei konzentrischen Kreisen BI tlnd R2 mit deUt 

Mittelpunkt (t begrenzten Bingbereieh eindeutig und analytisch erklärt, K sei 
i'in weiterer diesem Ringe angehöriger, sonst beliebiger Kreis mit dem ~lI1ittel-

punkt a. Es sei (In = _1_ J---D~L- d~. 
27Ci ,,-a)"+1 

121 
10· 
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DWII! gilt 1111 ffall,cn JUllg dir DIl)'slclll/lI(l 

+"" r (.~) = 2J1 a" (:; - n)", 

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sieh dann, wenn sich der Hand R2 anf 
<len Punkt a redu~iert, wenn also r (z) im Kreis R 1 eindeutig und 
analytisch ist mit Ausnahme seines ßIittelpunl<tes a, Wenn insbesondere 
dann in der Laurentreihe nur endlichviele negative Potenzen vorkommen 
- und wenn dies der Fall ist" dann reduziert sich ja schon von selbst R" 
auf den Punkt a -, dann sagt man, f (z) babe im Punkte a einen Pol, 
also es liege dort eine singuläre Stelle vor, die man Pol nennt. Ins· 
besondere spricht man von einem Pol n-ter Ordnung, wenn die stärkste 
vorkommende negative Potenz die n- te ist. Die Glieder negativer Potenz 

1 1 u_ 1 
a_ n --- ._._. + lI_n+1 + ... --

(z-a)" (z-a),,-I z-u 

machen alle zusammen den Hauptteil des Poles aus. 

§ 9. Der Canchysclte Koeffizielltensatz. 
00 

Wenn die Poten.?1'eihe 1.13 (z) = L: allz" 
o 

im Kreise I z I< R konrcrgicrt 1 ) und dort eine Funktion darstellt, deren Be­
tm.'! durchweg kleiner als Mist, dann gilt 

]lf 
ialll<-' , -R" 

Das ergibt sich sofort aus der Integraldarstellung der Koeffizienten 

a = -·t.-f~ d r 
11 2 ni 1;',+1 ~. 

Dabei ist das Integral über einen mit I z I = R konzentrischen Kreis von 
kleinerem 'Radius l' zu erstrecken. Daher wird nach S.106: 

1II 
On I < n' 

r 

Da dies aber für alle 1" < R gilt, so wird durch Grenzübergang 1" -4- R ge· 
1I! 

funden, daß auch I an I :S Rn' 

Besonderes Interesse verdient der Fall n = 0, also die Abschätzung des 
Wertes der Funktion im Kreismittel punkte, durch die Rand werte. Da ist 

1) Dieser Kreis kann also ein Teilkreis des Konvrrgenzkreiscs eein, 
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also gefunden, daß ao : <)Jf. Wir fragen noch, inwieweit da das Gleichheits­
zeichen stehen kann. Um das zu sehen, Imlipfen wir nochmals an die Da1'-

·t 11 1 j'r(t)db 1""h . h' 1) 1 k . . . 
ö e ung ao = 2-; i • --f-- an. i u ren wir ler 0 a1' oonlInaten elll, so wird 

2n 

1 j' 1/0 = 2 %. f (~) il!p. Das kann man so aussprechen: Da lI'crt cil/er aJ/al yl i-
o 

"ehen Punktion im Mittelpunkt eincs Kreises ist dem arithmctischen )JIitld 
der Randwcrte gleich. Schon daraus wird man vermuten, daß nur dann 
in der Abschätzung ein, gleich' wird stehen können, wenn die Bandwerte 
konstant sind. Aber zum ~.auberen Nachweis der Richtigkeit dieser Ver-

. mutung sind noch ein paar Uberlegungen nötig. Zunächst sieht man sofort, 
daß man das Integral über einen beliebigen Kreis I z , = r < R erstrecken 
darf. Weiter kann nur dann '(t,,! =.i.ll sein, wenn am Hande durchweg 
f (~) i = JJf ist. Daher muß auf jedem dieser Kreise der Betrag der Rand­

werte gleich )J[ sein. Also muß im ganzen Kreise die Funktion denselben 
absoluten Betrag )J1 haben. Daraus folgt, daß sie eine Konstante ist. Denn 
ihr Logarithmus hat einen konstanten RealteiL Der Healteil des Loga­
rithmus ist niimlich dem Logarithmus des absoluten Betrages gleich. Eine 
analytische ~'unktion log f (z) mit konstantem Realteil ist aber nach deu 
Cauchy - Riemannschen Ditlerentialgleichungen eine Konstante. Hieraus er­
gibt sich weiter: 

Eine in einem abgeschlossenen Bereiclle analytiscllC FUl1ktion nimmt das 
J[aximwlI ,ihres Betrages nur am lIande an, sofern sie keine Konstante ist. 

Wenn nämlich die Funktion f (z) im Bereiche B analytisch ist, wenn 
anßerdem im Bereiche B 'f (z) , <)J{ gilt, wenn ferner in dem Bereich­
punkt Zo sogar , f (z) I = )Jf gilt, so muß nach den vorausgegangenen Dar­
legungen auf jedem dem Bereich angehörigen Kreise um den Punkt Zo auch 
f (z) : = JJl sein. Es gibt daher einen Teilbereich um den Punkt zo, in dem 
f (z) \ = JJI, also nach dem vorausgegangenen f (z) konstant ist. Dann ist 
abe~ die Funktion l' (z) nach der schOll S. 137/Ll8 angestellten Überlegung im 
ganzen Bereiche konstant. 

Man kann ähnliche Überlegungen auch bei den übrigen Koeffizienten im 
Anschluß an die Cauchysche Abschäbmng anstellen. Bequemer ist es aber, 
dabei an eine gewisse einfache Verschärfung des Koeffizientensatzes an­
,ulmüpfen. Sie liefert auch die bisher gefundenen Resultate aufs neue. 

Man betrachte dazu das über den Kreis \ z = t· < B erstreekte Integral 

2" 

21nJ'\ fez) \2dqJ. 
11 
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Trligt man die 1m Kreise 1 z 1 < R gültige Darstellung 

((z) = (/0+ ajz + ... + a1l z" + ... 
eIn, so hat man 

2n 'n 

~ j' i fez) ,2 dp = f (0.0 + a1rci'P + .. ·)(ilo + äl rc-i'p ... ) dfP. 
2:/t, • 

o 0 

Denkt man sich die beiden Reihen ausmultipliziert und integriert, so fallen 
alle die Glieder heraus, in welchen eine von Null verschiedene Potenz. von 
Ci 'p steben bleibt. Denn es ist ja für ganzzahliges 111 9= 0 

:!;t 

Jemi'p dfP = O. 
o 

vVenn man dies beachtet, so findet man lei<:ht 
2", 

i-[I fez) ;!d fP = lo.o!2 + I al 12 1"2 + ... + i a.n 12 r'" + .. '. 
~ :/t, 

o 

Da aber nun I ((z) 1 <111 sein soll, so findet man hieraus 

1 0.0 12 + 1 al 2 ,.2 + ... + 1 a" 2 ,.211 + ... ~ ]}12. 

Da dies für alle ,. < R gilt, so muß auch 

sem. Namentlich muß also für jedes einzelne Reihenglied 

anl~ ; 

sein. Soll aber hier das Gleichheitszeichen stehen, so müssen alle anderen 
Glieder wegfallen, also alle Koeffizienten mit Ausnahme dieses einen an ver· 
schwinden. Somit haben wir das Ergebnis: 

In der Caucltyschen Abschätzung 

teO 1 fez) I ~ lJ1 ist für i z 1 < B, steltt 1HW dann das Gleichheitszeichen, WC1in 

fez) =:= E 1m z" 

ist, und dabei mit E eine Zahl vom Betragc Eins bezeichnet ist. 
Für n = 0 finden wir insbesondere das seitherige Ergebnis wieder. 
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§ 10. IsoliCl'tc Siugulal'itäten cindeutiger analytischcr Funktionen. 

In einem schlichten Bereiche B seien endlichviele Punkte (111 at ... ft" 

markiert. 1n allen übrigen Punkten des Bereiches sei FCz) eindeutig und 
analytisch erkliirt. Auch im Bereiche selbst sei FCz) eindeutig. ((z) soll 
also keine \Vertänderung erfahren, wenn z im Bereiche einen geschlossenen 
Weg beschreibt. Über das Verhalten von l(z) in den Ausnahmepuukten 
machen wir erst spliter einzelne besondere Annahmen, um 80 feststellen zu 
können, was aus unseren allgemeinen Annahmen über das in diesen Aus­
nahmepunkten ax mögliche Verhalten 
sich ergibt. Wir betrachten eine 
einzelne derselben: a und legen einen 
dem Bereiche B angehörigen Kreis X, 
der nur diese eine Ausnahmestelle 
enthalten möge, um dieselbe. 

Zunächst werde nun angenommen, 
daß die Funktion auch an det· Stelle 
a noch stetig sei. lVi,. werden beweisen, 
daß sie dann an dieser Stelle auch 
differenzierbar, also analytisch 1·st. Um 
das einzusehen, legen wir um die 
Stelle a als Mittelpunkt in Keinen 
Kreisringj den äußeren Begrenzungs­
kreis Kr vom Radius r denken wir 

G 
K~ 

F11{. 5~. 

fest, den inneren K~ vom Radius Q werden wir sich ändern lassen Wig. 52). 
Für ein dem Kreisring angehöriges z gilt dann die Darstellung 

Der Wert des IntegraleS.r :- (b~ d s ist dabei von der \Yahl des Kreises K~, 

~ 
und damit von (} unabh1ingig. Denn solange nur z dem von Je und K(! 
begrenzten Kreisring angehört, hat die Summe beider Integrale elllen. un­
veränderlichen Wert. Daher gilt auch die Gleichung 

f (b) 1f- r J f'(~) dr­
~_z(·,,=lm '-z'" 

, ~ 4-0 • 

I~ ~ 
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Dieser Grenzwert kann aber nun leicht wirklich bestimmt werden. Es 
wird sich zeigen, daß er Null ist. Da niimlich die Funktion fez) in dem 
Kreis ](,. stetig ist, so gibt es eine positive Zahl M, so daß für alle z des 
Kreises Kr und namentlich also auch für alle auf der Kurve Kr: gelegenen 
Stellen die Ungleichung I f'('t,) I < M l'ichtig wird. Dazu wollen wir noch 

den Kreis J{~, d. h. seinen Radius Q so klein wiihlen, daß I 't, - z I > I z ~I = cl 

bleibt. z denken wir uns dabei festgehalten und 't, variiert auf dem Kreise Ke. 
Daher können wir nun abschätzen und finden 

1
_

1 , J f(t) d i' I < 1If.. O. 
27t'1 ~-z ~ -~ d ' 

~ 
Da also hiernach das Integral J [<t) z d t für genügend kleine Q Werte be-

Ke 
sitzt, die beliebig nahe an Null liegen, und da es andererseits, wie wir 
sahen, von Q unabhängig ist, so muß es verschwinden. Daher gilt nun für 
alle von z = a verschiedenen Stellen aus dem Kreise Kr die Darstellung 

{(z) =~f {(tl dt. 
27t~ {;-z-

I-~I 

Dies Integral stellt aber (S. 131) eine auch noch im Punkt z = a analytische 
Funktion dar, mit der also die gegebene {(z) an allen anderen Stellen 
übereinstimmt. Da sie aber beide stetig sind, so stimmen sie auch noch 
an der Stelle z = a selbst überein, und damit haben wir tatsächlich be­
wiesen, daß f(z) an der Stelle a noch analytisch ist. Es gibt somit 1:n 
1'sol'ierten Pnn7cten keine Unterbrechung des analytischen Oharakters ohne 
Unterbrechung der Stetigkeit. Ja, unsere Betrachtungen lassen sogar erkennen, 
daß diese Stetigkeit eine recht kräftige Unterbrechung erfahren muß, wenn 
wirklich der analytische Charakter rettungslos verloren gehen soll. Man 
könnte sich nämlich denken, daß man aus einer an sich bei z = astetigen 
Funktion dadurch eine unstetige herstellt, daß man ihr an dieser Stelle 
einen von ihrem Grenzwert abweichenden Wert beilegt, Eine solche Unter­
brechung des analytischen Charakters - denn auch die Differenzierbarkeit 
hört dann auf - ·kann natürlich sofort behoben werden, indem man nur 
die Funktion dort wieder richtig erklärt. Solche singulären Vorkommnisse 
können natürlich auftreten, aber man sieht, daß sie leicht zu beheben sind. 
Daher nennt man solche Unterbrechungen des analytischen Charakters eine 
hebbare Singularität. Unter einem isolierten singtdären Ptmkt einer ein­
deutigen Funktion versteht man dabei allgemein eine Stelle, in deren Um-
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~ebullg die Funktion analytisch ist, w~ihreud in diesem Puukt selbst dies 
i'I'fJulärc Verhalten aufhört. Unter einer reguHiren Stelle versteht 1ll:1Il 

demnach t' ine Stelle analytischen Charakters. 
Über die hebbaren Unstetigkeiten kann lllan nun aus den zu Beginn 

des Paragraphen angestellten Überlegungen noch ein interessantes Ergebnis 
gewinnen. Diese Betrachtungen stutzen sich J1~imlich im wesentlichen n \l r 
darauf~ daß (z)' in der Umgebung von z = (t regllHir und beschriinkt ist. 
Die Stetigkeit in diesem Punkte spielte lIur IIweimal eine Rolle, einmal als 
wir auf die Beschränktheit schlossen, die wir jetzt vorausgesetzt wollelI, 
lind dann gegen Schluß, als wir auf die Übereinstimmung der beiden 
Funktionen auch im Punkte a schlossen, weil da beide stetig seien. Diese 
Folgerung fiillt jetzt weg. Wohl aber bleibt das Resultat bestehen, daß 
/\z) an allen von z = a verschiedenen Stellen mit einer auch noch in 
diesem Punkte analytischen Funktion übereinstimmt. Demnach also be­
,itzt ((z) auch bei Annäherung an diesen Punkt einen Grenzwert, und in­
dem man aus fez) dadurch eine andere Funktion macht, daß man sie in 
dem Punkte z = a diesem Grenzwert gleichsetzt, erhält man aus r(z) eine 
noch in z = a analytische Funktion. Dann liegt also wieder eine hebbare 
Singularitiit vor. 

Ich fasse zusammen: 
Ist f(z) in der Umgeuul/g von;: = a eindeutig lind regulär erklärt und 

l/ußerdcm beschreinht, so existicrt der Grenzwert lim fez). Bezeichnc ich ihn 
,->-" 

mit A und setze außcrdem r(a) = A, so ist ((z) allch noch im Tankte (t 

regulär analytisch. 
Aus diesem schönen Resultat ziehe ich nun einige Folgerungen. Ich 

nehme an, r(z) sei in der Umgebung der Stelle z = a nicht mehr be­
schränkt, wohl aber gebe es eine ganze positive Zahl n derart, daB 

(z - a)" fü) 
in der Umgebung von Z' = a beschränkt sei. Dann besitzt diese in dieser 
Un1O'ebunO' reO'uläre Funktion für Z->-Q einen Grenzwert A. Erkliire ich nun 

t:> <0 t:> 

die Funktion rp (z) in der Umgebung von z = a durch die Gleichung 

qJ (z) = (z -- a)" t'(z) 
und setze außerdem rp (a) = A, so ist rp (z) eine auch noch ll1 a analytische 

Funktion: rp (z) = ./~+ Al (z - a) + ... 
seI ihre Entwicklung nach Potenzen von z .. a. Daher findet man nUll 
für t'(z) in der Umgebung von z = a die Darstellung 

rCz) = _~o_ + ~l _____ + ... All + .A"+1 (z - a.) + .... 
(Z - a)" (" _ a),,-J 
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Das ist also ellle Laurententwicklung mit nicht mehr als n Gliedern 
negativer Potenz. Solche sind auch tatsächlich vorhanden, denn sonst 
wiire, wie ein Blick auf die dann entstehende Reihenentwicklung zeigt, die 
Funktion selbst gegen unsere Annabme beschränkt. Die böchste vor· 
kommende negative Potenz sei die m-te. Dann ist also m eine Zahl, die 
n nicht übertrifl't, und unsere Funktion hat an der Stelle z = a im Sinne 
der S.49 gegebenen Terminologie einen Pol m-ter OrdilUng. So haben 
wir das folgende Ergebnis gefunden: 

Wenn es eine ganze natürliche Zahl n gibt derart, daß fur die in der 
Umgebung von z = a eindeutige nnd 1'eguläre Funktion fCz) der Grenzwert 
lim (z - a)n fez) existiert, so gibt es einen kleinsten ganzzahligen Exponenten 
z +a· 

m, der n nicht übertrifft, und tur welchen gleichfalls der Grenzwert e:ästiert, 
aber von Null verschieden ist. Die Funktion besitzt dann bei z = a einen 
Pol m-ter Ordnung. 

Auf das Vorhandensein eines solchen Poles kann auch noch aus etwas 
anderen Voraussetzungen geschlossen werden. Wenn nämlich fez) nicht 

beschränkt ist, wohl aber l~Z) in der Umgebung von z = a beschränkt und 

regulär ist, so besitzt dann (~Z) einen bestimmten Grenzwert, der Null sem 

muß, weil ja fez) in der Umgebung von z = a beliebig große Werte an­
nimmt. Daher gilt eine Entwicklung von der Form 

~= Am(z - a)nI+ Am+1!z - a)m+1 + ... (m > 0). l(z) \ 

Daher gilt für f(z) selbst die folgende Darstellung; 

fCz) = __ 1_. 1 
(z-alm A m +Am +1 (z-a)+ ... 

Da aber hier der zweite Nenner in der Umgebung von z = a nicht ver' 
Bch windet - für z = a erhält er den von Null verschiedenen Wert Am und 
ist außerdem in der Umgebung von z = a stetig -, so gilt für fCz) eine 
Entwicklung von der Form 1) 

(Cz) =~. {~+ al(z - a) + ... } 
(z-a) Am 

= _!~ __ 1_ + __ IX_, __ + . ". 
Äm(z_a)m (z_a)",-1 

Wieder besitzt also fCz) bei z = a einen Pol. 

1) Ein bequemes Verfahren zur Berechnung der Koeffizienten IX" werden wir auf 
8. 156ff kenuen lernen. 
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1 
Unsere Annahme, daß Hz) reguHir und bescbriinkt sei, bedeutete im 

flrunde nur, daß fez) in der Umgebung von .'! = (/. dem Werte Null nicht 
nahe kommen sollte, d. h. daß eine von Null verschiedene positive Zahl m 
existieren sollte derart, daß I fez) I ?: 111 > 0 ist, in der Umgehung von 
: = a. Vorhin war cs die V oraussetimng, daß f( z) beschriinkt sein, also 
dem Wert U nendlicb nicbt nahe kommen sollte. Statt dieser speziellen 
\\' erte kann man nun auch einen beliebigen Wed ce nehmen. Man komriIt 
so zu dem Ergebnis, daß eine Funktion ((z), welche in der Um!!l:bllllr! "Oll 

: = a eindeutig und regulär ist, und die in dieser Umgebung einem bclielJ/:­
gen Werte ce nicht nahe kommt, bei lJasscllder Erklärung in .z = a entweder 
bei z = a noch regulär ist oder dm·t einen Pol besit.~t. 

Wenn niimlich I fez) - IX i > m > 0 bleibt, BO ist ) f_·_l __ ) < ~. Daher 
. - (z) -C( . 111 

ist r(z/ ~ = ao + a1 (z - a) + . " regulär und daher wird 

{(z) = a +. 1 , 
ao + (1\ (z--a)+· .. 

hat also bei z = a entweder (ao = 0) einen Pol oder (ao 1= 0) ist sogar 
regulär. 

Alle die eben besprochenen Singularitäten faßt man als dußer­
wesentliche zusammen. Ihnen stehen die wesentlich singulären Stellen 
gegenüber. In ihrer Umgebung muß also die Funktion fez) einem jeden 
Werte beliebig nahe kommen. Dahin gehört z. B. für die Exponential­
funktion, welche ja im Endlichen überall regulär ist, der unendlich ferne 
Punkt. Denn in jedem Periodenstreifen kommt die Exponentialfunktion 
einem jeden Werte nahe, ja, sie nimmt sogar jeden Wert außer Null 
und Unendlich wirklich in jedem Streifen an. Derartige Streifen haben 
aber in jeder Umgebung des unendlichfernen Punktes in unendlicher 
Anzahl Platz. 

Daß in der Umgebung der wesentlich singulären Stellen die analy­
tischen Funktionen nicht nur jedem Werte nahe kommen, sondern sogar 
jeden Wert mit höchstens einer Annahme wirklich annehmen, ist der In­
halt des Pica1'dschen Satzes, den wir erst im zweiten Bande mit den dann 
zur Verfügung stehenden schärferen Hilfsmitteln behandeln können. 

Man kann indessen leicht einsehen, daß eine analytische Funktion 
W = fez) in jeder Umgebung I z - Zo I <}" einer wesentlich singulären Stelle 
z = Zo einzelne Werte unendlich oft annimmt. Es gibt sogar in beliebiger 
Nähe einer jeden Zahl a 'Verte b, die unendlichoft angenommen werden. 
Sei nämlich b ein von fez) angenommener Wert, der sich um weniger als 
das beliebig gegebene E von a unterscheiden möge. Sei etwa r(ß) = b. 
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Dann nimmt nach einem S. 187 erst zu beweisenden Satz fez) in der Um­
gebung von ß alle Werte aus einer gewissen Umgebung von b an. l~s 

mögen etwa alle Werte aus dem Kreise J{j: Iw - b I < r; angenommen 

werden. Alsdann betrachte ich die Umgebung I z -- Zo I < ~_. In ihr gibt 

es eine Stelle, an der ein Wert aUB J{t angenommen wird. Daher werden 

in I Z - Zn I <; -~- alle Werte eines gewissen Teilkreises ](2 von ](j ange­

nommen. Dann betrachte ich I Z - Zo I < -i- und erkenne, daß hier wieder 

die Werte eines gewissen Teilkreises K 3 von ](2 mindestens einmal ange­
nommen werden. So erhält man eine unendliche Folge ineinanderliegender 
Kreise der w-Ebene. Jeder Punkt, der sämtlichen Kreisen angehört, wird 
in beliebiger Nähe von z = Zo unendlichoft angenommen. 

Daß eine jede analytische Funktion singuläre Stellen - sei es wesent­
liche oder nur außerwesentliche (Pole) - besitzen muß, ist der Inhalt des 
Liottvilleschcn Satzes. 

Von hebbaren Singularitäten werde dabei gleich ganz abgesehen; wir 
wollen die Existenz von Polen oder wesentlich singulären Stellen nach­
weisen. Ich nehme also an, ein~ F~tnktion f(z) sei in der ganzen Ebene, 
also auch im Unendlichfernen regulär. 1) Ich we1'de beweisen, daß sie dann 
eine Konstante sein rmtß. Bevor ich in den Beweis eintrete, erinnere ich 
daran, daß eine solche Funktion beschränkt ist. Es sei also etwa I fez) I:S M. 
Ich werde nun zeigen, daß an jeder endlichen Stelle die Ableitung ver­
schwinden muß. hU dem Zweck schlage ich um die zu untersuchende 
Stelle z als Mittelpunkt einen Kreis vom Radius R und wende auf die 
in ihm reguläre Funktion den Cauchyschen Koeffizientensatz an. Der liefert 

If'(z) I;S ~. 

Diese Abschätzung muß aber nun für beliebige R gelten. Daher kann 
nur f'ez) = 0 sein. 

Ich will nun weiter annehmen, es sei eine bis auf Pole in der vollen. 
Ebene reguläre eindeutige Funktion vorgelegt. Dann können diese Pole 
nur in endlicher Anzahl auftreten. Denn ein Häufungspunkt derselben 
kann weder eine reguläre Stelle noch ein Pol sein. Denn Pole sind iso­
lierte Singularitäten. Ihre Laurententwicklung hat nämlich nur endlichviele 
negative Potenzen, konvergiert also in der Umgebung von z = a, so daß 
dort überall f'(z) regulär ist (S. 37). Es seien nun all a2 • •• an und even-

1) Ich erinnere daran, was unter einer im Unendlichfernen analytischen Funktion 
zu verstehen ist. f(z) heißt für z = 00 analytisch, wenn f(}) bei t = 0 analytisch ist. 



.Ci 10. Isolierte Si/igulal'itiitcli cimlclttif/c/' analytischer FunktinnclI 151 

tueU = die Pole. Die Glieder negativer Potenz in den zugehörigen 
Laurentelltwicklungen 1) selen 

1 (X) A (x) AI» 
• 0 1 ". __ 1 --+ -.. -- + ... +--~-(l(= 1 2 . .. n) 

(:-a>,"> (z~ay') "" ~ 1 (z-ax ) " 

und 

Bildet man nun die Summe aller dieser rationalen Funktionen, 80 erlliilt 
man eine Funktion cp(z), die dieselben Pole wie fez) besitzt. Die Diffe­
reliZ beider ist aber von Polen frei. Denn an jeder Stelle stimmen die 
Laurententwicklungen beider in den Gliedern negativer Potenzen überein. 
Die Differenz fez) - cp(z) ist somit durchweg reguHir. Daher ist nach dem 
Liouvilleschen Satze die Differenz eine Konstante. So haben wir den fol­
genden Satz gefunden: 

Die rationalen Funktionen sind die ei1l.~igen ill der ganzen Ebene bis auf 
Pole regulären Funktionen. 

Daß aber die rationalen Funktionen selbst durchweg bis auf Pole 
regulär sind, leuchtet leicht ein. Denn an einer Stelle, wo der Nenner von 

. p(Z) uO+alz+ ... +anzn 
j(z) =-= --~ 

q(z) bo+b]z + ... +b",zm 

nicht verschwindet, ist der Quotient regulär.2) Verschwindet aber der 
:;enner - wir dürfen natürlich annehmen, daß nicht auch der Zähler ver­
schwindet, weil wir sonst kürzen könnten -, 80 wird etwa 

bo+b,z+.··+b",z"'=ßAz-aY+··· (ß,,=l=O\ 

Also 

1Iultipliziert man noch mit p(z) = IXO+ 1X1(z-a,) + ... +u,,(z-a)", 80 

findet man etwa 
p(z) 1 { } - = --x 00 + 01 (z - a) + . .. , 
q(z) (z-a) 

und führt man nun die Division mit (z - a)' aus, 80 wird 

p(z)= ~o_ + 0', + .... 
q(,=) (z-a)" (z_a(-l 

1) Bei z = 00 hat man ja alle Funktionen nach Potenzen von z zu entwickeln. 

Xcgative Potenzen von ~ sind aber positive Potenzen von z. z . 
2) Wie im Reellen ist nach S. 32 der Quotient überall da differenzierbar, wo der 

N'enner nicht verschwindet. 
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Also liegt ein Pol vor. Was aber endlich das Unendiichferne anlangt, BO 

llat man ja nur 
t'" a o t" + ... + 1/" 

/" 00 t'" + .. , + b", 

bei t = 0 zu betrachten. Das hat dort einen Pol n - 111 -ter Ordnung, wenn 
n > m ist, und ist sonst reguHtr. Im Unendlichfernen hat also fez) einen 
Pol oder ist -dort regulär, je nachdem der Zählergrad den Nennergrad 
iibertrifft oder nicht. Wegen dieser Sachverhalte nennt man die Pole zu­
sammen mit den regulären Stellen auch Stellen rationalen Oharakters. Die 
regulären Stellen heißen insbesondere Stellen von ganzem rationalen 
Charakter. -

Eine weitere Anwendung des Liouvilleschen Satzes möge nun folgen. 
Das ist der Beweis des Fttndamentalsatzes der Algebra, des Satzes also, 
daß eine jede nicht konstante, ganze rationale Funktion 9 (z) Nullst ellen be-

sitzt. Anderenfalls nämlich wäre auch I'(z) = g~Z) an jeder endlichen Stelle 
der Ebene analytisch. Dazu wäre diese Funktion .aber auch -beschränkt. 
Denn wenn g(z) = ao+ alz + ... + anzn ist, so wird 

1 1 
{(z) =:;, 1 1 

" an+an_ 1 -+ ... +ao-' 
z zn 

Daher wird lim {(z) = O. Außerhalb eines genügend großen Kreises K 
$-+00 

ist also I {(z) I < 8 und im Inneren ist I ((z) I stetig, also auch beschränkt. 
Daher ist nach dem Liouvilleschen Satze I'(z) eine Konstante. Daher muß 
9 (z) = ao sein, gegen die Annahme, daß 9 (z) sich mit fJ ändern solle. 

Aus dem Satze, daß jede eindeutige Funktion von durchweg 
rationalem Charakter rational ist, möge nun noch diese Folgerung ge­
zogen werden: 

Jede durchweg eindeutige schlichte und bis auf fjytdlichviele A~tSnahme­

stellen regulär analytische Abbildtmg der komplexen Ebene wird durch eine 
lineare Funktion vermittelt. 

Die Funktion darf also jeden Wert nur einmal annehmen, sonst wäre 
die Abbildung nicht schlicht. Daher hat SIe nach 8.149 keine wesentlich 
singuläre Stelle, ist also nach dem eben erwähnten Satze rational. Da sie 
aber jeden Wert Dur einmal annimmt, so muß sie linear sein. 

Aufgabe: Wenn eine Funktion in der Umgebung einer isolierten singu­
lären Stelle eindeutig ist, wenn aber dort weder sie selbst noch ihr Reziprokes 
beschränkt ist, so liegt eine wesentlich singuläre Stelle vor. 
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§ 11, ])er Weierstraßsche Dopl'clrcihcnsatz. 

Der Satz handelt von den Reihen analytischer Funktionen. In eineIII ne­
reiche B seien die Funktionen t~ (z), f2 (z) ... fn (z) ... eiudeutig und rC.'luliir 
(lIutlyti~ch erklärt. Die Reihe f (z) = t~ (z) + t~ (z) + ... möge in 1J1 91r,ich­
lIIiißi.q'lJwnvergieren. lVir wissen bereits, doß die Summe fez) eine in B ein­
deutige und stetige Funktion ist. Jetzt wollen wir überdies beU"eisen, daß sie 
allalytisch ist. 1m Sinne unserer Definition der analytischen Funkhoncn be­
deutet dies, daB ((z) differenzierbar ist. Wir 1cerden gleichzeitig sehen, daß 
die Ableitung der SI/mille der Summe der Ableitungen der Reihenglieder gleich 
ist und daß diese Reihe selbst wieder gleichmäßig konve1·giert. 

Im Reellen hat man bekanntlich diese gleichmiißige Konvergenz der Reihe 
der Ableitungen _oder eine ähnliche Voraussetzung nötig, um auch nur die 
Differenzierbarkeit der Summe eine~ Reihe differenzierbarer Funktionen er­
kennen zu können. Ohne eine solche weitere Voraussetzung braucht dort 
die Summe gar nicht differenzierbar zu sein. {Siehe z. B. meinen Leitfaden 
der Integralrechnung S.74.) Hier dagegen läßt sich das alles ohne weitere 
roraussetzung aus der gleichmäßigen Konvergenz der Heihe 2 (;(z) allein er-
schließen. i = 1,2 ... 

Seinen Namen "Doppelreihensatz" trägt dieser Satz daher, daß für seinen 
Entdecker \VeierstraB, wie wir schon S. 138 darlegten, die analytischen Funk­
tionen durch die :Möglichkeit der Potenzreihenentwicklung erklärt waren; so 
war für Weierstraß jedes Heihenglied fi (z) selbst eine Potenzreihe, und es 
handelte sich darum, die Potenzreihenentwicklung der Summe als möglich 
zu erkennen und sie zu finden. Auch hiervon wird nachher niiher die Rede sein. 

Für uns ist nun die Cauchysche lntegrulformel das gebotene Beweis­
mittel des Satzes. Sie läßt ohne weiteres die Differenzierbarkeit der Reihen­
summe erkennen. Betrachten wir nämlich das Integral 

_1_,Jrm dt 
21tt s-Z-

Es werde über eine geschlossene, den Punkt z einmal im positiven Sinn 
umschließende Kurve Q: aus B erstreckt. Trägt man hier den Wert von 
r (z) ein, BO erhält man 

1_. jf(s) ds = _~~ j'd ~ I D_m + (d~) + ... \. 
2'tl ~-z 2..:t \~-Z ,,-z J 

Da aber nun die Summe t; (s) + t~ (S) ... für alle der Kurve Q: angehörigen S 
und festes z gleJchmäßig konvergiert, so wird weiter 

.~.jDs'L d~ = -1-.11; m d~ + -l-.f/~ (b) ds + .... 
2,n b-Z - 2,n t-z ~"'I t-z 
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Wertet man aber die einzelnen Integrale aus, BO findet man 

-21 . (!(t) d~ = fl (z) + I~ (z) + ... = «z). 'J/:~ J ~·-z 
Da aber nUll nach S. 131 das Integral -21 . J!m d~ eine analytische .I!'unktion 

:n:~ ~-z 

von z darstellt, so ist f (z) eine analytische Funktion. 
Bem er kung: Statt sich der Integralformel zu bedienen, hätte man auch 

das Integral f f (~) d~ selbst betrachten können, um, gestützt auf den 
MoreraschenSatz von 8.133 den analytischen Charakter von f (z) zu erkennen. 

Unser Gedankengang bietet uns aber noch mehr. Er Hißt uns auch er· 

kennen, daß f' (z) = f/ (z) + f; (z) + ... 
und daß diese Reihe im Bereiche B wieder gleichmäßig konvergiert. Es 
wird nämlich 

f' (z) = 2~i J([~t;)2 d~ = 2~i Jd~ { ({~~2 + (r! (~)2 + ... } 
= f; (z) + f; (z) + .. '. 

Die gleichmäßige Konvergenz der Reihe leuchtet so ein: Sei 

r~ (z) = f~ (z) + f~+ 1 (z) + ... 
der Rest der Reihe, so kann ich 

1'; (z) ='.!~i .f<t~Z)2 { f .. (~) + f/!+ 1 m + .. , } 
setzen. Wählt man nun n hinreichend groß, so wird 

, fn (b) + fn+ 1 (~) + ... , < E 

wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe 

f1 (z) + f2 (z) + .. '. 
Daher erkennt man leicht, daß auch r~ (z) mit wachsendem n beliebig klein 
wird. Die Wiederholung des Schlusses liefert f" (z) = ~ f:' (z), und auch 
diese Reihe konvergiert gleichmäßig usw. 

Wir können nun auch leicht die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung 
von f (z) gewinnen. Dielle sind nämlich bis auf die Nenner n! die Ableitungen 
der Funktion f (z) im Mittelpunkt der Entwicklung. Diese Ableitungen aber 
sind als Summen der entsprechenden Ableitungen der Reihenglieder erkannt. 
Daher wird nun auch der Koeffizient der n-ten Potenz in der Entwicklung 

f (z) = ~ (z - a) = ~ an (z - a)n 

der Summe der Koeffizienten der n-ten Potenzen in den Entwicklungen 

- f" (z) = ~x (z - a) = ~ a~)(z - a)n 
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gleich. Daher findet man die Summe der Potenzreihen 

~'\l5x (z - a) 
x=l,t·· . 
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(ladurch, daß man Jie mit gleicher Potenz von (z - a) behafteten Glieder 
aller Reihen zusammenzählt und dann die so erhaltenen Summen zu einer 
Reihe vereinigt. Ich will dies noch als besonderen Satz aussprechen: 

Die Reihen / . ( ) _ ffi (~_ ) _ .... (x) ( )" 
7. Z, -- +,x iC.I a -..:;.; an Z - a 

11= I, ~. 

mögen alle in dem Kreise I z - a I < r konvergieren. Außerdem konvergiere 
die Reihe ;:;E I~ (z) = I" (z) 

y. = 1,2'" 

In diesem Kreise gleichmäßig. Dann ist 

fez) = ~ (z - a) = .:Eall (z - a~" 
11=1,2 . . 

lind hier ist 0,,, =.2 a~;)· 
z = 1, 2··· 

Von dem so erhaltenen Satz machen wir nun ellle Reihe von nützlichen 
Anwendungen. 

Insbesondere kann aus dem Doppelreihensatz die auch aus der Ketten­
regel von S. 32 folgende Gruppeneigenschall der analytischen Funktionen er­
schlossen werden. Darunter versteht man die Tatsache, daß f (1/)) eine 
analytische Funktion von z ist, wenn ((w~ in U! analytisch ist und 1V selbst 
als analytische Funktion w = cp (z) erklärt ist. 

Die präzise Fassung dieser Aussage nber mittelbare Funktionen wird 
durch den folgellden Satz gegeben: 

w = cp (z) sei in der Umgebung von z = a eindeutig und analytisch. 
Ferner sei cp (a) = b, und es sei f (w) in der Umgebung von IV = b ana­
lytisch und eindeutig. Dann ist r \ 1U (z) I in der Umgebull!J ron .'0 = a 
analytisch. 

Wegen der Stetigkeit von cp (z) kann man nämlich einen Kreis um z = a 
abgrenzen, in welchem q; (z) nur Werte annimmt, die dem Konvergenzkreis 
von re'W} = .:Eß,·(w-b)' angehören. Setzt man dann 

I~(z) = b/.( q; (.,) - b }x, 

so sind die Voraussetzungen des Doppelreihensatzes erfüllt. Daher folgt 
aus ihm sofort unser Satz über mittelbare Funktionen. 

Aus diesem Satz fließt nun auch sofort wieder die Kettenregel der 
Differentialrechnung. Denn wir haben ja die Entwicklung 

n w (z) I = .:E ß. \ rp (.,) - b } I'. 
Bio b erb a. c b, FunktioDC'ntheorie I 11 
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Da man Potenzreihen gliedweise differenzieren kann, so ergibt sich 

df( ;z(z) I = ~ vii, ( !p(z) - b" I ~-1. !p' (z) = :!v . ~.~ . 
Das ist aber die Kettenregel der Differentialrechnung, die wir schon S. 33 
auf anderem 'N ege bewiesen haben. Bei der Herleitung haben wir aller· 
dings ihre Giiltigkeit für die Differentiation der Potenz (tp (z) - b)~ voraus­
gesetzt. Das konnte auch unbesorgt geschehen, weil sie hier nur eine Folge 
der Regel über die Differentiation eines Produktes ist. 

Anwendung: Es gibt 11 verschiedene in der Um"gebung von z = 0 ein­
deutige und analytische Funktionen r (z), deren n-te Potenz (n positiv ganz­
zahlig) mit 1 + a1z + a2z2+ ... übereinstimmt. Sie werden mit 

bezeichnet. 
Denn 

Y1+a1 z+ ... 
Der Quotient je zweier derselben ist eine n-te Einheitswurzel. 

erkHirt in jedem schlichten Bereich der z-Ebene, welcher ~ = 0 nicht ent­
MIt, nach S. 67 n eindeutige· analytische Funktionen, die sich um Einheits­
wurzeln als Faktoren unterscheiden. Da aber 

~ = 1 + a1z + ... 
in der Umgebung von z = 0 analytisch und von Null verschieden ist, so zer­
fällt nach dem eben bewiesenen 

Y1+a1 z+ ... 
III der Umgebung von z = 0 in n eindeutige analytische Funktionen. 

§ 12. Die Technik der Potenzreihenentwicklung. 
Handelt es sich z. B. darum, die Funktion 

(1) 
1 

(z'-l) (z-~) 

nach Potenzen von z zu entwickeln, so wäre es unbequem, dazu die Koeffi· 
zienten durch die Ableitungen der Funktion auszudrücken. Bequemer ist 
es schon, jeden einzelnen der Faktoren 

1 1 

z-i' Z+.l' z-2 

zu entwickeln und dann das Produkt der gefundenen Reihen zu bilden. Am 
allerbesten aber ist es, erst die Funktion in Partialbrüche zu zerlegen und 
dann die gefundenen Einzelbrüche zu entwickeln. Setzt man an 
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(2) 

so findet man leicht den Koeffizienten A, indem man mit (.: --- 1\ multi­

pliziert und dann :; = 1 setzt. So wird A = - ~ Ebenso findet man 

B = 1 C = ~. Nun wird weiter 6' 1\ 

(3a) 

(3b) 

(3c) 

Daher hat man 

1 - = 1 + z + 2. 2 + ... 
1-z 

1 
----- = 1 - z +:;2 - •.. 
l+z 

1 1 1 Z Z2 

2-z 2 ='2+2'+2'+···· 1-3 
2 

(4) (Z'~-1~(Z-2) = ~ + -~- z + (~-} ~;) :;2+ G -1'2;) :;S+ ... 
1 1 1 2'-1 1 2'-1 

= 2- + '4 z + 3' -2' - :;2 + 3 ~ Z3 + .. '-
Nach dem Muster dieses Beispiels geht man zweckmäßig bei der Entwicklung 
rationaler Funktionen vor, falls die Nullstellen des Nenners leicht zugänglich 
sind. Für kompliziertere Fälle empfiehlt sich die Methode der unbestimmten 
Koeffizienten, die wir bald kennen lernen werden. 

Es können Partialbrüche von der Form---1 -- mi't einem Exponenten n 
(z-a)" 

vorkommen, welcher die Eins übertrifft. Schreibt man wieder 

1 1 
--- --- = ---- ----, 
(z-at (-a)" (l--dr 

so erkennt man leicht, daß es darauf ankommt, die Entwicklung von 

(l-Z)" 

nach Potenzen von :; zu beherrschen. ~lan kann versuchen, diese dadurch 
zu gewinnen, daß man 1 ___ - = 1 + :; + ,,2 + ... 

1-z 

n-mal mit sich selbst multipliziert. Hat man allgemein ellle Potenzreihe 

ao + atZ + a2zv+ ... 
mit 1 + Z + :;2+ ... 
zu multiplizieren, so erkennt man leicht, daß in der Produktreihe der 
Koeffizient von z" der noten Partialsumme S" der Koeffizienten a. gleich 
wird: 8" = ao + a1 + ... + an. Wendet man dies auf den vorliegenden Fall 

11" 
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an, in dem es sich darum handelt, allgemein gesprochen. 1-,7/, _I mit 1~; 
zu llIultiplizieren, so findet man zunächst, 

(5) (1 ~::I-" = 1 + 2.:,+3,2 + ... -I- (u + 1)," + ... 

(G) Alsdann 
1 ,._ ~2 (lI+1)(?1+2)"" 

-- ••. - ·.·.1 = 1 T 3" + G., + ... +- .,- ., +"" 
\1-::)" -

U Il1 -- I . zu hekommen, muß man schon die Summt' 
(l-z)' 

1+3+6+ ... + (n+l)\II+2) 
2 

berechnen können. Das Hiuft im wesentlichen darauf hinaus 

auszurechnen. Das sind Aufgaben, welche die Kombinatorik direkt zu lösen 
lehrt. Es ist aber einfacher, zur Herstellung der gewünschten Reihenent­
wicklungen den binomischen Lehrsatz zu verwenden. Dann erhält man 
gleichzeitig eine elegante Lösung der eben berührten Summationsaufgaben. 

'Vas nun den binomischen Satz anlangt,' so kann er ohne weiteres aus 
dem reellen Gebiet übertragen werden. Denn 

1 

(1-::)" 

ist für alle von ,'"1 = 1 verschiedenen Stellen der z-Ebene eine eindeutige 
reguläre Funktion. Sie kann daher für I z l < 1 nach Potenzen von z ent­
wickelt werden. Die Koeffizientenbestimmung der Taylorschen Reihen lehrt 
sofort, daß in 1 

----. = s,,,) + Sill) Z + ... + sen) z' + ... 
11-:)" 0 1 y 

der Koeffizient s (11) den Wert 2, d" (1- z)- n;., hat. Die Ausrechnung liefert 
" x. dzY. Z = 0 

(8) sen) = n (n + 1) ... 111 + ~ -::-1; 
y. 1·2..." 

= (_ 1)" (-11) (-11-1)(-11-2) .. ,(-;1-,,+ 1. = (_ 1)" (-1.~). 
1 2 ~ y. \ ~ 

Definiert man für beliebige Exponenten /' 

(9) (1 + z)r = er log(l+,) . , 
so erkennt man durch ähnliche SchWsse, daß der binomische Satz auch 
auf gebrochene und irrationale Potenzen (1 + z)" ausgedehnt werden kann, 
und daß alle Entwicklungen den Einheitskreis zum Konvergenzkreis haben. 
Denn die Darstellung (9) lehrt, daß (1 + z)" auf der Riemannschen Fläche 
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des log (1 + z) eine eindeutige Funktion ist. .Jedenfalls also ist jeder ihrer 
Zweige im Einheitskreis eindeutig und reguliir und kann somit nach S. 13f1 
nach Potenzen von z entwickelt werden. Aus den vorhin dargelegten Griin­
den wird die Entwicklung durch den aus dem Reellen bekannten binomischen 
Satz geleistet. Ich ergänze meine Bemerkungen über die Entwicklung der 
rationalen Funktionen durch einige Worte iiber die Konvergenzkreise der 
Reihen. Kehren wir zu der Funktion (1) zuriicl,;:, Die drei Reihen (3) 
haben als Konvergenzkreise den Einheitskreis bzw. den Kreis I::: < 2. Da­
her ist der Konvergenzkreis der Reihe der Einheitskreis. Beachtet man, 
daß Eins gleichzeitig die Entfernung des nächsten Poles der Funktion (1) 
vom Nullpunkt ist, so erkennt man darin eine Bestiitigung der allgemeinen 
Regel, die man schon den Erörterungen der S. 136 entnehmen kann. Dort 
niimlich erkannten wir, daß der Konvergenzkreis immer der größte Kreis 
um den Entwicklungsmittelpunkt ist, welcher in dem Regularitätsbereich 
der Funktion Platz hat. Beachtet man aber, daß rationale Funktionen in 
der ganzen Ebene bis auf Pole regulär sind, so erkennt man, daß man bei 
ihnen die volle, von den Polstellen allein begrenzte Ebene als Regularitiits­
bereich nehmen kann, daher ist der Konvergenzradius einer jeden Entwick­
lung der Entfernung des nächsten Poles vom Entwicklungsmittelpunkt 
gleich. Das gilt auch für die Laurententwicklung in der Umgebung einer 
Polstelle. 

Die gleiche Betrachtung lehrt auch den Konvergenzkreis der Ent-

wicklung von cp(z) = ((z) = 1131 (z) erkennen. Dabei sollen 
g(z) 113. (z) 

~l(Z) = (to + atZ + ... 
und ~2(Z) = bo + blz + ... 
zwei für I Z I < 'r reguläre Funktionen sein. Wenn namentlich der Nenner 
bei Z = 0 nicht verschwindet, so erhält man eine Potenzreihenentwicklung 
von cp(z), die in einer gewissen Umgebung von z = 0 konvergiert. Ist 
niimlich für das ganze i z I < r der Nenner von Null verschieden, so kon­
vergiert auch die neue Reihe für I z: < 1". Anderenfalls wird ihr Konver­
genzradius durch die Entfernung der nächsten Nullstelle des Nenners vom 
Mittelpunkt der Entwicklung bestimmt. Hat aber der Nenner bei .~' = 0 
eine Nullstelle n-ter Ordnung, so besitzt dort rp (z) einen Pol n-t~r 

Ordnung. Um seine Laurentreihe zu finden, betrachtet man erst das 
noch bei z = 0 reguläre znrp(z) und dividiert die dafUr gefundene Reihe 
durch z". 

Wir haben also nur die Aufgabe zu lösen, eine bei z = 0 reguläre 

Funktion ~~;~ nach Potenzen von z zu entwickeln. Handelt es sich nur 



160 VI. Die Cauchysclte Integral(ormcl 

damm, einige Anfangskoeffhienten zu finden, so geht man zweckmäßig so vor, 

daß man erst g~Z) entwickelt. und dann mit fez) multipliziert. 

Am Beispiel von tg z = 81n Z möge das dargelegt werden. Da der Nen­
C08 Z 

ner nur fiir ungerade Vielfache von ~ verschwindet, wird der Konvergenz-

radius der Entwicklung; Nun hat man aber 

1 

cos z 

Setzt man abkürzend 
Z2 z'" 
2-41·" = S, 

so hat man also in die geometrische Reihe 

1 + t + t 2 + ... 
Z2 z' t=-----+··· - 2 4! 

einzutragen. Das ist ein ganz spezieller Fall des Weierstraßschen Doppel­
reihensatzes_ Denn flir genügend kleine . z I wird i si< 1. Die Reihen-

glieder (nez) sind gerade die Potenzen tn = (i -···r Nun findet man 

aber 

Also wird 

z' z& +-----4 4! 

1 G+ +-z ... s 
Multipliziert man nun noch mit 

. z' 
Sill Z = Z - 3-! . ", 

(10) 
1 2 tg ~ = ~ + - ",3 + _ Z5 + .... 

W W 3 - 15 _ -

so erhält mau 

Ebenso kann man den ctg z behandeln. Es bietet aber hier em be­
sonderes Interesse, zu einer allgemeinen Formel für die Koeffizienten der 
Reihe vorzudringen. Zunächst verschwindet ja III 

ctO' z = ~~s z 
o SIn z 

der Nenner für alle Vielfachen von:1t. An jeder dieser Stellen hat ctg: 
einen einfachen Pol. Bei z = 0 ist ja z. B. 
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z' 
1-"2+ ... 1 

ctgz= z' =-+~(z). Z(l---, ... ) z 
3. 
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Wir wenden uns zur allgemeinen Bestimmung der Koeffizienten bei eillem 

Quotienten aD + a, z + a, z' + ... 
bo+ b;z+b,z'+'!:~' 

um das gefundene Resultat dann auf z ctg z anzuwenden. 
Da wir bereits wissen, daß eine Entwicklung der Form 

So + SIZ + ... 
existieren muß, 80 können wir zunächst mit unbestimmten Koeffizienten 

ansetzen: a +a z+ ... 
b:-+-b:Z-+~::= ~o+ ~l.z + ... 

und hier die ~y. als zu bestimmende Koeffizienten ansehen. Multipliziert 
man dann rechts und links mit bo + 'V +"', so liefert die Vergleichung 
der Koeffizienten gleicher Potenzen von z auf der rechten und linken Seite 
zur Bestimmung von ~o, SI ... ~n die Gleichungen 

Snbo+ Sn-Ib! + ... + ~obn = a" 

Sn-Ibo + ... + ~obn-l = an-l 

Slbo+ ~Obl = a l 

tobo = a o· 

Daraus entnimmt man 

(11) 

b! b2 bs ••• b" a1/ 

bOb!b, ···bn-lan-l 
(_1)1/ 0 bubi .,. bn - 2an -2 

~n= -b,,+1 
o 00 bo •.• bn - 3 0 n - 3 

000 .,. bo ao 

Wenden Wir dies Ergebnis nun auf die Entwicklung von z ctg z an, Da III 

• 1 
1-z 2!+ ... 

z cta" Z = ------
o , ,1 

1-Z. 3i + ... 

nur gerade Potenzen von z vorkommen, so enthält auch die Potenzreihen­
entwicklung von z ctg z nur gerade Potenzen. Ich kann daher 

z ctg z = 1 + SI Z2 + S:lZ4 + ... + Snz2 n + ... 
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ansetzen. Schreibe ich hier ~ = Z2, 80 hahe ich also deli Ansatz 

l- l +". -+ = 1 + ~lS + ~21;~+"" 
1- 31 +" . 

In der allgemeinen Formel ist daher an = (-i)" (2~)i und /i ll = (- 1)" (2n~ij 
zu sctJlen. Daher findet man 

i-1 ... ~ ... =2 ... _t- 1)n ... (-1)" 
3! 5! 7! (2n+1)! (2n)! 

-1 1 (_l}n-l (-lt- 1 

1 .. '-3T'" 6! ... (in-i)! ... (2n - 2)! 

~,,= (_ l)n 
o -1 (_1),,-2 (_1)"-2 1 ... -- ... . .. ---------

3! (2n-3)! (2n-4)! 

0 .. ·0 .. · 0 .. · 1 1 
1 1 

Hieraus findet man z. B. SI = - - 3! - 2 = - ~ 
1 1 

(12) So wird also 

1 1 1 
-3i51 4! 

1 -~--~ 
3! 2! 

o 1 1 

usw. 

t 1 1 2 s ~ 2'1-1 cgZ=----Z--z ... + Zr + .... 
Z '3 90 n 

2271 • E n 
(13) Setzt man noch Sn = - '2) I ' 

~ n . 

80 hat man in B n die sogenannten Bernoullischen Zahlen vor sich. Es 

ist also BI = ~, B 2 = ~ .... Die weitere Rechnung liefert 

(14) 

Die Bernoullischen Zahlen werden uns noch mehrfach begegnen, und wir 
werden so noch mehrfach Gelegenheit haben, weitere Eigenschaften derselben 
zu entwickeln. 

Wir fügen noch 1) die Entwicklungen von log (1 + z), von arctg z und 
arcsin z an, die man durch Integration der entsprechenden Entwicklungen 
ihrer Ableitungen erhält. 

1) Wegen der Funktionen _._1_ und _1_ vgl. man S.182/183. 
Slll Z COS Z 
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'Vir wissen von S. 77 und haben auf S. 158 schon benutzt, duß jeder 
Zweig der unendlichvieldeutigen Funktion 

log (1 + z) 
im Einheitskreis I z I < 1 eindeutig und analytisch erkHirt ist; und daß sich 
die verschiedenen Zweige dieser Funktion voneinander um Vielfache VOll 

27ti unterscheiden. Wir entscheiden uns für denjenigen dieser Zweige, der 
für z = 0 verschwindet. Er wird durch das Integral 

dargestellt, 

, ) f clz 
log (1 + z = -­

• 1 + z 

Daher findet mall 
o 

,..2 .. ~ ,../1 

10g(1+z)=.,- i + i --+"'-(-l)fl~+ .... 

Weiter wird 
Daher hat man 

J d: 
arctg z = i +z" 

o 

(15 ) 
z:; ZU 

u; = arctg ;; = ;: - 3' + [; - + .. " 
Ebenso findet man aus 

daß 
(16) 

1 + 1 Z2 + ~3 ;:4 + ~~ Z6 • •• 
2 2·4 2·4·6 ' 

1 z' 1·3 Z6 1 . 3 • 5 z'/ 

W = arcsin ;; = ;; +- . - + - + --- -- + ... 
232·452·4·67 ' 

Zum Schluß dieses Paragraphen behandeln wir noch ein etwas kompli-
zierteres Beispiel. Wir wollen 1 

Vl- 2 xz+z'-

llach Potenzen von z entwickeln und das allgemeine Bildungsgesetz der 
Koeffizienten ergründen. Der Wert der Quadratwurzel werde in einem ge­
nügend kleinen Kreise um z = 0 dadurch festgelegt, daß man der Wurzel 
für z = 0 den Wert + 1 beilegt. Damit dadurch im ganzen Kreis die Wurzel 
eindeutig bestimmt sei, muß man den Kreis so klein wählen, daß keine Null­
stelle der Wurzel in ihm liegt. Läßt man namentlich für x nur reelle Werte 
von einem Betrag unter Eins zu, so wird dieser Kreis stets der Einheits­
kreis, denn die Nullstellen der Wurzel liegen dann bei 

z = x + i 1/1'=--;;2 _ V , 

und diese Zahlen haben stets den Betrag Eins. Es ist ja 

z z = x 2 + 1 - x! = 1. 



164 V 1. Die Cal(chY8chc Intcgl'ulfonllcl 

Somit stellt unter den angegebenen Bedingungen 

1 

J11- 2 x-i +i' 

eIne Im Einheitskreis reguliire Funktion von z dar. Es gibt daher ellle 
MaclaurinBcbe Reihe 1 + PI (x) Z + ... + P n (x) z" + .. " 
die im Einheitskreis unsere Funktion darstellt. Daher ergibt sich für den 
Koeffizienten P" (x) die IntegralJarstellung 

(17) Pll (x) = 2~i.f ~"+l VI ~2 Xh+ 1:" 
o 

Das Integral hat man sich dabei über einen mit dem Einheitskreis kon­
zentrischen Kreis von kleinerem Radius erstreckt zu denken. Der \Vert der 
W unel w (t) = -VI - ~ Xb + b2 auf dem IntegrationBweg ist durch die Be­

dingung w (0) = + 1 festgelegt. Ich mache znnächst die Substitution t = +; 
dabei wird aus dem Integrationsweg ein den Punkt t = ~ im positiven, 
d. h. den Punkt t = 0 im negativen Sinne umlaufender Kreis von einem 
Radius größer als 1. Es wird 

1 fdt.t" 
P" (x) = q--' -(t)' 

... 1tt~ 'W 

o 

Die Wurzel ist jetzt durch die Bedingung lim ~ (t) = + 1 festgelegt. Es 
1-+ '" t wird ja 

w (t) -V 1 1 Y . --- = 1 - 2 x - + - = 1 - 2 x I' + (" t t t' ~ .' 

Nun befolgen wir weiter den Weg, den man auch im Reellen bei der Aus­
wertung eines derartigen Integrales einschlägt. I) Wir machen die Substitution 

1(' (t) + t = z. 
Dann wird bekanntlich 

1 1 f (z'_l)" 
(18) P n (x) = 2';;; 2" c;-=;-;Ft-1 dz. 

Der Integrationsweg ist jetzt das durch die Abbildung z = t + yl- 2 xt + t~ 
in der z-Ebene erhaltene Bild eines den Punkt t = 00 umschließenden Kreises, 
der demjenigen Blatt der Riemannschen Fläche von w = VI - 2xt + t2 an­

gehört, in dem ~v t(f) __ + 1 gilt. 

Um diese Verhältnisse deutlich zu übersehen, müssen Wir uns zunächst 
darüber Iilar sein, daß die Riemannsche Fliiche von w = tu (t) zweiblättrig 
ü bel' der t -Ebene ausgebreitet ist und ihre beiden Verzweigungspunkte an 

1) Vgl. auch S. 112. 
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den Stellen x± iyl- x2 besitzt. Auf dieser Fläche ist somit auch t + w (t) = z 
eine eindeutige Funktion des Ortes. Diese Funktion vermittelt dazu eine 
Abbildung der Fläche auf die schlichte volle z- Ebene. Das leuchtet ein, 
wenn wir uns der schon eben bei der Umrechnung des Integrales benutzten 

Tatsache erinnern, daß t = 2 ~;=~) also eine eindeutige Funktion von z wird. 

Ebenso wird Z2_ 2 Z x + 1 
W Ct) = 2(z-xf-' 

also gleichfalls eindeutig in z. Beiläufig werde hier bemerkt, daß jede andere 
der im Reellen üblichen rationalisierenden Substitutionen gleicherweise zu 
einer schlichten Abbildung der Riemannschen Fläche führt. Bei dieser A b­
bildung geht nun weiter derjenige unendlich ferne Punkt der Fläche, in 

lh I · w(t) 1 'd . "b D I' Z l' t+w(t) we c em 1m -t- = WIr, In z = 00 u er. enn 1m - = Im --'----:--''--.C 

t~oo t~oo t 1+00 t 

= 1 + Iim w (t) = 1 + 1 = 2. Der Integrationsweg in dem Integral (18) ist 
t~ 00 t 

also eine einfach geschlossene Kurve der z-Ebene, welche den Punkt 00 im 
negativen Sinne umschließt. Der Punkt x, der dem Einheitskreis angehört, 
wird also in positivem Sinne umschlossen. Daher läßt die Integralformel (5) 
von S. 133 sofort erkennen, daß 

(19) P n (x) = ~ ~ an (x·-lf'. 
2" n! dxn 

Der Koeffizient p" (x) ist also eine ganze rationale Funktion n-ten Grades 
von x. Die so gefundenen Polynome sind die Legendreschen Polynome aus 
der Theorie der Kugelfunktionen. 

§ 13. Der VitaIische Doppelreihensatz. 
Dieser Satz stellt eine moderne Erweiterung des klassischen Weier­

straßschen Satzes (S.153) dar. Gleich diesem gehört er wegen seiner un­
geheuren Tragweite zu den wichtigsten Sätzen der ganzen Theorie. Der 
Satz lautet: Es sei bekannt, daß die Reihe fl (z) + f2 (z) + ... in einer Punkt­
menge eines Bereiches B konvergiere, welche in' Beinen Häufungspunkt besitzt. 
Es sei weiter bekannt, daß die Teilsummen der Reihe. in B gleichmäßig be­
schränkt sind, d. h. es gebe eine Zahl M, unter der sämtliche Teilsttmmen dem 
Betrage nach für alle Stellen des Bereiches B liegen. Dann ist die Reihe in 
jedem inneren Teilbereich von B gleichmäßig konvergent und stellt also eine 
in B analytische Funktion dar. 

Der große Wert des Satzes liegt in dem geringen Maße von Voraus­
setzungen, die er macht. Nicht einmal die durchgängige Konvergenz muß 
man von Hause aus wissen. Er enthält ein bequemes Kriterium zur Prüfung 
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der gleichmäßigen Konvergenz einer Reihe. Vor einem Irrtum sei von vorn­
herein gewarnt. Aus dem Satze folgt ganz und gar nicht, daß jede kon· 
vergente Reihe analytischer Funktionen eine analytische Summe hat. Denn 
es gibt konvergente Reihen, deren Teilsllmmen nicht gleichmäßig beschränkt 
sind, für die also unser Beweis nicht gilt. Im zweiten Bande dieses Werkes 
werden wir tatsächlich Beispiele konvergenter Reihen mit nichtanalytischer 
Summe kennen lernen. Freilich ist, wie wir dann sehen werden, auch da 
nicht mehr aller Willkür Tür und Tor geöffnet. Es gibt immer Teilbereiche 
von B, wo die Summe analytisch ist. 

Der Beweis des Vitalischen Satzes ist schon auf die mannigfachste Weise 
geführt worden. Am bequemsten ist es, sich auf die Cauchysche Integral­

Fig.1i3. 

formel zu stützen. Daß man aus der 
Konvergenz an einigen Stellen auf die 
Konvergenz an anderen muß schließen 
können, ist eine leichte Folgerung aus 
unserer Beweismethode des Weierstraßschen 
Doppelreihensatzes. Denn nehmen wir etwa 
an, es gebe im Bereich Beine rektifisierbare 
Kurve ~, die darin einen Bereieh G be· 
grenzt, und auf ihr kOmJergiere die Reihe 

gleichmäßig (Fig. 53). Dann konvergiert sie auch im Inneren des Bereiches G. 
Denn in diesem Bereiche ist ja 

f .. (s) = -21 .!~n (b) d~. :na .. -111 

Bei festgehaltenem z konvergiert aber die Reihe 

auf ~ gleichmäßig. 

so ist 

" f .. (~ 
~ '-111 

Sei ihre Summe ! (~ , ..-z 

~ff(')d' = f(s) 
2:na ,-z 

eIne analytische Funktion. Andererseits aber ist 

Durch weiteren Ausbau dieser 'Überlegung kann man auch die gleichmäßige 
Konvergenz in G erschließen. Man hat dazu nur zu bemerken, daß ein 
jeder Reihenrest das Maximum seines absoluten Betrages am Rande von G, 
also auf ~ annimmt. Da aber dort wegen der gleichmäßigen Rand-
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konvergenz die Reste VOll einem gewissen an unter ~ bleiben, so ist das 
auch in G der Fall. 

Noch sei bemerkt, daß das so bewiesene l!;rgebnis keine unmittelbare 
Folge des Vitalischen Satzes ist. Denn der Vitalische Satz setzt voraus, 
daß der Häufungspunkt der Konvergenzpunkte im Bereich liege, während 
wir hier Konvergenz am Rande annahmen. 

Wir wenden uns nUll nach dieser Abschweifung zum Beweis des 
Vitalischen Satzes. 

1. Wir betrachten dazu einen Teilbereich G von B, dessen Rand vom 
Rand des Bereiches den Abstand d besitzen möge. Zunächst werden wir 
zeigen, daß in diesem Bereiche G die Teilsummen S1/ Su ... der Reihe 
gleichmäßig stetig sind. Das Wort gleich­
mäßig bezieht sich dabei auf die Stellen 
des Bereiches und auf die Nummern der 
Teilsummen. Es soll also nachgewiesen 
werden, daß es eine Funktion <feE) gibt 
derart, daß 

8"(Z1)-8,, (Z2) I<E, sobald I Zl--Zl! i < tJ (E) ist, 
ganz einerlei, wie die Nummer n und wie 
sonst die Stellen Z1 und Z2 im Bereiche G 
gewählt sein mögen. Das ergibt sich 

l<'ig.54. 

wieder sofort aus dem Cauchyschen Jntegralsatz. Um jeden Punkt ZI des 
Bereiches G kann man einen Kreis K vom Radius d schlagen, der gallz 
in B liegt (Fig.54). Wählen wir nun einen Punkt Z2' dessen Abstand von 

$1 den Wert : nicht übersteigt, so liefert die Integralformel 

I 8n (ZI) - Sn (Zs) I = .};t I J(;:t:l(~(~~t) d~ I< MI ZI -;;Z! 14 
K 

Sobald also 

ist, bleibt für alle n und alle Z1 des Bereiches G immer 

I Sn (Z1) - Sn (Z2) I < E. 

2. Das war der erste Schritt. Jetzt wählen WIr aus der Gesamtheit 
aller Teilsummen zunächst einmal eine Teilfolge aus. Diese sei BO aus­
gesucht, daß sie in einer überall dichten Punktmenge des Bereiches G 
konvergiere. Das kann auf folgende Weise bewerkstelligt werden. Wir 
denken uns die Bereichpunkte mit rationalen Koordinaten x, y in irgend­
einer Weise numeriert. Die Punkte seien dann Z11 zl!' . ". Ich betrachte 
die Werte Sn (zJ. Da ihre Beträge beschränkt sind, besitzen diese Werte 
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mindestens einen Häufungswert, und man kann eine Teilfolge unter den 
Werten S" (Z1) herausgreifen, welche nur einen dieser Häufungspunkte be­
sitzt. Dazu mögen etwa die Funktionen SA (z), Sl (z), ..• Verwendung 
finden. Diese Funktionen besitzen also an der Stell~ Zl einen Grenzwert. 
Nun betrachte ich die Werte dieser neuen Folge an der Stelle Z2' Wieder 
kann ich eine Teilfolge herausgreifen, die nun auch an der Stelle Z2 einen 

I 

Grenzwert besitzt. Diese sei Sl'l (z), . ". So weiterfahrend erhalte ich eine 
unendliche Kette von Funktionenfolgen 

SAI (z), SA, (z), sJ.. (z) .. . 
Sl'l (z), s,<, (z), s/I. (z) .. . 
sV1 (z), sv. (z), sv. ($) .. '. 

Jede Folge ist eine Teilfolge aller vorhergehenden. Die erste Folge be­
sitzt an der Stelle Z1 einen Grenzwert, die zweite an den Stellen Z1 und Z2' 

die dritte an den Stellen zlI Z2' Zs usw. Nun ist es leicht eine neue Teil­
folge anzugeben, welche an allen Stellen Z1' Z2' ••• einen Grenzwert be­
sitzt. Eine solche Folge ist die Diagonalfolge 

Denn als Teilfolge der ersten konvergiert sie an der Stelle zr Von ihrer 
zweiten Funktion an ist sie auch eine Teilfolge der zweiten Folge unserer 
Kette, konvergiert also auch an der Stelle Z2' Von ds' an ist sie in der 
dritten Folge enthalten, konvergiert also auch an der Stelle Zs usw. Mit 
11 (Zn) sei der Grenzwert der Folge an der Stell!) Zn bezeichnet. 

3. Das war der zweite Schritt. Nun vereinigen wir beide Über­
legungen, um zu erkennen, daß diese ausgewählte Funktionenfolge in ganz 
G konvergiert. Schlage ich nämlich um irgendeinen rationalen Punkt z" 
einen Kreis 1(: 

I '< Ed 
IZ-Z"j -4M' 

so ist in ihm nach 1. für alle n: 

I dn(Z) -l1n (z,,) I < E. 

Nun gibt es eine Nummer N(E), so daß für alle n > N(E): 

I d (zx) - 11" (z,,) I < E 

ist. Daher wird für n > N (E) auch 

I 6(Z.)- 6" (z) I< 2E. 

Daher wird für beliebiges positives m und für n> N(E) im Kreise K: 

I 6(Z),,+m - 6" (z) I< 46. 
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Dieser Schluß kann aber an jeder Stelle z für jeues f ausgeführt werden, 
da in beliebiger Nähe von z rationale Punkte liegen. Daher konvergiert 
die Folge (11 (z), (12 (z), ... im ganzen Bereiche G überal1. 

4. Das war der dritte Schritt. Wir zeigen nun, daß die ~'o)ge (J" (z) 
lD G gleichmäßig konvergiert. 

Aus der in ganz K gültigen Abschätzung 

1 6(Z) -(J(z)I<4E n+m 1/ 

und der eben bewiesenen Konvergenz 

folgt, daß m ganz K auch 

sem muß. 
Will man noch beweisen, daß die (Jn in G gleichmäßig gegen ihre Grenz­

funktion konvergieren, so hat man noch zu bemerken, daß man G mit 
endlich vielen dieser Kreise bereits völlig überdecken kann. Man betrachte, 
um das zu erkennen, die diesen Kreisen gleicher Größe einbeschriebenen 
Quadrate gleicher Kantenlänge. Selbstverständlich kann man mit endlich­
vielen solcher Quadlrnte ein den ganzen Bereich G überdeckendes Polygon 
aufbauen. Die Kreise gleicher Mittelpunkte überdecken also auth ganz G. 
Zu jedem dieser endlichvielen Kreise gehört eine Nummer v, derart, daß die 
Partialsumme 6v (Z) gleicher Nummer sich von der Reihensumme (j(z) um 
weniger als 4E unterscheidet. Die größte dieser Nummern hat dann die 
Eigenschaft, daß die Partialsumme gleicher Nummer sich von der Summe 
(j (z) um weniger als 4E in ganz G unterscheidet. 

5. Das war der vierte Schritt. Nun kommen wir dazu, die Konvergenz 
der gegebenen Funktionenfolge Sn (z) zu beweisen. Wenn diese etwa an der 
Stelle a des Bereiches G nicht konvergierte, so besäßen also die Werte SI! (a) 
mindestens zwei verschiedene Häufungspunkte A und B. Wir könnten da­
her zwei Folgen auswählen mit den Grenzfunktionen ö (z) und (} (z), so daß 
(j (a) = A und 0- (a) = B verschieden wären. Nehmen wir nun an, unser 
Bereich G enthielte den Häufungspunkt der im Vitalischen Satz genannten 
Menge von Konvergenzpunkten. Dann müßten die beiden Funktionen in 
dieser Punktmenge und ihrem Häufungspunkte übereinstimmen, in a aber 
voneinander abweichen. Das geht nicht an. Daher muß (j (z) = 6 (z) sein. 
Daher konvergiert die ursprünglich gegebene Funktionenfolge in G, und 
zwar gleichmäßig. Denn wir haben ja unter 3 gezeigt, daß jede konver­
gente Teilfolge einer beschränkten Funktionenfolge gleichmäßig konvergiert .. 
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Den hier geführten Beweis können wir in jedem Teilbereich von B wieder­
holen. Damit ist dann der Vitalische Satz vollständig bewiesen. 

h 

Anwendung: Das Integral !f'(t, z) dt stellt jedenfalls dann eme m 

emem Bereiche B analytische E'unktion von z dar, wenn let, z) für 
a -s t -S b eine in B analytische E'unktion von z ist, welche außerdem für 
alle diese Werte beschränkt ist. Für jeden einzelnen Wert von z muß 
natürlich f (t, z) nach t integrierbar sein. Wenn dann durchweg Il(t, z) I < M 
ist, so gilt das gleiche für den absoluten Betrag der Funktionen 

f (a, z) + f (a +~::; a, z) + ... + f (a + (n _ l)b--:- a, z) 
rpn (z) = n-~ (b - a). 

b 

Ihr Grenzwert ist aber das! f(t, z) dt. Nach dem Satz von Vitali er-
a 

gibt sich daher die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Beispiel. Wegen !e-lt'-II=~-ttR(')-1 (t 2: 0) 

ist 

in jedem Intervall 0 < a -S t <:::: b beschränkt, wofern z aue~- einen festen 
Bereich aus dem Inneren der Halbebene ffi(z) 2: !l > 0 beschränkt wird. 
Daher ist 

in jedem z der Halbebene ffi(z) > 0 analytisch. Da weiter für alle b > a > 0 

gilt, und da dieses letztere Integral konvergiert, so ist nach dem Satz von 
Vitali 1 

~ h J e-t t'-l dt = lim J e- t t'-l dt 
o h~O h 

eine in ffi(z) > 0 analytische Funktion: die sogenannte Gammafunktion r(z). 
Erweiterung: Will man den eben ausgeführten Schluß gen au dem 

Vitalischen Satz anpassen, so setze man etwa h =..!.- und lasse n durch 
n 

ganze Zahlen nach Unendlich streben. Aber man kann den Vitalischen 
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Satz durch den gleichen Beweisgang auch auf den Fall erweitern, daß die 
gegebene l1'unktionenmenge s (z, 1) (seither 8" (z) statt von einer Numnwr 
von einem kontinuierlich veränderlichen Parameter 1 abhängt. Wenn dann 
s (z, 1) für alle z aus B und die in Betracht kommenden A analyti~ch und 
gleichmäßig beschränkt wird, wenn weiter in einer in B sich häufenden 
Teilmenge von B der lim s (z, 1) existiert, so existiert er für alle z aus B, 

1.+2. 
und die Konvergenz ist in jedem Teilbereich von G gleichmäßig. Den 
Beweis führe der Leser als nützliche Übung selbst durch. 

Siebenter Abschnitt. 

Das Residuum. 
§ 1. Funktionen mit isolierten Singularitäten. 

Die Funktion ((z) möge in einem beliebigen, also im allgemeinen mehr­
fach zusammenhängenden Bereich G eindeutig und analytisch erklärt sein. 
Im Bereiche sei eine mit einer Durchlaufungsrichtung versehene geschlossene 
rektifizierbare Kurve ~ gegeben. Man nennt das Integral 

~-o !f(Z)dZ 
2 7&~ .. 

Q: 

das Residuum der Funktion f(z) in bezug auf die Kurve ~. Wenn man 
~ zufällig in einen einfach zusammenhängenden Regularitätsbereich von f(z) 
einbetten kann, so ist das Residuum nach dem Cauchyschen Integralsatz 
Null. Im allgemeinen wird dies indessen nicht der Fall sein. 

Uns interessiert namentlich der Fall, daß ((.z) in einem einfach zusammen­
hängenden Bereich mit Ausschluß von 
endlichvielen seiner Pnnkte eindeutig und 
regulär ist und daß die Kurve ~ eine ein­
fach geschlossene Kurve ist, di~ einige dieser 
Punkte genau einmal im positiven Sinne 
umschließt.1) Dann ist nach S. 130 unser 
Integral gleich der Summe von Integralen, 
die etwa über Kreise zu erstrecken sind, 
deren jede.r genau einen der von ~ um­
schlossenen Punkte, und zwar im selben 
Sinne wie ~ umkreist (Fig. 55). 

Fig.55. 

1) Verallgemeinerungen (auch an den Kurven [) wird der Leser an Hand der 
S. 129 entwickelten Sätze leicht selbst finden. 

B i e b erb ach, Fnuktionentheoria I 12 
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und 

VII. Das Residuum 

Die Ausnahmestellen seien etwa 

al1 al , ••• an, 
+., :2J A ~") (z - a,,).l 

sei die Laurententwicklung von ((z) in der Umgebung von a". Dann wird 
nach dem eben herangezogenen Satz von S. 130 

2~iff(Z)dZ = ~2~iff(Z)dZ, 
~ 1 ,K~I 

wobei die Einzelintegrale über genügend kleine, je eine Singularitä.t al' um­
schließende Kreise EI' zu erstrecken sind. Da man aber in einem 
solchen Kreise die Laurententwicklung zur Verfügung hat, welche man 
gliedweise integrieren kann, so findet man 

.ff(z)dz = 2~iA~)1. 

~~ 
Man nennt das Integral lt~ hi f(z)dz 

Kl 

das Residuum 'von {(z) an der Stelle al. So wird das Residuum an der 
Kurve ~ der Summe der Residuen an den einzelnen von Q: umschlossenen 
singulären Stellen gleich. An jeder dieser Stellen aber wird das Residuum 
dem Koeffizienten des Gliedes erster Ordnung in der Laurententwicklung gleich, 

Das Residuum des unendlichfernen Punktes wird durch -21 . ({(z)dz er-
n ~..11 

klärt, erstreckt über einen hinreichend großen Kreis in der Richtung, bei 
der Bein Äußeres zur Linken bleibt. Hinreichend groß, d. h. {(z) soll in 
allen seinen Außenpunkten außer eventuell 00 selbst regulär sein. Aus 
dieser Erklärung folgt, daß das Residuum im unendlichfernen Punkt dem 

negativen Koeffizienten des Gliedes .!. in der Laurententwicklung des Punk-z 
teB 00 gleich ist. Man erkennt das, wenn man die Umgebung von z = 00 

auf die Umgebung von t = 0 durch die Funktion t = ~ abbildet. Dann wird z 

!f(Z)dZ = - Jf(~)~dt. 
o C 

Denn aus dem positiven Durchlaufungssinn eines großen Kreises wird bei 
dieser Abbildung der negative Durchlaufungssinn eines kleinen Kreises. Es 
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wird aber ·.·a_ lI z"+···q,..-lz+aO +a1 !+a ~+ ... = ... a_ 1 + ... 
Z 2 Z 2 "tn 

1 9 (1) 1 1 1 +a- 1 T +aO +a1t+a:t +"', also (t t. = ... a __ I("+S+"'+(],oi' 
1 + a1 t + ag + ast + .... 

Während somit eine an der endlichen Stelle a reguläre Funktion da­
selbst immer das Residuum Null besitzt, wird im allgemeinen eine bei co 
reguläre Funktion dort ein von Null verschiedenes Residuum zeigen. Denn 

((z) ist bei 00 regulär, wenn seine dortige Entwicklung m(}) keine nega­

tiven Potenzen von ~, d. h. keine positiven Potenzen von z enthält. Das z 
Glied .!.., welches das Residuum bestimmt, wird aber im allgemeinen vor­z 
kommen. 

Für die Bestimmung des Residuums eines Produktes hat man eine be­
queme Regel, wenn an der betreffenden Stelle der eine Faktor regulär ist, 
der andere aber einen Pol erster Ordnung besitzt. Sei nämlich dann r 
das Residuum von ((z) bei z = a, g(z) aber hier regulär, so wird rg(a) das 
Residuum von ((z)· g(z). Denn man hat ja 

f(z)g(z) = C':'u + ~ (z - a)) (g(a) + (z - a) ~l (z - a)) 
= rg(a) + ~2 (z - a). 

z-a 

Hierunter fällt insbesondere die Bestimmung des Residuum eines Quotienten 
f(z) 
<p(z) 

an einer einfachen Nullstelle des Nenners, welche nicht zugleich eine Null­
stelle des Zählers ist. Sei a eine solche Stelle, BO wird 

fez) = f(aH f'(a)(z-a) + ... = _! .. {i(a). + (z - a) m(z - a)). 
cp(z) rp'(a)(z-a) + .. - z -a rp'(a) 

Also ist :'~~ das Residuum an der Stelle a. 

Bei s pie l. Betrachten wir die Funktion J ·. Der cos z verschwindet 
CQB z 

für die ungeraden Vielfachen von~, also wenn z = (2n + 1) ~ ist. Diese 

Stellen zerfallen in die beiden Sorten z = (4m + 1)~. und z = (4m + 3) i· 
Für die Stellen z = (4m + 1) i nimmt die Ableitung des cos z also - sin z 
den Wert -1 an, für z = (4m + 3)~ dagegen den Wert + 1 an. Also 

hat an den Stellen z = (4m + 1) ~2 das Residuum von _1_ den Wert - 1, 
cos z 

an den Stellen z = (4m + 3) ~ den Wert + 1. Beides kann in die Aus-
2 1 ~ 

sage zusammengefaßt werden, daß - an der Stelle z = (2 n + 1) -2 das 
COB Z 

Residuum (- 1)"-1 besitzt. 
12* 
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Die Funktion (I) hat somit bei z = (2n + 1) '!2- das Residuum (- 1)"-1 
COB Z 

f((2n + 1)~} wofern nicht f((2n + 1) i) verschwindet. 

Ähnlich findet man, daß cotg nz an der Stelle z = n. das Residuum 
1 besitzt. 

Also wird ( 1)+ f(2)+·· -+ (n) =.: :!f(W,obg •• d, 

erstreckt über eine Kurve, die z = 1, 2· .. n je einmal im positiven Sinne um­
läuft, die übrigen ganzzahligen Punkte aber ausschließt. 'Ober die Residuen 
gilt der folgende Hauptsatz: 

Wenn f(z) eine eindeutige Funktion ist, welche in der ganzen unendlichen 
Ebene (einschließlich z = (0) nur endlichviele singuläre Stellen besitzt, so 
ist die Summe der Residuen aller dieser singulären Stellen Null. 

Denn sei K ein Kreis, in dessen Äußerem mit eventueller Ausnahme 
des unendlichfernen Punktes keine Singularität mehr liegt. Dann wird 

21" f(z)dz = der Summe der Residuen aller endlichen singulären Punkte n,. 
K 

ii!f(Z)dZ = dem Residuum am unendlichfernen Punkt. 

l~ 
Daher wird die Summe der Residuen Null, weil.! +.f = 0 ist. 

J L 

§ 2. Einige Anwendungen der Residnen. 

f(z) sei eine in der oberen Halbebene bis auf endlichviele SteUen regu­
läre eindeutige Funktion, welche auf der reellen Achse durchweg regulär ist. 
Im Unendlichfernen werde sie von mindestens zweiter Ordnung Null, besitze 
also dort eine Laurententwicklung 

!i+~+ ... 
Si e" . 

Dann konvergiert das über die reelle Achse erstreckte Integral 

2~i/r~Z)dZ 
-GO 

und ist gleich der Summe der Residuen an den in der oberen Halbebene 
gelegenen Stellen. 
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Betrachten wir nämlich zunächst das Integral über den Halbkreis det· 
Fig. 50 S. 134, so ist es der Summe der l~eBiduen an den in seinem 
Inneren gelegenen singulären Stellen gleich. Wiihlen wir aber den Halbkreis 
hinreichend groß, so kommt er in den Konvergenzkreis der Laurententwick­
lung am unendlichfernen Punkte zu liegen und umschließt so alle Singu­
laritäten der oberen Halbebene. Andererseits aber konvergiert das Integral 
über den krummen Teil des Halbkreises mit wachsendem Radius gegen 
Null. Denn sei R ein hinreichend großer Radius, so wird auf ihm wegen 

der Laurententwicklung ((z) I < 1-~1~ 1, 

so bald er hinreichend 
erstreckte Integral 

groß ist. Daher wird das über den Halbkreisbogen 

If 1 2,.,(le,l+l) 
f(z)dz < ~--if---' 

und das strebt tatsächlich gegen Null. Da aber nun das über den vollen 
Halbkreisumfang erstreckte Integral einen festen Wert hat (Summe der 
Residuen) und das über den Kreisbogen erstreckte einem Grenzwert zu­
strebt, so gilt das gleiche für das geradlinige Integral und es wird 

+00 
~Jf(Z) d z = Summe der Residuen. 

Beispiele. +00 r dz 
J i+z'= 1/:. 

-00 

Denn die elllzlge Singularität liegt bei z = + i. Es ist aber 

1. ( ') 1 1 Im z - z --, =c·-.' 
z=i 1 +Z' 22 

der Koeffizient der (-1)-ten Potenz der Laurententwicklung bei z = i. 
Auch das schon S. 134 behandelte Integral 

+00 j . d 
-~--(n>l) 
(1 + X,)"+l-

-00 
fällt als Spezialfall unter die eben dargelegten allgemeinen Überlegungen. 
Es liegt dann nur der eine singuläre Punkt z = i vor, und das Integral 
ist das 21/:i- fache Residuum des Integranden an dieser Stelle, also gleich 
lt (2n)! 

22n (nI)" 

Das eben gefundene Resulta t gilt indessen, wie schon Cauchy erkannt 
hat. unter wesentlich allgemeineren Voraussetzungen. Es ist nicht nötig, 
daß die Funktion {(z) im Unendlichfernen regulär sei und von mindestens 
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zweiter Ordnung verschwinde. Es reicht hin, daß in der oberen Halbebeue 
die Funktion f(z) bei Annäherung an Z = 00 von stärkerer als der ersten 
Ordnung verschwinde. Genau formuliert lautet die Annahme so, ((z) sei 
in der oberen Halbebene eindeutig und bis auf endlichviele Stellen regulär. 
Auf der reellen Achse sei die Funktion im Endlichen regulär. Ferner gebe 
es eine für 6 > 0 erklärte Funktion R (6), so daß für I Z I> R(s) stets 

+'" 
I zf(z) I < E. Dann ist 2~iff(Z)dZ der Summe der Residuen von f(z) in 

-'" 
der oberen Halbebene gleich. Das ist nicht schwer zu beweisen. Wir müssen 
ja nur einsehen, daß auch unter den jetzigen Voraussetzungen das über 
den Halbkreis erstreckte Integral !f(z) dz für R -- 00 den Grenzwert Null 

-'R +'R 
hat. Nun wird aber 

" 
\ 
r!~z)dZ I S:[R I (fRei'P) I drp < 11:8 für R> R(s). 

-R +R ' 

Dieses Integral hat aber ersichtlich für R ~ 00 den Grenzwert Null. 
Die eben angestellten Überlegungen lassen klar erkennen, daß die Voraus­

setzungen, auf die wir unseren Beweis stützten, noch "weiter verallgemeinert 
werden können. Es kommt doch nur darauf an, daß das Halbkreisintegral 
mit wachsendem Radius gegen Null strebt. Dazu muß der Radius aber 
gar nicht kontinuierlich wachsen, es genügt vollständig, wenn er eine ge­
wisse, ins Unendliche wachsende 'Wertereihe, beispielsweise die Reihe der 
ganzen Zahlen durchläuft. Man übersieht sofort, daß die bei der letzten 
Beweisanordnung verwendeten Schlüsse unverändert in Kraft bleiben, wenn 
dabei I Z f(z) I auf diesen Kreisen gleichmäßig gegen Null strebt, d. h. auf 
denselben von einer gewissen Nummer an kleiner bleibt als eine irgend wie 
vorgegebene positive Zahl c; Hier ab~r erkennt man wieder sofort, daß 
man von dieser Kleinheitsbedingung gewisse Bogen der einzelnen Kreise 
ausnehmen darf, wofern nur, kurz gesprochen, ihre Gesamtlänge hinreichend 
klein ist. Wir wollen diese Andeutungen nicht zu allgemeinen Sätzen ver­
dichten, sondern uns begnügen, an ein paar Beispielen diese Möglichkeiten 
zu beleuchten. Wir wollen uns dabei mit einem ein wenig allgemeineren 
Fall befassen, wo aber die in Rede stehenden Verhältnisse ganz analog liegen. 
Das über eine einfach geschlossene Kurve es; erstreckte Integral 

~ rf(z)dz, 
21CfJ I 

liefert nämlich die Summe der Residuen an den singulären Stellen von f(z) 
in dem von ~ umschlossenen Bereich. Wenn nun für irgendeine gegen 
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Unendlich wachsende Radienfolge dies Integral einem bestimmten Grenzwert, 
z. B. der Null, zustrebt, so haben wir die Summe der Hesiduen berechnet. 
Auch kann man natürlich statt der Kreise Rechtecke oder noch andere 
Kurven nehmen. Das ist der Gegenstand des nächsten Paragraphen. 

§ 3. Partialbruchreihen. 
Ich wähle als Beispiel zu den Betrachtungen des vorigen Paragraphen 

r 1 dl; 
J !Jos!; I;-z 

und erstrecke es über ein Quadrat, auf 
(-nn, ""I ,--------.--____ -,(11-,,,,,,,,) 

welchem keine Pole des Integranden 
liegen. Es muß also den Bereich, 
auf welchen wir z beschränken, um­
schließen - das sei das Quadrat 

I I; I <r, 11} I <r - und darf durch 

keine der Stellen (2n + 1) 'i gehen. 

Wir wählen das Quadrat der Fig. 56 

-nn - - - - - - - - - - +,J- - - - - - - - - 1lJr. 

als Integrationsweg. Zunächst haben 
wir also den Grenzwert des Integrales 
für n --+ <:Xl zu untersuchen. Es wird 
sich zeigen, daß er versch windet. (-"",-n"l 

Offenbar wird 

I 

Fig, 56, 

'j' d!; 1 'f 1 1 l~' ds ! "- ._-.1.< ds, - --- < -- --_ .. 
I. I; - z cos !; i= I !; -- z I cos !; i =c n n - r I C08 I; • 

1 r ds 
Wir woUen nun zeigen, daß nn-rJ leosti 

(n;:, -1M:) 

für n ~ <:Xl verschwindet. Um das zu erkennen, zerlege ich das Integral 
den vier' Quadratseiten entsprechend in die folgenden vier Teile 

+n,. +nn: +"n: +"" r d~ J d~ r dTj r dll 
J ] C08 (~-inn) I + I cos (~+ inn) I + J I COB (nn + i1)) i + J i cOB(-n~+T~)' 

-nJt -n7t -nlt -n1t 

In den beiden letzten Integralen ist 

cos (nn + i1}) = cos (- nn + i1}) 

und 

Daher wird 
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Daher ist 

~'erner aber wird 

Also ist 

Also wird 

VII. Das Residuum 

+ .. .r 
lim __ 1__ r dfj - 0 

n-+ao nn-r J i 008 (nn ± i1j) I - • 
-'litt 

und beide streben für n _ (Xl gegen Null. Also ist wirklich 

lim r~~-O n-+aoJ IIOS t t-z - . 

Andererseits ist nun dieses Integral der Summe der Residuen an den 
im Integrationsquadrat gelegenen Singularitäten des Integranden gleich. Bei 

~ = z ist das Residuum co!s· Bei ~ = (2n + 1) i hingegen ist nach S. 173 

das Residuum (- l)n 1 2n+l . 
Z--2- n 

Die Summe der zum Kreise I z I < n:lt gehörigen Residuen ist also 
'li-I 

_1 + ~ (_ 1)" 1 . 
cose .t:::.I h + 1 

-'11+1 s--2-n 

Der Grenzwert dieses Ausdruckes für n _ (Xl muß verschwinden. Dem­
entsprechend findet man 

(1) co~s = ~ (-1)"-1 2~+1' 
.11---% 

2 

Diese Reihe konvergiert in jedem endlichen Kreis der z-Ebene gleichmäßig 
in dem Sinne, daß der Rest für alle I z I <r zugleich von einem gewissen 
n an unter 6 liegt. Das lehrte unsere lntegralabschätzung. Jedes Reihen­
glied hat nun aber an einer Stelle einen Pol. Die übrigen Reihenglieder 
bilden aber eine auch noch in der Umgebung dieser Stelle gleichmäßig 

konnrgente Reihe. Wir haben damit eine Parlialbruchdarstellung des eo! z 
gefunden. Dabei müssen wir aber die Reihenfolge der Glieder dem Grenz-

+" 
wert lim '2 entsprechend nehmen. Daß man auch absolut konvergente 

n-+-oo -n 

Partialbruchreihen finden kann, werden wir S. 281 sehen. 
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Auch auf. und auf cotg z sind unsere 
Bill Z 

Überlegungen anwendbar. 

Wir brauchen ja nur zu bedenken, daB die 

gemeinen Satzes erfüllt sind. Zunächst will 

von ~1_ ableiten. 

Voraussetzungen unseres all­

ich ~- aus der Darstellung 
BIn z 

cos .i 
Die Partialbruchreihe von 

1 kann man ja wegen 
Bin z 

1 

COB (~-z) 
ein z 

sofort aus der des 
dere Weise 

entnehmen. Man findet auf die eille oder die an­
COB Z 

(2) ~.~_ = ~ (_ ly~~_l . 
BIll z..:::;,;· Z - ,,,,, 

Für cotg z gilt die folgende Partialbruchzerlegung 

+00 1 1 +"', 1 
cotg z = 2} Z-')(1I: = Z + ~ z_')(n,l) 

Das erkennt man ähnlich WIe bei Zunächst ist 
COB Z 

cotO' z = ~ _.!- +_1 . J'~~~-~<!} . 
" ":::;';'z-')(n 211:', ~-z 

. -n 

Dabei soll das Integral über das Quadrat der Fig. 57 
diesem Quadrat ist cotg S beschränkt. Es wird ja 

erstreckt werden. Auf 
auf den horizontalen 

Quadratseiten: : cotg si 
ei'e-(n+-~)Jt+e-iXi"+{-)711 . 

= ix _(,,+1) Jt -ix (11+ 1 ) "I(X= ±R(SI) 
e e 2 -e e 2 i 

e(n+-D 1< + e-( n+-t) 1f < ----~. __ ._ ... _ .. - . 
... (11+1.) 1< _(n+ Jc.) " e 2 -e 2. 

Dieser Ausdruck ist beschränkt, da er 
für n _ 00 gegen 1 strebt. Auf den 
Vertikalen wird 

I i elJ-e- Y ! 

, cotO' si = /'---------1' " eV + e- Y I 

und das ist gleichfalls beschränkt. Sei also etwa 

I cotg si< M. 

I 
I 

Fig 57. 

1) Der Strich am I deutet an, daß bei der Summation der Wert" = 0 beiseite 
bleibt. 
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Um hiernach einsehen zu können, daß 

f cot!\' {; d {; __ 0 
{;-z 

strebt für n __ 00, ist noch ein kleiner Kunstgriff nötig. Man hat nämlich 

r~tg{;d{; =fcotg{;d{; + zJ~otg{;~~. 
. t-· {; {;~-~ 

Nun ist aber fcot~ (d{; = O. 

Denn die Pole des Integrallden liegen bei ~ = n:n:. Für 6" = 0 ist das Resi­

duum Null. Bei ~ = n:n: aber ist das Residuum ~. Daher ist die Summe n,,; 
der Residuen an den im Quadrat gelegenen Polen Null, da zu jedem n sein 

negatives auftritt. Daß fcotg {; d{; 

(;({;-z) -- 0 

strebt für n __ 00, kann nun aber leicht eingesehen werden Beschränkt 
man nämlich wieder z auf das Quadrat \ x \ -S r, I y I ~ r, so wird der Be­
trag des Integrales kleiner als 

M.2(2n+l)n SM = , (n+{) ,,;[(n+{-) n-rJ (2n+ 1) ,,;-2r 

was für n __ <X> gegen Null strebt. 

So haben wir also wirklich: 

(3) 
'" +00 
~ . 1 1 + ~r __ l_,1)2,) cotg z = K -, = _. 

'-xn; Z I-X"; 

Zwei Bemerkungen mögen hier noch angeschlossen werden. Einmal wollen 
wir daran denken, daß ja d logsin Z t 

dz = co g z. 

Daher findet man, +00 
logsin z = h + log Z +JdZ ~r ~_1 __ = h + log Z + """,' log (1 - ~) 

.:::... z-xn ~ x,,; 
o -"" 

1) Der Strich am i: deutet an, daß bei der Summation der Wert ,,= 0 beiseite 
bleibt. 

2) Will man diese Formel unmittelbar durch Residuen betrachtungen gewinnen, so 
muß man bedenken, daß der cotg z in der oberen Halbebene im a.llgemeinen gleich­
mäßig gegen -i, in der unteren aber gegen +i strebt. überhaupt läßt sich der 
Cauchysche Satz leicht für den Fall verallgemeinern, wo ((z) in verschiedenen Winkel­
räumen gegen verschiedene Werte strebt. Der Leser wird leicht Beweis und Ergebnis 
für diese Fälle finden. 
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sin z = ehz Tl' (1- xZn)' 
Die Integrationskonstante h kann nun dadurch bestimmt wl'lrden, daß 

sem muß, daß aber lim 
z ~o 

lim sinz = 1 
z~o z 

ist. Daher ist e" = 1. Und man hat 

(4) 

181 

Diese Produktdarstellung des Sinus hat man als eine Verallgemeinerung 
der bekannten Zerlegung der ganzen rationalen Funktionen in Prim faktoren 
anzusehen. Daß für alle ganzen Funktionen derartige Zerlegungen existieren, 
werden wir S. 287 lernen. Dann werden wir auch im Gegensatz zu den jetzt 
nur gleichmäßig konvergenten Produkten absolut konvergente finden, die 
also unabhängig von der hier einZIl.haltenden Reihenfolge der Faktoren den 
sin z darstellen. 

Unsere zweite Bemerkung, die wir an die Partialbruchreihe des cotg z au­
s~hließen wollen, bezieht sich auf die Potenzreihenentwicklung dieser Funktion. 
Da ja die Partialbruchreihe gleichmäßig konvergiert, muß es möglich sein, 
unter Verwendung des Weierstraßschen Doppelreihensatzes aus den Potenz­
reihenentwicklungen der einzelnen Reihenglieder durch Addition die Potenz­
reihe des cotg z zu gewinnen. Dieser Gedanke fUhrt zu interessanten Fol­
gerungen. Man findet ja 

1 z z' 
Z-x'" ~ircz x:J1tS 

1) Wir erhalten so ein unendliches Produkt. Darüber sei nur folgendes bemerkt: 
Erhebt man eine unendliche Reihe, deren Summe also als Grenzwert der Teilsummen 
erklärt ist, zur Exponentialfunktion, 80 erhält man ein unendliches Produkt, dessen 
Wert also als Grenzwert derjenigen Teilprodukte erklärt ist, welche man erhält, wenn 
man die TeilBummen der Reihe zur Exponentialfunktion erhebt. Ein unendliches Pro­
dukt ist also dann und nur dann konvergent, wenn die Reihe der Logarithmen seiner 
Faktoren konvergiert, d. h. dann und nur dann, wenn der Limes der Teilprodukte 
existiert und von Null verschieden ist. Der Limes kann natürlich auch einmal Null 
sein. Dann nennt man aber das Produkt eben wegen des Zusammenhanges mit dpn 
unendlichen Reihen nicht mehr konvergent. Nach dieser Erklärung ist klar, wann 
das Produkt gleichmäßig konvergiert. Das ist dann der Fall, wenn der Limes der 
Teilprodukte gleichmäßig existiert (und =F 0 ist) oder was dasselbe ist, dann, wenn 
die Reihe der Logarithmen gleichmäßig konvergiert. 
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Setzt man also zur Abkürzung 

80 muß 

1 1 8.=1+-+--+ ... , 
2" 8" 

werden. Für diese Koeffizienten, die also hier als Summen unendlicher Reihen 
auftreten, hatten wir aber S. 162 schon numerische Werte gefunden. Ver­
gleicht man beide Ergebnisse miteinander, so sind wir nun in der Lage, die 
Summen 8, n auszuwerten. Man findet 1) 

(5) 

Also wird z. B. 

(6) 

22n - 1 ",2" 

81n = (2n)! Bn . 

1 1 n' 
82 = 1 + 2:1 + 8 8 + ... = s-

1 1 ,,;' 
8, =.1 + -2' + 8 4 + ... = 90' 

Wir wollen nun noch in gleicher Weise _.1_ und _1_ behandeln. Ich 
1 sm z cos z 

beginne mit ~-, weil sich dies am unmittelbarsten an cotg z anschließt. 
Sln z 

Aus der Partialbruchreihe (2) findet man 

~ = ! + 2 SI Z + 2 s. ZS + .. '. 
Slll Z Z n' ,r;< 

Dabei ist zur Abkürzung 

s =1-2-+~-+ ... 
n 2" Sn 

gesetzt. 

Zur Summation dieser Reihen brauchen wir aber nun nicht noch einmal 
auf die allgemeinen Entwicklungen von S. 162 zurückzugehen. Vielmehr kann 
man diese Summen durch die Kotangenskoeffizienten 8n und damit letzten 
Endes durch die Bernoullischen Zahlen ausdrücken. Man sieht nämlich so-
fort, daß 2 

82n - --in 8 2 n = 8211 
2 

2211 - 1_1 (2 2n - 1_1) 
ist. Daher wird 82" = -2---1- 82 n = n2 n B". 

2 n- (2n)! 

Die Entwicklung von .-~ beginnt also so: 
Slll Z 

111 7 s -.-=-+-z+ -z + .... 
Slll Z Z 6 860 

1) Diese und die weiter noch anzugebenden Summenformeln sind darum von be­
sonderem Nutzen, weil die direkte numerische Berechnung der Reihensummen praktisch 

unmöglich ist. Um SI z.B. auf 1~S genau zu berechnen, braucht man ta.usendReihenglieder. 
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Nun zu 
COB Z 

1 Man findet zunächst aus der Partialbruchreihe (1), daß 

1 4 2·t 2271 + 2 
_-ti .-+f1 _-Z2+···+t12 + -------- "'~,,+. 
COB Z - 1 n 3 nS '/I 1,.2" + 1 ,. 

Dabei ist zur Abkürzung f1" = 1 _!_ + 1 .,. 
an 571 

gesetzt. Zur Auswertung dieser Summen greift man am besten auf die all­
gemeinen Entwicklungen von S. 161 zurück. Man entnimmt ihnen, daß für n ?: 1 

1 
0 

1 (-li" 
0 0--- -·····0 

21 4! (2n)! 

1 0 0 
(_1)"'-1 

0 0 
2! (2n-2)! 

n211 + 1 (_1)"-1 
6'2n+l= 22'1+-2 0 1 0 2! 

0 ------ 0 
(2n-2)! 

0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 1 1 

So hat man z, B. 

1 1 n' 
1 - 38 + -68 ... = 32 

- 1 1 5n 6 

1 - 36 + 6(; ... =3.2 9 ' 

Also wird 
1 z' 5 

- = 1 +- +- Zi + .. " 
cos z 2 24 

Setzt man allgemein 

_1_ = 1 + FJJ Z2 + I!:!_ Z4 + ... +1E!1_ z2n + ... 
COSZ 2! 4! (2n)! 

an, so heißen die En Eulersche Zahlen oder Sekantenkoeffizi,enten. Eine explizite 
Darstellung derselben wird der Leser unseren Darlegungen leicht entnehmen 

Aufgabe: 1) Man leite die Darstellung 

n' + ~ 1 
~- '"".-----
sin 'nl! - .;;:;.; (v-z)' 

nach der Residuenmethode her. 
2) Man leite die Partialbruchreihe für tg z her. 
3) Man leite die Partialbruchreihe von .~ aus der von cotg z her und 

sm z 
betrachte von diesem Standpunkt aus den Zusammenhang zwischen 82 11 und 8 2 n· 

§ 4. Das logarithmische Residuum. 
Im Bereiche B sei die Funktion f (z) bis auf endlichviele Pole regulär. 

Sie sei nicht identisch mit Null. Setzen wir daher noch voraus, daß sie auch 
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um Hande des Bereiches reguHir ist., so besitzt sie im Bereiche nur endlich· 
viele Nullstellen. Q: sei eine aus einem oder mehreren Teilen bestehende 
rektifizierbare Kurve, die jede Nullstelle und jeden Pol von f (z) genau ein· 
mal im positiven Sinne umlaufen möge. Dann ist 

1 ff' (") -') -. -f w). dz = Anzahl der Nullstellen - Anzahl der Pole in B. 
_70. (.c 

~ 
Da der Integrand die Ableitung von log f (z) ist, spricht man hier vom 
logarithmischen Residuum der Funktion f (z). Jeder Pol und jede Nullstelle 
ist nach ihrer Vielfachheit zu zählen, d. h. also ein m-facher Pol z. B. zählt 
als 111 Pole. Der Beweis ergibt sich daraus, daß nach S. 172 das Hesiduum 
an ~ der Summe der von a: umschlossenen Residuen gleich ist. 

An der n-fachen NuUstelIe a ist aber 

fez) = (z - a)n(c,, + $ (z - a» (c ll 9= 0) 

log f (z) = n log (z - a) ~ log [Ct! + ~ (z - a)] 
d f'(-) 1 
d- (log f (z») = -f(~) = n - + \.l31 ~z - a). z z z-a 

Hier hat also 
gegen wird 

1" (") 
das Hesiduulll von f(z~ den Wert n. Am tn-fachen Pol hin· 

t' (z) = (z - a)-m (cm + ~ (z - a» (ern =!= 0). 
Also 

Also 

log fez) = - m log (z - a) + ~l (z - a). 

d l~gf.l~ = ['jz) = _ 'In _1_ + ~' (z _ a). 
dz (tz) z-a 1· 

Daher wird hier das Residuum den Wert - m bekommen. 
Dieser nun bewiesene Satz ist außerordentlich fruchtbar. Wir wollen 

eine große Zahl von Folgerungen ziehen. 
Zunächst werd'e bemerkt, dnß man aus ihm aufs neue den Fundamental· 

satz der Algebra erschließen kann: Eine ganze rationale Funktion ?I-ten 
Grades hat, wie wir beweisen wollen, n Nullstellen. 

Schon auf S. 152 haben wir bemerkt, daB für eine ganze rationale Funktion 
n-ten Grades f (z) stets lim r (z) = 00 ist. Es gibt also eine Kreisperipherie K 

:~co 

um den Nullpunkt als Mittelpunkt, in deren Äußerem keine NullstelIen von 
r (z) liegen. Daher ist das über diesen Kreis in positivem Sinne erstreckte 

Integral _1_. Ir' (z) dz = der Zahl der Nu1l9tellen von f (z), wobei jede ihrer 
210. ({z) 

~r 
Vielfachheit nach gezählt wird. Andererseits wird dies Integral aber gleich 11, 

weil die Funktion im unendlichfernen Punkt einen Pol n-ter Ordnung be' 
sit.zt.. Da nämlich 
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('(z) nz"-l+a\ (n-l)z"-2+"'+ a "_1 

(z) z"+a,z"-l+ ... +a" 

1 -l- a, (11 -1 i 1 -l- .. . 

;1_' ---~'-1- z' = ~ (1 + ~ ~ C)) 
1 +a, -z + ... 

die Laurententwicklung von f;~; in der Umgebung des unendlichfemen 

Punktes ist, hat tatsächlich das Integral den angegebenen Wert n. f (z) hat 
somit wirklich n Nullstellen. 

Betrachtet man statt des aufgeschriebenen das Integral 

1 J ('(z) 
2-",i (z)-a ciz, 

so wird dies gleich der Anzahl der Stellen, wo fez) den ·Wert a annimmt., 
vermindert. um die Zahl der Stellen, wo f (z) Pole besitzt. Dabei ist wieder 
jede Stelle ihrer Vielfachheit nach zu zählen. 

Nun wollen wir als zweite Anwendung einen allgemeinen sehr nützlichen 
Satz beweisen, der uns dann instand setzen wird, die Kenntnis der all­
gemeinen Eigenschaften der analytischen Funktionen um ein beträchtliches 
m erweitern. 

Satz von Rouche: 1m Inneren und am Rande eines Bereiches B seien 
zwei Funldionen rp (z) und 1/1 (z:) eindeutig und analytisch erklürt. Auf dem 
Rande des Bereiches sei rp (z) =+= 0 und ~ lJ! (z) . < I rp (z) I. Dann haben Cf (z) 
11,/(1 rp (z) + lJ! (z) gleichvicle Nullstellen im Inneren des Bereiches. 

Man kann sich den Inhalt dieses Satzes geometrisch wie folgt ver­
anschaulichen. Nehmen wir einmal an, wir wüßten schon, daß die Ab­
bildungen gebietstreu sind, so bildet rp (z) den Bereich B auf einen Bereich 
ab, dessen Rand um • rp (z) I vom Nullpunkt absteht. Um daraus die Ab­
bildung von rp (z) + lJ! (z) zu erhalten, hat man jeden Handpunkt um : ljJ (z) " 
also um weniger als . Cf! (z) i, also um weniger als seinen Abstand yom N ull­
punkt, zu verschieb!:'ll. Dabei kann der Rand nicht über Null hinweg­
gezogen werden, und daher liegt die Vermutung nahe, daß der abgeänderte 
Bereich noch ebensooft den Nullpunkt bedeckt. 

Um den Satz zu beweisen, muß man allerdings wesentlich anders vor:; 
gehen. Er ergibt sich leicht aus unseren Hesiduenbetrachtungen. Ich fiihre 
ihn in mehreren Schritten. 

1) Da die beiden Funktionen rp und lJ! am Bereichrande regulär sind, 
so kann man um jeden Punkt desselben einen Kreis legen, in dem 
rp und 1/1 regulär sind und in dem a) rp 9= 0 und b) 1lJ! ; < ! rp I gilt. 
Er enthält also weder Nullstellen von Cf noch solche von rp + lJ!. Es gibt. 
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weiter eine positive Zahl (l derart, daß man um jl'dcn Itandpunkt elllell 
Kreis dieser Art legen kann, dessen nadius Q iibertritlt. Denn sonst gäbe 
PS eine Punktfolge Zy mn Hande, deren wgehörige, möglichst groß gewählte 
Kreisradien 1"y für x -)- 00 gegen Null konvergierten. Diese .'Jx aber hätten 
am Hande einen Häufungspunkt Z"', dem ein von Null verschiedener Hadius r 

zugehört. Diejenigen Punkte .'< aber, die dem Kreise z - z'" < ~ an­

gehören, können mit Radien::::: i versehen, werden, wiLhrend doch ihre 

Maximalradien gegen Null streben sollten. 
2) Die Gesamtheit der Bereichpunkte, welche keinem dieser Kreisbereicbe 

angehören, bilden eine abgeschlossene Menge lJ1, der jedenfalls alle Null­
stellen von rp und von rp + lj! angehören. Da rp und rp + t/J in B und an 
seinem Hande regulär sind, so besitzen sie in B nur endlichviele Null­
stellen. Wir greifen aus 111 diejenigen endlichvielen Kontinua heraus, die 
Nullstellen enthalten. Zu jedem derselben konstruieren wir nach Satz III 
S. 84 einen polygonalen Bereich, der das Kontinuum enthält, die Ränder 
von B und die übrigen Punkte von 111 aber ausschließt. Die Ränder dieser 
polygonalen Bereiche verlaufen in B, weil sie sonst keine Innenpnnkte von B 
vom Rand von B trennen könnten. Sie verlaufen ferner ganz au~erhalb 
von M. Daher ist auf denselben sowohl rp wie lj! regulär, und es gilt darauf 
a) rp 9= 0 und b) \ 1/1 . S rp:. Durchläuft man seinen Rand so, daß dabei 
das Innere der polygonalen Bereiche zur Linken bleibt, so umlänft derselbe 
jeden Innenpunkt der polygonalen Bereiche, also auch jede Nullstelle von rp 
oder von rp + t/J genau einmal im positiven Sinne. 

3) Daher wird das tiber diese Polygone im eben erwi~hnten Sinne er-

streckte Integral!_-; f Cf'.. +1P' d z 
2'0, <P+1fJ 

der Anzahl der Nullstellen VOll fJJ + l/J in B gleich. Nun aber ist 

1 f'P'+tp' 1 Jd ---:--- d;;=-. -:-log(rp+ tfJ) d.? 
'2 '" 1 , 'P + ~, '2 '" ~, d z 

. 1 J d I 1 J d ( .,V) = --.-- OIT m dz + ---; -. 100' 1 + -'- d ,'!. 
2",~ dz 0 -r 2",~. d, 0 'P 

Setzt man nun 1fJ 
10 = 1 + --, 

<P 
so wird das letzte Integral gleich 

erstreckt liber das durch 

1 fdUl 
~niw 

w=l+ 1f 
rp 

vermittelte Bild des polygonalen Bere ich es. Wegen 
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gehört dieser l~alld aber völlig einem mit dem ltadius Eins um w = 1 ge­
schlagenen Kreise an. Dieser enthitlt also w = 0 nicht. Daher muß nach 
S. 115 dies Integral 

verschwinden. Daher haben wir nun die Gleichung 

1 J.cpf+ "1" 1 fCPf - dz=-· -dz 
2nt CP+'1)l 2ni cP • 

Sie ist der analytische Ausdruck des Satzes von Rouche, den wir somit be­
wiesen haben. 

§ 5. Der Satz von der Gebietstrene. 
Es soll hier bewiesen werden, daß eine in einem Gebiete G eindeutige 

und analytische Funktion f(z) dieses Gebiet auf ein anderes Gebiet abbildet, 
wofern man den Gebietsbegriff genügend allgemein faßt. l ) Ich beginne mit 
drm einfachsten Fall dieses Satzes von der Gebietstreue: 

w = f(z) = Cl Z + C2 Z2 + ... 
seI m der Umgebung B von z = 0 regulär und Cl = {'(O) sei von Null 
verschieden. Dann gibt es, wie ieh zunächst zeigen will, einen Kreis tun 
tU = 0, der von den Werten, die {(z) in B annimmt, völlig überdeckt wird, 
so daß also ((z) in der Umgehung von z = 0 alle Werte aus der Umgebun.fJ 
von w = 0 annimmt, sowie ferner, daß l(z) in genügender Nülle ton .Z = 0 
keinen Wert mehr als einmal annimmt. 

Der Nachweis ergibt sich leicht aus dem Satz von Houche. Ich bemerke 
zunächst, daß man um z = ° einen Kreis K legen kann, in dem ((z) außer 
z = 0 keine weitere Nullstelle hat. Auch auf seinem ltande sei ((,z) =l= 0. 
Am Rande von K sei also etwa ! ((z) I ~ m > O. Wegen der Stetigkeit 
von f(z) in z = 0 und weil f(O) = 0 ist, gibt es um z = 0 einen zweiten 
Kreis K I , in dem I f"(z) I <m bleibt. Sei dann IX irgendeine Zahl, deren 
absoluter Betrag m nicht übertrifft, so lehrt der Satz von Rouche, daß 
f(z) - IX in dem großen Kreis K ebensooft verschwindet wie {(z). D~~ 
aber f(z) nur einmal verschwindet, nämlich bei z = 0, so ergibt sich, daß 
((z) auch jeden Wert, dessen Betrag m nicht übertrifft, in der U mgebun g 
von z = 0 genau einmal annimmt. Der Kreis I w I < m wird also bei der 
Abbildung von K durch l(z) ein einziges Mal voll bedeckt, 

Wenn nun also B ein Bereich der z-Ebene ist - ein- oder mehrblättrig, 

1) V gl. S. 68. 
Bi e b erb ach, }'unktionentheorie I 13 
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auer ;/,uuiichst olme Windullgspunkte - und wenll ((z) in demseluen ein· 
deutig erlJiirt ist, und wenn in keinem seiner Punkte die Abkitung f'(;;) 
verschwindd, so wird dieser Bereich durch {(z) auf eine Punktmenge (\1'1' 

1c·l~uP,lle abgebildet, die nach dem eben Dargelegten zu jedem ihrer Punkte 
('ine volle Umgebung enthiilt. Da außerdem je zwei ihrer Punkte wieder 
durch 'eine stetige Kurve verbunden werden können - jede stetige Kurve 
der z-Ebene geht ja in eine stetige Kurve der 1O-Ebene über -, so ist 
die Bildmenge ein Gebiet, das gleichfalls von Windungspunktel1 frei ist. 
Außl'nlem geht jeder genügend kleine schlichte Bereich der z-Ebene in 
einen schlichten Bereich der 1O-Ebene über. Denn in dem vorhin ein· 
geführten Kreis K 1 nimmt z. B. {(z) keinen Wert mehrfach an. Damit ist 
also der Satz von der Gebietstreue bewiesen. 

Er bedarf nun noch einer Ergänzung für die Abbildung der UmgebulJg 
von Nullstellen der Ableitung. Hier erfolgt die Abbildung auf eine enu· 
lichoft gewundene Umgebung des Bildpunktes. 

Nöge also die Funktion {(z) in der Umgebuug von z = 0 eindeutig und 
regulär sein. Bei z = 0 besitze ((z) eine n· lache Nullstelle. Dann bildet die 
punktion f'(z) eine geniigcml kleine Umgebung von z = 0 auf d1'e n-{ach fle· 

IVwulelle Umgebung VOll 10 = 0 ab. 
Sei niimlich die Funktion 

so setze ich 

Dann wird 

IV = eil z" + . .. (eil 9= 0), 

u) = t". 

t = z Vc.;-=t-'cll+ ~z' + .. '. 
Durch eine der so in der l:" mgebung von z = 0 eindeutig und analytisch ~r' 

Id1irten Funktionen t(z) bilde ich die schlichte Umgebung von z = 0 auf die 
schliehte Umgebung von t = 0 ab. Diese wird dann durch IV = t" auf 
die n-bHittrige Umgebung von w = 0 abgebildet. 1Iit den Resilluenmetho· 
den lüitten wir hiet nur herausbekom men, daß die Funktion w(z) in der 
Umgebung von z = 0 jeden Wert n- mal annimmt. Das hütte aber zum 
Beweise ullseres Satzes nicht ausgereicht. 

Diesen Darlegungen entnimmt man leicht die entsprechenden Tatsachen 
im Unendlichfernen und in der Umgebung von Willdungspunkten. Man 

'sieht auch, wie man den Bcreichbegritf verallgemeinern muß, wenn lllan 
den Satz will aussprechen können, daß durch eine reguläre eindeutige ana­
lytische Funktion ein Bereich wieder auf einen Bereich abgebildet wird. Er 
ist als eine zusammenhängende Punktmenge zu erkHiren, die zu jedem 
ihrer Punkte eine ganze Umgebung enthält. Unter Umgebung ist dabei 
ein schlichter oder ein um seinen Mittelpunkt n-mal gewundener Kreis zu 
verstehen. 
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Wir gewinnen damit Anschluß an den allgemeincn ~. (jb eingcfiihrt.·Jl 
Bereichbegriff. Wenn der Leser noch beachtet, was wir IIntpr ciner in 
der Umgebung einer Bereichstelle reguliiren I,'unktion verstdwn wollten ,­
eine Potenzreihe, die nach ganJ\en positivcn I 'otcnJ\ell des Ortsparamckrs 
fortschreitet -, so wird er unseren Darlegungen leicht den Beweis der 
Gebietstreue analytiseher Abbildungen solch allgemeinster Gebiete en/­
nehmen. 

In engem Zusammenhang mit dem Satz von der Gebietstreue analy­
tischer Abbildungen steht der folgende Satz, der vom CharaUer der Ab­
bildung am Hande eines Bereiches auf den Verlauf der Ahhildung im In­
neren zu schließen erlaubt. Der Satz, den ich in dieser Hiehtung beweiscn 
will, lautet so: In der z-Ebene sei cin eiufile!! zusmumcnhäJlf/clUler llcreich B 
gegeben, dessen Rand ron einer einf'ach geschlossenen rektiti.,ierbarcn Kurre (,1: 

gebildet sei. Es sei bekannt, daß durch die im BC1"eiclte uud auf' sciuCIII 
Rande rcguliire und beschränkte Funktion f'(z) diese KUlTe alt( eine r.ill(aclte 
geschlossene KUlTe ~' einer w - Ebene (/bgebildet wird, tcelclte die 10- Ebenc ill 

zwei Gebiete, Inncres wul Äußeres, z'crlcgen möge. DrlJlJI bildet diese Fllnk­
tion den Bereich B auf das schlichte Innere roJt ~' ab. 

Da zweifellos nach dem Satz von der Gebietstreue nicht alle Bereich­
punkte auf Punkte der Kurve 0:' abgebildet werden können, Ba gibt es in 
einem der bei den von ~' begrenzten Bereiche sicher Punkte, die der Bild­
bereich bedeckt Sei a ein solcher Wert, so gibt das 

~i r ('(z) ~~ ((z)_a d;. 

an, wie oft er in ß angenommen wird. Dies Integral ist also sicher posi­
tiv. Ersichtlich ist es eine stetige Funktion von a. \V (>nn ich daher a 
in seinem durch ~' bestimmten Bereich sich :indern lasse, so muß das I n­
te gral dabei unveriindert bleiben, denn es besitzt ja stets einen gau~zahligl'1l 
Wert. Mache ich aber nun die Substitution 

so geht das Integral in 

über, gibt also die Anderung von log (10 - a) bei Durchlaufung der em­
fach geschlossenen Kurve ~, an. Dieselbe kann aber nur ± 2~i oder Null 
sein (S. 78). Daher kommt hier für den positiven von Null verschiede­
nen Integralwert nur 1 selbst in Betracht. Daher wird tatsiichlich jeder 
Punkt eines von~' begrenzten Bereiches einmal angenommen. Da aber 

13* 
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(lie mit der H.egularitiit veruundene Stetigl,eit von (C.,) keine \V erte YOII 

heliebig großem absoluten Betrage ;mtißt, so kommt als Bildbereich tat· 
siicldich nur das [nneI'e in Betracht, das also vom Bildbereich gellau elll· 
llIal hedCl'ld wird. 

i:i 6. Die Ulllkel1l'llugsfullktioll. 
Durch unsere Betrachtungen ist nun auch die Existenz analytisch{'\" 

(' mkehrungsfullldionen bewiesen. Den ersten unserer Siitze \dinnen wir 
niimlich auch so aussprechen: Wenn die analytische Funktion tu = I\z) bei z = 0 
rCl'schwindct und dort eine nicht verschw11ulc1Hlc Ableitung besitzt, so besit.d 
dip. Gleichung w - ((z) = 0 li'ir jedes 10 aus einer gewissen Umgebung rOll 

tl' = 0 gellalt eine Lijsl/lIg aus der Umgeblln,lj rOH Z = O. Man kann das 
priiziser so ausdrücken: Es giut zwei positive Zahlen 8 und E derart, daß 
die Gleichung 10 -Fez) = 0 für alle 1.1.) J < E genau eine Lösung aus i z < rl 
besitzt {; nd nun kann hinzugpfiigt werd!·n: Die so erklärte eindcutige 
Funktion ist hl der U1II!Je11/111[J ron 1.1.) = 0 analytisch. Es gcniigt, die Dif­
ferenzierbarkcit an der Stelle 1.1.) = 0 selbst nachmweisen. Jede andere 
Stelle erledigt sich ebenso. Es wird niimlich einfach 

d z = lim .d Z = ___ 1 __ = .~ 
dw ,Iw-+O.d IV !im .dl/" ~~lr . 

. 1,-.. 0 J z d: 

\renn aber U' ,= cnz"+··· 

vorgelegt ist, führt mall, wie vorhin, erst 10 = t" em und erhiilt 

t = "Vc" + C"+IZ-+-"'= yc,,-:-z+: .. : 
Diese Gleichung bestimmt Z als analytische Funktion von t, die man also 
nach Potenz.en von t entwickeln kann. So erkennt man, daß man z nach 

Potenzen von t, d. h. vou 'V 10 entwickeln kanu. 
Wie man nun aber die lösende Potenzreihe .2 (10) der Gleichung 10 = a,z 

-I- a2 z2 + ... mit a 1 + 0 wirklich finden kann, solluun dargelegt werden. Es ge­
lingt durch die Methode der unbestimmten Koeffizienten. \-Vir wissen niimlich 
aus unseren allgemeinen Erörterungen, daß es eine l'otenzreihe der Form 

Z = U I 1.I.) + (t2 w 2 + ... 
geben muß, welche in der Umgebung von w = 0 konvergiert und der 
Gieichulig identisch genügt. Doch es muß für diese Heihe identisch in /0 

w = 'a l (u1 w + U~ w2 + ... ) + a2 (u1 tv + U2 w2 + . . .)2 + ... 
sein. Nun wissen wir aber aus dem ,Veierstraßschen Doppelreihensatz, 
daß man die rechte Seite nach Potenz.en von w ordnen darf. So erhält man 

w = a1 (tl W + (a1uC+ a2u;) 102 + (al U3 + 2a2u,u2 + a3u;;) w3+. ". 
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Da dies identisch in werfüllt sein muß, miisscn die Koeffi:t.ienten gleieher 
Potenzen von w rechts und links einander gleich sein. So ergibt sich 

Man übersieht deutlich, wie in jeden Koeffhienten der Ueihe mit jeder fol­
genden Potenz ein Koeffizient an neu eintritt. So ermöglicht nlso unser 
Verfahren die eindeutige Bestimmung der Koeffizienten. 

N:un wollen wir auf die Frage der Konvergenz noch ein wenig eingehen. 
Zwar steht durch unsere allgemeinen Betrachtungen schon fest, daß die Reihe 
in einer gewissen Umgebung von w = 0 konvergieren muß. Indessen 
bieten diese allgemeinen Betrachtungen kein Mittel, um auch nur eine un­
gefähre Vorstellung über die Größe einer solchen Umgebung zu gewinnen. 
Unser Konvergenzbeweis wird sich auf die Residuenmethoden nicht stützen, 
so daß wir damit zugleich einen neuen Beweis für die Lösburkeit unserer 
Gleichung gewinnen werden. Allerdings tragen die Hesiduenmethoden in­
sofern weiter, als sie lehren, daß die durch die Potenzreihe dargestellte 
Lösung die einzig mögliche ist. Die Methode, mit welcher wir die Kon­
vergenz beweisen werden, ist die sogenannte Majorantenmethode. Die um­
zukehrende Reihe möge in einem Kreise vom Radius R konvergieren. 

Dann ist I an I < M, wenn ! (Cz) I < M ist in I z I < R. Betrachten wir nun -- Rn 

neben der zu lösenden Gleichung die Gleichung 

w = I a1 I z _. :; Z2 - :'.z3 ... , 

so ergibt sich, daß die Koeffizienten (x" kleinere absolute Beträge besitzen, 
als die Koeffizienten der Reihe, welche man bei Auflösung der Hilfs­
gleichung nach demselben Verfahren gefunden hätte. Die Hilfsgleichung 
kann aber so geschrieben werden: 

w = I a j I z - ;Z2 ~ oder Z2 (I a1! + ~) -.z (w + i all R) + wR = O. 
i-x 

Die Auflösung ergibt 

_ R 10 +! all R+llw+! a1 I Rj2-4(1 a1 i B+MlT. 
z - . 2 (I a1 1 R + M) 

Die Potenzreihe dieser Funktion konvergiert aber sicher, solange 

I w I < I a 1 I R + 2 -VI a1 1 R + M 
ist. Denn für solche w verschwindet der Ausdruck unter der Wurzel nicht. 
Für solche w ist also die Lösung regulär. 
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~ 7. Implizite I<'lIllkti()III~J\. 

Es sei l (w, z) eil//.' stetige FlIlIl.·tion der bcidm komplexen Variablen z 
IIlId 11' ill/ulCr dmln, 1l"I:nn Z einem gewissen Bereich B; und w einem Be­
/"rich BII" (mgehiirt. z = 0 !ll/d 10 = 0 seien Punkle dieser Rerciche llnd es 
sci ((0,0) = O. In diesen Bcrr:ichen sei die Funktion analytisch in z und 

analytisch in w. Da::u seien die beil!en partiellen Ableitllngen ~:' ;~ steti!le 
Funktion L"O}/ .? und 10. Femel" sei:!v (0, 0) 9= O. Dann gibt es genall eille 
anal!ltische Funktion 10 (z), welche Für z = 0 rcrschwindet und welche der 
Glcic7I1O!g in der Umgebung ron z = 0 genügt. 

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind z. B. für ganze rationale Funk· 
tionen erfüllt, so daß dieser Satz eine Anwendung auf die Lösungen solcher 
Gleichungen, das siud die algebraischen Funktionen, zuläßt. 

((10,0) hat in einer gewissen Umgebung von w = 0 nur die eine ein· 
faehe1) Nullstelle 10 = O. Da sich nun aber die Funktion qJ, (w) = {(w , Z. 
von 10 mit dem Parameter z stetig ändert, so besit7.t nach dem Satz von 
Houche S. 185 diese Funktion von w für genügend kleine Werte des Para­
meters z nur eine Nullstelle. Denn schlägt man bei passend gewähltem 
111 > 0 um w = 0 einen Kreis vom Radius .Q (111), auf dem I f(w, 0): > m 
sei und in dem f(w,O) nur eine Nullstelle hat, so kann man eine Funk· 
tion 0 (111) so bestimmen, daß auf diesem Kreise. w· = Q (m) für! z! < 0 (111) 
stets I'(w, .0) - f(w, 0) I< 111 

bleibt. Daher hat die Funktion 

qJ; (10) = f(w, z) = f(w, 0) + (f (10, z) - {(w, 0» 
in diesem Kreise ebensoviele Nullstellen wie ((w,O), also eine. Also ge· 
hiirt zu jedem solchen I z! < 0 (m) eine einzige Lösung der Gleichung 
((10, z) = 0, für die 110: < Q (112) ist. Diese Lösung ist also eine eindeutige 
Funktion. Diese ist aber auch analytisch. 

Auch dieser Nachweis wird am besten mit der Residuenmethode er­
bracht. Sie liefert uns auch zugleich die Potenzreihenentwicklung der 
Lösung. 

Es ist nämlich fiir jedes w: = Q und! z! < d die Funktion (w, z) von 
Null verschieden. Daher ist hier d. h. für I 10 ~ (I, I z < 0 

of 
IV ifw (IV, z) 
-7(1i;~ = rp (w, z) 

of 
1). Sie ist einfach, weil ?-w (0, 0) =!= 0 ist. 
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eJlle regulär analytische Funktion von z. Daher wird aueh das Integral 

2~;'J !p(w,z)dw 

erstreckt über den Kreis I w I = (! eine f(ir I z' < 0 reguHir~ analytische 
Funktion von z, (S,170,) Diese Funktion ist aber gerade unsere Lösung 
w(,z). Das lehrt die Behandlung dieses Integrales nach der Hesiduen­
methode. Es ist nämlich weiter nichts als das Residuum des Integranden 
im Kreise I w ~ < (!, In diesem Kreise hat aber bei gegebenem z der Inte­
grand eine einzige Singularität, nämlich einen einfachen Pol an der zu 
diesem z gehörigen Nullstelle 1[I·(z) des Nenners. Das Rcsidunm von 

-ld log-f=_lr_a r aber ist nach 8.184 Eins, weil die Nullstelle von f(w, z' 
IW ~ ow . . 
einfach ist. Daher wird das Residuum l ) (Koeffizient der - 1-ten Potenz in 
der Lanrententwicklung) von rp (w, z) gerade w (z). Daher-wird ulsn 

(1) w (z) = _ ~i .I!p (w, z) dw, 

wobei das Integral im positiven Sinne über : w I =!? zu erstrecken ist.. 
Demnach ist w (z) eine für I z I < d' reguläre analyt.ische Funktion, welch~' 

für z = O' verschwindet. Die gefundene Integraldarstellung erlaubt, auch 
die Koeffizienten ihrer Potenzreihenentwicklung anzugeben. Damit erhalten 
wir zugleich noch einen weiteren Beweis für den analytischen Charakter 
der Lösung. Wir haben weiter nicbts 7.U tun, als den Integranden nach 
Potenzen von z zu entwickeln und dann nach w zu inte·grieren. Nlln wird 

Da aber 

so wird 

1 

!;-z 

( ) = 1 !cp(W,!:) df-
g; W, Z 2 ni !: _ Z \1. 

I~'=J 

1 ['P(W,~) 1 !'P (w, 1:) g; (w z) = -, --' d t + z --- . --.;--- d t + ' . , 
., ~nt. I: . 211'1, 1;- -

1~1=0 1(' =0 

Set7:t muu nun 

1) Wir können die Produkt regel von S. 173 anwenden, weil ~ich S, 184 zeigte, daß 
die logarithmiRche Ableitung einer regulären ]t'unktion nur einen Pol erster Ord nung 
besitzt. 
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Z"+IJ (w!;)dt; 80 hat man m (w z) = A + A z + ... + Allz" + -- 3:_. __ ' ___ . -r' 0 1 2 nil;" + 1 (t; - z) 

Tr1igt man dies in (1) ein, so findet man 

w(z) = B + 13 z + ... + E"z" + zn~l faw f' rp(w, 1;) d1; • 
o 1 4n' • 1;,,+1 (1;-z) 

I w=~ 1("ld 

(2) Hier ist B. = ---- --- -- (w 01 dw 1 j' 1 d"cp 
" 2ni. x! dz" " 

gesetzt. 

iwl=~ 

13" ist also das Residuum von A" and.er Stelle w = O. Das Restintegral 

1 I z 1"+1 aber wird kleiner als Q.ö'.MO'_lzl~- , wenn wir unter M das Maxi-

mum des Integranden für I si = ö' und I w i = Q verstehen. Für jedes I z I < 0 
.- 1 

strebt also dieser Rest mit - gegen N uU. n 
Also wird schließlich die Auflösung von lew, z) = 0: 

w(z) = B o+ B1z +"', 
wobei die 13n die Ausdrücke (2) sind. 

Damit haben wir die Betrachtungen über die Umkehrungsfunktion im 
vorigen Paragraphen wesentlich verallgemeinert und zugleich noch eine 
neue Herleitung der dort gefundenen Resultate gewonnen. 

Die hier angestellten Überlegungen erlauben es nun aber auch, den 
Fall zu behandeln, wo die Gleichung (( w, z) = 0 für z = 0 ellle mehrfache 

Wurzel hat, wo also die Ableitung :~ (w,O) verschwindet. Das führt zum 

sogenannten Weierstraßschen Vorbereitungssatz , dessen wesentlicher Inhalt 
sich allerdings schon bei Cauchy findet: 

Die Funktion (( w, z) sei (ür I z I < R ~md lür I w I < P stetig in w ttncl 

z und sie sei eine analytische Funktion von z und von V:. Es sei l(O, 0) = O. 
Ferner habe die Gleichung (( w, 0) bei w = 0 eine genau n - fache Nullstelle. 
Dann gibt es zwei Zahlen ö' und (J, so daß tür I z I < ~ die Gleichung 
lew, z) = 0 genau n Wurzeln W ll w 2,'" W n hat, (ür welche I w" I < Q ist. 
Diese Wurzeln genügen einer algebr'aischen Gleichung n - ten Grades 
w" + Al (z)w n - 1 + ... + Anez) = 0 mit Koe(fizienten, welche für I z I < 0 
analytisch sind. DementslJrechend sind die Löstmgen an allen von 0 ver­
schiedenen Stellen des Kreises I z I < ~ reguläre analytische Funktionen, welche 
nur bei z = 0 Verzweignngen aufweisen können. 

Die Gleichung f'(w, 0) = 0 habe also eine n·fache Nullstelle w = O. 
Wir wählen ein passendes m> 0 und bestimmen eine Kreisperipherie 
Iw ! = Q, auf welcher i l( w, 0) I > m > 0 sei. Alsdann bestimmen wir eine 
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Zahl d', so daß It'(w,z)- (w, O)I<m für Iwl= Q und 1«0. Das geht 
wegen der Stetigkeit der Punktion (w, z). Dann hat nach dem Sat:.-; 
von Rouche S.185 die Funktion cp. (10) = (1O,z) = (w, 0) + (t'(w, z)- (w, 0) I 
für I z 1 < d' ebensoviele Nullstellen im Kreise 1 w 1 < (1, wie die Funktion 
(w,O), also genau n. Die Nullstellen seien WJ)'" WI/' Dann betrachte ieh 
das Integral l_,}W< .. ~.log (w z)dw. 

27H ilw ' 
1"'1=(1 

Darin sei x eine ganze positive Zahl. Es stellt eine nir \ z 1 < 0 analytische 
Funktion dar. Andererseits ist es aber gleich der Summe der l{,esiduen des 
Integranden im Kreise 1 w 1 < Q. Hier hat aber der Integrand n Pole an den 
n Nullstellen des Nenners. Dementsprechend wird wie vorhin das Residuum 
wi + w; + ... + w; eine analytische Funktion von z für 1 z· < o. In die­
sem Kreise sind also die Potenzsummen der Wurzeln wj " ·w" reguläre 
Funktionen von z. Demnach sind auch die elementarsymmetrischen Funk­
tionen der Wurzeln, welche ja nach den Regeln der Algebra ganze ratio­
nale Punktionen der Potenzsummen sind, für 1 z I < d' regulär analytisch. 
Demnach genügen die n Wurzeln w1 '" w" einer algebraischen Gleichung 
noten Grades "ii ~~/ 

tP(w, z) -- ujA + Al (z)wn - l + ... + A,,(z) = 0, 

deren Koeffizienten gerade diese elementarsymmetrischen Funktionen sind. 
Damit ist schon der erste Teil unseres Satzes bewiesen. Wir haben nur 
noch zu bemerken, daß die Entwicklung ullS"eres Integrales nach Potenzen 
von z wie vorhin geleistet werden kann, und daß man so auch die expli­
zite Darstellung der Koeffizienten unserer Gleichung gewinnen kann. 

Der zweite Teil unseres Satzes bezieht sich auf die Wurzeln einer 
solchen Gleichung noten Grades. Es soll bewiesen werden, daß diese an 
jeder von z = 0 verschiedenen Stelle einer gewissen Umgebung von z = 0 
reguläre analytische Funktionen sind. Dies ist ohne weiteres klar an jeder 
Stelle z, an welcher die n Wurzeln der Gleichung <P(w,z) = 0 vonein­
ander verschieden sind. Denn dann ergibt es sich aus dem' ersten Satze 
dieses Paragraphen. Wenn sich also um die SteUe z = 0 t,in Kreis 1 z 1 = d' 
legen läßt, in welchem die n Wurzeln der Gleichung <p(w,z) = 0 außer bei 
z = 0 voneinander verschieden sind, so ist unser Satz bewiesen. Wenn 
es aber keinen solchen Kreis gibt, so treten für beliebig kleine von Null 
verschiedene z mehrfache Wurzeln unserer Gleichung auf. Also haben für 

gewisse beliebig kleine z die beiden Gleichungen <P( w, z) = 0 und ~: (w, ri = ') 

gemeinsame Wurzeln. Eliminiert man nun aus diesen beiden GJeichungen 
nach den Regeln der Algebra w, so ergibt sich eine in der Umgebung "on 
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,z = 0 reguHire analytische Funktion von Z.I) Diese verschwindet an "Hen 
den Stellen, wo die Gleichung ([l(w, ,z) = 0 mehrfache Wurzeln hat. 'Wir 
nehmen aber an, daß es beliebig kleine solche z-Werte gebe. Daher muß 
diese reguläre Funktion - die Diskriminante unserer Gleichung - in 
einer gewissen Umgebung von z = 0 identisch verschwinden. Es gibt 
daher in einer gewissen Umgebung von z = 0 für alle z mehrfache Wurzeln. 
Um sie zu berechnen, hat man nur den größten gemeinsamen Teiler der 
beiden ganzen rationalen Funktionen von w, nämlich q,(w, z) = 0 und 

~:~ (w, z) = 0 zu berechnen und mit ihm die gleichen überlegungen 

wie mit ([l selbst anzustellen. Sei der größte gemeinsame Teiler etwa d, 
dann schreiben wir ([J = d· d l und betrachten nun die beiden Faktoren 
erneut daraufhin, ob sie mehrfache Wurzeln haben. Ist dies der Fall, so 
zerlegen wir sie erneut, bis wir nur noch Faktoren gefunden haben, die in 
der Umgebung von z = 0 lauter einfache Wurzeln besitzen. Nach dem 
ersten Satze dieses Paragraphen sind diese daher in der Umgebung von 
z = 0, außer etwa bei z = 0 selbst, reguläre analytische Funktionen. Denn 
an jeder von z = 0 verschiedenen Stelle sind nun die Voraussetzungen des 
ersten Satzes erfüllt. Bei z = ° selbst können also diese Funktionen sin­
gulär sein. Sie sind aber jedenfalls in der Umgebung von z = 0 be­
schränkt und daraus wird sich S. 224 ergeben, daß eine derartige Funk­
tion nur solche Singularitäten haben kann, welche wir dann algebraische 
Verzweigungspunkte nennen werden. 

In einem ziemlich allgemeinen Fall kann man die Rechnung explizite 
durchführen. Es handele sich um die Auflösung von 

w-zf(w) = 0 

nach w. f(w) sei dabei eine in der Umgebung von w = 0 reguläre Funk­
tion. f(w, z) ist also hier w - zf(w). Also wird f(w, 0: = w. Man kann 
also irgendeinen Kreis I w 1= Q wählen; auf ihm ist stets f(w; 0) von 
Null verschieden. Er ist in seiner Größe nur durch die Bedingung ein­
geschränkt, daß in und auf ihm f(w) regulär sein muß. Dann hat man 8 

so zu bestimmen, daß I z:~~21 < 1 für I z I < ~ und I w I = f,J. Dann besitzt 

1) Diese Funktion ist ja weiter nichts als die Diskriminante unserer Gleichung. 
Sie ist daher eine ganze rationale Funktion der PotenzBummen, nämlich die bekannte 

Determinante und daher wie die PotenzBummen regulär. 
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für I z· < d die Gleichung w - .,((w) = 0 genau 
Man hat also nun zunächst 1 --:: f' (w) 

cp(w, z) = 10 w'~-if~w) 

nach Potenzen von z zu entwickeln. Dann findet 
genannte Funktion (Koeffizient von z'): 

1\)7 

eine Lösung Iw i < (!. 

man fiir die oben A x 

Der Koeffizient B, unserer Lösung wird nun das Residuum von A. an der 
Stelle w = O. Um dies zu finden, hat man den Koeffizienten der -loten Po­
tenz in der Laurententwicklung von Ax zu bestimmen. Dazu braucht man 
einmal den Koeffizienten der (x -- l)-Potenz in der Potenzreihenentwicklung 
1'011 ((<w)Y Der wird 1 d(x-I) 

'" -1)! dw x-I ((ew))". 

Ferner benötigt man den Koeffizienten der (x - 2)-ten Potenz III der 
Potenzreihenentwicklung von f' \w~,(r(Ww-I. Der wird 

So hat man 
1 iX-I) 

Bx = ,,! d11' ,,- 1 (t"( w))" /',=0 für ;c > 1 und Bo = O. 

Die Reihe w = ~ Bxzx löst also die Gleichung w - Z(I,W) = O. Man 
I 

nennt sie die Reihe nm Lagrange. 
Zur Bestimmung einer unteren Schranke für den Konvergenzradius 

geben unsere Darlegungen die folgenden Mittel an die Hand. Man wähle 
zunächst irgendeine Zahl (! so, daß ((w) für I w ~ < Q regulär ist. Alsdann 
bestimme man 0 so, daß für I z I < 0 und Iw: = Q stet.s 

I zf~w) I< 1 . 

bleibt. Dies 0 ist also durch Q bestimmt, und mall wird nun!! so zu 
wählen sueben, daß 0 möglichst groß genommen werden darf. 

Wir wollen ein Beispiel, nälnlicb die Auflösung der Keplerschen Gleichung 

~ = a + zsin ~ 
für reeZle a behandeln. 

Dm ihr die vorausgesetzte Form zu gtben, setze ich 

(;-n= w 

und habe also w = .~ sin (w + a) 
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aufzuliisen. 1\'.ür z = 0 wird w = 0 oder ~ = Il ellle einfache Wurzel. Also 
findet lIlan als Lösung 

_ ~. ~ 1 d sin' (L _,3 1 d' sin' a 
S ~~ a + '" sm a + z 21 da +'~:\1 -da'- +. -. 

Um dcn Konvergenzkreis :.m bestimmen, haben wir den Quotienten 

zsin(w+a) 
w 

zu untersuchen. Die Heihe konvergiert, sobald dieser Quotient einen Betrag 
kleiner als Eins besitzt, Ich setze ~ - a = rei'l' und habe festzustellen, wann 

(1) 

bleibt, Nun wird 

I sin (a + r cos cp + ir sin cp) I' = cos 2 (ir sin rp) - cos' (a + r cos rp) 

<S (-~( ~ ~~) '. 

Der Quotient (1) ist also sicher dann kleiner als Eins, wenn 

1,1 er+e- r 

1"'1 2r < 1 

2r 
ist. Die Reihe konvergiert also für 1 z < - - - und stellt dann eine 

er +e- r 

Wurzel ~ der Keplerschen Gleichung dar, für welche 1 ~ I < r ist. Diese 
Überlegung gilt für beliebige positive r. Um also eine numerische Ab­
schlitzung des Konvergenzradius der Heihe zu erhalten, wird man nach 

dem größtmöglichen Wert von 2r fragerl. Um das Maximum dieses 
er + e- r 

Ausdruckes zu bestimmen, hat man seine Ableitung Null zu setzen. Das 
liefert: 

oder e'r (1- r) + (1 + r) = O. 

Man erkennt leicht, daß diese Gleichung eine Wurzel zwischen Eins und 
Zwei hat. Die genauere Rechnung liefert 

r = 1,19967 ... 

und dazu gehört 1 '< 2r i z 1 . = 0,66274· ... , - er +e- r 

Das ist also eine untere Schranke für den Konvergenzradius. 
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Achter Abschnitt. 

Analytische Fortsetzung. 
~ 1. Begriff der aualytis(~hen Ji'ortsetzullg. 

Wir knüpfen an S.137 an. Dort haben wir festgestellt, daß eine In 

einem Bereiche analytische Funktion völlig bestimmt ist, wenn lllan ihre 
Werte an unendlichvielen Stellen kennt, welche im Bereiche einen Hiiufungs­
punkt besitzen. Namentlich also ist sie völlig bestimmt, wenn man sie in 
einem Teilbereich kennt. Wie aber ist es möglich, sie dann in den übrigen 
Punkten vop. B tatsächlich zu berechnen? 

Auch dafür haben wir schon in einem speziellen F'all Belege. S. 137 
haben wir gezeigt, daß eine im Bereiche analytische Funktion im ganzen 
Bereiche verschwindet, wenn sie in einem Teilbereich Null' ist. Zum Be­
weise haben wir uns einer Methode bedient, die von größerer Tragweite 
ist, als es damals schien. Wir müssen sie nur den veränderten Verhält­
nissen anpassen. 

Es sei etwa die Poten,zreihenentwicklung um den Punkt a bekannt. Sie 
konvergiert im größten um a geschlagenen Kreis, welcher in B Platz hat. 
Sei nun b ein weiterer von a verschiedenl'r Punkt aus diesem Konvergenz­
kreis. Dann läßt sieb fez) auch nach Potenzen vpn z - b entwickeln .. Die 
Koeffizienten dieser Entwicklung aber kann man berechnen, wenn man 
$ (e - a) kennt. Denn es sind ja im wesentlichen die Werte der Ableitungen 
dieser Funktion an der Stelle b. Diese Entwicklung aber konvergiert nun 
gleichfalls im größten um b geschlagenen 
Kreis, welcher in B Platz hat. Dieser Kreis 
aber wird, wie die Fig. 58 zeigt, im all­
gemeinen über den ersten hinausgreifen. 
Damit ist es dann tatsächlich gelungen, die 
Funktion wenigstens teilweise außerhalb des 
ersten Kreises zu berechnen, auch wenn ihre 
Werte vorerst nur im ersten Kreise bekannt l'ig. 08. 

waren. So kann man weiterfahren und in immer neuen Gebieten die Funktion 
berechnen. In endlichvielen Schritten kann man so nach jedem vorgegebenen 
Punkt P des Bereiches B gelangen. Um das einzusehen, haben wir nur P 
mit a durch eine Kurve zu verbinden, welche ganz in B verläuft. d sei ihr 
Abstand vom Bereicbrand. Um jeden Punkt derselben kann man also einen 
Kreis vom Radius d schlagen, welcher ganz dem Bereiche B angehört. Es 
kommt nun .darauf an, einzusehen, daß man unter diesen Kreisen endlich-
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viele herausgreifen kann, welche eine Kette bilden, die a mit P verbind(~t. 

Unter einer Kette von Kreisen K l , 11:2 , •• ·l1:n werden dabei Kreise verstanden, 
die dadurch ineinandergreifen, daß der Mittelpunkt von K i dem Inneren 
von K i - l angehört. Wir sagen, ,die Kette verbinde P mit a, wenn adern 
('rsten und P dem letzten Kreise der Kette angehört. Kennt man die Ent­
wicklung von fez) im Kreise K i - 1 , so kennt man sie auch in K i• Wenn 
man also eine solche Kette von Kreisen bestimmen kann, so ist man in 
der Lage, aus der Entwicklung um a tatsächlich die um P zu bestimmen, 
wenigstens theoretisch. Um aber eine Kette zu finden, betrachte ich die Gleichung 
z = z (t) der Verbindungskurve. Der Parameter t möge etwa von ce bis ß 
laufen, wenn z die Kurve von Il bis P beschreibt. Wegen der Stetigkeit 
dieser Funktion gibt es eine Zahl D von der Art, daß zwei Punkte ZI und 

Z2 der Kurve, deren Entfernung I ZI - z21 > { ist, eine Parameterdifferenz 

I tl - t2 1 > D besitzen, wo auch ZI und Z2 auf der Kurve liegen mögen. 
Gäbe es nämlich bei gegebenem d beliebig kleine Parameterdifferenzen, so 
wäre das ein Widerspruch gegen die gleichmäßige ·Stetigkeit von z (t). Wenn 
wir dies bedenken, können wir nun leicht unsere Kreiskette konstruieren. 
Wir beginnen mit dem 'Kreise um a. In ihm bestimme ich einen Punkt 

der Kurve ztJ dessen Entfernung v,on a { übedreffen möge, aber sonst be­

liebig gewählt sei. Alsdann bestimmen wir die Entwicklung ~ (z - ZI) der 
Fnnktion und bestimmen in ihrem Konvergenzkreis einen Punkt Z2 mit 
größerem Parameter t, so daß seine Entfernung von ZI wieder mindestens 

: ist. Dann berechnen wir \ß (z - Z2)' SO weiterfahrend müssen wir nach 

endlichvielen Schritten einen Kreis erhalten, welcher P enthält, denn nach 
n-Schritten haben wir ja einen Punkt Zn als Mittelpunkt gefunden, dessen 
Parameterwert mindestens ce + nD beträgt. Das ist aber nur so lange 

kleiner als ß, als n< 2 (ß;;a) = m ist. Also höchstens [m] Schritte sind 

auszuführen. So kann man also in ganz B die Funktion fez) berechnen, 
falls nur eine Potenzreihenentwicklung derselben gegeben ist. 

Aber nun kann es eintreten, daß die benutzten Entwicklungen zum Teil 
in Kreisen konvergieren, die über B hinausreichen. Wäre z. B. der Ausgangs­
bereich B'mit dem ersten Kreise identisch gewesen, so hätten wir nichts­
destoweniger alle eben bestimmten Entwicklungen auch berechnen können, 
und wir hätten damit eine Funktion gefunden, die in einem B umfassenden 
Bereich analytisch gewesen wäre, in B aber mit der gegebenen überein­
stimmt. Ist es also möglich, in einem B umfassenden Bereiche eine ana­
lytische Funktion F(z) anzugeben, welche in B selbst mit fez) über­
einstimmt, so nennt Ulan F(z) eine analytische Fort~etzung der gegebenen 
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Funktion. Der beschriebene Prozeß enthiilt gleichzeitig das theoretisch 
wichtigste Verfahren zur Ausführung derartiger l!'ortsetzungen. Die ein­
zelnen, durch Potenzreihen dargestellten, also in Kreisen erldltrten li'unktioncn 
nennt man Funktionselemente. . Man sagt, ein Element BI gehe durch 
unmittelbare F01·tsetzung aus dem Element E hervor, wenn der Mittelpunkt 
e1 des Elementes EI dem Konvergenzkreis von E angehört und wenn 
\ß (z - el ) durch Entwicklung von ~ (z - e) nach Potenzen von z·- Cl 

erhalten wird. Man sagt, die Elemente Eil Es, ... E n bildeten eine Aetle, 
wenn jedes E" aus dem vorhergehenden E"-l durch unmittelbare Fortsetzung 
entsteht. Man sagt dann auch, die Kette verbinde E n mit EI oder Eil 
könne durch Fortsetzung von EI gewonnen werden. 

Nun besteht der folgende leicht zu beweisende Satz: 
Wenn es eine Kette gibt, die F mit E verbindet, so gibt es auch eine 

Kette, die E mit F verbindet. Man kann also auch E durch Fortsetzung 
von F gewinnen. Es ist offenbar nur nötig, den Satz für eiiJ.e zweigliedrige 
Kette zu beweisen. Hier bilden aber die beiden Konvergellzkreise einen 
Bereich B und die beiden Elemente erklären eine in B analytische Funktion. 
Vorhin aber haben wir schon gezeigt, daß man jedes Element dieser Funktion 
mit jedem anderen verbinden kann. Wir verbanden.ja vorhin das Element 
vom Mittelpunkt P mit dem Element vom Mittelpunkt a. 

Unter einer analytischen Funktion versteht man nun mit Weierstraß die 
Gesamtheit der Elemente, welche man aus einem derselben durch analytische 
Fortsetzung erhalten kann. Die Funktion ist durch jedes ihrer Elemente be­
stimmt. 

Auf 'den ersten Blick mag hier eine Abweichung vom Dirichletschen 
Funktionsbegriff auffallen. Daß dieser Unterschied aber nur scheinbar ist, 
wird sofort deutlich, wenn man bedenkt, daß ja die einzelnen Funktions­
elemente ihren z-Werten w-Werte zuordnen. Es sollen aber - das besagt 
die Definition - nicht beliebige solche Elemente zu einer "analytischen 
Funktion im Großen" vereinigt werden, sondern nur solche, welche durch 
Fortsetzung auseinander hervorgehen. 

Der Leser halte sich auch klar vor Augen, daß wir seither den Begriff 
Ilanalytische Funktion" noch gar nicht erklärt hatten, sondern nur den Be­
griff "in einem gegebenen Bereich analytische Funktion". Seither war also 
in einem gegebenen Bereich eine Funktion erklärt und wir definierten, wann 
sie in diesem Bereich d. h. an jeder Stelle dieses Bereiches analytisch heißen 
soll. Jetzt ist von einem gegebenen Bereich nicht die Rede. 

Ich will noch feststellen, daß der Konvergenzradius der Funktionselemente 
eine stetige Funktion des Entwicklungsmittllipunktes ist. Sei also ~ (z - a) 
ein Funktionselement. Wenn sein KonvergenzradiuB r (a) unendlich sein 
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sollte, so ist auch der Konvergenzradius aner aus ihm durch Fortsetzung 
entstehenden Elemente unendlich. Wenn aber der Konvergenzradius r(a) 
endlich ist und man b als neues Entwicklungszentrum wiihlt, so konvergiert 
das Element I.ß (z - b) mindestens in einem um b mit dem Radius r(a)-; b-aj 
geschlagenen Kreise. Wiihlt man aber nun b um weniger als den halben Radius 
r (lL) von, a entfernt, so ist jedes der beiden Elemente eine unmittelbare Fort­
setzung des anderen. Denn jeder der beiden Konvergenzkreise enthält dann 
den Mittelpunkt des anderen. Es ist sofort klar, daß r (b) nicht gröBer als 
r (a) + ja - bl sein kann. Denn dann wäre der alte Konvergenzkreis ganz 
im neuen enthalten, wäbrend er doch nicht kleiner sein kann als der größte 
Kreis, der in ihm Platz hat. Ferner aber ist, wie eben wieder benutzt 
wurde, sicher r (b) > r(a) -I a - b I. Daher wird -la - bl < r(b) ~r(a)~ 
1 a - b I. Daher ist 1 r (h) - r (a) I < la - b I. Daher ist r eine stetige 
Funktion des Entwicldungsmittelpunktes. Man kann den Konvergellzradius 
des Elementes' ~ (z - a) den Regularitätsradius 'der Stelle z = a nennen. 
Denn es ist der Radius des größten um z = a geschlagenen Kreises, in dem 
die durch I.ß (z - a) definierte Funktion regulär ist. Analog kann man den 
Rationalitätsradius der Stelle z = a als den Radius des größten um z = a 
geschlagenen Kreises erklären, in dem die durch eine Laurentreihe L (z - a) mit 
endlicbvielen negativen Potenzen erklärte Funktion von rationalem Charakter 
ist. Durch ganz analoge Schlüsse, die der Leser selbst durchdenken möge, 
erkennt man, daß auch der Rationalitätsradius eine stetige F~:mktion des Ortes 
ist, wofern er nicht unendlich wird. DalJ.n aber ist er durchweg unendlich. 

Nun sei ~ eine stetige Kurve, die a mit P verbinde. Auf der Kurve 
mögen die Mittelpunkte einer Folge von Elementen liegen. Die Elemente 
mögen in dem Sinne durch Fortsetzung auseinander hervorgehen, daß je 
zwei derselben, deren Mittelpunkte hinreichend wenig voneinander verschieden 
sind, durch unmittelbare Fortsetzung auseinander hervorgehen. Wenn dies 
der Fall ist, sagen wir, wir hätten die Funktion längs der KU1've von a 
nach P fortgesetzt. Die Konvergenzradien der Elemente hängen stetig vom 
Kurvenparameter ab. Sie besitzen daher ein positives Minimum. Das sei d. 
:Man kann nun aus diesen Kreisen eine Kette von Kreisen herausgreifen, 
welche' dieselbe Fortsetzung vom seI ben Anfangselement zum selben End­
element leisten. Das entnimmt man ohne weiteres der oben schon einmal 
angewandten Schlußweise, weil man nämlich mit jedem Schritt mindestens 
die dort angegebene Parameterspanne zurücklegt. Die Mittelpunkte der 
Kreise dieser Kette sind die Ecken eines gewissen Polygones, Man sieht, 
daß die Fortsetzung längs der Kurve gleichbedeutend ist mit der Fortsetzung 
längs des Polygones. Denn je~e Polygonseite liegt ganz im Inneren eines 
der Kreise der Kette. 
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Unsere Betrachtungen geben uns nun die Möglichkeit, einen schönell von 
Poincarc und Voltcrra herrüluellden Satz zu beweisen. Er lautet: Eine 
jede analytische Funktion ist abziihlbar vieldeutig. Mit anderen Worten: Die 
verschiedenen Funktionswerte, welche eine analytische Funktion I{z) einem 
Argumentwert z zuorduct, bilden eine nbzählbare Menge. Oder lloch 
anders ausgesprochen: Wenn man ein gegebenes li'unktionselement '.j3(.~ - a) 
auf allen möglichen Wegen nach ein und demselben Punkt b hin fortsetzt, 
so erhält man in diesem Punkte eine Menge von Funktionselementen 
\l5 (z - b), die ""eine nbzählbare Menge bilden. 

Der Beweisgründe sind zweierlei. 1. haben wir gesehen, daß man jede 
Fortsetzung von '.ß (z - a) nach einem '.j3 (z - b) durch eine Kette von 
endlich vielen Funktionselementen gewinnen kann. 2. bilden die Punkte 
z = x + iy mit rationalen Koordinaten (x, y) eine abzähl bare Menge. Wir 
werden nun feststellen, daß man jede endliche Kette ~urch eine andere er­
setzen kann, deren Zwischenglieder rationale Mittelpunkte haben. Zwischen­
glieder, d. h. alle Glieder mit Ausnahme des ersten uJ?d des letzten. Denn 
die Mittelpunkte a und b sind ja gegeben. Wenn aber a, a l , a2 , ••• an, 7) 
die in natürlicher Reihenfolge notierten Glieder einer gegebenen Kette 
sind, so wähle man einen rationalen Punkt a1 so nahe an a l1 daß a l noch 
dem Konvergenzkreis von Sß(z - a) angehört, und daß der Konvergenzkreis 
des· durch nnmittelbare Fortsetzung von \:ß(z - a 1) erhaltenen Elementes 
\j5(z - «1) noch den Punkt a2 enthält. Das ist möglich, weil wir vorhin 
sahen, daß die Elementradien stetige Funktionen des Elementmittelpunktes 
sind. Das so bestimmte Element '.j3(z -- (XI) ist nun auch unmittelbare 
Fortsetzung von '.j3 (z- a), weil ~ (z - a l ) und I.ß (z - a) in dem ihren Kan­

vergenzkreisen gemeinsamen Gebiet übereinstimmen, und ~(z _. a2) ist auch 
unmittelbare Fortsetzung von $(z - IXl), weil l.ß(z - «1) und jß(z - a1 ) in 
dem gemeinsamen Teil ihrer Konvergenzkreise übereinstimmen. Daher 
darf das K'ettenglied '.j3(z - a1 ) d 11 reh das Element s.ß (z - «1) mit rationalem 
Mittelpunkt ersetzt werden. Ist das geschehen, so tun wir das gleiche mit 
\j5(z - a2 ). So fortfahrend ersetzen wir alle Zwischenglieder der Kette durch 
Elemente mit rationalem Mittelpunkt. 

Nun schließe ich weiter: Es gibt nur abzählbar viele endliche rationale 
Ketten, die l.ß(z - a) mit einem l.ß(z - b) verbinden. Denn eine solche 
rationale Kette ist durch einen Komplex endlichvieler rationaler komplexen 
Zahlen «1> «2'''' an gegeben. Die Anzahl n kann natiirlich von Komplex 
zu Komplex sich ändern. Ordne ich die Komplexe nach ihrer Gliederzahl 
n, so sind das abzählbar viele Möglichkeiten. Betrachte ich alle Komplexe 
mit fester Gliederzahl, so gibt es abzählbar viele Möglichkeiten für die 
erste, für die zweite usw. Koordinate. Da aber bekanntlich eine ab~ähl-

Bi e b e rbac h, Funktionentheorie I 14 
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bare Menge von ab7.ählbaren Mengen selbst abzähl bar ist, so gibt es tat­
s1ichlich nur abzählbar viele rationale Ketten. Da aber <lurch eine jede 
Kette das Endelement bestimmt ist, so gibt es für dasselbe nur ab7.ählbar 
viele Möglichkeiten. Damit ist der Sat7. von Poincare und Volterra be­
wIesen. 

Ich beweise nun weiter den folgenden Satz. Es gibt Ketten mit ab­
zählbar vielen Gl~'edern von der Eigenschatl, daß ein jedes Element der Fttnk­
tion durch nnmittelbarc Fonsetzung eines Kettengliedes erhalten werden kann. 

Zum Beweise bemerke ich zunächst, daß jedes Element aus einem 
anderen mit rationalem Mittelpunkt durch unmittelbare Fortsetzung er­
halten werden kann. Da es nun aber nur abzählbar viele rationale Punkte 
gibt und da zu jedem nach dem vorigen Satz nur abzählbar viele Elemente 
gehören, so gibt es in einer Funktion nur abzählbar viele Elemente mit 
rationalen Koordinaten. Aus ihnen läßt sich jedes andere durch unmittel­
bare Fortsetzung erhalten. Nunmehr bringe ich die abzählbar vielen Ele­
mente in irgendeine abgezählte Reihenfolge und verbinde je zwei aufein­
anderfolgende durch irgendwelche endlichviele Zwischenglieder zu einer 
Kette. So erhalte ich eine einzige Kette, die unter anderem auch alle 
Elemente mit rationalen Mittelpunkten als Glieder enthält, und aus deren 
Gliedern sich also alle Elemente der Funktion durch unmittelbare Fort­
setzung gewmnen lassen. 

§ 2. Die Permanenz der Fnnktionalgleichnngen. 

Unter f"(z, s, t) werde eine analytische Funktion foiner jeden der drei 
komplexen Veränderlichen z, s, t verstanden. Sie sei samt ihren ersten 
Ableitungen für alle Wertetripel z, s, t stetig erklärt, für welche z einem 
Bereich B., s einem Bereich B s , t einem Bereich BI seiner Ebene ange­
hört. Wenn dann \I3.(z - a) und ~t(z - a) zwei Funktionselemente sind, 
welche in der Umgebu~g von z = a nur vVertepaare aus diesen beiden Be­
reichen Bs und B t annehn:en, so wird {'{z, ~.(z - a), \l31(Z - a)) nach S.34 
eine in der Umgebung von z = a reguläre analytische Funktion von z. Es 
werde angenommen, daß f(z,!l3s (z - a), ~I(Z - a))= 0 sei für alle z auS 
einem gewissen Kreis um z = a. Wir· wollen dann sagen, die Elemente 
\13., \ßI genügten der Gleichung fez, s, t) = O. Wenn man nun diese beiden 
Elemente in B z so analytisch fortsetzen kann, daß dabei Elemente entstehen, u'elche 
wieder Wertepam'e a~ts den Bereichen Bs und B t liefern l,) so ist attch für dwse 
Eiemente die Gleichtmg erfüllt. Wir drücken diesen Sachverhalt kurz aus, 

1) Damit ist nicht gesagt, daß die Fortsetzung der Elemente \ß. und qst nicht auch 
zu Elementen führen kann, die dieser Bedingung nicht genügen. 
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indem wir. sagen, eine zwischen zwei Funktionen bestehende analytische Glei­
chung bleibe bei analytischer Fortsetzung der Funktionen richtig. Wir nennen 
den so ausgesprochenen Satz den Satz von der Permanenz der Punktion al­
,qleich~mgen bei analytischer Fortsetzung. 

Er ist leicht zu beweisen. Ich fUhre erst eine bequeme Benennung ein. 
Unter dem Konvergenzkreis der beiden Elemente ~3 und \l3t mit dem 
gemeinsamen Mittelpunkt a werde der größte Kreis aus Bz verstanden, in 
dem beide Reihen konvergieren und Wertepaare aus B s , B t liefern. Es ist 
also der kleinere der beiden Konvergenzkreise der einzelnen Elemente. Durch 
unmittelbare Fortsetzung der beiden Elemente ~8( z - a) und \l3t(z - a) 
mögen nun die beiden Elemente ~8(Z - b) und· ~d.z - b) entstehen. 1hr 
Konvergenzkreis hat jedenfalls mit dem Konvergenzkreis der beiden Ele­
mente ~.(z - a) und \l3t(z - a) ein Stück gemeinsam. In diesem gemein­
samen Stück genügen also die neuen Potenzreihen der Gleichung, wenn 
ihr die alten genügen. Nun ist aber {(z, \l3s (z - b), ~t (z - b)) in dem neuen 
Konvergenzkreis analytisch und verschwindet in dem eben genannten Be­
reich. Daher verschwindet fez, s, t) auch in dem Konvergenzkreis der neuen 
Elemente durchweg, denn darin is.t ja nach S. 34 fez, ~., lj3t) analytisch. 
Damit ist schon erkannt, daß bei unmittelbarer Fortsetzung die Funktional­
gleichung richtig bleibt. Da aber jede analytische Fortsetzung durch eine 
Kette von Funktionselementen geleistet wird, so bleiben also Funktional­
gleichungen bei beliebiger Fortsetzung richtig. 

Wir betrachten ein Beispiel. w = log z ist eine analytische Funktion 
in dem im vorigen Paragraphen angegebenen Sinne. Als wir S. 77 diese 
Funktion betrachteten, mußten wir uns noch vorsichtig ausdrücken. Da­
mals hatten wir erst den Begriff einer in einem Bereiche eindeutigen ana­
lytischen Funktion zur Verfügung. Allerdings schwebte über unseren Dar­
legungen schon damals der allgemeine jetzt eingeführte Begriff. Wir ver­
folgten nämlich den log z längs Kurven, welche den Nullpunkt umschlossen, 
und sahen, wie man so von einer Bestimmungsweise, von einem Zweig der 
b1unktion, zu den übrigen gelangen kann. Für unseren jetzigen Standpunkt 
bedeutet das nichts anderes, als daß die Funktionselemente w(z), welche 
man durch Fortsetzung längs solchen Kurven. aus' einem Ausgangselement 
erhält, alle der Gleichung z = eW genügen, weil eben diese Gleichung bei 
analytischer Fortsetzung erhalten bleibt. Die Gesamtheit der Funktions­
elemente , welche dieser Gleichung genügen, gehören alle einer einzigen 
analytischen Funktion an, weil man, wie unsere früheren Betrachtungen 
lehren, jedes aus jedem anderen durch analytische Fortsetzung erhalten 
kann. In dieser Richtung liegt also die Begriffsbestimmung einer mehr­
deutigen analytischen Funktion. Die ist nicht erklärt als irgendein Sammel-

14" 
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Hllrium VOll Funktiollselementen; nicht jede Menge von !,'unldiouselementen, 
di(~ in 'l'eilkreisen von B erkHirt sind, machen eine in diesem Bereiche 
mohrdeutige Funktion aus, soudern nur diejenigen derselben gehören der­
selben l,'unktion an, welche auseinander durch PortsetJlung erhalten werden 
können. Die Gesamtheit der Funktionselemente w(z) z. B., welche der 
Gleichung w 2 - Z2 = 0 genügen, machen keine analytische Funktion aUB, 
sondern deren zwei. Die Gleichung w 2 - Z2 = 0 ist ja gleichbedeutend mit 
der Gleichung 

(w - z) (w + z) = O . 

. Für jedes Element wird also entweder der erste oder der zweite Faktor 
verschwinden. Wenn für ein Element der erste Faktor verschwindet, so 
verschwindet er auch für alle Elemente, die aus ihm dnrch Fortsetzung 
hervorgehen. Niemals wird also dadurch ein Element erhalten, für das der 
zweite Faktor verschwindet. Diejenigen vielmehr, für die dies zutrifft, 
h1ingen auch untereinander durch Fortsetzung zusammen, bilden also eine 
zweite analytische Funktion. Anders ist es bei z = w 2 • Alle Funktions­
elemente, die dieser Gleichung genügen, bilden eine einzige Funktion. Zu 
jedem Mittelpunkt z = a gehören ja zwei durchs Vorzeichen unterschiedene 
Elemente, die der Gleichung genügen. Führt man aber die Fortsetzung 
auf einem Kreise um z = 0 aus, d. h. Hißt man ein Funktionselement längs 
dieser Kurve wandern, so gelangt man von dem einen zum anderen. Da· 
zu kann jedes Element mit dem Mittelpunkt z = a in ein Element mit dem 
Mittelpunkt z = b, wie der auch angenommen sei, fortgesetzt werden. Wie 
das zu machen sei, haben wir ja zu Beginn von § 1 ausführlich dargelegt. 
Demnach bilden tatsächlich alle diese Elemente eine analytische Funktion. 
Nächstens werden wir ein Kennzeichen dafür, daß gewisse Elemente eine 
analytische Funktion bilden, darin erkennen, daß sie alle einer zusammen­
hängenden Riemannschen FläJlhe angehören. So haben wir ja in den Rie­
mannschen Flächen von log z und von VZ zusammenhängende Gebilde 
kennen gelernt. 

Anwendungen: 1. w={(z) sei eine analytische Jj-'unktion, z=lJ!(w) 
sei ein Funktionselement, das der Gleichung w = fl<p(w)} genügt. Dann 
genügen dieser Gleichung auch alle anderen Elemente der durch g;(w) be­
stimmten analytischen Funktion. Sie heißt Umkehrungsfunktion von w = (($). 
Ihr gehören auch alle Elemente an1 die llJan durch Umkehrung der Ele­
mente von w = fez) gewinnen kann. Denn wenn die Fortsetzungen von 
z = Ip(w) nicht alle Umkehrelemente von w = fez) erschöpften, so betrachte 
man wieder die Umkehrung der durch z = lJ!(w) definierten analytischen 
Funktion. Die Umkehrung des Elementes z = IJ! (w) definiert eine solche 
Funktion, deren Elemente nach dem vorher Gesagten sämtlich Elemente 
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\'on 10 = ((.::) sind. Dadurc~h kiinncn alJer nur dann alle I~lelllellte von 
((2) erschiipft sein, Wf>nIl alle ihre Kehrelcnlentc in der uun:h rp(w) 

I'rkliirten Funldion vorkommen. "\Viire das lIieht der Fall, so bildcll' also 
öchon ein 'l'eil der Elemente VOll ((Z) selbst eine analytisclw "'lInHioll, 
lind das ist absurd. 

2. vVenn ~'(., - a) die Ableitung des Elementes '.!~(z - 11) ist, so sind 
tlie Fortsebmngen von ~' die Ableitungen der Fortseb;ullgen von ~(z -- 0.). 

Das erkennt man ohne weiteres durch Betrachtung einer unmittelbareu Fort­
setzung von m (Z - a). Der Leser miige es selbst niiher durchiiberlegen. 

ß. \Yenn das Element IV = ~ (z - a) der Dill'erclltialgleichuug /'(10', 10, z) = 0 
genügt, so genügen ihr auch alle Fortsetzungen von '.l)(z - (1). Denn wenn 
r(\ß'(z-a), ~(z-a),z)==O ist, so ist dies nach dem Permanenzsatz auch 
bei Fortsetzung der Elemente ~' (z -- (I) und l.l3(z - a) noch richtig. 

~ a. Ricmauusche Feld!'!'. 
Es ist leicht, von der analytischen Fortsetzung aus zu den HiemflllIlscben 

FHichen zu gelangen. 
\Vir wollen erst eine etwas anschauliche Beschrei bung geben, um dan n 

zur begrifflichen Fassung vorzudringen. Wir denken uns die KOllYergenz­
kreise der Elemente einer analytischen Funktion aus Papier ausgeschnitten. 
Zwei solche Elemente, die durch unmittelbare Fortsetzung auseinander lle1'­
,orgehen, denken wir uns in dem gemeinsamen Stuck aneinandergekIeLt. 
Ebenso verfahren wir mit Elementen, die in einem Bereichstiick über­
einandergreifen und darin die gleichen Funktionswerte liefern. Bloßes Über­
einandergreifen veranlaßt also !loch nicht zum Verldeben. Es muß noch 
tbereinstimmung in den durch die Elemente gelieferten Funktionswerten 
hinzukommen. Durch das Aneinanderkleben entsteht eine FHiche, dereil 
Punkte oder Stellen also durch Angabe ihrer .:: -Koordinate und durch An­
gabe eines Funktionselementes bestimmt sind. Weder die z - Koordinate allein, 
noch der Funktionswert allein bestimmen also die Stelle, denll bei mehr­
deutigen Funktionen gehören zur selben ,Z'- Koordinate als Mittelpunkt mehrere 
Elemente. Auch die z·Koordinate zusammen mit dem da angenommenen 
Funktionswert bestimmen die Stelle der FHiche nicht eindeutig, weil es denk­
har ist, daß zwei Elemente zwar in ihrem :Mittelpunkt denselben Wert liefern, 
in den Nachbarpunkten aber voneinander abweichen. 

Die hiermit angeregte Vorstellung soll nUll zum BegrifF des Hiemannschen 
Feldes verdichtet werden. 

Unter einer Slelle des H.iemannschen Feldes einer analytischen Funktion 
verstehen wir den Inbegriff ( a, ~ (z - a) l aus einem Element der Funktion 
und der Koordinate des Mittelpunktes seines Konvergenzkreises a. heißt 
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die z-Koordinate, ~ (.~ - a) die ElrJmentkoonlinate oder auch das bestimmende 
Element der Stelle Die Gesamtheit der Stellen, zu welchen so die Elemente 
einer Punktion Anlaß geben, machen das Riemannsche Feld der Funktion 
aus. Dieses }i~eld besitzt Gebictscha1-a7cter. Um das zu belegen, definiere ich 
den Begriff "Umgcbnng einer Stelle des Feldes". Darunter versteht man 
eine gewisse Menge von Stellen, die der folgenden zweifachen Bedingung 
genügen: daß erstens ihre z-Koordinaten einer Umgebung von z = a an­
gehören, daß zweitens ihre bestimmenden Elemente durch unmittelbare 
Fortsetzung der Elementkoordinate jener Stelle entstehen. Jede Stelle des 
Feldes besitzt somit eine Umgebung. Damit ist die eine Gebietseigenschaft 
nachgewiesen. 

Um auch die zweite nachzuweisen, muß der Begriff der auf dem Feld 
verlaufenden stetigen Kurve erklärt werden. Man denke sich eine stetige 
Kurve z = z Ct) der z-Ebene, die 15 = a mit z = b verbindet. Alsdann setze 
man das Element ~ (z - a) längs der Kurve fort; falls dies bis zu z = b 
hin möglich ist, und falls man dabei zu dem Element ~ (z - b) gelangt, 
dann sage ich, die Stellen {z (t), ~t (15 - z (t) } bildeten eine auf dem Feld 
gelegene stetige Kurve, welche die Stellen { a, ~a(z-a) } und { b, ~6(z-b) I 
lliiteinander verbindet. Aus dem Begriff der analytischen Funktion ergibt 
sich sofort, daß man je zwei Stellen auf diese Weise verbinden kann. Da­
mit ist die zweite Gebietseigenschaft des Feldes erkannt. 

Wir sagen weiter, w (z) sei eine in der Umgebung der Stelle { a, ~ (z- a) l 
des Feldes erklärte Funktion, wenn den Stellen dieser Umgebung Werte 
von w (z) zugeordnet sind. So ist also z. B. z selbst in der Umgebung einer 
jeden Stelle des Feldes eindeutig erklärt. Ebenso ist ~ (z -- a) eine in jeder 
Umgebung der Stelle { a, ~ Cz - a) } erklärte Funktion des Feldes. Eine 
so erklärte Funktion heißt stetig oder analytisch, wenn sie als Funktion der 
z -Koordinate der Feldpunkte aufgefaßt stetig oder analytisch ist. 

Die eben über die Funktion z gemachte Bemerkung lehrt überdies, daß 
die Riemannschen Felder funktionentheoretische Bereiche sind im Sinne der 
S. 69 gegebenen Definition.1) Jede Stelle derselben hat eine schlichte Um­
gebung. 

Der damit eingeführte Begriff des Feldes wird noch in zwei Richtungen 
eine gewisse Verallgemeinerung erfahren. Einmal durch Hinzunahme von 
unendlichfernen Stellen und dann durch Hinzunahme von Polen der Funktion. 
Um eine Funktion fez) in der Umgebung des unendlichfernen Punktes zu 

untersuchen, betrachtet man f (~) in der Umgebung von z = 0, wie uns 

1) Der Leser möge das selbst weiter durchdenken, um so jetzt eindringlich Kenntnis 
VOll jenen Darlegungen zu nehmen. 
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dies seit S. 49 geläufig ist. Um die Unendlichkeitsstellen zu untersuchen, 

betrachtet man f~Z)' Die Kombination von beidem, also die Betrachtung 

von r-(~) führt zur Untersuchung von unendlichfernen Polen. Wenn 7.. B. 

die Fortsetzung einer If'unktion längs eines bestimmten Weges I\war bis zur 
Stelle z = a hin möglich ist, aber bei Annäherung an diese Stelle die Kon­
vergenzradien gegen Null streben, dann ist die Fortsetzung in diese Stelle 
hinein und darüber hinaus nicht möglich, wohl aber ist es denkbar, daß 

man bei Fortsetzung der Funktion f ~zj längs des in der Umgebung von z = a 

gelegenen Wegestückes mehr Erfolg hat, daß diese Fortsetzung zu einem 

Element ~ (z - a) der Funktion f ~Z) hinführt. Dann hat nach S. 49 f (z) 
dort einen Pol. Wir ergänzen dann unser Feld durch die Polstellen 

{ a, ~ (z ~ a) }. Ganz analog verfahren wir mi.t den unendlichfernen Punkten. 

Man kann diesen Verhältnissen auch in der Benennung Rechnung tragell, 
indem man etwa von einem Reg~da1·itätsfeld im Gegensatz zu dem Ratio­
nalitätsfeld, d. h. dem Feld der Stellen rationalen Charakters redet und das 
Feld der endlichen Stellen von dem unendlichen Feld unterscheidet. Der 
Begriff "Umgebung eines Poles" wird weiterhin noch erklärt werden. 

§ 4. Singuläre Stellell. 

Unter einer Kette von Funktionselementen verstehen wir eine Folge von 
Funktionselementen \1311 ~2"" derart, daß jedes' ~(n durch unmittelbare 
Fortsetzung des vorhergehenden $n-l entsteht. Seither haben wir nur end­
liche Ketteit betrachtet und gelangten durch sie von jedem Ausgangselement 
zu jedem anderen Element hin. Nunmehr sollen auch unendliche Ketten 
herangezogen werden. 

Die Mannigfaltigkeit der hier an und für sich möglichen Fälle ist außer­
ordentlich groß, können doch die Häufungspunkte der Elementmittelpunkte 
wahllos über die Ebene verteilt sein, und kann man doch auch unendliche 
Ketten verwenden, um zu Elementen zu gelangen, die man durch endliche 
Ketten ebensogut, ja, besser erreichen kann. Bei dieser Lage der Dinge 
wird es gut sein, zunächst die Menge der zu berücksichtigenden unendlichen 
Ketten einer gewissen Einschränkung zu unterwerfen. Wir wollen einmal 
Voraussetzen, daß die Konvergenzradien der Elemente gegen Null streben. 
Anderenfalls nämlich würden wir über das schon durch endliche Ketten Er­
reichbare im allgemeinen nicht hinauskommen. Hier sei weiter zunächst 
vorausgesetzt,. daß die Elementmittelpullkte einer bestimmten Grenzlage zu-
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streLen. l ) Nur wenn diese Gren:.llage der unendlichferne Punkt ist, müssen 
wir die erste Bedingung dahin abänderIl, daß die entsprechenden Elemente 

der Funktion f CD Konvergen:.lmdien besit:.len, welche gegen Null kon­

vergieren. \V en n mun beide Fälle in einer einheitlichen Definition zusammeu­
fassen will, so bleibt nichts anderes übrig, als durch stereographische Projek­
tion von der komplexen Ebene zur Zahlenkugel überzugehen. Diese Sorte von 
unendlichen Ketten wird UllS zum Begriff der singulären Stelle einer analyti­
scheu Funktion führen. Später werden wir noch allgemeinere Ketten be­
trachten, bei welchen auch die Konvergenzradien gegen Null streben, bei 
welchen aber die Elementmittelpunkte sich gegen eine bestimmte Kurve 
statt gegen einen einzelnen Punkt häufen; das wird danll zum Begriff der 
singnlären Linie führen. Zunächst aber wollen wir bei der ersten Ketten­
sorte stehen bleiben. Wir wollen sie kurz singuläre Ketten erster Art nennen. 

Unter einer singulären Kette erster Art verstehe teh also eine Kette von 
Fnnktionselementen, deren Mittelpunkte einen einzigen Häufungspunkt besitzen, 
uind deren Konvergenzraclien (auf der Kugeloberfläehe gemessen) gegen Null 
kon vergieren . 

Wir setzen weiter fest: Eine jede singuläre Kette erster Art bestimmt eine 
singuläre Stelle der analytischen Fnn7ction, aus deren Elementen die Kette besteht. 

Wir sagen also nicht, daß wir unter einer singulären Stelle eine singuläre 
Kette verstehen wollen, weil wir dem Umstand Rechnung tragen müssen, 
daß verschiedene singuläre Ketten dieselbe singuläre Stelle bestimmen, 
z. B. wird es ja bei der Definition der singulären Stellen auf die Anfangs­
elemente der bestimmenden Ketten gar nicht ankommen. Unsere erste 
Aufgabe wird es daher sein, festzusetzen, unter welchen Umständen zwei 
singuläre Ketten dieselbe singuläre Stelle bestimmen sollen. Wir werden 
bei der Wahl dieser Festsetzungen den Erfahrungen Rechnung trag~n müssen, 

1) Wenn die Mittelpunkte der Elemente I.ßl' l.ß2··· zwar einer Grenzlage a zu· 
streben, die Radien der Elemente aber nicht den Grenzwert Null haben, so gibt es ein 
Element ~ (z-a) derart, daß alle Elemente der Kette mit hinreichend großer Nummer 
durch unmittelbare Fortsetzung von I.ß (z - a) erhalten werden können. Denn dann 
gibt es eine 7.ahl E > 0, die durch die Konvergenzradien passend gewli,hlter Elemente ~" 
von beliebig großer Nnmmer: ~Vl' ~v.··· übertroffen wird. Von einer gewissen Nummer, 

etwa VI' an sind aber die Mittelpunkte aller Elemente um weniger als i von a ent­

fernt, so daß also a den Konvergenzkreisen der eben erwähnten Elemente angehört. 
Ich greife ~ heraus. Sein Konvergenzkreis enthält den Punkt a. Somit kann ich als 
unmittelbareVIFortsetzung von ~Vl ein Element I.ß (z-a) einführen, dessen Konvergenz-

E 
radius mindestens - beträgt. Ihm. gehören die Mittelpunkte aller auf I.ß folgenden 

2 ~ 

Eleinente an. Sie sind somit lauter unmittelbare Fortsetzungen dieses Elementes 
~3 (z-a). 



§ 4. Si1lguliil'e Stellen 211 

welche WIr bei früheren Beispielen, namentlich in Kap. 5 gesammelt haben. 
Sei etwa h der Häufungspunkt der Elementmittelpunkte der Kette. 
Dann heißt h die z-Koordinate der singuliiren Stelle. Wir schlagen um h 
irgendeinen Kreis. Betrachten wir nun die memente P l , P2 ". der Kett(·, 
so gibt es eine Nummer n derart, daß s1imtliche Kettenglieder, derell 
Nummer n übertrifft, Mittelpunkte besitzen, deren Koordinaten diesem Kreis 
angehören. Die Kette Pu, P u+ 1 ••• verläuft also ganz im Kreise. Wir 
nennen sie ein Ende der singttlären Kette. Wir setzen ihre Elemente auf 
alle möglichen Weisen längs Wegen fort, die den eingeführten Kreis ni cbt 
verlassen. Die Gesamtheit der so erhaltenen Elemente machen eine Um­
gebung des Kettenendes aus. Wir setzen nun fest, daß dann und nnr dann 
zwei singuläre Ketten dieselbe singuläre Stelle bestimmen, wenn ihre Enden 
eine gemeinsame Umgebw~g besitzen. Unter einer singulären Stelle verstehen 
wir somit den Inbegriff derjenigen singulären Ketten, deren Enden eine ge­
meinsame Umgebung besitzen. Diese gemeinsame Umgebung heißt Umgebttng 
det· singnlären Stelle. 

Zur Bezeichnung und Bestimmung einer singulären Stelle reicht eine 
dieser Ketten aus. Wir nennen sie die Ketten- oder die Element7coordinate 
der singulären Stelle zum Unterschied von ihrer z-Koordinate, d. i. der 
Häufungspunkt der Kettenmittelpunkte. 

Eine jede Umgebung einer singulären Stelle bestimmt ein Stück des 
Riemannschen Feldes. 

Man erkennt die weitgehende Analogie, die zwischen der Definition des 
Randpunktes eines Bereiches und unserer Definition der singulären Stelle 
besteht. Auch hier handelt es sich darum, den Begriff Häufungsstelle von 
inneren Stellen des Feldes zu erklären. Nur sind es nicht beliebig neben­
einander gestellte Feldstellen, die eine Kette ausmachen. 

Die engste Analogie weist aber unsere Begriffsbildung zum Begriff des 
erreichbaren Randptm7ctes eines schlichten Bereiches auf. Das sind die­
jenigen Randpunkte, nach welchen man aus dem Bereich einen aus end­
lich - oder unendlichvielen Strecken bestehenden ganz im Bereich ver­
laufenden Polygonzug legen kann. Hier ist dieser Polygonzug durcb die 
Verbindungsstrecken gegeben, welche die Mittelpunkte der Kettenglieder 
verbinden. Die Verhältnisse sind nur hier insofern nicht ganz die gleichen, 
als bei den mehrblättrigen Flächen nicht von vornherein Pnnkte zur Ver­
fügung stehen, die dann nur noch als Rand punkte zu charakterisieren wären. 
Es stehen eben nur die (inneren) Stellen des Feldes zur Verfügung. Ein 
Stück desselben ist also eine jede Umgebung einer singulären Stelle. 

vYenn eine singuläre Stelle eine schlichte Umgebung besitzt, deren 
Stellen also durch ihre z-Koordinaten eindeutig bestimmt sind, so sagen 
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WIr, die singuläre Stelle sei eincleIdiger Natm·. Sonst sagen WIr, SIe seI 
rnchrdc'lttig. Unter den eindeutigen Singularitäten spielen die isolierten 
eine besondere Holle. Bei denselben füllen die z-Koordinaten der schlichten 
Umgebung einen vollen Kreis mit Ausnahme der z-Koordinate der singulären 

t)telle selbst. vVenn dazu noch die reziproke Funktion f lZ) in diesem Kreise 

beschränkt ist, so liegt ein Pol vor, im anderen Falle haben wir es mit 
einer wesentlich singulären Stelle zu tun. 

Unter den mehrdeutigen Singularitäten spielen die endlichvieldeutigen 
eine wichtige Holle. Unter diesen wieder sind die völlig m-cleutigen 
wichtig. Bei ihnen entsprechen jeder z-Koordinate einer nicht zu großen 
Umgebung genau mverschiedene FeldsteIlen der Umgebung. Führt man 

dann yz - h = t in der Umgebung di~ser Stelle mit der z-Koordinate h1) 

als neue Variable ein, so wird f (h + t m ) in der Umgebung von t = 0 ein­
deutig. Ist diese Funktion dort namentlich regulär oder wenigstens vom 
Charakter einer rationalen Funktion, so lag eine algebraische Singularität, 
ein m- blättriger algebraischer Verzweigungspunkt vor. 

Näheres ti.ber diese hiermit erst ganz kurz angedeuteten Dinge sollen 
die beiden nächsten Paragraphen enthalten. Diesen wollen wir mit dem 
Beweis eines allgemeinen und berühmten Satzes schließen: 

Auf dem Konvergenzkreis eines jeden Fun7ctionselementes liegt mindestens 
eine singuläre Stelle der F'ltnktion, zu welcher das Element gehört. Um uns 
den Sinn dieser Behauptung ganz klar zu machen, betrachten wir diejenigen 
aus der Fortsetzung des vorgelegten Elementes entstehenden Ketten, deren 
Mittelpunkte einem Radius des Konvergenzkreises unseres Elementes an­
gehören, und deren Mittelpunkte diesem Konvergenzkreis angehören. Dann 
behauptet unser Satz, daß es unter diesen radialen Ketten mindestens eine 
singuläre gi.bt, daß also längs mindestens eines Elementradius die Konver­
genzradien der Kettenglieder gegen Null streben. Alle gehen durch un­
mittelbare Fortsetzung aus dem Ausgangselement hervor. Der Satz kann 
auch dahin ausgesprochen werden, daß es mindestens ein durch unmittel­
bare Fortsetzung entstehendes Element gibt, dessen Konvergenzkreis den 
des gegebenen Elementes berührt. Der Berührungspunkt liefert dann die 
fJ- Koordinate der singulären Stelle, und die zu diesem Berührungspunkt 
gehörige radiale Kette liefert die Kettenkoordinate der singulären Stelle. 
Nehmen wir nämlich im Gegenteil an, die Konvergenzradien einer jeden 
radialen Kette strebten bei Annäherung an den Rand des Konvergenz­
kreises unseres Ausgangselementes nicht gegen Null. Dann besitzen die-

'" -
1) Für den Fall, daß l! = 00 ist, hat man Y ~_ zu nehmen. 

s 
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seI ben, da die l(onvergem:radien sich stetig mit dem Mittelpunkt lindern, 
auf jedem Hadius eine wesentlich positive untere Grenze. Daher leuchtet 
ein, daß man durch eine endliche Kette längs dieses lbdius lInser Element 
bis zu dem Endpunkt des Radius fortsetzen kalln. Dies wiire dann längs 
eines jeden Radius möglich, und jeder PeripheriepunH wiirde Mittelpunkt 
eines Elementes, dessen 'Konvergenzkreis mit dem des vorgelegten ein 
Bereichstück gemeinsam hätte, in dem beide dieselben Funktiollswerte 
liefern. Da aber die Hadien dieser Elemente sich wieder längs der 
Kreisperipherie stetig ändern, liegen sie alle oberhalb einer wesentlich 
positiven Schranke d und bedeeken daher mit dem Konnrgenzkreis des 
vorgelegten Elementes zusammen einen Kreis vom Radius d + r, wenn 
,. der Radius des vorgelegten war. In diesem stellten unsere Elemente 
eine eindeutige regulär analytische Funktion dar. Daher müßte die vor­
gelegte Jteihe nach S. 137 in einem größeren als dem vorgelegten Kreise 
konvergieren. 

Dieser Satz über den Konvergenzkreis ist ein bequemes Mittel, um viel­
fach bei der Entwicklung gegebener Funktionen in Potenzreihen schOll 
ohne vorherige Kenntnis ihrer Koeffir.ienten die Größe des Konvergenz­
radius anzugeben. Es ist eben der Abstand des Entwicklungslllittelpunktes 
vom niichsten singuEiren Punkte der Funktion. Soll lllan z. B. vi in der 
Umgebung von z = 0_ entwick.eln, so wird I a I der Konvergenr.radius, denn 
z = 0 ist der einzige endliche singuläre Punkt. Bei der Entwicklung von 
V (z - a) (z' - b) nach Potenzen von z ist der Konvergenzradius durch den 
kleineren der Werte I a I oder ! b i gegeben. Nach dieser llegel bestimmt 
Illan auch in allen S. 156 ff. gegebenen Beispielen mit Leichtigkeit den 
Konvergenzradius. 

S 5. Die Singnlaritiitell (ler eindeutigen Funktionen. 

Zunlichst möge sich der Leser wieder die Betrachtungen von S. 145 iiber 
isolierte eindeutige Singularitiiten ins Gedlichtnis zuriickrufen. 

Die singulären Stellen können noch ganz anderer Art sein als die 
damals betrachteten. Sie können auch ganze Kurven erfiillen. Z. B. 
lassen sich Funktionselemente mit endlichem Konvergenzkreis angeben, 
die über ihren Konvergenzkreis hinaus nicht fortgesetzt werden können 
Dann ist also im Sinne der S. 211 gegebenen Definition jede Stelle der 
Peripherie eille singuliire Stelle der Funktion. Das einfachste Beispiel 
riihrt von Weierstnlß her. Es ist die Reihe 
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(I. sei hier eine positive, b eine positive gan~e Zahl> 1. Der Konvergell~heis 
ist der EinheitskreiH. Denn 

lim ab" = 1. 
1/-)- 00 

Vom n-ten Glied an haben alle Exponenten den größten gemeinsamen 
'reiler b". Da die Summe der ersten Glieder als gan7.e rationale "B'unktion 
keinen Einfluß auf die Lage der Singularitäten hat, so will ich annehmen, 
cx sei eine Singularitiit von 

n=m,'" . 

auf der Konvergenzgrenze. Die :B'unktion kann dann auf dem nach dieser 
Stelle zielenden Radius nicht iiber diese Stelle hinaus fortgesetzt werden.1) 

Mache ich aber nun die Substitution 
2 i ll/t 

z = z' eb'" (h = 0, 1· .. ), 

so wird ((z) = fez'). 

Die F~nktion geht also bei Drehung der z-Ebene um den Winkel h 2::: in 

sich über. Daher sind alle Stellen, die bei diesen Drehungen aus IX ent-
h 2i" ~ 11 

ste en, also die bm Stellen lXe h &m auch singuUire Stellen der Funktion..:::.. an Zb . 

Diese Überlegungen kann ich aber für jedes 1n anstellen. Daraus folgt, 
daß die singuHiren Stellen auf der Konvergenzgrenze überall dicht liegen. 
Denn je größer ich 'In wähle, um so kleiner wird der erkennbare Winkel­
unterschied zweier Singularitäten. Da aber Häufungspunkte von singulären 
Stellen natiirlich wieder singuliire Stellen sind, so ist jede Stelle des 
Konvergemkreises singulär. Könnte man ja auf irgendeinem Radius die 
Funktion über den Kreis hinaus fortsetzen, so müßte es auf demselben 
einen von Singularitäten freien Bogen geben. 

Man nennt den Einheitskreis eine natü1'liche Grenze der Funktion, den 
Einheitskreis ihren Existenzbereich. Schon der Umstand, daß man den 
Einheitskreis auf andere Bereiche analytisch abbilden kann, läßt vermuten, 
daß die Gestalt des Existenzbereiches eine recht mannigfache sein kann. 
Wir werden später (S.291) sehen, daß er in weitem Ausmaß willkürlich 
vorgegeben werden kann. Wir werden lernen, stets Funktionen mit ge­
gebenem Existenzbereich zu konstruieren. Über die singulären Linien selbst 
wäre noch mancherlei zu sagen. Indessen soll erst im zweiten Band näher 
auf solche Dinge eingegangen werden. 

1) Denn sonst wä.re sie auch auf jedem anderen im Einheitskreis nach dieser Stelle 
geführten Weg darüber hinaus fortsetzbar. 
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§ 6. Die Singularitiitcll der mellrdeutigeu !1'ullktiollCIl. 

Wir beschränken uns hier auf die isolierten singuHiren Stellen. Wir 
denken uns eine Stelle a und einen um dieselbe geschlagenen Kreis. Bs 
soll möglich sein, ein zu einer Stelle b dieses Kreises gehöriges Funktions­
element ~ (z - b) auf allen diesem Kreise angehörigen Wegen, welche die 
Stelle a nicht treffen, fortzusetzen. Diese Elemente mögen eine Umgebung 
jener singuHiren Stelle ausmachen. 

Der Fall, daß sich dabei eine eindeutige Funktion ergibt, wurde bereits 
im vorigen Paragraphen erledigt. Nehmen wir an, es ergebe sich eine mehr­
deutige Funktion. Dieselbe kann endlichvieldeutig oder unendlichvieldeutig 
sein. Um klaren Einblick in alle Möglichkeiten zu gewinnen, will ich :i\Q­

nächst annehmen, es gebe eine ganze positive Zahl n derart, daß (Ca + tn) =F(t) 
in der Umgebung von t = 0 eindeutig wird. Dann ergeben sich für F(t) 
alle früher bei eindeutigen ]'unktionen aufgezählten Möglichkeiten. Denn 
F (t) ist überall in einem Kreise um t = 0 erklärt, weil es auf allen t = 0 
nicht treffenden Kurven fortgesetzt werden kann (vgl. auch S. 217). Also 
ist entweder F(t) bei t = 0 regulär oder es hat einen Pol rn-tel' Ordnung 
oder aber eine wesentlich singuläre Stelle. In den beiden ersten Fällen 
wollen wir sagen, die Funktion zeige an der Stelle z = a algebraischen 
Chw'akter oder sie habe da einen algebmischen Verzweigungspu;n7ct n·tm· Ord­
ntmg. Die Benennung werden wir später durch den Nach weis rechtfertigen, 
daß bei den algebraischen Funktionen andere Singularitäten als diese nicht 
auftreten. Die Stellen algebraischen Chara7cte1's sind also dadttrch definiert, 
daß die Fttn7ction fez) in ihrer Umgebttng dtt1'ch eine Entwicklung der Fm'rn 

2' a" (v z - a Y mit endlichvielen negativen Poten:3en dargestellt werden kann. 
Die Funktion ist also auf einem n-blättrigen Windungsstück um den Punkt 
z = a eindeutig. Wir erweitern nun wieder den Begriff des Funktions­
elementes, indem wir auch derartige Entwicldungen als Elemente ansprechen 
und ihre n-blättrigen Konvergenzkreise wie die schlichten Kreise zum Auf­
bau der ]fläche ~erwenden. Im unendlichfernen Punkt ist sinngemäß das 

gleiche zu machen. Man hat nur statt r z - a die Funktion V~ als Ent­

wicklungsgröße zu verwenden. Durch diese Erweiterung des Elementbegriffes 
geht die analytische Funktion in das analytische Gebilde, das Riemannsche 
Feld in die Riemannsche Fläche über. -

Hat man die Funktion in der Form (z) = ~ a" tY. (t = »,; Z - a) ent­
wickelt, so sagt ~an auch, man habe sie in der Umgebung der Stelle z = a 
'Uniformisiert, d. h. eindeutig gemacht. Denn mit Hilfe des uniformisierenden 
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Parameters t findet man so die eindeutige Parameterdarstellung der Funktion 
in der Form 

! 1II Unendlichferncll hat man als uniformisierendell Parameter dann t = '1/; 
zu verwenden nnd hat also die Parameterdarstelluug 

"- I f (") - ~a tY. h - , V'" -,..;;;., )1.'. 

t" 

n bedeutet in heiden Fiillell eine positive ganze Zahl. Kommen nur endlich­
viele negative Potenzen vor, so liegt ein Element algebraischen Charakters 
,"or. Fiir n = 1 sind darunter als Spezialfall die Elemente rat.ionalen Charakters 
enthalten. 

Unter einer Stelle der Riemannschen FHiche von f(z) versteht man nun 

den Inbegriff (a, ~ (yz - a) und (00, ~ (y~), wo diese H,eihen nur end­

lichviele nega~ive Potenzen enthalten. Jedem algebraischen Element Jer 
Funktion entspricht so eine Stelle der Hiemannschen Fläche, die von der 
Gesamtheit dieser Stellen gebildet wird. Unter der Umgebung einer Stelle 
dieser Fliiche versteht man, soweit es sich um reguHire Stellen handelt, das 
gleiche wie beim Feld; soweit es sich um singuHire Stellen handelt, macht 
die S.211 erkHirte Umgebung derselben auch die Umgebung der betreffenden 
Stelle der Hiemannschen Fliiche aus. 

Zu jeder Stelle einer Uiemannschen Fliiche gehört also ein lokaler uni­
formisicrcl/(Zcr Parameter, d. h. eine in der Umgebung der FHiche eindeutig 
und analytisch erklärte Funktion, durch welche diese U mge bung auf rin 
schlichtes FHichenstiick abgebildet wird. Als solcher lokaler uniformisierender 
Parameter kann im Falle einer jeden schon dem Felde angehörigen endlichen 
Stelle mit der z-Koordinate a die Funktion t = z - a dienen, in der Um-

gebung einer unendlich fernen Feldstelle wird t = ~ verwendet. In der 

Umgebung eines endlichen 1/1- bliittrigen Verzweigungspunktes benutzt man 

t ='yz-a, in der Umgebung eines unendlich fernen m-bHi.ttrigen Yer-

zweigungspunktes endlich t = y}. Eine auf der Fläche eindeutig erkl1irte 

Funktion heißt dann in einer Flächenstelle stetig, wenn die durch Ein­
führung des Parameters entstehende Funktion FU) in t = 0 stetig ist, sie 
heißt regulär analytisch, wenn F (t) in t = 0 reguHir ist. Sie heißt von 
rationalem Charakter und besitzt insbesondere einen Pol n-ter Ordnung, 
wenn F(t) bei t = 0 einen Pol n-ter Ordnung besitzt. 

Angesichts dieser lokalen uniformisierenden Parameter drängt sich hier 
schon die Frage auf, ob es nicht möglich ist, auch für den Gesamtverlauj' 
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der Funktion solche eindeutige ParaUleterdarstellllngen zu finden, wie Sie 

eben filr die Umgebung der einzelnen Stellen abgeleitet wurden. Die Be­
antwortung führt zur Lehre von der UnifoTmisierung. 'Vif werden Sie 

später ausführlich behandeln. 
Jetzt haben wir nur noch ein Wort ii ber den Fall zu sagen, wo J ie 

Funktion in der Umgebung der Stelle a nicht endlichvieldeutig ist" so 
daß es also keine endlichvielbl1ittrige Umgebung gibt, in der die Funktion 
eindeutig ist. Dann führt man die unendlichvielbl1ittrige Fliiche des log (z - a) 
ein und betrachtet also die Funktion (Ca + Cl) in ihrem Bilde, d. h. also in 
einer Halbebene. Man erhiilt dann eine Funktion, die sich auf beliebigen 
in der Halbebene gelegenen ,,, egen muß fortsetzen lassen, also eine Fun k­
tion, die in der Halbebene eindeutig ist. Also hier wird (a + pi) in der 
Umgebung von z = a eindeutig. 

Solche unendlichvielbHittrige Verzweigungspunkte zählt man aber nie 
den inneren Punkten der Riemannschen FUiche zu. Sie gehören stets ihrem 
Rande an. 

Au fg a be: Man beweise, äaß die S. 207 eingefiihrten Hationalitiitsfelder 
und die hier eingeführten Hiemannschen Flächen funktiollentheoretische Be­
reiche sind im Sinne der S. 69 gegebenen Definition. 

§ 7. Der Monodromiesatz. 
Es sei ein einfach zusammenhängender Bereich B in der z-EvclIe gegeben. 

A sei ein Punkt aus seinem Inneren 1I11d \P(z - A) ein rcg/lliires FlmHions­
element. Es soll möglich sein, dasselbe 7ängs jedem beliebigen in B gelegenen 
Wege fortzusetzen. Dann bilden alle Fortsetzungen, die {iillYs beliebigen in 
B geZeycnen Wegen ·crhalten wC1·dcn können, eine in B eindcutigc durehwefl 
reguläre Punktion. 

Man kann den Satz etwas weniger priizis auch so aussprechen, daß eine in 
einem einfach zusammenhängenden Bereich regul1ire Funktion notwendig 
eindeutig ist. Der Satz will also von der "lokalen" Eindeutigkeit in der 
U wgebung der einzelnen Stellen auf die Eindeutigkeit im "großentI, d. h. 
im Gesamtyerlauf durch den Bereich schließen. 

Zuniichst leuchtet ein, daß ein jedes bei dieser Fortsetzung erhaltene 
Element im größten ganz in B gelegenen Kreise konvergiert. Denn sonst 
läge' auf seinem Rande eine singuHire Stelle, die dem Inneren von B an­
gehörte. Die Funktion könnte somit auf dem vom Mittelpunkt nach dieser 
Stelle gezogenen Radius nicht über die Stelle hinaus fortgesetzt werden. 

Ich nehme nun an, es giibe irgendeinen geschlossenen Weg von A 
nach A, auf dem das Element I,ß (z - A) sich fortsetzen, ließe, ohne nach 
Vollendung des Umlaufs zum Ausgangselement zurückzukehren. Die Funk-
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tiOll verh[ilt sich dann mehrdeutig bei Fortsebmng längs der Kurve. Ich 
will zeigen, daß dies nicht eintreten kann. Da jede Fortsebmng, wie wir 
gesehen haben (S. 202), durch eine endliche Kette von Elementen bewerk­
~telligt wird, so ist die hier eingeführte Fortsetzung gleichwertjg mit der 
~'()rtsetzung längs drs Polygones, das die Mittelpunkte der FUllktions­
elemente aus einer soleheu Kette miteinander verbindet. Ich zerlege das so 

~·ig. 59. 

erhaltene Polygon durch Diagonalen in Dreiecke 
(vgJ. S. 116)_ (Fig 59.) Ich behaupte: Auch bei 
Fortsetzung längs mindestens eines dieser Dreiecke 
muß die Funktion mehrdeutig sein. Denn könnten 
alle Elemente der Kette eindeutig längs der Drei­
ecke fortgesetzt werden, so würde ich folgende 
Überlegung anstellen. Statt der Fortsetzung längs 
des Linienzuges DEF darf ich längs DF direld 
fortsetzen, weil das in F zum gleichen Element 

führt. Durch denselben Schluß kann ich statt der Linie ODF die Gerade CF 
einführen: So weiterfahrend kann ich aber schließlich dahin kommen, daß 
die Fortsetzung längs des Polygones gleichbedeutend mit der Fortsetzung 
längs des Dreieckes ABFA ist. Durch eine der eben am Beispiel darge­
lrgten ähnlichen Schlußweise kann ich stets ein Dreieck nach dem anderen 
Rbspalten, um schließlich ein einziges an die Ecke A anstoßendes übrig zu 
behalten. Auch hier würde die Fortsetzung zum Ausgangselement zurück­
fiihren. Soll dies nun aber bei der Polygonfortsetzung nicht statthaben, 
so muß es unter aU den eben betrachteten ein Dreieck geben, für das die 
Fortsetzung nicht zum Ausgangselement zurückfühtt. Dies Dreieck greife 
ich heraus. Ähnlich wie beim Cauchyschen Integralsatze zerlege ich es in 
4 Teildreiecke (Fig. 43) und schließe wie eben, daß schon bei Fortsetzung 
längs eines derselben eine Mehrdeutigkeit sich zeigen muß. Auf diese 
Weise werde ich auf immer kleinere Dreiecke geführt. N ach einer gewissen 
Zahl von Schritten gelangt man aber so zu einem Dreieck, das ganz dem 
Inneren eines jeden zu den Punkten seiner Seiten gehör-igen Elemente an­
gehört, weil ja deren Konvergenzradius mindestens dem Abstand des großen 
Dreiecks vom Rande von B gleich ist. Daher kann längs einem der­
artigen Dreieck die Fortsetzung nur eindeutig sein. Daher ist sie auch 
längs jedem Dreieck, längs jedem Polygon, längs jeder geschlossenen Kurve 
eindeutig. Somit gehört zu jedem Bereichpunkt nur ein Funktions­
element und die verschiedenen Fortsetzungen erklären in B eine eindeutige 
Funktion. 

Der hier bewiesene Satz ist wesentlich an die Voraussetzung eines ein­
fach zusammenhängenden Bereiches B gebunden. Ist B mehrfach zusammen-
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hängend, so bleibt bei sonst unveränderten Voraussetzungen der Satz nicht 
mehr richtig. Denn dann kann das Polygon, das wir beim BeweiR benutz­
ten, Randpunkte des Bereiches umschließen. Dann besteht sein Innerefi 
Hieht nur aus Bereichpunktpn, und die Dreieckzerlegung fuhrt alls dem 
Bereich heraus. So ist z. B. der log z auf jedem Wege i~ einem um deu 
Nullpunkt gelegten konzentrischen Kl'eisring fortsetl':har, ohne doch in 
diesem Bereiche eindeutig zu sein, 

Der Satz kann auf Funktionen erweitert werden, welche zwar Ilicht selbst 
auf allen Wegen fortsetzbltr sind, welche aber die Eigenschaft besitzen, 
daß ihre einzigen bei };'1ortsetzung im gegebenen Bereichn erreichbaren Sill­
gularitäten Pole sind. Der Beweis verHiuft ganz ähnlich wie eben, nur muß man 
jedesmal, wenn die Fortsetzung von ((z) selbst zum Stocken kommt, zur 
reziproken Funktion übergehen. Dann erkennt man wie eben, daß die bis 
auf Pole in einem einfach zusa'J'nmenhängenden Bereiche regulären Funktioncn 
notwendig eindeuti.q sind. 

§ g. Has ~piegelungsprinzip. 

Der einfachste Hall ist der, daß eine analytische Punktion längs eines 
Stückes der reellen Achse j'cgulär ist und auf diesem Stück reelle Werte an­
nimmt. Setzt man die Funktion nach beiden Seitcn diesC1' Strecke auf kon­
jHgiert imaginären Wegen fort, so erhält man in konjugiert imaginären 
PHnkten, welche also .ZU)· reellen Achse spiegelbildlich liegen, lamjugie'rt imagi­
näre F~mktionswerte, 

Der Satz sagt also einmal aus, daß man die _Funktion auf eiw'lll Wege 
dann und nur dann fortsetzen kann, wenn man sie auf dem gespiegelten 
Wege fortsetzen kann. Er gibt gleichzeitig eine Beziehung zwischen den 
so erhaltenen Funktionswerten an. Er enthält also sowohl eine Aussage 
über die Möglichkeit als eine Angabe über den Verlauf der Fortsetzung'. 

Zum Beweise nehme ich an, das Stück der reellen Achse liege zwisch('n 
Cl und bund a sei ein Punkt desselben. Eine Potenzreihe )ß(z - a), welche 
in der Umgebung der Stelle a auf der reellen Achse reelle Werte annimmt, 
besitzt reelle Koeffizienten. Denn die Koeffizienten sind bis auf die Fak-

1 
toren "'I den Ableitungen der Funktion im Punkte a gleich. Diese sind 

n. ..' f(z+h)-f'C~:: 
aber wie die Funktion selbst reell. Denn laßt man z, B. III -- --h---- -./ 

Z und h nur reelle Werte durchlaufen, so kommt ein reeller Grenzwert 
heraus. Die Summe einer Potenzreihe aber mit reellen Koeffizienten nimmt 
in konjugiert imaginären Punkten ihres Konvergenzkreises konjugiert 
imaginäre Werte an. Nun werde ein solches Element auf konjugint ima­
ginären Yvegen fortgesetzt. Seien etwa ß, ß zwei konjugiert imaginäre 

Bi eberbacb, Funktionentheorie I 15 
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Punkte im Konvergenzkreise und ~ (z - ß) sowie ~(z - ß) die durch un­
mittelbare Fortsetzung erhaltenen Elemente. Dann sind die Koeffi7.ienten 

dieser Reihen wieder bis auf den Faktor ~'i die Ableitungen von mez - al n. 
in den beiden konjugiert imaginären Punkten. Diese sind aber konjugiert 
imagmar. Nun hat man wieder in diesen beiden konjugiert imaginliren 
Konvergen7.kreisen dieser beiden Elemente zwei konjugiert imaginäre Punkte 
7.U nehmen und da die neue Entwicklung anzusetzen. Wieder erhält man 
konjugiert imaginäre Elemente. 

Der Sat7. kann in mannigfacher Weise erweitert werden. Zunächst 
werde angenommen, daß die Funktion statt auf der reellen Achse auf irgend­
einer Strecke einer anderen Geraden g. Werte annehme, die wieder irgend­
einer Geraden gw angehören. Dann nimmt die Funldion in Punkten, welche 
spiegelbildlich zu g. liegen, Werte an, welche zu gw spiegelbildlich sind. 
Zum Beweise hat man nur eine Drehung beider Ebenen vorzunehmen, 
welche die beiden Geraden in die reellen Achsen überführt. Seien z. B. 
z = az\ + ß und w l = Aw + B zwei Drehungen dieser Art, dann wird 
w1 = A ((az l + ß) + B. Dies ist nun eine Funktion, welche für reelle Zl 

reelle Werte w1 annimmt. Sie nimmt daher in konjugiert imaginären 
Punkten konjugiert imaginäre Werte an. Gehen wir nun zu der z- und 
10 - Ebene zurück, so werden aus diesen konjugiert imaginären Punkten 
Punkte, welche zu den Geraden g. und gw spiegelbildlich liegen. 

Es leuchtet ein, wie man statt mit Drehungen analoge Überlegungen 
.mit beliebigen winkeltreuen Abbildungen anstellen kann. Wir wollen z. B. 
beliebige lineare Abbildungen heranziehen. Da diese die reellen Achsen in 
Kreise überführen und dabei konjugiert imaginäre Punkte in inverse Punkte 
dieser Kreise verwandeln (S. 59), so gewinnen wir dann den folgenden 
Satz: 

Eine analytische Funktion sei auf einem Bogen eines Kreises K regulär 
1tnd bilde ihn auf einen Kreisbogen K 1 ab. Dann nimmt die Funktion bei 
der Fortsetzung auf zu K inversen Wegen stets ZU](1 inverse Werte an. 

Noch in anderer Richtung kann unser Satz vertieft werden. Man kann 
nämlich ohne die Annahme auskommen, daß die Funktion auf dem Stück 
der reellen Achse analytisch ist. Es genügt die Stetigkeit vorauszusetzen, 
um daraus schon auf den analytischen Charakter zu schließen. Ich will 
die Voraussetzungen genau formulieren: 

In einem von einem Stück der reellen Achse begrenzten Bereich B der 
oberen Halbebene sei f (z) eindeutig und analytisch. Überdies sei die Funldion 
im abgeschlossenen Bereich, also namentlich auf der reellen Achse stetig und 
nehme hier reelle Werte an, dann ist S1'e auch m~f der reellen Achse analytisch. 
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Zum Beweise spiegeln wir den Bereich 11 an der n~ellen Adlse und VflT­

einigen ihn mit diesem Spiegelbild zu einem größeren Bereiehe. Im Spieg-el­
bild werde die Funktion f' (z) nun aueh erkliirt durch die ~'est8etznl1g, daß 
r (z) = fez) sein soll. So erhalten wir eine im erweit.erten Bereiche stetig-e 
Funktion, deren analytischen Charakter wir naehweisen wollen. ZI1 dem 
Ende schlagen wir um einen Punkt der reellen Achse einen dem Bereich 
angehörigen Kreis K und betrachten das darüber im positiven Sinne Prstreekt,p 
Integral 

1 r (itl I f­

::niJ l:_z C '" 

Es stellt eine III K analytische Funktion dar. Jch werde beweisen; daß sie 
in B mit f (z) übereinstimmt. Dann stellt sie im übrigen Teil des Kreises 
eine Fortsetzung von r (z) dar, so daß diese Funktion also tatsächlich auf 
der reellen Achse regulär ist. Sei also z im Integral eine Stelle aus dem 
oberen Halbkreis. Dann füge ich die heiden über den Kreisdurchmesser 
erstreckten Integrale b 

_1_, ff(l:l d S 
2n~. I:-z 

a 

und 

zu. Ihre Summe ist Null, so daß dadurch keine Änderung eintritt. Dann 
kann ich das Integral in die beiden Integrale über die beiden Halbkreise 
zerlegen. Das über den unteren Halbkreis verschwindet, das über den oberen 
Halbkreis ist gleich r (z), wie ich jetzt beweisen will. Ich betrachte z\,nächst 
statt des Integrales über den unteren Halbkreis 
das Integral über das Kreissegment der Fig. 60. 
Dieses Integral verschwindet, weil im Inneren 
dieses Segmentes ((I:l 

I:-z 
Fig.60 

eine reguläre Funktion von ~ ist. Wähle ich nun aber die Begrenzungs­
gerade des' Segmentes genügend nahe an der reellen Achse, so sind Segment­
integral und Halbkreisintegral wegen der Stetigkeit der Funktion r m be­
liebig wenig verschieden. Daher ist auch das untere Halbkreisintegral Null. 
Durch dieselbe Überlegung erkennt man auch, daß das obere Halbkreisintegral 
den Wert ((z) besitzt. 

Als Anwendung dieser Überlegungen wollen wir den folgenden Satz be­
weisen. Von einer Funktion f (z) sei bekannt, daß sie im Inneren des Ein­
heitskreises bis auf Pole regulär ist, daß sie am Rande des Einheitskreises 
stetig ist 1md daselbst den Betrag Eins besitzt. Dann ist die Funktion not-

15* 
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wendig rational. Denn nach dem eben bewiesenen Satze iBt die Funktion 
auf dem Einheitskreise regulär 1) und daher nach dem Spiegelungsprinzip 
in der ganzen Ebene bis auf Pole regulär. Daher ist sie nach S. 151 eine 
rationale Fun ktion. 

Neunter Abschnitt. 

Einiges über algebraische Funktionen. 
§ 1. AlJgemeine Sätze. 

Unter einer algebraischen Funktion versteht man eine Funktion W (zi, 

welche einer algebraischen Gleichung zwischen wund z genügt. Diese Gleichung 
sei f (w, z) = O. Dann bedeutet alBo f (w, z) eine ganze rationale Funktion, 
die in w vom n-ten, in z vom m-ten Grade sein möge. Trägt man einen 
bestimmten 'Wert von z ein, so erhält man eine algebraische Gleichung in 
w, die im allgemeinen vom n-ten Grade sein wird. Der Grad erniedrigt 
sich nur dann, wenn man für zeine Nullstelle des Koeffizienten gewählt 
hat, welchen w n bekommt, wenn man die Gleichung nach Potenzen von w 
ordnet. An diesen Stellen liegen die Pole der Funktion w (z). Wir müssen 
nämlich durchweg auch das Unendlichferne berücksichtigen. Das geschieht 

in bekannter Weise durch Einführung von w = .!.. oder wenn man w (z) für 

z = 00 untersuchen will, durch Einführung von 1Iz = i·· Trägt man dann 

.!.. für wein, so erhält man eine Gleichung in 1], deren Absolutglied der 
?J 
seitherige Koeffizient der höchsten Potenz von w wird. Wählt man dann 
z so, (taß dieses Absolutglied verschwindet, so hat die entstehende Gleichung 
eine einfache oder mehrfache Wurzel 'YJ = O. In ihrer U mge bung kÖllnen 
wir dann die Wurzeln genau so untersuchen, wie das jetzt bei der Gleichung 
f (w, z) in. der Umgebung jeder anderen Stelle geschehen wird und wie dies 
im weselltliclien S. 192 bei der allgemeinen Betrachtung der impliziten Funk­
tionen vorgezeichnet ist. 

Wir betrachten also nun zunächst die Funktionselemente einer algebraischen 
Funktion, und dann wollen wir den Aufbau der Funktion aus diesen Ele­
menten etwas näher untersuchen. 

Ich nehme zunächst einen Wert z = a, für den f (w, z) = 0 n ver­
schiedene endliche Wurzeln W 1 , w 2 ,'" W n besitzt. Hür diesen Wert ist 
also der Koeffizient von wn von Null verschieden und für keines der 

Wertepaare (a, w 1 )··· la, wn ) verschwindet ;~ (w, z). Wir können somit 

1) Man erkennt dies nach einer vorbin schon angewendeten Schlußweise durch 
lineare Abbildung des vorigen Satzes. 
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den S. 192 bewiesenen Satz über implizite Funktionen anwenden. ~;s gibt 
daher n verschiedene Fuuktionselemente, 

~I (z - - (t), . .. I.P" (z - a), 

die für z = a bzw. die Werte wl> w",' .. w" annehmen, und die in dPl' lJ 111-

gebung von z = a der Gleichung 

l(~y.(,e' - al, z) = 0 (r. = I) 2··· n) 

genügen. Jedes derselben definiert somit eine analytische Funktion w< I z), 
die nach dem S. 204 bewiesenen Satz Uber die Permanenz der Funktional­
gleichungen in ihrem Gesamtverlauf der Gleichung f (w" (zl, z) = 0 genügt. 
Da aber die Möglichkeit besteht, daß einzelne der n Elemente auseinander 
durch Fortsetzung hervorgehen, wie z. B. bei w 3 _ z = 0, so brauchen die 
n eben erklärten Funktionen nicht voneinander verschieden zu sein. Bevor 
wir diese Dinge näher untersuchen, müssen wir einiges über die Singularitiiten 
der algebraischen Funktionen hervorheben. Wir wollen also jetzt die bis­
her ausgenommenen endlichen und unendlichen z-fStellen untersuchen. Zu­
nächst kann festgestellt werden, daß nur für endlichviele z-Werte die 
Gleichung f (w, z) = 0 in w mehrfache Wurzeln haben kann. Dazu muß 

nämlich f (w, z) = 0 und ;~ (w, z) = 0 für dasselbe Wertepaar (w, .z) richtig 

sein. Eliminiert man aber aus beiden Funktionen w, so erhiiH Ulan die 
Diskriminante von ( (w, z \ Ihre Nullstellen sind die z -Werte, IIU welchen 
mehrfache w-Wurzeln von ((w, z) = 0 gehören können. Sie ist eine ganze 
rationale Funktion von z vom Grade (m + n) (m + n - 1). Über den Stell('n 
drr $- Ebene, wo die Diskrl:minante versrhwindet, können somit Verzweigun.(}f'n 
VOll w (z) vorkommen. Hinzu kommen noch die Siellen z, wo der Koeffizient der 
höchsten Potenz ron W I'erschwindet. lJenn dort liegen, wie wir sahen, die Pole 
der Fuuktion. Ferner bedarf z = 00 einer besonderen Betrachtung. Im ganzen 
sind also höchstens ('In + n)2 - n + 1 Slellen in der z-Ebene als z-Koordinaten 
singulärer Stellen markiert. Betrachten wir nun eine der endlichen singumren 
z- Koordinaten, z = a, die zunächst nicht Nullstelle des KoeffilIienten von 
W" sein möge. Hier ist der W eiersÜ'aßsche Vorbereitungssatz ammwenden. 
Er lehrt uns, daß man um die betreffende Stelle eine Umgebung abgrenzell 
kann derart, daß zu jedem Punkt der Umgebung n gewöhnliche, die Gleichung 
lösende Funktionselemente gehören. Es bleibt also nur noch festzustellen, 
wie dieselben in der Umgebung der Stelle durch Fortsetzung auseinander 
hervorgehen. Es leuchtet ein, daß man jedes dieser Elemente auf jedem in 
der Umgebung gelegenen Weg, welcher die Stelle selbst nicht trifft, fort­
setzen kann. Denn sonst gäbe es in jeder Umgebung von z = a weitere 
z- Koordinaten von singulären Stellen, was offenbar nicht zutrifft. Betrachten 
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wir also ein Element mit einer z-Koordinate, das dieser Umgebung angehört, 
setzen es auf irgendeinem Weg bis an z = a hin fort. Wenn wir dabei 
nicht zu einem regulären Element ~ (z - a) gelangen, so erhalten wir durch 
diese Fortsetzung eine singuläre Kette, die eine singuläre Stelle mit der 
,,-Koordinate a bestimmt. Ich nehme an, sie sei r--deutig ft ~ 1. Dann 
ist sie nach den vorausgegangenen Ausführungen völlig /t-deutig (vgl. 8. 215). 

11 ~----

Führt man daher durch t = Y z - a die neue Variable t ein, setzt also 
z = (t + tu in f (w, z) = 0 ein, so wird die Umgebung der singulären Stelle 
auf die schlichte Umgebung von t = 0 abgebildet. Die in jener Umgebung 
eindeutig erklärte Funktion w (z) geht dabei in eine um t = 0 eindeutig 
erklärte ji"'unktion über, welche in dieser Umgebung mit etwaiger Ausnahme 
von t = 0 selbst regulär und nach dem S. 194 bewiesenen Vorbereitungssatz 
auch beschränkt und bei t = 0 stetig ist. Sie kann daher in dieser Um­
gebung durch eine Potenzreihe ~ (t) dargestellt werden. Daher ist w (z) 

selbst in der Umgebung jener singulären Stelle durch eine Heihe ~eyz-a) 
dargestellt. An einer z-Stelle, wo der Koeffizient von w n verschwindet, 
kann man die endlichen Wurzeln wie seither untersuchen. Außerdem hat 

man durch Einführung von w = ~ noch nach unendlichen Wurzeln zu 
71 

fahnden. Man erhält so noch }11unktionselemente von der Form w = ~ )- = 
(' _____ ) (-!'/_) \ll(-Vz-a 

2 11 z - a, wo v eine ganze Zahl und 2 r z - a eine Laurentreihe in 

vz-='a mit endlichvielen negativen Potenzen ist. Durch Einführung von 

z = -f untersucht man endlich noch die Umgebung. V~ll z = (X) und erhält 

so noch Elemente, die durch Laurentreihen 53 (V~) mit endlichvielen • _ z 

negativen Potenzen VOll V ~ dargestellt werden. 

Diese Umstände rechtfertigen die schon oben für die hier auftretenden 
8ingularitäten gebrauchte Benennung "algebraischer Verzweigungspunkt". 
Wenn wir zu den Stellen algebraischen Charakters die regulären Stellen und 
die Pole noch hinzurechnen, so treten also bei algebraischen Eun7ctionen ntlr 

Stellen algebraischen Charakters auf. 
Die Gesamtheit aller dieser Elemente, welche aus einem derselben durch 

Portsetzung hervorgehen, machen also eine algebraische Funktion aus. Wir 
zeigen zunächst, daß die bisher gefundenen Eigenschaften für die algebraischen 
Funktionen charakteristisch sind, daß also umgekehrt eine jede endlichviel­
deutige Funktion w(z), welche nur algebraische Singularitäten besitzt, einer 
algebraischen Gleichung f(1O, z) = 0 genügt. 

B em er k u n g: Die Bedingung "endlichvieldeutig" ist wesentlich. Wir 
werden z. B. in den elliptischen Integralen erster Gattung Funktionen kennen 
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lernen, die nur algebraische Singularitäten besitzen, die aber trotzdem unendlich­
vieldeutig sind und also nicht algebraisch sein können. 

Ich beweise zunächst, daß nur über endlichvielen z-Stellen Singularitäten 
der Funktion liegen können. Zu dem Zweck stelle ich zunächst fest, daß 
unter einer endlich vieldeutigen Funktion eine Funktion zu verstehen ist, 
für welche die Zahl der zu den einzelnen Stellen gehörigen regulären oder 
algebraisch singulären Elemente beschritnkt ist. Sei diese Anzahl etwa 
höchstens v, so definiere ich eine v-deutige stetige Funktion auf der durch 
stereographische Projektion der z -Ebene erhaltenen Zahlenkugel dadurch, 
daß ich jeder Stelle die v (auf der Kugel gemessenen) Konvergenzradien 
der zugehörigen Elemente zuordne. Diese stetige }i'unktion besitzt somit 
nach bekannten Sätzen über stetige Punktionen ein wesentlich positives, 
also von Null verschiedenes Minimum Q. Denn sie ist ja überall von Null 
verschieden. Das bedeutet aber, daß die auf der Kugel gemessene Ent­
fernung der z-Koordinaten zweier singulären Stellen mindestens 11 beträgt. 
Daher kÖRnen nur über endlich vielen Stellen der z - Ebene solche Singulari­
täten liegen. Denn sonst müßten diese Koordinaten einen Häufungspunkt 
besitzen, und in der Nähe desselben lägen Koordinaten singulärer Stellen, 
deren Abstand kleiner als Q wäre. Somit gibt es auch in der z-Ebene 
Stellen, über welchen nur reguläre Elemente liegen. Ich greife eine solche 
Stelle beliebig heraus und nehme an, zu ihr gehörten die n regulären Elemente 
w1(z), w2(Z)···wl,(z). Wenn man dieselben auf beliebigen Wegen, die 
keine singuläre z-Koordinate treffen, fortsetzt, so erhält man alle zu solchen 
Stellen gehörigen regulären Elemente. Zu jeder regulären z-Koordinate ge­
hören somit gleichfalls genau !L reguläre Elemente. Bilde ich nun das 
Produkt 

so wird das eine eindeutige analytische Funktion von z. Denn wenn man 
dieselbe längs eines geschlossenen Weges in der z-Ebene fortsetzt, der keine 
singuläre z-Koordinate trifft, so ändern die n aus W 1 •.• w," hervorgegangenen 
Elemente nur ihre Reihenfolge. Das Produkt bleibt somit ungeändert. 
Ordnet man es nach Potenzen von z, so gilt der gleiche Schluß für die 
Koeffizienten, die ja symmetrische Punktionen der W 1 , w2,' •• w11 sind. Wir 
überzeugen uns nun weiter, daß diese Koeffizienten selbst nur algebraische 
Singularitäten besitzen. Denn Singularitäten können nur über den endlichvielell 
ausgenommenen z-Stellen liegen. Setzt man nun die !L-Elemente auf einem 
Weg fort, der an eine solche Stelle heranführt, so erhält man für einige 
dieser Elemente singuläre Ketten, welche eine singuläre Stelle definieren. 
Nach Voraussetzung hat man aber für die Umgebung einer jeden solehen 
algebraischen singulären Stelle eine Entwicklung der Funktion von der Form 
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mit endlich vielen negativen Potenzen. Die vorkommenden WurzelexponenteIl 
seien etwa .t1 , .tll ••• lx. Dann sei .t das kleinste gemeinschaftliche Viel­
fache dieser ganzen Zahlen. Dann lassen sich alle Wurzeln als ganze 

Potenzen von V z - a oder V~ darstellen, somit sind alle Entwicklungen 

von der Form ~ (Vz:"" a), ~ (11+). Jede ganze rationale ji"unktion von 

solchen Entwicklungen hat aber die gleiche Gestalt. i ) Die Koeffizienten 
unseres Produktes 

sind aber solche ganzen Funktionen von p, solchen Entwicklungen. Daher 
besitzen diese Koeffizienten auch nur algebraische Singularitäten. Da sie 
aber eindeutig sind, so können diese Singularitäten nicht Verzweigungs­
punkte, sondern nur Pole sein. Daher sind nach S. 151 die Ko·effizienten 
rationale Funktionen von z. Denn sie sind bis auf Pole regulär. Daher 
ist die Funktion (w - wi )··· (w - w p ) eine rationale Funktion von z und w. 
Und der Gleichung genügt unsere ji-'unktion; sie ist also tatsächlich eine 
algebraische Funktion. 

Nun erinnern wir uns an die Beobachtung, daß derselben Gleichung 
mehrere an~lytische Funktionen genügen können. Z. B. sahen wir schon 
S.206, daß nicht alle Elemente, die einer algebraischen Gleichung genügen, 
auseinander durch Fortsetzung hervorgehen müssen. Jetzt aber haben wir 
gesehen; daß diejenigen unter ihnen, die dies tun, für sich einer solchen 
algebraischen Gleichung genügen. Wenn also die algebraische Gleichung 
f(w, z) = 0 so beschaffen ist, daß ein Teil ihrer Elemente für sich eine 
algebraische Funktion Hen Grades bilden, die einer Gleichung fi (w, z) = 0 
genügt, so muß sich ((w, z) in der Form (w, z) = fl (w, z)· f, (w, z) 

schreiben lassen, wo auch (2 (w, z) eine ganze rationale Funktion von w 
und eine rationale Funktion von z ist. Denn seien wi " . W n alle Zweige, 
welche der Gleichung f(w, z) = 0 genügen, und versteht man unter fo (Z) 
den rationalen Koeffizienten von w", so ist 

f(w, z) = (o(z) (w - wl )··· (w - w,,). 

1) Vi[ enn also zwei Funktionen f1 (z) und (, (z) an der Stelle z = a von algebraischem 
Charakter sind, so gilt daa gleiche auch von Summe, Produkt und Quotienten. Daraus 
wieder kann man schließen, daß Summe, Produkt und Quotient zweier algebraischer 
Funktionen selbst algebraisch sind. Ebenso erweist sich die Ableitung einer jeden 
algebraischen Funktion als algebraisch. 
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Seien weiter W1 '" w" diejenigen derselben, welche für sich der Gleichung 
t; (w, z) = 0 genügen. Dann ist also (w -- w1) •.• (w - wl .) = t; DallPl' 

wird (w - w" + I)' .. (w - w II ) = t~ . f~ eine gamo:e rationale Funktion von 'U' 
o f 

und eine rationale li'ullktion von z. Denn es ilSt ja f2 = f' also wie (0 in ;; 
rational. I 

Eine ganze rationale Funktion von wund z, welche man in zwei Fak­
toren zerlegen kann, die heide in w ganz un(l rational sind und heide nur 
in z rationale Koeffizienten besitzen, nennt man reduzibel. Sollen also eina 
Imd dersellien algebraischen Gleichung mehrere verschiedene algebraische Funk­
tionen genügen, so muß die Gleichnng reduzibel sein. Und umgekehrt genüyt 
einer jeden irreduziblen Gleichung eine einzige algebraische Punktion. 

Wir gehen nun dazu über, in einigen Beispielen die }{iemannschell 
Flächen von algebraisehen Funktionen wirklich aufzubauen, um einen Ü bpr­
blick über den Zusammenhang ihrer Elemente zu gewinnen. 

§ 2. nie Gleichung z = WS + 3w2 + (iw + I. 
Diese Gleichung definiert eine dreideutige algebraische Funktion W l'z'). 

Ihre Riemannsche Fläehe i8t daher dreiblättrig über der z-Ebene ausgebreitet. 
Um den Zusammenhang ihrer Blätter ausfindig zu machen, müssen wir ihre 
Verzweigungspunkte untersU<,hen. Wir beginnen mit den im Endlichen ge­
legenen. Wir müssen also die Stellen der z-Ebene ausfindig machen, nir 
welche die Gleichung mehrfache w-Wurzeln hat. Diese Stellen genügen 
der Gleichung 3w2 + 6w + 6 = O. Wir erhalten also aus ihr zunächst die 
Werte, welche die Funktion w (z) an jenen Stellen annimmt. Die zugehi\rigell 
z-Werte erhalten wir, wenn wir diest' w-Werte in die gegebene GleichuIJg 
eintragen. Man findet so w = - 1 ± i und z = - 3 ± 2i. Es fragt sieh 
nun also, wie die drei Zweige der Funktion w (z) in der Umgebung jener 
Stellen zusammenh:ingen. Zwecks Bealltwortung dieser Frage beachten wir, 
daB die Umkehrungsfunktioll ,z (w) ja durchweg eindeutig ist. Soll also 
etwa w (z) an der Stelle a = - 1 + i \leu Wert w = !L und die Entwick-

lung w (z) = ~ (y z - a) besitzen, so muß umgekehrt z (w) =a + llP (w -!1)Y 
an der Stelle w = p. den Wert z = a J.-fach annehmen Dann müssen also die 
). - 1 ersten Ableitungen der Punktion z (w) an dieser f?telle verschwinden. 
Tatsächlich verschwindet ja an der Stelle !L die erste Ableitung 3w2 + 6w + 6, 
aber die zweite verschwindet nicht, da ja !L ulld ji. einfache Wurzeln der 
quadratischen Gleichung sind. Daher liegen über den Stellen a und IX zwei­
fache Verzweigungselemente (A = 2) der Riemannschen Fläche. Da aber 
die Fläche dreiblättl'ig ist, so gehört zu jeder dieser Stellen außerdem noch 
je ein reguläres Element. Nun haben wir noch den Blätterzusammenhang 
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im Unendlichen zu untersuchen. Man sieht sofort, daß z(w) für w = 00 

einen dreifachen Pol hat, daher hat die Umkehrungsfunktion im Unendlich­
fernen einen dreiblättrigen Verzweigungspunkt. Bei seiner U mlaufung hängen 
also die drei Blätter der Ji'liiche zusammen. Daher kann auch die Gleichung 
nicht reduzibel sein. Die Blätter seien durchlaufend numeriert. Dann müssen 
etwa bei Umlaufung von I-" Blatt I und II ineinander übergehen, bei Um­
laufung von jL aber Blatt n und IH. Denn wären diese Verzweigungspunkte 
nicht in dieser Weise verteilt, so würde eines der Blätter im Endlichen 
keine Verzweigung aufweisen. Bei Fortsetzung durch dieses Blatt erhielte 
man also eine durchweg eindeutige Funktion. Das lehrt der Monodromie­
satz. Das stünde aber im Widerspruch mit der Tatsache, daß bei Um­
laufung des unendlichfernen Punktes sich die Funktion nicht reproduzieren 
kann. 

Man erhält einen vielleicht noch etwas deutlicheren Einblick in den 
Aufbau der Fläche, wenn man sie auf die schlichte w-Ebene abbildet. Auf 
der Fläche ist nämlich die Funktion w(z) eine eindeutige Funktion des 
Ortes. Diese nimmt dazu noch jeden Wert nur ein einziges Mal an. Denn 
um die z- Stelle zu finden, wo der \Vert Wo angenommen wird, hat man 
nur Wo in die Gleichung einzutragen. Man findet ein einziges bestimmtes 
z, zu dem allerdings im allgemeinen drei darüber gelegene Punkte der 
Fläche gehören. In diesen drei Punkten nimmt aber w drei verschiedene 
Werte an, wenn nicht gerade über dp,r z- Stelle ein Verzweigungspunkt 
liegt. Dann liegen aber auch keine drei Stellen der Fläche über diesem z­
Wert. Denn der Verzweigungspunkt zählt als eine einzige Stelle. Daher 
wird durch die Funktion w(z) die }i'Iäche auf die schlichte w-Ebene abge­
bildet. Um die Abbildung zu übersehen, zerschneiden wir durch die gerade 
Linie, welche die Verzweigungspunkte verbindet, also die Gerade x = - 3, 
die ganze Fläche in sechs Halbebenen, in deren jeder dann w(z) eine eindeutige 
Funktion ist. Auf dieser Geraden ist nun x = - 3. Tragen wir z = - 3 + iy 
in die Gleichung der Abbildungsfunktion ein und trennen Real- und Ima­
ginärteil, so finden wir für die Bildkurve von x = -- 3 in der w-Ebene: 

- 3 = u3 _ 3u,v2 + 3u,2- 3v!+ 6u + 1 

Y = 3~t2v -- v3 + 6uv + 6v. 

Wie sieht nun diese Kurve aus? Man erkennt leicht, daß die Gerade 
U = - 1 der Kurve angehört. Da diese von der dritten Ordnung ist, muß 
sie also in diese Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen. Dieser wird 
die Hyperbel: 3v2 - (u, + 1)2 = 3. Von der Richtigkeit dieser Angaben 
überzeugt man sich leicht, wenn man die erste der beiden angeschriebenen 
Gleichungen betrachtet. Denn diese erste' ist gerade di.e Gleichung der 



.~:l. lhe Gleichung z _c w'! + :Iw:! + (jw + I 22H 
.~-- --

Bildkurve. Die zweite gibt nur an, 
c: : •.••. ~,::C: l~ =..::-- ~'::--0 In welcher Weise die Werte des Para-

meters y auf der Kurve verteilt sind. i- - I- - -- f- -- 1- ' j- - -- - f--.-
---I- -- -- - -- - i-t- =1 

Die Kurve dritter Ordnung sieht also so - ---- --j.- i- - -- - - f-l-- -

aus, wie dies in der Fig. 61 angedeutet ist. '~- - -- "- -- -- -I--I-i 

Sie zerlegt tatsächlich die Ebene in sechs 
-- ---I- --i 

i"': .. -- _.-
V I Bereiche. Diese entsprechen den sechs ....... ~ f- I-- --, 

'-'V I 
Halbebenen, in welche die Fläche zerfällt. I 
Die Bilder ! der Verzweigungspunkte wer-
den die Scheitel der Hyperbel. Die Brenn- ...J 

I 

punkte der Hyperbel, welche wir in der I--- t--- :-... i 

Fig. 61 besonders angedeutet haben, also ' ........ "-

die Punkte - 1 ± 2i, liefern die III der 
Riemannschen Fläche in den dritten Blät-
tern über den Verzweigungspunkten ge-
legenen Stellen. Man sieht deutlich, wie 
In J edem Verzwei un s g g p unkt vier Halb-
ebenen zusammenstoßen. Dem entspricht l"ig.61. 

es ja, daß in einem Hyperbelscheitel vier der Bereiche eine Ecke gemein­
sam haben. 1m Unendlichfernen aber stoßen alle sechs Bereiche zusammen. 
Um den unendlichfernen Punkt winden sich ja auch alle drei ~Hitter herum. 

Es bleibt uns nur noch die Bemerkung, daß das hier durchgerechnete 
Beispiel für alle Funktionen w(z) typisch ist, die durch Gleichungen drit­
ten Grades 

mit ao + 0 erklärt sind. Nur können ausnahmsweise, wie etwa z = w 3, die 
beiden endlichen Verzweigul1gspunkte zweiter Ordnung noch zu einem end­
lichen Verzweigungspunkt dritter Ordnung zusammenrücken. Das mag nun 
noch etwas näher erörtert werden. Zunächst leuchtet ein, daß der erste 
Teil unserer Überlegungen, welcher uns den Aufbau der FHiche erkennen 
ließ, für den allgemeinen Fall in gleicher Weise angestellt werden kann. 
Solange die quadratische Gleichung, aus der wir die Verzweigungspunkte 
bestimmten, zwei verschiedene Wurzeln besitzt, muß die Fläche zwei Ver­
zweigungspunkte zweiter Ordnung aufweisen. Im Unendlichen liegt immer 
ein Verzweigungspunkt dritter Ordnung, 80 daß die Gleichung stets irre­
duzibel ist. Daher müssen auch die beiden endlichen Verzweigungspunkte 
in der beschriebenen Weise auf die Blätter verteilt sein. Wenn aber unsere 
quadratische Gleichung eine Doppelwurzel hat, so verschwindet auch noch 
die zweite A.bleitung der Umkehrungsfunktion, und dementsprechend weist 
die Fläche noch einen endlichen Verzweigungspunkt dritter Ordnung auf. 
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Die Fläche sieht dann so aus, wie wir das bei Funktionen der Art 
s = a + (w - b)8 gewöhnt sind. Tatsächlich sind dies auch die emzlgen 
Fälle, bei welchen ein endlicher Verzweigungspunkt dritter Ordnung auf­
tritt. Denn wegen des Verschwindensder zwei ersten Ableitungen muß 
die Funktion z(w) an der betreffenden Stelle ihren Wert dreimal annehmen. 

Auch unsere Bemerkung vom Zerfallen der Kurve dritter Ordnung in 
eine Gerade und einen Kegelschnitt überträgt sich ohne weiteres. Denn 
da die Gerade, welche die Fläche in sechs Halbebenen zerlegt, durch die 
Verzweigungspunkte hindurchgeht, hat die Kurve dritter Ordnung zwei 
mehrfache Punkte_ Die Verbindungsgerade derselben schneidet also in mehr 
als drei Punkten und muß daher der Kurve angehören. Außer der Geraden 
ist dann immer noch eine Hyperbel vorhanden, die im Falle des endlichen 
Verzweigungspunktes dritter Ordnung selbst wieder in zwei Geraden zerfällt. 

§ 3. Beliebige rationale Fnnktionen. 
Der eben am Beispiel aufgewiesene Sachverhalt, wonach die Riemannsche 

Fläche der algebraischen Funktion w (s) ge}'ade das durch die rationale Um­
kehrungsfunktion z(w) entworfene Bild der w-Ebene ist, bleibt bei den 
Umkehrungen beliebiger rationaler Funktionen z = t (w) richtig. Deiln wir 
lernten ja S. 206, daß die Gesamtheit der Funktionselemente von w(z) 
durch Umkehrung der Elemente von f{w) erhalten wird. Wenn f(w) als 
Quotient zweier teilerfremder ganzer rationaler I!'unktionen geschrieben 
wird und die höchste dabei vorkommende Potenz von w die n-te ist, so 
lehrt der S. 184 bewiesene Fundamentalsatz der Algebra, daß zu jedem z· 
Wert n Werte von w gehören, daß alSQ die Riemannsche Fläche n- blätt­
rig über der z -Ebene ausgebreitet ist. Ihre Verzweignngspunkte erhält 
man, wenn man diejenigen Elemente der rationalen Funktion umkehrt, deren 

Ableitung nach dem Orts parameter w - a oder.!:. im Mittelpunkt des EJe-w 
mentes verschwindet, oder die einem mehrfachen Pol entsprechen. Man 

hat somit die Nullstellen von f (w) und von f (~) ~ aufzusuchen und die 

mehrfachen Nullstellen des Nenners von f(w) zu bestimmen. Trägt man 
diese Werte in z = f{w) ein, so erhält man diejenigen Stellen der z-Ebene, 
über welchen Verzweignngspunkte der Riemannschen Fläche liegen. Nun 
verbinde man dieselben durch eine geschlossene Kurve ~, welche die 
z-Ebene in zwei Bereiche zerlegen möge. Ich will sie wieder Halbebenen 
nennen. Ich suche alsdann in der w - Ebene die Bildkurve ~, von (ii auf. 
Sie zerlegt die w-Ebene in mehrere Bereiche. Jeder derselben wird 
durch z = f(w) auf eine der beiden Halbebenen abgebildet. Das folgt 
aus dem Satz auf S. 189. Da aber durch ~ die Riemannsche Fläche in 



§ 8. Beliehige rat. Funktionen. § 4. nie Gleichun.q w~ c= {l()Z4 + (( IZ.'/ + U2 Z2 + a.1z + ((-I 2:~ 1 

2 n Halbebenen zerlegt wird, so 7.erfällt die w-Ebelle dur~h w' in 
2 n Bereiche. Tn derselben Reihenfolge wie diese aneinanderhängelI, hat mall 
die Halbebenen der Hiemannschen Fläche aneinander7.uheften. Daher gibt die 
Bereicheinteilung der w-Ebene ein getreues Bild der l~iemanJlBchen ~'läche. 
Gerade dies eben allgemein beschriebene Verfahren ist es, daH wir im vorigen 
Paragraphen verwendeten. 

§ 4. Die Gleichung w 2 = ao~4 + atz3 + U",Z2 + a3~ + a •• 

Sie erklärt eine zweiwertige Funktion w(z). An jeder Stelle unter­
scheiden sich ihre beiden Werte nur durchs V or7.eichen. Die beiden Werte 
fallen in einen zusammen, wenn sie verschwinden. Das ist an den Null­
stellen der Funktion vierten Grades der Fall. An den von diesen ver­
schiedenen endlichen Stellen zeigt also auch jedenfalls nach dem Satze 
S. 156 die Funktion w(z) reguläres Verhalten. Dasselbe ist auch an den 
etwa vorhandenen zweifachen Nullstellen des Polynomes der Fall. Denn sei 
etwa w 2 =(z-a)2y2 (z). So wird w=(z-.a)Yg2(z5=(z-a)l.ß(z-a). 
Liegt aber bei z = a eine einfache Nullstelle, so wird w = Vz=-~ yg~(ZI. 
Dabei ist aber ygs(z) wieder bei z = a regulär, so daß also bei z = a ein 
z weifacher Verzweigungspunkt liegt. Ebenso fLihren die dreifachen N ull­
stellen des Polynomes zu einem zweifachen Verzweigungspunkt. Falls ao von 
N uU verschieden ist, also ein echtes Polynom vierten Grades vorliegt, be­
~it?,t w(z) im Unendlichen einen Doppelpol. Denn es wird 

Wenn aber ao = 0 und (tl + 0 ist, also ein Polynom dritten Grades vor­
liegt, haben wir im Unendlichen einen zweifachen Verzweigungspunkt, in 
welchem w(z) gleichzeitig unendlich wird. w(z) hat auf seiner Riemann­
schen Fläche dann im Sinne der S. 148 gegebenen Erklärung einen ein­
fachen Pol. Wir nehmen nun zunächst an, die Nullstellen des Polynomes 
dritten oder vierten Grades seien alle von- Ha 
einander verschieden. Dann hat also jedenfalls _'. 
die zweiblättrige RiemannscheFläche vier Ver- a . : 
zweigungspunkte, die beim Polynom vierten 0-- f-J < " 

Grades alle vier im Endlichen liegen. Beim <Z \, ___ ,,' 

Polynom dritten Grades liegt einer der vier ,-----
im Unendlichen. Der Aufbau der .Fläche aus Fig.62. 

den Elementen ist hiermit klargelegt. Man kann sich die Sache etwa 
dadurch anschaulich vorstellen, daß man sich zwei Exemplare der z-Ebene 
denkt. Ein jedes werde durch zwei Linien (Fig. 62) in gleicher Weise auf .. 
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geschnitten. Die Linien sollen die Verzweigungs punkte a, b, c, d paarweise 
verbinden. In diesen Linien denke man dann die heiden Blätter kreuzweise 
aneinander geheftet. So erhält man eine Fläche, die an jedem von a, b, c, d 
verschiedenen Punkte eine schlichte Umgebung aufweist, sich aber um diese 
Punkte herumwindet. . 

Man könnte nun versuchen, sich den Aufbau noch weiter im einzelnen 
dadurch Idarzumachen, daß man die Fläche auf eine schlichte Ebene ab­
bildet. Da ist aber zu bemerken, daß eine umkehrbar eindeutige bis auf 
Pole reguläre Abbildung auf eine schlichte Ebene nicht möglich ist. Diese 
Abbildung könnte nämlich nur auf eine volle Ebene erfolgen. Anderen­
falls hätte ja der Bildbereich Randpunkte. Sei A einer derselben, so ziehe 
ich eine Punktfolge des Bildbereiches heran, deren Grenzwert A sei. Diese 
Punktfolge besitzt eine Folge von Bildpunkten auf der Fläche. Al sei ein 
Häufungspunkt derselben. Grenze ich eine Umgebung um denselben auf 
der Fläche ab, so wird diese wegen des analytischen Charakters der Ab­
bildung auf einen Bereich der Bildebene abgebildet, welcher notwendig A 
enthalten muß, denn er enthält unendlichviele Punkte der Folge und das 
Bild von Al1 das aber nur A sein kann, im Inneren. 

Es bleibt also nur zu zeigen, daß man die Fläche nicht umkehrbar ein­
deutig auf eine schlichte volle t-Ebene abbilden kann. 

Um das einzusehen, betrachte ich die Umkehrungsfunktion z Ct), welche 
also in der endlichen t- Ebene bis auf Pole regulär ist und dieselbe auf 
die zweiblättrige Riemannsche Fläche mit vier Verzweigungspunkten ab­
bilden müßte. Sie nähme also einen jeden Wel't genau zweimal an. Daraus 
folgt, daß sie rational sein muß. Dies ist bewiesen (nach S. 151), sowie 
wir gezeigt haben, daß z (t) auch im Unendlichen von rationalem Charakter 
ist. Hätte aber z (t) im Unendlichen eine wesentlich singuläre Stelle, so 
käme sie nach S. 149 in beliebiger Nähe von t = 00 jedem vVert beliebig 
nahe. Daraus folgt aber nach S. 149, daß sie einzelne Werte unendlich­
oft annähme. Das widerspräche ihrer Ab bildungseigenscbaft. Daher ist z (t) 
rational. Da sie jeden Wert zweimal annimmt, hat sie die Gestalt 

_ At2 + Bt+ 0 
z (t) = D t 2 + Et + F' 

Sie führt diejenigen endlichen Punkte der z-Ehene III endliche Ver­
zweigungspunkte über, an welchen die Ableitung verschwindet.· Die Ab­
leitung verschwindet aber, wenn 

(AE - BD) t2 + 2 (AF - 0 D) t + BF - EO = 0 

ist. Das ist aber eine quadratische Gleichung. Also werden lediglich zwei 
endliche Punkte der t-Ebene in endliche Vel'zweigungspunkte übel'geführt. 
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Daher müßte noch t = 00 einen endlichen Verl\weigungspunkt liefern, weil 
sonst nicht mehr als I\wei herauskommen künnen. Da es aber auf eine 
lineare Transformation von t nicht ankommt1), so darf man annehmen, daß 
t = (Xl keinen VerzweigungßPunkt liefert. Niemals kann also eine rationale 
Funktion die schlichte t-Ebene auf eine I\weibliittrige PUiche mit vier Ver­
'l.wei gungspunkten ab bilden. 

A.lles in allem ist somit folgendes bewiesen: Es ist unmöglich, 
eine zweiblättrige Riemannsche Fläche mit vim' oder mehr Verzwei.qungs­
punkten umkeh?'bar eindeutl:g und analytisch auf einen schlichten Bereich 
abzubilden. 

Man kann sich den eben aufgewiesenen Sachverhalt auch anschaulich 
so klarmachen: Es gibt auf der Riemannschen Fläche geschlossene Kurven, 
welche dieselbe nicht zerfällen. So denke man sich z. B. die vollaus­
gezogene Kurve der Fig. 62 in dem einen Blatt gelegen. Sie zerschneidet 
die Fläche nicht in zwei Stücke, denn bei Durchlaufung der anderen zum 
Teil punktierten Kurve kann man' von der einen Seite derselben auf die 
andere gelangen. Die ausgezogenen Teile dieser Kurve liegen im gleichen 
Blatt wie die erste geschlossene Kurve, die punktierten Teile aber im 
nnderen, da man ja bei Überschreitung der beiden Linien (l,b oder cd vom 
einen Blatt ins andere gelangt. Die Existenz solcher geschlossener nicht­
zerstückender Rückkehrschnitte , wie die ausgezogene Kurve der Fig. 62 
einer ist, läßt die umkehrbar eindeutige Abbildung der Fläche auf eine 
schlichte Ebene unmöglich erscheinen, weil es dort keine geschlossenen 
nichtzerlegenden Kurven gibt. 2) 

Für kompliziertere Riemannsche Flächen spielt die Maximalzahl der 
nichtzerstückenden Rückkehrschnitte, das sogenannte Geschlecht der Fläche, 
eine wichtige Rolle zur Klassifizierung. So ist also die schlichte Ebene 
vom Geschlecht Null, die zweiblättrige mit vier Verzweigungspunkten, WIe 
man zeigen kann, vom Geschlecht Eins. Dies Geschlecht bleibt bei be­
liebigen umkehrbar eindeutigen stetigen Abbildungen der Flächen un­
geändert. Es ist, wie man sagt, eine Invariante der analysis situs. Die. 
analysis situs hat es ja mit dem Verhalten der geometrischen Gebilde bei 
umkehrbar eindeutigen stetigen A.bbildungen zu tun. So anschaulich be­
stechend die durch die Riema.nnschen Flächen für die Funktionentheorie 

1) Eine lineare Transformation von t bedeutet ja nur den Übergang zu einer 
anderen schlichten Ebene. :Man kann so Rtets erreichen, daß dem Unendlichen kein 
Verzweigungspunkt entspricht. 

2) Auf die Existenz solcher nichtzerlegender "Rückkehrschnitte " fällt noch ein 
besonderes Licht durch die S. 246 näher zu besprechende gestaltliche Struktur der 
mem annschen Fläche. 
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nllt~bar werdenden geometrischrll Vorstellungen !luch sein mögen, fUr die 
Stringen~ und Knappheit der Beweise wird damit wenig gewonnen. Im 
Oegenteil kommen damit ein gut Teil von Schwierig-keitcn neu hinzu. 

Zehnter Ahschnitt. 

Einiges über Integrale algebraischer Funktionen. 
§ I. Oie Integrale rationaler Funktionell. 

Die Partialbruchzerlegung lehrt, daß diese Integrale als Summe einer 
rationalen Funktion und des Logarithmus einer rationalen Funktion dar­
gestellt werden' I,önnen. Diese Logarithmen selbst nehmen bei Umkreisung 
ihrer Singularitäten um gewisse Konstanten zu. Alle Elemente der Inte­
gralfunktion also, deren Ableitung dasselbe Element des Integranden ist, 
unterscheiden sich voneinander um Konstanten, d. i. um Zahlen, die von 
der eill7.elnen Helle des Elementes unabhängig sind. Man nennt sie die 
Pl'rioden des Integrn.lcs. Wir greifen nur ein Beispiel hE'r:1.us, -das uns 

schon S.163 
Ausrechnung 

, 

hE'g:eg:nete, den Arcustau'o'·ens. Es sei !lIch,. Z = j~ dz . Die 
~ " b • 1 + z' 

ergibt 
arcto' z = ~ 10" i - Z 

b 2t" l+Z' 

Um die Funktionselemenle des Integrales zu untersuchen, hat man die EIe 
mente des Integranden zu integrieren. Alle liefern reguläre Elemente. Nur 
die zu z = + i gehörigen Elemente des lntegranden führen zulogarithmi­
sehen Singularitliten. Bei Umlaufung dieser Stellen wächst der Arcustangens 
um lt. Die zum gleichen z gehörigen Werte des Arcustangens unter­
scheiden sich voneinander um Vielfache von lt. Sie gehen daher aus­
einander hervor, wenn mun z geeignete Uml1iufe um ± i machen Hißt. Da­
her bilden alle diese Bestimmungsweisen des Arcustangens eine einzige 
analytische Funktion. 

§ 2. QUllllratwurzelll aos Polynomen zweiten Griules. 

lIIan lernt schon in der Integralrechnung, daß man durch einfache Um­
formung auf die Quadratwurzeln aus 1 ± zS, Z2 ± 1 usw. zurückkommen 
kann, und wenn man dazu noch das Komplexe zuläßt, so kann man sich 
auf die Betraehtung von yl=-Z2 beschränken. Hier beginnen wir mit 
dem arcnssinus, der uns schon S. 163 einmal begegnete.!) 

1) Der Leser rufe sich die Betrachtungen von S, 97 u. S, 11:l ins Gedächtnis zurück, 
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Man kann die [ntegralfunktion unmittelbar auf der Hiemannschell 
Fläche des Integranden untersuchen. Man hat dazu vor allem einen Über­
blick über die verschiedencn Elemente des Tlltegranden Im gewinnen und 
diese dann zu integrieren. Mau findet so, daß der arcu::lsinus im Endlichen 
als Funktion der Fläche überaH reguHir ist, daß er aber in den heidcll Ull­
endlichfernen Punkten logarithmische Verzweigungen aufweist. Denn dort 
wird 

,;y--:,. . VIII 1 + i (' 1) (' 1 ) r 1. - Z' = 1 Z - -,; a so ---:= = 7=- 1 + -- ~ 
z-, 111 --z' z Z =, ' 

so daß also das lntegral logarithmisch verzweigt wird. In <iem Vpr­
zweigungspunkt z = + 1 winl weiter 

~ =--= ---- + (z-l) ~ (z - 1) 1 1 (1 ) 
Vl-z! VI -z V2 . , 

also f" - " :; = 'E (y'z - 1). 
. Vl-z' . 

Hier ist also arcsin z nach der S. 70 eingeführten Ausdrucksweise 
regulär. Ebenso ist es in deu anderen Punkten der Fliiche. Dei Um­
laufung eines unendliehferncn Punktes erfiilnt der arcussilJus einen Zu­
wachs um 2~. Er ist also auf der Hiemannsehen Fläche der y'{:-,i? nicht 
eindeutig, sondem unendlichvieldeutig. Dem cntspricht. es aucl!, daß cr. 
wie wir ~. 99 sahen, diese FHiehe auf einen St.reifen der Breite 2n ab­
bildet, wie uas auch in der Periodizität. der U III kehrungsf'unktioll zum Aus­
druck kommt, 

So wie uen arcussillUS kann lIIau auch die übrigeIl Integrale VOll 

rationalen Punktionen von Z' und 71' = yl=,=-;j au f der H.iemaullschen FJ:iclw 
betrachten. Besser ist es aber jetzt --- ulld Illanchelll Leser wird PS schon 
für den arcussinus selbst besser erscheinen --, wenn wir jetzt die ratio­
nalisierenden Substitutionen heranziehen, die mau ja schOll im Heellen kenn t. 
und gerne verwendet. Diese Substitutionen laufen einfach darnllf hinaus, 
daß man durch eine geeignete Abbildung, wie z. B. 

i = V{=;=-~, 
die zwei blättrige HHiche der -Vi=-,82 auf eine schlichte volle I-Ebene ab­
bildet und in ihr dann Jie Integrale untersucht. I) Durch eine solche Sub­
stitution werden die J ntpgrale einer jeden rationalen Funktion von ::: und 
der yi-":""Z2 notwendig Jntegrale rationaler Funktionen. 

Eine J'ede alo'ebraische Funktion von z aeht niimlich uurch diese Sub-
b n 

1) V gl. hierzu S_ 97 u. S. 112. 

Bicherbaeh, Funktionl'ntIJcot'ie r 16 
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stitution in eine algcbraische Funktion von i über. Ist diese wie z und 
Yl- Z2 dazu noch eindeutig, so ist sie rational. Ebemw ist dann auch 
clz t' I dt ra lOlla . 

Wir wollen uns hier noch im V orbeigehen den allgemeinen Sati 
lIotieren, daß alle Funktionen, die auf der Fläche durchweg von rationalem 
Charakter sind, notwendig eindeutig sind und sich als rationale Funktionen 
von z und Vi - Z2 = w darstellen lassen. 

Dies leuchtet sofort ein, wenn wir eine spezielle Abbildung t(z) der 
Fläche auf eine schlichte i-Ebene betrachten und feststellen können, daß 
ihr t auf der Fläche eine rationale Funktion von z und w ist. Eine solche 

A 'ld . B V1- Z 1-z H" t' d T . . bb1 Ullg 1st z. . t = 1 +'- = . 1er lS III er at t eme ratIO' 
. Z 1I1-.e' 

nale Funktion von z und w. Durch diese Abbildung gehen aber alle 
Funktionen, welche auf der I?läche durchweg von rationalem Charakter 
sind, in Funktionen über, welche in der t-Ebene durchweg von rationalem 
Charakter 1), also rationale Funktionen fCt) sind. Sie sind also auch ratio· 
nale Funktionen von fJ und w. 

Jede andere Abbildung der Fläche auf eine andere schlichte Ebene 
muß also durch eine in der t- Ebene rationale Funktion vermittelt sein, 
welche diese auf eine andere schlichte Ebene abbildet. Also sind alle 
anderen Abbildungen durch -lineare Funktionen von dem eben eingeführten 
speziellen t darstellbar. Alle die scheinbar verschiedenen rationalisierenden 
Substitutionen also, welche man im Reellen betrachtet und. von welchen 
schon S. 112 die Rede war, sind weiter nichts als verschiedene lineare 
Funktionen einer beliebigen derselben, z. B. des hier gewählten t. 

Kehren wir nun zu den Integralen 

J(z) = j':R(z, V~7)dz, 

von welchem WIr ausgingen, zurück. Wir machen die Substitution 

,/1-z 1-t2 2t 
t= V 1+;:' d. h. z=1+t" also w=1+t2' 

1) Ist z. B. f(z) bei z =1 regulär, 80 gilt eine Entwicklung 

f(z) = \15(V1-Z), 
-- -- l-t" 

nun aber ist Vl- Z = t . V1 + z und z = 1 + t' = 1+ t'\]5(t'). Also wird 

V1- Z = ~(t). 

Also ist fez) = ~(t). 

Ebenso schließt man an den übrigen Stellen. 
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Dann wird f (J.- t2 2 t) t 
J(z) = pet) = - 4 ffi 1 + t"' 1 + t2 (1 + t.).dt. 

Wir haben also das Integral einer rationalen Funktion vor uns. Wir 
wenden dies insbesondere auf z 

,. . j' d:: 
~ = arcsm z = Vl~-~-;' 

o 

an. An der unteren Grenze fJ = 0 ist w(O) = + 1 zu wählen (S. 100). 
Dann finden wir t 

S = arcsin z = - 2J 1!! t 2 = i log!~ !i = i log (- iz + Vl-=-fJ2). 
I 

Bei der Abbildung der Riemannschen Fläche auf die schlichte t-Ebene 
gehen die beiden unendlichfernen Punkte in die Punkte t = 0 und t = 00 

über. Man findet bestätigt, daß hier der arcsin z logarithmische Verzwei­
gungen aufweist. Gleichzeitig hat man eine übersichtliche Vorstellung von 
der Bauart seiner Riemannschen Fläche. Sie ist einfach das Bild der Rie-

h FI" h 1 i-i mannsc en ac e von og t+ i' 
Unmittelbar erkennt man auch wieder!), daß der arcussinus die t-Ebene 

und damit die zweiblättrige Fläche auf unendlichviele Streifen der Breite 
2 7t abbildet derart, daß jeder Punkt der Fläche unendlichviele Bildpunkte 
besitzt, welche auseinander durch Verschiebung um Vielfache von 2 7t her­
vorgehen. Jede auf der Fläche oder in der t-Ebene eindeutige Funktion 
von durchweg rationalem Charakter geht also durch diese Abbildung in 
eine Funktion der Arcussinusebene über, welche durchweg im .Endlichen 
rationalen Charakter aufweist, und welche bei Verm ehrung ihres Argumentes 
um Vielfache von 2 ~ ungeändert bleibt. Sie wird also eine periodische 
j1~unktion der Periode 2 7t. Daß sie von rationalem Oharakter wird, erkennt 

man einfaeh daraus, daß ja t = ~+ e;~~ durchweg von rationalem Charakter 
~-e t~ 

in S ist. 
Aber man kann nicht umgekehrt sagen, daß alle eindeutigen Funktionen 

von S, welche durchweg oder auch nur in der endlichen ~-Ebene von 
rationalem Charakter sind, auf der Riemannschen Fläche oder in der 
t-Ebene durchweg ·von rationalem Charakter seien. Sie können vielmehr 
bei t = + i und t = - i ein ganz beliebiges Verhalten zeigen. Wenn sie 
nur in der übrigen t-Ebene von rationalem Charakter sind, gehen sie in 
eindeutige Funktionen der s-Ebene über, welche durchweg von rationalem 

1) Vgl. S. 98, wo diese Dinge schon einmal von weniger hoher Warte betrachtet 
wurden. 

16* 
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Charakter sind. Die Eindeutigkeit ergibt sich wieder als Folge des ratio-
nalplI Charakters aus dem MonotlrollliesaLz. 

~ ~. Ellil,tischc Integrale erster Gattuug. 

Unter einem elliptischen Jntegral versteht man ein J ntegral, dessen 
Integrand eine rationale Funktion von z und von der Quadratwurzel aus 
(~inem Polynom dritten oder vierten Grades von z ist. Man betrachtet also 
zweckll1äßi~ das Integral aHf der zweiblättrigen Hiemannsehen Fläche von 

1() =, l/ao,sl + ((lZ:S + a2z~ + a3,,' + a4. 

\ \' il' wollen auueh men, daß die Nullstelleu des Polynomes voneinander ver­

schieden seien. Denn SOllst kommen wir wieder auf den schon im vorigen 
Paragraphen behandelten .Fall eines Polynomes zweiten Grades zurück. 

Wir betrachten in diesem Paragraphen das einfachste aller elliptischen 
Integrale, das I ntegral erster Gattung. Dies ist das Jntegral 

-f d-
n(z) = -~. 

, ~ 11: 

a 

Als untere Grell'l;e a sei dabei irgendeil1e ganz beliebige Stelle der Rie­
mannsehen Fläche von tv (z) gewählt. -Wir wollen den Verlauf dieser 
analytischen Funktion untersuchen. Zunächst haben wir uns dazu wieder 
einen Überblick über ihre Funktionselemente zu verschaffen Es wird 
sich zeigen, daß das Integral erster Gattung auf der Riemannschen }1'läch~ 

eine durchweg reguläre, also auch polfreie Funktion ist. 'Wir scheiden die 
Elemente des T ntegranden in drei Sorten, in endliche reguläre Elemente, 
!Il Ver7.weigungselemente und in unendlich ferne Elemente. 

An einer endliclll'll gewöhnlichen Stelle a der Fläche winl 

1. 1. 11·I'a; 
= filZ - a) = - + - -,- (,. - Ci) + 

/I' +,. w(et) r1O(al]''' 

Also wird auch H (Z) = \131 (;--- a) = ~Ii'id' + ... 
Dort ist also das Integral regulär. Der Konvergenzkreis der Entwicklung reicht, 
wie gleich angemerkt sei, bis zum niichsten Verzweigungspunkt der Fläche. 
An einer \lIwndlichen Stelle, welche l1ieht Ver7.weigungsstelle sejl), wird 

7~ = Je \~C) = l/~~ :. + ... 

Hier wird also 

1) Es lit'ge also ein echtes Polynom vierten Grades vor. 
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Also aucl. hier ist u(z) reguHir. An einem endliehen Venweigungspunkt 
a wird 

Also hier wird 

Auch hier ist u(z) regulär. Sei endlich im Unendlichen eine Verzweigungs­
stelle der Fläche" liege also ein Polynom dritten Grades vor, so wird 

Also wird 

A.1so auch hier ist u(z) regulär. Wie im ersten Falle, so reichen auch in 
den anderen Fällen die Konvergenzradien bis zur nächsten Verzweigungs­
stelle der Fläche hin. De~n durch die V z ~ = t wird z. B. ein bis zum 
nächsten Verzweigungspunkt reichender Kreisbereich der Fläche schlicht 
abgebildet, und in dem Bildkreis konvergiert die Reihe als gewöhnliche 
Potenzreihe in t. Also muß die Reihe \l3(yz- oe) auf der Fläche auch in 
4em bis zur nächsten Verzweigungsstelle reichenden Kreis konvergieren. 

Die oben gegebenen Entwicklungen beginnen mit den im Ortsparameter 
linearen Gliedern. Daher wird die Umgebung einer jeden Stelle der Fläche 
auf ein schlichtes im Endlichen gelegenes Gebiet der u-Ebene abgebildet. Wir 
wonen daraus schließen, daß die Riemannsche Fläche w (z) durch t! (z) überhaupt 
auf die schlichte endliche u-Ebene abgebildet wird. Dazu betrachten wir 
die Umkehrungsfunktion z (u). Alle ihre Elemente sind von rationalem 
Charakter. Wir ordnen jeder Stelle des Bildbereiches über der u-Ebene 
eine Zahl zu: den Rationalitätsradius der Funktion z(t~). Das ist der Radius 
des größten um die betreffende Stelle als Mittelpunkt beschriebenen Kreises, 
in welchem z(u) durchweg von rationalem Charakter ist, Wenn also, wie 
wir beweisen wollen, z(tt) in der ganzen endlichen Ebene von rationalem 
Charakter ist, so muß der Rationalitätsradius an jeder Stelle unendlich sein. 
Ist dies aber nicht der Fall, ist er auch nur an einer Stelle endlich, so ist 
er, wie wir von S. 201/202 wissen" eine stetige Funktion des Ortes. Wir 
müssen aber nun weiter bemerken, daß in all den Bildpunkten, die dem 
gleichen Punkt der Fläche entsprechen, der Rationalitätsradius denselben 
Wert hat. Denn wenn das Integral eine mehrdeutige Funktion der Fläche 
ist, so kann es bei geschlossenen Umläufen nur um konstante Werte zu­
nehmen, weil ja seine Ableitung eindeutig ist; wir haben also mit jedem 
Bild der Fläche dann weitere Bilder, die aus ihm durch Parallelverschiebung 
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um solche Konstanten der Integralperioden hervorgehen. Gibt es nUll aher 
UIlI einen Punkt einen gewissen Rationalitätskreis, so wird aus diesem 
durch die Parallelverschiebung ein genau ebenso großer 11ationalitätskreis. 
Fassen wir daher nun den Hationalitätsradius statt als Funktion der n-Ebelle 
als Funktion auf der Riemannschen FHiche der Quadratwurzel auf~ so wird 
er eine auf der Fläche eindeutige durchweg stetige Funktion, die nirgends 
verschwindet und stets positive Werte annimmt. Eine solche Funktion 
lJesitzt aber bekanntlich ein positives Minimum. Also gibt es um jeden 
Punkt der n- Fläche einen Rationalitätskreis, dessen Radius oberhalb einer 
gewissen wesentlich positiven Grenze liegt. Daher kann es keine singu­
lären Stellen nicht rationalen Charakters für die Funktion zen) geben, denn 
bei Annäherung an eine solche Stelle müßte der Rationalitätsradius den 
Grenzwert Null haben. Daher ist z(u) in der ganzen endlichen ~b-Ebene 
von rationalem Charakter und daher nach dem Monodromiesatz eine ein-
deutige Funktion. Da weiter dz 

-=W dw 

ist, so ist auch w (z(n) 1 eine bis auf Pole reguläre eindeutige Funktion. 
Daher vermittelt das Integral erster Gattung eine schlichte Abbildung der 
Riemannschen Fläche auf die u-Ebene. Denn anderenfalls müßten zwei ver­
schiedene Punkte der Riemannschen Fläche, also auch zwei verschiedene 
Wertepaare (z, w) einmal dieselbe Stelle der u-Ebene liefern, was wegen 
der Eindeutigkeit beider als Funktionen von 1b nicht angeht. Aus diesen 
Darlegungen ergibt sich auch, daß der Bildbereich die 1t- Ebene völlig er­
füllt. Denn anderenfalls müßte man bei Fortsetzung der Funktion Z(1~) 
irgendwo einmal im Endlichen auf eine singuläre Stelle nichtrationalen 
Charakters stoßen. So erhalten wir den 

Satz: Das elliptische Integral erster Gattung vermittelt die schlichte 
Abbildung der Riemannschen Fläche seines Integranden auf eine volle 
Ebene mit Ausschluß des unendlich fernen Punktes derselben. 

§ 4. Über die Perioden eindeutiger analytischer Funktionen. 

Wir haben damit gezeigt, daß das Integral erster Gattung die Riemannsche 
Fläche auf die schlichte endliche u-Ebene abbildet. Diese Abbildung kann 
aber nicht umkehrbar eindeutig sein .. Unmöglich kann also das Integral 
eine auf der Fläche eindeutige Funktion sein. Denn schon S. 232 haben 
wir festgestellt, daß eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Fläche auf 
einen schlichten Bereich nicht möglich ist. Andererseits können sich die 
verschiedenen Zweige des Integrales nur um additive Konstanten unter­
scheiden. Denn je zwei zur selben Stelle der Riemannschen Fläche ge-
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hörige Elemente desselben haben dieselbe Ableitung. Bei Vennehrung von 
u um diese Konstanten muß aber dann z(u) unge1tndert bleiben. Also ist 
.z (u) eine periodische 1!'unktion. Sie kann aber unmöglich eine einfach 
periodische Funktion sein, d. h. eine Funktion, deren Perioden alle als 
Multipla einer derselben, etwa p, aufgefaßt werden können. Deun 
sonst unterschieden sich alle Zweige des J ntegrales erster Gattung um 
Multipla von p. 

Das bedeutete aber, daß durch das Integral die Fläche auf unendlich­
viele verschiedene Streifen der Breite p abgebildet würde. Jeder dieser 

" Streifen aber würde durch die Funktion e2,rci = t auf die schlichte t-Ebene 
mit Ausschluß von t = 0 und t = 00 abgebildet. u-Stellen, die sich um 
Multipla von p unterscheiden, liefern die gleiche t-Stelle. Einer jeden Stelle 
der Fläche entsprechen aber nur solche tt-Stellen, die um Multipla VOll P 
verschieden sind, also entspricht jeder FlächensteIle genau eine t-Stelle. Die 
Riemannsche Fläche wäre also umkehrbar eindeutig auf die t-Ebene ab­
gebildet. Das geht nach S. 232 nicht an. Also können nicht alle Perioden 
sich als Multipla einer derselben darstellen lassen. 

Das Wort Periode wird in zweierlei Sinn gebraucht. Einmal versteht 
man darunter die Wertänderungen der Integrale bei Umläufen der Variablen, 
welche den Integranden ungeändert lassen. Man versteht unter Perioden 
bei eindeutigen Funktionen f (z) auch die Zahlen, welche eine Funktional­
gleichung der Form fCz + p) = fez) bedingen. Dann spricht man auch von 
periodischen Funktionen. z Cu) ist also eine periodische, aber sicher keine 
einfach periodische Funktion. 

Wie müssen daher nun die Perioden der eindeutigen Funktion z (u) be­
schaffen sein? 

Um das klar zu beantworten, schalten wir eille Betrachtung über die 
Perioden beliebiger eindeutiger analytischer }1'unktionen f (u) ein. 

Vor allen Dingen stellen wir fest, daß mit jeder Periode p auch alle. 
ihre positiven und negativen Multipla Perioden sind. Denn wenn für alle u 
fCtt + p) = fCu) ist, so' bleibt diese Gleichung also auch richtig, wenn ich 
statt u den Wert u+ p eintrage. Das liefert aber f(u + 2p)= f(u +p) = fCu), 
So kann ich weiter schließen und erkennen, daß jedes positive Multiplum 
von p eine Periode ist. Trage ich aber statt u, den Wert u - p ein, so 
finde ich fett) = fett - p) und sehe also, daß mit jeder Periode p auch -p 
eine Periode ist, Also sind alle positiven und negativen Vielfachen von p 
auch Perioden. l ) 

Ebenso erkennt man, daß mit je zwei Perioden Pl und Ps auch mpl + npt 

1) Solche Stellen sollen fortan äquivalente Stellen heißen. 
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für beliebige ganze rationale mund n Perioden sind. Die Perioden bilden 
also hinsichtlich der Addition und Snbtraktion eine Gruppe. 

Wir können den Sachverhalt auch als Spezialfall allgemeinerer Zu-
8ummenhänge auffassen. Die linearen Transformationen 

z. = 1 (.z), 

welche elUe eindeutige Funktion fez) ungeändert lassen, d. h. für welche 

gilt, bilden eine Gruppe. Unter einer Gruppe von linearen 'l'ranst'ormationen 
versteht man dabei em System von Transformationen derart, daß mit zwei 
Transformationen 

21 = II (z) und Zt = 12 (z) 

auch die zusammengesetzte Zl = 11 {l2 (z) I zum System gehört und daß auch 
die inverse Transformation Z = l-1 (Z1) einer jeden Zt = l (z) dem System 
angehört. In diesem Sinne bilden die Periodenvermehrungen, welche ((z) 
ungeändert lassen, eine Gruppe. Funktionen, die bei solchen Substitu­
tionen ungeändert bleiben, heißen automorphe Funktionen, so daß also die 
periodischen spezielle automorphe Funktionen sind. Weiter ist hiernach klar, 
daß die Beträge der Perioden einer eindeutigen Funktion eine von Null ver­
schiedene untere Grenze haben. Denn anderenfalls gäbe es beliebig nahe 
bei der Regularitätsstelle u = a Stellen, wo ((u) = (Ca) wäre. Nach 8.138 
wäre also {( u) eine Konstante. Denken wir uns nun alle Perioden einer 
eindeutigen Funktion in der komplexen Ebene aufgetragen, so können diese 
Periodenpunkte im Endlichen keinen Häufungspunkt besitzen. Weil nämlich 
die Differenz irgend zweier Perioden wieder eine Periode ist, so müßte es 
sonst wieder Perioden von beliebig kleinem Betrage geben. In jedem um 
den Nullpunkt geschlagenen Kreise liegen daher nur endlich viele Perioden­
punkte. Unter allen diesen greife ich einen von möglichst kleinem abso­
luten Betrage heraus. Er sei Pt. Betrachte ich dann alle Multipla dieser 
--0 0 0 <>-- Period~, so liegen die entsprechenden 

-11 0 ~ 2p, Periodenpunkte alle· auf einer Geraden 
Fig.63. (Fig. 63). Auf dieser Geraden liegen außer 

diesen keine weiteren Periodenpunkte. Denn sie teilen die Gerade in lauter 
Intervalle der Länge ipll. Läge in einem Intervall ein weiterer Perioden­
punkt, so unterschiede er sich von seinen Nachbarn um weniger als !P11· 
Es gäbe dann also wieder Perioden von kleinerem Betrage als : Pt I . 

. Es ist nun möglich, daß mit diesen Multipla einer Periode die Gesamt­
heit aller Perioden erschöpft ist. Dann haben wir es mit einer einfach 
periodischen Funktion zu tun. Nehmen wir dann in der komplexen Ebene 
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einen Streifen, der von zwei parallelen Geraden begrenzt sein miige, welche 
durch eine Versehiebung in Hichtung und um den Betrag des Vektors JI 

auseinander hervorgehen, BO nimmt die ~'unktion lCu) alle Werte, derf1!i 
sie überhaupt fahig ist, in diesem Streifen an. Denn versr,hieben wir df'!1 

Streifen nacheinander um alle Periodenvektonm, 
so erhalten wir eine lückenlose Einteilung der 
Ebene in kongruente Streifen der Breite p 

(Fig. 64). Dies Verschieben bedeutet aber ein 
Vermehren von u um Perioden. Beim Ver­
~chieben bleibt also ((u) ungeändert. ((u) nimmt 
also in allen Periodenstreifen die gleichen Werte 
an. Beispiele solcher einfach periodischen Funk- --- -1' 

tionen sind uns in der Exponentialfunktion und 
in den trigonometrischen Funktionen bekannt. 

I 
I _.----~-___ --1>],- I 

Als Periodenstreifen der :F~xponentialfunktion kann Plg 61. 

ein von der reellen Achse und der Geraden J(u) = 2n begrenzter Streifen 
der Breite 2üt gewählt werden. Bei den trigonometrischen verläuft der 
Periodenstreifen parallel zur imaginären Achse und hat die Breite 2n. Daß 
z. B. bei der Exponentialfunktion keine weiteren Perioden vorhanden sind, folgt 
sofort daraus, daß nach S. 76 die Exponentialfunktion den Periodenstreifen 
auf eine schlichte Ebene abbildet. Sie nimmt also keinen Wert im Streifen 
mehr als einmal an; der Streifen kann also auch keine äquivalenten Punkte 
mehr enthalten. Daher gibt es keine weiteren Perioden. Ebenso sind die 
trigonornetrischenl!'unktionen einfach periodisch. 

Wir nehmen nun als zweüen Fall den vor, wo außer lipt noch weitere 
Perioden vorhanden sind. PI war eine kürzeste Periode. 

Grenze ich nun um jeden Periodenpunkt der Geraden ÜPI einen Kreis 
vom Radius \ Pt \ ab, so liegen im Inneren dieser Kreise keine weiteren 
Periodenpunkte und man sieht gleichzeitig, 
daß die Entfernungen aller weiteren Perioden­
punkte von dieser ersten Periodengeraden eine 
positive untere Schranke haben. Diese ist --;;;9----n<}-...J.--?B"',-

durch die Strecke d =1 ~0 -Va der Fig. 65 

gegeben. Mit jedem weiteren Periodenpunkt 
hat man gleichzeitig eine zu der ersten parallele 

Fig.65. 

Periodengerade. Denn mit p sind auch alle Punkte p + hpil wo h ellle 
beliebige positive oder negative ganze Zahl ist, Periodenpunkte. Auf dieser 
Geraden liegen die Periodenpunkte natürlich wieder in Intervallen der Länge 
I PI I. Die sämtlichen Periodenpunkte sind somit auf derartigen parallelen 
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Geraden angeordnet. Keine zwei derselben können aus den dargelegten 
Gründen einen Abstand haben, der kleiner ist als d. Daher gibt es unter 
allen Periodengeraden zwei, deren Abstand D von der ersten möglichst 
klein ist. Eine dieser greife ich heraus. Pa sei irgendein auf ihr gelegener 

Periodenpunkt. Daher sind nUll auch alle 
Punkte kp2 Periodenpunkte. Sie liegen 
wieder auf einer zweiten Geraden (Fig.66). 
Lege ich durch diese Punkte Parallelen zu 
der ersten Periodengeraden und durch die 
Punkte der ersten Parallelen zu der zweiten 

-<>-------i,-----<>----<>--- Periodengeraden, so sind alle Schnittpunkte 
-P,. ~ 211 des so erhaltenen Netzes Perioden punkte 

Fig_ 66. 
(Fig.67), da ihre Koordinaten die Gestalt 
hpl + kp2 mit ganzzahligen hund k be­
sitzen. Weitere Periodenpunkte kann es 

aber nun nicht geben. Denn die bisher erhaltenen Parallelen zur ersten 
Periodengeraden folgen in gewissen konstanten Abständen D aufeinander. 
Zwischen zwei solchen kann aber keine weitere parallele Periodengerade 
mehr liegen. Denn sonst erhielte man durch Addition der Multipla von 
P2 zu den darauf gelegenen Periodenpunkten zwischen je zwei aufeinander­
folgenden eine weitere Perioden gerade , während doch die erste Parallele 
möglichst nahe an der ersten Periodengerade gewählt war. Daher können 
also weder im Inneren noch auf dem Rand irgendeines der Paralle~o­

gramme, aus welchen sich das Netz aufbaut, weitere Periodenpunkte liegen. 
Auf den horizontalen Rändern kann das nicht geschehen, weil da die 
Periodenpunkte in Intervallen der Länge I PI I aufeinanderfolgen, an anderen 
Stellen ist es nicht möglich, weil die horizontalen Periodengeraden in Ab­
ständen der Länge D aufeinanderfolgen. 

Alle Perioden lassen sich daher in der Form hpl + kP2 darstellen. h 
und k sind dabei irgendwelche ganze rationale Zahlen. Da also alle Perioden 
durch zwei passend gewählte derselben ausgedrückt werden können, nennt 
man Funktionen, die bei Vermehrung ihrer Variablen um alle diese Perioden 
ungeändert bleiben, doppel periodische Funktionen. Die Benennung soll sie 
von den einfachperiodischen Funktionen unterscheiden, bei welchen sich 
alle Perioden als Multipla einer derselben darstellen lassen. Alle eindeutigen 
periodischen F1,tnktionen sind also entweder einfachperiodisch oder doppel­
periodisch. 

Wir können nun auch die Frage nach der durch das Integral erster 
Gattung vermittelten Abbildung der Riemannschen Fläche endgültig beant­
worten. Die Abbildung liefert unendlich viele Bilder der Fläche, die aus-
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einander durch Verschiebung um Perioden hervorgehen. Da aber, wie wir 
wissen, die Perioden nicht Multipla einer derselben sein können, so liegt 
der doppelperiodiscbe Fall vor. Zwei Grundperioden 1) PI = 2 w\ und Jl~ = 2 üJ~ 
bestimmen ein Periodenpm'allelograrnrn (Fig. (8). Da nie zwei Punkte aus 
dem Inneren eines solchen sich um 
Perioden unterscheiden und andererseits 
jeder Punkt der Ebene durch Perioden· 
vermehrung aus einem passenden Punkt 
dieses Parallelogrammes hervorgeht, so 
wird also die Riemannsche Fläche 
umkehrbar eindeutig auf ein solches 
Parallelogramm abgebildet, so zwar, 
daß zwei Punkte des Randes, die sich 
nur um eine Periode 2 cu! oder 2 Ws 

unterscheiden, demselben Punkt der 
F'läche entsprechen. Wir haben diese 
Ränderzuordnung (Fig. 68) durch Pfeile 
angedeutet. Ganz entsprechend liefern -+---f---

ja bei den einfachperiodischen ji'unk- I 

l<'ig.67. 

tionen gegenüberliegende Randpunkte des Periodenstreifens denselben Wert 
der periodischen .Funktion. 

Die Abbildung auf ein Periodenparallelogrammwiderspricht also gam; 
und gar nicht der Tatsache, daß eine umkehrbar eindeutige Abbildung der 
Fläche auf einen schlichten Bereich nicht mög- 2w, 26',+20', 

lieh ist. Denn Randpunkte besitzen ja in diesem -·---1------7 
Bildbereich !Zar keine Umgebung. Was umkehrbar / I 

eindeutig auf das Innere des P;rallelogramms ab- i-----:.­
gebildet wird, ist nicht die volle Riemannsche 
F'läche, sondern ein Bereich, der aus ihr hervor- 0 

geht, wenn man die Bildkurven der Parallelo­
Fig.68. 

grammränder auf die Fläche einzeichnet und so aus ihr einen berandeten 
Bereich macht. 

Bei der Abbildung durch das Integral erster Gattung geht also jede 
E'unktion, die auf der Riemannschen Fläche durchweg rationalen Charakter 
besitzt, in eine Funktion übel', welche in der endlichen u-Ebene durchweg 
von rationalem Charakter ist. Ist die Funktion dazu noch auf der ur­
sprünglichen Fläche eindeutig, so geht sie in eine doppelperiodische Funktion 

1) Unter Grundperioden (oder primitiven Perioden) versteht man ein Periodenpaar 
ipl' p.), aus dem sich alle anderen in der Form hp, + 7cP'l mit ganzen rationalen h. k 
aufbauen lassen. 
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über. rnsbesondere wird also jede rationale Funktion von z und w in eine 
doppelperiodische Funktion übergeführt. Die Integrale solcher rationalen 
li'unktionen, die elliptischen Integrale also, werden in die Integrale der 
doppelperiodischen Funktionen verwandelt; als solche sollen sie später ge· 
nauer untersucht werden. 

Diese Abbildung der Riemannschen Fläche auf' ein Parallelogramm mit 
paarweise verbundenen. (zugeordneten) Rändern wirft ein helles Licht auf 
die gestaltlichen Eigenschaften derselben. Denkt man sich nämlich die 
Ränderzuordnung durch Zusammenbiegen wirklich vollzogen, so entsteht 
eine Ringfläche (Schlauch, ähnlich einem Fahrradschlauch). Und nun wird 
auch die der schon S.233 herangezogenen Existenz geschlossener Flächen· 
kurven anschaulich klar. Dort nämlich betrachteten wir Rückkehrschnitte 
- d. h. geschlossene Kurven ...,.- durch die die Fläche nicht zerfällt. Jede 
Parallelogramm seite z. B. liefert ja auf dem Ring bzw. der Riemannschen 
Fläche eine solche Kurve. 

§ 5. Nähere Untersuchung der elliptischen Integrale erster Gattung. 
Es wird zur Belebung der Vorstellungen beitragen, wenn wir die 

durch das Integral erster Gattung vermittelte Abbildung der Fläche 
auf ein Parallelogramm etwas näher zu ergründen suchen. Wir 
beschränken uns dabei auf den Fall, daß die vier Verzweigungspunkte 
der Fläche auf der' reellen Achse liegen. Sie seien der Grö~e nach 
geordnet a l , ~, as, a,. Es sei also a l < a, < as< a,. Zur Fixierung der 
Vorstellungen sei angenommen, daß sie alle vier im Endlichen liegen. 
Durch eine lineare Abbildung. der Fläche kann dies ja stets erreicht 
werden. Durch einen längs der reellen Achse geführten Schnitt werde 
zunächst die Fläche in vier Halbebenen zerlegt, die wir einzeln abbilden 
wollen. Ich' beginne mit einer oberen Halbebene. Zunächst habe ich 
festzusetzen, welchen Wert der 

y(s - a1) (z -- Ojl) (s - as) (z - a4) = w 
z 

ich im lntegra! . fdS 
tt= w 

verwenden will. Die untere Grenze soU also in a4 liegen. Ich setze 

z - a,. = rxeitp", 

verstehe dabei unter rp" den aus Fig. 69 ersichtlichen WinJrel. Für ein der 
oberen Halbebene angehöriges s sei dann: 

__ lltp~ 

ys - ax = r; e 9 • 
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Viese ElkHirung hat ~ur Folge, daß I\wiHchen (1, und I!I die Wurzel U' 

positiv wird, zwischen (11 und ([2 positiv illiaginär, zwischen (J~ und a3 negativ 
reell und zwischen a3 und (~4 negativ imaginär. 
Durchlaufen wir nun VOll (t4 an nach rechts die 
reelle Achse, so wird U Htets wachsende positive 
Werte annehmen. 1m Unendlichen erhält PS einen 
endlichen Wert; beschreiten wir dunn die negative -~~"'-< 

°1 
reelle Achse, so wächst ?t immer weiter, bis es in 
al einen gewissen endlichen Wert (JJl annimmt. "Vandert dann z weiter auf 
der reellen Achse nach a2 zu, so kommen llun positiv imaginäre Beiträge 
hillzu; also bewegt sich tt in Hichtung der positiv imaginären Achse weit.er. 
So bald a2 erreicht ist, wo u den Wert (JJj + (JJ2 haben möge, macht 1( wierl er 

eine Schwenkung um; nach links, rlickt wieder der reellen Achse parallel 

weiter, um endlich beim Durchgang VOll z durch a3 nochmals links 7.U 

schwenken. Sowie a4 wieder erreicht ist, muß auch u wieder im Punkt 0 
angekommen sein, denn tt ist eine in der oberen Halbebene eindeutige 
Funktion. Nach dem S.189 angegebenen Satz wird daher durch das Integral 
erster Gattung die Halbebene auf das innere des Hechteckes abgebildet, das 
1f eben umlaufen hat. Auch die Abbildung der anderen drei Halbebenen ---­kann nach dem Spiegelungsprinzip nun Ubersehen werden. Der Vektor a4 a j 

~ --geht ja in den Vektor OWi über. Daher wird die an der Strecke (l4at ge-
~ 

spiegelte Halbebene auf ein an 0 (JJ1 gespiegelte" l~echteck ahgebildet. Auf 
das aus beiden zusammengesetzte größere l~echteck der '''~_ _ ___ ~,-"" 
Fig. 70 ist so ein Bereich der z-Ebene abgebildet, der aus i 
dieser durch Aufschneiden von (tl bis a4 entsteht. Spiegelt i 
man daher das Rechteck der Fig. 70 an seiner vertikalen, ___ L 

f d . . 1 G d' I 0: au er 1magmären Achse ge egenen renze, 1e (em : 
Schlitzstück von a3 bis a4 entspricht, so wird dies Spiegel-
rechteck von der Umkehrungsfunktion des Integrales erster 
Gattung seinerseits auf ein volles Exemplar der z··Ebene, 

~'lg. 70. 

also das andere Blatt unserer zweiblättrigen Fläche) abgebildet. Die,;p 
Fläche selbst also wird auf das Rechteck der .b'ig. 71 abgebildet. Dem 
Rande des Rechteckes entspricht der Schlitz der Fläche:. welcher noch von 
a1 bis as reicht. Punkte des Rechteckes Fig. 71, welche sich nur durch 
das Vorzeichen von u unterscheiden, liefern bei der Abbildung über­
eillandergelegene Punkte der Fläche. Das ergibt sich daraus, daß diese 
durchs Vorzeichen unterschiedenen Punkte gerade dadurch auseinander 
hel'vorgehen, daß man die beiden Spiegelungen nacheinander ausführt. 

Einer erneuten Spiegelung des Rechteckes an einer seiner Grenzen ent-
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spricht eine Spiegelung der aufgeschnittenen Fläche an der entsprechenden 
Begrenzungsgeraden. Setzt man diese Spiegelungen in infinitum fort, so 

erhält man eine Bedeckung der ganzen Ebene 
mit lauter kongruenten Rechtecken. 

Wie verhalten sich nun z (u) und w (u) 
I bei diesE'n Spiegelungen? Das lehrt uns wieder 

-Col, - - - - - - - - ;0- - - - - --- fiJ, das Spiegelungsprinzip. z Cu) ist auf den Be-

@2 

1<'ig.71. 

grenzungsgeraden aller Rechtecke reell, und 
zwar sowohl der großen von den Kanten­
längen I 2 ro 1 I und i 2 ro 2 l als der kleinen 
punktiert angedeuteten (Fig. 72) der Kanten-

längen I ro1 I und I wj [. Daher bedeutet jede Spiegelung den Übergang 
zum konjugiert imaginären z. Daher besitzt z denselben Wert in den 
in Fig. 72 markierten Punkten, die durch diese sukzessiven Spiege­
lungen auseinander hervorgehen. Man sieht, daß diese in zwei Klassen zer-

fallen, so daß die Punkte einer jeden Klasse 
,0 ,0 auseinander durch die Deckschiebungen des stark 

-,,- -,- - - -x: - - T - - - - ausgezogenen Rechtecknetzes hervorgehen.1) Das 

sind die Verschiebungen u\ = ~t + 2 hW1 + 2 kw2, 

____ L __ 0_ _ ___ ~ ___ ~ _ wo hund k irgend welche ganze Zahlen sind. Die 
I )( I Punkte zweier verschiedenen Klassen gehen aus­

einander durch Vorzeichenänderung von u hervor. 
Fig. '12. 

Nun bleibt das Verhalten von W (tt) bei den 
Spiegelungen festzustellen. Dabei ist zu beachten, daß w (u) auf den verti­
kalen Geraden rein imaginär, auf den horizontalen aber reell ist. Das trifft 
zunächst für die Grenzen des ersten kleinen Rechteckes der Fig. 69 zu und 
ergibt sich daraus für die anderen durch Spiegelung. Einer Spiegelung an 
einer horizontalen Geraden entspricht daher eine Spiegelung an der reellen, 
einer Spiegelung an einer vertikalen Rechtecksgeraden eine Spiegelung an 
der imaginären w-Achse. Man muß daher in der u·Ebene zwei horizontale 
oder zwei vertikale Spiegelungen nacheinander ausführen, um Punkte des 
gleichen w zu erhalten. So nimmt also w denselben Wert in den gleich­
markierten Punkten der Fig. 72 an. Das sind aber gerade die Punkte, die 
durch die Parallelverschiebungen der doppelperiodischen Gruppe mit den 
Perioden 2 ro1 und 2 W2 auseinander hervorgehen. Das ist die Gruppe der 
Deckschiebungen des Netzes der großen Rechtecke. z (u) und w Cu) sind 
daher doppelperiodische Funktionen der angegebenen Gruppe, und alle oben 
allgemein angegebenen Überlegungen sind bestätigt. Auch im allgemeinen 

1) Die Punkte der einen Klasse sind durch Nullkreise, die der anderen Klasse 
durch Kreuze bezeichnet. 
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Fall, also bei nicht nur reellen Verzweigungs punkten, kann man die A b­
bildung in ähnlicher Weise diskutieren und sich eine Vorstellung vom 
Verlauf der Bilder der geradlinigen Begren7.ungsgeraden der Perioden auf 
der Riemanllschen Fläche verschaffen. Doch will ich die n:ihere Ausführung 
dem Leser überlassen. I) 

Außer den eben betrachteten Itechtecken gibt es noch pine große Menge 
anderer Bereiche deI u-Ebene, die durch die Umkehrungsfunktion des In­
tegrales erster Gattung auf volle Exemplare der Fläche abgebildet werden. 
Man hat ja den Bereich nur so 7.U wlihlen, daß er zu jedem Punkte der 
Fläche einen Bildpunkt im Inneren oder am Hand besitzt. So wird z. B. 
ein brauchbarer Bildbereich ein jedes Rechteck, das aus dem gefundenen 

Fig.73. 

durch eine beliebige Parallelverschiebung hervor­
geht. Denn die in Fig. 73 gleichnumerierten 
kleinen Rechtecke enthalten die Bilder der gleichen 
Flächenstücke. Ein solches versehobelles Recht­
eck wird also durch die bisherige Funktion z (u) 
auf die in anderer Weise wie bisher aufge­
schnittene Fläche ahgebi-ldet. Aber auch die 
wie bisher aufgeschnittene Fläche kann auf das 
verschobene Rechteck abgebildet werden. Man muß nur 'als Abbildungs­
funktion das um eine passende Konstante vermehrte seitherige Integral erster 
Gattung wählen oder, was dasselbe bedeutet, man muß nur die untere Grenze 
des Integrales in einen anderen Flächenpunkt legen. Man kann also die 
in der einen Weise aufgeschnittene Fläche erst auf ein Parallelogramm 2) 
abbilden und dann dieses auf die in der anderen Weise aufgeschnittene Fläche. 
Daher erhält man somit eine u,mkehrbar eindeutige Abbildung der Riemann­
sehen Fläche auf sich, welche durch Funktionen vermittelt wird, welche 
durchweg von rationalem Charakter auf der Fläche sind. Diese Abbildungen 
hiingen noch von einem komplexen Parameter ab. Sind dies die einzigen 
um kehrbar eindeutigen Abbildungen der Fläche in sich? 

Jeder umkehrbar eindeutigen Abbildung der FHiche entspricht eine um­
kehrbar eindeutige Abbildung der u- Ebene auf sich, welche den ullendlich­
fernen Punkt festläßt, also durch eine ganze lineare Funktion VOll u ver­
mittelt wird. Das kann man so einsehen. Es sei etwa die Abbil~ung durch 
Zl = fez, w) und w1 = fJJ (z, w) vermittelt.S) Daraus erhält man durch Ein-

1) V gl.dazu: H.A.8chwarz: CrellesJournalBd. 708.121 fl'. oderGes.math.Ahh.lIS. 84 ff. 
2) Wir führen die Untersuchung gleich filr beliebige Flächen durch. 
S) fund cp sind zwei auf der Fläche eindeutige Funktionen von durchweg ratio­

nalem Charakter. 8. 273 werden wir lernen, daß man sie als rationale Funktionen 
von z und w darstellen kann. 
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führung von t{l und '11, die den heiden Punkten (ZIl wJ und (z, w) ent­
sprechen mögen, zwei Gleichungen zwischen uj und t{. Durch diese ist aller 
'/t j bis auf Vielfache der Perioden bestimmt. Denn zu jedem u gehört ein 
bestimmter Punkt (z, w) der Fläche, zu diesem ein bestimmter Punkt (zIJ wj ) 

und zu diesem ein bis auf Periodenmultipla bestimmter Wert H 1 des Integrah's 
erster Gattung. Ich will mich an irgendeiner Anfangsstelle 'U = a für einen 
bestimmten dieser Werte VOll tt j entscheiden und dann tt sich stetig ändern 
lassen und die Funktion ttj = g (u) analytisch fortsetzen, Sie ist dann stets 
eindeutig bestimmt, weil nie ein Zweifel sein kann, welchen ihrer um 
Periodenmultipla unterschiedenen Werte man zu nehmen hat. g (u) ist also 
durch die ganze tt- Ebene auf jedem Wege eindeutig forts etzb ar. Ebenso 
die Umkehrungsfunktion. Daher erhält man durch g (tt) eine umkehrbar 
eindeutige Abbildung der tt-Ebene auf sich. Sie bildet endliche tt auf end­
liche nj ab, da das Integral erster Gattung iiberall auf der Fläche endlich 
ist. Daher ist nach S. 152 tatsächlich g (u) eine ganze lineare Funktion, 
Au+B. 

Bemerkung. Hiitte ich mich im Anfangspunkt für einen anderen 
Anfangswert von uj entschieden, so hätte' ich eine andere von 
dieser um eine, Periodenverschiebung unterschiedene Abbildung erhalten. 
Einer Periodenverschiebung in der u-Ebene entspricht ja auch tatsiich­
lich die A hbildung der FHiche auf sich, die jeden ihrer Punkte an seinem 
Fleck läßt. 

Es bleibt noch zu zeigen, daß die gefundene lineare Abbildung gerade 
eine Parallel verschiebung sein muß. Das kommt so heraus. Wenn einer 
linearen Abbildung der w-Ebene eine umkehrbare eindeutige Abbildung 
der Fläche auf sich entsprechen soll, so muß ein jedes Punktepaar der 
n-Ebene, das einem und demselben Punkt der Fläche entspricht, in ein 
Punktepaar übergeführt werden, das auch einem und demselben Punkt der 
Fläche entspricht. D. h. mit anderen Worten: Punkte, die um Perioden 
voneinander abweichen, müssen in Punkte iibergehen, die gleichfalls um 
Perioden verschieden sind. Seien also tt und tt + ro zwei solche Punkte, 
so finde ich als Differenz der zugehörigen tt1- W erteA(t~+co)+ B- CA ~t+ B)=Aro. 
Also muß A ro für jede Periode ro wieder eine Periode sein. Trage ich 
also alle Perioden in einer Periodenebene auf, so muß das System der 
Periodenpunkte durch die Drehstreckung VI = Av in sich 1) übergeführt 
werden. Daraus entnimmt man sofort, daß die Drehstreckung nur eine 

1) Denn auch die inverse Drehstreckung führt Perioden in Perioden über. Wäre 
das nur ein Teil aller, 80 würde schon dieser Teil durch die Drehstreckung wieder in 
die Gesamtheit aller übergeführt, also erst recht kommen durch die Drehstreckung 
ausgeführt auf alle Perioden wieder alle Perioden heraus, 



§ 6. Die Probleme der Uni(ormisierung 251 
Drehung sein kann, sonst gäbe es Perioden von beliebig kleinem absoluten 
Betrag, wie man durch mehrmalige Anwendung der Drehstreckung erkennt. 
Wenn aber die Perioden nicht eine ganz besondere Beschaffenheit besib:en, 
so kann diese Drehung nur um den Winkel Null oder 180 Grad erfolgen. 
Soll nämlich die Drehung eine andere sein, so müssen z. B. Periodenpunkte 
vorhanden sein, die in den Ecken eines regulären Polygones angeordnet 
sind. Das wird aber im allgemeinen nicht der Fall sein: 

Die einzigen Transformationen der Fläche in sich drücken sich 
dzwch die linearen Abbildungen u1 = tb + b ttnd u 1 = - tb + b mit völlig 
beliebigem b mbS. Nur in besonderen Fällen kommen noch weitere Ab­
b'ildungen hinzu. 

Diese besonderen Fälle seien jetzt noch aufgesucht. Drehungen um 

Winkel 2% mit einem n 1), das die Sechs übertrifft, kommen sicher nicht 
n 

in Betracht, cweil die Seite des regulären n -Ecks dann kürzer ist als der 
Radius des umgeschriebenen Kreises. Übt man nämlich auf die kürzeste 
Periode die Drehungen aus, so erhält man Periodenpunkte in den Ecken 
des regulären n-Ecks. Da die Differenz zweier Perioden wieder eine 
Periode ist, so gäbe es auch Perioden, deren Länge der Seitenlänge des 
regulären' n-Eckes gleich ist, gegen die Annahme, daß der H.adius die 
Länge der kürzesten Periode angibt. Aus diesem Grunde kommen auch 
keine Drehungen mit n = 5 in Betracht. Denn da die Drehung um, 

180 Grad auf alle FiiJle vorhanden ist, so wäre auch die Drehung um ~; 
dann vorhanden, was aus den eben dargelegten Gründen nicht möglich ist. 
Daher bleiben nur die Fälle n = 4 und n = 6. Denn n = 3 tritt nicht 
selbständig auf, wegen der immer vorhandenen Drehung um 180 Grad. 
Diese beiden Fälle sind aber auch wirklich möglich. Im ersten Fall haben 
wir ein Quadratnetz, im zweiten ein rhombisches Netz .. 

§ 6. Die Probleme der Ulliformisiernng. 

Es ist nun an der Zeit, die verschiedenen Parameterdarstellungen , die 
wir zum Studium mehrdeutiger Funktionen bisher herangezogen haben, 
unter einem einheitlichen Gesichtspunkt zu begreifen. Ursprünglich handelte 
es sich uns nur darum, das Verhalten in der Umgebung einer einzelnen 
singulären Stelle nichteindeutigen Charakters zu untersuchen und zu Reihen-

1) Drehungen um IX' 2 %, wo IX irrational ist, würden zu Häufungen von Perioden­
tU 

punkten führen und Drehungen 2% -r;- mit teilerfremden mund n ziehen Drehungen 

1 
2 % - nach sich. 

'}'/, 

Bieberbaoh, Fnnktionentheorie I 17 
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entwicklungen der Funktionen, zu einem Maß für die Vielfachheit ihrer 
Nullstellen und Pole in solchen Punkten zu gelangen. Dazu fanden wir 
in der Abbildung einer Umgebung solcher Stellen durch eine passende 
m-te Wurzel das geeignete Mittel. Alle Funktionen, die in einem gewissen 
um die Stelle gelegten Kreise auf allen die Stelle nicht treffenden Wegen 
fortsetzbar waren, und die als Funktionen dieser m·ten Wurzel aufgefaßt 
eindeutig wurden, die also bei m-maligem Umlauf um die Stelle sich re-

produzierten, konnten in eine nach Potenzen von yz- a fortschreitende 
Laurentreihe entwickelt werden, die in der Umgebung der Stelle konver­
gierte. Damit war also in der Umgebung solcher Stellen das Studium der 
endlichvieldeutigen Funktionen auf das Studium der eindeutigen Funktionen 
zurückgeführt. Das gelang auch bei den unendlichvieldeutigen Funktionen, 
wenn wir als Parameter log (z - a) einführten., Dann wird aus einer der­
artigen Funktion eine in einer gewissen Halbebene eindeutige reguläre 
Funktion. ~ 

Setzt man t = yz-a, so werden z = a + tm, W = (Ca + tm ) in der Um­
gebung von t = 0 eindeutige Funktionen. So haben wir eine auf den 
Parameter t bezogene eindeutige Parameterdarstellung der um z = a m­
deutigen Funktion w = fez) in der Umgebung von t = O. Setzt man 
t = log (z - a), so hat man in fJ = a + el, w = {(a + el ) eine Parameter­
darstellung der um z = a beliebig vieldeutigen Funktion w = { (z). 

In wesentlich weitergreifendem Umfang habim wir nun neuerdings 
Parameterdarstellungen herangezogen. Statt den Arcussinus auf der zwei­
blättrigen Fläche der Vi - Z2 zu betrachten, wandten wir eine der vielen 
Parameterdarstellungen des Kreises Z2 + w' = 1 an und gelangten so zum 
Studium eines Integrales einer rationalen Funktion. Bei diesen Parameter­
darstellungen des Kreises wollen wir nun einen Augenblick stehen bleiben. 
Wir führen ein 

Dann wird W= +~(t-~). - 2 t 

Wir sahen, daß mit jeder solchen Parameterdarstellung auch jede andere 
brauchbar wird, die aus ihr durch eine lineare Änderung des Parameters t 
hervorgeht. Dahin gehört ja auch die wohl bekanntere rationale Para-
meterdarstellung 2~ 1_~2 

Z = 1 + ~t W = + 1 + ~2' 
Sie geht aus jener hervor, wenn man 

t = 1 + i~ 
'Z'+l 

einträgt. 
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Be me r kung. Das doppelte Vorzeichen, welches w in den Parameter­
darstellungen besitzen kann, kommt von der Zweiblättrigkeit der Fläche 
her. Es steht ja noch völlig in unserem Belieben, welche der 'Werte 10 

wir im oberen und welche im unteren Blatt unterbringen wollen. Diese 
beiden Möglichkeiten prägen sich in dem doppelten Vorzeichen aus, so daß 
wir also je nach der Wahl des Vorzeichens, die wir treffen, zwei ver­
schiedene Parameterdarstellungen erhalten. 

N eben diesen rationalen Parameterdarstellungen des Kreises kennen wir 
noch die transzendenten, z. B. z = sin 'P, w = cos cp. Auch diese sind in 
unseren obigen Erörterungen über den Al'cussinus mitenthalten. Denn wir 
stellten ja ausdrücklich fest, daß alle auf der Fläche eindeutigen rationalen 
Funktionen in periodische eindeutige Funktionen der !p-Ebene übergehen. 

z 

Insbesondere wird z = cos cp und w,--= sin!p, wenn cp J dz ist. 
VI·- Z2 

o 
"Vir wollen nun den inneren Unterschied dieser verschiedenen Arten 

von Parameterdarstellung aufsuchen. Er liegt in einer Bemerkung, die wir 
S. 237 auch schon eingeflochten haben, nämlich, daß in 'P eindeutig nicht 
nur die eben genannten eindeutigen Funktionen der Fläche werden, sondern 
alle Funktionen der Fläche, die außer in den unendlic,hfernen Punkten von 
rationalem Charakter sind, dort aber ein 'ganz beliebiges Verhalten zeigen 
dürfen. Gehen diese doch zunächst bei der Abbildung der zweiblättrigen 
Fläche auf die schlichte t-Ebene in die Funktionen dieser t-Ebene über, 
welche außer bei Null und Unendlich durchweg von rationalem Charakter 
sind, dort aber ein ganz beliebiges Verhalten zeigen dürfen. Und so wie 
diese Funktionen eindeutig werden, wenn man sie auf den Parameter log t 
bezieht, so werden die Funktionen der zweiblättrigen Fläche· eindeutig, 
wenn man den Arcussinus zu einer Parameterdarstellung des Gebildes heran­
zieht. Denn man hat ja arcsin z = i log (- iz + Vi - Z2). 

Stellen wir einen Vergleich an. Alle in der z-Ebene nur bei Null und 
Unendlich m -blättrig verzweigten Funktionen sind rationale Funktionen des 

Parameters t = yz. Alle irgendwie verzweigten l!"1unktionen werden ein­
deutige Funktionen von t = log z. Die "uniformisierende", d. h. eindeutig 
machende Kraft des zweiten Parameters reicht also viel weiter als die des 
ersten. Eine wesentlich weitere Funktionenklasse wird bei Einführung des 
Logarithmus eindeutig. Freilich wird bei der Einführung dieses Parameters 
nicht jede Stelle algebraischen oder rationalen Charakters der uniformisier­
ten Funktion zu einer Stelle rationalen Charakters der Parameterdarstellung. 
Die Stellen Null und Unendlich gehen in den unendlichfernen Punkt über, 
wo z = et wesentlich singulär ist. Ebenso ist es bei dem Arcussinus 

17" 
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w = yT-=-:'z~ weist im U 11 clHlliebfernen zwei Stellen rationalen Charakters auf. 
Bei der rationalen Parameterdarstellung werden aus ihnen die beiden Stellen 
rationalen Charakters t = 0 und t = cx). Bei der transzendenten Parameterdar­
stellung aber gehen sie in die unendlich ferne wesentlich singuläre Stelle der Para­
metertlarstellung über. ätatt der beiden unendlichfernen Punkte kann man irgend 
zwei andere Stellen der Fliiche nehmen und verlangen, eine solche Parameter· 
darstellung des Kreises, also der FHiche w = vi ~ z~ zu finden, daß alle 
Funktionen, die an diesen heiden Stellen irgend wie verzweigt sind, sonst 
aber rationalen Charakter aufweisen, eindeutige Funktionen des Parameters 
werden, die durchweg von rationalem Charakter sind. Wählen wir als 
solche Punkte etwa die Verzweigungspunkte ± 1, so leistet der Parameter 

t = log;~~ alles Gewünschte. 'Viihlt man zwei andere Punkte (zo, wo), 
(Z1> 11'1)' so knüpfen wir erst an die Parameterdarstellung durch 

z = ~ (I + -~) an. Die' beiden Punkte mögen etwa durch die Parameter-

werte to und t1 charakterisiert sein. Dann muß man als Parameter 

I t-I. 1 (z-zo)+iiw-u'o) "hl Eh I" t d' A f b . ocr ._- = 00" -------.;--- -_ .. wa en. ~ enso os man Je u cra e eille 
0t-t, b (Z-Z,)+I\IV-IV,) 0 , 

eindeutige Parameterdarstellung aller der Funktionen zu finden, welche an 
irgend zwei Stellen der FHiche etwa Verz\\'eigungspunkte m- ter Ordnung 
besitzen dürfen. Ein geeigneter Parameter wird 

Schwieriger, schon in der schlichten Ebene schwieriger, wird die Auf· 
gabe, eine Parameterdarstellung aller der Funktionen zu finden, welche an 
mehr als zwei, also an drei oder mehr Stellen vorgegebene Verzwei­
gungen besitzen dürfen. 'Wenn dann zuflillig die Funktionen auf einer Rie· 
mannschen Fläche eindeutig werden, deren schlichte Abbildung man bereits 
kennt., so ist die Aufgabe leicht zu lösen. Ein solcher Fall liegt z. B. 
S. 227 vor. Alle auf der dort betrachteten dreibHittrigen FHiche eindeutigen 
Funktionen werden durch Abbildung <lieser Fläche auf die schlichte Ebene 
eindeutige Funktionen. Eine solche Abbildung würde durch die Funktion 
w(z) geleistet, welche durch die Gleichung z = WS + 3w2 + 6'W + 1 erklärt war. 

Das allgemeine Problem der Uniformisierung läuft 'darauf hinaus, für 
beliebige analytische !i'unktionen eindeutige Parameterdarstellungen zu finden. 
Sei also w = ((z) irgendeineanalytische Funktion, so lautet die Frage, ob 
es zwei eindeutige Funktionen z(t) und w(t) gibt, die für z und w in 
w = fez) eingetragen, diese Gleichung identisch erfüllen, und zwar so, daß 
durch Elimination des Parameters aus den Elementepaaren rationalen 
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Charakters von z(t) und w(t) alle Elemente algebraischen Cbarakters von 
w = f(z) erhalten werden. Es handelt sich also um eine eindeutige Para­
Iueterdarstellung, eine U niformisierung des Gesamtverlaufes einer analy­
tischen Funktion. 

Eine Parameterdarstellung des Kreises, die diesen Forderungen genügte, 
lernten wir in den rationalen Parameterdarstellungen kennen. Die tran­
szendenten Parameterdarstellungen lösen zugleich in dem eben angegebenen 
Sinn eine allgemeinere Aufgabe. Sie uniformisieren Funktionen, die noch 
weitere Singularitäten aufweisen. Z. B. wird ja auch durch eine rationale 
Parameterdarstellung von w = Vi - Z2 eine Parameterdarstellung der Funk­
tion w = z selbst geleistet. So erkennt man, daß unsere Aufgabe stets 
mehrere Lösungen besitzt. 

Im elliptischen Integral erster Gattung lernten wir die I.1ösung unseres 
Uniformisierungsproblemes für die algebraische Funktion w 2 = aoz{ + a l Z3 

+ ag z2 + agz + a4 kennen. wund z werden eindeutige doppelperiodische 
Funktionen rationalen Charakters des Integrales erster Gattung. Alle auf 
der Fläche unverzweigten Funktionen werden gleichzeitig eindeutige Funk­
tionen rationalen Charakters in tt. Also hier wird gleich eine ganz all­
gemeine Funktionenklasse uniformisiert. Man kann auch hier die Aufgabe 
dahin erweitern, daß man an gewissen Stellen der F'läche Verzweigungen 
vorschreibt und alle Funktionen mit den gegebenen Verzweigungen zu ulli­
formisierEm wünscht. Damit erhält man aber zugleich neue Parameter dar­
stellungen von z und w selbst. Wir werden später im zweiten Bande diese 
Pro bleme allgemein behandeln lernen; einige weitere Beispiele werden uns 
in diesem Buche schon begegnen. Hier sei nur noch ein Blick auf die 
Parameterdarstellungen selbst geworfen. Die U niformisierungsfragen haben 
uns in den periodischen und in den doppelperiodischen Funktionen zo;u 
Funktionen geführt, welche bei gewissen auf die unabhängige Variable 
ausgeführten linearen Transformationen ungeänclert blieben. Dahin gehört 

2 i Tt 

auch die Funktion w = ßm, die bei den Transformationen z = 'zl e -m lt, 
(h = 0, 1··· m - 1) ungeändert bleibt. Diese Transformationen, bei welchen 
eine eindeutige Funktion ungeändert bleibt, bilden stets eine Gruppe von 
Transformationen. Unter einer Gruppe hat man dabei in üblicher Weise 
ein System von Transformationen zu verstehen, von der Art, daß erstens 
die Zusammensetzung zweier Transformationen der Gruppe wieder eine 
Transformation der Gruppe ergibt. Sind also Zl = et (z) und Z2 = e2 (Zl) 
zwei Transformationen, so ist Z2 = l2 (lI (z)) ein~ zusammengesetzte. Daß 
diese die eindeutige Funktion fCz) ungeändert läßt, wenn die beiden zu­
sammensetzenden das tun, leuchtet ein. Zweitens aber muß das System so 
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beschaffen sein, daß ihm auch die inverse 'l'rallsformation einer jeden seiner 
'l'ransformationen angehört. 

Funktionen, die bei solchen Gruppen linearer Transformationen un­
gelindert bleiben, die also für jede Transformation 

Zl = l(z) 
der Gruppe der Funktionalgleichung 

fezl) = fez) 
genügen, heißen a1ttomorphe FunkNonen der Gruppe. In diesem Bande 
werden wir die einfachperiodischen und die doppelperiodischen Funktionen 
noch näher untersuchen; erst im zweiten Bande werden uns allgemeinere 
Klassen von automorphen Funktionen begegnen. 

Elfter Abschnitt. 

Abriß einer Theorie der elliptischen Funktionen. 
§ 1. AlJgemeine Sätze über doppelpcl'iodisclle Funktionen. 

Alle auf der zweiblättrigen Riemannschen Fläche der 

-yaoz'l + aI z3 + a2 z2 + a3z + a4 

eindeutigen Funktionen von durchweg mtionulem Charakter gehen durch 
die Abbildung der Fläche mit dem Integral erster Gattung in doppel­
periodische Funktionen von durchweg rationalem Charakter iiber. 'Diesen 
Zusatz "von durchweg rationalem Charakter" lassen wir fortan beiseite, 
weil wir andere doppelperiodische Funktionen nicht betrachten werden. 
Jeder doppelperiodischen Funktion entspricht umgekehrt eine eindeutige 
Funktion der Fläche, die in der Umgebung einer jeden Stelle von ratio­
nalem Charakter ist. Mit einer Theorie der doppelperiodischen Funktionen 
erhalten wir also zugleich eine Theorie dieser Funktionen auf der Rie· 
mannschen Fläche. Die doppelperiodischen und noch einige weiterhin zu 
nennende Funktionensorten begreift man unter dem Namen elliptische Funk­
tionen. Die Theorie der doppelperiodischen Funktionen ist in manchen 
Stlicken der Theorie der einfachperiodischen verwandt, in vielen Stücken 
aber auch einfacher als diese. Daher soll sie vor dieser behandelt werden. 

Satz I: Eine jede nicht konstante doppelperiodische Funktion nimmt im 
Periodenparallelogramm einen jeden Wm't gleichoft an. I) 

1) Ein solcher Satz gilt bei den einfachperiodischen Fnnktionen nicht. Das lehrt 
schon die Funk~ion eZ , welche im Periodenstreifen weder verschwindet noch unendlich 
wird. Freilich werden diese Werte als Grenz werte erhalten, wenn man sich im Peri­
odenstreifen dem unendlichfernen Punkt 11lihert. V gl. auch S. 280. 
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Dabei hat man das Periodenparallelogramm so zu fixieren, daß ihm 

keine zwei um Perioden verschiedene Punkte angehören, d. h. von Hand­
punkten, die sich um Perioden unterscheiden, ist immer nur einer dem 
Parallelogramm zuzurechnen, also nur eine Ecke mul von jedem paral­
lelen Seitenpaar nur eine Seite. Da f'(tt) ebensooft elen Wert a annimmt, 
als ((1t) - a verschwindet, so genügt es zu zeigen, daß die Anzahl der 
Pole einer doppelperiodischen Funktion mit der Zahl ihrer Nullstellen über­
einstimmt. Um das zu beweisen, bedienen wir uns des Oauchyschen 
Residuensatzes. Um ihn anwenden zu können, wollen wir annehmen, daß 
auf dem Rande des Parallelogramms kein Pol und keine Nullstelle der 
Funktion liege. Durch eine geeignete Wah1 der Lage des Parallelogramms 
kann dies immer erreicht werden. Bei einer Parallelverschiebung des Parallelo­
gramms ändert sich nämlich die Zahl der ihm angehörenden Nullstellen 
und Pole nicht. Um dies etwa bei den NullstelIen einzusehen, bemerken 
wir, daß eine Änderung höchstens dann eintreten könnte, wenn beim Ver­
schieben Nullstellen auf den Rand des Parallelogramms zu liegen kommen. 
Dann liegen aber auch in allen äquivalenten Handpunkten Nullstellen der 
doppel periodischen Funktion. Von diesen ist aber wegen der vorhin gege­
benen Vorschrift stets nur eine zu zählen, denn von äquivalenten Rand­
punkten gilt stets nur einer als zum Parallelogramm gehörig. Verschiebt 
man nun ein solches Parallelogramm und rückt dabei eine der Nullstellen 
vom Rande nach außen, so rückt dafür eine äquivalente ins Innere, so 
daß die Gesamtzahl der dem Parallelogramm angehörigen Nullstellen 
dieselbe bleibt. Das gleiche gilt auch, wenn bei der Verschiebung 
eine Nullstelle sich nur am Rande verschiebt. Durch eine solche Parallel­
verschiebung kann man nun aber stets el'l'eichen, daß auf dem Rande 
Nullstellen und Pole nicht liegen. Denn sowohl die Pole wie die Null­
stellen liegen wegen des vorausgesetzten rationalen Charakters isoliert und 
periodisch verteilt. 

Der Unterschied zwischen der Zahl der Pole und der Nullstellen der 
Funktion ((u) wird nun 
erstreckte Integral 

durch das über den 

-~J(/\U) du 
27Ci (u) 

gege ben. 2 m\ und 2 w2 seien die Perioden. 

Rand des Parallelogramms 

Die Ableitung einer doppelperiodischen Funktion ist selbst doppelpel'iodisch. 

Denn aus ((16 + 2m) = fett) 

folgt (' (u + 2m) = (' (H). 

Daher ist der Integrand (;(~; cloppelperiodisch. 
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Seien nun (;5;1 und (5;~ zwei Integrationswege, die durch eine Perioden­
verschiebung H = S + 2 ro auseinander hervorgehen, so ist 

wenn f[! (tt) doppelperiodisch ist. Denn die beiden Integrale gehen durch 
die Substitution u = S + 2ro auseinander hervor, wenn u = S + 2ro die 
Periodenverschiebung ist, die (5;2 in ~1 überführt. Für die über die Seiten 
des Parallelogramms der Fig.68 erstreckten Integrale gilt daher 

und 

Fügt man das alles zusammen, so wird das über den Rand des Parallelo­
,gramms m"streclcte 

2~if gJ Cu) dtt = 0 

(ür jede doppelperiodische Fnn7äion rp Cu). Damit ist Satz I bewiesen, denn 
man braucht ja nur das eben gefundene Ergebnis auf die doppel periodische 

F . ('Cu) 
unktiOn t(~t) anzuwenden. 

Zusatz zu Satz I: Es gibt keine doppelperiodischen l?un1clionen mit nur 
einem (einfachen) Pol. Denn eben wurde gezeigt, daß für eine jede doppel­
periodische Funktion f[! (tl) das über den Rand des Periodellparallelogramms 
erstreckte j' rp Cu) du = 0 ist. Hätte nun f[! (tl) nur einen (einfachen) Pol, 
so wäre aber dies Integral nicht Null, sondern dem von Null verschiedenen 
Residuum dieses Poles gleich. 

Wohl aber gibt es doppelperiodische Funktionen, welche an einer ein­
zigen Stelle einen Pol, und zwar einen Doppelpol besitzen. Man erhält eine 
solche, wenn man etwa eine Riemannsche Fläche abbildet, die im Unendlich­
fernen einen Verzweigungspunkt hat. Dann muß die Umkehrungsfunktion 
des Integrales erster Gattung an der Bildstelle des unendlichferl1en Punktes 
einen Doppelpol haben.1) Sie besitzt offenbar keinen weiteren Pol, da ja 
die Fläche nur diesen einzigen unendlichfernen Punkt hat. Man findet 
auch bestätigt, daß sie dann im Periodenparallelogramm jeden Wert gleich 

1) Die Bestätigung durch Umkehrung der S. 238 gegebenen R,eihenentwicklungen 
sei eine Aufgabe für den Leser. 
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oft, niimlich zweimal, annimmt, weil es zu jedem z zwei Punkte der FHiche 
gib t. 

Satz II: Wenn die ITun7ction fett) im ParaZlelogrwmn den Wert a an 
(len Stellen a1J "2" .. an, den Wert b an den Stellen ß1J ß2" .• ßII annimmt, 
und dabei jede Stelle so oft notiert ist, als es der V1'el{achheit des dort an­
genommenen Wertes entspricht, so ist "1 + "2 + ... + an = ß1 + ß2 + ... + ß" 
bis auf ein Multipluln der Perioden. 

Ich darf wieder annehmen, daß a = 0 und b = = sei. Dann wird 

", "., 1 f f'(u) L.,; Ui - ~ ßi = 2ni ~~ fett) du, 
o 

wenn dabei das Integral über den Rand des Parallelogramms erstreckt wird. 

Denn an einer Nullstelle u" ist nach S. 173 das Residuum von tt ~T~W gleich 

(Xx, an einer Polstelle ß" aber gleich ß,. Andererseits aber wird für das 
Parallelogramm der Fig. 67: 

also 

F'erner 

Also 

a+2w, a+2w, . r ('(u) ff'(it) !nu) 
Daher Wird J U f(u) dt~ = 2 W1 f(u) du - 2 W 2 f(u) dtt. 

o a a 

Nun ist aber das unbestimmte Jr;(;~) d1~ = log f( u). Trägt man die Grenzen 

a und a + 2 ro1 oder a und a + 2 ro2 ein, so erhält man jedesmal die Wert­
änderung des log {( u) bei Durchlaufung eines geschlossenen Weges der f (u)­
Ebene. Denn fett) nimmt als doppelperiodische Funktion für die obere und 
die untere Integralgrenze jedesmal denselben Wert an. Daher wird nun 
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I f f'(u) tatsächlich 2,..i U {(lI) du = h20J l + k2OJ2 , wenn man unter hund k zwei 

o 
passende ganze Zahlen versteht. Damit ist auch Satz 11 bewiesen. 

Wir heben einige Folgerungen aus diesen Sätzen hervor. Eine jede 
doppel periodische Funktion ist bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, 
wenn man ihre Nullstellen und Pole und die Vielfachheit einer jeden Stelle 
kennt. Denn der Quotient zweier diesen Angaben genügender Funktionen 
ist doppelperiodisch und hat weder Nullstellen noch Pole, ist also 
konstant. 

Eine doppelperiodische Funktion ist bis auf eine additive Konstante be­
stimmt, wenn man ihre PolstelJen und an jeder den Hauptteil, d. h. die 
Glieder negativer Potenz, ihrer Laurententwicklung kennt. Denn die Diffe· 
rellZ zweier Funktionen, die diesen Angaben genügen, ist wieder polfrei und 
also konstant. 

Wir werden nun weiter untersuchen, ob es doppelperiodische Funktionen 
mit beliebig gegebenen NullsteUen und Polen (natürlich unter der durch 
den Satz II gegebenen Bedingung) gibt, und ob man die Pole und die 
negativen Glieder der Laurententwicklung wirklich beliebig vorschreiben 
kann, ob also die in diesem Paragraphen angegebenen Sätze die einzigen 
Beschränkungen enthalten. Dies gelingt uns auf Grund der analytischen 
Darstellung der doppelperiodischen Funktionen durch unendliche Reihen. 
Der wenden wir uns jetzt. zu. 

§ 2. Analytische Darstellung der doppelpel'iodischen Funktionen. 
Das allgemeine Prinzip zur Herstellung doppelperiodischer Funktionen 

ist folgendes. Wenn f (u) irgeudeine in der ganzen endlichen Ebene ana· 
lytische Funktion von rationalem Charakter ist, so bilde man die Summe 

F(u) =2 (Cu + h2w1 + k2w2) 

h, k 

über alle Perioden. Diese Funktion F Cu) ist dann sichel' doppelperiodisch, 
wenn die Reihe eben gleichmäßig und unbedingt konvergiert. Denn ver­
mehrt man die Variable u um eine Periode, so hat dies nm eine Änderung 
der Reihenfolge der Reihenglieder zur Folge. Daher beginnen wir mit 
einem Konvergenzsatz, um dann, auf ihn gestützt, doppelperiodische Funk­
tionen wirklich herzustellen. 

Der Konvergenzsatz lautet: Die über alle von Null verschiedenen Perioden 

erstreckte Summe ~ (2~r kOn?Jergiert für n > 2 absolut. 
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Zum Beweise bringen wir die lteihellglieder in eine bequeme Anordnu/lg'. 
An den Punkt u = 0 stoßen vier Periodenparallelog'ralllllw au. 1 hre VOll 

Null verschiedenen Ecken machen den ersten Krall/', 

'·on Period'n uu, (~'ig. 74). R uud r mng'" die au, / ]Zr) ~"1 
Fig.74 ersichtliche Bedeutung größter und kleinster / ~ 
Abstände haben. Dann ist für diese acht Perioden also L ___ L--_ 

Ji'ig 74,. 

r< 12m< R. 

Wir gehen zum zweiten Kranz über, indem wir alle an diese vier ersten 
anstoßenden Perioden parallelogramme hinzunehmen. Auf dem L{and des so 
entstehenden großen Parallelo­
gramms (Fig.75) liegen dann 
2·8 = 16 Perioden. Für diese 
gilt: 

2r ~'12m I ~ 2R. 

Wir lag'ern einen neuen Kranz Fig.75. 

von Parallelogriimmen an und 
erhalten 3·8 = 24 weitere Perioden. Für diese wird: 

3r< 12ml ~ 3R. 

Nun wollen Wlr die Glieder der Reihe L (21~r so anordnen, daß wir erst 

die Perioden des ersten, dann die des zweiten, dann die des dritteil usw. 
Kranzes nehmen. Die sich auf die " ersten Kränze bel\iehende 'l'eilsumme 
der absoluten Beträge s" genügt dann den Ungleichungen: 

~ (1 + __ 1 __ + ... +1 \ < Sx < 8 11 + _1_ + _~ +" _1_) . 
. Rn 21t-1 xn-1.'· - rn \ 2tt-1 Su-l 1(11-1, 

Daraus erkennt man klar die ltichtigkeit unserer Behauptung, daß die Iteihe 

2) (21ro)" für n> 2 absolut konvergiert. Man sieht auch, df1ß sie für n< 2 

jedenfalls nicht mehr absolut konvergiert. 
Wir wenden dies Ergebnis nun an, um die Konvergenz der über alle 

Perioden erstreckten Summe ~ ( _ ~ __ )n 
,L.; u-2ro 

zu untersuchen. Wir beschränken u auf den Kreis lu: < P Wir zerlegen 
die Reihe in zwei Teile. In den ersten aus endlichvielen Gliedern be­
stehenden Teil nehmen wir die Glieder auf, welche für I tt I ~ P Pole be­
sitzen; das sind also die zu den Perioden i 2 m I < P gehörigen Heihenglieder. 
In den zweiten Teil nehmen wir alle übrigen Reihenglieder. Ich behaupte 
nun, daß dieser zweite Teil für n > 2 in ! u I :s: P absolut und gleichmäßig 
konvergiert. 
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Zu dem Zweck bemerke ich, daß es eine Zahl M gibt, so daß für alle 
I tt I < P und alle Perioden 12 ro I > P stets 

I 1 111 M 
;;-=200 I < 12~1I 

gilt. Um dies einzusehen, betrachte ich die Perioden, deren absoluter Be­
trag größer als P ist. Unter allen ihren absoluten Beträgen gibt es einen 
kleinsten P + d, der noch größer ist als P. Das folgt daraus, daß in jedem 
endlichen Bezirk nur endlichviele Periodenpunkte liegen (S. 242). Daher 
wird nun für alle I tt I -S P und alle I 2 co ! 2>: P + d stets 

1-· >1- - =1-·.~· i U- 2 OO! I U /. p 
I 200 = 200 P+ d 

Daraus folgt IU-2_0l I"> (1- ~)n= _~. 
200 = P+d' M 

Daher wird I 1 In M 
I u-2oo < 1200 In 

für alle i u I ::; P und alle 12ml > P. Das ist also eine für alle Glieder der 
zu untersuchenden Reihe 27 (' 1 )" 

,2w l>p\U - 2 00, 

geltende Abschätzung. Diese läßt aber bekanntlich ihre absolute und 

gleichmäßige Konvergenz aus der Konvergenz der Reihe .L: I 2 ~ In er· 
schließen. Nehmen wir nun für n eine ganze Zahl. 

Nach dem Weierstraßschen Doppelreihensatz (S. 153) stellt dann diese 
Reihe, deren gleichmäßige Konvergenz wir eben nachgewiesen haben, eine 
für lu! ~ P reguläre analytische Funktion dar. Die weggelassenen end­
lichvielen Glieder aber machen eine rationale Funktion aus. Daher stellt 
unsere Reihe in der ganzen endlichen Ebene eine regulär analytische Funk­
tion von durchweg rationalem Charakter dar. Diese analytische Funktion 
ist nun aber nach dem schon eingangs erwähnten Prinzip doppelperiodisch. 
Sie besitzt bei u = 0 einen n-fachen Pol und ist also eine n-wertige 
doppel periodische Funktion. Die geringstwertige derart erhaltene Funktion 
ist dreiwertig. Nach Weierstraß bezeichnet man ihr 2-faches mit p' (u). 

Wir haben also in 
'(' ~. -2 P u)= ----, (u--2oo) 

eine dreiwertige doppelperiodi~che Funktion gefunden. Schon die Schreib­
weise deutet an, daß sie die Ableitung einer zweiwertigen doppelperiodischen 
Funktion ist. Diese wollen wir bestimmen. Ich spalte von der Reihe 
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~ -2 
~ (u-2w)' 

das auf die Periode Null sich be7.iehende Glied ab und be-

7.eichne1) die "b' R'h 't~' - 2 D t' I urIge eJ e ml ( .. • . ann se 7.e 1C 1 
U - 2 (0) 

U U 

() l+f('() 2) 1 f'~'-:l pu, = u'. p U + u', du =11' +. L.. (u _ 2(0)8 du. 
o 0 

Also wird 

Gleichmäßig konvergente Heihen darf man ja gliedweise integrieren. Das 
ist jedenfalls eine Funktion, deren Ableitung p' ('11) ist. Ist aber diese 
Funktion doppelperiodisch ? Auf alle Fälle ist für jede Periode 2 OJ die 
Differenz p (tt + 2m) - p ('11) konstant. Denn die Ableitung p/(u + 2m) - p'(u) 
ist Null. Nun ist aber p (- '11) = P (n), also p ('11) eine gerade Funldion. 
Zu jeder Periode 2 ro gehört nämlich eine ihr bis aufs Vorzeichen gleiche 

1 1 
Periode. Beide geben zu den Reihengliedern (U-~ 2(0)2 - (2 .;y" und 

1 1 
(u + 2w)' - (200)2 Vera~~assung. Beide tauschen nur ihre Plätze, wenn u 

sem Vorzeichen ändert. 2) Daher ist namentlich p (-- m) = p (m). Trägt 
man nun u = - ro in der Gleichung p(u + 2m) - p (tt) = C ein, so findet 
man 0 = p \m) -- p(- m) = O. Daher ist p (tt) doppelperiodisch. 

§ H. Das Umkehl'pl'oblem. 
Das Studium der elliptischen Integrale erster Gattung führte uns zu 

den doppelperiodischen Funktionen. Gehört nun umgekehrt zu jeder Wahl 
der Perioden eine zweiblättrige Riemannsche Fläche und ein Integral erster 
Gattung, das diese Perioden besitzt? Diese Frage bezeichnet man als Um­
kehr problem. 

Die Kenntnis der beiden Funktionen p (1t) und p' (tl) gibt uns schon 
die Mittel zu ihrer Beantwortung. Jedenfalls nämlich bildet die Funktion 
p = p ('11) das Periodenparallelogramm auf eine zweiblättrige Hiemannsche 
,B'läche ab. Denn p(u) nimmt ja jeden Wert zweimal an. Diese Fläche 
besitzt vier Verzweigungspunkte. Der eine liegt im Unendlichfernen. Denn 
bei tt = 0 hat p ('11) einen Doppelpol. Die drei anderen liegen im Endlichen. 
Daß es drei sind, ergibt sich daraus, daß an drei Stellen die Ableitung 
p' ('11) verschwindet. Diese drei Verzweigungspunkte der p-Fläche haben 

1) Der Strich an dem nun folgenden Summen zeichen soll also andeuten, daß bei 
der Summation die Periode 2 w = 0 beiseite bleibt. 

2) Ebenso erkennt man in p' (u) eine ungerade Funktion, wie das ja für die Ab­
leitung einer geraden Funktion sein muß 
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die Eigenschaft, daß die Summe ihrer Koordinaten verschwindet. Denn 
diese Summe wird nach dem Residuensatz durch das Integral 

1 f p"(u) 
hi P (u) p'-Cu) du 

o 
gegeben. Das verschwindet aber nach S. 258, weil der Integrand doppel­
periodisch ist. 

Man kann auch leicht die Punkte der u-Ebene bestimmen, in welchen 
p' (u) verschwindet. Dazu muß man nur beachten, daß p' (u) eine ungerade Funk­
tion ist: also p' (- u) = - p' (u). Da nun aber weiter p' (u + 2w) =p' (u) 
gilt, so wird für u = - ro: p' (w) = p' (- w) = - p'(ro). Also muß p'(ro) = 0 
oder = 00 sei:g,. Da aber p' (u) in den Perioden punkten 2 w seine Pole 
hat, liegen die Nullstellen bei den Halbperioden w. Diese gehen aber 
durch Periodenvermehrung aus den drei speziellen Halbperioden 

roll roll' ro1 + W 2 

. hervor, welche allein dem Periodenparallelogramm angehören (vgl. die Er­
klärung auf S. 245). So sind tatsächlich die Bilder der drei endlichen 
Verzweigungspunkte ausfindig gemacht. 

Die drei Verzweigungspunkte e1 = P ( ( 1), Ci = P (wll) , es = p (ro1 + ro2) 

sind natürlich voneinander verschieden. Denn die p-Funktion nimmt ja 
einen jeden Wert genau zweimal an. Der W ert ~ z. B. wird aber an der 
Stelle ro1 schon doppelt angenommen, weil ja p'(ro1) = 0 ist. 

Die dargelegte Abbildungseigenschaft läßt vermuten, daß p = p(u) die 
Umkehrungsfunktion eines Integrales erster Gattung ist, und lenkt so unsere 
weiteren Überlegungen in eine bestimmte Richtung. Man findet ja tatsächlich 

du 1 
dp = p'(u}' 

Also ist Jd P 
u= 7' 

00 

weil ja der Punkt p = 00 in u = 0 übergeht. Man vermutet daher, daß 
p' sich als eine Quadratwurzel aus einem Polynom dritten Grades in p 
wird darstellen lassen. Diese Vermutung wird durch die folgenden Über­
legungen bestätigt. Zu der zweiblättrigen Riemannschen Fläche mit den 
Verzweigungspunkten cl/ C2, cs, 00 gehört ein Integral erster Gattung v(p) 
das die Fläche auf eine schlichte v- Ebene abbildet. Dieses Integral wähle 

p 

ich in der Form v = f dp und erreiche damit, daß es auch 
Va.ps + asp + as 

'" 
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den unendlichfernen Verzweigungspunkt auf v = 0 abbildet, und daß d 11' 

Koordinatensumme der endlichen Verzweigungspunkte auch Null ist. DiH 
Umkehrungsfunktion p = ((v) hat auch bei v = 0 einen Doppelpol. [clJ 
will die Glieder negativer Poten/': in ihrer Laurententwicklung bestimlllf'n, 
um ((v) mit p(u) zu vergleichen. Man findet 

-~- '/ ~--~-----'~--

Va, P , 1/1 + (1' ~1. + a" 1. 
V a"p aoll 

=V~C; i;~h (1 - 2a;-; ;. - i~~~ f. - .. -) 
Also durch glied weises Integrieren 

Also wird 

1 Zur Auflösung nach p macht man den Ansatz: p = \ß (v'), also 

1 -- = Cl '1)2 + es v' + Cs v6 + p 

Durch Einset/':en erhält man 

2 4 c, 2 + 4c. 4 V =- -v -- -v + .... 
ai) ao 

Also wird 

Das liefert 

Es ist aber auch p(lt) = i~2 (1 + B2u4 + Bgu6 + ... ), 
weil p Cu) eine gerade Funktion ist. Wähle ich also oben den Koeffizienterl 
ao = 4, was mir durchaus freisteht, da es nur auf eine Multiplikation def 
integrales mit einem konstanten Faktor hinauskommt, setze ich als(, 

so wird 

So erreiche ich, daß die Entwicklungen von f ( v) bei v = 0 und von 
p (u) beil{ = 0 gleichlautende Glieder negativer und nullter Potenz 
enthalten. 
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Nun kann der Beweis leicht zu Ende geführt werden. Ich betrachte 
1.1, als Funktion von v. u ist eine Funktion von p, die auf der Fläche 
überall von rationalem Charakter ist. Sie wird daher bei der Abbildung 
der Fläche durch das Integral v eine eindeutige Funktion u (v). Aus dem· 
selben Grunde aber ist die Umkehrungsfunktion v (u) eindeutig. Daher muß 
u(v) linear sein; denn u(v) vermittelt eine umkehrbar eindeutige Abbildung 
der u-Ebene auf die v-Ebene. Da aber iiberhaupt nur die endlichen v und 
die endlichen u an der Abbildung beteiligt sind, so muß diese Funktion 
ganz und linear sein. Also u (v) = av + ß. Bei der Abbildung entsprechen 
aber die Nullpunkte beider Ebenen einander. Denn sowohl u (p) wie v (p) 
bilden den unendlichfernen Punkt der Riemannschen Fläche auf den Null­
punkt ihrer Ebene ab. Also hat die lineare Funktion die Gestalt u = ur. 
Trägt man also u = av in die Funktion p (u) ein, so muß f (v) entstehen. 
Es wird aber 1 

p(av) =.---.(1 + B 2 a4v'+· . . ). 
Cl: V 

Soll das aber mit 

übereinstimmen, so muß a = + 1 B = g. sein und die Entwicklung von 
- 2 20 ' 

P (u) wird also 
p(u) = ~2 (1 + ~~U4+ .. -)-

Wir haben damit folgendes Gesamtergebnis gewonnen: Die Funktion 
p (u) bildet das Perioden parallelogramm umkehrbar eindeutig auf eine ge­
schlossene zweiblättrige Fläche mit vier verschiedenen Verzweigungspunkten ab. 
Einer davon liegt im Unendlichen. Die Koordinatensumme der drei endlichen 

ist Nttll. Das Integral erster Gattung u = r ___ .. dz dieser Fläche 
J V4 z'-g z- 9 

ist die Umkehrung der p-Ftmlction. 00 • 3 

Ist umgekehrt eine zweiblättrige Fläche der angegebenen Art vorgelegt, 
so wird die Umkehrungsfunktion ihres Integrales erster Gattung 

z f dz tt = 
11 4,e3 - g. z - g. 

00 

die Funktion p (u). Wie wir nämlich schon S.26fJ betonten, stimmt die 
Laurententwicklimg der Um1:ehrungsfunktion in der Umgebung des Punktes 
u = 0 in den Gliedern negativer und nullter Potenz mit der Entwicklung 
der Funktion p (u) überein. Sie sind außerdem doppelperiodische Funktionen 
mit denselben Perioden. Ihre Differenz ist also konstant, verschwindet 
aber für u = 0, wie die Gleichheit der Absolutglieder lehrt. Also ist tat­
sächlich 'P Cu) mit der Umkehrungsfunktion identisch. 
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Unsere Betrachtungen haben eine besondere Sorte von I':weibliittrigell 
Vliichen als besonders wichtig erkennen lassen. Das ~ind die Flächen, 
welche einen Verl':lVeigungspunkt im Unendlichen und dn'i im Endlichen 
haben, doch derart, daß ihre Koordinatensnmme Null ist, d. h. daß der 
Schwerpunkt des von ihnen gebildeten Dreieckes im Koordillatenall fang 
liegt. Wir wollen diese Gestalt der Fläche und ihr J ntegral erster Gattung 
Wcicrstmßsche Normalforln nennen. Weierstraß, der geniale Mathematiker, 
dem die moderne Mathematik ein gutes Teil ihrer begrifflichen :-lchäl'fe 
verdankt, war es nämlich, der die Bedeutung gerade dieser Normalforl11 er­
kannte. Sie' liegt einmal darin, daß die Funktion p (11) unter allen eine 
besonders einfache analytische Darstellung besitzt, ferner aber Hoch be­
sonders darin, daß man jede zwei blättrige Fläche mit vier Verl\weigungs­
punkten unschwer auf eine der Weierstraßschen Normalformen abbilden kann. 
Man beherrscht also mit der Parameterdarstellung oder Uniformisierung 
der Weierstraßschen Normalform zugleich alle übrigen elliptischen Gebilde. 

Die erwähnte Abbildung kann durch eine lineare Funktion bewirkt werden. 
Wenn wir nämlich in w 2 = a o (z - cll ) (z' - d2) (z - dJ (z - (l4) die lineare 

Substitution 13 = ~~<t-db = l (Zl) mit der Umkehrung ZI = l-1 (13) ausüben, so 
CZ1 T 

erhalten wir 

702 = au (l (ZI) - "1) (l (ZI) - a2) Cl (,01) --- aa) (l (ZI)- a4) 

= ao (ZI - l-1 (al») (Zl - l--1 (as» (ZI -- II (('(:1) (z[ _[--1 (a4)' 

(a-a, cl (a-a, c) (a- (x, G) r'a --,,<cl 
--·----~(CZI +-d)l---~-'--

=w2(z) (a_-=-al(J)(a--a.(J)((~.::.~.cJ(a·~IC) = A w\z). 
I 1 (C,ZI+ dJ4 (cz l -l-rL j 1 I 1 

Die Verzweigungspunlde der neuen ~'unktion wl (ZI) liegen an denjenigen 
Stellen, an welchen das Polynom unter der W unel verschwindet. Das sind 
die Stellen l--l (a,), welche aus den Stellen a, durch die lineare Abbildung l---I(Z) 

hervorgehen. Durch die umkehrbar eindeutige Abbildung 

z = l (ZI)' w = (CX:d)' w l 

gehen also die beiden Hiemannschen ~llächen auseinander hervor. Was wird 
bei dieser Abbildung aus dem Integral erster Gattung? Um das zu sehen, 
haben wir auch dort die lineare Abbildung vorzunehmen. Dabei findet man 

j z dz = a_d-b~fzldZl . 
'IV VA wt 

a. 1-1(".) 

Bi e b erb a. 011, Funktionentheorie I 18 
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Die Integrale erster Gattung sind also bis auf den konstanten Faktor 
ad-bc 

-VA 
einander gleich. 

Durch eine passend gewählte lineare Abbildung kann man nun stets er­
reichen, daß die neue Riemannsche Fläche die Weierstraßische Normalform 
besitzt. Am besten sieht man das ein, wenn man die Abbildung, die das 
leistet, in zwei Schritten ausführt. Der erste Schritt besteht darin, einen 
der Verzweigungspunkte ins Unendliche zu bringen. Dabei nehmen die drei 
anderen drei bestimmte endliche Plätze ein. Durch eine Parallelverschiebung 
kann man dann den Schwerpunkt des von ihnen gebildeten Dreieckes nach 
dem Koordinatenanfang bringen. Damit ist die Weierstraßische Normalform 
erreicht. Ist nun W 1 = p' (u), Zl = P (u) eine Parameterdarstellung derselben 

und Z = I (Zl), W = ( VA
d)2 W1 die Abbildung, die die gegebene Funktion w (z) 

cz,+ 
in sie überführt, so wird 

w = (cl(p(~~+dt p'(u), Z = l(p(u)) 

eine Uniformisierung von w = w (z). 

§ 4. Die 1;-Funktion und das Normalintegral zweiter ((attnng. 

Die s-Funktion ist ein Integral der negativen p-Funktion. Wir erklären 

u 

s(u) = ~ + ~'(-~- + ~ +_u .) = 1 +f ~ ((_.!._)2 _ _ L.) du. 
u L..; u - 2 00 200 4 co ~~ ~ u - 2 co 4 Oll , 

w 0 

Dann wird also ~'(u) = - p(u). 

Diese Funktion ist nicht mehr doppelperiodisch. Denn sie besitzt im Perioden­
parallelogramm nur einen einfachen Pol, und wir sahen S. 258, daß es der­
artige doppelperiodische Funktionen nicht gibt. Da aber ihre Ableitung 
doppelperiodisch ist, so kann sie bei Periodenvermehrungen der unabhängigen 
Variablen nur um Konstanten zunehmen. Wir setzen ~(u + 20)1) - sC u) = 21)1 
und ~(u+ 2ro2) - s(u) = 2'1/2' 

. Diese Zahlen 'YJl und '1/2 genügen der wichtigen Legendreschen Relation 

xi 
'1/1 UJ2 -' 1J2 ro1 = "2' 

Um sie abzuleiten, betrachten wir das Integral 

2~ifs(u) du 

0. 
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erstreckt über den Rand eines Periodenparallelo- 121 2(." a ,2" .\' 

gramms. Man kann es auf zwei verschiedene / /" "', 
Weisen auswerten. Einmal ist es dem Besiduum 0 

der s-Funktion an der Stelleu = 0 gleich, welche () 
wir also im Parallelogramm gelegen denken, abo a "'2,'), 

. h F b h ( ) I"ig. 76. glelC 1. erner a er aben wir siehe Fig. 76 

a+ 2w:I+ .2w1 a + 2011 a + 2w'l. 

j't,Cu) du = J s(Ul + 2(1) dU1 = J·~(t() (lu + 4tl2wj 
a+2w2 a a 

a + 2 w1 + 2 "" a + 11 W 2 a + 2 '"2 

und j'r;(tt)d1t= J~(tt +2w j )d'u1 = !t,(tt)d1,/,+41hW2' 
a+ 2w," a 

Also finden wir durch Zerlegung von j'r;(u) ein in die t:lumme der Integrale 
über die vier Seiten: 0 

!_. J~(u) du = 41/, W2-~1)t w1 • 
2 %~ 2 '1H 

0. 
Also wird 

Die Funktion t,(u) ist als lntegral der geraden p-Funktion eine ungerade 
Funktion, d. h. also, sie genügt der Funktionalgleichung t,(-u) = - s(u). 
Es läßt sich auch ähnlich einsehen wie S. 263 der gerade Charakter der 
p -Funktion, und zwar wieder auf Grund der 'l'atsache, daß mit jeder Periode 2 ro 
auch - 2 weine Periode ist. Fassen wir aber die beiden zugehörigen Glieder 
der Reihe b (u) zusammen, so haben wir 

1 u 1 1 U 

u-tw + 2m + 4;2 + u+2,;; - 2(1; +4~" 

und das wechselt mit u zugleich sein Vorzeichen. 
Diese Bemerkung ermöglicht es, die Zahlen 2 'lJ1 und 2 '1)2 mit den 

Werten ~(W1) und b(W2) in Zusammenhang zu bringen. Trägt man nämlich in 

s(u + 2w l ) = t,(u) + 2'IJ1 

U = - ro1 ein, so wird b(W1) - b(-wI) = 2'1)1. Also 'lJl = b(W1). Ebenso findet 
man 'lJ2 = b(W2). 

Bilden wir nun das Periodenparallelogramm durch die p-Funktion auf 
eine zweiblättrige Fläche ab, so wird aus b(U) eine Funktion der Fläche, die 
in der Umgebung einer jeden Stelle von rationalem Charakter ist, an einer 
Stelle (z = 00) einen einfachen Pöl besitzt, und die ebensowenig wie das 
Integral erster Gattung eine eindeutige Funktion der Fläche ist. Um sie 
durch z und w darzustellen, beachten wir, daß 

18* 
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dt dt du l-z 
dz = du' dz = - p(U)· p' (tt) = w' 
• 

Also wird ~ = - f z ~z. Die untere Grenze des Integrales bleibt dabei un-

bestimmt. Wir haben ja auch zu Beginn bei Erklärung der ~-Funktion das 
Integral nicht durch Wahl der unteren Grenze, sondern in anderer Weise 
fixiert. Wir wollen uns hier nicht weiter mit der Bestimmung der In­
tegrationskonstanten, d. h. der Lage der Nullstellen von ~(u), befassen. Es 
genügt uns, in ~ .ein Integral der Fläche, das sogenannte Normalintegral 
zweiter Gattung, erkannt zu haben. Dabei versteht man allgemein unter einem 
Integral zweiter Gattung ein mit Polen versehenes Integrkl, das aber durch­
weg von rationalem Charakter ist. Das hier vorgelegte besitzt nur einen 
einfachen Pol im Unendlichen. 

§ 5. Darstellung der doppelperiodischen Funktionen durch p(u) und P'iu). 
Wir beginnen mit der Betrachtung der Funktion 

1 p'(tt)-p'(v) 
IPl(U,V) = 2 p(u)-p(v) . 

Diese Funktion ist in mehr als einer 13eziehung von besonderer Wichtigkeit 
für die Theorie der elliptischen Funktionen. Sie besitzt als Funktion von u 
zwei einfache Pole, deren einer bei u = 0, deren anderer bei u = - v liegt. 
Denn bei u = 0 hat man -2 

1 p'(u)-p'(v) 1 -u.-p '(v)+u!l3(u) -1 
----=- ·=-+u~(u). 
2 p(u) -p(v) 2 u~ -p(v) + ul!l3, (u) u 

Bei U = 0 liegt also ein einfacher Pol mit dem Residuum - 1. Pole können 
weiter an den Stellen liegen, wo der N eImer verschwindet. Das sind die 
Stellen u = + v und n = _. v. Bei u = + v verschwindet ~ber auch der 
Zähler, so daß dort kein Pol der Funktion liegt. Bei u = - v aber erhält man 

1 p'(u)-p'(v) 1 p'(-v)-p'(v)+p"(-v)(u+v)+ ... 
2 p(u)-=p(?i) -2 p(-v)-p(v)+p'(-v)(u+v)+", 

1 2p'(-v)+p"(-v)(u+?i)+'" 
2-- p"I_?i) 

p'(-v) (u+v) + --\- (U+V)2+ ... 

Also. bei u = - v liegt ein einfacher Pol mit dem Residuum 1. Dies ist er-
) 

sichtlich auch für den Fall richtig, wo p' (- v) verschwinden sollte. Es 
hätte ja auch aus der allgemeinen Tatsache erschlossen werden können, daß 
die Summe der Residuen Null sein muß. 
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Die Kenntnis dieser Funktion CPl erlaubt es nun, doppelperiodische )i'unk 
tionen zu konstruieren, welche an beliebig gegebenen Stellen Pole mit be­
liebig gegebenen Hauptteilen besitzen. Um das einzusehen, hemerken wir 

zunächst, daß ( cp! (u, v) 111 bei n = 0 einen Pol mit dem Hauptteil \ besib:t. 
'It 

Bei n = - /J besitzt diese Funktion einen Pol mit dem Hauptteil 1 
(u -I- v)' 

Denselben Hauptteil besitzt aber hei u = 0 auch die Funktion p(u). Also 
besitzt die Funktion Cf!2 (H, ,,) = cp2 - 11( u) einen einzigen Pol zweiter Ordnuno ! ,~ 

bei n = - v. Derselbe hat den Hattptteil ~( +1~).". Ebenso kann man eine u 1)" 

Funktion CP3(U, v) konstruieren, deren einziger Pol bei tt = - v liegt und 

den Hauptteil (U~V)' besitzt. Zu dem Zweck bildet man erst 

( PI (U, v) lS. 
Diese Funktion hat bei If. = - r einen Hauptteil von der Form 

(_ .. !_)3 + (l (.~1 )2 + a. (_~ __ ) . 
u + " 1 !t + V 2 It + V 

Bildet man daher: 3 Cf! I - 111 P2 - a2 Cf! 1 , 

so hat diese Funktion bei u = - v den gewünschten Hauptteil. Aber sie 
hat außerdem noch bei 11 = 0 einen Pol mit einem Hauptteil von der Form 

.~ + VI \. (Das Residuum muß Null sein, weil das Hesiduum am anderen 
'M·l u 
Pol schon Null ist und die Summe der Residuen nach S. 258 verschwindet.) 
Zieht man also noch b1P(u) - JI'(tt) ab, so erhält man die gewünschte 
Funktion P3(U, v). Ebenso konstruiert man aus 

{ CPI (u, v) )" 

eme Funktion cpn(tt, v), die nur bei 1t = -- v einen Pol vom Hauptteil 
(tt+V)" 

1 

hat. Bei Null hat man dazu geeignete Multipla der höheren Ableitungen 
von p(u) in Abzug zu bringen. Die rde Ableitung hat ja, wie eine leichte 

Hechnung zeigt, den Hauptteil 

(- l)"(n + 1)!--~-. , un+:I 

Für v = 0 versagt unsere Erklärung der Funktionen pn(u,1)). Denn dann 
ist ja p( v) nicht endlich. Das schadet aber nicht. Denn von 11, = 2 an 
stehen uns ja schon, wie eben bemerkt wurde, in p(u) und seinen Ableitungen 
die gewünschten Funktionen zur Verfügung. Wir setzen daher cpn (u, 0) = 
(_ l)n~~-- p(n-2)(u) fUr n > 2. Um nun auch noch CPl(U, 0) zu erklären, 

(n-l)! . 
wollen wir verabreden, Cf'l (11, 0) c, 0 zu setzen. Es wird sich herausstellen, 
daß diese Verabredung zweckmäßig ist. 
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Wir können nun eine Funktion konstruieren, die an den Stellen VlI V" .. '1)" 

Pole mit den beliebig gegebenen Hauptteilen 

besitzt. Eine solche Funktion ist nämlich 

" ~ {A~K) tp). (u, - v,,) + A~K)_1 tp.1 -1 (u, - v,,) + ... + Ai) <PI (U, - v,,»). 
~~ X Y. X x 

1 

Diese Funktion hat bei u = 0 einen Pol mit dem Residuum - ~ A~K). Die 
Summe ist dabei über alle von u = 0 verschiedenen Pole zu erstrecken. 
Denn nur für diese hat IPI (u, - vJ<) das Residuum _ 1, während IPI (u, 0) 
identisch Null ist, also das Residuum Null hat. 

Falls nun unter den gegebenen Nullstellen u = 0 nicht vorkommt, so 
ist dies Residuum Null. Denn nach S. 258 ist die Summe aller Residuen 
Null. So mußten also die Ar) vorgegeben sein. Kommt aber Null unter 
den Polst ellen vor, so ergänzt ihr Residuum gerade die Summe der übrigen 

n 

Residuen zu Null, ist also der negativen Summe - ~ A~") derselben gleich, 
1 

und wieder zeigt also unser Ausdruck bei u = 0 das l'ichtige Verhalten. 
Der angeschriebene Ausdruck ist nach S.260 bis auf eine additive Kon­

stante die allgemeinste doppelperiodische Funktion. 
Die so gefundene Darstellung ist das Analogon zur Partialbruchzerlegung 

in der Theorie der rationalen Funktionen. Man nennt sie auch hier Partial­
bruchzerlegung der elliptischen Funktionen. 

Man bemerke nun noch, daß die Funktion IPn(U, - v) denselben Hauptteil 
hat wie die Funktion Cfn(tt + v, 0). Daher ist bis auf einen konstanten 
Faktor und bis auf eine additive Konstante die J!'unktion tpn (u, - v) der 
n-2-ten Ableitung von p(u + v) gleich. Daher kann man auch alle doppel­
periodischen Funktionen in die Form 

n 

((t~) = ~ {Bi:>p().,,-I)(U + vK ) + ... + B~")p(u + v,,) + A~") <P1 (u, -v,,)} + c 
I 

setzen. Dabei sind die Ar) nach wie vor die Residuen an den einzelnen 
Polen von ((u), weil ja die Residuen von p(u) und seinen Ableitungen 
Null sind. 

Ein Wort muß nun noch über die verwendeten Ableitungen p(n)(u) an­
gefügt werden. Auch diese können wie die Funktion <PI (u, v) rational 
durch p und p' dargestellt werden. Das lehrt die zwischen p und p' 
bestehende Gleichung p' 2 = 4ps - g.P - ga' Differenziert man sie nämlich, 
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so erhält man 2p'p" = 12 p 3p' - gaP', also ist pli rational durch p und p' 
darstellbar. Von hier schließt man auf die dritte, dann auf die vierte Ab­
leitung usw. Damit sind aber auch die l!'unktionen cp,,(tt, v) rational durch 
P und p' dargestellt. Und damit ist bewiesen: 

Jede doppel periodische Funktion kann rational dttrch p und p' dargestellt 
werden. 

Man kann diesen Satz auf die Riemannsche Fläche übertragen. Jede 
auf der Fläche eindeutige Funktion, welche überall den Charakter einer 
rationalen Funktion besitzt, wird eine doppel periodische Funktion vonu. 
Daher kann man nun den folgenden Satz aussprechen: 

Jede eindeutige Funktion der Fläche, welche überall vom Charakter einer 
rationalen Funktion ist, ka.nn rational durch z und w dargestellt werden. 

Dieser Satz entspricht dem Satz, den wir S. 236 für zweiblättrige 
Flächen mit zwei Verzweigungspunkten aussprachen. Nur konnte damals 
der Zusatz eindeutig wegbleiben, weil die Fläche umkehrbar eindeutig auf 
die volle schlichte Ebene abgebildet werden konnte, wo eine jede Funktion 
von durchweg rationalem Charakter nach dem Monodromiesatz von selbst 
eindeutig ist. Der gilt aber hier nicht, wie schon die Existen:t. der Inte­
grale erster Gattung lehrt. 

A.ls Anwendung unseres Satzes wollen wir nun im nächsten Paragraphen 
die A.dditionstheoreme der elliptischen Funktionen behandeln. 

§ 6. Das Additionstheorem der elliptischen Fnnktione~. 
Unter einem Additionstheorem versteht man die Darstellung der Funk­

tion f( u + v) durch f( u) und ((v). Ein algebraisches Additionstheorem be­
steht für eine Funktion fez), wenn zwischen den Ausdrücken f( u + v), f( u) 
und f(v) eine algebraische Gleichung mit von tt und v unabhängigen 
Koeffizienten besteht. Bekanntermaßen besitzt die Funktion e' ein solchfs 
Additionstheorem. Denn es ist ja eu+, = eU • e". Daraus ergeben sich die 
bekannten Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen, wie über­
haupt aller rationalen Funktionen von e' mit konstanten Koeffizienten. 
Denn wenn fez) = ~ (e') eine rationale Funktion von e' mit konstanten 
Koeffizienten ist, so ergibt die Elimination von eU und e' zwischen den 
Gleichungen ((u + v) = ffi(eu • e"), (lu) = ffi(eu ), ((v) = lR(e') 
eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten zwischen fett + v), 
(Cu) und f(v). 

Dieselbe Überlegung zeigt, daß auch alle rationalen Funktionen alge­
braische Additionstheoreme besitzen. Um sie zu gewinnen, hat man nur 
zwischen {(u + v) == ffi(u + v), (Cu) = lR(u) nnd f(v) = lR(v) die Variablen 
u und v zu eliminieren. 
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Solche Additionstheoreme bestehen nun auch für die elliptischen Funk­
tionen. Um das einzusehen, hat man nur ihr Bestehen für p(u) und p'(u) 
nach7.uweisen. Denn die iibrigen drücken sich rational durch diese 
beiden aus, und zwischen p' und p besteht die algebraische Gleichung 
p'! = 4ps - g2P - gs' Ist also das Additionstheorem für p' und p bewiesen, 
so hat man nur p(u), p(v) und p'(u), p'(v) zwischen den fünf Gleichungen 

l(u+v) = 911 (p (n),p (v),p' (u),p' (v)) r(u) = ffi 2(p(u),p'(u»), r(v) = 9l2(p (v),p' (v)) 

plt(n) = 4 (p(u»)S - g2P(U) - gs 

p' S(v) = 4(p(V»)3 - gsp(v) - gs 

zu eliminieren, um das Additionstheorem für l zu gewinnen. Weierstraß 
hat überdies gezeigt, daß die hier aufgezählten die einzigen eindeutigen 
Funktionen einer Variablen sind, welche ein algebraisches Additionstheorem 
besitzen. Doch werden wir uns damit begnügen, auch für die elliptischen 
Funktionen die Additionstheoreme zu beweisen. 

Sie können fast unmittelbar den Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
entnommen werden. 

Wir haben dort die Funktion fJJl (tt, v) betrachtet. Wir erkannten in 

IP12=-H~~:~=;'(~;r eine dOPielperiodische Funktion, welche bei u=-v 
einen Pol vom Hauptteil (u + V)2 und bei u = 0 einen Pol vom Haupt­

teil -\ besitzt. Daher ist die Funktion u 

IP1 2-P(U +v)--p(u) 

polfrei und daher von tt unabhängig. Wir wollen sie mit C (v) bezeichnen. 
Das folgt daraus, daß auch p(u + v) bei u = - v einen Pol vom Haupt-

teil (u ~ V)2 besitzt. Vertauschen wir in der gewonnenen Gleichung u und 

v, so finden wir: IPt 2 - p(u + v) - p(v) = O(tt). 

Subtrahieren wir beide voneinander, so erhalten wir 

O(u) - p(u) = C(v) ~ p(v). 

Diese Differenz ist also vorn Werte von u und vom Werte von v unab­
hängig, sie ist also eine Konstante C. Daher haben wir nun im ganzen 

IPf= p(u + v) + p(tt) + p(v) + C. 

Nun bleibt diese Konstante noch zu bestimmen. Zu dem Zweck betrach­
ten wir die Laurententwicklungen der rechten und der linken Seite bei 
u = O. Wir finden 
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1 p'(u)-p'(I!) 1 - t~'--p'(V) 1 ••• 

!Pt =2 p(u)----/J(r) = 2 1 
u,-p(V)-!- ... 

11--~ P'(v)u" l 
2 Il I /1(/)11'+ ... 

=11(_2 __ p'(v)u3+ ... )(1+p(l')u~+ ... 1 
2 u -

=11(-2-2p(ll)u2 + ... i=-!--p(v).u-f- .... 
2 t~ U 

Also wird 

Weiter aber ist p(u + 0) + pelt) + p(v) + C =1,,-1- (2p(/J) + C) + .... Da-
11, 

her ist C = O. So finden wir das Additionstheorem der Fnnktion p (u): 

1 (P'(U)-P'(IJ»)2 p(n + v) = - p(tt)- p(v1 + --- --- . 
I 4 PVI) ---JiI'V, 

Durch Differenzieren nach u gewinnt man daraus das Arlditionstheorem der 
Funktion p' (!!); 

'( + I' + 1 (P'(tl)-P'(V») 0 (P'(U)--P'(V») 
p 1! v) = - p (u) 2p(Uj=-pTv) i/ii p(n)-PCvJ . 

Wenn man will, kann man hierin noch in dpr in s;:) allgemein ange­
gebenen Art p"Cu) durch p(n) rational darstellen. I,js wird ja 

Auch die Funktion ~(n) besitzt ein Additionstheorem. I~s ist aber nicht 
algebraisch. Um es zu finden, betrachten wir die Differenz 

~(tt + v) - ;(n). 

Das ist eine doppelperiodische Funktion. Um das einzusehen, brauchen 
wir nur aufzuweisen, daß die Funktionen s(n + v) und s(l!) dieselben Perioden 
haben, daß also der Zuwachs, den ~(tt + v) bei Periodenvermehrung von !t 

erfährt, von v unabhängig ist. Sei nämlich z. H. 

s(n + /J + 2m,) = S(lt + v) + 2%11 

so hat man nur H + /) = - m1 einzutragen, um 2%1 = 2s(ro) = 21]1 zu 
finden. 1) Diese doppeJperiodische Funktion ~(u + v) - ;';(u) besitzt bei 
lt = -- /} einen einfachen Pol vom Residuum + 1 und bei 11 = 0 einen ein­
fachen Pol vom Residuum - 1. Daher ist sie bis auf eine additive Kon-

1) Es folgt auch einfach daraus, daß ja die Gleichuug !;(z + 2 /('1) = ;(z) + 21)1 für 

alle z, also namentlich für z = u und für z =!1 + v gilt. 
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stante 0 unserer Funktion 'Pi gleich. Um diese Konstante zu bestimmen, 
beachten wir die Entwicklungen bei u = O. Dort wird 

. 1 
b(U + v) - b(U) = --;+ b(V) + .... 

Vergleicht man dies mit der oben gegebenen Entwicklung von 'Pl' so findet 
man, daß 0 = btV) sein muß. So hat man 

b(U + v) = ~(u) + ~(v) +.!..p'(ul-p'(V). 
2 p(u)-p(v) 

Diese Formel erlaubt auch eine noch andere Formulierung des Addi­
tionstheorems der Funktion p(u). Durch Differenzieren nach u findet man 
nämlich ,1 () p'{u)-p'(v) 

p(u + v) = p(u) + 2" ou p(u)-p(v)' 

Weiter erlaubt es das Additionstheorem der Zetafunktion in der Dar· 
stellung der doppelperiodischen Funktionen durch p Cu) und seine Ab· 
leitungen für fPl (u, v) die Zetafunktion 1linzuführen. So findet man dann .. 

(u) = 2-( B1:Jp(lx-2) Cu + v,,) + ... + B~xJp(u + v,,) + A~"J)~(u + vx) 
1 .. 

- ~A~")b(U) +'0. 
1 

§ 7. Die elliptischen Integrale. 
Unter einem elliptischen Integral versteht man das Integral über eine 

rationale Funktion von z und einer Quadratwurzel aus einem Polynom 
dritten oder vierten Grades. Mit anderen Worten ist also ein elliptisches 
Integral ein Integral über eine rationale Funktion unserer zwei blättrigen 
Riemannschen Fläche. Da wir nun in § 5 einen liberblick über alle ratio­
nalen Funktionen . der Fläche gewonnen haben, sind wir nun in der Lage, 
die möglichen elliptischen Integrale zu übe:.:sehen. Wir knüpfen dazu an 
die zweite Form der dort gegebenen Partialbruchzerlegung an, studieren 
also, wie wir immer taten,die Funktionen der Fläche in der u-Ebene. So 
haben wir den Vorteil, daß wir nur eindeutige Funktionen und ihre Inte· 
grale zu betrachten haben. Denn es wird ja 

jR(z, w)dz =jR(p(u),p'(u)). p'(u)· du. 

Die Integrale werden also in u wieder eindeutig bis auf etwa vorhandene 
logarithmische Glieder. Bei Periodenvermehrung des Argumentes oder bei 
Umläufen um die logarithmischen Singularitäten erfahren also die TntegraIe 
nur Vermehrungen um Konstanten. 
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Die S. 272 dargestellte Funktion (Cu) kann man ohne weiteres inte­
grieren. Man findet 

u 

ffCu)du = ~ Bi")p(i.,,-l)(U + vY.) + ... 
" 1 

+ B~X)p(u + Vy.) + B~") \;(u + VI<) + + Ott 

+ A (x) ~JP'(U)-P'(V,,) du 
1 il p(u)-p(v,,) +D. 

Betrachten wir nun die hier gefundenen Einzelfunktionen auf der Fläche, 
so erkennen wir natürlich in p (u + v,,) und seinen Ableitungen rationale Funk­
tionen; in b(u + v,,) ist uns auf Grund der Formel S. 276 bereits das Integral 

• 
. 1 p'(u)-p'(v,,) [ZdZ 1 w-tu" , 

zweIter Gattung ~(u) + S-(V");:"2 p(u)-p(v,,) =- ~ W +2 z-z" + S-(Vx) 

. . 1 J"P'(U)-P'(V,,) 
bekannt. DIe FunktIOn -2 () ( du nennt man Normalintegral . pu -p V,,) 

dritter Gattung. Die Darstellnng in z und w liefert . 
lfW-W" 1 - -----dz. 
2 z- Z" tu 

Fassen wir das gefundene Ergebnis zusammen, so haben wir also gesehen, 
daß man ein jedes elliptische Integral als Summe einer rationalen Funktion, 

eines Vielfachen des Normalintegrales erster Gattung f~, des Normalinte­

grales zweiter Gattung (Jz~z), und des Normalintegrales dritter Gattung 

(~ f: ;: ~) darstellen kann. Die rationale F~nktion setzt sich aus 

p(u + vK ) und seinen Ableitungen und aus dem beim Übergang von s(u + V K ) 

1 w-w. 
zu S-(u) abgespaltenen s(t' ) + ----- zusammen. 

y. 2 z-zx 

S 8. Die (j-}i'unktion. 

1m Integral der s-Funktion haben wir eine Funktion, die bei Umlaufung 
ihrer logarithmischen Singularitäten um 2~i zunimmt. Bildet man dann 

eSc(u)du so wird dies wieder eine eindeutige Funktion. Das ist die 
cr-Funktion. Für sie geben wir also folgende Definition, welche auch die 
noch bleibende Integrationskonstante festlegt: 

d log /J(u) _ r-( \ ' (0) - 1 du - ~ tt" (j . - • 
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Man findet so aus der Darstellung 

w 

durch Integrieren " 

f'~' ~V I ( U) U u' I 10gl1(u)=logu+ L,.; ·du = log u +..::,.. logl- 2 c.o +200+800'-
o W 

Denn die Integration von 0 bis U darf gliedweise ausgeführt werden und 
führt wieder auf eine gleichmäßig konvergente Reihe. 

Geht man nun zur Exponentialfunktion über, so erhält man 

d(U)=Urr'{(1-2:)ej~+~~}. 
Nun erkennt man, daß tatsächlich ,,' (0) = lim a (u~ = 1 is t. Die 11- Funktion 

u~o u 
ist somit eine ganze Funktion. Sie hat im Periodenparallelogramm einen 
einzigen Nullpunkt bei u = 0 und verschwindet an allen mit ihm äqui· 
valenten Punkten, also an den Punkten u = 200, wo 2 ro eine beliebige 
Periode bedeutet. 

Ihr Verhalten bei Periodenvermehrung des Argumentes u ergibt sich 

aus ihrer Definition: Da nämlich d l~~u;(Ul = ~(u) ist, so hat man z. B. 

d log a(u+ 2001 ) _ d log~~+ 2 
du - du 'l'J1' 

D d a(u+200). + as bedeutet aber du 10g.-6(U)L =21]1' Daher wlrdl1(u + 2 ro1 ) =d(u)e2~Ju A. 

Hier ist also A eine noch zu bestimmende Konstante. 
Um sie zu bestimmen, beachten wir zunächst, daß (J(u) eine -ungerade 

Funktion ist. Denn wenn man wieder die beiden von den Perioden ± 261 
herrührenden Faktoren zusammennimmt, so vertauschen sie bei einem Vor· 
zeichenwechsel von u nur ihre Plätze, während der Faktor u selbst einen 
Vorzeichenwechsel der ganzen Funktion d(U) bedingt. Trägt man dann in die 
Gleichung (J(u + 2(01) = 6(u)e2 '11U+ A für u den Wert - rot ein, so erhält 
man: eA =_ e2 '11W1 • Also wird 6(U + 2(01) = -6(u)e"lt(u+w,). Ebenso fin­
det man 6(U + 2(02) = -11(u)e2112 (u+w.). 

Wir wollen in diesem kurzen Abriß der Theorie der elliptischen Funk· 
tionen nicht mehr näher auf die Theorie der 6-Funktion eingehen, sondern 
nur noch knrz zeigen, wie man mit ihrer Hilfe eine jede durch die Lage 
ihrer Nullpunkte und Pole festgelegte doppelperiodische Funktion dar­
stellen kann. Seien nämlich die Nullstellen bei all aj ,'" an, die Pole bei 
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hJl b2 ,' •• bn gelegen lllld dabei eine jede Stelle so oft aufgeschrieben, als eH 

der Vielfachheit des Poles oder der Nullstelle entspIicht, dann gilt die 
Gleichung a1 + a2 + ... + a 1l = b1 + b2 + ... + b" + 2m, wo 2m eine passende 
Periode bedeutet. Da eH aber vollkommen ausreicht, unter jeder Schar 
von Polen z. B., die sich in Perioden nnterseheiden, einen auszuwiihlen/) HO 

dürfen wir annehmen, daß ;;Eax = ~'bx ist. Bilden wir dann den Ausdruck 

. 0 (u ---(11)' a(tt-a,) ...•. o(U -- a ll ) 

ICtt) = e ( b) - b' b ' o u---- 1 • 6 (tt-- ,) ..... o,u- ,,) 

80 ist dies die gewünschte dopppiperiodische Funktion. Denn bei Vermehrung 
von u um 2001 erhält man z. B.: o(n--ay.+ 2(01) = - o(~t-ay.)e2,/!(,,~ay'+w,). 

Abo wird {(tt+2ml ) = ((tt)e2'h(b,+c,+-- +bll-a,-a,----·~all). Dieser Fak­

tor ist aber Eins. 
Diese Darstellung entspricht dem allgemeinen S. 151 angegebenen Satz, 

,,,onach man jede Funktion von rationalem Charakter als Quotient zweier 
ganzen l!'unktionen dan;tellen kann. Sie ist das Analogon zur Zerlegung der 
rationalen Faktoren in lineare Faktoren. 

Weiter beantwortet diese DanteIlung eine S. 260 gestellte Frage. Die 
Herleitung zeigt nämlich, daß die Nullstellen und die Pole außer den da­
mals angegebenen und eben benutzten Bedingungen keinen weiteren Ein­
schränkungen mehr unterliegen. 

Zwölfter Absehnitt. 

Einfachperiodische Funktionen. 
§ 1. Allgemeine Sätze. 

Da durch di~ Ähnlichkeits-'rransformation u 1 = !!. der Periodenstreifen 
p 

der Breite p in einen Periodenstreifen der Breite 1 übergeht und da durch 
diese Abbildung aus der Funktionalgleicbung 

die Funktionalgleichung 

wird, falls man 

f'(tt + p) = {Cu) 

F(u1 + 1) = F(u1 ) 

{(PUl) = F(u1) 

setzt, so genügt es, wenn wir weiter Funktionen betrachten, deren Perioden 
die gewöhnlichen ganzen Zahlen sind. 

1) W snn nämlich eine doppelperiodische Funktion an einer dieser Stellen ver­
schwindet, so verschwindet sie auch an allen anderen. 
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Die Funktion w = e2iltu bildet den Periodenstreifen alsdann auf die 
schlichte w-Ebene ab. Daher geht bei der Abbildung jede eindeutige perio· 
dische Funktion in eine eindeutige Funktion von w über und umgekehrt ent­
spricht jeder eindeutigen Funktion der w-Ebene eine eindeutige periodische 
Funktion von u. Man kann daher nicht erwarten, daß uach Analogie mit 
den doppelperiodischen Funktionen eine einfachperiodische Funktion einen 
jeden Wert gleichoft, und zwar endlichoft annehme, wenn sie von ratio­
nalem Charakter ist. Die Funktion ee2 ;rtu = eW z. B. ist ja einfachperio­
disch und nimmt jeden Wert außer Null und Unendlich unendlichoft an. 
Das wird durch den unter Umständen bei w = 0 oder oe vorhandenen wesent­
lich singulären Punkt ermöglicht. Wollen wir also hier eine analoge Theorie 
wie bei den doppelperiodischen gewinnen, so müssen wir diese Möglichkeit 
ausschließen. Die aus der periodischen Funktion f(u) entstehende Funk-

tion cp(w) = fC~~:) muß dann in der Umgebung des Punktes w = 0 und 

des Punktes w = oe entweder selbst beschränkt sein, oder es muß doch 
ihr Reziprokes diese Eigenschaft besitzen. Anderenfalls liegt nämlich an 
diesen Stellen eine wesentliche Singularität. Die Funktion kommt dann 
jedem Wert in jeder Umgebung dieser Stelle beliebig nahe, wird also nach 
S. 149 sicher einzelne Werte unendlichoft annehmen. Die gestellte For­
derung hat nach S. 151 zur Folge, daß unsere Funktion eine rationale 
Funktion von w wird. In der u-Ebene bedeutet unsere Forderung, daß 
für Imaginärteile von genügend großem absoluten Betrag entweder unsere 

Funktion fCu) selbst oder ihr Reziprokes ~U) im Periodenstreifen beschränkt 

ist, daß also die Funktion fCu) bei Annäherung an die Streifen enden einen 
endlichen oder unendlichen Grenzwert besitzt. Bei der Abbildung durch 
die Exponentialfunktion werden ja aus den Parallelen zur reellen Achse die 
Kreise mit dem Koordinatenanfang als Mittelpunkt. Aus den oberhalb oder 
unterhalb einer solchen Geraden gelegenen Streifenenden werden also die 
Umgehungen von Null und Unendlich. Und in diesen Streifenenden unter. 
scheidet sich die Funktion von den genannten Grenzwerten beliebig wenig, 
wenn man nur die Parallelen zur reellen Achse hinreichend hoch gewählt 
hat. Wir merken das Ergebnis noch besonders an: 

Wenn eine eindeutige periodische Funktion bei Annäherung an die Streiten· 
enden entweder selbst beschränkt ist, oder dies doch für ihre reziproke zutrifft, 
so besitzt sie bei Annäherung an die Streifenenden bestimmte endliche oder un­
endliche Grenzwerte und kann als rationale Funktion von w = e2irtu dar­
gestellt werden. Sie nimmt also im Streifen einen jeden Wert gleichofi an. 
Die genannten Grenzwerte sind dabei ihrer durch die mtionale Funktion be­
stimmten Vielfachheit nach zu zählen. 
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s ::!. Analytische narsteIIung der IHwiodischen }'ullktiollen. 

Das Prinzip, nach dem die Bildung analytischer Ausdrücke geschieht, 
welche einfachperiodische Funktionen darstellen, ist das gleiche wie das 
S. 260 für die doppelperiodischen Funktionen auseinandergesetzte. Hier 
WIe dort benötigen wir zunächst eine Konvergenzbetrachtung. Sie stutzt 

sich hier auf die bekannte Tatsache, daß die Heihe 2 1 ~~ ftir ,,? 2 kon-

+00 
vergiert. Daraus kann man schließen, daß die Heihe ~1 __ 1 -~ absolut 

_00 (u-n) 

und gleichmäßig in jedem endlichen Bereich konvergiert, wenn man 

1 
zuvor die endlichvielen Glieder, welche in dem 
Bereiche unendlich werden, aus der Reihe ent­
fernt hat. Wir beweisen gleich die absolute 
und glei~hmäßige Konvergenz für den ganzen 
Streifen der Fig. 77. Er hat die Breite 2 m. 
In bedeutet eine ganze Zahl. Lasse ich die 
Glieder weg, die in diesem Streifen Pole be- --m 

sitzen, so bleibt die Reihe ~ _1 übrig. 

---<>--~ .~ 
Hier ist nun aber 

,L.; (u-n)" 
I·nl>m+l 

Fig.17. 

I u,-n 1I = i 1 _ ~/,l ',I > 1 -- i ~I I> 1 - -~I-- =-!-. 
I n In: ~= I n m + 1 m+ 1 

Also wird il_~ -n I"> --~- = ~--. 
, n , (m+l)' M 

Daraus folgt aber 
11M --- ------ - < - ------- - < --.. -. 

I u-n x lu _niX n X 
, I 1 I 

I 

I 

Und hieraus entnimmt man die absolute und gleichmäßige Konvergenz der 
Reihe. Nimmt man nun die weggelassenen endlichvielen Glieder wieder 
hinzu und wählt für " eine ganze Zahl, so stellt die Reihe 

+00 
",' 1 
~ (u_n)X 
-00 

eine periodische Funktion der Periode Eins dar, welche bei t~ = 0 und den 
äquivalenten Stellen Pole x-ter Ordnung besitzt. 
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Die einfachste 
Funktion 

diesel' Funktionen, das Analogon :7.Ur p'- Funktion, ist die 
+ <Xl 

~""l ( 1 )2 fett) = -..::.. u-n . 

'Wir gehen gleich zu ihrem Integral über. Ich setze 

1 f"f 1 } 1 ~+"" (1 1) Cf ( u) =. + f (u) - - d tt = -- + -- - - . 
1~ • U U u --n ?l 

o 

Dafiir kann man auch schreiben 
<Xl 

1 ~ 2u 
cp(u) =;U + ...::;.; u~-n" 

1 

Man kann' zwar den Darlegungen von S. 178 schon entnehmen, daB 
diese }1'unktion weiter nichts ist als n cotg nu. Doch ist es sehl' instruktiv, 
dies Ergebnis hier auf einem ganz anderen Weg wieder zu gewinnen. Wir 
wollen also diese Funktion etwas näher untersuchen. Zunächst wollen wir 
uns davon überzeugen, daß sie periodisch ist. Dazu schreiben wir sie in 
der Form 

cp (lt) =! + ~;, ( ___ L_ + ..!.) + ~ (~1 ____ !..) 
u ..::::;..; tt+n n .:::.; u-n n 

1 1 

Dann wird 

cp(tt+l)=U:l+ ~(u+~+n + ~) + i;(u+~-n --~) 
1 1 

In der Differenz r:p (tt + 1) - cp (u) nehmen wir nun immer die Glieder zu­

sammen, welche dieselbe Polstelle besitzen. Dann wird 

cp (u + 1) - r:p (u) = - 1 + ~ (~ __ 1_) -1-~ (~ + _1 ) 
~ n n+l ~ n I-n 

1 2 

=-2+2 ~ (!.._-~). 
~ n n+l 

1 

Das ist aber offenbar Null. Denn die k-te 'l'eilsumme von 
ist 

1 
1--· 

k+l 
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Weiter haben wir uns ,-;u überzeugen, daß die allgemeinen ~~itJle des vorigen 
Paragraphen auf diese Funktion anwendbar sind. Wir mUssen abo dip 
Funktion !p(u) in den Streifenendcn abschätzen. Das geht hier sehr leieht. 

, , S " I 211 I 21u I 2 (1 + u. . Denn man hat Jalm trelfenO<u j <l:I,---. «----- -"2«' , ... 
-- ,11 -11 ,Ul ~nl -t-U3 ,n---I) +1/,c 

Also ist I !p Cu) I< I 2 ~ ~!=-+L'\I. Da aber s~imtliche Heihenglieder mi t , I 
u~ LI n U 2 I", 

o 
zugleich abnehmen, so ist die Funktion !p Cu) tatsächlich in den Streifen 
enden beschränkt und besitzt also dort endliche Grenzwerte. Daher nimmt 
sie als rationale Funktion von e2iJt " jeden Wert im Streifen gleichoft an. 
Da sie aber ersichtlich daselbst nur einen einfachen Pol bei u = 0 besitzt, 
so nimmt sie jeden Wert gen au einmal an. Daher vermittelt sie eine schlichte 
Abbildung des Streifens auf eine volle Ebene. Sie ist also eine lineare 
Funktion von w = e2i7t u. In ihren Polen stimmt sie mit der [;'unktioll 

t "b' d" I l' F kt' ,e2i1tu + 1 2" <.::!t '1' co g %1,6 U erelll, le Ja a s Ineare un Ion 2 -2-:1t - -~- von w = e Ht u 1m >J r81 _eu 
e' U_l 

jeden Wert gen au einmal annimmt. Die Pole der Funktion cotg 7t1t besitzen 

b cl R 'd 1 D . t' j' COB 7t·t~ 1 U F kt' a er as eSI uum·· enn es IS Ja 1m -.-- .-- . u. = . nsere 'tin IOn 
7t u~o sm 7tU 7t 

stimmt daher mit n cotg %u in den Hauptteilen der Pole überein. Daher 
besitzt die Differenz n cotg %u - !p (u) gar keine Pole und ist daher als 
rationale Funktion von w = e!i1tu eine Konstante. Um den Wert dieser 
Konstanten zu bestimmen, beachten wir, daß sowohl n cotg nu wie rp Cu) 
ungerade Funktionen sind. Ihre Laurententwicklungen in der Umgebung 
von u = 0 enthalten daher nur Glieder ungerader Ordnung. Namentlich also 
sind die Absolutglieder der Entwicklungen Null. Die Differenz ncotg 7t u - rp (u) 
wird also in der Umgebung von u = 0 durch eine mit den linearen Gliedern 
beginnende Potenzreihe von u llargestellt, Sie verschwindet daher bei u, = 0, 
Daher ist die Differenz überall Null. Denn wir wissen schon, daß sie von 
u unabhängig ist. Daher haben wir nun die Partifllbruchdarstellung ues 
Cotangens: 

'" +00 
7tcotg nu = .! + "'~-?!'. = ~ + "'~' {~~ + 1 11• 

U ~ u 2_n' u ~ u~n n 
1 

Durch glied weises Differenzieren entnimmt man hieraus, daß 

Beachtet man aber, daß ferner % cotg n2t = ~ logsin nu, so erhält man 

durch gliedweises Integrieren (in der ,E' von 0 bis u) 
Bi eb erbach Funktionentheorie I 19 
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+'" 
100"slJl :n:u = Iocr /t + 100" 1- -- + - + 0. , ;2' { ( '11) It } 

b b 0 H n 

Dabei ist (! eine noch 7.U bestimmende Integrationskonstante. Aus dem 
Ergebnis gewinnt man weiter die Faktorzerlegung des Sinus, nämlich 

+00 U n '( 11) , .. sin:n:u =/t 1- ';, c" cG• 

Um nun die Konstante ce zu bestimmen, müssen wir nur beachten, daß 

selll muß, Daher wird nun: 

I , ~in TtU 
Im---=:n: 

u u~o 

siu1tU = :n:/t[r (1- ~);. = :n:un (1- ;i:)' 
-~ 1 

Auf gab e: Man beweise direkt (iihnlich wie im Text bei cotg:n:u), daß 

1t' ~ 1 
sin"nlt = "L.; (u-n)' 

ist und erschließe daraus die Partialbruch~erlegung von 

:n: cotg :n:n. 

Dreiz.ehnter Ahschnitt. 

Allgemeine Sätze über die Darstellung der analytischen 
, Funktionen durch Reihen und Produkte. 

§ I. Die Partialbruclldarstellullg (Ier meromorphell ]<~unktiollen. 

Sowohl bei den doppelperiodis<;l:\en, wie bei den einfach periodischen 
Funktionen sind uns Darstellungen gewisser meromorpher 1) Funktionen 
durch Partialbruclll'eihen begegnet. 'Es ist nun an der Zeit, diese Beispiele 
einer allgemeinen Theorie einzuordnen. 

Es möge also eine meromorphe Funktion ((z) vorgelegt sein. Ihre 
Pole sollen bei den Stellen a" (" = 0, 1,· .. ) gelegen sem. An der Stelle 
a, sei der Hauptteil fx (z) durch die Darstellung 

A (y.) ,(x) 
. J. x ..0. 

f%(z) = - - + ... +_.L 
. (z-ax)lx z-ax 

1) Eine analytische Funktion nen~L man meromorph, wenn sie an allen endlichen 
Stellen des Argumentes rationalen Charakter besitzt. 
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gegeben. Wir dürfen annehmen, daß die ax nach der Größe der absoluten 
Beträge geordnet sind, daß also 0 < [al [ :::; [a2 [ < .. '. Dann ist lim [a" \ = CXl. 

x--)o-oo 

Wir wollen dann zeigen, daß man eine ganze Funktion g (z) und gewisse 
ganze rationale Funktionen g,,(z) so bestimmen kann, daß 

'" 
fez) = 9 (z) + ~ (ru (z) - g" ez)). 

1 

Dabei wird die Reihe in jedem endlichen Bereich gleichmäßig konvergieren, 
wenn man sie erst durch Weglassen der endlichvielen Glieder verkürzt, 
welche in dem Bereich Pole besitzen. Man nennt diesen Satz nach seinem 
Entdecker den Weierstraßschen Satz. Ebensowenig wie bei der Heihe für 
cotg z oder für p (z) konvergiert also die über die Hauptteile erstreckte 
Heihe im allgemeinen selbst. Vielmehr kommt die Konvergenz erst durch 
die konvergenzerzeugenden Zusatzglieder gx(z) zustande. Sie sind uns ja 
auch schon bei den eben genannten Reihen begegnet. 

Unsere Betrachtung wird gleichzeitig noch mehr erkennen lassen. vVir 
werden zum Beweis gar nicht p.ötig haben, daß bereits bekannt ist, daß 
die (,,(z) die Hauptteile einer meromorphen Funktion sind. Vielmehr können 
die (,,(z) ganz beliebig vorgegeben werden. Auch die ay' können ganz be­
liebig gewählt werden, wenn nur lim ay' = 00 erfüllt bleibt. l ) Stets kann 

y.~oo 

man dann die gY.(z) so wählen, daß die Reihe in dem angegebenen Sinne 
gleichmäßig konvergiert. Damit ist dann zugleich gezeigt, daß die Haupt­
teile meromorpher Funktionen keinerlei Beschränkungen unterliegen. Der 
Unterschied zweier meromorpher Funktionen mit den gleichen Hauptteilen 
ist natürlich eine ganze Funktion. Damit ist schon der auf die Funktion 
g (z) sich beziehende Teil unserer Behauptung erledigt. Es bleibt uns also 
nur zu beweisen, daß die Reihe bei passender Wahl der gr.tz) konvergiert. 

Wir führen nun eine unendliche lj'olge von Kreisen K,,: [z [ < \ a~, I mit 

niemals abnehmenden Radien [~n [ ein Ferner wählen wir irgendwie eine 

unendliche Folge positiver mit ~ stets abnehmender Zahlen Cu (u = 1, 2 ... ) 
x 

'" 
derart aus, daß ihre Summe ~ Cx konvergiert. 

. 1 

Wenn nun fll = 0 sein sollte, so soll das Zusatzglied gl (z) = 0 gesetzt 
werden. Für alle von Null verschiedenen a" aber soll die Bestimmung der 
Zusatzglieder gY.(z) nach der folgenden Regel geschehen: Im Kreise [z[ < [anl 

1) Der analoge Satz für den Fall, daß die iiJ dieser Bedingung nicht genügen, wird 
uns erst später beschäftigen. 

19 • 
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ist Jer Hauptteil In (z) reguHtr. Er kann daher durch eine in diesem Kreise 
konvergente Potenzreihe )ß,,(z - an) dargestellt werden. Da diese nun in 

dem kleineren Kreise K,,: 1 z I <L;~l gleichmlißig konvergiert, so kann eine 

'reilsumme l!" (z) der lleihe so gewählt werden, daß 1 I ,,(z) - g,,(z) I < On 

hleibt in dem ganzen Kreise K". Dies g" (z) soll als n-tes Zusatzglied aus­
gewählt werden_ Nun nehme ich irgendeinen Kreis K: 1 z I <B und lasse 
die Reihenglieder beiseite, deren Kreis K" einen kleineren Hadius hat als K. 
So werclen im ganzen nur endlich viele Glieder beiseite gelassen. Die 
noch übrig bleibende Reihe hat nun die Eigenschaft, daß für alle ihre 
Glieder die eben angegebene Abschätzung gilt. Denn die diesen Gliedern 
zugehörigen Kreise K" umfassen alle den Kreis K. Daher konvergiert die 
Heihe gleichmäßig. Denn die Zahlenreihe 2Jc" konvergiert und die Ab­
schätzung hängt von der Stelle z nicht ab. 

§ 2. DeI' iiIittag -Lcft'lersclle Satz. 
Man kann die Betrachtungen des vorigen Paragraphen unschwer auf 

Funktionen mit beliebiger Pol verteilung ausdehnen. Die endlichen oder un­
endlichen Häufungspunkte der Pole sind dann natürlich keine Pole. Sie 
können Singularitäten von anderem Charakter sein. Es kann sein, daß 
durch diese Häufungspunkte die Ebene in mehrere 'reile zerlegt wird. Stets 
wird sich ergeben, daß die Reihe in jedem Bereich, der nur endlichviele 
Polstellen enthält, von den da unendlich werdenden Reihengliedern abgesehen, 
gleichmäßig konvergiert. Sie wird dann also in den verschiedenen Teilen 
der Ebene verschiedene analytische Funktionen darstellen, die sich über die 
Bereichgrenzen hinaus nicht fortsetzen lassen. Die Durchführung dieses 
Ansatzes ist außerordentlich einfach. Die konvergenzerzeugenden Glieder 
werden hier lfach folgender Vorschrift gebildet. Man ordnet jedem end· 
lichen Pol an den nächst gelegenen Häufungspunkt der Pole: Cn zu. Als· 
dann ist der Hauptteil fn(z) außerhalb des Kreises 1 z - Cn I = I an - Cn i 
regulär. Der mit diesem konzentrische Kreis von doppeltem Radius werde 
mit Kn bezeichnet. Zunächst werde außerdem angenommen, daß der un­
endlichferne Punkt weder Pol noch Häufungspunkt von Polen sei. Dann 
kann man im Äußeren des Kreises 1 fJ - Cn 1 =1 a" - c" , 

, 1 " 

fn(Z) = s.J3n \.z--=,c,,) 

setzen. Daher kann man wieder eine Teilsumme g,,(z) diesel' Reihe so 
wählen, daß im .Äußeren von Kn selbst I I,,(z) - gn(z) I < Cn gilt. Damit ist 
das Zusatzglied bestimmt. Die so erklärte Reihe konvergiert nun in jedem ab­
geschlossenen Bereiche B, der nur endlichviele Polstellen enthält, in dem an-
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gegebenen Sinne gleichmäßig. Denn es gibt nur endlichviele der Kreisperi­
pherien K", welche in ein derartiges Gebiet eindringen. Denn ein solches 
Gebiet hat einen endlichen von Null verschiedenen Abstand cl von den Hitu­
fungspunkten. Es gibt aber nur endJichviele Kreise K", deren Hadius die Zahl 

~- übertrifft. Denn schlägt man um alle Hitufungspunkte Kreiso vom H.adius ~, 
so liegen außerhalb aller dieser Kreise nur noch endlichviele Pole. Nur diese 

können aber zu den Kreisen Il.n von einem Hadius größer oder gleich : An­

laß geben, Nur ein Teil der Kreise K" dieser endlichvielen Pole kann in das 
Gebiet B eindringen. Lassen wir die zugehörigen endlichvielen Reihen­
glieder beiseite, so konvergiert der Rest in B gleichmäßig, weil die Reihen­
glieder in B dann durchweg kleiner sind als die Zahlen E". Denn das Ge­
biet B n liegt dann außerhalb aller noch übrigen Kreise K n• 

Nun bleibt nur noch ein Wort zu sagen über den Fall, wo z = 00 Pol 
oder Häufungspunkt von Polen ist. Dann gehen wir durch stereographisclle 
Projektion zu einer Kugeloberfläche über. Der Punkt z = 0 möge dabeL in 
den tiefsten, der Punkt $ = 00 in den höchsten Kugelpunkt übergehen. Alle 
Maßangaben, die bei unseren Darlegungen gemacht wurden, mögen dann auf 
die Kugel bezogen werden. Wird dann der nächste Häufungspunkt ·der 

Punkt 00, so tritt an Stelle einer Entwicklung S,ß (~_l __ 'J) eine Entwicklung 
""-Cn 

\j3 ($). Die nähere Durchführung dieser Andeutungen möge als nützliche 
Übung dem Leser überlassen bleiben. 

Diese Betrachtungen beweisen einen allgemeinen Satz, den Illan nach 
seinem Entdecker den JJfittag-Lefllerschen Satz nennt. Er lautet: vVenn in 
der komplexen Ebene Polstellen ax und zugehörige Hauptteile fy.(zl beliebig 
vorgegeben sind, so gibt es stets Reihen 

fez) = 2J(fy.(z) - o,,(z) }, . . 
die in jedem keinen solchen Pol enthaltenden Bereich gleichmiißig konver­
gieren. Die gY.(z) sind dabei passend gew1ihlte rationale Funktionen. 

§ 3. Die Prodllktdarstellnng der ganzen transzendenten I"ullktionen. 

Die logarithmische Ableitung r;(~! einer ganzen Funktion fez) ist eine 

meromorphe Funktion. Ihre Pole liegen an den NullstelIen von {(z). Sie 
sind alle einfach und haben nach S. 184 ganzzahlige Residuen. Umgekehrt 
ist jede derartige meromorphe Funktion logarithmische Ableitung einer 
ganzen Funktion. Man erkennt dies ohne weiteres durch Integration und 
übergang zur Exponentialfunktion. Darin liegt, daß die Nullstellen einer 
ganzen Funktion und ihre V ielfachheiten beliebig gewählt werden können. 
Nur die eine Einschränkung besteht, daß im Endlichen kein Bäufungspunkt 
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von Nullstellen liegen darf. Sonst wäre nach ,So 138 die Funktion iden­
tisch Null. 

Diese Darlegungen erlauben es, wie bei sin z und bei 6(Z) ausgehend 
von der analytischen Darstellung der meromorphen Funktionen durch Par­
tialbruchreihen, zur Darstellung der ganzen Funktion durch unendliche Pro­
dukte überzugehen. Sie sind das Analogon zur bekannten Zerlegung 
ganzer rationaler Funktionen in Linearfaktoren. 

Im vorliegenden Fall ist f,,(z) = z m" a und die Zusatzglieder g,,(z) 
haben die folgende Gestalt: % 

g,,(z) =(_~_-; _~2jj_'" _ zn:~l),n". 
, x ay: ar. ax 

Die meromorphe Funktion sei 1) 

f'(Z)=g'(z) + ~(,_1_+~+~+ ... + zn"-l). 
f(z) ..::::.;' z-a" a" a2 a,n" 

1 y. y. 

Dann wird 
'" I ' + 1 (')' + + 1 (' )">< I 

fez) = eg(Z)!J (1 - ~) e a;; Ta,;'" n;; ~ r 
Das ist die ZUf\rst von Weierstraß angegebene Produktdarstellung der 

ganr.en Funktionen. Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie bei den Par, 
tialbruchreihen. Das Produkt der Linearfaktoren selbst konvergiert im all­
gemeinen noch nicht. Die Konvergenz wird erst durch den Zusatz der 
konvergenzerzeugenden Exponentialfaktoren erzwungen. 

Es ist von Interesse, die Beziehungen zwischen den Exponenten n" und 
den Nullstellen a" etwas näher zu betrachten. Natürlich besteht in der 
Wahl der n" eine große Willkür. Denn wir nahmen ja z. B. eine beliebige 
konvergente Reihe 2Js" und benutzten die E" als Gradmesser für die zu er­
strebende Approximation der Hauptteile durch die Zusatzglieder. Indessen 
wird man es als möglichst günstig ansehen müssen, wenn man mit mög­
lichst kleinen n" durchkommt. Es erhebt sich daher die Frage,' wie man 
in dieser Richtung ein Urteil gewinnen kann. 

Bei dieser Untersuchung erweist es sich als zweckmäßig, nicht bis zur 
Partialbruchreihe zurückzugehen, sondern schon bei dem Logarithmus der 
ganzen Funktion stehen zu bleiben. Man gewinnt so bessere Abschätzungen. 
Das unendliche Produkt ist nämlich dann und nur dann konvergent und an 
den von den a" verschiedenen Stellen von Null verschieden, wenn die Reihe 

schreiben. 

1 
1) Wir nehmen uns die erlaubte Freiheit, den Term ~- gerade 1Il. mal zu 

z-ay' Y. 
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der Logarithmen seiner Faktoren in jedem endlichen Gebiet in dem scholl 
mehrfach _ angegebenen Sinne gleichmiißig konvergiert, D, h, also diese 
neihe muß gleichmäßig konvergieren, wenn man aus ihr die endlich vielen 
Glieder herausliißt, welche in dem betreffenden Gebiet unendlich werden, 
Dies ist wieder der Fall, wenn wir wieder unsere Kreise K x und unsere 
Zahlen Ex heranziehen, nun aber die Absch1itzungen bei der Reihe der 
Logarithmen durchführen. Für einen einzelnen Faktor finden wir 

Diese Entwicklung 1) konvergiert 1m Kreise 

Iz < ay". 
, a I 

K" ist mit diesem konzentrisch und hat den halben Hadius ! i I· Daher ist 

für ein in Je gelegenes z stets 

(lx: ,I Cly. I z 1 < --2- uml ax i - : Z I > i '2 

Schätzen wu· nun das Reihenglied ab, so erhalten wir 

Setzen wir nun 2) 

so brauchen wir nur zu verlangen, daß 

~nx~11{11/Y.+1 
für alle z konvergiert. Sowie man also die '1/" dieser Bedingung ent­
sprechend gewählt hat, hat man eine brauchbare Produktdarstellung der 

ganzen Funktion gefunden, Wenn also z, B, I {~! konvergiert, dann kon­

vergiert also auch das Produkt n (1 - ~) selbst. Hier ist also die Ana­

logie mit den rationalen Funktionen am weitesten getrieben. Im Sinus 
hatten wir ein Beispiel, wo man alle 1Iy' = 1 wählen darf. Die Nullstellen 
hatten bei sin 'J'C,: die vVerte ay' = x, und tatsächlich konvergiert ja allcb 

1) Durch ihre Wahl möge zugleich der 7.ll verwendende Zweig des log (l-i) 
festgelegt sein, y. 

2) Diese Ey' sind nun zwar nicht von z unabblingig, aber die }JE" ist eine Potenz· 
reihe, die alEO selbst gleichmiißig konvergiert. Das genügt für unsere Zwecke. 
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}; ~.. Bei der Funktion 0 (u) war 11." = 2 und a" = 2 cu". 'l'atsächlich 

liOnvergiert ja 2: 12~Y.13· Natürlich kann mun in allen diesen Fällen 

statt dieser möglichst .kleinen ny' auch größere Werte n" wählen. Dann 
ändert sich damit auch der Exponentialfaktor , der noch vor dem Produkt 
steht. 

Besonderes Interesse haben die ganzen J!'unktionen von endlichem Ge­
schlecht gefunden. Das sind diejenigen Funktionen, deren Zahlen n" beschränkt 
sind, und in welchen die Ij'unktion g(z) im vorstehenden Exponential­
faktor eine ganze rationale Funktion ist. Ihr Grad sei P1' die Zahlen 
n" seien höchstens P2' Ist dann P die größere der beiden Zahlen PI und P'J 
so heißt P das Geschlecht der Funktion. 

In Exponentialfunktion und Sinus kennen wir also ganze Funktionen 
vom Geschlecht Eins, in der o-Funktion ist uns eine ganze Funktion vom 
Geschlecht Zwei begegnet. Als Beispiel einer Funktion vom Geschlecht 
Eins sei noch das Reziproke der wichtigen r-Funktion genannt. Sie ist durch 

_l_=cc.z.z·rroo {(1 +~)e-+'-l C = Ern (1 +~+~+ ... +~- JoO'n) 
['(z) n J' n-* '" 2:J n" 

n=l 

erklärt. Näheres über sie s. S. 297 ff. 
Mit fter allgemeinen Theorie der ganzen Funktionen werden wir UilS 

erst im zweiten Bande näher befassen. 

§ 4. Einige Anwendungen. 
Die Überlegungen der beiden vorhergehenden Paragraphen lassen viele 

nützliche Folgerungen zu. Einige derselben sollen hier hervorgehoben 
werden. 

Wir beginnen mit dem Satz, daß sich 'jede meromorphe Funktion als 
Quotient zweier ganzen Fwn7ctionen darstellen läßt. 

Um das einzusehen, hat man nur die Pole all a2 , ••• der meromorphen 
Funktion nnd ihre Vielfachheit festzustellen. Alsdann bildet man nach 
dem in § .? angegebenen Verfahren eine ganze Funktion, die an den Stellen 
alJ a2,··· Nullstellen der betreffenden Vielfachheit hat. Multipliziert man 
nun die gegebene meromorphe Funktion mit dieser ganzen Funktion, so 
entsteht eine polfreie Funktion von rationalem Charakter. Das ist aber 
wieder eine ganze Funktion. Damit ist der Beweis schon erbracht. 

Wir zeigen weiter, daß es ganze Fttnktionen gibt, die an den gegebenen 
Stellen a1 , as,··· mit an ~ 00 gegebene Werte AI, A2 , • •• annehmen. Das 
ist offenbar eine Erweiterung der Aufgabe der Interpolation. Hier kann 
es sich aber tatsächlich nur darum handeln, die Existenz solcher ganzen 
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Funktion naehzuweisen. Daß sie eindeutig bestimmt seien, kann man nicht 
erwarten. Denn man hat ja nur nötig, irgend eine ganze Funktion zmm­
f(jgen, welche an den gegebenen Stellen verschwindet, um eine weitere 
Lösung des Interpolations problemes zu erhalten, 

Um aber zu sehen, daß es ganze li'unktionen gibt, die den angegebenen 
Bedingungen genügen, verfährt man ähnlich wie bei den ganzen rationalen 
Funktionen. Man bildet eine ganze Funktion g;(z), die an den Stellen a" 
einfache Nullstellen hat. Alsdann bilde man nach § 1 eine meromorphe 
Funktion w(z), welche an den Stellen a% einfache Pole mit dem Residuum 

A x A" 1 . --, -'- also dem Hauptteil , besItzen. Das Produkt 
rp (a,,) rp (a,,) z- a" 

{(z) = rp(z)· iP(z) 

ist dann eine ganze Funktion der gewünschten Art. 
Als letzte Anwendung wollen wir auf den allgemeineren Satz von Mil­

tag-Leffler des § ! zu sprechen kommen. Man kann mit ihm einen ähn­
lichen Prozeß vornehmen, wie der war, dem wir in § E den speziellen Satz 
unterwarfen. Man erhält so eine analytische eindeutige Funktion, welche 
an beliebig gegebenBll Stellen verschwindet. Wenn diese Stellen die Ebene 
in mehrere Bereiche zerlegen, deren Grenze dann von den Häufungspunkten 
der Nullstellen gebildet wird, so erhält man in jedem Bereiche eine Funk­
tion, die über seine Grenze hinaus nicht fortgesetzt werden kann, die also, 
wie man sagt, die Grenze des Bereiches zur natürlichen Grenze hat. 1 ) 

8chon S. 214 sahen wir, daß der Kreis so als Existenzbereich einer Funk­
tion möglich -ist. Kann aber so jeder beliebige Bereich Existenzbet·eich sein? 
Oder müssen da noch Bedingungen erfüllt sein? Um fJ1f sehen; daß 7ceincr­
l(.~ weite1·e Bedingungen e1'fiillt sein müssen, haben wir nur zu zeigen, daß 
man die Menge der Nullstellen im Bereiche so wählen kann, daß jeder 
Randpunkt des Bereiches Räufullgspunkt derselben ist, und daß keine 
weiteren Häufungspunkte von Nullstellen existieren, Um das einzusehen, 
konstruieren wir ein Quadratnetz der Kantenlänge Eins und wählen in 
jedem der' Quadrate, welches Randpunkte enthält (im Inneren oder am 
Hand), eine dem Bereich angehörige Stelle beliebig als Stelle a" aus. Als­

dann wählen wir ein Quadratnetz der Kantenlänge 110 und greifen wieder 

diejenigen Quadrate heraus, welche Randpunkte enthalten. In jedem 
wählen wir wieder einen neuen dem Bereiche angehörigen Punkt ay'. Dann 

1) Daß die gefundene Funktion in keinem der Bereiche identisch verschwinden 
kann, lehrt schon die Art der Herleitung. Dabei war ja gerade die Regularität des 
Logarithmus der Funktion an den von den ax verschiedenen Stellen der Bereiche ver­
wende'. 
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nehmen wir ein Quadratnet'l. der Kantenlänge 1~' und verfahren ebenso. So 

geht es in infinitum weiter. So erhalten wir eine Menge von Punkten a, 
derart, dnß alle ihre Inillfllngspunkte Uandpunkte des Bereiches sind, und 
derart, daß jeder Rundpunkt ein Häufungspunkt der Menge der a, ist. 

1 
Denn betrachten wir 'l.. B. unser Quadratnet'l. der Kantenlänge -n' so sind 

10 
die einzigen Quadrate, die unendlichviele Punkte a. enthalten können, die· 
jenigen, welche Handpunkte enthalten Jeder Rundpunkt aber gehört einem 
Quadrat eines jeden Netzes an. Daher wird in seiner Nähe mit jedem Netz 
ein neuer Punkt a" gew1ihlt, so daß also in der Umgebung eines jeden 
Rundpunktes unendlichviele Punkte a" liegen. 

So haben wir den Satz: Jeder beliebige schlichte Bereich kann Existcllz­
bereich darin re{/'ltläre1' Funktionen sein. 

Die direkte Verwendung des Mittag - Lefflerschen Satzes ohne die im 
\:i 2 gegebene Umformung würde nur lehren, daß jeder Bereich Rationalitiits­
bereich sein kann, während wir jetzt sogar wissen, daß jeder Bereich als 
Regularitiitsbereich auftreten kann. 

§ 5. Der Satz VOll RUllge. 
Die seitherigen Überlegungen sind in einer bestimmten Itichtung noch 

unbefriedigend: Wir haben die Folgerungen aus dem Mittag -Lefflerschen 
Satz nicht ganz so weit treiben können, wie die aus dem Weierstraßschen. 
Mit anderen Worten, wir haben gelernt, beliebige Funktionen, die in der 
vollen Ebene regulär oder meromorph sind, in Reihen rationaler Funktio· 
nen - Partialbruchreihen - zu entwickeln. Im allgemeinen Fall aber haben 
wir nur gelernt, daß es analytische Funktionen mit beliebig vorgegebenen 
Hauptteilen ihrer Pole gibt. Wir haben nicht gelernt, eine in einem ge­
gebenen Bereiche bis auf Pole reguläre Funktion in eine Reihe rationaler 
Funktionen zu entwickeln. Wo liegt der Unterschied? Erinnern wir uns: 
Auch bei den meromorphen Funktionen stellten wir erst eine Funktion auf. 
durch Ansatz einer konvergenten Reihe rationaler Funktionen, welche die 
gleichen Pole und die gleichen Hauptteile besitzt wie die gegebene. Als· 
dann mußte die Differenz eine in der ganzen Ebene reguläre, al~o ganze 
Funktion sein, die eben bekanntlich durch eine überall konvergente Potenz· 
reihe darstellbar ist. Im allgemeinen Falle aber würde diese Differenz nur 
eine in dem gegebenen Bereiche durchweg reguläre Funktion sein, für die 
uns aber, wenn der Bereich nicht zufällig gerade ein Kreis ist, keine 80 

unmittelbar zugiingliche Reihendarstellung zur Verfügung steht. Hier also 
liegt die Schwierigkeit. Wir überwinden sie, indem wir zuerst den folgen· 
den Satz beweisen: 
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Eine in einem gegebenen Beteiche reguläre F~lnktimt läßt sich in eine Reihe 
rationaler Fun7ctionen entwickeln, die in jedem inneren Teilbereich .r;leichmäßi.r; 
7conve1·giert. 

Der Bereich sei B. Nach Satz XII auf S. 89 kann er als Grenz;bereich 
polygonaler Bereiche aufgefaßt werden. Die Polge dieser Polygone sei 
IIp n~,. " Man kann sie natürlich so wählen, daß nicht zwei der Polygon­
kurven Punkte gemeinsam haben. Es sei z ein Punkt aus dem Inneren von 
IIn - 1 . Dann ist nach der Cauchyschen Integralformel 

fCz) = ~fl(5) d ö' 
2n~ ö-z 

1tn_ 1 

Dabei wird also das Integral über das Polygon IIn erstreckt, das von II,,-l 
und seinen Innenpunkten einen von Null verschiedenen d übertreffenden 
Abstand haben möge. Nach den Überlegungen von S. 104ff ist dies Integral 
Grenzwert einer Summe: 

Dabei liegen also die b" Punkte auf der Polygonkurve lln. Somit ist die 
Funktion fez) als Grenzwert von rationalen Funktionen dargestellt. Faßt 
man diese als Teilsummen einer Reihe auf, so ist fCz) in eine Reihe ratio­
naler Funktionen entwickelt. Aber konvergiert diese auch in IIn - 1 gleich­
mäßig? Auch hierauf finden wir leicht die Antwort, wenn wir uns an die 
Betrachtungen von S. 105 zurückerinnern. Dort haben wir gelernt, daß der 
Unterschied eines Integrales von einer Näherungssumme höchstens 

2cL 

beträgt, wenn L die Länge der Integralkurve bedeutet und die Schwankung 
des Integranden in den Teilintervallen des Integrationsweges kleiner als c 
ist. Es kommt also hier auf die Differenz 

1 l(I1') 1 f(IJ") 
211:i l(_1-Z-211:i l/'-Z 

an. Nimmt man noch ausdrücklich an, daß das Polygon lTn - 1 ganz im 
Endlichen liegt, so sei M eine obere Schranke für den absoluten Betrag VOll 

z. Da weiter nach Voraussetzung d der Abstand von lln-l und IIn ist, so 
erkennen wir, daß diese Differenz kleiner ist 

21
11: ~ ! I f(3') 1- i lC3") I I' 

und das kann offenbar durch genügend feine Wahl der Einteilung von II" 
unter cheruntergedrückt werden. Diese Wahl der Einteilung ist für alle z 
aus IIn- 1 die gleiche, und daher streben die rationalen Funktionen gleich-
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rn1ißig gegen f (z), solange z dem Inneren .des Polygones llll-l angehört. 
Die Pole dieser rationalen Fuuktionen liegen auf dem Polygon II". Will 
man nun endlich, wie es im ersten Satz von Runge behauptet ist, eine 
in jedem Teilbereich von B gleichmäßig konvergente Reihe für f (z) haben, 
so w:ihle man wieder eine Folge positiver gegen Null abnehmender Zahlen "<. 
Man wähle dann eine rationale Funktion B x (z) aus, die in II" um weniger 
als Ex von f (z) verschieden ist. Dann gilt wieder 

f (z) = lim B x (z), 
)!-+oo 

und das gilt gleichmäßig in jedem Polygon llx und damit in jedem inneren 
rreilbereich von B, da ein jeder von einem solchen Polygon genügend 
hoher Nummer umschlossen wird. 

Es ist nun noch ein Schönheitsfehler dieses Resultates, daß die benutzten 
rationalen Funktionen im Bereiche B Pole aufweisen. Man kann diesen 
Schönheitsfehler beseitigen und die eben gefundenen rationalen Funktionen 
durch andere ersetzen, die im Inneren von B keine Pole haben. Wenn B 
einfach zusammenhängend ist, so kann man sogar alle Pole ins Unendliche· 
legen und somit fez) in eine in B gleichmäßig konvergente Reihe von 
Polynomen entwickeln. 

Die Methode, die Runge ausgedacht hat, um dies noch zu beweisen, be­
ruht auf einer Verschiebung der seither vorhandenen Pole. Durch dieselbe 
soll gezeigt werden, daß man eine rationale Funktion, deren Pole am Rande 
von ll" liegen, durch eine andere rationale Funktion ersetzen kann, deren Pole 
an beliebigen 1) im Äußeren von ll" vorgegebenen Stellen liegen, und die sich im 
Inneren von IIn - 1 von der gegebenen um weniger als eine gegebene Zahl 8 

unterscheidet. Der Partialbruchzerlegung von Rn (z) entsprechend wird es 

genügen, diesen Nachweis für einen einzelnen Partialbruch ~ (Z~:)y. zu er­

bringen. Da der Rand von ll" von IIn - 1 um mehr als d absteht, so kann 
man von a ausgehend eine Kurve ~ zu dem. gewünschten neuen Pol b 
zeichnen, die überall um mehr als cl von II"_l absteht. Man kann also 
um jeden ihrer Punkte einen Kreis vom Radius d zeichnen, in dessen 
Äußerem II"-l liegt. Ich wähle zunächst die neue Polstelle a1 auf der 
Kurve so, daß dem um sie mit dem Radius d gezeichneten Kreis auch die 
alte Polstelle a angehört. Ich werde dann zunächst diese Stelle a1 als 
neue Polstelle einführen. Ich werde dann mehrmals hintereinander diesen 
Prozeß ausfUhren, bis der gewünschte Endpunkt b der Linie ~ der einzige 
lleue Pol geworden ist. Wenn L die Länge-von ~ ist, so hat man offen-

bar höchstens [~J + 1 = J.L mal den ProzeB auszuführen. Schaltet man 

1) Die neuen Pole müssen aber mit den alten außerhalb IIn verbindbar sein. 
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nämlich auf der Kurve Punkte ao= ((, (tu ... a l ,= b ein derart, daß ein 
Kreis vom ItadiuB cl um an stets a"-1 enth;ilt, so wird eine FunktioIl, 
welche ihren einzigen Pol bei a,,-1 hat, stets im Äußeren dieses Kreise~ 
regulär sein, und diesem Äußeren wird stets II" -1 angehören. Kann mall 

sie also mit jeder gewünschten Genauigkeit in IIn - 1 durch eine Funktioll 
R (z) approximieren, welche nur bei an Pole besitzt, so ist das gewünschte 
Ergebnis erreicht. Führen wir das im einzelnen durch: Die Funktion 

B (z)-~~ 
o - L.. (z -a)" 

besitzt nur bei z = a Pole. Der Punkt a1 liege in einem Abstand kleiner 
als d von a im Äußeren von II". Im Kreise I z .- a1 I > d ist die Funktion 
Ra (z) regulär. Dem Äußeren eines noch etwas größeren Kreises gehört 

I1n - l an. Ich entwickle R o (z) nach Potenzen von -~, also in eine in-z-a, 
konvergente Reihe \ß (_1_). 

z-a1 

Diese konvergiert in IIn - l gleichmäßig. Ich kann daher eine Partialsumme 
B l (z) derselben so bestimmen, daß für alle z aus IIII - 1 

IBo (z) - BI (z) : < : 
bleibt. Nun gehe ich zum Punkt a2 über, der m emem Abstand kleiner 
als d auf ~ im Äußeren von IIn gewählt ist. Auf Grund der gleichen 
Uberlegung kann man nun eine rationale Funktion R 2 (e) bestimmen, deren 
emzlge Pole bei ((2 liegen, und für die in ganz II"_l 

I BI (z) - R2 (z) I < -; 
gilt. Daher ist nUll 2' I Rn (z) - B~ (z) I < Ii' 
in ganz IIIl-I. So weiterfahrend erhält man nach l~ Schritten eine rationale 
ji"unktion, deren sämtliche Pole bei b liegen, und die sich in IIn - 1 von der 
gegebenen um weniger als " unterscheidet. 

Wenden wir nun dies Ergebnis auf unsere Reihenentwicklung an. Im 
allgemeinsten Fall wird der Bereich B, in dem wir entwickeln wollten, mehr­
fach zusammenhängend sein. Dementsprechend umschließen die einzelnen 
Polygonränder Randpunkte von B, Unsere Überlegung lehrt, daß wir die 
auf einem solchen Polygonrand gelegenen Pole der Reihenglieder in Rand­
punkte von B oder in Punkte der Komplementärmenge von B verschieben 
können, welche von demjenigen Polygonrand umschlossen sind, dem die 
Pole angehören. Die f (/3) approximierende rationale Funktion wird dabei 
durch die neue mit den verschobenen Polen in II"-1 bis auf einen beliebig 
zu wählenden Fehler "n-l approximiert, Wir wählen diese Fehler so, daß 
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<,,_1--)0 0 strebt für n ->- 00. Dann konvergieren auch die neuen rationulen 
Li'unktionen mit den verschobenen Polen in jedem inneren Teilbereich von 
B gleichmäßig gegen f(z). Wir haben also den Satz: 

Jede in einem gegebenen Bereich B reguläre Funktion kann in eine Reihe 
von rationalen Funktionen entwickelt werden, die in jedem inneren Teilbereich 
von B gleichmäßig konvergiert. Die rationalen Funktionen können dabei so 
,qewählt werden, daß ihre sämtlichen Pole B nicht angehören. 

Wir haben darüber hinaus sogar gelernt, daß man die Pole in gewisser 
Weise willkürlich wählen kann. Wir wollen daraus für einen speziellen 
Fall noch eine weitergehende Folgerung ziehen. Der Bereich B möge ein­
fach zusammenhängend sein. Wenn es dann gelänge, die sämtlichen Pole 
ins Unendliche zu verlegen, so hätten wir erkannt, daß man eine jede in B 
reguläre Funktion in eine in B konvergente Reihe von Polynomen ent­
wickeln kann. Zunächst lehren ja unsere Überlegungen leicht folgendes: 
Wenn B einfach zusammenhängend ist und im Endlichen liegt, so kann man 
alle Pole in einen beliebigen endlichen Punkt der Komplementärmenge ver­
legen. Die Verlegung ins Unendliche kann man so nicht erschließen, weil 
sie ja nicht durch endlich viele kleine Verschiebungen in der beschriebenen 
Weise zu bewerkstelligen ist. Aber man kann dann so schließen: Es ist Ja 
nur zu zeigen, daß eine jede rationale lfunktion, deren Pole auf IIn liegen, 
durch ein Polynom für alle z in nn-l beliebig genau angenähert werden 
kann. Ich verbinde die Pole mit (Xl durch Wege außerhalb II". Dann wähle 
ich einen Punkt oe außerhalb dieser Wege und außerhalb nn und mache 

die Hilfsabbildung _1_= w. Aus fJ = 00 wird ein endlicher Punkt w =0. Die 
Z-rx 

Wege liegen ganz im Endlichen, aus dem lIn werden endliche Bereiche, die zu 
untersuchende rationale Funktion geht in eine andere über, deren Pole eben 
am Rande des Bildes von Dn liegen. Ich verschiebe sie alle nach 0 als dem 
Bild von Unendlich und erhalte' eine neue rationale Funktion, die im Bild 
von IIn - 1 das Bild von R (z) mit der gegebenen Genauigkeit annähert.. 

Nun mache ich die Hilfsabbildung wieder rückgängig. Dabei geht die rationale 
Funktion, deren sämtli~he Pole in 0 liegen, in ein Polynom über, das R (fJ) in 
IIn - 1 mit der gewünschten G ",igkeit annähert. So finden wir als letzten Satz: 

Eine jede in einem ein!I.IMv ,",vtsammenhängenden Bereiche 1'eguläre Funk­
tion kann in eine Reihe von Polynomen entwickelt werden, die in jedem inneren 
Teilbereich von B gleichmäßig konvergiert. 

Methoden freilich, solche Entwicklungen zu finden, enthalten diese Dar­
legungen nur in sehr unvollkommener Form. Wir werden aber im zweiten 
Bande auf anderen Wege~_solche Darstellungen finden. Immerhin aber be­
sitzen die eben bewiesenen'~ Sätze einen großen prinzipiellen Wert. 
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Vicrzehllt<\l' Ahs('hllitt. 

Die Gammafnnktioll. 
§ 1. Die Eulcl'schc Sumlllt'1I formel. 

{(x) sei für positive reelle x samt den weiter etwa zu bCllub:endell A h­
leitungen eindeutig und stetig erkHirt. Es soll 

('CO) + (1) + ... + (li) + ... 
in einer Form dargestellt werden, die es erlaubt, die SUlllme dieser Heihe 
abzuschlitzen, es eventuell erlaubt., ihren Wert mit einiger Genauigkeit zu 
berechnen. Man hat zunächst 

" 
{(n) - (r.) =J(' (x)dx. 

y. 

Insbesondere also hat man 
" 

f'(n) - (0) = f ('(X)d3; 
o " 

{(li) - (1) =JI'(X)d3; 
1 

11 

l(n) - ((n) = J('(x)dx. 
" 

Die Addition dieser Formeln ergibt 
" n 

(n + 1) (Cn) - ~ (x) = ~ J ('(x)dx. 
o Y. = 1, 2· .. n x 

Zerlegt man jedes Integral auf der rechten Seite in eine Summe von Jn­
tegralen zwischen je zweI aufeinallderfolgenden ganzen Zahlen, so kommt 
dabei das Integral x + 1 .r ('(x)dx 

y. 

Im ganzen" + I-mal vor. Daher kann man 

schreiben. 

(1) 
so wird 

(n + l){(n) - ~ (x) = j( [x] + 1 J ('(x)dx 
o 0 

Setzt man dann 
1 

P J (x) = [x] - x + 
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n n n 11 

(n+ l)f(n) - Zf(x)=! P1(x)f'(x) dx +.1 x('(x)dx +~-J f'(x)dx 
o 0 0 0 

n n 

=jPt(x)('(x)d.x+nfCn)-.!fCx)dx+ -} fCn)-{ (CO). 
o 0 

Also hat man 

(2) ~ f(~') =J~(X)da; + ~ (f(n) + /"(0)) - J~l (x)f' (x)dx. 
o u 0 

Schon in dieser einfachsten Gestalt leistet die Eulersche Summenformel, 
die wir hier im Anschluß an Wirtinger abgeleitet haben, oft nützliche Dienste. 
Beispiele dafür werden wir öfters kennen lernen. Hier sei nur erst ein ganz 
einfaches gegeben: 

Ich wähle 
1 

fex) =-::'. l+x' 

Dann liefert die Formel (2) 

Da nun aber 

gilt, so konvergiert 
Daher findet man 

\ Pl(X) \ < 1 

j'Pt (x) (1 ~ x)' dx. 
o 

lim (1 + ,~ .... +-~~ -loO'(n + 1)) = 1 .. ·+J"'p (x)~-l-dx. 2 n+1 b . 1 (l+X)' 
n~oo ', .... 0 

MUll hat also den Satz. 

Der Grenzwert }~moo (1 + ~ + ... + n~ 1 --logen + 1)) 
existiert. Man nennt seinen Wert die E~dersche Konstante und bezeichnet 
sie mit C. 

Wir werden bald sehen, daß eine Ausgestaltung der Formel (2) die Mittel 
bietet, C mit jeder gewünschten Genauigkeit auszurechnen. 

Man gewinnt diese Ausgestaltung, indem man auf das Restintegral der 
Formel (2) Produktintegration anwendet. Bevor wir das tun, wollen wir 
uns erst die Funktion (1), also 

PJx) = [x] -.1: +~, etwas näher ansehen. 

Die Reihe 
z' 100'(1 - zl = - z - ~ - ... 

b J 2 
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konvergiert noch auf dem Einheitskreis, wofern ,'C =}= 1 ist. Denn tr:igt milli 

.7= c--i'p ein, 90 erh1ilt man: 
, . . e-:4i 1p 

log() -- e-"") = - e-"P- 2 - -" '. 

. l-c-'';If' 
S1/ = e-i1P + C-- 2i (f' + ... + c-lljlP = C~i(p .' 

l-e- l '1' so wird 
-2iep -ni(" 'i -8 e-i,p+e_._+ ... +_c ___ =s +s,:-8,+ ... +·n __ "_-1 

2 n 1 2 n 

( 1 ) ( I 1) (I I ) '\, = s 1- + s . -- +, .. + S -1 - - - +-. 
1 2 2 '2 3 n 1't-t)1 " 

Da nun aber für jedes 0 < cp < 2~ 

(3) 
~n 

lim = 0 
11 n -~ 00 

gilt, so konvergieren die heiden Reihen 

"-' e-i"'p und ~ s (I _ -~_) 
L.J)( .L,.; 7." )( + 1 

gleichzeitig und haben die gleiche Summe, Dazu bemerkt man noch, daß 
fiir jedes 0> 0 in (J< cp < 2~ - 0 der Grenzwert (3) gleichmäßig gilt. Die 

Heihe ~Sx(~-~+i) 
konvergiert aber gleichmäßig und absolut.. Denn es ist ja 

2 1 1 
-t-----:-j,p : = :----:--PI < -,-<1 

-t SlU _. Bin 
I 2, j 

und 

kon vergiert natürlich, Daher gilt auf jedem z = 1 nicht enthaltenden Bogen 
des Einheitskreises gleichmäßig 

z' 
log (1 - z) = - z - 2 -, , " 

N UD ist aber weiter für den hierdurch dargestellten Zweig des Logarithmus 

~ {log(l - e- tiJtX)} = ~(~ - x). 
Denn man hat 

~ pog(l- e- 2ilt ,"») = ~ flog(l - cos 2nx + i sin 2nx)] 

= ~ llog(2 sin2 ~x + i 2 sin ~x cos ~x)] 

= ~ [log( 2 sin ~xei(~-ltx)} ] 
n 
2 -~x. 

Eie b erb a eh J Fuukttoncntheorio 1 :lO 
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') ~ sin 2nnx Daher gilt nun allgemetn 1 1 (x) = ..::::,.;-'n;-- . 
1 

Die Reihe konvergiert gleichm1ißig auf jeder abgeschlossenen Strecke, die 
keinen ganzzahligen Punkt enthält. Setzt man daher 

P ( ) _ ~~2nnx 
2 X -.L,; 2n2n" 

1 

so ist P;(x) = - P1 (x). 

Ferner ist P2 (O) = ~i_ =·h 
(vgl. S. 182).1) Weiter setze ich 

Dann ist 
Allgemein seI 

P (x) == ~ sin 2nnx. 
s .L,; 4n"n 3 

1 

P~(x) = P 2 (x), Ps (0) = o. 

Dann gilt P;y'(x) = - P2Y.-1(X), 

und es ist nach 
B x 

S. 182 P2y'(0) = eh)!' 

Diese Darlegungen zeigen auch, daß man für 0< x < 1 hat: 

1 
P1(x) =-X+'2 

x" x 1 
P2 (x) = 2 - '2 + 12 

x 3 x' X 
Ps (x) = (3 - 4 + 12 usw. 

Diese mit den Bernoullischen nahe verwandten Polynome werden nUll 
bei der Umformung des Restgliedes von (2) durch Produktintegration auf­
treten. Man hat nämlich 

1) Man kann auch so schließen: Man sieht an der Fourierschen Reihe fiir p. (x) so­
l 

fort, daßjP2 (x)dx=O ist. Daher ist P 2 (x) bestimmt durch die Bedingung P;=-P" 
1 0 

J P, dx = O. Sucht man ihr ausgehend von Pi = ~-x zu genügen, so hat man 
o 1 2 

x' x J P'=-\l--2'+c, wo c aus der Bedingung P,dx=O sich zu 1 ergibt. Daher ist 
o 12 

x' xl< P,='2-2'+ 12 (0 <x_1). 
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'1 11 " 

j't(.1·) PI (xldx = - t (:r) 1\ (J;) ! + If'\,)P~(:()dJ' 
000 

" = - p~(O)(/"(/I) - f'(O)) +Jt"(;I)i'~(.J;)d.,;. 
11 

~o findet mau die Formel 

i; fex) =f{(X)d:C +~. (/,(n) + rIO)) + ~1 (f' (11) - (,<0)) -.J~" (x) P2(:rld.( 
o 0 " 

Nun aber ist 

Jfll (X)P2 (:r;)dx = (" (xl Ps (x) i ~.;.", (;c) Ps (x) d:t', 
o 0 0 

Hier verschwindet aber der ausintegrierte Bestandteil, weil Ps (0) = P n (n) = 0 
ist. Daher gilt auch die Formel 

i; {(X\=j~'(X')dX + ~ (f(n) + (0») + 1~! U' (n) - (' (O))+ /~.", (x) Ps (x)dx. 
0 0 6 

Wendet man auf das vorkommende Restglied mehrmals Jen eben erliiutertcn 
Prozeß an, so fimlet man die folgende allgemeine Eulersche Summenformel: 

j; fex) =J~(X)d:J: + ~ (/,(n\+ (0))+ ~l(f' (n)-/" {Oll 
o IJ 

- f~ (f'" (11,) - f'" (0)) 

(5 ) 

Il 

+ (-1)" jP2:< + 3(X){(2X+ 3)(x)d:J" 
o 

Man darf nun nicht etwa erwarten, daß in dieser allgemeinen Eulerscheu 
Summenformel mit wachsendem k das Restintegral gegen Null strebe und 
daB dann eine besonders gut konvergente Reihe entstehe. Das ist nicht 
der Fall, denn die Bernoullischen Zahlen wachsen sehr stark an mit waeh­
sender Nummer. Auf S. 182 gaben wir nämlich die Formel 
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an. Dnbei war 8 2 " die Summe der lleihe 

1 +1 + _1 __ + ... 
~~ Tl 32;/ , 

also eme Hicher die Eins übertreffende Zahl. Man findet daher 

B 
I ß I n f" so ca. aso 2n -~ 00 ur 11--+ (Xl. Da aber auch die 

r(2n-l)(X) 

(2n~1) 

als Koeffizienten der Taylorentwicklung von fex) im allgemeinen nicht nach 
Null streben, so würde eine Reihe herauskommen, deren Glieder nicht ein­
mal den Grenzwert Null hätten. 

Die Brauchbarkeit der Summenformel zur numerischen Rechnung muß 
also auf anderen U mständel1 beruhen. Welche das sind, wird durch die 
Behandlung eines Beispieles am klarsten werden. 

Ich will die Eulersche Konstante berechnen. Ich setze also wieder wie vorhin 

Dann liefert \..5) 
fCx) - . ~---_. 

l+x 

Daher findet man für 11 -~ CXJ 

Hier mag nun zunächst das Hestintegral untersucht werden. Man findet 

z. B. für " = 2 (nach (4)) '" 

) , 1 ( 1 1 ) 1 1 ( fdX) 1 1 7 
I P7 (x < :l6. '11:' 1 +2' + '3' + . " < 26;f' 1 + x' =2" ~,' s· 

I 

Also wird 
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00 3 

Die Berechnung von f kann also auf die von f zurilckgeführt werden, 
o 0 

. h 't' G . I 't 1 1 I . I wenn man SIC ml elner enaUlg (Cl von --- -- )egnilg'en wll . 
4 10" 

Für 
s 

J P7(X) (1 :';cTS dx 
o 

aber hat man nach (6) für n = 3 die Darstellung 

_1_! __ ! ___ 1_+ IOCl'4+ ~+~_ B, (~ __ 1) + B~ (~-1) _ B. (_1 -1) 
2 3 4, . b 8 2 2 16 4 16' 6 16" . 

Man findet also 
s 

,!P7(X) (1 :!X)8 dx = 0,018374· . '. 
o 

00 

Also .! P7(x\1 :!X)8 dx = 0,018374· .. + ~ 1~6 = 0,0183700· . '. 
o 

Trägt man dies in (7) ein, wo x = 2 zu nehmen ist, so erhält man 

G = 0,5772· . '. 

Will man eine erhöhte Genauigkeit haben, so muß man das Restintegral 
genauer bestimmen. Dazu muß man in dem Näberungsintegral 

n > 3 wählen. Zu seiner Berechnung hat man aber dann mehr Glieder 
nötig. Man wird aber den Wunsch haben, mit möglichst wenig Gliedern 

der Reihe ~ ~ auszukommen. Man hat dazu noch die Wahl von " frei. 

Man wird zusehen, " so zu wählen, daß die Rechenarbeit möglichst klein 
wird. 

§ 2. Definition der Gammafnnktion. 

Die Einführung der Gammafunktion entsprang dem Wunsch, den Begriff 
der Fakultät xl auf nicht ganzzahlige x auszudehnen. Durch diese Forderung 
allein ist natürlich noch keine Funktion bestimmt. Denn es gibt viele, auch 
analytische Funktionen, welche für ganzzahlige Argumente übereinstimmen. 
Ihre Mannigfaltigkeit wird schon etwas mehr eingeschränkt, wenn man ver­
langt, daß r(z) eine meromorphe Funktion sein soll, welche der Differenzen­
gleichung r(z + 1) = f3 r(z) 
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und der Bedingung r(l) = 1 genügt. 1) Der Quotient zweier Funktionen, 
die dieser Differem:engleichung genügen, besitzt die Periode Eins. Denn aus 

und 

folgt 

(I (.0 + 1) = z t; (.0) 

t~ (z + 1) = z t~ ( z) 

I; (z+ 1) _ t; (z) 
r, (z+ 1) - r. (zY 

Unter allen diesen Funktionen ist die einfachste die durch den Gaußschen 

Ausdruck . n!n' 
r(z)=hm--('-+-1) -( + . 

11-+ oe Z Z •• , z n) 

Es wird ja !'jZ+l) = lim _~z __ = Z 
['(z) "-+00 .+11+1 . 

Stellt aber dies er Ausdruck wirklich eine analytische Funktion dar? Das 
sieht man am besten, wenn man durch eine geringe Umformung des Aus­
druckes Anschluß an die Weierstraßsche Produktdarstellung der ganzen 
Funktionen sucht. Bs wird nämlich 

z(z+1, ... lz+n) (1+ 1 + + 1 1 ) -----'- = e 2- ,; - ogll ~ . z . 
n! n' 

Da nun aber 1 +~ ... + 1 - Iocr n --+ C 
2 n t:> 

stn~bt für 11 ~ CX) (vgl. S.298) und da das Produkt 

nach S. 290 ellle ganze Funktion darstellt, so wird 
00 

l;~Z) = eC '. z· rr {( 1 + ~) e-~} 
1 ' 

eille ganze Funktion. 
Damit ist zugleich auch die gleichmäßige Konvergenz des Gaußschen 

Ausdruckes erkannt. r(z) ist also eine meromorphe Funktion, welche 
nirgends verschwindet - sonst wäre die Heziprok,e nicht ganz - und 
welche an den negativen ganzzahligen Stellen z = - n einfache Pole be­
sitzt. Wir bestimmen noch die Residuen dieser Pole. Zu dem Zweck haben 
wir lim.(z + n) rcz) 7.U betrachten. Nun ist aber 

:4--11 

1) Dann wirJ also r (z + 1) = z! bei gallzzahligem z. 

2) Der IVert von n: ist aus n' = e:logn eindeutig bestimmt, wenn wir fcstsetzeu, 
(laß log n reell gewählt sei. 
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Also wird 

Daher ist lim (z + n) res) = r(l) = r(l) 
H-" (-n) (-n+ 1) ... (-1) (-1)" n! 

Nun entnimmt man noch dem Gaußschen Ausdruck sofort, daß r(l) = i 
ist. Also besitzt die Funktion res) an der Stelle z = - n einen einfachen 

(- 1)" 
Pol vom Residuum ---nl 

§ 3. Haupteigenschaften der Funktion r(z). 

r(z) hat eine Reihe von Polen, nämlich z = 0, - 1, - 2"" mit der 

Funktion --;~ gemeinsam. Ebenso hat r(l - z) die Pole s = 1, 2 .. · mit 
SInns 

~ gemeinsam. Daher hat r(s). r (1- z) dieselben Pole wie ~. Daher 
Blnns Blnnz 
ist sin"s·r(s)·r(l-z) eine polfreie, also eine ganze Funktion. Man 
kann sie bestimmen und sehen, daß sie konstant ist. Es wird nämlich 

s(z+ 1) (~+ 1)" '(!.+1) 
_l_=lims(Z+l)"'(Z+~=lim 2 n 
r(z) n~" '1'1,1 n' 11~" n' 

und (l-z) (1-!.)" .(1- ~)' (n + 1-z) 
1 = lim (1-z)(2-z) ... (n+1-z) = lim-- 2 n ___ . 

r(l-z) 11~" n! n 1 z ,,-:>-00 n-' n 

Daher wird 

r~z)' f(I~Z) = !~~z (1 - Z2) (1- (ir)··· (1- (~r) = Si:;Z. 

Also ist res) r(l- z) =~. Sinnz 

T .. t h' 1. fi d t rag man lel' z = 2 elll, so n e man {r(~) f=n. Da man aber nun 

weiter dem Gaußschen .Ausdruck ansieht, daß r (~) positiv ist, ,so ergibt 

sich r(~) =:' + in: 
Ich füge noch die Potenzreihenentwic7clung von log I (1 + z) in der Um­

gebung von s = 0 an. Sie ergibt sich leicht aus der Weierstraßschen 
Produktdarstellung der Gammafunktion. Diese liefert nämlich 

dlogr(z)=_C+ (1 _~)+(~ __ 1_) + ... +(~_ 1 ) + ... 
dz z _ 2 z + 1 n s + on - 1 

und daraus 
dlogr(l + z) 

dz 
_ C + (1 __ 1_)+(.!.. __ 1_) + ... + (.!.. __ 1_)+ . ". 

z+l 2 z+2 n z+n 
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Daraus findet man durch Differenzieren 

1 d"1og r (1 + z) = (-::-1): ( ____ 1 ___ -: + . ___ ! _____ ) + . 
n! dz" n (z + 1)" (z + 2/' 

1 d" 100-1'(1 + z) / (-1)" Bildet man dies an der Stelle z = 0, so hat man -; b = ----- 8". 
n. rlzn .=0 n 

Z2 z:l 
Daher wird log r (1 + -") = - (}z + 2- 82 -- ~:] S:I + . ". 

§ 4. Die Stirlillgsche Formel. 

In die Formel (2) auf S. 298 trage man 

fex) = log (zr + x) 
ein. Dann erhält man 

ft n n 

~log (z + x) = j'log (z + x) dx + -4- (log (z + n) + log z) - J:~~dX. 
o 0 0 

n 

= (z + n + f) log (z + 12) - (z - f) log z - n - J: +(~ dx. 
o 

Hier trage man fJ = 1 ein, ziehe die 80 erhaltene Ji'ormel von der vorigen 
ab und bringe außerdem auf heiden Seiten (z -1) log n in Abzug. So er­
hält man: 

n 

~ Z + n I z ) ( 1 ) ( oe -1) .L.Jlog----- -(z-l)logn=(z-l)log l l+ -- + l+n+- log 1+----
o 1 + n \ n 2 l+n 

'It 7i 

- (z _.!..) log z - fP I (:1 dx + fP l (x2 dx. 
2 z+x l+x 

o 0 

Daher wird weiter '" 

!im log z (z + 1) ••. (z + n). n-,+1 = (21 _ 1) + (~_ z) 100' 21 _ j'PI (x) dx 
n-)-co 1·2 (n+1j 2 '" z+x 

co 

+J~PI(X)d 
1 +x X. 

o 

_ 0 

Läßt man links noch den Faktor _1_. - weg, so hat man schließlich 
n+1 

co 

(1) log r (z) = (z-f)logz- z + 1-J;~~dX+ f:+(~dX. 
o 0 

Diese Formel gilt für alle nichtnegativen Werte von z, d. h. in der ganzen 
z- Ebene mit Ausschluß der negativen reellen Achse. Man hat übrigens 
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in der so aufgeschlitzteu Ebene immer diejenigen Zweige der Logarithmen 
zu nehmen, welche auf der positiven reellen Achse reell sind. Zur A UR-

wertung des Integrales '" 

j 'p\(X) dx 
• 1 + ,1: 
o 

schreitend, bemerken WH' zunächst, daß für rem imaginäre z 
00 

lim fP\ (x) dx = ° 
z-+'" z+x 

gilt. Man hat nämlich o 

00 00 

l 'Pt (x) dx = - p (0) ~ + l' P, (x) dx 
• z + X 2 Z • (z + x)' , 
o 0 

und hier ist P, (x) I M ax I P, (x) I 
: (z+x)' < Iz+xl" . 

00 00 

Daher hat man (P, (x)dx I ( J' dx J {z + x!' <Max P2 x)1 Iz+xl2 
o 0 

Ich mache die Substitution z = re/<f, x = rX1 und finde 

!~z !XXI 2= ~. !~;i<:~~;!;' 
Für alle rp 9= n hat dies zweite Integral einen endlichen Wert und 

hängt stetig von cp ab. Daher gilt für ß ________ 00 

<X> 

(p,(x) J (z+x)' dx ________ 0, 
o 

und dies gilt gleichmäßig für solche z-Werte, die III elllem Winkelraum 
I arg z I :'.S n - cf (cf > 0) gegen Unendlich streben. 

Aus r(z)· r(l- z) =~ 
BInnz 

schließt man weiter, wegen r (1 - z) = - ß r (- z) 

r(z) , r(- z) = ~ n .. 
Z· BIn n Z 

Also wird (y reell) I T(iy) I = V---~---·· 
( 1ty -ny) y e -e 

00 

Daher hat man aus (1), da 1-J~+(;;dX reell ist, 
o 
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Je;' 1', (x) { G\ 11 r ( , ( , 1 ) I (' \' ; 1', (x) 1 1 
1-0 l+x(x='lll og \1!Ji- 1!f- 2 og 11/}--IY- o'iy+x(XI 

= lim I ')' 1 1 rr y } . -V ~;.-~-.-;;:-e1ty log(2rr) log, r(ZII . + -- orr y + - = hm log ~, - "~ = ~-'. 
Y-)oOO • i 2 0 2 y ........ oo y(e 1f !! _e- 7t !J) 2 

So findet man endlich die Stirlillgsche FOrti/cl 
00 

lOfT r 1 z) = (z - ,1) 10tT z - z +L 10<1 (2 Jr') +J'PI (x) cl X 
b ~ b ., b Z+T' .. o' 

In welcher das Restintegral riir z ----.. 00 gegen Null strebt. 
Aus ihr wieder entnimmt man 

r(Z) 
lim -I" -- --" = l. 
: .... '" :'- 2 e-: V2 n 

Dafür schreibt man auch kurz 

r(z) "-' V2,re-:z:-~ 

für alle z, für die - Jr + 0' :S arg z < n; - 0 ist; wobei 0 irgendeine wesent­
lich positive Zahl unter Jr bedeutet. Man liest das Zeichen "-': "as.rm­
ptotisch gleich" 

S 5. Darstellung Iler r-Funktion (lurch ein bestimmtes lnü-gral. 

Für alle Werte l'on z, deren Realteil wesentlich positiv ist, gilt die Darstellung 
00 

r(z) = J e-tt·- 1 dt. 
o 

Dils integral ist dabei über die positive reelle Achse ZII erstrecken. 
Diese Formel kann man ihrerseits zum Ausgangspunkt, also alfi Defini­

tion der Gammafunktioll, wählen und so einen anderen Aufbau der Theorie 
geben. Doch wollen wir dies nicht näher ausführen. 

Wohl aber wollen wir noch kur,,; die angegebene Behauptung be­
weisen. Betrachten wir dazu die Funktion 

on 

G(z) = Je-tt·-ltlt. 
o 

S. 170 wurde gezeigt, daß Jas Integral für alle 9t(z) > 0 konvergiert und 
eine in dieser Halbebene analytische Funktion darstellt, 

}'lan erkennt leicht durch partielle Integration, daß die Funktion 

'" G(z) = j'e-tt;-ldt 
o 
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der Differenzengleichung G(z + 1) = zC(z) 

g(z) = ,G(z) genügt. Der Quotient 
r(z) 

ist daher nach S. 304 eine periodische Funktion der Periode Eins. Es ist 
zu zeigen, daß diese Funktion den konstanten Wert Eins hat. Nach dell 
S. 280 gegebenen Darlegungen übel' periodische Funktionen ist dazu vor 
allem eine Abschätzung des Quotienten in einem Periodenstreifen nötig. 
Ich wähle dazu den Streifen 1 < x <2 (z = x + iy). 

Der Cauchysche Integralsatz läßt leicht erkennen, daß man die Integra­
tion in G(z) statt über die reelle Achse ebensogut über irgendeine andere 
der rechten Halbebene mez) > 0 angehörige geradlinige Verbindung von 
Null und Unendlich erstrecken darf. Ich wähle diejenige Gerade, die z 
enthält, und trage daher im Integral t = Z(! ü, positiv) ein. Dann habe ich 

'" 
G(z) = z·Jr·!!(!·-ld(!. 

Für 1< x < 2 
• 0 

WIrd 

1 C(s) 1 <I Z'I\ /d(! + !~-!! (!d(!}':s 2 ! z'l· 

(Denn es ist ja J~-!! (! d (! < je-Q (!d(! = 1 ). 
1 0 

Die Stirlingsche Formel lehrt ferner, daß 

I r(z)I>lz'-ll, 
falls 1 < x <2 ist und I y I hinreichend groß gewählt wird. Daher ist 
für große I y I des Streifens 1 < x,.:S 2 

\ qez) \ < 2 \ Z i. 
Daraus folgt aber, daß g (z) konstant sein muß. Denn führt man W e21'" 

ein, so wird q (z) = Q (w) eine rationale Funktion von w. Singularitäten 
derselben können höchstens bei w = 0 und bei w = Xl liegen. Nun hat 
man aber durchweg 

\ Q('lv) \ < IIO!W I. 

lim w . Q(w) = 0 und lim Q1~) = O. 
w+o w+oo 

Daher wird 

Somit können weder bei iv = 0 noch bei w = 00 Pole liegen. Daher ist 
Q(w) = q(z) konstant. Da aber G(l) = r(l) = 1 ist, so ist 

G(z) = r(z), was zu beweisen war. 
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§ 6. Integraldarstellung der Funktion r~z)· 
Wir gehen von der mehrdeutigen Funktion fes) = e'S-' aus. Sie besitzt 

bei s = 0 einen Verzweigungspunkt unendlicher Ordnung. Betrachten wir also 
die Funktion in der längs der negativen reellen Achse aufgeöchnittenen Ebene, 
so zerfällt sie in diesem Bereiche in unendlichviele eindeutige Zweige. Wir 
wollen auffolgende Weise einen bestimmten derselben herausgreifen und weiter­
hin festhalten. Wir führen Polarkoordinaten ein, indem wir s = Qe-i~ setzen. 
Dann ist unser Bereich durch die Ungleichungen - 1t < {t < + 11: festgelegt. 
Wir setzen 
(1) 

Unter Q-: sei dabei die Funktion e-108"('.' verstanden, und für log Q sei 
der reelle Wert genommen. Auf den Begrenzungsgeraden .ß' = - 1t und 
{t = 1t wird dann f(s) = e'Q-·c- in • und fes) = e'Q-'ein ,. Wir benötigen 
noch eine gewisse Abschätzung der Funktion in der Halbebene ut(s) < O. 
Es wird für s = tJ + i"C, Z = X + i Y 

(A) If(s);=el1'(I1!+'t"')-~.e-'~y. 

Betrachtet man also das Integral 
a+ip 

jf(s)ds 
~+;r 

über den aus Ji'ig.78 ersichtlichen geradlinigen Integrationsweg (x < 0), so hat 
man: I U+ifl I [f 

jf(s) d s' < ca f(a 2 + 't"2)--;-e-"'d"C. 
I a+iy Y 

Daher wird offenbar 
(B) 

a+i(>' 

lim jf(s)ds = O. 
a~"'a+ir 

Nunmehr führen WIr den in Fig. 79 angedeuteten Integrations weg Q, neu 

" 
em und betrachten 

'P(z) = 2~iJf(S)dS. 
L. 

-0-----0 

-) 
z wH dabei auf derjenigen Seite 
des Weges liegen, der S = 0 nicht 
angehört. Zunächst ist ersichtlich, 

daß 
von 

a 0 
Fig.78. Fig.79. 

das Integral eine analytische Funktion von z darstelltl), deren Werte 
der speziellen Wahl des Integrationsweges, d. h. von E, unabhängig 

1) Der Leser beweise das an Hand der S. 170 dargelegten Methode unter Ver­
wendung der Abschätzung (A). 
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sind. Denn erstreckt man unser Integral über den in Fig. 80 angegebenen 
Weg, so kommt nach dem Hauptsatz der b'unktionentheorie stets Null 
heraus. Geht man nun zur Grenze IX ---~ 00 über, so werdelI ja nach (H) 
die Integrale über die vertikalen Stücke des 
Weges Null, und es stellt sich so tatsäch- ----------
lieh die Unabhängigkeit vom Weg heraus. ) 
Auch erkennt man, daß das Integral eine = 0 

analytische Funktion von z darstellt, die an c= 
allen nicht auf der negativen reellen Achse 
gelegenen Stellen regulär ist. Denn für jede Fig.80. 

solche Stelle kann der Integrationsweg vorschriftsmäßig gewählt werden. 
Wir wollen nun unser Integral ausrechnen. Zu dem Zwecke zerlegen 

wir L, in drei Teile, nämlich die beiden horizontalen Strecken und den 
Halbkreis K.. Dann gehen wir zur Grenze li ~ 0 über; wir wissen ja 
schon, daß durch Änderung von E der Wert unseres Integrales nicht be­
einflußt wird. Um nun schließen zu können, daß bei diesem Grenzüber­
gang das Integral über K, verschwindet, muß man mez) < 1 annehmen. 
Dann wird nämlich 

Auch bei dem an den geradlinigen Integralen auszuführenden Grenzüber­
gang erweist sich die Annahme mez) < 1 als unentbehrlich. BetrachteIl 
Wir nämlich z. B. nach (1) 

i. -- 00 I I _ ~, ' 
je"s-zds = - fe iE +a \' 0 + iE \-ze i .9-'do =.f e- a I, iE - Ci I-'ei'c': ,?-zdCi, 

--"'+i' 0 \ 0 I : 

so wird man versuchen, zu beweisen, daß fiir E --~ 0 daraus 

'" ei1tZ fe- a (j--'-d (j 

o 

wird. Schon für die Konvergenz dieses letzteren Integrales ist aber ffi(z) < 1 
zu fordern. Sind nun die Grenzen des Integrales nicht Null und Unend­
lich, sondern zwei feste positive Zahlen 0 und n, so ist leicht zu sehen, daß 

n 1/ 

fe-a(ie - 6)-ze"do ---+ ci7tzje-rJo-zdCi. 
~ 0 

Denn der Unterschied der Integranden strebt im Intervall 0 < 0 <n für 
li ---> 0 gleichmäßig gegen Null. Nun aber kann man die Zahl n so 
wählen, daß für alle in Betracht kommenden E stets 
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1/~--G(iE ~ 11)-'eil d!J i < ~ 
bleibt, und man kann d' so wählen, daß fUr alle diese E 

I cl I IJ eG(iE - 11)-'ei 'd(J: < ~ 
~ , 

bleibt. Unter 11 wird dabei eine beliebig gegebene positive Zahl verstanden. 
Für diese letzte Abschätzung ist wieder die Voraussetzung 9l (z) < 1 wesent­
lich. EbeftBO verfährt man mit dem anderen geradlinigen Integral. So 
findet man 

= ! sin n: z r(l _ z) = _1_. 
'" r(z) 

Also wird 

Ihrer Herleitung nach 1) gilt die Darstellung für alle nicht der negativen 
reellen Achse angehörigen Werte von z. Für die negativen Werte von z 
bat das Integral zwar einen Sinn. Es stellt aber im allgemeinen nicht die 

Funktion r~z) dar, schon deshalb nicht, weil es im allgemeinen einen ima­

ginären Wert besitzt. N ur für die negativen ganzzahligen Werte von z 

verschwindet das Integral gleich der Funktion~. 
T(z) 

1) Allerdings wurde ja eben ffi(z) < 1 benutzt, die Gültigkeit der Darstellung aho 
%unäch8t nur in diesem Bereiche erwiesen. Da aber das Integral in der vollen, längs 
ller nega.tiven reellen Achse aufgeschnittenen Ebene eine a.nalytische Funktion dar­
~tellt, 80 muß es nach bekannten Sätzen über analytische Fortsetzung in diesem ganzen 

Bereich mit _1_ übereinstimmen. 
r(z) 
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Auf S. 298 Z. 12 v. u. lies + + Ip1 (x) (1 ~ x)' dx statt 
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• ~ ao ~ ( >0) Auf S. 161 Formel (11) hes bo = b' bn = . .. n 
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1 + !Pl(X\l ~X),dX. 
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Von Prof. Dicberbach erschien ferner: 
Differential- und Integralrechnung. I. Differentialrechnung. Mit 32 Fig. 
[VI u. 130 S.] 8. Steif geh. M. 2.80. Ir. Integralrechnung. Mit 25 Fig. 
lVI U. 142 5.] (Tcubners technische Leitfädcn, 4 tl. 5.) Steif geh. M. 3.40. 

Der Gegenstand der einführenden Ulliversitätsvorlesung über Differential- und lnteg-ral­
rechnung wird bier in knapper, aber leichtfaßlicher Form dargestellt. Die geometrischen 
Anwcmlungcn sind überall in gehöriger Weise bcriicksichtigt. 

Die komplexen Veränderlichen und ihre Funktionen. Fortsetzung 
der Grundzüge der Differential· und Integralrechnung, zugleich eine Ein· 
führung in die Funktionentheorie. Von Dr. G. Kowalewski, Prof. an der 
deutschen Universität zu Prag. Mit 124 Fig. [IV u. 455 S.] gr.8. 191 I­
Geh. M. 14.-, geb. M. 16.-

"Ein ganz vorzügliches Werk, das sich in gleicher Weise uurch den dargebotenen Stoff 
wie durch seinen angenehmen leichtflüssigen Stil auszeichnet. Kowalewski ist ein ~[eister 
in der Form und erreicht höchste Eleganz und zugleich Exaktheit in seinen Beweisen." 

(Archiv der Mathematik und Physik.) 
Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. W. F. Os,r;ood, Prof. a. d. 
Harvard·Univ. Cambridge, Mass. I. 3. Auil. Mit 158 Fig. [XII u. 766 S.] gr.8. 
1920. Geh. M. 38.-, geb. M. 44.- II. [I. Teil u. d. Pr.] 

" ... An der Hand der Osgoodschen Darstellung wird man verhältnismäßig leicht in dies 
Gebiet eindringen." (Deutsche Literaturzeitung.) 

Vorlesungen über Zahlen- und Funktionenlehre. Von Geh. Hofrat 
Dr. A. Pringsheim, Prof. a. d. Univ. München. 2 Bde. 1. Bd. I. Abt. ReelleZahlen 
u. Zahlenfolgen. [XII u. 292 S.] gr.S. 1916. Geh.M. 12.-, geb.M. 13.40. I.Bd. 
II. Abt. Unendliche Reihen mit reellen Gliedern. [VIII u. 221 5.] gr. 8. 
(TmL 40, 1.) 1916. Geh. M. 10.80, geb. M. 12-40. IH. Abt. EU. d. Pr. 1921.] 

Das vorliegende Werk verfolgt uas Ziel, den Studierenden der Mathematik eine auf ele~ 
melltaren 1vlethoden beruhende und doch streng und einheitlich a.ufgebaute, zugleich möglichst 
vollständige Darstellung der Hauptlehren der Funktionentheorie und ihrer arithmetischen 
Grundlagen zu bieten. 

Theorie der elliptischen Funktionen. Von Geh.·Rat Dr. M. Krause, 
Prof. an der Techn. Hochsch. Dresden. Mit 25 Figuren. [VI u. 1865.] 8. 
1912. (Sammlung mathematisch-physikalischer Lehrbücher, 13.) Geb. M. 4.-

"Das Ruch ist aJ.s Einführung in die umfangreiche Theorie der elliptischen Funktionen 
besonders geeignet. Ubersichtliche Anordnung' des Stoffes und Hervorhebung aller wichtigeren 
Ergebnisse, klare Ausdrucksweise und sorgfältige Figuren erleichtern dem Leser die Aneignung 
und Festhaltung des sachlichen Inhalts." (Elektrotechnische Zeitschrift.) 

Die Theorie der Besselschen Funktionen. Von Realgymn .. Prof. Dr. 
P. Schafheitlin in Berlin. Mit I Figurentafel. (V u. 128 S.] 8. 1908. (Samm. 
lung mathematisch· physikalischer Lehrbücher, 4.) Geb. M. 3.20. 

Von der Besselschen Differentialgleichung ausgehend, werden die wichtigsten Eigenschaften 
der Funktionen entwickelt; besonders werden die für den Physiker und Techniker wichtigen 
Funktionen besprochen, deren Indizes ganze Zahlen oder die Hälfte ganzer Zahlen sind. 

Konforme Abbildung. Von L. Lewent, weil. Ober!. in Berlin. Mit 40 Fig. 
[VI u. 1185.] 8. 1912. (SMPL 14.) Geb. M. }.20. 

"Der Techniker wiru aus dem Büchlein reiche Anregung empfangen, durch eine Fülle 
interessanter und lehrreicher Beispiele wird er verhältnismäßig schnell bis zu dem allgemeinen 
Abbildungssatze geführt." (Archiv der Mathematik und Physik.) 

Vorlesungen über reelle Funktionen. Von Prof. Dr. C. Carathiodory. 
[X u. 704 S.] gr. 8. 1918. Geh. M. 30.-, geb. M. 34.-

In Jiesem Buche, das gar keine speziellen Kenntnisse voraussetzt, hat der Verf. versucht, 
innerhaJb des Rahmens eines systematischen Aufbaues der Theorie der reellen Funktionen, die 
modernen Resultate von Lebesgue leichter zugänglich zu machen, als es bisher der Fall war. 
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Vorlesung. üb. bestimmte Integrale u. die Fourierschen Reihen. 
Von Geh.-Rat Dr. J. Thomae, weil. Prof. a. d. Univ. Jena. Mit 10 Fig. [VI u. 
182 S.] gr. 8. 1908. Geb. M. 7.80. 

In den Vorlesungen werden folgende Gebiete behandelt: Hilfssätze aus der Funktionen­
theorie. Das Integral als Umkehrung des Differentialquotienten. Das Integral als Grenzwert 
einer Summe. Integrale mit unendlichen Grenzen. Integration über unendlich werdende Integranten. 
Die }i"ouriersche Reihe. Schwingende Saiten. Doppelintcgrale. Das Fouriersehe Doppelintegral. 
Eulcrschc Integrale. Integration zweigHedriger Differentiale. 

Einführung in die elementare und analytische Theorie der 
algebraischen Zahlen und der Ideale. Von Dr. E. Landau, Prof. a. d. 
Univ. Göttingen. Mit 14 Textfig. [VII u. 143 S.] gr. 8. 1918. Geh. M. 6.-

Der er s t c Teil gibt für einen Leser, der nur die Elemente der Algebra und aus der Zahlen~ 
theorie den Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit der Zahlen in Prim faktoren zu kennen braucht, 
eine Einführung in die von D edekind begründete Theorie der algebraischen Zahlen. Vor allem 
wird auf möglichst einfachem Wege der Hauptsatz von der eindeutigen Zerlegung der Ideale 
eines Körpers in Primideale bewiesen. - Der z w e i t e Teil, der die Elemente der Funktionen~ 
theorie voraussetzt, entwickelt die moderne &.nalytische Theorie der Ideale und Primi deale bis 
zur neuesten Errungenschaft von Hecke (Funktionalgleichung der zu einem beliebigen alge~ 
braischen Körper gehörigen Zetafunktion) und darüber hinaus. 

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An­
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn. Hochsch. 
Braunschweig. gr.8. 1. Ud.: Differentialrechnung. 2. U.3. Aufl. Mit 129 in d.Text 
gedr.Fig., I Samml.v. 253 Aufg. u. 1 Formeltab. [XHu. 388S.]192I.Geh.M.20.­
geb. M. 24.-. 11. Bd.: Integralrechnung. 2. u. 3. Aufl. Mit 100 in d. Text gedr. Fig., 
1 Samml. v. 242 Aufg. U. I Fonneltab. [IV u. 406 S. J 1921. Geh. M. 20.-, geb .M. 24.-

Das Problem des Unterrichts in den Grundlagen der höheren Mathematik an den rech­
nischen Hochschulen ist seit mehr als zwei Jahrzehnten nicht nur wiederholt besprochen und 
in Monographien behandelt, sondern bat auch die Gestaltung der neueren Lehrbuchliteratur 
wesentlich beeinflußt. Auch das vorliegende Lehrbuch ist aus dieser Bewegung hervorgewachsen. 

Höhere Mathematik für Ingenieure. Von Prof. Dr.j. Perry. Autor. dtsch. 
Bearb.v.Geh.Hofrat Dr.R.Fricke, Prof. a. d.Techn.HochschuleinBraunschweig, 
und F. Süchting, Prof. an d. Bergakademie in Clausthal. 3. Aufl. Mit 106 in d. 
Text gedr. Fig. [XVI u. 450 S.] gr. 8. 1919. Geh. M. 20.-, geb. M. 22.-

"Hier ist ein Lehrmittel entstanden, das bei der Reichhaltigkeit der in die mathematischen 
Aufgaben hineingearbeiteten Sammlung von Anwendungsbeispielen weit mehr bietet als ein 
gewöhnliches Lehrbuch der Integral-und Differentialrechnung." (Zentralbi. d. Bauverwaltg.) 

Einführung in die Vektoranalysis. Mit Anwendungen auf die mathe· 
mat. Physik. V. Prof.Dr. R. Gans, Dir. d. physik. Instituts d. Univers. La Plata. 
4. Aufl. Mit 39 Fig. [VI 1I. 118 S.] gr. 8. 1921. Geh. M. 9.40, geb. M. 11.20 

Das Büchlein verfolgt den Zweck, ganz kurz in die Rechenmethoden der Vektoranalysis 
einzuführen. Um ihre Anwendbarkeit zu zeigen, sind viele Beispiele aus der theoretischen Physik 
gegeben; dabei sind die physikalischen Grundlagen der Theorien auf einfache Weise abgeleitet. 

Grundlagen der Differentialgeometrie. Von Dr. J. Knoblauch, Prof. 
a. d. Univ. Berlin. [X u. 634 S.] gr. 8. 1913. Geh. M. 18.-

"Die Darstellungsweise ist außerordentlich klar, die nenen Zeichen und Operationen werden 
so aus'führlich erklärt, daß der Benützer des Buches, der mit einer allgemeinen Kenntnis der 
Analysis und der analytischen Geometrie ausgerüstet ist, keine Schwierigkeiten beim Studium 
desselben finden wird." (Allg. Literaturblatt.) 

Vorlesungen über algebraische Geometrie. Geometrie auf einer Kurve. 
Riemannsche Flächen. Abelsche Integrale. Von Dr. F. Severi, Prof. a. 
d. Univ. Padua. Berechtigte deutsche Übersetzung von Dr.E. LÖ.f!1er, Oberreg .. 
Rat i. d. Ministerabt. f. d. höh. Schulen in Stuttgart. Mit einem Einführungs­
wort v.A. Brill. Mit 20 Fig. [XVI u.408 S.] gr.8. 1921. Geh.M.35.-, geb.M.38.-

Die in möglichst einfacher Darstellung wiedergegebenen Vorlesungen behandeln die "Geo~ 
metrie auf einer algebraischen Kurve" nach zwei sich ergänzenden Gesichtspunkten: einmal 
nach der von Brill und Noether begründeten algebraisch· geometrischen Methode und dann 
von dem durch Abel und Riemann begründeten transzendenten Standpunkt aus. Dadurch 
werden sehr wertvolle Vergleiche und Vereinfachungen erzielt. 
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