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Yorwort.

Noch ein Lehrbuch der Funktionentheorie, wird mancher rufen, wenn
dies Buch ihm in die Hinde kommt. Endlich ein Lehrbuch der Funktionen-
theorie hoffte ich zu schreiben. Diese Sitze erscheinen anmaBend. Drum
mud ich sie erliutern. Sie stehen und fallen mit der Auffassung des
Begrifts ,Lehrbuch®. Was ist ein Lehrbuch? Es soll, so meine ich, eine
vollstiindige, faBlicke und einheitliche Darstellung eines Wissensgebietes
geben. Diese drei Eigenschaften ,vollstindig, fablich, einheitlich* bediir-
fen aber noch der niheren Bestimmung. Vollstindig soll ja auch ein
Handbuch sein. Aber in anderem Sinne. Das Handbuch soll iiber jede
Einzelheit Auskunft geben. Das Lehrbuch will den Leser instandsetzen,
jede ihm auBerhalb des Buches selbst hegegnende Einzelheit in ihrer Be-
deutung fiir das Ganze zu wiirdigen. Is soll ihn daher vollstindig iiber
die wesentlichen Ziige der Theorie aufkliren und sie ihn verstehen lehren.
In diesem Sinne soll es nach Frgebnissen und Methoden vollstindig sein.
Dabei soll es faBlich sein, also m#yglichst wenig Vorkenntnisse voraussetzen.
Darunter verstehe ich sowohl spezifische Kenntnisse an Siitzen und Methoden
als auch allgemeine Geisteseinstellung, oder Ubung im mathematisch-wissen-
schaftlichen Denken. Vielmehr sehe ich die Aufgabe eines Lehrbuches darin,
auch in dieser allgemeinen Weise iiber den speziellen Stoff hinaus den
Leser zu bilden. Wissenschaftlich denken lernt man erst durch Beschiifti-
gung mit der Wissenschaft. Indlich war inheitlichkeit der Darstellung
verlangt. Widerspricht diese Forderung aber nicht gerade in der Funktionen-
theorie der Vollstindigkeit? Wer einmal von dem alten Schlachtruf: Iie
Riemann, hie WeiBlerstraB und gar hie Cauchy gehirt hat, wird da seine
Zweifel haben. Aber in der Wissenschaft hat man in dem Ausgleich der
Gegensiitze einen Fortschritt zu erblicken. Und mitten in einer solchen
Periode des Fortschrittes stehen wir eben. So will denn auch dies Buch
an seinem Teil zum Ausgleich der Gegensitze, zur Vereinheitlichung der
Funktionentheorie beitragen. Der erste Band behandelt die Elemente der
Theorie, d.h. die allgemeinen Begriftsbildungen und die einfachen Siitze aus
der Funktionentheorie, die bei dem heutigen Stand dieser Wissenschaft
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allenthalben auf Sechritt und Tritt gebraucht werden. Der zweite Band,
welcher in Bilde folgen soll, will aufweisen, wieviel herrliche Wohnungen
das hier in diesem ersten Band im Grundrifl vorgefiibrte Gebiude in sich
zu bergen vermag. lis wiire peinlich fiiv mich, niher als es hier geschehen
ist, die in den Kingangssiitzen enthaltene Hoffnung rechtfertigen zu miissen.
Iech glaube aber, daB der sachkundige Leser mich von dieser Aufgabe ent-
binden wird, ohne mich der mangelnden Objektivitiit und AnmaBung zu
zeihen. Ob ich allerdings selbst das Ziel, dem ich nachstrebte, erreicht habe,
mufl ich billigerweise dem Urteil des geneigten Lesers iiberlassen. Doch
darf ich hoffen, daf redliches Bemiihen nicht ganz erfolglos gewesen ist.
Der Leserkreis, an den ich mich wende, und den ich durch dies Buch
fordern mochte, ist derselbe, vor dem ich schon so oft iiber dies schone
Gebiet vorgetragen habe: der deutsche Student vom dritten Semester an.
Ich setze also lediglich die Elemente der analytischen Geometrie voraus in
dem Ausmal, in dem sie die Schule vermittelt, und einige Kenntnisse aus
der Differential- und Integralrechnung. Dabei ist aber nicht einmal so viel
n6tig, als mein wohl heute schon ziemlich bekannter Leitfaden bietet. Was
Geisteseinstellung anlangt, so mehme ich nur an, daB der Leser sich mit
williger Freude an das Buch heranmache, und hoffe, da8 ihm diese im Laufe
der Arbeit nicht abhanden kommt, sondern daB sie wichst und zunimmt.
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Kinleitung.

Dieses Buch beschiftigt sich mit den Funktionen einer komplexen
Variablen 2=« + ¢y. Unter ¢ ist dabei wie iiblich die V:‘AI verstanden.
z und y sind reelle Verinderliche. Wie kommt es, so wird sich mancher
Leser fragen, dal man sich mit den Funktionen eines komplexen Argu-
mentes niher befait, ja, besonderes Gewicht auf sie legt? Das ist in der Be-
deutung dieser Dinge fiir viele Anwendungsgebiete, wie die theoretische Physik,
insbesondere die Hydrodynamik, ferner darin begriindet, daf man solchen Funk-
tionen auf Schritt und Tritt in fast allen Zweigen der reinen Mathematik be-
gegnet. Wollten wir hier gleich die Bedeutung fiir die Anwendungen im ein-
zelnen darlegen und so unserer Beschiiftigung mit der Funktionentheorie
noch einen besonderen Grund geben, so miiten wir schon ein gewisses
MaB von Kenntnissen aus diesem (ebiete voraussetzen. Auch mochte ich
den Leser nicht glauben machen, daB ich den Wert eines mathematischen
Wissensgebietes in seiner Anwendbarkeit suchte. Wir wollen daher jetat
lieber an einigen einfachen Beispiclen aus der reinen Mathematik Nutzen
und Notwendigkeit des Komplexen aufweisen. Der Leser soll dabei gleich-
zeitig eine Vorstellung von der seltenen Schonheit bekommen, die der Funlk-
tionentheorie innewohnt, und die sie schon fiir sich wertvoll macht.

Jeder, der sich nicht nur ganz oberflichlich mit Algebra oder Analysis
befaflt hat, ist auf die komplexen Zohlen gestoBen. Jedem Leser sind sie
bei der Auflosung der quadratischen Gleichungen, hei der Partialbruch-
zerlegung und bei der Integration der rationalen Funktionen begegnet.
Jeder Leser hat wohl schon von der Fulerschen Formel

€= eos x - 4 sin x
gehort und die Leichtigkeit schiitzen gelernt, mit der sie erlaubt, cos na
und sin nz durch die Potenzen von cos 2 und sin  auszudriicken.!)

1) Nach der Eulerschen Formel wird niimlich
] cos na -+ ¢ sin n &= ¢ = (cos & -4 sin )",
Da nun z B. cosnx dem Realteil von (cosz-4sinx)” gleich sein muB, so findet man
fiir ganzes positives » nach dem binomischen Lehrsatz

COS N = CO8" £ — (/g) eos” "2 sin’x—f—(z) cos” " txsintz—+ ...
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Jedem Leser wird sich dabei der Eindruck aufgedriingt haben, daB
man den komplexen Zahlen nur schwer aus dem Wege gehen kann, ja,
daB ihre Verwendung hiiufig von besonderem Nutzen ist. Aber nicht jeder
wird an dies Buch mit der fertigen Uberzeugung herantreten, daf ohwe
komplexe Zahlen manche Lorscheinung wnerklivlich isé, daBl vielerorts erst die
Heranziehung des Komplexen zur Klarheit fithrt, dall erst im Komplexen
ein geschlossenes Gebiet gewonnen ist, aus welchem die geliufigen Rechen-
operationen nicht wieder herausfiihren, dal die komplexen Zahlen dem mensch-
lichen Schonheitstrieh viele Befriedigung gewiihren. Von solchen Uberzeugungen
ist dies Buch getragen und sein erstes Ziel ist es, solche Uberzeugungen im
Leser zu wecken, damit er frohen Mutes an die Arbeit herangehe.

Die Ansicht, dal die komplexen Zahlen unvermeidlich seien, wird
jedem Leser nahe liegen, welcher von dem sogenannten casus irreductbilis
bei den Gleichungen dritten Grades gehért hat. Das ist jenes eigentiim-
liche Vorkommnis bei der Auflésung der Gleichungen dritten Grades
durch die cardanische oder #hnliche Formeln. Das Vorkommnis tritt
gerade bei den Gleichungen ein, welche nur reelle Wurzeln besitzen, und
duBert sich darin, daB bei den Auflésungsformeln Quadratwurzeln aus
negativen Zahlen schlechterdings unvermeidlich sind. In der Algebra wird
dies des niheren bewiesen.!)

An zweiter Stelle sei der Leser an die folgenden Tatsachen erinnert.
Will man den Satz aussprechen konnen, daf alle linearen Gleichungen mit
natiirlichen, d.i. ganzzahligen Zahlenkoeffizienten 16sbar sind, so ist man
gendtigt, neben diesen natiirlichen Zablen die mnegativen Zahlen und die
Briiche heranzuziehen., Man ist also zu zwei Erweiterungen des Bereiches
der natiirlichen Zahlen gendotigt. Steigt man dann zur Losung der qua-

Ebenso findet man durch Gleichsetzen der Imaginiirteile

. n —_
sinna = (1) cos® 1

. n - . g
wmnx—(g)coﬂ' Sxsin® g4 —.. .

tx —{x
Aus der Eulerschen Formel findet man ferner leicht, daB cos =—e—+2—~ und daf

es‘a:_e—-—ix /eix+e—ix n .
$in & = ——g—— ist. So findet man z B. oos”z = ( . Piir ganzes positives

N

»n kann man hieraus die Entwicklung von cos”xz in eine Fouriersche Reihe entnehmen.
Der binomische Satz liefert némlich

cos”y = i + e + (n) G(n—z)i’—{—e”("—?)iz” ........
= r
a” 1 2"
1
= i (cos nw—}—(i‘)cos =D)L oenrs )

1) Vgl. z. B. Weber-Wellstein: Encyklopidie der Elementarmathematik Bd. I,
8. Aufl., Leipzig 1509, 8. 364.
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dratischen Gleichungen auf, so wird man wieder zur Rinfiihrung zweier
neuer Zahlensorten gefiihrt. Man mul die irrationalen und die komplexen
Zahlen heranziehen. Hat man dies aber restlos getan, so werden alle
Gleichungen von beliebig hohem Grade ldshar, ohne daBl irgendwann die
Einfithrung weiterer Zahlgebilde notig wird. Dann gilt ganz von selbst
der ZTundamentalsatz der Algebra, daB jede Gleichung Losungen besitzt.
Wir brachten das schon vorhin zum Ausdruck, indem wir sagten, dald die
auszufiihrenden Rechnungen aus dem mit den komplexen Zahlen gewonne-
nen Zahlkorper nicht wieder herausfihren. Mit ihrer Einfiihrung ist also
Abschluf und Abrundung erzielt.

Lehrreich ist endlich die Betrachtung der Logarithmen negativer Zahlen.
Eigenttimlich muten uns die Widerspriiche an, welche so berithmte Mathe-
matilker wie Johann Bernoulli, der Vater der Variationsrechnung, und so
universelle Gelehrte wie Leibniz, einer der Erfinder der Differential- und
Integralrechnung und der Vater vieler noch heute iiblichen Bezeichnungen,
bei der Betrachtung der Logarithmen negativer Zahlen zu finden meinten.
Von der Bedeutung des Komplexen legt um so beredteres Zeugnis die Auf-
klirung dieser Paradoxien durch Kuler ab. Der Leser kennt die Formel

arctg x == i
- 1—|—x ‘u' gz-,—x

1 11 —1 1
Daraus folgt —~aret61—-ﬁl g:_H 110 g(i+1) = log(—1).

Andererseits aber ist log (—1) = ~2~10g (—1)= 51 log1=0.
Also wiire auch %: 0. Diesen Widerspruch klirte Euler?) durch die kon-

sequente Auffassung des Logarithmus als Umkehrungsfunktion der Ex-
ponentialfunktion auf. Damit wird der Logarithmus im komplexen Gebiet
ganz von selbst eine unendlich vieldeutige Funktion, und das klirt das
Ratsel auf. Denn man meint oben bald diesen und bald jenen der Werte,
welche der Logarithmus annehmen kann. Aber ohne Konsequenz in der
Verwendung der komplexen Zahlen ist das Paradoxon schlechterdings un-
erkliirlich.?)

1) Histoire de I’Académie de Berlin Bd. V (1749).
2) Die vorhin schon erwithnte Eulersche Formel lehrt ja, daB
¢’ =08 (—22) ¢ sin (—iz)=cosis—1isin ¢z ist.
¢t 7 = cos (17—2m)—isin ({7 — 27)

= costz—isiniz=2¢"
Ebenso wird fiir jedes ganze % @i g2
eine Funktionalgleichung, welche der bekannten Formel

cos (¢-+2hw)=cos s

Daher wird
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Die vorlinfigen Bemerkungen, die wir damit abbrechen, erwecken
hoftentlich im Leser schon den Jiindruck von Notwendigkeit, Niitzlichkeit und
Schonheit des Komplexen. Durch Beispiele ans Anwendungsgebieten wie
Hydrodynamik, Optik, Himmelsmechanik, Geometrie, Zahlentheorie konnte
dieser Ioindruck noch beliebig vertieft werden. Doch wollen wir uns mit
dem Wenigen begniigen.

Historisch ist es noch ein weiter Weg von diesen ersten Einsichten bis zu
einer Funktionentheorie in unserem heutigen Sinne als einem selbstindigen
Lehrgebiiude. Wir werden diesen Weg jetzt nicht in seinen einzelnen Ltappen
verfolgen. Wir wollen lieber gleich mitten in die Sache hineingehen und
nach einer knappen Frorterung der komplexen Zahlen selbst zuniichst ver-
suchen, die Lehren der reellen Analysis auf unser neues Gebiet zu iiber-
tragen. Wir werden so von Reihenlehre, von Grenzwerten, von Differen-
tialquotienten, von Integralen horen und damit Schritt fiir Schritt diesen
ersten (esichtspunkt einer Analogie zum Reellen verlassen, um allm#h-
lich zu den charakteristischen und newen Lehren der Theorie zu gelangen.

Erster Abschnitt.
Komplexe Zahlen.

§ 1. Arithmetische Theorie der komplexen Zahlen.!)

Wer auf der Schule mit komplexen Zahlen rechnen lernt, befolgt den
Weg, den auch die Wissenschaft ging. Er gewdhnt sich allmihlich an das
Neue und Unbehagliche, das zuniichst den komplexen Zahlen anhaftet. Ir
steht unter dem allmiichtigen Trigheitsgesetz des menschlichen Geistes, das
ihn die formalen Rechenregeln auf diese Gebilde anzuwenden treibt, obwohl
thnen bei etwas niherem Zusehen eine reale Bedeutung abzugehen scheint,
obwohl sie in den Anwendungen die Rolle unmdglicher Losungen oftmals
spielen, und obwohl er nicht einsieht, wieso man mit Unmoglichem soll

ganz analog ist. Ahnlich wie diese bringt also jenme zum Ausdruck, daf e” eine
periodische Funktion mit der Periode 2im ist, Ahnlich wie daher die Umkehrungs.
fanktionen arcsinz und arccos z unendlich vieldeutige Funktionen werden, so ist auch
die Umkehrungsfunktion von w = ¢°, die wir mit Euler log w nennen wollen, unend-
lich vieldeutig, und die zu gegebenem Werte von ww gehérigen Logarithmen unter-
scheiden sich, wie wir S. 77 noch niher sehen werden, um Vielfache von 2¢7 vonein-
ander. Einer dieser Werte ist fiir reelle positive w reell, und an den denkt man
wohl gewdhnlich zuerst, Zur Auflosung der erwithnten Paradoxie muB man aber kon-
sequent auch die anderen Werte bedenken.
1) Leser, welche diesen § 1 zn schwer finden, mdgen bei § 2 beginnen,
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rechnen konnen. Gerade das ist es, was nachdenkliche Mathematiker vor
GauB und riickstindige Kopfe nach GauB immer wieder gegen die kom-
plexen Zahlen geltend machten. Und doch ging nebenher die steigende
Einsicht, daB man sie doch notig habe, ging nebenher die Erfalhrung, dal
die tiber den Umweg durchs Imaginiire gewonnenen reellen Resultate sich
stets nachtriiglich bestitigen liefen. Der Weg durchs Imaginire machie
iiberdies einen besonders eleganten EKindruck. Aber woher kam dem Un-
moglichen diese geheimnisvolle Kraft?

Dafl man die Antwort auf diese Frage erst so spit fand, dal man vor
GauB so sehr im Dunkeln tappte, hat seinen inneren Grund in dem Cha-
rakter der Mathematik in den vorausgehenden Jahrhunderten. In dieser
Zeit war begriffliches Denken den meisten Mathematikern sehr fremd. Ver-
suchte doch noch Fuler zu beweisen, daB man alle unmdoglichen Zahlen
auf die Form z + iy') bringen kénne?) DaB man dazu aber vorher aus
der Vorstellung ,unmogliche Zahl“ einen Begriff machen miisse, dall man
anders zu logischen Schliissen weder eine Unterlage noch ein Recht be-
sitzt, war Huler und seiner Zeit fremd. Grob ausgedriickt ist doch fiir uns
heute die Sache so, daB das, was Buler beweisen wollte, gerade erst die
Begriffsbestimmung seines Vorstellungsinhaltes ,, unmogliche Zahl“ abgibt.

Das Wesen der Sache hat erst GauB erfaBt. Gleich allen grolen (ienics
wurzelt er zwar durchaus in der Vergangenheit®), hat sich aber iber die-
selbe erhoben. Wenn man nun doch heute meist der gleich darzulegenden,
auf Hamilton (ca. 1830) zuriickgehenden englischen Theorie den Vorzug
gibt, so hat dies seinen Grund darin, daB in dieser reiu arithmetischen Dar-
stellung die leitenden Gedanken noch klarer hervortreten als in der Gaubschen
geometrischen Einkleidung. Ich beginne daher mit dieser arithmetischen
Theorie.

An der Spitze steht der Satz: Das Rechmen mit Lomplexen Zahlen ist
ein Rechnen mit Zahlenpaaren. Unier einer ,komplexen Zahl* versieht man
ein Paar (a, b) reeller Zahlen®), wofern gewisse Operationen erklirt sind,
welche mit diesen Zahlenpaaren vorgenommen werden solled. Wir wollen

1) Die Bezeichnung ¢ = Y—1 hat Euler als erster 1777 gebraucht. Indessen
scheint sie sich erst seit GauB (von 1801 an) eingebiirgert zu haben.

2) Mémoire de I'Académie de Berlin V annde 1749. §S. 222—288.

3) Noch in seiner Dissertation von 1799 finden sich Anklinge daran, daB er noch
nicht voll mit der Tradition gebrochen hat. Erst 1831 ist volle Klarheit nachweisbar.
Eine sehr gute Darstellung dieser historischen Sachverhalte findet der Leser in der
franzosischen Ausgabe der math. Enzyklopidie im Bd. I, 1 8. 337. Hier geben wir
nur 8o viel, als fiir das Verstindnis der Fragestellung zweckdienlich erscheint.

4) Es wird gewthnlich in der Form a--¢b geschrieben, eine Schreibweise, aaf die
uns auch unsere weiteren Betrachtungen hinfihren werden.
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oin derartiges Operieren mit den komplexen Zahlen , Reclinen® nennen. An
sich ist es vollig willkiirlich und ganz unserem EntschluB anheimgegeben,
wie wir diese Operationen erkliren, und wie wir sie benennen wollen. In-
dessen werden wir den Wunsch haben, unsere Wahl durch den Zweck zu
bestimmen, welchen wir mit der Einfihrung der komplexen Zahlen ver-
folgen. Wir wollen ja mit den neuen, den komplexen Zahlen eine 7ir-
weiterung  des Zahlbegriffes vornehmen. Wir haben niimlich bei der Auf-
losung der quadratischen Gleichungen, z. B. schon bei 2%+ | = 0, die Hr-
fahrung gemacht, dal wir nicht mit den reellen Zahlen auskommen. Unsere
Zahlenpaare sollen also als speziellen Fall die gewhnlichen reellen Zahlen,
in nur etwas anderer Bezeichnung, unter sich begreifen. Die Rechenopera-
tionen sollen demnach weiter so formuliert werden, daf sie in Anwendung
auf die gewdhnlichen Zahlen, die wir weiter als die reellen Zahlen be-
zeichnen, zu denselben Resultaten fiihren, wie die dort tiblichen, Addition
und Multiplikation genannten Operationen. Weiter werden wir den Wunsch
haben, daB fiir Addieren und Multiplizieren nicht nur in diesem Spezialfall,
sondern iberhaupt soweit als moglich unsere gewohnten Rechenregeln,
Axiome der Arithmetik genannt, bestehen bleiben. Wir werden beweisen,
daB die folgenden Festsetzungen diese ,Permanenz der formalen Regeln
gewiihrleisten.

Das Zahlenpaar (a, 0) lassen wir der gewShnlichen Zahl ¢ entsprechen
und verabreden, statt (@, 0) auch kurz a zu schreiben: (a, 0) =a.

Unter der Summe (@, b) + (¢, d) der beiden komplexen Zahlen (a, 1)
und (¢, d) verstehen wir die Zahl (¢ +¢, b+ d). Also wird unserem
Wunsche entsprechend insbesondere

(@ 0) + (6 0)=(a+c 0)=a-te

Unter dem Produkt (a, b)-(c, d) verstehen wir die komplexe Zahl
(ac — bd, ad +bc). Dann ist insbesondere, wie es sein sollte, (a, 0) - (¢, 0)
= (ac, 0) = ac.

Man sieht ohne weiteres, daB fiir diese Erklirungen das kommutative,
assoziative und distributive Gesetz bestehen bleiben, daB also fiir die Zahlen-
paare &= (a, b), f=(c, d); y={(e [) die Gesetze

at+pf=p+e kommutatives Gesetz der Addition
¢ -f=p ¢« kommutatives Gesetz der Multiplikation
(¢+B)+y=a+(B4p) assoziatives Gesetz der Addition
(- B)-y=a-(f -p) assoziatives Gesetz der Multiplikation
o« (f+y)=e-p+ «- y distributives Gesetz
in Geltung bleiben. Wir iiberlassen dem Leser die Aufgabe, die zur Priifung
notige kleine Rechnung auszufiihren.
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Wir verabreden weiter, die hiufiz vorkommende komplexe Zahl (0, 1)
kurz mit ¢ zu bezeichnen. Dann wird also
{a, )= (a, 0) + (0, D) =a+b-(0, 1) = « + ib.
Ferner aber wird #=(0, 1)-(0, 1)=(—1,0)=—1.
Wir konnen also auch i = J/— 1 schreiben, und damit haben wir den An-
schluf an die ibliche Schreibweise « -+ ¢b der komplexen Zahlen erreicht.

Wir haben niimlich dargelegt, woher man das Recht nimmt, so zu schreiben.

a heiBt der Realteil, b der Imaginirteil der komplexen Zahl ¢ = a +7b.
Man schreibt a = % («¢) und b = J(«).

Zwei komplexe Zahlen sollen nur dann gleich heiflen, wenn sie identisch
sind. Sie stimmen also stets in Realteil und in lmaginiirteil tiberein.

Die Zahl &= a—ib heidt zu « = a + ib konjugiert. Stets werden wir
die konjugierten Zahlen durch Uberstreichen bezeichnen. Eine Zahl heiBt
reell, wenn ihr Imaginirteil verschwindet. Sie heiBt rein imagindr, wenn
ihr Realteil Null ist, Fiir reelle Zahlen und nur fiir sie ist also ¢ = «;
rein imaginiire Zahlen dagegen sind durch ¢ = — & gekennzeichnet. Stets
ist also « 4+ @ = 2% («) reell und o — &= 2i3 («) rein imaginir.

Es gibt eine einzige komplexe Zahl Null, die der Gleichung

até=u«
gentigt. Das ist natiirlich die reelle Zahl Null. Um das einzusehen, hat
man nur auf beiden Seiten der Gleichung — « zu addieren (—a=—1" «).

Ebenso ist die reelle Zahl Fins die einzige Losung der Gleichung ¢f= ¢,

wenn o == 0 ist.
Man bhat, um das einzusehen, nur beide Seiten mit

B=arw
zu multiplizieren. Wir wollen diese Zahl fortan mit % bezeichnen, weil ja
B+-a=1 ist. Denn es ist ja a® + b®= « - @. Dabei ist vorausgesetzt, daB
o ==0 ist, d. h. dab nicht « wund b gleichzeitiz verschwinden, d. h. daB
a? 4 b? == 0 ist. Denn sonst geniigt ja jede Zahl unserer Gleichung ¢t = .
Ein Produkt kann nur dann verschwinden, wenn ein Faktor verschwindet.

Denn wenn « == 0 ist, aber doch «& = 0 ist, so muB & = 0 .%: 0 sein, wie

man durch Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit i erkennt.

Damit sind alle Axiome, deren Aufzihlung der Leser etwa in meinem
Leitfaden der Differentialrechnung auf S. 12/13 nachlesen mbge, als giiltig
erkannt. Nur die Monotoniegesetze sind noch nicht besprochen. Es soll
nicht niher davon die Rede sein, daB sie tatsichlich nicht mehr gelten, oder
besser gesagt, daB die Relationen groBer und kleiner im Gebiete der kom-
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plexen Zahlen nicht erkliirt werden, da man ihrer nicht bedarf. Wollte
man sie doch einfithren, so hiitten sie sicher nicht mehr in der vom Reellen
gewohnten Art mit den Rechenregeln verkniipft.

Bemerkungen: 1. Wir haben also eingesehen, dal unseren urspriing-
lichen Forderungen durch unsere Festsetzungen geniigt wird. Manchem Leser
wird es aber nicht recht erklirlich sein, wie man auf diese Festsetzungen
kommt, und er wird sich fragen, ob es nicht noch andere Festsetzungen
gibt, welche dem gleichen Zweck gentigen. Dafl man es gerade erst ein-
mal mit unseren Festsetzungen versucht, hat seinen Grund darin, daB es
ja gerade die Festsetzungen sind, auf die man st6Bt, wenn man ganz naiv
z. B. auf der Schule mit ¢+ = — 1 und den anderen Regeln an die komplexen
Zahlen herantritt. Ob es aber die einzigen Festsetzungen sind, die den
Bedingungen geniigen, das ist eine Frage, die moch nicht restlos geklart
ist. Bisher hat nur gezeigt werden konnen, dall unter gewissen Voraus-
setzungen keine weiteren wesentlich anderen Festsetzungen mehr moglich
sind. Diese Voraussetzungen halten daran fest, dal Summe und Produkt
eindeutige und stetige Funktionen der Summanden bzw. Faktoren sein sollen.
Damit ist folgendes gemeint: Real- und Imaginidrteil von Summe und Produkt
sollen eindeutig und stetig durch Real- und Imaginirteil der Summanden
bzw. Faktoren bestimmt sein.')

2. Das Zahlensystem kann nicht dadurch aufs neue erweitert werden,
daB man etwa Zahlentripel usw. heranzieht. Denn man kann beweisen?),
daB man auf keine Weise fiir derartige Gebilde die Rechenprozesse so er-
kliiren kann, daB alle Rechenregeln bestehen bleiben.

3. Die hohe Bedeutung der komplexen Zahlen kommt so recht im
Fundamentalsatz der Algebra zum Ausdruck. Zwar werden wir erst spiter
einen Beweis dafir kennen lernen, doch wollen wir jetzt schon den Satz
formulieren und ibn in einfachen Fillen bestitigen. Nach diesem Satz
hat jede algebraische Gleichung mit komplexen Koeffizienten mindestens
eine (komplexe) Wurzel. Namentlich also haben die Gleichungen z +- ¢ = f8 und
ze=p mit =0 genau eine Wurzel.}) So sind nun auch Subtraktion
und Division eindeutig erklirt. Wir wollen die Lisungen mit f— o und

B bezeichnen. Sei etwa-c = a -+ ib und § = ¢ + id, so sind die Lidsungen
o

. 1 . .
B—ae=a—c+i(b—d) und g:m'(c—%—zd)-(a—zb).
1) Vgl. meine Arbeit in Mathematische Zeitschrift Bd. 2 (1918) 8. 171—179.

2) Frobenius: Crelles Journal Bd. 84 (1878). . ‘
3) Daf keine Gleichung mehr Wurzeln haben kann, als ibr Grad angibt, sieht
man genau wie im Reellen ein. Siehe z. B. meinen Leitfaden der Differential- und

Integralrechnung I S. 7.
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Das bekommt man im ersten I'all dadurch heraus, daB man rechis und
links « addiert. Damit ist auch gezeigt, da die angegebene die ein-
vige Losung ist. Im Talle der Gleichung z« = 8 multipliziert man

rechts und links mit der zu « konjugiert imaginiiren Zahl @. Dann wird
_ _ e . L1 1

zed = & Nun multipliziert man rechts und links mit PRt 1) So

o414 a” -

erhiilt man dann rechts die Zahl “1& pea=4- »:;, die wir mit g hezeichnen. Daf
tir das Rechnen mit solchen Briichen die gewohnten Regeln gelten, sieht
man leicht ein.

Leicht erkennt man nun auch, daB alle quadratischen Gleichungen
mit reellen oder komplexen Koeffizienten losbar werden. Wenn man an
den Herleitungsprozef fiixr die Auflosungsformel der Gleichung zweiten

Grades denkt, so erkennt man leicht, dal man nur zu zeigen hat, daB man
nun aus jeder komplexen Zahl die Quadratwurzel ziehen kann. Soll aber

etwa (x4+i-y)P=a+1b
sein, so findet man daraus sofort a*—y*=a
2zy =
Also wird  s—s )/URV @ TV Y VaTE V-
- 2 - 2

Die Wahl der Vorzeichen ist durch die Bedingung 2zy = b festgelegt.

§ 2. Geometrische Deutung der komplexen Zahlen.

Die komplexen Zahlen z = x - ¢y bilden eine zweiparametrige Schar: (z, y).
Will man sie also geometriscl deuten, so wird man dazu nicht wie bei denreellen
Zahlen eine Zahlengerade benutzen. Man wird vielmehr eine Zuhlencbene heran-
ziehen. Das hat zuerst Gaull getan. Sie Leifit daher auch die Gaubsche
Zahlenebene. Die komplexe Zahl « =a + ib= (a, b) bestimmt den Punlkt
P mit den rechtwinkligen Koordinaten z = ¢ und y =10 und den
Vektor OFP (0 Koordinatenanfang). Auf der x-Achse werden dabei die
reellen, auf der y-Achse die rein imaginiren Zahlen aufgetragen. Daher
heiBit die x-Achse.auch reelle Achse, die y-Achse aber imagindre Achsc.
Der Realteil einer komplexen Zahl erscheint wieder als z-Komponente,
der Imaginirteil als y-Komponente des zur komplexen Zahl gehdrigen
Vektors. Hs ist reizvoll, sich die Rechenprozesse geometrisch zn veran-
schaulichen. Seien #, und 2, die Koordinaten zweier Punkte, die wir kurz
mit #, und #, bezeichnen wollen. Man erhilt dann den Punkt z,=¢, -+ 2,
nach der Konstruktion des Parallelogramms der Krifte. Man legt nimlich
durch 2z, als Anfangspunkt einen Vektfor, der mit dem Vektor z in Rich-
tung und Linge ibereinstimmt. Er endigt im Punkte z. Da man
dabei auch z und #z, ihre Rollen vertauschen lassen kann, lenchtet geome-
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trisch ein und bringt das kommutative Gesetz der Addition zur Anschauung.
Alles weitere entnimmt der Leser der Fig. 1, wo die drei Vektoren Oz,
2,25, 05 ein Dreieck bilden.

Die Zahl — # bestimmt einen Vektor, der die entgegengesetzte Richtung,
aber die gleiche Linge wie der Vektor 2z besitzt. Danach wird der

¥y

*

2, 2,

)
T
'
i
1]
i
b

/D

-2 2

2
Fig. 1. Fig. 2. Fig. 8.

Leser die geometrische Bedeutung der Subtraktion aus Fig. 2 ablesen.
2, =2 — 2 =2+ (—2)

Die Zahl Z geht durch Spiegelung an der reellen Achse aus der Zahl z
hervor. Fig. 3 bringt das zur Anschauung,

Um sich nun in #hnlicher Weise die Multiplikation zu verdeutlichen,
tut man gut, Polarkoordinaten einzufiihren. Die Liinge des Vektors # wird

r=+7Va*+y*=+ y 22. Diese Zahl heiBt absoluter Betrag von z und
wird nach WeierstraB wie im Reellen mit |2 | bezeichnet. Fiir reelles
z fallt némlich diese Erkldrung des absoluten Betrages mit der tiblichen
zusammen. Wir fiilhren weiter in der komplexen Ebene einen positiven Dreh-
sinn ein. Wir legen ihn durch die Forderung fest, daB durch Drehung
um den Winkel #/2 im positiven Sinn die positive z-Richtung in die posi-
tive y-Richtung iibergefiithrt werde. Dann sei ¢ der Winkel, um welchen
man in positiver Richtung die positive z-Richtung zu drehen hat, um sie
in die Richtung des Vektors # iiberzufihren. Wichtig ist die Bemerkung,
daB dieser Winkel nur bis auf Vielfache von 2 zx bestimmt ist. Da also
jedem Wert von # Werte von ¢ zugehSren, so ist ¢ eine Funktion
der komplexen Verinderlichen s, die wir mit arg ¢ (lies Argument von z)
bezeichnen wollen, und zwar ist p = arg # eine unendlich vieldeutige Funk-
tion von z, insofern als zu jedem Wert z unendlich viele Winkel ¢
gehoren, die sich voneinander um Vielfache von 2  unterscheiden. Diese
Funktion, die uns hier zum ersten Male entgegentritt, spielt eine besonders
wichtige Rolle in der ganzen Funktionentheorie. Mit Hilfe von |z| = und
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@ liBt sich nun z=2 4 ¢y so darstellen: == rcos g, y =rsin ¢,
2=|2| (cos ¢ + i sin p).")
Hat man nun zwei komplexe Zahlen 2z, und 2, zu multiplizieren, so er-
hélt man
7,2 = | 2, || 2| (cos @, cos @, — sin @, sin @, +i[cos @, sin @, 4 cos @, 8in ¢, |)
= |2, ]| #|(cos (9, + 3) + ¢ sin (9, + ;).
Man sieht also, daf der absolute Betrag des Produlktes dem Prodult der
absoluten Betrige der Faktorem gleich ist: |z,-2,|=|2,||2| und daf das
Argument des Produktes der Summe der Argumente der Iaktoren gleich ist:
arg (2, - 2,) = arg &, + arg 2,. L .
Wir kommen zur Division, und beginnen da mit —- Man hat — =

= und

IZI

::‘| w

:\j\z- Da aber\ \=l‘-1 und argz,’:—-argi lst so wird ’I_
_lal

arg ( )—— —arg 2. Daher wird nun =ia und arg( )— arg 7, —arg 2,.

Denn man hat Ja zzz’, Man erhilt also den absoluten Betrag eines

Quotienten als Quotwmf der absoluten Betrdge und das Argument des Quo-
tienten als Differenz der Argumente von Zihler und Nenner.
Die gegenseitige Lage der Punkte z und —;i kann man sich an Hand

der folgenden Konstruktion klarmachen. Man konstruiere (Fig. 4) zu-
niichst den Punkt 2, der aus #z durch
Transformation nach reziproken Radien am
Kreis vom Radius Eins um 2= 0 hervor-
geht.!) Diesen Kreis nennen wir fortan
Einkedtskreis. Da in Fig. 4 das Dreieck 02'T
bzw.02 7T bei T rechtwinklig ist, so entnimmt
man sofort dem Kathetensatz, daBl tatsich-

lich |2|[|2'| =1, daB also [z'/=1§,- Da-
bei ist aber moch arg s/ = arg 2. Spiegelt man also noch 2z’ an der reellen
Achse, so erhilt man%:?’. Nebenbei bemerkt ist also 2/ =. (Siehe
auch S. 47.)

Wir wenden die gefundenen Ergebnisse noch auf Potenzen und Wurzeln
an. Sei n eine ganze positive Zahl. Dann hat man (cos ¢ + isin @)”

2,

Fig. 4,

1) Héufig ist es bequemer, statt des arg z den Faktor cos g -} 7sin g heranzuziehen.
Er spielt bei den komplexen Zahlen offenbar dieselbe Rolle wie das Vorzeichen bei
den reellen Zahlen und wird daher auch mit sign z bezeichnet (lies signum von 2). Also
setzen wir signz = cosg 4 i8in g = (—ZT signz ist im Gegensatz zu args eine ein-
deutige Funktion von 2.
2) Die Winkel 027 und 07z sollen also rechte Winkel sein.
Bieberbaoh, Funktionentheorie I 2
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= cosn @ +isin nep. Denn cos ¢ + i sin ¢ hat den absoluten Betrag Eins.
Wendet man nun auf (cos ¢ + ¢sin ¢)* den binomischen Lehrsatz an und
trennt dann Real- und Imaginiirteil, so findet man die bekannten Darstellungen
von cos #g und sin »¢ durch cos ¢ und sin ¢.

Betrachten wir nun Va, so wird der absolute Betrag von Va die positiv
genommene n-te Wurzel aus dem absoluten Betrag von a. Das Argument
von Va hingegen wird der n-te Teil des Argumentes von a. Dabei kommt
aber nun wesentlich zur Geltung, daB arg # eine unendlich vieldeutige Funk-
tion von ¢ ist. Die verschiedenen Werte von arg a unterscheiden sich von-
einander um Vielfache von 2z, Teilt man sie alle durch #, so erhilt man
also Werte, die sich voneinander um Vielfache von 27” unterscheiden. Seien

etwa ¢ + 2hx die Werte von arga, so werden % + h%ﬁ die Werte von
arg ('1‘/5) Diesen Winkeln entsprechen im ganzen # verschiedene Rich-
tungen in der z-Ebene. Denn von den » Winkeln %, % + 2{: % + 2 -2;?; ceey
% + (n—1) %Z—t unterscheiden sich alle anderen ?%7—‘ nur um Vielfache von 2.
Demnach gibt es also » verschiedene Zahlen, deren n-te Potenz a ist. Sie
liegen simtlich auf einem Kreis vom Radius ;l 7{/[—;}[ um den Punkt 2 =10 und
E, bilden auf ihm die Kcken eines reguliren n-Kcks.
Wir bringen in Fig 5 den Fall a=1, n =15 zur
Anschauung. Die fiinf dort angegebenen Zahlen sind
also die finf Wurzeln der Gleichung 2°—1=0.
2 Allgemein hat so die Gleichung ## —a = 0 genau n
voneinander verschiedene Wurzeln. Wir finden also
bei dieser Gleichung den Fundamentalsatz der Algebra
bestitigt.
Die Betrachtung der absoluten Betrige bei Summe
und Differenz fihrt zu einigen wichtigen Unglei-
chungen, Aus dem Dreieck 0z der Fig. 1 liest man sofort ab, dab
EIESEARAEY
und da log| 2|2 | — | 2|
ist. Der absolute Betrag einer Summe ist also hichstens der Summe der absoluten
Betriige und mindestens der Differens der absoluten Betrige der Summanden
gleich. Dies ergibt sich sofort, wenn man beachtet, daB die absoluten Be-
trige einfach die Lingen der Dreiecksseiten sind, und daB also unsere Un-
gleichungen bekannte Beziehungen zwischen den Dreiecksseiten zum Aus-
druck bringen. Wenn aber die drei Vektoren alle auf eine Gerade fallen,
80 kommen in den Ungleichungen bekannte Lingenbeziehungen zum Aus-
druck, die ja schon die geometrische Bedeutung der entsprechenden Un-

£
Fig. 5.
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gleichungen ausmachen. Man erkennt auch, daB in der ersten Ungleichung
das Gleichheitszeichen nur stehen kann, wenn alle drei Vektoren gleich
gerichtet sind, und daB es in der zweiten nur dann eintritt, wenn ¢, und 2z,
verschiedene Richtung haben, aber auf derselben Geraden liegen, und wenn
gleichzeitig 2, keinen kleineren Betrag hat als z,.

Will man diese Abschitzungen rein rechnerisch ohne Bezugnahme auf
eine geometrische Deutung beweisen, so kann man etwa so vorgehen. s

ist [a+b\=|a[{1+2 )
Setzt man daher %= A+ iu, so hat man z B. zu zeigen, daB
(U4 2 + 0 < (LY + o)

Dies ist richtig, weil 24 <2y +d
und dies trifft fiir 1 <0 zu, weil die Wurzel positiv ist, fiir 1 >0 aber,
weil A2 < A4 u¥

gleich gilt dabei offenbar nur dann, wenn 1>0 und p=0 ist, . h wenn
die beiden Zahlen ¢ und b gleiches Argument haben. Ganz dhnlich beweist

man, daB auch la +b|>|a|—|b]
ist. Die Durchfiihrung sei dem Leser als Aufgabe gestellt.

Ziweiter Abschnitt.
Grenzwerte und Reihen.

§ 1. Einige Grundbegriffe.

Wie im Reellen, so ist auch im Komplexen das Prinzip der Intervall-
schachtelung die Grundlage fiir alle Betrachtungen tiiber Grenzwerte und
Reihen.?)

Das  Prinzip der Intervallschachiclung bvesagt folgendes: Auf einer
Zahlengeraden sei eine unendliche Folge incinanderliegender Intervalle 4,
lg+ Un -~ gegeben, also derart, daf3 jedes alle anderen mit griferer Nummer
enthilt.  Die Lingen der Intervalle sollen gegen Null konvergieren. Dann
gibt es gemau einen Punkt, der dem Inmeren oder dem Rand aller dieser
Intervalle angehirt. Wir sagen dafiir auch kurz: Die Intervalle zichen sich
auf einen Punkt zusammen wund nennen diesen Punkt den innersten Punkt
der Intervalle.

1) Fir den hierbei ausgeschlossenen Fall a=0 ist ja die zu beweisende Formel
evident.
2) Vgl. z.B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung.
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Von diesem Satz machen wir zuniichst die folgende Anwendung. In
der komplexen Ebene sei eine Folge ineinanderliegender Rechtecke gegeben,
deren Seiten durchweg der reellen und der imagindren Achse parallel sein
mogen. Die Lingen der Rechtecksdiagonalen maogen gegen Null konvergieren.
Dann gibt es genau eimen Punkt, der dem Inmeren oder dem Rand aller
dieser Rechtecke angehdrt. Wir sagen dafiir auch kuwre: Die Rechiecke ziehen
sich auf einen Punkt zusammen und nennen diesen Punki den innersten
Punkt der Rechtecke.

Dieser Satz kann unmittelbar aus dem an die Spitze gestellten Prinzip
erschlossen werden. Man hat dazu nur die Abszissen und die Ordinaten

4 der Rechteckspunkte zu betrachten. So erbidlt man
' sowohl auf der reellen wie auf der imaginiiren Achse
eine Intervallschachtelung. Die Punkte, auf welche

Lol
Ef_‘a sich die Intervalle zusammenziehen, bestimmen die
; R Koordinaten des innersten Punktes der Rechteck-
it i1 it o, schachtelung.

Fig. . Eine unmittelbare Folge dieses Prinzips ist der
Satz iber die Existens der Hiufungswerte. Es sei eine unendliche Folge
von komplexen Zahlen gegeben: z;, 2,---. Unter einem Hiaufungswert dieser

Folge versichen wir eine Zahl z derart, daf fiir jedes ¢ >0 die Ungleichung
|# — 2,|< & fir unendlichviele Nummern # erfiillt ist. Geometrisch be-
deutet dies folgendes. Die Ungleichung |z — 2, | < & driickt aus, dab &,
einem um den Punkt # mit dem Radius ¢ geschlagenen Kreis angehort (oder
was dasselbe ist, daB # in einem um ¢, mit dem gleichen Radius geschla-
genen Kreis liegt). Wenn also in jedem um # geschlagenen Kreis unendlich-
viele 2z, liegen, dann heiBt # ein Hiufungspunkt der Punkifolge oder die
Zahl 2z ein Hiufungswert der Zahlenfolge 2.

Dann gilt der folgende Satz:

Eine beschrinkte Zahlenfolge besitat mindestens eimen Hiufungswert. Be-
schrinkt aber heiBt eine Folge von komplexen Zahlen dann, wenu die
Folge der absoluten Betriige ihrer Zahlen beschrinkt ist. Greometri.sch
ausgedriickt heit das, daf ihre Punkte!) alle dem Inneren eines Kre‘lses
oder, was dasselbe?) ist, dem Inneren eines Rechteckes oder eines
anderen endlichen Bereiches angehoren. Der Beweis verlanft so. Ich teile das
Rechteck, dem alle Punkte angehoren und dessen Seiten zu den Koordina.ten-
achsen parallel angenommen werden knnen, durch Parallele zu seinen Seiten

1) Wir wérden weiterhin bald von Punkten, bald von Zahlen redem, je nach

Bequemlichkeit. ) )
2) Denn gehoren sie alle einem Kreis an, so gehoren sie auch alle einem dem

Kreis umbeschricbenen Quadrat an.
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in vier kongruente Rechtecke. Mindestens einem derselben miissen dann
unendlich viele Punkte der Folge angehdren, wenn anders die Folge wirk-
lich unendlich viele Punkte enthalten soll. Kin solches Teilrechteck also,
welches unendlich viele Punkte enthilt, teilen wir wieder in vier gleiche Teile.
Und wieder muB eines der neuen Teilrechtecke unendlich viele Punkte ent-
halten. Dieses teilen wir wieder. So fortfahrend erhalten wir eine Recht-
eckschachtelung. Der innerste Punkt derselben ist ein Héufungspunkt der
Zahlenfolge, weil jedem Rechteck der Schachtelung unendlich viele Punkte
der Folge angehtren. Also gehoren auch jedlem um den innersten Punkt
geschlagenen Kreis unendlich viele Punkte der Folge an. Denn von einem
gewissen an liegen alle Rechtecke der Folge in einem bestimmt gegebenen
derartigen Kreis.

§ 2. Grenzwerte und Reihen.

Die Definitionen, Sitze und Beweise sind auch hier fast durchweg so
genau dem reellen Gebiet nachgebildet, da wir uns meist recht kurz
fassen konnen.

Man sagt, eine beschrinkte Zahlenfolge ¢, 2, besitze einen Greme-
wert, wenn sie nur einen einzigen Hiufungspunkt besitzt.!) Das ist
dann und nur dann der Fall, wenn es eine Zahl z gibt derart?), daB
lim | 2,— 2|= 0. Wir schreiben dann auch lim (2, — 2) = 0 und lim 2, = .

n->aow

:_)}TeiBt der Grenzwert der Zahlenfolge, Weﬁ;}:: selbst ,konvergent genannt
wird. Die Sitze vom Grenzwert einer Summe, eines Produktes, eines Quo-
tienten iibertragen sich so unmittelbar, daB wir uns mit dieser Feststellung
begniigen konnen.

Das allgemeine Konvergenzprinzip 158t sich ohne weiteres ins Komplexe
tibertragen. Eine Zahlenfolge z,, #,+- besitzt danach dann und nur dann
einen endlichen Grenzwert, wenn zu jedem & ein N (&) gehort, derart, daf
| Znt-m— 2| < & wird fiir n > N (&) und beliebiges 7 => 0. Geometrisch besagt
diese Bedingung, daB von der Nummer # an alle Zahlen der Folge einem
Kreise vom Radius s um den Punkt 2, angehoren. Da nimlich auBerhalb
dieses Kreises nur endlich viele Zahlen der Folge liegen, so ist jede
Folge, die der Bedingung des Konvergenzprinzips gentigt, beschrinkt. Sie
besitzt also mindestens einen Hiufungspunkt. Sie kann aber, wie weiter

1) Man iibertrigt diesen Begriff manchmal auf nicht beschrinkte Zahlenfolgen
und sagt, 0o sei der Grenzwert einer solchen Zahlenfolge, wenn sie keinen endlichen
H#ufupgspunkt besitzt, wenn also ihre Zahlen von einer gewissen Nummer an alle
auBerhalb eines beliebig vorgegebenen Kreises liegen.

2) Wenn diese Bedingung fiir eine Zahlenfolge erfiillt ist, st dieselbe natiirlich
auch beschrinkt,
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aus der Bedingung des Prinzips folgt, nicht mehr als einen Hiufungs-
punkt besitzen. Denn weil alle Zahlen der Folge, bis auf endlich viele
in einem Kreise von Radius s Platz haben, kann auBerhalb dieses
Kreises kein Hiufungspunkt der Folge liegen. Denn in beliebiger
Nihe desselben miiBten sich ja unendlich viele Zahlen der Folge be-
finden. Also wiirden auch unendlich viele auBerhalb des Kreises anzu-
treffen sein. (fibe es also etwa zwei Hiufungspunkte der Folge, so konnte
ibr Abstand nicht mehr als 2 s betragen. & ist aber eine positive Zahl, tiber
die wir frei verfigen konnen. Daher kann es nicht mehr als einen Hiu-
fungspunkt geben.

‘Wenn umgekehrt die Zahlenfolge einen endlichen Grenzwert 2 besitzt, so gibt
es eine Nummer N(¢), von der anlz,,-—z|<%- Also ist von dieser Num-

mer an
| engm—tn = onm— 2+ 2= 82| <[ Bapm— 2|+ 2| < S+ S = s,

Die Lehre von den Zahlenfolgen ist gleichwertig mit der Lehte von
den wumendlichen Reihen. Denn man kann jede Zahlenfolge als Folge der
Teilsummen einer anderen Zahlenfolge, also einer unendlichen Reihe auf-
fassen. Ist etwa s,,s,,--- die Zahlenfolge, so sind die s, die Teilsummen
der unendlichen Reihe

So -+ (81— 80) + o+ (Sn— Sn—1) +---,
deren n-tes Glied also s,—s,—; ist. Die Differenz zweier aufeinander-
folgender Teilsummen ist ja stets ein Reihenglied.

Eine Reihe heifit konvergent, wenn ihre Teilsummen einen endlichen
Grenzwert besitzen. Ist kein endlicher Grenzwert vorhanden, so heifit die
Reihe divergent. Dahin gehort namentlich der Fall, daB die Teilsummen
einen unendlichen Grenzwert besitzen., Eine solche Reihe nennt man
etgentlich divergent, wihrend man die anderen auch oszillicrend nennt. In
diesen anderen Fillen besitzen also die Teilsummen stets mehr als einen
Haufungswert.

Wie im Reellen ergibt sich aus dem allgemeinen Konvergenzprinzip als
unmittelbare Folgerung die, daB der Grenzwert der Glieder einer konver-
genten Reihe Null ist.

Als wichtige Folge ergibt sich weiter aus diesem Prinzip der Satz,
daB eine Reihe konvergiert, wenn die Reihe der absoluten Betrige ihrer Glieder
konvergiert. Man beweist das genau wie im Reellen folgendermaBlen: Sei
%o+ %, +:+ die Reihe, s, ihre Teilsummen, sei u,|+|u,|+--- die Reihe
der absoluten Betrige, o, ihre Teilsummen. Dann wird |S,4-m— Ss |
= [tntrte Fthngm | S| thgr |+ [ thts |+ | thngn| = Oupm— a8 VOB
einem gewissen von v unabhingigen # an.
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Anwendung auf Potenzreihen: 1. Unter einer Potenzreihe ver-
steht man eine Reihe der Art
Gt @32 + @B+ ey e e el
Es gilt der Satz: Wenn a,+ a,20+-+ 4 @20 +----
konvergiert, so konvergiert auch
Lag |+ a2 |+ 4 ]ane | 4. sobald |2]|<]2,].

Oder in Worten: Wenn eine Potenzrethe an einer Stelle 2z, konvergiert, so
konvergiert sie an allen Stellen wvon kleinerem absoluten Betrag absolut. Es

ist ndmlich - 2\n
S a.r=Sas(2)"
(]

Nun sind aber die Glieder einer konvergenten Reihe beschrinkt. Denn
ihr Grenzwert ist Null Es gibt also nur endlich viele, deren Betrag &
tibertrifft. Es gibt somit eine Zahl M derart, daB fir alle n stets
{a.20| <M ist. Daher konvergiert auch > | @,2*|. Denn es ist ja
<1

2. Mit dem vorhin bewiesenen Satze, daB jede absolut konvergente
Reihe selbst konvergiert, werden auch alle auf Reihen mit nicht negativen
Gliedern sich beziehenden Konvergenzkriterien im komplexen Gebiet ver-
wendbar. Dahin gehSrt namentlich das Kriterium wvon Cauchy, wonach
>\ an2" | konvergiert, sobald von einem gewissen # an fir ein festes L < 1
die Bedingung il/ fa,en] < L < 1 erfiill ist, und daB die Reihe divergiert,

sobald unendlich oft ¥/[a,2"| > 1 bleibt.
Wir sprechen die Konvergenzbedingung in einer fiir unsere Zwecke ge-

2
2

eigneteren Form aus. Wenn von einem gewissen # an ’V@Zﬂg L bleibt,
so ist der groBte Hiufungspunkt der Zahlenfolge 7]t/‘1 a,2"| Kkleiner als Eins.
Ist umgekehrt der groBte Hiufungspunkt der Zahlenfolge kleiner als Hins,
so gibt es eine Zahl L unter Eins von der Art, daB von einem gewissen

n an ¥ | @,2"| < L bleibt. Denn es gibt ja nur endlich viele Zahlen der Folge,
welche den groBten HiAufungspunkt der Folge um mehr als ¢ iibertreffen.
Also ist jede zwischen dem groBten Hiufungspunkt und Eins gelegene
Zahl als Zahl L brauchbar. Man bezeichnet den gr&Bten Haufungspunkt
mit lim sup (limes superior) oder mit lim. Ahnlich nennt man den kleinsten
Hiufungspunkt lim inf (limes inferior) und schreibt auch lim. Dann kann
man die Cauchysche Konvergenzbedingung dahin formulieren, daB die

Potenzreihe stets dann absolut konvergiert, wenn lim sup 'i/[ | < 1.
n->w

Wir konnen das auch so aussprechen: Die Potenzreihe Da,z" konvergiert
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fitr alle |#]<— -

hm sup Vian|

= r absolut.!) Ist nun aber weiter |2|= B>,

so kann die Potenzrexhe nicht konvergieren. Denn wire dies der Fall, so
wiirde sie fiir jedes #, dessen Betrag zwischen # und R liegt, absolut kon-
vergieren, wihrend man doch den obigen Darlegungen entnehmen kann,
daB fiir [2|>r die Potenzreihe nicht mehr absolut konvergieren kann.

Denn dann ist auch lim sup il/m> 1, und es gibt unendlich viele Reihen-
glieder, fir welche /[ @,2"| > 1, also auch |a,2*|>1 bleibt.

Durch diese Uberlegungen ist nun der folgende Satz bewiesen.

Jede Potenzreihe B)=a,+ a,2 +---

besitzt einen Konvergenzkreis von der folgenden FEigenschafi. Fiir jedes z,
das dem Inneren dieses Konvergenzkreises angehirt, konvergiert die Reihe absolut,
fiir jedes z auferhalb divergiert sie. Der Mittelpunkt des Kreises liegt bei 2 = 0
Sein Radius ist r = —————— Diese Zahl nennt man auch den Konver-
genzradius. hm ’“‘PW an |

Das gilt auch fiir den Fall, daB der groBte Hiufungspunkt der Zahlen-
folge ]/} a,| bei Null oder bei Unendlich liegt. Denn dann ist eben auch
fiir alle # der groBte Hiufungspunkt von 3/[a,||2[* bei Null oder bei Un-
endlich gelegen, und das bedeutet im ersten Falle, daB die Potenzreihe
fiir alle # konvergiert, also den Konvergenzradius Unendlich hat, und es
bedeutet im anderen Falle, daB die Potenzreihe fiir von Null verschiedene
z stets divergiert. Dann ist-also der Konvergenzradius Null Wir werden
gleich sehen, daB alle diese Fille wirklich vorkommen.

Es gibt Potenzreihen, die nur bei 2= 0 konvergieren. Dahin gehdrt
die Reihe Snran.
Denn es ist ja lim})/n"= co. Der Konvergenzradius ist also Null. Fiir

n-»wo

>nzn dagegen ist der Konvergenzradius Eins. Denn aus dem Reellen ist
bekannt, daB diese Reihe, welche die Funktion ;— darstellf, nur fiir
alle # zwischen — 1 und -+ 1 konvergiert. Daher 1st der Konvergenzkreis
der Einheitskreis, nach den oben unter 1. festgestellien Eigenschaften der
Potenzreihen. Denn um zu sehen, daB sie fiir ein gegebenes # vom Betrag
kleiner als Eins konvergiert, nehme man ein reelles # von einem etwas
groBeren Betrag, der aber auch noch kleiner als Eins sei. Fiir dies
reelle # haben wir Konvergenz Also auch fiir das zu untersuchende kom-
plexe z vom Betrag kleiner als Eins. Konvergierte aber weiter die

[ —
1) Es sei also zunichst lim sup V| ax | von Null und Unendlich verschieden.
n-r>rw
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Reibe fiir irgendein komplexes z von einem Betrag grofler als Eins, so
miiBte sie auch fiir reelle 2z von einem Betrag grioBer als Eins konver-

gieren, was nicht der Fall ist. Ebenso steht es bei der Reihe 2;”, auch

ihr Konvergenzkreis ist der Einheitskreis. Dagegen konvergiert die Reihe

iz"
:;,nn

iberall in der ganzen Ebene; ihr Konvergenzradius ist also unendlich.

Denn es ist lim 1= 0.
n->®o V ,nn
Ebenso konvergiert die Reihe 15—:

in der ganzen Ebene Es ist ja im Reellen die Reihe der Funktion e
Und zur Erklirung dieser Funktion im Komplexen werden wir sie bald
verwenden. Da sie aber im Reellen iiberall konvergiert, mub dies nach der
schon vorhin verwendeten SchluBweise auch im Komplexen der Fall sein.

Daher ist also Loa
lim /X .

n->o nl

Also konvergiert auch die Reihe Su!er
nur bei #=0. Die im Reellen fiir cos # und sin z auftretenden Reihen
konvergieren natiirlich auch in der ganzen komplexen Ebene.

Ein Leser, welcher nun nogh éin Beispiel daftir vermiBt, daB der Kon-
vergenzradius den beliehigen endlichen Wert p annehmen kann, sei auf
folgende allgemeine Uberlegung verwiesen. Macht man in einer Potenzreihe
vom Konvergenzradius » die Substitution =2, so erhdlt man eine nach

Potenzen von z fortschreitende Potenzreihe, deren Konvergenzradius »o

. . . an .
ist. Denn aus dem Glied a,e" wird —z». Also wird

e
n —
lim sup VZ'-'= L.
> o" e
Also hat namentlich die Reihe Zi” 2,
e
den Konvergenzradius g.

Dem Leser ist noch ein anderes Cauchysches Konvergenzkriterium
bekannt, welches an den Quotienten zweier aufeinanderfolgender Glieder
anknlipft. Hieran lassen sich indessen keine allgemeinen Betrachtungen
iiber den Konvergenzradius ankniipfen, wie der Leser schon einsehen wird,
wenn er nur an eine Reihe wie die fiir sin 2 denkt, wo ja ein iiber der
andere Koeffizient verschwindet, der Quotient also abwechselnd null und
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. . . . |a
unendlich wird. Allerdings kann man beweisen, daB aus lim J';"‘_‘
n->» o 'n

auch lim Y/ [@,|= A folgt, aber nur in seltenen Fillen wird jener Limes

=4

existieren, immerhin liegen der lim sup und der lim inf von 1]2/] a, | stets
an—{—l

zwischen lim sup und lim inf von
n

Die im Reellen bekannten Sitze tiber Addition und Multiplikation zweier Rei-
hen lassen sich ohne weiteres ins Komplexe {ibertragen. Ein Leser, welcher dies
nicht sofort bersieht, sei auf die Darstellung verwiesen, welche ich fiirs Reelle
in meinem Leitfaden der Differentialrechnung gegeben habe. Beim Durchlesen
wird er merken, daB die Beweise und die S#tze sich leicht ins Komplexe iiber-
tragen lassen. Die nihere Durchfithrung ist eine ntitzliche Aufgabe fiir den Leser.

Hiermit ist man nun also etwa in der Lage, zu erkennen, daB auch fiir ein

komplexes # von einem Betrage kleiner als Eins i_~1—§= 142422+

ist. Das sieht man wie im Reellen, wenn man die Relhe mit # multi-
pliziert und von der eben aufgeschriebenen abzieht. Multipliziert man
weiter die Reihe mit sich selbst, so sieht man, daB auch fir Komplexe 2z
vom Betrage kleiner als HEins
(1*—1'5?: 14+2:+88 4+ (n+1)en+ .o

ist. Die Darstellung anderer Funktionen durch Potenzreihen ldBt sich nun
allerdings nicht mehr mit derselben Einfachheit ins Komplexe tibertragen.
Denn meistens sind die Funktionen im Komplexen noch gar nicht erklirt, oder
aber es versagen die im Reellen aus der Taylorschen Formel flieBenden Be-
weise. Diese Fragen werden uns noch sehr eingehend spiter beschaftigen.

Genau wie im Reellen beweist man auch, daB jede absolut konvergente
Reihe unbedingt konvergiert, dab man also ihre Glieder beliebig umordnen
kann, ohne an Konvergenz oder Summe etwas zu &ndern. Umgekehrt
konvergiert auch jede unbedingt konvergente Reihe absolut.

Was aber die Resultate tiber bedingt konvergente reelle Reihen und
die durch Umstellen der Reihenglieder erreichbaren Anderungen der Summe
betrifft, so liegen hier die Verhiltnisse schwieriger. Erst Steinitz hat hier
Klarheit geschaffen. Er hat in einer grofen Arbeit im 143. Bande des
Crelleschen Journals 1913 gezeigt, daB bei einer konvergenten Reihe kom-
plexer Glieder stets einer der drei folgenden Fille eintritt: Die durch Um-
stellen der Reihenglieder erreichbaren Summen machen entweder einen
einzigen Punkt aus, oder sie erfilllen liickenlos eine.(Gerade oder sie er-
fiillen liickenlos die ganze Ebene. Der dritte Fall tritt also im Komplexen
neu hinzu. So einfach und schon dies Ergebnis klingt, so schon ist
der Beweis. Wir beschrinken uns aber hier auf die blofe Erwihnung.
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Dritter Abschnitt.

Funktionen einer komplexen Verinderlichen.
§ 1. Der Bereichbegriff.

Unter einem Bereich oder einem Gebiet') verstehen wir eine Punkt-
menge in der komplezen Ebene von folgender Art: 1. Um jeden Punkt der
Menge gibt es einen Kreis, welcher nur Punkie der Menge enthilt. 2. Irgend
awei Punkte der Menge lassen sich durch einen aus endlich vielen gradlinigen
Stiicken ~ bestehenden Linienzug miteinander
verbinden, und zwar so, daB die simtlichen N\
Punkte dieses Polygonzuges der Menge an-
gehtren. Im Sinne der ersten Bedingung
liegt es, daB z. B. ein Kreisbereich nur aus
den inneren Punkten des Kreises besteht,
wihrend Peripheriepunkte nicht zum Bereich
hinzugerechnet werden. Die zweite For-
derung besagt, dall der Bereich aus einem
Stiick besteht. (Fig. 7.)

Die Vorstellung des Randpunilites wird so begrifflich gefafit: Ein Punkt
heift Randpunkt eines Bereiches, wenn er Hiufungspunkt von Punkten des
Bereiches ist, ohne doch selbst dem Bereich anzugehiren, d.h. ohne dal man
um ihn einen Kreis schlagen kann, welcher nur Punkte des Bereiches ent-
hilt. Jedem um den Randpunkt geschlagenen Kreis gehéren also auch
Punkte an, welche nicht zum Bereich gehéren. Nimmt man zu einem
Bereich die Randpunkte hinzu, so erhiilt man eine neue Punktmenge,
welche man als abgeschlossenen Bereich?®) bezeichnen kann.

Bin Bereich heift endlich oder im Endlichen gelegen, wenn es einen
Kreis gibt, der den Bereich umschlieft. Jedem endlichen Bereich kanun
durch folgende Betrachtung eine endliche: von Null verschiedene positive
Zahl zugeordnet werden, welche sein Durchmesser heiBit. Ich fasse irgend
zwei Punkte des Bereiches ins Auge und bestimme ihren Abstand. Jedes
Punktepaar besitzt so einen Abstand, der nicht gréBer sein kann als der
Durchmesser eines um den Bereich geschlagenen Kreises. Diese Abstinde

Fig. 1.

1) Wir wollen also beide Worter im gleichen Sinne verwenden, obwohl man
manchmal das Wort Gebiet fiir das verwendet, was wir hernach abgeschlossenen Be-
reich nennen werden.

2) Eine Menge von Punkten heiBt ja abgeschlossen, wenn sie ihre Hiufungspunkte
enthiilt. Die Menge der Randpunkte eines endlichen Bereiches ist aleo z. B. eine ab-
geschlossene Menge, TEhenso ist die aus den Bereichpunkten und den Randpunkten
bestehende Menge abgeschlossen.
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besitzen also eine obere Grenze!) Diese obere Grenze heiBt Durch-
messer des Bereiches.?) Es gibt kein Punktepaar im Bereich, dessen Ab-
stand dieser oberen Grenze gleich wiire, oder mit anderen Worten, man
darf den Durchmesser nicht als Maximum der Abstinde erkldren, denn
ein solches Maximum existiert nicht, weil der Bereich keine abgeschlossene
Menge ist. Man kann aber den Bereich durch Hinzunahme der Rand-
punkte abschlieBen und dann das Maximum der Abstinde bestimmen.
Das flihrt zur gleichen Zahl, weil ja doch in beliebiger Nihe eines jeden
Randpunktes Bereichpunkte liegen, denn es sind ja
P o zum Bereich nur Randpunkte hinzugekommen. Das
o_f—\/ Punktepaar aber, fiir das das Maximum der Abstéinde
erreicht wird, liegt am Rande des Gebietes. Denn
wiiren etwa P und @ die beiden Punkie, fiir welche
das Maximum eintritt, und lige etwa P im Inneren,
nicht am Rande, so gibe es einen Kreis von
Bereichpunkten um P, und man sicht klar, daB z B. der Abstand P'Q
groBer wire als der als Maximum angenommene Abstand PQ (Fig. 8).
Aufgabe: Es sei eine Folge ineinanderliegender Bereiche mit gegen
Null konvergierendem Durchmesser gegeben. Es gibt einen einzigen Punkt,
der dem Inneren oder dem Rand aller dieser Bereiche angehort.

Fig. 8.

§ 2. Stetizge Funktionen,

Die komplexe Veriinderliche w (w=u - tv) heifit eine Funktion f (z) der
komplexen Verinderlichen z (2 = x + 1Y), wenn gegebenen Werten von 2z
Werte von w sugeordnet sind. Uns interessiert namentlich der Fall, wo
die gegebenen Werte von s einen Bereich — den Definitionsbereich der
Funktion — erfiilllen. Die Funktion w = f (2) ist dann also in einem Be-
reich erklirt.

Wir schreiben (wie im Reellen)

lim 7 (¢) = 4,
F>a
wenn zu jedem positiven & ein 0 (s) gehort derart, dab
|f(&)—A|<é ist, sobald [z —a | <8 (¢) und ¢ == a.
Sobald also z einem Kreise vom Radius 0 (¢) um a angehort und von a
verschieden ist, gehort der Funktionswert e = f (¢) einem Kreise vom

1) Die Menge der Abstéinde ist beschrinkt (jeder Abstand ist kleiner als der Kreis-
durchmesser). Jede beschriinkte Menge besitzt aber eine obere Grenze (vgl. meinen

Leitfaden der Differentialrechnung 8. 56/67).
2) Ebenso wird der Begriff ,Durchmesser* fiir eine beliebige Punktmenge erkliirt.
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Radius & um w = A an. Ist gleichzeitig auch noch 4 = f(a), gilt also
die Beziehung lim £ () = f (a),
z2>a

g0 heiBt die Funktion slefig bei 2z = a. Sie heit in einem Bereiche stetig,
wenn sie an jeder Stelle des Bereiches stetig ist. Das sind alles so un-
mittelbare Ubertragungen aus dem reellen Gebiet, daB es nicht nétig ist,
linger dabei zu verweilen. Kbenso erwihnen wir nur kurz, da Summe,
Produkt und Quotient stetiger Funktionen wieder stetig sind an allen
Stellen, wo der Nenner nicht verschwindet.

Alle Funktionen der komplexen Verinderlichen 2z lassen sich als
Funktionen der beiden reellen Veriinderlichen z und y (2 =z 4 iy) auf-
fassen. Nimmt f (¢) dazu noch nur reelle Werte an, so liegt eine reelle
Funktion der beiden reellen Veriinderlichen vor. Uber sie mége man sich
z. B. in meinem Leitfaden der Differentialrechnung niher orientieren. Hier
kommen nun aber noch die Funktionen hinzu, welche auch komplexe
Werte annehmen kénnen. Gerade sie werden uns in diesem Buche vor-
nehmlich beschiftigen. Insonderheit wird es eine besondere Art derartiger
Funktionen sein, der wir unsere Aufmerksamkeit schenken werden, nimlich
die differenzierbaren Funktionen.

Hier fiigen wir noch ein Wort iiber zwei reelle Funktionen von # an,
die fir unsere Zwecke als Hilfsmittel von Wichtigkeit sind.!) Das sind

die Funktionen w=|z|=+Ve 2=+ + ¢*
und = arg # = arelg %

Die erste ist eindeutig, weil jede Zabl nur einen absoluten Betrag besitzt,
die zweite unendlich vieldeutig, weil jeder Vektor # unendlich viele ver-
schiedene Richtungswinkel besitzt, die sich voneinander um Vielfache von
2x unterscheiden. Beide Funktionen sind stetig, die erste durchweg, die
zweite an allen Stellen aufer bei #=0. Denn bei Anniherung an z=0
besitzt arg 2 keinen Grenzwert. Wohl aber existiert ein Grenzwert, wenn
sich 2z in einer wohlbestimmten Richtung dem Punkte z = 0 nihert. Der
Grenzwert wechselt aber mit dieser Richtung und ist jeweils ihrem Argu-
ment gleich. Wenn man # einen Kreis mit dem Mittelpunkt z = 0 durch-
laufen 1dBt, so nimmt bei einmaligem vollen Umlauf im positiven Sinn
arg 2z um 2 x zu, bei n-maliger Durchlaufung um #-2 = Durchliuft
aber 2 einen Kreis, welcher # = 0 ausschlieBt und auch die Unstetigkeits-
stelle # =0 nicht trifft, so kehrt bei Vollendung des Umlaufs arg # zum
Ausgangswert zuriick. Denn im Ausgangspunkt kann arg 2 nach dem Um-
lauf nur einen Wert erreichen, der mit dem Ausgangswert bis auf ein

1) Auch % (g); § (¢s), 7 sind stetige Funktionen von 2.
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Vielfaches von 2 m {iibereinstimmt. Da aber nun der Vektor z immer
in dem Winkelraum bleibt, welchen die beiden von 2=0 an den Kreis
gezogenen Tangenten einschlieBen, so kann args keinen Wert erreichen,
der vom Ausgangswert um mehr als den Winkel der beiden Tangenten
abwiche. Der ist aber sogar kleiner als =z Bei Durchlaufung eines
derartigen Kreises komme ich also stets zur alten Bestimmung des
arg # zuriick, wihrend man bei Durchlaufung des ersten Kreises um
2 =0 von einer Bestimmung des arg ¢ zu jeder anderen gelangen kann.
Man kann sich von diesen Dingen eine klare Vorstellung machen, wenn
man sich die Fliche w =argz in drei rechtwinkligen Raumkoordinaten
w, z, y vorstellt. Hs wird eine Schraubenfliche mit der Ganghohe 2 x,
die sich um die o-Achse herumschlingt. Nur bei Umlaufung dieser
Achse, also von 2 = 0, gelangt man aus einem Stockwerk der Flicke in
ein anderes.

Bei Funktionen einer reellen Verinderlichen bemerkt man bald, daB mit w
als Funktion von z auch # als Funktion von w erklirt ist, Man kommt so
zum Begriff der Umkehrungsfunktion. Sie kann eindeutig oder mehr-
deutig sein. Doch kennt man den schénen Satz, daf monotone Funktionen
eindeutige, gleichfalls monotone Umkehrungsfunktionen besitzen. Im Kom-
plexen liegt die Sache im allgemeinen wesentlich anders. Unsere reellen
Funktionen komplexen Argumentes nehmen lings ganzen Kurven den-
selben Wert an, z. B. | 2| lings Kreisen, arg # lings Geraden durch &= 0.
Betrachtet man also die Umkehrungsfunktion, so gehdren ini allgemeinen
zu jedem Wert von  unendlich viele Werte von 2, die eine ganze Kurve
erfiillen. Diese etwas unliebsame Erscheinung wird bei der Funktions-
klasse, welcher dies Buch gewidmet ist, den differenzierbaren Funktionen,
nicht vorkommen. Uberhaupt werden wir erkennen, daB die Differenzier-
barkeit allein viel tiéfer in das Wesen einer Funktion eingreift, als wir
das vom Reellen her erwarten mochten.

§ 3. Reihen von Funktionen.

Es ist bekannt, daB eine in einem Intervall durchweg konvergente Reihe
stetiger Funktionen nicht immer eine stetige Summe besitzt. In meinem
Leitfaden der Integralrechnung z. B. sind derartige Beispiele im Gebiete
der Funktionen einer reellen Verinderlichen betrachtet. Es sei z. B.im
Intervalle 0 < <1 die n-te Teilsumme

$u(x) = 2™,

die Reihe also 2’%, (x) mit u,(z) = 2" — a1

o
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Dann ist lims, () =0, falls 0 <z <1
n > o

und lims,(z) =1, falls z=1.
n -y o

Die Reihe konvergiert also iiberall, die Glieder sind stetige Funktionen,
die Summe aber ist unstetig bei =1 Im Gebiete einer komplexen
Variablen kann man leicht &hnliche Beispiele bilden. So sei z. B. fiir
0<|2|<1 die n-te Teilsumme s,(¢)=]|z[". Dann gilt die gleiche
SechluBweise wie bei s,(%)= 2" Aber auch dies Beispiel selbst ist ja zu-
gleich auch eines im komplexen Gebiet; denn es ist ja o= R (¢) eine
stetige Funktion der komplexen Variablen ¢, also s, (#) = { R (2) }*. Auch wenn
$,(#) eine nicht reelle Funktion der komplexen Variablen 2 ist, lassen sich analoge
Beispiele bilden. Dahin gehort schon s, (#)= 2" Denn fiir | 2| < 1ist lim "= 0..

7>
Fir 2 =1 aber ist s,(1)= 1. Fiir andere Werte von 2z auf dem Einheits-

kreis existiert kein Grenzwert. Aber es -reicht schon aus, daB die Reihe in
der aus den Punkten [¢/<1 und #z=1 bestehenden Konvergenzmenge
keine stetige Summe hat.

Somit leuchtet ein, daB noch besondere Bedingungen erfiillt sein miissen,
wenn die Summe einer konvergenten Reihe stetiger Funktionen selbst eine
stetige Funktion sein soll. Das wichtigste, fast stets ausreichende Kenn-
zeichen enthilt der nun folgende Satz:

Eine gleichmdfig konvergente Reihe stetiger Funktionen besitzt eine stetige
Summe.

Dabei heilt die Reihe w,(2) 4 -+ + u,(2) + -
in der Punktmenge B gleichmif3iy konvergent, wenn sie an allen Stellen des-
selben konvergiert und wenn auBerdem zu jedem vorgegebenen & > 0 eine
von ¢z unabhdngige Zahl N (s) existiert, so daf}

[s(2) —su(2)| < & ist fiir n > N(e) und beliebige 2.

Dabei bedeutet wieder s,(z) die %-te Teilsumme, s(2) die Summe der Reihe.
Diese Bedingung besagt also, daB fiir alle Stellen der Menge eine be-
stimmte Gliederzahl N (¢) ausreicht, um die Summe der Reihe bis auf
einen Maximalfehler ¢ zu approximieren. Dabei ist natiirlich nicht aus-
geschlossen, daB man an einzelnen Stellen schon mit einer geringeren
Gliederzahl auskommt, jedenfalls aber braucht man an keiner Stelle mehr
als N (&) Glieder. Das ist das Wesentliche an der Begriffsbildung.

Diese Bedingung war z. B. bei den obigen Beispielen von Reihen mit
nicht stetiger Summe nicht erfiillt. Denn nehmen wir als Punktmenge die
aus || <1 und 2= 1 bestehende und als s,(z) wieder 2” und betrachten
namentlich auf der positiven reelleri Achse den Verlauf der Anniherungen.
Je niher nun der Punkt # an der Stelle 1 liegt, eine um so grifere
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Potenz » hat man nbtig, um z* unter & herunterzubringen. Also reicht
sicher nicht mehr dasselbe #» aus, um fiir alle 2| <1 das 2" unter ¢
herunterzubringen. Also ist die Konvergenz nicht gleichmiiBig. Ist sie
dies aber, so gilt unser oben aufgestellter Satz, wonach die Reihensumme
auch stetig ist.

Seien niimlich #,+ % und 2, zwei beliebige Stellen aus der Menge
gleichmifiger Konvergenz, und sei IV (%) = N eine Gliederzahl, welche

ausreichf, um iiberall die Reihensumme bis auf den Maximalfehler —;- Zu appro-
ximjeren. Dann haben wir fiir » > N

[8(2y+B) —s(20)| = (20 +h)—su(2g+ 1) + sx(2o+h)—ss(%) + sx(25)—5(5,)
<[5 (eoHR)—sn(2pHB) -+ [+ D) —sx(ep) -l (o) — 5z
<3z tlawath)—sn(e)| +3

Nun ist aber die endliche, aus einer bestimmten Zahl N (g) von Gliedern

bestehende Summe sy eine stetige Funktion; also kann man eine Funktion

0 (&) so bestimmen, daB

|5 (50 ) —sw ()| < 5 wird fiir [h] < 3(3)-

Also wird nun tatstichlich

|5 (24 B) —s(a)| < & fir |h|< a(g).

Die Reihensumme ist also an der Stelle 2, stetig, wie wir beweisen wollten,
Anwendung auf Potenzreihen. Unter allen Reihenarten spielen in
der Funktionentheorie die Potenzreihen die wichtigste Rolle. Fiir sie gilt
der Satz: In jedem mit ihrem Konvergenzkreis konzentrischen Kreis von
kleinerem Radius konvergiert die Potenzrethe Za, 2" gleichmdfig.

Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir, da man ganz und gar
nicht behaupten darf, daB die Potenzreihe in ihrem ganzen Konvergenzkreis
gleichmiBig konvergiert. DaB dies ein verhéngnisvoller Irrtum wiire, zeigt
schon die geometrische Reihe. Man kann nimlich sicher nicht mit einer
festen Gliederzahl N (&) auskommen, um fiir alle |#|<1 die Reihensumme

1
Zon= 1—=z
bis auf ¢ zu approximieren. Denn die Teilsumme
14240 250
hat einen Betrag, der N(s)+ 1 nicht tibertrifft, fir alle |2|<<1. Die
Reihensumme selbst aber nimmt in hinreichender Néhe von 2z =1 Werte
an, die N(¢) um so viel iibertreffen, als man nur irgend wiinscht.

Um so bemerkenswerter ist es, daB der vorhin angegebene Satz richtig

ist. Sei nimlich R der Konvergenzradius der Reihe, » aber der Radius
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desjenigen kleineren Kreises, fiir den wir die gleichmiBige Konvergenz
nachweisen wollen. Dann wihle ich irgendeine Stelle 2, im Inneren des
von den beiden Kreisen gebildeten Ringes (Fig. 9).
Nun wird in Za,2" das n-te Glied

T " sobald 2| < r.

% |

oSl

|G| = | ansg|

Bezeichnen wir nun mit %, (2) die n-te Teilsumme
der Potenzreihe % (2), so wird

B0~ %) < e
n-41
Wegen der Konvergenz von $SP(z,) gibt es nun
aber eine Zahl M, so daB fiir alle » stets

laxal| < M

wird. Also wird nun

RIOER HOIRS |

n4-1 1
1 —

r
ZO

r
ZO

Daher kann man jetzt zu gegebenem & eine Nummer N () so bestimmen,
daB fiir % > N(s) dieser Ausdruck kleiner als & wird. Da also diese
Gliederzahl N (s) fiir alle | 2| < r ausreicht, um die Reihensumme P (¢) bis
auf & zu approximieren; so ist damit die gleichm#iBige Konvergenz der
Reihe erkannt.

Hieraus folgt nun, daB Potenzreihen Funktionen darstellen, welche an
Jeder Stelle im Inneren des Konvergengkreises stetlg sind. Denn man kann
stets einen konzentrischen Kreis von kleinerem Radius als der Konvergenz-
kreis angeben, welcher eine solche gegebene Stelle enthilt.

Dies Resultat iiber die Stetigkeit der Potenzreihen im Inneren des
Konvergenzkreises li8t sich auf diejenigen Stellen am Rande desselben
ibertragen, an welchen die Reihe noch konvergiert. Dies geschieht durch
den Abelschen Gremzwertsate. Er lautet:

@

Wenn die Potenzreihe B ) = Z:z a, 7"

0
n dem Punkle z, auf der Komvergenzgrenze konvergiert, so stelli sie eine
Funktion dar, welche in jedem abgeschlossenen Dreieck stetig ist, dessen dres
Ecken von diesem Punkie 2, und zwei weiteren im Inneren des Konvergenz-
kreises gelegenen Punkten gebildet werden. (Mit Stetigkeit im abgeschlossenen
Dreieck ist gemeint, daB die Funktion im Inneren und auf dem Rande des
Dreiecks stetig ist, und zwar so, daB lim ()= P (a) ist, wenn z und a

>

3 a
nur Punkte ans dem Dreieck oder auf seiner Grenze bedeuten.)
Bieberbach, Fanktionentheorie T 3



28 I11. Funktionen einer komplexen Verinderliclen

Zum Beweise setze ich 2=z, in die Reihe ein. Dadurch entsteht aus
der Potenzreihe P (2) eine Potenzreihe %, (§). Ihr Konvergenzkreis ist der
Einheitskreis. Denn damit |2| < |z,| werde, muB |{| <1 sein!) Dem
Punkte 2= 2, entspricht der Punkt {= 1. In ihm konvergiert also die
neue Rethe. Dem Dreieck der Fig. 10 entspricht das Dreieck der Fig. 11.
Es entsteht aus dem
Dreieck der Fig. 10
dadurch, da man
die ganze Figur um
den Kreismittelpunkt
so lange dreht, bis &,
auf die reelle Achse
gelangt ist, und dann
noch so lange #hn-
lich vergrioBert bzw.
verkleinert, bis der
Punkt 2, nach 1 gelangt ist. Denn es ist ja [{|= % und arg {=
arg 2 — arg 2,. s geniigt also fiir den Beweis des Abelschen Grenzwert-
satzes, anzunehmen, da der Konvergenzkreis der Potenzreihe der Einheits-
kreis sei und daB sie im Punkte Eins konvergiere. Wir dlirfen aber weiter
noch annehmen, daB das Dreieck symmetrisch zur reellen Achse liegt.
Denn das Dreieck der Fig. 11 kann stets in ein solches eingebettet werden®)
(Fig. 12). Wir diirfen weiter annehmen, daf B(1)=0 sei. Denn wire
dies nicht schon der Fall, so betrachten wir
einfach statt P (z) die Reihe P (2) — P (1), die
sich von der gegebenen nur im konstanten Glied
unterscheidet. Beide Funktionen sind gleich-
zeitig stetig. Es ist aber fir den Beweisgang
etwas bequemer, anzunehmen, daB P(1)=0
sel. Nun kommen wir zum eigentlichen Be-
weis. Um ihn zu erbringen, multipliziere ich
die Reihe mit
Fig, 12. i_l__z_-—_l-{-z_{-zﬂ_}_...,

Das kann ich dadurch bewerkstelligen, da8 ich nach den Regeln der

Fig. 10. Fig. 11.

1) Vgl auch 8. 45,

2) Wir nehmen also an, daB die Ecken des Dreieckes in nicht zu weiter Entfernung
von z=1 liegen. Wegen der im Inneren des Konvergenzkreises schon bewiesenen
Stetigkeit von $(z) ist dies fiir den Beweis unseres Satzes durchaus ausreichend.
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Reihenmultiplikation mit der geo metrischen Reihe Xz* multipliziere. So

erhdlt man
1

1—¢
Also ist P(2)= (1 —2) Zs,2*. Der Konvergenzkreis der neuen Reihe ist
immer noch der Einheitskreis. Denn in seinem Inneren konvergieren P (¢)
und die geometrische Reihe absolut. Also ist der Konvergenzkreis minde-
stens so groB wie der Einheitskreis. Er kann aber auch nicht groBer
sein, denn da ja auch 1 — z eine (abbrechende) Potenzreihe (mit unendlich
grofem Konvergenzkreis) ist, so miiite dann

(1 —2) suen=P(2),

also die urspriingliche Reihe, auch einen groBeren Konvergenzkreis haben.
Ich fihre nun eine Hilfsnummer m ein und zerlege mit ihr die Reihe
in zwel Teile, indem ich

(1 —z)?s,,z”: ¢! -—-z)ﬁ sa2"+ (1 —z)j Su 8"

m<1
gchreibe. Ich wihle diese Hilfsnummer so groB, daB fiir #>m stets

[$n] < ES bleibt. Das geht an, denn die Summe der Reihenkoeffizienten,
also der Grenzwert der s, ist ja dem Wert P (1) gleich und verschwindet
also. Dann finde ich m
2 Sq 8"
0

| B < 11— 2]

Es kommt nun nur darauf an zu zeigen, daf sich
der in Fig 12 angedeutete Kreissektor, dessen
Scheitel bei 1 liegt, so klein wihlen liBt, daB
in ihm [P (2)|<e wird. Denn in den anderen
von 1 verschiedenen Punkten des Dreieckes ist
ja die Stetigkeit der Reihensumme schon durch
den vorigen Satz erwiesen.

Zuniichst springt unmittelbar in die Augen,
daBl man den Kreissektor so klein wihlen kann,

1
%(z):mzanzn: 28"2’"’, WO S, = a0+ al+...+am

& J— m=1
_*"El11__|:"|J ||

daB auf dem ihm angehdrigen Stiick der posi- pry
tiven reellen Achse die gewiinschte Abschitzung
gilt. Demnn hier ist ja o= |z Also wird da & _",:: =1 und es ist
z|m+1< 1. Ferner legt fiir |2|<1 die Summe
! n Sy &"

| <5
unterhalb einer festen Grenze M, Denn sie bestehf aus einer von z un-
abhingigen Zahl von Gliedern. Daher kann man den Radius des Sektors
8.
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und damit 1 — |#| so klein wihlen, daB im ganzen Sektor, also auch auf
dem ihm angehorigen Stiick der reellen Achse
[1—e¢| Z Sp 8" <§

0
wird. Also ist nun tatsichlich bei _Anndherung lings der reellen Achse
lim B (¢) = 0.
s>l

Um aber das gleiche auch fiir beliebige Anniherung im Dreieck ein-
zusehen, muB nun auch fiir die anderen Punkte des hinreichend klein

Ill___—:—l abgeschiitzt werden. Das gelingt

auf Grund des Sekantensatzes der Planimetrie ohne weiteres. Ich be-
schrinke # auf den Zipfel, den ein be-
liebig gewihlter Kreis um 0O von dem
Dreieck abschneidet. Dieser Kreis unter-
liegt also nur der Bedingung, daB er die
beiden von 1 ausgehenden Dreieckseiten
schneidet. In Fig. 13 ist der Zipfel schraf-
fiert. Alsdann sei # ein beliebiger Punkt
des Zipfels. Ich lege durch ihn den Kreis
mit 2 = O als Mittelpunkt (Fig. 14). Ferner
lege ich durch # und 1 eine Gerade und
ziche noch die reelle Achse heran. Die
vier Schnittpunkte dieser beiden Geraden mit dem Kreis durch 2z seien
A, B, 0, D. Dann ist nach dem Sekantensatz

0A.0B= OC-. OD.

gewihlten Sektors der Quotient

Nun ist aber 04=|1—2| und 0C=1—|z|
. |i—2z|_ OD
Also wird I—;—Tﬂ_ OB
Man liest aber aus der Fig. 14 ab, daB weiter
0D _OF,
0B ~OE

Bezeichnet man diese von z unabhingige Zahl mit «, so ist also fiir alle

# des Zipfels 11—1_7§'< «: Von hier an schlieBt man dann ganz wie oben

weiter, daB in einem gem’igend kleinen Sektor mit Mittelpunkt 1 tatséch-
lich |PB(#)| < & wird.?)

1) Wie man sieht, enthilt der Abelsche Grenzwertsatz eine Aussage tiber das
Verhalten der Potenzreihen an der Konvergenzgrenze, Damit haben wir ein Gebiet

angeschnitten, das in der modernen Forschung einen hervorragenden Platz einnimmt.
Der zweite Band wird sich auch mit solchen Fragen ausfihrlich zu beschiftigen haben.
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Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen Beispielen sum Abelschen
Grenzwertsatz. Fiir reelle | 2| <1 gilt die Darstellung:

log (1 +z)=z—~%2+--

Diese Reihe konvergiert aber auch noch bei 2= 1. Nun ist aber

lim log (1 + 2) = log 2.
z>1

Daher wird log2=1—%—[—%—+...
Ebenso findet man aus der Potenzreihe

zl! z()
aretgg=z—35+z—+ -,
T 1 1
daB Z=1—§—+—5——+-.-.

Diese Beispiele lieBen sich beliebig vermehren.

Ich ziehe es vor, noch eine mehr theoretische Anwendung auf
die Reihenlehre anzugeben. Xs handelt sich um eine Verallgemeinerung
des oben (8. 20) erwihnten Cauchyschen Satzes iiber Reihenmultiplika—-

tion. Danach war fiir zwei absolut konvergente Relhenz u, und EU,,
a0
2 Uy E Up = E Wyy WO Wy == gV + U Vp__ 1} +* + + Up—1 V1 + Up Vo,

Nun zeigt sich aber, daB stefs

St Dvn= S0,

ist, wofern nur die drei hier vorkommenden Reihen kownvergieren. Das ergibt
sich so: Wenn diese drei Reihen konvergieren, so konvergieren die drei
Potenzreihen Xu,z", Zv,27, Zw,s" fir | | < 1 absolut nach S.17, denn
sie konvergieren ja bei z=1. Daher kann man fiir |2|<1 auf das
Produkt Zu,z- Zv,2* den Cauchyschen Multiplikationssatz anwenden, Man
findet so Zw,2”. Nun wenden wir den Abelschen Grenzwertsatz an und
gehen zur Grenze 7 —> 1 iiber. Dann wird

an— hm Dw,en = llmZM,,z’” hmZv,.z"—Zu,, .

Also ist tatsachhch 2’ U XU, = Zw,, wenn nur alle drei Reihen konvergieren.

Avufgabe: I. Man beweise folgenden Satz: In P(2) = a,+ a,2 +: - seien

die Koeffizienten positiv. und Xa, sei divergent, dann gilt 1. bei radialer

Anniherung lim B(#) = oo. Der Satz gilt auch unter der allgemeineren Voraus-
s>1

setzung, daB die Reihe Z @, nur eigentlich divergent ist, d. h. daB diese
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Reihe nicht oszilliert. Daraus folgt 2.: Wenn die a,> 0 sind und wenn
llm P(2)= 0 gilt bei radialer Annéiherung z —> 1,s0ist ay+ @, + g+ - - -+ =0,

II Eme geringe Anderung des Beweisganges lehrt auch die gleichmiBige
Konvergenz von B(2) in dem Dreieck des Grenzwertsatzes. Bei der Durch-
fihrung m6ge der Leser beachten, daf-sich die Partialsummen von P(z)
nicht nur durch den Faktor (1 —2) von den Partialsummen von Xs,s”
unterscheiden.

§ 4. Differenzierbare Funktionen.

Unter genauer Ubertragung der im Reellen tiblichen Erklirung nennen
wir eine eindeutige Funktion f (¢?) an der Stelle 2, differenzierbar, wenn
der Grenzwert f(zo—l—h) —71 @)

h—>0
existiert. Er heifit dann leferentlalquotlent und wird mit Z—; oder £'(2)
bezeichnet.

Der Umstand, daB diese Erklirung mit der im Reellen tiblichen véllig
gleichlautend ist, bringt es mit sich, daB sich eine Reihe von Differentia-
tionsregeln aus dem reellen Gebiete ohne weiteres iibertragen lassen. Da-
hin gehéren die Regeln iiber die Ableitung einer Summe, einer Differenz,
eines Produktes, eines Quotienten. So sind also z B. die rationalen
Funktionen differenzierbare Funktionen und es gelten genau die aus dem
Reellen bekannten Regeln. Mit der Differentiation von trigonometrischen
Funktionen und dergl. muB man allerdings noch vorsichtig sein, denn wir
haben von der Erklirung dieser Funktionen im komplexen Gebiete noch
nicht geredet. Sie wird durch Potenzreihen geschehen. Aber die konnen
wir noch nicht differenzieren. Wir werden es aber bald lernen. Durch
die im Reellen iibliche Schlufweise erkennt man auch hier, daf eine an
der Stelle 2, differenzierbare Funktion daselbst auch stetig dst. Denn
wenn der obige Grenzwert existieren soll, so muB notwendig der Zihler
f(2+h) —f(2,) mit h gegen Null streben, und das bringt die Stetigkeit
zum Ausdruck. Aus
® Lot DT — fi(eg) =
mit |5|< & folgt némlich

[, -+ B) — f(a) | = " e0) + nh | <[B]| )|+ £ ],
was mit |k | zusammen gegen Null strebt.

Die Gleichung (A) setzt uns auch instand, &bnlich wie im Reellen
die Kettenregel fiir die Differentiation mittelbarer Funktionen zu beweisen.
Es moge nimlich ¢ (w) in der Umgebung von w=w, eindeutig und
stetig sein, AuBerdem sei p(w) an der Stelle w, differenzierbar. Ferner
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sei w = f(¢) in der Umgebung von ¢ =z, eindeutig und stetig. Es sei
auBerdem f(2) bei z, differenzierbar und es sei f(z) =w, Dann ist
F(2) = @|f(s)} bei 2, differenzierbar und es dst F'(z)) = @'(wo)f"(2,)-
Wegen der Differenzierbarkeit von ¢(w) hat man nimlich

i A
d. h. es ist 9% + izg—w(w°)= o' (w,) + & (dw),
wo lim s(dw) =0 gilt. Multipliziert man diese Gleichung mit 4w, so
wirg ws_i:ao
B) ¢ (wo+ dw) — p(we) = dw- ¢'(w,) + Jw - e(dw)

und diese Gleichung ist offenbar auch fiir 4w = 0 sinnvoll und richtig.
Nach dieser Vorbereitung betrachten wir den Differenzenquotienten
Floy+ d42)—F(z) _ 9fle+42)] — @ [(%)]

Az dz
Trétgt man f(zo) = Wy, flz,+ AZ) = W+ Adw
ein, so wird er ‘P(wo”i‘d;:—‘?’(wo)

Nach Gleichung (B) kann man hierfiir schreiben

Adw dw
»AWZ q;'(wo) +~2;8(AW).
Da nun lim %u—’= f'(2,) und lim e(Aw) =0
di>0 9% dw>0

ist, so existiert auch der

@ (w, + d;"'z)_'p(w"): lp'(wo)f'(‘%)’

lim
A3-»0
und damit ist die Kettenregel bewiesen.

Bemerkung: Ganz ebenso beweist man folgenden Satz: ¢(w) geniige
denselben Voraussetzungen wie eben, Ferner sei jetzt w = f(¢) eine Funk-
tion der recllen Variablen ¢, die in der Umgebuug von {={, eindeutig
und stetig erklirt sei. Ferner sei w,=[\#,) und es sei f({) bei { = ¢,
differenzierbar. Dann ist auch F(f) = @{f(t)} bei ¢ = ¢, differenzierbar, und
man hat F'ify) = ¢'(w,) [ (%,)-

Ganz ihnlich beweist man die folgende Ubertragung eines allge-
meineren Satzes der Differentialrechnung: f(w,, wy) sei fir |w, —b | <7y,
[0, — by| < r, eine eindeutige stetige Funktion der beiden Verinderlichen
w, und w,. AuBerdem sollen die partiellen Ableitungen 0_875: und % fiir

die genannten Werte von w, und w, existieren und stetig sein.  Des
weiteren seien @,(s) und @,(4) zwei fiir |#—a|<<r eindeutige stetige
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Funktionen, die gleichfalls differenzierbar seien. Weiter sei ¢,(a) =b,,
93(@) = b, und o8 sei |9,() = b, |< 7y, | @y() —by|<ry fir |e—aj<r
Dann ist auch F(z) = f{p,(2), p3(2)}

in | #—a| < r eindeutig, stetig und differenzierbar, und es gilt

F(5) = 75 (04(6), @)} 91() + 2L (9,(2), () 93 2).

Der Beweis wird dem Leser an Hand der vorhergehenden Darlegungen
nach dem Muster des entsprechenden Beweises im reellen Gebiet nicht schwer
fallen. Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Variable ergibt sich
ebenso.

Nun zur Differentiation der Umkehrungsfunktionen. Hier machen wir
folgende Annahme. w = f(2) soll in der Umgebung von z = z, eindeutig
und stetig sein. Es sei f(#) in g, differenzierbar. Weiter sei w, = f(z,).
Fiir eine gewisse Umgebung von w = w, besitze die Gleichung

w = (%)
nur eine Losung z = ¢(w), die der Umgebung von 2z, angehort. ¢(w) sei
also in der Umgebung von w = w, eine eindeutige und auBerdem stetige
Funktion. Dann ist ¢(w) bei w, differenzierbar und es ist

9'(10) = 77
Der Beweis verliuft genan wie im Reellen. Die weitgehenden Voraussetzungen
muBten gemacht werden, weil wir von der Existenz der Umkehrungs-
funktion noch nicht geredet haben, Wir werden aber spiter (S. 190) sehen,
daB fiir Funktionen, die i der Umgebung von z = z, differenzierbar sind,
viele der Voraussetzungen ganz von selbst erfiillt sind.
Leichter als im Reellen ist es hier, nirgends differenzierbare stetige

Funlktionen anzugeben. Hier wie dort zieht ndmlich die Stetigkeit die Diffe-

renzierbarkeit nicht nach sich. Schon die Funktion w = R(#) zeigt dies. Denn
Rie+h)—Re) b

h ~h
Quotient besitzt aber fiir » —> 0 keinen Grenzwert. Denn es gibt beliebig

kleine Werte |A], fiir die »;=0 ist, fiir die also der Ausdruck ver-
schwindet, und es gibt beliechig kleine Werte von [%|, nimlich &,=0,
fir welche der Ausdruck den Wert Eins annimmt. Nirgends also ist diese
Funktion differenzierbar. Ebenso ist es bei w =2+ y.!) Hier wird der
Differenzenquotient hy+ by

By + ih,
Dies hat aber fiir A —> 0 keinen Grenzwert, wie man sieht, wenn man

wenn wir etwa h = h, 4 ih, setzen, so wird Dieser

1) Wie immer, so sei auch hier z=x 4 7y gesetat.
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einmal %, =0 und ein andermal %,= 0 setzt. Xs kann also eine Funk-
tion komplexen Argumentes sehr wohl partielle Ableitungen nach xz und
nach y besitzen, ohne nach 2z differenzierbar zu sein.

Wir wollen daher die Bedingungen aufsuchen, die fiir Real- und Ima-
gindrteil bestehen miissen, wenn f(¢) differenzierbar sein soll. Ich setze
dazu w = f(2) = u + iv, so daB also u(z,y) und v(x,y) stetige Funktionen

bedeuten. Diese Funktionen sind, wie wir zuniichst zeigen wollen, mit

partiellen Ableitungen 9u, g;‘ 5” ; versehen. Zur Abkiirzung werde ich

dafiir gewdhnlich u,, u,, v,, v, schrelben Es ist ja f(#) nach x und nach
y differenzierbar, weil doch 2z =« + iy ist und f(2) nach z differenzierbar
ist.')  Ebenso ist aber die konjugierte Funktion f(z) nach z und ¢

differenzierbar. Also auch —%f und v =f2;z.f- Weiter wird?)
8;" af oz df
0x  dzow
of dfoz df
und ay == —d—z'a":‘; = @ﬁf
Also ergibt sich %: —4 % oder u, + (v, = — fu, + v,
Daraus ergibt sich

du__0v 0Ou ov
1) dz oy dy o=z
Diese zwischen Real- und Imaginirteil einer differenzierbaren Funktion be-
stehenden Relationen sind unter dem Namen Cauchy-Riemannsche Differen-
tialgleichungen bekannt, Ferner wird also f'(2) = vz -+ ¢ 0. = —i(uy, + ¢ v,),

Nimmt man an, daB diese Ableitungen selbst wieder stetige nach x
und nach y differenzierbare Funktionen sind — wir werden spiter (S. 133)
zeigen, daB dies stets der Fall ist —, so findet man durch Differentiation
der ersten Gleichung nach z und der zweiten nach y, daB w.,=v,, und
daB w,, = — v, Daraus findet man durch Addition w, -+ u,, = 4u = 0.
Ebenso findet man, daB auch Av=0. Real- und Imagindrteil sind also
Potentialfunktionen. So nennt man nimlich Funktionen, welche der
Gleichung A4 u = ( geniigen.

Wenn der Realteil einer differenzierbaren Funktion gegeben ist, so er-
lauben es die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, den zu-
gehorigen Imaginirteil zu finden. Denn sie geben uns ohne weiteres die
Ableitungen des Imaginirteiles an. Soll es wirklich eine Funktion mit
gegebenen Ableitungen geben, so muB die Integrabilititsbedingung erfiillt

1) Wie wir feststeliten, bleibt ja die Kettenregel {iber die Differentiation mittel-
barer Funktionen auch im komplexen Gebiet bestehen.
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sein, welche zum Ausdruck bringt, daB (v.), = (v,),. Diese Integrabilitits-
bedingung hedeutet aber wieder wegen der Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen nur, daB u eine Potentialfunktion ist. Durch die Angabe
des Realteiles ist also auch der Imaginirteil bis auf eine additive Kon-
stante (Integrationskonstante) bestimmdt.

Die dilferenzierbaren Funktionen sind es nun, welchen dies Werk ge-
widmet ist. Sie tragen noch einen zweiten Namen, Gewdhnlich nennt
man sie analylische Funktionen.

Beispiele analytischer Funktionen liefern uns, wie schon gesagt, zunichst
die rationalen Funktionen.

Ein weiteres wichtigstes Beispiel analytischer Funktionen sind die durch
Potenzreihen dargestellten Funktionen. Es gilt namlich der Satz:

In ihrem Komvergenskreis stellt jede Polenzreihe eine  analytische
Funktion dar.

Wir beweisen zunichst, da die durch gliedweises Differenzieren der
gegebenen Reihe P (2) = Za,2" entstehende Reihe P,(¢) = ZTn a, 2" den-
selben Konvergenzkreis besitzt. Alsdann zeigen wir weiter, daB die Reihe
B (2) differenzierbar.ist, und daB R, (#) ihre Ableitung ist.

Sei also 2, irgendeine Stelle im Konvergenzkreis von P(z) und 2,
eine weitere Stelle aus demselben Kreise von groBerem absoluten Betrage.
Wir wollen die Konvergenz von ,(#) in 2, aufweisen. Wegen der Kon-
vergenz von B(z;) gibt es jedenfalls eine Zahl M derart, daB fiir alle »
der Betrag |a, 27 —'|< M ist. Nun kann aber das n-te Glied von P, (z)

in der Form —
nay, zl"—l(:—") '
geschrieben werden. Daher ist sein Betrag kleiner als
2 |n—1
Die Reihe mit dem absoluten Glied
z {n—1
n M ;%

konvergiert aber. Denn es ist ja gﬂ < 1 und wir haben auf S. 20 schon
gesehen, dafl Xne"! im Einheitskreis konvergiert. Die Summe ist ja
! Daher konvergiert die Reihe P,(z) fiir alle Stellen des Konver-

1—z)?
tgenz%(reises von $P(2). Wir benutzen $B,(2) zugleich zur Bezeichnung ihrer
Summe. Der Konvergenzkreis dieser Reihe ist also mindestens so groB
wie der von B(2). DaBi er nicht groBer sein kann, leuchtet, nebenbei be-
merkt, sehr leicht ein. Denn betrachtet man die im selben Kreise kon-

vergente Reihe 2z B, (¢), so sind ihre Glieder ja dem Betrage nach griBer
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als die Glieder von P(2). Also konvergiert letztere Ileihe iberall da, wo
die erste konvergiert.

Wir haben nun weiter zu zeigen, daBl P(2) differenzierbar ist!) Zu
dem Zwecke filhren wir eine Hilfsnummer m wund eine Hilfsfunktion
II,(2) = Zn|a,|2"~! ein. Diese letztere ist im selben Kreise konvergent

wie die Reihen PB(z) und P,(¢). Denn diese konvergieren ja absolut.
Die Hilfsnummer m sel nun so gewihlt, dal in einem die Differentiations-
stelle 2, enthaltenden Kreise K um z= 0 durchweg

B (&) —Bu(e)|=|Rn(2)| < 5
und |By(2) — Bim(@) ] = | Rim ()| <5

und I, (2)— Iy m(2)| = | Pym(2) | <5

sei. Dabei verstehe ich unter P, Pim, II;n m-te Teilsummen. Nun be-
trachte ich
P +h)—B(2) Bt +1 =B, (2) R, (% +B—R,(2)
b - h + 2

R, 2o+ h)—R,,
m(Fot }1 (&) ab. Man findet

und schiitze zunichst

R, (2 + H—R,, (@) — @,
LRI Dttt {4yt ]

1
R (,+h) — R (2)
h

@®
—
& }

Daher wird

<

(zo +h)"'+”-—zom+" ’
h

O - ‘
1

<2‘|“M+k|(m+k) (| 2| +| B mtE+1)

=P (% +[h])
<3

Nun ist also fiir alle h, fiir welche |#,|+ |k | dem Kreise angehort, fir
den wir die Hilfsnummer s einfiihrten,
[ Bla,+h)—B(z)  BuloTH =B, (=) P
z n 7 <%
1) Ich bemerke aber vorab, daf der Leser diesen etwas miihsamen Beweis auch

iibergehen kann, da sich die Differenzierbarkeit der Potenzreihen spiter auf anderem
Wege ganz miihelos ergeben wird.

2) Man beweist nimlich leicht, daB
l@+v)"—a"| <[b]n(lal+ 10 D",

denn es ist (:)gn(;'::i), wenn n>1, x > 1.
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Weiter aber gibt es eine Funktion 6(6), so daB fiir ]h] < 0(e)

n (2 +h)— ‘eo) m (#+B)—
h S’B ( o) h - S’B] m(zo)

wird. Dann haben wir nun im ganzen fiir |2| < 0(¢) das Ergebnis, daB
o+ h)— (]
'531 (%) — Bl ;), Blts) <

<_

wird. Denn es wird ja

) —B (2, | o+ —B@,) Pnleth)—B, ()
‘.B(z+’2 “B(z>_$l<go)j§’ﬂ3(z +’3 Blz) _ -

m0+h_m0
+‘J3(Z ’25(3(1)

- s’Bl,m(‘e”(l)
+ B0 — Bl <5+ 35+ 5=
Daher haben wir lim w %, (2.

h>0

Also ist B (2) differenzierbar und P, (2) = P’ (¢) ist sein Differentialquotient.

Alle durch Potenzreihen dargestellten Funktionen sind also analytisch.
Dies Beispiel analytischer Funktionen ist darum von so besonderer Wich-
tigkeit, weil wir bald sehen werden, dal man jede analytische Funktion in
eine Potenzreihe entwickeln kann. Damit wird dann auch gezeigt sein,
daB eine analytische Funktion beliebig oft differenziert werden kann, daB
sie Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Denn die durch die erste Differen-
tiation erhaltene Potenzreihe kann man ja ein zweites, ein drittes Mal usw.
differenzieren. Ist a irgendeine Stelle aus einem Bereich B, in welechem
f(2) analytisch ist, so kann man um 2= a als Mittelpunkt einen dem
Bereich angehdrigen Kreis schlagen: In diesem ist, wie wir spiter zeigen
werden, f(2) in Form einer Potenzreihe $P(z—a) darstellbar. Daf aber
diese Entwicklung hochstens auf eine Weise geleistet werden kann, laBt
sich jetzt schon einsehen. Wir konnen ndmlich die Koeffizienten von
X a,z durch die Summe f(7) darstellen. Zunichst ist ja sicher f(0) = a,.

Weiter aber wird f(2) __:2 na, "
also a,=f"'(0). Ebenso wird
(2 =2 n(n—1)a, 2
Allgenmein findet man a,= f(zfo)- Alle Potengreihen sind

also Taylorsche Reihen.

Durch denselben Gedankengang kann man wie im Reellen den binomischen
Lehrsatz fir ganze positive Exponenten beweisen. Denn man sieht ohne
weiteres, wenn man in Gedanken ausmultipliziert, dad sich (a + 2)" in der

also ay= r (O).
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Form a*+ a,2 4 ay2?+ - .- + a,2* muB schreiben lassen. Differenziert man
hier ein oder mehrere Male nach z und setzt dann 2z =0, so findet man
g=mna"— .. q,= (Z) a?—#*..., So hat man den binomischen Satz fiir reelle
Exponenten ins Komplexe iibertragen.

Aufgabe: Man beweise mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen, daB eine in einem Bereich differenzierbare nicht durchweg
konstante Funktion nicht lediglich reelle Werte annehmen kann,

*1)Anhang: Wir kehren nochmals zu den Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen zuriick. Wir haben oben festgestellt, daBl Real- und Imagi-
nirteil einer analytischen Funktion diesen Gleichungen geniigen miissen. Nun
legen wir uns noch die Frage vor, ob das die einzigen Bedingungen sind,
welchen ein Funktionenpaar geniigen mu8, welches als Realteil und als
Imagindrteil einer analytischen Funktion soll aufgefaBt werden kinnen. In
dieser Allgemeinheit ist die Frage bisher noch nicht entschieden. Wohl
aber ist sie mit Ja zu beantworten, wenn man von vornherein noch voraus-
setzt, daB die vier partiellen Ableitungen stetig sind.?} Dann wird nimlich
fet h,z—f(z)=“(x+h" y—*,;h’>—u(x' y)+iv(x+h" y_*;bh’)_v(x' ) (h=h,+ihy).
Wenden wir hier den Mittelwertsatz auf » und auf v an, so wird dies

_ w (x4 Th,, y-+9h,) by tu, (@+ by, Y-+ Thy) by
- h
+4 O, @+ T Ry, y+3'hy) by +”y(x+’a'hu y+9'h) hz.
h
Beachten wir nun die Stetigkeit der Ableitungen und bezeichnen mit s (k)
und &, (A) zwei Funktionen, die mit & gegen Null streben, so konnen wir.
dies so schreiben

_ uz(x,y)hl-’lb—uy(x,y)h, Iy vm(w,y)h‘—’}b-vy(x,y)h, e (h)%-i— al(h)—%’-

Beachten wir nun die Cauchy-Riemannschen Diﬁ'erentia.lgleichungen, so wird

dies =l g Mty s )

= Uy + 10 + .s(h)#—i—adk)—i-

Nun ist also nur noch zu zeigen, daB s(h)llhl und & (h)% fir h —> 0 den
Grenzwert Null besitzen. Dazu iiberzeugen wir uns nur noch davon, daB

1) Mit einem * beceichnete Abschnitte kann der Leser bei einer ersten Lektiire

iibergehen.
2) Da8 fiir Real- und Imaginirteil analytischer Funktionen diese Voraussetzungen

erfiillt sind, werden wir bald sehen.
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Dies ist selbstverstiindlich wenn h, =0 oder

hls

wenn ;:’gl Es
w1rd.]a h_ ’1-}-@»- V1+( )g
und M=lit =Vt (B 21y

§ 5. Konforme Abbildung.

Hier wollen wir einen ersten Einblick in die durch analytische Funk-
tionen vermittelten Abbildungen gewinnen, Sei w= f(2) die Funktion.
LiBt man dann z in seiner Ebene irgendeine Punktmenge durchlaufen
und markiert jedesmal in der w-Ebene die entsprechenden von der Funktion
angenommenen Werte, so erbilt man auch da eine Punktmenge, die wir
das Bild der Punktmenge in der 2-Ebene nennen. Wir sagen, sie gehe aus
dieser durch Abbildung vermége der Abbildungsfunktion w = f(#) hervor.
Ieh betrachte nun insbesondere zwei Kurven €, und €,, welche sich in
einem Punkte #, schneiden. 2= 2,(f) und 2 =4 (¢) mit 0 <{<1 seien
ihre Parameterdarstellungen?®) ¢= 0 etwa moge in beiden Fillen den
Punkt 2=z, liefern, Beide Funktionen sollen stetig sein und fiir t=10
von Null verschiedene Ableitungen besitzen. Es ist leicht, die Winkel
selbst zu bestimmen, welche die Kurven gegen die z-Achse bilden. Zu
diesem Zwecke orientieren wir beide Kurven, indem wir ihnen einen
Durchlaufungssinn in Richtung wachsender Parameter geben. Legen wir
dann durch den Punkt 2, vom Parameter {= 0 und einen Punkt z,+ Az
vom Parameter {= Af{>0 eine Sehne und geben ihr als Richtung dxe

von 2, nach 2, + Az, so wird ihr Winkel gegen die z-Achse arg Az = arg A t
denn arg At =0, weil A{>0 ist. Also werden die Winkel der in die

Kurvenrichtung weisenden Tangente arg 2;(0) und arg z;(0). Also wird

der (€3 C,) = arg s, —arg ¢ = arg 2 Die Gleichungen der Bildkurven

€,, €, in der w-Ebene werden w, = f (2 (t)) und w,, f (25(2)). Also wird ihr

0
X ((S €)= arg } EO; = arg zs, ,(0) — arg = zl 1(0) = arg Zg EO;-

1) Auch geometrisch leuchtet dies sofort ein, weil die Zahlen —}?— und 7?— auf den
Tangenten an den Einheitskreis in den Punkten 1 und ¢ liegen. ™ *

9) In dieser Form fassen wir also die beiden Gleichungen z =, (¢), y=1y, (f) zo-
sammen: z=x-+iy =2, (f)+iy, (t)=2 (t). 2 (¢) bedeutet eben eine Funktion des
reellen Argumentes ¢, die auch komplexe Werte annehmen kann,
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Dazu ist aber vorauszusetzen, daB f'(z,) == 0 ist, denn sonst wire w; (0)=0
und w;(0) =0, und dann wiren die Argumente wieder unbestimmt. Also
haben wir das Ergebnis, daf3 die Bildkurven denselben Winkel einschlicfen
wie die urspriinglichen Kurven, und zwar denselbers Winkel nicht nur der
Grifde nach, sondern auch dem Drehsinn nach. Wenn man also €, um o
in positivem Sinne zu drehen hat, um sie in §, {iberzufiihren, so hat man
auch die Bildkurve €] um ® in positivem Sinne zu drehen, um sie in &
tiberzufiihren. Wir haben so den Satz:

Die durch analytische Tunktionen vermitlelten Abbildungen sind winkeltren
an ‘allen Stellen, wo ihre Ableitung wicht verschwindet.")

Wir betrachten weiter die Bogenlingen s von € und S von €'. Dann wird
I8 _ 05 4 VRl \dul s de
ds — dt Tdt yrpapyr |dt]Tdt |dz

Demnach hiingt also der Differentialquotient Z—f nicht von der besonderen
durch 2, gelegten Kurve ab. Er hat fiir §, und €, denselben Wert ‘%(

Er héngt nur von der Lage des Punktes #, ab. Es werden also gewisser-
maBen alle Bogenlingen im Punkte 2, im gleichen Verhiltnis verkiirzt. Das
meinen wir, wenn Wir sagen:

Die durch analytische Funktionen vermiltelien Abbildungen sind streckentreu.

Winkeltreue und Streckentreue faft man in die Aussage zusammen, daf
unsere Abbildungen konform, das heift in den kleinsten Teilen dhnlich sind.
Denn sie haben mit den Ahnlichkeitstransformationen die Winkeltrene und
die Streckentreue gemeinsam, nur da8 bei den Ahnlichkeitstransformationen
das Streckungsverhiltnis vom Ort unabhingig ist, wihrend es hier mit
der Lage des Punktes variiert und also nur in einem hinreichend kleinen
Flichenstiick anndhernd als konstant angesehen werden kann.

*) Wir behandeln nun die wmgekehrte Frage, inwieweit die winkeltreuen
Abbildungen und inwieweit die streckentrenen Abbildungen auch umgekehrt
alle durch analytische Funktionen vermittelt werden. Xs leuchtet zuniichst
ein, daB bei der Streckentreue die Frage zu verneinen ist. Denn auch die
durch w =7 vermittelte Abbildung ist streckentreu. Das ist nimlich der
Ubergang von einer Figur zu ihrem Spiegelbild an der reellen Achse
(Fig. 15). Dabei bleiben alle Lingen erhalten, der Drehsinn der Winkel
wird aber umgekehrt. Wir werden aber beweisen konnen, daB eine jede

1) DaB an Stellen verschwindender Ableitung die Winkeltreue authort, lehrt schon
das Beispiel w=2? bei #=0. Denn da ist argw=2argz Genaueres iber solche

Vorkommnisse bleibt spiterer Darlegung vorbehalten.
*) Die Ausfiihrungen von hier an bis zum SchluB des Poragraphen kann der Leser

bei der ersten Lektiire iibergehen.
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streckentreue Abbildung entweder winkeltreu ist oder doch wenigstens
die Grife der Winkel erhilt, sie also lediglich umlegt. Eine streckentreue
Abbildung also, welche auch den Drehsinn unverindert

wollen wir nun wieder annehmen, daB die partiellen Ab-

leitungen der die Abbildung vermittelnden Funktionen
u=u (r,y) und v = v (&, y) stetig sind. Sonst verlassen
wir den Rahmen der gesicherten Ergebnisse. Unter dieser
Annshme wollen wir zuniichst zeigen, daB die Funktionen
% und v den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
geniigen, wenn sie eine winkeltrene Abbildung vermitteln. Denn dann
sind sie nach dem Anhang zum vorigen Paragraphen Real- und Imagindr-
teil einer analytischen Funktion. Des weiteren haben wir dann eine ent-
sprechende Untersuchung bei den streckentreuen Abbildungen anzustellen.

Wir behandeln also zunichst die winkeltreuen Abbildungen. Seien
also yvieder cllund ¢, zwei Kurven, ¢; und ¢, ihre Bilder. Dann soll also

14Bt, ist winkeltreu.
Ahnlich wie im Anhang des vorigen Paragraphen

Fig. 15.

arg -} =arg % sein. Filhren wir Real- und Imaginirteil ein, so wird dies
1 ’ .y ’ ’ ; ’ ’
I T e e A i y¥5)

ar 7 7 a 7 7 . 7 7
gml + g2 Uz Ty + uy Y, +1 ("zw1 + ”yyx)

Daher miissen die beiden unter dem Argument stehenden Awusdriicke bis
auf einen reellen positiven Faktor 1 einander gleich sein. So finden wir
) uzx;-{- uyyz’—{-z' (/vxxz’ -+ vy'y;) _ xé +z'y;

upm Y T (%8 0Y) ety
Dieser Ansatz setzt voraus, daB weder 2, moch #; und daB weder w; noch
w, verschwinden. Sonst wird ja das Argument unbestimmt. Die Voraus-
setzung, daB die Ableitungen w; oder w, nicht verschwinden, bedeutet,
daB die Funktionaldeterminante

i

U, uy

v, 'Uy

im Schnittpunkt beider Kurven von Null verschieden ist. Denn es ist ja z. B,
Wy = @y + uyy, + < (va] + 0p9;)-
Soll das verschwinden, so miissen
42y + Uyyy =0
und vz, 4 v,y; =0

sein. Das sind zwei lineare Gleichungen zwischen z; und y;, also zwischen zwei
Zahlen, die nicht beide verschwinden. Also muB die Funktionaldeter-
minante verschwinden, wie angegeben.
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Ist aber diese Determinante nicht Null, so ist unser Vorgehen
in Ordnung. Man setze nun in der Gleichung (1)

z,=1 y;,=0
z,=0 y =1
Dabei mage 1, das ja noch von z;, ,, y;, ¥, abhéingen konnte, den Wert u
erhalten. Dann wird u g+,
, + ivy =7
Daraus folgt: U, = uo,
Uy = — V.
Trigt man dies in die Gleichung (1) ein, so wird sie
l»"xé + ‘i?/;__: 2 £;‘+ ".?/2,.
pa+iy Tal+iy]

’ , 4 nt .
,“x2,+ zyz ‘xl + 'Y,

Also muB T T
pa oy x + 1Y,

positiv reell sein. Multipliziert man aus, so sieht man, daB
pez, —yy +i(2]y, + priy))
W = 9,0, F e+ 5,)
positiv reell sein muf. Das verlangt aber, daB
2(Y; + uzyy, = payy; + 2300
ist. Daher ist (1 — w) (&Y, — x39,) = 0.
Deshalb muB p =1 sein. Denn u ist von den ;, z;, y;, y, unabhiingig

und die zweite Klammer verschwindet nicht fir alle z;, ;, ¥;, ¥
Also gelten die Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen

Uy = Uy, V= — U
stets dann, wenn die Funktionen w=u (2, y) und v=v (2, y) eine
nicht verschwindende Funktionaldeterminante besitzen und eine winkel-
treue Abbildung vermitteln. Setzt man nun weiter die partiellen Ab-
leitungen als stetig voraus, so ergeben die Betrachtungen am SchluB des
vorigen Paragraphen, da « und v Real- und Imaginiirteil einer analytischen
Funktion w = w 4 v = f(2) sein miissen, Da weiter die Cauchy-Riemann-
schen Differentialgleichungen zeigen, dal die Funktionaldeterminante
Up¥y — U, ¥z = Uy + v = ul + v2 wird, dieser Wert aber nach S. 35 mit dem
Werte | f/(2)|* iibereinstimmt, so haben wir folgendes SchluBresultat: Fine
Jede, winkeltreue Abbildung wird durch eine analytische Funktion nicht ver-
schwindender Ableitung vermittelt, wofern man nur voraussetzt, daf die par-
tiellen  Ableitungen der Abbildungsfunktionen stetig sind und eme nichi-
verschwindende Determinante besitzen.

Bieberbaoh, Funktionentheorie T 4
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Wir kommen nun zu den streckentreuen Abbildungen und wollen zeigen,
daB sie abgesehen von einer Umlegung der Winkel winkeltreu sind.
Wieder soll die Funktlonaldeterminante von Null verschieden sein. Wir

setzen jetzt voraus, daB § pur von der Stelle #,, nicht von der besonderen
Kurve abhiingt, deren Bogenlange wir betrachten. Nun wird aber

as83  fdu\? dv\? xzd dy\?
Zs =(¢7§) +(a—s—) =(uf+v )( ) + 2 (uzuy+0,0,) dsdf—{—(u v})(d—;’).
Das soll nun von 3—: und E unabhiingig sein, wihrend noch die Relation
(%)2+ (Zg) = 1 besteht. Nehme ich insbesondere g%= 1 und Z—g=0, 80
kommt 42 + vZ heraus. Wihle ich aber Z—f = ( und g—g = 1, so erhalte ich
us + v2. Beide miissen einander gleich sein. Also finde ich
(2) ul + vl =ul 4.
Daher wird nun der ganze‘Ausdruck
dxd
u + 0! +2 (uzu, + v,0,) %d—s"{-

dxd I .
Soll er also von «T:EE% unabhingig sein, so muB noch

(3) Uty + V0, =0
sein. Multipliziere ich nun (2) mit »; und entnehme aus (8) u?u; = vl v}
und trage dies in (2) ein, so habe ich v} (u; + v?) = uy (u! 4 v]). Da aber
wegen des Nichtverschwindens der Funktionaldeterminante % -+ v nicht
verschwinden kann, so liefert dies v7 =u]. Also ist entweder u, = —v,
oder u, = v,. Trage ich das eine oder das andere in die @leichung
Uty + 0,0, =0

ein, so finde ich, daf entweder

Uy == Vy, Uy =— 0,
oder daf Uy == — Dy, Uy = V;
sein muB. Das erste sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen;
dann ist also die Abbildung winkeltreu. Das zweite dagegen bedeutet Un

legung der Winkel. Den Winkel der Bildkurven hatten wir ja allgemein
auf S.42 angegeben. Tragen wir hier diese Relationen ein, so finden wir

% -1y, .. ® + iy,
arg -2——2 und dies 1st———arg 2 2,
z —1y, +1,y1

Aber auch diese nur streckentreuen Abbildungen kann man mit analytischen
Funktionen in Zusammenhang bringen. Denn wegen der Stetigkeit der
Ableitungen, die wir also erst an dieser Stelle benutzen, ist in einem
ganzen Bereich, in welchem voraussetzungsgemi8 die Funktionaldeterminante
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nicht verschwindet, entweder durchweg das erste Cauchy-Riemannsche
Gleichungspaar erfiillt oder durchweg das zweite.!) Da aber auch w =z
eine Umlegung der Winkel liefert, so kann ich eine jede Abbildung mit
Umlegung der Winkel dadurch erhalten, daB ich erst -die Spiegelung w = 2
ausfithre und dann die gespiegelte Figur winkeltreu abbilde. Eine jede
streckentreue Abbildung wird also entweder durch eine analytische Funktion
von z: w= f(2) oder durch eine analytische Funktion von Z: w = f(2)
geliefert.

Bemerkung: Wenn wir uns noch einmal vergegenwiirtigen, an welcher
Stelle wir von der Stetigkeit der Ableitungen Gebrauch machten, so ge-
schah das nicht bei der Ableitung der Differentialgleichungen, sondern erst
als wir von Real- und Imaginfirteil zu der analytischen Funktion iber-
gehen wollten. Die im Anhang des vorigen Paragraphen und die hier als
unerledigt bezeichneten Aufgaben sind also identisch.

Vierter Abschnitt.
Studium einiger spezieller Funktionen.

§ 1. Ganze lineare Funktionen.

Ganze lineare Funktionen werden durch einen Ausdruck der Form
w=az+b dargestelll. Dabei bedeuten ¢ und b von ¢ unabhingige
Zahlen. Als spezielle Fille sind darunter die folgenden drei Typen ent-
halten: w = Rz mit positiv reellem R, ferner w = «# mit | « | =1, endlich
w =205 Die erste fiihrt jeden Punkt in einen anderen vom gleichen
Argument in der R-fachen Entfernung vom Nullpunkt iiber. Deuten wir
also w und z in derselben Ebene oder, anders ausgedriickt, legen wir die
w-Ebene so auf die ¢-Ebene, daB Punkte mit gleichen w und 2 auf-
einander zu liegen kommen, so fihrt diese Abbildung jede Figur in eine
dhnliche zu ihr dhnlich gelegene iiber. Die Winkeltreue dieser Abbildung,
die man auch Streckung nennt, springt in die Augen.

Die zweite Abbildung bewirkt eine Drehung der z-Ebene um den
Winkel arg « im positiven Drehsinn. Sie filhrt also jede Figur in eine
kongruente fiber. Hier ist ja |w|=|z| und arg w = arg z + arg .

Die letzte Abbildung endlich bedeutet eine Parallelverschicbung der
Figuren der #-Ebene in Richtung des Vektors b um seinen Betrag. Denn
man erhdlt ja die Werte w, indem man zu den z-Werten die Zahl b
addiert.

1) Denn ein Wechsel beider Gleichungspaare kann nur da eintreten, wo alle Ab-
leitungen verschwinden,
4.
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Die allgemeine Abbildung w = az 4 b kann auf diese drei Typen zu-
riickgefihrt werden. Betrachten wir zunichst w = Res mit R >0 und
«|=1, so ist dies offenbar eine Kombination der Drehung und der
Streckung. Also werden alle Figuren in R-mal so groBe iibergefiihrt,
welche auBerdem gegen die Ausgangslage um den Winkel arg « gedreht
erscheinen. Der Punkt 2z =0 ist dabei Drehpunkt und Ahnlichkeitszentrum,
Die Abbildung heiBt auch Drehstreckung.

Zu den hier betrachteten, durch ganze lineare Funktionen vermittelten
Abbildungen gehoren auch die Drehstreckungen, deren Zentrum nicht z = 0,
sondern ein anderer Punkt 4 der z-Ebene ist. Denn eine solche driickt
sich in der Form w— 4 =a (2 — A) aus, wird also gleichfalls durch eine
ganze lineare Funktion vermittelt. Auf diese Gestalt kann man nun aber
jede beliebige ganze lineare Funktion w = az + b bringen, falls a <=1 ist.
Denn man muB nur 4 so wihlen, da 4 —ad =) wird. Man muB also
A= T—bfﬁ setzen. Demnach ist fitr a ==1 die durch w =az+b ver-
mittelte winkeltreue Abbildung eine  Drehstreckung, welche den Punki
2= T—E-E festlapt. a =1 lefert eine Parallelverschicbung.

Es wird eine niitziche Ubung fiir den Leser sein, die hier gefundenen
Ergebnisse mit den Resultaten zu vergleichen, welche ihm von der
Koordinatentransformation in der analytischen Geometrie her geliufig sind.
Bei Trennung von Real- und Imaginérteil wird man volle Ubereinstimmung
feststellen. Man hat so hier noch eine bequeme Herleitung jemer ge-
linfigen Formeln gewonnen. In der Tat stecken ja in unserer geometri-
schen Deutung der komplexen Zahlen alle Grundvoraussetzungen der
analytischen Geometrie der Ebene.

Schon im n#ichsten Paragraphen werden wir sehen, daB durch (gebrochene)
lineare Funktionen nicht allein die Bewegungen und Streckungen zum Aus-
druck kommen, sondern daB auch gewisse Abbildungen und Trans-
formationen, die man in der Geometrie erst bei den quadratischen Ver-
wandtschaften betrachtet, sich nach Einftihrang komplexer Zahlen durch
lineare Funktionen ausdriicken lassen.

1
§2. w=5

w=% ist die einfachste gebrochene linesre Funktion. Die durch sie

vermittelte Abbildung fibersieht man am besten, wenn man Polar-
koordinaten einfithrt. Sei also

w = o (cos &+ isin &) und s =r (cos p + @ sin P).

Dann wird 9=—:;m‘>=-q9
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der Ausdruck der Abbildung. Man kann diese Abbildung in zwei Schritten
ausfithren. Der erste m6ge den Betrag ungeiindert lassen und zu & = — @
fihren. Das ist also die Abbildung w, =2z Der zweite mioge umgekehrt
das Argument ungeindert lassen und zum reziproken Betrag fiihren. Das

ist also die Abbildung w = % - Die erste ist weiter nichts als die uns

schon (S. 41/42) bekannte Spiege]lung an der reellen Achse, die zweite nennt
man Spiegelung am Einheitskreis oder Transformation durch reziproke Radien
oder auch Inversion. Ihr analytischer Ausdruck in Polarkoordinaten ist ja

o= ;—; & =g. Weil die Ausfiihrung beider nacheinander eine winkeltreue

Abbildung liefert und weil die Spiegelung & = — ¢ die Winkel umlegt, gibt
auch die Transformation durch reziproke Radien eine Umlegung der
Winkel. Wie man durch geometrische Konstruktion zu jedem Punkt P
oder P’ den reziproken P’ oder P finden kann, veranschaulicht die Fig. 4
auf 5 11. Da Dreieck OZ2' bei T rechtwinklig ist, so wird ja nach dem.
Kathetensatz 1 = 0z. 02'.

Die Inversion 148t die Punkte der Peripherie des Einheitskreises einzeln
fest und vertauscht das Innere des Linheitskreises mit seinem AuBeren.
Es ist leicht festzustellen, in welcher Weise ein von zwei Kreishogen » = 7,
und ¢ =7, und zwei Geraden @ = @, und ¢ = ¢, begrenztes Kreishogen-

2
von & = @, und 9 = ¢, {ibergeht. Daraus entnimmt man allgemein, daf

. . . . 1 1 .
viereck in das Kreishogenviereck, begrenzt von ¢ = ;. und ¢ = - sowie
1

die Inversion und damit auch die Abbildung w = : Jjedes Gebiet wieder in

ein Gebiet iiberfthrt. Wir nennen diese Eigenschaft der Abbildung Ge-
bietstreuc. Wir werden diese Eigenschaft spiter ganz allgemein bei allen
analytischen Funktionen nachweisen.

DaB bei der Inversion die Winkel, abgesehen vom Drehsinn, ungeiindert
bleiben, kann man auch leicht direkt einsehen. Man hat nur zu bemerken,
daB ein jeder Kreis, welcher zwei inverse Punkte verbindet, durch die In-
Version in sich iibergefihrt wird. Denn er besteht aus lauter Paaren in-
Verser Punkte. Diejenigen Punkte desselben nimlich, welche auf demselben
Durchmesser des Hinheitskreises liegen, sind nach dem Sekantensatz zu-
¢inander invers (OP. 0P'= 0Q - 0Q'= 1). Legt man namentlich von O
s die Tangenten an den Kreis, so muB auch das Quadrat ihrer Linge
gleich Eins sein. Daraus ergibt sich sofort, daB jeder Kreis, welcher zwei
'nverse Punkte verbindet, den Einheitskreis senkrecht durchsetzt (Fig. 16).

Umgekehrt sind natiirlich auch die beiden Punkte, in welchen ein
Durchmesser von K einen zu K orthogonalen Kreis schneidet, in bezug
auf K invers. Das folgt sofort aus dem Sekantentangentensatz.
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Um nun die Winkeltreue der Inversion zu erkennen, betrachte ich
zwei Kreise durch die beiden inversen Punkte, Sie gehen durch die In-
version einzeln in sich iiber, und man erkennt leicht, daB die in der

P'

Fig. 16, Fig. 17.

Fig. 17 angegebenen beiden Winkel einander entsprechen. Sie sind aber,
abgesehen vom Drehsinn, einander gleich.

Wir wollen hiermit unsere Betrachtungen iiber die Inversion ab-
schliefen und wuns der Funktion w = —1; zuwenden. Fir die Winkeltreue
threr Abbildung enthalten ja nun die voraufgegangenen Zeilen einen
direkten Beweis.

Die Abbildung w =% vertauscht gleichfalls Inneres und AwuBeres des
Einheitskreises, 148t aber seine Punkte nicht einzeln fest Vielmehr sind
die einzigen festen Punkte auf dem Einheitskreis, wie tiberhaupt in der
ganzen Ebene, die Punkte 2= 4 1. Denn tatsichlich sind dies die ein-
zigen komplexen Zahlen, welche mit ihren reziproken identisch sind.
Denn fiir jede solche Zahl mub 2= 1 sein.

Die Abbildung w=% fihrt das Innere des Kreises | 2| = ¢ in das
KuBere des Kreises |w | =l'5 iiber, und umgekehrt geht durch ihre Ver-
mittlung das AuBere des Kreises | z | =% in dag Innere des erst-
genannten | w | = & iber. Im iibrigen ist die Abbildung umkehrbar ein-

deutig. Damit ist gemeint, daB jeder Punkt # einen einzigen Bildpunkt
w =—i— hat, und daB jeder Punkt « einen einzigen Originalpunkt % besitzt.

Eine Ausnahme macht nur der Punkt z = 0 bzw. w= 0. Er besitzt weder
ein Bild noch ein Original. Das ist ein Schénheitsfehler, dem wir abhelfen
wollen.

Das geschieht durch Einfihrung eines uneigentlichen Punktes. Man
pennt ihn auch den wunendlichfernen Punkt der Ebere und bezeichnet ihn
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mit oco. Wir haben es nun véllig in der Hand, festzusétzen, welcher
Punkt Originalpunkt von % =0 und welcher Bildpunkt von z = oo sein soll,
ja, es steht nichts im Wege, zu diesem Zweck noch weitere uneigentliche Punkte
einzufithren. Wollen wir dies aber vermeiden und wollen wir dazu er-

reichen, daB die Abbildung w ———% in der durch Hinzunahme von oo er-

weiterten Kbene umkehrbar eindeutig ist, so bleibt nur iibrig, festzusetzen,
daB oo Bildpunkt und Originalpunkt von #=0 zugleich sein soll. Setzen wir

. . 1. . .
aber dies fest, so ist in der Tat w= ~ eine in der ganzen (erweiterten)

Ebene umkehrbar eindeutige Abbildung.

Wir setzen weiter fest, daB wir unter einer Umgebung des Punktes oo das
durch w = —15 vermittelte Bild einer Umgebung von O verstehen wollen. Wir ver-
abreden weiter, zu sagen, eine Zahlenfolge besitze den H diufungspunkt oo, oder oo
sei der Grenzwert einer Zahlenfolge, wenn 0 Hiufungspunkt oder Grenzwert
der Folge der reziproken Zahlen ist. Eine Funktion f (2) nennen wir bei oo stetig
oder amalytisch, wenn dic Funktion f (%) bei w= 0 stetig oder analytisch ist.
Zwei Kurven schlieBen bei 2z = oo den Winkel « ein, wenn ihre durch
w =-:— erhaltenen Bilder sich bei w =0 unter dem Winkel ¢ schneiden.

Wir sagen weiter, eine Funktion f(2) werde an einer Stelle z = a unendlich,
oder sie habe dort einen Pol, wenn dic reziproke Funktion 7%;) fir z —a

den Grenzwert Null hat)

Der Nutzen, den die Einfiihrung dieses uneigentlichen Punktes fiir die
ganze KEunktionentheorie bringt, kann nicht hoch genug veranschlagt
werden.

Die hier gegebene rein begriffliche Einfihrung des unendlichfernen
Punktes kann durch stereographische Projektion geometrisch veranschaulicht
werden. Wir fithren zu diesem Zweck noch ein rechtwinkliges Koordinaten-
system in einem z, y, { Raum ein. Wir denken uns eine Kugel vom
Radius 1, welche die komplexe Ebene im Kreis | 2 | = 1 schneidet. Den
Punkt (0, 0, 1) nennen wir Nordpol der Kugel und machen ihn zum
Zentram einer Zentralprojektion, durch die wir die komplexe Ebene auf
die Kugel abbilden. In der Tat. trifft ja jede Gerade durch den Nordpol
und einen (endlichen) Punkt der Ebene die Kugel auBer im Nordpol noch

1) Damit ist es offenbar gleichbedeutend, zu sagen: f (2) wird fir z —> @ un-
endlich, wenn 1 fir #z —> a gegen Null steht. Liegt es doch auch ganz
im Sinne unserer lz*}rklirungen, daB z —-»> oo gleichbedeutend ist mit |z | —-> oo.
—-> 0 strebt

Man wird weiter sagen, f () werde fiir z —> 00 selbst co, wenn
fir ; —> 0. 3
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in einem bestimmten Punkt, und das soll der Bildpunkt sein. DaB die so
erklirte Abbildung eine umkehrbar eindeutige Abbildung der eigentlichen
Punkte der Ebene auf die vom Nordpol verschiedenen Kugelpunkte her-
stellt, leuchtet ein. KEs liegt daher nahe, den Nordpol selbst als Bild des
uneigentlichen Punktes aufzufassen, so daB dann die ganze Ebene umkehr-
bar eindeutig auf die volle Kugel abgebildet erscheint.

Wir werden diese sogenannte stereographische Projektion in einem An-
hang dieses Paragraphen noch etwas nidher studieren. Sie besitzt sehr

schone Eigenschaften. Vorab jedoch wollen wir die Funktion w =% nun

weiter betrachten.

Wir wollen zunichst feststellen, daB diese Abbildung eine Kyeis-
verwandischaft ist, d. h. daB sie das System der Geraden und Kreise der
z-Ebene in das System der Geraden und Kreise der w-Ebene tberfiihrt,
Man sieht néimlich leicht, daB man die Gleichung eines jeden Kreises und
einer jeden Geraden auf die Form

azz+bz+bz+c=0 (@, ¢ reell)
bringen kann. Iine Gerade liegt dabei dann vor, wenn a verschwindet. In recht-
winkligen Koordinaten z und y ist nimlich a (2* + 9%)+ 2b,x + 2b,y +c=0
die allgemeine Gleichungsform von Geraden und Kreisen, Geraden kommen

fir @ =0 heraus. Trigt man 2?+ y®= 27, 2 = 217 ond y="= 4

Z .
2 2i O
— z2— 1z
so hat man azz+b1(z+§)+b2( 7 )+c=0
oder azz+ 2(b—iby) 4+ 2(b, + ib) +¢=0,

und setzt man &, — ¢b, =), so wird dies

a2z +bs+ bz + ¢ = 0.

Tragen wir nun hier z=% ein, so finden wir als Gleichung der Bild-
kurven a + b + bw + cww = 0. Das sind aber wieder Geraden und Kreise.
Geraden liegen vor, wemnn ¢ = 0 ist, d. h. wenn der betr, Kreis der
2-Ebene durch 2 =0 hindurchgeht. Also liefern Geraden und Kreise
durch 2 =0 stets Geraden der w-Ebene. Beliebige Geraden der z-Ebene,
die 7 =0 nicht treffen, liefern Kreise durch w =0. Alle Kreise indessen,
die 7 =0 fernbleiben, gehen in Kreise der w-Ebene iiber. Diese Verhilt-
nisse lassen es gerechtfertigt erscheinen, die Geraden als Kreise durch co
aufzufassen.

Zwei Kreise, welche sich im Nullpunkt beriihren, gehen durch die Ab-
bildung w=% in zwei Geraden {iber, die sich im Endlichen nicht treffen,

die also parallel sind. Umgekehrt werden parallele Geraden in Kreise
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iibergefithrt, die sich nur im Nullpunkt treffen, sich also da beriihren.
Daraus ergibt sich namentlich, daB der sichelformige Bereich der Fig. 18a
durch die Abbildung w = :— in den Streifen der Fig. 18b iibergefihrt wird.

Auf die Bedeutung der Inversion fiir die Peauceliersche Geradfithrung
und fiir die sogenannten Mascheronischen Konstruktionen — das sind

Konstruktionen mit dem Zirkel allein —, sowie iiberhaupt
auf die Bedeutung der Inversion als geometrisches Uber- °

tragungsprinzip kann hier
nur hingewiesen werden.
Die nihere Durchfithrung
gehdrt in die Geometrie.

y

Anhang: Niheres iiber
stereographische  Projektiorn.
In der komplexen Ebene
seien zwel inverse Punkte
gegeben. Wir wollen die

gegenseitige Lage ihrer Bild-
punkte auf der Kugel fest-
stellen. Dies kann man
bequem aus Fig. 19 ablesen.

Fig. 18a,

Fig. 18b

Sie stellt einen Schnitt dar, den wir uns durch die §-Achse und die
Projektionsstrahlen nach den beiden inversen Punkten P und P, gelegt
denken. Die Winkel a,, ay(= <2 OSP') und «, sind einander gleich. Denn
Dreieck SNP' ist bei P' rechtwinklig, und daher erginzen «; und o,

denselben Winkel zu ; Ferner sind
OP, N und ONP ihnliche Dreiecke.

Denn es ist ja 1=0P . 0P, oder
1 or

0P =1 Daher ist nun anch &, = ;.
Da aber ersichtlich auch <z OSP,
= < ONP, ist, so ist auch < OSP,
= 97 OSP'. Daher liegen also die
Punkte S, P, und P’ auf einer geraden
Linie, die mit der Geraden NP, P,
gleichgeneigt ist. Daher liegen die
Bilder inverser Pumkte auf einer

our &- Achse paralldlen Kugelsehne.

Fig. 19.

Ebenso kann man sich die gegenseitige Lage der Bildpunkte zweier,
in der komplexen Ebene reziproken Punkte veranschaulichen. Man hat ja
nur eine Spiegelung an der reellen Achse hinzuzunehmen. Der entspricht
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aber eine Spiegelung an der (z, {)-Ebene. Um also aus einem Kugel-
punkt P das Bild des reziproken zu erhalten, hat man nur von P ein
Lot auf die reelle Achse zu fillen und bis zum Schnitt mit der Kugel zu
verlingern.

Es ist noch von Interesse, die Originalpunkte diametral gegeniiber-
liegender Kugelpunkte P und @ aufzusuchen. Das sind Punkte von rezi-
prokem, sbsolutem Betrag und von Argumenten, die sich um =z unter-

scheiden. Demnach gehen sie durch die Abbildung w= ———El— auseinander

hervor. Die ndhere Durchfiihrung sei dem Leser als Aufgabe gestellt.
Die stereographische Projektion ist eine winkelireue Abbildung. Die Bilder
zweier ebenen Kurven schlieBen also den gleichen Winkel ein wie diese
selbst. Um das einzusehen, milssen wir nur beachten, daB die projizierende
Ebene einer Kurventangente die Tangente der Bildkurve aus der Tangential-
ebene der Kugel ausschneidet.
Hat man also zwei Kurven durch
%y, 80 legen wir durch ihre beiden
Tangenten in 2, die projizieren-
den Ebenen und bringen diese
mit der Tangentialebene an die
Kugel im Bilde von #, zum
Schnitt. Um zu erkennen, daB
die beiden so erhaltenen Geraden-
paare den gleichen Winkel ein-
schlieBen, haben wir in Fig. 20
den Schnitt durch die ¢-Achse und den projizierenden Strahl nach 2, ver-
anschaulicht. Wir haben dann lediglich zu zeigen, daB die Winkel & und
oy einander gleich sind. Denn dann gehen die beiden Geradenpaare durch
Spiegelung an einer durch ¢ gehenden, auf der Zeichenebene senkrechten
Ebene auseinander hervor. Nun sind aber-die Winkel o, und e« gleich, weil

%o

Fig. 20.

sie beide § zu —721 erginzen. «, und ¢, dagegen sind gleich als Peripherie-
winkel tiber dem gleichen Bogen.

Durch die stereographische Projektion entsprechen den Kreisen und Ge-
raden der komplexen Ebene die Kreise der Kugel.!) Denn die Gleichung der

Kugel wird 2ty =1
und die Gleichung des projizierenden Kegels eines ebenen Kreises wird

2+ 4+ 2az(§— 1) + 2by(E — 1) +¢((—1)'=0.

1) Auch geometrisch ist der Beweis leicht zu erbringen, Siehe z. B. M. GroB-
mann: Darstellende Geometrie, Leipzig 1915, 8. 47/48,
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Daher liegt die Schnittkurve beider in der durch Subtraktion erhaltenen
Fliche (1 —¢)+2az(E—1)+2y¢—1) + c(§—1)'=
Diese zerfillt aber in den Nordpol { =1 und eine Ebene

14§ —2ax—2by+c(1—§) =0.

DaB umgekehrt die Kugelkreise wieder ebene Kreise liefern, erkennt
man daraus, daB in der letzten Gleichung alle Ebenen enthalten sind, die
nicht durch N gehen. Die Kreise durch den Nordpol selbst aber gehen
in die geraden Linien der komplexen Ebene iiber.

§ 3. Die allgemeine lineare Funktion.

. . __az+b
Die Funktion w=_ Ta

bhingt nur dann von 2 wirklich ab, ist also nur dann keine Konstante,
wenn Zihler und Nenner einander nicht proportional sind. Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir ist die, daB die Determinante ad — be
nicht verschwindet. Dies wollen wir weiterhin annehmen. Zihler und
Nenner der linearen Funktion konnen dann also nicht gleichzeitig ver-
schwinden.

Die Funktion w = %
iiberall da, wo der Nenner nicht verschwindet. Eine besondere Betrachtung
ist nur im Unendlichfernen nétig. Nach den Festsetzungen des vorigen
Paragraphen hat man dazu die Funktion

w (%) Zi;: bei 2= 10

zu betrachten. Wenn also ¢ nicht versshwindet, d. h. wenn keine ganze
lineare Funktion vorgelegt ist, so ist sie auch bei oo noch analytisch und
hat da den endlichen Grenzwert % Ist aber ¢ = 0, so wird der Grenz-
wert oo. Wir wollen dann sagen, sie habe bei oo einen einfachen Pol.
Ein einfacher Pol liegt auch an der Stelle — iZ«vor, wo der Nenner ver-
schwindet. Wir wollten néimlich (vgl 8. 49) stets sagen, eine Funktion f (2)
besitze an einer Stelle « einen Pol, wenn die reziproke Funktlon flz) an
dieser Stelle den Grenzwert Null hat, wihrend £ (2) und f( 3 in der Um-
gebung der Stelle durchweg eindeutig und analytisch sind. Da nun aber
bei unserer nichtkonstanten linearen Funktion Zihler und Nenner nicht
gleichzeitig verschwinden k&nnen, so ist tatsichlich die reziproke Funktion
bei —-% Null. An einer Polstelle besitzt also die Funktion den Grenz-

wert oo. Wir wollen sogar sagen, sic nehme da den Wert oo an. Diese

ist eine eindeutige analytische Funktion
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Verabredung rechtfertigt sich, wenn wir jetzt die Umkehrungsfunktion be-
trachten. Eine einfache Rechnung liefert
. —dw-+b .
+ cw—a
Man sieht also, daB die Umkehrungsfunktion wieder eine lineare Funktion
ist. Jhr Nenner verschwindet gerade an der Stelle %: die wir als Wert

von w (2) bei 2z = oo gefunden hatten. Alles in allem erkennen wir so,
daf eine lineare Funktion eine umkehrbar eindeutige winkeltreue Abbildung
der wollen z-Ebene auf die volle w- Ebene leistet. Es ist uns bequemer,
wieder w und # als Koordinaten verschiedener Punkte derselben Kbene zu
deuten, s0 daB wir es also mit einer Abbildung der z-Ebene auf sich zu
tun haben. Den Verlauf dieser Abbildung wollen wir uns nun etwas niher
ansehen. Man kann dazu die Bemerkung verwerten, da man die all-
gemeine lineare Abbildung durch mehrere nacheinander ausgefiihrte Ab-
bildungen der in den vorigen Paragraphen betrachteten Arten gewinnen
kann. Doch ist es zweckmiBiger, einen anderen Weg einzuschlagen.
1. Bs gibt hochstens swei Pumkte, welche bei der Abbildung festbleiben.
Denn dazu muB __as+b
T cz+d
sein. Die festbleibenden Punkte, Fixpunkte genannt, welche also einer
quadratischen Gleichung gentigen, will ich mit 4 und B bezeichnen und

__a—d+ V@—dy+1be . a—d—V(@—d *| 4 be
4= 2¢ » B= 2¢

oder ¢c2?+ (d—a)s—b=0

setzen. Das sind im allgemeinen zwei verschiedene Punkte. Sie fallen in
einen einzigen zusammen, den ich dann mit A4 bezeichnen will, wenn
(a—d)+4bc=0 ist. Dann sage ich, es liege eine parabolische lineare
Funktion vor, Die in den vorigen Paragraphen betrachteten Funktionen
besaBen alle auBer der Parallelverschiebung zwei verschiedene Fixpunkte.
Nur diese hatte als einzigen Fixpunkt co. Das fihrt uns zu der Be-
merkung, daB man den Punkt Unendlich noch stets darauf zu untersuchen
hat, ob er Fixpunkt sein kann oder nicht Diese Frage beantwortet sich
aber leicht dahin, daB dies nur bei ganzen linearen Funktionen, und zwar
da stets eintritt. Denn wenn das ¢ des Nenners nicht verschwindet, so
nimmt die Funktion bei oo einen endlichen Wert % an. Ist aber die
Funktion ganz, so verwandelt sich die quadratische Gleichung der Fixpunkte
in eine lineare, so daB dann also hochstens noch ein einziger endlicher
Fixpunkt hinzukommt. Gar kein endlicher Fixpunkt tritt bei der ganzen
linearen Funktion % = az-+b dann und nur dann auf, wenn a =1 ist,
also eine Parallelverschiebung vorliegt.
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2. Das System der Geraden und Kreise der komplexen Lbene geht in
sich diber. Genau wie im vorigen Paragraphen geht man zum Nachweis
von der gemeinsamen Gleichungsform

«2Z+B2+p2+y=0
der Geraden und Kreise aus und trigt hier
ein. So findet man wieder Geraden und Kreise. Leicht erkennt man noch
insbesondere, daB die z-Geraden in w-Kreise durch % tibergehen, und dal
die 2z-Kreise durch ——% die w-Geraden liefern. Man muB sich nur er-

innern, da8 wir die Geraden als Kreise durch den unendlichfernen Punkt
auffassen wollten,

3. Zwei Kreishiischel (Fig. 21) spielen bei jeder linearen Funktion eine
besondere Rolle. Wir betrachten zuniichst den Fall zweier verschiedener
Fixpunkte. Man sieht leicht ein,
dall das Biischel der Kreise durch
die beiden Fixpunkte in sich tiber-
gefiihrt wird. Ob dabei die Kreise
einzeln festbleiben oder sich im
Biischel vertauschen, steht dahin.
Beide Fille konnen eintreten. So
filhrt ja die Streckung w0 = Rz die
Kreise (das sind hier die Geraden)
durch Null und Unendlich einzeln
in sich {iber, wihrend die Drehung -
um den Nullpunkt dieselben ver-
tauscht. Die zu diesem Biischel
senkrechten Kreise bilden bekannt-
lich gleichfalls ein Biischel, das
wegen der Winkelirenue der Ab-
bildung nun gleichfalls in sich tiber-
geht. Wieder kinnen die ent-
sprechenden beiden F#lle eintreten. Man denke nur an Drehung und
Streckung mit den Fixpunkten 0 und co. Wir nehmen nun an, es
liege eine lineare Abbildung w = w () mit den Fixpunkten 4 und B
vor. Ich nehme eine zweckdienliche Abbjildung der bei;ien Ebeneén

— 27—

w und z vor. Ich setze ndmlich w1=-“£—__—ﬁ und 7 =-—%" So gehe

ich zu einer neuen Ebene iiber, in welcher ich e, und 2z deute. Die
beiden Punkireihen w, und 2, gehen wieder durch eine lineare Abbildung

Fig. 21.
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auseinander hervor. Ihre Fixpunkte sind Null und Unendlich. Ich erhalte

nimlich diese Abbildung, indem ich erst durch #=3:—% zur s;Ebene

A
—B
itbergehe, in dieser dann die Abbildung w = w (¢) ausfiihre und endlich
durch w, = %‘:_% zur w-Ebene zuriickgehe. Beim ersten Schritt gehen

Null und Unendlich in 4 und B iiber, beim zweiten Schritt bleiben diese
Punkte fest, wihrend sie der dritte wieder in 0 und oo zuriickfiihrt. Da
also die Abbildung der #-Ebene auf die w,-Ebene oo festléBt, so wird sie
durch eine ganze lineare Funktion vermittelt. Da sie dazu noch fiir 2, =0
verschwindet, so ist sie von der Form w, = gs,. Tragen wir hier wieder
die Ausdriicke von w und z ein, so sehen wir, da8 man jede lineare Ab-
bildung auf die Form w— A e—A

w—B "~ ®:—3B

bringen kann. Hier gilt es nun noch, ¢ durch die urspriinglichen
Koeffizienten a, b, ¢, d auszudriicken. Wir wissen, daB der Wert 2 =10

den Wert w = _ liefert. Tragen wir dies in die gefundene Normalform
ein, 50 haben wir B b—Ad
=4 5—Bd
also nach leichter Umrechnung
_at+d—V{@—d)'+4dc,
a+d+Y{a—a)y+4be

Dieses ¢ kann nun positiv reell sein, es kann den Betrag Kins haben oder
endlich beliebig komplex sein. Im ersten Falle liegt eine Verallgemeinerung
der Streckung vor, welche wir hyperbolische Abbildung nennen wollen. Die
Verallgemeinerung der Drehung im zweiten Fall heiBt elliptische Abbildung.
Der letzte ist der lozodromische Fall. Wihrend es nimlich in den beiden
ersten Fillen immer ein Biischel von Kreisen gibt, die bei der Abbildung
einzeln festbleiben, gibt es bei der loxodromischen Abbildung nicht einen
einzigen solchen Kreis. Denn die loxodromische Abbildung ist eine Dreh-
streckung, wenn wir z. B, auf den Fall der Fixpunkte Null und Un-
endlich betrachten. Kurven also, die in sich iibergehen sollen, miissen bei
einer solchen Drehstreckung in sich verschoben werden. Dies ist aber bei
keinem der Kreise der Fall, wohl aber bei gewissen logarithmischen Spiralen,
die auch Loxodromen heiBen. Es sei eine Aufgabe fiir den Leser, dies
niher durchzufiihren.

Eine shnliche Untersuchung kann man nun auch bei den parabolischen
Funktionen vornehmen. Man kann auch hier den einzigen Fixpunkt A
durch die Abbildung 1 1

= u—4d’ A= ;=4
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nach Unendlich bringen. Dann wird aus der Abbildung eine Parallel-
verschiebung, Sie fithrt diejenigen Geraden einzeln in sich iiber, welche
zur Bewegungsrichtung parallel sind, und vertauscht diejenigen Geraden
miteinander, welche zur Bewegungsrichtung senkrecht sind (oder sonst
einen bestimmten Winkel gegen dieselbe bilden). Aus diesen beiden
Geradenbiischeln werden nun zwei Kreisbiischel durch den einzigen Fix-
punkt A. Die Kreise des einzelnen Biischels beriihren sich im Fixpunkt.
Als Normalform der parabolischen Abbildung ergibt sich dabei
: +0

w—4  —4

Die Ausrechnung von C durch die ursprﬁnglichen Koeffizienten a, b, ¢, d
liefert 0=
a—]—d

Die Tangentenrichtung des Biischels der einzeln festen Kreise findet man
am besten dadurch, daB man auf die Gerade durch 0 und C die Ab-
bildung we A+ %
ausiibt. Man erhilt ja dabei unmittelbar die jenem Biischel angehorige
Gerade, die dann von allen anderen Biischelkreisen in A beriihrt wird.
Die nihere Durchfihrung ist eine niitzliche Aufgabe fiir den Leser.

4. Die linearen Funktionen bilden eine Gruppe. D. h.: Wenn w = 1,(2),
w, = ly(w) zwei lineare Funktionen sind, so ist nach einer leichten
Rechnung auch 1;{l,(#)} eine lineare Funktion. Wie es in der Gruppen-
theorie iiblich ist, schreiben wir l,-, kurz als Zeichen fiir diese Funktion,
die also von /-4, =1{%(#)} wohl zu unterscheiden ist. Die oben schon
eingefiihrte lineare Umkehrung von w =1{(z) wird mit I—! bezeichnet.

5. Die lineare Funktion w = z‘_:: 5 i vollig bestimmit, wenn man die

Werte kennt, welche sie fiir drei verschiedene z-Werle annimmt. Auch
konnen fiir drei belicbige Werte z die zugehirigen Werte w beliebig vor-

gegeben werden.
Zuniichst leuchtet nimlich ein, daB die lineare Funktion

_i—e f—vy
T r—y ﬂ—zx
fir ¢ = o, B, y die Werte w, = 0, 1, 00 annimmt. Ebenso nimmt
w—A B—C
“1=w—c'B=4

fiir w = 4, B, C die Werte w, =0, 1, 00 an. Lost man daher die Gleichung

w—dAd B—C_ z2—a ﬁ——-y
w—C B—4 i—y f—ea
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nach w auf, so erhilt man eine lineare Funktion, welche fiir 2=u¢, §, ¥
die Werte w = A4, B,C annimmt. Die so gefundene Funktion ist die
einzige ihrer Art. Denn giibe es zwel verschiedene

w=1(2)
und w=1,(2),
so miiBte flir z = o, B,p, also fiir drei verschiedene Werte, die Gleichung
z=17"1(#)} erfiillt sein. Nun ist aber L{l(z‘)}%(‘::i—s
Daher miiBte die Gleichung

¢+ (d—a)e—b=0

fiir die drei verschiedenen Werte & = «, B, y erfiillt sein, Daher ist o =4,
b=¢=0. Daher ist I;71(I(z)) = 2. Dabher I(s) =1,(2).
Die oben angegebene (leichung
w—A B—C _z—a fi—a
w—C B—A z—y f—y
lehrt gleichzeitig, daB die vier Punkte 2, e, §, y das gleiche Doppelverhiltnis
haben wie die vier Bildpunkte w, 4, B, C. Also:
Das Doppelverhdlinis ist eime Invariante der linearen Abbildung.
6. Der Kreis durch «, §, y geht bei der Abbildung in den Kreis durch
A, B, C iber. Wegen des umkehrbar eindeutigen und stetigen Verhaltens
der Abbildung muB dabei gleichzeitig das Innere des Kreises durch o, f, ¢
entweder in das Innere oder in das AuBere des Kreises durch 4, B, C iiber-
gehen. Das Innere oder das AuBere kommt heraus, je nachdem ob der
Kreis durch e, 8, 7 den Pol der Abbildungsfunktion
az+ b
W= cz :*}: d

selbst linear.

ausschlieBt oder umschlieBt. Bei der Abbildung muB weiter der in der
Richtung von o iiber § nach y durchlaufene Kreis in den in der Richtung
von 4 tiber B nach C durchlaufenen Kreis
tibergehen. Das folgt wieder aus der Ein-
deutigkeit und Stetigkeit der Abbildung. Liegt
dann aber das Innere des Kreises durch o, §,
links von der Durchlaufungsrichtung, so muB
auch das Bild des Inneren links von dem Bild
d, der Durchlaufungsrichtung, also von der Rich-
tang 4, B, C liegen. Das folgt aus der Winkel-
treue der Abbildung. Dabei muB nimlich der
| L Winkel ¢ der Fig. 22a entweder in den der
Pig. 2. Fig. 22b oder den der Fig. 22¢ iibergehen.
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Der Fall der Fig. 22a entspricht der Abbildung auf das Innere. Im
Falle der Fig. 221 erfolgt die Abbildung auf das AuBere.

Zu den Kreisen gehoren als Spezialfall die Geraden. Daher ist
es moglich, das
Innere eines
Kreises auf eine
jede der beiden
von einer Gera-
den bestimmten
Halbebenen ab-
zubilden. Z. B.
goll der Kreis
|w| <1 auf die
obere Halbebene, Fi;,,b. ‘ Fig. 220.
d.h.aufJ(z)>0
abgebildet werden kénnen. Man hat dazu nur etwa die lineare Funktion
so zu wihlen, daB sie fiir 2z =190, 1 co die Werte w = —4, 1, annimmt.
Daher leistet die Funktion

— 2t 2 —1

w1 1—1¢ w2
= - . - = - also w= --"—--
? w—t¢ 142 w1 5 1z —1

die gewiinschte Abbildung. In der Tat wird ja auch 2= fir w =0,
wahrend die Funktion fiir reelle # den Betrag Eins erhiilt.

Fiir die weitere Behandlung derartiger Abbildungen ist die folgende
Bemerkung von Nutzen. Bei der Abbilduny zweier Kreise aufeinander
gehen inverse Punkle in dnverse Punkie iber. Ist aber der eime Kreis ims-
besondere eine Gerade, so tbernehmen die spiegelbildlichen Punkte die Eolle
der inversen.

Wegen dieser Eigenschaft der inversen Punkte nennt man die Inversion
auch OSpiegelung am Kreise. Dabei versteht man bei einem beliebigen
Kreise unter inversen Punkten 2 und 2' zwei Punkte, die durch die Kon-
struktion der Fig. 4 S.11 auseinander hervorgehen. Ist also B der Radius
des Kreises, O sein Mittelpunkt, so gilt fiir die Entfernungen | Oz|und | O¢

die Relation [0z -] 07| =R

Die Behauptung iiber die Invarianz der inversen Beziehung bei linearer
Abbildung ist leicht zu beweisen. Man muB nur beachten, daf inverse
Punkte die Grundpunkte eines Biischels von Kreisen sind, die den Inver-
sionskreis senkrecht durchsetzen, und daf jeder zu K senkrecbte Kreis aus
lauter Punktepaaren besteht, die zueinander an diesem Kreis K invers sind
(Vgl. S. 47) Ein Biischel zu K senkrechter Kreise geht aber bei der Ab-

Bieberbach, Funktionentheorie I 5
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bildung von K anf K' in ein Biischel von Kreisen fiber, die K' senkrecht
durchsetzen. Aus dem inversen Grundpunktepaar des einen Biischels wird
aber das Grundpunktepaar des anderen Biischels, also nach dem eben Ge-
sagten ein Paar inverser Punkte. Ist aber der eine Kreis insbesondere eine
(ferade, so sind die Grundpunkte des Orthogonalbilschels symmetrisch zur
Geraden, Soll also namentlich bei der Abbildung der Halbebene J(2) >0
auf den Kreis |w| <1 der Punkt 2 = a in w=0 iibergehen, so mufl der
spiegelbildliche Punkt 2 =& in den zu w =0 inversen w = oo i{bergehen
Naber muB die betreffende lineare Abbildungsfunktion fiir z=«a ver-
schwinden und fiir 2= a einen Pol haben, Hier muB also ihr Nenner
verschwinden. Daher hat die Funktion die Gestalt

_—a)
w_s(z_a) 3(“)>0
Hier muB aber f—% =1 sein. Denn fiir reelle z = z soll
d(.”c — @)
f & — &) ‘ =1
sein. Da aber schon fiﬁ’:
r— «

ist, 5o muB auch |—:—\=1 sein. Daher kann man!)

g a

§ a

setzen, und so wird tatsiichlich w von der Form

_ 02 1z + | b

at+ b <3 ( ) )
und dies ist also die allgemeinste Funktion, welche J(2) > 0 auf |w|< 1
abbildet.

7. Es ist auch leicht die allgemeine Gestalt einer linearen Abbildung an-
zugeben, welche den Einheitskreis im sich dberfiihrt. Zahler und Nenher
miissen nimlich in inversen Punkten verschwinden, Daher muB die Ab-
bildung von der Form

Z—a«a

w=pz &z—1

1) In der Tat kann man ja jede komplexe Zahl vom Betrag Eins als Quotient
zweier konjugiert komplexer Zahlen darstellen. Ist ndimlich

é
~-=cos & + isin 9,

. & 4
50 geniigt es a=r (cos ?—i— i 8in —2—)

zu tetzen, wie man leicht nachrechnet,
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sein. Hier muB aber noch g den Betrag Eins haben. Denn fiir jz|=1
muB die Funktion den Betrag Eins erhalten. Nun ist aber
e —a|=|7—u|= -3—-1’2——&|=§1—E-% =|1—ae|l=|az—1

f
| 2
Denn wegen |2{==1 ist 22 = 1, also # =

(I

-+ Daher muB auch || =1 sein.

Wir bringen nun wieder 8 auf die Form % und sehen somit, daB die all-
gemeinste lineare Abbildung des Einheitskreises auf sich in der Form
az—b

—Ez—ﬁ

geschrieben werden kann, Fiithrt diese aber nun auch das Innere in das
Innere tiber? Dazu ist offenbar notwendig und hinreichend, daB die Null-
stelle des Zahlers dem Inneren des Einheitskreises angehért. Dazn muB

aber )—g)< 1 oder ad — bd > 0 sein.

Also st w = ?—z———lz
bz—a
mit ad—bb>0

die allgemeinste lineare Abbildung des Einheilskreises auf sich.

Der Leser moge hieraus erschliefen, daB die Drehungen um z=0 die
einzigen linearen Abbildungen sind, die |2/ <1 in sich iiherfiilhren, und
dabei z = O festlassen.

8. Noch leichter ist es, die Abbildungen der oberen Halbebene auf sich
anzugeben. Die einzigen Abbildungen der oberen Halbebene auf sich sind
n der Form az4b

=

mit rveellen Koeffizienttn und positiver Determinante ad — be enthalten.

DaB man die Koeffizienten stets reell annehmen kann, sieht man, weon
man die Stellen «, , y der reellen z-Achse heranzieht, welche in die
Punkte w =0, 1, oo tibergehen sollen. Dann kann man namlich die Ab-
bildung so schreiben: _z—a f—y

2—y f—a
DaB die Determinante positiv sein muB, erkennt man, wenn man beachtet,
daB 2 = ¢ in einen Punkt mit positivem Imaginirteil tibergehen muB. Man
rechnet némlich leicht aus, daB

ai- b ad—be
3 (c’i ——l—,:_d) =
wird, daB also ad—be>0
sein muB, wenn der Imaginirteil positiv sein soll.
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9. Die Kugeldrehungen sind winkeltreue Abbildungen der Kugel auf
sich. Durch die winkeltreue stereographische Projektion werden aus ihnen
winkeltreue Abbildungen der Ebene Dieselben haben diametrale Fixpunkte
und fiihren das Kreisbiischel durch dieselben in sich iiber, so wie die Kugel-
drehungen die GroBkreise durch die Endpunkte der Drehachsen ineinander
iiberfahren. Sie fiihren weiter das zu diesem senkrechte Biischel Kreis fiir
Kreis in sich tiber. Daher liegt die Vermutung nahe, daB den Kugel-
drehungen in der Ebene Abbildungen durch elliptische lineare Funktionen
entsprechen. Diese haben ja tatsichlich die gewiinschte Eigenschaft bei
ihrer Ubertragung auf die Kugel. Sie fithren jeden GroBkreis in einen
anderen itber, der mit ihm einen bestimmten Winkel einschlieBt, und fiihren
die dazu senkrechten ,Breitenkreise” einzeln in sich iiber. Das sind also
tatsichlich Kugeldrehungen. Um ihren analytischen Ausdruck zu finden,
beachten wir, daB ja auch Nord- und Siidpol der Kugel bei der Drehung
aus diametralen Punkten hervorgehen miissen. Daher miissen Zidhler und
Nenner der linearen Funktion in diametralen Punkten verschwinden. Sie
hat also nach S.52 die Form w=p§ =%

az-41
Nun mufl aber weiter aus jedem diametralen Punktepaar (z, —%)
durch Kugeldrehung wieder ein diametrales Punktepaar werden. Daher muf

z2—o I —at2

Baori= 7 —1—az
. . 2—0 —_— 2.
sein  Nun ist aber 7o Rk Ti_“;
Daher muB auch BB =1 sein. Ich schreibe wieder g = %—- So sieht man:
Alle Kugeldrehungen sind von der Form
==t
" bzta
Bemerkungen. 1. Man kann stets die Abbildung des Einheitskreises
auf sich so bestimmen, daf ein gegebener Punkt P des Inneren in einen
anderen gegebenen Punkt P’ des Inneren iibergeht, und daB ein gegebener
Peripheriepunkt ¢ in einen anderen gegebenen Peripheriepunkt ¢’ tiber-
gefiihrt wird. Denn man kann etwa zuniichst durch eine Drehung P auf
den Durchmesser von P' bringen. Dann wihlt man eine hyperbolische
Abbildung, deren Fixpunkte in den Enden dieses Durchmessers liegen der-
art, daB der eine Innenpunkt in den anderen P’ iibergeht. Jede solche
hyperbolische Abbildung fithrt ja den Durchmesser und den Einheitskreis
in sich iiber. Das Streckungsverhiltnis kann aber stets so gew#éhlt werden,
dafl unser Wunsch erfiillt wird, Bei diesen beiden Abbildungen ist nun
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aber der gegebene Peripheriepunkt ¢ in irgendeine Lage ¢'' gelangt. Man
fihrt daher nun endlich noch eine elliptische Abbildung aus, deren Fix-
punkt der nun gliicklich erreichte Innenpunkt P' ist und der ¢" nach ¢’
schafft. Damit ist man am Ziele. Die niihere Durchfijhrung dieser An-
dentungen sei dem Leser iiberlassen.

2. Unsere Betrachtungen lehren auch, daf die Abbildungen durch
lineare Funktionen gebiefstrew sind. Sei nidmlich irgendein Gebiet gegeben,
welches zuniichst den Pol der Funktion nicht enthalten mdge, so wird aus
jeder um einen Gebietspunkt gelegten Kreisfliche eine Kreisfliche um den
Bildpunkt und aus jeder stetigen Kurve, welche zwei Gebietspunkte ver-
bindet, eine stetige Verbindungslinie der Bildpunkte. IEnthilt aber das
gegebene Gebiet den Pol, so wird aus einer Kreisfliche um den Pol das
AuBere einer gewissen Kreisfliche der Bildebene, also eine Umgebung des
Punktes oo der Bildebene. Wir konnen daher auch in diesem Falle die
Abbildung gebietstreu nennen, wenn wir verabreden, eine den Punkt oo
enthaltende Punkimenge ein Grebiet zu nennen, wenn fiir alle endlichen
Punkte die tibliche Gebietsdefinition erfiillt ist (S.21), und wenn sie auBer-
lem das AuBere eines gewissen Kreises voll enthilt.

Man sieht daher, da8 man unsere Gebietsdefinition auf S.21 wirtlich
aufrechterhalten kann. Man muf nur fir den unendlichfernen Punkt die
Begriffe stetige Kurve und Umgebung, die in der Gebietsdefinition vor-
kommen, in der S. 49 angegebenen Weise erkliren, so wie dies der De-
finition des unendlichfernen Punktes entspricht.

Jetzt wird es auch moglich, von einem unendlichfernen Randpunkt zu
reden, so daB nun jeder — mnicht nur jeder endliche — Bereich Rand-
punkte besitzt — es sei denn, daB er aus der Vollebene besteht —, und
daB stets diese Randpunkte eine abgeschlossene Menge bilden. Mun denke
mur immer an die entsprechenden Verhiltnisse auf der Kugeloberfliche.

§ 4. Potenzen und Wurzeln.

Nach den linearen Funktionen bieten sich als einfachste analytische
Funktionen die Potenzen dar. Wir werden die Potenzen mit ganzzahligem
positiven Exponenten m und mit gebrochenem Exponenten %; wo 7 ganz-
uahlig ist, betrachten. Die Umkehrungsfunktion von = #™ ist nimlich
Z=7i‘/1,_0. Wir beginnen mit der eindeutigen der zwei Funktionen, also
mit w = ¢™, und betrachten sie zunichst fir endliche 2. Uberall ist die
Funktion differenzierbar, also analytisch. Uberall ist die Ableitung von
Null verschieden, aufier bei 2z = O. Uberall ist also die durch w = z" ver-
mittelte Abbildung winkeltren. Nur die Stelle z= 0 macht eine Aus-
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nahme. Den niheren Verlauf der Abbildung tibersehen wir am besten,
wenn wir wieder, wie bei w = #—1, Polarkoordinaten einftihren. Wir setzen

also ’w’:p’ argw:ﬂ,]z|=1’, arg 2 = @.
Dann wird og=1" @ =meo

der Ausdruck der Abbildung in Polarkoordinaten, Zwei Kurven also, die
sich in z=0 unter dem Winkel ¥ schneiden, werden auf zwei Kurven ab-
gebildet, die sich in e = 0 unter dem Winkel m ¢ schneiden. Also nicht
winkeltreu ist die Abbildung bei ¢= 0, sondern alle Winkel werden da
ver-m-facht, Aus der positiven reellen Achse der z-Ebene wird die posi-
tive reelle Achse der w-Ebene. Lassen wir einen Speer von der positiven
reellen Achse ausgehend im positiven Sinne sich um den Winkel ¢ drehen,
80 beschreibt sein Bildspeer in der w-Ebene den m-fachen Winkel. Hat
sich also der Speer in der ¢-Ebene um —2; gedreht, so hat der Bildspeer
bereits einen ganzen Umlauf vollendet. Also auch der Speer ¢ = %’ der
z-Ebene erscheint auf die positive reelle Achse der w-Ebene abgebildet.
Der von den beiden Speeren ¢ =0 und ¢ = »2”1: begrenzte Winkelraum,
welchen der Speer bei seiner Drehung tiberstrichen hat, erscheint also auf
die volle w-Ebene abgebildet. Dreht sich nun der Speer in der z-Xbene
noch weiter, so tiberstreicht der Bildspeer aufs neue die w-Ebene, und
zwar so, daB alle Speere, deren Richtungen sich nur um Vielfache von
% unterscheiden, auf denselben Speer der w-Ebene abgebildet erscheinen.
Hat so der s-Speer einen zweiten Winkelraum der Offaung 2m—“ bestrichen,
so hat der w-Speer gerade seinen zweiten Umlauf vollendet. Lassen wir
also den 2-Speer einmal die volle 2z-Ebene iiberstreichen, so wird die
w-Ebene genau s -mal von den Bildspeeren iiberdeckt. Punkte also von
gleichem absoluten Betrag, deren Argumente sich um Vielfache von %
unterscheiden, liefern denselben Bildpunkt in der w-Ebene. Darin liegt

ausgesprochen, daB die Umkehrungsfunktion 2z = ZV«;; m-deutig ist; sie
nimmt fiir jedes w 7 Werte von gleichem absoluten Betrag an, deren Ar-
gumente sich um Vielfache von %‘ unterscheiden. Die entsprechenden
Punkte der 2-Ebene bilden also gerade die 7 Ecken eines reguléren sz - Ecks.
Diese m Bestimmungsweisen stehen nun aber nicht unvermittelt neben-
einander wie etwa die beiden Werte der Quadratwurzel im Reellen. Liift
man vielmehr den Punkt w m-mal nacheinander einen Kreis um w =0
beschreiben, lit man also arg w stetig um 2 z m wachsen, so kommen ganz
von selbst die m Bestimmungsweisen der m-ten Wurzel zum Vorschein
Diese Bestimmungsweisen erscheinen so als m Zweige derselben Funktion.
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Es ist nun miBlich, daB die m Bilder der m Zweiecke der z-Ebene in
derselben w-Ebene gedeutet werden, so dall man zwar begrifflich die m
Bilder unterscheiden kann, wihrend sie anschaulich keine Unterscheidung
sufweisen. Dem hilft man nach Riemann dadurch ab, daB man sich den
m Bildern entsprechend die -Ebene in m Exemplaren vorstellt. In jedem
bringt man das Bild eines der m Zweiecke zur Darstellung. Man kann
sich nun diese Ebenen den m Zweiecken entsprechend fortlaufend nume-
rieren. Man kann sie sich auch der Reihe nach iibereinander legen und
so miteinander verbinden, wie die m Zweiecke miteinander verbunden sind.
Das kann man sich dann etwa nach Art einer Schraubenfiiche vorstellen.
Nur ist dann die zuletzt erhaltene positiv reelle Achse des m-ten Blattes
an die zuerst erhaltene positiv reelle Achse des ersten Blattes anzubeften.
Das mag fiir die materielle Ausfiihrung in Karton schwierig sein. Leichter
geht das schon, wenn man das Modell nach dem Vorschlag des Herrn
Hellinger hikeln 1i8t. Aber ganz abgesehen von dem allem treten in der
Flichentheorie und in der darstellenden Geometrie so oft Selbstdurch-
dringungen suf, daB ein solches Vorkommen kaum der Vorstellung ernst-
liche Schwierigkeiten machen diirfte. Zudem wird es die Anschaulichkeit
der Vorstellung erhohen, wenn sich der Leser vergegenwirtigt, wie der
vorhin herangezogene Speer bei seiner m-maligen Umlaufung des Punktes
w= {0 gerade eine Fliche bestreicht, welche m-mal die ganze w-Ebene
bedeckt.

Wir sind damit zum ersten Male auf einen mehrbléttrigen Bereich ge-
stoBen. Diese spielen in der Funktionentheorie eine gro8e Rolle. Gleichzeitig
haben wir damit wieder eine Erweiterung der auf S. 21 gegebenen Bereich-
vorstellung vor uns.!) Dort waren ja nur einblittrige Bereiche vorgesehen.
Zum Unterschied von den jetzt eingefiihrten mehrblittrigen Bereichen wollen
wir jene einblittrigen fortan schlicht nennen. Ein mehrblittriger Bereich
muB ganz und gar nicht wie im bisher behandelten -
Beispiel einen Windungspunkt aufweisen. Es ist mog-
lich, daB die Umgebung eines jeden Bereichpunktes
schlicht ist, withrend man doch um den Punkt w =0 [/
unserer Riemannschen Fliche keine schlichte Um- |\ 777
gebung abgrenzen kann. Ein derartiges Beispiel \
einer zweiblittrigen Fliche ohne Windungspunkt
zeigt Fig. 24, wihrend Fig. 23 die Umgebung von
w=0 im Beispiel der Funktion Yw aufweist. In
Fig. 24 greift also bei B eine ,,Zunge“ des Bereiches iiber ein anderes
Stick desselben Bereiches hintiber. Die (unendliche) Fliche der Fig. 23

1) Wir werden sie nachher noch bestimmter begrifflich fassen.

Fig. 3.
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heiBt Riemannsche Fliche der Funktion ¢ = }/w. Allgemein heiBt die in
diesem Paragraphen eingefiihrte Fliche IRiemannsche Fliche der Funktion

"Vw. Auf dieser Fliche ist die Funktion '}/ eine eindeutige Funktion des

Ortes. Denn die m Werte, die Vw beim gleichen tw annimmt, haben wir
in den m Blittern zur Deutung gebracht. Aber
wir haben sie nicht willkiirlich auf die m Blitter
verteilt, sondern nach einem verniinftigen Plan,

B nimlich so, daB sich ¢ mit w stetig indert.
Betrachten wir die Umgebung irgendeines von
w =0 verschiedenen Punktes der Riemannschen
Fliche, also irgendeinen Kreis, der w = O nicht
Fig 2%, enthilt, In ihm ist 1{/17) eine eindeutige Funktion.
In jedem in den anderen Blittern der Riemannschen Fliche {iber diesem

liegenden Kreis ist gleichfalls die "1710_ eindeutig erklirt. Aber die Werte
in den m ibereinander liegenden Kreisen sind voneinander verschieden.

Bei Yw unterscheiden sie sich durchs Vorzeichen, bei }w gehen sie

durch Multiplikation mit den m-ten Einheitswurzeln auseinander hervor,

das ist mit den m Wurzeln der Gleichung #*— 1 =0. Diese sind
cos%—”+isinh4:;(h= 0,1..-m—1)

Bei der Deutung in einer Zahlenebene liefern sie also die m Hcken eines

dem Einheitskreis einbeschriebenen reguliren m-Ecks.

Ganz anders verhilt sich "W in der Umgebung von w = 0. Diese
Umgebung ist, wie sie auch gewihlt werden mag, m-blittrig. Bewegt man
sich auf der Fliche fort, indem man immer fiber demselben 20 = 0 um-
schlieBenden Kreise bleibt, so erhilt man bei einmaligem, bei zweimaligem
Umlauf keine auf der Fliche geschlossene Kurve. Erst nach m-maligem
Umlauf kommt man zum Ausgangspunkt zuriick. Bei einmaligem Umlauf
gelangt man also von dem einen Wert, den die m-te Wurzel annehmen
kann, zu einem folgenden und so fort. Bei J/w also erhilt man nach
einmaligem Umlauf gerade den durchs Vorzeichen unterschiedenen anderen
Wert der Quadratwurzel, so daf also im Komplexen durch diesen Umlauf
vereinigt scheint und in Zusammenhang gebracht, was im Reellen un-
vermittelt und getrennt nebeneinander stand.

Jeder Zweig der Funktion ’7/1; ist tiberall auBer bei w = 0 differenzierbar.
Denn legen wir um die betreffende Stelle der Riemannschen Fliche einen w=0
nicht enthaltenden Kreis, so sondern wir damit einen eindeutigen stetigen
Zweig der Funktion aus. Ich betrachte nun das Kreishogenviereck, welches
diesen Kreis umschlieBt. Es ist begrenzt von zwei Kreisbogen o, = 7/ und
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9,=r* und von zwei Speerstiicken &, = mg, und &, = mq, Dieses Vier-
eck geht durch Abbildung hervor aus dem Viercck der z-Ebene, welches
vou r =17y, ¥=1,, ¢=0;, @ = @, begrenzt ist, Darin liegt beiliufig
wieder, daB die vermittelten Abbildungen gebietstreu sind. Sei nun w = a”
die Stelle, an der wir 2= Yw differenzieren wollen, und a =0 der Wert,
den wir da der m-ten Wurzel beilegen wollen, dann sei a die entsprechende
Stelle der z-Ebene. w =™ aber vermittelt, wie wir wissen, eine schlichte
gebietstreue Abbildung einer gentigend kleinen Umgebung dieser Stelle.
Somit sind die 8. 34 bei der Differentiation der Umkehrungsfunktion ge-
machten Voraussetzungen alle erfiillt. Die Umkehrungsfunktion

z2=7Yw

ist differenzierbar, und man findet

dz 1 1
] =G Twm® "
|0 == a?’ll ——l
#l Z=a
d?’ll —_ L
. 1 ——
und allgemein dl;w =_—w"

Demnach ist }w differenzierbar. Also ist tatsiichlich jeder Zweig der

Funktion Vw in der Umgebung einer jeden von = = 0 verschiedenen
Stelle der w-Ebene analytisch.
Bemerkung: Bei w=0 wiirde man analog sehen, da der Grenzwert

yon 2—5 unendlich wird, Hier ist also die Funktion nicht differenzierbar.

Man nennt w = 0 eine singuldre Stelle der Funktion T/_z;), zum Unterschied
von den iibrigen Stellen, die man reguldre nennt. Auch die Pole, die uns
bei den linearen Funktionen begegneten, sind solche singuliren Stellen. Die
hier auftretende hat noch die Besonderheit, daf in der Umgebung derselben
die Funktion nicht eindeutig erklirt ist. Man nennt eine solche Stelle
einen Verzweigungspunkt m-ter Ordnung, weil dort m Zweige der Funktion
in dem Sinne miteinander zusammenhiéingen, da man durch Umlaufen
der Stelle w =0 von jedlem Zweige zu jedem anderen gelangen kann.
Wir erwihnten vorhin schon kurz, daB die durch w =™ vermittelte
Abbildung an allen von # = Q verschiedenen Stellen gebietstreu ist, insofern,
als sie jedes um eine solche Stelle gelegte nicht zu groBe Kreisbogen-
viereck auf ein schlichtes Kreisbogenviereck abbildet. UmfaBt aber das

. . . 2
Kreisbogenviereck Argumente, die um mehr als - Schwanken, so kommt

ein nicht schlichtes Kreishogenviereck zum Vorschein, also ein Bereich von
der Art des in Fig. 24 gezeichneten. Also auch die Betrachtung solcher
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Bereiche ist von swingender Notwendigkeit fir die Funktionentheorie. Zu
einer neuen Erweiterung des Bereichbegriffes zwingt uns die Betrachtung
der Abbildung in der Umgebung des Punktes 2 =0. Aus einer schlichten
Umgebung des Punktes #=0 wird die m-fach gewundene Umgebung des
Punktes w=0. Soll der Satz von der Gebietstreue hier giiltig bleiben, so
miissen wir nun weiter unter der Umgebung des Punktes w = 0 eines Be-
reiches etwas Allgemeineres verstehen, als S.21 in Aussicht genommen war.
Wir wollen unter einer Umgebung von w = Q eine ein- oder mehrblitrige

Punktmenge verstchen, welche durch eine Funltion 2 = "11/5) auf die schlichte
gewohnliche Umgebung vom z=0 abgebildet werden kamn. Analog werde
unter einer Umgebung des Punktes w = a eines Bereiches eine Punktmenge
verstanden, welche durch die Funktion 2 = "i/'w — @ bei passend gewihltem
ganzzahligen m auf die schlichte Umgebung von 2 = 0 abgebildet werden
kann. Unter einem Bereich versieht man dann nach wie vor eine Punkt-
menge derart, daf3 jeder Punkt eine Umgebung aus lauter Bereichpunkten
besitat, und daf man irgend zwei Punkte durch eine stetige Kurve aus Be-
reichpunkten verbinden kann. Eine Erweiterung des Begriffes Umgebung
war auch schon bei w=% vorgenommen worden. Hier tritt nun auch

bei z=o00 noch eine Erweiterung auf gewundene Flichenstiicke hinzu.
Da wir nimlich allgemein unter einer Umgebung des Punktes 0 = oo das

durch t=~11; vermittelte Bild einer Umgebung von ¢ = 0 verstehen wollten,
so fiihrt die Verallgemeinerung des Begriffes Umgebung bei endlichen
Punkten ganz natiirlich auch zu einer Verallgemeinerung bei w = oco. Eine
solche gewundene Umgebung weist ja auch der unendlichferne Punkt der
Riemannschen Fliche von 'i‘/?—;ﬂ auf. Um festzustellen, welcher Art die
durch w = 2" vermittelte Abbildung der Funktion in der Umgebung von
. . . " 1 R
2 = oo ist, hat man im Sinne unserer Definition # = " und w = - einzu-
fithren. Dann wird = =" Also ist die Umgebung von w = oo auf der
Riemannschen Fliche von W genau so gewunden wie die Umgebung von
w = 0.

§ 5. Der Begriff des funktionentheoretischen Bereiches.?)

Die voraufgegangenen Erirterungen tiber die durch Potenzen und Wurzeln
vermittelten Abbildungen setzen uns nun instand, den Bereichbegriff in
der Allgemeinheit aufzustellen, in der er fiir die Funktionentheorie nétig
ist. Es geniigt dazu nimlich nicht, Bereiche in dem gewdhnlichen auf

1) Bei der ersten Lektiire mag der Leser diesen Paragraphen tiberschlagen. Er
kann spiiter nach Bedarf darauf zurfickkommen.
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S.21 angegebenen Sinne heranzuziehen, selbst dann nicht, wenn man noch
den Bereichbegriff in der auf S.49 erdrterten Weise durch Hinzunahme
eines uneigentlichen unendlichfernen Punktes erweitert. Vielmehr zeigt die
Betrachtung der durch Potenzen vermittelten Abbildungen, dab es zu eng
ist, Bereiche zu betrachten, bei welchen jeder Punkt durch seine z-Koor-
dinate schon eindeutig festgelegt worden ist. Man muB statt dessen zu-
lassen, daB jeder oder einzelnen z-Koordinaten mehrere Bereichpunkte zu-
gehoren, die man dann etwa durch der Koordinate angehiingte Nummern
(¢, #9,...) unterscheiden mag. Unter einem Bereich oder einem Gebiet
verstehen wir dann wieder eine Punktmenge aus solchen ,kotierten” Punk-
ten, welche aber noch gewissen weiteren jetzt anzugebenden Bedingungen
genligen muB, wenn sie wirklich ein Recht auf den Namen Bereich oder
Gebiet oder Kliche haben soll. KEs sind Bedingungen, die durchaus den
auf 8. 21 bei schlichten Bereichen angegebenen entsprechen: die Umgebungs-
bedingung und die Zusammenhangsbedingung.

Jedem Punkt a des Bereiches soll eine ganze positive Zahl m und dann

bei endlichem a die Funktion ri/z — a, bei unendlichem a aber die Funktion

m

V%; so zugeordnet werden, daB dieselbe in einer gewissen, den Punkt o

enthaltenden Teilmenge des Bereiches eindeutig erkldrt ist und darin alle
Werte aus einer gewissen {gewdhnlichen) Umgebung von w=0 genau
einmal annimmt. Dann heiBt diese Punktmenge eine Umgebung von a.
Wenn m =1 ist, hat man es also mit einer schlichten Umgebung zu tun,
und man hat AnschluB an die Darlegungen von S. 21. Ist aber m > 1, so
nennt man @ eine m-blittrige Windungs- oder Verzweigungsstelle des Be-
reiches. Jeder Punkt soll eime solche Umgebung besitzen und je swei Um-
gebungen desselben Punktes sollen ihrerseits eine Umgebung desselben_gemeinsam
haben. Ohne diesen Zusatz wiirde es z. B. moglich sein, dall zwei Blitter
des Bereiches einen einzigen Punkt gemeinsam hitten, ohne sich doch um
ihn zu winden. Aber es liegt nicht in unserer Absicht, solche (zweck-
losen) Moglichkeiten zuzulassen. Vielmehr haben wir nur die Absicht, einem
bei Betrachtung der Potenzen zutage getretenen Bediirfnis zu entsprechen.

Es kommt noch eine Bedingung hinzu. Hine so definierte Umgebung
soll néimlich zu jedem Punkte b, der ihr angehirt, selbst wieder eine (beliebig kleine)
Umgebung enthalten, welche durch Vz — a auf eine schlichte Umgebung vom

11"/b — a abgebildet werden soll. Diese Festsetzung bringt es mit sich, daf
allen Punkten der Umgebung von a mit eventueller Ausnahme von a selbst
die Zahl m =1 zugeordnet ist, daB also alle diese Punkte gchlichte Um-
gebungen besitzen. Die Punkte einer in einer Umgebung von a enthaltenen
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Umgebung von b werden ja durch V2 — a auf eine schlichte Umgebung

von %‘—7 abgebildet. Diese enthilt also einen Kreis um 'f/b —a, der
seinerseits durch die Umkehrungsfunktion 2 = a + w™ schlicht abgebildet
wird. Diese so von ihm erhaltene Bildmenge macht aber selbst eine Um-

gebung von b aus, falls der Kreis um 'f/b — a hinreichend klein gew#hlt
ist. Denn nehmen wir zunichst irgendeinen durch @+ w™ schlicht ab-

gebildeten Kreis X um "]‘/b—c?, so gibt es nach unserer Bedingung eine

Umgebung U von b, die durch V72— a auf einen Teilbereich von K ab-
gebildet wird. Diese Umgebung U ist- somit eine schlichte Umgebung.
Denn sie muf eine Teilmenge des schlichten Bildes von X sein. Dem-
entsprechend besitzt tatsichlich b schlichte Umgebungen, und diesem Punkte
ist also tatsiichlich die Zahl m =1 zugeordnet, wie wir behaupteten.

Bemerkung: Der Leser erkennt hier in allgemeinerer Fassung eine
bei der Betrachtung der Potenzen beobachtete Erscheinung wieder: Die
‘Windungspunkte sind isoliert, nicht Hinfungspunkte von Windungspunkten.

Ahnlich wie auf S. 49 bei Betrachtung des unendlichfernen Punktes
benutzen wir nun die eingefithrte Hilfsfunktion, die wir kurz Ortsparameter
nennen wollen, um festzulegen, was wir unter einer in dem betreffenden
Bereichpunkte stetigen oder analytischen Funktion verstehen wollen. Wenn eine
Funktion auf dem Bereiche in einer gewissen Umgebung von z=a eindeutig
erklirt ist, so filhre man den Ortsparameter in die Funktion ein. Dann erhilt
man eine in der Umgebung von { =0 eindeutig erklirte Funktion. Das Ver-
halten dieser Funktion ist maBgebend fiir das Verhalten der gegebenen Funk-
tion im Bereichee. Wenn die Funktion als Funktion des Parameters stetig
oder analytisch ist, so nennen wir auch die Funktion auf der Fliche stetig oder
analytisch, So wird nun auch deutlich, was wir unter einer stetigen Kurve
im Bereiche verstehen wollen. Es ist zuniichst eine Punktmenge aus Flichen-
punkten. Um eine Punktmenge der Fliche in der Umgebung eines ihrer
Punkte zu untersuchen, bilden wir durch den Ortsparameter eine Umgebung
desselben auf die Umgebung von {=0 ab. Geht dann die Menge in eine
stetige Kurve der Parameterebene {iber, so sagen wir, die Menge mache eine
in der Umgebung des betreffenden Bereichpunktes stetige Kurve aus.

Nun konnen wir auch noch die letzte unserem Bereiche aufzuerlegende
Bedingung angeben: Je zwei seiner Punkte sollen sich durch eine stetige aus
Bereichpunkien bestehende Kurve verbinden lassen.

In dieser Weise kann die im vorigen Paragraphen in anschaulichen
Worten eingefihrte Vorstellung begrifflich gefaBt werden. Der Leser hat
hier zugleich ein instruktives Beispiel dafiir vor sich, wie die Mathematik
von Vorstellungen zu Begriffen aufsteigt.
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§ 6. Niihere Betrachtung der durch w =2* vermittelten Abbildung.

Es wird zur Belebung der Vorstellungen beitragen, wenn wir nun noch
einige durch w = z* vermittelte Gebietsabbildungen etwas niiher betrachten.
Trennen wir Real- und Imaginirteil, so wird

u=2at—y* v=2zy (W=u+iv, 2 =12+ y)
Dementsprechend gehen die Hyperbeln 27— y*=c in die Parallelen u = ¢
zur imagindiren c-Achse iiber. Die dazu senkrechten Hyperbeln ¢ = 2xy

gehen, der Winkeltreue der Abbildung entsprechend, in die damu senk-
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Fig, 25. Fig. 26.

rechten Gteraden v =, parallel der reellen Achse iiber. Das Asymptoten-
paar z®—y®=( liefert insbesondere die reelle Achse. Das in Fig. 25
schraffierte, ins Unendliche reichende Gebiet geht also in die von der
Geraden u =c begrenzte rechte Halbebene (Fig. 26) iiber!), in die rechte
schon aus dem Grunde, weil die andere das Bild von z = 0 enthilt. Liegen
doch in der Tat auch die Hyperbeln mit groBerem positiven Parameter c¢
im Inneren des schraffierten Bereiches. Der andere Ast derselben Hyperbel
begrenzt ein Gebiet, dessen Punkte sich von den Punkten des schraffierten
Bereiches nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Also wird dies Gebiet
auf dieselbe Halbebene der w-Ebene, aber aufs andere Blatt der Riemann-
schen Flache abgebildet. Die in Fig. 25 noch dargestellten Hyperbeln mit
negativem Parameter liefern entsprechend linke Halbebenen. Der zwischen

1) Ich habe in den Figuren ¢ =1 gewihlt.
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den beiden Asten derselben Hyperbel gelegene Bereich geht dagegen nicht
in ein schlichtes, sondern ein zweiblittriges Gebiet iiber, Dasselbe besteht
aus zwei bei w =0 gewundenen Halbebenen, die von zwei iibereinander
liegenden Geraden der Riemannschen Fliche begrenzt sind.

Was wird aber aus den Linien 2 =¢ und y=c¢ der #z-Ebene? Fiir

=c¢1 — ? 2 [

x=c ist u=c"—y’ v=2cy.
. v?

Eliminiert man y, so hat man w=¢'—

oder vi=4c*(c?*— u)

als Gleichung der Bildkurve. Das sind also Parabeln, deren Scheitel bei

[ I

Wes—< [TJ —% .
N | =TT
= E_
T T =" —
EE=H = [
E i = : ' |
= RBREES=E = 1
_ === =1 f |
E=5 % -
l. . || | 111 |
Fig. 21. Fig. 28. Fig. 29.

w = ¢* liegt, deren Brennpunkt w=0 ist, und die also in Richtung der
negativen reellen Achse offen sind. Analog liefern die Geraden y = ¢ die
dazu senkrechten konfokalen Parabeln
vi=4c’(u + ).

Weiter gehen die in den beiden Fig.27 und 28 schraffierten Gebiete bei
der Abbildung auseinander hervor!) Die linke Halbebene liefert keinen
schlichten Bereich, wohl aber liefert auch die Halbebene der Fig. 29 den
Bereich der Fig. 28. (Auf der Riemannschen Fliche im anderen Blatt.)

Der Streifen zwischen den beiden parallelen Geraden (Fig. 30) geht also in
den Rest der Fliche iber. Die reelle Achse der z-Ebene liefert die

1) Es wurde wieder ¢ =1 gewihlt.
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positiv reelle Achse der w-
Ebene, die imaginire 2-Achse
die negativ reelle Achse der
w-Ebene. Diese beiden Ge-
raden zerlegen den Streifen der
Fig. 30 in vier Halbstreifen,
deren einen wir dort schraf- ! EEHS
fiert haben. Er geht durch [~ ? g .
die Abbildung in die Halb- [ 'l‘ 11711 —
parabel der Fig. 31 iiber. Fig. %0. ’ ey

§ 7. Exponentialfunktion und Logarithmus.

. . n 2 s

Die Potenzreihe 20}%?_—_—.1-1-5_}_;7.}-%_;_....
konvergiert nach S.19 in der ganzen Ebene und stellt nach S.36 eine
durchweg analytische eindeutige Funktion von s dar. Fir reelle # ist
liese Funktion als Exponentialfunktion bekannt. Auch im Komplexen
wollen wir sie Exponentialfunktion nennen und durch e* bezeichnen. Da
dso im Komplexen die Exponentialfunktion durch eine Reihe definiert wird,
so bedarf es der niheren Untersuchung, ob und in welchem Sinne die
Schreibweise e* zum Ausdruck bringt, daB man es mit einer z-ten Potenz
von e zu tun hat. Auch im Reellen war ja dies nur mit gewissen Ein-
schrinkungen der Fall, insofern nimlich, als mit ¢/ nur der eine (positive)
Wert von % gemeint war. e® ist ja eine eindeutige Funktion.

Wir wollen nun vermittelst des Multiplikationssatzes der Reihenlehre
beweisen, daB auch im Komplexen

6% - e = elf +zz),
daB also tatsichlich ¢t eine der Haupteigenschaften der Potenzen besitat.
Multiplizieren wir aber die Reihen 2:7": und > ?’; miteinander, so kommt
¢ine Reihe heraus, deren allgemeines Glied so aussieht:
n! nl —h n
o G A T ST A g AT )
Das ist aber gleich
1 n . "
ﬁ(gfl+(1)zf_lz2+(2)z{l e +z’>

und also gleich nl—, (2 + )"
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(1) Also wird tatséchlich e gt = entn,

Namentlich ist also 7 = _1;.
[

Analog wie die Exponentialfunktion wcrden auch die trigonometrischen
Funktionen im Fkomplexen Gebiet durch Potenzreihen erklirt. Wir setzen
also: z*

smz:z—ﬂ—i— coe

5’
cosz=1—gr+ .-

Diese Reihen sind ja durchweg konvergent, so daB also diese Funktionen
tiberall im Endlichen analytisch sind. Aus dieser Erklirung folgt sofort
die wichtige Eulersche Gleichung

(2 e*i=cos z + % 8in 2.
Daraus kann man entnehmen, daB
(3) €08 Z = —e”+23:'f—
(4) und daB sin o= 2 ;:__iz
Der Gleichung (2) entnimmt man sofort, daB
(5) e¥mi= | (h ganzzahlig).
Nach (1) und () ist daher weiter
(6) etz g @hmi= ¢¢ (B ganzzahlig).

Die Exponentialfunktion ist also eine periodische Fumktion der Periode 2 i,
ebenso wie die trigonometrischen Funktionen auch im Komplexen periodische
Funktionen mit der Periode 2n sind, Das letutere entnimmt man sofort
aus der Darstellung (3), (4) der trigonometrischen Funktionen durch die
Exponentialfunktion, wenn man an die Periodizitiit der Exponentialfunktion
denkt.
Aus der Eulerschen (Heichung (2) liest man weiter ab, daf
eti=—1
i1st. Daher ist auch im Komplexen
cos (2 + @) = — cos z
und sin (¢ + %) = — sin 2,
wie wieder die Darstellung dieser Funktionen durch die Exponential
funktion lehrt.
Ferner folgt aus der Eulerschen Gleichung (2), daB
ni
e? =i,
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Also gilt wieder sin (—; — z) = cos#
und cos (; — z) = gin 2.

Wir werden nun oft die lulersche Formel benutzen, um die komplexe

Zahl 7z in der Form 2=z

zu schreiben. Bequem kommt ja in dieser Schreibweise der Multiplikations-
satz zum Ausdruck: 55— |z, |- ]z, | ef@matargm

Auch die Formel ¢#*"=cos n # 4 ¢ sinn z = (cos 2 + ¢ sin #)"

ergibt sich von neuem. Folgerungen aus derselben zogen wir schon S. 1.
Die Darstellung der trigonometrischen Funktionen durch die Exponential-
funktion zeigt so recht die Bedeutung des Komplexen fiir das Studium
gselbst der Funktionen im Reellen insofern, als sonst ganz verschieden aus-
sehende Funktionen auf einmal unter einem allgemeinen Gesichtspunkt zu-
sammengehdren. Aus dieser Darstellung ergibt sich auch sofort die also
auch im XKomplexen giiltige Funktionalgleichung der trigonometrischen

Funktionen sin (2, 4 2,) = sin z, cos 7, -+ cos 2, sin 2,
und cos (2, + 23) = €O8 &, CO8 2, — 8in 2, 8in 2.
Es ist ja

co8 (g, +2;) Fisin (g, +2) =ef 1t W =¢in .gi=(cos 2, +isinz, )(cos 5 +isin )
= CO8 2, €08 2, — sin 2, sin Z; + i (o8 2, 8in 2, -+ COS 2y 8in 7).

Analog wird:
c08(2, + 2,)— 810 (7,+2,) =C0s 2, co82,—sinz, 8inz, —i(CO8 2, 8InZy+cos48in 2, ).
Durch Addition beider bzw. Subtraktion findet man dann die Additions-
theoreme. Auch das Differenzieren fiihrt zu den aus dem Reellen bekannten
Ergebnissen, wie man sofort aus den Reihen erkennt.

Wir gehen nun zu der durch die Exponentialfunktion vermittelten Ab-
bildung itber. Dazu ist es bequem, 2=z + 14y und w = ge’’ zu setzen.

Dann wird =, 9=y

Daraus entnimmt man sofort, daf die Geraden x = ¢ auf die Kreise 9 =e,
die Geraden y = c auf die Speere & = ¢ abgebildet werden. Lassen wir nament-
lich die Gerade y = ¢, ausgehend von der reellen Achse, die obere Halbebene
beschreiben. Der ganzen von — oo nach + oo durchlaufenen reellen Achse
entspricht der Speer & = 0, also die positive reelle Achse der w-Ebene. Riickt
die Gerade in die obere Halbebene ein, so dreht sich der Bildspeer im posi-
tiven Sinn um den Nullpunkt der - Ebene. Hat aber die Parallele zur reellen
Achse der z-Ebene einen Streifen der Breite 2 iiberstrichen, so hat der

Bieberbach, Funktionentheorie I [



76 IV. Studium einiger spezieller Funktionen

Bildspeer eine volle Umdrehung vollendet. Jedem Viertelstreifen entspricht
ein Quadrant (Fig. 32 und 33). Lassen wir die Gerade der z-Ebene weiter in
die obere Halbebene riicken, so beginnt der Bildspeer, ein neues Exemplar
der w-Ebene zu tiiberstreichen. Wir heften N
es gleich an das ersterhaltene an, so wie der
wweite Streifen am ersten hingt. Fahren wir

2

x

N

o
-
®
@
@

Fig. 82.

so weiter und berticksichtigen auch die untere Halbebene, so erhalten wir
als Bild der z-Ebene eine unendlichvielblattrige Riemannsche Fliche, deren
Windungspunkte von unendlicher Ordnung sind und bei % = 0 und bei
w = oo liegen. Die Werte Null und Unendlich selbst nimmt die Exponen-
tialfunktion w = e an keiner endlichen Stelle der #-Ebene an. Denn wire
e* =0 fiir endliches 2z, so wire auch der Betrag ¢* fiir endliches reelles z
Null, was nicht angeht. Ebenso schlieBt man, daf der Wert oo nirgends
angenommen wird.

In der Umgebung von 2= o0 zeigt die Exponentialfunktion ein be-
sonders merkwiirdiges Verhalten. Sie nimmt néimlich in jeder Umgebung
von oo, also auBerhalb eines jeden Kreises, jeden endlichen Wert aufBer
Null an unendlich vielen Stellen an. Sie nimmt als periodische Funktion
namentlich in jedem unserer Streifen auBerhalb eines solchen Kreises jeden
Wert genau einmal an. In den unendlich vielen Streifen, die noch auBer-
halb dieses Kreises liegen, wird also tatsiichlich jeder Wert unendlich oft
angenommen. Die Funktion besitzt also namentlich bei Anniherung an
2z =00 keinen Grenzwert, sie besitzt also da eine singulire Stelle; aber

1
das ist kein Pol; denn sonst miiBte ja die Funktion 5 = e einen

Grenzwert , besitzen (8. 49). Eine solche Singularitit nennt man eine
wesentliche zum Unterschied von den aupferwesentlichen, den Polen, die
uns seither begegneten. Ebenso haben sin 2 und cos 2z bei co wesentlich
singulire Stellen. Das folgt genau wie bei der Exponentialfunktion aus
ihrer Periodizitit.

Die durch w = e vermittelte Abbildung ist durchweg gebietstreu. Das
leuchtet. sofort ein, wenn man sich iiberlegt, wie die von Parallelen zu den
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Koordinatenachsen begrenzten Quadrate der z-Ebene in Kreishogenvierecke
der w-Ebene iibergehen (Fig. 34, 35).

Die Umkehrungsfunktion der Exponentialfunktion heit Logarithmus.
Sie 1ost also die Aufgabe, zu jedem Punkte der Riemannschen Fliche
denjenigen Punkt der z-Ebene zu finden, aus dem er durch die Abbildung
w = ¢* hervorging. Der log w ist somit auf

l " L O der Riemannschen Fliche eindeutig erklirt, wiih-

|
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Fig. 84. Fig. 35

rend er in der w-Ebene selbst unendlich vieldeutig ist. Die verschiedenen
in einem Punkte der w-Ebene angenommenen Werte unterscheiden sich
um Vielfache von 2 =i, weil in solchen um Vielfache von 2 =i ver-
schiedenen Punkten der #-Ebene die Exponentialfunktion denselben Wert
sanimmt.  Jede Zahl besitet also wunendlich viele Logarithmen, die sich
um Vielfache wvon 2mi unterscheiden. Die verschiedenen Zweige des
Logarithmus erscheinen auf die verschiedenen Blitter der Fliche so ver-
teil, daB die Funktion in jedem Punkte derselben nur einen Wert an-
nimmt. Indessen ist diese Werteverteilung auf die Blitter nicht willkiirlich
vorgenommen, sondern so, wie es der Abbildung der z-Ebene auf die
Fliche entspricht. Das hat namentlich zur Folge, daB der Logarithmus
eine stetige Funktion der Fliche ist. Ein Kreisbogenviereck (Fig. 35)
nimlich wird durch logw =z auf das Rechteck der Fig. 84 abgebildet.
Einer Verkleinerung des Vierecks entspricht eine Verkleinerung des Recht-
ecks. Daher vermittelt der Logarithmus eine stetige gebietstreue Ab-
bildung. In jedem Kreise der w-Ebene, welcher den Punkt w = 0 nicht
enthélt, sind simtliche Zweige des Logarithmus eindeutig erklirt. Denn
ther einem jeden solchen Kreise liegt in einem jeden Blatt ein Teilkreis
der Fliche, in welchem je ein Zweig des Logarithmus eindeutig erklirt
ist. Jeder dieser Zweige héingt nicht nur stetig von w ab, sondern ist
sogar eine differenzierbare Funktion (S.34). Es ist ja

lim dz . 1 _ 1 _ 1
dow>o AW lim 4% ¢ W
Az >0 42z
. dlogw 1
Daher wird cogw 1,
dw w

6#
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und also ist jeder Zweig des Logarithmus eine in jedem Kreise eindeutig
und analytisch erklirte Funktion, solange der Punkt w =0 dem Kreis
nicht angehort.

Wir wollen nun noch feststellen, welche Wertiinderung der Logarithmus
z =log w erfahren kann, wemn sein Argument eine einfach geschlossene!)
stetige Kurve seiner Ebene durchliuft. Zu dem Ende denken wir uns die
Kurve € auf die einzelnen Blitter der Riemannschen Fliche gelegt (in un-
endlich vielen Exemplaren) und samt dieser auf die 2-Ebene abgebildet.
Aus einem Exemplar der Kurve € wird dann ein Kurvenbogen €', der in
einem Punkte a beginnen moge und in einem Punkte o + h 2ni endigt.
Selbstiiberkreuzungen weist der Bogen mnicht auf, er muB wie sein
Original & einfach geschlossen und stetig sein. Ich behaupte, daB fiir 4
nur die Werte 0, + 1, — 1 moglich sind. Denn der Kurvenbogen €' kann
ja keine zwei von seinen Enden verschiedene Punkte passieren, die sich
um 2 xi unterscheiden. Denn ihnen wiirde in der w-Ebene derselbe Punkt
entsprechen. Das wiire eine Selbstiiberkreuzung. Ein solches um 2 =i
verschiedenes Punktepaar miiBte aber sicher auftreten, wenn 4 einen
anderen als einen der drei angegebenen Werte hitte. Denn wenn man die
Kurve @' mit Parallelen zur y-Achse schneidet, so kimen dann fiir die Ab-
stinde der Schnittpunkte wegen der Stetigkeit von €' alle Werte zwischen
1|2z und Null vor.

Wenn weiter eine belicbige (also nicht notwendig einfach) geschlossene
orientierte, d. h. mit einer Durchlaufungsrichtung versehene stetige Kurve C:
w=w(t) (<t <1t; w(f) stetig),
welche w =0 und w = « nicht trifft, gegeben ist, so markiere man auf
ihr irgendeinen Punkt a, lege dort log @ einen seiner Werte bei und ver-
folge die stetige Anderung, die von a und dem Werte log @ ausgehend
log w bei Durchlaufung der Kurve in der vorgeschriebenen Richtung er-
fahrt. Wenn w nach a zuriickgelangt ist, so hat log w um ein Vielfaches
von 2xi zugenommen. Dieses Vielfache ist von dem Werte des Loga-
rithmus, fiir den man sich im Punkte @ entschieden hat, unabhiingig. Denn
wire man von einem Werte log @ ausgegangen, der um ein Vielfaches von
27i anders gewesen wiire, so wiren alle Werte des Logarithmus, welchem
man bei Durchlaufung der Kurve begegnet, um dasselbe Vielfache von 23
anders gewesen. Auch von der Wahl des Punkies a ist der Zuwachs des
Logarithmus unabhiingig. Denn verschiebt man a lings der Kurve, so mub
sich die Wertinderung stetig mit ¢ &ndern, wiihrend sie doch ein ganses

Vielfaches von 2z ist.

1) D. h. dop pelpunktfreie. Eine genaue allgemeine Begriffsbestimmung wird auf
3. 88 gegcben. Hier mag die landliufige Vorstellung geniigen.
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Diese Betrachtungen fiihren zu der folgenden, weiterhin sehr wichtigen
Definition. Man sagl, einc stetige geschlossene orientierte Kurve umlaufe
w=¢ hmal, wenn log (w— ) bei Durchlaufung der Kurve in der vor-
geschriebenen Richtung um h2m? wichst. Namentlich sagt man, die Kurve
umlaufe & tm positiven Sinne, wenn h positiv ist. Sie umlduft & im negativen
Sinne, wenn h negativ ist. Sie wmschlieBt ¢ gar wicht, wenn h =0 ist.

Durch diese Definition soll also weiterhin festgelegt sein, in welchem
Sinne die hier eingefilhrten Umlaufungsbegriffe gebraucht werden sollen.
Sie decken sich natiirlich nur bei einfach geschlossenen Kurven mit der
landlinfigen Vorstellung, die man mit den eben definierten Begriffen ver-
hindet.

Wenn in der w-Ebene eine zusammenhingende') Punktmenge gegeben ist,
welche & mnicht trifft, so wmschlieft entweder & keinen threr Punkie oder €
umschlieft alle in demselben Sinme. Sei nimlich { ein Punkt der Menge,
50 kommt es auf die Wertiinderung an, welche log (w —§) bei Durch-
lufung von € erfihrt. Diese Wertinderung hingt aber stetig von § ab,
solange & nicht auf der Kurve liegt. Da aber fiir die Wertinderung nur
Vielfache von 2n¢ in Frage kommen, so ist diese stetige Funktion
konstant.

Im Rahmen dieser Betrachtungen ist es nun auch leicht mdglich, zu
beweisen, daB ein jedes einfach (d. h. ohne Selbstiiberkreuzung) geschlossene
Polygon die Ebene in swei Bereiche, das Innere und das AuBere des Poly-
gones, gzerlegt. Wir versehen dazu das Polygon mit einem Durch-
linfungssinn. Ist dann { irgendein nicht auf dem Polygon gelegener
Punkt, so erfahrt log (w — ¢) bei Durchlaufung des Polygones P einen
luwachs &(P, §)2ni. Dabei kann &(P,¢) eine der Zahlen 0 oder 1 oder
~ 1 bedeuten. Denkt man sich nun § variabel, so bleibt, wie vorhin dargelegt
wurde, & (P, {) ungeindert, solange ¢ nicht auf das
Polygon selbst zu liegen kommt. Wenn man aber
mun § eine der das Polygon bildenden Strecken A B
iberschreiten lift, so #ndert sich, wie wir jetzt
sshen wollen, & um eine Einheit. In Fig. 36 seien
{, und & zwel Lagen des Punktes { aus der Nihe A
dr Polygonseite AB. Ich betrachte das Dreieck 4 B
4BC, das keinen Punkt der Polygonkurve enthalten ;é’ .
mjge. Neben dem Polygon P betrachte ich noch
das Polygon P,, das aus ihm dadurch hervorgeht, daB ich die Seite 4B
durch den Linienzug ACB ersetze. Dann ist & (P, §) = & (P, §); weil

1) Eine genaue Begriffshestimmung folgt auf §.82. Hier kann die landliufige
Vorstellung gentigen, die man mit diesen Worten verbindet.
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bei Durchlaufung des Dreieckes ACB der log (¢ —¢) ungedndert bleibt.
Ich kann némlich die Durchlaufung des Polygones P ersetzen durch die
des Polygones P,;, wenn ich nur dann noch das Dreiecck BCAB in der
Richtung BCAB durchlaufe. Denn dann ist im ganzen der Zug BCA
zweimal nacheinander in verschiedener Richtung durchlaufen. TUnd das
bedeutet eine Wertinderung Null fiir den Logarithmus (s. die Fig. 36).
Weiter ist aber & (P, §)=¢ (P, §). Denn die Strecke §, &, trifft ja
das Polygon nicht. Weiter aber erfihrt log (w—¢) bei Durchlaufung
des Dreieckes BCAB in dem durch die Reihenfolge der Ecken bezeich-
neten Sinn eine Anderung von der GroBe =+ 2«4 je nach dem Umlaufssinn
des Dreieckes. Daher ist nun

e(Pg)=s8(P,G) +e(0G)=8(P,§)E1=4(P¢) 1.

Wenn also ¢(P, §;) = 0 oder =1 oder = — 1 ist, so wird im ersten Fall
e(P,&)=1 oder = — 1, im zweiten gleich 2 oder 0, im dritten gleich 0
oder — 2. Da aber & nur die Werte 0, 1, — 1 annehmen kann, bleiben nur
zwei Moglichkeiten {ibrig. Der eine der beiden Werte, die ¢(P, {) annehmen
kann, ist also stets Null, und der andere ist je nach der Durchlaufungs-
richtung des Polygones + 1. Die Punkte, fiir welche Null herauskommt,
machen das AuBere, die anderen das Innere des Polygones aus. Diese Be-
nennung rechtfertigt sich dadurch, daf zur ersten Sorte jedenfalls alle
Punkte gehoren, welche auflerhalb eines das Polygon umschlieBenden Kreises
liegen. Denn sei ¢ ein solcher Punkt, so ist jeder Zweig des log (w — §)
im Inneren eines solchen Kreises eindeutig.

Die Punkte einer jeden Sorte machen auch tatsiichlich einen einzigen
Bereich aus. Wenn nimlich eine Polygonseite an der Grenze eines Be-
reiches beteiligt ist, so trifft dies auch fiir die benachbarten Seiten zu.
Denn man kann um eine Ecke, in der zwei solcher Seiten aneinanderstoBen,
einen Kreis schlagen, in den nur diese beiden Polygonseiten eindringen.
Sie zerlegen ihn in zwei Sektoren, von denen der eine ganz dem in Rede
stehenden Bereich angehort. Da gleichzeitig in jeder Polygonseite nur zwei
Bereiche aneinanderstofen konnen, so kann das Polygon nicht mehr als zwei
Bereiche bestimmen. Diese beiden aber haben wir eben schon festgestellt,
denn Punkte mit verschiedenem ¢ kdnnen ja nicht demselben Bereich an-
gehdren.

Unsere Betrachtung lehrt weiter, dafB ein Polygon einen inneren Punki
dann in positivem Sinne umschlieft, wenn mon scinen Rand so durchliuft,
daf das Inmere zur Linken bleibt.

Die Richtigkeit dieser Behauptung kann man bei Dreiecken ohne weiteres
bestitigen. An Hand der Fig.36 kann man aber daraus auf beliebige
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Polygone schlieBen. Denn dort lernten wir, daB eine Uberschreitung der
Seite A B eine Anderung von & um + 1 zur Folge hat. Man kann nun
mehrere Fille unterscheiden, je nachdem, ob das wandernde ¢ in das Drei-
eck eintritt oder es verlift, je nachdem das Dreieck positiv oder negativ
umlaufen ist. Das sind im ganzen vier Fille. Nehmen wir nun z B an,
¢{ wandere aus dem PolygoniuBeren in das Polygoninnere und riicke etwa
gleichzeitig vom DreiecksiuBeren in das Dreiecksinnere. Dabei geht somit
¢ vom Werte Null entweder in den Wert 4+ 1 oder in den Wert — 1 iiber.
Im ersten Fall muB somit gemiB dem gerade iiber Dreiecke (lesagten das
Dreieck positiv, im anderen Falle negativ umlaufen sein. Dann liegt also
im ersten Falle das SchluB-¢ links von der Richtung A B, im anderen
Falle rechts. Und damit ist bewiesen, dall es dem positiven Umlaufssinn,
d. h. dem & = -1 entspricht, daB das Polygoninnere links von jeder orien-
tierten Polygonseite liegt. Kbenso schlieBt man in den drei anderen Fillen.
Das Kriterium iibertrigt sich ohne weiteres auf solche einfach geschlossene
Kurven, welche die Ebene in ein Inneres und ein AuBeres zerlegen. (Man
vgl. den S. 88 erwihnten Jordanschen Kurvensatz.)

Durchléuft man den vollen Rand eines beliebigen polygonalen Bereiches
so, daB dabei das Innere zur Linken bleibt, einmal, so hat man dabei jeden
inneren Punkt ¢ genau einmal positiv umlaufen. log (# — @) nimmt nim-
lich bei Durchlanfung des #uBeren Randpolygones') gerade um 2z¢ zu und
bleibt bei Durchlaufung des inneren Randpolygones ungeindert.

Bemerkungen: 1. Ganz #hnlich zeigt man, dal ein nicht geschlossener
Polygonzug ohne Selbstiberkreuzung die Ebene nicht zerlegen kann. Denn
wieder mufl der ganze Zug an jeder Bereichgrenze teilhaben. Aber um die
Polygonenden kann man jetzt etwa durch einen Kreisbogen herumkommen.

2. Der Satz nebst Beweis, d.h. unsere ganzen Betrachtungen konnen
unveréindert auf einfach geschlossene Kreishogenpolygone {ibertragen werden.
Das sind Polygone, deren Seiten statt aus Geraden aus Kreisbogen bestehen.

1) Unter den Rindern eines (endlichen) polygonalen Bereiches gibt es genau einen,
der alle anderen im Iumeren enthilt. Denn gibe es ieinen solchen, so enthielte der
Bereich nur AuBenpunkte eines jeden seiner Rinder, bestiinde also aus der vollen
Ebene mit AusschluB der Junenpunkte gewisser Polygone, wiire also nicht endlich.
Ferner aber kann der Bereich auch nicht dem Inneren mehrerer seiner Randpulygone
angehdren. Denn trife dies fir zwei Randpolygone zu, so miiBte jedes derselben dem
Inneren des anderen angehdren. Wenn aber das Polygon o, in =, liegt, so gehdren
dem Inneren von w, auch AuBenpunkte von =, ein. Wenn aber =, in = lige, so
kénnte man diese AuBenpunkte mit dem Unendlichfernen verbinden, ohne x, zu treffen.
Da aber das Unendlichferne sicher auBerhalb =, liegt, so hitte man damit einen Innen-
punkt von z, mit einem AuBenpunkt von x, verbunden, ohne =, zu treflen, was wider-
sinnig ist.
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3. Vermittelst der Transformation w = i: erkennt man, daB alle Er-
gebnisse auch gelten, wenn die Polygone sich ins Unendliche erstrecken.
Denn durch w = zl kann man solche Polygone, die o auf einer ihrer Seiten

haben, sofort in endliche Kreishogenpolygone transformieren.

4. Beachtet man noch, daB log w = log | w| + i arg w und daB der reelle
log |w| eindeutig ist, so kann man unsere Uberlegungen und Erklirungen
auch auf die Werteiinderung aufbauen, welche arg w bei Durchlaufung einer
Kurve erfihrt. Das pflegt man zu tun, wenn man die Lehre von den Be-
reichen losgelost von der Funktionentheorie entwickelt.

§ 8. Hilfssiitze tiber Bereiche und Kontinua.!)

Hiner gleich noch auf den Logarithmus zu machenden Anwendung zu-
liebe wollen wir jetzt schon einige naheliegende, aber sehr wichtige und
grundlegende Sitze {iber Bereiche und Kontinua herleiten, die wir noch
sehr oft brauchen werden.

Was man unter einer abgeschlossenen Menge versteht, wurde schon auf
S. 21 erklirt. Wenn nun eine abgeschlossene Menge von komplexen Zahlen
oder von Pumkten der Gaupschen Ebene?) auferdem noch zusammenhingt,
so menmen wir sie ein Kontinuum. Den Begriff der susammenhingenden
Menge aber kann man noch auf zwei verschiedene Weisen erkliren. Man
kann erstens so definieren: Fine abgeschlossene Menge heifdt zusammen-
héngend, wenn man sie wicht in swei abgeschlossene punkifremde Teilmengen®)
zerlegen kann. Das Intervall J: ¢ < 2 << b ist also z B. eine zusammen-
hiingende Menge. Denn seien etwa M, und I, die beiden abgeschlossenen
Teilmengen, in die wir uns fiir den Fall, daB die Behauptung unrichtig
wire, das Intervall zerlegt denken wollen, dann gibe es sicher in der Teilmenge
M, einen Punkt P, der nicht samt allen ihm in J benachbarten Punkten
der Menge M, angeh®rte!) Dann gibe es also in beliebiger Niihe desselben
Punkte der Strecke, welche der zweiten Teilmenge M, angehdrten. Daher
wire P ein Haufungspunkt von Punkten aus M, und gehérte daher auch
M, an, weil diese Menge abgeschlossen sein soll. Daher wiren M, und
M, nicht punktfremd. Aus dieser Darlegung folgt, dab ein jeder Polygon-

1) Bei der ersten Lektiire kann auch § 8 tiberschlagen werden. In diesem § 8 ist
nur von schlichten, d. h. einblittrigen Bereichen die Rede.

2) Wir nehmen fortan stets an, daB sie durch den Punktz=o00 erweitert ist.

8) D. h. Teilmengen ohne gemeinsamen Punkt,

4) Denn seien @, und ¢, zwei Punkte der Strecke, deren einer zu M, deren an-
derer zu M, gehdrt. Dann betrachte ich die zu B4, gehbrigen Punkte der Strecke @, ¢;-
Unter diesen gibt es einen, P, dessen Entfernung von ¢, ein Minimum ist. Somit
kdnnen nicht alle ihm in J benachbarten Punkte zu M, gehdren.
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rug eine zusammenhingende Menge ist. Eberso ist jede stetige Kurve
2=12(t) (a <t<b) eine zusammenhiingende Menge, wie man ja aus ihrer
Abbildung auf die Strecke a <t <b, wie sie z = 2 (f) vermittelt, sofort
erkennt. Denn einer Zerlegung der Kurve in zwei abgeschlossene punkt-
fremde Mengen entspriiche eine ebensolche Zerlegung der Strecke.

Die zweite Erklirung des Begriffes zusammenhiingende Menge erstreckt
sich im Gegensatz zu der eben angefiihrten auf beliebige (nicht nur auf ab-
geschlossene) Mengen, stimmt aber fiir abgeschlossene Mengen mit der eben
gegebenen iiberein. Die zweite Erklirung beruht nédmlich auf dem Begrift
s&-zusammenhingend”, dieser auf dem Begriff ,&-Kette“. z,, - - 2, sei eine
endliche Menge von komplexen Zahlen, derart, dafl die Differenz irgend
zweier aufeinanderfolgender | 2xq1— 2| <e(k=1,2...n—1) ist. Dann
sagt man, 2, --- 4, bildeten eine s- Keffe, welche #, und 2, verbindet. Eine
Menge nun, in der man irgend zwei Punkte durch eine der Menge angehsrige
e-Kette verbinden kann, heiBlt &-zusammenhiingend. Wenn eine Menge weiter
fir alle & ,e-zusammenhingend® ist, so heilt sie zusammenhingend schlechthin.

Uns interessiert hier diese Begriffsbildung nur fiir abgeschlossene Mengen.
Es zeigt sich, daB eine abgeschlossene Menge, die nach der einen Definition
susammenhdngend ist, auch nach der anderen susammenhingend ist. Denn
wenn man z B. eine abgeschlossene Menge in zwei punktfremde abgeschlossene
Teilmengen M, und M, zerlegen kann, so besitzen diese beiden einen von
Null verschiedenen Abstand.') Denn das Minimum der Abstéinde: ,Punkt
aus M, gegen Punkt aus M,“ kann nicht Null sein, weil die beiden Mengen
punktfremd sein sollen. Sei dann a der Abstand der beiden Teilmengen, so
kann man keinen Punkt aus M, mit einem Punkt aus M, durch eine ¢-Kette
verbinden, in der s < a ist. Denn in dieser Kette miiBte es zwei aufeinander-
folgende Punkte geben, den einen aus M, den anderen aus M,, deren Ab-
stand hochstens s, also kleiner als @ wire. Wenn umgekehrt zwei Punkte P
und @ durch keine s-Kette verbunden werden konnen, so muf der Abstand
irgend zweier &-zusammenhingenden Mengen, welchen P und ¢ angehdren
sollen, dieses & iibertreffen. Wenn also eine abgeschlossene Menge fiir ein &
nicht ,&-zusammenhingend“ ist, so kann sie in zwei abgeschlossene Teil-
mengen zerlegt werden. Man hat nur etwa als Menge M, alle die Punkte
zu nehmen, die mit P durch eine z-Kette verbunden werden kinnen, als
Menge M, alle anderen Punkte.

Nach diesen Begriffsbestimmungen gehen wir zu einigen Sitzen iiber.

1) Unter dem Abstand zweier Mengen M, und M, versteht man die untere
(Grenze (bei abgeschlossenen Mengen das Minimum) der Abstinde P@ fiir irgendein
Punktepaar (P aus M,, @ aus M,). Vgl auch 8. 21, wo wir schon einmal in einem
speziellen Fall den Begriff des Abstandes verwendet haben.
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Satz I. Wenn ein Kontinuum K sowohl Punkte aus dem Inneren als
Punkte aus dem AupBeren eines Polygones*) IT enthilt, so kommen in ihm auch
Punkte von II sclbst vor.

Denn sonst wilrde durch das Polygon II das Kontinuum in zwei ab-
geschlossene punktfremde Mengen zerlegt. Die Punkte des Kontinuums némlich,
welche dem Inneren des Polygones angehdren, miissen eine abgeschlossene
Menge ausmachen, wenn wirklich kein Punkt von K auf ITliegen soll. Denn alle
Haufungspunkte von Punkten des K aus dem Inneren von ITmiissen dann selbst
dem Inneren angeh6ren. Ebenso ist es mit der Menge der AuBenpunkte von
K. Beide Mengen sind punktfremd, weil ein gemeinsamer Punkt nur auf II
liegen konnte. Das alles widerspricht aber dem Begriff des Kontinuums.

Satz II. Der Rand eines Bereiches tremnt den Bereich von der Komple-
mentirmenge, d. h. von der Menge derjenigen Punkle, welche weder dem Be-
reich noch seinem Rande angehoren. Der Satz ist dem eben bewiesenen
ganz analog und fast mit denselben Worten wie dieser beweisbar.

Satz 11, Es sei eine abgeschlossene Menge K, und ein zu ihr punki-
fremdes Kontinuum K, gegeben. Man kann stets einen polygonalen (d. h. von
Polygonen begrenzten) DBereich konstruieren, der das Kontimuum K, enthdill,
und der die Menge K, ausschlieft.

Zum Beweise ziehen wir den Abstand a der beiden Mengen heran. Als-
dann konstruiere ich in der Ebene ein Quadratnetz, dessen Maschenweite
(d. h. Léinge der Quadratseiten) kleiner als % ist. Ich greife dann diejenigen
dieser Quadrate heraus, welche keinen Punkt von K, im Inneren oder auf
dem Rande besitzen. Diese Quadrate machen dann eine gewisse Punkt-
menge aus, za welcher ich noch die inneren Punkte derjenigen Quadrat-
seiten hinzunehme, in welchen zwei der Quadrate aneinanderstoBen, und zu
welcher ich diejenigen Eckpunkte hinzunehme, in welchen vier der Quadrate
zusammenstofen. Die so erhaltene Punktmenge besteht aus einigen Ge-
bieten. Einem derselben muB das Kontinuum K, ganz angehdren. Denn
kein Randpunkt der Gebiete kann K, angehoren. Denn anderenfalls gehort
auch noch das an die betreffende Quadratseite anstofende andere Quadrat
zum Gebiet, da es seiner geringen GroBe entsprechend auch noch von X,
frei ist und die gemeinsame Quadratseite mit zur Menge gerechnet wird. Daher
muB wirklich Kg einem der von den ausgesuchten Quadraten gebildeten Ge-
biete angehdren. Dieser Bereich ist es, dessen Existenz der Satz behauptet.
Ist insbesondere auch K, ein Kontinuum, so muf eines seiner Randpolygone
K, und K, trennen. So gewinnen wir das Corrolar: Man kann stets ein
einfaches Polygon angeben, das zwei punktfremde Kontinua voneinander trennt.

1) Alle fortan vorkommenden Polygone und Streckenziige sollen esmfach sein, d.h.
frei von Doppelpunkten.
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Nun miissen wir wieder einige neue Begriffe einfithren. FEin Bereich heif3t
einfach susammenhingend, wenn die Menge seiner Randpunkte ein Kontinuwm
ist"), zweifach susammenhingend, wenn sie aus zwei Kontinuen bestcht usw.

Satz IV. Wenn B ein einfach zusammenhingender Bereich und K eine
ihm angehorige abgeschlossene Menge ist, so kann man stets in B ein Polygon I1
konstruieren, das K vom Rand R des Dereiches B trennt.

Der Satz kann natiirlich nur fiir abgeschlossene K gelten, weil sonst
K Punkte von R zu ihren Hiufungspunkten zihlen konnte. Dann konnte
man nicht zwischen X und B mit einem Polygon durchkommen. Unter
unseren Voraussetzungen aber ist der Abstand zwischen K und R von
Null verschieden.

Der Beweis ergibt sich aus dem vorhin bewiesenen allgemeinen Satz IlI,
wenn man bemerkt, dal R ein Kontinuum ist. Dal aber das hiernach
konstruierte Polygon dem Bereich angehort, folgt so: Da die Vereinigungs-
menge von B und R, also der abgeschlossene Bereich, ein Kontinuum ist, das
sowohl im Inneren wie im AuBeren von IT Punkte besitzt, so liegen auch
auf IT Bereichinmkte (Randpunkte konnen ja da nicht liegen). Daher liegt IT
ganz in B, da sonst nach Satz II IT auch Punkte von I enthalten miiite.

Satz V. Wenn in einem zweifach zusammenhingenden Bereich B mit
den Rdndern R, und B, eine abgeschlossene Menge K liegt, so gibt es stets
einen von zwei B angehirigen Polygonen II, und II, begrenzlen zweifach
zusammenhingenden Polygonring, der K enthilt, R, und LI, aber ausschlieft.

Zuam Beweise trenne ich zunichst die abgeschlossene Vereinigungsmenge
R, 4+ K durch ein Polygon®) 7, vom Kontinuum £,. Dies Polygon liegt in .B.
Alsdann trenne ich ebenso K + R, + II, von R,. Beide Polygone trennen dann
R, von R,. Das eine trennt K von R,, das andere K von R,, K muB
daher dem von beiden Polygonen begrenzten zweifach zusammenhingenden
Ring angehoren.

Satz VI. Ein Querschnitt, d. +. ein Polygonzug ohme Selbstiiberkrewzung,
welcher zwei Randpunkte eines einfach zusammenhingenden Bereiches im Be-
reiche miteinander verbindet, zerlegt den Bereich in zwei einfuch susammen-
hingende Teilbereiche.

Jedenfalls kann er ihn nicht in mehr als zwei Teilbereiche zerlegen,
weil an der Grenze cines jeden nach einer schon S. 80 angestellten Uber-
legung der volle Polygonzug (Querschnitt) teilnimmt und an jede Polygon-
seite hochstens zwei Bereiche angrenzen. Querschnitt und seitherige Bereich-

1) Der Rand soll also Punkte enthalten. Anderenfalls liegt die Vollebene vor, die
man nullfach zusammenhingend nennen konnte.

2) R, 4 K verhiilt sich wie ein Kontinuum, weil man R, und K in B (chne R,
zu treffen) miteinander verbinden kann,
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grenze bilden ein Kontinuum. Ich nehme an, der Satz sei falsch und
greife eine Strecke des Querschnittes heraus derart, daB der liber ihr als
Durchmesser errichtete Kreis nur Bereichpunkte enthilt,

Wenn man nun im Mittelpunkt des Kreisdurchmessers nach beiden
Seiten Lote auf dem Durchmesser errichtet, die kiirzer als der Kreisradius
sind, so zerfillt bekanntlich keiner der Halbkreise. Vielmehr geht jeder in
einen neuen Bereich iiber, dessen Grenze nun von dem alten Halbkreis,
dem Durchmesser und dieser Lotstrecke gebildet wird. Nun lassen wir
den Kreis wieder weg und ziehen den Schlu8, da8 durch Anbringung jener
Lote auch der von altem Polygon und Querschnitt begrenzte Bereich nicht
zerfallen kann Denn seien etwa P, und P, zwei Punkte eines von altem
Rand und vom Querschnitt bestimmten Bereiches und II ein Polygonzug, der
beide in diesem Bereiche verbindet, der also namentlich den Querschnitt
nicht trifft. Die einem Halbkreis angehérigen Teile desselben kann man
aber nach dem eben (esagten durch Streckenziige des Halbkreises ersetzen,
die das Lot nicht treffen. Wenn daher der Querschnitt das Polygon nicht
zerlegte, so wiirde auch durch Anbringung der Lote keine Zerlegung bewirkt.
Man konnte daher die Lotenden durch einen Polygonzug des Bereiches ver-
binden, welcher also das aus Querschnitt, Rand und Loten bestehende
Kontinuum nicht trifft. Denn dies Kontinuum ist die neue Bereichgrenze.
Dieser Polygonzug macht zusammen mit den beiden Loten ein einfach ge-
schlossenes Polygon @ aus. Sowohl seinem Inneren wie seinem AuBeren
gehoren Punkte des Querschnittes an, weil der Kreisdurchmesser vom
AuBeren ins Tnnere iibergeht. LiBt man diesen Durchmesser also vom
Querschnitt weg, so zerfallt er in zwei Teilzlige, deren einer dem Inneren,
deren anderer dem AuBeren von @ angehort. Daher zerlegt das Polygon
das Kontinuum, bestehend aus altem Rand und den zwei noch fibrigge-
bliebenen Streckenziigen des Querschnittes, in zwei abgeschlossene Teil-
mengen. Das widerspricht aber der Natur eines Kontinuums.

Erweiterung. Der eben bewiesenc Satz 1t sich auf zweifach zusammen-
héingende Bereiche iibertragen, wenn man Querschnitte betrachtet, welche wie
eben zwei Punlie derselben Randkurve verbinden.

Satz VII. Wenn aber der Querschnitt zwet verschiedene Randkurvent) R, und
R, eines mehrfach zusammenhingenden Bereiches verbindet, so gerlegt er den
Bereich wicht.

Zum Beweise nehme ich wieder eine Teilstrecke des Polygonzuges weg.
Dann bildet der Rand R, zusammen mit dem einen noch verbleibenden

1) Darunter verstehe ich zwei je in sich zusammenhingende Mengen von Rand-
punkten, die aber nicht ein und derselben zusammenhingenden Menge von Rand-
punkten angehoren.
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Stiick des Querschnittes ein Kontinuum, ebenso bildet R, mit dem anderen
noch verbleibenden Stiick des Querschnittes und den tibrigen Randpunkten
eine abgeschlossene Menge. Ich zeichne nun nach Satz III einen Polygon-
zug, der die beiden Mengen trennt. Das vorhin weggelassene Stiick des Quer-
schnittes verbindet daher das Polygoninnere mit dem PolygoniiuBeren, trifft
also das Polygon und hat eine ungerade Anzahl von Kontinua (Punkte und
Strecken) mit demselben gemeinsam. Ich durchlaufe das Polygon und mar-
kiere mir den ersten und den letzten Treffpunkt mit dem Querschnitt. Diese
zerlegen das Polygon in zwei Streckenziige, deren jeder die beiden Seiten
des Querschnittes miteinander verbindet!), und deren einer den Querschnitt
nicht trifft. Derselbe zerlegt daher den Bereich nicht. War vielmehr der
gegebene Bereich zweifach zusammenhingend, so ist der vom alten Rand
und dem Querschnitt begrenzte Bereieh einfach zusammenhingend, denn
dieser Rand und der Querschnitt machen ein Kontinuum aus. Aus einem
dreifach zusammenhingenden Bereich aber macht der Querschnitt einen zwei-
fach zusammenhingenden.

Zusatz. Wenn man unter einem Einschnitt eines Bereiches einen Polygon-
zug aus dem Bereich versteht, der einen Bereichpunkt mit dem Rande
verbindet, so zerlegt ein Einschnitt keinen Bereich, #ndert nicht einmal
seinen Zusammenhang. Wenn man nimlich etwa aus einem einfach zu-
sammenhingenden Bereich einen seiner Punkte wegldBt, so wird aus ihm
ein zweifach zusammenhingender Bereich. Verbindet man dann diesen
Punkt mit dem Rande, so ist dieser Einschnitt des alten Bereiches ein
Querschnitt des neu entstandenen zweifach zusammenhingenden, verwandelt
diesen also wieder in einen einfach zusammenhingenden Bereich.

Satz VIIL. Ein dreifach susammenhingender Bereich mdge aus einem Poly-
gon dadurch entstanden sein, daf3 zwei getrennte, dem Inneren des Polygones
angehbrige zusammenhingende abgeschlossene Mengen entfernt werden. Man
kann alsdann einen Querschnitt angeben, welcher das Polygoninnere i zwer
Polygone zerlegt, deren eines die eine, deren anderes die anderc der beiden eben
genannten Mengen in seinem Inneren enthill.

Zum Beweise verbinde man die beiden genannten Mengen M, und M,
durch zwei einander nicht treffende Einschnitte mit dem Polygonrande.
Der so entstehende einfach zusammenhingende Bereich sei B. Ihre Miin-
dungspunkte auf dem Polygon seien P, und P,. Diese Punkie zerlegen
das Polygon in zwei Teilbogen. Auf jedem derselben markiere man einen
Punkt: @, und @, Diese bestimmen zwei Bogen II, und IT; des Poly-

1) Der eine trifft das Querschnittstiick in einer ungeraden Zahl von Kontinua und
besitzt daher die angegebene Eigenschaft. Daher liegen auch Anfang und Ende des
anderen Streckenzuges auf verschiedenen Querschniltseiten.
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gones, deren einem P,, deren anderem P, angehort. Die beiden Punkte @,
und ¢; verbinde man nun durch einen dem Bereich B angehrigen Strecken-
zug IT miteinander. Dieser Querschnitt bewirkt die gewiinschte Zerlegung.
Denn IT und II, begrenzen ein Polygon, dessen Innerem M, angehort. P,
gehort nimlich seinem Rande an, und von P, aus gelangt man lings des
vorhin eingefihrten Einschnittes in das Polygoninnere zu J,. Ebenso be-
stimmen IT und IT, ein Polygon, dessen Innerem M, angehort.

Erginzung: Wenn aus dem Polygon 7 zusammenhingende Mengen
entfernt sind, so kann man das Polygon durch % —1 Querschnitte in »
Teilpolygone zerlegen, deren jedes genau eine der » Mengen enthidlt. Man
beweist dies, indem man etwa erst x — 1 der » Mengen zu einer verbindet
und dann Satz VIII verwendet. Mit dem Polygon, das dann die » — 1
verbundenen Mengen enthilt, verfilrt man aufs neue ebenso.

Die im Anhang zum vorigen Paragraphen und die eben jetzt bewiesenen
Satze sind einer weitgehenden Verallgemeinerung fihig. Zunichst wird
der Leser bemerken, daf man unsere Beweise ganz miihelos auf den Fall
tibertragen kann, daB man statt geradlinig begrenzter Polygone etwa Kreis-
bogenpolygone oder noch allgemeiner begrenzter Vielecke heranzieht. Ja,
man kann als Grenze die in gewissem Sinne allgemeinste stetige Kurve,
die sogenannte Jordankurve heranziehen. Unter einem Jordanschen oder
einem einfachen stetigen Kurvenbogen versteht man den Kurvenbogen 2z =2 (%),
a <{<b, wenn z(?) stetig ist und wenn nur fiir £, =14,:2(4,) = 2 ({,) sein
kann. Das ist also ein Kurvenbogen, der jeden seiner Punkte nur einmal
passiert. Ein aus solchen Kurvenbogen als Seiten aufgebautes doppelpunkt-
freies Polygon — keine zwei Seiten sollen sich also schneiden — heifit
eine Jordonkurve oder eine einfach geschlossene stetige Kurve. Man kann
dieselbe hiernach offenbar auch als das umkehrbar eindeutige und stetige
Bild einer Kreisperipherie erkliren. Alle seither fiir Polygone und Polygon-
niige bewiesenen Sitze gelten auch fiir Jordankurven. Insbesondere gilt
also der sogenannte Jordansche Kurvensatz:

Satz IX, Eine jede geschlossene Jordankurve zerlegt die Ebene in genaw
zwer Gebiete.

Auf den Beweis dieses Satzes, den der franzisische Mathematiker
C. Jordan zuerst versuchte, wollen wir hier nicht mehr eingehen. Den be-
quemst lesbaren Beweis, der keine anderen als die hier besprochenen Hilfs-
siitze erfordert, findet der Leser in einer Arbeit von Winternitz im ersten
Bande der Mathematischen Zeitschrift. Er ist dem knapper dargestellten
Brouwerschen Beweis in Mathematische Annalen Bd. 69 nachgebildet.

Wenn wir gelegentlich von diesem Satze Gebrauch machen, so wird es
kaum weiter storen, daB wir hier den Beweis unterdriicken; denn immer
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wird es geniigen, wenn der Leser dabei an die einfachsten ihm geliufigen
Kurven denkt. Es ist nur begrifflich bequemer, statt dessen von Jordan-
kurven zu reden, denn es wiirde schwer halten, die eben genannten ein-
fachen Kurven begrifflich zu charakterisieren.

Ich schlieBe nun einen kleinen Satz an, der zwar aus dem Rahmen der eben
besprochenen etwas herausfiillt, der uns aber auch bald gute Dienste leisten wird.

Satz X. FEs sei eine Folge von einfach zusammenlingenden Bereichen
B,, By - -- gegeben, derart, daf3 jeder Bereich alle DBereiche mit keinerer
Nummer umfaflt. Die Menge derjenigen Punkie, welche mindestens einem
dieser Dereiche angehiren, bildet dann selbst einen einfach zusammenhingenden
Bereich B, den wir als Grenzbereich der Bereiche B, auffassen kinnen.

Wenn nimlich ein Punkt einem der Bereiche angehort, so besitat er
eine gewisse Umgebung, die gleich ihm allen folgenden Bereichen
angehort, Ebenso gehort jede Verbindungslinie  zweier solcher
Punkte auch allen folgenden Bereichen an. Die zu untersuchende Menge
ist also ein Bereich. Wenn aber die Menge seiner Randpunkte nicht zu-
sammenhinge, sondern mehrere Kontinua am Rande beteiligt wiren, so
kénnte man nach Satz 11l ein im Bereich enthaltenes Polygon konstruieren,
welches eines der Randkontinua von den ibrigen trennt. Von einer ge-
wissen Nummer an muB nun dies Polygon vollstindig den Bereichen B,
angehdren. Demn wenn es fiir jede Nummer #» auf dem Polygon einen
Punkt P, gibe, der nicht dem Bereiche dieser Nummer angehdrte, so
kinnte ein Hiufungspunkt dieser Punkte P, auch keinem der Bereiche I3,
also auch nicht dem Bereiche B angehtren. Wenn aber nun etwa das
Polygon dem Bereich B, angehort, so miiite es nach seiner Konstruktion
sowohl in seinem Inneren als in seinem AuBeren Punkte besitzen, die nicht
7w B, gehoren'), also auch Randpunkte von B,. Dann wire aber B, nicht
einfach zusammenhingend.

Satz XI. Jeder einfach zusammenhingende DBereich B kann im Sinne
von Satz X als Grenze von Polygonen aufgefaft werden.

Zum Beweise?) hetrachte ich die abgeschlossene Menge derjenigen

Bereichpunkte, deren Abstand vom Bereichrand —1—(1;; nicht iibertrifit. Ich

konstruiere nach Satz 1V ein Polygon, das diese Menge vom Rande trennt
Dies Polygon sei B,. Dann ist B =lim B,

n-> o
Satz XII. Jeder Bereich ist Grengbereich polygonaler Bereiche.

1) Denn sonst gehdrte das Polygoninnere oder das PolygoniuBere ganz zu Biy,
also auch ganz zu B im Gegensatz zu der Definition des Polygones.

2) Der Einheitlichkeit wegen mgen die dabei vorkommenden Abstinde im stereo-
graphischen Kungelbild des Bereiches gemessen werden.
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Der Beweis ergibt sich nach Satz III auf Grund der eben angestellten
Uberlegungen. Insbesondere gilt noch

Satz XII. Jeder zweifuch zusammenhdngende Bereich kann als Grenze
von Polygonringen aufgefaft werden. Der Beweis verliuft unter Verwendung
von Satz V genau wie bei Satz XI.

Alles in diesem Paragraphen Besprochene ist wohl anschaulich leicht
einleuchtend. Eine niihere Analyse zeigt aber, daB diese Anschaulichkeit
ein Trugbild ist, denn nicht der allgemeine Satz tiber die betreffenden Be-
griffe ist es, der unserer Anschauung einleuchtet, sondern es sind gewisse
einfache Spezialfille, an welchen unsere Anschauung orientiert ist. Bei
solchen Verallgemeinerungen - anschaulich einleuchtender Sitze auf begriff-
liche Wahrheiten kann man aber nicht vorsichtig genug sein. Daher
haben wir auch hier nicht die Mihe gescheut, unseren weiteren Uber-
legungen eine solide Grundlage zu geben.

§ 9. Nochmals der Logarithmus und seine Abbildungen.

Wir wollen zuniichst einen Teil der Ergebnisse des vorigen Paragraphen
verwenden, um einige Sitze iiber die logarithmische Abbildung, die auch
wieder der unmittelbaren Anschauung recht nahe liegen, wirklich zu be-
weisen. Es handelt sich im wesentlichen um folgenden Satz: Die end-
lichen Werte, welche w = log 2 in cinem den Punlt 2= 0 enthaltenden ecin-
fach zusammenhingenden Bereich annimmt, erfiillen selbst einen cinfach zu-
sammenhdngenden Bereich, den Bildbereich jemes DBereiches.

Zunichst ein paar Worte zur Erliuterung. Daf ein den Nullpunkt
nicht enthaltender endlicher einfach zusammenhingender Bereich wieder in
einen schlichten einfach zusammenbhingenden Bereich iibergeht, leuchtet
nach allem, was wir tiber den Logarithmus wissen, ohne weiteres ein Er
vermittelt ja nach S.77 eine gebietstreue schlichte Abbildung und fiihrt den
Rand des abzubildenden Bereiches in den Rand des Bildbereiches iiber,
Bei dem jetzt zu beweisenden Satze aber liegen die Verhaltnisse etwas
anders. Denn der abzubildende Bereich ist ja zweifach zusammenhiingend.
Auch im Nullpunkt wird ja der Logarithmus singulir. Trotzdem wird der
Bildbereich wieder einfach zusammenhingend. Von einfachen Fallen her
ist die Richtigkeit des Satzes dem Leser auch schon geliufig. So ist ja
z. B. das Bild des Kreises 0 <|#|<r die Halbebene R(w) < logr. Jetst
gilt es, den allgemeinen Fall zu erledigen.

Zunichst mache ich einmal die einschrinkende Annahme, daB der Be-
reich von einem einfachen Polygon begrenzt ist. Das geschieht in der Ab-
sicht, hernach einen allgemeineren Bereich als Grenze solcher Polygone im
Sinne von Satz X (8. 89) aufzufassen. Dieser Polygonzug geht bei der
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Abbildung in eine Jordankurve iiber, welche zwei um 2x¢ unterschiedene
Punkte miteinander verbindet. Verbinde ich weiter den Punkt z =0 mit
dem Polygon durch einen lings der positiven reellen Achse gefithrten
Querschnitt, so wird aus dem Polygon ein einfach zusammenhiingender
Bereich, der also durch w = log # auf einen einfach zusammenhingenden
schlichten Bereich der w-Ebene abgebildet wird. Derselbe ist von dem
ehen genannten Jordanbogen und zwei Parallelen zur reellen Achse begrenzt,
die um 2w? gegeneinander verschoben sind, also auf einen abgeschnittenen
Streifen. Eine solche Abbildung vermittelt ein jeder Zweig des Logarith-
mus. Denn alle sind sie ja in dem Polygon, das wir eben abbildeten, ein-
deutig und unterscheiden sich voneinander um Vielfache von 2xi. Die
durch die verschiedenen Zweige erhaltenen Bildstreifen lagern sich also
glatt zu einem einfach zusammenhingenden Bereich aneinander, welcher
dann von den Bildern des Polygonrandes begrenzt wird. Diese Jordansche
Randkurve besteht aus lauter kongruenten, um Vielfache von 2z¢ gegen-
einander verschobenen Bogen und erstreckt sich also ins Unendliche, Diese
Bemerkung wird uns spiter niitzlich sein.

Wenn wir nun den urspriinglich gegebenen Bereich als Grenze von
Polygonen auffassen, so wird er selbst auf den Grenzbereich dieser
Polygonbilder abgebildet. Also auch sein Bildbereich wird einfach zu-
sammenhingend.

Wir betrachten nun weiter einen zweifach zusammenhdingenden Bereich.
Der Punkt z =0 soll ihm nicht angehiren. Wenn der DBereich den Punkt
2= 0 wumringt, d.h. wenn es in ihm ein eirfaches Polygon gibt, das diesen
Punkt umschlieBt, so wird auch dieser Bereich auf einen einfach zusammen-
hingenden Bereich abgebildet.

Denn wieder konnen wir den Bereich als Grenze von Polygonringen
suffassen und brauchen den Satz also nur fiir Polygonringe zu beweisen.
Dann ergibt er sich sofort aus dem vorigen. Denn der vom #uBeren Poly-
gon begrenzte z = ( enthaltende Bereich hat dann einen einfach zusammen-
hingenden Bildbereich. Von diesem ist das Bild des inneren Polygones
wegzulassen. Der iibrigbleibende Bereich ist einfach zusammenhingend
denn die Bilder der Polygonperipherien baben den Punkt z= co gemein-
sam und bilden also eine zusammenhingende Menge.

§ 10. Der Tangens.

Die durch sin ¢, cos # vermittelten Abbildungen werden wir erst spiter
niher untersuchen konnen, weil wir dazu einige Kenntnisse tiber die Funk-

tion 2 +% nitig haben. Wohl aber konnen wir jetzt schon tang z tber-

Bieberbach, Funktionentheorie T 7
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sehen Der Tangens wird wie im Reellen als Quotient :’is; erklart. Fihrt
man die Exponentialfunktion ein, so gewinnt man die Darstellung

e“—-e—"’ 1 e“"—-l
oder auch tang &= 7;—;‘“‘1—?

tang 2 = le =
') en+ e—-ll
Aus dieser letzten Gestalt kann man bequem den Verlauf der Abbildung
entnehmen. Wir wollen zunichst die Abbildung des durch die Geraden
=10 und =z begrenzten Streifens betrachten. Der Tangens bleibt ja
ungeiindert, wenn man sein Argument um Vielfache von # #ndert. Daher
lassen wir diese Beschrinkung auf einen Streifen der Breite # zunichst
eintreten. Wir setzen zunichst 2iz = ¢ und bilden damit den Streifen auf
den von den Geraden t=0, v=2x ({= 6+ i7v) begrenzten Streifen
ab. Alsdann setzen wir ¢/=1¢ und erhalten so die Abbildung des Streifens
auf die volle {-Ebene. Dabei geht die Grenze des Streifens in die posi-

tive reelle Achse itber. Endlich haben wir

=1t=—1

t 141

Das ist eine lineare Funktion. Durch sie wird die volle {-Ebene derart
auf die volle w-Ebene abgebildet, da dabei die positive reelle Achse in
das endliche geradlinige Verbindungsstiick von —¢ und + ¢ tibergeht.
Das ist also der Bildbereich unseres Streifens der Breite # in der z-Ebene,
welcher aus diesem durch Abbildung vermoge der Funktion w = tang s
erhalten wird. Die Parallelen zur imaginiiren 2-Achse gehen dabei in die
Kreise durch 4 ¢ und — ¢ tiber, wihrend
die Parallelen zur reellen Achse zum dazu
senkrechten Kreisbiischel fiihren. Niheres
mag man dem Anblick der Figuren 37a
und 37b entnehmen. Zerlegt man nun die
% z-Ebene in lauter zu dem ersten parallele
o a x Streifen der Breite =, so wird ein jeder
solcher Streifen in ein gleiches Exemplar der
w-Ebene abgebildet, derart, daB z- Punkte,
die sich um Vielfache von « unterscheiden,
denselben w-Wert liefern. Nun vereinigen
wir die verschiedenen Exemplare der
MR w-Ebene zu einer Riemannschen Fliche,
indem wir sie so aneinanderheften, wie die Streifen der z-Ebene aneinander-
hingen. Sie sind also lings der Bilder der Linien, welche die Streifen von-
einander trennen, aneinanderzuheften. Das ist aber jedesmal die Verbindungs-
linie von — i nach 4 7. Denken wir uns alle w-Ebenen lings dieser Linie
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sufgeschnitten, so konnen wir da ein rechtes und ein linkes Ufer unter-
scheiden. Dann ist jedes Blatt in seinem rechten Ufer an das linke Ufer
des voraufgehenden Blattes anzuheften. Man erhilt so eine Riemannsche
Fliche, unendlich vielblittrig
wie die des Logarithmus, mit
Verzweigungspunkten unend-
licher Ordnung bei 4 4, wih-
rend ja die der Logarithmus- ¥
fliche bei”O, oo lagen. DaB E 2 't‘ £ '2
lie Beziehung zum Logarith- / =~
mus eine noch engere ist, als !
man hiernach schon vermuten +
kann, werden wir bald sehen. Y L
Tunichst aber miissen wir die LA Wl
[
5

NN
RS

%

+

eben angegebenen Resultate oY S LN
noch etwas niher begriinden. N i_
Was ist ein voraufgehendes
Blatt, und warum miissen wir
stets ein rechtes Ufer an ein I [
linkes anheften? Ij [

Wir wollen sagen, ein Blatt
gehe einem anderen voraus,
wenn sein zugehoriger Streifen kleinere Realteile enthilt als der zum folgen-
den Blatt gehdrige Streifen. Wir miissen nun zusehen, in welcher Weise
die rein imaginire Achse der z-Ebene auf die Verbindungslinie + i abge-
bildet wird. Die Pfeile in den beiden Figuren bringen das des niheren zur
Darstellang. ~ Zur Begriindung sei nur bemerkt, daB doch tang 0 =0 ist,

A
\

Fig. 87h.

und daf tang z fir 0 < z<—§- mit wachsendem # zunimmt. Da nun aber
die positive imaginire 2-Achse links von der positiven reellen Achse liegt,
so muB ihr Bild links von der positiven reellen w-Achse sich befinden.
Rickt man nun von der imaginiren Achse aus nach der rechten Seite der
von unten nach oben gehenden Durchlaufungsrichtung in den Streifen
hinein, so muB die Bildbewegung auch nach der rechten Seite der
¢hen angegebenen Durchlaufungsrichtung erfolgen. Geht man aber nach
links in den vorausgehenden Nachbarstreifen, so muB man durch Fort-
schreiten zur Rechten der Richtung —i-— +7 in das vorausgehende
Blatt gelangen. Daher sind die Blitter so aneinanderzuheften, wie oben
angegeben wurde,

Aus dem Verlauf der Abbildung entnimmt man wieder, daB jedes
geniigend kleine, von Koordinatenlinien begrenzte Quadrat der z-Ebene in

7*
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ein Kreisbogenviereck der w-Ebene iibergeht. (Vgl. Fig. 37.) Daher ist
die Abbildung durchweg gebietstreu. Eine Ausnahme machen nicht einmal
die bei den Nullstellen von cos 2 gelegenen Pole. Pole sind das deshalb,
weil gi‘:—: dort stetig und analytisch ist. (Vgl. S. 49.)

In jedem schlichten Bereich, der die Verzweigungspunkte = 4 der
Fliiche nicht enthiilt, zerfillt die Umkehrungsfunktion z = arctg w in un-
endlichviele Zweige, deren jeder in dem Bereiche eindeutig erklirt ist,
und die sich voneinander um Vielfache von = unterscheiden, entsprechend
dem Blatt der Riemannschen Fliche, in dem man den Bereich gelegen
denkt. Daher rechnet man nun, wie schon mehrfach geschehen, nach, daB

1

d arctg w =
y = T4t

du
wird. arctg w ist also in jedem solchen Bereich analytisch.

Umlduft w im positiven Sinne dem Punkt w =i einmal, so nimmt
arctgw um z zu. Umliuft es aber — ¢ einmal im positiven Sinne, so
nimmt arctg w um =z ab.

Wir stellen nun noch den arctg 20 durch den logw dar. Zu dem
Zwecke haben wir nur die Gleichung

18—
W=
1 e |z+1
nach z aufzulisen. Man findet
1 14w
¢ = 93198 1 _iw

die Riemannsche Fliche des arcustangens in eine bei 0 und oo verzweigte
Fliche tiber, die dann durch den Logarithmus schlicht abgebildet wird.

§ 11 w=;—<z +%)

Um die Abbildung dieser Funktion zu iibersehen, bemerken wir zu
nichst, daB sie iiberall da winkeltreu ist, wo die Ableitung nicht ver-
schwindet. Das ist aber nur fir 2 = + 1 der Fall Dort erhilt w die
Werte w =+ 1. Diese werden voraussichtlich also fir den Bildbereich
der z-Ebene eine besondere Rolle spielen.

lch setze nun z=re'?, w=u+iv



§ 1L w=f(s+4) 95

. 1
Dann wird u = % (r + ;) cOs @
1 1y .
v = (r — -r) sin @.
Daher gehen die Kreise r = ¢ in die Ellipsen

u? »? 1

+ =
1\? 1\ 4
(C + c) (c_ c')
und die Geraden ¢ =c¢ in die Hyperbeln
u‘l 02 _
cos®c  sin'c

iber. Die Brennpunkte dieser Kegelschuitte liegen stets bei + 1. Wegen
der Winkeltreue der Abbildung findet man daher die bekannte Tatsache
bestiitigt, daB die Ellipsen auf den konfokalen Hyperbeln, d. h. den Hyperbeln
gleicher Brennpunkte senkrecht stehen. Der Einheitskreis insbesondere
geht in das Stiick der reellen Achse von — 1 bis + 1 iiber. Das liest man
entweder aus der Ellipsengleichung ab, oder man gewinnt es direkt, indem
1
z
dafl zur reellen Achse spiegelbildliche Punkte des Einheitskreises denselben
Punkt der reellen Achse liefern.
Weiter sieht man, daf Kreise von reziproken Radien r und—:— dieselbe

man £ == ¢’¢ in 5(2 + ) eintriigt. Dann wird w = cos ¢. Man sieht so,

Ellipse liefern. Wir deuten daher die Abbildung in zwei Exemplaren der
w-Ebene. In der einen tragen wir die Bilder der Punkte des Kin-
heitskreisinneren ein; auf die andere bilden wir das AuBere ab.
Lassen wir nun einen Kreis [#|= r etwa das Innere des Einheitskreises
tiberstreichen, so iiberstreicht die Bildellipse genau einmal die w-Ebene.
Daher wird sowohl das Innere wie das AuBere auf ein schlichtes
Iixemplar der w-Ebene abgebildet. Diese beiden haben wir nun noch zu
vereinigen, so wie Inneres und AuBeres des Einheitskreises aneinander-
hingen. Das liuft darauf hinaus, daB wir lings der Linie —1— + 1
die beiden w-Ebenen kreuzweise aneinanderheften, so etwa wie lings der
positiven reellen Achse die beiden Blitter der Riemannschen Fliche von
Yw zusammenhingen. Man sieht nimlich leicht ein, daB z-Werte, die
am Einheitskreis invers sind, konjugiert imaginiiren w-Werten entsprechen.

Denn es ist ja w(3)=w(z). Denkt man sich daher die beiden Blitter
von — 1 nach + 1 aufgeschnitten, so ist immer ein unteres mit einem
oberen Ufer des anderen Blattes zu vereinigen. Man kann dies auch dar-
aus folgern, daB ja ein von Koordinatenlinien begrenztes Kreisbogen-
viereck, welches einen Bogen des Kreises {z|=1 enthilt, bei der Abbildung

in ein von Kegelschnittbogen begrenstes Viereck tibergehen muB, welches
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einen Teil des Stiickes der reellen Achse von — 1 bis + 1 enthiilt. Uber-
haupt geht ja ein solches Kreisbogenviereck, welches + 1 nicht enthiilt.
stets in ein schlichtes Viereck der w-Ebene iiber, so daf wieder die Ab
bildung gebietstreu ist. Dics ist auch bei den Punkten 2=+ 1 der Fall
Die schlichte Umgebung eines solchen Punktes geht in die zweifach
gewundene Umgebung von w =+ 1 iiber. Um das zu sehen, haben wir
im Sinne der Definition, die wir 8. 69 fiir eine zweiblittrige Umgebung gaben,
su zeigen, da man die Gesamtheit der Punkte uuserer Riemannschen
Fliiche, welche in der Nihe von + 1 liegen, durch die Funktion ¢= y/w —1
bzw. Yw+1 auf die schlichte Umgebung von ¢ =0 abbildlen kann. Der
Augenschein 1ift ja schon vermuten, daB es so ist. Den allgemeinen
Grund werden wir erst spiter kennen lernen. Vorliufig miissen wir eine
besondere [berlegung anstellen. Wir bemerken, daB
e 1 g1 1 - 1
t =Vw—1 =Viys e (]/z—l:)
Wir erhalten so je nach dem Vorzeichen der Wurzel zwei Abbildungen.
Wir entscheiden uns fiir diejenige, fiir die /1=+1 ist. Nun leistet
jedenfalls { =1z eine schlichte Abbildung der Umgebung von z =1 auf
die schlichte Umgebung von {=1. Dann ist also noch die Abbildung

anzusehen, welche ¢ = § —71;— von der Umgebung von {=1 vermittelt.

. 1. 1
Ich schreibe = 5 (zg + Tg)

und setze ¢{ = r; dann geht die schlichte Umgebung von { =1 in die
schlichte Umgebung von z =7 iiber. Und diese wird, wie schon in den
vorigen Betrachtungen liegt, durch
1 1
t=3(e+ r)
schlicht abgebildet. Fassen wir zusammen. Die Funktion ¢ =V w—1
bildet die Gesamtheit der Punkte, welche auf der Riemannschen Fliche in
der Nihe von -+ 1 liegen, auf die schlichte Umgebung von ¢ =10 ab.
Denn diese Punkte der Fliche sind genau die Bildpunkte der Umgebung
von z=1Und zu diesen gingen wir iiber, wenn wir in ¢ =7)w—1 das
z einfilhrten, und diese Umgebung haben wir schlicht weiter abgebildet.
(tenau ebenso schlieBt man bei w=— 1.

Bemerkung: 1. In die Abbildung w = ; (z + %) kann man auch Ein-
blick gewinnen, wenn man schreibt:

G

=GR
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2. Auf der zweiblittrigen Riemannschen Fliche, welche, wie wir sahen,
bei w = + 1 und bei w= — 1 verzweigt ist, sind mancherlei Funktionen
eindeutig erklirt. Das gilt zunichst fir diejenige Funktion von w, welche
die Fliche umkehrbar eindeutig auf die schlichte z-Ebene abbildet. Sie
argibt sich natiirlich durch Auflosung der Gleichung

w=; (z—}-l)

4

oder, was dasselbe ist, von 2*— 2wz +1=90
nach w, so daB man also fiir diese Funktion die Darstellung

2z = w + 1/%7: 1 findet.

So wie aber diese Funktion auf der Fliche eindeutig erklirt ist, so
trifft dies auch fiir die Funktion

z—w=VYuw—1
m. Daher nennt man die Fliiche auch Riemannsche Kliche der Quadrat-
wurzel Vi — 1,
Mit Y/w® — 1 ist natiirlich auch

eindeutig auf der Fliche erklirt. Auch diese Funktion leistet eine Ab-
bildung der Riemannschen Fliche auf eine schlichte Kbene. Denn man

kann (=)=
T w1  z+1

schreiben und ersieht daraus, daB sich

linear durch w4+ Yuw'—1
ausdriickt. Um also die Abbildung durch

q/w—1

b= l/ wil

zu erhalten, kann man erst die Abbildung
s=w+ Yw—1

vornehmen und alsdann die #2- Ebene noch der linearen Abbildung
— 71
T z41
wterziehen, durch welche die schlichte z-Ebene in die schlichte volle {-Eben=
tibergeht.

t
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3. Die hier besprochene zweiblittrige Fliche ist nur ein spezieller Fall
der zweiblittrigen I'liichen mit zwei beliebig gelegenen Verzweigungspunkten.
Man kann irgend zwei derurtige Flichen durch eine lineare Abbildung der
t-Lbene ineinander tiberfithren. Man mufl diese Abbildung nur so wilhlen,
daB dabei die Verzweigungsstellen der einen KEbene in die Verzweigungs-
stellen der anderen Ebene iibergefihrt werden. So wird z B. durch die
Abbildung

w—1
f=o31
unsere bei w =+ 1 verzweigte Fliche in die in § 4 betrachtete Riemannsche
Fliche von V¢ iibergefiihrt. Denn die neue Fliche muB ja durch

R
t= Vg - Vw —+1
auf eine schlichte ¢-Ebene abgebildet werden.

Auf 8.252 werden wir erneut auf diese Dinge zu sprechen kommen.

§ 12. Die trigonometrischen Fuuktionen.

Wir wenden nun unsere Ergebnisse auf die trigonometrischen Funktionen
an. Ich betrachte zunichst w =cosz. 2 beschriinke ich zuniichst auf
einen Streifen der Breite 2z parallel der imaginiiren Achse. Er sei etwa
von den Geraden x =0 und 2 =2z begrenzt. Durch die Abbildung
t = ¢'* geht er in ein volles Exemplar der ¢-Ebene tiber. Die Begrenzungs-
linien bilden sich auf die positive reelle Achse ab. Nun ist weiter

27 =% (t—{— :) =% (e": + e—"-').

Daher wird das volle Exemplar der {-Ebene nun auf die vorhin erhaltene
zweiblittrige bei w = = 1 verzweigte Fliiche abgebildet. Die reelle Achse der
t-Tibene geht dabei in die Stiicke der reellen Achse von 4+ 1 nach oo in
beiden Blittern tiber. Soweit sie im Inneren des Einheitskreises liegt,
wird sie eben auf das eine, soweit sie im AuBeren liegt, auf das andere
Blatt abgebildet.

Zerlegt man nun die z-Ebene in lauter parallele Streifen der Breite 2,
begrenzt von den Linien z=2kz (h=0, 1, 2...), so wird jeder dieser
Streifen auf ein solches zweiblittriges Exemplar abgebildet. Lings der
angegebenen Linien sind dieselben zu vereinigen. So erhilt man den Bild-
bereich der z-Ebene.

Bemerkung: Dies Beispiel wird dem Leser schon zeigen, daB die
Riemannschen Flichen, welche wir zuniichst als anschauliches Mittel ein-
fibrten, auch recht wenig anschaulich ausfallen konnen. Darin liegt auch
eine Andeutung dafiir, daB im Laufe der Zeit-uns die Riemannschen



§ 12 Die trigonometrischen Iunlktionen 99

Flichen mehr und mehr aus einem anschaulichen ein begriffliches Hilfs-
mittel werden. Dies mogen dem Leser auch schon die Betrachtungen
weigen, welche wir nun weiter anstellen.

Grenzen wir durch Parallele zu den Koordinatenachsen um einen Punlkt
der z-Ebene eine Umgebung ab, so wird diese durch unsere Abbildung auf
ein Gebiet iiber der w-Ebene abgebildet. Dasselbe ist sechlicht, wofern die
Abbildung nicht auf die gewundene Umgebung von w = 4+ | erfolgt. Das
is6 aber nur dann der Fall, wenn €=+ 1 ist, d. h. wenn z ein Vielfaches
von o ist. Diese Stellen werden aber gerade auf die zweiblittrigen Windungs-
punkte abgebildet.

Bemerkung: Schon mehrfach war jetzt ein merkwiirdiger Parallelismus
von Aufhoren der Winkeltreue und Aufhéren der Gebietstreue im schlichten
Sinn zu merken. Das ist kein Zufall Wir werden bald allgemein sehen,
daB die Umgebung eines Punktes nur dann nicht auf die schlichte Um-
gebung des Bildpunktes abgebildet wird, wenn dort die Ableitung der
Funktion verschwindet. Bei dieser Formulierung haben wir natiirlich die
reguliren Stellen der Abbildungsfunktion im Auge.

Aus unserem Nachweis der Gebietstreue folgt nun, daf in jedem Be-
reich der w-Ebene, welcher keinen Windungspunkt enthilt, die Umkehrungs-
funktion # = arccos w in unendlichviele jeweils eindeutig erklirte Zweige
zerfillt, deren jeder analytisch ist.

Die verschiedenen Zweige zerfallen in zwei Klassen. In jeder einzelnen
Klasse sind die Werte des arccos w um Vielfache von 2a unterschieden.
Die entsprechenden Bereiche gehdren also verschiedenen Exemplaren der
weiblittrigen Fliiche an. In iibereinanderliegenden Punkten desselben zwel-
hlittrigen Exemplares nimmt der arccos 2 weiter durchs Vorzeichen unter-
schiedene Werte an. Denn auch bei Vorzeichenwechsel von z bleibt cos 2
ungeiindert. Daher kounen die arccos-Werte der beiden Klassen so in Paare
eingeteilt werden, daB die Werte eines einzelnen Paares sich gerade durchs
Vorzeichen unterscheiden.

Um noch die Differenzierbarkeit einzusehen, wiithlen wir einen bestinmten
der Zweige aus. Dann wird wieder nach einer schon melr verwandten
SchluBweise darccosw _ —1 -1

T dw “Eihk=17—_,;‘z'

Ganz ihnliche Uberlegungen wie die eben angestellten lassen auch in
dem arcussinus eine unendlichvieldeutige analytische Funktion erkennen.
Das entnimmt man ja auch daraus, dab

. P11
§in £ = CO8 (g—z>=w,
. T
daB also auch aresin w - arccos w = 7 -

2
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Fiir die Ableitung ergibt sich
darcsinw 1 1

dw T ons Vi—w®

Man hitte auch von der Darstellung des Arcussinus durch den Logarithmus
(vgl. 8. 237) ausgehen und darauf die Darlegungen aufbauen konnen, Einige
Andeutungen dazu gebe ich spiter (S. 237). Die niihere Durchfiihrung sei
dem Leser tiberlassen.

Finfter Abschnitt.

Integralrechnung im komplexen Gebiet.

§ 1. Unbestimmte Integrale.

Aufgabe der Integralrechnung ist es auch im komplexen Gebiet vor
allem, diejenigen Funktionen zu suchen, deren Ableitung einer gegebenen
Funktion gleich ist. Jede Formel der Differentialrechnung liefert so un-
mittelbar eine Formel der Integralrechnung, und man erhilt so wie im
Reellen einen guten Vorrat an Stammformeln.

Hat man weiter z. B. eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion
W Zn—}—l

n-+t+1
Diese Reihe hat ja Koeffizienten von kleinerem Betrage als die gegebene.
Sie konvergiert also jedenfalls iiberall da, wo die erste konvergiert, und
kann dann gliedweise differenziert werden (8.37). So findet man als ihre
Ableitung die gegebene Funktion.

Ob die so gefundenen aber, von einer additiven Konstanten abgesehen,
die einzigen Integrale sind, oder, anders ausgedriickt, ob, wie im Reellen,
die Konstante die einzige analytische Funktion ist, deren Ableitung durch-
weg verschwindet, bleibt hier noch dahingestellt. Im Reellen erbringt man
ja den Beweis auf Grund des Mittelwertsatzes. Der steht uns aber hier
bisher nicht zur Verfiigung.

Besondere Vorsicht ist geboten, wenn man beim Integrieren auf mehr-

f(#) = Za,2" wu integrieren, so erkennt man ein Integral sofort in E'

deutige Funktionen st68t. Dal % = log # ist, sieht ja sehr schon aus.

Aber die Schonheit hort sofort auf, wenn man Grenzen eintragen will.

Welchen Wert des Logarithmus soll man unter f % verstehen? Auf der-

1
artige Fragen kann man mit solch naiven Methoden, wie sie bisher zur
Verfiigung stehen, keine Antwort geben. Wir miissen dazu unsere Unter-
suchungen auf viel breiterer Grundlage aufbauen.
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§ 2. Rektifizierbare Kurven.
x (t) und y(t) seien zwei fiir a <t <) stetige eindeutige Funktionen

der reellen Variablen /. Wir deuten z, y in einer kowmplexen z-Ebene.
In dieser Ebene erhalten wir durch die Funktion 2z = z (¢) = = () + iy (¢)
ein Bild der Strecke @ <¢<5b, das wir eine stetige Kurve nennen.')

=2 () heilt ihre Gleichung. Dem Parameterwert ¢= a mige ihr An-
fangspunkt 2 = 4, dem Parameterwert {=0 ihr Endpunkt I3 entsprechen.
Wir withlen 4 1 Parameterwerte f{y=a <t <ty <<-- - <t,_ <t =b.
lhnen mdgen die Kurvenpunkte 4 =2z, 2 - 2,1, 2, = B entsprechen.
Wir verbinden sie der Reihe nach durch geradlinige Kurvensehnen und ex-
halten so ein eingeschriebenes Polygon. Seine Linge ist

h=\dz |+ |dz + 414z,

wenn wir A4 2;= #,— 21 setzen.

Alle mdglichen Zahlenwerte 7,, die so als Lingen von eingeschriebenen
Polygonen auftreten konnen, machen eine gewisse Zahlenmenge aus. Wenn
diese beschrinkt ist, d. h. wenn es feste Schranken M gibt, die alle I, iiber-
treffen, tiir die also stets I, << M gilt, dann heift die Kurve reltifizierbar.
Die kleinste dieser Schranken, die sog. obere Grenze der 1, nenne ich Linge

der Kurve.®)

Einige Eigenschaften der rektifizierbaren Kurven ergeben sich unmittel-
bar aus dieser Definition.

1. Der Kurvenbogen ist linger als jedes einbeschriebene Polygon stets dann,
wenn die Kurve kein Polygonzug ist. Nur in diesem Falle gibt es ein ein-
beschriebenes Polygon gleicher Liinge, nimlich den Kurvenzug selbst.

1) Auf eine Moglichkeit, die diese Begriffsbildung zuldBt, will ich besonders hin-
weisen: Die durch z=2z() dargestellte stetize Kurve kann z.B. eine doppelt durch-
laufene Strecke sein. Wihrend der Parameter von a bis ¢ geht, durchliuft etwa z (¢)
die Strecke voll in der einen Richtung, um sie wieder riickwiirts zu durchmessen,
wihrend der Parameter von ¢ bis U weiter wiichst. Auf den ersten Blick ist dies
Vorkommen vielleicht manchem Leser unerwiinscht und fremdartig. Der aufmerksame

Leser aber wird sich erinuern, daB solche Vorkommnisse auch schon in anderem Zu-

sammenhang vorkamen. So bildet z.B. w=% z—l—}z—) den Einheitskreis auf die

doppelt durchlaufene Strecke — 1 < 4w < 41 ab. Dem entspricht es, daB cosp eben
diese Strecke zweimal durchlduft, wenn ¢ von 0 bis 2w wichst. Angesichts solcher
Beispiele, die beliebig vermehrt werden konnen, wire es ganz pervers in einem
funktionentheoretischen Buch kiinstlich solche Vorkommnisse beiseite zu schieben.

2) Der Leser mache sich den Sinn der Definition z. B. an dem Fall einer aus zwei
geradlinigen Strecken bestehenden Kurve klar. Die obere Grenze ist hier zufillig ein
echtes Maximum.
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2. Jeder Tellbogen einer rektifizierbaren Wurve ist sclbst reklifizierbar. Denn
unter den dem ganzen Bogen einbeschriebenen Polygonen kommen ins-
besondere solche vor, unter deren Eckpunkten die Endpunkte des Teilbogens
vorkommen. Diese Teilpunkte bestimmen einen dem Teilbogen einbeschrie-
benen Teilzug des Sehnenpolygons. Die so erhaltenen simtlichen Sehnen-
polygone des Teilzuges sind demnach kiirzer als die Liinge des ganzen Kurven-
bogens. Also sind sie beschrinkt und der Teilbogen ist somit rektifizierbar.

3. Ahnlich sieht man ein, daB jede aus zwei reltifizierbaren DBogen zu-
sammengeselzle Kurve selbst reltifizierbar ist, und daB ihre Linge gleich der
Swmme der Lingen der Teilbogen ist. Denn jedes der Gesamtkurve ein-
beschriebene Polygon ist hochstens so lang als die Summe der Liéngen
sweler passender den Teilbogen einbeschriebenen Polygone. Man erhiilt
solche, indem man den IPunkt, wo beide Bogen zusammenstoBen, wenn noch
notig, als neuen ckpunkt einfihrt. Er liegt ja dann zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Polygonecken. Die Verbindungslinie dieser beiden ersetzt
man dorch die beiden Strecken nach dem neuen Eckpunkt und zerlegt das
so entstandene neue lingere Polygon mit Hilfe dieser Ecke in zwei den
Teilbogen einbeschriebene Polygone. So sieht man also, dafl alle Sehnen-
polygone der ganzen Kurve nicht linger sind als die Summe der Lingen
der Teilbogen, aus welchen die Kurve besteht. Weiter aber ist diese Lingen-
summe genau die Linge der Gesamtkurve, weil man ihr durch passend ge-
wiihlte Sehnenpolygone offenbar beliebig nahekommen kann.

4. Nun miissen wir cndlich noch sehen, daB unser fir manchen Leser
etwas sonderbare Ldngenbegrifj weiter nichts ist als eine Verallgemeinerung
des iiblichen, der auf die dem Leser geliiufige Integraldarstellung der Linge
tfiithrt. Bei der Herleitung dieser Darstellung setzt man z B. voraus, da
die Kurve aus endlich vielen Bogen besteht, fiir deren jeden 2z (f) cine
stetige Ableitung 2z’ (f) besitzt. Ich greife einen solchen Teilbogen heraus:
« <t<p sei er. Fiir jedes Sehnenpolygon dieses Bogens gilt

3 a5 =3 5= 3 1 VEETRIEIT 44

Dabei bedeuten z, und 7', im Sinne des Mittelwertsatzes die passenden Stellen
aus dem Intervall £, | <¢<{. Die Integralrechnung lehrt aber nun, da
sich bei geniigend dichter Wahl der ¢, alle diese Summen beliebig wenig von

dem Integral 8 f
[VETGEFTEE = fi2 )

unterscheiden. Dies Integral, ,der Grenzwert der Niherungssummen® in dem
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in der Integralrechnung iiblichen Sinn') ist aber zugleich deren obere Grenze.
Denn zu jeder Niherungssumme existieren beliebig viele noch griBere (wo-
fern die Kurve keine Gerade ist). Man nehme nur in den Niherungs-
summen die Maxima der |2’ (7)) | in den einzelnen Intervallen und kon-
siruiere durch fortgesetstes Unterteilen der Intervalle neue solche Niiherungs-
summen. Diese Summen wachsen, wie man in der Integralrechnung lernt,
stets an. Nur bei geradliniger Kurve sind alle gleich. Da ist aber auch die
Behauptung trivial. Sonst wachsen die Niherungssummen stiindig und streben
dem Grenzwert zu. Dieser ist zugleich die obere Grenze derselben. Denn
gibe es nur eine griBere, so giibe es nach dem Gesagten unendlich viele noch
groBere. Dann wiire das Integral noch nicht einmal der Grenzwert, zu dem
sich alle hindriingen. Es gibt hiernach auch keine den Integralwert iiber-
treffenden Sehnenpolygonlingen und andererseits gibt es nach der Herleitung
Sehnenpolygone, deren Linge dem Integralwert beliebig nahekommt.

5. Man kann einen beliebigen Punkt der Kurve herausgreifen und ihn
wm Nullpunkte der Bogenlingenmessung machen. Diesem Punkte moge
etwa der Parameterwert { = « entsprechen. Dann gehort zum Punkt ¢ die

Bogenliinge L
s :f{z’(t);dt.

Jeder Punkt bekommt so einen bestimmten Bogenabstand von z(x) und
jeder Bogenabstand kommt auch nur einmal vor, weil beim Fortschreiten
lings der Kurve die Bogenlinge wiichst. Man kann daher die Koordinate z
der Kurvenpunkte als eindeutige Funktion f(s) der Bogenlinge s auffagsen.
Sie ist gleichzeitig eine stetige Funktion von s. Denn wenn man um ein
Bogenstiick 4 s auf der Kurve fortschreitet, so kann sich dabei die Lage des
Kurvenpunktes in der z-Ebene auch nicht um mehr als As findern. Ist
inshesondere z (f) differenzierbar, so wird auch f(s) differenzierbar.

Denn offenbar ist dann {
s (t)=f‘z’et)ldt

14
eine differenzierbare monotone I'unktion. Daher ist auch ihre Umkehrungs-

funktion t ()

monoton und differenzierbar. Nun ist aber auch
f(s)=2z{t(s)}

differenzierbar. Bekanntlich ist weiter | f' (s)|= 1.

1) Fiir jede stetige Kurve (also nicht nur fiir die stetig differenzicrbaren) ha.b-en
die Liingen der Sehnenpolygone einen solchen gemeinsamen Grenzwert, von dem sich
also alle zu geniigend feinen Einteilungen gehorigen beliebig wenig unterscheiden. Der
Leser fiihre selbst den Beweis fiir diese Behaunptung.



104 V. Integralrechnung im lomplexen Gcbict

§ 3. Kurvenintegrale.

Wir gehen nun daran, den Begriff des bestimmten Integrales ins Kom-
plexe zu iibertragen. Dazu filbren wir zunichst das Kurvenintegral
b

[ f(z)dz ein, dessen Wert auller von den Grenzen — uzwei komplexen
2
Zahlen ¢ und b — auch noch von dem Integrationsweg € einer rektifizier-

baren, die Grenzen verbindenden Kurve abhingt.!) DaB oft diese Abhiingig-
keit vom Weg nur scheinbar ist, das ist der Inhalt des Hauptsatzes der
funktionentheorie. Wir werden ihn in einem der niichsten Paragraphen
ableiten.

Seien ¢ und b also zwei Punkte, & = 2z (s) eine stetige rektifizierbare,
sie verbindende Kurve und f (¢) eine eindeutige stetige Funktion des

komplexen Argumentes z in einem die Kurve € enthaltenden Bereiche B.
Ja

Wir erkliren nun, was wir unter jf(z) dz verstehen wollen. Die Kurve €

sei dabei auf ibre Bogenlinge s als Parameter bezogen, so daB ihre
Koordinate 2z eine stetige Funktion von s ist.¥!) Wir filhren nun wieder
n -+ 1-Teilpunkte ein: zy=4a, 2, £, = b und bilden (wie im Reellen,
wo die Kurve € ein Stiick der reellen Achse ist) die Summe
sn=fE)d2+ -+ (&) dz. Dabei bedeutet §, irgendeinen Punkt
des Teilbogens z,—, bis z,. Wir zeigen nun, daB es eine Zahl S und eine
Funktion ¢ (¢) gibt, so daB | S—s,| < & wird, sobald nur die Lingen aller

Teilbogen kleiner als ¢ (¢) sind. Diese Zahl S bezeichnen wir dann mit
14

[ f (2) dz, erstreckt iiber G.

a

Um den Beweis zu erbringen, wihle ich vor allem die Lingen der
Teilbogen so klein, daB auf jedem Bogen die Schwankung der Funktion

f(2) kleiner als §FIZ ausfillt. L ist dabei die Linge der Kurve. Unter

Schwankung wird dabei das Maximum verstanden, das die Differenz
[{2)—f(Z)]| fir zwei Punkte Z, und Z; eines Teilbogens annehmen
kann, Wegen der Stetigkeit und der daraus folgenden gleichmiifigen
Stetigkeit der Funktion f(z) kann dies wie im Reellen stets erreicht
werden. Uberhaupt wird ja der Leser gleich merken, daB unser Beweis
durchaus wie im reellen Gebiet verliuft. Seien nun 4%z, und J®g, die
z-Diftlerenzen zweier solcher Einteilungen der Kurven und seien 4®)z, die

1) Daher schreibt man auch hiufig [.f(z)dz, indem man dabei unter € einen

©
von a nach b laufenden Kurvenbogen versteht.
2) Der Leser beweise die hierin liegende Behauptung.
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i-Differenzen derjenigen Teilung, die entsteht, wenn man die bei beiden
auftretenden Teilpunkte alle auf einmal auftrigt. Die Teilungen selbat
will ich mit 4%, 48 A8 bezeichnen. Es sei z B.

AV = Az AV e A AD g,
Dann wird () 40z, = F(EP) Oz +- - 4 f(0) AW,
Die entsprechende Teilsumme von 4® wird
A8Y)a® 2,4+ fg") a® 2,
Die Differenz beider ist dem Betrage nach kleiner als
| A9 [16) = 167) |- 149, | 1(E") = 1(E)]
Nun ist aber }f(gi“)——f(gf’) 1 < ﬁ firm=4, 241, ----p,
weil ja sowohl die §,§ls) wie 5}9) Punkte desselben Bogens der Teilung 4V
sind, und weil auf jedem Bogen die Schwankung kleiner als é ist. Also
wird die Differenz kleiner als

| d®e, |+t 40,

Vihre ich nun diese Uberlegung lings der ganzen Kurve aus, so wird der
Unterschied der Niherungssumme S® und der Niéherungssumme S® also

C8W — 8@ | <‘%.

Ebenso wird LS® — 89| < §
Daher wird ,}S(U — 8®|< e
Damit ist gezeigt, daB es eine Zahl S von den behaupteten EKigenschaften
gibt.

Einige Higenschaften des Integralbegriffes liegen unmittelbar auf der
Hand. Wenn cine Kurve aus zwei Teilbogen ab und bc besteht, so ist

6
S+ =/
a b a
Ferner ist [=—[
Denn wenn man fiir beide Integrale mit den gleichen Teilpunkten Nike-
ringssummen bildet, so sind diese stets bis aufs Vorzeichen einander gleich.

Denn bei dem einen sind die 42,= #,— #,~1, bei dem anderen aber gleich

byt = B
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Das Integral einer Summe ist gleich der Summe der Integrale der beiden
[

Summanden. Das Integral der Null verschwindet. Dag Integral '/‘c -ds

der Konstanten ¢ ist stets gleich ¢ (h — a). Denn stets ist
Azt F dey=z—a+ 55—+ -+ b—2,y=b—a.
Ferner ist fir die Konstante a das
‘/'af(z)dz = aff(z vd 2
Wenn lings des ganzen Integrationsweges der Linge L der Integrand

dem DBelrage nach kleiner als M ist, so ist |ff(z)dz{<ML. Das folgt

unmittelbar daraus, daf3 diese Ungleichung fiir alle Niherungssummen gilt,
die bei der Definition des bestimmten Integrales auftraten.
Die gleiche Uberlegung ergibt das noch allgemeinere Resultat, dal
b

[f@dz <[ f(2) | ds,

a

wenn man unter s die Bogenlinge der Kurve versteht. Denn die ein-
zeluen Glieder der Niiherungssumme geniigen den Ungleichungen

]f(gx)dzx}:EASM

wo unter s, die Liinge der Teilbogen verstanden wird. Kine Anwendung
dieser Abschitzung wird beim Beweis der folgenden Aussage gemacht,
Das  Integral der Summe einer gleichmdif3ig konvergenten Reihe stetiger
Lunktionen kann durch gliedweises Integrieren bestimmt werden. Denn wenn

die Reihe s(z) = f,(2) + fo(2) + -+

lings des Weges & gleichmiiBig konvergiert, so gibt es eine fiir & > 0 er-
kliirte Funktion N (&), so daB die Summe

$a(2) = f1(2) + - + fa(2)
der n ersten Glieder von der Reihensumme s(z) um weniger als & lings
der Kurve abweicht, sobald nur # > N(&) ist. Schreibt man also

5(2) = 8u(2) + 7n(2),

so ist lings @ stets |7,(z)i<e. Ist nun noch L die Linge der Kurve,

so hat man
a

[‘}‘/f’{s(z) — s,.(,z)]d(z)%= “ _/‘b,.,, (z)dzé< el

b h b !
oder l’.[‘s(z‘)dz——ffl(z)dz — ——'/‘1",,(.2) dzi< eL.
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Daher ist in der Tat

Js@iz=lim | [AEde +[h(@ds 4 [1.(2) ds)

5 b b
oder Ss(@az = [fi(2)dz + [fi(H)dz +--.
Der bewiesene Satz kann auch so ausgesprochen werden: Wenn lings
des Integrationsweges lim s,(2)
n >

gleichm#Big gegen s(z) konvergiert, so gilt

b b ]
lim _]'s,,(z)dz =f1im Su(2)dz = j's(z)dz.
n-yw o @ nro a

Erweiterung. Es mége gleichmiiBig fir alle dem Integrationsweg
angehdrige 2 lim f(z,t) = f(2)
>z

gelten®), wobei f(,) und f(2) auf dem Integrationsweg stetig sein mogen.
Dann gilt, wie man genau entsprechend hbeweist,

1 b
lim [7(z,t)de= [f(z)dz.
I>7 g a

Jetzt wollen wir noch =zeigen, daf man cin jedes iiber eine rektifizier-
bare Kurve erstrechktes Integral mit beliebiger Genawigkeit duwrch ein iiber ein
Polygon erstrecktes Integral approximieren kann.  Dazu verwenden wir
natlirlich die Polygone, die schon bei der Definition der Kurvenlinge Ver-
wendung fanden. Wir miissen sie nur so wihlen, daR sie geniigend nahe
bei der Kurve verlaufen. IKin wesentlicher Beweisgrund ist wieder die
gleichmiiige Stetigkeit. Man kann nimlich eine Zahl () so bestimmen,
daB in jedem im Bereich B liegenden Kreis vom Radius # (&) die Schwankung
der Funktion f(z) kleiner als & ist. Wenn wir also alle Polygonseiten
kitrzer als den Durchmesser dieses Kreises withlen kdnnen, so ist das iiber
ein solches Polygon erstreckte Integral der Funktion f(2) von der Summe
fleydzy 4+ f(e) 42, um weniger als ¢L verschieden. Denn die Linge
des Polygones ist ja kleiner als die Linge L der krummen Kurve. In der
Niherungssumme sind also 2y, 2;,--- 4, die auf der Kurve gelegenen Ecken
des Polygones. Die Summe ist also auch eine Niherungssumme fir das
Kurvenintegral, Um aber zu wissen, daB sie auch von diesem um weniger

1) D.h. es soll fir alle ¢ > 0 ein d(s) geben, so daf fir | t—<| < d(e) und be-
liebige # auf dem Integrationsweg
[ e, ) —fa) <e ish.

Bieberbmeh, Funktionenthsorie T 8
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als &L abweicht, miissen wir wissen, daf auch auf den zwischen den Teil-
punkten z, liegenden Kurvenbogen die Schwankung von f(#) kleiner als
¢ ist. Dazu muB man lediglich die Kurvenbogen alle hinreichend kurz
withlen. Denn beziehen wir die Kurve auf ihre Bogenlinge s als Para-
meter, so gibt es ja eine Funktion d(¢), so daB auf jedem Teilbogen der
Linge d(e) die Schwankung der Funktion f(z) kleiner wird als &. Tragen
wir nimlich in-f(¢) fiir 2z die Funktion #(s) ein, so wird f(2(s)) eine
stetige Funktion von s. Aus der gleichmifigen Stetigkeit folgt dann die
Existenz der Funktion d0(e). Man hat also nun die Teilpunkte auf der
Kurve nicht nur so zu wihlen, daf der Abstand zweier aufeinanderfolgen-
der kleiner wird als »(¢), sondern auch so, daf die zwischen zwei auf-
einanderfolgenden liegenden Kurvenbogen kiirzer als d(¢) sind. Damn
unterscheiden sich Kurvenintegral und Polygonintegral um weniger als
2&L voneinander, d. h. ihre Differenz besitat einen absoluten Betrag
kleiner als 2¢L. .

Praktisch ist damit also die Berechnung von Integralen iiber vrekti-
fizierbare Kurven auf die Berechnung von Polygonintegralen, also von
Integralen iiber (abteilungsweise) differenzierbare Kurven zuriickgefiihrt.

§ 4. Die Substitutionsmethode bei Kurvenintegralen.

‘Wir behandeln zuerst eine Methode, die es erlaubt, bei speziellen, nim-
lich bei stetig differenzierbaren Integrationswegen, die Berechnung der Kurven-
integrale auf die Berechnung gewdhnlicher reeller bestimmter Integrale zuriick-
zufiihren. Sei ndmlich z = 2(t) (¢ <t < B) eine stelige Parameterdarstellung
der Kurve derart, daf z(t) eine stetige Ablee’tzmg bpsz'ize, dann ist

/f(z)dz——/f(z)z (t) dt = f&(2t+zj\sdt

wenn wir wnter R und I Real- und Imagindrteil von f(2) 2' () verstehen.
Da nimlich die Ableitungen als stetig vorausgesetst sind, g0 gibt es

eine Funktion 0 (&), so daB fiir |4t < 6(8) die Differenz jt z’(t)’ <

wird, ganz e1ne11e1, wie ¢ zwischen o und ﬂ gewihlt ist.

_Sei dann f f(#) dz das zu untersuchende bestimmte Integral tiber €,
fle) dey+ -« 41 (2,) A2,
eine Naherungssumme.!) Dann konnen wir dieselbe so schreiben:
1) Wir machen also hier von einem durch die Definition des bestimmten Integrales

verbrieften Recht Gebrauch, indem wir die Werte ¢, aus den einzelnen Kurvenbogen,
fiir welche die f (§») zu bilden sind, stets am Bogenanfang wihlen.
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Az,
f(gl) Atl At + + /‘(Zn) At,,

Dies ist aber von f(z)2'(¢) A+ -+ f(z,,)z' (tn) At,

um weniger als ¢ M 4 verschieden, wenn wir mit M das Maximum von
|f(¢)| bezeichnen und 4= f — o= A+ -+ + At, setzen. Gehen wir
mit den N#herungssummen zur Grenze iiber, so ist also dann

jf(z)da— /f(z t)dt <eMA.

Da aber & beliebig gewihlt werden kann, so ist
? g
Jf@dz= [f(z)4 1) dt.

Da aber nun das Integral einer Summe gleich der Summe der Integrale iiber
die Summanden ist, so ist auch die zweite obige Schreibweise gerechtfertigt.
Beispiele: 1. Es sei € eine beliebige stetig differenzierbare Kurve,
weleche die beiden Punkte @ und b verbindet. Dann st das Kurvewintegral
b
fz"dz = Z“—‘l{—-l (brtt — a1y,
wenn 1 eine positive oder negative von — 1 verschiedene ganze Zehl ist. Denn
sei 2 =2 (f) (¢ <t < f) die Parameterdarstellung der Kurve, so wird
b
S de = /zz t)dt
a ()

2
1 n
_fn+1dt [Z(t)] +1(lt~— +1 (bn—;—l — a,"‘l‘l)
Der Wert des Integrales ist also fiir die analytische Funktion 2 vom Inte-
grationsweg wunabhingig.
2. Sei B ein Bereich, in dem ein Zweig des Logarithmus eindeutig

erklirt sei. Dann wird b

dz log b

fir jede im Bereich verlaufende Kurve G,
Die Uberlegung gilt auch dann nogh, wenn € mit der Gleichung

e=2() @<t<f)
eine die Punkte ¢ und b verbindende Kurve ist, auf welcher log z als ein-

deutige Funktion des Parameters ¢ erklirt ist. Auch dann wird
8*
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b

fd?-—lorrb—locra

Das Integral wird also dann stds dem Wertezuwachs gleich, welchen der
Logarithmus bei Durchlawfung der betreffenden Kurve erfihel. Tst also in-
sonderheit als Integrationsweg ein den Punkt z = 0 zentrisch oder exzen-
trisch umschlicBender Kreis gewihlt, so ergibt sich

fi’f — 9z wd [%F— o
k4 Z

O
also -+ 2wi oder — 2m4, je nachdem der Kreis den Punkt Null im positiven
oder mnegativen Sinn umliuft. Ist der Integrationsweg insbesondere ein
Kreis |2]| =1, so sel z,= re‘% einer seiner Punkte. Dann kann das Inte-
gral auch so ausgerechnet werden, daf man 2 = r¢’¢ als Parameterdarstellung
des Kreises in das Integral einfihrt. Dann wird
Pot-27

JI }fd(p—Qm
@Po

Der Wert ist also von der Wahl des Punktes #, unabhingig, und das
gibt uns das Recht, hier wie bei allen auf einem geschlossenen Integra-
tionsweg eindeutigen Integranden von einem Integral iiber eine ge-
schlossene Kurve zu reden. In Wahrheit ist es auch eine ganz
und gar nicht immer eintretende Erscheinung, dal der Wert "von
%, nicht abhiingt. Hat man z B. l‘—)ij—g iiber denselben Kreis zu integrieren,
so findet man

p.t2m
. . 2m)t— ¢
f]-ovgdz-—@f(logr—l—i(p) dp=12xmlogr— (E‘Lt%——‘p&
z:. Po

= 2milog r — 2mp,— 27?
= 2mi log 7, — 27,
ein Wert also, der ganz und gar nicht von z, unabhingig ist.

3. Sei P(») Zza,, 2" eine Potenzreihe, 2, eine Stelle aus dem Inneren

® a, gnt1
ihres Konvewenzkrelses, so ist f P de = E ~1H , wenn das Integral
0

iiber eine beliehige stetig dlffelenmerbare Kurve erstreckt wird, die zl mit
dem Koordinatenanfang verbindet und dem Inneren des Konvergenzkrelse,s
angehort. SchlieBen wir niimlich die Stelle #, in einen Kreis ein, der aufler
Null auch noch den Integrationsweg enthalten moge, so ist nach S.26 in
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diesem Kreise die Potenzreihe gleichmiiBig konvergent, und daher kamn nach
S.107 das Integral durch gliedweises Integrieren bestimmt werden. Das fiihrt
aber gerade zu dem angegebenen Resultat.

Man findet also das Integral einer durch eme Potenzreile dargestellten
Funltion durch gliedweises Integrieren. Hier ist also tatsiichlich in weitem
Umfange schon das Integral als wom Infegrationsweg wunabhingig erkannt,
und gleichzeitig zeigh sich hier bei den Potenzreihen und in den anderen
Beispielen wunser Integrationsprozef3 als Umkelwung des Differentiationsprozesses.
Berticksichtigt man noch die am Schluf des vorigen Paragraphen besprochene
Approximation beliebiger Kurvenintegrale durch Polygonintegrale, so kann
man sogar in allen in den Beispielen 1., 2. und 3. besprochenen Funktionen
die volle Unabhingigkeit der Integrale vom Weg erkennen. Denn erstreckt
man in diesen Beispielen das Integral statt iiber eine differenzierbare Kurve
ilber eine aus endlich vielen differenzierbaren Stiicken zusammengesetzte
Kurve, so kommt offenbar dasselbe Resultat heraus, weil dann das Integral
gleich der Summe der Integrale iiber die Teilbogen ist. Die Werte an
den Teilpunkten heben sich dann gerade heraus, weil sie einmal mit plus,
einmal mit minus dastehen, Also namentlich haben auch in den Beispielen
alle Polygonintegrale zwischen den gleichen Grenzen den gleichen Wert.
Erstreckt man also das Integral iiber eine heliebige rektifizierbare Kurve
zwischen denselben Grenzen, so kann sich dies Integral von dem gemein-
samen Wert der Polygonintegrale nicht unterscheiden, da man ja nach 8. 107
fiir jedes & abschitzen kann, daB der Unterschied kleiner als & sein mub.

4. Wir betrachten das Integral einer Ableitung. Sei also f'(2) die stetige
Ableitung_ einer in einem Bereiche B eindeutigen Funktion f(2). Dann ist

b

_/'f’ (2)dz = f(b) — f(a), ganz einerle], iiber welche Kurve man das Integral

erstrecken mag. Wir brauchen wieder nur iiber stetig differenzierbare Kurven
ru integrieren. Sei z=12(¢) (¢ <t<p) ibre Gleichung. Dann wird

5 f #
f £ (2) de = j P e Bdt = J 9 44— f(b)— f(a). Damit ist die Be-

hauptung schon bewiesen. Ganz allgemein erkennen wir so in der Inte-
gration die Umkehrung der Differentiation.

5. Jetzt konnen wir auch beweisen, daf die einzige Funktion, derem
Ableitung verschwindet, die Konstante ist. Denn eine jede miifite ja durch
den IntegrationsprozeB gewonnen werden kinnen. Der fiihrt aber doch
bei gegebenem Integranden stets mur zu einer Funktion hin. Ist also f'(2)

0, so wird [f' (s)de=f () — f (@) =0, & h. (&) =[(a), d h. f(2) hat
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iiberall denselben Wert, ist also konstant. Demnach ist auch einé jede ana-
lytische Funltion bis auf cine additive Konstante durch ihre Ableitung vollig
bestimmd.

‘Wir gehen nun zu einem sueiten Ialle der Substitutionsmethode tber,
Wir nehmen dazu an, dafl der ganze Bereich B3,, in welchem der Integrations-
weg €, liegt, durch eine darin samt ihrer Umkehrungsfunktion eindeutige
analytische Funktion z = @(w) mit stetiger Ableitung umkehrbar eindeutig
auf einen Bereich B, abgebildet werde. Dabei werde aus dem Integrations-
weg €, der Integrationsweg €, Dann wird, wie wir beweisen wollen,

gff(z)dz =fo(9>(W))<;o'(w)dw.

Dabei sind €, und €, in Richtungen zu durchlaufen, welche einander bei
der Abbildung entsprechen. Das 148t sich durch einfache Anwendung der
zu Beginn des Paragraphen dargelegten Dinge ohne weiteres erkennen.?)
Denn wemn w = w (¢) eine Parameterdarstellung von €, ist, so wird 2 = ¢
(@) eine Darstellung von €, Daher wird

@ff@)dz = [flo@w &) ¢ wn)w €) dt= [ f(pw)y'(w)dw.
3 @:w

Besonders lehrreich ist es, ein Integral von der folgenden Form

fr(z, 1/;'7;—1) dz, wo r(z, 1/;——1)

-ine rationale Funktion seiner Argumente ist, zu betrachten. Um sich
Jederzeit iiber den in den einzelnen Punkten des Integrationsweges zu
nehmenden Wert der Wurzel klar zu sein, tut man gut, sich den Inte-
grationsweg auf der auf S.95 betrachteten Riemannschen Flidche der
Quadratwurzel Y22 —1 zu denken. Zur Behandlung des Integrales wird es
dann zweckmiBig sein, die Fliche auf eine schlichte w-Ebene abzubilden.
Das kann nach 8. 97 durch die Funkfion

w=z+y2—1

geschehen. Dann wird, wie man schon im reellen Gebiet lernt, aus dem
Integral das folgende

/)(% (w—{—%{;), %(@0—%)) . —;—(1 —gﬁ)dw,

algo ein Integral einer rationalen Funktion von w.
Tatsichlich ist ja auch unsere Abbildung weiter nichts als eine der aus
der reellen Integralrechnung bekannten rationalisierenden Substitutionen.

1) Bei nicht differenzierbaren Integrationswegen muB noch vorher durch differenzier-
bare approximiert werden,
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Man wiirde sich leicht iiberzeugen konnen, dal auch eine jede andere
golche Substitution auf eine schlichte Abbildung wunserer Fliche fiihrt.
Auch kann man jede derartige Abbildung, z. B. die andere auf S.97 er-
wihnte zum Rationalisieren des Integranden brauchen.')

Auch die allgemeineren Integrale, deren Integrand eine rationale Funk-
fion von 2z und der Quadratwurzel aus irgendeinem Polynom zweiten
Grades ist, konnen in éhnlicher Weise behandelt werden. Tatsichlich haben
wir ja auch schon S. 98 gesehen, daB man durch eine lineare Abbildung
dne jede zweiblittrige Riemannsche Fliche mit zwei Verzweigungspunkten
auf die hier betrachtete abbilden kann.

§ 5. Der WeierstraBsche Mittelwertsatz.

Aus der reellen Integralrechnung ist der folgende Satz bekaunt:
Wenn f(z) und ¢(z) fir a <z <b stetig sind, wenn ¢(z) auBerdem
von einerlei Vorzeichen ist, so gibt es eine Stelle ¢ des Intervalles (o < £ < D),
so daB
S 9 @ az =10 [ p @)z st

Es soll sich hier darum handeln, eine Ubertragung dieses Satzes auf
das komplexe Gebiet kennen zu lernen. Es sei also € eine rektifisierbare,
die Punkte 2 = a und z="0 verbindende Kurve. 2z = 2z(1) (« <t <) sei
eine Parameterdarstellung derselben. f(2) sei eine auf der Kurve § stetige,
p (2) eine auf der Kurve stetige und positive Funktion. Ferner sei I' die
Menige der Werte, welche f(2) auf & annimmt. Endlich sei K die Fleinste
abgeschlossene konvexe Menge®), welche I' enthilt. Dann gibt es in K eine
Stelle &, fiir die F: P
[re@di=¢ fo@ar gt

Zum Beweise zeige ich, daB der Wert

1) Man vgl. auch das Beispiel auf S. 164.

2) Unter einer konvexen Menge versteht man eine Menge, die mit je zweien ihrer
Punkte auch deren geradlinige Verbindung enthiilt, also 2. B. einen Kreis, ein Dreieck,
¢in Polygon ohne einspringende Ecken, eine Strecke u. dgl. Unter der kleinsten, eine
gegebene Punktmenge enthaltenden konvexen Menge versteht man den Durchschnitt
aller konvexen Polygone, welche die gegebene Menge umschliefen, d. h. die allen
diesen Polygonen gemeinsame Menge.
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einem jeden I" umschlieBenden konvexen Polygon angehért. Zu diesem
Zwecke reicht es aus, irgendeine Gerade zu betrachten, die I" nicht trifit,
und zu zeigen, daB u stets derselben durch diese Gerade bestimmten Halb-
ebene angehirt wie I selbst. Daraus ergibt sich ja dann sofort, daB g
einem jeden I' umschlieBenden konvexen Polygon angehdrt. Daher ge-
hort I' auch der kleinsten konvexen Menge an. Denn darunter versteht
man ja den Durchschnitt aller konvexen Polygone, welche I" umschlieBen.
Wir wollen also zeigen, daB die Annahme, I" und g ligen auf verschiedenen
Seiten einer Geraden, nicht zutreffen kann.

Sei also g eine Gerade, die I"' und p trennt; dann wihle ich eine ganze
lineare Funktion [(3) = A3+ B so, daB I(w) =0 ist und daB ¢ durch die
Abbildung w = I(3) in eine Parallele zur imaginiren Achse der w-Kbene
tibergeht. I' mdge dabei in eine der Halbebene i (w) > 0 angehorige Menge
tibergehen. Dann miiBte also

g g
[r@ro@dt Je@Arf@+B)di
Atk B=" =0
[ o@at J o@at
sein. Nun ist aber R4 fe + B) >0,

weil ja nach Voraussetzung R (I') > 0 ist. Daher kann die angeschriebene
Gleichung nicht richtig sein, und daher ist unsere ganze Annahme, pund I’
lagen auf verschiedenen Seiten von g, die wir im Widerspruch mit dem zu
beweisenden Satze machten, falsch. Derselbe ist somit bewiesen.
Aufgabe: Man kann aus. dem Mittelwertsatz auch die schon S. 106 ge-
gebene Abschitzung f b
i!F@m

< [17@)|as

wieder gewinnen, in der s die Bogenlinge, L die Linge der Kurve be-
deutet, Dazu hat man nur

d
1) = [sgn F()| 72 und () = | F(3)|
zu wihlen?) Die Menge I' besteht dann aus lauter Punkten vom Betrage

Eins. Welil ja s_(@i:)2+ (dy)’ =1
“\ds ds) —

|dz
|ds

ist, denn s sollte doch die Bogenlinge sein.

1) Vgl die Erklarung von sgn. 7z auf S. 11.
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§ 6. Der Hauptsatz der Funktionentheorie.

Wir haben mehrfach Beispiele von Integralen kennen gelernt, welche
vom Integrationsweg unabhéingig waren. Freilich begegneten uns bein
Logarithmus auch Integrale, die vom Verlauf des Weges abhingen. Wenn

wir nidmlich f dzz itber einen geschlossenen Null umschlieBenden Weg
integrieren, so kommt nicht Null heraus, wihrend das Integral Null wird,
wenn der Weg ganz in einem Kreise verliuft, der Null ausschlieBt. Denn
darin ist jeder Zweig des Logarithmus eindeutig erklirt. Null kommt also
heraus, wenn in dem vom Integrationsweg umschlossenen Bereiche der
Integrand stetig ist; ist er unstetig wie -z bei 2 = 0O, so kann ein von
Null verschiedener Wert oder auch wie bei ;—2 der Wert Null heraus-
kommen,

Zu zeigen, dal in gewissen Fillen das Integral vom Wege unabhingigy
ist, lduft immer darauf hinaus, zu zeigen, daB das iiber eine geschlossene

Kurve erstreckte Integral verschwindet. Denn seien @1 and &, zwei ¢ und
b

b verbmdende Wege, so ist die Gleichung / /1@\ gleichbedentend mit

f(@1+ [(g)—O und diese wieder mlt(@)/ 0 wenn wir die bei Durch-
laufung der Kurve €, von a bis b und der von &, von b bis a zuritck
beschriebene Kurve mit & bezeichnen.

Wir wollen nun den folgenden auch unter dem Namen Cauchyscher
Integralsate bekannten Houpisatz der Fumktionenthcorie beweisen:

In cinem einfach asammenhdngenden') schlichten DBereich B sei die

Punktion f(2) eindeutigy wnd analytisch. In diesem
Bereich verlaufe die geschlosseme rektifizierbare Kurve %

¢ (Fig. 38). Dann ist £ = e
() dz= 0. Eelte——
((‘;) {‘r “\u’} ;f'

Fir die Giiltigkeit des Satzes und fiir die Beweis-
methode ist es wesentlich, daB der Integrationsweg
ganz dem Inneren des Bereiches angehort.

Der Beweis wird in mehreren Schritten geflihrt.
Zuniichst wird bemerkt, daB es geniigt, den Satz
fir Polygone zu beweisen. Denn man kann ja
(nach S. 107) jedes Integral beliebig genau durch ein Polygonintegral

T

Fig. 88,

1) Wegen des Begriffes einfach zusammenhiéngend siehe 8. 85.
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approximieren.!) Weiter bemerken wir, daB es stets moglich ist, ein
solches Polygon zufolge seiner Selbstiiberkreuzungen in endlich viele ge-
wohnliche Polygone ohne Selbstiiberkreuzung zu zerlegen. In dem Bei-
spiel der Fig. 39 kommen zwei solche Polygone
heraus, deren eines durch stirkeres Ausziehen
der Linien kenntlich gemacht wurde. Fiir diese
stets mogliche Zerlegung in einfache, d. h. von
Uberkreuzungen freie Polygone gilt folgende
L Regel. Man denke sich das Polygon von irgend-
einem seiner Punkte aus durchlaufen. Man
achte darauf, wann zum ersten Male eine
bereits durchlaufene Stelle nochmals passiert
wird. Die Polygonstiicke, welche man zwischen
dem ersten und dem- zweiten Passieren dieses
Punktes durchlaufen hat, machen ein einfaches Polygon aus. Denkt man
sich dies Polygon herausgehoben, so hat man ein erstes einfaches Polygon
abgesondert und kann nun mit den noch verbleibenden Stiicken des
urspriinglichen Polygons ebenso weiterfahren.

Nach dem Gesagten gentigt es also, den Hauptsatz fiir einfache Polygone
zu beweigen. Denn wegen der eben vorgenommenen Zerlegung kann das
Integral iiber ein jedes Polygon als Summe der Integrale iiber die einzelnen
einfachen Polygone dargestellt werden, die bei der Zerlegung heraus-
kommen, und muB daher wie diese verschwinden.

Ein solches einfaches Polygon zerlegt die Ebene?) in zwei Bereiche,
sein Inneres und sein AuBeres. Das Innere komnnen wir durch Diagonalen
in Dreiecke®) zerlegen (Fig. 40). Nehmen wir nun den Satz fiir Dreiecke

Fig. 39,

1) Wenn man die Polygonecken so wihlt, daB der Abstand zweier aufeinander-
folgender kiirzer ist als der Abstand der Kurve vom Bereichrand, so verlauft das
Polygon ganz im Bereiche. So muB es aber gewihlt werden.

2) Man vgl. den Beweis aunf 8. 79.

8) Der Beweis fiir diese Zerlegbarkeit beruht auf dem folgenden Hilfssatz: Man
kann in jedem mehr als dreieckigen Polygon eine Diagonale ziehen, d.i. also eine
Strecke, die zwei Ecken verbindet und ganz im Polygoninneren verliuft. Das Polygon
heife =, und A sei eine seiner Ecken. Zu A gehore die Seite AB. Zu B gehore
aufer dieser die Seite BC. P moge auf BC von B nach € wandern. Dann verliaft
die Strecke AP in der Nghe von AB entweder im Inneren oder im AuBeren des
Polygons. Im ersten Falle drehen wir AP von A4 B aus so lange, bis zum ersten Male
eine weitere Polygonecke auf 4P zu liegen kommt. Dies kann C sein. Dann ist AC
die gewiinschte Diagonale, es sei denn, daB AC zugleich die andere von A aus
gehende Seite ist. Dann wire aber das Polygon gegen die Annahme ein Dreieck.
Die neue Ecke kann aber auch von C verschieden sein. Sie heiBe dann @. Wenn
dann A4Q npicht die andere zu A gehdrige Polygonseite ist, dann ist A Q die ge
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als bewiesen an, daun ist das Integral iiber das urspriingliche Polygon
dem Integral iiber dasjenige Polygon gleich, welches man erhilt, wenn
man durch eine Diagonale eine Ecke abschneidet oder, anders ausgedriickt,
wenn man ein Randdrei-
eck wegliiBt. Lassen wir
also in Fig. 40 das Drei-
eck ABC weg, so bleibt
das Polygon der Fig. 41
ibrig. Es ist

ABCDE - - - -IKA
_ <>
ACD - - - IKA ABCA
e —

oder in Worten: das iiber
das Polygon der Fig 40
erstreckte  Integral st
gleich dem Integral erstreckt tiber das Polygon der Fig. 41, vermebhrt um
das Integral iiber das Dreieck ABC. Duabei miissen aber die Durch-
laufungsrichtungen den Pfeilrichtungen gemiB gewihlt sein! Der gemein-
same Teil der beiden Polygone mufl also im gleichen Sinne durchlaufen
sein, und das Dreieck muB in dem Sinne durchlaufen werden, den ¢s von
Fig. 40 mitbringt. Dann ist der Erfolg der, daB in Fig. 41 und im Dreieck
die gemeinsame Seite BC in verschiedener Richtung durchlaufen wird.
lerlegt man nun alle Integrale in die Summe der Integrale iiber die
einzelnen Seiten, so fillt die Summe

S+

aus der in der vorhin angegebenen Formel rechts stehenden Integralsumme

Yig. 40. Fig. 41.

winschte Diagonale. Wenn aber 4@ auch Polygonseite ist, dann hat 4 P wihrend
seiner Wanderung von 4B bis zur Richtung A ¢ ein volles, dem Polygoninneren an
gehoriges Dreieck bestrichen. Diesem und damit dem Polygon gehort dann aber die
Strecke BQ an, und das ist dann die gewiinschte Diagonale. Wenn aber AP nicht
in das Innere von w eintritt, sondern im AuBeren verliuft, so tiitt die Verlingerung
vou AB iber B hinaus zuniichst in das Polygoninnere ein. Man verlingere daher
4B tlber B hinaus bis zu seinem niichsten Schnitt B' mit = und wiederhole nun
mit B’ die seitherige Uberlegung. So gelangt man stets zu einer Diagonale, wie sio
der Hilfssatz verlangt. Es sei eine Aufgabe fiir den Leser, die Einzelheiten des Be-
weises weiter durchzufihren. Diese Diagonale zerlegt dann « in zwei punktfremde
Polygone von geringerer Eckenzahl. Die Fortsetzung der Uberlegung fihrt daber zur
gewiinschten Zerlegung in Dreiecke.
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heraus, Die Formel erweist sich so tatsfichlich als richtig. Wenn man
diesen SchluB wiederholt, so muB mnach endlichvielen Schritten vom
ganzen Polygon nur noch ein Dreieck bleiben, denn es sind ja nur endlich-
viele da, die wir weglassen konnen. Daher
ergibt sich, daB das Integral iiber das Polygon
der Fig. 40 einem Dreiecksintegral gleich ist. Es
verschwindet also wie dieses. Wir brauchen also
tatsichlich den Hauptsatz nur fir Dreiecke zu be-
weisen. Dieser Aufgabe wenden wir uns jetzt zu,
Zu dem Zwecke betrachte ich das Dreieck 4
der Fig. 42. Es sei etwa

J @

Dann zerlege ich, wie in Fig. 43 angedeutet ist, nach dem Vorgang des
Herrn Pringsheim das Dreieck durch Parallele zu den Seiten in vier
kongruente Dreiecke und sehe, daB

J= S+ +]

i 4 4 4, 4,
ist, wenn die Dreiecke so durchlaufen werden, wie dies Fig. 43 angibt.
Daher muB mindestens eines dieser Integrale dem Betrage nach grofer

=M

Fig. 42.

oder gleich %[ sein. Dasjenige Drei-

b eck, bei dem dies zutrifft, bezeichne
@» v ich weiter mit 4,. Dann verfahren
" wir mit ihm wie eben mit 4 und er-

b halten ein neues Dreieck A,, fiir das

M
Fig, 43. Fig. 44. 2 1

2/' f(2) de

ist. Dies Teildreieck von A, behandeln wir ebenso. So erhalten wir eine
Folge ineinandergeschachtelter Dreiecke (Fig. 44), deren innerster Punkt 7,
sei. Merken wir uns noch an, da sich bei jedem Schritt der Umfang der

Dreiecke auf die Hialfte verkleinert. Sei also U der Umfang von 4, U,

der von 4,, so ist U,= % Fiir den Wert der Integrale aber gilt

f f(2) dz
dﬂ

> M
‘2.4/"

Bis jetzt haben wir von der Differenzierbarkeit von f(2) noch keinen
Gebrauch gemacht. Das muB nun geschehen. Denn ohne diese Annahme
ist der Cauchysche Integralsatz sicher mnicht richtig. Man betrachte nur
etwa das Integral f zdz erstreckt tiber die beiden Wege von (0, 0) nach
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(1,b), welche aus je zwei zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden be-
a:l . a:
5T tab, der andere aber o
Wir setzen also nun voraus, daB f(z) analytisch ist. Sei dann ¢, die
Koordinate des innersten Punktes P, so ist wegen der Differenzierbarkeit

stehen. Der eine gibt -

in Z: cF@—f@) _py,
i e G

Es gibt also eine Funktioa d(s), so dab fiir [2— 2,
[f(2) = fleg) — ["(20) (& — 2) | < ¢
it Von einer gewissen Nummer N(g¢) an aber liegen die Dreiecke A,

i einem mit dem Radius 0(¢) um 2, geschlagenen Kreise, so daB man
damn die gefundene Abschitzung auf ihren Integranden anwenden kaun.

<< 0 (&) stets

7 — 2|

Dann wird

[F()dz — f(a) fdz — (z(,\,)(/.(/d — ) dsi < ¢ i Sz —z]dz .
4y An 4, i A,

Betrachten wir nun die einzelnen hier vorkommenden integrale etwas
wiher, Die auf der linken Seite der Ungleichheit verschwinden alle bis
auf f f(2)dz, von dem wir das noch nicht wissen. Das folgt aus den auf

S. 169 betrachteten Beispielen.

Im Integral der rechten Seite aber wird {z— z,| kleiner als der Um-
fmg des Dreiecks 4, Denn z ist ein Punkt auf dem Dreieck, wihrend
¢ im Inneren oder am Rande liegt. Die Entfernung zweler derartiger
Punkte ist natiirlich kleiner als die lingste Dreiecksseite, also erst recht
Keiner als der Umfang. Daher wird nach S. 106

| —nids <
j[ z z.‘,;dz‘<4“
n
. \ Ut
Daher ist nun ‘l ff(z) dz\< g
s ! 4
Da aber andererseits [ f(z)dz| >~
: i 1
. M U?
war, so ist nun O el
4" 4"

Daraus folgt, daB M < s UP® ist. Da aber & beliebig gewihlt werden kann,
so iss M = 0. Daher ist also ff(z)dz= 0. Denn M war der Betrag
P

dieses Integrales. Damit ist der Integralsatz bewiesen.
Aus dem bewiesenen Satz folgt, daf jede in einem einfach zusammen-
hingenden Bereiche eindeutige analytische Funktion f(2) e Iniegral besitzt,
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d. h. daB es bis auf eine additive Konstante genau eine analytische Funk-
tion J(2) gibt, die gleichfalls im Bereiche B eindeutig ist, und deren Ab-
leitung f(2) ist. Denn betrachten wir das Integral

J(2)= [f(2)dz.

Einen Weg, iiber den es zu erstrecken ist, brauchen wir nun nicht mehr
anzugeben, denn, wie schon S.115 angegeben, folgt aus dem nun bewiesenen
Hauptsatz, daB der Wert des Integrales davon unabhingig ist, tiber welchen
in B gelegenen Weg man es erstreckt. Das Integral J(z) stellt also eine
in B eindeutige Funktion dar. Wir zeigen, dafl sie analytisch ist, und daB
f(2) ihre Ableitung ist. Es wird nimlich

17 — fenas
) = o

z—2,

J(#)—J(2,)
s—z,

Da aber f(¢) bei 2, stetig ist, so gibt es eine Funktion d(e), so dab
| f(&) — f(2) | << & ist fiir |z —2,|= 0(e). Da weiter der Integrationsweg
von 2, bis ¢ geradlinig gewihlt werden darf, so ist seine Liinge |2 — ¢

Daher wird nun _r[f(z) —fle)))ldz < &2 —z,|.
Daher ist ‘ {(ZE# —flay) | <e fiir [2— 2| < d(e).

Also ist J(2) analytisch und f(¢) ist seine Ableitung. Also ist nun
auch im Differentiationsprozey die Umbkehrung des Integrationsprozesses
erkannt.

Man kann den Cauchyschen Integralsatz leicht auf Funktionen aus-
dehnen, welche in nichtschlichten einfach zusammenhingenden Bereichen ein-
deutig und analytisch erkldrt sind. Wir nennen dabei einen mehrblittrigen
Bereich einfach zusammenhingend, wenn in ihm eine eindeutige analytische
Funktion w = @ (#) erklirt ist, welche ihn — alles im Sinne der Fest-
setzungen von S. 68 ff. — auf einen schlichten einfach zusammenhsingenden Be-
reich abhildet. Wenn dann in dem mehrbléttrigen Bereich B einegeschlossene
Kurve € vorliegt, so geht dieselbe durch die Abbildung in eine ge
schlossene Kurve @' des schlichten Bereiches B' iiber, die rektifizierbar
ist, wenn dies fiir € zutrifft. Dann ist

[f@dz=0,
¢

wenn f(z) in B eindeutig und analytisch ist. Denn sei w = @(2) die er-
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withnte Abbildungsfunktion, z = 4 (w) ihre gleichfalls als analytisch ange-
nommene Umkehrungsfunktion?), so wird nach S. 112

Jr@az = [rwy e

Dies letztere Integral 1st aber nach dem Hauptsatz Null. Damit ist die
verallgemeinerte Fassung des Integralsatzes bewiesen.

§ 1. Anwendung des Hauptsatzes auf die Berechnung bestimmter Integrale.

Der Hauptsatz leistet oft gute Dienste bei der Auswertung bestimmter
Integrale. lch will dies jetzt nur an einem einzigen viel behandelten Bei-
spiel zeigen. <

Es sei die Berechnung des bestimmten Integrales f fjB;—"ndac, erstreckt

iiber die positive reelle Achse als Aufgabe vorgelegt.o Auch der Nach-
weis, daB dies Integral iiberhaupt konvergiert, wird sich aus unseren Be-
trachtungen mit ergeben.

Iech gehe von dem Integral Wdz aus. KEs mdge iiber das aus

der Fig. 45 ersichtliche Krelsbogenwereck erstreckt werden, Es hat
natiirlich den Wert Null, weil der Inte-
grand an allen von Null und Unendlich ver-
schiedenen Stellen analytisch ist. Nun zer-
lege ich das Integral in naheliegender Weise

in vier Teilintegrale und fasse die beiden iiber
Stiicke der reellen Achse erstreckten Integrale

T R

* zz
f de =+ dz
__.B, r
in eines zusammen. Es wird ja
—r ) .
‘]’ erde j'eﬁdz'
z 7
— R r
- R R
12
Also wird /67 dz—}— =94 /7,1,,’3;?d
L X
—R ¢

Daher hat man jetst szsmzd —|—f dz-+ —vdP—O

Lo
—r +r —R+R

®
1) Wir werden spiter (S.190) beweisen, daB ¢(w) stets dann analytisch ist,
wenn dies fGr ¢(¢) zutrifft.
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Um das Integral /' Y74z finden, wird man jetzt r >0 und B - o

streben lassen. Dubel strebt das Integral f dz selbst gegen Null. Um

—R R

einzusehen, daB fiir alle geniigend groBen R das Integral

iz n
[’fl—dz =2‘/'e—-Rsiuqr+iRcos(pd‘p (Z — Rekp)
JoZ 3
—B R

dem Betrage nach kleiner als eine beliebig gegebene positive Zahl & wird,
zerlege ich dies Integral in drei Teilintegrale:

Jomzd =
S+ S+
0 § n—0
Hier wihle ich die Zahl 0 so klein, dafl die beiden Integrale
g* n
und |
(f nJ6

dem Betrage nach kleiner als g werden. Hs wird ja z. B.

J
j‘dwe—Rsincp—-}-iRcos(p
0 I

8
Sfd(p@"‘““i’“f’< 0, weil e—Fsine < 1 jgt,
0 =

Naghdem so die Zahl 0= 5 festgelegt ist, betrachte ich das Integral
T

j dpe—Reing+iReosy wejter, Wieder gilt zunéchst

|—d i n—d

{e——l’mnq)etRcostpd(p ! <qu)e~—Rsin(,u

In diesem Integral gilt aber nun
g—Rsingp - e—Rsind

Denn fir 0 <@ < m — 0 ist ja sin ¢ > sin . Daher wird nun

—0

/'dlpe—iRsinq)—}-iRcosrp

< (m —208) Rl

Fiir geniigend groBes £ wird dies aber kleiner als - Daher ist in der Tat

limw f—— dz = 0.
R>w 2

=
—R 4R
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Nun bleibt noch das Integral

0

e .
./7 dZ == l'fe-—rsixntp+ireoa(p(l¢ (2. — re“l’).

7
—r +r
0

Fiir r —> 0 kommt das Integral i'[.dtp = — xi beraus, Denn der Integrand
n

c——rsin(p—{»—iruosrp = ¢i*

strebt fiir » >0 gleichmiiBig in ¢ gegen Eins!) Daher wird wirklich

. et .
hmfz dz = — 7.
r->0

—r 47

@®»

] . 2.
Daher wird nun (22, 7
P =2

0

Sechster Abschnitt.
Die Cauchysche Integralformel.

§ 1. Ein Spezialfall der Caunchyschen Integralformel.

In einem Kreise K sei die Funktion f(2) eindeutig und analytisch. K,
sei ein konzentrischer Kreis von kleinerem Radius und 2 ein Punkt aus
L0 g,

Qmws )] E—z

7]

Dabei ist also das Integral so iiber den Kreis K; zu erstrecken, daBl bei
der Durchlaufung das Innere zur Linken bleibt. Das sei immer durch die
verwendete Schreibweise angedeutet. Da der Integrand eine bei {= 2z
also in K singulire Funktion ist, so folgt aus dem Integralsatz un-

nittelbar nichts.
Wir zeigen zuniichst, da f}{)z ag=10

£
(1)

seinem Inneren. Dann ist  f(2) =

1) D. b, es gibt eine Zahl ¢ = o(¢) derart, daB fir alle r <C ¢(s) und beliebige ¢
ie—-—rsiu(p-}-ircos(p__l ‘ <s
gili, Vgl. dazu 8. 107. Die Verh#ltnisse liegen ja ganz analog wie bei gleichmibig
konvergenten Reihen.
Bieberbach, Funktionentheorie I 9
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ist, wenn das Integral tiber den in Fig. 46 angegebenen Weg L erstreckt
wird. Er besteht aus einem Kreisbogen K, vom Radius ¢, dessen Mittel-
punkt 2 ist, aus zwei von ¢ ausstrahlenden Strecken und einem Bogen
des Kreises K,. Die Kurve L ist in einem aus Fig. 46 ersichtlichen
einfach zusammenh#dngenden Bereich gelegen, der
von K und einer Strecke begrenzt ist, welche 2
und K verbindet. In diesem einfach zusammen-
hiingenden Bereiche sind aber sowohl f(§) wie {—#
analytische Funktionen von § und der Nenner {— 2z
verschwindet in diesem Bereiche nicht. Daher kann
man auf die Kurve L den Hauptsatz anwenden.
Also ist J@Adg e
Tig 46, £—=z

(7
Wir #ndern nun die Kurve L dadurch ab, daB wir die Kreisbogen
grofer werden lassen. Dabei wird also der von den beiden Strecken ein-
geschlossene Winkel kleiner. Immer bleibt das Integral Null. Wir ver-
gleichen es nun mit dem Integral tiber die aus Fig. 47 ersichtliche Kurve €.
Sie besteht aus den beiden vollen Kreisen und dem
zweimal durchlaufenen geradlinigen Stiick. Ahnlich
war die Kurve L zerlegt. Je mehr sich diese der
@ Kurve € nihert, um so weniger wird / von f

abweichen. Das folgt so unmittelbar aus der Stetlg
keit der Funktion f(¢), daB wohl keine lingere Dar-
legung erforderlich ist. Daher ist auch

X £ _
Fig. 47. J;—z a¢=0.

Nun ist aber in diesem Integral der geradlinige Bestandteil zweimal in ver-
schiedener Richtung durchlaufen. Daher wird

® £
S = [{Ga
(=] [=]
Dieses letztere Integral ist nun von der Grofe des Kreisradius ¢ von K,

unabhiingig. Denn unsere Betrachtung gilt fiir jedes ¢. Zur Auswertung
des Integrales fiihren wir Polarkoordinaten ein. Wir setzen §— z = ge’

Dann wird f(g Sdb= /f(z + 06'%)ad.
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Da aber das Integral von ¢ unabhingig ist, so gilt

27 2n

STl +oe?)dd =lim [1(z+ec") dd =2 [ (2)
0 1—) h

Daber ist nun f@ L, At =2mif(2).
ri
Also ist flz) = %z]/gfi@ dt.

Damit ist also unser Ziel erreicht.

Bemerkung: Man kann nicht auf die Kurve € unmittelbar den Integral-
satz anwenden, um zu sehen, daB das Integral verschwindet. Denn zwar
begrenzt € einen einfach zusammenhingenden Bereich, in welchem ! (CL
regulér ist, aber € liegt nicht in einen solchen Bereich eingebettet. Aller—
lings kann man sich hier leicht einen einfach zusammenhingenden Bereich
beschaffen, in den € eingebettet ist. Damit erhalten wir einen zweiten
Beweis unseres Resultates. Der Bereich, den ich meine, ist mehrblittrig.
Wir fiihren die bei z und bei oo verzweigte Riemannsche Fliche der
Funktion € —z= w ein. Auf ihr werde eine analytische Funktion von ¢
dadurch erklirt, daB wir festsetzen, sie solle in iibereinanderliegenden

Punkten der Fliche, d. h. in Punkten mit gleichem §, denselben durch f-@ )

gegebenen Wert haben. Auf dieser Fliche denken wir uns nun im
einen Blatt die Kurve €.  Uber dem Kreise K
denken wir beide Blitter durchschnitten. So sondern
wir von der Riemannschen Fliche einen die Kurve €
enthaltenden Bereich aus, dem wir durch w=Yy{— 2
auf einen schlichten Bereich der w - Ebene ab-
bildlen. Denken wir uns noch im anderen Blatt
der Fliche, welches € nicht enthilt, wieder eine
Gerade gezogen, welche z mit K verbindet, so wird
liese etwa auf die w-Gerade der Fig. 48 abgebildet.
Diese Gerade zusammen mit dem Bilde des Kreises

K Dbegrenzt einen einfach zusammenhingenden Be-
reich (S. 90), dem @', das Bild von §, angehtrt. Aus dem

fg ® ge

wird 2 f RAChL N
e w

0%
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In dem einfach zusammenhingenden Bereich der Fig. 48 ist aber f(zh:w’)
lir. Daher ist . ’
regulir ]ﬁgfﬁg,) daw = 0.
w
Daher ist auch /;LE% dg = 0.
é

Das war der zweite Weg, auf dem man beweisen kann, daB

(&) _h%[ﬂ@dg

Dieser Weg ist es, der sich hernach im allgemeinen Fall der Integralformel
als der gangbarste herausstellen wird.

Es gibt noch einen dritten Beweis, der die vorhin bezeichnete Schwierig-
keit vermeidet. Er kntiipft an die beistehende Fig. 49 an. Die Summe der
beiden Integrale tiber K, und K, dndert sich nimlich
nicht, wenn man zu ihr die vier Integrale hinzufiigt,
welche man erhiélt, wenn man den Integranden iber
die beiden aus der Fig. 49 ersichtlichen geradlinigen
Stiicke in beiden Richtungen integriert. Denn, wie
wir schon vorhin bemerkten, ist die Summe dieser
Integrale Null. Man kann aber nun die beiden
Kreisintegrale noch in je zwei Integrale zerlegen,
den beiden Kreisbogen entsprechend, aus welchen
nach Fig. 49 jeder der beiden Kreise nun besteht.
Die so gewonnenen acht Integrale kann man aber dann in anderer Weise
zusammenfassen. Sie machen nimlich gerade die Summe der beiden Inte-
grale aus, welche man erhilt, wenn man den Integranden in der Pfeil-
richtung tiber den Rand der beiden aus Fig. 49 ersichtlichen schraffierten
Kreisbogenvierecke integriert. Aus den schon in unserem ersten Beweise
angestellten Betrachtungen ergibt sich aber, dall ein jedes dieser beiden
Integrale verschwindet. Daher ist also nun wieder

foas _ [ r&as.
§—z §—z
=
Und nun verliuft alles so weiter, wie wir dies schon bei unserem ersten
Beweise darlegten. Man findet also erneut die Integralformel

o)=L [T®a

21:1 E—=z

[=]

Fig. 49.
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Diese Integralformel driickt also die Werte, welche die Funktion f(2) im
Inneren des Kreises K, annimmt, durch die Werte aus, welche sic am Rande
des Kreises besitzt. Der allgemeine Iall der Integralformel wird dies Ir-
gebnis vom Kreise auf allgemeinere Dereiche dbertragen. Die Formel zeigt
also, daB die Werte, welche eine analytische Funktion im Inneren eines
Kreises annimmt, schon durch ihre Werte an seinem IRande eindeutig be-
stimmt sind. Es ist eine gewil merkwiirdige Tatsache, daB die bloBe
Voraussetzung der Differenzierbarkeit derartige Folgen nach sich zieht.

Mancher Leser wird versucht sein, die hier gegebenen Beweise ohne
weiteres von den Kreisen auf beliebige einfach geschlossene Kurven zu
iibertragen. In vielen Fillen ist das auch berechtigt. Indessen zeigt ein
niheres Nachdenken im allgemeinsten Falle doch einige gestaltliche Schwierig-
keiten, die darauf beruhen, daB wir die letzten Reste der Anschauung, die
wir eben bei den einfachen Kreiskurven ruhig benutzen durften, bei den
allgemeineren Kurven von nicht unmittelbar zu tibersehendem Verlauf durch
rein begriffliche Schliisse ersetzen miissen.!) Ich will daher im folgenden
Paragraphen wenigstens den zweiten der Beweise voll durchfiihren, da sich
bei ihm alles am leichtesten ergibi.

§ 2. Der allgemeine Fall der Integralformel.
In einem zweifach susammenhdngenden Bereich B sei die Funktion ¢
analytisch. In ihm scien zwei geschlossene rektifizierbare Kurven €, und G,
gegeben, welche einen beliebigen Ramdpunkt z gleich oft®) umlaufen migen.

Dann ast S e®dt= [g(@dt
g, €,

Zum Beweise wihle ich auf €, einen Punkt P, und auf €, einen
Punkt P, und verbinde beide durch einen dem Bereich B angehérigen 2z
nicht treffenden Polygonzug IT. Durchliuft man dann von P; aus € im
vorgeschriebenen Sinne bis P,, geht dann auf IT zu @, iber und durch-
liuft dies entgegengesetzt zum vorgeschriebenen Sinne und geht dann auf IT
nach P, zuriick, so hat man eine Kurve € beschrieben, lings der sich
log (¢ — #) gar nicht indert. Bildet man daher den Bereich B durch

w = log ({ -- 2)
auf die w-Ebene ab, so erhilt man einen schlichten einfach zusammen-

1) Man hiitte z B. einen Kreis K notig, der 7z im gleichen Sinne wie € einmal
umliiuft. Der begriffliche Inhalt dieser Angaben ,in einem gewissen Sinne einmal
durchlaufen** wurde aber 8. 79 mit Hilfe des Logarithmus festgelegt. So fihrt jeder
Versuch, begrifflich scharf vorzugehen, sofort auf die Methode des § 2.

2) Vgl. die Definition auf S. 79.
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hingenden Bereich (8. 90) und die eben genannte Kurve € geht in eine
geschlossene, diesem Bereiche angehorige Kurve iiber. Aus unserem Inte-
gral wird durch diese Substitution das liber diese geschlossene Kurve er-

streckte ./'(p(z + ev)er duw,
das nach dem Cauchyschen Integralsatz verschwindet. Es hat aber den Wert

éfqo@)d@ —[o@dt+ [ p@®dt+ [o(®)dt
1 ¢, T n

Da aber in den beiden iiber IT erstreckten Integralen der Durchlaufungs-
sinn verschieden ist, so ergeben diese Null. So hat man tatséichlich

Jo®dt = [o@)ds
¢, €,

Dieses allgemeine Resultat erlaubt nun sofort, den allgemeinen Fall der
Integralformel zu beweisen.

Satz IL. In einem einfach zusammenhdngenden Bereiche B sei die Funk-
tion [ () eindeutig wund analytisch. & sei eine geschlossene vrektifizierbare
Kurve, welche £ = 2z einmal im positiven Sinne umliuft. Dann st

f (C)

27m

Aus unserem Satze folgt nimlich, daB

fgmdé—f 1 g,

wenn unter K ein Kreis vom Radius ¢ verstanden wird, der # im positiven
Sinne umliuft und diesen Punkt zum Mittelpunkt hat. DaB das Kreis-
integral aber gleich 2mif(z) ist, sahen wir schon im vorigen Paragraphen.

Wenn die geschlossene Kurve € den Punkt 2 nach der Definition von

S. 79 nicht umschlieBt, so zeigt die gleiche Betrachtung, daB ;——‘_g—); ag=0.

Dasist z.B. dann der Fall, wenn der Punkt # dem Bereiche B nicht angehort,

F &)

denn dann ist —~ im ganzen Bereiche regulir. Dann folgt also das- Ver-

schwinden des Integrales schon aus dem Cauchyschen Integralsatz direkt.

§ 3. Verallgemeinernng des Cauchyschen Integralsatzes.

Am Anfang des vorigen Paragraphen wurde als Grundlage zur Her-
leitung der Integralformel ein allgemeiner Satz ausgesprochen, der als eine
Verallgemeinerung des Integralsatzes auf Funktionen angesehen werden
kann, die in einem zweifach zusammenhingenden Bereich eindeutig und
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regulir sind. Nun soll der Integralsatz seine allgemeinste Kassung fiir
mehrfach zusammenhingende Bereiche erhalten.

f(2) sei in dem belicbigen Bereiche B cindeutig und regulir. In dem-
selben mogen awei geschlossene rektifizierbare Kurven €, und €, gegeben sein,
die einen jeden Randpunk! gleichoft wmlaufen, d. h. die eine so oft wie die
andere Kurve. Damn ist ‘

@l/.f ()dz =.@/;f(z) dz.

Es gentigt den Beweis unter der Annahme zu flihren, daB ¢, und €,
Polygone seien. Denn wenn man eine Kurve geniigend nahe durch ein
Sehnenpolygon approximiert hat, so umlduft dasselbe — wegen der ganz
zahligen Vielfache von 2x4, um die der Logarithmus bei Durchlaufung von
Kurve und Polygon wiichst und wegen der Giite der Approximation —
einen jeden Randpunkt ebensooft wie die Kurve. Und wenn fiir die
Niherungspolygone die Integrale immer einander gleich sind, so mub das
auch beim Grenzibergang zu den Kurven der Fall sein.

Seien also €, und €, zwei Polygone, die einen jeden Randpunkt gleich
oft umschlieBen. Da man beide im Bereiche durch einen Streckenzug zu
einem Kontinuum verbinden kann, so kann man nach Satz III S. 84 einen
von endlichvielen Polygonen R,, R, -:-, R, begrenzten polygonalen Be-
reich konstruieren, der diese beiden Polygone enthélt, die Bereichrinder
aber ausschlieBt. Dieser polygonale Bereich ist somit ein Teilbereich des
Gegebenen. Die beiden Polygone, durch die wir €, und €, ersetzten, um-
laufen dann auch einen jeden einzelnen Randpunkt des polygonalen Be-
reiches beide gleich off, weil man nimlich einen jeden Randpunkt des
polygonalen Bereiches auBerhalb desselben durch einen Streckenzug mit
Punkten des alten Bereiches verbinden kann. Das lehrt die gerade schon
einmal zur Geltung gekommene auech S. 79 verwendete Stetigkeits-
betrachtung.

Tch greife eines der beiden Polygone heraus, um das dariiber erstreckte
Integral niher zu untersuchen. Zunichst kann ich dies Polygon — iihn-
lich wie S.116 — in eine Reihe einfach geschlossener Polygone zerlegen.
Ich greife eines derselben heraus: €, Dasselbe moge das x-te innere
Randpolygon etwa 1, mal umlaufen (1, hat also nach S.78 einen der
Werte 0,1, —1). Nach Satz VIII 8. 87 zerlege ich das Polygon durch
eine Reihe von Querschnitten in einzelne einfach geschlossene Polygone,
von welchen ein jedes nur hdchstens eine Randkurve umschlieBt, und zwar
ebensooft wie das zerlegte Polygon. So kann man also das iber das
Polygon €, erstreckte Integral in eine Summe von Integralen zerlegen.
Ein jedes derselben ist iiber ein einfach geschlossenes Polygon erstreckt,
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das hochstens eines der Randpolygone umschlieBt. Wenn nun etwa das
Polygon €, das Randpolygon %, 1.-mal umschloB und jetzt bei der
Zerlegung u, Polygone vorkommen, die R, einmal positiv, und », Polygone
auftreten, die M, einmal negativ umschlieBen, so muB i, = p,— v, sein
Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen lehren aber, daB zwei Poly-
gone, die R, einmal im selben Sinne umschlieBen, denselben Wert von
. f f(2)dz liefern.') Wenn daher II, irgendein einfach geschlossenes Poly-
gon ist, das nur N, und diese Kurve nur einmal im positiven Sinne um-

schlieBt, so wird ‘/'f(Z)dZ’-‘Z’ Ay ff'(z) dz.
(4 B,

Denselben Wert muBl aber auch ff'(z)dz haben. Damit wire die Gleich-

€,
heit beider Integrale erkannt und unser Satz bewiesen. Allerdings haben
wir noch eines stillschweigend als richtig angesehen, daB ndmlich

[f@)dz

verschwindet, wenn es iiber ein einfach geschlossenes Polygon IT aus B
erstreckt wird, welches in seinem Inneren keine einzige der Randkurven
enthilt. Das ergibt sich aber sofort aus dem Integralsatz in der S. 115
gegehenen engeren Fassung, sowie man erkannt hat, daB man dies Poly-
gon in einen einfach zusammenhingenden Teilbereich einbetten kann, in
welchem f(¢) regulidr ist. Man muf dazu ja nur nach S.84 ein Polygon
konstruieren, das in B verliuft und das Polygon IT von den Randkurven
des Bereiches trennt. Man kann dieselben nimlich, weil sie alle auBer-
halb von IT verlaufen, miteinander zu einem Kontinuum verbinden, ohne
dabei IT zu treffen. ,

Ein wichtiger Spezialfall des bewiesenen Satzes ist dieser: Der Bereich
sei n-fach zusammenhingend. Fine Kurve € moge eine jede der n —1
inneren Randkurven genau einmal positiv umlaufen. €, sei eine Folge
von Kurven derart, daB €, die Randkurve %R, genau einmal im positiven
Sinne und die anderen Randkurven nullmal umliuft. Dann wird

(J f(2)dz = 27 f £(2)de.

#==1 R,

1) Da man das umschlossene R, und eein Inneres mit den beiden Polygonen zu
einem, die fibrigen Rénder und den Rest der Komplementirmenge des polygonalen
Bereiches zu einem zweiten Kontinuum verbinden kann, so gibt es nach dem Corollar
zu Satz 1 von 8. 85 ein einfaches Polygon P, das R, und die beiden Polygone ent-
hilt, die fibrigen Rander aber ausschlieBt. Auf den von P und R, begrenzten Be-
reich wende man Satz I des vorigen Paragraphen an.
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§ 4. Bemerkungen zur Integralformel.

Das in der Cauchyschen Integralformel vorkommende Integral
of

stellt unter viel allgemeineren Voraussetzungen, als den bisher angegebencn,
in einem € nicht enthaltenden Bereich eine analytische Iunktion von =z
dar. Das ist niimlich nicht nur dann der Fall, wenn die Kurve € ge-
schlossen ist und einem einfach zusammenhingenden Bereich angehort, in
welchem die Funktion f(2) analytisch ist, das ist vielmehr auch dann der
Fall, wenn € eine beliebige rektifizierbare Kurve ist, auf welcher f(§)
stetig ist. Unter 2 ist dabei eine beliebige nicht auf der Kurve € gelegene
Stelle zu verstehen. Man findet niimlich dann fiir den Differenzenquotienten
den Ausdruck J(z+h)—J (2) _fi,&ﬂiu,,.

h (§—2)(§—2z—h)
Man wird vermuten, da dieser Ausdruck fir # —> 0 dem Werte {g( J jl)t
zustrebt, und in der Tat ist ja auch

, Tetn—Ie (1@ de
) T 1A= [

77~—z\"(§~z—h").

, ca (JEER—-JT(2) fgde |
(2) Also wird j % — ) e

wenn L die Linge der Kurve € und d den Abstand zwischen € und einem
die Punkte 2z und 2 + % enthaltenden Kreise bedeutet. Daher ist in der Tat

Max | f(&) | k]| L
s

JE+h—JG@ _ [ /§dE
h ) &t—2?

(8) lim

k>0
und oJ (2) ist wirklich eine analytische Funktion von ¢z in der Umgebung
einer jeden Stelle, die nicht auf der Kurve € liegt. Man muB sich in-
dessen sehr wohl vor der unbegriindeten Vermutung hiiten, daB etwa f(§)
die Werte sein miibten, die J(2) auf der Kurve € annimmt. Diese An-
nahme wire von Grund auf falsch. Es ist ein reiner Zufall, wenn es
einmal so ist.
Nehmen wir z B. als Integrationsweg den Einheitskreis |2/ =1 und

setzen [(§) = %, dann wird

Jo) =L [l ge_—11 fde 11 (a1, 1_
J(Z)“szg(g—z)dg“mz T T emiz t—z : T2 0.

Die im Rinheitskreis dargestellte Funktion ist also Null. Die Randwerte
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aber sind e—‘7?. Weiter bemerke man, daB ja nach dem Cauchyschen

Integralsatz
J(e) = 2,,,,[%“"’5 0

ist, wenn f({) in |z <r(r>1) eindeutig und analytisch ist, wenn die
Integration tiber |2z | = 1 erstreckt wird, und wenn z auferhalb des Einheits-
kreises ist. Denn der Integrand ist ja im Einheitskreis analytisch und ein-
deutig. Also ist dann J(2) eine Funktion auBerhalb des Einheitskreises,
die auf demselben durchaus nicht die Werte f({) annimmt.

Das eben Bewiesene ist ein ganz spezieller Fall eines viel allgemeineren
Satzes, den wir hier anfiigen wollen. Ich wverstehe unmter @ (2, ) eine in
-einem Berciche B amalytische Funktion von z, die auferdem noch wvon einem
Parameter § abhdngt, welcher auf einer rektifizierbaren Kurve € der ¢-Ebene
variieren moge. Solange z im Bereiche B und § auf der Kurve € liegt, moge
auflerdem ¢ (2, §) eine stetige Funktion der beiden Verinderlichen z wund ¢
seinty Dann ist J (2)= 'I'(p (2,£)dE eine analylische Funktion von z im
Bereiche B. ¢

Es sei eine Aufgabe fiir den Leser, im Anschluf} an den eben besprochenen
Spezialfall, den Beweis dieses Satzes zu erbringen. Hier mdge der Hinweis
gentigen, daB wir auf S. 170 einen sehr kurzen Beweis dieses Satzes kennen
lernen werden.

Ein ganz spezieiler Fall des eben genannten Satzes ist es, wenn wir

95§ = f®_ annehmen.
(E—2)"

Wir kehren damit wieder zur Integralformel zuriick. Wir nehmen als

Integrationsweg eine einfach geschlossene Kurve €, und 2z sei eine Stelle

aus ihrem Inneren. Dann wird
flo)= L. [LldE,

27 §—z
[+

und dieser Ausdruck ist beliebig oft differenzierbar. Denn es wird ja

4) F) = L. f<c>d;

21 =2’
sl
und das kann wieder differenziert werden; so wird

_ 2 [rwa
P =5 ) G=o
(¢4

1) D. h.es soll zu jedem ¢ ein &(¢) geben, so daB |@(¢+h, {+hy)—o (2,8 ]| <&
sobald |k} < & (s) und |h,| <d(s). z+h, und z gehdren dabei dem Bereiche B, { und
§+h, der Kurve € an.
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nl [ rodg
2xe, </§-—Z)"+l

L

(b) Allgemein wird ™ (z) =

Wir haben so das iiberraschende Ergebnis:

Eine jede analytische Funktion kann beliebiy oft differenziert werden. Die
Ableitungen aller Ordnungen sind also wieder analytische Funktionen.

Aus der Differenzierbarkeit einer Funktion komplexen Argumentes folgt
also z. B. schon die Stetigheit der Ableitung. Die " Ableitung einer nur im
Reellen erklirten Funktion kann bekanntlich unstetig sein. Hier ist sie
sogar selbst wieder differenzierbar. Man erkennt, welche tiefen Konsequenzen
die Voraussetzung der Differenzierbarkeit im Komplexen nach sich zieht.

§ 5. Umkehrung des Cauchyschen Hauptsatzes.

Eine reife Frucht ist es, die uns nun in den SchoB filll. Wir wollen
beweisen, daf eine in einem DBereiche B eindeutige und stetige Funktion f (2,
fiir welche das Integral f f(2) dz verschwindet, ganz einerlei, iber welche dem

¢ :

Bereich angehirige geschlossene Kurve es auch erstreckt wird, notwendig cine
analytische Funktion ist. Der Satz ist offenbar die Umkehrung des Cauchy-
schen Integralsatzes. Nach seinem Entdecker heit er auch Satz von Morera.
Das Integral

f Fle)dz =J(2),

stellt eine im Bereiche eindeutige Funktion dar, weil das Integral vom
Wege unabhingig ist (vgl. die Bemerkung auf S. 115). Diese Funktion
it aber analytisch. Denn schon 8. 120 ist gezeigt, daB J (2) differenzierbar
ist. Es wird nach der dort angestellten Uberlegung J'(2) = f(¢). Vorhin
aber haben wir gesehen, dafl die Ableitung einer analytischen I'unktion
selbst analytisch ist. Also ist wirklich f(2) analytisch.

§ 6. Eine Anwendung der Integralformel.

Schon die Integralformel erlaubt es ziemlich unmittelbar, manches be-
stimmte Integral auszuwerten. Ich gebe jetzt ein ganz einfaches Beispiel,
um spiter in dem Abschnitt iiber die Residuen die Betrachtung wesentlich
weiter zu fiihren.

+ =
FEs sei f md%ﬁ erstreckt -iiber die reelle Achse zu berechmen. Kin be-
a" /
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reits von Cauchy vielfach angewendeter Gedanke kniipft daran an, daB das
um den Halbkreis der Fig. B0 erstreckte Integral stets den Wert

7 d; = '(2n)1__ 1-8-5.....2n—1
Qe+t ot @)~ T2 6 lum
e
hat. Ma.n kann nimlich , 1
, 1 (z+ D
R 0 g2 (1 +Zz)n+’1' T 7 —ipt1

Fig. 50.

schreiben. Das ist aber nach Formel (5) weiter nichts als die %—fache
n-te Ableitung von -Ff an der Stelle 2 = 7. Diese ist aber Qﬁl % “23’4"1"‘:‘
Weiter bemerkt man nun daf das tiber den Kreisbogen erstreckte Integral

fir B — oo gegen Null konvergiert. Denn der Integrand geniigt auf dem

L
Kreis vom Radius R der Ungleichung ‘1 T <zt Schreibt man nun
aber die Gleichung
ds 1:3.5.....30—1
=umx
(14 g2y tt 2.4.6.  .2n

4R
in der F dx + dz _”1-3-5-----27»——-1
moder Xorm - f g o geaytl a+ahy+1 2.4.6. -2n

—R

—R +R

und geht hier zu R —> oo iiber, so erhilt man

4w
de . 1-3:8..... 2n—1
(1+ayrt? 2.4.6.- .2n
—®

Hiufig gelingt es, durch eine einfache Substitution andersartige Integrale
so umzuformen, daB man in der eben angegebenen Weise mit Hilfe der

Integralformel die Auswertung leisten kann. Das gilt z. B. von dem Integral
2n

. f cos®"xdz. Macht man nimlich hier die Substitution ¢/#= §, so geht der
0
Integrationsweg, also das Stiick der reellen Achse: ( <z < 2z in die ein-

mal durchlaufene Peripherie des Einheitskreises der {-Ebene tiber. Man
erbilt dann die Beziehung

¢n

” _ e1z+e ix (1+§2)2ﬂ
,_/0082 xdw f d.’E = 22" *?m‘ d
0
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Die Integralformel lehrt wieder, daB das neue Integral der Gleichung
(14" 2ni & (L)
L5 g8 — o il W
f ;’.2n+1 g (2m)! l;zn ,r; = ()
a
geniigt. Erinnert man sich aber an die Maclaurinsche Reihe, die der bino-
mische Satz im reellen Gebiet fiir (1 + £¥)*" liefert, so erkennt man in
1 d2 "(1 _;_gg)‘.’.m
oy T oaaa =0
(2m)! dg
den Koeffizienten von (2” in dieser lteihe. Dieser ist aber
2n-(2n —1) - (n«i—l) 2'n)Y

1. 2. n (n

Daher findet man das SchluBergebnis:

2n

1

N S S @rn—1)
2n —_ 9 A
[cos xdx—2x2.46 o

X
0

§ 7. Entwickelbarkeit der analytischen Funktionen in Potenzreihen.

Eine weitere iiberraschende Eigenschaft der analytischen Funktionen ist
die Entwickelbarkeit in Potenzreiben.

Wenn die Funktion f(z) in einem Kreise K wum den Punkt a als
Mittelpunkt eindeutig und analytisch ist, so gibt es einc Polenzreihe

B — @) = Susle —a,
fiir die f(2) =PB—a)
im ganzen Kreise gilt. Die Koeffizienten dieser Reihe driicken sich i Tay-
lorscher Weise durch f(2) aus. Is ist also
_ 1%,

T gl

Der Beweis flieBt aus der Integralformel, wenn man beachtet, dal
fL entwickelbar ist, und wenn man sich erinnert, daB man diese Reihe

gliedweise integrieren darf Zum Beweise erstrecke man das Integral der
Cauchyschen Integralformel iiber einen mit K konzentrischen kleineren
Kreis K,, der die Stelle z, fiir die man die Entwickelbarkeit zu beweisen
wiinscht, enthalten muf.
_ —a\2
Nun wird 2=t = oA () )

Hilt man 2 fest, so konvergiert dlese Reihe in { gleichmiBig auf der ganzen
Peripherie von K,. Also gilt das gleiche fiir die mit #(£) multiplizierte Reihe.
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Man kann also ihr Integral durch gliedweises Integrieren bestimmen (s.
S. 106). Das liefert

1)
10 =5 [ s + =g [ e

o
n_.. R 1= =
+ (Z ) (C )n+1 g

(n)
= f(@) + 7' (@) (z — a)+’:_(i) — APt f_;g_‘l)_ (2 — a)"+-
Das war aber unsere Behauptung.
Korrolar: Wenn f(¢) in einem Bereiche B eindeutig und analytisch

ist und @ eine Stelle des Bereiches bedeutet, so 148t sich /(#) in eine nach
Potenzen von 2z — a fortschreitende Reihe
Pz — a) = 0 + (s — @) + a, (s — @)+

entwickeln. Sie konvergiert in dem groflien um z = a geschlagenen Kreise,
welcher in B Platz hat. Denn in diesem ist f(2) ja reguldr und daher
folgt aus dem eben bewiesenen Satze die jetzige Behauptung.

Bemerkung. Awuch dies neuerliche Ergebnie muB jedem Leser aufler-
ordentlich merkwiirdig vorkommen, wenn er mit den entsprechenden
Verhiiltnissen bei Funktionen reellen Argumentes vertraut ist.  Nicht
nur haben hier die differenzierbaren Funktionen gleich Ableitungen
aller Ordnungen, sie sind sogar in Potenzreihen entwickelbar. Auch

] e x’ fir z 40
f@)= fir =20
aller Ordnungen. Trotzdem wird die Funktion nicht durch ihre Taylorsche
Reihe dargestellt. Denn alle Ableitungen sind Null') —

Fine in einem Kreise analytische Funltion ist also durch thren Wert
und durch die Werte ilwer Ableitungen im Kreismittelpunlt eindeulig be-
stimmt. Zu jeder Wahl dieser Bestimmungsstiicke gehtrt auch eine analy-
tische Funktion, wofern nur die damit gebildete Reihe im Kreise kon-
vergiert.

Jede Potenzreihe ist die Taylorsche Reihe der durch sie dargestellien
Funktion. Das folgt schon aus der S. 37 bewiesenen gliedweisen Differen-
zierbarkeit der Potenzreihen. Aus

f(&)=ay+ a;2 + ag2® + -+

folgt ja allgemein £ o) =nla,

hat ja — im Reellen — bei z = 0 Ableitungen

(n+2)
2

CAERY L
™ )

»n!

Also wird fiir 2 = O: e =

1) Niheres in meinem Leitfaden der Integralrechnung 8. 75/76.
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Man kann weiter zeigen, daf einc analytische Funlktion cindeutig durcih
ihre Werte in ciner Punkimenge mit o als Hiufungspunkt bestimmt ist.
Mit anderen Worten: Es lkann keine swei verschicdenen in einem Kreise
‘z—a|<r analytischen Funktionen geben, deren Werte in einer Punkt-
menge mit a als Haufungspunkt iibereinstimmen. Denn sind

Zan(z — a)" und Zb,,(z —a)
n=01... n==0,1...
die Reihendarstellungen zweier solcber Funktionen, so miissen sie wegen
der Stetigkeit auch fir z = a {ibereinstimmen, Das liefert a,=b,. Also

bleibt Zan(z — )y = Zb,,(z —a)
n=1... n=1.,.

fir alle tibrigen Punkte der Menge. Da kann man aber rechts und links
durch z — a dividieren. In allen Punkten der Menge ist also
D0,(z — a)"— 1= Jb,(¢ — a)'—%.
n==1--- n==1.--
Wegen der Stetigkeit gilt dies auch fir 2 =a, also wird ¢, =5. So
schlieBt man weiter und findet die Ubereinstimmung aller Koeffizienten
mmd damit der durch die Reihen dargestellten Funktionen.

Wie man aber die Werte in den Punkten der Menge zu wihlen hat,
damit es eine analyfische Funktion gibt, welche sie annimmt, das ist eine
schwer zu beantwortende Frage.

Sei nun eine Funktion f(2) in einem Bereiche B reguldr und sei a ein
Punlit dieses Bereiches. Dann ist die Funktion in eine Potenereile P(z— a)
entwickelbar, welche in dem grofiten um z = a geschlagenen, im Bereiche ge-
legenen Kreise hkonvergiert. Denn auf jeden ganz im Inneren von B ver-
laufenden Kreis ist unsere Uberlegung anwendbar. Fiir jeden finden wir
eine Potenzrethe. Die so gefundenen Reihen sind aber identisch, weil
sie ja in der Umgebung von # = a iibereinstimmen miissen.

Wir erkennen nun weiter, dal zwei in B analytische Funktioncn im
ganzen Bereiche identisch sind, falls sie in einer Punktmenge iiberein-
stimmen, die im Inneren des Berciches einen Hiufungspunkt o besitzt. Denn
dann stimmen sie zunichst nach den vorhin angestellten Uberlegungen in
dem groBten um a geschlagenen Kreis iiberein, welcher in B Platz hat.
Um dann die Ubereinstimmung in irgendeinem weiteren Punkt b einzu-
sehen, verbinden wir ihn mit @ durch eine im Bereiche verlaufende stetige
Kurve. 'Er hat vom Rande des Bereiches eine von Null verschiedene Ent-
fernung d. Demnach liegt der um irgendeinen Punkt der Kurve ge-
schlagene Kreis vom Radius d ganz im Bereiche. Schligt man nun zu-
nichst um o den Kreis vom Radius d, so stimmen in ihm die beiden
Funktionen iiberein. Verschiebt man nun den Mittelpunkt des Kreises auf
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der Kurve, so stimmen auch in dem verschobenen Kreis die beiden Funk-
tionen iiberein. Denn solange die Verschiebung nicht zu groB ist, liegen
die Mittelpunkte in dem Kreise um a. In ihm stimmen die beiden Funk-
tionen tiberein, also stimmen sie auch in einer Punktmenge des verschobenen
Kreises iiberein, deren Hiufungspunkt der verschobene Mittelpunkt ist. So
kann man aber einsehen, daB bei beliebiger Verschiebung lings der Kurve
immer nur Kreise herauskommen, in welchen die beiden Funktionen {iber-
einstimmen. Denn die Mittelpunkte der verschobenen Kreise liegen immer
wieder in Kreisen, in welchen schon vorher die Ubereinstimmung erkannt
wurde,

Namentlich also werden auch zwei Potenzreihen identisch sein, wenn
die dargestellten Funktionen in einer Punktmenge mit Hiufungspunkt im
Inneren des Konvergenzkreises libereinstimmen, auch wenn dies nicht wie
vorhin sein Mittelpunkt ist. Es ist aber wesentlich fir den Schluf, daf
stets die Haufungspunkte dem Inneren der Bereiche angehdren. So haben
ja z. B. die Funktionen sinz und e®sin z die gleichen Nullstellen, ohne
identisch zu sein. Der Hiufungspunkt der Nullstellen ist eben keine
Stelle aus dem Inneren des Konvergenzkreises, sondern hier eben der un-
endlichferne wesentlich singulire Punkt.

Wiire ja auch eine Stelle aus dem Inneren des Konvergenzkreises,
also eine reguliire Stelle der Funktion, Haufungspunkt von Nullstellen, so
miifte die Funktion durchweg verschwinden, weil sie ja dann mit der Null
die in unseren Sitzen vorausgesetzte Ubereinstimmung zeigte. Daher
liegen die Nullstellen einer jeden analytischen Funktion f(2) in jedem Bereich,
i dem f(2) analytisch und eindeutig ist, isoliert, es sei denn, daB die Funk-
tion identisch verschwindet. Isoliertheit bedeutet ja nichts weiter, als
daB keine Nullstelle Haufungspunkt von Nullstellen sein kann. Um jede
Nullstelle gibt es also einen Kreis, der von weiteren Nullstellen frei ist.

Die hier gefundenen Resultate lassen wieder so recht die viel tiefere
Bedeutung der Differenzierbarkeitsbedingung gegeniiber dem Reellen er-
kennen. Dort folgt aus den Werten einer stetigen differenzierbaren Funk-
tion an unendlichvielen Stellen im allgemeinen nichts iiber die Werte an
den iibrigen.

Unser Ausgangspunkt fiir die Definition der analytischen Funktionen
war die Differenzierbarkeit. DaB jede Potenzreihe eine differenzierbare
Funktion darstellt, haben wir 8. 37 gezeigt. DaB jede differenzierbare
Funktion in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, sahen wir in diesem
Paragraphen. Dieser Umstand ermdglicht es, den Eingang in die Theorie
auch von einer anderen Seite zu nehmen. WeierstraB hat tatsiichlich die
analytischen Funktionen als die Funktionen definiert, welche in Potenz-
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reihen entwickelt werden konnen, und es ist in der Tat mdoglich, alle die
Sitze, die wir bisher gewannen und die wir weiterhin angeben werden, durch
bloBe Betrachtung von Potenzreihen abzuleiten. Indessen zeigt die Erfahrung,
daB die Beweise dann viel schleppender und miithsamer werden.

S. 133 haben wir weiter erkannt, daB die differenzierbaren Funktionen
mit den Funktionen identisch sind, fiir die der Integralsatz gilt. Osgood
hat versucht, auch dies zur Grundlage eines noch anderen Aufbaues zu
machen. Doch ist dieser wohl nur als Spielerei interessante Versuch nicht
voll durchgefiihrt.

§ 8. Laurentsche Reihen.

Fiir Funktionen [(z), welche in einem konzentrischen Kreisring eindeutig
und analytisch sind, existiert ein Analogon sur Potenzreihenentwicklung. s
gibt dann eine mach positiven wund wnegativen Potenzem wvom (2— a) fort-
schreitende Reihe, welche in dem Kreisring konvergiert und dort f(s) dar-
stellt.  Hs st also e

F(&) = Dnanlz — oy,

« ist dabei der Mittelpunkt des Ringes. Eine solche Reihe nennt man
eine Laurentreihe.

Der Ring moge von den Kreisen B, und Ry begrenzt sein. Wenn
dann K, und K, die beiden Begrenzungskreise eines etwas kleineren Ringes
sind — K, moge den groBeren Radius haben —, und wenn z eine Stelle
im Ring ist, so wird nach der Integralformel:?)

£ = & f e ag +2m f@fdg— RORSAC!

1) Nach § 3 ist nimlich

9] f(§)
fé‘ d§ fg ag+ (§

Dabe1 bedeutet Ks einen hinreichend kleinen
Kreis um den Punkt z (Fig. 51). Daher ist

f’"“) g =27 if(e),

B

und daraus ergibt sich die im Text ange-
gebene Formel. Fig. 51.
Bieberbach, Funkticnentheorie I 10
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Das erste Integral betrachten wir fiir z- Werte auy dem Inneren des Kreises
I, das andere fiir z-Werte aus dem AuBeren von K,. Beide stellen dort
analytische Funktionen dar; daff die zweite auch im Unendlichen analytisch
ist, werden wir nachher sehen. Das erste Integral kann somit, wie schon
S. 135 gereigt, in eine im Kreise K, konvergente nach positiven Potenzen
von (z—a«) fortschreitende Reihe entwickelt werden. In Integralform
driicken sich die Koeffizienten so durch die JFunktion aus:

a,= —1—./}'5'"_/‘(%;),_]_'1 dg (n>0)

x|

Es ist nun weiter leicht einzusehen, dall die eben gefundene Reihe
nicht nur im Kreise X, sondern sogar im ganzen von Ii, begrenzten Kreige
konvergiert. Denn der Wert des Integrales f, (z) ist von der Wahl des
Kreises K, unabhiingig. Die Summe der beiden Integrale £, (2) + f,(2)
ergibt niimlich stets [ (z), einerlei wie K, und K, gewihlt sein mogen.
Man halte nun K, fest und indere K,. Von verschiedenen Kreisen X,
ausgehend erhilt man daher auch immer dieselbe Potenzreihe £, (¢). Denn
die gefundenen Reihen miissen stets durch f; (2) zu f(¢) erginzt werden,
also in gewissen Gebieten dieselbe Summe liefern. Demnach ist f, (2) eine
im Kreise"?;f(1 analytische Funktion.

Auf ganz dhnliche Weise erkennt man nun weiter, daB £, (2) eine im
ganzen AuBeren von R, analytische Funlktion ist. Zu dem Zwecke wollen

wir f; (z) in eine nach Potenzen von - fortschreitende Reihe entwickeln.
Es sei also z irgendeine endliche Stelle aus dem AuBeren von I,

! = -t (1 4.t +.<Q—_“>2+ .

1
K;z = E:Zz<~(z;d) T 2—u L—a Z—a

Dann wird

und das konvergiert bei festgehaltenem z gleichmiBig aut K,. Also kann
man wieder gliedweise integrieren, und man findet so

1 1
() = " R T
fo (2) =a2, a +a_» G—ar +

Dabei sind die Koeffizienten
1 ')
1= g [ 10 ¢ —ayragy)

Eine derartige, auBerhalb eines Kreises konvergente Reibe stellt nun eine

1) Der Umlaufssinn ist wegen Berlicksichtigung eines Faktors — 1 aus der Ent-

. 1 . "
wicklung von —— gegen frither geiindert.
§—Z
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Funktion dar, welche beim Ubergang zu co einen bestimmten Grenzwert

1 .
hat. Um das zu schen, muB man nach S. 49 57—, =t einsetzen, und

Za_,t* fir { — 0 untersuchen. Da besitzt die I'unktion einen Grenzwert,
. - . . 5 . 1 n
und wenn man algo die fiir endliche # durch die Reilie Za_, (~ a) dar-

gestellte F'unktion fiir unendliches ¢ durch diesen Grenzwert erklirt, so ist
sie auch in oo analytisch, wie wir oben schon angaben. Genau wie oben
erkennt man, daB die gefundene Reihe von der Wahl des K, nicht ab-
hingt und im ganzen AuBeren von R, konvergiert.

Beide so gefundenen Reihen haben also nun im Kreisring einen ge-
meinsamen Konvergenzbezirk. Dort ist ihre Summe der analytischen
Funktion f(2) gleich.

Es ist auch mdglich, die simtlichen Koeffizienten @, und ¢_, durch
eine gemeinsame Integralformel darzustellen. Zunichst sieht man ja, daB
die Formel = )—l‘f f(i)‘_*_]dé

2xt,) (E—a)

[

fir negative u gerade unsere Koeffizienten «_, liefert. Dies Integral
sieht also ganz so aus wie das bei der Darstellung der a, mit positivem 7
benutzte. Allerdings ist es noch iiber einen anderen Kreis als dieses zu
erstrecken. Aber es liegt schon im Sinne der obigen Darstellungen, dafl
es ganz gleichgiiltig ist, iiber welchen den Rand R, umschlieBenden
Kreis I die Koeffizientenintegrale erstreckt werden. Und es folgt ja aus
dem Satz S.129, daB der Wert des Integrales

D 4

A
(g_a)n—{-l

9
=
(<]
von der Wahl des Kreises K unabhingig ist, wenn nur fir K ein Kreis
gewihlt wird, der in positivem Sinne I, umschlieft. Ja, man kann statt
K auch eine andere Kurve um I?, wihlen. Das ergibt sich ja unmittelbar
aus dem zu Beginn von § 2 S. 127 ausgesprochenen Satze. Denn der
Integrand ist ja im Ringe analytisch und eindeutig.

Wir haben somit restlos den folgenden Satz bewiesen:

f (2) set in eiem von zwet konzentrischen Kreisen R, und By mit dem
Mittelpunlt a begrenzten Ringbereich eindeutly und analytisch erklirt, K sei
cin weiterer diesem Ringe angeliriger, sonst belicbiger Kreis mit dem Mittel-
punkt a. KEs sel 1 f&)

(lr,, = 2—; Eg:—a3n*¥i d g-

[x]

10*
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Dann gilt im ganzen Ring dic Darstdlung
+w
[(0)= 27: a, (2 — a).

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich dann, wenn sich der Rand I, auf
den Punkt ¢ reduziert, wemn also [ (#) im IKreis R, eindeutig und
analytisch ist mit Ausnalime seines Mittelpunktes a. Wenn insbesondere
dann in der Laurentreihe nur endlichviele negative DPotenzen vorkommen
— und wenn dies der Fall ist, dann reduziert sich ja schon von selbst I,
auf den Punkt @ —, dann sagt man, £ (2) habe im Punkte a einen Pol,
also es liege dort eine singulire Stelle vor, die man Pol nennt. Ins-
besondere spricht man von einem Pol 7n-ter Ordnung, wenn die stirkste
vorkommende negative Potenz die n-te ist. Die Glieder negativer Potenz

1 1 a_,
+a_pqpq ———mm—— e
" (z—a)" ! z—a

machen alle zusammen den Hauplteil des Poles aus.

- 2

(z—a)

§ 9. Der Cauchysche Koeffizientensatz.

«©

Wenn die Potenzreihe B )= En a, 2"

0

im Kreise | 2| < IR konvergiert') und dort eine Funktion darstellt, deren De-
trag durchweg Ileiner als B ist, dann gilt

P =

R"'
Das ergibt sich sofort aus der Integraldarstellung der Koeffizienten

NI
2nt §"+1 )

"

Dabei ist das Integral iiber einen mit |z | = R konzentrischen Kreis von
kleinerem Radius » zu erstrecken, Daher wird nach S.106:

I
n"

r

<
Da dies aber fiir alle » < R gilt, so wird durch Grenziibergang » —> R ge-
funden, daB auch |a, | < 1‘7?,,

Besonderes Interesse verdient der Fall » = 0, also die Abschiitzung des
Wertes der Funktion im Kreismittelpunkte, durch die Randwerte. Da ist

1) Dieser Kreis kann also ein Teilkreis des Kouvergenzkreises sein.
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also gefunden, daB a, < JM. Wir fragen noch, inwieweit da das Gleichheits-
zeichen stelien kann. Um das zu sehen, kniipfen wir nochmals an die Dar-

f 5) dg¢ ew C . . . .
stellung a, = === an. Iftihren wir hier Polarkoordinaten ein, so wird

1 .
= g /f(g') dp. Das kann man so aussprechen: Der Wert ciner analyti-
0

schen Tunktion im Mittelpunlt eines Kreises ist dem arithmetischen Dlitiel
der  Randwerte gleich. Schon daraus wird man vermuten, daB nur dann
in der Abschitzung ein,gleich” wird stehen kénnen, wenn die Randwerte
konstant sind. Aber zum sauberen Nachweis der Richtigkeit dieser Ver-
"mutung sind noch ein paar Uberlegungen nitig. Zuniichst sieht man sofort,
daB man das Integral iiber einen beliebigen Kreis | z | = r < R erstrecken
darf. Weiter kann nur dann |a,|= 2 sein, wenn am Rande durchweg
()| = M ist. Daher mull auf jedem dieser Kreise der Betrag der Rand-
werte gleich I sein. Also mufl im ganzen Kreise die Ifunktion denselben
absoluten Betrag MM haben. Daraus folgt, daB sie eine Konstante ist. Denn
ihr Logarithmus hat einen konstanten Realteil. Der Realteil des Loga-
rithmus ist niimlich dem Logarithmus des absoluten Betrages gleich. Kine
analytische Funktion log f(2#) mit konstantem Realteil ist aber nach den
Cauchy - Riemannschen Ditlerentialgleichungen eine Konstante. Hieraus er-
gibt sich weiter:

Eine in eiem abgeschlossencn Bereiche analytische Iunktion nimmt das
Mazimum ihres Betrages nur am Rande an, sofern sie keine Konslante ist.

Wenn nimlich die Funktion f (¢) im Bereiche B analytiseh ist, wenn
anBerdem im Bereiche B | £ (2) | < M gilt, wenn ferner in dem Bereich-
punkt z, sogar | ()| = M gilt, so muB nach den vorausgegangenen Dar-
legungen auf jedem dem Bereich angehorigen Kreise um den Punkt z, auch
f(#) = M sein. Es gibt daher einen Teilbereich um den Punkt 7, in dem

f(2) | = M, also nach dem vorausgegangenen f(z) konstant ist. Dann ist
aber die Funktion f (¢) nach der schon 8. 137/138 angestellten Ubelle«unrr im
ganzen Bereiche konstant.

Man kann ihnliche Uberlegungen auch bei den iibrigen Koeffizienten im
AnschluB an die Cauchysche Abschitzung anstellen. Bequemer ist es aber,
dabei an eine gewisse einfache Verschirfung des Koeffizientensatzes an-
mkniipfen. Sie liefert auch die bisher gefundenen Resultate aufs neue.

Man betrachte dazu das iiber den Kreis [z = » << R erstreckte Integral

= firerae
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Trigt man die im Kreise | 2| < R giiltige Darstellung

f(;j):(/o—i- alg—}— e Faut -
cin, so hat man
In

n
f(z)*de =/(ao+ rel? ) @y ayremir - de.
0

kd
1
2x,
0

Denkt man sich die beiden Reihen ausmultipliziert und integriert, so fallen
alle die Glieder heraus, in welchen eine von Null verschiedene Potenz- von
¢’ steben bleibt. Denn es ist ja fiir ganzzahliges m <=0

i

fe"""P dp = 0.

0

Wenn man dies beachtet, so findet man leicht

25
%'flf(.a);‘gd(p= lagP+la Fre4 - - e Prt e
0

Da aber nun |f(&)| << M sein soll, so findet man hieraus
|ag [P +la, 2t a, 24 < D
Da dies fiir alle » << I gilt, so muf auch
lag P+ ]a, "R+ 4| a, PR < 2
sein. Namentlich muB also fiir jedes einzelne Reihenglied

M
Gn l S Rn-

sein. Soll aber hier das Gleichheitszeichen stehen, so miissen alle anderen
Glieder wegfallen, also alle Koeffizienten mit Ausnahme dieses einen a, ver-
schwinden. Somit haben wir das Ergebnis:

In der Cauclyschen Abschitoung

lan i< £
T R®

wo |f(2)| <M st fiir (2] <R, steht nur dann das Gleichheilszeichen, wenn
M
Z)—&—-2"
TORTE

ist, und dabei mit & eine Zahl vom Betrage Eins bezeichnet ist.
Fiir n =0 finden wir inshesondere das seitherige Ergebnis wieder.
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§ 10. Isolierte Singularitiiten ecindeutiger analytischer Funktionen.

In einem schlichten Bereiche B seien endlichviele Punkte a,,q, .-,
markiert. In allen iibrigen Punkten des Bereiches sei f(s) eindeutic und
analytisch erklirt. Auch im Bereiche selbst sei /(2) eindeutig. f(z) soll
also keine Wertiinderung erfahren, wenn z im Bereiche einen geschlossenen
Weg beschreibt. Uber das Verhalten von f(2) in den Ausnahmepunkten
machen wir erst spiiter einzelne besondere Annahmen, um so feststellen zu
kénnen, was aus unseren allgemeinen Annahmen iiber das in diesen Aus-
nashmepunkten a, mogliche Verhalten
sich  ergibt.  Wir betrachten eine
einzelne derselben: ¢ und legen einen
dem Bereiche B angehirigen Kreis X,
der nur diese eine Ausnahmestelle
enthalten moge, um dieselbe.

Zunichst werde nun angernommen,
dal die Funktion auch an der Stelle
a noch stetig sei. Wir werden beweisen,
dap sie dann an dieser Stelle aucl
differenzierbar, also analytisch ist. Um
das einzusehen, legen wir um die
Stelle @ als Mittelpunkt in K einen
Kreisring; den #uBeren Begrenzungs-
kreis K, vom Radius r denken wir
fest, den inneren K, vom Radius ¢ werden wir sich éndern lassen (Iig. 52).
Fir ein dem Kreisring angehoriges 2 gilt dann die Darstellung

_ (o) g
2_"’7uf Z§+Z~uf (

=]

Der Wert des Integrales [

Ko

1Y
ig. 52.

QL_K), dt ist dabei von der Wahl des Kreises K,

und damit von @ unabhingig. Denn solange nur z dem von K, und K,
begrenzten Kreisring angehort, hat die Summe beider Integrale einen un-
verinderlichen Wert. Daher gilt auch die Gleichung

f(;; 4t = lim ff(t) dc.

v->0

|"_ef
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Dieser Grenzwert lann aber nun leicht wirklich bestimmt werden. Is
wird sich zeigen, daB er Null ist. Da niimlich die Funktion f(2) in dem
Kreis K, stetig ist, so gibt es eine positive Zahl M, so duB fir alle z des
Kreises K, und namentlich also auch fiir alle auf der Kurve XK, gelegenen
Stellen die Ungleichung |/(¢)| < M richtig wird. Dazu wollen wir noch
;;_L” —d
bleibt. # denken wir uns dabei festgehalten und ¢ variiert auf dem Kreise X,
Daher konnen wir nun abschitzen und finden

19}
21::;]‘ lé\'—d o

Da also hiernach das Integral f P € - ag fir genligend kleine ¢ ‘Werte be-

den Kreis K, d. h. seinen Radius g so klein wiihlen, daB |{ — 2

sitat, die beliebig nahe an Null liegen, und da es andererseits, wie wir
sahen, von ¢ unabhiingig ist, so mufl es verschwinden. Daher gilt nun fir
alle von 2= a verschiedenen Stellen aus dem Kreise K, die Darstellung

£(8) = 5 f & az
—K4—

Dies Integral stellt aber (8. 131) eine auch noch im Punkt 2 = @ analytische
Funktion dar, mit der also die gegebene f(2) an allen anderen Stellen
iibereinstimmt. Da sie aber beide stetig sind, so stimmen sie auch noch
an der Stelle 2 = a selbst iiberein, und damit haben wir tatsdchlich be-
wiesen, daf f(z) an der Stelle @ noch analytisch ist. FEs gibé somit in
isolierten Punlten keine Unierbrechung des analylischen Charakters ohme
Unterbrechung der Stetigkeit. Ja, unsere Betrachtungen lassen sogar erkennen,
daB diese Stetigkeit eine recht kriftige Unterbrechung erfahren muB, wenn
wirklich der analytische Charakter rettungslos verloren gehen soll. Man
konnte sich nimlich denken, da man aus einer an sich bei 2 = a stetigen
Funktion dadurch eine unstetige herstellt, daB man ihr an dieser Stelle
einen von ihrem Grenzwert abweichenden Wert beilegt. Eine solche Unter-
brechung des analytischen Charakters — denn auch die Differenzierbarkeit
hort dann auf — Jann natiirlich sofort behoben werden, indem man nur
die Funktion dort wieder richtig erklért. Solche singﬁlﬁren‘Vorkommnisse
konnen nabiirlich auftreten, aber man sieht, daB sie leicht zu beheben sind.
Daher nennt man solche Unterbrechungen des analytischen Charakters eine
hebbare Singularitit. Unter einem isolierten singuliren Punlt einer ein-
deutigen Funktion versteht man dabei allgemein eine Stelle, in deren Um-
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sebung die Funktion analytisch ist, wiihrend in diesem DPunkt selbst dies
requldre  Verhalten aufhdrt. Unter einer reguliiren Stelle versteht man
demnach cine Stelle analytischen Charakters.

Uber die hebbaren Unstetigleiten kann man nun aus den zu Beginn
les Paragraphen angestellten Uberlegungen noch ein interessantes rgebnis
sewinnen. Diese Betrachtungen stiitzen sich nimlich im wesentlichen nur
larauf, daB f(2) in der Umgebung von z = a reguliir und beschriinkt ist.
Die Stetigkeit in diesem Punkte spielte nur zweimal eine Rolle, einmal als
wir auf die Beschrinktheit schlossen, die wir jetzt vorausgesetzt wollen,
und dann gegen SchluB, als wir auf die Ubereinstimmung der beiden
funktionen auch im Punkte @ schlossen, weil da beide stetig seien. Diese
Folgerung fiillt jetzt weg. Wohl aber bleibt das Resultat bestehen, dall
flz) an allen von z=a verschiedenen Stellen mit einer auch noch in
liesem Punkte analytischen Funktion ibereinstimmt. Demnach also be-
stzt f(2) auch bei Anniherung an diesen Punkt einen Grenzwert, und in-
dem man aus [(z) dadurch eine andere Funktion macht, daB man sie in
lem Punkte z = a diesem Grenzwert gleichsetzt, erhilt man aus f(z) eine
noch in 2 = @ analytische Funktion. Dann liegt also wieder eine hebbare
Singularitiit vor.

Ich fasse zusammen: :

Ist {(2) in der Umgcbung von z = a cindeutig und reguldr crklirt und

wferdem beschrimkt, so existiert der Grenzwert lim f(2).  Bezeichne ich ihn
:>a

mit A wund setze auPerdem f(a) = A, so ist f(z) auch noch im Punkic «
requldr analytisch.

Aus diesem schonen Resultat ziehe ich nun einige Folgerungen. Ich
nehme an, /() sei in der Umgebung der Stelle z = a nicht mehr be-
schrinkt, wohl aber gebe es eine ganze positive Zahl n derart, daB

(2 —ay f12)
in der Umgebung von z = a beschrinkt sei. Dann besitzt diese in dieser

Umgebung regulire Funktion fiir z->a einen Grenzwert 4. Erklire ich nun
lie Funktion @(2) in der Umgebung von 2z =« durch die Gleichung

¢ (2) = (e —a) f(2)
und setze auBerdem @ (a) = A, so ist p(z) eine auch noch in a analytische
Funktion: p(e) = A+ A (e —a)+ - -
sei ihre Entwicklung nach Potenzen von z—a. Daher findet man nun
tir f(2) in der Umgebung von z = a die Darstellung

fle) ="+ 1257:’r+ co Ay dagy (2—a)

e—a"  (—
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Das ist also eine Laurententwicklung mit nicht mehr als 7 Gliedern
negativer Potenz. Solche sind auch tatsichlich vorhanden, denn sonst
wiire, wie ein Blick auf die dann entstehende Reihenentwicklung zeigt, die
Funktion selbst gegen unsere Annahme beschrinkt. Die hdchste vor-
kommende negative Potenz sei die m-te. Dann ist also m eine Zahl, die
n nicht iibertrifft, und unsere Funktion hat an der Stelle 2 = a im Sinne
der S.49 gegebenen Terminologie einen Pol m-ter Ordhung. So haben
wir das folgende Ergebnis gefunden:

Wenn es eine ganze nativliche Zahl n gibt derart, daB fiir die in der
Umgebung von 2z = a eindeutige und reguldre Funktion f(2) der Grenzwert
lim (2 — @) f(2) existiert, so gibt es einen Kkleinsten ganzeahligen Exponenten

30

m, der n wicht wbertrifft, und fiir welchen gleichfalls der Grenzwert existiert,
aber von Null verschieden ist. Die Funlkiion besitzt dann bei z = a einen

Pol m-ter Ordnung.
Auf das Vorhandensein eines solchen Poles kann auch noch aus etwas

anderen Voraussetzungen geschlossen werden. Wenn ndmlich f(#) nicht
1

1)
reguliir ist, so besitzt dann L einen bestimmten Grenzwert, der Null sein

1)
muB, weil ja f(2) in der Umgebung von 2 = a beliebig groBe Werte an-

nimmt. Daher gilt eine Entwicklung von der Form

beschrinkt ist, wohl aber = in der Umgebung von # = ¢ beschrinkt und

5= Am(e = P+ Angale — apt ot (n>0).
Daher gilt fiir f(2) selbst die folgende Darstellung:

1 1
(Z—a)m AWL+Am+1(Z—a)+' v

1) =

Da aber hier der zweite Nenner in der Umgebung von 2= a nicht ver
schwindet — filr 2 = a erhilt er den von Null verschiedenen Wert 4,, und
ist auBerdem in der Umgebung von z = a stetig —, so gilt fiir f(2) eine
Entwicklung von der Form?)

&)=~ | at—a

m

1 1 o

dpg—a @—amt

Wieder besitzt also f(2) bei 2 =a einen Pol.

1) Ein bequemes Verfahren zur Berechnung der Koeffizienten «, werden wir auf
S. 156fF kennen lernen.
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1 " " . .
Unsere Annahme, daB 7z regulir und beschriinkt sei, bedeutete im

(runde nur, daB /(z) in der Umgebung von 7=« dem Werte Null nicht
nahe kommen sollte, d. h. daf eine von Null verschiedene positive Zahl
existieren sollte derart, daB |/(z)|>m >0 ist, in der Umgebung von
:=a. Vorhin war es die Voraussetzung, daB f(2) beschriinkt sein, also
dem Wert Unendlich nicht nahe kommen sollte. Statt dieser speziellen
Werte kann man nun auch einen beliebigen Wert « nehmen. Man kommt
so zu dem Irgebnis, daff eine Tunktion [(2), welche in der Umgebung vow
= a emdeutig und requlir ist, und die in dieser Umgebung cinem belichi-
gen Werte « nicht nahe kommt, bei passender Erklirung in z = a entweder
i z = a noch requldr ist oder dort einen Pol besitzt.

Wenn niimlich |f(2) — «| > m > 0 bleibt, so ist JR;)}:? < 51 Daler
ist -f(z—;:& =ay+ a,(2 —a) +--- regulir und daher wird
firi = @ + 1

-
a, +a(z-—a)+ - .-

hat also bei z=a entweder (ay=0) einen Pol oder (a, #=0) ist sogar
reguldr. v

Alle die eben besprochenen Singularititen faBt man als aufer-
wesentliche zusammen. Ihnen stehen die wesentlich singuldren Stellen
gegeniiber. In ibrer Umgebung mufB also die Funktion f(z) einem jeden
Werte beliebig nahe kommen. Dahin gehért = B. fiir die Xxponential-
fanktion, welche ja im Endlichen iiberall reguliir ist, der unendlichferne
Punkt. Denn in jedem Periodenstreifen kommt die KExponentialfunktion
¢inem jeden Werte nahe, ja, sie nimmt sogar jeden Wert aufler Null
und Unendlich wirklich in jedem Streifen an. Derartige Streifen haben
aber in jeder Umgebung des unendlichfernen Punktes in unendlicher
Anzahl Platz.

DaB in der Umgebung der wesentlich singuliiren Stellen die analy-
tischen Funktionen nicht nur jedem Werte nahe kommen, sondern sogar
jeden Wert mit hochstens einer Annahme wirklich annehmen, ist der In-
halt des Picardschen Satzes, den wir erst im zweiten Bande mit den dann
zar Verfiigung stehenden schérferen Hilfsmitteln bebandeln konnen.

Man kann indessen leicht einsehen, daf eime analytische Funktion
w= f(z) in jeder Umgebung |z — zo|<r ciner wesentlich singuliren Stelle
2=z, einzelne Werte unendlichoft annimmt. Es gibt sogar in beliebiger
Nihe einer jeden Zahl @ Werte b, die unendlichoft angenommen werden.
Sei niimlich b ein von f(?) angenommener Wert, der sich um weniger als
das beliebig gegehene & von @ unterscheiden moge. Sei etwa f(f) = b.
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Dann nimmt nach einem S. 187 erst zu beweisenden Satz f(z) in der Um-
gebung von f alle Werte aus einer gewissen Umgebung von b an. lig
mogen etwa alle Werte aus dem Kreise K;: |w—b| <% angenommen
werden. Alsdann betrachte ich die Umgebung |2 — zo]<—;~- In ihr gibt
es eine Stelle, an der ein Wert aus K, angenommen wird. Daher werden
m |z~5(,[§»£- alle Werte eines gewissen Teilkreises K, von K, ange.
nommen. Dann betrachte ich |2 — 2, | <£ und erkenne, daB hier wieder
die Werte eines gewissen Teilkreises K, von J(, mindestens einmal ange-
nommen werden. So erhilt man eine unendliche I'olge ineinanderliegender
Kreise der w-Tbene. Jeder Punkt, der simtlichen Kreisen angehdrt, wird
in beliebiger Niihe von # = 2, unendlichoft angenommen.

Dab eine jede analytische Funktion singulire Stellen — sei es wesent-
liche oder nur auBerwesentliche (Pole) — besitzen muB, ist der Inhalt des
Liouvilleschen Satzes.

Von hebbaren Singularititen werde dabei gleich ganz abgesehen; wir
wollen die Existenz von Polen oder wesentlich singuliren Stellen nach-
weisen. Ich nehme also an, eine TFunktion f(z) sei in der gamzen Ebene,
also auch im Unendlichfernen regulciv.')  Ich werde beweisen, daf3 sie dann
eine Konstante sein mufl. Bevor ich in den Beweis eintrete, erinnere ich
daran, daB eine solche Funktion beschriinkt ist. Es sel also etwa | f(2)| < M.
Ich werde nun =zeigen, daB an jeder endlichen Stelle die Ableitung ver-
schwinden muB. Zu dem Zweck schlage ich um die zu untersuchende
Stelle ¢ als Mittelpunkt einen Kreis vom Radius B und wende auf die
in ihm regulire Funktion den Cauchyschen Koeffizientensatz an. Der liefert

o<y

Diese Abschitzung mub aber nun fiir beliebige R gelten. Daher kam
nur f'(z)=0 sein.

Jeh will nun weiter annehmen, es sei eine bis auf Pole in der vollen
Ebene regulire eindeutige Funktion vorgelegt. Dann konnen diese Pole
nur in endlicher Anzahl auftreten. Denn ein Hiufungspunkt derselben
kann weder eine regulire Stelle noch ein Pol sein. Denn Pole sind is-
lierte Singularititen. lhre Laurententwicklung hat nidmlich nur endlichviele
negative Potenzen, konvergiert also in der Umgebung von z = a, so dab
dort tiberall f(2) regulir ist (8. 37). Hs seien nun a,, a,--- @, und ever-

1) Ich erinnere daran, was unter einer im Unendlichfernen analytischen Funktion

zu verstehen ist. f(2) heiBt fir z=00 analytisch, wenn f(%) bei t = 0 analytisch ist.
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tuell oo die Pole. Die Glieder negativer Potenz in den zugehérigen
Laurententwicklungen') seien

()
Aé” Al(x) 1"z-—l .
‘ O e T (R 1, 2, )
(r—a,"” (z—a,y"2" (z—ua)
und Ayen + Azl + A, 2

Bildet man nun die Summe aller dieser rationalen Funktionen, so erhiilt
man eine Funktion p(s), die dieselben Pole wie f(#) besitat. Die Difle-
renz. beider ist aber von Polen frei. Denn an jeder Stelle stimmen die
Laurententwicklungen beider in den Gliedern negativer Potenzen iiberein.
Die Differenz f(2) — @(2) ist somit durchweg regulir. Daher ist nach dem
Liouvilleschen Satze die Differenz eine Konstante. So haben wir den fol-
genden Satz gefunden:

Die rationalen Funltionen sind die einzigen in der ganzen Ebene bis auf
Pole reguldren Funlktionen.

DaB aber die rationalen Funktionen selbst durchweg bis auf Pole
reguliir sind, leuchtet leicht ein. Denn an einer Stelle, wo der Nenner von

(zy Ggteste-ta z"
f(z) =——p = id ooy
q(2)  by+byz 4o +b 2

nicht verschwindet, ist der Quotient regulir?) Verschwindet aber der
Nenner — wir diirfen natiirlich annehmen, daB nicht auch der Zihler ver-
schwindet, weil wir sonst kiirzen konnten —, so wird etwa

bo+ byz 4o+ bpz™ = Bz —ay +--- (B, 4 0.

A‘ ”1_7::——%—”» i - see],
lso q(z) (z—a)* (ﬁx+ 71(2 a)+ )

Multipliziert man noch mit p(2) = ¢+ (¢ — @) + -+ + a,(2 — a)?, s0
findet man etwa

M=__1_{ @)
10 ey (e T U }

und fiihrt man nun die Division mit (¢ — a)” aus, so wird

L’(_{?z _f‘:L; —61,_~3+"'-
q() (g—a)”  (z—a)

ta | e

1) Bei z=o0c hat man ja alle Funktionen nach Potenzen von zu entwickeln.

. 1 . ipe
Negative Potenzen von = sind aber positive Potenzen von 2.
P ¢

2) Wie im Reellen ist nach S. 32 der Quotient iiberall da differenzierbar, wo der
Nenner nicht verschwindet.
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Also liegt ein Pol vor. Was aber endlich das Unendlichferne anlangt, so
hat man ja nur "
p(?)__tm a t" 4+ -+,

q(;) R A e
bei { = ( zu betrachten. Das hat dort einen P’ol # — m-ter Ordnung, wemn
n > m ist, und ist sonst regulir. Im Unendlichfernen hat also f(2) einen
Pol oder ist dort regulir, je nachdem der Zihlergrad den Nennergrad
iibertrifft oder nicht. Wegen dieser Sachverhalte nennt man die Pole zu-
sammen mit den reguliren Stellen auch Stellen rationalen Charakters. Die
reguliren Stellen heiflen insbesondere Stellen von ganzem rationalen
Charakter. /
Eine weitere Anwendung des Liouvilleschen Satzes mége nun folgen,
Das ist der Beweis des Fundamentalsaizes der Algebra, des Satzes also,
daB eine jede micht konstante, ganze rationale Funktion g (#) Nullstellen be-

sitzt. Anderenfalls nimlich wire auch f(z =1 an jeder endlichen Stelle
~ 9

der Ebene analytisch. Dazu wire diese Funktion aber auch beschrinkt.
Denn wenn g(2) = a, + a,2 4+ a,2" ist, so wird

f(&) =

1

a7z+an—1_+ "|'a/0 n

Daher wird 11m f(& =0. AuBerhalb eines O'eniigend grofen Kreises K

ist also | f z)]< ¢ und im Inneren ist also auch beschrinkt.
Daher ist nach dem Liouvilleschen Satze f(¢) eine Konstante. Daher muf
g(#) = a, sein, gegen die Annahme, daB ¢(z) sich mit # #indern solle.

Aus dem Satze, daf jede eindeutige Funktion von durchweg
rationalem Charakter rational ist, m&ge nun noch diese Folgerung ge-
zogen werden:

Jede durchweg eindeutige schlichte wnd bis auf endlichviele Ausnohne
stellen reguldr analytische Abbildung der Tomplexen Ebene wird durch eint
lineare Funktion vermittelt.

Die Funktion darf also jeden Wert nur einmal annehmen, sonst wire
die Abbildung nicht schlicht. Daher hat sie nach S.149 keine wesentlich
singulire Stelle, ist also nach dem eben erwihnten Satze ratiomal. Da sie
aber jeden Wert nur einmal annimmt, so muB sie linear sein.

Aufgabe: Wenn eine Funktion in der Umgebung einer isolierten singu-
liren Stelle eindeutig ist, wenn aber dort weder sie selbst noch ihr Reziprokes
beschriinkt ist, so liegt eine wesentlich singuliire Stelle vor.
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§ II. Der WeierstraBische Doppelreihensatz.

Der Satz handelt von den Reihen analytischer Ifunlktionen. In cinem Iie-
reiche B scien dic Funktionen fy (2), f,(2) - fa(2) - - eindentiq und requliir
analytisch erklirt.  Die Reihe f @) =HE)F @)+ - - mige in B, gleich-
wiflig” konvergieren. Wir wissen bereits, daf3 dic Summe [ (2) eine in B cin-
dentige und stetige IFunltion ist.  Jetzt wollen wir iiberdics beweisen, daf3 sie
analytisch ist. Im Sinne unserer Definition der analytischen Funktionen be-
deutet dies, daB [(2) differenzierbar ist. Wir werden gleichzeitiy schen, daf3
die Ableitung der Swumme der Summe der Ableitungen der Reilienglicder gleich
ist und daf3 diese Reihe selbst wieder gleichmifiy Lonvergiert.

Im Reellen hat man belanntlich diese gleichmiiige Konvergenz der Reihe
der Ableitungen oder eine ihnliche Voraussetzung notig, um auch nur die
Differenzierbarkeit der Summe einer Reihe differenzierbarer Funktionen er-
kennen zu konnen. Ohne eine solche weitere Voraussetzung braucht dort
die Summe gar nicht differenzierbar zu sein. (Siehe z. B. meinen Leitfaden
der Integralrechnung S.74.) Hier dagegen liBt sich das alles ohne weitere
Voraussetzung aus der gleichm#Bigen Konvergenz der Reihe > 'f;(z) allein er-
schlieBen. P

Seinen Namen ,Doppelreihensatz® triigt dieser Satz daher, daB fiir seinen
Entdecker WeierstraB, wie wir schon 8. 138 darlegten, die analytischen Funk-
tionen durch die Moglichkeit der Potenzreihenentwicklung erklirt waren; so
var flir WeierstraB jedes Reihenglied f;(z) selbst eine Potenzreihe, und es
handelte sich darum, die Potenzreihenentwicklung der Summe als moglich
tu erkennen und sie zu finden. Auch hiervon wird nachher niher die Rede sein.

Fir uns ist nun die Cauchysche Integralformel das gebotene Beweis-
mitte]l des Satzes. Sie liBt ohne weiteres die Differenzierbarkeit der Reihen-
summe erkennen. DBetrachten wir nimlich das Integral

®
27ttf§ at

ks werde iiber eine geschlossene, den Punkt z einmal im positiven Sinn
umschlieBende Kurve € aus B erstreckt. Trigt man hier den Wert von

f(2) ein, so erhilt man

1 l§—,,,m'/d§ VVVVV fu(§)+ ]

o2

Da aber nun die Summe £, (§) + f; (§) - - - fiir alle der Kurve € angehorigen §
und festes z gleichmiBig konvergiert, so wird weiter

1 1 1 h §) 12 (&)
émf;_‘d@ zn/ HTI;;—_‘/’H“'
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Wertet man aber die einzelnen Integrale aus, so findet man
1 1) . . .
PEZP _.:;dg=ll(’2) +f2(5)+"'=f(7)
Da aber nun nach S. 131 das Integral o— / 10 4 ¢ eine analytische Funktion

von z darstellt, so ist f(#) eine analytlsche Funktlon.

Bemerkung: Statt sich der Integralformel zu bedienen, hiitte man auch
das Integral j/ (&) d¢ selbst betrachten konnen, um, gestiitzt auf den
Moreraschen Satz von S. 133 den analytischen Charakter von f (2) zu erkennen,

Unser Gedankengang bietet uns aber noch mehr. Er liBt uns auch er-

kennen, daB £l @) =F(2) + £, (2) +-

und daB diese Reihe im Bereiche B wieder gleichmiig konvergiert. Es
wird nimlich

_ 1 f (§ _ £ (8) 1, (©)
)= g e = 2mfd§{(§lz M= R
Die gleichmiBige Konvergenz der Reihe leuchtet so ein: Sei
(@) =/fu(e) + Fata(e) +--
der Rest der Reihe, so kann ich

1

Pn ( ) e)“—i[ Z)z{fn (§)+ﬁ1+1(§)+ }
setzen. Wihlt man nun » hinreichend groB, so wird

]fﬂ(§)+fn+l(§)+"'f<£

wegen der gleichmiiBigen Konvergenz der Reihe

fi(e)+ 1)+
Daher erkennt man leicht, da auch #, (2) mit wachsendem 7 beliebig klein
wird, Die Wiederholung des Schlusses liefert () = 3£/ (2), und auch
diese Reihe konvergiert gleichmiiig usw.

Wir kénnen nun auch leicht die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung
von f (#) gewinnen. Diese sind nimlich bis auf die Nenner #! die Ableitungen
der Funktion f (2) im Mittelpunkt der Entwicklung. Diese Ableitungen aber
sind als Summen der entsprechenden Ableitungen der Reihenglieder erkannt.
Daher wird nun auch der Koeffizient der #-ten Potenz in der Entwicklung

F@)=B@e—a)=2a,(c—a)

der Summe der Koeffizienten der n-ten Potenzen in den Entwicklungen

@ =P le—a)= Da (e~
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gleich. Daher findet man die Summe der Potenzreihen

= Bz —a)
Z=1,2---

dadurch, daf man die mit gleicher Potenz von (2 — @) behatteten Glieder
aller Reihen zusammenzihlt und dann die so erhaltenen Summen zu einer
Reihe vereinigt. Ich will dies noch als besonderen Satz aussprechen:

Die Relhen fr(2) = B (2 — a) = 4 @ (2 — a)"

n=1,

mogen alle in dem Kreise | 2 — a | <r Lonvergieren. Auflerdem lonvergiere

die Reihe > /, @ =r@)

z=1,2
in diesem Kreise gleichmdfig. Dann ist

f(z)=€B<Z—ﬂ) S‘a”(g_an

n=12..

und hier ist ty = > u")
7= 1, 2.

Von dem so erhaltenen Satz machen wir nun eine Reihe von niitzlichen
Anwendungen,

Insbesondere kann aus dem Doppelreihensatz die auch aus der Ketten-
regel von S. 32 folgende Gruppeneigenschaft der analytischen Funktionen er-
schlossen werden. Darunter versteht man die Tatsache, dall f(w) eine
analytische Funktion von z ist, wenn f (w) in w analytisch ist und « selbst
als analytische Funktion w = ¢ (2) erklirt ist.

Die priizise Fassung dieser Aussage iiber mittelbare [Funktionen wird
durch den folgenden Satz gegeben:

= @ (2) sel in der Umgebung von z = « emdeutiy und analytisch.
Ferner sei @ (a) =1b, und es sel f(w) in der Umgebung von w =10 ana-
Wytisch und eindeutly. Danmn ist f{w (2)} in der Umgebuny von z = a
analytisch.

Wegen der Stetigkeit von ¢ (2) kann man nimlich einen Kreis um :=a
abgrenzen, in welchem ¢ (¢) nur Werte annimmt, die dem Konvergenzkreis
von f(w) = > f.(w—0b) angehoren. Setzt man dann

£(5) = bl () —

so sind die Voraussetzungen des Doppelreihensatzes erfiillt. Daher folgt

aus ihm sofort unser Satz iiber mittelbare Funktionen. ‘
Aus diesem Satz flieBt nun auch sofort wieder die Kettenregel der

Differentialrechnung. Denn wir haben ja die Entwicklung

flo@) )= {p—0b)

Bieberbach, Funktionentheorie X 11
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Da man Potenzreihen gliedweise differenzieren kann, so ergibt sich

O} Sp (p(e) — b9l () = L. 2.

Das ist aber die Kettenregel der Differentialrechnung, die wir schon .33
auf anderem Wege bewiesen haben. Bei der Herleitung haben wir aller-
dings ihre Giiltigkeit fiir die Differentiation der Potenz (¢ (2) — b)* voraus-
gesetzt. Das konnte auch unbesorgt geschehen, weil sie hier nur eine Folge
der Regel iiber die Differentiation eines Produktes ist.

Anwendung: Es gibt # verschiedene in der Umgebung von z =0 ein-
deutige und analytische Funktionen f (2), deren n-te Potenz (n positiv gan:-
zahlig) mit 1 + @,z + a;2*+ - - iibereinstimmt. Sie werden mit

?/14_*- alzm_i— N
bezeichnet. Der Quotient je zweier derselben ist eine n-te Einheitswurzel
Denn S
Ve

erklirt in jedem schlichten Bereich der z-Ebene, welcher { = 0 nicht ent-
hiilt, nach S. 67 7 eindeutige analytische IFunktionen, die sich um Einheits-
wurzeln als [Faktoren unterscheiden. Da aber

{=14a,2+4+---

in der Umgebung von z = 0 analytisch und von Null verschieden ist, so zer-
fallt nach dem eben bewiesenen

Vi+taz+---

in der Umgebung von z=10 in n eindeutige analytische Funktionen.

§ 12. Die Technik der Potenzreihenentwicklung.
Handelt es sich z. B. darum, die Funktion

1
) F—NGE=Y
nach Potenzen von z zu entwickeln, so wiire es unbequem, dazu die Koeffi-
zienten durch die Ableitungen der Funktion auszudriicken. Bequemer ist
es schon, jeden einzelnen der Faktoren

1 1 1

=1 z41’ "2
zu entwickeln und dann das Produkt der gefundenen Reihen zu bilden. Am
allerbesten aber ist es, erst die Funktion in Partialbriiche zu zerlegen und
dann die gefundenen Einzelbriiche zu entwickeln. Setzt man an
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1 4 B c
) Y e Rl R T i
so findet man leicht den Koeffizienten A, indem man mit (z -- 1) multi-
pliziert und dann z=1 setzt. So wird 4=— 1_ Ebenso findet man
B= zl;-, C= ; Nun wird weiter
1
(311) 1_:—_.—1-*-;;—{'—52—{—...
1
(Bb) 1—-}‘_‘;=1 ‘—.Z-*-ZZ——
1 1 1 1 Z z®
(3e) e R A t gt gt
2
Daher hat man
1 1,1 2 11y ,, /1 11
O mmemmmitert e w) St () S
1,01 |1 2—1 4 12'—1 .
sTgft g Ay A

Nach dem Muster dieses Beispiels geht man zweckmiBig bei der Entwicklung
rationaler Funktionen vor, falls die Nullstellen des Nenners leicht zugiinglich
sind. Fiir kompliziertere Fiille empfiehlt sich die Methode der unbestimmten
Koeffizienten, die wir bald kennen lernen werden.

Es konnen Partialbriiche von der Form -——~—— mit einem Exponenten 7

(z—a)
vorkommen, welcher die Eins iibertrifft. Schreibt man wieder

1 1 1

L

a

so erkennt man leicht, daB es darauf ankommt, die Entwicklung von

1
(1_z)"
nach Potenzen von z zu beherrschen. Man kann versuchen, diese dadurch
m gewinnen, dal man 1
g ’ -1"';=1+Z+52+“‘

n-mal mit sich selbst multipliziert. Hat man allgemein eine Potenzreihe
a,+ a2+ a2+ .-
mit 14242204

zu multiplizieren, so erkennt man leicht, daB in der Produktreihe der

Koeffizient von z* der n-ten Partialsumme s, der Koeffizienten a, gleich

wird: s, = ay+ a,+ -+ a,. Wendet man dies auf den vorliegenden Fall
11%*
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. . . 1 o1
an, in dem es sich darum handelt, allgemein gesprochen , mit —
C e . . il—z —3

zu multiplizieren, so findet man zuniichst )

- 1 9 !
(9) (1 = 142243224 4+ (e + 12"+

. 1 . m4-1yn-+2
(6) Alsdann AT = 14+3:46224 -+ + nt ",\— Par4enn,

. 1 .
Um [D g T beltommen, muB man schon die Summe
—2

(1
n+41){n+2)
14+3+6+ - 4 2T

berechnen kénnen. Das liuft im wesentlichen darauf hinaus
(7) 14224324 +n?
auszurechnen. Das sind Aufgaben, welche die Kombinatorik direkt zu l6sen
lehrt. Es ist aber einfacher, zur Herstellung der gewiinschten IReihenent-
wicklungen den binomischen Lehrsatz zu verwenden. Dann erhilt man
gleichzeitig eine elegante Lisung der eben beriihrten Summationsaufgaben.

Was nun den binomischen Satz anlangt,” so kann er ohne weiteres aus
dem reellen Gebiet iibertragen werden. Denn

1
(1_‘,:)71

ist fiir alle von # =1 verschiedenen Stellen der z-Ebene eine eindeutige
regulire Funktion. Sie kann daher fiir |z ! < 1 nach Potenzen von z ent
wiclelt werden. Die Koeffizientenbestimmung der Taylorschen Reihen lchrt

sofort, daB in 1 o ) )
e s
\\ _n'r/
der Koeffizient s0 den Wert %d‘ (ld_;:)—/ Ohat. Die Ausrechnung liefert
. i z=
" (rn+1). - n4x—1)
(8) Sx J 1.2 PPN P
o L= i—n—1)(—=n—2). . (—n—xt1) o\ [
== 2 3 % = 1)( u)'

Definiert man fiir beliebige Exponenten »r
(9) (1 + Z)'. = ¢ log (142) ,

so erkennt man durch ihnliche Schliisse, daB der binomische Satz auch
auf gebrochene und irrationale Potenzen (1 + z)" ausgedehnt werden kann,
und daf alle Entwicklungen den Einheitskreis zum Konvergenzkreis haben.
Denn die Darstellung (9) lehrt, daB (1 4 z)" auf der Riemannschen Fliche
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des log (1 + ¢) eine eindeutige I'unktion ist. Jedenfalls also ist jeder ihrer
Zweige im Einheitskreis eindeutig und regulir und lkann somit nach S. 135
nach Potenzen von z entwickelt werden. Aus den vorhin dargelegten Griin-
len wird die Entwicklung durch den aus dem Recllen belannten binomischen
Satz geleistet. Ich ergiinze meine Bemerkungen iiber die Entwicklung der
rationalen Kunktionen durch einige Worte iiber die Konvergenzkreise der
Reihen. IKehren wir zu der Iunktion (1) zuriick. Die drei Reihen (3)
haben als Konvergenzkreise den Einheitskreis bzw. den Kreis |z, <2. Da-
her ist der Konvergenzkreis der Reihe der Einheitskreis. Beachtet man,
daf Eins gleichzeitig die Entfernung des niichsten Poles der Funktion (1)
som Nullpunkt ist, so erkennt man darin eine Bestiitigung der allgemeinen
Regel, die man schon den Erdrterungen der S, 136 entnehmen kann. Dort
nimlich erkannten wir, daB der Konvergenzkreis immer der grifte Kreis
um den Entwicklungsmittelpunkt ist, welcher in dem Regularitiitsbereich
der Funktion Platz hat, Beachtet man aber, daB rationale Funktionen in
der ganzen Ebene bis auf Pole regulir sind, so erkennt man, daB man bei
ihnen die volle, von den Polstellen allein begrenzte Ebene als Regularitiits-
bereich nehmen kann, daher ist der Konvergenzradius einer jeden Entwick-
ling der Entfernung des nichsten Poles vom Entwicklungsmittelpunkt
gleich. Das gilt auch fiir die Laurententwicklung in der Umgebung einer

Polstelle.
Die gleiche Betrachtung lehrt auch den Konvergenzkreis der Ent-
f) . B, ()

wicklang von ¢(z) T B,
B, (2) =g+ a,z+--
und By (2) =y + byz+-

wwel fiir 2z |<r regulire Funktionen sein. Wenn namentlich der Nenner
bei z = 0 nicht verschwindet, so erhiilt man eine Potenzreihenentwicklung
von @(z), die in einer gewissen Umgebung von 2z =0 konvergiert. Ist
nimlich fiir das ganze ;2| << r der Nenner von Null verschieden, so kon-
vergiert auch die neue Reihe fiir "2;<<». Anderenfalls wird ihr Konver-
genzradius durch die Entfernung der niichsten Nullstelle des Nenners vom
Mittelpunkt der Entwicklung bestimmt. Hat aber der Nenner bei : =0
eine Nullstelle n-ter Ordnung, so besitzt dort ¢ (2) einen Pol 75-ter
Ordnung. Um seine Laurentreihe zu finden, betrachtet man erst das
noch bei z =0 regulire z*¢(2) und dividiert die dafiir gefundene Reihe
durch 2"

Wir haben also nur die Aufgabe zu losen, eine bei =0 regulire

Funktion A nach Potenzen von 2z zu entwickeln. Handelt es sich nur

9(2)

erkennen. Dabei sollen
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darum, einige Anfangskoeffizienten zu finden, so geht man zweckmiiBig so vor,
1 . : . s
daB man erst 76 entwickelt und dann mit f(2) multipliziert.
A sinz .
Am Beispiel von tgz=_—" mige das dargelegt werden. Da der Nen-

e . T . .
ner nur fir ungerade Vielfache von o verschwindet, wird der Konvergen:-

radius der Entwicklung ; Nun hat man aber

1 1

cos z* ozt ’
1 —(=—" ...
(2 4! )

z‘l Z‘

Setzt man abkiirzend ST = g,

so hat man also in die geometrische Reihe

146+ 84
A A
b=z —at

einzutragen. Das ist ein ganz spezieller Fall des Weierstraschen Doppel-
reihensatzes. Denn fiir geniigend kleine 'z] wird |{|<< 1. Die Reihen-

glieder f.(2) sind gerade die Potenzen §”=(%’—-~)n. Nun findet man
aber ot
R

FAd 26

S TR L) S ST
1

+ 8 ZG + e
Multipliziert man nun noch mit
sing = 2 — g:, ey 8o erbilt man
~ 1 2
(10) tge=z 452t +580+ -

Ebenso kann man den ctgz behandeln. Es bietet aber hier ein be
sonderes Interesse, zu einer allgemeinen Formel fiir die Koeffizienten der
Reihe vorzudringen. Zunichst verschwindet ja in
cos z
%8 2 = inz
der Nenner fiir alle Vielfachen von m. An jeder dieser Stellen hat ctg-
einen einfachen Pol. Bei z=0 ist ja z. B.
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S
g o= ————— =71 P(2).
2 (1 —_— E_}_! .o .)
Wir wenden uns zur allgemeinen Bestimmung der Koeffizienten bei einem
Quotienten a, +a, z+a, Z’j—_ e
by + b2+ b2 2
um das gefundene Resultat dann auf zctg z anzuwenden.
Da wir bereits wissen, daB eine Entwicklung der Form

Go+ Got-
existieren muB, so konnen wir zunichst mit unbestimmten Koeffizienten
ansetzen: agFaz+ -0 i
b beg o ot he
upd hier die ¢, als zu bestimmende Koeffizienten ansehen. Multipliziert
man dann rechts und links mit b, + b,z +--,, so liefert die Vergleichung

der Koeffizienten gleicher Potenzen von z auf der rechten und linken Seite
zur Bestimmung von &), & --- £, die Gleichungen

;nbo‘*‘ §n—1b1 et §0bn =y,
gn—1b0+"‘+ Cob,._l——— Ap_q

§bp+ Soby = a4
C0b0= (228
Daraus entnimmt man
b byby <+ by ay ] I
b0b1b2 -'-b,,_la,,_li

\
(=" 0 byby -+ bu—20,—2

11 = "
b ‘ b2 1100 by baes@n_s
1000 b, a |
Wenden wir dies Ergebnis nun auf die Entwicklung von zctgzan. Da in
1—22 %v+ e
zctg 2z = —
1—2z%. §+ e

nur gerade Potenzen von z vorkommen, so enthilt auch die Potenzreihen-
entwicklung von zectg z nur gerade Potenzen. Ich kann daher

zetgz=1 -+ D N T RNy L LN Sy
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ansetzen. Schreibe ich hier £ =% so habe ich also den Ansate

— =l LE et
gt

1n der allgemeinen Formel ist daher @, = (— 1)* ('2}&»}! und b, = (— 1)*

@n+1
zu setzen, Daher findet man

i__ 1 1 (——-1)" ‘”(__ 1)71
137 "5l T T @41y @)t
1 —1 1 (___1)11—1 . (__l)n——-l
TR BT T @n—1) (Zn— 2)!
=0, e ey
l £ 2n—3)! (@2n—4)!
|
t 0 0 0- 1 1
i1
Hieraus findet man z. B. § =— 3 2 =—3
1 1
11 1
315 4l .
b= 11 % élT =35 usw.
f0 1 1]
(12) So wird also ctgz=%——%z—9—2ozs R el T A SRR
2n
(18) Setzt man noch &= -%ﬂ-€—;
so hat man in B, die sogenannten Bernoullischen Zahlen vor sich. Es
ist also B;= %; Bz=‘;;6 -+.. Die weitere Rechnung liefert
1 1 691
(14) By= 15 B4=§6’ ss’ Bs =370’ B, —~

Die Bernoullischen Zahlen werden uns noch mehrfach begegnen, und wir
werden so noch mehrfach Gelegenheit haben, weitere Eigenschaften derselben
zu entwickeln.

Wir fiigen noch?) die Entwicklungen von log (1 + #), von arctg z und
arcsin # an, die man durch Integration der entsprechenden Entwicklungen
ihrer Ableitungen erhilt.

. 1
1) Wegen der Funktionen —— und
gin z

1
1. S. 182/183.
5 Vel man /
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Wir wissen von S.77 und haben auf S.158 schon benutzt, daB jeder

/weig der unendlichvieldeutigen Funktion
log (1 +2)
im Binheitskreis | 2| < 1 eindeutig und analytisch erkliirt ist, und daB sich
die verschiedenen Zweige dieser Ifunktion voneinander um Vielfache von
2 w7 unterscheiden, Wir entscheiden uns fiir denjenigen dieser Zweige, der
fir z = 0 verschwindet. Er wird durch das Integral
dz

dargestellt. Daher findet man ’

2

u

log(1+2)=:— % + 53—+ — (=14
Weiter wird arctg 2 =fi izzz_
Daher hat man B
(15) w=a1~ctgz=z—53:f+%b_+..,.

Fbenso findet man aus

b

1 1 1.3 1.3.
2 - N1
L4, # 8 teas?

i
daB ;
1 z*, 1.83:z° 1.83.5 2%

Zum SchluB dieses Paragraphen behandeln wir noch ein etwas kompli-
rierteres Beispiel. Wir wollen L

Vl——?xz—}-z‘-':

nach Potenzen von z entwickeln und das allgemeine Bildungsgesetz der
Koeffizienten ergriinden. Der Wert der Quadratwurzel werde in einem ge-
nigend kleinen Kreise um 2z = O dadurch festgelegt, daB man der Wurzel
fiir z = O den Wert 4+ 1 beilegt. Damit dadurch im ganzen Kreis die Wurzel
eindeutig bestimmt sei, muB man den Kreis so klein wiihlen, daB keine Null-
stelle der Wurzel in ihm liegt. LiBt man namentlich fiir = nur reclle Werte
von einem Betrag wnter Eins zu, so wird dieser Kreis stets der Einheits-
kreis, denn die Nullstellen der Wurzel liegen dann bei

und diese Zahlen haben stets den Betrag Eins. Es ist ja

zz=a'+1—2'=1.
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Somit stellt unter den angegebenen Bedingungen
7 1
Yi—2xz 4 z*
eine im Einheitskreis regulire Funktion von z dar. Es gibt daher eine
Maclaurinsche Reihe 14 P, (2)z+4 .-+ P, (2) 2"+
die im Einheitskreis unsere Funktion darstellt. Daher ergibt sich fiir den
Koeffizienten P, () die Integraldarstellung
g B
eF YT —2ir e

(17) P, (2) =4

Das Integral hat man sich dabei iiber einen mit dem Einheitskreis kon-
zentrischen Kreis von kleinerem Radius erstreckt zu denken. Der Wert der
Warzel w (§) = Y1 — 22§ + ¢ auf dem Integrationsweg ist durch die Be-
dingung w (0) = + 1 festgelegt. Ich mache zunichst die Substitution { = —:-;
dabei wird aus dem Integrationsweg ein den Punkt ¢= oo im positiven,
d. h. den Punkt ¢ = 0 im negativen Sinne umlaufender Kreis von einem
Radius groBer als 1. Hs wird

1 dt. 1"
Pu(2)= 53 fw(t)'
S

Die Wurzel ist jetzt durch die Bedingung lim

t> o

w(t)_ =+ 1 festgelegt. s

wird ja
O Y1-22t 4 L yiooatre

Nun befolgen wir weiter den Weg, den man auch im Reellen bei der Aus-
wertung eines derartigen Integrales einschligt.!) Wir machen die Substitution

w()+t =2
Dann wird bekanntlich

z —1)"
(18) 'P (‘T é;i 2"](2 )n+1

Der Integrationsweg ist jetzt das durch die Abbildung z =t + 11— 2zt +¢
in der z-Ebene erhaltene Bild eines den Punkt ¢ = oo umschli@égn_gr_eises,
der demjenigen Blatt der Riemannschen Fliche von w =1 — 2zt + ¢ an-

gehort, in dem w_t(Q —> + 1 gilt.
Um diese Verhiiltnisse deutlich zu iibersehen, miissen wir uns zunichst

dariiber klar sein, daB die Riemannsche Fliiche von w = w (¢) zweiblittrig
uber der {-Ebene ausgebreitet ist und ihre beiden Verzweigungspunkte an

1) Vgl auch S. 112.
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den Stellen #+:)/1 — a® besitzt. Auf dieser Fliche ist somit auch ¢ - w (t)==
eine eindeutige Funktion des Ortes. Diese Funktion vermittelt dazu eine
Abbildung der Fliche auf die schlichte volle z2-Ebene. Das leuchtet ein,
wenn wir uns der schon eben bei der Umrechnung des Integrales benutzten

2
Tatsache erinnern, daB ¢ = sz:%) also eine eindeutige Funktion von z wird.
Ebenso wird P2 +1

w (t) == m"~)

also gleichfalls eindeutig in 2. Beiliufig werde hier bemerkt, daB jede andere
der im Reellen tiblichen rationalisierenden Substitutionen gleicherweise zu
einer schlichten Abbildung der Riemannschen Fliche fiihrt. Bei dieser Ab-
bildung geht nun weiter derjenige unendlichferne Punkt der Fliche, in

w (t) t+w (8)

. . . wl E . z .
welchem lim —= =1 wird, in 2 = oo iiber. Denn lim > = lim 7
2> » t> o t> o

=14 lim E—?—) =1+1= 2. Der Integrationsweg in dem Integral (18) ist

> o
also eine einfach geschlossene Kurve der z-Ebene, welche den Punkt co im

negativen Sinne umschlieBt. Der Punkt z, der dem Einheitskreis angehort,
wird also in positivem Sinne umschlossen. Daher 158t die Integralformel (5)
von S. 133 sofort erkennen, daB

L& @—1"

(19) P,(@) =7

Der Koeffizient P, (z) ist also eine ganze rationale Funktion n-ten Grades
von z. Die so gefundenen Polynome sind die Legendreschen Polynome aus
der Theorie der Kugelfunktionen.

§ 13. Der Vitalische Doppelreihensatz.

Dieser Satz stellt eine moderne Erweiterung des klassischen Weier-
straBschen Satzes (S.153) dar. Gleich diesem gehort er wegen seiner un-
geheuren Tragweite zu den wichtigsten Sitzen der ganzen Theorie. Der
Satz lautet: Hs sei-bekannt, daf3 die Reihe f,(2) + fo (2) + - - - in einer Punki-
menge eines Bereiches B Tonvergiere, welche in B einen Hiwfungspunkt besitzt.
Es sei weiter bekannt, dafy die Teilsummen der Reihe in B gleichmifig be-
schréinkt sind, d. h. es gebe eine Zahl M, unter der sémtliche Teilsummen dem
Betrage nach fiir alle Stellen des Bereiches B liegen. Dann ist die Reihe in
jedem inneren Teilbereich von B gleichmdifig konvergent und stellt also eine
m B analytische Funktion dar.

Der grofie Wert des Satzes liegt in dem geringen Mafle von Voraus-
setzungen, die er macht. Nicht einmal die durchgiingige Konvergenz mufl
man von Hause aus wissen. Er enthilt ein bequemes Kriterium zur Priifung
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der gleichmifigen Konvergenz einer Reihe. Vor einem Irrtum sei von vorn-
herein gewarnt. Aus dem Satze folgt ganz und gar nicht, daB jede kon-
vergente Reihe analytischer Funktionen eine analytische Summe hat. Denn
es gibt konvergente Reihen, deren Teilsummen nicht gleichmidBig beschrinkt
sind, fiir die also unser Beweis nicht gilt. Im zweiten Bande dieses Werkes
werden wir tatsichlich Beispiele konvergenter Reihen mit nichtanalytischer
Summe kennen lernen. Freilich ist, wie wir dann sehen werden, auch da
nicht mehr aller Willkiir Tiir und Tor gedffnet. Es gibt immer Teilbereiche
von B, wo die Summe analytisch ist.

Der Beweis des Vitalischen Satzes ist schon auf die mannigfachste Weise
gefiihrt worden. Am bequemsten ist es, sich auf die Cauchysche Integral-
formel zu stiitzen. DaB man aus der
Konvergenz an einigen Stellen auf die
Konvergenz an anderen muB schliefen
konnen, ist eine leichte KFolgerung aus
unserer Beweismethode des WeierstraBschen
Doppelreihensatzes. Denn nehmen wir etwa
an, es gebe im Bereich B eine rektifizierbare
Kurve €, die darin einen Bereich G be
grengt, und auf ihr komergiere die Reihe
gleichmiifig (Fig. 53). Dann konvergiert sie auch im Inneren des Bereiches G.
Denn in diesem Bereiche ist ja

Fig. 58.

1 (9]
=gz ) e=2 2%
¢

Bei festgehaltenem 2z konvergiert aber die Reihe

Y F, )
§—=z
auf € gleichmidBig. Sei ihre Summe Py
1 d
80 Ist CPH fg({;_)_ zg = f(2)

eine analytische Funktion. Andererseits aber ist

(
0=k [ {203 %, [ ES - Sne.

Durch weiteren Ausbau dieser Uberlegung kann man auch die gleichmiBige
Konvergenz in G erschliefen. Man hat dazu nur zu bemerken, daB ein
Jeder Reihenrest das Maximum seines absoluten Betrages am Rande von G,
also auf @ annimmt. Da aber dort wegen der gleichmiBigen Rand-
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konvergenz die Reste von einem gewissen an unter X bleiben, so ist das
auch in G der Fall

Noch sei bemerkt, dal das so bewiesene Krgebnis keine unmittelbare
Folge des Vitalischen Satzes ist. Denn der Vitulische Satz setzt voraus
daB der Hiufungspunkt der Konvergenzpunkte im Bereich liege, wiihrend
wir hier Konvergenz am Rande annahmen.

Wir wender uns nun nach dieser Abschweifung zum Beweis des
Vitalischen Satzes.

1. Wir betrachten dazu einen Teilbereich G von B, dessen Rand vom
Rand des Bereiches den Abstand d besitzen mdge. Zunichst werden wir
zeigen, daB in diesem Bereiche G die Teilsummen s,, s;, --- der Reihe
gleichmafig stetig sind. Das Wort gleich-
miBig bezieht sich dabei auf die Stellen
des Bereiches und auf die Nummern der
Teilsummen. Es soll also nachgewiesen
werden, dal es eine Funktion (&) gibt
derart, daB
$,(2,)— Su (25) | <&, sobald | 2, — 25 | << 0 (&) ist,
ganz einerlei, wie die Nummer » und wie
sonst die Stellen 2, und #, im Bereiche G
gewihlt sein mdgen. Das ergibt sich
wieder sofort aus dem Cauchyschen Integralsatz. Um jeden Punkt z, des
Bereiches G kann man einen Kreis K vom Radius d schlagen, der ganz
in B liegt (Fig. b4). Wihlen wir nun einen Punkt z,, dessen Abstand von

7, den Wert g— nicht iibersteigt, so liefert die Integralformel

. 1 S"(C)(Z2—21) M|21<22l4
“2%‘](;*@(;42)“ = d
P

5. () — 52 (25)

Sobald also 2, — 2| < f%z 0 (s)

ist, bleibt fiir alle #» und alle 2, des Bereiches G immer

[8n(21) — 8 ()| <&

2. Das war der erste Schritt. Jetzt wihlen wir aus der Gesamtheit
aller Teilsummen zuniichst einmal eine Teilfolge aus. Diese sei so aus-
gesucht, daB sie in einer iiberall dichten Punktmenge des Bereiches &
konvergiere. Das kann auf folgende Weise bewerkstelligt werden. Wir
denken uns die Bereichpunkte mit rationalen Koordinaten x, y in irgend-
einer Weise numeriert. Die Punkte seien dann 2,, 2,, ---. Ich betrachte
die Werte s, (). Da ihre Betriige beschrinkt sind, besitzen diese Werte
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mindestens einen Hiufungswert, und man kann eine Teilfolge unter den
Werten s,(s,) herausgreifen, welche nur einen dieser Hiufungspunkte be-
sitzt. Dazu mogen etwa die Funktionen s; (2), s (¢), --- Verwendung
finden. Diese Funktionen besitzen also an der Stelle 2, einen Grenzwert.
Nun betrachte ich die Werte dieser neuen Folge an der Stelle z,, Wieder
kann ich eine Teilfolge herausgreifen, die nun auch an der Stelle #, einen
Grenzwert besitzt. Diese sei s, (2),---. So weiterfahrend erhalte ich eine
unendliche Kette von Kunktionenfolgen

Sa, (PJ), i, (Z), S, (ﬁ’) e
Su, (Z), S (Z), Su, (Z) cee

S () 80, (&), S0, (2) -+~

Jede Folge ist eine Teilfolge aller vorhergehenden. Die erste Folge be-
sitzt an der Stelle 2, einen Grenzwert, die zweite an den Stellen 2z, und z,,
die dritte an den Stellen z,, #,,2, usw. Nun ist es leicht eine neue Teil-
folge anzugeben, welche an allen Stellen z,, z,, --- einen Grenzwert be-
sitzt. Eine solche Folge ist die Diagonalfolge

81, = 0y, $i,= Og, Sp, =0y * -~

Denn als Teilfolge der ersten konvergiert sie an der Stelle z,. Von ihrer
zweiten Funktion an ist sie auch eine Teilfolge der zweiten Folge unserer
Kette, konvergiert also auch an der Stelle ¢, Von ¢y an ist sie in der
dritten Folge enthalten, konvergiert also auch an der Stelle z; usw. Mit
6 (2,) sei der Grenzwert der Folge an der Stelle 2, bezeichnet.

3. Das war der zweite Schritt. Nun vereinigen wir beide Uber-
legungen, um zu erkennen, daB diese ausgewihlte Funktionenfolge in ganz
G konvergiert. Schlage ich nimlich um irgendeinen rationalen Punkt 2z,

einen Kreis K: | 2
,2—2,3 _4M7

s0 ist in thm nach 1. fiir alle #:
16.(2) —6,(2,) | <&
Nun gibt es eine Nummer N (), so daB fiir alle » > N(s):
|6 () — 6 (22) | <&
ist. Daber wird fiir » > N (&) auch
|6 (2x) — 6, (2) | < 2.
Daher wird fiir beliebiges positives 7 und fiir » > N(¢) im Kreise K:

16(2), . — 0 ()] < 4.
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Dieser SchluB kann aber an jeder Stelle z fiir jedes & ausgefiihrt werden,
da in beliebiger Nihe von 2z rationale Punkte liegen. Daher konvergiert
die Folge o, (2), 6,(2), -- - im ganzen Bereiche ( iiberall.

4. Das war der dritte Schritt. Wir zeigen nun, daB die Folge 6, (2)
in G gleichmiBig konvergiert.

Aus der in ganz K giiltigen Abschitzung

‘ o (Z)Il+ﬂl _611(2);< de
und der eben bewiesenen Konvergenz
lim 6(2),,,=06()
m-—r %

folgt, daB in ganz K auch
|6 (2) — 6,(2) < 4e¢ fir n> N (&)

sein muB.

Will man noch beweisen, dal die 6, in G gleichmiBig gegen ihre Grenz-
funktion konvergieren, so hat man noch zu bemerken, daB man G mit
endlichvielen dieser Kreise bereits véllig iiberdecken kann. Man betrachte,
um das zu erkennen, die diesen Kreisen gleicher Grofle einbeschriebenen
Quadrate gleicher Kantenlinge. Selbstverstindlich kann man mit endlich-
vielen solcher Quadrate ein den ganzen Bereich G' iiberdeckendes Polygon
aufbauen. Die Kreise gleicher Mittelpunkte iiberdecken also auch ganz G-
Zu jedem dieser endlichvielen Kreise gehort eine Nummer », derart, daff die
Partialsumme 6, (7) gleicher Nummer sich von der Reibensumme 6(2) um
weniger als 4¢ unterscheidet. Die grofite dieser Nummern hat dann die
Eigenschaft, daB die Partialsumme gleicher Nummer sich von der Summe
6(7) um weniger als 4¢ in ganz G unterscheidet.

5. Das war der vierte Schritt. Nun kommen wir dazu, die Konvergens
der gegebenen Funktionenfolge s, (2) zu beweisen. Wenn diese etwa an der
Stelle @ des Bereiches G nicht konvergierte, so besifen also die Werte 5, (@)
mindestens zwei verschiedene Hiufungspunkte 4 und B. Wir kinnten da-
her zwei Folgen auswihlen mit den Grenzfunktionen ¢ (2) und 6 (¢), so daBl
6(a) = A und &(a)= B verschieden wiren. Nehmen wir nun an, unser
Bereich G enthielte den Hiufungspunkt der im Vitalischen Satz genannten
Menge von Konvergenzpunkten. Dann miiBten die beiden Funktionen in
dieser Punktmenge und ihrem H#ufungspunkte iibereinstimmen, in ¢ aber
voneinander abweichen. Das geht nicht an. Daher muB 6(z) = ¢ (2) sein.
Daher konvergiert die urspriinglich gegebene Funktionenfolge in G, und
zwar gleichmiBig. Denn wir haben ja unter 3 gezeigt, daB jede konver-
gente Teilfolge einer beschriinkten Funktionenfolge gleichmiBig konvergiert.
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Den hier gefithrten Beweis konnen wir in jedem Teilbereich von B wieder-
holen. Damit ist dann der Vitalische Satz vollstindig bewiesen.

5
Anwendung: Das Integral f f(t, 2) dt stellt jedenfalls dann eine in

einem Bereiche B analytische Funktion von z dar, wenn f(%,2) filr
a <t<b eine in B analytische Funktion von z ist, welche auBerdem fiir
alle diese Werte beschrinkt ist. Fiir jeden einzelnen Wert von z muB
natiirlich f({, #) nach ¢ integrierbar sein. Wenn dann durchweg | (¢, 2) | < M
ist, so gilt das gleiche fiir den absoluten Betrag der Funktionen

INRLERL G Z>J'"n' R Gl PN

[4 .
Thr Grenzwert ist aber das j f(t,2) dt. Nach dem Satz von Vitali er-

gibt sich daher die Richtigkeit unserer Behauptung.
Beispiel. Wegen [e—‘#—!j=¢—?¢BE—1 (f>()

ist et r—1

in jedem Intervall 0 < a <t <b beschrinkt, wofern # auc}r einen festen
Bereich aus dem Inneren der Halbebene R(2) >4 >0 beschrinkt wird.
Daher ist 5 '

fe_’ tr—tdt

a

in jedem z der Halbebene R (2) > 0 analytisch. Da weiter fiir alle b > a > 0

[ ©
<fr’ te—1dt
0

gilt, und da dieses letztere Integral konvergiert, so ist nach dem Satz von
Vitali n
© W
fe—‘#*‘dt = lim e~ di

1 h>0 by

eine in R(2) > O analytische Funktion: die sogenannte Gammafunktion I'(z).

Erweiterung: Will man den eben ausgefiihrten SchluB genau dem
Vitalischen Satz anpassen, so setze man etwa h=% und lasse #» durch
ganze Zahlen nach Unendlich streben. Aber man kann den Vitalischen
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Satz durch den gleichen Beweisgang auch auf den Fall erweitern, daB die
gegebene Funktionenmenge s(z, 1) (seither s, (2)) statt von einer Nummer
von einem kontinuierlich veréinderlichen Parameter i abhiingt. Wenn dann
s(#, A) fir alle z aus B und die in Betracht kommenden . analytisch und
gleichmiBig beschrinkt wird, wenn weiter in einer in I3 sich hiufenden

Teilmenge von B der lim s (2, 1) existiert, so existiert er fiir alle 2 aus 5,
>4,

und die Konvergenz ist in jedem Teilbereich von (G gleichmiifig. Den
Beweis fiihre der Leser als niitzliche Ubung selbst durch.

Siebenter Abschnitt.
Das Residuum.

§ 1. Funktionen mit isolierten Singularitiiten.

Die Funktion f(¢) mége in einem beliebigen, also im allgemeinen mehr-
fach zusammenhiingenden Bereich G eindeutig und analytisch erklirt sein.
Im Bereiche sei eine mit einer Durchlaufungsrichtung versehene geschlossene
rektifizierbare Kurve € gegeben. Man nennt das Tntegral

1
3. / f(@)dz
[
das Residuum der Funktion f(2) in bezug auf die Kurve €. Wepn man
€ zufdllig in einen einfach zusammenhingenden Regularititsbereich von f(2)
einbetten kann, so ist das Residuum nach dem Cauchyschen Integralsats
Null. Tm allgemeinen wird dies indessen nicht der Fall sein.

Uns interessiert namentlich der Fall, daB f(?) in einem einfach zusammen-
hingenden Bereich mit Aussehluf von
endlichvielen seiner Punkte eindeutig und
reguldr ist und daB die Kurve © eine ein-
fach geschlossene Kurve ist, die einige dieser
Punkte genau einmal im positiven Sinne
umschlieB8t.') Dann ist nach S. 130 unser
Integral gleich der Summe von Integralen,
die etwa iiber Kreise zu erstrecken sind,
deren jeder genau einen der von € um-
schlossenen Punkte, und zwar im selben
Sinne wie ¢ umkreist (Fig. 55).

Fig. 55.

1) Verallgemeinerungen (auch an den Kurven §) wird der Leser an Hand der
S. 129 entwickelten Sitze leicht selbst finden.
Bieberbach, Funktionentheorie I 12
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Die Ausnahmestellen seien etwa

Qyy Qg,y *+* Qg
4o
und ZEAY)(Z — )

sel die Laurententwicklung von f(¢) in der Umgebung von a,. Dann wird
nach dem eben herangezogenen Satz von S. 130

2 raas = Sk [reaz,
: T

wobei die Einzelintegrale iiber genligend kleine, je eine Singularitit a, um-
schlieBende Kreise K, zu erstrecken sind. Da man aber in einem
solchen Kreise die Laurententwicklung zur Verfigung hat, welche man
gliedweise integrieren kann, so findet man
Jf@de = 2xid 8,
&)
&

Man nennt das Integral f)dz

2me

L9}
das Residuum wvon [(2) an der Stelle a;. 8o wird das Residuum an der
Kurve € der Summe der Residuen an den einzelnen von € wumschlossenen

singuldren Stellen gleich. An jeder dieser Stellen aber wird das Residuum
dem Koeffizienten des Gliedes erster Ordnung in der Laurententwicklung gleich.

Das Residuum des unendlichfernen Punktes wird durch 5‘—2 f(&)dz er-

kldrt, erstreckt tiber einen hinreichend grofen Kreis in der Ri?zhtung, bei
der sein AuBeres zur Linken bleibt, Hinreichend groB, d. h. f(2) soll in
allen seinen AuBenpunkten auBer eventuell oo selbst regulir sein. Aus
dieser Erklirung folgt, daB das Residuum im unendlichfernen Punkt dem

negativen Koeffizienten des Gliedes —zl— in der Laurententwicklung des Punk-
tes 0o gleich ist. Man erkennt das, wenn man die Umgebung von 2= o
auf die Umgebung von ¢ =0 durch die Funktion ¢ =—;~ abbildet. Dann wird

ff(z)dz = f f(%)g;dt.
]

o

Denn aus dem positiven Durchlaufungssinn eines groBen Kreises wird bei
dieser Abbildung der negative Durchlaufungssinn eines kleinen Kreises. Es
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wird aber --'a_,,z"+---a~1,e+a.,+al—i+a,p+-~=---a_,, + .-
1 1y 1

ta—1y + ag + a;t + a;t* - -+, also f(?) g = a~-utf,,+2+"‘+(lzo El,
1

+al?+as+ast+-~

Wihrend somit eine an der endlichen Stelle a regulire ¥unktion da-
selbst immer das Residuum Null besitzt, wird im allgemeinen eine bei oo
reguliire Funktion dort ein von Null verschiedenes Residuum zeigen. Denn
fl¢) ist bei oo regulir, wenn seine dortige Entwicklung S,B( ) keine nega-
tiven Potenzen von 1; d. h. keine positiven Potenzen von z enthilt. Das
Glied -, welches das Residuum bestimmt, wird aber im allgemeinen vor-
kommen

Fiir die Bestimmung des Residuums eines Produktes hat man eine be-
queme Regel, wenn an der betreffenden Stelle der eine Faktor regulir ist,
der andere aber einen Pol erster Ordnung besitzt. Sei nimlich dann r
das Residuum von f(2) bei 2 = a, g(2) aber hier regulir, so wird rg(a) das
Residuum von f(2)-g(s). Denn man hat ja

(D9 = (s + Bl — ) (1) + ¢ — ) By (e — a)
rg(“)_*_ SB (Z _a

Z—a

Hierunter fillt insbesondere die Bestimmung des Residuum eines Quotienten
o)
P (2)

an einer einfachen Nullstelle des Nenners, welche nicht zugleich eine Null-
stelle des Zihlers ist. Sei a eine solche Stelle, so wird

& _ f(a)+f’(a)(2—a)+ 1 — —alt-
9z ¢@lk—a)+ - Ti—a {tp(a)+ (2 a) Ple a)}
Also 1st f( @) das Residuum an der Stelle a.

@

Belsplel. Betrachten wir die Funktion &3152' Der cosz verschwindet
fiir die ungeraden Vielfachen von %; also wenn z = (dn + 1)” ist. Diese
Stellen zerfallen in die beiden Sorten z= (dm + 1) — undz=(4m + 3)
Fiir die Stellen z = (4m + 1)— nimmt die Ableitung des cos 7 also — sin 2
den Wert — 1 an, fir 2 = (4m + 3)— dagegen den Wert +1 an Also

hat an den Stellen 7= (4m 4 1)— das Residuum von J‘ den Wert — 1,
an den Stellen 7= (dm + 3)— den Wert +1. Beides kann in die Aus-
sage zusammengefaft werden, daB %z an der Stelle z = (2n+ 1)~ das

Residuum (— 1)#—1 besitzt.
12%
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Die Funktion c-f;(—-:)z hat somit bei 2z = (2n + 1)3;— das Residuum (— 1)
f((2n +1) %); wofern nicht f((2n + 1) g) verschwindet.

Abnlich findet man, daB cotg wz an der Stelle z = ng das Residuum
1 besitzt,

Also wird  f(1) +71@) 4+ fln) = 2_3’2/}(2)00@ n2ds

erstreckt iiber eine Kurve, die #=1, 2---# je einmal im positiven Sinne um-
lauft, die dibrigen ganzzahligen Punkte aber ausschlieBt. Uber die Residuen
gilt der folgende Hauptsats:

Wenn f(z) eine eindeutige Funlktion ist, welche in der gamzen umendlichen
Ebene (einschlieflich 2 = o) nur endlichviele singulire Stellen besitat, so
ist die Summe der Residuen aller dieser singuliiren Stellen Null.

Denn sei K ein Kreis, in dessen AuBerem mit eventueller Ausnahme
des unendlichfernen Punktes keine Singularitit mehr liegt. Dann wird

5= [ f@)dz = der Summe der Residuen aller endlichen singuliiren Punkte

2%3 f f(2}dz = dem Residuum am unendlichfernen Punkt.
£
Daher wird die Summe der Residuen Null, weil f +f =0 ist.

L

§ 2. Einige Anwendungen der Residuen.

f(@) sei eine in der oberen Halbebene bis auf endlichviele Stellen regu-
lire eindeutige Funktion, welche auf der reellen Achse durchweg regulir ist.
Im Unendlichfernen werde sie von mindestens zweiter Ordnung Null, besitz
also dort eine Laurententwicklung

C. C,
3+ Z_% 4.

Dann konvergiert das iiber die reelle Achse erstreckte Integral

1 -
mﬁ(z)dz

und st gleich der Summe der Residuen an den in der oberen Halbebene
gelegenen Stellen.
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Betrachten wir nimlich zuniichst das Integral iiber den Halbkreis der
Fig. 50 S, 134, so ist es der Summe der Residuen an den in seinem
Inneren gelegenen singuliren Stellen gleich. Wihlen wir aber den Halbkreis
hinreichend groB, so kommt er in den Konvergenzkreis der Laurententwick-
ling am unendlichfernen Punkte zu liegen und umschlieBt so alle Singu-
larititen der oberen Halbebene. Andererseits aber konvergiert das Integral
iber den krummen Teil des Halbkreises mit wachsendem Radius gegen
Null. Denn sei R ein hinreichend grofier Radius, so wird auf ihm wegen
der Laurententwicklung

sobald er hinreichend groB ist. Daher wird das iiber den Halbkreishogen
erstreckte Integral . o fle+1

\[ferdz|< i’z_{’_,ﬁ',,,,,,} :
und das strebt tatsichlich gegen Null. Da aber nun das {iber den vollen
Halbkreisumfang erstreckte Integral einen festen Wert hat (Summe der
Residuen) und das iiber den Kreisbogen erstreckte einem Grenzwert zu-
strebt, so gilt das gleiche fiir das geradlinige Integral und es wird

+»
E“:ﬁff(z)dz = Summe der Residuen.

Beispiele, +
B
'/‘1 +22 e
Denn die einzige Singularitit liegt bei z= 4. Es ist aber
1
142227

lim (z —9)

der Koeffizient der (—1)-ten Potenz der Laurententwicklung bei z = i.
Auch das schon 8. 134 behandelte Integral
“+ o

* dex
.,/ A+ 2ty +! =1

— ®

fillt als Spezialfall unter die eben dargelegten allgemeinen Uberlegungen.
Es liegt dann nur der eine singulire Punkt z =4 vor, und das Integral
ist das 2mi-fache Residuum des Integranden an dieser Stelle, also gleich
k2 (2%)!'
2 (nl)?

Das eben gefundene Resultat gilt indessen, wie schon Cauchy erkannt
hat. unter wesentlich allgemeineren Voraussetzungen. Es ist nicht notig,
daf die Funktion f(z) im Unendlichfernen regulir sei und von mindestens
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zweiter Ordnung verschwinde. Es reicht hin, daB in der oberen Halbebenre
die Funktion f(2) bei Anniherung an 2z = oo von stiirkerer als der ersten
Ordnung verschwinde. Genau formuliert lautet die Annahme so, f(2) se:
in der oberen Halbebene eindeutiy und bis auf endlichviele Stellen reguldr.
Auf der reellen Achse sei die Funktion tm Endlichen reguldr. Ferner gebe
es eme fir & >0 erklirte Funktion R(s), so daf fir {2z|> R(s) stets
+ o
|zf(2)| <& Dann ist 2%” f f(e)dz der Summe der Residuen wvon f(2) in
der oberen Halbebene gleich. Das ist nicht schwer zu beweisen. Wir miissen
ja nur einsehen, daB auch unter den jetzigen Voraussetzungen das iiber

den Halbkreis erstreckte Integral f f(#)dz fir R — oo den Grenzwert Null

—R -+ R

hat. Nun wird aber
f f(2)dz

r—
—R +R

Dieses Integral hat aber ersichtlich fiir B —> oo den Grenzwert Null.

Die eben angestellten Uberlegungen lassen klar erkennen, daB die Voraus-
setzungen, auf die wir unseren Beweis stiitzten, noch’weiter verallgemeinert
werden konnen. KEs kommt doch nur darauf an, daf das Halbkreisintegral
mit wachsendem Radius gegen Null strebt. Dazu muB der Radius aber
gar nicht kontinuierlich wachsen, es gentigt vollstindig, wenn er eine ge-
wisse, ins Unendliche wachsende Wertereihe, beispielsweise die Reihe der
ganzen Zahlen durchliuft. Man iibersieht sofort, daB die bei der letzten
Beweisanordnung verwendeten Schliisse unveréindert in Kraft bleiben, wenn
dabei |2f(2)| auf diesen Kreisen gleichmiiBig gegen Null strebt, d.h. auf
denselben von einer gewissen Nummer an kleiner bleibt als eine irgendwie
vorgegebene positive Zahl & Hier aber erkennt man wieder sofort, dab
man von dieser Kleinheitsbedingung gewisse Bogen der einzelnen Kreise
ausnehmen darf, wofern nur, kurz gesprochen, ihre Gesamtliinge hinreichend
klein ist. Wir wollen diese Andeutungen nicht zu allgemeinen Sitzen ver-
dichten, sondern uns begniigen, an ein paar Beispielen diese Moglichkeiten
zu beleuchten. Wir wollen uns dabei mit einem ein wenig allgemeineren
Fall befassen, wo aber die in Rede stehenden Verhiltnisse ganz analog liegen.
Das iiber eine einfach geschlossene Kurve € erstreckte Integral

o [ & as

liefert nimlich die Summe der Residuen an den singuliren Stellen von f(2)
in dem von © umschlossenen Bereich. Wenn nun fiir irgendeine gegen

ng|(fRe"‘P)]dq> < s fir B > R(s).

0
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Unendlich wachsende Radienfolge dies Integral einem bestimmten Grenzwert,
z. B. der Null, zustrebt, so haben wir die Summe der Residuen berechnet.
Auch kann man natiirlich statt der Kreise Rechtecke oder noch andere
Kurven nehmen. Das ist der Gegenstand des nichsten Paragraphen.

§ 3. Partialbruchreihen.
Ich wihle als Beispiel zu den Betrachtungen des vorigen Paragraphen

Lodp
cosf §—=z

und erstrecke es tiber ein Quadrat, auf
welchem keine Pole des Integranden
liegen. Es muf also den Bereich,
auf welchen wir 2 beschrinken, um-
schlieBen — das sei das Quadrat
8| <7 |n|<r — und darf durch
keine der Stellen (2n+ 1) % gehen.
Wir wihlen das Quadrat der Fig. 56
als Integrationsweg. Zuniichst haben
wir also den Grenzwert des Integrales
fir n —-> oo zn untersuchen. Es wird
sich zeigen, daB er verschwindet.
Offenbar wird

1/ ’ 1 1 1 f ds
§~zc<>5§1~ dsi§~2|\009§1§”ﬂ—r [eos¢,’

. 1 ds
Wir wollen nun zeigen, da -—— ‘/";7603' £

nw —r

-nx, nx) (n,nm)

U

N ~nm) (nr, -nmx)
Fig. 56.

fiir » —> oo verschwindet. Um das zu erkennen, zerlege ich das Integral

den vier’ Quadratseiten entsprechend in die folgenden vier Teile
+nn +nn +an

as dn i
171 cos (g—wmﬂ 1‘1 cos (§+inm)| +!/1\ cos (nw +17) f + j cos(—nm+1i7)

In den beiden letzten Integralen ist
cos (nx + im) = cos (—nxw + in)

und lcos (nm + in)| = .‘.Li";:

Daher wird

ni nr nn

+n
dn - dn == —7 —_ —1 T
loos (nw 4 in)! 2]8”—{-8"” 4fe,7+ __,7<4f 'dn 4(1 [ )

—n7n —n
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+n=
Daher ist lim 1 ﬁ__d.ti_ 0.

ey BE—T 4 cos (nm +-<n)|
—n

etfc+ ﬂﬂ_+_ e-——lE tnn

Kerner aber wird  cos (§ + inw) =

2
. . e’"ﬂ_ e—-flﬂ
Also ist |cos ( + inm)| > 2
{ +nn at
. dnn
A.].SO erd fcoﬁ(gi‘i'n'ﬂ) é c””——e_"”

—na

und beide streben fiir # —> oo gegen Null. Also ist wirklich

lim [ 1 _da¢ =0
n>w,) COBE E—z =

Andererseits ist nun dieses Integral der Summe der Residuen an den
im Integrationsquadrat gelegenen Singularitiiten des Integranden gleich. Bei

¢ =z ist das Residuum c—ols—z- Bei {=(2n+1) ; hingegen ist nach 8. 173

das Residuum (— 1) ﬁ

2

Die Summe der zum Kreise |2| << nx gehorigen Residuen ist also

Eosz+2<_ 1) 2x+1 )

—n+41 2

Der Grenzwert dieses Ausdruckes fiir % —> oo muB verschwinden. Dem-
entsprechend findet man

1
M i T
- 2
Diese Reihe konvergiert in jedem endlichen Kreis der z-Ebene gleichmiaBig
in dem Sinne, daB der Rest fiir alle | 2| < r zugleich von einem gewissen
n an unter & liegt. Das lehrte unsere Integralabschitzung. Jedes Reihen-
glied hat nun aber an einer Stelle einen Pol. Die iibrigen Reihenglieder
bilden aber eine auch noch in der Umgebung dieser Stelle gleichmiBig

konvergente Reihe. Wir haben damit eine Partialbruchdarstellung des =

€08 2
gefunden. Dabei miissen wir aber die Reihenfolge der Glieder dem Grenz-
+n

wert lim entsprechend nehmen. DaB man auch absolut konvergente
n-rw T

Partialbruchreihen finden kann, werden wir S. 281 sehen.
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Auch auf ~£ und auf cotg z sind unsere Uberlegungen anwendbar.

Wir brauchen ja nur zu bedenken, daB die Voraussetzungen unseres all-

gemeinen Satzes erfillt sind. Zuniichst will ich E%é aus der Darstellung

1 .
von —— ableiten.
cOosS &

. . . 1 .
Die Partialbruchreihe von ——— kann man ja wegen

1 1

(75 z) ~ sinz
cos {— —
2

1 . . .
sofort aus der des Py entnehmen. Man findet auf die eine oder die an-

dere Weise
2) e 2(‘ =

Fir cotg z gilt die folgende Partialbruchzerlegung
+o +=

co%z:z,lz—jun:l'zr—*‘zvz—?xua)

— —-—®
Das erkennt man #hnlich wie bei —— Zuniichst
&

+n

1 1 *cotg
cotg 2= ¥t e [

—7

st

gag .

Dabei soll das Integral iiber das Quadrat der Fig. 57 erstreckt werden. Auf
liesem Quadrat ist cotg ¢ beschriinkt. Es wird ja auf den horizontalen

Quadratseiten:

{ cotg { |

I,.t —(n—}- )ﬂ+e—:z (11-{»—2)7:;

T
oi® ——(71—[— 2}71 iz fnt 2) ﬂl( R(g)) E
LA kTnias AU I S

G D)= ) : 2
Dieser Ausdruck ist beschrinkt, da er |
fir n —»> oo gegen 1 strebt. Auf den :
Vertikalen wird :
e/ —e :

cotg §| = I;,,Te";‘y 5 Fig 57.

und das ist gleichfalls beschriinkt. Sei also etwa
|cotg &' < M.

1) Der Strich am X deutet an, daB bei der Summation der Wert x=0 beiseite

bleibt.

(n+ é):r
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Um hiernach einsehen zu konnen, daB

strebt fiir » —»> oo, ist noch ein kleiner Kunstgriff notig. Man hat nimlich

cotg L di _fcotg§d§ fcotg{dg;'
Jot— ¢ T £(E—2)
Nun ist aber fci’fgf{ﬂé' 0.

Denn die Pole des Integranden liegen bei & =mnn. Fir { =0 ist das Resi-
duum Null. Bei { = nz aber ist das Residuum % Daher ist die Summe
der Residuen an den im Quadrat gelegenen Polen Null, da zu jedem n sein
negatives auftritt. DaB

: Ty —0
strebt fiir # —> oo, kann nun aber leicht eingesehen werden. Beschriinkt
man nimlich wieder #z auf das Quadrat || <v, |y] <7, so wird der Be
trag des Integrales kleiner als

M-2@n+1)n . 8M

(n'*";) “[("“"%) W—T] IRCIEN el

wag fiir n —> oo gegen Null strebt.

So haben wir also wirklich:

»n 4w
®  ewem 3 SR

—® —

Zwei Bemerkungen mogen hier noch angeschlossen werden. Kinmal wollen
wir daran denken, dal ja  giog6in 2

s = cotg 2.

Daher findet man

+ o
logsmz—h—}—logz—i—fdz é’:{aﬁ:h'{“logiﬁ-zl log (1—;;)

1) Der Strich am X deutet an, daB bei der Summation der Wert x =0 beiseite
bleibt.

9) Will man diese Formel unmittelbar durch Residuenbetrachtungen gewinnen, so
muB man bedenken, daB der cotgz in der oberen Halbebene im allgemeinen gleich-
miBig gegen —+¢, in der unteren aber gegen -1 strebt. Uberhaupt 1aBt sich der
Cauchysche Satz leicht fiir den Fall verallgemeinern, wo f(2) in verschiedenen Winkel-
riumen gegen verschiedene Werte strebt. Der Leser wird leicht Beweis und Ergebnis
fir diese Fdlle finden.
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und*) sin 7 = ¢tz n,<1 - uzﬂ)

Die I[ntegrationskonstante A kann nun dadurch bestimmt werden, dafl

sin 2

lim 1
z-»0 Z
1 . ! 4
sein muB, daB aber zhf(l) l l (1"12'%:) =1

ist. Daher ist ¢¢=1. Und man hat

4) sinz:zI’]'(lﬁ,‘—zg:z-n(l—;:?).
i 1

Diese Produktdarstellung des Sinus hat man als eine Veraligemeinerung
der bekannten Zerlegung der ganzen rationalen Funktionen in Primfaktoren
anzusehen. DaB fiir alle ganzen Funktionen derartige Zerlegungen existieren,
werden wir S. 287 lernen. Dann werden wir auch im Gegensatz zu den jetzt
nur gleichmiBig konvergenten Produkten absolut konvergente finden, die
also unabhiingig von der hier einznhaltenden Reihenfolge der Faktoren den
sin z darstellen.

Unsere zweite Bemerlung, die wir an die Partialbruchreihe des cotg # an-
schlieBen wollen, bezieht sich auf die Potenzreihenentwicklung dieser Funktion.
Da ja die Partialbruchreihe gleichmiBig konvergiert, mufl es mdglich sein,
unter Verwendung des WeierstraBschen Doppelreihensatzes aus den Potenz-
reihenentwicklungen der einzelnen Reihenglieder durch Addition die Potenz-
reihe des cotg z zu gewinnen. Dieser Gedanke fiihrt zu interessanten I'ol-
gerungen. Man findet ja

i 1 z 2%
Z—nT xw  xin?  w¥=d

1) Wir erhalten so ein unendliches Produkt. Dariiber sei nur folgendes bemerkt:
Erhebt man eine unendliche Reihe, deren Summe also als Grenzwert der Teilsummen
erklirt ist, zur Exponentialfunktion, so erhilt man ein unendliches Produkt, dessen
Wert also als Grenzwert derjenigen Teilprodukte erklirt ist, welche man erhilt, wenn
man die Teilsummen der Reihe zur Exponentialfunktion erhebt. Ein unendliches Pro-
dukt ist also dann und pur dann konvergent, wenn die Reihe der Logarithmen seiner
Faktoren konvergiert, d.h. dann und nur dann, wenn der Limes der Teilprodukte
existiert und von Null verschieden ist. Der Limes kann natiirlich auch einmal Null
sein. Dann nennt man aber das Produkt eben wegen des Zusammenhanges mit den
unendlichen Reihen nicht mehr konvergent. Nach dieser Erklirung ist klar, wann
das Produkt gleichmiBig konvergiert. Das ist dann der Fall, wenn der Limes der
Teilprodukte gleichmsBig existiert (und <=0 ist) oder was dasselbe ist, dann, wenn
die Reihe der Logarithmen gleichmif8ig konvergiert.
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Setzt man also zur Abkiirzung

Sﬂ=1+i+_{,+...,
2" 3"

1 2 2 2
_ —_ S = fn—1,
so muf cotg 2z i Sy 2 n‘ S,z = Ssn2

werden. Fiir diese Koeffizienten, die also hier als Summen unendlicher Reihen
auftreten, hatten wir aber S.162 schon numerische Werte gefunden. Ver-
gleicht man beide Ergebnisse miteinander, so sind wir nun in der Lage, die
Summen S;, auszuwerten. Man findet?)

22n—1 2n
(5) sin=—(2T)’; B.,,.
Also wird z. B. Sg=1+51§+%+. =%
(6) Si=1+ gt gt =

Wir wollen nun noch in gleicher Weise s-ixll_z und E& behandeln. Ich
beginne mit E:TT;’ weil sich dies am unmittelbarsten an cotg # anschliebt.
Aus der Partialbruchreihe (2) findet maun

1 2s, 2 s,
Tt et R d
Dabei ist zur Abkiirzung
1 1
Sn—1—§;+3—n"‘“‘+"' gesetzt.

Zur Summation dieser Rethen brauchen wir aber nun nicht noch einmal
auf die allgemeinen Entwicklungen von S. 162 zuriickzugehen. Vielmehr kann
man diese Summen durch die Kotangenskoeffizienten S, und damit letzten
Endes durch die Bernoullischen Zahlen ausdriicken. Man sieht nimlich so-
fort, daB

S 22n S2n Sg
. . 2271——-1_1 22n—1_1
ist. Daher wird S8n= —gi—1— gn=( ~——2 B,
2 (2n)!

Die Entwicklung von L beginnt also so:
8ln 2

1 1 1 7T 3

8ln 2

1) Diese und die weiter noch anzugebenden Summenformeln sind darum von be-
sonderem Nutzen, weil die dxrekte numerische Berechnung der Reihensummen praktisch

unmdglich ist. Um S, z.B. auf — 1 03 genau zu berechnen, braucht man tausend Reihenglieder.
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Nun zu &%,;' Man findet zunichst aus der Partialbruchreihe (1), dafl
22 n42

1 4 2t
. s, ; K
cosz——dln-l-ﬁgnad-l- ©+ Gan 41 “+1’"+
.. " 1
Dabei ist zur Abkirzung 6,=1—- + - ...
37‘! 57’

gesetzt. Zur Auswertung dieser Summen greift man am besten auf die all-
gemeinen Entwicklungen von S. 161 zurlick. Man entnimmt ihnen, dal firn > 1

=y

i 1 1
{ 0 ‘_2—1‘ 0 -4—‘ ..... 0 (_2W 0 \
* 1 (="t
1 0 —5 0 G2 0 0]
”2714—1 1 (—l)"‘"l
0241 2,,+’§]0 1 0 —y 0 @
1
0 0 0 1 0 0]
0 0 0 0 1 1)
So hat man z. B. 1-—7_}%7_{-%...:%
1 1 b
l=—gpts s
1 1 5mb
1=t =g
Also wird colsz =1+ z; + ;4 ty

Setzt man allgemein
m—l—l-'ﬁz-i— Tt +2'j,22"+

an, so heiBen die E, Eulersche Zahlen oder Sekantenkoeffizienten. Eine explizite
Darstellung derselben wird der Leser unseren Darlegungen leicht entnehmen
Aufgabe: 1) Man leite die Darstellung

n? e 3 1
i = O
nach der Residuenmethode her, i
2) Man leite die Partialbruchreihe fiir tg # her.
3) Man leite die Partialbruchreihe von Ei%? aus der von cotg # her und
betrachte von diesem Standpunkt aus den Zusammenhang zwischen sy, und S .

§ 4. Das logarithmische Residaum.

Im Bereiche B sei die Funktion £ (2) bis auf endlichviele Pole regulir.
Sie sei nicht identisch mit Null. Setzen wir daher noch voraus, dab sie auch
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am Rande des Bereiches reguliir ist, so besitzt sie im Bereiche nur endlich-
viele Nullstellen. & sei eine aus einem oder mehreren Teilen bestehende
rektifizierbare Kurve, die jede Nullstelle und jeden Pol von f () genau ein-
mal im positiven Sinne umlaufen mége. Dann ist

L f' (2) dz = Anzahl der Nullstellen — Anzahl der Pole in B.

2xi,) f(e)

[

Da der Integrand die Ableitung von log f (2) ist, spricht man hier vom
logarithmischen Residuum der Funktion f (2). Jeder Pol und jede Nullstelle
ist nach ihrer Vielfachheit zu zihlen, d. h. also ein m-facher Pol z. B. zihlt
als m Pole. Der Beweis ergibt sich daraus, daB nach S. 172 das Residuum
an € der Summe der von € umschlossenen Residuen gleich ist.

An der n-fachen Nullstelle @ ist aber

()= (E—ay(c+PB (z—a) (.40
log f (¢) = nlog (: —a) + log (¢, + P (¢ — )]

Hlogren =C0=n o+ B —a

Hier hat also das Residuum von 7 (< )} den Wert n. Am m-fachen Pol hin-

gegen wird

£(&) = (e — A" (ent+ B (2 — @) (on + 0).
Also log f(2)=—m lorr & — a) + B, (2 — a).
alogfi) _ f'(2) _
Also el f(.,-)

Daher wird hier das Residuum den Wert — m bekommen.

Dieser nun bewiesene Satz ist auBerordentlich fruchtbar. Wir wollen
eine grofie Zahl von Folgerungen ziehen.

Zuniichst werde bemerkt, dal man aus ihm aufs neue den Fundamental-
satz der Algebra erschliefen kann: Eine ganze rationale Funktion #n-ten
Grades hat, wie wir beweisen wollen, » Nullstellen,

Schon auf S.152 haben wir bemerkt, daB fiir eine ganze rationale Funktion
n-ten Grades [ (2) stets hm f(:) = oo ist. Es gibt also eine Kreisperipherie X

um den Nullpunkt als Mlttelpunkt in deren AuBerem keine Nullstellen von
f2) hegen Daher ist das iiber diesen Kreis in positivem Sinne erstreckte
Integral e ; (i‘)> dz = der Zahl der Nullstellen von f (¢), wobei jede ihrer

K

Vielfachheit nach geziihlt wird. Andererseits wird dies Integral aber gleich
weil die Funktion im unendlichfernen Punkt einen Pol n-ter Ordnung be

sitzt. Da ndmlich
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@) _ nz' 14 a, (n—1) Mt aay

f(i) z”+a, z"_1+-'-+a,.
a,(n—1,1
14— ...

__n n z n 1 1
1T it

1+(11 e

z
7' ()

die Laurententwicklung von in der Umgebung des unendlichfernen

f)
Punktes ist, hat tatsichlich das Integral den angegebenen Wert n. [ (2) hat
somit wirklich » Nullstellen.
Betrachtet man statt des aufgeschriebenen das Integral
1 '@ .
2xi,) f(z)—a dz

so wird dies gleich der Anzahl der Stellen, wo f(2) dem Wert ¢ annimmt,
vermindert um die Zahl der Stellen, wo f(z) Pole besitzt. Dabei ist wieder
jede Stelle ihrer Vielfachheit nach zu zihlen.

Nun wollen wir als zweite Anwendung einen allgemeinen sehr niitzlichen
Satz beweisen, der uns dann instand setzen wird, die Keunntnis der all-
gemeinen Eigenschaften der analytischen Funktionen um ein betrichtliches
w erweitern.

Satz von Rouché: Im Innercn und am Rande eines Derciches B seien
zwei Funktionen @ (2) und @ (2) ecindeutig und analytisch erllirt. Auf dem
Rande des Bereiches sei @ (2) == 0 und | (2) | <! @ (2) |. Dann haben ¢ (2)
und @ (2) + ¢ (2) gleichviele Nullstellen im Inncren des Bereiches.

Man kann sich den Inhalt dieses Satzes geometrisch wie folgt ver-
anschaulichen. Nehmen wir einmal an, wir wiiBten schon, daf die Ab-
bildungen gebietstreu sind, so bildet ¢ (¢) den Bereich B auf einen Bereich
ab, dessen Rand um ¢ (2) | vom Nullpunkt absteht. Um daraus die Ab-
bildung von ¢ (¢) + ¢ (¢) zu erhalten, hat man jeden Randpunkt um |9 (2) |,
also um weniger als ' ¢ (2) |, also um weniger als seinen Abstand vom Null-
punkt, zu verschieben. Dabei kann der Rand nicht iiber Null hinweg-
gezogen werden, und daher liegt die Vermutung nahe, daB der abgeinderte
Bereich noch ebensooft den Nullpunkt bedeckt.

Um den Satz zu beweisen, muB man allerdings wesentlich anders vor;
gehen, Kr ergibt sich leicht aus unseren Residuenbetrachtungen. Ich fiibre
ibn in mehreren Schritten.

1) Da die beiden Funktionen ¢ und ¢ am Bereichrande regulir sind,
so kann man um jeden Punkt desselben einen Kreis legen, in dem
¢ und 3 regulir sind und in dem a) ¢==0 und b)|y|<|gi gilt.
Er enthalt also weder Nullstellen von ¢ noch solche von ¢ + 9. Es gibt



186 VII. Dus Residuum

weiter eine positive Zahl ¢ derart, daB man um jeden Randpunkt einen
Kreis dieser Art legen kann, dessen Radius ¢ tbertritit. Denn sonst gibe
es eine Punktfolge 2z, am Rande, deren zugehirige, maoglichst groB gewiihlte
Kreisradien r, fiir # —> co gegen Null konvergierten. Diese 2, aber hiitten
am Rande einen Hiufungspunkt z,,, dem ein von Null verschiedener Radius

. .. . . r
zugehort. Diejenigen Punkie :, aber, die dem Kreise 22—z, <5 an-

gehoren, konnen mit Radien > % versehen werden, wihrend doch ihre
Maximalradien gegen Null streben sollten.

2) Die Gesamtheit der Bereichpunkte, welche keinem dieser Kreisbereiche
angehoren, bilden eine abgeschlossene Menge B, der jedenfalls alle Null-
stellen von ¢ und von ¢ -+ 3 angeh6ren. Da ¢ und @ + 3 in B und an
seinem Rande regulir sind, so besitzen sie in B nur endlichviele Null-
stellen. Wir greifen aus 3/ diejenigen endlichvielen Kontinua heraus, die
Nullstellen enthalten. Zu jedem derselben konstruieren wir nach Satz Il
5. 84 einen polygonalen Bereich, der das Kontinuum enthilt, die Riinder
von B und die iibrigen Punkte von B aber ausschlieBt. Die Riinder dieser
polygonalen Bereiche verlaufen in B, weil sie sonst keine Innenpunkte von B
vom Rand von B trennen kionnten. Sie verlaufen ferner ganz auBerhalb
von M, Daher ist auf denselben sowohl ¢ wie 3 regulir, und es gilt darauf
a) =0 und b) |¥' < 9. Durchliuft man seinen Rand so, daf dabei
das Innere der polygonalen Bereiche zur Linken bleibt, so umliuft derselbe
jeden Innenpunkt der polygonalen Bereiche, also auch jede Nullstelle von ¢
oder von @ 4 3 genau einmal im positiven Sinne.

3) Daher wird das tiber diese Polygone im eben erwiihnten Sinne er-
streckte Integral i f‘?’_"*‘“l"

2xi,) o+
der Anzahl der Nullstellen von ¢ 4+ ¢ in B gleich. Nun aber ist

1 o' Fv 1 a N
P f otv = ua f 2z g (p+ v) d=

.1 d ] 1 d »y S

dz

Setzt man nun w=1 4 g:

so wird das letzte Integral gleich

1 aw
2t w
erstreckt tiber das durch w=1-+4 ;—‘:

vermittelte Bild des polygonalen Bereiches, Wegen
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} v ‘ <1

P

gehort dieser Rand aber vollig einem mit dem Radius Eins um w= 1 ge-

schlagenen Kreise an. Dieser enthilt also w = 0 nicht. Daher muB nach

8. 115 dies Integral 1 (dw

2w f w

verschwinden. Daher haben wir nun die Gleichung

L K’ dz = L (p’dz

PET @+ T 2w @

Sie ist der analytische Ausdruck des Satzes von Rouché, den wir somit be-
wiesen haben.

§ . Der Satz von der Gebietstreue.

Es soll hier bewiesen werden, daf eine in einem Gebiete G eindeutige
und analytische Funktion f(2) dieses Gebiet auf ein anderes Gebiet abbildet,
wofern man den Gebietsbegriff gentigend allgemein fafit.t) Ich beginue mit
dem einfachsten Fall dieses Saizes von der Gebietstreue:

=) =07+ G+

sei in der Umgebung B von 2z=0 regulir und ¢, = f'(0) sei von Null
verschieden. Dann ¢ibt es, wie ich zunichst zeigen will, emen Kreis wm
w=20, der von den Werten, die f(2) in B annimmi, vollig iberdeckt wird,
so daf3 also f(z) in der Umgebung von 2 =0 alle Werte aus der Umgebungy
von w =0 annimmt, sowie ferner, dafi f(2) in gensigender Nihe von z =0
keinen Wert mehr als einmal annimmi. '

Der Nachweis ergibt sich leicht aus dem Satz von Rouché. Iech bemerke
zuniichst, dal man um z = O einen Kreis K legen kann, in dem f(z) auBler
z=0 keine weitere Nullstelle hat. Auch auf seinem Rande sei f(z) == 0.
Am Rande von K sei also etwa |f(s)|>m > 0. Wegen der Stetigkeit
von f(2) in #=10 und weil £(0) =0 ist, gibt es um z=0 einen zweiten
Kreis K, in dem |f(s)| << m Dbleibt. Sei dann e« irgendeine Zahl, deren
absoluter Betrag m nicht tibertrifft, so lebrt der Satz von Rouché, daB
f(?) — « -in dem groBen Kreis K ebensooft verschwindet wie f(2). Da
aber f(2) nur einmal verschwindet, nimlich bei z = 0, so ergibt sich, daf
f(z) auch jeden Wert, dessen Betrag m nicht tibertrifft, in der Umgebung
von # =0 genau einmal annimmt. Der Kreis |20 | << m wird also bei der
Abbildung von K durch f(2) ein einziges Mal voll bedeckt.

‘Wenn nun also B ein Bereich der z-Ebene ist — ein- oder mehrbléttrig,

1) Vgl 8. 6s.

Bieberbach, Fuvktionentheorie L 13




188 V1I. Das Residuum

aber zuniichst ohne Windungspunkte — und wemn f{¢) in demselben ein-
deutig erklirt ist, und wenn in keinem seiner Punkte die Ableitung f'(2)
verschwindct, so wird diescr Bereich durch f(z) auf eine Punktmenge der
w-bene abgebildet, die nach dem eben Dargelegten zu jedem ihrer Punkte
cine volle Umgebung enthiilt. Da auflerdem je zwei ihrer Punkte wieder
durch ‘eine stetige Kurve verbunden werden kionnen — jede stetige Kurve
der z-Ebene geht ja in eine stetige Kurve der w-Ebene iiber —, so ist
die Bildmenge ein Gebiet, das gleichfalls von Windungspunkten frei ist.
AuBerdem geht jeder geniigend kleine schlichte Bereich der z-Iibene in
einen schlichten Bereich der w-Ebene iiber. Denn in dem vorhin ein-
gefilhrten Kreis K, nimmt z. B. f(#) keinen Wert mehrfach an. Damit ist
also der Satz von der Gebietstreue bewiesen.

Er bedarf nun noch einer Ergiinzung fiir die Abbildung der Umgebung
von Nullstellen der Ableitung. Hier erfolgt die Abbildung auf eine end-
lichoft gewundene Umgebung des Bildpunlktes.

Mige also die Iunkiion f(2) in der Umgebung von 2z =0 eindeutig und
requldr sein.  Bet z =0 besitze {(2) eine n-fache Nullstelle. Dann bildet die
Tunlktion f(z) cine geniigend kleine Umgebung von z =0 auf die n-fach ge-
wundene Umgebung von w =0 abd.

Sei nimlich die Funktion

w=1¢,2" 4+ (¢, 7= 0),
so setze ich w =",
Dann wird t=z "'/;"‘L*_“c;:;_*_ e
Durch eine der so in der Umgebung von z = 0 eindeutig und analytisch er-
klirten Funktionen {(¢) bilde ich die schlichte Umgebung von 2z = 0 auf die
schlichte Umgebung von {=0 ab. Diese wird dann durch w = t" auf
die n-blittrige Umgebung von w = 0 abgebildet. Mit den Residuenmetho-
den hiitten wir hier nur herausbekommen, daB die Fanktion w(z) in der
Umgebung von 2 =0 jeden Wert n-mal annimmt. Das hiitte aber zum
Beweise unseres Satzes nicht ausgereicht.

Diesen Darlegungen entnimmt man leicht die entsprechenden Tatsachen
im Unendlichfernen und in der Umgebung von Windungspunkten, Mun
sieht auch, wie man den Bereichbegriff verallgemeinern muB, wenn man
den Satz will aussprechen konnen, daB durch eine regulire eindeutige ana-
lytische Funktion ein Bereich wieder auf einen Bereich abgebildet wird. Er
ist als eine zusammenhingende Punktmenge zu erkliren, die zu jedem
ihrer Punkte eine ganze Umgebung enthilt. Unter Umgebung ist dabei
ein schlichter oder ein um seinen Mittelpunkt n-mal gewundener Kreis zu
verstehen.
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Wir gewinnen damit Anschluf an den allgemeinen S. 68 eingelithrten
Bereichbegriff. Wenn der Leser noch beachtet, wus wir unter einer in
der Umgebung einer Bereichstelle reguliven IFunktion verstehen wollten -—
eine Potenzreihe, die nach ganzen positiven Potenzen des Ortspurameters
fortschreitet —, so wird -er unscren Darlegungen leicht den Beweis der
Gebietstreue analytischer Abbildungen solch allgemeinster Gebiete ent-
nehmen.

In engem Zusammenhang mit dem Satz von der (Gebietstreue analy-
tischer Abbildungen steht der folgende Satz, der vom Charakter der Ab-
bildung am Rande eines Bereiches auf den Verlauf der Abbildung im In-
neren zu schliefen erlaubt. Der Satz, den ich in dieser Richtung beweisen
will, lautet so: In der z- Ebene sei cin einfach zusammenhdangender Bereich BB
gegeben, dessen Rand von cincr einfuch geschlossenen reltifizierbarcn Kurve ©
gebildet sei.  Es sci bekannt, daf3 durch die im Dereiche wnd auf scinem
Rande reguliire wnd beschrinkte Tunktion f(z) diese Kurve auf eine einfache
geschlossene Kwrve @' einer w - Ebene abgebildet wird, welche die w-Lbene in
awei Gebiete, Inneres und Auferes, zerlegen mige. Deann bildet dicse Funlk-
tion der Dereich B auf das schlichte Innere von €' ab.

Da zweifellos nach dem Satz von der Gebietstreue nicht alle Bereich-
punkte auf Punkte der Kurve ©' abgebildet werden konnen, so gibt es in
einem der beiden von €' begrenzten Bereiche sicher Punkte, die der Bild-
bereich bedeckt Sei « ein solcher Wert, so gibt das

an, wie oft er in B angenommen wird. Dies Integral ist also sicher posi-
ti.  Ersichtlich ist es eine stetige Funktion von «. Wenn ich daher «
in seinem durch @' bestimmten Bereich sich iindern lasse, so muB das In-
tegral dabei unveriindert bleiben, denn es besitat ja stets einen ganzzahligen
Wert. Mache ich aber nun die Substitution

1(2) = w,

%0 geht das Tntegral in L 'f e

iber, gibt also die Anderung von log (& — «) bei Durchlaufung der ein-

fach geschlossenen Kurve €' an. Dieselbe kann aber nur + 2x: oder Null

sein (8. 78). Daher kommt hier fiir den positiven von Null verschiede-

ten Integralwert nur 1 selbst in Betracht, Daher wird tatsiichlich jeder

Punkt eines von §' begrenzten Bereiches einmal angenommen. Da aber
13 %
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die mit der Regularitit verbundene Stetigkeit von f(2) keine Werte von
beliebig groBem absoluten Betrage zuliiBt, so kommt als Bildbereich tat-
sichlich nur das [nnere in Betracht, das also vom Bildbereich genau ein-
mal bedeckt wird.

§ 6. Die Umkehrungsfunktion,

Durch unsere DBetrachtungen ist nun auch die Existenz analytischer
Umkehrungsfunktionen bewiesen. Den ersten unserer Siitze konnen wir
niimlich auch so aussprechen: Wenn die analytische Funktion w = f(2) bei 2=0
verschwindet wund dort eine nicht verschwindende Ableitung besitzt, so besilzt
die Gleichung w — [(2) =0 fir jedes w aus ciner gewissen Umgebung ron
w =10 genaw cine Lisung aus der Umgebuny von : =0. Man kaon dus
priiziser so ausdriicken: Es gibt zwel positive Zablen 6 und & derart, dafl
die Gleichung w — f(2) = 0 fiir alle {w | < & genau eine Losung aus 'z <0
besitzt  Und pun kann hinzugefiigt werden: Die so erkldrte cindeutige
Iunltion ist in der Umgebung ron w = Q analytisch. s geniigt, die Dif-
ferenzierbarkeit an der Stelle w = 0 selbst nachzuweisen. Jede andere
Stelle erledigt sich ebenso. Hs wird niimlich einfach

dz—-lim 4z __ ! = !
d‘w_‘dw—boduj_ lim 4_1__“' —‘{{_IL‘-
Ay J2 d2
Wenn aber W= cpe” e

vorgelegt ist, fithrt man, wie vorhin, erst w ={" ein und erhiilt
b= Vet cogrs 4+ =Yoo
Diese Gleichung bestimmt ¢ als analytische Funktion von ¢, die man also
nach Potenzen von ¢ entwickeln kann. So erkennt man, daB man 2z nach
Potenzen von ¢, d.h. von %/w entwickeln kann.
Wie man nun aber die lisende Potenzreihe z (w) der Gleichung w=a,z
-+ a,z’4 .-+ mit a, %= 0 wirklich finden kann, soll nun dargelegt werden. Is ge-
lingt durch die Methode der unbestimmten Koeffizienten. Wir wissen niimlich
aus unseren allgemeinen Erdrterungen, dafl es eine 'otenzreihe der Form
=W gt
ceben muB, welche in der Umgebung von w =0 konvergiert und der
Gleichung identisch geniigt. Doch es muf fiir diese lRleihe identisch in w
w=a, (e, w+ au+t )+ a,(qw+ gt )
sein, Nun wissen wir aber aus dem WeierstraBschen Doppelreihensatz,
duB man die rechte Seite nach Potenzen von w ordnen darf. So erhilt man

W= a0y + (@0 0,@) 10° (0, F 20,0, F )
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Da dies identisch in w erfiillt sein muB, miissen die Koeffizienten gleicher
Potenzen von w rechts und links einander gleich sein. So ergibt sich

: 2 g 3
D L. L L e WX

= = = ..

17 g, 2 a, 3 a,

Man {iibersieht deutlich, wie in jeden Koeffizienten der Reihe mit jeder fol-
genden Potenz ein Koeffizient e, neu eintritt. So ermdoglicht also unser
Verfahren die eindeutige Bestimmung der Koeffizienten.

Nun wollen wir auf die Frage der Konvergenz noch ein wenig eingehen.
Zwar steht durch unsere allgemeinen Betrachtungen schon fest, daB die Reihe
in einer gewissen Umgebung von w =0 konvergieren muf. Indessen
bieten diese allgemeinen Betrachtungen kein Mittel, um auch nur eine un-
gefihre Vorstellung iiber die GriéBe einer solchen Umgebung zu gewinnen.
Unser Konvergenzbeweis wird sich auf die Residuenmethoden mnicht stiitzen,
so dafl wir damit zugleich einen neuen Beweis fiir die Losbarkeit unserer
Gleichung gewinnen werden. Allerdings tragen die Residuenmethoden in-
sofern weiter, als sie lehren, daBl die durch die Potenzreihe dargestellte
Losung die einzig migliche ist. Die Methode, mit welcher wir die Kon-
vergenz beweisen werden, ist die sogenannte Majorantenmethode. Die um-
mukehrende Reihe mige in einem Kreise vom Radius R konvergieren.

Dann ist | a,| é%, wenn | f(2)| < M ist in|z| << R. Betrachten wir nun

neben der zu losenden Gleichung die Gleichung
w=|a,|z —-%zz—%zs S

so ergibt sich, daB die Koeffizienten «, kleinere absolute Betrige besitzen,
als die Koeffizienten der Reihe, welche man bei Auflosung der Hilfs-
gleichung nach demselben Verfahren gefunden hitte. Die Hilfsgleichung
kann aber so geschrieben werden:

w = {allz—%z“* 17 oder 27 (} ad—%%}—z(w—}— {a,|R)+wR=0.

N

R

Die Auflosung ergibt

_R‘w—Ha1 | R4+ Yw+|a, |R*—4(a, | E-F M)
2(a | R+ M)

L =
Die Potenzreihe dieser Funktion konvergiert aber sicher, solange

|lw| < |a,|R+2V|a,|R+ DM

1st. Denn fiir solche w verschwindet der Ausdruck unter der Wurzel nicht.
Fir solche w ist also die.Losung regulir.
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§ 7. Implizite Funktionen.

Bs sei [ (w, 2) eine sltige Tunltion der beiden lomplexen Variablen :
und w immer damn, wenn z einem  gewissen Dereich B, und w einem Be-
reich B, angehint. z=0 und w =0 seien Punkle dicser Bereiche und es
set 1(0,0)= 0. In diesen Dercichen sei die Funktion anclytisch in z und
analytisch i w. Dazu seien die beulen partiellen Ablcztungcnaf E){; stetige
Funktion von z und w. Ierner seiy (O 0) ==0. Dann gibt es genmu eine
analytische Tunktion w (2), welche /m z =0 verschwindet und welche der
Gleichumg in der Umgebung von 2 = O geniigt.

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind z B. fiir ganze rationale Funk-
tionen erfiillt, so daB dieser Satz eine Anwendung auf die Lsungen solcher
Gleichungen, das sind die algebraischen Iunktionen, zulifBt.

f(w,0) hat in einer gewissen Umgebung von w= 0 nur die eine ein
fache') Nullstelle w = 0. Da sich nun aber die Funktion ¢.(w)=f(w,
von w mit dem Parameter 2 stetig #ndert, so besitzt nach dem Satz von
Rouché 5. 185 diese Funktion von w fiir geniigend kleine Werte des Para-
meters z vur eine Nullstelle. Denn schligt man bei passend gewéhltem
m >0 um w =0 einen Kreis vom Radius .o(m), auf dem |f(w, 0)|>n
gei und in dem f(w,0) nur eine Nullstelle hat, so kann man eine Funk-
tion 0 (n) so bestimmen, daB auf diesem Kreise 1w '= o(m) fiir |z| < d(m)

stets f, ) — £ (w, 0)| <m
bleibt. Daher hat die Funktion
@: () =f(w,2) = f(w, 0) + (fw, 2 — fw, 0))

in diesem Kreise ebensoviele Nullstellen wie f(w,0), also eine. Also ge
hort zu jedem solchen |z1< 0 (m) eine einzige Losung der Gleichung
f{w,2)=0, fir die |w| < ¢(m) ist. Diese Losung ist also eine eindeutige
funktion. Diese ist aber auch analytisch.

Auch dieser Nachweis wird am besten mit der Residuenmethode er-
bracht. Sie liefert uns auch zugleich die Potenzreihenentwicklung der
Lésung.

Es ist ndmlich fiir jedes w| = @ und |z|< ¢ die Funktion f(w, ) von
Null verschieden. Daher ist hier d. h. fir jw =¢,|z <0

= 9 ,)

1) Sie ist einfach, weil u f (0, 0) == 0 ist.
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eine regulir analytische Funktion vou z. Daher wird auch das Integral

1
2ni'./‘q’(w;z)dw

erstreckt iiber den Kreis jw| = ¢ eine fiir |z < & regulire analytische
Funktion von 2z (S.170.) Diese Funktion ist aber gerade unsere Lisung
w(2). Das lehrt die Behandlung dieses Integrales nach der Residuen-
methode. s ist niimlich weiter nichts als das Residuum des Integranden
im Kreise |w| < ¢. In diesem Kreise hat aber bei gegebenem z der Inte-
grand eine einzige Singularitiit, nimlich einen einfachen Pol an der zu
diesem z (rehtirigen Nullstelle 2{z) des Nenners. Das Residunm von
dw ogf= ~——1’; aber ist nach S. 184 Eins, weil die Nullstelle von f(w, 2}

elnfach ist. Daher wird das Residuum!?) (Koeffizient der — 1-ten Potenz in
der Laurententwicklung) von ¢ (w, 2) gerade w (z). Daher wird alsn

(D w%):%/tp(_w,z)dw,

wobei das Integral im positiven Sinne iiber [w| = ¢ zu erstrecken ist.
Demnach ist w (#) eine fiir | 2| << d regulire analytische Funktion, welche
fir 2z =0 verschwindet. Die gefundene Integraldarstellung erlaubt, auch
die Koeffizienten ihrer Potenzreihenentwicklung anzugeben. Damit erhalten
wir zugleich noch einen weiteren Beweis fiir den analytischen Charakter
der Losung. Wir haben weiter nicbts zu tun, als den I[ntegranden nach
Potenzen von z zu entwickeln und damn nach w zu integrieren. Nun wird

(w0, 8)
‘P(w ‘/) ——éﬂT ; d§
1$1=4d
] ant+t 1
Da s L — d d — st
v aber P + S+ t"+‘+<g) . ist,
o wird (w2 = fw(""“dt+ /.?r-(g»’._,-’~9d§+--~
\s‘— I:"= )
a1 9 (0, £) . @ (w,§)
+: ‘7','1[5,;1? dg +Z+‘ — fz’”“rt dg.
1§ = ,5—.:
. _ 1 dy 1 (o8,
Setzt man nun A4, = i (w 0)__ém L‘"'H dg,

1) Wir kénnen die Produktregel von S. 178 anwenden, weil sich S. 184 zeigte, dall
die logarithmische Ableitung einer reguliren Funktion nur einen Pol erster Ordnung
besitzt.
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u+
at me p " P (w, £)dg
50 hat man @ (w, 2) = A+ Az+-- -+ 4,2 +2 el B v

Trigt man dies in (1) ein, so findet man

'n+1 »
2) = PR e [ 2D AE
W)= Bok Bt ok Bz f Y /é"+1(§—z)

\w =¢ |{]=

(2) Hier ist B, =~21:z j ‘:' %—:2 (w, 0)dw gesetzt,
lwi=e

B, ist also das Residuum von A an -der Stelle w=0. Das Restintegral
n--1

aber wird kleiner als ¢-0 -Mz—— , wenn wir unter M das Maxi-

z
|Zl J
mum des Integranden fiir ’é[ =0 und |w | = g verstehen. Fiir jedes |z]|<¢

strebt also dieser Rest mit — - gegen Null.
Also wird schlieBlich d1e Auflssung von f(w, 2} = 0:

w(g) = By+ Bz+ -,

wobei die B, die Ausdriicke (2) sind.

Damit haben wir die Betrachtungen tiber die Umkehrungsfunktion im
vorigen Paragraphen wesentlich verallgemeinert und zugleich mnoch eine
neue Herleitung der dort gefundenen Resultate gewonnen.

Die hier angestellten Uberlegungen erlauben es nun aber auch, den
Fall zu behandeln, wo die Gleichung f(w,2) =0 fir =0 eine mehrfache

Wurzel hat, wo also die Ableitung % (w,0) verschwindet. Das fiihrt zum

sogenannten Weierstrafschen Vorbereitungssaiz, dessen wesentlicher Inhalt
sich allerdings schon bei Cauchy findet:

Die Funktion f(w,z) sei fir |z|<< R und fir \w| <P stetig in w und
z und sie sei eine analytische Funktion von z und von w. Es sei f(0,0) =0
Ferner habe die Gleichung f(w,0) bei w = O eine genau n-fache Nullstelle.
Dann gibt es zwei Zallen 0 und ¢, so daff fir |2|< 0 die Gleichung
fw,2)=0 genaw n Wurzeln w,, w,,--- w, hat, fir welche |w,|<e¢ sl
Diese  Wurzeln — geniigen einer algebraischen Gleichung n-ten Grades
w+ A (2w =14 ..+ 4,(2) =0 mit Koeffizienten, welche fiir |z|< 9
analytisch sind.  Dementsprechend sind die Losungen an allen von 0 ver-
schiedenen Stellen des Kreises |z| << 0 regulire analytische Funltionen, welche
nur bei 2= 0 Verzweigungen aufweisen kinnen.

Die Gleichung f(w,0)=0 habe also eine n-fache Nullstelle w = (.
Wir wihlen ein passendes m >0 wund Dbestimmen eine Kreisperipherie
|w|= g, auf welcher |f(w,0)|>m > 0 sei. Alsdann bestimmen wir eine



§ 7. Implizite Funktionen 195

Zahl 8, so daB |f(w, 2) — f(w, 0)|<m fir jw|= g und |z <. Das geht
wegen der Stetigkeit der Funktion f(w,2). Dann hat nach dem Satz
von Rouché 8.185 die Funktion g, (w)= f(w,2)= (w0, 0) + {f(w, z) — f(w, 0)}
fir {2|<<d ebensoviele Nullstellen im Kreise |w|<< g, wie die Funktion
f(w,0), also genan n. Die Nullstellen seien w,,--- w,. Dann betrachte ich

das Integral
1 L d .
g’;z’i.fw' 1w 108 f(w; 2)dw.

[wl=¢

Darin sel » eine ganze positive Zahl. Es stellt eine fiir < 0 analytische
Funktion dar. Andererseits ist es aber gleich der Summe der Residuen des
Integranden im Kreise |w | << . Hier hat aber der Integrand » Pole an den
# Nullstellen des Nenners. Dementsprechend wird wie vorhin das Residuum
w% 4 wg ..+ w? eine analytische Funktion von z fiir |2/ <d. In die-
sem Kreise sind also die Potenzsummen der Wurzeln w,--.w, regulire
Funktionen von z. Demnach sind auch die elementarsymmetrischen Funk-
tionen 'der Wurzeln, welche ja nach den Regeln der Algebra ganze ratio-
nale Funktionen der Potenzsummen sind, fiir | 2| < 0 regulir analytisch.
Demnach geniigen die # Wurzeln w,---w, einer algebraischen Gleichung
n-ten Grades g

2

D(w, 2) = w/ﬂ/:}- 4, w4 A4,(2) =0,

deren Koeffizienten gerade diese elementarsymmetrischen Funktionen sind.
Damit ist schon der erste Teil unseres Satzes bewiesen. Wir haben nur
noch zu bemerken, daB die Entwicklung unseres Integrales nach Potenzen
von z wie vorhin geleistet werden kann, und dafl man so auch die expli-
zite Darstellung der Koeffizienten unserer Gleichung gewinnen kann.

Der zweite Teil unseres Satzes bezieht sich auf die Wurzeln einer
solchen (leichung »-ten Grades. s soll bewiesen werden, daB diese an
jeder von z =0 verschiedenen Stelle einer gewissen Umgebung von 2z = 0
reguléire analytische Funktionen sind. Dies ist ohne weitcres klar an jeder
Stelle z, an welcher die # Wurzeln der Gleichung @(w,2)=0 vonein-
ander verschieden sind. Denn dann ergibt es sich aus dem ersten Satze
dieses Paragraphen. Wenn sich also um die Stelle 2 = 0 cin Kreis 2| = 0
legen 1aBt, in welchem die % Wurzeln der Gleichung @(w,2) =0 auller bei
=0 voneinander verschieden sind, so ist unser Satz bewiesen. Wenn
es aber keinen solchen Kreis gibt, so treten fiir beliebig kleine von Null
verschiedene z mehrfache Wurzeln unserer Gleichung auf. Also haben fiir

gewisse beliebig kleine # die beiden Gleichungen ®@(w, z) =0 und g% (w,2.=19
gemeinsame Wurzeln. Eliminiert man nun aus diesen beiden Gleichungen
nach den Regeln der Algebra w, so ergibt sich eine in der Umgebung von
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z = ( regulire analytische Funktion von 2.') Diese verschwindet an allen
den Stellen, wo die Gleichung ®(w, #) = 0 mehrfache Wurzeln hat. ~Wir
nehmen aber an, dafl es beliebig kleine solche z-Werte gebe. Daher muB
diese regulire Funktion — die Diskriminante unserer Gleichung — in
einer gewissen Umgebung von 2= 0 identisch verschwinden. Es gibt
daher in einer gewissen Umgebung von 2z = 0 fiir alle # mehrfache Wurzeln.
Um sie zu berechnen, hat man nur den grifiten gemeinsamen Teiler der
beiden ganzen rationalen Funktionen von w, nimlich @ (w, 2) =0 und

Z—f} (w,2) = 0 zu berechnen und mit ihm die gleichen Uberlegungen

wie mit @ selbst anzustellen. Sei der groBte gemeinsame Teiler etwa 4,
dann schreiben wir @ = 4.4, und betrachten nun die beiden Faktoren
erneut daraufhin, ob sie mehrfache Wurzeln haben. Ist dies der Fall, so
zerlegen wir sie erneut, bis wir nur noch Faktoren gefunden haben, die in
der Umgebung von z=0 lauter einfache Wurzeln besitzen. Nach dem
ersten Satze dieses Paragraphen sind diese daher in der Umgebung von
2z =10, auler etwa bei 2z =0 selbst, regulire analytische Funktionen. Denn
an jeder von 2 == 0 verschiedenen Stelle sind nun die Voraussetzungen des
ersten Satzes erfiillt. Bei 2=10 selbst konnen also diese Funktionen sin-
gulir sein. Sie sind aber jedenfalls in der Umgebung von z=0 be
schrinkt und daraus wird sich S. 224 ergeben, daf eine derartige Funk-
tion nur solche Singularititen haben kann, welche wir dann algebraische
Verzweigungspunkte nennen werden.

In einem ziemlich allgemeinen Fall kann man die Rechnung explizite
durchfihren. Es handele sich um die Auflsung von

w—zf(w)=10

nach w. f(w) sei dabei eine in der Umgebung von w = 0 reguliire Funk-
tion. f(w, 2) ist also hier w — zf(w). Also wird f(w, 0) = w. Man kann
also irgendeinen Kreis |w|= ¢ wihlen; auf ihm ist stets f(w, 0) von
Null verschieden. Er ist in seiner GroBe nur durch die Bedingung ein-
geschrinkt, dafl in und auf ihm f(w) regulir sein muB. Dann hat man ¢

2 f(w)

80 zu bestimmen, daf | =

<1 fir |#|{<d und {w|= 9. Dann besitzt

1) Diese Funktion ist ja weiter nichts als die Diskriminante unserer Gleichung.
Sie ist daher eine gahze rationale Funktion der Potenzsummen, nfmlich die bekannte

So S St

Determinante und daher wie die Potenzsummen regulir.

Sm——— 1% Sem—2
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fiir |z < d die Gleichung w — zf{w)=0 genau eine Lésung ‘w|< o.
Man hat also nun zuniichst 1—2f ()
p(w,2)=w w = zfw)
nach Potenzen von z zu entwickeln. Dann findet man fiir die oben 4,
genannte Funktion (Koeffizient von 2):
A=) — ) (M) fir +> 1 und 4, =1

w w

Der Koeffizient B, unserer LGsung wird nun das Residuum von A, an der
Stelle w = 0. Um dies zu finden, hat man den Koeffizienten der —1-ten Po-
tenz in der Laurententwicklung von A, zu bestimmen. Dazu braucht man
einmal den Koeffizienten der (x —- 1)-Potenz in der Potenzreihenentwicklung

von (f(w))*. Der wird =
(Faw)).

¢
ix — 1) dw* !
Ferner bendtigt man den Koeffizienten der (x — 2)-ten Potenz in der
Potenzreihenentwicklung von f'(w)(f(w)*—% Der wird
1 qr?

O (wopflay = = A ().

(x—=2)tdu”" xk—2)ln dw* !

x—1
So hat man B, = 14&——)(]‘(10))’/ , fiir x> 1 und By=0.

a;!du:"_1 Ju=
Die Reihe w =2 B,z* 1ost also die Gleichung w — zf(w)=0. Man
1

nennt sie die Reike von Lagrange.

Zur Bestimmung einer unteren Schranke fiir den Konvergenzradius
geben unsere Darlegungen die folgenden Mittel an die Hand. Man wihle
zuniichst irgendeine Zahl ¢ so, daB f(w) fir |wi << ¢ regulir ist. Alsdann

bestimme man & so, daB fiir |2| <0 und |w!= ¢ stets
‘Zf\’w>‘< 1
w

bleibt. Dies 0 ist also durch ¢ bestimmt, und man wird nun ¢ 8o zu
withlen suchen, daB & mdglichst groB genommen werden darf. ‘
Wir wollen ein Beispiel, nimlich die Auflosung der Keplerschen Gleichung

= a4 zsin ¢
fiir reelle a behandeln.
Um ihr die vorausgesetzte Form zu geben, setze ich

{—a=w

und habe also w=zsin (w+a)
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aufzulisen. Kiir 2 = 0 wird w =0 oder £ = « e¢ine einfachc Wurzel. Also
findet man als LOsung
1 dsinta g 1 dlsin®a

— 1 z e —————
f=a+zsina+s 21 da +z 3! da?

Um den Konvergenzkreis zu bestimmen, haben wir den Quotienten

ssinw+a) _ zsing
T T t—a

zu untersuchen. Die Reihe konvergiert, sobald dieser Quotient einen Betrag
kleiner als Bins besitzt. Ich setze { — a = r¢/? und habe festzustellen, wann

(1) 2|*sin(a+ re'?) sin (a+ re=?/)

r%

<1
bleibt. Nun wird
'sin (a + 7 cos @ + ir sin ¢) ' = cos® (ir sin ¢) — cos? (a + 7 cos @)

-ersinq7+e—rsin(p 2

= ;v_‘._é‘_,w_;) — cos? (a -+ r cos ¢)

< <_er 2 ef:{) :

Der Quotient (1) ist also sicher dann kleiner als Eins, wenn

e +e 7
o] —5,— <1
ist. Die Reihe konvergiert also fiir |2 < "r"i’r:r und stellt dann eine
[ e

Wurzel §{ der Keplerschen Gleichung dar, fiir welche |§| << r ist. Diese
Uberlegung gilt fiir beliebige positive . Um also eine numerische Ab-
schitzung des Konvergenzradius der Reihe zu erhalten, wird man nach

dem groftmoglichen Wert von ;ri—re—_—; fragen. Um das Maximum dieses
Ausdruckes zu bestimmen, hat man seine Ableitung Null zu setzen. Das
liefert: (€ +e")—r (e —er) =0

oder Er(l—ry4+ (147 =0

Man erkennt leicht, daB diese Gleichung eine Wurzel zwischen Eins und
Zwei hat. Die genauere Rechnung liefert

r=1,19967 ...

Zr

= 0,66274-.

AN

und dazu gehdrt FIES

Das ist also eine untere Schranke fiir den Konvergenzradius.
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Achter Abschnitt.
Analytische Fortsetzung.

§ 1. Begriff der aualytischen Fortsetzung.

Wir kniipfen an S.137 an. Dort haben wir festgestellt, daf eine in
einem Bereiche analytische Funktion vollig bestimmt ist, wenn man ihre
Werte an unendlichvielen Stellen kennt, welche im Bereiche cinen Hiufungs-
punkt besitzen. Namentlich also ist sie villig bestimmt, wenn man sie in
einem Teilbereich kennt. Wie aber ist es moglich, sie dann in den tibrigen
Punkten von B tatsichlich zu berechnen?

Auch dafiir haben wir schon in einem speziellen Fall Belege. S. 137
haben wir gezeigh, da eine im Bereiche analytische Funktion im ganzen
Bereiche verschwindet, wenn sie in einem Teilbereich Null ist. Zum Be-
weise haben wir uns einer Methode bedient, die von grioBerer Tragweite
ist, als es damals schien. Wir miissen sie nur den veriinderten Verhiilt-
nissen anpassen.

Es sei etwa die Potenzreihenentwicklung um den Punkt ¢ bekannt. Sie
konvergiert im griBten um a geschlagenen Kreis, welcher in B Platz hat.
Sei nun b ein weiterer von @ verschiedener Punkt aus diesem Konvergenz-
kreis. Dann liBt sich f(2) auch nach Potenzen vpn z — b entwickeln. Die
Koeffizienten dieser Entwicklung aber kann man berechnen, wenn man
B (2 —a) kennt. Denn es sind ja im wesentlichen die Werte der Ableitungen
dieser Funktion an der Stelle b. Diese Entwicklung aber konvergiert nun
gleichfalls im groBten um & geschlagenen
Kreis, welcher in B Platz hat. Dieser Kreis
aber wird, wie die Fig. 58 zeigt, im all-
gemeinen {iber den ersten hinausgreifen.
Damit ist es dann tatsiichlich gelungen, die
Funktion wenigstens teilweise auBerhalb des
ersten Kreises zu berechnen, auch wenn ihre
Werte vorerst nur im ersten Kreise bekannt _
waren. So kann man weiterfahren und in immer neuen Gebieten die Funktion
berechnen. In endlichvielen Schritten kann man so nach jedem vorgegebenen
Punkt P des Bereiches B gelangen. Um das einzusehen, haben wir nur P
mit a durch eine Kurve zu verbinden, welche ganz in B verliuft. d sei ihr
Abstand vom Bereichrand. Um jeden Punkt derselben kann man also einen
Kreis vom Radius d schlagen, welcher ganz dem Bereiche B angehtrt. Es
kommt nun darauf an, einzusehen, daB man unter diesen Kreisen endlich-

Fig. 58.
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viele herausgreifen kann, welche eine Kette bilden, die @ mit P verbindet.
Unter einer Kette von Kreisen K,, K, ,- - - I, werden dabei Kreise verstanden,
die dadurch ineinandergreifen, dafl der Mittelpunkt von K; dem Inneren
von K; | angeh6rt. Wir sagen, die Kette verbinde P mit a, wenn a dem
ersten und P dem letzten Kreise der Kette angehort. Kennt man die Ent-
wicklung von f(2) im Kreise K; _;, so kennt man sie auch in K, Wenn
man also eine solche Kette von Kreisen bestimmen kann, so ist man in
der Lage, aus der Entwicklung um @ tatséchlich die um P zu bestimmen,
wenigstens theoretisch. Um aber eine Kette zu finden, betrachte ich die Gleichung
z=2(l) der Verbindungskurve. Der Parameter { mige etwa von « bis g
laufen, wenn 2z die Kurve von @ bis P beschreibt. Wegen der Stetigkeit
dieser Funktion gibt es eine Zahl D von der Art, daf zwei Punkte 2z und

2y, der Kurve, deren Entfernung |z, — 2, | >§ ist, eine Parameterdifferenz

|¢, —t,| > D besitzen, wo auch 2z, und 2, auf der Kurve liegen mdgen.
Gibe es niimlich bei gegebenem d beliebig kleine Parameterdifferenzen, so
wiire das ein Widerspruch gegen die gleichmiBige Stetigkeit von 2 (t). Wenn
wir dies bedenken, konnen wir nun leicht unsere Kreiskette konstruieren.
Wir beginnen mit dem Kreise um a@. In ihm bestimme ich einen Punkt

2
liebig gewiihlt sei. Alsdann bestimmen wir die Entwicklung 5 (2 — #,) der
Fnnktion und bestimmen in ihrem Konvergenzkreis einen Punkt 2, mit
groBerem Parameter ¢, so dafl seine Entfernung von z, wieder mindestens

d . 1
der Kurve z,, dessen Entfernung von a - iibertreffen mdge, aber sonst be-

d . . . . :
5 ist. Dann berechnen wir (2 — 2,). So weiterfahrend miissen wir nach

endlichvielen Schritten einen Kreis erhalten, welcher P enthélt, denn nach
n-Schritten haben wir ja einen Punkt 2, als Mittelpunkt gefunden, dessen
Parameterwert mindestens o %D betragt. Das ist aber nur so lange

kleiner als g, als n < &J—*@= m ist. Also hichstens [m] Schritte sind

auszufithren. So kann man also in ganz B die Funktion f(¢) berechnen,
falls nur eine Potepzreihenentwicklung derselben gegeben ist. ‘
Aber nun kann es eintreten, daB die benutzten Entwicklungen zum Teil
in Kreisen konvergieren, die iber B hinausreichen. Wire z. B. der Ausgangs-
bereich B mit dem ersten Kreise identisch gewesen, so hitten wir nichts-
destoweniger alle eben bestimmten Entwicklungen auch berechnen kénnen:
und wir hitten damit eine Funktion gefunden, die in einem B umfassenden
Bereich analytisch gewesen wire, in B aber mit der gegebenen tiberein-
stimmt. Ist es also moglich, in einem B umfassenden Bereiche eine ana-
lytische Funktion F'(2) anzugeben, welche in B selbst mit f(2) diber-
einstimmt, so nennt man F'(z) eine amalytische Fortsdrung der gegebenen
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Funktion. Der beschriebene ProzeB enthilt gleichueitig das theoretisch
wichtigste Verfahren zur Ausfilhrung derartiger Fortsetzungen. Die ein-
selnen, durch Potenzreihen dargestellten, also in Kreisen erkliirten Funktionen
nennt man Funktionselemente. Man sagt, ein Ilement F, gehe durch
unmittelbare Fortsetzung aus dem Element E hervor, wenn der Mittelpunkt
¢, des Elementes I, dem Konvergenzkreis von 1 angehort und wenn
$5(z — e,) durch Entwicklung von $(z—e) nach Potenzen von 7 — ¢
erhalten wird. Man sagt, die Elemente E,, I, --- E, bildeten eine i'ctle,
wenn jedes X, aus dem vorhergehenden F,_, durch unmittelbare Fortsetzung
entsteht. Man sagt dann auch, die Kette verbinde I, mit E, oder F,
konne durch Fortsetzung von I, gewonnen werden.

Nun besteht der folgende leicht zu beweisende Satz:

Wenn es ene Kete gibt, die I mit Il verbindet, so gibt es auch einc
Kette, die E mit F verbindet. Man kamn also auch I/ durch Fortsetzung
von ¥ gewinnen. Es ist offenbar nur nétig, den Satz fir eine zweigliedrige
Kette zu beweisen. Hier bilden aber die beiden Konvergenzkreise einen
Bereich B und die beiden Elemente erkliren eine in I3 analytische Funktion.
Vorhin aber haben wir schon gezeigt, daB man jedes Kilement dieser 'unktion
mit jedem anderen verbinden kann. Wir verbanden ja vorhin das Element
vom Mittelpunkt P mit dem Element vom Mittelpunkt a.

Unter einer analytischen Funltion versteht man nun mit Weiersiraf3 die
Gesamtheit der Elemente, welche man aus cinem derselben durch analytische
Fortsetzung erhalten kann. Die Funktion st durch jedes threr Llemente be-
stimmd.

Auf den ersten Blick mag hier eine Abweichung vom Dirichletschen
Funktionsbegriff auffallen. Daf dieser Unterschied aber nur scheinbar 1ist,
wird sofort deutlich, wénn man bedenkt, daB ja die einzelnen Funktions-
elemente ihren z-Werten w-Werte zuordnen. Hs sollen aber — das besagt
die Definition — nicht beliebige solche Elemente zu einer ,analytischen
Punktion im GroBen® vereinigt werden, sondern nur solche, welche durch
Fortsetzung auseinander hervorgehen. .

Der Leser halte sich auch klar vor Augen, dafl wir seither den Begriff
yanalytische Funktion noch gar nicht erklirt hatten, sondern nur den Be-
griff ,in einem gegebenen Bereich analytische Funktion“. Seither war also
in einem gegebenen Bereich eine Funktion erklirt und wir definierten, wann
sie in diesem Bereich d.h. an jeder Stelle dieses Bereiches analytisch heifien
soll. Jetzt ist von einem gegebenen Bereich nicht die Rede.

Ich will noch feststellen, daf der Konvergenzradius der Funktionselemente
eine stetige Funktion des Entwicklungsmittelpunktes ist. Sei also P(z — a)
¢in Funktionselement. Wenn sein Konvergenzradius 7 (a) unendlich sein
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sollte, so ist auch der Konvergenzradius aller aus ihm durch Fortsetzung
entstehenden Wlemente unendlich. Wenn aber der Konvergenzradius » ()
endlich ist und man b alg neues Entwicklungszentraum wiihlt, so konvergiert
das Element B (# — b) mindestens in einem um b mit dem Radius »(a) —!b—a|
geschlagenen Kreise. Wiihlt man aber nun b um weniger als den halben Radius
r{a) von ¢ entfernt, so ist jedes der beiden Klemente eine unmittelbare Fort-
setzung des anderen. Denn jeder der beiden Konvergenzkreise enthilt dann
den Mittelpunkt des anderen. Es ist sofort klar, dal r(b) micht groBer als
r(a)+|a—b| sein kann. Denn dann wiire der alte Konvergenzkreis gan
im neuen enthalten, wihrend er doch nicht kleiner sein kann als der grofte
Kreis, der in ihm Platz hat. Ferner aber ist, wie eben wieder benutat
wurde, sicher » (b) >r(a) —|a —b|. Daher wird —la —b| < r(d) —r(@)<
|a—b|. Daher ist [r(b)—7(a)] <|a—Db| Daher ist » eine stetige
Funktion des Entwicklungsmittelpunktes. Man kann den Konvergenzradius
des Elementes B (z —a) den Regularitiitsradius der Stelle 2 = a nennen.
Denn es ist der Radius des groBten um 2z = a geschlagenen Kreises, in dem
die durch P (2 — @) definierte Funktion regulir ist. Analog kann man den
Rationalitiitsradius der Stelle 2= a als den Radius des groBten um z =
geschlagenen Kreises erkliren, in dem die durch eine Laurentreihe L(z— a)mit
endlichvielen negativen Potenzen erkliirte Funktion von rationalem Charakter
ist. Durch ganz analoge Schliisse, die der Leser selbst durchdenken mdige,
erkennt man, daB auch der Rationalitiitsradius eine stetige Funktion des Ortes
ist, wofern er nicht unendlich wird. Dann aber ist er durchweg unendlich.

Nun sei & eine stetige Kurve, die @ mit P verbinde. Auf der Kurve
mégen die Mittelpunkte einer Folge von Elementen liegen. Die HKlemente
mogen in dem Sinne durch Fortsetzung auseinander hervorgehen, dal je
zwei derselben, deren Mittelpunkte hinreichend wenig voneinander verschieden
sind, durch unmittelbare Fortsetzung auseinander hervorgehen. Wenn dies
der Fall ist, sagen wir, wir hitten die Funktion lings der Kurve von o
nach P fortgesetzst. Die Konvergenzradien der Elemente hiingen stetig vom
Kurvenparameter ab. Sie besitzen daher ein positives Minimum. Das sei .
Man kann nun aus diesen Kreisen eine Kette von Kreisen herausgreifen,
welche dieselbe Fortsetzung vom selben Anfangselement zum selben Ind-
element leisten. Das entnimmt man ohne weiteres der oben schon einmal
angewandten SchluBweise, weil man nimlich mit jedem Schritt mindestens
die dort angegebene Parameterspanne zuriicklegt. Die Mittelpunkte der
Kreise dieser Kette sind die Ecken eines gewissen Polygones. Man sieht,
daB die Fortsetzung lings der Kurve gleichbedeutend ist mit der Foxtsetzung
lings des Polygones. Denn jede Polygonseite liegt ganz im Inneren eines
der Kreise der Kette.
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Unsere Betrachtungen geben uns nun die Mglichkeit, einen schinen von
Poincaré und Volierre herrtihrenden Satz zu beweisen. Tr lautet: Fine
jede analytische Tunktion ist abzihlbar vieldewtig. Mit anderen Worten: Die
verschiedenen Ifunktionswerte, welche eine analytische I'unktion f(2) einem
Argumentwert z zuordnet, bilden eine abzihlbare Menge. Oder noch
anders ausgesprochen: Wenn man ein gegebenes Funktionselement B(z — a)
auf allen mdoglichen Wegen nach ein und demselben Punkt b hin fortsetzt,
so erhilt man in diesem Punkte eine Menge von Funktionselementen
$(¢ — b), dieeine abziihlbare Menge bilden.

Der Beweisgriinde sind zweierlei. 1. haben wir gesehen, daB man jede
Fortsetzung von P(¢# — a) nach einem P(z—b) durch eine Kette von
endlichvielen Funktionselementen gewinnen kann. 2. bilden die Punkte
¢ =z + iy mit rationalen Koordinaten (z, y) eine abzihlbare Menge. Wir
werden nun feststellen, daB man jede endliche Kette durch eine andere er-
setzen kann, deren Zwischenglieder rationale Mittelpunkte haben. Zwischen-
glieder, d. h. alle Glieder mit Ausnahme des ersten und des letzten. Denn
die Mittelpunkte ¢ und b sind ja gegeben. Wenn aber a, a,0ay, -+ @, D
die in mnatiirlicher Reihenfolge notierten Glieder einer gegebenen Kette
sind, so wiihle man einen rationalen Punkt @, so nahe an a,, dab «, noch
dem Konvergenzkreis von B(z — a) angehort, und daB der Konvergenzkreis
des durch unmittelbare Fortsetzung von P(z — @,) erhaltenen Klementes
P(# — «,) noch den Punkt @, enthilt. Das ist moglich, weil wir vorhin
sahen, dafl die Elementradien stetige Funktionen des Elementmittelpunltes
sind. Das so bestimmte Element P(z-—e;) ist nun auch unmittelbare
Fortsetzung von P(z — a), weil B(z — a;) und P(z — a) in dem ihren Kon-
vergenzkreisen gemeinsamen Gebiet tibereinstimmen, und *B(z —- a,) ist auch
unmittelbare Fortsetzung von (2 — a,), weil P(z — e;) und P(z — a,) in
dem gemeinsamen Teil ihrer Konvergenzkreise {ibereinstimmen. Daher
darf das K'ettenglied B(z — a,) durch das Element B (2 — e;) mit rationalem
Mittelpunkt ersetzt werden. Ist das geschehen, so tun wir das gleiche mit
P(z — a,). So fortfahrend ersetzen wir alle 7 Wlschenghe( er der Kette durch
Elemente mit rationalem Mittelpunkt.

Nun schlieBe ich weiter: Es gibt nur abzihlbar viele endliche rationale
Ketten, die P(s —a) mit einem P(s —b) verbinden. Denn eine solche
rationale Kette ist durch einen Komplex endlichvieler rationaler komplexen
Zahlen oy, ¢y, -+ &, gegeben. Die Anzahl n kann natiirlich von Komplex
zu Komplex sich #ndern. Ordne ich die Komplexe nach ihrer Gliederzahl
n, so sind das abzihlbar viele Moglichkeiten. Betrachte ich alle Komplexe
mit fester Gliederzahl, so gibt es abzihlbar viele Moglichkeiten fiir die
erste, fiir die zweite usw. Koordinate. Da aber bekanntlich eine abziihl-

Bieberbach, Funktionentheorie I 14
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bare Menge von abzihlbaren Mengen selbst abzihlbar ist, so gibt es tat-
gichlich nur abzihlbar viele rationale Ketten. Da aber durch eine jede
Kette das Endelement bestimmt ist, so gibt es fiir dasselbe nur abzihlbar
viele Moglichkeiten. Damit ist der Satz von Poincaré und Volterra be-
wiesen.

Ich beweise nun weiter den folgenden Satz. Fs gibt Ketten mit ab-
2ihlbar vielen Gliedern von der Figenschaft, daf ein jedes Element der Funk-
tion durch unmittelbare Foriscizung eines Keltengliedes evhalten werden kann.

Zum Beweise bemerke ich zunichst, daB. jedes Klement aus einem
anderen mit rationalem Mittelpunkt durch unmittelbare Fortsetzung er-
halten werden kann. Da es nun aber nur abzihlbar viele rationale Punkte
gibt und da zu jedem nach dem vorigen Satz nur abzihlbar viele Elemente
gehoren, so gibt es in einer Funktion nur abzihlbar viele Hlemente mit
rationalen Koordinaten. Aus ihnen ldB8t sich jedes andere durch unmittel-
bare Fortsetzung erhalten. Nunmehr bringe ich die abzéhlbar vielen Ele-
mente in irgendeine abgeziihlte Reihenfolge und verbinde je zwei aufein-
anderfolgende durch irgendwelche endlichviele Zwischenglieder zu einer
Kette. So erhalte ich eine einzige Kette, die unter anderem auch alle
Elemente mit rationalen Mittelpunkten als Glieder enthdlt, und aus deren
Gliedern sich also alle Elemente der Funktion durch unmittelbare Fort-
setzung gewinnen lassen.

§ 2. Die Permanenz der Funktionalgleichungen.

Unter f(z, s,t) werde eine analytische Funktion einer jeden der drei
komplexen Veriinderlichen ¢, s, ¢ verstanden. Sie sei samt ihren ersten
Ableitungen fiir alle Wertetripel 2, s, ¢ stetig erklirt, fiir welche z einem
Bereich B,, s einem Bereich B,, ¢ einem Bereich B, seiner Ebene ange-
hort, Wenn dann B,(# — a) und B,(2z — a) zwei Funktionselemente sind,
welche in der Umgebupg von # = @ nur Wertepaare aus diesen beiden Be-
reichen B, und B, annehmen, so wird (2, P,(s — a), P«(¢ — @)) nach S. 34
eine in der Umgebung von #z= a reguliire analytische Funktion von 2z Es
werde angenommen, dab f(z, B, (2 — a), B:(z —a))=0 sei fiir alle 7 aus
einem gewissen Kreis um z=a. Wir wollen dann sagen, die Elemente
P., P: geniigten der Gleichung f(z, s,¢) = 0. Wenn man nun diese beiden
Elemente in B, so analytisch fortsetzen kann, daf dabei Elemente entstehen, welche
wieder Wertepaare aus den Bereichen B, und B, liefern',) so ist auch fiir diese
Elemente die Gleichung erfillt. Wir driicken diesen Sachverhalt kurz aus,

1) Damit ist nicht gesagt, daB die Fortsetzung der Elemente B, und %, nicht auch
zu Elementen fiihren kann, die dieser Bedingung nicht geniigen.
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indem wir sagen, eine zwischen zwei Funktionen bestehende analytische Glei-
chung bleibe bei analytischer Fortsetzung der Funktionen richtig. Wir nennen
den so ausgesprochenen Satz den Salz von der Permanenz der Funktional-
gleichungen bei analytischer Fortsetzung.

Er ist leicht zu beweisen. Ich fiihre erst eine bequeme Benennung ein.
Unter dem Konvergenzkreis der beiden Elemente %, und P, mit dem
gemeinsamen Mittelpunkt @ werde der grofte Kreis aus B, verstanden, in
dem beide Reihen konvergieren und Wertepaare aus B,, B, liefern. Es ist
also der kleinere der beiden Konvergenzkreise der einzelnen Iillemente. Durch
umittelbare Fortsetzung der beiden Elemente PB,(z — a) und Pz — a)
mogen nun die beiden Elemente P,(z —b) und P, (2 — b) entstehen. lhr
Konvergenzkreis hat jedenfalls mit dem Konvergenzkreis der beiden Hle-
mente PB,(z — a) und P,(# — a) ein Stiick gemeinsam. In diesem gemein-
samen Stiick genfigen also die neuen Potenzreihen der Gleichung, wenn
ihr die alten geniigen. Nun ist aber f(z, B.(z — b), B:(z - b)) in dem neuen
Konvergenzkreis analytisch und verschwindet in dem eben genannten Be-
reich. Daher verschwindet f(z, s, ¢) auch in dem Konvergenzkreis der neuen
Elemente durchweg, denn darin ist ja nach S. 34 f(z, T, B,) analytisch.
Damit ist schon erkannt, daf bei unmittelbarer Fortsetzung die Funktional-
gleichung richtig bleibt. Da aber jede analytische Fortsetzung durch eine
Kette von Funktionselementen geleistet wird, so bleiben also Funktional-
gleichungen bei beliebiger Fortsetzung richtig.

Wir betrachten ein Beispiel. w = log# ist eine analytische Funktion
n dem im vorigen Paragraphen angegebenen Sinne. Als wir 8.77 diese
Punktion betrachteten, muBten wir uns noch vorsichtig ausdriicken. Da-
mals hatten wir erst den Begriff einer in einem Bereiche eindeutigen ana-
lytischen Funktion zur Verfligung. Allerdings schwebte tiber unseren Dar-
legangen schon damals der allgemeine jetzt eingefiihrte Begriff. Wir ver-
folgten mn#mlich den log # lings Kurven, welche den Nullpunkt umschlossen,
und sahen, wie man so von einer Bestimmungsweise, von einem Zweig der
Punktion, zu den tibrigen gelangen kann. Fiir unseren jetzigen Standpunlt
bedeutet das nichts anderes, als daf die Funktionselemente w(z), welche
man durch Fortsetzung lings solchen Kurven aus einem Ausgangselement
erhilt, alle der Gleichung z = e geniigen, weil eben diese Gleichung bel
analytischer Fortsetzung erhalten bleibt. Die Gesamtheit der Funktions-
tlemerite, welche dieser Gleichung geniigen, gehOren alle einer einzigen
analytischen Funktion an, weil man, wie unsere friiheren Betrachtungen
lehren, jedes aus jedem anderen durch analytische Fortsetzung erhalten
kann, In dieser Richtung liegt also die Begriffsbestimmung einer mehr-
deutigen analytischen Funktion. Die ist nicht erklirt als irgendein Sammel-

14*
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gurium von unktionselementen; nicht jede Menge von I'unktionselementen,
die in Teilkreisen von B erkliirtt sind, machen eine in diesem Bereiche
mehrdeutige Tunktion aus, sondern nur diejenigen derselben gehoren der-
selben Funktion an, welche auseinander durch Fortsetzung erhalten werden
kinnen. Die Gesamtheit der Funktionselemente w(2) =z B. welche der
Gleichung w®— #2=0 geniigen, machen keine analytische Kunktion aus,
sondern deren zwel. Die Gleichung w?— #2= 0 ist ja gleichbedeutend mit

der Gleichung (w—2) (w+2)=0

Fir jedes Element wird also entweder der erste oder der zweite Faktor
verschwinden. Wenn fiir ein Element der erste Faktor verschwindet, so
verschwindet er auch fiir alle Elemente, die aus ihm durch Fortsetzung
hervorgehen. Niemals wird also dadurch ein Element erhalten, fiir das der
zweite Faktor verschwindet. Diejenigen vielmehr, fiir die dies zutrifft,
hiingen auch untereinander durch Fortsetzung zusammen, bilden also eine
zweite analytische Funktion, Anders ist es bel 7 =w?® Alle Funktions-
elemente, die dieser Gleichung gentigen, bilden eine einzige Funktion. Zu
jedem Mittelpunkt 2z = o gehGren ja zwel durchs Vorzeichen unterschiedene
Tllemente, die der Gleichung gentigen. Kiihrt man aber die Fortsetzung
auf einem Kreise um =0 aus, d. h. liBbt man ein Funktionselement lings
dieser Kurve wandern, so gelangt man von dem einen zum anderen, Da
zu kann jedes Kilement mit dem Mittelpunkt #=a in ein Element mit dem
Mittelpunkt 2z = b, wie der auch angenommen sei, fortgesetzt werden. Wie
das za machen sei, haben wir ja zu Beginn von § 1 ausfiihrlich dargelegt.
Demnach bilden tatsiichlich alle diese Xlemente eine analytische Funktion
Niichstens werden wir ein Kennzeichen dafiir, daB gewisse Elemente eine
analytische Iunktion bilden, darin erkennen, daB sie alle einer zusammen-
hiingenden Riemannschen Fliche angehoren. So haben wir ja in den Rie
mannschen Flichen von log # und von V7 zusammenhiingende Gebilde
kennen gelernt.

Anwendungen: 1. w=f(2) sei eine analytische Funktion, 2= ¢(w)
sei ein Funktionselement, das der Gleichung w = f{p(w)} geniigt. Dam
gentigen dieser .Gleichung auch alle anderen Elemente der durch g(w) be
stimmten analytischen Funktion. Sie heiBt Umkehrungsfunktion von w = f{2)
Thr gehdren auch alle Elemente an, die man durch Umkehrung der Ele
mente von w = f(¢) gewinnen kann. Denn wenn die Fortsetzungen vor
#z = p(w) nicht alle Umkehrelemente von w = f(¢) erschopften, so betrachte
man wieder die Umkehrung der dureh 7= p(w) definierten analytischen
Funktion. Die Umkehrung des Elementes z = ¢(w) definiert eine solche
Funktion, deren Elemente nach dem vorher Gesagten simtlich Elemente
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von w0 = [(2) sind. Dadurch kinnen aber nur dann alle Elemente von
[(z) erschipft sein, wenn alle ihre Kehrelemente in der durch ¢(w)
erklirten Funktion vorkommen. Wire das nicht der IFall, so bildete also
schon ein Teil der Klemente von f(z) selbst eine analytische Funktion,
und das ist absurd.

2. Wenn P'(z —a) die Ableitung des Llementes “¥(z — «) ist, so sind
die I'ortsetzungen von P’ die Ableitungen der Fortsetzungen von P(z — a).
Das erkennt man ohne weiteres durch Betrachtung einer unmittelbareu Ifort-
setzung von iz —a). Der Leser mige es selbst nither durchiiberlegen.

3. Wenn dus Element w = B (# — a) der Diflerentinlgleichung f(w', w,2) = 0
geniigt, so geniigen ihr auch alle Fortsetzungen von (2 — a). Denn wenn
[(PB'(z — a), B(z — a),z)==0 ist, so ist dies nach dem Permanenzsatz auch
bei Fortsetzung der Elemente R®'(z —- a) und P(z — a) noch richtig.

§ 3. Riemannsche Ielder.

Es ist leicht, von der analytischen Fortsetzung aus zu den Riemannschen
Flichen zu gelangen.

Wir wollen erst eine etwas anschauliche Beschreibung geben, um dann
mr begrifflichen Fassung vorzudringen. Wir denken uns die Konvergenz-
kreise der Elemente einer analytischen Funktion aus Papier ausgeschnitten.
/wel solche Elemente, die durch unmittelbare Fortsetzung auseinander her-
vorgehen, denken wir uns in dem gemeinsamen Stiick aneinandergeklebt.
Ebenso verfahren wir mit Ilementen, die in einem Bereichstiick iiber-
einandergreifen und darin die gleichen Funktionswerte liefern. Blofes Uber-
cinandergreifen veranlaBt also mnoch nicht zum Verkleben. Is muB noch
(bereinstimmung in den durch die Elemente gelieferten Ifunktionswerten
hinzukommen. Durch das Aneinanderkleben entsteht eine Iliche, deren
Punkte oder Stellen also durch Angabe ihrer z-Koordinate und durch An-
gabe eines Funktionselementes bestimmt sind. Weder die z-Koordinate allein,
noch der Funktionswert allein bestimmen also die Stelle, denn bei mehr-
leutigen Funktionen gehoren zur selben z-Koordinate als Mittelpunkt mehrere
Elemente. Auch die z-Koordinate zusammen mit dem da angenommenen
Funktionswert bestimmen die Stelle der Fliche nicht eindeutig, weil es denk-
bar ist, daB zwei Elemente zwar in ihrem Mittelpunkt denselben Wert liefern,
in den Nachbarpunkten aber voneinander abweichen.

Die hiermit angeregte Vorstellung soll nun zum Begriff des Riemannschen
Feldes verdichtet werden.

Unter einer Stelle des Riemannschen Feldes einer analytischen Funktion
verstehen wir den Inbegriff { @, B (¢ — «) | aus einem Element der Funktion
und der Koordinate des Mittelpunktes seines Konvergenzkreises. « heilit
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die z-Koordinate, B (2 — a) die Jilementloordinate oder auch das bestimmende
Ilement der Stelle Die Gesamtheit der Stellen, zu welchen so die Elemente
einer Funktion Anlaf geben, machen das Riemannsche Feld der Funktion
aus. Dieses I'eld besitst Gebictscharakter. Um das zu belegen, definiere ich
den Begrift ,,Umgcbung einer Siclle des Feldes“. Darunter versteht man
eine gewisse Menge von Stellen, die der folgenden zweifachen Bedingung
genligen: dafl erstens ihre z-Koordinaten einer Umgebung von #z =g an-
gehoren, dafl zweitens ihre bestimmenden Elemente durch unmittelbare
Fortsetzung der Ilementkoordinate jemer Stelle entstehen. Jede Stelle des
Feldes besitzt somit eine Umgebung. Damit ist die eine Grebietseigenschaft
nachgewiesen. ‘

Um auch die zweite nachzuweisen, muf der Begriff der auf dem Feld
verlaufenden stetigen Kurve erklédrt werden. Man denke sich eine stetige
Kurve 2= 2 (¢) der z-Ebene, die 2 == a mit # = b verbindet. Alsdann setze
man das Element P (¢# — a) lings der Kurve fort; falls dies bis zu z=1
hin moglich ist, und falls man dabei zu dem Element B (2 — b) gelangt,
dann sage ich, die Stellen {z (¢), P:(# — 2(f) } bildeten eine auf dem Feld
gelegene stetige Kurve, welche die Stellen { a, B,(z—a) } und { b, By (2 —D) )
miteinander verbindet. Aus dem Begriff der analytischen Funktion ergibt
sich sofort, dall man je zwei Stellen auf diese Weise verbinden kann. Da-
mit ist die zweite Gebietseigenschaft des Feldes erkannt.

Wir sagen weiter, w (2) sei eine in der Umgebung der Stelle { a, B (¢ —a)}
des Feldes erkldrte Funktion, wenn den Stellen dieser Umgebung Werte
von w (¢) zugeordnet sind. So ist also z. B. z selbst in der Umgebung einer
jeden Stelle des Feldes eindeutig erkldrt. Ebenso ist P (2 —— @) eine in jeder
Umgebung der Stelle { a, B (# — a) } erklirte Funktion des Feldes. ine
so erklirte Funktion heiflt stetigc oder analytisch, wenn sie als Funktion der
z-Koordinate der Feldpunkte aufgefaft stetig oder analytisch ist.

Die eben tiber die Funktion z gemachte Bemerkung lehrt iiberdies, dab
die Riemannschen Felder funktionentheoretische Bereiche sind im Sinne der
3. 69 gegebenen Definition.') Jede Stelle derselben hat eine schlichte Un-
gebung, A

Der damit eingefiihrte Begriff des Feldes wird noch in zwei Richtungen
eine gewisse Verallgemeinerung erfahren. Einmal durch Hinzunahme von
unendlichfernen Stellen und dann durch Hinzunahme von Polen der Funktion.
Um eine Funktion £ (2) in der Umgebung des unendlichfernen Punktes zu

untersuchen, betrachtet man f (—:—) in der Umgebung von 2z == 0, wie uns

1) Der Leser mdge das selbst weiter durchdenken, um so jetzt eindringlich Kenntnis
von jenen Darlegungen zu nehmen,
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dies seit S.49 geliufig ist. Um die Unendlichkeitsstellen zu untersuchen,
betrachtet man 7%2—) Die Kombination von beidem, also die Betrachtung

von 1 i fiihrt zur Untersuchung von unendlichfernen Polen. Wenn z. B.
7 (z)

die Fortsetzung einer Funktion lings eines bestimmten Weges zwar bis zur
Stelle z = @ hin moglich ist, aber bei Anniherung an diese Stelle die Kon-
vergenzradien gegen Null streben, dann ist die Fortsetzung in diese Stelle
hinein und dariiber hinaus nicht mdéglich, wohl aber ist es denkbar, dafl
1

7 (@)
gelegenen Wegestiickes mehr Frfolg hat, daff diese Fortsetzung zu einem

Element P (# — a) der Funktion 7-,%5 hinfiihrt. Dann hat nach 8.49 £ (2)

dort einen Pol. Wir erginzen dann unser Feld durch die Polstellen

man bei Fortsetzung der Funktion lings des in der Umgebung von z = a

{ a, ?BE}——&S } - Qanz analog verfahren wir mif den unendlichfernen Punkten.
Man kann diesen Verhiltnissen auch in der Benennung Rechnung tragen,
indlem man etwa von einem Regularitiisfeld im Gegensatz zu dem Ratio-
naldtitsfeld, d.h. dem Feld der Stellen rationalen Charakters redet und das
Feld der endlichen Stellen von dem unendlichen Feld unterscheidet. Der

Begriff ,,Umgebung eines Poles” wird weiterhin noch erklért werden.

§ 4. Singulire Stellen.

Unter einer Kette von Funktionselementen verstehen wir eine Folge von
Funktionselementen P,, Pg,- - - derart, dab jedes- P, durch unmittelbare
Fortsetzung des vorhergehenden %, _; entsteht. Seither haben wir nur end-
liche Ketten betrachtet und gelangten durch sie von jedem Ausgangselement
zu jedem anderen Element hin. Nunmehr sollen auch unendliche Ketten
herangezogen werden.

Die Mannigfaltigkeit der hier an und fir sich mdglichen Fiile ist auler-
ordentlich groB, kénnen doch die Hiufungspunkte der Elementmittelpunkte
wahllos fiber die Ebene verteilt sein, und kann man doch auch unendliche
Ketten verwenden, um zu Elementen zu gelangen, die man durch endliche
Ketten ebensogut, ja, besser erreichen kann. Bei dieser Lage der Dinge
wird es gut sein, zunichst die Menge der zu berticksichtigenden unendlichen
Ketten einer gewissen Einschriinkung zu unterwerfen. Wir wollen einmal
voraussetzen, daB die Konvergenzradien der Elemente gegen Null streben.
Anderenfalls nimlich wiirden wir tiber das schon durch endliche Ketten Er-
reichbare im allgemeinen mnicht hinauskommen. Hier sei weiter zunédchst
vorausgesetat, daf die Elementmittelpunkte einer bestimmten Grenzlage zu-
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)

streben.!) Nur wenn diese Grenzlage der unendlichferne Punkt ist, miissen
wir die erste Bedingung dahin ubiindern, daB die entsprechenden Elemente

. 1 . .
der Funktion —) Konvergenzradien besitzen, welche gegen Null kon-
z <! ’ 5

vergieren. Wenn man beide ille in einer einheitlichen Definition zusammen-
fassen will, so bleibt nichts anderes iibrig, als durch stereographische Projek-
tion von der komplexen Ebene zur Zahlenkugel iiberzugehen. Diese Sorte von
unendlichen Ketten wird uns zum Begriff der singuldren Stelle einer analyti-
schen Funktion fiihren. Spiiter werden wir noch allgemeinere Ketten be-
trachten, bel welchen auch die Konvergenzradien gegen Null streben, bei
welchen aber die Elementmittelpunkte sich gegen eine bestimmte Kurve
statt gegen einen einzelnen Punkt hiufen; das wird dann zum Begriff der
singuliren Linie fihren. Zunidchst aber wollen wir bei der ersten Ketten-
sorte stehen bleiben. Wir wollen sie kurz singuldre Ketten erster Art nennen.

Unter einer singuldren Kelte erster Awt versiche ich also eine Keite von
Tunltionselementen, deren Miltelpunkte einen einzigen Haufungspunkt besitzen,
wnd deren Konvergensradien (auf der Kugeloberfliche gemessen) gegen Null
konvergieren.

Wir setzen weiter fest: Eine jede singuldre Kette erster Art bestimmi eine
singuliire Stelle der analytischen Funktion, aus deren Elementen die Kette besteh.

Wir sagen also nicht, daf} wir unter einer singuliren Stelle eine singulire
Kette versichen wollen, weil wir dem Umstand Rechnung tragen miissen,
daB verschiedene singulire Ketten dieselbe singulire Stelle bestimmen,
z.B. wird es ja bei der Definition der singuliren Stellen auf die Anfangs-
elemente der bestimmenden Ketten gar mnicht ankommen. TUnsere erste
Aufgabe wird es daher sein, festzusetzen, unter welchen Umstinden zwei
singuliire Ketten dieselbe singulire Stelle bestimmen sollen. Wir werden
bei der Wahl dieser Festsetzungen den Erfahrungen Rechnung tragen miissen,

1) Wenn die Mittelpunkte der Elemente %,, %,--- zwar einer Grenzlage o zu-
streben, die Radien der Elemente aber nicht den Grenzwert Null haben, so gibt es ein
Element P (z—a) derart, daB alle Elemente der Kette mit hinreichend groBer Nummer
durch unmittelbare Fortsetzung von P (z—a) erhalten werden konnen. Denn dam
gibt es eine Zahl & > 0, die durch die Konvergenzradien passend gewiihlter Elemente %,
von beliebig grofer Nummer: B, , B, - - - tbertroffen wird. Von einer gewissen Nummer,

etwa »,, an sind aber die M1ttelpuukte aller Elemente um weniger als ; von a ent-

fernt, so daB also a den Konvergenzkreisen der eben erwihnten Elemente angehort.
Ich greife P, heraus. Sein Konvergenzkreis enthilt den Punkt a. Somit kann ich als
unmittelbare Fortsetzunu von SB ein Element 9§ (—a) einfilbren, dessen Konvergenz-

radius mindestens E betrigt. lhm.gehoren die Mittelpunkte aller auf ’Lvl folgenden

Elemente an. Sie sind somit lauter unmittelbare Fortsetzungen dieses Elementes

B (¢ —a).



§ 4. Singulire Stellen 211

welche wir bei fritheren Beispielen, namentlich in Kap. 5 gesammelt haben.
Sei etwa & der Hiufungspunkt der Elementmittelpunkte der Kette.
Dann heiBt & die 2- Koordinate der singuliren Stelle. Wir schlagen um /i
irgendeinen Kreis. Betrachten wir nun die Elemente P, P, .- der Kette,
so gibt es eine Nummer » derart, dal simtliche Kettenglieder, deren
Nummer # iibertrifft, Mittelpunkte besitzen, deren Koordinaten diesem Kreis
angehoren. Die Kette P,, P, --- verliuft also ganz im Kreise. Wir
nennen sie ein Inde der singuldren Ielte. Wir setzen ihre Elemente auf
alle m&glichen Weisen lings Wegen fort, die den eingefiihrten Kreis nicht
verlassen. Die (lesamtheit der so erhaltenen Elemente machen eine Um-
gebung des Keltenendes aus. Wir setzen nun fest, dab dann und nur dann
awer singuldre Ketten dieselbe singulire Stelle bestimmen, wenn ilwe Enden
eine gemeinsame Umgebung besitzen. Unter einer singuldren Stelle verstehen
wir somit den Inbegriff derjemigen singuliren Ketlen, deren Inden eine ge-
metnsame Umgebung besitzen. Diese gemeinsame Umgebung heifft Umgebung
der singuldren Stelle.

Zur Bezeichnung und Bestimmung einer singuléiren Stelle reicht eine
dieser Ketten aus. Wir nennen sie die Ketten- oder die Elementloordinate
der singuliren Stelle zum TUnterschied von ihrer z-Koordinate, d. i. der
Hiufungspunkt der Kettenmittelpunkte.

Eine jede Umgebung einer singuliren Stelle bestimmt ein Stiick des
Riemannschen Feldes.

Man erkennt die weitgehende Analogie, die zwischen der Definition des
Randpunktes eines Bereiches und unserer Definition der singuliren Stelle
besteht. Auch hier handelt es sich darum, den Begriff Hiufungsstelle von
inneren Stellen des Feldes zu erkliren. Nur sind es nicht beliebig neben-
einander gestellte Feldstellen, die eine Kette ausmachen.

Die engste Analogie weist aber unsere Begriffsbildung zum Begriff des
erreichbaren Randpunktes eines schlichten Bereiches auf Das sind die-
jenigen Randpunkte, nach welchen man aus dem Bereich einen aus end-
lick- oder unendlichvielen Strecken bestehenden ganz im Bereich ver-
laufenden Polygonzug legen kann. Hier ist dieser Polygonzug durch die
Verbindungsstrecken gegeben, welche die Mittelpunkte der Kettenglieder
verbinden. Die Verhiiltnisse sind nur hier insofern nicht ganz die gleichen,
als bei den mehrblittrigen Flichen nicht von vornherein Punkte zur Ver-
figung stehen, die dann nur noch als Randpunkte zu charakterisieren waren.
Es stehen eben nur die (inneren) Stellen des Feldes zur Verfigung Ein
Stiick desselben ist also eine jede Umgebung einer singuldren Stelle.

Wenn eine singulire Stelle eine schlichte Umgebung besitzt, deren
Stellen also durch ihre z-Koordinaten eindeutig bestimmt sind, so sagen
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wir, die singuliire Stelle sei eindeutiger Natur. Sonst sagen wir, sie sei
mehrdeutly.  Unter den eindeutigen Singularititen spielen die isolierten
eine besondere Ilolle. Bei denselben fiillen die z-Koordinaten der schlichten
Umgebung einen vollen Kreis mit Ausnahme der z-Koordinate der singuléren
Stelle selbst. Wenn dazu noch die reziproke Funktion ?%in diesem Kreise
beschriinkt ist, so liegt ein Pol vor, im anderen Falle haben wir es mit
einer wesenflich singuliren Stelle zu tun.

Unter den mehrdeutigen Singularitéiten spielen die endlichvieldeutigen
eine wichtige Rolle. Unter diesen wieder sind die w6llig m-deutigen
wichtig. Bei ibnen entsprechen jeder z-Koordinate einer micht zu grofen
Umgebung genau m verschiedene Feldstellen der Umgebung. Fiihrt man
dann Yz —h = ¢ in der Umgebung dieser Stelle mit der z-Koordinate h*)
als neue Variable ein, so wird £ (7 + ¢m) in der Umgebung von ¢ = 0 ein-
deutig. Ist diese Funktion dort namentlich regulir oder wenigstens vom
Charakter einer rationalen Funktion, so lag eine algebraische Singularitit
ein m-blittriger algebraischer Verzweigungspunkt vor.

Niheres iiber diese hiermit erst ganz kurz angedeuteten Dinge sollen
die beiden niichsten Paragraphen enthalten. Diesen wollen wir mit dem
Beweis eines allgemeinen und beriithmten Satzes schlieBen:

Auf dem Konvergenzkreis cines jeden Funktionselementes liegé mindestens
eine singuldre Stelle der Iunktion, zu welcher das Element gehort. Um uns
den Sinn dieser Behauptung ganz klar zu machen, betrachten wir diejenigen
aus der Fortsetzung des vorgelegten Klementes entstehenden Ketten, deren
Mittelpunkte einem Radius des Konvergenzkreises unseres Elementes an-
gehoren, und deren Mittelpunkte diesem Konvergenzkreis angehdren. Dann
behauptet unser Satz, dab es unter diesen radialen Ketten mindestens eine
singulire gibt, daB also lings mindestens eines Elementradius die Konver-
genzradien der Kettenglieder gegen Null streben. Alle gehen durch un-
mittelbare Fortsetzung aus dem Ausgangselement hervor. Der Satz kann
auch dahin ausgesprochen werden, daB es mindestens ein durch unmittel-
bare Fortsetzung entstehendes Element gibt, dessen Konvergenzkreis den
des gegebenen HElementes beriihrt. Der Beriihrungspunkt liefert dann die
#-Koordinate der singuliren Stelle, und die zu diesem Beriihrungspunks
gehorige radiale Kette liefert die Kettenkoordinate der singuliren Stelle.
Nehmen wir némlich im Gegenteil an, die Konvergenzradien einer jeden
radialen Kette strebten bei Anniherung an den Rand des Konvergens-
kreises unseres Ausgangselementes nicht gegen Null Dann besitzen die-

m
1) Fir den Fall, daB =00 ist, hat man Vi zu nehmen.
z
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selben, da die Konvergenzradien sich stetig mit dem Mittelpunkt iindern,
auf jedem Radius eine wesentlich positive untere Grenze. Dalier leuchtet
ein, daBl man durch eine endliche Kette lings dieses Radius unser Element
bis zu dem lindpunkt des Radius fortsetzen kann. Dies wiire dann liings
eines jeden Radius moglich, und jeder Peripheriepunkt wiirde Mittelpunkt
eines IKlementes, dessen Konvergenzkreis mit dem des vorgelegten ein
Bereichstiick gemeinsam hiitte, in dem beide dieselben Iunktionswerte
liefern. Da aber die Radien dieser Elemente sich wieder lings der
Kreisperipherie stetig indern, liegen sie alle oberhalb einer wesentlich
positiven Schranke ¢ und bedecken daher mit dem Konvergenzkreis des
vorgelegten Elementes zusammen einen Kreis vom Radius ¢ - », wenn
r der Radius des vorgelegten war. In diesem stellten unsere Elemente
eine eindeutige regulir analytische Funktion dar. Daher miiite die vor-
gelegte Reihe nach S. 137 in einem groferen als dem vorgelegten Kreise
konvergieren.

Dieser Satz iiber den Konvergenzkreis ist ein bequemes Mittel, um viel-
fach bei der Entwicklung gegebener Funktionen in Potenzreihen schon
ohne vorherige Kenntnis ihrer Koeffizienten die Grofe des Konvergenz-
radius anzugeben. Es ist eben der Abstand des Entwicklungsmittelpunktes
vom niichsten singuliren Punkte der Funktion. Soll man z B. Vz in der
Umgebung von z = 0. entwickeln, so wird |a| der Konvergensradius, denn

= ( ist der einzige endliche singulire Punkt. Bei der Entwicklung von
V(2 — @) (- — b) nach Potenzen von z ist der Konvergenzradius durch den
kleineren der Werte |a| oder |D| gegeben. Nach dieser Regel bestimmt
man auch in allen S. 156 ff. gegebenen Beispielen mit Leichtigkeit den
Konvergenzradius,

§ 5. Die Singularitiiten der eindeutigen Funktionen.

Zuniichst moge sich der Leser wieder die Betrachtungen von S. 145 iiber
isolierte eindeutige Singularitiiten ins Gedichtnis zuriickruten.

Die singuliren Stellen konnen noch ganz anderer Art sein als die
damals Dbetrachteten. Sie konnen auch ganze Kurven erfilllen. Z. B.
lassen sich Funktionselemente mit endlichem Konvergenzkreis angeben,
die iiber ihren Konvergenzkreis hinaus nicht fortgesetst werden konmen
Dann ist also im Sinne der S. 211 gegebenen Definition jede Stelle der
Peripherie eine singulire Stelle der Funktion. Das einfachste Beispiel
rithrt von WeierstraB her. Ks ist die Reihe

yan Zb”.
i
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«@ sei hier eine positive, b eine positive ganze Zahl > 1. Der Konvergenzkreis
ist der Kinheitskreis. Denn

i

lim @ = 1.

n-» o
Vom #n-ten Glied an haben alle Exponenten den grofiten gemeinsamen
Teiler »”. Da die Summe der ersten Glieder als ganze rationale Funktion
keinen Einflub auf die Lage der Singularitiiten hat, so will ich annehmen,
o sel elne Smgulantat von 2“" P f( z)

n=mye - - -

auf der Konvergenzgrenze. Die Funktion kann dann auf dem nach dieser
Stelle zielenden Radius nicht tiber diese Stelle hinaus fortgesetzt werden.')
Mache ich aber nun die Substitution

2izh
p=4e" (h=0,1.-.),
so wird fle)=rf(2").

Die Funktion geht also bei Drehung der z-Ebene um den Winkel 702;—: in

sich tiber, Daher sind alle Stellen, die bei diesen Drehungen aus « ent-
stehen, also die b™ Stellen oce”%t auch singuliire Stellen der Funktion San.
Diese Uberlegungen kann ich aber fiir jedes m anstellen. Daraus folgt,
dafl die singuliiren Stellen auf der Konvergenzgrenze iiberall dicht liegen.
Denn je groBer ich m wihle, um so kleiner wird der erkennbare Winkel-
unterschied zweier Singularititen. Da aber Hiufungspunkte von singuliren
Stellen natiirlich wieder singulire Stellen sind, so ist jede Stelle des
Konvergenzkreises singuliir. Konnte man ja auf irgendeinem Radius die
Funktion ither den Kreis hinaus fortsetzen, so miite es auf demselben
einen von Singularititen freien Bogen geben.

Man nennt den Kinheitskreis eine natiirliche Grenze der Funktion, den .
Hinheitskreis ihren Existensbercich. Schon der Umstand, da8 man den
Einheitskreis auf andere Bereiche analytisch abbilden kann, 148t vermufen,
dafl die Gestalt des Existenzbereiches eine recht mannigfache sein kann.
Wir werden spiiter (S.291) sehen, daB er in weitem Ausmall willkiirlich
vorgegeben werden kann. Wir werden lernen, stets Funktionen mit ge-
gebenem Existenzbereich zu konstruieren. Uber die singuliren Linien selbst
wire noch mancherlei zu sagen. Indessen soll erst im zweiten Band néher
auf solche Dinge eingegangen werden.

" 1) Denn sonst wiire sie auch auf jedem anderen im Einheitskreis nach dieser Stelle
gefiihrten Weg dariiber hinaus fortsetzbar.
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§ 6. Die Singnlarititen der melrdeutigen Iunktionen.

Wir beschriinken uns hier auf die isolierten singuliren Stellen. Wir
denken uns eine Stelle @ und einen um dieselbe geschlugenen Kreis. s
soll mdglich sein, ein zu einer Stelle b dieses Kreises gehioriges Funktions-
element P (2 —b) auf allen diesem Kreise angehorigen Wegen, welche die
Stelle a nicht treffen, fortzusetzen. Diese Elemente mogen eine Umgebung
jener singuliren Stelle ausmachen.

Der Fall, daB sich dabei eine eindeutige Funktion ergibt, wurde bereits
im vorigen Paragraphen erledigt. Nehmen wir an, es ergebe sich eine mehr-
deutige Funktion. Dieselbe kann endlichvieldeutig oder unendlichvieldeutig
sein. Um klaren Einblick in alle Moglichkeiten zu gewinnen, will ich zu-
néchst annehmen, es gebe eine ganze positive Zahl » derart, daB f(a+ t*) = F'(¢)
in der Umgebung von { = 0O eindeutig wird. Dann ergeben sich fir F'(¢)
alle frither bei eindeutigen Funktionen aufgeziihlten Mioglichkeiten. Denn
F(t) ist iiberall in einem Kreise um ¢ =0 erkliirt, weil es auf allen ¢ =0
nicht treffenden Kurven fortgesetzt werden kann (vgl. auch S.217). Also
ist entweder F'() bei £ = O regulir oder es hat einen Pol m-ter Ordnung
oder aber eine wesentlich singulire Stelle. In den beiden ersten Fiillen
wollen wir sagen, die Funktion zeige an der Stelle 2z =a algebraischen
Charalkter oder sie habe da einen algebraischen Verzweigungspunkt n-ter Ord-
nung. Die Benennung werden wir spiter durch den Nachweis rechtfertigen,
daf} bei den algebraischen Funktionen andere Singularitiiten als diese nicht
auftreten. Die Stellen algebraischen Charaliters sind also dadurch definiert,
daf3 die Funktion f(2) in ihrer Umgebung durch eine Entwicklung der Form

=a, (711/;_:4;)1 mit endlichvielen negativen Potenzen dargestelll werden kann.
Die Funktion ist also auf einem n-blittrigen Windungsstiick um den Punkt

= a eindeutig. Wir erweitern nun wieder den Begriff des Funktions-
elementes, indem wir auch derartige Entwicklungen als Elemente ansprechen
und ihre n-bliittrigen Konvergenzkreise wie die schlichten Kreise zum Auf-
bau der Fliche verwenden. Im unendlichfernen Punkt ist sinngemiB das

ny—— .. Vit
gleiche zu machen. Man hat nur statt Y2 — o die Funktion V? als Ent-

wicklungsgro Be zu verwenden. Durch diese Erweiterung des Elementbegriffes
geht die analytische Funktion in das analytische Gebilde, das Riemannsche
Feld in die Riemannsche Fliiche tber.

Hat man die Funktion in der Form f(2) = a.t* (t =Ve— “) ent-
wickelt, so sagt man auch, man habe sie in der Umgebung der Stelle 2z =«
uniformisiert, d. h. eindeutig gemacht. Denn mit Hilfe des uniformisierenden
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Parameters ¢ findet man so die eindeutige Purameterdarstellung der FPunktion
r=a+tn, [(2) = Da,tn

H
'm Unendlichfernen hat man als uniformisierenden Parameter dann ¢ = ]/
z
zu verwenden und hat also die Parameterdarstellung

m der Form

ro
z= t";f(z) = Da,t

n bedeutet in beiden Fillen cine positive ganze Zahl. Kommen nur endlich-
viele negative Potenzen vor, so liegt ein Ilement algebraischen Charakters
vor. Fiir n =1 sind darunter als Spezialfall die Elemente rationalen Charakters
enthalten. -

Unter einer Stelle der Riemannschen Fliche von f(2) versteht man nun

den Inbegriff (a, B (i/;—-——a) und (oo, P (V%), wo diese Reihen nur end-
lichviele negative DPotenzen enthalten. Jedem algebraischen Iolement der
Funktion entspricht so eine Stelle der Riemannschen Fliche, die von der
Gesamtheit dieser Stellen gebildet wird. Unter der Umgebung einer Stelle
dieser Fliche versteht man, soweit es sich um regulire Stellen handelt, das
gleiche wie beim Keld; soweit es sich um singulire Stellen handelt, macht
die S.211 erkliirte Umgebung derselben auch die Umgebung der betreffenden
Stelle der Riemannschen Iliche aus.

Zu jeder Stelle einer Riemannschen Fliche gehort also ein lokaler uni-
formisierender Parameter, d. h. eine in der Umgebung der Fliiche eindeutig
und analytisch erklirte Funktion, durch welche diese Umgebung auf ein
schlichtes Fliichenstiick abgebildet wird. Als solcher lokaler uniformisierender
Parameter kann im Falle einer jeden schon dem Felde angehdrigen endlichen
Stelle mit der z-Koordinate @ die Funktion ¢t =2z —«a dienen, in der Um-

gebung einer unendlichfernen Feldstelle wird t=—1. verwendet. In der

Umgebung eines endlichen m-blittrigen Verzweigungspunktes benutzt man
m

t=Vz—a, in der Umgebung eines unendlich fernen s -blittrigen Ver-

zweigungspunktes endlich ¢ = V: Eine auf der Fiiche eindeutig erklirte

Funktion heit dann in einer Flichenstelle stetig, wenn die durch Ein-
fiihrung des Parameters entstehende Funktion I'(f) in ¢ = O stetig ist, sie
heiBt reguliir analytisch, wenn F'(¥) in ¢ =0 regulir ist. Sie heilt von
rationalem Charakter und besitzt insbesondere einen Pol #-ter Ordnung,
wenn F(t) bei £ = 0 einen Pol #-ter Ordnung besitzt.

Angesichts dieser lokalen uniformisierenden Parameter driingt sich hier
schon die Frage auf, ob es nicht mdglich ist, auch fir den Gesamtverlauf
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der Funktion solche eindeutige Parameterdarstellungen szu finden, wie sie
eben filr die Umgebung der einzelnen Stellen abgeleitet wurden. Die Be-
antwortung fihrt szur Lehre von der Uniformisierung. Wir werden sie
spiter ausfiibrlich behandeln.

Jetzt haben wir nur noch ein Wort iiber den Fall zu sagen, wo die
Funktion in der Umgebung der Stelle a nicht endlichvieldeutig ist, so
daB es also keine endlichvielbliittrige Umgebung gibt, in der die Funktion
eindeutig ist. Dann fiibrt man die unendlichvielbliittrige Fliiche des log (2 — «)
ein und betrachtet also die Funktion f(a + ¢) in ihrem Bilde, d. h. also in
einer Halbebene. Man erhiilt dann eine Funktion, die sich auf beliebigen
in der Halbebene gelegenen Wegen muB fortsetzen lassen, also eine Funk-
tion, die in der Halbebene eindeutig ist. Also hier wird f(a +¢) in der
Umgebung von z=a eindeutig.

Solche unendlichvielbliittrige Verzweigungspunkte zihlt man aber nie
den inneren Punkten der Riemannschen Fliche zu. Sie gehoren stets ihrem
Rande an.

Aufgabe: Man beweise, daB die S. 207 eingefiihrten Rationalitiitsfelder
und die hier eingefiihrten Iiemannschen Flichen funktionentheoretische Be-
reiche sind im Sinne der S. 69 gegebenen Definition.

§ 7. Der Monodromiesatz.

Es sei ein einfuch zusammenhdingender Beveich B in der z-Lbene gegeben.
A4 sei ein Punkt aus seinem Inneren und Pz — A) ein regulires Tunktions-
cdement. Es soll miglich sein, dasselbe lings jedem belicbigen in B gelegenen
Wege fortzusetzen. Dann  bilden alle Forisetzungen, die lings belichigen in
B gelegenen Wegen -erhalten werden Linnen, eine in B eindeutige dwrchwey
requldre Funlktion.

Man kann den Satz etwas weniger priizis auch so aussprechen, daB eine in
eilnem einfach zusammenhiingenden Bereich reguliire Funktion notwendig
eindeutig ist. Der Satz will also von der ,lokalen“ Eindeutigkeit in der
Umgebung der einzelnen Stellen auf die Eindeutigkeit im ,groBen’, d. h
im Gesamtverlauf durch den Bereich schlieBen.

Zuniichst leuchtet ein, daB ein jedes bei dieser Fortsetzung erhaltene
Element im groften ganz in I gelegenen Kreise konvergiert. Denn sonst
lige auf seinem Rande eine singulire Stelle, die dem Inneren von I3 an-
gehorte. Die Funktion konnte somit auf dem vom Mittelpunkt nach dieser
Stelle gezogenen Radius nicht iiber die Stelle hinaus fortgesetzt werden.

Ich nehme nun an, es giibe irgendeinen geschlossenen Weg von A
nach A, auf dem das Element P(z — A) sich fortsetzen liefle, ohne nach
Vollendung des Umlaufs zum Ausgangselement zurtickzukehren. Die Funk-



218 VIIL Analytische Fortsetzung

tion verhilt sich dann mehrdeutig bei Fortsetzung lings der Kurve. Ich
will zeigen, daB dies nicht eintreten kann. Da jede Fortsetzung, wie wir
gesehen haben (S. 202), durch eine endliche Kette von Elementen bewerk-
stelligt wird, so ist die hier eingefiihrte Fortsetzung gleichwertig mit der
Fortsetzung lings des Polygones, das die Mittelpunkte der Funktions-
elemente aus einer solchen Kette miteinander verbindet. Ich zerlege das so
erhaltene Polygon durch Diagonalen in Dreiecke
(vgl. 8. 116). (Fig 59.) Ich behaupte: Auch bei
Fortsetzung lings mindestens eines dieser Dreiecke
muB die Funktion mehrdeutig sein. Denn kinnten
alle Elemente der Kette eindeutig léings der Drei-
ecke fortgesetzt werden, so wiirde ich folgende
Uberlegung anstellen. Statt der Fortsetzung lings
des Linienzuges DEF darf ich lings DUF direkt
fortsetzen, weil das in F' zum gleichen Element
fiihrt. Durch denselben Schluf kann ich statt der Linie C.D F' die Gerade CF
einfiihren: So weiterfahrend kann ich aber schlieflich dahin kommen, daB
die Fortsetzung lings des Polygones gleichbedeutend mit der Fortsetzung
lings des Dreieckes A BFA ist. Durch eine der eben am Beispiel darge-
legten iihnlichen SchluBweise kann ich stets ein Dreieck nach dem anderen
abspalten, um schlieBlich ein einziges an die Ecke 4 anstoBendes iibrig zu
behalten. Auch hier wiirde die Fortsetzung zum Ausgangselement zurtick-
filhren. Soll dies nun aber bei der Polygonfortsetzung mnicht statthaben,
so muB es unter all den eben betrachteten ein Dreieck geben, fiir das die
Fortsetzung nicht zum Ausgangselement zuriickfihtt. Dies Dreieck greife
ich heraus. Ahnlich wie beim Cauchyschen Integralsatze zerlege ich es in
4 Teildreiecke (Fig. 48) und schlieBe wie eben, daB sehon bei Fortsetzung
lings eines derselben eine Mehrdeutigkeit sich zeigen muB. Auf diese
Weise werde ich auf immer kleinere Dreiecke gefithrt. Nach einer gewissen
Zahl von Schritten gelangt man aber so zu einem Dreieck, das ganz dem
Tnneren eines jeden zu den Punkten seiner Seiten gehdrigen KElemente an-
gehort, weil ja deren Konvergenzradius mindestens dem Abstand des grofen
Dreiecks vom Rande von B gleich ist. Daher kann léings einem der-
artigen Dreieck die Fortsetzung nur eindeutig sein. Daher ist sie auch
lings jedem Dreieck, lings jedem Polygon, lings jeder geschlossenen Kurve
eindeutig. Somit gehort zu jedem Bereichpunkt nur ein Funktions-
element und die verschiedenen Fortsetzungen erkliren in B eine eindeutige
Funktion.

Der hier bewiesene Satz ist wesentlich an die Voraussetzung eines ein-
fach zusammenh#ngenden Bereiches B gebunden. Ist B mehrfach zusammen-

Fig. 59.
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hiingend, so bleibt bei sonst unveriinderten Voraussetzungen der Satz nicht
mehr richtig. Denn dann kann das Polygon, das wir beim Beweis benutz-
ten, Randpunkte des Bereiches umschlieBen. Dann besteht sein Inneres
nicht nur aus Bereichpunkten, und die Dreieckzerlegung fiihrt aus dem
Bereich heraus. So ist z. B. der logz auf jedem Wege in einem um den
Nullpunkt gelegten konzentrischen Kreisring fortsetzbar, ohne doch in
diesem Bereiche eindeutig zu sein,

Der Satz kann auf Funktionen erweitert werden, welche zwar nicht selbst
aut allen Wegen fortsetzbar sind, welche aber die Eigenschaft besitzen,
daB ihre einzigen hei Fortsetzung im gegebenen Bereiche erreichburen Sin-
gularitdten Pole sind. Der Beweis verliiuft ganz dhnlich wie eben, nur mufl man
jedesmal, wenn die Fortsetzung von f(z) selbst zum Stocken kommt, zur
reziproken Funktion tibergehen. Dann erkennt man wie eben, daff die bis
auf Pole in einem einfach zusammenhingenden Bereiche reguliven Funltionen
notwendig eindeutig sind.

§ 8. Das Spiegelungsprinzip.

Der einfachste Fall ist der, daB eine analytische Funktion lings eines
Stiickes der reellen Achse reguldr ist und auf diesem Stiick reclle Werte an-
nimmit.  Setst man die Funktion nach beiden Seiten dieser Strecke auf kon-
jugiert imagindren Wegen fort, so erhilt man in konjugiert imagindren
Punkien, welche also zur reellen Achse spicgelbildlich liegen, konjugiert imagi-
ndre Funktionswerte. )

Der Satz sagt also einmal aus, daB man die Funktion auf eincm Wege
dann und nur dann fortsetzen kann, wenn man sie auf dem gespiegelten
Wege fortsetzen kann. Er gibt gleichzeitig eine Beziehung zwischen den
so erhaltenen Funktionswerten an. Er enthilt also sowohl eine Aussage
iiber die Moglichkeit als eine Angabe iiber den Verlauf der Fortsetzung.

Zum Beweise nehme ich an, das Stiick der reellen Achse liege zwischen
@ und b und « sei ein Punkt desselben. Eine Potenzreihe B(z — «), welche
in der Umgebung der Stelle & auf der reellen Achse reelle Werte annimmt,
besitzt reelle Koeffizienten. Denn die Koeffizienten sind bis auf die Fak-

toren 7% den Ableitungen der Funktion im Punkte « gleich. Diese sind

aber wie die Funktion selbst reell. Denn lifit man z B. in ﬂﬁ-%jf‘f@j

z und h nur reelle Werte durchlaufen, so kommt ein reeller Grenzwert

heraus. Die Summe einer Potenzreihe aber mit reellen Koeffizienten nimmt

in konjugiert imaginiren Punkten ihres Konvergenzkreises konjugiert

imaginiire Werte an. Nun werde ein solches Element auf konjugiert ima-

giniiren Wegen fortgesetzt. Seien etwa §, 8 zwei konjugiert imaginire
Bieberbach, Funktionentheorie ¥ 15
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Punkte im Konvergenzkreise und B (2 — g) sowie B(z— ) die durch un-
mittelbare Fortsetzung erhaltenen Elemente. Dann sind die Koeffizienten

dieser Reihen wieder bis auf den Faktor 171-'- die Ableitungen von PB(z — «)

m den beiden konjugiert imaginiren Punkten. Diese sind aber konjugiert
imaginir, Nun hat man wieder in diesen beiden konjugiert imaginiiren
Konvergenzkreisen dieser beiden Elemente zwei konjugiert imaginire Punkte
zu nehmen und da die neue Entwicklung anzusetzen. Wieder erhilt man
konjugiert imaginiire Elemente,

Der Satz kann in mannigfacher Weise erweitert werden. Zunichst
werde angenommen, daB die Funktion statt auf der reellen Achse auf irgend-
einer Strecke einer anderen Geraden g, Werte annehme, die wieder irgend-
einer Geraden g, angehdren. Dann nimmt die Funktion in Punkten, welche
spiegelbildlich zu g, liegen, Werte am, welche au g, sptegelbildlich sind,
Zum Beweise hat man nur eine Drehung beider Ebenen vorzunehmen,
welche die beiden Geraden in die reellen Achsen iberfihrt. Seien z B.
f=waz+f und w;=Aw+ B zwei Drehungen dieser Art, dann wird
wy= Af(ez;+ B) + B. Dies ist nun eine Funktion, welche fiir reelle 2
reelle Werte 2, annimmt. Sie nimmt daher in konjugiert imaginiiren
Punkten konjugiert imaginire Werte an. Gehen wir nun zu der 2 und
w-Kbene zuriick, so werden aus diesen konjugiert imaginiiren Punkten
Punkte, welche zu den Geraden g, und g, spiegelbildlich liegen.

Es leuchtet ein, wie man statt mit Drehungen analoge Uberlegungen
it beliehigen winkeltreuen Abbildungen anstellen kann. Wir wollen z. B.
beliebige lineare Abbildungen heranziehen. Da diese die reellen Achsen in
Kreise tiberfiihren und dabei konjugiert imaginire Punkte in inverse Punkte
dieser Kreise verwandeln (8. 59), so gewinnen wir dann den folgenden
Satz: '

Eine analytische Funltion sei auf einem Bogen eines Kreises K reguldir
und bilde thn auf einen Kreisbogen K, ab. Damm nimmt die Fumktion bei
der Forisetoung auf zu K inversen Wegen stels ou K, inverse Werte an.

Noch in anderer Richtung kann unser Satz vertieft werden. Man kann
nimlich ohne die Annahme auskommen, daB die Funktion auf dem Stiick
der reellen Achse analytisch ist. s geniigt die Stetigkeit vorauszusetzen,
um daraus schon auf den analytischen Charakter zu schlieBen. Ich will
die Voraussetzungen genau formulieren:

In einem von einem Stick der reellen Achse begrensten Bereich B der
oberen Halbebene sei f (z) eindeutiq und analytisch. Uberdies sei die Fumktion
im_abgeschlossenen Bereich, also namentlich auf der reellen Achse stetig und
nehme hier reelle Werte an, dann ist sie auch auf der reellen Achse analytisch.
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Zum Beweise spiegeln wir den Bereich I an der reellen Achse und ver-
einigen ihn mit diesem Spiegelbild zu einem grofleren Bereiche. Im Spiegel-
bild werde die Funktion f (2) nun auch erklirt durch die Festsetzung, daf
f(2)= f(z) sein soll. So erhalten wir eine im erweiterten Bereiche stetigre
Funktion, deren analytischen Charakter wir nachweisen wollen. Zu dem
Ende schlagen wir um einen Punkt der reellen Achse einen dem Bereich
angehorigen Kreis X und betrachten das dariiber im positiven Sinne erstreckte

Integral ’f)
© e £ —

Es stellt eine in X analytische Funktion dar. lch werde beweisen; dal sie
in B mit f(2) ibereinstimmt. Dann stellt sie im tibrigen Teil des Kreises
eine Fortsetzung von f(2) dar, so dall diese Funktion also tatsichlich auf
der reellen Achse regulir ist. Sei also 2z im Integral eine Stelle aus dem
oberen Halbkreis. Dann fiige ich die beiden iber den Kreisdurchmesser

erstreckten Integrale
1 f & ae

271:7 t—z

und 1— f@ g

zu. Thre Summe ist Null, so dafl dadurch keine Anderung eintritt. Dann
kann ich das Integral in die beiden Integrale iiber die beiden Halbkreise
zerlegen. Das iiber den unteren Halbkreis verschwindet, das iiber den oberen
Halbkreis ist gleich f(2), wie ich jetzt beweisen will. Ich betrachte zuniichst
statt des Integrales iiber den unteren Halbkreis

das Integral iiber das Kreissegment der Fig. 60. 'C_ ______ ,_7 -
Dieses Integral verschwindet, weil im Inneren : \_/

di S t

ieses Segmentes gf—fg e

eine regulire Funktion von ¢ ist. Wihle ich nun aber die Begrenzungs-
gerade des: Segmentes gentigend nahe an der reellen Achse, so sind Segment-
integral und Halbkreisintegral wegen der Stetigkeit der Funktion f(§) be-
liebig wenig verschieden. Daher ist auch das untere Halbkreisintegral Null.
Durch dieselbe Uberlegung erkennt man auch, daf das obere Halbkreisintegral
den Wert f(2) besitat.

Als Anwendung dieser Uberlegungen wollen wir den folgenden Satz be-
weisen. Von einer Funktion f (2) sei bekannt, daff sie im Inneren des Ein-
heitskreises bis auf Pole requlir ist, daff sie am Rande des Einheiiskreises
stetig ist und daselbst den Betrag Eins besitzt. Dann ist die Funktion not-

15%
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wendig rational. Denn nach dem eben bewiesenen Satze ist die Funktion
auf dem Einheitskreise regulir') und daher nach dem Spiegelungsprinzip
in der ganzen Ebene bis auf Pole reguldr. Daher ist sie nach S.151 eine
rationale Funktion.

Neunter Abschnitt.

Einiges iiber algebraische Funktionen.
§ 1. Allgemeine Siitze.

Unter einer algebraischen Funktion versteht man eine Funktion w (2,
welche einer algebraischen Gleichung zwischen w und 2 geniigt. Diese Gleichung
sei f(w, 2) = 0. Dann bedeutet also f (w, #) eine ganze rationale Funktion,
die in w vom n-ten, in # vom m-ten Grade sein moge. Trigt man eine
bestimmten Wert von # ein, so erhilt man eine algebraische Gleichung in
w, die im allgemeinen vom n-ten Grade sein wird. Der Grad erniedrigt
sich nur dann, wenn man fir 2z eine Nullstelle des Koeffizienten gewiihl
hat, welchen 2" bekommt, wenn man die Gleichung nach Potenzen von u
ordnet, An diesen Stellen liegen die Pole der Funktion w (2). Wir miissen
nimlich durchweg auch das Unendlichferne beriicksichtigen. Das geschieht

in bekannter Weise durch Einfihrung von w = % oder wenn man w (z) fir
z = oo untersuchen will, durch Kinfithrung von z = % Trigt man dann
L fiir w ein, so erhilt man eine Gleichung in 7, deren Absolutglied der

seitherige Koeffizient der hochsten Potenz von w wird. Wiahlt man dam
2 so, daB dieses Absolutglied verschwindet, so hat die entstehende Gleichung
eine einfache oder mehrfache Wurzel 7 = 0. In ihrer Umgebung kénnen
wir dann die Wurzeln genau so untersuchen, wie das jetzt bei der Gleichung
f (w, 2) in_der Umgebung jeder anderen Stelle geschehen wird und wie dies
im wesentlichen S. 192 bei der allgemeinen Betrachtung der impliziten Funk-
tionen vorgezeichnet ist. ,

Wir betrachten also nun zunsichst die Funktionselemente einer algebraischen
Funktion, und dann wollen wir den Aufbau der Funktion aus diesen Ele
menten etwas niher untersuchen.

Ieh nehme zunichst einen Wert z=aq, fir den f(w, 2)=0n ver
schiedene endliche Wurzeln w,, wy,---w, besitzt. Fir diesen Wert ist
also der Koeffizient von w” von Null verschieden und fiir keines der

Wertepaare (a, w,)--- 1a, w,) verschwindet %f(w, z). Wir konnen somit

1) Man erkennt dies nach einer vorbin schon angewendeten SchluBweise durch
lineare Abbildung des vorigen Sutzes.
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den S. 192 bewiesenen Satz liber implizite Funktionen anwenden. Ks gibt
duher n verschiedene Funktionselemente,

B, (2 —-a), - K.z —a),

die fiir 2 = a bzw. die Werte w,, w,,- .- w, annehmen, und die in der Um-
gebung von z=a der Gleichung

f(Bulz—a)e)=0(x=1,2-n)

gentigen. Jedes derselben definiert somit eine analytische Funktion w, (2),
die nach dem 8. 204 bewiesenen Satz iiber die Permanenz der Funktional-
gleichungen in ihrem Gesamtverlauf der Gleichung f (w,(2),2) =0 geniigt.
Da aber die Moglichkeit besteht, dal einzelne der n Elemente auseinander
durch Fortsetzung hervorgehen, wie z. B. bei w?— 2 = 0, so brauchen die
n eben erklirten Funktionen nicht voneinander verschieden zu sein. Bevor
wir diese Dinge niher untersuchen, miissen wir einiges iiber die Singularitiiten
der algebraischen Funktionen hervorheben. Wir wollen also jetzt die bis-
her ausgenommenen endlichen und unendlichen z-Stellen untersuchen. Zu-
nichst kann festgestellt werden, daB nur fir endlichviele z-Werte die
Gleichung £ (w, 2)=0 m w mehrfache Wurzeln haben kann. Duwu muf

nimlich f (w, 2) =0 und (w, 2) = ( fiir dasselbe Wertepaar (w, 2) richtig

sein. Eliminiert man aber aus beiden Funktionen w, so erhiilt man die
Diskriminante von f(w,2). IThre Nullstellen sind die z-Werte, zu welchen
mehrfache w-Wurzeln von f (w, 2) = () gehoren konnen. Sie ist eine ganze
rationale Funktion von 2z vom Grade (m + ) (m + n — 1). Uber den Stellen
der z- Elbene, wo die Diskriminante verschwindet, kimnen somit Verzweigungen
von w (2) vorkommen. Hinzu kommen noch die Stellen 2, wo der Kocffizient der
liichsterr Potenz von w verschwindet. Denn dort liegen, wie wir sahen, die Pole
der Funktion. Ferner hedarf z = oo einer besonderen Betrachtung. Im ganzen
sind also hichstens (m + n)*— n + 1 Stellen in der z- Ebene als z- Koordinaten
singuldirer Stellen markiert. Betrachten wir nun eine der endlichen singuliiren
z-Koordinaten, z = a, die zuniichst nicht Nullstelle des Koeffizienten von
w" sein moge. Hier ist der Weierstraische Vorbereitungssatz anzuwenden.
Er lehrt uns, daB man um die betreffende Stelle eine Umgebung abgrenzen
kann derart, daB zu jedem Punkt der Umgebung n gewdhnliche, die Gleichung
losende Funktionselemente gehoren. Es bleibt also nur noch festzustellen,
vie dieselben in der Umgebung der Stelle durch Fortsetzung auseinander
hervorgehen. Es leuchtet ein, daB man jedes dieser Elemente auf jedem in
der Umgebung gelegenen Wea welcher die Stelle selbst nicht trifft, fort-
setzen kann. Denn sonst giibe es in jeder Umgebung von z=¢ weitere
¢-Koordinaten von singuliiren Stellen, was offenbar nicht zutrifft. Betrachten
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wir also ein Element mit einer z- Koordinate, das dieser Umgebung angehért,
setzen es auf irgendeinem Weg bis an 2z =a hin fort. Wenn wir dabei
nicht zu einem reguliiren Element S8 (# — ) gelangen, so erhalten wir durch
diese Fortsetzung eine singulire Kette, die eine singulire Stelle mit der
¢-Koordinate ¢ bestimmt. Ich nehme an, sie sei y-deutig w > 1. Dam
1st sie nach den vorausgegangenen Ausfithrungen vollig u-deutig (vgl. S. 215).
Fihrt man daher durch ¢ =%7z—a die neue Variable ¢ ein, setzt also
z=a-+¢ in f(w,2)=0 ein, so wird die Umgebung der singuliren Stelle
auf die schlichte Umgebung von # = 0 abgebildet. Die in jener Umgebung
eindeutig erklirte Funktion w (2) geht dabei in eine um ¢ = 0 eindeutig
erklirte Funktion iiber, welche in dieser Umgebung mit etwaiger Ausnahme
von t =0 selbst regulir und nach dem S.194 bewiesenen Vorbereitungssatz
auch beschréinkt und bei £ =0 stetig ist. Sie kann daher in dieser Um-
gebung durch eine Potenzreihe 9B (¢) dargestellt werden. Daher ist w (¢)
selbst in der Umgebung jener singuliiren Stelle durch eine Reihe ?B(’i/zta)
dargestellt. An einer z-Stelle, wo der Koeffizient von w” verschwindet,
kann man die endlichen Wurzeln wie seither untersuchen. AwuBerdem hat

man durch Einfiihrung von w = % noch nach urendlichen Wurzeln zu
fahnden, Man erhiilt so noch Funktionselemente von der Form w = -

2 (yi=a)

(1/.%_: a) wo v eine ganze Zahl und & (V&—a} eine Laurentrelhe in
V2z—a mit endlichvielen negativen Potenzen ist. Durch Einfiithrung von
2 =—z7 untersucht man endlich noch die Umgebung von 2 = oo und erhilt

v

so noch Elemente, die durch Laurentreihen % (V:) mit endlichvielen

negativen Potenzen von V— dargestellt werden.

Diese Umstiinde rechtferticen die schon oben fiir die hier auftretenden
Singularititen gebrauchte Benennung ,algebraischer Verzweigungspunkt®.
Wenn wir zu den Stellen algebraischen Charakters die reguldren Stellen und
die Pole noch hinzurechnen, so treten also bei algebraischen Funktionen nur
Stellen algebraischen Charaliters auf.

Die Gesamtheit aller dieser Elemente, welche aus einem derselben durch
Fortsetzung hervorgehen, machen also eine algebraische Funktion aus. Wir
zeigen zundchst, daf die bisher gefundenen Eigenschaften fiir die algebraischen
Funltionen charakieristisch sind, daf also wmgekehrt eine jede endlichviel-
deutige Funktion w(2), welche nur algebraische Singularitiiten besitzt, einer
algebraischen Gleichung f(w,2) = 0 geniigt.

Bemerkung: Die Bedingung , endlichvieldeutig* ist wesentlich. Wir
werden z. B. in den elliptischen Integralen erster Gattung Funktionen kennen
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lernen, die nur algebraische Singularitiiten besitzen, die aber trotzdem unendlich-
vieldeutig sind und also nicht algebraisch sein konnen.

Ich beweise zunichst, daB nur iiber endlichvielen z-Stellen Singularitiiten
der Funktion liegen konnen. Zu dem Zweck stelle ich zunichst fest, daB
unter einer endlichvieldeutigen Funktion eine Kunktion zu verstehen ist,
fir welche die Zahl der zu den einzelnen Stellen gehorigen reguliren oder
algebraisch singuliren Klemente beschriinkt ist. Sei diese Anzahl etwa
hochstens », so definiere ich eine v-deutige stetige Funktion auf der durch
stereographische Projektion der z-Ebene erhaltenen Zahlenkugel dadurch,
daB ich jeder Stelle die » (auf der Kugel gemessenen) Konvergenzradien
der zugehorigen Elemente zuordne. Diese stetige Funktion besitzt somit
nach bekannten Sitzen iiber stetige Funktionen ein wesentlich positives,
also von Null verschiedenes Minimum g. Denn sie ist ja tiberall von Null
verschieden. Das bedeutet aber, daB die auf der Kugel gemessene Ent-
fernung der 2-Koordinaten zweier singuliren Stellen mindestens ¢ betrigt.
Daher kmnen nur iitber endlichvielen Stellen der z-XEbene solche Singulari-
titen liegen. Denn sonst miiBten diese Koordinaten einen Hiufungspunkt
besitzen, und in der Nihe desselben ligen Koordinaten singulirer Stellen,
deren Abstand kleiner als o wire. Somit gibt es auch in der z-Ebene
Stellen, iiber welchen nur regulire Elemente liegen. Ich greife eine solche
Stelle beliebig heraus und nehme an, zu ihr gehdrten die n reguliren Elemente
w, (2), wy(2)-+-w.(?). Wenn man dieselben auf beliebigen Wegen, die
keine singulire z-Koordinate treffen, fortsetzt, so erhilt man alle zu solchen
Stellen gehorigen reguliren Elemente. Zu jeder regulidren z-Koordinate ge-
horen somit gleichfalls genau u regulire Elemente. Bilde ich nun das
Produke 0= w,) (0 =)+ (w0 —10,),
so wird das eine eindeutige analytische Funktion von z. Denn wenn muan
dieselbe lings eines geschlossenen Weges in der z-Iibene fortsetst, der keine
singulire z-Koordinate trifft, so éndern die » aus w0, - - - w, hervorgegangenen
Elemente nur ihre Reihenfolge. Das Produkt bleibt somit ungefindert.
Ordnet man es nach Potenzen von z, so gilt dev gleiche Schlub fiir die
Koeffizienten, die ja symmetrische Funktionen der w,, w,,- - w, sind. Wir
iberzeugen uns nun weiter, daB diese Koeffizienten selbst nur algebraische
Singularititen besitzen. Denn Singularititen knnen nur tiber den endlichvielen
ausgenommenen z-Stellen liegen. Setzt man nun die y-Elemente auf einem
Weg fort, der an eine solche Stelle heranfithrt, so erhilt man fiir einige
dieser Elemente singulire Ketten, welche eine singuléire Stelle definieren.
Nach Voraussetzung hat man aber fiir die Umgebung einer jeden solchen
algebraischen singuliren Stelle eine Entwicklung der Funktion von der Form
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‘B('}/Z:E) oder ‘B(i/%)

mit endlichvielen negativen Potenzen. Die vorkommenden Wurzelexponenten
seien etwa A;, A5 A. Dann sei A das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache dieser ganzen Zahlen. Dann lassen sich alle Wurzeln als ganze

Potenzen von l]/z — a oder V»i darstellen, somit sind alle Entwicklungen

y —
von der Form ‘B(i/é‘:g), ‘B(Vl) Jede ganze rationale Funktion von

z
golchen Entwicklungen hat aber die gleiche Gestalt!) Die Koeffizienten

unseres Produktes
(w—w)--- (w —w,)

sind aber solche ganzen Funktionen von u solchen Entwicklungen. Daher
besitzen diese Koeffizienten auch nur algebraische Singularititen. Da sie
aber eindeutig sind, so kionnen diese Singularititen nicht Verzweigungs-
punkte, sondern nur Pole sein. Daher sind nach 8.151 die Koeffizienten
rationale Funktionen von 2. Denn sie sind bis auf Pole regulir. Daher
ist die Funktion (w — w,)---(w — w,.) eine rationale Funktion von 2z und w.
Und der Gleichung geniigt unsere Funktion; sie ist also tatsichlich eine
algebraische Funktion.

Nun erinnern wir uns an die Beobachtung, daf derselben Gleichung
mehrere analytische Funktionen gentigen konnen. Z. B. sahen wir schon
S.206, daB nicht alle Elemente, die einer algebraischen Gleichung geniigen,
auseinander durch Fortsetzung hervorgehen miissen. Jetzt aber haben wir
geschen, dall diejenigen unter ihnen, die dies tun, flir sich einer solchen
algebraischen Gleichung gentigen. Wenn also die algebraische Gleichung
f(w, 2)=0 so beschaffen ist, da ein Teil ihrer Elemente fiir sich eine
algebraische Funktion A-ten Grades bilden, die einer Gleichung f; (w, 2) =0
geniigt, so muB sich f(w, z) in der Form f(w, ¢)=f; (w, 2)-f; (w, 2
schreiben lassen, wo auch f;(w, z) eine ganze rationale Funktion von w
und eine rationale Funktion von # ist. Denn seien w, -- - w, alle Zweige,
welche der Gleichung f(w,7) =0 geniigen, und versteht man unter f;(2)
den rationalen Koeffizienten von w”, so ist

f(w, 2)=fy(2) (w—120,) - (w—wn)

1) Wenn also zwei Funktionen £, (¢) und £, (¢) an der Stelle z= a von algebraischem
Charakter sind, so gilt das gleiche auch von Summe, Predukt und Quotienten. Daraus
wieder kann man schlieBen, daf Summe, Produkt und Quotient zweier algebraischer
Funktionen selbst algebraisch sind. Ebenso erweist sich die Ableitung einer jeden
algebraischen Funktion als algebraisch,
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Seien weiter w,---w, diejenigen derselben, weiche fiir sich der Gleichung
fi(w, 2) =0 geniigen. Dann ist also (w—w,)---(w —w,)=f. Daher
wird (w — w, 41 (W —w,) = fy- f eine ganze rationale I"unktion von w

} f

und eine rationale Fuvktion von 2z Denn es ist ja fy= ., also wie fj in ¢

rational. f

Eine ganze rationale Funktion von w und 2, welche man in zwei Kak-
toren zerlegen kann, die beide in w ganz nnd rational sind und beide nur
in 2z rationale Koeffizienten besitzen, nennt man reduzibel. Sollen also eincr
und dersellen algebraischen Gleichung mehrere verschiedene alyebraische Funh-
tionen geniigen, so muff die Gleichung reduzibel sein. Und umgekehrt gentigt
ciner jeden irreduziblen Gleichung eine einzige algebraische Funktion.

Wir gehen nun dazu iiber, in einigen Beispielen die Riemannschen
Flichen von algebraischen Funktionen wirklich aufzubauen, um einen Uber-
blick iiber den Zusammenhang ihrer Elemente zu gewinnen.

§ 2. Die Gleichung z=w*+ 3w’ +4 6w + 1.

Diese Gleichung definiert eine dreideutige algebraische Funktion w (2).
Thre Riemannsehe Fliche ist daher dreiblittrig tiber der z-Ebene ausgebreitet.
Um den Zusammenhang ihrer Blitter ausfindig zu machen, miissen wir ihre
Verzweigungspunkte untersuchen. Wir beginnen mit den im Endlichen ge-
legenen. Wir miissen also die Stellen der z-Ebene ausfindig machen, fiir
welche die Gleichung mehrfache w-Wurzeln hat. Diese Stellen geniigen
der Gleichung 3w*+ 6w+ 6 = 0. Wir erhalten also aus ihr zunichst die
Werte, welche die Funktion w0 (2) an jenen Stellen annimmt. Die rugehirigen
2-Werte erhalten wir, wenn wir diese w-Werte in die gegebene (leichung
eintragen. Man findet so w = —1 % i und 2= — 3 + 2¢ Ks fragt sich
nun also, wie die drei Zweige der Funktion w(2) in der Umgebung jener
Stellen zusammenhiingen. Zwecks Beantwortung dieser Frage beachten wir,
daB die Umkehrungsfunktion z(w) ja durchweg eindeutig ist. Soll also
etwa w(2) an der Stelle & = — 1+ den Wert w = u und die Entwick-
lung w (2) =P (f/z - a') besitzen, so mub umgekehrt 2 (w) =+ [P (w—u)J
an der Stelle w = g den Wert z = « A-fach annehmen Dann missen also die
1—1 ersten Ableitungen der Funktion z(w) an dieser Stelle verschwinden.
Tatsichlich verschwindet ja an der Stelle u die erste Ableitung 3w+ 6w+ 6,
aber die zweite verschwindet micht, da ja p und g einfache Wurzeln der
quadratischen Gleichung sind. Daher liegen iiber den Stellen « und o zwei-
fache Verzweigungselemente (1 =2) der Riemannschen Fliche. Da aber
die Fliche dreiblattrig ist, so gehort zu jeder dieser Stellen auferdem noch
je ein regulires Element. Nun haben wir noch den Blitterzusammenhang
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im Unendlichen zu untersuchen. Man sieht sofort, daB z(w) fiir w =
einen dreifachen Pol hat, daher hat die Umkehrungsfunktion im Unendlich-
fernen einen dreiblittrigen Verzweigungspunkt. Bei seiner Umlautung hiingen
also die drei Bliitter der Fliche zusammen. Daher kann auch die Gleichung
nicht reduzibel sein. Die Blitter seien durchlaufend numeriert. Dann miissen
etwa bei Umlaufung von g Blatt I und II ineinander iibergehen, bei Um-
laufung von g aber Blatt IT und IIT. Denn wiren diese Verzweigungspunkte
nicht in dieser Weise verteilt, so wiirde eines der Blitter im Kndlichen
keine Verzweigung aufweisen. Bei Fortsetzung durch dieses Blatt erhielte
man also eine durchweg eindeutige Funktion. Das lehrt der Monodromie-
satz. Das stiinde aber im Widerspruch mit der Tatsache, daB bei Um-
laufung des unendlichfernen Punktes sich die Funktion nicht reproduzieren
kann.

Man erhilt einen vielleicht noch etwas deutlicheren Einblick in den
Aufbau der Fliche, wenn man sie auf die schlichte «-Ebene abbildet. Auf
der Fliche ist nimlich die Funktion w(2) eine eindeutige Funktion des
Ortes. Diese nimmt dazu noch jeden Wert nur ein einziges Mal an. Demn
um die z-Stelle zu finden, wo der Wert w, angenommen wird, hat man
nur w, in die Gleichung einzutragen. Man findet ein einziges bestimmtes
z, zu dem allerdings im allgemeinen drei dariiber gelegene Punkte der
Fliche gehoren. 1n diesen drei Punkten nimmt aber w drei verschiedene
Werte an, wenn nicht gerade {iber der s-Stelle ein Verzweigungspunkt
liegt. Dann liegen aber auch keine drei Stellen der Fliche iiber diesem z-
Wert. Denn der Verzweigungspunkt zihit als eine einzige Stelle. Daher
wird durch die Funktion w(z) die Fliche auf die schlichte w-Ebeue abge-
bildet. Um die Abbildung zu iibersehen, zerschneiden wir durch die gerade
Linie, welche die Verzweigungspunkte verbindet, also die Gerade z = —3,
die ganze Fliche in sechs Halbebenen, in deren jeder dann w(2) eine eindeutige
Funktion ist. Awuf dieser Geraden ist nun x = — 3. Tragen wir 2=-—341iy
in die Gleichung der Abbildungsfunktion ein und trennen Real- und Ima-
ginirteil, so finden wir fiir die Bildkurve von #=--3 in der w-Ebene:

—3=u*—3uv®+ 3u?— 30+ 6u+1
y = 3u®v — v* + Guv + 6v.
Wie sieht nun diese Kurve aus? Man erkennt leicht, daB die Gerade
u=—1 der Kurve angehort. Da diese von der dritten Ordnung ist, muf
sie also in diese Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen. Dieser wird
die Hyperbel: 3v*— (u+1)’=38. Von der Richtigkeit dieser Augaben

iiberzeugt man sich leicht, wenn man die erste der beiden angeschriebenen
Gleichungen betrachtet. Denn diese erste ist gerade die Gleichung der



§ 2. Dze Gleichung = w4 3w2 - 6w + 1 229

Bildkurve. Die zweite gibt nur an, [ | i _
in welcher Weise die Werte des Paru- ———
meters y auf der Kurve verteilt sind. | | EEEEN
Die Kurve dritter Ordnung sieht also so -t -
aus, wie dies in der Fig. 61 angedeutet ist.
Sie zerlegt tatsiichlich die Ebene in sechs
Bereiche. Diese entsprechen den sechs
Halbebenen, in welche die Fliche zerfillt.
Die Bilder der Verzweigungspunkte wer-
den die Scheitel der Hyperbel. Die Brenn-
punkte der Hyperbel, welche wir in der
Fig. 61 besonders angedeutet haben, also
die Punkte — 1 + 24, liefern die in der
Riemannschen Fliche in den dritten Bliit-
tern iiber den Verzweigungspunkten ge-
legenen Stellen. Man sieht deutlich, wie
in jedem Verzweigungspunkt vier Halb-
ebenen zusammenstofen. Dem entspricht
es ja, daB in einem Hyperbelscheitel vier der Bereiche eine Ecke gemein-
sam haben. Im Unendlichfernen aber stoflen alle sechs Bereiche zusammen.
Um den unendlichfernen Punkt winden sich ja auch alle drei Blitter herum.

Es bleibt uns nur noch die Bemerkung, daB das hier durchgerechnete
Beispiel fiir alle Funktionen w(z) typisch ist, die durch Gleichungen drit-
ten Grades

Tig. 61.

z = ayw’+ ¢, w* + a,w + ay

mit @, == 0 erklirt sind. Nur konnen ausnahmsweise, wie etwa 7 = w?® die
beiden endlichen Verzweigungspunkte zweiter Ordnung noch zu einem end-
lichen Verzweigungspunkt dritter Ordnung zusammenriicken. Das mag nun
noch etwas niher erdrtert werden. Zuniichst leuchtet ein, daB der erste
Teil unserer Uberlegungen, welcher uns den Aufbau der Fliche erkennen
lieB, fir den allgemeinen Fall in gleicher Weise angestellt werden kaun.
Solange die quadratische Gleichung, aus der wir die Verzweigungspunkte
bestimmten, zwei verschiedene Wurzeln besitzt, muB die Fliche zwei Ver-
zweigungspunkte zweiter Ordnung aufweisen. Im Unendlichen liegt immer
ein Verzweigungspunkt dritter Ordnung, so daf die Gleichung stets irre-
duzibel ist. Daher miissen auch die beiden endlichen Verzweigungspunkte
in der beschriebenen Weise auf die Blitter verteilt sein. Wenn aber unsere
quadratische Gleichung eine Doppelwurzel hat, so verschwindet auch noch
die zweite Ableituny der Umkehrungsfunktion, und dementsprechend weist
die Fliche noch einen endlichen Verzweigungspunkt dritter Ordnung auf.
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Die Fliche sieht dann so aus, wie wir das bei Funktionen der Art
z2=a+ (w—b)® gewihnt sind. Tatsiichlich sind dies auch die einzigen
Fiille, bei welchen ein endlicher Verzweigungspunkt dritter Ordnung auf-
tritt. Denn wegen des Verschwindens der zwei ersten Ableitungen muB
die Funktion z(w) an der betreffenden Stelle ihren Wert dreimal annehmen.

Auch unsere Bemerkung vom Zerfallen der Kurve dritter Ordnung in
eine Gerade und einen Kegelschnitt tibertriigt sich ohne weiteres. Demn
da die Gerade, welche die Fliche in sechs Halbebenen zerlegt, durch die
Verzweigungspunkte hindurchgeht, hat die Kurve dritter Ordnung zwei
mehrfache Punkte. Die Verbindungsgerade derselben schneidet also in mehr
als drei Punkten und muB daher der Kurve angehiren. AuBler der Geraden
ist dann immer noch eine Hyperbel vorhanden, die im Falle des endlichen
Verzweigungspunktes dritter Ordnung selbst wieder in zwei Geraden zerfillt.

§ 3. Beliebige rationale Funktionen.

Der eben am Beispiel aufgewiesene Sachverhalt, wonach die Riemannsche
Fliche der algebraischen Funktion w (2) gerade das durch die rationale Um-
kehrungsfunktion #(w) entworfene Bild der w-Ebene ist, bleibt bei den
Umkehrungen beliebiger rationaler Funktionen # = f (w) richtig. Denn wir
lernten ja S. 206, daB die Gesamtheit der Funktionselemente von w(z)
durch Umkehrung der Elemente von f(w) erhalten wird. Wenn f(w) als
Quotient zweier teilerfremder ganzer rationaler Funktionen geschrieben
wird und die h&chste dabei vorkommende Potenz von w die n-te ist, so
lehrt der S. 184 bewiesene Fundamentalsatz der Algebra, daB zu jedem :-
Wert n Werte von w gehdren, daB also die Riemannsche Fliche n-blitt-
rig tiber der z-Ebene ausgebreitet ist. lhre Verzweigungspunkte erhilt
man, wenn man diejenigen Elemente der rationalen Funktion umkehrt, deren
Ableitung nach dem Ortsparameter w — a oder % im Mittelpunkt des Ele-
mentes verschwindet, oder die einem mehrfachen Pol entsprechen. Man
hat somit die Nullstellen von f'(w) und von f’(;) %2 aufzusuchen und die

mehrfachen Nullstellen des Nenners von f(w) zu bestimmen., Trigt man
diese Werte in 2z = f(w) ein, so erhilt man diejenigen Stellen der z-Ebene,
iiber welchen Verzweigungspunkte der Riemannschen Fliche liegen. Nun
verbinde man dieselben durch eine geschlossene Kurve €, welche die
z-Ebene in zwei Bereiche zerlegen mdge. Ich will sie wieder Halbebenen
nennen. Ich suche alsdann in der w-Ebene die Bildkurve €' von € auf.
Sie zerlegt die w-Ebene in mehrere Bereiche. Jeder derselben wird
durch 2= f(w) auf eine der beiden Halbebenen abgebildet. Das folgt
aug dem Satz auf S. 189. Da aber durch € die Riemannsche Fliche in
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2 n Halbebenen zerlegt wird, so zerfillt die w-Thene durch w' in
2 n Bereiche. Tn derselben Reihenfolge wie diese aneinanderhingen, hat man
die Halbebenen der Riemannschen Fliche aneinanderzuheften. Daher gibt die
Bereicheinteilung der w-Ebene ein getreues Bild der Riemannschen Kliiche.
Gerade dies eben allgemein beschriehene Verfahren ist es, das wir im vorigen
Paragraphen verwendeten.

§ 4. Die Gleichung «w® = ays* + M 2® + @22® + a3 + as.

Sie erklirt eine zweiwertige Funktion w{2). An jeder Stelle unter-
scheiden sich ihre beiden Werte nur durchs Vorzeichen. Die beiden Werte
fallen in einen zusammen, wenn sie verschwinden. Das ist an den Null-
stellen der Funktion vierten Grades der Fall. An den von diesen ver-
schiedenen endlichen Stellen zeigt also auch jedenfalls nach dem Satze
S. 156 die Funktion w(z) regulires Verhalten. Dasselbe ist auch an den
etwa vorhandenen zweifachen Nulistellen des Polynomes der Fall. Denn sei
etwa w= (z— )l (2). So wird w=(2— @) Vgy(2)= (¢ — )B(z — ).
Liegt aber bei 2= ¢ eine einfache Nullstelle, so wird w=Vz— «Vy,(2).
Dabei ist aber }/g,(z) wieder bei 7z =« regulir, so daB also bei # = & ein
zweifacher Verzweigungspunkt liegt. Ebenso fiihren die dreifichen Null-
stellen des Polynomes zu einem zweifachen Verzweigungspunkt. Falls ay von
Null verschieden ist, also ein echtes Polynom vierten Grades vorliegt, be-
sitzt w(z) im Unendlichen einen Doppelpol. Denn es wird

5 1 1 1 1 5 1
w = Zzl/ao + a1;+ az;z“f‘ aszs_}' Ay = Zd%(g)

Wenn aber g,=10 und «, == 0 ist, also ein Polynom dritten Grades vor-
liegt, haben wir im Unendlichen einen zweifachen Verzweigungspunkt, in
welchem w(z) gleichzeitig unendlich wird. w(z) hat auf seiner Riemann-
schen Fliche dann im Sinne der 8. 148 gegebenen Krklirung einen ein-
fachen Pol. Wir nehmen nun zunichst an, die Nullstellen des Polynomes
dritten oder vierten Grades seien alle von-
einander verschieden. Dann hat also jedenfalls
die zweiblittrige Riemannsche Fliche vier Ver-
zweigungspunkte, die beim Polynom vierten
Grades alle vier im Endlichen liegen. Beim
Polynom dritten Grades liegt einer der vier
im Unendlichen. Der Aufbau der Fliche aus .o

den Elementen ist hiermit klargelegt. Man kann sich die Sache etwa
dadurch anschaulich vorstellen, daB man sich zwei Exemplare der z-Ebene
denkt. Ein jedes werde durch zwei Linien (Fig. 62) in gleicher Weise auf-
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goschnitten. Die Linien sollen die Verzweigungspunkte a, b, ¢, d paarweise
verbinden. In diesen Linien denke man dann die beiden Bliitter kreuzweise
aneinander geheftet. So erhiilt man eine Fliche, die an jedem von @, b, ¢, d
verschiedenen Punkte eine schlichte Umgebung aufweist, sich aber um diese
Punkte herumwindet. Ny

Man kénnte nun versuchen, sich den Aufbau noch weiter im einzelnen
dadurch klarzumachen, da man die Ifliche auf eine schlichte Ebene ab-
bildet. Da ist aber zu bemerken, daB eine umkehrbar eindeutige bis auf
Pole regulire Abbildung auf eine schlichte Ebene nicht mdglich ist, Diese
Abbildung konnte nimlich nur auf eine volle Ebene erfolgen. Anderen-
falls hiitte ja der Bildbereich Randpunkte. Sei A einer derselben, so ziehe
ich eine Punktfolge des Bildbereiches heran, deren Grenzwert A4 sei. Diese
Punktfolge besitzt eine Folge von Bildpunkten auf der Fliche. A4, sei ein
Hiufungspunkt derselben. Grenze ich eine Umgebung um denselben auf
der Fliche ab, so wird diese wegen des analytischen Charakters der Ab-
bildung auf einen Bereich der Bildebene abgebildet, welcher notwendig 4
enthalten mufl, denn er enthilt unendlichviele Punkte der Folge und das
Bild von 4,, das aber nur 4 sein kann, im Inneren.

Xs bleibt also nur zu zeigen, dal man die Fliche nicht umkehrbar ein-
deutig auf eine schlichte volle {-Ebene abbilden kann.

Um das einzusehen, betrachte ich die Umkehrungsfunktion z (¢), welche
also in der endlichen ¢-Ebene bis auf Pole regulir ist und dieselbe auf
die zweiblittrige Riemannsche Fliche mit vier Verzweigungspunkien ab-
bilden miifite. Sie nihme also einen jeden Wert genau zweimal an. Daraus
folgt, dab sie rational sein mufl, Dies ist bewiesen (nach S. 151), sowie
wir gezeigh haben, daB z(f) auch im Unendlichen von rationalem Charakter
ist. Hitte aber 2z (f) im Unendlichen eine wesentlich singuliire Stelle, so
kiime sie nach S. 149 in beliebiger Néhe von f= oo jedem Wert beliebig
nahe. Daraus folgt aber nach S. 149, daf sie einzelne Werte unendlich-
oft annghme. Das widerspriche ihrer Abbildungseigenschaft. Daher ist #(?)
rational. Da sie jeden Wert zweimal annimmt, hat sie die Gestalt

Ai*+ B
FO=prrEriT
Sie fithrt diejenigen endlichen Punkte der z-Ehene in endliche Ver-
zweigungspunkte iiber, an welchen die Ableitung verschwindet.- Die Ab-
leitung verschwindet aber, wenn

(AE— BD)# +2(AF — O D)t+ BF—EC=0

ist. Das ist aber eine quadratische Gleichung. Also werden lediglich swei
endliche Punkte der ¢-Ebene in endliche Verzweigungspunkte tibergefiihrt.
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Daher miiflte noch /= oo einen endlichen Verzweigungspunkt liefern, weil
sonst micht mehr als zwei herauskommen kinnen. Da es aber auf eine
lineare Transformation von ¢ micht ankommt'), so darf man annehmen, dafi
t= oo lkeinen Verzweigungspunkt liefert. Niemals kann also eine rationale
Funktion die schlichte ¢-Ebene auf eine zweiblittrige Fliche mit vier Ver-
sweigungspunkten abbilden.

Alles in allem ist somit folgendes bewiesen: Es ist unmiglich,
cine zwetblatirige Riemannsche Fliche mit vier oder mehr Verzweigungs-
punktere umbehrbar eindeutiq wnd analylisch awf einen schlichten Bereich
abzubilden. ' '

Man kann sich den eben aufgewiesenen Sachverhalt auch anschaulich
so klarmachen: Es gibt auf der Riemannschen Fliche geschlossene Kurven,
welche dieselbe nicht zerfdllen. So denke man sich z B. die vollaus-
gezogene Kurve der Fig. 62 in dem einen Blatt gelegen. Sie zerschneidet
die Fliche nicht in zwei Stiicke, denn bei Durchlaufung der anderen zum
Teil punktierten Kurve kann man von der einen Seite derselben auf die
andere gelangen. Die ausgezogenen Teile dieser Kurve liegen im gleichen
Blatt wie die erste geschlossene Kurve, die punktierten Teile aber im
anderen, da man ja bei Uberschreitung der beiden Linien ab oder cd vom
einen. Blatt ins andere gelangt. Die Existenz solcher geschlossener nicht-
rerstiickender Riickkehrschnitte, wie die ausgezogene Kurve der Fig. 62
einer ist, liBt die umkehrbar eindeutige Abbildung der Iliche auf eine
schlichte Ebene unméglich erscheinen, weil es dort lkeine geschlossenen
nichtzerlegenden Kurven gibt.?)

Fiir kompliziertere Riemannsche Flichen spielt die Maximalzahl der
nichtzerstiickenden Riickkehrschnitte, das sogenannte Geschlecht der Fliche,
eine wichtige Rolle zur Klassifizierung. So ist also die schlichie Kbene
vom Greschlecht Null, die zweiblittrige mit vier Verzweigungspunkten, wie
man zeigen kann, vom Geschlecht HEins. Dies Geschlecht bleibt bei be-
liehigen umkehrbar eindeutigen stetigen Abbildungen der Flichen un-
geindert. Bs ist, wie man sagt, eine Invariante der analysis situs. Die.
analysis situs hat es ja mit dem Verhalten der geometrischen Gebilde bei
umkehrbar eindeutigen stetigen Abbildungen zu tun. So anschaulich be-
stechend. die durch die Riemannschen Flichen fiir die Funktionentheorie

1) Eine lineare Transformation von t bedeutet ja nur den Ubergang zu einer
anderen schlichten Ebene. Man kann so stets erreichen, daf dem Unendlichen kein
Verzweigungspunkt entspricht.

2) Auf die Existenz solcher nichtzerlegender , Riickkehrschnitte* fillt noch ein
besonderes Licht durch die S. 246 niher zu besprechende gestaltliche Struktur der
Riemannschen Fliche.
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nutzbar werdenden geometrischen Vorstellungen auch sein mogen, fiir die
Stringenz und Knappheit der Beweise wird damit wenig gewonnen. [(m
(iegenteil kommen damit ein gut Teil von Schwierigkeiten neu hinzu.

Zehnter Abschnitt.

Kiniges iiber Integrale algebraischer Funktionen.

§ 1. Die Integrale rationaler Funktionen.

Die Partialbruchzerlegung lehrt, daf diese Integrale als Summe einer
rationalen Funktion und des Logarithmus einer rationalen Funktion dar-
gestellt werden kinnen. Diese Logarithmen selbst nehmen bei Umkreisung
ihrer Singularititen um gewisse Konstanten zu. Alle Illemente der Inte-
gralfunktion also, deren Ableitung dasselbe Element des Integranden ist,
unterscheiden sich voneinander um Konstanten, d. i. um Zahlen, die von
der einzelnen Stelle des lementes unabhingig sind. Man nennt sie die
Perioden des Integrales. Wir greifen nur ein Beispiel heraus, -das uns

3

.

dz

schon 8.163 begegnete, den Arcustangens, Es sei arctg z = e Die
Ausrechnung ergibt . - o
arctg 2 = — log ——.
o 27 08 14z

Um die Funktionselemente des Integrales zu untersuchen, hat man die Ele
mente des Integranden zu integrieren. Alle liefern regulire Elemente. Nur
die zu z = + i gehorigen Elemente des lntegranden fiihren zu logarithmi-
schen Singularitiiten. Bei Umlaufung dieser Stellen wiichst der Arcustangens
um 7z Die zum gleichen z gehorigen Werte des Arcustangens unter-
scheiden sich voneinander um Vielfache von #z. Sie gehen daher aus-
einander hervor, wenn man 2 geeignete Umliufe um 4 ¢ machen lifit. Da-
Ler bilden alle diese Bestimmungsweisen des Arcustangens eine einzige
analytische Funktion.

§ 2. Quadratwurzeln aus Polynomen zweiten Grades.

Man lernt schon in der Integralrechnung, daB man durch einfache Unm-
formung auf die Quadratwurzeln aus 1 + 2% 22+ 1 usw. zuriickkommen
kann, und wenn man dazu noch das Komplexe zuliBt, so kann man sich

dem arcussinus, der uns schon S. 163 einmal begegnete.!)

1) Der Leser rufe sich die Betrachtungen von S.97 w.8.112 ins Gediichtnis zuriick.
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Man kann die [ntegralfunktion unmittelbar auf der Riemannschen
Fliche des Integranden untersuchen. Man hat dazu vor allem einen [Ther-
blick iiber die verschiedenen Iilemente des Integranden zu gewinnen und
diese dann zu integrieren. Man findet so, daB der arcussinus im Endlichen
als Funktion der Fliche iiberall reguliir ist, daBl er aber in den beiden un-
endlichfernen Punkten logarithmische Verzweigungen aufweist. Denn dort

V1—z'=iz Vl — %_,, also V-—l——z j%l(l +:;)§B (1)’

1-—-2%

wird

so daB also das Integral logarithmisch verzweigt wird. In dem Ver-

zweigungspunkt z = 4 1 wird weiter
1 1

== v—~(vlz—+ (=1D)B(z —1)),

Yz —
als =9 —
so / =31,

Hier ist also aresin # nach der S. 70 eingefiihrten Ausdrucksweise
reguldr. IEbenso ist es in den anderen Punkten der Ifliche. Bei Um-
laufung eines unendlichfernen Punktes erfilirt der arcussinus einen Zu-
wachs um 2z Frist also auf der Riemannschen Fliche der /1 —2® nicht
eindeutig, sondern unendlichvieldeutic. Dem entspricht es auch, dafl er,
wie wir 3. 99 sahen, diese Fliiche auf ecinen Streifen der Breite 2% ab-
bildet, wie das auch in der Periodizitit der Umkehrungsfunktion zum Aus-
druck kommt.

So wie den arcussinus kann man auch die iibrigen Integrale von
rationalen Funktionen von z und 1w == }/1 — z* auf der Riemaunschen Fliiche
betrachten. Besser ist es aber jetzt — und manchem Leser wird es schon
fiir den arcussinus selbst besser erscheinen —, wenn wir jetzt die ratio-
nalisierenden Substitutionen heranziehen, die man ja schon im Reellen kenut
und gerne verwendet. Diese Substitutionen laufen einfach darauf hinaus,
daB man durch eine geeignete Abbildung, wie z B.

die zweiblittrige Fliche der 31 — z* auf eine schlichte volle {-Ibene alb-
bildet und in ihr dann die I[ntegrale untersucht.!) Durch eine solche Sub-
stitution werden die Integrale einer jeden rationalen Funktion von z und
der 1 — 2* notwendig Integrale rationaler Funktionen.

Eine jede algebraische Funktion von z geht niimlich durch diese Sub-

1) Vgl. hierzu 8. 97 u. 8. 112,
Bieberbach, Funktionsntheorie L 16
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stitution in eine algebraische Funktion von ¢ iiber. Ist diese wie 2 und
1/1——2 dazu noch eindeutig, so ist sie rational. Kbenso ist dann auch

d ; ~ rational.

Wir wollen uns hier noch im Vorbeigehen den allgemeinen Satz
notieren, daB alle Funltionen, die auf der Fliche durchweg won rationalem
Charaliter sind, notwendig eindeutig sind und sich als rationale Funltionen
von 2 wnd V1 — 28 =w darstellen lassen.

Dies leuchtet sofort ein, wenn wir eine spezielle Abbildung #(2) der
Fliche auf eine schlichte {-Ebene betrachten und feststellen konnen, daf
ihr ¢ auf der Fliche eine rationale Funktion von # und w ist. Eine solehe
Abbildug st 7 B ¢=]/1% = —
nale Funktion von 2z und w. Durch diese Abbildung gehen aber alle
Funktionen, welche auf der Fliche durchweg von rationalem Charakter
sind, in Funktionen tiber, welche in der {-Ebene durchweg von rationalem
Charakter?!), also rationale Funktionen f(¢) sind, Sie sind also auch ratio-
nale Funktionen von # und w.

Jede andere Abbildung der Fliche auf eine andere schlichte Ebene
muf also durch eine in der ¢-Kbene rationale Funktion vermittelt sein,
welche diese auf eine andere schlichte Ebene abbildet. Also sind alle
anderen Abbildungen durch lineare Funktionen von dem eben eingefithrten
speziellen ¢ darstellbar. Alle die scheinbar verschiedenen rationalisierenden
Substitutionen also, welche man im Reellen betrachtet und von welchen
schon S. 112 die Rede war, sind weiter nichts als verschiedene lineare
Funktionen einer beliebigen derselben, z. B. des hier gewihlten ¢

Kehren wir nun zu den Integralen

J(2) =f‘.ﬁ (2, V1 — 2Y)de,

von welchem wir ausgingen, zurtick. Wir machen die Substitution

Hier ist in der Tat ¢ eine ratio-

{ Vl—z g=120 also w= 2"
= EEIpw S0 W=

1) Ist z. B. f(2) bei z =1 regulér, so gilt eine Entwicklung
f(e) = ’Bﬁ/i—z)
~1+t2‘13(t2). Also wird

nun aber ist Y1—z=1 Y1+ 2z und o=

1 + t‘2
Vi—z=90
Algo ist ) f(z) =B(®).

Ebenso schlieBt man an den ibrigen Stellen.
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11— 2%
1+t‘7 1t t2) (1+t’)2‘“

Dann wird J(¢)= F({) = — 4‘[.5“

Wir haben also das Integral einer rationalen Funktion vor uns. Wir
wenden dies inshesondere auf

é‘-—arcsmz—‘/ V1 e

an. An der unteren Grenze z=0 ist w(0) = -+ 1 zu wihlen (S. 100).
Dann finden wir

§=arcsinz=—2f%—zlogt+ z_zlog(-—~m+1/l—d2)

Bei der Abbildung der Riemannschen Fliche auf die schlichte ¢-Ebene
gehen die beiden unendlichfernen Punkte in die Punkte {=0 und ¢ == oo
tiber. Man findet bestitigt, daB hier der arcsin # logarithmische Verzwei-
gungen aufweist. Gleichzeitig hat man eine tibersichtliche Vorstellung von
der Bauart seiner Riemannschen Fliche, Sie ist einfach das Bild der Rie-

t._..
mannschen Fliche von log —— ‘.

=t

Unmittelbar erkennt man auch wieder'), daB der arcussinus die ¢-Ebene
und damit die zweiblittrige Fliche auf unendlichviele Streifen der Breite
2 m abbildet derart, daB jeder Punkt der Fliche unendlichviele Bildpunkte
besitzt, welche auseinander durch Verschiebung um Vielfache von 2 7 her-
vorgehen. Jede auf der Fliche oder in der ¢-Ebene eindeutige Funktion
von durchweg rationalem Charakter geht also durch diese Abbildung in
eine Funktion der Arcussinusebene tiber, welche durchweg im FEndlichen
rationalen Charakter aufweist, und welche bei Vermehrung ihres Argumentes
um Vielfache von 2 = ungelindert bleibt. Sie wird also eine periodische
Funktion der Periode 2 z. DaB sie von rationalem Charakter wird, erkennt

man einfach daraus, daB ja t___i,_, durchweg von rationalem Charakter

in € ist. e

Aber man kann nicht umgekehrt sagen, daB alle eindeutigen Funktionen
von ¢, welche durchweg oder auch nur in der endlichen {-Ebene von
rationalem Charakter sind, auf der Riemannschen Fliche oder in der
¢{-Bbene durchweg -von rationalem Charakter seien. Sie konnen vielmehr
bei =+ ¢ und {=—¢ ein ganz beliehiges Verhalten zeigen. Wenn sie
nur in der tibrigen ¢-Ebene von rationalem Charakter sind, gehen sie in
eindeutige Funktionen der &-Ebene iiher, welche durchweg von rationalem

1) Vgl. 8. 98, wo diese Dinge schon einmal von weniger hoher Warte betrachtet
wurden.

16%
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Charakter sind.  Die Eindeutigkeit ergibt sich wieder als Folge des ratio-
nalen Charakters aus dem Monodromiesatz.

§ 3. Elliptische Integrale erster Gattung.

Unter einem elliptischen Integral versteht man ein Integral, dessen
integrand eine rationale Funktion von z und von der Quadratwurzel aus
einem Polynom dritten oder vierten Grades von z ist. Man betrachtet also
zweckmilfig das Integral auf der uweiblittrigen Riemannschen Fliche von

w=Va'+ 0,2 + 0,2+ agz + a,
Wir wollen annehmen, da8 die Nullstellen des Polynomes voneinander ver-
schieden seien. Denn sonst kommen wir wieder auf den schon im vorigen
Paragraphen behandelten Fall eines Polynomes zweiten Grades zuriick.
Wir betrachten in diesem Paragraphen das einfachste aller elliptischen
Integrale, das Integral erster Gattung. Dies ist das Integral
dz
w(z) =]
a
Als untere Grenze o sei dabel irgendeine ganz beliebige Stelle der Rie-
mannschen Fliiche von w(z) gewidhlt. Wir wollen den Verlauf dieser
analytischen Funktion untersuchen. Zunichst haben wir uns dazu wieder
einen Uberblick tiber ihre Funktionselemente zu verschaffen. Es wird
sich zeigen, daB} das Integral erster Gattung auf der Riemannschen Iliche
eine durchweg regulire, also auch polfreie Wunktion ist. Wir scheiden die
flemente des Integranden in drei Sorten, in endliche reguliire Ilemente,
in Verzweigungselemente und in unendlich ferne Elemente.
An einer endlichen gewéhnlichen Stelle « der Fliche wird

wt'e

1 . 1
" =\B“ZM“>:'10(0{) +-[7 (F=@+

R

Also wird auch w(z) = B,(z — ) = s

Dort ist also das Integral regulir. Der Konvergenzkreis der Entwicklung reicht,
wie gleich angemerkt sei, bis zum niichsten Verzweigungspunkt der Fliche.
An einer unendlichen Stelle, welche nicht Verzweigungsstelle sei'), wird

11 g/l 11

ﬁz-v;’%(——): R A
w2t z Va, %
. . 1 1 -1 1
Hier wird also wo=— 5]3,(7) = —=
4 b 1/610 z

1) Es liege also ein echtes Polynom vierten Grades vor.
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Also auch hier ist u(2) regulir. An einem endlichen Versweigungspunkt

¢ wird

s B — 0= (g 0)

Also hier wird w(e) = PBVe—e) =24,V2 — & + -

Auch hier ist u(s) reguliir. Sei endlich im Unendlichen eine Veraweigungs-
stelle der Flache,l hege also ein Polynom dritten Grades vor, so wird

(=) 36) = () v+
Also wird u(z) = %,(V%) - ; L

Also auch hier ist u(z) regulir. Wie im ersten Falle, so reichen auch in
den anderen Fillen die Konvergenzradien bis zur niichsten Verzweigungs-
stelle der Fliche hin. Denn durch die ¥z — e« =t wird z B. ein bis zum
nédchsten Verzweigungspunkt reichender Kreisbereich der Fliche schlicht
abgebildet, und in dem Bildkreis konvergiert die Reihe als gewdhnliche
Potenzreihe in . Also muB die Reihe ()2 — ) auf der Fliche auch in
dem bis zur nichsten Verzweigungsstelle reichenden Kreis konvergieren.
Die oben gegebenen Entwicklungen beginnen mit den im Ortsparameter
linearen Gliedern. Daher wird die Umgebung einer jeden Stelle der Fliiche
auf ein schlichtes im Endlichen gelegenes Gebiet der «-Ibene abgebildet. Wir
wollen daraus schliefen, dafl die Riemannsche Fliche w(z) durch «(z) iiberhaupt
auf die schlichte endliche «-Ebene abgebildet wird. Dazu betrachten wir
die Umkehrungsfunktion #(w). Alle ihre Elemente sind von rationalem
Charakter. Wir ordnen jeder Stelle des Bildbereiches iiber der u-Iibene
eine Zahl zu: den Rationalititsradius der Funktion z(w). Das ist der Radius
des groBten um die betreffende Stelle als Mittelpunkt beschriebenen Kreises,
in welchem z(u) durchweg von rationalem Charakter ist. Wenn also, wie
wir beweisen wollen, #(2) in der ganzen endlichen Fbene von rationalem
Charakter ist, so muB der Rationalititsradius an jeder Stelle unendlich seiu.
Ist dies aber nicht der Fall, ist er auch nur an einer Stelle endlich, so ist
er, wie wir von S 201/202 wissen, eine stetige Funktion des Ortes. Wir
miissen aber nun weiter bemerken, da in all den Bildpunkten, die dem
gleichen Punkt der Fliche entsprechen, der Rationalitiitsradius denselben
Wert hat. Denn wenn das Integral eine mehrdeutige Funktion der Fliche
ist, so kann es bei geschlossenen Umliufen nur um konstante Werte zu-
nehmen, weil ja seine Ableitung eindeutig ist; wir haben also mit jedem
Bild der Fliche dann weitere Bilder, die aus thm durch Parallelverschiebung
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um solche Konstanten der Integralperioden hervorgehen. Gibt es nun aber
um einen Punkt einen gewissen Rationalititskreis, so wird aus diesem
durch die Parallelverschiebung ein genau ebenso groBer Rationalititskreis.
I"assen wir daher nun den Rationalititsradius statt als Funktion der w-Ebene
als Funktion auf der Riemannschen Fliiche der Quadratwurzel auf, so wird
er eine auf der IMliche eindeutige durchweg stetige Funktion, die nirgends
verschwindet und stets positive Werte annimmt. FEine solche Funktion
besitzt aber bekanntlich ein positives Minimum. Also gibt es um jeden
Punkt der u-IFldche einen Rationalitéitskreis, dessen Radius oberhalb einer
gewissen wesentlich positiven Grenze liegt. Daher kann es keine singu-
laren Stellen nicht rationalen Charakters fiir die Funktion z(u) geben, denn
bei Anniherung an eine solche Stelle miiite der Rationalitétsradius den
Grenzwert Null haben. Daher ist z(u) in der ganzen endlichen u-Ebene
von rationalem Charakter und daher nach dem Monodromiesatz eine ein-
deutige Funktion. Da weiter dz '
dw ™
ist, so ist auch w{z(u)} eine bis auf Pole regulire eindeutige Funktion,
Daher vermittelt das Integral erster Gattung eine schlichte Abbildung der
Riemannschen Fliche auf die u-Ebene. Denn anderenfalls miiten zwei ver-
schiedene Punkte der Riemannschen Fldche, also auch zwei verschiedene
Wertepaare (2, w) einmal dieselbe Stelle der u-Ebene liefern, was wegen
der Eindeutigkeit beider als Funktionen von w nicht angeht. Aus diesen
Darlegungen ergibt sich auch, daB der Bildbereich die w«-Ebene vollig er-
fillt. Denn anderenfalls miifte man bei Fortsetzung der Funktion z(w)
irgendwo einmal im Endlichen auf eine singulire Stelle nichtrationalen
Charakters stofen. So erhalten wir den

Satz: Das elliptische Integral erster Gattung vermittelt die schlichte
Abbildung der Riemannschen Fliche seines Integranden auf eine volle
Ebene mit AusschluB des unendlichfernen Punktes derselben.

§4. Uber die Perioden eindeutigei- analytischer Funktionen.

Wir haben damit gezeigt, daB das Integral erster Gattung die Riemannsche
Fliche auf die schlichte endliche u-Ebene abbildet. Diese Abbildung kann
aber nicht umkehrbar eindeutig sein. Unmdglich kann also das Integral
eine auf der Fliche eindeutige Funktion sein. Denn schon 8. 232 haben
wir fesfgestellt, daB eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Fliche auf
einen schlichten Bereich nicht moglich ist. Andererseits konnen sich die
verschiedenen Zweige des Integrales nur um additive Konstanten unter-
scheiden. Denn je zwei zur selben Stelle der Riemannschen Fléche ge-
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horige Elemente desselben haben dieselbe Ableitung. Bei Vermehrung von
# um diese Konstanten mufl aber dann z(u) ungeiindert bleiben. Also ist
z{(u) eine periodische J'unktion. Sie kann aber unmdoglich eine einfach
periodische Funktion sein, d. h. eine Funktion, deren Perioden alle als
Multipla einer derselben, etwa p, aufgefaft werden konnen. Denn
sonst unterschieden sich alle Zweige des Integrales erster Gattung wum
Multipla von p.

Das bedeutete aber, daBl durch das Integral die Fliche auf unendlich-
viele verschiedene Streifen der Breite p abgebildet wiirde. Jeder dieser

Streifen aber wiirde durch die Funktion 627”% = ¢ auf die schlichte {-Iibene
mit Ausschlub von =0 und ¢= oo abgebildet. w-Stellen, die sich um
Multipla von p unterscheiden, liefern die gleiche #-Stelle. Einer jeden Stelle
der Fliche entsprechen aber nur solche u-Stellen, die um Multipla von p
verschieden sind, also entsprichit jeder Flichenstelle genau eine ¢-Stelle. Die
Riemannsche Fliche wire also umkehrbar eindeutig auf die ¢-Ebene ab-
gebildet. Das geht nach S. 232 nicht an. Also konnen nicht alle Perioden
sich als Multipla einer derselben darstellen lassen.

Das Wort Periode wird in zweierlei Sinn gebraucht. Iiinmal versteht
man darunter die Wertinderungen der Integrale bei Umliufen der Variablen,
welche den Integranden ungesindert lassen. Man versteht unter Perioden
bei eindeutigen Funktionen f(2) auch die Zahlen, welche eine Funktional-
gleichung der Form f(z + p) = f(¢) bedingen. Dann spricht man auch von
periodischen Funktionen. #(u) ist also eine periodische, aber sicher keine
einfach periodische Funktion.

‘Wie miissen daher nun die Perioden der eindeutigen Funktion z () be-
schaffen sein? ,

Um das klar zu beantworten, schalten wir eine Betrachtung iiber die
Perioden beliebiger eindeutiger analytischer Funktionen f(«) ein.

Vor allen Dingen stellen wir fest, daB mit jeder Periode p auch alle.
ihre positiven und negativen Multipla Perioden sind. Denn wemn fiir alle u
f(u -+ p) = f(w) ist, so bleibt diese Gleichung also auch richtig, wenn ich
statt « den Wert 4+ p eintrage. Das liefert aber f(u 4 2p)=f(u+p)=1 ().
So kann ich weiter schlieBen und erkennen, daB jedes positive Multiplum
von p eine Periode ist. Trage ich aber statt u den Wert w—p ein, so
finde ich f(u)=f(u— p) und sehe also, daB mit jeder Periode p auch — p
eine Periode ist. Also sind alle positiven und negativen Vielfachen von p
auch Perioden.’)

Ebenso erkennt man, daB mit je zwei Perioden p, und p, auch mp, +np,

1) Solche Stellen sollen fortan dguivalente Stellen heifien.
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fiir beliebige ganze rationale m und » Perioden sind. Die Perioden bilden
also hinsichtlich der Addition und Subtraktion eine Gruppe.

Wir kinnen den Sachverhalt auch als Spezialfall allgemeinerer /u-
sammenhinge auffassen. Die linearen Transformationen

2 =1(2),
welche eine eindeutige Funktion f(2) ungeindert lassen, d. h. fiir welche
f(z)=f(2)

gilt, bilden eine Gruppe. Unter einer Gruppe von linearen Transformationen
versteht man dabei ein System von Transformationen derart, daB mit zwei
Transformationen q=1(s) und #=1)
auch die zusammengesetzte 2, = I, {1, (¢)} zum System geh6rt und daB anch
die inverse Transformation z =1[1—*(#,) einer jeden z,=1(2) dem System
angehdrt. In diesem Sinne bilden die Periodenvermehrungen, welche £ (2)
ungeindert lassen, eine Gruppe. Funktionen, die bei solchen Substitu-
tionen ungeéindert bleiben, heien aufomorphe Funktionen, so daB also die
periodischen spezielle automorphe Funktionen sind. Weiter ist hiernach klar,
dafl die Betrige der Perioden éiner eindeutigen Funktion eine von Null ver-
schiedene untere Grenze haben. Denn anderenfalls géibe es beliebig nahe
bei der Regularititsstelle v = a Stellen, wo f(u) = f(a) wire. Nach 8.138
wire also f(u) eine Konstante. Denken wir uns nun alle Perioden einer
eindeutigen Funktion in der komplexen Ebene aufgetragen, so kdnnen diese
Periodenpunkte im Endlichen keinen H#ufungspunkt besitzen. Weil néimlich
die Differenz irgend zweier Perioden wieder eine Periode ist, so miiBte es
sonst wieder Perioden von beliebig kleinem Betrage geben. In jedem um
den Nullpunkt geschlagenen Kreise liegen daher nur endlich viele Perioden-
punkte. Unter allen diesen greife ich einen von moglichst kleinem abso-
luten Betrage heraus. Er sei p;,. Betrachte ich dann alle Multipla dieser

—_— o —— Periodé, so liegen die entsprechenden
K ¢ ! * Periodenpunkte alle auf einer Geraden
fig. 63. (Fig. 63). Auf dieser Geraden liegen aufler

diesen keine weiteren Periodenpunkte. Denn sie teilen die Gerade in lauter
Intervalle der Linge |p,|. Lige in einem Intervall ein weiterer Perioden-
punkt, so unterschiede er sich von seinen Nachbarn um weniger als |p, |
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