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Vorwort. 

Seit der "Anleitung zum Entwerfen graphischer Tafeln" 
(Berlin 1877) von C h. A. V 0 g Ie l' sind in deutscher Sprache 
iiber den in del' vorliegenden Arbeit behandelten Zweig del' 
angewandten Mathematik nul' zwei groBere Abhandlungen er-
8chienen; die eine von R. Mehmke in del' Encyklopadie del' 
mathematischen Wissenschaften, und die andere - "Uber die 
Nomographie von M. d'Ocagne" (Leipzig 1900) - von F. Schil­
ling. Da seit dem Erscheinen des zuerst angefiihrten Werkes 
eine Reihe von neuen Tafelformen angegeben wurden, die Ab­
handlung von R. Mehmke - dem Charakter der genannten 
Encyklopadie entsprechend - in del' Hauptsache einen Uber­
blick gibt, und die an letzter Stelle angefiihrte Arbeit - wie 
auch auf ihrem Titel angefiihrt ist - nur eine Einfiibrung vor­
;;tellt, so diirfte heute eine das Entwerfen von graphischen 
Tafeln behandelnde Arbeit eine gewisse Bereehtigung haben. 

Die vorliegende Arbeit verfolgt zunachst praktische Ge­
sichtspunkte und mochte insbesondere dazu beitragen, daB die 
graphische Tafel immer noch mehr Verwendung im praktischen 
Rechnen findet; es wurde deshalb auf eine weitere Behandlung 
der vielfach auftretenden theoretischen Probleme absichtlich ver­
zichtet. 

Die Satze und Verfahren del' analytischen Geometrie wer­
den als bekannt vorausgesetzt; doch wurden dem angegebenen 
Zweck entsprechend die Entwicklungen insofern elemental' ge­
halten, als nur von Cartesischen Koordinaten Gebrauch ge­
macht wird 1). An einigen St~llen wurden Determinanten vel'­
wendet. 

1) M. d'Ocagne (vgl. die im Literaturverzeichnis angegebenen Werke) 
vcrwendet auBer Cartesischen Koordinaten auch Linienkoordinaten; eben­
falls nur Cartesische Koordinaten benutzt I. Mandl (Graphische Darstel­
lung von mathematischen Formeln. Allgemeine Bauzeitung 1902). 



IV Vorwort. 

In Bezug auf die Bezeichnung und Einteilung der verschie­
denen Tafelformen wurde von dem sonst Vblichen abgewichen. 
So erscheint an Stelle von Nomogramm, Diagramm, Graphikon 
usw. ausschlieBlich die Bezeichnung graphische Tafel. Hinsicht­
lich der Form wurden die Tafeln in drei Gruppen eingeteilt, 
die als Tafeln mit Kurvenskalen, Tafeln mit Punktskalen und 
Tafeln mit Kurven- und Punktskalen bezeichnet wurden. Be­
zeichnungen wie Cartesisehe Tafel, Sehichtentafel, Sehichten­
netz, Isoplethentafel, kollineare Tafel, Tafel mit Punktisoplethen, 
hexagonale Tafel usw. wurden nicht verwendet; es ist auf sie 
in den Anmerkungen gelegentlich hingewiesen. 

Die behandelten Tafelformen sind bis zu einem gewissen 
Grad willkiirlich gewahlt; jedenfalls sind noch zahlreiche andere 
l!~ormen denkbar. Es ist ausgesehlossen, jede sich bietende 
Moglichkeit weiter zu verfolgen; manches muBte deshalb ent­
weder ganz weggelassen werden oder konnte nur angedeutet 
werden. 

Die beigefUgten Beispiele sind in der Hauptsache einfacher 
Art; es wurden absichtlich nur solehe Beispiele gewahlt, zu 
deren Verstandnis keine besonderen fachtechnischen Kenntnisse 
erforderlich sind. Die auf die Beispiele sich beziehenden Ab­
bildungen sollen keine fertigen, fUr das praktische Rechnen be­
stimmte Tafeln vorstellen; bei den auftretenden Skalen wurden 
deshalb nur wenige Zwischenelemente angegeben. 

Die in den Anmerkungen gegebenen geschichtIichen Zu­
satze stiitzen sich auf die bereits angefUhrte A bhandlung von 
R.Mehmke bezw.derenfl'anzosischeBearbeitungvonM.d'Ocagne. 

1m August 1923. 
P. Werkmeistel'. 
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Einleitnng. 
Hat man bei einer Funktion von veranderlichen GroBen 

ofters fUr gegebene Werte der Veranderlichen den zugehOrigen 
Funktionswert zu berechnen, so empfiehlt sich die Anfertigung 
einer Rechentafel, in die man mit den gegebenen Werten 
der Veranderlichen eingeht, um an der dadurch bestimmten 
Stelle der Tafel den entsprechenden Wert der Funktion abzu­
lesen. Man kann zwei Arten von Rechentafeln unterscheiden, 
namlich numerische Tafeln oder Zahlentafeln und gra­
phische Tafeln oder Skalentafeln. 

Eine graphische Tafel!) entsteht dadurch, daB man fiir die 
Funktion und die Veranderlichen je eine Reihe entsprechend 
bezifferter Elemente oder eine Skala derart zeichnet, daB fiir 
bestimmte, nach gegebenen Werten der Veranderlichen bezifferte 
Elemente auf Grund einer bekannten geometrischen Beziehung 
an der Skala fUr die Funktion deren zugehoriger Wert abgelesen 
werden kann. Die fiir Skalen in Betracht kommenden geo­
metrischen Elemente sind der Punkt und die Kurve, so daB 
man von Punktskalen und von Kurvenskalen sprechen 
kann; man kann daher die graphischen Tafeln einteilen in 
Ta£eln mit beziffeI'ten Punkten oder Ta£eln mit Punkt­
skalen, in Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln 
mit Kurvenskalen und in Tafeln mit Punkt- und 
Kurvenskalen 2 ). 

1m Vergleich mit den numerischen Tafeln zeigen die graphi­
schen Tafeln verschiedene Vorteile; diese bestehen insbeson­
dere in der Einfachheit und der Schnelligkeit beirn Ermitteln 
der gesuchten Werte und in der Moglichkeit der Verwendung 
auch bei Funktionen von mehr als zwei Veranderlichen. 

Die mit einer graphischen Tafel erreichbare Genauigkeit 
ist zunachst eine beschrankte; es ist aber bei manchen Tafelformen 
moglich, die Genauigkeit belie big zu steigern. Bei vielen Aufgaben­
reicht die Genauigkeit einer graphischen Tafel vollstandig aus. 

1) An Stelle der fruher im Franzosischen iiblichen Bezeichnungen 
"table (tableau) graphique" (L. Lalanne und A. Favaro) und "abaque" 
(M. d'Ocagnel wird heute in Frankreich und vielfach auch in Deutsch­
land die von F. Schilling vorgeschlagene und von M. d'Ocagne iiber­
nommene Bezeichnung "Nomogramm" benutzt. Den auf das Entwerfen 
von graphiBchen Tafeln sich beziehenden Zweig der angewandten Mathe­
matik heiBt M. d'Ocagne Nomographie. 

2) Die bezifferten oder "kotierten" Elemente. werden auch als "Iso· 
plethen" bezeichnet (Ch. A. Vogler); man hat dann zu unterscheiden 
zwischen Tafeln mit Kurvenisoplethen, Tafeln mit Punktisoplethen und 
Tafeln mit Kurven· und Punktisoplethen. 

Werkmeister, Rechentafeln. 



Erster Abschnitt. 

Tafeln fiir Funktionen von einer Veranderlichen 
oder fiir Gleichungen mit zwei Veranderlicheno 

I. Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln mit 
Kurvenskaleno 

§ 10 Einfachstes Verfahren zur Herstellnng einer Tafel. 

Die Funktion, fur die eine Tafel entworfen werden solI, sei 

Y=f(x) . ......... (1) 
Eine Tafel dieser Funktion entsteht dadurch, daB man x und y 
als rechtwinklige Koordinaten 1) eines Punktes betrachtet, und 

die durch die Gleichung (1) 

!h IT7 ---------- -------;;-' 
/' 

~/ 
t7 

, , , , , , 
0 Ii 

Abb. 1. 

/7 
~ 
.f'''"' bestimmte Kurve zeichnet; 

jedem Punkt der Kurve ent­
spricht dann ein im Sinne der 
Gleichung (1) zusammenge­
hOriges Wertepaar (x, y). Um 
zu einem gegebenen Wert Xi 

der Veranderlichen den zu­
gehOrigen Funktionswert Yi 
zu ermittelten, sucht man 
den zur Abszisse xi gehorigen 
Punkt Pi (Abb.1) der Kurve 
auf und liest dessen Ordinate 
Yi abo Zum bequemen Auf­
suchen des Punktes Pi und 
zur Erleichterung beim Ab-

lesen von Yi versieht man die Tafel je mit einer Schar von­
nach x bzw. Y bezifferten - Parallelen zu den Koordinatenachsen. 
Um die durch die gegebene Funktion bestimmte Kurve aufzeich-

1) M. d'Ocagne bezeichnet diese Tafelart mit Riicksicht auf die 
rechtwinkligen oder Cartesischen Koordinaten als nabaques (nomo­
grammes) cartesiens". 



Allgemeines Verfahren zur Herstellung einer Tafel. 3 

nen zu konnen, muB man sie "punktweise berechnen", d. h. 
man. muB fUr eine Reihe von runden Werten der Veranderlichen 
die entsprechenden Werte der Funktion berechnen. 

Die MaBeinheit muB fiir die Abszissen und die Ordinaten 
nicht dieselbe sein; es gibt sogar FaIle, in denen man zweck­
ma13igerweise verschiedene MaBstabe wahlt. 

Beispiel. SoIl eine graphische Quadrattafel hergestellt werden, 
so lautet die Funktion y = x2• Fiir das Aufzeichnen der Kurve hat 
man foJgende Wertepaare fiir x und y: 

x = I 0 I 1 2 3 4 I 5 I 6 7 8 9 I 10 I 
y = I 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 

Mit Riicksicht auf die mit x 
immer groBer werdenden Unter­
schiede zwischen je zwei zusammen­
gehorigen Werten von x und y be­
nutzt man verschiedene MI1Bstii.be 
fiir sie; wii.hlt man z. B. fiir x 
einen zehnmal griiBeren MaBstab 
als fiir y, so erhii.lt man die Tafel 
der Abb. 2. 

Der Abstand der Parallelen 
zu den Koordinatenachsen rich­
tet sich nach der jeweiligen 
MaBeinheit und ist mit dieser 
von der Genauigkeit abhangig, 
die mit der Tafel erreicht 
werden soIl. Urn die Dber­
sichtlichkeit der Tafel zu er-

!J 50 

o 

y-x' 

J 

____________ -- ______ 1 
/ 

/ 
./ 

--r"11 
I 
I 
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i 
5 

Abb.2. 

/ 
/ 

10 

hohen, hebt man einzelne der Parallel en durch Anwendung 
einer anderen Strichart oder einer anderen Farbe hervor. 

§ 2. Allgemeines Verfahren zur Herstellnng einer Tafel. 

In allgemeiner Weise gelangt man zu einer Tafel mit be­
zifferten Kurven fiir eine Funktion von einer Veranderlichen 
dadurch, daB man sieh die GIeichung 

Y=f(x) • ....•••.. (1) 

entstanden denkt dureh Elimination der veranderlichen GroBen 
~ und 'YJ aus den drei GIeiehungen 

fl(~''YJ,X)=O 

f2(~''YJ,Y)=O 

f(~,'YJ)=O 
1* 

(2) 
(3) 

(4) 



4 Tafeln mit beziflerten Kurven oder Tafeln mit Kurvenskalen. 

Betrachtet man die Veranderlichen ; und 1J als laufende 
Koordinaten, so entspricht der Gleichung (4) eine Kurve,. und 
den beiden Gleichungen (2) und (3) - infolge der Verander­
lichkeit von x und y - je eine nach x bzw. y bezifferte 
Kurvenschar (Abb. 3). 

Wenn - wie angenommen - die drei Gleichungen (2), (3) 
und (4) so beschaffen sind, daB man aus ihnen durch Elimi­
nation von ~ und 1J die Gleichung (1) erhalt, so gehOrt zu jedem 
Punkt Pi der durch die Gleichung (4) bestimmten Kurve ein 

/ 

Abb.3. 

;= f(x) .. 

Kurvenpaar der beiden Kurven­
scharen, dessen Werte xi und y, 
die Gleichung (1) befriedigen. 

Von den drei Gleichungen 
(2), (3) und (4) k6nnen zwei 
beliebig angenommen werden; 
die dritte Gleichung ist dann 
durch sie und die gegebene Glei­
chung (1) bestimmt. Die beiden 
beliebig anzunehmenden Glei-

" chungen wird man zunachst mit 
, Rucksicht auf die HerstelIung 
", der Tafel so wahlen, daB aIle 

'.s. vorkommenden Kurven sich in 

(2') 

• einfacher Weise - mit Lineal 
oder Zirkel - zeichnen lassen. 
Das Nachstliegende ist, die bei­
den Gleichungen so zu wahlen 
daB aIle Kurven gerade Linien 
sind; man erreicht dies, wenn 
man fUr die Gleichungen (2) und 
(3) setzt 

und 1J=y ..•... (3') 
Fur die Gleichung (4) ergibt sich dann unter Beachtung der 
gegebenen ~ Funktion 

y= f(x) (1) 
die Gleichung 

'f)=~ . ( 4') 

Den beiden Gleichungen (2') und (3') entspricht je eine Schar 
von - nach x bzw. y bezifferten - ParalIelen zu den Koordi­
natenachsen; die Gleichung (4') ist die der ersten Mediane. Bei 
der Zeichnung der durch die Gleichung (2') bestimmten Paral­
lelen zur Ordinatenachse hat man zu beachten, daB im allge-



Allgemeines Verfahren zur Herstellung einer Tafel. 5 

meinen bei gleichen Unterschieden der x-Werte der Abstand 
der Parallelen mit x sich andert; man erhalt die Parallelen 
nach Berechnung der zu den entsprechenden Werten von x 
gehOrigen Werte von y mit Hilfe der durch die Gleichung (4') 
bestimmten Geraden. 

Die MaBeinheit flir die Abszissen und die Ordinaten muB 
nicht dieselbe sein; es gibt auch hier FaIle, bei denen ver­
schiedene MaBeinheiten erwlinscht sind. Bei nicht gleichen 
MaBeinheiten treten an die Stelle der Gleichungen (2'), (3') 
und (4') die folgenden 

~=f1J(x), und 

wo J-l einen passend gewahlten Faktor vorstellt. Die beiden 
ersten Gleichungen lassen sich wieder darstellen durch zwei 
Scharen von Paralleleu zu den Koordinatenachsen; der dritten 
Gleichung entspricht eine Ursprungsgerade, fUr welche die 

1 
trigonometrische Tangente ihres Richtungswinkels gleich ist 

u 

y-jIx 
s -----------------------

*~----------------------~rr 

y 

o 100 
.:c 

Abb.4. 

Beispiel. Die Funktion, fiir die eine Tafel hergestellt werden 
solI, sei 

;1/­
Y= yx. 

ZusammengehOrige Werte von x und y sind die folgenden: 

x = I 0 I 10 20 30 40 I 50 I 60 70 80 90 I 100 I 
y = 0 2,15 2,71 3,11 3,42 I 3,68 3,91 4,12 4,31 4,48 4,64 I 

Wiihlt man den MaBstab fiir die Abszissen z. B. p. = 3 mal groller als 
den fiir die Ordinaten, so ergibt sich die Tafel der Abb. 4. 

Die MaBeinheit fUr die Abszissen muB nicht flir die ganze 
Ausdehnung der Ach~e dieselbe sein; manchmal kann es sogar 
mit Rlicksicht auf die Genauigkeit der Ablesung bei immer 
kleiner werdenden Abstanden der Parallelen von Vorteil sein, 
wenn man von einer bestimmten Stelle ab einen Wechsel bei 
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der Ma13einheit eintreten liiBt. In der Tafel auBert sich eine 
Anderung des Abszissenma13stabes darin, daB an Stelle der 
Ursprungsgeraden eine gebrochene, aus geraden Stiicken be­
stehende Linie tritt. 

Beispiel. 1st eine graphische Sinustafel zu zeichnen, so handelt 
es sich um die Funktion y = sin x. 

Zusammengehorige Werte von x und y sind: 

x = I ° I 10 20 30 40 I 50 60 70 80 I 91°0 I 
y = ° 0,17 0,34 0,50 0,64 0,77 0,87 0,94 0,98 

Wiihlt man von x = 0 0 bis x = 40 0 fUr die Abszissen denselben MaBstab 
wie fiir die Ordinaten, so erhiilt man mit f-l = 1 die erste Mediane; liiBt 

man sodann in der nach 
lrsin ill x = 40 0 bezifferten Parallelen 

einen Wechsel im MaBstab 
der Abszissen eintreten, indem 
man z. B. f-l = 2 wiihlt, so 
geht die Mediane in eine Ge­
rade iiber, fiir welche die tri­
gonometrische Tangente ihres 
Richtungswinkels gIeich t ist. 
Diesen Zahlen entspricht die 

II 0,5 ------------- 'Tafel der Abb. 5.' 

20 30 .0 
.r 

Abb.5. 

50 00 70 8(]9U Q 

Tritt an die Stelle der 
Gleichung (1) die Gleichung 

cp(y)=f(x), 
so andert sich an dem im 
vorstehenden Gesagten 
nichts. 

II. Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit 
Punktskalen. 

§ 1. Grundgedanken bei der Herstellnng einer Tafel. 

Die in den Abb. 1 bis 5 dargestellten Tafeln zeigen, daB 
man von den beiden Kurvenscharen eigentlich nur die Schnitt­
punkte der Kurven mit der einen Kurve braucht; zeichnet man 
nur diese, so treten an die Stelle der bezifferten Kurven 
bezifferte Punkte; die Tafeln bestehen dann aus zwei, langs 
einer Kurve aneinander gelegten Punktskalen, die an den 
beiden Seiten der Kurve angegeben werden konnen 1). Als 
Trager fUr die beiden Punktskalen verwendet man im einfach-

1) Tafeln dieser Art bezeichnet M. d'O cagne als "abaques (nomo­
grammes) it echelles accolees" und nach ihm F. Schilling als "Rechen­
tafeln mit vereinigten Skalen". 
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sten Fall eine Gerade. Die eine der beiden Skalen darf be­
liebig angenommen werden; die andere Skala erhiilt man dann 
durch punktweise Berechnung. Die beliebig anzunehmende 
Skala fiihrt man mit Riicksicht auf die dadurch entstehende 
Bequemlichkeit beim Aufzeichnen und beim Gebrauch der Tafel 
als gleichmaBige oder ,gew6hnliche Skala aus. 

Fur die punktweise Berechnung der Funktion einer Ver-
anderlichen 

y = f(x) 

kann man entweder die Werte der Funktion y fur runde Werte 
der Veranderlichen x oder die Werte der Veranderlichen x fur 
runde Funktionswerte y berechnen; die gleichmaBe Skala kommt 
in jedem :Falle derjenigen GroBe zu, deren Werte fur runde 
Werte der anderen berechnet wurden. 

e' 
.e = 2R. 

,a 

.e= 0 {j -fOm 
I, , I I I 

I 

R- 0 .5 10lfm 

b 

.em 0 {j 10m 

I j' I 
, I , 

I I 
I 

.e= 0 .) 10km 

Abb. 6a und 6b. 

B eis piel. Die Erdkriimmung c ist eine Funktion der Entfernung e, 
und UWt sich fUr kleinere Entfernungen berechnen mit Hilfe der Niihe­
rungsformel 

e2 

c = (!'R (R Erdhalbmesser). 

Mit R = 6370 km ergeben sich die beiden folgenden Gruppen zusammen­
gehoriger Werte von e und c: 

e=O 
I 

1 2 :1 4 5 
I 

6 7 8 9 
I 

10 km 
c=O 0,1 0,3 0,7 1,3 2,0 2,8 3,8 5,0 6,4 7,9 m 

c=O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 m 
e=O 3,6 5,0 6,2 7,1 8,0 8,7 9,4 10,1 10,7 11,3 km 

Mit dies en Werten erh1iJt man die beiden Tafeln der Abb. 6 a und 6 b, 
die sich dadurch unterscheiden, daB die gleichmaBige Skala bei der ersten 
nach c und bei der zweiten nach e beziffert ist. 

1st die mit einer Tafel beabsichtigte Genauigkeit groB, so 
daB die punktweise Berechnung samtlicher Skalenpunkte sehr 
umfangreich ware, so legt man nur eine Anzahl Hauptpunkte 
der ungleichmaBigen Skala durch Rechnung fest; weitere Punkte 
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lassen sich dann mit Hilfe eines auf Pauspapier gezeichneten 
Diagramms bestimmen. Ein solches Diagramm erhiilt man auf 
Grund einer gleichmiiBigen Skala AB (Abb. 7), wenn man von 
einem beliebigen Punkt 0 ihrer Mittelsenkrechten nach ihren 
Teilpunkten die Strahlen zieht, die man fur den Gebrauch 

o 

() 
Z J '" 6·7~9'O 

Abb.7. 

zweckmaBigerweise in der in der Abbildung angedeuteten Weise 
nnterscheidet und beziffert. Sind von einer ungleichmaBigen 
Skala z. B. die mit 4; 4,5 und 5 bezifferten Punkte durch 
Rechnung bestimmt, so erhalt man die Punkte 4,1; 4,2; 4,3; 

o 

4,4; 4,6; dadurch, daB man das Pausdiagramm in der in 
der Abbildung 8 angegebenen Weise auf die Skala legt und die 
Schnittpunkte des geraden Skalentragers mit den nach den ge­
suchten Teilpunkten bezifferten Strahl en durch Nadelstiche be­
zeichnet. Die Anwendung des Diagrlmlms beruht auf dem Satze, 
daB jedes kleinere Stuck einer geradlinigen beliebigen Skala 
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naherungsweise als Zentralprojektion einer geradlinigen gleich­
maBigen Skala angesehen werden kann 1). 

Die MaBeinheit der gleichmaBigen Skala muB nicht iiber 
ihre ganze Ausdehnung dieselbe sein; es besteht deshalb die 
Moglichkeit, die Ablesegenauigkeit an bestimmten Stellen emer 
Tafel naeh Belieben zu steig ern. 

Beispiel. Fur die durch die Gleichung 
e2 

c=- (R=6370 km) 
'2R 

bestimmte Erdkrummung c soll eine Tafel entworfen werden, mit deren 
Hilfe man flir Entfernungen bis zu 2,5 km c auf Zentimeter genau und 
fUr Entfernungen von 2,5 bis 5 km auf Dezimeter genau bestimmen kann. 

£]' 
.e = :iR 

..e='!. 1 --I.S ~ 2~ r 35 f 4S 
II r t I r I. ! I I ! I • IIIIII 11.!.r ( "'! I I j. [ ! lillilfidlillilfll~dIIJlfil(jllldrlillj(ill.I.1111 I ( ! r i I j I j IJ i I J 

-C= b 41 4'~ ~J q~ 0,50 '1.,'0 ~5 

Abb.9. 

Die Hauptpunkte der Tafel erg eben sieh - wenn man die c-Skala 
als die gleiehmiiBige wahlt - aus den folgenden Wertepaaren: 

e = 0 I 0,5 1 1,5 2 I 2,5 II 3 3,5 4 4,5 I 5 km 
c=O 0,0200,0790,1760,314 0,490 0,71 0,96 1,26 1,59 1,96m 

Die ubrigen in der Abb. 9 enthaltenen Teilpunkte wurden mittels des 
Diagramms bestimmt. 

Kommt in zwei versehiedenen Funktionen dieselbe Verander­
Hehe vor und wahlt man bei beiden Funktionen als gleiehmaBige 
Skala die naeh der gemeinsamen Veriinderliehen bezifferte, so 
kann man - wenn dadureh ein Vorteil erreieht wird - die 
beiden Tafeln mit der gleiehbezifferten Skala aneinanderzeiehnen. 

sinCK"=o j: I I 
[ 

I 
[ 

I I ~o 
I 

[ 

10 
oc= 0 '10 2f Y I I I 

I 
I 

coscr-'1 0,5 

Abb. 10. 

Beispiel. Die beiden Funktionen seien 
y=sinlX und y=eoslX. 

'1 

I I 

+-~o ~o 
I 

I I I 

0 

Wiihlt man fUr be ide Tafeln als gIeiehmaBige Skala die nach IX be­
zifi'erte, so ergibt sieh die Abb. 10. 

Beim Gebraueh einer Tafel mit zwei Punktskalen entlang 
einer Kurve - im einfaehsten Fall entlang einer Geraden -

1) Vgl. Mehmke, R.: Z.V.d.I. Ed. 33, S. 583. 
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benutzt man flir die beim Eingehen in die Tafel und beim 
Ablesen in der Tafel nach AugenmaB auszufiihrende Interpola­
tion zweckma.6igerweise einen spitzen Gegenstand z. B. in Form 
einer Nadel. Zur ErhOhung der Dbersichtlichkeit einer Tafel 
kann man die Striche der beiclen Skalen in verschiedener Farbe 
zeichnen, oder die eine Skala durch eine leichte Bemalung her­
vorheben, oder auch beide Skalen durch Bemalen mit verschie­
denen Farben unterscheiden. 

§ 2. Lage und Form der Skalentrager. 

Es ist nicht notwendig, daB die beiden Skalen einer Tafel 
einen gemeinsamen Trager haben; zeichnet man die Skalen 
getrennt, so kann man die Tafeln fiir mehrere Funktionen der­
selben Veranderlichen in einer Zeichnung vereinigen. La.6t man 
als Skalentrager nur bequem zu zeichnende Linien (Gerade und 
Kreis) zu, so kommen bei getrennten Skalen als Trager in Be­
tracht: parallele Gerade, mittelpunktgleiche Kreise und Gerade 
durch denselben Punkt. 

Bei parallelen Geraden als Skalentragern benutzt man zur 
Ablesung den Zirkel oder eine Gerade, die entweder senkrecht 
zu den Skalentragern liegt., oder durch einen festen Punkt geht. 

DC sina: I:OS« f:Ja: ctg« a; 
1. Beispiel. Es sollen 

Tafeln fiir die Funktionen 
9(/ o co 0 

",0 '10 

5 6 

60 0,5 

30 0,5 0,5 

5 5 
10 

90' 

60 

y=sin a, y=cos a, 
y=tga und y=ctga 

in einer Zeichnung ver-
einigt werden. 

Wahlt man. parallele 
Skalentrager, so ergibt sich 
die Abb. 11 j bei dieser ist 
angenommen, daB die zu 
einem gegebenen Winkel 

iJO gehOrigen Funktionswerte 
mittels einer Senkrechten 
zu den Tragern bestimmt 
werden. Eine salcha Senk­
rechte kann man entweder 

Omit Hilfe eines Fadens und 
der - wie in der Abb. 11 -
doppelt gezeichneten a­

Skala herstellen, oder man gibt sie ala Gerade auf der Unterseite eines 
aus durchsichtigem Stoff gefertigten Lineals an, das in Form einer ReiB­
schiene iiber die Zeichnung gefiihrt werden kann. Die Ablesungen bei 
der Tafel der Abb. 11 konnen in bequemer Weise auch mit Hilfe des 
Stechzirkels vorgenommen werden. 

o o 0 1 1 0 o 00 

Abb. 11. 
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2. Beispiel. Es ist eine Tafel zu zeichnen, der man fur einen ge­
gebenen Zentriwinkel die Lange des Bogens, der Sehne und der Bogen­
hOhe im Kreis mit dem Halbmesser gleich eins entnehmen kann. 

In der Abb. 12 ist die ver­
langte Tafel mit parallelen 
Geraden als Skalentragern dar­
gestellt. Die zu einem gegebe-
nen Winkel gehiirigen Werte 
sind mit Hilfe einer durch den 
Punkt 0 gehenden Gerad.;n zu 
bestimmen, die man z. B. mit 
Hilfe eines in 0 befestigten 
Fadens erhiilt. 

Wahlt man mittelpunkt­
gleiche Kreise als Skalen­
trager, so liegen zusammen­
gehorige Werte der in Be­
tracht kommenden GraBen 
je auf einer Geraden durch 

o 

Abb. 12. 
o 

o 

den gemeinsamen Mittelpunkt, die sich ebenfalls mit Hilfe eines 
im Mittelpunkt befestigten Fadens herstellen laBt. 

Benutzt man als Skalentrager die Geraden eines Strahlen­
biischels, so werden an diese die Skalen so angetragen, daB 
zusammengehorige Punkte auf einem Kreis um den gemein-

go· 

samen Schnittpunkt der Tragergeraden liegen. Beim Gebrauch 
einer sol chen Tafel benutzt man den Zirkel, von dem die eine 
Spitze im Strahlenschnittpunkt feststeht, wahrend mit der an­
deren Spitze der gegebene Wert der Veranderlichen eingestellt 
bzw. die gesuchten Funktionswerte abgelesen werden. 

Beispiel. Die ALb. 13 enthiilt Tafeln flir die zu gegebenen Zentri­
winkeln gehiirigen Bogen, Sehnen und Bogenhohen flir den Kreis mit 
dem Halbmesser eins. 
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§ 3. Tafelformen bei sehr langen Skalen. 

Die Langen der Skalen einer Tafel sind von der mit der 
Tafel zu erreichenden Genauigkeit abhangig; mit Rueksicht 
hierauf ist es oft nicht mehr moglich, die Tafel zusammen­
hangend, an einem Stuck - z. B. mit Benutzung einer Ge­
raden als Skalentrager - darzustellen. 1st man gezwungen, 
eine Tafel in einzelne Teile zu zerlegen, so ist das Nachstliegende, 
daB man als Trager fur die Skalen ein System von parallelen 
Geraden wahItl). Da die MaBeinheit fUr die gleichma6ige Skala 
nicht fur die ganze Tafel dieselbe sein muD, so kann man sie 
bei den einzelnen, durch Zerlegung entstandenen Teilen einer 
Tafel derart wahlen, daB die Genauigkeit bei der Ablesung an 
der ungleichmaBigen Skala iiberall ungefahr dieselbe ist. 

!I = Sln a: 

y- 0 0.1 0.:( o,~ (1.+ "':; 06 0.,. I' I I I 1 I I , I 1 I I I I I I , I ' 'I ~ I I I I' I I I 1 I I I I i I 
I I I I F i I I r" Ii j Iii I I 11 it I (I I I I I I '" I I " II PI' 

«- o· 40 20 30 40 

y-~ ~ ~ 
LI .t-~I~I~'r·~I·~",~,~,~l~,~,+~~.,.~I~I~I~t-+I~I~I~I,t~·'·~+~1 --1111 I I i I I =j. I I I I I r -I- 1 I r I I j if 

a: • "5 SO 6'0 YO 

Y • o,!JG 0,91 0/18 0.99 ~o 
a. L' r-r~-""';"'t.--''r' --"F,r'-r, ,.CJ',., -.s+-k---;,r-"'rl -.-, ."....,·'~ .... P'T'T' TII~OO 

Abb.14. 

Be i s pie 1. Fur die Funktion y = sin" solI eine Tafel gezeichnet 
werden, bei der man" und y an jeder Stelle ungefiihr gleich genau .ab· 
lesen kann. 

In der Abb. 14 ist eine der gestellten Anforderung entsprechende 
Tafel gezeichnet; als gleichmaBige Skala wurde die nach y bezifferte 
gewahlt. 

Bei einer in einzelne Teile zerIegten Tafel kann man 
durch eine entsprechende Anordnung das Zeichnen der gleich­
maBigen Skala umgehen, so daB der Trager nur eine, im all­
gemeinen ungleichmaBige Skala tragt; die Vbersichtlichkeit der 
ganzen Tafel laBt sich dadurch wesentlich erhohen. Beachtet 
man, daB fur mehrere aufeinanderfolgende Werte der Verander­
lichen die entsprechenden Funktionswerte z. B. in der ersten 
Ziffer ubereinstimmen, und zerlegt man dementsprechend diese 
Werte in zwei Gruppen von Ziffern, so kann man die Zerlegung 

1) Vgl. z. B. Tichy, A.: Graphische Logarithmentafeln. Wien 1897 
(Beilage zur Z.ost.lng.-V.). 



Tafelformen bei sehr langen Skalen. 13 

der ganzen Tafel derart vornehmen, daB die einzelnen Teile 
der Tafel mit der ersten Zifferngruppe iibereinstimmen und 
nach dieser beziffert sind; bei einer bestimmten Lage der Tafel­
teile und gleichmaBiger Funktionsskala kann dann die zweite 
Zifferngruppe durch eine auBerhalb der eigentlichen Tafel zu 
zeichnende Hil£sskala in Verbindung mit z. B. einer beweglichen 
Ablesegeraden dargestellt werden. Der Grundgedanke einer 
solchen Anordnung der Tafel ist derselbe, der vielfach bei 
numerischen Tafeln Verwendung findet, bei denen man zu einem 
gegebenen Wert der Veranderlichen den zugehorigen Funktions­
wert in zwei, an verschiedenen Stellen der Tafel zu entnehmen­
den Zifferngruppen erhalt, oder bei denen der zu einem ge­
gebenen Funktionswert gesuchte W er~ der Veranderlichen einen 
doppelten Eingang in die Tafel erfordert. 

Zerlegt man die Funktionswerte in zwei Zifferngruppen, 
von denen die erste Gruppe nul' eine Zlffer enthiiJt, so zerfallt 
die ungleichmal.lige Skala der Veranderlichen in z. B. zehn Teile, 
die der ersten Ziffer entsprechend mit den Zahlen 0, 1, 2, 
... , 9 beziffert sind. Besteht die erate Zifferngruppe aus zwei 
Ziffern, so z ~rfallt die Skala del' Veranderlichen in z. B. hundert 
Teile, die den zwei Ziffern entsprechend mit den Zahlen von 
Obis 99 zu beziffern sind. 

Bei der einfachsten Art einer in der angedeuteten Weise 
entworfenen Tafel ist die ungleichmaBige, nach del' Verander­
lichen bezifferte Skala an z. B. zehn parallelen Geraden an­
getragen (Abb. 15); die Funktionsskala besteht entsprechend del' 
Zerlegung in zwei Zifferngruppen aus zwei Teilen, von denen 
der eine Teil auf einer Senkrechten zu den Parallelen deren 
Bezifferung tragt, der zweite Teil ist auf einer Parallelen zu 
den zehn Parallel en als gleichma!3ige, nach der zweiten Ziffern­
gruppe bezifferte Skala angegeben. 

In der Abb. 15 ist eine solche Tafel gezeichnet, der man 
die Quadratwurzel del' Zahlen 1 bis 100 entnehmen kann. Flir 
den Gebrauch kann eine der beiden Teilskalen I und II be­
weglich angeordnet werden. SolI die Skala I beweglich ein­
gerichtet sein, so ist dies so auszufiihren, daB ihre Tragergerade, 
mit deren Hilfe die Einstellungen bzw. Ablesungen gemacht 
werden, senkrecht zu den Parallelen der Hauptskala bewegt 
werden kann; man zeichnet zu dies em Zweck die Skala auf 
der Unterseite eines durchsichtigen Lineals, das - wie in der 
Abbildung angegeben - reiBschienenartig ausgebildet ist. SoU 
die Skala II beweglich angeordnet werden, so kann man sie 
an der Kante einer ReiBschiene anbringen, damit sie so liber 
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die Hauptskala gefiihrt werden kann, daB ihr Anfangspunkt 
sich auf einer Senkrechten zu dieser bewegt. In bezug auf die 
Bequemlichkeit bei der Ablesung verdient die zuerst angegebene 
Anordnung mit beweglicher Skala I den Vorzug. SolI die Tafel 
in der Weise benutzt werden, daB an den Skalen I und II 
eingestellt und an der Hauptskala abgelesen wird, so zeichnet 
man - wie dies in der Abb. 15 geschehen ist - die Skala II 
zweimal und benutzt beim Gebrauch der Tafel eine]" "Faden. 
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Die Benutzung der Tafel gestaltet sich besonders einfach bei 
Verwendung des Stechzirkels fiir das Eingehen und Ablesen. 

Bei der in der Abb. 15 dargestellten Tafelform werden 
Punkte der Skala II parallel auf die Hauptskala projiziert; man 
kann diese Projektion auch zentral von einem Punkt aus vor­
nehmen. Das letztere ist bei der Tafel der Abb. 16 beachtet, 
die zur Berechnung der zu einer Augenhohe h gehOrigen Kimm­
tiefe i nach der Gleichung 

i = 106,7 vii" (h in Meter) 
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entworfen ist. Die parallelen Geraden sind bei dieser Tafel 
ohne die Skala I besonders zu zeichnen - unmittelbar nach 
ganzen Minuten beziffert; die Skala II ist fur die Ablesung 
der Sekunden eingerichtet. Fur die A blesungen an einer solchen 
Tafel benutzt man entweder einen in 0 befestigten Faden oder 
ein urn 0 drehbares, mit einer Geraden versehenes durchsichtiges 
Lineal. 

An Stelle der parallelen Geraden der zuletzt besprochenen 
Tafelform konnen auch mittelpunktgleiche Kreise treten; die 
Skala I wird dann auf einem urn den Mittelpunkt der Kreise 
drehbaren durchsichtigen Lineal angebracht, ihr Trager ist zu­
gleich Ablesegerade. 
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Nicht bei allen Funktionen diirfen - wie in der Abb. 15 -
die einzelnen Teile der Hauptskala auf die Lange der Skala II 
abgeschnitten werden; es muB vielmehr mit Riicksicht auf die 
Interpolation bei jedem Teil ein Stiick seines vorhergehenden 
und seines folgenden angegeben sein, wie dies in der Abb. 16 
geschehen ist. Dieser Umstand bedingt bei mittelpunktgleichen 
Kreisen als Skalentragern ein storend wirkendes Ubereinander­
greifen bei den in sich zuriickkehrenden Skalen. 

Als Skalentrager fiir die einzelnen Teile der Hauptskala 
und die Skala II kann man auch die Geraden eines Strahlen-

biischels wahlen; die Skala I hat dann bei einer { ge~~ngeren} 
. {eine Gerade) .. l gr? eren 

Anzahl von Tmlen . K. > als Trager. Eme Tafel elnen rms) 
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dieser Art ist die der Abb. 17; sie dient zur Umreehnung von 
FuBmaB in MetermaB. Die Skala I ist auf einem Kreis an­
getragen und von 10 zu 10 Meter beziffert. Die Benutzung 
der Tafel gesehieht entweder mit Hilfe des Steehzirkels oder 
mit Hilfe eines um 0 drehbaren Lineals, an dessen Kante die 
Skala II angegeben ist 1). 

!! - U,U6'S .r 

Abb.17. 

Bei den in den Abb. 15, 16 und 17 vorgefiihrten Tafel­
formen is!; die Hauptskala in einzelne, unter sieh auBtirlieh 
nieht zusammenhangende Teile zerlegt; eine derartige Zerlegung 

1) Diese Ausfiihrung zeigt eine von E. Leder entworfene "graphische 
Rechenscheibe" (graphische Logarithmentafel), die von der Industriellen 
Handelsgesellschaft in Berlin herausgegeben wird. 
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laBt sleh dadureh umgehen, daB man als Trager fiir die Haupt­
skala z. B. eine spiralformige Linie wahlt. In der Abb. 18 ist 
eme solehe Tafel fiir die dureh die Gleiehung 

r = 58" etgh m 

bestimmte, von dem echeinbaren Hohenwinkel h abhangige 
mittlere Refraktion r m gezeiehnet. Der spiralformige Trager 

Abb. l . 

der nach h bezifferten Skala setzt sieh - mit , Riieksieht auf 
die Ausfiihrung der Zeichnung - aus lauter Halbkreisen zu­
sammen. Die Skala II, an der man die einzelhen Sekunden 
von rm ablesen kann, hat als Trager einen Kreis; ein urn den 
Mittelpunkt dieses Kreises drehbares Lineal aus , durehsichtigem 

Werkmeister , Rech~ntafeln. 2 
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Stoff tragt die Skala I, bei del' die Zwischenraume zwischen 
je zwei Strichen nach ganzen Minuten beziffert sind. Die Trager­
gerade der Skala I dient zum Einstellen u,?-d Ablesen von h 
und r m' Die Striche del' Skala I sind so angebracht, daB sie 
bei Einstellung auf die Null der Skala II mit dem Trager der 
Hauptskala zusammenfallen. 

Eine weitere, durch die verlangte Genauigkeit bedingte 
Steigerung der Gesamtlange del' Hauptskala laBt sich z. B. bei 
der in del' Abb. 17 angegebenen Tafel dadurch erreichen, daB 

y • 7000 aT'(' lX 

Abb. 19. 

man die Skala nicht nul' in 10, sondern in 100 Teile zerlegt; 
bei den in den Abb. 15, 16 und 18 dargestellten Tafelformen 
ist dieses Verfahren mit Riicksicht auf die GroBe der Tafel 
nicht immer durchfiihrbar. 

Eine andere, die GroBe del' Tafel weniger beeinflussende Steige­
rung del' ganzen Skalenlange kann man durch eine Zerlegung del' 
Skala II in zwei Stiicke erreichen; diesel' entspricht dann eine 
Zerlegung del' einzelnen Teile del' Hauptskala eben falls in je zwei 
Stiicke. Zu jedem Teil del' Skala II gehOren dann je gleichviel Teile 
del' Hauptskala. Diese Anordnung kann bei allen angegebenen 
Tafelformen angewendet werden; in del' Abb.19 ist sie fiir die-
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jenige Tafelform dargestellt, hei der die Hauptskala auf parallelen 
Geraden angetragen ist. Ais Beispiel wurde die Funktion 

y=arca 

gewahlt mit den Grenzen 0 und 60' fur a. Die Zusammen· 
gehorigkeit zwischen den beiden Half ten der Skala II und den 
entsprechenden Teilen der Hauptskala muB besonders hervor· 
gehoben werden; entweder durch Anwendung von zwei Farben 
oder - wie dies in der Abbildung geschehen ist - durch 
eine Bemalung. Bei dem benutzten Beispiel wurde die y-Skala 
als Hauptskala gewahlt, EO daB mit Hilfe der doppelt ge­
zeichneten a·Skala die Einstellungen und Ablesungen mit einem 
Faden ausgefuhrt werden konnen; findet dabei eine Einstellung 
an der bemalten Halfte der a-Skala statt, so muB auch an 
einem bemalten Teil der y.Skala abgelesen werden und um­
gekehrt. An Stelle eines Fadens kann man in einfacher Weise 
auch den Zirkel verwenden, man hat dann nur die Schnitt­
punkte irgendeiner Senkrechten zu den parallelen Tragern der 
Skalen I und II mit diesen Tragern - am besten etwas auBer· 
halb der Skalen - anzugeben; diese Schnittpunkte dienen 
dann zum Einsetzen der einen Zirkelspitze. 

§ 4. Vergleich zwischen Tafeln mit Kurvenskalen . und Tafeln 
mit Punktskalen. 

Ein Vergleich der beiden Arten von Tafeln fur Funk· 
tionen einer Veranderlichen hat sich insbesondere zu erstrecken 
auf ihre Herstellung, ihre Platzbeanspruchung, ihre Ubersicht· 
lichkeit, ihren Gebrauch und die Moglichkeit einer Genauig· 
keitssteigerung. 

Betrachtet man zum Vergleich die beiden Tafelarten in 
ihren einfachsten Formen, wie sie z. B. in den Abb. 2 und 6 
zum Ausdruck kommen, so zeigt sich, daB die Tafel mit Punkt· 
skalen hinsichtlich der Herstellung und der Platzbeanspruchung 
den Vorzug verdient. In bezug auf die Ubersichtlichkeit durften 
beide Arten einander gleichkommen; doch ist zu beachten, daB 
man bei den Tafeln mit Punktskalen die Ubersichtlichkeit 
durch Trennung der beiden Skalen nach einem der in den 
Abb. 11 bis 13 angegebenen Verfahren in einfacherer Weise 
erhohen kann als dies hei den Tafeln mit Kurvenskalen mog­
lich ist. Vergleicht man die verschiedenen Moglichkeiten beim 
Gebrauch der Tafeln, so findet man, daB auch in dieser Hin· 
slcht die Tafeln mit Punktskalen den V orzug verdienen. Die 

2* 
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Genauigkeit einer Tafel zu erhohen ist bei den Tafeln mit 
Kurvenskalen nur dadurch moglich, daB man die ganze Tafel 
oder einen bestimmten Teil der Tafel in groBerem MaBstabe 
aufzeichnet, ohne daB man dabei durch Einfiihrung einer be­
sonderen Anordnung Platz sparen konnte; bei den Tafeln mit 
Punktskalen dagegen gibt es verschiedene Moglichkeiten die 
Genauigkeit zu steigern, ohne daB der riiumliche Umfang der 
Tafel fiir den Gebrauch unbequem wird. 

Papierverzerrungen - wie sie z. B. bei einer Verviel­
fiiltigung durch Lichtpausen auftreten - sind bei den Tafeln 
mit Kurvenskalen und bei der einfachsten Form einer Tafel 
mit Punktskalen ohne Belang; bei den aus verschiedenen 
Teilen bestehenden Tafeln mit Punktskalen sind Papierver­
zerrungen nicht belanglos. 



Zweiter Abschnitt. 

Tafeln fUr Funktionen von zwei Veranderlichen 
oder fur Gleichungen mit drei Veranderlichen. 

I. Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln mit 
Kurvenskalen. 

§ 1. Einfachstes Verfahren znr Herstellnng einer Tafel. 

Eine Tafel der Funktion 

Z= ((x, y) •........ (1) 

von zwei Veranderlichen x und y erhalt man dadurch, daB 
man x und y als rechtwinklige Koordinaten betrachtet; fur 
einen bestimmten Wert von z kann dann die Gleichung (1) 
durch eine Kurve dargestellt werden. Legt man der GroBe z 
der Reihe nach die run den Werte Zl' Z2' Zs '" bei, so gehort 
zu jedem Wert eine bestimmte Kurve; man erhalt so eine 
Schar von Kurven, die nach den betreffenden Wert en von Z 

zu beziffern sind. Fiihrt man die Zeichnung der Kurven aus, 
so ergibt sich eine Tafel, in der jedem Punkt drei zusammen­
gehOrige, d. h. die Gleichung (1) befriedigende Werte von x, 
y und Z entsprechen 1 ). Urn zu einem gegebenen Wertepaar 
(Xi' Yi) der Veranderlichen den zugehorigen Funktionswert Zi 

zu ermitteln, sucht man den durch xi und Yi als Koordinaten 
bestimmten Punkt Pi auf (Abb.20) und liest Zi an der durch 
die Kurvenschar dargestellten Kurvenskala abo Zum bequemen 
Aufsuchen des Punktes Pi versieht man eine 801che Tafel mit 
je einer nach x bzw. Y bezifferten Parallelen8char zu den 
Koordinatenachsen 2). 

1) M. d'Ocagne bezeichnet diese Tafelart mit Riicksicht auf die 
rechtwinkligen oder Cartesischen Koordinaten als "abaques (noma­
grammes) cartesiens". 

2) Nach L. Lalanne findet sich die erate Tafel dieser .Art - fiir 
z = xy (.Abb. 21) - bei L. E. Pouch et 1797. 
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Damit man die einzelnen Kurven aufzeichnen kann, muB 
jede Kurve punktweise berechnet werden; man lOst zu dies em 
Zweck die gegebene Gleichung nach einer der beiden Verander­
lichen auf und berechnet deren Werte bei jedem angenommenen 
Wert von z fiir eine Reihe von Werten der anderen Verander­
lichen; dahei wird ma.n zunachst die Auflosung der Gleichung 
nach derjenigen Verauderlichen vornehmen, nach der sich dies 
am bequemsten ausfiihren laSt. 
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Abb.20. 

Bei der Zeichnung der Tafel hat man zu beaohten, daB fur 
die Abszissen und Ordinaten versohiedene MaBstabe gewahlt 
werden konnen. 

Beispiel. Die gegebene Funktion sei 
Z=XY· 

Bei punktweiser Berechnung z. B. der mit z = 10 und z = 50 be­

zifferten Kurven ergeben sich aus Y= :. die folgenden Werte: 
x 

1Il=10 
x= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Y = 10 5 3,33 2,50 2 1,67 1,43 1,25 1,11 1 

1Il=50 
x= 5 6 7 8 9 10 
Y = 10 8,33 7,14 6,25 5,55 5 
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Die durch diese und die Werle der anderen Kurven bestimmte 
Multiplikationstafel ist in Abb. 21 mit derselben MaBeinheit fiir x und y 
gezeichnet; die Kurven dieser Tafel sind gleichseitige Hyperbeln. 

Um die tlbersichtlichkeit der Tafel zu erhohen, heht man 
einzelne der Parallelen zu den Koordinatenachsen und einzelne 
Kurven durch Anwendung einer anderen Strichart - wie in 
der Abb.21 - oder einer anderen Farbe hervor. 

Betrachtet man die Gleichu ng (1) als die Gleichung einer 
Flaohe, 80 stellen die nach z bezifferten Kurven die in der 
Topographie als Hohenschichtlinien oder Hohenkurven bezeich-
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Abb.21. 

net en Linien der Flache vorl). Es kann auch der Fall ein­
treten, daB man die z-Kurven in ahnlicher Weise wie Hohen­
kurven auf Grund einer Anzahl bezifferter Punkte dadurch be­
stimmen muB, daB man einzelne Kurvenpunkte durch Inter­
polation zwischen den gegebenen Punkten ermittelt. In dieser 
Weise hat man z. B. zu verfahren, wenn die Werte einer 
Funktion fUr verschiedene Werte der Veranderlichen durch 
Beobachtung ermittelt wurden. 

1) Die Tafeln werden deshalb auch als "tables topographiques" 
(L. Lalanne) oder als nSchichtentafeln" (Ch. A. Vogler) bezeichnet. 
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;r -"s.cosa-
Es kommt vor, daB 

man bei der Bearbeitung 
einer Aufgabe die Werte 
von zwei verschiedenen 
Funktionen deraelben 
beiden Veranderlichen 
braucht; man kann 
dann unter Umstanden 
die den beiden Funktio­
nen entsprechenden Ta-

so S feln in einer Zeichnung 
vereinigen. Man er­
reicht eine solche Ver­
einigung entwederdurch 
doppelte Bezifferung der 
Parallel en zu einer der 
beiden Achsen oder 
durch Verwendung von 

0 ,,_ -10 :lD au 'HJ so {jQ to 40 90~ zwei, verschieden bezif­
y as .sina: 

Abb. 22. 

ferten Kurvenscharen; 
diese beiden Moglich­
keiten unterscheiden 

sich dadurch, daB man bei der ersteren fUr jede der beiden 
Funktionen einen Punkt bestimmen muB, bei der letzteren da­
gegen nur einen Punkt fur beide Funktionen braucht. 

X-s.cosa; und y-s.sina-

a; 
Abb. 23. 

Beispiel. Zwei manchmal zu­
sammen zu berechnende Funktio­
nen sind 

x = 8 COS IX und y = 8 sin IX • 

Die Abb. 22 enthalt fUr diese 
beiden Funktionen eine Tafel mit 
doppelter Bezifferung der dem 
Winkel IX entsprechenden Paralle­
len und mit nur einer - nach x 
bzw. y bezifferten - Kurvenschar. 
In der Abb. 23 sind die den beiden 
gegebenen Funktionen entsprechen­
den Tafeln zu einer Tafel vereinigt, 
die zwei. nach x und y bezifferte 
Kurvenskalen enthalt'. 

Bei Tafeln mit zwei Kurven­
skalen unterscheidet man diese 
durch Anwendung von verschie­
denen Farben oder - wie dies 
in der Abb. 23 bei den nach x 



Einfachstes Verfahren zur Herstellung einer Tafel. 25 

bezifferten Kurven geschehen ist - durch Bemalen einzelner 
Flachenstreifen zwischen den Kurven der einen Skala. 

Da die Gleichung () ( ) z=fx,y . .•....... 1 
auch auf die Formen 

x=f'(y, z) und y=f"(x, z) 
gebracht werden kann, so lassen sich fiir sie im allgemeinen 
drei verschiedene Tafeln herstellen, die sich zunachst in der 
Bezifferung der zu zeichnenden Kurvenskala unterscheiden; 
diese ist bei der ersten Form der Gleichung nach z und bei 

e 
Abb.24. 

den beiden anderen Formen nach x bzw. y beziffert. Geiten 
fUr zwei' der drei GroBen x, y und z bestimmte Grenzwerte 
nach oben und unten, so bietet diejenige Tafelform, bei der 
die Abszissen und Ordinaten nach diesen beziffert sind, einen 
kleinen Vorteil, indem bei ihr innerhalb des durch die Grenzen 
bestimmten Rechtecks eine volle Ausnutzung des Platzes statt­
findet. Manchmal unterscheidet sich eine der drei moglichen 
Tafeln von den beiden anderen dadurch vorteilhaft, daB bei 
ihr die im Koordinatensystem zu zeichnenden Kurven Gerade 
sind. 

Beispiel. Die Grundgleichung bei der trigonometrischen Hohen-
messung lautet: h = e tg IX. 

Die Abb. 24, 25 und 26 enthalten drei Tafeln fiir diese Gleichung, 
wobei fiir h die Grenzen 0 und 100 m und fiir ex die Grenzen 0 und 
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h - e.f:gtx 

Abb.25. 

e 
Abb.26. 
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45 0 angenommen wurden. In der Abb. 24 ist - entspreohend der 
Gleiohungsform h = e tg oc - die Kurvenskala nach h beziffert.; das 
durch die angenommenen Grenzwerte von oc und von e bestimmte Rechteok 
ist nur zum Teil von der Kurvenskala bedeckt. Bei der Tafel der 
Abb. 25 sind - entsprechend der Gleichungsform e = h ctg oc - die 
Kurven nach e beziffert; das duroh die gegebenen Grenzwerte bestimmte 
Rechteck ist voll ausgenutzt. In der l'a£el der Abb. 26 besteht die -

der Gleichungsform tg oc = ~ entsprechend - nach oc bezifferte Kurven 
e 
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Abb.27. 

I 
'10 

o 

skala aus einer Geradenschar; der MaBstab fiir h wurde fiinfmal groBer 
gewahlt als derjenige fiir e. AuBer dem durch die bequem zu zeich­
nenden Geraden entstehenden Vorteil bietet die zuletzt angegebene 
Tafelform noch den weiteren V orteil, daB der Bau der Tafel sich in 

einfachster Weise auf Grund der Gleichung tg oc = ~ erklaren laBt. 
e 

Beim Gehrauch einer Tafel hat man im einfachsten 
Fall mit den gegehenen Werten der heiden Veranderlichen 
zwischen den Parallelen zu den Koordinatenachsen mit Hilfe 
eines spitzen Gegenstandes (Bleistiftspitze, Nadel) in die Tafel 
einzugehen und sodann den zugehorigen Funktionswert zwi-
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schen den Kurven der Kurvenskala abzulesen; ist der Funk· 
tionswert und eine Veranderliche gegeben und die andere Ver­
anderliche gesucht, so hat man mit den gegebenen Werten 
zwischen den Kurven und den Parallelen zur einen Achse ein­
zugehen und zwischen den Parallelen zur anderen Achse ab-
zulesen. . 

r---TT-r-r----r----,--I106~ ·,· I_--_, 

o 

e 

Abb. 28. 

$Oq .... 
1-'--"----' 

Die Zeichnung der Parallelen kann man auch ganz um­
gehen, wenn man sie durch eine entsprechende Vorrichtung 
ersetzt. Eine solche Vorrichtung ist in der Abb. 27 fUr die 
Gleichung z = xy angegeben. Die , Tafel enthalt auLler der 
nach z bezifferten Kurvenschar auf je zwei Parallelen zu den 
beiden Achsen die Schnittpunkte der beiden Parallelenscharen 
in Form von je zwei nach x bzw. y bezifferten Skalen. Fur 
den Gebrauch der Tafel benutzt man ein auf einem durch­
sichtigen Stoff gezeichnetes, in der Abbildung durch gerissene 
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Linien angegebenes Achsenkreuz, das so auf die Tafel gelegt 
werden muB, daB an den beiden x·Skalen und an den beiden 
y-Skalen die gegehenen Werte der heiden Veranderlichen ein­
gestellt sind; mit dem Achsenschnittpunkt liest man dann den 
zugehorigen Funktionswert zwischen den z-Kurven abo Die 
Vorrichtung laBt sich auch fur den Fall anwenden, daB der 
Wert von z gegeben ist. 

Abb.29. 

Eine andere, die Zeichnung der Parallelen zu den Ko­
ordinatenachsen ersetzende Vorrichtung ist in der Ahb. 28 fur 
die Gleichung h = e tg a angedeutet. Die Tafel enthalt auBer 
der nach a bezifferten Kurvenskala auf einer Parallel en zu der 
einen Koordinatenachse die Schnittpunkte der Parallelen zur 
anderen Achse in Form einer nach e bezifferten Skala. Auf 
einem durchsichtigen Stoff ist eine Gerade gezogen, die eine 
durch die Parallelen zur Abszissenachse bestimmte h-Skala 



30 Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln mit Kurvenskalen. 

tragt, und die mit Hilee eines Anschlages senkrecht zur Ab­
szissenachse, die Skala parallel zu dieser bewegt werden kann. 

Die Ermittlung eines gesuchten Funktionswertes laBt sich 
mit Hilfe des Zirkels ausfiihren, wenn die Tafel so gebaut 
ist, daB entweder die Abszissen oder die Ordinaten die Be­
zifferung der zu bestimmenden Funktionswerte tragen; man 
hat dann nur die Parallelen fiir einzelne Hauptwerte zu zeich­
nen, und von den dazwischenliegenden Parallelen ihre Schnitt­
punkte mit den Achsen anzugeben. In der Abb. 29 ist in 
dieser Weise die Tafel fiir die Funktion k = e tg (X ausgebiIdet; 
die Benutzung des Zirkels geschieht in der in der Abbildung 
angegebenen Weise. 

Zur Herstellung von Tafeln mit Kurvenskalen kann man 
auch sog. Millimeterpapier verwenden. 

§ 2. AUgemeines Verfahren zur Herstellong einer Tafel. 

Die Gleichung 

oder in anderer ~orm 
z=f(x,y) (1) 

f(x,y,z)=o (1') 

kann man sich entstanden denken durch Elimination der ver­
anderlichen GraBen ~ und r; aus den drei Gleichungen 

fl(~,r;,x)=O. (2) 
fOJ (~, fJ.' y)= O. . . . (3) 
f3(~,r;,z)=0. . . . (4) 

Betrachtet man die Veranderlichen ~ und r; als laufende 
Koordinaten, so entspricht infolge der Veranderlichkeit von 
x, y und z jeder der drei Gleichungen eine Kurvenschar; es 
sind demnach durch die Gleichungen drei nach x bzw. y bzw. z 
bezifferte Kurvenskalen (Abb. 30) bestimmt 1). Sind - wie an­
genommen - die drei Gleichungen (2), (3) und (4) so beschaffen, 
daB die Elimination von ~ und r; aus ihnen die Gleichung (1') 
ergibt, so gehoren zu jedem Punkt Pi drei Kurven der drei 
Kurv'enscharen, deren Werte xi' Yi und zi die Gleichung (1) 
oder (1') befriedigen. 

Von den drei Gleichungen (2), (3) und (4) konnen zwei be-

1) Diese Art der Auffassung einer Tafel mit Kurvenskalen fiir eine­
Gleichung mit drei Verii.nderlichen stammt von J. Massau 1884. 
M. d'Ocagne heiBt die Ta.feln auch nAbaques a entrecroisement";. 
F. Schilling iibersetzt dies mit nRechentafeln mit Kurvenkreuzung". 
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liebig angenommen werden; die dritte Gleichung ist dann durch 
sie und die gegebene Gleichung (1) bestimmt. Mit Riicksicht 
auf die Herstellung der Tafel wird man die beiden beliebig 
anzunehmenden Gleichungen so wahlen, daB die Kurven von 
allen drei Skalen sich in einfacher Weise - mit Lineal oder 
Zirkel - zeichnen lassen; es sollen deshalb zunachst diejenigen 
Formen der Gleichung (1) bestimmt werden, fiir welche die 
drei Kurvenscharen nur aus Geraden und Kreisen bestehen. 

Abb.30. 

SoU die Tafel nur Gerade enthalten, so treten an die Stelle 
der Gleichungen (2), (3) und (4) im allgemeinsten Fall die 
Gleichungen 

CPl (x) ~ + CP2 (x) 1) + CP3 (x) = 0 

Vll (y) ~ + 1/"2 (y) 1) + Vl3 (y) = 0 

Xl (z) ~ + X2 (z) 1) + Xa (z) = 0 

(5) 
(6) 
(7) 

Eliminiel't man aus ihnen die laufenden Koordinaten ~ und YJ, 
so erhiilt man in Determinantenform die Gleichung 

CPl(X) CP2(X) CP3(X) 

Vll (y) 1/)2 (y) Vla (y) = o. . . . . . (8) 
Xl (z) %2 (z) Xa (z) 

Diese Form muG die Gleichung (1) also hahen, wenn die 
Kurven der drei Scharen Gerade sein sollen. 
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SoIl die Tafel zwei Geradenscharen und eine Kreisschar ent­
halten, so haben im allgemeinsten Fall die Gleichungen (2), (3) 
und (4) die Formen 

IPl (xH + IP2 (x) 1] + IP3 (x) = 0 (9) 

"PI (y) ~ + "P'J (y) 1] + "Ps (y) = 0 (10) 
~'.!+'YJ2+Xl(Z)~+X'J(z)'YJ+Xs(z)=0 (11) 

Bestimmt man aus den beiden ersten dieser Gleichungen 
die Gro13en ~ und 1], so erhii.lt man bei Verwendung von Deter­
minanten - abgesehen von den Vorzeichen -

I IPs (x) IP'J(x) I 

~ = "Ps(Y) "P2(Y) I 
1 IPl (x) IP',! (x) 1 

I "Pl(Y) "P2(Y) ! 

und 

I IPl(X) IPs (x) ! 
1 "PI (y) 'P3(Y) I 

1] = I IP1 (x) IP'J(x) I . 

! "P1(Y) 'P2(Y) I 
Setzt man diese Werte von ~ und ?J in die dritte Gleichung 
ein, so ergibt sich nach einiger Umformung 

1 !Ps (x) !P2 (x) i2 + 1 !P1 (x) !pg (x) 12+ I !P3 (x) !P',! (x) II !PI (x) !p'J (x) 1 Xl (z) 
I 'Ps(Y)'P2 (y) ! l'Pl(Y)"PS(Y)! !'Ps(Y)"P2(y)II'P1(Y)'P2(Y)! . 

+i!P1(X)!P3(X)III!Pl(X)!P2(X)l x (Z)+11!P1(X)!P2(X)I\ (z)=O (12) 
1 'P1(Y) 'P3(Y) I "PI (y)"P2(Y) I 2 'P1(Y)"P2(y) I 3 

Dies ist die' Form der GIeichung (1), fUr welche die Tafel aus 
zwei Geradenscharen und einer Kreisschar besteht. 

SoIl die Tafel aus einer Geradenschar und zwei Kreisscharen 
bestehen, so treten im allgemeinsten Fall an die Stelle der 
Gleichungen (2), (3) und (4) die folgenden 

!P1(X)~+IP2(X)'YJ+!Ps(x)=0 (13) 
e + 'YJ2 + 'P1 (yH + "P2 (y) 1] + V'3(y) = 0 (14) 

e+1]2+ X1 (zH+X2(z)1]+X3(z)=0 (15) 

Eliminiert man aus den beiden Kreisgleichungen die quadra­
tischen Glieder, so ergiht sich - wieder abgesehen von den 
Vorzeichen - die GIeichung 

Bestimmt man aus dieser Gleichung und der Gleichung (13) 
die GroBen ~ und 'YJ, so findet man 
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I <fls(x) 9?2(X) I 
~= {V's(Y)+X3(z)}{V'2(Y)+x2(~1l 

I 9?l (x) 9?2(X) I 
I {V'l (y) + Xl (Z)}{V'2(Y) + X2(Z)} I 

und I 9?l(X) tp3(X) I 
1]= I {lpl(Y)+X1(Z)}{lpS(Y)+Xs(z)} I 

I tp1(X) tp2(X) I' 
I {1f'1 (y) + Xl (z)} {1f'2(Y) + X2 (z)} 

Setzt man zur Elimination von ~ und 1] die dafur gefundenen 
Werte in eine der beiden Kreisgleichungen z. B. (14) ein, so 
erhiilt man 

I 9?3(X) CJJ2(X) 12 

I {V'3(Y) + Xs(Z)} {V'2(Y) + X2(Z)} I 

+ I 9?l(X) 9?3(X)!2 
I {1f'l(Y) + Xl (Z)}{1f'3(Y) + X3(Z)} I 

+ I CJJs(X) CJJ2(X) II 9?1 (x) 9?2(X) I () 
I {1f's (y) + X3(Z)}{1f'2 (y) + X2(Z)} II {V'1 (y) + Xl (z )}{1f'z (y) + X2 (z)} 111'1 Y 

+ I tp1 (x) tps (x) II 9?1 (x) CJJ2(X) I () 
I {V'I(Y) + Xl (Z)}{1f'3(Y) + X3(Z)} II {1f'l(Y) + Xl (Z)}{1f'2(y) + X2(Z)}! % Y 

+ 1 T1(X) T2(X) 12 , ()=o (16) 
1{1f'1(Y)+Xl(z)}{1f'2(Y)+X2(Z)},VS Y . 

Auf diese Form muB man die Gleichung (1) bringen k6nnen, 
wenn die Tafel aus zwei Kreisscharen und einer Geradenschar 
bestehen solI. 

In ahnlicher Weise kann man auch diejenige Form der 
Gleichung (1) ermitteln, fur welche die Tafel aus drei Kreis­
scharen besteht; es wird hier darauf verzichtet, wei! diese Tafel­
form vom praktischen Standpunkt aus von geringerer Be­
deutung ist. 

§ 3. Tafeln mit drei Scharen gerader Linien. 

SolI die Tafel fur eine gegebene Gleichung nur Gerade ent-
halten, so muB die Gleichung sich auf die Form bringen lassen 

9?l(X) CJJ2(X) CJJs(x) 
1f'1 (y) 1f'2(Y) 1f's(y) = 0 . . . (1) 
Xl (z) X2 (z) I:'s (z) 

Werkmeister. Rechentafeln. 3 
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Die Gleichungen der drei Geradenscharen sind dann 

({Jl(X) ~ + ({J,(x) 1] + ((Js(x) = 0 

'l'l(Y) ~ + 'I''J(y) 1] +'I's(Y) = 0 

Xl (z) ~ + X, (z) 1] + Xs (z) = 0 

(2) 
(3) 
(4) 

Von geraden Linien kommen zunachst solche in Betracht, 
die sinh im Koordinatensystem in bequemer Weise zeichnen 
lassen; es sind dies Parallelen zu den Achsen, Gerade durch 
den Ursprung oder einen Punkt auf den Achsen und Parallelen 
zu einer Mediane. 

Wahlt man zuerst den einfachsten Fall, in welchem z. B. 
die nach x und y bezifferten Scharen Parallelen zu den Ko­
ordinatenachsen sind, so lauten die Gleichungen der drei Scharen 
von Geraden 

-x=O 

1] -y=O 

Xl (z) ~ + X'J(z) 1] + Xs(z) = 0 

An die Stelle der Gleichung (1) tritt dann die folgende 

(5) 
(6) 
(7) 

XI(Z)X+Xg(z)y+Xs(z)=O • .•..• (8) 

Da man in dieser in bezug auf x und y Unearen Gleichung 
vermoge der beiden Gleichungen (5) und (6) die GruBen x und y 
als laufende Koordinaten auffassen darf, so sieht man, daB sie 
durch eine nach Z bezifferte Geradenschar dargestellt werden 
kann. 1st demnach eine Gleichung mit drei Veranderlichen 
linear in bezug auf zwei der Veranderlichen, so laBt sie sinh 
darstellen durch drei Scharen von Geraden, von denen zwei 
parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen. 

Beispiel. Die allgemeine Form der Gleichung zweiten Grades ist 

x2 +px+q=0. 

Soll fiir diese Gleichung eine Tafel hergestellt werden, der man {iir ge­
gebene Werte von p und q die Wurzeln der Gleichung entnehmen kann, 
80 ist zu beachten, daB die Gleichung in bezug auf die beiden Ver­
iinderlichen p und q linear ist; die Gleichung kann deshalb durch drei 
Geradenscharen dargestellt werden, von denen die nach p und q be­
zifferten parallel zu den Koordinatenachsen sind. Die einzelnen Geraden der 
nach x bezifferten Schar lassen sich am besten mit Hilfe ihrer Achsenab-

schnitte aufzeichnen; setzt man zu diesemZweck{q = oOfl , so Wirdf\p = - X2}' p= q=-x 
Einige zusammengehOrige Werte fUr die Unbekannte x und odie Achsen­
abschnitte sind die folgenden: 
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x=+1 +2 +3 + 4 + 5 -1 -2 -3 - 4 5 
p=-1 -2 -3 - 4 - 5 +1 +2 +3 + 4 5 
q=-1 -4 -9 -16 -25 -1 -4 -9 -16 -25 

Die durch diese Werte bestimmte Tafel ist in der Abb. 31 gezeichnetl), 
bei der fUr p ein doppelt so groBer MaBstab als flir q gewahlt wurde. 

Hat die gegebene Gleichung die Form 

+$ 

9 0 

-5 

Xl (z) rp(x) + Xz(z) V'(Y) + Xs(z) = O. . . . . (8') 

1 
I 
r 

~ ~~ 
N ~ 
1\ I~ 
1\ \ 
I \ , 1\ 

" \ 

--

'\ 
I \ 
I V ,/ 
r l' 

I --I 

i 
I 

i 
~~ - ~ ~ ~ - ~ ~ - ~~ ~ ~ //11 +$ 

/ ~ 
1..?1 /1 

~ A / / 

" ~ ./ 1/ 11 
1\ ~ ~ / '/ / ,r, o If 

\ '- ~ ~ 1/ / / II 
,[7 ~ .~ ~I/ / / I 

/1\ ~ I/, I ............ / I 

j\~ ~\ t? ~ ~ -y/ ~ 
1 

~; -5 

'\ ~;1\ /1'\. I d I 
J/ 

/1\ 
17 '\ 

\ / '-1/ '0" I 

\17 '" l 

11'\ I 0" I --to 
o • .., +;? +3 +* +5 

J1-
Abb. 31. 

so kann man sie ebenfalls durch zwei Scharen von Parallelen 
zu den Achsen und eine weitere Geradenschar darstellen; man 
hat dabei nur zu beachten, daB die Gleichung linear in bezug 
auf rp(x) und V'(y) ist. Die Gleichungen der heiden Parallelen­
scharen lauten dann: 

$-rp(x)=O . ... (5') und 1]-V'(y)=O ...• (6') 
Die zu den Gleichungen (8) und (8') gehorigen Tafeln unter­

scheiden sich dadurcb, daB die Parallelen zu den Acbsen auf 

') Diese Tafel zur AuflOsung quadratischer Gleichungen wurde von 
L. La] anne angegeben. 

3* 
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diesen bei der ersteren Gleichungsform gleichmaBige, bei der 
letzteren dagegen ungleichma6ige Skalen bestimmen. 

Beispiel. 
a= v'b2 +C2• 

Schreibt man diese Gleichung in der Form 

b2 +c2 -a2 =0 
und vergleicht sie dann mit der Gleichung einer Parallelen zur zweiten 
Mediane 1:+ 0 

" 1J- m=, 

!J1H--+--+"<-.,.--+->.,:--+--->o,j,.----+-'"<"---t9 

8~~~r-~:__~~~~-~~-1-~~3 
:l % 

o ~ . 
ii' 

o 50 

Abb.32. 

so sieht man, daB die gegebene Gleichung dargestellt werden kann durch 
zwei nach b und c bezifferte Scharen von Parallelen zu den Achsen und 
eine nach a bezifferte Schar von Parallelen zur zweiten Mediane (Abb. 32). 
Die Parallel en zu den Achsen sind bestimmt durch die den Gleichungen (5') 
und (6') entsprechenden Gleichungen 

~ - c2 = 0 und 1J - b2 = O. 
Die a-Geraden erhalt man auf Grund ihrer Gleichung 

g+1J _a2 = 0, 
z. B. mit Hilfe ihrer Achsenabschnitte. 
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Auf die in der Gleichung (8') angegebene Form lassen sich 
auch Gleichungen bringen von der Form 

cp(xydZ) '1p(yy, (Z) = X3(Z), . . . . • . (9) 
Logarithmiert man diese Gleichung, so geht sie tiber in die 

Gleichung X1(Z) log cp(x)+X2(Z) 10g'1p(y)=logX3(z), .. . (9') 
die in bezug auf log cp(x) und log'1p(y) linear ist; sie - und 
damit die Gleichung (9) - HWt sich demnach darstellen durch 

o 

I 
o 

.a=on. 

• 
~s 

Abb. 33. 

drei Geradenscharen, von denen zwei Parallelen zu den Achsen 
sind mit den Gleichungen 

~-logcp(x)=O und 'fJ-Iog'1p(y)=O 
und von denen die dritte die Gleichung hat 

Xl (zH + X2(Z) 'fJ = log X3 (Z).l) 
') Eine solche, durch die Gleichungen 

.; = log cp (x) und 1'} = log V' (y) 
bedingte punktweise Transformation bezeichnet L. Lalanne als Ana­
morphose. 
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Beispiel. 1st cine Tafel zu entwerfen fiir die Funktion 

a=bn , 

80 logarithmiert man die gegebene Gleichung; sie geht dann iiber in 

log a - n log b = O. 
Betrachtet man in dieser Gleichung log a und log b als laufende Ko­

ordinaten, so sieht man, daB sie dargestellt werden kann durch eine 
nach n bezifferte Geradenschar durch den Ursprung. Die Tafel (Abb. 33) 
kann - wenn n und a oder b gegeben sind - zum Radizieren und 
Potenzieren benutzt werden; ist n zu gegebenen Werten von a und b zu 
bestimmen, so dient die Tafel zur Auflosung der dann vorliegenden Ex­
ponentialgleichung. Durch nochmaliges Logarithmieren der Gleichung 
kann man die Tafel in eine Form iiberfiihren, bei der an Stelle der 
Ursprungsgeraden parallele Geraden treten. 

Vielfach kommt 
Form vor 

b 
Abb. 34. 

c 

die Gleichung (9) III der einfacheren 

qJ(x) 1jJ(Y) = X(z), 
die durch Logarithmieren iibergeht in 

log qJ(x) + log 1jJ(Y) = log x(z)-
1. Beispiel. Die einfachste hierher gehorige Tafel iet die Multi­

plikationetafel, der die Gleichung zugrunde Jiegt 
a=bc. 
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Bringt man diese G1eichung durch Logarithmieren auf lineare Form, so 
ergibt sich log a = log b + lo~ c. 

FaBt man hier log b und log c als laufende Koordinaten auf, so 
zeigt sich, daB durch die Gleichung eine nach a bezifferte Schar von 
Parallelen zur zweiten Mediane (Abb. 34) bestimmt ist, die man z. B. 
mit Hilfe der Achsenabschnittc aufzeichnen kann '). 

2. Beispiel. Bei tachymetrischen Messungen hat man haufig auf 
Grund der Gleichung c = E sin2 cc 

fiir gegebene Werte von E und cc die zugehorigen Wertc von c zu be­
rechnen. Logarithmiert man die Gleichung, so geht sie liber in 

log c = log E + 2 log sin cc • 

E . :l 

- -1;0" -C = Slna: 

E 
Abb.35. 

Diese Gleichung ist linear in bezug auf log E und log sin cc, sie kann 
deshalb - abgesehen von den beiden nach E und cc bezifferten Scharen 
von Parallelen zu den Aohsen - dargestellt werden durch eine nach c 
bezifferte Parallelenschar mit der Gleichung 

~+21) =logc, 
wobei die einzelnen Parallelen z. B. mit Benutzung ihrer Achsenabschnitte 
in die Zeichnung eingetragen werden konnen. Die Tafel ist in der 
Abb. 35 gezeichnet, in der 0 den Ursprung des Koordinatensystems be­
deutet. Die nach cc bezifferten Parallelen lassen Bich mit Hilfe der Werte 

') Diese Form einer Multiplikationstafel wurde erstmals von L. La 1 ann e 
angewendet. 
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IX= 50 
sin IX = 0,087 

10 0 

0,174 
20 0 

0,342 
30 0 

0,500 
40 0 

0,643 
45 0 

0,707 

aufzeichnen; die hierfiir erforderliche logarithmische Hilfsskala ist in der 
Abbildung seitlich angegeben. 

Bei Tafeln fUr Gleichungen von der in der Gleichung (9) 
bzw. (9') angegebenen Form werden infolge der logarithmischen 
Skalen bei den Parallelenscharen die Abstiinde der Parallelen 
z. B. mit zunehmendem Wert der Veriinderlichen immer kleiner; 

a: 

E . !l 
(}= 8lna: 

E 
Abb.36. 

diesem Umstand kann man - wenn es die von der Tafel ver­
langte Genauigkeit erfordert - dadurch Rechnung tragen, daB 
man bei einer der beiden Koordinaten oder bei heiden einen 
Wechsel im MaBstab eintreten liiBt. 

1. Beispiel. Die Abb. 36 enthiilt fUr die schon in der Abb. 35 
dargestellte Gleichung 

c= E sin2 IX 

eine Tafel, bei der fur Evon 100 bis 500 m ein doppelt so groDer MaE­
stab gewahlt wurde alB von 20 bis 100 m; durch diesen Wechsel im MaD­
stab von E wird bei den nach c bezifferten Parallelen von der auf 
E = 100 m sich beziehenden Geraden an eine Richtungsanderung hervor­
gerufen. 
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2. Beispiel. 
Gleichung 

Fur die bereits durch die Abb. 33 dargestellte 

a=bn 

ist in der Abb. 37 eine Tafel gezeichnet, bei der fur a und b von 5 bis 10 
je ein doppelt so groBer MaBstab gewiihlt wurde ala fiir die vorher­
gehenden Werte; dieser Wechsel im MaBstab sowohl bei a alB auch bei b 
ruft bei den nach n bezifferten Ursprungsgeraden zum Teil eine ein­
malige, zum Teil eine zweimalige Anderung der Richtung hervor. Die 
angenommenen MaBstabwechsel verursachen Verschiebungen des Koordi­
natenursprungs; die vier in Betracht kommenden Lagen des Ursprungs, 

a= b n 

r:? 
~o~~~~-r~rr-'~71~~~-r~ 
g ~-+~-,~~~t-~~~ 

8 ~-h~~~~Y-+-~~~ 

r~~~~~~~~~I 

6 1--H-It-+-I+--lf-r--7I'--t-t-:Y-1 

b s 1 n 
~ ~Hf-f~~~~-F-t~~~ 

3 H'H-f-J.L/-7f-7f?-""9~t-::::p14~ 

Abb.37. 

die bei der Aufzeichnung der Geraden Verwendung linden, sind in der 
Abbildung angegeben. 

Logarithmische Skalen haben wie jede ungleichmiiBige Skala den 
Nachteil, daB das Eingehen in eine solche Skala nicht ganz so bequem 
ist wie bei einer gleichmiiBigen Skala. 

Zur Herstellung von Tafeln mit logarithmischen Skalen kann man 
auch die von der Firma Carl Schleicher und Schiill (Duren, Rhld.) in 
den Handel gebrachten "Logarithmen-Papiere" verwenden 1). 

rm vorstehenden wurde zunachst nur diejenige Form einer 
Tafel mit drei Scharen gerader Linien behandelt, bei der zwei 

1) Vgl. P. Schreiber, Griindziige einer Fliichen·Nomographie. 
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Scharen Parallelen zu den Koordinatenachsen sind; im folgen­
den soIl fiir die wohl am meisten vorkommende Gleichungsform 

q;(x) 'IfJ(y) = X(z) . . . . . . . . (10) 

gezeigt werden, daB auch noch andere Tafelformen moglich 
sind. 

Wii.hlt man fiir die beiden beliebig anzunehmenden Geraden­
scharen nach x bezifferte Parallelen zur Ordinatenachse und 
nach z bezifferte Parallelen zur erst en Mediane, denen die 
Gleichungen 

;- q;(x)=O und ; -- 'YJ - X(z)=o 
zukommen, so erhii.lt man durch Elimination von x und z aus 
diesen Gleichungen und der gegebenen Gleichung (10) fiir die 
dritte nach y bezifferte Kurvenschar die Gleichung 

~ - {1- 'IfJ(y)}=O. 

Die dritte Kurvenschar besteht demnach aus Geraden durch 
den Ursprung. 

Wiihlt man fiir die beiden beliebig anzunehmenden Geraden­
scharen nach x bezifferte Parallelen zur Ordinatenachse und 
nach z bezifferte U rsprungsgeraden mit den Gleichungen 

;-q;(x)=O und l_ X(z)=O, 
'YJ 

so ergibt die Elimination von x und z aus diesen beiden 
Gleichungen und der gegebenen Gleichung (10) flir die nach y 
bezifferten Kurven eine Schar von Parallelen zur Abszissen­
achse mit der Gleichung 

1 
'YJ - 1p(y) =0. 

Werden fiir die beide!). beliebig anzunehmenden Geraden­
scharen nach x bezifferte Parallelen zur ersten Mediane und 
nach z bezifferte Parallelen zur Ordinatenachse mit den Gleichungen 

;-'YJ-q;(x)=O und ;-X(z)=O 
gewiihlt, so findet man durch Elimination von x und z aus den 
beiden letzten Gleichungen und der gegebenen Gleichung (10) 
fiir die nach y bezifferten Kurven eine Schar von Ursprungs­
geraden mit der Gleichung 

!L_1p(Y)-1_0 
; 'P(y) - . 
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§ 4. Tafeln mit zwei Scharen gerader Linien und einer 
Kreisschar. 

SoIl die Tafel fiir eine gegebene Gleichung auBer zwei 
GeradenEcharen eine Kreisschar enthalten, so muB die Glei­
chung sich auf die Form (Gleichung 12, Seite 32) bringen lassen 

/
9?3 (x) 9?2 (X) j

I2 + 19?1 (x)9?s (xW+ 19?a (x) 9?2(x)jlj9?l (X)9?2 (x)! X (z) 
'Ps (y) 'P2 (y) 'Pl (y) 'Ps (y) I I 'Ps (y) 'P2 (y) I 'Pl (Y)'lf2 (y) I 1 

+ !9?1(X)9?S(x) i
1

j9?1 (x)cpg(x) I X (z) + j9?1 (X) 9?g (x) 1\2 (z)= 0 (1) 
l'lfl(Y)'PS(Y) l'Pl(Y)'P2(Y) 2 l'lfl(Y)'P2(Y) Xs 

Die Gleichungen der beiden Geradenscharen und der Kreis­
schar sind dann 

9?l (x) ~ + 9?2(X) 1J + 9?3(X) = 0 (2) 
'lf1(yH + 'P2(Y) 1J + 'lfs(Y) = 0 (3) 

e + 1J2 + Xl (z) ~ + X2 (z) 1J + Xs (z) = 0 (4) 

Wiihlt man im einfachsten Fall fiir die heiden Geraden­
scharen Parallelen zu den Koordinatenachsen, so lauten die 
Gleichungen der drei Kurvenscharen 

~ -x =0 

1J-Y =0 
e + 1J2 + Xl (z) ~ + X2(Z) 1J + Xs(Z) = 0 

(5) 
(6) 
(7) 

Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen die laufenden 
Koordinaten ~ und 1J, EO erhalt man an Stelle der Gleichung (1) 
die folgende 

XIl +y2+Xl(Z)X+X2(Z)Y+Xs(z)=0 . _. (8) 

Da man in dieser Gleichung mit Riicksicht auf die Glei­
chungen (5) und (6) die GroBen x und Y als laufende Koordi­
naten auffassen darf, so sieht man ihr sofort an: daB sie durch 
eine Kreisschar dargestellt werden kann. 

Beispiel. Fur die Gleichung 

a=Vb2+02 

kann man eine Tafel mit einer nach a bezifferten Kreisschar herstellen; 
man sieht dies, wenn man sie in der Form schreibt 

b2 + 02 _ a2 = O. 

FaSt man in dieser Gleichung b und 0 als laufende Koordinaten auf, 
so ist durch sie eine Schar mittelpunktgleicher Kreise bestimmt mit dem 
Mittelpunkt im Ursprung. Die Zeichnung der Kreise (Abb.38) kann 
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man umgehen, wenn man ihre Halbmesser an einer Geraden - z. B. der 
ersten Mediane - angibt, und bei Benutzung der Tafel den jeweiligen 
Kreis - ohne ihn zu zeichnen - mit Hilfe des Stechzirkels herstelltj 
eine solche Einrichtung der Tafel empfiehlt sich besonders fur den 
Fall, daB a gegeben ist. 

Hat die Gleichung, fiir die eine Tafel hergestellt werden 
solI, an Stelle der in (8) gegebenen Form die etwas allge­
meinere 

:e b':t Il a - +c: 
b 

o oL.--L.-.l.---L--I-~5:---L----I-~'--L.-....J 

o 
Abb. 38. 

so kann sie ebenfalls durch zwei Scharen von Parallelen zu 
den Achsen und eine Kreisschar dargestellt werden; da die 
Gleichungen der beiden Geradenscharen dann sind 

~ - tp (x) = 0 . . (5') und 

so konnen in der Gleichung (8') tp (x) und 'P (y) als laufende 
Koordinaten angesehen werden, womit die Gleichung als solche 
einer Kreisschar zu erkennen ist. Die durch die Gleichungen (5') 
und (6') bestimmten Parallelenscharen ergeben auf den Achsen 
ungleichmaBige Skalen. 
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Beispiel. Logarithmiert man die einer gewohnlichen Multiplika­
tionstafel zugrunde liegende Gleichung 

a=bc, 
so geht sie tiber in 

log a = log b + log c . 
Schreibt man diese Gleichung in der Form 

(ylog b)2 + (ylogc)2 - (ylog a)2 = 0, 

so sieht man, daB sie durch eine Kreisschar mit den laufenden Ko­
ordinaten 

~ = ylog b und 'I) = Vlog c 

a ab.C' 

b 

~o~-~~~~~~~~~~~~~~J~~*~S~~~~~o 
5 
4f-~=----=-::'---c~"--.;;:"'::::"''?>\'2>--<',<-+--I-->-':-+-N-I'1 4 

~~L-________________ ~ __ ~ __ ~~~~. 

Abb.39. 

dargestellt werden kann 1). Die Aufzeichnung der Tafel (Abb. 39) liiBt 
sich mit Hilfe der folgenden Werte ausfiihren: 

x = 1 2 3 4 I 5 I 6 7 8 9 10 
Vlog x = ° 0,55 0,69 0,78 0,84 0,88 0,92 0,95 0,98 1 

Auch bei dieser Tafel kann man - wie bei allen Tafeln, in denen 
mittelpunktgleiche Kreise um den Ursprung auftreten - die Kreisschar 
in der Zeichnung nur durch ihre Halbmesserskala andeuten, wenn man 
bei Benutzung der Tafel den Stechzirkel verwendet. 

1) Eine Multiplikation8tafel von dieser Form findet sich bei F. R. 
Helmert. Zur Herstellung graphischer Tabellen mit zwei Eingangen 
(Z. Vermessungsw. 1876). 
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Das zuletzt behandelte Beispiel zeigt zugleich, daB und wie 
man allgemein Gleichungen von der Form 

cp (x) 1jJ (y) = X (z) 
durch zwei Parallelenscharen zu den Koordinatenachsen und 
eine Kreisschar darstellen kann. 

Auch Gleichungen von der Form 

mx'.l + ny'.l == z'.l (m und n unveriinderliche GroBen), 

denen zuniichst eine Schar mittelpunktgleicher Ellipsen entspricht, 
lassen sich durch eine Kreisschar darstellen; man erkennt dies. 
wenn man die Gleichung in der Form schreibt 

(XVm)1! + (YVn/ =zl! 

und x vm bzw. y Vn als laufende Koordinaten betrachtet. 
Geometrisch erhiilt man die Kreisschar aus den Ellipsen da­
durch, daB man bei diesen den MaBstab der einen Achse ent­
sprechend iindert. 

Beispiel. EB Bei eine Tafel herzustellen fur die Gleichung 
z2=3x2 +4 y2. 

Schreibt man die Gleichung in der Form 

(xyat +(2yj2-Z2= 0, 
so zeigt sich, daB man sie darstellen kann durch zwei Scharen von 
Parallelen zu den Koordinatenachsen mit den Gleichungen 

~ - x Va = 0 und '1 - 2 Y = 0 
und eine nach z bezifferte Schar mittelpunktgleicher Kreise mit dem 
Ursprung als Mittelpunkt (Abb. 40). 

Es wurden bis jetzt fiir die beiden Geradenscharen Paral­
lelen zu den beiden Achsen angenommen; wiihlt man z. B. fiir 
die nach x bezifferte Schar Parallelen zur Ordinatenachse und 
fiir die nach y bezifferte Ursprungsstrahlen, so lauten die 
Gleichungen der drei Kurvenscharen 

(9} 

(lO) 

(ll} 
Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen die laufenden. 

Koordinaten e und 17, so erhiilt man die Gleichung 

~~+~~~~+cp~~W+CP~1jJ~LW+~W=O 
oder 
cpl!(x){l + 1jJ2(y)} + cp (X){Xl (z) + 1jJ(Y) X2(Z)} + Xa(z) = 0 . (12p 
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Jede Gleichung, die sich auf diese Form bringen laBt, kann 
dargestellt werden durch eine Kreisschar in Verbindung mit 
einer Schar von Parallelen zu einer Achse und einer Geraden­
schar durch den Ursprung. Zieht man bei den Kreisen - in 
ahnlicher Weise wie bei den Geraden - die Grenzen enger, 
indem man zunachst solche Kreise zu verwenden sucht, die 
sich besonders einfach im Koordinatensystem zeichnen lassen, 
so kommen insbesondere in Betracht Kreise um den Ursprung 

!I 

x.:l= ax%.+ *!J:l 
.1:' 

~~~2r-~Jr-~*~,5~~G~~~ __ ~8 __ ~9~~O~o 0 ~ 
-TO 

9 

<5 

>-

6' 

5 - S !I 

4-

J 

:l 

~ 

0 
0 s­

a;' 

Abb.40. 

und Kreise durch den Ursprung mit den Mittelpunkten auf 
einer Achse. 

Mittelpunktgleiche, nach z bezifferte Kreise urn den Ursprung 
haben die Gleichung 

Urn die Form derjenigen Gleichungen zu ermitteln, die sich 
durch solche Kreise in Verbindung mit den durch die Glei­
chungen (9) und (10) bestimmten Geradenscharen darstellen 
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lassen, eliminiert man ~ und '7 aus den Gleichungen (9), (10) 
und (11'); dabei erhiiJt man 

oder 

4-

3 

<p2(X) -+- <p2(X) 1jJ2(y) - X (z) = 0 

<p2(x){1 + 1jJ'.l(y)} - X (z) = 0 . . . . (12') 

X=X.y 

.3 4-';6.,," 

x 
Abb. 41. 

.9 70 

Beispiel. Die einfachste hierher gehOrige Gleichung ist wieder 
z=xy oder xy-z=O. 

Die beiden Geradenscharen und die Kreisscbar lassen sich fiir diese 
Gleichung aufzeichnen auf Grund der Gleichungen 

~-x=O 

!l.. - V'y • ....::-j" =0 
~ 
~.+1J. _Z2=0 . 

Die Kreise (Abb. 41) kann man bei einer solchen Tafel weglassen, wenn 
man an passender Stelle eino Skala fiir die Halbmesser angibt und 
beim Gebrauch der Tafel den Zirkel verwendet. Man !iann auch die 
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Zeichnung der Ursprungsgeraden umgehen, wenn man sie und die 
Kreise durch eine auf einem durchsichtigen Stoff gezeichnete, um den 
Ursprung drehbare Gerade ersetzt, die eine nach z bezifferte Skala tragt, 
und die mit Hilfe einer z. B. auf einem Kreis um den Ursprung an­
gegebenen y-Skala eingestellt werden kann; man hat dann nur eine 
Kurvenschar zu zeichnen. 

Durch den Ursprung gehende Kreise mit den Mittelpunkten 
z. B. auf der Abszissenachse haben die Gleichung 

~2+t]2~X(zH=O .••... (11") 

X=x.y 

Abb.42. 

Eliminiert man aus dieser Gleichung und den beiden Glei­
chungen (9) und (10) die laufenden Koordinaten ~ und 'Yj, so 
erhaJt man fur diejenigen Gleichungen, die sich durch Kreise 
der Gleichung (11") zusammenmit den durch die Gleichungen 
(9) und (10) bestimmten Geradenscharen darstellen lassen, 
die Form tp2(X)+tp2(X)'IjI2(y)--;tp (x)x(z)=O 

oder tp'(x){l + lj)2 (y)} - X (z )= 0 . (12") 
Werkmeister , Rechentafeln. 4 
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Beispiel. Bei der einfachsten Gleichung vondieser Form, niimlich 

z=xy oder xy-z=O 
haben die drei Kurvenscharen die GleicQ.ungen 

~-x=O 
fJ ,--T- Vy - 1 =O 

~2 +fJ2_Z~=O. 

Fur den Fall, daB der Wert von z gegeben iet, kann man bei einer 
Tafel wie der vorliegenden (Abb.42) die Zeichnung der Kreise umgehen, 
wenn man - wie dies in der Abbildung geschehen ist - an der Ab­
Bzissenachse eine Skala fUr ihre Mittelpunkte angibt, und bei Benutzung 
der Tafel den Zirkel verwendet. 

Bei den im vorstehenden behandelten Tafeln ist es - unter 
Umstanden mit gewissen Bedingungen - moglich, die auf­
tretende Kreisschar in der Zeichnung nur durch eine Punktskala 
anzudeuten; die Tafel gewinnt dadurch an Vbersichtlichkeit, 
indem sie an Stelle der drei Kurvenscharen deren nur noch 
zwei enthii.lt. AuBerdem wird durch die bei Weglassung der 
Kreisschar mit Hilfe der Zirkelspitze aU8zufiihrenden Einstel­
lungen bzw. Ablesungen die Genauigkeit erhOht. 

§ o. Tafeln mit einer Schar gerader Linien und zwei Kreis­
scharen. 

Die allgemeine Form einer Gleichung, die durch zwei Kreis­
scharen in Verbindung mit einer Geradenschar dargestellt werden 
kann, wurde in § 2 abgeleitet; im folgenden sollen fiir die 
Gleichung () () ( ) ( ) cpx1py-Xz=O •...... 1 

einige Tafelformen behandelt werden, bei denen die Geraden 
und die Kreise im Koordinatensystem in einfacher Weise ge­
zeichnet werden konnen. 

Wahlt man fiir die Geradenschar Parallelen zur Ordinaten­
achse, fiir die eine Kreisschar Kreise durch den Ursprung mit 
den Mittelpunkten auf der Abszissenachse und fiir die andere 
Kreis8char Kreise um den Ursprung, so sind die Gleichungen 
der drei Kurvenscharen die folgenden 

~-cp(x)=O 

~2 + 'YJ2 -1p(y) ~ =0 
~2+f)2_X(Z)=0. 

Die Elimination der laufenden Koordinaten ~ und 'YJ aus den 
drei Gleichungen ergibt die Gleichung (1). 
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Beispiel. Eine bei der Berechnuog von rechtwinkligen spharischen 
Dreiecken auftretende Gleichung lautet 

tgp=~~! oder sinatgp-tgb=O. 

Eine Tafel fiir diese Gleichuog ist bestimmt durch die drei Gleichuogen 

g-sinc=O 
g2 + 1]2 - ng P = 0 

g2+1]2 - tgb=O. 

(! 
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Abb.43. 

In der Abb. 43 ist die Tafel gezeichnet, bei der die Halbmesser der 
mittelpunktgleichen Kreise gleich ~tg b sind. Wird die Tafel ausschlieBlich 
fiir den Fall benutzt, bei dem der Wert von p gegeben ist, so kann 
man in der Zeichnung die Kreise durch den Ursprung weglassen, wenn 
man - vgl. die Abbilduog - auf der Abszissenachse eine nach P be­
zifferte Skala fiir ilire Mittelpunkte angibt und bei Benutzung der Tafel 
den jeweiligen Kreis - ohne ihn zu zeichnen - mit Hilfe des Zirkels 
herstellt. Werden die nach {J bezifferlen Kreiss gezsichnet, so kann man 
fUr jeden Fall die Kreise um den Ur8p,!;ung bei Verwendung des Zirkels 
our durch ihre Halbmesserskala andeuten. 

4* 
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Werden fiir die Geradenschar Parallel en zur zweiten Mediane 
gewii.hlt, fiir die eine Kreisschar Kreise durch den Ursprung 
mit den Mittelpunkten auf der ersten Mediane und fiir die 
andere Kreisschar Kreise um den Ursprung, so kommen diesen 
drei Schaten die folgenden Gleichungen zu 

~+1]-CP(x)=O 

t~ + 1]2 - (~ + 1]) 'IjJ (y) = 0 

e+1]2-.z(z)=O. 

Abb.44 

sin..!3 _ s~'nb 
I s~n.a 

Eliminiert man aus diesen Gleichungen ~ und 1], so erhiilt 
man die Gleichung (1). 

Beispiel. Eine andere, bei der Berechnung VOIl rechtwinkIigen 
spharischen Dreiecken vorkommende Gleichung ist 

. fJ sin b 
SIn = -­

sin a 
oder sin fJ sin a - sin b ~ O. 
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Durch die drei Gleichungen ; + 'fj - sin p = 0 
~2+'fj2_ (~+ 'fj)sina= 0 

;2 + 'fj2 _ sin b = 0 
ist die in der Abb. 44 gezeichnete Tafel bestimmt. Auch bei dieser 
Tafel kann man eine der beiden Kreisscharen weglassen, und zwar die 
nach b bezifferte fUr jeden Fall, die andere dagegen nur dann, wenn 
stets der Wert von a gegeben ist. 

Eine andere Tafelform fiir die Gleichung (1) ist bestimmt 
durch die drei Gleichungen 

L_ip(x)= 0 
'Yj 

e + 1J 2 - 1jJ (y) ~ = 0 
e + 1J2 - X (z) 1J = 0 , 

eosf1-~~ 

I 

C":l 
Abb. 45. 

von denen die erste eine Geradenschar durch den Ursprung 
vorstellt, und die heiden anderen zwei Scharen von Kreisen 
durch den Ursprung mit den Mittelpunkten auf den Koordi­
natenachsen. 

Beispiel. Eine ebenfalls bei der Berechnung von rechtwinkligen 
spharischen Dreiecken eine Rolle spielende Gleichung ist die folgende 

tgc 
cos fJ = - - oder tg a cos fJ - tg c = 0 . 

tga 
Bei ihr lauten die Gleichungen der drei Kurvenscharen 

L _tga=o 
'YJ 

~2 + 'YJ2 - ~ cos fJ = 0 
;2 + 'YJ2 - 'YJ tg c = 0 . 

Die Tafel ist in der Abb . 45 gezeichnet. 
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Wiihlt man fiir die Gleichungen der drei Kurvenscharen 
die folgenden 

!l_ Vi=-~ =0 
~ 1jJ (y) 

~2+'YJ2_X2(Z)=0 

~2+'YJ2_T(xH=0, 

so besteht die dadurch bestimmte Tafel fUr die Gleichung (1) 
aus einer Geradenschar durch den Ursprung, einer Schar mittel-

700 

e 
Abb.46. 

punktgleicher Kreise um den Ursprung und einer Schar von 
Kreisen durch den U rsprung mit den Mittelpunkten auf der 
A bszissenachse. 

Beispiel. ,Flir die Bchon oben benutzte Gleichung 
h = e tg ex oder e tg ex - h = 0 

haben die drei Kurvenscharen die Gleichungen 

'1 Vl-tg2ex_O 
T--~-

~2 +'12 -h2 =O 

~+'tJ9-e~=O 
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Die entsprechende Tafel ist in der Abb. 46 angegeben, bei der die nach 
e bezifferten Kreise nicht gezeichnet sind; ihre Mittelpunktskala ist an 
der Abszissenachse angetragen. 

Fur Tafeln mit drei Geradenscharen wurde im § 3 gezeigt, 
wie man von einer bestimmten Stelle an die Genauigkeit durch 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 0--- -----

0' Abb.47 . 

sinJ3 - sin b 
r szna 

einen Wechsel im MaBstab der Koordinaten steigern kann; 
daB dies unter Umstanden auch bei einer Kreisscharen enthal­
tenden Tafel in einfacher Weise moglich ist, zeigt die in der 
Abb.47 gezeichnete Tafel. Die der Tafel zugrunde liegende 
Gleichung ist dieselbe wie die der Abb. 44, namlich 

. R sin b 
sm~= sin a . 
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Der Wechsel im MaBstab tritt bei der Tafel der Abb. 47 bei der 
mit fJ = 50 ° bezifferten Geraden ein. Der MaBstab fiir den 
zwischen {:J = 50° und {:J = 90° liegenden Teil der Tafel wurde 
doppelt so groB gewahlt als derjenige fiir den zwischen {:J = 0° 
und {:J= 50° liegenden Teil; fiir den zuerst genannten Tafel­
teil liegt der Koordinatenursprung in 0', fiir den anderen in O. 

§ 6. Tafeln mit beweglichen Skalen. 

Die in einer Tafel darzustellende Gleichung sei 

F(x, y, z)=O. . . (1) 
Kann man sie auf die Form bringen 

und setzt man 

so treten an die 
Gleichungen 

und 

fl (x, z)-f'J(x, y, z)=O, (2) 

z =~ und fl (x, z)='fJ, 

Stelle der einen Gleichung (1) die zwei 

'fJ=fl(X,~) ......... (3) 
'fJ=Mx,y,~) ........ (4) 

Betrachtet man ~ und 'fJ als rechtwinklige Koordinaten, und 
zeichnet man die beiden, einem gegebenen Wertepaar von x 
und y entsprechenden, durch die Gleichungen (3) und (4) be­
stimmten KurveIi auf, so stell en die AbEzissen der Schnitt­
punkte der beiden Kurven die im Sinne der Gleichung (1) zu 
x und y gehorigen Werte von ~ bzw. z vor. 

Mit Riicksicht auf die Veranderlichkeit von x entspricht 
der Gleichung (3) eine einfach unendliche, nach x bezifferte 
Schar von Kurven. Die Gleichung (4) enthiilt zwei Verander­
Hche x und y; es entspricht ihr deshalb eine zweifach unend­
liche Schar von doppelt, nach x und y bezifferten Kurven. 

Nine solche, durch die Gleichung (2) angedeutete Zerlegung 
der Gleichung (1) in die zwei Gleichungen (3) und (4) laBt 
sich am einfachsten dann zur Herstellung einer grapbischen 
Tafel verwerten 1), wenn die Gleichung (4) so bescbaffen ist, 
daB jede Kurve der durch sie bestimmten Kurvenschar sich 
durcJt entsprechende Verschiebung der Kurve 

'fJ = f2(~) • . • . . . . . . (5) 
im Koordinatensystem ergibt; man erhalt dann die zu gegebenen 
Werten von x und y gehorige Kurve dadurch, daB man die 

1) Eine andere Moglichkeit wird spiiter bei den Tafeln mit beweg­
lichen Teilen fiir GIeichungen mit vier Veriinderlichen besprochen werden. 
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einmal auf einem durchsichtigen Stoff gezeichnete Kurve (5) 
den Werten x und y entsprechend auf das fiir die Zeichnung 
der Kurvenschar (3) benutzte Koordinatensystem legt; die Ab­
szissen der Schnittpunkte dieser Kurve mit der dem gegebenen 
Wert von x entsprechenden Kurve der nach x bezifferten 
Kurvenschar (3) stellen dann die gesuchten Werte der dritten 
Veranderlichen z vor. 

Kann man die Gleichung (1) auf die Form bringen 
f1(x,z)-f2(y,z)=O,. . . • . (2') 

so tritt an die Stelle der Gleichung (4) die folgende 

'YJ = f2(Y'~)' . . • . •. (4') 
Da diese Gleichung wie die Gleichung (3) nur eine Verander­
liche enthalt, so entspricht ihr ebenfalls eine einfach unend­
Hche Kurvenschar, deren einzelne Kurven mit Hilfe einer auf 
einem durchsichtigen Stoff gezeichneten Kurve dal'gestel1t werden 
konnen, wenn die Gleichung (4') so beschaffen ist, daB jede 
Kurve der Schar sich durch entsprechende Verschiebung der 
Kurve 'YJ=f2(~) .....•... (5) 
im Koordinatensystem ergibt. 

Die in der Gleichung (2') gegebene Form bedeutet im Ver­
gleich mit derjenigen del' Gleichung (2) insofern eine Verein­
fachung, als bei ihr die Einstellung der auf einem durchsich­
tigen Stoff gezeichneten Kurve (5) mit Hilfe von nur einer 
GroBe vorzunehmen ist. 

Zu der Zerlegung von F(x, y, z) entsprechend der Glei­
chung (2) ist noch zu bemerken, daB im allgemeinen ver­
schiedene Zerlegungen dieser Art moglich sind. 

Eine Tafel der angegebenen Art kann auch fiir den Fall 
benutzt werden, daB der Wert von z gegeben und der einer 
anderen Veranderlichen gesucht ist. 

BeispieP). Die quadratische Gleichung 
x2+ax+b=O 

kann man in den vier verschiedenen Formen 
(x~+ax) +b=O 

b 
(x+a)+-=O x 

(x~ + b) +ax = 0 
x2 + (ax+b) = 0 

schreiben; diesen entsprechen die im folgenden angegebenen Tafelformen. 

1) Vgl. C. Reuschle, Graphisch-mechanischer Apparat zur AuflOsung 
numerischer Gleichungen, Stuttj1;art 1885_ Der Apparat dient zur Auf· 
liisung quadratischer und kubischer Gleichungen. 
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a) Setzt man in der Gleichung 

(x2 +ax)+b =0 
x=~ und x2 +ax=1J, 

so erhalt man an ihrer Stelle die heiden Gleichungen 

1J=~+a~ 
und 

1J+ b=O. 

Der ersten Gleichung entspricht eine nach a bezifferte ParahelBchar, der 
zweiten eine nach b bezifferte Geradenschar. Da einerseits die einzelnen 
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Kurven der ersten Kurvenschar kongruent zueinander sind, und da 
andererseits die zweite Kurvenschar bequemer zu zeichnen ist, so zeichnet 
man die nach runden Werten von b bezifferten Geraden der Geraden­
schar auf (Abb. 48); von der Parabelschar zeichnet man dagegen nur 
eine - durch die Gleichung 1J = ~2 bestimmte - Para bel auf einem 
durchsichtigen Stoff. Fur die Einstellung der beweglichen Parabel auf a 
hat man zu beachten, daB ihre Achse parallel zur Ordinatenachse Jiegt, 
daB sie durch den Ursprung geht und von der Abszissenachse daB 
Stiick (- a) abschneidet, und daB der Parabelscheitel die Koordinaten 

( - i, -;~) hat; die Einstellung geschieht deshalb entweder mit Hilfe 
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des Abschnittes auf der Abszissenachse, fiir den man dann an dieser 
eine besondere Skala angibt, oder mit Hilfe der Ordinate des Parabel­
scheitels, fiir die man eine Skala auf der Parabelachse angeben kann 
(vgl. die Nebenabbildung). 

In der Abbildung ist die Parabel entsprechend der Gleichung 

x2 +2x-3 = O 
fiir a = 2 gezeichnet; fiir die Schnittpunkte der Parabel mit der mit 
b = - 3 bezifferten Geraden liest man mit Hilfe der nach x bezifferten 
ParalJelen zur Ordinatenachse die Werte Xl = + 1 und Xz = - 3 abo 

• ~ .,j .4 • 5 
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-5 

Abb.49. 

b) Setzt man in der Gleichung 
b 

(x+a)+ -= O 
x 

- 3 

x = ~ und x + a = 1] , 
so treten an ihre Stelle die beiden Gleichungen 

1] = H - a 
und 

~1]+b = O, 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

-4 ·s 

von denen die erste eine nach a bezifferte Geradenschar und die zweite 
eine nach b bezifferte Hyperbelschar vorstellt. Da die einzelnen Kurven 
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der Hyperbelschar nicht kongrupnt zueinander sind, soist die Zeichnung 
der ganzen Schar erforderlich (Abb. 49); die Geradensch&r dagegen kann 
man durch eine auf einem durch8ichtigen Stoff angegebene Gerade er­
setzen. Beim Einstellen der Geraden hat man zu beachten, daB sie auf 
den Achsen die StUcke ~ = - a und 1] = + a abschneiden; die a·Skalen 
auf den beiden Aehsen sind in der Abb. 49 ent8preehend beziffert. 

. .$ 

Die in der Abbildung angegebene Gerade entspricht der Gleiehung 

-4 - ,3 --1 
--70 

o -.., 
x 

Abb. 50. 

x2-2x-3=0; 

ihre Schnittpunkte 
mit der mit - 3 
bezifferten Hyperbel 
ergeben die Werte 

x1 =-1 
und 

x.=+3. 

c) Mit x= ~ und 
x' + b = 1] geht die 
Gleichung 

(x2+b)+ax=O 

iiber in die beiden 
Gleiehungen 

ll = ~+b 
und 

1]+a~=O, 

von denen die erste 
dureh eine Schar 
nach b bezifferter 
kongruenter Para­
beln, und die zweite 
durch eine nach a 
bezifferte Schar von 
Ursprungs - Geraden 

-:<. "3 U;- --5 dargestellt werden 
kann. Von der Ge­
radensehar zeiehnet 
man die naeh runden 
Werten von a be­

zifferten Geraden; von der Parabelschar dagegen zeichnet man nur die 
dureh die Gleichung 1] = ~2 

bestimmte Parabel auf einem durchsichtigen Stoff (Abb. 50). Die Ein­
stellung der bewegliehen Parabel iiber der Geradenschar geschieht mit 
Hilfe der an der Ordinatenachse angegebenen b-Skala derart, daB die 
Parabelaehse mit der Ordinatenachse zusammenfii.l1t. 

Die in der Abbildung angegebene Parabel bezieht sich auf die 
Gleiehung x. + 2x - 3 = O. 

Bei der Abbildung wurde fiir die Ordinaten ein halb so groBer 
MaJ3stab gewahlt ala fiir die Abszissen. 
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d) Setzt man endlich in der GIeichung 

x2 +(ax+b)=O 
x=~ und x~='f}, 

so erhalt man die zwei Gleichungen 
'f}=~2 

und 'f}+a~+b=O, 

:1;';-.5 -4 -J -:l --r 
I 

O. o .... "1 
.. -:/0 

... :{ ... j ... 4 "'5- X 
I 
I 
I 
I 
I 
I' 
I 
I 
I -!5 

+'fO 
• 
b 

Abb.51. 
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von denen die erste eine Parabel und die zweite eine zweifach unend­
Jiche Schar von Gel'aden vorstellt, Der feste Tafelteil besteht hier aus 
nur einer Kurve, der durch die erste Gleichung bestimmten Parabel 
(Abb. 51); der bewegliche Teil der Tafel ist dann eine auf einem durch­
'Bichtigen Stoff angegebene Gerade. Die Einstellung der beweglichen 
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Geraden auf gegebene Werte von a und b geschieht z. B. mit Hilfe ihrer 
Achsenabschnitte; man versieht dann die Koordinatenachsen mit nach 

-~ bzw. b bezifferten Skalen. Die Ablesung der gesuchten Werte von x 
a 
geschieht auch hier mit Hilfe einer Schar von Parallelen zur Ordinatenachse. 

Die in der Abbildung eingezeichnete Lage der Geraden bezieht sich 
auf das Zahlenbeispiel x2 + 2 x - 3 = O. 

Von den vier, im vorstehenden behandelten Tafelformen verdienen 
hinsichtlich der Herstellung der Tafeln die an erster und letzter Stelle 
(Abb. 48 und 51) angegebenen gegeniiber den beiden anderen den Vorzug. 

Bei der in Abb. 51 gezeichneten Tafel wiirde es geniigen, wenn man 
von den nach x bezifferten Parallelen zur Ordinatenachse nur die 
Scbnittpunkte mit der festen Parabel angeben wiirde; die Kurve ware 
dann der Trager einer nach x bezifferten Punktskala. 

ll. Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit 
Punktskalen. 

§ 1. Allgemeines Verfahren zur Herstellung einer rrafel. 

In ihrer allgemeinsten Form besteht eine Tafel mit Punkt­
skalen fUr die Gleichung 

.:l'" -_-_-----~ 

z=f(x,y) ......... (1) 

---

%(s,71)~o 

Abb.52. 

aus den drei auf den Kurven 'PI (~, 1')) = 0, 'P2 (~, 1')) = ° und 
'Pa (~, 1')) = ° (Abb. 52) als Skalentragern angetragenen Skalen 
fur x, y und z; zusammengeborige Punkte - P/, P/, und P;''' -
der drei Skalen sind dabei bestimmt durch eine Kurve· 
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F(~, 'f}, p, q) = 0, deren Gleichung infolge ihrer zweifach un­
endlich vielen Lagen zwei Parameter p und q enthiilt. 

Die drei Punktskalen kann man sich entstanden denken 
als Schnittpunkte der drei Kurven 'Pi (~, 'f}) = 0, 'P2 (~, 'f}) = ° 
und 'Pa (~, 'Y)) = 0 mit je einer der Kurvenscharen fi (~, 'Y), x) = 0 
blW. f'J (~, 'Y), y)= 0 bzw. f3 (~, 'Y), z) = O. 

Aus den drei Paaren von Gleichungen 

fi(~,'Y),X)=Ot (2') f2(~,'Y)'Y)=OJ) (2") f3(~,'Y)'Z)=O}(2f11) 
'Pi(~' 'Y))=O) 'P2(~' 'Y))=O 'P3(~' 'Y))=O 

erhalt man fiir die Koordinaten der Punkte der drei Skalen 

und 

Die Bedingungen dafiir, daB die im folgenden als Ablesekurve 
bezeichnete Kurve 1) 

F(~, 'Y), p, q)=O . •.••... (3) 

durch je einen Punkt der drei Skalen geht, lauten 

F (gi (x), hi (x), p, q) = ° 
F(g2 (y), h'J (y), p, q) = 0 

und F (g3(Z), h3 (z), p, q) = 0 

oder in abgekiirzter Form 

Fi(x,p,q)=O 

und 

F2 (y, p, q)=O 

Fg (z, p, q) = 0 

(4) 
(5) 

(6) 

SolI die Ablesekurve durch je drei, in bezug auf die GJei­
chung (1) zusammengehOrige Punkte der drei Skalen gehen, so 
muB die Elimination der beiden Parameter p und q aus den 
Gleichungen (4), (5) und (6) die Gleichung 

z = f(x, y) . . . . . . . . . (1) 
ergeben. 

Mit Riicksicht auf den Gebrauch einer Tafel ist es von 
Wichtigkeit, daB die Ablesekurve in einfacher Weise darstellbar 

1) Die hier als "Ablesekurve" bezeichnete Kurve fiihrt auoh die Be­
zeichnungen "rapporteur" (G. Blum), "indicateur" (Ch. Lallemand), 
"index" (M. d'Ocagne), "Zeiger" (R. Mehmke). 
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ist; als Ablesekurve kommen demnach in Betracht zuniichst 
die Gerade1) und sodann der Kreis 2). 

SolI die Ablesekurve eine Gerade sein, so hat sic eine 
Gleichung von der Form 

p~+q't}+l=O ....... (3') 
Die Elimination der laufenden Koordinaten ~ und 't} aus der 
Gleichung (3') und jedem der drei Gleichungspaare (2) ergibt 
an Stelle der Gleichungen (4), (5) und (6) die foIgenden 

p gl(x)+qh1 (x)+1=0 (4') 
P Y2 (y)+ q h2 (y) + 1 = 0 (5') 
pg3(Z)+qh3(Z) +1=0 (6') 

Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen die beiden 
Parameter p und q, so erhalt man in Determinantenform die 
Gleichung 

Y1 (x) 
Y2 (y) 
g3 (z) 

1 

1 = 0 ...... (1') 
1 

Alle Gleichungen, die sich auf diese Form bringen 
lassen, konnen in einer Tafel mit drei Punktskalen 
dargestellt werden, bei der je drei zusammengehorige 
Punkte auf einer Geraden liegen. 

In ahnlicher Weise kann man auch diejenige Gleichungs­
form bestimmen, fur welche zusammengehorige Punkte je auf 
einem Kreis Iiegen. 

Wenn es auch bei der Herstellung einer Tafel mit Ruck­
sicht auf die Zeichnung von nur drei Kurven nicht von groBer 
Bedeutung ist, ob die Skalentrager be quem zu zeichnende 
Kurven sind oder nicht, so wird man doch denjenigen Tafel­
formen den Vorzug geben, bei denen die Skalentrager gerade 

1) Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve bezeichnet M. d' Ocagn e 
als "abaques it points alignes" oder "abaques it alignem"ent"; R. Mehmke 
benutzt die Bezeichnung "Tafeln mit fluchtrechten Punkten" oder "Flucht­
tafeln"; F. Schilling spricht von "kollinearen Rechentafeln". 

Nach R. Mehmke stammt die erste Tafel dieser Art von A. F. 
Mobius 1841. Der allgemeine, diesen Tafeln zugrunde liegende Gedanke 
wurde von A . ..(\.dler 1886 und von M. d'Ocagne 1890 ausgesprochen. 

2) Auf die Verwendung von nicht geradlinigen Ablesekurven haben 
zuerst hingewiesen A. Adler und E. Goedseels. 

Tafeln mit Ablesekurven in Form von Kreisen mit veranderlichem 
Halbmesser hat zuerst N. Gercevanoff angewendet; er bezeichnet sie 
als "nomogrammes it points equidistants". 
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Linien oder Kreise sind; in den folgenden Paragraphen werden 
deshalb insbesondere die Formen derjenigen Gleichungen auf­
gestellt werden, fiir welche die Skalentrager einfach zu zeich­
nende Kurven sind. 

§ 2. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und drei 
geradlinigen parallelen Skalentriigern. 

Sind die Trager der drei, den Veranderlichen x, y und z 
entsprechenden Skalen parallele Geraden, und wahIt man als 
Trager fiir die z-Skala die Ordinatenachse, so sind die drei 
Punktskalen bestimmt durch die drei Gleichungspaare 

r;=cp(x)} (2') 
~=a 

r; = tp (y) ~ (2") 1] = X (z)} (2"') 
~=-b) ~=O 

SoIl die Ablesekurve eine Gerade sein, so Iautet deren 
Gleichung . (3) 
Eliminiert man aus der GIeichung (3) und jedem der drei 
Gleichungspaare (2) die Iaufenden Koordinaten ~ und 1}, so 
ergeben sich die GIeichungen 

cp(x)= am+q (4) 

tp(y) =- bm+ q (5) 
X(Z) = q (6) 

Durch Elimination der beiden Parameter m und q aus den drei 
GIeichungen (4), (5) und (6) erhiilt man die GIeichung1 ) 

b cp(x) + atp (y) -(a+ b)x(z) = 0 .... (1) 

AIle GIeichungen von dieser - in bezug auf cp (x), tp (y) 
und X (z) linearen - Form konnen durch drei Punktskalen 
mit geradlinigen und parallelen Tragern in Verbindung mit 
einer Geraden als Ablesekurve dargestellt werden. Die sche­
matische Form einer solchen Tafel zeigt die Abb. 53. 

Beispiel. 
Z=V X2 +y2. 

Um diese Gleichung mit der Gleichung (1) vergleichen zu konnen, Bchreibt 
man sie in der Form 

1) Man kann diese Gleichung auoh in einfachster Weise auf Grund 
einer Proportion aus der Abb. 53 ablell8n. 

Werkmeister, Rechentafeln. 5 
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+71 

r 
, -, --, 
T 

-, 
"-

~ "" ~ 
k '-' 

~ 

'} , , 

'l 
~ 
§: 

Man sieht dann, daB a = b = 1 ist, 
und daB die drei Skalen entsprechend 
den Gleichungen (2) bestimmt sind 
durch die GIeichungen 

1'/ = x2 1'/ = y2 ~ 1'/ = i: (. } 
) z2 1 

';=1 ';=-1) ';=0) 

Rei der .Aufzeichnung der Tafel 
(.Abb. 54) hat man zu beachten, daU 
fUr die .Abszissen und die Ordinaten 
verschiedene MaBstabe gewiihlt wer­
den diirfen. Das in der Abbildung 
angegebene Zahlenbeispiel bezieht 
sich auf die Werte x = 8, y = 6, 

+~ und damit z = 10. 

Als Ablesegerade benutzt 
man entweder einen Faden oder 
eine auf der Unterseite eines 

durchsichtigen Stoffes (Zelluloid, Pauspapier) angegebene Gerade; 
man kann die Ablesegerade auch mit der Kante eines gewohn­

lichen Lineals herstel-

"
4-- "Z ' Q -~-a-~ 

.Abb.53. 

x=fx:t+yZ' 
+?1 
.t 

-u 7*-

5 5 

9 

8 

6' 

·s 

3 

len, wenn man vorher 
die beiden durch die 
gegebenen Werte von 
zwei Veranderlichen be­
stimmte Skalenpunkte 
durch eingesteckte Na­
deln bezeichnet, und 
auch den dem gesuch­
ten Wert der dritten 
Veranderlichen entspre­
chenden Skalenpunkt 
mit einer Nadel fest­
halt. 

Auf die in (1) ange­
gebene Gleichungsform 
lassen sich insbesondere 
Gleichungen bringenvon 
der Form 
ban 

cp (x) 1p (y) = X (z) . (1') 
:{ L 'h' di ----- - -- --- - ---- tJ--- - - -- - -- -- ---- J-+S ogant mlertman ese 

o Gleichung, SO geht sie 
Abb. 54. liber in 
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ban 

log cp (x) + log 1.jJ (y) = log X (z) 
oder 

blogcp (x) + a log1.jJ (y) =nlog X(z). 

Zum Vergleich mit (1) kann man diese beiden Gleichungen 
auch folgendermaBen schreiben: 

n 
b a log X (z) 

log cp (x) +log1.jJ (y) - 2 ~--= 0 
2 

und 
n lop" X(z) 

blogcp(x)+alog1.jJ(Y) - (a+b) a+b =0. 

Diesen beiden Gleichungen entsprechend kann man fiir die 
Gleichungen (1') zwei verschiedene Tafeln herstellen. 

1. Beispiel. Das einfach­
ste, der Gleichung (I') ent­
sprechende Beispiel ist die 
Gleichung 

z=xy, 
fUr die man durch Logarith­
mieren erhalt 

"?o·· 

x=::ry 
.'Z 

-Joq,. '·."100 

050'·'>0 

·<"?o 

log x + log Y - log z = 0 
oder in der Form der Glei­
chung (1) S: :5 

log z 
log x + log Y - 2 -2- = 0 . 

Die drei Skalen der Tafel 
(Abb. 55) sind bestimmt durch 
die Gleichungen 

'7 = log x ~ '7 = log Y ~ 
~=1 ) ~=-I ) 

'7 = IO~Z}. 
~=O 

2. Beispiel. Eine bei 
tacbymetrischen Messungen 
auftretende, bereits in den 
Abb. 35 und 36 dargesteIItc 
Gleichung ist 

c=Esin2 ex. 

Y 
4 X :t 

"10" :-:"10 

J 

5· 5 

-------------71-----------· 

o 
Abb. 55. 

Durch Logarithmieren kann man sie auf eine der beiden Formen bringen 

log E+ log 8in2 ex -log c = 0 
und 

log E + 2 log sin ex - log c = 0 
5* 

4-

X 

.i 
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oder entsprechend der GIeichung (1) 

log E + log sin2 a _ 2 logc = 0 

nnd 

E 

, 

s· 

E 

, 
\ , 

\ 

log E + 2 log sin a _ 3 10: C = o. 

, 
\ , 

\ , 

c-Esina: 

\ , 
\ "'" 

\ 
\ 

'v S , , 
/ 

\ , 
V 
'\ 

" " 

, 

, 
I 

I 
I 

/ , 

I 
I 

I 

, 
/ 

" 

" , o \ 
"'1:< . ., \ 

/ 

I 
/ 

/ 
I 

/ 
I 

'V­
I 

/ 
/ 

/ 

/ 

, 
/ , 

/0; ~ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
I 

" 0/ .Q'1 

<JAS . 

C 

, , 

I , 
/ , 

" 

" , 

I 
I 

I , 

I 
/ 

\ 
\ 

\ , , 
\ 

'Y' 
I 

/ 

~ 

Bei der <bIrch die erste Form 
bestimmten Tafel lassen sich 
die Skalen zeichnen auf Grund 
der drei GIeichungspaare , 

" 

\ 

'90" , 

'I'J=logE} 
~=-1 

'I'J = log sin2 a) 

~=+1 J 
'I'J=IOgC} 

2 • 
~=o 

In der der zweiten GIei­
chungsform entsprechenden 
Tafel sind die drei Skalen 
bestimmt durch die GIeichun-
gen 

'YJ =logE} 
~=-2 

Bei den die beiden Tafel­
formen darstellenden Abb. 56 
und 57 wurde mit Riicksicht 
auf die Gestalt der Tafel je 

"fO ein schiefwinkliges Koordina­
tensystem gewahlt; der Ur­
sprung 0 sowie die positiven 
Richtungen der Koordinaten­
achsen sind in beiden Ab­
bildungen angegeben. 

Das in beiden Abbildungen 
eingezeichnete Zahlenbeispiel 
bezieht sich auf die Werte 
E = 200 m und a = 80 , fUr 

s" die man c = 3,9 m abliest. 

Bei einer Tafel der an-
Abb.56. 

gegebenen Art fiir die GIei­
chung (1) miissen die drei auftretenden Skalen nicht in demselben 
MaBstab gezeichnet werden; es ist dies von Bedeutung, da unter 
Umstanden eine Verschiedenheit der MaBstabe erwiinscht ist. 
Bei zwei von den drei Skalen kann man die Anderung des 
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MaBstabes beliebig vornehmen, iiber den MaBstab der dritten 
Skala ist dann verfiigt; eine MaBstabiinderung kann man daher 
nach Bediirfnis vornehmen entweder bei der x- und y-Skala 
oder bei der z-Skala und einer der beiden anderen Skalen. 
1m ersteren Fall nimmt die Gleichung (1) die Form an 

~ fll rp (x) + ~ fl2 tp(y) - (~-+ ~) f1!fl2(aj- b) X (z) = 0; 
fll fl2 ,u2 fll fll a + fl2 b 

im 1etzteren Fall geht sie uber in 

b (a + b b ) fll fl2 a 
fll fll rp ( x) + ----;;;- - fll fll a + (fll - fl2) b tp (y) 

Fur die erste dieser 
beiden Gleichungen treten 

E 

an die Stelle der drei Glei- -000 

chungspaare (2) die fo1-
genden 

a 
~--

112 

:too ___ _ 17 - fll rp (x) = 0 1 
=oJ 

und fUr die zweite 

-----

+~ 
I , 

..... -..... / 
- ..... _.! 5 I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

v • , 
d: 

9(}0 

-1.. 1() 

, 
I 

, --
I -_ ..... 

I -

0,' ., , 

oj~ S 
I 

I 
I 

,~1 ~., 

Abb.57. 

17 - fl2 X (z) = 0 1. 
~=O J 
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Beispiel. Logarithmiert man die Gleichung 
y=ssintp, 

so nimmt sie zunachst die Form an 

log s+logsintp-Iog y= O. 

SolI aus irgendeinem Grunde die s-Skala in einem mehrmals grolleren 
Mallstab als die tp-Skala aufgezeichnet werden, so kann man z. B. 
schreiben 

1 1. 2 log y 
-. 210gs+2. -logsmm-25· --=0 2 2 T' I> • 

"'?l Y =$.Slnrp 
I 
I 

Fiir diese Gleichung sind 
die Skalen der Tafel be­
stimmt durch die drei Paare 
von Gleichungen 

, , , 
" 

II 

0' .-1 

$, 
*\ 

\ , , , , , , , 
\ 

s 
'Y/ =210gs) 
';=2 f 

s 
: i'{"On'} 
'Y/ = 210gy } 

I> • 
';=0 

" In der Abb. 58 ist diese 
\ \ + Tafel gezeichnet, wobei mit 

40' 
a 
6 

, \ Riicksicht auf eine giin-
, stige Gestalt ein schiefwink-
'\ liges Koordinatensystem 

* 

y Abb.58. 

\\ gewiihlt wurde. 
" SolI aus einem be-

" stimmten Grunde die y-
, , Skala in einem moglichst 

" grollen Mallstab gezeich-
\"1 net werden, so kann man 

S " die logarithmierte· Glei· 
~ chung z. B. in der Form 

schreiben 

log s - ( - i) 2 log sin tp - i 2 log y = O. 

Die Skalen der Tafel sind bei dieser Gleichung bestimmt durch die 
drei Gleichungspaare 

'Y/=IOgS} 
.;=~ 

2 

'Y/ = - 2 log sin tp } 

';=1 

Die Tafel ist in der Abb. 59 gezeichnet, bei der ein rechtwinkliges Ko­
ordinatensystem benutzt werden konnte. 
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Wenn es die Ablesegenauigkeit einer Tafel erfordert, so 
kann man unter Umstanden einen Wechsel im Mal3stab bei 
einer Skala oder bei allen drei Skalen vornehmen. 

Beispiel. Bei der in der Abb. 54 fur die Funktion 

Z2 = X Z Ty2 

gezeiehneten Tafel zeigt sieh, daB am Anfang der Skalen die Abstande 
der Skalenpunkte sehr klein sind; in der Abb. 60 ist fiir diese Funktion 

+?Z 
I 
I 

3 
I 

1:·:-100 

:50 

s • 

Sooo 
'10 
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:$ 
,,'?oo 
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30 

I .: 
L'~-1- - - - - - - - - - - - - - - ;"'1- - - - - - -- - -- - - - - .. J}{J~ --

o s +~ 

Abb.59. 

eine Tafel angegeben, bei der jenem Umstande Reehnung getragen wurde, 
indem bei der x- und y- Skala je fur den ersten, bis zum Punkt 5 
reiehenden Teil ein dreimal so groBer MaBstab gewahlt wurde als fiir 
den ubrigen Teil. Von den mit 5 bezifferten Punkten an entsprieht die 
Tafel ganz derjenigen der Abb. 54; der Koordinatenursprung fiir dies en 
Tafelteil ist 0 1 , 

Fiihrt man den Wechsel im MaBstab nur bei der x- Skala aus, so 
nimmt die Gleichung die Form an 

1 9 4 3 Z2 a 3 x- + y2 -"34 = 0 ; 
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die drei Skalen sind dann bestimmt durch die drei Gleichungspaare 

'Y/ = S x~} 
~=l 

'Y/=~4~}. 
~=O 

Da der MaBstab fur die Ordinaten ein anderer sein kann als fur die 
Abszissen, so wahlt man den Ursprung O2 derart, daB die y-Skala und 
die Tragergerade der x - Skala dieselben sind wie bei dem vom Ursprung 0 1 

aus gezeichneten Teil der Tafel. 
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Abb.60. 

Einem Wechsel im 
Gleichungsform 

MaBstab nur bei der y- Skala entspricht die 
1 4 S Z2 

x2 +_-Sy9 ___ =0' 
3 3 4 ' 

die drei die Skalen bestimmenden Gleichungspaare sind dabei 

'Y/=:2} 'Y/=SY2} 'Y/=St}. 
~=3 ~=-1 ~=O 
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Wiihlt man den Ursprung wieder derart, daB die x-Skala und die Triiger­
gerade der y-Skala von dem von 01 aus gezeichneten Tafelteil bei­
behaIten werden konnen, so kommt der Ursprung in den Punkt 03 zu 
liegen. 

Dem MaBstabwechsel bei der x- und y-Skala endlich geniigt die 
Gleichung 

welche wieder die in der 
Abb. 54 dargestellte Form 
zeigt. Der dieser Gleichung 
entsprechendeKoordinaten- ... 
ursprung ist 04 • 

Bei der Benutzung der 
Tafel muB man je nach 
der Lage der gegebenen Goo 

Werte von x und y den 
gesuchten Wert von z an 
einer der drei, mit M, R 
und L bezeichneten Skalen 
ablesen. Liegt x zwischen 
o und 5 und y zwischen 

e 

{o und 5} 
5 und 10 ' so hat man 

z an der Skala { f} ab­

zulesen; Iiegt dagegen x 
zwischen 5 und 10 und y __ 

{o und 5} zwischen 5 und 10 ,so 
findet man den Wert von z 

an der Skala {~ }. Fiir so 

den Gebraurh kann man 
zur ErhOhung der Dber­
sichtlichkeit der Tafel eine 
iibereinstimmende Bema­
lung der zusammengehori-
gen Skalen vornehmen; in 
der Abbildungwurde dieZu­
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•• 

sammengehOrigkeit durch die Ausdehnung der Skalenstriche angedeutet. 

Manchmal tritt der Fall ein, daB die Grenzen fiir die eine 
Veranderliche eine sehr lange Skala fiir diese erfordern; man 
kann dann die lange Skala einmal oder mehrmals abbrechen, 
und die dadurch entstehenden einzelnen Tafelstucke aneinander 
zeichnen, wobei man unter jedesmaliger Verlegung des Koordi­
natenursprungs die kurze Skala fUr die andere Veranderliche 
nur einmal angibt. Da die Aufzeichnung der einzelnen Skalen­
stucke einer solchen Tafel von dem jeweiligen Ursprung aus 
Schwierigkeiten begegnet, so fiihrt man sie in der Weise am, 
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daB man fiir runde Werte der Veranderlichen die entsprechen­
den Funktionswerte berechnet 1). 

Beispiel. 
fach benutzte 

oder 

Eine Funktion der angegebenen Art ist die schon mehr­

h=etglX 

log e + log tg IX -log h = 0, 

bei der eine im Vergleich zur e-Skala lange Skala fiir IX auftritt. In 
der Abb. 61 ist fiir die vorliegende Gleichung eine Tafel gezeichnet, bei 
der die IX- Skala und damit auch die h -Skala abgebrochen wurde. Die 
zusammengehorigen Stiicke der IX- und der h-Skala wurden durch bei­
gesetzte Punkte kenntlich gemacht; besser kann man die Zusammen­
gehOrigkeit durch Anwendung verschiedener Farben bei der Zeichnung 
oder durch entsprechende Bemalung der Skalen andeuten. Man konnte 
auch, wenn damit ein Vorteil fiir die Rechnung verbunden ist, fiir die 
beiden Stiicke der IX-Skala und damit fiir die beiden Stiicke der h-Skala 
verschiedene MaBstabe wahlen. Wahlt man - wie dies bei der Tafel 
der Abb. 61 geschehen ist - fiir die ganze IX- Skala denselben MaBstab, 
so konnte man auch fiir die beiden Stiicke der IX- Skala und damit auch 
der h -Skala dieselben Tragergeraden wahlen und die Skalen zu beiden 
Seiten der Geraden angeben. 

§ 3. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve nnd 
geradlinigen Skalentriigern, von denen zwei parallel sind. 

Wahlt man bei geradlinigen Skalentragern, von denen zwei 
parallel sein soli en, fUr die beiden parallelen Trager die z- und 
die x-Skala, und nimmt man als Trager fiir die letztere die 
Ordinatenachse an, so sind die drei Punktskalen bestimmt 
durch die drei Gleichungspaare 

1] = - X (z) -L (2''') 
~=a J 

SoIl die Ablesekurve eine Gerade sein, so hat sie die 

Gleichung 1] = m~ + q . (3) 

Die Elimination der laufenden Koordinaten ! und 1] aus 
der Gleichung (3) und jedem der drei Gleichungspaare (2) er-
gibt die Gleichungen q; (x) = q (4) 

b1p(y)+c=m1p(y)+q (5) 
-x(z)=am +q (6) 

1) 1st die verlan'gte Genauigkeit sehr groB, so muB man die Tafel 
in einzelne Teile zerlegen, die man auf verschiedenen Seiten anordnet; 
vgl. P. Werkmeister, Graphiscbe TachymetertafeL Konrad Wittwer, 
Stuttgart. 
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Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen die beiden 
Parameter m und q, so erhalt man die GIeichung 

arp(x)-1p(y){rp(x)+x(z)+ab}-ac=O •. (1) 

}j'iir aIle Gleichungen von dieser Form kann man eine aus 
drei Punktskalen mit geradlinigen Tragern der angegebenen 
Art bestehende Tafel herstellen, bei der zusammengehOrige 
Skalenpunkte je auf einer Ge-
raden Hegen. 

Wahlt man als Tragergerade 
Iiir die y-Skala die Abszissen­
aehse (Abb. 62), so sind die 
Skalen festgelegt durch die 
Gleichungen 

1] = cp(x)} 
~=O 

~ = ljJ (y)} 
1]=0 

1] =-X(z)l 
~=a )' 

An die Stelle der Gleichung (1) Abb. 62. 
tritt dann die Gleichungl) 

.... ..... .... 

a rp(x) -1p (y){ cp (x) + X (z)} = 0.. . (1') 

Auf diese Form kann man insbesondere die Gleichung 

z=xy .. 
bringen; sie lautet dann 

1 
x-~+-{x+z}=O. 

1 Y 

(7) 

(7') 

Fur diese lassen 
Gleichungen 

sich die drei Skalen herstellen auf Grund der 

1]=X 1 
~=oJ 

Beispiel. Eine schon oben benutzte, in der spharischen Trigono­
metrie eine Rolle spielende G1eichung ist 

sin b=sin a sinfJ. 
Vergleicht man sie mit der G1eichung (7), so sieht man, dati bei ihr die 
Skalen bestimmt sind durch die Gleichungspaare 

1) Man kann diese Gleichung auch in einfachster Weise auf Grund 
einer Proportion aus der Abb. 62 ablesen. 
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1J=sina) 

~=O 

1J=-sinbj. 

~=l 

Die Tafel ist unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koordinaten­
systems mit dem Ursprung 0 in der Abb. 63 dargestel1t, bei der fUr die 
Abszissen ein zweimal so groBer MaBstab gewahlt wurde als fur die 
Ordinaten. 

Wenn es die Form der Skalen erfordert, so kann man auch 
fiir die auf dem nicht parallelen Trager anzutragende Skala 
und eine der beiden anderen Skalen einen vom MaBstab der 
dritten Skala abweichenden MaBstab wahlen; man schreibt zu 

sino=sina.sinp 

f1 
90" So 0" 

o· _____________ ________ "'-'-"'-'--'_-'-_-'--_~oo 

o 
Abb.63. 

diesem Zweck fiir die Gleichung (7) 

flz = flx y, 

womit an die Stelle der Gleichung (7') die Glei­
chung tritt 

50 

00 0 

1 
x- + {x+flZ}=O. 

1 flY 
b 

Die fiir die Herstellung der Skalen erforderlichen Gleichungen 
lauten dann 

n=x 1 
;=oJ 

Beispiel. Schreibt man die Gleichung 
c=E sin2 (lt 

in der Form 

n=-flZ:}. 

;=1 
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so zeigt sich, daB flir sie a: 
die Skalen bestimmt sind "". 
durch die Gleichungspaare 

'YJ = sin2 OC} 
~=o 

__ 1_1 
~-l +,uEJ 
'YJ=o 

'YJ =-,uc) 
>. :lo 

~=1 ) 
1 ~ 

Wiihlt man ,u = 100' so -10 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ E 

77 

erhiilt man die in der 0 nu __ I I I I I I 0",-

Abb. 64 in einem recht- 0 
winkligen Koordinaten-
system gezeichnete Tafel. Abb. 64. 10 

§ 4. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und 
zwei geradlinigen parallelen Skalentragern. 

Wahlt man bei der Darstellung der Funktion 

z=f(x,y) . ....... (1) 

in einer Tafel mit zwei parallelen Skalentragern z. B. 
fiir die x- und die y-Skala die Ordinatenachse und 
eine Parallele zu dieser, so sind die beiden Skalen be­
stimmt durch die Gleichungspaare c 

1]=<P(X)l. (2') und : ~l(Y)}"" (2/1) 
~=O J <; 

Die dritte Skala sei bestimmt durch die beiden Gleichungen 

fs (~, 1], z) = 0) 

<Ps(~' 1])=OJ 
aus denen sich ergeben moge 

~=gs(z)~ .. 
1] =hs (z)) 

. • . (2111) 

wobei man riickwarts die Gleichung <Ps (~, 1]) = 0 des Skalen­
tragers durch Elimination der Veranderlichen z aus den Glei­
chungen (2"') erhalt. 

SoIl die Ablesekurve eine Gerade sein, so hat sie die 
Gleichung (3) 
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Eliminiert man die laufenden Koordinaten ~ und 'YJ aus der 
Gleichung (3) und jedem der Gleichungspaare (2), so erhalt 
man die Gleichungen 

¢(x) = q 

tp(y) =m +q 

hs (z)=mgs (z) + q. 

(4) 
(5) 
(6) 

Die Elimination der beiden Parameter m und q aus den drei 
Gleichungen (4), (5) und (6) ergibt fiir diejenige Form der Glei­
chung (1), die sich in einer Tafel mit geradliniger Ablesekurve 
und zwei parallelen Skalentragern darstellen laSt, die folgende 

cp(x) gs (z) - tp (yygs (z) - cp (x) + hs(z) = 0 

oder cp(x) {gs(z) -I} - tp(y)gs(z) + h3(Z) = 0 

oder in allgemeinerer Form 

cp(x) + tp(Y)xl (z) + X2(Z) = o. . . . . . (1') 

Fiir diese Gleichung treten an Stelle der Gleichungen (2"') die 
folgenden 

~= Xl (z_) 1 
l+Xl(Z)j 

x2 (z) • 
'YJ=-l+Xl(Z) 

Die schematische Form einer 
solchen Tafel zeigt die Abb. 65. 

1. Beispiel. Die allgemeine Form 
der Gleichung zweiten Grades ist 

x2 +ax+b=O. 

Schreibt man diese Gleichung in der 

Form b+ax+x2 =O 

und vergleicht sie dann mit der' 
Gleichung (I), so sieht man, daB fiir 

sie auf den parallelen Skalentriigern die nach b und a bezifferten Skalen 
anzutragen sind; die den Gleichungen (2) entsprechenden, zur Her­
stellung der SkaIen erforderlichen Gleichungen lauten dann 

'1=a} 
~=1 
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Die Elimination von x aus dem die x-Skala bestimmenden Gleichungs­
paar ergibt fiir die Gleichung des Tragers dieser Skala die Gleichung 
einer Hyperbel, namlich ~2 _ $1] + I] = O. 

Die EO bestimmte Tafel ist in der Abb. 66 1) mit Benutzung eines recht­
winkligen Koordinatensystems mit dem Ursprung 0 gezeichnet; fUr die 

.r"' .. a.r+b-o 

+b 

6 

5: 

--------------+s 

s. ,; 

6 6 

9 9 

'10:. 

-0 Abb. 66. -a; 

Abszissen wurde dabei ein fiinfmal groBerer MaBstab gewahlt als fiir 
die Ordinaten. Die eiugezeichnete Ablesegerade bezieht sich auf das 
Beispiel x2 + 2 x - 3 = 0 , 

fUr das man mit a = + 2 und b = - 3 findet Xl = + 1 und X2 = - 3. 

1) Diese Tafel zur Auflosung von quadratischen Gleichungen stammt 
von M. d'Ocagne. 
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2. Beispiel. Eine typische goniometrische Gleichung ist 

sin tp+b cos tp+a=O. 

Soil fur diese in der Form mit der Gleichung (1') ubereinstimmende 
Gleichung eine Tafel hergestellt werden, so hat man auf den parallel en 
Tragern die a- und die b-Skala anzutragen; ala Gleichungen zur Her­
stellung der Skalen hat man dann 

Fa) .~.} ,~ ro •• ) 
1 +C08 tp • 

;=0 ;=1 
sin rp 

1)=-I+cosrp 

a " sinf(J+ lJ(}osrp + a • 0 ·3 .3 

-:/ .", 

-1 

----_._- 9--+S 

-1 

-2 -ft 

-3 -3 

a b 

Abb.67. 

Eliminiert man aus den beiden letzten Gleichungen die Veranderliche rp, 
so findet man, daB der Trager der rp-Skala eine Parabel ist mit der 
Gleichung 

1)2+n-l=0. 

In der Abb. 67 ist die Tafel unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems gezeichnet, wobei fUr die Abszissen ein doppelt so 
groBer MaBstab gewahlt wurde als fUr die Ordinaten. 

Wie man unter Umstanden bei einer Tafel der vorliegenden Art 
einen Wechsel im MaBstab der nicht geraden Skala eintreten lassen 
kann, zeigt die in der Abb. 68 angegebene, ebenfalls auf die Gleichung 

sin tp + b cos rp + a = 0 

sich beziehende Tafel; bei dieBer wurde bei den zwischen 0 und 90 Grad 
bzw. 270 und 360 Grad liegenden Werten des Winkels tp fur die Ab-



Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve. 81 

Bzissen ein zweimal so groBer Maf3stab gewlihlt als bei den iibrigen 
Werten. Die a-Skala ist fiir beide Tafelteile gemeinsam; die zweite 
b-Skala und der zu ihr gehorige Teil der nach rp bezifferten Skala sind 
durch eine leicht13 Bemalung gekennzeichnet. 

a 7J 
+J 

+'l 

., 

0 

- 1 

-~ 

~ -,J 
b 

Abb.6 . 

§ 5. Tafeln mit einer Gel'aden als Ablesekurve und drei 
geradlinigen, dUl'ch einen Punkt gehenden Skalentragel'n. 

Wahlt man bei einer Tafel mit drei geraden durch einen 
Punkt gehenden Skalentragern als Trager der x- und der 
y-Skala die beiden Achsen cines schiefwinkligen Koordinaten­
systems, und als Trager der z-Skala die erste Mediane, so sind 
die drei Punktskalen bestimmt durch die drei Paare von 
Gleichungen 

1) = X(z) ~ (2"') 
1) = ~ )' 

Eine geradlinige Ablesekurve hat die Gleichung 

17=m~+ q . . (3) 

Eliminiert man aus jedem der drei Gleichungspaare (2) und 
Werkmeister, Rechentafeln. 6 
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der Gleichung (3) die la.ufenden Koordina.ten ~ und 'Y}, so findet 
man die Gleichungen 

~(x)== q 
O==mV'(y)+q 

x(z)==mx(z) + q 

(4) 
(5) 
(6) 

Durch Elimination der beiden Parameter m und q aus diesen 
drei Gleichungen erhiilt man' nach entsprechender Umformung 
die Gleichung 1) 

. . . (1) 

AIle Gleichungen von dieser Form konnen in einer Tafel mit 
drei geradlinigen, durch einen Punkt gehenden Skalentragern 

in Verbindung mit einer 
''I Geraden als Ablesekurve 

(Abb. 69) dargestellt wer­
den. 

Beispiel. Da.s ha.rmoni­
Bche Mittel z zweier GroBen x 

" und y wird berechnet mit 
'" Hilfe der Gleichung 

" ", ~=!+!. 
, z x y 

O·-!<:<----"---X-Ct-J------?<-=i,'-------.,,::-,-, -+ ~ Schreibt man diese Gleichung 

14-(----~' 1f'(!f) ---4 in der Form 
1 1 1 

Abb.69. 2x +2y -;-=0 

und vergleicht sie dann mit der Gleichung (1), so zeigt sich, daB man 
sie in einer Tafel der angegebenen Art darstellen kann, bei der die drei 
Punktskalen bestimmt sind durch die Gleichungen 

'7=2X} ;=2Y } '7=Z}. 
;=0 '7=0 '7=; 

Die entsprechende Tafel ist in der Abb. 70 gezeichnet. 

Die drei auftretenden Skalen mussen nicht alIe in dem­
selben MaBstab gezeichnet werden; wiihlt man z. B. fiir die 
y-Skala einen ,u-mal groBeren MaBstab als fiir die beiden 
anderen Skalen, so lautet die Gleichung (1) 

1 ,u 1 
~(x)+ ,uV'(y)- xCz)==O ...... (1') 

1) Auch diese Gleichung kann auf Grund einer Proportion aua der 
Abb. 69 abgelesen werden. 
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Wie sich in einfacher Weise zeigen HiBt, treten dann an die 
Stelle der drei Gleichungspaare (2) die folgenden Gleichungen 

~= fl'ljJ(Y)) 

rJ=O J 
17=X(Z)} 

~ . 
rJ=-

fl 

Die Tragergerade der z-Skala ist jetzt ni~ht mehr die 
Halbierungslinie des Winkels zwischen den beiden Achsen des 
schiefwinklig anzunehmenden Koordinatensystems, sondern eine 
andere, von dem Koeffizienten fl abhangige Gerade durch den 
Koordinatenursprung. 

~.2.r2. 
X X' Y 

.t 
-to .. ~: '10 

$ $ 

o 

Abb.70. 

Beispiel. Soli aus irgendeinem Grunde in der Tafel zur Be­
rechnung des harmonischen Mittels z zweier Gri:iBen x und y auf Grund 
der Gleichung 

!=~+~ 
z x y 

die GroBe y in einem zweimal groBeren MaBatab aufgetragen werden 
ala die beiden anderen Gri:iBen, so schreibt man die GIeichung in der 
Form 

6* 
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Die drei Skalen sind dann bestimmt durch die Gleichungen 

~=4y 

"7=0 

Die hiermit sich ergebende Tafel ist in der Abb. 71 gezeichnet. 

o 
Abb. 71. 

Die Gleichung (1) kann man auch folgendermaBen schreiben 

(9?~X) +fl)+(1jJ~y)+fl)-C~Z) +2fl)=0 
oder 

2+ fl9? (x) + 2 + flV' (y) _2 + 2 III (z) =0 . (1'') 
9? (x) V' (y) l (z) . 

An die Stelle der die Skalen bestimmenden Gleichungen (2) 
treten dann die folgenden 

'P (x) ) 
1J = ;. + Il'P (x) ~ 
~=O J 
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Bringt man eine Gleichung auf die in (1") angegebene Form, 
so kann man durch entsprechende Wahl der GroBen A. und fl 
die Einfiihrung einer zweckmaBigen MaBeinheit erreichen. 

Beispiel. Eine Gleichung von der Form (1) ist die schon mehl'­
fach als Beispiel benutzte Gleichung 

Z2 =X2 +y2. 

Formt man diese del' Gleichung (1") entsprechend urn, so geht sie 
libel' in 

:t 
Abb. 72. 

Man sieht dann, daB bei ihr die drei Skalen sich herstellen lassen auf 
Grund del' Gleichungen 

~ = ;, +1,uy2l 
,)=0 J 

Bei del' in del' Abb. 72 gezeichneten Tafel wurden die HilfsgroBen 
;, und ,u derart bestimmt, daB del' mit x = 1 bezifferte Punkt nach P, 
und der mit x = 10 bezifferte Punkt nach PlO zu liegen kommt; miBt 
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man zu diesem Zweck die Strecken OPl = '111 und OP10 = Ti10 ab, so 
hat man zur Bestimmung von J. und p. die beiden Gleichungen 

1 1 
Til=J.+p. und Ti10=J.+IOOp.' 

woraus sich ergiht 

l=~ lOO'ho-'I'h 
99 Til Ti10 

und f! = ~ Til - Til0 
. 99 Til Ti10 • 

An Stelle der Gleichung (1 ") kann man auch schreiben 

;. + ttl P (x) + ;. + tt2 VJ (y) _ ;. + (ttl + tt'J) X(z) = 0 (I"') 
P (x) VJ (y) X (z) 

Die zur Herstellung der Skalen erforderlichen drei Gleichungs­
paare lauten dann 

_ P (x) }; _ VJ (y) } _ X (z) } 
'f}- ;'+ttlP(X) -;'+tt2VJ(Y) 'f}-;'+(ttl+,u2)x(Z). 

;=0 'f}=0 'f}=; 

Die in (1"') angegebene Form der Gleichung (1) bietet die 
Moglichkeit, fiir die x- und y-Skala verschiedene MaBeinheiten 
einzufiihren; as kann dies auch zu einer Zerlegung der z-Skala 
in mehrere Stiicke benutzt werden. 

Auf die in der Gleichung (1) angegebene Form konnen 
insbesondere aIle Gleichungen gebracht werden von der Form 

z = xn ym (m und n unveranderliche GraBen). 

Logarithmiert man diese Gleichung so geht sie iiber in 

n log x + m log y - log z = O. 

Fiir diese kann man 
der Gleichungen 

'f}= nl~gx} 
;=0 

die drei Skalen aufzeichnen auf Grund 

Be i Bpi e l. In der sphii.rischen Trigonometrie kommt die Gleichung vor 

. fJ sinb sm =-.-, 
Bma 

logarithmiert man sie, BO erhiilt man 

log sin fJ + log sin a - log sin b = 0 
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oder in der durch die Gleichung (I") angedeuteten Form 

(l + I" log sin (J) + (l + I" log Bin a) - (2l + I" log Bin b) = o. 
Die drei Skalen laBsen 
chungen 

sich demnach aufzeichnen mit Hilfe der Glei-

'I] = }. +,u l~g sin P } 
e=O 

'I] = 2l + ,u log Bin b . 1 } 

'I]=e 

",~-:'-:_m____________ f 
................. a 

" " 

Abb.73. 

Nimmt man bei der p·Skala die mit 10 0 und 90 0 bezifferten Punkte be­
Hebig an, so kann man mit Hilfe der dann bestimmten Werte 'fJ10 und 
'1]90 die GroBen }. und ,u berechnen. Aua 

erhiilt man 

1 
'1]10 = }. _ 0,760,u und 

1 
'fJ90=;'-

1 1 'fJ10-'I]90 
JI,=- und ,u= . 

'fJ90 0,760 '110 'fJ00 

Auf diese Weise ergibt sich die in der Abb. 73 gezeichnete Tafel. 



88 Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit Punktskalen. 

§ 6. Tafeln mit einer Geraden als Ableseknrve und drei 
beliebigen geradlinigen Skalentrigern. 

Wahlt man bei einer Tafel mit geradlinigen, aber sonst be­
liebigen Skalentragem als Trager der x- und der y-Achse die 
beiden Achsen eines schiefwinkligen Koordinatensystems (Abb. 74) 
und als Trager der z- Skala eine auf den Achsen gleiche Stucke 
abschneidende Gerade, so sind die drei Punktskalen bestimmt 
durch die drei Gleichungspaare 

~ -1] = k + fs(z)) (2"') 
~+1]=k f' 

+"1 

Abb.74. 

Die Gleichung einer geradlinigen Ablesekurve lautet 

1]=m~+q ......... (3) 

Die Elimination der laufenden Koordinaten ~ und 1] aus jedem 
der Gleichungspaare (2) und der Gleichung (3) ergibt die 
Gleichungen 

fl(X)=q . . ... 
0= m f2 (y) + q . . . 

-~fs(z)=m (k +~f3(Z) + q 

(4) 
(5) 
(6) 

Eliminiert man aus diesen Gleichungen die beiden Parameter m 
und q, so erhalt man nach einiger Umformung die Gleichung 

2 k f1(X) - 2 f1 (x) fll(Y) + f1 (x) f3(Z) - fIJ(Y) f3 (z) = O. . (1) 
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Jede Gleichung, die auf diese Form gebracht werden kann, 
liiBt sich in einer Tafel mit geradlinigen Skalentragern der an­
gegebenen Art und geradliniger Ablesekurve darstellen. Auf 
die Form der Gleichung (1) kann man insbesondere die typische 

Gleichung rp(x) 'P(Y) = x(z) . . . . . (1') 

so erhiilt man nach entsprechender 
die Gleichung (1). Aus den 
Gleichungen (7) findet man 
fiir fl (x), f2 (y) und f3(Z) 

k rp (x) f (x) = -~'--, 
1 l+rp(x) 

k 
fo(Y) = ~----
" 1 + 'P(Y) 

und (,3(Z)=.2k x(:L . (8) 
, 1- X(z) 

Damit erhalt man (Abb.75) 
entsprechend der Gleichung 
(1') an Stelle der die Punkt­
skalen bestimmenden Glei­
chungen (2) die foIgenden 

fJ- 1 + rp(x) -1 + 'P(Y) ~ 
_ k rp(X)} ~ _ k 1 

~=O fJ=O J 

Umformung unmittelbar 
') 

Be i s pie 1. Eine bei der Berechnung ,'on rechtwinkligen Epharischen 
Dreiecken vorkommende Gleichung ist 

cos fJ = ctg a tg c . 
Vergleicht man diese mit der Gleichung (I'), so sieht man, daB bei ihr 
die drei Skalen bestimmt sind durch die Gleichungen 

1) = k ctg~_~~ = __ k_l ~ = _k_~~ = --'!. ct~ 1 
1 + ctg a 1 + tg a > 1 + tg c 1 .+- ctg c 1 

~=O J '1=0 
,_ 1 + cos fJ 0 fJ } 
.; -1) = k 1 _ cos/J = k ctg- -2 . 

~+1)=k 
Die entsprechende Tafel zeigt die Abb. 76, 



. o 

0-
o 
o 

90 Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit Punktskalen. 

COSf~ dga·tgc 

Abb.76. 

Bei der durch die beiden Gleichungen 

~_ =k 1+X(Z)} 
1J 1-X(z) 

~+1J=k 

bestimmten Skala kann - wie in dem eben behandelten Bei­
spiel - der Fall eintreten, daB sich X (z) zwischen den Grenzen 0 
und 1 und damit ~ - 1J zwischen den Grenzen k und 00 be­
wegt; man kann dem hieraus entstehenden Dbelstand in ein-

('osp' ctga.tgc 

10 

Abb.77. 

facher Weise dadurch abhelfen, 
daB man die Gleichung (1') folgen­
dermaBen schreibt 

fl cp(x) fl1fJ(Y) = ,u2 x(z). 
Die zur Herstellung der Skalen erforderlichen Gleichungen 
lauten dann 

Durch entsprechende Wahl von fl kann man dafiir sorgen, daB 
auch die z-Skala ganz im Endlichen verHiuft. 
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Beispiel. Wiihlt man bei der Gleichung 

COB P = ctg a tg c 

91 

fur (t den Wert 0,7, so hat man 
Gleichungen 

zur Herstellung der Skalen die 

__ 2,7~ctga --~~l 
'fj - 1 + 0,7 ctg a -- 0,7 + tg a 

k kctgc 1 
~ = 1 + OJ tg c = 0,7+ ctg c 

1}=0 J q=O J 
~ _ 1 = k 1 + 0,49 cos II) 

1 1 - 0,49 cos II . 
~+11=k 

Die durch diese Gleichungen bestimmte Tafel ist in der Abb. 77 ge­
zeichnet. 

§ 7. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und zwei 
beliebigen geradlinigen Skalentragern. 

SolI die Funktion 
z=f(x,y) ... , ..... (1) 

in einer Tafel mit zwei beliebigen geradlinigen Skalentragern 
dargestellt werden, EO kann man z. B. fiir die x- und die y-Skala 
als Trager die heiden Koordinatenachsen wahlen; den Skalen 
entsprechen dann die Gleichungen 

~ = 0) ( ') : Y02 (y)} . . . • (2") 
'YJ=hl(X) J ..... 2 '/ 

Die z-Skala sei bestimmt durch die beiden Gleichungen 

f3 (~, 'YJ, z) = 0 ) (2111) 
qJ3(~' 'YJ)=O f' " ..... . 

aUB denen sich ergeben moge 

~=g3(Z) und 'YJ=h3(Z), 

Nimmt man fiir die geradlinige Ablesekurve die Gleichung an 

'YJ=m~+q, . .•...•.. (3) 

so ergibt die Elimination der laufenden Koordinaten ~ und 'YJ 
aus der Gleichung (3) und den Gleichungen (2) die Gleichungen 

hl(X) = q. (4) 
0= mg2 (y)+q . (5) 

hll (z)=mg3(z)+q. (6) 
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i:1 -- '-~-
,,' I :--.. 

Ie', 
I ~., , 

I I '" 
~~~--------+-~--------~'~-+~ 

I gf:t)~ "-, 
i~1 ~~~-fh(Y) ------+; 

Abb.78. 

Eliminiert man aus 
diesen Gleichungen .die 
beiden Parameter m 
und q, so erhiiJt man 
fUr diejenige Form, die 
die Gleichung (1) haben 
muB, damit sie in der 
angegebenen Weise dar­
gestellt werden kann 
(Abb. 78), die folgende l ) 

hI (x) g2 (y) - hI (x) g3 (z) 
- g2(y) h3(z) = 0 

. . . . . . . (1') _~3(zJ + _q:t~z) -1 = 0 
hI (x) g2(y) 

oder 

-0 
'" 

~ 

-a 
Abb.79. 

1. Beispiel. In die Form der Gleichung (1') kann man jede 
Gleichung zweiten Grades bringen; sie lautet dann 

ax2 +bx-I=O. 

1) Man kann diese Gleichung auch unmittelbar aUB der Abb. 78 
abIes en. 
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Bei dieser Gleichung sind die drei Skalen bestimmt durch die Gleichungen 

1 ) 
$==-1 

11= ~ J 
Eliminiert man aua dem letzten Gleichungspaar die Veranderliche x, 

so erhalt man fUr den Trager der x- Skala die Gleichung 

'fJ=If. 

asin;xo"!)(:;OSX-l= 0 . 
~ I 

% 
I 

I 
,,0 

~ 
I 

~ I 
I 

I 

%, 
I 

I 
:l+~ 

I 
I J 

I 

'" I .; 
-b / .. b 
z .345 540.3 :z 

oDet-
I 

I 

-\ 
I 

I .; 
I '" 

.\( 
.} 

• r:l -a ""41 

x'\ "'- I /x I 

l '-t:. c 
~ 

~ 
0 

Abb.80. 

Wie diese Gleichung zeigt, ist die x- Skala an einer Parabel anzutragen, 
die die Abszissenachse im Koordinatenursprung beruhrt (Abb. 79). Die 
Tafel stimmt mit der in der Abb. 51 auf anderem Wege gefundenen 
Tafel uberein. Die in der Abbildung angegebene Ablesegerade bezieht 
sich auf die Gleichung 2x2+x-l =0, 
fur die man findet _ -L 0 5 d 

Xl - I' un x2 = - 1 . 

2. Beispiel. Unter den goniometrischen Gleichungen spielt eine 
besondere Rolle die Gleichung 

asinx+bcosx-l =0. 
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Vergleicht man diese mit der Gleichung (1'), so sieht man, daB bei ihr 
die Skalen sich herstellen lassen auf Grund der Gleichungen 

~~~ ~=cosx. ~=01 I} 1 
q=~J ~ ~ l/=sinxJ 

Fiir die Gleichung des Triigers der x-Skala findet man durch Eli­
mination von x aus dem letzten Gleichungspaar 

~2+~2~ 1=0. 

Der Trager ist demnach ein Kreis urn den Koordinatenursprung mit 
dem Halbmesser eins. Die Tafel ist in der Abb. 80 enthalten; die ein­
gezeichnete Ablesegerade entspricht der Gleichung 

2 sin 'P ~ 3 cos 'P -1 = 0, 

fur die man 'PI = 72 0 und 'Pz = 220 0 erhiilt. 

§ 8. Tafeln mit einer Geraden als Ableseknrve und einem 
geradlinigen Skalentrliger. 

Wahlt man bei der Darstellung der Funktion 

z=f(x,y) ........ (1) 

III einer Tafel mit einem geradlinigen Skalentrager z. B. fiir 
die z-Skala die Ordi-
natenachse als Trager, 
so sind die drei Skalen 
(Abb.81) bestimmt durch 
die drei Gleichungspaare 

~W---~~-----r~+~ 

~(XH , wobei man die Glei-
f+-----'g/lf!lJ ---+i chungen der Trager der 

x- und der y -Skala aus 
Abb. 81. den heiden ersten Glei-

chungspaaren durch 
Eine geradlinige 

Elimination von x bzw. y erhalt. 
Ablesekurve hat die Gleichung 

1J=m;+q ......... (3) 
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Die Elimination der laufenden Koordinaten ~ und r; aus der 
Gleichung der Ablesekurve und jedem der drei Gleichungs­
paare (2) ergibt die Gleichungen 

~~=m~~+q W 
h2(Y)= mg2 (y) + q (5) 
hg (z) = q (6) 

Eliminiert man aus diesen Gleichungen die beiden Para­
meter m und q, so ergibt sich die Gleichung 1) 

hl (x) g2 (y) - g2(y) hg (z) - gl (x) h2(y) + gl (x) h3(Z) = 0 

-?SO 30 /" 

" " /' 

BO· 

:i10 330 

Abb.82. 

/ 

" " 

.p 

" " " 

/~lX: 

oder nach weiterer Umformung 

1 {h1(X) h2(y) 1 1 + 1 -0 
hg(z) gJx) - g2 (y)) - gl (x) g;(y)-

90° 

. . (1') 

Dies ist die allgemeine Form fUr aIle Gleichungen, die sich bei 

1) Die Gleichung liiBt sich auch aus der Abb. 81 auf Grund einer 
Proportion abIes en. 
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geradliniger Ablesekurve in einer Tafel mit mindestens einem 
geradlinigen Skalentrager darstellen lassen. 

Beispiel. Die Gleichung 
. sin (a+ fJ) 

smtp= sina+sinfJ 

kann folgendermaBen umgeformt werden 

oder 

oder 

sin a cos fJ + oos a sin fJ . +. fJ . = Sln a Sln 
l'lntp 

1 sin IX cos fJ + cos IX sin fJ 
sin tp sin IX sin fJ 

sin IX + sin fJ 
sin IX sin fJ 

1 lcosa COSfJ} 1 1_0 
sintp ~Bi~ + sin fJ - Sin IX - sin fJ - . 

Ein Vergleich der letzteren Form mit der Gleichung (1') zeigt, daB 
bei der vorliegenden Gleichung an die Stelle der Gleichungen (2) die 
folgenden, fiir die Herstellung der Skalen maBgebenden Gleichungen 
treten 

~=sin a) 

fJ = cosa! 
~=-sinfJt 
fJ = cos fJ J 

Eliminiert man aus den beiden ersten Gleichungspaaren die Ver­
anderliche IX bzw. fJ, so findet man, daB der Trager der IX- und der 
fJ· Skala dieselbe Kurve ist, namlich ein Kreis urn den Koordinaten­
ursprung mit der Gleichung 

~2+fJ2-1=0. 

Die Tafel ist in der Abb. 82 gezeichnet; die in dieser angegebene Ab­
lesegerade bezieht sich auf die Werte a=400, (J=1l00 nnd damit 
tp = 18° bzw. 162°. 

§ 9. Tafeln mit einer Geraden als Ableseknrve nnd beJiebigen 
Skalentriigern. 

SoIl eine Gleichung zwischen den Veranderlichen x, y und z 
in einer Tafel mit Punktskalen dargestellt werden, so sind die 
Skalen (Abb. 83) bestimmt durch drei Gleichungspaare von 
der Form 

Die Gleichungen der drei Skalentrager ergeben sich aus 
diesen drei Gleichungen durch Elimination der jeweiligen Ver­
anderlichen. 

SoIl die Ablesekurve eine Gerade sein, so hat sie die 
Gleichung 1] =m~ + q. . (3) 
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Eliminiert man aus dieser Gleichung und je zwei der Glei­
chungen (2) die laufenden Koordinaten ~ und 'Y}, so ergeben 
sich die Gleichungen 

hl (x)=mYl(x)+q. (4) 
h2 (y)=mg2 (y)+q. (5) 
hs(z)=mgs(z)+q. (6) 

Die Form derjenigen Gleichungen zwischen x, y und z, 
in einer Tafel mit ge- ~:Z 
radliniger Ablesekurve 
dargestellt werden kon­
nen, erhalt man durch 
Elimination der Para­
meter m und q aus den 
Gleichungen (4), (5) und 
(6); namlich 

hl (x) gl (x) 1 

die 

h'J(Y) g'J(Y) 1 =0 
hs (z) gs (z) 1 

~Y-----~~--~~--~L---+~ 

oder 
Form 

in aufgeloster 

g,(.rJ---7<, 

fi------:9/!fJ -~ 
r---------£ (V -------+< 

Abb.83. 

(x) {gil (y) - gs (z)} + h'J (y) {gs (z) - gl (x)} + hs (z) {gl (x) -- g'J (y)} = O. (1) 

Da diese - auch in der Abb. 83 auf Grund einer Proportion 
ablesbare - Gleichung allgemein die Form angibt, die eine 
Gleichung haben muB oder auf die die Dberfiihrung einer Glei­
chung moglich sein muB, damit sie in einer Tafel mit Punkt­
skalen und gerader Ablesekurve dargestellt werden kann, so 
lassen sich aus ihr die in den vorhergehenden Paragraphen 
fiir bestimmte Skalentrager aufgestellten Gleichungsformen ab­
leiten. 

Setzt man entsprechend drei parallelen Skalentragern 

gl(x)=a, g2(y)=-b, gs(z)=O, 

so erhiilt man die im § 2 aufgestellte Gleichungsform 

b hI (x) + a h2 (y) - (a + b) hs (z) = 0. 

Bei geradlinigen Skalentragern, von 
sind, ergibt sich mit 

gl(X)=O, hll(y)=bgll(y)+c, 
Werkmeister, Rechentafeln. 

denen zwei parallel 

gs (z)= a 
7 
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die Gleichungsform des § 3 

ahl (x) - (/2 (y){h1 (x)- h3 (z) + ab} - ac= O. 

Fiir zwei parallele und einen krummlinigen Skalentrager 
erhalt man mit 

die im § 4 gefundene Gleichungsform 

hI (X){(/3 (z) - 1} - h2 (y) (/3 (z) + h3 (z) = O. 

Entsprechend drei geradlinigen, durch einen Punkt gehen­
den Skalentragern findet man mit 

die Gleichungsform des § 5, namlich 

1 1 1 
hI (x) + (/2(y) - ha (z) = O. 

Die im § 6 fiir eine Tafel mit drei beliebigen geradlinigen 
Skalentragern aufgestellte Gleichungsform 

2 khl (x) - 2 hI (x) (/2 (y) + hI (x) fez) - (/2 (y) f(z) = 0 

ergibt sich mit 

h2 (y)=0, (/3 (Z) = k + f(z) undhs (z) = _ f(z). 
2 2 

Die einer Tafel mit zwei geradlinigen, nicht parallel en 
Skalentragern und einem krummlinigen Trager entsprechende 
Gleichungsform 

hI (x) (/2 (y) - hI (x) (/s (z) - hs (z) (/2 (y) = 0, 

die im § 7 behandelt wurde, erhalt man aus der Gleichung (1) 
mit 

(/1 (x)=O 
Setzt man endlich 

so ergibt die allgemeine Gleichung fiir die einer Tafel mit nur 
einem geradlinigen Skalentrager zukommende Gleichungsform 

hI (x) (/2 (y) - (/2 (y) hs (z) - (/1 (x) h2 (y) + (/1 (x) hs (z) = O. 
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§ 10. Tafeln mit drei geradlinigen parallelen Skalentragern 
und einem Kreis als Ablesekurve. 

SoU fUr eine Gleichung zwischen den drei Veranderlichen 
x, y und z eine Tafel mit drei parallelen Skalentragern her­
gestellt werden, und wahlt man als Trager der y-Skala die 
Ordinatenachse, so sind die drei Skalen bestimmt durch die drei 
Paare von Gleichungen 

Die Verwendung 
eines Kreises als Ab­
lesekurvp,l) kann z. B. 
in der Weise geschehen, 
daB man die Punkte 
der y -Skala als die 
Kreismittelpunkte an­
nimmt (Abb.84). Be­
zeichnet man den ver­
anderlichen Halbmesser 

---- .............. 

a-~I+---b 

Abb.84. 

.... 
" " , 

eines solchen Ablesekreises mit r, so lautet dessen Gleichung 
unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koordinatensystems 

e+{n-'If!(y)}2_ r2=O . .. _ ... (3) 
Urn zu derjenigen Gleichung zwischen den angenommenen 

Veranderlichen zu gelangen, die sich in der angegebenen Weise 
in einer Tafel darstellen laBt, hat man zunachst zu beachten, 
daB der Ablesekreis durch die beiden, in den Gleichungen (2') 
und (2"') angegebenen Punkte geht; die Bedingungen dafiir, 
daB dies einzeln der Fall ist, sind 

und 
a2 + {cp(x)- 'If! (y)}2 - r2 = 0 

b2+{x(z) -1p(y)?-r2=O. 
. . . . . (4) 
. . . . . (5) 

1) Auf die Verwendung von nicht geradlinigen Ablesekurven haben 
zuerst hingewiesen A. Adler und E. Goedseels. Tafeln mit Ablese­
kurven in Form von Kreisen mit veranderlichem Halbmesser hat zuerst 
N. Gercevanoff angewendet; er bezeichnet sie als "nomogrammes a 
points equidistants". 

7* 
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SoIl der Ablesekreis gleichzeitig durch die beiden Punkte 
gehen, so muB die durch Elimination des Parameters r aus 
den Gleichungen (4) und (5) sich ergebende Gleichung be­
stehen 

912 (x) - X2 (z) - 291 (x) 1p (y) + 21p (y)x (z) + a2 - b2 = 0 . (1) 

Auf diese Form muB eine Gleichung gebracht werden konnen, 
damit man sie in einer Tafel mit drei parallel en Skalentragern 
in Verbindung mit einem Kreis als Ablesekurve darstellen kann. 

In dem besonderen Fall, daB a = b ist, geht die Gleichung 
(1) uber in 91(x)-21p(Y)+X(z)=O ..•... (1') 

An die Stelle der Gleiehungen (2') und (2"') treten dann 
die Gleiehungen ~ = _ a ~ ~ = a } 

'YJ=91(x)J 'YJ=X(z)' 

Aus dies en und der Gleiehung (1') ergibt sieh insbesondere, 
daB der Wert von a beliebig angenommen werden darf; die 
Ma13einheit der Abszissen muB demnaeh nieht dieselbe sein 
wie die der Ordinaten. 

Hat die in einer Tafel darzusteHende Gleiehung die Form 
(1'), so Hegen - wie sieh in einfacher Weise zeigen laBt -
der Kreismittelpunkt und die Schnittpunkte des Kreises mit 
der x- und der z-Skala auf einer Geraden, die ebenfalls als 
Ablesekurve benutzt werden kann; man hat dies bei den Ab­
lesungen an der z -Skala zu beachten, wenn beide Sehnitt­
punkte des Ablesekreises mit dem Skalentrager innerhalb des 
Skalenbereiehes Hegen. 

Fur die Herstellung des jeweiligen Ablesekreises benutzt 
man am besten den Zirkel, von dem die eine Spitze auf der 
y -Skala und die andere Spitze auf der x-Skala eingestellt 
wird; eine solehe Einstellung des Zirkels ist nur moglieh, wenn 
der Wert der auf die Mittelpunktskala sieh beziehenden Ver­
anderliehen gegeben ist. 

Zu der in der Gleichung (1') dargestellten Gleichungsform 
ist noch zu bemerken, daB man auf sie durch Logarithmieren 
aHe Gleichungen bringen kann von der Form 

f3 (z) = f1 (x) f2 (y). 
1. Beispiel. Die Gleichung 

Z2=XZ+y" 
kann man in der Form schreiben 

(x" - Z2) (x2 + Z2) + y2 (x" + Z2) = 0 
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oder ~ 

'" x' - Z4+ x~y~ +y2 z2 = o. 
Vergleicht man sie jetzt 

mit der Gleichung (1), so 9 

zeigt sich, daB die drei, 
zur Herstellung der Skalen 
erforderlichen Gleiohungs- " 
paare sind 

~=-a} 
'YJ=X2 ... -- ---,- -, ...... ... ... 

101 

~-O 

'YJ - {Y2} 

~=a } 
'YJ=-Z2 

Die hiermit sioh er­
gebende Tafel ist in der 
Abb. 85 gezeiohnet, in der 
der Ablesekreis fiir y = 6 

6 ,;/.... .. ........ , 

:i/ 'i ""'\, 
" I \ 
2 0 N l' '. 
:, ---------------9 --------------- !I--+t 

.;;co • \ 

und x = 5 angegeben ist. 
2. Beispiel. Logarith­

miert man die Gleiohung 
z=xy, 

so geht sie iiber in 
log x - log z + log Y = o. 

Um die Gleichung mit 
der Gleichung (1) verglei-
chen zu k6nnen, schreibt ..",.:z' 

man sie in der Form 
log2 x -log2z+logxlogy 

+ log y log z = o. 
Die Skalen sind dem­

nach bestimmt durch die 
Gleichungen 

~=-a } 
'YJ = log x 

~ ~ ~ lOgy} 

~=a } 
'YJ=-logz . 

Die auf diese Weise ent­
stehende Tafel ist in der 
Abb.86 enthalten; sie kann 
unter Benutzung des Zir­
kelB Bowohl alB MuItipli­
kationstafel als auch als 
Divisionstafel verwendet 
werden. 

5. 

., 
~ 

$ is 

'" 9 

Abb.85. 

y 

'[ $$ 

"JI> 

Y 

Abb.86. 
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§ 11. Tafeln mit drei geradlinigen, darnnter zwei parallelen 
Skalentragern nnd einem Kreis als Ableseknrve. 

Hat man bei einer Tafel fUr eine Gleichung zwischen den 
drei Veranderlichen x, y und z als Skalentrager die Ordinaten­
achse, eine ParaIlele zu dieser und die Abszissenachse eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems, so sind die drei Skalen 

z. B. bestimmt durch die 
+ "Z Gleichungspaare 

-------

-1- \\\ --"',~ 
,/ 

ti \ ,,/' 
So \ /' 

\ , 
\ /' 
\ ' 

~=o } ( ') 
1]=q;(x) 2 

~ ~ (y)} (2") 

~=a }. (2"') 
1]= X (z) 

lfh1M // 
~J ,1/ SoIl der Mittelpunkt eines 

--l~,.I---l1-------+--->-"'S Ablesekreises mit dem ver-
a " 

Abb.87. 

anderlichen Halbmesser r 
mit den Punkten der y­
Skala zusammenfallen (Abb. 
87), so hat die Ablesekurve 

die Gleichung 
{~-1JI(y)}2+1]2-r2=O . ...... (3 

Dieser Kreis geht durch die Punkte mit den durch die 
Gleichungen (2') und (2"') bestimmten Koordinaten, wenn 

(4) 
und 

Die Elimination des Parameters r aus diesen beiden Glei­
chungen ergiht fiir die Form derjenigen Gleichungen, die in 
einer Tafel der oben beschriebenen Art dargestellt werden 
konnen, die folgende 

q;2(X) _ X'J (z) + 2a1Jl (y) - a2 = O. . . (1) 

Fiir die Abszissen und Ordinaten muB dieselbe MaBeinheit 
gewahlt werden. 
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§ 12. Tafeln mit drei geradlinigen Skalentragern durch einen 
Punkt und einem Kreis als Ablesekurve. 

Sind bei einer Tafel fiir eine Gleichung zwischen den drei 
Veranderlichen x, y und z die Skalentrager drei Gerade durch 
einen Punkt, und wahlt man hierfiir die· beiden Achsen eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems, so lauten die zur Herstellung 
der Skalen erforderlichen Glei-
chungen +'1 

1] = 0 ) (2') --
~=-!p(x)f /:1":::-\ 

/ \ o " \ 
17= } (2") ,," " 
~ = 1jJ (y) /;; " 

/ '-' \ 
~ = 0 }.. (2111) / ~ " 
1]=xW I \ 

I \ 
I \ 

Wahlt man die y-Skala als I " 
Mittelpunktskala fUr den Ab- I \ 
lesekreis (Abb. 88), und be- -+-------'L...f!If----<>--+~ 
zeichnet man dessen Halb- r-- rp(X) (.$')4 
messer mit r, so hat der Kreis 
d · GI' h Abb. 88. Ie elO ung 

. . . (3) 

Damit dieser Kreis durch die Punkte der Gleichungen (2') 
und (2111) geht, miissen die Gleichungen gelten 

{!p(x)+1jJ(y)}2_ r2=O ..... (4) 

1jJ2(y)+x2 (z)-r2=O ...... (5) 

Die Elimination des Parameters r aus den Gleichungen (4) 
und (5) ergibt als Bedingung dafiir, daB der Ablesekreis gleich­
zeitig durch je einen bestimmten Punkt der x- und der z-Skala 
geht, die Gleichung 

!p2(X)+ 2!p(x)1jJ(Y)-X2 (z)=O ..... (1) 

Dies ist die Form derjenigen Gleichungen, die in einer 
Tafel mit drei geraden, durch einen Punkt gehenden Punkt­
skalen in Verbindung mit einem Kreis als Ablesekurve dar­
gestellt werden konnen. Eine solche Tafel eignet sich zunachst 
fiir den Fall, daB der Wert der Veranderlichen y gegeben ist. 

Auch bei dieser Tafelform muB fiir die Abszissen und 
Ordinaten dieselbe MaBeinheit gewahlt werden. 
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Beispiel. In einer Tafel der angegebenen Art kann man die be· 
sondere Form der Gleichung zweiten Grades darstellen 

x2 +ax-b=0. 

Bei ihr sind die Skalen bestimmt durch die Gleichungen 

17=~ 1 ;=0_). 
g=2 J 17=.jb 

Die hiermit sich ergebende Tafel ist in der Abb. 89 gezeichnet j das 
angegebene Zahlenbeispiel bezieht sich auf die Gleichung 

x~-3x-4=0, 

fiir welche man erhiiJt Xl = - 1 und x2 = + 4. 

a/'+ a::t'- b - 0 

,--------- ... 
" ",t $ 

,/" 

// '" 
/ \ 

I \ 
I \ 

I \ 

! \ 
I , 

/ a \ 
, -$ I 

o 

Abb.89. 

a 
+$ 

-$ 

§ 13. Tafeln mit beliebigen Skalentragern und einem Kreis 
als Ablesekurve. 

Bei einer Tafel fiir eine GIeichung zwischen den drei Ver­
anderlichen x, y und z sind allgemein die Skalen bestimmt 
durch drei Gleichungspaare von der Form 

~ = g2 (y) l (2") 
'YJ =h~(y)J 

• • (2111) 

Ein Ablesekreis mit dem Halbmesser r, dessen Mittelpunkt 
mit den Punkten der y-Skala zusammenfallt, hat - unter Zu­
grundelegung eines rechtwinkligen Koordinatensystems - die 
Gleichung 

(3) 

Die Bedingungsgleichung dafiir, daB dieser Kreis durch 
zwei durch die Gleichungen (2') und (2"') bestimmte Punkte 
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geht, ergibt die Form derjenigen Gleichungen, die sich in einer 
Tafel der bezeichneten Art darstellen lassen. 

Durch Elimination der laufenden Koordinaten ~ und 1] aus 
den Gleichungen (3) und (2') bzw. (2''') erhalt man 

und 
{gl (x) - g2 (y)}2 + {hl (x) - h2 (y)}2 -. r2 = 0 

{g3 (z) - g2 (y)}2+ {h3 (z) - h2 (y)? -- r2 = 0 

Eliminiert man aus diesen 
beiden Gleichungen den Para· 
meter r, so findet man fiir die 
besagte Gleichungsform 

gl (x) - g~ (z) 
hl (x) - 2 h\j (y.-:-"-) +~h3--;(Z--:-) 

hl(X)-h3(Z) =0 (1) 
+ gl(x)-2g2 (y)+g3(Z) 

Diese Gleichung gibt all­
gemein die Form derjenigen 

--- ....... , 
'-

(4) 

(5) 

Gleichungen an, die in einer --Ib'-----L--"----r--t"-----~.....L-. F 
Tafel mit Punktskalen und ., 
einem Kreis als Ablesekurve 
(Abb. 90) dargestellt werden 
konnen; die in den drei vor­
hergehenden Paragraph en fiir 

Abb.90. 

bestimmte Skalentrager aufgestellten Gleichungsformen 
sich demnach aus der Gleichung (1) ableiten. 

lassen 

§ 14. Tafeln mit drei geradlinigen parallelen Skalentriigern 
und einem System von Ablesekurven in Form eines einen 

rechten Winkel bildenden Zweistrahls. 

AuBer den seither angefiihrten Tafelformen mit einer ein­
fachen Ablesekurve gibt es auch solche, bei denen die Ablesungen 
mit Hilfe eines Systems von Kurven auszufiihren sind. Ais 
Kurvensysteme im Sinne von Ablesevorrichtungen kommen zu­
nachst in Betracht ein einen rechten Winkel bildender Zwei­
strahl, ein Dreistrahl und zwei Parallele mit veranderlichem 
Abstand. 

SoIl die Gleichung 
z=f(x, y) ......... (1) 
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in einer Tafel mit z. B. drei parallelen Skalentragern dargestellt 
werden, so sind, wenn man fur die y-Skala die Ordinatenachse 
wahlt, die Skalen bestimmt durch die drei Gleichungspaare 

~=a } 2' 
1]=cp(x) . ( ) 

~= 0 } (2") 
1] = 1fJ (y) . 

~ = - b ~ • • (2"') 
1]=X(z) ) 

Die beiden Geraden eines einen rechten Winkel hildenden 
Zweistrahls 1) haben im rechtwinkligen Koordinatensystem Glei­

chungen von der Form 

Abb. 91. 

Gleichungen bestehen 

1]=m~+ql (3') 
und 

1] = - ~ ~ + q2' . . (3") m 

Nimmt man an, daB der Zwei­
strahl derart auf die Tafel ge­
legt werden solI, daB sein 
Scheibel mit den Punk ten der 
y-Skala zusammenfiillt (Abb. 
91), so miissen die heiden, 
durch Elimination von ~ und 
1] aus der Gleichung (3') bzw. 
(3") und den beiden Glei­
chungen (2") sich ergebenden 

( ) . (4'~ 1fJ Y = ql . und 'IfJ(Y)=Q2' .... (4") 

Damit die Gerade {~::,j} die {:~} Skala in einem durch die 

Gleichungen {(~2)} hestimmten Punkte trifft, muss en die 

heiden Gleichungen gelten 

und 

cp(x)=ma+Qt 

b 
X(z)= m +qZl 

([) ) 

(6) 

die man durch Elimination von ~ und 1] aus den Gleichungen 
(3') und (2') bzw. (3") und (2"') erhalt. 

1) Die Verwendung einer Ablesevorrichtung in Form eines einen 
rechten Winkel bildenden Zweistrahls wurde von E. Goedseels vor­
geschlagen, der eine solche Tafel als nabaque It equerre" bezeichnet. 
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Eliminiert man aus den vier Gleichungen (4'), (4''), (5) und (6) 
die drei Parameter m, q1 und q2' so findet man fiir die in 
einer Tafel der angegebenen Art darstellbare Form der 
Gleichung (1)1) 

{!p(x)-.1p(Y)}{X(Z)-1p(y)}=ab .... (1') 
Wie aus dem Vorstehenden hervorgeht, er£ordert die vorliegende 
Tafelform dieselbe MaBeinheit fiir die Abszissen und Ordinaten. 

§ 10. Tafeln mit drei geradlinigen, darunter zwei parallelen 
Skalentragern und einem System von Ablesekurven in Form 

eines einen rechten Winkel bildenden Zweistrahls. 

Enthiilt eine Tafel fiir die Gleichung 
Z= f(x, y) • . . . . . . . • (1) 

drei geradlinige Skalentrager, von denen zwei parallel zuein­
ander sind, und wahlt man fiir die beiden letzteren die Ordi­
natenachse und eine Parallele zu ihr, und fiir den dritten 
Trager die Abszissenachse, so lauten die zur Herstellung der 
Skalen erforderlichen Gleichungen 

~=O 1 (2') f}=0 } (2") ~=a} (2"') 
f}=!p(x)J· ~=1p(y). f}=X(z)· . 

SoIlen zusammengehorige Punkte der drei Skalen durch einen 
Zweistrahl bestimmt sein, dessen beiden Strahlen senkrecht zu­
einander stehen, so haben diese im rechtwinkHgen Koordinaten­
system Gleichungen von der Form 

1 1: + .. (3") f}=- m" q2 

Bei der Verwendung einer solchen Ablesevorrichtung zusammen 
mit den durch die Gleichungen (2) bestimmten Skalen kann 
man zwei verschiedene FaIle unterscheiden, indem der Scheitel 
des Zweistrahls entweder mit den Punkten der y-Skala (Abb. 92) 
oder den en einer der beiden parallelen Skalen (Abb. 93) zu­
sammenfallen kann. 

Kommt der Scheitel des Zweistrahls auf die y -Skala zu 
Hegen, so lauten die Bedingungsgleichungen dafiir 

0=m1p(y)+q1 . 

0=- 1p(y) +q\l 
m 

und 
(4') 

(4") 

1) Die Gleichung (I') erhiilt man auch mit HiIfe des Pythagoriiischen 
Lehrsatzes aus der Figur 91. 
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Damit die Gerade {f:::)} durch einen durch die Gleichungen {(~::)} 
bestimmten Punkt geht, mussen die Gleichungen gelten 

rp(X)=Ql •... 
und a . 

X(z)=--+Q2· ..... . 
m 

(5) 

( 

Die Elimination der drei Parameter m, ql und q2 aus den vier 
Gleichungen (4'), (4"), (5) und (6) ergibt fur diejenige Form 
der Gleichung (1), die in einer Tafel der beschriebenen Art 
(Abb. 92) dargestellt werden kann, die folgende 1) 

rp (x)x (z) + 1p2(y) - a1p (y) = 0 (1') 

Abb.92. 

--L-&----\------t--"-+~ 

?tfy~ : 
1<---- a 

Abb.93. 

)! 

SolI der Scheitel des Zweistrahls auf einer der beiden 
parallel en Skalen, z. B. der x-Skala liegen, so mussen die 
Gleichungen' bestehen 

und 
rp(X)=ql ... . 

rp(X)=Q2 ... . 
(~) 
(~) 

Die Bedingungsgleichungen dafur, daB die Geraden (3') und (3") 
die y- und die z-Skala in einem der durch die Gleichungen (2") 
und (2"') festgelegten Punkte trifft, sind 

O=m'P(Y)+Ql 
a 

X(z)=--+Q2· m 

(5) 

(~) 

1) Man kann diese Gleichung auch in einfacher Weise mit Hilfe des 
Pythagoraischen Satzes aus der Abb. 92 ablesen. 
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Eliminiert man aus den Gleichungen (4'), (4''), (5) und (6) die 
drei Parameter m, ql und q'J' so erhalt man 1) - -

rp2(X) - rp (x)x (z) + a1p (Y) = O. . . . . (!') 
Diese ]'orm muB die Gleichung (1) haben, damit sie in einer 
Tafel dargestellt werden kann mit drei geradlinigen, darunter 
zwei parallelen Skalentragern zusammen mit einem zur Ab­
lesung bestimmten Zweistrahl, dessen Scheitel auf einer der 
parallelen Skalen liegt (Abb. 93) . 

q -IJ 

..r ,71--
+J -3 

.~ 
/' , " , 

/ ' 
/ " " , , 

/ , I " -, /' I , 

/ I ~ , / I 
/ I 

..... ,.t;' / + 

" ........ 
;' ............. -

............. 
.... 

-fJ +$ 

;r fL 
Abb.94. 

•• '1 

Beispiel. Die Form der Gleichung (1') hat die allgemeine Glei-
chung zweiten Grades X2 + px + q = 0-:-

Fur sie lauten die den Gleichungen (2) entsprechenden, die Skalen be­
stimmenden Gleichungen 

~=O} 
1]=X 

Diese ergeben die Tafel der Abb. 94. Die Aufsuchung der beiden, zu 
gegebenen Werten von p und q gehorigen Werte von x geschieht bei 
der vorliegenden Tafel am besten mit Hilfe des auf einem durchsichti!ren 
Stoff gezeichneten Zweistrahls. In der Abbildung sind die beiden, der 
Gleichung x2 - x - 2 = 0 

entspreche~den Lagen des Zweistrahls 3ngegeben, fur die man Xl = 2 
und Xg = - 1 abliest. 

1) Diese Gleichung ergibt sich auch aus der Figur 93. 
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§ 16. Tafeln mit drei geradlinigen, durch einen Pnnkt gehen­
den Skalentragern nnd einem System von Ableseknrven in 

Form eines einen rechten Winkel bildenden Zweistrahls. 

Wahlt man bei einer Tafel mit drei geraden, durch einen 
Punkt gehenden Skalentragern fiir diese die Koordinatenachsen, 
so sind die Skalen bestimmt durch die Gleichungen 

~=<p(x») . (2') 
'fj=O J ~ = -1p (y) Jl . (2'') 

'fj=O 
~ = 0 }.. (2"') 
fJ=X(z) 

Die beiden Geraden eines 
einen rechten Winkel bilden­
den Zweistrahls haben in 
einem rechtwinkligen Koordi­
natensystem die Gleichungen 

und 
fJ=m~+ql .. (3') 

1 
fJ=--~+q2 (3") 

m 

Abb. 95. Damit der Scheitel des Zwei-
strahls auf der nur eine Skala 

tragenden Ordinatenachse liegt, also mit den Punkten der 
z·Skala zusammenfallt (Abb. 95), miissen die beiden Glei­
chungen geiten 

X(Z)=ql' •.. (4') und X(Z)=q2 .... (4") 

Die Bedingungen dafiir, daB die Gerade {((::~} die Abszissen­

achse in den durch die Gieichungen {g:~} bestimmten Punkten 

trifft, erhaIt man durch Elimination der laufenden Koordinaten 
~ und fJ aus den betreffendEm Gieichungen; dabei findet man 

und 
(5) 

(6) 

Eliminiert man aus den vier Gleichungen (4'), (4"), (5) und (6) 
die drei Parameter m, ql und q'J' so ergibt sich die Gleichung 

X'J(z) = <p (x) 'Ip (y), . . . . . . . (1) 
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die man auch auf Grund des Hohensatzes im rechtwinkligen 
Dreieck unmittelbar aus der Abb. 95 ablesen kann. Dies 
ist die Form, die eine Gleichung zwischen den Verander­
lichen x, y und z haben muB, damit sie in einer Tafel mit 
geradlinigen Skalentragern der angegebenen Art zusammen mit 
einem bei der Ablesung benutzten Zweistrahl dargestellt 
werden kann. 

§ 17. Tafeln mit beliebigen Skalentriigern und einem System 
von Ableseknrven in Form eines einen rechten Winkel 

bildenden Zweistrahls. 

Rei einer Tafel fiir die Gleichung 

Z= f(x, y) . . . . . . . . • (1) 

sind allgemein die Skalen bestimmt durch drei Gleichungspaare 
von der Form 

;=gl(X)} 
'Y)=h1(x) 

(2') 

~=g2(Y)} 
'Y) =h2(y) 

(2") 

~=g3(Z)} 
'Y) = h3(Z) 

. (2"') 

Die beiden Geraden eines 
einen rechten Winkel bilden­
den Zweistrahls haben im 
rechtwinkligen Koordinaten­
system die Gleichungen 

'Y)=m~+ql" (3') 
1 

'Y)=--~+q2 (3") 
m 

+72 

-----lV----'-+--~-1---"- r} 
:x~ '7 

9/II' ---+i I 

Iii-I ---fl/ JO -----ICI: 

Abb.96. 

Nimmt man an, daB der Zweistrahl so auf die Tafel gelegt 
werden soll, daB sein Scheitel auf die y-Skala zu Hegen kommt, 
so miissen die beiden, durch Elimination von ~ und 'fJ aus den 
Gleichungen (2") und (3') bzw. (3") sich ergebenden GIeichungen 
bestehen 
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Die Bedingungen dafiir, daB die beiden Geraden des Zwei­
strahls durch die Punkte der Gleichungen (2') und (2"') gehen, 
erhaIt man durch Elimination der laufenden Koordinaten aus 
den betreffenden Gleichungen; dabei ergibt sich 

und 
h1(x)=mg1(x)+ql' (5) 

1 
hs(z)=--gs(z)+q~ . .. 

m 
(6) 

Diejenige Form der Gleichung (1), fiir welche eine Darstellung 
der Gleichung in einer Tafel mit Punktskalen und einem zur 
Ablesung bestimmten Zweistrahl moglich ist (Abb.96), erhalt 
man durch Elimination der drei Parameter m, ql und q2 aus 
den vier Gleichungen (4'), (4"), (5) und (6); sie lautet 

{gl (X)-g2(Y )}{gs(z )-g2 (y)}+{h1 (x)-h2 (y)}{hs (z)-h2 (y)}=O (1') 

Diese Gleichung kann man auch mit Hilfe des Pythagoriiischen 
Satzes aus der Abb. 96 herleiten. 

§ 18. Tafeln mit zwei zueinander senkrechten Ablesegeraden, 
von denen eine durch einen festen Punkt geht. 

Bei einer Tafel fiir eine Gleichung zwischen den drei Ver­
anderlichen x, y und z sind die drei Skalen festgelegt durch 

drei Gleichungspaare von 
~"l der Form 

T)! 
,,- SOO AI : 
1 '- / 1 
1 '-~ 
, .... / i I , ), I I 
I / '- I I 

'" 1 I ' I 
": I ~'-: ~J 1 / ~ 'I.. 
~ .. ,/ ~ .. 1'-i//f : "'-, 

/ I 
/ : 

I 1 , 
, 
1 

ff-----!Z,(X} -.j 
!1,,(:V 

Abb.97. 

, 
)1 

~=gl(X)} 
'f} = hi (x) 

(1') 

~ =g2(y)} 
'f} =h2(y) 

(1") 

~=gs (z)\ 
'f} = hs(z)J 

. (1"~ 

Sollen zusammengehOrige, 
eine bestimmte Gleichung 
befriedigende Werte der 
drei Veranderlichen auf 
zwei zueinander senk­
rechten Geraden liegen, 
von denen eine durch 
einen festen Punkt geht, 
und wahlt man fUr diesen 
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den Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so haben 
die beiden Ablesegeraden Gleichungen von der Form 

1}=m~ . . . . . . . .. (2) 
und 

1 
17 =--~ +q ........ (3) 

m 

SoIl die erste Gerade durch die Punkte der x-Skala, und 
die zweite Gerade durch die Punkte der beiden anderen Skalen 
gehen (Abb. 97), so miissen die Gleichungen gelten 

hl(x)=mgl(x) , -"I 
1 

h2(Y) = - mg2(Y) + q 

und 
1 

h3 (z) = - - fh (z) + q . 
m 

Die Elimination der 
beiden Parameter m und 
q aus den drei Bedingungs­
gleichungen ergibt fiir die 
Form, die eine Gleichung 
haben muB, damit sie in 
einer Tafel der vorliegen­
den Art dargestellt werden 
kann, die folgende 

oder h2(Y) - h3(Z) 
g3(Z) - g2(Y) 

Abb.98. 

. . . (4) 

Eine besonders einfache Form fiir eine Tafel der angegebenen 
Art ergibt sich, wenn die Trager zweier Skalen - z. B. der 
Y- und der z-Skala - zwei zueinander senkrechte Gerade sind, 
und wenn der Trager der dritten Skala ein Kreis urn den 
Schnittpunkt jener Geraden ist (Abb. 98). Betrachtet man die 
beiden geradlinigen Skalentrager als die Achsen eines Koordi­
natensystems, so sind die y- und die z-Skala bestimmt durch 
die Gleichungen 

und 

Werkmeister, Rechentafeln. 8 
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die x-Skala kann hergestellt werden auf Grund der Gleichungen 

~= r I V1 + rp2(X) 
rrp (x) . 

'f}-
- V1 +rp2(X) J 

e+'f}2-r2=O ) 

'f}=~rp(x) 

oder 

Mit diesen Gleichungen an Stelle der Gleichungen (1) geht die 
Gleichung (4) tiber in 

x (z)= rp (x)tp (y) . . . . . . . . (5) 
Wie diese Gleichung 1) zeigt, darf der Halbmesser des die x-Skala 
tragenden Kreises beliebig gewahlt werden. 

o 

a-bsincp 

o 
a 

Abb.99. 

Be i s pie 1. Bei der Gleichung 

a=b sin 91 
hat man zur Herstellung der drei Skalen die Gleichungen 

~ = 0 } ~ = a , ~2 + 'fJ2 - r2 = 0 } 
l1=b 'fJ=0] l1=~sin91 . 

Die diesen entsprechende Tafel zeigt die Abb. 99; die in dieser an­
gegebenen Ablesegeraden beziehen sich auf die Werle a = 51, b = 80 
und 91=40 0• 

') Man kann diese Gleichung auch in einfacher Weise aus der 
Abb. 98 herleiten. 
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§ 19. Tafeln mit geradlinigen, durch einen Punkt gehenden 
Skalentragern und einem System von Ablesekurven in Form 

eines Dreistrahls. 

Sind in einer Tafel fur eine Gleichung zwischen den Ver­
anderlichen x, y und z die Skalentrager drei durch einen Punkt 
gehende Gerade, und wahlt man fur dies en Punkt den Ko­
ordinatenursprung und als Trager fiir die x-Skala die Abszissen­
achse, so haben die Skalen-
trager - wenn C(, und az 
die Richtungswinkel der ge-
radlinigen Trager der y- und 
der z-Skala bedeuten ~ die 
Gleichungen 

und 

'f/=O, 

'f/ = ~tgay 

'f/ =~ tg az ' 

Denkt man sich auf diesen 
Tragern vom Ursprung aus 
qJ(x) bzw. 1.jJ(y) bzw. X(z) ab­
getragen, so ergeben sich die 
Skalenpunkte als Schnitt­
punkto der Tragergeraden mit 0 I 
je einer Schar zu ihnen senk­
rechter Geraden; diese drei 

Abb. 100. 

Geradenscharen haben dann (Abb. 100) die Gleichungen 

~ =--= qJ (x) , 'f/ = ~ ~ ctg a + v: (Yl , 'f/ = - ~ ctg a + ~l:L . 
Y SIn Uy Z SIn az 

Die drei Skalen sind demnach bestimmt durch die drei Glei­
chungspaare 

'f/=O 1 
~=qJ(X) J 

'f/ = ~tga ) 
. . (2') 'f/ = _ ~ c:g C( +.J;J¥l . . . (2") 

Y SIn U y 

'f/ =~tguz l' 
( ) . (2111) 

'f/ = - ~ ctg a + -4-=-J .... 
z SIn az 

Sollen je drei zusammengehorige Punkte der drei Skalen 
durch die drei Geraden eines Dreistrahls bestimmt sein, so 

8* 
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miissen diese eine bestimmte Lage zu den Tragergeraden haben; 
nimmt man den einfachsten Fall an, daB die Geradon des 
Dreistrahls je senkrecht zu den Skalentragern stehen, so haben 
die ersteren die Gleichungen· 

~=cp(x), 

rJ = - ~ ctg a + ~ (y) 
llnd Y sm a y 

rJ = - ~ ctg a + -4l:L . 
z SIn az 

Die Bedingung dafiir, daB diese drei Geraden einen Dreistrahl 
bilden oder durch einen Punkt gehen, erhalt man durch Eli­
mination der laufenden Koordinaten; diese ergibt die Gleichung 

cp(x){ctga - ctga}+ ~(& -~i:L=0 
z y SIn a y sm a z 

oder 

(x) si~ (au --:- az) + .J/-i¥l-~~ = 0 (1) 
cP SIn ay SIn ao SIn ay sm az 

Diese Gleichung nimmt besonders einfache Formen an, 
wenn man ay=900 und a.=45° bzw. ay=1200 und 
az = 60° setzt. 

a) Mit ay = 90° und az = 45 ° geht die Gleichung (1) iiber in 

cp(x)+1fJ(Y)-X(z)V2=O . ..... (1') 

An die Stelle der Gleichungen (2) treten dann die Gleichungen 

rJ=O } ~=O ) 

~=cp(x) rJ=1fJ(Y)) 

rJ =~ ) 
~ + rJ = X (z) 1"'2 J' 

b) Mit ay=1200und a.=60 0 ergibt sich aus Gleichung (1) 

cp(x)+1fJ(Y)-X(z)=O ...... (1") 

Die den Gleichungen (2) entsprechenden Gleichungen lauten dann 

rJ=O ) rJ=-~v'3 1 
~ = cp (x) J rJ = ~ ~ 11'3' + : 1fJ (y) VB J 

rJ =~v'3 1 
rJ=--~~v'3+~x(z)v'3 (. 

3 3 J 
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Fiir die Herstellung der Skalen verwendet man bei beiden 
Tafelformen nicht die aus den Gleichungen (2) sich ergebenden 
Gleichungen, sondern beachtet die fiir die Skalen gemachte 
Annahme, wonach man die Skalen erhaIt durch Abtragen von 
q;(x) bzw. 'I.jl(y) bzw. X(z) (Abb.l00) vom Schnittpunkt der 
Skalentrager aus. In den Abb. 101 a und b sind die beiden 
Tafelformen 1) schematisch dargestellt. Wie sich in einfacher 
Weise zeigen IaBt, ist es bei diesen beiden Tafelformen nicht 
notwendig, daB die Geraden des Dreistrahls senkrecht zu den 
Skalentragern stehen 2); mit Riicksicht auf die Genauigkeit bei 
der Ablesung wird man aber den auf einem durchsichtigen 
Stoff gezeichneten Dreistrahl so auf die Tafel legen, daB seine 
Strahlen ungefahr senkrecht zu den Skalentragern sind.l 

-L-:::1'---''-------I-'--- + ~ 

~(X~ 
Abb. lOla. Abb. 101 b. 

Die Gleichungen (1') und (1") stellen die Formen derjenigen 
Gleichungen vor, die in einer Tafel der in den Abb. 101 a und b 
angegebenen Art dargestellt werden konnen; dabei ist besonders 
zu beachten, daB man zu diesen Gleichungsformen gelangt 
durch Logarithmieren der typischen Gleichung 

f3 (z) = f1 (x) f<J(Y) , 

wobei man erhalt 

log f1 (x) + log f2 (Y) -log fs (z) = O. 

1) Die in der Abb. 101 b angegebene Tafelform wurde von Ch. Lalle­
mand eingefiihrt und von ihm ala "abaque hexagonal" bezeichnet. 

2) Hierauf hat fiir die Tafel der Abb. 101 b erstmals hingewiesen 
O. Lacmann in Zeitschr. fiir Vermessungswesen 1923, Seite 251. 
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Abb.l02. 

z=x·y 
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Abb.103. 
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Beispiel. Die wichtigste hierher gehorige Tafel ist die Multipli­
kationstafel, der die Gleichung zugrunde Hegt 

z=xy. 

Logarithmiert man diese, so nimmt sie die Form der Gleichungen (1) an 
und mutet dann 

log x + log y - log '1, = 0 . 

Wahlt man entsprechend der Abb. 101 a als Skalentrager drei, je einen 
Winkel von 45 0 einschlieBende Gerade, so hat man - wie ein Vergleich 
mit der Gleichung (I') zeigt - auf den beiden auBeren Geraden log x 

und log y, und auf der mittleren lo~ abzutragen. Die so entstehende 
1/2 

Tafel ist in der Abb. 102 gezeichnet. Die Lage des Dreistrahls, dessen 
Geraden Winkel von 90 und 45 0 einschlieBen, ist fUr die zusammenge­
hOrigen Werte x=3, y=5 und '1,=15 in der Abbildung gezeichnet. 

Wii.hlt man, wie in der Abb. 101 b, als Skalentrager drei, je einen 
Winkel von 60 0 einschlieBende Gerade, so erhiilt man - entsprechend 
der Gleichung (1'~ - die Skalen durch Abtragen von log x, log y und 
von log '1, auf den Skalentragern. Die so sich ergebende Tafel ist in der 
Abb. 103 angegeben. Die eingezeichnete Lage des Dreistrahls entspricht 
den Werten x= 3, y=2 und '1,= 6. 

§ 20. Tafeln mit geradlinigen, durch einen Punkt gehenden 
Skalentriigern nnd einem System von Ablesekurven in Form 
von zwei parallelen Geraden mit veranderlichem Abstand. 

In einer Tafel dieser Art lassen sich Gleichungen darstellen 
von der Form 

qJ (x) VJ (y) = X (z) . . . . . . . . (1) 

Schreibt man diese Gleichung folgenderma3en 

qJ(X) X (z) 
-1-= VJ (y)' . . . . . (1') 

so steUt sie eine Proportion vor. Tragt man auf den Achsen 
eines Koordinatensystems qJ (x), VJ (y) und X (z) als Streck en in 
der in der Abb.l04 angegebenen Weise auf, so erhalt man 
drei Punkte A, D und C, die zusammen mit dem in der Ent­
fernung gleich der Einheit gezeichneten Punkt B zwei parallele 
Gerade AB und CD bestimmen. Die Abb.104 steUt demnach 
die schematische Form einer Tafel fur die Gleichung (1) vor, 
bei der die x-Skala und die z-Skala auf der einen und die 
y -Skala auf der anderen Achse eines Koordinatensystems an­
zutragen sind. Die jeweiligen beiden parallelen Ablesegeraden 
erhiilt man bei einer solchen Tafel entweder mit Hilfe einer 
auf einem durchsichtigen Stoff angegebenen Parallelenschar mit 
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beliebigem, am besten gleichem Abstand, oder mit Hilfe von 
zwei auf verschiedenen Stucken eines durchsichtigen Stoffes 

o i+\,----rp(~)--~.,f : C 
: ( x(~) --------+i)! 

Abb.104. 

angegebenen Geraden, wobei die beiden Stucke in der in der 
Abb. 105 angedeuteten Weise miteinander verbunden sind 1). 

Beispiel. In einer Tafel der 
angegeben Art kann man darstellen 
die Gleichung 

. fJ sinb sm =-.-. 
SIn a 

Bei dieser Gleichung stimmen die 
beiden auf der eiuen Achse anzutra-

Abb.105. genden Skalen genau iiberein; die 
ihr entsprechende Tafel ist in der 

Abb. 106 enthalten, in der die Lage der beiden parallelen Ablesegeraden 
fiir a = 40°, b = 30° und damit fJ = 51 ° angegeben ist. 

An Stelle der Gleiehung (1') kann man aueh sehreiben 

Arp(X)_ AX(Z) 
1 - 1jJ(Y) 

und 
rp(x) AX(Z) 

1 = A1jJ(Y)' 

Aus diesen Gleiehungsformen ergibt sieh, daB man entweder 
fur die x- und z-Skala eine andere MaBeinheit als fur die 

1) Der Gedanke, als Ablesevorrichtung zwei parallele Gerade mit 
veranderlichem Abstand zu benutzen, geht von M. Beghin aus, der ihn 
auf Tafeln mit vier Veranderlichen angewendet hat. R. So rea u be­
zeichnet die entsprechende Tafel als "abaque it double alignement 
parallele". 
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y-Skala, oder fUr die y- und z-Skala eine andere MaBeinheit 
als fUr die x -Skala wahlen darf. 

sinf3 = sin b ct 40 

JO Slna 
I 'PJ 

/ 
10 I 

0 I 0 
I 

",Q 7", I 

70 -a" 6/ 
I 

-?o 
do <-0 

;3 <'0 

Abb.106. 

Beispiel. Die Gleichung 

a= b sin 11' 

wird man in der Form schreiben 

J.b ). a 

1 sin 11' 

60 
,,(0 8090' 

50 I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
/ 

/ 
/ 

I 
I 

", 

60 
"0 

Man kann dann eine Tafel herstellen. bei der die beiden gleichartigen, 

a =6.sinrp 

6 
.so 

Abb.l07. 
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nach a und b bezifferten Skalen zusammenfalIen; eine solche Tafel zeigt 

die Abb. 107, bei der 2 = 1~0 gewahlt wurde. Die in der Abbildung 

angegebenen Ablesegeraden beziehen sich auf die zusammengeh6rigen 
Werte a=61, b=80 und 11'=50°. 
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§ 21. Tafeln mit beliebigen Skalentragern nnd einem System 
von Ablesekurven in Form von zwei parallelen Geraden 

mit veranderlichem Abstand. 

Die allgemeinste Form einer Tafel mit zwei parallelen Ab­
lesegeraden ist in der Abb. 108 in schematischer Form an­
gegeben; die Tafel besteht aus vier Skalen, von denen z. B. 

zwei nach y und 
sind. Die Skalen 
Gleichungen 

~ = gl (x) ~ 
'Yj = hl (x)) 

n 

Abb.108. 

die beiden anderen nach x und z bezifIert 
sind bestimmt durch die vier Paare von 

~=gt(Y)1 
'Yj = h2" (Y)J 

Bezeichnet man den Richtungswinkel der beiden Parallelen AB 
und CD mit cp, so Hest man - unter der V oraussetzung, daB 
das benutzte Koordinatensystem rechtwinklig ist - die folgende 
Gleichung aus der Abbildung ab 

t _ h1 (x)-h2'(y) _ h3(Z)-h/'(y) ( ) 
gcp- gl(X)-Y2'(y) - Y3(Z)-g2"(Y) ... 2 
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Diese Form muB eine Gleichung haben, damit sie in einer 
Tafel von der in der Abb. 108 angegebenen Art dargestellt 
werden kann. Eine solche Tafel eignet sich zunachst fiir den 
Fall, daB der Wert von y gegeben ist. 

Die im vorhergehenden Paragraphen behandelte Form der 
Gleichung (2) erhiilt man aus dieser, wenn man fUr die beiden 
y-Skalen als Trager die Ordinatenachse, und fur die x- und 
die z-Skala die Abszissenachse wahlt; setzt man dementspre­
chend 

g2'(y)=g2"(y)=O und hl (x) =h3(Z)=O, 

so geht die GIeichung (2) uber in 

h2' (y) h2" (y) 
gl(X) g;(zf' 

Diese Gleichung hat die oben behandelte Form 

cp (x) 1jJ (y) = X (z). 
Um diejenige Form der Glei­

chung (2) zu bestimmen, fur welche 
die beiden y -Skalen und die x­
und z-Skala als Trager zwei par­
allele Geraden haben, wahlt man 
als Trager fur die y -Skalen die 
Ordinatenachse und fUr die heiden 
anderen Skalen eine Parallele zu 
dieser Achse in beliebigem Ab­
stan de; setzt man demgemaB 

und 

gl (x) = g3 (z) = a, 

so erhalt man an Stelle der Gleichung (2) 

Abb.109. 

hl (x) - h2' (y) = h3 (z) - h2" (y) . . . . . (3) 

Ftir diese Gleichung gehen die die Skalen bestimmenden Glei­
chungen tiber in 

~=O ) 
t] = h2' (y) ( 

~=O ~ 
t] = h/' (y) J 

Die Gleichung (3) laBt sich auch auf die Form bringen 

cp (x) - Ip (y) = X (z ) . . . . . . . ( 4 ) 
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Beieiner Gleichung von dieser 'Form (Abb. 109) sind die 
Skalen bestimmt durch die Gleichungspaare 

+'1 
I 
I , , 

An die Stelle der zur z-Skala 
gehorigen y -Skala tritt bei der 
Gleichungsform (4) der Koordi­
natenursprungvon a; der Wert 1 ) 

kann beliebig gewahlt werden. 
Wie leicht einzusehen ist, kann 
man der in der Abb. 109 dar­
gestellten Tafelform ein recht­
winkliges oder ein schiefwink­
liges Koordinatensystem zu­
grundelegen. 

:0 
.., ,-- "10 '10 

9 9 

3 

6 

" 8 

9 
"10 

, -.... , -.... , ........ & 
\ -............. -_ r r -.... 

........ , , 

--2; 6 

.5 5 

........ -~\ .... ,---........ ........ ........ 
-3 3 B e i s pie 1. Logarithmiert man 

die Gleichung 

Abb.110. 

;=0 ~ 
1] = -logy) 

z=xy, 

so geht sie liber in 

log x+ lo~ y= log z. 

Ein Vergleich mit derGleichung (4) 
zeigt, daB bei der vorliegenden 

of Gleichung die zur Herstellnng der 

+\ Skalen erforderlichen Gleichungen 
" sind 

;=a ~ 
1] =Iogx) 

;=a ~ 
1] =log Z) • 

Die durch diese Gleichungen bestimmte Tafel ist in der Abb. 110 unter 
Zugrundelegung eines schiefwinkligen Koordinatensystems gezeichnet; 
die angegebenen Geraden beziehen sich auf die Werte x = 3, Y = 2 und 
damit Z= 6. 

§ 22. Vergleich zwischen Tafeln mit Kurvenskalen und 
Tafeln mit Punktskalen. 

Die in den vorstehenden Paragraphen behandeIten Formen 
von Tafeln mit Punktskalen fUr Gleichungen mit drei Ver­
anderlichen zeigen, daB eine Gleichung eine bestimmte Form 

1) Man kann die Gleichung (4) auch unmittelbar in der Abb. 109 ablesen. 
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haben muB, damit sie in einer Tafel der angegebenen Art 
dargestellt werden kann; es folgt hieraus, daB man nicht 
immer ohne weiteres erkennen kann, ob eine Gleichung in 
einer Tafel mit Punktskalen iiberhaupt dargestellt werden 
kann. Demgegeniiber bietet die Tafel mit Kurvenskalen 
den Vorteil, daB man fiir jede Gleichungsform eine Tafel 
in einfachster Weise dadurch erhiiJt, daB man zwei der Ver­
anderlichen als laufende Koordinaten betrachtet und die dann 
bestimmte Kurvenschar aufzeichnet. 

In bezug auf die zeichnerische Herstellung einer Tafel wird 
eine Tafel mit Punktskalen gegeniiber einer solchen mit Kurven­
skalen im allgemeinen selbst dann noch den Vorzug verdienen, 
wenn bei der letzteren die Kurven durchweg mit Lineal und 
Zirkel gezeichnet werden konnen. Hinsichtlich der Platzbean­
spruchung kf!>nn man die beiden Tafelarten als ungefahr gleich­
wertig ansehen. 

Was die Dbersichtlichkeit und die dadurch bedingte Be­
quemlichkeit beim Eingehen in die Tafel anbelangt, so verdient 
die Tafel mit Punktskalen bei weitem den Vorzug; dies ist 
auch der Fall in bezug auf das Aufsuchen oder Ablesen der 
zu bestimmenden Werte. 

Eine Steigerung der Genauigkeit laBt sich bei beiden Tafel­
arten fiir die ganze Tafel oder flir einen bestimmten Teil der 
Tafel durchfiihren; doch bietet auch hierbei - wenigstens bei 
einfacheren Gleichungsformen - die Tafel mit Punktskalen 
einige V orteile. 

Eine gegenseitige Verschiebung einzelner Tafelteile - z. B. 
infolge von Veranderungen des Papieres - sind bei Tafeln 
mit Kurvenskalen unschadlich; bei Tafeln mit Punktskalen 
dad eine Veranderung der gegenseitigen Lage der einzelnen 
Skalen nicht eintreten. 



Dritter Abschnitt. 

Tafeln fur Gleichungen mit mehr als drei 
Veranderlichen. 

I. Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln mit 
Kurvenskalen. 

§ 1. Zweiteilige Tafeln fiir GIeichungen mit vier 
Veranderlichen. 

Die zwischen den vier Veranderlichen xl' X2 , xa und X;l 

bestehende Gleichung sei 

F(x1 , X 2 ' X 3 ' x4 )=0 . . . . (1) 

Kann man diese Gleichung in der Form schreiben 

F(q; (Xl' X2), Xa' X4 ) = O ....... (1') 

und fiihrt man eine neue Veranderliche X l ,2 ein, indem man 
setzt 

so geht sie iiber in 

F(X12 ,Xa,X4)=0 . ....... (3) 

Die beiden Gleichungen (2) und (3) kann man sich je ent­
standen denken durch Elimination der veranderlichen GroGen 
~ und 'Yj aus den drei Gleichungen 

beziehungsweise 

t;, (~, 'Yj, X1 ,2) = 0 . 

gl(~' 'Yj, Xl) =0. 

hl(~' 'Yj, X2) =0. 

M~,'Yj, X1,2)=0 . 

g'J(~' 'Yj, xa) = 0 . 

h2(~' 'Yj, x4 ) = 0 . 

(4') 

(5') 

(6') 

(4") 

(5") 

(6") 
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Betrachtet man ~ und 'fj als laufende Koordinaten, so ent­
spricht infolge der Veranderlichkeit von Xl' X\), Xl 2' Xs und X 4 

jeder der Gleichungen (4'), (5') und (6') und ebenso jeder der 
Gleichungen (4"), (5") und (6") eine nach der betreffenden 
Veranderlichen bezifferte Kurvenschar; dabei sind die xI \)- Kurven 
doppelt - nach Xl und X\) - beziffert. . 

Von den drei Gleichungen (4'), (5') und (6') und ebenso 
(4"), (5") und (6") konnen je zwei beliebig angenommen werden; 
die dritte Gleichung ist dann je durch die beiden angenommenen 
und die Gleichung (2) bzw. (3) bestimmt. 

Den durch die Gleichung (1') bedingten Zusammenhang 
zwischen den beiden, den Gleichungen (2) und (3) entsprechen­
den Systemen von je drei Gleichungen erhalt man dadurch, 
daB man fiir die beiden mit Xl 2 bezifferten Kurvenscharen 
ein und dieselbe Kurvenschar walilt; die beiden Gruppen von 
Kurvenscharen haben dann die Gleichungen 

beziehungsweise 

f(~, 'fj, Xl 2)= 0 

!ll(~' 'fj, Xl) = 0 

hl(~' 'fj,x2 ) =0 

f(~, 'fj, XI • 2)= 0 

!l2(~' 'fj, Xs) = 0 

h2(~' Yj,X4) =0 

(4 ) 
( 5') 
(6') 

(4 ) 
. (5") 
. (6") 

Die durch diese Gleichungen bestimmten fiinf Kurvenskalen 
(Abb. 111) haben die Eigenschaft, daB zu je zwei auf derselben 

Abb.lll. 

Xl 2 - Kurve gelegenen Punkten P' und P" vier Kurven der 
nach Xl' X2 , Xs und x 4 bezifferten Kurvenskalen gehoren, deren 
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Werte die Gleichung (1) hefriedigen. Damit die heiden, den 
Punkten P' und P" entsprechenden Tafelteile durch passende 
Verschiebung des Koordinatensystems auseinandergezogen werden 
konnen 1), wahlt man fiir die nach Xl 2 bezifferte, die beiden 
Tafelteile verbindende Kurvenschar ani einfachsten eine Schar 
paralleler Geraden 2). 

Der Gebrauch einer solchen aus vier - den vier Verander· 
lichen eutsprechend hezifferten - Kurvenscharen und einer 
Schar von - doppelt bezifferten - Hilfskurven bestehenden 
Tafel ergibt sich aus den beiden Punkten P' und P". 1st z. B. 
der zu gegebenen Werten der Veranderlichen Xl' X2 und X3 

·~·a/ ~ -"l. ,~ ,(, .. 
1/ /,'" , "- I": '\ !'... 

/ 1/ / / // / -;,:: , I'-.. " " "-, 
/ // " ," ~ " ", "-

1/ / :/ // " "- " " !'... "- "- "-
/ 17'/ / / V / / / "- I'-.. " "'- , t\. "- x 

1/ f9: / 1/ / / "" t\. ~ "- p. 
f7 [7[Y; -IT -r-r- -~""'" 

.,,~ F-' -R:' ~ '\ '\ '\ 
, 1/ / " !'... I"':: " II\. I'\.. "-17 ,17 / I\.. I"':: "'- I 

I,l IY 1/ I'\.. '{ '\ 

Abb.112. 

gehorige Wert der Veranderlichen x4 zu bestimmen, so er­
mittelt man zunachst den den gegebenen Werten von Xl und 
x2 entsprechenden Punkt P'; der Punkt P" ergibt sich dann 
als Schnittpunkt der durch P' bestimmten Hilfskurve mit 
der zu dem gegebenen Wert von X3 gehorigen Kurve. DaB 
eine solche Tafel auch fiir den Fall benutzt werden kann, 
daB der Wert einer der anderen Veranderlichen gesncht ist, 
ist ohne weiteres einzusehen. 

Da von den beiden, die Kurvenskalen bestimmenden Systemen 
von je drei Gleichungen auBer der gemeinsamen Gleichung (4) je 
noch eine weitere Gleichung beliebig gewahlt werden kann, so wird 

1) Die beiden Tafelteile iibereinander zu zeichnen, empfiehlt sich 
mit Riicksicht auf die Ubersichtlichkeit nicht. 

2) Den durch die Gleichung (2) bestimmten Tafelteil bezeichnet 
M. d'Ocagne als "binare Skala" (echelle binaire). Ch. Lallemand 
machte die erate systematische Anwendung von binaren Skalen im Zu­
sammenhang mit hexagonalen Tafeln. 
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man noch fur je eine Kurvenschar gerade Linien wahlen. 1m ein­
fachsten Fall wahlt man z. B. fur die Hilfskurvenschar Parallelen 
zur Abazissenachse (Abb. 112) und fur die Xl -Kurven sowie die 
xa -Kurven je Parallel en zur Ordinatenachse, wobei man zwischen 
den beiden Tafelteilen den Koordinatenursprung urn ein ent­
sprechendes Stuck in der Abszissenachae verschiebt. Zu deraelben 
Tafelform gelangt man, wenn man in der Gleichung (2) die 
Veranderlichen Xl und XI,2 und in der Gleichung (3) die Ver­
anderlichen ;1:3 und XI,2 ala laufende Koordinaten - und zwar 
jedesmal XI,2 ala Ordinate - betrachtet und die beiden so 
entstehenden Tafeln nebeneinander zeichnet. 

Zu der in der Gleichung (1') angedeuteten Zusammenfassung 
von zwei Veranderlichen zu einer Funktion innerhalb der ge­
gebenen Gleichung ist noch zu bemerken, daB eine solche Zu­
sammenfasaung bei im ganzen vier Veranderlichen im iiuBersten 
Fall dreimal moglich ist. 

Die nach XI,2 bezifferte Skala stellt die Verbindung zwischen 
den beiden Tafelteilen her oder vermittelt den Obergang von 
einem Tafelteil zum andern, man kann sie deshalb als Ver­
bindungsskala oder Obergangsskala bezeichnen. Da im 
allgemeinen an dieser Skala keine Ablesungen gemacht werden, 
die Kurven der Skala also nur die Rolle von Hilfslinien spie­
len, 80 kann man sie - ohne Bezifferung - in beliebigem, 
am besten gleichem Abstand zeichnen; dabei wird man zur 
ErhOhung der Obersichtlichkeit einzelne Kurven besonders 
hervorheben durch Anwendung einer anderen Farbe oder einer 
anderen Strichart. 

Beispiel. Der SchluBwert z eines wahrend n Jahren bei einem 
ZinsfuB von pOlo angelegten Anfangskapitals a, bei dem die Zinsen irnmer 
zurn Kapital geschlagen werden, kann berechnet werden auf Grund der 
Gleichung 

FaBt man die GroBen q und n zusammen 1), indem man setzt 
y = qn und damit z = a y 

und wahlt man fiir die nach p und a bezifferten Kurven Parallelen zur 
Ordinatenachse und fiir die die beiden 'l'afelteile verbindende, nach y 
bezifferte Kurvenschar Parallelen zur Abszissenachse, so sind die Kurven­
skalen bestimmt durch die Gleichungen 

~=q=l+!oO 
1J=~n 

1) Bei dieser Gleichung ist nur die eine durch qn bedingte Zusammen­
fasBung von zwei Veranderlichen moglich. 

Werk m e i"ter, Rechentafeln. 9 
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Die nach n bezifferte Kurvenschar ist demnach eine Schar von Parabeln 
und die nach z bezifferte eine Hyperbelschar. Die so entstehende Tafel 
ist in der Ahh. 113 gezeichnet, hei der zwischen den heiden Tafelteilen 
eine derartige Verschiehung des Koordinatenursprungs (01 bzw. 0;; vor­
genommen wurde, daB kein Dberschneiden derselben stattfindet. 

, 
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~~J' 
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, , , 

2- Q(1+ ::0) n 

, q 
q O-'%"'''SGTd 9 :fO.%_ 

a 

Abb.113. 

Auch bei Tafeln fUr Gleichungen mit vier Veranderlichen 
ist es insbesondere mit Riicksicht auf die Herstellung einer 
Tafel von Wert, wenn die auftretenden Kurven mit Lineal oder 
Zirkel gezeichnet werden konnen. Zu Tafeln mit nur Geraden 
flihren insbesondere Gleichungen von der Form 

Xl XII = XSZ4. 

Logarithmiert man diese Gleichung, so geht sie iiber in 

log Xl + log xI! = X 4 log Xs • 

Setzt man jetzt 
y = log Xl + log xI! 

und damit 

so sind die fiinf Kurvenscharen z. B. bestimmt durch die 
Gleichungen 

~=logxl 
~ - t} + log XII = 0 

die aIle vom ersten Grade sind, also durch gerade Linien dar­
gestellt werden konnen. 
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Beispiel. Logarithmiert man die zur Berechnung eines auf Zinses­
zinsen angelegten Kapitals erforderliche Gleichung 

p 
z=aqn, wo q=l + 100' 

80 geht sie iiber in 
log z = log a + n log q • 

FaBt man in dieser Gleichung die Veriinderlichen n und q zusammen, 
indem man setzt 

y = n log q und damit y = log z -log a, 

und wiihlt man wieder fiir die nach p und a zu beziffemden Kurven 
Parallelen zur Ordinatenachse und fiir die auf y sich beziehenden Hilfs­
kurven Parallelen zur Abszissenachse, so haben die fiinf Kurvenskalen 
die Gleichungen 

~ = Iogq = log (1 + 1~0) 
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Abb.114. 

't. 
i' 

"t 
:" 
I -r 

~ 
~~ 

'" "" '\ .""~ ',i" 
500 

a 

I" 

I-

[\.. 

~ 

'" 

~= loga 

, ,,,,-"'-"'-"-
~ "" "" "" ~ " ~ "'."'-" " , " "." ~ ~~ , 
~ "'-
" "-

0-

"" ,\,1"- '" 
Die nach n bezifferte Kurvenschar ist eine Schar von Ursprungsgeraden, 
und die nach z bezifferte eine Schar von Pa.rallelen zur zweiten Mediane. 
Die Tafel ist in der Abb. 114 entbalten, bei der fiir die Abszissen der 
beiden Tafelteile verschiedene MaBeinheiten gewiihlt wurden; die Kurven 
der nicht bezifferten VerbindungsskaJa wurden in gleichem Abstand ge­
zeichnet. 

Bis jetzt wurde angenommen, daB die die beiden Tafelteile 
verbindende Kurvenschar mit Riicksicht auf eine gegenseitige 
Verschiebung der heiden Tafelteile eine Schar paralleler Geraden 
ist; an ihrer Stelle konnte man auch z. B. eine Schar mittel-

9* 
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punktgleicher Kreise verwenden. Diese beiden Moglichkeiten 
konnen auch vereinigt werden, indem man fUr den einen 
Ta£elteil eine Schar paralleler Geraden wii.hlt, die fUr den anderen 
Ta£elteil in eine Schar mittelpunktgleicher Kreise iibergeht. 

§ 2. Mehr als zweiteilige Tafeln fiil' Gleichungen mit vier 
Veriindel'lichen. 

Die Darstellung einer Gleichung mit vier Verii.nderlichen in 
einer aus zwei Teilen bestehenden Tafel ist nur dann moglich, 
wenn die Gleichung in der Form F (cp (Xl' X2), X3 , X!) = 0 geschrieben 
werden kann. Lii.13t sich in einer Gleichung eine Trennung der 
Verii.nderlichen in der angedeuteten Weise nicht vornehmen, so 
erfordert die Gleichung eine Tafel mit mehr als zwei Teilen. 

Kann man eine Gleichung zwischen den vier Veranderlichen 
Xl' X;l' X3 und X! auf die Form bringen 

und setzt man 

und 
fl (Xl.2,Xa)=Xl,2.3, 

so erhalt man an Stelle der Gleichung (1) die folgende 

Xl, a,s - f2 (xs' x4) = O. . . . . . . . (4) 

Der Gleichung (1) entspricht eine aus drei Teilen sich zu­
sammensetzende Tafel I); dabei stellt der erste Teil eine Tafel 
der Gleichung (2), der zweite eine solche der Gleichung (3) und 
der dritte eine Tafel der Gleichung (4) vor; die drei Kurven­
skalen des ersten Tafelteils sind daher nach Xl' X2 und Xl, 2, 

diejenigen des zweiten Teils nach Xl,g, Xa und Xl, 2, 3, und die­
jenigen des dritten Teils nach Xl, 2, 3, X3 und Xi beziffert. Die 
auBere, der Gleichung (1) entsprechende Verbindung der drei 
Tafelteile hat in der Weise zu geschehen, daB die nach Xl, 2 

bezifferten Skalen der beiden ersten Teile, und die nach Xl, 2, S 

bezifferten Skalen der beiden letzten Teile je dieselben sind. 
Eine solche Tafel zeigt in schematischer Darstellung die Abb.1l5, 
in der die drei Tafelteile durch die Punkte PI' P2 und Ps 
gekennzeichnet sind, aus denen zugleich der Gebrauch der Tafel 
sich ergibt. 

1) Oder eine aus zwei TeHen bestehende Tafel, bei der der eine Teil 
selbst wieder aus zwei TeHen sich zusammensetzt. 
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Die einfachste Form einer solchen dreiteiligen Tafel erhalt 
man, wenn man in der Gleichung (2) Xl und Xl,2, in der 

Abb . 115. 

/ 
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Gleichung (3) Xl,2 und Xl,2,3 und in del' Gleichung (4) Xl,2,3 

und z. B. x4 als rechtwinklige Koordinaten betrachtet; eine sche-
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./ 

Abb. 116. 

matische Darstellung dieser Tafelform gibt die Abb. 116, bei der 
fiir jeden der drei Tafelteile ein besonderes Koordinatensystem 
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angenommen wurde, wodurch ein Dberschneiden der einzelnen 
Teile vermieden wird. 

Eine solche dreiteiIige Tafel eignet sich zuniichst fiir den 
Fall, daB der Wert der in zwei Tafelteilen auftretenden Ver­
iinderlichen X3 gegeben ist. 

Eine Gleichung, die sich in der Form schreiben liiBt 

fl (IPI (x1'x2), x3) - f2 (IP2(Xl ,X2 ), x4 ) =0 .... (5) 
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Abb.117. 

erfordert eine aus vier Teilen bestehende Tafel 1). Setzt man 

IPl (xl' x2 ) = x;' 2, 

IP 2 (Xl' X2 ) = xC 2 , 
f (X' X \ - X 1 1. 2 , 3) - 1, 2, 3 , 

so erhalt man an Stelle der Gleicbung (5) die Gleichung 

Xl. 2, 3 - f2 (xI: 2, x 4) = 0 . 

Durch diese vier Gleichungen sind die vier Tafelteile be­
stimmt, die miteinander durch die nach den eingefiihrten Hilfs­
groBen xL 2, Xl.2.3 und x[: 2 bezifferten Kurvenscharen verbunden 

1) Oder eine Tafel mit zwei Teilen, von denen jeder selbst wieder 
aus zwei Teilen bestebt. 
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sind. Betraehtet man in den vier Gleiehungen die Verander­
Hehe Xl und die Hilfsgro.6en X{, 2, Xl, 2, 3 und x{~ 2 als laufende 
Koordinaten, so erhalt man fur die Gleiehung (5) eine Tafel 
von der in der Abb. 117 sehematiseh angegebenen Form. Eine 
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Abb.11 . 

derartige Tafel kommt zunachst fUr den Fall in Betracht, daB 
die Werte der in zwei Tafelteilen auftretenden Veranderliehen Xl 

und x2 gegeben sind. 

Beispiel. Eine bei der Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks 
auftretende Gleichung lautet 

a2 = b2 + c2 - 2 b c cos IX • 

Setzt man in dieser Gleichung 
2bc = cp(b,c) cp (b, c) cos a = tp (b, c, IX) 
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und 
b9 + c2 = X (b, c), 

so geht sie fiber in 
a9 = X (b, c) - 'IjJ (b, c, a). 

Die Gleichung erfordert eine Tafel mit vier Teilen. Wii.hlt man die Ver­
ii.nderliche b bzw. b9 und die Hilfsgro.6en f{! (b, c), 'IjJ (b, c, a) und X (b, c) 
als laufende Koordinaten und bezeichnet sie dann mit ~ und 'fJ, so lauten 
die Gleichungen der nach c, a, a und b bezifferten Kurvenscharen der 
vier Tafelteile 

~ 
-=C080: 

'fJ 

~-'fJ+a9=O. 

Diese GleiChungen sind alIe linear; die Tafel enthalt demnach nur. gerade 
Limen. Zeichnet man die vier Tafelteile mit. gemeinsamem Koordinaten­
ursprung nebeneinander, so erhalt man die Tafel der Abb. 118, bei der 
fiir die Abszissen und Ordinaten deeselben Teils und verschiedener Teile 
verscbiedene Ma.6einheiten gewahlt wurden. . 

In bezug auf die Verbindungs- oder Dbergangsskalen gaiten 
die im vorhergehenden Paragraphen gemachten Bemerkungen. 

§ 3. Tafeln mit einer bewegUchen Skala fiir Gleichungen mit 
vier Verinderlichen. 

Die in einer Tafel darzustellende Gleichung sei 

F(Xl ,X2,XS'X4)=O. . •. (1) 

LaBt sie sich auf die Form bringen 

fl(Xl'X4)-f\l(XIl,XS,X4)=O ...... (2) 

und setzt man dann 

x, = ~ und fl (Xl' X4) = 'YJ, 

so erhalt man an Stelle der einen Gieichung (1) die zwei 
Gleichungen 

(3) 
und 

(4) 

Betrachtet man ~ und 'YJ als rechtwinklige Koordinaten, so 
entsprechen einer gegebenen Wertegruppe von Xl' XI! und Xs 

zwei, durch die Gieichungen (3) und (4) bestimmte Kurven; 
die Abszissen der- Schnittpunkte dieser beiden, in demselben 
Koordinatensystem aufgezeichneten Kurven stellen die im Sinne 
der Gleichung (1) zu Xl' X'J und Xs gehorigen Werte von X" vor. 
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Die Gleichung (3) enthiilt die eine Veranderliche Xl; es ent­
spricht ihr deshalb eine einfach unendliche Schar von nach Xl 

bezifferten Kurven. Mit Riicksicht auf die zwei Veranderlichen x2 

und X3 entspricht der Gleichung (4) eine zweifach unendliche 
Schar von doppelt, nach x2 und xa bezifferten Kurven. 

Die durch die Gleichung (2) angedeutete Zerlegung der 
Gleichung (1) in die zwei Gleichungen (3) und (4) kann zur 
Herstellung einer graphischen Tafel benutzt werden, wenn die 
Gleichung (4) entweder so gebaut ist, daB jede Kurve der durch 
sie bestimmten Kurvenschar sich durch eine Verschiebung der 
Kurve 

(5) 

im Koordinatensystem ergibt, oder wenn sie so gebaut ist, daB 
man jede Kurve der ihr entsprechenden zweifach unendlichen 
Kurvenschar durch eine Verschiebung der einfach unendlichen 
Kurvenschar 

tJ = f2 (X2' $) ..... ' .... (6) 

erhalt. Zeichnet man die Kurve der Gleichung ([») bzw. die 
Kurvenschar der Gleichung (6) auf einen durchsichtigen Stoff 
und legt sie den jeweiligen Werten von xl! und xa bzw. von xa 
entsprechend auf das der nach Xl bezifferten Kurvenschar (3) 
zugrunde gelegte Koordinatensystem, so ergeben die Abszissen 
der Schnittpunkte der dem gegebenen Wert von Xl zukommenden 
Kurve im einen Fall mit der beweglichen Kurve, im anderen 
Fall mit der betreffend bezifferten x2 - Kurve der beweglichen 
Kurvenschar die gesuchten Werte der vierten Veranderlichen x4• 

1. Beispiel. Schreibt man die vollstiindige G1eichung dritten Grades 

x8 +ax2 +bx+c=O 
in der Form 

und setzt man 
x=~ und x3 +ax2 =fJ, 

so erhiilt man an Stelle der einen Gleichung die zwei G1eichungen 

fJ=~3+a~2 
und 

fJ+b~+c=O. 

Durch die erate G1eichung ist eine nach a bezifferte, die Abszissenachse 
im Ursprung beriihrende Schar von Kurven dritter Ordnung bestimmt, 
die den festen Teil der Tafel vorstellt (Abb. 119). Der zweiten Gleichung 
entspricht mit Riicksicht auf die zwei Veliinderlichen b und c eine nach 
diesen bezifferte zweifaoh unendliche Geradenschar; der bewegliche Tafel· 
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teil besteht demnach aus einer Geraden, die man z. B. mit Hilfe ihrer 

Achsenabschnitte - ~ bzw. - c einstellt. Die in der Abb. 119 einge­

zeichnete Gerade entspricht der Gleichung 

x:J - 5x2 +2x+8=O . 

.'l "b x + ax +- x + C' - 0 

- $ - ... - 3 

c 
b 

-.5' -4 -3 - :l -~ 

X 

Fiir die drei reellen Wurzeln dieser Gleichung Hest man alB AbBzissen 

der Schnittpunkte der - durch c = + 8 und -~ = + 4 bestimmten -

Geraden mit der auf a = - 5 sich beziehenden Kurve mit Hilfe der 
nach x bezifIerten Parallelen zur Ordinatenachse xi = - 1, x2 = 2 und 
X3 = 4 ab. 

Bei der Abbildung wurde die Ma.13einheit der Abszissen zehnmal so 
groB gewahlt als die der Ordin aten. 

2. Beispiel. SolI fiir die Gleichung 

x"'+x"-a=O. (a, m, n sind x veranderliche GroBen) 

eine Tafel entworfen werden, 80 setzt man 

x=~ und xm=t}, 
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damit geht die eine Gleichung iiber in die zwei Gleichungen 

1J =~m und 1J+~"=a. 
Der ersten dieser beiden Gleichungen entspricht eine nach m be­

ziiferte, die Abszissenachse im Ursprung beriihrende Parabelschar, durch 
die der feste Teil der Tafel bestimmt iat. Der zweiten Gleichung ent­
spricht mit Riicksicht auf die zwei Veranderlichen n und a eine nach 
diesen bezifferte zweifach unendliche Kurvenschar, die man durch eine 
parallele Verschiebung der einfaoh unendlichen, durch die GIeichung 

1J=_~n 

bestimmten Parabelschar erhalt. Der bewl'gliche, auf einem durchsichtigen 
Stoff gezeichnete Tafelteil besteht demnach aus einer Parabelschar, die­
abgesehen von einer Drehung um 180 Grad - mit der festen Parabelschar 
iibereinstimmt. Die Einstellung der beweglichen Parabelschar iiber dem 
Koordinatensystem der festen geschieht mit Hilfe ihres Abschnitts' a auf 
der Ordinatenachse derart, daB die Parabelaohse mit der Ordinatenaohse 
zusammenfallt. Fiir die Einstellung von a versieht man die Ordinaten­
achse des festen Tafelteils mit einer entsprechenden Skala; der Ablesung 
der gesuchten Werte von x dient eine nach x bezifferte Schar von Paral­
lelen zur Ordinatenachse. 

Beizufiigen ist noch, daB eine Tafel der im vorstehenden 
angegebenen Art auch fur den Fall verwendet werden kann, 
daB in der Gleichung (1) der Wert von x4 gegeben und der­
jenige einer der anderen Veranderlichen gesucht ist. 

§ 4. Mehrteilige Tafeln fur Gleichnngen mit fiinf nnd mehr 
VeranderIichen. 

Der fur die Herstellung von Tafeln fur Gleichungen mit vier 
Veranderlichen angegebene Grundgedanke, bestehend in der Ein­
fUhrung von HilfsgroBen und der dadurch bedingten Zerlegung 
der Tafel in einzelne Teile, kann auch bei Gleichungen mit 
fUnf und mehr Veranderlichen benutzt werden. 

Kann man eine Gleichung zwischen den fUnf Veranderlichen 
Xl bis X5 auf die Form bringen 

(1) 
und setzt man 

und 
(2) 

qJ2(Xa,x4)=Xa.4, (3) 

so geht die Gleichung (1) uber in 

F(X1.2,XS,4,X5) •••••••• (4) 
Der Gleichung (1) entspricht eine Tafel mit drei Teilen, von 
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denen der erate eine Tafel der Gleichung: (2), der zweite eine 
Tafel der Gleichung (3) und der dritte eine Tafel der Gleichung (4) 
vorstellt; der erste Tafelteil enthalt demnach drei, nach Xl' X2 

und Xl 2 bezifferle und der zweite drei nach xs' X 4, und Xs 4, 

bezifferte Kurvenakalen, diejenigen des dritten Tafelteila sirid 
nach Xl, 2, XS,4, und X5 beziffert. Die drei Tafelteile sind da­
durch miteinander verbunden, daB die nach Xl,2 und Xa,4, be-

Ahh.120. 

zifferten Skalen fiir je zwei Teile dieselben sind. Eine schema­
tische Darstellung einer solchen Tafel gibt die Abb. 120, bei 
der die drei Tafelteile durch die drei Punkte Pl , P'J und Ps 
gekennzeichnet sind. Liegt - wie in der Abbildung - der 
Punkt Ps im Schnittpunkt der beiden, durch Pl und P'J gehen­
den, nach den HilfsgroBen Xl, 2 und Xs. 4 bezifferten Kurven, 
so haben die drei Punkte die Eigenschaft, daB durch sie ftinf, 
die Gleichung (1) befriedigende Werte der Veranderlichen Xl 

bis X5 bestimmt sind. 
Damit man die drei Tafelteile ohne Vberschneidungen neb en­

einander zeichnen kann, wahlt man fiir die beiden Verbindungs­
skalen im einfachsten Fall je eine Schar paralleler Geraden. 

Die einfachste Form ftir eine Tafel der angegebenen Art 
erhalt man dadurch, daB man in der Gleichung (2) Xl und Xl, 2, 

in der Gleichung (3) X3 und XS,4 und damit in der Gleichung (4) 
Xl, 2 und xa, 4 als laufende Koordinaten in einem rechtwinkligen 
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i~~~ 'f, ''6 / / / / 1/ I , 

~ '~I\ II / II / 
'~ .'\. I I I ~I' "" / / 1/ / /,d / I 
~ ,'("\ - -i~ - - hl"cP 

" _~ ~ \ " L L L 11' J 
f\.. N\ II I Iii II II I 

1\ \1 1\ / I : 
,~, 

1,\ \ / 1/ / ;( I I 
x, , a 

X, 
1 

') ": 
~ V 

V /' ~ /' r--- ---

~ 
/'v/' ____ H-.-- /'---

V /'f{'.__v---

~ ;;~ ./ -:;~. ~v--
'A 

.....-::I-;:::;/' /,v 
~ ,,; ./' //'v/' 

~ '. 
Abb.121. 

Abb.122. 



142 Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln mit Kurvenskalen. 

System betrachtet; wiihlt man dabei fiir jede Gleichung ein 
anderes Koordinatensystem, so kann man die drei Systeme in 
der in der Abb. 121 schematisch angegebenen Weise aneinander 
zeichnen. 

Hat man eine Gleichung zwischen den sechs Veranderlichen 
Xl bis' x6 ' die man in der Form schreiben ka.nn 

F(CfJI (Xl' x2), CfJ2 (Xs' x4), CfJs (X5' X6» = 0, 
und setzt man 

CfJl(Xl ,X2)=Xl,2, CfJ2(xS ,x,)=Xa,4 und CfJ3(X~,X6)=X5.6' 

so geht die Gleichung iiber in 

F(Xl,2, Xa,4, Xii,6)=-=O. 

Eine Tafel fiir diese Gleichung mit sachs Veranderlichen ist in 
schematischer Form in der Abb. 122 angegeben. Die Tafel be­
steht aus vier, den vier Punkten PI bis P, entsprechenden 
Teilen; durch diese Punkte sind sachs, die gegebene Gleichung 
befriedigende Werte der Veranderlichen Xl bis X6 bestimmt. 

Beispiel. Die Leistung Leiner Dampfmasohine in Pferdestarken 
kann man bereohnen mit Hilfe der Gleiohung 

pfsn 
L= 22q\.l ' 

wo p die Dampfspannung in Atmosphiiren, I den Querschnitt des Kolbens 
in Quadratzentimetern, s die Hublange in Metern und n die Anzahl der 
Umdrehungen in einer Minute bedeuten. Durch Logarithmieren geht 
die Gleichung iiber in 

10gL= logp + log 2/s0 +log8+ logn. 

Setzt man jetzt 
f 

log p + log 2250 = II 

und 
log s + log n = l2 , 

110 erhiilt man 

Betrachtet man in den die drei Tafelteile bestimmenden Gleiohungen 
log p und ~, l2 und log s, und damit 19 und II als laufende Koordinaten 
und bezeichnet diese mit ; und rJ. so sind die drei nach f. n und L 
bezifferten Kurvenscharen -oestimmt durch die drei Gleiohungen 

und 

; - rJ + log 2~0 = 0, 

;-'1- log n =O 

;+'1- log L =O. 
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Jede der drei Kurvenscharen ist demnach eine - bei gleicher Ma13einheit 
fiir Abszissen und Ordinaten - die Koordinatenachsen unter einem 
Winkel von 45 Grad schneidende Geradenschar. Die so entstehende 
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Abb.123. 

Tafel ist in der Abb. 123 gezeichnet, in der die den drei Tafelteilen ent­
sprechenden Lagen des Koordinatenursprungs mit 01 , O2 und. 03 be­
zeichnet sind. 

1st die im vorstehenden angenommene Moglichkeit der Zu­
sammenfassung von je zwei Veranderlichen nicht durchfiihrbar, 
so mull man - in ahnlicher Weise wie dies bei Gleichungen 
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mit vier Veranderlichen gezeigt wurde - noch weitere Hilfs­
groBen einfuhren, womit die Zahl der einzelnen Tafelteile er­
haht wird. 

Bezuglich der Verbindungsskalen zwischen den einzelnen 
Tafelteilen gilt das oben Gesagte; vergleiche dazu die Abb. 123. 

§ 5. Tafeln mit beweglichen Skalen fiir Gleichungen 
mit funf Veranderlichen. 

Das fur die Herstellung von Tafeln fur Gleichungen mit 
drei und vier Veranderlichen angegebene Verfahren, bei dem 
bewegliche Skalen Verwendung finden, laBt sich auch auf 
Gleichungen mit mehr als vier Veranderlichen anwenden. 

Kann man eine Gleichung zwischen den funf Veranderlichen 
Xl bis X5 in der Form schreiben 

fl (Xl' X2 , X5 ) - f2 (X3' X4 , X5 ) = 0,. . . . . (1) 

und setzt man 

X5=~ und f1 (X1 ,X2 ,X5)=1], 
so treten an die Stelle der einen Gleichung die zwei GIeichungen 

1} = f1 (Xl' X2'~) • • • • • • • • (2) 
und 

1} = f2 (X3' X4'~) • • • • • • • • (3) 

Betrachtet man ~ und 1] als rechtwinklige Koordinaten, so 
gehoren zu einer gegebenen Wertegruppe der GroBen Xl' X2 , X3 

und x4 zwei, durch die GIeichungen (2) und (3) bestimmte 
Kurven; zeichnet man diese beiden Kurven in demselben 
Koordinatensystem auf, so steIlen die Abszissen ihrer Schnitt­
punkte diejenigen Werte von X5 vor, die zusammen mit den 
gegebenen Werten von Xl' X 2 , X3 und x4 die GIeichung (1) be­
friedigen. 

Infolge der Veranderlichkeit sowohl von Xl und x2 als auch 
von X3 und x4 entspricht jeder der beiden Gleichungen (2) 
und (3) eine zweifach unendliche Schar von doppelt bezifIerten 
Kurven. 

Die Herstellung einer Tafel auf Grund der Gleichung (1) 
1st moglich, wenn die Gleichungen (2) und (3) so gebaut sind, 
daB jede Kurve der beiden durch sie bestimmten Scharen sich 
entweder durch eine Verschiebung der Kurve 

1) = f1 (~) •••••• (4) bzw. r; = f2 (~) •••••• (5) 
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oder der einfach unendlichen Kurvenschar 

'YJ = fl (Xl' $) . . . . (4') bzw. r; = f2 (X3' $) .... (5') 

herstellen liiBt. Zeichnet man die beiden Kurven der GIei­
chungen (4) und (5) bzw. die beiden Kurvenscharen der GIei­
chungen (4') und (5') je auf einem durchsichtigen Stoff, und 
legt sie den jeweiligen Werten von Xl und x2 bzw. von X3 und 
Xl oder nur von x2 bzw. x4 entsprechend tibereinander auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem, so ergeben die Abszissen der 
Schnittpunkte der heiden Kurven im einen Fall, bzw. der den 
gegebenen Werten von Xl und X3 zukommenden Kurven im 
andereri Fall die gesuchten Werte von xil • Eine solche Tafel 
besteht demnach aus einem festen, das Koordinatensystem und 
eine nach x. bezifferte Parallelenschar zur Ordinatenachse ent­
haltenden T~il und zwei bewegIichen Teilen, auf denen je nach­
dem eine einzelne Kurve oder eine Kurvenschar angegeben ist. 

Eine Tafel mit einem festen und nur einem bewegIichen 
Teil erhiilt man, wenn in einem der beiden GIieder der GIei­
chung (1) zwei Veriinderliche sich derart zusammenfassen lassen, 
daB man die GIeichllng in der Form schreiben kann 

(6) 

Setzt man 
(P(Xl' X2)=Xl,2, ........ (7) 

so geht. die GIeichung tiber in 

fl (Xl, 2, X:;) - f2 (X3' x4 ' X:;) = O. . . . . . (6') 

An Stelle dieser GIeichung kann man wieder die GIeichungen 
schreiben 

1} = fl (Xl. 2, $) . . . . . . . . . (8) 
und 

. . . . (9) 

Bedeuten $ und 'YJ rechtwinklige Koordinaten, so ist durch 
die GIeichung (8) ,eine einfach unendliche, nach XI,2 bezifferte, 
und durch die GIeichung (9) eine zweifach unendliche Kurven­
schar bestimmt. Durch die Gleichung (8) ist zusammen mit 
deer GIeichung (7) der feste Tafelteil bestimmt, der selbst wieder 
entsprechend den heiden GIeichungen aus zwei Teilen besteht. 
Der bewegliche, auf einem durchsichtigen Stoff angegebene 
TafelteiI ergibt sich aus der Gleichung (9), wenn diese so ge-

We rkm e i s te r. Rechentafeln. 10 
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baut ist, daB jede Kurve der durch sie bestimmten Schar sich 
durch eine Verschiebung der Kurve 

(10) 
oder der Kurvenschar 

(11) 
ergibt. 

U m zu einer gegebenen Wertegruppe der vier Verander­
lichen Xl' X2 ' Xs und x4 den zugehorigen Wert von Xs zu er­
mitteln, hat man den beweglichen Tafelteil den gegebenen 
Werten entsprechend auf den fest en Tafelteil zu legen; die 
Abszissen der Schnittpunkte der durch die Werte von Xl und 
x2 bestimmten Kurve mit der den Werten von Xs und x'" zu­
kommenden Kurve stellen dann die gesuchten Werte von xI) vor. 

Die beiden Teile des festen Tafelteils stellen Tafeln der 
Gleichungen (7) und (8) vor, die durch eine nach Xl, 2 bezifferle 
Kurvenschar miteinander verbunden sind; fiir diese Kurven­
schar kann mit Riicksicht darauf, daB mit ~ und 'fJ iiber die 
Koordinaten verfiigt ist, eine Schar von Parallelen zu einer der 
Koordinatenachsen nicht mehr gewiihlt werden. An Stelle 
dieser bisher benutzten Parallelen kann man eine Schar von 
Parallelen zu einer Mediane oder eine Schar von Kreisen um 
den Ursprung verwenden. . 

II. Tafeln mit beziHerten Punk ten oder Tafeln mit 
Punktskalen. 

§ 1. Zweiteilige Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve 
fiir Gleichungen mit vier Veranderlichen. 

Kann man eine Gleichung zwischen den vier Veranderlichen 
Xl' X 2 , Xs und x4 in der Form schreiben 

F(cp (Xl' X2), Xa, X4) = 0,. . . . • . . (1) 
und setzt man in di€ser 

cp (Xl' Xl!) = Xl, 2, ....••.• (2) 
so geht die Gleichung liber in 

F(xJ, 2, xs' x4) = 0. . . . . . . . (3) 

Durch die beiden, je drei verii.nderliche GroGen enthaltenden 
Gleichungen (2) und (3) sind zwei Tafeln bestimmt, von denen 
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jede eine nach XI,2 bezifferte Skala besitzt; diese Tafeln stellen 
die beiden Teile einer Tafel der Gleichung (1) vor, die in der 
Weise miteinander zu verbinden sind, daB beide Teile diesel be 
Xl, 2-Skala hahen. Diese nach Xl. 2 bezifferte Skala stellt die 
Verbindung zwischen den beiden Tafelteilen her oder vermittelt 
den ubergang von einem Tafelteil zum andern; man kann sie 
deshalb als Verbindungsskala oder ubergangsskala be­
zeichnen. 

Eine schematische Darstellung einer solchen Tafel gibt die 
Abb.124. Eine Tafel dieser Art hat die Eigenschaft, daB zu Je 

+ 
T 

X:Z Is :l;.. 

-- ~--- \ \ -- ---I 
..:. 

r- I \ ~ 
t \ ~ I 

\ . 
T \ 

Abb. 124. 

I 
+ 
! 

zwei durch denselben Punkt P des Tragers der Verbindungsskala 
gehenden Ablesekurven vier, die Gleichung (1) befriedigende Werte 
der Veranderlichen Xl' X 2' X3 und x4 geh6ren. Die Benutzung von 
zwei- und mehrteiligen Tafeln mit Punktskalen und einer Ge­
raden als Ablesekurve geschieht am einfachsten mit Hilfe von 
Nadeln, die man in den durch die gegebenen Werte bestimm­
ten Punkten aufsteckt; durch Anschlagen einer Linealkante an 
die Nadeln kann man dann die betreffenden Lagen der Ab­
lesegeraden herstellen und deren Schnittpunkte mit den Tragern 
der ubergangsskalen und mit dem Trager der gesuchten Ver­
anderlichen mit Nadeln festhalten. Arbeitet man in dieser 
WeiBe mit den Tafeln, so braucht man von den ubergangs­
skalen nur deren Trager, so daB man die Skalen selbst ganz 
weglassen kann. 

Sollen die Ablesekurven beider Tafelteile geradlinig sein, 
so mussen auch hei nicht geraden Skalentragern die Gleichungen 
1,2) und (3) und damit die Gleichung (1) je eine bestimmte Form 
haben. 

10* 
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Damit man eine Gleichung zwischen den drei Veranderlichen 
x, y und z in einer Tafel mit einer Geraden als Ablesekurve 
und beliebigen Skalentragern darstellen kann, muB sie von der 
Form l ) sein 

hI (X){(/2(Y) - (/3(Z)} + h2(Y){(I3 (z) - (/1 (x)}+h3(z){(/1(X)-(/2(Y )}=O. 

Die Gleichung (1) laBt sich demnach in einer zweiteiligen, 
Tafel mit in beiden Teilen geradliniger Ablesekurve darstellen 
wenn die Gleichungen (2) und (3) auf die Form gebracht werden 
konnen 

hI (Xl) {(/2 (x~) - (/ (Xl, 2)} + h2 (X2) {(/ (Xl, 2) - (/1 (Xl)} 
+h(XI,2){(/1(Xt )-(/2(X2)}=O . (4) 

beziehungsweise 

h3 (X;j) {(/i (Xi) - (/ (Xl, 2)} + h4 (X4) {(/ (Xl, 2) - (/3 (X3)) 
+ h (Xl, 2){(/3 (X3) - (/4 (X4)} = O. . (5) 

Die Bchematische Form einer solchen Tafel ist in der Abb. 125 
angegeben; die fiinf Skalen sind bei ihr bestimmt durch die 
Gleichungen 

;=(/1(X1 )} ;=(I2(X2)} ;=g(Xt,2)} ;=g3(X3)} ;=(/4(x4h. 
fj =hl (Xl) fj = h2 (x'J) 1} = h (Xl, 2) fj =h3 (X3) 1} = h4(x4)f 

1) VgI. Zweiter Abschnitt, II, § 9. 
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Um diejenige Form der Gleichung (1) zu erhalten, fiir welche 
die Gleichung in einer Tafel mit geradlinigem Trager fUr die 
Verhindungsskala dargestellt werden kann, wahlt man fiir den 
Trager der Xl,2·Skala am einfachsten die Ordinatenachse; mit 
!/ (Xl, 2) = 0 gehen die Gleichungen (4) und (5) dann iiber in 

hI (XI)!/2 (X2) - h2 (X2)!/I (Xl) + h (XI, 2) {!/l (Xl) -- g2 (X2)} = 0 (6) 

und 

hg (xa) g4 (x4) - h4 (x4) gg (xa) + h (Xl, 2){g3 (X3) -!/4 (X4 'i) = O. (7) 

0* 
1f6~ 

.r:,.'\.. 

sin (tX+(3) sin(rp + Ip) 

sina: +sinj3 s~n rp +s in 1JI 

"? ~ 
$ ~ 

If>' ~ 
"<: 

-180° 

Abb.1215. 

~ .. 
o~ 

~ 

Eliminiert man aus diesen heiden, die zwei Tafelteile be­
stimmenden Gleichungen die RilfsgroBe Xl. 2, so ergiht sich fUr 
die entsprechende Form der Gleichung (1) 

gl (xt )h2(x2)-hl (Xt )g2 (x2) 
---- gt (Xl) - g2 (X2) -

gg (Xg ) h4 (X4) - hg (Xg) g4 (x4) 
- g3 (x3) --;h-(xJ-- (8) 
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Beispiel. Auf die Form der Gleichung (8) kann man die Gleichung 
bringen 

sin(a+,B) sin (rp +'/f') 
sin ;,;+ sin Ii = sin rp + 'sin~V;- ; 

sie lautet dann 

sin a cos,B + cos a sin ,B sin rp cos "I' + cos rp sin 11' 
sin a + sin ,B sin 'P + sin 11' 

Ein Vergleich dieser letzteren Gleichung mit der Gleichung (8) zeigt, 
daB bei einer Tafel fiir die vorliegende Gleichung die Skalen bestimmt 
sind durch die Gleichungen 

~=sina\ 
')= cosa} 

~=sinrp} 
') = cosrp 

2 = - sin,B) 
> ') = cos,B ) 

2 = -sin"l') 
1]=C08"1' J' 

Eliminiert man aus jedem Gleichungspaar die betrefl'ende Veriinder­
liehe, so zeigt sich, daB aIle vier Skalen denselben Trager haben, niim­
lieh einen Kreis urn den Ursprung mit der Gleichung 

fO + 1)2 -1 ~O. 

Die Tafel ist in der Abb. 126 angegeben; die eingezeichneten, in der 
Ordinatenachse sieh schneidenden Geraden beziehen sich auf die Zahlen­
werle 

Auf die Form der Gleichung (8) kann man auch Gleichungen 
bringen von der Form 

Dividiert man in dieser Gleichung Zahler und Nenner der 
heiden Briiche mit - cP (Xl) CP2 (xt ) bzw. - CPs (xg) CP4 (x4), so geht 
die Gleichung tiber in 

1 'If'2(X2) 1 'If'1(X1) 1 V'4 (x4) 1 V'3 (Xg) 
CP~JS);P2 (x,]) - CP2~(;l;~Lcpl_(~1:1) q;l (Xgl~J X 4) - ;p~ (::)P'Q _( ~) 

1 1 1 1 

CPl(X1) - ;P2(X~) ~~ (x~) - ;p~ (x!) 

Ein Vergleich dieser Gleichung mit der Gleichung (8) zeigt, 
daB bei der Gleichung (9) die den vier Veranderlichen ent-
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spl'echenden Skalen bestimmt sind durch die vier Gleichungs-
paare 

X' .. 

X f 

p ---
I 

Abb.127. 

Die zu einer Gleichung von der Form (9) gehorige Tafel 
ist in der Abb.127 schematisch dargestellt. 

Zu einer anderen Tafel£orm fur die Gleichung (9) kommt 
man, wenn man die vier Skalen aufzeichnet auf Grund der 
vier Gleichungspaare 

~ = CPl (Xl) l ~ = CP2 (X2 ) } 

1) = 1/11 (Xl) J 1) = If'2 (X2) 

~ = cp;) (X3) 1 
1) = 1/13 (X3)) 

~o=cp4(X4)1· 
1) = 1/'4 (Xi) J 
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Zu je vier Punkten PI' P'J' Ps und Pi (Abb. 128) der so 
bestimmten Skalen gehOren zwei Gerade PI P2 und Ps Pi; be­
zeichnet man deren Richtungswinkel mit v~ und v~, so gelten 
fiir diesa die Gleichungen 

tg "i = 'I'-.! (x2) -_.1f'!. (Xl) und 
flJ2 (X2) - fIJI (Xl) 

,./~r;~ 
" ~ I I 

~f~ __ '" : 
r!' I 

~: 
~"I 

I 
I 

I 
I 

-&'---'-t----L-+-' ----"--f------L--i----.,1 
,(-r,J+i :: ., 

/+--- %(.?;) -->-! : 
• ~(~) ,1 

~(.:.r;.) 'I 

Abb.128. 

Befriedigen nun die den vier Punkten PI' P2 , Ps und Pi 
zukommenden Werle der Veranderlichen die Gleichung (9), so 
sind die Richtungswinkel vI und v~ einander gleich, d. h. die 
Geraden PI P'J und Ps Pi sind parallel. Bei einer solchen Tafel 
liegt die Verbindungsskala im Unendlichen 1). 

Die heiden, durch die zwei parallelen Geraden bedingten Tafel­
teile korinen gegenseitig beliebig parallel verschoben werden. Fiir 
die mit einer Tafel dieser Art auszufiihrenden Rechnungen be­
nutzt man eine auf einem durchsichtigen Stoff angegebene 
Parallelenschar mit beliebigem, am besten gleichem Abstand 
.der einzelnen Parallelen oder die in der Abb.105 angedeutete 
Vorrichtung. 

1) Der Gedanke, als Ablesevorrichtung zwei parallele Gerade mit 
veranderlichem Abstand zu beniitzen, geht von M. Beghin aus, der ihn 
auf Tafeln mit vier Veranderlichen angewendet hat. R. Soreau be­
zeichnet die entsprechendeTafel als nabaque a double alignement parallele". 
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Beispiel. Den Mantel M eines schief abgeschnittenen geraden 
KreiszyJinders mit dem Halbmesser r der Grundfliiche kann man be­
rechnen aus 

.J:f = :c r (h1 + h~) , 
wo hl und h2 die Langen der kiirzesten und der langsten ManteJlinie 
vorstellen. Diese GIeichung kann in der Form der Gleichung (9) ge­
schrieben werden; sie lautet dann 

M-O h1 + h2 

O+:cr =---r=u' 

, 
g _ Tr-(h + L ) 

J rl:( 
IZq 

/ r .At' / 
I I 

I -'0 J 
I I 

I I 
/ I 

/ I 

, 
I 

I 
I 

I 0 I 
':$--:),---.i-----.~---.-,l-~+tiI- - - - ,'- - - - - - -... --

I 
I 

I 

Abh.129. 

I 

/ 
I 

I 

I 
- -- - , l., 

Die zur Herstellung der heiden Skalenpaare erforderlichen Gleichungen 
sind 

nnd 
!~} ! ~7tr} 

Die duroh diese Skalen bestimmte Tafel ist in der Abb. 129 unter 
Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koordinatensystems gezeichnet; da-
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bei wurden fiir die beiden, die M- und die r- bzw. die 11.1- und h2 -Skala 
enthaltenden Tafelteile verschiedene Ma13einheiten gewiihlt; au13erdem 
wurde bei beiden Teilen fUr die Abszissen eine doppelt so gro13.e MaJ3-
einheit als fiir die Ordinaten benutzt. Die beiden eingezeichneten paral­
lelen Ablesegeraden beziehen sich auf die Zahlenwerte 11.1 = 3, 11.'4 = 2, 
r= 1 und damit M = 15,7. 

§ 2. Zweiteilige Tafelo mit geradlinigen Skalen nod einer 
Geraden als Ablesekurve fiir GJeichungen mit vier 

Veranderlichen. 

Eine einfachere Form der in der Abb.125 sch"ematisch dar­
gestellten, der Gleichung (8) des vorhergehenden Paragraphen 
entsprechenden Tafel, bei der die Verbindungsskala mit der 
Ordinatenachse zusammenfalIt, erhalt man fiir den Fall, daB 
die Trager der vier Skalen Gerade parallel zur Ordinatenachse 
sind. Die Form der in einer solchen Tafel darstellbaren 
Gleichungen ergibt sich aus der Gleichung (8) von oben, wenn 
man setzt 

gl(xl )=a, g2(x2)=b, ga (Xa) = c, g4(x4)=d; 

man erhalt damit 

(1) 

Die Form einer Tafel dieser Art zeigt die Abb. 130; die 
Skalen sind bei ihr bestimmt durch die vier Gleichungspaare 

~=a 1 
1] =hl (Xl) J 

~=b I 

1]= h2 (xt ) J 
bzw. 

~=C } 

1] = ha (Xa) 
~=d } 
1]=h4 (X4) • 

Auf die Form der Gleichung (1) lassen sich auch Glei­
chungen iiberfiihren von der Form 

h~ (x2) - hI (Xl) h4 (X!) - hg (Xg) 

}'2 - 21 = - - -14-~ 28 . (2) 

Diese Gleichung geht in die Form der Gleichung (1) iiber, 
wenn man Zahler und N enner der beiden in ihr auftretenden 
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Briiche mit )'122 bzw. )'324 dividiert; man erhiilt dann 

~ ~~!b) _ ~ ~1(X12 1 ~4(X4) _ 1 h3 (X3) 
)'1 22 22 21 23 24 24 23 

- ---- - ----- ._-- -------

1 1 1 1 
---
21 22 }'3 }'4 

'1 <r, .x: x, x" 

Bei einer Tafel der Gleichung (2) sind demnach die vier 
Skalen der beiden Tafelteile bestimmt durch die Gleichungen 

Die Gestalt einer derartigen Tafel ergibt sich unmittelbar 
auS der Abb. 130. 

Eine andere Tafelform hir die Gleichung (2) erhalt man, 
wenn man die beiden Skalenpaare aufzeichnet auf Grund del' 
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Gleichungspaare 

~=Al ~ 
f/=hl (Xl) } 

~=A2 t 
f/ = h2 (X2) , 

~=AS) ~=A4' 
f/=hs(xs)f f/=h4(Z4))· 

Durch je vier Punkte Pl' P2 • Ps und P4 (Abb.131) dieser 
Skalen sind zwei Gerade Pl P2 und Ps P4 bestimmt, fur deren 
Richtungswinkel 'I' a und 'lib die Gleichungen gelten 

+7Z 

I 

und 

Abb.131. 

~ 
I 

Sind die beiden Geraden parallel, also ihre Richtungswinkel 
gleich groB, so befriedigen die den Punkten PI' P2 , Ps und P4 

entsprechenden Werte der vier Veriinderlichen die Gleichung (2). 
Zusammengehorige Werte sind demnach bei einer solchen Tafel 
durch parallele Gerade bestimmt. 

Auf die Form der Gleichung (2) kann man insbesondere 
die typische Gleichung 

iiberfiihren; logarithmiert man diese, so nimmt sie die Form an 

log Xl + log x2 = log Xs + log x4 
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oder 
logxJ + logx2 = logx3 + logx4 

,u - v 

Beispiel. Den Flacheninhalt J eines ebenen Dreiecks kann man 
berechnen aus zwei Seit.en Sl und s, und ihrem eingeschlossenen Win­
kel rp mit Hilfe der Gleichung 

2J =81 8, sinrp. 

Logarithmiert man diese Gleichung und schreibt sie entsprechend 
der Gleichung (2), so lautet sie 

log2J -logsinrp logs, + logs2 
It-v ft-v 

Eine Tafel dieser Gleichung von del' in der Abb. 130 
Form ist bestimmt durch die Gleichungspaare 

""IQO--

c _ 1 1 
~ - ). ~ 

'/ = l~ :i~J' J 

c _ 1 
~-

~og SJ } 
11=- - -,,- J 

----

,.-
." 

20 .,/ 
,.-

". 

~ 

--

,/ 
,/ 

-..... 

.-
,/ 

,/ 

,­
,/ 

,/ 

,/ 
,/ 

........ 

; = -fog 2 J 
" 1 ) 

'}=---
It 

g = ~ I /L • 

,}=IO!~ 

J5 - .... ------

Abb.132. 

angegebenen 

-- .. s 
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Wiihlt man fUr p. und " die Werte + 1 bzw. -1, so erhiilt man 
die in der Abb. 132 unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koor­
dinatensystems gezeichnete Tafel; die in dieser angegebenen, in der 
Koordinatenachse sich Bchneidenden Ablesegeraden beziehen sich auf 
die zusammengeh1irigen Werte 

81 =582 =20 '1'=30 0 und J=25. 

:zJ = ~.s; sin rp 

S, J 
/~1 ,+f.~ 

{tit' ~).-
'1fJO. $0 ., 

------~-----.,;~ 
I ' , / 

I /.?o 
I , I, 

I I / 

, , 
/ 

1tJ- - - - - ..., - /Iof - -
I / I 40 

-- .$ 

, 1/ 

$ i/' 
/1 <, 

/1 

" 
I 

/ 
, 

~ 
/ 1 , I 

/ I 
/ 1 

~: ., 1 ..,0 $0 

/ 

". ~$ "lt1o 
8., J 'P 8.a 

Abb.133. 

Die beiden Tafelteile konnen - wie in der Abbildung - durch Be­
malung des einen Skalenpaares unterschieden werden. 

In einer Tafel mit parallelen Ablesegeraden nach der Art der in 
der Abb. 131 dargestellten Tafel sind bei der vorliegenden Gleichung 

log 2 J -log sin '1' ~og 8, + log 82 

die Skalen bestimmt durch die vier Gleichungspaare 

~=" } 
1'/ = log sin '1' 

~=p. } 
1'/=10g2J 

~=" } 
1'/ =-log8,a 
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Wahlt man fiir p, und v wieder die Werte + 1 uod - 1, so ergibt 
sich die in eioem schiefwinkligen Koordinatensystem gezeichnete Tafel 
der Abb. 133. Die beiden eingezeichneten parallelen Ablesegeraden be­
ziehen sich auf dasselbe Zahlenbeispiel wie oben. 

Wie oben gezeigt wurde, kann man die Gleichung 

F(rp(xl , x2), x3 ' x4) =0 ....... (3) 

in einer zweiteiligen Tafel mit in beiden Teilen geradliniger 
Ablesekurve darstellen, wenn die die beiden Tafelteile bestimmen­
den Gleichungen 

und 
F(XI ,2' XS ' X4) = ° 

auf die Form gebracht werden konnen 

hl (X I ){g2 (x2) - g (Xl, 2)} + h2 (X2){g (Xl, 2) - gl (Xl)} 

(2) 

(3) 

+ h (Xl. 2){gl (Xl) - g2 (X2)) = 0. . .. (4) 

und hs (xs) {g4 (x4) - g (Xl, ,,)} + h4 (X4) {g (XI, OJ) - gs (Xs)} 

+h(Xl ,2){gS(XS)-g4(X4)}=0 . .... (5) 

Um diejenige Form der Gleichung (3) zu ermitteln, fiir 
welche die Gleichung in einer Tafel mit geradlinigen, durch 
einen Punkt gehenden Skalentragern dargestellt werden kann, 
setzt manl) 

hl(Xl)=O, g2 (X2) = 0, hs(xs)=O' g4(XJ=0 

und Y(XI, 2)=h (Xl, 2) = ((Xl, 2)' 
Die Gleichungen (4) und (5) gehen dann iiber in 

hg (X2) {(Xl, 2) - h'l (X'l ) YI (Xl) + r(xl , 2) YI (Xl) = ° 
und 

oder 

und 

') Vgl. Zweiter AbEChnitt, II, § 5. 
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Die Elimination von ((Xl') aus diesen beiden Gleiehungen 
ergibt fur die entsprechende' Form der Gleichung (3) 

1 1 1 1 -( -) + z:-(-) = -( -) + L-( ) . . . . . (8) gl Xl Ib'J X'J gs Xs Ib4 X4 

Die xl,lI-Skala hat in beiden Tafelteilen (vgl. Abb.69) als 
Trager die erste Mediane; wahlt man fiir die beiden Tafelteile 

Abb. 134. 

zwei versehiedene, schie£winklige Koordinatensysteme, und 
zeiehnet man diese derart iibereinander, daB ihre Medianen zu­
sammenfallen, so entspricht der Gleichung (8) eine Tafel, wie 
sie in der Abb. 134 in sehematiseher Form dargestellt ist. An 
Stelle der zwei Koordinatensysteme kann man aueh nur eines 
wahlen, wobei <lann die Aehsen - ahnlieh wie in Abb. 132 
die beiden Parallelen zur Ordinatenaehse - die Trager von 
je zwei Skalen sind, die sieh auf beiden Seiten angeben lassen. 

Die Gleiehung (8) kann man auch folgendermaBen sehreiben 1) 

oder 

A. + I-' gl (Xl) + A. + I-'h, (X2) 
gl (Xl) h'J (X2) 

1) Vgl. Zweiter Abschnitt, II, § 5. 
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Die die beiden Tafelteile bestimmenden Gleichungen sind dann 

1 + P YI (Xl) + 1 + p hS(X2) _ 1 + 2 P f(Xt ,2) = 0 . (6') 
YI(XI ) h2(X2) f(xl,s) • 

nnd 
A+,uYS(XS)+A+ph4(X4)_A+2,uf(XI,2) · 0, • (7') 

Ys(xa) h4(X4) f(X1,2) 

wobei die GrOGen A und ,u beliebig gewahlt werden diirfen; 
dies ermoglicht die Einfiihrung einer passenden MaGeinheit. 
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Abb.185. 

Beispiel. Eine in der Trigonometrie bei der Berechnung des 
ebenen schiefwinkligen Dreiecks vorkommende Gleichung lautet 

a sin" 
b-= sinp' 

Logarithmiert man diese Gleichung, so geht sie iiber. in 
log a + log sin p = log b + log sin" 

Werkmeister, Recbentafeln 11 
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oder, wenn man sie in der Form der Gleichung (8') schreibt, 

(l + It log a) + (l + f-t log sin (J) = (l + ft 10gb) + (l + f-t log sin ,,), 

Die beiden Skalen des einen Tafelteils sind 
die beiden Gleichungspaare 

demnach bestimmt durch 

;=_1_1 d 
l+f-tlog aJ un 

1)=0 

1 1. 
1) = T-F;1og sin p J 

Die beiden Skalen des anderen Tafelteils stimmen mit denen :des 
ersten - abgesehen von der Bezifferung - vollstandig iiberein. 

Die so bestimmte Tafel ist mit Beniitzung von nur einem Koordi­
natensystem ond der bei der Abb. 73 verwendeten Werte fiir lund f-t 
in der Abb. 135 gezeichnet, in der die Ablesegeraden entsprechend den 
Zahlenwerten 

,,=60°, P=200, 
angegeben sind. 

a = 70 ond b = 28 

In einer Tafel mit geradlimgen, durch einen Punkt gehen­
den Skalentragern und parallelen Ablesegeraden lassen sich 
Gleichungen darstellen von der Form 

• (9) 

DaB und wie dies in einfacher Weise der Fall ist, zeigt 

Abb. 136. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

sieh, wenn man beach­
tet, daB die Gleichung 
eine Proportion vor­
steIlt. 

Be ispiel. Fiir die 
Gleichung 

a 
b 

sin a 

sin p 
ist eine Tafel dieser Art in 
der Abb. 136 enthalten, bei 
der fiir die beiden erfor­
derlichen Skalen verschie­
dene MaBeinheiten gewahlt 
worden. Die eingezeichne­
ten Ablesegeraden beziehen 
sich auf dasselbe Zahlen­
beispiel wie die Geraden 
der Abb. 135. 

1m vorstehenden wurden bei den besonderen Tafelformen 
in der Hauptsache nur solche betrachtet, bei clenen beide Tafel­
teile dieselbe Form haben; dies ist immer der Fall, wenn die die 
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beiden Tafelteile bestimmenden Gleichungen von derselben Form 
sind oder in dieselbe Form iibergefiihrt werden konnen. Von 
den zahlreichen anderen Tafelformen, bei denen die beiden 
Tafelteile Tafeln von verschiedener Form sind, moge wenigstens 
diejenige beigefiigt sein, bei der die Skalentrager des einen 
Tafelteils drei parallele und die des anderen Tafelteils drei 
durch einen Punkt gehende Gerade sind. Um diejenige 
Gleichungsform zu bestimmen, die in einer Tafel dieser Art 
dargestellt werden kann, hat man in den den beiden Tafelteilen 
entsprechenden Gleichungen (4) und (5) des vorhergehenden 
Paragraphen (Seite 159) zu setzen 

gl(xl )=a, g2(x2 )=b, gl(X1 ,2)=0, h(XI ,2)=f(X12) 

bzw. 

g(X1 ,2'1=h(xI ,2)={(XI ,2)' h3(xJ=0, gi(Xi) = 0. 

Die beiden Gleichungen gehen dann liber in 

b hI (Xl) - a h2 (x2) + (a - b) {(Xl, 2) = ° 
und 

{(Xl, 2) g3 (X:l) + {(Xl, 2) hi (Xi) - g3 (Xs) hi (X4) = 0. 

Eliminiert man aus dies en Gleichungen ((XI,2)' so erhalt 
man fur die gesuchte Gleichungsform 

a h2 (x2 ) - b hI (Xl) g3 (Xs) hi (X4 ) 

---(i=-b-- = 'gs (Xa) + hi (x4) 

oder in dem besonderen Fall mit b = - a 

hI (Xl) + h2 (x2) _ ga (Xs) hi (x4) 
2 - ga (xa) + hi (X4 ) 

. . . . (10) 

Bei dieser Gleichung sind die beiden Tafelteile bestimmt 
durch die heiden Gleichungen 

und 
_1_+_1 ___ 1 _ 
ga(xs) hi (x4)-{(x1,2)' 

Die der Gleichung (10) entsprechende Tafel ist in der 
Abh. 137 in schematischer Form angegeben; bei dieser Tafel 
erfordern - im Gegensatz zu den bisher behandelten Tafel­
formen - die beiden Tafelteile zwei verschiedene Koordinaten­
systeme, die mit gemeinsamem Ursprung 0 derart aneinander 

11* 
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zu zeichnen sind, daB die Ordinatenachse des z. B. rechtwink­
ligen Systems W, 1l) mit der ersten Mediane des z. B. schief­
winkIigen Systems W', 1/) zusammenfallt. 

Zu beachten hat man, daB die auf die gemeinsame Gerade 
der beiden Systeme fallen de, aber nicht zu zeichnende f(x1, 2)­
Skala fur beide Tafelteile dieselbe sein muB; die Koordinaten 
des Schnittpunktes S von zwei zusammengehorigen, auf dem 

+~IJ 

J[ ,--------------

- -J.--

Abb.137. 

Trager der f(x l ,2)-Skala sich schneidenden Ablesegeraden sind 
daher in dem einen System 0 und f( Xl, 2)' und in dem anderen 
System f( Xl 2) und f (Xl 2).1) Die MaBeinheit der Abszissen und 
Ordinaten des zweiten Systems ist demnach nicht dieselbe wie 
die der Ordinaten des ersten Systems; man erhalt bei beIiebig 
groBem Aehsenwinkel des zweiten Systems die MaBeinheit des 
zweiten Systems aus der des ersten am einfachsten mit Hilfe 
eines nach einer runden Zahl - z. B. 10 - bezifferten 
Punktes M', dem ein nach derselben Zahl bezifferter Punkt M" 
entspricht, den man mit Hilfe der zu ~' und r/, parallelen 
Geraden M' H und H M" erha,lt. 

1) V gl. die Abb. 53 und 69 und die zu diesen gehiirigen 
Gleichnngen. 



Mehr- als zweiteilige Tafeln f. GIeichungen m. vier VeranderIichen. 165 

§ 3. )lehr- als zweiteilige Tafeln mit einer Geraden als 
Ablesekurve fiir Gleichungen mit vier Veranderlichen. 

Eine Gleichung mit vier Veriinderlichen kann nur dann in 
einer aus zwei Teilen bestehenden Tafel dargestellt werden, 
wenn sie in der Form 

F(rp(Xl ,X2), x3' x4)=0 

geschrieben werden kann; ist dies nicht moglich, so erfordert 
die Gleichung eine Tafel mit mehr als zwei Teilen. 

LiiBt sich eine Gleichung zwischen den vier Veriinderlichen 
Xl' X2 ' X:l und X 4 auf die Form bringen 

t~ (rp (xl' x2 ), x3 ) - f2 (xa, x4) = 0, ..... (1) 
und setzt man 

und 

so daB die 

rp (Xl' XQ ) = Xl'" • .. / ,'" 

fl (Xl ,2' X3)=Xl ,2,3' . 

Gleichung iibergeht in 

Xl, 2, 3 - f2 (x:p x4) = 0, 

(2) 

(3) 

. . . . . . . (4) 
so kann man die Gleichung in einer aus zwei Teilen bestehen­
den Tafel darstellen, bei der der eine Tafelteil selbst wieder 

Abb.138. 

zwei Teile enthiilt. Von den drei Tafelteilen stellt der eine 
eine Tafel der Gleichung (2), der andere eine solche der Glei­
chung (3) und der dritte eine Tafel der Gleichung (4) vor; 
die drei Skalen des ersten Tafelteils sind daher nach Xl' X 2 

und Xl, 2 beziffert, die des zweiten Teils nach Xl, 2' Xs und Xl, 2, 3 

und die des letzten Teils nach XI ,2,3' Xs und x!' Der durch, 
die Gleichung (1) bedingte Zusammenhang del' drei Tafelteile 
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besteht darin, daB die nach XI ,2 und nach Xl, 2,3 bezifferten 
Skalen von je zwei Teilen zusammenfallen. In der Abb. 138 
ist die schematische Form einer solchen Tafel mit einer Geraden 
als Ablesekurve angegeben; die Tafel hat die Eigenschaft, daB 
durch je zwei Punkte PI und P2 der beiden, zu XI ,2 und 
XI ,2 s gehorigen Verbindungsskalen Gruppen von zusammen­
gehorigen Werten der vier VeranderIichen Xl' X2 , Xs und X 4 be­
stimmt sind. Eine solche Tafel eignet sieh zunachst fur den 
Fall, daB der Wert der bei zwei Skalen auftretenden Ver­
anderliehen xa gegeben ist. 

Eine GIeichung von der Form 

fl (CPI (Xl' x2), Xs) - f2 (CP2 (Xl' x2), X4 ) = 0 . . . (5) 
erfordert eine Tafel mit zwei Teilen, von denen jeder selbst 
aus zwei TeHen besteht; die ganze Tafel setzt sich demnaeh 
aus vier TeHen zusammen. Setzt man in der GIeiehung (5) 

CPI (xl' x2) = X~, 2, fl (Xl, 2' xs) = Xl, 2, 3' CP2 (Xl' X2) = xf, 2, 

so geht sie iiber in 

.x; ~: .z; ~~~ x~ 
. 

..z:o~=- I z x, 

--- -----~-----\---~ -----

\ \ 1 
Abb.139. 

Dureh diese vier GIeichungen sind die vier Tafelteile be­
stimmt, die derart miteinander verbunden sind, daB die naeh 
X~,2' X?'2 und Xl,2,3 bezifferten Verbindungsskalen von je zwei 
Teilen zusammenfallen. Die sehematisehe Form einer solehen 
Tafel zeigt die Abb. 139, bei der eine Gerade als Ablesekurve 
angenommen wurde. Eine Tafel dieser Art kommt zunachst 
fiir den Fall in Betraeht, daB die Werte von Xl und x2 ge­
geben sind. 

Damit die drei bzw. vier Tafelteile mittels der nach den 
eingefiihrten HilfsgroBen bezifferten Skalen verbunden werden 
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konnen, ist es notig, da.6 die Trager dieser Verbindungsskalen' 
je dieselbe Form haben; der einfachste Fall tritt ein, wenn 
diese Trager Gerade sind. 

§ 4. Einteilige Tafeln fiir GIeichungen mit vier Veranderlicheli 
mit einem System von Ablesekurven in Form eines einen 

rechten Winkel bildenden Zweistrahls. 

Die Abb. 140 zeigt die schematische Form einer nur aus 
einem Teil bestehenden Tafel mit Punktskalen fUr eine Gleichung 
mit vier Veranderlichen 

-:t .. 

~ 
I 
I 
I 

Xl' X2, Xa und X,l); bei 
einer solchen Tafel sind 
durch je vier, auf zwei 
zueinander senkrechten 
Geraden G 1 und G 2 lie­
gende Punkte PI' P2 , Ps 
und P4 vier, eine be­
stimmte Gleichung be­
friedigende Werte der 
Veranderlichen bestimmt. 
Um die Form dieser Glei­
chung zn bestimmen, kann 
man sich die vier Skalen 
entstanden denken anf 
Grund der Gleichungs-

p~---------~~~---- ~~ 
l1. I Pit 

I 

paare 

~: 
I 
I 

if3 

Abb.140. 

~=fl(Xl)}(l) ~=f2(X2)}(2) ~=f3(Xa)}(3) ~=f4(X4)l (4) 
17=gl(Xl) 1'j=g2(X2) 1'j=gs(xa) '1'j=g4(X4)J 

Die beiden zneinander senkrechten Ablesegeraden haben 
Gleichnngen von der Form 

nnd 

(5) 

(6) 

Die erste dieser beiden Geraden geht dnrch die beiden 
durch die Gleichungen (1) und (2) bestimmten Punkte, wenn 
die Gleichnngen gelten 

gl (Xl) = mfl (Xl) + ql 

1) R. Soreau, von dem diese Tafelform ausgeht. bezeichnet sie 
als "abaque a double alignement en equerre". 
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und 
g2(X2) = mf2 (x2) + ql' 

Damit die durch die Gleichuugen (3) und (4) bestimmten 
Punkte auf der zweiten Geraden liegen, miissen die GIeichungen 
bestehen 

1 
ga (xa)= - m fa (Xa)+q2 

1 
g4 (x4) = - m f4 (x4) + q! • 

• Eliminiert man aus den vier Bedingungsgleichungen die 
drei Parameter- m, ql und q2' so erhiiJt man fUr diejenigen 
GIeichungen, die sich in einer Tafel der angegebenen Art dar­
stellen lassen, die Form 

{fl (Xl) - f2 (X2)} {f4 (X4) - ia (xa)} 
= {gl (Xl) - g2 (x2)}{ga (Xa) - g4 (x4)}· • • . • (7) 

Zu beachten ist bei der vorliegenden Tafelform, daB mit 
Riicksicht auf die beiden zueinander senkrechten Ablesegeraden 
.A bszissen und Ordinaten in demselben MaBstab gezeichnet 
werden miissen. 

Eine besondere Form der in der Abb. 140 angegebenen 
Tafel ergibt sich, wenn die Skalentrager zwei Paare von zu 
den Koordinatenachsen parallelen Geraden sind; die Skalen sind 
dann bestimmt durch GIeichungen von der Form 

~=b L 
'1 = tp4 (x4)) 

Mit diesen Gleichungen an Stelle der GIeichungen (1) bis (4) 
geht die Gleichung (7) iiber in 

b{tpl(xI)-tp2(x2)}=a{tp4(x4)-tps(xs)} .... (8) 
Auf diese GIeichungsform kann man insbesondere durch 

Logarithmieren die typische Gleichung 

Xl X 2 =Xs X4 

iiberfiihren, sie lautet dann 

logxI -logxa = logx4 -logx2 • 

. (9) 

. (9') 
Beispiel. Eine bei der Berechnung von ebenen Dreiecken oft be­

nutzte G1eichung - der Bog. Sinussatz - ist die folgende 
a sin a 
-,;= sinp' 
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Logarithmiert man diese Gleichung, so kann man sie in der Form 
schreiben 

;., (log a - log b) = - J.. (log sin (J -log sin a). 

Die vier Skalen sind bei dieser Gleichung bestimmt durch die 
Gleichungen 

~=O ~ 
YJ = log sin a J 

~=J.. } 
YJ = log sin II . 

''Z a since 
I 'b-"Sm(3 
I a a o~ s ~ so ~ 

",," 90~- .~ 

:t- I so 
I 
I 
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I -- -- I 
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Abb.141. 

Auf Grund dieser Gleichungen ergibt sich die Tafel der Abb. 141; 
die eingezeichnete Lage des Zweistrahls bezieht sich auf die beiden 
Wertegruppen 

a=30, b=10,5; a=300, P=lO°, 

Eine andere besondere Form der in der Abb. 140 darge­
stellten Tafel erhiiJt man, wenn die Skalentrager zwei zueinan­
der senkrechte Gerade sind; betrachtet man diese als die 
Achsen eines Koordinatensystems, so haben die vier Skalen 
die Gleichungen 
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Mit diesen den Gleichungen (1) bis (4) entsprechenden 
Gleichungen tritt an die Stelle der Gleichung (7) die folgende 

CfJl (Xl) CfJ3 (X3) = CfJ2 (X2) CfJ4 (X4) • • • • • • (10) 
Beispiel. In der Form der Gleichung (10) kann man die in dem 

vorhergehenden Beispiel behandelte Gleichung schreiben; sie lautet dann 

asin{l=bsina oder aJ.sin{l=bJ.sina. 

a. o 

60 

\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ ." 
\ .,,'" 

.Jo g;-'C" 
." \ 

", \ 

\ 
\ 
\ 
\ 

Abb. 142. 

\ 

a sin.tr 
"0 -sr:ri]i 

\ 
\ 

\ 

Bei dieser Gleichung hat man demnach zur Herstellung der Skalen 
die Gleichungen 

~=-a} ~=O) ~=;.sinPt ~=O ) 
'fJ = 0 'fJ = b f 1} = 0 J 'fJ = lsin a l' 

Mit diesen Gleichungen ergibt sich die in der Abb. 142 enthaltene 
Tafel, bei der fiir J. der Wert 100 gewahlt wurde. Der in der Abbildung 
angegebene Zweistrahl bezieht sich auf die Werte 

a=70, b= 40, a=60o und {l=30o. 

§ o. Mehrteilige Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve 
fur Gleichungen mit funf Veriinderlichen. 

Eine Gleichung zwischen den fiinf Veranderlichen Xl bis X;; 

kann man in einer mehrteiligen Tafel darstellen, wenn sie sich 
auf die Form bringen lii.Bt 

F(CfJI(XI,X2),CfJ2(X3,X4),X5)=O .. .... (1) 
Setzt man in dieser Gleichung 

CfJl (Xl' X2) = XI ,2 " . (2) und CfJ2 (X3 ' x4) = x3 ,4' . , (3) 
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so geht sie iiber in 

F(xl,!p XS,4' x5 ) = o. . . . . . . . (4) 

Der Gleichung (1) entspricht eine Tafel mit drei Teilen, von 
denen der erste eine Tafel der Gleichung (2), der zweite eine 
Tafel der Gleichung (3) und der dritte eine solche der Glei­
chung (4) vorstellt; der erste Tafelteil besteht demnach aus 
drei nach Xl' X2 und Xl, ~ bezifferten und der zweite aus drei 

x. 

-------
------- ----

p. 
------- ..... - ..... -

p. 

Abb.143. 

nach xS ' x4 und Xa,4 bezifferten Skalen, der dritte Tafelteil 
enthalt drei nach Xl ,2' XS,4 und XI) bezifferte Skalen. Die Ver­
bin dung der drei Tafelteile geschieht mit HiIfe der gleich -
nach Xl 2 bzw. Xs 4 - bezifferten Skalen. Eine schematische 
Darstellilllg einer 'solchen Tafel ist in der Abb. 143 enthalten; 
die Tafel hat die Eigenschaft, daB je drei durch zwei Punkte 
PI und P2 der X1,~- und der Xg 4 -Skala gehende Gerade fiinf, 
die Gleichung (1) befriedigende' Werte der Veranderlichen Xl 

bis X5 bestimmen. 
Sollen die Ablesekurven bei allen drei Tafelteilen gerad­

linig sein, so miissen die den drei Tafelteilen entsprechenden 
Gleichungen (2), (3) und (4) je eine bestimmte Form haben. 
Die einfachste Form einer Tafel mit geradlinigen Ablesekurven 
erhalt man, wenn die Trager der sieben Skalen parallele 
Geraden sind; die Gleichungen (2), (3) nIHl (.1,) mUS!3ell dann 
von der Form sein 1) 

/1-1 IPI (Xl) +- )'1 IP2 (X2) - (A.I +- flJ Xl ,2 = 0 (5) 

/1-2 IP3 (X3) +- A.9 IP4 (X4) - (A.2 +- fl2) X;) ,4 = 0 (6) 

A.s Xu +- fl3 X;l,4 - (A.a +- /1-3) rp~) (X..,) = 0 (7) 

1) Vgl. Zweiter Abschnitt, II, § 2. 
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Fur die entsprechende Form der Gleichung (1) erh8.lt man 
durch Elimination der beiden HilfsgroBen Xl,2 und Xa,4 aus 
den drei Gleichungen (5), (6) und (7) 

,ul lPl (Xl) + 11 lP2 (x2) 1 +,u2lPs(xs)+lglP4 (x4) 1 
11 + ,ul s 12 +,u2 ,us • (8) 

- (ls + /1s) lPf> (Xo) = 0 

Damit die drei durch die Gleichungen (5), (6) und (7) be­
stimmten Tafelteile mit den nach Xl,2 und Xa,4 bezifferten 

Abb.144. 

Skalen verbunden werden konnen, muB fiir jeden Teil ein be­
sonderes Koordinatensystem gewahlt werden. Die der Glei­
chung (8) entsprechende Tafel ist in der Abb.144 enthalten, 
in der die zu den einzelnen Tafelteilen gehorigen Koordinaten­
systeme besonders bezeichnet sind. Die Ordinaten mussen 
bei allen drei Tafelteilen in derselben MaBeinheit gezeichnet 
werden; fiir die Abszissen kann man verschiedene MaBeinheiten 
wahlen. In bezug auf die beiden nach XI,2 und Xa,4 bezifferten 
Verbindungsskalen gilt das friiher Gesagte. 

Beispiel. Zwischen der Leistung Leiner Dampfmaschine, der 
Dampfspannung p, dem Kolbenquerschnitt f, der Hublange s und der 
Umdrehungszahl n besteht die GIeichung l ) 

pfsn 
L= 2250' 

1) VgI. Seite 142. 
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Logarithmiert man diese Gleichung, so geht sie iiber in 

log p + log 2~O + log s + log n -log L = 0 . 

Vergleicht man die Gleichung in dieser Form mit der Gleichung (8), so 
zeigt sich, daB bei ihr die drei Tafelteile bestimmt sind durch die drei 
Gleichungen 

und 

.5000 . 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
'\ , 

\ , , 
\ 

\ 

-------

log P + log __ L - x = 0 
2250 ' 

log s + log n - y = 0 
x + y - log L = O. 

L = Jl.fs.n 
::lZ50 

"lJ 
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\ 1.1ltrn.. '1('" 
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\ 

"'c,., 
Abb.145. 

Schreibt man diese Gleichungen mit Riicksicht auf die entsprechenden 
Gleichungen (5), (6) und (7) folgendermaBen 

und 

f x 
log P + log 2250 - 2 2' = 0, 

logs+ log n -2~=0 
2 
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so sieht man, daB A1 = ft1 = ~ = ft2 = 1 und As = fta = 2 ist. Die so 
entstehende Tafel ist in der Abb. 145 enthalten, bei der fiir die Abszissen 
des eraten und zweiten Tafeltei1s dieselbe und nur fiir diejenigen des 
dritten Tafelteils aine andere MaBeinheit gewiihlt wurde. Die den drei 
Tafelteilen entsprechenden Lagen des Koordinatenuraprungs sind in der 
Abbildung mit 01 , O2 und 03 bezeichnet. Die eingezeichneten Ablese­
geraden beziehen sich auf die Werte p=3 Atm., f=200 qcm, 8=0,5m, 
n = 50 Umdrehungen in der Minute und damit L = 7 PS. 

III. Tafeln mit Pnnkt- nnd Knrvenskalen. 

§ 1. Einteilige Taleln mit einer Geraden als Ableseknrve fur 
GIeicbnngen mit vier Veranderlicben. 

Die schematische Form einer Knrven- nnd Punktskalen ent­
haltenden Tafel fur eine Gleichung zwischen den vier Verander-
lichen xl.' x2 ' Xs und x 4 x. 
zeigt die Abb. 146. Diese 
enthalt in einem Tafelteil 
zwei nach Xl und X9 be­
zifferte Punktskalen und 
zwei nach Xs und x 4 be­
zifferte Kurvenskalen I). 
Eine solche Tafel hat die 
Eigenschaft, daB zu jeder 
Ablesekurve 0 und einem 
auf dieser liegenden Punkt 
P zwei Punkte der xI - und 
der x2-Skala und zwei Kur­
ven der Xs - und der x4 -

Skalagehoren, deren Werto Abb.146. 
eine bestimmte, zwischen 
den vier VeranderIichen bestehende Gleichung befriedigen. 

Die heiden Punktskalen sind bei einer solchen Tafel durch 
zwei Gleichungspaare hestimmt von der Form 

;=fl(xl)l ;=f9 (X2)! 
fj =gl (Xl)} • (1) und fj=g2(X2)J .. ' (2) 

Die heiden Kurvenskalen hahen Gleichungen von 

q;(~, 1], xs)=O 
und 'If (;, 1], x4) = 0 . 

der Form 
(3) 

. . . . (4) 

1) Die erste Tafel dieser Art stammt von E. Ganguillet und 
W. R. Kutter (1869). 
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SoIl die Ablesekurve eine Gerade sein, so hat sie die Gleichung 

r;=m;+q ......... (5) 

Damit diese Gerade durch jeden der beiden durch die Glei­
chungen (1) und (2) bestimmten Punkte geht, miissen die 
beiden, durch Elimination der laufenden Koordinaten ~ und 17 
aus den Gleichungen (1) und (5) bzw. (2) und (5) sich ergebenden 
Gleichungen bestehen 

yl(xl)=mfl(xl)+q (6) 

(7) 

Die Bedingungsgleichung dafiir, daB die Gerade (5) durch 
den Schnittpunkt der beiden, den Gleichungen (3) und (4) ent­
sprechenden Kurven geht, erhalt man, wenn man die letzteren 
Gleichungen nach ~ und 'YJ auflost, und die so sich ergebenden 
Werte in die Gleichung (5) einsetzt. Die Auflosung der Glei­
chungen (3) und (4) moge ergeben 

; = fa. 4 (xs' X 4 )} 

( ) •.•....• (8) 
'YJ =Ya,4 XS ,x4 

damit folgt aus der Geradengleichung 

Ya,4(Xs , x4) = mfa.4(xs' x 4) + q • • • • • (9) 

Eliminiert man aus den drei Gleichungen (6), (7) und (9) die 
beiden Parameter m und q, so findet man fUr die Gleichung 
zwischen den Veranderlichen Xl' x2' Xs und X" die sich in 
einer Tafel der in der Abb.146 angegebenen Art darstellen 
lii.Bt, die Form 

fl (XI)- fS,4 (xs , x4) _YI (Xl) -YS,4(XS ' x4 ) 

f2 (x2) - fa, 4 (Xs, X4) - Y2 (X2 ) - Ya,4 (Xs' X4) 

oder fl (Xl) {Y\l (X2 ) - Ya:4(Xs' X4)} - fS,4(xs, X4 )Y2 (x2) 

= gt (Xl) {f2 (X2) - fa,4(Xa , x4)} - f'J (x2) Ya,4(Xs' X.) 

. (10) 

. (10') 

Sind die Trager der beiden Punktskalen parallele Gerade, 
und betrachtet man den Trager der x1-SkilJa als Ordinaten­
achse eines Koordinatensystems, so sind die beiden Skalen be­
stimmt durch die Gleichungen 

~=O) ~=1) 
_ . ( ) ~ . ( 11) und _ () ~ . . . ( 12 ) 

'YJ - CPt Xl J 1]- CP2 X 2 J 
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Mit diesen Gleichungen an Stelle der Gleichungen (1) und (2) 
geht die Gleichung (10) tiber in 

979 (X9) fS,4 (xs' x4) gS,4(XS' x4) + 971 (Xl) = 0 . (13) 
1- f3,4 (xs , x4) 1 - fS,4 (xs' x4 ) 

Auf diese Form muB man eine Gleichung tiberfiihren konnen 
damit sie in einer Tafel mit zwei Kurvenskalen und zwei 
parallelen Punktskalen dargestellt werden kann. 

Beispiel. Eine Gleichung von der Form der Gleichung (13) ist 
der sog. Kosinussatz der Trigonometrie 

at = b' +e' - 2be cos IX. 

Schreibt man diese Gleichung entsprechend der Gleichung (13) und mit 
Riicksicht auf die Zeichnung folgendermaBen 

a 

be b'+e' at 
500 cos IX - 1000 + 1000 = 0 , 

a"-6 ~c·-26C'cosa 

411+-_---,-

... .' 
/ 

"0 
Abb.147. 

II· 

a: 

so sieht man, daB bei ihr die beiden Punktskalen bestimmt sind durch 
die Gleichungen 

und 
¢=1 } 

'1 = cos IX • 
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Aus 

fa,4 (xa, x4) 

i - fS,4(Xs1 x4) 

be 
und 

500 
g3,4(X31 x4) b~ + c~ 

1-=-{3,4(Xa, x4) = 1000 

findet man fur die den Gleichungen (8) entsprechenden Gleichungen 

be b2 + c2 

.; = 500 + be und r; = 1000 + 2 be . 

Aus diesen beiden Gleichungen erhalt man die Gleichungen der beiden 
nach b und e bezifferten Kurvenskalen, indem man sie nach b und c auf­
lost; dabei ergeben sich die den Gleichungen (3) und (4) entsprechenden 
Gleichungen 

und 

500 ';2 

b2 (1 - ';) 

500 ';2 ± '-0_-':-;;-

c2(1_.;)=r; vr;--q-· 

Zeichnet man auf Grund der gefundenen Gleichungen die Punkt- und 
die Kurvenskalen in einem schiefwinkligen Koordinatensystem auf, so 
ergibt sich die Tafel der Abb. 147, bei der die beiden Kurvenscharen 
zusammenfallen. Die eingezeichnete Ablesegerade bezieht sich auf die 
Werte b=10, e=40, 1X=50o und a=34. 

Bei einer besonders einfachen Form einer Tafel mit Punkt­
und Kurvenskalen sind die Trager der beiden Punktskalen 
und die Kurven der einen Kurvenskala parallele Gerade; be­
trachtet man bei einer sol chen Tafel den Trager der xl-Skala 
als Ordinatenachse eines Koordinatensystems, so sind die heiden 
Punktskalen bestimmt durch die Gleichungen 

c~ 1 1 
1~1" m (x") . 

'1'2 '2 J 

Die Gleichungen del' heiden Kurvenskalen sind dann 

Mit diesen den Gleichungen (1), (2), (3) und (4) entsprechenden 
Gleichungen geht die Gleichung (10) iiber in 

(({Ja (x), x4) + ({JI (Xl) ({J3 (Xa) - ({J2(X2) ({Ja (Xa) - ({Jl (Xl) = 0 

oder 

(({Ja.~:s~1X4)_1_-=({J3(X3)cp (x)-cp (x)=O • (14) 
CPs (xa) CPs (xa) 1 1, 2 2 • 

1. Beispiel. Eine Gleichung von der Form der Gleichung (14) ist 
die vollstandige kubische Gleichung 

z3+ az2+bz c=O. 
W er k m e1ste r, Rechentafeln. 12 
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Vergleicht man die Gleichung in dieser Form mit der Gleichung (14), 
so zeigt sich, da.Jl man setzen kann 

PI (Xl) = - b und pg (X2) = - c , 
es ist dann 

I-Pa(xa) d. ( 1 --( -)- = z un somlt Pa xa) = 1 + ; 
Pa xa Z 

femer ist noch 
Z3+ az2 

f(Pa(xs),x,)= l+i-

oder mit z = 1 - Pa (~ 
Pa (Xu) 

(1 - 9'a (Xu»1 
f(ps(Xu),x,) = --,p;,s (Xu) - (1- Ps (x3) + aPa (Za))· 

Die beiden Punktskalen sind demna.ch bestimmt durch die den 
Gleichungen (11) und (12) entsprechenden Gleiohungspaare 

~ = 0 } und ~ = 1 } 
'1=-b '1=-c . 

"71 " :t b .t .,.a:r.,. %+(>-0 

:t CO 

h 65* ., 2 "1 qs 0 
I I -51 -$ 

-* -* 
" I , 

-3~ , -3 
I I 

-:z J II 
-~ 

U 
i 

., 1 I -"1 

o _12 __ 1 ---I 0 ---.,.~ 
I 

~-t ~ /~ +7 
! I, 
i I, /' I', ., 1 II " +:l 

I, " , 
"3 

1\ , 
• .1 I " " I , 

I 
, 

.4 

"j I 
I 

~5 I .$ 
6$~ a 'l 'I qs 

b .t e 
Abb.14S. 
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Die aus den Gleichungen (3) und (4) sich ergebenden Gleichungen der 
beiden Kurvenscharen sind 

Die so entstehende Tafel ist in der Abb. 148 fiir positive z·Werte ge­
zeichnet1). Die in der Abbildung angegebene Ablesegerade mit den 
beiden hervorgehobenen Punkten bezieht sich auf die Gleichung 

Z3_ z2-4z+4= 0, 

fur die man in der Tafel abliest 

Zl = 1 und Zg = 2. 

2. Beispiel. Schreibt man die vollstandige kubische Gleichung 
Z3+ az2+bz+c=O in der Form 

Z3+ C 
--+az+b=O z 

und vergleicht sie dann mit der Gleichung (14), 80 kann man setzen 

CPl (Xl) = - a und CP2 (:cg) = - b. 

Damit wird 

es iet dann 

oder mit 

Z3+ C 
f( CPa (xa), x4) = z (1 + z) 

1 - CPa (xa) z=-----
<P3 (xa) 

f(CPa(X3),X4)= (I-CPa (.1:a))3 + CCP33 (x3) • 
'1'3 (X3) (1 - CPa (Xa» 

Die zur Herstellung der beiden Punktskalen erforderlichen Gleichungen 
sind demna.ch 

~ = 0 } und ~ = 1 } 
fJ=-a fJ=-b . 

Die den Gleichungen (3) und (4) entsprechenden Gleichungen der beiden 
Kurvenscharen lauten 

1) Diese Tafel zur AufloBung von kubischen Gleichungen wurde von 
M. d'Ocagne angegeben. 

12* 
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Die durch diese Gleichungen bestimmte Tafell) zeigt fUr positive z-Werte 
die Abb. 149; die in dieser angegebene Lage der Abiesegeraden ent­
spricht wieder der Gleichung 

z'J- z!-4z+4=O, 

fUr die man Z1 = 1 und z~ = 2 erhiiit. 

"''Z I 

a 
-$ : 

-4 

-j 

-:2 

-T 

0 
0 ----

. ., 
+:2 

'3 

-* 
#-$; 

a 

65# 3 

I 

I 
I 
I I I 

6S<\< J 

:l 

:l 

~ 

Abb.149. 

I 
~s 

o 

: -$ 

-3 

o --+~ 

+Z 

b 

§ 2. Einteilige Tafeln mit einem Kreis als Ablesekurve fiir 
Gleichungen mit vier Veranderlichen. 

Die schematische Form einer beide Arten von Skalen ent­
haltenden Tafel mit kreisformiger Ablesekurve fUr eine Glei­
chung zwischen den vier Veranderlichen Xl bis x4 ist in der 

1) Diese Anordnung fiir eine Tafel zum Auflosen von kubischen 
Gleichungen stammt von R. Mehmke. 
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Abb. 150 angegeben, bei der die beiden Punktskalen nach Xl 
und xe' und die beiden Kurvenskalen nach xa und X 4 beziffert 
sind. Bei einer solchen Tafel sind vier, eine bestimmte Glei­
chung befriedigende Werte der 
Veranderlichen durch drei 
Punkte M, Pl und P2 be­
stimmt, von denen einer den 
Mittelpunkt eines durch die 
beiden anderen Punkte gehen­
den Kreises vorstellt; bei der 
Tafel der Abb.150 ist an­
genommen, daB der Mittel­
punkt des Ablesekreises mit 
den Punkten der einen Punkt­
skala zusammenfallt. 

Eine besonders einfache 
Form einer derartigen Tafel 
ergibt sich, wenn die Trager 
der beiden Punktskalen ge­
radlinig sind, und wenn die 

Abb.150. 

eine Kurvenskala eine Schar von Geraden parallel zu dem einen 
Skalentrager ist. Sind die Trager der beiden Punktskalen 
zwei zueinander senkrechte Gerade, und betrachtet man diese 
als die Achsen eines Koordinatensystems, so sind die Skalen 
festgelegt durch zwei Gleichungspaare von der Form 

1] =0 l 
~ = !Pl (Xl) j . 

. (1) und . • (2) 

Die Gleichungen der beiden Kurvenskalen sind dann z. B. von 
der Form 

~=!P3(xa) . _ (3) und Il=fi~,x4)"'" (4) 

1st der Mittelpunkt des Ablesekreises durch die Punkte del' 
xl-Skala bestimmt, so hat der Kreis eine Gleichung von der Form 

{~--!Pl (xll}'.! + 17 2 - ,/,'! = O. . . . . . (5) 

Damit dieser Kreis durch den den Gleichungen (2) entsprechen­
den Punkt gebt, muB die Gleichung bestehen 

!Pl'.! (Xl) + !P22 (X2) - ,/,.J = 0 . . . . . . (6) 

SoU der Kreis au13erdem durch den Schnittpunkt der durch 
die Gleichungen (3) und (4) bestimmten Kurven gehen, so mull 
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die durch Elimination von e und fJ aus den Gleichungen (3), 
(4) und (5) sich ergebende Gleichung gelten 

{IPa(xs) - IPl (Xl)}2 + f2 (IPa (xa), x4) - r9 = 0 0 • (7) 

Eliminiert man aus den Gleichungen (6) und (7) den Para­
meter r, so erh8.lt man die Gleichung 

IP29 (XIl) - IPa 2 (Xa) - f' (IPa (Xa) , X4) + 2 IPI (Xl) IPs (Xa) = 0 0 (8) 

Diese Form muB eine Gleichung haben, damit man sie in einer 
Tafel mit zwei geradlinigen, zueinander senkrechten Pnnkt­
skalen und zwei Kurvenskalen darstellen kann, von denen die 
eine eine Schar von Parallelen zur einen Punktskala isto 

Eine Tafel der angegebenen Art kommt zunachst nur fur 
den Fa.ll in Betracht, daB der Wert derjenigen Veranderlichen 
gegeben ist, durch die der Mittelpunkt des Ablesekreises be­
stimmt isto 

Besteht die nach x4 bezifferte Kurvenskala aus einer Schar 
von mittelpunktgleichen Kreisen um den Schnittpunkt der Trager­
geraden der beiden Punktskalen, so tritt an die Stelle der 
GIeichung (4) die folgende 

~+fJ2_IP/'(X,)=O. 0 0 0 0 •• (4') 

Die Gleichung (8) nimmt dann die Form an 

IP29 (X2) - IP4 \l (X,) + 2 IPl (Xl) IPs (Xs) = 0 0 • 0 (9) 
Beispiel. Der SchluBwert z eines wiihrend n Jahren bei einem 

ZinsfuB von pOfo angelegten Kapitals a laBt sich berechnen mit Hilfe 
der Gleichung 

Z=aqR, wo q= 1 + 1~0. 
Diese Gleichung kann man durch Logarithmieren auf die Form der 
Gleichung (9) bringen; sie lautet dann 

log z - log a - n log q = 0 

oder mit Riicksicht auf die Zeichnung 

n 
log z -log a - 2 20 10 log q = 0 . 

Bei der vorliegenden Gleichung sind demnach die beiden Punktskalen 
bestimmt durch die Gleichungspaare 

~=O 1 

'1 =~Iogz f· 
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Die beiden Kurvenskalen haben die Gleichungen 

~ = 10 log q uod ~ + 1)9 - log a = 0 . 

Die dieseo Gleichungen entsprechende Tafel ist in der Abb. 151 gezeichuet. 

:fo I j I I l I i 

n 

Bei der im vorstehen­
den besprochenen, in der 
Abb. 150 schematisch dar­
gestellten Tafelform wurde 
angenommen, daB der 
Mittelpunkt des Ablese­
kreises auf einer der beiden 
Punktskalen liegt; die Abb. 
152 zeigt die schematische 
Form einer Tafel mit eben­
falls zwei Punkt- nnd zwei 
Kurvenskalen, bei der aber 
der Mittelpnnkt M des 
Ablesekreises durch die 
Kurvenskalen bestimmt ist. 

',"l 

~()OOO a.. ,.~ - ~ 
.. 

I 

5Qo 

- 1 
.so 

CI q 
-107. 

~ 
I 

I 
I 
I 
I 
'0 1---- ------- -- -+~ 
o 

Abb. 151. 

Abb.152. 

/ 
x, 
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Eine einfache Form einer solchen Tafel erhalt man, wenn die 
Trager der beiden Punktskalen Gerade sind, und wenn die 
beiden Kurvenskalen zwei Scharen von Parallelen zu den beiden 
Skalentragern sind. Stehen die beiden Skalentrager senkrecht 
zueinander, EO kann man sie als die Achsen eines Koordinaten­
systems ansehen; die Skalen sind dann bestimmt durch die 
Gleichungen 

bzw. 

t]=O l ') 
1:_ ()}.. (10 
'" - CPl Xl J 

~=O ) 
17=CPg(Xg)J • 

(11) 

I: ') d () () ., = CPs(xs un 1] = cP, xl. .••. 12 

SolI der Mittelpunkt des Ablesekreises in den Schnitt der 
Kurven (12) fallen, so hat der Kreis die Gleichung 

{~- CPs (XS)}2 + {1] -cp,(X4)}2 - r2 = 0 . . • (13) 

Damit dieser Kreis durch je zwei durch die Gleichungen (10) 
und (11) bestimmte Punkte geht, mussen die Gleichungen geIten 

{CPl (Xl) - CPs (XS)}2 + CP4 2 (X4) - r2 = 0 
und 

CPS2 (xs) + {CP2(X',l) - CP4(X4)}2 _r2 = O. 

Die Elimination des Parameters r aus diesen Gleichungen ergibt 
fiir diejenige Gleichungsform. die sich in einer Tafel der an­
gegebenen Art darstellen HiBt, die folgende 

CPl2 (Xl) - I{!'J 2(X2) - 2 CPl (Xl) CPs (xs) + 2 cP',! (x2) 1{!4 (x4) = O. (14) 

Bei den Tafeln mit einem Kreis als Ablesekurve rechnet 
man mit Hilfe des Stechzirkels. 

§ 3. Zweiteilige Tafeln fir Gleicbungen mit vier Veriinderlicben. 

Eine andere Tafelform fur Gleichungen mit vier Verander­
lichen Xl bis x4 als die in den beiden vorhergehenden Para­
graphen behandelte ist in schematischer Darstellung in der 
Abb. 153 enthalten; die Tafel besteht aus zwei Teilen, von 
denen der eine eine Tafel mit Kurvenskalen fiir eine Gleichung 
zwischen den Veranderlichen Xl' X 2 und einer HilfsgroBe Xl, 2' 
der andere eine Tafel mit Punktskalen fur eine Gleichung 
zwischen den Veranderlichen XI,g, Xs und xl. vorstellt. Eine 
derartige Tafel hat die Eigenschaft, daB zu jedem Punkt Pl 

des ersten Tafelteils ein Punkt P'J auf dem Skalentrager der 
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Hilfsgr03e Xl ,2 gehort; durch P l und jede durch Pg gehende 
Ablesekurve des zweiten Tafelteils sind zusammengehorige, eine 

Ix.,· r 
!:,~'-~~---I~----l 

\
--------

\ 
\ 

Abb.153. 

bestimmte Gleichung befriedigende Werte der vier Verander­
lichen Xl bis x4 bestimmt. 

Damit eine Gleichung zwischen den vier Veranderlichen xl' 
x2 ' X3 und X 4 in einer Tafel der angegebenen Art dargestellt 
werden kann, muG sie von der Form sein 

F(cp (Xl' x2), XS' Xl) = 0. . . . (1) 

Setzt man in dieser Gleichung 

cp (Xl' x2) = Xl, 2' • • • • • • • • (2) 

womit die Gleichung iibergeht in 

F(Xl ,2'XS'X4)=O, ....... (3) 

so sind durch die Gleichungen (2) und (3) die beiden Tafelteile 
bestimmt. Wahrend die Darstellung der Gleichung (2) in einer 
Tafel mit Kurvenskalen auf jeden Fall moglich ist, erfordert 
die Darstellung der Gleichung (3) in einer Tafel mit Punkt­
skalen je nach der Gestalt der Ablesekurve eine bestimmte 
Form fiir die Gleichung. 

Beispiel. Der Schlu/3wert z eines wahrend n Jahren bei einem 
ZinsfuB von pOfo auf Zinseszins angelegten Kapitals a kann berechnet 
werden auf Grund der Gleichung 

z=aqn, wo q -l--L-~ 
- I IOU' 
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Logarithmiert man diese Gleiohung, so kann man sie folgenderma13en 
sohreiben 

log a + n log q -log z = 0 . 

Setzt man in dieser Gleichung 

nlogq=y, 
so geht sie iiber in 

log a + y - log z = 0 . 

Die letztere Gleichung kann man in einer Tafel mit Punktskalen und 
geradliniger Ablesekurve darstellen, bei der die Skalentrager drei parallele 
Gerade sind; dabei sind die drei Skalen bestimmt durch die drei 
Gleichungspaare 

~=+l } 
1] =loga 

~=-l} ~=O l 
1] = y 1] = } log z 1" 

Abb.I54. 
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Betrachtet man in der GIeichung 

nlogq=y, 

log q und y als laufende Koordinaten, so kann man sie in einer Tafel 
mit einem nach n bezifferlen Strahlenbiischel darstellen. Die auf Grund 
dieser tJberlegungen sich ergebende zweit6ilige Tafel iet in der Abb. 154 
enthalten, bei der fiir den einen Tafelteil ein rechtwinkliges Koordinaten­
system mit dem Ursprung 01 und bei dem anderen Tafelt6il ein schief­
winkliges Koordinatensystem mit dem Ursprung O2 benutzt wurde. Bei 
dem Kurvenskalen enthaltenden Tafelteil wurden fur die Abszissen und 
Ordinaten verschiedene MaBstabe gewahlt. 

§ 4. EinteiUge Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve fiir 
Gleichungen mit flinf und sechs Verii.nderlichen. 

Die Form einer beide Arten von Skalen enthaltenden Tafel 
fUr eine Gleichung zwischen den funf Veranderlichen Xl bis x~ 
zeigt inschematischer 
Darstellung die Abb. 
155; die Tafel be­
steht aus einer z. B. 
nach xI) bezifferten 
Punktskala und aus 
zwei Gruppen von je 
zwei Kurvenskalen. 
Der Grundgedanke 
einer solchen Tafel 
besteht darin, daB 
durch je zwei Punkte 
P l und P2 der beiden 
Gruppen von Kurven-

Abb.155. 

skalen die Lage der Ablesegeraden und damit ein Punkt Pa 
der Punktskala bestimmt ist; die Werte der zu den Punkten PI 
und P'J gehorigen, nach Xl und x'J bzw. xa und x4 bezifferten 
Kurven und, der dem Punkt Ps entsprechende Wert von x~ be­
friedigen eine bestimmte zwischen den funf Veranderlichen be­
stehende Gleichung. 

Eine einfache Form einer derartigen Tafel ergibt sich, wenn 
der Trager der Punktskala eine Gerade ist, und wenn z. B. die 
nach Xl und Xs bezifferten Kurvenskalen Gerade parallel zu 
dem Skalentrager sind. Betrachtet man bei einer solchen Tafel 
den geradlinigen Skalentrager als Ordinatenachse eines Koordi­
natensystems, so haben die funf Skalen die Gleichungen 

~=O } 
() .... . . . . . (1) 

'fJ = CfJ5 x~ 
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~=-<Pl(XI) . 

1]=fl(~' x2 ) • 

(2) 

(3) 

~ = <Ps(xs) . 

1] = f2(~' x4) 

(4) 

(5) 

Eine geradlinige Ablesekurve hat eine Gleichung von der Form 

1]=m~+q ......... (6) 

Die Bedingungsgleichungen dafiir, daB diese Gerade durch den 
Punkt mit den Koordinaten (0, <Po (x5 ) und durch die Schnitt­
punkte der Kurven (2) und (3) bzw. (4) und (5) geht, sind 

'P5 (xr,) q, 

fl - (<PI (Xl)' X2) = - m'PI(xI) + q, 

f2(<ps(xs), x4) =m'Ps(xs) +q. 

Eliminiert man aus dies en drei Gleichungen die zwei Para­
meter m und q, so ergibt sich die Gleichung 

oder 

fl (-''PI (Xl)' X2) - <Po (Xfj) __ - 'PI (Xl) 
t~(<P3(X3)' X4) -<Pr,(Xr,) - <Ps(Xa) 

fJ=-PI(X~~, x2 ) +[~i<e3JXS)' x4 ) _pr,(xo) _Th_(Xo)=O (7) 
<PI (Xl) <P3( XS) <PI (Xl) <P3 (xs) . 

Dies ist die Form, die eine Gleichung haben muB, damit 
sie in einer Tafel dargestellt werden kann, bei der die fiinf 
Skalen durch die Gleichungen (1) bis (5) bestimmt sind. 

Beispiel. Die Gleichung 

oder 

kann man durch Logarithmieren auf die Form der Gleichung (7) bringen; 
sie lautet dann 

log x+log y log z log z _ 0 -- --- ---~-- -- . 
n m n m 

Ein Vergleich mit der Gleichung (7) zeigt, daB bei der vorJiegenden 
Gleichung den fiinf Skalen die Gleichungen zukommen 

';=-n 
'} =logx 

';=0 } 
'7=log z 

';-_m 
'7 =logy 
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Mit diesen Gleiohungen ergibt sioh die in der Abb. 156 gezeiohnete 
Tafel, bei der fur die Abszissen und Ordinaten versohiedene MaBstabe ge­
wahlt wurden; die in der Abbildung angegebene Ablesegerade bezieht 
sioh auf die Werte x = 4, Y = 6, m = 5, n = 3 und damit z = 4,7. 
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Einteilige, also nicht aus mehreren Einzeltafeln zusammen­
gesetzte Tafeln lassen sich auch noch bei sechs Veranderlichen 
fUr bestimmte Gleichungsformen herstellen. Die schematische 
Form einer solchen Tafel zeigt die Abb.157, bei der zusammen-

Abb.157. 

gehOrige, eine bestimmte Gleichung befriedigende Werte der 
Veranderlichen durch drei auf derselben Ablesekurve liegende 
Punkte PI' P2 und Pa bestimmt sind. 
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§ o. Zweiteilige Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve 
fiir Gleichungen mit fiinf und sechs Veriinderlichen. 

Damit eine Gleichung zwischen den fiinf Veranderlichen Xl 
bis X6 in einer zweiteiligen Tafel mit geradliniger Ablesekurve 
dargestellt werden kann, mull sie die Form haben 

F(rp (Xl' X\l)' xS' x4 ' xo) = 0 
Setzt man in dieser Gleichung 

so geht sie iiber in 

(1) 

(2) 

F(Xl 2' XS ' Xp Xi») = 0 . . . . . . . (3) 

Durch die beiden Gleichungen (2) und (3) sind zwei Tafeln 
bestimmt, die mit Hilfe einer beiden gemeinsamen, nach der 
Hilfsgrolle Wl ,2 bezifferten Skala zu einer Tafel der Gleichung (1) 
verbunden sind. Die Gleichung (3) erfordert eine aus zwei 
Punkt- und zwei Kurvenskalen bestehende Tafel; die Glei­
chung (2) kann je nach ihrer Form in einer Tafel mit drei 
Punkt- oder drei Kurvenskalen dargestellt werden. Die beiden 
so sich ergebenden Formen einer Tafel der Gleichung (1) sind 
in den Abb.158 und 159 schematisch dargestellt. 

x, x. ..:z:~a' Is 

I j \ I 
f 1------ ---- ----- \ 

\ 
Abb.158. 

Um eine Gleichung zwischen den sechs Veranderlichen Xl bis 
Xo in einer zweiteiIigen Tafel mit geradliniger Ablesekurve dar­
stell en zu konnen, mull sie sich entweder auf die Form 

F(rp(Xl' x2 ' xs), x4 • x5 ' x6 )=O ..... (4) 

oder die Form 



Zweiteilige Tafeln fiir Gleichungen mit fiinf u. sechs Veriinderliohen. 191 

iiberfiihren lassen. An Stelle der Gleichung (4) kann man die 
beiden Gleichungen setzen 

({J(xl • X2 , xS)=Xl ,2,S 

und 

Abb.159. 

Durch jede dieser beiden Gleichungen ist eine Tafel mit zwei 
Punkt- und zwei Kurvenskalen bestimmt; beide Tafeln sind 
durch die ihnen gemeinsame, nach der HilfsgroBe Xl 9 3 be­
zifferlen Skala zu einer Tafel der Gleichung (4) verbUnden. 
Die schematische Form einer Bolchen Tafel zeigt die Ahh.160. 

Abb.160. 

Fiihrt man in der Gleichung (5) fiir ({J (Xl' X2) eine Hilfs­
groBe XI ,2 ein, so treten an ihre Stelle die zwei Gleichungen 

({J (Xl' X2) = Xl 2 • 
und 
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Die erste dieser beiden Gleichungen kann entweder in einer 
Tafel mit drei Kurven- oder in einer solchen mit drei Punkt-

Abb.161. 

skalen dargestellt werden; die zweite Gleichung erfordert eine 
Tafel mit einer Punktskala und zwei Gruppen von je zwei 

Abb.162. 

Kurvenskalen. Die beiden in der angegebenen Weise moglichen 
Tafelformen fur die Gleichung (5) sind in den Abb. 161 
und 162 in schematischer Darstellung angegeben. 

§ 6. Dreiteilige Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve fur 
Gleichungen mit fiinf und sechs Veranderlichen. 

Eine Gleichung zwischen den funf Veranderlichen Xl bis xa 
HiBt sich in einer dreiteiligen Tafel darstellen, wenn sie die Form hat 

F (q\ (Xl' x2 ), 9?2 (X3 ' x4 ), X5) = 0 • . . . . (1) 
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Fiihrt man in diesel' Gleichung fiir die heiden Funktionen 
97l(Xl ,X2) und 972(XS'X4) die Hilfsgl'oBen X1,2 und Xs 4 ein, so 
treten an die Stelle der oinen Gleichung die drei Gleichungen 

und 

971 (xl' x2 ) = Xl, 2' 

972 (Xa' X4,) = X3 , 4 • 

(2) 
(3) 

F(Xl ,2,Xa,4'X5)=O. (5) 

Durch diese drei Gleichungen sind drei Tafeln bestimmt; zeichnet 
man diese mit den gemeinsamen, nach Xl • 2 bzw. xa•4 bezifferten 
Skalen aneinander, so ergibt sich eine Tafel fiir die Gleichung (1). 

Abb.163. 

Die Abb. 163 zeigt die schematische Form einer sol chen Tafel, 
bei der die den Gleichungen (2) und (3) entsprechenden Tafel· 
teile je drei Kurvenskalen enthalten; der dritte Tafelteil steUt 
eine Tafel mit Punktskalen der Gleichung (5) vor. 

Die Darstellung einer Gleichung zwischen den sechs Ver­
anderlichen Xl bis X6 in einer Tafel mit drei Teilen setzt 
voraus, daB die Gleichung die Form hat 

F(97l(Xl , x2 ), 972 (Xa , x4 ), XI)' Xs)=O . ••.. (6) 

Setzt man an die Stelle von 971 (Xl' X2) und 972 (XS' X4) zwei 
weitere Veranderliohe Xl 2 und xa 4' so erhalt man statt der 
einen Gleichung die drei Gleichungen 

971(Xl' X2)=X1• 2 

97'.!(Xa, X4)=XS 4 

F (Xl 2' Xa 4' XI;' X6 ) = O. 
We r k m e is t e r. Rechentafeln. 13 
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Die letzte dieser drei Gleichungen erfordert eine Tafel mit 
zwei - mit Riicksicht auf die beiden anderen Gleichungen -
nach Xl, II und xs, 4 bezifferten Punktskalen und zwei nach x~ 

Abb.164. 

und X6 bezifferten Kurvenskalen. Die beiden ersten Gleichungen 
kann man je nach ihrer Form in Tafeln mit Punkt- oder 
Kurvenskalen darstellen. Die Form einer solchen dreiteiligen 
Tafel zeigt in schematischer Darstellung die Abb. 164. 
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