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Yorwort.

Seit der ,Anleitung zum Entwerfen graphischer Tafeln*
(Berlin 1877) von Ch. A. Vogler sind in deutscher Sprache
iber den in der vorliegenden Arbeit behandelten Zweig der
angewandten Mathematik nur zwei groBlere Abhandlungen er-
schienen; die eine von R. Mehmke in der Encyklopidie der
mathematischen Wissenschaften, und die andere — , Uber die
Nomographie von M. d’Ocagne“ (Leipzig 1900) — von F. Schil-
ling. Da seit dem Krscheinen des zuerst angefiihrten Werkes
eine Reihe von neuen Tafelformen angegeben wurden, die Ab-
handlung von R. Mehmke — dem Charakter der genannten
Encyklopédie entsprechend — in der Hauptsache einen Uber-
blick gibt, und die an letzter Stelle angefiihrte Arbeit — wie
auch auf ihrem Titel angefithrt ist — nur eine Einfiihrung vor-
stellt, so diirfte heute eine das Entwerfen von graphischen
Tafeln behandelnde Arbeit eine gewisse Berechtigung haben.

Die vorliegende Arbeit verfolgt zunichst praktische Ge-
sichtspunkte und mdochte insbesondere dazu beitragen, daB die
graphische Tafel immer noch mehr Verwendung im praktischen
Rechnen findet; es wurde deshalb auf eine weitere Behandlung
der vielfach auftretenden theoretischen Probleme absichtlich ver-
zichtet.

Die Sdtze und Verfahren der analytischen Geometrie wer-
den als bekannt vorausgesetzt; doch wurden dem angegebenen
Zweck entsprechend die Entwicklungen insofern elementar ge-
halten, als nur von Cartesischen Koordinaten Gebrauch ge-
macht wird!). An einigen Stellen wurden Determinanten ver-
wendet,.

) M. dOcagne (vgl. die im Literaturverzeichnis angegebenen Werke)
verwendet auller Cartesischen Koordinaten auch Linienkoordinaten; eben-
falls nur Cartesische Koordinaten benutzt I. Mandl (Graphische Darstel-
lung von mathematischen Formeln. Allgemeine Bauzeitung 1902).



v Vorwort.

In Bezug auf die Bezeichnung und Einteilung der verschie-
denen Tafelformen wurde von dem sonst Ublichen abgewichen.
So erscheint an Stelle von Nomogramm, Diagramm, Graphikon
usw. ausschlieBlich die Bezeichnung graphische Tafel. Hinsicht-
lich der Form wurden die Tafeln in drei Gruppen eingeteilt,
die als Tafeln mit Kurvenskalen, Tafeln mit Punktskalen und
Tafeln mit Kurven- und Punktskalen bezeichnet wurden. Be-
zeichnungen wie Cartesische Tafel, Schichtentafel, Schichten-
netz, Isoplethentafel, kollineare Tafel, Tafel mit Punktisoplethen,
hexagonale Tafel usw. wurden nicht verwendet; es ist auf sie
in den Anmerkungen gelegentlich hingewiesen.

Die behandelten Tafelformen sind bis zu einem gewissen
Grad willkiirlich gewdhlt; jedenfalls sind noch zahlreiche andere
Formen denkbar. Es ist ausgeschlossen, jede sich bietende
Moglichkeit weiter zu verfolgen; manches muBte deshalb ent-
weder ganz weggelassen werden oder konnte nur angedeutet
werden.

Die beigefiigten Beispiele sind in der Hauptsache einfacher
Art; es wurden absichtlich nur solche Beispiele gewihlt, zu
deren Verstindnis keine besonderen fachtechnischen Kenntnisse
erforderlich sind. Die auf die Beispiele sich beziehenden Ab-
bildungen sollen keine fertigen, fiir das praktische Rechnen be-
stimmte Tafeln vorstellen; bei den auftretenden Skalen wurden
deshalb nur wenige Zwischenelemente angegeben.

Die in den Anmerkungen gegebenen geschichtlichen Zu-
sitze stitzen sich auf die bereits angefilhrte Abhandlung von
R.Mehmke bezw.derenfranzisische BearbeitungvonM.d’Ocagne,

Im August 1923.
P. Werkmeister.
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Einleitung.

Hat man bei einer Funktion von verénderlichen GroBen
ofters fiir gegebene Werte der Veréinderlichen den zugehdrigen
Funktionswert zu berechnen, so empfiehlt sich die Anfertigung
einer Rechentafel, in die man mit den gegebenen Werten
der Veranderlichen eingeht, um an der dadurch bestimmten
Stelle der Tafel den entsprechenden Wert der Funktion abzu-
lesen. Man kann zwei Arten von Rechentafeln unterscheiden,
namlich numerische Tafeln oder Zahlentafeln und gra-
phische Tafeln oder Skalentafeln.

Eine graphische Tafel') entsteht dadurch, dal man fir die
Funktion und die Verdnderlichen je eine Reihe entsprechend
bezifferter Elemente oder eine Skala derart zeichnet, daB fiir
bestimmte, nach gegebenen Werten der Verédnderlichen bezifferte
Elemente auf Grund einer bekannten geometrischen Beziehung
an der Skala fiir die Funktion deren zugehoriger Wert abgelesen
werden kann. Die fiir Skalen in Betracht kommenden geo-
metrischen Elemente sind der Punkt und die Kurve, so dafl
man von Punktskalen und von Kurvenskalen sprecheén
kann; man kann daher die graphischen Tafeln einteilen in
Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit Punkt-
skalen, in Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln
mit Kurvenskalen und in Tafeln mit Punkt- und
Kurvenskalen?).

Im Vergleich mit den numerischen Tafeln zeigen die graphi-
schen Tafeln verschiedene Vorteile; diese bestehen insbeson-
dere in der Einfachheit und der Schnelligkeit beim Ermitteln
der gesuchten Werte und in der Moglichkeit der Verwendung
auch bei Funktionen von mehr als zwei Verdnderlichen.

Die mit einer graphischen Tafel erreichbare Genauigkeit
ist zunichst eine beschrinkte; es ist aber bei manchen Tafelformen
moglich, die Genauigkeit beliebig zu steigern. Bei vielen Aufgaben-
reicht die Genauigkeit einer graphischen Tafel vollstindig aus.

1) An Stelle der frither im Franzdsischen iiblichen Bezeichnungen
ytable (tableau) graphique“ (L. Lalanne und A Favaro) und ,abaque®
(M. d’Ocagne) wird heute in Frankreich und vielfach auch in Deutsch-
land die von F.Schilling vorgeschlagene und von M.d’Ocagne iiber-
nommene Bezeichnung ,Nomogramm“ benutzt. Den auf das Entwerfen
von graphischen Tafeln sich beziehenden Zweig der angewandten Mathe-
matik heiBt M. d’Ocagne Nomographie.

?) Die bezifferten oder ,kotierten“ Elemente werden auch als ,Iso-
plethen“ bezeichnet (Ch. A. Vogler); man hat dann zu unterscheiden
zwischen Tafeln mit Kurvenisoplethen, Tafeln mit Punktisoplethen und
Tafeln mit Kurven- und Punktisoplethen.

Werkmeister, Rechentafeln. 1



Erster Abschnitt.

Tafeln fir Funktionen von einer Verinderlichen
oder fiir Gleichungen mit zwei Veriinderlichen.

I. Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln mit
Kurvenskalen.

§ 1. Einfachstes Verfahren zur Herstellung einer Tafel.
Die Funktion, fiir die eine Tafel entworfen werden soll, sei

Eine Tafel dieser Funktion entsteht dadurch, daf man z und y
als rechtwinklige Koordinaten') eines Punktes betrachtet, und

die durch die Gleichung (1)
H.fﬁx‘ bestimmte Kurve zeichnet;

| jedem Punkt der Kurve ent-
Py spricht dann ein im Sinne der
) Gleichung (1) zusammenge-

hériges Wertepaar (z, y). Um
zu einem gegebenen Wert x,
der Veranderlichen den zu-
N | gehorigen Funktionswert y,
zu ermittelten, sucht man
den zur Abszisse z; gehdrigen
Punkt P; (Abb. 1) der Kurve
cl L auf und liest dessen Ordinate
r— " Yy, ab. Zum bequemen Auf-
Abb. 1. suchen des Punktes P; und
zur Erleichterung beim Ab-

lesen von y, versieht man die Tafel je mit einer Schar von —
nach x bzw. y bezifferten — Parallelen zu den Koordinatenachsen.
Um die durch die gegebene Funktion bestimmte Kurve aufzeich-

AN

) M. d’Ocagne bezeichnet diese Tafelart mit Riicksicht auf die
rechtwinkligen oder Cartesischen Koordinaten als ,abaques (nomo-
grammes) cartésiens‘.



Allgemeines Verfahren zur Herstellung einer Tafel. 3

nen zu konnen, mufl man sie ,punktweise berechnen®, d. h.
man muf fiir eine Reihe von runden Werten der Verdnderlichen
die entsprechenden Werte der Funktion berechnen.

Die MaBeinheit mufl fiir die Abszissen und die Ordinaten
nicht dieselbe sein; es gibt sogar Fille, in denen man zweck-
méaBigerweise verschiedene MaBstibe wihlt.

Beispiel. Soll eine graphische Quadrattafel hergestellt werden,

so lautet die Funktion y —a® Fiir das Aufzeichnen der Kurve hat
man folgende Wertepaare fiir « und y:

z=1_10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y=10 1 4 9 16 | 25 | 36 49 64 81 | 100
Mit Riicksicht auf die mit » y-x*
immer grofer werdenden Unter-
schiede zwischen je zwei zusammen- 00

gehorigen Werten von « und y be-
nutzt man verschiedene MaBstibe
fir sie; wahlt man z. B, fiir 2z
einen zehnmal groferen Malstab
als fiir y, so erhdlt man die Tafel
der Abb. 2.

Der Abstand der Parallelen
zu den Koordinatenachsen rich-
tet sich nach der jeweiligen
MaBeinheit und ist mit dieser -
von der Genauigkeit abhingig,
die mit der Tafel erreicht
werden soll. Um die Uber- Abb. 9.
sichtlichkeit der Tafel zu er-
hohen, hebt man einzelne der Parallelen durch Anwendung
einer anderen Strichart oder einer anderen Farbe hervor.

Yy 0

|
I
I
1
|
|

14 5 70
E4

§ 2. Allgemeines Verfahren zur Herstellung einer Tafel.

In allgemeiner Weise gelangt man zu einer Tafel mit be-
zifferten Kurven fiir eine Funktion von einer Verinderlichen
dadurch, dafi man sich die Gleichung

y=rf@. ... . ... .. @1

entstanden denkt durch Elimination der veridnderlichen Gréfen
& und #» aus den drei Gleichungen

i, pe)=0 . . . ... .. (2
fLE ny)=0 . . ... ... (8

1*



4  Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln mit Kurvenskalen.

Betrachtet man die Verdnderlichen & und # als laufende
Koordinaten, so entspricht der Gleichung (4) eine Kurve, und
den beiden Gleichungen (2) und (3) — infolge der Verinder-

lichkeit von x und y — je eine nach x bzw. y bezifferte
Kurvenschar (Abb. 3).
Wenn — wie angenommen — die drei Gleichungen (2), (3)

und (4) so beschaffen sind, daB man aus ihnen durch Elimi-
nation von & und # die Gleichung (1) erhilt, so gehdrt zu jedem
Punkt P, der durch die Gleichung (4) bestimmten Kurve ein
Kurvenpaar der beiden Kurven-

S scharen, dessen Werte x; und y,
R die Gleichung (1) befriedigen.
N Von den drei Gleichungen
(2), (3) und (4) konnen zwei
beliebig angenommen werden;
die dritte Gleichung ist dann
durch sie und die gegebene Glei-
chung (1) bestimmt. Die beiden
beliebig anzunehmenden Glei-
chungen wird man zunéchst mit
Riicksicht auf die Herstellung
der Tafel so wihlen, daB alle
vorkommenden Kurven sich in
einfacher Weise — mit Lineal
oder Zirkel — zeichnen lassen.
Das Nichstliegende ist, die bei-
den Gleichungen so zu wihlen
daB alle Kurven gerade Linien
sind; man erreicht dies, wenn

Abb. 3. man fiir die Gleichungen (2) und
(8) setzt
=fl®). .. @) wd g=y......(3)
Fiir die Gleichung (4) ergibt sich dann unter Beachtung der
gegebenen Funktion :
die Gleichung
: =& . . ... .. ... (4
Den beiden Gleichungen (2') und (3’) entspricht je eine Schar
von — nach x bzw. y bezifferten — Parallelen zu den Koordi-

natenachsen; die Gleichung (4’) ist die der ersten Mediane. Bei
der Zeichnung der durch die Gleichung (2’) bestimmten Paral-
lelen zur Ordinatenachse hat man zu beachten, dal im allge-



Allgemeines Verfahren zur Herstellung einer Tafel. 5

meinen bei gleichen Unterschieden der x-Werte der Abstand
der Parallelen mit x# sich #ndert; man erhilt die Parallelen
nach Berechnung der zu den entsprechenden Werten von x
gehorigen Werte von y mit Hilfe der durch die Gleichung (4)
bestimmten Geraden.

Die MafBeinheit fiir die Abszissen und die Ordinaten muf}
nicht dieselbe sein; es gibt auch hier Fille, bei denen ver-
schiedene MafBeinheiten erwiinscht sind. Bei nicht gleichen
MaBeinheiten treten an die Stelle der Gleichungen (2'), (3')
und (4') die folgenden

1
f=upf(x), n=y und 77:—/;-5,

wo u einen passend gewihlten Faktor vorstellt. Die beiden
ersten Gleichungen lassen sich wieder darstellen durch zwei
Scharen von Parallelen zu den Koordinatenachsen; der dritten
Gleichung entspricht eine Ursprungsgerade, fiir welche die

. . N
trigonometrische Tangente ihres Richtungswinkels gleich — ist
122

&

Abb. 4.

Beispiel. Die Funktion, fiir die eine Tafel hergestellt werden

soll, sei
3
y=Ve.

Zusammengehérige Werte von z und y sind die folgenden:
z=|0] 10 20 30 40 | 50 60 70 80 90 100 l
y==|0] 215 2,71 3,11 3,42 | 3,68 | 3,91 4,12 4,31 4,48 | 4,64 |

Wihlt man den MaBstab fiir die Abszissen z. B. w=3mal groBer als
den fiir die Ordinaten, so ergibt sich die Tafel der Abb. 4.

Die MafBeinheit fiir die Abszissen mufl nicht fiir die ganze
Ausdehnung der Achse dieselbe sein; manchmal kann es sogar
mit Riicksicht auf die Genauigkeit der Ablesung bei immer
kleiner werdenden Abstinden der Parallelen von Vorteil sein,
wenn man von einer bestimmten Stelle ab einen Wechsel bei




6 Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit Punktskalen.

der MaBeinheit eintreten 148t. In der Tafel duBlert sich eine
Anderung des AbszissenmaBstabes darin, dafl an Stelle der
Ursprungsgeraden eine gebrochene, aus geraden Stiicken be-
stehende Linie tritt.

Beispiel. Ist eine graphische Sinustafel zu zeichnen, so handelt
es sich um die Funktion y =sinw.

Zusammengehorige Werte von z und y sind:

z=}0] 10 20 30 40 50 60 70 80 90°
y=|0] 017 0,34 0,50 0,64 | 0,77 0,87 0,94 0,98 1

Wahlt man von =09 bis 2 =400 fiir die Abszissen denselben Mafstab
wie fiirr die Ordinaten, so erhilt man mit u=1 die erste Mediane; laBt
man sodann in der nach
y=sin x x =400 bezifferten Parallelen
einen Wechsel im MaBstab
der Abszissen eintreten, indem
] man z. B. 4 =2 wihlt, so
geht die Mediane in eine Ge-
rade iiber, fiur welche die tri-
gonometrische Tangente ihres
Richtungswinkels gleich { ist.
Diegen Zahlen entspricht die
Tafel der Abb. 5.

Tritt an die Stelle der
Gleichung (1) die Gleichung
@ (y)=f(z),
so andert sich an dem im

- vorstehenden ~ Gesagten
Abb. 5. nichts.

[
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II. Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit
Punktskalen.

§ 1. Grundgedanken bei der Herstellung einer Tafel.

Die in den Abb. 1 bis 5 dargestellten Tafeln zeigen, dal
man von den beiden Kurvenscharen eigentlich nur die Schnitt-
punkte der Kurven mit der einen Kurve braucht; zeichnet man
nur diese, so treten an die Stelle der bezifferten Kurven
bezifferte Punkte; die Tafeln bestehen dann aus zwei, lings
einer Kurve aneinander gelegten Punktskalen, die an den
beiden Seiten der Kurve angegeben werden konnen'). Als
Triger fiir die beiden Punktskalen verwendet man im einfach-

1) Tafeln dieser Art bezeichnet M. d’Ocagne als ,abaques (nomo-
grammes) & échelles accolées” und nach ihm F. Schilling als ,Rechen-
tafeln mit vereinigten Skalen®.
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sten Fall eine Gerade. Die eine der beiden Skalen darf be-
liebig angenommen werden; die andere Skala erhélt man dann
durch punktweise Berechnung. Die beliebig anzunehmende
Skala fithrt man mit Riicksicht auf die dadurch entstehende
Bequemlichkeit beim Aufzeichnen und beim Gebrauch der Tafel
als gleichméBige oder gewdhnliche Skala aus.

Fiir die punktweise Berechnung der Funktion einer Ver-
dnderlichen

y==f(x)

kann man entweder die Werte der Funktion y fiir runde Werte
der Verdnderlichen z oder die Werte der Veranderlichen z fiir
runde Funktionswerte y berechnen; die gleichmife Skala kommt
in jedem Falle derjenigen GréSe zu, deren Werte fiir runde
Werte der anderen berechnet wurden.

e* a
l’=2R =
L= 0 g 10m
[ " n . | R " I
AL = 0 S 70 km
b
L= 0 & om
1 L y . | L I
[ T T T T ‘ T T T T |
£ o g 10K

Abb. 6a und 6b.

Beispiel. Die Erdkriilmmung ¢ ist eine Funktion der Entfernung e,
und 188t sich fiir kleinere Entfernungen berechnen mit Hilfe der Nihe-
rungsformel

e‘Z
T 2R

Mit B =6370 km ergeben sich die beiden folgenden Gruppen zusammen-
gehoriger Werte von e und ¢:

e=0 1 2 3 4 | o 6 7 8 9 10 km
c=0 o1 03 07 1,3 | 20 2,8 38 50 64 7,9 m
e=0 1 2 3 | 4 | &5 6 17 8 9 10 m
e=0 36 50 62 | 71 | 80 87 94 10,1 10,7 11,3 km

Mit diesen Werten erhdlt man die beiden Tafeln der Abb. 6a und 6b,
die sich dadurch unterscheiden, daB die gleichmaBige Skala bei der ersten
nach ¢ und bei der zweiten nach e beziffert ist.

c (R Erdhalbmesser) .

Ist die mit einer Tafel beabsichtigte Genauigkeit groB, so
daB die punktweise Berechnung simtlicher Skalenpunkte sehr
umfangreich wiire, so legt man nur eine Anzahl Hauptpunkte
der ungleichméBigen Skala durch Rechnung fest; weitere Punkte
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lassen sich dann mit Hilfe eines auf Pauspapier gezeichneten
Diagramms bestimmen. Ein solches Diagramm erhilt man auf
Grund einer gleichméBigen Skala AB (Abb. 7), wenn man von
einem beliebigen Punkt O ihrer Mittelsenkrechten nach ihren
Teilpunkten die Strahlen zieht, die man fiir den Gebrauch

zweckméBigerweise in der in der Abbildung angedeuteten Weise
unterscheidet und beziffert. Sind von einer ungleichméBigen
Skala z. B. die mit 4; 4,5 und 5 bezifferten Punkte durch
Rechnung bestimmt, so erhdlt man die Punkte 4,1; 4,2; 4,3;

4,4; 4,6; ... dadurch, da man das Pausdiagramm in der in
der Abbildung 8 angegebenen Weise auf die Skala legt und die
Schnittpunkte des geraden Skalentrdgers mit den nach den ge-
suchten Teilpunkten bezifferten Strahlen durch Nadelstiche be-
zeichnet. Die Anwendung des Diagramms beruht auf dem Satze,
daB jedes kleinere Stiick einer geradlinigen beliebigen Skala
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niaherungsweise als Zentralprojektion einer geradlinigen gleich-
méBigen Skala angesehen werden kannt).

Die MaBeinheit der gleichméafligen Skala mufl nicht iiber
ihre ganze Ausdehnung dieselbe sein; es besteht deshalb die
Mbglichkeit, die Ablesegenauigkeit an bestimmten Stellen einer
Tafel nach Belieben zu steigern.

Beispiel. Fir die durch die Gleichung
62

=5E (R=16370 km)

bestimmte Erdkriimmung ¢ soll eine Tafel entworfen werden, mit deren

Hilfe man fiir Entfernungen bis zu 2,5 km ¢ auf Zentimeter genau und
fiir Entfornungen von 2,5 bis 5 km auf Dezimeter genau bestimmen kann.

ez
2R

c

C =

€0 g1 g2 43 G+ g0 7 K zom

Abb. 9.

Die Hauptpunkte der Tafel ergeben sich — wenn man die ¢-Skala
als die gleichmiBige wihlt — aus den folgenden Wertepaaren:
e=01] 05 1 1,5 2 2,5 3 385 4 45 5 km
c=0 | 0,020 0,079 0,176 0,314 | 0,490 || 0,71 0,96 1,26 1,59 | 1,96 m

Die iibrigen in der Abb. 9 enthaltenen Teilpunkte wurden mittels des
Diagramms bestimmt.

Kommt in zwei verschiedenen Funktionen dieselbe Verinder-
liche vor und wéhlt man bei beiden Funktionen als gleichmiBige
Skala die nach der gemeinsamen Verinderlichen bezifferte, so
kann man — wenn dadurch ein Vorteil erreicht wird — die
beiden Tafeln mit der gleichbezifferten Skala aneinanderzeichnen.

stnoc-o 05
ll ] = T L ' L T T L I (I L T T 1 I T ' T a
ac= ¢ 70 2F J 40 5!0 }0 0 &0 9
L I I L ! | 1 { 1 t 1 | ' ] L
T T T T i T T 7 v
cosac-1 a5 3

Abb. 10.
Beispiel. Die beiden Funktionen seien
y=sine und y=—-cosac.

Wihlt man fiir beide Tafeln als gleichmiiBige Skala die nach « be-
zifferte, so ergibt sich die Abb. 10.

Beim Gebrauch einer Tafel mit zwei Punktskalen entlang
einer Kurve — im einfachsten Fall entlang einer Geraden —

1) Vgl. Mehmke, R.: Z.V.d.1. Bd. 33, S. 583.
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benutzt man fiir die beim FEingehen in die Tafel und beim
Ablesen in der Tafel nach Augenmafl auszufithrende Interpola-
tion zweckméaBigerweise einen spitzen Gegenstand z. B. in Form
einer Nadel. Zur Erhéhung der Ubersichtlichkeit einer Tafel
kann man die Striche der beiden Skalen in verschiedener Farbe
zeichnen, oder die eine Skala durch eine leichte Bemalung her-
vorheben, oder auch beide Skalen durch Bemalen mit verschie-
denen Farben unterscheiden.

§ 2. Lage und Form der Skalentriger.

Es ist nicht notwendig, daB die beiden Skalen einer Tafel
einen gemeinsamen Triger haben; zeichnet man die Skalen
getrennt, so kann man die Tafeln fiir mehrere Funktionen der-
selben Verdnderlichen in einer Zeichnung vereinigen. Lt man
als Skalentriger nur bequem zu zeichnende Linien (Gerade und
Kreis) zu, so kommen bei getrennten Skalen als Triger in Be-
tracht: parallele Gerade, mittelpunktgleiche Kreise und Gerade
durch denselben Punkt.

Bei parallelen Geraden als Skalentrigern benutzt man zur
Ablesung den Zirkel oder eine Gerade, die entweder senkrecht
zu den Skalentrigern liegt, oder durch einen festen Punkt geht,

1. Beispiel. Es sollen

o sina cosor @w el‘gw @ Tafeln fiir die Funktionen
05 g7 010 o000 O——0 ~390°

I 1. y=-sinq, Y ==cos a,
1 1 s1s - y=tgae und y=ctge
L4+ I _x__1 in einer Zeichnung ver-
1 T 1 gstos einigt werden.
691 wT% 6o Wihlt man . parallele

_ T T L Skalentriger, so ergibt sich
7 747 die Abb.11; bei dieser ist
- - angenommen, daf die zu
einem gegebenen Winkel
o1 Y 1 T gehérigen Funktionswerte
- mittels einer Senkrechten
T T - zu den Trigern bestimmt
. T T s - werden. Fine solche Senk-
T T e rechte kann man entweder
g- o9-——0 T1==7 =0 = ~%  mit Hilfe eines Fadens und
Abb. 11. der — wie in der Abb. 11 —
doppelt gezeichneten «-
Skala herstellen, oder man gibt sie als Gerade auf der Unterseite eines
aus durchsichtigem Stoff gefertigten Lineals an, das in Form einer Reifl-
schiene iiber die Zeichnung gefilhrt werden kann. Die Ablesungen bei
der Tafel der Abb. 11 kénnen in bequemer Weise auch mit Hilfe des
Stechzirkels vorgenommen werden.
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2. Beispiel. Es ist eine Tafel zu zeichnen, der man fiir einen ge-
gebenen Zentriwinkel die Linge des Bogens, der Sehne und der Bogen-
héhe im Kreis mit dem Halbmesser gleich eins entnehmen kann.

In der Abb.1? ist die ver- 9’
langte Tafel mit parallelen 1
Geraden als Skalentréigern dar-
gestellt. Die zu einem gegebe-
nen Winkel gehérigen Werte
sind mit Hilfe einer durch den
Punkt O gehenden Geraden zu
bestimmen, die man z.B. mit T
Hilfe eines in O befestigten o~
Fadens erhilt. 17}

Waihlt man mittelpunks-
gleiche Kreise als Skalen-
triiger, so liegen zusammen-
gehdrige Werte der in Be- Lo -
tracht kommenden Gréflen Abb. 12.
je auf einer Geraden durch
den gemeinsamen Mittelpunkt, die sich ebenfalls mit Hilfe eines
im Mittelpunkt befestigten Fadens herstellen 1aBt.

Benutzt man als Skalentrdger die Geraden eines Strahlen-
biischels, so werden an diese die Skalen so angetragen, daf
zusammengehdrige Punkte auf einem Kreis um den gemein-
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samen Schnittpunkt der Trigergeraden liegen. Beim Gebrauch
einer solchen Tafel benutzt man den Zirkel, von dem die eine
Spitze im Strahlenschnittpunkt feststeht, wihrend mit der an-
deren Spitze der gegebene. Wert der Verdnderlichen eingestellt
bzw. die gesuchten Funktionswerte abgelesen werden.

Beispiel. Die Abb. 13 enthilt Tafeln fiir die zu gegebenen Zentri-
winkeln gehorigen Bogen, Sehnen und Bogenhhen fiir den Kreis mit
dem Halbmesser eins.
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§ 3. Tafelformen bei sehr langen Skalen.

Die Liangen der Skalen einer Tafel sind von der mit der
Tafel zu erreichenden Genauigkeit abhingig; mit Riicksicht
hierauf ist es oft nicht mehr mdoglich, die Tafel zusammen-
hingend, an einem Stick — z. B. mit Benutzung einer Ge-
raden als Skalentriger -— darzustellen. Ist man gezwungen,
eine Tafel in einzelne Teile zu zerlegen, so ist das Néchstliegende,
daB man als Triger fiir die Skalen ein System von parallelen
Geraden wihlt'). Da die MaBeinheit fiir die gleichméiBige Skala
nicht fiir die ganze Tafel dieselbe sein muf}, so kann man sie
bei den einzelnen, durch Zerlegung entstandenen Teilen einer
Tafel derart wahlen, dafl die Genauigkeit bei der Ablesung an
der ungleichmiBigen Skala iiberall ungefihr dieselbe ist.

y =s5in o
Y= ar 92 23 a4 %5 o6 A4
a= g° 10 20 30 40
y = g7 238 %9
X= 45 S0 6o w0
A0
=4

cy 1‘96. i 0’19 7 J. 079 s I 0’?9 a4 j

L T T T T T l T T T T TTT Ill
a= » 15 40 %5 gp°

Abb. 14.

Beispiel. Fir die Funktion y=—sin « soll eine Tafel gezeichnet
werden, bei der man « und y an jeder Stelle ungefihr gleich genau ab-

lesen kann.
In der Abb. 14 ist eine der gestellten Anforderung entsprechende

Tafel gezeichnet; als gleichmafiige Skala wurde die nach y bezifferte
gewahlt.

Bei einer in einzelne Teile zerlegten Tafel kann man
durch eine entsprechende Anordnung das Zeichnen der gleich-
miBigen Skala umgehen, so daB der Triger nur eine, im all-
gemeinen ungleichmiBige Skala triigt; die Ubersichtlichkeit der
ganzen Tafel 146t sich dadurch wesentlich erhohen. Beachtet
man, dall fiir mehrere aufeinanderfolgende Werte der Verinder-
lichen die entsprechenden Funktionswerte z. B. in der ersten
Ziffer iibereinstimmen, und zerlegt man dementsprechend diese
Werte in zwei Gruppen von Ziffern, so kann man die Zerlegung

1) Vgl. z. B. Tichy, A.: Graphische Logarithmentafeln. Wien 1897
(Beilage zur Z.ost.Ing.-V.).
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der ganzen Tafel derart vornehmen, dafl die einzelnen Teile
der Tafel mit der ersten Zifferngruppe iibereinstimmen und
nach dieser beziffert sind; bei einer bestimmten Lage der Tafel-
teile und gleichmiBiger Funktionsskala kann dann die zweite
Zifferngruppe durch eine auBlerhalb der eigentlichen Tafel zu
zeichnende Hilfsskala in Verbindung mit z. B. einer beweglichen
Ablesegeraden dargestellt werden. Der Grundgedanke einer
solchen Anordnung der Tafel ist derselbe, der vielfach bei
numerischen Tafeln Verwendung findet, bei denen man zu einem
gegebenen Wert der Verinderlichen den zugehdrigen Funktions-
wert in zwei, an verschiedenen Stellen der Tafel zu entnehmen-
den Zifferngruppen erhélt, oder bei denen der zu einem ge-
gebenen Funktionswert gesuchte Wert der Veranderlichen einen
doppelten Eingang in die Tafel erfordert.

Zerlegt man die Funktionswerte in zwei Zifferngruppen,
von denen die erste Gruppe nur eine Ziffer enthélt, so zerfallt
die ungleichméBige Skala der Veranderlichen in z B. zehn Teile,
die der ersten Ziffer entsprechend mit den Zahlen 0, 1, 2,
..., 9 beziffert sind. Besteht die erste Zifferngruppe aus zwei
Ziffern, so zorfillt die Skala der Verénderlichen in z B. hundert
Teile, die den zwei Ziffern entsprechend mit den Zahlen von
0 bis 99 zu beziffern sind.

Bei der einfachsten Art einer in der angedeuteten Weise
entworfenen Tafel ist die ungleichméaBige, nach der Verinder-
lichen bezifferte Skala an z. B. zehn parallelen Geraden an-
getragen (Abb. 15); die Funktionsskala besteht entsprechend der
Zerlegung in zwei Zifferngruppen aus zwei Teilen, von denen
der eine Teil auf einer Senkrechten zu den Parallelen deren
Bezifferung trigt, der zweite Teil ist auf einer Parallelen zu
den zehn Parallelen als gleichméBige, nach der zweiten Ziffern-
gruppe bezifferte Skala angegeben.

In der Abb. 15 ist eine solche Tafel gezeichnet, der man
die Quadratwurzel der Zahlen 1 bis 100 entnehmen kann. Fir
den Gebrauch kann eine der beiden Teilskalen I und II be-
weglich angeordnet werden. Soll die Skala I beweglich ein-
gerichtet sein, so ist dies so auszufiihren, daB ihre Tragergerade,
mit deren Hilfe die Einstellungen bzw. Ablesungen gemacht
werden, senkrecht zu den Parallelen der Hauptskala bewegt
werden kann; man zeichnet zu diesem Zweck die Skala auf
der Unterseite eines durchsichtigen Lineals, das — wie in der
Abbildung angegeben —— reifischienenartig ausgebildet ist. Soll
die Skala II beweglich angeordnet werden, so kann man sie
an der Kante einer Reifischiene anbringen, damit sie so iber
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die Hauptskala gefiihrt werden kann, dall ihr Anfangspunkt
sich auf einer Senkrechten zu dieser bewegt. In bezug auf die
Bequemlichkeit bei der Ablesung verdient die zuerst angegebene
Anordnung mit beweglicher Skala I den Vorzug. Soll die Tafel
in der Weise benutzt werden, dal an den Skalen I und II
eingestellt und an der Hauptskala abgelesen wird, so zeichnet
man — wie dies in der Abb. 15 geschehen ist — die Skala II
zweimal und benutzt beim Gebrauch der Tafel einer Faden.
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Abb. 15.

Die Benutzung der Tafel gestaltet sich besonders einfach bei
Verwendung des Stechzirkels fir das Eingehen und Ablesen.

Bei der in der Abb. 15 dargestellten Tafelform werden
Punkte der Skala IT parallel auf die Hauptskala projiziert; man
kann diese Projektion auch zentral von einem Punkt aus vor-
nehmen. Das letztere ist bei der Tafel der Abb. 16 beachtet,
die zur Berechnung der zu einer Augenhéhe # gehérigen Kimm-
tiefe ¢ nach der Gleichung

i=106,7Vh (h in Meter)
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entworfen ist. Die parallelen Geraden sind bei dieser Tafel —
ohne die Skala I besonders zu zeichnen — unmittelbar nach
ganzen Minuten beziffert; die Skala II ist fiir die Ablesung
der Sekunden eingerichtet. Fiir die Ablesungen an einer solchen
Tafel benutzt man entweder einen in O befestigten Faden oder
ein um O drehbares, mit einer Geraden versehenes durchsichtiges
Lineal.

An Stelle der parallelen Geraden der zuletzt besprochenen
Tafelform kénnen auch mittelpunktgleiche Kreise treten; die
Skala I wird dann auf einem um den Mittelpunkt der Kreise
drehbaren durchsichtigen Lineal angebracht, ihr Triger ist zu-
gleich Ablesegerade.

t =67 )R
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207 ® ®
W e, 000
4 1 P my 54 34 5
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. 7 > @
m/: 261 8- 54 @
® ®
= 45é @ Abb. 16.

Nicht bei allen Funktionen diirfen — wie in der Abb. 15 —
die einzelnen Teile der Hauptskala auf die Linge der Skala II
abgeschnitten werden; es mufl vielmehr mit Riicksicht auf die
Interpolation bei jedem Teil ein Stiick seines vorhergehenden
und seines folgenden angegeben sein, wie dies in der Abb. 16
geschehen ist. Dieser Umstand bedingt bei mittelpunktgleichen
Kreisen als Skalentriigern ein stérend wirkendes Ubereinander-
greifen bei den in sich zuriickkehrenden Skalen.

Als Skalentriger fiir die einzelnen Teile der Hauptskala
und die Skala II kann man auch die Geraden eines Strahlen-

biischels wihlen; die Skala I hat dann bei einer ! ge{ingeren}
( groBeren

. ine Gerad . )
Anzahl von Teilen {zlirrin %:eies} als Trager. Eine Tafel
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dieser Art ist die der Abb. 17; sie dient zur Umrechnung von
FuBmal in MetermaB. Die Skala I ist auf einem Kreis an-
getragen und von 10 zu 10 Meter beziffert. Die Benutzung
der Tafel geschieht entweder mit Hilfe des Stechzirkels oder
mit Hilfe eines um O drehbaren Lineals, an dessen Kante die
Skala II angegeben istl).

Bei den in den Abb. 15, 16 und 17 vorgefiihrten Tafel-
formen ist die Hauptskala in einzelne, unter sich &duBerlich
nicht zusammenh#ngende Teile zerlegt; eine derartige Zerlegung

1) Diese Ausfiihrung zeigt eine von E. Leder entworfene ,graphische
Rechenscheibe“ (graphische Logarithmentafel), die von der Industriellen
Handelsgesellschaft in Berlin herausgegeben wird.
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188t sich dadurch umgehen, dall man als Tréger fiir die Haupt-
skala z. B. eine spiralférmige Linie wihlt. In der Abb, 18 ist
eine solche Tafel fiir die durch die Gleichung '

r,,—58"ctgh

bestimmte, von dem scheinbaren Hohenwinkel % abhingige
mittlere Refraktion r, gezeichnet. Der spiralférmige Trager

der nach b bezifferten Skala setzt sich — mit Riicksicht auf
die Ausfithrung der Zeichnung — aus lauter Halbkreisen zu-
sammen. Die Skala II, an der man die einzelhen Sekunden
von r, ablesen kann, hat als Tréger einen Kreis; ein um den
Mittelpunkt dieses Kreises drehbares Lineal aus - durchsichtigem

Werkmeister, Rechentafeln. 2
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Stoff trigt die Skala I, bei der die Zwischenriume zwischen
je zwei Strichen nach ganzen Minuten beziffert sind. Die Trager-
gerade der Skala I dient zum Einstellen und Ablesen von A
und r,. Die Striche der Skala I sind so angebracht, dal sie
bei Einstellung auf die Null der Skala II mit dem Trager der
Hauptskala zusammenfallen.

Eine weitere, durch die verlangte Genauigkeit bedingte
Steigerung der Gesamtlinge der Hauptskala 148t sich z B. bei
der in der Abb. 17 angegebenen Tafel dadurch erreichen, daf

man die Skala nicht nur in 10, sondern in 100 Teile zerlegt;
bei den in den Abb. 15, 16 und 18 dargestellten Tafelformen
ist dieses Verfahren mit Riicksicht auf die GroBle der Tafel
nicht immer durchfiihrbar.

Eine andere, die Grofie der Tafel weniger beeinflussende Steige-
rung der ganzen Skalenlinge kann man durch eine Zerlegung der
Skala II in zwei Stiicke erreichen; dieser entspricht dann eine
Zerlegung der einzelnen Teile der Hauptskala ebenfalls in je zwei
Stiicke. Zu jedem Teil der Skala II gehdren dann je gleichviel Teile
der Hauptskala. Diese Anordnung kann bei allen angegebenen
Tafelformen angewendet werden; in der Abb. 19 ist sie fiir die-
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jenige Tafelform dargestellt, bei der die Hauptskala auf parallelen
Geraden angetragen ist. Als Beispiel wurde die Funktion

y=arca

gewdhlt mit den Grenzen 0 und 60’ fir ¢. Die Zusammen-
gehorigkeit zwischen den beiden Hilften der Skala II und den
entsprechenden Teilen der Hauptskala muf} besonders hervor-
gehoben werden; entweder durch Anwendung von zwei Farben
oder — wie dies in der Abbildung geschehen ist — durch
eine Bemalung. Bei dem benutzten Beispiel wurde die y-Skala
als Hauptskala gewihlt, so daB mit Hilfe der doppelt ge-
zeichneten ¢-Skala die Einstellungen und Ablesungen mit einem
Faden ausgefiihrt werden konnen; findet dabei eine Einstellung
an der bemalten Hilfte der «-Skala statt, so mul} auch an
einem bemalten Teil der y-Skala abgelesen werden und um-
gekehrt. An Stelle eines Fadens kann man in einfacher Weise
auch den Zirkel verwenden, man hat dann nur die Schnitt-
punkte irgendeiner Senkrechten zu den parallelen Trigern der
Skalen I und II mit diesen Trigern — am besten etwas auller-
halb der Skalen — anzugeben; diese Schnittpunkte dienen
dann zum Einsetzen der einen Zirkelspitze.

§ 4. Vergleich zwischen Tafeln mit Kurvenskalen und Tafeln
mit Punktskalen,

Ein Vergleich der beiden Arten von Tafeln fiir Funk-
tionen einer Verdnderlichen hat sich insbesondere zu erstrecken
auf ihre Herstellung, ihre Platzbeanspruchung, ihre Ubersicht-
lichkeit, ihren Gebrauch und die Moglichkeit einer Genauig-
keitssteigerung,.

Betrachtet man zum Vergleich die beiden Tafelarten in
ihren einfachsten Formen, wie sie z. B. in den Abb. 2 und 6
zum Ausdruck kommen, so zeigt sich, dall die Tafel mit Punkt-
skalen hinsichtlich der Herstellung und der Platzbeanspruchung
den Vorzug verdient. In bezug auf die Ubersichtlichkeit diirften
beide Arten einander gleichkommen; doch ist zu beachten, daB
man bei den Tafeln mit Punktskalen die Ubersichtlichkeit
durch Trennung der beiden Skalen nach einem der in den
Abb. 11 bis 13 angegebenen Verfahren in einfacherer Weise
erhShen kann als dies bei den Tafeln mit Kurvenskalen mog-
lich ist. Vergleicht man die verschiedenen Moglichkeiten beim
Gebrauch der Tafeln, so findet man, da auch in dieser Hin-
sicht die Tafeln mit Punktskalen den Vorzug verdienen. Die

2%
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Genauigkeit einer Tafel zu erhdhen ist bei den Tafeln mit
Kurvenskalen nur dadurch méglich, daf man die ganze Tafel
oder einen bestimmten Teil der Tafel in groBerem Maflstabe
aufzeichnet, ohne daBl man dabei durch Einfiihrung einer be-
sonderen Anordnung Platz sparen konute; bei den Tafeln mit
Punktskalen dagegen gibt es verschiedene Moglichkeiten die
Genauigkeit zu steigern, ohne dafl der rdumliche Umfang der
Tafel fiir den Gebrauch unbequem wird.

Papierverzerrungen — wie sie z. B. bei einer Verviel-
faltigung durch Lichtpausen auftreten — sind bei den Tafeln
mit Kurvenskalen und bei der einfachsten Form einer Tafel
mit Punktskalen ohne Belang; bei den aus verschiedenen
Teilen bestehenden Tafeln mit Punktskalen sind Papierver-
zerrungen nicht belanglos.



Zweiter Abschnitt.

Tafeln fiir Funktionen von zwei Veriinderlichen
oder fiir Gleichungen mit drei Veriinderlichen.

I. Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln mit
: Kurvenskalen.

§ 1. Einfachstes Verfahren zur Herstellung einer Tafel.
Eine Tafel der Funktion

z=fle,y) . . . .. ... .(Q)

von zwei Verdnderlichen x und y erhdlt man dadurch, daB
man z und y als rechtwinklige Koordinaten betrachtet; fiir
einen bestimmten Wert von z kann dann die Gleichung (1)
durch eine Kurve dargestellt werden. Legt man der GroBe z
der Reihe nach die runden Werte 245 7y, 2y ... bei, so gehort
zu jedem Wert eine bestimmte Kurve; man erhidlt so eine
Schar von Kurven, die nach den betreffenden Werten von z
zu beziffern sind. Fiihrt man die Zeichnung der Kurven aus,
so ergibt sich eine Tafel, in der jedem Punkt drei zusammen-
gehorige, d. h. die Gleichung (1) befriedigende Werte von z,
y und z entsprechen!). Um zu einem gegebenen Wertepaar
(x;, y;) der Veréinderlichen den zugehdrigen Funktionswert z,
zu ermitteln, sucht man den durch z, und y; als Koordinaten
bestimmten Punkt P, auf (Abb. 20) und liest 2z, an der durch
die Kurvenschar dargestellten Kurvenskala ab. Zum bequemen
Aufsuchen des Punktes P, versicht man eine solche Tafel mit
je einer nach x bzw. y Dbezifferten Parallelenschar zu den
Koordinatenachsen?).

Y M. d¢’Ocagne bezeichnet diese Tafelart mit Riicksicht auf die
rechtwinkligen oder Cartesischen Koordinaten als ,abaques (nomo-
grammes) cartésiens‘.

?) Nach L. Lalanne findet sich die erste Tafel dieser Art — fiir
z=zy (Abb. 21) — bei L. E. Pouchet 1797.
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Damit man die einzelnen Kurven aufzeichnen kann, muf}
jede Kurve punktweise berechnet werden; man 16st zu diesem
Zweck die gegebene Gleichung nach einer der beiden Verinder-
lichen auf und berechnet deren Werte bei jedem angenommenen
Wert von z fiir eine Reihe von Werten der anderen Veriinder-
lichen; dabei wird man zunichst die Auflosung der Gleichung
nach derjenigen Veranderlichen vornehmen, nach der sich dies
am bequemsten ausfithren l4Bt.
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Bei der Zeichnung der Tafel hat man zu beachten, daB fiir
die Abszissen und Ordinaten verschiedene Malstibe gewdhlt
werden konnen.

Beispiel. Die gegebene Funktion sei

z=2y.

Bei punktweiser Berechnung z. B. der mit 2=10 und z=>50 be-

zifferten Kurven ergeben sich aus y= :—; die folgenden Werte:

z2=10
r=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y=10 5 3,33 250 2 1,67 143 125 1,11 1
2=>50
=25 6 7 8 9 10
y=10 833 7,14 625 555 5
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Die durch diese und die Werte der anderen Kurven bestimmte
Multiplikationstafel ist in Abb. 21 mit derselben MaBeinheit fiir # und y
gezeichnet; die Kurven dieser Tafel sind gleichseitige Hyperbeln.

Um die Ubersichtlichkeit der Tafel zu erhohen, hebt man
einzelne der Parallelen zu den Koordinatenachsen und einzelne
Kurven durch Anwendung einer anderen Strichart — wie in
der Abb. 21 — oder einer anderen Farbe hervor.

Betrachtet man die Gleichung (1) als die Gleichung einer
Flache, so stellen die nach 2z bezifferten Kurven die in der
Topographie als Hohenschichtlinien oder Héhenkurven bezeich-
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Abb. 21.

neten Linien der Fliche vor'). Es kann auch der Fall ein-
treten, dal man die z-Kurven in &hnlicher Weise wie Hohen-
kurven auf Grund einer Anzahl bezifferter Punkte dadurch be-
stimmen muB, dal man einzelne Kurvenpunkte durch Inter-
polation zwischen den gegebenen Punkten ermittelt. In dieser
Weise hat man z. B. zu verfahren, wenn die Werte einer

Funktion fiir verschiedene Werte der Verinderlichen durch
Beobachtung ermittelt wurden.

) Die Tafeln werden deshalb auch als ,tables topographiques
(L. Lalanne) oder als ,Schichtentafeln” (Ch. A. Vogler) bezeichnet.
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Es kommt vor, daB
man bei der Bearbeitung
einer Aufgabe die Werte
von zwei verschiedenen
Funktionen derselben
beiden Verdnderlichen
braucht; man kann
dann unter Umstéinden
die den beiden Funktio-
nen entsprechenden Ta-
feln in einer Zeichnung
vereinigen. Man er-
reicht eine solche Ver-
einigung entweder durch
doppelte Bezifferung der
Parallelen zu einer der
beiden Achsen oder
durch Verwendung von
zwei, verschieden bezif-
ferten Kurvenscharen;
diese beiden Moglich-
keiten  unterscheiden

sich dadurch, dall man bei der ersteren fiir jede der beiden
Funktionen einen Punkt bestimmen muB, bei der letzteren da-
gegen nur einen Punkt fiir beide Funktionen braucht.

2= 8-COS X, und y=s-sz'ncv

Beispiel. Zwei manchmal zu-
sammen zu berechnende Funktio-
nen sind

z=scosax und y=ssina.

Die Abb. 22 enthilt fiir diese
beiden Funktionen eine Tafel mit
doppelter Bezifferung der dem
Winkel o entsprechenden Paralle-
len und mit nur einer — nach z
bzw. y bezifferten — Kurvenschar.
In der Abb. 23 sind die den beiden
gegebenen Funktionen entsprechen-
den Tafeln zu einer Tafel vereinigt,
die zwei, nach  und y bezifferte
Kurvenskalen enthilt.

Bei Tafeln mit zwei Kurven-
skalen unterscheidet man diese
durch Anwendung von verschie-
denen Farben oder — wie dies
in der Abb. 23 bei den nach z
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bezifferten Kurven geschehen ist — durch Bemalen einzelner
Flachenstreifen zwischen den Kurven der einen Skala.

Da die Gleichung e=fE ) e e (1)
auch auf die Formen
z=("(y,z) und y=7"(x,2)
gebracht werden kann, so lassen sich fiir sie im allgemeinen
drei verschiedene Tafeln herstellen, die sich zunichst in der

Bezifferung der zu zeichnenden Kurvenskala unterscheiden;
diese ist bei der ersten Form der Gleichung nach z und bei

NN

RRRE \i 72=e-i‘gw
I\ ‘
30 -
LA VAN ]
W\

a 2 j 7\{
OAGORESSE
ReS=s

! Q"“r——__
P : ] \T‘\1§ | °
¢ o™ 700 200 300 400 505 m
e
Abb. 24.

den beiden anderen Formen nach x bzw. y beziffert. Gelten
fir zwei der drei GroBen x, y und 2 bestimmte Grenzwerte
nach oben und unten, so bietet diejenige Tafelform, bei der
die Abszissen und Ordinaten nach diesen beziffert sind, einen
kleinen Vorteil, indem bei ihr innerhalb des durch die Grenzen
bestimmten Rechtecks eine volle Ausnutzung des Platzes statt-
findet. Manchmal unterscheidet sich eine der drei mdglichen
Tafeln von den beiden anderen dadurch vorteilhaft, daB beil
ihr die im Koordinatensystem zu zeichnenden Kurven Gerade
sind.

Beispiel. Die Grundgleichung bei der trigonometrischen Héhen-

messung lautet : he—eto
=etg «.

Die Abb. 24, 25 und 26 enthalten drei Tafeln fiir diese Gleichung,
wobei fiir & die Grenzen 0 und 100 m und fiir &« die Grenzen 0 und
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45° angenommen wurden. In der Abb. 24 ist — entsprechend der
Gleichungsform h=etg a — die Kurvenskala nach kb beziffert; das
durch die angenommenen Grenzwerte von & und von ¢ bestimmte Rechteck
ist nur zum Teil von der Kurvenskala bedeckt. Bei der Tafel der
Abb. 25 sind — entsprechend der Gleichungsform e=# ctg o0 — die
Kurven nach e beziffert; das durch die gegebenen Grenzwerte bestimmte
Rechteck ist voll ausgenutzt. In der Tafel der Abb. 26 besteht die —

der Gleichungsform tg oc:—_gentsprechend — nach « bezifferte Kurven

Abb. 27.

skala aus einer Geradenschar; der MaBstab fiir 4 wurde fiinfmal gréBer
gewdhlt als derjenige fiir e. AuBler dem durch die bequem zu zeich-
nenden Geraden entstehenden Vorteil bietet die zuletzt angegebene
Tafelform noch den weiteren Vorteil, daB der Bau der Tafel sich in

einfachster Weise auf Grund der Gleichung tg oc:%erkléiren lagt.

Beim Gebrauch einer Tafel hat man im einfachsten
Fall mit den gegebenen Werten der beiden Verdnderlichen
zwischen den Parallelen zu den Koordinatenachsen mit Hilfe
eines spitzen Gegenstandes (Bleistiftspitze, Nadel) in die Tafel
einzugehen und sodann den zugehdrigen Funktionswert zwi-
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schen den Kurven der Kurvenskala abzulesen; ist der Funk-
tionswert und eine Verdnderliche gegeben und die andere Ver-
dnderliche gesucht, so hat man mit den gegebenen Werten
zwischen den Kurven und den Parallelen zur einen Achse ein-
zugehen - und zwischen den Parallelen zur anderen Achse ab-
zulesen.

h-elpa

Die Zeichnung der Parallelen kann man auch ganz um-
gehen, wenn man sie durch eine entsprechende Vorrichtung
ersetzt. Eine solche Vorrichtung ist in der Abb. 27 fiir die
Gleichung z=—=zy angegeben. Die K Tafel enthélt auBer der
nach z bezifferten Kurvenschar auf je zwei Parallelen zu den
beiden Achsen die Schnittpunkte der beiden Parallelenscharen
in Form von je zwei nach x bzw. y bezifferten Skalen. Fiir
den Gebrauch der Tafel benutzt man ein auf einem durch-
sichtigen Stoff gezeichnetes, in der Abbildung durch gerissene
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Linien angegebenes Achsenkreuz, das so auf die Tafel gelegt
werden mufl, daf an den beiden z-Skalen und an den beiden
y-Skalen die gegebenen Werte der beiden Verdnderlichen ein-
gestellt sind; mit dem Achsenschnittpunkt liest man dann den
zugehdrigen Funktionswert zwischen den z-Kurven ab. Die
Vorrichtung 148t sich auch fiir den Fall anwenden, daB der
Wert von z gegeben ist.

Eine andere, die Zeichnung der Parallelen zu den Ko-
ordinatenachsen ersetzende Vorrichtung ist in der Abb. 28 fiir
die Gleichung b —e tg « angedeutet. Die Tafel enthilt auBer
der nach « bezifferten Kurvenskala auf einer Parallelen zu der
einen Koordinatenachse die Schnittpunkte der Parallelen zur
anderen Achse in Form einer nach e Dbezifferten Skala. Auf
einem durchsichtigen Stoff ist eine Gerade gezogen, die eine
durch die Parallelen zur Abszissenachse bestimmte h-Skala
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trigt, und die mit Hilfe eines Anschlages senkrecht zur Ab-
szissenachse, die Skala parallel zu dieser bewegt werden kann.

Die Ermittlung eines gesuchten Funktionswertes 1ifBt sich
mit Hilfe des Zirkels ausfiihren, wenn die Tafel so gebaut
ist, dal entweder die Abszissen oder die Ordinaten die Be-
zifferung der zu bestimmenden Funktionswerte tragen; man
hat dann nur die Parallelen fiir einzelne Hauptwerte zu zeich-
nen, und von den dazwischenliegenden Parallelen ihre Schnitt-
punkte mit den Achsen anzugeben. In der Abb. 29 ist in
dieser Weise die Tafel fiir die Funktion A —e tg ¢ ausgebildet;
die Benutzung des Zirkels geschieht in der in der Abbildung
angegebenen Weise.

Zur Herstellung von Tafeln mit Kurvenskalen kann man
auch sog. Millimeterpapier verwenden.

§ 2. Allgemeines Verfahren zur Herstellung einer Tafel.
Die Gleichung

z=f(r,y) . . ... ... .(1)
fxy,2)=0. . ... ... .(@1)

kann man sich entstanden denken durch Elimination der ver-
dnderlichen GroBen & und # aus den drei Gleichungen

oder in anderer Form

& ne)=0. . . ... ...(2
LEny)=0. . .. .. ..(@3)
fiEn2)=0. . . . . . ... (4

Betrachtet man die Verdnderlichen & und % als laufende
Koordinaten, so entspricht infolge der Verinderlichkeit von
z,y und z jeder der drei Gleichungen eine Kurvenschar; es
sind demnach durch die Gleichungen drei nach x bzw. y bzw. z
bezifferte Kurvenskalen (Abb. 30) bestimmt!). Sind — wie an-
genommen — die drei Gleichungen (2), (3) und (4) so beschaffen,
daB die Elimination von & und # aus ihnen die Gleichung (1}
ergibt, so gehéren zu jedem Punkt P, drei Kurven der drei
Kurvenscharen, deren Werte x;, y; und 2, die Gleichung (1)
oder (1') befriedigen.

Von den drei Gleichungen (2), (3) und (4) kénnen zwei be-

1) Diese Art der Auffassung einer Tafel mit Kurvenskalen fiir eine
Gleichung mit drei Verinderlichen stammt von J. Massau 1884.
M. dOcagne heiBt die Tafeln auch ,Abaques & entrecroisement®;
F. Schilling iibersetzt dies mit ,Rechentafeln mit Kurvenkreuzung®.
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liebig angenommen werden; die dritte Gleichung ist dann durch
sie und die gegebene Gleichung (1) bestimmt. Mit Riicksicht
auf die Herstellung der Tafel wird man die beiden beliebig
anzunehmenden Gleichungen so wihlen, da die Kurven von
allen drei Skalen sich in einfacher Weise — mit Lineal oder
Zirkel — zeichnen lassen; es sollen deghalb zunichst diejenigen
Formen der Gleichung (1) bestimmt werden, fir welche die
drei Kurvenscharen nur aus Geraden und Kreisen bestehen.

Abb. 30.

Soll die Tafel nur Gerade enthalten, so treten an die Stelle
der Gleichungen (2), (3) und (4) im allgemeinsten Fall die

Gleichungen
<p1(x)§—]—<p2(x)17+<p3(x):0 A )
v @)EFyaW)n+wsly)=0 . . .. . (8
L@EF L@+ LE=0 . . ...
Eliminiert man aus ihnen die laufenden Koordinaten & und 7,
so erhdlt man in Determinantenform die Gleichung
| 9:(2) 92(2) @5()
vi(®) vay) vu)|=0. . . .. . (8)
X1 (z) Xe (z) X3 (z)

Diese Form muf die Gleichung (1) also haben, wenn die
Kurven der drei Scharen Gerade sein sollen.
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Soll die Tafel zwei Geradenscharen und eine Kreisschar ent-
halten, so haben im allgemeinsten Fall die Gleichungen (2), (3)
und (4) die Formen

Py (2)E @y @)+ (2)=0 . . . . . (9)
Yy EF v W)+ (y)=0 . . . . . (10)
&+ +x1<Z)§+xa()n+x3()— ----- (11)

Bestimmt man aus den beiden ersten dieser Gleichungen
die GroBen & und 7, so erhdlt man bei Verwendung von Deter-

minanten — abgesehen von den Vorzeichen —
P, (2) @, (2) f 1991(:6 (p3(x;;
E— w3 (¥) v (y) | ’Wl |
'%E) ) e et

Setzt man diese Werte von & und 3 in d1e drltte Gleichung
ein, so ergibt sich nach einiger Umformung

l%(x)% )'_l_l%() )l+(¢3x)%(w J[ P, ()@

|U’3 2 (9) t'/ﬁ ’ ’1/)3 1 v, (y) v
|21 @ @s(@) | (%) @y () “Pl 2 ()
_} Ly, (y) ’ljs( l"l’: 1/’2(@/)} 'W1(?/ )9 (y) | nlz)=0 (12)

Dies ist die’ Form der Gleichung (1), fiir welche die Tafel aus
zwei Geradenscharen und einer Kreisschar besteht.

Soll die Tafel aus einer Geradenschar und zwei Kreisscharen
bestehen, so treten im allgemeinsten Fall an die Stelle der
Gleichungen (2), (3) und (4) die folgenden

P, (@) &+ @y (2)n + @y (@)=0 . . . (13)

E4n+ v é+w@)n+w@=0. .. (14
E+1+ 1@+ 1En+1E=0. . . (13)
Eliminiert man aus den beiden Kreisgleichungen die quadra-

tischen Glieder, so ergibt sich — wieder abgesehen von den
Vorzeichen — die Gleichung

{w1®) + 2.2} & 4 {v(0) + 22} 1 +H{ws (0) + 25 (2)} =

Bestimmt man aus dieger Gleichung und der Glelchung (1 3)
die GroBen £ und 7, so findet man
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@5() s ()
£ — 1)+ 2@} {ya0) + 24} |
(pl(x) ‘pz( )
{lh + 11 } {’/’0( + lz( )}
und @4(%) Py (%)
n= {qﬁ + X1 z)} {'/)3< -+ Xs (z)} .
G P, (%)
v (0) + 2@} {ve )+ 1)}

Setzt man zur Elimination von & und # die dafiir gefundenen
Werte in eine der beiden Kreisgleichungen z. B. (14) ein, so
erhdlt man

‘ P3 ( ) Pa (x> 2
H{ws )+ 22} {wa (9) + 12 (2)} |
+ * @y (%) @5 (%) |2
| {vly +MOH%)+h )

[ ‘ps ) 902( ) 901(:”) ‘pa( ) %w (y)
T (8) - 1) @) - 22 Hk% Y+ 1@} )+ @)}

({01( ) (pe( ) 9”1( ) ‘Pe( )
+!{w1 )+ 2 (@)} {ws (4) + 25 (2) }\fl{wl )+ 2@} {we¥) + 1a(2 }‘%()
+l P4(2) ‘Pz (=) 11} >
Hva @)+ 1@ (v )+ n @) Y

Auf diese Form muBl man die Gleichung (1) bringen konnen,
wenn die Tafel aus zwei Kreisscharen und einer Geradenschar
bestehen soll.

In &hnlicher Weise kann man auch diejenige Form der
Gleichung (1) ermitteln, fiir welche die Tafel aus drei Kreis-
scharen besteht; es wird hier darauf verzichtet, weil diese Tafel-
form vom praktischen Standpunkt aus von geringerer Be-
deutung ist.

0. (16)

§ 8. Tafeln mit drei Scharen gerader Linien.

Soll die Tafel fiir eine gegebene Gleichung nur Gerade ent-
halten, so muBl die Gleichung sich auf die Form bringen lassen

P, (%) () @4(2)
'/)1(@/) %(?/) wly)=0. . . . .. (1)
| 2:(2) 2.2 23(2)

Werkmeister, Rechentafeln. 3
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Die Gleichungen der drei Geradenscharen sind dann

P+ (@) n+p®)=0 . . . .. (2)
i@ &+ v+ wy)=0 . . . . . (3)
L@ L@+ E=0 . . . .. (4

Von geraden Linien kommen zundchst solche in Betracht,
die sich im Koordinatensystem in bequemer Weise zeichnen
lassen; es sind dies Parallelen zu den Achsen, Gerade durch
den Ursprung oder einen Punkt auf den Achsen und Parallelen
zu einer Mediane.

Wahlt man zuerst den einfachsten Fall, in welchem z. B.
die nach # und y bezifferten Scharen Parallelen zu den Ko-
ordinatenachsen sind, so lauten die Gleichungen der drei Scharen

von Geraden
3 —z=0 . ... ... .(5

7 —y=0 . . ... ... (6
L@ EF @+ E=0 . . ... ... (M

An die Stelle der Gleichung (1) tritt dann die folgende

1@+ 1@y +RE=0.. ... .8

Da man in dieser in bezug auf x und y linearen Gleichung
vermoge der beiden Gleichungen (5) und (6) die Gréfien « und y
als laufende Koordinaten auffassen darf, so sieht man, dafB sie
durch eine nach z bezifferte Geradenschar dargestellt werden
kann. Ist demnach eine Gleichung mit drei Verdnderlichen
linear in bezug auf zwei der Veranderlichen, so 146t sie sich
darstellen durch drei Scharen von Geraden, von denen zwei
parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen.

~—

Beispiel. Die allgemeine Form der Gleichung zweiten Grades ist

2+ patq=0.

Soll fiir diese Gleichung eine Tafel hergestellt werden, der man fiir ge-
gebene Werte von p und ¢ die Wurzeln der Gleichung entnehmen kann,
80 ist zu beachten, daB die Gleichung in bezug auf die beiden Ver-
anderlichen p und ¢ linear ist; die Gleichung kann deshalb durch drei
Geradenscharen dargestellt werden, von denen die nach p und g be-
zifferten parallel zu den Koordinatenachsen sind. Die einzelnenGeraden der
nach z bezifferten Schar lassen sich am besten mit Hilfe ihrer Achsenab-

schnitte aufzeichnen; setzt man zu diesem Zweck {g : gl , 80 wird{ g : _ :;} .

Einige zusammengehorige Werte fiir die Unbekannte z und ‘die Achsen-
abschnitte sind die folgenden:
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g=-+1 42 138 + 4 +5]—1 —2 —3 — 4 — 5
p=——1 —2 —3 — 4 — 5|41 +2 +3 + 4 |5
g——1 —4 —9 16 —9%| 1 —4 —9 —16 —2%

Die durch diese Werte bestimmte Tafel ist in der Abb. 31 gezeichnet?),
bei der fiir p ein doppelt so groBer MaBstab als fiir ¢ gewdhlt wurde.

Hat die gegebene Gleichung die Form
L@ @)+ 2@ vE) F1pE=0. . . . .8

xripr+qg-o0

7
'70.‘]; -4 -3 -2 -7 O »7 +2 +3 +% f:‘ff10
[ 4
L 1
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Abb. 31.

so kann man sie ebenfalls durch zwei Scharen von Parallelen
zu den Achsen und eine weitere Geradenschar darstellen; man
hat dabei nur zu beachten, dafi die Gleichung linear in bezug

auf @(x) und y(y) ist. Die Gleichungen der beiden Parallelen-
scharen lauten dann:

E—e@@)=0. .. .() ud n—y(y=0....(#)
Die zu den Gleichungen (8) und (8") gehérigen Tafeln unter-
scheiden sich dadurch, daf die Parallelen zu den Achsen auf

1) Diese Tafel zur Auflosung quadratischer Gleichungen wurde von
L. Lalanne angegeben.

3*
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diesen bei der ersteren Gleichungsform gleichmiBige, bei der
letzteren dagegen ungleichmiBige Skalen bestimmen.

Beispiel.
a= b} c.
Schreibt man diese Gleichung in der Form
Bt —at=0
und vergleicht sie dann mit der Gleichung einer Parallelen zur zweiten
Mediane
§tn—m=0,
a=)o%c*
00 10012 3 & .'5 5 k4 8 9 4040
N
] \\ K
9 AN A 9

| TN

QAN b P
/s
QQ\N LTI

Abb. 32,

so sieht man, daB die gegebene Gleichung dargestellt werden kann durch
zwei nach b und c¢ bezifferte Scharen von Parallelen zu den Achsen und
eine nach a bezifferte Schar von Parallelen zur zweiten Mediane (Abb. 32).
Die Parallelen zu den Achsen sind bestimmt durch die den Gleichungen (5’)
und (6’) entsprechenden Gleichungen

E—c?2=0 und #-—b2=0.
Die a-Geraden erhilt man auf Grund ihrer Gleichung

E + n— a‘2 = 0:
z. B. mit Hilfe ihrer Achsenabschnitte.
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Auf die in der Gleichung (8’) angegebene Form lassen sich
auch Gleichungen bringen von der Form

e@" Py P =g . . . ... (9)
Logarithmiert man diese Gleichung, so geht sie iber in die
Gleichung . () log p(2) -+ 7, log w(y) =log £,), . . . (9)

die in bezug auf log@(x) und logwy(y) linear ist; sie — und
damit die Gleichung (9) — 148t sich demnach darstellen durch

== : 7 i : T e
Abb. 33.

drei Geradenscharen, von denen zwei Parallelen zu den Achsen
sind mit den Gleichungen

f—logp(®)=0 und 7—logy(y)=0
und von denen die dritte die Gleichung hat
7.(2) € +2a(x) 1 =log 75(2).%)
1) Eine solche, durch die Gleichungen
' f=logy(x) und p=logy(y)

bedingte punktweise Transformation bezeichnet L. Lalanne als Ana-
morphose.
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Beispiel. Ist eine Tafel zu entwerfen fiir die Funktion
a="b",
so logarithmiert man die gegebene Gleichung; sie geht dann iiber in
loga —nlogb=0.

Betrachtet man in dieser Gleichung log a und logb als laufende Ko-
ordinaten, so sieht man, daB sie dargestellt werden kann durch eine
nach n bezifferte Geradenschar durch den Ursprung. Die Tafel (Abb. 33)
kann — wenn n und @ oder b gegeben sind — zum Radizieren und
Potenzieren benutzt werden; ist # zu gegebenen Werten von @ und b zu
bestimmen, so dient die Tafel zur Auflésung der dann vorliegenden Ex-
ponentialgleichung. Durch nochmaliges Logarithmieren der Gleichung
kann man die Tafel in eine Form iiberfiihren, bei der an Stelle der
Ursprungsgeraden parallele Geraden treten.

Vielfach kommt die Gleichung (9) in der einfacheren

F
orm Vo @) v(y) =1,
die durch Logarithmieren iibergeht in

log ¢ (x) 4 log v (y) = log 1 (2)-

1. Beispiel. Die einfachste hierher gehorige Tafel ist die Multi-
plikationstafel, der die Gleichung zugrunde liegt

a=bec.
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Bringt man diese Gleichung durch Logarithmieren auf lineare Form, so
ergibt sich log a=1logb4-loge.

FaBt man hier logh und logec als Jaufende Koordinaten auf, so
zeigt sich, daB durch die Gleichung eine nach o bezifferte Schar von
Parallelen zur zweiten Mediane (Abb. 84) bestimmt ist, die man z. B.
mit Hilfe der Achsenabschnitte aufzeichnen kann?).

2. Beispiel. Bei tachymetrischen Messungen hat man hiufig auf
Grund der Gleichung ¢ — F sin® «
fiir gegebene Werte von E und « die zugehdrigen Werte von ¢ zu be-
rechnen. Logarithmiert man die Gleichung, so geht sie iiber in

loge =1log B+ 2logsine.
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Abb. 85,

Diese Gleichung ist linear in bezug auf log Z und logsin «, sie kann
deshalb — abgesehen von den beiden nach E und « bezifferten Scharen
von Parallelen zu den Achsen — dargestellt werden durch eine nach ¢
bezifferte Parallelenschar mit der Gleichung

£+ 2n=loge,
wobei die einzelnen Parallelen z. B. mit Benutzung ihrer Achsenabschnitte
in die Zeichnung eingetragen werden konnen. Die Tafel ist in der
Abb. 35 gezeichnet, in der O den Ursprung des Koordinatensystems be-
deutet. Die nach « bezifferten Parallelen lassen sich mit Hilfe der Werte

'} Diese Form einer Multiplikationstafel wurde erstmals vonL.Lalanne
angewendet.
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@= 5°  10°  20°  30°. 40° 450
sine=0,087 0,174 0,342 0,500 0,643 0,707
aufzeichnen; die hierfiir erforderliche logarithmische Hilfsskala ist in der

Abbildung seitlich angegeben.

Bei Tafeln fiir Gleichungen von der in der Gleichung (9)
bzw. (9’) angegebenen Form werden infolge der logarithmischen
Skalen bei den Parallelenscharen die Abstéinde der Parallelen
z. B. mit zunehmendem Wert der Verinderlichen immer kleiner;

S
N ~
@ __K_RQRT\_ ___k_\,__\\\_ «
N S SR
NN ~ N
\ SRR
NN
AN T
R0 S0 700 E 200 300 s00 S00™
Abb. 36

diesem Umstand kann man — wenn es die von der Tafel ver-
langte Genauigkeit erfordert — dadurch Rechnung tragen, da8
man bei einer der beiden Koordinaten oder bei beiden einen
Wechsel im MaBstab eintreten 1ifBt.

1. Beispiel. Die Abb. 36 enthilt fiir die schon in der Abb. 35

dargestellte Gleichung
c=UFEsin®«

eine Tafel, bei der fiir £ von 100 bis 500 m ein doppelt so groBer MaB-
stab gewihlt wurde als von 20 bis 100 m; durch diesen Wechsel im MaB-
stab von E wird bei den nach ¢ bezifferten Parallelen von der auf
E =100 m sich beziehenden Geraden an eine Richtungsinderung hervor-
gerufen.
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2. Beispiel. Fiir die bereits durch die Abb. 33 dargestellte
Gleichung 4= b

ist in der Abb. 37 eine Tafel gezeichnet, bei der fiir ¢ und b von 5 bis 10
je ein doppelt so groBer MaBstab gewdhlt wurde als fiir die vorher-
gehenden Werte; dieser Wechsel im MaBstab sowohl bei @ als auch bei b
ruft bei den nach » bezifferten Ursprungsgeraden zum Teil eine ein-
malige, zum Teil eine zweimalige Anderung der Richtung hervor. Die
angenommenen MaBstabwechsel verursachen Verschiebungen des Koordi-
natenursprungs; die vier in Betracht kommenden Lagen des Ursprungs,

die bei der Aufzeichnung der Geraden Verwendung finden, sind in der
Abbildung angegeben.

Logarithmische Skalen haben wie jede ungleichméfige Skala den
Nachteil, daB das Eingehen in eine solche Skala nicht ganz so bequem
ist wie bei einer gleichmiBigen Skala.

Zur Herstellung von Tafeln mit logarithmischen Skalen kann man
auch die von der Firma Carl Schleicher und Schiill (Diiren, Rhld.) in
den Handel gebrachten ,Logarithmen-Papiere“ verwenden?).

Im vorstehenden wurde zunéchst nur diejenige Form einer

Tafel mit drei Scharen gerader Linien behandelt, bei der zwei

Yy Vgl. P. Schreiber, Griindziige einer Flichen-Nomographie.
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Scharen Parallelen zu den Koordinatenachsen sind; im folgen-
den soll fiir die wohl am meisten vorkommende Gleichungsform

p@ ) =2 . . . . . ... (10

gezeigt werden, dall auch noch andere Tafelformen méglich
sind.

Wihlt man fiir die beiden beliebig anzunehmenden Geraden-
scharen nach z bezifferte Parallelen zur Ordinatenachse und
nach z bezifferte Parallelen zur ersten Mediane, denen die
Gleichungen

b—@@)=0 und &-—9n—y(2)=0
zukommen, so erhilt man durch Elimination von z und z aus

diesen Gleichungen und der gegebenen Gleichung (10) fir die
dritte nach y bezifferte Kurvenschar die Gleichung

T—{1—y@}=0.

Die dritte Kurvenschar besteht demnach aus Geraden durch
den Ursprung.

Wihlt man fiir die beiden beliebig anzunehmenden Geraden-
scharen nach = bezifferte Parallelen zur Ordinatenachse und
nach z bezifferte Ursprungsgeraden mit den Gleichungen

E—@@x)=0 und —j——z(z)=0,
so ergibt die Elimination von « und z aus diesen beiden
Gleichungen und der gegebenen Gleichung (10) fiir die nach y
bezifferten Kurven eine Schar von Parallelen zur Abszissen-
achse mit der Gleichung

Werden fiir die beiden beliebig anzunehmenden Geraden-
scharen nach « bezifferte Parallelen zur ersten Mediane und
nach z bezifferte Parallelen zur Ordinatenachse mit den Gleichungen

f—n—oe@)=0 und E—y(2)=0
gewshlt, so findet man durch Elimination von 2 und 2 aus den
beiden letzten Gleichungen und der gegebenen Gleichung (10)

fiir die nach y bezifferten Kurven eine Schar von Ursprungs-
geraden mit der Gleichung

n_v@—1_,

3 w(y)
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§ 4. Tafeln mit zwei Scharen gerader Linien und einer
Kreisschar.

Soll die Tafel fir eine gegebene Gleichung aufler zwei
Geradenscharen eine Kreisschar enthalten, so mufB die Glei-
chung sich auf die Form (Gleichung 12, Seite 32) bringen lassen

<P3( ("l‘ @, (@) g (x _|_|‘Pd P, @ I‘;‘71() 2 (%) ()

Y1 y)’/’s ) W’s( |"zU1 f‘l’%( )‘
‘P1(x)‘p3()‘ P, (%) pq () | ‘7)1() NENE
+]lw1( }!wl v)ya(y) | # ()+|w1<) )| BE=0 1

Die Glelehungen der beiden Geradenscharen und der Kreis-
schar sind dann
(2)

991(95)5“'“(}’2(“7)’7—%—(}73( )=0
Vi@ ét v ntwly)=0 . . . . . (3)
52—|—’72+Zl(z)5+22(2)’7—|“7(3() 0 (4)

Wahlt man im einfachsten Fall fiir die beiden Geraden-
scharen Parallelen zu den Koordinatenachsen, so lauten die
Gleichungen der drei Kurvenscharen

II

ll

& —x =0 ... .. (5

n—y =0 ... .. (6

E+r @it nE@r+LE=0 . . ... (1)
Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen die laufenden

Koordinaten & und #, so erhilt man an Stelle der Gleichung (1)
die folgende

C+y+ @t L@y +E=0 . . . (8
Da man in dieser Gleichung mit Riicksicht auf die Glei-
chungen (5) und (6) die Grofen z und y als laufende Koordi-

naten auffassen darf, so sieht man ihr sofort an, daB sie durch
eine Kreisschar dargestellt werden kann.

Beispiel. Fiir die Gleichung
o=\ ¢
kann man eine Tafel mit einer nach a bezifferten Kreisschar herstellen;
man sieht dies, wenn man sie in der Form schreibt
b2tc*—a?=0.
FaBt man in dieser Gleichung b und ¢ als laufende Koordinaten auf,

so ist durch sie eine Schar mittelpunktgleicher Kreise bestimmt mit dem
Mittelpunkt im Ursprung. Die Zeichnung der Kreise (Abb. 38) kann
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man umgehen, wenn man ihre Halbmesser an einer Geraden — z. B. der
ersten Mediane — angibt, und bei Benutzung der Tafel den jeweiligen
Kreis — ohne ihn zu zeichnen — mit Hilfe des Stechzirkels herstellt;
eine solche Einrichtung der Tafel empfiehlt sich besonders fiir den
Fall, daB a gegeben ist.

Hat die Gleichung, fiir die eine Tafel hergestellt werden

soll, an Stelle der in (8) gegebenen Form die etwas allge-
meinere

P*@) + ¢ (y) + 2.0) 9 () + 1. &) v () + 25(2) =0, . (8

a6 c*
b6
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Abb. 38,

so kann sie ebenfalls durch zwei Scharen von Parallelen zu
den Achsen und eine Kreisschar dargestellt werden; da die
Gleichungen der beiden Geradenscharen dann sind

E—p@)=0 .. () und y—y(y=0,.. (6

so kénnen in der Gleichung (8) ¢ (z) und y(y) als laufende
Koordinaten angesehen werden, womit die Gleichung als solche
einer Kreisschar zu erkennen ist. Die durch die Gleichungen (5')
und (6") bestimmten Parallelenscharen ergeben auf den Achsen
ungleichméfBige Skalen,
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Beispiel. Logarithmiert man die einer gewGhnlichen Multiplika-
tionstafel zugrunde liegende Gleichung
a=bc,
so geht sie iiber in
loga=1logb-logc.
Schreibt man diese Gleichung in der Form

(Viogd)® -+ (vioge)® —(Vioga)® =0,
so siecht man, daB sie durch eine Kreisschar mit den laufenden Ko-
ordinaten

E=ylogh und gn=yloge

dargestellt werden kann?). Die Aufzeichnung der Tafel (Abb. 39) laBit
sich mit Hilfe der folgenden Werte ausfiihren:
z=1 2 38 4 5 6 7 8 9 10
yiogx =0 0,55 0,69 0,78 | 0,84 | 0,88 0,92 0,95 0,98 1
Auch bei dieser Tafel kann man — wie bei allen Tafeln, in denen
mittelpunktgleiche Kreise um den Ursprung auftreten — die Kreisschar

in der Zeichnung nur durch ihre Halbmesserskala andeuten, wenn man
bei Benutzung der Tafel den Stechzirkel verwendet.

1) Eine Multiplikationstafel von dieser Form findet sich bei F. R.
Helmert., Zur Herstellung graphischer Tabellen mit zwei Eingéngen
(Z. Vermessungsw. 1876),
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Das zuletzt behandelte Beispiel zeigt zugleich, daBl und wie
man allgemein Gleichungen von der Form

@)y y)=2x(
durch zwei Parallelenscharen zu den Koordinatenachsen und
eine Kreisschar darstellen kann.
Auch Gleichungen von der Form
ma? 4-ny?=—2* (m und n unverdnderliche GroBen),

denen zunichst eine Schar mittelpunktgleicher Ellipsen entspricht,
lassen sich durch eine Kreisschar darstellen; man erkennt dies,
wenn man die Gleichung in der Form schreibt

(@Vm) 4 (yVn) =2
und zVm bzw. yl/; als laufende Koordinaten betrachtet.
Geometrisch erhdlt man die Kreisschar aus den Ellipsen da-

durch, dal man bei diesen den MaBstab der einen Achse ent-
sprechend &ndert.

Beispiel. Es sei eine Tafel herzustellen fiir die Gleichung
=384y
Schreibt man die Gleichung in der Form
(=V3F+Qyr—=2=0,
so zeigt sich, daB man sie darstellen kann durch zwei Scharen von
Parallelen zu den Koordinatenachsen mit den Gleichungen

E—xy3=0 wund 5—2y=0
und eine nach z bezifferte Schar mittelpunktgleicher Kreise mit dem.
Ursprung als Mittelpunkt (Abb. 40).

Es wurden bis jetzt fiir die beiden Geradenscharen Paral-
lelen zu den beiden Achsen angenommen; wihlt man z B. fur
die nach = bezifferte Schar Parallelen zur Ordinatenachse und
fiir die nach y bezifferte Ursprungsstrahlen, so lauten die
Gleichungen der drei Kurvenscharen

3 —@@)=0 . ... (9
T—yE)=0. . . . (10)
E+ 1+ 1)+ @1+ 1E=0 . . . . (11)

Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen die laufenden
Koordinaten & und %, so erhidlt man die Gleichung

P*(@) + @)+ ¢ () 1. (2) F ¢ (@) (¥) 1.(2) + 2:(:) =0

oder

@) {1 +v* W)} + o @) {t@) +v¥) 1@} +1,E)=0 . (12)
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Jede Gleichung, die sich auf diese Form bringen 148t, kann
dargestellt werden durch eine Kreigschar in Verbindung mit
einer Schar von Parallelen zu einer Achse und einer Geraden-
schar durch den Ursprung. Zieht man bei den Kreisen — in
dhnlicher Weise wie bei den Geraden — die Grenzen enger,
indem man zundchst solche Kreise zu verwenden sucht, die
sich besonders einfach im Koordinatensystem zeichnen lassen,
so kommen insbhesondere in Betracht Kreise um den Ursprung

x=ox™+4y”
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Abb. 40.

und Kreise durch den Ursprung mit den Mittelpunkten auf
einer Achse.

Mittelpunktgleiche, nach z bezifferte Kreise um den Ursprung
haben die Gleichung
E4+pP—y@=0. . ... .. (11)

Um die Form derjenigen Gleichungen zu ermitteln, die sich
durch solche Kreise in Verbindung mit den durch die Glei-
chungen (9) und (10) bestimmten Geradenscharen darstellen
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lassen, eliminiert man & und # aus den Gleichungen (9), (10)
und (11’); dabei erhdlt man

97 (#) 4 ¢*(®) y*(y) — 2 () =0
@ {1 +v W} —2@=0 . ... (12)
X=2.Y

oder

Beispiel. Die einfachste hierher gehérige Gleichung ist wieder
z=gzy oder zy—2=0.

Die beiden Geradenscharen und die Kreisschar lassen sich fiir diese
Gleichung aufzeichnen auf Grund der Gleichungen

E—a=0
N Vg —T1=0
; Yy
Ez_i_,?z_zzzol

Die Kreise (Abb. 41) kann man bei einer solchen Tafel weglassen, wenn
man an passender Stelle eine Skala fiir die Halbmesser angibt und
beim Gebrauch der Tafel den Zirkel verwendet. Man kann auch die
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Zeichnung der Ursprungsgeraden umgehen, wenn man sie und die
Kreise durch eine auf einem durchsichtigen Stoff gezeichnete, um den
Ursprung drehbare Gerade ersetzt, die eine nach z bezifferte Skala trigt,
und die mit Hilfe einer z. B. auf einem Kreis um den Ursprung an-
gegebenen y-Skala eingestellt werden kann; man hat dann nur eine
Kurvenschar zu zeichnen.

Durch den Ursprung gehende Kreise mit den Mittelpunkten
z. B. auf der Abszissenachse haben die Gleichung

52—{—772—‘%(@5:0 e e e (11’/)
x=2y

Eliminiert man aus dieser Gleichung und den beiden Glei-
chungen (9) und (10) die laufenden Koordinaten & und 7, so
erhdlt man fiir diejenigen Gleichungen, die sich durch Kreise
der Gleichung (11"”) zusammen mit den durch die Gleichungen
(9) und (10) bestimmten Geradenscharen darstellen lassen,

die Form g2 (2) 4 * (@) y*(y) — () 1 (5) =0
oder @) {1+ vy —yx@z=0 . . . (12"

Werkmeister, Rechentafeln, 4
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Beispiel. Bei der einfachsten Gleichung von dieser Form, némlich
z=zy oder zy—2z=0

haben die drei Kurvenscharen die Gleichungen

E—ax=0
1 y=T—0
£yt =0,

Fiir den Fall, daB der Wer: von z gegeben ist, kann man bei einer
Tafel wie der vorliegenden (Abb. 42) die Zeichnung der Kreise umgehen,
wenn man — wie dies in der Abbildung geschehen ist — an der Ab-
szissenachse eine Skala fiir ihre Mittelpunkte angibt, und bei Benutzung
der Tafel den Zirkel verwendet.

Bei den im vorstehenden behandelten Tafeln ist es — unter
Umstéinden mit gewissen Bedingungen — moéglich, die auf-
tretende Kreisschar in der Zeichnung nur durch eine Punktskala
anzudeuten; die Tafel gewinnt dadurch an Ubersichtlichkeit,
indem sie an Stelle der drei Kurvenscharen deren nur noch
zwei enthédlt. AuBlerdem wird durch die bei Weglassung der
Kreisschar mit Hilfe der Zirkelspitze auszufiihrenden Einstel-
lungen bzw. Ablesungen die Genauigkeit erhoht.

§ 5. Tafeln mit einer Schar gerader Linien und zwei Kreis-
scharen.

Die allgemeine Form einer Gleichung, die durch zwei Kreis-
scharen in Verbindung mit einer Geradenschar dargestellt werden
kann, wurde in § 2 abgeleitet; im folgenden sollen fiir die

Gleichung p@yly)—zE)=0 ... .... (1)

einige Tafelformen behandelt werden, bei denen die Geraden
und die Kreise im Koordinatensystem in einfacher Weise ge-

zeichnet werden koénnen. ‘
Wihlt man fiir die Geradenschar Parallelen zur Ordinaten-

achse, fiir die eine Kreisschar Kreise durch den Ursprung mif
den Mittelpunkten auf der Abszissenachse und fiir die andere
Kreisschar Kreise um den Ursprung, so sind die Gleichungen
der drei Kurvenscharen die folgenden

f—g@)=0
E4n—y(y)é=0
&+ n*—y(2)=0.
Die Elimination der laufenden Koordinaten & und #% aus den
drei Gleichungen ergibt die Gleichung (1).
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Beispiel. Tine bei der Berechnung von rechtwinkligen sphérischen
Dreiecken auftretende Gleichung lautet

_ tgb . o
tgﬂ_gi117 oder sinctgf—tgb=0.

Eine Tafel fiir diese Gleichung ist bestimmt durch die drei Gleichungen
&—sine=10
efpr—Etgf=0
e+ —tgh=0.
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Abb. 43,

In der Abb. 43 ist die Tafel gezeichnet, bei der die Halbmesser der

mittelpunktgleichen Kreise gleich ytgbsind. Wird die Tafel ausschlieBlich
tiir den Fall benutzt, bei dem der Wert von § gegeben ist, so kann
man in der Zeichnung die Kreise durch den Ursprung weglassen, wenn
man — vgl. die Abbildung — auf der Abszissenachse eine nach § be-
zifferte Skala fiir ihre Mittelpunkte angibt und bei Benutzung der Tafel
den jeweiligen Kreis — ohne ihn zu zeichnen — mit Hilfe des Zirkels
herstellt. Werden die nach 8 bezifferten Kreise gezeichnet, so kann man
fiir jeden Fall die Kreise um den Ursprung bei Verwendung des Zirkels
nur durch ihre Halbmesserskala andeuten.

4*
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Werden fiir die Geradenschar Parallelen zur zweiten Mediane
gewshlt, fir die eine Kreisschar Kreise durch den Ursprung
mit den Mittelpunkten auf der ersten Mediane und fiir die
andere Kreisschar Kreise um den Ursprung, so kommen diesen
drei Scharen die folgenden Gleichungen zu

E4+n—p(x)=0
4+ —E+nywly) =0
E+n—y(z=0.

Eliminiert man aus diesen Gleichungen & und 7, so erhdlt
man die Gleichung (1).
Beispiel. Eine andere, bei der Berechnung von rechtwinkligen
sphirischen Dreiecken vorkommende Gleichung ist
sin b

gin f=-—— oder sinfsina—sinb-—0.
sina
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Durch die drei Gleichungen  &-}4 —sin f=10
49— (E+msina=0
-yt —sinb=0
ist die in der Abb. 44 gezeichnete Tafel bestimmt. Auch bei dieser
Tafel kann man eine der beiden Kreisscharen weglassen, und zwar die
nach b bezifferte fiir jeden Fall, die andere dagegen nur dann, wenn
stets der Wert von a gegeben ist.
Eine andere Tafelform fiir die Gleichung (1) ist bestimmt
durch die drei Gleichungen

3
s —0
; @ (x)
E+n—uyly)é=0
E+n—yz)n=0,
C‘O.S’ﬂs%

von denen die erste eine Geradenschar durch den Ursprung
vorstellt, und die beiden anderen zwei Scharen von Kreisen
durch den Ursprung mit den Mittelpunkten auf den Koordi-
natenachsen.

Beispiel. Eine ebenfalls bei der Berechnung von rechtwinkligen

sphérischen Dreiecken eine Rolle spielende Gleichung ist die folgende
tge
cosﬂ~t—g—a oder tgacosf—tge=0.

Bei ihr lauten die Gleichungen der drei Kurvenscharen

-§~—tga:0

1
B4+ —Ecosf=10
Btn?—ntge=0.
Die Tafel ist in der Abb. 45 gezeichnet.
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Wihlt man fiir die Gleichungen der drei Kurvenscharen
die folgenden

Vi—vily) _
v
E4n"— 7 (zx)=0
£+ —p@)é=0,
so besteht die dadurch bestimmte Tafel fiir die Gleichung (1)
aus einer Geradenschar durch den Ursprung, einer Schar mittel-

n_
¢

punktgleicher Kreise um den Ursprung und einer Schar von
Kreisen durch den Ursprung mit den Mittelpunkten auf der
Abszissenachse.

Beispiel. Fiir die schon oben benutzte Gleichung
h=etga oder etga—h=—0
haben die drei Kurvenscharen die Gleichungen
n Vv 1= tg? e

E ——tgu
E4p—hr=0
Edn?—es=0
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Die entsprechende Tafel ist in der Abb. 46 angegeben, bei der die nach
¢ bezifferten Kreise nicht gezeichnet sind; ihre Mittelpunktskala ist an
der Abszissenachse angetragen.

Fiir Tafeln mit drei Geradenscharen wurde im § 3 geszeigt,
wie man von einer bestimmten Stelle an die Genauigkeit durch

einen Wechsel im Maflstab der Koordinaten steigern kann;
dal dies unter Umstdnden auch bei einer Kreisscharen enthal-
tenden Tafel in einfacher Weise moglich ist, zeigt die in der
Abb. 47 gezeichnete Tafel. Die der Tafel zugrunde liegende
Gleichung ist dieselbe wie die der Abb. 44, niimlich
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Der Wechsel im MaBstab tritt bei der Tafel der Abb. 47 bei der
mit f=50° bezifferten Geraden ein. Der MaBstab fiir den
zwischen f==50° und f=90° liegenden Teil der Tafel wurde
doppelt so groB gewdhlt als derjenige fiir den zwischen g=—0°
und 8==50° liegenden Teil; fir den zuerst genannten Tafel-
teil liegt der Koordinatenursprung in (¢, fiir den anderen in O.

§ 6. Tafeln mit beweglichen Skalen.
Die in einer Tafel darzustellende Gleichung sei

Fle,y,)=0. . . .. . ... (1)
Kann man sie auf die Form bringen
fi@, 2)—fh(®,y,2)=0, . . . . .. (2
und setzt man z=¢ und f(z,2)=1,
so treten an die Stelle der einen Gleichung (1) die zwei
Gleichungen n=f{E& . .. ... ... (8
und n=fy8& .. ... ... 4

Betrachtet man & und # als rechtwinklige Koordinaten, und
zeichnet man die beiden, einem gegebenen Wertepaar von x
und y entsprechenden, durch die Gleichungen (3) und (4) be-
stimmten Kurven' auf, so stellen die Abszissen der Schnitt-
punkte der beiden Kurven die im Sinne der Gleichung (1) zu
z und y gehoérigen Werte von £ bzw. z vor.

Mit Riicksicht auf die Verdnderlichkeit von x entspricht
der Gleichung (3) eine einfach unendliche, nach z bezifferte
Schar von Kurven. Die Gleichung (4) enthilt zwei Verénder-
liche z und y; es entspricht ihr deshalb eine zweifach unend-
liche Schar von doppelt, nach # und y bezifferten Kurven.

Eine solche, durch die Gleichung (2) angedeutete Zerlegung
der Gleichung (1) in die zwei Gleichungen (3) und (4) laBt
sich am einfachsten dann zur Herstellung einer graphischen
Tafel verwerten?), wenn die Gleichung (4) so beschaffen ist,
dafl jede Kurve der durch sie bestimmten Kurvenschar sich
durch entsprechende Verschiebung der Kurve

n=>fE& ... ... ... (9

im Koordinatensystem ergibt; man erhélt dann die zu gegebenen
Werten von x und y gehorige Kurve dadurch, dal man die

) Eine andere Moglichkeit wird spiter bei den Tafeln mit beweg-
lichen Teilen fiir Gleichungen mit vier Verdnderlichen besprochen werden.
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einmal auf einem durchsichtigen Stoff gezeichnete Kurve (5)
den Werten x und y entsprechend auf das fiir die Zeichnung
der Kurvenschar (3) benutzte Koordinatensystem legt; die Ab-
szissen der Schnittpunkte dieser Kurve mit der dem gegebenen
Wert von z entsprechenden Kurve der nach z bezifferten
Kurvenschar (3) stellen dann die gesuchten Werte der dritten

Verinderlichen 2z vor.
Kann man die Gleichung (1) auf die Form bringen

fil@,2)—foly,2)=0,. . . . . .. (2)
so tritt an die Stelle der Gleichung (4) die folgende
1=fHE. . .. ... @)

Da diese Gleichung wie die Gleichung (3) nur eine Verdnder-
liche enthilt, so entspricht ihr ebenfalls eine einfach unend-
liche Kurvenschar, deren einzelne Kurven mit Hilfe einer auf
einem durchsichtigen Stoff gezeichneten Kurve dargestellt werden
kénnen, wenn die Gleichung (4') so beschaffen ist, daf jede
Kurve der Schar sich durch entsprechende Verschiebung der

Kurve n=r(& ... ... ... (5

im Koordinatensystem ergibt.

Die in der Gleichung (2") gegebene Form bedeutet im Ver-
gleich mit derjenigen der Gleichung (2) insofern eine Verein-
fachung, als bei ihr die Einstellung der auf einem durchsich-
tigen Stoff gezeichneten Kurve (5) mit Hilfe von nur einer
Grofle vorzunehmen ist.

Zu der Zerlegung von F(x,y,z) entsprechend der Glei-
chung (2) ist noch zu bemerken, daf im allgemeinen ver-
schiedene Zerlegungen dieser Art méglich sind.

Eine Tafel der angegebenen Art kann auch fiir den Fall
benutzt werden, dall der Wert von z gegeben und der einer
anderen Verdnderlichen gesucht ist.

Beispiel?). Die quadratische Gleichung
2-tax+b=0

kann man in den vier verschiedenen Formen
(@®4-ax)4-b=0

eta)+2=0

(*}b)+ax=0

224 (ax+b)=0

schreiben; diesen entsprechen die im folgenden angegebenen Tafelformen.

Y) Vgl. C. Reuschle, Graphisch-mechanischer Apparat zur Auflosung
numerischer Gleichungen, Stuttgart 1885. Der Apparat dient zur Auf-
lésung quadratischer und kubischer Gleichungen.
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a) Setzt man in der Gleichung
(@4 ax)+b=0
z=¢&¢ und a*4ax=y,
80 erhilt man an ihrer Stelle die beiden Gleichungen

n=_§+af

n+b=0.

Der ersten Gleichung entspricht eine nach a bezifferte Parabelschar, der
zweiten eine nach b bezifferte Geradenschar. Da einerseits die einzelnen

und

xar+b-o0

5L L __ S R e Y, 3
5 -4 =3 -2 7 0 +7 +2 +3 +4 +&
@£

Abb. 48.

Kurven der ersten Kurvenschar kongruent zueinander sind, und da
andererseits die zweite Kurvenschar bequemer zu zeichnen ist, so zeichnet
man die nach runden Werten von b bezifferten Geraden der Geraden-
schar auf (Abb. 48); von der Parabelschar zeichnet man dagegen nur
eine — durch die Gleichung n =% bestimmte -— Parabel auf einem
durchsichtigen Stoff. Fiir die Einstellung der beweglichen Parabel auf a
hat man zu beachten, daB ihre Achse parallel zur Ordinatenachse liegt,
daB sie durch den Ursprung geht und von der Abszissenachse das
Stiick (— @) abschneidet, und dafi der Parabelscheitel die Koordinaten

2
(—%, — %A) hat; die Einstellung geschieht deshalb entweder mit Hilfe



Tafeln mit beweglichen Skalen, 59

des Abschnittes auf der Abszissenachse, fiir den man dann an dieser
eine besondere Skala angibt, oder mit Hilfe der Ordinate des Parabel-
scheitels, fiir die man eine Skala auf der Parabelachse angeben kaun
(vgl. die Nebenabbildung).

In der Abbildung ist die Parabel entsprechend der Gleichung
2?4+ 2x—3=0
fiir =2 gezeichnet; fiir die Schnittpunkte der Parabel mit der mit

b= — 3 bezifferten Geraden liest man mit Hilfe der nach z bezifferten
Parallelen zur Ordinatenachse die Werte 2, =+ 1 und 2, =-—3 ab.

b) Setzt man in der Gleichung
b
@+a)+ z 0

z=§& und z4a=q,
so treten an ihre Stelle die beiden Gleichungen

:Eﬂj_a
En+b=0,

von denen die erste eine nach a bezifferte Geradenschar und die zweite
eine nach b bezifferte Hyperbelschar vorstellt. Da die einzelnen Kurven

und
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der Hyperbelschar nicht kongruent zueinander sind, so ist die Zeichnung
der ganzen Schar erforderlich (Abb. 49); die Geradenschar dagegen kann
man durch eine auf einem durchsichtigen Stoff angegebene Gerade er-
setzen. Beim Einstellen der Geraden hat man zu beachten, daB sie auf
den Achsen die Stiicke £ == — a und 5 = -} a. abschneiden; die a-Skalen
auf den beiden Achsen sind in der Abb. 49 entsprechend beziffert.

Die in der Abbildung angegebene Gerade entspricht der Gleichung
2 5 2?2—2x—8=0;
xrraxr+o=-0 ihre Schnittpunkte

mit der mit —3

bezifferten Hyperbel

ergeben die Werte

Xy — —

z=-13.

¢) Mit x=2¢& und
2t 4-b=1n geht die
Gleichung

(@+b)+ar=0
iiber in die beiden
Gleichungen

n=8+b
und

n+af=0,

von denen die erste
durch eine Schar
nach b bezifferter
kongruenter Para-
beln, und die zweite
durch eine nach a
bezifferte Schar von
Ursprungs - Geraden
dargestellt werden
kann. Von der Ge-
radenschar zeichnet
man die nach runden
Werten von a be-
zifferten Geraden; von der Parabelschar dagegen zeichnet man nur die
durch die Gleichung

und

n==5

bestimmte Parabel auf einem durchsichtigen Stoff (Abb. 50). Die Ein-
stellung der beweglichen Parabel iiber der Geradenschar geschieht mit
Hilfe der an der Ordinatenachse angegebenen b-Skala derart, daB die
Parabelachse mit der Ordinatenachse zusammenfillt.

Die in der Abbildung angegebene Parabel bezieht sich auf die
Gleichung @22 —3=0.

. Bei der Abbildung wurde fiir die Ordinaten ein halb so groBer
Mafstab gewdhlt als fiir die Abszissen.
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d) Setzt man endlich in der Gleichung
24 (ax-Lb)=0
x=¢& und 2P=yq,
so erhilt man die zwei Gleichungen

n =4
und n+al+b=0,

X=-5 -4 -3 2 T o0 foﬁ R t3 t4 5=
1 T {
| I e
| I |
| 1 I
1" |
| 4 |
| ]
| =75 :
] 4
n |
! T |
1
. |
1 i
1 1
i |

|
i {
! I
} b
| {
t f
I I
|
l f
t
' |
{ I
.I- J.
5 A -1

—+

JL:: +70

h

17
Abb. 51.

von denen die erste eine Parabel und die zweite eine zweifach unend-
liche Schar von Geraden vorstellt, Der feste Tafelteil besteht hier aus
nur einer Kurve, der durch die erste Gleichung bestimmten Parabel
(Abb. 51); der bewegliche Teil der Tafel ist dann eine auf einem durch-
wichtigen Stoff angegebene Gerade. Die Einstellung der beweglichen
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Geraden auf gegebene Werte von @ und b geschieht z. B. mit Hilfe ihrer
Achsenabschnitte; man versieht dann die Koordinatenachsen mit nach

»3 bzw. b bezifferten Skalen. Die Ablesung der gesuchten Werte von

geschieht auch hier mit Hilfe einer Schar von Parallelen zur Ordinatenachse.

Die in der Abbildung eingezeichnete Lage der Geraden bezieht sich
auf das Zahlenbeispiel 2% -} 22 —3=0.

Yon den vier, im vorstehenden behandelten Tafelformen verdienen
hinsichtlich der Herstellung der Tafeln die an erster und letzter Stelle
(Abb. 48 und 51) angegebenen gegeniiber den beiden anderen den Vorzug.

Bei der in Abb. 51 gezeichneten Tafel wiirde es geniigen, wenn man
von den nach z bezifferten Parallelen zur Ordinatenachse nur die
Schnittpunkte mit der festen Parabel angeben wiirde; die Kurve wire
dann der Triger einer nach x bezifferten Punktskala.

[I. Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit
Punktskalen.

§ 1. Allgemeines Verfahren zur Herstellung einer Tafel.

In ihrer allgemeinsten Form besteht eine Tafel mit Punkt-
skalen fiir die Gleichung
r=fxy) . . . . . . ... (1)

8&,7P=0 @,¢6, =0 G~ 0

Abb. 52.

aus den drei auf den Kurven ¢, (£ 7)=0, ¢,(& n)=0 und
@y (&, 7)="0 (Abb. 52) als Skalentriigern angetragenen Skalen
tir z, y und z; zusammengehorige Punkte — P/, P,” und P;”" —

der drel Skalen sind dabei bestimmt durch eine KurveA
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F(& n,p,q)=0, deren Gleichung infolge ihrer zweifach un-
endlich vielen Lagen zwei Parameter p und ¢ enthilt.

Die drei Punktskalen kann man sich entstanden denken
als Schnittpunkte der drei Kurven ¢, (& 7)==0, ¢, (¢ )=
und @, (£, ) = 0 mit je einer der Kurvenscharen f, (&, 5, z)—0
bzw. f,(&, 1, y)=0 bzw. f, (¢, 5,2)=0.

Aus den drei Paaren von Gleichungen
f]_(f,n’x):()} y fo(§ Ny Y "‘"O] f:o,"s’ﬂy )‘—O} "
2 2

@, (& n)=0 ( ) ®q (&5 7 _Oi Py (&, 1) =0 ( )

erhdlt man fiir die Koordinaten der Punkte der drei Skalen

2 und 2 } 2" und 8 P

n="h, (@) #) 1 ==hy(y) &) 17=k3(Z)f &)

Die Bedingungen dafiir, da die im folgenden als Ablesekurve
bezeichnete Kurve?)

FEnp,9=0. .. ... .. (8

durch je einen Punkt der drei Skalen geht, lauten

F(gl (x)’ k’1 (x)9 P Q) =0
F(g,(y), by ), p, 9) =0

und F(95(2), 1y (2), p, 9) =0
oder in abgekiirzter Form
Fiz,p,q)=0 . . . . . ... (4
F,(y,p,)=0 . . . . .. .. (5
und Fy(z,p,9)=0 . . . . .. .. (6

Soll die Ablesekurve durch je drei, in bezug auf die Glei-
chung (1) zusammengehérige Punkte der drei Skalen gehen, so
mufl die Elimination der beiden Parameter p und ¢ aus den
Gleichungen (4), (5) und (6) die Gleichung

z=f(x,y) . . ... ....(1)

ergeben.
Mit Riicksicht auf den Gebrauch einer Tafel ist es von
Wichtigkeit, daB die Ablesekurve in einfacher Weise darstellbar

1) Die hier als ,Ablesekurve“ bezeichnete Kurve fiihrt auch die Be-
zeichnungen ,rapporteur® (G. Blum), ,indicateur® (Ch. Lalleman d),
»index* (M. d’'Ocagne), ,Zeiger* (R. Mehmke).
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ist; als Ablesekurve kommen demnach in Betracht zunichst
die Gerade®) und sodann der Kreis®).

Soll die Ablesekurve eine Gerade sein, so hat sie eine
Gleichung von der Form

pé+tqgn4+1=0 . ... ... 3

Die Elimination der laufenden Koordinaten £ und 7 aus der
Gleichung (3") und jedem der drei Gleichungspasre (2) ergibt
an Stelle der Gleichungen (4), (5) und (6) die folgenden

pgl(x)+qh()+1=0. N ('S
Pg @) Fah(y)+1=0. . . .. . ()
pos () Fahy()--1=0 . . . . . (§)

Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen die beiden
Parameter p und ¢, so erhilt man in Determinantenform die

Gleichung
9. (%) Ry(x) 1
92(y) hy(y) 1 =0 ... ... (1)
95 (2) hy(z) 1

Alle Gleichungen, die sich auf diese Form bringen
lagssen, kénnen in einer Tafel mit drei Punktskalen
dargestellt werden, bei der je drei zusammengehdrige
Punkte auf einer Geraden liegen.

In dhnlicher Weise kann man auch diejenige Gleichungs-
form bestimmen, fiir welche zusammengehorige Punkte je auf
einem Kreis liegen.

Wenn es auch bei der Herstellung einer Tafel mit Riick-
sicht auf die Zeichnung von nur drei Kurven nicht von groBer
Bedeutung ist, ob die Skalentriger bequem zu zeichnende
Kurven sind oder nicht, so wird man doch denjenigen Tafel-
formen den Vorzug geben, bei denen die Skalentriger gerade

1) Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve bezeichnet M. d’Ocagne
als jabaques & points alignés“ oder ,abaques & alignement“; R. Mehmke
benutzt die Bezeichnung , Tafeln mit fluchtrechten Punkten“ oder , Flucht-
tafeln“; F. Schilling spricht von ,kollinearen Rechentafeln®.

Nach R. Mehmke stammt die erste Tafel dieser Art von A. F.
Mobius 1841. Der allgemeine, diesen Tafeln zugrunde liegende Gedanke
wurde von A, Adler 1886 und von M. d’Ocagne 1890 ausgesprochen.

2) Auf die Verwendung von nicht geradlinigen Ablesekurven haben
zuerst hingewiesen A. Adler und E. Goedseels.

Tafeln mit Ablesekurven in Form von Kreisen mit verinderlichem
Halbmesser hat zuerst N. Gercevanoff angewendet; er bezeichnet sie
als ,nomogrammes & points équidistants®.
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Linien oder Kreise sind; in den folgenden Paragraphen werden
deshalb insbesondere die Formen derjenigen Gleichungen auf-
gestellt werden, fiir welche die Skalentriger einfach zu zeich-
nende Kurven sind.

§ 2. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und drei
geradlinigen parallelen Skalentriigern.

Sind die Tridger der drei, den Verénderlichen z, ¥ und 2
entsprechenden Skalen parallele Geraden, und wihlt man als
Trager fiir die 2-Skala die Ordinatenachse, so sind die drei
Punktskalen bestimmt durch die drei Gleichungspaare

n=¢ ) } (2/) n=yvy (y)} (2H) n=x (z) } (2m)

f—a fe—=—b E=—0
Soll die Ablesekurve eine Gerade sein, so lautet deren
Gleichung p=médq. . . ... ... (3)

Eliminiert man aus der Gleichung (3) und jedem der drei
Gleichungspaare (2) die laufenden Koordinaten & und 7, so
ergeben sich die Gleichungen

ple)= am-4q . . .. ... (4
py)=—0bm4-q . ... ... (5
x (%)= ¢ « ... ... (8

Durch Elimination der beiden Parameter m und ¢ aus den drei
Gleichungen (4), (5) und (6) erhilt man die Gleichung?)

bo@) tayly) —(@a+b)y(z)=0 . ... 1)

Alle Gleichungen von dieser -—— in bezug auf ¢ (x), v (y)
und x(2) linearen — Form konnen durch drei Punktskalen
mit geradlinigen und parallelen Trigern in Verbindung mit
einer Geraden als Ablesekurve dargestellt werden. Die sche-
matische Form einer solchen Tafel zeigt die Abb. 53.

Beispiel B
e=VE T
Um diese Gleichung mit der Gleichung (1) vergleichen zu kénnen, schreibt
man sie in der Form

22
x‘z—l—y‘z——2§=0.

1) Man kann diese Gleichung auch in einfachster Weise auf Grund
einer Proportion aus der Abb. 53 ablegen.

Werkmeister, Rechentafeln. 5
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7 Man sieht dann, da a="b==1 ist,

und daB die drei Skalen entsprechend
den Gleichungen (2) bestimmt sind
~~ durch die Gleichungen

5 T~~- .2 —2 ) _f
]
E=1 f=—1 §=0
~
»
<
tad

H

Bei der Aufzeichnung der Tafel
(Abb. 54) hat man zu beachten, daR
fiir die Abszissen und die Ordinaten
verschiedene MafBstibe gewahlt wer-
den diirfen. Das in der Abbildung
angegebene Zahlenbeispiel bezieht
sich auf die Werte =8, y=6,
) r .z und damit z=10.

& §

vy
o)

b & ——p—a Als Ablesegerade benutzt
Abb. 53. ' man entweder einen Faden oder

eine auf der Unterseite eines

durchsichtigen Stoffes (Zelluloid, Pauspapier) angegebene Gerade;
man kann die Ablesegerade auch mit der Kante eines gewohn-
lichen Lineals herstel-

X =Z$2+yz len, wenn man vorher
die beiden durch die

+§ & gegebenen Werte von

e =70 zwei Verdnderlichen be-
F stimmte Skalenpunkte
durch eingesteckte Na-
AR | o deln  bezeichnet, und
auch den dem gesuch-
72472 ten Wert der dritten
s Verdnderlichen entspre-
e -7 chenden Skalenpunkt
-7 mit einer Nadel fest-
2:T0 Ly halt.
7 Auf die in (1) ange-
e 1 | o gebene Gleichungsform
1 lassen sich insbesondere
1 .s  Gleichungen bringenvon
. der Form

& T4 b @ n
°1° s e@yl)=206) . (1)
________________ P A _.__:2_+§ Logarithmiert man diese
17, Gleichung, so geht sie

Abb. 54. iiber in
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b a n
log ¢ () + log y (y) =log % (2)
oder

blog ¢ (x) -+ alogy (y) =nlog y (2).

Zum Vergleich mit (1) kann man diese beiden Gleichungen
auch folgendermafien schreiben:

b a 10 ,nz
log ¢ (z) - log v (y) — 2 Lg'>2=0

und

nlogy(z)
blogw(x)wLalng(y)—(a+b)—-d_|_b =0.
Diesen beiden Gleichungen entsprechend kann man fiir die
Gleichungen (1") zwei verschiedene Tafeln herstellen.

1. Beispiel. Das einfach- X-2y
ste, der Gleichung (1) ent-
sprechende Beispiel ist die *7'2
Gleichung R 00+ 700 70
2=zy, 4 i
fiir die man durch Logarith- 4 1 L
mieren erhilt i 50% 50
logz +logy —logz=10
oder in der Form der Glei- 4
chung (1) S ks
Iogz—f—logy—212§i:0. T
Die drei Skalen der Tafel
(Abb. 55) sind bestimmt durch
die Gleichungen

7

y x| % -

70++ 70
T 3

n:logx]} n=logy
=1 j f=—1

log 2
=" L
§=0

2. Beispiel. FEine bei
tachymetrischen ~ Messungen
auftretende, bereits in den ,
Abb. 35 und 36 dargestellto _?7 EA Jb’ """"""""" ‘1*5
Gleichung ist

¢ — E sin . Abb. 55.

N
3N
o

Durch Logarithmieren kann man sie auf eine der beiden Formen bringen
log B+ log sin? « — loge =0
und
log £ 4-2logsin « — loge =0
5*
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oder entsprechend der Gleichung (1)
log E - log sin® o — 2

und

E

m

500

log £ 4-2log sin ¢« — 8

c-Esin'a

7

I
|
i
1

60 %350

Abb. 56.

“n
*

/
/

4
Fm‘

45

ad

30

20

0

k5°

(2

loge
— =0
loge

3 =0.

Bei der dprch die erste Form
bestimmten Tafel lassen sich
die Skalen zeichnen auf Grund
der drei Gleichungspaare

n:logE} n:logsinea}
f=—1 §=-1
loge
7= } .
&§=0
In der der zweiten Glei-
chungsform entsprechenden

Tafel sind die drei Skalen
bestimmt durch die Gleichun-
gen

n:loglf}'} 7 =log sin &)
f=—2 f=—1
_loge
=73 }
=0

Bei den die beiden Tafel-
formen darstellenden Abb. 56
und 57 wurde mit Riicksicht
auf die Gestalt der Tafel je
ein schiefwinkliges Koordina-
tensystem gewihlt; der Ur-
sprung O sowie die positiven
Richtungen der Koordinaten-
achsen sind in beiden Ab-
bildungen angegeben.

Das in beiden Abbildungen
eingezeichnete Zahlenbeispiel
bezieht sich auf die Werte
E=200 m und «=89, fiir
die man ¢=3,9 m abliest.

Bei einer Tafel der an-
gegebenen Art fiir die Glei-

chung (1) miissen die drei auftretenden Skalen nicht in demselben
MaBstab gezeichnet werden; es ist dies von Bedeutung, da unter
Umsténden eine Verschiedenheit der MaBstibe erwiinscht ist.
Bei zwei von den drei Skalen kann man die Anderung des
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Mafstabes beliebig vornehmen, iiber den MaBstab der dritten
Skala ist dann verfiigt; eine MaBstabdnderung kann man daher
nach Bediirfnis vornehmen entweder bei der z- und y-Skala
oder bei der z-Skala und einer der beiden anderen Skalen.
Im ersteren Fall nimmt die Gleichung (1) die Form an

b i @ ty s (a4-D) ,
i)y le) — (o) el o,

My Mo Hy 0 + My b
im letzteren Fall geht sie iiber in .
b at+b b JI T
i p(e) (— — ~> wly
My ! ( ) Ma My /‘1“+(/"1~/"2)b ()
a-b ¥
_at Uy (2)=0. c-Esin'a '
Ha 7 F90°
Fir die erste dieser f’ : /”
beiden Gleichungen treten <24 : ! oo
an die Stelle der drei Glei- 400 w8 /l -
chungspaare (2) die fol- i S A
genden %0 oso [ F
4 B l-20
n—Mn (P =0 ]} m—\\\ // |
E____ —0 \\\\\\ Tonyx70 /
Mo J \\‘\ﬂ s Lll | »
n— /tg w(y o] [T
T 17} /I L
5+— _ -
] g ¥as s
lul Iu" a ‘T” b) S04 /T L
Z J— /
T My + o b 7 1 ;
=0 | P
und fiir die zweite ,’l %w | 70
n— i, (%) =0) o / o
4 Lo
E <a 4 b b : E ) "'”’0‘5”
o Abb. 57
My My 0 ]
p— L) =0
oty — )t

— =0
§+H1
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Beispiel. Logarithmiert man die Gleichung
y=ssin g,
so nimmt sie zunichst die Form an
log s} logsingp —logy =0.
Soll aus irgendeinem Grunde die s-Skala in einem mehrmals gréBeren
MaBstab als die ¢@-Skala aufgezeichnet werden, so kann man z. B.
schreiben
2logy
5 =0.

%- 2logs—{—2-%logsin<p—2,5-

Fir diese Gleichung sind

*?Z y -5 Sty die Skalen der Tafel be-
i stimmt durch die drei Paare
@ 3', S von Gleichungen
?55 N Cg” =70 n=2logs)
N 4 B E§=2
T N F=2 L 1 . ]
04 N 1=y log sin ¢
Oy - 1
.5? AN . L5 E _— §
- R 2logy
o LN I~ 1T="3 } .
2] rg \
] & AN E=0
30'4 . L L
20 -2 \ In der Abb. 58 ist diese
| a0y AN t  Tafel gezeichnet, wobei mit
0] -e AN Riicksicht auf eine giin-
] o \ stige Gestalt ein schiefwink-
4] | 2 N r liges  Koordinatensystem
gewahlt wurde.
27 :’ga’o o7 Soll aus einem be-
L 4 stimmten Grunde die y-
@ 2 Skala in einem mdglichst
B \ groBen MaBstab gezeich-
38,0007 <7 net werden, so kann man
Yy Abb. 58. S die logarithmierte * Glei-

*a chung z. B. in der Form
schreiben

]ogs—(—%)2logsinqp——»;—2logy=0.

Die Skalen der Tafel sind bei dieser Gleichung bestimmt durch die

drei Gleichungspaare

n=1log s) n:—Zlogsinqﬂ} n=2logy)
1 _ _ i
5_5 E=1 J =0

Die Tafel ist in der Abb. 59 gezeichnet, bei der ein rechtwinkliges Ko-
ordinatensystem benutzt werden konnte.
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Wenn es die Ablesegenauigkeit einer Tafel erfordert, so
kann man unter Umstinden einen Wechsel im MaBstab bei
einer Skala oder bei allen drei Skalen vornehmen.

Beispiel. Bei der in der Abb. 54 fiir die Funktion

2=y

gezeichneten Tafel zeigt sich, daB am Anfang der Skalen die Abstinde
der Skalenpunkte sehr klein sind; in der Abb. 60 ist fir diese Funktion

*
'l?Z Y=s-sing
g
1 S . ¢
= 700 70 000
C k So00
b : _10
30
L k7000 L
E.faa
B I
kS
L 70 L 700 L
L L 5o L
L r F 0
-5
[ ;:-: 70 I 20
ks
L r 30
i 20
I 7]
Ly mmmeem—mm == ——=~- L e m - —— e ;-.wg -
o S * §
Abb. 59.

eine Tafel angegeben, bei der jenem Umstande Rechnung getragen wurde,
indem bei der z- und y-Skala je fiir den ersten, bis zum Punkt 5
reichenden Teil ein dreimal so groBer Mafistab gewiihlt wurde als fiir
den iibrigen Teil. Von den mit 5 bezifferten Punkten an entspricht die
Tafel ganz derjenigen der Abb. 54; der Koordinatenursprung fiir diesen
Tafelteil ist O, .

Fiihrt man den Wechsel im Mafistab nur bei der z-Skala aus, so
nimmt die Gleichung die Form an

1, , , 4322
FICHF g =0
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die drei Skalen sind dann bestimmt durch die drei Gleichungspaare

) 322
n =3 x 7=yt ] ,7:_,4._1

1 .
= 1 _— — p—ry
& 3 j §=0 J
Da der Mafistab fiir die Ordinaten ein anderer sein kann als fiir die
Abszissen, so wihlt man den Ursprung 0, derart, daB die y-Skala und
die Trigergerade der z-Skala dieselben sind wie bei dem vom Ursprung O,
aus gezeichneten Teil der Tafel.

x -G

4 x x
192270 oty 2045 70
x . x
919 o L, 919
RI+IR
814 , &+8
en #1L2r id
rrr 9 b Lo 7J—7
o19
616 & Ls 616
2+
S#5 ¥4 ;::; Ly S+5
& L&
-
£
54 P S v '3
= Tl ftidiiails &> Seluieiuieitahel sl = To-»
I S~ :0 qg ! e '{1
o -
.. oL .-
@ o4 9
3 : - - : 3
L e R
L2 el 313 I 21
-7 242 S~
L . ~d
b 3y 1 uc___5~
.4 3
.
&
Abb. 60.

Einem Wechsel im MaBstab nur bei der y-Skala entspricht die

Gleichungsform 1 4322
2 |~ 9.0 Y% 0.
P33 —g3 =0
die drei die Skalen bestimmenden Gleichungspaare sind dabei
322
— 2 — Q.2 —
=2 n=3y 1=
1
§= 3T f=—1 §=0
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Wihlt man den Ursprung wieder derart, daB die 2-Skala und die Triiger-
gerade der y-Skala von dem von O, aus gezeichneten Tafelteil bei-
behalten werden konnen, so kommt der Ursprung in den Punkt O, zu
liegen.

Dem MabBstabwechsel bei der z- und y-Skala endlich geniigt die
Gleichung

Lo oy 1y, 2382
338 T3 —g =0,
welche wieder die in der A =e.z‘ga' .,‘,t:aj\‘
Abb. 54 dargestellte Form e P
zeigt. Der dieser Gleichung h A ) @
entsprechendeKoordinaten- ™ 0o prooomesy .
ursprung ist 0,. il . Eowf! d
Bei der Benutzung der 1 $00 4 oo 1 Lo
Tafel muB man je nach : 7 r 304
der Lage der gegebenen ., | b r -3
Werte von z und y den 4 L 4
gesuchten Wert von z an 1
einer der drei, mit M, R 2 L2
und L bezeichneten Skalen . 0] g
ablesen. Liegt x zwischen . E 4
0 und 5 und y zwischen 504 Ls
{0 und 5% o pat man i ] 3
5 und 10J? iy L Lse
z an der Skala {Jl‘{} ab- 4 L/ a
1
zulesen; liegt dagegen x ! d
zwischen 5 und 10 und y | 0 Qe
zwischen {g Eﬁg 1(5) , S0 1 - 2 roa’
findet man den Wert von z 1 2 Fo5 *
R .. 1 L 207
an der Skala {M} Fiir . . F Cf'
den Gebrauch kann man J/ -
zur Erhohung der Uber- 7 ;
sichtlichkeit der Tafel eine e 7<10 | or
ibereinstimmende Bema- P i Lo’
lung der zusammengehori- e oo .o

gen Skalen vornehmen; in Abb. 61.
der Abbildung wurde die Zu-
sammengehdrigkeit durch die Ausdehnung der Skalenstriche angedeutet.

Manchmal tritt der Fall ein, daBl die Grenzen fiir die eine
Verinderliche eine sehr lange Skala fiir diese erfordern; man
kann dann die lange Skala einmal oder mehrmals abbrechen,
und die dadurch entstehenden einzelnen Tafelstiicke aneinander
zeichnen, wobei man unter jedesmaliger Verlegung des Koordi-
natenursprungs die kurze Skala fiir die andere Verdnderliche
nur einmal angibt. Da die Aufzeichnung der einzelnen Skalen-
stiicke einer solchen Tafel von dem jeweiligen Ursprung aus
Schwierigkeiten begegnet, so fiihrt man sie in der Weise aus,
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daB man fiir runde Werte der Verdnderlichen die entsprechen-
den Funktionswerte berechnet?).

Beispiel. Eine Funktion der angegebenen Art ist die schon mehr-

fach benutzte 3
=etgua

oder loge 4 logtg & —logh =0,

bei der eine im Vergleich zur e-Skala lange Skala fiir o auftritt. In
der Abb. 61 ist fiir die vorliegende Gleichung eine Tafel gezeichnet, bei
der die ¢-Skala und damit auch die k-Skala abgebrochen wurde. Die
zusammengehorigen Stiicke der «- und der k-Skala wurden durch bei-
gesetzte Punkte kenntlich gemacht; besser kann man die Zusammen-
gehorigkeit durch Anwendung verschiedener Farben bei der Zeichnung
oder durch entsprechende Bemalung der Skalen andeuten. Man kénnte
auch, wenn damit ein Vorteil fiir die Rechnung verbunden ist, fiir die
beiden Stiicke der «-Skala und damit fiir die beiden Stiicke der %-Skala
verschiedene MaBstibe wihlen. Wihlt man — wie dies bei der Tafel
der Abb. 61 geschehen ist — fiir die ganze «-Skala denselben MaBstab,
so kénnte man auch fiir die beiden Stiicke der «-Skala und damit auch
der h-Skala dieselben Trigergeraden wihlen und die Skalen zu beiden
Seiten der Geraden angeben.

§ 3. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und
geradlinigen Skalentriigern, von denen zwei parallel sind.

Wahlt man bei geradlinigen Skalentrigern, von denen zwei
parallel sein sollen, fiir die beiden parallelen Triger die z- und
die x-Skala, und nimmt man als Triger fiir die letztere die
Ordinatenachse an, so sind die drei Punktskalen bestimmt
durch die drei Gleichungspaare

’7=<P(x)} @) E=y(y) ¥ @) ’7=~Z(Z)} (2W)

£=0 n=>bf+cJ §=a
Soll die Ablesekurve eine Gerade sein, so hat sie die
Gleichung n=mé+q . . . . . .. .. (8

Die Elimination der laufenden Koordinaten £ und % aus
der Gleichung (3) und jedem der drei Gleichungspaare (2) er-

gibt die Gleichungen ¢ (2) = ¢ .4
byy)fe=myly)+q . . . . . . (5)
—@)=am H4q . ... .. (6)

1) Ist die verlangte Genauigkeit sehr groB, so muB man die Tafel
in einzelne Teile zerlegen, die man auf verschiedenen Seiten anordnet;
vgl. P. Werkmeister, Graphische Tachymetertafel. Konrad Wittwer,
Stuttgart.
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Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen die beiden
Parameter m und ¢, so erhdlt man die Gleichung

ap(@)—y @) {pE) +r()+ab}—ac=0 . . (1)

Fir alle Glelchungen von dieser Form kann man eine aus
drei Punktskalen mit geradlinigen Tragern der angegebenen
Art bestehende Tafel herstellen, bei der zusammengehérige
Skalenpunkte je auf einer Ge-
raden liegen. *7)

Wiahlt man als Trigergerade
fiir die y-Skala die Abszissen-
achse (Abb. 62), so sind die
Skalen festgelegt durch die
Gleichungen

=p(x) E=y(y)
A S

E3
e
i
l

7=0
n=—z())
E=a )’ ‘
An die Stelle der Gleichung (1) Abb. 62.
tritt dann die Gleichungl)
ap@)—yy{p@+rE}=0.. . ... (1)
Auf diese Form kann man insbesondere die Gleichung

bringen; sie lautet dann

x—*—{w—f—z}—o e e e ()

Fiir diese lassen sich die drei Skalen herstellen auf Grund der
Gleichungen

n=x]} 5—:1—_1_—?/] n=—z
—0) n=0 j f=1

Beispiel. Eine schon oben benutzte, in der sphirischen Trigono-
metrie eine Rolle spielende Gleichung ist

sin b = sin a sin 8.
Vergleicht man sie mit der Gleichung (7), so siecht man, daB bei ibr die
Skalen bestimmt sind durch die Gleichungspaare

1y Man kann diese Gleichung auch in einfachster Weise auf Grund
einer Proportion aus der Abb. 62 ablesen.
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. 1 .
ﬂ:Slnal E——-min—ﬂ ﬂ——slnb].

=0 | n=0 E—1

Die Tafel ist unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems mit dem Ursprung O in der Abb. 63 dargestellt, bei der fiir die
Abszissen ein zweimal so groBer MaBstab gewdhlt wurde als fiir die
Ordinaten.

Wenn es die Form der Skalen erfordert, so kann man auch
fiir die auf dem nicht parallelen Triger anzutragende Skala
und eine der beiden anderen Skalen einen vom MafBstab der
dritten Skala abweichenden MaBstab wihlen; man schreibt zu

&z
905
04 sinb-sinasing
]
90° S0 o?
2 U Wt 1 ! 1 o?
0
Abb. 63. '

diesem Zweck fiir die Gleichung (7) -
pz=ury, i

womit an die Stelle der Gleichung (7') die Glei-
chung tritt

1 6= 90

x—i—_}i—ﬁg{x+yz}=0.

Die fiir die Herstellung der Skalen erforderlichen Gleichungen
lauten dann

=z E=—1~— =—puz
= 14y T
£=0]) n=0 E=1

Beispiel. Schreibt man die Gleichung
c=1E sin®«x
in der Form
uc=uk sine,
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so zeigh sich, daB fiir sie «

die Skalen bestimmt sind 40
durch die Gleichungspaare
—=sin® & .
ZzO } A c-F. sine
e 1] w]
14uk

n=0 f 1

n=—puc)

5:1 J- 04
Wihls man p=— 18

F=1000 w8838 % 3 -E£

erhilt man die in der o--—-- S L - rom
Abb, 64 in einem recht- ¢
winkligen  Koordinaten- ‘
system gezeichnete Tafel. Abb. 64. N

§ 4. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und |
zwei geradlinigen parallelen Skalentriigern.

Wahlt man bei der Darstellung der Funktion

30
z=flx,y). . . .. ... (1)
in einer Tafel mit zwei parallelen Skalentrigern z. B.
fir die z- und die y-Skala die Ordinatenachse und
eine Parallele zu dieser, so sind die beiden Skalen be- |
stimmt durch die Gleichungspaare e
77:?)(95) ’ 77=T/J(y)} ”
. (2 d Ce e
Die dritte Skala sei bestimmt durch die beiden Gleichungen
fy (& m,2)=0)
@y (&, m)=0
aus denen sich ergeben moge
'fi;}bs (z>1 ) . (2///)
n=hy(2))

wobei man riickwirts die Gleichung ¢, (&, 5)=0 des Skalen-
trigers durch Elimination der Veridnderlichen z aus den Glei-
chungen (2) erhilt.

Soll die Ablesekurve eine Gerade sein, so hat sie die

Gleichung p=mé-+q. . . . . . . . .(3)
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Eliminiert man die laufenden Koordinaten & und 5 aus der
Gleichung (3) und jedem der Gleichungspaare (2), so erhilt
man die Gleichungen

p(r) = qg . . .. ...
y=m e ... )
hy(z)=mgy(2)-+-¢. . . . . . . . (6)

Die Elimination der beiden Parameter m und ¢ aus den drei
Gleichungen (4), (5) und (6) ergibt fiir diejenige Form der Glei-
chung (1), die sich in einer Tafel mit geradliniger Ablesekurve
und zwei parallelen Skalentrigern darstellen 1a8t, die folgende

(%) 93(2) — v (¥)95 (2) — @ (¥) +15(2) =0
oder (@) {9,(2) — 1} —v(y)g;(2) 4 hy(2)=0
oder in allgemeinerer Form

‘P(x)_l_W(y)h(z)"i_le(z):O SRR (1,)

Fiir diese Gleichung treten an Stelle der Gleichungen (2") die

folgenden
R ACN
_ = 147, (z) ]}
w0 [
T T4

Die schematische Form einer
solchen Tafel zeigt die Abb. 65.

247

1. Beispiel. Die allgemeine Form
der Gleichung zweiten Grades ist

zi-tazx+b=0.
Y fé Schreibt man diese Gleichung in der
Form [ 2
btaxr-+a2=0

und vergleicht sie dann mit der
Gleichung (1), so sieht man, daB fiir
sie auf den parallelen Skalentrigern die nach b und a bezifferten Skalen
anzutragen sind; die den Gleichungen (2) entsprechenden, zur Her-
stellung der Skalen erforderlichen Gleichungen lauten dann

n=b] n=a §= T—
2

s:oi E=1 n=—1+‘x
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Die Elimination von z aus dem die z-Skala bestimmenden Gleichungs-
paar ergibt fiir die Gleichung des Trigers dieser Skala die Gleichung
einer Hyperbel, nimlich B tnn=0

Die o bestimmte Tafel ist in der Abb. 66) mit Benutzung eines recht-
winkligen Koordinatensystems mit dem Ursprung O gezeichnet; fiir die

xrhax-b-o
+d ra ¥
- 0TI
9 lg T-8
6 be 177

9 s10:L 9
x

79 s
-& Abb. 66. -a

k4

Abszissen wurde dabei ein fiinfmal groBerer Mafstab gewihlt als fiir
die Ordinaten. Die eingezeichnete Ablesegerade bezieht sich auf das

Beispiel o 22 —8—0,
fiir das man mit a=-}2 und b= —3 findet z, =1 und 2, =—3.

1y Diese Tafel zur Auflosung von quadratischen Gleichungen stammt
von M. d’Ocagne.
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2. Beispiel. Eine typische goniometrische Gleichung ist

sin ¢ 4 b cos ¢ +-a=0.

Soll fir diese in der Form mit der Gleichung (1’) iibereinstimmende
Gleichung eine Tafel hergestellt werden, so hat man auf den parallelen
Tragern die a- und die b-Skala anzutragen; als Gleichungen zur Her-
stellung der Skalen hat man dann

_ — Il
n=a n=>b §= 14-cosg
_ — —__Sne
§=0 §=1 K 14 cosg
a &
sing+beosgra-o0 |3 e
{4 g
é-_\y Le2 l-+2
? é\' L
¢
&
—9~-4§
? -7
?
E] .
3 -z e
@ s
. -3
Q
Abb. 67.

Eliminiert man aus den beiden letzten Gleichungen die Verinderliche ¢,
so findet man, daB der Trdger der ¢-Skala eine Parabel ist mit der

Gleichung
R 2E—1=0.

In der Abb. 67 ist die Tafel unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems gezeichnet, wobei fiir die Abszissen ein doppelt so
groBer MaBstab gewahlt wurde als fiir die Ordinaten.

Wie man unter Umstinden bei einer Tafel der vorliegenden Art
einen Wechsel im MaBstab der nicht geraden Skala eintreten lassen
kann, zeigt die in der Abb. 68 angegebene, ebenfalls auf die Gleichung

sing-t+bcospta=10

sich beziehende Tafel; bei dieser wurde bei den zwischen 0 und 90 Grad
bzw. 270 und 360 Grad liegenden Werten des Winkels ¢ fiir die Ab-
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szissen ein zweimal so groBer Mafistab gewdhlt als bei den iibrigen
Werten. Die a-Skala ist fiir beide Tafelteile gemeingam; die zweite
b-Skala und der zu ihr gehorige Teil der nach ¢ bezifferten Skala sind
durch eine leichte Bemalung gekennzeichnet.

§ 5. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und drei
geradlinigen, durch einen Punkt gehenden Skalentriigern.

Waihlt man bei einer Tafel mit drei geraden durch einen
Punkt gehenden Skalentrigern als Tréger der z- und der
y-Skala die beiden Achsen eines schiefwinkligen Koordinaten-
systems, und als Triger der z-Skala die erste Mediane, so sind
die drei Punktskalen bestimmt durch die drei Paare von
Gleichungen

49

=¢

Eine geradlinige Ablesekurve hat die Gleichung
p=mét+q . . . . .. ... (3

Eliminiert man aus jedem der drei Gleichungspaare (2) und

Werkmeister, Rechentafeln. 6

I

7 :(p(x)]} ) (\2/) §= '/j(y)} ) <2H) 1 (2111)

=0 ) =20 7

B3
N’
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der Gleichung (3) die laufenden Koordinaten £ und 7, so findet
man die Gleichungen
p(x)= qg . . .. ... 4

Durch Elimination der beiden Parameter m und ¢ aus diesen
drei Gleichungen erhilt man' nach entsprechender Umformung

die Gleichung?') 1 ) 1
o@ Ty W

Alle Gleichungen von dieser Form konnen in einer Tafel mit
drei geradlinigen, durch einen Punkt gehenden Skalentrigern
in Verbindung mit einer
Geraden als Ablesekurve
(Abb. 69) dargestellt wer-
den.

Beispiel. Das harmoni-
sche Mittel 2z zweier GroBen z
und y wird berechnet mit
Hilfe der Gleichung

2 1,1
+3-

z

;N\ *E’ Schreibt man diese Gleichung
{

i i
0: L —, in der Form

e YY) ——
‘ ' 1 1 1
Abb. 69. 2—x—+~2—y—;=0

und vergleicht sie dann mit der Gleichung (1), so zeigt sich, dall man
gie in einer Tafel der angegebenen Art darstellen kann, bei der die drei
Punktskalen bestimmt sind durch die Gleichungen

E=0 n=0 n==¢& :
Die entsprechende Tafel ist in der Abb. 70 gezeichnet.

Die drei auftretenden Skalen miissen nicht alle in dem-
selben MafBstab gezeichnet werden; wihlt man z B. fir die
y-Skala einen u-mal groBeren Mafstab als fiir die beiden
anderen Skalen, so lautet die Gleichung (1)

R TN N S ,
w(x)+# @ 2@ 0.

) Auch diese Gleichung kann auf Grund einer Proportion aus der
Abb. 69 abgelesen werden.
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Wie sich in einfacher Weise zeigen 1iBt, treten dann an die
Stelle der drei Gleichungspaare (2) die folgenden Gleichungen

n=¢@))  E=pwl)  1=1(
( §
=

Die Trigergerade der z-Skala ist jetzt nicht mehr die
Halbierungslinie des Winkels zwischen den beiden Achsen des
schiefwinklig anzunehmenden Koordinatensystems, sondern eine
andere, von dem Koeffizienten u abhingige Gerade durch den
Koordinatenursprung.

'y

e
S

o
Abb. 70.

Beigpiel. Soll aus irgendeinem Grunde in der Tafel zur Be-
rechnung des harmonischen Mittels z zweier GroBen z und y auf Grund
der Gleichung

2 1 1

23Ty
die GroBle y in einem zweimal groBeren MaBstab aufgetragen werden
als die beiden anderen GroBen, so schreibt man die Gleichung in der
Form

6*
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Die drei Skalen sind dann bestimmt durch die Gleichungen

n:Zx]} =4y 77=zl
E=0 ) n=0 2p=¢&])

Die hiermit sich ergebende Tafel ist in der Abb. 71 gezeichnet.

2.2,
x

8
AN

Abb. 71.

Die Gleichung (1) kann man auch folgendermafen schreiben

A J i
. (aﬁ‘l’#)‘*‘(;@‘%#)*(m—l—zﬂ):o
Atpp@) | Atpyly)  A+2u1@) ,
v@ T el e ™)

An die Stelle der die Skalen bestimmenden Gleichungen (2)
treten dann die folgenden

p@) _yly) 2B

Titue@! " T ituw®mt T iteur@l.
§=0 ] n=o0 n==¢
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Bringt man eine Gleichung auf die in (1”) angegebene Form,
so kann man durch entsprechende Wahl der Grdfen 4 und u
die Einfiihrung einer zweckmiBigen MaBeinheit erreichen.

Beispiel. Eine Gleichung von der Form (1) ist die schon mehr-
fach als Beispiel benutzte Gleichung

22— g2 _f_yz.
Formt man diese der Gleichung (1”) entsprechend um, so geht sie

iiber in
(- 0?) - (- pey?) — @A) = 0.

Man sieht dann, daB bei ihr die drei Skalen sich herstellen lassen auf
Grund der Gleichungen

= ! - ~ o |
i i) TEes |
E—0 I — J p==¢& J

Bei der in der Abb. 72 gezeichneten Tafel wurden die HilfsgriBen
4 und p derart bestimmt, daB der mit x =1 bezifferte Punkt nach P,
und der mit =10 bezifferte Punkt nach P,, zu liegen kommt; miBt
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man zu diesem Zweck die Strecken OP, =7, und OP, =17, ab, so
hat man zur Bestimmung von i und x die beiden Gleichungen

=1 und p=—r
n = }'_’_H u 0=
woraus sich ergibt
1= 11007, — 9, 12—
99 1710 : 99 my7y

An Stelle der Gleichung (1”) kann man auch schreiben

Atpe@ | Atpmyly)  At(utu)2@) p
(@) T v(y) %(2) 0

Die zur Herstellung der Skalen erforderlichen drei Gleichungs-
paare lauten dann

y— 2@ PR ¢) y— 2(2)
Ay (%) Aty v () A (uy ) 2(2)

Die in (1) angegebene Form der Gleichung (1) bietet die

Moéglichkeit, fiir die - und y-Skala verschiedene MaBeinheiten

einzufiibren; es kann dies auch zu einer Zerlegung der z-Skala
in mehrere Stiicke benutzt werden.

Auf die in der Gleichung (1) angegebene Form konnen
inshesondere alle Gleichungen gebracht werden von der Form

z=x"y™ (m und n unverdnderliche GroBen).
Logarithmiert man diese Gleichung so geht sie iiber in
n log x -+ m log y — log 2=0.

Fiir diese kann man die drei Skalen aufzeichnen auf Grund
der Gleichungen

1 1 1
= —— E = —— 17 _ ———
nlogx m logy log 2§,
Beispiel. In der sphérischen Trigonometrie kommt die Gleichung vor
. sind
sin f = sing’

logarithmiert man sie, so erhilt man
log sin § + log sin a — log sin b =0
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oder in der durch die Gleichung (1") angedeuteten Form
{A— u log sin 8) + (A -+ u log sin a) — (21 +  log sin b) =0.

Die drei Skalen lassen sich demnach aufzeichnen mit Hilfe der Glei-
chungen

1 1 1
T=71¥ulogsinp EZA—H&ESinal =91 T ulogsind
E=0 =0 J p=£&

Abb. 73. Cpo @

Nimmt man bei der §-Skala die mit 16° und 90° bezifferten Punkte be-
liebig an, so kann man mit Hilfe der dann bestimmten Werte 4,, und
7y, die Groflen 1 und u berechnen. Aus

— ‘1 nd —
Mo=7_ 0,760 & u Moo == 7
erhdlt man

1 Mo —1
A=-—— und p= -0 _ 190
Moo 0,760 1,9799

Auf diese Weise ergibt sich die in der Abb. 78 gezeichnete Tafel.
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§ 6. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und drei
beliebigen geradlinigen Skalentriigern.

Wihlt man bei einer Tafel mit geradlinigen, aber sonst be-
liebigen Skalentrigern als Triger der z- und der y-Achse die
beiden Achsen eines schiefwinkligen Koordinatensystems (Abb. 74)
und als Trager der z-Skala eine auf den Achsen gleiche Stiicke
abschneidende Gerade, so sind die drei Punktskalen bestimmt
durch die drei Gleichungspaare

e ST e

7

Die Gleichung einer geradlinigen Ablesekurve lautet

n=mé+4+q . . . . .. ... (8)

Die Elimination der laufenden Koordinaten & und # aus jedem
der Gleichungspaare (2) und der Gleichung (3) ergibt die
Gleichungen

filt)=q . . . . . . ... .. .4
O=mfy(yy+q. ... ... . .(5)
—ifi@k=mE&+3H0E)+q . . . . . . (6)

Eliminiert man aus diesen Gleichungen die beiden Parameter m
und ¢, so erhdlt man nach einiger Umformung die Gleichung

2kfi(=) =2, (@) fa(y) + L@ ;&) — ) ) =0. . (1)
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Jede Gleichung, die auf diese Form gebracht werden kann,
148t sich in einer Tafel mit geradlinigen Skalentréigern der an-
gegebenen Art und geradliniger Ablesekurve darstellen. Auf
die Form der Gleichung (1) kann man insbesondere die typische

Gleichung @) =2 . . .. .. (1)
bringen; setzt man in ihr
fi (%) k=) f3(2)
— B =T g ) — 7

2k+fo(2)°
so erhilt man nach entsprechender Umformung unmittelbar
die Gleichung (1). Aus den
Gleichungen (7) findet man

fiir £, (z), fy(y) und fy(2)

k(@)
M= ey
k
foly) = 1 y(y)
und fs(z)szy;% . (8)

Damit erhilt man (Abb. 75)
entsprechend der Gleichung
(1) an Stelle der die Punkt-
skalen bestimmenden Glei-

chungen (2) die folgenden — Abb. 75.
kp(x) k 1+4-%(2))
— T _— f—p—Fk T2\
it e) 1y 0) T
§=0 n=20 =k

Beispiel. Eine bei der Berechnung von rechtwinkligen sphérischen
Dreiecken vorkommende Gleichung ist

cosf=ctgatgc.
Vergleicht man diese mit der Gleichung (1’), so sieht man, daB bei ihr
die drei Skalen bestimmt sind durch die Gleichungen

_ ketga k) .k _ ketge
T 1 Fetga 1+tgat T 1-ltge 1-letge
§—0 o= j

e 1+cosﬂ_ eﬂ

S Al gty bl 2}

Et+n=—1k

Die entsprechende Tafel zeigt die Abb. 76.
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coss = ctgatge

Abb. 76.

Bei der durch die beiden Gleichungen

1 2)
\ 1—y%(2)
0" B 5 —i— ”)7 == k
bestimmten Skala kann — wie in dem eben behandelten Bei-

spiel — der Fall eintreten, daB sich y(z) zwischen den Grenzen 0
und 1 und damit &— 5 zwischen den Grenzen k und oo be-
wegt; man kann dem hieraus entstehenden Ubelstand in ein-

N cosp=ctga-bge
0

< Abb. 77.

facher Weise dadurch abhelfen,
daB man die Gleichung (1') folgen-
dermafen schreibt

1o (@) uyly) = u® 2(2).

Die zur Herstellung der Skalen erforderlichen Gleichungen
lauten dann

o %,

__sko@ | . k) ., ltat)
T I ue@} 1+#w(y)j 1—#21@);-
E=0 J n=o0 Efn=k

Durch entsprechende Wahl von x4 kann man dafiir sorgen, dafl
auch die z-Skala ganz im Endlichen verlduft.
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Beispiel. Wahlt man bei der Gleichung
cosf=ctgatgc
fir 4 den Wert 0,7, so hat man zur Herstellung der Skalen die
Gleichungen
_ O7ketga 07k f— k _ ketge
TT1F0,7ctga 0,7Ftga T 1-+-0,7tge 0,7-Fctge

E=0 p=0
) 14049 cosp
5_’7*"1—0,49cosﬁ},
§4n=k

Die durch diese Gleichungen bestimmte Tafel ist in der Abb. 77 ge-
zeichnet.

§ 7. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und zwei
beliebigen geradlinigen Skalentréigern.
Soll die Funktion
z=f(e,y) . . .. ... .. Q)
in einer Tafel mit zwei beliebigen geradlinigen Skalentrigern
dargestellt werden, so kann man z. B. fiir die z- und die y-Skala
als Triger die beiden Koordinatenachsen wihlen; den Skalen
entsprechen dann die Gleichungen
§=0 | r é::go (y) } ”
B 1 - P ¢

=) § ®) o #)
Die z-Skala sei bestimmt durch die beiden Gleichungen

f3(&,m,2) =0

@s(&, ) =017

aus denen sich ergeben moge
f=g,(z) und np=h(z).
Nimmt man fiir die geradlinige Ablesekurve die Gleichung an

p=mé-fq,. . .. .. ... (3)

so ergibt die Elimination der laufenden Koordinaten £ und 7
aus der Gleichung (8) und den Gleichungen (2) die Gleichungen

hy (x) == q. . . ... ..®
O=mgy(y)+q. . . . . ... (5)
hy (z) =m gs(z) +q. . .. .. .. (6)

( 2 III)
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+7 Eliminiert man aus
diesen Gleichungen die
beiden Parameter m
und ¢, so erhdlt man
fiir diejenige Form, die
die Gleichung (1) haben
muf}, damit sie in der
angegebenen Weise dar-
gestellt werden kann
(Abb. 78), die folgende?)

A > hy (%) 95 () — Py (%) 95 (2)
Abb. 78. — g, () hy(2) =0
oder hy(2)

g5(2) _ ’
WE+%@_4_O......4U

ax*rbaxr-7-0

\\% +a S
XS T7
~
~
~
~

74

e

~
N

k¢

17
-a
Abb. 79.

1. Beispiel. In die Form der Gleichung (1’) kann man jede

Gleichung zweiten Grades bringen; sie lautet dann
ax?+bz—1=0.

1) Man kann diese Gleichung auch unmittelbar aus der Abb. 78

ablesen.
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Bei dieser Gleichung sind die drei Skalen bestimmt durch die Gleichungen

‘S:O] Sji,,l,] E=q ]
771 4 b} 2}-
I

Eliminiert man aus dem letzten Gleichungspaar die Veranderliche x,
so erhdlt man fiir den Triger der x-Skala die Gleichung

n=¢&.

asinx+beosx-7-0

Wie diese Gleichung zeigt, ist die x-Skala an einer Parabel anzutragen,
die die Abszissenachse im Koordinatenursprung beriihrt (Abb. 79). Die
Tafel stimmt mit der in der Abb. 51 auf anderem Wege gefundenen
Tafel iiberein. Die in der Abbildung angegebene Ablesegerade bezieht
sich auf die Gleichung 908 Lag—1—0

fir die man findet @, =05 wnd aye=—1.

2. Beigpiel. Unter den goniometrischen Gleichungen spielt eine
besondere Rolle die Gleichung

asina+beosx —1=0.
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Vergleicht man diese mit der Gleichung (1’), so sieht man, daB bei ihr
die Skalen sich herstellen lassen auf Grund der Gleichungen

5:0] E:—l— E:eoszl
1 b . .
ﬂ**a—j — n:sme

Fiir die Gleichung des Trigers der z-Skala findet man durch Eli-
mination von x aus dem letzten Gleichungspaar

g2 p?—1=0.
Der Triger ist demnach ein Kreis um den Koordinatenursprung mit

dem Halbmesser eins, Die Tafel ist in der Abb. 80 enthalten; die ein-
gezeichnete Ablesegerade entspricht der Gleichung

28inp —3cosp—1=0,
fir die man ¢, = 72° und ¢, =220° erhilt.

§ 8. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und einem
geradlinigen Skalentriiger.

Wihlt man bei der Darstellung der Funktion
e—fle,y) . . . . . . . .. ()

in einer Tafel mit einem geradlinigen Skalentriger z. B. fiir
die z-Skala die Ordi-
natenachse als Trager,
8o sind die drei Skalen

F (Abb.81)bestimmtdurch
die drei Gleichungspaare
E =0, (x) ) I
; 2
8 n=nh,(z) #)
'Q": §= 9, (y) 1 ”
2
n=nhy(y)) )
§=0 } "
2")
1= hy(2) (

5 wobei man die Glei-
chungen der Triger der
z- und der y-Skala aus
den beiden ersten Glei-
chungspaaren durch Elimination von x bzw. y erhilt.

Eine geradlinige Ablesekurve hat die Gleichung
n=mé+q . . . ... ... (3)
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Die Elimination der laufenden Koordinaten & und % aus der
Gleichung der Ablesekurve und jedem der drei Gleichungs-
paare (2) ergibt die Gleichungen

h(x)=mg,@)+q . . . . ... .4
ho(y)=mg,(y)+q . . . . . . .. ()
By (2) = T ()

Eliminiert man aus diesen Gleichungen die beiden Para-
meter m und g, so ergibt sich die Gleichung?)

hy () 95 () — 9o (y) Ry (2) — gy () by (y) 4 9,(%) By (2) =0

stncac+3)
sing- Stna +sing

780°

Abb. 82.

oder nach weiterer Umformung
1 {h1 (@) by (?/)1 1 1 ’
— ——=+-—=0...(1
W6 6 6@ e .
Dies ist die allgemeine Form fiir alle Gleichungen, die sich bei

1) Die Gleichung 1a8t sich auch aus der Abb. 81 auf Grund einer
Proportion ablesen.
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geradliniger Ablesekurve in einer Tafel mit mindestens einem
geradlinigen Skalentrager darstellen lassen.

Beispiel. Die Gleichung
sin (¢ +- f)

sin & -+ sin B

kann folgendermafien umgeformt werden

sin @ = -

sin  c08 f - cos o sin §

: = sin « -~ sin
ein @ +-sin g
oder
1 sinccosf-cosasinf sin«—|-sinf
sin g sin o sin § " sinesinf
oder
1 fcose , cosf 1 1
sing {sin ¢ ' sing sine sing

Ein Vergleich der letzteren Form mit der Gleichung (1)) zeigt, daB
bei der vorliegenden Gleichung an die Stelle der Gleichungen (2) die
folgenden, fir die Herstellung der Skalen maBgebenden Gleichungen
treten

£ ==sin «) E=—sing E=0
1]:008(}5]} n=cosfj np=singj’

Eliminiert man aus den beiden ersten Gleichungspaaren die Ver-
anderliche « bzw. 8, so findet man, dal der Triger der «- und der
f-Skala dieselbe Kurve ist, ndmlich ein Kreis um den Koordinaten-
ursprung mit der Gleichung

EPfy?—1==0.

Die Tafel ist in der Abb. 82 gezeichnet; die in dieser angegebene Ab-
lesegerade bezieht sich auf die Werte «=40° f=110° und damit
@ =189 bzw. 1629,

§ 9. Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve und beliebigen
Skalentriigern.

Soll eine Gleichung zwischen den Verinderlichen , ¥ und z
in einer Tafel mit Punktskalen dargestellt werden, so sind die
Skalen (Abb. 83) bestimmt durch drei Gleichungspaare von
der Form

§=y, (x)] (2/) §=1, (y)} (2u) =g, (z>1 o (2m)
n==hy()) 7==h, (y) n=hy(2))

Die Gleichungen der drei Skalentrdger ergeben sich aus
diesen drei Gleichungen durch Elimination der jeweiligen Ver-
inderlichen.

Soll die Ablesekurve eine Gerade sein, so hat sie die

Gleichung p=mé-fq.. . . ... ... (3
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Eliminiert man aus dieser Gleichung und je zwei der Glei-
chungen (2) die laufenden Koordinaten & und 7, so ergeben
sich die Gleichungen

Die Form derjenigen Gleichungen zwischen z, y und 2, die
in einer Tafel mit ge- 7
radliniger Ablesekurve
dargestellt werden kén-
nen, erhilt man durch
Elimination der Para-
meter m und ¢ aus den
Gleichungen (4), (5) und
(6); nédmlich

hy (@) 9,(%) 1

hy(y) 95(y) 1|=0 —¢2
hy (Z> 93 <Z> 1 G ‘

oder in aufgeloster
Form

() {95 () — 9, @)} + by (y) {95 (&) — 9, (@)} + Py (2){9, (x) — g5(y)} =0. (1)

Da diese — auch in der Abb. 83 auf Grund einer Proportion
ablesbare — Gleichung allgemein die Form angibt, die eine
Gleichung haben muB oder auf die die Uberfiihrung einer Glei-
chung moglich sein muf}, damit sie in einer Tafel mit Punkt-
skalen und gerader Ablesekurve dargestellt werden kann, so
lassen sich aus ihr die in den vorhergehenden Paragraphen
fir bestimmte Skalentriger aufgestellten Gleichungsformen ab-
leiten.

Setzt man entsprechend drei parallelen Skalentrigern

g(@)=a  g@H=—b  gE=0,
so erhdlt man die im § 2 aufgestellte Gleichungsform
bh (x)+ah,(y) _(a+ b) hy (z):O

Bei geradlinigen Skalentrigern, von denen zwei parallel
sind, ergibt sich mit

91 (x):()’ hy (y):bge (y)_!_c’ 93 (z):

a
Werkmeister, Rechentafeln, 7
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die Gleichungsform des § 3
ahy (@) — g, (y) {hy (&) — g (2) 4~ ab} —ac—0.

Fir zwei parallele und einen krummlinigen Skalentriger
erhilt man mit

g, (x)=0, 9. (y) =1
die im § 4 gefundene Gleichungsform
hy (@) {gy (2) — 1} — by () g5 (2) 1y () = 0.

Entsprechend drei geradlinigen, durch einen Punkt gehen-
den Skalentrigern findet man mit

g, (®)=0, hy (y)=0, 95 (2) =Py (2)
die Gleichungsform des § 5, nédmlich
1 1 1
CRERTR N

Die im § 6 fiir eine Tafel mit drei beliebigen geradlinigen
Skalentriigern aufgestellte Gleichungsform

2kh1(x)—2h1(x) gz(y)%‘h& (x)f(z)_gz (y)f(z):()

ergibt sich mit

0.

6@=0, ho)=0, g@=k+ DumdhE=—TC.

Die einer Tafel mit zwei geradlinigen, nicht parallelen
Skalentrdgern und einem krummlinigen Tréger entsprechende
Gleichungsform

hy (#) 95 (4) — By (2) 5 (2) — by (2) 95 () = O,
die im § 7 behandelt wurde, erhdlt man aus der Gleichung (1)

mit
Setzt man endlich
g5 (2) =0,

so ergibt die allgemeine Gleichung fiir die einer Tafel mit nur
einem geradlinigen Skalentriger zukommende Gleichungsform

hy () 9o (9) — 9, (9) Py (2) — 91 (%) By (4) 49, (%) s (2) = 0.
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§10. Tafeln mit drei geradlinigen parallelen Skalentriigern
und einem Kreis als Ablesekurve.

Soll fiir eine Gleichung zwischen den drei Verdnderlichen
x, y und z eine Tafel mit drei parallelen Skalentragern her-
gestellt werden, und wihlt man als Triger der y-Skala die
Ordinatenachse, so sind die drei Skalen bestimmt durch die drei
Paare von Gleichungen

f=—a } ’

2

1=y %) e

J— } (2) Y 7 \\

=y (y) 8 SH

=0 e AN P
=2 )

Die Verwendung
eines Kreises als Ab-
lesekurve!) kann z. B. N
in der Weise geschehen, ’
daB man die Punkte S
der y-Skala als die a *
Kreismittelpunkte an- L
nimmt (Abb. 84). Be- T TTTTTC
zeichnet man den ver-

Abb. 84.
anderlichen Halbmesser
eines solchen Ablesekreises mit r, so lautet dessen Gleichung
unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koordinatensystems

E+{p—ypE)—1"2=0. . . . ... 3

Um zu derjenigen Gleichung zwischen den angenommenen
Veréinderlichen zu gelangen, die sich in der angegebenen Weise
in einer Tafel darstellen 1a(t, hat man zundchst zu beachten,
daB der Ablesekreis durch die beiden, in den Gleichungen (2')
und (2”) angegebenen Punkte geht; die Bedingungen dafiir,
daB dies einzeln der Fall ist, sind

@ {ple)—p P —r=0 . . ... (4
B {1) —p@F—P=0. . . . .. ()

1) Auf die Verwendung von nicht geradlinigen Ablesekurven haben
zuerst hingewiesen A. Adler und E. Goedseels. Tafeln mit Ablese-
kurven in Form von Kreisen mit verdnderlichem Halbmesser hat zuerst
N. Gercevanoff angewendet; er bezeichnet sie als ,nomogrammes &
points équidistants®,

-~

@)
Aez)

g =3

und

7*
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Soll der Ablesekreis gleichzeitig durch die beiden Punkte
gehen, so muB die durch Elimination des Parameters r aus
den Gleichungen (4) und (5) sich ergebende Gleichung be-
stehen

Pr(x) — @) —2¢@) v (y)+ 2y 1) +a*—b"=0 . (1)

Auf diese Form muB eine Gleichung gebracht werden konnen,
damit man sie in einer Tafel mit drei parallelen Skalentrigern
in Verbindung mit einem Kreis als Ablesekurve darstellen kann.

In dem besonderen Fall, da a==15 ist, geht die Gleichung

1) Biber i
(1) iber in p@) —29@y)+1(2)=0 . .. ... 1)
An die Stelle der Gleichungen (2") und (2”') treten dann
die Gleichungen E——aq f—a
n=p ()} n=x@}'

Aus diesen und der Gleichung (1) ergibt sich insbesondere,
daB der Wert von ¢ beliebig angenommen werden darf; die
MaBeinheit der Abszissen muB demnach nicht dieselbe sein
wie die der Ordinaten.

Hat die in einer Tafel darzustellende Gleichung die Form
(1), so liegen — wie sich in einfacher Weise zeigen lafit —
der Kreismittelpunkt und die Schnittpunkte des Kreises mit
der z- und der z-Skala auf einer Geraden, die ebenfalls als
Ablesekurve benutzt werden kann; man hat dies bei den Ab-
lesungen an der z-Skala zu beachten, wenn beide Schnitt-
punkte des Ablesekreises mit dem Skalentréger innerhalb des
Skalenbereiches liegen.

Fiir die Herstellung des jeweiligen Ablesekreises benutzt
man am besten den Zirkel, von dem die eine Spitze auf der
y-Skala und die andere Spitze auf der xz-Skala eingestellt
wird; eine solche Einstellung des Zirkels ist nur moglich, wenn
der Wert der auf die Mittelpunktskala sich beziehenden Ver-
anderlichen gegeben ist.

Zu der in der Gleichung (1) dargestellten Gleichungsform
ist noch zu bemerken, daf man auf sie durch Logarithmieren
alle Gleichungen bringen kann von der Form

f,(&)="1, @)1 (¥).
1. Beispiel. Die Gleichung
22 ==} ¢?
kann man in der Form schreiben

@ —2) @ +2) 1 @ =0



Tafeln mit einem Kreis als Ablesekurve.

oder

gt — A aty? fytat =0, )

Vergleicht man sie jetzt
mit der Gleichung (1), so
zeigt sich, dall die drei,
zur Herstellung der Skalen
erforderlichen Gleichungs-
paare sind

f=—ua
=
5:0 o
¥
f=a
77—-—22}

Die hiermit sich er-
gebende Tafel ist in der
Abb. 85 gezeichnet, in der
der Ablesekreis fiir y —=6
und =25 angegeben ist.

2. Beispiel. Logarith-
miert man die Gleichung

=y,
80 geht sie iiber in
logxz —logz+logy = 0.

Um die Gleichung mit
der Gleichung (1) verglei-
chen zu konnen, schreibt
man sie in der Form

log?z — log?z -} logzlogy
4+ logylogz=20.
Die Skalen sind dem-

nach bestimmt durch die
Gleichungen

f=—a

J—toge)

E=0

nz—ilogy}
2

E=a

n=—10gz}'

Die auf diese Weise ent-
stehende Tafel ist in der
Abb. 86 enthalten; sie kann
unter Benutzung des Zir-
kels sowoh! als Multipli-
kationstafel als auch als
Divisionstafel verwendet
werden,

4
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Abb. 86.
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§ 11, Tafeln mit drei geradlinigen, darunter zwei parallelen
Skalentrigern und einem Kreis als Ablesekurve.

Hat man bei einer Tafel fiir eine Gleichung zwischen den
drei Veranderlichen , y und z als Skalentriger die Ordinaten-
achse, eine Parallele zu dieser und die Abszissenachse eines
rechtwinkligen Koordinatensystems, so sind die drei Skalen

z. B. bestimmt durch die

*7 Gleichungspaare
______ £=0 } @)
=1 T 7= (x)
\ ~
\ \\ — O
\ J U] } ”
\ S 2
310 =viy)S @
§ \\ // = f=a 1 (2//’)
Voo N =12 )
;}—Zz(y W ’ l Soll der Mittelpunkt eines
4 | *é Ablesekreises mit dem ver-

@ " #nderlichen Halbmesser «
Abb. 87. mit den Punkten der y-
’ Skala zusammenfallen (Abb.
87), so hat die Ablesekurve

—p@PE+ryr—r=0. . .. ...

Dieser Kreis geht durch die Punkte mit den durch die
Gleichungen (2") und (2") bestimmten Koordinaten, wenn

Yy +e*l@w)—ri=0. .. .. .. (4

@ —2ay(y)+v* @)+ 1 E@—r"=0. ... (5

Die Elimination des Parameters r aus diesen beiden Glei-
chungen ergibt fiir die Form derjenigen Gleichungen, die in
einer Tafel der oben beschriebenen Art dargestellt werden
kénnen, die folgende

P*(x)— 1" (2)+2aw(y) —a®=0. . . . . (1)

Fir die Abszissen und Ordinaten muB dieselbe MaBeinheit
gewiahlt werden.

die Gleichung

und
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§ 12. Tafeln mit drei geradlinigen Skalentrigern durch einen
Punkt und einem Kreis als Ablesekurve.

Sind bei einer Tafel fiir eine Gleichung zwischen den drei
Verdnderlichen #, y und z die Skalentriger drei Gerade durch
einen Punkt, und wahlt man hierfiir die beiden Achsen eines
rechtwinkligen Koordinatensystems, so lauten die zur Herstellung
der Skalen erforderlichen Glei-
chungen *7

n=0 )

f=—g()f &) /—T
7720 } (2”) ,

=y () / SN
— / NS I
E =0 } . (2"1> / ‘\\
1= (Z) // \
/ \

Wé&hlt man die y-Skala als
Mittelpunktskala fiir den Ab-

lesekreis (Abb. 88), und be- *

ot

—gm—t—

zeichnet man dessen Halb- zAT) ey

messer mit r, so hat der Kreis

die Gleichung Abb. 88.
E—w@y+n—r=0. . .....(@)

Damit dieser Kreis durch die Punkte der Gleichungen (2')
und (2"") geht, miissen die Gleichungen gelten

{lp@) v} —r=0 . . . . . .4

v+ @—r=0 . ... .. ()

Die Elimination des Parameters r aus den Gleichungen (4)

und (5) ergibt als Bedingung dafiir, daB der Ablesekreis gleich-

zeitig durch je einen bestimmten Punkt der x- und der z-Skala
geht, die Gleichung

P@t2e@yE)—2E®=0 .. ... (1)

Dies ist die Form derjenigen Gleichungen, die in einer

Tafel mit drei geraden, durch einen Punkt gehenden Punkt-

skalen in Verbindung mit einem Kreis als Ablesekurve dar-

gestellt werden konnen. Eine solche Tafel eignet sich zunichst

fiir den Fall, daB der Wert der Verénderlichen y gegeben ist.

Auch bei dieser Tafelform muBl fiir die Abszissen und
Ordinaten dieselbe MaBeinheit gew#hlt werden.



104 Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit Punktskalen.

Beispiel. In einer Tafel der angegebenen Art kann man die be-
sondere Form der Gleichung zweiten Grades darstellen

22-4-ax—b=0.
Bei ihr sind die Skalen bestimmt durch die Gleichungen

S |

—_ o _
Die hiermit sich ergebende Tafel ist in der Abb. 89 gezeichnet; das
angegebene Zahlenbeispiel bezieht sich auf die Gleichung
*—3z—4=0,

fiir welche man erhélt o, — — 1 und 2, =} 4.

10»1[-10
xHax-b-0

—— —_—
- ~a

~
—//

L 1

N -

LY
I
4
o

Abb. 89.

§ 18. Tafeln mit beliebigen Skalentrigern und einem Kreis
als Ablesekurve.

Bei einer Tafel fiir eine Gleichung zwischen den drei Ver-
dnderlichen «, y und 2z sind allgemein die Skalen bestimmt
durch drei Gleichungspaare von der Form

5291(x)} 4 §=g‘,(y)1 w §=95(2)) "
2 Ul (2 . . (2
=kl & =gl @ =@ &)
Ein Ablesekreis mit dem Halbmesser r, dessen Mittelpunkt

mit den Punkten der y-Skala zusammenfillt, hat — unter Zu-
grundelegung eines rechtwinkligen Koordinatensystems — die

Gleichung
E—an@l+{n—nh})—r=0 ... .3

Die Bedingungsgleichung dafiir, dafl dieser Kreis durch
zwei durch die Gleichungen (2") und (2"} bestimmte Punkte
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geht, ergibt die Form derjenigen Gleichungen, die sich in einer
Tafel der bezeichneten Art darstellen lassen.

Durch Elimination der laufenden Koordinaten & und 7 aus
den Gleichungen (3) und (2) bzw. (2”') erhilt man

{91 (x) — Y (y)}2 "}" {hl (x) — he. (?/)}2 —rf=0. .. (4)
{95(2) — 9 (W)} 4 {hs (&) — By (y)}* — 1 =0 . . . (5)

Eliminiert man aus djesen
beiden Gleichungen den Para-
meter r, so findet man fiir die
besagte Gleichungsform

und

9, (@) — 95 (2)

hy (%) — 2 hy (y) + Dy (2)
FERNCESNC RS

9:(%)—29,(y)+95(2)

Diese Gleichung gibt all-
gemein die Form derjenigen
Gleichungen an, die in einer
Tafel mit Punktskalen und
einem Kreis als Ablesekurve
(Abb. 90) dargestellt werden
koénnen; die in den drei vor-
hergehenden Paragraphen fiir
bestimmte Skalentriger aufgestellten Gleichungsformen lassen
sich demnach aus der Gleichung (1) ableiten.

[

§ 14. Tafeln mit drei geradlinigen parallelen Skalentrigern
und einem System von Ablesekurven in Form eines einen
rechten Winkel bildenden Zweistrahls.

Auler den seither angefiihrten Tafelformen mit einer ein-
fachen Ablesekurve gibt es auch solche, bei denen die Ablesungen
mit Hilfe eines Systems von Kurven auszufiihren sind. Als
Kurvensysteme im Sinne von Ablesevorrichtungen kommen zu-
nédchst in Betracht ein einen rechten Winkel bildender Zwei-
strahl, ein Dreistrahl und zwei Parallele mit verinderlichem
Abstand.

Soll die Gleichung
z=f,y) . . . . . . . .. (1)
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in einer Tafel mit z. B. drei parallelen Skalentrigern dargestellt
werden, so sind, wenn man fiir die y-Skala die Ordinatenachse
wiahlt, die Skalen bestimmt durch die drei Gleichungspaare

f—a N E=0 b, E=—D ”
ﬂ=¢@}'@)n=w@}'@)n=ﬂ@}"@)

Die beiden Geraden eines einen rechten Winkel bildenden
Zweistrahls?) haben im rechtwinkligen Koordinatensystem Glei-
chungen von der Form

*7
n=mé+q . . (3)
j— und
71 1 "
//\ o fe=——=(4q. . . (3"
2 N m
/ N
/ AN Nimmt man an, daB der Zwei-
“T‘ § N-x-  strahl derart auf die Tafel ge-
A I legt werden soll, dall sein
» K Scheitel mit den Punkten der
N S  y-Skala zusammenfillt (Abb.
l 91), so miissen die beiden,
a2 +§ durch Elimination von & und
—& —_{ a —)5 7 aus der Gleichung (8') bzw.
Abb. 91 (3”) und den beiden Glei-
T chungen (2") sich ergebenden
Gleichungen bestehen
vy)=a . . . (¢) wd ypl=g. .. .. (¢

Damit die Gerade ! (3,,) } die {x-}SkalaJ in einem durch die
1(3") z-

2’
Gleichungen { ((2,,2)} bestimmten Punkte trifft, miissen die
beiden Gleichungen gelten

p@E)=matgq . .. .. ... (3
x(Z)=%—l—q2,. N ()

die man durch Elimination von & und % aus den Gleichungen
(3") und (2') bzw. (3”) und (2") erhilt.

und

1) Die Verwendung einer Ablesevorrichtung in Form eines einen
rechten Winkel bildenden Zweistrahls wurde von E. Goedseels vor-
geschlagen, der eine solche Tafel als nabaque & équerre“ bezeichnet.
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Eliminiert man aus den vier Gleichungen (4'), (4”), (5) und (6)
die drei Parameter m, ¢, und g,, so findet man fiir die in
einer Tafel der angegebenen Art darstellbare Form der
Gleichung (1)%)

@) —y@{x(@—y@y=ab . . . . (1)

Wie aus dem Vorstehenden hervorgeht, erfordert die vorliegende
Tafelform dieselbe MaBeinheit fiir die Abszissen und Ordinaten.

§ 15. Tafeln mit drei geradlinigen, darunter zwei parallelen
Skalentriigern und einem System von Ablesekurven in Form
eines einen rechten Winkel bildenden Zweistrahls.

Enthilt eine Tafel fir die Gleichung
z=flz,y) . ... .. ... (1

drei geradlinige Skalentriger, von denen zwei parallel zuein-
ander sind, und wéhlt man fiir die beiden letzteren die Ordi-
natenachse und eine Parallele zu ihr, und fir den dritten
Trager die Abszissenachse, so lauten die zur Herstellung der
Skalen erforderlichen Gleichungen

§=0 ] ’ 77=O ) o §=a "
=0 () - () §=w(y))} - (27 n:;g(z)} - - &)

Sollen zusammengehorige Punkte der drei Skalen durch einen
Zweistrahl bestimmt sein, dessen beiden Strahlen senkrecht zu-
einander stehen, so haben diese im rechtwinkligen Koordinaten-
gystem Gleichungen von der Form

n=mé-+4q, . . (3,) 77:_",,’17;5_*_% .. (3”)

Bei der Verwendung einer sclchen Ablesevorrichtung zusammen
mit den durch die Gleichungen (2) bestimmten Skalen kann
man zwei verschiedene Fille unterscheiden, indem der Scheitel
des Zweistrahls entweder mit den Punkten der y-Skala (Abb. 92)
oder denen einer der hbeiden parallelen Skalen (Abb. 93) zu-
sammenfallen kann.

Kommt der Scheitel des Zweistrahls auf die y-Skala zu
liegen, so lauten die Bedingungsgleichungen dafiir

O=my(y)+q¢ . .. ... .. (&)
und o=—YWag W)

1) Die Gleichung (1’) erhilt man auch mit Hilfe des Pythagoriischen
Lehrsatzes aus der Figur 91.
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’ ’
Damit die Gerade {((g,,))} durch einen durch die Gleichungen { ((22,,,))}

bestimmten Punkt geht, miissen die Gleichungen gelten
p@)=q, ... ... ... .. (5

x(2)=—7‘;—+q2.. T

Die Elimination der drei Parameter m, ¢, und g, aus den vier
Gleichungen (4'), (4”), (5) und (6) ergibt fiir diejenige Form
der Gleichung (1), die in einer Tafel der beschriebenen Art
(Abb. 92) dargestellt werden kann, die folgende?)

¢+ v @) —ap@y)=0. . ... (1)

und

*7
i Y
_-C'\\\ N ////
\ T (\)900 -
P \\ A {‘f
] \ A p
o \ Q \
S \ S \
\\ 90° T4 \
s \
\r\/ - % l \
Lig \l/ ! "é Lj “ : ’é
a r.' < a >
Abb. 92. Abb. 93.

Soll der Scheitel des Zweistrahls auf einer der beiden
parallelen Skalen, z. B. der z-Skala liegen, so miissen die
Gleichungen bestehen

pR)=¢ .........H4)
Die Bedingungsgleichungen dafiir, daB die Geraden (3') und (3”)
die y- und die z-Skala in einem der durch die Gleichungen (2”)

und (2") festgelegten Punkte trifft, sind
O=myy)+q . . .. ... )

1R == tgy. . ... ()

1) Man kann diese Gleichung auch in einfacher Weise mit Hilfe des
Pythagoriischen Satzes aus der Abb. 92 ablesen.

und
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Eliminiert man aus den Gleichungen (4'), (4”), (5) und (8) die
drei Parameter m, g, und g,, so erhédlt man?)

P'&)—p@1E+ayy=0. . ... (1)
Diese Form muB die Gleichung (1) haben, damit sie in einer
Tafel dargestellt werden kann mit drei geradlinigen, darunter
zwei parallelen Skalentrigern zusammen it einem zur Ab-
lesung bestimmten Zweistrahl, dessen Scheitel auf einer der
parallelen Skalen liegt (Abb. 93).

£ ‘71‘
+3 A F-3
z
.2"4-]2.1’*7=0 T F
‘2;\ F-2
/ N
// 4 NF
/ N
7/ N/
/7 -7 K-7
’ 71N
' /1N
// -5 / b
N2/ - /
2 AR AS N AR o B S GRS SN S 4
< 7
/ N /
~ /
>~ 4/ 3
\\ /
/
-7 br7
4 b
R -+2
P -
-34 ~+3
z n
Abb. 94.

Beispiel. Die Form der Gleichung (1) hat die a,llgememe Glei-
chung zweiten Grades @+ prt-q=0.

Fiir sie lauten die den Gleichungen (2) entsprechenden, die Skalen be-
stimmenden Gleichungen

£=0 } n=0) =1 ]}

n=z f=qf n=—pJ"
Diese ergeben die Tafel der Abb. 94. Die Aufsuchung der beiden, zu
gegebenen Werten von p und ¢ gehorigen Werte von z geschieht bei
der vorliegenden Tafel am besten mit Hilfe des auf einem durchsichtigen
Stoff gezeichneten Zweistrahls. In der Abbildung sind die beiden, der
Gleichung P —2=—0

entsprechenden Lagen des Zweistrahls angegeben, fiir die man x, =2
und z,= —1 abliest.

1) Diese Gleichung ergibt sich auch aus der Figur 93.



110 Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit Punktskalen.

§ 16, Tafeln mit drei geradlinigen, durch einen Punkt gehen-
den Skalentriigern mnd einem System von Ablesekurven in
Form eines einen rechten Winkel bildenden Zweistrahls.

Wihlt man bei einer Tafel mit drei geraden, durch einen
Punkt gehenden Skalentrigern fiir diese die Koordinatenachsen,
so sind die Skalen bestimmt durch die Gleichungen

5:(})(2})} ) (21) EZ—I:U(?/)} (211) §=0 } o (2///)

n=0 1="0 n=1()
+7 Die beiden Geraden eines
einen rechten Winkel bilden-
den Zweistrahls haben in
Ax- einem rechtwinkligen Koordi-
{;\)T\ natensystem die Gleichungen
7907 RN\
e SIS n=mé+q . . (3
J/ l \\ und
Z y. N 1
f P Y + _— 3”
YD > 5 K m ft+a (3)
Abb. 95. Damit der Scheitel des Zwei-

strahls auf der nur eine Skala
tragenden Ordinatenachse liegt, also mit den Punkten der
z-Skala zusammenfillt (Abb. 95), miissen die beiden Glei-
chungen gelten

1@)=¢q, . ... #¢) uwd g@E=q. ... 4"

Die Bedingungen dafiir, daBl die Gerade {((g,,))} die Abszissen-

l4
achse in den durch die Gleichungen { ((22,,))} bestimmten Punkten

trifft, erhdlt man durch Elimination der laufenden Koordinaten
& und » aus den betreffenden Gleichungen; dabei findet man

O=mo@@)t+qg .. ......(5)

) = N ()

und

Eliminiert man aus den vier Gleichungen (4), (4”), (5) und (6)
die drei Parameter m, g, und g,, so ergibt sich die Gleichung

2ER=e@vl), .. .. ... Q
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die man auch auf Grund des Hohensatzes im rechtwinkligen
Dreieck unmittelbar aus der Abb. 95 ablesen kann. Dies
ist die Form, die eine Gleichung zwischen den Verander-
lichen z, ¥ und z haben mufB, damit sie in einer Tafel mit
geradlinigen Skalentriigern der angegebenen Art zusammen mit
einem bei der Ablesung benutzten Zweistrahl dargestellt
werden kann.

§<17. Tafeln mit beliebigen Skalentriigern und einem System
von Ablesekurven in Form eines einen rechten Winkel
bildenden Zweistrahls.

Bei einer Tafel fir die Gleichung
z=f(,9) . . . ... ... Q)

sind allgemein die Skalen bestimmt durch drei Gleichungspaare
von der Form

=y, () '
n= 1(90)} . (2 )
§= 9 (y) "
n= h-z(?/) } . (2 )
§= 93 (z) "
—hi)

Die beiden Geraden eines
einen rechten Winkel bilden-
den Zweistrahls haben im
rechtwinkligen Koordinaten-
system die Gleichungen

n=m§+q1. .. (3')
p=—tdg, . (3

Nimmt man an, daB der Zweistrahl so auf die Tafel gelegt
werden soll, daB sein Scheitel auf die y-Skala zu liegen kommt,
so miissen die beiden, durch Elimination von ¢ und % aus den
Gleichungen (2”) und (3') bzw. (3”) sich ergebenden Gleichungen
bestehen

hy(y)=mg,(y)+ ¢, (¢) und hz(y)=—%92(y)+qz- (")
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Die Bedingungen dafiir, daB die beiden Geraden des Zwei-
strahls durch die Punkte der Gleichungen (2') und (2"") gehen,
erhdlt man durch Elimination der laufenden Koordinaten aus
den betreffenden Gleichungen; dabei ergibt sich

hy(@)=mg,(x)tq . . . .. . . . (5)
h,o.(z):——%%(z)—l—qg. N )

Diejenige Form der Gleichung (1), fiir welche eine Darstellung
der Gleichung in einer Tafel mit Punktskalen und einem zur
Ablesung bestimmten Zweistrahl moglich ist (Abb. 96), erhalt
man durch Elimination der drei Parameter m, ¢, und ¢, aus
den vier Gleichungen (4'), (4”), (5) und (6); sie lautet

{9, (®)—9,)}{95 (2)— 9, @)} +-{y () —Pg (9)} {5 (2) — o (9)} =0 (1)

Diese Gleichung kann man auch mit Hilfe des Pythagorédischen
Satzes aus der Abb. 96 herleiten.

und

§ 18. Tafeln mit zwei zueinander senkrechten Ablesegeraden,
von denen eine durch einen festen Punkt geht.

Bei einer Tafel fiir eine Gleichung zwischen den drei Ver-
dnderlichen x, y und z sind die drei Skalen festgelegt durch
drei Gleichungspaare von
der Form

EI%(“)} . (1/)

n=="h,(z)

5292(?/) "
n= 2(1'/)} - (1)
ézgs(z) "
n=hy(z)) ~ (1 )

Sollen zusammengehérige,
eine bestimmte Gleichung
befriedigende Werte der

drei Verdnderlichen auf

zwel zueinander senk-
rechten Geraden liegen,
von denen eine durch
einen festen Punkt geht,
Abb. 97. und wahlt man fir diesen
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den Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so haben
die beiden Ablesegeraden Gleichungen von der Form

p=mé& . . . .. ... ... (2
und

p=—bba . (B)

Soll die erste Gerade durch die Punkte der z-Skala, und
die zweite Gerade durch die Punkte der beiden anderen Skalen
gehen (Abb. 97), so miissen die Gleichungen gelten

hl(x):mgl(x), i

he(y)Z*%gg(y)+q

und
hs(z):_';n"gs(z)”l“q

Die Elimination der
beiden Parameter m und
¢ aus den drei Bedingungs-
gleichungen ergibt fiir die
Form, die eine Glejchung
haben muBl, damit sie in
einer Tafel der vorliegen-
den Art dargestellt werden

kann, die folgende Abb. 98.
hy () (o (y) — kg (2)} = 9, (%) {g5(2) — 9 ()}
oder g, (®)  hy(y)— hy(2)
et = i (-3
hy(@)  95(z) — 9, (v)
Eine besonders einfache Form fiir eine Tafel der angegebenen
Art ergibt sich, wenn die Triger zweier Skalen — z. B. der
y- und der z-Skala — zwei zueinander senkrechte Gerade sind,

und wenn der Triger der dritten Skala ein Kreis um den
Schnittpunkt jener Geraden ist (Abb. 98). Betrachtet man die
beiden geradlinigen Skalentriiger als die Achsen eines Koordi-
natensystems, so sind die y- und die z-Skala bestimmt durch
die Gleichungen

£=0 §=12(N
)

3

d
=y 7==0

Werkmeister, Rechentafeln. 8
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die z-Skala kann hergestellt werden auf Grund der Gleichungen

524’_,’72_,.2:0 r
oder

E B ——
V1+¢*(2)
re@ |}
“) Vitol) )
Mit diesen Gleichungen an Stelle der Gleichungen (1) geht die
Gleichung (4) iiber in
1@)=9@)yly) . . . ... .. (5)

Wie diese Gleichung?) zeigt, darf der Halbmesser des die z-Skala
tragenden Kreises beliebig gewidhlt werden.

0 a=bsing
\
\
1\
\
\
b \
\\
S \
b 504 \
\ -
4 \ //
\ i
4 \\ ///
/A/
b e \\
i 7 \
e \
< \
e
o T T . T > T
o 4o
[24
Abb. 99.

Beispiel. Bei der Gleichung
‘ a=—Dbsing
hat man zur Herstellung der drei Skalen die Gleichungen
E=0 E=a) 4+t —r=0
) S Hung)
Die diesen entsprechende Tafel zeigt die Abb, 99; die in dieser an-

gegebenen Ablesegeraden beziehen sich auf die Werte a =251, b= 80
und p =400

1 Man kann diese Gleichung auch in einfacher Weise aus der
Abb. 98 herleiten.
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§19. Tafeln mit geradlinigen, durch einen Punkt gehenden
Skalentriigern und einem System von Ablesekurven in Form
eines Dreistrahls.

Sind in einer Tafel fiir eine Gleichung zwischen den Ver-
anderlichen z, y und z die Skalentréger drei durch einen Punkt
gehende Gerade, und wihlt man fiir diesen Punkt den Ko-
ordinatenursprung und als Triger fiir die 2-Skala die Abszissen-
achse, so haben die Skalen-
triger — wenn ¢, und ¢,
die Richbungswinkei der ge- :
radlinigen Triger der y- und -4

W

]

der 2-Skala bedeuten — die
Gleichungen X
n=0, | &9
49
={étga, > :(/1
und n=stge, §§ T\
n==~E&tgu,. S8
Denkt man sich auf diesen 7 / A
Trigern vom Ursprung aus wgy
@ (x) bzw. y(y) bzw. 1 (z) ab- /
getragen, so ergeben sich die | - 90 ar,
Skalenpunkte als Schnitt- 4 £
punkte der Triagergeraden mit @ |
je einer Schar zu ihnen senk- Abb. 100.

rechter Geraden; diese drei
Geradenscharen haben dann (Abb. 100) die Gleichungen

_— . v (y) . 1(2)
f=gp(@), = §Otgt¥y—[-§.l;@, N = 5017%“2—}—87@-

Die drei Skalen sind demnach bestimmt durch die drei Glei-
chungspaare

n==0 ] ) nzftgay
S 4 . (2
s=p@) P = o g 2 )
n==¢&tge, o ! )
. gz v ... (@
W~—§Ctg“2"}'§zj

Sollen je drei zusammengehorige Punkte der drei Skalen
durch die drei Geraden eines Dreistrahls bestimmt sein, so

8*
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miissen diese eine bestimmte Lage zu den Trigergeraden haben;
nimmt man den einfachsten Fall an, daB die Geradon des
Dreistrahls je senkrecht zu den Skalentrigern stehen, so haben
die ersteren die Gleichungen

5'—" (IL‘), )
_ Yy
und = 5cbg¢x +ne smocy
2 (2)
—otge, + sine, |

Die Bedingung dafiir, daB diese drei Geraden einen Dreistrahl
bilden oder durch einen Punkt gehen, erhdlt man durch Eli-
mination der laufenden Koordinaten; diese ergibt die Gleichung

@ (%) {ctga—~ctgo¢}+;’:}n(i> S—fé%zo
y 2

oder
qo(x)sm( )+ "/J(?/) 2 () —0 .. (1)

in ) i
sin e, sin e, in ocy sin e,

Diese Gleichung nimmt besonders einfache Formen an,
wenn man ¢, =90° und «,=45° bzw. ¢ =120° und
o, = 60° setzt.

a) Mit ¢, =90° und «,=45° geht die Gleichung (1) iiber in
Pty —zE@VZ=0. . . . .. (1)
An die Stelle ’der Gleichungen (2) treten dann die Gleichungen
n=0 } =0 ) p=¢& }
f=p () n=w(y)i Etn=1E)Ve )
b) Mit &, =120° und &, = 60° ergibt sich aus Gleichung (1)

@) +yE)—xE=0 .. ... . (17
Die den Gleichungen (2) entsprechenden Gleichungen lauten dann
=0 n=—£ V3 ]
— (@) n:%gVé“Jr gw(y)ﬁj
n=EV3 )

e CACR T Ch
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Fir die Herstellung der Skalen verwendet man bei beiden
Tafelformen nicht die aus den Gleichungen (2) sich ergebenden
Gleichungen, sondern beachtet die fiir die Skalen gemachte
Annahme, wonach man die Skalen erhilt durch Abtragen von
@ () bzw. y(y) bzw. x(z) (Abb. 100) vom Schnittpunkt der
Skalentrager aus. In den Abb. 101a und b sind die beiden
Tafelformen') schematisch dargestellt. Wie sich in einfacher
Weise zeigen 1dBt, ist es bei diesen beiden Tafelformen nicht
notwendig, dafl die Geraden des Dreistrahls senkrecht zu den
Skalentrégern stehen®); mit Riicksicht auf die Genauigkeit bei
der Ablesung wird man aber den auf einem durchsichtigen
Stoff gezeichnetenr Dreistrahl so auf die Tafel legen, dafl seine
Strahlen ungefdhr senkrecht zu den Skalentrigern sind.

A

Abb. 101a, Abb. 101b.

Die Gleichungen (1') und (1”) stellen die Formen derjenigen
Gleichungen vor, die in einer Tafel der in den Abb. 101 a und b
angegebenen Art dargestellt werden konnen; dabei ist besonders
zu beachten, daB man zu diesen Gleichungsformen gelangt
durch Logarithmieren der typischen Gleichung

fy(2) = f,(x) (%)

wobei man erhilt

1) Die in der Abb. 101b angegebene Tafelform wurde von Ch. Lalle-
mand eingefithrt und von ihm als ,abaque hexagonal“ bezeichnet.

%) Hierauf hat fiir die Tafel der Abb. 101b erstmals hingewiesen
0. Lacmann in Zeitschr. fiir Vermessungswesen 1923, Seite 251.
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Abb. 103.
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Beispiel. Die wichtigste hierher gehorige Tafel ist die Multipli-
kationstafel, der die Gleichung zugrunde liegt
z=uxy.

Logarithmiert man diese, so nimmt sie die Form der Gleichungen (1) an
und lautet dann
logz+logy —logz=0.

Wihlt man entsprechend der Abb. 101a als Skalentréger drei, je einen
Winkel von 45° einschlieBende Gerade, so hat man — wie ein Vergleich

mit der Gleichung (1’) zeigt — auf den beiden &duBeren Geraden log
und log y, und auf der mittleren E—g‘q;z— abzutragen. Die so entstebende

Tafel ist in der Abb. 102 gezeichnet. Die Lage des Dreistrahls, dessen
Geraden Winkel von 90 und 45° einschliefen, ist fiir die zusammenge-
horigen Werte 2 =38, y=2>5 und z=15 in der Abbildung gezeichnet.

Wihlt man, wie in der Abb. 101b, als Skalentriger drei, je einen
Winkel von 60° einschlieBende Gerade, so erhilt man — entsprechend
der Gleichung (1”) — die Skalen durch Abtragen von logz, logy und
von log z auf den Skalentrigern. Die so sich ergebende Tafel ist in der
Abb. 103 angegeben. Die eingezeichnete Lage des Dreistrabls entspricht
den Werten =3, y==2 und z=6.

§ 20, Tafeln mit geradlinigen, durch einen Punkt gehenden
Skalentriigern und einem System von Ablesekurven in Form
von zwei parallelen Geraden mit veriinderlichem Abstand.

In einer Tafel dieser Art lassen sich Gleichungen darstellen

von der Form
pEyy)=xE . . ... ... @1

Schreibt man diese Gleichung folgendermafen

P@)_ 20 e

1 y(y)

so stellt sie eine Proportion vor. Trigt man auf den Achsen
eines Koordinatensystems ¢ (x), ¢ (y) und x(z) als Strecken in
der in der Abb. 104 angegebenen Weise auf, so erhilt man
drei Punkte 4, D und C, die zusammen mit dem in der Ent-
fernung gleich der Einheit gezeichneten Punkt B zwei parallele
Gerade AB und CD bestimmen. Die Abb. 104 stellt demnach
die schematische Form einer Tafel fiir die Gleichung (1) vor,
bei der die x-Skala und die z-Skala auf der einen und die
y-Skala auf der anderen Achse eines Koordinatensystems an-
zutragen sind. Die jeweiligen beiden parallelen Ablesegeraden
erhilt man bei einer solchen Tafel entweder mit Hilfe einer
auf einem durchsichtigen Stoff angegebenen Parallelenschar mit
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beliebigem, am besten gleichem Abstand, oder mit Hilfe von
zwei auf verschiedenen Stiicken eines durchsichtigen Stoffes

e Xex)

Abb. 104.

angegebenen Geraden, wobei die beiden Stiicke in der in der
Abb. 105 angedeuteten Weise miteinander verbunden sind 1.

Beispiel. In einer Tafel der
angegeben Art kann man darstellen
die Gleichung

sin b

sin f—-—+——.
ﬂ s a

Bei dieser Gleichung stimmen die

beiden auf der einen Achse anzutra-

Abb. 105. genden Skalen genau iiberein; die

ihr entsprechende Tafel ist in der

Abb. 106 enthalten, in der die Lage der beiden parallelen Ablesegeraden
fiir a=40°, b=230° und damit §=251° angegeben ist.

An Stelle der Gleichung (1') kann man auch schreiben

1 v ()

und
p(x)_ Ax(?
O]

Aus diesen Gleichungsformen ergibt sich, daB man entweder
fiir die - und 2-Skala eine andere MafBeinheit als fiir die

1) Der Gedanke, als Ablesevorrichtung zwei parallele Gerade mit
verdnderlichem Abstand zu benutzen, geht von M. Beghin aus, der ihn
auf Tafeln mit vier Verinderlichen angewendet hat. R. Soreau be-
zeichnet die entsprechende Tafel als ,abaque & double alignement
paralléle®.
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y-Skala, oder fiir die y- und z-Skala eine andere MaBeinheit
als fiir die x-Skala wihlen darf.

0 888

60

sinb
sina

sz'n/:x=

Abb. 106.

Beispiel. Die Gleichung

a==bsin g

wird man in der Form schreiben
1 o
1 sing’

Man kann dann eine Tafel herstellen, bei der die beiden gleichartigen,

(]
09y

- 7'0-0

Abb. 107.

nach @ und & bezifferten Skalen zusammenfallen; eine solche Tafel zeigt
die Abb. 107, bei der }.:lim gewidhlt wurde. Die in der Abbildung

angegebenen Ablesegeraden beziehen sich auf die zusammengehorigen
Werte a =61, b =280 und ¢ = 509.
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§ 21, Tafeln mit beliebigen Skalentriigern und einem System
von Ablesekurven in Form von zwei parallelen Geraden
mit veriinderlichem Abstand.

Die allgemeinste Form einer Tafel mit zwei parallelen Ab-
lesegeraden ist in der Abb. 108 in schematischer Form an-
gegeben; die Tafel besteht aus vier Skalen, von denen z. B.

Abb. 108.

zwei nach y und die beiden anderen nach z und z beziffert
sind. Die Skalen sind bestimmt durch die vier Paare von
Gleichungen

E=g,(@) §=gg'(y)} §=g,"(9)) £=93(z)}_(1)

14 ” }

n=h@) =k  9=h"()] =hy ()
Bezeichnet man den Richtungswinkel der beiden Parallelen 4B
und CD mit ¢, so liest man — unter der Voraussetzung, daf}

das benutzte Koordinatensystem rechtwinklig ist — die folgende
Gleichung aus der Abbildung ab

. hl (x) - h2' (y> . hs (z> '_ hz’/ (y)
B W —a ) % —a W) ®
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Diese Form muBl eine Gleichung haben, damit sie in einer
Tafel von der in der Abb. 108 angegebenen Art dargestellt

werden kann.

Fall, daB der Wert von y gegeben ist.

Die im vorhergehenden Paragraphen behandelte Form der
Gleichung (2) erhalt man aus dieser, wenn man fiir die beiden
y-Skalen als Triger die Ordinatenachse, und fiir die x- und
die z-Skala die Abszissenachse wahlt; setzt man dementspre-

chend

g (1)=9,"(y)=0 und h, (z) =h(2)=0,

so geht die Gleichung (2) iiber in

W) )
g, (%) g (2)

Diese Gleichung hat die oben behandelte Form

¢ @)y (y) =1 ).

Um diejenige Form der Glei-
chung (2) zu bestimmen, fiir welche
die beiden y-Skalen und die z-
und z-Skala als Tréger zwei par-
allele Geraden haben, wihlt man
als Tridger fiir die y-Skalen die
Ordinatenachse und fiir die beiden
anderen Skalen eine Parallele zu
dieser Achse in Dbeliebigem Ab-
stande; setzt man demgemil

g5 (¥)=9y" (y)=0

und

9, (%) =95 (z) =a,
so erhidlt man an Stelle der Gleichung (2)

*

7

Al
\

Eine solche Tafel eignet sich zunéchst fiir den

oy

Y
N

Abb. 109.

hy () —= by (9) = Iy (&) — 1" () .

Fir diese Gleichung gehen die die Skalen bestimmenden Glei-

chungen iiber in

{=a
n="h,(z))

£=0
n="h"(y)J

P (@) —y(y)=2()

_l_*é

(3)

E=a )
n="hy(2) j '
Die Gleichung (3) 1iBt sich auch auf die Form bringen

(4)
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Bei einer Gleichung von dieser ‘Form (Abb. 109) sind die
Skalen bestimmt durch die Gleichungspaare

‘S = 1 5 =0
n=g)J n=1y(y)/
-
;7 x=2Y
1
1
) X %
]
7@\0\ 070
N TN~ 949
N \‘\\ é+8
N -~
\ S~ r+v
\ Trte
2 S48
\\ \\ ‘\
R~s h1e
3] \\\\\\\
33
AY
4 \\
S \\ 24z
& N
\
7 \\
8 - \\
9 S
79 - 1#1
=3
Abb. 110.
§=0 !
n=—1logy j

,:8} iZZ(z)}

An die Stelle der zur z-Skala
gehorigen y-Skala tritt bei der
Gleichungsform (4) der Koordi-
natenursprung von a; der Wert!)
kann beliebig gewihlt werden.
Wie leicht einzusehen ist, kann
man der in der Abb. 109 dar-
gestellten Tafelform ein recht-
winkliges oder ein schiefwink-
liges Koordinatensystem zu-
grundelegen.

Beispiel. Logarithmiert man
die Gleichung
2=2xY,
so geht sie iiber in
log z-{-log y =logz.

Ein Vergleich mit der Gleichung (4)
zeigt, daB bei der vorliegenden
Gleichung die zur Herstellung der
Skalen erforderlichen Gleichungen
sind

f=a

n=logz J
f=a
n=logzj’

Die durch diese Gleichungen bestimmte Tafel ist in der Abb. 110 unter
Zugrundelegung eines schiefwinkligen Koordinatensystems gezeichnet;
die angegebenen Geraden beziehen sich auf die Werte =38, y==2 und
damit z=26.

§ 22. Vergleich zwischen Tafeln mit Kurvenskalen und
Tafeln mit Punktskalen.

Die in den vorstehenden Paragraphen behandelten Formen
von Tafeln mit Punktskalen fiir Gleichungen mit drei Ver-
dnderlichen zeigen, daB eine Gleichung eine bestimmte Form

1) Man kann die Gleichung (4) auch unmittelbar in der Abb. 109 ablesen.
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haben mufB, damit sie in einer Tafel der angegebenen Art
dargestellt werden kann; es folgt hieraus, daB man nicht
immer ohne weiteres erkennen kann, ob eine Gleichung in
einer Tafel mit Punktskalen iiberhaupt dargestellt werden
kann. Demgegeniiber bietet die Tafel mit Kurvenskalen
den Vorteil, daB man fir jede Gleichungsform eine Tafel
in einfachster Weise dadurch erhilt, da8 man zwei der Ver-
dnderlichen als laufende Koordinaten betrachtet und die dann
bestimmte Kurvenschar aufzeichnet.

In bezug auf die zeichnerische Herstellung einer Tafel wird
eine Tafel mit Punktskalen gegeniiber einer solchen mit Kurven-
skalen im allgemeinen selbst dann noch den Vorzug verdienen,
wenn bei der letzteren die Kurven durchweg mit Lineal und
Zirkel gezeichnet werden kénnen. Hinsichtlich der Platzbean-
spruchung kann man die beiden Tafelarten als ungefihr gleich-
wertig ansehen.

Was die Ubersichtlichkeit und die dadurch bedingte Be-
quemlichkeit beim Eingehen in die Tafel anbelangt, so verdient
die Tafel mit Punktskalen bei weitem den Vorzug; dies ist
auch der Fall in bezug auf das Aufsuchen oder Ablesen der
zu bestimmenden Werte.

Eine Steigerung der Genauigkeit 148t sich bei beiden Tafel-
arten fir die ganze Tafel oder fiir einen bestimmten Teil der
Tafel durchfithren; doch bietet auch hierbei — wenigstens bei
einfacheren Gleichungsformen — die Tafel mit Punktskalen
einige Vorteile.

Eine gegenseitige Verschiebung einzelner Tafelteile — z. B.
infolge von Verdnderungen des Papieres — sind bei Tafeln
mit Kurvenskalen unschédlich; bei Tafeln mit Punktskalen
darf eine Verinderung der gegenseitigen Lage der einzelnen
Skalen nicht eintreten.



Dritter Abschnitt.

Tafeln fiir Gleichungen mit mehr als drei
Veriinderlichen.

1. Tafeln mit bezifferten Kurven oder Tafeln mit
Kurvenskalen.

§ 1. Zweiteilige Tafeln fiir Gleichungen mit vier
Vertnderlichen.

Die zwischen den vier Verinderlichen z,, x,, #, und 2,
bestehende Gleichung sei

Fr, 2y, 25, 2)=0 . . . . ... (1)
Kann man diese Gleichung in der Form schreiben
F(p @, @), 2, 2,)=0. . . . . .. 1)

und fiihrt man eine neue Verdnderliche z, , ein, indem man
setzt

PRy, T) =Ty 9 - . - . . - . . (2)
so geht sie iiber in

1,22 %782 74

Die beiden Gleichungen (2) und (3) kann man sich je ent-
standen denken durch Elimination der verinderlichen GréBen
& und % aus den drei Gleichungen

A e )=0. . . . . ... @)

g, &) =0. . . .. ... ()

hy(,m,29) =0. . . . . ... (6)
beziehungsweise

fufomow, )=0. . . . . ... (4

go(&ymyzy) =0. . . . . . . . (8

hy(E,mym) =0, . . . . .. . (6"
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Betrachtet man £ und # als laufende Koordinaten, so ent-
spricht infolge der Verdnderlichkeit von =, z,, %, ,, , und =,
jeder der Gleichungen (4'), (5") und (6) und ebenso jeder der
Gleichungen (4”), (5”) und (6”) eine nach der betreffenden
Veriinderlichen bezifferte Kurvenschar; dabei sind die z, ,-Kurven
doppelt — nach », und x, — beziffert.

Von den drei Gleichungen (4'), (5") und (6’) und ebenso
(4"), (5") und (6”) konnen je zwei beliebig angenommen werden;
die dritte Gleichung ist dann je durch die beiden angenommenen
und die Gleichung (2) bzw. (3) bestimmt.

Den durch die Gleichung (1') bedingten Zusammenhang
zwischen den beiden, den Gleichungen (2) und (3) entsprechen-
den Systemen von je drei Gleichungen erhdlt man dadurch,
daB man fir die beiden mit x, , bezifferten Kurvenscharen
ein und dieselbe Kurvenschar wahlt; die beiden Gruppen von
Kurvenscharen haben dann die Gleichungen

f(é, ’7’x1,2):0 .
91(5”%“’1) =0 .

h(&,m,2,) =0 . . . . . . ..

4
(5
(

)

)
6")

beziehungsweise
f&, 77,-751,2):0 . (4 )

ga(&smym) =0 . (5”)

ho(E,m, ) =0 . . . . . . . .(6"

Die durch diese Gleichungen bestimmten fiinf Kurvenskalen
(Abb. 111) haben die Eigenschaft, dal zu je zwei auf derselben

R P
XX N AV
g KRRAR VAV.VAVAVAVAN

AN JAVAVAY

/ //W X\\\\\\
/,

\
2 N\

Abb. 111.

z, ,-Kurve gelegenen Punkten P’ und P” vier Kurven der
nach x,, %,, ¥, und x, bezifferten Kurvenskalen gehoren, deren
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Werte die Gleichung (1) befriedigen. Damit die beiden, den
Punkten P’ und P” entsprechenden Tafelteile durch passende
Verschiebung des Koordinatensystems auseinandergezogen werden
konnen'), wihlt man fiir die nach x, , bezifferte, die beiden
Tafelteile verbindende Kurvenschar am einfachsten eine Schar
paralleler Geraden?).

Der Gebrauch einer solchen aus vier — den vier Verinder-
lichen entsprechend bezifferten — Kurvenscharen und einer
Schar von — doppelt bezifferten -— Hilfskurven bestehenden
Tafel ergibt sich aus den beiden Punkten P’ und P”. Istz. B.
der zu gegebenen Werten der Verdnderlichen x,, , und z,

7. "
Ca 9
b N
s N
NS
\ N
4 X )Dv\ xf,z
Vi i et A Y
r i
' N
7 z, ";; x, f‘;
Abb. 112.

gehorige Wert der Verinderlichen x, zu bestimmen, so er-
mittelt man zunidchst den den gegebenen Werten von x, und
z, entsprechenden Punkt P’; der Punkt P” ergibt sich dann
als Schnittpunkt der durch P’ bestimmten Hilfskurve mit
der zu dem gegebenen Wert von x, gehdrigen Kurve. DafB
eine solche Tafel auch fiir den Fall benutzt werden kann,
dal der Wert einer der anderen Verinderlichen gesucht ist,
ist ohne weiteres einzusehen.

Da von den beiden, die Kurvenskalen bestimmenden Systemen
von je drei Gleichungen auler der gemeinsamen Gleichung (4) je
noch eine weitere Gleichung beliebig gewihlt werden kann, so wird

1) Die beiden Tafelteile iibereinander zu zeichnen, empfiehlt sich
mit Riicksicht auf die Ubersichtlichkeit nicht.

?) Den durch die Gleichung (2) bestimmten Tafelteil bezeichnet
M. d’'Ocagne als ,bindre Skala® (échelle binaire). Ch. Lallemand
machte die erste systematische Anwendung von bindren Skalen im Zu-
sammenhang mit hexagonalen Tafeln.
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man noch fiir je eine Kurvenschar gerade Linien wihlen. Im ein-
fachsten Fall wihlt man z. B. fiir die Hilfskurvenschar Parallelen
zur Abszissenachse (Abb. 112) und fiir die x,-Kurven sowie die
,-Kurven je Parallelen zur Ordinatenachse, wobei man zwischen
den beiden Tafelteilen den Koordinatenursprung um ein ent-
sprechendes Stiick in der Abszissenachse verschiebt. Zu derselben
Tafelform gelangt man, wenn man in der Gleichung (2) die
Veriinderlichen 2, und %, , und in der Gleichung (3) die Ver-
dnderlichen x, und x;, als laufende Koordinaten — und zwar
jedesmal z; » als Ordinate — betrachtet und die beiden so
entstehenden Tafeln nebeneinander zeichnet.

Zu der in der Gleichung (1") angedeuteten Zusammenfassung
von zwei Verdnderlichen zu einer Funktion innerhalb der ge-
gebenen Gleichung ist noch zu bemerken, dal eine solche Zu-
sammenfassung bei im ganzen vier Verinderlichen im duflersten
Fall dreimal méglich ist.

Die nach x;, bezifferte Skala stellt die Verbindung zwischen
den beiden Tafelteilen her oder vermittelt den Ubergang von
einem Tafelteil zum andern, man kann sie deshalb als Ver-
bindungsskala oder Ubergangsskala bezeichnen. Da im
allgemeinen an dieser Skala keine Ablesungen gemacht werden,
die Kurven der Skala also nur die Rolle von Hilfslinien spie-
len, so kann man sie — ohne Bezifferung — in beliebigem,
am besten gleichem Abstand zeichnen; dabei wird man zur
Erhéhung der Ubersichtlichkeit einzelne Kurven besonders
hervorheben durch Anwendung einer anderen Farbe oder einer
anderen Strichart.

Beispiel. Der SchluBwert z eines wihrend n Jahren bei einem
Zinsfufl von p9/, angelegten Anfangskapitals a, bei dem die Zinsen immer
zum Kapital geschlagen werden, kann berechnet werden auf Grund der
Gleichung »

J— n p— PO T
z=aq", Wwo q—l—f—loo.

FaBt man die GréBen ¢ und n zusammen?), indem man setzt

y=¢" und damit z=ay
und wihlt man fiir die nach p und a bezifferten Kurven Parallelen zur
Ordinatenachse und fiir die die beiden Tafelteile verbindende, nach y
bezifferte Kurvenschar Parallelen zur Abszissenachse, so sind die Kurven-
skalen bestimmt durch die Gleichungen

g— N =
E=g=1+415 — §=a
n=y
) Bei dieser Gleichung ist nur die eine durch ¢" bedingte Zusammen-
fassung von zwei Verdnderlichen moglich.

Werkmeister, Rechentafeln. 9
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Die nach n bezifferte Kurvenschar ist demnach eine Schar von Parabeln
und die nach z bezifferte eine Hyperbelschar. Die so entstehende Tafel
ist in der Abb. 113 gezeichnet, bei der zwischen den beiden Tafelteilen
eine derartige Verschiebung des Koordinatenursprungs (O, bzw. 0,) vor-
genommen wurde, daB kein Uberschneiden derselben stattfindet.
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Abb. 113.

Auch bei Tafeln fiir Gleichungen mit vier Verinderlichen
ist es insbesondere mit Riicksicht auf die Herstellung einer
Tafel von Wert, wenn die auftretenden Kurven mit Lineal oder
Zirkel gezeichnet werden kénnen. Zu Tafeln mit nur Geraden
fiihren insbesondere Gleichungen von der Form

X, Xy ==, %,
Logarithmiert man diese Gleichung, so geht sie tber in
log z, +-logz, =2, logz,.
Setzt man jetzt
y=logz, +-logz,
und damit
y=uqz,logz,,
so sind die fiinf Kurvenscharen z. B. bestimmt durch die
Gleichungen
E=logz, _ E=Ilogx,
E—n-flogax,=0 =Y n=éz,,
die alle vom ersten Grade sind, also durch gerade Linien dar-
gestellt werden konnen.
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Beispiel. Logarithmiert man die zur Berechnung eines auf Zinses-
zinsen angelegten Kapitals erforderliche Gleichung

4
= n = 1 T
z=ag’, Wo ¢=1+15,
so geht sie iiber in
logz=1loga-+}mnloggqg.
FaBt man in dieser Gleichung die Verédnderlichen » und ¢ zusammen,
indem man setzt

y=mnlogqg und damit y-=logz—loga,

und wiahlt man wieder fiir die nach p und @ zu beziffernden Kurven
Parallelen zur Ordinatenachse und fiir die auf y sich beziehenden Hilfs-
kurven Parallelen zur Abszissenachse, so haben die fiinf Kurvenskalen
die Gleichungen

E:logq:log(l—}—l—%) y—3 E=loga
n=n§ ftp=logz.
¥ma(re;05)
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Abb. 114,

Die nach n bezifferte Kurvenschar ist eine Schar von Ursprungsgeraden,
und die nach z bezifferte eine Schar von Parallelen zur zweiten Mediane.
Die Tafel ist in der Abb. 114 enthalten, bei der fiir die Abszissen der
beiden Tafelteile verschiedene MaBeinheiten gewihlt wurden; die Kurven
der nicht bezifferten Verbindungsskala wurden in gleichem Abstand ge-
zeichnet.

Bis jetzt wurde angenommen, dafl die die beiden Tafelteile
verbindende Kurvenschar mit Riicksicht auf eine gegenseitige
Verschiebung der beiden Tafelteile eine Schar paralleler Geraden
ist; an ihrer Stelle kénnte man auch z. B. eine Schar mittel-

9*
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punktgleicher Kreise verwenden. Diese beiden Moglichkeiten
konnen auch vereinigt werden, indem man fiir den einen
Tafelteil eine Schar paralleler Geraden wiahlt, die fiir den anderen
Tafelteil in eine Schar mittelpunktgleicher Kreise iibergeht.

§ 2. Mehr als zweiteilige Tafeln fiir Gleichungen mit vier
Veriinderlichen.

Die Darstellung einer Gleichung mit vier Verdnderlichen in
einer aus zwei Teilen bestechenden Tafel ist nur dann moglich,
wenn die Gleichung in der Form F (¢ (z, , x,), ,, %,) == 0 geschrieben
werden kann. LaBt sich in einer Gleichung eine Trennung der
Verinderlichen in der angedeuteten Weise nicht vornehmen, so
erfordert die Gleichung eine Tafel mit mehr als zwei Teilen.

Kann man eine Gleichung zwischen den vier Verdinderlichen
%, %,, ¥, und x, auf die Form bringen

fl(gv(xpx-z),wg)_ﬁ3<m3’x4>=O v e e (1)

und setzt man

(p(xlyxg):xl.2 e e e e e e e e (2)
und
fl (xl‘g,xs):xl,g‘;;, v e e e e e e s (31
so erhilt man an Stelle der Gleichung (1) die folgende
xi’g’g—fg(xg,(E*):O. « e e e e e e (4)

Der Gleichung (1) entspricht eine aus drei Teilen sich zu-
sammensetzende Tafel'); dabei stellt der erste Teil eine Tafel
der Gleichung (2), der zweite eine solche der Gleichung (3) und
der dritte eine Tafel der Gleichung (4) vor; die drei Kurven-
skalen des ersten Tafelteils sind daher nach z,, x, und x,,,
diejenigen des zweiten Teils nach x5, x, und x; 3, und die-
jenigen des dritten Teils nach x, 53, ¥, und z, beziffert. Die
duBere, der Gleichung (1) entsprechende Verbindung der drei
Tafelteile hat in der Weise zu geschehen, daf die nach 2,
bezifferten Skalen der beiden ersten Teile, und die nach 2 5
bezifferten Skalen der beiden letzten Teile je dieselben sind.
Eine solche Tafel zeigt in schematischer Darstellung die Abb.115,
in der die drei Tafelteile durch die Punkte P,, P, und P,
gekennzeichnet sind, aus denen zugleich der Gebrauch der Tafel
sich ergibt.

1) Oder eine aus zwei Teilen bestehende Tafel, bei der der eine Teil
selbst wieder aus zwei Teilen sich zusammensetzt.



Mehr als zweiteilige Tafeln fiir Gleichungen mit vier Verdnderlichen. 133

Die einfachste Form einer solchen dreiteiligen Tafel erhilt
man, wenn man in der Gleichung (2) #, und ., in der
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Abb . 115

Gleichung (3) #;,2 und ;55 und in der Gleichung (4) 54
und z. B. x, als rechtwinklige Koordinaten betrachtet; eine sche-
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Abb. 116.

matische Darstellung dieser Tafelform gibt die Abb. 116, bei der
fir jeden der drei Tafelteile ein besonderes Koordinatensystem
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angenommen wurde, wodurch ein Uberschneiden der einzelnen

Teile vermieden wird.
Eine solche dreiteilige Tafel eignet sich zundichst fiir den
Fall, daB der Wert der in zwei Tafelteilen auftretenden Ver-

anderlichen x, gegeben ist.
Eine Gleichung, die sich in der Form schreiben 146t

f1(971(x1’x2)sx3)—fe((Pg(sz-g),%):O. ... (5)
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Abb. 117.

erfordert eine aus vier Teilen bestehende Tafel'). Setzt man
Py (2, ) =112,
NCRENESEACE
so erhilt man an Stelle der Gleichung (53) die Gleichung

f1 (931',2,953) =11,2,3

x1.2,3—fg(x1,,’2)x4)=0'

Durch diese vier Gleichungen- sind die vier Tafelteile be-
stimmt, die miteinander durch die nach den eingefiihrten Hilfs-
groBen ] s, ;.03 und 21> bezifferten Kurvenscharen verbunden

1) Oder eine Tafel mit zwei Teilen, von denen jeder selbst wieder
aus zwei Teilen besteht.
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gind. Betrachtet man in den vier Gleichungen die Verénder-
liche #, und die HilfsgroBen x{,, %; 93 und z{'; als laufende
Koordinaten, so erhilt man fiir die Gleichung (5) eine Tafel
von der in der Abb.117 schematisch angegebenen Form. Eine

derartige Tafel kommt zunichst fiir den Fall in Betracht, daB
die Werte der in zwei Tafelteilen auftretenden Verinderlichen x,
und z, gegeben sind.

Beispiel. Eine bei der Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks
auftretende Gleichung lautet

a*=0b"+c*—2bccose.
Setzt man in dieser Gleichung
2bc=¢g(b,c) @ (b, c)cose= vy (b, ¢, c)
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und

¥+ =y,
so geht sie iiber in .
2=y (b,c)—yb,ec ).
Die Gleichung erfordert eine Tafel mit vier Teilen. Wahit man die Ver-
#nderliche b bzw. b und die HilfsgroBen ¢ (b,¢), v (b, ¢, @) und g (b, ¢
als laufende Koordinaten und bezeichnet sie dann mit & und %, so lauten
die Gleichungen der nach ¢, «, @ und b bezifferten Kurvenscharen der
vier Tafelteile

&
=2fe¢ —=cos«a
d n

f—nte=0 §—n+ar=0.

Diese Gleichungen sind alle linear; die Tafel enthdlt demnach nur gerade
Linien. Zeichnet man die vier Tafelteile mit. gemeinsamem Koordinaten-
ursprung nebeneinander, so erhilt man die Tafel der Abb. 118, bei der
fiir die Abszissen und Ordinaten desselben Teils und verschiedener Teile
verschiedene MaBeinheiten gewéhlt wurden. .

In bezug auf die Verbindungs- oder Ubergangsskalen gelten
die im vorhergehenden Paragraphen gemachten Bemerkungen.

§ 8. Tafeln mit einer beweglichen Skala fiir Gleichungen mit
vier Veriinderlichen.

Die in einer Tafel darzustellende Gleichung sei
Flx,z,,2,2,)=0.. . . . . ... (1)

2778324

LaBt sie sich auf die Form bringen
fl(xl,x4)——f2(x2,x3,x4)=0 e e e (2)
und setzt man dann
g,=¢ und f, (v,2,)=17,

so erhilt man an Stelle der einen Gleichung (1) die zwei
Gleichungen

n=fiEd .. ... ... .3

und
=1y, &). . . . . ... (%)

Betrachtet man £ und # als rechtwinklige Koordinaten, so
entsprechen einer gegebenen Wertegruppe von z,, , und z,
zwei, durch die Gleichungen (3) und (4) bestimmte Kurven;
die Abszissen der Schnittpunkte dieser beiden, in demselben
Koordinatensystem aufgezeichneten Kurven stellen die im Sinne
der Gleichung (1) zu z,, x, und x, gehoérigen Werte von z, vor.
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Die Gleichung (3) enthalt die eine Verdnderliche z,; es ent-
spricht ihr deshalb eine einfach unendliche Schar von nach z,
bezifferten Kurven. Mit Riicksicht anf die zwei Verdnderlichen ,
und 2, entspricht der Gleichung (4) eine zweifach unendliche
Schar von doppelt, nach %, und &, bezifferten Kurven.

Die durch die Gleichung (2) angedeutete Zerlegung der
Gleichung (1) in die zwei Gleichungen (3) und (4) kann zur
Herstellung einer graphischen Tafel benutzt werden, wenn die
Gleichung (4) entweder so gebaut ist, dal jede Kurve der durch
sie bestimmten Kurvenschar sich durch eine Verschiebung der

Kurve
n=HE . ... ... 0)

im Koordinatensystem ergibt, oder wenn sie so gebaut ist, dafl
man jede Kurve der ihr entsprechenden zweifach unendlichen
Kurvenschar durch eine Verschiebung der einfach unendlichen
Kurvenschar

n=r,% . . . . .. ... (6

erhilt. Zeichnet man die Kurve der Gleichung (5) bzw. die
Kurvenschar der Gleichung (6) auf einen durchsichtigen Stoff
und legt sie den jeweiligen Werten von z, und x, bzw. von z,
entsprechend auf das der nach =z, bezifferten Kurvenschar (3)
zugrunde gelegte Koordinatensystem, so ergeben die Abszissen
der Schnittpunkte der dem gegebenen Wert von @, zukommenden
Kurve im einen Fall mit der beweglichen Kurve, im anderen
Fall mit der betreffend bezifferten x,-Kurve der beweglichen
Kurvenschar die gesuchten Werte der vierten Veranderlichen z,.

1. Beispiel. Schreibt man die vollstindige Gleichung dritten Grades
Brattbrtc=0

in der Form

(*+ax®)+Oba-Le)=0
und setzt man

z2=§& und Pt axi=ry,
so erhilt man an Stelle der einen Gleichung die zwei Gleichungen
n=§&"+af?

und

n+bf4c=0.

Durch die erste Gleichung ist eine nach & bezifferte, die Abszissenachse
im Ursprung berithrende Schar von Kurven dritter Ordnung bestimmt,
die den festen Teil der Tafel vorstellt (Abb. 119). Der zweiten Gleichung
entspricht mit Riicksicht auf die zwei Verdnderlichen b und ¢ eine nach
diesen bezifferte zweifach unendliche Geradenschar; der bewegliche Tafel-
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teil besteht demnach aus einer Geraden, die man z. B. mit Hilfe ihrer
Achsenabschnitte — % bzw. — ¢ einstellt. Die in der Abb. 119 einge-
zeichnete Gerade entspricht der Gleichung

?—5242x}8=0.

Xraribrc-0

Fiir die drei reellen Wurzeln dieser Gleichung liest man als Abszissen
c

der Schnittpunkte der — durch ¢=--8 und = -+ 4 bestimmten —
Geraden mit der auf a=—5 sich beziechenden Kurve mit Hilfe der
nach x bezifferten Parallelen zur Ordinatenachse x, ——1, #,=2 und

xz, =4 ab.
®Bei der Abbildung wurde die MaBeinheit der Abszissen zehnmal so
groB gewihlt als die der Ordinaten.

2. Beispiel. Soll fiir die Gleichung

#" 42" —a=0. (a, m, n sind « verinderliche GrBen)

eine Tafel entworfen werden, so setzt man

r=¢ und 2" =1y,
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damit geht die eine Gleichung iiber in die zwei Gleichungen

n=E8" und 9-}+&=aqa.

Der ersten dieser beiden Gleichungen entspricht eine nach m be-
zifferte, die Abszissenachse im Ursprung beriihrende Parabelschar, durch
die der feste Teil der Tafel bestimmt ist. Der zweiten Gleichung ent-
spricht mit Riicksicht auf die zwei Verinderlichen n und @ eine nach
diesen bezifferte zweifach unendliche Kurvenschar, die man durch eine
parallele Verschiebung der einfach unendlichen, durch die Gleichung

p==—45"

bestimmten Parabelschar erhilt. Der bewegliche, auf einem durchsichtigen
Stoff gezeichnete Tafelteil besteht demnach aus einer Parabelschar, die —
abgesehen von einer Drehung um 180 Grad — mit der festen Parabelschar
iibereinstimmt. Die Einstellung der beweglichen Parabelschar iiber dem
Koordinatensystem der festen geschieht mit Hilfe ihres Abschnitts a auf
der Ordinatenachse derart, daB die Parabelachse mit der Ordinatenachse
zusammenfillt. Fir die Einstellung von @ versieht man die Ordinaten-
achse des festen Tafelteils mit einer entsprechenden Skala; der Ablesung
der gesuchten Werte von 2 dient eine nach x bezifferte Schar von Paral-
lelen zur Ordinatenachse.

Beizufiigen ist noch, daf eine Tafel der im vorstehenden
angegebenen Art auch fiir den Fall verwendet werden kann,
daB in der Gleichung (1) der Wert von «, gegeben und der-
jenige einer der anderen Verinderlichen gesucht ist.

§ 4. Mehrteilige Tafeln fiir Gleichungen mit fiinf und mehr
Veriinderlichen.

Der fiir die Herstellung von Tafeln fiir Gleichungen mit vier
Verinderlichen angegebene Grundgedanke, bestehend in der Ein-
fithrung von Hilfsgrofen und der dadurch bedingten Zerlegung
der Tafel in einzelne Teile, kann auch bei Gleichungen mit
fiinf und mehr Verinderlichen benutzt werden.

Kann man eine Gleichung zwischen den fiinf Verdnderlichen
@, bis x, auf die Form bringen

F(‘p1 (171, xg): Do (xsy x,l), x5) =0,. .. .. (1)
und setzt man
Py (xp x-}):xl,2 e e e e e (2)
und
P (23,.71:4):.71;3'4, e e e e e (3)

so geht die Gleichung (1) iiber in

F(xl.g,x3,4;$5) e e e e e (4)
Der Gleichung (1) entspricht eine Tafel mit drei Teilen, von
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denen der erste eine Tafel der Gleichung (2), der zweite eine
Tafel der Gleichung (3) und der dritte eine Tafel der Gleichung (4)
vorstellt; der erste Tafelteil enthilt demnach drei, nach z,, z,
und L bezifferte und der zweite drei nach x,, x, und zy

bezifferte Kurvenskalen, diejenigen des dritten Tafelteils sind
nach @ s, %3, und x, beziffert. Die drei Tafelteile sind da-
durch miteinander verbunden, daB die nach »; , und 23 4 be-
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zifferten Skalen fiir je zwei Teile dieselben sind. Eine schema-
tische Darstellung einer solchen Tafel gibt die Abb. 120, bei
der die drei Tafelteile durch die drei Punkte P, P, und P,
gekennzeichnet sind. Liegt — wie in der Abbildung — der
Punkt P, im Schnittpunkt der beiden, durch P, und P, gehen-
den, nach den HilfsgroBen x; o und wx3; 4 bezifferten Kurven,
so haben die drei Punkte die Eigenschaft, daBl durch sie fiinf,
die Gleichung (1) befriedigende Werte der Verinderlichen z,
bis x, bestimmt sind.

Damit man die drei Tafelteile ohne Uberschneidungen neben-
einander zeichnen kann, wihlt man fiir die beiden Verbindungs-
skalen im einfachsten Fall je eine Schar paralleler Geraden.

Die einfachste Form fiir eine Tafel der angegebenen Art
erhidlt man dadurch, daB man in der Gleichung (2) #, und #,, ,,
in der Gleichung (3) x, und 25 , und damit in der Gleichung (4)
71,2 und 23 4 als lanfende Koordinaten in einem rechtwinkligen
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System betrachtet; wihlt man dabei fiir jede Gleichung ein
anderes Koordinatensystem, so kann man die drei Systeme in
der in der Abb. 121 schematisch angegebenen Weise aneinander
zeichnen.

Hat man eine Gleichung zwischen den sechs Verinderlichen
z, bis z,, die man in der Form schreiben kann

F((pl (), 2,), @, (xs’ xz,), Ps (x-): ZG)) =0,
und setzt man
Py (2, %) = 21,0, Py (g, T) =254 und @y (%, T,) =256,
so geht die Gleichung iiber in
F(xl,zy T3, 45 2?5,6)-‘:0-
Eine Tafel fiir diese Gleichung mit sechs Verdnderlichen ist in
schematischer Form in der Abb. 122 angegeben. Die Tafel be-
steht aus vier, den vier Punkten P, bis P, entsprechenden
Teilen; durch diese Punkte sind sechs, die gegebene Gleichung
befriedigende Werte der Verinderlichen x, bis x, bestimmt.

Beispiel. Die Leistung L einer Dampfmaschine in Pferdestirken
kann man berechnen mit Hilfe der Gleichung

__pfsn
— 2250

wo p die Dampfspannung in Atmosphiren, f den Querschnitt des Kolbens
in Quadratzentimetern, s die Hublinge in Metern und = die Anzahl der
Umdrehungen in einer Minute bedeuten. Durch Logarithmieren geht
die Gleichung iiber in

log L =1log p -+ log Qg];ﬁ—{—logs'}—]ogn.
Setzt man jetzt
logp—l—logﬁ:l1

und -
logs—-logn=1,,
g0 erhilt man
logL=14,+14,.

Betrachtet man in den die drei Tafelteile bestimmenden Gleichungen
logp und 4, 4, und log s, und damit 1, und 4, als laufende Koordinaten
und bezeichnet diese mit £ und », so sind die drei nach f, » und L
bezifferten Kurvenscharen bestimmt durch die drei Gleichungen

f_
5_”+l°g§236_0’
E—n—logn=0
und E4+n—logL=0.
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Jede der drei Kurvenscharen ist demnach eine — bei gleicher MaBeinheit
fir Abszissen und Ordinaten — die Koordinatenachsen unter einem
Winkel von 45 Grad schneidende Geradenschar. Die so entstehende
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Abb. 123.

Tafel ist in der Abb. 123 gezeichnet, in der die den drei Tafelteilen ent-
sprechenden Lagen des Koordinatenursprungs mit O,, O, und O, be-
zeichnet sind.

Ist die im vorstehenden angenommene Moglichkeit der Zu-
sammenfassung von je zwei Verénderlichen nicht durchfiihrbar,
g0 muB man — in &hnlicher Weise wie dies bei Gleichungen
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mit vier Verdnderlichen gezeigt wurde -— noch weitere Hilfs-
groflen einfiithren, womit die Zahl der einzelnen Tafelteile er-
hoht wird.

Beziiglich der Verbindungsskalen zwischen den einzelnen
Tafelteilen gilt das oben Gesagte; vergleiche dazu die Abb. 123.

§ 5. Tafeln mit beweglichen Skalen fiir Gleichungen
mit fiinf Verdnderlichen.

Das fiir die Herstellung von Tafeln fiir Gleichungen mit
drei und vier Verdnderlichen angegebene Verfahren, bei dem
bewegliche Skalen Verwendung finden, 188t sich auch auf
Gleichungen mit mehr als vier Verdnderlichen anwenden.

Kann man eine Gleichung zwischen den fiinf Verénderlichen
x, bis z, in der Form schreiben

fo @4 ®ys @) — fo (B, 2, @) =0,. . . . . (1)
und setzt man

v=§ und (2, &, 3,) =1,
so treten an die Stelle der einen Gleichung die zwei Gleichungen

n=r@,%,8 ... .. ... (2
und

ne="f, (@, 2%, & . . ... ... (3

Betrachtet man & und # als rechtwinklige Koordinaten, so
gehoren zu einer gegebenen Wertegruppe der Grofen z,, ,, ,
und @, zwei, durch die Gleichungen (2) und (3) bestimmte
Kurven; zeichnet man diese beiden Kurven in demselben
Koordinatensystem auf, so stellen die Abszissen ihrer Schnitt-
punkte diejenigen Werte von #, vor, die zusammen mit den
gegebenen Werten von z,, z,, ¥; und », die Gleichung (1) be-
friedigen.

Infolge der Verdnderlichkeit sowohl von z, und z, als auch
von #, und z, entspricht jeder der beiden Gleichungen (2)
und (3) eine zweifach unendliche Schar von doppelt bezifferten
Kurven.

Die Herstellung einer Tafel auf Grund der Gleichung (1)
ist moglich, wenn die Gleichungen (2) und (3) so gebaut sind,
daB jede Kurve der beiden durch sie bestimmten Scharen sich
entweder durch eine Verschiebung der Kurve

n=fE ... ... @ baw 5=f(& ... ... (5
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oder der einfach unendlichen Kurvenschar

n=fx,& ... . @) bzw. p=f(x, & . ... (5

herstellen 1a8t. Zeichnet man die beiden Kurven der Glei-
chungen (4) und (5) bzw. die beiden Kurvenscharen der Glei-
chungen (4') und (5') je auf einem durchsichtigen Stoff, und
legt sie den jeweiligen Werten von x, und x, bzw. von z, und
x, oder nur von x, bzw. x, entsprechend iibereinander auf ein
rechtwinkliges Koordinatensystem, so ergeben die Abszissen der
Schnittpunkte der beiden Kurven im einen Fall, bzw. der den
gegebenen Werten von z, und #, zukommenden Kurven im
anderen Fall die gesuchten Werte von z,. KEine solche Tafel
besteht demnach aus einem festen, das Koordmatensystem und
eine nach x, bezifferte Parallelenschar zur Ordinatenachse ent-
haltenden Teil und zwei beweghchen Teilen, auf denen je nach-
dem eine einzelne Kurve oder eine Kurvenschar angegeben ist.

Eine Tafel mit einem festen und nur einem beweglichen
Teil erhdlt man, wenn in einem der beiden Glieder der Glei-
chung (1) zwei Verdnderliche sich derart zusammenfassen lassen,
dal man die Gleichung in der Form schreiben kann

‘ fy (@ (xy, %)y %) — £, (@, 2, 2)=0. . . . . (8)
Setzt man
@ (CCI, x‘_,)le,g, e e e e e e (7)
so gehl die Gleichung iiber in
fi(®1, 0 &) —fa 2y 2, 2)=0. . . . . . (6)

An Stelle dieser Gleichung kann man wieder die Gleichungen
schreiben

N=r®,& . . ... ... (8

und
N=1fy (@2 &. . . . . . ... (9

Bedeuten ¢ und # rechtwinklige Koordinaten, so ist durch
die Gleichung (8)-eine einfach unendliche, nach x;, o bezifferte,
und durch die Gleichung (9) eine zweifach unendliche Kurven-
schar bestimmt. Durch die Gleichung (8) ist zusammen mit
der Gleichung (7) der feste Tafelteil bestimmt, der selbst wieder
entsprechend den beiden Gleichungen aus zwei Teilen besteht.
Der bewegliche, auf einem durchsichtigen Stoff angegebene
Tafelteil ergibt sich aus der Gleichung (9), wenn diese so ge-

Werkmeister, Rechentafeln, 10
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baut ist, dal jede Kurve der durch sie bestimmten Schar sich
durch eine Verschiebung der Kurve

n=fE . ... ... .. (10

oder der Kurvenschar

n=r,& . . .. . ... (11)
ergibt,

Um zu einer gegebenen Wertegruppe der vier Verdnder-
lichen #,, x,, , und z, den zugehdrigen Wert von z, zu er-
mitteln, hat man den beweglichen Tafelteil den gegebenen
Werten entsprechend auf den festen Tafelteil zu legen; die
Abszissen der Schnittpunkte der durch die Werte von #;, und
z, bestimmten Kurve mit der den Werten von z, und z, zu-
kommenden Kurve stellen dann die gesuchten Werte von z, vor.

Die beiden Teile des festen Tafelteils stellen Tafeln der
Gleichungen (7) und (8) vor, die durch eine nach z; , bezifferte
Kurvenschar miteinander verbunden sind; fiir diese Kurven-
schar kann mit Riicksicht darauf, dal mit & und # iiber die
Koordinaten verfiigt ist, eine Schar von Parallelen zu einer der
Koordinatenachsen nicht mehr gewihlt werden. An Stelle
dieser bisher benutzten Parallelen kann man eine Schar von
Parallelen zu einer Mediane oder eine Schar von Kreisen um
den Ursprung verwenden. '

II. Tafeln mit bezifferten Punkten oder Tafeln mit
Punktskalen.

§ 1, Zweiteilige Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve
fir Gleichungen mit vier Veridnderlichen.

Kann man eine Gleichung zwischen den vier Verinderlichen
x,,Z,,%, und x, in der Form schreiben

F(p@,,,),%,2)=0,. . . ... . (1)
und setzt man in dieser
@@, T) =210, . . . . . ... (2
so geht die Gleichung iiber in
F(zy 0, 25,2)=0. . . . . . .. (3

Durch die beiden, je drei veranderliche GroBen enthaltenden
Gleichungen (2) und (3) sind zwei Tafeln bestimmt, von denen



Zweiteilige Tafeln fiir Gleichungen mit vier Verinderlichen. 147

jede eine nach z; 5 bezifferte Skala besitzt; diese Tafeln stellen
die beiden Teile einer Tafel der Gleichung (1) vor, die in der
Weise miteinander zu verbinden sind, daB beide Teile dieselbe
x; »-Skala haben. Diese nach ; , bezifferte Skala stellt die
Verbindung zwischen den beiden Tafelteilen her oder vermittelt
den Ubergang von einem Tafelteil zum andern; man kann sie
deshalb als Verbindungsskala oder Ubergangsskala be-
zeichnen.

Eine schematische Darstellung einer solchen Tafel gibt die
Abb.124. Eine Tafel dieser Art hat die Eigenschaft, dafl zu je

4 4 1
; ] ]
< x
2 T
; ! P
i T A
— -
I T
[kl ‘}' 4
I T ?
: j ! ]
- 4 | + +
+ T 4 - J_
i + \ I !
+ ! '

Abb. 124.

zwei durch denselben Punkt P des Tréigers der Verbindungsskala
gehenden Ablesekurven vier, die Gleichung (1) befriedigende Werte
der Veréinderlichen x,, x,, x, und x, geh6ren. Die Benutzung von
zwei- und mehrteiligen Tafeln mit Punktskalen und einer Ge-
raden als Ablesekurve geschieht am einfachsten mit Hilfe von
Nadeln, die man in den durch die gegebenen Werte bestimm-
ten Punkten aufsteckt; durch Anschlagen einer Linealkante an
die Nadeln kann man dann die betreffenden Lagen der Ab-
lesegeraden herstellen und deren Schnittpunkte mit den Triigern
der Ubergangsskalen und mit dem Triiger der gesuchton Ver-
dnderlichen mit Nadeln festhalten. Arbeitet man in dieser
Weice mit den Tafeln, so braucht man von den Ubergangs-
skalen nur deren Trager so dal man die Skalen selbst ganz
weglassen kann.

Sollen die Ablesekurven beider Tafelteile geradlinig sein,
50 miissen auch bei nicht geraden Skalentragern die Glelchungen
(2) und (3) und damit die Gleichung (1) je eine bestimmte Form

haben.
10*
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Damit man eine Gleichung zwischen den drei Verinderlichen
z, y und 2 in einer Tafel mit einer Geraden als Ablesekurve
und beliebigen Skalentrigern darstellen kann, mufl sie von der
Form®) sein

(®){9, (%) — 95 (2)} -+ o () {95 (2) — 9, (&)} g (2){g, (%) — 95 (y)}=0.

Die Glelchung (1) 148t sich demnach in einer zweiteiligen,
Tafel mit in beiden Teilen geradliniger Ablesekurve darstellen

wenn die Gleichungen (2) und (3) auf die Form gebracht werden
kénnen

hy () {92 (2,) — g (@1, )} + By (2,) {9 (71, 2) — 9, (=)}
+ b (w1, 2) {9, (@ ——ge(x )} 0 ce (4)
beziehungsweise
{94\4——9m,.}+h {9 (21,2) — 95 (%)}
R (y, 0) {gy () — g, (&)} =0. . . . (5)

-
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Abb. 125.

Die schematische Form einer solchen Tafel ist in der Abb.125
angegeben; die fiinf Skalen sind bei ihr bestimmt durch die
Gleichungen

é‘:gl(xl)] 5:92(%)} E:g(xlyg)} 5293(“;3)} 5294(‘”4)‘.'
ﬂzhl(“ﬁ)j n="hy(2s)) n="h(x1,2) 1 ="hy () 7]=h4(x4)f

1) Vgl. Zweiter Abschnitt, II, § 9.
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Um diejenige Form der Gleichung (1) zu erhalten, fiir welche
die Gleichung in einer Tafel mit geradlinigem Triger fiir die
Verbindungsskala dargestellt werden kann, wahlt man fiir den
Triger der x; o-Skala am einfachsten die Ordinatenachse; mit
g(xy,2)=0 gehen die Gleichungen (4) und (5) dann iiber in

hy (2,) gy (%,) — hy (2,) g, (2,) -+ (21, 2) {9, () — 9, (&)} =0 (6)
und

hy (x5) 9, (%) — by (2,) g5 () - P (24, 2) {9, (5) — g, (x)} =0. (7)

Stri(a+3)  Sinp+y)
Stnac-Sinp  Sn@+Siny

-780°

Abb. 126.

Eliminiert man aus diesen beiden, die zwei Tafelteile be-
stimmenden Gleichungen die Hilfsgrofe z;, ., so ergibt sich fiir
die entsprechende Form der Gleichung (1)

91 (%) 1y (20) — Py (2,) 95 ()

I ACIACHET N CAPACH (8)

9, (2,) — g5 (%) 93 (x,) — g, (2,)
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Beispiel. Auf die Form der Gleichung (8) kann man die Gleichung
bringen
sin(eyf) _ sin(p+y)
sing -sinf  sing-tsiny ’

sie lautet dann

sincos f |- cosesin §  sin g cosy - cos psiny

sin & | sin § sin g - siny

Ein Vergleich dieser letzteren Gleichung mit der Gleichung (8) zeigt,
daB bei einer Tafel fiir die vorliegende Gleichung die Skalen bestimmt
sind durch die Gleichungen

& =sin aE &=—sinf)
n=rcosc) n=cosf )
E=sing) §=—siny)
r;:coszpj p=rcosy j’

Eliminiert man aus jedem Gleichungspaar die betreffende Veréinder-
liche, so zeigt sich, daB alle vier Skalen denselben Triger haben, nédm-
lich einen Kreis um den Ursprung mit der Gleichung

42 —1-=0.

Die Tafel ist in der Abb. 126 angegeben; die eingezeichneten, in der
Ordinatenachse sich schneidenden Geraden beziehen sich auf die Zahlen-
werte

=300 B=70° ¢=100°, o =18°.

Auf die Form der Gleichung (8) kann man auch Gleichungen
bringen von der Form

Py () — Py (%) - Py (5) — @, (2,) '

?61_@1\) - Yy (.71:3) ¥ (xsl:_l_p_‘i.@ e (9)

Dividiert man in dieser Gleichung Zahler und Nenner der
beiden Briiche mit — ¢ (z,) @, (z,) bzw. — @, (z,) @, (x,), so geht
die Gleichung iiber in

1 vy, (xz)_« 1 vy (x,) 1y, (x4)_ 1 #’&3_)

P (@) P (@) 0al@) P () @(®) e, (%) 9u() @y ()
o1 L '
P4 (xﬁ Po (xe) Ps (xs) ZACH

Ein Vergleich dieser Gleichung mit der Gleichung (8) zeigt,
daB bei der Gleichung (9) die den vier Verinderlichen ent-
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sprechenden Skalen bestimmt sind durch die vier Gleichungs-
paare

N\

e
2,(7,)

Abb. 127.

Die zu einer Gleichung von der Form (9) gehorige Tafel
ist in der Abb.127 schematisch dargestellt.
Zu einer anderen Tafelform fiir die Gleichung (9) kommt

man, wenn man die vier Skalen aufzeichnet auf Grund der
vier Gleichungspaare

§=g, (%)1 5:‘7)2(“72)} £

=1y, (xﬂ} =Yy (xf.a) Ui

I

@y (x5) } f=0p,(z,)

3
Ya ( 3) ) =Yy, (%)J
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Zu je vier Punkten P,, P,, P, und P, (Abb. 128) der so
bestimmten Skalen gehdren zwei Gerade P P, und P, P,; be-
zeichnet man deren Richtungswinkel mit »} und v4, so gelten
fiir diese die Gleichungen

¥, () — v, (%)
Ps (ze) - (zl)

,7’ r/ r? x.;

w4( ) — vy ()
o(2,) — @5 (%)

tgr} = und tgyi ="

\
|
*

S }2/(.2"2 )———\

[N

=\
N‘N\\
AN

1

o
o)

Abb. 128.

Befriedigen nun die den vier Punkten P,, P,, P, und P,
zukommenden Werte der Verinderlichen die Gleichung (9), so
sind die Richtungswinkel »? und »% einander gleich, d. h. die
Geraden P, P, und P; P, sind parallel. Bei einer solchen Tafel
liegt die Verbindungsskala im Unendlichen?).

Die beiden, durch die zwei parallelen Geraden bedingten Tafel-
teile konnen gegenseitig beliebig parallel verschoben werden. Fiir
die mit einer Tafel dieser Art auszufiihrenden Rechnungen be-
nutzt man eine auf einem durchsichtigen Stoff angegebene
Parallelenschar mit beliebigem, am besten gleichem Abstand
der einzelnen Parallelen oder die in der Abb. 105 angedeutete
Vorrichtung.

1) Der Gedanke, als Ablesevorrichtung zwei parallele Gerade mit
verinderlichem Abstand zu beniitzen, geht von M. Beghin aus, der ihn
auf Tafeln mit vier Verinderlichen angewendet hat. R. Soreau be-
zeichnet die entsprechende Tafel als ,abaque & double alignement paralléle“,
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Beispiel. Den Mantel M eines schief abgeschnittenen geraden
Kreiszylinders mit dem Halbmesser # der Grundfliche kann man be-

rechnen aus
M=zrh+h),
wo h, und h, die Lingen der kiirzesten und der lingsten Mantellinie

vorstellen. Diese Gleichung kann in der Form der Gleichung (9) ge-
schricben werden; sie lautet dann

Die zur Herstellung der beiden Skalenpaare erforderlichen Gleichungen

sind
f=0 l ;=—7m'}
n—=™Mj n=0
und
F=1) F=90

n="h, § n=— }'

Die durch diese Skalen bestimmte Tafel ist in der Abb. 129 unter
Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koordinatensystems gezeichnet; da-
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bei wurden fiir die beiden, die M- und die 7- bzw. die %,- und &,-Skala
enthaltenden Tafelteile verschiedene MaBeinheiten gewihlt; auBerdem
wurde bei beiden Teilen fiir die Abszissen eine doppelt so groBe Maf-
einheit als fiir die Ordinaten benutzt. Die beiden eingezeichneten paral-
lelen Ablesegeraden beziehen sich auf die Zahlenwerte A =3, k=2,
r==1 und damit M =1571.

§ 2. Zweiteilige Tafeln mit geradlinigen Skalen und einer
Geraden als Ablesekurve fiir Gleichungen mit vier
Veriinderlichen.

Eine einfachere Form der in der Abb. 125 schematisch dar-
gestellten, der Gleichung (8) des vorhergehenden Paragraphen
entsprechenden Tafel, bei der die Verbindungsskala mit der
Ordinatenachse zusammenfillt, erhilt man fir den Fall, daB
die Trédger der vier Skalen Gerade parallel zur Ordinatenachse
sind. Die Form der in einer solchen Tafel darstellbaren
Gleichungen ergibt sich aus der Gleichung (8) von oben, wenn
man setzt

9 (xl) =a, g,(x,)=0b, g (xs) =¢e 4, (z,)=4d;
man erhilt damit

ah,(x,)—bh,(x,)) ch (x,)—dhy(z,
I ¢4

a—2b

Die Form einer Tafel dieser Art zeigt die Abb. 130; die
Skalen sind bei ihr bestimmt durch die vier Gleichungspaare

f=aq 1 =P 1
n=h, (%)J n=="h, (xz)i

f=c¢ } f=d )
n=h, (z,) n=h(z,) J
Auf die Form der Gleichung (1) lassen sich auch Glei-
chungen tberfithren von der Form

hy (x,) — hy (x,) _ ?”4 (@) — by (x;)
lo— Ay Ay —1 ’

‘3

bzw.

- (2)

Diese Gleichung geht in die Form der Gleichung (1) iiber,
wenn man Zihler und Nenner der beiden in ihr auftretenden
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Briiche mit 4,4, bzw. 4,1, dividiert; man erhilt dann

RGNS WACH IS WA CARS WA CY,
Lok b Ay A Ak
1 1 1 1
A A, Ag Ay
7 x, X, X x,

/4%/‘/
7 3
1 I
@: ?I\7<>\\~ ,,Q'
< g’ s
BRI
I N
y:8) ¥ -
L:— a -l ! ! X ‘;7
— C —d |
R d >
Abb. 130.

Bei einer Tafel der Gleichung (2) sind demnach die vier
Skalen der beiden Tafelteile bestimmt durch die Gleichungen

1 1
é‘—z §= .
h, (x h, (z,
17:» 15& n: -r( -«>
1 2
1 1
"=, T
— hy (x,) = hy ()
2y Ay

Die Gestalt einer derartigen Tafel ergibt sich unmittelbar

aus der Abb. 130.
Eine andere Tafelform fiir die Gleichung (2) erhdlt man,

wenn man die beiden Skalenpaare aufzeichnet auf Grund der
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Gleichungspaare
§=1, §=1, 1
n="h,(x,) ) n==hy(z,) )
E=4 =1,
= hy (2,) j n="h,(z,) i

Durch je vier Punkte P,, P,, P, und P, (Abb. 131) dieser
Skalen sind zwei Gerade P, P, und P, P, bestimmt, fiir deren
Richtungswinkel », und », die Gleichungen gelten

hy (@) — Ry (2,) hy (@) — by (,)
_ M d  toy, — 1 \8) T s\ %)
Y. = Ay — 4y " 8% Ay— A
S Z z z,
. &
e -
- I P
//Y’Y _—_ 7 <
SR R T
ottie
N S
» |
7 Y -
/4_ A, : i ! ;
Al » | ’
Ay — f
h— A —

Abb. 131.

Sind die beiden Geraden parallel, also ihre Richtungswinkel
gleich groB, so befriedigen die den Punkten P,, P,, P, und P,
entsprechenden Werte der vier Veridnderlichen die Gleichung (2).
Zusammengehorige Werte sind demmach bei einer solchen Tafel
durch parallele Gerade bestimmt.

Auf die Form der Gleichung (2) kann man insbesondere
die typische Gleichung

e ]

=1
Xy Xy

tiberfithren; logarithmiert man diese, so nimmt sie die Form an

log x, -+ logx, =logz, |- logx,
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oder
logz, +logz, logx, +-loge,

n—v w—v

Beispiel. Den Flicheninhalt J eines ebenen Dreiecks kann man
berechnen aus zwei Seiten s, und s, und ihrem eingeschlossenen Win-
kel ¢ miv Hilfe der Gleichung

2J=3s,s, sing.
Logarithmiert man diese Gleichung und schreibt sie entsprechend
der Gleichung (2), so lautet sie
log2J —logsing _ logs, -+ logs,
w— - u—v ’

Eine Tafel dieser Gleichung von der in der Abb. 130 angegebenen
Form ist bestimmt durch die Gleichungspaare

=1 .
== } =
_ logsing _ log2J
= 777,771 ==
f= 1 f=1
v } o
y=—"%% | ,]=bmiﬁ
2/ =5,5, Stng
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Wihlt man fiir u und » die Werte |1 bzw. — 1, so erhilt man
die in der Abb. 132 unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koor-
dinatensystems gezeichnete Tafel; die in dieser angegebenen, in der
Koordinatenachse sich schneidenden Ablesegeraden beziehen sich auf
die zusammengehorigen Werte

8§ =05 =20 ¢=230° und J=25,
2= 8,8, Stng
"72 /f§1 fé
¢ ’ , Ps
5 ! o &
700%~ S0 t 90°H a4
— - ) ] J
P \ /
- L | %0
S04 e - = o] =
} ’
4 L Vo
] e
{ ’ //
| /o B
—_—— = — = — — —_——th - - — -z
- R
[ [ N
L L .
20 n— b4 = 70
: P /// S~
- /s 4 -
I L i
& 7 3 .
o
R I S
v 2 - L
. R
7/ /
// 4
. :,,7 // 7% S0
— / b~
e -
I_/ -
e Y/
7 2 Cos tkm
S 7 P g
7 o 2
Abb. 133,

Die beiden Tafelteile kionnen — wie in der Abbildung — durch Be-
malung des einen Skalenpaares unterschieden werden.

In einer Tafel mit parallelen Ablesegeraden nach der Art der in
der Abb. 131 dargestellten Tafel sind bei der vorliegenden Gleichung

log2J —logsing  logs, --logs,

u—v u—v
die Skalen bestimmt durch die vier Gleichungspaare
E=v E=u
n=log sin ¢ p=Ilog2J j
Ee—y )] E=u
— ! I S
n==—logs; n=1logs, J
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Wihlt man fir ¢ und » wieder die Werte 41 und — I, so ergibt
sich die in einem schiefwinkligen Koordinatensystem gezeichnete Tafel
der Abb. 133. Die beiden eingezeichneten parallelen Ablesegeraden be-
ziehen sich auf dasselbe Zahlenbeispiel wie oben.

Wie oben gezeigt wurde, kann man die Gleichung
F((p(x19 n’xgﬂ )_0 oo e e e (3)

in einer zweiteiligen Tafel mit in beiden Teilen geradliniger
Ablesekurve darstellen, wenn die die beiden Tafelteile bestimmen-

den Gleichungen
ple,v)=2, . . . .. ... (2
und
Fle, o, 25, 2)=0 . . . . .. . (3

37

auf die Form gebracht werden koénnen

hy (2, {go(x ln}+h( {9 " ‘ﬁgux)}

2 {01 () — 95 ()} = . (4]
und hy <x3~){g4 (x4 g (= 1, "}"‘h ){g e x3>}
+h(x 1,2 {g3<x3 94(4)}_0- . . (5)

Um diejenige Form der Gleichung (3) zu ermitteln, fiir
welche die Gleichung in einer Tafel mit geradlinigen, durch
einen Punkt gehenden Skalentrigern dargestellt werden kann,
setzt man?)

hy()==0, ¢,(%,)==0, hy (25)=0, g,(x,)==0
und 9(1 o) =h(x, ):f(%,-z)'
Die Gleichungen (4) und (5 ) gehen dann iiber in
hy (%,) f(xl, 2) — by (%) 9, () + f(“’l 2) g, (%,)=0
und
h, (2,) f(fxl, o) — by (%), (xs) +f(=, , 2) 95 (B,)=0
oder
1 1 1
e e =0 . (8)
9, (%) T NEX f{\xl, a (
und

RTINS SR S
gs (zg) ' Py (@) f(xl, a)

1) Vgl. Zweiter Abschnitt, II, § 5.
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Die Elimination von f(z, ,) aus diesen beiden Gleichungen
ergibt fir die entsprechende Form der Gleichung (3)
1 1
= . . (8)
e TREnE T RE

Die x, ,-Skala hat in beiden Tafelteilen (vgl. Abb. 69) als
Triger d1e erste Mediane; wihlt man fiir die beiden Tafelteile

Abb, 134. -E,

zwei verschiedene, schiefwinklige Koordinatensysteme, und
zeichnet man diese derart iibereinander, da8 ihre Medianen zu-
sammenfallen, so entspricht der Gleichung (8) eine Tafel, wie
sie in der Abb. 134 in schematischer Form dargestellt ist. An
Stelle der zwei Koordinatensysteme kann man auch nur eines
wihlen, wobei dann die Achsen — &dhnlich wie in Abb. 132
die beiden Parallelen zur Ordinatenachse — die Triger von
je zwei Skalen sind, die sich auf beiden Seiten angeben lassen.

Die Gleichung (8) kann man auch folgendermafBen schreiben?)

e+ e+ =)+ G+ o)
oder
ey L ) SR )

1y Vgl. Zweiter Abschnitt, II, § 5.
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Die die beiden Tafelteile bestimmenden Gleichungen sind dann

At pg, (=) 1+/‘ha(xe)_l+2”f<x1'2)= !
d 9, (%) + h, (x,) f (xlﬂ) 0@
un
At pgy(®) | A4-ph(e) 14-2uf(,,) =0 (7)
95 (%5) h, (x,) f(xx,e) ©

wobei die Groflen 1 und p beliebig gewidhlt werden diirfen;
dies ermoglicht die Einfiihrung einer passenden MafBeinheit.

Beispiel. Eine in der Trigonometrie bei der Berechnung des
ebenen schiefwinkligen Dreiecks vorkommende Gleichung lautet

a sine
D sing’
Logarithmiert man diese Gleichung, so geht sie iiber.in
loga }-logsin f =1logb - log sin &

Werkmeister, Rechentafeln 11
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oder, wenn man sie in der Form der Gleichung (8) schreibt,

(A4 ploga) 4 (A plog sin f) = (A -+ u logb) + (2 4 ulog sin ).

Die beiden Skalen des einen Tafelteils sind demnach bestimmt durch
die beiden Gleichungspaare

. 1 £=0 l
~ T uloga und 1L
n=0 T= 7+ ulogsing )

Die beiden Skalen des anderen Tafelteils stimmen mit denen (des
ersten — abgesehen von der Bezifferung — vollstiindig iiberein.

Die so bestimmte Tafel ist mit Beniitzung von nur einem Koordi-
natensystem und der bei der Abb. 73 verwendeten Werte fiir 4 und u«
in der Abb. 135 gezeichnet, in der die Ablesegeraden entsprechend den
Zahlenwerten

=600 pf=209 a=70 und H=28
angegeben sind.

In einer Tafel mit geradlinigen, durch einen Punkt gehen-
den Skalentrigern und parallelen Ablesegeraden lassen sich
Gleichungen darstellen von der Form

fl (xl) f3 <x3)

e L )

fo(®s)  fi(®,)

Dafl und wie dies in einfacher Weise der Fall ist, zeigt
sich, wenn man beach-
tet, daBl die Gleichung
eine Proportion vor-
stellt.

Beispiel. Fiir die

Gleichung

a sincg

b~ sinf
ist eine Tafel dieser Art in
der Abb. 136 enthalten, bei
der fiir die beiden erfor-
derlichen Skalen verschie-
dene Mafeinheiten gewihlt
wurden. Die eingezeichne-
ten Ablesegeraden beziehen
sich auf dasselbe Zahlen-
Abb. 136. beispiel wie die Geraden
der Abb. 135.

Im vorstehenden wurden bei den besonderen Tafelformen
in der Hauptsache nur solche betrachtet, bei denen beide Tafel-
teile dieselbe Form haben; dies ist immer der Fall, wenn die die
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beiden Tafelteile bestimmenden Gleichungen von derselben Form
sind oder in dieselbe Form iibergefithrt werden konnen. Von
den zahlreichen anderen Tafelformen, bei denen die beiden
Tafelteile Tafeln von verschiedener Form sind, moge wenigstens
diejenige beigefiigt sein, bei der die Skalentriiger des einen
Tafelteils drei parallele und die des anderen Tafelteils drei
durch einen Punkt gehende Gerade sind. Um diejenige
Gleichungsform zu bestimmen, die in einer Tafel dieser Art
dargestellt werden kann, hat man in den den beiden Tafelteilen
entsprechenden Gleichungen (4) und (5) des vorhergehenden
Paragraphen (Seite 159) zu setzen

9 (%)za, 9y (x,)="b, 9, (xl,e):()’ h<x1,e):f(x1 N
bzw.
g(\xl,‘z):h(xl,ﬁ):f(xl,E)’ hy (‘%)ZO, gy(z,)=0.

Die beiden Gleichungen gehen dann iiber in

bh, (%)—"ah2<xe)+(“—b)f<x1,e)zo

f(%,e) 93 (x:;) + f(xl NI (x4) — s (xs) hy(z,)=0.

Eliminiert man aus diesen Gleichungen f(z, ,), so erhalt
man fiir die gesuchte Gleichungsform

ah, (xg) —bh, (xl) % (xs) h, (x‘i_

a—>b 9 (%5) -1 1y ()
oder in dem besonderen Fall mit b— —a

By (,) 4= by (2,) — 9% (5) by ()
2 gs (%5) + by (2,)

Bei dieser Gleichung sind die beiden Tafelteile bestimmt
durch die heiden Gleichungen

hx (xl) + he (xz) =2 f(xl,‘z)

1 1 1
gs (%5) + hy(x,) - f(xl, a)

Die der Gleichung (10) entsprechende Tafel ist in der
Abb. 137 in schematischer Form angegeben; bei dieser Tafel
erfordern — im Gegensatz zu den bisher behandelten Tafel-
formen — die beiden Tafelteile zwei verschiedene Koordinaten-
systeme, die mit gemeinsamem Ursprung O derart aneinander

11*

und

. (10)

und
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zu zeichnen sind, daB die Ordinatenachse des z. B. rechtwink-
ligen Systems (£, %) mit der ersten Mediane des z. B. schief-
winkligen Systems (&”, #”) zusammenfallt.

Zu beachten hat man, dall die auf die gemeinsame Gerade
der beiden Systeme fallende, aber nicht zu zeichnende f(z, ,)-
Skala fiir beide Tafelteile dieselbe sein muB; die Koordinaten
des Schnittpunktes § von zwel zusammengehorigen, auf dem

47” +?l ,,é

>

—r)yy——

i
!
—

S

Tréger der f(z, ,)-Skala sich schneidenden Ablesegeraden sind
daher in dem einen System O und f(, ,), und in dem anderen
System f(x, ,) und f(z, ,).!) Die MaBeinheit der Abszissen und
Ordinaten des zweiten Systems ist demnach nicht dieselbe wie
die der Ordinaten des ersten Systems; man erhilt bei beliebig
groflem Achsenwinkel des zweiten Systems die MafBeinheit des
zweiten Systems aus der des ersten am einfachsten mit Hilfe
eines mnach einer runden Zahl — 2z B. 10 — bezifferten
Punktes M’, dem ein nach derselben Zahl bezifferter Punkt M”
entspricht, den man mit Hilfe der zu & und 7” parallelen
Geraden M’'H und HM” erhilt.

1) Vgl. die Abb. 53 und 69 und die zu diesen gehorigen
Gleichungen.
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§ 3. Mehr- als zweiteilige Tafeln mit einer Geraden als
Ablesekurve fiir Gleichungen mit vier Veréinderlichen.

Eine Gleichung mit vier Veranderlichen kann nur dann in
einer aus zwei Teilen bestehenden Tafel dargestellt werden,
wenn sie in der Form

Fplry, zy), @, 2,) =0
geschrieben werden kann; ist dies nicht moglich, so erfordert
die Gleichung eine Tafel mit mehr als zwei Teilen.
LiaBt sich eine Gleichung zwischen den vier Verinderlichen
%, Z,, , und z, auf die Form bringen
filp @, 7o), @) —fy(xy, 2,)=0,. . . . . (1)

und setzt man
. (2)

- (3)

Py, x2>:x1,

&)

und ,
fﬁxl,e’xs):xl,-,

so daB die Gleichung ibergeht in
1’3 f0(3a4)—0 .(4)

s0 kann man die Gleichung in einer aus zwei Teilen bestehen-
den Tafel darstellen, bei der der eine Tafelteil selbst wieder

(]
(2]
3

’
- ~

/ - ~

; - ~

/ {
] |
— ? \c‘?\\\
— K' } \\\
|
| i
/ |

Abb. 138.

z, = z,, EA EA Kol z,
f / \
| \
Z
PN

¥ /
zwei Teile enthilt. Von den drei Tafelteilen stellt der eine
eine Tafel der Gleichung (2), der andere eine solche der Glei-
chung (3) und der dritte eine Tafel der Gleichung (4) vor;
die drei Skalen des ersten Tafelteils sind daher nach z,, x,
und z, o beziffert, die des zweiten Teils nach 2, ,, #, und Ty 93

und die des letzten Teils nach Ty o gs Ly und z,. Der durch,
die Gleichung (1) bedingte Zusammenhang der drel Tafelteile

|
4\\

!

|

|
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besteht darin, daB die nach T, o und nach z, , , bezifferten
Skalen von je zwei Teilen zusammenfallen. In der Abb. 138
ist die schematische Form einer solchen Tafel mit einer Geraden
als Ablesekurve angegeben; die Tafel hat die Eigenschaft, dafl
durch je zwei Punkte P, und P, der beiden, zu z, 4 und
Z, o 5 gehorigen Verbmdungsskalen Gruppen von zusammen-
gehorigen Werten der vier Verinderlichen x,, ¥,,x, und x, be-
stimmt sind. Eine solche Tafel eignet sich zunédchst fiir den
Fall, daB der Wert der bei zwei Skalen auftretenden Ver-
dnderlichen z, gegeben ist.
Eine Gleichung von der Form

fi(@y (15 %), #3) — fo (@5 (B85 %) ) =0 . . . (5)

erfordert eine Tafel mit zwei Teilen, von denen jeder selbst
aus zwei Teilen besteht; die ganze Tafel setzt sich demnach
aus vier Teilen zusammen. Setzt man in der Gleichung (5)

@y (% %) =210, (x;,z’ xy) = Ty a3 P2 (z,, 7y) =212,
80 geht sie iiber in
3_f2 (x{?’ x4)=O.

z,
¥

!
Abb. 139.

Durch diese vier Gleichungen sind die vier Tafelteile be-
stimmt, die derart miteinander verbunden sind, dal die nach
#h9, 272 und ;33 bezifferten Verbindungsskalen von je zwei
Teilen zusammenfallen. Die schematische Form einer solchen
Tafel zeigt die Abb. 139, bei der eine Gerade als Ablesekurve
angenommen wurde. Eine Tafel dieser Art kommt zunichst
fir den Fall in Betracht, daB die Werte von z, und z, ge-
geben sind.

Damit die drei bzw. vier Tafelteile mittels der nach den
eingefiihrten Hilfsgroflen bezifferten Skalen verbunden werden
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konnen, ist es notig, daB die Trdger dieser Verbindungsskalen
je dieselbe Form haben; der einfachste Fall tritt ein, wenn
diese Trager Gerade sind.

§ 4. Einteilige Tafeln fiir Gleichungen mit vier Veriinderlichen
mit einem System von Ablesekurven in Form eines einen
rechten Winkel bildenden Zweistrahls.

Die Abb. 140 zeigt die schematische Form einer nur aus
einem Teil bestehenden Tafel mit Punktskalen fiir eine Gleichung
mit vier Verénderlichen
z,, &,, r, und x,%); bei o
einer solchen Tafel sind W
durch je vier, auf zwei . \\
zueinander senkrechten I
Geraden G, und G, lie- ! r *
gende Punkte P, P,, P, P, :\g !
und P, vier, eine be- Ty T I
stimmte Gleichung be-
friedigende Werte der
Verdnderlichen bestimmt.
Um die Form dieser Glei-
chung zu bestimmen, kann
man sich die vier Skalen
entstanden denken auf
Grund der Gleichungs- Abb, 140.
paare

=1, (2,) E=1,(x,) E="13 @)\ 1n, E=TF(xz )
ke OB [ OB oy

Die beiden zueinander senkrechten Ablesegeraden haben
Gleichungen von der Form

n= mé4q, . . ... ...
und _ 1 ,
=——ftg ... L (6)

Die erste dieser beiden Geraden geht durch die beiden
durch die Gleichungen (1) und (2) bestimmten Punkte, wenn
die Gleichungen gelten

9, (x1> == mfl (331) —WL A

Y} R. Soreau, von dem diese Tafelform ausgeht, bezeichnet sie
als ,abaque & double alignement en équerre.
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und
95 (%) = m f, (x,) +gq,.

Damit die durch die Gleichungen (3 ) und (4) bestimmten
Punkte auf der zweiten Geraden liegen, miissen die Gleichungen
bestehen

1

Gy (%) = — —f; (x;) T4,

m
1

94 (xg): _';n‘f:z () + ga-

“ Eliminiert' man aus den vier Bedingungsgleichungen die
drei Parameter-m, ¢, und ¢,, so erhdlt man fiir diejenigen
Gleichungen, die sich in einer Tafel der angegebenen Art dar-
stellen lassen, die Form

HACHES f‘s xi.‘ WAL @) — f ()}
={0: (&) — Ga ()} {03 (%) — 9, @)} . . . . (V)

Zu beachten ist bei der vorliegenden Tafelform, daB mit
Riicksicht auf die beiden zueinander senkrechten Ablesegeraden
Abszissen und Ordinaten in demselben Mafstab gezeichnet
werden miissen.

Eine besondere Form der in der Abb. 140 angegebenen
Tafel ergibt sich, wenn die Skalentriger zwei Paare von zu
den Koordinatenachsen parallelen Geraden sind; die Skalen sind
dann bestimmt durch Gleichungen von der Form

E=q, (x)) EZ‘Pe(xz)} §=0 } §=b
n=0 n=a 1=y () =g, (z,))
Mit diesen Gleichungen an Stelle der Gleichungen (1) bis (4)
geht die Gleichung (7) iiber in

b{(pl(x1)~¢2(x2)}=a{¢4(x4)—(ps(x3)} N O]

Auf diese Gleichungsform kann man insbesondere durch
Logarithmieren die typische Gleichung

T W=k, .. ... (9)
uberfithren, sie lautet dann
logz, —logz; =logz, —logxz,. . . . . . (9)

Beispiel. Eine bei der Berechnung von ebenen Dreiecken oft be-
nutzte Gleichung — der sog. Sinussatz — ist die folgende
a _sinec

b sing’
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Logarithmiert man diese Gleichung, so kann man sie in der Form

schreiben
A (log a — log b) = — 7 (log sin § — log sin «).
Die vier Skalen sind bei dieser Gleichung bestimmt durch die
Gleichungen
f=loga) &E=logh) &=0 =1
0 } } K] _ . .
5 == j n=—1j gn=logsinaj n=Ilogsinp
. a sina
? P " Singp
o ‘1 a - a
m"j* R - ’f ol A'wg_ é
o ! L
!
&7‘\\\\ ! t-ae
-~ !
20 ~—a ! 20
S~}
~—
1T~
20 ! T~
I
!
o I 3
5 ! s
I
4+ II &
3 4 I L3
2 1 -2
!
]
° !
»?] 1 Fr?
]
/
e e
7 s P & 00
[
Abb. 141.

Auf Grund dieser Gleichungen ergibt sich die Tafel der Abb. 141;
die eingezeichnete Lage des Zweistrahls bezieht sich auf die beiden

Wertegruppen
0=30, b=105; «=30°, B=10°
Eine andere besondere Form der in der Abb. 140 darge-
stellten Tafel erhalt man, wenn die Skalentréger zwei zueinan-

der senkrechte Gerade sind; betrachtet man diese als die
Achsen eines Koordinatensystems, so haben die vier Skalen

§=0

die Gleichungen
n=ug,(z,) } .

] =g, (%)1
)

£=0
n==0

f=—o, ()
' } WZ%(%)i
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Mit diesen den Gleichungen (1) bis (4) entsprechenden
Gleichungen tritt an die Stelle der Gleichung (7) die folgende
01 (@) 3 (%) =0 () s (@) . . . . . . (10)

Beispiel. In der Form der Gleichung (10) kann man die in dem
vorhergehenden Beispiel behandelte Gleichung schreiben; sie lautet dann

asinf=>bsine oder alsinf=>bisine.

Bei dieser Gleichung hat man demnach zur Herstellung der Skalen
die Gleichungen

iarasd WS tur) Bhtut wg S B

Mit diesen Gleichungen ergibt sich die in der Abb. 142 enthaltene
Tafel, bei der fiir 2 der Wert 100 gewihlt wurde. Der in der Abbildung
angegebene Zweistrahl bezieht sich auf die Werte

a=170, b=40, «=60° und f=3500,

§ 5. Mehrteilige Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve
fir Gleichungen mit fiinf Verinderlichen.

Eine Gleichung zwischen den fiinf Verénderlichen x, bis
kann man in einer mehrteiligen Tafel darstellen, wenn sie sich
auf die Form bringen 1a0t

F(p, (@, %), @, (¥, 2), 7,) =0 C e (1)
Setzt man in dieser Gleichung

¢yl @)=1x,,... (2) wund Py (T, 2 ) =23 4, . . (3)
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g0 geht sie iiber in
Fry o025 05%)=0. . . . . ... (4)

Der Gleichung (1) entspricht eine Tafel mit drei Teilen, von
denen der erste eine Tafel der Gleichung (2), der zweite eine
Tafel der Gleichung (3) und der dritte eine solche der Glei-
chung (4) vorstellt; der erste Tafelteil besteht demnach aus
drei nach z,, », und =z, , bezifferten und der zweite aus drei

xr ‘rz ‘z‘;x ‘Z.'i ’Z:;'c ‘Ts .
AL
- —— ~a
\\\\\ _ - ~
‘‘‘‘‘‘ —— \\\
B ~
Abb. 143.

nach @, x, und z,, bezifferten Skalen, der dritte Tafelteil
enthéilt drei nach z, ,, =z , und x, bezifferte Skalen. Die Ver-
bindung der drei Tafelteile geschleht mit Hilfe der gleich —
nach z, , bzw. x; , — bezifferten Skalen. Eine schematische
Darsbellung einer solchen Tafel ist in der Abb. 143 enthalten;
die Tafel hat die Eigenschaft, dall je drei durch zwei Punkte
P, und P, der z, ,- und der x, ,-Skala gehende Gerade fiinf,
die Gle1chung (1 ) befrledlgende Werte der Verinderlichen x,
bis x, bestimmen.

Sollen die Ablesekurven bei allen drei Tafelteilen gerad-
linig sein, so miissen die den drei Tafelteilen entsprechenden
Gleichungen (2), (3) und (4) je eine bestimmte Form haben.
Die einfachste Form einer Tafel mit geradlinigen Ablesekurven
erhdlt man, wenn die Trdger der sieben Skalen parallele
Geraden sind; die Gleichungen (2), (3) und (4) missen dann
von der Form sein?)

/419Z71< )‘}'}‘1 Py () — ( 1‘1‘[“1) a==0 . .. (5)
Mg ‘ps( )+la P, (x4) ('to_*"/”e) :;,4:0 e (6)
13 x1~2+ Mg X34 — (’1:; '11‘ /“3) @, (x3‘> =0 ... (7>

1y Vgl. Zweiter Abschnitt, II, § 2.
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Fir die entsprechende Form der Gleichung (1) erhdlt man
durch Elimination der beiden Hilfsgréfen 2, und w3, aus
den drei Gleichungen (5), (6) und (7)

P2 (%) ~F A s (%) U293 (%) + 40, (x4) ]
Ay vy v Ay, Hgi . (8)
- (23 -+ ) Ps (x,)=0

Damit die drei durch die Gleichungen (5), (6) und (7) be-
stimmten Tafelteile mit den nach z;, und 3, bezifferten

"71 +773 ‘?2
3
\\\
=37,
\\\ \\\
~4 —— o
e L ———t
- \\ &Q T\\\W_A
] \\ N
N N ey Y I
S f o8 ¥ |y
N ;} § ~
1922 l A L:; {g [ *‘§
A e =
s As

Abb. 144.

Skalen verbunden werden konnen, muB fiir jeden Teil ein be-
sonderes Koordinatensystem gewahlt werden. Die der Glei-
chung (8) entsprechende Tafel ist in der Abb. 144 enthalten,
in der die zu den einzelnen Tafelteilen gehorigen Koordinaten-
systeme besonders bezeichnet sind. Die Ordinaten miissen
bei allen drei Tafelteilen in derselben Mafeinheit gezeichnet
werden; fiir die Abszissen kann man verschiedene MaBeinheiten
withlen. In bezug auf die beiden nach x,, und w; 4 bezifferten
Verbindungsskalen gilt das friiher Gesagte.

Beispiel. Zwischen der Leistung L einer Dampfmaschine, der

Dampfspannung p, dem Kolbenquerschnitt f, der Hublinge s und der
Umdrehungszahl n besteht die Gleichung?!)

__Pfsn
- L= 2250 °

1) Vgl. Seite 142,
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Logarithmiert man diese Gleichung, so geht sie {iber in

1ogp—[—logﬁ—}—log s+logn—logL=0.

Vergleicht man die Gleichung in dieser Form mit der Gleichung (8), so
zeigt sich, daB bei ihr die drei Tafelteile bestimmt sind durch die drei
Gleichungen

10gp+]og—2«2lE)T)~x=0,

logs-+1logn —y=0
und z-+y—log L=0.
qom
70 000 +77,
: 2250
S000
4 '?Zs
2
N 70000 1 200-] 2 27
\ Soog
AN // 2
\ 2000~ ’
7900 - \\ S00 % 700 i~
1 AN : /k
1 \ 0~ ] s
B N 72 pa 4 // |
Soo 4 A % kS SO H— — — e e — b O,
b 07 \\‘\\ 4 oL _ ] - / B
= /
] NSNS Eu / t
= /
4" \ s 700 ] / |
\ /
\ g /
\ >~ /
\ iy /
200 % \7Atm. 20 “~d, L-g7
{ N
\ 02 = *éa
fE’1
Abb, 145.

Schreibt man diese Gleichungen mit Riicksicht auf die entsprechenden
Gleichungen (5), (6) und (7) folgendermaBen

z

10gp+10g2—2f_‘5—0 —2 E:O,
¥y
2

logs4logn  —2 0
z o¥ _ylogl
und 22+22 1 =0,
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go sieht man, daB A, =u, =4y =p,=1 und I, =p, =2 ist. Die so
entstehende Tafel ist in der Abb. 145 enthalten, bei der fiir die Abszissen
des ersten und zweiten Tafelteils dieselbe und nur fiir diejenigen des
dritten Tafelteils eine andere MaBeinheit gewdhlt wurde. Die den drei
Tafelteilen entsprechenden Lagen des Koordinatenursprungs sind in der
Abbildung mit O,, O, und O, bezeichnet. Die eingezeichneten Ablese-
geraden beziehen sich auf die Werte p —=3 Atm., f =200 qem, s=0,5m,
n =>50 Umdrehungen in der Minute und damit L=7 PS,

III. Tafeln mit Punkt- und Kurvenskalen.

§ 1. Einteilige Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve fiir
Gleichungen mit vier Veriinderlichen.

Die schematische Form einer Kurven- und Punktskalen ent-
haltenden Tafel fiir eine Gleichung zwischen den vier Verdnder-
lichen »,, %,, x; und z,
zeigt die Abb. 146. Diese
enthélt in einem Tafelteil
zwei nach z, und z, be-
zifferte Punktskalen und
zwei nach x; und =z, be-
zifferte  Kurvenskalen?).
Eine solche Tafel hat die
Eigenschaft, daf} zu jeder
Ablesekurve € und einem
auf dieser liegenden Punkt
P zwei Punkte der x,- und
der z,-Skala und zwei Kur-
ven der z,- und der z,-
Skala gehdren, deren Werte Abb. 146.
eine bestimmte, zwischen
den vier Veriinderlichen bestehende Gleichung befriedigen.

Die beiden Punktskalen sind bei einer solchen Tafel durch
zwei Gleichungspaare bestimmt von der Form

E=1,(z) F= 1 (2y)) |
Al 1)} . (1) und o 2)j e (2)
n=g, (x,)) =4, (%,)
Die beiden Kurvenskalen haben Gleichungen von der Form
@ (&, 7, 2)=0 S (3)
und wEpe)=0 .. ... .. 4

1) Die erste Tafel dieser Art stammt von E. Ganguillet und
W. R. Kutter (1869).
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Soll die Ablesekurve eine Gerade sein, so hat sie die Gleichung
n=mé-+q . . . ... ... (3

Damit diese Gerade durch jeden der beiden durch die Glei-
chungen (1) und (2) bestimmten Punkte geht, miissen die
beiden, durch Elimination der laufenden Koordinaten & und 7
aus den Gleichungen (1) und (5) bzw. (2) und (5) sich ergebenden
Gleichungen bestehen

g (@) =mf (®)q . . . ... .(6

gg(xg)szg(%)—{—q e e e e e e e (7)

Die Bedingungsgleichung dafiir, da die Gerade (5) durch
den Schnittpunkt der beiden, den Gleichungen (3) und (4) ent-
sprechenden Kurven geht, erhdlt man, wenn man die letzteren
Gleichungen nach & und % auflést, und die so sich ergebenden
Werte in die Gleichung (5) einsetzt. Die Auflosung der Glei-
chungen (3) und (4) moge ergeben

&= f3,4(x37 2,‘4)}
n=0s4(2s,)) °
damit folgt aus der Geradengleichung

gs.a(2g, ) =mfya(@y, 2)+q¢ . . . . . (9)

Eliminiert man aus den drei Gleichungen (6), (7) und (9) die
beiden Parameter m und ¢, so findet man fiir die Gleichung
zwischen den Verdnderlichen z,, »,, ®, und x,, die sich in
einer Tafel der in der Abb. 146 angegebenen Art darstellen
1aBt, die Form

fy (@) — fa.a( (25, ® x,) 91(“’1)—93,4(%3,%4)
fo (2 ) fo.a(@g, ) gy () —gs4(2g,2,) (10)

oder ]"1 {g;, 934 )} f34 39 4) (xa)
=, (“’1 {fs (%, ——f3'4(x3,x4)}—f2(x2)gg,4(x3,x4)

Sind die Tréager der beiden Punktskalen parallele Gerade,
und betrachtet man den Triger der z,-Skala als Ordinaten-
achse eines Koordinatensystems, so sind die beiden Skalen be-
stimmt durch die Gleichungen

. (8)

. (10)

E=0 ) E—1 )
77=‘P1(301)J} -+ (11) und ?7=%(%)J} e 1)
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Mit diesen Gleichungen an Stelle der Gleichungen (1) und (2)
geht die Gleichung (10) iiber in

1— f3,4(%5> 7,) 1 — f3,4(%y, 7,

Auf diese Form mull man eine Gleichung iiberfilhren konnen
damit sie in einer Tafel mit zwei Kurvenskalen und zwei
parallelen Punktskalen dargestellt werden kann.

Beispiel. Eine Gleichung von der Form der Gleichung (13) ist
der sog. Kosinussatz der Trigonometrie

a?="0%-¢*—2bccosa.

Py (%) 13,4 (%5, @) 95.4(%3) 2) ] + o, (2)=0 . (13)

Schreibt man diese Gleichung entsprechend der Gleichung (13) und mit
Riicksicht auf die Zeichnung folgendermaBen

be btk a®

500 ©°°* = 1000 1 1000 O’

Z

S04

a*-b%wc 2bccosar

Abb. 147.

so sieht man, daB bei ihr die beiden Punktskalen bestimmt sind durch
die Gleichungen



Einteilige Tafeln fir Gleichungen mit vier Verinderlichen. 177

Aus

7@_@ z) _ be d _vgffﬁ@sy ) bt

T—faa@, 2) 500 " T—foala, ) 1000
findet man fiir die den Gleichungen (8) entsprechenden Gleichungen
_ be e
=505 " 1= TG00 20e
Aus diesen beiden Gleichungen erhélt man die Gleichungen der beiden
nach b und ¢ bezifferten Kurvenskalen, indem man sie nach b und ¢ auf-

168t; dabei ergeben sich die den Gleichungen (3) und (4) entsprechenden
Gleichungen

50082 S—
NPk U

_ 500¢*

hd A S T
und Ci—F 7V — &

Zeichnet man auf Grund der gefundenen Gleichungen die Punkt- und
die Kurvenskalen in einem schiefwinkligen Koordinatensystem auf, so
ergibt sich die Tafel der Abb. 147, bei der die beiden Kurvenscharen
zusammenfallen. Die eingezeichnete Ablesegerade bezieht sich auf die
Werte b=10, ¢ =40, o= 50° und a = 34.

Bei einer besonders einfachen Form einer Tafel mit Punkt-
und Kurvenskalen sind die Triger der beiden Punktskalen
und die Kurven der einen Kurvenskala parallele Gerade; be-
trachtet man bei einer solchen Tafel den Triger der x,-Skala
als Ordinatenachse eines Koordinatensystems, so sind die beiden
Punktskalen bestimmt durch die Gleichungen

=0 } d £=1
un e
=9 (x1> =@, (xe)J

Die Gleichungen der beiden Kurvenskalen sind dann

=g, (xs) und ’7=f(5,x4)-

Mit diesen den Gleichungen (1), (2), (3) und (4) entsprechenden
Gleichungen geht die Gleichung (10) iiber in

(@3 (@), %) + @, (%) @y () — P (0) 5 (x5) — 4 (2,) =0
oder
flps (@) 1—@(@) /
Mo @he)  1—=mm) o oy o0y o, | (1)
Py (23) s (2;)
1. Beispiel. Eine Gleichung von der Form der Gleichung (14) ist
die vollstindige kubische Gleichung

Btaf+bz+c=0.
Werkmeister, Rechentafeln. 12



178 Tafeln mit Punkt- und Kurvenskalen,

Vergleicht man die Gleichung in dieser Form mit der Gleichung (14),
so zeigt sich, dafl man setzen kann

¢ (z)==—>b und ¢, (®)=—c,

es ist dann
1 —g;(z) . .
2 @) =2 und somit @, (z,) = TTs
ferner ist noch
22 4-az?
f(pa(@), z) = 1_:_ zi
oder mit z= 1—_23—@’3)
¥ ()
1 — 2
f (95 (@), %)) = ( fa (xa))_ (0 — @y (%) +ag, (z) -
@5° (%)

Die beiden Punktskalen sind demnach bestimmt durch die den
Gleichungen (11) und (12) entsprechenden Gleichungspaare

=0V o1
n=—"5 n=—2¢

-7 xvaxbx-c-o

Abb. 148,
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Die aus den Gleichungen (3) und (4) sich ergebenden Gleichungen der
beiden Kurvenscharen sind

_F2
—is wmd =0T ey,

Die so entstehende Tafel ist in der Abb. 148 fiir positive z-Werte ge-
zeichnet!). Die in der Abbildung angegebene Ablesegerade mit den
beiden hervorgehobenen Punkten bezieht sich auf die Gleichung

P—22—42}14=0,
fir die man in der Tafel abliest
zz=1 und z,=2.
2. Beispiel. Schreibt man die vollstindige kubische Gleichung
2+ az?-+bz-}-¢c=0 in der Form
i;t_c +az+b=0

und vergleicht sie dann mit der Gleichung (14), so kann man setzen

@, (®)=—a und ¢, (xe) =—b.
Damit wird
1 — g (x;) : 1
— 3% —2 und somit z,) = s
@3 (%) 7 @) 142
es ist dann
24
(g, (@), z)= 202
oder mit 2= 1 - q;ﬁial‘"?z
@3 (x3)

(1— @y (23))* - cpy® ()
Z,),2,) = W - s S
FoELE=" ) (=4 @)
Die zur Herstellung der beiden Punktskalen erforderlichen Gleichungen

sind demnach
£=0 } und ;z.l__b}

Die den Gleichungen (3) und (4) entsprechenden Gleichungen der beiden
Kurvenscharen lauten
1 (1=
S TR ] ey B

') Diese Tafel zur Auflésung von kubischen Gleichungen wurde von
M. d’Ocagne angegeben.

12%
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Die durch diese Gleichungen bestimmte Tafel!) zeigt fiir positive z-Werte
die Abb, 149; die in dieser angegebene Lage der Ablesegeraden ent-
spricht wieder der Gleichung

2?—2'—4z44=0,

fir die man z, =1 und z, =2 erhilt.

yrar’ bx+c-0

Od———_
+ 7
*2
*3

o

*54

G — — - - — = e — =

&

IN)
o

Abb. 149.

§ 2, Einteilige Tafeln mit einem Kreis als Ablesekurve fiir
Gleichungen mit vier Veriinderlichen.

Die schematische Form einer beide Arten von Skalen ent-
haltenden Tafel mit kreisformiger Ablesekurve fiir eine Glei-
chung zwischen den vier Verdnderlichen x, bis «, ist in der

!) Diese Anordnung fiir eine Tafel zum Auflésen von kubischen
Gleichungen stammt von R. Mehmke.



Einteilige Tafeln fiir Gleichungen mit vier Verinderlichen. 181

Abb. 150 angegeben, bei der die beiden Punktskalen nach ,
und x,, und die beiden Kurvenskalen nach x, und z, beziffert
sind. Bei einer solchen Tafel sind vier, eine bestimmte Glei-
chung befriedigende Werte der
Verinderlichen durch drei
Punkte M, P, und P, be-
stimmt, von denen einer den
Mittelpunkt eines durch die
beiden anderen Punkte gehen-
den Kreises vorstellt; bei der
Tafel der Abb.150 ist an-
genommen, dafl der Mittel-
punkt des Ablesekreises mit
den Punkten der einen Punkt-
skala zusammenfallt.

Eine besonders einfache
Form einer derartigen Tafel
ergibt sich, wenn die Trager
der beiden Punktskalen ge-
radlinig sind, und wenn die
eine Kurvenskala eine Schar von Geraden parallel zu dem einen
Skalentriger ist. Sind die Trager der beiden Punktskalen
zwel zueinander senkrechte Gerade, und betrachtet man diese
als die Achsen eines Koordinatensystems, so sind die Skalen
festgelegt durch zwei Gleichungspaare von der Form

Abb. 150,

7];—_—0 I E-_——O ] .
T ¢ | d PP § >
S=uq, (e} 1) =@, (%)} ?)

Die Gleichungen der beiden Kurvenskalen sind damn z.B. von
der Form

=gz, . . (3) uwnd p=fi&z) . . . . . (4)

Ist der Mittelpunkt des Ablesekreises durch die Punkte der
x,-Skala bestimmt, so hat der Kreis eine Gleichung von der Form

{5*"(171(751)}27‘—’72”—"2”“0' cee e )

Damit dieser Kreis durch den den Gleichungen (2) entsprechen-
den Punkt geht, muB die Gleichung bestehen

@0 (@) @ (m) — =0 . . . . .. (6)

Soll der Kreis auBerdem durch den Schnittpunkt der durch
die Gleichungen (3) und (4) bestimmten Kurven gehen, so muB
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die durch Elimination von £ und 5 aus den Gleichungen (3),
(4) und (5) sich ergebende Gleichung gelten

{5 (@) — @, ()} + 1 (9 (@), ) —r*=0 . . (7)

Eliminiert man aus den Gleichungen (6) und (7) den Para-
meter 7, so erhdlt man die Gleichung

¢P22 (y) — ‘Psg (%g) — f* (95 (%), %) -2 ¢, (%) @y (%) =0 . (8)

Diese Form mu8 eine Gleichung haben, damit man sie in einer
Tafel mit zwei geradlinigen, zueinander senkrechten Punkt-
skalen und zwei Kurvenskalen darstellen kann, von denen die
eine eine Schar von Parallelen zur einen Punktskala ist.

Eine Tafel der angegebenen Art kommt zunidchst nur fir
den Fall in Betracht, daB der Wert derjenigen Verinderlichen
gegeben ist, durch die der Mittelpunkt des Ablesekreises be-
stimmt ist.

Besteht die nach x, bezifferte Kurvenskala aus einer Schar
von mittelpunktgleichen Kreisen um den Schnittpunkt der Triger-
geraden der beiden Punktskalen, so tritt an die Stelle der
Gleichung (4) die folgende

Bt —opl)=0....... (4
Die Gleichung (8) nimmt dann die Form an
P (%) — 9% (8) + 2 @, (%) @5(25) =0 . . . (9)

Beispiel. Der SchluBwert z eines wihrend »n Jahren bei einem
ZinsfuB von p°/, angelegten Kapitals a 148t sich berechnen mit Hilfe
der Gleichung

z=aq", wo q=l+fgﬁ‘
Diese Gleichung kann man durch Logarithmieren auf die Form der
Gleichung (9) bringen; sie lautet dann
logz—loga —nlogg=10
oder mit Riicksicht auf die Zeichnung

n
logz——loga-—2§61010gq:0.

Bei der vorliegenden Gleichung sind demnach die beiden Punktskalen
bestimmt durch die Gleichungspaare

=0 E=0 ]
- } n=ylogz

E:_..
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Die beiden Kurvenskalen haben die Gleichungen
=10logg und &4 9%—loga=0.
Die diesen Gleichungen entsprechende Tafel ist in der Abb, 151 gezeichnet.

¢I7Z
:
X
29 000 =4 a
ke g
]
4 |
inn
27 o
X Q(ﬂm) “_EEE“
TR
+HH
|
70 x4
|
]
° ) R
Q
B
|
|
|
]
i
|
Mittelnunktskala o
ST T T T T T T s s — ‘*é
20 0 o
a2
Abb. 151,

Bei der im vorstehen-
den besprochenen, in der
Abb. 150 schematisch dar-
gestellten Tafelform wurde
angenommen, daB der
Mittelpunkt des Ablese-
kreises auf einer der beiden
Punktskalen liegt; die Abb.
152 zeigt die schematische
Form einer Tafel mit eben-
falls zwei Punkt- und zwei
Kurvenskalen, bei der aber
der Mittelpunkt M des
Ablesekreises durch die
Kurvenskalen bestimmt ist. Abb. 152,
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Eine einfache Form einer solchen Tafel erhilt man, wenn die
Triger der beiden Punktskalen Gerade sind, und wenn die
beiden Kurvenskalen zwei Scharen von Parallelen zu den beiden
Skalentrigern sind. Stehen die beiden Skalentridger senkrecht
zueinander, so kann man sie als die Achsen eines Koordinaten-
systems ansehen; die Skalen sind dann bestimmt durch die
Gleichungen

n=20

] ,
L. (10
5:‘Pl(x1)J )

\

) .
PO & |
! (11)
bzw. (
E=gy(x) ud =g,z ... . (12)

Soll der Mittelpunkt des Ablesekreises in den Schnitt der
Kurven (12) fallen, so hat der Kreis die Gleichung

{{— gy +{n—ep @)} —r=0 . . . (13)

Damit dieser Kreis durch je zwei durch die Gleichungen (10)
und (11) bestimmte Punkte geht, miissen die Gleichungen gelten

{‘P; (xj) ~— @ (xg)}"3 "!" 9942(334) —r?=0

@5° (%) +-{py (%) — @, ()} — 17 =0.

Die Elimination des Parameters # aus diesen Gleichungen ergibt
fir diejenige Gleichungsform, die sich in einer Tafel der an-
gegebenen Art darstellen 188t, die folgende

P27 () — 027 (%) — 2 @, (%) @5 (%5) - 2 0, (%) @, (x,) = 0. (14)

Bei den Tafeln mit einem Kreis als Ablesekurve rechnet
man mit Hilfe des Stechzirkels.

und

§ 3. Zweiteilige Tafeln fiir Gleichungen mit vier Veriinderlichen.

Eine andere Tafelform fiir Gleichungen mit vier Verander-
lichen z, bis x, als die in den beiden vorhergehenden Para-
graphen behandelte ist in schematischer Darstellung in der
Abb. 153 enthalten; die Tafel besteht aus zwei Teilen, von
denen der eine eine Tafel mit Kurvenskalen fiir eine Gleichung
zwischen den Verinderlichen «,, #, und einer HilfsgroBe z, ,,
der andere eine Tafel mit Punktskalen fiir eine Gleichung
zwischen den Verinderlichen z, ,, %, und x, vorstellt. Eine
derartige Tafel hat die Eigenschaft, daB zu jedem Punkt P,
des ersten Tafelteils ein Punkt P, auf dem Skalentriger der
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HilfsgréBe x, , gehort; durch P; und jede durch P, gehende
Ablesekurve des zweiten Tafelteils sind zusammengehonge, eine

Z,

W, _A/

e x,

”

@

!

|

]

|

»NO T
AT ), "‘“““*‘—N--o\,\

Abb. 153.

bestimmte Gleichung befriedigende Werte der vier Verdnder-
lichen z, bis z, bestimmt.
Damit eine Gleichung zwischen den vier Verdnderlichen x,,

z,, x, und x, in einer Tafel der angegebenen Art dargestellt
werden kann, mufl sie von der Form sein

F(p (@, ), 2,2)=0. . . . . . . (1)
Setzt man in dieser Gleichung
T e N 9]
womit die Gleichung iibergeht in
Flo, yy2,2)=0, . . .. ... (8

so sind durch die Gleichungen (2) und (3) die beiden Tafelteile
bestimmt. Wahrend die Darstellung der Gleichung (2) in einer
Tafel mit Kurvenskalen auf jeden Fall méglich ist, erfordert
die Darstellung der Gleichung (3) in einer Tafel mit Punkt-
skalen je nach der Gestalt der Ablesekurve eine bestlmmte
Form fiir die Gleichung.

Beispiel. Der SchluBwert z eines wihrend n Jahren bei einem

Zinsfulh von p°, auf Zinseszins angelegten Kapitals ¢ kann berechnet
werden auf Grund der Gleichung

z=aq", WwWo q—1+l»§u
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Logarithmiert man diese Gleichung, so kann man sie folgendermaBen
schreiben

logat+nlogg—Ilogz=0.
Setzt man in dieser Gleichung

nlogg=y,
8o geht sie iiber in
loga+y—logz=0.
Die letztere Gleichung kann man in einer Tafel mit Punktskalen und
geradliniger Ablesekurve darstellen, bei der die Skalentriger drei parallele
Gerade sind; dabei sind die drei Skalen bestimmt durch die drei
Gleichungspaare

=1 a} = } —llo' ¥

a
L 2000
- VAR
4 a(7f700 ) ':72
' % 7000
X C
L. I~
= 0 000 L
F - 500
+ 5000 L
/# L:xfooo -
) {1k k S00
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yar A% o C
T
A - 700 -
o = E
7 S F b 50
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1 t=ir 70
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\

Abb. 154.
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Betrachtet man in der Gleichung

nlogg=y,

logq und y als laufende Koordinaten, go kann man sie in einer Tafel
mit einem nach n bezifferten Strahlenbiischel darstellen. Die auf Grund
dieser Uberlegungen sich ergebende zweiteilige Tafel ist in der Abb. 154
enthalten, bei der fiir den einen Tafelteil ein rechtwinkliges Koordinaten-
system mit dem Ursprung O, und bei dem anderen Tafelteil ein schief-
winkliges Koordinatensystem mit dem Ursprung O, benutzt wurde. Bei
dem Kurvenskalen enthaltenden Tafelteil wurden fiir die Abszissen und
Ordinaten verschiedene MafBstibe gewahlt.

§ 4. Einteilige Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve fiir
Gleichungen mit fiinf und sechs Veriinderlichen,

Die Form einer beide Arten von Skalen enthaltenden Tafel
fiir eine Gleichung zwischen den fiinf Verénderlichen x, bis ,
zeigt inschematischer
Darstellung die Abb.
155; die Tafel be-
steht aus einer z. B.
nach 2z, bezifferten
Punktskala und aus
zwei Gruppen von je
zwei Kurvenskalen.
Der Grundgedanke
einer solchen Tafel
besteht darin, daB
durch je zwei Punkte
P, und P, der beiden Abb. 135.

Gruppen von Kurven-

skalen die Lage der Ablesegeraden und damit ein Punkt P,
der Punktskala bestimmt ist; die Werte der zu den Punkten P,
und P, gehorigen, nach z, und z, bzw. x; und z, bezifferten
Kurven und der dem Punkt P, entsprechende Wert von x, be-
friedigen eine bestimmte zwischen den fiinf Verdnderlichen be-
stehende Gleichung.

Eine einfache Form einer derartigen Tafel ergibt sich, wenn
der Triger der Punktskala eine Gerade ist, und wenn z. B. die
nach x und z, bezifferten Kurvenskalen Gerade parallel zu
dem Skalentréger sind. Betrachtet man bei einer solchen Tafel
den geradlinigen Skalentriger als Ordinatenachse eines Koordi-
natensystems, so haben die fiinf Skalen die Gleichungen

=0
772%(75.—,)’ '

1)
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f=—gx). . . () E—qu(r) . . . . . (4)
n=fEz) .. () n="hE=z) . ... (5
Eine geradlinige Ablesekurve hat eine Gleichung von der Form

p=mé+q . . . .. . ... (6)

Die Bedingungsgleichungen dafiir, daB diese Gerade durch den
Punkt mit den Koordinaten (0, ¢, (z,)) und durch die Schnitt-
punkte der Kurven (2) und (3) bzw. (4) und (5) geht, sind

@5 (xﬁ) == q,
fi— (@ @), 2) = — mey(w) -+,
o @)y 7)) =moy(e) -+

Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen die zwei Para-
meter m und ¢, so ergibt sich die Gleichung

fi(—o. (), %) —o; @ T % (z,)
fol@s(xs), ) "“7’5(:”5) Ps (xs)
oder
fi (— %(ﬁ)’iﬁ) 8 [‘gg‘pa (w05), ,) _ % () . %_(fa_) —0 :
na) T ) nE) e o

Dies ist die Form, die eine Gleichung haben mufl, damit
sie in einer Tafel dargestellt werden kann, bei der die fiinf
Skalen durch die Gleichungen (1) bis (5) bestimmt sind.

Beispiel. Die Gleichung
mtn____

2= ™ y"

\m n
o -6
2 Y
kann man durch Logarithmieren auf die Form der Gleichung (7) bringen;
sie lautet dann

1
logz | logy logz_logz_ o
n m n m

Ein Vergleich mit der Gleichung (7) zeigt, da8 bei der vorliegenden
Gleichung den fiinf Skalen die Gleichungen zukommen

E=0 }
n=log z

E:-—n E:.m
=logx n=logy
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Mit diesen Gleichungen ergibt sich die in der Abb. 158 gezeichnete
Tafel, bei der fiir die Abszissen und Ordinaten verschiedene MaBstibe ge-
wihlt wurden; die in der Abbildung angegebene Ablesegerade bezieht
sich auf die Werte 2 =4, y=6, m=5, n=3 und damit z=4,7.
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Abb. 156.

Einteilige, also nicht aus mehreren Einzeltafeln zusammen-
gesetzte Tafeln lassen sich auch noch bei sechs Veridnderlichen
fir bestimmte Gleichungsformen herstellen. Die schematische
Form einer solchen Tafel zeigt die Abb.157, bei der zusammen-

Abb. 157,

gehbrige, eine bestimmte Gleichung befriedigende Werte der
Verdnderlichen durch drei auf derselben Ablesekurve liegende
Punkte P,, P, und P, bestimmt sind.
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§ 5. Zweiteilige Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve
fiir Gleichungen mit fiinf und sechs Veriinderlichen.

Damit eine Gleichung zwischen den fiinf Verénderlichen i,
bis z, in einer zweiteiligen Tafel mit geradliniger Ablesekurve
dargestellt werden kann, mull sie die Form haben

F(p,z,), 2, 2,2)=0 . . . . .. (1)
Setzt man in dieser Gleichung

P@T) =% 5y « o« o o ... (2)
so geht sie iiber in

F(!El'g,x:,’,x“x‘_))zo e e e e (3)

Durch die beiden Gleichungen (2) und (3) sind zwei Tafeln
bestimmt, die mit Hilfe einer beiden gemeinsamen, nach der
HilfsgroBe v, , bezifferten Skala zu einer Tafel der Gleichung (1)
verbunden sind. Die Gleichung (3) erfordert eine aus zwei
Punkt- und zwei Kurvenskalen bestehende Tafel; die Glei-
chung (2) kann je nach ihrer Form in einer Tafel mit drei
Punkt- oder drei Kurvenskalen dargestellt werden. Die beiden
so sich ergebenden Formen einer Tafel der Gleichung (1) sind
in den Abb. 158 und 159 schematisch dargestellt.

Abb. 158.

Um eine Gleichung zwischen den sechs Veranderlichen z, bis
%, in einer zweiteiligen Tafel mit geradliniger Ablesekurve dar-
stellen zu konnen, muB} sie sich entweder auf die Form
F(p (2,5 2y 2,), @, @5, 2) =0 . . . . . (4)
oder die Form
Fp(x,, ), @, 2, %,2)=0 . ... . ()
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iiberfiihren lassen. An Stelle der Gleichung (4) kann man die
beiden Gleichungen setzen

P (T, Ty, T) =72, o 4
und
F(z, 5 552, %, 2)=0.

Abb. 159.

Durch jede dieser beiden Gleichungen ist eine Tafel mit zwei
Punkt- und zwei Kurvenskalen bestimmt; beide Tafeln sind
durch die ihnen gemeinsame, nach der HilfsgroBe z, , , be-
zifferten Skala zu einer Tafel der Gleichung (4) verbunden.
Die schematische Form einer solchen Tafel zeigt die Abb.160.

Z

2 L3z ]

Abb. 160.

Fiihrt man in der Gleichung (5) fiir ¢(,,%,) eine Hilfs-
groBe z, , ein, so treten an ihre Stelle die zwei Gleichungen

@ (X, 35) = %2
und

F(z, o, @ 2y, x5, 7,)=0.
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Die erste dieser beiden Gleichungen kann entweder in einer
Tafel mit drei Kurven- oder in einer solchen mit drei Punkt-

Abb. 161.

skalen dargestellt werden; die zweite Gleichung erfordert eine
Tafel mit einer Punktskala und zwei Gruppen von je zwei

2

i4

Abb. 162.

Kurvenskalen, Die beiden in der angegebenen Weise moglichen
Tafelformen fiir die Gleichung (5) sind in den Abb. 161
und 162 in schematischer Darstellung angegeben.

§ 6. Dreiteilize Tafeln mit einer Geraden als Ablesekurve fiir
Gleichungen mit fiinf und sechs Veriinderlichen,

Eine Gleichung zwischen den fiinf Verinderlichen x, bis x,
1&8% sich in einer dreiteiligen Tafel darstellen, wenn sie die Form hat

F(py(x;, %), @, (%3, 2,), 2)=0 . . . . . (1)



Dreiteilige Tafeln fiir Gleichungen mit fiinf u. sechs Verdnderlichen 193

Fiithrt man in dieser Gleichung fiir die beiden Funktionen
P, (2, @,) und @, (z,, z,) die HilfsgroBen ¢, , und =, , ein, so
treten an die Stelle der cinen Gleichung die drei Gléichungen

@ (@, By =2 5 . .. (2)
Py (g @)= ;. . . . . .. . (3)

und
Fla, g2y 2)=0. . . ... ... (5

Durch diese drei Gleichungen sind drei Tafeln bestimmt; zeichnet
man diese mit den gemeinsamen, nach z, , bzw. x; , bezifferten
Skalen aneinander, so ergibt sich eine Tafel fiir die Gleichung (1).

Abb. 163.

Die Abb. 163 zeigt die schematische Form einer solchen Tafel,
bei der die den Gleichungen (2) und (3) entsprechenden Tafel-
teile je drei Kurvenskalen enthalten; der dritte Tafelteil stellt
eine Tafel mit Punktskalen der Gleichung (5) vor.

Die Darstellung einer Gleichung zwischen den sechs Ver-
dnderlichen x, bis z, in einer Tafel mit drei Teilen setzt
voraus, dafl die Gleichung die Form hat

F(p, (@, @), @, (%, 2,), 2, 2)=0. . . . . (6)

Setzt man an die Stelle von ¢, (x,, %,) und ¢,(z,, x,) zwei
weitere Verinderliche x, , und z, ,, so erhdlt man statt der
einen Gleichung die drei Gleichungen

‘pl(xv xe) =Ty 5
Py (g, ) = T3 4

Fx; o @5 45 %5, @) = 0.
Werkmeister, Rechentafeln. 13
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Die letzte dieser drei Gleichungen erfordert eine Tafel mit
zwei — mit Riicksicht auf die beiden anderen Gleichungen —
nach z, , und %, , bezifferten Punktgkalen und zwei nach

Abb. 164.

und x, bezifferten Kurvenskalen. Die beiden ersten Gleichungen
kann man je nach ibhrer Form in Tafeln mit Punkt- oder
Kurvenskalen darstellen. Die Form einer solchen dreiteiligen
Tafel zeigt in schematischer Darstellung die Abb. 164.
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