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Vorwort zur ersten Auflage.

In den Kreisen der akademisch gebildeten Architekten verschafft
gich immer mehr und mehr das Bestreben Geltung, alle die fiir den
Hochbauer erforderlichen wissenschaftlichen Vorkenntnisse, auf denen
sich die konstruktive Gestaltung seiner Bauten griindet, ihm in zu-
sammengefafter Form, aber doch mit wissenschaftlicher Vertiefung zu
bieten, um einen moglichst grofen Teil der Ausbildungszeit fiir die
eigentlichen Aufgaben der kiinstlerischen Entwicklung und Durch-
bildung zur Verfiigung stellen zu konnen. Uberblickt man unter diesem
Gesichtspunkte die fiir das Studium der Architekten vorhandenen, viel-
gestaltigen Lehrbiicher, aus denen er die notwendigen Kenntnisse
aus den Gebieten: Festigkeitslehre, Statik der Hochbaukonstruktionen
und Eisenbau entnehmen kann, so wird man sich der Erkenntnis nicht
entziehen kénnen, daf trotz dem Vielen und oft Wertvollen, was hier
geboten wird, doch eigentlich noch ein Lehrbuch fehlt, das einmal
in gedridngter Kiirze sich freihdlt von allen den theoretischen Be-
handlungen, die dem Studium und Anwendungsgebiete des Ingenieurs
angehdren, zum andern sich ausschlieBlich an die Bediirfnisse des Hoch-
baus wendet, hierbei aber auf einer htheren wissenschaftlichen Warte
steht als die — fiir ihren Sonderzweck recht brauchbaren — Werke
des Baugewerkschulunterrichtes. Diesen in langjahriger akademischer
Lehrtétigkeit selbst empfundenen und oft von den Studierenden bitter
beklagten Mangel abzustellen, sollen die drei unter dem Namen des
Repetitorium fiir den Hochbau zusammengefalten Hefte bei-
tragen. Bei ihrer Abfassung ist darauf Wert gelegt, einerseits die rein
theoretischen Abhandlungen auf ein Mindestma8 zu beschrinken und
andererseits — soweit es mdglich — ihre praktische Anwendung durch
zahlreiche Rechnungsbeispiele aus der Praxis zu erliutern und somit
dem Verstdndnisse der Architekten maherzubringen. In diesem Sinne
werden die Hefte nicht nur als Lehrbiicher zu selbstindiger Aneignung
der notwendigsten Kenntnisse dienen konnen, sondern in erster Linie
eine Wiederholung aus den vorgenannten Lehrgebieten zu ermdglichen
bestrebt und in der Lage sein. Gleichzeitig diirften sie aber auch dem
in der Praxis stehenden Architekten ein willkommenes Riistzeug: fiir
die vielseitigen Erfordernisse seines Berufes bieten.

Das Gesamtwerk zerfillt in die drei Abschnitte, deren jedem ein
Heft — fir sich vollkommen abgeschlossen — gewidmet ist:



v Vorwort zur zweiten Auflage.

Heft 1: Graphostatik und Festigkeitslehre.

Heft II: Statik der Hochbaukonstruktionen.

Heft III: Die Grundziige des Eisenbaus im Hochbau.

Das vorliegende erste Heft, die Graphostatik und die Festigkeits-
lehre behandelnd, bespricht in seinem ersten Teile die Grundziige der
graphischen Statik: die Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften
in der Ebene, die Lehre vom Kraft- und Seileck, die zeichnerische Dar-
stellung statischer und hoherer Momente.

In den Grundziigen der Festigkeitslehre — der der zweite und bei
weitem iiberwiegende Teil des Heftes gewidmet ist — wird zunéchst die
rechnerische Ermittlung der Schwerpunkte, statischen, Tragheits- und
Zentrifugalmomente gegeben, einschlieBlich ihrer wichtigsten Bezie-
hungen unter sich und zu verschiedenen Achsensystemen. Hieran schlie-
Ben sich die Darlegungen iiber die verschiedenen einfachen und zusammen-
gesetzten Beanspruchungen der Querschnitte. Behandelt werden: die
Normal- (Druck- und Zug-)festigkeit, die Frage des Knickens, die
Biegungsfestigkeit, die Schubfestigkeit (fiir sich allein und in Ver-
bindung mit Biegung) und endlich die Beanspruchung der Querschnitte
gemeinsam durch ein Moment und eine Normalkraft. Die an die all-
gemeineren Ausfiihrungen und Entwicklungen in jedem Einzelgebiete
sich anschlieBenden Beispiele sind fast stets aus der hochbaulichen
Praxis entnommen und so gewihlt, dal sie eine moglichst groBe Viel-
seitigkeit der Anwendung erschlieBen. Soweit angéngig, ist neben
schirfere Rechnungswegen auch auf vereinfachte Annéherungsmethoden
der Rechnung eingegangen.

Dresden, im Juli 1919.
Dr.-Ing. e. h. M. Foerster.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Bei der vorliegenden zweiten Auflage des ersten Heftes vom ,,Repe-
titorium fiir den Hochbau®, die

Graphostatik und Festigkeitslehre

behandelnd, sind Einteilung und Aufbau der ersten Auflage im all-
gemeinen beibehalten worden.

Der fortgeschrittenen wissenschaftlichen Erkenntnis gemé und der
von ibr beeinfluBten neueren staatlichen Bestimmungen iiber die Berech-
nung von Hochbaukonstruktionen aller Art folgend, wurde eine grofBiere
Anzahl der einzelnen Abschnitte einer Umarbeitung und Vervoll-
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stindigung unterzogen. Dies betrifft einmal die von mancher Seite aus
gewiinschte Aufnahme der Behandlung einfacher Eisenbetonquer-
schnitte im Sinne ihrer Festigkeitsuntersuchung, zum andern die voll-
standige Umgestaltung des Kapitels iiber die Knickfestigkeit und die
Hinzufiigung eines neuen Abschnittes {iber die Spannungsberechnung
in auBermittig belasteten, auf Knickung beanspruchten Druckstében.
Bei Behandlung der Verbundquerschnitte, der Stiitzen, Platten, Platten-
balken und allgemeineren Formen wurde besonderer Wert darauf ge-
legt, die hier zu behandelnden Aufgaben — die Bestimmung des Schwer-
punktes, der statischen- und Tragheitsmomente, die Ermittelung der
Normal-, Biegungs- und Schubspannungen — der vorliegenden Gesamt-
aufgabe, eine Festigkeitslehre fiir den Hochbau zu geben, unterzuordnen.
Hierbei wurde sowohl auf die rein rechnerischen als auch die graphischen
Berechnungsmethoden — letztere namentlich bei einer Beanspruchung
durch Normal- und Biegungsspannungen — ausfiihrlich eingegangen.
Bei der Neubearbeitung der Knickfrage wurde das heute fiir FluBstahl
(St. 37 u. St. 48) Holz und Eisenbeton vorgeschriebene w-Verfahren
in den Vordergrund der Betrachtungen gestellt ; hier wurden auch Annéhe-
rungsberechnungen, sowie die Frage der Knicksicherheit mehrteiliger
Stdbe und einer auBermittigen Kraftlage ausfiihrlich behandelt und
zwar immer im engen Anschlusse an die neuen staatlichen, fiir die Haupt-
baustoffe festgesetzten Bestimmungen.

Eine recht erhebliche Erweiterung haben die allen Abschnitten
angefiigten Zahlenbeispiele erfahren, einmal durch die Aufnahme neuer,
der Praxis entnommenen Aufgaben in den bisher behandelten Gebiete,
zum andern durch die Hinzufiigung der neuen Abschnitte. Hierbei
wurde besonderer Wert darauf gelegt, moglichst vielgestaltige, dem
Gebiete des Hochbaus entnommene Rechnungsbeispiele vorzufiihren.

Fiir die ausgezeichnete Ausstattung, die auch die neue Auflage
durch den Verlag Julius Springer, Berlin, erfahren hat, diesem zu
danken, ist mir ein besonderes Bediirfnis.

Dresden, im Mai 1927.
Dr.-Ing. e.h. M. Foerster.
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Erster Teil.
Die Grundziige der graphischen Statik.

1. Kapitel.

Die Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften in
der Ebene.

1. Die Zusammensetzung der Krifte und der Gleichgewichtszustand
der Krifte,

In der graphischen Statik werden Aufgaben, die sich auf das Zu-
sammenfassen und Zerlegen von Kriften, auf die Bildung von Momenten
verschiedener Ordnung usw. beziehen, auf rein zeichnerischem Wege
gelost. Hierzu bedarf es eines ZeichnungsmafBstabes, eines Krafte-
mafstabes, der in seinen Einheiten sich nach der je vorliegenden Auf-
gabe richtet. Bei der Behandlung einfacher Krifte wird der MaBstab,
der zur zeichnerischen Darstellung der Krifte in Form bestimmter
Langen dient, sein: 1t = ncem bzw. 1 kg = »’ cm usw., wihrend bei
der graphischen Darstellung von Flichen als Krifte die Einheit der
Flache die Grundlage bilden wird: 1 m? = » cm,
lem? = »' em = »"' mm usw.; endlich wird bei
der Darstellung eines Momentes, das sich aus
Kraft X Hebelarm zusammensetzt, also in der
Einheit von t-m, bzw. kg-em usw. erscheint, bei-
spielsweise der KraftmaBstab (t) mit dem Lingen-
mafBstab (m) in Form einer Fliche vereinigt. Abb. 1.

Damit eine Kraft zeichnerisch dargestellt wer-
den kann, ist es notwendig, von ihr zu kennen die Lage, ihre Richtung,
ihre Grofle. Das gleiche gilt auch von Kriften, welche Flachen er-
setzen; hier ist in der Regel der Angriffspunkt der Kraft, der Punkt,
in dem die Fliche statisch vereinigt gedacht werden kann, d. h. ihr
Schwerpunkt. Die Richtung der Kraft ist durch einen Pfeil anzugeben,
der die Richtung ihrer Wirkung darstellt, und zwar sowohl bei der
Kraft selbst als auch bei ihrer zeichnerischen Darstellung.

Die in Abb. 1 gegebene, unter 45° nach rechts aufwirts gerichtete
Kraft von 3 t wird demgemiB bei einem Kraftemaflstab von 1t =1 cm
durch eine ebenso gerichtete Gerade von 3 cm Linge, bei einem Maf-

Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 1




2 Die Grundziige der graphischen Statik.

stab 1t = 3 cm durch eine solche von 9 cm darzustellen sein. Ware
ein Mafstab: 30 kg = 1 mm gegeben, so wire die Kraft von 3t =
3000kg durch 100mm, d.h. durch 10cm, wiederzugeben. Es liegt auf
der Hand, daB man gern den Mafistab in runden, einfachen Zahlen
wihlt, um sich die Umrechnungs-

B=1* RB=zst £=30% . .
z £ — und Darstellungsarbeit moglichst zu

. B+B+R vereinfachen.
- __ . 65cm - — 2 > Wirken mehrere Krifte in ein
B =2t B=15t A =3t und derselben Richtung, so kann man
sie durch Aneinanderreihen zeichne-
-~ BB ppep §§ch addieren, !c)ei entgeg?ngese.tzter
< ---- 35cm- - - > ichtung voneinander abzuziehen

Abb. 2. (Abb. 2)1).

Die zeichnerische Zusammen-

fassung zweier in einem Punkte wirksamer, in Richtung und GroéBe
gegebener Krifte ist durch das Parallelogramm der Kréfte bekannt.
In Abb. 3a ist R die Mittelkraft der beiden Kréfte P, und P,. Be-
trachtet man das Dreieck a b ¢, so erkennt man, da in ihm b ¢ = der
Kraft P, ist, da es der Aufzeichnung des Paral- v

lelogramms nicht bedarf, sondern daB das ein- 7
fache Dreieck ausreicht, um die Mittelkraft R zu }ll).
I/ 2
R
5
g
Abb. 3b.

bestimmen, daB also nur ein Kraftdreieck zur Losung der Aufgabe
zu zeichnen ist. Da Kraft R die Mittelkraft von P; und P, darstellt,
also deren Wirkung zu ersetzen hat, so ist ihre Richtung aus dem
Krifteparallelogramm gegeben; sie ist demgemiB der durchlaufenden
Richtung von P, und P, im Kraftdreieck entgegengesetzt gerichtet.

Wird hingegen eine Kraft gesucht, welche den Kriften P, und P,
das Gleichgewicht hilt, so mul} sie die Wirkung der Mittelkraft R auf-
heben, d. h. ihr Pfeil muB alsdann im Kraftdreieck mit dem von P,
und P, in demselben Richtungssinne durchlaufen (Abb. 3D).

Da man (Abb. 4) jede Kraft P, bzw. P, durch zwei beliebige Seiten-
krafte ersetzen kann, fiir die alsdann die Krifte P, bzw. P, je Mittel-
krifte sind, und diese Zerlegung ins Beliebige fortzusetzen vermag, in
dem so sich bildenden Kraftvieleck im Zustande des Gleichgewichts

1) Hier ergibt die rechnerische Zusammenfassung: TP = 1 + 2,5 + 3,0 = 6,5 t,
bzw, XP=+2t—15t+3t=3,5t.
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aber alle Krafte in demselben Richtungssinne befahren werden, so kann
man den Satz aussprechen:

Im Gleichgewichtszustande von Kriften 1duft der Rich-
tungspfeil im Kraft-
eck in demselben Um-
fahrungssinne durch.

Rechnerisch ergibt
sich die Mittelkraft, je
nachdem P, und P, einen

rechten Winkel miteinan-

der bilden, oder unter einem p

beliebigen Winkel o zu- b
D

sammenlaufend unter sich
gleich sind, oder endlich im
letzten Falle ungleich grof sind, aus den Beziehungen (Abb. 5a, b, ¢):

1. R= JP?+P%, P, = Rsina; P, = Rcosa (Abb. 5a);
2. R =2 P cos (Abb. 5b);
3. R= P,cosa + P,cos i (Abb. 5¢).

Greifen in einem Punkte mehrere Kréafte an (Abb. 6a) und wird
tiir sie die Mittelkraft gesucht, so kann man zunéchst fiir zwei von ihnen

Abb. 5a—e¢.

(A}

R1-4
Abb. 6c.

Abb. 6a.

die Mittelkraft finden, diese dann mit einer weiteren Kraft zu einer
weiteren Mittelkraft vereinen und so weiter fortfahren, bis alle Krafte
unter sich zeichnerisch vereinigt sind. Hierbei entstehen (Abb. 6b) die
Zwischenmittelkriafte R,_,, RB,_5. Man erkennt, daff man auch ohne
ihre Hilfe auszukommen vermag, den Kriftezug aus der unmittelbaren
Zusammensetzung der Krifte P,, P,, P, P, finden kann und die
Mittelkraft aller Krifte R,_, durch Verbindung der Anfangs- und End-
punkte dieses Kraftlinienzuges erhélt. Der Richtungspfeil der Kraft ist
entgegengesetzt der an und fiir sich gleichlaufenden Richtung der zu-
sammenzusetzenden Krifte. Bei der Losung ist es, wenn man nur auf
die Richtungspfeile der Krifte achtet, ohne Bedeutung (Abb. 6¢),. in
1*
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welcher Reihenfolge die einzelnen Krifte aneinander gesetzt werden,
da sie nur eine Mittelkraft haben koénnen, also stets dasselbe Ergebnis
sich zeigen muBl. Man wird aber gern bei der Zusammensetzung der
an ein und demselben Punkte angreifenden Kréafte sich nach der Reihen-
folge richten, wie sie aufeinander folgen.

Zerlegt man Krifte, wie die vorstehend beschriebenen, die in einem
Punkte angreifen, in je 2 Seitenkrafte nach der Richtung eines senk-
rechten Koordinatensystems, so ergibt sich (Abb. 7):

H, =+ Pcosoy; V, =+ P;sing,

Hy,= + Pycosay; Vo= — P,ysina,

H;= — P;cosay; Vy= — Pysinag

Hy= — P,cosoy; Vy =+ P,sing,

H=H+H,—H;—H;; V=V, —V,—V;+V,

R = Vﬁlﬁ, und tg=yv-,
bestimmend die Richtung der Mittelkraft R gegeniiber der x-Achse.

Greifen in einem Punkte Krafte an, welche bei der Aneinander-
reihung im Krafteck ein geschlossenes Vieleck bilden, so ist die Mittel-
kraft = 0, d. h. die Krifte sind
unter sich im Gleichgewicht (Abb. 8).
Projiziert man ein solches Krafteck

Abb.8.

auf irgendein senkrechtes Achsensystem und denkt man sich eine jede
Kraft nach diesen Achsen zerlegt, so findet man, daB die Summe aller
Seitenkrifte in beiden Richtungen unter sich je = 0 ist. Hieraus folgt:

Sind in einem Punkte sich schneidende Krifte unter
sich im Gleichgewicht, so sind die Summen ihrer Seiten-
kriafte, bezogen auf zwei beliebige, zu einander rechtwink-
lig liegende Achsen, je =0. Liegt ein solcher Fall bei den in Abb. 7
dargestellten Kriften vor, so ist hier naturgemif auch rechnerisch:
H=0, V=0, R=0.
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In Abb. 8 ist selbstversténdlich Voraussetzung, daf man das Kraft-
eck, den Pfeilen folgend, in einheitlichem Sinne umfahren kann, daB
das Krafteck also einen stetigen Umfahrungssinn aufweist, also nie-
mals zwei Pfeile sich begegnen.

Zugleich ist ersichtlich, dafl, wenn in dem geschlossenen Krafteck
der Pfeil irgendeiner Kraft umgekehrt wird, alsdann diese zur Mittel-
kraft aller anderen wird.

Das einfachste Krafteck im obigen Sinne ist das Dreieck, dem in
der Ebene drei unter sich im Gleichgewichte befindliche, in einem Punkte
angreifende Kréfte entsprechen. Hier kann

(Abb. 9) nur Gleichgewicht herrschen, wenn 4 R

die 3 Krifte sich wirklich in einem Punkte 2 2

schneiden. Fiele der Schnittpunkt a von R und 4

P, nicht mit dem von P, und R (b) zusammen db/ e
z

(Abb. 9), so konnte man im Punkte a; ohne
das Kraftbild zu verdndern, zwei entgegen-
gesetzt wirkende und sich somit gegenseitig wieder aufhebende Krafte
P, anbringen; alsdann sind die drei mit Doppelpfeil versehenen Kréfte
in g im Gleichgewicht, und es verbleibt noch ein am Hebelarm 1 wir-
kendes Kriftepaar P,-A, welches ein durch keine andere Kraftwirkung

Abb. 9.

Abb. 10.

ausgeglichenes , Drehmoment‘‘ erzeugt, also einen Gleichgewichts-
zustand ausschlieBt. Nur wenn der Hebelarm dieses Kriftepaares A = 0
wird, also wenn der Angriffspunkt b auch mit ¢ zusammenfillt, also alle
drei Krifte im Punkte a sich schnei den, kann Gleichgewicht herrschen.
Hieraus folgt der wichtige Grundsatz:

Drei Krifte konnen nur im Gleichgewichte sein, wenn
sie sich in einem Punkte schneiden.
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Greifen mehrere Krifte in der Ebene nicht in demselben Punkte an,
sondern schneiden sie sich in verschiedenen Punkten, so kann man
allerdings der Zwischenmittelkréfte nicht entbehren, um den jeweiligen
Schnittpunkt der Zwischenmittelkraft und der mit ihr zu vereinigen-
den, gegebenen Kraft zu finden und endlich die Lage der Mittelkraft
zu allen gegebenen Kriften zu bestimmen (Abb. 10). Hierbei ist der
duBlere Verlauf des Krafteckes allerdings auch ohne die Zwischenkrifte
bestimmt.

2. Krafteck und Seileck.

Geht man in Abb. 11a zunichst vom Krafteck unter Benutzung der
Zwischenmittelkrifte aus, und zeichnet man zu ihm allmahlich fort-
schreitend ein zusammenhéangendes
Seileck in Abb. 11b derart, daB
man jede Zwischenresultante mit
der nichstfolgenden Kraft zum
Schnitt bringt und durch den so
gewonnenen Punkt die néchste
Zwischenmittelkraft zieht, so be-
stimmt die letzte Seite dieses Eckes
die Lage der Gesamtmittelkraft,
und das ganze Seileck als solches
gibt in seinen einzelnen Seiten die
Mittelkraft aller voranliegenden
Kréfte an. Dies ergibt sich daraus,
daB in Abb. 1la jede Zwischen-
mittelkraft die Mittelkraft aller
voranliegenden Krifte ist und das
in gleicher Weise fiir die Zu-
sammenfiigung der Krifte in
Abb. 11b gelten muB. Das dort
gezeichnete Eck fithrt den Namen
des Mittelkraftecks. Auch hier
ist es gleichgiiltig, in welcher

Abb. 11. Reihenfolge die gegebenen Krifte

miteinander in Verbindung ge-

bracht werden, da die Lage der SchuBmittelkraft unabhingig von
der Kraftreihenfolge ist.

Schneiden sich die Krafte ungiinstig unter spitzem Winkel, so
werden von einem beliebig angenommenen Pole in einer der Abb. 11
ahnlichen Weise Hilfskrifte a, b, ¢, d, e (Abb. 12a) zum Kraftzuge ge-
zogen, so dafl also lauter einzelne zusammenhingende Kraftdreiecke
entstehen, gebildet durch je eine dulere gegebene Kraft und zwei Hilfs-

&
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krifte, ausgehend von dem angenommenen Pole O. Zeichnet man nun
zu diesen Kriften eine Mittelkraftlinie in Form eines zusammenhéngen-
den Seilecks in die Kraftlage ein, so entspricht auch hier jeder Schnitt-
punkt von drei Linien einem Dreieck im Krafteck; die dort im Gleich-
gewicht befindlichen Krafte sind es also auch im Seileckspunkte. Be-
trachtet man in demselben Sinne das Dreieck O ae, in dem R, , die
Mittelkraft der Krafte P;_, darstellt und a bzw. e die dullersten Hilfs-
krafte, also auch die duBersten Seileckkrifte darstellen, so miissen sich
auch im Kraftplane die Mittelkraft R, , mit den letzteren in einem
Punkte schneiden; denn die drei im Kraftdreieck vereinigten Kréfte
R,_,, a und e kénnen nur im Gleichgewicht sein, wenn sie sich in einem
Punkte schneiden. :

Da die Richtung von R,_, bekannt ist, so ist somit auch ihre Lage

Abb. 12a. Abb. 12D.

im Kraftplan durch den Schnittpunkt von a’ und e’ (Abb. 12b) ge-
geben.

Die Auffindung der Mittelkraft auf dem voranstehend behandelten
Wege hat eine grundlegende Bedeutung. Das in Abb. 12a dargestellte,
von dem beliebigen Pole O mit Hilfe der Kraftstrahlen a, b usw. ge-
zeichnete Polygon fithrt den Namen Krafteck, das mit seiner Hilfe
gezeichnete Mittelkrafteck die Bezeichnung Seileck. Unter der Pol-
weite des Kraftecks wird der senkrechte Abstand des Poles O von der
Mittelkraft verstanden (= H in Abb. 12a).

Das Verfahren gestattet naturgemil auch, jede beliebige Mittelkraft
in ihrer Lage zum Krifteplan zu bestimmen, wenn man sie im Krafteck
einzeichnet und die fiir sie in Frage kommenden &duBersten Seileck-
strahlen sinngem&fB benutzt.

Bei der Aufzeichnung des Kraftecks und Seilecks ist es ohne sta-
tische Bedeutung, wie die Reihenfolge der einzelnen Kréfte beim Auf-
zeichnen des Kraftecks gewéhlt wird, da es zu den Kréften nur eine
Mittelkraft in bestimmter Lage gibt. Jedoch ist selbstverstindlich
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darauf zu achten. daB jedem Dreieck im Krafteck ein Schnittpunkt
derselben drei Krifte im Seileck entsprechen muB. Unter Wahrung

£O

Abb. 13b.

-4

Abb. 13¢. Abb. 13d.

dieser Uberlegung sind im Anschlusse an Abb. 12 die Seilecke in
Abb. 13a, b und 13c, d fiir die Reihenfolge der Krifte P,, P;, P, P,
und P,, P,, Py, P,
gezeichnet. Selbstver-
standlich empfiehlt es
sich auch hier, die be-
quemste und meist auch
iibersichtlichste Kraft-
reihenfolge zu wéhlen.
Kraft- und Seileck
finden vorwiegend Ver-
wendung bei zueinander
Abb. 14a. Abb. 14b. parallelen, gleichgerich-

teten und nicht gleich-

gerichteten Kriiften, da bei ihnen der Schnittpunkt im Unendlichen
liegt und man somit nicht unmittelbar den Angriffspunkt der Mittel-
kraft zu finden vermag. Hieriiber geben die Abb.14a, b und 15a, b
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Auskunft; in ersterer handelt es sich um die Zusammenfassung gleich-
gerichteter, in letzterem Falle verschieden gerichteter Parallelkrifte.

2
7 e
a,’“\\ b’ c' 1A dl,f/ g
ST U P i P
S~ L7 4
A
R
Abb. 15a. Abb. 15b.

3. Die zeichnerische Bestimmung des Schwerpunktes ebener Flichen.

Die Bestimmung der Mittelkraft von parallelen Kriften hat Be-
deutung fiir die Auffindung der Schwerpunkte ebener Flichen. Da
man in einem Schwerpunkt das Gewicht der Fldche sich vereinigt
denken kann, so muf3 auch, wenn man die Fliche in einzelne Teile teilt,
diese als Krifte auffaBt und zu ihnen eine Mittelkraft sucht, diese durch
den Schwerpunkt gehen. Hierbei ist es zweckmiBig, die Fliche in Drei-
ecke, Rechtecke,
Trapeze,  iiber-
haupt in solche
Figuren zu unter-

teilen, deren
Schwerpunkt man
ohne weiteres
durch Zeichnung
finden kann, und *’
in diesen Punkten 72
die GroBen der
Einzelteile als 4
Krifte im  be-
stimmten  MaB- £
stabe, und zwar
unter sich parallel,
anzubringen. Ist Abb. 16.
die Gesamtfliche
zu keiner Achse symmetrisch, eine Schwerachse also von vornherein
nicht bestimmbar, so wird man fiir zwei verschiedene Richtungen je
die Mittelkraft bestimmen und in jhrem Schnittpunkt alsdann den
Schwerpunkt der Gesamtfliche finden.

In den Abb. 16 bis 18 sind zeichnerische Schwerpunktsbestimmungen
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durchgefithrt. Nach Annahme eines KriftemaBstabes (z. B. 100 cm?
= 1 c¢m) wurden in Abb. 16 die einzelnen Dreiecksflichen, in die die Ge-
samtfliche unterteilt ist, einmal in wagerechter, dann in senkrechter

Ry
Abb. 18a.

Abb. 17.

o Richtung als Kriifte aufgefallt und

aufgetragen und alsdann mit Hilfe
der Kraftecke I und IT die Mittel-
krifte R = 3 f bestimmt; ihr
Schnittpunkt S ist der Schwerpunkt
der Flache. In gleicher Weise ist der
Schwerpunkt des Mauerpfeilers in
Abb. 17 ermittelt. Hier sind, da
keine Symmetrieachse vorliegt, die
Flachenkrifte einmal unter 45°
nach oben, das andere Mal senkrecht
nach unten gerichtet aufgetragen
und fiur diese Richtungen je die
Mittelkraft bestimmt; hier liegt der
Schwerpunkt (S) auBerhalb der
Flache.

In Abb. 18a liegt ein Quer-
schnitt mit einer Symmetrieachse
vor, in der also der Schwerpunkt
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liegen muB. Deshalb reicht hier die Bestimmung einer Mittelkraft
zu den Flichenkriften aus, die im vorliegenden Fall der Einfach-
heit halber fiir die senkrechte Richtung erfolgt ist.

Wird der Schwerpunkt von Querschnitten gesucht, die sich aus
verschiedenen Baustoffen zusammensetzen, also beispielsweise von

A 1527234 A 75(18567)

/
/ o | |2

5
g o7ty A
757@5 7 fé5 7‘2’5 @7
8 6 7‘7.57@6' /)2
g
7512,
Abb. 18Db.

aus Beton und Eisen gebildeten Verbundquerschnitten, so ist die
graphische Ermittlung im allgemeinen die gleiche, nur sind hier die
im Beton liegenden Eisenquerschnitte mit (entsprechend dem Verhélt-
nisse der Elastizititszahlen) einer Konstanten n = 15 zu erweitern,
also mit dem 15fachen ihres Querschnittes in Rechnung zu stellen.
Hierbei ist es weder zweckmiBig noch iiblich, die Schwichungen des
Betonquerschnittes durch die Eiseneinlagen in Abzug zu bringen; die
Betonflichen werden also mit ihrer vollen Grofe beriicksichtigt. Ein
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Abb. 19a—1.

hiernach behandeltes Beispiel 148t Abb. 18b erkennen. Durch Annahme
wagerechter und senkrechter Kraftrichtung ist hier vermittels der
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beiden Kraftecke I und IT und der zugehérenden Seilecke I’ und IT'
der Schwerpunkt S bestimmt.

In gleicher Weise wie bei ebenen Fléichen kann man auch die Schwer-
punkte von Linienziigen finden, indem man die einzelnen Linienele-
mente als’ Krafte auffaBlt, sie in einem MaBstabe gemé&ll ihrer Linge
wertet und in ihrer Mitte — also dem Schwerpunkt der einzelnen
Graden ihre Kraft (Gewicht) — angreifen 140t. Liegt eine Kurve vor,
so wird diese zur Auffindung ihres Schwerpunktes in eine Anzahl kurzer
gerader Strecken zerlegt und deren Mittelkraft in einer oder zwei Rich-
tungen bestimmt; ersteres reicht bei einer symmetrischen Kurve aus.
Beispiele hierfiir liefern die Abb. 19a—f. In Abb. 19a, b, ¢ ist ein aus
4 Teilen verschiedener Lange bestehender, gebrochener Linienzug ge-
geben und mit Hilfe der beiden Kraftecke und zugehérenden Seilecke
(A und B) der Schwerpunkt S bestimmt, wéhrend in Abb. 19d fiir eine
zur z-Achse symmetrische Kurve in entsprechender Art der Schwer-
punkt S auf der z-Achse gefunden wurde. Hier ist die Kraftrichtung
senkrecht zur z-Achse angenommen worden; alsdann reicht es aus,
die halbe Kurve (I, II, ITI, IV) in Rechnung zu stellen. Besteht
(Abb. 19f) der Linienzug aus nur 2 sich in schneidenden Geraden,
so liegt der Schwerpunkt S in der Verbindungslinie ihrer Mitten und
zwar entsprechend einer Teilung dieser x:y = SL': SL".

4, Allgemeine Beziehungen zwischen Krafteck und Seileck.

Seil- und Krafteck gestatten auch die Auffindung einer
graphischen Gleichgewichtsbedingung von Kréften, die
nicht durch einen Punkt gehen. Auch wenn diese Krifte ein ge-
schlossenes Krafteck bilden, so ist noch nicht bewiesen, daB sie
unter sich im Gleichgewicht sind. Die vier an einer selbst drehbaren
Scheibe in Abb. 20 angreifenden Krifte

konnen z. B. in einem geschlossenen A 2 %
Krafteck sich vereinigen lassen, sind ﬂp
aber nicht unter sich im Gleichgewicht, 3
da sie alle in demselben Sinne an 5 A

der Scheibe drehen, also eine Bewe-
gung dieser zur Folge haben.
Fiithrt man bei den vier in Abb. 21 Abb. 20.

gegebenen Kriften, die unter sich

ein geschlossenes Viereck bilden, an Stelle von P, (beliebig gewéhlt)
die Mittelkraft R,_, der anderen drei Krafte P,, P;, P, ein, und zeich-
net man zu diesen ein Kraft- und Seileck, so bestimmt sich in letzterem
die Lage von R,_, durch das Zusammenschneiden der &uBersten Seil-
eckstrahlen a’ und d’ im Punkt ;. Nur wenn P, durch diesen Punkt
geht, also die Wirkung von R, , aufhebt, ist Gleichgewicht moglich.

&Y



14 Die Grundziige der graphischen Statik.

Jede andere Lage von P, z. B. (P,) wirde — da R,_, = P,, aber zu
ihm entgegengesetzt gerichtet ist — die Ausbildung eines Krifte-
paares P, ] bedingen, das einen Gleichgewichtszustand ausschlieBt.
Daraus folgt, daBl Krafte in der Ebene, die sich nicht in einem
Punkte schneiden, nur alsdann unter sich im Gleichgewicht
sind, wenn sowohl das Krafteck als auch das Seileck sich
schlieBen.

Ist fiir die Aufzeichnung des Seilecks kein besonderer Durchgangs-
punkt oder ein sonstiger Anhalt gegeben, so ist es in der Regel ohne
Bedeutung, von welchem Punkte man das Seileck beginnt; es ent-
stehen, wenn man
den Anfangs-
punktverschie-
den wahlt (Abb.
12b, Seite 7)lauter
dhnliche Seileck-
ziige, welche nach
den Lehren der
ebenen Geometrie
mit ihren &uflersten Strahlen sich
alle auf derselben Geraden schnei-
den, d. h. auf der Mittelkraft R.
Die in Abb. 12b ermittelten Punkte
1, 1/, +"’ miissen auch deshalb in ein
Abb. 21, und derselben Geraden liegen, weil

durch sie alle die Mittelkraft R hin-
durchgeht und es zu den gegebenen Kriften nur eine in ihrer Lage
ganz bestimmte Mittelkraft geben kann.

Werden zu den gegebenen Kriften zwei Kraftecke mit ver-
schiedenen Polen (Abb. 22) O und O, gezeichnet, so schneiden sich
die entsprechenden Seileckstrahlen der beiden, den Polen entsprechen-
den Seilecke auf einer gemeinsamen Geraden, die der Verbindungslinie
der beiden Pole parallel ist.

Die Richtigkeit dieses Satzes 1at Abb. 22 erkennen. Hier sind O
und O, die beiden Pole, a, b, ¢, d bzw. «, f, y, § die von ihnen zu den
drei gegebenen Kriften gezogenen Krafteckstrahlen. Thnen entsprechend
sind in Abb. 22b die beiden Seilecke a’, b’, ¢/, d' und o', ', 9', &' ge-
zeichnet und deren zusammengehorende Strahlen a'o’, b ', ¢’y" und
d’ ¢’ je zum Schnitte gebracht. Betrachtet man in Abb. 22a das Drei-
eck ¢g00,, so konnen in ihm die Strecken 00;, Oq und O, q als Krifte
aufgefaBt werden, denen — da sie ein Dreieck bilden — in Abb. 22b
drei Krifte entsprechen miissen, die sich in einem Punkte schneiden
(Punkt 1 in Abb. 22b); hier ist also 1t /[ 00;.
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In gleicher Weise lehrt die Betrachtung des Dreiecks Op O, mit den
Kraftstrahlen b und f, des Dreiecks O On, mit ¢ und y und endlich des
Dreiecks OmO, mit d und §, daB in Abb. 22Db in den Punkten 2, 3 und 4
also in den Schnittpunkten der zugehérenden Seileckseiten (6" und g,
¢’ und o', d’ und ¢'), je eine Kraft // 0O, liegen muB. Da OO, im Kraft-
eck als Mittelkraft der den Umfang dieses darstellenden Krifte, die
alle in Abb. 22b enthalten sind, aufgefafit werden und somit in Abb. 22b
nur einmal vorkommen kann, miissen die Punkte 1, 2, 3, 4 auf ein und
derselben zu 0O, parallelen Geraden liegen. Diese Gerade nennt man
Polare. Diese GesetzméBigkeit 148t sich in dem Satze zusammenfassen:

Verschiebt man den Pol im XKrafteck, so schneiden
sich die zugehorenden Seileckstrahlen auf einer zur Pol-

/ Abb. 22,

verschiebung parallelen Geraden, die als Polare bezeichnet
wird. )

Die Anwendung dieses Satzes sei an der Losung der Aufgabe gezeigt:
ein Seileck zu gegebenen Kriaften durch drei gegebene
Punkte zu legen.

Wihrend man zu gegebenen Kriften durch einen und auch noch durch zwei
Punkte eine unendlich groBe Anzahl von Seilecken legen kann, kann durch drei
Punkte nur ein einziges gezeichnet werden (Abb. 23). Hier seien gegeben die drei
Krifte Py, Py, Py und die Punkte 4, B und C, durch die zu diesen Kriiften ein
Seileck gelegt werden soll. Zunachst werde unter Benutzung des beliebig an-
genommenen Poles Oy ein Krafteck a, b, ¢, d gezeichnet und durch den Punkt 4
gehend ein Seileck a’, b’, ¢/, d’ zu den gegebenen Kriften eingetragen. Soll nun
das zweite Seileck auch durch A gehen, dann ist 4 ein Punkt, in dem sich spéter-
hin zwei zugehorende Seileckstrahlen, der erste Strahl des ersten und der eines
zweiten Seilecks, schneiden miissen. Mithin ist auch 4 ein Punkt der zum Seil-
eck 2 gehérenden Polare; da diese sonst an keine Bedingungen gebunden ist, so
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kann ihre Richtung durch 4 hindurch beliebig — in Abb. 23 wagerecht — an-
genommen werden. DemgemiB verschiebt sich auch der Pol O; im Krafteck
jetzt in wagerechter Richtung. Soll das zweite Seileck zugleich durch Punkt B
hindurchgehen, so muB die entsprechende Seite ¢’’’ mit ¢/ vom ersten Seileck
sich auf der Polare I schneiden. Da ¢’ im Punkte m mit der Polare I zusammen-
trifft, muBl mithin auch ¢’/ durch diesen Punkt und B gehen, ist also in seiner
Richtung bestimmt. FEine entsprechende Parallele im Krafteck durch 3 zu ¢””
bestimmt demgemif den Pol O, des Kraftecks a’’, b, ¢/, d”, dessen zugehdrendes
Seileck durch 4 und B geht — o', b, ¢, d’”.

Soll nun das dritte Seileck durch die Punkte 4, B und C gehen, so sind zunéchst
A und B weitere Punkte, in denen je die zugehérenden Seileckseiten sich schneiden

miissen. Demgeméif ist jetzt die Polare durch 4 und B bestimmt, also vollkommen
festliegend. Auf einer Parallelen zu ihr durch O, im Krafteck mufl mithin auch
der Pol des Kraftecks fiir das Seileck durch die drei Punkte liegen. Dieser Pol O,
wird dadurch bestimmt, da auf der Polare II sich auch die 4ulersten rechten
Seileckseiten (entsprechend der Lage von C, rechts von P,;) schneiden miissen;
verldngert man demgemiB die Seite d’” des Seilecks 2 bis zu ihrem Schnittpunkte n
mit Polare IT, so muB auch durch n der Strahl ¢’ des gesuchten Seilecks durch
drei Punkte gehen. Da somit ¢’ in seiner Richtung bekannt ist, ist auch Pol O,
im Krafteck bestimmt und somit das Krafteck a, f, 7, 6 und mit seiner Hilfe
das durch die drei Punkte A, B, C gehende Seileck o, f’, 3, &' zu finden.

5. Die Zerlegung der Krifte.

Ist eine Mittelkraft (Abb.24a) gegeben = R und soll sie in zwei
Krifte, die mit ihr in einem Punkte sich schneiden, zerlegt werden,
deren Richtungen bekannt sind, so ist die Losung durch Aufzeichnung
des Dreiecks a b ¢ gegeben. Schneiden sich mehr als zwei Krafte mit R
in einem Punkte, so kann R in eindeutiger Weise nicht mehr in sie
zerlegt werden, da die Losung unendlich viele Moglichkeiten zuldBt
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(Abb. 24b). Hier konnte sich z. B. mit Hilfe der gegebenen Kraft R
fir die drei Kraftrichtungen P,, P,, P, ein Krafteck abcd oder
ac ¢ doder ab” ¢’ dusw. ergeben. Die Aufgabe ist nicht mehr 16s-
bar. Es kann also eine Kraft hochstens in zwei Krifte zerlegt
werden, die mit ihr sich in einem Punkte schneiden.
Schneiden sich hingegen drei Kraftrichtungen nicht in einem
Punkte, so kann eine gegebene Kraft nach ihnen zerlegt werden

A
]
N g ¢
i R
p / \
7, //
¢ ” b 2 a B b
b % ¢
/3 7 R @ = c
5 (> %
d 4
Abb. 24 a. Abb. 24b.

(Abb. 25). Hier ist B gegeben sowie die Lage der Krifte P, P,, P,
bestimmt, die mit R im Gleichgewicht sein sollen. Bringt man je zwei
derKraftrichtungen zum d
Schnitt, also z. B. R
und P, in a, P, und P,
in b, so kann man die
beiden  Schnittpunkte
durch eine Hilfskraft
L verbinden, die als
Gleichgewichtskraft je
zweier dieser Krifte auf-
gefaBt werden kann, und
nun zundchst fiir den Abb. 25a. Abb. 25D.
Punkt « (da hier R be-
kannt ist) ein Kraftdreieck c, e, d zeichnen, in dem man eindeutig P,
und L findet. Zerlegt man alsdann L (Doppelpfeilrichtung!) in P,
und P, — gemall dem Zusammentreffen dieser 3 Kréfte in Punkt b —,
so sind alle drei gesuchten Krafte bestimmt. Hierbei wird L durch ver-
schiedenes Befahren aus der Rechnung wieder herausgehoben und zu-
dem die Richtung der Krifte P;, P,, P; bestimmt. Soll R ihnen das
Gleichgewicht halten, so mufl der Richtungspfeil im Krafteck stetig
sein, d. h. durch R bestimmt, den in Abb. 25b angegebenen Verlauf
aufweisen, von dem aus alsdann die Eintragung der Kraftrichtungen
in Abb. 25a erfolgt.

Die Aufgabe, eine Kraft nach drei Richtungen, die sich nicht in

Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 2

)
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einem Punkt schneiden, zu zerlegen, ist also losbar; sie bietet eine der
wichtigsten grundlegenden Losungen der graphischen Statik. Auf ihrer
Anwendung beruht das Culmannsche Verfahren zur Ermittlung von
Stabkraften in Fachwerken.

Eine gegebene Kraft R nach mehr als drei Richtungen zu zer-
legen, die nicht in einem Punkte zusammentreffen, ist nicht losbar.
Auch hier ergeben sich
— vgl. Abb. 26a und b
— unendlich viele Lo-
sungsmoglichkeiten.

Sind die Krifte pa-
rallel und handelt es sich

a
% (Abb. 27a) darum, zu
o . .
Abb. 26a. Abb. 26D, einer Kraft R zwei

gleichgerichtete Seiten-
kriafte zuermitteln,deren
Angriffspunkte m und n gegeben sind, so dient zur Losung ein be-
liebiges, in die Kraftrichtungen hineingezeichnetes Seileck und das aus
ihm, riickwirts gehend, entwickelte Krafteck. Hierbei ist das Seileck

Abb. 27b.

naturgemaB so zu zeichnen, dafl sich seine &uBersten Seiten auf der
Mittelkraft schneiden (in ¢), es ist also von den Seiten a’ und ¢’ aus-
zugehen und erst dadurch die Lage von 4" zu finden. Da im Punkt £
drei Krifte a’, b’ und P,, ebenso in , b’, P, und ¢’ zusammentreffen,
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ihnen aber im Krafteck je ein Dreieck entsprechen muB, so sind die
GroBen von P, und P, durch eine Parallele durch O zu &', also durch
den Krafteckstrahl b — die SchluBlinie des Seilecks — gegeben.
Betrachtet man -— Abb. 27b — im vorliegenden Falle die einzelnen
im Seil- und Krafteck gebildeten, unter sich je #hnlichen Dreiecke
( und I’ bzw. II und II'), so ergibt sich:

a:y=H:P; a=£;y,
1

biy=H:Py; b="22
2

Hieraus folgt; a: b = P,: P;, d. h. die Lage der Mittelkraft ist derartig
bestimmt, daB man den senkrechten Abstand e zwischen den beiden
Kriften umgekehrt proportional im Verhiltnis der Krifte teilt. Hier-
aus folgt weiter:

Aus
a:b=P,: P folgt:a+b:a=P,+ P,: P,
l:a=R:P,; a=—§—l

und ebenso:
a+b:b=P,+ PPy b="2 w.oabow.

Auf der Losung der vorstehend behandelten Aufgabe beruht auch
die weitere, zwei Krifte zu finden, die durch bekannte Angriffspunkte
(v und w in Abb. 28) gehend, einer Anzahl paralleler Krifte das

Gleichgewicht halten. Hier wird P p A A

(Abb. 28) zu den gegebenen Kriften
zunédchst ein beliebiges Krafteck ent-
worfen, mit seiner Hilfe durch ein
Seileck die Lage der Mittelkraft R be-
stimmt und nunmehr R in der vor-
stehend gezeigten Weise in die Rich-
tungen A und B zerlegt. Da die &uBer-
sten Seileckstrahlen hier bereits vor-
handen sind, wird die Abb. 27a ent-
sprechende SchluBlinie durch zwei
Parallele zur gegebenen Kraftrichtung,
durch die Angriffspunkte der gesuchten
Krifte gelegt, auf den duBersten Seil-
eckseiten gefunden = v’w’. Eine Parallele zu v’ im Krafteck schneidet
alsdann auf der 3 P die gesuchten Krifte 4 und B ab. Da sie den nach
unten gerichteten senkrechten Kréften P das Gleichgewicht halten
2%

I S
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sollen, so sind sie senkrecht nach oben gerichtet. Dieser Losung
kommt deshalb eine besondere Bedeutung zu, weil in gleicher Art die
Stiitzenwiderstinde eines durch beliebige senkrechte Einzellasten be-
anspruchten Balkentragers auf 2 Stiitzen gefunden werden.

2. Kapitel.
Statische Momente von Kriften und Flichen und
Trigheitsmomente von Flichen.

1. Statische Momente von Kriiften und Flichen.

Unter dem Drehmoment oder dem statischen Moment einer
Kraft um einen Punkt versteht man das Produkt aus der Kraft
und dem vom Punkte auf diese gefallten Lot, dem Hebel-
arm der Kraft. Das Moment der Kraft P um Punkt m in Abb. 29a

Abb. 29 a. Abb. 29Db.

ist somit M, = P-r. Das Moment wird als 4 eingefithrt, wenn es um
den Punkt im Sinne des Uhrzeigers dreht, im entgegengesetzten Falle
als — bezeichnet. Die Einheit, in der das Drehmoment einer Kraft
sich zeigt, setzt sich also stets zusammen aus dem Produkt von Kraft
und Abstand, erscheint demgemiB in t-m oder in kg-cm, oder in t-cm
bzw. in kg-m. In der Regel ist es iiblich, t mit m, kg mit cm zu ver-
einigen, aber auch die Einheit t-cm findet sich. Ein Moment P-r kann
zeichnerisch durch ein Rechteck dargestellt werden, dessen eine Seite

in bestimmtem KriftemaB aufgetragen = P, dessen andere = r ist
(Abb. 29a), oder auch durch den zweifachen Inhalt eines Dreiecks
mit der Grundlinie — P und der Hohe = r wiedergegeben werden
(Abb. 29b).

Wiihlt man letztere Darstellungsart fiir die im Parallelogramm der
Krifte vereinigten 3 Krifte (Abb. 30), so ergibt sich in bezug auf einen
beliebigen Punkt m als Drehpunkt fiir das Moment, einmal fiir R, dann
fiir die beiden Seitenkrifte P, und P,:
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MRmzR-rzzAacm:Za—;n—-hrzam-hr,
Mp =Py =2/ abm=2-"2 b =am-h,,

Mp, =Pyr,=2Nadm=2-“" h,=am-h,
Hieraus folgt:
Mp,  +Mp, = Piri+ Pyry=am(h +hy).

Da ferner b, + %, = hs ist, so ist auch:
MRszplm+Mp2m:2Mp, d. h.:

Das Moment der Mittelkraft auf einen Punkt ist gleich
der Summe der Momente der Seitenkrifte, bezogen auf
denselben Punkt.

Die Richtigkeit dieses Gesetzes fiir zerstreut in der Ebene wirkende
Krafte 1aBt sich (Abb. 31) aus den folgenden Uberlegungen finden:
Zeichnet man zu den gegebenen Kriften ein
Seileck, bestimmt in ihm die Lage der Mittel-
kraft, so muB} in allen den einzelnen Punk-
ten des Seilecks Gleichgewicht herrschen.
Dies bedingt, dafl die hier angreifenden Seil-
krifte sich paarweise aufheben, d. h. I = I’,
IT=1I, III =11I'/ IV =1V'"ist. Daz. B.
in @ die Krafte I', P, und I im Gleich-
gewicht sind, so ist II' die Mittelkraft zu I’
und P, und somit, wenn man auf einen be-
stimmten Punkt der Ebene die Momente
dieser Krifte mit M,,, M,, M P, bezeichnet, nach dem oben erwie-
senen Satze:

Abb. 31.

Myy=Mp+ Mp, .
In gleicher Weise ergibt sich fiir Punkt b:
Mpyp=My+ Mp,=Mp+ Mp,+ Mp,
und fiir Punkt c:
Mypr=Myp+Mp,=Mp+ Mp,+ Mp,+ Mp, .
Da ferner R die Mittelkraft aus IV’ und I ist, so ist:
Mp=M;+ M;p,
und somit:
Mpy=M;+Mp-+Mp +Mp,+ Mp, .

Da die Momente M, und M,,, absolut unter sich gleich sind, sich aber
wegen der entgegengesetzten Pfeilrichtung von I und I’ aufheben,

so wird:
‘MR:MP1+MP2+MP3:EMP’
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womit das obige Gesetz auch fiir in der Ebene zerstreut liegende
Krifte als richtig nachgewiesen ist.

Die zeichnerische Darstellung eines Momentes gegebener
Krifte.

Zeichnet man, Abb. 32, um das Moment der Krifte P,, P,, P,, in
bezug auf den Punkt m zu finden, zu diesem ein Kraft- und Seileck,
konstruiert in letzterem die Mittelkraft B und zieht durch den gegebenen
Punkt m eine Parallele zu R, die auf den duBersten Seileckstrahlen
die Punkte e, 8 bestimmt, so ist das Dreieck a, 8, y ~ Dreieck v, w, O,
und somit verhdlt sich:

af:r=wu:r=R:H.

Somit ist: u+H = R+-r = 3 P+r= dem Moment der Krifte in bezug
auf den Punkt m; d.h. das Moment der gegebenen Krifte ist gleich
dem Produkt aus

A % der Polentfernung

- ihrer Mittelkraft

e” (H) und einer

/// Strecke (u), die
parallel zu R und,
g  durch den Mo-
mentendrehpunkt
gelegt von den
duBersten Seileck-
seiten abgeschnit-

™ ten wird.

Man erkennt
aus der graphi-
schen Darstellung,
daB mit Hinausschiebung des Punktes m das Moment zunimmt, dafl
es so lange als - anzusprechen ist, solange der Punkt m links von
R liegt, bei einer Rechtslage aber — wird. Zugleich zeigt sich, daB,
wenn m in die Angriffslinie von R fallt, M = O wird, da alsdann r = 0 ist.

Fiir parallele Krifte ist die zeichnerische Ermittlung die genau
gleiche (Abb. 33 u. 34). Hier sind einmal die Kréfte gleich- (Abb. 33),
das andere Mal verschieden gerichtet (Abb. 34). Im ersten Fall ist R
die Mittelkraft der drei Krafte P,, P,, P; und das Moment M, = u-H.
Zugleich zeigt die Darstellung auch die Momente der Einzelkrifte auf
m in den Strecken u, bzw. u, bzw. u,;, multipliziert mit H. Hierbei
sind die jeweilig letzten Seilseiten herangezogen, zwischen denen die
Parallelen zu R durch m abgeschnitten sind. Es ergibt sich zugleich,
da u, + 4, + u; = ist, auch hier die Richtigkeit des Gesetzes, daB

Abb. 32.
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in bezug auf den gleichen Drehpunkt das Moment der Mittelkraft gleich
der Summe der Momente der Einzelkrifte ist.

In Abb. 34 zeigt die Richtung von P; nach oben, von P, und P,
nach unten. R liegt hier links von P,;, das Moment auf m ist:
M,, = u-H; es ist nach der Pfeilrichtung von. B positiv, da B um m
im Sinne des Uhrzeigers dreht. Das giltin gleicher Weise von M, = u, H;
fiir Punkt ¢ ist M, =0.

Da, wie bereits auf S.9 hervorgehoben ist, Flachenteile als
Einzelkrifte aufgefaBt und in einem entsprechenden MaBstab

dargestellt werden konnen, so liBt sich auch g &
nach den voranstehend behandelten Darstel- - :
lungsmethoden das statische Moment von i i
Flichen, bezogen auf bestimmte Geraden, als Abb"; b

Achsen in der Form: M = § = H-u darstellen.

Handelt es sich (Abb. 35) um das statische Moment der Fliche
r st uvw in bezug auf die Achse z x, so wird die Flache in 2 Dreiecke,
1 Trapez und 2 Rechtecke zerlegt, in deren Schwerpunkten je die Ein-
zelflichenkrifte f,, fs, f3» fs» f5, und zwar parallel zu der Achse zz,
angreifen.

Das statische Moment dieser Flichen findet alsdann seinen Aus-
druck in der Gleichung:

Sy = fiyh + faye + fs9 3+ fa¥%s + 595

Um diesen Ausdruck zeichnerisch zu gewinnen, wird das Kraft-
eck mit der Polweite H gezeichnet und mit seiner Hilfe das Seileck
sowie aus ihm die Strecke u bestimmt. Alsdann ist: S, = w-H. Hierbei
ist % im MaBstabe der Zeichnung, H im Kriftemafstab des Kraftecks,
also in em? o. dgl. Einheit zu messen; alsdann ergibt sich auch S, als
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eine GroBe dritten Grades, als das Produkt aus einer Flache und einem

Hebelarme bzw. der Summe solcher.
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Abb. 36.

Das Seileck gestattet zu

. 35,

gleicher Zeit die Auffindung der
Lage von ) f = F und somit als
Kontrollrechnung die Bestimmung
von S, in der Form: S, =F-r
= hyy + ¥ + fs¥s + fata +
fsy5 (vgl. Abb. 35).

In gleicher Weise ist in Abb.36
das statische Moment des
Pfeilerquerschnittes, bezogen auf
seine untere Begrenzungslinie xz,
in der Form: S, = wH = R-r
dargestellt. Hier sind die Einzel-
krifte f naturgemi wieder parallel
zu zx eingefiibrt.

Rechnerisch werden Mo-
mente von Kriften durch ein-
facle Summenbildung der Pro-
dukte aus Kraft X Hebelarm ge-
bildet, wobei naturgemé auf den
Drehsinn zu achten ist. Hierbei

kann auch die GroBe und Lage der Mittelkraft gegebener Krifte

bestimmt werden.
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Beispielsweise ergibt sich fiir die in Abb. 37 dargestellten Krafte - P;— P,
und — P; die Gré8e R = P, — P, — P; = 12000 — 6000 — 2000 = 4000 kg und
die Entfernung dieser Mittelkraft von einem von P, senkrecht um 400 cm nach
links entfernt angenommenen Drehpunkte aus der Beziehung:

— Rr— Pz, + Pyag + Py =0
P,x, — Pyx, — Pz, 12000400 — 6000-500 — 2000-600
R - 4000 kg

;= kg-cm = 150 cm.
Kraftepaare.

Sind 2 Krifte je = P einander parallel und gleich, aber in ihrer
Richtung verschieden, so bilden sie, wie schon auf S. 5 erwihnt,
ein Kriftepaar P-a, wenn a ihr senkrechter Abstand ist. Ein jedes

E=12000kg F~6000kg F=2000kg

7 it v 4
© ’fl 1 I § .
e r(150cm) Y a o[ T2 g T* g b
X4 0 —— : 2
e
\‘f/ W

|
|
ke xy=600 —

Abb. 37. Abb. 38.

Kriftepaar bedingt einen durch die Kraftrichtung bedingten Drehsinn
(Abb. 38a, b). Hier dreht das Kraftepaar P-a im Sinne des Uhr-
zeigers, das Kraftepaar P,-a’ in entgegengesetztem Sinne. Bildet man
fiir einen zwischen den Kriften
liegenden Punkt (¢ in Abb. 38a)
das Moment der Krifte P, so wird
M,=P-n+P-m= P (n+ m)
= P-a. Das gleiche ergibt sich
fir den auBlerhalb liegenden
Punkt ¢ in Abb.38b: M = P,n’
— P, (n' +a') = — Pya’. Eine
Anzahl Kraftepaare kann man stets durch ein resultierendes
Kriftepaar oder Ersatzkraftepaar ersetzen:

Pia,+ Pya, + Pya; 4+ Pya, + Pya;...= P-a.

Hierbei ist naturgemal entweder P oder a beliebig wihlbar, da unend-
lich viele Losungen moglich sind.

Handelt es sich darum, dafl an einem Konstruktionsteil ein Krifte-
paar P a, und eine Einzelkraft = P, angreift, so kann man zunichst die
Wirkung von P,a, durch ein in gleichem Sinne drehendes Ersatzkréfte-

P . - .
paar P,b ersetzen: b = —;;ﬂ , und alsdann dies Kraftepaar so anbringen,
2

dafl es — Abb. 39 — mit einer seiner Krifte sich unmittelbar an die
Kraft P, anschlieft. Hier findet alsdann eine Ausgleichung zweier
einander entgegengesetzter Krifte P, statt und es verbleibt als gleich-
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zeitige Wirkung des Kriftepaares P a; und der Einzelkraft P, nur
eine solche = P,, allerdings gegeniiber ihrer Anfangslage um das MaB b
verschoben.

2. Trigheitsmomente von Flichen.

Unter dem Triagheitsmoment (J) einer Fliche, bezogen auf eine
Achse, versteht man das Produkt der Fliche bzw. ihrer Einzelteile
und des Quadrates ihres Abstandes bzw. der Einzel-

¥
PR S abstinde von der Achse (Abb. 40):
s Ty =F— 23 + food + fy}
q o ) + foxf + fs 2l + foag = X fa?.

Hierbei sind also die f-Krifte wiederum parallel
zu der Achse einzufiihren, auf die die Tragheits-
irlilf momente bezogen werden sollen, so daB die z-Werte

die senkrechten Abstinde der f-Krifte von der be-
x———r‘x treffenden Achse darstellen.

J Der Ausdruck J, = 3 fa? gestattet eine zeich-

Abb. 40. nerische Darstellung unter Verwendung des

Kraft- und Seilecks. Handelt es sich in Abb. 41 um die Auffindung

des Trigheitsmomentes in bezug auf die hier senkrecht angenommene

"
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Abb. 41,

#-Achse — durch den noch nicht bekannten Schwerpunkt des Quer-
schnittes gelegt —, also um die Darstellung des Ausdrucks:

Jp = 2 f : :’/2;
so wird zunichst fiir die alsdann in senkrechter Richtung einzufiihren-
den f-Krifte das Krafteck abcdef in Abb. 41b gezeichnet und mit
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seiner Hilfe das Seileck a'b'c¢’d’ ¢’ f in Abb. 4la gefunden. Die
‘4uBersten Seiten dieses liefern im Punkte ¢ den Angriffspunkt der
Mittelkraft B = 3 f = F und somit den Schwerpunkt S und die senk-
rechte Schwerachse xz des Querschnittes. Bringt man auf dieser alle
die einzelnen Seileckseiten zum Schnitte, so entstehen im Anschlusse
an das Seileck fiinf Dreiecke A I, A II, A III, A IV und A V, die
den entsprechenden Dreiecken A I, A II', A III', NIV, AV im
Krafteck, da sie je von parallelen Seiten umschlossen sind, dhnlich sind.
Da &hnliche Dreiecke sich verhalten wie die Quadrate ihrer Hohen, so
folgt z. B. fiir das Dreieckpaar A I und A I':

AL’y

He?

AIL:ANI'=y3:H% Al=

Da nun ferner:

r__le
AI'="5-
ist, so wird weiter:
_f1H.'l/g
AI——2H2

oder:
a) fLyi=AI1-2H.

Eine gleiche Bezichung 148t sich fiir die Dreiecke A II, AIII,
ATV und A V aufstellen, deren Hohen in bezug auf z x = ¥,, ¥, ¥4,
y; sind, also gleich dem Abstande der Krifte f,, f;, f,, f5 vonder x -
Achse:

b) fys = AII-2H,

c) foy2=NIII-2H,

d) fuyi=AIV-2H,

e) [sy2=AV-2H.
Addiert man die Gleichungen a—e, so ergibt sich:

h+hy+hyi+ i+ hyi=J.
=(AI+AII+AIIT+AIV+AV)2H=F,2H,
wenn F die Gesamtflache darstellt, welche umschlossen wird von dem
Seileck und seinen duBersten Seiten. Es erscheint also das Tragheits-
moment in der Form:
J, =Fy2 HY).

Wahlt man nicht, wie zunichst angenommen, den Polabstand beliebig,
sondern zeichnet man im Krafteck die &uBersten Kraftstrahlen je

1) Hierbei ist F, im MaBstab der Zeichnung, H im MaBstab des Kraftecks,
also in der Einheit der Flachenkrifte, zu messen. J_ erscheint demgemiB, wie
es sein muB, als eine GroBe vierter Ordnung.
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unter 45° zur Kraftrichtung, so wird:

2 2
und somit:
J,=Fy2H =F,F.

In gleicher Weise ist in Abb.4la (links) unter Anwendung des
Kraftecks in Abb. 4l¢, also unter Einfithrung der Flichenkrifte als
wagerechte Kréfte, ein Seileck und eine Fliche F; gefunden worden,
mit deren Hilfe in entsprechender Weise das Trigheitsmoment der
Flache, bezogen auf die wagerechte Schwerachse, abgeleitet wird:

J,=fa*=F 2H =F,F.
Hierbei ist der Querschnitt in die Teile f; = f;, fo = f; und f; zerlegt
worden.

Die Ermittlung:von Trégheitsmomenten auf zeichne-
rischem Wege wird alsdann am Platze und der rechne-
rischen Behandlung vorzuziehen sein, wenn der Querschnitt
verwickeltere Formen aufweist.

Bei der graphischen Losung ist zu beachten, daf, je schmaler die
Flachenteilchen genommen werden, je mehr Kréfte also eingefiihrt
werden, um so genauer man also arbeitet, das Seileck immer mehr in
die Form einer Kurve iibergeht. Letzteres sollte deshalb im vorliegen-
den Falle durch eine die einzelnen Seileckseiten beriithrende Kurve
auch ersetzt werden, die ihren Anfangs- bzw. Endpunkt an den Stellen
hat, welche den #duBersten Querschnittspunkten entsprechen. Dem-
gema8 ist die Flache F durch die &ulersten Seileckstrahlen bzw. durch
eine in sie eingezeichnete berithrende Kurve zn umschlieflen, um mog-
lichst genaue Rechnungsergebnisse zu erzielen.

Liegt ein aus Beton und Eisen gebildeter Verbundsquerschnitt
vor, so ist der Gang der graphischen Auffindung des Tragheitsmoments
auf eine Achse genau der gleiche. Auch hier ist, wie auf S.11, zu
beachten, daf die einzelnen in Frage kommenden Eisenquerschnitte
bei Bildung der Kréfte f, in der Form 15-f, in Rechnung zu stellen
sind; auch hier wird — wie auf S.11 — die Schwichung des Betons
durch die Eiseneinlagen nicht beriicksichtigt.



Zweiter Teil.
Die Grundziige der Festigkeitslehre.
Vorbemerkung.

In der Festigkeitslehre werden die Forméanderungen
verfolgt, welche Korper unter den sehr verschiedenartig
moglichen Belastungen erfahren, und die Abmessungen
und Formen der Korper so bestimmt, dal die Forménde-
rungen und die durch sie hervorgerufenen Spannungen in
bestimmten Grenzen verbleiben, bzw. der Nachweis er-
bracht, dafl dies bei gegebenen Abmessungen und Belastun-
gen zu erwarten steht.

Unter der Festigkeit eines Korpers, Stabes usw. wird
der Widerstand verstanden, den der Koérper einer Tren-
nung seiner Teile durch den Zusammenhang seiner klein-
sten Teilchen wirksam entgegensetzt. Hierbei kann die
Beanspruchung des Korpers eine einheitliche, nur eine ein-
zige bestimmte Art von Forméinderungen hervorrufende,
sein, es handelt sich um einfache Festigkeit, oder es kann
der Korper durch mehrere gleichzeitig und verschieden
einwirkende Belastungen bedingt, Form#inderungen nach
verschiedener Richtung erfahren — zusammengesetzte Be-
anspruchung und Festigkeit.

Fiir die sich hier abspielenden Vorgidnge ist die Kennt-
nis der Schwerpunktslage der Querschnitte und ihrer hohe-
ren Momente — der Trédgheits- und Zentrifugalmomente
— von besonderer grundlegender Bedeutung; deshalb soll
auch zunéchst auf diese Fragen, alsdann auf die verschie-
denen Arten der Festigkeit eingegangen werden.

3. Kapitel.

Die rechnerische Ermittlung von Schwerpunkten,
statischen Momenten und Trigheitsmomenten.

1. Die Schwerpunktshestimmung fiir ebene Flichen.
Die Auffindung von Schwerpunkten ebener Flichen hat fir die Aui-
gabe der Festigkeitslehre insofern eine grundlegende Bedeutung, als
sie fiir die Ermittlung der Spannungsverteilung in gebogenen Quer-
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schnitten, fiir den Verfolg von Schubspannungen usw. unentbehrlich
ist. Zur Ermittlung der Schwerpunkte macht man von dem vorstehend
(S. 21) bewiesenen Satze Gebrauch, dafl die Summe der statischen Mo-
mente der Einzelkréifte gleich dem statischen Moment der Mittelkraft
aus diesen ist, oder auf ebene Flichen und deren Teile bezogen, daB
die Summe der statischen Momente der einzelnen Fliachen-
teile gleich dem Moment der Gesamtfliche ist. Dabei ist es
ohne Bedeutung, auf welche Achse diese Beziehung angewendet wird,
da das Gesetz unabhéngig von einer besonderen Achslage gilt. Hat
man in Abb. 42 die Flache F, deren Schwerpunkt S von der Achse y ¢
den Abstand z, besitzt, und wird sie in einzelne schmale, zu y y paral-

. lele Streifen = f,, f,, f; usw. zerlegt, deren
x> Abstdnde x,, x,, x; usw. sind, so ist mithin:
e—xF_T o F = f12) + faty + fsas + ... = Dfx
=% _Zfz_Zfe
y ¥ ETE T
x v = Bezeichnet man ' fx mit M, da sie das
Moment aller Flachenteilchen auf die y-Achse
bezogen darstellt, so wird:
d M
Abb. 42. Ty =" .

Ebenso 148t sich fiir die z-Achse die entsprechende Beziehung fiir den
Schwerpunkts-Abstand ¥, der Fliche F von ihr ableiten:
_ iy __M,

Yo="F TF "

Nimmt man die Flichenteilchen sehr klein, so tritt an Stelle des
' Zeichens das f .

o I
F F -

Zo Yo

Verschiebt man die y-Achse um die Strecke e nach links, so nehmen
alle z-Werte um dieses Mal ¢ zu, und es ergibt sich:

s _Zflete) XfeteXf ZfxtFe
(@ te)=2g="7% = 7 == .
Es vermehrt sich hierbei also das statische Moment M, um die GroBe
F-e, eine Beziehung, von der man unter Umstinden Gebrauch macht.
x(', — M, }I-F e ‘

Ist die gegebene ebene Fliche nach einer Richtung oder nach beiden
(z und y) symmetrisch, so vereinfacht sich die Rechnung, da alsdann
der Schwerpunkt in der Symmetrieachse bzw. im Schnittpunkt dieser
liegt. Hieraus geht unmittelbar die Lage des Schwerpunktes bei einem




Die rechnerische Ermittlung von Schwerpunkten und statischen Momenten. 31

Parallelogramm und dessen Sonderformen dem Rechteck- und
Quadratquerschnitte, sowie beim Kreis- und Ringquerschnitte
als in dem Schnittpunkt der Diagonalen bzw. in Kreismitte liegend,
hervor.

Die Dreiecksfliche (Abb. 43) zerlegt man in kleine Streifen par-
allel zur Grundlinie, deren Einzelschwerpunkte simtlich auf der
Mittellinie des Dreiecks durch C liegen. In bezug auf die Spitze des

Dreiecks gilt: e
h
frvs r@&\

Yo="F T an - l 5.
T LB N

Abb. 43.
-t
und somit:
h
j% ydy B
0 3
Yo ak R §h

2 2

Der Schwerpunkt liegt in der Symmetrieachse,
und zwar um % k von der Spitze und % % von
der Grundlinie aus entfernt.

Naturdem#B kann man, da das Dreieck drei Mittellinien hat, den
Schwerpunkt auch durch den Schnittpunkt von je zweien von ihnen
finden.

Liegt (Abb. 44) ein Trapez vor, so kann dies in ein Parallelogramm
und ein Dreieck zerteilt werden. Alsdann folgt, bezogen auf die kiirzere
Parallelseite :

b,
Abb. 44.

by + b, b, —b h?
Yol =yo 1_; z'h=2f'?/="_2“l‘h%‘h+b1"2‘

B2 B2
= (2b,—2b, 4 8b,) = (b, +2b,) .

_ h(b:+2by)
Y= 3 +0) -

Der Schwerpunkt liegt zudem auf der Mittellinie des Trapezes.

Fiir den T- Querschnitt in Abb. 45 folgt, bezogen auf die Grund-
linie b,:

hy I
YoF = yo(by-hy+byhy) = 2f -y = by, 5 T ok <h2+_2_)
behg | by
g Tk (h"‘ + 2>  ByhE 4 byhy(2hy + By)
S O W OV NS
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Will man denselben Querschnitt auf die schmale Seite b, beziehen, so

wird in gleichem Sinne:
, byh? 4 byhy (2hy 4 hy)

Y1770 (byhy + yhy)

Man iiberzeugt sich, als Probe fiir die Rechnung, daB y, + y; den

Wert h, + h, ergibt!).

Fiir das Winkeleisen in Abb. 46 gilt fiir y, dieselbe Gleichung,
da es fiir die statischen Momente, bezogen auf die wagerechte Achse,
ohne Bedeutung ist, ob das Rechteck F, die Lage in Abb. 45 oder 46
besitzt. Ist das Winkeleisen nicht symmetrisch, sind also seine beiden
Flanschen verschieden lang, so ist auch die gleiche Beziehung fiir die

y-Achse aufzustellen. Hier ergibt sich:

xy F =, (b by + byhy) =b by —l—bh22,

hybE 4 hob3
Y0 T 9(byhy f byhy)

Aus y, und z, folgt die Lage von S,. Bei symmetrischem Winkel sind
beide Werte gleich; hier kann die Schwerpunktslage auch durch Kon-

g S >

struktion der die Winkel halbierenden Diagonal-Symmetrieachse nach

Bestimmung des Wertes y, gefunden werden (Abb. 46).

In gleicher Weise ergibt sich fiir die Querschnitte in Abb. 47

und 48: o bah% - baha(2hs + hy) + byhy (2hs + 28, 4 By)
Yo 2(byhy + byhy + byhy)
bzw. fiic Abb. 48:

2hi b7 | hobi
h : 2 T2 2hy 13 4+ hybs

Yo= g X=gr = :
“ 2 20,y + bshy  2(2bhy + bshy)

1 bok2 4 byhy (2hy - hy) ++ by A2 + byhy(2hy + hy)
2(byhy + byhy)
2b2h 4 2b, k2 ——2b1h hy + 2byhihy
2{byhy + byhy)
_ 2(byhy -+ byhy) (g + o)
2 (bahy + byhy)

=hy +hy) W.z. b. w.

<—‘—f—b2—>' = b— G
,e_.___l_bz——% R N T [ T ' h‘3j ‘
P A AR e | e S
’ - )
_LS_ P 4 ‘%—‘-—-L l 1 A, _ __+§a..___ R,
e o e
I’ A% yi ’El RN . - bl 5
2y N 3
- | v ! AN ‘ 7 | /z
;<——Ib4—>4 :__—bx—'i—;l Lb, -¥ X pa— Yer
Abb. 45, Abb. 46. Abb. 47. Abb. 48,
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Die Guldinsche Regel fiir Umdrehungskoérper und ihre An-
wendung zur Bestimmung der Schwerpunkte von durch
Kurven begrenzten Flichen.

Dreht sich in Abb. 49 das Rechteck A BCD um die y-Achse, die
parallel zu A D ist, so bildet sich ein Hohlzylinder von dem Inhalte:

V=a@,—r)h=mn@ry+r)(y—r)h =m0y +r)bh= 2moF,
da g, der Schwerpunktsabstand des Rechtecks von der Drehachse,

b Y —
@=72—?=Tz“(l2i>=rz+rl

2
ist. DemgemdB ist der Inhalt des Umdrehungskorpers (V)
gleichdemWege y
des Schwer-
punkts (2 pm), - c'7|r
multipliziert i N I
mit der Flache A B
(F). z 5 2 x
Kennt man F
und ¥V, so kann
aus dieser Re-
gel die GrofBle Yy
Abb. 49. Abb. 50a. Abb. 50D.

von g, d. h. die
Lage des Schwerpunkts, abgeleitet werden.
Bei der Halbkreisflache (Abb. 50a) entsteht durch Drehung um
2
den Durchmesser eine Kugel mit V=4173%; da F =?2—n ist, so wird

mithin:
V= §r3n=2n9-r%n.
_ 4rizm __4_r
rPg  3=n
2n-7
Bei der halben Kreis-Ringflache (Abb. 50b) wird:
(r* =)=
V=tfapa—r); p=C07
und somit: .
_ fm(rt—r) 43 —1})
0= (2 —rm 3a(rz — i)’

2n 3

Liegt ein Kreisabschnitt vor, begrenzt durch die Sehne 2—;—=8

in Abb. 51a, so ist zundchst der Korperinhalt zu finden, der bei der
Drehung der Fliche F EH D G entsteht, also der Inhalt der Kugel ver-
Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl, 3
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mindert um je zwei Kugelabschnitte, die durch die Drehung der Teile
FE Bund AGD gegeben sind. Fiir einen solchen Korper gilt die mathe-
matische Beziehung:

3
V1=% (6a? +s2)=nsa2+~7lg— ,

worin o den Abstand der Sehne s vom Mittelpunkt M des Kreises

darstellt.
Von diesem Korper V, ist der bei Drehung des Kreisabschnittes
sich bildende innere Zylinder V, = a2ms abzuziehen; d. h. es wird:
783

78
V=a27zs+-?~a27ts=~6—,
d. h. der Inhalt V ist gleich dem einer Kugel mit dem
Radius = %) Die Fliche F
des Kreisabschnittes folgt (Abb.
// )
A 5la) aus:
F = Kreisausschnitt M EHD
— AMED

yb
=g 360° dr2siny

Abb. 51a. Abb. 51b. . ( e . >
= 5 \T gge —siny).
Demgemsf wird:
0= |4 s3q : . 83
T2 F ( 7° o) 2( . T
6-2m i80° smy) 672\ igge — S
Hierin ist y zu finden aus:
int =3
sing- = 5.

Nach Kenntnis des Schwerpunktes des Kreisabschnittes ist dann
auch der Schwerpunkt des Kreisausschnittes bekannt, da man
ihn aus dem Kreisabschnitt und dem Dreieck ableiten kann, von denen
beiden die Schwerpunkte bekannt sind. Hier gilt (Abb. 51b):

o- 2f=hei+ hes,
er {72 < 18:)° sin °‘> +'8§}q

2 o . 3 b
=—r—<nL——s1noc>--—f—-—~+sT-%k.

8
1 E —_— 1 . l)_v— —
) ur r = 2 wird: = 3 = 3.3 == 6 °
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Setzt man hierin:
. o o
s=2rs1n?; k=rcos—2~,

so ergibt sich nach Umrechnung:

240 7 sin —
2 1
o=——""—""1).

o
Ist der Schwerpunkt des Kreisausschnittes bekannt, so kann

auch der des Ringausschnittes abgeleitet werden aus dem Unter-
schiede eines groBeren und kleineren

R ////”///////////

Lo
240 r sm—2— ro— g

2 2
o r2—r?

Q:

Abb. 52.

Setzt man:

liegt also ein Halbkreisring vor, so wird sin « = 1, und es ergibt sich,
wie schon auf S. 33 entwickelt wurde:

4(r3 —r3)
0= ?M(Trz)
Die Schwerpunktsbestimmung von Linien.

Auch hier wird die Guldinsche Regel, und zwar in Verbindung
mit Drebhungsfliichen zur Losung herangezogen.
Dreht sich (Abb. 53) die Linie s um die Achse ¥ ¥, so beschreibt sie

1) Fiir X f ergibt sich:

27 sin > 7 cos—
Pl )b 2 R )=
80 "R 2 2 \"1go SR TIRE) =T gRG
Weiter vereinfacht sich die rechte Seite der Gleichung:
Lo o AL
e 2 EA i T [ s 2 g

2 « i 2 13 gin & 2 2 * 2.3 gin &
=2r sln*“i—smoccos g )= §rising sin +cos g ) =§rising.

DemgemiB wird:

279 6in & n %
—37‘ sin 4 —2407' sin
T T TR

2 7180

3*
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einen Kegelmantel mit der Fliche:
F=(r+r1)n-s=2<r 2rl>ns=2@7ts,

worin o den Schwerpunktsabstand der kérperlich gedachten Linie von
y der y-Achse darstellt. DemgemiB ergibt
sich hier der Satz:

Die Flache ist gleich dem Schwer-
punktsweg (2px) multipliziert mit
der Lange der Linie.

Das Gesagte gilt in gleicher Weise fiir
jede Linie, also auch Kurve, die man sich
aus einzelnen, kleinen Stiicken gerader
Linjen zusammengesetzt denken kann:
818983 ... mit den Schwerpunktsabstinden g,g,05... Dann wird:

F=20,78+20,78,+ 203785+ ... =27 (08 + 058, + 0383+ . . .).

Denkt man sich den Schwerpunkt (S in Abb. 53) des gesamten
Linienzuges (s) gebildet und ist sein Abstand von der y-Achse =p,
so wird nach dem Gesetz der statischen Mo-
mente (siehe S.21):

08 =018 1 028+ 0383+ . ..

und somit:

y Abb. 53.

@

N
N T

3

F
F=27Z@8; Q=2?s

PSS

o
ﬁ//‘\li&\‘é\
. |

R el

.

Ist bei einer Kurve die Bogenlinge = b
bekannt und kennt man die durch sie erzeugte

-
p

@

Abb, 54, Abb. 5. Umdrehungsflidche, so wird in gleicher Weise:
__F
= 3qp "

Aus der Halbkreislinie ergibt sich (Abb. 54) F = 4 r2x, gleich
der Oberfliche der Kugel

=2mpb=2mprn
. .
und hieraus: g=%b—=~2§;—£=27:=0,636r.

Liegt (Abb. 55) ein Kreissegmentbogen vor, so ist F = 2 ras
gleich der Oberfliache einer Kugelzone und:

[+

o
b—7n180°
Demgemafl wird:
_F _2rmas_rs__ rs s
e=3mb = 2m0 b ST T

* >
"™180°  T180°
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Im Falle, daff « = 180° wird, d. h. ein Halbkreis vorliegt, also auch
fir 8 der Wert 2 r einzufithren ist, geht diese Gleichung in die oben
entwickelte iiber:

_2r

=_.
Ersetzt man in der obigen Gleichung s durch seinen Wert 2 r sin o,
so ist:

-2r2sin%_2rsin%
0= b - o°

"180°

2, Statische Momente von Flichen und Linien.
Das statische Moment einer Fliche ist — wie bereits vorstehend
vielfach benutzt —

Se=3df-y=[af-y.

Fir das einfache Rechteck oder Parallelogramm ergibt sich
Abb. 56a, b in bezug auf die Grundlinie z 2:

b ——>1

dar
dy¢ 2 .
z Y
Abb. 56a. Abb. 56b.
y=h
by bh®: F-h
Sw=fdf'y=fbdy-y=bfydy=f?y=7= P
y=0

Ist das Parallelogramm unendlich schmal, (b = 0), geht es also in
eine Linie von der Linge = s iiber, so wird:

h 1 .
Sw=?s=—2—s2-smoc.

Fiir den Halbkreis wird (Abb. 57):

1
Sx=fdf-%=fydx . %=—2~fy2dx.
Da y? = — o2 ist, so ergibt sich:
z=+r
Sm=%f(r2—x2)dx =~23—73.

F=—r
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Dasselbe Ergebnis leitet sich aus der Beziehung ab, dafBl das sta-
tische Moment S, = F-y, ist, wenn y, den Schwerpunktsabstand der
Flache von der x-Achse (hier Halbmesser) dar-

? tellt
7 7 stellt.
7[ © © ‘ﬁ?’_—T rin 4r 2
S =TT 5 __ 2.3
* 2 3ax 3 -
h A
1 ” J Fiir eine Halbringfliche mit dem AuBenhalb-
v kO © o5 [, messer = r,, dem inneren = 7, wird hieraus:
}

2
Abb. 58. Sy=45 (rg—rd).
Fir den Verbundsquerschnitt rechteckiger Form (Abb. 58) wird:
8o="20 1 n Sfeh+n Sfe-a,

worin # = 15 ist und fe’ die gesamte obere, fe die gesamte untere
Bewehrung darstellen.
Fiir die Halbkreislinie wird (Abb. 57):

Q=7
Sw=fds-y=frd<prsin(p=rzfsin pdp=2r2,
=0

3. Beziehungen zwischen Trigheitsmomenten fiir
verschiedene Achsen,
a) Die aufeinander senkrecht stehenden Achsenpaare gehen
durch ein und denselben Punkt.

Unter Beziehung auf ein rechtwinklig angenommenes Achsenkreuz
x, 1, bezeichnet man das Produkt aus den Summen aller Querschnitts-
teilchen (df), multipliziert je mit dem Quadrate ihrer Abstinde von
der Achse, wie schon auf S.26 hervorgehoben wurde, mit dem (aus
der Dynamik abgeleiteten) Namen des Trégheitsmomentes:

Sy = f y2df in bezug auf die z-Achse,
J,,=fx2df in bezug auf die y-Achse.
und mit J,, = [« ydf das Zentrifugalmoment.

Sind nur wenige endliche Querschnittsteile vorhanden, so kann
an Stelle des f das Summenzeichen treten und an Stelle von df das
endliche Flichenteilchen f:

Jo=hit+hyi+hyi+.. . =X
und ebenso:
Jy=2fa?; Joy=2f2-y.

Dreht man das rechtwinklige Achsenkreuz xzy um den 9 « in die
Lage 2'y’, so sind die neuen Koordinaten (vgl. Abb. 59):

y' == ycosa — xsina
' = ysin « + x cos o,
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und demgemil werden jetzt die Querschnittsmomente:

1. Jm/=fy'2dF=cos2ocfy2dF+ sin%cfxzdF~2sinoccoscxfwde,
2. Jy,=fx'2dF=sin2afyzdF—}-eos%cfxzdF—I—Qsinoccosocfxde,
3. J e ys = sin & COS (fy2dF ——f 22d F) 4 (cos? o — sin? o) f xydF .

Setzt man hierin fiir fyzdF bzw. fwzdF bzw. f xydF ihre Werte
ein, so stellt sich ein Zusammenhang zwischen den J,-, J,-, J,- und
J,-Werten heraus:

a) Jy=4J,cos?a+ J,sinfa—J,,sin2a,
b) Jy=J,sin?a + J,co8?a + J,,sin20,
e) Jypy =%, —J,)sin2a+ J,, cos2a.

Durch die Addition von a) und b) folgt:

I+ Iy =Jg (cos? o + sin?a) + J, (sin? o + cos?a) = J, + J,, d. h.:
. Yy Die Summe der Tragheits-
momente, bezogen auf irgend

Y Yy /.I/'

Abb. 59. Abb. 60.

zwei durch einen und denselben Punkt gehende rechtwink-

lige Achsen, ist konstant.

Bezeichnet man (Abb. 60) mit dem Ausdruck des polaren Tréig-
heitsmomentes des Querschnitts auf einen in der Ebene des Quer-
schnitts gelegenen Punkt O bzw. eine hier senkrechtstehende Achse

die Grofe:
J,=J rdf,
so wird, da 72 = a2 - 3?2 ist:
Jo=[ @+ ydf=J,+ ..
Wahlt man auch hier ein beliebiges anderes senkrechtes Achsen-
system z'y" durch denselben Anfangspunkt, so gilt auch hier:

7‘2=w%—|—y%, d. h. Jp'-—_-J,yl—i_Jm/.
Durch Gleichsetzung der beiden J,-Werte folgt unmittelbar:
Jy + Jm = Jy' + J:x:’,
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d. h. der Beweis der Richtigkeit des oben entwickelten Gesetzes auf
einem anderen Wege.

Fiithrt man in die obige Gleichung fiir J,. (a) die trigonometrischen
Beziehungen ein:

9 1-4cos2a s 1—cos2a
cosfo=-—7(o—, sin? o = 3 -,

so erhilt J, den Wert:
DJy=%J,+J,)+ 3T, —J,)cos2a —J,,sin2e.
Dieser Wert erhilt einen GroBt- bzw. Kleinstwert, sobald die erste

Abgeleitete:
gelettete —3(J,—J,)sin2a —J,,co82a =20

iSt, d. h. fiir te 2 ___2un
g OC_Jw_Jy.

Dieser Gleichung geniigen 2 Winkel «, die sich voneinander um 90°
unterscheiden. Die Achsen, fiir die der GroBt- bzw. Kleinstwert von J
eintritt, stehen also senkrecht zueinander. Sie fithren den Namen Haupt-
achsen; die auf sie bezogenen Trigheitsmomente werden als Haupt-
triigheitsmomente bezeichnet.

Ersetzt man in der Gleichung fiir J,,, (c) den Wert fiir J,, durch
den obigen Gleichungswert:

me=_%tg2°‘(‘]w—‘]'y),

so wird:
T

o= boj MO

(Jog—J,)sin2a —Ltg2a(J, —J,) cos2a

(Jy —Jy) sin 200 —tg 2 a cos 2 &)

(J,—J,) (cBin2a —sin2a) =0,

d.h. das Zentrifugalmoment fiir die Hauptachsen ist gleich 0.
Da fiir jede Symmetrieachse das Zentrifugalmoment

Joy =[x y-df=0
ist, so ist zugleich auch jede Symmetrieachse Hauptachse,
und somit sind weiter die auf zwei zueinander senkrecht
stehende Symmetrieachsen bezogenen Tridgheitsmomente
auch Haupttragheitsmomente.
Bezeichnet man die Haupttrigheitsmomente mit J; und J,, so wird
fiir ein anderes senkrechtes Achsenkreuz:
e) J,=J,cos?a + Jysin’a,
f) J,=J,;sin?a+ Jycosla =J, +Jy —J,,
g) Joy =3 (J,— Jp) sin 20,
Diese Gleichungen sind aus den allgemeinen Beziehungen unter
a, b, ¢ abgeleitet, wobei beriicksichtigt ist, daB fiir die Achsen der
Haupttrigheitsmomente der Wert J,, = 0 ist.

H
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Setzt man in die Gleichung (d):
Jp=%J,+J,)+ 3, —J,)cos2a —J,,sin2a

den Wert J,, aus der Beziehung:

2J,
tgza:_‘]z—:}v

ein, so ergibt sich:
Jp=J,=3(J,+J,)+ 3, —J,)cos2a+ Ftg2a(J, —J,)sin2a
%(Jac"i_Jy) + 3 —J,)cos2a(l + tg?2a)

%(Jm_i—Jy)_}" :?.L(Jm'—J'y) l' 1 +tg22a’

und demgemiB unter Einfiilhrung des obigen Wertes von tg?2 a:

78, %
YT+ 30— T0 )1+ (72

/(T]?_ JV)Z + 4J2.t
ICPE PR IO ) s e
ot J)+ 3V —T 2+ 473 =T max,
und ebenso entwickelt sich:
D) Jy =3+ ) =3 V(o —J )+ 4J50=Tmin-
Liegt ein Querschnitt vor, bei dem J, = J, ist, z. B. ein gleich-
schenkliges Winkeleisen, so wird:
Jmax = J1 = Jp + Janys Jmin =dJy=J, — Jey

I

I

h) J,

b) Eine durch den Schwerpunkt des Querschnitts gehende
Achse wird parallel verschoben.

Wird die Achse zz in Abb. 61 um die Entfernung @ parallel zu sich
verschoben, so haben die einzelnen kleinen Querschnittsteilchen, die
vorher einen Abstand von y von der xz-Achse
hatten, jetzt einen Abstand von (y 4 a), je
nachdem sie jetzt weiter entfernt von der P
neuen Achse (") liegen () oder ndher an _ S
sie herangeriickt sind. Demgemif folgt jetzt -z | e

das Trigheitsmoment auf die neue z'’ z''- \_{V
Achse aus der Erklarung dieses:

Jor =3y £ ap=3fy? .
+ 3f2ya+ 3f-a?.
In dieser Gleichung bedeutet der erste Summand 3’ fy? das Trag-

heitsmoment des Querschnitts auf die x-Achse = J,,; der zweite Sum-
mand M f2ya=2a > f-y ist das mit 2 a erweiterte statische Mo-
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ment des Querschnitts, bezogen auf die Schwerachse zz, und hat, da
in letzterer die Flache statisch vereinigt ist, einen Wert = 0. Der dritte
Summand endlich stellt dar: > fa?=a? Y f, ein Produkt aus der
Gesamtfliche, multipliziert mit dem Quadrate der Entfernung der par-
allelen Achsen. Demgemal fithrt die oben gefundene Beziehung
J)'=dJ,+a?F zu dem Gesetz:

Das Tragheitsmoment, bezogen auf eine Achse parallel
zu einer Schwerachse, ist gleich dem Trégheitsmoment auf
diese und der Gesamtfliche, multipliziert mit dem Qua-
drate des Abstandes der beiden Achsen.

Besteht ein Querschnitt aus mehreren Teilen, die je auf
senkrechte Schwerachsen bezogen und deren ZEinzeltragheits-

p momente bekannt sind, so kann man unter

g g Verwendung des oben hergeleiteten Gesetzes
E A y auch das Trigheitsmoment des gesamten Quer-
% 5, 4 1‘ %2 schnitts aus den gegebenen EinzelgroBen bilden.
7 Zi Liegt z. B. ein aus zwei Teilen bestehender
N \“.!.,’ Querschnitt nach Abb. 62 vor,
- 4 71 bei dem von Teil F, gegeben
X .

7 L% £ ; sind J,, ‘.]”" Jw} v,» und eben-
3 4.2 %. so von Teil F, die GroBen J, ,
Yy, Jy,> Ju,u,, 80 ergibt sich im
4 Hinblick auf die Abbildung und

Abb. 62. deren Bezeichnungen:

Je=Jo+F11i+ Jo, +F277§'
Da in § die Gesamtquerschnittfliche (F, 4 F,) vereinigt ist, so ergibt
sich aus der Beziehung der statischen Momente auf S, :
Ny (Fy+ Fy) = Fy (7, + mp) = Fya
und somit:
= T |

MR E

Hieraus folgt:

ebenso ist fir §,: =g R
1 2

F . Fio? F,F%a2 F,Fy-o0?
2 9 __ Ll 2y — Tl ”
Pt = Lt B EF TR 47,

und somit ergibt sich:

F,Fyo?
Jo=Jo+Ju+ 3120

und ebenso (Abb. 62):

F, F,b2
Jﬂ:Jﬂl_{_Jyz_*—Fll—;Fz;
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Joy =Juy, + J0y, + Fimé& + Fanpbsl);

F,F,a-b
ny:Jx1y1+J$2y2+F;,:F2 .

Sind die Schwerachsen der Flichenteile F, und F, Hauptachesn,
also deren Zentrifugalmomente je = 0, so wird:
__F,F,ab
SRRy

Sy

Die Gleichungen sind wertvoll, weil sie die Ermittlung der Trag-
heitsmomente usw. der Gesamtflache auf deren Schwerachsen gestatten,
ohne daf deren Schwerpunkt erst vorher bestimmt zu werden braucht,
vgl. das Zahlenbeispiel auf S. 57.

4. Die Berechnung der Trigheitsmomente der wichtigsten
ebenen Querschnitte.

Da die fiir Berechnungen des Hochbaues vorkommenden Flichen
sich vielfach in Rechtecke bzw. Parallelogramme und Dreiecke zer-
legen lassen, so wird auch die Bestimmung der
Tragheitsmomente fiir diese besondere Bedeu-
tung haben.

Bezieht man beim Parallelogramm
(Abb. 63a) mit der Grundlinie = b und der Hohe
= h dessen Tragheitsmoment auf die zu & par-
allele Schwerpunktachse, also die Hauptachse
I, so ist:

Jm —J, = f y2df Abb. 632,

1ne . (R) bh3
Ji= yzbdyzb{( 3) +(23)}=ﬁ'

+
[
=

) Bezieht man das Zentrifugalmoment J,, des Flichenteils F, auf den
Punkt S mit den Abstinden n, und & von 8, so ist:

J:rv = Xdf(x; 4+ &)y +m) = X dfwy, + Ddfén + Zdfeyn + Zdfy & .
Da die beiden letzten Summanden die statischen Momente des Flichenteils F,,
bezogen apf seinen Schwerpunkt, nur mit 7, bzw. & erweitert, darstellen, also
je = 0 sind, ferner Xdf&m, = F1&m; ist, so wird:

Ty = Zdfw y + Fi &m = Jx,y, + Fin &y

Von diesem Gesetz ist obenstehend Gebrauch gemacht worden (fiir F; und F,).
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Ebenso ergibt sich fiir die andere Schwerachse bei den Abmessungen :
Grundlinie = ¢ und Hohe = A':

ah's
J e ﬁ' .
In gleicher Weise ist fiir das Rechteck (Abb. 63b) mit den Seiten

b und h:
hb®
Jl'—__']o:> J2=§=J”.

Handelt es sich hier um das Tragheitsmoment fiir die Achse 00, d. h. die
eine Begrenzungslinie b als Achse, so ist:

bh3 2 bhd h?  bh?
Jo=1g +F ( > =g b= _
Fiir den Sonderfall des Quadrates mit der Seite = @ wird :
al
Ji=Jd,= 12, Jo=5-

Fiir das Dreieck (Abb. 64) ergibt
sich in bezug auf eine Achse z z,
durch die Dreiecksspitze und paral-
lel zur Grundlinie b gelegt, bei einer
Dreieckshéhe = h:

i
g
i
ﬁb}iq

Abb. 63D. Abb. 64.

)
To=[dfy;
0
hierin ist der kleine Flichenstreifen parallel zu b:

b
df=a-dy=-Ldy
h n
J\ -y _ _b_l y4 o bh3
VYT R e T T
0 0
Hieraus folgt das Trigheitsmoment auf die zu & parallele Schwer-

achse I1I:
2 .\2 bh® Dbh 4 bh3 2bh®  DbR®
Jy=Je—F-(a)'=tT -t g =t -2
Bezieht man das Tragheitsmoment auf die Grundlinie des Drei-
ecks als Achse, so wird:

bhe | bh (1 .\ bk  bh®  Dbh3
n=g g (3 =%+ 5 =1
Will man das Tragheitsmoment des Kreises in bezug auf den
Mittelpunkt dieses, also das polare Triagheitsmoment, bilden, so kann
der Kreis (Abb. 65) als aus lauter einzelnen, differential kleinen Drei-
ecken bestehend angesehen werden, die alle ihre Spitze im Kreismittel-
punkt haben und deren Grundlinie das kleine Stiick des Kreisumfanges
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b darstellt. Fiir das einzelne kleine Dreieck gilt sodann der vor-
stehend fir die Achse durch die Dreiecksspitze entwickelte J,-Wert:
g _bh_br
o 4 4 -

Fiir die Gesamtheit aller Dreiecke, also den Kreisquerschnitt, wird dem-

gemil das polare Trigheitsmoment:

3 73 riz
JP=Z2b=Z2ME=T
. d . . _d'=m
Fihrt man 5 = rein, s0 ist: Jp = 35
Will man das Trigheitsmoment des Kreises fiir den Kreis-
durchmesser I I =.J, entwickeln, so driickt sich dieses aus (Abb. 66):
Jy=2y*dF
und ebenso auf Achse
II1II:
Jy = 3 x*dF.
Fiir den Mittelpunkt des
Kreises wird:
Jp,=2%df
=2 (2 +y?)df = Yardf
+ yrdf=J,+J,. Abb. 65. Abb. 66.
Da bei der Symmetrie der Kreisfliche und dem Bezug der J-Werte
auf die Hauptachsen J, = J, wird, so folgt:

Iy
J1=J2=?=

rin  dim
4T e
Hieraus ergibt sich alsdann weiter das Trigheitsmoment des Kreis-
ringquerschnittes mit den Durchmessern D bzw. d (vgl. Abb. 67):
4 __ 4
S, =2 64d )x

Liegen Querschnitte vor, die aus Kreisflichen
bzw. einzelnen Rechtecken, Dreiecken usw. zu-
sammengesetzt sind, so werden die entsprechen-
den Tragheitsmomente durch Anwendung der vor-
stehend entwickelten Ergebnisse und der allgemeinen
Beziehung: J, = J, + aF (vgl. S. 42) abgeleitet.
Hieriiber geben die nachfolgenden beispielsweisen
Ermittlungen Aufschlufl:

1. Fiir den aus 5 Kreispfihlen gebildeten Pfeilerquerschnitt in
Abb. 68a ergibt sich fiir Achse I I:

din (d’*n d*n din  d®m
=327 4 9% 7 TR 2| 5T T e
J1364"'64'4a)564+2a
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Derselbe Wert zeigt sich fiir Achse II II und auch fiir die unter
459 zur Achse I I geneigte Schwerachse xux:

din din  d*m
o=t i)

20 =2a, C=%ﬂ

4 2 dt d2ma?
Jw=5%f—+d2n<i> —pn , dmet

12 T~

2. Ahnlich stellt sich die Rechnung bei dem aus 4 Kreispfihlen ge-
bildeten Pfeiler in Abb. 68b. Auch hier sind die J-Werte fiir die Achsen

&
[ /// v ©
| s //{/%
Q-@ @ o
o s S — - %% %
///’ - | % I‘E ,//;///// l
& a4y
’ jr
z 7
Abb. 68a. Abb, 68b. Abb. 69.

I, IT und x einander gleich, wie aus der Symmetrie der Gesamtanord-
nung auch zu erwarten steht:

din  dim din
J1=J2=4<—64 +T“2> =TT,
dinm din  dim din  dim | d*m —
—0 " - L2 | e 2
Jo=2"; 2(\64 ) C> 32 32 T 32 (ay2)e
din
=6 +dPr-at=J,=J,.

3. Fiir den Querschnitt in Abb. 69 konnen die Tragheitsmomente
fiir die Hauptachsen durch Abziehen der Werte fiir das innere Recht-
eck von denen des duferen ermittelt werden:

__bh®  bh}
= e
hbS BB B3 b3 db3

Dasselbe Ergebnis hétte sich auch (fiir die Achse I II) herausgestellt,
wenn man die beiden schraffierten Rechtecke fiir sich betrachtete hatte:

db?
Jo=2:75.
4. In gleicher Weise ergibt sich fiir die Querschnitte in Abb. 70:
bh3 bkl hb®  hyb}

h=% "1 B=1 12
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und in Abb. 71:
_bh® bR
S1=15 275>
(k=B | BB
f="p T

worin b, = b — 2 b, ist.

5. Fir den [C-férmigen Querschnitt in Abb. 72 muB zunichst die
Lage des Schwerpunktes S in bekannter Weise mit Hilfe der Gleich-
setzung der statischen Momente des Gesamtquerschnittes und seiner

I
b
- ':‘_:"‘{
)

Einzelteile bestimmt werden. Ist hierdurch die senkrechte Schwerachse
durch den Abstand c festgelegt, so ergibt sich:
bkt bR
=11
hds d\2 bid,
J=" thd(c— 2 +2(B% 1 5,4,-07).

Hier ist v der Abstand des Schwerpunkts s des Rechtecks b,d, von der
senkrechten Schwerachse II Il =b —¢ —%.

6. Bei dem z-formigen Querschnitte in Abb. 73 ist:
_BR3 bR}

fi=1
Es ergibt sich also dasselbe J; wie fiir Abb. 72, weil es fiir die Y y2dF,
also die Beziehung des Tragheitsmomentes auf die wagerechte Schwer-
achse, im vorliegenden Falle bedeutungslos ist, ob das obere wage-
rechte Rechteck sich nach links oder rechts von der senkrechten Achse
— wie in Abb. 73 — erstreckt.

Ferner wird:

hd? d, b3 b d\2
=G nd ()]
7. Fiir den Kreuzquerschnitt in Abb. 74 wird:
bk | bhd
=1+
h(b+6,)* | (b — h)bY
12 + 12 ?

Jy=
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oder auch

b 3
h1b1+2<h <—)\+‘gh<%+bzl)2)

8. Liegen (Abb. 75a u. b) zwei sogenannte Blechbalkenquerschnitte
bestehend aus einem Stehbleche, vier Winkeleisen bzw. auf ihnen noch
auflagernden Kopfplatten vor, so ergibt sich, und zwar unter Abzug
im ersten Fall der wagerechten Nietlocher, im zweiten Fall unter Be-
riicksichtigung der Querschnittsschwichung d
durch die senkrechte Nietung auf die Haupt-
achse I das Trigheitsmoment, in Abb. 75a:

fod ke
\\\\l\\\\\>\\lx\\

x

\\\\\\\\\

! P
L
I

/*7 7

I

\\\\l\\\\\\\l\\\
VA V27 A V7 Y

bl b
Abb. 75a. Abb. 75b.

bh3 b h bohd cd
= ol oWl o (St ed).
Hierin stellt der letzte Klammerausdruck den Abzug dar, der durch
die wagerechte Nietung, also durch die Querschnittsschwichung von
2-(c-d) bedingt ist, die mit ihrer Achse um das MaB A von der Achse I I
entfernt liegt:

In gleicher Weise wird in Abb. 75b:

_(b—2a)h% bk (by— DAY b hq
=" T2 27
Hier ist — zur Vereinfachung der Rechnung — von vornherein

beiderseits ein senkrechter Streifen von der Breite = d = der Nietstéirke
und der Gesamthéhe = h in Abzug gebracht.
- Dadurch vermindert sich bei dem Abzug der beiden
Rechtecke byh, deren Breite b, jederseits um die

z 2z QGrofle d.
9. Das Tragheitsmoment des regelmiBigen
Sechseckes (Abb. 76) bezogen auf einen Durch-
Abb. 76. messer xx wird dadurch gewonnen, dafl man das
Sechseck in seine 6 gleichseitigen Dreiecke zerlegt, von denen dann je
4 mit efner ihrer Seiten (Grundlinie) in der z-Achse liegen, wahrend
bei den beiden anderen letztere durch die Spitze geht. Hieraus folgt

€~
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unmittelbar:

Jy=4- h3+2~ah3 —~ah3
oder, da h=~;~'a]/3 ist, so wird:

Jm =—g—a <—;— a ‘Vg)3 = % ]/?T' at= 0,5413 al.

10. Um das Trigheitsmoment fiir das regelmiaBige Achteck
(Abb. 77a) zu finden, geht man wie beim Kreis vom polaren Trig-
heitsmoment des Dreiecks, und zwar im Hinblick auf die naturgemiBe
Zerteilung eines regelmiBigen Poly-
gons in gleichschenklige Drei-
ecke, von einem solchen (Abb.77b) ),

N
A~

aus.
Nach S. 39 ist: /

B3 h-(ba)? !
Jp=Jm+Jy=aT+2 (?a) / /‘:E_ //
ah a? 2’"\/
Abb. 77a.

Da a = 2 h tg o bzw. im Vieleck
(Abb.77a) @ = 2rtga, h =r ist, so wird:

2rtg ar 47r2tg2 o ritg o
Ty =ER (4 ) SR (1 agr)

und fiir ein regelméfBiges n-Eck:

nrt tgoc

J,= (14 3 tg2a).

Hier gilt genau das gleiche wie beim Kreise (wegen der vollkomme-
nen Symmetrie des Querschnittes), d. h. alle Trigheitsmomente auf
Durchmesser durch den Polygonmittelpunkt sind unter sich gleich und

ein jedes = {21 Demgemi wird beim regelmiBigen Achteck:

Jy=Jy= gy ritga (l+ }tgta)
und fiir:
145% tga=12—1
J,=J,=2r V2—1 +3( f—l =4r4(4Y2—5)=0,8758 1 1).

1) Fir den Querschnitt ergibt sich:

F=38 =8.(J2 — 1)72 = 3,3137 % = (,828442,

2rtgoar
2

wenn d = 27 ist und den Durchmesser des eingeschriebenen Kreises darstellt.
Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 4
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Fiihrt man hierin die Seitengrofie a = des regelmiafBigen Achtecks
ein: r = 1,212 a, so ergibt sich fiir J der Wert:
J; = Jy = 0,8758 (1,212 a)4 = 1,8595 a4.

11. Bei der Bildung des Tragheitsmomentes von aus Beton und
Eiseneinlagen zusammengesetzten Querschnitten ist zu unterscheiden,
ob die Eisen in bezug auf den Beton verhiltnismi8ig kleine oder er-
hebliche Querschnittsgré8en aufweisen. Nur in ersterem Falle — also
vorwiegend bei Rundeisenbewehrung — darf man das Eigentrigheits-
moment der Eisen vernachléssigen. Die nachstehenden Beispiele lassen
die Art der Berechnung der Trigheitsmomente erkennen. Auch hier
wird die Eiseneinlage mit dem n = 15fachen ihres Querschnittes ent-

y S e —
= 1
o A N B~
ﬂf’_ﬁs ° I * / lg n l
x—t- ¢ .Z‘—- -z z + 4\ Z X T:t
%! 0or = |t
b s = S -
l } fe I
Y f
Abb. 78a. Abb. 78b. Abb. 78¢.

sprechend dem Verhaltnis der Elastizititszahlen von Eisen und Beton
in Rechnung gestellt.
a) Fir den Siulenquerschnitt in Abb. 78a ergibt sich:

B , bW .
J,—T2—+4~nfey —F—{—GOfey N

hb?
= o7 2.
Jy B + 60 fe 22;
hierin bedeutet fe den Eisenquerschnitt eines jeden der vier Rundeisen.

b) Wird bei einem einseitig bewehrten auf Biegung belasteten Verbundquer-
schnitt nur der in der Druckzone liegende Betonteil, in der Zugzone nur das Eisen
beriicksichtigt, so ist (Abb. 78b):

1
J, = 3
hier unter Fe die Summe der Zugeisenquerschnitte verstanden.

¢) Liegt im vorliegenden Falle auch eine Bewehrung in der Druckzone = Fe’
im Abstande von gy’ von der Nullinie xz, so wird:

(h—y)*b +nFe-y?,

Jo= g (h—yPb + nFey® + nFey?.

d) Wird die Bewehrung — Abb. 78¢ — durch ein stirkeres Eisen, z. B. durch
ein I-Profil gebildet, dessen Trigheitsmoment auf seine eigene Schwerachse = J,
ist, so ergibt sich J, unter den sonst gleichen Bedingungen wie oben zu:

— 3
Jm=§(h—3y)~+nFey2+nJo.
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e) Beim Plattenbalken (Abb. 78d) mit doppelter Bewehrung und einer z-Achse,
die die Rippe schneidet, weiterhin bei alleiniger Beriicksichtigung des Betons
in der Druckzone wird:

1 1
Iy = (h——-y) -b—?(k—y—d) (b—0by) + nFe’y’® + nFey?

und im glelchen Falle
f) bei Bewehrung durch Profileisen erheblichen Querschnittes (Abb. 78e):

1 1
Jow=5h—yPb—g(h—y—df (b—0b)y +nJy +nFe'y?
+n(2Jy+ J5) + nFey?.
Hierin stellen J, das Triigheitsmoment des Eisens in der Druckzone, (2 J, 4 J§)

. R

L
gﬂy_-%/%_i-_ﬁ?

——~-x +
(<8~

Y

R e
TEEL

VAN A

Abb. 78d. Abb. 78e.

a

[ NS

93
b

"; Yy =g

it /
4 ‘z‘f ry

P o

et —>
Abb. 781. Abb. 78g. Abb. 78¢'.

die entsprechenden Werte der Eisen in der Zugzone auf ihre eigene Schwerachse
bezogen dar.

)Werden bei einem doppeltbewehrten Plattenbalken sowohl die Beton-
flichen in der Druck- wie auch in der Zugzone in Rechnung gestellt, so wird
(Abb. 78f) das Trigheitsmoment J,:

3 B — )3 (b — ey —dB(b—7
Jop B9 Btk (=g Ot oy —dR b
3 3 3

+nFe’y’? 4 nFey?.

h) Fiir den Achtecksquerschnitt mit dem Halbmesser des eingeschriebenen
Kreises = r = /2 und Bewehrungsrundeisen in allen 8 Ecken (Abb. 78gu.g’) wird
im Hinblick auf die Ausfiihrungen auf S.49 und 50:

2 27
J =1,8595d4+4nfe [(%——a) + <—g~— a’) J; hierinist:a’ = atg 22° 30" = 0,414a.
Hierbei ist also das Trigheitsmoment auf eine Schwerachse, die senkrecht auf
zwei gegeniiberliegenden Seiten steht, berechnet.

4%
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b. Allgemeine Beziehungen fiir Zentrifugalmomente
und fiir deren Berechnung.

Ist das Zentrifugalmoment fiir ein senkrechtes Achsensystem z’y’
= J4,, bekannt und wird die gleiche Funktion fiir ein mit ihm par-
alleles Achsensystem zy gesucht, das vom ersten um die Abstéinde &
und 7 entfernt liegt, so wird (Abb. 79):

Tow=J @ +& @ +mdi=[a'yaf+[Eydf+[Endf+ o' ndf
- Jz/y/ + EnF-

Die Summanden & [ 4'df und [a'df sind je =0, weil das [ je
das statische Moment der Fliche, bezogen auf ihren Schwerpunkt, dar-

- X f . tx

2 R
B

£

Abb. 79.

stelltl). Liegt der Sonderfall vor J,,,, = 0, ist also eine der Schwer-
achsen x’ oder ¥’ eine Symmetrieachse, so ist:

Joy=nmEF.

Fiir ein Rechteck (b-%), dessen J,, auf zwei Achsen bezogen werden
soll, die mit den Seiten zusammenfallen, (Abb. 80) wird hiernach:

b h b2 h?
Joy =4 5 bh=—4.

Besteht der Querschnitt aus mehreren Rechtecken, so wird
dieselbe Gleichung benutzt; nur ist hier auf die Vorzeichen der ein-
zelnen Schwerpunktsabstinde & und % zu achten. Nach Abb. 81 wird
z. B. nach Einteilung des Querschnitts in 3 Rechtecke F,, F',, Fy mit
den Schwerpunktsabstinden + & + #,, — & —n, und — 3 + &; das
Zentrifugalmoment in bezug auf die Schwerachse des Gesamtquer-
schnitts xy gebildet in der Form:

Joy = Fimé& + Fonabs — Fynsés.

Liegen Querschnitte vor, die man in kleine Rechtecksabschnitte
zerteilen kann, so bleibt der Rechnungsgang derselbe wie vorher. Hier

1) Vgl. auch die Anm. 1 auf S.43.
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ist aber darauf zu achten, ob die Mittelpunkte aller dieser kleinen
Rechtecke auf einer Achse liegen, die parallel zu einer der Bezugsachsen
verlduft, oder mit diesen (Abb. 82) einen Winkel « einschlieBt. In letz-
terem Falle ist zu beachten, daB z = y ctg « ist; demgemiB ist das
Zentrifugalmomentin der Form zu bilden:

Jm,=fxyd'f = [yotga-ydf = ctgocfyzdf=ctgoch.
Fir das in Abb. 82 dargestellte Dreieck und die Achsen zy ergibt
sich z. B., da fiir sie

bh3
Jo="g

ist:

bh?
4
Fir das Achsensystem z,y, durch den Schwer-
punkt des Dreiecks selbst, also fiir Achsen, die
keine Symmetrieachsen darstellen, wird nach der vorstehend ermittel-
ten Gleichung:

Joy=—cbga.

J:“,=Jz;,,/+F77§,
bh3 bh
Jm’y'=ny_Fn§=TCtga_§_'775'
nist =%h, und E=nctga=3%hctga,

bh3 bh 2, 2 9bh3 8Dbh3 bh?
Ja,,,,,=Tctgoc~—3—§h§hctgoc=ctgoc< 36 — 36 >=~ctga.

36

6. Zahlenbeispiele.

la. Die groBten und kleinsten Trigheitsmomente sind zu berechnen fiir
ein Rechteck von 45 ¢cm Hohe und 20 cm Breite.

. 3

J1=20—1;57=5-452-15=452-75=2025~75= 151875 om® = Jaae ,
.903

Jy= }3’_1;0_ — 15-5-20° = 30000 cm® = J s .

1b. Fiir denselben Querschnitt ist das Tragheitsmoment, bezogen auf die
Seite b = 20 cm zu bestimmen:

3 453
bh = 20-45 =20-45%.15 = 300-2025 = 607500 cm* .

To= =75
2. Die Trigheitsmomente J, = J, eines [ - Querschnittes nach Abb.72
S.47 sind gesucht fiir die Abmessungen: b = 10cm; d; = 1cm; % = 20 cm;
b, =9 cm, also auch d =1cm bzw. b, = 18 cm.
Zunichst ermittelt sich ¢ aus der Beziehung:
¢- Zf = hé1 + 2/,
2f=20-142.9.1 =38cm?2,
fi = 20 cm?; £ = 0,6 cm; f2 = 9 cm?; & =01 +4,5) =55cm,
o 20-0,5 + 2-9-5,5= 10+2.495 109

38 38 g3 28Toem.
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DemgemiaB ist (vgl. Abb. 72):
by

v=b—c—§=10—2,87~—4,5=2,63cm.

Es wird nunmehr:
_ﬂi bk} 10-20% 9188

—1i_ T2 3
J,= 3 12 12 19 6666,6 cm? ,
B (o ) g2 y
Jz—ﬁﬂ'hd 6——2) +2 “1—2—+b1 dy v
20.18 <93-1 >
= . — 2 z__ .1. 2
12 +20-1(2,87—0,5)2+2 B +9.1-2,63

= 1,66 4+ 112,32 -+ 2 (60,75 +- 62,27) = 360,02 cm?*.

Auf die Achse 00 (Abb. 72) ergibt sich das Trigheitsmoment zu:

.13 .93

Joo = -203i1 +2 (% +1-9:(v + c)2> — 6,66 - 2 (60,75 -+ 9-5,5%)
= 6,66 | 666 — 672,66 cm* ).

3. Von einem regelmiBigen Achteck ist die Seite @ = 20 cm. Gesucht
wird das Haupttrigheitsmoment. Es ist:

450
a,=2rtga=2rth=2r~O,414=20,

20
7= mz = 24,18 cm
und somit:
J = 0,8758 r4 = 0,8758-24,18* = rd. 299380 cm*.
4. Eine guBeiserne Sdule hat einen Ringquerschnitt mit D = 32 cm,
d = 24 om, also von 4 cm Wandstéirke. DemgemiB ist:

goDpt—a 320240 3204 2%.3
! =TT 7

8

_32768-4 — 13824-3
B 8
5. Fiir den in Abb. 83 dargestellten Querschnitt eines Blechbalkens ist
das Trigheitsmoment auf die wagerechte Hauptachse zu bestimmen. Die Winkel-
eisen 150-100-12 haben auf ihrer eigenen Schwerachse parallel zu I ein J;
= 232 cm#; ihre Fliche betrigt je 28,7 cm?, der Abstand ihres Schwerpunkts
von ihren oberen Flanschen je 2,42 cm. Es ergibt sich:

- 3,14 == (16384 — 1728.3)-3,14 = 35796 cm* .

. 3
Jstehblech = w = 42886 cm*
12
2
J Winkeleisen = 4 [232 + 28,7 <§(;LO — 24.2) } = 163055 ,,
2.33,0-2,43 80,0 2

JKOpfplatten = T + 4. 33,0 1,2 (——2— + 1,2)

= 76,0 + 268874 = 268950 ,,

3 J = 474891cm?

1) Zugleich auch © J;; 4- F-v? = (360,02 4 38-2,87%) cm*.
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Hiervon ist das Triagheitsmoment der Nietlocher abzuziehen:

82+ a0(8 1)~ s
4{2,3 12 + 2,3-3,6 3 — 9 ) =~ 54592 cm
Somit wird das Trigheitsmoment J, =420299 cm*

Man erkennt, daB man, ohne einen erheblichen Fehler zu begehen, das
Tragheitsmoment der Kopfplatten auf ihre eigene Schwerachse hitte vernach-
ldssigen konnen.

6. Das Trigheitsmoment der einschnittigen Nietverbindung in bezug
auf die wagerechte Achse in Abb. 84 wird fiir jede Seite des Verbindungsbleches
gesucht. Der Nietdurchmesser sei 2 cm. Es ist:

20z 2w )\ (16-3,14 )
=922 2% )= .
J, 2(64 + 5) 2( g 31425
» 2(0,8 + 80) = 161,6 cm*.

Man erkennt auch hier, daB das Eigentragheitsmoment des Querschnitts keine
erhebliche Bedeutung auf das Endergebnis ausiibt.
7. Fiar das Winkeleisen 100-100-12

- 3% ./ (Abb. 85) sind zu bestimmen die Schwer-
R TJ punktslage, die Trigheitsmomente auf
o %1‘\1 * die Achsen y und w, die Hauptachsen
§1‘\1 l. und die Haupttriagheitsmomente auf diese.

L 4

S 2oy
T 1010 L
%" : s eF20mm  OTlx o 206 - f—x
3 T

750: 70072 TS PR, IS x w 3,
12 o -
i e 117'2 _J L 4 2 —»c_%
| =330 - Aot 08
Abb, 83. Abb. 84, Abb. 85

Es ist nach der Abbildung:

F=12-10 4 1,2-8,8 = 22,6 cm?,

_ 1,2-102 4- 8,8-1,22
- 2.22,6

1,2-103 8,8-1,23

Jo=Tg T

Jo=J,=J,—F 2,94 = 405 — 22,6 + 2,942 = 209 cm*.

n° =294 cm,

= 405 cmt1),

Ferner wird das Zentrifugalmoment:
Joy =F1 2191 + Fy 2325,
worin F; und F, die Einzelteile des Querschnitts, y die Abstinde der Schwer-
punkte dieser vom Gesamtschwerpunkt des Winkels darstellen.
Jop = 1,2:10-2,34-2,06 + 1,2.8,8-2,66-2,3¢ = rd. 124,13 cm*.

Hieraus folgt:
Jew _ 212413 _
J.—Jd, 0 %

tg2 o=

1) J, ist auf eine der AuBlenkanten bezogen.
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d. h. wie von vornherein bei dem gleichschenkligen Winkeleisen zu erwarten stand,
tg 20 =909, tgoa =450,

Fir die Bestimmung von J; kann nunmehr die Gleichung h (auf Seite 41)
benutzt werden!):

J1=3s+ )+ 3V e — o) + 472 = Juas,
Jy =209 + } 4-124,13% = 209 + 124,13 = rd. 333 cm* .
Demgemil wird:
Jy=J,+J,—J; =2-209 — 333 = 85 cm®.

(Nach dem deutschen Normalprofilbuch sind fiir diese Winkeleisen bei Be-

rﬁcksichtigung der Ausrundungen des Querschnitts J, = 328, J, = 86,2 cm4.)

ey 8. Fiir das in Abb. 86 dargestellte Z-

féormige Eisen sollen gebildet werden die

Jr‘_’_'o 1 Trigheitsmomente auf ein Achsensystem

N parallel und senkrecht zum Steg durch den

Schwerpunkt des Querschnitts gelegt; aus

ihnen sollen in weiterer Folge die Haupt-

trigheitsmomente und deren Achsen ab-

geleitet werden.

Es ergibt sich:

J, = {5 (8-143 — 7.11,6%) = 919 cm?,
Jy = 5 (1,2-15% + 12,8.1,0%) = 339 cm4,
Jay=2-12.7.6,4-4,0 = 430 cm* .

Daraus folgt:

Abb. 86.
_ 2J,, 860 860
2% = 7 =519 —330 5s0 184
20 =1rd. 56°; o = 289,
sin « = 0,469 ; sin?a = 0,220 ;
cosa = 0,885 ; cos?a = 0,780.

DemgemiB liefern die Gleichungen e und f (auf Seite 40) das Ergebnis:
J, =919 =J,0,78 4 J, 0,22,
J, =339 =J;022 + J,0,78.
Zur Probe kann man sich iiberzeugen, daf die Beziehung innegehalten ist:
_J,—i— Jy,=J; 4+ J,.
Aus den Gleichungen folgt:
J; = 1144 em4; Jy=J,+ J,—J; = 1258 — 1144 = 114 cm?.
Rechnet man mit Gleichung h (auf Seite 41), so wird unmittelbar:
Jy= 31258 + } /5807 + 4-4302,
= 629 - $ 1038 = 629 +- 519 = 1148 cm* = J s ,
J, = 1258 — 1148 = 110 cm?* = J yy, .

1) Die Gleichungen e und f (8.40) konnen hier nicht angewendet werden,
weil J, = J, ist.



Trigheits- usw. -Momente, Zahlenbeispiele. BT

Die beiden verschiedenen Rechnungswege haben somit zu fiir die Praxis aus-
reichender Ubereinstimmung gefiihrt.

9. Fir den ungleichschenkligen L-férmigen Querschnitt in Abb. 87 sind
die Trigheitsmomente fiir die beiden Rechtecke gegeben. }-7'—0»'

Gesucht werden die Triagheitsmomente fiir den Gesamt- i
querschnitt.
Es sind:
o = 0,5 cm4; Jy, =18 em*;
J g, = 61 cm?; Jy, = 0,75 cm*. §‘—<f— ______
F, = 6 cm?; Fy =9 cm? T
a=45+05=>5cem; b=30—05=25cm. L S
Daraus folgt sofort (vgl. 8. 42 u.43): z £ 5
7 I3
6-9 L S
= 2 =
J, J"+Jz‘+6-l-9 5 500 S
— 0,5 + 61 + 2225 — 151,5 cm?, b5
15 Abb. 87.
J”=J,,1+J,,,-|-66+69 2,52 = 18+O75+—-625 = 41,25 cm* .

7. Der Trigheitsradius,

Unter dem Trigheitsradius wird eine QuerschnittsgroSe, in der
Regel mit ,,i* bezeichnet, verstanden, die sich erklart aus der Be-

ziehung:
o Jom? ._1/J
P=p o z—l/F cm

und demgemiB in bezug auf die z-Achse lautet:
o Ja
& F ’

worin J, das Trigheitsmoment des Querschnitts auf die (wagerechte)
x-Achse darstellt, F den Querschnitt bedeutet. In gleicher Weise
wird fiir die (senkrechte) y-Achse:

)

gy
23 = f .
Fiir das Rechteck mit den beiden Hauptabmessungen b = Grund-
linie und % = Hohe wird:

o _Je_OW B _ bk
LTF 120k 127 2 6

.. . . b h

d. h. ¢ ist mittlere Proportionale zu 5 und %"
= = " —0288%.

J12 3,464
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Ebenso wird:
i, =2 =0288b.
y12

Fiir das Dreieck und zwar fiir die Achse parallel der Grundlinie b
wird 4, bestimmt durch die Beziehung:

o _Jo__ OR® B2 R B

] =173 T IR Q@
F™ bk 18T 36
2
d. h. hier ist 4, die mittlere Proportionale zwischen 3~ und .

Fiir den Kreisquerschnitt wird:

w_J rim 2

P == == —

F 4r:iz 4°

dh i=-.

Fiir den Kreis-Ringquerschnitt ergibt sich, wenn r, bzw. r die
inneren bzw. #uBeren Halbmesser sind:
J (r*—rf)m 1241}

= =t ma = 4 0 (=R

Wird r, = 0, liegt also ein voller Kreisquerschnitt vor, so wird

R
1 =5 Wie oben.

4. Kapitel.
Die verschiedenen Festigkeitsarten.

1. Einfache und zusammengesetzte Beanspruchungen
und Festigkeitsarten,

Eine jede duBere Kraft, die einen Korper oder Stab beansprucht,
ruft in jhm innere Krifte hervor, die im Zustande des Gleichgewichts
in ihrer Gesamtwirkung der duBleren Kraft das Gleichgewicht halten
miissen. Die inneren Krifte werden als Spannungen bezeichnet und
als Belastungen auf die Einheitsgrofie des Querschnittes (in der Regel
kg/cm?) bezogen. Die #uBeren Krifte rufen, indem sie im Korper
innere Spannungen erzeugen, Forménderungen in ihm hervor, die rein
elastische sein kénnen, d.h. nach Aufhoren der Kraft wieder ver-
schwinden, oder eine dauernde Verinderung, alsdann in der Regel
unter Stérung des Gleichgewichts, nach sich ziehen kénnen. Hierbei
werden die einzelnen Korper- oder Stabquerschnitte Bewegungen gegen-
einander ausfiihren, deren Art, Richtung und Wirkung die verschieden-
artigen Festigkeitsbeanspruchungen bezeichnet und zu ihrer Unter-
scheidung flihrt.
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a) Wird ein Stab durch eine Kraft mittig auf Druck belastet,
(Abb. 88a), so werden zwei benachbarte, zueinander parallele Quer-
schnitte aus dieser ihrer Parallellage nicht gedringt, sie werden aber
in ihrer gegenseitigen Entfernung einander gendhert. Der Stab wird
zusammengedriickt, die duBlere Kraft sucht ihn zu verkiirzen und
hierbei zugleich die Querschnitte zu verbreitern. Im Stabinnern treten
hierbei in erster Linie und zwar senkrecht zur Querschnittsebene

Druckspannungen auf. Im Zustande des %
Bruches findet ein Zerdriicken des Materials P
statt.

Ist die zentral angreifende #uBere Kraft ,
(Abb. 88Db) eine Zugkraft, so verbleiben eben-  2Frrir2
falls die Querschnitte in ihrer zueinander paral-
lelen Lage; die Kraft versucht hier deren gegen-
seitige Entfernung zu vergroBern, der Stab P
wird gezogen und verlingert sich, wohei
zugleich seine Querschnitte sich zusammen-
schniiren, d. h. sich in der Breite zu vermindern suchen. Es treten
im Innern des Stabes senkrecht zur Querschnittsfliche Zugspannungen
auf; im Bruchzustand findet ein ZerreiBen des Stabes statt.

Da in den Fillen der reinen — mittigen — Druck- und Zugbelastung
die duBere Kraft senkrecht zur Querschnittsebene steht und dem-
geméaB auch im Gleichgewichtszustande die inneren Spannungen die
gleiche Richtung zum Querschnitte einnehmen miissen, so benennt man
die Druck- und Zugfestigkeit bzw. -beanspruchung auch als Normal-
festigkeit und Normalbeanspruchung.

Eine Druckspannung wird (nach Vereinbarung) als —, eine
Zugspannung als 4 bezeichnet.

Die GroBle der Querforminderung ist bei festen Stoffen ein, je nach
deren Art, bestimmter Teil der Léngsdehnung:

Abb. 88a. Abb. 88b.

Liangsforminderung?)

Querformanderung = .
Hier ist m, diesog. Poissonsche Zahl fiir feste Kérper stets > 2, nach
der Molekular-Theorie etwa = 4; fiir Beton ist sie zu 4-—8, fiir

. . 1 .
schmiedbares Eisen zu ?0 bestimmt.

1) FaBt man eine ,,Dehnung* als 4+ oder — auf, je nachdem es sich um Zu-
sammendriicken der Querschnitte bzw. Auseinanderziehen, also im Querschnitte
selbst um Zug- oder Druckwirkungen, handelt, so kann man die obige Beziehung
allgemein auch in die Form kleiden:

Lingsdehnung

Querdebnung = o,
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b) Ist der gedriickte Stab (Abb. 89) verhiltnismaBig lang zu seiner
QuerschnittsgroBe, so findet — auch bei theoretisch genau mittiger
Belastung — durch die Druckkraft ein Ausknicken des Stabes statt.
In seinem Inneren treten Knickspannungen auf, die u. a. ein Zer-
knicken des Stabes infolge seitlicher Ausbiegung zur Folge haben

p  konnen; hierbei wirken neben den Druckspannungen auch
2 Biegungsspannungen (vgl. weiter unten) auf den Stab ein.
% Der Grund, weshalb ein solcher Knickvorgang eintritt, liegt

darin, dafl es einmal praktisch nicht moglich ist, die Druck-
kraft vollkommen zentral auf den Stab einwirken zu lassen,
daBl ferner das Material niemals so gleichmaBig ist, dall im
Innern des Stabes die Kraft durchaus geradlinig fortgeleitet
wird, und daB endlich auch der Stab nie so gleichmiBig oben
und unten angeschlossen bzw. aufgesetzt werden kann, daB

eine durchaus gleichméBige Druckbelastung hier eintritt und
7% demgemi die Mittelkraft der Krafte mit der Stabachse genau
Abb.so. zusammenfillt. Zudem wirkt auch oft der Umstand hierbei

mit, dall der Stab durch Fehler in der Bearbeitung oder Zu-
sammenfiigung der einzelnen Teile mehr oder weniger in seiner Achsen-
lage von einer geraden Linie abweicht. Alle diese Einfliisse machen sich
bei kurzen Stdben oder Baukérpern, die zu ihrer Hoéhe verhiltnis-
miBig breit sind, weniger bemerkbar und kénnen hier unberiicksichtigt
bleiben, da bei ihnen auch tatséchlich der Bruch nur durch Zerdriicken
zu erwarten steht, wihrend bei Vorhandensein einer Knickgefahr der
Stab stets durch seitliches Ausbiegen zum Bruche gelangt.

¢) Wird ein Stab senkrecht oder unter einem Winkel zu seiner
Achse belastet, so verbiegt er sich (Abb. 90a). Es findet eine Bean-

7/% ac
I ]

; ol ld /\]
c = \ﬂb
d

Abb. 90a. Abb. 90b.

spruchung auf Biegung statt; der Stab widersteht infolge seiner Biege-
festigkeit. Der in Abb. 90a dargestellte, einfache, auf zwei Stiitzen
liegende Balken sei durch senkrechte Lasten beansprucht; er verbiegt
sich unter ihrer Wirkung konkav nach unten. Zwei benachbarte Quer-
schnitte, die vor Einleitung der Belastung und Verbiegung zueinander
parallel waren, nehmen jetzt eine geneigte Lage zu einander an; sie
haben sich — im vorliegenden Falle — an ihrem oberen Ende einander
gendhert, an ihrem unteren Teile voneinander entfernt. Die Wirkung
dieser Forméinderung ist das Auftreten von Druckspannungen in den
oberen, von Zugspannungen in den unteren Fasern des Balkens bzw.
seiner Querschnitte. Der gleiche Vorgang spielt sich auch ab (Abb. 90b),
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wenn der Balken sich konvex verbiegt; nur entfernen sich hier die
Querschnitte in den oberen und n#éhern sich in den unteren Fasern;
hier treten also oben Zug,- unten Druckspannungen auf. Das Bezeich-
nende beim Auftreten der reinen Biegungsbelastung besteht also darin,
daB die zunédchst parallelen Nachbarquerschnitte nach der Biegung
einen Winke] miteinander bilden und in ihnen sowohl Druck- als auch
Zug-Biegespannungen sich ausbilden. Beim Bruchzustande zerbricht
der Balken durch Uberwindung entweder seiner Zugfestigkeit, indem
in der gebogenen Zone Risse auftreten, oder durch Uberanstrengung
in der Druckzone, wenn hier ein Zerdriicken, Zerquetschen des Mate-
rials eintritt.

Es liegt auf der Hand und wird spéter auch noch genauer erdrtert
werden, dafl zwischen den Rand-Druck- und Zugspannungen eine Faser
liegen muB, bei der ein Ubergang zwischen beiden stattfindet, in der
also die Biegungsspannung == ( sein muf.

d) Wird ein Kérper so belastet, dafl zwei benachbarte Querschnitte
in ihrem gegenseitigen Abstande zwar erhalten bleiben, also weder gegen-
einander gedriickt, noch voneinander

abgezogen, aber gegeneinander par- 3 T o]

allel verschoben werden, so liegt _[f_fl a3 p——
eine Schub- oder Scherbelastung u

vor und es treten Schubspannungen Abb. 1.

in der Querschnittsfliche auf. Im

Zustande des Bruches findet ein Abschieben des Materials durch
Paralleltrennung der Querschnitte senkrecht zur Achse statt. In
diesem Sinne wiirde bei der in Abb. 91 dargestellten einfachen (ein-
schnittigen) Nierverbindung eine Trennung in der Ebene I I vor sich
gehen. Einer derartigen Forménderung wirkt die Schub- oder Scher-
festigkeit der Verbindung entgegen.

Neben dieser in Richtung der Kraft auftretenden Schubbeanspru-
chung treten zudem bei gebogenen Konstruktionen auch Scherspannun-
gen senkrecht zu der durch die &uBleren
Krafte gelegten Ebene, also bei deren , % |
senkrechter Lage in wagerechter Rich- 7
tung auf. Wiirde man z. B. den Krag-
trager in Abb. 92a aus einzelnen diin- , %
nen, nicht miteinander verbundenen
Platten herstellen, so wiirde entspre- Abb. 922 und b.
chend der verschieden groBen Bean-
spruchung und Durchbiegung dieser eine Verschiebung eintreten, wie
sie Abb. 92b zu erkennen gibt. Hieraus zeigt sich, daB bei einem zu-
sammenhéngenden, homogenen, gebogenen Stabe parallel zu seiner
Achse Spannungen bei der Verbiegung sich auslésen miissen, welche

RH—
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einer Forménderung wie der dargestellten entgegenwirken und sie,
solange ein Gleichgewichtszustand besteht, verhindern. In den in
Abb. 92a angegebenen Querschnitten treten also sowohl senkrechte in
der Kraftrichtung verlaufende als auch wagerecht gerichtete Schub-,
spannungen auf.

e) Bleiben zwei Nachbarquerschnitte zueinander parallel, erleiden
sie aber in ihrer Ebene, ohne irgendwie senkrecht belastet zu sein, eine
Drehung, so wird der Querschnitt auf Drehungsfestigkeit beansprucht;

! g d

Abb. 93.

in ihm entstehen alsdann Torsions- oder Dreh-

ungsspannungen. In Abb. 93 wirken an dem fest
eingespannt zu denkenden Rundeisen Krifte im Sinne
der Pfeile drehend ein und versuchen den Quer-
schnitt F so zu drehen, dafl seine vor Beginn der

Kraftwirkung in der Lage a b, cd liegenden Achsen
nunmehr nach a'd’, ¢'d’ gelangen. Hierbei tritt
also ausschlieflich ein Drehen des Querschnittes in
seiner Ebene um die Stabachse ein. Da die Drehungsbeanspruchung in
der Regel fiir Hochbaukonstruktionen von untergeordneter Bedeutung
ist, wird ibr auch in den weiteren Betrachtungen kein Raum gewéhrt.

f) Von den zusammengesetzten Beanspruchungen und den
durch sie bedingten zusammengesetzten Spannungen ist fiir Hoch-
bauten besonders bedeutungsvoll die Belastung eines Querschnittes

d i
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a %E b )
P \BP
B <
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durch eine Normalkraft und
zugleich durch ein Biegungs-
moment, oder — was in der Wir-
kung dasselbe ist — eine auBer-
mittige Querschnittsbela-
stung. Denkt man sich z. B.
den Pfeilerquerschnitt s¢ in Abb.
94a bzw. den Querschnitt abcd
in Abb. 94b durch eine auBerhalb
seines Schwerpunktes (aber immer-
hin noch in einer seiner Haupt-
achsen) angreifende senkrechte
Kraft P in,,m‘ belastet, so kann

man sich (Abb. 94¢) im Querschnittsschwerpunkte zwei entgegengesetzte
Krifte P, und P, angebracht denken, die je unter sich gleich und
zudem gleich P sind. Trennt man die Wirkung dieser drei Krifte in der
Art, daB8 einmal (Abb. 94d) nur P, im Schwerpunkt als Druckkraft
wirkend auftritt, und zum anderen die Krafte P und Pl' unter sich gleich,
am Hebelarme r wirkend, verbleiben, so werden diese, da sie ein drehendes
Kriftepaar bilden, den Querschnitt zu verbiegen suchen, und zwar in
vorliegendem Falle ihn derart aus seiner Ebene heraus um die Schwer-
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achse II II drehen, daBl an der Kante ad die groBte Druckwirkung,
an der Kante b¢c der Hochstwert einer Zugspannung auftritt. Da die
Kraft P;, im Schwerpunkt liegend, den Querschnitt nur auf Normal-
gspannung belastet, das Kraftepaar in ihm aber Biegungsspannungen
hervorruft, so bedingt somit die Wirkung der exzentrisch wirkenden
Kraft P eine zusammengesetzte Beanspruchung und zusammengesetzte
Spannungen. Zugleich ist ersichtlich, daBl die Wirkung zerlegt wird in
die einer Normalkraft P, = P und eines Biegungsmomentes M = P-r.

Die weiteren zusammengesetzten Festigkeitsarten, Beanspruchungen
und Spannungen, die sich bilden bei Vereinigung von Schub- und
Normalbelastung, von Biegungs- und Drehungsbeanspruchung, kénnen
fiir die vorliegende Bearbeitung als fiir die Hochbaukonstruktionen ohne
wesentliche Bedeutung ausgeschaltet werden.

2. Die Normalfestigkeit, Druck- und Zugfestigkeit.
a) Die Normalspannungen und Beanspruchungen.

Die Art und Wirkung der hier vorliegenden Beanspruchungsart und
Festigkeit ist bereits auf S.59 erértert. Bei der hier vorausgesetzten
genau mittigen Belastung wird bei einer Druckkraft eine Anniherung,
bei der Zugbelastung eine Entfernung der benachbarten Querschnitte
bedingt.

Ist die den Querschnitt == F mittig und senkrecht beanspruchende
Kraft = P, entsteht in ihm durch ihre Wirkung eine Spannung = ¢
und nimmt man an, da8 sich diese gleichméa@ig iiber den Querschnitt
verteilt, so folgt aus der Uberlegung, daB im Zustande des Gleich-
gewichts die inneren Kréfte gleich der dulleren Kraft sein miissen, die
grundlegende Beziehung:

P=4F-0,

o=+ % bei Zugbelastung,

0=— % bei Druckbelastung .

Hat der Stab verschiedene Querschnitte, so ist naturgem&B in dieser
Gleichung der Sicherheit halber — also um ¢ hoch zu erhalten — der
kleinste Wert von F einzufiihren. Das gilt auch, wenn Querschnitte
vorhanden sind, welche durch irgendwelche Einschnitte, Einbohrungen,
Augklinkungen usw. geschwicht sind ; alsdann ist fiir sie nur der ,,nutz-
bare Querschnitt — also abziiglich der Schwéichung — in die Rech-
nung einzufiihren.

Wird ein fluBstihlerner Probestab, also ein Stab aus elastischem,
homogenen Stoffe, (Abb. 95a) durch eine Zugkraft P zentrisch belastet,
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sowird er sich verlangern, hierbei zunichst nurelastische, alsdann dauernde
Forménderungen zeigend. Trigt man unter Zugrundelegung eines senk-
rechten Koordinatensystems auf der y-Achse dieses die Belastungs-
groBen in bestimmtem MaBstabe, auf der z-Achse die durch genau
arbeitende Apparate zu messenden Dehnungen des Stabes — und zwar
zweckmifig in vergrofertem MaBstabe — auf und bildet (Abb. 95b)
aus beiden zur Darstellung des Zusammenhanges zwischen Belastung
(bzw. Spannung) und Dehnung eine Form#nderungskurve, so verlduft
diese zunéchst vollkommen geradlinig — Strecke O 4 der Kurve. Inner-
halb dieser Strecke sind demgemifl die Dehnungen und Spannungen
unter sich proportional. Die Grenze, bis zu der ein solches Verhalten

PL : [ ' P x ¢ 217(% a
» . 1
< L+4l = | n
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0l ab b) c d z
Abb. 95.

bestehen bleibt (4 in Abb. 95b), nennt man die Proportionalitéts-
grenze. Bis zu ihr gilt also das Heoksehe oder Elastizitiitsgesetz, nach
dem die auftretenden Spannungen proportional den sie bedingenden
Dehnungen sind:

41 ¢

T E
worin ¢ die zur Forménderung 41 gehérende Spannung, E die Elasti-
zititszahl des Materials fiir die jeweilig vorliegende Beanspruchungs-
art darstellt. Da A7 und ! Langen sind, ¢ eine Spannung darstellt (in
kg/em?), so muf} also auch E seiner Einheit nach einen Spannungswert
darstellen.

Innerhalb der Grenze 04 ist die Formanderung (bei dem hier vor-
liegenden Eisen) noch rein elastisch, sie verschwindet also nach Auf-
héren der Kraft wieder; dies verbleibt auch noch auf eine kurze Strecke
iiber die Proportionalititsgrenze hinaus, wenn auch hier die Form-
anderungskurve eine starke Kriimmung erfihrt. Die Grenze, bis zu
der die Forménderungen rein elastische sind, also spiter wieder ver-
schwinden, heilt die Elastizitéitsgrenze. Sie ist in der Regel verschieden
hoch bei verschiedenartiger Belastung und naturgemif abhingig vom
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Material. Nach Uberschreiten der FElastizititsgrenze beginnen die
Forménderungen bald stirker und mit dem Auge wahrnehmbar zu
werden. Es beginnt — von der Grenze B in Abb. 95b an — der Stab
bei Zugbelastung zu ,.flieBen”, wihrend bei Druckbeanspruchung ein
Zerquetschen deutlich wahrnehmbar wird. Die Grenze, von der dies
erkennbar ist, wird die Streck- oder FlieBgrenze benannt. Diese Grenze
gibt sich auch im Forménderungsdiagramm durch einen schwicher
gekriimmten, zunéchst fast geradlinig ansteigenden, dann aber stark
sich aufwérts biegenden Verlauf der Kurve zu erkennen. Innerhalb
dieses Zwischenraumes entsprechen also der Zunahme der Kraft un-
verhiltnismaBig groBe, sich stetig steigernde Dehnungen. Im Punkt ¢
erreicht die Kraft ihren Hoéchstwert; von hier aus fallt die Kurve
wieder, da nahe dem Hochstpunkt (C) die Grenze eintritt, bei der
der Stab zum Bruche gelangt. Die dem Punkt C entsprechende
Hochstlast (0§ in Abb. 95b) wird mit ,,Bruchlast* bezeichnet, die
zu ihr gehdrende Spannung Bruchspannung oder Bruchfestig-
keit benannt.

Bei Druckbelastung ist das Bild der Forminderung bis zum Be-
ginne der Quetschgrenze im wesentlichen das gleiche wie bei Zug-
belastung. Jedoch ist hier weiterhin nur bei sproden Stoffen, wie GuB-
eisen, Stein, Zement u. a., die Bruchgrenze deutlich erkennbar, wihrend
zéhe und verhidltnismiBig weiche Korper, wie FluBeisen, Kupfer usw.
nicht zum Bruch gebracht werden kénnen, da sie sehr groBe Form-
anderungen unter Druckbelastung vertragen, ohne dafB ein eigentliches
Zerbrechen stattfindet; hier ergeben sich Forminderungskurven, wie
sie Abb. 95¢ veranschaulicht.

Bei der gesamten Lingendnderung unterscheidet man die
bleibende und die federnde, d. h. rein elastische. Je hoher die Be-
lastung steigt, um so groBer ist auch die bleibende Forminderung;
eine solche darf bei Konstruktionsteilen gar nicht oder nur in ganz
geringem, unschidlichem MaBe auftreten. Als ein MaB fiir den Elasti-
zitdtsgrad eines Korpers wird der Quotient aus der federnden durch die
gesamte Dehnung bezeichnet:

af
P=54-

Fir 4 =1 ergibt sich die vorgenannte Elastizitdtsgrenze, da hier
die Gesamtdehnung gleich der rein elastischen ist.

Die im Hookschen Gesetz:

a_ o
I —%*TE
enthaltene Elastizitiatszahl wird aus Versuchen ermittelt., Da die
Spannung: P
g = j,‘

Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 5
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jeweilig ist, so wird:
41 P
T T FE
In dieser Gleichung sind beim Versuche bekannt alle Werte auBer
E, das demgemif unmittelbar als Versuchsergebnis aus Messungen
folgt.
Die Elastizitdtszahlen der wichtigsten Baustoffe des
Hochbaues enthalt die nachfolgende Zusammenstellung:

GuBeisen . . . . . . . . . . . ... E = 1000000 kg/cm?
FluBstahl St37 und St481) . . . . . . .. .. 2100000 ,,

StahlguB, Schmiedestahl . . . . . . . . . . .. 2150000 ,,
Nadelholz, Eiche und Buche . . . . . . . . .. 100000 ,,
Ziegelmauerwerk . . . . . . . ... ... L. rd. 50000 ,,
Bruchsteinmauerwerk. . . . . . . . . .. rd. 60000—100000 ,,{, .

Beton LM, « o o e e e e e e e 220000%) ,, \pei Druck-
GIADIb » o v o e e e e 300000 ,,| -lastung
Sandstein, Kalkstein . . . . . . . . . .. - . 150000—200000 ,,

Bei vielen, namentlich bei steinartigen Kérpern, ist nicht wie bei
den rein elastischen Eisenbaustoffen bzw. bei Holz E eine konstante
Grofe, sondern unter anderen Funktionen in hohem MafBle abhingig
von der GréBe der jeweiligen Spannung, also der Last. Das gilt nament-
lich von Zementmortel und Beton, bei denen die Zahl E geringer wird
mit hoherer Spannung?).

Es sei besonders hervorgebohen, dafl die obigen Werte von % in der
Einheit von kg/cm? angegeben sind, dal also bei Veréinderung der
Einheit eine Umrechnung notwendig wird. So ergibt sich z. B. fiir:
FluBstahl: E = 2100000 kg/cm? = 2100 t/cm? bzw. 21000000 t/m?2;
Beton: E = 200000 kg/cm? = 200 t/cm?2 = 2000000 t/m?2

Da bei Baukonstruktionsteilen keine bleibenden Forméinderungen
verbleiben diirfen, also auch die Elastizitdtsgrenze des Materials, ge-
schweige denn seine weiter hinausliegenden Gefahrgrenzen nicht er-
reicht werden diirfen, so darf ein Stab, Korper usw. nur mit einem

1) Mit St 37 und St 48 wird bezeichnet ein FluBstahl, und zwar der normale
Baustahl St 37 bzw. der hochwertige, hochgekohlte oder hochsilizierte Baustahl
St 48 mit Zugfestigkeiten von 37—45 bzw. 48—58 kg/cm?.

2) Im Verbundbau wird im Hinblick auf die besonderen, hier vorliegenden
Verhiltnisse i. d. R. mit B = 140000 kg/cm? gerechnet.

3) Es nimmt z. B. die Elastizitdtszahl bei Druckbelastung und einem Zement-
beton von 1:3 mit 8 viL Wasser ab, bei ¢ = 3,0 kg/em? bzw. 60 kg/cm? von
300000 auf 240000 kg/cm? und bei einem Wassergehalt von 14 vH von-272000
auf 209000 kg/cm?; ahnlich liegen die Verhéltnisse bei Zugbelastung: bei ¢ = 1,6
bis 9,2 kg/cm? nimmt die Elastizitdtszahl bei 8 vHL Wasser ab von 267000 auf
196000 kg/cm3. Noch erheblich stéirker weichen die Zahlen bei Druckbeanspru-
chung der Naturgesteine ab. So fand v. Bach bei Sandstein von o =0,1 bis
16,4 kg/cm? und Zugbelastung E = 93700 bis 21000 kg/cm?.
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bestimmten Teil seiner Bruchfestigkeit beansprucht werden, der sich
nach dem Baustoff und der Beanspruchungsart richtet.

Bezeichnet man mit ¢ die unter diesem Gesichtspunkte als erlaubt
angesehene zuliissige Normalspannung, mit ¢, die Bruchspannung und
mit s d° notwendige, letztere ausschlieBende Sicherheit, so wird:

=2,
)

Bei FluBlstahl ist s in der Regel 3—4, bei Gufleisen auf Druck 8—10,
auf Zug rd. 6, bei Holz auf Druck 6 —8, auf Zug 8—12, bei Beton rd. 5—8,
bei Natursteinquadern etwa 15—20, bei Mauerwerk rd. 20. Hierbei ist
naturgemif zu beachten, dafl viele Baustoffe, wie Beton und Steine,
vorwiegend nur auf Druck belastet werden diirfen, da sie eine zum
mindesten unsichere, oft aber nur geringe Zugsicherheit besitzen. Ist
ihre Zugbeanspruchung in besonderen Féllen nicht vermeidbar, so wird
man etwa damit rechnen kénnen, dal die Zugfestigkeit dieser Stoffe
rd.1/,,—/;» der Druckfestigkeit ist und eine etwa 4—6fache Sicherheit
gegeniiber dem Auftreten von Rissen angezeigt erscheint. Bei in gutem
Zementmortel ausgefithrtem Mauerwerk wird man mit einer Zugfestig-
keit der Mortelfuge von etwa 12 kg/ecm? rechnen, also ihr eine Zug-
belastung von rd. 2 kg/em? zuweisen konnen, ohne ein Auftreten von
Rissen befiirchten zu miissen.

Uber die zuliissigen Normalspannungen der wichtigen Hochbaustoffe
auf Druck und Zug gibt die nachfolgende Zusammenstellung Auskunft.

Zulassige Beanspruchungen auf Druck und Zug
(bei Normalbeanspruchung).

o) Eisen und Holz.

Zulassige Beanspruchung
Baustoffe in kg/em?
auf Druck ‘auf Zug
Gufieisen . . . . . . . . ... 600—10001) 300
FluBstahl St37 . . . . . . . ... 1000—1200 | 1000—1200
(1400) (1400)2)
FluBstahl St48 . . . . . . . . .. 1560—1820 | 1560—1820
Stahlformgufl . . . . . . . . . .. 1500 1700
Geschmiedeter Stahl . . . . . . . . ohne 1700 1700
Nadelholz Knickung
Kiefer. . . . . . ... .. ... 60 1003)
Fichte. . . . . . . ... .. .. 50 90
Tanne. . . . . . . . . . . ... 50 80
Laubholz (Eiche, Buche) . . . . . . 80 100

1y Bei achsrechtem Druck 600, in Lagern 1000 kg/cm?. )
2) Bei bester Durchfiibrung und genauester Berechnung u. U. o = 1600 kg/cm?

bei St 37, bei St 48 bis 2000 kg/cm?.

3) Bei Bauten fiir voriibergehende Zwecke ist eine Erhohung der Zahlen

um 25 v H erlaubt.

5¥
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B) Naturgestein.
Zulassige Druckbelastung in kg/em? fiir
Verwendung als
Auflager- | Pfeiler und |SchlankePfei-
steine Gewolbe | ler u. Séulen
Basalt. . . . . . ... . ... .. 65 45 30
Granit. . . . . . . . ... 0L 60 40 25
Syenit. . . . . . .. ... 55 40 25
Porphyr . . . . . . ..o 40 30 20
Marmor . . . . . . . . .. ... 30 20 15
Basaltlava . . . . . . . . ... .. 20 15 10
Sandstein . . . . . . ... . ... 20 15 10
Tuffstein . . . . . . .. ... .. — 10 7
Bruchstein. . . . . . . . ... .. — 5bis7 | —
y) Mauerwerk und kiinstliche Steine.
N([iindﬁt- Moértelmischung Zulé.:;lag;n]g;gck-
rock- | ;
Steinart fesi(:iigkeit im |  Pfeiler
er Ze- Mauer- bej 1
Egt%;ez mont | Kalk | Sand [ 5008 bel %) kg/om?
kgfem? -
Schwemmsteine 20 — —_ — 3 _ 1 _—
Hochofen-Schwemm-
steine . . . . . . . 15 — — — 3 — | —
Porése Ziegel . . . . . — — — — | 3—6 — —
Schlackensteine. . . . — — — — ] 3—6 — —
Mauerziegel IT . . . . 100 — 1 | 3 bis 7 — —
Mauerziegel I und
Kalksandsteine . . . 150 — 1 3 10 — —
Desgl. . . . . . . .. 150 1 2 8 14 | — —
Hartbrandziegel und : ‘
Kalksandhartsteine . | 250 | 1 | 2 | 8 | 18 | — | —
10,30 18
© 0,25 14
i0,30 12
Desgl. . . . . . ... 250 — — — 1 ols 10
0,10 8
< 0,10 | < 8%
Klinker . . . . . . . 350 1 — 3 3B — —
| 0,30 35
‘0,25 25
0,20 20
Desgl. . . . .. ... 350 — — — — 9\ 015 15
. 010] 10
< 0,10 | < 102)
1) Unter W ist das Verhiltnis der geringsten Pfeilerstirke s zur Hohe A ver-
standen.

2) Nur in besonderen Fillen zulissig.
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d) Beton.
Zulissige Druckspannung bei Handelszement 35 kg/cm?, bei hochwertigem Zement
1
45 kg/em? im Eisenbetonbau, im reinen Betonbau 5 der Wiirfelfestigkeit des
erdfeuchten Betons (We,s) nach 28 Tagen, aber < 50 kg/em?. Bei Stiitzen

. . .1 1 .1 1

und Pfeilern mit — h =1:1 zu - i bei 1= zu 5, bei 0% & der vorgenannten
W

Grofien _53_23’ vorausgesetzt mittige Belastung.

b) Zahlenbeispiele.

Ein aus zwei Flacheisen von je 1 cm Starke gebildeter Stab, der je durch ein
Nietloch von 2 ecm Durchmesser geschwécht ist, hat eine Kraft von 24 t zu tragen.
Wie groB ist seine Breite b zu gestalten ? Als zulissige Spannung o wird 1200 kg/cm?
zugelassen. DemgemilB wird:

24000

T = 2
F = 1200 = 20 cm?,

Da (Abb. 96) der Stab um den Betrag von 2-1.2 = 4 em? geschwiécht ist, so ist
seine Breite b aus der Beziehung abzuleiten:
(25-1,0) cm? = (20 -+ 4) cm?

b=%=12cm. m
2 g e

)

~dD
F‘

2, Eine Rundeisenzugstange (0 = 1200 kg cm?) 720

habe 6000 kg zu tragen. Gesucht wird ihr Durch- w7 <720
messer = d. L,

Es ist: a
6000 d2 5-4
—_— = e 27 g
r 1900 5cm 1 d V3 14;27cm Abb. 96.

3. Ein quadratisches Eisen hat 3 cm Seite und eine Zugkraft von P = 6000 kg
zu tragen. Gesucht wird die Spannung. Hier ist # = 3.3 = 9 cm? und demgemif:

P 6000
g = T=T = 667kg/cm2
4. Der kreisringférmige Querschnitt einer guBeisernen Siule hat einen duBeren
Durchmesser von D = 24, einen inneren d = 16 cm. Die zulissige Beanspruchung
betriagt 500 kg/ecm?. Die Tragfahigkeit der Siule ist zu berechnen.
Da hier
(202 — 162) 3,14

1 = 113,1 cm?

F =
ist, so wird mit o = 500 kg/em?:
P = F.o = 113,1 cm?- 500 kg/em? = 56550 kg.

5. Bei einer Saule dhnlich wie unter 4, ist P = 36000 kg, o = 600 kg/cm?,
D =12 cm. Gesucht wird der innere Durchmesser = d.

2 __ J2
po B _ 36000  emz, P (_Q_i)jﬂé — 60 cm?,
s 600

4.60 240
g1g = Mgy = 14— 764 =676 d=82cm.

dz — D2 .
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Demgemi8 erhilt die Siule eine Wandstérke von:

D—d 12-—82
g =9 = 19cm.
6. Wieviel vermag ein Ziegelpfeiler von 1!/, Steinstirke in Kalkmértel ge-

mauert zu tragen? Hier ist die Pfeilerstirke 38 cm, also:
F = 38% = 1444 cm?.
P=0F =7-1444 = 10108 kg =rd. 10 t.

Wird der Mauerpfeiler in verlingertem Zementmortel gemauert, und fiir o der
Wert 12 kg/ecm? zugelassen, so wird die Tragfiahigkeit des Pfeilers:

P =12.1444 = 17328 kg,

d. h. wie zu erwarten steht, sehr erheblich hoéher.

7. Ein Dachstuhl (Abb. 97) iibertrigt an seinem Auflager eine Last von 50t
und belastet mit seiner Unterlagsplatte einen Quader (¢ = 20 kg/cm?); dieser
bindet in ein Mauerwerk ein, das mito = 11 kg/cm?
beansprucht werden darf. Die Grundflichen-
abmessungen der Auflagerplatte und des Quaders
sind zu ermitteln. Fiir die Auflagerplatte folgt:

50000
1= g

Macht man sie quadratisch, so ergibt sich dem-
gemiB eine Seite = 50 cm.
; Fir die Quaderfliche folgt:
50000
P, = 11
Hier wird eine Grundfliche von 70 X 70 = 4900 cm? gewiihlt.
8. Es ist die Griindung einer Saule zu berechnen, die 81 t mittige Last auf
das Fundament ibertrigt. Es besteht der Unterbau der Siule von oben nach
unten aus einem Granitquader o = 50 kg/cm?, einer Beton-
-a, Platte 1:6 gemischt, 0 = 15 kg/cm?, einem Magerbeton

= 2500 cm2.

= 4545 cm?.,

an

-, a

. / tl_mz__g 1:12, ¢ = 6 kg/em®. Der Baugrund endlich kann mit

600 6 2,5 kg/em? belastet werden. Bei der verhiltnismiBig

an—> geringen Bemessung der Spannungen kann das Eigen-

) G gewicht des Fundamentes vernachlissigt werden'). Nimmt

% " man an, daB sich durch Stein und Beton der Druck nach
7

unten zu nach einem Winkel von 60° fortpflanzt, so ergibt

Abb. 98. sich fiir die hierdurch bedingte Schichthéhe (Abb. 98)
die Beziehung:

Im ; In tg 60° = (ay — ay) 1’;32 = 0,87 (@ — ay) -

Bezeichnet man die erforderlichen Druckflichen von oben aus (also zu-
nichst der Siule) mit F,, weiterhin mit F,, F3, F, und Fy (Erdfuge), mit a,,
a3, @y und a; die Seiten der zugehérenden Druckfliche, mit kg, k4 und hg
die Hohe des Granitquaders, bzw. der beiden folgenden Betonschichten, so er-
geben sich die Einzelabmessungen der Fundamentabschnitte aus der nach-
folgenden Zusammenstellung:

h =

1) Vgl. Beispiel 10.
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81000
1. Saulenquerschnitt (Ring), o,y = 500 kg/em?; F, = 500 = 162 cm?,
Gewshlt suBerer Ringdurchmesser D = 23 cm, und 6 = 2,5 ¢cm; alsdann wird
F =161 cm?.
81000

2. Fuge zwischen Fulplatte und Granitquader, F, = B0 1620 cm?;

a; = 41 cm; bestimmend fiir die Grofe der quadratischen Saulenfufiplatte.
2. Fuge zwischen Granitplatte und Betonplatte (1 :6)]

81000 ]/81066
Fa—T; ag = T=74Cm,

gewahlt 75 cm; Stirke der Granitplatte hy = 0,87 (a3 — a,) = 0,87 - (75 — 41)
= 0,87-34 L 30 cm.
4. Fuge zwischen den Betonplatten 1:6 und 1:12.

81000 81000
i=— 3 a, = ————ll7ch>l20cm,

hy = 0,87 (a4 — ag) = 0,87 (120 — 75) = 0,87 - 45 L2 40 cm.

5. Erdfuge.
81000 81000
F5=T,5*; as—V ————ISOcm;
gewdhlt 190 cm;

hs = 0,87 (190 — 120) = 0,87 - 70 L2 60 cm.

Hiermit sind alle Abmessungen des Fundamentkérpers festgesetzt. Seine
Gesamttiefe betrdgt: 30 -+ 40 + 60 = 130 cm = 1,30 m.

9. Ein kurzer Stiel aus Kiefernholz hat eine Druckkraft = 20t zu tragen.
FEine Abmessung seines Rechtecksquerschnitts betrigt 12 cm, die andere (= )
wird gesucht. o= 60 kg/cm?.

20000 333,3
=12.2 = = 2 _ 2999
F=12.2 60 333,5 cm?, x 5 rd.28 cm.
DemgemiB wird ein Stiel 28/12 zu verwenden sein.

10. Ein Steinpfeiler nach Abb.99 habe die Hthe von 1,00 m, ein Raum-

gewicht von 2,3 und eine mittige Last von P = 10000 kg

zu tragen. Wie grofl muB unter Hineinrechnung seines IP
Eigengewichtes seine Grundfliche gemacht werden, wenn v
diese nur mit 7 kg/cm? beansprucht werden darf.
Bezeichnet man (Abb. 99) das Gewicht des Pfeilers G h
mit @, die gesuchte Grundfliche mit F, so ist: l =100m
G = P F.l
und die Gesamtlast F
P+ yFIl.
Somit wird: Abb. 99.
F=1_’ﬂ’£_’, _7_Fl=£; F<1~2’_l)=P.
g c ¢ o ]

Bei Einsetzung der Zahlen ist darauf zu achten, daB fiir y, ¢ und P dieselben
Einheiten innegehalten werden. Da o =7 kgf/em? ist, so ist demgemiB fiir y
auch der Wert in kg/cm? einzusetzen, d. h.da y = 2300 kg/m3 ist:

y= %%%—2 = 0,0023 kg/cm3
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einzufithren, ebenso ist P in Kilogramm und [ in Zentimeter zu rechnen:

0,0023. 100) _ 10000
7 7 7

F.0,967 = 1430, F = 1478 cm?.

.

Dasselbe Ergebnis entsteht naturgemiB, wenn man y in kg/m3 = 2300 ein-
fiihrt und demgemiB o ebenfalls in kg/m? ausdriickt. ¢ = 70000 kg/m2?. Alsdann
ist 7 in Meter einzufiihren, wihrend P in Kilogramm verbleibt.

2300-1,0) __ 10000
70000 /70000’

F-0,967 = 0,143, F, = 0,1478 m? = 1478 cm2.

11. Ein Flacheisen mit d-b = 2,59 cm?® Querschnitt und 3,5 m Linge hat
eine Kraft P = 18 t auf Zug zu tragen. Die auftretende Spannung und die Dehnung
des Stabes sind zu ermitteln.

P 18000
— = OV 2
=7 35.9 800 kg/em?,
nach dem Hookeschen Gesetze ist:
800
~ 2100000

11. Eine schweiBeiserne Rundstange (E = 2000000 kg/cm?) hat bei einer Be-

.

[

Al=%-l .350 — rd. 0,14 om .

anspruchung durch eine Zugkraft P = 15t eine Verlingerung Al = ﬁl er-

geben. Der Durchmesser der Stange wird gesucht.

Es ist:
di’f.g=P=15000. —Z;—l:ﬁ:%:m’
:%@ = 666,6 kg/cm?,
2 'i
Ex_ 16562?(;) ; i V%%_")ﬁ = 5,35 em.

12. Bei einer Druckbelastung durch P = 245 t driickt sich ein 40 cm langer
Probestab aus GuBeisen von F = 350 cm? um 0,28 mm zusammen. Gesucht wird
die Elastizititszahl des Eisens.

Es ergibt sich aus:

_ 4l o P
o = T = B == F E’
Pl 245000-40  700000-40
— — — — 2
E = FAL ™= 350.0,098 53 1000000 kg/cm? .

Hierbei ist auf die Innehaltung der Einheiten — hier alle GréBen in kg und
cm — zu achten.

Eine langsbewehrte Eisenbetonstiitze habe quadratischen
Querschnitt — Seite = ¢ — und sei an ihren vier Ecken mit Rund-
eisen bewehrt, die je fe-Querschnitt aufweisen; 4 fe = Fe (Abb. 100).
Sie ist mittig, durch eine Kraft = P belastet. Die Elastizitdtszahlen
sind £, = 2100000 kg/cm? fiir die FluBstahleinlage, E, = 140000 kg/cm?
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fiir den Beton (1:4). Hieraus folgt:

_ B, 2100000 _
~E, 140000

15.

Nimmt man an, daB — um den Verbund zwischen Eisen und Beton
nicht zu stéren — die Forménderungen beider Stoffe, hier also ihre Zu-

sammenpressung je gleich grof ist: A, = A,, so er- a
gibt sich, wenn ! die urspriingliche Lénge ist und o, %
und ¢, die den vorerwihnten Léingeninderungen ent- e

sprechenden Druckspannungen im Eisen bzw. Beton sind, 2
nach dem Hookeschen Gesetze: l

4, o, Ab_ oy Abb. 100

! "B, T R’
und hieraus, weil A, =/, ist:
gy g, E e
-_E—b__—fa; 0‘e=0'b—E;=nab.
Es besteht somit eine unmittelbare Abhéngigkeit zwischen der Eisen-

1 .
und der Betonspannung: ¢, = 150;; 0, = 15 Ce- Nimmt man ferner

an, daf} sich die Kraft P gleichmaBig auf Beton und Eisen iibertrigt,
so wird:
P=gy,-Fy,+o,Fe=0,F,+noy,Fe=o0,(F,+nkFe)=0c,F,,
wenn F; den ideellen Verbundsquerschnitt bezeichnet, bei dem das
Eisen entsprechend seiner hoheren Elastizitdtszahl mit dem = = 15.
fachen Querschnitt eingefithrt wird.
13. Zahlenbeispiel. Gegeben ist:
257
4

und o, = 35 kg/em?. Gesucht wird die erlaubte, mittige Tragkraft = P.
P=235(F, +nF,) =35 (302 4 15 - 12,6) = 35 (900 - 189) = 38115 kg = 38,115 t.

14. Eine quadratische Siule, dhnlich der vorstehend behandelten, trigt eine
dz 22
mittige Last = 30000kg; @ =30 cm; Fe—4fe —4 1’1 = 4.7 2 12,6 em?.

Gesucht wird die im Beton auftretende Spannung:

_ P . 30000 30000

T Fy+anF,  30-30+15-12,6 1089

Beriicksichtigt man die Betonschwichung, so wird:
30000 _ 30000 __ 30000

2,027 2,027~ 900 + 14-4.3,14 1076
4 4

es zeigt sich somit, daB der Abzug der vom Eisen eingenommenen Betongquer-

schnittsfliche keine Bedeutung irgend erheblicher Art auf das Spannungser-
gebnis hat.

F,=30-30cm?; F,=4fe=4. =4- 3,14 L 12,6 cm?

Cy = rd.27,5 kg/om?.

» 28 kg/cm?;

Gy =

900 — 4- +15-4
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15. Ein Verbundpfeiler mit Achtecksquerschnitt von einem Durchmesser des
eingeschriebenen Kreises = 72 cm und 8 Rundeisen vom Durchmesser je 3,0 cm
bewehrt, soll mit o, = 35 kg/cm? belastet werden. Gesucht wird ihre mittige
Traglast P. Nach Seite 49 und den voranstehenden Darlegungen ist:

2
P =35(0,8284 d,2 + 15 - Fe) = 35 <0,8284 722 4 15- 8. 3’2 ”)
= 35 (4204 - 848) = 179970 kg =rd. 180 t.

Fiir spiralbewehrte Sdulen, bei denen neben einer Léngsbeweh-
rung (F,) noch eine Spiralbewehrung in Verbindung mit letzter aus-
gefiihrt wird, haben Verusche ergeben, dal die mittige Tragkraft sich
aus der Beziehung berechnet:

P=g,(Fy+nF,+3nFe).
Hierin ist wiederum n = 15. Fe, ist eine gedachte, der Spirale mit dem
Eisenquerschnitt = fe; der Steigung = s und dem Durchmesser = D

2 Df. und endlich F,

s

inhaltlich gleichwertige Langenbewehrung: Fe, =

der von der Spirale umschlossene Kern des Betonquerschnittes. Hier
wird also der duBere Betonmantel nicht in Rechnung gestellt.

16. Beispiel: Gegeben sei fiir eine umschniirte Verbundstiitze: der &ufere
Durchmesser = 45 cm, der innere Kerndurchmesser innerhalb der Spirale
=40cm; d.h. F, = 1256 cm?, Fe =6 Rundeisen von je 2cm Durchmesser
= 18,84 cm?, s=4,2 cm, Spiraldurchmesser =1,0 cm, fe =0,79 cm?, also Fe,

3,14-40

=—4g 0792 24 cm?. Hieraus folgt bei o, = 35 kg/em?:

P = 35(1256 + 15-18,84 + 45-24) = 35-2670 = 91700 kg = 91,7 t.

3. Die Knickfestigkeit.

Bereits auf S. 60 wurde darauf hingewiesen, dafl, wenn die Lange
eines Stabes im Vergleich zu seiner Querschnittsfliche groB ist, unter
dem Einflusse einer Druckkraft ein Ausbiegen — ein Ausknicken —
stattfinden kann. Alsdann wirkt auf jeden Querschnitt neben der
Druckkraft noch ein Biegungsmoment ein, das naturgeméB um so gréBer
ist, je weiter sich die Stabachse nach der Knickung aus ihrer urspriing-
lichen Lage verschoben hat. Hierbei ist zwar im allgemeinen die Aus-
knickung des Stabes nach jeder Richtung denkbar, sie wird sich aber
vor allem nach der geringeren oder groBeren Steiligkeit des Querschnitts
richten und demgemiB aus der Ebene heraus zu erwarten stehen, die
durch die Achse des kleinsten Trigheitsmomentes gelegt wird, also auf
der des groBten senkrecht steht. Dies folgt daraus, daB die seitliche
Ausbiegung auch durch eine zur Stabachse senkrechte Kraft veranlaBt
werden kann und hier um so eher ein Ausbiegen stattfindet, je ndher
die Kraftebene mit der Ebene, durch die Achse von J_,_ gelegt, zu-
sammenfillt, eine Beanspruchung, fiir die also J;, in Frage kommt.
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a) Die Euler-Gleichung.

Die Berechnung der Last, welche ein Stab auf Knicken zu tragen vermag,
bei der also mit seinem Ausknicken zu rechnen und der Zustand der Knickfestig-
keit erreicht ist, erfolgte frither allgemein nach der von Euler aufgestellten,
auf der Form der Wellenlinie als Biegelinie beruhenden Gleichung: der Euler-

Gleichung: P CEJmm
0= lzﬁ 4

oder, wenn man eine ausreichende Sicherheit dafiir einfiihrt, daB diese Ge-
fahrengrenze nicht erreicht wird, nach der Beziehung:
CEJ min
sz

Hierbei bedeutet C eine von der Lagerung des Stabes, also dem Anschlusse dieses
nach oben und unten abhingige Zahl; E stellt die Elastizitétszahl des Materials
dar, Jy, ist das kleinste Trigheitsmoment des Querschnitts, I ist die mathe-
matische Lénge des Stabes. Die Sicherheit s wird fiir GuBeisen zu 8—10, fiir
SchweiBeisen zu 5, fiir FluBeisen zu 3,5—35, fiir Holz zu 10—12 genommen.

Dieser Euler-Gleichung kommt heute nur noch eine beschrénkte Be-
deutung zu, da durch Versuche erwiesen ist, dafl sie nur in dem sog.
elastischen Bereiche, d.h. innerhalb von Grenzen gilt, in denen der
Stab den Gesetzen der Elastizitit folgt. Fir diese Grenze ist das

Verhiltnis %—_— A, d. h. das Schlankheitsverhiltnis des Stabes maB-

gebend, wobei [ die Stablinge, ¢ den Tréigheitshalbmesser, entwickelt,
aus dem fiir die Ausknickung in Frage kommenden J — also in der
Regel J,,;, — bedeutet. Diese Grenze liegt beispielsweise bei FluBstahl
und Holz bei rd. 100; hier sind also nur Stibe nach der Euler-Gleichung
zu berechnen, bei denen 4 >100; I > 1007 ist. Vorgeschrieben ist heute
fir Knickberechnungen das w-Verfahren, auf das weiter unten néher
eingegangen wird. Die dort gegebenen Zusammenstellungen enthalten
zugleich die Werte fiir Knickberechnungen von Stidben, die innerhalb
des elastischen Bereiches liegen, abgeleitet aus der Euler-Gleichung.
Will man im elastischen Bereiche unmittelbar nach der Euler-Formel
arbeiten, so kann entsprechend den nachfolgenden Ausfithrungen
vorgegangen werden:

Bei der Lagerung der Stibe nach Euler werden die vier Stiitzungs-

arten in Abb. 101 a—d unterschieden.

I. Der Stab ist an einem Ende eingespannt, an seinem anderen Ende voll-
2

. .. 45
kommen frei; hier ist C = wat

II. Der Stab ist an seinen beiden Enden gelenkartig, d. h. frei drehbar ein-
gefithrt., Dieser Fall ist der fiir Baukonstruktionen wichtigste und meist vor-
handene; er wird deshalb auch als Normalfall bezeichnet, und bei allen Druck-
gliedern von Fachwerkskonstruktionen fiir deren Knickberechnung zugrunde ge-
legt. Hier ist C = a2,

III. Der Stab ist an dem einen Ende gelenkig, also frei drehbar gelagert,
am anderen eingespannt. C = 2z®2.

IV. Der Stab ist beiderseits fest eingespannt. C' = 4 n2.

P =
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Setzt man, da es sich bei der Knickberechnung doch nur vorwiegend um
eine Schitzungsrechnung handelt, 72 L2 10, so ergeben sich fiir die vier Stiitzungs-
arten nach Abb. 101a—d die Gleichungen:

1.P=2,5.ﬂ‘3‘3,; 2.P=10.,E_‘{“3¥E;
si? PYE)
— EJmin . . E'Imin
3. P=20. s 4. P=40. o

Geht man vom Normalfall (Abb. 101b) aus, so kann man auch unter Ein-
fiihrung der wirklichen, auf die Ausbiegung im Normalfall bezogenen
Knicklinge die obigen Beziehungen entwickeln.

In FallT (Abb.10la) ist, wenn man die Knicklinge im Vergleich zu Form
und Ausdehnung der Biegung in Abb. 101b mit I, bezeichnet, I, = 21, in Fall II1
Iy =0,711, im Fall IV [, = 0,51. Hierin bedeutet ! die mathematische Linge.
In der ersten Beziehung gibt sich deutlich die erheblich leichtere Knickmoglich-
keit der einseitig vollkommen freien Siule zu erkennen, wihrend die Verringerungen
der Knickléange bei Fall III und IV der Einwirkung der
Einspannung des Stabes Rechnung tragen. Unter Ein-
fithrung dieser wirklichen Knicklingen in die Gleichung
fir den Normalfall folgen dieselben Beziehungen, wie
vorstehend gegeben:

10EJmn 10 BEJmin EJuin
1. P= s(21p 4 sl =25—@ »
2. P =MST‘£”"£ (Normalfall)
g po 0B mn _10ETua _ 20 B
“T T s0710 T ds2 sz
_10EJuin  10EJwn  40EJmm
Abb. 101 a—d. 4. P = 5 (0,50)2 =L = E

Fiir die Berechnungen der Praxis ist die Euler-Gleichung fiir den
Normalfall zweckmiBig vereinfacht und, je nach dem jeweilig vorliegenden
Material, dessen E und die zugehérende Sicherheit ¢ in Zahlenwerten eingefiihrt.

Fir GuBeisen ist: B = 1000000 kg/cm?. Da in der Regel der Querschnitt
des auf Knickung belasteten Stabes gesucht wird, so wird die Gleichung nach
dem Wert Jmm entwickelt. Fiir eine Sicherheit s =8 wird somit:

Jun— LB 8-PL
=27 10E ~ 10-1000000°
Setzt man hierin I in m, P in kg ein, so muB auch ¥ in kg/em?® eingefiihrt werden;
alsdann ergibt sich Jmim in m*:
8P.12

4 S
T = 1575000000000

Um die vielen Dezimalstellen zu vermeiden, soll Jmin in cm? erscheinen; alsdann
ist die rechte Gleichungsseite mit 100* zu multiplizieren:
8P121004 _pe

s 4 = " @ ==,
Jom oM = 7696660000000 - 125

Wird endlich zur weiteren Rechnungsvereinfachung P in t-Einheit eingefiihrt
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= Py, so ist die rechte Gleichungsseite nochmals mit 1000 zu erweitern:
B j000=8 Pz, Pi=012702,
Aus der Gleichung ergibt sich also J in em4, wenn P; in t und ! in m eingefiihrt wird.
Ist z.B. P, =20t, I =5m, so wird:
I min cm* = 8-20.25 = 8-500 cm* = 4000 cm*.
Wird s = 10 gewihlt, so wird:

P2
— 2
100 bzw. 10 P41

Jmin emt =

Jmin =

und somit:
Jmin

P1=0,1 2 H

ebenso wird fiir s =6 Jmin=6 Py (2.

In genau der gleichen Weise wird entwickelt fiir FluBleisen.
E = 2150000 kg/em?, s = 3,5

Jmin = 1,97 P12 =1rd. 2,00 P12, P1=0,5 J;';in 3
bzw. fir s = 4:

Jmin .
2’

Jmin=1,69 P12 =1d. 1,70 P12, P;=0,59
endlich fiir Nadelholz, £ = 100000 kg/cm?, s = 10:
Jmin = 100 P12, Py =0,01

Jmin
2

Liegt ein anderer Stiitzungsfall als der Normalfall vor, so sind fiir I die wirk-
lichen Knicklingen nach den voranstehenden Ausfithrungen, also 27 bzw. 0,711
bzw. 0,5 fiir die Lagerungsarten I bzw. III bzw. IV einzufiihren.

b) Das w-Verfahren.
Das w-Verfahren, eingefiihrt fir FluBstahl und Holz, beruht

darauf, daB entsprechend einem Schlankheitsverhédltnis A =%—=8—;
die Stabkraft P mit einer Zahl @ => 1,00 multipliziert wird und da8

sich fiir die GroBe C—OFI: eine Spannung ergeben muB, die < ¢, < die

erlaubte zulissige Druckspannung bei Normalbelastung ist. Es
wird also hier der Stab genau in der Art behandelt, wie ein auf Nor-
maldruck belasteter, knickfreier Stab, nur mit dem Unterschiede, daB
die Stabkraft P mit einer Zahl w erweitert, also eine oft sehr erheblich
hohere Achslast in Rechnung gestellt wird. Die w-Zahlen sind je nach
dem Material verschieden, so daf sie nach ihm getrennt behandelt
werden miissen.

1. Das w-Verfahren fiir FluBstahl.
o) Fiir St. 37, Normal-FluBstahl. Die Grenze des elastischen
Bereichs liegt hier bei i"g 105, wird aber praktisch mit > 100 ein-
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gefithrt. Bezeichnet ¢, die Knickspannung, d. h. die Spannung, bei
deren Eintreten der Stab zerknickt, so wird o =%,"—, wenn P, die

Knicklast darstellt. Nach Versuchen ist gy, fiir Verhéltnissei—." =0 bis 60

konstant und zwar gleich der FlieBspannung des St. 37-Materials,
d. h. = 2400 kg/em? — vgl. in Abb. 102 den Verlauf der dort ein-

gezeichneten ¢,-Linie. Zwischen den Werten% = 60 bis 100, verlduft
nach Versuchsergebnissen die ¢,-Linie ebenfalls geradlinig und schlieft

bei %: 100 an die Euler-Kurve (Darstellung des ¢, nach dieser) an.

. C-E.J
Unter Verwendung der Euler- Gleichung: P, = —1293'?, darstellend
2600 Hnickspannung &y kgfem?é \\\ also die Knickkraft
o\ im elastischen Be-
~\eon .
\« 502 Teiche, kann man

% // hier die Knick-

2 =1400 Szt Ly i
Gt 70%7:7/{\4 74 > 75 spannung auf die
I~ Form bringen:
T _ >¢< ﬁ ~bazr g
|~

Mhsicherheit ¥ —o—] ><

L L L 294 P, CEJum
. Hnickzah! Cu\___“,@-/"/‘ \\( 0= =y

11"'-’ >\-<>-~< 263 F .F 12

g 70 20 30 %0 50 60 70 80 390 100 110 120 130 140 750 w2 B 42 w2 a2

Schiankhertsgrad Z.=—‘;’C = I8 = &2 >

Abb. 102. Linien der Knickspannnug o, , der zuldssigen Druck- E

SPANNUNE O 4 15601y, d€T Knicksicherkeit » und der Knickzahl o fir g, = nE
St. 37 und o, = 2400 kg/em?. BT o220
Sge

wenn A (wie vorstehend) =
stellt.
Fir A = 100, wird — vgl. Abb. 102 —

9,896-2100000
O =" po5s—— = 2073 kgom?,

i ist, also das Schlankheitsverhaltnis dar-

und fiir 2 = 150, d. h. den Wert, den man bei FluBstahl nicht iiber-
schreiten soll:

9,896-2100000
O =""jg02  — 921 kg/em?.

Hiermit ist fiir St. 37 die Linie der Knickspannung o, festgesetzt.

Bezeichnet man ferner mito,,, die zuléssige Knickspannung, die sich

aus der Bezeichnung ergibt; o,,, =m%’m=(:}—", so wird zunichst
im elastischen Bereiche — also —Sf> 100 — eine Sicherheit » = 3,5

innegehalten ; hieraus ergibt sich fiir die g - Euler - Linie sofort der Verlauf
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Werte ¢ und o fiir St. 37 und St. 48.

1 2 | 3 | 4 5 | 6 | 7
FluBstahl Hochwertiger Baustahl
Schlank-
(i;eiilsl. Knickspannung ok Knickspannung ok
grad | o 0 | Emick-| | E TG hetoo R | Kaieke |,
A= | ox— 2800, 5—8, 175 4 zahl | 2o | ok = 4690, 5—26, 175 4 Zafl iT
Ed o 2 «
7=100bis150, 0 = = 1=100bi5150,ak="TzE
. 100 10,001 109 0,001
20 1’02 0,001 1’03 0,002
30 2400 1,06 | 0’00s 3120 1,06 g’gg?é
40 1,10 ? 1,12 ’
50 1’17 0,007 1’20 0,008
60 1,26 0,009 1’32 0,012
70 2318 1,39 8’8;(3; 2858 149 | 9017
80 2737 1,59 0’029 2597 1,76 0’045
90 2155 1,88 0,048 2335 2,21 0,086
100 2073 2,36 ’ 2073 3,07 ’
110 1713 2,86 | 2050 1713 372 | 0:065
120 1439 341 | 055 1439 143 | 0071
130 1226 4,00 | 009 1226 5,20 | 2077
140 1057 4,64 0,068 1057 6,03 0’089
150 921 5,32 4 921 6,92 ’
e e . . . 2073
der g4,,-Linie in Abb. 102. Fiir 1 =100 wird: 0g.u="55= 592 kg/em?,

und ebenso fiir A = 150: 0 gy = ?,)2—; — 263 kg/om? .

Fiir A = 0 fallt die zulissige Knickspannung mit der zuldssigen
Druckspannung im Material, also bei St. 37 mit dem Werte
0,, = 1400 kg/cm? zusammen und wird nach Versuchen und Rechnung
zwischen den Werten 1 = 0 und A = 100 durch eine Parabel mit der
Gleichung: 04, o100 = 1400 — 0,08086 A2 gebildet, die an den Grenz-
punkten beriihrt. Fiir 4 = 100 liefert diese Beziehung den Kontroll-
wert: 04,5 = 1400 — 806 = 592 kg/em?, wie oben bereits ermittelt.

Aus der 0,,-Linie und der ¢;-Linie ergibt sich weiter fiir die Kurve

O

der Sicherheiten, die »-Linie in Abb. 102. » = Fiir 2 = 0 ist:

dzul
v=i% = 1,71, als Kleinstwert; von hier steigt die »-Kurve bis

A = 100 an, um von hier aus den konstanten Wert » = 3,5 zu zeigen.

. P .

Endlich gilt die Hauptbeziehung: 91; L0,y und da 55 =0g,, ist,
wenn P die Last (nicht die Knicklast!) ist, so wird: @ 0g,y < 0,y-
Hieraus folgt: w = (%:i']; , ist also, da, die beiden Kurven fiir St. 37 fiir

0,n Und 0;,, bekannt zsind, selbst gegeben. Fiir 1 =0 wird beispiels-
weise:
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o O'zul 1400 — . . B 1400
" G ~ 1400 1 =wy,,, fir 1=100, =03

fiir 1= 150, = o =532 =0 .

B) Liegt St.48 — alsoder hochwertige Baustahl mit Festigkeiten
von 48—58 kg/mm2— vor, so entwickelt sich die w-Kurve durchaus gleich-
artig. Hier liegt die FlieBgrenze auf 3120 kg/cm?,g,,, auf 1820kg/cm? Fir
die Grenze A = 60 und A = 100 folgt hier der Wert o), aus der Gleichung:

0= 4690,5— 26,1751, und fiir 7> 100 aus der Beziehung: g, — = 20
bei E =2100000 kg/cm?. Die Zusammenstellung auf S.79 liefert die
w-Werte fiir St. 37 und St.48. Zwischenwerte sind geradlinig einzu-
schalten. Von /4 > 100 an stimmen naturgemif} die o;,-Werte fiir St. 37
mit denen fiir St. 48 zusammen, weil beide Baustoffe die gleichgrofle
Elastizitatszahl haben.

Fiir St. 37 und St. 48 sind auch Gebrauchsformeln eingefiihrt,
mit deren Hilfe man zunichst den Querschnitt bestimmen kann. Eine

Nachrechnung nach dem w-Verfahren ist verlangt.

=236;

Gebrauchsformeln bei mittigem Kraftangriffe.
1. St. 37. Im unelastischen Bereiche: 1 =0 bis 100 fir

0,,1. = 1400 kg/em? ist nach den voranstehenden Ausfiihrungen:
04z = 1400 — 0,0808 A2 = FP; .
0, 0808
Fen = 1400 + a0 Far~ 4
Wird hierin: A= i’“ = v;j;; eingesetzt, so
Fut

ergibt sich die Beziehung:

P 0,577 F2e
Ferf =

I Yl - et 2
1200 T 10000 7 ¢

2
Unter dem Ausdruck —I%eg wird im Eisenbau der sog. Profilwert

verstanden, der sich fiir die einzelne Querschnittsform nur langsam
mit dem Eisenquerschnitt indert und gleich einer Konstansten ,,k* ge-
setzt werden kann. Fiihrt man ferner P in t, s, in m ein, so wird:

F= 1% 1057 ks

Im gleichen Sinne wird bei St. 37 fiir ¢,;; = 1200 kg/cm?:
F.= % 1 0,57TksE.

2. Fir St. 48 wird sinngem%iB mit ¢, = 1820 kg/em?:

Ferf_1_§§+0675k81
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Die angendhert genauen bzw. vollkommen genauen k-Werte fiir einige
Querschnittsformen enthilt die nachfolgende Zusammenstellung:

Profilwerte k fiir Druckstibe.

Querschnitt k Querschnitt k Querschnitt k
. . Rechteck b - i b
| gleichschenklig | 6,0 |[ 7,0 = 12
Schenkellangen _IL 1 cm lichterAb- .
buhb:h=23| "°|FF  stand 010 Kueis 4n
' 1 cm lichter Ab- Kreisrin
b:h=1:2 (11,0 6,0l © g
L ] stand Dicke §, mittl.
- Halbmesser g,
1L b=2h 75| | [ Abstand s, daB | 15| wennd:p = 0,05 |0,63
=y 0,10 |1,25
0,15 |1,87
4 Quadrateisen ’ 9
1 b=n 5,0 L\ Vi 1,8 0.20 12,50
\./ Zwischenlagen
I 10,0|[] Quadrat 12,0

Im elastischen Bereiche gelten die vorstehend — auf S. 77 — bereits
aus der Euler-Gleichung ermittelten Werte fiir St. 37 und 48:

a) bei »=3,5: Joy=1,97 PsZ=1d. 2,0 PsZ.
b) bei »=4,0: J.s=1,60 Pst=rd. 1,70 PsZ.

Es sei nochmals hervorgehoben, daf3 hierbei P in t und s; in m einzu-
fithren sind und sich der Wert von J,, in cm? ergibt.

2. Das w-Verfahren fiir Holz.
Auch hier gilt allgemein:

# é qul'

Hierbei ist bei Nadelholz allgemein ¢,, = 80, bei Eiche und Buche
= 100 kg/em? zu rechnen. Fiir Nadelholz sind unter Innehaltung des
Wertes E = 100000 kg/cm? und einer Sicherheit, die beid = 0 den Wert
3,75 hat und von hier aus geradlinig bis zu A = 150 auf 4,875 nach der
Beziehung: 3,75 + 0,0075 A steigt, die, den in Abb.102 fiir St. 37 gezeich-
neten Kurven entsprechenden, Verlaufe der Linien fiir ¢}, 64,,, v und
w in Abb. 103 dargestellt. Fiir A <100 ist o, = 300 — 21, ferner
Ciga = 3—’7?,)0_([)_ 0’020};51; fiir 2 > 100 ist o5, = 1&0}(3&
und 1 1000000
Odza = 32375 — 0,00754 °
Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 6
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Schlankheitsgrad A~

Abb. 103. Linien der Knickspannung o, der zulissigen Druckspannung ¢;,., der Knicksicher-
heit » und der Knickzahl w fiir Nadelholz,

Fiir Eiche und Buche gilt: ¢,=375—2,754 fiir 4 < 100.
Die nachstehende Tabelle gibt fiir Nadelholz bzw. Eiche und Buche
die rechnerischen w-Werte.

Knickspannungen og, und Knickzahlen o fiir Holz.

Nadelholz Eichen- und Buchenholz
1 2 [ 3 ‘ 4 1 2 | 3 4
Knick- Knick-
S(l:lhl_z‘z;nk- SP‘;’L““]I:)EO g Knig}(- S(}:llﬂznk- Spiniuﬁ)g °g Kuiﬁi{-
eits- = H za. eits- = 100, Z
wmd | op=300-21 | ©= 4 wd o =ats—278i | 0= oo
3 22100 1 L= 1 2100; ml
% _ 1000000 O dzul 7 1000000 %3 zul
K= -
0 300 1,00 0 375 1,00
10 280 109 |09 4 347 110 (9010
20 260 120 |0 59 320 122 |0:012
30 240 133 00131 55 292 1.36 |0:014
40 220 1,47 8’8%?3 40 265 1,53 8’8;1’
% 18 Iy ooz f G0 20 | 2o |0028
70 160 214 g’ggg 70 182 2.35 8’822
s | 1o | e (00| o0 17| g |00
100 100 360 | O 100 100 450 |%
110 83 143 |00831 315 83 554 0104
120 69 5,36 |0098 | 120 69 670 0116
130 59 6,39 |© 130 59 799 |©
140 51 7.35 8{;: 140 51 9,41 8{;@
150 4“4 g7 |0 150 44 10,97 |9
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Als Naherungswerte sind hier zugelassen: a) im unelastischen Be-
reiche (4<C100) bei mittigem Kraftangriff und fir Stibe mit dem
meist vorliegenden Rechtecksquerschnitt:

Cgm=80—2p,
wenn g = %" das Verhéltnis der freien Knick- (Stab-) Léange zur kleinen
Querschnittsseite bedeutet?).
Fiir ein bekannt vorausgesetztes Verhaltnis der Seiten 7:— (@ >b)

148t sich der erforderliche Querschnitt angenshert berechnen aus:

‘ & sx\2 P b
bcm_SvO+V<§)> 80a "
Hierin ist P in kg, 8; in cm einzufiihren.
Fiir den quadratischen Querschnitt ergibt sich (& = b):

(O

3. Die Knickberechnung gufieiserner Stiitzen

ist unter Innehaltung der heute meist verlangten 6fachen Sicherheit
nach der Euler-Gleichung zu beurteilen. Demgema gilt:

Jmin >6 P 2>6P,-sE,
wo wiederum P, in t, §;, in m einzusetzen ist und sich das kleinste Triig-
heitsmoment in cm¢* ergibt, vgl. S. 77.

4. Fiir die Knickberechnung von Stiitzen aus Eisenbeton
ist das w-Verfahren durch die Bestimmungen vom September 1925 ein-
gefiihrt. Nach ihnen ist eine vorwiegend lingsbewehrte Verbundstiitze,
welche einen quadratischen oder rechteckigen Querschnitt hat, auf

Knicken zu berechnen, wenn %’5> 15 ist, unter b die kleinere Quer-

schnittsseite verstanden. Fiir umschniirte Sdulen liegt diese Grenze bei

% >13; d ist hier die kleinste Stiitzendicke. Werden diese Grenzen

iiberschritten, so ist, wenn P die groBte mittige Last darstellt und F
den Stiitzenquerschnitt bezeichnet, mit der Beziehung zu rechnen:
P
%— = 0,u = 35 kg/em?
bei Handelszement, =< 45 kg/ecm? bei hochwertigem Zement. Die be-
treffenden Werte w-sind der nachstehenden Zusammenstellung zu ent-
nehmen:

1) Es ist g=ﬁ= ‘8L=L.

6*
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w-Werte fiir Eisenbetonstiitzen.

I. Quadratische und rechteckige
Stitzen mit vorwiegender Langs-
und Biigelbewehrung. II. Umschniirte Saulen.
S © — AN Sk o — Ao
b A S d A
b d
15 1,0 13 1,0
20 1,25 0,05 20 1,7 0,1
25 1,75 0,10 15 2,7 0.2

Verbundstiitzen, bei denen das Schlankheitsverhiltnis den Wert 25
iibersteigt, sollen mnicht ausgefiihrt werden. Zwischenwerte sind
geradlinig einzuschalten.

5. Besteht der auf Knickung belastete Stab aus mehreren,
nicht auf die ganze Stablinge miteinander vollkommen oder nur in
groBeren Absténden verbundenen Teilen, so sind auch diese fiir sich und
fiir die auf sie entfallende Teilkraft knicksicher zu machen. Alsdann soll
bei Verwendung von FluBstahl im Hochbau der Schlankheitsgrad

der Einzelteile nicht grofer als 30 sein: ff < 30. Hierbei ist fiir die

GroBe sy, sowohl bei diagonal verlaufenden Vergitterungen als auch bei
Bindeblechen der Abstand der inneren AnschluBniete einzufiihren.
Die Abmessungen und Anschliisse der Vergitterungen sind fiir eine
Querkraft, die gleich 2 vH der groBten Druckkraft des Gesamtstabes,
ohne Multiplikation mit der Grofe w anzunehmen
, ist, zu berechnen. Fir die Spannung in den Ver-
a 1_3_+_E_x gitterungen bzw. Bindeblechen ist der Wert o,
mafligebend. Der Abstand der Einzelstabe (bei

lv Stiitzen usw.) ist so zu wahlen, das daf Tragheits-
moment des GesamtmafBstabes in bezug auf die
! materialfreie Achse groBer ist, als in bezug auf die
b _I Materialachse. Hierbei wird (Abb. 104a und b)

r— ——r _

. _] unter der materialfreien Achse die verstanden,

welche den Querschnitt nicht schneidet bzw. am
weitesten von seinen Teilen entfernt liegt — also

Abb.104a und b.  gie 4.4 Achse in Abb. 104a und b.

Ahnliches gilt (Abb. 104c) fiir einen mehrteiligen Druckstab aus
Holz. Hier soll J in bezug auf die stofffreie Achse (y-y) um mindestens
10 vH groBer gewahlt werden, als es der Schlankheitszustand des Ge-
samtstabes bei Ausknicken in der Richtung der Stoffachse x-x erfordert.
Fiir das Ausknicken in der Richtung der y-y-Achse werden mehrteilige

IZ/
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Stibe wie Vollstibe behandelt, wobei fiir das der Seite eines Recht-
ecks (@) entsprechende Mall die Gesamtbreite der Einzelstibe (¢ = 2 d

z.B. in Abb.104c und d) und fir das Verhiltnis 4 der Wert: = 3*

einzusetzen ist (vgl. S. 81). Fiir das Ausknicken in Richtung der Stoff-

. achse z-z ist auch die 7
Tragfihigkeit des Ein- - ek_,"d'“"

zelstabes nachzuweisen.

Will man sich davon , I <—a "__>I —
iiberzeugen, daf der ein- r - W/ 3
zelne Stabteil in aus Z_y _X
mehreren Teilen beste- l-’/

Abb, 104c. Abb. 1044,

henden Staben auch fiir
die auf ihn entfallende

Teillast knicksicher ist, so kann man, wenn g der auf den Stabteil
entfallende Anteil an der Achslast P ist, in der Art rechnen, dafl man

zu! F .
w = g I;,b ermittelt und aus dem

. wP
aus der Beziehung: Fo = Owrs

w-Werte das zugehorende 4 = 87'“ aus der Tabelle ableitet und somit die

erlaubte Knicklinge s, findet. Hierbei ist naturgemifl ¢ der zu dem
J i fiir den Stabteil zugehorende Tragheitsradius.

Héufig wird — der groBeren Sicherheit halber — bei derartigen Unter-
suchungen auch damit gerechnet, daf die mittige Stabkraft P sich
nicht gleichméafig iber den Querschnitt verteilt, daBl bei einem aus
2 Teilen bestehenden Stabe eine Hilfte bis 70 vH von P, bei 4 Teilen
entsprechend jeder Stabteil bis 35 vH von der Achslast erhalt. Als-
dann konstruiert man sehr sicher, ohne erhebliche wirtschaftliche Nach-

teile mit in Kauf nehmen zu miissen.

c) Zahlenbeispiele fiir Knickberechnung.
1. Eine aus einem ] (St. 37) gebildete Stiitze habe eine Achslast = 56 t auf
Druck zu tragen; I ==s, = 3,60 m; iy, = ¢, = 3,43 cm; F = 147 cm® Gesucht
wird die beim Knicken auftretende Spannung. Aus der Zusammenstellung auf

350
S.79 ergibt sich fir :i.ﬁ 343 =rd. 100; w = 2,36, und somit
oP  2,36-56 . .
Y B VT R rd. 0,9 t/cm? = 900 kg/om?.

2. Ein Stab eines Fachwerks wird durch 2 Winkeleisen 90-90.9in — [~ -Form
gebildet; F = 31 cm?; ipy, = 2,74 cm; ! = s, = 405 cm ; P = 4000 kg. Demgema ist

P
zunéchst die reine Druckspannung o = — F= 11%)9 = rd. — 1290 kg/em?, also
als erlaubt zu bezeichnen. Gesucht wird die auftretende Knickspannung.
405
Aus den voranstehenden Angaben folgt: A = -+ = 148, also nahe der Grenze

2,74
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von 150, die das Schlankheitsverhiltnis nicht iiberschreiten soll. Aus der Tabelle
auf 8. 79 folgt: fiir A = 140; » = 4,64 und fir 1 = 150; w = 5,32, d. h. eine

Steigerung auf 10 Einheiten von 0,68, also auf % von 0,68 TSG = 0,564 und so-
mit erhidlt o fiir A = 148 den Wert: 4,64 + 54 = 5,18. Demgemafl wird:

5 @P _ 5184000
TF T3l

Sind beide |_ nicht miteinander verbunden, so soll im allgemeinen die freie Lénge
jedes Stabteiles sich nach dem MaBe 7 == 30 4y, richten. Fiir das einzelne
Winkeleisen 90 « 90 - 9 ist iy, = 1,76 m, mithin miissen beide Winkel je auf
eine Linge von 30.1,76 = 52,8 cm miteinander verbunden werden, d. h.
auf der Gesamtstablinge von 465 cm wéren rd. 7 Bindebleche notwendig, deren
jedes zur Vermeidung einer Drehbewegung der Einzelteile in ihren AnschluSpunkten
mit je 2 Nieten anzuschlieBen wire. Kann man eine derartig enge Bindung
nicht ausfithren, so wire die erlaubte Knicklinge nach dem w-Verfahren zu be-
stimmen. Hierbei soll angenommen werden, da8 eine Stabhilfte bis 70 vH der

P
mittigen Last P, d.h. = 0,7 - 4000 = 2800 kg = Pl tragen habe. Fir den |_
90-90-9 mit F = 15,5 cm? ist 45, = 1,76. Aus der Beziehung:

P o 1400-155
n O = TTag(0

d. h. es ergibt sich' ein Wert héher als in den Tabellen, so dal hier mit einem
zuléssigen Héchstverhiltnisse von 150 gerechnet werden darf. Somit wére eine
freie Lange von 150-1,76 = 2,64 cm erfordert, d. h. es brauchte hiernach der Stab
nur einmal in der Mitte durch eine Einlageplatte gehalten zu werden. Will man
die Sicherheit weiter erhéhen, so kdnnte man naturgemifB
auch eine engere Teilung wihlen, also den Stab etwa in
3—4 Teilstellen vernieten. Die Rechnung laBt zugleich er-
kennen, wie ungiinstig die Bestimmung I < 30 ¢ ist.

3. Eine Stiitze mit 18 t belastet, besteht aus 2 [ -Eisen
Normalprofil 20 mit je J,=1911cm?*, J, =148cm* und
F =2-32,2cm?. Gesucht wird der Mindestabstand beider
Profile entsprechend der Forderung, daf das J des Ge-
samstabes in bezug auf die materialfreie Achse (y — y) groBer
sein soll als beziiglich der Materialachse. Wird fiir den Ab-
stand der Achse g, von y-—y in Abb. 105 das MaB ¢ eingefiihrt, so folgt
aus der voranstehenden Forderung die Beziehung: 2 J, = 2.1911 = 3822 = J,
= 2 (148 - 32,2.1?). Hieraus errechnet sich ¢t = 12,8 cm. Da entsprechend der
Schwerpunktslage des einzelnen [-Eisens e¢; = 2,01 cm ist, so wird der lichte
Abstand beider Profile e > 2 (12,8 —2,01) = 21,6 cm. Gewahlt wird ¢ = 24 cm.
Die in der Stiitze beim Knicken auftretende Spannung wird bei einer Léinge
= 4,80 m = 480 cm, also bei

= 670 kg/cm? .

=175,

w =

Abb. 105.

480 480')
A= T == —;7'34? = I‘d. 62

1) Hier ist es gleichgiiltig, ob man %, oder ¢, wahlt, weil J, = J, ist; es er-

gibt sich
,_]/2J,_]/3822’ l/J, o
i=l) "=V 6 = F~—gg]60-7,74.
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und demgemifl w = 1,29:
_1,29-18000
°T e

Verbindet man beide [ -Eisen in der Entfernung von je 80¢ = 30.2,14 =
rd. 64 cm durch Bindebleche von je 1 cm Stirke und 12 cm Héhe, so wiirde die Quer-
kraft, welche eine derartige Verbindung beansprucht — nach S.84 — zu rd.
2 vH der Last des Gesamtstabes, d.h.zu 0,02.18000 kg = 360 kg einzu-
schitzen sein. Aus der Querkraft wire dann weiterhin, wie im Abschnitte
itber Schubspannungen und Schubkrifte gezeigt wird, die Schubkraft und aus
ihr die Biegungsbelastung des Verbindungsbleches und ihrer aus je 2 Nieten zu
bewirkenden AnschluBverbindung abzuleiten.

4. Mit Hilfe der auf S. 80 gegebenen Formeln zur vorlaufigen Querschnitts-
bestimmung soll der Stabquerschnitt eines auf Knickung beanspruchten I-Eisens
gefunden und dann nach dem -Verfahren nachgepriift werden. Gegeben sei
P =56,0t; s, =2,50m. Aus der Tabelle S. 81 folgt fiir das I-Eisen der Profil-
wert k£ = 10, und mithin ergibt sich:

= 365 kg/cm?.

P 6
Foy =14+ 0571 ksl Fog = —15—4 + 0,577-10,0-2,5% = 76 cm?.

Wird ein I-Eisen Normalprofil 32 mit F = 77,8 cm?, iy = 4, = 2,67 cm
gewihlt, so ergibt die Nachrechnung:
250

l:mg 94, also < 150; w = 2,08.
56-2,08
— 2 — 2
B rd. 1500 kg/em?,
also > 1400 kg/cm?, d. h. es muf ein héheres Profil gewidhlt werden. Fiir I-Nor-

. . 2
malprofil 34 ergibt sich: iy, =1, =2,80cm; F = 86,8cm? 1= % ~90;
o =1,88. ’

_ 1,88:56
- 86,8

5. Eine ringférmige gufleiserne Séule von 4,00 m Lénge hat eine Last von 60 t
zu tragen. Gesucht wird ihr Querschnitt. Es ist
Jat = 6Ps; = 6:60-4,0% = 5760 cm? .

Es reicht ein ringférmiger Querschnitt aus von 22 cm #uBerem Durchmesser und
1,8 cm Wandstirke; bei ihm ist J = 5871 > 5760 cm?.

6. Die Tragfihigkeit einer guBeisernen Siule von 5,00 m Linge und einem
Ringquerschnitt mit dem &uBeren Durchmesser = 28,0 cm (=D) und einer
Wandstirke von 20 mm soll berechnet werden. Fiir diesen Querschnitt wird

3,14

=rd. 1215 kg/cm? < 1400 kg/cm?.

J = % (D*—d?) — ﬁ_(28’04_ 24,0%) = 13881 em? und F = 163,3 cm?.
Es ergibt sich aus
13881
Jeg = 13881 = 6Pst = 6-P.25; P = 6.95 = rd. 92,5 t.

Auf reinen Druck kann die Saule etwas mehr tragen:
P,=163,3.0,6 =rd. 98 t.
7. Eine mit quadratischem Querschnitte von 24 cm Seite (= a) ausgestattete
Holzsiule (Nadelholz) trigt mittig die Last P =20 t. Ihre Linge betragt
s, = 425 cm. Gesucht wird die auftretende Spannung.



88 Die Grundziige der Festigkeitslehre.

Es ist
J 244 . S 425
= = = M = M —_ = = H =
=7 12.942 48; 1= 6,93 cm; i 6,03 6l; =190
nach Tabelle S.82 und somit
1,90-20
o="ppn L © 65,5 kg/em? < = 80 kg/em? <o

8. Der in Abb. 106 dargestellte holzerne Druckstab hat eine mittige Achslast
=20t zu tragen. s, =3,60m. Es wird gema8 S.85 zunichst der Nachweis,
daB J, > 1,1 J,ist, und weiterhin die auftretende
[y Iy Knickspannung verlangt.
!
/ <775} / T ; 20.9243
Y =
A" /—%x e 12

e Es ergibt sich aus Abb. 106:
¢ 24.103
. l =2 ( -+ 24.10- 102) 2 (2000 4 24000) = 52000,

== 23040 cm*; J, = 2(J, -+ F-e?)

%o | 4 also erheblich gréfer als J,. Weiterhin ist 4= S

b
Abb. 106. (vel. §. 85);

6!
A= 360 _ 360 =15; o = 1,14 (fiir Nadelholz) und somit

b 24
1,14.20000
o= 480 = 47,5 kg/cm? .,

Rechnet man die Knicksicherheit des einzelnen Stabteiles nach mit
8 360 P

2 =10 =36, w =142, Pk=-2—=10t,

F=24.10 = 240 cm?,
so wird hierfiir:
1,42-10000
240
9. Eine quadratische Verbundsa,ule mit 30-30 cm? Querschnitt hat eine

Lange s, = 6,00 m; hieraus folgt (;2)0 = 20, d. h. > 15 und somit die Not-

wendigkeit, die Knickgefahr der Stutze zu beriicksichtigen. Diese sei mit 4 Rund-
eisen von je 20 mm Durchmesser bewehrt. Fe = 4-3,14 = 12,56 cm?2. Ohne Knicken
tragt die Saule (vgl. 8.73):

P =g, (F,+ nF,) =35(30-30 4 15-.12,56) = 35-1088 L 38000 kg = rd. 38 .

Nach der Tabelle auf S.84 entspricht einem A-Werte =20 ein w-Wert = 1,25,
d. h. hier ist:

g = = 1d. 59 kg/em? < 80 kg/cm?.

38
zu1=f2—5=rd. 30 t.

P
Als Probe dient die Gleichung: “ < osu.
i

1,25-30000 _ 37500
(900 + 15-12,56) 1088
Wire die vorerwihnte Saule 7,50 m lang, so wire:

©Pm=238t; P

= 34,4 < 35,0 kg/em? < ozm .

& 150 . . 38
7 =30 =2 @=175 Pu=132
P i) ° ]-:
Probe: el 1,75-21,7 = 38000 = 34,8 < 35 kg/em?2 < gzu .

F, 1088 1088
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10. Soll die Saule bei s, = 6,00 m auch beim Knickvorgange eine Last
= 38 t mittig tragen, so bestimmt man den Wert F; als Unbekannte.

P 1,25-38
-FT—O'zu], Fi——35.
F,= 1,25 ';?9 = 1d. 1340 cm?.

Behilt man wegen des der Rechnung zugrunde liegenden Wertes a = 30 cm
einen entsprechenden quadratischen Querschnitt bei, so wird: nFe =F,—F,
44
= 1340 — 900 = 440 cm?, Fe = T59
Stiitze mit 4 Eisen vom Durchmesser 3,1 cm (Fe = 30,19 cm?) bewehren.” Alsdann
stellt sich das Prozentverhéltnis von Eisen zu Beton zu 3,26 vH. Hierdurch wird
allerdings etwas die im allgemeinen nur zu 3 vH gestattete BewehrungsgroBe
iberschritten. Will man dies nicht zulassen, so ist @ zu vergréfern, dann

= 29,4 cm?. Man koénnte demgemifl die

. . $, s .
dndert sich allerdings auch der Wert -éi und mit ihm . Nimmt man versuchs-

weise @ = 34 ¢cm an, so wird L. @Q =178 und w =rd. 1,14; F, = M
a 34 i 35

= 1240 cm?; da F, = 34% = 1156 cm? ist, so wird nFe = F, — 1156 =
4
1240 — 1156 = 84 cm?, F, = % =rd. 5,6 cm2. Gewihlt werden mit Riicksicht

darauf, daB die Bewehrung mehr als 0,8 vH des Betonquerschnittes betragen
soll, 4 Eisen von 1,8 cm Durchmesser (Fe = 10,18 cm?2, Prozentgehalt = 0,88).

4. Die reine Biegungsfestigkeit und die reinen
Biegungsspannungen,

Der Querschnitt sei nur durch ein Biegungsmoment auf reine
Biegung, also nicht zudem durch eine Achsenkraft belastet. Eine
reine Biegungsbeanspruchung liegt z. B. bei prismatischen Kérpern, wie
Triagern u. dgl., vor, die in einer Ebene, die den Querschnitt zentrisch
schneidet, durch i.d.R. zur Stabachse senkrecht gerichtete Lasten
verbogen werden. Legt man durch die Krafte eine Ebene, so fithrt diese
den Namen der Kraftebene. Da hier die Kraftebene durch den
Schwerpunkt des Querschnitts gehen soll, so kann sie (bei den iiblichen
Belastungsfillen und normaler Trageranordnung) den Querschnitt in
Symmetrie-, also Hauptachsen schneiden, u. U. aber auch schriag zu
letzteren liegen. Der erste Fall sei bei den nachfolgenden Betrachtungen
zunéchst zugrunde gelegt.

a) Die Kraftebene schneidet den Querschnitt in einer
Hauptachse.

Wie bereits auf S. 60 hervorgehoben wurde, entspricht einer axialen
Verbiegung des Balkens (einer Sdule usw.) das Auftreten von Druck-
bzw. Zugspannungen im Querschnitt mit ihren GrofStwerten an den
auBersten Randfasern des Querschnittes.
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Sind in Abb. 107 die beiden, nahe aneinanderliegenden Quer-
schnitte ab und cd vor Eintritt der Biegung parallel, um nach ihr in
die Stellung a’d’, ¢'d’ zu gelangen, so ist die gesamte Forménderung
auf die Léinge 4  in der obersten Faser auf Druck aa’ und dd’, und
ebenso auf Zug bb’ und c¢’. Stellt man die Formanderungen durch ein-
fache Aneinanderreihung in einem Diagramm, d. h. in der Figur dmcgf
zusammen, so ergeben sich hierbei — unter der Voraussetzung,
dafl die Querschnitte auch nach der Biegung eben ver-
bleiben, zwei Forménderungsdreiecke, die einen gemeinsamen Spitzen-
punkt in m haben. Bis zu diesem Punkte nehmen von oben aus gerech-
net die Formanderungen und die von ihnen hervorgerufenen inneren
Querschnittsspannungen ab, um alsdann von m aus nach unten inner-
halb der Zugzone wieder zu wachsen. m ist somit ein Punkt, in dem

Abb. 107,

die Druck- in die Zugforménderungsfliche iibergeht, in dem also weder
eine Verdriickung noch eine Zugwirkung vorliegt, also keine Form-
anderung und keine innere Spannung auftritt. Aus dem Eben-
bleiben der Querschnitte folgt weiter, daf der durch die Biegung ge-
drehte Querschnitt den urspriinglichen in einer Geraden schneidet, von
der m ein Punkt ist, dafl also Nullspannungen auf einer Geraden auf-
treten, die den Querschnitt schneidet — N N in Abb. 107b. Diese Ge-
rade wird als Nullinie bezeichnet, die Faser, in der die Nullspannung
auftritt, als neutrale Faser benannt.

Bezeichnet man den Abstand der am meisten beanspruchten, stirkst
gedriickten bzw. gezogenen Randfasern von der Nullinie mit e, bzw. e,,
nimmt man ferner an, daf hier Biegungsspannungen = ¢, bzw. ¢, auf
Druck und Zug auftreten und bezeichnet man die gleichen Funktionen
fiir eine beliebige Faser (¢v in Abb. 107a) mit y bzw. ¢, so ergibt sich
nach dem Hookschen Gesetz:

o _o . df _ o
dc  E’ dxz E°

Durch Division beider Gleichungen folgt, unter der weiteren Vor-
aussetzung, daB es sich um ein iberall gleich elastisches Material han-



Biegungsfestigkeit. 91

delt, bei dem E in der Zug- und in der Druckzone denselben Wert hat:

i_v _ G

df  ag’
Da ferner:

w_y

af e
ist, so ist zugleich:

9 _9

oa e’

d.h. es verhalten sich die auftretenden Spannungen wie
die Abstidnde ihrer zugehoérenden Fasern von der Null-
linie.

Demgemal zeigt auch das Diagramm der auftretenden
Spannungen (Abb.107¢) einen geradlinigen Verlauf, ent-
sprechend dem Verlauf des Forménderungsdiagrammes.
Dem Nullpunkt im letzteren entspricht auch eine Nullspannung im

Spannungsdiagramm.
Zugleich folgt aus der Beziehung:
_q_ = l ’ = Gd 'y— ’
PR e

d. h. ein konstanter Wert, solange alle in Frage gezogenen Querschnitts-
fasern den konstanten Abstand y von der Nullinie aus haben, d. h. in
den einzelnen Faserschichten parallel zur Nullinie herrscht

stets eine konstante Biegungsspannung.
Denkt man sich den Querschnitt in lauter kleine Flichenteilchen

von der GroBe f,f,... in der Druck- bzw. f,f, . .. in der Zugzone zer-
teilt, in denen Spannungen ¢,0, . . . bzw. 0,0, . . . auftreten, so bedingt
der Zustand des Gleichgewichts, daB sich die gesamten inneren Druck-
und inneren Zugkrifte gegenseitig ausgleichen, d. h. daB:

S 1oy + fa0sr— Shidy + fudy =0
oder allgemein:
2fo=0
ist. Da fiir jedes — beliebige — ¢ die Gleichung gilt: 6:0, = y: ¢,
bzw. ¥ : e,, also allgemein = y: ¢, so geht die obige Beziehung in die
Form iiber:

Sto=3t%=0,

9L Sfy=0.

Da 0, und e bestimmte feste GréBen sind, die im vorliegenden Falle
nicht = 0 sein konnen, so muB Y fy =0 sein. Da 3 fy das statische
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Moment der Fliche auf die Nullinie darstellt, so muBB diese mit einer
Schwerachse des Querschnitts zusammenfallen, da nur fiir eine solche
die Beziehung: 3 fy=0 zutrifft. Es geht mithin bei reiner Bie-
gung und bei homogenem, gleich elastischem Material die
neutrale Achse durch den Schwerpunkt. Ist der Querschnitt zur
Schnittlinie mit der Kraftebene symmetrisch und erstere also — wie
vorausgesetzt — eine Hauptachse, so besagt ferner > fy =0, dal als-
dann die Nullinie bei reiner Biegung mit der anderen Schwer-
achse, d.h. der zweiten Hauptachse zusammenfillt und somit senk-
recht auf der Schnittlinie mit der Kraftebene steht.

Im Zustande des Gleichgewichts muB das Moment der &uBeren
Krifte, das mit M bezeichnet sei und dessen GréBe nach den Gesetzen
der Statik ermittelt wird, dem Moment der inneren Krafte gleich
sein. Bezieht man letzteres auf die Nullinie, so ist zu beachten, daf
auf einer Seite von ihr innere Druckkrifte, auf der anderen innere
Zugkrifte angreifen, die also mit entgegengesetzten Richtungen ein-
zufiithren sind, aber um die Nullinie in demselben Sinne drehen.

Bezeichnet man — wie vorstehend — die einzelnen Flichenteilchen
in der Druckzone (Abb. 107b), also oberhalb der Nullinie, mit f,f, ...,
ihre Abstinde von NN mit %,¥, ..., ihre Spannungen mit o,0,. ..
und fithrt man ebenso in der Zugzone die Bezeichnungen f; f; ..., % %5 - - -»
0,0, ... ein, so ergibt sich aus den obigen Uberlegungen:

M =109+ 12009+ -+ 10191+ fa01 92+
Aus dem vorbewiesenen Gesetze, daBl unter den hier gemachten An-

nahmen die Spannungen proportional ihren Absténden von der Nullinie
sind, ergibt sich:

Oalr __0aY2
1 > O.2_ )
€ €114
;0. Yk ;0. Y
0y = e, O = e .
2 2

Fiihrt man diese Werte in die vorstehende Gleichung ein, so wird:
o o s 49 Oy ’ r
M=f1?/%e—d+fz?/§7:+ . '+f1y12 e +fo 22 €
Zfzﬁ 21y _

2 €1 €

+o,

Hierin bedeutet J, das Tragheitsmoment des gedriickten Quer-
schnittsteils bezogen auf die Nullinie und ebenso J, das der Zugzone
auf dieselbe Achse. Wird ¢4, wie es bei vielen der vorliegenden Kon-
struktionsmaterialien (FluBstahl usw.) der Fall ist, =0, = o gesetzt,
so ergibt sich fiirelastisch gleichartige,homogene Querschnitte
also bei Zugrundelegung nur eines ¢g-Randspannungs-Wertes:

o (4 %),
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Bei verschiedenen Werten von ¢, und ¢, kann zur Ermittlung
einer der Spannungen das Verhiltnis zwischen beiden herangezogen
werden. Liegt also z. B. ein gufeiserner, auf Biegung belasteter Trag-
korper vor, bei dem die zuldssige Druckspannung zu 600, die Zug-
spannung zu 300 kg/em? zugelassen ist, so wird:

c
o,=20,, az=7"
und somit in obiger Gleichung:
_ J_o_ os Jo (Jo )

(a) M=o, o T2 ¢ Cd +2ez
bzw.:

, o Jo Jo_ <2Jo J6>
(a’) M—2Gzel 0, e, =0, T'*‘?z .

Aus der Bedingung:
0, %Gd

folgt weiter, da:

o, & 1
ist, e; = 2 ¢,1), d. h. die Schwerachse und damit der Schwerpunkt des
betreffenden Querschnitts liegt bei einer, richtiger Materialausniitzung
entsprechenden, Querschnittsform um zwei Teile von der Druckkante,
um einen Teil von der Zugkante entfernt, also in zwei Drittel der
Querschnittshohe.
Da bei gleich elastischem Material
6: __ 0,
o e
ist, so kann die allgemeine Gleichung (a) auch in der Form geschrieben
werden:

M =000y 7 Ty = Tyt T) = 2 (o o) = T =2
€ € e ey
Me
(b) Og=— T L ’
Me
() =+—.
1) Diese Beziehung folgt auch, da
% _ o
e, e

ist, unmittelbar aus der oben entwickelten allgemeinen Gleichung:

M—"d Jo + J'—1<J0+Js>,

M——(J +J)—v(Jo+Jo),

e = 262
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Hierbei ist J das Gesamttrigheitsmoment des Querschnitts
auf seine Null- (Schwer-) Linie (I I in Abb. 107).

DaB diese Addition J, 4 J'0 = J richtig, erkennt man daran, daf}
Jound J; je auf die Nullinie fiir sich bezogen sind, also der Form 3 fy?
entsprechen, und derselben Beziehung auch durch J geniigt wird, da
sich dieses auf die Querschnittsflachen sowohl an der einen als auch an
der anderen Seite der Nullinie erstreckt. Beispielsweise ergibt sich bei
einem Rechtecksquerschnitt mit der Breite b und der Héhe h:

, bh3 bh3
Jo=—3—=Jo=g 3=
somit ist:
, o bh3 _ Dh®
J1+J0~—2?4———1§,

ein Wert, der fiir den zusammenhdngenden Rechteckquerschnitt,
bezogen auf seine Schwerachse, auch tatsichlich als richtig auf S.43
nachgewiesen wurde.

Ist bei homogenen, gleichartig elastisch wirkendem
Baustoff ¢;=0,=0¢ und bei einem zur Schwerachse sym-
metrischen Querschnitte ¢, = ¢, = ¢, so wird:

() o=4 2C,

. n. I I .
Die GroBe —-, d.h. das Trigheitsmoment, bezogen auf seine zur

Schnittlinie mit der Kraftebene zugeordnete Haupt- (Schwer-) Achse,
geteilt durch den duBersten Faserabstand, pflegt man das Widerstands-
moment des Querschnitts zu nennen und mit W zu bezeichnen. Diesem
W wird i. d. R. noch ein Index anzufiigen sein, um zu bezeichnen, auf
welche Achse W — ebenso wie das zugehdrende J — sich bezieht, bzw.
— bei verschiedenen e-Werten — welcher von ihnen in Frage kommt. Fiir:

die Achse I I in Abb. 107 ist W, fir % einzufiihren.
1
Fiir den einfachen rechteckigen Qerschnitt ergibt sich z. B.:

bh® _ bh? hb®  bh?
T BT
2 2

fir den Kreisquerschnitt wird W — gleich gro8 fir jede Durch-

messerlage :
W rim _ r3n__ di=m
T 4r 4 32

und ebenso fiir den Ringquerschnitt mit den Durchmessern D und d:
Dt — g
7

W==35
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Sind die beiden Werte ¢; und e, verschieden (also bei homogenen

Baustoffen zugleich auch J, und Jé), 80 ist zu rechnen mit:
M=o,W 40, W,

worin

W/ — ﬁ WI/= ‘o
. e’ €
ist.

Fiir das Triagheitsmoment des Gesamtquerschnitts = J gehen diese
Beziehungen in die Form tiber:

. My, M
@ se=— ==
, Me M
(d’) 0‘z=+—j_2=+ﬂ,

wobei, wie ausdriicklich hervorgehoben sei, sich beide WerteW- (W,
und W;) auf dieselbe Biegeachse beziehen. Wird die auftretende groBte
Spannung gesucht, so ist selbstversténdlich der kleinere der W-Werte
der Rechnung zugrunde zu legen.

Uber die Anwendung dieser Gleichungen ist das Zahlenbeispiel
unter 9. auf S.110 und 111 zu vergleichen.

Fir homogenes Material und zur Biegeachse symmetrischen
Querschnitt wird:

(e) 6=+3, M=cW,

das Hauptgesetz der axialen — reinen — Biegungsspan-
nung, giltig fiir die Randspannung in der Zug- (4) bzw. Druck-
zone (—).

Wird bei gegebenem Moment der duBleren Krifte und bekannter,
zulissiger Spannung (¢) der Querschnitt gesucht, so folgt seine

Gréfle aus: o

W==—,
o

Bei richtiger wirtschaftlicher Materialausnutzung werden die zu-
léissige Spannung und die Randspannung gleichbedeutend sein.

Will man die Spannungo, in einer beliebigen Querschnitts-
faser im Abstande von y von der Nullinie berechnen, so ist das Ver-

hiltnis % in Gleichung (c) nur zu ersetzen durch %;L , da:
oy Yy =a:e.

Alsdann wird unter Einfithrung der nunmehr in Frage kommenden
Werte: J = J;:
e 1. i M-y
() M—o'yg, Oy =+ A
giltig fiir jede beliebige Querschnittsfaser. Hierbei soll das
=--Zeichen unterscheiden, ob die Faser in der Zug- oder Druckzone liegt.
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b) Die Kraftebene geht durch den Querschnittsschwerpunkt,
schneidet den Querschnitt aber nicht in einer Hauptachse.

Ist der Querschnitt beiderseits symmetrisch, sind also die Schwer-
achsen auch die Hauptachsen, so wird man bei einer zu den Achsen
schiefen Schnittlinie von Kraftebene und Querschnitt am einfachsten
die bei einer axialen Biegung auftretenden gréBten Spannungen da-
durch finden, daBl man das Moment M, (Abb.108) in zwei Seiten-
momente nach Richtung der Schwerachsen zerlegt: M, = M, sin«,
M,= M, cosa und die je von diesen Seitenmomenten bestimmten
Spannungen nach der Grundgleichung:

M M-e

TwWTTT
ermittelt. Hierbei ist naturgemé&B bald die eine, bald die andere Schwer-
achse fir J und ¢ maBgebend, wobei bei symmetrischem Querschnitt
darauf zu achten ist, dafl die zur Schnittlinie
\%\n__EL._ von Querschnittund Kraftebene zugehérende
Nullinie auf dieser Schnittlinie senk-
recht steht. Demgemil gehoéren zur Mo-
menteneinwirkung M, in Abb. 108 die Achse
I-I als Biegeachse und somit die Werte: J,,

W,und e = wahrend fiir M, die Achse

o o] g
S

Sl

1111, Jy, W, und e :%— in Frage kommen?).
Demgemif wird, wenn man die Spannung
infolge des Momentes M, mit ¢,, die durch M,
Abb. 108, mit o, bezeichnet, zunichst ohne Bestimmung
des Vorzeichens fiir einen beliebigen Quer-

schnittspunkt mit den Abstéinden y und x:

al—l—n—ly O,=—7x
Jl bl 2 Jz 3
bzw. fiir die von der Achse I-I bzw. II-II am meisten entfernten Rand-
(Eck-) Punkte: 5 b
y=6=§', 113:6'—"?
rooM,
0 =4@E:MI?=_TE=_1
S A A A A
)
b M,
L T A
R A e T A
2

1) Da hier fiir beide Achsen je e; = e, ist, ist der Wert allgemein mit e be-
zeichnet.
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Hat, wie bereits bei dem vorliegenden, beiderseits symmetrischen
Querschnitt vorausgesetzt, dieser Randpunkte, die am weitesten von
beiden Hauptachsen entfernt sind, so ist die GréBtspannung, die
hier auftritt:

1Y MZ_L< E’L)
G_GmaX_Wl_}_—u]—z—Wl Ml—l_MAWz .

Diese Gleichung gilt im besonderen fiir alle Querschnitte, die auf
der Form des Rechtecks sich aufbauen und Endpunkte mit den vor-
genannten Eigenschaften haben, also fiir die Rechtecke, I- und[_ - Quer-

schnitte. Bei diesen kann auch fiir das Verhiltnis von %— zum min-
2

desten fiir eine Versuchsrechnung zur Querschnittsermittlung — eine
konstante GroBe eingefithrt werden = ¢, so daf sich ergibt:

1
G=W‘;(M1+CM2),

My + My
ot

W,=

Diese Beziehung hat im besonderen Bedeutung zur angendherten bzw.
versuchsweisen Bestimmung des erforderlichen Querschnittsl).

Die Auffindung des gefahrlichén, meist gedriickten bzw. meist ge-
zogenen Randpunktes ist ohne Schwierigkeit, wenn man sich die bie-
gende Wirkung der Momente M, und M, je vergegenwirtigt. Diese
gefahrlichsten Punkte liegen immer nahe der Schnittlinie der Kraft-
ebene des Momentes M, mit dem Querschnitte (vgl. Abb. 108).

Hat der Querschnitt keine Symmetrieachsen, so wird man nach
der auf S.38—41 gezeigten Berechnungsart zunichst die Hauptachsen

bestimmen, nach ihnen das Moment M, zerlegen und alsdann nach der
. M M .

allgemeinen Gleichung ¢ = J_y bzw. = _J_x die auftretenden Span-

1

.. 2
nungen bestimmen und addieren. Uber den an und fiir sich einfachen,
hier einzuschlagenden Rechnungsweg gibt das Beispiel auf S. 111—112

1) Eine solche Rechnung ist bei Hochbaukonstruktion in erster Linie fiir die
durch Wind bzw. senkrechte Belastung (je nach deren Lage zu den Achsen) schief-
winklig belasteten Pfettenquerschnitte aufzustellen. Hierbei kann fiir das Recht-
eck fiir ¢ eingefithrt werden:

_bh%6 __ h
T 6RDE T b’

also eine Verhiltniszahl, in der die Hauptabmessungen stehen, wihrend fiir die
hier in Frage kommenden mittleren Normalprofile der [-Eisen ¢ = 6, fiir die
I-Eisen ¢ = 8 zu rechnen ist. Naturgemif ist alsdann das gewihlte Profil unter
Einfithrung der — in der Tabelle der Normalprofile enthaltenen — wirklichen

c

W ,
Werte ¢ = W—l nachzupriifen. In der Regel ergibt sich hierbei aber nur selten
2
eine durch die Verschiedenheit der c-Werte bedingte Querschnittsabidnderung.

Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 7
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Auskunft. Hier sind die Spannungen ermittelt, welche in einem aus
Stehblech und zwei TJ-Eisen in Form eines Z zusammengesetzten Quer-
schnitte durch schiefe Biegungsbelastung auftreten.

¢) Die Verbiegung und Ermittelung der reinen Biegungs-
spannungen bei Eisenbetonquerschnitten.

Hier ist es meist iiblich — wie bereits bei Ermittlung der Tragheits-
momente der Verbundquerschnitte hervorgehoben wurde — in der
Zugzone der Querschnitte die Betonzugspannungen nicht in Rechnung
zu stellen, sondern sie hier den Eiseneinlagen zuzuweisen. Diese
werden in bezug auf ihre Spannungsaufnahme auch hier mit dem

n = 15fachen ihrer Querschnittsfliche eingefiihrt, entsprechend dem

Verhiltnisse der Elastizitatszahl von Eisen zu Beton: n = %

2100000 '
140000
Rechtecksquerschnitte und Plattenbalkenquerschnitte. IThre Beweh-

rung kann (normal!) eine einfache, d. h. nur in der Zugzone, bzw. eine
doppelte in der Druck- und Zugzone sein. Im besonderen wird nach-
stehend nur auf den einfachen Rechtecksquerschnitt eingegangen, weil
hier nur grundsdtzlich die Biegungsbelastung nicht homogener Quer-
schnitte vorgefiihrt werden soll, die eingehende Behandlung derartgier
Fragen, namentlich auch in bezug auf das Verbundkonstruktionselement
des Plattenbalkens, in das Sondergebiet der Theorie des Eisenbetonbaus
gehort.

=15. Zu unterscheiden sind fiir die einfache Biegung

o) Die Biegungsspannung im Rechtecksquerschnitt ohne
Beriicksichtigung der Betonzugspannungen.

Sind Abb. 109 A B und CD zwei vor der Biegung nahe aneinander

gelegene, nach der Biegung aber zueinander geneigt liegende, ebene

Querschnitte, stellt CC’ die Zusammendriickung

A &l . " . ,

] = oy, DD’ die Forménderung an der Zugseite, £ E
PG / die der unteren Eisenbewehrung dar = «,, ist ferner

- * der Abstand der Nullinie von der oberen Druck-

y kante x, und von der Schwerachse des Eisens y,
die gréfite Druckspannung im Beton ¢,, die Zug-

’
£ spannung im Eisen — als konstant anzunehmen —
8 27 . E oL
Abb. 109. =g,, weiter n = Ef = 15, so ergibt sich zunéchst
b
nach dem Hookschen Gesetze:
=0 — %
Xy F7A X z,

und aus der Abb. 109:
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hieraus folgt:

W _ % _0 E,_ o
o, y —60 Eb— ac
und somit:
Ge X 1 X
0p ny 1%y
e =N 0p — = 1D 0p =
o, 0 : 156, =,

das Hauptgesetz der auf reine Biegung beanspruchten Verbundquer-
schnitte. Ist auch in der Druckzone eine obere Bewehrung vorhanden,
so wird in gleicher Weise fiir die hier auftretende Spannung o:

6é=n(fb—:;’;,.

wenn y  den Abstand dieser Bewehrung von der Nullinie darstellt

1. Die Biegungsspannungen im doppelt und einfach be-
wehrten Rechtecksquerschnitte.

Der Querschnitt sei durch ein + M beansprucht, seine Unterseite
also gezogen, die Oberseite gedriickt. Die Querschnittsabmessungen

A
74 % Y4
—— 2 o8, KT 7
’ { R Z% i
A S R A J(_ /4 4
7 _} / 71.s
p J_ W
Ee
n

Abb. 110. b

L

und alle wichtigen Bezeichnungen sind aus der Abb.110a,b zu ent-
nehmen.

Aus der Forderung, dafl im Gleichgewichtszustande die Summe der
inneren Krifte = 0 sein muB, folgt:

b ! 7
(a) S(Dy+D,)=2,=0,%5 +F,0,=F,o0,,
oder:
(a') oy %b +F,0,—F,0,=

Ferner ergibt sich aus der Gleichheit der Momente der inneren und
duBeren Krafte, und zwar in bezug auf die Nullinie als Achse:

2 r g b 2 ’ 7 s
(b) M=Db'_3_x+De'y +Zey=6b%'_3_x+-pe6ey +F.0,.y.

i
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Endlich liefert das vorstehend entwickelte Hauptgesetz die beiden
letzten Beziehungsgleichungen:

S

(c) O, =0p" 1
und

¢ g

(d) Op =0pn= -

Werden die beiden Werte ¢, und o, in Gleichung (a’) eingesetzt, so
ergibt sich:

(e) 1-- xb—l—Fcbn Fabny =0,

() %xzb—{—n(F;y'——Fey)=§x2b+nFéy’——nFey=0.

Diese Gleichung stellt die bekannte Beziehung dar, daBl die Summe
der statischen Momente der einzelnen wirksamen Flichenteile in bezug
auf die Nullinie = 0 ist. Der erste Summand ist das statische Moment
der gedriickten Betonquerschnittsfliche, der zweite des mit n erweiter-
ten oberen Eisenquerschnittes, also gewissermafen eines elastisch gleich-
wertigen, in Beton umgerechneten Querschnittes, und das dritte Glied
endlich das Moment der gezogenen Bewehrung bei der gleichen Um-
wandlung von ¥,. Gleichung (f) hitte also auch ohne weitere Rech-
nung angeschrieben werden koénnen.

Setzt man in (f) fiir " und y ihre Werte nach Abb. 110a, b ein, also:

vV=x—h;, y=h—2x
(worin h die nutzbare Querschnittshche = d — A" ist), so geht (f)
iber in:

(g Lo+ nF,(x—b')—nF,(h—2x)=0.
Lost man hieraus z aus, so wird:
F,+F,) 1/n*F,+F, ,
em T R 2 p,

eine Gleichung, die die Unbekannte x, mit ihr also die Lage der Null-
linie, liefert.

Setzt man in gleicher Weise die Werte ¢, und ¢, aus Gleichung (c)
und (d) in Gleichung (b) ein, so WiI‘d‘

M—-—x%ab—l—F o, "y a,,ny

__6"< “23b+nF,y:+nF, y) U?Jnn'

Der Klammerausdruck enthélt (vgl. S.50 u.51) das Trigheitsmoment
des wirksamen Verbundquerschnittes, das Verbundtrigheitsmoment, in
bezug auf die Nullinie, wobei wiederum die Eisenquerschnitte durch
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gleich elastische Betonquerschnitte (n-F, bzw. n-F,) ersetzt sind?).
Hieraus folgt die fiir homogene Querschnitte vorstehend schon gefundene
Biegungsbeziehung, in der allerdings J, ,, seine besondere Bedeutung hat:
AL
b Jﬂ n ’

Ist o, gefunden, so sind, da auch alle 2- und y-Werte bekannt sind,
die Eisenspannungen ¢, und ¢, aus den beiden Grundgleichungen (c)

und (d) abzuleiten:

/ y _ My

0'8=0'b-nx n- :j;;",
y My

O’eZGbnx'—-—nJ"”

Bei den voranstehenden Entwicklungen ist die im allgemeinen ge-
ringe Querschnittsverminderung der Betondruckzone durch
das hier liegende Eisen nicht in Rechnung gestellt. Will man das
tun, so ist daran zu denken, dafl an Stelle der Druckeiseneinlage nun
nicht mehr der »n-fache Querschnitt, wenn man das Eisen in Beton um-
wertet, sondern der (n — 1)-fache zu setzen ist, also an allen Stellen
der vorstehenden Berechnungen, wo es sich um n-F, handelt, an seiner
Stelle der Wert (n — 1) F, = 14 F, einzufiihren wire. Eine solche ge-
nauere Rechnung wird sich jedoch nur bei hohen Bewehrungszahlen
empfehlen.

2. Die Ermittlung der Spannungen bei einfacher Bewehrung

Ist die Eiseneinlage (Abb. 111a, b) eine einfache, also nur die
Zugzone bewehrt, so ergeben sich die entsprechenden Beziehungen
aus den voranstehenden Gleichungen, wenn in ihnen der Wert F, = 0
gesetzt wird.

Es ergibt sich:

222b—nF,y=0.

SN e
gt
b’<l/l+ﬁ“h—1>

Jnn=(§x3b+nFey2)-

lI

3

1) Hierbei sind allerdings, wie schon auf S. 50 hervorgehoben wurde, die
Trégheitsmomente der Eiseneinlagen auf ihre eigene Schwerachse nicht beriick-
sichtigt, da sie vernachlassigbar klein sind in bezug auf den Wert: nF/y’* bzw.
nF,y2.
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Mit diesem Werte wird:

M-z nMy
G=o ST

Fiihrt man den Hebelarm ,,2 der inneren Krifte = (h——;)
(Abb. 111a) ein, so liefert die Beziehung, daB das Moment der dulleren
Krifte gleich dem der inneren sein muB, die Gleichung:

M=D,2=12,2=0, ?029@—%):%&(%—%) .

% ) ke——> Hieraus folgt:
1 = 2 M
’— 1 ; a1 - )
7 + M
- e ya | 18 %= oy
it bt 7
e !
G Will man ent-

Abb. 111a und b. .
sprechende Glei-

chungen fiir den doppelt bewehrten Querschnitt aufstellen,
so muB z als Abstand zwischen den Kriften D, und D, einerseits, Z,
andererseits gesucht werden. Wird der Abstand 3/(D,+ D,) von der
Nullinie mit 7, bezeichnet, so ergibt sich z aus Abb.110 zu:

z=y+ny=h—2+1n.

d. h. sobald 7, bekannt ist, ist auch (nach Bestimmung von z) z ge-
funden. Fiir 7, gilt die Beziehung:

flo 2 (Dy + Do) = Dy} &+ Dy (x— k).
Hieraus folgt, da D, = x_gl -b und D, = F.g, ist:

sb 2

% -gx—f—Féo'é(x—h’)

Mo = :

%%;+Fw;
. . ’ x——ﬁ' .
Setzt man hierin ¢, = no, —— ein, so folgt:
X
bat x—h
Oy ‘gx‘ -+ noy z
No= —

Fl(z— W)

x—h’F,

z (4

b
(2 % + no,
und nach Kiirzung durch o,:

bxs ,
%—f—nﬁ'e’(ac—h)2
Mo =

>

2
L e



Biegungsfestigkeit. 103

woraus dann der vorgenannte z-Wert folgt; mit seiner Hilfe kann fiir
den doppelt bewehrten Querschnitt mithin die Gleichung auf-

gestellt werden:
oy

Fe'ae(h_x_l—no):M; Ho
u |

Fo(h—z4m)°

K

G, =

7/

Ye

Will man bei Ver-
bundsquerschnitten,die <
auf reine Biegung be- ~——
lastet sind, die Nullinie A

. . N 4
zeichnerisch finden und 2 5

6
d iterhin aus d \ 7
ann welterhin aus der > }/ /’z 4.3 :
[
/e
ad

an

graphischen Lésung die
Spannungen ableiten,
80 geht man davon aus,
dafl in bezug auf die
Nullinie die statischen ¥
Momente der Druck-
und der Zugzone ein-
ander gleich sind, daB
man also, wenn das Mo-
ment graphisch (s.S.22)
durch ein Kraft- und
Seileck bestimmt wird,
die Nullinie dort finden
wird, wo zwei gleich-
artige, fiir die Druck- A
und Zug-Innenkrifte 5 nf,
im Querschnitte von & c
derselben Basis aus ge- c
zeichnete Seilecke eine
gemeinsame Momen-
tenordinate aufweisen
werden. Dementspre- 1
chend teilt man senk-
recht zur Schnittlinie 3
mit der Kraftebene den
Betonquerschnitt in einzelne kleine Streifen und fithrt fiir die zwischen-
liegenden Eiseneinlagen entsprechende Krifte je = nF, ein, zeichnet
dann weiter zuihnen, von derselben Wagerechten ({u) ausgehend und auf
Grund zweier Kraftecke mit gleichem Pole die Seilecke Abb. 112a—d).

S
S
[SS)
Y

/@nzr;

)

7 nl,

Abb. 112b.

&
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Von diesen wird das fiir die Druckzone von rechts nach links, das
fir die Eisenzugkrafte in umgekehrter Richtung gezeichnet. Beide
Seilecke schneiden sich in Punkt ¢ und haben die gemeinsame Ordi-
nate 74, die somit im Querschnitte die Lage der Nullinie bestimmt, —
NN in Abb. 112a. Hierdurch bestimmen sich weiterhin die fiir die
Spannungsermittlung notwendigen Randabstinde x, y, und y,.

Da — vgl. 8.27 — das Trigheitsmoment des Querschnitts auf
NN=J,,=F,2H, gleich der von SchluBlinie und Seileck umschlosse-
nen Fliche X 2 Polweite des Krafteckes ist, so kann man hieraus un-
mittelbar J,, und ferner die Spannungen
im Punkte w:

M.z
P =TT
im Punkte g:
M-
sz=+ 7%:
an dem Rande op:
nM.y,
o,=+ J y

ableiten.

Bei Ausfithrung der Rechnung ist auf die Einheiten zu achten, da
J,, vom vierten Grade ist, so ist auch H zweiten Grades, z. B. in cm?
im MaBstabe der Rechteck-Krafte zu messen.

B) Die Biegungsspannungen im Rechtecksquerschnitt mit
Beriicksichtigung der Betonzugspannungen.

Liegt (Abb. 113a, b) zunéchst ein einfach bewehrter Verbund-
querschnitt vor, so ist — genau wie beim homogenen Querschnitt —
A A zuerst die Lage der Nullinie aus der
] (7 N Y Beziehung der statischen Momente
c Dy auf die Querschnittsoberkante zu

, ermitteln. Bezeichnet man mit F;
”_._«« 4 T " den ideellen Querschnitt, gebildet
¥ aus der Betonflache und der n-fachen

Eisenfliche, so wird:

AT () weF,=o(bd+nF,)

| &Y
¢

Abb. 113a, b. = bd % +nF,(d—a)
bd?
. I R Y O Y N
(b) Y= " hd+nF, = 2bd+2aF,

Ferner liefert die Gleichheit der statischen Momente der Druck- und
Zugflichen die Beziehung:

©) Y2 () nF, (d—a—a).
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Hieraus folgt:

(d) bd (e — %) =nk, (@ —a—a).

Ferner ergibt sich J,,,, da jetzt sowohl ein oberer wie ein unterer Beton-
querschnittsteil in Rechnung zu stellen sind:
3 — 3
() Jan="2 1 YT, (@ —apy).
Hieraus folgt nach Auflésung des Ausdruckes (d — z)® und Ein-
setzung des Wertes fiir nF, (d — a — z) aus Gleichung (d):

#) Jan=bd(% —dota?)+ba(s— L) (d—x—a)

_bd

4o (d—20)— 5 [@—3a) .

3

Nunmehr ergeben sich die Spannungen bei gegebenem &dufBlerem Mo-
mente = M:

M.
(g) Opa = — ’JT:

M.
(h) sz = + Jﬂ?:o
(i) Ue:(’ezz‘{‘nltl]{::/-

Ist (Abb. 114a,b) der Querschnitt doppelt bewehrt, so ge-

’

staltet sich die Rechnung durchaus entsprechend; hier tritt nur F,
hinzu. Es ergibt sich:

2
@) oF,=a(bd+nF,4nF) ="0 4 nF +nF,(d—a).

bdz .,
2o+l + Fo(d—a)]
xr

(b") = bd+n(F,+F,)

_bd? 4 2n[F, 1 + Fy(d—a)]
- 2bd + 2n(F, + F,)

1) Man kann J,, auch ermitteln, wenn man zunichst Jyo auf die Quer-
schnittsoberkante bezieht:

3
Too =28 4 0B, (@ ap

und dann J,, aus der Beziehung ableitet:
J'n'n = Joo - Fixz 3
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Ferner wird:
, b3 b , R
(C) er=Tx+§(d_x)3+nFe(x'—h)2+an(d'—x'_af)2 1)

und hiermit, wie vorstehend:

, M.z
@) oa=—7]
’ M
() O'bz=+'J—y0
nn
, M.y M-(z—h)
(') o,=0,4=—n T =T
M-
(g) o'e=o'ez=+nJ y
nn
M(d—z—
Abb. 114, =4 ( - z—a)

d) Zahlenbeipiele.

1. Ein senkrecht belasteter Holzbalken hat ein Biegungsmoment = 140000 kg .cm
aufzunehmen; als zulissige Spannung kommt die Druckspannung o, in Frage.
Der notwendige Balkenquerschnitt wird gesucht:

Er ist

M 140000 bh2
= — = = 3
W= o 60 2333 cm e

Wiahlt man fiir b 22 cm, so wird:

h=@=l/§%%=26cm.

DemgemiB ist ein Balken von 26/22 cm zu verwenden.

2. Ein fluBleiserner Unterzug hat infolge senkrechter Belastung ein
M= 600000 kg - cm auszuhalten. Sein Querschnitt (I-Eisen) wird bei o =1200kg/cm?
gesucht.

600000 s
1 ——Ié‘o—é- = 500 cm?.
Es reicht aus ein I-Normalprofil von 28 cm Héhe mit einem W, = 541 em?.
Das néichstkleinere Profil, 27 cm hoch, mit einem W, = 491, wirrde knapp
geniigen:
W, 600000 9
g = M— = -—5;1— = 1225 kg/cm s d. h. > 1200 > Ozl -
1) Dieser J,,-Wert 1aBt sich auch, entsprechend der oben unter f. gezeigten
Rechnung, in der Form darstellen:

I o = ?2‘} [m(d——2a)—%(d——3a)} +nF(x—h)(h—a—h).

Naturgemil kann man auch hier die Spannungen aus dem Hauptgesetze (S. 99)
ableiten, wenn eine Spannung, z. B.o,, gefunden ist.

d—=x
C g =
d—x—a ’ v x

Opq -
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3. Eine nach einer Zylinderfliche in ihrer Oberfliche geformte Auflagerplatte
(Tangentiallager) (Abb. 115a) hat den Auflagerdruck 4 auf ihren Unterbau zu
iibertragen. Hier kann die Lastverteilung als gleichméBig verteilt angenommen,
d.h.der Stiitzenwiderstand A4 in zwei symmetrisch in der Plattenunterfliche

4
wirkende Krifte von je 9 geteilt werden. Hieraus folgt die GroBe des die Platte

in der Mittelfuge (b - J) beanspruchenden Biegungsmomentes zu:

A2 bo?
=g g W=y
und somit wird:

1 4.2

Ist z. B. A = 17000 kg und soll die Platte eine Grundfliche im Verhiltnis von
A:b L 2:3 (Abb. 115a) erhalten, so wird bei einer zulissigen Pressung des Lager-
steines unter der Platte = py

112,7 15%{/)01112 die Lagerfliche F = b _a 2 AL ay
o = 1412 cm = Ab; wahlt T r n’ T
A A J ]
man A=32cm, so wird b= | 4 * { *§ 1% i
45 cm, und fiir 0 = 250 kg/cm? ET HEEEEER Ti R
(gewohnliches GufBeisen): S %__N_ % ) )z ;‘Fﬂ? |
0= 1 ]/EYQ—S2~ =rd.6em Abb. 115a Al::) 115b
2 45-250 T PR . :

4. In gleicher Weise berechnet sich die Stiarke ¢ einer rechteckigen Lagerplatte,
auf die der Auflagerdruck in einer Linge = a und einer Breite = b (Abb. 115b)
gleichmiBig von oben iibertragen wird aus der p
Beziehung: *

bt . 11/34G—a)
’ 6“?}; bo

Ist z. B.A =45cm; a=18,5¢m; b =32cm;
4 =17000kg; o = 250 kg/cm?, so wird:

= rd. 6,5 cm.

5 1 7/3:17000- (45 ~18,5)
T2 32-250

In shnlicher Art werden auch die FuB- und
Kopfplatten guBeiserner, zentrisch belasteter
Stiitzen auf Biegung berechnet.

5. a) Bei dem in Abb. 116a,b dargestellten
SaulenfuBe ist die Plattenstirke 6 in der Fuge
m n zu bestimmen: Betrigt die Untergrund-
belastung % in kg/em? so ist die Reaktions-
kraft des Plattenteils auBlerhalb der Fuge m n: Abb. 1162 und b.
B = Fz-k und, entsprechend der Lage des

2
Schwerpunktes des Kreisabschnittes F, gegeniiber m n L2 5o das Moment:
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2 bo
M’—‘B'gCZG'W:O"*é*.

12B-.¢c
5—]/‘5*%-

b) Werden (Abb. 117ab) Saulenschaft und FuBplatte in einem GuBstiicke ver-
einigt, so stellt sich bei voller Saulenplatte die Rechnung in bezug auf die Fuge
in Plattenmitte folgendermaBen: Wenn man annimmt,
P
daB der Druck von oben = 2-7 sich je im Schwerpunkt
der Linie einstellt, mit der die SaulenauBenwand die Platte
berithrt und der Widerstand — auch hier = 2 - % —in
der Plattenunterseite im Schwerpunkte jeder Hilfte an-
greift, so wird:

P /2D d D2
M= '<3 E‘Z) 6

¢) Wird hier in der Mitte eine kreisformige Offnung
mit dem Durchmesser =  vorgesehen, so kommt fir
die Schwerpunktslage an der FuBunterfliche ein halbes
Ringstiick mit den Durchmessern D und z in Frage. Dem-

gemiafl wird jetzt der Schwerpunktsabstand von der

| Saulenachse:
7 |22,z! D\3 /z\3
. -6
Abb. 1172 und b. , ¢ = E<—D>2__<~QT>_2
2/ \2

und

1 1
W= (D& —ad?) — 8 (D—2).

Sonst bleibt die Rechnung die gleiche:

2
L
d) Wird (Abb. 118a—c) der Anschluf3
der Platte an die Saule durch Rippen ver-
steift, so ist deren Anschlufifuge an die
AuBlenwand der Stiitze unter der An-
nahme auf Biegung nachzurechnen, daf3
die Rippen allein die hier auftretende
Biegungsbeanspruchung aufnehmen.
Auch hier wird vorausgesetzt, daf jede
Rippe einen gleich groBen Teil der Séulen-

b=60crm
<—b7=iﬂcm->f ©

P

last P — also bei » Rippen eine jede v
of=2

h=2em, o b  an ihrer AnschluBfuge von der Siule
! / i iibernimmt und die Stiitzkraft im Schwer-
}2 \7,=475cm punkte des zu jeder Rippe zugehérenden
’ P
TP/’Z } FuBplattenteils in derselben GréBe = Y

Abb. 118a—c. angreift. Die Ermittelung dieses Punktes
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erfolgt am besten graphisch (Abb.118¢c). Aus der Abbildung ergibt sich nach

dem Voranstehenden:

M=£-x=aW=a

n
P
h]_ == 0,155 Vn_-é s

6 Px P.x

d= " h%o'_O’OMn 7
Die Plattenstirke ermittelt man hier unter der Annahme, daf die Platte an
den Rippen fest eingespannt und durch die erlaubte Pressung von unten aus
gleichméBig belastet ist. Fiir einen 1 cm breiten Streifen mit der groBten Stiitz-

o1
6—’

fir ¢ = 250 kg/cm?,

weite (am Rande) — b, ist alsdann das Einspannungsmoment (vgl. Heft 2)
., b 1.6
M= kdi" und W= 6’

M 6kabi _ kE o, l/j@_
TW O 12-82 2827 Y 'V 20
rechnet man fiir GuBeisen ¢ = 250 kg/cm?, so wird:

8, = 0,045b, J ks -
Es sei beispielsweise gegeben: P = 25000kg; FuBplatte quadratisch mit kreis-
tormiger Innenéffnung von 30 ¢em Durchmesser, also bei k; = 10 kg/cm? von einer
Quadratseite

P 302x: 25000
a = E—l— < =V 90 + 707 = 56,6 = rd. 60 cm.
Sind 8 Rippen von je 2 em Stirke vorhanden, so wird nach graphischer Aui-
findung von z =12 cm (Abb. 118¢)

=015/ 25%002;13 _rd.2lcm

und
8, = 0,045 b, Yikg = 0,045 - ? -J10 = rd. 4,25 cm.

6. Eine holzerne Pfette 30/24 wird senkrecht zu einer Dachfliche verlegt, die
unter einem Winkel von 309 zur Wagerechten ge-
neigt ist und durch ein Moment M = 140000 kg cm &
in senkrechter Ebene belastet wird. Die Eckspan-
nungen sind zu ermitteln.

Nach Abb. 119 ergibt sich:

M, = M,sin « = 140000:0,5 = 70000 kg-cm,
M, = M, cos o = 140000-0,866 = 121240 kg cm.
Ferner ist:

2 . 302
W,= }léL = 24 (? 0 = 3600 cm?, cos a¥=0866
.942 ———
W, = 22 = 2880 oms / sin & =0500
und somit: Abb. 119.
M, JLL’Z . 121240 70000

0 = 0 max + Ogmax = Wl "I‘ W;' = 3600 + -‘2'§§b— = 33,7 "I— 24,3

= + 58,0 kg/em?.
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7. Ein I-Eisen stehe mit seinem Steg unter 45° geneigt und werde senkrecht
belastet. M, = 640000 kg-cm. Versuchsweise sei ein Differdinger breitflanschiges
I-Eisen angenommen mit W; = 2360 und W, = 586 cm3.

Im vorliegenden Falle ist: sin « = cos « = 0,707 und demgemiB: M, = M,
= 640000-0,707 = 452480 kg-cm.

452480 452480
_— —_— = == 2
2360 + 556 192 + 772 = 4 964 kg/cm? .

8. Ein Rundeisenbolzen hat in seiner Mitte ein M = 810000 kg-cm auszu-

halten. Gesucht wird der Durchmesser bei o = 1000 kg/cm?2,

0 = O1max + Opmax =

_ 81000 . d3a
V=000 =8 ™’ ="5>
3 /ST a5
81.32
= —3’—1?::1‘(1.9,40111.

9. Der in Abb. 120 dargestellte, zur wagerechten Schwerachse nicht symme-
trische Querschnitt aus SchweiBeisen habe ein

Mmax = 4045 kg m = 404500 kg-om

zu tragen. Die hierbei auftretenden Randspannungen (oben oy, unten o,) sind
zu bestimmen.
Zunichst wird der Schwerpunktsabstand e; bzw. e, berechnet:

1,2
15-1-0,5 4+ 20-0,8 (10 -1 10-1,2-(20 1 —’*)
_F1?/1+F2?/2+F3?/3: + ( )+ i 2

“= " F IF, LT, 15.1 1 20.0,8 - 10.1,2
4427

=3 = 10,3 cm .

e =1+20+ 1,2—10,3 = 11,9 cm.

Ferner wird (bezogen auf die Nullinie oder wagerechte Schwerachse):

J; = ${(15-10,33%) — (15 — 0,8) (10,3 — 1)3 4 10-11,9% — (10 — 0,8) (11,9 — 1,2)3}
= $(16391 —11421,8 + 16851,6 — 11270,4) = }(4969,2 + 5581,2)
= $10550,4 = 3516,8 cm* .
(Hierbei ist erst der untere Teil, die beiden ersten Summanden, alsdann der

obere Teil die beiden letzten Glieder, in Rechnung gestellt.)
ot Demgemafl wird:

’/IIA”I/I/C//I‘//IIII; , i]; _ 3516,8 . 3
729 2 Wy = e =703 = 341,4 cm3,
J, 3516,8
(A S, LA 3
LA o 1.9 295,5 cm3 .
Unter Einfithrung des kleineren W-Wertes, also W3, wird:
0y = ap = 200 _ e s beren Rand
=W T 2055 er Spannung am oberen Rande
=rd. 1350 kg/cm?, wihrend o, die Spannung am unteren
Abb. 120. Rande des Querschnitts sich geringer ergibt:
404500 2
Oy = ‘gzﬁ =rd. 1180 kg/cm .
Zur Kontrolle der Rechnung kann die Gleichung benutzt werden:

Ty

[N

M=o’ué+ao
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Nach der obigen Rechnung ist:

4969,2 , _ 55681,2
JO = ﬁgv; Jo = ‘3
und somit:
_ Jy 4969 5581 .
M= U"e—l + 0, é; = 1180 3.103 + 1350 3119 = rd. 404000 kg-cm;

es ergibt sich also gegeniiber M = 404500 kg -cm eine geniigende Ubereinstimmung.

10. Eine unter 50° zur Wagerechten geneigte Dachpfette bestehe aus einem
Stehbleche von 161 em?2 und zwei
ungleichschenkligen ~ Winkeleisen
10-6,5-0,9. Die Pfette wird durch
eine senkrechte Last (Eigengewicht
und Schnee) von 152 kg fdm. be-
lastet und vom Winde in der Rich-
tung des Pfettensteges mit einer
Last von 121kg Ifdm. beansprucht.
Gesucht werden die Spannungen
an den Randpunkten ¢ und d
(Abb. 121 ¢ u. d).

Fiir die durch den Schwer-
punkt § gelegten Achsen 2 und Abb. 121a.
y ergibt sich (Abb. 121a u. b):

Jo = 75 {11:16,03 — 9,1.14,23 — 0,9-3,03 — 1,9 (12,03 — 8,43)} = 1403 cm?,

Jy = 15{0,9-218 + (5,6 — 1,8) 2,8% -- 9,5.1,03} = 702 cm*,

Joy=0—2{9,1.0,9-7,55-5,95 + 6,5-0,9-4,75.0,95 — 1,8.0,9-5,1.0,95}
=rd. — 770 cm* (vgl. Abb. 121b).

o =32°46'
,50°¥ 5 8= 70y

Abb. 121c. Abb. 121d.

Hierbei ist beriicksichtigt, daB J,, fiir das Stehblech des Querschnitts 1,0:16,0 =0
ist, da fiir diesen Querschnittsanteil die zy-Achsen Hauptachsen sind.
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Die Hauptachsen des Gesamtquerschnitts bestimmen sich — vgl. S. 40 — aus:

2J ., 2.770 _
tha——J”_Jx——7O2_1403, tg 20 = 2,19686 ,
2a = 65°32; o = 32046 .

Demgemil werden die Haupttrigheitsmomente:

Jy=J,co82a + J,sin?a —J,,sin 2 o0 = 1403-0,8142 + 702-0,540% + 770-0,91
= rd. 1899 cm* = Jmax,

Jy=dJ,+J,—J, = 1403 4 702 — 1899 = 206 cm* = Jmin.

Nunmehr sind die Belastungen auf die Achse I I bzw. II II umzurechnen. Im

Hinblick auf Abb. 121 ¢ ergibt sich, wenn man die Belastung senkrecht I I mit v,
die senkrecht II II mit w benennt, und zwar auf 1 cm Lénge:

v = 1,52 cos 7° 14" -+ 1,21 cos 329 46" = 2,53 kg/lfdem,
w = 1,21 sin 320 46" — 1,52 cos 79 14" = 0,463 kg/lfdcm.
Aus ihnen 148t sich das Moment, bezogen senkrecht auf die Achsen I und IT (vgl.

die Trigerlehre Heft 2), berechnen, wenn die Pfetten mit einer Stiitzweite I = 5,30m
= 530 cm als Trager auf 2 Stiitzen angesehen werden:

_ wl® 2,53-5302

MI—? g — = 88839 kg-cm,
2 . 2
My — ’_”SL _ 0’463853i — 16257 kg-cm.

Will man endlich die Spannungen ermitteln, welche in den #duBersten Quer-
schnittspunkten auftreten, dann sind bei geniigend groBem ZeichnungsmaBstab
entweder die Koordinaten dieser Punkte, bezogen auf das Achsensystem I 1,

II I1, abzugreifen oder rechnerisch zu bestimmen.
Es ergibt sich fir den Punkt d (vgl. Abb. 121 d):

d, = 8 8in « = 8-8in 32946’ = 8-0,540 = 4,320 cm,
dy = 8 cos « = 8-0,841 = 6,728 cm
und demgemif die Spannung an dieser Stelle:
gy Miody  Mu-d, 888396728  16257-4,320
g, Jy, 1899 206
In entsprechender Weise werden (Abb. 121d) fiir den Punkt ¢ die Koordinaten
bestimmt:

=rd. 650 kg/em?.

¢, = — (10,5 cos 320 46" — 8 sin 32°46') = — (10,5-0,841 — 8-0,540)
= — 4,51 cm,

Cy = 8+cos 32°946" + 10,5:sin 32°46” = 8-0,841 -+ 10,5-0,540
= 12,4 cm.

Demgemifl wird:

My, My-c, 88839124 16257.4,51 .
=Ty T T w9 T 206 oD kejem’.

Dieses Beispiel 1aB3t erkennen, wie die Biegungsspannungen in einem Quer-
schnitte zu berechnen sind, wenn der Schnitt der Kraftebene bzw. zweier Kraft-
ebenen den Querschnitt nicht in Hauptachsen schneidet und letztere schiefwinklig
zum Querschnitte liegen.
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Die nachstehenden Beispiele behandeln die Ermittlung der Biegungs-
spannungen im Rechtecksverbundquerschnitt

11a. Bei einer 2,0 m weit freiliegenden Wohnhausdecke (St.-W. = 2,10 m) von
10 ecm Stirke, bewehrt auf 1 m Breite mit 10 Rundeisen von 8 mm Durchmesser
(= 5,02 cm?2/m), deren Mitten einen Abstand von 1,56 cm von der Plattenunter-
kante haben, sollen zum Zwecke der (baupolizeilichen) Nachpriifung die auf-
tretenden groften Spannungen im Beton und im Eisen ermittelt werden.

Belastung: 590 kg/m?2.

Biegungsmoment in Plattenmitte nach der Trigertheorie:

. 2.
M= w = 32500 kg-cm .

Die Lage der Nullinie folgt, unter Vernachlissigung der Betonspannungen
in der Zugzone, aus der Beziehung:
_ 15-5,02( /- 2.100-8,5
100 V 155,02
und demgemiB sind die gesuchten Spannungen:
2-32500
100-2,9 (8,5 — 0,97)
32500
5,02 (8,6 — 0,97)

11b. Eine Deckenplatte hat 2,00 m Spannweite und 2,16 m Stiitzweite. Nutz-
last 1500 kg/m2. Plattendicke zu-

—_ 1) =2,9cm

oy = = 29,8 kg/cm?

G, = = 860 kg/cm? (vgl. S. 101).

nichst zu 16,5 cm angenommen. < ’mcm-b
Die Decke ist darauf zu unter- ¥ 2 Sfa aIb & -
suchen, welche Spannungen unter der 11‘[8 Stadz 81 37070 F | | |y
Voraussetzung entstehen, daf der |[Z4{— #5 T Z
Beton auch in der Zugzone Spannun- L ‘5”0 i
gen aufnehmen soll (vgl. Abb. 122). 7 e "‘L’J" e "L?f_'(m : 'i_
Die Lage der Nullinie liefert die fg=85cm? 70-¢ Hmm
Beziehung, wie beim homogenen Abb. 122.
Querschnitt :
b-az
5 +n-Fo-(y +x)
T T bdfal,
100- 2163 + 15-9,50-14,8
=8,75cm.

100-16,5 4+ 15-9,50
y=h—x=148 —875x6,0cm,
d—ax-~=y,=1656—-875xL78cm,
. 3 .7.83
J= 100 ;,75 n 10037,8 1 15.9,50-6,0,
= 22300 + 15800 + 5130 2 43200 cm4,

_ M 116600-8,75 _
90 = 7% = 743200

Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 8

— 23,6 kg/em?,
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M 116600- 7,8
T

_ M 116600-60
Ge=nr¥= 43200

= 21,0 kg/cm?,

© 240 kg/em?.

Die berechneten Betonzugspannungen halten

/o =3 Rundeiser

,234 S v8mmg=1srcm?  Sich unter dem zuldssigen Hochstwerte.

- 12. Ein doppelt bewehrter Eisenbetonbalken
3630 (F, = 1,561 cm?, F, = 4,52 cm?) habe den in
l | £ = 4 Rundleisen Abb. 123 angegebenen Querschnitt und eine Stiitz-
. =;;'4 v 0mmg=452cm?  weite von 4,00 m.. Thn beanspruche infolge einer

gleichméBigen Belastung von 600 kg/m? ein An-
Abb. 123. griffsmoment von 120000 kg-cm. Wie grof3 sind
die Spannungen, wenn man die Betonzugzone als
statisch unwirksam betrachtet und die Schwéichung des Betons durch die Druck-
bewehrung in Riicksicht stellt, bei F, also mit (n — 1) rechnet? (vgl. S. 100).
(n—1) F, + n-F,

b
(n—1)-F, +n-F\2 2 o,
+]/ <—‘b—*) +—b~[(n— 1)-Fiek’ +n-F b
_ 14.1,51 +15-4,52
e e
. . 2
+ V(liﬁlé%w 4’52) +-230(14-1,51-3 +15-4,52-33) = 11,35 cm .

DemgemiB wird, wenn man auch weiterhin die Schwichung des Betons in der
Druckzone durch die Druckeiseneinlage in Rechnung stellt:

o u 1)
* = p. x< x> , x— N ,
b))+ =BT )
= 20-11,35 — 8§35 .~ oLTke/om?.
Ty (33 -3,78) 4 14- 151 17030
, x—h . 8,35 - P
op = —n-" % oy = — 15 37'ox - LT = — 350 kg/om?.

(Man erkennt die stets nur unvollkommene Ausnutzung der Druckeisenein-
lagen, die den 15fachen Betrag der Randspannungen des Betons nicht erreichen
kann.)

1) Es ist:
bx )\ ) T ,
Moo, 2 (=2 ) ot ),
wenn man die Momentengleichung auf den Angriffspunkt von Z, — also die Achse
z—h'

der Zugeiseneinlage bezieht. Setzt man hierin o, = n +0, ein, so ergibt sich

die obige Beziehung.
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h— 21,65
—_ — 2
Te =0, h = 350 - 835 = 908 kg/cm

oder nach
21,65

11,35

Rechnet man hier mit dem Hebelarm der inneren Krafte, so wird (vgl. S. 102)
zunéchst:

O, =N 0y }i—oé* =15-31,7- = 907 kg/cm?.

?’L +nFL K 20- 13515.. 415 1,51 (11,35 — 3)2
No= o =T76cm.
bx " b n (xvh’) BEE 121 ,35% (11 35 — 3)

Hieraus folgt.
M _ 120000 120000
F,(h—2x+m) 452(33—11,354-17,6) 4,52 .29,2

also eine dem oben auf anderem Wege gefundenen Werte fast genau entsprechende
GroBe.

0, = = rd. 910 kg/cm?,

b. Die Schubfestigkeit.
a) Die reine Schubfestigkeit und Schubbeanspruchung.

In der allgemeinen Betrachtung iiber die verschiedenen Arten der
Stabbeanspruchung und -Festigkeit wurde hervorgehoben, daB bei einer
reinen Schubbelastung, die also ohne eine Biegungswirkung zustande
kommt, zwei benachbarte Querschnitte sich zueinander parallel ver-
schieben, sonst aber keine Formédnderung ausfiihren und daB hier diese
Verschiebung in der Richtung der angreifenden Kraft er-
folgt. Geht man von der Voraussetzung aus, daBl die im Querschnitt
von der GroBe I auftretende Schubspannung = 7 sich gleichmiBig
iiber ihn verteilt, und bezeichnet man die duflere, in der Querschnitts-
ebene wirkende, verschiebende Kraft mit @, so folgt aus dem Grund-
satze, daB bei Gleichgewicht die Summe der inneren Krifte gleich der
aulleren Kraft sein muf, die einfache Beziehung:

TF =0
und somit:

‘r=% bzw. F=g;

im letzteren Falle wird v die zuldssige Schubspannung des je-
weilig vorliegenden Materials sein. Fiir Gufleisen kann diese GroBe
(Tzw) Zu 200, fir FluBstahl zu 1000, fir Nadelholz, parallel zur
Faser, zu 10—12, fiir Eiche und Buche in derselben Richtung zu rd.
20 kgfem? genommen werden. Bei Mauerwerk ist fiir dessen Schub-
belastung in der Regel die Schubbeanspruchung der Mortelfuge maB-
gebend, fiir die je nach der Héarte der Baustoffe die zuldssigen Werte
zwischen 2—12 kgfem? schwanken; fiir Beton, wie er im Verbundbau
/%
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iiblich, ist 7 = 4,0 kg/cm? zugelassen und eine Querschnittsabinderung
gefordert, wenn 7 die Grenze von 14 kg/cm? iiberschreitet; bei hoch-
wertigem Zement ist als Spannungswert 7 = 5,5 kg/em? erlaubt.

b) Die Schubbeanspruchung bei Biegungsbelastung.
Bereits auf S.61 wurde hervorgehoben und an einem Beispiel zur
Anschauung gebracht, dafl bei der Verbiegung eines Stabes nicht nur
parallel zu den verbiegenden lotrechten Kréaften, sondern auch senk-
recht zu ihnen, also parallel zur Stabachse, Schubspannungen auf-
treten, welche ein gegenseitiges Verschieben der kleinsten Querschnitts-
teilchen erstreben. Bei einem wagerecht liegenden Balken und senk-
rechter Belastung werden somit sowohl in seinen senkrechten Quer-
schnitten als auch parallel zu seiner Achse Schubspannungen auftreten.
Mit den letzteren sollen sich

s /Z*dM zunéchst die Erorterungen be-

37 TR . fassen. Hierbei wird voraus-

Voo e gesetzt, daf} die Kraftebene den

el * Querschnitt in einer Haupt-
achse schneidet.

7 y Betrachtet werden zwei nahe

Abb. 1240, Abb. 124b, aneinander liegende senkrech-

te, also in die Richtung der
Lasten fallende Querschnitte (Abb. 124a).

Da, wie spiter in den Ausfithrungen der Trigerlehre dargelegt wird,
in beiden Querschnitten in der Regel verschieden groBe &duBere Bie-
gungsmomente einwirken und ihnen auch verschieden groBe Spannungen
in den beiden Querschnitten entsprechen, so wird hier eine Verteilung der
inneren Kréfte sich einstellen, wie sie Abb. 124 a darstellt. Unter der
Voraussetzung, dal die auftretende wagerechte Schubspannung fiir die
Fliacheneinheitinder ganzen Breite des Querschnittes konstant ist, daf3
ferner in den Querschnittsteilen der betrachteten, benachbarten Quer-
schnitte oberhalb der Linie n# die Momente M und M + d M und hier —
bei Biegungsspannungen =g, die hier senkrecht zum Querschnitt verlaufen
— die Summe der durch sie bedingten inneren Krifte R bzw..R + d R
ist, ergibt sich fiir die Grenzen y, bzw. e;, also fiir das in Abb. 124Db
oberhalb von n » liegende schraffierte Querschnittsstiick:

e e
' M ) o
R={°'df oder, da: O=7 Y, 80 wird : R=f7;ydf
1 yl
und ebenso:

ey
Rtap=["Et 4
Y1
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Da die beiden inneren Normalkrifte R und R + d R verschiedene
Richtung haben — sie driicken im vorliegenden Fall je auf den zuge-
hérenden Querschnitt —, so wird ihre Mittelkraft = d R:

dR = j AL gy f}‘fydf—- jydf
Y1

Soll das hier in Frage stehende Balkenstiick im Gleichgewichte sein,
s0 muB die Summe der auf dieses einwirkenden wagerechten Kréfte
= 0 sein. Der verbleibenden Kraft d B muB somit die wagerechte
Schubkraft das Gleichgewicht halten, da keine andere Kriftewirkung
auftritt. Bezeichnet man die Grofe der Schubkraft fiir die Langen-
einheit des Balkens mit 7, so betrégt sie fiir die durch die Entfernung
der beiden Querschnitte gegebene Lénge dz: T-dx, woraus folgt:

de-dR_‘LM— ydf,

41

ment, differenziert nach x, gleich der Vertlkalkraft in dem in Frage
stehenden Querschnitt = @ ist, so folgt weiter:

€1
Die Grofle f yd] ist das statische Moment des Querschnittsteils

Y1
oberhalb der Linie % =, bezogen auf die z-Achse = §,. Demgemif wird:

QS
T (’
Da fiir einen und denselben Querschnitt @ und J, konstante Werte
sind, so ist 7' verdnderlich mit §,, und weil 8§, fiir die wagerechte
Schwerachse das Maximum erreicht, wird in ihr die Schubkraft ihren
GroBtwert erhalten. Fiir verschieden gelegene, unter sich aber gleiche
Querschnitte und gleiche Abschnitte dieser ist 7' abhéngig von . Da
die Vertikalkraft nach den Auflagern der Balken zunimmt und hier
ihren Groftwert erreicht, so wird auch 7 fiir einen Balken hier sein
Maximum erhalten. Sind verschiedene Belastungszustinde méglich,
so wird 7" bei der Belastung den GroBtwert aufweisen, bei der ¢ das
Maximum bekommt.

X =%
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. (41
Fir den Rechtecksquerschnitt (h-b) ergibt sich fur fydf —
1
Abb. 125a — der Wert:

h
2
Jrsay=4(3 ).

Y

und da:
bh3
Jw=71—2—
ist:
_12¢% <k2 2)
T=%m 3 \qg —4)

Der Groftwert tritt ein fiir y; = 0, d. h. fiir die wagerechte Schwer
achse:
oo 1200 _3Q
max " pp3 2 4 2 b

Fiir den oberen.und unteren Querschnittsrand ist 7' = 0, da hier-

2
fir y; = % und somit der Klammerausdruck: <hz— y%) =0 wird. Der

Verlauf erfolgt nach einer Parabel, vgl. Abb. 125b.
Fiir den I-Querschnitt erlangt, da er aus dem Rechteck entwickelt

F-——;—b——)q }’Eﬁ—yr
— L)
e it A
I l }
X x [ x
—T 3
<
Abb. 125a. Abb. 125b. Abb. 126.

ist, die Schubkraft in halber Steghthe ihr Maximum. Hier wird (vgl.
Abb. 126):
Se=b0-(hy+ o) +hyd %,
go daB:
7§ [t 1) 1)
wird.

Besonders wichtig ist die Ermittlung der wagerechten Schub-
kraft fiir genietete Blechbalken, da bei ihnen die Nietung der
angeschlossenen Gurtteile sich nach der wagerechten Schubkraft richtet.
Hier handelt es sich (Abb. 127) sowohl um den Anschlufl der Kopfplatten
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durch senkrechte Niete als auch der Winkeleisen gemeinsam mit den
Kopfplatten durch wagerechte Niete. Aus Abb. 127 folgt fiir diese
Teile ein Wert fir S,:
’ h 0
S,=(b—2d)8-(2—2)
(fiir die Kopfplatte) bzw. fiir die Kopfplatte und Ry Asem?
die Winkel:
x

S;’=(b—2d)6<%——%>+2f<.§__6_§>. R

Handelt es isch um die GréBe der Schub-
kraft 7, nicht wie vorstehend ermittelt, fir <
die Lingeneinheit, sondern fiir eine Linge = ¢, ST R
so wird: Abb. 127.

0O Sx
TI= T, ¢

In Eisenbetonquerschnitten wird die bei Biegung auftretende
wagerechte Schubspannung nach derselben Gleichung bestimmt, nur
daB hier die Werte fiir das statische und das Trigheitsmoment der Son-
derheit der Verbundweise anzupassen sind.

Liegt hier ein Rechtecksquerschnitt und zwar ein doppelt bewehrter
vor und wird die Betonzugzone nicht in Rechnung gestellt, so ergibt
sich fiir eine Betonlingsfaser in Hohe (z—v) oberhalb der Nullinie
und in der Druckzone — gem#B Abb. 128 — die Beziehung fiir eine
Breite des Querschnitts = b:

Q8.n__ @ b(a®—1?)
T=tb=" "0, 2z

e b=200— g/i

B SN B NN NN
r/.f/l/\r//.

IIII/A'//'

hierin bedeutet 7,, die Schubspannung im Beton.

!
-

y ¢

4

-0 8, T 8-—8—

Abb. 128.

Fir « = v wird 7,, = 0, wihrend fiir v = 0 sich 7y, = 7o, ZU:

JQ z ergibt. Die Spannung verliuft nach einer Parabel. Da die Druck-
b(:;vehrung auch Normalspannungen aufnimmt, so tritt an ihrer Stelle

eine VergroBerung der Schubspannung um das Maf 7, auf. Da fiir die
Eiseneinlage in bezug auf die Nullinie §,, = ¥’ -nF, ist, so wird hier
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fiir die Querschnittsbreite = b:

'r;b—Q—'lnF‘
und somit in der Nullinie:
. @ 2* QynF, @ (1 2 e
Sr=n=m+n=;- 5+ =\ttt el
Q
=J1|nb ZSHH'

Fiir die untere Zugeiseneinlage wird im gleichen Sinne:
7=y s nyF, (vel Abb.128).

Dieser Wert ist gleich dem vorstehend gefundenen 7,, denn beide

unterscheiden sich nur durch die Ausdriicke:
tx?b+ynF, und ynF,,

die beide unter sich gleich sind, weil sie einmal das statische Moment
der nutzbaren Druckfliche, dann das der nutzbaren Zugflache darstellen
und in bezug auf NN diese Momente gleich sind. Hieraus ergibt sich
die Darstellung des Verlaufes der Schubspannung in Abb. 128.

Die Gleichung

Q-nyF,

b'Jﬂn

kann man zweckmifig umformen, wenn man in sie den Hebelarm
der inneren Krifte 3 D und Z, einfiihrt: z = (h— x + n,), (vgl. S. 102)

__Q'nyFeGa'zzQ'n'y(ZE'z)_

Top —

N b,z Janbeg,z

da hierin Z,-z = dem Moment der #duBeren Krifte = M, ferner

M. .
b ' 0,= 1}___?/ ist (vgl. S.101),s0 wird :

x Ze Z; To= *Q.,A — J.__, .

41— 4 ; N 07 bz bh—x -t
4 7 Fiir den einfach, also nur
/z % in der Zugzone bewehrten
oo'0 gL 1% o5 5 . . .
Querschnitt ergibt sich die
Abb. 129. Schubspannung bei Biegung,

_ wenn man in den vorstehend
gefundenen Beziehungen F, = 0 setzt:

Q"

= Q —
2Jun

b(h—3]

Den Spannungsverlauf 148t Abb. 129 erkennen.

Q
‘[b =‘[0 =b—é=

max

Wie vorerwihnt, wirken aufBler den wagerechten Schub-
spannungen auch noch senkrechte, d.h. bei den belasteten
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Balken in der Richtung der Lasten, auf die Balkenelemente ein. Be-
zeichnet man die in dem einen von zwei benachbarten Querschnitten
(Abb. 130a) aufwirts wirkende Vertikalkraft mit @, so mufl in dem
zweiten Querschnitt, damit Gleichgewicht herrscht, eine gleiche Kraft
Q, aber nach unten gerichtet, sich einstellen. Diese Krifte werden auf-
genommen durch den senkrechten Abscherungswiderstand, welcher
einem Verschieben des Balkenstiickes lings der Querschnitte entgegen-
wirkt. Das Auftreten der hier- z
durch bedingten senkrechten 0 & &
Schubspannungen kann auch
dadurch erliutert werden, daf3
ohne sie bei einem kleinen
Prisma im Innern des Balkens
(Abb.130a)einGleichgewichts- ¢ ltu
zustand nicht mdéglich wire, Abb. 130a. Abb. 130b.
weil die wagerechten Schub-
spannungen hier ein Kriftepaar bilden, dem durch die senkrechten erst
das Gleichgewicht gehalten werden kann. Denkt man sich die wage-
rechten und senkrechten Schubspannungen des differential kleinen,
beliebig geformten Prismas in Abb. 130b in der Mitte der Prismaflachen
angreifend, so entspricht ihnen je ein Kraftepaar:

a) bei den senkrechten Schubspannungen (t,): von t,*b-c am Hebel-
arme = a; d. h. es ist ihr Drehmoment:

§{a>
v
O

M, =1, a"b-c,
b) bei den wagerechten Schubspannungen, der Kraft je 7,-a-¢, und
dem Hebelarm = & von:
M, =14a-cb.
Da im Zustande des Gleichgewichts sich die beiden Drehmomente
ausgleichen miissen, wird:
M=M,=1,abc=140a-cb,
d. h.
To=The
Es ist also die an irgendeiner Stelle auf die Lidngeneinheit
wirkende lotrechte Schubspannung gleich der an derselben
Stelle auf die Laingeneinheit wirkenden wagerechten
Schubspannung. Demgemi8 wird also auch die bei Biegung auf-
tretende senkrechte Schubkraft:

S
V= %m—l)

1) Bei dem obigen Nachweise ist die Einwirkung der Normalkrifte auf das
differential kleine Prisma nicht in Rechnung gestellt und ebenso auch die Eigen-
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Setzt man die an einem kleinen Wiirfel im Innern eines Balkens auf-
tretenden senkrechten und wagerechten Schubspannungen zu in den
zr 4z, Kanten dieses Wirfels angreifenden Mittel-
kraften zusammen, die also alsdann senkrecht
zur Diagonalfliche des Wiirfels gerichtet sind, so
i \\\ £ entstehen unter 459 zur Wagerechten gerichtete
N Krifte, die je nach der Zusammenfassung der
] %  Schubspannungen als schiefe Druck- bzw. Zug-
krafte auftreten.

7, \Zz Hat (Abb. 131) der Wiirfel eine Kante = d z,
Abb. 131, so werden die Schubkrifte in der wagerechten
bzw. senkrechten Ebene 7,d 22 bzw. 7,d 2% und

ihre Mittelkraft ergibt sich zu:

Z, =T, dz?)? + (v, dz?)? =7da? |2,

da

T

da 7, =1,=1 ist.
Da die Diagonalfliche des Wiirfels

=dz 12 -doe=da«? ]/5

ist, so wird mithin in ihr die schiefe Spannung — die sogenannte schiefe
Hauptspannung —:

3 _Zi_rdleg_T
O F da? )2 ’
d.h. ebenso grofl wie die Schubspannung:
Fr=Tp =Ty .

Diese schiefen Hauptzugsspannungen spielen eine wichtige
Rolle bei den Verbundkonstruktionen und werden hier, da sie selbst
Scthub -Spanmungs-Fiche unter 45° nach dem Balkenauf-

P

_?ﬁfr lager zu gerichtet sind, von ebenso
4 gerichteten besonderen Eisen-

9 einlagen aufgenommen. Stellt

s (Abb. 132) die Fliache iiber der

Balkenachse die Flache der wage-
rechten Schubspannungen dar
(=7F,), so ergeben sich, unter
Wahrung des Winkelsvon459, die Fléchen der schiefen Hauptzugspannun-
gen in der dargestellten Weise ausihnen. Da die Spannungen selbst gleich
sind, verhalten sich die schiefen Hauptzugsspannungsflichen zu den

£ 5 £ =schighe Hayot-Zugspanmungs - Fdchen
Abb. 182.

gewichtswirkung desselben nicht beriicksichtigt worden, da die hierdurch hervor-
gerufenen Unterschiedskriifte vernachlissigbar klein sind, namentlich fiir die Rech-
nungen, wie sie im Hochbau vorkommen.
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entsprechenden Flachen der wagerechten Schubspannungen wie:
F:F,=1:y2; F="%,

Hieraus folgt das Bildungsgesetz der Flichen zur Ermittlung der schiefen
Hauptzugsspannungen und damit dieser selbst
(vgl. das Beispiel 14 auf S.130).

¢) Zahlenbeispiele.

1. Ein aus zwei [-Eisen bestehender Stab hat
(Abb. 133) eine Zugkraft von 37t auf ein zwischen
beide [ -Profile eingeschobenes Knotenblech zu iiber-
tragen. Zum Anschlusse sind 6 Niete vom Durch-
messer = 2,0 cm verwendet. Die in ihnen auftretende
Schubspannung wird gesucht.

Soll die Verbindung durch Uberwindung der Abb. 133.
Schubfestigkeit der Niete zerstért werden, so miissen
in jedem der 6 Niete je 2 Schubfliachen (1 und 1) abgeschert werden. Betrigt 1 die
gesuchte Schubbelastung des Flufistahls, aus dem die Niete hergestellt sein sollen,
so ist die Schubkraft, die sie iibertragen kénnen:

d2m 4.3,14
T—6.92. T.,:ﬁ.z. .

fI;ilg t(.}leichgewichtszustand mull 7 = P sein, woraus lp=22 ¢

T=12.3,147 = 37,687

T =3768t=370=P,

_ 310
T 37,68

2. Ein I-Triger I soll in der in Abb. 134 dargestell-
ten Weise vermittels Nieten vom Durchmesser = 22 mm
an den I-Triger I angeschlossen werden und an seiner
AnschluBistelle die Kraft von 22 t iibertragen. Gesucht
wird die Anzahl der Niete, die bei zulissiger Schub-
belastung von 1000 kg/cm? erfordert sind.

Die Zerstorung der Verbindung kann hier auf zwei-
fache Art erfolgen: einmal kann der Triger I mit
seinen Anschluwinkeln gemeinsam durch Abschieben
der Nietflichen ,,2°° von dem Triger II abgetrennt
werden, und zum anderen kann der Trager I nach
Uberwindung der Scherfestigkeit der Niete I sich aus
der Umklammerung durch die beiden Winkel l6sen.
Im ersten Falle werden bei jedem Niet ,,2° nur je eine Schubfliche belastet
(einschnittige Nietung), wihrend im zweiten Fall von jedem Niet I je 2 Scher-
flachen Widerstand leisten. Bezeichnet man die Anzahl der erforderlichen Schub-
flichen der Niete vom Durchmesser = 2,2 cm mit n, so wird:

2 2.
227 _ n%{f@n =P =22t =22000kg.

T =rd. 0,98 t/cm? = 980 kg/cm? .

Abb. 134.

d*nr
n—=n—g
Hieraus folgt:

220004 88 88
" =1000-2,22-3,14  4,84.3,14 1520

rd. 6,
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d. h. es sind zum mindesten 6 Niete ,,2 und 3 Niete ,,I* notwendig. Gesetzt sind
8 Niete ,,2° und 3 Niete ,,1*, vgl. Abb. 134.

3. Auf einen Balken soll (Abb. 135) vermittels einer in Gabelform ausgeschmie-

deten Rundeisenzugstange eine Kraft von 5000 kg iibertragen werden. Gesucht

wird der Durchmesser des zylindrischen Anschlufibolzens und

d-19cm sein Abstand @ vom dem oberen Rande der Ausschmiedung.

N1z Auch hier werden vom Bolzen mit dem Durchmesser = d
i 2 Schubflichen belastet.

.d2
Z;i—n‘t =P == 5000kg .
Fiir 7 = 800 kg/cm? wird:
5000-2 10000
D o _ - & _ 10000
C 8003,14’ d V800'3,14 I‘d.2,0 cm .

Damit ein Herausreiflen des Bolzens aus dem seitlichen
P=|50004 Lappen der Gabel durch Abschieben verhindert wird, muf
l 000%  der Abstand a an die folgende Bedingung gekniipft sein:

Abb. 135.
2a-0-1, g%,

da auf jede Hilfte der Gabel am Anschlusse an den Bolzen die Kraft = g ein-

wirkt. LaBt man fiir v den Wert von 600 kg/cm? (einen verhiltnisméaBig geringen
Wert im Hinblick auf die Schmiedearbeit der Verbindung) zu, so wird:
2500 2500

> 200 289
= 571,0-600 = 1200 = "4 21 em.

Gewihlt wird zweckmiBig 3,0 cm.

4. Die Strebe in Abb. 136, unter 30° zur Wagerechten, also auch zur Balken-
achse, geneigt, hat auf den Balken eine Kraft P = 12000 kg zu iibertragen. Die
Holzverbindung wird in der dargestellten Weise durch
einen Zapfen bewirkt. Gesucht wird der Abstand s der
Strebe vom Balkenende im Hinblick auf eine schub-
sichere Verbindung.

Die unter 30° gerichtete Kraft P = 12000 kg kann
man sich in zwei Seitenkrifte zerlegt denken, deren
I eine P sin « senkrecht auf die Verbindungsstelle ein-
wirkt, hier also einen Druck und durch diesen eine
Reibungskraft hervorruft, wihrend die andere P cos a,

5 kg wagerecht gerichtet, sich bemiiht, das Holzprisma am
Balkenende vwut, das vor dem Zapfen liegt, heraus-
Abb. 136. zuschieben. Hier kommen demgeméif als widerstehende

Schubflichen in Frage: (da + ab + be)-s.
Bezeichnet man die Reibungszahl zwischen Hirnholz und Langholz mit f, so
wird die Reibungskraft infolge der Kraft P sin «:

=fPsine = 0,3 Psina,

und somit steht eine Verschiebung so lange nicht zu befiirchten, als: s (da + ab
4 be)T + fPsina > P cos a > als die verschiebende Kraft ist.
LaBt man fir = die zulissige Belastung von 10 kg/em? zu, so wird:

s(da + ab + bc)10 + 0,3 Psin o > P cos «.
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Ist im vorliegenden Falle: da = bc = 8 em, ab = 6 cm, « = 309, sin « = 0,500,
cos « = 0,866. so ergibt sich fiir:

12000 - 0,866 — 0,3 - 12000 - 0,5 _ 12000 - 0,716
(6+2-8)-10 220

4. Ahnlich ist die ebenfalls durch eine schiefe Druckkraft = P belastete Holz-
verbindung in Abb. 137 — Doppelversatzung und Befestigungsbolzen — zu be-
rechnen. Ohne Beriicksichtigung der Reibung sind hier die auf Schub widerstehenden
Flichen: 3-sd 4+ 2-sc, wobei die Teilnahme des kleinen Holzstiickes o ver-
vernachlissigt ist. Auch geniigt es, fiir den Bolzen als Abscherungsquerschnitt
einen Kreis einzufiihren, zumal diese Annahme gegeniiber der tatsichlich in Frage

> rd. 40 cm.,

\
\M
g;
tas
L
o

Abb. 137. Abb. 138.

kommenden Ellipsenform des Schubquerschnitts eine vergréfierte Sicherheit in
sich schlieBt. DemgemaB mull hier sein:

2
s (30 + 2¢)7; + d ';”2 > Pcosa.

Hieraus folgt z. B.:
d2>-4- {Pcosa —7,8(30 4 2¢)} .
T 7

Ist z. B. P = 15000 kg, der Neigungswinkel der Strebe = 249, cos a« = 0,913,
T, = 800 kg/em?, 7, = 10 kg/em?, § = 5 em, ¢ = 7,0 em, 8 = 20 cm, so wird:

4
800-3,14

5. Die in Abb. 138 dargestellte Verbindung zwischen einer Hingesiule und
den beiden an sie anschlieBenden Druckstreben ist fiir die dort angegebenen Krifte
schubsicher zu gestalten.

Die Druckkrifte D; = D; sind senkrecht zur Héngesiule und parallel zu ihr
in je zwei Seitenkrafte zerlegt, von denen die letzteren die GroBle von je 3000 kg
erhalten mogen. Bei einer zuldssigen Schubbelastung des Holzes von 10 kg/em?2
und biindiger Lage der Streben und der Siule, also der Entgegenwirkung von
Schubflichen nur in der Ebene ab bzw. c¢d, ergibt sich deren GroBe bei einer Dicke
des Holzes = J zu:

a2 > {15000-0913 — 10-20 (3-5+2-7)} =rd. 13cm?, d L 36cm.

dcm-ab cm-10 kgfem? = 3000 kg,
d+ab = 300 cm?2.
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Ist 6 = 15 cm, so wird ab = 31—0{? = 20 cm, Macht man aus Konstruktions-

grinden ab = 30 cm, so wird bei § = 15 cm die einem Abschieben widerstrebende
Kraft:

T =30-15-10 = 4500 kg > 3000 kg.

6. Ein Holz 14/16 wird durch eine Kraft P = 10000 kg auf Zug belastet und
soll gestolen werden. Zur Kraftiiberleitung an dieser Stelle dienen Flacheisen,
durch eiserne AuBenlaschen und Bolzen gehalten, die je 2 cm in das Holz ein-

3 K /|
p:maaok
-1

WV/A A4

T
o

1

2cmA 5
b
T Abb. 1394, b.

o<

greifen. Dieses wird durch diese Einlagen auf Druck ] Faser beansprucht, kann
also mit 60 kg/ecm? gedriickt werden. Ein jedes Flacheisen kann somit eine Druck-
kraft aushalten von D = 2.16-60 = 1920 kg, zwei gegeniiberstehende Flacheisen
also von 2-1920 = 3840 kg. DemgemiB sind an jeder Seite des StoBes

P 10000
3840 3840

notwendig (vgl. Abb. 139a, b).
Die Breite der Flacheisen betrigt 8 cm. Betrigt die Schubspannung parallel
zur Holzfaser 10 kg/em?, so iibertrigt sich auf die freie Linge = ¢, zwischen den
Flacheisen eine Kraft = ¢,+16-10 kg. Diese Kraft mu8 im

-; g Gleichgewicht sein mit D = 1920, der Druckkraft, die auf
\/\TV V‘Tﬂ das einzelne Flacheisen vom Holz iibertragen wird. Aus der
1
/
-

==rd. 3 Flacheisenpaare

hierdurch gegebenen Beziehung:

€-16-10 = 1920 folgt ¢y = 1920 12 cm

160

ZE %9 i und somit der gegenseitige Abstand der Flacheisen zu
2 _VE i 12 4+ 8 = 20 cm = ¢ (Abb. 139a, b). Erhalten die Befesti-
- _j‘ gungsbolzen je 19 mm Durchmesser mit F, = 2,84 cm? so
wird die Schubspannung in ihnen:
1290
Ty = 284 = 674 kg/em?,

7. Eine Holzverbindung wird gemaf Abb.140 durch Ring-

P diibel bewirkt. Bei der Zerstérung der Verbindung muBl an
Abb. 140. 4 Querschnittstlichen (1, 2, 3, 4 in Abb.140) das Holz in einer,

durch den Ringdiibel gegebenen Kreisfliche abgeschert wer-
den. DemgemiB trigt ein Ringdiibelpaar auf Schub:

2

T=4_1£1: =D:,.
4

Ist beispielsweise D = 20 cm, v = 10kg/om? so wird: T L 202-3,14-10
» 12560 kg = 12,56 t. TFiir eine Zugkraft P = 18t werden somit 2 Ringdiibel-
paare erfordert.
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8. Ein verdiibelter Balken nach Abb. 141 besteht aus 2 ohne Zwischenraum
durch Diibel und Bolzen miteinander verbundenen Balken von je 24-26 cm?
Querschnitt. Die grofite Querkraft (Auflagerkraft) Qmax betrigt: 2,3 t = 2300 kg.
In der Mittelfuge ergibt sich nach S. 118:

3Q 3230 _
T = ?7{-—?—48— =7.b=1-26.
Demgeméfl wird: P
1~323ﬂ—25k/cm2 }%Lﬁk- ] 4

T 24820 0% ) b 11— a Wamine S g

Wéhlt man die Diibelent- o Jx AT y
fernung = ¢ = 50 cm, die Dii- LUMLMLL_T\J I!HH'H l
bel selbst mit einer Eingriffs- x > 7
tiefe = 2,5 = dund einer Liinge T
m=12,6cm =57, so ergibt Abb. 141.

sich die Groé8e der Schub-
kraft = T, zwischen zwei Diibeln: 7T, =7'a'b = 2,5-50-26 = 3250 kg und
hieraus der Zahndruck auf den Diibel:

T 3250
= = T —
ky b6 = 2.25 50 kg/em
(noch erlaubt) und die Schubspannung im Diibel selbst:
T 3250
=2 = " = 2
T =5 T 260125 10 kg/cm?.

9. Fiir den in Abb. 127 (8. 119) dargestellten Blechbalken ist @max = 16600kg.
Die anzuschliefenden Kopfplatten haben Abmessungen von b = 20 und ¢ = 1 cm.
Ihre Niete sind mit 2,0 cm ausgefithrt und haben einen gegenseitigen Abstand
= e von 20 cm. Der 50 cm hohe Balken hat ein J, = 55300 cm?®. Gesucht wird
die Schubkraft, welche diese Niete aufnehmen miissen. Es ist (vgl. S.119):

T = J% S,e.
Da fiir den Anschlu8 der Kopfplatten S, = 20-1 (25 — 0,5) = 490 cm? ist,
so wird:
16600 kg - 490 cm?
55300 cm?
Es haben mithin je 2 Niete eine Schubbeanspruchung auszuhalten von:

2f7 = 2d2 nt :2-22- 3,147 — 6287 =T,
4 4
= 2922
6,28
9b. In gleicher Weise ist der AnschluBl der Winkeleisen und der Kopfplatten
an das Stehblech zu berechnen. Hier sind die Abstinde der 2,4 cm starken Niete

ebenfalls zu 20 cm bemessen. Fiir S, ergibt sich (vgl. Abb. 127):
8, =20-1(25—0,5) +2-15-(25 — 1 —2,34) = 1139 cm3.

T= +20 em = rd. 2922 kg.

= rd. 470 kg/cm?2.

16600 -1139
T = W20 = rd. 6800 kg.
DemgemiB wird die Schubbelastung der hier verwendeten Niete:
T 6800

T =

s = 2 2
SdEn —2.452 = 100kg/em

4
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10. Bei einer der auf S.86 auf Knicken nachgerechneten Stiitze shnlichen
Saule, gebildet am 2 [-Eisen Norm.-Prf. Nr. 20 mit einem lichten Abstande von
15 cm soll die schubsichere Verbindung

I=tem Y Jr=38M=Jipn beider getrennter Querschnittsteile durch

5 je zwei Flacheisenbleche (Schnallen oder
N . Bindebleche genannt) von 1 ecm Stéirke in
x4—- - ——x je 70 cm Entfernung bewirkt werden
/=3 (Abb. 142). Als beanspruchende Querkraft

_ - ist nach der in Frage kommenden Be-

¥y stimmung 20 vH der groBten, hier 18 ¢

= 18000 kg betragenden Achslast in
Rechnung zu stellen, d. h.

E4cm

|
0 2
z Q = -=-18000 = 360 kg .
1‘ i Lpzom-d 100
NI

A ; g Hieraus ergibt sich die wagerechte Schub-
S{TT T8 TT1€ kraft:
oy L T | ¢=H004g :
el [0 r=47e
e 1T ] ’
nukh ! S, =F-— =32.11,5 = 368 cm?.
o ly WS 2
T 3 7S ~360-368-70
7 ) 7 R L R rd. 2580 kg .
Abb. 142. Diese Schubkraft 7 wird an jeder Verbin-

dungsstelle durch 2 Bindebleche, je eines
an den AuBenseiten der Stiitze, aufgenommen; mithin erhélt ein jedes Bindeblech

eine Kraft = % = 1290 = rd. 1300 kg. Diese sucht das Bindeblech zu verbiegen

bzw. die Nietung (2 Niete von 2 cm @ jederseits) abzureifen. Die in dem Binde-
bleche und seiner Mittelfuge auftretende Biegungsspannung folgt aus:

M 1300-11,5 .
G=W, M——z—*——kg'cm ),
112,00 ~ 1300-11,5-6 \
W= 6 = "Jogte = rd.310 kg/cm?.
Jede Nietverbindung hat bei einem Nietabstand von 6 cm ein
2 2.
W= rd.dTn.ﬁ L2 43’14-6 — 18,84 cm? 2)

1) Hier ist das Bindeblech als einfacher Triiger gerechnet, obwohl es beider-
seits je mit 2 Nieten gehalten wird, eine Drehung an seinem AnschluBpunkte
also nicht moglich ist. Nach Heft 2 ist bei einer Einzellast = P in Mitte des

Py . .
einfachen Trigers das Moment in Trigermitte M =4 » Wenn I die Stiitzweite

ist. Hier ist: P = —g—ig 1300kg; ! =15 + 8 = 23cm und somit:

M- 1302-23 _ 13OO2~11,5 kg-om

%) Das Trigheitsmoment der hier vorliegenden Nietverbindung aus 2 Nieten
ist, wenn man das Eigentrigheitsmoment der Nietquerschnitte = J, vernach-

(A% .e?
lassigt: J = 2<Jo—|— 73 >=1l23;
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und somit wird fiir die Biegungsbelastung:

M 1300-11,5
= —= = 2
® =% = 2.1884 rd. 400 kg/cm?.

11. Ein Maueranker hat eine Zukgraft H = 3600 kg auf eine Mauer (o, =
7 kg/ecm?) von 51 cm Stérke zu tibertragen. Es ist zu untersuchen, ob die Anker-

3600
platte mit F = = = 515 cm? = 13:38 cm? = a+b cm? die Mauer nicht ungiinstig

auf Schub belastet.
Der Umfang der Platte betrigt 2a + 2 b = 26 4 76 = 102 cm; mithin ist die
Schubspannung an den Seitenflichen der Mauerprismas, das herausgeschert werden
miiflte, = 7:
3600 3600
= o 2
= 10251 ~ 5200 £ 7 kefom?,
ein durchaus erlaubter Wert.
12. Eine eiserne Stiitze in —-Form sei in der aus Abb. 143 ersichtlichen Art
fest in ein Betonfundament eingespannt; sie sei auf Biegung belastet durch ein
Moment M, welches im Sinne des Uhr-

zeigers drehend den SaulenfuB im oberen <ty
Teil gegen die rechte Betonwandung, im r-)ly
unteren gegen die linke Seite preft. :
Hierdurch entstehen zwei Druckkrifte je !
= D, die man unter Annahme einer gerad- T Oa
linig verlaufenden Spannungskurve aus i = jfem  dmax
derBeziehung ableiten kann (vgl. Abb.143): el <] o
M =D. Ouns € 4,2 ,‘iif% g
§ ‘T3 3% §-5-1- 3
wenn man die Kraft D aus dem Spannungs- G prax ! -
]
i

dreieck der Abbildung ausdriickt und die
Breite der Stiitze, welche den Druck auf-
nimmt, bzw. duBert, = d ist (Abb.143b). I~ 14
Aus dieser Gleichung kann man bei ge- 7 %
gebenem M entweder e oder Omax (zur
Kontrolle) ableiten. Endlich wird noch zu Abb. 143,

prifen sein, ob durch den Druck am

oberen oder unteren Einspannungsende der Stiitze nicht eine Herausschiebung
von Beton eintritt, also die GréBe des AuBenmafles z einer Nachrechnung zu unter-
ziehen sein. Rechnet man hier mit einem Prisma von 1 cm Héhe so ist:

Omax*1-d=2x 17, + xd7v, = 2 (27, + d73).

N
N

wenn e den Abstand der Mitte der beiden Niete darstellt; hieraus folgt angenéhert:

d
wobei also % (genauer ° ; >als duBerster Randabstand eingefiihrt ist. Im vor-

liegenden Falle ist demgemaB:

2,
W = L?é-ﬁ = 18,84 cm3.

Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 9
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Wird omax = 40 kg/em?, 7, = 4 kg/em?, so wird
5204
T 8+4+4d°
Die nachfolgenden Beispiele behandeln die Ermittelung der Schub-
spannungen bei rechteckigen Verbundquerschnitten.

13a. Bei der in Beispiel 11a S. 113 durchgerechneten Eisenbetondecke sind die

Schubspannungen nachzuweisen.
Es ergibt sich die groBte Querkraft = der Auflagerkraft = der halben Last-

590-2,1 .
summe: @max = 590-2,10 = 620 kg. Hieraus folgt: 7= Qe und da
2 z
(-3
z zu 2,9 cm (S. 113) ermittelt wurde, fiir b = 100 cm:
T = ‘—£0—2‘9* = 0,85 kg/cmZ,
100 (8,5 — —é‘)

also sehr gering.

13b. In gleicher Art sind die Schubspannungen bei dem in Abb. 123 auf S. 114

behandelten doppelt bewehrten Querschnitte zu berechnen. Hier war gefunden

g ="T0cm = 11,35 cm; ferner ist Qmax = der Auflagerkraft und = der
halben Gesamtlast

_ 4,00-600

= g

_9 _ Q _ 1200 1200 .
T bz b(h—z+mn,) 20-(33—11,35--7,6) 20 - 29,25 » 2,05 kg/em?.

In beiden Fillen sind keine besonderen Vorkehrungen zur Aufnahme der Schuk-
spannungen zu treffen, da sie den fiir Beton erlaubten Wert von 4 kg/cm? bei
weitem nicht erreichen.

14. Ein Verbundbalken von rechteckigem Querschnitt und einer Breite = 40 cm
habe am Auflager eine wagerechte Schubspannung von 12,5 kg/cm2, und bei ge-
QL 4 radlinigem Spannungsverlauf in
Entfernung von 3,25 m von hier
von 4,0 kg/ecm?, vgl. Abb. 144.
Die hierzu gehérende Fliche
der schiefen Hauptzugspannur-
gen ist zu konstruieren und die
gesamte schiefe Hauptzug-
spannkraft zu berechnen.

Da, wie auf S.123 nach-
gewiesen, die Fliche der schie-
fen Hauptzugspannungen sich
zur Fliche der wagerechten

Abb. 144, Schubspannungen wie 1:7}2

verhilt, die schiefen Hauptzug-

spannungen aber gleich den entsprechenden Schubspannungen sind, so ergibt
sich die zeichnerische Ermittlung der Flichen der schiefen Hauptzugspan-
nungen dadurch, daB man, von der Nullinie des Balkens ausgehend, in der die
GroBtwerte der Schubspannungen auftreten, je 2 Gerade unter 45° durch e und
m (fiir 7, = 0) zieht: ab und mb, ferner den zur Spannung 7, = 4,0 kg/cm? ge-

= 1200 kg .

T
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hérenden Punkt d auf mb bestimmt und nunmehr in b und d die Schubspannung
T, max = 12,5 bzw. 7, = 4,0 kg/em? auftrigt und ihre Endpunkte geradlinig durch
die Linie ce verbindet. Alsdann stellt die Fliche bced die Fliche der schiefen
Hauptzugspannungen dar, denn es ist:

Fl boed — F, = 20T ¢4 4
2 12

wihrend die Fliche der Schubspannungen:

FL ajgh =F,=“Hz‘h-".a _ b”‘;ed.z

ist. Daraus folgt:

12
1

was zu beweisen war.
Die gesamte schiefe, im Verbundbau von unter 459 gerichtetem Eisen auf-
zunehmende Zugkraft ist mithin:

Cbeted A, 125440
= o — =——2——

Z; -
2 12

-230-40 = 8,25-9200 = 75900 kg.

Werden zur Aufnahme dieser Krifte Rundeisen von je 26 mm Durchmesser
mit je f, = 5,31 cm? verwendet, so ist ihre Anzahl bei einer zuldssigen Spannung
von 1200 kg/cm?2:

75900

n= m=rd 12.

6. Die zusammengesetzte Festigkeit.

a) Allgemeine Betrachtungen iiber die zusammengesetzte
Wirkung von Normal- und Biegungsbelastung.

Fiir die Berechnungen des Hochbaues kommt im besonderen die
Vereinigung von Normal- und Biegungsspannungen, also
die gleichzeitige Inanspruchnahme der Querschnitts durch
eine mittig wirkende Normalkraft und ein Biegungsmo-
ment bzw. die auBermittige Belastung durch eine Normalkraft in
Frage. Eine solche zusammengesetzte Beanspruchung kann somit —
bei Beriicksichtigung iiblicher Belastungsfille — entweder entstehen,
wenn ein in der Achse durch eine Langskraft belasteter Stab durch
eine zur Achse (in der Regel) senkrecht gerichtete Kraft verbogen wird,
oder sie kann durch eine senkrecht zum Querschnitt liegende, auBer-
mittig angreifende Kraft bedingt sein. In beiden Belastungsfallen ist
die Beanspruchungsart die gleiche, da auch — wie bereits auf S. 62
hervorgehoben wurde — die Wirkung jeder exzentrisch zum Quer-
schnitt gerichteten senkrechten Kraft ohne weiteres durch die einer
mittig wirkenden Kraft und eines verbiegenden Momentes ersetzt werden
kann. Bei der Ermittlung der auftretenden Spannungen wird zu unter-

9*



132 Die Grundziige der Festigkeitslehre.

scheiden sein, ob die Kraftebene den Querschnitt in einer Hauptachse
oder schiefwinklig schneidet; in letzterem ¥all, ob ihre Schnittlinie
durch den Schwerpunkt des Querschnitts geht oder auBerhalb dieses
zu liegen kommt. Ferner wird zu trennen sein, ob der Querschnitt ein-
heitlich, d. h. nur auf Druck oder nur auf Zug bzw. zugleich auf Druck
und Zug durch die zusammengesetzte Beanspruchung belastet wird,
und ob im letzteren Fall sein Baustoff geeignet ist, beide Arten von
Spannungen oder nur eine aufzunehmen. In letzterem Falle wird es
sich bei den Hochbaukonstruktionen vorwiegend um Mauerkérper
handeln, die zwar auf Druck erhebliche Lasten zu tragen vermdogen,
gegen Zugwirkung aber weniger sicher sind und daher oft nach dieser
Richtung hin nicht belastet werden diirfen. In gleichem Sinne darf
auch eine Erdschicht nur gedriickt werden. Da ihre Kohésion als Sicher-
heit nicht in Rechnung gestellt werden darf, kann bei ihr eine Auf-
nahme von Zugkriften nicht in Frage kommen.

Endlich wird hier die Spannungsermittlung fiir auBermittig auf
Druck belastete Stiabe, die einer Knickgefahr ausgesetzt sind, zu be-
handeln sein.

b) Schiefwinklige Querschnittsbelastung und die Reibung in
Querschnitten.

Wirkt auf einen Querschnitt die ihn beanspruchende Kraft (P) (bei
exzentrischem oder zentralem Angriffe) schiefwinklig ein, so ist sie
(Abb. 145) in eine senkrecht zum Querschnitte angreifende Kraft ()
und in eine in seiner Ebene wirksame () zu zer-
legen. Letztere belastet alsdann den Querschnitt
auf Schub und kann so lange unberiicksichtigt blei-
ben, als die Gefahr eines Gleitens der Querschnitte
aufeinander ausgeschlossen ist. Diese Gleitung wird
durch den Reibungswiderstand der einzelnen Quer-
schnitte verhindert, der eine Folge der Rauheit der

Querschnittsoberflichen und in Verbindung hiermit
eine Funktion der auf ihr lastenden Normalkraft ist.
Den einzelnen Baustoffen ist eine verschieden grofie
gleitende Reibung eigen, die neben ihrer Art in erster Linie von der
Gestaltung und Bearbeitung der Oberflichen abhéngt. Diese spezifische
ReibungsgroBe, die Reibungsziffer (f), ist fiir die verschiedenen Baustoffe
durch Versuche ermittelt. In der Zusammenstellung in Anm.!) sind

Abb. 145,

1) Es ist fir die Berithrung von:

4 /
Stein auf Stein, Mauerwerk auf Mauerwerk, Beton usw.. . 35° 0,70
Mauerwerk auf trockenem Baugrund . . . . . . . . . 330 0,65
Mauerwerk auf feuchtem Baugrund. . . . . . . . . . 199020’ 0,35

Holz auf Stein . . . . . « v « v v « v v v v o o . . 33¢ 0,65
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die GréBen f fiir die wichtigsten, gleichartigen oder verschiedenen,
sich beriihrenden Baustoffe gegeben.

Ist N die Normalkraft, so ist bei einer Reibungszahl = f der Rei-
bungswiderstand: N-f, und solange N-f > H ist, steht eine Gleitung
nicht zu befiirchten, da der Reibungswiderstand stets einer Bewegung
entgegenwirkt (Abb. 145). "

Fiihrt man hier fiir ein Verhaltnis T:’ bei dem gerade noch der
Gleichgewichtszustand vorhanden ist, aber ein Gleiten nahe bevor-
steht, die Winkelfunktion tg ¢ ein, so wird tg ¢ = f; @ fithrt den Namen
des Reibungswinkels. Auch dieser darf also nicht {iberschritten
werden, wenn eine Gleichgewichtsstérung vermieden werden soll.

¢)Die aus Biegung und Normalbelastung zusammengesetzten
Spannungen und die Nullinie.

Ist die Wirkung der Seitenkraft in der Ebene des Querschnitts als
nicht gefahrlich nachgewiesen, oder war die Kraft von vornherein nor-
mal, so sind die durch diese und das Moment hervorgerufenen Biegungs-
spannungen zu untersuchen. Sie bilden in fast allen praktischen
Fillen die gefihrliche Belastungsart des Querschnittes und kénnen je
nach den GréBen und dem Verhiltnis von Normalkraft und Moment
als gefihrliche Druckspannung oder Zugspannung am Querschnitts-
rande auftreten.

Ist fiir einen Querschnitt das durch die auBermittig wirkende Nor-
malkraft N in bezug auf den Querschnittsschwerpunkt bedingte Mo-
ment und die Exzentrizitit der Normalkraft, d.h. ihr Abstand vom
Schwerpunkt = ¢ gegeben, so ist diese selbst bekannt, denn es ist:

M=¢N; = —Jii .
Ebenso liefert diese selbstverstindliche Beziehung auch, wenn M und
N gegeben sind, die GréBe: e o
=5

Schon auf S.62 wurde hervorgehoben, dafl eine jede exzentrisch
wirkende Kraft im Querschnitte eine Verbiegung infolge des Krifte-
paares N-e und eine Normalbelastung durch die im Schwerpunkt an-

@ f
Holz auf Metall. . . . . . . . . . . . ... .. .. 3810 0,60
Holzauf Holz . . . . . . . . .« . .. ... ... 170 0,30
Stahl auf Stahl. . . . . . . . . . . . ... .. 8033’ 0,15
GuBeisen auf GuBeisen . . . . . . . . . .. .. .. 11°20” 0,20
Eisen auf Stein. . . . . . . . . « .+« . . ... .. 7030 0,13
Fisen auf Kies . . . . . « « & v v v v v v v v v o 220170 0,4—0,3
Schmiedbares Eisen auf schmiedbarem Eisen. . . . . . 249307 0,45

GuBeisen auf Stahl . . . . . . . « . .« . . .. .. 180307 0,33
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greifende Kraft N auslost (vgl. Abb. 146). Addiert man hier die bei-
den Spannungen zueinander, so entsteht ein Spannungsdiagramm,
bei dem an den Querschnittsrindern verschieden groBe Spannungen
sich ausbilden und demgemifl die Nullinie nicht mehr durch den
VoW Schwerpunkt geht,sondern,fallsdie Rand-
l ! spannungen entgegengesetzte Vorzeichen er-
X halten, auflerhalb des Schwerpunktes den
Querschnitt schneidet, sonst iiberhaupt auBer-
halb dieses liegt. Die letztere Lage schlieft
also das Auftreten einer einheitlichen Span-
W % Z%Gm nung im Querschnitte in sich und kann nur
alsdann eintreten, wenn die durch die im
Schwerpunkt angreifende Normalkraft er-
zeugten Spannungen, absolut betrachtet,
grofler sind als die Spannungen aus der Bie-
"JI)"M""'"- gung. In dieser Verschiebung der Nul-
7///////////////////,‘ L llin.ie gegeniiber ihrer mittigen Lage
QG ei ausschliellich axialer Biegungs-
Abb. 146. beanspruchungliegt das bezeichnende
Merkmal bei der hier vorliegenden
zusammengesetzten Spannung aus Normal- und Biegungs-
belastung.
d) Der Querschnitt vermag Druck- und Zugspannungen
aufzunehmen.

Bei den folgenden Erorterungen, die

die Lage der Nullinie gegeniiber dem Kraftangriffe und
ihre Auffindung
zum Gegenstande haben, werde zuniichst vorausgesetzt, dal die Kraft-
ebene den Qerschnitt in einer Schwer- (Haupt-) Achse
schneidet. Ist alsdann in Abb. 147 k der in der
Achse yy liegende Angriffspunkt der auBermittig
wirkenden Normalkraft N, ihr Abstand von dem
Querschnittsschwerpunkte = f und sucht man fiir
einen beliebigen Punkt des Querschnittes (z" y’ oder
x'y"") innerhalb der Zone zwischen Nullinie und
starkst belasteter QuerschnittsauBenkante die auf-
tretende Spannung (o), so wird:
N My N  Nfy
Abb. 147, o= _Jw_?/___?_{_']lz.

Da in der Nullinie die Spannung = 0 ist, so wird fiir den hier vorliegen-
den Wert 3’ = y,:
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oder:
N __Niy Iz i

FTTL 0 TR T T
worin, wie stets, F' den Querschnitt in seiner ganzen Ausdehnung be-

zeichnet und fiir '—]ﬁ—f der Wert des Quadrats des zugehorenden Trig-

heitsradius (z%:‘%) gesetzt ist (vgl. S. 57/58). Das —-Zeichen auf der

rechten Gleichungsseite 146t erkennen, dall y, und f auf verschiedenen
Seiten der z-Achse liegen, d. h. dafl dem Angriffspunkte der Kraft
(k) eine Lage der Nullinie auf der anderen Seite der zu-
gehorenden Achse entspricht. Zugleich zeigt die Gleichung, daB
fir den Fall, daf f = o0 wird, also der Angriffspunkt der Kraft im
Unendlichen liegt, der Wert y, = 0 ist, also die Nullinie alsdann durch
den Schwerpunkt geht; ebenso entspricht dem Wert f = 0 die Grofe
Yo = %0, d.h. — wie bekannt — liegt die Nullinie im Unendlichen,
wenn die Kraft ¥ im Schwerpunkt angreift. Da f im Nenner auf der
rechten Seite steht, wird mit Vergréerung von f der Nullinienabstand
kleiner und umgekehrt. Entfernt sich also der Angriffspunkt
der Kraft vom Schwerpunkt, so nadhert sich ihm die Null-
linie, und néhert er sich dem Schwerpunkt, so entfernt
sich die Nullinie von ihm. Beide fiihren also in bezug auf
den Schwerpunkt entgegengesetzte Bewegungen aus.

Unter Beachtung dieser Lageverhéltnisse kann man y, als vierte
Proportionale nach der Gleichung konstruieren:

Yoof =135 Yoitp=1s:].
Das setzt natiirlich voraus, dall neben dem Angriffspunkte der Kraft
auch die GroBe des Tréagheitsradius ¢, bekannt ist.
Ist nicht die y-, sondern die x-Achse die Schnittlinie der Kraftebene
mit dem Querschnitt, greift also NV in der x-Achse an, so wird in gleicher
Weise :

9

T
—_ . . "2
By="405 oder absolut: x,f =13
und:
s — - f
Xoiiy, =1,:f.
Hierin ist:
2 T
Uy = -

Da in den Gleichungen fiir die Lage der Nullinie nur die Quer-
schnittsabmessung 4 (i, bzw. ¢,) und der Abstand der Normalkraft, diese
selbst aber nicht vorkommt, so folgt, daBl die Lage der Nullinie
unabhéngig ist von der Gr6Be der Normalkraft.
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Denkt man sich (Abb. 148) die Kraft N in einem beliebigen Quer-
schnittspunkte % angreifend und legt man durch ihn eine beliebige
Gerade, welche die Querschnittsschwerachsen in den Punkten %, und %,
schneidet, so kann man sich in diesen Punkten zwei Seitenkrafte an-
greifend denken, zu denen die Normalkraft in k die Mittelkraft darstellt.

Hierdurch entstehen die Abstdnde

4 dieser Seitenkréfte vom Schwerpunkt,

(0 b auf der y- und a auf der x-Achse.
Kennt man die Tragheitsradien i,
Y7 . . . .
und i, so sind auch die zu den in den
x| X7 a x
5 % Achsen gelegenen Kraftangriffspunk-

b 7 ten k, und k, zugehdrenden Nullinien
parallel der - bzw. y-Achse bekannt:

—32. =2
by, =13 ; axr, =1y .

Abb. 148. Da sich beide Nullinien im PunkteO
schneiden, die beiden Seitenkrifte in
ky, und k, also je in diesem Punkte eine Nullspannung erzeugen,
so wird auch ihrer Mittelkraft eine Nullspannung in O entsprechen,
d. h. es ist O ein Punkt der Nullinie zu dem Angriffspunkt % der Kraft N.
Obige Beziehungen gelten fiir jeden beliebigen Angriffspunkt der
Kraft N auf der Linie k,k,, da jede Kraft N innerhalb dieser Strecke
in zwei Seitenkréfte in k, bzw. k,
zerlegt werden kann, die Lage
der Nulllinie aber unabhingig
ist von der GroBe der sie be-
dingenden Normalkraft. Dem-
gemaf verbleiben auch die bei-
den Nullinien und ihr Schnitt-
punkt unverdndert, wenn sich
die Kraft N auf der Linie k, k,
bewegt. Hierbei bilden sich
Nullinien aus, die durch den
Punkt O gehen, sich also bei
Verschiebung der Kraft N auf
kyky, um den Punkt O drehen.
Hieraus folgt:
Verschiebt sich der An-
Abb. 149. griffspunkt der Kraft auf
einer Geraden, so dreht
sich die Nullinie um einen Punkt, und umgekehrt:
Dreht sich die Nullinie um einen Punkt, so verschiebt
sich der Angriffspunkt der Kraft auf einer Geraden.
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Will man fiir einen bestimmten Kraftangriff £ die Nullinie finden
80 legt man durch diesen Punkt zwei verschiedene Geraden k%, und
k, k, (Abb. 149) und bestimmt fiir beide Lagen, also fiir je 2 zusammen-
gehérende parallele Teilkrifte von N je einen Punkt der Nullinie O,
bzw. O, und somit diese selbst durch die beiden Punkte. Die entspre-
chende Konstruktion beruht auf der Auffindung der vierten Propor-
tionalen, auf Grund der Gleichungen:
Zyit, =1,f,
Yrite =151 1),
Fiir einen beliebigen Angriffspunkt einer Kraft in & (Abb. 150a) kann
man auch die Nulliniein einem symmetrischen (Rechtecks-) Quer-
schnitt nach der folgenden Uberlegung finden: Sind (Abb. 150a)

N, und N, die Schnittpunkte der gesuchten Nullinie mit der y- bzw.
z-Achse, so0 ist zu beachten, daB man die Beziehungen von Nullinie und

x
& N .
\ T ; ll |
.V—m—”\ﬁ——-—;s—d‘;’i—- g~—y ¥1 7
!—)4
!

N

Abb. 150 a. Abb. 150D.

Angriffspunkt umkehren kann, dal also z. B. einen Angriffspunkt der
Kraft in N, ein Nullinienpunkt im Abstande = y von S auf der
y-Achse (C,) und ebenso einem Angriffspunkte N, auf der z-Achse ein
Nullinienpunkt im Abstande von z auf letzterer Achse (C,) entspricht.
Man hat alsdann die Beziehungen zur Auffindung von N, bzw. N,:

2

L. yyo =12 und 2. xxy= 2.

Mit Hilfe rechtwinkliger Dreiecke kann man somit, wie vorgezeigt, die

Punkte N, und N, sofort finden, wenn %, (= 7,in der Abb.) und ¢, bekannt
sind und auf den entsprechenden Achsen aufgetragen werden (Abb. 150b).

1) Hierbei ist die Konstruktion vermittels des rechtwinkligen Dreiecks be-
nutzt, bei dem das Quadrat der Hohe gleich dem Rechteck aus den beiden Hypo-
tenusenabschnitten ist. Auf den Achsen sind die Tragheitshalbmesser ¢, und ¢,
aufgetragen und, je von den Angriffspunkten k, und k, bzw. & und %} ausgehend,
zu ihnen in derart rechtwinklige Dreiecke konstruiert, daB 7, bzw. ¢, (auf der
2- bzw. y-Achse abgesetzt) in ihnen immer die Héhen auf die Hypotenuse bilden.
Hierdurch sind die Werte , y;, ] ¥} bestimmt und die Punkte O, und O, gefunden.
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a) Der Kern des Querschnitts.

Schneidet die Nullinie den Querschnitt, so haben die Spannungen
in den durch sie geschiedenen Querschnittsteilen verschiedene Vor-
zeichen. Je nachdem N eine Druckkraft oder Zugkraft ist, sind in der
Querschnittszone, in der diese Kraft angreift, Druck- bzw. Zugspan-
nungen, in der anderen Zone die entgegengesetzten Spannungen vor-
handen. Beriihrt die Nullinie den Querschnitt, so tritt in
ihm eine einheitliche Spannung auf.

Denkt man sich (Abb. 151) an den Querschnitt alle moglichen, ihn
berithrenden Nullinien gelegt und zu ihnen allen je den Angriffspunkt
der Kraft ermittelt, so liegen alle diese Angriffspunkte auf einer Figur,
die sich um den Schwerpunkt des Querschnitts herumzieht und inner-
halb des Querschnitts verbleibt, da keine der Nullinien den Querschnitt
schneidet, also auch der jeweilig zugehorende Kraftangriff nicht auBer-
halb des Querschnitts liegen kann. Den geo-
metrischen Ort aller zu den beriihrenden
Nullinien gehorenden Kraftangriffspunkte
nennt man die Kernlinie des Quer-
schnitts und den von ihr umschlossenen
zentralen Querschnitt den Kern oder Zen-
tralkern des Querschnitts, Bewegt sich also
der Angriffspunkt der Kraft auf der Kern-
linie, so beriihrt die zugehérende Nullinie
den Querschnitt, und in letzterem herrscht

Abb. 151. eine einheitliche Spannung. Liegt der Kraft-
angriffspunkt innerhalb des Kerns, so ent-

fernt sich die Nullinie vom Querschnitt und liegt génzlich auBerhalb
dieses; demgemiB entspricht auch jedem Kraftangriffe innerhalb der
Kernlinie, also im Kern, eine einheitliche Spannung im Querschnitt,
bei Druckbelastung eine Druckspannung, bei einer Zugkraft eine Zug-
beanspruchung. Riickt jedoch der Angriffspunkt auBerhalb des Kerns,
so verschiebt sich die Nullinie aus ihrer beriihrenden Lage nach dem
Innern des Querschnitts, schneidet ihn und bedingt das Auftreten
von verschiedenartigen (Zug- und Druck-) Spannungen im Querschnitt.

Der Kern gestattet demgemiB je nach der Lage des An-
griffspunktes — auf seiner Begrenzung bzw. in ihm oder
auBerhalb der Kernlinie — die sofortige Entscheidung, ob
die Spannung im Querschnitte einheitlich oder verschie-
denartig ist, ob also die Nullinie den Querschnitt nicht
schneidet oder in ihm eine Druck- und Zugzone abtrennt.

Hierbei ist — wie vorstehend bewiesen wurde — stets zu beachten,
daB Angriffspunkt der Kraft und die Nullinie auf verschiedenen Seiten
des Schwerpunktes liegen.
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Wird der Querschnitt von geraden Linien umgrenzt, so geniigt es,
dessen einzelne Seiten als berithrende Nullinien zu betrachten und zu
ihnen die Angriffspunkte der Normalkraft zu ermitteln. Geht hierbei
die Nullinie von einer Begrenzungsseite in die andere {iber, so dreht sie
sich um den Querschnittseckpunkt, an dem beide Seiten zusammen-
stoBen. Dieser Drehung der Nullinie entspricht nach dem auf S. 136
gefiihrten Beweise eine geradlinige Bewegung des Angriffspunktes.

Demgemdf ist im vorliegenden Fall die Kernlinie aus einer gerad-
linigen Verbindung der zu den beriihrenden Nullinien gehérenden An-
griffspunkte zu bil-
den und ein Vieleck
vonderselben Sei-
tenzahl wie das aus

den beriihrenden
Nullinien am Um-
fange des Quer-
schnittes gebildete.
Hatdieserkeine ein-

springende Ecke
und ist er ein ,,n-
Eck* so ist somit
auch der Kern ein Abb. 152a. Abb. 152D,
,,n-Eck®. Bei ein-
springenden Ecken verringert sich dieZahl der Seiten des Kerns gegeniiber
der Seitenzahl des Querschnitts um deren Anzahl (vgl. Abb. 152a u. b).

B) Die rechnerische Bestimmung des Kerns der wichtigsten
Querschnitte.

1. Das Rechteck. Zur Auffindung des Kerns 1aBt man die Null-
linie nacheinander mit den Seiten des Querschnitts zusammenfallen.
Wird (Abb. 153) in diesem Sinne [ I als Nullinie
betrachtet, so ergibt sich fir den Abstand des
Angriffspunktes der Kraft auf der yy-Achse die
Gleichung:

b o J,  ab® B?
BS === 1z
b b 3 o
BS=—. 7 al
T 7
. R 7
In gleicher Weise wird fiir ein Zusammenfallen von Abb, 153,
Seite II II und Nullinie:
a .o J, bat a®
8 5 =0=% " 12as ~ 12’
a
CS=-€.
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Hieraus ergibt sich die Form des Kerns im Rechteck als Parallele-
gramm, dessen Ecken auf den Hauptachsen liegen und welches das
innere Drittel des Querschnitts einnimmt. Greift also innerhalb des
letzteren Ausmafles die Normalkraft im Querschnitte an, so liegt in
diesem eine einheitliche Spannung vor. Diese Feststellung ist beson-
ders wertvoll fiir auf Druck belastete gemauerte Koérper (Stiitzmauern,
Pfeiler, Gewolbe usw., bei denen das Ver-
bleiben der Mittelkraft im inneren Drittel
das Auftreten von Zugspannungen an den
Querschnittsrandern ausschlieBt.

In gleicher Weise ergibt sich der Kern
fiir dasParallelogramm (Abb.154). Hier-
bei bezieht man den Querschnitt auf das
schiefwinklige Koordinatensystem und rech-
net auf dieses das Tragheitsmoment fiir die
in Frage stehende Seite um. L&t man die
Nullinie mit ¢ zusammenfallen, so kommt in Abb. 154 die wagerechte
Schwerachse fiir die Bildung des Trégheitsmomentes in Frage; fiir
diese ist bei senkrechten Achsen:

bh3
Je=1z>

und da hier A = bsin f ist, so wird:

abdsin3 B
* Jo=""13

. Da nun ferner nach Abb.155 y’ = ycosecf
¥ ist, so wird:

Abb. 155.
. Jo=[1pdF = cosec? B [ 42 dF = cosec? B J .

Daraus ergibt sich das hier zu verwendende Tréagheitsmoment:

ab3sin®f _abisinf

- 28. =
J, = cosec? f§ 19 19
Da nun:
b _J;_ -I2
BS.?—F = 1y
ist, so wird:
BS 2.ab3sinff _ b

~12b-absinf 6’
und ebenso wird:
a

Die Kernfigur des Parallelogramms ist also der des Rechtecks durch-
aus entsprechend.
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3. Fiir einen I-Querschnitt symmetrischer Art ergibt sich in der
gleichen Weise (vgl. Abb. 156):

Ja
kv =% 1n"
p
ko=3"13
worin
Jo=15(0F°—b, 1),
Jy=15[(h—10y) B3+hy (b—b)),
F =bh—bh,
ist. Abb. 156.

Auch hier ist die Kernfigur ein Parallelogramm,
da nur 4 beriihrende Nullinien fiir den Querschnitt in Frage kommen
und der Querschnitt zu den Achsen symmetrisch ist.

4. Fir den Kreisquerschnitt ist:

rim
. J 4 r2 r
=g = T = . —
BS r=i*=g=5-=71; BS=_,

d. h. der Kern ist ein Kreis mit einem Durchmesser gleich dem halben
Radius (Abb. 157a).
5. Fir den Kreisringquerschnitt (Abb. 157b) folgt:

Abb. 157a. Abb. 157b.
T
4 __ L4y
B R—itm L E
I iy T pap
_ (Bt
By=UE",

Aus der Symmetrie des Kreisrings folgt auch hier, daB der Kern
ein Kreis mit dem Halbmesser BS ist.

6. Beim Dreieck werden die Endpunkte des Kerns auf den Mittel-
linien des Dreiecks liegen, da einmal fiir die unendlich entfernte Null-
linie der Angriffspunkt der Kraft in den Schwerpunkt des Dreiecks fallt
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und zum anderen fiir eine bestimmte Lage der Nullinie parallel zu einer
Seite der Angriffspunkt in den gegeniiberliegenden Dreieckspunkt fillt.
Unter Benutzung der Bezeichnungen in Abb. 158 folgt:

BS-4 =4,
2
Bs=21,
a
da:
izzﬁfzcoseczﬂh:cosec ﬁ%_:eoseczﬂb-(asinﬁﬁz bad _a
1™ F F bh 18basinf 18- ba 18
2
ist, so wird:
3:a2 a
BS=152"%"

In gleicher Weise werden die Absténde:
(4
C8=+,
ermittelt, wenn ¢ und d die zugehorenen
Mittellinien sind. Der Kern des Dreiecks
ist somit ein zum Querschnitte dhnliches
Dreieck, dessen Ecken auf den Mittellinien
Z liegen und vom Schwerpunkt aus je nach
der Ecke zu eine Entfernung gleich je einem
Sechstel der betreffenden Mittellinie haben.
Laft man in Abb. 150b, S. 137 den An-
Abb. 158. griffspunkt k der Kraftin die obere rechte
Ecke des Querschnitts fallen, so geht
die dieser Kraftlage entsprechende Nullinie durch die Punkte %, und %;,
d. h. durch die Kernpunkte und bildet somit einen Teil der Kernbegren-
zung. Das gleiche gilt fiir alle Eckpunkte. Man kann somit hier den Kern
finden, wenn man den Kraftangriff nacheinanderin die Querschnittsecken
verlegt und die diesen Kraftlagen entsprechenden Nullinien bestimmt..
Die Anwendung dieser Art der Kernbestimmung fiir zu einer der
Hauptachsen symmetrische Querschnitte 146t das nachstehende Bei-
spiel erkennen, das — ebenso wie das zweite — zugleich zeigt, wie man
bei einem verwickelten Querschnitt mit Hilfe der Darlegungen auf
den Seiten 136 u. flgd. durch Zeichnung bzw. durch Rechnung den
Kern finden kann.
a) Fiir das [-Eisen Norm.-Prof. Nr. 24 (A = 24 cm, b = 8,5 cm) soll die Kern-.
fliche bestimmt werden (Abb. 159). Die Schwerpunktsachsen liegen x« in halber-
Profilhéhe = 12 cm von der Flansch-AuBenkante, yy von der StegauBenkante

um 2,23 cm entfernt (= s) in Abb. 159). Ferner ist J, = 248 cm*; J, = 3598 cm?,
F = 42,3 cm?. Der Kern ergibt sich durch die Umhiillung von 4 Graden und die.

d
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Bestimmung der zugehérenden Angriffs-Kernpunkte. Ebenso entsprechen den
4 Eckpunkten N; N, M und M, 4 Kerngraden.

a) Rechnerische Losung.

Fir den Kernpunkt K, gilt der Kernabstand:

b Iy B 248
L7 F.(b—s) 42,3-(8,5 — 2,23)
und ebenso fiir K,:
Jy 248

= 0,94 cm

ky = Fos = 193.293 = 2,62 cm
desgl. fir K; und K,
. Je 3598
]e:k3:k4=* h=m—l§=7’lcm'
F'? ’

b) Will man die Kernpunkte zeichnerisch finden,
so berechnet man zunichst

. 248 . 3598
Ty = 23 = 2,42 cm; i, = 93 = 9,11 cm

nnd trigt die Werte in die Figur auf der y- bzw.
2-Achse auf. Darauf zeichnet man im Anschlusse an

Abb. 150b (S. 137) fiir den Eckpunkt N, (oder N) M 5] 7s "
das Drejeck mit ¢, und bestimmt den Kernpunkt K, ¥
ebenso unter Heranziehung von i, und der y-Achse Abb. 159.

den Kernpunkt K, und durch ihn den symmetrisch

gelegenen Kernpunkt K. Zur Auffindung von K, dient M, oder M als Kraft-
angriffspunkt und der Wert ¢,. Hiermit ist dann der Kern gefunden, da er ein
Viereck ist.

Fiir den in Abb. 160 gegebenen Querschnitt eines Pfeilers, aus 2 Rechtecken
symmetrisch zur 2-Achse gelegen, soll der Kern gefunden werden. Zundchst wird
die Querschnittsschwerachse (y-Achse) senkrecht zur x-Achse bestimmt. Es ist
F = 2:50-100 = 10000 cm?, und der Abstand der y-Achse von N,N, = ,:

_ Fyo, 4+ Foz,  50-100-50 + 50-100-125

= = = 87,5¢cm .
=T LT, 10000 87,5 em
Ferner ergibt sich:
100.508 50- 3
J, = ﬂi‘%ﬂm = 5208333 cm*,
50. 3 . 3 . 3
Jy, = 0 27’5 + 100 (50;_ 12,5) — 2,?25 132’5 = 19270850 cm?,
. 5208333 19270850
2 - 2. 72— 2OV 2
i} 10000 520,8 cm?; 4] 16000 1927,1 cm?2 .

Die Lage des Kernpunktes K, auf der z-Achse folgt aus der beriihrenden
Nullinie M, M, mit e, = 50 + 12,5 = 62,5 cm aus der Bezichung:

. 1927,1
ky-eg=12; k= 625 =3l4cm.
Fir die berithrende K M, und e, = 50 wird:
. 520,8
kyep = 12; ky = 50— 10,4 cm;

hierdurch bestimmt sich Kernpunkt K, bzw. K¢ auf der y-Achse.
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Die niichste Beriihrende ist K N,; die hierzu gehérenden Kernpunkte werden
nach Abb. 150 b bestimmt. Hierzu sind zun#chst aufzufinden die Strecken 3’ auf
der y-Achse und v auf der x-Achse (vgl. Abb. 160).
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Abb. 160.

Y

RS

y :25=87,5:100; y =21,88cm;
v’ :25 = 100: 25; v’ =100 cm.

Demgemif ergibt sich fiir PunktJ,
den Schnittpunkt von K N, mit der
y-Achse:

e, = 220+ y’ =25 -+ 21,88 = 46,88 cm;

und weiterhin aus:

ey Y3 = 13;
520,8
Yg = 16,88 = 11,13 cm

und gleichzeitig fiir den Punkt @ auf
der 2-Achse:

e,— 87,6 +v = 87,56+ 100 = 187,5¢cm
und somit:

Xyely =1y}
1927,1
Xy = W = 10,20m.

Die Werte y; und ; bestimmen die
beiden Kernpunkte K; und K;. End-
lich ist Punkt K, aus der Beriihren-
den Ny N,abzuleiten. Da hier e, = 87,5
ist, so wird:

kyeg=1d3;
1927,1 .
ky= 85 = 22 cin .

Hierdurch ist der sechseckige Kern
bestimmt.

y) Die Berechnung und gra-

phische Ermittlung der
Randspannungenim Recht-
ecksquerschnitt.

Der wichtigste Querschnitt fiir
Hochbaukonstruktionen ist der
Rechtecksquerschnitt. In ihm
greife in einer der Hauptachsen

undimAbstande=fvomSchwerpunkte entfernt, und zwar zunéchst auBer-
halb des Kerns (Abb. 161), eine Normaldruckkraft = N (Druckkraft) an.

Die Randspannungen sind

(a)

)



Die zusammengesetzte Festigkeit, Randspannungen. 145

Man erkennt, dal — solange 8f L1list, d. h. <% h , also die

Kraft innerhalb des Kerns angrelf’c — die Klammer stets einen posi-
tiven Wert besitzt und somit eine einheitliche Druckspannung iiber
dem ganzen Querschnitt vorhanden ist, daB aber bei Uberschreitung

h . . . .
der Grenze = - der Klammerausdruck negativ wird und sich somit

das Auftreten einer Zugrandspannung zu erkennen gibt. Die beiden
Randspannungen ¢, bzw. ¢, werden:

vy
(b)  oy=— bh(1+ f> (H" f) l %5 —
__N( SN __N( & 3)_FEAFEA]
© a=—pn1=3)=—F0-5). B S
Fiir die Spannung eines beliebigen Quer- n

schnittspunktes im Abstande von z von der senk-
rechten Hauptachse ergibt sich eine Spannung o'

N Mz N M-z12

@ o=—nt7 T om
- 12z
-0 e,
6,
Die Gleichung ist in bezug auf die Verénderliche ! |} Zi
z vom ersten Grade; demgemif verlduft die ' l’v !

Spannung iiber den Querschnitt nach seiner d) G,Hﬂmmmm6
geraden Linie. Fiir z =0, d.h. den Schwer- ¢
punkt, wird:

N N

=T iz

wihrend sich fir: z = + %, d. h. die Quer-

(e) 0=0,=—

schnittsrénder, die vorstehend angegebenen 4 ”6,
Randspannungen ¢,, o, ergeben. £) 2q, <

Die vorstehende Gleichung (b, c) gestattet SsE T
eine sehr einfache graphische Darstellung (vgl. Abb. 161.
Abb. 161). N

Im Schwerpunkte wird die mittlere Spannung: o,, = — % auf-

getragen, alsdann durch ihren Endpunkt (s) und den vom Angriffs-
punkt der Kraft abgewandt liegenden Kernpunkt eine Gerade gezogen,
die bis zum Schnitt mit der Angriffslinie von N (¢ in Abb. 161b) ver-
langert wird. Zieht man alsdann ¢r parallel zur Grundlinie wv und
weiterhin die Gerade rsz, so stellt die schraffierte Figur das Spannungs-
diagramm in dem hier betrachteten Querschnitte dar; n’ ist ein Punkt
der Nullinie, der diese somit im Grundrisse eindeutig bestimmt. Daf
diese graphische Konstruktion mit der vorstehend abgeleiteten Glei-
Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 10
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chung ibereinstimmt, erkennt man einmal darin, dafl die Spannungs-
verteilung tatsichlich als Gerade durch die Punkte rs festgelegt ist,
daB ferner fiir sie die vorstehend berechnete Ordinate im Schwerpunkte:

Oy = —JI’—Y innegehalten wird und daB8 endlich auch eine jede Rand-

spannung dem oben berechneten Werte entspricht. Es ergibt sich z. B.
fir die groBte Druckrandspannung g, :

o, =1W =tu;

tu:sm=tu:—%=(]‘—l—%):—z—,
d. h.
wlite)  xi
==t = (1) =4,

wie vorstehend berechnet wurde. Hiermit ist die Richtigkeit des dar-
gestellten Diagramms und Spannungsverlaufes bewiesen. Riickt die
Kraft in den einen Kernpunkt, so wird in der vorstehenden Gleichung:

)
=%
und somit:
h
N( 6”6) %
01=-—l7}—b l—l-—h-' =—2E=——2O‘m;
0y=— 3 (1—1)=0 (vgl. Abb. 161c).

Dies gibt sich naturgemi8 auch im Diagramm zu erkennen. Gelangt
die Kraft innerhalb des Kerns, so treten an beiden Réndern nur Druck-
spannungen auf (vgl. das Diagramm Abb. 161d), und liegt die Kraft
endlich im Schwerpunkte selbst, so verteilt sie sich vollkommen gleich-
miBig iber ihn hinweg — Abb. 161e.

Liegt bei auBlerhalb des Kerns angreifender Normalkraft
ein Rechtecksquerschnitt vor, der nur Druck, aber keinen
Zug aufzunehmen vermag, wie es z. B. bei manchem Mauerwerk,
vor allem aber bei der Erdfuge der Fall ist, so kann hier im duBersten
Falle eine Spannung = 0 eintreten, d. h. das Spannungsdiagramm nur
die in Abb. 161c bzw. 161f dargestellte Form erhalten. Da hier die
Normalkraft im Kernpunkt, d.h. im Drittelpunkt der allein wirksam
verbleibenden Fuge angreift, so wird in dem hier vorliegenden Falle die
wirksame Druckzone auch nur das Dreifache der AuBenexzentrizitat
der Kraft = 3 f, (Abb. 161f) sein kénnen. DemgemaB wird hier die mitt-

lere Spannung: v

-3k

Oy =
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und die Randspannung:

2 N
— 575
Ist b in allen obigen Darlegungen = 1,00 m Tiefe, erstrecken sich also
die Ermittelungen auf die Einheitstiefe, so wird b tiberall = 1 zu setzen
sein.

d) Liegt der Angriffspunkt der Kraft nicht in einer Schwer-
(Haupt-) Achse, ist aber der Kern des Querschnittes be-
kannt, so kann dieser zu einer sehr iibersichtlichen und
schnell zu bewirkenden Auffin-
dung der Randspannungen Be- Y
nutzung finden. \ »

Greift (Abb. 162) die Normalkraft in \e”
dem beliebigen Querschnittspunkt & an, Z&

0= g, =0.

50 legt man durch ihn und den Schwer-

punkt eine Gerade, welche auf der Kern-

linie die beiden Kernpunkte %, und %,

bestimmt. Unter der Annahme, daB

nn die dem Kraftangriffe entsprechende \ "
Abb. 162.

Nullinie ist, wahlt man die zweite Achse

parallel zu nn durch § und erhélt hiermit

die Abstinde der duBersten Faserpunkte e, bzw. ¢,, in bezug auf diese
Achse. Fiir eine Querschnittsgrée = F werden .alsdann die Rand-
spannurngen:

N Nfe
o=+ Jf;,"
02=%~—ggfi'.

Da der Kernpunkt &, der Angriffspunkt zur Lage der Nullinie 7, ,
und ebenso k, der zu n,n, ist, so folgt:

Ji A
k/l""ﬁ‘,’ k’—Fe,,’
d.h.
Ik, B, =i F
e/ ell

Hiermit werden die Randspannungen:

N N L T

_N_Nf_N IN_N(k-N__NfH __ h
"2*?"@‘“?@‘;@)—?(‘@‘) o
Hierbei sind f, und f, die Abstinde der Kernpunkte &k, bzw. &, von

dem Angriffspunkte der Kraft k.

und:

10*
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Ist der Kern des Querschnitts bekannt, so sind mithin, da alsdann
auch die Grofen f,, f,, k,, k,, gegeben sind, die Randspannungen mit
Hilfe des ebenfalls bekannten ¢,,-Wertes zu finden, und zwar ohne da8
man notwendig hat, die Nullinie zu ermitteln, deren Richtung also
fir die vorliegende Berechnung ohne Bedeutung ist. Neben der rech-
nerischen Auffindung der Werte ¢; und ¢, kann auch der aus Abb. 163
ersichtliche graphische Weg schnell zum Ziele fithren. Man zieht durch
k die Gerade kS, bestimmt %, und £,, legt durch § eine beliebig gerich-
tete Achse (S U), tragt auf ihr den Wert der mittleren Spannung:

am=%=SU

auf und zieht die Geraden k, U und Uk,, die auf einer durch &k zu US

gezogenen Parallelen die Punkte 7', und 7', abschneiden. Alsdann ist

kTy =0, und kT, = 6,. Denn:
kT,:US =}, k.S =1fy: k,f

Nj
kT2= ?ﬁ;:(fl
und:
KTy US = kky: kS = fy: %,
~Nh_
Abb. 163. kT, = Fr =~ %

was zu beweisen war.
Wird das Moment der dulleren Krifte auf die Kernpunkte bezogen,

ist also:
Nf, bzw. Nf, = My, bzw. = M,

bekannt, so werden die Randspannungen am besten auf rechnerischem
Wege aus den Beziehungen bestimmt:

_ M, 0. — M,

T Fk, 27 Fk,

Hierbei sind die Werte k£, und &, die Abstinde der Kernpunkte,
getroffen von der Schnittlinie zwischen der durch den Schwerpunkt
gelegten Kraftebene und dem Querschnitte. Bei Belastung eines Recht-
eckquerschnitts in seiner senkrechten Achse sind also z. B.:

0

h
k’= kllzTi—
und da hier F = bh, so wird:
My, My My
0'1:177,—/2—: W2’ 02:#.

6

worin W das Widerstandsmoment des Querschnitts angibt, bezogen
auf die zur Kraftebenen-Schnittlinie zugehérende Achse.
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e) Der Querschnitt vermag nur Druck aufzunehmen,
seine Zugwirkungsfliche ist unwirksam,

Zunichst sei wiederum vorausgesetzt, dafl die Kraftebene den
Querschnitt in einer Schwer- (Haupt-) Achse schneidet und
dieser zu ihr symmetrisch ist. Denkt man sich (Abb. 164) den An-
griffspunkt der Normalkraft in %, innerhalb der
xz-Achse, so wird zunidchst die Nullinie senkrecht
zur z-Achse verlaufen. Betrachtet man ein be-
liebiges Fliachenteilchen df, das von der Nullachse
den Abstand x haben mdoge, so wird dessen Span-
nung als alleinige Abhéngigkeit von diesem Ab-
stande, d.h. in der Form: ¢ = ax, ausgedriickt
werden konnen, wobei a eine Konstante ist,
allen df-Teilchen eigen, die im Abstande von x
zur nn-Achse, also auf einer Parallelen zu ihr liegen.
Aus dem Gleichgewichte der 4uBleren Kraft mit den inneren Querschnitts-
spannkriften folgt:

N=Jodf=axdf=0adzdf,
und ebenso aus der Gleichheit der Momente der duBeren Kraft und
der inneren Krifte, bezogen auf die Nullinie:

N-r=Jodfzx= Saxdfr=a Sz2df.
Hieraus ergibt sich der Abstand ,,r*‘ der Nullinie von dem Angriffspunkte
(k) der Normalkraft:

Abb. 164,

_ zardf _J,
"= Zwdf 8,
= dem Quotienten aus dem Trégheitsmoment der wirksamen Fliche
und dem statischen Moment dieser, beide bezogen auf die Nullinie.
Die Auffindung der Nullinie auf Grund dieser Beziehung wird am
besten auf graphischem Wege bewirkt. Hierzu sei an die graphische
Darstellung eines Momentes und eines Tragheitsmomentes (vgl. S. 22
bis 23 u. 27) erinnert, die beide auf der Verwendung von Kraft- und
Seileck sich aufbauen.

Der Gang der graphischen Ermittlung sei an dem Beispiele in Abb. 165
gezeigt. k sei, wie stets, der Angriffspunkt von N und liege in der
x-Achse, d. h. in der wagerechten Schwer- und Symmetrieachse des nur
nach dieser symmetrischen Querschnittes. Unter Annahme eines be-
stimmten FlichenmafBstabes wird alsdann der Querschnitt in eine An-
zahl kleiner Flachenstreifen zerteilt, parallel zur y-Achse, und ihr In-
halt je als Kraft aufgefaBt. Zeichnet man alsdann zu diesen Kréften mit
einem beliebigen Polabstande das Kraft- und Seileck, so stellt, wenn
nn in Abb. 165 die gesuchte Nullinie ist, die Fliche (F,), begrenzt
durch den ersten Seileckstrahl, das Seileck und die Gerade vw die zur
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Auffindung des Triigheitsmomentes des wirksamen Flachenteils, be-
zogen auf nn, erforderliche Fliche dar:
J,=2F,H.

In gleicher Weise ist S, = [ H, wobei I der Teil der nn-Linie ist,

der von den duBersten Seileckstrahlen abgeschnitten wird (= vw).
Da:

r=%
sein soll, so ist im vorliegenden Fall:
_2F,H _2F,
T=TH T
oder:
ir
Fo=%,

d. h. die Nullinie nn liegt vom Angriffspunkt der Normalkraft so weit
ab, daB ein Dreieck entsteht, Avw inhaltsgleich mit F,. Dieses

L S
ARAKIE
A i
BN ¢
M;ﬁ_ﬁ_}@,fy AR
n
Abb. 165.

Dreieck kann man aus F,, in der Art gewinnen, dall eine durch 4 —
senkrecht unter k gelegen — gezogene Gerade in Abb. 165 zwei Flichen
unter- bzw. oberhalb des Seilecks abschneidet, die unter sich inhalts-
gleich sind.
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Sind — durch Probieren zu lgsen — in diesem Sinne die beiden
Flachenteilchen f, und f, einander gleich gemacht, dann ist v ein Punkt
der Nullinie und somit diese auch im Querschnitte bestimmt. Hierbei
wird zugleich der unwirksame Teil des Querschnittes von dem unter
Druck stehenden abgetrennt. Die gr68te Randdruckspannung findet
man am besten graphisch, indem man fiir den wirksamen Querschnitts-
teil (¥,) unter Verwendung der bereits gezeichneten, nur in der Néhe
der Nullinie wegen der hier in der Regel veranderten Krafte ein wenig
abzuéndernden Seilecks den (neuen) Schwerpunkt der Druckflache be-

stimmt, fiir ihn die mittlere Spannung ¢, = 7 berechnet und mit dieser

mit Hilfe der Spannung = 0 in der Nullinie das geradlinig verlaufende
Spannungsdiagramm aufzeichnet und somit
Omsx Destimmt,

Will man die Randspannung rechne-
risch priifen, so dienen hierfiir die vor-
stehend gefundenen Beziehungen:

c=a-zx
N N
N=qaYzdf; 0= i =5
und somit:
O__N-x
=5

bzw. fiir die am weitesten von der Nullinie
(um z) entfernte Randfaser:

N.z
Omax = 5
n

Hierbei kann naturgemif S, aus der Bezie-
hung: S, = [I-H entnommen werden.

Aufgaben, wie die vorliegende, sind
u. a. bei der Berechnung hoher, dem Wind-
drucke und dem Eigengewichte ausgesetzter
Schornsteine mit Ringquerschnitt zu l6sen. Hier wird in der Regel
darauf Wert zu legen sein, daB die innere Kreislinie ganz oder
doch zum groften Teile innerhalb der wirksamen Querschnittsfliche
liegt: (Abb. 166).

Der Winddruck (H) wird zweckmaBig wagerecht eingefiithrt. Er kann fiir
1 Héhenmeter des Schornsteins mit 190 »-kg angenommen werden, worin r den
duBeren Halbmesser darstellt. Da der Schornstein nach oben zu sich im #ufleren
Umfange (und der Stérke) verringert, so empfiehlt es sich, die H-Krifte fiir mitt-
lere AuBendurchmesser in bestimmten Héohenabschnitten von 5—10m) zu be-
rechnen und die einzelnen H-Krifte zu einer Mittelkraft H zusammenzusetzen,

die ihrerseits mit dem Gesamtgewichte des Schornsteins zur Endmittelkraft
zu vereinigen ist. Liegt der Angriffspunkt dieser innerhalb des Kerns, so

Abb. 166.
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treten nur Druckspannungen auf und alsdann ist die gréfte Randspannung zu
bemessen nach:

e () (G B (545

worin: k =%’T den Kernhalbmesser bedeutet?).

Liegt — wie dies meist der Fall sein wird — der Angriffspunkt der Kraft (k)
auflerhalb des Kerns, wie auch in Abb. 166 vorausgesetzt, so ist genau in der vor-
stehend erdrterten Weise vorzugehen, der Ringquerschnitt in Streifen zu zerteilen
und mit Hilfe der Beziehung:

die Lage der Nullinie zu bestimmen. Die grofite Randdruckspannung wird als-
dann, da hier ¥ = G ist:
Gz,

0y = Omax = — TS,‘;

Liegt der Angriffspunkt der Kraft nicht in einer Achse,
sondern an beliebiger Stelle im Querschnitt, so wird man bei
den im Hochbau vorliegenden Aufgaben am besten mit Hilfe
eines Probierverfahrens die Randspannungen zu ermitteln suchen.
Hierbei wird zunédchst schatzungsweise die Richtung der Nullinie an-
genommen und alsdann das vorstehend dargelegte graphische Verfahren
zur Bestimmung der Lage der Nullinie im Querschnitte angewendet.
Ist die Nullinie gefunden, so liegt eine Kontrolle fiir die mehr oder we-
niger richtige Losung darin, dafl jetzt die Summe der inneren Spann-
krifte gleich der &dulleren Normalkraft N sein und zudem durch den
Angriffspunkt von N gehen muf8, da nur alsdann ein Gleichgewichts-
zustand moglich ist. Aus dem fiir die gefundene Lage der Nullinie er-
mittelten Spannungsdiagramm entnimmt man zu diesem Zwecke die
mittleren, zu den einzelnen Flichenstreifen gehoérenden Spannungen
und bildet aus ihnen und den zugehorenden Flachenelementen die in-
neren Spannkrifte, die dann zu Mittelkréften nach zwei verschiedenen
Richtungen zusammengesetzt werden miissen, um den Angriffspunkt
der Mittelkraft der inneren Spannkréfte zu erhalten.

1) Hierin ist » der Abstand des Angriffspunktes der Mittelkraft H iiber dem
Geliande, also oberhalb des untersuchten Querschnittes.

2) Es ist:

. =12 = __: = - ==
k-R=1 b k BF

da R den &uBersten Faserabstand darstellt.

3) Uber die Berechnung der Werte S, und J,, bei ringfosrmigem Querschnitte
vgl. u. a. Miiller-Breslau: Graphische Statik, Bd. I, S.95%f. 5. Aufl. 1912.

J J W
F
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Eine probeweise Untersuchung in obigem Sinne ist in Abb. 167 dar-
gestellt!).

Sind erhebliche Unterschiede zwischen beiden Angriffspunkten vor-
handen, so ist die Richtung der Nullinie anders zu wéhlen und das
Verfahren bis zu einem angenidherten Zusammentreffen der Angriffs-
punkte zu wiederholen. Meist wird eine zwei- bis dreifache Wieder-
holung schon zu einem guten Endergebnisse fithren. Hierbei kann man

A

0 : '(\\&\\\\\\\\\\\ . S
i’ \-.

¢
2

Abb. 167.

bei einem Rechtecksquerschnitt und dem Angriffspunkte der Normal-
kraft auf einer Diagonale davon Gebrauch machen, dafi die Nullinie
der anderen Diagonale parallel ist.

1) In Abb. 167 ist ein Rechtecksquerschnitt der Untersuchung zugrunde ge-
legt. Der Angriffspunkt der Kraft ist k. Die Richtung der Nullinie wird ange-
nommen 7,%, und ihr entsprechend die Fliche in 6 Teile (I—VI) geteilt, in deren
Schwerpunkten, je die Flichenkrifte f, bis fg angreifen. Zu ihnen ist mit Hilfe
des Kraftecks (mit H) ein Seileck gezeichnet und in ihm unter Zuhilfenahme des
Punktes A4 (entsprechend k) die Flichenausgleichung (wie in Abb.165) vorgenommen
und durch sie der Punkt v der Nullinie und somit diese = nn im Querschnitte
bestimmt. Des weiteren wird die Schwerachse §.5; des nunmehr nur noch wirk-
samen Flichenteils (F,) ermittelt (|| zu %4 7,) und das Spannungsdiagramm gezeichnet
(aus 6=0und 0, = 7 ) In ihm werden die den Angriffslinien von fifs. .. [,f4
entsprechenden mittleren Spannungen bestimmt, nunmehr die inneren Krafte in
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Zu den Querschnitten mit nicht ausgenutzter Zugzone gehéren auch
die Verbundquerschnitte, bei denen in der Zugzone nur das Eisen
als statisch wirksam in Rechnung gestellt wird. Liegt ein Verbundstiitzen-
querschnitt mit auflermittiger Belastung vor, bei einer Normalkraft = N,
einem ideellen Querschnitt ¥, einem Tragheitsmoment = J,,, und dem
aus diesem durch Teilung mit der dulersten Randfaserentfernung ab-
geleiteten idealen Widerstandsmoment = W;, so kann die Randspan-
nung o, nach der Beziehung berechnet werden:

_  N_ M
Opg = 7 -+ Wi
b N Hierbei darf ¢ die zu-
lassige Spannung von im
allgemeinen 35 kg/em?
bei Handelszement, von
45 kg/em? bei hochwerti-
gem Zement nicht iiber-
schreiten. Die Anwen-
dung dieser Gleichung
setzt aber voraus, daf} die
hierbeiauftretende Beton-

Zugrandspannung o,
nicht groBer wird als 1/,
der zuldssigen Beton-
Druckspannung. In jedem

% Falle sind die Eisenein-
Abb. 168 a, b. lagen so zu bemessen,
daf} sie ohne Mitwirkung

des Betons alle Zugspannungen aufnehmen kénnen.

Erlangt o3, einen héheren Wert, so ist am besten ein graphischer Weg
zur Auffindung der Lage der Nullinie und weiterhin der Spannungen zu
wahlen. Hier soll zundchst nur auf einen einfach, d. h. nur in der Zug-
zone bewehrten Querschnitt eingegangen werden, bei dem die Schnittlinie
der Kraftebene mit der Symmetrieachse des Querschnitts zusammen-
fallt?). Die Kraft N ist Druckkraft; betrachtet man (Abb. 168a) unter
Annahme eines derartigen Querschnittsverhdltnisses und einer ent-
sprechenden Kraftlage einen beliebigen Flichenstreifen dF, der einen

R

der ¥orm: f,0,,;, f30,2, - . [50,5 berechnet und mit Kraft und Seilecken (die
nicht gezeichnet sind) je ihre Mittelkrifte bestimmt. Beide schneiden sich im
Punkte ,,A@“, der zwar nicht allzu fern von k entfernt liegt, aber doch nicht
so annihernd mit ihm zusammenfillt, daB eine Wiederholung der Untersuchung
mit einer etwas gedrehten Lage von n,n, erspart werden konnte.

1) Genaueres vgl. Bauingenieur 1925, H. 10, 8. 366: Aufsatz von Prof. Span-
genberg-Miinchen.
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Abstand von der noch unbekannten Nullinie (nn) = y und = vom
Angriffspunkte der Normalkraft haben moge, so kann bei Annahme
eines geradlinigen Spannungsverlaufes (Abb. 168b) die Spannung im
betrachteten Streifenelement zu:
() o =ky
ausgedriickt werden, unter % einen Festwert verstanden. Das Vor-
zeichen 7) des Abstandes des Flachenstreifens von der ,,Angriffsachse
aa ist positiv oder negativ einzufiihren, je nachdem dF auf derselben
Seite oder auf der entgegengesetzten Seite der Angriffslinie liegt, wie
die Nullachse. Eine Unterscheidung in diesem Sinne kommt natur-
gemdaD nur in Frage, wenn die Angriffsachse den Querschnitt schneidet,
N also in ihm liegt. Die Momentengleichung in bezug auf die Angriffs-
achse lautet
fodF.n=N-0,

woraus folgt:

JkyndF =[y-ndF =0,

bzw. nach Einfithrung der Grole dw = ndF':
(b) fydw=0.

Der Inhalt dieser Gleichung besagt, daB, wenn man die Gréflen
ndF =dw als parallele Krafte auffaBt, die in den Schwer-
punkten der dF senkrecht zur Symmetrieachse wirken, daf
alsdann die gesuchte Nullachse mit der Mittellinie dieser
Krifte zusammenfallt. Damit ist die Lage der ,,nn‘‘ bestimmt und
ihr Abstand y, von der Angriffsachse festgesetzt.

Um die Spannungsverteilung darzustellen, ist die Normalspannung
in einem beliebigen Flichenteilchen dF zu berechnen, z. B. die Rand-
spannung o,, deren Abstand y, von der Nullachse nach Auffindung
von y, bekannt ist (Abb. 168).

Aus den Beziehungen:

S="=k wd y=y—n,
ergibt sich die Projektionsgleichung:
= — =2 =71 (yy—
(c) N_fadF_kfde_ ylfde ylj(yo ndF.
Hieraus folgt:
0, = N-y
voJdF — [ndF
oder bequemer fiir die Zahlenberechnung:
Ny,
. Jar
(d) g, = ——f—d—w— .

0 — T

Jd
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Hierbei sind die [ iiber alle Querschnittsstreifen zu erstrecken, die einer
Beanspruchung unterliegen.

Zur praktischen Durchfiihrung des Verfahrens bei beliebig begrenz-
tem ,,symmetrischen‘ Querschnitt zerlegt man letzteren in eine Anzahl

Abb. 169.

von Flichenstreifen ,,f“, bestimmt deren Inhalte, Schwerpunkte und
Schwerpunktsabstinde 7 von der Angriffslinie @ — @ und rechnet als-
dann die Werte w = fn aus. Fir diese in den Schwerpunkten der
TFlichenstreifen als Einzelkrafte wirkenden Werte zeichnet man (Abb. 169)
mit beliebig gewihltem Pol ein Kraft- und Seileck. Der Schnittpunkdt
B der &uBersten Seiten des Seilecks bestimmt die Mittelkraft der
w-Krafte und damit die Lage der Nullachse n — =, zugleich die Werte
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9o und y,. Unterliegt der gesamte Querschnitt ¥ der Beanspruchung,
so geht Gleichung (d) in die Form iiber:

N

TN

—
"=

(d) 0, =

Bei AusschluB von Zugspannungen sind dagegen die [ nur iiber die
wirksamen Querschnitte zu erstrecken — vgl. das nachfolgende Zahlen-
beispiel S. 158 bis 160.

Schneidet die Angriffslinie den Querschnitt, so ist darauf zu achten,
dafB alsdann die dF# zu ihren beiden Seiten verschiedene Vorzeichen
haben und demgemi8, wenn die w-Kréfte z. B. auf der linken Seite der
Angriffslinie mit ihrer Richtung nach unten eingefiihrt werden, als-
dann die rechts liegenden Krafte nach oben gerichtet anzunehmen sind.
Es bedingt dies alsdann naturgemil eine Streifenteilung des Quer-
schnittes, bei dem die Grenze zwischen zwei Flichenstreifen mit der
Angriffslinie zusammenfsllt. DemgemaB wird hier das Krafteck auch
eine Kurve mit einem der Angriffslinie entsprechenden Wendepunkt sein.

Wendet man die vorliegende Entwicklung auf zum Schnitte mit der
Kraftebene symmetrische Verbundquerschnitte an, die exzen-
trisch belastet sind, sogeht man auch hier (Abb. 170) zunichst vondem
Seileck aus, zu dessen Aufzeichnung hier die w-Kréafte (dF-#) benutzt
werden. Hierbei trigt man die Krifte in der Art auf, daf zunéchst
von der Zugzone an beginnend die Werte nf,-np = w, ermittelt und
von oben an beginnend auf die Kraftlinie aufgetragen werden; an sie
schlieBen sich dann die Krifte dF7n = w von der anderen Seite des
Querschnittes anfangend, unmittelbar an. Mit einem gemeinsamen Pol-
abstand wird alsdann (Abb. 170) das Mohrsche!) Doppelseileck zu den w,-
und w-Kraften im Zusammenhang gezeichnet. Einer der Endstrahlen ist
der Anfangsstrahl des w,-Seilecks. Sollen die Zugspannungen im Beton
keine Beriicksichtigung finden, so bestimmt der Schnittpunkt dieses
Strahls mit dem nach oben verlaufenden Teil des w-Seilecks die Lage
der Mittelkraft der w,- und w-Krifte und damit im Punkte B der Ab-
bildung einen Punkt der Nullinie und somit diese selbst — stark in der
Abb. 170 ausgezogen. Soll hingegen die Betonzugzone statisch wirk-
sam sein, so sind die beiden dufleren Strahlen des w,- und w-Seilecks
zum Schnitte zu bringen. Es entsteht Punkt B’ und die zu ihm ge-
hérende, in der Abb. 170 gestrichelte Nullinie. Mit Auffindung der
Nullinie sind naturgeméf auch die fiir die Spannungsberechnung er-
forderten y,- und y,-Werte bekannt.

1) Vgl. hierzu des Verfassers Grundziige des Eisenbetonbaus. 3. Aufl. S. 5101f.
Berlin: Julius Springer 1926.
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Fiir die Ermittlung der Werte f und w ist es empfehlenswert, eine einfache
Rechentabelle aufzustellen, um so mehr, als man in ihr auch die fiir die Spannungs-
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Abb. 170.

berechnung notwendigen Summenbildungen alsdann bequem vornehmen kann.
Eine solche Tabelle ist nachfolgend fiir das Beispiel in Abb. 170 aufgestellt.
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Tabelle zu Abb. 170.

Fliche f (cm?2) 2 f (cm?) n(em) | w =7z (cm3) >Zw
N fo = 240 140 | w,, = 33600
7 fop = 240 130 | w,, = 31200
N fo = 240 110 | w,g = 26400
n foy = 240 6 90 | w,, = 21600 6
7 fo5 = 240 X nf, = 1440 70 | w, = 16800 2w, = 141600
N fog = 240 1 50 | we = 12000 1
fr =280 5 47 | w; = 13160 5
fa = 520 Xf= 2550 55 | w, == 28600 Jw = 172710
= 590 1 65 | wy; = 38350 1
fi =600 — A fy=—110 75 | w, =45000 | —Aw;=— 14800
s =560 \ T 45 85 | wy; = 47600 ar
fe = 525 Y= 2440 95 | ws = 49900 > w= 157910
f» =490 1 105 | w, = 51500 1
fo =455 115 | wy = 52300
fo =420 - 125 | wy, = 52500 1
f10 = 380 Xf= 5040 135 | w,y = 51300 Jw= 461710
fin = 220 1 143 | wy = 31500 1
6 :H 6 As
F,=Xnf,+ X f= 3880 cm? > w, + 2w = 299510 cm?
1 1 1 1
6 11 6 1
F;j=XYnf, + X f= 6480 cm? 2w, + X w= 603310 cm3
1 1 1 1

Fallt die Nullachse nicht mit einer Lamellengrenze zusammen, so sind fiir die
Bildung der Summenwerte 3 f und 3 w bei der letzten Lamelle — im vorliegen-
den Falle in Abb. 170 bei Lamelle 5 — entsprechende Teilbetriige 4 f; und 4wy
in Abzug zu bringen. Es ergibt sich alsdann nach Gleichung (d) die groBite Druck-
spannung im Beton zu:

N N
T?h < 35 N
== Xnfo+ 2
%'wa‘*‘%'w 6 5
e i i

® 5

Into+ 2

Fiigt man hierin die Zahlen aus der vorstehenden Tabelle ein, so wird fiir N = 40000
und fiir ¥, = 87,8 cm, y, = 47,8 cm (aus der Zeichnung entnommen).

40000

2o047,8
880
— — 2
0y = . 399510 46,5 kg/cm?.
’ 3880

Damit ist auch — entsprechend der Annahme eines geradlinigen Spannungs-
verlaufes — das Spannungsdiagramm unter Innehaltung der Nullinie bekannt und
somit auch die Spannung o, in der &uBersten Eiseneinlage gefunden:

. N0y Ye
o
0. — 15.46,5-52,2
¢ 47,8

. Ys="52,2 cm aus der Zeichnung.

= 4 747 kg/em?.
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Wird die Betonzugspannung mit in Rechnung gestellt, so hat sich die Summen-
bildung iiber den ganzen Querschnitt zu erstrecken, also auf alle Werte f und w
auszudehnen. Fiir diesen Fall liefert zunichst die graphische Losung die Werte:
Y, = 62,5; y, = 102,5.

Es ist:
N v,

8 EERRRA 40000

ane"l'z.f 6480 . 62’5

’ 1 1 ,
0= 3 o = 603310 — 41,1 kg/em?

w, w 5 —

? + ? 1025 6480

Yo— —§ 11
Suto+ Bt
(vgl. die Tabelle).

Aus dem Spannungsdiagramm folgt weiter: y, = 47,5 und somit die grofite
Zugrandspannung im Beton:
oy, 41,1.47,5

A 62,5
eine GroBe, bei der Risse auftreten werden').

Uber die Berechnung auBermittig auf Druck belasteter Verbundquerschnitte,
bei denen nur Druckspannungen oder neben ihnen nur geringe Zugspannungen
auftreten, vgl. den letzten Abschnitt iiber die Knickberechnung auBermittig
belasteter Stibe und Querschnitte.

by —

= -+ 31,3 kg/em?

Zahlenbeispiele.

1. Der Ober- (Druck-) Gurt eines Balkenbinders (Abb. 171) wird durch eine
zwischen die Knotenpunkte des Tragsystems gelegte Pfette in der Mitte zusétz-
lich auf Biegung mit einer zur
Achse senkrechten Last von
1200 kg belastet. Die Druck-
kraft — axial angreifend —
betragt 14000 kg. Als Quer-
schnitt ist der in Abb. 171
dargestellte, aus zwei [-Eisen

2 -2 X (Normalprofil 12) bestehende
Fez130 3] mo W=2-607 Querschnitt mit F = 2-17,0
Abb. 171, — 34,0 cm? und W, = 2-60,7

= 1214 cm® gewdhlt. Die
Randspannungen sind zu berechnen. Das zusétzliche Biegungsmoment in Stab-
mitte betriigt, wenn man den Gurtstab als frei gelagerten Triger auffalt:

. 1—22.09.200 — 120000 kg-om.

Demgemill wird:
N M 14000 120000

FOW T 340 1214
— — 411 — 988 = — 1399 kg/cm? => 1400 kg/cm?
6y = — 411 + 988 = + 577 kg/em?.
Die Beanspruchung o, ist eine hohe, aber noch gerade erlaubte.

0 =

1) Das dritte in Abb. 170 dargestellte Diagramm bezieht sich auf einen Quer-
schnitt, der in der Zug- bzw. Druckzone verschiedene Elastizititszahlen besitzt.
Wegen dieses Sonderfalles sei auf die in Anm. 1 8. 154 mitgeteilte Versffentlichung
verwiesen.



Die zusammengesetzte Festigkeit, Zahlenbeispiele. 161

2. Auf der in Abb. 172 dargestellten guBeisernen Siule mit ringformigem
Querschnitte ruhen zwei I-Trager auf, die bald mit 18 t, bald nur mit 12t be-
lastet werden. Die Spannungen im Siulenquerschnitt sind bei starkster Exzen-
trizitdt des Kraftangriffes, also bei einseitiger Vollbelastung des einen Tréigers
und geringster Belastung es anderen, zu berechnen. Der

Querschnitt hat einen duBleren Durchmesser von 20 cm, £ ! A
einen inneren von 16 cm, und demgemif ein F = 113 cm? |

und ein Widerstandsmoment W = 463 cm3®. Die Exzen- SIU
trizitdt berechnet sich aus der Bedingung:

(P, + Py)f = (18 +12)-f = P, 0,15 — P, 0,15 \ U“ U /

= (18,0 — 12,)-0,15, g
also aus einer auf die Sdulenachse bezogenen Momenten- zp
gleichung

6,0-0.15 B
f= 50 — 0,03m =3 cm.

Demgemal wird:
M = 3-30000 = 90000 kg-cm

und
5 N M _ 30000 , 90000
- F * W 113 463
0, = — 266 — 194 = — 460 kg/cm?,

gy = — 266 + 194 = — 72 kg/em?.

Die Siule wird also in allen ihren Querschnittsteilen
auch bei der exzentrischen Belastung gedriickt. Die

8cm

hierbei auftretenden Spannungen sind als erlaubt zu Abb. 172.
bezeichnen. Bei voller Belastung P; = P, = 18 t wird

die alsdann iiber den Querschnitt sich gleichmiBig verteilende Druckspannung:

-1 )
_ 218000, _ 320 kg/cm?.

3. Der Obergurt eines Kragtrigers wird (Abb. 173) durch ein M = 8630 kg -cm
(infolge der ihn gleichméfBig beanspruchenden Last @) und durch eine Systems-
kraft H = 3600kg beansprucht. Wahlt man
ein |-Norm.-Prof. Nr. 7 mit F = 22,8 cm? % G,=543kg
und W, = 12,6 cm3, so ist: HHHHHH!HHIHIIHHHH%

H 7,27m

8630 , 3600 ?7’ ’ .
=F ot = 156k,
o=T 12,6 + 22,8 685 +- 158, Pi’/g Pi 7

6, = -+ 843, o, = — 527 kg/em?.

oc=29°34"

4. Der Kern des Mauerquerschnitts in 7;55 :5’%‘;‘; s600kg
Abb. 174 ist unter der Voraussetzung, dafl y '
die seitlichen Vorspriinge um je 1 m heraus-
treten, zu bestimmen. Abb. 173.

Aus den Abmessungen der Abbildung folgt:
F=(3-3—2-1'1)m2 = 7m? == 70000 cm?,

3,0-3,03 ,0-1,03
Je =" —2-101210 =15 (3:27 — 2.1) = 6,5833 m3,
1,0-3,0° -1,08
Jy=2- ‘012’0 + 1’01;’0 = 2 (2-27 + 1) = 4,5833 m3.

Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 11
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Demgemiafl wird:

530 Ja ., 65833

Y2 TF ¢ 707
6,5833

k= 7015 0,626 m ,

£ 30y, 45833

2 2 - F v 7’0 >

4,5833

by =35~ 0446

Aus diesen MaBen ist der in Abb. 174 dargestellte Kern bestimmt. Er hat
eine Hohe von 1,252 m und eine Breite von 0,89 m.

5. Eine Gewolbefuge (Abb. 175) von 1,00 m Stirke und 1,00 m Tiefe wird im
Abstande von dem oberen Gewdlberande von 0,20 m durch eine Normalkraft

(=]

i
_ m
== -
7 K3
e e
- ¥
N¥UTH
x| 5’\ 7 S x &
7 Z ;_
-
s
| i
0,8[90 ~——100m
NS |
Abb. 174. Abb. 175.

von 30t exzentrisch belastet. Gesucht sind die Randspannungen. Da hier die

1,0 .
Kernweite 5 = 0,33 m betrigt, der Kern also um je 16,5 cm von der Mittellinie

absteht, die Normalkraft aber von hier aus den Abstand von 50 — 20 = 30 cm
hat, so liegt sie auBerhalb des Kerns, und es sind somit verschiedene Spannungen,
am oberen Rande — also nahe der Druckkraft — die groBite Druckspannung,
am unteren, Gewdlberande der Hochstwert der Zugspannung zu erwarten.
Es ist:
131
F = 1,00 m2; W="r=--=0,1666 m3,
6 6
M = 30:0,30 =9 t-m,

und somit ergibt sich:

N M 30 9

Demgemif sind die Randspannungen:

0, = —84kg/em? und o, = + 2,4 kg/cm?>
24000
1) 24 t/m? 2 Bk 2
) /m? entsprechen 24000 kg/m? und 160-100 2,4 kg/em?2.
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6. Der in Abb. 176 dargestellte Mauerpfeiler setzt sich mit einer Grundfliche
von 6,00:2,00 m auf einen guten, tragfahigen Baugrund auf, der bis zu 4 kgfem?
beansprucht werden darf. Auf die letzte Mauerfuge und ebenso auf die Erdfuge
wirkt eine schrig gerichtete Kraft B = 155 t ein, die in zwei Seitenkrifte, eine
senkrechte N =150t und eine wage-
rechte H = 37,5 t zerlegt wird, Es ist zu “
untersuchen, ob der Pfeiler gegen Ver- N 3 wh ot
schieben ausreichend gesichert ist und & i
keine zu hohen Belastungen im Mauer-
werk und auf dem Baugrunde auftreten. n o m-375¢
Da die Reibungszahl zwischen Erde und H
Mauerwerk unter unginstigen Verhalt- —<——pm———
nissen rd. 0,40 ist, so wird hier eine Rei-
bungskraft auftreten = 0,4:N = 0,4-150
=60t, also > H > 37,5t, so daf} eine [ S
Verschiebung des Pfeilers durch die hori-
zontale Seitenkraft der Gesamtmittel- !
kraft nicht zu befiirchten steht. : L

Die Kraft N greift von der Pfeiler- e nadl

aulBenkante um 1,60 m entfernt an, liegt

>
—>

372

T3 76-480m)

also, da die Fuge 6,00 m breit ist, nicht i

mehr im Kern, d.h. nicht im inne- < = | § &
ren Drittel. Ihre Exzentrizitit gegen- ¢, = S
iber dem Querschnittsschwerpunkt ist Sm‘_

f=30—160 =140 m und somit Abb. 176.

M = 150-1,4 = 210 t-m. Ferner ist W,

fir die hier in Frage kommende senkrecht zur Kraftebene stehende Achse y:
2-6,02

W, S —12,0me F = 12,0 m2,

Aus diesen Werten folgen die Randspannungen:
150 210 360

—_ e e e 2
% 12 12 12 Ym
= — 30 t/m? = — 3,0 kg/em?,
—1 21
oy = —501;—0 = 4 % = +5,0t/em? = + 0,5 kg/cm?.
Die mittlere Spannung ¢,, im Schwerpunkt wird :
150

Om = 12,5 t/m? = 1,25 kg/cm?2.

12
Mit Hilfe dieses Wertes ist auch das Spannungsdiagramm in Abb. 176 ge-
zeichnet. Es liefert die Nullinie im Querschnitte. Die Lage dieser kann natur-
gemifl auch rechnerisch gefunden werden. Bezeichnet man die Abstinde der
Nullinie von den beiden Querschnittsrindern (Abb. 176) mit » und ¢, so wird:

r:it =0,:0,=230:05; r+t=60; r=86,0—1¢;
60—1t:t1=3,0:05=6,0;
6,0 —-¢t=26,0:¢; 7t=26,0; t=0,86m
und demgemaB r = 5,14 m. Nunmehr kann man auch (8. 151) nach der Gleichung
N.z

Omax =
Sa

11*



164 Die Grundziige der Festigkeitslehre.

die groBte Randspannung fiir den Fall berechnen, daB die Zugzone nicht beriick-
sichtigt wird, also die Druckzone allein die gesamte Kraft aufnimmt. Hier ist
z=514m.

_5,142.2,0

S, = 26,42 m3, N=150t,

R 150-5,14 _ 150
mex T 796,42 5,14

Fiir die Spannung in der Erdfuge darf nur die 3fache AuBenexzentrizitat fiir
die wirksame Fliche in Rechnung gestellt werden,

x P N=20000kg d.h. by = 3:1,60 = 4,80 m. DemgemaB wird (vgl.
, S. 146):

|

= rd. 29,3 t/m? = 2,93 kg/em?1).

- Op=-+——a— = — ==1d. 15,6 t/m? = 1,56 kg/cm?
J—f—i_ S 438020 96 / ¢/
d £ J<—20—>i Y und somit: omax = 2 6, = 3,02 kg/em? < 4 kg/em?,
(L) wie héchstens gestattet war.
¥ - X 7.In einem Pfeiler-Rechtecksquerschnitt sei
Abb. 177: F = 100-40 = 4000 cm?; f in der zur
Abb. 177, lingeren Seite parallelen y-Achse = 20 cm, d.h.
100
>k >— >1666 cm; N = 20000 kg. Demgemi wird (nach (S.147):
6 t=]
k+ 20000 (16,66 + 20
f1= ”’"< k f) = 7 74000 ( 16,66 > = =522 = — ll kgfom?;
_ 16,66 — 20) _ 3,34 .
62——5(7,66 = +5'16,66—+1,0kg/0m

Das gleiche Ergebnis liefert auch die normale Rechnung:

g, = — <—F + —W>; M = 20-20000 = 400000 kg-cm;
40-1002 N
= 2O oms: L= 2.
W g mh % 5 kg/em?;

400 000-6>
1= (5 T 740-1002
6, = — (5—6) = -+ 1 kg/em?.
8. Ein normal gebauter Fabrikschornstein von 36,0 m Hohe (Abb.178) hat
einen duBeren oberen Halbmesser von 0,9 m, einen unteren von 1,50 m und hier

einen inneren Radius von 1,05 m, sowie einen Querschnitt von rd. 3,6 m% Das
Eigengewicht des Schornsteins betrage 150 t, der fiir eine mittlere Starke berech-

= — (54 6) = — 11 kg/em?;

2
1) Man koénnte — einfacher — auch folgendermaBen rechnen: Da Sy = z?b ist,
. N 2.1
80 wird: Omax = £V2_bz = %z-b— , also vorliegend: Opax = mi(; = 29,3 t/m?2,
5

Es mag verwundern, daB jetzt die Randspannung geringer wird als bei Heran-
ziehung der Zugflache: (2,93 > 3,0 kg/em?). Es findet das seine Erklirung darin,
daB bei Ausschaltung der Zugzone die Exzentrizitit des Kraftangriffes verhaltnis-
miBig geringer wird.
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nete wagerechte Winddruck H = 8,0 t. Das Moment infolge des Winddruckes ist

M =8,0- % =144t-m

Das Widerstandsmoment des Querschmtts berechnet sich zu:
(B —rY)m  1,50* — 1,05¢ 5,0625 — 1,217

L 4R = 4.150 3,14 4-1,50 3,14
3,8455
0 . — 3
~ 6.0 3,14 = 2,013 m3,

Nunmehr lassen sich auch die Randspannungen bilden:

__ &y &4 v 14t . _ _ \
oy F W 36 2 013 = rd. — 41,6 — 71,7 113,3 t/m?,

= — 11,3 kg/cm?,
o, = — 41,6 + 71,3 = - 29,7 t/m? == 4 2,97 kg/em?.

Beide Spannungen sind bei bester Ausfithrung und gutem Material durchaus
zulissig. Da sowohl Druck- wie Zugspannungen auftreten, ist ersichtlich, da8 die
Mittelkraft aus N und H die Grundfliche auBlerhalb des Kerns schneidet!). Er-
hilt der Schornstein ein im Grundrisse quadratisch geformtes Fundament, so sind
nach Auffindung der auf dieses wirkenden Mittelkraft
und ihres Angriffspunktes (am besten auf graphischem
Wege) die Randspannungen im Fundamentkérper und
die gréBte Pressung des Baugrundes unter der nach der
Mittelkraft zu gelegenen Kante auf genau dieselbe Art
zu bestimmen, wie es in Beispiel 6 ausfiihrlich erldutert
worden ist.

9. Eine mit 4 Langseisen von je 2cm @ an den
Ecken bewehrte Verbundséiule hat einen quadratischen
Querschnitt von 30 cm Seite. Die Entfernung der Eisen
von den Querschnittsachsen betrigt je 12 em. In einer
der Haupt- (Schwer-)Achsen greift aufermittig um das
MaB von 5,0 cm eine Kraft N = 10000kg an. Zur Er-
mittlung der Randspannungen im Beton kann (vgl.S.154)
zunichst versuchsweise mit der Gleichung:

g ¢ Abb. 178.

gerechnet werden. Hier ist:

F;, der ideelle Verbundquerschnitt, = F;, + n F, = 30-30 + 15- 42 3 14

= 900 + 188 = 1088 cm? 2);

1) Der Kerndurchmesser ergibt sich hier zu:
J J W 2,013
k'R:T k=ﬁ~~F-—~§,—6—-—rd0,56m
Da die Exzentrizitat der Mittelkraft 0,96 m ist, so tritt letztere mithin aus dem
Kern heraus.

2) F,=4fe=

2 2
4 dn:4.2 3,14

Rudiiig = 2
1 4 12,56 cm2.
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1
Jy=J,= 3—01’—20— + 15.F, 122 = 67500 + 15-12,56-144 = 74630 cm?;
J 74630
=% = T 3
W, 72 15 rd. 5000 cm3,

Demgemaf wird:

1 1 .
¢ = — OOOO— T O—OOO—Q @ - 9,5 F10; 0, = — 19,5 kg/em?.

1088 5000
g, = + 0,5 kg/cm?.
Bei der sehr geringen Zugspannung ist die obige Gleichung anwendbar.
Wird die Exzentrizitit = 10 cm, so ergibt sich:
6 = (— 9,5 F 20) kg/em?;
o, = — 29,5 kg/em?;
gy = + 11,5 kg/em?.
Alsdann darf mit der Gleichung nur gerechnet werden, wenn die zulissige Druck-
spannung im Beton (vgl. S.154) = 5-11,5 = 57,5 kg/em? ist. Hier miilte also
ein besonders hochwertiger Zement Anwendung finden.

7. Bestimmung der Spannungen in auBermittig belasteten, aul
Knickung beanspruchten Druckstiben.

Liegen fluBeiserne Stibe vor, so ist zu der aus dem @-Verfahren
abzuleitenden Druckspannung noch die Biegungsspannung zusétzlich
hinzuzufiigen, demgemiB ist hier (vgl. die Ausfithrungen auf den S.77
und folgende) mit der Gleichung zu rechnen:

= Yzul-

Nw M
c="F ty=o

Im gleichen Sinne kénnen im elastischen Bereiche (A = % >100)

auch die auf S.81 erwihnten, aus der Euler- Gleichung abgeleiteten
Beziehungen gelten:

1
(a) bei der Sicherheit v=3,0; J,;=1,97Ps’ 9;% ),
(b) bei der Sicherheit y=4,0; J,;=1,69PsZ+ zi‘f ,

wenn e der Abstand der aduBersten gedriickten Faser von der maB-
gebenden Schwerachse bedeutet. Bei Durchfithrung der Rechnung, im
besonderen bei Bestimmung der Zahl @ wird zu beachten sein, nach
welcher Achse hier infolge des Momentes (= M) eine Ausbiegung des
Stabes zu erwarten steht, da dieser Richtung entsprechend naturgemi@

auch der fiir @ maBgebende Wert: %’i, also vor allem ¢ zu wihlen ist.

1) Das zweite Glied erklirt sich aus der Beziehung:

M M eM . . _eM
a‘:—W=z=7— und somit: J = P
e
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Bei gufBleisernen Sdulen sind die Randspannungen nach der

N
Normalgleichung fiir auBermittige Belastung o = — 7EW <o,, zuer-

mitteln. Danebenist hierauchnachzuweisen, da Jyin >6F - sf + %J% ist1).

Bei Holzstdben, die erheblich auflermittig durch eine Kraft N
belastet, oder neben einer mittigen Kraft N durch ein Moment M be-
ansprucht sind, darf die aus der Gleichung:

wN M
+W

=5 + bei Zugstiben

errechnete Randspannung dJe fiir Holz auf S. 81 angegebenen Werte
(also fiir Nadelholz 80 [Druck] bzw. 100 kg/cm? [Eiche]) nicht iiber-
schreiten. Hierbei ist ,,ohne Riicksicht auf die Richtung der Ausbiegung*
stets der grofte Wert von w einzusetzen. F, und W, beziehen sich
auf den ,,nutzbaren Querschnitt, verlangen also die Beriicksichtigung
etwaiger Schwichungen des Knickquerschnittes.

Verbundstiitzen, deren Léngenverhaltnis (vgl. S.84) ein Aus-
knicken befiirchten laft, also demgemif eine Berechnung nach dem
w-Verfahren auf Knicken verlangen, sind bei auBermittiger Belastung
entsprechend den Eisen- oder Holzstiitzen nach der Beziehung

wP M
F :t <O'zul

zu beurteilen.

Zahlenbeispiele.

1. Eine 3,50 m freigestiitzte Saule, gebildet durch ein I-Norm.-Prof. 45 mit

F = 147 cm?, W, = 2037 cm?, i, = 17,65 cm; W, = 203 cm3; ¢, = 3,43 cm wird

durch ein Moment M,, wirksam also in der mit dem Stege zusammenfallenden

y-Achse, M, = 680 t-cm und zudem durch eine Normalkraft in der Stiitzenachse
N = 56,0 t belastet. Es ergibt sich fiir die Ausbiegung nach der z-Achse:

_ S _ 350

T 1165

o nach der Tabelle S.79 = 1,02, und somit:

oN M 561,02 680

O =""F T W, 141 2037
— 0,388 — 0,328 = — 0,716 t/cm? = — 716 kg/cm?.

=rd. 20;

2. Ein FluBstahlstab besteht aus 2 _] Norm.-Prof. Nr. 20, mit nach auBen ge-
kehrten Flanschen und einem lichten Stegabstand = 12em; N =18t; M, =
382t.cm; M, =410 t.-cm; s, =480 cm; F = 2-32,2 = 64,4 cm?2; J, = 4428,
J,=3822cm?® (je fir den Gesamtquerschnitt), W, = 326, W, = 382 cm3,

1) Siehe FuBnote S. 166.
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t; = 7,8 cm; ¢, = 8,3 em. DemgemiB wird fiir die Verbiegung nach der y-Achse:

= ;i: = 48?;’ =515; =118 (vgl.S.79);
Oy = — %V—% = (%’418 %) = — 1,5 t/em? = — 1500 kg/cm?
und nach der z-Achse:
z:ff:ﬁ’:rd. 62; =129
Gy = — (1’(2;2’;18 %’) — — 1,44 t/em? = 1440 kg/om?,

Der Wert o, ist > g,, > 1400 kg/em? und verlangt demgemiB einen stirkeren
Querschnitt als hier gewihlt.

3. Es soll das Jgy fiir ein Breitflansch-Stiitzenprofil bestimmt werden fiir:
N=24t; M =24-10=240tcm; s, = 7,50m; o0,,; = 1,4 t/em2 Nach der
Gleichung auf S. 166 wird:

eM

G zul

Jor=1,69- N -3 +

. . 27 .
e wird versuchsweise zu —- = 13,5 cm angenommen; demgemiB wird:

2
13,5-240
1,4

Gewihlt wird ein Querschnitt-Breitflansch I-Eisen Nr. 27 mit 2 = b = 27 cm
(also e = 13,5 cm) und J, = 4920 cm4 > 4610; .J,, ist fiir das Profil = 16529 cm4.

Da ferner i, = 7,02 cm ist, so ist auch die Anwendung der obigen Gleichung
7,50
7,02
schen Bereiche liegt.

4. Fine guBleiserne Siule trigt eine Achslast N =60t und ein Moment
= 300 t-cm = 300000 kg-cm (also Exzentrizitit = 5 cm); s, = 4,00 m.

Es ergibt sich:

Jot = 1,69-24-7,52 + @ (2290 + 2320) «2 4610 cm?®.

statthaft, weil A = =rd. 107, also > 100 ist, und.somit die Stiitze im elasti-

C=—F ~ W
Nimmt man einen Ringquerschnitt von einem &ufBeren Durchmesser = 26 cm
und einer Wandstirke = 2,6 cm an, so wird
J=13234cm?*; W = 2123% =rd. 1018 cm3, F = 191,0
und hiermit:
__ 60000 300000

T 101,0 ¢ 1018

= rd. 600 kg/cm?, also = 0.

Kontrolliert man das Trigheitsmoment nach der Beziehung:

eM

Ozul

J=6Ns] +

t

so ergibt sich:
13-300

=6.60.4,0% -
Jert = 660 4,02 4 0.6

=360-16 4 13500 = 12260 < 13234 < Jorhanden »
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5. Ein ungeschwichter Holzstiel von 24-24 cm? und 8,33 m Lénge sei auBer-
mittig in einer Hauptachse mit N = 6000 kg im Abstande = 6 cm vom Schwer-
punkt belastet. Die auftretende Knick- und Biegungsspannung wird gesucht.
Es ist: F = 576 cm?; s, = 833 cm; ¢ = 0,288-24 = 6,94 cm und somit?):

8 833

Eo_ — .
5 " 60d rd. 120;
Hieraus folgt fiir Nadelholz: w = 5,36; ferner wird
3
W= % =2304cm?® wund M = 3000-6 = 18000kg:cm.

Hieraus folgt:
_ [oN | M\ _ <5,36-6000 y 18000)
"‘"(T“LW/"— 50 T 2304

= — (47,6 + 15,6) = — 63,2 kg/cm? < 80 kg/cm?,

also erlaubt.

6. Eine Eisenbetonstiitze quadratischen Querschnittes (Seite @ = 30, also
F, =900 cm?) wird durch 4 Langseisen von je 2,0 cm @ bewehrt, die in Entfernung
von je 12 cm von den Schwerachsen entfernt liegen. Fiir diese Stiitze wurde bereits
auf 8. 165—166 gefunden : Ideeller Querschnitt: F/; = 1088 cm?; idelles Widerstands-
moment: W, L 5000 cm®, Die Belastung der Stiitze sei auBermittig um 8 cm
und betrage N = 10000 kg. Die Knick- und Biegungsspannungen werden gesucht.

1
Aus dem Verhiltnis 5= % = 20 folgt die Knickgefahr und nach der Tabelle
auf S. 84 der w-Wert: w = 1,25. Daraus ergibt sich:
__eoN_ M  125-10000__10000-8
=TF Tw T 1088 5000

= 11,4 T160; o0, =—27,4; o0, =+ 4,6kg/cm?,

Beide Spannungen sind als durchaus erlaubt zu betrachten, da namentlich
ein 0, =0, = 4,6 kg/cm? ein Entstehen von Rissen nicht befiirchten 148t.

1) Vgl. 8. 57 und 58.





