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V orwort znr ersten Anflage. 
In den Kreisen der akademisch gebildeten Architekten verschafft 

sich immer mehr und mehr das Bestreben Geltung, alle die fUr den 
Hochbauer erforderlichen wissenschaftlichen Vorkenntnisse, auf denen 
sich die konstruktive Gestaltung seiner Bauten griindet, ihm in zu
sammengefaBter Form, aber doch mit wissenschaftlicher Vertiefung zu 
bieten, um einen moglichst groBen Teil der Ausbildungszeit fiir die 
eigentlichen Aufgaben der kiinstlerischen Entwicklung und Durch
bildung zur Verfiigung stellen zu konnen. "Oberblickt man unter diesem 
Gesichtspunkte die fiir das Studium der Architekten vorhandenen, viel
gestaltigen Lehrbiicher, aus denen er die notwendigen Kenntnisse 
aus den Gebieten: Festigkeitslehre, Statik der Hochbaukonstruktionen 
und Eisenbau entnehmen kann, so wird man sich der Erkenntnis nicht 
entziehen konnen, daB trotz dem Vielen und oft Wertvollen, was hier 
geboten wird, doch eigentlich noch ein Lehrbuch fehlt, das einmal 
in gedrangter Kiirze sich freihalt von allen den theoretischen Be
handlungen, die dem Studium und Anwendungsgebiete de'! Ingenieurs 
angehoren, zum andern sich ausschlieBlich an die Bediirfnisse des Hoch
baus wendet, hierbei aber auf einer h6heren wissenschaftlichen Warte 
steht als die - fiir ihren Sonderzweck recht brauchbaren - Werke 
des Baugewerkschulunterrichtes. Diesen in langjahriger akademischer 
Lehrtatigkeit selbst empfundenen und oft von den Studierenden bitter 
beklagten Mangel abzustellen, sollen die drei unter dem Namen des 
Repetitorium fiir den Hochbau zusammengefaBten Hefte bei
tragen. Bei ihrer Abfassung ist darauf Wert gelegt, einerseits die rein 
theoretischen Abhandlungen auf ein MindestmaB zu beschranken und 
andererseits - soweit es moglich - ihre praktische Anwendung durch 
zahlreiche Rechnungsbeispiele aus der Praxis zu erlautern und somit 
dem Verstandnisse der Architekten )laherzubringen. In diesem Sinne 
werden die Hefte nicht nur als Lehrbiicher zu selbstandiger Aneignung 
der notwendigsten Kenntnisse dienen konnen, sondern in erster Linie 
eine Wiederholung aus den vorgenannten Lehrgebieten zu ermoglichen 
bestrebt und in der Lage sein. Gleichzeitig diirften sie aber auch dem 
in der Praxis stehenden Architekten ein willkommenes Riistzeug fiir 
die vielseitigen Erfordernisse seines Berufes bieten. 

Das Gesamtwerk zerfiillt in die drei Abschnitte, deren jedem ein 
Heft - fiir sich vollkommen abgeschlossen - gewidmet ist: 
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Heft I: Graphostatik und Festigkeitslehre. 
Heft II: Statik der Hochbaukonstruktionen. 
Heft III: Die Grundziige des Eisenbaus im Hochbau. 
Das vorliegende erste Heft, die Graphostatik und die Festigkeits

lehle behandelnd, bespricht in seinem ersten Teile die Grundziige der 
graphischen Statik: die Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften 
in der Ebene, die Lehre vom Kraft- und Seileck, die zeichnerische Dar
steilung .statischer und hoherer Momente. 

In den Grundziigen der Festigkeitslehre - der der zweite und bei 
weitem iiberwiegende Teil des Heftes gewidmet ist - wird zunachst die 
rechnerische Ermittlung der Schwerpunkte, statischen, Tragheits. und 
Zentrifugalmomente gegeben, einschlieBlich ihrer wichtigsten Bezie
hungen unter sich und zu verschiedenen Achsensystemen. Hieran schlie
Ben sich dieDarlegungen iiber die verschiedenen einfachen undzusammen
gesetzten Beanspruchungen der Querschnitte. Behandelt werden: die 
Normal- (Druck- und Zug-)festigkeit, die Frage des Knickens, die 
Biegungsfestigkeit, die Schubfestigkeit (fiir sich ailein und in Ver
bindung mit Biegung) und endlich die Beanspruchung der Querschnitte 
gemeinsam durch ein Moment und eine Normalkraft. Die an die all
gemeineren Ausfiihrungen und Entwicklungen in jedem Einzelgebiete 
sich anschlieBenden Beispiele sind fast stets aus der hochbaulichen 
Praxis entnommen und so gewahlt, daB sie eine moglichst groBe Viel
seitigkeit der Anwendung erschlieBen. Soweit angangig, ist neben 
scharfere Rechnungswegen auch auf vereinfachte Annaherungsmethoden 
der Rechnung eingegangen. 

Dresden, im Juli 1919. 

Dr.-Ing. e. h. M. Foerster. 

Vorwort znr zweiten Anflage. 

Bei der vorliegenden zweiten Auflage des ersten Heftes vom "Repe
titorium fiir den Hochbau", die 

Graphostatik und Festigkeitslehre 

behandelnd, sind Einteilung und Aufbau der ersten Auflage im all· 
gemeinen beibehalten worden. 

Der fortgeschrittenen wissenschaftlichen Erkenntnis gemiiB und der 
von ihr beeinfluBten neueren staatlichen Bestimmungen iiber die Berech
nung von Hochbaukonstruktionen ailer Art folgend, wurde eine groBere 
Anzahl der einzelnen Abschnitte einer Umarbeitung und Vervoll-
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standigung unterzogen. Dies betrifft einmal die von mancher Seite aus 
gewiinschte Aufnahme der Behandlung einfacher Eisenbetonquer
schnitte im Sinne ihrer Festigkeitsuntersuchung, zum andern die voll
standige Umgestaltung des Kapitels iiber die Knickfestigkeit nnd die 
Hinzufiigung eines neuen Abschnittes iiber die Spannungsberechnung 
in au.Bermittig belasteten, auf Knickung beanspruchten Druckstaben. 
Bei Behandlung der Verbundquerschnitte, der Stiitzen, Platten, Platten
balken und allgemeineren Formen wurde besonderer Wert darauf ge
legt, die hier zu behandelnden Aufgaben - die Bestimmung des Schwer
punktes, der statischen- und Tragheitsmomente, die Ermittelung der 
Normal-, ,Biegungs- und Sehubspannungen - der vorliegenden Gesamt
aufgabe, eine Festigkeitslehre fiir den Hochbau zu geben, unterzuordnen. 
Hierbei wurde sowohl auf die rein rechnerischen als auch die graphischen 
Berechnungsmethoden - letztere namentlich bei einer Beanspruchung 
durch Normal- und Biegungsspannungen - ausfiihrlich eingegangen. 
Bei der Neubearbeitung der Knickfrage wurde das heute fiir Flu.Bstahl 
(St. 37 u. St. 48) .Holz und Eisenbeton vorgeschriebene w -Verfahren 
in den Vordergrund der Betrachtungen gestellt; hier wurden auchAnnahe
rungsberechnungen, sowie die Frage der Knicksicherheit mehrteiliger 
Stabe und einer au.Bermittigen Kraftlage ausfiihrlich behandelt und 
zwar immer im engen Anschlusse an die neuen staatlichen, fiir die Haupt
baustoffe festgesetzten Bestimmungen. 

Eine recht erhebliche Erweiterung haben die allen Abschnitten 
angefiigten Zahlenbeispiele erfahren, einmal durch die Aufnahme neuer, 
der Praxis entnommenen Aufgaben in den bisher behandeltenGebiete, 
zum andern durch die Hinzufiigung der neuen Abschnitte. Hierbei 
wurde besonderer Wert darauf gelegt, moglichst vielgestaltige dem 
Gebiete des Hochbaus entnommene Rechnungsbeispiele vorzufiihren. 

Fiir die ausgezeichnete Ausstattung, die auch die neue Auflage 
durch den Verlag Julius Springer, Berlin, erfahren hat, diesem zu 
danken, ist mir ein besonderes Bediirfnis. 

Dresden, im Mai 1927. 

Dr.-lng. e. h. M. Foerster. 
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Erster TeiI. 

Die Grnndziige der graphischen Statik. 

1. Kapitel. 

Die Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften in 
der Ebene. 

1. Die Zusammensetzung der Krafte und der Gleichgewichtszustand 
der Krafte. 

In der graphisehen Statik werden Aufgaben, die sieh auf das Zu
sammenfassen und Zerlegen von Kraften, auf die Bildung von Momenten 
versehiedener Ordnung usw. beziehen, auf rein zeiehnerisehem Wege 
gelost. Hierzu bedarf es eines ZeiehnungsmaBstabes, eines Krafte
maBsta bes, der in seinen Einheiten sieh naeh der je vorliegenden Auf
gabe riehtet. Bei der Behandlung einfaeher KriiJte wird der MaBstab, 
der zur zeiehnerisehen Darstellung der Krafte in Form bestimmter 
Langen dient, sein: 1 t = n em bzw. 1 kg = n' em usw., wahrend bei 
der graphisehen Darstellung von Flaehen als Krafte die Einheit der 
Flaehe die Grundlage bilden wird: 1 m2 = n em, 
1 em2 = n' em = n" mm usw.; endlieh wird bei // 
der Darstellung eines Momentes, das sieh aus \\~ 
Kraft X Hebelarm zusammensetzt, also in der '!!, "Jr.l. 

Einheit von t·m, bzw. kg·em usw. erseheint, bei-
spielsweise der KraftmaBstab (t) mit dem Langen-
maBstab (m) in Form einer Flaehe vereinigt. Abb. 1. 

Damit eine Kraft zeiehneriseh dargestellt wer-
den kann, ist es notwendig, von ihr zu kennen die Lage, ihre Riehtung, 
ihre GroBe. Das gleiehe gilt aueh von Kraften, welehe Flaehen er
setzen; hier ist in der Regel der Angriffspunkt der Kraft, der Punkt, 
in dem die Flaehe statiseh vereinigt gedaeht werden kann, d. h. ihr 
Sehwerpunkt. Die Riehtung der Kraft ist dureh einen Pfeil anzugeben, 
der die Riehtung ihrer Wirkung darstelIt, und zwar sowohl bei der 
Kraft selbst als aueh bei ihrer zeiehnerisehen Darstellung. 

Die in Abb. I gegebene, unter 45 0 naeh reehts aufwarts geriehtete 
Kraft von 3 t wird demgemaB bei einem KraftemaBstab von I t = I em 
dureh eine ebenso geriehtete Gerade von 3 em Lange, bei einem MaB-

Foerster, Repetitorium 1. 2. Auf!. 1 
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stab 1 t = 3 em durch eine solche von 9 em darzustellen sein. Ware 
ein MaBstab: 30 kg = 1 mm gegeben, so ware die Kraft von 3 t = 
3000 kg durch 100 mm, d. h. durch 10 em, wiederzugeben. Es liegt auf 
der Hand, daB man gem den MaBstab in runden, einfachen Zahlen 

Pz+~+~ 
~ ~o > 
<-- --- -- - - - -6,5cm- - -- - - - ---> 

1?=2t R,=1St R=3 t 
1 ". <2' 3:;.. 

Pz 
"e ~ f!". P,-'l+1j 

<----- 3,5cm-----~ 

Abb.2. 

wahlt, um sich die Umrechnungs
und Darstellungsarbeit moglichst zu 
vereinfachen. 

Wirken mehrere Krafte in ein 
und derselben Richtung, so kann man 
sie durch Aneinanderreihen zeichne
risch addieren, bei entgegengesetzter 
Richtung voneinander abzuziehen 
(Abb. 2) 1). 

Die zeichnerische Zusammen
fassung zweier in einem Punkte wirksamer, in Richtung und GroBe 
gegebener Krafte ist durch das Parallelogramm der Krafte bekannt. 
In Abb. 3a ist R die Mittelkraft der beiden Krafte PI und P 2 • Be
trachtet man das Dreieck abc, so erkennt man, da in ihm b c = der 
Kraft PI ist, daB es der Aufzeichnung des Paral
lelogramms nicht bedarf, sondern daB das ein
fache Dreieck ausreicht, um die Mittelkraft R zu 

a~C 
Ii b 
~ 

Ii 
Abb.3a. Abb.3b. Abb.4. 

bestimmen, daB also nur ein Kraftdreieck zur Losung der Aufgabe 
zu zeichnen ist. Da Kraft R die Mittelkraft von PI und P 2 darstellt, 
also deren Wirkung zu ersetzen hat, so ist ihre Richtung aus dem 
Krafteparallelogramm gegeben; sie ist demgemaB der durchlaufenden 
Richtung von PI und P 2 im Kraftdreieck entgegengesetzt gerichtet. 

Wird hingegen eine Kraft gesucht, welche den Kraften PI und P 2 

das Gleichgewicht halt, so muB sie die Wirkung der Mittelkraft R auf
heben, d. h. ihr Pfeil muB alsdann im Kraftdreieck mit dem von PI 
und P2 in demselben Richtungssinne durchlaufen (Abb.3b). 

Da man (Abb. 4) jede Kraft PI bzw. P2 durch zwei beliebige Seiten
krafte ersetzen kann, fiir die alsdann die Krafte PI bzw. P2 je Mittel
krafte sind, und diese Zerlegung ins Beliebige fortzusetzen vermag, in 
dem so sich bildenden Kraftvieleck im Zustande des Gleichgewichts 

1) Hier ergibt die rechnerische Zusammenfassung: 2:P = 1 + 2,5 + 3,0 = 6,5 t, 
bzw, 2: P = + 2 t - 1,5 t + 3 t = 3,5 t. 
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aber aIle Krafte in demselben Richtungssinne befahren werden, so kann 
man den Satz aussprechen: 

1m Gleichgewichtszustande von Kraften lauft der Rich
tungspfeil im Kraft
eck in demselben Um
fahrurigssinne durch. 

Rechnerisch ergibt 
sich die Mittelkraft, je 
nachdem P 1 und P 2 einen 
rechten Winkel miteinan
der bilden, oder unter einem 
beliebigen Winkel oc zu
sammenlaufend unter sich 
gleich sind, oder endlich im 

Abb.5a-c. 

letzten FaIle ungleich groB sind, aus den Beziehungen (Abb. 5a, b, c): 

1. R = VPi+P~; Pl = R sin oc; P2 = R cos oc (Abb. 5a); 
(l. 

2. R = 2 P cos 2" (Abb. 5b); 

3. R = Pl cos oc + P2 cos fJ (Abb. 5c) . 

Greifen in einem Punkte mehrere Krafte an (Abb. 6a) und wird 
fur sie die Mittelkraft gesucht, so kann man zunachst fur zwei von ihnen 

,11 

R1-1f. 

Abb.6a. Abb.6c. 

die Mittelkraft finden, diese dann mit einer weiteren Kraft zu einer 
weiteren Mittelkraft .vereinen und so weiter fortfahren, bis aIle Krafte 
unter sich zeichnerisch vereinigt sind. Hierbei entstehen (Abb. 6b) die 
Zwischenmittelkrafte R l - 2 , R l - 3 • Man erkennt, daB man auch ohne 
ihre Hilfe auszukommen vermag, den Kraftezug aus der unmittelbaren 
Zusammensetzung der Krafte Pl' P2 , P 3 , P 4 finden kann und die 
Mittelkraft aller Krafte Rl - 4 durch Verbindung der Anfangs- und End
punkte dieses Kraftlinienzuges erhalt. Der Richtungspfeil der Kraft ist 
entgegengesetzt der an und fUr sich gleichlaufenden Richtung der zu
sammenzusetzenden Krafte. Bei der Losung ist es, wenn man nur auf 
die Richtungspfeile der Krafte achtet, ohne Bedeutung (Abb. 6c)p in 

1* 
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welcher Reihenfolge die einzelnen Kriifte aneinander gesetzt werden, 
da sie nur eine Mittelkraft haben k6nnen, also stets dasselbe Ergebnis 
sich zeigen muB. Man wird aber gern bei der Zusammensetzung del' 
an ein und demselben Punkte angreifenden Kriifte sich nach der Reihen
folge richten, wie sie aufeinander folgen. 

Zerlegt man Kriifte, wie die vorstehend beschriebenen, die in einem 
Punkte angreifen, in je 2 Seitenkriifte nach der Richtung eines senk
rechten Koordinatensystems, so ergibt sich (Abb. 7): 

HI = + PI cos (Xl; V I = + PI sin (Xl 

H2 = + P2 cos (X2; V2 = - P2 sin (X2 
H3 = - P3 cos (X3; V3 = - P3 sin (X3 
H4 = - P4 cos (X4; V4 = + P4 sin (X4 
H = HI + H2 - H3 - H4; V = VI - V2 - V3 + V4 

R = -V H2 + V2; und tg = ~ , 
bestimmend die Richtung der Mittelkraft R gegeniiber der x-Achse. 

Greifen in einem Punkte Krafte an, welche bei der Aneinander
reihung im Krafteck ein geschlossenes Vieleck bilden, so ist die Mittel
kraft = 0, d. h. die Kriifte sind 
unter sich im Gleichgewicht (Abb. 8). 
Projiziert man ein solches Krafteck 

11 

Abb.7. Abb.8. 

auf irgendein senkrechtes Achsensystem und denkt man sich eine jede 
Kraft nach diesen Achsen zerlegt, so findet man, daB die Summe aller 
Seitenkriifte in beiden Richtungen unter sich je = 0 ist. Hieraus folgt: 

Sind in einem Punkte sich schneidende Kriifte unter 
sich im Gleichgewicht, so sind die Summen ihrer Seiten
kriifte, bezogen auf zwei beliebige, zu einander I'echtwink
lig liegende Achsen, je = O. Liegt ein solcheI'Fall bei den in Abb. 7 
dargestellten Kriiften VOl', so ist hier naturgemiiB auch I'echnerisch: 
H= 0, V = 0, R = O. 
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In Abb. 8 ist selbstverstandlich Voraussetzung, daB man das Kraft
eck, den Pfeilen folgend, in einheitlichem Sinne umfahren kann, daB 
das Krafteck also einen stetigen U mfahrungssinn aufweist, also nie
mals zwei Pfeile sich begegnen. 

Zugleich ist ersichtlich, daB, wenn in dem geschlossenen Krafteck 
der Pfeil irgendeiner Kraft umgekehrt wird, alsdann diese zur Mittel
kraft alIer anderen wird. 

Das einfachste Krafteck im obigen Sinne ist das Dreieck, dem in 
der Ebene drei unter sich im Gleichgewichte befindliche, in einem Punkte 
angreifende Krafte entsprechen. Hier kann 
(Abb.9) nur Gleichgewicht herrschen, wenn 
die 3 Krafte sich wirklich in einem Punkte 
schneiden. Fiele der Schnittpunkt a von R und 
PI nicht mit dem von P 2 und R (b) zusammen 
(Abb. 9), so konnte man im Punkte a; ohne 
das Kraftbild zu verandern, zwei entgegen Abb.9. 

gesetzt wirkende und sich somit gegenseitig wieder aufhebende Krafte 
P2 anbringen; alsdann sind die drei mit Doppelpfeil versehenen Krafte 
in a im Gleichgewicht, und es verbleibt noch ein am Hebelarm A wir
kendes Kraftepaar P 2' A, welches ein durch keine andere Kraftwirkung 

Abb.l0. 

ausgeglichenes "Drehmoment" erzeugt, also einen Gleichgewichts
zustand ausschlieBt. Nur wenn der Hebelarm dieses KraftepaaresA = 0 
wird, also wenn der Angriffspunkt b auch mit a zusammenfalIt, also alIe 
drei Krafte im Punkte a sich schnei den, kann Gleichgewicht herrschen. 
Hieraus folgt der wichtige Grundsatz: 

Drei Krafte konnen nur im Gleichgewichte sein, wenn 
sie sich in einem Punkte schneiden. 
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Greifen mehrere Krafte in der Ebene nicht in demselben Punkte an, 
sondern schneiden sie sich in verschiedenen Punkten, so kann man 
allerdings der Zwischenmittelkrafte nicht entbehren, um den jeweiligen 
Schnittpunkt der Zwischenmittelkraft und der mit ihr zu vereinigen
den, gegebenen Kraft zu finden und endlich die Lage der Mittelkraft 
zu allen gegebenen Kraften zu bestimmen (Abb.l0). Hierbei ist der 
auBere Verlauf des Krafteckes allerdings auch ohne die Zwischenkrafte 
bestimmt. 

2. Krafteck und Seileck. 
Geht man in Abb. 11 a zunachst vom Krafteck unter Benutzung der 

Zwischenmittelkrafte aus, und zeichnet man zu ihm allmahlich fort-
schreitendein zusammenhangendes 
Seileck in Abb. 11 b derart, daB 
man jede Zwischenresultante mit 
der nachstfolgenden Kraft zum 
Schnitt bringt und durch den so 
gewonnenen Punkt die nachste 
Zwischenmittelkraft zieht, so be
stimmt die letzte Seite dieses Eckes 
die Lage der Gesamtmittelkraft, 
und das ganze Seileck als solches 
gibt in seinen einzelnen Seiten die 
Mittelkraft aller voranliegenden 
Krafte an. Dies ergibt sich daraus, 
daB in Abb. II a jedeZwischen
mittelkraft die Mittelkraft aller 
voranliegenden Kriifte ist und das 
in gleicher Weise fUr die Zu
sammenfUgung der Kriifte in 
Abb. 11 b gelten muB. Das dort 
gezeichnete Eck fiihrt den N amen 
des Mittelkraftecks. Auch hier 
ist es gleichgiiltig, in welcher 

Abb. 11. Reihenfolge die gegebenen Krafte 
miteinander in Verbindung ge

bracht werden, da die Lage der SchuBmittelkraft unabhangig von 
der Kraftreihenfolge ist. 

Schneiden sich die Krafte ungiinstig unter spitzem Winkel, so 
werden von einem beliebig angenommenen Pole in einer der Abb. 11 
iihnlichen Weise Hilfskrafte a, b, c, d, e (Abb. 12a) zum Kraftzuge ge
zogen, so daB also lauter ein~elne zusammenhiingende Kraftdreiecke 
entstehen, gebildet durch je eine auBere gegebene Kraft und zwei Hilfs-
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krafte, ausgehend von dem angenommenen Pole O. Zeichnet man nun 
zu diesen Kr:aften eine Mittelkraftlinie in Form eines zusammenhangen
den Seilecks in die Kraftlage ein, so entspricht auch hier jeder Schnitt
punkt von drei Linien einem Dreieck im Krafteck; die dort im Gleich
gewicht befindlichen Krafte sind es also auch im Seileckspunkte. Be
trachtet man in demselben Sinne das Dreieck 0 a e, in dem R1- 4 die 
Mittelkraft der Krafte P1-4 darstellt und a bzw. e die auBersten Hills
krafte, also auch die auBersten Seileckkrafte darstellen, so miissen sich 
auch im Kraftplane die Mittelkraft R 1- 4 mit den letzteren in einem 
Punkte schneiden; denn die drei im Kraftdreieck vereinigten Krafte 
R1- 4 , a und e k6nnen nur im Gleichgewicht sein, wenn sie sich in einem 
Punkte schneiden. 

Da die Richtung von R 1- 4 bekannt ist, so ist somit auch ihre Lage 

Abb.12a. Abb.12b. 

, 
I 
I I Ie 
I 
I 

b) 

im Kraftplan durch den Schnittpunkt von a' und e' (Abb. 12b) ge
geben. 

Die Auffindung der Mittelkraft auf dem voranstehend behandelten 
Wege hat eine grundlegende Bedeutung. Das in Abb. 12a dargestellte, 
von dem beliebigen Pole 0 mit Hille der Kraftstrahlen a, b usw. ge
zeichnete Polygon fiihrt den Namen Krafteck, das mit seiner Hille 
gezeichnete Mittelkrafteck die Bezeichnung Seileck. Unter der Pol
weite des Kraftecks wird der senkrechte Abstand des Poles 0 von der 
Mittelkraft verstanden (= H in Abb. 12a). 

Das Verfahren gestattet naturgemaB auch, jede beliebige Mittelkraft 
in wer Lage zum Krafteplan zu bestimmen, wenn man sie im Krafteck 
einzeichnet und die flir sie in Frage kommenden auBersten Seileck
strahlen sinngemaB benutzt. 

Bei der Aufzeichnung des Kra£tecks und Seilecks ist es ohne sta
tische Bedeutung, wie die Reihenfolge der einzelnen Krafte beim Auf
zeichnen des Kraftecks gewahlt wird, da es zu den Kraften nur eine 
Mittelkraft in bestimmter Lage gibt. Jedoch ist selbstverstandlich 
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darauf zu achten. daB jedem Dreieck im Krafteck ein Schnittpunkt 
derselben drei Krafte im Seileck entsprechen mull. Unter Wahrung 

-- -- - - - - - -q,----- - - ~ ::;';ffO 
-- ,/ '" I _p----- ..... ~/ ...... /// /1 

" I / , 
/ I 
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, 
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Abb.18a. 
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I 
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--- ---- -~----- ---;:if(O 
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Abb.13b. 

Abb.18c. Abb.13d. 

, 
~e' 

Abb.14a. Abb.14b. 
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Auskunft; in ersterer handelt es sich um die Zusammenfassung gleich
gerichteter, in letzterem FaIle verschieden gerichteter Parallelkrafte. 

R i 
R 

Abb.15&. Abb,15b. 

3. Die zeichnerische Bestimmung des Schwerpunktes ebener Flachen. 
Die Bestimmung der Mittelkraft von parallelen Kriiften hat Be

deutung fUr die Auffindung der Schwerpunkte ebener Flachen. Da 
man in einem Schwerpunkt das Gewicht der Flache sich vereinigt 
denken kann, so muB auch, wenn man die Flache in einzelne Teile teilt, 
diese als Kriifte auffaBt und zu ihnen eine Mittelkraft sucht, diese durch 
den Schwerpunkt gehen. Hierbei ist es zweckmaBig, die Flache in Drei
ecke, Rechtecke, 
Trapeze, iiber
haupt in solche 
Figuren zu unter-

teilen, deren 
Schwerpunkt man r 

ohne weiteres 
durch Zeichnung.f, 
finden kann, und 1 

in diesen Pllnkten 12 
die GroBen der 
Einzelteile als h 
Krafte im be
stimmten MaB-.t.. II 

stabe, und zwar 
unter sich parallel, 
anzubringen. 1st 
die Gesamtflache 

e' .... .... 

, , 
n 

y~ :/, 
~~r-------~~Jz 

-t~~~==~~=I~'C~'\~,,~,~~~~ 

,~ 

Abb.16. 

zu keiner· Achse symmetrisch, eine Schwerachse also von vornherein 
nicht bestimmbar, so wird man fiir zwei verschiedene Richtungen je 
die Mittelkraft bestimmen und in ihrem Schnittpunkt alsdann den 
Schwerpunkt der Gesamtflache finden. 

In den Abb. 16 bis 18 sind zeichnerische Schwerpunktsbestimmungen 
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durehgefiihrt. Naeh Annahme eines KraftemaBstabes (z. B. 100 em2 

= 1 em) wurden in Abb. 16 die einzelnen Dreieeksflaehen, in die die Ge
samtflaehe unterteilt ist, einmal in wagereehter, dann in senkreehter 

__ cx-'_ 

-

a 

(j' / / 

,:------1~~I"f 

Abb.1i. 

o-----'a~---=-~o Riehtung als Krafte auIgefaBt und 

d'i 
r 

I 
I 

I 
I 

, , 

auIgetragen und alsdann mit Hille 
der Krafteeke I und II die Mittel
kriifte R = 2) f bestimmt; ihr 
Sehnittpunkt S ist der Sehwerpunkt 
der Flaehe. In gleieher Weise ist der 
Sehwerpunkt des Mauerpfeilers in 
Abb. 17 ermittelt. Hier sind, da 
keine Symmetrieaehse vorliegt, die 
Flaehenkriifte einmal unter 45 0 

naeh oben, das andere Mal senkreeht 
naeh unten geriehtet aufgetragen 
und £iir diese Riehtungen je die 
Mittelkraft bestimmt; hier liegt der 
Sehwerpunkt (S) auBerhalb der 
Flaehe. 

In Abb. 18a liegt ein Quer
sehnitt mit einer Symmetrieaehse 
vor, in der also der Sehwerpunkt 
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liegen muB. Deshalb reicht hier die Bestimmung einer Mittelkraft 
zu den Flachenkraften aus, die im vorliegenden Fall der Einfach
heit halber fiir die senkrechte Richtung erfolgt ist. 

Wird der Schwerpunkt von Querschnitten gesucht, die sich aus 
verschiedenen Baustoffen zusammensetzen, also beispielsweise von 

9 

Abb.lSb. 

aus Beton und Eisen gebildeten Verbundquerschnitten, so ist die 
graphische Ermittlung im allgemeinen die gleiche, nur sind hier die 
im Beton liegenden Eisenquerschnitte mit (entsprechend dem Verhalt
nisse der Elastizitatszahlen) einer Konstanten n = 15 zu erweitern, 
also mit dem 15fachen ihres Querschnittes in Rechnung zu stellen. 
Hierbei ist es weder zweckmaBig noch iiblich, die Schwachungen des 
Betonquerschnittes durch die Eiseneinlagen in Abzug zu bringen; die 
Betonflachen werden also mit ihrer vollen GroBe beriicksichtigt. Ein 
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:r 
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Abb.19a-f. 

hiernach behandeltes BeispielliiBt Abb. I8b erkennen. Durch Annahme 
wagerechter und senkrechter Kraftrichtung ist hier vermittels der 
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heiden Krli,{tecke I und II und der zugehorenden Seilecke I' und II' 
der Schwerpunkt S hestimmt. 

In gleicher Weise wie hei ehenen Flachen kann man auch die S c h w e r
punkte von Linienzugen finden, indem man die einzelnenLinienele
mente als Krafte auffaBt, sie in einem MaBstabe gemaB ihrer Lange 
wertet und in ihrer Mitte - also dem Schwerpunkt der einzelnen 
Graden ihre Kraft (Gewicht) - angreifen laBt. Liegt eine Kurve vor, 
so wird diese zur Auffindung ihres Schwerpunktes in eine Anzahl kurzer 
gerader Strecken zerlegt und deren Mittelkraft in einer oder zwei Rich
tungen bestimmt; ersteres reicht bei einer symmetrischen Kurve aus. 
Beispiele hierfiir liefern die Ahb. 19a-f. In Ahb. 19a, b, c ist ein aus 
4 Teilen verschiedener Lange bestehender, gehrochener Linienzug ge
gehen und mit Hilfe der beiden Kraftecke und zugehOrenden Seilecke 
(A und 1J) der Schwerpunkt S bestimmt, wahrend in Abb. 19d fur eine 
zur x-Achse symmetrische Kurve in entsprechender Art der Schwer
punkt S auf der x-Achse gefunden wurde. Hier ist die Kraftrichtung 
senkrecht zur" x-Achse angenommen worden; alsdann reicht es aus, 
die halbe Kurve (I, II, III, IV) in Rechnung zu stellen. Besteht 
(Abb. 19f) der Linienzug aus nur 2 sich in schneidenden Geraden, 
so liegt der Schwerpunkt S in der Verbindungslinie ihrer Mitten und 
zwar entsprechend einer Teilung dieser x: y = S L': S L". 

4. Allgemeine Beziehungen zwischen Krafteck und Seileck. 
Seil- und Krafteck gestatten auch die Auffindung einer 

graphischen Gleichgewichtsbedingung von Kraften, die 
nicht durch einen Punkt gehen. Auch wenn diese Krafte ein ge
schlossenes Krafteck bilden, so ist noch nicht hewiesen, daB sie 
unter sich im Gleichgewicht sind. Die vier an einer selbst drehharen 
Scheibe in Abh. 20.angreifenden Krafte 
konnen z. B. in einem geschlossenen 
Krafteck sich vereinigen lassen, sind 
aher nicht unter sich im Gleichgewicht, 
da sie aIle in demselben Sinne an 
der Scheibe drehen, also eine Bewe-
gung dieser zur Folge hahen. 

Fuhrt man hei den vier in Abh. 21 
gegebenen Kraften, die unter sich 

--..,....::::....--/ 

Pz a 
p. ~ 
J 

Abb.20. 

ein geschlossenes Viereck bilden, an Stelle von P l (beliebig gewahlt) 
die Mittelkraft R2_ 4 der anderen drei Krafte P2 , Pa, P4 ein, und zeich
net man zu diesen ein Kraft- und Seileck, so hestimmt sich in letzterem 
die Lage von R2_~ durch das Zusammenschneiden der auBersten Seil
eckstrahlen a' und d' im Punkt i. Nur wenn P l durch diesen Punkt 
geht, also die Wirkung von R2- 4 aufhebt, ist Gleichgewicht moglich. 
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Jede andere Lage von PI z. B. (PI) wurde - da R 2_ 4 = PI' aber zu 
ihm entgegengesetzt gerichtet ist - die Ausbildung eines KriiJte
paares PIA bedingen, das einen Gleichgewichtszustand ausschlieBt. 
Daraus folgt, daB Krafte in der Ebene, die sich nicht in einem 
Punkte schneiden, nur alsdann unter sich im Gleichgewicht 
sind, wenn sowohl das Krafteck als auch das Seileck sich 
schlie Ben. 

Ist fur die Aufzeichnung des Seilecks kein besonderer Durchgangs, 
punkt oder ein sonstiger Anhalt gegeben, so ist es in der Regel ohne 
Bedeutung, von welchem Punkte man das Seileck beginnt; es ent

m 

Abb.21. 

~
'1 

d' 
-----------~ ----

stehen, wenn man 
den Anfangs
punktverschie
den wahlt (Abb. 
12b, Seite7)lauter 
ahnliche Seileck
zuge, welche nach 
den Lehren der 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ , 
/C 

ebenen Geometrie 
mit ihren auBersten Strahlen sich 
aIle auf derselben Geraden schnei
den, d. h. auf der Mittelkraft R. 
Die in Abb. 12b ermittelten Punkte 
i, i', i" mussen auch deshalb in ein 
und derselben Geraden liegen, weil 
durch sie aIle die Mittelkraft R hin-

durchgeht und es zu den gegebenen Kraften nur eine in ihrer Lage 
ganz bestimmte Mittelkraft geben kann. 

Werden zu den gegebenen Kraften zwei Kraftecke mit ver
schiedenen Polen (Abb.22) 0 und 0 1 gezeichnet, so schneiden sich 
die entsprechenden Seileckstrahlen der beiden, den Polen entsprechen
den Seilecke auf einer gemeinsamen Geraden, die der Verbindungslinie 
der beiden Pole parallel ist. 

Die Richtigkeit dieses Satzes laBt Abb.22 erkennen. Hier sind 0 
und 0 1 die beiden Pole, a, b, c, d bzw. (:I., {J, y, ~ die von ihnen zu den 
drei gegebenen Kraften gezogenen Krafteckstrahlen. Ihnen entsprechend 
sind in Abb. 22b die beiden Seilecke a', b', c', d' und (:I.', {J', y', ~' ge
zeichnet und deren zusammengehorende Strahlen a' (:I.', b' {J', c' y' und 
d' ~' je zum Schnitte gebracht. Betrachtet man in Abb. 22a das Drei
eck q001' so konnen in ihm die Strecken 001, Oq und 0lq als Krafte 
aufgefaBt werden, denen - da sie ein Dreieck bilden - in Abb.22b. 
drei Krafte entsprechen mussen, die sich in einem Punkte schneiden 
(Punkt 1 in Abb. 22b); hier ist also 1 t //001 , 
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In gleicher Weise lehrt die Betrachtung des Dreiecks Op 0 1 mit den 
Kraftstrahlen b und p, des Dreiecks 0 On1 mit c und I' und endlich des 
Dreiecks Om01 mit d und 15, daB in Abb. 22b in den Punkten 2, 3 und 4: 
also in den Schnittpunkten der zugehorenden Seileckseiten (b' und P', 
c' und 1", d' und 15'), je eine Kraft 11001 liegen muB. Da 001 im Kraft
eck als Mittelkraft der den Umfang dieses darsteIlenden Krafte, die 
aIle in Abb. 22b enthalten sind, aufgefaBt werden und somit in Abb. 22b 
nur einmal vorkommen kann, miissen die Punkte 1, 2, 3, 4: auf ein und 
derselben zu 001 paraIlelen Geraden liegen. Diese Gerade nennt man 
Polare. Diese GesetzmaBigkeit laBt sich in dem Satze zusammeruassen: 

Verschie bt man den Pol im Krafteck, so schneiden 
sich die zugehorenden Seileckstrahlen auf einer zur Pol-

verse hie bung parallelen Geraden, die als Polare bezeichnet 
wird. 

Die Anwendung dieses Satzes sei an der Losung der Anfgabe gezeigt: 
ein Seileck zu gegebenen Kraften durch drei gegebene 
Punkte zu legen. 

Wahrend man zu gegebenen Kraften durch einen und auch noch durch zwei 
Punkte eine unendlich groBe Anzahl von Seilecken legen kann, kann durch drei 
Punkte nur ein einziges gezeichnet werden (Abb. 23). Hier seien gegeben die drei 
Krafte Pl , P2, P3 und die Punkte A, B und C, durch die zu diesen Kraften ein 
Seileck gelegt werden soIl. Zunachst werde unter Benutzung des beliebig an
genommenen Poles 0 1 ein Krafteck a, b, c, d gezeichnet und durch den Punkt A 
gehend ein Seileck a', b', c', d' zu den gegebenen Kraften eingetragen. SolI nun 
das zweite Seileck auch durch A gehen, dann ist A ein Punkt, in dem sich spater
hin zwei zugehiirende Seileckstrahlen, der erste Strahl des ersten und der eines 
zweiten Seilecks, schneiden miissen. Mithin ist auch A ein Punkt der zum Seil
eck 2 gehiirenden Polare; da diese sonst an keine Bedingungen gebunden ist, so 
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kann ihre Richtung durch A hindurch beliebig ~ in Abb.23 wagerecht - an
genommen werden. DemgemiiB verschiebt sich auch der Pol 0 1 im Krafteck 
jetzt in wagerechter Richtung. SolI das zweite Seileck zugleich durch Punkt B 
hindurchgehen, so muB die entsprechende Seite e"' mit e' vom ersten Seileck 
sich auf der Polare I schneiden. Da e' im Punkte m mit der Polare I zusammen
trifft, muB mithin auch e"' durch diesen Punkt und B gehen, ist also in seiner 
Richtung bestimmt. Eine entsprechende Parallele im Krafteck durch 3 zu e'" 
bestimmt demgemaB den Pol 02 des Kraftecks a", b", e", d", dessen zugehorendes 
Seileck durch A und B geht - a"', b'", e"', d"'. 

SoU nun das dritte Seileck durch die Punkte A, B und C gehen, so sind zunachst 
A und B weitere Punkte, in denen je die zugehOrenden Seileckseiten sich schneiden 

miissen. DemgemaB ist jetzt die Polare durch A und B bestimmt, also vollkommen 
festliegend. Aufeiner ParalIelen zu ihr durch 02 im Krafteck muB mithin auch 
der Pol des Kraftecks fiir das Seileck durch die drei Punkte liegen. Dieser Pol 02 
wird dadurch bestimmt, daB auf der Polare II sich auch die auBersten rechten 
Seileckseiten (entsprechend der Lage von C, rechts von Pa) schneiden miissen; 
verlangert man demgemaB die Seite d"' des Seilecks 2 bis zu ihrem Schnittpunkte n 
mit Polare II, so muB auch durch n der Strahl /j' des gesuchten Seilecks durch 
drei Punkte gehen. Da somit 0' in seiner Richtung bekannt ist, ist auch Pol Oa 
im Krafteck bestimmt und somit das Krafteck IX, p, y, 0 und mit seiner Hilfe 
das durch die drei Punkte A, B, C gehende Seileck IX', P', y', 0' zu finden. 

5. Die Zerlegung der Krafte. 
1st eine Mittelkra£t (Abb.24a) gegeben = R und solI sie in zwei 

KriiJte, die mit ihr in einem Punkte sich schneiden, zerlegt werden, 
deren Richtungen bekannt sind, so ist die Lasung durch Aufzeichnung 
des Dreiecks abc gegeben. Schneiden sich mehr als zwei Krafte mit R 
in einem Punkte, so kann R in eindeutiger Weise nicht mehr in sie 
zerlegt werden, da die Lasung unendlich viele Maglichkeiten zuliiBt 
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(Abb.24b). Hier konnte sich z. B. mit Hilfe der gegebenen Kraft R 
fUr die drei Kraftrichtungen PI' P 2 , P 3 ein Krafteck abed oder 
a e' e' d oder a b" e" d usw. ergeben. Die Aufgabe ist nicht mehr lOs
bar. Es kann also eine Kraft hochstens in zwei Kriifte zerlegt 
werden, die mit ihr sich in einem Punkte schneiden. 

Schneiden sich hingegen drei Kraftl'ichtungen nich t in einem 
Punkte, so kann eine gegebene Kraft nach ihnen zerlegt werden 

P, 

~ a /i'-, 
I I \ 

,,//' \\ 
Abb. 24 a. Abb.24b. 

(Abb.25). Hiel' ist R gegeben sowie die Lage der Kl'afte PI' P 2 , P 3 

bestimmt, die mit R im Gleichgewicht sein sollen. Bringt man je zwei 
derKraftrichtungen zum 
Schnitt, also z. B. R 
und PI in a, P 2 und P 3 

in b, so kann man die 
beiden Schnittpunkte 
durch eine Hilfskl'aft 
L verbinden, die als 
Gleichgewichtskraft je 
zweierdieser Krafte auf
gefaBt werden kann, und 
nun zunachst fiir den 
Punkt a (da hier R be

R b) 

Abb.25a. 

d 

c 

Abb.25b. 

kannt ist) ein Kraftdreieck e, e, d zeichnen, in dem man eindeutig PI 
und L findet. Zerlegt man alsdann L (Doppelpfeill'ichtung!) in P3 

und P 2 - gemaB dem Zusammentreffen dieser 3 Krafte in Punkt b -, 
so sind aIle dl'ei gesuchten Krafte bestimmt. Hierbei wird L durch ver
schiedenes Befahren aus der Rechnung wieder herausgehoben und zu
dem die Richtung der Krafte P l' P 2' P 3 bestimmt. SolI R ihnen das 
Gleichgewicht halten, so muB der Richtungspfeil im Krafteck stetig 
sein, d. h. durch R bestimmt, den in Abb.25b angegebenen Verlauf 
aufweisen, von dem aus alsdann die Eintragung der Kraftrichtungen 
in Abb.25a erfolgt. 

Die Aufgabe, eine Kraft nach drei Richtungen, die sich nicht in 
Foerster, Repetitorium I. 2. Auf!. 2 
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einem Punkt schneiden, zu zerlegen, ist also losbar; sie bietet eine der 
wichtigsten grundlegenden Losungen der graphischen Statik. Auf ihrer 
Anwendung beruht das Culmannsche Verfahren zur Ermittlung von 
Stabkraften in Fachwerken. 

Eine gegebene Kraft R nach mehr als drei Richtungen zu zero 
legen, die nicht in einem Punkte zusammentreffen, ist nicht losbar. 

o----_---bd" 
Abb.26&. Abb.26b. 

Auch hier ergeben sich 
- vgl. Abb. 26a und b 
- unendlich viele Lo· 
sungsmoglichkeiten. 

Sind die Krafte pa· 
rallel und handelt es sich 
(Abb. 27 a) darum, zu 
einer Kraft R zwei 
gleichgerichtete Seiten· 
krafte zu ermitteln,deren 

Angriffspunkte m und n gegeben sind, so dient zur Losung ein be· 
liebiges, in die Kraftrichtungen hineingezeichnetes Seileck und das aus 
ihm, riickwarts gehend, entwickelte Krafteck. Hierbei ist das Seileck 

1 

R 

L __ !i..---~O 

Abb.27&. 

f 
f 
I 
I 
I 

-~~----~H------~)I 

Abb.27b. 

naturgemaB so zu zeichnen, daB sich seine auBersten Seiten auf der 
Mittelkraft schneiden (in i), es ist also von den Seiten a' und 0' aus· 
zugehen und erst dadurch die Lage von b' zu finden. Da im Punkt k 
drei Krafte a', b' und Pl , ebenso in l, b', P2 und 0' zusammentreffen, 
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ihnen aber im Krafteck je ein Dreieck entsprechen muB, so sind die 
GroBen yon PI und P z durch eine Parallele durch 0 zu b', also durch 
den Krafteckstrahl b - die SchluBlinie des Seilecks - gegeben. 
Betrachtet man - Abb.27b - im yorliegenden FaIle die einzelnen 
im Seil- und Krafteck gebildeten, unter sich je ahnlichen Dreiecke 
(1 und l' bzw. II und II'), so ergibt sich: 

H.y 
a:y=H:P1 ', a-- PI ' 

b'y-H'P' b- Hy . - • 2' -P;' 

Hieraus folgt; a: b = P 2 : PI' d. h. die Lage der Mittelkraft ist derartig 
bestimmt, daB man den senkrechten Abstand e zwischen den beiden 
Kraften umgekehrt proportional im Verhaltnis der Krafte teilt. Hier
aus folgt weiter: 

Aus 

und ebenso: 

Auf der Losung der yorstehend behandeIten Aufgabe beruht auch 
die weitere, zwei Krafte zu finden, die durch bekannte Angriffspunkte 
(v und w in Abb. 28) gehend, einer Anzahl paralleler Krafte das 
Gleichgewicht halten. Hier wird 
(Abb. 28) zu den gegebenen Kraften 
zunachst ein beliebiges Krafteck ent
worfen, mit seiner Hilfe durch ein 
Seileck die Lage der Mittelkraft R be
stimmt und nunmehr R in der Yor- A 
stehend gezeigten Weise in die Rich
tungen A und B zerlegt. Da die auBer
sten Seileckstrahlen hier bereits Yor- 8 

handen sind, wird die Abb. 27 a ent
sprechende SchluBlinie durch zwei 
Parallele zur gegebenen Kraftrichtung, 
durch die Angriffspunkte der gesuchten 
Krafte gelegt, auf den auBersten Seil

v 

Abb.28. 

I 
I 
I 
I 

.J-ro' /, 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

eckseiten gefunden = v' w'. Eine Parallele zu v' w' im Krafteck schneidet 
alsdann auf der ..2 P die gesuchten Krafte A und B abo Da sie den nach 
unten gerichteten senkrechten Kraften P das Gleichgewicht halten 

2* 
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sollen, so sind sie senkrecht nach 0 ben gerichtet. Dieser Losung 
kommt deshalb eine besondere Bedeutung zu, weil in gleicher Art die 
Stutzenwiderstande eines durch beliebige senkrechte Einzellasten be
anspruchten Balkentragers auf 2 Stutzen gefunden werden. 

2. Kapitel. 

Statische Momente von Kraften und FIachen und 
Tragheitsmomente von FIachen. 

1. Statische Momente von Kraften und Flachen. 
Unter dem Drehmoment oder dem statischen Moment einer 

Kraft um einen Punkt versteht man das Produkt aus der Kraft 
und dem vom Punkte auf diese gefaliten Lot, dem Hebel
arm der Kraft. Das Moment der Kraft P um Punkt m in Abb. 29a 

Abb.29a. Abb.29b. Abb.30. 

ist somit M m = P' r. Das Moment wird als + eingefiihrt, wenn es um 
den Punkt im Sinne des Uhrzeigers dreht, im entgegengesetzten Falle 
als - bezeichnet. Die Einheit, in der das Drehmoment einer Kraft 
sich zeigt, setzt sich also stets zusammen aus dem Produkt von Kraft 
und Abstand, erscheint demgemaB in t'm oder in kg·cm, oder in t'cm 
bzw. in kg·m. In der Regel ist es ublich, t mit m, kg mit cm zu ver
einigen, aber auch die Einheit t'cm findet sich. Ein Moment P'r kann 
zeichnerisch durch ein Rechteck dargestellt werden, dessen eine Seite 
in bestimmtem KraftemaB aufgetragen = P, dessen andere = r ist 
(Abb.29a), oder auch durch den zweifachen Inhalt eines Dreiecks 
mit der Grundlinie = P und der Hohe = r wiedergegeben werden 
(Abb.29b). 

Wahlt man letztere Darstellungsart fUr die im Parallelogramm der 
Krafte vereinigten 3 Krafte (Abb. 30), so ergibt sich in bezug auf einen 
beliebigen Punkt m als Drehpunkt fiir das Moment, einmal fiir R, dann 
fiir die beiden Seitenkrafte PI und P 2 : 
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am MR =R·r=2 1\ acm=2·-··h =am·h 
m u 2 r r' 

am Mp =P r = 2 I\abm = 2· ····h =am·h 1 mIl L, 2 1 1 ' 

am 
Mp =P2 r2 = 2 L:,adm=2' -2' . ·h2 =am·h2 . 

2m 

Hieraus folgt: 

Mp +Mp =PIrl +P.r2 =am(hl +h2 ). 
1 m 2 m ... 

Da ferner hI + 1tz = h3 ist, so ist auch: 

MR =Mp +Mp =2)Mp , d. h.: 
m 1m 2m 

Das Moment der Mittelkraft auf einen Punkt ist gleich 
der Summe der Momente der Seitenkrafte, bezogen auf 
denselben Punkt. 

Die Richtigkeit dieses Gesetzes fUr zerstreut in der Ebene wirkende 
Krafte laBt sich (Abb.31) aus den folgenden Uberlegungen finden: 
Zeichnet man zu den gegebenen Kraften ein 
Seileck, bestimmt in ihm die Lage der Mittel
kraft, so muB in allen den einzelnen Punk
ten des Seilecks Gleichgewicht herrschen. 
Dies bedingt, daB die hier angreifenden Seil
krafte sich paarweise aufheben, d. h. I = 1', 
II = II', III = III', IV = IV' ist. Da z. B. 
in a die Krafte I' , PI und II im Gleich
gewicht sind, so ist II' die Mittelkraft zu I' 
und PI und somit, wenn man auf einen be
stimmten Punkt der Ebene die Momente 

lIT 

Abb.31. 

dieser Krafte mit MIl" Ml" JJf P, bezeichnet, nach dem oben erwie-
senen Satze: 

Mu,=Ml'+Mp,. 
In gleicher Weise ergibt sich fUr Punkt b: 

MIll' =MI!'+ M p, = Ml, + M p, +Mp, 
und fiir Punkt c: 

Mlv,=Mm,+Mp, =M1,+ M p, +Mp, +Mp,. 
Da ferner R die Mittelkraft aus I V' und 1 ist, so ist: 

MR=M1+M1V' 
und somit: 

M R = M[ + Ml' + M p, + M P, + M P, . 

Da die Momente M[ und M l " absolut unter sich gleich sind, sich aber 
wegen der entgegengesetzten Pfeilrichtung von I und I' aufheben, 
so wird: 

J.lfR = M P1 +Mp2 +Mp,= ~Mp, 
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womit das obige Gesetz auch fur in der Ebene zerstreut liegende 
Krafte als richtig nachgewiesen ist. 

Die zeichnerische Darstellung eines Momentes gegebener 

Krafte. 

Zeichnet man, Abb. 32, um das Moment der KraJte PI' P 2 , P3 , in 
bezug auf den Punkt m zu finden, zu dies em ein Kraft- und Seileck, 
konstruiert in letzterem die Mittelkraft R und zieht durch den gegebenen 
Punkt m eine Parallele zu R, die auf den auBersten Seileckstrahlen 
die Punkte <x, {3 bestimmt, so ist das Dreieck a, (3, Y '" Dreieck v, w, 0, 
und somit verhalt sich: 

<x{3 : r = u : r = R : H. 

Somit ist: U· H = R· r = 2) p. r = dem Moment der Krafte in bezug 
auf den Punkt m; d. h. das Moment der gegebenen Kriifte ist gleich 

TJ dem Produkt aus 
der Polentfernung 

, ihrer Mittelkraft 
------lz_ ;:/ (H) und einer 

____ c ":-~--_ \' Strecke (u), die 
----~r:- ~~- ~i I t ~!f:-/ " parallel zu R und, 

;g R 4--- 'll , - -_L_ - / R durch den Mo-
-- ---- -r ''Ii' I:t,/'''' mentendrehpunkt 

e. 2 ""', // I d ' , ge egt von en 
~ Tn r r auBersten Seileck-

IL---H-----p>< 

R 

seiten abgeschnit
ten wird. 

Abb.32. 

Man erkennt 
aus der graphi
schen DarsteUung, 

daB mit Hinausschiebung des Punktes m das Moment zunimmt, daB 
es so lange als + anzusprechen ist, solange der Punkt m links von 
R liegt, bei einer Rechtslage aber - wird. Zugleich zeigt sich, daB, 
wenn m in die Angriffslinie von R faUt, M = 0 wird, da alsdann r = 0 ist. 

Fur parallele Krafte ist die zeichnerische Ermittlung die genau 
gleiche (Abb. 33 u. 34). Hier sind einmal die Kriifte gleich- (Abb.33), 
das andere Mal verschieden gerichtet (Abb.34). 1m ersten Fall ist R 
die Mittelkraft der drei Krafte PI' P2, P3 und das Moment Mm = u·H. 
Zugleich zeigt die Darstellung auch die Momente der Einzelkrafte auf 
m in den Strecken u l bzw. u2 bzw. ua, multipliziert mit H. Hierbei 
sind die jeweilig letzten Seilseiten herangezogen, zwischen denen die 
Parallelen zu R durch m abgeschnitten sind. Es ergibt sich zugleich, 
da ul + U 2 + U a = U ist, auch hier die Richtigkeit des Gesetzes, daB 
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in bezug auf den gleichen Drehpunkt das Moment der Mittelkraft gleich 
der Summe der Momente der Einzelkrafte ist. 

In Abb. 34 zeigt die Richtung von PI nach oben, :von P 2 und P3 

nach unten. R liegt hier links von PI' das Moment auf mist: 
Mm = u·H; es ist nach der Pfeilrichtung von. R positiv, da Rum m 
im Sinne des Uhrzeigers dreht. Das gilt in gleicher Weise von M m' = u1 H; 
fiir Punkt i ist M, = O. 

Da, wie bereits auf S.9 hervorgehoben ist, Flachenteile als 
Einzelkrafte a ufgefaBt und in einem entsprechenden MaBstab 

dargestellt werden konnen, so laBt sich auch 
nach den voranstehend behandelten Darstel
lungsmethoden das statische Moment von 
Flachen, bezogen auf bestimmte Geraden, als 
Achsen in der Form: M = S = H· u darstellen. 

W!;---.H--'; 
Abb.34b. 

Handelt es sich (Abb. 35) um das statische Moment der FIache 
'I' 8 t U v w in bezug auf die Achse x x, so wird die Flache in 2 Dreiecke, 
1 Trapez und 2 Rechtecke zerlegt, in deren Schwerpunkten je die Ein
zelflachenkrafte 11' 12' 13' 14, 15' und zwar parallel zu der Achse xx, 
angreifen. 

Das statische Moment dieser Flachen findet alsdann seinen Aus
druck in der Gleichung: 

SIJ) = IlYl + 12'/12 + 13Y 3 + 14Y4 + 15Y5' 
Um diesen Ausdruck zeichnerisch zu gewinnen, wird das Kraft

eck mit der Polweite H gezeichnet und mit seiner Hilfe das Seileck 
Bowie aus ihm die Strecke u bestimmt. Alsdann ist: SIJ) = u·H. Hierbei 
ist u im MaBstabe der Zeichnung, Him KraftemaBstab des Kraftecks, 
also in cm2 o. dgl. Einheit zu messen; alsdann ergibt sich auch SIJ) als 
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eine GroBe dritten Grades, als das Produkt aus einer Flache und einem 
Hebelarme bzw. der Summe solcher. Das Seileck gestattet zu 

I 
----I 

I 
I 

t 

u 

/ 
/ 

Abb.35. 

I 

I 

I 
I 

I 
I 

I 
/Tl' 

y 
I 

~--~--~ __ ---T----~-

, , , 

Abb.36. 

y 

kann auch die GroBe und Lage 
bestimmt werden. 

gleicher Zeit die Auffindung der 
Lage von.2 I = Fund somit als 
Kontrollrechnung die Bestimmung 
von Boo in der Form: Boo = F'r 
= IlYl + 12Y2 + IsYs + 14Y4 + 
IsYs (vgl. Abb.35). 

In gleicher Weise ist in Abb.36 
das statische Moment des 
Pfeilerquerschnittes, bezogen auf 
seine untere Begrenzungslinie x x , 
in der Form: Boo = uH = R'r 
dargestellt. Hier sind die Einzel
krafte I naturgemaB wieder parallel 
zu x x eingefiihrt. 

Rechnerisch werden Mo
mente von Kraften durch ein
fac1ie Summenbildung der Pro
dukte aus Kraft X Hebelarm ge
bildet, wobei naturgemaB auf den 
Drehsinn zu achten ist. Hierbei 

der Mittelkraft gegebener Krafte 
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Beispielsweise ergibt sieh fur die in Abb.37 dargestellten Krafte + PI -P2 

und - P 3 die GroBe R = PI -P2 -P3 = 12000 - 6000 - 2000 = 4000 kg und 
die Entfernung dieser Mittelkraft von einem von PI senkreeht urn 400 em naeh 
links entfernt angenommenen Drehpunkte aus der Beziehung: 

- R'r - PIX! + P2X2 + P3xa = 0 

r - PIXI - P2X2~ P 3 X3 = 12000·400 - 6000·500 - 2000·600 kg.em = 150 em. 
- R 4000 kg 

Kriiftepaare. 

Sind 2 Krafte je = P einander parallel und gleich, aber in ihrer 
Richtung verschieden, so bilden sie, wie schon auf S. 5 erwahnt, 
em Kraftepaar P'a, wenn a ihr senkrechter Abstand ist. Ein jedes 

P,-T'T"T" 
~Xf=¥OO-~· I 
I' X2=500---->I I 
I' XJ~600--____.j 

Abb.37. Abb.38. 

Kraftepaar bedingt einen durch die Kraftrichtung bedingten Drehsinn 
(Abb. 38a, b). Hier dreht das Kraftepaar P'a im Sinne des Uhr
zeigers, das Kraftepaar Pl' a' in entgegengesetztem Sinne. Bildet man 
fUr einen zwischen den Kraften 
liegenden Punkt (i in Abb. 38a) 
das Moment der Kri1fte P, so wird 
M;=P·n+P·m= P(n + m) 
= p. a. Das gleiche ergibt sich 
fUr den auBerhalb liegenden 
Punkt i in Abb. 38b: M = PIn' 
- PI (n' + a') = - PIa'. Eine 

Abb.39. 

Anzahl Kraftepaare kann man stets durch ein resultierendes 
Kraftepaar oder Ersatzkraftepaar ersetzen: 

PIal + P 2 a2 + P3 a3 + P4 a4 + P 5 a, ... = P·a. 

Hierbei ist naturgemaB entweder P oder a beliebig wahlbar, da unend
lich viele Losungen moglich sind. 

Handelt es sich darum, daB an einem Konstruktionsteil ein Krafte
paar PI a l und eine Einzelkraft = P 2 angreift, so kann man zunachst die 
Wirkung von PIal durch ein in gleichem Sinne drehendes Ersatzkrafte-

paar P2 b ersetzen: b = P;a1 , und alsdann dies Kraftepaar so anbringen, 
2 

daB es - Abb. 39 - mit einer seiner Krafte sich unmittelbar an die 
Kraft P2 anschlieBt. Hier findet alsdann eine Ausgleichung zweier 
einander entgegengesetzter Krafte P 2 statt und es verbleibt als gleich-
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zeitige Wirkung des Kraftepaares PIal und der Einzelkraft P2 nur 
eine solche = P 2 , allerdings gegeniiber ihrer Anfangslage um das MaB b 
verschoben. 

2. Tragheitsmomente von Flachen. 
Unter dem Tragheitsmoment (J) einer Flache, bezogen auf eine 

Achse, versteht man das Produkt der Flache bzw. ihrer Einzelteile 
!I unddes Quadrates ihres Abstandes bzw. der Einzel

abstande von der Achse (Abb. 40): 

J 'Y =Fx~ = 'IXr + 12X~ + 'sx~ 
+ 14X~ + 15X~ + '6X~ = .2 Ix2 • 

Hierbei sind also die I-Krafte wiederum parallel 
zu der Achse einzufiihren, auf die die Tragheits
momente bezogen werden sollen, so daB die x-Werte 
die senkrechten Abstande der I-Krafte von der be-

x~ ___ --¢-~x treffenden Achse darstellen. 
!I Der Ausdruck J,y = .2 Ix2 gestattet eine zeich-

Abb.40. nerische Darstellung unter Verwendung des 
Kraft- und Seilecks. Handelt es sich in Abb.41 um die Auffindung 
des Tragheitsmomentes in bezug auf die hier senkrecht angenommene 

R 

Abb.41. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

H I 
-------------.;./ 

c) 

0, 

x-Achse - durch den noch nicht bekannten Schwerpunkt des Quer
schnittes gelegt -, also um die Darstellung des Ausdrucks: 

J", = 21·y2, 
so wird zunachst fiir die alsdann in senkrechter Richtung einzufiihren
den I-Krafte das Krafteck abc del in Abb.41 b gezeichnet und mit 
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seiner Hilfe das Seileck a' b' c' d' e' t' in Abb. 41 a gefunden. Die 
auBersten Seiten dieses liefern im Punkte i den Angriffspunkt der 
Mittelkraft R = .1J t = F und somit den Schwerpunkt S und die senk
rechte Schwerachse x x des Querschnittes. Bringt man auf dieser aile 
die einzelnen Seileckseiten zum Schnitte, so entstehen im Anschlusse 
an das Seileck funf Dreiecke L I, L II, L III, L IV und L V, die 
den entsprechenden Dreiecken D. I', L II', L III', L IV', L V' im 
Krafteck, da sie je von parailelen Seiten umschlossen sind, ahnlich sind. 
Da ahnliche Dreiecke sich verhalten wie die Quadrate ihrer Hi:ihen, so 
folgt z. B. fur das Dreieckpaar D. lund L 1': 

LI: L1' =yi :H2; 

Da nun ferner: 

ist, so wird weiter: 

oder: 

LI' =flH 
2 

a) tlyi = D. I·2H. 

Eine gleiche Beziehung laBt sich fiir die Dreiecke L II, I'i III, 
D. IV und D. V aufstellen, deren Hi:ihen in bezug auf x x = Y2' Ya, Y4' 
Y 5 sind, also gleich dem Abstande der Krafte t 2' t a, t 4' t 5 von der x x
Achse: 

b) t2Y~ = L II·2H, 
c) taY~ = L III·2H, 
d) t4Y~ = f:, IV·2H, 
e) fsY~ = I'i V·2 H. 

Addiert man die Gleichungen a-e, so ergibt sich: 

tlyi+ t2Y~+ t3Y~+ t4Y~+ fsy~=JIJ) 
= (D. I + D. II + D. III + D. I V + D. V)· 2 H = F 0.2 H, 

wenn F 0 die Gesamtflache darstellt, welche umschlossen wird von dem 
Seileck und seinen auBersten Seiten. Es erscheint also das Tragheits
moment in der Form: 

JIJ) = F o·2 Hl). 

Wahlt man nicht, wie zunachst angenommen, den Polabstand beliebig, 
sondern zeichnet man im Krafteck . die auBersten Kraftstrahlen je 

1) Hierbei ist Fo im MaBstab der Zeichnung, H im MaBstab des Kraftecks, 
also in der Einheit der Flachenkrafte, zu messen. Jz erscheint demgemaB, wie 
es sein muB, als eine GroBe vierter Ordnung. 
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unter 45 0 zur Kraftrichtung, so wird: 

und somit: 

H=~J=F 
2 2 

J x =Fo2H=Fo·F. 

In gleicher Weise ist in Abb.41a (links) unter Anwendung des 
Kraftecks in Abb. 41 c, also unter Einfiihrung der Flachenkrafte als 
wagerechte Krafte, ein Seileck und eine Flache F~ gefunden worden, 
mit deren Hilfe in entsprechender Weise das Tragheitsmoment der 
Flache, bezogen auf die wagerechte Schwerachse, abgeleitet wird: 

J y = 2)fx2 =F~ 2H' =F~F. 

Hierbei ist der Querschnitt in die Teilef~ = f~, f; = f~ und f~ zerlegt 
worden. 

Die Ermittlung· von Tragheitsmomenten auf zeichne
rischem Wege wird alsdann am Platze und der rechne
rischen Behandlung vorzuziehen sein, wenn der Querschnitt 
verwickeltere Formen aufweist. 

Bei der graphischen Lasung ist zu beachten, daB, je schmaler die 
Flachenteilchen genommen werden, je mehr Krafte also eingefiihrt 
werden, um so genauer man also arbeitet, das Seileck immer mehr in 
die Form einer Kurve iibergeht. Letzteres sollte deshalb im vorliegen
den Falle durch eine die einzelnen Seileckseiten beriihrende Kurve 
auch ersetzt werden, die ihren Anfangs- bzw. Endpunkt an den Stellen 
hat, welche den auBersten Querschnittspunkten entsprechen. Dem
gemaB ist die Flache Fo durch die iiuBersten Seileckstrahlen bzw. durch 
eine in sie eingezeichnete beriihrende Kurve zu umschlieBen, um mag
lichst genaue Rechnungsergebnisse zu erzielen. 

Liegt ein aus Beton und Eisen gebildeter Verbundsquerschnitt 
vor, so ist der Gang der graphischen Auffindung des Tragheitsmoments 
auf eine Achse genau der gleiche. Auch hier ist, wie auf S. 11, zu 
beach ten , daB die einzelnen in Frage kommenden Eisenquerschnitte 
bei Bildung der Kriifte f e in der Form 15· f e in Rechnung zu stellen 
sind; auch hier wird - wie auf S. 11 - die Schwachung des Betons 
durch die Eiseneinlagen nicht beriicksichtigt. 



Zweiter Teil. 

Die Grnndziige der Festigkeitslehre. 
Vorbemerkung. 

In der Festigkeitslehre werden die Formanderungen 
verfolgt, welche Ki:irper unter den sehr verschiedenartig 
mi:iglichen Belastungen erfahren, und die Abmessungen 
und Formen der Ki:irper so bestimmt, daB die Formande
rungen und die durch sie hervorgerufenen Spannungen in 
bestimmten Grenzen verbleiben, bzw. der Nachweis er
bracht, daB dies bei gegebenen Abmessungen und Belastun
gen zu erwarten steht. 

Unter der Festigkeit eines Ki:irpers, Stabes usw. wird 
der Widerstand verstanden, den der Ki:irper einer Tren
nung seiner Teile durch den Zusammenhang seiner klein
sten Teilchen wirksam entgegensetzt. Hierbei kann die 
Beanspruchung des Ki:irpers eine einheitliche, nur eine ein
zige bestimmte Art von Formanderungen hervorrufende, 
sein, es handelt sich urn einfache Festigkeit, oder es kann 
der Ki:irper durch mehrere gleichzeitig und verschieden 
einwirkende Belastungen bedingt, Formanderungen nach 
verschiedener Riehtung erfahren - zusammengesetzte Be
anspruchung und Festigkeit. 

Fur die sich hier abspielenden Vorgange ist die Kennt
nis der Schwerpunktslage der Querschnitte und ihrer h6he
ren Momente - der Tragheits- und Zentrifugalmomente 
- von besonderer grundlegender Bedeutung; deshalb solI 
auch zunachst auf diese Fragen, alsdann auf die verschie
denen Arten der Festigkeit eingegangen werden. 

3. Kapitel. 

Die rechnerische Ermittlung von Schwerpunkten, 
statischen Momenten und Tragheitsmomenten. 

1. Die Schwerpunktsbestimmung flir ehene FHichen. 
Die Auffindung von Schwerpunkten ebener Fliichen hat fUr die Auf

gabe der Festigkeitslehre insofern eine grundlegende Bedeutung, als 
,sie fUr die Ermittlung der Spannungsverteilung in gebogenen Quer-
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schnitten, fiir den Verfolg von Schubspannungen usw. unentbehrlich 
ist. Zur Ermittlung der Schwerpunkte macht man von dem vorstehend 
(S. 21) bewiesenen Satze Gebrauch, daB die Summe der statischen Mo
mente der Einzelkrafte gleich dem statischen Moment der Mittelkraft 
aus diesen ist, oder auf ebene Flachen und deren Teile bezogen, daB 
die Summe der statischen Momente der einzelnen Flachen
teile gleich dem Moment der Gesamtflache ist. Dabei ist es 
ohne Bedeutung, auf welche Achse diese Beziehung angewendet wird, 
da das Gesetz unabhangig von einer besonderen Achslage gilt. Hat 
man in Abb. 42 die Flache F, deren Schwerpunkt S von der Achse y y 
den Abstand Xo besitzt, und wird sie in einzelne schmale, zu y y paral-

x 

y lele Streifen = 11' 12' I a usw. zerlegt, deren 
Abstande Xl' X2 , X3 usw. sind, so ist mithin : 

x~o~ r 
x 4,o..--- j 
f . - 'f 

Y Yo 

!I 
Abb.42. 

x 

xoF = 11 Xl + 12 X2 + la X3 + ... = .21·x 
~fx ~fx 

xo=lJ'= ~f . 

Bezeichnet man .2 I X mit My, da sie das 
Moment aller Flachenteilchen auf die y-Achse 
bezogen darstellt, so wird: 

M, 
xo=y· 

Ebenso laBt sich fiir die x·Achse die entsprechende Beziehung fiir den 
Schwerpunkts-Abstand Yo der Flache F von ihr ableiten: 

Y =~/Y =M", 
OFF· 

Nimmt man die Flachenteilchen sehr klein, so tritt an Stelle des 
.2-Zeichens das J. 

Sly xo=y, Six 
yo=y· 

Verschiebt man die y-Achse um die Strecke e nach links, so nehmen 
alle x-Werle um dieses MaB e zu, und es ergibt sich: 

( + )_ ,_~/(x+e) ~fx+e~f ~fx+Fe 
Xu e -Xo- F F F 

Es vermehrt sich hierbei also das statische Moment My um die GroBe 
F·e, eine Beziehung, von der man unter Umstanden Gebrauch macht. 

M,+Fe 
x~ F 

1st die gegebene ebene Flache nach einer Richtung oder nach beiden 
(x und y) symmetrisch, so vereinfacht sich die Rechnung, da alsdann 
der Schwerpunkt in der Symmetrieachse bzw. im Schnittpunkt dieser 
liegt. Hieraus geht unmittelbar die Lage des Schwerpunktes bei einem 
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Parallelogramm und dessen Sonderformen dem Rechteck- und 
Quadratquerschnitte, sowie beim Kreis- und Ringquerschnitte 
als in dem Schnittpunkt der Diagonalen bzw. in Kreismitte liegend, 
hervor. 

Die Dreiecksflache (Abb. 43) zerlegt man in kleine Streifen par· 
allel zur Grundlinie, deren Einzelschwerpunkte samtlich auf der 
Mittellinie des Dreiecks durch 0 liegen. In bezug auf die Spitze des 
Dreiecks gilt: C ___ _ 

h 

f xydy 
~ty 0 

YO=---Y-=ah' 
T 

Da x: Y = a: h ist, so wird: 
y·a 

x=T 
und somit: 

Der Schwerpunkt liegt in der Symmetrieachse, 
und zwar urn i h von der Spitze und 1 h von 
der Grundlinie aus entfernt. 

,-I---....:::....x->----->."B 
_--a---" 

Abb.43. 

r 
L __ ~ 

-01-
Abb.44. 

NaturdemaB kann man, da das Dreieck drei Mittellinien hat, den 
Schwerpunkt auch durch den Schnittpunkt von je zweien von ihnen 
finden. 

Liegt (Abb. 44) ein Trapez vor, so kann dies in ein Parallelogramm 
und ein Dreieck zerteilt werden. Alsdann folgt, bezogen auf die kurzere 
Parallelseite: 

F - b1 + b2 h - "I - b2 - b1 h 2 h b h2 
Yo - Yo . -2-' - £.J • Y - -2-' "3 + l' 2 

h2 h2 
= If (2 b2 - 2 b1 + 3 b1) = If (b1 + 2 b2 ) • 

h (b1 + 2b2) 
Yo = '3(bl + b2 ) 

Der Schwerpunkt liegt zudem auf der Mittellinie des Trapezes. 
Fur den T -Querschnitt in Abb. 45 folgt, bezogen auf die Grund· 

linie b2 : 

YoF = Yo(b2 ·h2 + b1h1) = .EI·Y =b2h2 • i + b1h1 (h2 + ~) 
b2h~ . h (h hI) T+bl I 2+2 

Yo = b2·h2 + b1hI 
b2h~ + bIh] (2h2 + hI) 

2(b2 h2 + bIhl ) 
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Will man denselben Quersehnitt auf die schmale Seite b1 beziehen, so 
wird in gleiehem Sinne: 

, blhi+b2h2(2hl+h2) Y -~---- -
1 - 2(b1 hl + b2 h2 ) 

Man uberzeugt sieh, als Probe fur die Reehnung, daB Yo + y~ den 
Wert h1 + h2 ergibtl). 

Fur das Winkeleisen in Abb.46 gilt fUr Yo dieselbe Gleiehung, 
da es fUr die statisehen Momente, bezogen auf die wagereehte Aehse, 
ohne Bedeutung ist, ob das Rechteek F2 die Lage in Abb. 45 oder 46 
besitzt. Ist das Winkeleisen nicht symmetrisch, sind also seine beiden 
Flansehen versehieden lang, so ist aueh die gleiehe Beziehung fiir die 
y-Achse aufzustellen. Hier ergibt sieh: 

xJF = xJ (b1 h1 + b2 h2) = b1 h1 ~; + b2 h2 ~-, 
h1bi + h2b~ Xv = -- --------------. 

2(b1h l + b2h~) 
Aus Yo und Xo folgt die Lage von So' Bei symmetrischem Winkel sind 
beide Werte gleieh; hier kann die Sehwerpunktslage aueh dureh Kon-

Abb.45. 

struktion der die Winkel halbierenden Diagonal-Symmetrieaehse naeh 
Bestimmung des Wertes Yo gefunden werden (Abb.46). 

In gleieher Weise ergibt sieh fUr die Quersehnitte in Abb.47 
und 48: 

ho 
Yo = 2 ; 

b2h~ + b1 hl (2h2 + hI) + b1hi + b2h2(2h l + h2) 
-- 2(b2 h2 + bIhl ) 

2b2h~ + 2b I hi + 2blhlh~ + 2b2hIh2 
2(b2 h2 + bIh l ) 

_~(b2h2+bl~l(hl+~_h +h) b 
- 2(b2 h2 + bJhl ) - I 2 W. Z •• w. 
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Die Guldinsche Regel fur Umdrehungskorper und ihre An
wendung zur Bestimmung der Schwerpunkte von durch 

Kurven begrenzten Flachen. 

Dreht sich in Abb. 49 das Rechteck ABO D um die y-Achse, die 
parallel zu AD ist, so bildet sich ein Hohlzylinder von dem Inhalte: 

V =n (r: -r~) h = n (r2 + r1) (r2 -r1) h = n (r2 + r1) b·h = 2neF, 

da e, der Schwerpunktsabstand des Rechtecks von der Drehachse, 

_ b _ (r~ - rl) _ r2 + r1 e- r2-2- r2 - -2- --2-

ist. DemgemaB ist 
gleichdemWege 
des Schwer

der Inhalt des Umdrehungskorpers (V) 

y 

punkts (2 en), 0D C_ f 
multipliziert -f? --~S h 

b _1 
mit der Flache A, IB 

'2-(F). ~x~~~~~ ____________ ~x~ 

Kennt man F 
und V, so kann 
aus dieser Re-
gel die GroBe 
von e, d. h. die Abb.49. 

!I 
Abb.50a. 

Lage des Schwerpunkts, abgeleitet werden. 

Abb.50b. 

Bei der Halbkreisflache (Abb. 50a) entsteht durch Drehung um 

den Durchmesser eine Kugel mit 

mithin: 

r 2 n 
V =13- r 3 n; da F = -2 ist, so wird 

~r3n 4r 
e=~=3n· 

2n·-
2 

Bei der hal ben Kreis-Ringflache (Abb. 50b) wird: 

und somit: 

V = }n (r3 - r~) ; 

tn(r3 - rV 
e= (r2 _ r2)n 

2n 1 

2 

4(r3 - rV 
3n(r2 - rn' 

8 
Liegt ein Kreisabschnitt vor, begrenzt durch die Sehne 22"=8 

in Abb.5la, so ist zunachst der Korperinhalt zu finden, der bei der 
Drehung der Flache FE H D G entsteht, also der Inhalt der Kugel ver-

Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 3 
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mindert urn je zwei Kugelabschnitte, die durch die Drehung der Teile 
FEB und A G D gegeben sind. Fiir einen solchen K6rper gilt die mathe
matische Beziehung: 

ns ns3 

VI = (\ (6a2 + S2) =nsa2 +6' 

worin a den Abstand der Sehne s vom Mittelpunkt M des Kreises 
darstellt. 

Von diesem K6rper VI ist der bei Drehung des Kreisabschnittes 
sich bildende innere Zylinder V2 = a2ns abzuziehen; d. h. es wird: 

Abb.51a. 

ns3 ns3 
V=a2ns+---a2ns=-

6 6 ' 

d. h. der Inhalt V ist gleich dem einer Kugel mit dem 

Radius = ~ 1). Die Flache F 

des Kreisabschnittes folgt (Abb. 
~~~~~~~~ 51a) aus: 

Abb.51b. 

F = Kreisausschnitt ME H D 
-LMED 

DemgemaB wird: 
V s3n 

e = 2;71 = r2 (yo ) = 
6. 2n T n 1800 - siny 

Hierin ist y zu finden aus: 

. y s 
slllT= 2r' 

6 r2 (n __ L - sin y) 
1800 

Nach Kenntnis des Schwerpunktes des Kreisabschnittes ist dann 
auch der Schwerpunkt des Kreisausschnittes bekannt, da man 
ihn aus dem Kreisabschnitt und dem Dreieck ableiten kann, von denen 
beiden die Schwerpunkte bekannt sind. Hier gilt (Abb. 51 b): 

e' 2t = tIel + t2(!2' 

( S )3 4· - n 
1 ., _ ~ . • ___ 2 ___ 4s3 n _ S3 n 
) Fur r - 2 wrrd. V - 3 - 8.3 - 6 . 
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Setzt man hierin: 
8=2rsin~' 

2 ' 
CX 

h=rcos 2 ' 

so ergibt sich nach Umrechnung: 

240 r sin ~ 
(!= ____ l). 

11,cx 

1st der Schwerpunkt des Kreisausschnittes bekannt, so kann 
auch der des Ringausschnittes abgeleitet werden aus dem Unter
schiede eines graBeren und kleineren 
Ausschnittes mit demselben Mittelpunkt 
und Mittelwinkel. Das Endergebnis der 
Rechnung ist (Abb. 52): 

240 r sin -2cx - 3 3 r - r1 e=-------11,cx r2-r~' 

Setzt man: 
Abb.52. 

liegt also ein Halbkreisring vor, so wird sin CI. = 1, und es ergibt sich, 
wie schon auf S. 33 entwickelt wurde: 

4 (r3 - rn 
(! = 3 11, (r2 - rn' 

Die Schwerpunktsbestimmung von Linien. 

Auch hier wird die Guldinsche Regel, und zwar in Verbindung 
mit Dreh ungsfHichen zur Lasung herangezogen. 

Dreht sich (Abb. 53) die Linie 8 um die Achse y y, so beschreibt sie 

1) Fiir 2J f ergi bt sich: 

2 . cx cx 
2 ( ) rSln-2 rcos-2 2 ) 2 r CX • r (CX • • r CX 

T 11, 180- S111CX + 2 =2.cx180-S111CX+SlllCX =T11, 180' 

Weiter vereinfacht sich die rechte Seite der Gleichung: 

. cx cx (2 . cx) 3 2 r sm -- . r cos -- r Slll-
-'"~ ~ + ______ 2 __ ... ~ g r cos _ex. = 2 + g r3 sin ~ cos2 _~ 
2 6r2 2 3 2 12 3 2 2 

- gr3 (sin cx3 + sincxcos2~) = gr3 sin~ (sin2~+ COS2~) = g3 r 3 sin~ 
-3 . 2 2 3 2 2 2 2" 

DemgemaB wird: 

240r sin ; 

11,cx 

3* 
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einen KegeImantel mit der Flache: 

(r+r) F=(r+r1)n'8=2 T n8=2(2n8, 

worin eden Schwerpunktsabstand der korperlich gedachten Linie von 
!f der y-Achse darstellt. DemgemaB ergibt 

.s, ~S1 S2 sich hier der Satz: 
s~ SJ Die Flache ist gleich dem Schwer-

1I=:~~9ns~" ~s s. punktsweg (2 (2n) multipliziert mit 
55 $5 der Lange der Linie. 

_-+ _______ ~:x:~ Das Gesagte gilt in gleicher Weise fUr 

!f Abb.53. 
jede Linie, also auch Kurve, die man sich 
aus einzelnen, kleinen Stiicken gerader 
Linien zusammengesetzt denken kann: 

81 8283 mit den Schwerpunktsabstanden (21 (22 (23 • •• Dann wird: 

11' = 2 (21n81 + 21?2n82 + 2 1?3n83 + ... = 2 n (1?181 + (22 82 + 1?383 + ... ). 
Denkt man sich den Schwerpunkt (8 in Abb.53) des gesamten 

Linienzuges (8) gebildet und ist sein Abstand von der y-Achse = e, 

y 
Abb.54. Abb.55. 

so wird nach dem Gesetz der statischen Mo
mente (siehe S. 21): 

1?8 = e1 81 + 1?2 82 + (23 83 + ... 
und somit: 

F 
F=2nn8; n-(;' (;'-2ns' 

Ist bei einer Kurve die Bogenlange = b 
bekannt und kennt man die durch sie erzeugte 
Umdrehungsflache, so wird in gleicher Weise: 

F 
1?=2nb' 

Aus der Halbkreislinie 
der Oberflache der Kugel 

ergibt sich (Abb. 54) F = 4 r2 n, gleich 

= 2n eb =2n(2rn 
F 4r2 n 2r 

(2=-2 b =-2 -~=-=O,636r. n nrn n und hieraus: 

Liegt (Abb.55) ein Kreissegmentbogen vor, 
gleich der Oberflache einer Kugelzone und: 

(1,0 

b =rn f800 ' 

DemgemaB wird: 
F 2rns rs r8 8 

so ist F = 2 rn 8 

1?=2ib = 2nb =b=--(1,-O-=-~' 
rn 1800 n 1800 
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1m FaIle, daB IX = 180 0 wird, d. h. ein Halbkreis vorliegt, also auch 
fiir 8 der Wert 2 r einzmuhren ist, geht diese Gleichung in die oben 
entwickelte uber: 

2r 
e=-~· :rr; 

Ersetzt man in der obigen Gleichung 8 durch seinen Wert 2 r sin ; , 

so ist: 

2 r2 sin ; 2 r sin i-
e=-~b-~= (1.0 

:rr;180" 

2. Statische Momente von FIachen und Linien. 
Das statische Moment einer Flache ist - wie bereits vorstehend 

viel£ach benutzt -

Fur das eiruache Rechteck oder Parallelogramm ergibt sich 
Abb. 56a, b in bezug auf die Grundlinie x x: 

Abb.56a. Abb.56b. Abb.57. 

y=h 

S., = J d/-y= J bdy·y=b J ydy= Jbr = b:2 =F~h . 
y=o 

1st das ParaIlelogramm unendlich schmal, (b = 0), geht es also in 
eine Linie von der Lange = 8 uber, so wird: 

S 11,8 1 2 • 
"=2=2"8 ·SIllIX. 

Fur den Halbkreis wird (Abb.57): 

S.,= f dt· ~ =f ydx· ~ = ! f y2dx. 

Da y2 = r2 - x2 ist, so ergibt sich: 

X=-T 
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Dasselbe Ergebnis leitet sich aus der Beziehung ab, daB das sta
tische Moment Sx = F·yo ist, wenn Yo den Schwerpunktsabstand der 
_b~ i Flache von der x-Achse (hier Halbmesser) dar-

1- --k' stellt. 
o 0 .~ -_of S =r2~. 4r =~r3 

I x 2 3n 3 
h h 

Fiir eine Halbringflache mit dem AuBenhalb
.x..l-~~"""""'""'""-'rX messer = r a' dem inneren = ri wird hieraus: 

S - 2 3 3 
Abb.58. x-3(ra-rd. 

Fiir den Verbundsquerschnitt rechteckiger Form (Abb.58) wird: 
bh2 

Sx=-t+ n 1)le'h+n1)fe .a , 

worin n = 15 ist und Ie' die gesamte obere, Ie die gesamte untere 
Bewehrung darstellen. 

Fiir die Halbkreislinie wird (Abb. 57) : 
<p=n 

S X = J d 8 • Y = J r d rp r sin rp = r2 J sin rp d rp = 2 r2 . 
<p=o 

3. Beziehungen zwischen Tragheitsmomenten fur 
verschiedene Achsen. 

a) Die aufeinander senkrecht stehenden Achsenpaare gehen 
durch ein und denselben Punkt. 

Unter Beziehung auf ein rechtwinklig angenommenes Achsenkreuz 
x, y, bezeichnet man das Produkt aus den Summen aller Querschnitts
teilchen (df), multipliziert je mit dem Quadrate ihrer Abstande von 
der Achse, wie schon auf S.26 hervorgehoben wurde, mit dem (aus 
der Dynamik abgeleiteten) Namen des Tragheitsmomentes: 

J x = J y2 d I in bezug auf die x-Achse, 

J y = J x2 d I in bezug auf die y-Achse. 

und mit J XY = J x· ydl das Zentrifugalmoment. 
Sind nur wenige endliche Querschnittsteile vorhanden, so kann 

an Stelle des J das Summenzeichen treten und an Stelle von d I das 
endliche Flachenteilchen I: 

J x = 11?J i + I ~ y~ + 13 Y§ + ... = 1) I . y2 
und ebenso: 

J Y=ZIX2; JXY=Z/-x·y. 
Dreht man das rechtwinklige Achsenkreuz xy um den 1::: ('f. in die 

Lage x' y', so sind die neuen Koordinaten (vgl. Abb. 59): 

y' = y cos ('f. - x sin ('f. 

x' = y sin ('f. + x cos ('f. , 
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und demgemaB werden jetzt die Querschnittsmomente: 

1. J x' = f y'2dF=cos2rJ.f y2dF+sin2 rJ.f x2dF-2sinrJ.cosrJ.f xydF, 

2. JV'= f x'2dF=sin2rJ.f y2dF+cos2rJ.f x2dF+2sinrJ.cosrJ.f xydF, 

3. J x'v' = sin rJ. cos (f y2dF - f x2 dF) + (cos2 rJ. - sin2 rJ.) f xydF . 

Setzt man hierin fur f y2dF bzw. f x2dF bzw. f xydF ihre Werte 
ein, so stellt sich ein Zusammenhang zwischen den J x·, J x'·' J y. und 
Jy,.Werten heraus: 

a) J x' = J x cos2 a + J v sin2 rJ. - J x v sin 2 rJ., 

b) J v' = J x sin2 rJ. + J v cos2 rJ. + J xv sin 2 rJ., 

c) J v' x' = t (J x - J v) sin 2 rJ. + J x v cos 2 rJ. • 

Durch die Addition von a) und b) folgt: 

J x' + J v' = J x (cos2 rJ. + sin2 rJ.) + J v (sin2 rJ. + cos2 rJ.) = J x + J v' d. h.: 

x x 

Die Summe der Tragheits. 
momente, bezogen auf irgend 

y '!I' 

'!I' Y 
Abb.59. Abb.60. 

zwei durch einen und denselben Punkt gehende rechtwink
lige Achsen, ist konstant. 

Bezeichnet man (Abb.60) mit dem Ausdruck des polaren Trag
heitsmomentes des Querschnitts auf einen in der Ebene des Quer
schnitts gelegenen Punkt 0 bzw. eine hier senkrechtstehende Achse 
die GroBe: 

so wird, da r2 = x2 + y2 ist: 

J'P = f (x2+ y2)dj=Jv+Jre' 
Wahlt man auch hier ein beliebiges anderes senkrechtes Achsen. 

system x' y' durch denselben Anfangspunkt, so gilt auch hier: 

r2=xi+Yi, d. h. J'P=Jv,+Jre/. 
Durch Gleichsetzung der beiden J'P-Werte folgt unmittelbar: 

J v + J x = J y' + J x' , 
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d. h. der Beweis der Richtigkeit des oben entwickelten Gesetzes auf 
einem anderen Wege. 

Fiihrt man in die obige Gleichung fiir JD:' (a) die trigonometrischen 
Beziehungen ein: 

2 1 + cos2oc 
COSot= 2 ' 

.2 _1-cos2oc 
sm ot- 2 ' 

so erhii.lt J D:' den Wert: 

d) JD:' = ! (JrIJ + J,,) + ! (JrIJ - J,,) cos 2 ot - J rIJ " sin 2 ot. 

Dieser Wert erhalt einen GroBt- bzw. Kleinstwert, sobald die erste 
Abgeleitete: 

ist, d. h. fiir 
2 -2Ju 

tg ot=J -J. 
GO • 

Dieser Gleichung geniigen 2 Winkel ot, die sich voneinander um 90 0 

unterscheiden. Die Achsen, fiir die der GroBt- bzw. Kleinstwert von J 
eintritt, stehen also senkrecht zueinander. Sie fiihren den Namen Haupt
achsen; die auf sie bezogenen Tragheitsmomente werden als Haupt
tragheitsmomente bezeichnet. 

Ersetzt man in der Gleichung fiir JD:'''' (c) den Wert fiir JD:" durch 
den obigen Gleichungswert: 

JD:" =- ltg 2 ot (JD:-J,,) , 
so wird: 

JD:'''' = I (JD: -J,,) sin 2 ot -! tg 2 ot (J., -J,,) cos 2 ot 

= ! (J D: - J ,,) (sin 2 ot - tg 2 ot cos 2 ot) 

= I (J., - J ,,) (sin 2 ot - sin 2 ot) = 0, 

d.h. das Zentrifugalmoment fiir die Hauptachsen ist gleich o. 
Da fiir jede Symmetrieachse das Zentrifugalmoment 

JD:" = J x·y·df = 0 

ist, so ist zugleich auch jede Symmetrieachse Hauptachse, 
und somit sind weiter die auf zwei zueinander senkrecht 
stehende Symmetrieachsen bezogenen Tragheitsmomente 
auch Haupttragheitsmomente. 

Bezeichnet man die Haupttragheitsmomente mit J 1 und J 2 , so wird 
fiir ein anderes senkrechtes Achsenkreuz: 

e) J., = J 1 cos2 ot + J 2 sin2 ot, 

f) J" = J 1 sin2 ot + J 2 COS2 ot = J 1 + J 2 -J." 

g) JD:" = ! (J1 - J 2) sin 2 ot. 

Diese Gleichungen sind aus den allgemeinen Beziehungen unter 
a, b, c abgeleitet, wobei beriicksichtigt ist, daB fiir die Achsen der 
Haupttragheitsmomente der Wert J.,,, = 0 ist. 
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Setzt man in die Gleichung (d): 

J." = ! (J., + J y) + ! (J., - J y) cos 2 tl. - J.,y sin 2 tl. 

den Wert J.,y aus der Beziehung: 

ein, so ergibt sich: 

2J~v 
tg2tl.=- J -J 

'" v 

J." = J 1 = ! (J., + J y) + t (J., - J y) cos 2 tl. + t tg 2 tl. (J., - J y) sin 2 tl. 

= ! (J., + J y) + ! (J., - J y) cos 2 tl. (1 + tg2 2 tl.) 

=! (J., + J y) +! (J., -Jy) VI + tg22tl., 

und demgemaB unter Einfiihrung des obigen Wertes von tg2 2 tl.: 

_ 1 1 J _ J ) 1 /1+ ( 2 J zv )2 
h) J1 - ldJ., + J y) + 2 (., y V \J~ - J v 

_ 1 1 l/(J" - J v)2 + 4J;,. 
- 2 (J., + J y) T 2 (J., -J y) r (J,. -- J v)2 

=! (J.,+ J y) +! V(J.,-Jy)2+ 4J~jy = J max , 

und ebenso entwickelt sich: 

i) J 2=!(J.,+Jy)-! V(J.,-J y)2+4J;.,=Jrnin. 

Liegt ein Querschnitt vor, bei dem J., = J y ist, z. B. ein gleich
schenkliges Winkeleisen, so wird: 

Jrnax = J 1 = J., + J",y; J rnin = J 2 = J y - J XY • 

b) Eine durch den Schwerpunkt des Querschnitts gehende 
Achse wird parallel verscho ben. 

Wird die Achse xx in Abb. 61 um die Entfernung a parallel zu sich 
verschoben, so haben die einzelnen kleinen Querschnittsteilchen, die 
vorher einen Abstand von y von der x-Achse 
hatten, jetzt einen Abstand von (y ± a), je 
nachdem sie jetzt weiter entfernt von der 
neuen Achse (x") liegen (+) oder naher an -x +x 

~-r--~~~~-2~ 
sie herangeriickt sind. DemgemaB folgt jetzt -'-x"'-"---\-____ +f---"'--+----l.+-"'x'-" 

das Tragheitsmoment auf die neue x" X"

Achse aus der Erklarung dieses: 

J"," =.21 (y ± a)2 = .2ly2 
± .212ya+ .2/-a2. 

-!! 
Abb.61. 

In dieser Gleichung bedeutet der erste Summand Z j y 2 das Trag
heitsmoment des Querschnitts auf die x-Achse = J.,; der zweite Sum
mand Z 1 2 ya = 2 a .2 I· y ist das mit 2 a erweiterte statische Mo-
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ment des Querschnitts, bezogen auf die Schwerachse xx, und hat, da 
in letzterer die Flache statisch vereinigt ist, einen Wert = O. Der dritte 
Summand endlich stellt dar: ..2 f a 2 = a 2 ..2 f, ein Produkt aus der 
Gesamtflache, multipliziert mit dem Quadrate der Entfernung der par
allelen Achsen. DemgemaB fiihrt die oben gefundene Beziehung 
JI))" = JI)) + a 2 F zu dem Gesetz: 

Das Tragheitsmoment, bezogen auf eine Achse parallel 
zu einer Schwerachse, ist gleich dem Tragheitsmoment auf 
diese und der Gesamtflache, multipliziert mit dem Qua
drate des Abstandes der beiden Achsen. 

Besteht ein Querschnitt aus mehreren Teilen, die je auf 
senkrechte Schwerachsen bezogen und deren Einzeltragheits

y' 

x 

momente bekannt sind, so kann man unter 
Verwendung des oben hergeleiteten Gesetzes 
auch das Tragheitsmoment des gesamten Quer
schnitts aus den gegebenen EinzelgroBen bilden. 

Liegt z. B. ein aus zwei Teilen bestehender 
Querschnitt nach Abb. 62 vor, 
bei dem von Teil F 1 gege ben 

X2 x 
~7--t--;:--+---;:L-<n.-L-------4-=- sind JI))" J Y,' JI)), Y,' und eben-

Abb.62. 

so von Teil F 2 die GroBen J 1))2 ' 
J Y2' J 1))2 Y, ' so ergibt sich im 
Hinblick auf die Abbildung und 
deren Bezeichnungen: 

J IJ) = J 1)), + F 1 'YJi + J 1))2 + F 2 'YJ§ • 

Da in 8 die Gesamtquerschnittflache (F1 + F 2 ) vereinigt ist, so ergibt 
sich aus der Beziehung der statischen Momente auf 8 1 : 

und somit: 

Hieraus folgt: 

F 2+F 2_ FIF~rx2 + F2Firx2 _FIF2·rx2. 
1'11 2fJ2 - (FI + F2)2 (FI +F2 )2 - FI + If;' 

und somit ergibt sich: 

und ebenso (Abb. 62): 

J J J FIF2rx2 
:2;= :2;,+ :2;2+ F +F 

1 2 
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Jxy' = Jx,Y, + J X2 Y2 + Fl'ih~l + F2'YJ2~21); 
F1F 2a·b 

J XY =J1hy, +J""Y2 + Fl + F2 . 

Sind die Schwerachsen der Flachenteile Fl und F2 Hauptachesn, 
also deren Zentrifugalmomente je = 0, so wird: 

J =!lF2 ab 
xy F1 + F 2 ' 

Die Gleichungen sind wertvoll, weil sie die Ermittlung der Trag
heitsmomente usw. der Gesamtflache auf deren Schwerachsen gestatten, 
ohne daB deren Schwerpunkt erst vorher bestimmt zu werden braucht, 
vgl. das Zahlenbeispiel auf S. 57. 

4. Die Berechnung der Tragheitsmomente der wichtigsten 
ebenen Querschnitte. 

Da die fUr Berechnungen des Hochbaues vorkommenden Flachen 
sich vielfach in Rechtecke bzw. Parallelogramme und Dreiecke zer
legen lassen, so wird auch die Bestimmung der 
Tragheitsmomente fUr diese besondere Bedeu
tung haben. 

Bezieht man beim Parallelogramm 
(Abb. 63 a) mit der Grundlinie = b und der Hohe 
= h dessen Tragheitsmoment auf die zu b par
allele Schwerpunktachse, also die Hauptachse 
II, so ist: 

-th 
J X =J1 =J y 2 df 

+th 
und da df = bdy ist: 

-th 
J =f 2bd = b r(th)3 + (t h)3l = bh3 

1 Y Y L 3 3 J 12' 
+th 

Abb.63a. 

1) Bezieht man das Zentrifugalmoment Jx,y, des Flachenteils F1 auf den 
Punkt S mit den Abstanden 'fJ1 und ~1 von Sl' so ist: 

Ja:g = ,Edf(x1 + ~lHYl + 'fJ1) = ,Edfx1Y1 + ,Edt~1'fJ1 + ,Edtx1'fJ1 + ,EdfYl~l' 
Da die beiden letzten Summanden die statischen Momente des Flachenteils F 1 , 

bezogen auf seinen Schwerpunkt, nur mit 'fJ1 bzw. ~1 erweitert, darstellen, also 
je = 0 sind, ferner ,Ed! 1;1111 = F 11;1'fJ1 ist, so wird: 

J u = ,Ed!X1Y1 + F1~1'fJ1 = Jx,y, + F1'fJ1~1' 
Von diesem Gesetz ist obenstehend Gebrauch gemacht worden (fur F1 und F 2 ). 
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Ebenso ergibt sich fur die andere Schwerachse bei den Abmessungen: 
Grundlinie = a und Rohe = h': 

ah'3 
J 2 =12' 

In gleicher Weise ist fUr das Rechteck (Abb. 63b) mit den Seiten 
b und h: 

Randelt es sich hier um das Tragheitsmoment fur die Achse 00, d. h. die 
eine Begrenzungslinie b als Achse, so ist: 

bh3 (h )2 bh3 h2 bh 3 

J O =12+F . 2 =12+ bh 4=T' 

Fur den Sonderfall des Quadrates mit der Seite = a wird: 

Abb.63b. Abb.64. 

Fur das Dreieck (Abb. 64) ergibt 
sich in bezug auf eine Achse x x, 
durch die Dreiecksspitze und paral
lel zur Grundlinie b gelegt, bei einer 
DreieckshOhe = h: 

h 

JI£=f d/y2°; 
o 

hierin ist der kleine Flachenstreifen parallel zu b: 
by 

d/=x.dY=Tdy 

h h 

f b. y bly4 bh3 

JI£= Ty2dY=};i4=T' 
o 0 

Hieraus folgt das Tragheitsmoment auf die zu b parallele Schwer
achse I I: 

J =J -F. ('!h)2=bh 3 _bh . .!h2=bh3 _2bh3 =bh3 

1 1£ 3 4 29 4 9 36' 

Bezieht man das Tragheitsmoment auf die Grundlinie des Drei
ecks als Achse, so wird: 

_bh3 bh .(~ )2_bh3 bh3 _bh3 
J o - 36 + 2 3 h - 36 + 18 - 12 . 

Will man das Tragheitsmoment des Kreises in bezug auf den 
Mittelpunkt dieses, also das polare Tragheitsmoment, bilden, so kann 
der Kreis (Abb. 65) als aus lauter einzelnen, differential kleinen Drei
ecken bestehend angesehen werden, die aile ihre Spitze im Kreismittel
punkt haben und deren Grundlinifl das kleine Stuck des Kreisumfanges 
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"b" darstellt. Fiir das einzelne kleine Dreieck gilt sodann der vor
stehend fiir die Achse durch die Dreiecksspitze entwickelte J Ill-Wert: 

bh3 br3 

JIll=T=T' 

Fiir die Gesamtheit aller Dreiecke, also den Kreisquerschnitt, wird dem
gemiiB das polare Tragheitsmoment: 

r3 r3 r4n 
J P =4 2Jb=4 2r:n=T' 

d . . J d4 n 
Fuhrt man 2 = r em, so 1St: p = 32- . 

Will man das Tragheitsmoment des Kreises fur den Kreis
d urchmesser I 1= J 1 entwickeln, so druckt sich dieses aus (Abb. 66): 

J 1 = 2Jy2dF II 

und ebenso auf Achse 
II II: 

J 2 = 2J x 2dF. 

Fiir den Mittelpunkt des 
Kreises wird: 

J p =2Jrld/ 
= 2J(X2+y2)d/= 2Jx2df 
+ 2Jy2d/=J2 +J1 • 

I 

Abb.65. Abb.66. 

Da bei der Symmetrie der Kreis£lache und dem Bezug der J -Werte 
auf die Hauptachsen J 1 = J 2 wird, so folgt: 

J r 4 n d4 n 
J 1 =J2 =; =T=64"· 

Hieraus ergibt sich alsdann weiter das Tragheitsmoment des Kreis
ringquerschnittes mit den Durchmessern D bzw. d (vgl. Abb. 67): 

(D4 - d4)n 17T 
J 1 =J2 = 64 • fL' 

Liegen Querschnitte vor, die aus Kreis£lachen 
bzw.einzelnen Rechtecken, Dreiecken usw. zu
sammengesetzt sind, so werden die entsprechen
den Tragheitsmomente durch Anwendung der vor
stehend entwickelten Ergebnisse und der allgemeinen 
Beziehung: J x = J 1 + a2F (vgl. S.42) abgeleitet. 
Hieruber geben die nachfolgenden beispielsweisen 
Ermittlungen AufschluB: 

-¢"'-___ ~ L 

I 

:~~~§f, 
I I I 

~D~ 
Abb.67. 

1. Fur den aus 5 Kreispfahlen gebildeten Pfeilerquerschnitt in 
Abb. 68a ergibt sich fUr Achse I I: 
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Derselbe Wert zeigt sich fiir Achse II II und auch fUr die unter 
45 0 zur Achse I I geneigte Schwerachse x x: 

d4 :n; (d4 :n; d2 :n; ) J., = 64- + 4 64- + 4 c2 ; (2 C)2 = 2 a2 , 

d4 :n; ( a )2 d4 :n; d2 :n;a2 
J.,=5 64 +d2n f2 =5 64+-2-=J1 · 

a 
C=-=, 

t2 

2. Ahnlich stellt sich die Rechnung bei dem aus 4 Kreispfahlen ge
bildeten Pfeiler in Abb. 68b. Auch hier sind die J-Werte fur die Achsen 

~_~l _ow---
Abb.68b. Abb.69. 

I, II und x einander gleich, wie aus der Symmetrie der Gesamtanord
nung auch zu erwarten steht: 

(d':n; d2:n; ) d4 :n; 
J 1 =J2=4 64+-Ta2 = 16+d2n'a2, 

d4 :n; (d 4 :n; d2 :n; ) d':n; d4 :n; d2 :n; ,10 
J.,=2 64 +2 64+4' c2 ="32+ 32 +T(a r2)2 

d':n; 
=16+d2n.a2=Jl =J2 • 

3. Fur den Querschnitt in Abb.69 konnen die Tragheitsmomente 
fur die Hauptachsen durch Abziehen der Werte fur das innere Recht
eck von denen des auBeren ermittelt werden: 

_ bh3 bh~ 
J I - 12 - 12 , 

hb3 h-tb3 b3 b3 db3 
J 2 = 12 -12 = 12 (h - hI) = 12 • 2 d = 212 . 

Dasselbe Ergebnis hatte sich auch (fiir die Achse I I II) herausgestellt, 
wenn man die beiden schraffierten Rechtecke fiir sich betrachtete hatte: 

db 3 

J 2 =2'12' 
4. In gleicher Weise ergibt sich fiir die Querschnitte in Abb. 70: 

J=bh3_blh~ J=hb3_htbf 
I 12 12' 2 12 12' 
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und in Abb. 71: 
J = bh3 -2 bIh~ 

1 12 12 ' 

J = (h - hl )b3 + hIb~ 
2 12 12 ' 

worin bo = b - 2 bi ist. 
5. Fur den C-formigen Querschnitt in Abb.72 muB zunachst die 

Lage des Schwerpunktes S in bekannter Weise mit Hilfe der Gleich
setzung der statischen Momente des Gesamtquerschnittes und seiner 

II 

Abb.70. Abb.71. Abb.72. Abb.73. 

Einzelteile bestimmt werden. 1st hierdurch die senkrechte Schwerachse 
durch den Abstand 0 festgelegt, so ergibt sich: 

J =bh3 _ blh~ 
1 12 12' 

J 2 =~1~3 + hd (0- :t +2 eii + b1d1 ·V2). 

Hier ist v der Abstand des Schwerpunkts 8 des Rechtecks b 1 dl von der 
. b 

senkrechten Schwerachse II II = b - c - ~ . 
6. Bei dem z-forlnigen Querschnitte in Abb. 73 ist: 

J _bh 3 _ blh~ 
1 - 12 12· 

Es ergil1t sich also dasselbe J 1 wie fiir Abb. 72, weil es fiir die 2) y 2dF, 
also die Beziehung des Tragheitsmomentes auf die wagerechte Schwer
achse, im vorliegenden Fane bedeutungslos ist, ob das obere wage
rechte Rechteck sich nach links oder rechts von der senkrechten Achse 
- wie in Abb. 73 - erstreckt. 

Ferner wird: 

J2=hl~3 +2 [d{;~+bldl (b~ + :YJ. 
7. FUr den Kreuzquerschnitt in Abb. 74 wird: 

J =bh3 + blM 
1 12 12 

h (b + b1)3 + (hI - h) b~ 
J 2 12 12' 
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oder auch 

8. Liegen (Abb. 75a u. b) zwei sogenannte Blechbalkenquerschnitte 
bestehend aus einem Stehbleche, vier Winkeleisen bzw. auf ihnen noch 
auflagernden Kopfplatten vor, so ergibt sich, und zwar unter Abzug 
im ersten Fall der wagerechten Nietlocher, im zweiten Fall unter Be
rUcksichtigung der Querschnittsschwachung 
durch die senkrechte Nietung auf die Haupt
achse I das Tragheitsmoment, in Abb. 75a: 

-tT-!t--Rt---_1 
h 

II 

Abb.74. 

~b_ 

Abb.75b. 

J =bh3_2bIhi_2b2h~_2(()d3+ dA2) 
1 12 12 12 . 12 c . 

Hierin stellt der letzte Klammerausdruck den Abzug dar, der durch 
die wagerechte Nietung, also durch die Querschnittsschwachung von 
2· (c·d) bedingt ist, die mit ihrer Achse um das MaB A von der Achse I I 
entfernt liegt: 

In gleicher Weise wird in Abb.75b: 

J = (b - 2d)h3 -2 bIM -2 (bs - d)h~ 
1 12 12 12 

2 bahg 
12 . 

Bier ist - zur Vereinfachung der Rechnung - von vornherein 
beiderseits ein senkrechter Streifen von der Breite = d = der Nietstarke 

und der GesamthOhe = h in Abzug gebracht. 
Dadurch vermindert sich bei dem Abzug der beiden 
Rechtecke b2h2 deren Breite b2 jederseits um die 
GroBe d. 

Abb.76. 

9. Das Tragheitsmoment des regelmaBigen 
Sechseckes (Abb. 76) bezogen auf einen Durch
messer xx wird dadurch gewonnen, daB man das 

Sechseck in seine 6 gleichseitigen Dreiecke zerlegt, von denen dann je 
4 mit eiher ihrer Seiten (Grundlinie) in der x-Achse liegen, wahrend 
bei den beiden anderen letztere durch die Spitze geht. Hieraus folgt 
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unmittelbar: 

JIJJ=4'1~ah3+2 ! ah3= : ah3 

oder, da 11, =~. a i3 ist, so wird: 

J IJJ =: a(~ ai3)3 = 156 -y3.a4 =0,5413a4• 

10. Um das Tragheitsmoment fiir das regelmaBige Achteck 
(Abb. 77 a) zu finden, geht man wie beim Kreis vom polaren Trag
heitsmoment des Dreiecks, und zwar im Hinblick auf die naturgemaBe 
Zerteilung eines regelmaBigen Poly
gons in gleichschenklige Drei
ecke, von einem solchen (Abb.77b) 
aus. 

Nach S. 39 ist: 

J =J +J =ah3 + 2 h.(!a)3 
2l IJJ 'U 4 12 

=a: (11,2+ ~;). 
Abb.77a. 

Da a = 2 11, tg oc bzw. im Vieleck 
(Abb.77a) a = 2 r tg oc, 11, = r ist, so wird: 

I 

J 2l = 2r ~ a.r (r2 + 4r21~2 a.) = r' ~g a. (1 + i tg2 oc) 

und fur ein regelmaBiges n-Eck: 

J 2l = n r 4
2tg a. (1 + i tg2 oc) • 

Abb.77b. 

Bier gilt genau das gleiche wie beim Kreise (wegen der vollkomme
nen Symmetrie des Querschnittes), d. h. alie Tragheitsmomente auf 
Durchmesser durch den Polygonmittelpunkt sind unter sich gleich und 

ein jedes = _J; . DemgemaB wird beim regelmaBigen Achteck: 

8 
J 1 = J 2 = 2.2 r4tg oc (1 + -1 tg2OC) 

und fur: 

oc = i 45°; tg oc = Y2 - 1 , 

J 1 = J 2 = 2 r 4 (Y2 -1) (1 + t (Y2 -1)2) = ir4 (4 f2 - 5) =0,8758 '1'41). 

1) Fiir den Querschnitt ergibt sich: 

2rtga.r ./-F=8· 2 =8·(,2-1)r2 =3,3137r2 =O,8284d2, 

wenn d = 2 r ist und den Durchmesser des eingeschriebenen Kreises darstellt. 
Foerster, RepetltoriuID I. 2. Auf!. 4 
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Fiihrt man hierin die SeitengroBe a = des regelmaBigen Achtecks 
ein: r = 1,212 a, so ergibt sich fiir J der Wert: 

J1 = J2 = 0,8758 (1,212 a)' = 1,8595 a'. 
11. Bei der Bildung des Tragheitsmomentes von aus Beton und 

Eiseneinlagen zusammengesetzten Querschnitten ist zu unterscheiden, 
ob die Eisen in bezug auf den Beton verhaltnismaBig kleine oder er
hebliche Quersch~ttsgroBen aufweisen. Nur in ersterem Faile - also 
vorwiegend bei Rundeisenbewehrung - darf man das Eigentragheits
moment der Eisen vernachlassigen. Die nachstehenden Beispiele lassen 
die Art der Berechnung der Tragheitsmomente erkennen. Auch hier 
wird die Eiseneinlage mit dem n = 15fachen ihres Querschnittes ent-

y k---O-----
*-b 

.~ ~o I y S h 
x - -- x .x x 

'x + y ~n 
It' - - J. 

y 1 Fe 

Abb.78a. Abb.78b. Abb.780. 

sprechend dem Verhii.ltnis der Elastizitatszahlen von Eisen und Beton 
in Rechnung gestellt. 

a) Fiir den Saulenquerschnitt in Abb.78a ergibt sich: 

bh3 bh3 
J. = 12 + 4· n Ie ya = 12 + 60 Ie ya , 

hbs 
J. = 12 + 60lexa; 

hierin bedeutet Ie den Eisenquerschnitt eines jeden der vier Rundeisen. 
b) Wird bei einem einseitig bewehrten auf Biegung belasteten Verbundquer

schnitt nur der in der Druckzone liegende Betonteil, in der Zugzone nUl das Eisen 
beriicksichtigt, so ist (Abb.78b): 

1 
J. = a(h-y)3b + nFe. ya, 

hier unter Fe die Summe der Zugeisenquerschnitte verstanden. 
c) Liegt im vorliegenden Falle auch eine Bewehrung in der Druckzone = Fe' 

iIil Abstande von y' von der Nullinie xx, so wird: 

1 
J,. = 3(h- y)3b + nFe'y'2 + nFeya. 

d) Wird die Bewehrung - Abb. 78 c - durch ein stiirkeres Eisen, z. B. durch 
ein I-Profil gebildet, dessen Tragheitsmoment auf seine eigene Schwerachse = J 0 

ist, so ergibt sich J. unter den sonst gleichen Bedingungen wie oben zu: 

b(h-y)3 
J", = 3 + n Fe y2 + n J 0 • 
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. e) Beim Plattenbalken (Abb.78d) mit doppelter Bewehrung und einer x-Achse, 
die die Rippe schneidet, weiterhin bei alleiniger Beriicksichtigung des Betons 
in der Druckzone wird: 

1 1 
J", = 3(h - y)3. b -3 (h- y - d)3 (b- bo) + nFe'y'2 + nFey2 

und im gleichen Falle 
f) bei Bewehrung durch Profileisen erheblichen Querschnittes (Abb. 78e): 

1 1 
J",,,, = 3(h- y)3. b- 3 (h - y - d)3 (b-b)o + nJ1 + nFe'y'2. 

+ n(2Jo + J~) + nFey2. 
Hierin stellen J 1 das Tragheitsmoment des Eisens in der Druckzone, (2 J o + J~) 

Fe 

Abb.7Sd. 

4-on -l>

Abb.7Sf. 

)1 

Abb.78g. 

r h-y hi l' 

r~--
Abb.7Se. 

I -o-'a.-
Abb.7Sg'. 

die entsprechenden Werte der Eisen in der Zugzone auf ihre eigene Schwerachse 
bezogen dar. 

g) Werden bei einem doppeltbewehrten Plattenbalken sowohl die Beton. 
flachen in der Druck- wie auch in der Zugzone in Rechnung gestellt, so wird 
(Abb.78f) das Tragheitsmoment J",: 

J =b (h_y)3+_~oyg (h-y)3(b-bo)_ (h-y-d)3(b-bo) 
'" 0 3 3+ 3 3 

+ nFe'y'2 + nFe y2. 

h) Fiir den Achtecksquerschnitt mit dem Halbmesser des eingeschriebenen 
Kreises = r = h/2 und Bewehrungsrundeisen in allen 8 Ecken (Abb. 78 g u. g') wird 
im Hinblick auf die Ausfiihrungen auf S.49 und 50: 

J = 1,8595d4 + 4nfe [(; -a r + (: - a,r]; hierinist:a' =atg 22' 30' = 0,414a. 

Hierbei ist also das Tragheitsmoment auf eine Schwerachse, die senkrecht auf 
zwei gegeniiberliegenden Seiten steht, berechnet. 

4* 
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o. Allgemeine Beziehungen fUr Zentrifugalmomente 
und fiir deren Berechnung. 

1st das Zentrifugalmoment fUr ein senkrechtes Achsensystem x' y' 
= J ""Y' bekannt und wird die gleiche Funktion fur ein mit ihm par
alleles Achsensystem xy gesucht, das yom ersten um die Abstande ~ 
und 1} entfernt liegt, so wird (Abb. 79): 

J"'1I =f (x' +~) (y' + 1}) df= f x' y'df+ f ~ y'df+ f ~1}df+ f x'1}df 

= J""1I' + ~1}F. 
Die Summanden ~ f y' d fund 1} f x'd f sind je = 0, weil das f je 

das statische Moment der Flache, bezogen auf ihren Schwerpunkt, dar
y 

Abb.79. 

'I 

I 

o---+--+.L.x 
~b 71 

Abb.80. Abb.81. 

stelltl). Liegt der Sonderfall vor J""y, = 0, ist also eine der Schwer
achsen x' oder y' eine Symmetrieachse, so ist: 

J xy =1JSF . 
Fur ein Rechteck (b'h), dessen J "'11 auf zwei Achsen bezogen werden 
solI, die mit den Seiten zusammenfallen, (Abb. 80) wird hiernach: 

J = ~ . "11,- b h = b2 h~ 
"'11 2 2 4 . 

Besteht der Querschnitt aus mehreren Rechtecken, so wird 
dieselbe Gleichung benutzt; nur ist hier auf die Vorzeichen der ein
zelnen Schwerpunktsabstande ~ und 1} zu achten. Nach Abb. 81 wird 
z. B. nach Einteilung des Querschnitts in 3 Rechtecke Fl' F 2' Fa mit 
den Schwerpunktsabstanden + ~1 + 1}1' - ~2 -1}2 und -1}a + ~3 das 
Zentrifugalmoment in bezug auf die Schwerachse des Gesamtquer
schnitts x y ge bildet in der Form: 

J"'1I = Fl1}l~l + F21}2~2 -F31}a~3' 
Liegen Querschnitte vor, die man in kleine Rechtecksabschnitte 

zerteilen kann, so bleibt der Rechnungsgang derselbe wie vorher. Hier 

1) Vgl. auch die Anm. 1 auf S.43. 



Zentrifugal-Momente. 53 

ist aber darauf. zu achten, ob die Mittelpunkte aller dieser kleinen 
Rechtecke auf einer Achse liegen, die parallel zu einer der Bezugsachsen 
verUiuft, oder mit diesen (Abb. 82) einen Winkel IX einschlieBt. ~n letz
terem FaIle ist zu beachten, daB x = y ctg IX ist; demgemaB ist das 
Zentrifugalmomentin der Form zu bilden: 

J 1»'1/ =J xyd'j = J yctglX· ydl = ctglXJ y2dl = ctglXJ 1O. 

Fiir das in Abb.82 dargestellte Dreieck und die Achsen xy ergibt 
sich z. B., da fur sie 

ist: 
bh3 

J lO!I = -4 . ctg IX • 

Fiir das Achsensystem X1Yl durch den Schwer
punkt des Dreiecks selbst, also fiir Achsen, die 

Abb.82. 

keine Symmetrieachsen darstellen, wird nach der vorstehend ermittel
ten Gleichung: 

J lC!I =JlO'!I,+F'fje, 
bh3 bh 

J fIJ'II' = J fIJ!I- F 'fj ~ ="""'4 ctg IX - 2" • 'fj ~ . 

'fj ist = i h, und ~ = 'fj ctg IX = i h ctg IX , 

bh3 bh 2 2 (9 bh3 8 bh3) bh3 
Jz'II'=TctglX-3"3h"3hctglX=ctglX ~-~ =36" ctg IX. 

6. Zahlenbeispiele. 
1 a. Die groJlten und kleinsten Tragheitsmomente sind zu bereehnen fiir 

ein Reehteek von 45 em Rohe und 20 em Breite. 
20.453 

Jl=~=5.45·.15=45·.75=2025.75= 151875 em' =Jmaz , 

45.203 
Js=~- = 15·5·20· =30000em'=Jmln • 

1 b. Fur denselben Quersehnitt ist das Tragheitsmoment, bezogen auf die 
Seite b = 20 em zu bestimmen: 

bh3 20.453 
J O=T=-3-=20.45S .15 = 300·2025 = 607500 em' . 

2. Die Tragheitsmomente J 1 = J s eines [- Quersehnittes naeh .Abb.72 
s. 47 sind gesueht fUr die .Abmessungen: b = 10 em; d1 = 1 em; h = 20 em; 
b1 = 9 em, also aueh d = 1 em bzw. hi = 18 em. 

Zunaehst ermittelt sieh c aus der Beziehung: 

c·X! = Ml + 2!2~2' 
~! = 20·1 + 2·9·1 = 38 ems, 

11 = 20 ems; ~1 = 0,5 em; I. = 9 em2 ; ~l = (I + 4,5) = 5,5 em, 
20·0,5 + 2·9·5,5 ~O + 2·49,5 = 109 =287 

c= 38 38 38' em. 
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Demgemii.l3 ist (vgl. Abb. 72): 
b1 v = b - e - 2 = 10 - 2,87 - 4,5 = 2,63 em . 

Es wird nunmehr: 

J = bh3 _~lhi = 10.203 _ 9.183 =6666 6 3 
1 12 12 12 12 • em , 

J2=hl~3 +hd(e- ;r+2(b~:1+bldlV2) 

= 2~t +20.1(2,87-0,5)2+2 (9~;1 +9.1.2,632) 

= 1,66 + 112,32 + 2 (60,75 + 62,27) = 360,02 em'. 

Auf die Aehse 00 (Abb.72) ergibt sieh das Tragheitsmoment zu: 

20·}3 (1.93 ) J oo = -3- + 2 12 + 1·9·(v + e)2 = 6,66 + 2 (60,75 + 9.5,52) 

= 6,66 + 666 = 672,66 em' 1) • 

3. Von einem regelmaBigen Aehteek ist die Seite a = 20 em. Gesueht 
wird das Haupttragheitsmoment. Es ist: 

450 
a = 2rtgcx = 2rtg T = 2r·0,414=20, 

20 
r = 2.0,414 = 24,18 em 

und somit: 
J = 0,8758r' = 0,8758·24,18' = rd. 299380 em'. 

4. Eine guBeiserne Saule hat einen Ringquersehnitt mit D = 32 em, 
d = 24 em, also von 4 em Wandstarke. DemgemaB ist: 

D' - d' 32' - 24' 323 .4 - 243 .3 
J=---·n=---·n= '11', 

64 64 8 

= 32768·4 - 13824·3 .3,14 = (16384 _ 1728·3)·3,14= 35796 em' . 
8 

5. Fur den in Abb.83 dargestellten Quersehnitt eines BleehbalkenB ist 
daB Tragheitsmoment auf die wagereehte Hauptaehse zu bestimmen. Die Winkel
eisen 150·100·12 haben auf ihrer eigenen Sehweraehse parallel zu I I ein J; 
= 232 em'; ihre Flaehe betragt je 28,7 em2, der Abstand ihres Sehwerpunkts 
von ihren oberen Flansehen je 2,42 em. Es ergibt sieh: 

J - 1,00.80,03 = 42886em4 
StehbJech - 12 

JWlnkelei .... = 4· [232 + 28,7 (8~0 - 24.2 YJ 
2.33,0.2,43 r80,0)2 

JXopfpl&twn= 12 +4.33,0.1,2\2+ 1,2, 

= 76,0 + 268874 

1) Zugleieh aueh ~ JIJ +F·v2 = (360,02 + 38.2,872) em'. 

= 163055 " 

= 268950 " 
IJ = 474891 em' 
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Hiervon ist das Tragheitsmoment der Nietloeher abzuziehen: 

4{2 3. 3,63 + 2 3.36 (84,8 _ 3,6)2} = - 54592 em' 
, 12 " 2 2 

Somit wird das Tragheitsmoment J 1 = 420299 em' 

Man erkennt, daB man, ohne einen erhebliehen FeWer zu begehen, das 
Tragheitsmoment der Kopfplatten auf ihre eigene Sehweraehse hatte vernaeh
lassigen konnen. 

6. Das Tragheitsmoment der einsehnittigen Nietverbindung in bezug 
auf die wagereehte Aehse in Abb. 84 wird fiir jede Seite des Verbindungsbleehes 
gesueht. Der Nietdurehmesser sei 2 em. Es ist: 

J" = 2(2~: + 2:n . 52) = 2 C6!14 + 3,14.25) 

fQ 2 (0,8 + 80) = 161,6 em' . 

Man erkennt aueh hier, daB das Eigentragheitsmoment des Quersehnitts keine 
erhebliehe Bedeutung auf das Endergebnis ausiibt. 

Es ist naeh der Abbildung: 

7. Fiir das Winkeleisen 100·100·12 
(Abb.85) sind zu bestimmen die Sehwer
punktslage, die Tragheitsmomente auf 
die Aehsen y und x, die Hauptaehsen 
unddieHaupttragheitsmomente auf diese. 

Abb.84. 

F = 1,2·10 + 1,2·8,8 = 22,6 em2, 

0_ 1,2.102 + 8,8: 1,22 - 2 94 
11 - 2.22,6 -, em, 

J _ 1,2.103 8,8.1,23 - 405 41) 
0- 3 + 3 - em , 

J~ = J" = Jo-F '2,942 = 405 -22,6' 2,942 = 209 em'. 

Ferner wird das Zentrifugalmoment: 

J"v = FI Xl YI + F2 X2 X2' 

worin FI und F2 die Einzelteile des Que;sehnitts, yx die Abstandeder Sehwer
punkte dieser vom Gesamtsehwerpunkt dee Winkels darstellen. 

J X" = 1,2·10·2,34·2,06 + 1,2· 8,8.2,66·2,34 = rd. 124,13 em4• 

Hieraus folgt: 
tg 2 oc = ~ = 2·124,13 = 00 , 

J.,-J" 0 

I) Joist auf eine der AuBenkanten bezogen. 
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d. h. wie von vornherein bei dem gleiehschenkligen Winkeleisen zu erwarten stand, 

tg 2 ex = 90°, tg ex = 45°. 

Fiir die Bestimmung von J1 kann nunmehr die Gleiehung h (auf Seite 41) 
benutzt werden 1 ) : 

J 1 = t(J., + J v) +!- y(J., - J.)2 + 4J;; = JJDAX, 

J 1 = 209 + !- V4.124,132 = 209 + 124,13 = rd. 333 em4 • 

DemgemaB wird: 

J 2 = J. + J v - J 1 = 2·209 - 333 = 85 em 4 • 

(Naeh dem deutsehen Normalprofilbueh sind fiir diese Winkeleisen bei Be
riieksiehtigung der Ausrundungen des Quersehnitts J 1 = 328, J 2 = 86,2 em.4.) 

:¢. \+.y 8. Fiir das in Abb. 86 dargestellte Z-
~ formige Eisen sollen gebildet werden die 

-j-:-_~-\-_-+I Tragheitsmomente auf ein Aehsensystem 

, 
I , 
I , 
I 

parallel und senkreeht zum Steg dureh den 
Sehwerpunkt des Quersehnitts gelegt; aus 
ihnen sollen in weiterer Folge die Haupt
tragheitsmomente und deren Aehsen ab
geleitet werden. 

Es ergibt sieh: 
,1 J. = -12(8.143 - 7.11,63) = 919 em4 , , 

! ~t: 
~1~O----'-!!---\-"----:" 

J v = -12 (1,2.153 + 12,8.1,03 ) = 339 em4, 

Jog = 2·1,2·7 ·6,4·4,0 = 430 em4 • 

Abb.86. 
Daraus folgt: 

2Ju 860 860 
tg 2 ex = J _ J = 919 _ 339 = 580 = 1,484 . 

.. v 
2ex = rd. 56°; 

sin ex = 0,469 ; 
eosex = 0,885 ; 

sin2 ex = 0,220; 
eos2 ex = 0,780. 

DemgemaB Hefem die Gleiehungen e und f (auf Seite 40) das Ergebnis: 

JII! = 919 = J 1 0,78 + J 20,22, 
J y = 339 = J 1 0,22 + J 20,78. 

Zur Probe kann man sieh iiberzeugen, daB die Beziehung innegehalten ist: 

J.+J y =J1 +J2· 

Aus den Gleiehungen folgt: 

J 1 = 1144 em4 ; J 2 = J. + J.- J 1 = 1258-1144 = 114 em4 • 

Reehnet man mit Gleiehung h (auf Seite 41), so wird unmittelbar: 

J 1 = t 1258 + ! V5802 + 4· 4302 , 

= 629 + t 1038 = 629 + 519 = 1148 em4 = J max , 

J 2 = 1258 -1148 = 110 em4 = Jmln • 

1) Die Gleiehungen e und f (S.40) konnen hier nieht angewendet werden, 
wei! J. = J. ist. 
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Die beiden versehiedenen Reehnungswege haben somit zu fiir die Praxis aus
reiehender tThereinstimmung gefiihrt. 

9. Fiir den ungleiehsehenkligen L-formigen Quersehnitt in Abb. 87 sind 
die Tragheitsmomente fiir die beiden Reehteeke gegeben. 1,0, 
Gesueht werden die Tragheitsmomente fiir den Gesamt- R 
quersehnitt. 1 

Es sind: 

J Zl = 0,5 em4 ; J Yl = 18 em4 ; 

Fl=6em2 ; F 2 =gem2• 

J~. = 61 em4 ; J". = 0,75 em'. ~ 
~. ------T 

J1~f2~~~~1 ~~~' ;P:~ a = 4,5 + 0,5 = 5 em; b = 3,0-0,5 = 2,5 em. 

Daraus folgt sofort (vgl. S. 42 u. 43): 

6·9 
Jz = J", + Jz. + 6 + 9. 52 

= 0,5 + 61 + ~: 25 = 151,5 em4 , 

t 6, 00 ---'. fC 

Abb.87. 

J y = Jill + J II, + 6 6~6 9 . 2,52 = 18 + 0,75 + ~: 6,25 = 41,25 em 4 • 

7. Der Tragheitsradius. 
Unter dem Tragheitsradius wird eine QuerschnittsgroBe, in der 

Regel mit "i" bezeichnet, verstanden, die sich erklart aus der Be
ziehung: 

'2 J em' 
~ =--' 

Fem2 ' 

und demgemaB in bezug auf die 

. lP 
~= Vycm 

x-Achse lautet: 

worin Jz das Tragheitsmoment des Querschnitts auf die (wagerechte) 
x-Achse darstellt, F den Querschnitt bedeutet. In gleicher Weise 
wird fur die (senkrechte) y-Achse: 

'2_J y ' 
~Y- F' 

Fur das Rech teck mit den beiden Rauptabmessungen b = Grund
linie und h = Rohe wird: 

'2_Jz 
~z- F 

h h 
2 6 ' 

d. h. i ist mittlere Proportionale zu ; und ~ . 

i", = h = 3 :64 = 0,288 h . tl2 , 
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Ebenso wird: 

i ll = .~. = 0288 b. 
fl2 

Fiir das Dreieck und zwar fiir die Achse parallel der Grundlinie b 
wird ifll bestimmt durch die Beziehung: 

'2 J., bh3 h2 h h 
~fII= F = 36bh =18-36' 

2 

d. h. hier ist ifll die mittlere Proportionale zwischen ~ und :. 

Fiir den Kreisquerschnitt wird: 

d. h. i = ; . 

. J r':n; r2 .,,2= __ = __ =_ 
F 4·r2:n; 4' 

Fiir den Kreis-Ringquerschnitt ergibt sich, wenn r1 bzw. r die 
inneren bzw. auBeren Halbmesser sind: 

. J (r' - r'):n; r2 +r9 ,~ .,,2=_= 1 = __ 1. i=i yr2+~. 
F 4·(r2 -rV:n; 4' 

Wird r1 = 0, liegt also ein voller Kreisquerschnitt vor, so wird 
. r . b 
~ =2 Wle 0 en. 

4. Kapitel. 

Die verschiedenen Festigkeitsarten. 
1. Einfache undzusammengesetzte Beanspruchungen 

und Festigkeitsarten. 
Eine jede auBere Kraft, die einen Korper oder Stab beansprucht, 

ruft in ihm innere Krafte hervor, die im Zustande des Gleichgewichts 
in ihrer Gesamtwirkung der auBeren Kraft das Gleichgewicht halten 
miissen. Die inneren Krafte werden als Spannungen bezeichnet und 
als Belastungen auf die EinheitsgroBe des Querschnittes (in der Regel 
kg/cmll) bezogen. Die auBeren Krafte rufen, indem sie im Korper 
innere Spannungen erzeugen, Formanderungen in ihm hervor, die rein 
elastische sein konnen, d. h. nach Aufhoren der Kraft wieder ver
schwinden, oder eine dauernde Veranderung, alsdann in der Regel 
unter Storung des Gleichgewichts, nach sich ziehen konnen. Hierbei 
werden die einzelnen Korper- oder Stabquerschnitte Bewegungen gegen
einander ausfiihren, deren Art, Richtung und Wirkung die verschieden
artigen Festigkeitsbeanspruchungen bezeichnet und zu ihrer Unter
scheidung liihrt. 
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a) Wird ein Stab durch eine Kraft mittig auf Druck belastet, 
(Abb.88a), so werden zwei benachbarte, zueinander parallele Quer
schnitte aus dieser ihrer Parallellage nicht gedrangt, sie werden aber 
in ihrer gegenseitigen Entfernung einander genahert. Der Stab wird 
zusammengedruckt, die auBere Kraft sucht ihn zu verkurzen und 
hierbei zugleich die Querschnitte zu verbreitern. 1m Stabinnern treten 
hierbei in erster Linie und zwar senkrecht zur Querschnittsebene 
Druckspannungen auf. 1m Zustande des ~~~~@ 
Bruches findet ein Zerdrucken des Materials 
statt. 

1st die zentral angreifende auBere Kraft 
(Abb. 88b) eine Zugkraft, so verbleiben eben
falls die Querschnitte in ihrer zueinander paral
lelen Lage; die Kraft versucht hier deren gegen
seitige Entfernung zu vergraBern, der Stab 
wird gezogen und verlangert sich, wobei 
zugleich seine Querschnitte sich zusammen

Abb.88a. 

~ 

t + 

p 

Abb.8Sb. 

schnuren, d. h. sich in der Breite zu vermindern suchen. Es treten 
im Innern des Stabes senkrecht zur Querschnittsflache Zugspannungen 
auf; im Bruchzustand findet ein ZerreiBen des Stabes statt. 

Da in den Fallen der reinen - mittigen - Druck- und Zugbelastung 
die auBere Kraft senkrecht zur Querschnittsebene steht und dem
gemaB auch im Gleichgewichtszustande die inneren Spannungen die 
gleiche Richtung zum Querschnitte einnehmen mussen, so benennt man 
die Druck- und Zugfestigkeit bzw. -beanspruchung auch als Normal
festigkeit und Normalbeanspruchung. 

Eine Druckspannung wird (nach Vereinbarung) als -, eine 
Zugspannung als + bezeichnet. 

Die GraBe der Querformanderung ist bei festen Stoffen ein, je nach 
deren Art, bestimmter Teil der Langsdehnung: 

Q f .. d Langsformanderung 1) 
uer orman erung = m • 

Rier ist m, diesog. Poissonsche Zahl fiir feste Karper stets > 2, nach 
der Molekular-Theorie etwa = 4; fur Beton ist sie zu 4-8, fur 

schmiedbares Eisen zu ~ bestimmt. 

1) FaBt man eine "Dehnung" als + oder - auf, je nachdem es sich um Zu
sammendriicken der Querschnitte bzw. Auseinanderziehen, also im Querschnitte 
selbst um Zug- oder Druckwirkungen, handelt, so kann man die obige Beziehung 
allgemein auch in die Form kleiden: 

Q d L Langsdehnung 
uer e nung = m . 
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b) 1st der gedruckte Stab (Abb. 89) verhiiltnismaBig lang zu seiner 
QuerschnittsgroBe, so findet - auch bei theoretisch genau mittiger 
Belastung - durch die Druckkraft ein Ausknicken des Stabes statt. 
In seinem 1nneren treten Knickspannungen auf, die u. a. ein Zer
knicken des Stabes infolge seitlicher Ausbiegung zur Folge haben 

p konnen; hierbei wirken neben den Druckspannungen auch 
Biegungsspannungen (vgl. weiter unten) auf den Stab ein. 
Der Grund, weshalb ein solcher Knickvorgang eintritt, liegt 
darin, daB es einmal praktisch nicht moglich ist, die Druck
kraft vollkommen zentral auf den Stab einwirken zu lassen, 
daB ferner das Material niemals so gleichmaBig ist, daB im 
Innern des Stabes die Kraft durchaus geradlinig fortgeleitet 
wird, und daB endlich auch der Stab nie so gleichmaBig oben 
und unten angeschlossen bzw. aufgesetzt werden kann, daB 
eine durchaus gleichmaBige Druckbelastung hier eintritt und 
demgemaB die Mittelkraft der Krafte mit der Stabachse genau 

Abb.89. zusammenfallt. Zudem wirkt auch oft der Umstand hierbei 
mit, daB der Stab durch Fehler in der Bearbeitung oder Zu

sammenfUgung der einzelnen Teile mehr oder weniger in seiner Achsen
lage von einer geraden Linie abweicht. AIle diese Einflusse machen sich 
bei kurzen Staben oder Baukorpern, die zu ihrer Rohe verhaltnis
maBig breit sind, weniger bemerkbar und konnen hier unberiicksichtigt 
bleiben, da bei ihnen auch tatsachlich der Bruch nur durch Zerdriicken 
zu erwarten steht, wahrend bei Vorhandensein einer Knickgefahr der 
Stab stets durch seitliches' Ausbiegen zum Bruche gelangt. 

c) Wird ein Stab senkrecht oder unter einem Winkel zu seiner 
Achse belastet, so verbiegt er sich (Abb. 90a). Es findet eine Bean-

Ivs:jj~ ~I 
~,~ 

Abb.90a. Abb.90b. 

spruchung auf Biegung statt; der Stab widersteht infolge seiner Biege
festigkeit. Der in Abb.90a dargestellte, einfache, auf zwei Stutzen 
liegende Balken sei durch senkrechte Lasten beansprucht; er verbiegt 
sich unter ihrer Wirkung konkav nach unten. Zwei benachbarte Quer
schnitte, die vor Einleitung der Belastung und Verbiegung zueinander 
parallel waren, nehmen jetzt eine geneigte Lage zu einander an; sie 
haben sich - im vorliegenden FaIle - an ihrem oberen Ende einander 
genahert, an ihrem unteren Teile voneinander entfernt. Die Wirkung 
dieser Formanderung ist das Auftreten von Druckspannungen in den 
oberen, von Zugspannungen in den unteren Fasern des Balkens bzw. 
seiner Querschnitte. Der gleiche Vorgang spielt sich auch ab (Abb. 90b), 
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wenn der Balken sieh konvex verbiegt; nur entfernen sieh hier die 
Quersehnitte in den oberen und nahern sich in den unteren Fasern; 
hier treten also oben Zug,- unten Druckspannungen auf. Das Bezeich
nende beim Auftreten der reinen Biegungsbelastung besteht also darin, 
daB die zunaehst parallelen Nachbarquerschnitte naeh der Biegung 
einen Winkel miteinander bilden und in ihnen sowohl Druck- als aueh 
Zug-Biegespannungen sich ausbilden. Beim Bruehzustande zerbricht 
der Balken durch Uberwindung entweder seiner Zugfestigkeit, indem 
in der gebogenen Zone Risse auftreten, oder durch Uberanstrengung 
in der Druckzone, wenn hier ein Zerdriicken, Zerquetschen des Mate
rials eintritt. 

Es liegt auf der Hand und wird spater auch noch genauer erortert 
werden, daB zwischen den Rand-Druck- und Zugspannungen eine Faser 
Hegen muB, bei der ein Ubergang zwischen beiden stattfindet, in der 
also die Biegungsspannung = 0 sein muB. 

d) Wird ein Korper so belastet, daB zwei benachbarte Querschnitte 
in ihrem gegenseitigen Abstande zwar erhalten bleiben, also weder gegen
einand" gedrftckt, noch voneinande, § 
abgezogen, aber gegeneinander par- _p ~ I 
allel verscho ben werden, so liegt I .: ~~ I _p 

eine Schub- oder Scherbelastung 
vor und es treten Schubspannungen Abb. 91. 

in der Querschnittsflache auf. 1m 
Zustande des Bruches findet ein Abschieben des Materials durch 
Paralleltrennung der Querschnitte senkrecht zur Achse statt. In 
diesem Sinne wiirde bei der in Abb. 91 dargestellten einfachen (ein
schnittigen) Nierverbindung eine Trennung in der Ebene I I vor sich 
gehen. Einer derartigen Formanderung wirkt die Schub- oder Scher
festigkeit der Verbindung entgegen. 

Neben dieser in Richtung der Kraft auftretenden Schubbeanspru
chung treten zudem bei gebogenen Konstruktionen aueh Seherspannun
gen senkrecht zu der durch die auBeren 

EW~ ! Krafte gelegten Ebene, also bei deren a ~ I fi ' 
senkrechter Lage in wagerechter Rich-
tung auf. Wiirde man z. B. den Krag-

"'ew~ i~ trager in Abb. 92a aus einzelnen diin- b ~ ij . 
nen, nicht miteinander verbundenen 
Platten herstellen, so wiirde entspre- Abb. 92a und b. 

chend der verschieden groBen Bean-
spruchung und Durehbiegung dieser eine Versehiebung eintreten, wie 
sie Abb. 92 b zu erkennen gibt. Hieraus zeigt sieh, daB bei einem zu
sammenhangenden, homogenen, gebogenen Stabe parallel zu seiner 
Achse Spannungen bei der Verbiegung sieh auslosen miissen, welche 
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einer Formanderung wie der dargestellten entgegenwirken und sie, 
solange ein Gleichgewichtszustand besteht, verhindern. In den in 
Abb. 92a angegebenen Querschnitten treten also sowohl senkrechte in 
der Kraftrichtung verlaufende als auch wagerecht gerichtete Schub-, 
spannungen auf. 

e) Bleiben zwei Nachbarquerschnitte zueinander parallel, erleiden 
sie aber in ihrer Ebene, ohne irgendwie senkrecht belastet zu sein, eine 
Drehung, so wird der Querschnitt auf Drehungsfestigkeit beansprucht; 

~ 

Abb.93. 

in ihm entstehen alsdann Torsions- oder Dreh
ungsspannungen. In Abb. 93 wirken an dem fest 
eingespannt zu denkenden Rundeisen Krafte im Sinne 
der Pfeile drehend ein und versuchen den Quer-
schnitt F so zu drehen, daB seine vor Beginn der 
Kraftwirkung in der Lage a b, cd liegenden Achsen 
nunmehr nach a' b', e'd' gelangen. Hierbei tritt 
also ausschlieBlich ein Drehen des Querschnittes in 

seiner Ebene um die Stabachse ein. Da die Drehungsbeanspruchung in 
der Regel fUr Hochbaukonstruktionen von untergeordneter Bedeutung 
ist, wird ihr auch in den weiteren Betrachtungen kein Raum gewahrt. 

f) Von den zusammengesetzten Beanspruchungen und den 
durch sie bedingten zusammengesetzten Spannungen ist fiir Hoch
bauten besonders bedeutungsvoll die Belastung eines Querschnittes 

d iII c d urch eine N ormalkraft und 
! zugleich durch ein Biegungs-

I- .!!f-.t-- -I moment,oder - was in derWir
kung dasselbe ist - eine auBer-

i b) mittige Querschnittsbela-
a,! IJI b t stung. Denkt man sich z. B. 

~ + den Pfeilerquerschnitt 8 t in Abb. P S', I?=P (-}min 

F{=P I c) a) 94a bzw. den Querschnitt abed 
Vi I d) in Abb. 94 b durch eine auBerhalb 

I seines Schwerpunktes (aberimmer-
,..,.-PCL-r_--i-: -:-_-;1 e) hin noch in einer seiner Haupt-
II.. f~' '/ achsen) angreifende senkrechte 

Abb. 94. f' 1 k Kra t P in "m ' be astet, so ann 
man sich (Abb. 94c) im Querschnittsschwerpunkte zwei entgegengesetzte 
Krafte PI und P~ angebracht denken, die je unter sich gleich und 
zudem gleich P sind. Trennt man die Wirkung dieser drei Krafte in der 
Art, daB einmal (Abb.94d) nur PI im Schwerpunkt als Druckkraft 
wirkend auf tritt, und zum anderen die Krafte P und P ~ unter sich gleich, 
am Hebelarme rwirkend, verbleiben, so werden diese, da sie ein drehendes 
Kraftepaar bilden, den Querschnitt zu verbiegen suchen, und zwar in 
vorliegendem FaIle ihn derart aus seiner Ebene heraus um die Schwer-
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achse II II drehen, daB an der Kante ad die groBte Druckwirkung, 
an der Kante be der Hochstwert einer Zugspannung auftritt. Da die 
Kraft PI' im Schwerpunkt liegend, den Querschnitt nur auf Normal
spannung belastet, das Kraftepaar in ihm aber Biegungsspannungen 
hervorruft, so bedingt somit die Wirkung der exzentrisch wirkenden 
Kraft Peine zusammengesetzte Beanspruchung und zusammengesetzte 
Spannungen. Zugleich ist ersichtlich, daB die Wirkung zerlegt wird in 
die einer Normalkraft PI = P und eines Biegungsmomentes M = P'r. 

Die weiteren zusammengesetzten Festigkeitsarten, Beanspruchungen 
und Spannungen, die sich bilden bei Vereinigung von Schub- und 
Normalbelastung, von Biegungs- und Drehungsbeanspruchung, konnen 
fUr die vorliegende Bearbeitung als fUr die Hochbaukonstruktionen ohne 
wesentliche Bedeutung ausgeschaltet werden. 

2. Die Normalfestigkeit, Druck- und Zugfestigkeit. 
a) Die Normalspannungen und Beanspruchungen. 

Die Art und Wirkung der hier vorliegenden Beanspruchungsart und 
Festigkeit ist bereits auf S.59 erortert. Bei der hier vorausgesetzten 
genau mittigen Belastung wird bei einer Druckkraft eine Annaherung, 
bei der Zugbelastung eine Entfernung der benachbarten Querschnitte 
bedingt. 

1st die den Querschnitt = F mittig und senkrecht beanspruchende 
Kraft = P, entsteht in ihm durch ihre Wirkung eine Spannung = (J 

und nimmt man an, daB sich diese gleichmaBig uber den Querschnitt 
verteilt, so folgt aus der Uberlegung, daB im Zustande des Gleich
gewichts die inneren Krafte gleich der auBeren Kraft sein mussen, die 
grundlegende Beziehung: 

P=±F'(J, 

(J = +; bei Zugbelastung, 

(J = -; bei Druckbelastung. 

Hat der Stab verschiedene Querschnitte, so ist naturgemaB in dieser 
Gleichung der Sicherheit halber - also urn (J hoch zu erhalten - der 
kleinste Wert von F einzufUhren. Das gilt auch, wenn Querschnitte 
vorhanden sind, welche durch irgendwelche Einschnitte, Einbohrungen, 
Ausklinkungen usw. geschwacht sind; alsdann ist fUr sie nur der "nutz. 
bare" Querschnitt - also abzuglich der Schwachung - in die Rech· 
nung einzufUhren. 

Wird ein fluBstahlerner Probestab, also ein Stab aus elastischem, 
homogenen Stoffe, (Abb. 95a) durch eine Zugkraft P zentrisch belastet, 
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sowird er sich verlangern, hierbei zunachstnurelastische, alsdanndauernde 
Formanderungen zeigend. Tragt man unter Zugrundelegung eines senk
rechten Koordinatensystems auf der y-Achse dieses die Belastungs
groBen in bestimmtem MaBstabe, auf der x-Achse die durch genau 
arbeitende Apparate zu messenden Dehnungen des Stabes - und zwar 
zweckmaBig in vergroBertem MaBstabe - auf und bildet (Abb.95b) 
aus beiden zur Darstellung des Zusammenhanges zwischen Belastung 
(bzw. Spannung) und Dehnung eine Formanderungskurve, so verlauft 
diese zunachst vollkommen geradlinig - Strecke OA der Kurve. Inner
halb dieser Strecke sind demgemaB die Dehnungen und Spannungen 
unter sich proportional. Die Grenze, bis zu der ein solches Verhalten 

£ = ~ IX C 0 
I 
I a) !~ ~ +L1l ~: I 
I 
I 
I 
I 
I 

Oru'c!rbe/asfvng 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

!I 

Abb.95. 

bestehen bleibt (A in Abb. 95b), nennt man die Proportionalitats
grenze. Bis zu ihr gilt also das Hooksche oder Elastizititsgesetz, nach 
dem die auftretenden Spannungen proportional den sie bedingenden 
Dehnungen sind: 

Lll (J 

T E' 
worin (J die zur Formanderung LIZ gehOrende Spannung, E die Elasti
zitatszahl des Materials ffir die jeweilig vorliegende Beanspruchungs
art darstellt. Da LIZ und Z Langen sind, (J eine Spannung darstellt (in 
kg/cm2), so muB also auch E seiner Einheit nach einen Spannungswert 
darstellen. 

Innerhalb der Grenze 0 A ist die Formanderung (bei dem hier vor
liegenden Eisen) noch rein elastisch, sie verschwindet also nach Auf
horen der Kraft wieder; dies verbleibt auch noch auf eine kurze Strecke 
iiber die Proportionalitatsgrenze hinaus, wenn auch hier die Form
anderungskurve eine starke Kriimmung erfahrt. Die Grenze, bis zu 
der die Formanderungen rein elastische sind, also spater wieder ver
schwinden, heiBt die Elastizititsgrenze. Sie ist in der Regel verschieden 
hoch bei verschiedenartiger Belastung und naturgemaB abhangig VOID. 
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Material. Nach "Oberschreiten der Elastizitatsgrenze beginnen die 
Formanderungen bald starker und mit dem Auge wahrnehmbar zu 
werden. Es beginnt - von der Grenze Bin Abb. 95b an - der Stab 
bei Zugbelastung zu "flieBen", wahrend bei Druckbeanspruchung ein 
Zerquetschen deutlich wahrnehmbar wird. Die Grenze, von der dies 
erkennbar ist, wird die Streck- oder FlieBgrenze benannt. Diese Grenze 
gibt sich auch im Formanderungsdiagramm durch einen schwacher 
gekriimmten, zunachst fast geradlinig ansteigenden, dann aber stark 
sich aufwarts biegenden Verlauf der Kurve zu erkennen. Innerhalb 
dieses Zwischenraumes entsprechen also der Zunahme der Kraft un
verhaltnismaBig groBe, sich stetig steigernde Dehnungen. 1m Punkt 0 
erreicht die Kraft ihren Hochstwert; von hier aus fant die Kurve 
wieder, da nahe dem Hochstpunkt (0) die Grenze eintritt, bei der 
der Stab zum Bruche gelangt. Die dem Punkt 0 entsprechende 
Hochstlast (O~ in Abb.95b) wird mit "Bruchlast" bezeichnet, die 
zu ihr gehOrende Spannung Bruchspannung oder Bruchfestig
kei t benannt. 

Bei Druckbelastung ist das Bild der Formanderung bis zum Be
ginne der Quetschgrenze im wesentlichen das gleiche wie bei Zug
belastung. Jedoch ist hier weiterhin nur bei sproden Stoffen, wie GuB
eisen, Stein, Zement u. a., die Bruchgrenze deutlich erkennbar, wahrend 
zahe und verhaltnismaBig weiche Korper, wie FluBeisen, Kupfer usw. 
nicht zum Bruch gebracht werden konnen, da sie sehr groBe Form
anderungen unter Druckbelastung vertragen, ohne daB ein eigentliches 
Zerbrechen stattfindet; hier ergeben sich Formanderungskurven, wie 
sie Abb. 95c veranschaulicht. 

Bei der gesamten Langenanderung unterscheidet man die 
bleibende und die federnde, d. h. rein elastische. Je hoher die Be
lastung steigt, um so groBer ist auch die bleibende Formanderung; 
eine solche darf bei Konstruktionsteilen gar nicht oder nur in ganz 
geringem, unschadlichem MaBe auftreten. Als ein MaB fiir den Elasti
zitatsgrad eines Korpers wird der Quotient aus der federnden durch die 
gesamte Dehnung bezeichnet: 

,1f 
ft=,E,1' 

Fiir ft = 1 ergibt sich die vorgenannte Elastizitatsgrenze, da hier 
die Gesamtdehnung gleich der rein elastischen ist. 

Die im Hookschen Gesetz: 
,11 (J 

-l-=oc= E 

enthaltene Elastizitatszahl wird aus Versuchen ermittelt. Da die 
Spannung: p 

a=F 
Foerster, Repetitorlwn I. 2. Aufl. 5 
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jeweilig ist, so wird: 

In dieser Gleichung sind beim Versuche bekannt aile Werte auBer 
E, das demgemaB unmittelbar als Versuchsergebnis aus Messungen 
folgt. 

Die Elastizitatszahlen der wichtigsten Baustoffe des 
Rochbaues enthalt die nachfolgende Zusammensteilung: 

GuBeisen ........ . 
FluBstahl St 37 und St 481 ) 

StahlguB, Schmiedestahl . . 
Nadelholz, Eiche und Buche 
Ziegelmauerwerk. . . 
Bruchsteinmauerwerk. 
Beton i. M ..... . 
Granit ...... . 
Sandstein, Kalkstein . 

E = 1000000kg/cm2 

2100000 
2150000 

100000 
rd. 50000 

rd. 60000--100000 
. . . . 2200002) 

. . . . . 300000 
. 150000--200000 

") " b.ei Druck-
" lastung 
" . 
" 

Bei vielen, namentlich bei steinartigen Korpern, ist nicht wie bei 
den rein elastischen Eisenbaustoffen bzw. bei Rolz E eine konstante 
GroBe, sondern unter anderen Funktionen in hohem MaBe abhangig 
von der GroBe der jeweiligen Spannung, also der Last. Das gilt nament
lich von Zementmortel und Beton, bei denen die Zahl E geringer wird 
mit hoherer Spannung3). 

Es sei besonders hervorgebohen, daB die obigen Werte von E in der 
Einheit von kg/cm 2 angegeben sind, daB also bei Veranderung der 
Einheit eine Umrechnung notwendig wird. So ergibt sich z. B. fur: 
FluBstahl: E = 2100000 kgjcm2 = 2100 t/cm2 bzw. 21000000 t/m2; 
Beton: E = 200000 kg/cm2 = 200 t/cm2 = 2000000 t/m2. 

Da bei Baukonstruktionsteilen keine bleibenden Formanderungen 
verbleiben durfen, also auch die Elastizitatsgrenze des Materials, ge
schweige denn seine weiter hinausliegenden Gefahrgrenzen nicht er
reicht werden durfen, so darf ein Stab, Korper usw. nur mit einem 

1) Mit St 37 und St 48 wird bezeichnet ein FluBstahl, und zwar der normale 
Baustahl St 37 bzw. der hochwertige, hochgekohlte oder hochsilizierte Baustahl 
St48 mit Zugfestigkeiten von 37--45 bzw.48--58 kg/cm2 • 

2) 1m Verbundbau wird im Hinblick auf die besonderen, hier vorliegenden 
Verhaltnisse i. d. R. mit E = 140000 kg/cm2 gerechnet. 

3) Es nimmt z. B. die Elastizitatszahl bei Druckbelastung und einem Zement
beton von 1: 3 mit 8 vH Wasser ab, bei (J = 3,0 kg/cm2 bzw. 60 kg/cm2 von 
300000 auf 240000kg/cm2 und bei einem Wassergehalt von 14 vH von 272000 
auf 209000kg/cm2 ; ahnlich liegen die Verhaltnisse bei Zugbelastung: bei (J = 1,6 
bis 9,2 kgJcm2 nimmt die Elastizitatszahl bei 8 vH Wasser ab von 267000 auf 
196000 kg/cm3 • Noch erheblich starker weichen die Zahlen bei Druckbeanspru
chung der Naturgesteine abo So fand v. Bach bei Sandstein von (J = 0,1 bis 
16,4kg/cm2 und Zugbelastung E = 93700 bis 21000kg/cm2• 
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bestimmten Teil seiner Bruch£estigkeit beansprucht werden, der sich 
nach dem Bausto££ und der Beanspruchungsart richtet. 

Bezeichnet man mit (f die unter diesem Gesichtspunkte als erlaubt 
angesehene zuHlssige Normalspannung, mit (fb die Bruchspannung und 
mit 8 d' notwendige, letztere ausschlieBende Sicherheit, so wird: 

(f = ab 

8 

Bei FluB stahl ist 8 in der Regel 3-4, bei GuBeisen auf Druck 8-lO, 
auf Zug rd. 6, bei Holz auf Druck 6-8, auf Zug 8-12, bei Beton rd. 5-6, 
bei Natursteinquadern etwa 15-20, bei Mauerwerk rd. 20. Hierbei ist 
naturgemaB zu beachten, daB viele Bausto££e, wie Beton und Steine, 
vorwiegend nur auf Druck belastet werden durien, da sie eine zum 
mindesten unsichere, oft aber nur geringe Zugsicherheit besitzen. 1st 
ihre Zugbeanspruchung in besonderen Fallen nicht vermeidbar, so wird 
man etwa damit rechnen konnen, daB die Zugfestigkeit dieser Sto££e 
rd. 1/10-1/12 der Druckfestigkeit ist und eine etwa 4-6fache Sicherheit 
gegenuber dem Auftreten von Rissen angezeigt erscheint. Bei in gutem 
Zementmortel ausgefiihrtem Mauerwerk wird man mit einer Zug£estig
keit der Mortelfuge von etwa 12 kg/cm 2 rechnen, also ihr eine Zug
belastung von rd. 2 kg/cm 2 zuweisen konnen, ohne ein Auftreten von 
Rissen befiirchten zu mussen. 

'Ober die zuHissigen Normalspannungen der wichtigen Hochbaustoffe 
auf Druck und Zug gibt die nachfolgende Zusammenstellung Auskumt. 

Zulassige Beanspruchungen auf Druck und Zug 
(bei N ormalbeanspruchung). 

GuBeisen ... 
FluBstahl St 37 

FluBstahl St 48 
StahlformguB . 
Geschmiedeter Stahl 
Nadelholz 

Kiefer ..... . 
Fichte ..... . 
Tanne ..... . 

IX) Eisen und Holz. 

Baustoffe 

Laubholz (Eiche, Buche) 

:\ o~, 
:1 Kniokung 

Zulassige Beanspruchung 
in kg/cm2 

auf Druck 

600-10001) 

1000-1200 
(1400) 

1560-1820 
1500 
1700 

60 
50 
50 
80 

'auf Zug 

300 
1000-1200 

(1400)2) 
1560-1820 

1700 
1700 

1003) 

90 
80 
100 

1) Bei achsrechtem Druek 600, in Lagern 1000 kg/em 2• , 
2) Bei bester Durchfiihrung und genauester Berechnung u. U. a = 1600 kg/em 2; 

bei St 37, bei St 48 bis 2000 kg/em2 • 

3) Bei Bauten fiir voriibergehende Zweeke ist eine ErhOhung der Zahlen 
um25 v H erlaubt. 

5* 
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Basalt. 
Granit. 
Syenit. 
Porphyr . 
Marmor. 
Basaltlava . 
Sandstein . 
Tuffstein . 
Bruchstein . 

Die Grundziige der Festigkeitslehre. 

f3) Naturgestein. 

Zulassige Druckbelastung in kg/cm2 fiir 
Verwendung als 

Auflager- Pfeiler und SchlankePfei-
steine Gewiilbe ler u. Saulen 

65 
60 
55 
40 
30 
20 
20 

45 
40 
40 
30 
20 
15 
15 
10 

5 bis 7 

30 
25 
25 
20 
15 
10 
10 
7 

y) Mauerwerk und kiinstliche Steine. 

Steinart 

Schwemmsteine 
Hochofen -Schwemm-

steine 
Poriise Ziegel . 
Schlackensteine . 
Mauerziegel II . 
Mauerziegel lund 

Kalksandsteine . 
esgl. . D 

H artbrandziegel und 
Kalksandhartsteine 

D esgl. . 

Kl inker 

D esgl. . 

Mindest-
druck-

festigkeit 
der 

Steine 
kgjcm2 

20 

15 
-
-
100 

150 
150 

250 

250 

350 

350 

Miirtelmischung 

:~~t I Kruk I S,nd 

- - -

- - -
-

I 
- -

- - -

- I 3 

- I 3 
I 2 8 

I 2 8 

- - -

1 - 3 

- - -

Zulassige Druck-
spannung 

~ I Pfeiler' 
.-

werk 8 kgjcm2 
Mauer-r bei 1) 

kg/cm2 h 

3 I - -

3 - -
3-6 - -
3-6 - -
bis 7 - -

10 - -
14 - -

18 - -

0,30 18 
0,25 14 

)1 
0,30 12 

- 0,15 10 
0,10 8 

< 0,10 < 82) 

35 - -

[I 0,30 35 
0,25 25 
0,20 20 

-
i 0,15 15 

0,10 10 
< 0,10 < 102 ) 

8 
1) Unter h ist das VerhaItnis der geringsten Pfeilerstarke 8 zur Hohe 11, ver-

sta,nden. 
2) Nur in besonderen Fallen zulassig. 
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0) Beton. 
ZulassigeDruekspannung bei Handelszement 35 kgjem2, bei hoehwertigemZement 

1 
45 kgjem2 im Eisenbetonbau, im reinen Betonbau -5 der WiirleUestigkeit des 

erdfeuehten Betons (We2S ) naeh 28 Tagen, aber ::; 50 kgjem2• Bei Stiitzen 

dPfil · 8 1 b ·1 1 b ·1 1d t un e ern llllt h = 1: 1 zu T' el 5 zu 2' el 10 zu 4 er vorgenann en 

GroBen W5~s, vorausgesetzt mittige Belastung. 

b) Zahlen beispiele. 
Ein aus zwei Flaeheisen von je 1 em Starke gebildeter Stab, der je dureh ein 

Nietloeh von 2 em Durehmesser gesehwaeht ist, hat eine Kraft von 24 t zu tragen. 
Wie groB ist seine Breite b zu gestalten? Ais zulassige Spannung (J wird 1200 kg/em2 

zugelassen. DemgemaB wird: 
_ 24000 _ 2 

F -1200 - 20 em . 

Da (Abb.96) der Stab um den Betrag von 2·1·2 = 4 em2 gesehwaeht ist, so ist 
seine Breite b aus der Beziehung abzuleiten: 

(2 b·l,O) em2 = (20 + 4) em2 

24 
b = 2 = 12em. 

2. Eine Rundeisenzugstange ((J = 1200 kg em2 ) 

habe 6000 kg zu tragen. Gesueht wird ihr Dureh
messer = d. 

Es ist: 

6000 d2 1£ V5.4 
F=1206=5em2 =4; d= 3,14\Q2,7em. 

..... 120~ 
, J ttl wp-=r 

I I -- 1 

Z 
Abb.96. 

3. Ein quadratisehes Eisen hat 3 em Seite und eine Zugkraft vonP = 6000 kg 
zu tragen. Gesueht wird die Spannung. Hier ist F = 3.3 = 9 em 2 und demgemaB: 

P 6000 
(J = -:if = -9- = 667 kgjem2 • 

4. Der kreisringformige Quersehnitt einer guBeisernen Saule hat einen auBeren 
Durehmesser von D = 24, einen inneren d = 16 em. Die zulassige Beanspruehung 
betragt 500 kg/em2 • Die Tragfahigkeit der Saule ist zu bereehnen. 

Da hier 

F = (202 - 162 ) 3,14 = 113,1 em2 
4 

ist, so wird mit (J = 500 kg/em2 : 

P = F·(J = 113,1 em2 ·500 kg/em2 = 56550 kg. 

5. Bei einer Saule ahnlieh wie unter 4, ist P = 36000 kg, (J = 600 kg/em2 , 

D = 12 em. Gesueht wird der innere Durehmesser = d. 

F _ (D2 - d2) 3,14 _ 60 2 
- 4 - em, 

d2 D2 4·60 144 240 1 d = - 3,14 = - 3,14 = 44 - 76,4 = 67,6; = 8,2 em. 
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DemgemaB erhalt die Saule eine Wandstii.rke von: 

D - d _ 12 - 8,2 _ 1 9 
--2-- 2 -, em. 

6. Wieviel .vermag ein Ziegelpfeiler von 11/2 Steinstarke in Kalkmortel ge
mauert zu tragen? Hier ist die Pfeilerstarke 38 em, also: 

F = 382 = 1444 em2• 

P = a F = 7·1444 = 10108 kg = rd. lOt. 

Wird der Mauerpfeiler in verlangertem Zementmortel gemauert, und fiir a der 
Wert 12 kg/ems zugelassen, so wird die Tragfahigkeit des Pfeilers: 

P = 12·1444 = 17328 kg, 

d. h. wie zu erwarten steht, sehr erheblieh hOher. 
7. Ein Daehstuhl (Abb. 97) iibertragt an seinem Auflager eine Last von 50 t 

und belastet mit seiner Unterlagsplatte einen Quader (a = 20kg/em2); dieser 

Abb.97. 

bindet in ein Mauerwerk ein, das mit a = 11 kg/em2 
beansprueht werden darf. Die Grundflaehen
abmessungen der Auflagerplatte und des Quaders 
sind zu ermitteln. Fiir die Auflagerplatte folgt: 

F - 50000 _ 2500 S 
1- 20 - em. 

Maeht man sie quadratiseh, so ergibt sieh dem
gemaB eina Seite = 50 em. 

e Fiir die Quaderflaehe folgt: 

F - 50000 _ 4545 a 
2- 11 - em. 

Hier wird eine Grundflaehe von 70 X 70 = 4900 ems gewahlt. 
8. Es ist die Griindung einer Saule zu bereehnen, die 81 t mittige Last auf 

das Fundament iibertragt. Es besteht dar Unterbau der Saule von oben naeh 
unten aus einem Granitquader a = 50 kg/emS, einer Beton
platte 1: 6 gemiseht, a = 15 kg/emS, einem Magerbeton 
1: 12, a = 6 kg/em2. Der Baugrund endlieh kann mit 
2,5 kg/em2 belastet werden. Bei der verhaltnismaBig 
geringen Bemessung der Spannungen kann das Eigen
gewieht des Fundamentes vernaehlassigt werdenl ). Nimmt 
man an, daB sieh dureh Stein und Beton der Druek naeh 

am .. unten zu naeh einem Winkel von 600 fortpflanzt, so ergibt 
Abb.98. sieh fiir die hierdureh bedingte SehiehthOhe (Abb. 98) 

die Beziehung: 

h am - an 0 1,732 0 7 ( ) = --2-- tg 60 = (am - an) -2- = ,8 am - an • 

Bezeiehnet man die erforderliehen Druekflaehen von oben aus (also zu
niiehst dar Saule) mit F I , weiterhin mit Fa, F s, F4 und Fo (Erdfuge), mit az, 
as, a4 und a5 die Seiten der zugehorenden Druekflaehe, mit h3' h4 und hi 
die Hohe des Granitquaders, bzw. der beiden folgenden Betonsehiehten, so er
geben sieh die Einzelabmessungen der Fundamentabsehnitte aus der naeh
folgenden Zusammenstellung: 

1) Vgl. Beispiel 10. 
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. 81000 
1. Saulenquersehnitt (Rmg), O'zul. = 500 kg/em2 ; Fl = 500 = 162 em2, 

Gewahlt auBerer Ringdurehmesser D = 23 em, und c5 = 2,5 em; alsdann wird 
F = 161 em2• 

81000 
2. Fuge zwischen FuBplatte und Granitquader, F2 = 50 = 1620 em2 ; 

a2 = 41 em; bestimmend fiir die GroBe der quadratisehen SaulenfuBplatte. 
2. Fuge zwischen Granitplatte und Betonplatte (1: 6)1 

F _ 81000. 1/'81000 
3- 15' aa= V15=74em, 

gewahlt 75 em; Starke der Granitplatte ha = 0,87 (aa - a2) = 0,87· (75 - 41) 
= 0,87· 34 ~ 30 em. 

4. Fuge zwischen den Betonplatten 1: 6 und 1: 12. 

81000 1/81000 
F4 = -6-; a4 = V-6- = 117 em ~ 120 em; 

h4 = 0,87 (a4 - aa) = 0,87 (120 -75) = 0,87 . 45 ~ 40 em. 
5. Erdfuge. 

gewahlt 190 em; 

F _ 81_000. 
5 - 2,5 ' Y81000 

a = ---180em' 5 2,5 - , 

hs = 0,87 (190 - 120) = 0,87· 70 ~ 60 em. 

Hiermit sind aHe Abmessungen des Fundamentkorpers festgesetzt. Seine 
Gesamttiefe betragt: 30 + 40 + 60 = 130 em = 1,30 m. 

9. Ein kurzer Stiel aus Kiefernholz hat eine Druekkraft = 20 t zu tragen. 
Eine Abmessung seines Reehteeksquersehnitts betragt 12 em, die andere (= x) 
wird gesueht. 0'= 60 kg/em2• 

20000 
F = 12·x =~ = 333,5 em2 , 

333,3 
x = 12 = rd. 28 em . 

DemgemaB wird ein Stiel 28/12 zu verwenden sein. 
lO. Ein Steinpfeiler naeh Abb. 99 habe die Hohe von 1,00 m, ein Raum

gewieht von 2,3 und eine mittige Last von P = 10000 kg 
zu tragen. Wie groB muB unter Hineinreehnung seines 
Eigengewiehtes seine Grundflaehe gemaeht werden, wenn 
diese nur mit 7 kg/em2 beansprueht werden darf. 

Bezeiehnet man (Abb. 99) das Gewieht des Pfeilers 
mit G, die gesuehte Grundflaehe mit F, so ist: 

G='1·F.l 

und die Gesamtlast 

P + '1Fl. 
Somit wird: 

F=P+yFl, F_yFl=P. 
0' 0' 0" 

Abb.99. 

Bei Einsetzung der Zahlen ist darauf zu aehten, daB fiir '1, 0' und P diesel ben 
Einheiten innegehalten werden. Da 0' = 7 kg/em2 ist, so ist demgemaB fiir y 
aueh der Wert in kg/em3 einzusetzen, d. h. da '1 = 2300 kg/m3 ist: 

_ 2300 _ 3 
Y - 100a - 0,0023 kg/em 
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einzufuhren, ebenso ist P in Kilogramm und l in Zentimeter zu reehnen: 

F (I _ 0,0023.100) = 10000 
7 7' 

F·0,967 = 1430, F = 1478 em2 • 

Dasselbe Ergebnis entsteht naturgemiiB, wenn man y in kg/m3 = 2300 ein
fiihrt und demgemaB rJ ebenfalls in kg/m2 ausdriiekt. rJ = 70000kg/m2. Alsdann 
ist l in Meter einzufiihren, wahrend P in Kilogramm verbleibt. 

F (I _ 2300.1,0) = 10000 
70000 70000 ' 

F· 0,967 = 0,143, Fl = 0,1478 m2 = 1478 ems. 

11. Ein Flaeheisen mit d· b = 2,5·9 em2 Quersehnitt und 3,5 m Lange hat 
eine Kraft P = 18 t auf Zug zu tragen. Die auftretende Spannung und die Dehnung 
des Stabes sind zu ermitteln. 

_ P _ 18000 _ 2 
rJ-([b- 2,5.9 -800kg/em, 

naeh dem Hookesehen Gesetze ist: 

rJ 800 
Lll = E ·l = 2100000. 350 = rd. 0,14 em. 

11. Eine sehweiBeiserne Rundstange (E = 2000000 kg/em2 ) hat bei einer Be
l 

anspruehung dureh eine Zugkraft P = 15 t eine Verlangerung Lll = 3000 l er-

geben. Der Durehmesser der Stange wird gesueht. 
Es ist: 

d2 n Lll I rJ rJ 
"4. rJ = P = 15000. --y- = 3000 = iT = 2000000' 

_ 2000000 _ 2 
rJ - 3000 - 666,6 kg/em, 

d2 n 15000 
"4 = 666,6 ; V 4·15000 

d = 3,14.666,6 = 5,35 em. 

12. Bei einer Druekbelastung dureh P = 245 t driiekt sieh ein 40 em langer 
Probestab aus GuBeisen von F = 350 em2 urn 0,28 mm zusammen. Gesueht wird 
die Elastizitatszahl des Eisens. 

Es ergibt sieh aus: 
Lll rJ P 

a=T=E=FE' 

E =.!..~ = 245000·40 = 700000·40 = 1000000k / 2 
F Lll 350.0,028 28 gem. 

Hierbei ist auf die Innehaltung der Einheiten - hier aIle GraBen in kg und 
em - zu aehten. 

Eine langsbewehrte Eisenbetonstiitze habe quadratisehen 
Quersehnitt - Seite = a - und sei an ihren vier Eeken mit Rund
eisen bewehrt, die je le- Querschnitt aufweisen; 4 Ie = Fe (Abb. 100). 
Sie ist mittig, dureh eine Kraft = P belastet. Die Elastizitatszahlen 
sind E. = 2100000 kg/em 2 fUr die FluBstahleinlage, E. = 140000 kg/em 2 
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fur den Beton (1: 4). Hieraus folgt: 

= E. =~100000 = 11:: 
n Eb 140000 U. 

Nimmt man an, daB - um den Verbund zwischen Eisen und Beton 
nicht zu storen - die Formanderungen beider Stofie, hier also ihre Zu
sammenpressung je gleich groB ist: D.. = D.b, so er- ~a_ 
gibt sich, wenn l die ursprungliche Lange ist und a 8 

und ab die den vorerwahnten Langenanderungen ent
sprechenden Druckspannungen im Eisen bzw. Beton sind, 
nach dem Hookeschen Gesetze: 

LI, 
Z 

und hieraus, wei! L. = 6 b ist: 

Abb.100. 

Es besteht somit eine unmittelbare Abhangigkeit zwischen der Eisen

und der Betonspannung: ae = 15 ab; ab = 115 a.. Nimmt man ferner 

an, daB sich die Kraft P gleichmaBig auf Beton und Eisen ubertragt, 
so wird: 

P =ab ·Fb + a.Fe =abFb + nab Fe =ab (Fb + nFe) =abFi , 

wenn Fi den ideellen Verbundsquerschnitt bezeichnet, bei dem das 
Eisen entsprechend seiner hoheren Elastizitatszahl mit dem n = 15-
fachen Querschnitt eingefiihrt wird. 

13. Zahlenbeispiel. Gegeben ist: 

2 2,5 n 2 Fb = 30·30 cm ; F, = 4fe = 4· -4- = 4 . 3,14 £Q 12,6 em 

und r1b = 35 kg/cm2 • Gesueht wird die erlaubte, mittige Tragkraft = P. 

P = 35 (Fb + nF.) = 35 (302 + 15·12,6) = 35 (900 + 189) = 38115 kg = 38,115 t. 
14. Eine quadratische Saule, ahnlich der vorstehend behandelten, tragt eine 

d2 n 22n 
mittige Last = 30000 kg; a = 30 cm; Fe = 4 fe = 44 = 4'4 £Q 12,6 cm2 • 

Gesueht wird die im Beton auftretende Spannung: 

_ P _ 30000 _ 30000 _ 2 

r1b - Fb+nF. - 30.30+ 15.12,6 - 1089 - rd. 27,5 kg/em . 

Beriieksiehtigt man die Betonschwaehung, so wird: 

30000 30000 _ 30000 C/) 2. 

900+14.4.314 - 1076 = 28 kg/em , . , r1b = 202 202 
900 - 4.~ + 15·4 ~ 

4 4 

es zeigt sieh somit, daB der Abzug der vom Eisen eingenommenen Betonquer
schnittsflaehe keine Bedeutung irgend erheblieher Art auf das Spannungser
gebnis hat. 
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15. Ein Verbundpfeiler mit Aehteeksquersehnitt von einem Durehmesser des 
eingesehriebenen Kreises = 72 em und 8 Rundeisen vom Durehmesser je 3,0 em 
bewehrt, soIl mit I1b = 35 kgjem2 belastet werden. Gesueht wird ihre mittige 
Traglast P. Naeh Seite 49 und den voranstehenden Darlegungen ist: 

P = 35 (0,8284 db 2 + 15· Fe) = 35 (0,8284.722 + 15.8. 3,~2n) 
= 35 (4204 + 848) = 179970 kg = rd. 180 t. 

Fur spiralbewehrte Saulen, bei denen neben einer Langsbeweh
rung (Fe) noch eine Spiralbewehrung in Verbindung mit letzter aus
gefuhrt wird, haben Verusche ergeben, daB die mittige Tragkra£t sich 
aus der Beziehung berechnet: 

P=ab (Fk + nFe + 3 nFes). 

Hierin ist wiederum n = 15. Fes ist eine gedachte, der Spirale mit dem 
Eisenquerschnitt = fe, der Steigung = 8 und dem Durchmesser = D 

inhaltlich gleichwertige Langenbewehrung: Fes = nDf. und endlich Fk 
8 

der von der Spirale umschlossene Kern des Betonquerschnittes. Hier 
wird also der auBere Betonmantel nicht in Rechnung gestellt. 

16. Beispiel: Gegeben sei fiir eine umsehniirte Verbundstiitze: der auBere 
Durehmesser = 45 em, der innere Kerndurehmesser innerhalb der Spirale 
= 40 em; d. h. Fk = 1256 em2, Fe = 6 Rundeisen von je 2 em Durehmesser 
= 18,84 em2, 8 = 4,2 em, Spiraldurehmesser = 1,0 em, Ie = 0,79 em2, also Fe. 

3,14·40 = ----;r,2 ·0,79 ~ 24 em2• Hieraus folgt bei I1b = 35 kgjem2 : 

P = 35 (1256 + 15·18,84 + 45·24) = 35·2670 = 91700 kg = 91,7t. 

3. Die Knickfestigkeit. 
Bereits auf S.60 wurde darauf hingewiesen, daB, wenn die Lange 

eines Stabes im Vergleich zu seiner Querschnittsflache groB ist, unter 
dem Einflusse einer Druckkraft ein Ausbiegen - ein Ausknicken -
statt£inden kann. Alsdann wirkt auf jeden Querschnitt neben der 
Druckkraft noch ein Biegungsmoment ein, das naturgemaB urn so groBer 
ist, je weiter sich die Stabachse nach der Knickung aus ihrer ursprung
lichen Lage verschoben hat. Hierbei ist zwar im allgemeinen die Aus
knickung des Stabes nach jeder Richtung denkbar, sie wird sich aber 
vor allem nach der geringeren oder groBeren Steiligkeit des Querschnitts 
richten und demgemaB aus der Ebene heraus zu erwarten stehen, die 
durch die Achse des kleinsten Tragheitsmomentes gelegt wird, also auf 
der des groBten senkrecht steht. Dies folgt daraus, daB die seitliche 
Ausbiegung auch durch eine zur Stabachse senkrechte Kraft veranlaBt 
werden kann und hier urn so eher ein Ausbiegen stattfindet, je naher 
die Kraftebene mit der Ebene, durch die Achse von J max gelegt, zu
sammenfallt, eine Beanspruchung, fUr die also J min in Frage kommt. 
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a) Die Euler- Gleich ung. 
Die Berechnung der Last, welche ein Stab auf Knicken zu tragen vermag, 

bei der also mit seinem Ausknicken zu rechnen und der Zustand der Knickfestig. 
keit erreicht ist, erfolgte frillier allgemein nach der von Euler aufgestellten, 
auf der Form der Wellenlinie als Biegelinie beruhenden Gleichung: der Euler
Gleichung: 

oder, wenn man eine ausreichende Sicherheit dafur einfuhrt, daB diese Ge
fahrengrenze nicht erreicht wird, nach der Beziehung: 

p = OEJm1n. 
8 ·l2 

Hierbei bedeutet 0 eine von der Lagerung des Stabes, also dem Anschlusse dieses 
nach oben und unten abhiingige Zahl; E stellt die Elastizitatszahl des Materials 
dar, J rnIn ist das kleinste Tragheitsmoment des Querschnitts, list die mathe
matische Lange des Stabes. Die Sicherheit 8 wird fur GuBeisen zu 8-10, fur 
SchweiBeisen zu 5, fur FluBeisen zu 3,5-5, fur Holz zu 10-12 genommen. 

Dieser Euler.Gleichung kommt heute nur noch eine beschrankte Be
deutung zu, da durch Versuche erwiesen ist, daB sie nur in dem sog. 
elastischen Bereiche, d. h. innerhalb von Grenzen gilt, in denen der 
Stab den Gesetzen der Elastizitat folgt. Fur diese Grenze ist das 

Verhaltnis ~ = A, d. h. das Schlankheitsverhaltnis des Stabes maB. 
t 

gebend, wobei 1 die Stablange, i den Tragheitshalbmesser, entwickelt, 
aus dem fUr die Ausknickung in Frage kommenden J - also in der 
Regel J min - bedeutet. Diese Grenze llegt beispielsweise bei FluBstahl 
und Holz bei rd. lOO; hier sind also nur Stabe nach der Euler.Gleichung 
zu berechnen, bei denen A > 100; l> 100i ist. Vorgeschrieben ist heute 
fUr Knickberechnungen das (O-Verfahren, auf das weiter unten naher 
eingegangen wird. Die dort gegebenen Zusammenstellungen enthalten 
zugleich die Werte fiir Knickberechnungen von Staben, die innerhalb 
des elastischen Bereiches liegen, abgeleitet aus der Euler-Gleichung. 
Will man im elastischen Bereiche unmittelbar nach der Euler-Formel 
arbeiten, so kann entsprechend den nachfolgenden AusfUhrungen 
vorgegangen werden: 

Bei der Lagerung der Stabe nach Euler werden die vier Stutzungs
arten in Abb. 101 a-d unterschieden. 

I. Der Stab ist an einem Ende eingespannt, an seinem anderen Ende voll-
2 

kommen frei; hier ist 0 = ~ . 

II. Der Stab ist an seinen beiden Enden gelenkartig, d. h. frei drehbar ein· 
gefuhrt. Dieser Fall ist der fUr Baukonstruktionen wichtigste und meist vor
handene; er wird deshalb auch als Normalfall bezeichnet, und bei allen Druck. 
gliedern von Fachwerkskonstruktionen fur deren Knickberechnung zugrunde ge
legt. Hier ist 0 = 7);2. 

III. Der Stab ist an dem einen Ende gelenkig, also frei drehbar gelagert, 
am anderen eingespannt. 0 = 27);2. 

IV. Der Stab ist beiderseits fest eingespannt. 0 = 47);2. 
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Setzt man, da es sich bei der Knickberechnung doch nur vorwiegend urn 
eine Schatzungsrechnung handelt, :n;2 ~ 10, so ergeben sich fiir die vier Stiitzungs
arten nach Abb. 101a-d die Gleichungen: 

3. P = 20. E :z;:n ; 
2. P = 10. E:z;:n ; 

4. P = 40 . E :Z;ln . 
Geht man yom Normalfall (Abb. 101 b) aus, so kann man auch unter Ein

fiihrung der wir klichen, auf die A us biegung im N ormalfall bezogenen 
Knicklange die obigen Beziehungen entwickeln. 

In FaIlI (Abb.101a) ist, wenn man die Knicklange im Vergleich zu Form 
und Ausdehnung der Biegung in Abb. 101 b mit 10 bezeichnet, 10 = 21, in Fall III 
10 = 0,711, im Fall IV 10 = 0,51. Hierin bedeutet 1 die mathematische Lange. 
In der ersten Beziehung gibt sich deutlich die erheblich leichtere Knickmoglich
keit der einseitig vollkommen freien Saule zu erkennen, wahrend die Verringerungen 

a) 

lo= 
U 

I 
I 
I 
I 
I 

il 
J 
\ , , 
\ 
I 
I 

b~ ~c~ %~-f 
\ I \ I 
I I \ 

l J J Il 
= I Zo= I lo= I 1 

" O,71l l
, Opl ~;_ 

.II .lIl JJT 

Abb. 101 a-d. 

der Knicklange bei Fall III und IV der Einwirkung der 
Einspannung des Stabes Rechnung tragen. Unter Ein
fiihrung dieser wirklichen Knicklangen in die Gleichung 
fiir den Normalfall folgen dieselben Beziehungen, wie 
vorstehend gegeben: 

1 P = lOEJmln = 10 EJmln = 2 5 EJ~ 
. s(21)2 4 s12 ' s12 ' 

10EJmln 
2. P = --;[2~ (Normalfall), 

3 P _ lOEJmln _ lOEJmln _ 20EJmin1 

• - s(0,71l)2 - !-s12 - s12 ' 

4. P = 10EJmln_ = 10EJmln = 40EJmin • 

s(0,51)2 1s12 s12 

Fiir die Berechnungen der Praxis ist die Euler- G leichung fiir den 
Normalfall zweckmaBig vereinfacht und, je nach dem jeweilig vorliegenden 
Material, dessen E und die zugehorende Sicherheit s in Zahlenwerten eingefiihrt. 

Fiir GuBeisen ist: E = 1000000 kg/cm2 • Da in der Regel der Querschnitt 
des auf Knickung belasteten Stabes gesucht wird, so wird die Gleichung nach 
dem Wert J mln entwickelt. Fiir eine Sicherheit s = 8 wird somit: 

sP12 8·P1 
J mln = lOE = 10·1000000' 

Setzt man hierin 1 in m, P in kg ein, so muB auch E in kg/cm2 eingefiihrt werden; 
alsdann ergibt sich Jmln in m 4 : 

8P·12 
J m1n m4 = 10.10000000000 

Urn die vielen Dezimalstellen zu vermeiden, solI Jmin in cm4 erscheinen; alsdann 
ist die rechte Gleichungsseite mit 1004 zu multiplizieren: 

8P121004 P12 
J min cm4 = 10.10000000000 = 125· 

Wird endlich zur weiteren Rechnungsvereinfachung P in t-Einheit eingefiihrt 
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= Pl , so ist die rechte Gleichungsseite nochmals mit 1000 zu erweitern: 
Pll2 Jmin 

Jmin em' = 125 ·1000 = 8 Pll2 , P 1 = 0,125[2' 

Aus der Gleichung ergibt sich also J in cm4, wennPl in t und lin m eingefiihrt wird. 
1st z.B. P l =20t, l=5m, so wird: 

J min cm4 = 8·20·25 = 8·500 cm4 = 4000 cm4 • 

Wird 8 = 10 gewahlt, so wird: 
Pl2 

.Tmin = 100 bzw. = 10 Pll2 

und somit: 
Jmin 

Pl = 0,1[2; ebenso wird fiir 8 = 6 Jmin = 6 P l l2. 

In genau der gleichen Weise wird entwickelt fiir Fluileisen. 

hzw. fiir 8 = 4: 

E = 2150000kgjcm2, 8 = 3,5 

P -05 .Imin. 
1 -, l2 ' 

Jmin 
Pl=0,59[2; 

cndlich fiir Nadelholz, E = 100000 kgjcm 2, 8 = 10: 
Jmin 

Pl = 0,01[2' 

Liegt ein anderer Stiitzungsfall als der Normalfall vor, so sind fiir l die wirk
lichen Knicklangen nach den voranstehenden Ausfiihrungen, also 2l bzw.O,7ll 
bzw. 0,5 l fur die Lagerungsarten I bzw. III bzw. IV einzufuhren. 

b) Das w-Verfahren. 
Das w-Verfahren, eingefuhrt fur FluBstahl und Holz, beruht 

darauf, daB entsprechend einem Schlankheitsverhaltnis A = ~= ~ 
t t 

die Stabkraft P mit einer Zahl w > 1,00 multipliziert wird und daB 

sich fur die GroBe w: eine Spannung ergeben muB, die < O'zul < die 

erlaubte zulassige Druckspannung bei Normalbelastung ist. Es 
wird also hier der Stab genau in der Art behandelt, wie ein auf Nor
maldruck belasteter, knickfreier Stab, nur mit dem Unterschiede, daB 
die Stabkraft P mit einer Zahl w erweitert, also eine oft sehr erheblich 
hohere Achslast in Rechnung gestellt wird. Die w-Zahlen sind je nach 
dem Material verschieden, so daB sie nach ihm getrennt behandelt 
werden mussen. 

1. Das w-Verfahren fur FluBstahl. 

IX) Fur St. 37, Normal-FluBstahl. Die Grenze des elastischen 

Bereichs liegt hier bei f > 105, wird aber praktisch mit > 100 ein. 
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gefuhrt. Bezeichnet ak die Knickspannung, d. h. die Spannung, bei 

deren Eintreten der Stab zerknickt, so wird ak = P; , wenn Pk die 

Knicklast darstellt. Nach Versuchen ist ak fUr Verha,ltnisse ~ = 0 bis 60 
~ 

konstant und zwar gleich der FlieBspannung des St. 37 -Materials, 
d. h. = 2400 kgjcm2 - vgl. in Abb. 102 den Verlauf der dort ein-

gezeichneten ak-Linie. Zwischen den Werten ~ = 60 bis 100, verlauft 
~ 

nach Versuchsergebnissen die ak-Linie ebenfalls geradlinig und schlieBt 

bei ~ = 100 an die Euler-Kurve (Darstellung des ak nach dieser) an. 

O·E·Jm1n Unter Verwendung der Euler- Gleichung: P k = 12 , darstellend 

2'f00 /{nickspannung 15K kg/em' 
\ 
\ 
\ 

\ 

J;ul=1l/(J0 

1,71 

1,00 

5,.12 

3,5 

821 

26,J 

o 10 20 30 'fO 50 50 70 80 80 100 110 120 130 fIIO 150 
Schlankheitsgrad A=f' 

Abb. 102. Linien der Kniekspannnug (Jk' der zuliissigen Druek
spannung ITdzulassig, der Knicksicherkeit v und der Kniekzahl co fiir 

St. 37 und IT. = 2400 kg/em", 

also die Knickkraft 
im elastischen Be
reiche, kann man 
hier die Knick
spannung auf die 
Form bringen: 

Pk O·E·Jmm 
ak =F- = F12 

n 2 Ei2 
--1-2 --

wenn A (wie vorstehend) = 8~ ist, also das Schlankheitsverhaltnis dar
~ 

stellt. 
Fur A = 100, wird - vgl. Abb. 102 -

9,896·2100000 =2073k / 2 
1002 g cm , 

und fUr A = 150, d. h. den Wert, den man bei FluBstahl nicht uber
schreiten soll: 

_9,896.2100000 -921k / 2 ak ... - 1502 - g cm . 

Hiermit ist fur St. 37 die Linie der Knickspannung ak festgesetzt. 

Bezeichnet man ferner mit ad zul die zulassige Knickspannung, die sich 

aus der Bezeichnung ergibt; adzul - Sic::rheit = a: ' so wird zunachst 

im elastischen Bereiche - also 8~ > 100 - eine Sicherheit v = 3,5 
~ 

innegehalten; hieraus ergibt sich fur dieak-Euler-Linie sofort der Verlauf 
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Werte a und w fur St. 37 und St. 48. 

1 2 I 3 
I 

4 5 I 6 I 7 
-~ I--

FluJ3stahl Hochwertiger Baustahl 

Schlank-
heits- Knickspannung ak Knickspannung ak 
grad J. = 0 bis 60, ak = 2400 Knick- ly = 0 bis 60, ak = 3120 Knick-

J.=~ 
J. = 60 bis 100 zahl .1<0 ~ = 60 bis 100 zahl .1<0 

Ok = 2890, 5-8, 175)- LiT ak = 4690, 5-26, 175 J. LiT i "zE <0 nOE '" J.= 100 bis 150, Ok ~;:o- ).= 100 bis150, Ok =y. 

° 

1 

1,00 0,001 

1 

1,00 0,001 10 1,01 1,01 
20 1,02 0,001 1,03 0,002 

30 2400 1,06 0,004 3120 1,06 0,003 

40 1,10 0,004 1,12 0,006 

50 1,17 0,007 1,20 0,008 

60 1,26 0,009 1,32 0,012 

70 2318 1,39 0,013 2858 1,49 0,017 

80 2737 1,59 0,020 2597 1,76 0,027 

90 2155 1,88 0,029 2335 2,21 0,045 

100 2073 2,36 0,048 2073 3,07 0,086 

110 1713 2,86 0,050 1713 3,72 0,065 

120 1439 3,41 0,055 1439 4,43 0,071 

130 1226 4,00 0,059 1226 5,20 0,077 

140 1057 4,64 0,064 1057 6,03 0,083 

150 921 5,32 0,068 921 6,92 0,089 

der O'd.ul-Linie in Abb. 102. Fur A = 100 wird: O'd zul = 2~,:3 = 592 kg/cm2 , 

und ebenso fUr ).. = 150: a dzul = i~; = 263 kg/cm2 • 

Fur A = 0 fallt die zulassige Knickspannung mit der zulassigen 
Druckspannung im Material, also bei St. 37 mit dem Werte 
azul = 1400 kg/cm 2 zusammen und wird nach Versuchen und Rechnung 
zwischen den Werten A = 0 und A = 100 durch eine Parabel mit der 
Gleichung: 0' dzul 0-100 = 1400 - 0,08086 A 2 gebildet, die an den Grenz
punkten beruhrt. Fur A = 100 liefert diese Beziehung den Kontroll
wert: O'dzull00 = 1400 - 806 = 592 kg/em 2, wie oben bereits ermittelt. 

Aus der O'dzul-Linie und der O'k-Linie ergibt sich weiter fUr die Kurve 

der Sicherheiten, die v-Linie in Abb. 102. v = ~. Fur A = 0 ist: adzul 

v=~:~ = 1,71, als Kleinstwert; von hier steigt die v-Kurve bis 

A = 100 an, um von hier aus den konstanten Wert v = 3,5 zu zeigen. 

Endlich gilt die Hauptbeziehung: w~P < O'zul und da ~ =O'dzul ist, 

wenn P die Last (nicht die Knicklast!) ist, so wird: W'O'dzul <O'Zul' 

Hieraus folgt: W = azul , ist also, d~ die beiden Kurven fUr St. 37 fUr 
adzul 

azul und O'dzul bekannt sind, selbst gegeben. Fur A = 0 wird beispiels-
weise: 
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O'zul 1400 
w = -- = "1400 = 1 = wmin , fiir A = 100, 

O'dzul 

1400 
w= 592 =2,36; 

1400 
fiir A = 150, w = 26:f = 5,32 = Wmax • 

fJ) Liegt St. 48 - also der hoeh wertige Ba ustahl mit Festigkeiten 
von 48-58 kg/mm 2_ vor, so entwiekelt sieh die w-Kurve durehaus gleieh
artig. Hier liegtdie FlieBgrenze auf 3120 kg/em2, O'dZUl auf 1820kg/em2• Fiir 
die Grenze A = 60 und A = 100 folgt hier der Wert O'k aus der Gleiehung: 

.. . 20726000 
O'k = 4690,5-26,175A, undfur A > 100 ausder Beztehung: O'k = }.2 

bei E = 2100000 kg/em 2• Die Zusammenstellung auf S.79 liefert die 
w-Werte fur St. 37 und St. 48. Zwisehenwerte sind geradlinig einzu
sehalten. Von A ~ 100 an stimmen naturgemaB die O'k-Werte fur St. 37 
mit denen fur St. 48 zusammen, weil beide Bausto££e die gleiehgroBe 
Elastizitatszahl haben. 

Fur St. 37 und St. 48 sind aueh Gebrauehsformeln eingefiihrt, 
mit deren Hil£e man zunaehst den Quersehnitt bestimmen kann. Eine 
Naehreehnung naeh dem w-Verfahren ist verlangt. 

Gebrauehsformeln bei mittigem Kraftangri£fe. 

1. St. 37. 1m unelastisehen Bereiehe: A = 0 bis 100 fur 
O'zul. = 1400 kg/em2 ist naeh den voranstehenden Ausfuhrungen: 

p 
0' dzul = 1400 - 0,0808 A2 = F erf • 

F - P + 0,0808 F A 2 
erf - 1400 1400 elf· 

Wird hierin: A = ~- = -~~ eingesetzt, so 
i JI J 

Ferf 

ergibt sieh die Beziehung: 

F - P + 0,577 F2erf 2 
erf - 1400 10000 J Sk , 

Unter dem Ausdruek F;~ wird im Eisenbau der sog. Profilwert 

verstanden, der sieh fiir die einzelne Quersehnittsform nur langsam 
mit dem Eisenquersehnitt andert und gleieh einer Konstansten "k" ge
setzt werden kann. Fiihrt man ferner Pint, Sk in m ein, so wird: 

Ferf = {,4 + 0,577 ks~. 
1m gleiehen Sinne wird bei St. 37 fiir O'zul. = 1200 kg/em2: 

Ferf = {,2 + 0,577 ks~. 
2. Fiir St. 48 wird sinngemaB mit O'zul. = 1820 kg/em 2 : 

Ferf = 1~2 + 0,675 ksf • 
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Die angenahert genauen bzw. vollkommen genauen k-Werte fiir einige 
Quersehnittsformen enthalt die naehfolgende Zusammenstellung: 

Profilwerte k fur Drueksta be. 

Querschnitt k Querschnitt I k Querschnitt k 

L gleichschenklig 16,0 [ 17,0 0 Rechteck b • h 112~ (h> b) 

L Schenkellangen 
bu.h b:h=2:3 1 7,0 

J L 1 em lichterAb-14 0 -,r stand ' 0 Kreis 14n 
~--,-

I 

] [ 1 em lichter Ab-I- 6 0 L b: h = 1:2 
111,0 @ Kreisring 

stand ' Dicke~, mittl. 

1 7,5 
l [Abstan~ so, daB 1 

Halbmesser e, 
-L b = 2h 1,2 wenn ~ : e = 0,05 0,63 

- Jz - J v 0,10 1,25 

/\.. 4 Quadrateisen 
0,15 1,87 

-.l b=h 5,0 1,8 
0,20 2,50 

"\ ohne 
/" Zwischenlagen 

1.- 110,0 0 Quadrat 112,0 

1m elastisehen Bereiehe gelten die vorstehend - auf S. 77 - bereits 
aus der Euler-Gleiehung ermittelten Werte fUr St. 37 und 48: 

a) bei v=3,5: J erf =I,97 PsZ=rd.2,OPsZ. 

b) bei v = 4,0: J erf = 1,69 PsZ = rd. 1,70 PsZ. 

Es sei noehmals hervorgehoben, daB hierbei Pin t und 8 k in m einzu
fiihren sind und sieh der Wert von J erf in em' ergibt. 

2. Das w-Verfahren fiir Holz. 

Aueh hier gilt allgemein: 

Hierbei ist bei Nadelholz allgemein O"zul = 80, bei Eiehe und Buehe 
= 100 kg/em 2 zu reehnen. Fiir Nadelholz sind unter Innehaltung des 
Wertes E = 100000 kg/em 2 und einer Sieherheit, die beU = 0 den Wert 
3,75 hat und von hier aus geradlinig bis zu A = 150 auf 4,875 naeh der 
Beziehung: 3,75 + 0,0075 A steigt, die, den in Abb.102 fUr St. 37 gezeieh
neten Kurven entspreehenden, Verlaufe der Linien fiir O"k, O"dzul' V und 
w in Abb.l03 dargestellt. Fiir A < 100 ist O"k = 300 -2A, ferner 

300 - 2A f·· ~ > 100 . t 
O"dzul=3,75+0-;-6075;'; ur/l. IS 

und 1 1000000 
O"dzul =;'2 3,75 _ 0,0075i' 

Foerster, Repetitorium 1. 2. Auil. 

1000000 
O"k=-;'-2-

6 
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Abb. 103. Llnien der Knickspannung ax' der zulassigen Druckspannung a dzul der Knicksicher
heit v und der Knickzahl w ftir N adelholz. 

Fur Eiche und Buche gilt: Gk=375-2,75A. fur A. <100. 
Die nachstehende Tabelle gibt fur Nadelholz bzw. Eiche und Buche 

die rechnerischen w-Werte. 

Knickspann ungen (lx, und Knickzahlen Q) fiir H alz. 

Nadelholz Eichen- und Buchenholz 

--1 -----,-1----2 -----,1-3---,-1-4-+--1--;1---2 __ 1_~-14 

Schlank
heits
grad 

A= BX 
i 

° 10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 
110 
120 
130 
140 
150 

Knick
spannung ax 

A2100; 
ax =300-2A 

). ~ 100; 
1000000 

"x= -.-.-

300 
280 
260 
240 
220 
200 
180 
160 
140 
120 
100 
83 
69 
59 
51 
44 

Knick
zahl 
W= 

azul 

Udzul 

1,00 
1,09 
1,20 
1,33 
1,47 
1,65 
1,87 
2,14 
2,49 
2,95 
3,60 
4,43 
5,36 
6,39 
7,35 
8,77 

0,009 
0,01l 
0,013 
0,014 
0,018 
0,022 
0,027 
0,035 
0,046 
0,065 
0,083 
0,093 
0,103 
0,1l4 
0,124 

Schlank
heits
grad 

A=~~ 
~ 

° 10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 
110 
120 
130 
140 
150 

Knick-
spannung ax 

).2100, 
ax = 375-2,75}, 

A ~100; 
1000000 

ax = -;:-.-

375 
347 
320 
292 
265 
237 
210 
182 
155 
127 
100 
83 
69 
59 
51 
44 

Knick
zahl 
w = .if w 

:;: I" 
1,00 
1,10 
1,22 
1,36 
1,53 
1,74 
2,00 
2,35 
2,81 
3,48 
4,50 
5,54 
6,70 
7,99 
9,41 

10,97 

0,010 
0,012 
0,014 
0,017 
0,021 
0,026 
0,035 
0,046 
0,067 
0,012 
0,104 
0,116 
0,119 
0,142 
0,156 
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Als Naherungswerte sind hier zugelassen: a) im unelastischen Be
reiche (). < 100) bei mittigem Kraftangriff und fur Stabe mit dem 
meist vorliegenden Rechtecksquerschnitt: 

O"dzul = 80-2 e, 
wenn e = 8; das Verhaltnis der freien Knick- (Stab-) Lange zur kleinen 

Querschnittsseite bedeutetl). 

Fur ein bekannt vorausgesetztes Verhaltnis der Seiten ~ (a> b) a 
laBt sich der erforderliche Querschnitt angenahert berechnen aus: 

bem = ;~ + V (;~r + :0 * . 
Hierin ist P in kg, 8 k in em einzufuhren. 

Fur den quadratischen Querschnitt ergibt sieh (a = b): 

bem = iti + V (;~r + :0 . 
3. Die Knickberechnung guBeiserner Stutz en 

ist unter Innehaltung der heute meist verlangten 6fachen Sicherheit 
nach der Euler - Gleichung zu beurteilen. DemgemaB gilt: 

Jmin > 6 Pl l2 > 6 Pl' SZ, 
wo wiederum PI in t, 8k in m einzusetzen ist und sich das kleinste Trag. 
heitsmoment in cm4 ergibt, vgl. S.77. 

4. Fur die Knickberechnung von Stutzen aus Eisenbeton 
ist das w-Verfahren durch die Bestimmungen yom September 1925 ein
gefiihrt. Nach ihnen ist eine vorwiegend langsbewehrte Verbundstutze, 
welche einen quadratischen oder rechteckigen Querschnitt hat, auf 

Knicken zu berechnen, wenn !l > 15 ist, unter b die kleinere Quer

schnittsseite verstanden. Fur umschniirte Saulen liegt diese Grenze bei 

~ > 13; d ist hier die kleinste Stutzendieke. Werden diese Grenzen 

uberschritten, so ist, wenn P die gr6Bte mittige Last darstellt und F 
den Stutzenquerschnitt bezeichnet, mit der Beziehung zu rechnen: 

W; < O"zul < 35 kg/em 2 

bei Handelszement, < 45 kg/em 2 bei hochwertigem Zement. Die be
treffenden Werte w-sind der nachstehenden Zusammenstellung zu ent
nehmen: 

. 8k 8k A 
1) Es 1St e = - = ----= =-:==. 

b i f12 fI2 
6* 
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w-Werte fiir Eisenbetonstiitzen. 

I. Quadratische und rechteckige 
Stiitzen mit vorwiegender Langs-

und Biigelbewehrung. II. Umschniirte Saulen. 

8k w6 ~~ 6w 
- w= --
b 6 8k 6-" b d 

15 1,0 0,05 13 1,0 0,1 
20 1,25 20 1,7 
25 1,75 0,10 15 2,7 0,2 

Verbundstiitzen, bei denen das Schlankheitsverhaltnis den Wert 25 
iibersteigt, sollen nicht ausgefiihrt werden. Zwischenwerte sind 
geradlinig einzuschalten. 

5. Besteht der auf Knickung belastete Stab aus mehreren, 
nicht auf die ganze Stablange miteinander vollkommen oder nur in 
groBeren Abstanden verbundenen T e il en, so sind auch diese fiir sich und 
fiir die auf sie entfallende Teilkraft knicksicher zu machen. Alsdann soll 
bei Verwendung von FluJ.lstahl im Hochbau der Schlankheitsgrad 

der Einzelteile nicht groBer als 30 sein: :k < 30. Hierbei ist fiir die 

GroBe 8 k , sowohl bei diagonal verlaufenden Vergitterungen als auch bei 
Bindeblechen der Abstand dElr inneren AnschluBniete einzufiihren. 
Die Abmessungen und Anschliisse der Vergitterungen sind fiir eine 
Querkraft, die gleich 2 vH der groBten Druckkraft des Gesamtstabes, 

\Y 

x~+E-x 
iy 

ohne Multiplikation mit der GroBe w anzunehmen 
ist, zu berechnen. Fiir die Spannung in den Ver
gitterungen bzw. Bindeblechen ist der Wert azul 

maBgebend. Der Abstand der Einzelstabe (bei 
Stiitzen usw.) ist so zu wahlen, das daB Tragheits-

\
y moment des GesamtmaBstabes in bezug auf die 

L I I material£reie Achse groBer ist, als in bezug auf die 
b +--.J Materialachse. Hierbei wird (Abb. 104a und b) 
x~r- , l- Z' unter der material£reien Achse die verstanden, 

I I welche den Querschnitt nicht schneidet bzw. am 
Y weitesten von seinen Teilen entfernt liegt - also 

Abb. l04a und b. die y-y-Achse in Abb. 104a und b. 
Ahnliches gilt (Abb. 104c) fiir einen mehrteiligen Druckstab aus 

Holz. Hier soll J in bezug auf die sto£££reie Achse (y-y) urn mindestens 
10 vH groBer gewahlt werden, als es der Schlankheitszustand des Ge
samtstabes bei Ausknicken in der Richtung der Stoffachse x-x erfordert. 
Fiir das Ausknicken in der Richtung der y-y-Achse werden mehrteilige 
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Stabe wie Vollstabe behandelt, wobei fur das der Seite eines Recht
ecks (a) entsprechende MaB die Gesamtbreite der Einzelstabe (a = 2 d 

z. B. in Abb.104c und d) und fur das Verhaltnis A der Wert: = t 
einzusetzen ist (vgl. S. 81). Fur das Ausknicken in Richtung der Stoff
achse x-x ist auch die 
Tragfahigkeit des Ein
zelstabes nachzuweisen. 

Will man sich da von 
uberzeugen, daB der ein
zelne Stabteil in aus 
mehreren Teilen beste
henden Staben auch fur 
die auf ihn entfallende 

Abb.104c. Abb. 104d. 

Teillast knicksicher ist, so kann man, wenn P der auf den Stabteil 
n 

entfallende Auteil an der Achslast P ist, in der Art rechnen, daB man 
d B . h wP azu\n·F. 

aus er eZle ung: Fn = azul' w = -P-- erm1ttelt und aus dem 

w-Werte das zugehorende A = 8~ aus der Tabelle ableitet und somit die 
~ 

erlaubte Knicklange 8k findet. Hierbei ist naturgemaB i der zu dem 
J min fur den Stabteil zugehOrende Tragheitsradius. 

Haufig wird - der groBeren Sicherheit halber - bei derartigen Unter
suchungen auch damit gerechnet, daB die mittige Stabkraft P sich 
nicht gleichmaBig uber den Querschnitt verteilt, daB bei einem aus 
2 Teilen bestehenden Stabe eine Halfte bis 70 v H von P, bei 4 Teilen 
entsprechend jeder Stabteil bis 35 v H von der Achslast erhalt. AIs
dann konstruiert man sehr sicher, ohne erhebliche wirtschaftliche Nach
teile mit in Kauf nehmen zu mussen. 

c) Zahlenbeispiele fur Knickberechnung. 
1. Eine aus einem I (St. 37) gebildete Stutze habe eine Achslast = 56 t auf 

Druck zu tragen; l = 8k = 3,50 m; imln = i. = 3,43 em; F = 147 em2• Gesueht 
wird die beim Knieken auftretende Spannung. Aus der Zusammenstellung auf 

•• 8k 350 . 
S.79 erglbt slCh fUr i = 3,43 = rd. 100; w = 2,36, und somlt 

wP _ 2,36·56 _ 2 _. 2 iT - U7 - rd. 0,9 t/em - 900 kg/em . 

2. Ein Stab einesFaehwerks wird dureh2 Winkeleisen 90·90·9in -,r-Form 
gebildet; F = 31 em2 ; imln = 2,74cm; l = 8k = 405 em;P = 4000 kg. DemgemaB ist 

. . P 4000 
zunachst die reme Druckspannunga = - F = - ar- = rd. -1290 kg/cm2 , also 

als erlaubt zu bezeiehnen. Gesueht wird die auftretende Kniekspannung. 
405 

Aus den voranstehenden Angaben folgt: A = 2,74 = 148, also nahe der Grenze 
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von 150, die das SchlankheitsverhiiItnis nicht iibersehreiten soIl. Aus der Tabelle 
auf S. 79 folgt: fiir A = 140; OJ = 4,64 und fiir A = 150; OJ = 5,32, d. h. eine 

Steigerung auf 10 Einheiten von 0,68,. also auf 1~ von 0,68' 180 = 0,54 und so

mit erhiilt OJ fiir A = 148 den Wert: 4,64 + 54 = 5,18. Demgema/3 wird: 

_ OJp _ 5,18·4000 _ 670 kgl 2 
G - F - 31 - em • 

Sind beide L nieht miteinander verbunden, so soll im allgemeinen die freie Lange 
jedes Stabteiles sieh naeh dem Malle l = 30 i mln riehten. Fiir das einzelne 
Winkeleisen 90· 90 • 9 ist i mln = 1,76 m, mithin mussen beide Winkel je auf 
eine Lange von 30· 1,76 = 52,8 em miteinander verbunden werden, d. h. 
auf der Gesamtstabliinge von 465 em waren rd. 7 Bindebleehe notwendig, deren 
jedes zur Vermeidung einer Drehbewegung der Einzelteile in ihren Ansehlullpunkten 
mit je 2 Nieten anzusehliellen ware. Kann man eine derartig enge Bindung 
nieht ausfiihren, so ware die erlaubte Knieklange naeh dem OJ-Verfahren zu be
stimmen. Hierbei soIl angenommen werden, daB eine Stabhalfte bis 70 vH der 

mittigen Last P, d. h. = 0,7·4000 = 2800 kg = P zu tragen habe. Fur den L n 
90·90·9 mit F = 15,5 em2 ist i mln = 1,76. Aus der Beziehung: 

GzulF 1400·15,5 
OJ = Pin folgt: OJ = 2800 = 7,75, 

d. h. es ergibt sieh' ein Wert hoher als in den TabeIlen, so daB hier mit einem 
zulassigen Hoehstverhaltnisse von 150 gereehnet werden darf. Somit ware eine 
freieLange von 150·1,76 = 2,64 em erfordert, d. h. es brauehte hiernaeh der Stab 
nur einmal in der Mitte dureh eine Einlageplatte gehalten zu werden. Will man 

Abb.l0S. 

die Sieherheit weiter erhOhen, so konnte man naturgemaB 
aueh eine engere Teilung wahlen, also den Stab etwa in 
3-4 Teilstellen vernieten. Die Reehnung laBt zugleieh er
kennen, wie ungiinstig die Bestimmung l ::;;;; 30 i ist. 

3. Eine Stiitze mit 18 t belastet, besteht aus 2 [-Eisen 
Normalprofil 20 mit je J ~ = 1911 em', J v = 148 em' und 
F = 2·32,2 em2 • Gesueht wird der Mindestabstand beider 
Profile entspreehend der Forderung, daB das J des Ge
samstabes in bezug auf die materiaHreie Aehse (y - y) groBer 
sein soIl als beziiglieh der Materialaehse. Wird ffir den Ab

stand der Aehse Yo von Y - y in Abb. 105 das Mall t eingefiihrt, so folgt 
aus der voranstehenden Forderung die Beziehung: 2 J~ = 2·1911 = 3822 = J v 

= 2 (148 + 32,2.t2). Hieraus erreehnet sieh t = 12,8 em. Da entspreehendder 
Sehwerpunktslage des einzelnen [-Eisens e1 = 2,01 em ist, so wird der liehte 
Abstand beider Profile e ~ 2 (12,8 - 2,01) ::?; 21,6 em. GewahIt wird e = 24 em. 
Die in der Stutze beim Knieken auftretende Spannung wird bei einer Lange 
= 4,80 m = 480 em, also bei 

, _ 480 _ 4801 ) _ rd 62 
1\ - i - 7,74 - . 

1) Rier ist es gleiehgiiltig, ob man i .. oder i" wahlt, weil J ~ = J v ist; es er
gibt sieh 

. = y'2J,. = 1/3822 _ 11 J., C/) 1'60 = 7 74 
~ F r 64 - r Fis = r ,. 
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und demgemaB OJ = 1,29: 

- 1,29·18000 _ 365 k / 2 
G- 64 - gem. 

Verbindet man beide [-Eisen in der Entfernung von je 30 i = 30·2,14 = 
rd. 64 em dureh Bindebleehe von je 1 em Starke und 12 em Hohe, so wiirde die Quer
kraft, welehe eine derartige Verbindung beansprueht - naeh S. 84 - zu rd. 
2 vH der Last des Gesamtstabes, d. h. zu 0,02·18000 kg = 360 kg einzu
sehatzen sein. Aus der Querkraft ware dann weiterhin, wie im Absehnitte 
iiber Sehubspannungen und Sehubkrafte gezeigt wird, die Sehubkraft und aus 
ihr die Biegungsbelastung des Verbindungsbleehes und ihrer aus je 2 Nieten zu 
bewirkenden AnsehluBverbindung abzuleiten. 

4. Mit Hilfe der auf S. 80 gegebenen Formeln zur vorlaufigen Quersehnitts
bestimmung soll der Stabquersehnitt eines auf Kniekung beanspruehten I-Eisens 
gefunden und dann naeh dem OJ-Verfahren naehgepriift werden. Gegeben sei 
P = 56,0 t; Sk = 2,50 m. Aus der Tabelle S.81 folgt fiir das I-Eisen der Profil
wert k = 10, und mithin ergibt sieh: 

Fer! = {,4 + 0,577 ks~; Fer! = :,~ + 0,577 .10,0.2,52 = 76 em2 • 

Wird ein I-Eisen Normalprofil 32 mit F = 77,8 em2, imln = i. = 2,67 em 
gewahlt, so ergibt die Naehreehnung: 

250 
A = 2,67 ~ 94, also < 150; OJ = 2,08. 

56·2,08 ~ / 2 
G = -77,8 = rd. 1000 kg em , 

also> 1400 kg/em2, d. h. es muB ein hOheres Profil gewahlt werden. Fiir I-Nor

malprofil 34 ergibt sieh: imin = i. = 2,80 em; F = 86,8 em2, A = :,!~,.."" 90; 

OJ = 1,88. 
1,88·56 

G = ~ = rd. 1215 kg/em2 < 1400kg/em2• 

5. Eine ringformige guBeiserne Saule von 4,00 m Lange hat eine Last von 60 t 
zu tragen. Gesueht wird ihr Quersehnitt. Es ist 

.Jerf = 6P8~ = 6.60.4,02 = 5760 em4 • 

Es reieht ein ringformiger Quersehnitt aus von 22 em auBerem Durehmesser und 
1,8 em Wandstarke; bei ihm ist J = 5871 > 5760 em4• 

6. Die Tragfahigkeit einer guBeisernen Saule von 5,00 m Lange und einem 
Ringquersehnitt mit dem auBeren Durehmesser = 28,0 em (= D) und einer 
Wandstarke von 20 mm soll bereehnet werden. Fiir diesen Quersehnitt wird 

n 3,14 
J = 64 (D4 - d 4) = 64 (28,04 - 24,04) = 13881 em4 und F = 163,3 em2• 

Es ergibt sieh aus 
13881 

Jeri = 13881 = 6Psi = 6·P·25; P = 6.25 = rd. 92,5 t. 

Auf reinen Druek kann die Saule etwas mehr tragen: 
P", = 163,3.0,6 = rd. 98 t. 

7. Eine mit quadratisehem Quersehnitte von 24 em Seite (= a) ausgestattete 
Holzsaule (Nadelholz) tragt mittig die Last P = 20 t. Ihre Lange betragt 
Sk = 425 em. Gesueht wird die auftretende Spannung. 
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Es ist 

'2_~_~_ . 810 425 
~ - F - 12.242 ~ 48, i = 6,93 em; T = 6,93 = 61; w = 1,90 

naeh Tabelle S.82 und somit 

_ 1,90·20 C/) / 2 _ / 2 
rJ - 242 = 65,5 kg em < - 80 kg em < rJzul' 

8. Der in Abb. 106 dargestellte hOlzerne Druekstab hat eine mittige Aehslast 
= 20 t zu tragen. 810 = 3,60 m. Es wird gemaB S.85 zunaehst der Nachweis, 

daB J. ~ 1,1 J" ist, und weiterhin die auftretende 
Kniekspannung verlangt. 

i Es ergibt sieh aus Abb. 106: 
20.243 

'1i' J" = 12 = 23040 em'; J. = 2 (J. + F.e2 ) 
x ~x 

1 = 2 (24~:03 + 24.10.102) = 2 (2000 + 24000) = 52000, 

lIo !J 
Abb.106. 

8k 
also erheblieh groBer als J". Weiterhin ist A = T 
(vgl. S. 85); 

A = 3~0 = ~~ = 15; w = 1,14 (fiir Nadelholz) und somit 

1,14·20000 2 
rJ = 480 = 47,5 kg/em • 

Reehnet man die Knieksieherheit des einzelnen Stabteiles naeh mit 
810 360 P 

F= 24·10 = 240em2, Ii = 10 = 36, w = 1,42, Pk =2 = lOt. 

so wird hierfiir: 
1,42·10000 

rJ = -UO-- = rd. 59 kg/em2 < 80 kg/em2• 

9. Eine quadratisehe Verbundli!aule mit 30·30 em2 Quersehnitt hat eine 
•. • 8k 600 

Lange 810 = 6,00 m; hieraus folgt Ii = 30· = 20, d. h. > 15 und somit die Not-

wendigkeit, die Kniekgefahr der Stiitze zu beriieksiehtigen. Diese sei mit 4 Rund
eisen von je 20 mm Durehmesser bewehrt. Fe = 4·3,14 = 12,56 em2• OhneKnieken 
tragt die Saule (vgl. S. 73): 
P = rJ~ (F~ + nF.) = 35 (30·30 + 15· .12,56) = 35·1088 ~ 38000 kg = rd. 38 t. 

Naeh der Tabelle auf S.84 entsprieht einem A-Werte = 20 ein w-Wert = 1,25, 
d. h. hier ist: 

38 
w PzuJ = 38 t; P zuJ = 1,25 = rd. 30 t . 

Als Probe dient die Gleiehung: WI :;;;; rJzuJ. 

1,25·30000 _ 37500 _ 2 

(900 + 15.12,56) - 1088 - 34,4 < 35,0 kg/em < rJzuJ • 

Ware die vorerwahnte Saule 7,50 m lang, so ware: 
810 750 38. 
Ii= 30 = 25; w = 1,75; P zuJ = 1 75 ~ 21,7 t_. , 
. wP _1,75·21,7 = 38000 _ 2 

Probe. F; - 1088 1088 - 34,8 < 35 kg/em < rJzuJ • 
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10. SolI die Saule bei 8k = 6,00 m aueh beim Kniekvorgange eine Last 
= 38 t mittig tragen, so bestimmt man den Wert Fi als Unbekannte. 

w;: =O'zuI; 1,2;;38 = 35. 

F = 1,25·38000 = d 1340 2 
j 35 r. em. 

Behalt man wegen des der Reehnung zugrunde liegenden Wertes a = 30 em 
einen entspreehenden quadratisehen Quersehnitt bei, so wird: nFe = Fi - F b 

440 
= 1340 - 900 =.440 em2, Fe = 15 = 29,4 em2• Man kOnnte demgemaB die 

Stiitze mit 4 Eisen vom Durehmesser 3,1 em (Fe == 30,19 em2) bewehren.' Alsdann 
stelIt sieh das Prozentverhaltnis von Eisen zu Beton zu 3,26 vH. Hierdureh wird 
allerdings etwas die im allgemeinen nur zu 3 vH gestattete BewehrungsgroBe 
iibersehritten. Will man dies nieht zulassen, so ist a zu vergroBern, dann 

andert sieh allerdings aueh der Wert 8k und mit ihm ro. Nimmt man versuehs-
a 

• • 8k 600 1,14· 3800 
weIse a = 34 em an, so wlrd a = 34- = 17,8 und ro = rd. 1,14; F j = 35 

= 1240 em2 ; da Fb = 342 = 1156 em2 ist, so wird nFe = Fi - 1156 = 
84 

1240 -1l56 = 84 em2, F. = 15 = rd. 5,6 em2• Gewahlt werden mit Riieksieht 

darauf, daB die Bewehrung mehr als 0,8 vH des Betonquersehnittes betragen 
solI, 4 Eisen von 1,8 em Durehmesser (Fe = 10,18 em2, Prozentgehalt = 0,88). 

4. Die reine Biegungsfestigkeit und die reinen 
Biegungsspannungen. 

Der Querschnitt sei nur durch ein Biegungsmoment auf reine 
Biegung, also nicht zudem durch eine Achsenkraft belastet. Eine 
reine Biegungsbeanspruchung liegt z. B. bei prismatischen Korpern, wie 
Tragern u. dgl., vor, die in einer Ebene, die den Querschnitt zentrisch 
schneidet, durch i. d. R. zur Stabachse senkrecht gerichtete Lasten 
verbogen werden. Legt man durch die Krafte eine Ebene, so fiihrt diese 
den Namen der Kraftebene. Da hier die Kraftebene durch den 
Schwerpunkt des Querschnitts gehen soIl, so kann sie (bei den iiblichen 
Belastungsfallen und normaler Trageranordnung) den Querschnitt in 
Symmetrie-, also Hauptachsen schneiden, u. U. aber auch schrag zu 
letzteren liegen. Der erste Fall sei bei den nachfolgenden Betrachtungen 
zunachst zugrunde gelegt. 

a) Die Kraftebene schneidet den Querschnitt in einer 
Hauptachse. 

Wie bereits auf S. 60 hervorgehoben wurde, entspricht einer axialen 
Verbiegung des Balkens (einer Saule usw.) das Auftreten von Druck
bzw. Zugspannungen im Querschnitt mit ihren GroBtwerten an den 
auBersten Randfasern des Querschnittes. 
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Sind in Abb. 107 die beiden, nahe aneinanderliegenden Quer
schnitte ab und cd vor Eintritt der Biegung parallel, um nach ihr in 
die Stellung a' b', e'd' zu gela;ngen, so ist die gesamte Formanderung 
auf die Lange L1 x in der obersten Faser auf Druck aa' und dd', und 
ebenso auf Zug bb' und ee'. Stellt man die Formanderungen durch ein
fache Aneinanderreihung in einem Diagramm, d. h. in der Figur dmegf 
zusammen, so ergeben sich hierbei - unter der Voraussetzung, 
daB die Querschnitte auch nach der Biegung eben ver
bleiben, zwei Formanderungsdreiecke, die einen gemeinsamen Spitzen
punkt in m haben. Bis zu diesem Punkte nehmen von oben aus gerech
net die Formanderungen und die von ihnen hervorgerufenen inneren 
Querschnittsspannungen ab, um alsdann von m aus nach unten inner
halb der Zugzone wieder zu wachs en. mist somit ein Punkt, in dem 

Abb.l07. 

die Druck- in die ZUgfOrmanderungs£lache ubergeht, in dem also weder 
eine Verdruckung noch eine Zugwirkung vorliegt, also keine Form
anderung und keine innereSpannung auftritt. Aus dem Eben
bleiben der Querschnitte folgt weiter, daB der durch die Biegung ge
drehte Querschnitt den ursprunglichen in einer Geraden schneidet, von 
der m ein Punkt ist, daB also Nullspannungen auf einer Geraden auf
treten, die den Querschnitt schneidet - N N in Abb. 107b. Diese Ge
rade wird als Nullinie bezeichnet, die Faser, in der die Nullspannung 
auf tritt, als neutrale Faser benannt. 

Bezeichnet man den Abstand der am meisten beanspruchten, starkst 
gedruckten bzw. gezogenen Randfasern von der Nullinie mit e1 bzw. e2 , 

nimmt man ferner an, daB hier Biegungsspannungen = ad bzw. a z auf 
Druck und Zug auftreten und bezeichnet man die gleichen Funktionen 
fur eine beliebige Faser (iv in Abb. 107 a) mit y bzw. a, so ergibt sich 
nach dem H 0 0 k schen Gesetz: 

iv a dt ad 
:Ix = E; Llx = Fr· 

Durch Division beider Gleichungen folgt, unter der weiteren Vor
aussetzung, daB es sich um ein uberall gleich elastisches Material han-
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delt, bei dem E in der Zug- und in der Druekzone denselben Wert hat: 
iv a 
dt = ad 

Da ferner: 
iv y 
dt e1 

ist, so ist zugleieh: 

d. h. es verhalten sieh die auftretenden Spannungen wie 
die Abstande ihrer zugehorenden Fasern von der Null
linie. 

DemgemaB zeigt aueh das Diagramm der auftretenden 
Spannungen (Abb.107e) einen geradlinigen Verlauf, ent
spreehend dem Verla uf des Formanderungsdiagrammes. 
Dem Nullpunkt im letzteren entsprieht aueh eine NUIlspannung im 
Spannungsdiagramm. 

Zugleieh folgt aus der Beziehung: 

~=1L a=aaJL 
ad e1 ' e1 ' 

d. h. ein konstanter Wert, solange aIle in Frage gezogenen Quersehnitts
fasern den konstanten Abstand y von der Nullinie aus haben,· d. h. in 
den einzelnen Fasersehiehten parallel zur Nullinie herrseht 
stets eine konstante Biegungsspannung. 

Denkt man sieh den Quersehnitt in lauter kleine Flaehenteilehen 
von der GroBe fd2'" in der Druek- bzw. f~f~ ... in der Zugzone zer-
teilt, in denen Spannungen a l a2 ••• bzw. a~a~ ... auftreten, so bedingt 
der Zustand des Gleiehgewiehts, daB sieh die gesamten inneren Druek
und inneren Zugkrafte gegenseitig ausgleiehen, d. h. daB: 

" ,--. " " ..::..; fia l + f2 a2'" -..::..; fia l + f2 (12'" = 0 

oder allgemein: 

.2 fa = 0 

ist. Da fUr jedes - beliebige - a die Gleiehung gilt: a: ad = y: el 

bzw. y: e2 , also allgemein = y : e, so geh t die 0 bige Bezieh ung in die 
Form fiber: 

.2fa =.21 a:y = 0, 

ad .2fy=O. 
e 

Da a a und e bestimmte feste GroBen sind, die im vorliegenden FaIle 
nieht = 0 sein konnen, so muB .2 f y = 0 sein. Da 2: f y das statisehe 
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Moment der Flache auf die Nullinie darstellt, so muB diese mit einer 
Schwerachse des Querschnitts zusammenfallen, da nur fiir eine solche 
die Beziehung: 2IY=O zutrifft. Es geht mithin bei reiner Bie
gung und bei homogenem, gleich elastischem Mate1-ial die 
neutrale Achse durch den Schwerpunkt. 1st der Querschnitt zur 
Schnittlinie mit der Kraftebene symmetrisch und erstere also - wie 
vorausgesetzt - eine Hauptachse, so besagt ferner L:ly=O, daB als. 
dann die Nullinie bei reiner Biegung mit der anderen Schwer
achse, d. h. der zweiten Hauptachse zusammenfallt und somit senk
recht auf der Schnittlinie mit der Kraftebene steht. 

1m Zustande des Gleichgewichts muB das Moment der auBeren 
Krafte, das mit M bezeichnet sei und dessen GroBe nach den Gesetzen 
der Statik ermittelt wird, dem Moment der inneren Krafte gleich 
sein. Bezieht man letzteres auf die Nullinie, so ist zu beachten, daB 
auf einer Seite von ihr innere Druckkrafte, auf der anderen innere 
Zugkrafte angreifen, die also mit entgegengesetzten Richtungen ein
zufiihren sind, aber um die Nullinie in demselben Sinne drehen. 

Bezeichnet man - wie vorstehend - die einzelnen Flachenteilchen 
in der Druckzone (Abb.107b), also oberhalb der Nullinie, mit 11/2' .. , 
ihre Abstande von NN mit Y1Y2"" ihre Spannungen mit 0'10'2'" 
undfiihrtmanebensoinderZugzonedieBezeichnungen I~ I; ... , y~ Y; ... , 
O'~ 0'; ••• ein, so ergibt sich aus den obigen Oberlegungen: 

M = It 0'1Y1 + 120'2Y2+' .. + I~O'~Y~ + I;O'~ Y; + ... 
Aus dem vorbewiesenen Gesetze, daB unter den hier gemachten An
nahmen die Spannungen proportional ihren Abstanden von der Nullinie 
sind, ergibt sich: 

adYt adYZ 
O'l=-e-' 0'2=e-;;"" 

I I,' 

O',_a.y{ , a.y~ 
1- , 0'2=--···· ez e. 

Fiihrt man diese Werte in die vorstehende Gleichung ein, so wird: 
2 ad • .2 ad , ,'a. "a. 

M=/1Y1-e +/2Y2-e +. ··+/1Y12 e +f2Y22e ··· 
1 1 2 2 

XI Z XI' ,. J J' =0' _Y_+O' --Y-- =0' ~+O' ~. 
del II ez d ex Illes 

Hierin bedeutet J 0 das Tragheitsmoment des gedriickten Quer
schnittsteils bezogen auf die Nullinie und ebenso J~ das der Zugzone 
auf dieselbe Achse. Wird ad' wie es bei vielen der vorliegenden Kon
struktionsmaterialien (FluBstahl usw.) der Fall ist, = O'z = 0' gesetzt, 
so ergibt sich fiir elastisch gleichartige, homogene Querschni tte 
also bei Zugrundelegung nur eines O'-Randspannungs-Wertes: 

M =0' (Jo + J~) . 
el ez 
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Bei verschiedenen Werten von (]d und (]z kann zur Ermittlung 
einer der Spannungen das Verhaltnis zwischen beiden herangezogen 
werden. Liegt also z. B. ein guBeiserner, auf Biegung belasteter Trag
korper vor, bei dem die zulassige Druckspannung zu 600, die Zug
spannung zu 300 kg/cm2 zugelassen ist, so wird: 

und somit in obiger Gleichung: 

(a) 

bzw.: 

(a') 

Aus der Bedingung: 

folgt weiter, da: 
Gd e1 2 
G. =e;=T 

ist, e1 = 2 e21 ), d. h. die Schwerachse und damit der Schwerpunkt des 
betreffenden Querschnitts liegt bei einer, richtiger Materialausniitzung 
entsprechenden, Querschnittsform um zwei Teile von der Druckkante, 
um einen Teil von der Zugkante entfernt, also in zwei Drittel der 
QuerschnittshOhe. 

Da bei gleich elastischem Material 

e1 ea 

ist, so kann die allgemeine Gleichung (a) auch in der Form geschrieben 
werden: 

(b) 

(h') 

M =Gd.J -l- G. J' = Gd (J +J') =~ (J +J') =Gd J = G. J. 
e1 o· ea 0 e1 0 0 ea 0 0 e1 ea ' 

Mel 
6 11 =---;:;:-, 

Me2 
6= =+-;y-. 

1) Diese Beziehung folgt auch, da 

Gd =!!.!... 
e1 ez 

ist, unmittelbar aus der oben entwickelten allgemeinen Gleichung: 

M = Gd .Jo + G. J~ = Gd (Jo + J~), 
e1 ea e1 

M = G. (Jo+J~) = 2Gd (Jo+J~), 
ea ea 

e1 = 2ea • 
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Hierbei ist J das Gesamttragheitsmoment des Querschnitts 
auf seine Null- (Schwer-) Linie (11 in Abb. 107). 

DaB diese Addition J o + Jo = J richtig, erkennt man daran, daB 
J o und J~ je auf die Nullinie fur sich bezogen sind, also der Form .2 t y'!. 
entsprechen, und derselben Beziehung auch durch J genugt wird, da 
sich dieses auf die Querschnittsflachen sowohl an der einen als auch an 
der anderen Seite der Nullinie erstreckt. Beispielsweise ergibt sich bei 
einem Rechtecksquerschnitt mit der Breite b und der Hohe h: 

b(;r I bh3 bh3 

JO=-3-=JO=S.3=U-; 

somit ist: 
I bh3 bh3 

J I +Jo=2-U=12' 

ein Wert, der fiir den zusammenhangenden Rechteckquerschnitt, 
bezogen auf seine Schwerachse, auch tatsachlich als richtig auf S.43 
nachgewiesen wurde. 

1st bei homogenen, gleichartig elastisch wirkendem 
Baustoff ad = a z = a und bei einem zur Schwerachse sym
metrischen Querschnitte el = e2 = e, so wird: 

M·e 
(c) 6=+----;r-. 

J 
Die GroBe e' d. h. das Tragheitsmoment, bezogen auf seine ZUl" 

Schnittlinie mit der Kraftebene zugeordnete Haupt- (Schwer-) Achse,. 
geteilt durch den auBersten Faserabstand, pflegt man das Widerstands
moment des Querschnitts zu nennen und mit W zu bezeichnen. Diesem 
W wird i. d. R. noch ein Index anZufUgen sein, um zu bezeichnen, auf 
welche Achse W - ebenso wie das zugehorende J - sich bezieht, bzw .. 
- bei verschiedenen e-Werten - welcher von ilmen in Frage kommt. Fur· 

die Achse 11 in Abb. 107 ist WI fUr J 1 einzufuhren. e1 

Fur den einfachen rechteckigen Qerschnitt ergibt sich z. B.:: 
bh3 bh2 hb3 bh2 

WI=-~h =6-' W2=-b~=6' 
122 122 

fUr den Kreisq uerschni tt wird W - gleich groB fur jede Durch
messerlage : 

r 4n r 3 n d3n 
W=Tr=T=32' 

und ebenso fiir den Ringquerschnitt mit den Durchmessern D und d ~ 
D4 -d4 

W=~n. 
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Sind die beiden Werte e1 und e2 verschieden (also bei homogenen 
Baustoffen zugleich auch J o und J~), so ist zu rechnen mit: 

worin 

ist. 

M = O"dW' + O"zW", 

W,=Jo 
Elt' 

FUr das Tragheitsmoment des Gesamtquerschnitts = J gehen diese 
Beziehungen in die Form iiber: 

Mel M 
(d) O"d=-T=- W~ , 

(d') O"z=+~P'=+ :~ , 
wobei, wie ausdriicklich hervorgehoben sei, sich beide WerteW- (W; 
und W~) auf dieselbe Biegeachse beziehen. Wird die auftretende groBte 
Spannung gesucht, so ist selbstverstandlich der kleinere der W-Werte 
der Rechnung zugrunde zu legen. 

tiber die Anwendung dieser Gleichungen ist das Zahlenbeispiel 
unter 9. auf S. no und III zu vergleichen. 

FUr homogenes Material und zur Biegeachse symmetrischen 
Querschnitt wird: 

(e) M=O'W, 

das Hauptgesetz der axialen - rein en - Biegungsspan
n ung, giiltig fUr die Randspannung in der Zug- (+) bzw. Druck
zone (-). 

Wird bei gegebenem Moment der auBeren Krafte und bekannter, 
zulassiger Spannung (0") der Querschni tt gesucht, so folgt seine 
GroBe aus: M W=-. 

(j 

Bei richtiger wirtschaftlicher Materialausnutzung werden die zu
lassige Spannung und die Randspannung gleichbedeutend sein. 

Will man die SpannungO"lI in einer beliebigen Querschnitts
faser im Abstande von y von der Nullinie berechnen, so ist das Ver-

haltnis !!... in Gleichung (c) nur zu ersetzen durch ~, da: e y 

O"lI:y=O":e. 

Alsdann wird unter Einfiihrung der nunmehr in Frage kommenden 
Werte: J = J 1 : 

J l M.y 
(f) M = C1 'II Y ; a" = ± --;,;-
giiltig fiir jede beliebige Querschnittsfaser. Hierbei soll das 
±-Zeichen unterscheiden, ob die Faser in der Zug- oder Druckzone liegt. 
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b) Die Kraftebene geht durch den Querschnittsschwerpunkt, 
schneidet den Querschnitt aber nicht in einer Hauptachse. 

1st der Querschnitt beiderseits symmetrisch, sind also die Schwer
achsen auch die Hauptachsen, so wird man bei einer zu den Achsen 
schiefen Schnittlinie von Kraftebene und Querschnitt am einfachsten 
die bei einer axialen Biegung auftretenden groBten Spannungen da
durch finden, daB man das Moment Mr (Abb.108) in zwei Seiten
momente nach Richtung der Schwerachsen zerlegt: M 1 = M r sin ex, 
M2 = Mr cos ex und die je von diesen Seitenmomenten bestimmten 
Spannungen nach der Grundgleichung: 

M M·e 
G=W=--Y--

ermittelt. Hierbei ist naturgemaB bald die eine, bald die andere Schwer
achse fUr J und e maBgebend, wobei bei symmetrischem Querschnitt 

Abb.lOS. 

darauf zu achten ist, daB die zur Schnittlinie 
von Querschnitt undKraftebene z ugeh orende 
Nullinie auf dieser Schnittlinie senk
recht steht. DemgemaB gehoren zur Mo
menteneinwirkung Ml in Abb. 108 die Achse 
I-I als Biegeachse und somit die Werte: J 1 , 

WI und e = ~ , wahrend fur M 2 die Achse· 

II-II, J 2 , W2 und e =+inFragekommen l ). 

DemgemaB wird, wenn man die Spannung 
infolge des Momentes MI mit GI , die durch M2 
mit G2 bezeichnet, zunachst ohne Bestimmung 
des Vorzeichens fur einen beliebigen Quer

schnittspunkt mit den Abstanden y und x: 

MI M2 
GI = J I y, G 2 = J 2 x, 

bzw. fur die von der Achse I-I bzw. II-II am meisten entfernten Rand
(Eck-) Punkte: h b 

y=e=2-' x=e=2' 
h MI 

Mle MI2 = J I = MI 
GImax = ---y; J I h WI ' 

2 

M ~ M2 
M2e 2 2 J 2 M2 

G2max=---Y-;=--Y;-=T=W2 . 
2 

1) Da hier fUr beide Achsen je el = e2 ist, ist der Wert allgemein mit e be
zeichnet. 
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Hat, wie bereits bei dem vorliegenden, beiderseits symmetrischen 
Querschnitt vorausgesetzt, dieser Randpunkte, die am weitesten von 
beiden Hauptachsen entfernt sind, so ist die GroBtspannung, die 
hier auftritt: 

MI M2 1 ( M WI) 
11=l1max =WI +W2 =W1 M 1 + 2W2 • 

Diese Gleichung gilt im besonderen fur alle Querschnitte, die auf 
der Form des Rechtecks sich aufbauen und Endpunkte mit den vor
genannten Eigenschaften haben, also fur die Rechtecke, 1- und [ - Quer-

schnitte. Bei diesen kann auch fur das Verhaltnis von ~~ - zum min

desten fUr eine Versuchsrechnung zur Querschnittsermittlung - eine 
konstante GroBe eingefUhrt werden = c, so daB sich ergibt: 

1 
11= WI (Ml + cM2) , 

W =M1 +cM~ 
1 a 

Diese Beziehung hat im besonderen Bedeutung zur angenaherten bzw. 
versuchsweisen Bestimmung des erforderlichen Querschnitts1). 

Die Auffindung des gefahrlichen, meist gedruckten bzw. meist ge
zogenen Randpunktes ist ohne Schwierigkeit, wenn man sich die bie
gende Wirkung der Momente Ml und M2 je vergegenwartigt. Diese 
gefahrlichsten Punkte liegen immer nahe der Schnittlinie der Kraft
ebene des Momentes Mr mit dem Querschnitte (vgl. Abb.108). 

Hat der Querschnitt keine Symmetrieachsen, so wird man nach 
der auf S. 38-41 gezeigten Berechnungsart zunachst die Hauptachsen 
bestimmen, nach ihnen das Moment M r zerlegen und alsdann nach der 

allgemeinen Gleichung 11 = ~ Y bzw. = ~ x die auftretenden Span-
I.. 2 

nungen bestimmen und addieren. Uber den an und fur sich einfachen, 
hier einzuschlagenden Rechnungsweg gibt das Beispiel auf S. 111-112 

1) Eine solche Rechnung ist bei Hochbaukonstruktion in erster Linie fUr die 
durch Wind bzw. senkreohte Belastung (je nach deren Lage zu den Achsen) schief
winklig belasteten Pfettenquerschnitte aufzustellen. Hierbei kann fiir das Recht
eck fUr c eingefiihrt werden; 

bh2 6 h 
c = 6hb2 =1)' 

also eine VerhaItniszahl, in der die Hauptabmessungen stehen, wahrend fiir die 
hier in Frage kommenden mittleren Normalprofile der [-Eisen c = 6, fiir die 
I-Eisen c = 8 zu rechnen ist. NaturgemaB ist alsdann das gewahlte Profil unter 
Einfiihrung der - in der Tabelle der Normalpro£ile enthaltenen - wirklichen 

Werte c = :1 nachzupriifen. In der Regel ergibt sich hierbei aber nur selten 
2 

eine durch die Verschiedenheit der c" Werte bedingte Querschnittsabanderung. 
Foerster, Repetitorium 1. 2. Auf). 7 
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Auskunft. Rier sind die Spannungen ermittelt, welche in einem aus 
Stehblech und zwei l-Eisen in Form eines Z zusammengesetzten Quer
schnitte durch schiefe Biegungsbelastung auftreten. 

c) Die Verbiegung und Ermittelung der reinen Biegungs
spannungen bei Eisenbetonquerschnitten. 

Rier ist es meist ublich - wie bereits bei Ermittlung der Tragheits
momente der Verbundquerschnitte hervorgehoben wurde - in der 
Zugzone der Querschnitte die Betonzugspannungen nicht in Rechnung 
zu stellen, sondern sie hier den Eiseneinlagen zuzuweisen. Diese 
werden in bezug auf ihre Spannungsaufnahme auch hier mit dem 
n = 15fachen ihrer Querschnittsflache eingefuhrt, entsprechend dem 

Verhaltnisse der Elastizitatszahl von Eisen zu Beton: n = ~ 
2100000 15 Z h 'd . d f" d' . f h B' = 140000 = . u untersc eI en sm ur Ie em ac e Iegung 

Rechtecksquerschnitte und Plattenbalkenquerschnitte. Ihre Beweh
rung kann (normal!) eine einfache, d. h. nur in der Zugzone, bzw. eine 
doppelte in der Druck- und Zugzone sein. 1m besonderen wird nach
stehend nur auf den einfachen Rechtecksquerschnitt eingegangen, weil 
hier nur grundsatzlich die Biegungsbelastung nicht homogener Quer
schnitte vorgefiihrt werden solI, die eingehende Behandlung derartgier 
Fragen, namentlich auch in bezug auf das Verbundkonstruktionselement 
des Plattenbalkens, in das Sondergebiet der Theorie des Eisenbetonbaus 
gehort. 

()() Die Biegungsspannung im Rechtecksquerschnitt ohne 
Berucksichtigung der Betonzugspannungen. 

Sind Abb. 109 A B und 0 D zwei vor der Biegung nahe aneinander 
gelegene, nach der Biegung aber zueinander geneigt liegende, ebene 

Querschnitte, stellt 00' die Zusammendruckung 
= ()(b' D D' die Formanderung an der Zugseite, E E' 

.x die der unteren Eisenbewehrung dar = ()(e' ist ferner 
.J_ der Abstand der Nullinie von der oberen Druck

kante x, und von der Schwerachse des Eisens y, 
die groBte Druckspannung im Beton Gb' die Zug
spannung im Eisen - als konstant anzunehmen -

= G., weiter n =~: = 15, so ergibt sich zunachst 
8 ./J ./J' 

Abb.l09. 

nach dem Rookschen Gesetze: 

und aus der Abb. 109: 

a. 
()(e= E. 

()(b: ()(e = x: y; 
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hieraus £olgt: 
IXb X ab E. ab - = - = -, --- = n' --
IX. Y a. Eb a. 

und somit: 

lie X 1 X 

Ub = n y = 15 ue 11 ' 
ue = n Ub JL = 15 Ub JL, 

X X 

das Hauptgesetz der auf reine Biegung beanspruchten Verbundquer
schnitte. 1st auch in der Druckzone eine obere Bewehrung vorhanden, 
so wird in gleicher Weise fUr die hier auftretende Spannung a:: 

, y' 
ue =nUb x' 

wenn y' den Abstand dieser Bewehrung von der Nullinie darstellt 

1. Die Biegungsspannungen im doppelt und einfach be
wehrten Rechtecksquerschnitte. 

Der Querschnitt sei durch ein + M beansprucht, seine Unterseite 
also gezogen, die Oberseite gedriickt. Die Querschnittsabmessungen 

Fe' 
L. 

=f:.~R_~~_=t, _-=p-l 
n 

a Abb.110. 

+.9' 
I Fe 

---.~.+ a 

b 

und alle wichtigen Bezeichnungen sind aus der Abb. llOa, b zu ent
nehmen. 

Aus der Forderung, daB im Gleichgewichtszustande die Summe der 
inneren Krafte = 0 sein muB, folgt: 

( '0 Z xb " a) .::.;(Db+D.)= e=abT+F.a.=Fea" 

oder: 

(a') 

Ferner ergibt sich aus der Gleichheit der Momente der inneren und 
auBeren Krafte, und zwar in bezug auf die Nullinie als Achse: 

() M 2 D" Z xb 2 F'" + F b =Db'3x+ e'Y + ey=ab2'3 x + .a.y ea.y, 
7* 
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Endlich liefert das vorstehend entwickelte Hauptgesetz die beiden 
letzten Beziehungsgleichungen: 

(e) a =a . nJL e II X 

und 

(d) 

Werden die beiden Werte ae und a; in Gleichung (a') eingesetzt, so 
ergibt sich: 

(e) 

(f) 

Diese Gleichung stellt die bekannte Beziehung dar, daB die Summe 
der statischen Momente der einzelnen wirksamen Flachenteile in bezug 
auf die Nullinie = 0 ist. Der erste Summand ist das statische Moment 
der gedruckten Betonquerschnittsflache, der zweite des mit n erweiter
ten oberen Eisenquerschnittes, also gewissermaBen eines elastisch gleich
wertigen, in Beton umgerechneten Querschnittes, und das dritte Glied 
endlich das Moment der gezogenen Bewehrung bei der gleichen Um
wandlung von Fe. Gleichung (f) hattealso auch ohne weitere Rech
nung angeschrieben werden konnen. 

Setzt man in (f) fur y' und y ihre Werte nach Abb. llOa, b ein, also: 

y' = x - h'; Y = h - x 

(worin h die nutzbare Querschnittshohe = d - h' ist), so geht (f) 
uber in: 

(g) ! x2b + nFe (x-h') -nFe (h- x) = o. 
Lost man hieraus x aus, so wird: 

(P' + P) / 2(P'+P)2 
x =-nee +li ~--'---l- ~~ [F'h' +F h] b b2 ' bee , 

eine Gleichung, die die Unbekannte x, mit ihr also die Lage der Null
linie, liefert. 

Setzt man in gleicher Weise die Werte a; und ae aus Gleichung (c) 
und (d) in Gleichung (b) ein, so wird: 

1 ,y'2 y2 
M = -3 x 2 ball + Fe Gil n - +Feall n --x x 

- 11,,- (-.!_ 3 b + F' '2 + F 2) - I1b J -x 3 X neY neY-x-nn' 

Der Klammerausdruck enthalt (vgl. S. 50 u. 51) das Tragheitsmoment 
des wirksamen Verbundquerschnittes, das Verbundtragheitsmoment, in 
bezug auf die Nullinie, wobei wiederum die Eisenquerschnitte durch 



Biegungsfestigkeit. 101 

gleich elastische Betonq uerschnitte (n· F~ bzw. n' Fe) ersetzt sind 1). 

Hieraus folgt die fiir homogene Querschnitte vorstehend schon gefundene 
Biegungsbeziehung, in der allerdings J n n seine besondere Bedeutung hat: 

M·x 
(Jb = '---. 

J .... 

1st (Jb gefunden, so sind, da auch alle x- und y-Werte bekannt sind, 
die Eisenspannungen (J; und (Je aus den beiden Grundgleichungen (c) 
und (d) abzuleiten: 

, y' My' 
(Je =(Jb· n x = n'-J -- , .... 

y My 
(Je = (Jb n-- = n J-. x .... 

Bei den voranstehenden Entwicklungen ist die im allgemeinen ge
ringe Querschnittsverminderung der Betondruckzone durch 
das hier liegende Eisen nicht in Rechnung gestellt. Will man das 
tun, so ist daran zu denken, daB an Stelle der Druckeiseneinlage nun 
nicht mehr der n-fache Querschnitt, wenn man das Eisen in Beton um
wertet, sondern der (n -I)-fache zu setzen ist, also an allen Stellen 
der vorstehenden Berechnungen, wo es sich um n' F; handelt, an seiner 
Stelle der Wert (n "":'-1) F; = 14 F; einzufiihren ware. Eine solche ge
nauere Rechnung wird sich jedoch nur bei hohen Bewehrungszahlen 
empfehlen. 

2. Die Ermittlung der Spannungen bei einfacher Bewehrung 
1st die Eiseneinlage (Abb. lIla, b) eine einfache, also nur die 

Zugzone bewehrt,so ergeben sich die entsprechenden Beziehungen 
aus den voranstehenden Gleichungen, wenn in ihnen der Wert F; = 0 
gesetzt wird. 

Es ergibt sich: 

nF. ( V'- 2b· h) =- -1+ 1+---b nF. 

=nF.(1/1+ 2b .h_l). 
b V nF. 

J n n = (1- x3 b + n Fe y2) . 

1) Hierbei sind allerdings, wie schon auf S. 50 hervorgehoben wurde, die 
Tragheitsmomente der Eiseneinlagen auf ihre eigene Schwerachse nicht beriick
sichtigt, da sie vernachlassigbar klein sind in bezug auf den Wert: nF:y'S bzw. 
nF.y2. 
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Mit diesem Werte wird: 
nMy 

ae =-J -. 
nn 

Fiihrt man den Hebelarm "z" der inneren KrliJte = (h- ;) 
(Abb. III a) ein, so liefert die Beziehung, daB das Moment der auBeren 
Krafte gleich dem der inneren sein muB, die Gleichung: 

N 

M= Db·z = Ze'z =ab xi}(h-~) =acFe (h- ;). 

k-b~ 

--1 
kr1. 

~--'-'f----
~~~ , n 

Hieraus folgt: 
2M 

a b = ---;---- ) 
b· x( h -; , 

M ae = ------, 
Fe (h - i-) 

Will man ent
Abb, lIla und b, 

sprechende Glei
chungen fiir den doppelt bewehrten Querschnitt aufstellen, 
so muB z als Abstand zwischen den Kraften Db und De einerseits, Ze 
andererseits gesucht werden. Wird der Abstand .J)(Db + De) von der 
Nullinie mit 'f}o bezeichnet, so ergibt sich z aus Abb. 110 zu: 

z = y + 'f}o = h - x + 'f}o. 

d. h. sobald 'f}o bekannt ist, ist auch (nach Bestimmung von x) z ge
funden. Fiir 'f}o gilt die Beziehung: 

'f}o~- (Db + De) = Db i x + De'(x-h'}, 

Hieraus folgt, da Db = X;b.b und De = F:a~ ist: 

S t t h'" X - h', fIt e z man lerln ae = nab -x- em, so 0 g : 

bX2 x-h' 
t1bT + nab -x-F~ (x- h') 

1]0 = x b x-h' 
t1b .- + nt1b -- F' 2 x e 

und nach Kiirzung durch a b: 

b;3 +nF:(x-h')2 

1]0 = bx2 . ' - + nF'(x-h'j 2 e' 
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woraus dann der vorgenannte z-Wert folgt; mit seiner Hilfe kann fur 
den doppelt bewehrten Querschnitt mithin die Gleichung auf
gestellt werden: 

Fe ·ae(h - X+1]o) =M; 
M 

ae = F. (h - x + 1]0) • 

Will man bei Ver
bundsquerschnitten,die 
auf reine Biegung be
lastet sind, die Nullinie 
zeichnerisch finden und t -----,.--k=--jr--

dann weiterhin aus der 
gra phischenLosung die 
Spannungen ableiten, 
so geht man davon aus, 
daB in bezug auf die 
Nullinie die statischen 
Momente der Druck
und der Zugzone ein
ander gleich sind, daB 
man also, wenn das Mo
ment graphisch (8.S.22) 
durch ein Kraft- und 
Seileck bestimmt wird, 
die N ullinie dort finden 
wird, wo zwei gleich
artige, fur die Druck
und Zug-Innenkrafte 
im Querschnitte von 
derselben Basis aus ge
zeichnete Seilecke eine 
gemeinsame Momen
tenordinate aufweisen 
werden. Dementspre
chend teilt man senk
recht zur Schnittlinie 
mit der Kraftebene den 

Abb.112a. 

Betonquerschnitt in einzelne kleine Streifen und fuhrt fur die zwischen
liegenden Eiseneinlagen entsprechende Krafte je = nFe ein, zeichnet 
dann weiter zuihnen, von derselben Wagerechten (tu) ausgehend und auf 
Grund zweier Kraftecke mit gleichem Pole die Seilecke Abb. 112a-d). 
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Von diesen wird das fiir die Druckzone von rechts nach links, das 
fiir die Eisenzugkrafte in umgekehrter Richtung gezeichnet. Beide 
Seilecke schneiden sich in Punkt i und haben die gemeinsame Ordi
nate ri, die somit im Querschnitte die Lage der Nullinie bestimmt, -
N N in Abb. 112a. Hierdurch bestimmen sich weiterhin die fiir die 
Spannungsermittlung notwendigen Randabstande x, Ye und Yo' 

Da - vgl. S. 27 - das Tragheitsmoment des Querschnitts auf 
N N = J n n = F 0 • 2 H, gleieh der von SchluBlinie und Seileck umschlosse
nen Flache X 2 Polweite des Krafteckes ist, so kann man hieraus un
mittelbar J n n und ferner die Spannungen 
im Punkte w: 

ill Punkte q: 

an dem Rande op: 
_+nM.y. 

a e - -----y;::-
ableiten. 

Bei Ausfiihrung der Rechnung ist auf die Einheiten zu achten, da 
J n n vom vierten Grade ist, so ist aueh H zweiten Grades, z. B. in em 2 

im MaBstabe der Rechteck-Krafte zu messen. 

fJ) Die Biegungsspannungen im Rechteeksquerschnitt mit 
Beriicksichtigung der Betonzugspannungen. 

Liegt (Abb. 113a, b) zunachst ein einfach bewehrter Verbund
querschnitt vor, so ist - genau wie beim homogenen Querschnitt

(b) 

Abb. 113a, b. 

zuerst die Lage der Nullinie aus der 
Beziehung der statischen l\'Iomente 
auf die Querschnittsoberkante zu 
ermitteln. Bezeichnet man mit Fi 
den ideellen Quersehnitt, gebildet 
aus der Betonflache und dern-fachen 
Eisenflache, so wird: 

(a) x·F;=x·(bd+nFe) 
d 

= bd 2+nFe (d-a) 
bd2 
T+nF. (d- a) bd2 + 2 nF. (d - a) 

2bd + 2nF. 
X = -----;-c;--c-=_~ 

bd + nF. 
Ferner liefert die Gleichheit der statischen Momente der Druck- und 

Zugflachen die Beziehung: 
bx2 b 

(c) T=2(d--x)2+ nF e (d-a-x). 
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Hieraus folgt: 

(d) b d (x - :) = nF e (d - a - x) . 

Ferner ergibt sich J n n' da jetzt sowohl ein oberer wie ein unterer Beton
querschnittsteil in Rechnung zu stellen sind: 

(e) J = bx3 + b (d - X)3 + F (d _ _ )21) 
nn 3 3 n e X a . 

Hieraus folgt nach Auf16sung des Ausdruckes (d - x)3 und Ein
setzung des Wertes fur nFe (d - a - x) aus Gleichung (d): 

(f) Jnn=bd(d; -dx+x2 )+bd(x- ~)(d-x-a) 

bd [ d ] = 2 x (d-2a)-3 (d-3 a) . 

Nunmehr ergeben sich die Spannungen bei gegebenem auBerem Mo
mente = M: 

(g) 

(h) 

(i) 

M·x abd =- .-
J nn 

M·yo 
a,z=+-J-

nn 

M.y 
a e = a ez = + n --y- . 

nn 

1st (Abb. Il4a, b) der Querschnitt doppelt bewehrt, so ge
staltet sich die Rechnung durchaus entsprechend; hier tritt nur F; 
hinzu. Es ergibt sich: 

(a /) 

(b /) 

( , bd2 F" ( XFi =x bd+ nFe+ nFe) =2+ n eh + nFe d-a). 

bd2 
2 + n[F;h' + Fe(d-a)] 

x= , 
bd + n(Fe + Fe) 

bda + 2n[F;h' + F.(d-a)] 

2bd + 2n(F; + Fe) 

1) Man kann J,.,. auch ermitteIn, wenn man zunachst J oo auf die Quer
schnittsoberkante bezieht: 

bd3 
J oo = 3 + nF. (d - a)2 

und dann J nn aus der Beziehung ableitet: 

J nn = J oo - F;X2 , 
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(e') 

Ferner wird: 
bx3 b 

J nn =T+3(d-x)3+ nF;(x·-h')2 +nFe(d-x-a)2 1) 

Abb.114. 

und hiermit, wie vorstehend: 

(d/) 

(e /) 

(f') 

(g/) 

M·x C1bd =-·-
J nn 

M·yo 
C1bZ =+-J-

nn 

I M.y' M.(x - h') 
C1e =C1ed =-n-J -=-n 

.... J nn 

M.y 
C1e =C1ez =+ n J 

n" 
M.(d-x-a) = + n ---'--~--

J"" 

d) Zahlenbeipiele. 
1. Ein senkreeht belasteter Holzbalken hat ein Biegungsmoment = 140000 kg. em 

aufzunehmen; als zulassige Spannung kommt die Druekspannung ad in Frage. 
Der notwendige Balkenquersehnitt wird gesueht: 

Er ist 
W _~_140000_2333 3_ bh2 

1 - ad - 60 - em - 6 . 

Wahlt man fUr b 22 em, so wird: 

h = li6-W = }/6'2333 = 26 em. Vb 22 

DemgemaB ist ein Balken von 26/22 em zu verwenden. 
2. Ein fluBeiserner Unterzug hat infolge senkreehter Belastung ein 

M = 600000 kg . em auszuhalten. Sein Quersehnitt (I-Eisen) wird bei a = 1200 kg/em 2 

gesueht. 

W = 600000 = 500 3 
1 1200 em . 

Es reieht aus ein I-Normalprofil von 28 em Hiihe mit einem WI = 541 em3• 

Das naehstkleinere Profil, 27 em hoeh, mit einem WI = 491, wiirde knapp 
geniigen: 

WI 600000 2 h 2 
a = M = Ml = 1225 kg/em, d .. > 1 00> azul' 

1) Dieser J",,-Wert laBt sieh aueh, entspreehend der oben unter f. gezeigten 
Reehnung, in der Form darstellen: 

J"" =?; [x(d - 2a)- : (d-3a)] + nF;(x-h')(h-a -h'). 

NaturgemaB kann man aueh hier die Spannungen aus dem Hauptgesetze (S. 99) 
ableiten, wenn eine Spannung, z. B. abd gefunden ist. 

, x-h' 
ae = n'-x-abd 

d-x-a 
a. =n--x--·abd 
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3. Eine naeh einer Zylinderflaehe in ihrer Oberflaehe geformte Auflagerplatte 
(Tangentiallager) (Abb. U5a) hat den Auflagerdruek A auf ihren Unterbau zu 
iibertragen. Hier kann die Lastverteilung als gleiehmaBig verteilt angenommen, 
d. h. der Stiitzenwiderstand A in zwei syminetrisch in der Plattenunterflaehe 

A 
wirkende Krafte von je 2 geteilt werden. Hieraus folgt die GroBe des die Platte 

in der Mittelfuge (b· 15) beanspruehenden Biegungsmomentes zu: 

A A br52 

M = 24=O'W=0'·T 

und somit wird: 

15 = ~ 113 A ·A . 
2~ b·O' 

1st z. B. A = 17000 kg und solI die Platte eine Grundflaehe im Verhaltnis von 
A: b f,Q 2: 3 (Abb. lI5a) erhalten, so wird bei einer zulassigen Pressung des Lager. 
steines unter der Platte = A A 
12 kg/em2 die Lagerflaehe F = nt !, AnI 
17000 4~ ""''' ..,q 

--~ = 1412 em = Ab; wahlt I 12 ~-+~, b 
man A = 32 em, so wird b = 
45 em, und fiir 0' = 250 kg/em2 

(gewohnliehes GuBeisen): 

1 113.17000 ·32 
15 = 2 Y 45.250 =rd.6em. Abb.115a. Abb.115b. 

4. In gleieher Weise bereehnet sieh die Starke 15 einer reehteekigen Lagerplatte, 
auf die der Auflagerdruek in einer Lange = a und einer Breite = b (Abb. U5b) 
gleiehmaBig von oben iibertragen wird aus der 
Beziehung: 

A A A a A 
M = 24-24 =g(A-a) =O'W 

b152 15=~J/3A(A-a). 
=0'·6; 2 / b.O' 

1st z. B.A = 45 em; a = 18,5 em; b =32em; 
A = 17000 kg; 0' = 250kg/em2 , so wird: 

"" = ~ 1/3.17000. (45 -18,5) = d 65 
u 2 y 32. 250 . r . , em. 

In ahnlieher Art werden aueh die FuB- und 
Kopfplatten guBeiserner, zentriseh belasteter 
Stiitzen auf Biegung bereehnet. 

5. a) Bei dem in Abb. 116 a, b dargestellten 
SaulenfuBe ist die Plattenstarke 15 in der Fuge 
m n zu bestimmen: Betragt die Untergrund
belastung k in kg/em2 so ist die Reaktions
kraft des Plattenteils auBerhalb der Fuge m n: 
B = FB·k und, entspreehend der Lage des 

Abb. 116a und b. 

2 
Sehwerpunktes des Kreisabsehnittes F B gegeniiber m n f,Q 5 c, das Moment: 
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2 b02 
M = B.r;c=a. W =a.(j-. 

0= 1/12B . c 
r 5 b· a· 

b) Werden (Abb. 117 ab) Saulenschaft und FuBplatte in einem GuBstiicke ver
einigt, so stellt sich bei voller Saulenplatte die Rechnung in bezug auf die Fuge 

Abb. lI7a und b. 

in Plattenmitte folgendermaBen: Wenn man annimmt, 
p 

daB der Druck von oben = 2. 2 sich je im Schwerpunkt 

der Linie einstellt, mit der die SaulenauBenwand die Platte 

beriihrt und der Widerstand - auch hier = 2 . ~ - in 

" der Plattenunterseite im Schwerpunkte jeder Halfte an-
greiIt, so wird: 

M = P . (_~_ D _~) = a. D02 
2 3 n n 6 . 

c) Wird hier in der Mitte eine kreisfOrmige Offnung 
mit dem Durchmesser = x vorgesehen, so kommt fY.r 
die Schwerpunktslage an der FuBunterflache ein halbes 
Ringstiick mit den Durchmessern D und x in Frage. Dem
gemaB wird jetzt der Schwerpunktsabstand von der 
Saulenachse: 

und 
1 1 

W = {; (D02_X02) = 602 (D-x). 

Sonst bleibt die Rechnung die gleiche: 

M = : (: ~ - c) = a !2 (D - x). 

d) Wird (Abb. lISa-c) der AnschluB 
der Platte an die Saule durch Rippen ver
steift, so ist deren AnschluBfuge an die 
AuBenwand der Stiitze unter der An
nahme auf Biegung nachzurechnen, daB 
die Rippen allein die hier auftretende 

Biegungsbeanspruchung aufnehmen. 
Auch hier wird vorausgesetzt, daB jede 
Rippe eineri gleich groBen Teil der Saulen-

last P - also bei n Rippen eine jede P -
n 

an ihrer AnschluBfuge von der Saule 
1 iibernimmt und die Stiitzkraft im Schwer-

J.l.L-;t.l--1.._.L./..--1.......J-~'reJ:='l.75CI11 punkte des zu jeder Rippe zugehorenden 
f' P 
T FuBplattenteils in derselben GroBe = 11: 

Abb. lISa-c. angreift. Die Ermittelung dieses Punktes 
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erfolgt am besten graphiseh (Abb. llSe). Aus der Abbildung ergibt sieh naeh 
dem V oranstehenden : 

P bh~ 
M=-·x=(1W=(1~, 

n 6 

J/ P
.

X 
) 

hI = 0,155 _. , 
n· (j fiir (1 = 250 kg/em2• 

(j = 6 P x = 0,024 p·x 
n h~ (1 n h~ 

Die Plattenstarke ermittelt man hier unter der Annahme, daB die Platte an 
den Rippen fest eingespannt und dureh die erlaubte Pressung von unten aus 
gleiehmaBig belastet ist. Fur einen 1 em breiten Streifen mit der groBten Stutz
weite (am Rande) = bl ist alsdann das Einspannungsmoment (vgl. Heft 2) 

b2 l·b2 

M = kdl~ und W = T; 
M 6 kdbi kdbi V1-kd 

(1 = W = 12 . bi = 2 bf; (j 1 = bi 2 G ; 
reehnet man fiir GuBeisen (1 = 250 kg/em2, so wird: 

bl = 0,045 bl t kd . 
Es sei beispielsweise gegeben: P = 25000kg; FuBplatte quadratiseh mit kreis
fOrmiger Innenoffnung von 30 em Durehmesser, also bei kd = 10 kg/em2 von einer 
Quadratseite 

1/ P 302 ]l d25000~~ 
a = V kd + -4 = V -10- + 707 = 56,6 = rd. 60 em. 

Sind 8 Rippen von je 2 em Starke vorhanden, so wird naeh graphischer Auf
findung von x = 12 em (Abb. 118e) 

hI = O,155l/=25OC-O=80=~-;--o1-=2 = rd. 21 em 

und 
r- 60-

bl = 0,045 bl l kd = 0,045· 2 ·llO = rd. 4,25 em. 

6. Eine hOlzerne Pfette 30/24 wird senkreeht zu einer Daehflache verlegt, die 
unter einem Winkel von 30 0 zur Wagereehten ge
neigt ist und dureh ein Moment M = 140000 kg·em 
in senkreehter Ebene belastet wird. Die Eekspan-
nungen sind zu ermitteln. \ b 

Naeh Abb. 119 ergibt sieh: 

M2 = Mr sin IX = 140000·0,5 = 70000kg·em, "(U 

MI = Mr cos IX = 140000·0,866 = 121240 kg·em. 
Ferner ist: 

b h2 24· 302 
WI = (; = --6- = 3600 em3, 

W2 = 30.242 = 2880 em3 

6 
t;in IX ={),500 

und somit: Abb.119. 

MI M2 121240 70000 
G = G1IDaX + G2max = WI + W; = 3600 + 2880 = 33,7 + 24,3 

= ± 58,Okg/cm2 • 
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7. Ein I-Eisen stehe mit seinem Steg unter 45 0 geneigt und werde senkreeht 
belastet. M r = 640 000 kg' em. Versuehsweise sei ein Differdinger breitflansehiges 
I-Eisen angenommen mit WI = 2360 und WI = 586 em3. 

1m vorIiegenden FaIle ist: sin OG = cos OG = 0,707 und demgemaB: M I = M I 
= 640000'0,707 = 452480 kg·em. 

_ _ 452480 452480 _ _ 2 
a - alma>: + a lmax - 2360 + -s86 - 192 + 772 - ± 964 kg/em . 

8. Ein Rundeisenbolzen hat in seiner Mitte ein M = 810000 kg'em auszu
halten. Gesueht wird der Durehmesser bei a = 1000 kg/em 2. 

_ 81000 _ 3 _ d3 ", 

W -Woo- 81em -32"' 

3 '81.32 
d = V 3,14 = rd. 9,4 em . 

9. Der in Abb. 120 dargesteIlte, zur wagereehten Sehweraehse nieht symme
trisehe Quersehnitt aus SehweiBeisen habe ein 

Mmax = 4045 kg'm = 404500 kg'em 

zu tragen. Die hierbei auftretenden Randspannungen (oben ao, unten a.J sind 
zu bestimmen. 

Zunaehst wird der Sehwerpunktsabstand el bzw. e2 bereehnet: 

F F + F 15·1·0,5 + 20·0,8 (10 + 1) + 10.1,2.(20 + 1+ I:}) 
e1 = IYl + 2Y2 3YS = 

FI + F2 + F3 15·1 + 20·0,8 + 10·1,2 
442,7 

= 43 = 10,3 em . 

e2 = I + 20 + 1,2 - 10,3 = 11,9 em. 

Ferner wird (bezogen auf die Nulliwe oder wagereehte Sehweraehse): 
J] = H(15·1O,33) - (15 - 0,8) (10,3 - 1)3 + 10.11,93 - (10 - 0,8) (11,9 - 1,2)3} 

= t(16391-11421,8 + 16851,6 - 11270,4) = t(4969,2 + 5581,2) 
= t 10550,4 = 3516,8 em' . 

(Hierbei ist erst der untere Teil, die beiden ersten Summanden, alsdann der 
obere Teil die beiden letzten Glieder, in Reehnung gestellt.) 

Abb.120. 

DemgemaB wird: 

W' - J I _ 3516,8 _ 341 4 3 
1- - 3- ,em, el 10, 

W' - J 1 _ 3516,8 _ 295 5 3 
2- - -, em. 

e2 11,9 

Unter Einfiihrung des kleineren W-Wertes, also W~, wird: 
M 404500 

ao = W~ = 295,5 = der Spannung am oberen Rande 

= rd. 1350 kg/em 2, wahrend au die Spannung am unteren 
Rande des Quersehnitts sieh geringer ergibt: 

_ 404500 _ 2 
au - 341,4 - rd. 1180 kg/em . 

Zur Kontrolle der Reehnung kann die Gleiehung benutzt werden: 

J o J~ 
M = a" --;: + 0-. --;: • 
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Nach der obigen Rechnung ist: 

und somit: 

JI _ 5581,2 
0- 3 

J o J o 4969 5581 
M =()'U~ +()'o -e-; = 1180· 3.lO,3 + 1350 3.11,9 = rd. 404000kg.cm; 

111 

es ergibt sich also gegeniiber M = 404500 kg'cm eine geniigende Ubereinstimmung. 
lO. Eine unter 50 0 zur Wagerechten geneigte Dachpfette bestehe aus einem 

Steh bleche von 16' 1 cm 2 und zwei 
ungleichschenkligen Winkeleisen 
lO·6,5·0,9. Die Pfette wird durch 
eine senkrechte Last (Eigengewicht 1-

~--2I,O~ 

und Schnee) von 152 kg lfdm. be- 1- -
lastet und vom Winde in der Rich- I 1~ 
tung des Pfettensteges mit einer '" '" "',. 
Last von 121 kg lfdm. . beansprucht. ~1 "1 ~j I 1 
Gesucht werden die Spannungen I. __ 
an den Randpunkten c und d _.:~ ~ 
(Abb. 121 cu. d). -----~1,9i+" 

Fiir die durch den Schwer-
punkt S gelegten Achsen x und 
y ergibt sich (Abb. 121 a u. b): 

Abb.121a. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I ~-+---P'i*L-----'-+x=
I 
I 

9,1----1 
'" I <S I 

Abb.121b. 

J~ = To {11·16,03 - 9,1.14,23 - 0,9.3,03 - 1,9 (12,03 - 8,43)} = 1403 cm4 , 

J y = T~ {0,9· 2J3 + (5,6 - 1,8) 2,83 + 9,5·1,03} = 702 cm4 , 

J~y = ° -2{9,1.0,9·7,55·5,95 + 6,5·0,9·4,75·0,95 - 1,8·0,9·5,1·0,95} 

= rd. - 770 cm4 (vgl. Abb. 121 b). 

a: =32°116' 
(J = 7°1'1' 

Abb.121c. Abb.121d. 

Hierbei ist beriicksichtigt, daB J ~ y fiir das Stehblech des Querschnitts 1,0 '16,0 = ° 
ist, da fiir diesen Querschnittsanteil die x y-Achsen Hauptachsen sind. 
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Die Hauptachsen des Gesamtquerschnitts bestimmen sich - vgl. S. 40 - aus: 

2J.. 2·770 9 
t g 2oc=-J.-J:=-702_1403' tg2oc=2,1686, 

20c = 650 32'; oc = 320 46' . 

DemgemaB werden die Haupttragheitsmomente: 

J 1 = J. cos 2 oc + J. sin2 oc - J •• sin 2 oc = 1403'0,8142 + 702 '0,540 2 + 770'0,91 
= rd. 1899 cm4 = Jmax , 

J 2 = J. + J.- J 1 = 1403 + 702 -1899 = 206 cm4 = Jmin • 

Nunmehr sind die Belastungen auf die Achse I I bzw. II II umzurechnen. 1m 
Hinblick auf Abb. 121 c ergibt sich, wenn man die Belastung senkrecht I I mit v, 
die senkrecht II II mit w benennt, und zwar auf I cm Lange: 

v = 1,52 cos 7 0 14' + 1,21 cos 32 0 46' = 2,53 kg/lfdcm, 

w = 1,21 sin 32 0 46' - 1,52 cos 7 0 14' = 0,463 kg/lfdcm. 

Aus ihnen laBt sich das Moment, bezogen senkrecht auf die Achsen I und II (vgl. 
die Tragerlehre Heft 2), berechnen, wenn die Pfetten mit einer Stiitzweite 1 = 5,30 m 
= 530 cm als Trager auf 2 Stutzen angesehen werden: 

MI = ~~ = 2,53· 530-=- = 88839 kg.cm, 
8 8 

MIl = W;2 = 0,463~5302 = 16257 kg.cm. 

Will man endlich die Spannungen ermitteln, welche in den auBersten Quer
schnittspunkten auftreten, dann sind bei genugend groBem ZeichnungsmaBstab 
entweder die Koordinaten dieser Punkte, bezogen auf das Achsensystem I I, 
II II, abzugreifen oder rechnerisch zu bestimmen. 

Es ergibt sich fur den Punkt d (vgl. Abb. 121 d): 

d1 = 8 sin oc = 8'sin 32 0 46' = 8'0,540 = 4,320 cm, 

d2 = 8 cos oc = 8'0,841 = 6,728 cm 

und demgemaB die Spannung an dieser Stelle: 

= MI' d2 + M ll~ = 88839._6,728 + 16257· ~~20 = d 6~O k / 2 
ad J 1 J 2 1899 206 r... gem. 

In entsprechender Weise werden (Abb. 121d) fur den Punkt c die Koordinaten 
bestimmt: 

c1 = - (10,5 cos 32 0 46' - 8 sin 32 0 46') = - (10,5'0,841- 8'0,540) 
= -4,51 cm, 

c2 = 8·cos 32 0 46' + 1O,5'sin 32 0 46' = 8'0,841 + 10,5'0,540 
= 12,4cm. 

DemgemaB wird: 

= MI~ + Mll-'52 = 88839·12,4 _ 16257·4,51 = 288 k / 2 
ac J] J 2 1899 206 gem. 

Dieses Beispiel laBt erkennen, wie die Biegungsspannungen in einem Quer
schnitte zu berechnen sind, wenn der Schnitt der Kraftebene bzw. zweier Kraft
ebenen den Querschnitt nicht in Hauptachsen schneidet und letztere schiefwinklig 
zum Querschnitte liegen. 
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Die nachstehenden Beispiele behandeln die Ermittlung der Biegungs
spannungen im Rechtecksverbundquerschnitt 

11a. Bei einer 2,0 m weit freiliegenden Wohnhausdeeke (St.-W. = 2,10 m) von 
10 em Starke, bewehrt auf 1 m Breite mit 10 Rundeisen von 8 mm Durehmesser 
(= 5,02 em2/m), deren Mitten einen Abstand von 1,5 em von der Plattenunter
kante haben, Bollen zum Zweeke der (baupolizeiliehen) Naehpriifung die auf
tretenden groBten Spannungen im Beton und im Eisen ermittelt werden. 

Belastung: 590 kg/m 2• 

Biegungsmoment in Plattenmitte naeh der Tragertheorie: 

M = 590.2,12 ·100 = 32500 kg· em . 
8 

Die !.age der Nullinie folgt, unter Vernaehlassigung der Betonspannungen 
in der Zugzone, aus der Beziehung: 

= 15·5,02 (VI + 2·100·8,5 _ 1) = 2 9 
x 100 15.5,02 ' em 

und demgemaB sind die gesuehten Spannungen: 

_ 2·32500 _ 2 

lib - 100.2,9 (8,5-0,97) - 29,8 kg/em 

11. = 5,02 (!~5~ 0,97) = 860 kg/em2 (vgl. S. 101). 

11 b. Eine Deekenplatte hat 2,00 m Spannweite und 2,16 m Stutzweite. Nutz
last 1500 kg/m2• Plattendieke zu-
naehst zu 16,5 em angenommen. ...., Ei----_ 

Die Deeke ist darauf zu unter- I---r---r--r------,.---.,.----j-

suehen, welehe Spannungen unter der 
Voraussetzung entstehen, daB der 
Beton aueh in der Zugzone Spannun
gen aufnehmen soIl (vgl. Abb. 122). 

Die !.age der N ullinie Hefert die 
Beziehung, wie beim homogenen 
Quersehnitt: 

b·d! 
2 + n·F.·(y + x) 

x = -----;--.--:------c:;;---
b·d + n·F. 

100· 16,52 + 15.950.148 
2 " 

100.16,5 + 15.9,50 = 8,75 em. 

y = h - x = 14,8 - 8,75 [,Q 6,0 em, 

d - x = yo= 16,5 - 8,75 [,Q 7,8 em, 

J = 100.:,753 + 100~7,83 + 15.9,50.6,02, 

= 22300 + 15800 + 5130 [,Q 43200 em', 

_ M _ 116600· 8,75 _ 2 
I1bd - J x -. 43200 - - 23,6 kg/em , 

Foerster, Repetitorlum I. 2. Auf!. 8 
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_ M _ _ 116600· 7,8 _ I 2 
abz - J (d x) - 43200 - 21,0 kg/em, 

M 116600·6,0 2 
a. = n J Y = 15· -43200- t;Q 240 kg/em. 

!;IfJJ Fe=3l?undeisen "24- --_ v:8mmp=1,51cm2 

36 30 

I Fe='1l?undeisen J ... v.10mm!=4,5z cm 2 

'"<--30--"" 

Die bereehneten Betonzugspannungen halten 
sieh unter dem zulassigen Hiiehstwerte. 

12. Ein doppelt bewehrter Eisenbetonbalken 
(F; = 1,51 em2, F. = 4,52 em2 ) habe den in 
Abb. 123 angegebenen Quersehnitt und eine Stiitz
weite von 4,00 m. Ihn beanspruehe infolge einer 
gleiehmaBigen Belastung von 600 kg/m 2 ein An
griffsmoment von 120000 kg·em. Wie groB sind Abb.123. 

die Spannungen, wenn man die Betonzugzone als 
statiseh unwirksam betraehtet und die Sehwaehung des Betons dureh die Druek
bewehrung in Riieksieht steUt, bei F; also mit (n - 1) reehnet? (vgl. S. 100). 

(n-l)F;+n·F. 
x = - ---b------

+ V Cn-l)'~; + n.F·Y + ~ [(n - l).F;.h' + n.F •. hJ 

14·1,51 + 15·4,52 =---20---

+ V C4.1,5t.~ 15.4,52Y + 2~ (14·1,51·3 + 15·4,52·33) = 11,35em. 

DemgemaB wird, wenn man aueh weiterhin die Sehwaehung des Betons in der 
Druekzone dureh die Druekeiseneinlage in Rechnung stellt: 

M 
ab=b'X(- X) x-h' 1) 

"2 h - '3 + (n-l).F;·-x- (h-h') 

120000 
~~=--------~~- = 31,7kg/cm2 • 

20.11,35.(33_378) + 14.151.~35 .30 
2 ' , 11,35 

, x - h' 8.35 31 350 k / 2 a =-n·--·a.=-15·-' -. ,7=- gem 
e X 11,35 . 

(Man erkennt die stets nur unvollkommene Ausnutzung der Druekeisenein
lagen, die den 15faehen Betrag der Randspannungen des Betons nieht erreiehen 
kann.) 

1) Es ist: 

M = a. ~x ( h - ;) + a; F; (h - h'), 

wenn man die Momentengleiehung auf den Angriffspunkt von Z. - also die Aehse 

S h' .x-h'. 'b' h der Zugeiseneinlage bezieht. etzt man lerm a, = n -x-'ab em, so ergl t SIC 

die obige Beziehung. 
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, h - x 350 21,65 908 k / 2 
(J. = (Je x-h' = . 8,35 = gem 

oder naeh 
h-x 21,65 

(Je = n'(Jb' -- = 15·31,7·-- = 907kg/em2 • 
x 11,35 

Reehnet man hier mit dem Hebelarm der inneren Krafte, so wird (vgl. S. 102) 
zunaehst: 

b~3 + nF;(x-h')2 

T}o = bx 2 

2- + nF; (X_h') 

Hieraus folgt: 

20 .13~~~ + 15 . 1,51 (11,35 - 3)2 
~--=-cc-=-c~--------- = 7,6 em. 
20.1;,352 + 15· 1,51 (11,31) - 3) 

_ M _ .120000 _ 120000 _ 2 

(J. - F. (h _ x + T}o) - 4,52 (33-=- 1l,35+ 7,6) - 4,52-. 29,2 -- rd. 910 kg/em, 

also eine dem oben auf anderem Wege gefundenen Werte fast genau entspreehende 
GroBe. 

o. Die Schubfestigkeit. 
a) Die reine Schubfestigkeit und Schubbeanspruchung. 

In der allgemeinen Betrachtung iiber die verschiedenen Arten der 
Stabbeanspruchung und -Festigkeit wurde hervorgehoben, daB bei einer 
reinen Schubbelastung, die also ohne eine Biegungswirkung zustande 
kommt, zwei benachbarte Querschnitte sich zueinander parallel ver
schieben, sonst aber keine Formanderung ausfiihren und daB hier diese 
Verschiebung in der Richtung der angreifenden Kraft er
folgt. Geht man von der Voraussetzung aus, daB die im Querschnitt 
von der GroBe F auftretende Schubspannung = "C' sich gleichmaBig 
iiber ihn verteilt, und bezeichnet man die auBere, in der Querschnitts
ebene wirkende, verschiebende Kraft mit Q, so folgt aus dem Grund
satze, daB bei Gleichgewicht die Summe der inneren Krafte gleich der 
auBeren Kraft sein muB, die einfache Beziehung: 

"C'F=Q 
und somit: 

"C'= ~ bzw. F=!1· 
7: ' 

im letzteren FaIle wird "C' die zulassige Schubspannung des je
weilig vorliegenden Materials sein. Fiir GuBeisen kann diese GroBe 
("C'zul) zu 200, fiir FluBstahl zu 1000, fiir Nadelholz, parallel zur 
Faser, zu 10-12, fUr Eiche und Buche in derselben Richtung zu rd. 
20 kg/em 2 genommen werden. Bei Mauerwerk ist fiir dessen Schub
belastung in der Regel die Schubbeanspruchung der Mortelfuge maB
gebend, fUr die je nach der Harte der Baustoffe die zulassigen Werte 
zwischen 2-12 kg/cm 2 schwanken; fUr Beton, wie er im Verbundbau 

8* 
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iiblieh, ist -r = 4,0 kg/em 2 zugelassen und eine Querschnittsabanderung 
gefordert, wenn -r die Grenze von 14 kg/em2 iiberschreitet; bei hoch
wertigem Zement ist als Spannungswert -r = 5,5 kg/em 2 erlaubt. 

b) Die Schubbeanspruchung bei Biegungsbelastung. 

Bereits auf S.61 wurde hervorgehoben und an einem Beispiel zur 
Ansehauung gebraeht, daB bei der Verbiegung eines Stabes nieht nur 
parallel zu den verbiegenden lotrechten Kraften, sondern auch senk
recht zu ihnen, also parallel zur Stabaehse, Schubspannungen auf
treten, welehe ein gegenseitiges Verschieben der kleinsten Querschnitts
teilchen erstreben. Bei einem wagereeht liegenden Balken und senk
rechter Belastung werden somit sowohl in seinen senkreehten Quer
schnitten als auch parallel zu seiner Achse Sehubspannungen auftreten. 

x 

Mit den letzteren sollen sich 
zunachst die Erorterungen be
fassen. Hierbei wird voraus
gesetzt, daB die Kraftebene den 
Querschnitt in einer Haupt
achse schneidet. 

Betrachtet werden zwei nahe 
aneinander liegende senkrech
te, also in die Riehtung der 

Lasten fallende Querschnitte (Abb.124a). 

I II 
fI 

Abb.124a. Abb.124b. 

Da, wie spater in den Ausfiihrungen der Tragerlehre dargelegt wird, 
in beiden Quersehnitten in der Regel verschieden groBe auBere Bie
gungsmomente einwirken und ihnen auch verschieden groBe Spannungen 
in den beiden Querschnitten entsprechen, so wird hier eine Verteilung der 
inneren Krafte sich einstellen, wie sie Abb. 124 a darstellt. Unter der 
Voraussetzung, daB die auftretende wagerechte Sehubspannung fiir die 
Flacheneinheit in der g anz e n Bre i t e des Querschnittes konstant ist, daB 
ferner in den Quersehnittsteilen der betraehteten, benachbarten Quer
schnitte oberhalb der Linie nn die Momente M und M + dM und hier
bei Biegungsspannungen = a, die hier senkrecht zum Querschnitt verlaufen 
- die Summe der durch sie bedingten inneren Krafte R bzw .. R + dR 
ist, ergibt sich fiir die Grenzen Yl bzw. e1 , also fiir das in Abb. 124b 
oberhalb von n n liegende schraffierte Querschnittsstiick: 

61 

R = f adj 
111 

und ebenso: 

M 
oder, da: a=TY' 

~ 

6. 

so wird: 

R+dR=fMj:M ydt. 
111 

6. 

R= f~ ydj 
111 
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Da die beiden inneren N ormalkrlifte R und R + d R verschiedene 
Richtung haben - sie drucken im vorliegenden Fall je auf den zuge
hOrenden Querschnitt -, so wird ihre Mittelkraft = d R: 

~ ~ ~ 

J M +dM JM dMI dR= ---ydf- -ydf=~ ydf· 
J~ J~ J. 

SolI das hier in Frage stehende Balkenstuck im Gleichgewichte sem, 
so muB die Summe der auf dieses einwirkenden wagerechten Krafte 
= 0 sein. Der verbleibenden Kraft d R muB somit die wagerechte 
Schubkraft das Gleichgewicht halten, da keine andere Kraftewirkung 
auftritt. Bezeichnet man die GroBe der Schubkraft fur die Langen
einheit des Balkens mit T, so betragt sie fur die durch die Entfernung 
der beiden Querschnitte gegebene Lange dx: T·dx, woraus folgt: ., 

dM 
Tdx=dR=-.t; J ydf, 

Y, 

", 
dM I J T=dx J. ydf· 

y, 

D .. d T·· I h h· . d dM d h d M a, Wle III er rager e re nac geWlesen Wlr , dX' . . as 0-

ment, differenziert nach x, gleich der Vertikalkraft in dem in Frage 
stehenden Querschnitt = Q ist, so folgt weiter: 

y, ., 
Die GroBe J ydf ist das statische Moment des Querschnittsteils 

y, 

oberhalb der Linie n n, bezogen auf die x-Achse = S x' DemgemaB wird: 

T= QS~ .e . 
• T~ 

Da fur einen und denselben Querschnitt Q und J x konstante Werte 
sind, so ist T veranderlich mit S x' und weil S x fur die wagerechte 
Schwerachse das Maximum erreicht, wird in ihr die Schubkraft ihren 
GroBtwert erhalten. Fur verschieden gelegene, unter sich aber gleiche 
Querschnitte und gleiche Abschnitte dieser ist T abhangig von Q. Da 
die Vertikalkraft nach den Auflagern der Balken zunimmt und hier 
ihren GroBtwert erreicht, so wird auch T fur einen Balken hier sein 
Maximum erhalten. Sind verschiedene Belastungszustande moglich, 
so wird T bei der Belastung den GroBtwert aufweisen, bei der Q das 
Maximum bekommt. 
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e, 
Fur den Rechtecksquerschnitt (h·b) ergibt sich fur f ydf 

Abb. 125a - der Wert: 

und da: 

ist: 

h 
2 

fY'bdy=~(~-y~), 
y, 

b ha 
J =--

'" 12 

_ 12 Q b (h2 2) 
T --bh3-2 4- Y1 . 

Der GroBtwert tritt ein fur Yl = 0, d. h. fUr die wagerechte Schwer 
achse: 

12Q b h2 3 Q 
Tmax =W24=2h' 

Fur den oberen. und unteren Querschnittsrand ist T = 0, da hier

fUr Yl = ~ und somit der Klammerausdruck: (~ - Yi) = 0 wird. Der 

Verlauf erfolgt nach einer Parabel, vgl. Abb. 125 b. 
FUr den I-Querschnitt erlangt, da er aus dem Rechteck entwickelt 

b-'.,a ;--1 
Ii h1 

~ 
f r---b ---c> I 

1 x x 

Abb.125a. Abb.125b. Abb.126. 

ist, die Schubkraft in halber Steghohe ihr Maximum. Hier wird (vgl. 
Abb.126): 

so daB: 

Q l ( 0) 2 01 T= --. bb ho+- +h --J J w \ 2 0 2 
wird. 

Besonders wichtig ist die Ermittlung der wagerechten Schub
kraft fur genietete Blechbalken, da bei ihnen die Nietung der 
angeschlossenen Gurtteile sich nach der wagerechten Schubkraft richtet. 
Hier handelt es sich (Abb. 127) sowohl urn den AnschluB der Kopfplatten 
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durch senkrechte Niete als auch der Winkeleisen gemeinsam mit den 
Kopfplatten durch wagerechte Niete. Aus Abb. 127 folgt fur diese 
Teile ein Wert fur S IJJ: 

S~ = ( b - 2 d) b . (~ - ~) 
(fur die Kopfplatte) bzw. fur die Kopfplatte und 
die Winkel: 

S: = (b - 2 d) b ( ~ - ~~ ) + 2 f (} - b - g) . 
Handelt es isch um die GroBe der Schub

kraft T, nicht wie vorstehend ermittelt, fur 
die Langeneinheit, sondern fur eine Lange = e, 
so wird: 

T=QJ~",.e. 
Abb. 127. 

In Eisenbetonquerschnitten wird die bei Biegung auftretende 
wagerechte Schubspannung nach derselben Gleichung bestimmt,. nur 
daB hier die Werte fur das statische und das Tragheitsmoment der Son
derheit der Verbundweise anzupassen sind. 

Liegt hier ein Rechtecksquerschnitt und zwar ein doppelt bewehrter 
vor und wird die Betonzugzone nicht in Rechnung gestellt, so ergibt 
sich fur eine Betonlangsfaser in Hohe (x - v) oberhalb der Nullinie 
und in der Druckzone - gemaB Abb. 128 - die Beziehung fur eine 
Breite des Querschnitts = b: 

QSn" Q b(X2_V2 ) T = -ro . b = -~- = -. - . ---- . 
b I n,, J"n 2 ' 

hierin bedeutet -rOb die Schubspannung im Beton. 

II 

Abb. 128. 

Fur x = v wird -rOb = 0, wahrend fur v = 0 sich -rOb = -rObmax zu: 

J ~n ~~ ergibt. Die Spannung verlauft nach einer Parabel. Da die Druck

bewehrung auch Normalspannungen aufnimmt, so tritt an ihrer Stelle 
eine VergroBerung der Schubspannung um das MaB -r: auf. Da fur die 
Eiseneinlage in bezug auf die Nullinie Snn = y' 'nF: ist, so wird hier 



120 Die Grundziige der Festigkeitslehre. 

fUr die Querschnittsbreite = b: 

0' b=~'inF; 
• J"" 

und somit in der Nullinie: 

'" _ _ ,_ Q x2 Qy'nF; _ Q (1 2 b 'F")' 
,L.!O-OO-OOb+Oe- J""2+-b.J,,,,- J"".b 2 x + y n e 

Q 
=~J b.2)Snn' .... 

Fiir die untere Zugeiseneinlage wird im gleichen Sinne: 
Q 

0e = J-"T/nyF. (vgl. Abb. 128). 
" .. 

Dieser Wert ist gleich dem vorstehend gefundenen 00' denn beide 
unterscheiden sich nur durch die Ausdriicke: 

!x2 b+y'nF. und ynF., 
die beide unter sich gleich sind, weil sie einmal das statische Moment 
der nutzbarenDruckflache, dann das der nutzbarenZugflache darstellen 
und in bezug auf N N diese Momente gleich sind. Hieraus ergibt sich 
die Darstellung des Verlaufes der Schubspannung in Abb. 128. 

Die Gleichung 
Q. nyF, 

°0 = b. J .... 
kann man zweckmaBig umformen, wenn man in sie den Hebelarm 
der inneren Krafte .2) D und Z. einfiihrt: z = (h - x + 'YJ0), (vgl. S. 102) 

r _Q.nyF.ae·z_Q. n,y(Ze· z ). 
0- J" ... b.a,z - J""b.a •. z ' 

da hierin Z .. z = dem Moment der auBeren Krafte = M, ferner 

a.= ;M yist(vgl.S.101),sowird: 
" .. 

Q Q 
°0 = ~= b (h - x + 1]0) . 

Fur den einfach, also nur 
in der Zugzone bewehrten 
Querschnitt ergibt sich die 

Abb.129. Schubspannung bei Biegung, 
wenn man in den vorstehend 

gefundenen Beziehungen F; = 0 setzt: 
Qx2 Q Q 

°bmax = °0 = 2)" n = ~ = b ( h _ ;) . 

Den Spannungsverlauf laBt Abb. 129 erkennen. 

Wie vorerwahnt, wirken auBer den wagerechten Schub
spannungen auch noch senkrechte, d. h. bei den belasteten 
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Balken in der Richtung der Lasten, auf die Balkenelemente ein. Be
zeichnet man die in dem einen von zwei benachbarten Querschnitten 
(Abb.130a) aufwarts wirkende Vertikalkraft mit Q, so muB in dem 
zweiten Querschnitt, damit Gleichgewicht herrscht, eine gleiche Kraft 
Q, aber nach unten gerichtet, sich einstellen. Diese Krafte werden auf
genommen durch den senkrechten Abscherungswiderstand, welcher 
einem Verschieben des Balkenstuckes langs der Querschnitte entgegen
wirkt. Das Auftreten der hier-
durch bedingten senkrechten Q 
Schubspannungen kann auch r---~r-r-----' 

dadurch erlautert werden, daB 
ohne sie bei einem kleinen 
Prisma im Innern des Balkens <'" 
(Abb.130a)einGleichgewichts- Q 'ev 

zustand nicht moglich ware, Abb. 130&. Abb. 130b. 

weil die wagerechten Schub-
spannungen hier ein Kraftepaar bilden, dem durch die senkrechten erst 
das Gleichgewicht gehalten werden kann. Denkt man sich die wage
rechten und senkrechten Schubspannungen des differential kleinen, 
belie big geformten Prismas in Ab b. 130 b in der Mitte der Prismaflachen 
angreifend, so entspricht ihnen je ein Kraftepaar: 

a) bei den senkrechten Schubspannungen (t'v): von t'v·b·c am Hebel
arme = a; d. h. es ist ihr Drehmoment: 

Ml = Lv·a·b·c, 

b) bei den wagerechten Schubspannungen, der Kraft je t'h'a'c, und 
dem Hebelarm = b von: 

Ml = t'h ·a·c·b. 

Da im Zustande des Gleichgewichts sich die beiden Drehmomente 
ausgleichen mussen, wird: 

M = Ml = t',,·a·b·c = t'h'a'c'b, 
d.h. 

Es ist also die an irgendeiner Stelle auf die Langeneinheit 
wirkende lotrechte Schubspannung gleich der an derselben 
Stelle auf die Langeneinheit wirkenden wagerechten 
S c hub spa nn un g. DemgemaB wird also auch die bei Biegung auf
tretende senkrechte Schubkraft: 

V - QS"'l) 
- J", • 

1) Bei dem obigen Nachweise ist die Einwirkung der Normalkrafte auf das 
differential kleine Prisma nicht in Rechnung gestellt und ebenso auch die Eigen-
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Setzt man die an einem kleinen Wiirfel im Innern eines Balkens auf
tretenden senkrechten und wagerechten Schubspannungen zu in den 

Zr 'l:v Kanten dieses Wiirfels angreifenden Mittel

dx 

dx 

kraften zusammen, die also alsdann senkrecht 
zur DiagonalfHiche des Wiirfels gerichtet sind, so 
entstehen unter 45 0 zur Wagerechten gerichtete 
Krafte, die je nach der Zusammenfassung der 
Schubspannungen als schiefe Druck- bzw. Zug
krafte auftreten. 

Hat (Abb.131) derWiirfel eineKante = dx, 
Abb.131. so werden die Schubkrafte in der wagerechten 

bzw. senkrechten Ebene Thdx2 bzw. T"dx 2 und 
ihre Mittelkraft ergibt sich zu: 

Z,= V(Thdx2)2 + (Tvdx2)2 =Tdx2 Y2, 

da T" = Tv = T ist. 
Da die Diagonalflache des Wiirfels 

=dx V2. dx =dx 2 {2 
ist, so wird mithin in ihr die schiefe Spannung - die sogenannte schiefe 
Hauptspannung -: 

Z, Tdx 2 }2 z = -- = ---- = T 
, F dx2r2" ' 

d. h. ebenso groB wie die Schubspannung: 

Diese schiefen Hauptzugsspannungen spielen eine wichtige 
Rolle bei den Verbundkonstruktionen und werden hier, da sie selbst 

Scnub-Spamunga-I'lliclre unter 450 nach dem Balkenauf-

Ii 1" '3 - scl1ll!fo Haupt-Zug.pamungs - Riichen 

Abb.132. 

lager zu gerichtet sind, von e benso 
gerichteten besonderen Eisen
einlagen aufgenommen. Stellt 
(Abb. 132) die Flache iiber der 
Balkenachse die Flache der wage
rechten Schubspannungen dar 
(= F,), so ergeben sich, unter 

Wahrung des Winkels von 450, die Flachen der schiefenHauptzugspannun
gen in der dargestellten Weise aus ihnen. Da die Spannungen selbst gleich 
sind, verhalten sich die schiefen Hauptzugsspannungsflachen zu den 

gewichtswirkung desselben nicht berucksichtigt worden, da die hierdurch hervor
gerufenen Unterschiedskrafte vernachlassigbar klein sind, namentlich fUr die Rech
nungen, wie sie im Hochbau vorkommen. 
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entsprechenden Flachen der wagerechten Schubspannungen wie: 

F=F,--. 
t2 

F:F,=l:V2; 

Hieraus folgt das Bildungsgesetz der Flachen zur Ermittlung der schiefen 
Hauptzugsspannungen und damit dieser selbst 
(vgl. das Beispiel 14 auf S. 130). 

c) Zahlenbeispiele. 

1. Ein aus zwei [-Eisen bestehender Stab hat 
(Abb. 133) eine Zugkraft von 37 t auf ein zwischen 
beide [-Profile eingeschobenes Knotenblech zu iiber
tragen. Zum Anschlusse sind 6 Niete vom Durch
messer = 2,0 cm verwendet. Die in ihnen auftretende 
Schubspannung wird gesucht. 

SolI die Verbindung durch Uberwindung der Abb.133. 

Schubfestigkeit der Niete zerstort werden, so miissen 
in jedem der 6 Niete je 2 Schubflachen (1 und 1) abgeschert werden. Betragt t die 
gesuchte Schubbelastung des FluBstahls, aus dem die Niete hergestellt sein sollen, 
so ist die Schubkraft, die sie iibertragen konnen: 

d 2 n 4·314 
T = 6·2· 4-' 7: = 6.2'-4-' -7: = 12·3,147: = 37,687: 

Im Gleichgewichtszustand muB T = P sein, woraus 
folgt: 

T = 37,687: = 37,0 = P, 

7: = :7~~8 = rd. 0,98 tJcm2 = 980 kgjcm2 . 

2. Ein I-Trager I solI in der in Abb. 134 dargestell
ten Weise vermittels Nieten vom Durchmesser = 22 mm 
an den I-Trager II angeschlossen werden und an seiner 
AnschluBstelle die Kraft von 22 t iibertragen. Gesucht 
wird die Anzahl der Niete, die bei zulassiger Scqub
belastung von lOOO kg/cm 2 erfordert sind. 

Die Zerstorung der Verbindung kann hier auf zwei
fache Art erfolgen: einmal kann der Trager I mit 
seinen AnschluBwinkeln gemeinsam durch Abschieben 
der Nietflachen ,,2" von dem Trager II abgetrennt 
werden, und zum anderen kann der .Trager I nach 

J 

~ 

If 
0 
1 

0 

0 

2 ---
1 

r~Z2t 

Q 

~; 
J 

10 

2 

---1 

I 

Uberwindung der Scherfestigkeit der Niete 1 sich aus Abb. 134. 

der Umklammerung durch die beiden Winkel losen. 

II 

II ( 

! 

Im ersten FaIle werden bei jedem Niet ,,2" nur je eine Schubflache belastet 
(einschnittige Nietung), wahrend im zweiten Fall von jedem Niet 1 je 2 Scher
flachen Widerstand leisten. Bezeichnet man die Anzahl der erforderlichen Schub
flachen der Niete vom Durchmesser = 2,2 cm mit n, so wird: 

n d~~ = n 2,2:n7: = n ~,~2'41000 n = P = 22 t = 22000 kg. 

Hieraus folgt: 
22000·4 88 88 

n = lOOO.2;22.3,14 = 4,84.3,14 = 15,20 = rd. 6, 
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d. h. es sind zum mindesten 6 Niete ,,2" und 3 Niete ,,1" notwendig. Gesetzt sind 
8 Niete ,,2" und 3 Niete ,,1", vgl. Abb. 134. 

3. Auf einen Balken soIl (Abb. 135) vermittels einer in Gabelform ausgesehmie
deten Rundeisenzugstange eine Kraft von 5000 kg iibertragen werden. Gesueht 

wird der Durehmesser des zylindrisehen AnsehluBbolzens und 
tJ:l,Ocm sein Abstand a yom dem oberen Rande der Aussehmiedung. 

d Aueh hier werden yom Bolzen mit dem Durehmesser = d 
2 Sehubflachen belastet. 

2·d2 ;n 4-. =p = 5000kg. 

Fiir • = 800 kg/cm 2 wird: 

2 _ 5000.~. V-lOOOO 
d - 800.3,14' d = 800.3,14 =rd.2,Ocm. 

Damit ein HerausreiBen des Bolzens aus dem seitlichen 
I Lappen der Gabel durch Abschieben verhindert wird, muB 

P;{OOOkg der Abstand a an die folgende Bedingung gekniipft sein: 

Abb.135. P 
2a·6··1 2: 2' 

p 
da auf jede Halfte der Gabel am Anschlusse an den Bolzen die Kraft = 2 ein-

wirkt. LaBt man fiir • den Wert von 600 kg/cm 2 (einen verhiiltnismaBig geringen 
Wert im Hinblick auf die Schmiedearbeit der Verbindung) zu, so wird: 

> 2500 > 2500 > d 2 1 
a = 2.1,0.600 = 1200 = r . , cm. 

Gewahlt wird zweckmaBig 3,0 cm. 
4. Die Strebe in Abb.136, unter 30 0 zur Wagerechten, also auch zur Balken-

aehse, geneigt, hat auf den Balken eine Kraft P = 12000 kg zu iibertragen. Die 
Holzverbindung wird in der dargestellten Weise durch 
einen Zapfen bewirkt. Gesucht wird der Abstand 8 der 
Strebe yom Balkenende im Hinblick auf eine schub-

t sichere Verbindung. 
v Die unter 30 0 gerichtete Kraft P = 12000 kg kann 

man sich in zwei Seitenkrafte zerlegt denken, deren 
eine P sin IX senkrecht auf die Verbindungsstelle ein
wirkt, hier also einen Druck und durch diesen eine 
Reibungskraft hervorruft, wahrend die andere P cos IX , 

wagerecht geriehtet, sich bemiiht, das Holzprisma am 
Balkenende vwut, das vor dem Zapfen liegt, heraus-

Abb. 136. zuschieben. Hier kommen demgemaB als widerstehende 
Schubflachen in Frage: (da + ab + be)·8. 

Bezeichnet man die Reibungszahl zwischen Hirnholz und Langholz mit t, so 
wird die Reibungskraft infolge der Kraft P sin IX: 

= f P sin IX = 0,3 P sin IX , 

und somit steht eine Verschiebung so lange nicht zu befiirchten, als: 8 (da + ab 
+ be). + i P sin IX > P cos IX > als die verschiebende Kraft ist. 

LaBt man fiir • die zulassige Belastung von 10 kg/em 2 zu, so wird: 

8 (da + ab + be) 10 + 0,3 P sin IX> P cos IX. 
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1st im vorliegenden Faile: da = be = 8 em, ab = 6 em, IX = 30°, sin IX = 0,500, 
eos IX = 0,866. so ergibt sieh fiir: 

12000·0,866-0,3·12000·0,5 12000· 0,716 d 40 
8 > (6 + 2 . 8) . 10 > 220 > r. em. 

4. Ahnlieh ist die ebenfalls durch eine sehiefe Druekkraft = P belastete Holz
verbindung in Abb. 137 - Doppelversatzung und Befestigungsbolzen - zu be
reehnen. Ohne Beriieksiehtigung der Reibung sind hier die auf Sehubwiderstehenden 
Flaehen: 3·86 + 2· 8 C, wo bei die Teilnahme des kleinen Holzstiiekes IX ver
vernaehlassigt ist. Aueh geniigt es, fUr den Bolzen als Abseherungsquerschnitt 
einen Kreis einzufiihren, zumal diese Annahme gegeniiber der tatsaehlich in Frage 

Abb. 137. Abb. 138. 

kommenden Ellipsenform des Schubquersehnitts eine vergroBerte Sicherheit in 
sieh sehlieBt. DemgemaB muB hier sein: 

d2 :nT 
8 (36 + 2C)T1 + 4~ > P cos IX. 

Hieraus folgt z. B.: 

1st z. B. P = 15000 kg, der Neigungswinkel der Strebe = 24°, eos IX = 0,913, 
T2 = 800 kg/em 2, T1 = 10 kg/cm 2, 6 = 5 cm, c = 7,0 em, 8 = 20 em, so wird: 

4 
d2 > 800.3,14 {15000·0913 - 10·20 (3.5 + 2·7)} = rd. 13 cm2, d £Q 36 cm. 

5. Die in Abb. 138 dargestellte Verbindung zwischen einer Hangesaule und 
den beiden an sie ansehlieBenden Druckstreben ist fUr die dort angegebenen Krafte 
schubsieher zu gestalten. 

Die Druckkrafte D1 = D~ sind senkrecht zur Hangesaule und parallel zu ihr 
in je zwei Seitenkrafte zerlegt, von denen die letzteren die GroBe von je 3000 kg 
erhalten mogen. Bei einer zulassigen Schubbelastung des Holzes von 10 kg/em 2 
und biindiger Lage der Streben und der Saule, also der Entgegenwirkung von 
Sehubflachen nur in der Ebene ab bzw. cd, ergibt sieh deren GroBe bei einer Dicke 
des Holzes = !5 zu: 

6 em·ab em·l0kg/cm2 = 3000 kg, 

6·ab = 300 em 2 • 
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1st t5 = 15 em, so wird a b = 31050 = 20 em, Maeht man aus Konstruktions

griinden ab = 30 em, so wird bei t5 = 15 em die einem Absehieben widerstrebende 
Kraft: 

T = 30· 15'10 = 4500 kg > 3000 kg. 

6. Ein Holz 14/16 wird dureh eine Kraft P = 10000 kg auf Zug belastet und 
solI gestoBen werden. Zur Kraftiiberleitung an dieser Stelle dienen Flaeheisen, 
dureh eiserne AuBenlasehen und Bolzen gehalten, die je 2 em in das Holz ein-

Abb. 139 a, b. 

greifen. Dieses wird durch diese Einlagen auf Druck .1 Faser beansprucht, kann 
also mit 60 kg/cm 2 gedriickt werden. Ein jedes Flacheisen kann somit eine Druek
kraft aushalten von D = 2 ·16' 60 = 1920 kg, zwei gegeniiberstehende Flacheisen 
also von 2 ·1920 = 3840 kg. DemgemaB sind an jeder Seite des StoBes 

p 10000 . 
3840 = 3840 = rd. 3 Flachelsenpaare 

notwendig (vgl. Abb. 139a, b). 
Die Breite der Flacheisen betragt 8 cm. Betragt die Schubspannung parallel 

zur Holzfaser 10 kg/cm 2, so iibertragt sich auf die freie Lange = eo zwischen den 

den. 

Abb. 140. 

Flacheisen eine Kraft = eo ·16·10 kg. Diese Kraft muE im 
Gleichgewicht sein mit D = 1920, der Druekkraft, die auf 
das einzelne Flacheisen vom Holz iibertragen wird. Aus der 
hierdureh gegebenen Beziehung: 

1920 
eo·16·10=1920 folgt eo= 160 = 12em 

und somit der gegenseitige Abstand der Flacheisen zu 
12 + 8 = 20 cm = e (Abb. 139a, b). Erhalten die Befesti
gungsbolzen je 19 mm Durchmesser mit Fe = 2,84 cm 2, so 
wird die Schubspannung in ihnen: 

_ 1290 _ 2 
To - 2,84 - 674 kg/em . 

7. Eine Holzverbindung wird gemaB Abb.140 durch Ring
diibel bewirkt. Bei der Zerstorung der Verbindung muB an 
4 Quersehnittsflachen (1, 2, 3, 4 in Abb.140) das Holz in einer, 
durch den Ringdiibel gegebenen Kreisflaehe abgeschert wer

DemgemaB tragt ein Ringdiibelpaar auf Schub: 

T=4 ~!T =D!~. 
1st beispielsweise D=20cm, T=lOkgjcm 2, so wird: T~202'3,14'10 

~ 12560 kg = 12,56 t. Fiir eine Zugkraft P = 18 t werden somit 2 Ringdiibel
paare erfordert. 
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8. Ein verdiibelter Balken naeh Abb. 141 besteht aus 2 ohne Zwisehenraum 
dureh Diibel und Bolzen miteinander verbundenen Balken von je 24·26 em2 

Quersehnitt. Die groBte Querkraft (Auflagerkraft) Qmax betragt: 2,3 t = 2300 kg. 
In der Mittelfuge ergibt sieh naeh S. 118: 

3 Q 3 2300 
T = 2 h = 248 = .·b = .·26. 

DemgemaB wird: 

_32300_ 2 

• - 2 48.20 - 2,5 kg/em. 

Wahlt man die Diibelent
fernung = a = 50 em, die Dii
bel selbst mit einerEingriffs
tiefe = 2,5 = b und einer Lange 
m = 12,5 em = 5 b, so ergibt 
sieh die GroBe der Sehub-

Abb. 141. 

kraft = Ta zwischen zwei Diibeln: Ta = .·a·b = 2,5'50'26 = 3250 kg und 
hieraus der Zahndruek auf den Diibel: 

k _ T a _ 3250 _ / 2 
d - b--:b - 26.2,5 - 50 kg em 

(noeh erlaubt) und die Sehubspannung im Diibel selbst: 

_~ __ 3250 _ 2 ·0 - b'm - 26.12,5 - 10 kg/em. 

9. Fur den in Abb. 127 (S.119) dargestelltenBleehbalken ist Qmax = 16600kg. 
Die anzusehlieBenden Kopfplatten haben Abmessungen von b = 20 und b = 1 em. 
Ihre Niete sind mit 2,0 em ausgefiihrt und haben einen gegenseitigen Abstand 
= e von 20 em. Der 50 em hohe Balken hat ein J~ = 55300 em4. Gesueht wird 
die Sehubkraft, welehe diese Niete aufnehmen mussen. Es ist (vgl. S. 119): 

Q 
T = J~ S~e. 

Da ffir den AnsehluB der Kopfplatten S ~ = 20·1 (25 - 0,5) = 490 em a ist, 
so wird: 

T = 16600 kg. 490 em3 • 20 = d 2922 k 
55300 em4 em r. g. 

Es haben mithin je 2 Niete eine Sehubbeanspruehung auszuhalten von: 

2/ - 2d2 n. _ 2· 22 .3,14. _ 628 - T 
• - 4 - 4 -,.-, 

2922 2 
• =6,28 = rd. 470 kg/em. 

9b. In gleieher Weise ist der AnsehluB der Winkeleisen und der Kopfplatten 
an das Stehbleeh zu bereehnen. Hier sind die Abstande der 2,4 em starken Niete 
ebenfalls zu 20 em bemessen. Fiir S~ ergibt sieh (vgl. Abb. 127): 

S~ = 20'1 (25 - 0,5) + 2'15'(25 -1- 2,34) = 1139 em3• 

T = 16600 ·1139 20 = d 6800 k 
55300 r . g. 

DemgemaB wird die Sehubbelastung der hier verwendeten Niete: 
__ T _ _ 6800__ 2 

• - 2d~n - 2.4,52 - 750 kg/em. 
-4-
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10. Bei einer der auf S.86 auf Knieken naehgereehneten Stiitze ahnliehen 
Saule, gebildet am 2 [-Eisen Norm.-Prf. Nr.20 mit einem liehten Abstande von 

rJ= 1em !J 

T 
7j 

~=300kg 

f 
§ 
~ 

15 em solI die sehubsiehere Verbindung 
beider getrennter Quersehnittsteile dureh 
je zwei Flaeheisenbleche (Sehnallen oder 
Bindebleehe genannt) von I em Starke in 
je 70 em Entfernung bewirkt werden 
(Abb. 142). Als beanspruehende Querkraft 
ist naeh der in Frage kommenden Be
stimmung 20 vH der graBten, hier 18 t 
= 18000 kg betragenden Aehslast in 
Reehnung zu stellen, d. h. 

2 
Q = 10018000 = 360 kg. 

Hieraus ergibt sieh die wagereehte Sehub
kraft: 

T=Q·S~c· 
J~ , 

S., = F· ; =32·11,5 = 368 em3 • 

T = 360·368·70 = d 2580 k 
3811 r . g. 

Abb. 142. Diese Sehubkraft T wird an jeder Verbin-
dungsstelle dureh 2 Bindebleehe, je eines 

an den AuBenseiten der Stiitze, aufgenommen; mithin erhalt ein jedes Bindebleeh 

eine Kraft = ;; = 1290 = rd. 1300 kg. Diese sueht das Bindebleeh zu verbiegen 

bzw. die Nietung (2 Niete von 2 em 0 jederseits) abzureiBen. Die in dem Binde
bleehe und seiner Mittelfuge auftretende Biegungsspannung folgt aus: 

(J = M. M = 1300.11,5kg.em1). 
W' 2 ' 

1.1202 
W=--'_· 

6 ' 
_ 1300·11.5·6 _ 2 

(J - 1202 .2 - rd. 310 kg/em. , 
Jede Nietverbindung hat bei einem Nietabstand von 6 em ein 

W = rd. d:.n. 6 = 22
• :,14. 6 = 18,84 em3 2) 

1) Hier ist das Bindebleeh als einfaeher Trager gereehnet, obwohl es beider
seits je mit 2 Nieten gehalten wird, eine Drehung an seinem AnsehluBpunkte 
also nieht maglieh ist. Naeh Heft 2 ist bei einer Einzellast = P in Mitte des 

Pl 
einfaehen Tragers das Moment in Tragermitte M = 4 ' wenn l die Stiitzweite 

ist. Hier ist: P = ;; ~ 1300kg; l = 15 + 8 = 23em und somit: 

M = 1300·23 = 1300· 1l,5 kg.em . 
4 2 

2) Das Tragheitsmoment der hier vorliegenden Nietverbindung aus 2 Nieten 
ist, wenn man das Eigentragheitsmoment der Nietquersehnitte = J o vernaeh-

lassigt: J=2(Jo+F(ir)=F;t; 



Sehubfestigkeit, Zahlenbeispiele. 129 

und somit wird fiir die Biegungsbelastung: 

_ M _ 1300·11,5 _ 2 
I] - W - 2.18,84 - rd. 400 kg/em. 

11. Ein Maueranker hat eine Zukgraft H = 3600 kg auf eine Mauer (O'a = 
7 kg/em 2) von 51 em Starke zu iibertragen. Es ist zu untersuehen, ob die Anker-

platte mitF = 36;0 = 515 em2 = 13'38 em2 = a·b em2 dieMauerniehtungiinstig 

auf Sehub belastet. 
Der Umfang der Platte betragt 2 a + 2 b = 26 + 76 = 102 em; mithin ist die 

Sehubspannung an den Seitenflaehen der Mauerprismas, das herausgesehert werden 
miiBte, = T: 

_ 26~ _ 3600 C/) 2 
T - 102.51 - 5200 = 0,7 kg/em, 

ein durehaus erlaubter Wert. 
12. Eine eiserne Stiitze in H-Form sei in der aus Abb.143 ersiehtliehen Art 

fest in ein Betonfundament eingespannt; sie sei auf Biegung belastet dureh ein 
Moment M, welches im Sinne des Uhr
zeigers drehend den SaulenfuB im oberen 
Teil gegen die reehte Betonwandung, im 
unteren gegen die linke Seite preBt. 
Hierdureh entstehen zwei Druekkrafte je 
= D, die man unter Annahme einer gerad
linig verlaufenden Spannungskurve aus 
der Beziehung ableiten kann (vgJ. Abb.143): 

M = D.~ e = I]ma.x~_d.~~e 
3 2 2 3' 

wenn man die Kraft D aus dem Spannungs
dreieek der Abbildung ausdriiekt und die 
Breite der Stiitze, welehe den Druck auf
nimmt, bzw. auBert, = d ist (Abb.143b). 
Aus dieser Gleiehung kann man bei ge
gebenem M entweder e oder O'max (zur 
Kontrolle) ableiten. Endlich wird noeh zu 
priifen sein, ob dureh den Druok am 

1.:3=t[---~ -d 
~f 

Abb. 143. 

oberen oder unteren Einspannungsende der Stiitze nieht eine Heraussehiebung 
von Beton eintritt, also die GroBe des AuBenmaBes x einer Naehreehnung zu unter
ziehen sein. Reehnet man hier mit einem Prisma von 1 em Hohe so ist: 

wenn eden Abstand der Mitte der beiden Niete darstellt; hieraus folgt angenahert: 

F·e2 

W = 2.e/2 'Q F'e, 

wobei also ~ (genauer e 1 d) als auBerster Randabstand eingefiihrt ist. 1m vor

liegenden FaIle ist demgemaB: 

w= 22 .!,14. 6 = 18,84 em3 • 

Foerster, Repetitorium I. 2. Aufl. 9 
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Wird O'max = 40 kgjem2, Tb = 4 kg/em2, so wird 

40d 
x=8+4d· 

Die nachfolgenden Beispiele behandeln die Ermittelung der Schub
spannungen bei rechteckigen Verbundquerschnitten. 

13a. Bei der in Beispiellla S. ll3 durchgereehneten Eisenbetondeeke sind die 
Sehubsplmnungen naehzuweisen. 

Es ergibt sieh die groBte Querkraft = der Auflagerkraft = der halben Last-
590·2,10 Q 

Qmax = 2 = 620 kg. Hieraus folgt: T = ( x) und da 
b h--

3 

summe: 

x zu 2,9 em (S. ll3) ermittelt wurde, fiir b = 100 em: 

- 620 _ 0 85 k / 2 
T - ( 2 9) -, g em , 

100 8 5 - --'--, 3 
also sehr gering. 

13b. In gleieher Art sind die Sehubspannungen bei dem in Abb. 123 auf S. 114 
behandelten doppelt bewehrten Quersehnitte zu bereehnen. Hier war gefunden 
1}o = 7,6 em x = ll,35 em; ferner ist Qmax = der Auflagerkraft und = der 
halben Gesamtlast 

T=-.!L= Q 
b· z b (h - x + 1}o) 

4,00·600 = 1200 kg. 
2 

1200 
20· (33-11,35+ 7,6) 

1200 2 
20 . 29,25!Q 2,05 kg/em. 

In beiden Fallen sind keine besonderen Vorkehrungen zur Aufnahme der Sehub
spannungen zu treffen, da sie den fiir Beton erlaubten Wert von 4 kg/em 2 bei 
weitem nieht erreiehen. 

14. Ein Verbundbalken von reehteekigem Quersehnitt und einer Breite = 40 em 
habe am Auflager eine wagereehte Sehubspannung von 12,5 kg/em 2, und bei gc-
~, radlinigem Spannungsverla uf in 
'Il Entfernung von 3,25 m von hier 
J von 4,0 kg/em 2, vgl. Abb. 144. 

Die hierzu gehorende Flache 
der schiefen Hauptzugspannur.
gen ist zu konstruieren und die 
gesamte sehiefe Hauptzug
spannkraft zu berechnen. 

Da, wie auf S.123 naeh
gewiesen, die Flache der sehic
fen Hauptzugspannungen sieh 
zur Flaehe der wagereehten 

Abb. 144. Schubspannungen wie 1:)2 
verhalt, die schiefen Hauptzug

spannungen aber gleich den entsprechenden Sehubspannungen sind, so ergibt 
sich die zeichnerische Ermittlung der Flachen der schiefen Hauptzugspan
nungen dadurch, daB man, von der Nullinie des Balkens ausgehend, in der die 
GroBtwerte der Schubspannungen auftreten, je 2 Gerade unter 45 0 dureh a und 
m (fiir Tb = 0) zieht: ab und mb, ferner den zur Spannung Tb = 4,0 kg/cm 2 ge-
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hOrenden Punkt d auf mb bestimmt und nunmehr in b und d die Sehubspannung 
Tb max = 12,5 bzw. Tb = 4,0 kg/em 2 auftragt und ihre Endpunkte geradIinig dureh 
die Linie ee verbindet. Alsdann stellt die Flaehe beed die Flaehe der sehiefen 
Hauptzugspannungen dar, denn es ist: 

Fl. beed = F. = be -; ed' l),,2' 

wahrend die Flaehe der Sehubspannungen: 

Fl. algk = F. = at + kg.)" = be + ed.)" 
2 2 

ist. Daraus folgt: 

was zu beweisen war. 

F. )" l2 
F. =T=T 

f2 
Die gesamte sehiefe, im Verbundbau von unter 45 0 geriehtetem Eisen auf

zunehmende Zugkraft ist mithin: 

Z. = be ~ ed' l),,2,b = 12,5: 4,°.230.40 = 8,25.9200 = 75900 kg. 

Werden zur Aufnahme dieser Krafte Rundeisen von je 26 mm Durehmesser 
mit je I. = 5,31 em 2 verwendet, so ist ihre Anzahl bei einer zulassigen Spannung 
von 1200 kg/em 2 : 

75900 
n= 1200.5,31 rd. 12. 

6. Die zusammengesetzte Festigkeit. 
a) Allgemeine Betrachtungen iiber die zusammengesetzte 

Wirkung von Normal- und Biegungsbelastung. 

FUr die Berechnungen des Hochbaues kommt im besonderen die 
Vereinigung von N ormal- und Biegungsspannungen, also 
die gleichzeitige Inanspruchnahme der Querschnitts durch 
eine mittig wirkende N ormalkraft und ein Biegungsmo
ment bzw. die auBermittige Belastung durch eine Normalkraft in 
Frage. Eine solche zusammengesetzte Beanspruchung kann somit -
bei Beriicksichtigung iiblicher Belastungsfalle - entweder entstehen, 
wenn ein in der Achse durch eine Langskraft belasteter Stab durch 
eine zur Achse (in der Regel) senkrecht gerichtete Kraft verbogen wird, 
oder sie kann durch eine senkrecht zum Querschnitt liegende, auBer
mittig angreifende Kraft bedingt sein. In beiden Belastungsfallen ist 
die Beanspruchungsart die gleiche, da auch - wie bereits auf S.62 
hervorgehoben wurde - die Wirkung jeder exzentrisch zum Quer
schnitt gerichteten senkrechten Kraft ohne weiteres durch die einer 
mittig wirkenden Kraft und eines verbiegenden Momentes ersetzt werden 
kann. Bei der Ermittlung der auftretenden Spannungen wird zu unter-

9* 
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scheiden sein, ob die Kraftebene den Querschnitt in einer Hauptachse 
oder schiefwinklig schneidet; in letzterem Fall, ob ihre Schnittlinie 
durch den Schwerpunkt des Querschnitts geht oder auBerhalb dieses 
zu liegen kommt. Ferner wird zu trennen sein, ob der Querschnitt ein
heitlich, d. h. nur auf Druck oder nur auf Zug bzw. zugleich auf Druck 
und Zug durch die zusammengesetzte Beanspruchung belastet wird, 
und ob im letzteren Fall sein Baustoff geeignet ist, beide Arten von 
Spannungen oder nur eine aufzunehmen. In letzterem FaIle wird es 
sich bei den Hochbaukonstruktionen vorwiegend um Mauerkorper 
handeln, die zwar auf Druck erhebliche Lasten zu tragen vermogen, 
gegen Zugwirkung aber. weniger sicher sind und daher oft nach dieser 
Richtung hin nicht belastet werden duden. In gleichem Sinne dad 
auch eine Erdschicht nur gedruckt werden. Da ihre Kohasion als Sicher
heit nicht in Rechnung gestellt werden dad, kann bei ihr eine Auf
nahme von Zugkraften nicht in Frage kommen. 

Endlich wird hier die Spannungsermittlung fur auBermittig auf 
Druck belastete Stabe, die einer Knickgefahr ausgesetzt sind, zu be
handeln sein. 

b) Schiefwinklige Querschnittsbelastung und die Reibung in 
Querschni tten. 

Wirkt auf einen Querschnitt die ihn beanspruchende Kraft (P) (bei 
exzentrischem oder zentralem Angriffe) schiefwinklig ein, so ist sie 
(Abb. 145) in eine senkrecht zum Querschnitte angreifende Kraft (N) 

und in eine in seiner Ebene wirksame (H) zu zer
legen. Letztere belastet alsdann den Querschnitt 
auf Schub und kann so lange unberucksichtigt blei
ben, als die Gefahr eines Gleitens der Querschnitte 
aufeinander ausgeschlossen ist. Diese Gleitung wird 
durch den Reibungswiderstand der einzelnen Quer
schnitte verhindert, der eine Folge der Rauheit der 
Querschnittsoberflachen und in Verbindung hiermit 
eine Funktion der auf ihr lastenden Normalkraft ist. 

Abb. 145. 
Den einzelnen Baustoffen ist eine verschieden groBe 

gleitende Reibung eigen, die neb en ihrer Art in erster Linie von der 
Gestaltung und Bearbeitung der Oberflachen abhangt. Diese spezifische 
ReibungsgroBe, die Reibungsziffer (f), ist fur die verschiedenen Baustoffe 
durch Versllche ermittelt. In der Zusammenstellung in Anm.l) sind 

1) Es ist fUr die Beriihrung von: 

Stein auf Stein, Mauerwerk auf Mauerwerk, Beton usw .. 
Mauerwerk auf trockenem Baugrund 
Mauerwerk auf feuchtem Baugrund. 
Holz auf Stein. . . . . . . . . . 

If 
35° 
33° 
19° 20' 
33° 

f 
0,70 
0,65 
0,35 
0,65 
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die GroBen f fUr die wichtigsten, gleichartigen oder verschiedenen, 
sich beruhrenden Baustoffe gegeben. 

1st N die Normalkraft, so ist bei einer Reibungszahl = f der Rei
bungswiderstand: N· f, und solange N· f > H ist, steht eine Gleitung 
nicht zu befurchten, da der Reibungswiderstand stets einer Bewegung 
entgegenwirkt (Abb. 145). H 

Fuhrt man hier fur ein Verhaltnis N° , bei dem gerade noch der 
o 

Gleichgewichtszustand vorhanden ist, aber ein Gleiten nahe bevor-
steht, dieWinkelfunktion tg rp ein, so wird tg rp = f; rp fiihrt den N amen 
des Reibungswinkels. Auch dieser darf also nicht uberschritten 
werden, wenn eine Gleichgewichtsstorung vermieden werden solI. 

c) Die aus Biegung und N ormalbelastung zusammengesetzten 
Spannungen und die Nullinie. 

1st die Wirkung der Seitenkraft in der Ebene des Querschnitts als 
nicht gefahrlich nachgewiesen, oder war die Kraft von vornherein nor
mal, so sind die durch diese und das Moment hervorgerufenen Bie gungs
spannungen zu untersuchen. Sie bilden in fast allen praktischen 
Fallen die gefahrliche Belastungsart des Querschnittes und konnen je 
nach den GroBen und dem Verhaltnis von N ormalkraft und Moment 
als gefahrliche Druckspannung oder Zugspannung am Querschnitts
rande auftreten. 

1st fur einen Querschnitt das durch die auBermittig wirkende Nor
malkraft N in bezug auf den Querschnittsschwerpunkt bedingte Mo
ment und die Exzentrizitat der Normalkraft, d. h. ihr Abstand yom 
Schwerpunkt = e gegeben, so ist diese selbst bekannt, denn es ist: 

M=eN; N=M. 
e 

Ebenso liefert diese selbstverstandliche Beziehung auch, wenn M und 
N gegeben sind, die GroBe: M 

e=F· 

Schon auf S. 62 wurde hervorgehoben, daB eine jede exzentrisch 
wirkende Kraft im Querschnitte eine Verbiegung infolge des Krafte
paares N·e und eine Normalbelastung durch die im Schwerpunkt an-

Holz auf Metall. 
Holz auf Holz . 
Stahl auf Stahl. 
GuBeisen auf GuBeisen 
Eisen auf Stein. . . . 
Eisen auf Kies . . . . 
Schmiedbares Eisen auf schmiedbarem Eisen. 
GuBeisen auf Stahl . . . . . . . . . . . . 

qJ 

31° 
17° 
8 0 33' 

lJO 20' 
7° 30' 

22°-17° 
24 0 30' 
18 ° 30' 

f 
0,60 
0,30 
0,15 
0,20 
0,13 

0,4--0,3 
0,45 
0,33 
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greifende Kraft N aus16st (vgl. Abb. 146). Addiert man hier die bei
den Spannungen zueinander, so entsteht eiI). Spannungsdiagramm, 
bei dem an den Querschnittsrandern verschieden groBe Spannungen 
sich ausbilden und demgemaB die Nullinie nicht mehr durch den 

IN 
I 

* 

Sch werpunkt geh t, sondern, falls die Rand
spannungen entgegengesetzte Vorzeichen er
halten, auBerhalb des Schwerpunktes den 
Querschnitt schneidet, sonst uberhaupt auBer-
halb dieses liegt. Die letztere Lage schlieBt 
also das Auftreten einer einheitlichen Span-

~5m nung im Querschnitte in sich und kann nur 

Abb.146. 

alsdann eintreten, wenn die durch die im 
Schwerpunkt angreifende Normalkraft er
zeugten Spannungen, absolut betrachtet, 
groBer sind als die Spannungen aus der Bie
gung. In dieser Verschie bung der N ul
linie gegenuber ihrer mittigen Lage 
bei ausschlieBlich axialer Biegungs
beanspruch ung liegt das bezeichnende 

zusammengesetzten 
belastung. 

Merkmal bei der hier vorliegenden 
Spannung aus N ormal- und Biegungs-

d) Der Querschnitt vermag Druck
aufzunehmen. 

und Zugspannungen 

Bei den folgenden Erorterungen, die 

die Lage der Nullinie gegenuber dem Kraftangriffe und 
ihre Auffindung 

zum Gegenstande haben, werde zunachst vorausgesetzt, daB die Kraft
ebene den Qerschnitt in einer Schwer- (Haupt-) Achse 

y schneidet. 1st alsdann in Abb. 147 k der in der 
Achse y y liegende Angriffspunkt der auBermittig 

n 
wirkenden N ormalkraft N, ihr Abstand von dem 

iIC iIC Querschnittsschwerpunkte = fund sucht man fur 
~-l-~~~-IT-"" einen beliebigen Punkt des Querschnittes (x' y' oder 

!I 
Abb.147. 

x" y") innerhalb der Zone zwischen Nullinie und 
starkst belasteter QuerschnittsauBenkante die auf
tretende Spannung (a), so wird: 

a=~+ M.y' =N +Nf·Y'. 
F J~ F J", 

Da in der Nullinie die Spannung = 0 ist, so wird fUr den hier vorliegen
den Wert y' = Yo: 
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oder: 
N Nfyo 
F = - ---;r;- , J i 2 

Y =---~-=-~ o Ff f ' 

worin, wie stets, F den Querschnitt in seiner ganzen Ausdehnung be-
J 

zeichnet und fUr j der Wert des Quadrats des zugehorenden Trag-

heitsradius (i; = -!;) gesetzt ist (vgl. S. 57/58). Das --Zeichen auf der 

rechten Gleichungsseite laBt erkennen, daB Yo und f auf verschiedenen 
Seiten der x-Achse liegen, d. h. daB dem Angriffspunkte der Kraft 
(k) eine Lage der Nullinie auf der anderen Seite der zu
gehorenden Achse entspricht. Zugleich zeigt die Gleichung, daB 
fUr den Fall, daB f = 00 wird, also der Angriffspunkt der Kraft im 
Unendlichen liegt, der Wert Yo = 0 ist, also die Nullinie alsdann durch 
den Schwerpunkt geht; ebenso entspricht dem Wert f = 0 die GroBe 
Yo = 00, d. h. - wie bekannt - liegt die Nullinie im Unendlichen, 
wenn die Kraft N im Schwerpunkt angreift. Da f im Nenner auf der 
rechten Seite steht, wird mit VergroBerung von f der Nullinienabstand 
kleiner und umgekehrt. Entfernt sich also der Angriffspunkt 
der Kraft yom Schwerpunkt, so nahert sich ihm die Null
linie, und nahert er sich dem Schwerpunkt, so entfernt 
sich die Nullinie von ihm. Beide fiihren also in bezug auf 
den Schwerpunkt entgegengesetzte Bewegungen aus. 

Unter Beachtung dieser Lageverhaltnisse kann man Yo als vierte 
Proportionale nach der Gleich ung konstruieren: 

yo·f=i;; yo:ix=ix:f· 

Das setzt natiirlich voraus, daB neb en dem Angriffspunkte der Kraft 
auch die GroBe des Tragheitsradius ix bekannt ist. 

1st nicht die Yo, sondern die x-Achse die Schnittlinie der Kraftebene 
mit dem Querschnitt, greift also N in der x-Achse an, so wird in gleicher 
Weise: 

und: 

Hierin ist: 

i2 
xo = - t; oder absolut: xof' = i; 

'2 J y 
~'II=}/. 

Da in den Gleichungen fUr die Lage der Nullinie nur die Quer
schnittilabmessung i (i", bzw. i'll) und der Abstand der Normalkraft, diese 
selbst aber nicht vorkommt, so folgt, daB die Lage der Nullinie 
una bhangig ist von der GroBe der N ormalkraft. 
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Denkt man sich (Abb. 148) die Kraft N in einem beliebigen Quer
schnittspunkte k angreifend und legt man durch ihn eine beliebige 
Gerade, welche die Querschnittsschwerachsen in den Punkten kl und k2 
schneidet, so kann man sich in diesen Punkten zwei Seitenkrafte an
greifend denken, zu denen die Normalkraft in k die Mittelkraft darstellt. 

!I 
0 

!l1 
X X1 

S 

b 

k1 

!I 
Abb.148. 

a 

k 

x 

Hierdurch entstehen die Abstande 
dieser Seitenkrafte vom Schwerpunkt, 
b auf der y- und a auf der x-Achse. 
Kennt man die Tragheitsradien i", 
und iv, so sind auch die zu den in den 

k2 Achsen gelegenen Kraftangriffspunk
ten kl und k2 zugehorenden N ullinien 
parallel der x- bzw. y-Achse bekannt: 

Da sich beideNullinien imPunkteO 
schneiden, die beiden Seitenkrafte in 

kl und k2 also je in diesem Punkte eine Nullspannung erzeugen, 
so wird auch ihrer Mittelkraft eine N ullspann~ng in 0 entsprechen, 
d. h. es ist 0 ein Punkt der Nullinie zu dem Angriffspunkt k der Kraft N. 

Obige Beziehungen gelten fUr jeden beliebigen Angriffspunkt der 
Kraft N auf der Linie klk2' da jede Kraft N innerhalb dieser Strecke 

!I 
in zwei Seitenkrafte in kl bzw. k2 
zerlegt werden kann, die Lage 
der Nulllinie aber unabhangig 
ist von der GroBe der sie be
dingenden Normalkraft. Dem
gemaB verbleiben auch die bei

~x'-_---1t.W~~~~=~~ __ .,jiL den N ullinien und ihr Schnitt
punkt unverandert, wenn sich 
die Kraft N auf der Linie klk2 
bewegt. Hierbei bilden sich 
Nullinien aus, die durch den 
Punkt 0 gehen, sich also bei 
Verschiebung der Kraft N auf 
kl k2 um den Punkt 0 drehen. 
Hieraus folgt: 

Abb.149. 

V erschie bt sich der An
griffspunkt der Kraft auf 
einer Geraden, so dreht 

sich die Nullinie um einen Punkt, und umgekehrt: 
Dreht sich die Nullinie um einen Punkt, so verschiebt 

sich der Angriffspunkt der Kraft auf einer Geraden. 
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Will man fUr einen bestimmten Kraftangriff k die Nullinie finden 
so legt man durch diesen Punkt zwei verschiedene Geraden kl k2 und 
k~ k~ (Abb. 149) und bestimmt fUr beide Lagen, also fur je 2 zusammen
gehorende parallele Teilkrafte von N je einen Punkt der Nullinie 0 1 

bzw. O2 und somit diese selbst durch die beiden Punkte. Die entspre. 
chende Konstruktion beruht auf der Auffindung der vierten Propor
tionalen, auf Grund der Gleichungen: 

Xl : ty = ty : f, 
. . f'l) Yl: t", = t",: . 

Fiir einen beliebigen Angriffspunkt einer Kraft in k (Abb. 150a) kann 
manauch die Nullinie ineinem symmetrischen (Rechtecks-) Quer
schnitt nach der folgenden Uberlegung finden: Sind (Abb.150a) 
Nl und N2 die Schnittpunkte der gesuchten Nuillnie mit der Y- bzw. 
x-Achse, so ist zu beachten, daB man die Beziehungen von Nullinie und 

x x 

!I !f If 

Abb.150a. 

Angriffspunkt umkehren kann, daB also z. B. einen Angriffspunkt der 
Kraft in Nl ein Nullinienpunkt im Abstande = y von S auf der 
y-Achse (01) und ebenso einem Angriffspunkte N2 auf der x-Achse ein 
Nullinienpunkt im Abstande von X auf letzterer Achse (02) entspricht. 
Man hat alsdann die Beziehungen zur Auffindung von Nl bzw. N 2 : 

1 '2 d 2' '2 . Y Yo = t", un . X Xo = tv' 

Mit Hilfe rechtwinkliger Dreiecke kann man somit, wie vorgezeigt, die 
Punkte Nl undN2 sofortfinden, wenn i", (= io in derAbb.) undiv bekannt 
sind und auf den entsprechendenAchsen aufgetragen werden (Abb.150 b). 

1) Hierbei ist die Konstruktion vermittels des rechtwinkligen Dreiecks be
nutzt, bei dem das Quadrat der Hohe gleich dem Rechteck aus den beiden Hypo
tenusenabschnitten ist. Auf den Achsen sind die Tragheitshalbmesser iz und iy 
aufgetragen und, je von den Angriffspunkten kl und k2 bzw. k~ und k~ ausgehend, 
zu ihnen in derart rechtwinklige Dreiecke konstruiert, daB i z bzw. iy (auf der 
x- bzw. y-Achse abgesetzt) in ihnen immer die Hohen auf die Hypotenuse bilden. 
Hierdurch sind die Werte X1 Yl' x; y~ bestimmt und die Punkte 0 1 und O2 gefunden. 
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a) Der Kern des Querschnitts. 
Schneidet die Nullinie den Querschnitt, so haben die Spannungen 

in den durch sie geschiedenen Querschnittsteilen verschiedene Vor
zeichen. Je nachdem N eine Druckkraft oder Zugkraft ist, sind in der 
Querschnittszone, in der diese Kraft angreift, Druck- bzw. Zugspan
nungen, in der anderen Zone die entgegengesetzten Spannungen vor
handen. Beriihrt die Nullinie den Querschnitt, so tritt in 
ihm eine einheitliche Spannung auf. 

Denkt man sich (Abb. 151) an den Querschnitt aile moglichen, ihn 
beriihrenden Nullinien gelegt und zu ihnen allen je den Angriffspunkt 
der Kraft ermittelt, so liegen aIle diese Angriffspunkte auf einer Figur, 
die sich um den Schwerpunkt des Querschnitts herumzieht und inner
halb des Querschnitta verbleibt, da keine der Nullinien den Querschnitt 
schneidet, also auch der jeweilig zugehorende Kraftangriff nicht auBer-

halb des Querschnitts liegen kann. Den geo
metrischen Ort aller zu den beriihrenden 
N ullinien gehOrenden Kraftangriffspunkte 
nennt man die Kernlinie des Quer
schnitts und den von ihr umschlossenen 
zentralen Querschnitt den Kern oder Zen
tralkern des Querschnitts. Bewegt sich also 
der Angriffspunkt der Kraft auf der Kern
linie, so beriihrt die zugehorende Nullinie 
den Querschnitt, und in letzterem herrscht 

Abb.151. eine einheitliche Spannung. Liegt der Kraft-
angriffspunkt innerhalb des Kerns, so ent

fernt sich die Nullinie yom Querschnitt und liegt ganzlich auBerhalb 
dieses; demgemaB entspricht auch jedem Kraftangriffe innerhalb der 
Kernlinie, also im Kern, eine einheitliche Spannung im Querschnitt, 
bei Druckbelastung eine Druckspannung, bei einer Zugkraft eine Zug
beanspruchung. Riickt jedoch der Angriffspunkt auBerhalb des Kerns, 
so verschiebt sich die Nullinie aus ihrer beriihrenden Lage nach dem 
Innern des Querschnitts, schneidet ihn und bedingt das Auftreten 
von verschiedenartigen (Zug- und Druck-) Spannungen im Querschnitt. 

Der Kern gestattet demgemaB je nach der Lage des An
griffspunktes - auf seiner Begrenzung bzw. in ihm oder 
auBerhalb der Kernlinie - die sofortige Entscheidung, ob 
die Spannung im Querschnitte einheitlich oder verschie
denartig ist, ob also die Nullinie den Querschnitt nicht 
schneidet oder in ihm eine Druck- und Zugzone abtrennt. 

Hierbei ist - wie vorstehend bewiesen wurde - stets zu beachten, 
daB Angriffspunkt der Kraft und die Nullinie auf verschiedenen Seiten 
des Schwerpunktes liegen. 
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Wird der Querschnitt von geraden Linien umgrenzt, so geniigt es, 
dessen einzelne Seiten als beriihrende Nullinien zu betrachten und zu 
ihnen die Angriffspunkte der N ormalkraft zu ermitteln. Geht hierbei 
die Nullinie von einer Begrenzungsseite in die andere iiber, so dreht sie 
sich urn den Querschnittseckpunkt, an dem beide Seiten zusammen
stoBen. Dieser Drehung der Nullinie entspricht nach dem auf S. 136 
gefUhrten Beweise eine geradlinige Bewegung des Angriffspunktes. 

DemgemitB ist im vorliegenden Fall die Kernlinie aus einer gerad
linigen Verbindung der zu den beriihrenden Nullinien gehOrenden An
griffspunkte zu bil
den und ein Vieleck 
von derselbenSei
tenzahl wie das aus 

den beriihrenden 
Nullinien am Um
fange des Quer- <t 

schnittes gebildete. 
Hat dieser keine ein-

springende Ecke 
und ist er ein "n
Eck" so ist somit 
auch der Kern ein 
"n-Eck" . Bei ein-

1 

Abb.152a. Abb. 152b. 

springendenEcken verringert sich dieZahl der Seiten des Kerns gegeniiber 
der Seitenzahl des Querschnitts urn deren Anzahl (vgl. Abb.152a u. b). 

fJ) Die rechnerische Bestimmung des Kerns der wichtigsten 
Querschnitte. 

1. Das Rechteck. Zur Auffindung des Kerns liiBt man die Null
linie nacheinander mit den Seiten des Querschnitts zusammenfallen. 
Wird (Abb. 153) in diesem Sinne I I als Nullinie 
betrachtet, so ergibt sich fUr den Abstand des 
Angriffspunktes der Kraft auf der y y-Achse die 
Gleichung: 

BS b _ .2_J~ _ ab 3 _b2 
·2 - %", - -1' - 12 a b -- 12 . 

b 
BS=S" 

In gleicher Weise wird fUr ein Zusammenfallen von 
Seite II II und N ullinie : 

O S a ·2 J g b a3 a2 

'2=%11= F=12ab =T2' 

CS=: " 

b a: a: 

Abb_ 153_ 
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Hieraus ergibt sich die Form des Kerns im Rechteck als Parallele
gramm, dessen Ecken auf den Hauptachsen liegen und welches das 
innere Drittel des Querschnitts einnimmt. Greift also innerhalb des 
}etzteren AusmaBes die N ormalkraft im Querschnitte an, so liegt in 
diesem eine einheitliche Spannung vor. Diese Feststellung ist beson
ders wertvoll fUr auf Druck belastete gemauerte Korper (Stutzmauern, 

Pfeiler, Gewolbe usw., bei denen das Ver
bleiben der Mittelkraft im inneren Drittel 
das Auftreten von Zugspannungen an den 
Querschni ttsrandern a usschlieBt. 

In gleicher Weise ergibt sich der Kern 
fur das Parallelogramm (Abb.154). Hier
bei bezieht man den Querschnitt auf das 
schiefwinklige Koordinatensystem und rech
net auf dieses das Tragheitsmoment fur die 
in Frage stehende Seite um. LaBt man die 

Nullinie mit a zusammenfallen, so kommt in Abb. 154 die wagerechte 
Schwerachse fUr die Bildung des Tragheitsmomentes in Frage; fur 
diese ist bei senkrechten Achsen: 

Abb.155. 

bh3 

J Z =12' 

und da hier h = b sin fJ ist, so wird: 

a b3 sin3 {J 
Jz= 12 . 

Da nun ferner nach Abb.155 y' = y cosec fJ 
ist, so wird: 

J~ = J '!fi dF = cosec2 fJ J y2 dF = cosec2 fJ J ",. 

Daraus ergibt sich das hier zu verwendende Tragheitsmoment: 

b3 • 3 {J b3 • {J 
J ' - 2fJ. ~s~_a sm '" - cosec 12 - 12 . 

Da nun: 

ist, so wird: 
B S = 2· a b3 sin {J = ~ 

12 b . a b sin {J 6' 

und ebenso wird: 

Die Kernfigur des Parallelogramms ist also der des Rechtecks durch" 
aus entsprechend. 
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3. Fur einen I-Querschnitt symmetrischer Art ergibt sich in der 
gleichen Weise (vgl. Abb. 156): 

wonn 

k Jz 
II =-Y:fh , 

k J. 
"'=r.{b' 

J"'=1~(bh3_blhi}, 

J II = 1 ~ [ (h - hI) b3 + hI (b - bl)3] , 

F =bh-bIhl !I 
ist. Abb. 156. 

Auch hier ist die Kernfigur ein Parallelogramm, 
da nur 4 beriihrende Nullinien fUr den Querschnitt in Frage kommen 
und der Querschnitt zu den Achsen symmetrisch ist. 

4. Fur den Kreisq uerschni tt ist: 

BS=~ 
4 ' 

d. h. der Kern ist ein Kreis mit einem Durchmesser gleich dem halben 
Radius (Abb.157a). 

5. Fur den Kreisringquerschnitt (Abb. 157b) folgt: 

Abb.157a. Abb.157b. 

;IT, 
(R4-r4)-

BS .R _;2 _!.- _ 4 
-" - F - (R2 - r 2);IT, , 

(R2+ r2) 
BS= 4R . 

Aus der Symmetrie des Kreisrings folgt auch hier, daB der Kern 
ein Kreis mit dem Halbmesser B S ist. 

6. Beim Dreieck werden die Endpunkte des Kerns auf den Mittel
linien des Dreiecks liegen, da einmal fUr die unendlich entfernte Null
linie der Angriffspunkt der Kraft in den Schwerpunkt des Dreiecks fallt 
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und zum anderen fUr eine bestimmte Lage der Nullinie parallel zu einer 
Seite der Angriffspunkt in den gegeniiberliegenden Dreieckspunkt fallt. 
Unter Benutzung der Bezeichnungen in Abb. 158 folgt: 

BS a '2 '-3 = t 1 , 

da: 
bh3 

eosee2 fJ - . 
'2 J1z eosee2 fJJz 36 eosee2 fJb. (asmfJ)3 ba3 a2: 
t- - - - --1-7F---F-----b-h-- 18basinfJ -18·ba-f8 

2 
ist, so wird: 

3 ·a2 a 
BS = 18.-a =6 

In gleicher Weise werden die Abstande: 

OS=5-
6 ' 

DS=~ 
6 

ermittelt, wenn c und d die zugehorenen 
MitteIlinien sind. Der Kern des Dreiecks 
ist somit ein zum Querschnitte ahnliches 
Dreieck, dessen Ecken auf den Mittellinien 
liegen und vom Schwerpunkt aus je nach 
der Ecke zu eine Entfernung gleich je einem 
Sechstel der betreffenden Mittellinie haben. 

LaBt man in Abb. 150b, S. 137 den An-
Abb.158. griffspunkt kder Kraft in die obere rechte 

Ecke des Querschnitts fallen, so geht 
die dieser Kraftlage entsprechende NuIlinie durch die Punkte kl und k3 , 

d. h. durch die Kernpunkte und bildet somit einen Teil der Kernbegren
zung. Das gleiche gilt fUr aIle Eckpunkte. Man kann somit hier den Kern 
finden, wenn man den Kraftangriff nacheinander in die Querschnittsecken 
verlegt und die diesen Kraftlagen entsprechenden Nullinien bestimmt. 

Die Anwendung dieser Art der Kernbestimmung fUr zu einer der 
Hauptachsen symmetrische Querschnitte laBt das nachstehende Bei
spiel erkennen, das - ebenso wie das zweite - zugleich zeigt, wie man 
bei einem verwickelten Querschnitt mit Hilfe der Darlegungen auf 
den Seiten 136 u. flgd. durch Zeichnung bzw. durch Rechnung den 
Kern finden kann. 

a) Fur das [-Eisen Norm.-Prof. Nr. 24 (h = 24 em, b = 8,5 em) solI die Kern
Hache bestimmt werden (Abb. 159). Die Sehwerpunktsaehsen liegen xx in halber 
Profilhohe = 12 em von der Flanseh-AuBenkante, y y von der StegauBenkante 
urn 2,23 em entfernt (= 8) in Abb. 159). Fernerist J. = 248 em4; J x = 3598 em4, 
F = 42,3 em2 • Der Kern ergibt sieh dureh die Umhullung von 4 Graden und die, 
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Bestimmung der zugehorenden Angriffs-Kernpunkte. Ebenso entspreehen den 
4 Eekpunkten NIN, M und Ml 4 Kerngraden. 

a) Reehnerisehe Losung. 
Fiir den Kernpunkt Xl gilt der Kernabstand: 

J y 248 
kl = F. (b _ 8) 42,3.(8,5 _ 2,23) = 0,94 em 

und ebenso fiir X 2 : !I M,r-+-__ -i 
k2=~= 248 =2,62em 

F·8 42,3·2,23 
desg!. fiir Xa und X 4 

. J~ 3598 
Je: ka = k4 =;. h = 42,3. f2 = 7,1 em. 

2 
b) Will man die Kernpunkte zeiehneriseh finden, 

so bereehnet man zunaehst 

. 1 j248 2 . V'3598 
ty = V 42,3 = ,42 em; t~ = 42,3 = 9,11 em 

nnd tragt die Werte in die Figur auf der y- bzw. 
x·Aehse auf. Darauf zeiehnet man im Ansehlusse an 
Abb. 150b (S. 137) fiir den Eekpunkt Nl (oder N) 
das Dreieek mit iy und bestimmt den Kernpunkt Xl' !I 
ebenso unter Heranziehung von i. und der y-Aehse Abb. 159. 

den Kernpunkt X 4 und dureh ihn den symmetriseh 

·-x 

gelegenen Kernpunkt Xa. Zur Auffindung von X 2 dient Ml oder M als Kraft
angriffspunkt und der Wert iy. Hiermit ist dann der Kern gefunden, da er ein 
Viereck ist. 

Fiir den in Abb. 160 gegebenen Quersehnitt eines Pfeilers, aus 2 Reehteeken 
symmetriseh zur x-Aehse gelegen, solI der Kern gefunden werden. Zunaehst wird 
die Quersehnittssehweraehse (y-Aehse) senkreeht zur x-Aehse bestimmt. Es ist 
F = 2·50·100 = 10000 em2, und der Abstand der y-Aehse von N2Nl = Xo: 

x = FixI + F 2 x2 = 50·100·50 + 50·100·125 = 875 
o FI +F2 10000 ' em. 

Ferner ergibt sieh: 

J x = 100· 50a + 50· 1003 = 5208 333 em 4 , 
12 

J y = 50.~7,53 + 100.(50: 12,5)a _2.25.~,53 = 19270850em4 , 

.• - 5208333 _ 208 2.·' = 19270850 = 1927 1 2 
tx - 10000 - 5 , em , t" 10000 ' em 

Die Lage des Kernpunktes Xl auf der x·Aehse folgt aus der beriihrenden 
Nullinie M2Ml mit el = 50 + 12,5 = 62,5 em aus der Beziehung: 

. 1927,1 31 
kl . el = t;; kl = 62,5 = ,4 em . 

Fiir die beriihrende X M 2 und e2 = 50 wird: 

k2 e2 = i~; k2 = 5~8 = 10,4 em; 

hierdureh bestimmt sieh Kernpunkt X 2 bzw. X6 auf der y-Aehse. 
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Die naehste Beriihrende ist K N 2; die hierzu gehOrenden Kernpunkte werden 
naeh Abb. 150 b bestimmt. Hierzu.sind zunaehst aufzufinden die Streeken y' auf 
der y-Aehse und v' auf der x-Aehse (vgl. Abb. 160). 

X y': 25 = 87,5: 100; y' = 21,88 em; 
~------+-100 ~ :N1 v': 25 = 100: 25; v' = 100 em. 'r DemgemaB ergibt sieh fUr Punkt J, 

\ 
\ 
\ 
\ 

K\ 
I:-E--!f' y--t.r---

den Sehnittpunkt von K N 2 mit der 
y-Aehse: Fz 

·s --p---_._- ~ ey = 520 +y'=25+21,88 = 46,88 em; ,,3.i 
: ~Klj. 
, 

\ 

\k-+--

i 
I 

I , 
I ~,' 

" : j/ 
\, i /1 ' I 

\ I " '\ iii \'/ t 
Q t-- , 
Abb.160. 

1
,',1 lund weiterhin aus: 

eY'Ya=i;; 
T----1'---T+','H 520,8 

, Y Ya = 46,88 = 11,13 em 

, 
I 

~, , , , 

und gleiehzeitig fur den Punkt Q auf 
der x-Aehse: 
ex = 87,5 +v' = 87,5 + 100= 187,5 em 
und somit: 

xa·e", = i:; 
1927,1 

Xs = 187,5 = 10,2 em . 

Die Werle Y3 und Xa bestimmen die 
beiden Kernpunkte K5 und Ka. End
lieh ist Punkt K4 aus der Beriihren
denN2N1abzuleiten. Dahier e4 =87,5 
ist, so wird: 

k4 ·e4 =i;; 
k - 1927.,1:, - 22 . 

4 - 87,5 - em. 

Hierdureh ist der seehseekige Kern 
bestimmt. 

y) Die Berechnung und gra
phische Ermittlung der 
Randspannungen im Recht-

ecksq uerschni tt. 

Der wichtigste Querschnitt fur 
Hochbaukonstruktionen ist der 
Rechtecksquerschnitt. In ihm 
greife in einer der Hauptachsen 

undimAbstande= fvomSchwerpunkte entfernt, undzwar zunachst auBer
halb des Kerns (Abb. 161), eine Normaldruckkraft = N (Druckkraft) an. 
, Die Randspannungen sind: 

(a) a=-l!.. ± M = __ N ± N.! =_ N (1 ± ~1) 
F W b ·k bk2 bk k' 

6 
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Man erkennt, daB - solange Bj < 1 ist, d. h. f < :. also die 

Kraft innerhalb des Kerns angreift - die Klammer stets einen posi
tiven Wert besitzt und somit eine einheitliche Druckspannung uber 
dem ganzen Querschnitt vorhanden ist, daB aber bei Dberschreitung 

der Grenze f = : der Klammerausdruck negativ wird und sich somit 

das Auftreten einer Zugrandspannung zu erkennen gibt. Die beiden 
Randspannungen 0"1 bzw. 0"2 werden: 

(b) 0" = _ N (1 + 6 t) = _ !i (1 + 6 t) 
1 bh h F h' 

(c) 0" = _ !'_ (1-6 t) = _ N (1-6 t) 
2 bh h F h' 

Fur die Spannung eines beliebigen Quer
schnittspunktes im Abstande von z von der senk
rechten Hauptachse ergibt sich eine Spannung 0": b) 

N Mz N M·z·12 
O"=-bh±T=-bh±~ 

y 

= _!i (1 ± 12zt)' 
bh h2 ' 

Die Gleichung ist in bezug auf die Veranderliche 
z vom ersten Grade; demgemaB verlauft die 
Spannung uber den Querschnitt nach seiner 
geraden Linie. Fur z = 0, d. h. den Schwer
punkt, wird: 

(e) 
N N 

O"=O"m =-bh =-7!' 

wahrend sich fur: z.,- ± -}, d. h. die Quer-

schnittsrander, die vorstehend angegebenen 
Randspannungen 0"1' 0"2 ergeben. 

Die vorstehende Gleichung (b, c) gestattet 
eine sehr einfache graphische Darstellung (vgl. 
Abb.161). 

IV 

! 

IE Of, I h_ *-v. <_ 
Abb.16L 

N 
1m Schwerpunkte wird die mittlere Spannung: O"m = - F auf-

getragen, alsdann durch ihren Endpunkt (s) und den vom Angriffs
punkt der Kraft abgewandt liegenden Kernpunkt eine Gerade gezogen, 
die bis zum Schnitt mit der Angriffslinie von N (t in Abb. 161 b) ver
langert wird. Zieht man alsdann tr parallel zur Grundlinie wv und 
weiterhin die Gerade rsz, so stellt die schraffierte Figur das Spannungs
diagramm in dem hier betrachteten Querschnitte dar; n' ist ein Punkt 
der Nullinie, der diese somit im Grundrisse eindeutig bestimmt. DaB 
diese graphische Konstruktion mit der vorstehend abgeleiteten Glei-

Foerster, Repetitorlum L 2. Auf!. 10 
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chung iibereinstimmt, erkennt man einmal darin, daB die Spannungs
verteilung tatsachlich als Gerade durch die Punkte rs festgelegt ist, 
daB ferner fUr sie die vorstehend berechnete Ordinate im Schwerpunkte: 

am = - ~ innegehalten wird und daB endlich auch eine jede Rand

spannung dem oben berechneten Werte entspricht. Es ergibt sich z. B. 
fUr die groBte Druckrandspannung a1 : 

a1 = rw = tu; 

N ( h) h tu:sm=tu:- bh = 1+ 6 :6' 
d.h. 

N (/+ h) 
tu=- bk h 6 =-~ (1+~1) =a1, 

6 

wie vorstehend berechnet wurde. Hiermit ist die Richtigkeit des dar
gestellten Diagramms und Spannungsverlaufes bewiesen. Riickt die 
Kraft in den einen Kernpunkt, so wird in der vorstehenden Gleichung: 

1=-"'-6 
und somit: 

Dies gibt sich naturgemaB auch im Diagramm zu erkennen. Gelangt 
die Kraft innerhalb des Kerns, so treten an beiden Randern nur Druck
spannungen auf (vgl. das Diagramm Abb. 161 d), und liegt die Kraft 
endlich im Schwerpunkte selbst, so verteilt sie sich vollkommen gleich. 
miiBig iiber ihn hinweg - Abb. 161e. 

Liegt bei auBerhalb des Kerns angreifender N ormalkraft 
ein Rechtecksquerschnitt vor, der nur Druck, aber keinen 
Zug aufzunehmen vermag, wie es z. B. bei manchem Mauerwerk, 
vor allem aber bei der Erdfuge der Fall ist, so kann hier im auBersten 
Falle eine Spannung = 0 eintreten, d. h. das Spannungsdiagramm nur 
die in Abb. 161c bzw. 161£ dargestellte Form erhalten. Da hier die 
Normalkraft im Kernpunkt, d. h. im Drittelpunkt der allein wirksam 
verbleibenden Fuge angreift, so wird in dem hier vorliegenden Falle die 
wirksame Druckzone auch nur das Dreifache der AuBenexzentrizitat 
der Kraft = 311 (Abb.161£) sein konnen. DemgemaB wird hier die mitt-. 
lere Spannung: 
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und die Randspannung: 
2 N 

(11=-3f1 b; (12=0. 

1st b in allen obigen Darlegungen = 1,00 m Tiefe, erstrecken sich also 
die Ermittelungen auf die Einheitstiefe, so wird b uberall = 1 zu setzen 
sein. 

15) Liegt der Angriffspunkt der Kraft nicht in einer Schwer
(Haupt-) Achse, ist aber der Kern des Querschnittes be
kannt, so kann dieser zu einer sehr ubersichtlichen und 
schnell z~ bewirkenden AU£fin-
dung der Randspannungen Be
nutzung finden. 

Greift (Abb. 162) die Normalkraft in 
dem beliebigen Querschnittspunkt k an, 
so legt man durch ihn und den Schwer
punkt eine Gerade, welche auf der Kern
linie die beiden Kernpunkte kl und k2 
bestimmt. Unter der Annahme, daB 
nn die dem Kraftangri£fe entsprechende 
Nullinie ist, wahIt man die zweite Achse 
parallel zu nn durch S und erhalt hiermit 

Abb.162. 

die Abstande der auBersten Faserpunkte e, bzw. ell in bezug auf diese 
Achse. Fur eine QuerschnittsgroBe = F werden alsdann die Rand-
spannungen: 

Da der Kernpunkt k2 der Angri£fspunkt zur Lage der Nullinie n22 
und ebenso kl der zu n1 n1 ist, so folgt: 

d.h. 

J' 
kIf = F;-; , 

J~ 
-=k"F; e, 

J' 
k'=F~' ell 

J~ =k,F. 
ell 

Hiermit werden die Randspannungen: 

(11 = N +~= N(l+L)= N(~+I)= N 12 =(1 k 
F k"F F k" F k" F kll m k" 

und: 
(1 = N _ iiI = N (1- L) = N (~ - f) = _ N f~ = _ (1 ~ 

2 F k,F F k, F k, F k, m k, . 

Hierbei sind 11 und 12 die Abstande der Kernpunkte kl bzw. k2 von 
dem Angri£fspunkte der Kraft k. 

10* 
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1st der Kern des Querschnitts bekannt, so sind mithin, da alsdann 
auch die GroBen 11' 12' k" kif gegeben sind, die Randspannungen mit 
Hilfe des ebenfalls bekannten O'm-Wertes zu finden, und zwar ohne daB 
man notwendig hat, die Nullinie zu ermitteln, deren Richtung also 
fiir die vorliegende Berechnung ohne Bedeutung ist. Neben der rech
nerischen Auffindung der Werte 0'1 und 0'2 kann auch der aus Abb. 163 
ersichtliche gra phische Weg schnell zum Ziele fiihren. Man zieht durch 
k die Gerade k8, bestimmt k1 und k2' legt durch 8 eine beliebig gerich
tete Achse (8 U), tragt auf ihr den Wert der mittleren Spannung: 

O'm=!J=8U 

auf und zieht die Geraden k2 U und U kll die auf einer durch k zu US 
gezogenen Parallelen die Punkte T2 und T1 abschneiden. Alsdann ist 

kT2 = 0'1 und kTl = 0'2' Denn: 

kT2: U 8 = 12: k2S = 12: kif' 

kT2= ~12_=0'1 
F k" 

und: 

k T 1: US = k k1 : k18 = t 1 : k, , 

Abb.163. 
kTl = !f,{~=0'2' , 

was zu beweisen war. 
Wird das Moment der auBeren Krafte auf die Kernpunkte bezogen, 

ist also: 
Nt2 bzw. Nfl = Mk2 bzw. = Mid 

bekannt, so werden die Randspannungen am besten auf rechnerischem 
Wege aus den Beziehungen bestimmt: 

Mk2 Mkl 
0'1 = F k ; 0'2 = F k . " , 

Hierbei sind die Werte kif und k, die Abstande der Kernpunkte, 
getroffen von der Schnittlinie zwischen der durch den Schwerpunkt 
gelegten Kraftebene und dem Querschnitte. Bei Belastung eines Recht
eckquerschnitts in seiner senkrechten Achse sind also z. B.: 

h 
k, = kif =6 

und da hier F = bh, so wird: 

Mk2 Mk2 
0'1 = bh} = W ; 

6 
worin W das Widerstandsmoment des Querschnitts angibt, bezogen 
auf die zur Kraftebenen-Schnittlinie zugehorende Achse. 
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e) Der Querschnitt vermag nur Druck aufzunehmen, 
seine ZugwirkungsfHtche ist unwirksam. 

Zunachst sei wiederum vorausgesetzt, daB die Kraftebene den 
Querschnitt in einer Schwer- (Haupt-) Achse schneidet und 
dieser zu ihr symmetrisch ist. Denkt man sich (Abb. 164) den An-
griffspunkt der N ormaIkraft in k, innerhalb der n, 

x-Achse, so wird zunachst die Nullinie senkrecht 
zur x-Achse verlaufen. Betrachtet man ein be
lie biges Flachenteilchen d f, das von der N ullachse 
den Abstand x haben mage, so wird dessen Span
nung als alleinige Abhangigkeit von diesem Ab
stande, d. h. in der Form: a = a x, ausgedruckt 
werden kannen, wobei a eine Konstante ist, 
allen df-Teilchen eigen, die im Abstande von x 
zur nn-Achse, also auf einer Parallelen zu ihr liegen. 
Aus dem Gleichgewichte der auBeren Kraft mit den inneren Querschnitts
spannkraften folgt: 

N = 2)adf = 2)axdf = a2)xdf, 

und ebenso aus der Gleichheit der Momente der auBeren Kraft und 
der inneren Krafte, bezogen auf die N ullinie: 

N 'r= 2)adfx = 2,'axdfx = a 2)x2 df. 

Hieraus ergibt sich der Abstand "r" der N ullinie von dem Angriffspunkte 
(k) der N ormalkraft : 

.Ex2 d f J n r=---=--
.Exdf Sn 

= dem Quotienten aus dem Tragheitsmoment der wirksamen Flache 
und dem statischen Moment dieser, beide bezogen auf die Nullinie. 
Die Auffindung der Nullinie auf Grund dieser Beziehung wird am 
besten auf graphischem Wege bewirkt. Hierzu sei an die graphische 
Darstellung eines Momentes und eines Tragheitsmomentes (vgl. S.22 
bis 23 u. 27) erinnert, die beide auf der Verwendung von Kraft- und 
Seileck sich aufbauen. 

Der Gang der graphischen Ermittlung sei an dem Beispiele in Abb.165 
gezeigt. k sei, wie stets, der Angriffspunkt von N und liege in der 
x-Achse, d. h. in der wagerechten Schwer- und Symmetrieachse des nur 
nach dieser symmetrischen Querschnittes. Unter Annahme eines be
stimmten FlachenmaBstabes wird alsdann der Querschnitt in eine An
zahl kleiner Flachenstreifen zerteilt, parallel zur y-Achse, und ihr In
halt je als Kraft aufgefaBt. Zeichnet man alsdann zu diesen Kraften mit 
einem beliebigen Polabstande das Kraft- und Seileck, so stellt, wenn 
nn in Abb.165 die gesuchte Nullinie ist, die Flache (Fo), begrenzt 
durch den ersten Seileckstrahl, das Seileck und die Gerade vw die zur 
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Auffindung des Tragheitsmomentes des wirksamen Flachenteils, be

zogen auf nn, erforderliche Flache dar: 

I n = 2FoH. 

In gleicher Weise ist Sn = lH, wobei 1 der Teil der nn-Linie ist, 

der von den auBersten Seileckstrahlen abgeschnitten wird (= vw). 

Da: 
I n 

r=-
8ft 

sein solI, so ist im vorliegenden Fall: 

2FoH 2Fo 
r=--=-

lH l 
oder: 

lr 
PO=2' 

d. h. die Nullinie nn liegt vom Angriffspunkt der Normalkraft so weit 

ab, daB ein Dreieck entsteht, Avw inhaltsgleich mit Po. Dieses 

~6'O ~ : I 
'n 

;..---17-----;>. 

Abb,165. 

Dreieck kann man aus Po in der Art gewinnen, daB eine durch A _ 

senkrecht unter k gelegen - gezogene Gerade in Abb. 165 zwei Fliichen 

unter- bzw. oberhalb des Seilecks abschneidet, die unter sich inhalts

gleich sind. 
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Sind - durch Probieren zu 16sen - in diesem Sinne die beiden 
FHichenteilchen 11 und 12 einander gleich gemacht, dann ist vein Punkt 
der Nullinie und somit diese auch im Querschnitte bestimmt. Hierbei 
wird zugleich der unwirksame Teil des Querschnittes von dem unter 
Druck stehenden abgetrennt. Die gr6Bte Randdruckspannung findet 
man am besten graphisch, indem man fUr den wirksamen Querschnitts
teil (F 1'1) unter Verwendung der bereits gezeichneten, nur in der Nahe 
der N ullinie wegen der hier in der Regel veranderten Kra£te ein wenig 
abzuandernden Seilecks den (neuen) Schwerpunkt der Druckflache be-

stimmt, fUr ihn die mittlere Spannung (] m = : berechnet und mit dieser 
" mit Hilie der Spannung = 0 in der Nullinie das geradlinig verlaufende 

Spannungsdiagramm aufzeichnet und somit 
(]max bestimmt. 

Will man die Randspannung rechne
risch prii£en, so dienen hier£iir die vor
stehend gefundenen Beziehungen: 

a= a'x; 
N N 

N=a})xdl; 
und somit: 

a=~-=-
~xdf S" 

N·x 
(]=S' 

" 
bzw. fUr die am weitesten von der Nullinie 
(um z) entfernte Randfaser: 

N·z 
(]max = ----s-' 

" 
Hierbei kann naturgemaB Sn aus der Bezie
hung: S" = l·H entnommen werden. 

Aufgaben, wie die vorliegende, sind 
u. a. bei der Berechnung hoher, dem Wind
drucke und dem Eigengewichte ausgesetzter 

Abb.166. 

Schornsteine mit Ringquerschnitt zu lOsen. Hier wird in der Regel 
darauf Wert zu legen sein, daB die innere Kreislinie ganz oder 
doch zum gr6Bten Teile innerhalb der wirksamen Querschnittsflache 
liegt (Abb. 166). 

Der Winddruck (H) wird zweckmaBig wagerecht eingefiihrt. Er kann fUr 
1 Hohenmeter des Schornsteins mit 190 r' kg angenommen werden, worin r den 
auBeren Halbmesser darstellt. Da der Schornstein nach oben zu sich im auBeren 
Umfange (und der Starke) verringert, so empfiehlt es sich, die H-Krafte fiir mitt
lere AuBendurchmesser in bestimmten Hohenabschnitten von 5-10 m) zu be
rechnen und die einzelnen H-Krafte zu einer Mittelkraft H zusammenzusetzen, 
die ihrerseits mit dem Gesamtgewichte des Schornsteins zur Endmittelkraft 
zu vereinigen ist. Liegt der Angriffspunkt dieser innerhalb des Kerns, so 
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treten nur Druckspannungen auf und alsdann ist die gr6Bte Randspannung zu 
bemessen nach: 

(1 = _ (; + ~) = _ (; + H~h) = _ (~+ G~c) 

• = _ ; (1 + F~C) = _ ; (1 + ~) 1), 

worin: k = ~ den Kernhalbmesser bedeutet2). 

Liegt - wie dies meist der Fall sein wird - der Angriffspunkt der Kraft (ko) 
auBerhalb des Kerns, wie auch in Abb. 166 vorausgesetzt, so ist genau in der vor
stehend er6rterten Weise vorzugehen, der Ringquerschnitt in Streifen zu zerteilen 
und mit Rilfe der Beziehung: 

J,. 
T=-

S" 
die Lage der Nullinie zu bestimmen. Die gr6Bte Randdruckspannung wird als
dann, da hier N = Gist: 

G·z 
(11 = (1max = - S 3) . .. 

Liegt der Angriffspunkt der Kraft nich t in eiper Achse, 
sondern an beliebiger Stelle im Querschnitt, so wird man bei 
den im Hochbau vorliegenden Aufgaben am besten mit Hilfe 
eines Probierv~rfahrens die Randspannungen zu ermitteln suchen. 
Hierbei wird zunachst schatzungsweise die Rich tung der Nullinie an
genommen und alsdann das vorstehend dargelegte graphische Verfahren 
zur Bestimmung der Lage der Nullinie im Querschnitte angewendet. 
1st die Nullinie gefunden, so liegt eine Kontrolle fiir die mehr oder we
niger richtige Losung darin, daB jetzt die Summe der inneren Spann
krafte gleich der auBeren Normalkraft N sein und zudem durch den 
Angriffspunkt von N gehen muB, da nur alsdann ein Gleichgewichts
zustand moglich ist. Aus dem fiir die gefundene Lage der Nullinie er
mittelten Spannungsdiagramm entnimmt man zu diesem Zwecke die 
mittleren, zu den einzelnen Flachenstreifen gehorenden Spannungen 
und bildet aus ihnen und den zugehorenden Flachenelementen die in
neren Spannkrafte, die dann zu Mittelkraften nach zwei verschiedenen 
Richtungen zusammengesetzt werden miissen, um den Angriffspunkt 
der Mittelkraft der inneren Spannkrafte zu erhalten. 

1) Rierin ist h der Abstand des Angriffspunktes der Mittelkraft H iiber dem 
Gelande, also oberhalb des untersuchten Querschnittes. 

2) Es ist: 

k.R = i2 =~; 
F 

J W 
k=--=--

R·F F' 

da R den aUBersten Faserabstand darstellt. 
3) tiber die Berechnung der Werte S" und J" bei ringf6rmigemQuerschnitte 

vgl. u. a. Miiller-Breslau: Graphische St,atik, Bd. I, S.95ff. 5. Auf!. 1912. 
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Eine probeweise Untersuchung in obigem Sinne ist in Abb. 167 dar
gestellt1) . 

Sind erhebliche Unterschiede zwischen beiden Angriffspunkten vor
handen, so ist die Richtung der Nullinie anders zu wahlen und das 
Verfahren bis zu einem angenaherten Zusammentreffen der Angriffs
punkte zu wiederholen. Meist wird eine zwei- bis dreifache Wieder
holung schon zu einem guten Endergebnisse fUhren. Hierbei kann man 

Abb.167. 

bei einem Rechtecksquerschnitt und dem Angriffspunkte der Normal
kraft auf einer Diagonale davon Gebrauch machen, daB die Nullinie 
der anderen Diagonale parallel ist. 

1) In Abb.167 ist ein Rechtecksquerschnitt der Untersuchung zugrunde ge
legt. Der Angriffspunkt der Kraft ist k. Die Richtung der Nullinie wird ange
nommen nono und ihr entsprechend die Flache in 6 Teile (I-VI) geteilt, in deren 
Schwerpunkten je die Flachenkrafte h bis /6 angreifen. Zu ihnen ist mit Hilfe 
des Kraftecks (mit H) ein Seileck gezeichnet und in ihm unter Zuhilfenahme des 
PunktesA (entsprechend k) die Flachenausgleichung (wie in Abb. 165) vorgenommen 
und durch sie der Punkt v der Nullinie und somit diese = nn im Querschnitte 
bestimmt. Des weiteren wird die Schwerachse SSl des nunmehr nur noch wirk
samenFlachenteils (F n) ermittelt (II zu no no) und das Spannungsdiagramm gezeichnet 

(aus a = 0 und am = :). In ihm werden die den Angriffslinien von /l/z . .. 14/~ 
n 

entsprechenden mittleren Spannungen bestimmt, nunmehr die inneren Krafte in 
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Zu den Querschnitten mit nicht ausgenutzter Zugzone gehoren auch 
die Verbundquerschnitte, bei denen in der Zugzone nur das Eisen 
als statisch wirksam in Rechnung gestellt wird. Liegt ein Verbundstlitzen
querschnitt mit auBermittiger Belastung vor, bei einer Normalkraft = N, 
einem ideellen Querschnitt Fi , einem Tragheitsmoment = J n n und dem 
aus diesem durch Teilung mit der auBersten Randfaserentfernung ab
geleiteten idealen Widerstandsmoment = Wi' so kann die Randspan
nung O'btl nach der Beziehung berechnet werden: 

O'b'=--+-' J 
N_ M 

• Fi Wi 

b ~ N Rierbei darf 0' die zu-

~~IIIIIIIOOIIIIIIIIII161 lassige Spannung von im 
1lfjf!llWi~-- - - allgemeinen 35 kg/cm 2 

I i I bei Randelszement, von 
I !/ .1. 7J----i~ 45kg/cm2 bei hochwerti-

I a n 

a. n 

I gem Zement nicht liber-
I schreiten. Die Anwen-

~-------~--------~ 
1+----------.'/0 -------------1 

Abb. 168 B, b. 

dung dieser Gleichung 
setzt aber voraus, daB die 

tL hierbei auftretende Beton-
Zugrandspannung O'bz 

nicht groBer wird als 115 
der zulassigen Beton-

a Druckspannung.lnjedem 
FaIle sind die Eisenein
lagen so zu bemessen, 
daB sie ohne Mitwirkung 

des Betons aIle Zugspannungen aufnehmen konnen. 
Erlangt O'btJ einen hoheren Wert, so ist am besten ein graphischer Weg 

zur Auffindung der Lage der Nullinie und weiterhin der Spannungen zu 
wahlen. Rier soU zunachst nur auf einen einfach, d. h. nur in der Zug
zone bewehrten Querschnitt eingegangen werden, bei dem die Schnittlinie 
der Kraftebene mit der Symmetrieachse des Querschnitts zusammen
falltl). Die Kraft N ist Druckkraft; betrachtet man (Abb. 168a) unter 
Annahme eines derartigen Querschnittsverhaltnisses und einer ent
sprechenden Kraftlage einen beliebigen Flachenstreifen dF, der einen 

der Form: hUm1' 12u".2"" l~u".5 berechnet und mit Kraft und SeiIecken (die 
nicht gezeichnet sind) je ihre Mittelkrafte bestimmt. Beide schneiden sich im 
Punkte .. A@", der zwar nicht allzu fern von k entfernt liegt, aber doch nicht 
so annahernd mit ihm zusammenfallt, daB eine Wiederholung der Untersuchung 
mit einer etwas gedrehten Lage von no no erspart werden konnte. 

1) Genaueres vgl. Bauingenieur 1925, H.1O, S. 366: Aufsatz von Prof. Spa.n
genberg-Miinchen. 
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Abstand von der noch unbekannten Nullinie (nn) = y und = Yj vom 
Angriffspunkte der Normalkraft haben moge, so kann bei Annahme 
eines geradlinigen Spannungsverlaufes (Abb.168b) die Spannung im 
betrachteten Streifenelement zu: 

(a) a = ky 
ausgedriickt werden, unter k einen Festwert verstanden. Das Vor
zeichen'YJ des Abstandes des Flachenstreifens von der "Angriffsachse" 
aa ist positiv oder negativ einzufiihren, je nachdem dF auf derselben 
Seite oder auf der entgegengesetzten Seite der Angriffslinie liegt, wie 
die Nullachse. Eine Unterscheidung in diesem Sinne kommt natur
gemaB nur in Frage, wenn die Angriffsachse den Querschnitt schneidet, 
N also in ihm liegt. Die Momentengleichung in bezug auf die Angriffs
achse lautet 

f adF. 'YJ = N·O, 
woraus folgt: 

f kyYjdF =f y''YJdF = 0, 

bzw. nach Einfiihrung der GroBe dw = YjdF: 
(b) fydw=O. 

Der Inhalt dieser Gleichung besagt, daB, wenn man die GroBen 
'YJdF = dw als parallele Krafte auffaBt, die in den Schwer
punkten der dF senkrecht zur Symmetrieachse wirken, daB 
alsdann die gesuchte Nullachse mit der Mittellinie dieser 
Krafte zusammenfallt. Damit ist die Lage der "nn" bestimmt und 
ihr Abstand Yo von der Angriffsachse festgesetzt. 

Um die Spannungsverteilung darzustellen, ist die Normalspannung 
in einem beliebigen Flachenteilchen dF zu berechnen, z. B. die Rand
spannung aI' deren Abstand Yl von der Nullachse nach Auffindung 
von Yo bekannt ist (Abb. 168). 

Aus den Beziehungen: 

C11 __ ~ __ k und y=Yo-Yj, 
Yl Y 

ergibt sich die Projektionsgleichung: 

(c) N= JadF=kfydF=;~JydF=;:J(Yo-'YJ)dF. 
Hieraus folgt: 

a1 = Yof dF - f fJdF 

oder bequemer fiir die Zahlenberechnung: 

(d) 

NYl 
JdF 

a1 =--fdw 
Yo- JdF 
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Hierbei sind die f tiber aIle Querschnittsstreifen zu erstrecken, die einer 
Beanspruchung unterliegen. 

Zur praktischen Durchftihrung des Verfahrens bei belie big begrenz
tem "symmetrischen" Querschnitt zerlegt man letzteren in eine Anzahl 

A 

a 

TIJ=/-7J 

Abb.169. 

von Flachenstreifen ,,/", bestimmt deren Inhalte, Schwerpunkte und 
Schwerpunktsabstande 'YJ von der Angriffslinie a - a und rechnet als
dann die Werte w = f'YJ aus. Ftir diese in den Schwerpunkten der 
Flachenstreifen als Einzelkrafte wirkenden Werte zeichnet man (Abb.169) 
mit beliebig gewahltem Pol ein Kraft- und Seileck. Der Schnittpunkt 
B der auBersten Seiten des Seilecks bestimmt die Mittelkraft der 
w-Krafte und damit die Lage der Nullachse n - n, zugleich die Werte 
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Yo und Yl' Unterliegt der gesamte Querschnitt F der Beanspruchung, 
so geht Gleichung (d) in die Form iiber: 

N 
FYI 

(11 = --~E~w-
YO-T 

(d') 

Bei AusschluB von Zugspannungen sind dagegen die f nur iiber die 
wirksamen Querschnitte zu erstrecken - vgl. das nachfolgende Zahlen
beispiel S. 158 bis 160. 

Schneidet die Angriffslinie den Querschnitt, so ist darauf zu achten, 
daB alsdann die dFrJ zu ihren beiden Seiten verschiedene Vorzeichen 
haben und demgemaB, wenn die w-Krafte z. B. auf der linken Seite der 
Angriffslinie mit ihrer Richtung nach unten eingefiihrt werden, als
dann die rechts liegenden Krafte nach oben gerichtet anzunehmen sind. 
Es bedingt dies alsdann naturgemaB eine Streifenteilung des Quer
schnittes, bei dem die Grenze zwischen zwei Flachenstreifen mit der 
Angriffslinie zusammenfallt. DemgemaB wird hier das Krafteck auch 
eine Kurve mit einem der Angriffslinie entsprechenden Wendepunkt sein. 

Wendet man die vorliegende Entwicklung auf zum Schnitte mit der 
Kraftebene symmetrische Verbundquerschnitte an, die exzen
trisch bela stet sind, so geht man auch hier (Abb. 170) zunachstvondem 
Seileck aus, zu dessen Aufzeichnung hier die w-Kriifte (dF'rJ) benutzt 
werden. Hierbei tragt man die Krafte in der Art auf, daB zunachst 
von der Zugzone an beginnend die Werte nl.·rJ = We ermittelt und 
von oben an beginnend auf die Kraftlinie aufgetragen werden; an sie 
schlieBen sich dann die Krafte dFrJ = w von der anderen Seite des 
Querschnittes anfangend, unmittelbar an. Mit einem gemeinsamen Pol
a bstand wird alsdann (A b b. 170) das M 0 h rsche 1) Doppelseileck zu den w.
und w-Kraften im Zusammenhang gezeichnet. Einer der Endstrahlenist 
der Anfangsstrahl des we-Seilecks. Sollen die Zugspannungen im Beton 
keine Beriicksichtigung finden, so bestimmt der Schnittpunkt dieses 
Strahls mit dem nach oben verlaufenden Teil des w-Seilecks die Lage 
der Mittelkraft der we- und w-Krafte und damit im Punkte B der Ab
bildung einen Punkt der Nullinie und somit diese selbst - stark in der 
Abb. 170 ausgezogen. SolI hingegen die Betonzugzone statisch wirk
sam aein, so sind die beiden auBeren Strahlen des we- und w-Seilecks 
zum Schnitte zu bringen. Es entsteht Punkt B' und die zu ihm ge
h6rende, in der Abb.170 gestrichelte Nullinie. Mit Auffindung der 
Nullinie sind naturgemaB auch die fUr die Spannungsberechnung er
forderten Yo- und YI-Werte bekannt. 

1) Vgl. hierzu des Verfassers Grundziige des Eisenbetonbaus. 3.Aufl. S. 51Off. 
Berlin: Julius Springer 1926. 
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Fur die Ermittlung der Werte fund wist es empfehlenswert, eine einfache 
Rechentabelle aufzustellen, um so mehr, als man in ihr auch die fur die Spannungs-

~-------t-+--+-nocm,----"" ...... : .. --'10cm 
I 
I 

I 
I 

/I 

I (L 
~-+--+-~-4Yo~:-----~~ 

Abb.170. 

1 
2 

3 

berechnung notwendigen Summenbildungen alsdann bequem vornehmen kann. 
Eine solche Tabelle ist nachfolgend fUr das Beispiel in Abb. 170 aufgestellt. 
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Tabelle zu Abb. 170. 

Fll1ehe 1 (em') E 1 (em2) '7 (em) w = 1'7 (emS) Ew 

n1Bl=240 

I 
140 weI = 33600 

nl'2=240 130 w'2 = 31200 
nl'3 = 240 110 W'3 = 26400 
nl.4 = 240 a 90 w., = 21600 6 

nl.s = 240 1:nl. = 1440 70 w.s = 16800 1:w. = 141600 
nl.s = 240 1 50 w'i = 12000 1 

--

II = 280 6 47 WI = 13160 6 

12 = 520 1:1 = 2550 55 w2 = 28600 1:w = 172710 
13 = 590 1 65 W3 = 38350 1 

14 = 600 - LI 15 = -110 75 w4 = 45000 - LlW5=- 14800 
15 = 560 ,15 85 Ws = 47600 M 
Is = 525 1:1= 2440 95 wa = 49900 1:w= 157910 
17 = 490 1 105 w7 = 51500 1 

Is = 455 115 Ws = 52300 
19 =420 11 125 Wg = 52500 11 
110 = 380 1:1= 5040 135 WIO = 51300 1:w= 461710 
In = 220 1 143 w11 = 31500 

I 
1 

-- --

a ,15 6 ,16 

F j = 1:nl. + 1: 1= 3880cm2 1: w. + 1: W = 299510 cm3 
1 1 1 1 

6 11 6 11 

Fj = 1: n I. + 1: 1= 6480 em2 1: w. + 1: W = 603310 em3 
1 1 1 1 

Fallt die Nullaehse nieht mit einer Lamellengrenze zusammen, so sind fiir die 
BiIdung der Summenwerte 2J I und 2J W bei der letzten Lamelle - im vorliegen
den Falle in Abb.170 bei Lamelle 5 - entspreehende TeiIbetrage LI Is und LI W5 
in Abzug zu bringen. Es ergibt sieh alsdaun naeh Gleiehung (d) die groBte Druek
spannung im Beton zu: 

N 
Fi Yl 

ab = --6----5 - = 
1:w. + 1:w 

Yo - -=-l_--=---=---_ 
F; 

N 
6 5· Yl 

1:nl.+1:1 
1 

6 f> 

Ew. + 1:w 
Yo - 16 1, 

1:nl.+1:1 
1 1 

Fiigt man hierin die Zahlen aus der vorstehenden Tabelle ein, so wird fiir N = 40000 
und fiir Yo = 87,8 em, Yl = 47,8 em (aus der Zeiehnung entnommen). 

40000 
3880-. 47,8 

t1b = 299510 = 46,5 kgjem2. 
87,8- 3880 

Damit ist aueh - entspreehend der Annahme eines geradlinigen Spannungs
verlaufes - das Spannungsdiagramm unter Innehaltung der Nullinie bekannt und 
somit aueh die Spannung a. in der auBersten Eiseneinlage gefunden: 

nab· Y. a. = --, y. = 52,2 em aus der Zeiehnung. 
Yl 

= 15·46,5·52,2 = + 747 k I 2 a. 47,8 gem. 
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Wird die Betonzugspannung mit in Rechnung gestellt, so hat sich die Summen
bildung iiber den ganzen Querschnitt zu erstrecken, also auf aIle Werle lund 141 

a uszudehnen. Fiir diesen Fall liefert zunachst die gra phische Lasung die Werte: 
y~ = 62,5; y~ = 102,5. 

Es ist: 
N 

6 11 • y~ 
1:nl. + 1: 1 

1 1 
6 11 

1:w. + 1:w 
1 1 
6 11 

40000. 625 
6480' . 2 

------c6=-=0-=-37C31O-:0 = - 41,1 kg/em 
102,5 - 6480 

y'o-
1:nl.+ 1:1 

1 1 

(vgl. die Tabelle). 
Aus dem Spannungsdiagramm folgt weiter: y; = 47,5 und somit die graBte 

Zugrandspannung im Beton: 

_ a~y; _ 41,1·47,5 _ + 313k / 2 ab - -- - -, g em 
z y~ 62,5 

eine GroBe, bei der Risse auftreten werdenl ). 

Uber die Berechnung auBermittig auf Druck belasteter Verbundquerschnitte, 
bei denen nur Druckspannungen oder neben ihnen nur geringe Zugspannungen 
auftreten, vgl. den letzten Abschnitt iiber die Knickberechnung auBermittig 
belasteter Stabe und Querschnitte. 

Zahlen beis piele. 
1. Der Ober- (Druck-) Gurt eines Balkenbinders (Abb. 171) wird durch eine 

zwischen die Knotenpunkte des Tragsystems gelegte Pfette in der Mitte zusatz

F=2'17,O *1'2,0 Wx =2'6O,7 
Abb. 171. 

lich auf Biegung mit einer zur 
Achse senkrechten Last von 
1200 kg belastet. Die Druck
kraft - axial angreifend -
betragt 14000 kg. Ais Quer
schnitt ist der in Abb. 171 
dargestellte, aus zwei [-Eisen 
(Normalprofil 12) bestehende 
Querschnitt mit F = 2 ·17,0 
= 34,0 cm 2 und W" = 2'60,7 
= 121,4 cm3 gewahlt. Die 

Randspannungen sind zu berechnen. Das zusatzliche Biegungsmoment in Stab
mitte betragt, wenn man den Gurtstab als frei gelagerten Trager auffaBt: 

1200 
M = -2-·200 = 120000 kg·cm. 

DemgemaB wird: 
N M 14000 120000 

a l = - F- - tv = - 3:tJ)-121,4 
= - 411 - 988 = - 1399 kg/cm2 ;;;;; 1400 kg/cm2, 

a2 = - 411 + 988 = + 577 kg/cm2 • 

Die Beanspruchung a l ist eine hohe, aber noch gerade erlaubte. 

1) Das dritte in Abb. 170 dargestellte Diagramm bezieht sich auf einen Quer
schnitt, der in der Zug- bzw. Druckzone verschiedene Elastizitatszahlen besitzt. 
Wegen dieses Sonderfalles sei auf die in Anm. I S. 154 mitgeteilte Veriiffentlichung 
verwiesen. 
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2. Auf der in Abb. 172 dargestellten gulleisernen Saule mit ringformigem 
Querschnitte ruhen zwei I-Trager auf, die bald mit 18 t, bald nur mit 12 t be
lastet werden. Die Spannungen im Saulenquerschnitt sind bei starkster Exzen
trizitat des Kraftangriffes, also bei einseitiger Vollbelastung des einen Tragers 
und geringster Belastung es anderen, zu bereehnen. Der 
Quersehnitt hat einen aulleren Durehmesser von 20 em, fi Pz 
einen inneren von 16 em, und demgemall ein F = II3 em 2 

und ein Widerstandsmoment W = 463 em3• Die Exzen
trizitat bereehnet sich aus der Bedingung: 

(PI + P 2 )· 1 = (18 + 12)' 1 = PI 0,15 - P 2 0,15 

= (18,0 - 12,)' 0,15, 

also aus einer auf die Saulenaehse bezogenen Momenten
gleiehung 

1_ 6,0.0.15_ 003 -3 
- 30 -, m- em. 

Demgemall wird: 

M = 3·30000 = 90000 kg'em 
und 

_ N M _ 30000 ± 90000 
(J--)f± W - -~ 463' 

(JI = -- 266 - 194 = - 460 kg/em 2, 

(J2 = - 266 + 194 = - 72 kg/em 2. 

Die Saule wird also in allen ihren Quersehnittsteilen 
auch bei der exzentrisehen Belastung gedriiekt. Die 
hierbei auftretenden Spannungen sind als erlaubt zu 
-bezeiehnen. Bei voller Belastung PI = P 2 = 18 t wird 

Abb.172. 

die alsdann uber den Quersehnitt sieh gleiehma13ig verteilende Druekspannung: 
2.18000~ 

(J = ---~ = - 320 kg/em2 
113 . 

3. Der Obergurt eines Kragtragers wird (Abb. 173) dureh ein ill = 8630 kg' em 
(infolge der ihn gleiehma13ig beanspruehenden Last Q) und dureh eine Systems
kraft H = 3600 kg beansprueht. Wahlt man 
ein l-Norm.-Prof. Nr.7 mit F = 22,8 em 2 ~%h-n'T'TTITTTTfrrTl'1'rn,rTl'1'1TMTrI 
und Wx = 12,6em3 , so ist: 

8630 3600 
(J = =f 12,6 + 22,8 = =f 685 + 158, 

(Jl = + 843, (J2 = - 527 kg/em2 • 

4. Der Kern des Mauerquersehnitts in 
Abb.174 ist unter der Voraussetzung, dall 
die seitliehen Vorspriinge um je 1 m heraus-
treten, zu bestimmen. Allb. 173. 

Aus den Abmessungen der Abbildung folgt: 

F = (3'3-2'1'I)m2 = 7m 2 = 70000em~, 

J = 3,0.3,()~ _ 2. 1,0.1,03 = r'- (3.27 - 2·1) = 65833 rn3 
x 12 12· " 

1,0.3,03 1,0.1,03 1 
J y = 2.~ + ~-12-- = T2 (2·27 + 1) = 4,5833 m3 . 

Foerster, Repetitorium I. 2. Auf I. II 
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DemgemaB wird: 

6,5833 
k1 = 7,0.1,5 = 0,626 m, 

k .~,() _ J. _ '2 _ 4,5~3~ 
2 2 - F - ~y - 7,0 

4,5833 
k2 = 7,~O.1,5 = 0,445 m. 

Aus diesen MaBen ist der in Abb. 174 dargestellte Kern bestimmt. Er hat 
eine Hohe von 1,252 m und eine Breite von 0,89 m. 

5. Eine Gewolbefuge (Abb. 175) von 1,00 m Starke und 1,00 m Tiefe wird im 
Abstan.de von dem oberen Gewolberande von 0,20 m dureh eine Normalkraft 

Abb.174. Abb.175. 

von 30 t exzentriseh belastet. Gesucht sind die Randspannungen_ Da hier die 
10 

Kernweite -~ = 0,33 m betragt, der Kern also um je 16,5 em von der Mittellinie 

absteht, die Normalkraft aber von hier aus den Abstand von 50 - 20 = 30 em 
hat, so liegt sie auBerhalb des Kerns, und es sind somit versehiedene Spannungen, 
am oberen Rande - also nahe der Druekkraft - die groBte Druekspannung, 
am unteren. Gewolberande der Hochstwert der Zugspannung zu erwarten. 

Es ist: 

F = 1,00m2; 
13 1 

W = 6 = 6- = 0,1666m3, 

jl-I = 30-0,30 = 9 tom, 
und somit ergibt sieh: 

N M 30 9 
a = - IF ± W = - T ± 6)666 = - 30 ± 54 = - 84 bzw. = + 24 tjm2 1). 

DemgemaB sind die Randspannungen: 

a1 = - 8,4 kg/em 2 und rJ2 = + 2,4 kg/em 2. 

24000 
1) 24 tfm 2 entspreehen 24000 kg/m2 und ioo~ioo = 2,4 kg/em 2. 
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6. Der in Abb. 176 dargestellte Mauerpfeiler setzt sich mit einer Grundflache 
von 6,00'2,00 m auf einen guten, tragfahigen Baugrund auf, der bis zu 4 kg/cm 2 

beansprucht werden darf. Auf die letzte Mauerfuge und ebenso auf die Erdfuge 
wirkt eine schrag gerichtete Kraft R = 155 t ein, die in zwei Seitenkrafte, eine 
senkrechte N = 150 t und eine wage
rechte H = 37,5 t zerlegt wird. Es ist zu 
untersuchen, ob der Pfeiler gegen Ver
schieben ausreichend gesichert ist und 
keine zu hohen Belastungen im Mauer
werk und auf dem Baugrunde auftreten. 
Da die Reibungszahl zwischen Erde und 
Mauerwerk unter ungiinstigen Verhalt
nissen rd. 0,40 ist, so wird hier eine Rei
bungskraft auftreten = 0,4' N = 0,4'150 
= 60 t, also > H > 37,5 t, so daB eine 
Verschiebung des Pfeilers durch die hori
zontale Seitenkraft der Gesamtmittel
kraft nicht zu befiirchten steht. 

Die Kraft N greift von der Pfeiler
auBenkante urn 1,60 m entfernt an, liegt 
also, da die Fuge 6,00 m breit ist, nicht 
mehr im Kern, d. h. nicht im inne
ren Drittel. Ihre Exzentrizitat gegen
iiber dem Querschnittsschwerpunkt ist 
f = 3,0 - 1,60 = 1,40 m und somit 
M = 150'1,4 = 210 t·m. Ferner ist Wy 

~N 150t 

H=J7,5t 

n 

n 

f~ '" .., - "" t_ ~ +. ..., 
<::>, 

~ r------: ti<'-o,oom------'" 
Abb.176. 

fiir die hier in Frage kommende senkrecht zur Kraftebene stehende Achse y: 

F = 12,Om2. 

Aus diesen Werten folgen die Randspannungen: 

_ 150 210 _ 360 2 
a1 - -12 -12 - -12 tim , 

= - 30 tjm2 = - 3,0 kg/cm2 , 

- 150 + 210 60 
a2 = --1-2-- = + 12 = +5,Ot/cm2 = +0,5kgjcm2• 

Die mittlere Spannung am im Schwerpunkt wird: 

am = 11520 = 12,5 tjm2 = 1,25 kgjcm2. 

Mit Hilfe dieses Wertes ist auch das Spannungsdiagramm in Abb.176 ge
zeichnet. Es liefert die Nullinie im Querschnitte. Die Lage dieser kann natur
gemaB auch rechnerisch gefunden werden. Bezeichnet man die Abstande der 
Nullinie von den beiden Querschnittsrandern (Abb.176) mit r und t, so wird: 

r:t =a1 :a2 =3,0:0,5; r+t=6,0; r=6,0-t; 
6,0 - t : t = 3,0 : 0,5 = 6,0; 

6,0 - t = 6,0·t; 7 t = 6,0; t = 0,86 m 

und demgemaB r = 5,14 m. Nunmehr kann man auch (S. 151) nach der Gleichung 

N·z 
G max = s;:-

11* 
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die groBte Randspannung fiir den Fall berechnen, daB die Zugzone nicht beriick
sichtigt wird, also die Druckzone allein die gesamte Kraft aufnimmt. Hier ist 
z = 5,14m. 

s = 5,142 .2,0 - 2642 3 .. 2 - , m, N=150t, 

_ 150·5,14 _ 150 _ 2 _ 21 
O"max - 2642 - 5 14 - rd. 29,3 tim - 2,93 kg/cm ) . , , 

Fiir die Spannung in der Erdfuge darf nur die 3fache AuBenexzentrizitat fiir 

y 

100 ~ 
_____ £f1-_ ~y 

F }-20-J 
("x) , 

Abb.177. 

die wirksame FIache in Rechnung gestellt werden, 
d. h. bo = 3·1,60 = 4,80 m. DemgemaB wird (vgl. 
S.146): 

_~_150_ 2_ 2 
O"m - 4,80.2,0 - 9,6- rd. 15,6 tim - 1,56 kg/cm 

und somit: O"max = 20"m = 3,02 kg/cm2 < 4 kg/cm 2, 

wie hochstens gestattet war. 
7. In einem Pfeiler-Rechtecksquerschnitt sei 

Abb. 177: F = 100·40 = 4000 cm2; f in der zur 
langeren Seite parallelen y-Achse = 20 cm, d. h. 

100 > k >"""6" > 16,66 cm; N = 20000 kg. DemgemaB wird (nach (S. 147): 

0"1 = - 0" (~+ t) = _ 200QQ. (16,66 + 20) = _ 5.22 = -11 kg/cm2. 
m k 4000 16,66 ' , 

_ (16,66 - 20) _ 3,34 _ 1 k / 2 
0"2 - - 5 --r6,66 - + 5. 16,66 - + ,0 g cm . 

Das gleiche Ergebnis Hefert auch die normale Rechnung: 

M = 20-20000 = 400000 kg·cm; 

N 
F = 5kg/cm2; 

0"1 = - (5 + 4~~~~n = - (5 + 6) = - 11 kg/cm2; 

0"1 = - (5-6) = + 1 kg/cm2• 

8. Ein normal gebauter Fabrikschornstein von 36,0 m Hohe (Abb_ 178) hat 
einen auBeren oberen Halbmesser von 0,9 m, einen unteren von 1,50 m und hier 
einen inneren Radius von 1,05 m, sowie einen Querschnitt von rd. 3,6 m 2. Das 
Eigengewicht des Schornsteins betrage 150 t, der fiir eine mittlere Starke berech-

z2 b 
1) Man konnte - einfacher - auch folgendermaBen rechnen: Da S .. = ""2 ist, 

. N·z 2 NIl· 2·150 293 / 2 so wlrd: O"max = Z2b = Zb' a so vor legend: O"max = 51(:2 = , t m . , 
2 

Es mag verwundern, daB jetzt die Randspannung geringer wird als bei Heran
ziehung der Zugflache: (2,93 > 3,0 kg/cm 2). Es findet das seine Erklarung darin, 
daB bei Ausschaltung der Zugzone die Exzentrizitat des Kraftangriffes verhaltni~
maBig geringer wird. 
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nete wagerechte Winddruck H = 8,0 t. Das Moment infolge des Winddruekes ist 

36 
M = 8,0'2 = 144t·m. 

Das Widerstandsmoment des Querschnitts berechnet sich zu: 

W = (R4 - r4)n = 1,504 - 1,054 .314 = 5,0625 - 1,217. 314 
4R 4.1,50' 4·1,50' 

= 3'!~g5 .3,14 = 2,013 m3. 

Nunmehr lassen sich auch die Randspannungen bilden: 

_ N M _ 150 144 _ _ 2 
0'1- - F - W - - 3,6 - 2,013 - rd. - 41,6 - 71,7 - -U3,3t/m, 

= -11,3 kgjcm2, 

O'~ = - 41,6 + 71,3 = + 29,7 t/m2 = + 2,97 kg/cm2• 

Beide Spannungen sind bei bester Ausfiihrung und gutem Material durehaus 
zulassig. Da sowohl Druek- wie Zugspannungen auftreten, ist ersichtlich, daB die 
Mittelkraft aus N und H die Grundflaehe auBerhalb des Kerns schneidetl). Er
halt der Schornstein ein im Grundrisse quadratisch geformtes Fundament, sq sind 
nach Auffindung der auf dieses wirkenden Mittelkraft 
und ihres Angriffspunktes (am besten auf graphischem 
Wege) die Randspannungen im Fundamentkorper und 
die groBte Pressung des Baugrundes unter der nach der 
Mittelkraft zu gelegenen Kante auf genau dieselbe Art " 
zu bestimmen, wie es in Beispiel 6 ausfiihrlich erlautert 
worden ist. 

H=800t 

Ecken bewehrte Verbundsaule hat einen quadratisehen~' -
9. Eine mit 4 Langseisen von je 2 em 0 an den ~ t' 

Quersehnitt von 30 em Seite. Die Entfernung der Eisen ~I t ~ 
von den Querschnittsaehsen betragt je 12 cm. In einer C\:: I' !'<>, 

der Haupt- (Schwer- )Aehsen greift auBermittig um das 1'" 
MaBlvond5,oRcmdeine Kraft N = 10000kg an. ZluSr Er- -'--f<!+-t'--"IL----- __ 
mitt ung er an spannungen im Beton kann (vg .. 154) 
zunachst versuchsweise mit der Gleichung: 

gereehnet werden. 

N M 
O'=---=f~ 

Fi Wi 

Hier ist: 

Ro~ oTft 
lr,;i~o5m 

~96l1;h I-

Abb.178. 

22 .3,14 
Fj> der ideelle Verbundquersehnitt, = Fb + nF. = 30·30 + 15·4 -4-

= 900 + 188 = 1088 cm2 2); 

1) Der Kerndurchmesser ergibt sich hier zu: 

J 
k·R= F' 

J W 2,013 
k = R.F = -F = -3,6 = rd.0,56m. 

Da die Exzentrizitat der Mittelkraft 0,96 mist, so tritt letztere mithin aus dem 
Kern heraus. 

d2n 22314 
2) F. = 4fe = 4'4 = 4'-4-' - = 12,56 cm2• 
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300' 
J", = J" = -f2 + 15·F.12z = 67500 + 15·12,56·144 = 74630 em'; 

J,. 74630 

DemgemaB wird: 

W, = h!'i = -15-- = rd. 5000cm3 • 

10000 10000·5 
a = - -foss =t= 5000 ~ -. 9,5 =t= 10; a1 = - 19,5 kg/cmz. 

a2 = + 0,5 kg/cmz. 

Bei der sehr gerin.gen Zugspannung ist die obige Gleichung anwendbar. 
Wird die Exzentrizitat = 10 em, so ergibt sich: 

a = (- 9,5 =t= 20) kg/cmz; 
a1 = - 29,5 kg/em z; 
a2 = + 11,5 kg/em 2. 

Alsdann dad mit der Gleichung nur gereehnet werden, wenn die zulii.ssige Druck~ 
spannung im Beton (vgl. S. 154) ~ 5'11,5 ~57,5 kg/cm 2 ist. Hier miiBte also 
ein besonders hochwertiger Zement Anwendung finden. 

7. Bestimmung der Spannungen in auBermittig belasteten, auf 
Knickung beanspruchten Druckstaben. 

Liegen fluBeiserne Sta be vor, so ist zu der aus dem co-Verfahren 
abzuleitenden Druckspannung noch die Biegungsspannung zusatzlich 
hinzuzufiigen, demgemaB ist hier (vgl. die Ausfiihrungen auf den S.77 
und folgende) mit der Gleichung zu rechnen: 

N·w M 
(] = p-+ w < (]zr.i· 

1m gleichen Sinne konnen im elastischen Bereiche (A = 8~ > 100) 
~ 

auch die auf S.81 erwahnten, aus der Euler- Gleichung abgeleiteten 
Beziehungen gelten: 

(a) bei der Sicherheit v = 3,0 ; 

(b) bei der Sicherheit v = 4,0; Jeff = 1,69 P 8~ + eM , 
azul 

wenn e der Abstand der auBersten gedriickten Faser von der maB
gebenden Schwerachse bedeutet. Bei Durchfiihrung der Rechnung, im 
besonderen bei Bestimmung der Zahl co wird zu beachten sein, nach 
welcher Achse hier infolge des Momentes (= M) eine Ausbiegung des 
Stabes zu erwarten steht, da dieser Richtung entsprechend naturgemaB 

auch der fiir co maBgebende Wert: 8~, also vor aHem i zu wahlen ist. 
~ 

1) Das zweite Glied erklart sich aus der Beziehung: 

a = M = M = eM und somit: J = ~.M . 
W J J a 

e 
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Bei guBeisernen Saulen sind die Randspannungen nach der 

N ormalgleichung fiir auBermittige Belastung a = - ~ ± ! < azul zu er-

mitteln. Danebenisthierauchnachzuweisen, daBJ min> 6F· 8 2 + eM istl). 
k O'zu! 

Bei Holzstaben, die erheblich auBermittig durch eine Kraft N 
belastet, oder neb en einer mittigen Kraft N durch ein Moment M be
ansprucht sind, darf die aus der Gleichung: 

a = wFN + :n bei Druckstaben, 

a = -; +:' bei Zugstaben 

errechnete Randspannung die fiir Holz auf S.81 angegebenen Werte 
(also fiir Nadelholz 80 [Druck] bzw. 100 kgjcm 2 [Eiche]) nicht iiber
schreiten. Hierbei ist "ohne Riicksicht auf die Richtung der Ausbiegung" 
stets der groBte Wert von w einzusetzen. F n und W n beziehen sich 
auf den "nutzbaren" Querschnitt, verlangen also die Beriicksichtigung 
etwaiger Schwachungen des Knickquerschnittes. 

Verbundstiitzen, deren Langenverhaltnis (vgl. S.84) ein Aus
knicken befiirchten Ui-Bt, also demgemaB eine Berechnung nach dem 
w-Verfahren auf Knicken verlangen, sind bei auBermittiger Belastung 
entsprechend den Eisen- oder Holzstiitzen nach der Beziehung 

wP M 
a=-±- < azul F; Wi -

zu beurteilen. 

Zahlen beispieIe. 

1. Eine 3,50 m freigestiitzte SauIe, gebildet dureh ein I-Norm.-Prof. 45 mit 
F = 147 em2, Wx = 2037 em3 , i. = 17,65 em; Wv = 203 em3 ; iv = 3,43 em wird 
dureh ein Moment Mx, wirksam also in der mit dem Stege zusammenfallenden 
y-Aehse, M. = 680 t'em und zudem dureh eine NormaIkraft in der Stiitzenaehse 
N = 56,0 t belastet. Es ergibt sieh fiir die Ausbiegung naeh der x-Aehse: 

8k 350 
A. = T = 17,65 = rd. 20; 

(J) naeh der Tabelle S.79 = 1,02, und somit: 

w N M 56·1,02 680 
O'x =-F- -Wx =-1~-2037= 

- 0,388- 0,328 = - 0,716tjem2 = -716kg/em2• 

2. Ein FluBstahlstab besteht aus 2 ] Norm.-Prof. Nr.20, mit naeh auBen ge
kehrten Flansehen und einem liehten Stegabstand = 12 em; N = 18 t; M. = 
382 t'em; M. = 410 t·em; 8k = 480 em; F = 2'32,2 = 64,4 em2 ; J. = 4428, 
J. = 3822 em3 (je fiir den Gesamtquersehnitt), Wv = 326, W. = 382 em', 

1) Siehe FuBnote S. 166. 
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iz = 7,8 em; i. = 8,3 em. DemgemaB wird fiir die Verbiegung naeh der y-Aehse: 

;. = !! = 480 = 51 5· w = 1,18 (vgl. S. 79) ; 
i. 8,3 " 

w N M z (1,18,18 382) 
az = - F - W. = - 64,4 + 326 = - 1,5 t/cm2 = - 1500 kgjem2 

und naeh der x-Aehse: 

;. = ~~ = 480 = rd 62· w = 1,29,' i., 7,8 ., 

( 1,29,18 410) 
a. = - 64,4 + 382 = - 1,44 t/em2 = 1440 kg/em2• 

Der Wert alll ist > azul> 1400 kg/em 2 und verlangt demgemaB einen starkeren 
Quersehnitt als hier gewahlt. 

3. Es solI das J erf fiir ein Breitflanseh-Stiitzenprofil bestimmt werden fiir: 
N = 24t; M = 24'10 = 240t'em; 8k = 7,50m; azul = 1,4t/em2• Naeh der 
Gleiehung auf S. 166 wird: 

Jeri = 1,69. N . 81 + eM. 
azul 

e wird versuehsweise zu 2; = 13,5 em angenommen; demgemaB wird: 

135·240 
Jeri = 1,69.24.7,52 + -' u-- f,Q (2290 + 2320) f,Q 4610 em3 • 

Gewahlt wird ein Quersehnitt-Breitflanseh I-Eisen Nr. 27 mit h = b = 27 em 
(also e = 13,5 em) und J. = 4920 em' >4610; Jz ist fur das Profil = 16529 em'. 

Da ferner i. = 7,02 em ist, so ist aueh die Anwendung der obigen Gleiehung 

h f '1 ' 7,50 1 . d S I statt a t, weI Flo = 7,02 = rd. 107, a so> 100 1St, un somit die tutze im e asti-

sehen Bereiehe liegt. 
4. Eine guBeiserne Saule tragt eine Aehslast N = 60 t und ein Moment 

= 300 t'em = 300000 kg·em (also Exzentrizitat = 5 em); 8k = 4,00 m. 
Es ergibt sieh: 

N M 
a=-F-W' 

Nimmt man einen Ringquersehnitt von einem auBeren Durehmesser = 26 em 
und einer Wandstarke = 2,6 em an, so wird 

J = 13234em'; 
13234 

W = -I3-- = rd. 1018 em3• F = 191,0 

und hiermit: 
60000 300000 2 

a = - 191,0 - 1018 = rd. 600 kg/em, also = azul' 

Kontrolliert man das Tragheitsmoment naeh der Beziehung: 

so ergibt sieh: 

J 6N 0 eM = 8;'+-, 
azul 

13·300 
JerI = 6.60.4,02 + 0,6 = 360· 16 + 13 . 500 12260 < 13234 < JNrhanden' 
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5. Ein ungesehwaehter Holzstiel von 24'24 em2 und 8,33 m Lange sei auBer
mittig in einer Hauptaehse mit N = 6000 kg im Abstande = 6 em vom Sehwer
punkt belastet. Die auftretende Kniek- und Biegungsspannung wird gesueht. 
Es ist: F = 576 em 2 ; 8k = 833 em; i = 0,288'24 = 6,94 em und somitl): 

8 k 833 
T = 6,94 = rd. 120; 

Hieraus folgt fiir Nadelholz: w = 5,36; ferner wird 

243 
W = 6 = 2304 em3 und M = 3000·6 = 18000 kg. em. 

Hieraus folgt: 
= _ (w N + M\ = _ (5,36.6000 + 18000) 

11 F W) 570 2304 

= - (47,6 + 15,6) = - 63,2 kg/em2 < 80 kg/em2 , 

also erlaubt. 
6. Eine Eisenbetonstiitze quadratisehen Quersehnittes (Seite a = 30, also 

Fb = 900 em 2) wird dureh 4 Langseisen von je 2,0 em 0 bewehrt, die in Entfernung 
von je 12 em von den Sehweraehsen entfernt liegen. Fiir diese Stiitze wurde bereits 
auf S. 165-166 gefunden: IdeellerQuersehnitt: Fi = 1088 em2 ; idelles Widerstands
moment: Wi ~ 5000 em3 • Die Belastung der Stiitze sei auBermittig um 8 em 
und betrage N = 10000 kg. Die Kniek- und Biegungsspannungen werden gesueht. 

Aus dem Verhaltnis -4- = ~~o = 20 folgt die Kniekgefahr und naeh der Tabelle 

auf S.84 der w-Wert: w = 1,25. Daraus ergibt sieh: 

w N M 1,25 ·10000 10000 - 8 
11 =" - F; =f Wi = - ~ss-- =f 5000 

= - 11,4 =f 16,0; 111 = - 27,4; 0'2 == + 4,6kg/em2 • 

Beide Spannungen sind als durehaus erlaubt zu betraehten, da namentlieh 
ein 112 = 11. = 4,6 kg/em 2 ein Entstehen von Rissen nieht befiirehten laBt. 

1) VgL S_ 57 und 58. 




